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Chapitre 0

Introduction

0.1 Philosophie de la thése

En géométrie différentielle complexe, on a souvent coexistence de structures trés riches et

rigides comme par exemple les structures analytiques complexes et d’autres trés élastiques,
comme les structures différentielles ou encore d’autres extrémement irréguliéres comme celles
données par les fonctions localement intégrables ou les distributions. Nous commengons par
énoncer quelques résultat classiques qui constituent le point de départ de cette thése.
Une variété presque complexe (X, J) est une variété différentielle munie d’une section J de classe
C* du fibré des endomorphismes du fibré tangent telle que J2 = —I. Le complexifié de cette
section sur le complexifié du fibré tangent admet deux sous fibrés propres. Le fibré des vecteurs
complexes de type (1,0), qui est celui relatif au valeur propre i et le fibré des vecteurs complexes
de type (0,1), qui est celui relatif au valeur propre —i. Une variété presque complexe est dite
intégrable si le fibré des vecteurs de type (0, 1) est intégrable, (ou de fagon équivalente si le fibré
des vecteurs de type (1,0) est intégrable), ce qui signifie que le crochet de Lie de deux champs de
vecteurs de type (0,1) est encore un champ de vecteurs de type (0,1). Dans ce contexte on a le
célebre théoreme de Newlander-Nirenberg, (voir [We-1], [Hor|, [Dem-1]|, chapitre VIII, [Mal-2],
[Nij-Woo| et |[New-Nir|), qui permet de caractériser les variétés complexes parmi les variétés
presque complexes.

Théoréme 1 (Newlander-Nirenberg) Soit (X, J) une variété presque compleze. L’existence
d’une structure holomorphe sur la variété X telle que la structure presque complezxe associée soit
égale a J est équivalente a l'intégrabilité de la structure presque compleze J.

Nous donnons maintenant un deuxiéme exemple. Une fonction semi-continue supérieurement u
sur une variété presque complexe (X, J) est dite plurisousharmonique si la restriction a toute
courbe J-holomorphe locale est sous-harmonique. Dans le cas d'une variété complexe on a le
résultat fondamental suivant due a Bombieri (voir [Bom|, [Sko| et [Dem-1], chapitre VIII )

Théoréme 2 (Bombieri) Soit ¢ une fonction plurisousharmonique sur une variété complexe
X. Soit A Uensemble des points x € X tels que la fonction e™% soit non intégrable dans un
voisinage de x. Alors A est un sous-ensemble analytique compleze de X.

Ce résultat est d’une importance fondamentale pour prouver par exemple le théoréme de semi-
continuité de Siu pour les courants positifs fermés. Celui-ci constitue notre troisiéme exemple.

Un courant de bidegré (g, q) sur une variété presque complexe (X, J) de dimension n est une
(¢, q)-forme a valeurs dans le faisceau des distributions complexes sur X. L’espace des courants
de bidegré (q,q) s’'identifie par l'intégration des formes avec le dual topologique de 1'espace des



(n —q,n — q)-formes C*> a support compact muni de la topologie de la convergence uniforme de
toutes les dérivées. Un courant de bidegré (g, q) est dit positif si il est positif par rapport a tous
les sous-espaces complexes de dimension p := n — q. Il est dit fermé si il est fermé par rapport
a Dopérateur de différentiation extérieure. Le nombre de Lelong v(0,z) d'un courant positif
fermé © en un point x € X mesure le comportement asymptotique de la masse du courant ©
par rapport au volume de la boule complexe p-dimensionnelle. Il est bien connu que dans le cas
complexe intégrable, si © = [A] est le courant d’intégration sur un sous-ensemble analytique A
de X, le nombre de Lelong au point € A de [A] est égal a la multiplicité du germe de A en ce
point. Dans ce contexte on a le résultat suivant (voir |Siu|, et aussi [Dem-1]|, chapitre III, pour
une preuve élégante et plus courte).

Théoréme 3 (Siu) Soit © un courant positif fermé sur une variété compleze X et ¢ > 0 une
constante arbitraire. Alors 'ensemble des points x € X tels que v(©,x) > ¢ est un sous-ensemble
analytique de X.

Nous donnons maintenant une premiére idée des résultats obtenus dans cette thése.

Faisceaux 0-cohérents sur les variétés complexes

Dans le premier chapitre de cette thése nous généralisons au contexte des faisceaux analytiques
cohérents un résultat classique de Koszul-Malgrange ([Ko-Mal]) concernant l'intégrabilité des
connexions de type (0,1) sur un fibré vectoriel C* au dessus d'une variété complexe.

En introduisant la notion de faiscean 0-cohérent, qui est une notion qui vit dans le contexte C*,
nous montrons 'existence d’une équivalence (exacte) entre la catégorie des faisceaux analytiques
cohérents et la catégorie des faisceaux O-cohérents.

Le résultat classique de Koszul-Malgrange (voir [Ko-Mal|) affirme qu’un fibré vectoriel complexe
différentiable au dessus d'une variété complexe, qui admet une connexion 9 de type (0,1) telle
que 0% = 0 posséde une structure de fibré vectoriel holomorphe. En d’autres termes, en utilisant
I’équivalence entre les notions de fibré vectoriel et de faisceau localement libre sur une variété, on
observe que le noyau de la connexion 0 est un faisceau de @-modules localement libre. Le point
essentiel de ce résultat consiste & prouver ’existence d’une solution de I’équation différentielle
quasi-linéaire g_lajg = A (ou 5J est la (0,1)-connexion canonique sur le faisceau des fonctions
C>® et A représente la (0,1)-forme de connexion locale de 0) avec la condition d’intégrabilité
O,A+ANA=0.

Nous généraliserons cette équation pour prouver notre caractérisation différentielle qui introduit
comme objet nouveau la notion de faisceau 0-cohérent. Précisément un faisceau 0-cohérent est
un faisceau G de modules de fonctions C* a valeurs complexes, muni d'une connexion 0 de type
(0,1) telle que 9% = 0, et qui admet localement des résolutions de longueur finie, par des modules
de fonctions C* a valeurs complexes. Notre caractérisation affirme essentiellement que le noyau
de la connexion 0 est un faisceau analytique cohérent. On obtient donc 1’équivalence exacte
entre la catégorie des faisceaux analytiques cohérents et la catégorie des faisceaux O-cohérents.
L’exactitude de I'équivalence est due a la fidélité plate de 'anneau des germes des fonctions C*
a valeurs complexes sur ’anneau des germes des fonctions holomorphes, (voir [Mal-1]).
L’hypothése sur les résolutions locales peut sembler & premiére vue difficile & vérifier, mais dans
les applications (voir les corollaires 1.1.13 et 1.1.16) elle est toujours assurée. L’ application
principale de notre caractérisation est une méthode, la “O-stabilité” qui permet de trouver des
structures analytiques obtenues par déformation C* d’autres structures analytiques.

La difficulté essentielle de la preuve de notre caractérisation consiste a montrer que quel que
soit le choix de la résolution locale du faisceau G, on peut trouver au voisinage de chaque point
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de l'ouvert sur lequel on considére la résolution locale, une autre résolution locale constituée de
matrices holomorphes. En d’autres termes on cherche une résolution locale admettant des formes
de connexion nulles. Pour atteindre cet objectif on introduit la notion de recalibration, qui gé-
néralise la notion classique de changement de jauge pour les formes locales d’'une connexion de
type (0,1) intégrable sur un faisceau localement libre. La notion de recalibration ne représente
rien d’autre qu'une action d’'un semi-groupe sur I’ensemble des formes qui représentent locale-
ment la condition d’intégrabilité de la connexion . La notion en question permet de traduire
notre probléme en termes d’'un systéme différentiel quasi-linéaire dont le terme principal est
un opérateur 0 usuel. Les conditions d’intégrabilité de ce systéme ne sont rien d’autre que les
expressions locales de la condition d’intégrabilité de la connexion 0. Les solutions du systéme
différentiel seront obtenues & I’aide d’un procédé itératif de type Nash-Moser, dont chaque étape
est déterminée par une recalibration obtenue en fonction de 1’étape précédente.

La preuve de l'existence de solutions du systéme différentiel en question est exposée dans la
sous-section 1.5.5, et constitue la partie essentielle de la preuve de notre caractérisation des
faisceaux analytiques cohérents. La technique qui consiste & utiliser des schémas itératifs pour
montrer 'existence des solutions de problémes non linéaires est aujourd’hui bien connue en ana-
lyse complexe. On peut citer par exemple les travaux de Webster [We-1] et [We-2|, qui utilisent
des techniques de type Nash-Moser, (voir [Mos-1|, [Mos-2| et |Gro|) pour prouver l'existence
des solutions de deux problémes différentiels fondamentaux en géométrie complexe. L’ingrédient
final qui permet de conclure notre preuve est le résultat profond de Malgrange mentionné pré-
cédemment, qui permet aussi d’obtenir une généralisation du théoréme de Dolbeault au cas des
faisceaux analytiques cohérents (J-cohérents). Enfin on obtient aussi comme corollaire un ré-
sultat d’intégrabilité pour les connexions sur les faisceaux admettant des résolutions locales de
longueur finie sur les variétés différentiables. Ce résultat permet de montrer que la notion de
O-stabilité est une notion trés restrictive dans le cas presque complexe non intégrable.

Fondements de géométrie hermitienne sur les variétés presque complexes

Sur une variété presque complexe (X,.J) l'opérateur 0, induit une connexion de type (0, 1)
sur le fibré des (p,0)-formes. Dans le cas d’une structure presque complexe intégrable cette
connexion induit la structure holomorphe canonique du fibré des (p,0)-formes. En considérant
le cas p = 1 on peut étendre la connexion correspondante & toutes les puissances de Schur du
fibré des (1,0)-formes. En utilisant I"isomorphisme C-linéaire entre le fibré des (1, 0)-formes et
le fibré cotangent complexe T)*{J on déduit aussi des connexions canoniques de type (0,1) sur
les puissances de Schur du fibré cotangent complexe T ;.

Dans le cas complexe intégrable ces connexions donnent les structures holomorphes canoniques
de ces fibrés. Dans le cas presque complexe non intégrable les connexions en question donnent
seulement les structures holomorphes canoniques sur les restrictions des fibrés correspondants
aux images des courbes J-holomorphes lisses.

Nous introduisons la notion de courbure de Chern pour ces fibrés, notion dont le sens géomé-
trique est la généralisation naturelle de la notion classique de courbure de Chern pour les fibrés
holomorphes sur une variété complexe. Nous remarquons que la notion de courbure négative
au sens de Griffiths est liée de maniére directe a la J-plurisousharmonicité des normes |o|? de
certain sections que nous appelons “presque holomorphes spéciales” en un point donné.

Nous portons un intérét particulier au cas du fibré tangent en vue des applications concernant la
régularisation des fonctions J-plurisousharmoniques a 1’aide du flot géodésique d’une connexion
de Chern sur le fibré tangent. Cette méthode a été déja utilisée par Demailly [Dem-2| dans le
cas complexe intégrable.
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Nous montrons une formule explicite qui relie la connexion de Chern du fibré tangent avec la
connexion de Levi-Civita a l'aide des obstructions géométriques dérivant de la torsion de la
structure presque complexe et du défaut de la métrique a étre symplectique. En particulier nous
donnons une formule explicite qui permet de relier la torsion de la connexion de Chern du fibré
tangent avec les obstructions précédentes. Une formule qui relie les deux connexions précédentes
peut étre aussi trouvée dans l'article de Gauduchon [Gaul. L'utilité de la connexion de Chern
dans le probléme de régularisation des fonctions J-plurisousharmoniques dérive du fait que son
expression locale par rapport a des repéres du fibré des (1, 0)-vecteurs tangents est la plus simple
possible parmi les connexions hermitiennes.

Ensuite nous introduisons la notion de coordonnées presque complexes au voisinage d’un point.
Cette notion nous permet d’étudier la fagon dont la torsion de la structure presque complexe et
le caractére non symplectique de la métrique se traduisent en une obstruction & ’existence de
coordonnées géodésiques complexes, qui n’existent que dans le cas Kédhlerien. Cette étude est
nécessaire pour le calcul asymptotique du flot géodésique induit par une connexion de Chern sur
le fibré tangent.

Fonctions plurisousharmoniques et courants positifs de type (1,1) sur une variété
presque complexe

Comme dans le cas analytique complexe, nous conjecturons que la notion de plurisousharmo-
nicité pour une fonction u est équivalente a la positivité du (1, 1)-courant z'a,a,u, (lequel n’est
pas forcément fermé dans le cas non intégrable). La conjecture est triviale dans le cas d’'une
fonction u de classe C2. Le résultat en question est élémentaire dans le cas complexe intégrable
car 'opérateur z'(?JéJ s’écrit comme un opérateur a coefficients constants dans des coordonnées
complexes. On peut donc facilement conserver la positivité du courant en régularisant avec des
noyaux C* usuels. Dans le cas presque complexe non intégrable ceci ce n’est pas possible et la
preuve du résultat exige un étude beaucoup plus intrinséque. Nous montrons la nécessité de la
positivité du (1, 1)-courant iaJ(‘;Ju en utilisant la théorie locale des courbes J-holomorphes. Nous
montrons aussi la suffisance de la positivité dans le cas particulier d’une fonction f semi-continue
supérieurement et continue en dehors du lieu singulier f~!(—00). Pour prouver la suffisance de
la positivité dans le cas général ot u est une distribution réelle nous proposons une méthode qui
utilise un délicat argument de régularisation des fonctions plurisousharmoniques introduit par
Demailly (|[Dem-2]).

Question ouverte. L’étude basique des fonctions J-plurisousharmoniques que nous présen-
tons dans cette thése peut étre considérée comme une premiére étape vers la compréhension
dans le cas presque complexe non intégrable de la question fondamentale suivante. Soit ¢ une
fonction J-plurisousharmonique sur une variété presque complexe (X, J). Soit A I'ensemble des
points x € X tels que la fonction e™% est non intégrable dans un voisinage de x. Que peut
on-dire de la structure J-analytique de A? Dans le cas o la dimension de Hausdorff de A est
deux, peut-on déduire que localement A est donné par les images d’un nombre fini de courbes
J-holomorphes ?

Nous donnons maintenant une présentation plus détaillée des résultats obtenus dans cette these.
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0.2 Faisceaux 0-cohérents sur les variétés complexes

Cette section est une version simplifiée de la section 1.1 du chapitre I. On va commencer
par rappeler un résultat classique bien connu du a Koszul-Malgrange. On a besoin d’abord de
quelques notations et remarques. Soit (X,.J) une variété complexe, ou J est le tenseur de la
structure presque- (’omplexe supposée intégrable. On désigne par Ex le faisceau des fonctions C*
a valeurs complexes, par £y 0.9 Je faisceau des (0, ¢)-formes et par 9, la composante de type (0, 1)
de la différentielle. Soit F' — X un fibré vectoriel complexe C*°. On rappelle que sur une variété
complexe il y a une équivalence entre les notions suivantes.

{Fibrés vectoriels complexes C*° } «— {Faisceaux de £-modules localement libres}

F +—— &(F) := Faisceau des sections C* de F

L’équivalence précédente est aussi valable pour les fibrés vectoriels holomorphes et les faisceaux
de O-modules localement libres définis sur une variété complexe. On considére la définition
suivante.

Définition 0.2.1 Une connexion de type (0,1) sur un faisceau G de Ex-modules est un mor-
phisme de faisceauz de groupes additifs 0 : G — G ®p 52(’1 tel que O(g-f) = (0g)- f+9g®0,f,
pour tout g € G, et f € Ex .

Une connexion de type (0,1) sur le faisceau de Ex-modules G s’étend grace a la régle de Leibnitz
a une dérivation 0 de type (0, 1) sur le complexe (g®£x Sg(’q)qzo. Souvent on pense une connexion

en termes de son extension au complexe (G ®, S%q)qzo. Pour tout faisceau F de Ox-modules
on peut considérer la connexion canonique de type (0,1) sur le faisceau de £x-modules

Fo = f®ox Ex

suivante
5 . F 0,9 a 0,q+1
a]—' : ®0X SX ®OX SX ’

définie par la formule

O (¢ Ro, ) =1 &g, 0,f

pour tout ¢ € F, et f € 59("11. Bien évidemment la définition précédente est une généralisation
immeédiate de la notion claséique de connexion de type (0,1) canonique associée a un fibré vec-
toriel holomorphe, (voir par exemple les ouvrages [Dem-1|, (|Gri-Ha| et(|Wel]). Nous porterons
un intérét particulier aux connexions de type (0, 1) intégrables, c’est a dire aux connexions telles
que 92 = 0. Un exemple de (0, 1)-connexion intégrable est évidemment la connexion 0, intro-
duite précédemment. Avec les notations introduites précédemment on peut énoncer le résultat
de Koszul-Malgrange ([Ko-Mal]) sous la forme suivante.

Théoréme 0.2.2 (Koszul-Malgrange). Soit F — X un fibré vectoriel compleze C* sur
une variété complere X. Alors lexistence d’une structure de fibré vectoriel holomorphe sur F
est équivalente a Uezistence d’une connerion 0 : E(F) — E(F) ®, Sg)(’l de type (0,1) intégrable

(i.e. 0% = 0) sur le faisceau de E-modules E(F).

En utilisant I’équivalence entre les notions de fibrés vectoriels holomorphes et faisceaux de O-
modules localement libres sur une variété complexe, on peut reformuler en termes équivalents le
théoréme 0.2.2 sous la forme suivante.
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Théoréme 0.2.3 (Koszul-Malgrange). Soit F' — X un fibré vectoriel compleze C* sur une
variété compleze X muni d'une connezion 0 : E(F) — E(F) R, 52(’1 telle que 9% = 0. Alors le
faisceau de O-modules Kerd C E(F) est localement libre et (Kerd) - Ex = E(F), (ceci signifie
que les trivialisations locales du noyau Kerd sur le faisceau Ox sont aussi des trivialisations
locales de E(F) sur le faisceau Ex).

On a en conclusion que le noyau de la connexion 0 est le faisceau des sections holomorphes O(F)
du fibré F' et la connexion @ coincide avec la connexion canonique

9, 1 E(F) — E(F) @, &Y.

Ex

On remarque que si F est un faisceau C-analytique cohérent, le théoréme des syzygies (voir
|Kob|, chapitre 5) implique 'existence d’une O-résolution de longueur finie

0 — OOPm P YBpm—1 Yol P2 nEp1 P HSpo i,]: =0
U U U U lu
dans la catégorie des faisceaux C-analytiques cohérents. En rappelant que F*° := F Doy Ex
on obtient grace a la platitude de I'anneau &, _ sur 'anneau O, , (cf. [Mal-1]) I'exactitude du
complexe
) )
00 F oo 0,1 Y% oo 0,2 R
0 Fi, Fi o Oe, &, Fio ©e,, &,

On est donc parti d’'un faisceau analytique cohérent F pour obtenir un faisceau de £-modules
F° admettant des E-résolutions locales de longueur finie, muni d’une connexion 5F de type
(0,1) intégrable dont le noyau est le faisceau C-analytique cohérent de départ F. De maniére
générale on a la caractérisation différentielle suivante.

Théoréme 0.2.4 (Caractérisation différentielle des faisceaux analytiques cohérents)
Soit X une variété complexe et soit G un faisceau de Ex-modules qu’on suppose muni d’une
connezion 0 : G — G e, 5?(’1 de type (0,1) telle que 9> = 0. Si de plus le faisceau G admet
des E-résolutions locales de longueur finie, alors le faisceau de Ox-modules Kerd C G est C-
analytique cohérent, on a les égalités G = (Kerd) - Ex = (Kerd) R0, Ex et la connexion O
coincide, & isomorphisme canonique pres, avec l’extension naturelle 5Ker5 associée au faisceau
analytique cohérent Kero.

Le théoréme précédent montre donc qu’on est dans la méme situation que celle décrite précé-
demment. Bien évidemment le théoréeme 0.2.4 constitue une généralisation du théoréme 0.2.3.
Un couple (G,0) = Gy ou G et 0 vérifient les hypothéses du théoréme 0.2.4 est appelé faiscean
O-cohérent.

Le théoréeme 0.2.4 et la fidélité plate du faisceau Ex sur Ox montrent que sur une variété com-
plexe on a une équivalence exacte entre la catégorie des faisceaux C-analytiques cohérents et la
catégorie des faisceaux O-cohérents.

Le cas des faisceaux d’idéaux.
Soit Z C Ox un faisceau d’idéaux de fonctions holomorphes (non nécessairement cohérent). On
considére le faisceau d’idéaux de fonctions C*° & valeurs complexes T := 7 - Ex C Ex et on
remarque que la régle de Leibnitz implique que pour tout germe de (0, 1)-champs & € E(T)Ogl)x
on a l'inclusion

£IX CT,

pour tout x € X. De maniére générale on a la définition suivante :
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Définition 0.2.5 (Notion de 9,-stabilité) Un faisceau d’idéaur J C Ex de fonctions C*
a valeurs complezes est dit 0, s*fable si pour tout germe de (0,1)-champs & € €(T01)z on a
Uinclusion £. T, € Ty, pour tout x € X.

La 0,-stabilité d’un faisceaux d’idéaux J C Ex de fonctions C* & valeurs complexes entraine
qu’on peut considérer I'opérateur 0, comme une connexion

0,:J — J @, Y

de type (0,1) intégrable sur le faisceaux J. Dans le cas ou J = Z° on a comme conséquence
de la platitude de 'anneau Ex , sur I'anneau Ox , que la connexion en question coincide, a
isomorphisme canonique pres, avec la connexion canonique 51 associée au faisceau Z. De plus le
noyau de cette connexion est le faisceau Z. Une conséquence immédiate du théoréme précédent
est le corollaire suivant :

Corollaire 0.2.6 Soit J C Ex un faisceau d’idéauz de fonctions C*° a valeurs complezes 5J—
stable admettant des E-résolutions locales de longueur finie. Alors le faisceau d’idéauzr J N Ox
est analytique cohérent et (J N Ox) - Ex = J, (autrement dit le faisceau d’idéauz J N Ox est
un O-module localement de type fini et ses générateurs locauzr sur Ox sont aussi des générateurs
locauz du faisceau J sur Ex).

Concrétement pour vérifier la 8i stabilité du faisceau J il suffit de faire un choix arbitraire de
repére local (&1,...,&,) € S(TO )P (U), de générateurs (¢, ...,¢,) € JPP(U) et de montrer,
pour tout z € U, 'existence de germes de fonctions Ay ; € €, qui vérifient les égalités

p
Cka Vo = ) Akij Ve
—

Le corollaire 0.2.7 montre existence d’une équivalence exacte entre la catégorie des faisceaux
d’idéaux de fonctions holomorphes cohérents et la catégorie des faisceaux d’idéaux J C Ex de
fonctions C* & valeurs complexes admettant des £-résolutions locales de longueur finie, qui sont
stables par rapport aux dérivations le long des champs de vecteurs de type (0,1).

Corollaire 0.2.7 Soit Z C X un sous-ensemble fermé d’une variété complexe X tel que pour
tout x € Z il existe un voisinage ouvert coordonné Uy, de x et des fonctions Yn, ..., 1, € Ex(Uy)
telles que ZNU, =¥ (0)N...N ¥, 1(0), les relations

A Z Ak, - Y5,

i=1

Api € Ex(Uy) soient satisfaites pour tous les indices 1, k (les coordonnées (21, ..., z,) sont rela-
tives a lowvert Uy) et le faisceau des E-relations RE (11, ..., ¢bp,) C &, admet des E-résolutions
locales de longueur finie. Alors Z est un sous-ensemble analytique de X.

On déduit alors le corollaire suivant dans lequel I'hypothése sur la résolution locale de longueur
finie est immédiatement vérifié.

Corollaire 0.2.8 Soit ® : Uy — U, ®(z) = ¢ un difféeomorphisme de classe C* entre deuz
ouverts de C"™, soit T C OUl un faisceau d’ideaux de fonctions holomorphes localement de type
fini (comme O-module), et Z :=V(I) C Uy son ensemble des zéros.

Si le faisceau d’ideauz de fonctions C* a wvaleurs compleres ®, T C €U2 est @—stable alors
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®(Z) C Uy est un sous-ensemble analytique de Us.
De facon plus explicite : pour tout x € Z soient 1, ...,¢,, € Ox(Uy), Uy C Uy des fonctions
holomorphes telles que

ZNUy =¢7'(0)N ... Ny, 1 (0).

Si pour tout z € Z il ewiste des fonctions Ay ; € E(®(Uy)) telles que les fonctions Uy, := hgo®@~!
vérifient les relations

5 = Z Apyy- 05, (0.2.1)

j=1
alors ®(Z) C Uy est un sous-ensemble analytique de Us.

Dans le cas ot 7 =7, est le faisceau des fonctions holomorphes qui s’annullent le long de Z et
Z est lisse le résultat précédent est élémentaire. En effet la @—stabilité du faisceau d’ideaux de
fonctions C> a valeurs complexes ®,Z7° C £, entraine que le fibré tangent Tg(z7) de la sous-
variété ®(Z) est un sous-fibré complexe du fibré Ty,. On déduit alors facilement I'analyticité
de Z, (voir [Dem-1], chapitre I). En général les équations holomorphes qui définissent un sous-
ensemble analytique présentent des ordres d’annullations arbitraires. Le corollaire 0.2.8 trouve
tout son intérét dans le cas général.

Les corollaires 0.2.6 et 0.2.8 se généralisent facilement au cas des sous-faisceaux G C E(F') du
faisceau des sections C*° d’un fibré vectoriel holomorphe F', (voir la section 1.1).

Une autre consequence du théoréme 0.2.4
On a aussi le corollaire suivant que 'on déduit des arguments exposés dans la sous-section 1.4.3.

Corollaire 0.2.9 Soit
0 — E(Fp) 2™ E(Fmo1) 250 - 225 g(F) 25 () 25 G — 0

une suite exacte de faisceaur de £-modules sur une variété complexe X, ot Fy, k =0,...,m sont
des fibrés vectoriels complezes C*° sur X. Supposons qu’il existe une connexion D : E(Fy) —
E(Fp) ®, 5?(’1 de type (0,1) sur E(Fy) telle que les inclusions

DImg) C (Imgy) @, %' et D*E(Fy) C (Imgy) ®,, EX

soient satisfaites. Alors la connezion quotient 0 : G — G ®ey 59(’1 est intégrable et son noyau
Kerd est un faisceau de O-modules analytique cohérent tel que (Kerd) - Ex = G. De plus pour
tout entier | > 0 et k = 1,...,m les sous-ensembles Z;(py) := {z € X |rg. ox(z) < 1} sont des
sous-espaces complezes de X.

On remarque que la cohomologie des faisceaux cohérents (0-cohérents) sur une variété com-
plexe peut se calculer, grace a I'isomorphisme fonctoriel de De Rham-Weil (voir par exemple les
ouvrages [Dem-1|, |Gri-Ha| et [Wel]), par la formule suivante :

H(X,Gp) = HY(X, Kerd) = HI(I'(X,G ®, _EY");0),

qui constitue une généralisation du théoréme de Dolbeault.

Faisceaux 0-cohérents sur les courbes holomorphes lisses

Dans le cas ot la dimension complexe de X est un on peut, pour des raisons banales d’inté-
grabilité, supprimer I’hypothése sur les £-résolutions locales de longueur finie des faisceaux de
E-modules. Nous obtenons les corollaires suivants.
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Corollaire 0.2.10 Soit X une variété compleze de dimension un et soit G un faisceau de Ex-
modules qu’on suppose muni d’une connezion 0 : G — G e, 5?(’1 de type (0,1). Si de plus
le faisceau G admet des E-présentations locales, alors le faisceau de Ox-modules Kerd C G est
analytique cohérent, on a les égalités G = (Kerd) - Ex = (Kerd) R, Ex et la connexion O
coincide, & isomorphisme canonique pres, avec l’extension naturelle 5Ker5 associée au faisceau
analytique cohérent Kero.

Corollaire 0.2.11 Soit X une variété complexe de dimension un, F — X un fibré vectoriel
holomorphesur X et G C E(F) un sous-faisceau de E-modules localement de type fini et 0, -stable,
o1l

0, : E(F) — E(F) ®,, &Y'

désigne la connezion canonique associée au faisceau O(F). Alors le faisceau de Ox-modules
GNO(F) est analytique cohérent et (GNO(F))-Ex = G, (autrement dit le faisceau GNO(F) est
un O-module localement de type fini et ses générateurs locaur sur Ox sont aussi des générateurs
locauz du faisceau G sur Ex).

Un résultat d’intégrabilité des connexions sur les faisceaux de £-modules au dessus
d’une variété différentiable

I1 est possible de déduire aussi un résultat d’intégrabilité dans le cas des variétés C*°. Considérons
en effet (X,Ex) une variétée C*° (Ex = Ex(R) représente ici le faisceau des fonctions C* a
valeurs réelles) et D : G — G®, E(T) une connexion sur le faisceau de Ex (K)-modules G ot
K =R, C. Si le faisceau des sections paralleles KerD engendre G sur Ex(K) alors évidemment
D? = 0. Le théoréme suivant donne une réciproque de ce fait dans un cas particulier.

Théoréme 0.2.12 Soit (X,Ex) une variété différentiable et soit G un faisceau de Ex(K)-
modules, muni d’une connexion D : G — g®£x E(Tx) telle que D? = 0. Si de plus le faisceau G

admet localement une E(K)-résolution de longueur finie, alors le faisceau des sections paralléles
KerD engendre sur Ex(K) le faisceau G qui est le faisceau des sections d’un systéme local de
coefficients (le faisceau G est donc localement libre) et le compleze (G ®, E(A°TY) ;D) est une
résolution acyclique du faisceau des sections paralléles. On a alors l'isomorphisme fonctoriel de

De Rham-Weil H*(X, KerD) = H*(T'(X, G ®,, E(A°T%)) ;D).

Nous utilisons ce résultat pour expliquer I'effet génant de la 0,-stabilité des faisceaux d’idéaux
dans le cas des variétés presque-complexes. En effet on a le corollaire suivant.

Corollaire 0.2.13 Soit (X, J) une variété presque-complexe conneze telle que

Ty, ®, C = C([6.n)(x) | €n € E(T (X))

pour tout x € X et soit J C E(C) un faisceau d’idéauz de fonctions C* a valeurs complezes sur
X admettant des E(C)-résolutions locales de longueur finie. Si J est O, -stable alors soit J =0

soit J = E(C).

0.3 Fondements de la géométrie hermitienne sur les variétés presque
complexes

Relation entre la connexion de Chern du fibré tangent T'x ; d’une variété presque
complexe et la connection de Levi-Civita
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Soit (X,.J) une variétée presque complexe w € E(ALIT)(X) une métrique hermitienne sur

TX,J:
DY E(Tx,y) — E(Tx @y Tx,7)

la connexion de Chern du fibré hermitien (T, j,w) et g := w(-,J:) € E(S2T%)(X) la métrique
riemannienne J-invariante associée & w. On désigne par

AVA S(Tx) — S(T;( Qg Tx)
la connexion de Levi-Civita relative a la métrique riemanienne g et par
0,2
N, € E(N)Tx ®, Tx,7)(X)
le tenseur de Nijenhuis. On rappelle la décomposition

AgT)*( Qg TXJ >~ AE(TX Qg (C)* (2 TXJ >~ @ A?’qT)*( (2 TXJ.
pt+q=Fk

Le théoréeme suivant relie la connexion de Chern du fibré hérmitien (T j,w) avec la connexion
de Levi-Civita relative a la métrique riemannienne g.

Théoréme 0.3.1 Soit (X, J) une variété presque complere, w € E(AYTY)(X) une métrique
hermitienne sur Tx j et g = w(-,J-) € E(S*T%)(X) la métrique riemannienne J-invariante
associée a w. Il existe deux tenseurs réels

J,weE(T%)P? @, Tx)(X) et N¥e€E(Ty)"® @, Tx,s)(X)

tels que dw = 0 si et seulement si 6,w =0; N, =0 si et seulement si N = 0. La connezion de
Chern D% du fibré hermitien (T j,w) est reli¢ a la connection de Levi-Civita V9 par la formule

DY ¢ = Vin+d,w(&n) — N7 (& n) (0.3.1)

pour tout champ de vecteurs réels &, n € E(Tx)(U), (U C Xouvert arbitraire). Le 2-tenseur réel
0,w est défini par la formule

2,0 0,2
20,w =720 + 402 + Iy (T
ot
20 € E(NTy @ Tx )(X), L) € EAVTY @, Tx 7)) (X) et 722 € E(AY* Ty @, Tx,s)(X)

sont les composantes, (par rapport a la structure presque complexe J) de la 2-forme réelle
v, € E(A* T3 @, Tx)(X) définie par la formule

w(v,(&n), 1) = dw(&,n, 1)

pour tout champ de vecteurs réels £,n, u € E(Tx)(X). Enfin le (0,2)-tenseur réel N est définie
par la formule N% := 79+ 7% o

0,1\, 1,0
T, € 5((TX,J) @2 ®c¢ TX,J)(X)
est le (0,2)-tenseur défini par la formule

w(T(&,m), 1) = w(& [0, 1))

pour tout (0,1)-champ de vecteurs &, n, p € €(T)O(’1J)(X). Si N, =0 alors 78% = 0. La forme de
torsion ’TD;» de la connexion de Chern DY vérifie l'identité

Tps = 20— N,. (0.3.2)
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La courbure de Chern des puissances de Schur du fibré des (1,0)-formes.

Considérons plus généralement les fibrés vectoriels complexes FJA = SAAi’OT;( ou Fj‘ = S’\T)*(J

au dessus de (X,J), ou S désigne la puissance de Schur relative a une partition A. Soit h

Y

une métrique hermitienne quelconque sur Fj‘ et D?M la connexion de Chern du fibré hermitien
J

(FJ)‘, h) — (X, J). On donne la définition suivante.
Définition 0.3.2 Le tenseur de courbure de Chern
Ch(F) € E(AY' Tk ®, End, (F)))(X)
du fibré vectoriel hermitien (Fj‘,h) — (X, J) est la (1,1)-forme donnée par la formule
Ch(F}) = O(Djp) ™!
ol @(D?’}) = (D?’})z La courbure de Chern
c;z} € E(Herm(Tx,; ®, F))(X)
est la forme hermitienne sur le fibré vectoriel compleze Tx j @ Fj‘ définie par la formule
Cir( @ on @) = h(Cu(F)(E 05" - 0,7),

pour tout champ de vecteurs réels &,n € E(Tx)(U) et sections o, T € g(FJ)‘)(U) sur un ouvert U
quelconque.

Bien évidemment il est équivalent de donner soit le tenseur de courbure soit la courbure de
Chern. On aura besoin de la définition suivante.

Définition 0.3.3 Une section o € S(FJ)‘)(U) est dite presque-holomorphe au point x € U si
on a do(x) = 0. Un repére local (ok)r C S(Fj‘)(U) est dit presque-holomorphe spécial au point
r €U sidop(x) =0 et (DO op(z) =0 pour tout k.

La définition de repére local presque-holomorphe spécial en un point est indépendante de la
métrique hermitienne. Le lemme élémentaire suivant donne une premiére idée de 1'utilité de la
notion de courbure de Chern.

Lemme 0.3.0.1 Soit (o) C S(FJ)‘)(U) un repére local presque-holomorphe spécial en un point
x € U du fibré hermitien (Fj‘,h) — (X, J) et §,n € E(Tx)(U) deur champs de vecteurs réels.
Alors au point x on a les identitées

Cﬁ;(f R oE,N R Ul)|:c = 5J(9J h(ak,al)(fl’o,no’l)|x + h(f;’o. O'k,nllj’o. Ul)\z- (0.3.3)
10,0, |oklf, (€ JE)e = =2Cha (€ ® 08, € @ 0k) o + 2165° 0kl - (0:3.4)

Dans le cas d'une variété complexe (X, J) et d'un fibré vectoriel holomorphe hermitien (F, h) —
(X, J) on a pour toutes sections holomorphes o, 7 € O(F)(U) l'identité

Ch(E®on@T)=0,0,h(o, )€, ") + h(&’. o, 7)

19



sur I'ouvert U. On déduit en particulier la formule remarquable suivante
i0,0, |off (§,J&) = —2CE(( @ 0,6 ®0) +2[¢50. o}

qui montre que pour tout section holomorphe o € O(F)(U) la fonction |o|? est plurisousharmo-
nique sur l'ouvert U si la courbure du fibré F' est négative au sens de Griffiths, autrement dit
si C%({ ®0o,{®0) <0 pour tout £ € Tx , et 0 € F. On déduit en particulier que si la variété
complexe X est compacte, connexe et o € O(F)(X) est une section globale d'un fibré vectoriel
holomorphe F' admettant une métrique hermitienne a courbure négative au sens de Griffiths
alors le section o est identiquement nulle sur X si elle s’annule en un point. On remarque que
la notion de positivité (négativité) au sens de Griffiths pour un fibré (Fj‘,h) ne signifie rien
d’autre que pour tout vecteur réel £ € Ty,; I'endomorphisme h-hermitien iCp,(F2)(€, J€) est
positif (négatif). Si la courbure du fibre (FJ)‘, h) est strictement négative au sens de Griffiths en
un point x alors on déduit d’aprés la formule (2.6.3) que les fonctions |og|7 sont strictement
J-plurisousharmoniques au voisinage du point x.

Le lemme fondamental suivant est une version presque complexe d’un lemme classique de la
géométrie hermitienne complexe (|Dem-1], chapitre V).

Lemme 0.3.0.2 Soit (X, .J) une variété presque compleze et (FJ)‘, h) — (X, J) le fibré vectoriel
hermitien d’une puissance de Schur du fibré des (1,0)-formes. Soient (21, ..., z,) des coordonnées
C> complexes centrées en un point x telles que J(x) = Jo, ot Jy désigne la structure presque
compleze canonique relative & ces coordonnées. Il existe un repére local (o%)r € E(FM)®™(Uy)
presque-holomorphe spécial au point x pour lequel les coefficients de la métrique hermitienne h
s’écrivent sous la forme

h(o1,0m) = um + Y HPY 27+ O(|2*).
1<jk<n

Quel que soit le choiz du repére (ok), € S(Fj‘)@” (Uz) presque-holomorphe spécial au point x
pour lequel les coefficients de la métrique hermitienne h s’écrivent sous la forme précédente on
a les expressions suivantes pour le tenseur de courbure et la courbure de Chern au point x ;

CFN,=— . HFdyndm oo, 00 (0.3.5)
1<i;m<ry
1<j,k<n
h _ A 1,0 . 0,1
CFJA(£®Ulan®Um)\w _aJaj h(o1,0m)(E7,n )|z’ (0.3.6)

pour tout champ de vecteurs réels £,m € E(Tx)(Uz) et tout indice 1, m.

Le lemme nous montre que la courbure de Chern au point z mesure l'obstruction & I'existence
de repéres locaux presque-holomorphes spéciaux et orthonormaux a l’ordre deux en z.

Coordonnées presque complexes d’ordre N > 1 en un point.

Avant de donner une explication précise de la notion de coordonnées presque complexes d’ordre
N = 2 nous voulons donner une idée de cette notion dans le cas général. Soient (21, ..., 2,) des
coordonnées locales C*° centrées en & € X telles que le repére local (8—21, s %) soit une base
complexe de T)lgfm au point z.

Les coordonnées (z1, ..., z,) sont appelées presque complexes d’ordre N > 1 en x si on a ’équi-
valence suivante : le jet d’ordre kK = 1,..., N de la structure presque complexe J en x coincide
avec la structure presque complexe canonique de C" relative & ces coordonnées, si et seulement
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si le jet d’ordre £ — 1 de la torsion de la structure presque complexe J en x est nul.

Nous donnons maintenant une explication plus précise de la notion de coordonnées presque com-

plexes d’ordre deux en un poin‘r Soien‘r (21, .., 2n) des coordonnées localm C® centrées en x € X
telles que le repére local (az s s az ) soit une base complexe de TX’J au point x. On dénote
par My € Moy, 2,,(€) la matrice de la structure preqque complexe J € S(End (Tx ®, C))(X) par
rapport au repére complexe (8‘21 ey ain, 821 . az ). Le fait que J = J implique que la matrice
My s’écrit sous la forme :
A(z) B(z)
Mj(z) = —
=50 10

avec A(0) = il,, B(0) = 0,,. Si on suppose que la structure presque complexe est intégrable
il existent d’aprés le théoréeme de Newlander-Nirenberg des coordonnées locales holomorphes
(21, ..., 2n). La structure presque complexe s’écrit alors par rapport a ces coordonnées sous la

forme 5 5
J( ) Jo—ZZ(de(X)a——dzk 8zk)

autrement dit A(z) = iI,, B(z) = 0,. Avec les notations introduites précédemment on a la
proposition suivante.

Proposition 0.3.4 Pour tout point x d’une variété presque complexze (X, J) il existe des coor-
données (z1, ..., zn) de classe C* centrées en x telles que les matrices A(z) et B(z) de la structure
presque compleze J relatives a ces coordonnes admettent les développements asymptotiques

-y Ba+ Y (B’“’S 22s 4+ BT zz) +0(2)%) (0.3.7)
A(z) =il +5 Y B - B 25+ O(|4f") (0.3.8)

ot B", B"*, B"* € M, ,(C) sont des matrices telles que B™* soit symétrique par rapport aux
indices r,s et By, =0 pour r < [ B]:’j =0 pour r,s <, B;’j = 0 pour r < 1. De plus si on
considere 'expression locale de la forme de torsion de la structure presque compleze

= > e eGAG =Y NyGAG®E
1<k<il<n 1<k<I<n
1<r<n
ot ¢ = (9/02)'0 € S(T)l(’?])(Ux), l=1,...,n est le repére locale du fibré des (1,0)-vecteurs T)l(’?]

issue des coordonnées (21, ...,zn) on a l'expression
N, Bl 2(BY — BM B O(|2]?
k’,l( ) k+ Z 'r-k r,l)zs—i— rkzs + (‘Z| )

pour tout k < 1. Le jet d’ordre k = 0,1 de la forme de torsion de la structure presque complexe
au point = est nul si et seulement si les coefficients By «(z) de la structure presque compleze
relatifs auz coordonnées en question s’annulent a l'ordre k + 1.

Les coordonnées qui vérifient les propriétés de I’énonce de la proposition précédent seront ap-
pelées coordonnées presque complexes d’ordre deux en x par rapport a la structure presque
complexe J. Elle jouent un réle important dans le calcul asymptotique du flot géodésique induit
par une connexion de Chern sur le fibré tangent et dans I’expression asymptotique normale du
Hessien presque complexe. Ces deux derniéres expressions ont un réle de base pour la régulari-
sation des fonctions J-plurisousharmoniques sur les variétés presque complexes.
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0.4 Fonctions plurisousharmoniques et courants positifs de type
(1,1) sur une variété presque complexe

Soit (X, J) une variété presque complexe de dimension complexe n et soit u € D) (R)(X)
une distribution réelle. Pour 1’étude de la J-plurisousharmonicité on est intéressé a la positivité
du (1,1)-courant i0,0,u € D'M(X), autrement dit a la positivité de la distribution

i0,0,u (&, JE) = %(g. Eout JE JEu+ JIE, T ).

pour tout champs de vecteurs réel £ € E(Tx)(U), avec U C X ouvert. Dans la pratique il est
suffisant de se restreindre a une famille dénombrable de champs qu’on introduit de suite. Pour
simplifier ’expression précédente il est utile d’utiliser les champs de vecteurs J-plats.

Définition 0.4.1 Un champ de vecteurs réel £ € E(Tx ~ 0x)(U) au dessus d’un ouvert U est
dit J-plat si vérifie l'équation différentielle non linéaire de premier ordre [£, JE] = 0 sur 'ouvert

U.

D’apres le théoreme de Newlander-Nirenberg on déduit que si la structure presque complexe est
intégrable alors tout champ de vecteurs réel holomorphe £ € O(Tx \ 0x)(U) au dessus d'un
ouvert U quelconque est J-plat. En général on désigne par P,(U,Tx) 'ensemble des champs
de vecteurs J-plats au dessus de l'ouvert U. La remarque élémentaire suivante nous montre
qu'un champ de vecteurs J-plat donne lieu localement & des plongements par feuilles courbes
J-holomorphes lisses. De fagon précise on a le lemme élémentaire suivant.

Lemme 0.4.0.3 Soit (X,J) une variété presque compleze de dimension compleze n et & un
champ de vecteurs J-plat sur un ouvert U. Pour tout x € U il existe un voisinage ouvert U, C U
de x et une carte locale (U, ng), O¢ Bg ><Bg‘_1 — U,, compatible avec l'orientation canonique

de (Uy,J) telle que pour tout zo € Bgl_l, les applications z1 € B(% — 0¢(21,22) sont des courbes
J-holomorphes et dag(%) =¢&oo0¢, 21 =t +1is.

On a le résultat général suivant lequel assure la possibilité d’effectuer des plongements du cy-
lindre par feuilles J-holomorphes en toutes les positions possibles et I'existence locale “en grande
quantité” des champs de vecteurs J-plats.

Théoréme 0.4.2 Soit (X,J) une variété presque complexe de dimension complexe n. Pour
tout point xg € X il existe un voisinage ouvert Uy, de zo et un voisinage ouvert B(TUIO) -
Tv,,, B(Tu,,) = Uy, x B, de la section nulle sur Uy, tels que :

A) 11 eziste une application de classe C*
®: B x B(Ty,,) — X

telle que pour tout v € B(TUEO) Uapplication z € B} — ®(z,v) est une courbe J-holomorphe qui
vérifie la condition 0;®(0,v) = v, z =t + is.

B) Il existe une famille de plongements (U, : B} x Bgl_l — X)aer de classe C* telle que
pour tout o € I et z9 € Bg_l les applications

z1 € Bg — W, (21, 22)

sont des courbes J-holomorphes, o (B} x By ™) D Uy, et
Txp~ 0, = {A@t\IJQ(O,O) INER~O0, o€ I} - {5(p) € e PJ(UxO,TX)}
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pour tout p € Uy, (21 =1+ is).

En conclusion soit o : Bg X Bg_l — X, comme dans I'énoncé du lemme 0.4.0.3. On déduit
alors ’expression suivante

i0,0,u(E,J) = 5(€.Cut JEJEu) = £(0 ") sy (w0 0¢)

oit A, := 0? + 02 désigne le Laplacien par rapport & la variable 2y =t +is € B; dans 'ouvert
Bg X Bgl_l. Cette formule joue un réle important pour la preuve du résultat suivant.

Théoréme 0.4.3 Soit (X, J) une variété presque compleze connexe et f € Psh(X,J). Alors
ou bien f = —occ ou bien f € L} (X). Dans ce dernier cas le (1,1)-courant i0,0, f est positif.

loc

Nous proposons une conjecture réciproque du théoréme 3.3.9 qu’on énonce sous la forme suivante.

Conjecture 1 Soit (X,J) une variété presque compleze de dimension complexe n et soit u €
D}, (R)(X) une distribution réelle telle que le (1,1)-courant id,0,u € D'V X) soit positif. Alors
il eziste une unique fonction f € Psh(X,J) N L} (X) telle que la distribution correspondante
coincide avec la distribution u.

A Taide de la notion de champ de vecteurs J-plat et de plongement & feuilles courbes J-
holomorphes, nous avons montré la conjecture dans le cas particulier suivant.

Théoréme 0.4.4 Soit (X,J) une variété presque compleze et f : X — [—00,+00) une
fonction semi-continue supéricurement telle que f soit continue sur l'ensemble X ~ f~1(—o0),
f €Ll (X) et telle que le (1,1)-courant 0,0, f € DX soit positif. Alors f € Psh(X,J).

loc

Pour la solution de la conjecture dans le cas général d’une distribution réelle u (qui est un
élément de W'l})cl (X) par conséquence de la positivité du (1,1)-courant i9,0,u) nous proposons
une technique de régularisation des potentiels u des (1, 1)-courants positifs du type i0,0,u sur
les variétés presque complexes analogue a celle utilisé avec succeés par Demailly [Dem-2| dans
le cas complexe intégrable. Soit (X,J) une variété presque complexe et w € E(ALITY)(X) une
métrique hermitienne sur T'x ;. Soit exp : U C Tx — X le flot géodésique induit par la
connexion de Chern du fibré tangent

Di’; : E(TX,J) — S(T)*( ®R TX,J)

associé a la métrique w, (Ici U C Tx désigne un voisinage ouvert de la section nulle). Soit
(xe(] - [?))e>0 une famille de noyaux régularisant usuels sur C" et considerons I'opérateur régu-
larisant

ue(z) = / woexp, () - X (IC2,)dA(0),
CeTX o

ol d), désigne la mesure de Lebesgue de I'espace hermitien (Tx jgz,ws). Etudier la conjec-
ture revient a étudier le controle asymptotique de la positivité des (1, 1)-formes z'a,a,ug car si
i0,0,u > 0 alors, comme dans [Dem-2], il existe une costante K > 0 suffisament grande telle
que la suite de fonctions u, + Ke? converge de facon décroissante vers la fonction u lorsque e
tend vers zéro. Comme dans [Dem-2| il est nécessaire d’utiliser une métrique w avec courbure
partiellement positive au sens de Griffiths que nous expliquons a la fin du chapitre III.
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Chapitre 1

Faisceaux 0-cohérents sur les variétés
complexes

Abstract.-In this chapter we give a generalization, in the context of coherent analytic
sheaves, of a classical result of Koszul-Malgrange ([Ko-Mal]) concerning the integrability of
connections of type (0,1) over a C* complex vector bundle over a complex manifold. We in-
troduce the notion of O-coherent sheaf, which is a C> notion, and we prove the existence of
an (exact) equivalence between the category of coherent analytic sheaves and the category of
O-coherent sheaves. The principal difficulty of the proof is the solution of a quasi-linear diffe-
rential equation with standard O as its principal term. We are able to find a solution of this
differential equation, using a rapidly convergent iteration scheme of Nash-Moser type. To estabi-
lish the equivalence between the two previous categories we also use a deep result of Malgrange
asserting that the ring of germs of complex differentiable functions at a point is faithfully flat
over the ring of germs of holomorphic functions at the same point. The main application of
this chapter concerns a method which allows to find analytic structures which are obtained by
smooth deformations of other ones.
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1.1 Présentation du résultat et des applications

Soit (X, J) une variété complexe, ou J est le tenseur de la structure presque-complexe sup-
posée intégrable. On désigne par Ex le faisceau des fonctions C*° & valeurs complexes, par Sg(’q
le faisceau des (0, g)-formes et par

9, € Hom,,  (Ex%,EXT)(X)

la composante de type (0,1) de la différentielle. Soit F' — X un fibré vectoriel complexe C*°.
On rappelle que sur une variété complexe il y a une équivalence entre les notions suivantes.

{Fibrés vectoriels complexes C*° } «— {Faisceaux de £-modules localement libres}

F +—— &(F) := Faisceau des sections C* de F

L’application inverse envoie G sur (F, ()a)a) Ol

zeX

et les trivialisations locales 9, : Uy x C" = F, sont obtenues de fagon naturelle a partir des

trivialisations locales 1), : SSB’" =, g|U du faisceau localement libre G.

L’équivalence précédente est aussi valable pour les fibrés vectoriels holomorphes et les faisceaux
de Ox-modules localement libres définis sur une variété complexe. On considére la définition
suivante.

Définition 1.1.1 Une connezion de type (0,1) sur un faisceau G de Ex-modules est un mor-
phisme de faisceauz de groupes additifs 0 : G — G Ry Eg(’l tel que O(g-f) = (0g)- f+9®I,f,
pour tout g € G, et f € Ex .

La donnée d'une connexion de type (0,1) sur le faisceau de Ex-modules G détermine de fagon
univoque une dérivation d de type (0, 1) sur le complexe (G ®e, Egéq)qzo. En effet on peut définir
I'extension

3. 0,q 0,q+1

0: G0, & — o, &

par la formule classique

(Ow)(€0s - &) = D (1)1 0(w (&0, s & r E))(ES)+

0<j<q

+ Z (_1)j+kUJ([£j,£k],£O,...,é;',...,é,...,fq),

0<j<k<q

avec w € (G®, E%Q)(U) et&; € S(T)O(’l)(U), sur un ouvert U quelconque, ou de fagon équivalente,
par la regle de Leibnitz

Ig®a)=0gNa+g®0,a,
avec g € G, et a € S%f{,c pour tout z € X.
Souvent on pense une connexion en termes de son extension au complexe (G ®, S%q)qzo. Pour
tout faisceau F de Ox-modules on peut considérer la connexion canonique de type (0, 1) sur le
faisceau de £x-modules

F® = F R, Ex
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suivante
0, =1, ®, 0,:F®, Ex'— Fo, .

De facon explicite cette connexion est définie par la formule
5}‘(7:[) ®oz f) =1 ®o;c 5Jf

pour tout ¢ € F, et f € S%flr. Bien évidemment la définition précédente est une généralisation
immédiate de la notion classique de connexion de type (0,1) canonique associée a un fibré
vectoriel holomorphe, (voir par exemple les ouvrages [Dem-1|, chapitre V |Gri-Ha| et |Wel|).
La donnée d’une connexion de type (0,1) sur G détermine aussi le tenseur de courbure de la
connexion qu’on notera par

0p € (End.  (0) @, E5°)(X)

et qu’on définit par la formule
05(¢,m) - g = (8°9)(&.m)

avec g € G(U) et &,n € S(T)O(’l)(U). On note de plus par £5.g := dg(£) la dérivée covariante de
la section g calculée le long du champ & et on remarque que la premiére définition de I'extension
de la connexion 9 implique de fagon triviale la formule

§s-Mg-9) —ma-(€5-9) =[&;nls-9+05(&m) .9, (1.1.1)

ou [£,n] € 5(T)0(’1)(U), grace a 'hypothése d’intégrabilité du tenseur de la structure presque-
complexe J € C*(Tx ®_, Tx)(X). Le tenseur de courbure ©4 exprime donc le défaut de com-
mutativité des dérivées covariantes secondes des sections de G le long des champs de type (0, 1).
Il est aussi élémentaire de vérifier I'identité

PPw=05Nw

pour toute forme w € (G ®, Eggq)(U).

Nous porterons un intérét particulier aux connexions de type (0,1) intégrables, c’est & dire aux
connexions telles que 9 = 0. La formule (1.1.1) caractérise alors ce type de connexions (0, 1)
comme étant celles pour lesquelles les dérivées covariantes secondes, calculées le long de deux
champs qui commutent, commutent également. En termes explicites on a l'égalité

§5-Ma-9) =m5-(5-9)

si [¢,7] = 0. Un exemple de (0, 1)-connexion intégrable est évidemment la connexion 9, intro-
duite précédemment.

Avec les notations précédentes on peut énoncer le résultat de Koszul-Malgrange (|[Ko-Mal]) sous
la forme suivante.

Théoréme 1.1.2 (Koszul-Malgrange). Soit F — X un fibré vectoriel compleze C* sur
une variété complere X. Alors Uexistence d’une structure de fibré vectoriel holomorphe sur F
est équivalente a Uezistence d’une connerion 0 : E(F) — E(F) ®, Sg)(’l de type (0,1) intégrable

(i.e. 0% = 0) sur le faisceau de E-modules E(F).

En utilisant I’équivalence entre les notions de fibrés vectoriels holomorphes et faisceaux de Ox-
modules localement libres sur une variété complexe, on peut reformuler en termes équivalents le
théoréme 1.1.2 sous la forme suivante.
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Théoréme 1.1.3 (Koszul-Malgrange). Soit F' — X un fibré vectoriel compleze C* sur une
variété compleze X muni d'une connezion 0 : E(F) — E(F) R, 52(’1 telle que 9% = 0. Alors le
faisceau de Ox-modules Kerd C E(F) est localement libre et (Kerd) - Ex = E(F), (ceci signifie
que les trivialisations locales du noyau Kerd sur le faisceau Ox sont aussi des trivialisations
locales de E(F) sur le faisceau Ex).

On a en conclusion que le noyau de la connexion 0 est le faisceau des sections holomorphes O(F)
du fibré F' et la connexion @ coincide avec la connexion canonique

0p =y ®p, 0,1 E(F) — E(F) ®, EY".

Dans le cas des faisceaux de Ex-modules inversibles qui admettent une connexion dy de type
(0,1) telle que 38 = 0 on sait que toutes les connexions de ce type, et seulement celles ci, sont
de la forme 9y + A® ot A € S%I(X) est une (0, 1)-forme 0,-fermée. On en déduit que si L est
un fibré en droites holomorphe alors les structures de fibré vectoriel holomorphes sur L sont en
bijection avec les (0, 1)-formes globales 0,-fermées.

Avant d’énoncer le résultat qu’on se propose de démontrer on aura besoin de quelques rappels
et préliminaires. Une catégorie plus générale que la catégorie des faisceaux de Ox-modules
localement libres est la catégorie des faisceaux C-analytiques cohérents qu’on appellera en abrége
analytiques cohérents. On rappelle ici la définition.

Définition 1.1.4 Un faisceauz F de Ox-modules sur une variété complexe X est dit analytique
cohérent si les deux propriétés suivantes sont satisfaites.

1) Le faisceau F est localement de type fini comme Ox-module.

2) Pour tout ouvert U C X et pour tout (1,...,1p) € FPP(U) le faisceau des relations

R(W1, s Pp) = Ker((q,[)l, e p) O?P — ‘7:‘U)

est localement de type fini comme Oy -module sur U.

On a les théorémes classiques suivants, qui donnent des exemples fondamentaux de faisceaux
analytiques cohérents.

Théoréme 1.1.5 (Oka) Sur une variété compleze X le faisceau structural Ox est analytique
cohérent.

Théoréme 1.1.6 (Cartan) Soit A C X un sous-ensemble analytique dans une variété com-
plexze X. Alors le faisceau d’idéauz des fonctions holomorphes J4 C Ox qui s’annulent le long
de A est analytique cohérent.

Une propriété importante des faisceaux cohérents est constituée par le fait que si on a un mor-
phisme de faisceaux cohérents alors le noyau et le conoyau sont aussi cohérents. On déduit alors
grace au théoréme de Oka qu’un faisceau de O x-modules est analytique cohérent si et seulement
si le faisceau F admet des Ox-présentations locales, en d’autres termes il existe localement des
suites exactes courtes

oo — ofre —, Fu — 0.

On voit en particulier que tout faisceau F de Ox-modules localement libre est analytique cohé-
rent. On aura besoin aussi du résultat fondamental suivant du a Malgrange, (voir I'ouvrage de
Malgrange [Mal-1]).

28



Théoréme 1.1.7 (Malgrange) Soit X une variété compleze. Pour tout point x € X ['anneau
des germes des fonctions C*° a valeurs complezes £, | au point x est fidélement plat sur l'anneau
des germes de fonctions holomorphes O  au point x.

On remarque que si F est un faisceau analytique cohérent, le théoréme des syzygies (voir [Kob],
chapitre V) implique Pexistence d’une O-résolution de longueur finie

0 — O?Pm Pm (’)E‘?pm*l om-1 P2 O?Pl RN ngo i, ‘7:\U =0
dans la catégorie des faisceaux C-analytiques cohérents. En rappelant que 7> := F @, Ex

on obtient le diagramme commutatif suivant dont toutes les directions horizontales et verticales
sont exactes.

0 0 0 0
0 By ey e, e U,
() (0 Y @I, Y @12
0 @gpo ., gl?po 5_J, (53,1)69100 af (52,2)69170
P1 P1 01 @ L) 1 ® L2
0 Oo%mn gl?pl 9, (53,1)69101 J (52,2)69171
©2 ©2 w2 ® L) 2 ® (g2
Pm—1 Pm—1 om—1 ® Lo1) Pm—1® Ip2)
0 Oi?pmfl . g[?pmfl 8_J, (58,1)691)"171 &, (58,2)@%4 - ...
Om Om om ® L1 om ® L2
0 ngm ., g?pm 8_J, (gg,l)eapm 9, (58,2)®pm

0 0 0 0

La raison de I'exactitude est la suivante : la platitude de I'anneau £, _ sur I'anneau O _ implique
I'exactitude des autres fleches verticales. L’exactitude du dernier complexe

(&N, )g20
implique I'exactitude du complexe
07 . /2
(R (pm-1) ®¢,, £7%:0,)gz0,
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ol Rg(gom_l) désigne le faisceau des relations de ¢,,—; sur le faisceau &£, . En procédant par
récurrence décroissante et en utilisant 'exactitude des complexes en 0, et 'exactitude des fleches
verticales on obtient finalement ’exactitude du complexe

9 01 90 0,2
Fy —> T Re, & — Re, -

0 F

U

Faisons maintenant le point de la situation obtenue jusqu’ici. On est parti d’un faisceau analy-
tique cohérent F pour obtenir un faisceau de £-modules F*° admettant des E-résolutions locales
de longueur finie, qui est muni d'une connexion 9, de type (0, 1) intégrable dont le noyau est le
faisceau analytique cohérent de départ F. De maniére générale on a la caractérisation différen-
tielle suivante.

Théoréme 1.1.8 (Caractérisation différentielle des faisceaux analytiques cohérents)
Soit X une variété complexe et soit G un faisceau de Ex-modules qu’on suppose muni d’une
CONNEeTIon

0:G— G, &y

de type (0,1) telle que 0% = 0. Si de plus le faisceau G admet des E-résolutions locales de longueur
finie, alors le faisceau de Ox-modules Kerd C G est analytique cohérent, on a les égalités

G = (Kerd) -&Ex = (Kerd) R0, €x

et la connexion O coincide, a isomorphisme canonique prés, avec l’extension naturelle Oy,,5
associée au faisceau analytique cohérent Ker0.

Le théoréme précédent montre donc qu’on est dans la méme situation que celle décrite préceé-
demment. Bien évidemment le théoréme 1.1.8 constitue une généralisation du théoréme 1.1.3.
Considérons maintenant la définition suivante.

Définition 1.1.9 Un couple (G,0) = Gy on G et 0 wvérifient les hypothéses du théoréme 1.1.8
est appelé faisceau O0-cohérent. Un morphisme

SO:Aél —>B(§2

de faisceaux O-cohérents est un morphisme de faisceaur de Ex-modules tels que le diagramme
suivant soit commutatif

v ® I

A, &' B, &y

81 a2

A 4 B
Le théoréme 1.1.8 et la fidélité plate du faisceau £x sur Ox montrent que sur une variété com-
plexe on a une équivalence exacte entre la catégorie OCoh des faisceaux analytiques cohérents

et la catégorie OCoh des faisceaux 0-cohérents. Plus explicitement on a le foncteur co qui agit
de la fagon suivante :

F € OCoh = “7:50 € 9Coh
F

¢ € Hom,, (A,B) =% oI e Hom( %Z,B(%Z)
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et son inverse :

oo~ 1

G5 € Coh =— Kerd € OCoh

1

v € Hom(Ay,,B3,) N ¢.. € Hom, (Kerdy, Kerds)

Le cas des faisceaux d’idéaux.
Soit Z C Ox un faisceau d’idéaux de fonctions holomorphes (non nécessairement cohérent). On
considére le faisceau d’idéaux de fonctions C*° a valeurs complexes

I®°: =T -Ex C&x

et on remarque que la régle de Leibnitz implique que pour tout germe de (0,1)-champs £ €
E(T)Ogl)x on a l'inclusion
§1.° €I,

pour tout z € X. De maniére générale on a la définition suivante :

Définition 1.1.10 (Notion de 0,-stabilité) Un faisceau d’idéauz J C Ex de fonctions C*
a valeurs complezes est dit 0, —s’mble si pour tout germe de (0,1)-champs & € €(T01)z on a
Uinclusion &. T, € Ty, pour tout x € X.

La 0,-stabilité d'un faisceaux d’ideaux J C Ex de fonctions C*° & valeurs complexes implique
évidemment qu’on peut considérer 'opérateur 0, comme une connexion

0,: T — J @, Y

de type (0,1) intégrable sur le faisceaux J. Dans le cas ou J = Z° on a par conséquence
de la platitude de I'anneau £x , sur 'anneau Ox , que la connexion en question coincide, a
isomorphisme canonique prés, avec la connexion canonique 9, associée au faisceau Z. De plus le
noyau de cette connexion est le faisceau Z. Une conséquence immédiate du théoréme précédent
est le corollaire suivant :

Corollaire 1.1.11 Soit J C Ex un faisceau d’idéauz de fonctions C* a valeurs complezes 0, -
stable admettant des E-résolutions locales de longueur finie. Alors le faisceau d’idéaux J N Ox
est analytique cohérent et

(JNOx)-Ex=J,

(autrement dit le faisceau d’idéaux J N Ox est un O-module localement de type fini et ses
générateurs locauzr sur Ox sont aussi des générateurs locaux du faisceau J sur Ex).

Concrétement pour vérifier la 8i stabilité du faisceau J il suffit de faire un choix arbitraire de
repére local (&1,...,&,) € S(TO )P (U), de générateurs (¢, ...,¢,) € JPP(U) et de montrer,
pour tout z € U, 'existence de germes de fonctions Ay ; € &, qui vérifient les égalités

p
Ekyx wl,l‘ = Z Akyln] ’ 1/}]@
—

En termes plus élémentaires on a le corollaire suivant.
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Corollaire 1.1.12 Soit Z C X un sous-ensemble fermé d’une variété complexe X tel que pour
tout x € Z il existe un voisinage ouvert coordonné U, de x et des fonctions n, ..., ¢p, € Ex(Uy)
telles que

ZNUz =¢71(0)N ... N1, 1 (0),

les relations

by Z”z
(%k st kl.j Qz[)] ’

avec Ay ; € Ex(Uy) soient satisfaites pour tous les indices [, k (les coordonnées (21, ...,2p) sont
relatives a louvert Uy) et le faisceau des E-relations

RE(W1, ey, ) C &,

admet des E-résolutions locales de longueur finie. Alors Z est un sous-ensemble analytique de

X.

On déduit alors le corollaire suivant.

Corollaire 1.1.13 Soit ® : Uy — Us, ®(z) = ¢ un difféomorphisme de classe C* entre deuz
ouwverts de C"™, soit T C OUl un faisceau d’ideauz de fonctions holomorphes localement de type
fini (comme O-module), et Z := V(I) C Uy son ensemble des zéros.

Si le faisceau d’ideauz de fonctions C* a waleurs compleres ®,. T C 5U2 est 5J—stable alors
®(Z) C Uy est un sous-ensemble analytique de Us.

De fagon plus explicite : pour tout x € Z soient 1, ..., € Ox(Uy), Uy C Uy des fonctions
holomorphes telles que

ZNUy =¢7'(0)N ... Ny, 1 (0).
Si pour tout x € Z il existe des fonctions Ay ; € E(P(Uy)) qui vérifient les relations

n

O 1\ 00 & -
2 <8—z7«oq) 1)' 9 =D Apiy- @00, (1.1.2)

r=1 j=1
alors ®(Z) C Uy est un sous-ensemble analytique de Us.

Preuve. Les faisceaux d’ideaux de fonctions C*° a valeurs complexes &, 7T C €U2 et

T = E(@uthn, ey ®tp,) C Epipr

admettent des £-résolutions locales de longueur finie. Bien évidemment les relations différen-
tielles précédentes expriment la éJ—stabilité du faisceau J, (remarquer que les relations 1.1.2
sont banalement vérifiée si le diffécomorphisme ® est holomorphe). La conclusion découle alors
des corollaires 1.1.11 et 1.1.12. (]

Remarque relative au corollaire 1.1.13. Soient 1, ...,%, € Ex(U) des fonctions telles que
dzRe1 A ... NdgzRep, Ad Imap Ao AdypImap,. #0

pour tout z € Z := ;1 (0) N ... N ;7 1(0). La 9,-stabilité du faisceau d’ideaux de fonctions C*
a valeurs complexes

J = 5(1/}1, ...,”l/Jr) C SU

implique que le fibré tangent de la sous-variété Z C U est un sous-fibré complexe de Ty. On
déduit alors facilement l'analyticité de Z, (cf. [Dem-1], chapitre I).
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En général les équations holomorphes qui définissent un sous-ensemble analytique présentent des
ordres d’annullations arbitraires. Le corollaire 1.1.13 trouve tout sa valeur dans ce cas général.

Remarques relatives au corollaire 1.1.11. En général le fait qu’un faisceau d’'idéaux J C Ex
soit un £-module localement de type fini n’implique pas nécessairement que le faisceau d’idéaux
J N Ox soit un O-module localement de type fini. On a le contre-exemple suivant.

Contre-exemple 1. Soit X = C et J = E(¢) C &, le faisceau d’idéaux de fonctions C*°
a valeurs complexes engendré sur £, par la fonction C* sur C,

¥(2) = exp(~1/2?) - sin(1/x) + i,

(2 = 2 +idy). On a que (J NO;)., = 0 pour z = 0, (JNO;). = m(O,) pour tout
z=1/(kn), k € Zet (TNO,), = O, pour z # 0, 1/(km), k € Z. Le faisceau d’idéaux
J N O, n'est pas un O-module localement de type fini. En effet pour tout voisinage ouvert
UcCtelque0eUona (JNO.)(U)=0. Ceci signifie bien évidemment que tous les mor-
phismes ¢ : OF" — (J N OC)IU sont nuls.

D’autre part la 5J—stabilité d’'un faisceau d’idéaux J C Ex de fonctions C* a valeurs com-
plexes n’est pas suffisante pour assurer 'égalité (J N Ox) - Ex = J ni la cohérence du faisceau
d’idéaux J N Ox. En effet on a les contre-exemples suivants.

Contre-exemple 2. Soit J := mg°(£x) le faisceau d’idéaux de fonctions C*° & valeurs com-
plexes plates en un point fixé zyp € X. Le faisceau J est ben évidemment 0,-stable mais
jzo N OX,IO = Oxo-

Contre-exemple 3. Soit X = C et J le faisceau d’idéaux de fonctions C* a valeurs com-
plexes tel que J, = Ex 4 si x € B1(0) (boule ouverte de centre l'origine et rayon unité) et
Jr = 0z si o € B1(0). Le faisceau J est bien 9,-stable, non localement de type fini comme
E-module (donc en particulier J n’admet pas des E-résolutions locales de longueur finie) et le
faisceau J N O, n’est pas cohérent. On raisonne par ’absurde pour voir que le faisceau J est
non localement de type fini comme £-module.

En effet soient ¢1,...,¢, € J(Uyg), x € 0B1(0) des générateurs locaux de J ou U, est un

voisinage ouvert de . On a alors que

V15 Ur € P\, (0) (Us)

ot P\ B, (o) désigne le faisceau d’idéaux des fonctions a valeurs complexes plates sur C \ B1(0).
D’autre part le faisceau Pc\p, (o) C J est non localement de type fini comme £-module, (voir
[Mal-1]) ce qui contredit le fait que les fonctions 1)1, ...,1, sont des générateurs locaux du fais-
ceau J.

Le corollaire 1.1.11 montre ’existence d'une équivalence exacte entre la catégorie des faisceaux
d’idéaux de fonctions holomorphes cohérents et la catégorie des faisceaux d’idéaux J C Ex de
fonctions C*> a valeurs complexes admettant des £-résolutions locales de longueur finie, qui sont
stables par rapport aux dérivations le long des champs de vecteurs de type (0,1).

Le cas des sous-faisceaux G C £(F) du faisceau des sections C*° d’un fibré vecto-
riel holomorphe F.
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De fagon un peu plus générale on peut considérer la situation suivante. Soit F' — X un fi-
bré vectoriel holomorphe sur X et F C O(F') un sous-faisceau de O-modules. La platitude de
I'anneau Ex , sur 'anneau Ox , appliquée a la suite exacte 0 — F — O(F') donne 'exactitude
de la suite

0—>f®ox Ex — O(F)®(9X Ex 2 E(F)

L’image du morphisme précédent est le faisceau G := F - Ex C E(F). On a alors I'isomorphisme

GEF Ry, Ex. Si

0

=1 5J:€(F)—>5(F)®£X 52(’1

O(F) ®ox

désigne la connexion canonique associée au faisceau O(F), on a l'inclusion 5Fg cg e 5251
qui permet de voir la restriction

0,:G— G, £y
comme une connexion de type (0,1) intégrable sur le faisceau de £-modules G et ayant pour
noyau le faisceau F, (ceci découle de la fidélité plate de I'anneau &, sur 'anneau O, ou plus
simplement de la fidélité plate de I'anneau des séries formelles &, /m*>(&;) = O, en z, sur 'an-
neau O, (voir[Mal-1])).
L’isomorphisme G = F Doy Ex implique alors que la connexion précédente coincide, a isomor-
phisme canonique prés, avec la connexion canonique 5f associée au faisceau F. On a la définition
suivante.

Définition 1.1.14 (Notion de 0,-stabilité) Soit F — X un fibré vectoriel holomorphe
sur une variété compleze X et G C E(F) un sous-faisceau de E-modules. Le faisceau G est dit

0,.-stable si on a l'inclusion B
0,GCG®, EY.

Dans ce contexte on a une autre conséquence immeédiate du théoréme 1.1.8.

Corollaire 1.1.15 Soit F — X un fibré vectoriel holomorphe sur une variété complexe X
et G C E(F) un sous-faisceau de E-modules 0, -stable admettant des E-résolutions locales de
longueur finie. Alors le faisceaux de Ox-modules G N O(F) est analytique cohérent et

(GNOF))-Ex =0,

(autrement dit le faisceau G N O(F) est un O-module localement de type fini et ses générateurs
locauz sur Ox sont aussi des générateurs locauz du faisceau G sur Ex).

Concrétement pour vérifier la 5F—stabilité du faisceau G il suffit de faire un choix arbitraire de
repére local holomorphe ey, ...,e, € O(F)(U) du fibré F (ou r designe le rang complexe de F'),
de générateurs locaux 11, ..., ¢, € G(U) du faisceau G,

T
=Y er gy,
I=1

upy € Ex(U) et de vérifier pour tout x € U l'existence de germes de (0, 1)-formes a3, ; € 52{,136
telles que les égalités

p
aJuk7l7z = : : uj,l,fl? ’ aku]
j=1
soient satisfaites pour tout les indices k, [. On déduit le corollaire suivant.
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Corollaire 1.1.16 Soient F; — X1, Fo — Xo deux fibrés vectoriels holomorphes sur deux
variétés complexes X1, Xo et soit ®

)
Fy Fy
7TF1 7TF2
X1 Xo

un isomorphisme C* de fibrés vectoriels. Soit F C O(F1) un faisceau de Ox,-modules localement
de type fini (comme Ox,-module) tel que le faisceau ®,F>° C E(F3) soit 0y, -stable. Alors le
faisceau de Ox,-modules . F> N O(Fy) est localement de type fini comme Ox,-module, on a
I’égalité

(DL FCNO(F)) - Ex, = PLF™
et l'ensemble des zéros V(P F>*) = p(V(F)) est un sous-espace complexe de X.

En effet le faisceau ®,F>° C E(F») admet des Ex,-résolutions locales de longueur finie. On rap-
pelle que I'ensemble des zéros V (P, F°) est par définition ’ensemble donné localement par les
zéros d’'un systéme de générateurs locaux du faisceau ®,F>°.

Une autre conséquence du théoréme 1.1.8.

On a aussi le corollaire suivant que 'on déduit des arguments exposés dans la sous-section
1.4.3.

Corollaire 1.1.17 Soit
0= E(Fp) 2 E(Fno1) 25 0 22 g(F) 25 &(Fy) 5 G — 0

une suite exacte de faisceaur de £-modules sur une variété complexe X, ou Fy, k =0,...,m sont
des fibrés vectoriels complexes C*° sur X. Supposons qu’il existe une connerion

D: E(Fy) — E(Fy) @, EY'
de type (0,1) sur le faisceau E(Fy) telle que les inclusions

DImg; C (Imep) ®

&

LEY et DPE(R) C (Imgpy) @, EY

soient satisfaites. Alors la connezion quotient 0 : G — G Ry 59(’1 est intégrable et son noyau

Kerd est un faisceau de Ox-modules analytique cohérent tel que (Kerd)-Ex = G. De plus pour
tout entier | > 0 et k =1,...,m les sous-ensembles

Zi(pr) =A{z € X|rgc or(z) <1}
sont des sous-espaces complezes de X.

On remarque que la cohomologie des faisceaux cohérents (0-cohérents) sur une variété com-
plexe peut se calculer, grace a I'isomorphisme fonctoriel de De Rham-Weil (voir par exemple les
ouvrages [Dem-1|, |Gri-Ha| et [Wel]), par la formule suivante :

H(X,Gp) = H'(X, Kerd) = HUT(X,§ ®, £%);0),
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qui constitue une généralisation du théoréme de Dolbeault. Un cas particulier (ou une générali-
sation si on veut) de la formule précédente est la suivante :

HY(X,G5 ® gg;op) = HU(X, (Kerd) @, O(0%)) =

= HI(D(X,G @ EY);0r) =t HM(X, Gp),
ond, :=(-1)P9,, G ®p,, Eg;op = (0 @, 55)(’0,57r) et

0r: G @, &8 — Go,. &Y

désigne la connexion sur le faisceau produit Q®SX Sf(’o, qui est définie par la régle de Leibnitz. On
remarque enfin que le fait que les groupes de cohomologie H?(U,G) d’un faisceau de £-modules
G (sur X) soient nuls pour tout ¢ > 1 et tout ouvert U C X implique qu’une suite de faisceaux
de &-modules (sur X)

=Gy — G — Gy — 0

est exacte si et seulement si pour tout ouvert U C X la suite de Ex(U)-modules
+— Go(U) — G1(U) — Go(U) — 0
est exacte. Ce fait sera utilisé de facon systématique a partir de la section 1.3.

Note au lecteur. La technique qui utilise des procédés itératifs de type Nash-Moser pour
la solution de problémes différentiels est une technique trés puissante et trés souple. Ceci signifie
que lorque le probléme différentiel est trés simple alors le procédé itératif I’est aussi. Pour des
raisons d’ordre didactique nous commencons par présenter le comportement du procédé itératif
de type Nash-Moser dans le cas simple des faisceaux de £-modules localement libres, cas qui a
été déja traité par Koszul et Malgrange avec une méthode différente. Nous évitons de donner
tous les petits détails techniques dans ce cas, ol le procédé itératif est trés simple. Le lecteur
pourra trouver tout les détails techniques dans la preuve compléte du théoréme 1.1.8 dans le cas
général, (voir la section 1.5).
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1.2 1Idée de la preuve du théoréme 1.1.8 dans le cas des faisceaux

de £-modules localement libres avec la technique de type
Nash-Moser

1.2.1 Expression locale de la condition d’intégrabilité 9> = 0 dans le cas des
faisceaux de £-modules localement libres

A partir de maintenant on va noter par Mk,l(Sg)(’q(U)) ’espace des matrices k x [ a coefficients

dans l'espace des (0, ¢) formes Sg)(’q(U). Soit 1 : £ = G|, une trivialisation locale du faisceau

G. Le fait que v est surjective implique I'existence d’une matrice w0 € My po (Sgél(U)) telle

que
o = -0
On obtient alors le diagramme commutatif suivant :

0,1 0,2
g\U g\U ®5U gU g\U ®SU EU
P Y@L Y@L
5 0,0 5 0,0
E®po aJ tw , (gO,l)eBpo aJ tw , (50,2)69100
U U U

L’hypothése d’intégrabilité 92 = 0 est équivalente localement a I’égalité 0 = 9%t. En explicitant
celle-ci on a :

0=0%p=0(th-w") = A0 + 49,0 = (9w 4+ W0 A WO0)
Le fait que 1 soit injective implique alors la relation
8,w00 4 %0 A W00 =

Donc I'hypothése d’intégrabilité 92 = 0 s’exprime localement par cette relation. Dans la suite de
cette section on désignera par Q(U) C My p, (S%I(U)) I'ensemble constitué par des matrices w®?
qui vérifient la condition en question. Les éléments de cet ensemble seront appelés calibrations.

1.2.2 Formulation du probléme différentiel dans le cas des faisceaux de &-
modules localement libres

On veut trouver pour chaque x € U un voisinage ouvert V de x et un élément n%0 ¢

My po(Ex (V) tel que go = go(n) := Ly, +7%° € GL(po, E(V)), n = n*°, qui soit solution de
I’'équation différentielle

A - go) = 0.
Si on atteint ce but on obtiendra le diagramme commutatif suivant :

5 0
0 —— (Kerd), — G, — G ®, &'

lv

¢17 l 71)77 & H(O,l)

! Uy ‘ !
5J 0,1
0 g0 T, (£01)Ppo

@po
Ov
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ot ¢, = 1-go(n), lequel permet de conclure dans le cas des faisceaux localement libres. L’équation
précédente est équivalente a 1’équation (w0 - go + OJUO’O) = 0. L’injectivité de ¥ implique alors
que I’équation précédente est équivalente a I’équation

(Sw) + 0,0 4+ W0 A RS0 4 00 =0
On a la proposition suivante.

Proposition 1.2.1 La condition 5Jw0’0 + WO A W0 = 0 est la condition d’intégrabilité du
probleme différentiel quasi-linéaire (S,,), (le probléme est quasi-linéaire car on cherche n%° dans
un espace non linéaire).

Il est élémentaire de vérifier la nécessité de la condition 5Jw0’0 + W90 A WO = 0. La matrice

wg,o — 951(5J770’0 w00 A 00 4 0.0

veérifie les relations
3 0,0
87;[)77 = 7;[)77 cWn o,

5Jw2’0 + wS’O A wg’o =0.
On voudrait alors appliquer un procédé itératif pour faire de sorte que wg’o = 0, ce qui équivaut
a résoudre le systéme (S, ). Dans la suite on appellera élément de recalibration un élément
7% € My, 1o (Ex(U)) tel que go = Ly, +1°° € GL(po, E(U)) et on désignera par P(U) I'ensemble
constitué par de tels éléments. Venons-en maintenant & un préliminaire technique avant d’exposer
I'idée de la preuve de I'existence des solutions pour le systéme différentiel (S,,).

1.2.3 Choix des normes et opérateur de Leray-Koppelman

Dans cette section on va supposer que U = By est la boule unité. Soit u = Zm:q uydzy est
une (0, g)-forme & coefficients des (k,[)-matrices a coefficients dérivables jusqu’a Uordre h > 0.
On définit une norme de Holder invariante par changement d’échelle

R |+ Q
mhypq T Z S|a\ rlof 0%y
l1|=q
la|<h

[[u s

ot || - ||, est la norme de Hélder invariante usuelle d'une fonction, 4 € (0,1) une constante fixée
une fois pour toutes dans notre probleme et (Si)r>0 C (0,00) une suite de poids (cette suite
sera choisie & décroissance assez rapide de fagon a rendre en particulier les séries convergentes).
On remarque que si le degré ¢ est supérieur ou égale a un on a que la norme ||ul|,p, 4 tend vers
zéro lorsque le rayon r tend vers zéro. On considére maintenant 'opérateur de Leray-Koppelman
classique de la boule de rayon r (le lecteur peut consulter avec profit les ouvrages classiques de
Henkin-Leiterer [He-Le|, de Range [Ra| et 'article de Harvey-Polkin [Ha-Po])

Tr,q : C(’)i’(l;_l(ém Mk’,l((c)) - C(}]L;;(B'r“a Mk’,l((c))

Les propriétés de l'opérateur de Leray-Koppelman qui nous intéressent sont les suivantes :
1) Pour toute forme différentielle u € Cg’;H(B,«,MkJ((C)), 0 < ¢ <n-—1on a la formule
d’homotopie :

u=20,T,qu+Ty4110,u
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valable sur la boule B,.
2) 11 existe une suite de poids S = (S)r>0 de la norme de Hélder introduite précédemment telle

hyp

que pour toute forme différentielle u € C; q+1(BT, M}, 1(C)) on a l'estimation intérieure :

”TﬁquHr(l—a),h—H,u,q < C- U_S(h) : HuHT, h, p, q+1 (1'2'1)

avec C' > 0 une constante indépendante de la régularité h et o € (0,1), s(h) € N une fonction
affine strictement croissante. Pour simplifier les notations on identifiera dans la suite de cette

section | g = |+ s Trg = T et [0 flla = o 10 £ o

1.2.4 Esquisse du schéma de convergence rapide de type Nash-Moser dans
le cas des faisceaux de £-modules localement libres

Estimation fondamentale du schéma de convergence rapide dans le cas des faisceaux
de £-modules localement libres

On désigne par ¢ € (0,1/2) une constante fixée telle que pour toutes les matrices A €
My 50 (C) telle que [|A|l < e on a Pinversibilité de la matrice L,, + A.

Proposition 1.2.2 Supposons donnés w*° € Q(By), r, o0 € (0,1), h € N et les poids S; >
0, 7=0,...h+1 de la norme de Hélder tels que ’estimation (1.2.1) soit satisfaite. Supposons
que le rayon r soit suffisamment petit pour assurer [’estimation

C oM 00, < e
Supposons de plus que le poids Sp.1 soit suffisamment petit pour pouvoir assurer l’estimation

h+1 0,0 0,0
Shy1ll0 +1w1 I < llwp Il

. 0,0 . . .
ou w; sont les coefficients de la forme w0 par rapport aux coordonnées choisies. Alors n°0 :=
—T, w0 est un parametre de recalibration tel que

2

L

o Pllr1—o) 1 < 6C - o) (|

Sans I’hypotheése sur le poids Sp41 U'estimation précédente est valable pour h & la place de h+1,
pour toutes les matrices w®° qui vérifient la relation 3Jw0’0 + w90 A w0 = 0. L'hypothése sur
les poids Spy1, comme on verra mieux ensuite, joue un role fondamental pour la convergence
vers une solution C*° du probléme (S,,).

Preuve. En utilisant la définition du paramétre n°9 et la formule d’homotopie pour Popérateur
0, ona:

00 _ -1 5 ,,0,0 0,0 0,0y _
wy =gy (T 0,w”” — WP AT wP7) =

= —g5 (T (W™ A w®0) + WO AT, w00)

Le fait que e € (0,1/2) implique que ||go_1 lr(1=0),n+1 < 2 (voir les détails dans la preuve compléte,
prop 1.5.3 dans la sous-section 1.5.5). L’hypothése sur le poids S} 1 implique 'inégalité suivante :

1w AT w1y n1 < 20w0™llrn 1T 0™l -0) -
On obtient alors l'inégalité :

801y nin < 2(C 07O w002, 4+ 20 0P W02, )

qui permet de conclure. O
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Idée du procédé itératif dans le cas des faisceaux de £-modules localement libres

Les calibrations w%o € Q(B,,) obtenues au k-iéme pas du procédé itératif sont définies par
la formule récursive wl?:fl = w,(z:??kH
qui contrdle la décroissance des rayons des boules, (le rayon initial 7o étant choisi suffisamment
petit). On choisit les quantités o, € (0,1) de telle sorte que la série oy soit convergente. Le

rayon limite roo := limg_, 4 oo 7% est alors non nul. Le parametre ngfl € P(B qui controle la

ou rg+1 = 1K(1 — o) et ou o € (0,1) est un parameétre

Tk+1)
recalibration des éléments wg’o, k > 0 au k-iéme pas du procédé itératif est défini par la formule

00 . 0,0
Mep1 = =T w

Les poids sont choisis de telle sorte que les estimations suivantes soient satisfaites pour tout
entier k > 0.

0,0 0,0
Skt 107w v, < Mg gl

Skt 105 go (k) I o < 27 Hlgo (B)F [l

ou

go(k) = ][ 904

0<j<k

(on pose par définition gy := I,,). Le symbole de produit avec une fléche vers la droite désigne
le produit non commutatif de termes qui sont écrits en ordre croissant de l'indice vers la droite.
La derniére inégalité sert & assurer un bon fonctionnement du procédé itératif, plus précisément
elle permet d’appliquer la proposition précédente & toutes les étapes du procédé. On pose par
définition

ag = Hw%OHrk,k et b, := H - O';S(k) - ag

Avec les notations introduites précédemment on a la proposition suivante.

Proposition 1.2.3 Pour tout entier k > 0 on a les estimations suivantes ;

a1 < H-07°® a2 <1,

0,0
it g e S e <€ < 1/2
et les quantités ay, by tendent (avec la bonne vitesse) vers zéro lorsque k tend vers plus l'infini.

En conclusion la limite

0™ = ~Tpy + lim go(k)

est une solution du systéme différentiel (S,,).

1.3 Introduction au cas de £-résolution locale de profondeur ho-
mologique égale & un (m = 1)

1.3.1 Expression locale de la condition d’intégrabilité > = 0 dans le cas m = 1

Nous commencons par prouver le lemme élémentaire suivant.
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Lemme 1.3.1.1 Soit X une variété complezxe et soit G un faisceau de Ex-modules. Si le faisceau
G admet des E-présentations locales, soit par exemple

@p1 _¥, copo Y
EN — 0 — G —0

une E-présentation au dessus d’un ouvert U, alors ezistence d’une connezion d de type (0,1) sur
le faisceau Q‘U telle que 9% = 0, implique ’existence de matrices w*° € M,_ . (59(’1(U))7 5=0,1

et WO € My, b (59(—’2(U)) telles que O = 1 - w0 et les relations

9,0+ W p=p- w0, (1.3.1)

0,w%0 + W00 A W00 = . O (1.3.2)

soient satisfaites. Réciproquement Uexistence de matrices w*°, s = 0,1 et W' qui vérifient les
relations (1.3.1) et (1.3.2), implique [’existence d’une connexion O de type (0,1) sur le faisceau

g‘U telle que 6'1/} = ¢ . woyo et 62 — 0

Preuve. La E-présentation de Q‘U considérée dans I’hypothése implique I'existence des E-présentations
0, 0, 0,
(gUQ)@Pl _ (gUQ)@Po _ g‘U ®£U qu —0

pour ¢ > 0. On aura alors 'existence d’une matrice w®% € My, , (52(’1(U)) telle que 9¢ = 1-w"0.
En appliquant la connexion 9 a l'identité 1 o ¢ = 0 on obtient la relation

P00+ p) =0.

L’exactitude des E-présentations précédentes, (pour ¢ = 1), implique alors l'existence d’une
matrice w0 € M,, ,, (59(’1(U)) telle que la relation (1.3.1) soit satisfaite. On obtient alors le
diagramme commutatif suivant, ayant des fléches verticales exactes :

0 0 0
g 0 G ®, &£ ) G ®, £%2
15 lv €&y U luv T¢y U
(0 Y @ Lo, ¥ @I g2
5 0,0 5 0,0
g;Bpo aJ tw (53,1)69100 aJ tw (53,2)69100
e1 1 @ Lo,1 1 @ Ig 2
a5 1,0 5 1,0
£op1 aJ tw , (50,1)@171 aJ tw (50,2)@171
U U U

L’hypothése d’intégrabilitée 0% = 0 implique
@b(@wo’o + w0 A wo’o) =0

d’ou Iexistence d’une matrice w®! € My, po (59{’2(U)) telle que la relation (1.3.2) soit satisfaite.
Pour prouver la réciproque du lemme il suffit de considérer la connexion quotient 0 obtenue par
la connexion 9, +w"? A e. O
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En appliquant 1’ opérateur 51 a la relation (1.3.1) on obtient 1'égalité :

8Jw0’0 ) — W00 A(j,gp = 5Jg0/\w1’0 + - 5Jw1’0.

En utilisant la relation (1.3.1) dans I’égalité précédente on obtient

8,000 - o4 w0 A WO 5 — OO A . Wl =

= w90 p AWl 4+ oWt A WY +§,wh0).
En utilisant la relation (1.3.2) on a :
gp(éle’O + whO AWt — 0L ) =0.

Dans notre cas ¢ est injective. On déduit alors la relation

8,010 4 w0 AWM = O
En appliquant 'opérateur 9, a la relation (1.3.2) on a :
5 ,,0,0 0,0 0,0 5 00 _ 5 0,1 5 ,.,0,1
O,w” ANw™ —w " NO,w™ =0,0ANw” +¢-0,w.
En utilisant les relations (1.3.1) et (1.3.2) dans I’égalité précédente on obtient

W00 A OO A GO0 o 0L A 0O 00 A 00 A (00 _ (00 A O =

= w90 o AW+ (WO A WO+ §,W0h).
On a donc
0(8,w" — WO A W00 4 IO A WO = 0.

L’injectivité de ¢ implique alors la relation

8Jw0’1 — WO A WO 4 1O A WO = .

On a obtenu en conclusion les relations

5Jg0~|—w0’0'g0:g0-w1’0

et
aon,O + w00 A W00 — 0 W01

(*) 5Jw1,0 + wl,O A wl,O — wO,l -

5Jw0’1 — WO A W00 4 10 A 0L —

Il faut remarquer que dans la derniére expression on n’a pas de termes du type ¢-w®*® ou w**- .
Les expressions () constituent les expressions locales de la condition d’intégrabilité 92 = 0 dans
le cas de longueur m = 1 de la E-résolution locale. La relation (1.3.1) est simplement une identité
de commutation.
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1.3.2 Introduction a la formulation du probléme différentiel dans le cas m =1

La partie principale de la preuve consiste & prouver l'existence, pour tout z € U, d’un
voisinage ouvert V C U de z et gg = Ly, +7%° € GL(po,E(V)), g1 =L, + 10 € GL(p1,E(V))
solution du systéme différentiel

AW go) =0
(%)

-1
9,(90 -#-g1) =0.
Si on atteint ce but on obtiendra le diagramme commutatif suivant :

0 0

. 0
0 —— (Kerd), — G, — G}, ®; &

1;|~ & ¥ ® To,1)
0 opr gom o (gotyem

Pl.. % ¢ ® 1)
0 039101 gsapl _J (58,1)®p1

avec z/; =y i=)-go et @ 1= @ 1= go_1 --g1. On peut conclure alors en utilisant des arguments
élémentaires d’algebre homologique (voir la preuve compléte, section 1.5.6 pour plus de détails).
En reprenant un calcul fait dans le cas m = 0, mais valable en tous les cas, on a :

O - go) = (8,n™" + w0 A0 +u00).

Si d(¢)-go) = 0 alors 'hypothése d’exactitude implique I'existence d'une matrice n%t € My, p, (52(’1(U))
solution de I’équation
8,000 4+ w00 AP0 4 . O 4,00 = o,

On a donc que I’équation précédente est équivalente avec 'équation (v - gg) = 0. Si on pose
par définition

wg,O = g()—l(ano,o _|_w0,0 A ,'70,0 +- 770,1 _|_w0,0)

on aura la validité de la relation 51,/)77 =y - wg’o. De facon analogue, si on pose par définition

10 —1/,a
wi® = g7 (0,0 4+ w0 A0 4 01, 4 W10),

w2’1 — 91_1(5J770’1 + WOL A 00 4 10 A 0L 4 01 Aw2’0 +w0,1)

on aura la validité des relations (voir article pour les détails des calculs en général prop 1.5.1 de

la sous-section 1.5.2)

5J<p17 + w270 . (pn = 9077 . w;/lfo
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5 00, 00, 00_ 0,1
O,wn” +wp” Awy” = - wy

5 1,0, 10, 10 _ 01
Oy +wy Awy = wy -y
5 01 01, 00, 10, 01
lesquelles sont analogues a la relation (1.3.1) et aux relations (x) considérées précédemment. En

utilisant ’hypothése d’exactitude on obtient le lemme suivant.

Lemme 1.3.2.1 Pour tout choiz de matrices w®°, w%!

et (%) on a que Uezistence d’une solution g := (go, g1) du systéme différentiel (X) est équivalente
0.0 b0 n01y " g = g(n), du systeme différentiel quasi-linéaire

8,000 + w00 A 00 4 o 0l W00 = 0

,8 = 0,1 qui vérifient les relations (1.3.1)

a lezistence d’une solution 1 := (n

(S.) 4 8,0 4 WO AL Lyl 4wl =

6J770,1 4 wO,l A 7]0,0 + wl,O A 770,1 4 wO,l =0

qui n’est rien d’autre que le systéme différentiel

870 j—

wy =0
w%l:o
s§=0,1

On a besoin de I’hypothése d’exactitude de la £-résolution locale seulement pour prouver que
les systémes () et (S,) sont équivalents. A partir du moment o on s’intéresse seulement au
systéme (S,,) 'hypothése d’exactitude n’a plus aucun intérét. En termes précis on a la proposition
suivante.

0

Proposition 1.3.1 Supposons données des matrices w*°, wO

1 s =0,1 et o telles que

5J30 —|—w0’0 cp=p- wh.

Alors les relations B
8,000 4 WO A W00 = . 01
(*) 5Jw1,0 + wl,O N wl,O — wO,l p

8Jw0’1 _ wO,l A w0,0 4 wl,O A wO,l =0

constituent les conditions d’intégrabilité du systéme différentiel (S,,).

1.4 1Idée de la preuve du théoréme 1.1.8 dans le cas général d’une
E-résolution locale de longueur arbitraire

1.4.1 Premiére étape : présentation de I’expression locale de la condition
d’intégrabilité 0% = 0

On pose par définition I, := {(s,k) | s = 0,....m, k = —1,...m — s, (s,k) # (0,—1)}.

On utilisera dans la suite la convention qui consiste a négliger les termes d’une somme ou d'un
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produit si I’ensemble des indices sur lesquels on effectue ces opérations est vide. On a le lemme
suivant.

Lemme 1.4.1.1 Soit 0 — gleijm Pm, Séapm—l i . N 5591”1 RN 5591’0 2, Q‘U — 0 une

E-résolution locale de longueur finie. Alors Uevistence d’une connexion O de type (0,1) sur le

faisceau G telle que 0% = 0, implique Dezistence des matrices w™F € M, (S%kH(U)) pour

s+ksPs

s, k) € I, telles que si on utilise Uidentification o3 = w® ™Y, on aura la validité des relations
¥
op =1 - w0 et
k+1
0,wF + Y (1)t AT AT = 0. (1.4.1)
j=—1

On obtient alors le diagramme commutatif suivant, dont les fleches verticales sont exactes :

0 0 0
g 0 G ®, &£ ) G ®, £%2
lr lv €y luv T¢y U
(0 Y@L Y ® L2
0,0 5 0,0
g?po aJ tw (52,1)@170 aJ tw (58,2)@170
v1 01 @ L) 1 ®@ L2
5 1,0 5 1,0
gEBPl aJ tw (50,1)@171 aJ tw (50,2)@171
U U U

La figure 1.1 montre les matrices w** qui sont représentées par des fleches dans le diagramme
suivant lequel représente le complexe déterminé par la E-résolution locale (p,1)) dans le cas de
longueur m = 4.

1,—-1 0.1
1,0

. €
=
€
/E

w21 1,1 0,2
2,0

3
¥
€
/E
€

3,—1 2,1 1,2 0,3
3,0

. €
w
€

/E

€

€

4,0

i)
i
S

Fig. 1.1 -

Dans la relation (1.4.1) on utilise les conventions formelles w®~! := 0, w™1 := 0 et W** := 0 si
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s>m+1ouk>m—s+ 1. Le diagramme suivant montre les matrices qui interviennent dans
la relation (1.4.1) pour (s, k) = (1,2), dans le cas de longueur m = 4.

0 1 2 3 4 5
Po
wh—1
w0

p1

Wbl
P2

w21 Wb w053

8, wh?
p3 \ , ;
w30
w3 | A1
2
Fig. 1.2

On considére le cas m = 4 qui est le cas de longueur minimale pour laquelle on voit le probléme
en toute sa généralité. Les relations (1.4.1) pour les indices k£ > 0 constituent les expressions
locales de la condition d’intégrabilité 9> = 0 de la connexion O relativement & la E-résolution
locale choisie. Les relations (1.4.1) pour les indices (s, k) = (e, —1) représentent simplement des
identités de commutation. La liberté homologique qui caractérise le choix des matrices w™* est
exprimée par une action de semi-groupe qui aura une importance considérable dans la preuve
du théoréme 1.1.8 et qu’on expose dans la sous-section suivante.

1.4.2 Deuxiéme étape : la notion de recalibration

On commence avec les définitions suivantes. On pose

U) = @ GL(ps,Ex(U)).

s=0,...,m
On considére I'(U) avec la loi de groupe naturelle induite par les groupes GL(pe, Ex(U)).

Définition 1.4.1 La classe [p, 1] de E-isomorphisme de la E-résolution locale (p,v)) est len-
semble des E-résolutions locales (P, 1) de longueur m au dessus de 'ouvert U pour lesquelles il
existe g € T'(U) tel que le diagramme suivant soit commutatif.

ESpm @m _ @2 _ o® 851 Py 1/} _ _
0 > gUP . gUpl , EUPO g‘U 0
Im | g1 |t go | I
Spm  Pm P2 ® Y1 ® (0
0 gUP .. gU D1 , gU PO g‘U 0

On a alors que [p, 9] = {(¢g,%g) |g €T(U)} ot g := 1 - g et g4 1= gs__l1 - s+ gs. Ensuite on
désigne par

AU, 0g.%9,0) € P My, 0. (EXTH(U))
(s,k)ELn
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I’ensemble, non vide par 'hypothése d’exactitude de la E-résolution locale (¢, 1)), constitué par
les éléments w = (w™F), ., W € My, . (E%kH(U)) tels que w® ™! = @4 4, Py = 1, - WO et
la relation (1.4.1) soit satisfaite. Ensuite on définit la “fibration”

Q(U7 [¢7¢]76) = H Q(U,(pg,l/}g,g)
ger(v)

au dessus du groupe I'(U), dont les éléments seront appelés calibrations et I'ensemble des
parameétres au dessous de 'ouvert U

PUYC P My, p (EXU))
s=0

)
k=0,...,m—s

constitué par les éléments n = (n**), ., n*F € M, . (Sg(’k(U)), tels que I,,+n*° € GL(ps, Ex(U)),
s =0,...,m. On munit P(U) de la loi de semi-groupe donnée par le produit extérieur des pa-
rameétres qu’on définit de la fagon suivante; si 11, 7o € P(U) on désigne par n; Any € P(U) le
parameétre dont les composantes sont définies par la formule

k
k 7k 7k + '7k_ j ) j
(m A ma)™F = s+ I A
j=0
L’élément neutre de cette loi est le zéro. Considérons maintenant I'application

R:PU) x QU,[p,¢],0) — QU,[p,],0)

(m,w) — wy

oll les composantes de w, sont définies par récurrence sur k, pour tous les indices (s,k) € I,
par la formule (ici on utilise les définitions formelles n*™ =5+ := 0, =19 := 0 et >~ := 0)

k+1 k—1
—1
s,k __ s+k,0 3 .8k s+j,k—j s,7 k—j, s+j,k—j 8,7 s,k
wy = <]Ips+k +n ) <8J77 + E w N> — (=1)"n ANwp? +w*").(1.4.2)
=0 j=—1
0 1 2 3 4
po
Lt
_=n
wl,o\\
p1 < 1
771’0//, ;\\1\ w%kl\
nb
p2
WAl wh?, |8, nl2,
n?h > 120 0.3
b \ a 30\ . A
ENCA /93
=1
771,3
pa
Fic. 1.3

. . .. . P . 1,2
Le diagramme 1.3 montre les matrices qui interviennent dans la définition de la matrice wy’
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dans le cas ot la longueur de la résolution est égale a 4. Le lecteur peut alors essayer d’avoir une
perception visuelle de la formule de recalibration (1.4.2). On appelle R application de recalibra-
tion et on dit que w;, est la recalibration de w avec parameétre de recalibration 1. Dans la suite

o . . _ L 5,0 _ N .
on utilisera aussi les n(l)tatlons gs = gs(n) ==L, +0*°, ¥y, = Yy(m)- Avec la premiere notation
on a évidemment wy™ = w;&;) . On remarque aussi que si w € Q(U, p,1,0) alors pour tout

n € P(U), la recalibration R(n,w) = w, de w détermine le diagramme commutatif suivant :

0 0 0
5 0,1 5 0,2

g\U g\U ®£V gU g\U ®‘EU gU

Uy Yy @ Lo,1) Uy @ Lg,2)
— +wy? 0,1\® 9, + wy”’ 0,2\@

&8 PO ( &% )&Po ( v )po

w}?’ 1 w,17’ ! X ]I(O,l) w,17’_1 X H(072)

® 9, + W}?’O 0,1 9, + W}?’O 0,2

gUpl (SU, )EBpl (SU, )@m

On a la proposition fondamentale suivante.

Proposition 1.4.2 L’application de recalibration R est bien définie et constitue une action de
semi-groupe transitive sur l’ensemble Q(U, [¢, 1], D).

1.4.3 Troisiéme étape : introduction a la formulation du probléme différentiel

La partie principale de la preuve consiste & prouver l'existence, pour tout z € U, d’'un
voisinage ouvert V C U de x et g € I'(V) solution du systéme différentiel

o - go) =0
(Z) 1 0,(95 - ps-gs) =0
s=1,....,m.

Bien évidemment résoudre ce systéme différentiel équivaut a trouver une autre E-résolution de
g‘v dans la classe [¢, 9], & partir de la E-résolution donnée (¢, 1)), de telle sorte qu’elle admette
des matrices de connexion w*? nulles. Des arguments élémentaires d’algébre homologique per-

metent alors de conclure que le faisceau Ker O est analytique cohérent, (voir la section 1.5.6
pour les détails).

On a le lemme suivant.
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Lemme 1.4.3.1 Pour tout choiz de calibration w € Q(U,p,,0) on a que l'existence d’une
solution g € T(U) du systeme différentiel (X) est équivalente & l'existence d’une solution n €
PU), g=g(n), du systéme différentiel quasi-linéaire

k+1
6J778’k + Zws—i-j,k—j A ns,j + (_1)kns—1,k+1 A wf],—l + ws,k’ -0
j=0
(Sw)
0,....m
s=0,...m—k

qui n’est rien d’autre que le systéme différentiel

S7t_

wy =0
s§s=0,....m
t=20,...m—s.

On a besoin de 'hypothése d’exactitude de la E-résolution locale seulement pour prouver que les
systémes X et (S,,) sont équivalents. A partir du moment ot on s’intéresse seulement au systéme
(S, ) 'hypothése d’exactitude n’a plus aucun intérét. On a seulement besoin d’avoir le complexe
vertical (w®~1). La notion de recalibration existe encore et elle est une action de semi-groupe.
La proposition suivante permet de traduire notre probléme en termes purement différentiels.

Proposition 1.4.3 Supposons données des matrices w** € Mps+k7p5(52(’k+l(U)), (s,k) € I,
telles que

Wbl =0, s=2,...,m
et
d,ws 1+ WO sl = s 30 s =1 .
Alors, pour k > 0, les relations ((1.4.1) ;)
k+1
0wk + g (—D)F IS TIR=T A 5T =
j=—1

constituent les conditions d’intégrabilité du systéme différentiel (S,).
A partir de maintenant on désignera par
0,k+1
QUM C D My, (EHU))
(s,k)EIm

I'ensemble constitué par les éléments w dont les composantes veérifient la condition w®~b~1.

wb 1 =0, s =2,...,m et la relation (1.4.1).

1.4.4 Quatriéme étape : introduction au schéma de convergence rapide de
type Nash-Moser

Idée de la preuve de I’estimation fondamentale du schéma de convergence rapide

Soit w € Q(By,m). Pour r € (0,1) on définit la quantité
ap(w,r) == max{[|w** [, 4|0 < s <m,0 <k <m-— s}
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On remarque que, par définition de la norme de Holder, la quantité ap(w,r) tend vers zéro
lorsque le rayon r tend vers zéro. Pour tout o € (0,1) on définit les rayons

rpi=r(1—10-om)

pour | = 0,...,m 4+ 1 ou on pose o, := o/(m + 1). A partir de maintenant on désigne par
e € (0,1/2) une constante fixée telle que pour toutes les matrices A € M, , (C) telle que
|A|| < € on a linversibilité de la matrice I,, + A.

On désignera par S(w®*~!) une suite de poids qui vérifie 'inégalité [|w® (|1 g(,) < +00. Venons-
en maintenant a la partie essentielle de la preuve du théoréeme. Avec les notations introduites
précédemment on a la proposition suivante.

Proposition 1.4.4 Supposons donnés w € Q(Bi,m), r,o € (0,1), h € N et les poids 0 <
S; < Sj(w), j =0,...,h+1 de la norme de Hélder || - ||, p+1. Supposons que le rayon r soit
suffisamment petit pour assurer l’estimation

Lo 2 g (w,r) <e

ot L = L(w*™') > 0 constante positive et s(m,h) € N, (m > 0, h > 0) une fonction affine
strictement croissante par rapport & la variable h et la quantité ap(w,r) est calculée par rapport
au poids Sj, j = 0,...,h. Supposons de plus que le poids Spi1 soit suffisamment petit pour
pouvoir assurer l’estimation :

7k 7k
Shllo" w0 e < Mwp e

pour tout k =0,...m, s=0,...m—Fk et |I| = k+1. Il existe alors le paramétre de recalibration
ne P(Br(l_a)) dont les composantes sont définies par la formule de récurrence décroissante sur

k=m,...,0

k=T,

Tm—k

<ws,k LS tREL=L A 7]s,l<;+1 I (_1)kns—1,k+1 A ws,—l)

tel que les estimations suivantes

—s(m,h)

||77.7kHr(1—a),h+1 <L-onm ’ ah(wv T)7 (1'4'3)

° — h
s ™ 1oy < L- o™ L a (w, ) (1.4.4)

soient satisfaites pour tout k =0, ...,m.

Sans I'hypotheése sur le poids Sp4q l'estimation (1.4.4) est valable pour h a la place de h + 1,
pour toutes les matrices w** k > 0 qui vérifient la relation (1.4.1), une fois qu'on a fixé les
matrices du complexe vertical w® ™! et les poids 0 < S; < Sj(w), 7 =0,...,h+ 1. L’hypothése
sur les poids Sj41, comme on verra mieux ensuite, joue un role fondamental pour la convergence
vers une solution C*° du probléme (S,). On ”pose” (voir la preuve de la proposition 1.5.3 pour

s,k _ .8k s+k+1,—1 s,k+1 _1\k,,s—1,k+1 s,—1
Wiy =Wt w An +(—1)"n Aw® ™.

On obtient l'estimation (1.4.4) a l'aide d’une récurrence croissante sur les indices k& > 0. Le

probléme ici consiste dans le fait qu’on ne peut pas avoir un contréle quadratique sur le terme
s,—1 PRI, . N - . . .

wy . Précisément les termes qui posent un probléme pour obtenir I'estimation quadratique
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relativement aux matrices wy" sont les termes qui apparaissent dans la parenthése de la définition
L —1
des composantes 7°*. En effet on peut écrire wy " sous la forme

w;,—l — (]1 + 03—1,0) X ws,—l X (H + ns,O)

avec un controle

161l (1—oy nt1 < 2107l (1—0) htt

. . , s . . s,—1 o
sur la norme de la matrice 0. Ensuite en décomposant l’expression de la matrice wy A

l'aide de I'expression précédente on arrive a séparer le terme génant 7*® Aw® ! pour les indices
adéquats dans la deuxiéme somme. On a donc :

s,k )

Wik = gs_ﬁk(éJns’k + (termes quadratiques) + Wites,

n

On obtient alors en utilisant la formule d’homotopie pour I'opérateur 9, 'expression :

k_ 1 5 sk -
wik =g L (T, aJw;ka] + (termes quadratiques)).

Le lecteur comprend donc 1'exigence d’avoir une estimation quadratique de la norme h + 1 du

terme T, 5st’k On observe que dans le cas (s, k) = (0,m), (k =m = s=0) on a que

Mk+1]"
le terme wiffm se réduit 4 w®™. On remarque que la relation ((1.4.1),,,) est la seule, parmi les
autres relations ((1.4.1), ,), qui ne présente pas de facteurs de type w® ! dans les termes quadra-

tiques. Le diagramme suivant montre les matrices qui interviennent dans la relation ((1.4.1),,,).
bl

0 w90 1 2 3 4 5 6
po
wo,1
p1
w0,2
p2
wl2 593
p3
40 w3l w22 wh3 w04 51“’ 4
P4
Fic. 14

On déduit alors a laide de l'inégalité (1.2.1), l'estimation quadratique de la norme h + 1 du
terme T, 8Jw0’m. Une récurrence décroissante sur les indices £ = m,...,0 combinée avec le fait
que les matrices w vérifient la condition d’intégrabilité (1.4.1) montre 1'estimation quadratique

) k - h 2
1T aJw;EkH] ||T(1—U),h+1 <Q- Ums(m’ ). ay,

pour tout k =0,...,m, (o @ > 0 est une constante positive).

On explique maintenant ou intervient I'’hypothése sur le poids Sp11 dans la preuve de I'esti-
mation (1.4.4). Pour obtenir celle-ci on doit estimer les normes du type [|w®* An**|[.1_s), ht1-
L’hypothése faite sur le poids Sp11 nous permet d’obtenir ’estimation

[w** An**lr(1-0), ht1 < 2[00l n - [10°* lr(1—0), nt1-

Voici certaines des idées principales de la preuve de la proposition.
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Esquisse du procédé itératif

Les calibrations wy € Q(B,,,m) obtenues au k-iéme pas du procédé itératif sont définies par
la formule récursive wgy1 1= Wk, gy O Th1 1= re(1 — og) et ot o € (0,1) est un paramétre
qui contrdle la décroissance des rayons des boules, (le rayon initial 7o étant choisi suffisamment
petit). On choisit les quantités oy, € (0,1) de telle sorte que la série ) oy soit convergente. Le
rayon limite 7o := limg_,4o0 7k est alors non nul. Le parameétre ngq € 77(B,n,chl
la recalibration des éléments wy, k& > 0 au k-iéme pas du procédé itératif est défini de facon
analogue a celle de la proposition 1.4.4 en fonction de la calibration wy. Les poids sont choisis de
telle sorte que les estimations suivantes soient satisfaites pour tout entier £ > 0 et t =0, ..., m.

) qui controle

ot ot
Sk+1||ak+1wk,1||m,# < ||Wk,]||rk,m (1.4.5)
Skt 10+ g0 (B)F o < 277l ga (B [l (1.4.6)

ou

gs(k) = H 9s,j

0<j<k

(ici on rappelle qu’on pose par définition gy := I, et que le symbole de produit avec une fleche
vers la droite désigne le produit non commutatif de termes qui sont écrits en ordre croissant de
I'indice vers la droite). Cette derniére inégalité sert a assurer un bon fonctionnement du procede
itératif, plus précisément elle permet d’appliquer la proposition précédente a toutes les étapes
du procédé. On pose par définition

ag := max{[|w ||, £ |0 < s <m,0<t<m-—s}

et
—s(m,k)
m, k

bp . =H -0 - ag O,k i= 0/ (m + 1)

Avec les notations introduites précédemment on a la proposition suivante.

Proposition 1.4.5 Pour tout entier k > 0 on a les estimations suivantes ;

aMJSEPaﬁfw”aiéL (1.4.7)
ot
1751 llrggr, b1 < 0k <€ <1/2, (1.4.8)
7_1 o.—
gy gy b < 4flw® s 1) (1.4.9)

et les quantités ay, by tendent (avec la bonne vitesse) vers zéro lorsque k tend vers plus l'infini.

L’estimation (1.4.9) montre que la norme du complexe vertical n’explose pas. La condition (1.4.6)
sert aussi & assurer cette inégalité. Si on pose par définition

nk):== N
1<j<k

(ici aussi le symbole de produit extérieur avec une fleche vers la droite désigne le produit non
commutatif de termes qui sont écrits en ordre croissant de l'indice vers la droite), le paramétre
de recalibration sur la boule B, on aura la formule wy, = wy ), grace au fait que la recalibration
R est une action. On a alors la proposition suivante.
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Proposition 1.4.6 La limite
n:= lim n(k)
k—o00
existe en topologie C™* pour tout h > 0 et constitue un paramétre de recalibration n € P(B...),
solution du probleme différentiel (S,,).

Le fait que n constitue une solution (de classe C*°) pour le probléme différentiel (S,,) est clair.
En effet
s,t

= lim wy,
k—oo

s,t

Wn

et
s o0 = lim w0 < lim ap =0
k—o0 k—oo

ce qui montre que 1 € P(B,_,) est une solution du systéme différentiel (S,,).

Too

1.5 La preuve compléte du théoréme de caractérisation différen-
tielle des faisceaux analytiques cohérents dans le cas général
de longueur arbitraire de la £-résolution locale

1.5.1 Premieére étape : Preuve de ’expression locale de la condition d’inté-
grabilité 9% = 0

On commence par rappeler la définition de ’ensemble d’indices
I :={(s,k) | s=0,....m, k=—-1,...,m —s, (s,k) # (0,—1)}.
Avec cette notation on a le lemme élémentaire suivant.

Lemme 1.5.1.1 Soit X une variété complexe et soit G un faisceau de Ex-modules.
(A) Supposons que le faisceau G admet des E-présentations locales et soit

®p1 _P, copo Y
EN =& —G =0

une E-présentation au dessus d’un ouvert U. Alors l'existence d’une connexion O de type (0,1) sur
; 32 __ : ; 3 s ; s,0 0,1 _
le faisceau G, telle que 9% = 0, implique Uezistence de matrices w™" € Mp, p, (Ex (U)), s=0,1

et WOl € My, (5252(17)) telles que O = 1 - w0 et

0,0+ w0 o= wh (1.5.1)

5Jw0’0 + WO A WO = . WO, (1.5.2)

0

Réciproquement l'ezistence des matrices w*°, s = 0,1 et w%! qui vérifient les relations (1.5.1)

et (1.5.2), implique evistence d’une connewion 0 de type (0,1) sur le faisceau Q‘U telle que
oY =1 -0 et 92 =0.
(B) Supposons que le faisceau G admet des E-résolutions locales de longueur finie et soit

0 — E0Pm £, ghpmoy I} 2, gOp1 P gop Y, g
U
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une telle E-résolution. Alors Uezistence d’une connexion 0 de type (0,1) sur le faisceau Q‘U telle

que 0% = 0, implique Uezistence des matrices

0,k+1
whh e My, 1.ps (EX * 0))

pour (s,k) € I, telles que si on utilise lidentification @5 = w*~ ! et les conventions formelles
WOl =0, w =0 etwF :=0sis>m+1ouk >m—s+1, on aura les relations
oY =1 - w0 et
k+1
8st’k + Z (—1)k_JwS+J’k_] Aw® =0 (1.5.3)
j=—1

pour tout (s,k) € Ip,.
Réciproquement ezistence des matrices w®* qui vérifient la relation (1.5.3) implique ’existence
d’une connexion O de type (0,1) sur le faisceau Q‘U telle que O =1 - w0 et 02 = 0.

Preuve de (A). La preuve de (A) a été donnée dans la sous-section (1.3.1). On rappelle qu’on
obtient le diagramme commutatif suivant, dont les fleches verticales sont exactes :

0 0 0
g 0 G ®, &M ) G ®, £%2
lr lu &y U lU &y U
(0 Y @ Lo Y @12
5 0,0 5 0,0
g;Bpo aJ tw (53,1)69100 aJ tw (53,2)69100
e1 1 ®@ L) 1 @ Ig2)
5 1,0 5 1,0
EEBpl aJ +w (EO,I)EBpl aJ +w (50,2)€Bp1
U U U

Preuve de (B). Pour (s,k) = (1,—1) et (s,k) = (0,0) la relation (1.5.3) exprime les rela-
tions (1.5.1) et (1.5.2) de la partie (A) du lemme. En appliquant 'opérateur 9, aux identités
©t—1 © ¢ = 0 on obtient inductivement, de la méme fagon que pour obtenir la relation (1.5.1),
l'existence d'une matrice w*" € M, . (59(’1(U)), s=1,...,m telle que

6JQ05 +wt—1,0 P = Qg - wt,O'
Ces relations constituent les relations (1.5.3) pour (s,—1), s = 1,...,m. On va montrer main-
tenant l'existence des matrices w®®, k > 1 qui vérifient la relation (1.5.3) a l’aide du procédé
récursif triangulaire suivant. Pour un couple (s, k), s =0,....,m—1et k= 1,...,m —s on suppose
avoir déja défini w?” pour 0 +k < s+ k, k < k+ 1, et on applique 'opérateur 5J a expression
((1.5.3) 1) pour k > 1. On obtient alors la relation suivante :

k k
E (=1)F=I719 Wtk =I =L A %7 — E wsTIHR=ITE A § WS = 0.
j=—1 j=—1
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En explicitant les termes 5Jw”' dans la relation précédente (qui bien évidemment, grace a
I'hypotheése de récurrence précédente, vérifient la relation ((1.5.3), ,) pour les indices voulus) on
obtient :

k
S (—1)E IR A R A
j=—1

k k—j—1
+ § : § : (_1)r+1ws+j+r,k—j—l—r /\ws—i-j,r /\ws,j +
j=—1 r=-1

k—1 j+1
+ § : 2 : (_1)]—rws+],k—]—1 /\ws—l—r,]—r AwS" — ws—l—k,—l A ast,k =0.
j=—1lr=-1

En faisant le changement d’indice j' = j +r, v’ = j dans la deuxiéme somme et en rappelant
que wS "I AwST! = 0 on obtient :

k
WSt A (5st’k + Z (—1)F s tik=i A ws’j) = 0.
j=—1

ws,k—l—l

L’hypothése d’exactitude nous permet de choisir telle que la relation

k
5 ws,k’ + (_1)k—jws+j,k’—j /\ws,j — ws—i—k—i—l,—l /\ws,k—i-l
J § :

j=—1
soit satisfaite. Ce type de récurrence peut se visualiser grace au tableau de la figure 1.5.

L’hypothése de finitude de la longueur des £-résolutions locales de G permet d’arréter ce procédé

k

m

Fig. 1.5

aprés un nombre fini d’étapes. On a donc prouvé la premiére implication de la partie (B) du
lemme. Le réciproque dans la partie (B) est évidemment une conséquence banale de la partie
(A) du lemme. O
Les relations (1.5.3) pour les indices k > 0 constituent les expressions locales de la condition
d’intégrabilité 92 = 0 de la connexion relativement a la E-résolution locale choisie. Les relations
(1.5.3) pour les indices (s, k) = (o, —1) représentent simplement des identités de commutation.
Si on désigne par Py(U) C P(U) le sous-semigroupe des paramétres tels que n*° = 0 on a que la
restriction de la recalibration R : Po(U) x Q(U, [, 1], ) — Q(U, [¢, ], D) est une application

fibré qui controle la liberté homologique qui caractérise le choix des matrices w®*® relativement
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aux &E-résolutions locales (¢g,1y), g € I'(U).

Remarque. A partir de maintenant le lecteur doit tenir compte du fait que certains des calculs
et formules qui suivront n’existent pas dans le cas de longueur m = 0 de la E-résolution locale,
autrement dit dans le cas des faisceaux localement libres. Cependant les calculs qui survivent
ont encore sens et ils font partie de notre preuve (différente de la preuve donnée par Koszul-
Malgrange) dans ce cas. On rappelle aussi qu’on utilise la convention qui consiste a négliger
les termes d’une somme ou d’un produit si I’ensemble des indices sur lesquels on effectue ces
opérations est vide.

1.5.2 Deuxiéme étape : le formalisme du procédé itératif

On commence par prouver la proposition suivante.

Proposition 1.5.1 L’application de recalibration R est bien définie et constitue une action de
semi-groupe transitive sur ’ensemble Q(U, [p, 1], 0)

Preuve. Nous commencons par prouver que 'application R est bien définie. On prouve d’abord
les relations 01, = ¥y, - wg’o. En effet on a :

Oy = O - go + - O™ = - (90 + W0 A0+ W) =

- (5770,0 w00 A 00 LT A 0l +w0,0) = - wg,o.

On prouve maintenant que les matrices wy® vérifient la relation (1.5.3) pour lindice k = —1,
autrement dit on veut montrer la relation :

5 ,,5—1 s—10 ,.s—-1_ 's,—1 5,0
O wy™ +wy wy = wy Wy
On commence par développer le terme 3w,87’_1, en utilisant la relation (1.5.3) pour l'indice k = —1,

relativement aux matrices w®*®. On obtient alors les égalités suivantes :

_ 1 B B - )

i = 0,00k ot
+gs__11 . 5st,—1 - gs + gs—_ll LWL .5Jgs _

= _gs__ll(éjns—LO + (,US—LO A ,'78—1,0 + wS—l,O) . wf]’_l—‘l—

s,—1 —1/7
+w77 - g; 1(6J,'78,0 + ws,O A ,',]8,0 + ws,O)‘
En rappelant que w* 1. ws™1 = 0 et en rajoutant et en soustrayant le terme —gs__l1 cwSTL
_ -1, -y . 5 8—1 .
ns~ b1 -wy " a la derniére expression de dwy” ", on obtient :
9 ,,5—1_ _ s-10_  s—1
O wy™" = —wy wy "+

_’_w;,—l . gs—l(ans,O 4 ws,O A 77s,O 4 ns—l,l /\w;,—l 4 ws,O) —

s—
n

s,0

_ 1,0 s,—1 s,—1
= —w wy  twy Wy

On va montrer maintenant la validité de la formule (1.5.3) pour tous les indices, relativement aux
matrices wy’®, avec un procédé récursif analogue a celui qui nous a permis de définir les matrices
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*®. Voici les détails de la récurrence. Pour un couple (s, k)
suppose avoir déja montré la relation

rk+1
 otisi i :
8 w"”—i— Z ) ]w,‘; B ]Awg] =0 ((1.5.3)3”)
Jj=—1
pour ¢ = s, kK = —1,...,k — 1. En développant le terme en 5J de I'expression suivante on a
I'égalité :
s,k k —j, s+j,k—j S,J
8 wy™ + Z W) Nwp? =
j=—1
k+1 k+1
= gs—jk< _ 5J775+k70 A w;,k + Z 8Jw5+]’k_3 An®T — Z(_l)k—stJrJ,k—J AD T —
j=0 7=0
k—1
_ Z (_1)k—J3J778+J,k—J /\wzu _ Z 778+J,k—J AaJw;J +8Jw5’k)
j=—1 j=—1

+ > ()R A wdT = (4y).
j=—1

En développant les termes 5Jw5+j’k_j et 5Jw,s7’j a l'aide respectivement des expressions (1.5.3)
et ((1.5.3),;7) on obtient :

k+1
(A)) = gs__:kw8+k+1,—1<5ﬂ78,k+l n Zwsﬂ,kﬂ—g A ns,j) n
j=0
k+1 k—j N
+g;i<§:‘E:(—Ukﬁ_ﬂiwﬁfwkﬁFTAw“%TAnw“EZC—Dkﬁw&”*_jAgﬂfﬂ_
7=0r=-—1

=0

k k-1 j+1
_Z(_ kj@nsﬂk ]/\W7J+Z Z

]rs—i—]k j/\ws-l—r,j r/\wsr+aw >+
j=—1

j=—1lr=-1

+ > (DT AW = (Ay).

i=1

En faisant le changement d’indice j/ = j + r, v’ = j dans la premiére somme double et en
développant les premiers facteurs wiﬂ’k_] de la derniére somme on a

k+1
(A2) = g™t hm (31773"”1 + ) WA nS’J) + g5 0,ws
Jj=0
J+1
+ Z k —J+1 +kws+]7k’—] A (aJnsJ + Zws-‘rrJ—T Ans,r)_,_
j=-1 r=0
k—j+1
-1 . . . _ )
+ Z k’ —J s+k< Z WS titrk—j r/\ns+],r+ws+],k ]) /\w;,] _ (A3)'
j=-1 r=0
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En rappelant que gsij0 = Ioq1p + n*t70 en décomposant les termes extrémes de la somme
k—j+1 ., P . . e
ZT:(J)JF et en décomposant les facteurs wy” qui apparaissent dans les produits wSTIk=J A wy”

on obtient les égalités suivantes :

k+1 k
(43) = g;_:kws+k+l,—l(5Jn8,k+l " Zws+3,k+1—J A — Z (= 1)1 pstikti=i w;u) i
j=0 Jj==1
j-1
+gs+ka WSk + Z gs+kws+]k I A ( Z (_1)]—r+1ns+r,]—r /\wzm +w8,])

_ r=—1

j=
E k—j
Z Z ]gs+kws+]+7“k j— r/\ns—i-]r /\w $,J (A4)

En faisant le changement d’indice % = j + r, 7/ = j dans la derniére somme double on a
finalement :
k+1 k
(Ag) = g;:kws-‘rk—i-l,—l(ans,k-l-l n Zws-l-j,k—i-l—j A — Z (= 1)+ 1=dpstik+i=i o w;d) i
§=0 j=—1

-1 (43 sk _1\k—7, ,s+j.k—J s, g\ —  ,s+k+1,—1 s,k+1
+gs+k<8Jw + E ()" w ANw* ) = wp Awy
j=—1

ce qui justifie la formule ((1.5.3),87’k)

wgk vérifient la relation ((1.5.3),). Montrons maintenant que 'application R est une action de

semi-groupe. On se propose donc de montrer la formule R(ng,wm) =! Wy ;e = Wipane qui en

. On a alors qu’a la fin de cette récurrence toutes les matrices

? 3 87k —
termes de composantes s’exprime sous la forme wy) ,, = 771A772 pour tout £ > —1. On montre la
formule précédente par récurrence sur k. On remarque que la formule est évidente pour k£ = —1.

En explicitant 'expression de wp) ., et en utilisant U'hypothése de récurrence on a :

k+1 k—1
s,k a . 5k s+j,k—j $,J k—j, s+Jik—j s,k _
Wit = ek, 2<8ﬂ72 + YW PR AT =y (1) Apinm + Wil - gs2) =
j=1 j=—1
k+1
_ -1 5 .8k 5 5tik—j S,J
= (s+k,1 " gs+k2) [gs+k,1 ~0,my" + Zaﬂh A~ +
Jj=1
k+1k—j+1 k+1
j 7k— ) — s+ ‘77' S, j '7k_ ] S '
D D WHIIEIT AT AT 4 WA gy
j=1 r=1 j=1
1)
k+1k—j—1 k—1
k—j—r, sti+rk—j—r s+34,r 8,7 k—j s+j,k—j
- Z Z (=1)* h A Y PN " — Z (1) Jgs-i-k,l p) A w771/\772+
j=1 r=—1 j=—1
2
k+1 k—1
5 sk s+j,k—j 5,5 k—j, s+jk—j 8,J s,k —
+<8J7]1 + Zw PEZI Ay — Z (=1)" Iy Awpl +w ‘g571>g572] = (By).
j=1 j=—1

(M 2)
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En rappelant I'expression du terme 9, (1 A 12)**, en faisant le changement d’indice j' = j + r,
r’ = j dans la premiére et deuxiéme somme double et en regroupant opportunément les termes
on obtient :

k+1
(B1) = (gstk,1 - Gsth,2) " {al (m Am2)>* + Zwsﬂ’k_] A (m A )T +wh —
5=0
1)
Jj+1 .
_Z k —j 8+Jk J/\(J%J_,_Zws-km ’”Ané’“rw??f)—
j=—1
©))
i Ji—
- Z (=) gssna - 778+] A wm/\m] = (B2).
j=—1

En utilisant 'hypothése de récurrence et la définition des matrices wp?,,, on peut écrire le terme
entre parenthéses rondes sous la forme suivante :

J+l1 J
B s, 9 7‘ — + ’
J772] + ZWSMJ ANy +uwy = Z (=1~ "5 I Awm/\nz + w’71/\’72
r=-—1
On aura alors
k+1
(Bs) = (gt - Gssna) ) [aJ (m Am2)>* + Zw8+1,k—ﬂ A (1 Ame)®T 4+ wSF—
§=0
] k—
k s+ s+rg—r
_ZZ Tyt JA?? 7= A Wil nns =
Jj=—1lr=-1
k—1
_ +ij,k— g, k— k—7j. s+k,0 +7,k—
_Z (S] gyt ])/\wnmm D (=nF iy Ay T N, |-
j=-1 j==1

En faisant le changement d’indice j/ = r, v’ = j — r dans la somme double et en regroupant
ce terme avec les deux derniéres sommes, on obtient le terme cherché wmAnz La transitivité de
I'action R est complétement claire par les calculs qui ont permis de prouver que ’action méme

est bien définie O

On va considérer maintenant quelques formules utiles pour le procédé itératif de la convergence
rapide qui sera exposé en détail dans la sous-section 1.5.5. On explique formellement les étapes
du procédé itératif. On désigne par wg := w € Q(U, ¢, %, ) le choix initial de la calibration w.
Au k-iéme pas du procédé itératif on suppose avoir obtenu la calibration wy, € Q(U, [p,1],0) et
avoir déterminé le parameétre 741 € P(U) en fonction de wg. On définit alors la calibration
Wet1 = R(Nky1,Wr) = Wi, g, Sion pose par définition

/\ 75,

1<j<k
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ou le symbole de produit extérieur avec une fleche vers la droite désigne le produit non com-
mutatif de termes qui sont écrit en ordre croissant de l'indice vers la droite, on aura la formule
Wk = wy(k), grace au fait que la recalibration R est une action de semi-groupe. Si on pose par
définition g(k) := g(n(k)) € T'(U) on aura que les composantes de g(k) sont définies par la
formule

gs(k) :== H 9s,5

0<j<k

pour s = 0,...,m, ot g; := g(n;) et go := L, (ici aussi le symbole de produit avec une fleche
vers la droite désigne le produit non commutatif de termes qui sont écrits en ordre croissant de
I'indice vers la droite). On écrit maintenant, a ’aide de cette derniére définition, les composantes
n(k)*t, t > 1 du paramétre n(k) défini précédemment, sous une forme utile pour la convergence
vers une solution d’'un probléme différentiel qu’on exposera dans la troisiéme partie.

Lemme 1.5.2.1 Pour tout entier k > 1 on peut écrire les composantes n(k)*t, t > 1 du
parameétre n(k) sous la forme

S N - S-‘,—U(T,T),T T -r : O\ —
nk)* =1 > N oG =1, A oty ()™ | (k) (1.5.4)
TEA:  1<r<p(r)
J€Jk(p(7))
ot

t
Ay = TENt|Tj7é0:>Tj_17EO,ZTj:t ;
j=1

p(r) = max{j | 7; # 0},

Jk(p(T)) = {J € {L'"vk}p(T) |]1 <. < jp(T)})

p(T)+1-r p(T)—r
a(r,r) = Z T; et o(r,r):= Z ;.
j=1 j=1

Remarquons que Ji(p(7)) =0 si k < p(7).

Preuve. On remarque que l'expression (1.5.4) est évidente dans le cas k = 1,2. 1l est immédiat
de vérifier a l’aide d’une récurrence élémentaire la validité de 'expression (1.5.4) pour ¢ = 1 et
k > 1 entier quelconque. Dans ce cas la formule (1.5.4) s’écrit sous la forme

k
k)™ = (Y gentG =1 gs() ) - go().
j=1

On montre maintenant la validité de I'expression (1.5.4) en général a l'aide du procédé récursif
suivant. On suppose vraie la formule (1.5.4) pour les composantes n(k)®*/, j =1,....t+1 k> 1
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et on prouve la formule pour la composante n(k + 1)*'*! En effet on a

(k1) = (k) A ) o=

t
s,t+1 it Ri
= n(k)s’tﬂ “Gs k1 T Goti1(k) - nkf{ + Zn(k)sﬂ’tﬂ A U;f;il =
j=1

_ ( Z Z ) gs(k+1) + gsqer1(K) - niﬁl +

TE€EAt41 JeJk(p(T))

Z >y /\ () A gsrj (k) -t =

T€Ay1—5 JE€JK(p(T)) 1<r<p(7)

k+1
= (D gerenG=1) ™ g, () ) - gulb+ 1) +
j=1
+( > .-.)'gs(k+1)+( > > .-.)'gs(k+1)=
T€EA 41 JeJi(p(1)) T€A 1 JEJky1(p(T))
p(r)=>2 p(T)22  jyry=k+l1

k+1

(ng+t+1]—1 S g.0)” ) gs(k +1) + ( Z Z ...)'gs(kz—kl)

TEA 41 JEJpr1(p(T))
p(T)>2

(les trois points ... désignent les facteurs du produit extérieur non commutatif de la formule
(1.5.4)), ce qui prouve la formule (1.5.4) pour la composante n(k + 1)5*! et donc pour tout
composantes. O

1.5.3 Troisiéme étape : la formulation du probléme différentiel

La partie principale de la preuve consiste a prouver l’existence, pour tout x € U, d'un
voisinage ouvert V C U de z et g € I'(V) solution du systéme différentiel

- go) =0
(X) § 0,(9:11 - ¢s-9s) =0

s=1,....m
Bien évidemment résoudre ce systéme différentiel équivaut a trouver une autre E-résolution de
Q‘V dans la classe [p,?], & partir de la E-résolution donnée (¢,1)) de telle sorte qu'elle admet

des matrices de connexion w®? nulles. Maintenant on va prouver les deux résultats suivants.

Lemme 1.5.3.1 Pour tout choiz de calibration w € Q(U,p,,0) on a que lexistence d’une
solution g € T'(U) du systeme différentiel (X) est équivalente a l'existence d’une solution n €
PU), g=g(n), du systéme différentiel quasi-linéaire

k+1
5J,’73,k + Zws—i-j,k—j A ns,j + (_1)kns—1,k+1 A w;,—l + ws,k -0
j=0
(5w)
0,...,m
s=0,...m—k
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La proposition suivante permet de traduire notre probléme en termes purement différentiels.

Proposition 1.5.2 Supposons données des matrices wsk € Mps+k7ps(52(’k+l(U)), (s,k) € I,
telles que w571 . ws™1 = 0 pour s = 2,...,m et 0,ws™ 1+ WSOy = w1 w0 pour
s=1,....,m. Alors, pour k > 0, les relations ((1.5.3), )

S,—

k+1
5Jw8’k + Z (—1)k_jw8+j’k_j AW =0
j=—1

constituent les conditions d’intégrabilité du systéme différentiel (S,).

Venons-en maintenant a la preuve du lemme 1.5.3.1.

Preuve du lemme 1.5.3.1. Soit g € I'(U) une solution du systéme (). On écrit les compo-
santes de g sous la forme gs = I, + n®0. Avec ces notations le systéme (X) s’écrit sous la
forme

iy = 0

(1) < d,wy =0

s=1,..,m.

On rappelle que les calculs utilisés pour montrer que 'application de recalibration R est bien
définie, (proposition 1.5.1) nous donnent les égalités :

Oy =1+ (9,70 + w00 A 700 4 ,00)

1

s,—1 s—1,0 s,—1 s,— —1/°3 — s,—1
O,wy™ = —wy " wy Awy o gs N0, + WO AR 4T A wp T 4 W)

L’hypothése d’exactitude de la -résolution locale implique alors I'existence d'une matrice n%! €
Mphpo (59(71((])) telle que
1
8,100 + ij,—j AP 00 — 0,
7=0

L’équation précédente est bien évidemment équivalente & 1’équation wg,o = 0 (remarquons
que la dépendance effective des matrices w,;’o du parametre n est limitée aux composantes
n**, k =0,1). On a donc que 'équation du systéme (S,,), relative aux indices (s, k) = (0,0) est
satisfaite. On obtient alors a ’aide d’une récurrence croissante sur les indices s = 1,..., m relatifs
aux expressions précédentes des matrices (iw;?_l et de I'exactitude de la E-résolution locale,
Dexistence de matrices n®! € M, , | p. (S%I(U)), s =0,...,m telles que wi® = 0 pour les indices
en question. Ces équations ne représentent rien d’autre que le systéme différentiel quasi-linéaire

1
5J7,,8,0 + Zws—i-j,—j A 77s,j + 778—1,1 A wz,—l + ws,O -0
(S1) j=0
§=0,..,m.
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qui est évidemment équivalent au systéme (X). On rappelle aussi que les calculs relatifs a la
bonne définition de I’application de recalibration R, nous donnent les égalités

k
/2 s,k _1\k—J, ,s+5,k—J $J —
0,wp™ + E (=1)"wy Nwp? =

n
i=1
k+1 k
_ -1  s+k+1,-1(3 , sk+1 s+7,k+1—7 s,7 k+1—j, s+j,k+1—j 8,7 s,k+1
= Gy pW (8J77 + E w A7 — (-1) n Nwy? +w
i=0 i=1

On obtient alors & aide d’une récurrence triangulaire, analogue & celle qui nous a permis de
choisir les matrices w®*® dans la premiére étape de la preuve, I’existence des matrices n%* telles
s,k N . , . .
que wy," = 0 pour s = 0,....,m, k = 0,.....,m. Le systéme formé par ces équations est bien
évidemment équivalent au systéme (S,,), ce qui prouve le lemme. O
Venons maintenant & la proposition 1.5.2. On commence par prouver la nécessité des conditions
d’intégrabilité pour le systéme (S,). La suffisance de ces conditions sera prouvée dans l'étape
suivante de la preuve du théoréme 1.1.8.

Preuve de la nécessité des conditions d’intégrabilité pour le systéme (S,)

On commence par prouver la validité des relations ((1.5.3),;), kK > 0 a I'aide d’une récurrence
croissante sur k = 0,..,m. On rappelle que, le fait que par 7hypothése on dispose des relations
wSThThws Tl =0, s =2, ....,met ((1.5.3).’_1), combiné avec le fait que les équations du systéme
(S,), relatives aux indices (s, 0) ne représentent rien d’autre que les équations wf]’o = 0, implique
la validité des équations @w%’_l = (0. On suppose par hypothése de récurrence la validité des
relations ((1.5.3).7]») pour j = —1,...,k—1. En utilisant la validité des équations du systéme (.S,,)
et en appliquant 'opérateur 3J a I’équation relative aux indices (s, k) de ce systéme on obtient
les égalités suivantes

k+1
0= 5styk s — (_1)k’w8,k A 5J775,0 + Zé]ws—kj,k’—j A ns,j _
j=1
k+1
_Z(_l)k—]ws—iﬂ,k—] A 8‘1778’] + (_1)kaJ7]5—1,k+1 /\wz,—l _
j=1
k+1 k—j+1
=0,wF gy =D D ()T TSR A ST A T
j=1 r=-1
k+1
- Z(—l)k_stﬂ’k_J N0, + (—1)k6J778_1’k+1 A w,‘;’_l.
j=1

En faisant le changement d’indice j' = j + r, ' = j dans la somme double on obtient

k+1 Jj+1
0 — 5st7k . gs J— Z(_l)k_]ws+.]7k_] /\ <5J7737j + Z w8+7",j—7" /\ 77377') +
7=0 r=1

k+1
+(_1)ka}ns—1,k+1 /\w;,—l _ <5st,k + Z(_l)k—jw&i-j,k—j A ws,j) - gs +
7=0

k+1
F(—1)k (5J?78_1’k+1 + 3wtk 77s—l,j+1) AwsTl =
§=0
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k+1
_ <5st,k + 37 (—1)E st /\ws’j) - gs.
j=—1

L’inversibilité de g; permet alors de conclure la preuve de la nécessité des conditions d’intégra-
bilité ((1.5.3), 1), k > 0 pour le systéme (S,,). O
La proposition 1.5.2 nous suggére de considérer les définitions suivantes. On définit ’ensemble
non vide

QUP)C P My, p (EXTHO)),
(s,k)EIm

p = (P1,...,Pm), constitué par les éléments w = (w')s; tels que w* L1 ws™ 1 = 0 et la
relation (1.5.3) soit satisfaite. Si on dispose de matrices wg’_l e M, ,p.(ExU)),s=1,.,m
qui vérifient la relation écrite précédemment on peut définir I'ensemble

QUwy ™) = {w e QU,p) |Ig € T(U) 0™ = wi ")

dont les éléments seront encore appelés calibrations. Les calculs relatifs & la proposition 1.5.1
permettent d’étendre la recalibration R & ’application

R:PU) x QU,wy™ ") — QU,wy™)

qui est encore une action de semi-groupe. A partir de maintenant on va considérer plus générale-
ment la recalibration en termes de I’application définie précédemment. Venons-en maintenant a
un préliminaire technique avant d’exposer la preuve de I'existence des solutions pour le systéme

différentiel (S,,).

1.5.4 Détails sur le choix des normes et sur ’opérateur de Leray-Koppelman

A partir de maintenant on va supposer que U = B1(0) est la boule ouverte de C™ de centre
l'origine et de rayon unité. Si A € My, (C) on deéfinit la norme [|A| := sup,cci_goy [[Av]|/[[v]| et
siu = Z"I‘:q uy dzy est une (0, g)-forme a coefficients des (k,[)-matrices a coefficients dérivables
jusqu & Pordre A > 0, on définit une norme de Holder invariante par changement d’échelle

lhai= S Sugr [l
l1|=q
lal<h
ol
1l i= sup £+ sup pe L= FOI
2€B, 2,CEBr Iz — ¢~

A

avec € (0,1) une constante fixée une fois pour toutes dans notre probléme et (Sg)r>0 C
(0,00), Sp:=1 est une suite de réels qu’on construira ensuite et qui vérifie I'inégalité

-1
Sk < |: max <a+ﬂ>:| Sj Sk_j

atBl=k \

pour tout k> 1et j =1,...,k—1 On remarque que si le degré ¢ > 1 on a que la norme ||ul|, p q
tend vers zéro lorsque le rayon 7 tend vers zéro. On désignera par C&’f(ér, M. 1(C)) T'espace de
Banach de (0, q)-formes sur la boule fermée B, a coefficients des (k,[)-matrices a coefficients
dérivables jusque a l'ordre h > 0, telles que la norme || - ||, 44 soit finie (on ne notera pas les
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dimensions des matrices). On remarque que si u € CO (B, My (C)) et v € CO (B, M14(C))
alors on a I'inégalité ||[u A ||y nprq < [|tlrhg -] On rappelle tres rapldemen‘r la définition
de l'opérateur de Leray-Koppelman (voir les ouvrages classiques de Henkin-Leiterer [He-Le|, de
Range [Ra] et 'article de Harvey-Polkin [Ha-Po|). L’opérateur de Leray-Koppelman de la boule
unité

T, : Cht (By, My (C)) — Cok(By, Migy(C))
pour 0 < g <n — 1 est défini par une formule du type

Touz) = [ wOAK G+ [ u(Onk2)

(eB1 (€dBs

ou le premier opérateur intégral s’exprime en termes des coefficients u; de la forme u, par des
termes du type

/ ur(€) - K(C, 2) dA(C) avec K(¢ z) = \CCI _Zfén
¢eB

et le deuxiéme par des termes du type
(Ej z ) : ék
¢ =22 [C- (-2

/ wr(Q) (G, 2)do(C)  avec  K(C,2) =

CEaBl

[ =0,...,n—2. Pour n =1 on pose par définition k((, z) = 0. L’opérateur de Leray-Koppelman
Ty : CO q+1(Br,Mkl((C)) — Cg;;L(B,«,Mkyl(C)), 0 < ¢ <n—1delaboule de rayon r et de
centre l'origine est défini par la formule T, ; := (A 1)*oT, 0\’ avec \, : By — B, I'homothétie de
rapport . On pose par définition 7}, := 0. Les propriétés de I'opérateur de Leray-Koppelman
qui nous intéressent sont les suivantes :

1) Pour toute forme différentielle u € Cg”;H(B,«,MkJ((C)), 0 < ¢ <n-—1on ala formule
d’homotopie :

u=0,Tqu+ T q4+10,u (1.5.5)

valable sur la boule B,.
2) Il existe une suite de poids S = (Sk)k>0 de la norme de Hélder introduite précédemment telle
que pour toute forme différentielle u € Co q+1(Br, M;j,1(C)) on a lestimation intérieure :

||T7“,qu||r(l—a),h+1,u,q < C- U_S(h) : ||u||7“7 h, p, g+1> (156)

avec o € (0,1), s(h) = 2n+h+2 et C = C(n, ) > 0 une constante indépendante de la régularité
h. La preuve de la formule d’homotopie est exposée dans les ouvrages classiques mentionnés
précédemment. Une estimation analogue a la (1.5.6) a été déja montrée par S.Webster (voir
[We-1]). Nous utiliserons essentiellement les mémes arguments de Webster pour montrer celle-ci.
La différence avec ’estimation obtenue par Webster consiste dans le fait que la constante C' > 0
est indépendante de la régularité h. A partir de maintenant on désignera par C une constante
strictement positive indépendante de la régularité des formes. Pour prouver l'estimation (1.5.6)
il suffit de se restreindre au cas r = 1, la norme étant choisie invariante par changement d’échelle.
On consideére a ce propos une fonction p € C*(R, [0, 1]) telle que p(z) = 1 pour x < Oet p(x) =0
pour x > 1. On définit alors la fonction de cut-off y,, avec o € (0,1), par la loi

e sifz]<1—0/2
Xo(2) '—{ p(207 (2] =1+ 0/2)) si 1-0/2<]¢]
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On aura alors, comme conséquence de 'invariance par translation de K((,z), les égalités sui-

vantes :
J3(2) 1= 0 / ur(C) - K(¢,2) dA(C) =
¢eB
pi / 9814 (o - wr) (€) - K (¢, 2) AN(O) + / (1= xo) - un)(C) - K (G, =) dA(C)
CeB: CEB1—B1_4/2

pour |z| <1 — o et pour tout multi-indice || = k4 1, k > 0. Ici on désigne par 1, un multi-
indice tel que |14 =1 et 1, < . La théorie classique du potentiel (voir par exemple [Gi-Tru])
nous fournit alors les estimations

ole / P (o - u)(Q) - K(G ) AAQ|| < Cln) - o727 100 (g un) |,

CEBl 1_07/*”

et 09K (¢, 2)] < Cn,p) - ¢ — 2|'=2*~lel _ On aura alors 'estimation suivante :

12 =00 < C(ny ) - 02" 0771 (X - )y, o + C s |]) - (0/2)' 7271 g0

et donc
1Mot n <Y Spatl I li—eu <
|a|<h+1
T Rt DO DL ) Pl - 10 sl +
|a|<h BLa
o2 lur o - Z Sjal - C(n, o) - olal+2n-1
|| <h+1

Pour un choix convenable de la suite S := (Sg)x>0, qu'on présentera ensuite, on peut se ramener
N — 2n—1

a supposer que [[pl[1, 5,4 1= D50 Sjal0%pll1, u < o0 et 3 50 S C(n, lal) lol+2n=1 4 oo,
On aura alors I'estimation

—2n—h—1

1T I, e < Clny ) - 072" lug 1w+ Cln, ) -0 el np - llurll np +

£C 07 gl < C o gy (15.7)
Enfin pour estimer les termes du type
B =0 [ w0 KA = [ u)- 92k 2) dolc)
(€edBy (€edBy

avec |z| < 1 — o, il suffit de dériver |a| + 1 fois le noyau k((,z), de remarquer 'estimation
élémentaire :

/5 (2) = I3 (2)
|z — 2|

<lomzih / s (O)] - [V 92K(C, 2)| do ()

(€e0B,
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(ot 2 est un point entre z et 2) et les inégalités |¢ — z| > 30, (- (( — 2)| > 30 pour [¢| =1 et
|z| <1 —30. On aura alors I'estimation

19 hi=0 s < C(n, o) - o271 g 1.
Par ’hypothése faite précédemment sur la suite de poids on aura ’estimation
19511, nt1,0 < C -0 - lur]i g

qui combinée avec l'estimation (1.5.7) nous donne l'estimation (1.5.6) sur la boule de rayon
unité.

Venons-en a la définition partielle de la suite S = (Sk)k>0 qui sera déterminée en partie par
I’exigence de satisfaire les hypothéses faites dans les calculs précédents.

Définition partielle de la suite de poids
On pose par définition

Ap = Z max{||0%p||1, u ||3aws’_1||1,p, 5s=0,..,m,},
|o|=k

By = (max{Ay, C(n, k)})~* si max{Ay, C(n,k)} # 0 et 1 sinon, Dy, := [max|, gk (azﬁ)]_l.
On pose par définition Sy = 1, S = By > 0 et on définit Sg, £ > 2 a 'aide de la formule
récursive
. —k .
0 < Sk :=min{2" "By, Ry, Ly, Dy - 1§g1§11k1_1 S; - Sk_j}

ou Ry, Li sont des constantes qui seront déterminées dans la deuxiéme étape. On désigne par
S(w) la suite de poids obtenue si on pose Ry, = Lj = +o0o, dans la définition précédente des poids.
Avec ces définitions on aura [Jw® |15 < w1 g() < +00. Pour simplifier les notations on

identifiera dans la suite | - vhy Trg = Tr et [|[0"fle = 2 lal=n 10%f o

rhong = || -

1.5.5 Quatriéme étape : présentation du schéma de convergence rapide de
type Nash-Moser et existence d’une solution du probléme différentiel

(5.)
Preuve de I’estimation fondamentale du schéma de convergence rapide

Dans cette partie de la preuve on va montrer I'existence d’un parameétre de recalibration 7 des
calibrations w, lequel permettra un contréle quadratique de la norme des matrices w,;’t, t>0
en termes de la norme des matrices w®!, t > 0. Ce controle est essentiel pour montrer la
convergence vers zéro de la norme des matrices w;’t, t > 0 obtenues au k-iéme pas du procédé
itératif de la convergence rapide. La convergence vers une solution du probléme différentiel (S,)
est appelée rapide en raison de ’estimation quadratique mentionnée précédemment. Avant de
prouver l'estimation en question on va introduire quelques notations utiles pour la suite. Soit
w € Q(B1,p). Pour r € (0,1) on définit les quantités

ap(w,r) := max{||ws’k||r7h |0<s<m,0<k<m-—s},

e(w) = max{ ™ 1,5 |1 < 5 < m).

On remarque que par définition de la norme de Hélder, la quantité ap(w,r) tend vers zéro
lorsque le rayon r tend vers zéro. Pour tout o € (0,1) on définit les rayons r; := (1 — 1 - o)
pour [ = 0,...,m+1 o on pose par définition o, := ¢/(m+1). Ensuite on définit par récurrence
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décroissante sur k = m, ..., 0, les constantes Ly = Li(C,c(w)) > 0 par les formules L, := C et
L1 := max{C,2¢(w)-C-Li}. A partir de maintenant on désigne par ¢ € (0,1/2) une constante
fixée telle que pour toutes les matrices A € M, , (C) telles que ||A]| < e on a I'inversibilité de
la matrice I, + A. Avec ces notations on a la proposition suivante :

Proposition 1.5.3 Supposons donnés w € Q(B1,p), r,o € (0,1), h € N et les poids 0 <
S; < Sj(w), j =0,...,h+1 de la norme de Hélder || - ||, p+1. Supposons que le rayon r soit
suffisamment petit pour assurer les estimations

Lo(C,e(w)) - om0 gy (w,r) < e

et ap(w,r) < 1, ot la quantité ap(w,r) est calculée par rapport au poids S;, j =0, ..., h. Suppo-
sons de plus que le poids Sp11 soit suffisamment petit pour pouvoir assurer [’estimation :

k k
S ll0" w7 e < Ml

pour tout k = 0,...,m, s = 0,..m —k et |I| = k+ 1. Si on définit les composantes n*>F
du parameétre de recalibration n € P(Br(l_a)) par la formule de récurrence décroissante sur

k=m,...,0

ns,k — _T

Tm—k

_ _ _ 0,k
(ws,k+ws+k+1, N s S RS S S 1) €M, p.EX"(Br,_,))

pour s =0,...,m — k, alors on aura la validité des estimations

° —(m+1)-s(h
17° | (1—o) hr1 < L o™ g (w, 1), (1.5.8)
. v(m,h
oy * oy < R- o™ - ap(w, )2 (1.5.9)

pour tout k = 0,...,m, avec L = L(C,c¢(w)) := maxy Ly >0, R = R(C,c(w)) > 0 constantes
positives et v(m, h) :=[(m +2)-m+1]-s(h), (m >0, h > 0).

Preuve. Dans les calculs qui suivront on utilisera les identifications ap = ap(w, ) et ¢ = c(w).
On commence par prouver I'estimation (1.5.8). Si on définit o,,; > 0 par la formule 74y =
ri(1 + om,1) On a que oy > 0y,. On obtient alors a l'aide de l'estimation (1.5.6) et d'une

récurrence élémentaire décroissante sur k = m, ..., 0, I’estimation suivante
ok —(m—k+1)-s(h
17 o a bt < L 0t Vs ay, (1.5.10)

qui prouve 'estimation (1.5.8). Venons maintenant & la preuve de l'estimation (1.5.9). Pour cela
on définit les troncatures ny := (ny®*)sx € P(By,_,) du paramétre n défini dans Uhypothese
de la proposition 1.5.3, de la fagon suivante; n[ﬂsvk =0sik <tet n[t]s’k := n** sur la boule

B;,, ., st k > t. Par définition de la recalibration avec parameétre 71 on aura alors :

—t

s,k _ S8k s+k+1,—1 s,k+1 _1\k,,s—Lk+1 s,—1
wp' =Wt w AN + (—=1)"n Aw

sur la boule B, , | pour k = 0,...,m. On montre maintenant a I’aide d’'une récurrence en ordre
décroissant sur k = m, ..., 0, estimation quadratique

3 k —b(m,k,h 2
HTrmfk 8Jw7‘?]fk+1] ||Tm—k+17h+1 S Qk ' Um (m7 ’ ) ' ah (1511)

ou Q = Qr(C,c) > 0 est une constante positive, b(m, k, h) := [2(m — k) + 1] - s(h). Pour k =m
on a banalement wg[’ﬁr” = wO™. L’estimation précédente découle alors immédiatement de la
relation ((1.5.3),,,), qui peut étre écrite explicitement sous la forme

m
J=0
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et de I'estimation (1.5.6). Le diagramme de figure 1.6 montre les matrices qui interviennent dans
la relation (1.5.3) dans le cas ott k = m. On remarque que la relation ((1.5.3),,,) est la seule,

0 w90 1 2 3 4 5 6
Po
u10,1
p1
wo,z
p2
wh2 593
p3
w470 w3,1 u12,2 w1,3 w0,4 gijA
pa
Fic. 1.6

parmi les autres relations ((1.5.3),,), qui ne présente pas de facteurs de type w®~! dans les
termes quadratiques. 7

Montrons maintenant ’estimation quadratique (1.5.11) pour 0 < k—1 < m (si m > 1, autrement
il n’y a plus rien & prouver en ce qui concerne l'estimation (1.5.11)) en admettant qu’elle soit
vraie pour 1 < k < m. En effet en utilisant la relation (1.5.3) relativement aux matrices 9wy k] !

on obtient I'expression suivante :

s,k—1 _ k+1 s—1,k -1 s+k,—1 s,k
aanH =(-1) Wi ANw® ™ 4w ANwp +

k— Jk—
+) (D) IR A (1.5.12)

-1 .

(remarquons que wy,~ = w* ! étant k > 1). En explicitant a l’aide de la formule de recalibration

(k]
. N ok . . s . P
relative au parametre 7y les termes wyy, qui apparaissent dans 'expression précédente et en

utilisant la formule d’homotopie pour 'opérateur 5J on obtient :

s,k 5 sk k,0 k k, sk s,k _
Wiy = 0,n° FWITRO AT — (=1) > /\wn T Wnjgpy =

0
=T, 9 wn[k+1 + WSRO A sk — (—1)kpsk A WZ[k]

Le diagramme suivant montre les matrices qui interviennent dans la définition de la matrice w,17[’22]
dans le cas m = 4.

On estime donc la norme des matrices wn[k] a l'aide de l'expression obtenue précédemment, de
I'hypothese récursive et de l'estimation (1.5.10).

—[2(m—k)+1]-s(h)

||w H?“m etk S < Q- om a% + ||w8+k:,0 A 7757k||rm,k+1,h+

b " e <

+||ns,k A W8’0||rm7k+1,h + 2¢- ||77 >
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Po
whi—1
w0
p1 S
\\770‘3
b2
e e e
L/
p3 i
W30
771,3\\\ whl
b4
Fic. 1.7

< Qp - o RmTRIIS®) g2

—(m—k+1)-s(h)

+2L - o 2(m—k+1)-s(h) 9

a,%—{—?c-Li'J;, -aj.
On a alors prouvé 'estimation quadratique

||W8 k ||rm ponh < Hi (71:12(m_k+1).8(h) ) ai%

(k>1), o0 Hy, = Hi(C,c) > 0 est une constante positive (on remarque que le terme quadratique
2¢c - ||778’kHrm_k+1,h . ||7]"k|],«m_k+17h, et donc le dernier terme

de la derniére inégalité précédente, sont présents seulement si k = 1 du fait que wf?[’g = w*0 si

t > 2). On estime maintenant la norme [T, _, ., 8 w'k 1H,«m pioht1l @ laide de Pexpression
(1.5.12) et de 'estimation obtenue précédemment. On a :

17

k 1 k
v D nE e <26 C 0™ o |

- 2
+k-C- O'ms(h) (ah +2c¢- ||77"kHrm_k+1,h> <
<2¢-C-Hjy- o 2m=k+D)+1]-s(h) e

2
tk-C oyt (ah + 2 Ly - oD ah)

ce qui prouve l'estimation (1.5.11) pour l'indice k — 1 et donc pour tous les indices k = 0, ..., m.
[ici aussi on remarque que les termes quadratiques (2¢)? - ||[n®*||? 1, €t donc les termes qui
en dérivent

et qui apparaissent dans l'estimation précédente, sont présents seulement dans le cas k = 1. En

effet, pour arriver & cette conclusion il suffit de tenir compte de la relation wn[’f] =wsij<t—1
b(m,k—1,h)

dans Pexpression (1.5.12). Le cas k = 1 est celui pour lequel le “poids” o, figurant dans
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I'estimation de la norme |7, 2, w' k- 1||rm pia,ht1 est le plus grand]. On est maintenant en

m—k+1
position de prouver l'estimation (1.5.9). On pose par définition 650 := (I,, + n>9) 7! — T,
My, ».(Ex(Br,,)). Le fait que SUD.ep, () 7°9(2)|| < e < 1 implique I'égalité

oo

00 = 3" (1 "y

j=1

(a priori la série précédente est convergente en topologie C° vers I’élément 650 de classe C™,

mais une étude élémentaire plus précise, dont on n’aura pas besoin ici, montre que I’estimation

précédente sup.ep I7°0(2)|| < & < 1 est suffisante pour assurer la convergence de la série
T —0

en topologie C* pour tout h). L’inégalité
17 (1o t1 < Lo - o™ gy <2 < 1/2

implique la convergence de la série précédente en topologie Ch+1’”(3r(1_g)) et permet d’effectuer
les estimations

HHSOHT 1-0),h+1 < Z HnsoHr(l o),h+1l = 2H77 Hr(l—a),h+1
j=1

et |]g:—L1||T(1_U),h+1 < 2. On utilisera ces deux inégalités et ’estimation (1.5.11) obtenue précé-
demment pour prouver Pestimation (1.5.9) sous la forme plus précise suivante :

s ™oy pi1 < By, - o EF2miLlsh) g2 (1.5.13)

ot R} = R} (C,c) > 0 est une constante positive. Nous considérons pourtant I’expression suivante

k .-
de wy™, pour tous les indices k =0, ...,m

k k—1
k 1 _ i ) i i .
w; =Goir- <8J778’k + § :ws-i-], J /\7]57] _ E (_1) ]ns-i-]7 J /\wi’]"i‘
Jj=0 J=0

(= 1)k AL A 9510 A sl g (kg LA A 98_—11 WA Wl l]:+1] > _

k-1
= g;le . (Trm ) wmk“ +Zw8+9 LN A Z(—l)kﬁnsﬂ’k_] A wpd+
§=0 §=0

(= 1)k AL A 510 A sl (L Ykys LD A 98_—11 WS A 7]s,o)'
Dans le cas k = 0, ’expression précédente s’écrit sous la forme :
W0 — gs—l ) (Trm af”éf?} L WO A 778’0 + ns—l,l AGSLO A 5T ns—l,l /\gs—_l1 w5 LA 778’0)-

On estime maintenant la norme \|w,87’0||T(1_U),h+1. L’hypotheése faite sur le poids Sp.1 implique
I'inégalité

st’o A 77870||r(1—0)7h+1 < 2||ws’0||r,h ) HnS’OHT(l_U)vh"'l’
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qui combinée avec les inégalités [|0%°]l,(1—o) ns1 < 207°°lra—o)nt1s 195 lr(1—o)ns1 < 2, Vesti-
mation (1.5.10) et 'estimation (1.5.11) pour k& = 0, prouvée précédemment, donne les estimations
suivantes :

—(2m+1)-s(h
||W187’0||r(1—a),h+1 < 2Qo - oD 5(R) ca? + 4f|lw*0

b 10501y g1
+2¢ - 1* " oy ng - 105 0oy pa +

+ic- ||778_1’1||r(1—a),h+1 : H778’0||r(1—a),h+1 <

2m+1)-s(h) —(m+1)-s(h)

<2Q - 0;1( . a% +4Lg - om . a,%—l—

+4c-Li-Log- 0';1(2m+1).5(h) . CL,%.
ce qui prouve l'estimation (1.5.13) dans le cas £k = 0. On montre maintenant 1’estimation qua-
dratique (1.5.13) pour tous les indices a 'aide d’une récurrence croissante sur k = 0,...,m — s,
appliquée & l'expression précédente de la matrice w%’k et & l'aide de l'estimation quadratique
(1.5.11). On suppose vraie l'estimation (1.5.13) pour tout j = 0,...,k — 1 et on considére I'es-
timation suivante dans laquelle on utilise comme précédemment 1’hypothése faite sur le poids
Sh+1 de la norme de Holder et 'hypothése ap <1

||W187’k||r(1—a),h+1 < 2Qy - otk s(h) a2+

k

+4 Z st-q—j,k—j

J=0

rh ||778’j||r(1—a),h+1+
k—1
+Z ||n5+]7k_ﬂ||r(1—a),h+l ’ ||w1877]||r(1—0),h+1+

J=0

+8c- In* PR oy pn - 10700y pg1 <

< (2Qk +4(k +1) - L) - oy, g2

k—1
+Z(Lk_j "R - ot mdlsth) g2
j=0

+8¢+ Ligy - Lo - o) g2

La derniére inégalité implique évidement l'estimation (1.5.13) et donc lestimation (1.5.9), ce qui
prouve la proposition 1.5.3. U
Bon fonctionnement du procédé itératif

Dans cette partie on va établir les hypothéses qui permettent d’appliquer ’estimation fon-
damentale (1.5.9) a une étape quelconque du procédé itératif. On commence par préciser les
parameétres qui controleront les étapes de la convergence rapide. Pour cela on définit d’abord les
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parameétres o = e~

k—2

qui controleront les restrictions des rayons des boules, lesquels sont défi-

nis de fagon récursive par la formule r; 1 := r(1—o0%) pour tout entier & > 0. Bien évidemment

le rayon limite

est non nul étant donné que
r(k, ) =11 —=1-omp), 1 =0,...,
on consideére les suites numériques

Oflbo() H- O

Too i= l1m ’I"k—T()H 1—o%)

k=0

—> it olog(l —op) < Cstd> 22 ok < oo. Ensuite on désigne par

m + 1 ot 0y, 1 = 01/(m + 1). Pour le choix du rayon initial

(mH) s(0) ~ap(r), H >0, P > 0 sont deux constantes (dépendantes seulement

de m) et y(m, j) e@t une fonction affine strictement croissante en j. On rappelle que par définition
de la norme de Hélder on a que la quantité ag = ag(r) tend vers zéro lorsque r > 0 tend vers
zéro. Avant de faire le choix du rayon initial on a besoin du lemme élémentaire suivant.

Lemme 1.5.5.0 1] eziste p € (0,1) tel que;
(A), pour tout r € (0, p| les séries numériques Y .~ ar(r) et > <o Bre(r) sont convergentes.

(B)

lim
r—0t

> ot =0, 3 )
k=0

(C), pour tout r € (0, p] et entier k > 0 on a les inégalités ay(r) <1 et B(r) < e

Preuve. Par le critére du rapport il suffit de veérifier que les suites In(ag1/ak) et In(Brr1/Bk)
tendent vers —oo lorsque k tend vers +o00. En explicitant les logarithmes on a :

In(ogp1/ag) = 28 - (ln ap(p) +

In(Bry1/Bk) = 2" - (111 bo(p) + 2

E'?‘
>—A
ol
—

(lnH) 277 271N "y(m,j)27 In O'mJ') -

.
Il

o
<
Il

o

—v(m,k)Inoy, , +InH

k—1 k—1

nP)Y 277+ 2703 9(m, )27 ) +4(m k) + In P.
=0 =0

11 suffit donc de choisir p > 0 suffisamment petit pour assurer les inégalités

In ao(p) + 2

In bo(p) + 2

Y(n H) i 277 4271 i v(m, )i +24In(m+1)]277 <0,

o o
"I P)> 2774271 " y(m, )27 <0

j=0 7=0
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(se rappeler la définition de o). On aura alors la convergence voulue pour les suites In(ag41 /o)
et In(Br+1/0k). Le fait que pour tout entier £ > 0 les quantités ag(r) et Sx(r) tendent monoto-
nement vers zéro lorsque r tend vers zéro, implique par le théoréme de la convergence dominée
les conclusions (B) et (C) du lemme. O
D’aprés le lemme précédent on peut choisir le rayon initial 7o € (0, p] de telle sorte que I'in-
égalité Y 2 Br(ro) < 1/2 4 1/(4In2) soit satisfaite. Dans la suite on notera oy, := oy (ro) et
B := Bk (o). On définit maintenant le parameétre 7,41, qui controle la recalibration des calibra-
tions wg, k > 0 au k-iéme pas du procédé itératif (on désigne avec wy = w le choix initial de
w associée au systéme différentiel (S,,)), de la fagon suivante ; on définit récursivement en ordre
décroissant sur t = m, ..., 0 les matrices

t 41— t+1 1,441 —1 0,t
"724_1 = _Tr(k,m—t) (w +wz+ * /\772_:1_ +( 1)t77;i+1 * /\wli ) € Mp5+t,ps (‘SX (Br(k,m—t)))

et on pose Ng41 := (n,‘i’frl)syt € P(B,(k,m))- On va justifier ensuite I'estimation supzeBr ||7]k+1( 2)|| <

€ qui assure 'inversibilité de la matrice gg ;1. On définit alors les matrices wk_H = w,‘z t"?k+1 S
My, .\ ps (€%t+1(37«k+1)) pour tout t = —1,...,m. Les constantes Ry, Ly qui apparaissent dans la

définition des poids S = (Sk)k>0 de la norme de Holder sont définies par les formules :

Ryt = masc{[ o /108 i |0 S 5 Sm, 0 <t <m—s, 1] =14 1),

Licyr = max{2 ™ gu (B o /105 9 (B) = 1, [0 < 5 < )

pour tout entier & > 0. Ici on suppose que max{”w;?tlﬂrk,um <s<m,0<t<m-—s, |l =
t+ 1} > 0, autrement il n’y a rien a prouver. Avec ce choix des poids S; > 0 on aura que les
inégalités

it
Sk+1||8k+1wk e < ||W1:,]||Tk,m (1.5.14)

Sl go (k) o < 2757 ga (B) = Iy, (1.5.15)
seront satisfaites pour tout entier £ > 0 et £ = 0,...,m. On pose par définition
ay = max{||w,‘?t||rk,k [0<s<m,0<t<m-—s}

b == H - (T]?H) s(k) ~ay et ¢ = ¢(wp). Avec les notations introduites précédemment on a la

proposmon suivante.

Proposition 1.5.4 Pour tout entier k > 0 on a les estimations suivantes ;

127 gy, b1 < b < € < 1/2, (1.5.17)
szy—l—_llurk+1,k+1 <dc (1518)

ou H := max{R(C,4c), L(C,4c)} > 0 et les inégalités a, < ag, by < B.

Preuve. On montre les trois estimations précédentes & 1’aide d’une récurrence sur k£ > 0. Pour
k =0 on a d’aprés le lemme 1.5.5.0, la validité des inégalites ag(r) <1 et Gy(r) < e < 1/2. On
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est donc en position d’appliquer la proposition 1.5.3, qui assure les inégalités (1.5.16) et (1.5.17)
pour k = 0. On obtient alors I’estimation ||17;’0||r1,1 < 1/2 laquelle, pour les calculs faits dans la
preuve de la proposition 1.5.3, assure les inégalités Hgﬂ”rhl < 2. Ces inégalités assurent donc
Iestimation (1.5.18) pour k = 0, car

7_1 —1 y
ot rn < Nlgty gl o™= ey llgsalle -

Supposons maintenant par hypothése récursive que les estimations (1.5.16), (1.5.17) et (1.5.18),
sont vraies pour tout [ =0, ...,k — 1. L’inégalité (1.5.16) implique alors I'inégalité

byt < f).eVOnJ).b?

pour les indices en question. On obtient donc les inégalités a; < o < 1, b < §; < €. Le fait que
par hypothése inductive on dispose de ’estimation ||w]:’_1||,nk,k < 4c permet alors d’appliquer
la proposition 1.5.3 qui assure la validité des estimations (1.5.16) et (1.5.17) pour [ = k. En
particulier 'estimation (1.5.17) assure la validité de I’estimation

0
Hﬂ;;HHmH,kH < 5/6 <e< 1/2'
On passe maintenant & I'estimation des normes \|w,‘§g:11Hrk+hk+1. On a par définition des matrices
w,‘i’_ﬁl Iestimation
—1 -1 —1
lei-H H'f'k+17k+1 < Hgs—l(k + 1) ||Tk+17k+1 : st ||Tk+17k+1 ' Hgs(k + 1)H7“k+17k+1'

La condition (1.5.15) sur les poids implique que pour tout £ > 0 on dispose de l'inégalité

+ —k— +
Hgs(k + 1) 1H"'k+17k+1 < (1 +2 1) Hgs k+1H7“k+1,k+1 ’ Hgs(k) 1||Tk7k'

L’ hypotheése inductive nous permet alors d’effectuer les estimations suivantes pour k > 1

k+1 k+1
||98(k + 1)i Hrk+1 k+1 < H 1 + 2- J H Hgs 1H7“37] S
=2 7=1
k+1 k+1

0
< Ve [T £ 1m0, ) <ve-exp (2 ()3l Iny.s) <
j=1

< e-exp (2(111 2)53 ﬁ]) <2
=0

(rappeler le choix initial du rayon rg). On obtient donc I’estimation voulue szy_ﬁlumﬂ,kﬂ < 4e,
ce qui conclu la preuve des trois estimations (1.5.16), (1.5.17) et (1.5.18) pour j = k et donc
pour tout entier positif k. O

Preuve de la convergence vers une solution du probléme différentiel (S,)

Avec les notations introduites précédemment on a la proposition suivante.

Proposition 1.5.5 . Les limites
n®t = lim n(k)%"

k—oo

s=0,....m, t=0,...,m— s existent en topologie Ch’“(BToo) pour tout h > 0 et elles constituent
les composantes du paramétre de recalibration n = (n®')s; € P(By..), solution du probléme

différentiel (S,,).

6]



Preuve. Nous commencons par prouver l’existence des limites

L T . . ,0
gs 1= llgs,j = lim g,(k) =Tp, + lim n(k)°
JZ

en topologie Ch’“(Broo) pour h > 0 quelconque et le fait que les matrices g5 sont inversibles.
On aura alors n*9 = g, — I,,. On déduit immédiatement de la proposition 1.5.4 les estimations
170 oo n < B < 1/2 €t ||ge(k)E ||so n < 2 pour tout k > h. Le fait que gs(k + 1) — gs(k) =

77;’21 - gs(k) implique les estimations suivantes :

195k +1) = gs(B) v, b < 10531 v = 195 () I, < 201751 llroe, e < 268
pour tout £ > h. On a alors

h

Z Hgs(k + 1) - gs(k)Hroo,h < Z ||gs(k + 1) - gs(k)Hroo,h +2- Z ﬁk < 00
k=0

k=0 k=h+1

et donc I'existence des matrices g5 € C"*(B,_, M,, ,,(C)) pour tout h > 0 telles que

gs = lim go(k) =Ty, + > (9s(k +1) = g(k))
k=0

en topologie C"*(B,_.). D’autre part 1'égalité
oo
3 3 3 60
gs(k + 1) T gs(k) l= gs(k) . Z (_1)](772;4-1)]
permet d’effectuer les estimations suivantes :

lgs (k + D)7 = gs(B) ™ v, < 1195 () M, Z s 8 n < Al e, n < 4B

pour tout k > h, lesquelles assurent la convergence de la série

h

D Mgsk+ 1) = gs(B) Hlresn < D Nlgs(k + )7 = g5 (k) Hlrcn +4- D B < oo,
k=0

k=0 k=h+1

ce qui prouve l'existence des matrices ps € CP*(B,_, M,, ,.(C)) telles que ps = limy_o, gs(k) !
en topologie C"*(B,..), pour tout h > 0. On a alors 'égalité I,, = limy_ o0 gs(k)-gs (k)™ = gs-ps,
qui montre que g € GL(ps, £(B,..)) et ps = g5 *. Montrons maintenant l'existence des limites
n*t pour t > 1. En rappelant Pexpression des composantes n(k)*t, ¢t > 1, du paramétre n(k)
introduite dans la sous-section 1.5.1 et en tenant compte de I'existence de la limite g € I'(U)
prouvée précédemment, on déduit qu’il suffit de prouver I'existence des limites

. s+o(T,r), T+ ” L
lim Z /\ gs—i—a’(T,r)( ]-) M, T *YGs+o(r,r) (]r) !

P e io(r) 1<r<p(r)
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T € Ay, t > 1 en topologie C"*(B,_), avec h > 0 quelconque, pour obtenir I'existence de la

limite n*' € Mp,,, p,(E%*(By,.)). Il suffit donc de prouver que pour tout h > p(7) la limite

p(T)
lim H lge (Gr = 1) 157" 90 (Gr) ™ e =
Jed(p(r)) =
T oo‘ - \—1
—kll_{lgo Z Z H Il ge (i " gelir) Hroo,hx
I+p=p(t) I€Jp(l) r=1
1,p>0

ST NoeGr = 1) 05® - golir) v

Iedy k(p) =1

est finie. Ici on pose par définition Jp, x(p) == {J € {h+ 1, k}? | j1 < ... < jp}, Jn(0) =
Jp(0) := 0, (rappeler qu’on utilise la convention qui consiste & négliger les symboles de somme
et de produit si I'ensemble d’indices sur lequel on effectue ces opérations est vide). On consideére
pourtant les estimations suivantes pour 1 < p < p(7)

lim Z H ge (Gr — Vllra.n - HT,.';.HTOOJL ) Hg.(jr)_l”TooJl <

k—oo
I€Jp k(p) m=1

<4P lim ) Hﬁﬁ_l <47 lim > ﬁjp_l =4 lim Z (‘7 T 1> - Bj_1 < o0.

k—oo

JEJhk r=1 JEJhk ] =h+p

La derniére limite est finie par le critére du rapport, rappeler en fait que limg_ o0 Bx+1/8k = 0,
d’aprés la preuve du lemme 1.5.5.0. On a donc prouvé l'existence du paramétre limite n €
P(B,., ). Prouvons maintenant qu’il constitue une solution (de classe C*) pour le probléme
différentiel (S,). En effet 'existence de la limite 7 en topologie C"*(B,_ ), pour h > 1 implique
les égalités

wi = lim w®', = lim W'
n k—oo 1K) koo F

en topologie C"~V#(B,_. ). En rappelant l'inégalité a, < oy, obtenue dans la preuve de la propo-
sition 1.5.4 on obtient

st I T s,t . o
lwn llroc,0 = lm Jwp™{lr0 < lim ap =0,
k—oo k—oo
ce qui prouve que 1 € P(B,_ ) est une solution du systéme différentiel
st
wy =0
§s=0,....m

t=0,....m—s

qui n’est rien d’autre que le systéme différentiel (S,,). (]
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1.5.6 Cinquiéme étape : fin de la preuve du théoréme 1.1.8

L’étape précédente montre qu’'on peut se ramener & considérer le diagramme commutatif

suivant.
0 0
—+ (Kerd), — 0 £01
0 (Kerd)y, Gy — 9y e, Ev
. W ¥ @)
0 > O%Po » EPpo 8J , (5071)@1)0
\%4 1% \%
Pl.. % ©® o1
0 ©Oop1 £op1 8J (5071)@1)1
\%4 1% \%

avec V = B,_, ¥ = 1, et ¢ := ¢1 4. Ce diagramme est exact, sauf pour I'instant au niveau
des premiéres fleches verticales & gauche. Pour conclure il nous reste donc & montrer ’exactitude
de la suite

oon 2o 0%m U (Kerd),, — 0

lv

On identifie ¢ = ($1, ..., p, ), on désigne par ¢F € Ox(V) la k-¢éme composante de @, et on

pose par définition

Ak g = Orgélir + .+ Orgblghr <10,

Le fait que (agz - €;) N Oy = ag, (par définition de fidélité plate de 'anneau &, sur I'anneau
O;. On peut aussi déduire 1’égalité précédente en utilisant un résultat beaucoup plus simple,
i.e la fidélité plate de I'anneau des séries formelles £,/m>(E,) = @r en x, sur 'anneau O,
(voir[Mal-1])) implique la surjectivité du morphisme

g1 O — RO (1))

ol RO(@E) = Rg(z/;) N O?po désigne le faisceau des relations holomorphes de 1. On pose par
définition

Fi=Im(y) : O — (Kerd),,)
L’exactitude de la suite 3
o®n Ll H®po Y 0
4 14

implique la cohérence du faisceau F. Considérons maintenant le morphisme de faisceaux de
E-modules o : F ®o, &, — §j,,, défini par la loi

Po B Po B
a: Zwk,y Do, Ty Zwk,y “Jry
k=1

k=1

fry € &y. Le morphisme en question est bien évidement surjectif. Il est aussi injectif, en effet
soient f, € &, telles que

po N
Zwk,y . fk,y =0.
k=1
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L’exactitude de la suite )
Pl.. Y.
5‘6/9p1 - g?po — G, =0

implique l'existence de germes de fonctions u ), ..., up, 4 € &, tels que

p1
_ ~k
fey = Ply " Uly-
=1

On a alors les égalités

Po po P1 pL PO
7 7 ~k 7 ~k

§ :wk,y o, Jey = § : § :Wz,y Qo, Ply Uy = E : ( E :Wz,y ) Sol,y) Qo, ULy

k=1 k=11=1 I=1 k=1

Le fait que
Po
- 5
Z¢k’,y ! @l,y =0
k=1

implique l'injectivité du morphisme « lequel est donc un isomorphisme. Les égalités

5? ( ki:ol szhy ®oy fk,y)

|
x

po
k7y ®Oy ank7y = Z wkﬂ! ®£y ank7y
k=1

k=1
P L _
3( Z¢k,y : fk:,y) = Z¢k,y e, 9, Iy
k=1 k=1

impliquent la commutativité du diagramme suivant :

0
g|v - g\v ®£V 58’1

al ) a® H(O,l)

F®o, & —2» FRy E)' = FX®, E)F

Le fait que le faisceau F soit analytique cohérent implique, par les remarques faites dans la sec-
tion 1.1, (remarques qui utilisent de fagon essentielle la platitude de 'anneau &, sur 'anneau O,)
que F = Ker0d,. La commutativité du diagramme précédent montre alors que F = (Ker0)

ce qui démontre le théoréme 1.1.8.

Remarque. Dans la situation en examen la platitude de 'anneau &, sur 'anneau O, n’est
pas nécessaire pour prouver que Kerd est un faisceau analytique cohérent. En effet la quatriéme
étape montre l'existence des éléments 12), Pk, k=1,...,m tels que 512) =0, 519516 = 0. La pla-
titude de I'anneau des séries formelles &,/m™> (&) = O, en x sur l'anneau O, implique alors

I'exactitude du complexe
0 — OFPm 21 OFpmoy 1l 22, gEn 2L g Lo F o,

ou F:=Im(v : oer — (Kerg)‘v). De plus on dispose des suites exactes

0 — (gqu)@pm Pm, (gg,q)@pmfl pmot P2 (gg,q)@pl K2 (gg,q)@po N g, ®e, gg,q =0,
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pour tout ¢ > 0. Le méme argument récursif utilisé pour prouver I'exactitude du complexe

(T @, €07 02)q20

dans la section 1.1, (avec g, a la place de ,7:|°V° et 0 a la place de 5F) montre en particulier que
F = (Keré)‘v,
et que la connexion 0 coincide, & isomorphisme canonique prés, avec I'extension naturelle 5Ker<‘§
associée au faisceau analytique cohérent Kerd découlent immediatement des arguments de la
cinquiéme étape qui n’utilisent pas la platitude de 'anneau &, sur 'anneau O,. A la fin de la
cinquiéme étape on utilise la platitude de 'anneau &, sur I'anneau O, pour prouver la cohérence
du faisceau Kerd, (en effet pour montrer que F = Keréf on utilise de fagon essentielle la
platitude de I'anneau &, sur I'anneau O,) car on peut considérer la situation plus générale dans
laquelle on dispose seulement de la suite exacte

ce qui prouve la cohérence du faisceau Kerd. Les faits que G = (Kerd) Qo Ex

g L efm g~

avec 0Y = 0 et 0,9 = 0. Cette situation est vérifiée sous les hypothéses du corollaire 1.6.1 de la
section suivante, dont la conclusion est assurée par I’argument exposé dans la cinquieme étape.

1.6 Faisceaux 0-cohérents sur les courbes holomorphes lisses

Soit X une variété complexe de dimension un et w%° € Mpo,po(gg(ll(U)) une matrice a
coefficients (0, 1)-formes définie sur un ouvert U C X. Les considérations faites dans la sous-
section 1.2.2 montrent que pour tout x € U il existe un voisinage ouvert V de x et un élément
n*0 € My, po (Ex (V) tel que Iy +1°° € GL(po, £(V)), qui soit solution de 'équation différen-
tielle

(So) + O,n™0 + w0 %0 4 00 =

Les considérations faites dans les sous-sections 1.4.3 et 1.5.6 impliquent immédiatement la conclu-
sion suivante.

Corollaire 1.6.1 Soit X une variété complexe de dimension un et soit G un faisceau de Ex-
modules qu’on suppose muni d’une connezion 0 : G — G ®e, 59(’1 de type (0,1). Si de plus

le faisceau G admet des E-présentations locales, alors le faisceau de Ox-modules Kerd C G est

~Y

analytique cohérent, on a les égalités G = (Kerd) - Ex = (Kerd) R0, Ex et la connexion O

coincide, a isomorphisme canonique prés, avec l’extension naturelle Oy..5 associée au faisceau
analytique cohérent Kerd.

La remarque précédente implique aussi le corollaire suivant.

Corollaire 1.6.2 Soit X une variété complexe de dimension un, ' — X un fibré vectoriel
holomorphesur X et G C E(F) un sous-faisceau de E-modules localement de type fini et O, -
stable (autrement dit on a l'inclusion 0,G C G ®s, 59{’1 ), ot

0,.:=1

o=l @p, 0, E(F) — E(F) @, EY'

Ex

désigne la connezion canonique associée au faisceau O(F). Alors le faisceau de Ox-modules
GNO(F) est analytique cohérent et (GNO(F))-Ex = G, (autrement dit le faisceau GNO(F) est
un O-module localement de type fini et ses générateurs locaur sur Ox sont aussi des générateurs
locauz du faisceau G sur Ex).
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Un faisceau O-cohérent sur une variété complexe de dimension un est simplement un couple
(G,0) = G5 ou G est un faisceau de Ex-modules admettant des E-présentations locales et
0:G6—G ®¢ Sg)(’l une connexion de type (0, 1), (bien évidemment en dimension un toutes les
connexions de type (0,1) sont intégrables).

1.7 Un résultat d’intégrabilité des connexions sur les faisceaux
de £-modules au dessus d’une variété différentiable

Le présent travail s’est situé principalement dans le cadre complexe car ¢’était notre principal
intérét. Toutefois, il est possible de déduire aussi un résultat d’intégrabilité dans le cas des
variétés C*°. Considérons en effet (X, Ex) une variété C*° (Ex = Ex (R) représente ici le faisceau
des fonctions C*> a valeurs réelles) et D : G — G ey E(T%) une connexion sur le faisceau
de Ex(K)-modules G on K = R, C. Si le faisceau des sections paralléles KerD engendre G sur
Ex(K) alors évidemment D? = 0. Le théoréme suivant donne une réciproque de ce fait dans un
cas particulier.

Théoréme 1.7.1 Soit (X, Ex) une variété différentiable et soit G un faisceau de Ex (K)-modules,
muni d’une connexion D : G — G ®e E(Tx) telle que D? = 0. Si de plus le faisceau G ad-
met localement une E(K)-résolution de longueur finie, alors le faisceau des sections paralléles
KerD engendre sur Ex(K) le faisceau G qui est le faisceau des sections d’un systéme local de
coefficients (le faisceau G est donc localement libre) et le compleze (G ®, E(A°TY) ;D) est une
résolution acyclique du faisceau des sections paralléles. On a alors l'isomorphisme fonctoriel de

De Rham-Weil H*(X, KerD) = H*(T'(X, G ®,, E(A°TY)) ;D).

Preuve. On commence par substituer formellement dans les étapes de la preuve du théoréeme
1.1.8 la connexion 0 avec D, les opérateurs 0, avec d et 'opérateur de Leray-Koppelman avec
l'opérateur d’homotopie de Poincaré

Py Cly (B, My (K)) — CZ(BT, My 1(K))

pour ¢ > 0. I est élémentaire de vérifier qu’on peut choisir une suite de poids S = (Sk)k>0 C
(0, +00) pour les normes C" de telle sorte a obtenir une estimation du type ||Pyull,.n, < C-||ull,z,
avec C > 0 indépendante de la régularité h > 0 de la ¢ + 1-forme u. A condition de restreindre
opportunément le rayon r > 0 on obtient un schéma de convergence rapide considérablement plus
simple que celui expliqué dans la preuve du théoréme 1.1.8. En effet dans le cas en considération
on n’a pas besoin de restreindre les rayons de la boule pendant les étapes du procédé itératif car
on dispose de ’estimation précédente. Les détails de simplification et d’adaptation du procédé
itératif relatif a la preuve du théoréme 1.1.8, au cas en examen sont laissés au lecteur. On
obtient en conclusion une £(K)-résolution locale, a partir d’une £(K)-résolution initiale, telle
que les nouvelles matrices ¢; (ici on utilise les mémes notations que dans le théoréme 1.1.8)
soient toutes constantes. En particulier le fait que ¢; = C'st implique que G est un faisceau de
E(K)-modules localement libre. La suite du théoréme 1.7.1 dérive alors de résultats classiques
bien connus. (]

1.7.1 Effet de la non intégrabilité forte d’une structure presque-complexes
J sur la 0,-stabilité des faisceaux d’idéaux

Pour les notions de base de la géométrie presque complexe nous renvoyons le lecteur au
premiére paragraphe du chapitre qui suivra. Un corollaire du théoréme 1.7.1 est le suivant.
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Corollaire 1.7.2 Soit (X, J) une variété presque-compleze conneze telle que

Txo @, C=C([6,1](x) | &n € ETRS)(X))

pour tout © € X et soit J C E(C) un faisceau d’idéauz de fonctions C*° & valeurs complexes sur
X admettant des E(C)-résolutions locales de longueur finie. Si J est 0,-stable alors soit J =0
soit J = E(C).

L’hypothése sur le complexifié de 'espace tangent signifie que la structure presque-complexe
est “fortement non-intégrable”. Les variétés presque-complexes pour lesquelles le complexifié de
I'espace tangent est engendré ponctuellement par les crochets des champs de vecteurs de type
(0,1) seront appelées “fortement non-intégrables”. Les variétés presque-complexes fortement non-
intégrables ont nécessairement une dimension complexe supérieure & deux. En effet toutes les
structures presque complexes sont intégrables en dimension complexe un. En dimension complexe
deux on a dim,, A9’2TX =1.5i

7, € E(AY T ®, T)l(’f])(X)

désigne le tenseur conjugué de la torsion de la structure presque-complexe (7,(£,n) = [¢%1, 0110
pour tout &, n € E(Tx®,C)(U), on U C X désigne un ouvert quelconque), on a que 7, (A%*Tx) C
T)l(’?] est contenu strictement dans T)lg(?] si dim, X = 2. Le diagramme suivant

1,0
_ 0 Ty 1,0
7, ()t E(Ty ))E? — T p ®, C —2— Ty,

&mn)  — [Enl@) — [0 ()

(o0 7@0 Ty ®, C — T)lgf] désigne la projection sur le fibré des (1,0)-vecteurs tangents)
montre alors que pour tout point z € X le complexifié de I'espace tangent T'x ; ®, C ne peut
pas étre engendré par les crochets des champs de vecteurs de type (0,1). On donne maintenant
un exemple de variété presque complexe fortement non-intégrable.

Exemple. Sur un voisinage ouvert U C C", n > 3 de lorigine on considere la structure
presque-complexe dont le fibré Tg’}] est engendré par les champs de vecteurs complexes

k=1,...,n, o ,Cl’:k € C sera définie en suite, (on rappelle qu'on utilise la convention qui
consiste a négliger les termes d'une somme si I’ensemble des indices sur lesquels on effectue cette
opération est vide). On remarque que donner une structure presque-complexe sur U C C" est
équivalent & donner un sous-fibré complexe ' C Ty ®; C, rg.F = n tel que F' @ F =Ty ®, C.
Bien évidemment dans notre cas le voisinage ouvert U de l'origine est choisi suffisamment petit
pour pouvoir assurer cette derniére condition. Il est facile de vérifier que pour tout £ <t on a :

= 0
[k &) = Cra 9z

r=1
Le fait que n > 3 permet de choisir n-multi-indices (Lg)k=1,...n, Lk = (L1, lok), 1 <l <log <
n différents. On définit alors les constantes C? | par la régle suivante ; C%, = 1si (k,t) = (I1,r,l2r)
et C', = 0 autrement. On aura alors

0

[gll,w&zk] = 8—%
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Le fait que [£, zx€k] = & montre alors que

TU,O ®]R C= C( [Ell,k)gh,k](o)v [Ek’v Zk&k](o), k= 17 ,7’L>

Si on désigne par X C U le voisinage ouvert de l'origine sur lequel la propriété précédente est
vérifiée on a que la variété presque-complexe (X, J) est fortement non-intégrable.

La conclusion du corollaire précédent montre qu’en général sur une variété presque complexe
non-intégrable, la notion de faisceau d’ideaux 9,-cohérent ne se généralise pas de fagon imme-
diate. Venons-en maintenant & la preuve du corollaire 1.7.2.

Preuve. Le fait que le faisceau J soit 5J—stable combiné avec le fait que le complexifié de
I'espace tangent est engendré ponctuellement par les crochets des champs de vecteurs de type
(0,1), implique que le faisceau J est d-stable, en d’autres termes stable par rapport a tous les
champs de vecteurs. On peut voir alors 'opérateur d comme une connexion

d: T — T @, E(T%)

intégrable sur le faisceau d’ideaux [J. Une conséquence de la preuve du théoréme 1.7.1 est
I'existence locale d'un générateur v du faisceaux d’ideaux J tel que dyp = 0, ce qui permet de
conclure. O
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Chapitre 2

Fondements de la géométrie
hermitienne sur les variétés presque
complexes

Abstract. The 5J operator over an almost complex manifold induces canonical connections
of type (0,1) over the bundles of (p,0)-forms. If the almost complex structure is integrable
then the previous connections induce the canonical holomorphic structures of the bundles of
(p,0)-forms. For p = 1 we can extend the corresponding connection to all Schur powers of the
bundle of (1,0)-forms. Moreover using the canonical C-linear isomorphism betwen the bundle
of (1,0)-forms and the complex cotangent bundle T% ; we deduce canonical connections of
type (0,1) over the Schur powers of the complex cotanéent bundle T% ;. If the almost complex
structure is integrable then the previous (0, 1)-connections induces the canonical holomorphic
structures of those bundles. In the non integrable case those (0, 1)-connections induces just the
holomorphic canonical structures of the restrictions of the corresponding bundles to the images
of smooth J-holomorphic curves. We introduce the notion of Chern curvature for those bundles.
The geometrical meaning of this notion is a natural generalisation of the classical notion of Chern
curvature for the holomophic vector bundles over a complex manifold. We have a particular
interest for the case of the tangent bundle in view of applications concerning the regularisation
of J-plurisubharmonic fonctions by means of the geodesic flow induced by a Chern connection on
the tangent bundle. This method has been used by Demailly [Dem-2| in the complex integrable
case. Our specific study in the case of the tangent bundle gives an asymptotic expanson of the
Chern flow which relates in a optimal way the geometric obstructions caused by the torsion of
the almost complex structure, and the non symplectic nature of the metric.
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2.1 Connexions sur les faisceaux de modules de fonctions C* au
dessus des variétés presque complexes

Soit (X, J) une variété presque complexe de classe C* et de dimension réelle 2n. On désigne
par £x = Ex(R) le faisceau des fonctions C*> & valeurs réelles, par 77?0 :Tx ®, C — T)lgﬁ)] la
projection sur le fibré des (1,0)-vecteurs tangents et par 71'9’1 celle sur le fibré des (0, 1)-vecteurs
tangents. On désigne par T’y ; le fibré tangent dont les fibres sont munies de la structure complexe
donnée par J et par

— * * 1,0 \x 0,1 \*
EP4 = E(APITY,), APATY = AB(TLY)" @, AY(TLY)

X,

le faisceau des (p, ¢)-formes par rapport a la structure presque complexe J. On rappelle que sur
une variété presque complexe la différentielle se décompose sous la forme

d=0,+0,—0,-0,,

ol pour toute k-forme complexe w € E(A¥(Tx ®, C)*)(U) au dessus d'un ouvert U et tout
champ de vecteurs complexes o, ..., & € E(Tx ®, C)(U) on a les expressions suivantes :

W(EO)"'agk’) = Z (_1)J£]170w(£07>£;)a£k)+

0<j<k
+ Z J-H 1.07510]10 [501)510]01 [51'07501]017507""5]‘""’5""’516)
0<j<I<Lk
)= 3 QG i)
0<j<k
+ > (g O+ L G+ 160 80 o G s )
0<5<I<Lk

w(gow"agk) = Z (_1>J+lw([§] ’ 110]017607' '7§7"'757"'7§k)

0<j<i<k

w(ngu;gk) = Z (_1)j+lw([§?71 01]107607' '767 "'757 7§k)

0<j<i<k

avec £M0 .= wl0(g), [, 10 = 711’0[ ,-] et de facon analogue pour les indices (0,1). Les bidegrés
des opérateurs 9,, 9,, 0, e‘r 6, sont respectivement (1,0), (0,1), (2,—1) et (—=1,2). En effet
siw € é’iﬂ(U) est une (p, q)—forme alors les (p + ¢ + 1)-formes 9,w, 0,w, 6,w, 6 ,w sont nulles
en restriction aux fibrées A*Tx, r + s = p + ¢ + 1 respectivement aux bidegrés (r,s) # (p+
1,q), (r,s) # (p,q+1), (r,s) # (p+2,q9—1), (r,s) # (p—1,p+2). On déduit alors que I'opérateur
T=29,,0,, 0, ou0, vérifie la régle de Leibnitz

TuAv)=TuAv+ (—1)%8 % A Tv.

)]
<

On a aussi les formules (0, u) =0, 4, (0, u) =

Définition 2.1.1 On désigne par 7, € S(Ai’OT)*( ®c T)O(’IJ)(X) le tenseur de la torsion de la

[51’0 771,0]0,1

structure presque compleze définie par la formule 7,(&,n) = pour tout £&,m €
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E(Tx ®, C)(U), ou U C X désigne un ouvert quelconque. Le tenseur de la structure presque
complexe est dit intégrable si 7, = 0.

On remarque que 7, = 0 si et seulement si 6, = 0, si et seulement si d =0, + 3J.

Note au lecteur. Le C-isomorphisme canonique Tx j, — T)l(’ﬁ)m implique le C-isomorphisme
Ag’qT)*gx ®c T, Ja — Ag’qT)*(’x ®c T)lgf]@, o — u. Pour tout vecteur réel £ € Aﬁ‘“]TX@ on a
légalitée o (&) = u(§) +u(§). en effet soit ((x)r C (T;(’(L)]x)@” un repére complexe de T)lf’?]x. Alors
(vp)k C (Tx.72)®", vp = (. +(k est un repére complexe de Tx .. La forme « s’écrit alors sous la
forme a =}, @, v, a € ABITY et u= ) ap® (. Pour tout élément § € A}C’Jrq(TX ®; C)
on a par définition

a(§) = ar(©) x, v =Y (k€ + a§)]).

k k

Sie A§+QTX7I C Ag’rq(TX@ ®, C) on a I'égalité voulue. Nous considérons 'espace vectoriel
_ 1,0
Rg’q(TX’x ®R (C) = {U +u | u € Ag’qT;Qx ®<C TX,J,CC}

avec la structure de produit x , définie par la formule ¢ x, (u+ u) := cu +cu, ¢ € C. Le fait
qu'une forme C-linéaire sur le complexifi¢ Tx , ®, C de I'espace tangent T’y , soit déterminée
de facon univoque a partir de sa restriction a T'x , nous suggere qu’il est trés naturel de consi-
dérer le C-isomorphisme Ag’qT)*{J ®c I'x,Je — RZJ”q(TX@ ®, C), a — u + u. Dans la suite on
identifiera donc les éléments de 'espace vectoriel Ae’qT)*( » ®@c T'x 7z avec les éléments du type

u+tu, u € APITS @, T)l(’?]x. L’utilité d’un tel formalisme sera clarifié¢ dans la suite. O

On définit le tenseur de Nijenhuis
N, € E(A%’Tx @, Tx,1)(X)

par la formule N, := 7, + 7,. Bien évidemment N, = 0 si et seulement si 7, = 0. II est
élémentaire de vérifier I'identité :

pour tout champ de vecteurs complexes {,n € E(Tx ®, C)(X). On rappelle le célebre théo-
réme de Newlander-Nirenberg (voir [We-1], [Hor|, |Dem-1|, chapitre VIII, [Mal-2|, [Nij-Woo| et
[New-Nir]).

Théoréme 2.1.2 (Newlander-Nirenberg). Soit (X, J) une variété presque complezxe. L’exis-
tence d’une structure holomorphe Ox sur la variété X telle que la structure presque compleze
associée Jo, soit égale a J est équivalente a l'intégrabilité de la structure presque compleze J.

On considére les définitions suivantes.

Définition 2.1.3 Soient (X, J1) et (Y, J2) deux variétés presque complezes et f : X — Y une
application différentiable. L’application f est dite (J1, J2)-holomorphe si sa différentielle vérifie
la condition Jo(f(x)) - dyf = dyf - Ji(x) pour tout x € X.

Pour tout application différentiable f : X — Y, la différentielle df € T'(X,T% ®, f*Ty) se
décompose sous la forme

df =0, ,f+9, .1,
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ou

(def = BF (@) daf - ()

N

Onnd =

6J1,J2 f‘m = %(dxf + Jo(f(x)) - dof - Jl(x)>,
Bien évidemment

aJ1,J2f € F(X7 T;},Jl ®(C f*TY7J2)

5J1,J2f € I'(X, T)*(,—Jl ¢ f*TY,Jz)
et 'application f est (Ji, J2)-holomorphe si et seulement si 5J17J2f =0.

Définition 2.1.4 Soit (X,J) une variété presque complexe et (X, j) une courbe holomorphe
lisse. Une courbe (j,J)-holomorphe est une application différentiable v : (X,7) — (X, J) dont
la différentielle vérifie la condition J(y(z)) - dyy = dyy - j pour tout z € ¥. On désigne par i
la structure presque complexe canonique sur R? = C. Une courbe J-holomorphe locale est une
courbe (i,J)-holomorphe ~y : (B},i) — (X, J) définie sur le disque compleze de rayon & > 0.

On a alors qu’une application différentiable ~ : B; — X est une courbe J-holomorphe locale
si et seulement si elle vérifie I’'équation 8j7J7(%) =0, z =t +1is qui s’écrit explicitement sous la
forme

sy = J(7v) - Oy,

ou Os7y := d’y(%). On peut montrer, (voir prop.2.3.6 dans l'article de Sikorav, dans I'ouvrage
[Au-La|) que si v est une courbe J-holomorphe alors v € C>(B§; X). On aura besoin aussi de
la définition suivante.

Définition 2.1.5 Soit G un faisceau de E(C)-modules sur X. Une connezion sur le faisceau G
est un morphisme de faisceaur de groupes additifs V, : G — G, E(T%) ~ G Rec) E(Tx ®; C)
tel que V,(g-f) =Vgg-f+g@df pour tout g€ G(U) et f € E(C)(U), ou U C X est un ouvert

quelconque.

La donnée d’une connexion V, sur le faisceau de £(C)-modules G détermine de facon univoque
une dérivation sur le complexe (G ®, E(AFT))i>0. En effet on peut définir 'extension

VG @, ENTY) — G, E(ATTY)
par la formule classique

Vow (§0s ) = Y (1Y Vg (@(E0y - &y oo E1)) (&) +

0<j<k

+ Z (_1)j+lw([£j7£l])&))"'aé}v"'aé\lv"'agk)

0<j<I<k

pour tout w € (GR,E(AFT}))(U) et tout champ de vecteurs complexes &, ..., & € E(Tx®,C)(U)
L’extension ainsi définie vérifie la regle de Leibnitz V(g ® f) = V, g A f + g ® df pour tout
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g€ GWU) et fe&(ATY)(U). En effet

Vo9 @ f) (Eormnri) = Y (“1)Vg(g+ F(&0, - &r o &))(E)+

0<j<k
+ Z J+lg f([€]7§l] 607' 75]7' 7€l7~ 76[{:)
0<j<I<k

0<j<k

+ Z J+l ([gj)gl] &0, - '>g\j)"'a5)"'a€k) =

0<j<i<k
Le fait que d?> = 0 entraine I'existence du tenseur de courbure de Vg
o(v,) € (c‘:ndg(c) () @ 5(A§T;<)) (X)

définie par la formule ©(V,)({,n) - g := (Vg 9)(&,m) pour tout £,n € E(Tx)(U) et g € G(U).
On note de plus par §, .g := V,;g(§) la dérivée covariante de la section g le long du champ

de vecteurs §. La définition de 'extension de la connexion V, implique de fagon immeédiate la
formule

Eop Ui, -9) =g, - (&g, -9) = [&le, -9+ O(Vg)(Em) - g

Le tenseur de courbure ©(V,) de la connexion V, mesure donc le défaut de commutation des
dérivées covariantes secondes des sections de G. Il est aussi élémentaire de vérifier 'identité

Viw=0(V,)Aw (2.1.1)

pour tout w € (G ®, E(A2T%))(U). Le fait que les opérateurs 6, et 6, vérifient la regle de
Leibnitz entraine que

0, e Homg(c)(é‘i‘?],g””’q D(X) et 0, ¢ Homg(c)(é‘g‘g,cﬁp 1’q+2)(X)
On définit alors les opérateurs de torsion sur G

. 241
O =15 ®gc) 0, :G Qo) EXY — G Q) EXT T

._ o . D,q N p—1,q+2
99,J T HQ ®£(<C) 9J N g ®£(C) SX,J g ®£(C) SX,J :

De facon explicite ces opérateurs sont définis de fagon analogue aux opérateurs ¢, et 6,. Ce sont
des dérivations, autrement dit on a les formules

0y (WAF)=0, , wAf+(—1)18“wA0,f

O (WA f) =05, wA f+(-D)*EB“wAl, f

pour tout w € (G ®, E(AT)(U) et f € E(AXTY)(U). Comme dans le cas de la différentielle
extérieure on a la décomposition

_ w10 0,1 .
Vg - VQ,J + vg,J 99,J 99,J
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ou les opérateurs
1,0 . D, q p+1,q
VQ, XY ®5(C) E —g® S(C) f,'

et
0,1 . D, q+1
Vs 19 @) ERY — G Q) EX

sont définis par les formules analogues a celles qui définisent les opérateurs 0, et 0,

VL0 0 (60r e &) = D (LY Vg ({0, o & s ) (EL0)+

0<j<k

10 1,0 0,1 1,0 1,0 0,1 o n
+ Z ]_H 76[ ]170+[€j 7§l ]071—’_[&]' 76[ ]07176-07"'7€j7"'7&[7"'76/{?)(2‘1‘2)

0<j<i<k

et

VO (€0, &) = 3 (1Y Vg (@60, s oo G (ED)+

0<j<k

+ Z ]_H 0176?71]071 + [5;)71751170]170—’_ [é]l"oaélOJ]l’OagOa"'7€j7"'7£l7"'7§k) (213)

0<j<iI<k

Le fait que V vérifie la régle de Leibnitz implique les formules

VIO (g0 f) =V gAf+9©0,f

VO (9@ f) =V gAf+9©d,f
pour tout g € G(U) et f € E(AST)(U). En degré zéro on a les formules
1, 1 . 0, 1 ,
v Jg—-§<Vgg—-MVgg)oJ> et V Jg—-§<Vgg4—MVgg)oJ>
pour tout g € G(U). En général on a la définition suivante.

Définition 2.1.6 Soit G un faisceau de E(C)-modules sur X. Une connezion de type (0,1) sur
le faisceau G es’f un morphisme de faisceaur de groupes additifs V” G— g ey 50 L tel que

Vilg-f)=Vgg- f+g®0,f pour tout g € G(U) et f € E(C )(U), ou U C X est un ouvert
quelconque.

On a bien sir une définition analogue pour les connexions de type (1,0). Comme précédemment
une connexion de type (0,1), (resp. (1,0)) peut étre étendue a une dérivation extérieure de type
(0,1), (resp. (1,0)) sur le complexe

(G @ EALTX))rz0

grace a la formule 2.1.3, (resp. 2.1.2) ou grace a la régle de Leibnitz. On rappelle maintenant que
si A et B sont deux endomorphismes du faisceau de £(C)-modules G ®, E(ASTY), leur crochet
de commutation est défini par la formule

[4,B] := AB — (—1)de Ades Bpyg,
La décomposition précédente de V, implique la décomposition suivante au niveau des opérateurs,

2 _ 1,0 0,1 2 _
vg - (VQ,J + vg,J - 99,J - GQ,J) =
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= (VO =V 0, 1+ (VoL )2 = [Vi0 0, 1+ 62 + 62 +

G,J?7G,J

» g,J
~—
2,0 0,2 4-2  -24
0 0 0 0 0 )
+ [V;J 7vg:1J:| + [eg,J ’GQ,J] - [V;J 709,]] - [vg’lj ’GQ,J]‘
11 3,1 13

D’autre part en considérant la décomposition de la forme de courbure

O(V,) =0(V,)2' + (V)L +o(v,)"?

en ses composantes de type (2,0), (1

, 1), (0,2) et la formule (2.1.1) on déduit les identités sui-
vantes au sens des opérateurs

OV, )20 - = (VE9)? = (V9,6 ] O(V,)02 A = (VO1)? = V107, ]

J G,J?7G,J

O(Ve)y' A= Vg5, Vel + 105, .0, ] b, =0, 05, =0

G,J? g,J

Vil 05,0 =0 V%l g, ]=0.

G,J?7G,J

En particulier si G = £(C) et V, = d on a les identités supplémentaires

?=10,0,, 0>=[0,0,] e [0,0,]=-10,,0,]
En conclusion on a les identités fondamentales de la géométrie presque complexe :

02=0,0,+0,0,, 9°=0,0,+0,0,,

0,0,+0,0,=—0,0,—0,0

J7J

0,0,—-0,0,, 0,0,=-0,

En général en degré zéro on a les formules

@(Vg)i’o = (Vé’g)Q — g, Ve (2.1.4)

G,J’

O(V,y)5? = (Vgﬁ)z — 0., Vg (2.15)

G,J?

(V) =[5, Vail, (2.1.6)

G,J’

qui sont équivalentes aux identités évidentes
Sé;’ .(77@2 .g) — nég .(Qg g) = [gl,O’nl,O]vg 9+ O(V,)20(E0,710) - g,
5&; .(7737; .g) — novv; .(Egvgl .9) = [50,1’770,1]% g+ O(V,)02(EM 0y . g,
Qg . (ng’; .9) — 773; .(5@2 g) = [61,0,770,1]vg g+ O(V,)L(EM 101y . g,
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On a donc en particulier que la composante de type (2,0), (resp. (0,2)) du tenseur de courbure
mesure le défaut de commutation des dérivées covariantes secondes des sections de G le long
des champs de vecteurs de type (1,0), (resp. (0,1)). La composante de type (1,1) du tenseur
de courbure exprime le défaut de commutation des dérivées covariantes secondes des sections de
G le long des champs de vecteurs de type (1,0) et (0,1). Soit G un faisceau de £(C)-modules
localement de type fini, soit ¢ = (1, ...,4,) € G¥"(U) un systéme de générateurs locaux et

w=1-fe(G® ENTY))U),  feMu(ENTY)U)).

Soient de plus A € M,..(E(Tx)(U)), A, € Mrvr(E}(’g(U)), AT e MT,T(EQ’}J(U)) telles que V1) =
Y-Aet A=A + A" La régle de Leibnitz implique alors les égalités

Vow=v-(df +ANf) et O(V,)Aw=1 - (dA+ANA)NF.
De plus on a les identités

Vi0w =1 (0,f + A, A f), VoW =10 @i+ ATA),

Oy ,w=1-0,f, égij:w-é‘,f.

En décomposant la 2-forme dA + A A A o en explicitant les identités (2.1.4), (2.1.5) et (2.1.6)
on obtient les expressions locales suivantes.

O(Vy) 2 Nw=0-(8,A + A" NA" —6, AN f

O(V) P2 Aw=10-(9,A"+ A" NA" -6, A YA f

J
OV hw=1y-(9,A +0,A" + A/ NAT + AV NA AT,

2.2 Connexions hermitiennes sur les fibrés vectoriels au dessus
des variétés presque complexes

Nous considérons & partir de maintenant un fibré vectoriel complexe C*°, FF — X et G =
E(F) :=faisceau des sections C> de F. Soit h € £(F* @, F")(X) une métrique hermitienne sur
F'. On rappelle qu'une connexion

Vip i E(F) — E(F) @ E(Tx) = E(F) @) E(Tx @, C)

sur F' est dite h-hermitienne si pour tout champ de vecteurs complexes { € E(Tx ®, C)(U) et
toute sections o,7 € E(F)(U), (U C X est un ouvert quelconque), on a la formule

&h(o,7) =h(&,.0,7)+ h(o, év.r).

Il est bien siir équivalent de restreindre l'identité précédente aux seuls champs de vecteurs
£ e 5(T)1(’?7)(U). On a alors que la donnée d’une connexion

V" E(F) — E(F) @, EX

&) TX,J

de type (0,1) entraine l'existence d’une unique connexion h-hermitienne V sur le fibré F' telle
que Vg’l = V.. En effet la partie de type (1,0) de V. est donnée par la formule

h(V 0 (€),7) = Eh(o,7) — h(o, V7 7(€))
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pour tout (1,0)-champ de vecteurs & € E(T)lgf])(U) et toutes sections o,7 € E(F)(U). Bien
évidemment on a un résultat analogue pour les connexions de type (1,0). Soit (eq,...,e;) €
E(F)®(U) un repere de F,- On al'identification V. ~, d+ A par rapport au repére (ey, ..., €;).
Soit de plus H := (h(ey, e,))x,, la matrice hermitienne de la métrique h. Le fait que la connexion
V. soit h-hermitienne équivaut localement aux égalités

Etrn= Y (AA©Hop+ AL Hs ).

1<s<r

e S(T)%?])(U). On a alors avec des notations matricielles la relation 8,H = A"H + HA_’J’ Le
fait que la matrice H soit hermitienne implique que cette relation est équivalente a la relation

A =H (9,H- A" H). (2.2.1)

On a en conclusion qu’une connexion V, est h-hermitienne si et seulement si la relation (2.2.1)
est satisfaite sur tout les ouverts de trivialisation de F'. Considérons maintenant le produit
sesquilinéaire

{3 EANPT} @, F) x E(MI Ty @, F) — E(APHTS @, C)

sur le faisceau E(A2TY ®, F') défini par la formule

{o.7}n(€) = D e(Dh(o(En), (&),

|I|=p

ot & = (&1, ., 6p1q), & € E(Tx®, C)(U) et (1) désigne le signe de la permutation (1,...,p+¢q) —
(I,CI). Alors le fait que la connexion V. soit hermitienne est équivalent a I'identité plus générale

d{o, 7} = {V,o,7}n + (1) {5, V 7},
qui équivaut aussi a une des identités

0,0, = {V 50 mh + (1) o, Vo

307 h = (Vo rh + (-7 (0,90

On obtient alors, en appliquant la différentielle extérieure a la premiére des trois identités précé-
dentes, 'identité 0 = {O(V )0, 7} + {0,0(V )7}, qui implique, pour des raisons de bidegré,
I'identité

0= {@(VF)i’la,T}h + {0, @(VF)i’lT}h.
Si deg 0 = deg 7 = 0 on déduit 'égalité

0=h(O(V)L (& m) - 0,7) +h(0,0(V ) (&) - 7) (2.2:2)
qui montre que pour tout champ de vecteurs réels &, n € E(Tx)(U) on a
iO(V,); " (€m) € E(Hermy,(F))(U),

ou Hermy, (F') désigne le fibré (réel) des endomorphismes h-hermitiens de F. Considérons main-
tenant ’expression locale de la composante de type (1,1) du tenseur de courbure

OV )= > Cuoe e
1A p<r
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de la connexion hermitienne V. On a
A Al " / " " /
C:=0,A +0,A]+ A, NAT +ATNA .
Si (G € E(T)l(’?])@”(U) est un repére du fibré T(}’g, on a l'expression locale suivante

k,l =
OV, = Z CyuC NG ®e, ®en.
1<, u<r
1<k,I<n
L’identité (2.2.2) entraine que si en un point zg € U le repére ej(zo),...,er(x0) est h(xp)-

orthonormé alors on a les relations Cf’i(mo) = Ci’lf\(azo). Si de plus V%'ey(z9) = 0 pour tout £,
on obtient en utilisant 'expression (2.2.1) I'égalité

C(x0) = (8,0, H — 0, H N, H +0,A" — 0, A7 (). (2.2.3)

2.3 Extension de 'opérateur 5J aux puissances de Schur du fibré
des (1,0)-formes

Rappelons qu’étant donné un espace vectoriel complexe V de dimension complexe r, les
représentations irréductibles de GL.(V') sont en correspondance biunivoque avec le plus haut
poids A = (A,..A), A1 > Ay > ... > A\ de la représentation d'un sous-tore maximal 7" ~
(C)" < GL.(V), (t1,...,ty) — ti‘l -+~ £, On note S*V I'espace de la représentation associée,
qu’on appelle puissance de Schur associée au poids A. On a par exemple

S§m0--0)y7 — §my puissance symétrique usuelle
SL 10,00y — ARy puissance extérieure.

Nous renvoyons le lecteur aux ouvrages classiques de [Fu-Ha| pour une explication détaillé de la
notion de puissance de Schur.

Considérons maintenant les connexions de type (0, 1)
5 = ry . ep0 p,0 0,1
8J,P T (_1) aJ : SX,J - EX,J ®£(C) SX,J
sur les fibrés AZJ”OT)*(. De facon explicite les connections 5“7 sont définies par les formules

<5J,pw(n)) 51) E) £p> = 5JW(77, &1y, fp)

=n.w(, &)+ Y (—Dw(n & &, &, &) (2.3.1)

1<i<p

pour tout w € ELO(U), n € S(T)O(’lJ)(U) et &1,...,& € S(T)lf’?,)(U). Bien évidement dans le
cas complexe intégrable les faisceaux de Ox j-modules QFf ; = O(Ag’OT)*{) = Ker 5J,p sont

localement libres et donnent une structure de fibré vectoriel holomorphe aux fibrés A?OT)*{. De
plus on a l'identité

=1 R, 0
J p ox Ys-
P Dy g

Dans le cas presque complexe, en étendant la connexion 5J1 a toutes les puissances de Schur
A . QAA L0 : : :
F?:= 5%\ °T% on obtient des connections de type (0,1) canoniques

5@ LE(FY) — ENTY @, F?)
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sur les fibrés Fj‘ De fagon analogue, la connexion induite sur T’y ; par (21 grace au C-isomorphisme
canonique de A?OT)*( avec T ; peut étre étendue aux puissances de Schur S’\T)"‘(J. Pour sim-
plifier nous désignerons aussi S)‘T)*(’J par FJA Les définitions précédentes sont compatibles avec
les définitions classiques de la géométrie complexe. En effet dans le cas complexe intégrable
les fibrés Fj‘ admettent une structure holomorphe canonique donné par le faisceau des sections
holomorphes O(Fj‘), qui est définie de facon naturelle & partir du faisceau Q%QJ. La connexion

canonique de type (0,1) sur le fibré FJA induite par le faisceau O(Fj‘)

I R0, 0,

oF})

coincide évidement avec la connexion Op» induite par la connexion 0, , et de plus on a toujours
J

J,1
I’égalité évidente

O(FJ)‘) = Ker 5}7‘;

Dans le cas d'une variété complexe intégrable on a donc le diagramme commutatif suivant.

1
QX,J' aJ,l

O(FJ/\) — 517;

Dans le cas presque complexe non intégrable le faisceau Ox := Ker 9, est un faisceaux de fonc-
tions constantes pour un choix générique de structure presque complexe J non intégrable. Il suffit
de prendre par example une structure fortement non intégrable. On rappelle qu’une structure
presque complexe est dit fortement non-intégrable si le fibré tangent est engendré ponctuelle-
ment par les crochets des champs de vecteurs de type (0,1). D’autre part dans cette situation
il n’existe pas de repéres locaux complexes (o), € E(ALOTE)P™(U) tels que 9, a, = 0 sur
Pouvert U pour tout k = 1,...,n, car sinon ceci entrainerait que le fibré Ai’OT)*( est plat, ce qui
n’est pas toujours le cas pour une variété presque complexe. Un tel phénoméne peut étre aussi
envisagé pour les fibrés FJA et la connection canonique Opx.

Z J
Cependant la connexion Jp» induit une structure holomorphe canonique sur toutes les restric-

J

tions FA

7l
d’une courbe holomorphe lisse > C C™. En effet la restriction

du fibré FJA aux images des plongements (7, J)-holomorphes v : (£,j) — (X, J)

3 ) A 0,1 A
aF}l’Y(E) : 5<FJ H(z)) - S(AJ Tiz) ®c F] H(z))
de la connexion dpa est bien évidement intégrable étant donné que A9’2Tj;(2) = 0. La structure
J

holomorphe canonique sur le fibré FJ)‘| = est alors donné par la formule
Y

O<FJ)\H(2)) = Ker (5}7‘;\'7(2)).

Soit A une métrique hermitienne quelconque sur Fj‘ On définit alors la connexion de Chern D?M
J

comme étant 1'unique connexion hermitienne sur FJA telle que

h 10,1 _ 5
(DFJA) —aF}'
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2.4 Expression locale des opérateurs 0,, 0,, 0, et 0.

Soit (Cr)x € E(Ty")®™(U) un repere locale du fibré Ty, et M*, N* UF VE € M, (E(U)) les

n X n-matrices définies par les relations

RO Z G G0 = Z

(G G0 = ZM”@ G, G0t = ZN”@
(G, G 1H0 = Z (e G, G0t = ka G
On a les relations M]]-‘;’r = —Mf], N]]-fr = —Nf;’j et V]]fr = —Uf,j. De plus on a I’expression locale

=) A eGgag= D> NyGAGed
1<k<il<n 1<k<iI<n
1<r<n

pour la forme de torsion de la structure presque complexe J. On rappelle que les éléments
de l'espace vectoriel Ag’qT)*(’z ®c T'x,jq s’identifient naturellement avec les éléments du type
u+u, u € Ag’qT)*m ®c T)lf’g,x. On introduit maintenant une notation trés utile pour la suite. Soit
(Ce)r € (T)lf’ﬁ)]yx)@” un repére. Alors (Cx + Ci)r € (Tx,s)®™ est un repére complexe de 'espace
vectoriel (T'x 5, J;). On notera
X, CGpi=c G+ G

I'opération de produit d’un scalaire ¢ € C avec le vecteur réel (i, + ¢, € Tx o Siac AZJ”‘IT)*(’I
on notera

a®, C =a®(+ax

la (p, g)-forme & valeurs dans I'espace vectoriel T’x j,. Avec ces notations on aura par exemple
I’expression locale suivante pour le tenseur de Nijenhuis

Y ONLGAG®, 6= Y. NuGed e,

1<k<l<n 1<k, l,r<n
1<r<n
Si f est une fonction on a 9, f = > 0_, (G- £, O,f = Y0 (G f )_;; Jf:Q et 0,f =
0. De plus en utilisant les expressions intrinséques des opérateurs 0,, 0,, et 6, on a les
expressions
_k — _k —
0,Gi=— Y M, Gnrg 0,G= D, UnGArg
1<i<t<n 1<lt<n
_ X _ _ -
0,Gi=— > ULGAG 0,Gi=— Y MLGAG
1<l,t<n 1<Il<t<n
— _k — k — —
0,G= D NG 0,G= D NLGAG
1<i<t<n 1<I<t<n
Soit
u= Z Upp G NG
|K[=p
|L|=q
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une (p, q)-forme par rapport a la structure presque complexe J. Le fait que 'opérateur T :=
0,,0,, 0, ou g, vérifie la régle de Leibnitz implique ’égalité

p q
Tu= 3" (Tu AGAG+ (-1 M TG ACE A+ (=17 Ny [ TG ACLAC ),
|K|=p j=1 ’ ’
IL|=q

J=1

ol Kj = (k1, ..., l%j, ..., kp) et analoguement pour i}j. On déduit alors les expressions locales

aJu: Z ( Z (Cr 'uK,L)C:/\QZ/\Ez“‘ Z (—1)juK7L'MI:iC:/\<:/\C;j /\Ez

|K|=p 1=rsn 1<j<p
|Ll=q 1<r<t<n
—(17 D (W, T G AGACEAE ) (2.4.1)
1<j<q !
1<rt<n

b= (X G GAGAG+ X (~Viug, U GAGAG A

|K|=p 1<r<n 1<j<p
|Ll=q 1<rt<n
p J lj % % * Tk
DY (W, MG AG A AC) (2.4.9)
1<5<q 7
1<r<t<n
] Nl * * =
Ou=—(-1F > > (D, N GAGNACGA ¢ (2.4.3)
J

|K|l=p 1<j<q
|L|=q 1<r<t<n

n 1 ki =x = * =

0,u=— Z Z (D up,  Np GAGAC NG (2.4.4)
|K|=p 1<j<p !
|L|=q 1<r<t<n

2.5 Relation entre la connexion de Chern du fibré tangent Tx ;
d’une variété presque complexe et la connection de Levi-
Civita

Pour p = 1 la définition (2.3.1) de la connexion 9, , s’écrit sous la forme

J,1

5],10(77) £=n. O‘(f) - a([ﬂ, 6]170)
pour tout a € EL0(U), n € S(T)O(’IJ)(U) et £ € S(T)l(’(?])(U). La connexion duale

a 1,0 Lk 1,0
8T 0 - S(TX,J) S(A(J) 1TX ¢ TX,J)
X,J

L0 e
sur le fibré TX,Jv définie par la formule



veérifie alors I'identité B
aTl,O 5(77) = [77,5]1’0-
X,J

Soit (Cx)r € E(T)l(’ff])@”(U) un repére local du fibré T)l(’fj et A” = 3 (A")" ¢ la forme de

connexion de 8T1’0 par rapport au repére en question. On a alors
X,J

0,10 GGr) = =165, G = D (ARG (G)G = = D Uj i
: k k
On déduit alors la formule (A”)} ;= —U]’-fr. En utilisant I'isomorphisme C-linéaire canonique du

fibré T)l(’?, avec le fibré tangent T'x,; on déduit la connexion de type (0,1) canonique

1 E(Tx,g) — E(AY'TX &, Tx,)

Tx, g

du fibré tangent T'x ;. De fagon explicite on a pour tout champ de vecteurs réels &, n € E(Tx)(U)
I’expression suivante :

Oy E(n) = By (Y = [ €010 4 [0, €110

1
= < (In.&1+ . €] + T1Im.6 = TIn, J¢]).
Soit w € E(ALITY)(X) une métrique hermitienne sur T 7. On désignera par
DY E(Tx,7) — ETx @, Tx,r)

la connexion de Chern du fibré hermitien (Tx j,w), autrement dit I'unique connexion w-hermitienne
telle que
w\0,1 _ 7
(DY) 0.

T YTx g

Considérons maintenant la métrique riemannienne J-invariante associée g := w(-, J-) € E(S2T%)(X).
On désigne par
AVA S(Tx) — S(T;( Qg TX)

la connexion de Levi-Civita relative a la métrique riemannienne g. Dans la suite on aura besoin
de considérer la décomposition

AgT)*( Qg TX’J ~. AE(TX R (C)* Qe TXJ >~ @ A?’qT)*( Qe TX’J.
p+q=k

Le théoréme suivant relie la connexion de Levi-Civita avec une connexion fondamentale de la
géométrie presque complexe. Une autre formule peut étre trouve dans [Gaul.

Théoréme 2.5.1 Soit (X, J) une variété presque complere, w € E(AYITY)(X) une métrique

hermitienne sur Tx j et g = w(-,J-) € E(S*T%)(X) la métrique riemannienne J-invariante
associée a w. Il existe deuz tenseurs réels

J,weE(T%)®? @, Tx)(X) et N¥eE(Ty)"® @, Tx,s)(X)

tels que dw =0 si et seulement si 6,w =0; N, =0 si et seulement si N¥ = 0. La connezion de
Chern D% du fibré hermitien (T j,w) est reli¢ a la connection de Levi-Civita V9 par la formule

DY ¢ = Vin+d,w(&n) — N7 (& n) (2.5.1)
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pour tout champ de vecteurs réels £, n € E(Tx)(U), (U C Xouvert arbitraire). Le 2-tenseur réel
0,w est défini par la formule

. ~20 0,2 s
20,w =20 + 402 + Iy (T
o
20 € E(NTx @ Tx 7)(X), 7)) € EMNTY @ Tx 1)(X) et 722 € E(N?Tx ®, Tx.1)(X)

sont les composantes, (par rapport a la structure presque complexe J) de la 2-forme réelle
v, € E(N* T3 @, Tx)(X) définie par la formule

w7, (§m)s 1) = dw(&,m, 1)

pour tout champ de vecteurs réels §,m, € E(Tx)(X). Enfin le (0,2)-tenseur réel N¥ est définie
par la formule N% := 19 + 7% ou

w 0,1 \*, ,0
™ € E((T )" ®? @, Ty")(X)
est le (0,2)-tenseur défini par la formule

w(r (&), 1) = w(& [0, u]"°)

pour tout (0,1)-champ de vecteurs £, n, p € S(T)O{’IJ)(X). Si N, =0 alors v%2 = 0. La forme de
torsion TDzj de la connexion de Chern DY vérifie l'identité

TD&; = 2,0 - N

w,J J*

(2.5.2)

Remarque. Il est bien connue (cf. [Gau|) que pour tout connexion hermitienne D sur le fi-
bré hermitien (T j,w) la composante TD0’2 de type (0,2) de la torsion de D vérifie I'identité

0,2 . P . . -
1,° = —N,. D’autre part il est aussi bien connue que la connexion de Chern du fibré hermitien

(T'x,j,w) peut étre caractérisé par la condition TDl’l = 0, dans ’espace des connexions hermi-
tienes D du fibré hermitien (Tx j,w).

Preuve du théoréme

Expression de la connexion de Chern D% du fibré hermitien (T j,w).

Soit hy, la forme hermitienne sur le fibré T'x ; associée & w. On rappelle qu’elle est définie par la
formule hy, (&, 1) == w(, Jn) —iw(§,n). La connexion de Chern D% est définie par les formules

3 0
fo n= Diil’o n+ 8TX,JT,(€ 71)’

ho(D¥ grom s @) = €0 ho(, 1) — ho(n, 0 (€M) (2.5.3)

pour tout champ de vecteurs réels &, n, u € E(Tx)(U). L'identité hy(&,n) = hy (€10, 7%1) =
—2iw (10, n%1) et la définition de la connexion canonique 8TX , montrent que la formule 2.5.3
est équivalente a la formule ’

w(DY crom, pt) = M0 w(n™0, p®) — w(n®?, €20, uS1)%h)

On obtient en conclusion que la connexion de Chern peut étre définie par la formule

W(ng,gna MO,I) — El,O‘W(nl,O’MO,l) _ w(nl,o’ [51,0““0,1]0,1) + W([EO’I’ULO]LONHOJ) (2.5.4)
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pour tout champ de vecteurs réels &, n, p € E(Tx)(U).

Expression de la connexion de Levi-Civita VY.
La connexion de Levi-Civita V9 : £(Tx) — E(T% ®, Tx) est définie par la formule classique

29(VEn, p) =& .9(n, 1) — 1.9(&,m) +n.9(n, )

—g(& [ p1l) + g [§,m)) + 9(n, [, €])

pour tout champ de vecteurs réels £, n, u € E(Tx)(U). Bien évidemment la définition précédente
est équivalente a la formule

20(VE m, —ip®) = €., —ip®h) — 1 (€, In) + . w(u®, ig )

—w(& I, 1) + (il mt0) + w(n, T €]). (2.5.5)

Expression des 2-tenseurs 73’8, ’yi’i(~, J-) et 7873.

On rappelle que les éléments de 1'espace vectoriel Ag’qT;{x ®c T'x, 7z s’identifient naturellement

avec les éléments du type u + 4, u € ADITY | ®, T)lf’g’x, (voir la section 2.1). On a donc les
identités

sur T, avec
720 € ENSOTS @ T ))(X), AL € E(A)I T @, Ty))(X) et 302 € EA)? TR @, Tyl (X).
La décomposition dw = 0,w + 3Jw —0,w— éJw implique alors les identités

WA (&), uh) = w(BZ9 (M0, 0), u®) = 8,0 (M0, 0, ),

WAL & Tn), pPh) = w@ L E =™ ), 1) + w3l (€ i), uh) =

— 5Jw(€1,07 —iT]O’l,/LO’l) + 5Jw(€0,17z-,’71,0’u0,1)’

W(’YS% (50’17 "70’1)7 /LOJ) = _éjw(é.o’l’ 770717 /LOJ)

En explicitant les formes 0, w, 5Jw et éJw dans les identités précédentes on obtient les expressions
suivantes

W&, 1) = €0 w0 p ) — 00w (e, u)

_w([gl,O’nl,O]l,O’MO,l) + w([gl,O’MO,l]O,l’nl,O) _ w([nl,O’MO,l]O,l’El,O)’ (2.5.6)

100



w5 (& ), ™) = i w0, u) — it w (€0 )
+i w0, p®h) —ip®t w(nt0, )
+Z~w([51,0’n0,1]1,0’ﬂo,1) _ iw([gl,O’MO,l]l,O’nO,l) + Z-w([no,1jﬂo,1]o,1’£1,0)

([0, €011, 0 ) o[, fO1]HO €01) ([0, GO 1P pl0)  (25.7)

et en fin

WEO(E ™), 1) = —w (€0 PO, W)

+w([€0,1’M0,1]1,07770,1) . w([n0,1’M0,1]1,07§0,1). (2.5.8)

En remplacant —ip®%! a la place de %! dans les identités 2.5.6 et 2.5.8, en sommant les identités
obtenues avec l'identité 2.5.7 et en tenant compte de la formule 2.5.4 on obtient I'identité voulue
2.5.1. Le fait que le 2-tenseur ’yi’i(~, J+) soit symétrique implique l'identité

Tos(&m) = [720 +02] (€. m) = N¥(&,m) + N%(n,€).

pour la forme de torsion de la connexion de Chern. Pour montrer I'identité (2.5.2) on va montrer
I'identité

=N, (&m) =722 (&m) — N¥(&n) + N¥(n,£)

pour tout champs de vecteurs réels £, n € E(Tx)(U). Il suffit de montrer pour tout (0, 1)-champs
de vecteurs &,n, u € E(T)Oglj)(U), I'identité

—7,(&m) =A22(&m) — 72(&m) + 79 (1, €), (2.5.9)

ou T, € 5(A8’2T)*( O T)l(’?])(X) désigne le conjugué du tenseur de la torsion de la structure
presque complexe J. Si on pose par définition

S(&m) =A32%(&n) — (&) + 741, €),

on aura l’égalité

w(SE ), 1) = —w((&n", ) +w((€n"0m)

—w([n, w0, &) — w(&, I, 1]*°) + w(n, [€, u]"0).

On obtient en conclusion l'identité

w(S(&m), ) = —w(&, ", )

pour tout (0, 1)-champs de vecteurs &,n, u € S(T%%])(U), ce qui prouve 'identité (2.5.9). O
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2.6 La courbure de Chern des puissances de Schur du fibré des
(1,0)-formes

On a la définition suivante.
Définition 2.6.1 Le tenseur de courbure de Chern
Ch(F}) € E(AY' Tk @, End (F)))(X)
du fibré vectoriel hermitien (FJ)‘,h) — (X, J) est la (1,1)-forme donnée par la formule
Ch(F?) = G)(D?,})Ll.

La courbure de Chern

Cn € EHerm(Tx,; @, F)))(X)
J
est la forme hermitienne sur le fibré vectoriel compleze Tx j @ FJ)‘ définie par la formule

Crr (€@ 0@ 7) = h(Ch(F)(E; 00" - 0,7)

pour tout champ de vecteurs réels £&,n € E(Tx)(U) et sections o, T € S(FJ)‘)(U) sur un ouvert U
quelconque.

La courbure de Chern C?M est une forme hermitienne sur le fibré vectoriel complexe T'x ; ®,. FJ)‘
J
grace a la relation (2.2.2) (remarquée dans la section 2.2). Soit

A ik >
Ch(FY)= Y, ChiGinGoe, @
1<l;m<ry
1<j.k<n

I’expression locale du tenseur de courbure de Chern, (ici ) := rgCFJA). Si le repére local (¢); €
S(F‘])‘)@” (U) est h(xg)-orthonormé en un point z( alors I'expression locale de la courbure de
Chern s’écrit sous la forme

Cir(ao)= Y )G eag, oo
1<l;m<ry
1<j,k<n
ou les coefficients vérifient la relation C{’erb(mo) = Cfn’%(mo) vue dans la section 2.2. Remarquons
que (C;;‘TX)]C € E(Tx ))*"(U) est le repérve dual du rel;ére (Ce+Cp)k € E(Tx,s)®™(U) par rapport
a la structure J. Bien évidemment il est équivalent de donner soit le tenseur de courbure soit la
courbure de Chern. On aura besoin de la définition suivante.

Définition 2.6.2 Une section o € E(Fj‘)(U) est dite presque-holomorphe au point x € U si
on a do(x) = 0. Un repére local (ox)x C S(Fj‘)(U) est dit presque-holomorphe spécial au point
r €U sidop(x) =0 et (DO op(z) =0 pour tout k.

La définition de repére local presque-holomorphe spécial en un point est indépendante de la
métrique hermitienne. En effet si A7 est la matrice de la connexion de type (0,1) canonique du
fibré vectoriel FJ)‘ relative au repére (og)r C S(FJ)‘)(U), la condition que le repére local (o)
soit presque-holomorphe spécial au point x s’exprimé par les égalités A2 (z) = 0et 9, A (z) = 0.
Le lemme élémentaire suivant donne une premiére idée de 'utilité de la notion de courbure de
Chern.
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Lemme 2.6.0.1 Soient o, T € E(Fj)(U) deuz sections presque-holomorphes en un point x € U

du fibré hermitien (FJ)‘,h) — (X, J) et & € E(Tx)(U) deux champs de vecteurs réels. Alors
au point x on a l’identité

C??‘j\ (5 ®o,n& 7—)|:z: = a]aJ h(07 7—)(51707 "70’1)|:c + h(&;’o- g, 771770' T)\x

+h(£1’0 77%1' g, T)\x + h(O’, 771’0' 5%1- T)\x (261)

D D

Soit (og)r C E(Fj‘)(U) un repére local presque-holomorphe spécial au point x € U. Alors au
point © on a lidentité

C;;(f QR 0op, N R Ul)|:c = 5J(9J h(O'k,O'l)(fl’O,nO’l)|x + h(f;’o. O'k,nllj’o. Ul)\z- (2.6.2)
En particulier

10,0, |ok|i (& TE)j = =2Cpa (€ ® 04, E ® 0k)j + 2|67 0k - (2:6.:3)

Dans le cas d'une variété complexe (X, J) et d'un fibré vectoriel holomorphe hermitien (F, h) —
(X, J) on a pour toutes sections holomorphes o, 7 € O(F)(U) l'identité

Ch®@an®T)=0,0, h(o, )"0, n™") + h(g,. 0., 7)
sur ouvert U. On déduit en particulier la formule remarquable suivante
i0,0,|0f3 (£,J€) = —2Ch (€@ 0, £ @ o) +2]€L0. o}

qui montre que pour tout section holomorphe o € O(F)(U) la fonction |0‘|%L est plurisoushar-
monique sur 'ouvert U si la courbure du fibré F' est négative au sens de Griffiths, autrement
dit si Ch(€ ® 0,6 ® 0) < 0 pour tout £ € Tx, et o € Fy, (voir [Gri] et [Dem-1], chapitre VII
pour des applications fondamentales de la notion de courbure au sens de Griffiths). On déduit
en particulier que si la variété complexe X est compacte, connexe et o € O(F)(X) est une sec-
tion globale d'un fibré vectoriel holomorphe F' admettant une métrique hermitienne & courbure
négative au sens de Griffiths alors le section ¢ est identiquement nulle sur X si elle s’annule en
un point. On remarque que la notion de positivité (négativité) au sens de Griffiths pour un fibré
(FJ)‘, h) ne signifie rien d’autre que pour tout vecteur réel £ € T'x j I'endomorphisme h-hermitien
iCh(FJ)‘)(E, J&) est positif (négatif). Si la courbure du fibré (FJ)‘,h) est strictement négative au
sens de Griffiths en un point z alors on déduit d’apres la formule (2.6.3) que les fonctions |ak|}%
sont strictement J-plurisousharmoniques au voisinage du point z, (voir le chapitre III pour la
notion de fonction strictement J-plurisousharmoniques et pour plus de détails).

Preuve du lemme 2.6.0.1. On a 'égalité
3 _ploj 5 - A4 1,0 . 1,0 5 P10
0,0, h(0,7) ={D," 0,0, T} —{0,0,0, Tt +{D; 0, D "T}p +1{0,0,D . T}
Le fait que deg o = deg 7 = 0 et l'identité {Cp,(F) - o,7}n + {0,Cp(F) - T}, = 0 impliquent

0,0, h(o,7) = —{Ch(F) - 0,7}s — {0, D;’OéFT}h + {D}F’O 0,0,T}h

—{0,0,0,7}h + {D};OJ, D};OT}h. (2.6.4)
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En explicitant 1’égalité précédente par rapport au champs de vecteurs réels £ et 17 on obtient
l'identité

CHE®an©T) = 0,0, ho.T) (€0, n™") + A€ 1 0, 7) + h(oymy . €51 7)

D D

(€00 0, 7) + o, [0, 7O ) + B(ERS. 0, mk0. ) + R 0, €51 7)

qui permet de déduire la formule (2.6.1). Soit (o) le repére de 'énonce du lemme. On déduit
d’apres l'identité (2.6.4) 1'égalité suivante au point x ;

9,0, h(og,00) 1z = —{Ch(F) - 0k, 01} n 1z + {D 0%, DL001}p 1

qui permet de conclure la preuve du lemme. O
Dans la sous-section suivante on montre 1'existence de repéres locaux (o) C S(FJ)‘)(U) presque-
holomorphes spéciaux en un point z € U tels que D%oy(x) = 0 pour tout k. Dans ce cas on
déduit d’aprés les formules (2.6.2) et (2.6.3) les identités suivantes au point x ;

C;J(g ® kN Jl)'r = 5JaJ h(o-k” Jl)(é.l’o’ 77071)&

iaJéJ |Jk|l2l (57 J£)|LE = _26?7‘}\ (5 & o, g & Jk)|:m

pour tout champs de vecteurs réels &,n € E(Tx)(U).

2.6.1 Interprétation géométrique de la notion de courbure de Chern dans le
cas presque complexe

Le lemme fondamental suivant est une version presque complexe d’un lemme classique de la
géométrie hermitienne complexe (voir [Dem-1|, chapitre V).

Lemme 2.6.1.1 Soit (X, .J) une variété presque compleze et (Fj‘, h) — (X, J) le fibré vectoriel
hermitien d’une puissance de Schur du fibré des (1,0)-formes. Soient (21, ..., z,) des coordonnées
C*> complexes centrées en un point x telles que J(x) = Jo, ou Jy désigne la structure presque
compleze canonique relative & ces coordonnées. Il existe un repére local (o%)r € E(FN)®™(Uy)
presque-holomorphe spécial au point x pour lequel les coefficients de la métrique hermitienne h
s’écrivent sous la forme

o, om) = 0m + Y HJE 27+ O(|2).

m
1<j.k<n

Quel que soit le choiz du repére (ok)x € S(FJ)‘)@” (Uz) presque-holomorphe spécial au point x
pour lequel les coefficients de la métriqgue hermitienne h s’écrivent sous la forme précédente on
a les expressions suivantes pour le tenseur de courbure et la courbure de Chern au point x :

Ch(FJ)\)kc = — Z Hl];fq,dzj Ndz @ o), ® oy (2.6.5)
1<i;m<ry
1<j,k<n

C?T‘JA (6 ®o,n& O-m)\x = 518J h(o-l’ O-m)(é.l’o’ 77071)|:c’ (266)

pour tout champ de vecteurs réels £&,m € E(Tx)(Uz) et tout indice I, m.
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Le lemme nous montre que la courbure de Chern au point  mesure l'obstruction & 1’existence
de repeéres locaux presque-holomorphes spéciaux et orthonormaux a 'ordre deux en =x.

Preuve. Soit e = (e € cf‘(FJ)‘)EB’”A (Uy) un repére local h(x)-orthonormé au point z. On peut
supposer que la forme de la connexion de Chern D?M relative & ce repére vérifie la condition
Ac(x) = 0. En effet en effectuant un changement de repére ¢’ = e-gg avec gg = I4+0(|z|), dgo(x) =
—A.(x) on a que la forme de connexion Ay = ggl(dgo + A, - go) relative au repére €' vérifie la
propriété voulue. Soient

(He)iym = 01m + Z (Hl]m 2+ Hyp 5j>
1<j<n
; . e
+ Z (HZJT]:’L zizk + Hfﬂ,l ZiZ + Hl]”m Z]’Zk) +0()2)?)
1<7,k<n

les coefficients de la métrique hermitienne h par rapport au repére e. La relation
Al=H, (0,H.— A" H,)

combinée avec les égalités AL(x) = 0, AZ(z) = 0 implique alors 9, H.(x) = 0 et donc Hljm =0
pour tout les indices j,[, m. Par rapport aux coordonnées choisies on a ’écriture

.7];, _
0,40 mi =Y (8,AD05(0)dzj A dzy + O(|2]).
1<j,k<n
Considérons maintenant le changement de repére o = e - g donné par la formule
o= — Y (H;T’; 22 + (9, ALYE (0) zjzk)em € E(FN(U,).

1<m<ry
1<j,k<n

Un calcul élémentaire montre que les coefficients de la métrique hermitienne h par rapport a ce
repére s’écrivent sous la forme

(Ho)tn = O + Y H% 27+ O(|2]).
4.k

Si A désigne la forme de connexion relative au repére o on a la formule de changement de
matrice de connexion A2 = ¢g71(d,g9 + A” - g). Le fait que A”(x) = 0 et 9,g(z) = 0 implique
alors I'égalité A”(z) = 0. De plus au point z on a l'égalité

0,A(x) =0,0,9(x) +0,A(x) = 0.

On déduit alors d’apres la formule 2.2.3 que la courbure de Chern s’écrit au point x sous la
forme

Ch(FJ)\)kc = — Z 8J5Jhl,m(l‘) ® U;kn &, oy.
m,l

qui montre la validité de la formule (2.6.5). La formule (2.6.6) est une conséquence immeédiate
des identités . .
Ag(w) = H, (0,H, — A Ho)(x) =0

et (2.6.2). O
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2.6.2 La courbure de Chern du fibré tangent d’une variété presque complexe

Dans le cas du fibré tangent d’une variété presque complexe le tenseur de courbure de Chern
Cu(Tx,7) = O(DN)M € EANTY @ T,y @ Tx,g)(X)
s’écrit sous la forme locale

ColTxs)= Y. CINGAG®G®,a (2.6.7)

1<j,k,l,m<n

La notation a ® (f ®, (m ot « est une (1,1)-forme par exemple doit étre interprétée sous la
forme suivante. Si §1,&2 € T'x z @, C et n = + MG € Tx o, alors

a® ¢ @, Gnl(&r,&,m) = a(€1,82) m Gn + (€1, 52) M G-

En particulier la courbure de Chern du fibré tangent
* 2 *,2
Cy, € E(TRY 0. TR (X)
est définie par la formule

Cy (G ®@m, & ®n2) == he(Co(Tx,s)(& 70,60 )

pour tout champ de vecteurs réels &;,n; € E(Tx)(U), j = 1,2, ont hy, est la forme hermitienne
associée a w. On rappelle qu’elle est définie par la formule h,(&,n) = w(§, Jn) —iw(&,n). Le fait
que CY ., Soit une forme hermitienne sur le fibré Tf?J implique que la quantité C (5 RnN,EX®
n), &,m € E(Tx)(U) est réelle. On déduit alors les identités

Cy (€@, E@n) = w(Cu(Tx.)(& JE) -n,n)

et
w(Co(Tx,7)(&: JE) - m, Jn) = 0.

La courbure de Chern du fibré tangent s’écrit en un point x ou le repére ((x)x € E(T J)®”(U)
est choisie w(x)-orthonormé sous la forme

i,k * * o =
L m)= > Chi@GeeeGe]
1<j,k,l,m<n

avec la relation de symétrie hermitienne Cl]:fl(m) = C:qjjl(a;)

Remarque. Le fait que la connexion de Chern soit hermitienne implique que en un point x
on a @(D“’)? 2 — () si et seulement si @(D”)‘w = 0. On peut montrer que @(Df;)?f = 0si le jet

d’ordre un de la forme de torsion de la structure presque complexe est nul au point .

2.7 Coordonnées presque complexes d’ordre N en un point

Soient (z1,...,2,) des coordonnées locales C* centrées en x € X telles que le repere local
(8‘21 ,88 ) soit une base complexe de Tx ’J au point x. On désigne par M; € Moy, 2,(E) la
matrice de la structure presque complexe J e E(End.(Tx ®, C))(X) par rapport au repére

o 0 , az ). Le fait que J = J implique que la matrice M s’écrit sous la

" Dzp? 0zZ1°
_( A(2) B(z)
MJ(Z)‘(B(z) Z<z>>

complexe ( 8(21 ,.
forme :



On voit alors que la structure presque complexe s’exprime sous la forme :

0 ol _ o o b
= A d —+ B d —+ B dzj @ — + A dz; @ —
J(2) ;( ki(2)dz @ o1 + By (2)dz @ FEA + Bri(2)dz @ oo + Api(2)dz @ azk)

avec A(0) = il,, B(0) = 0,. Si on suppose que la structure presque complexe est inté-
grable il existe d’apres le théoréme de Newlander-Nirenberg des coordonnées locales holomorphes
(21, ..., 2n). La structure presque complexe s’écrit alors par rapport a ces coordonnées sous la
forme

0 0
JE) = do=iy_ (dep® - —dzme ) 2.7.1
(2) =Jo Zk: k® o7 k@ PER ( )
autrement dit A(z) = il,, B(z) = 0,. Avec les notations introduites précédemment on a la
proposition suivante.

Proposition 2.7.1 Pour tout point x d’une variété presque complexe (X, J) et pour tout entier
N > 2 4l eziste des coordonnées (21, ...,2n) de classe C*° centrées en x telles que les matrices
A(z) et B(z) de la structure presque compleze J relatives a ces coordonnées admettent les déve-
loppements asymptotiques

Alz) =iln + % > AP L O(N (2.7.2)
ja+8]<N
o, |61>1
B(z)= > B2+ 02N (2.7.3)
jo+B| <N
jof>1

o, A%P BB ¢ M, (C) sont des matrices telles que les coefficients des matrices BB yérifient
la propriété ; B?’lﬁ = 0 pour tout | > max{k € {1,..,n}|ay # 0}. Les matrices A%" sont

obtenues a partir des matrices B®P, (avec la convention BOB .= 0), grace a la formule :

lo-+81/2 -
Aaﬁ — Z Z (_4)—(k—1) H E)\r“ur . g (274)
k=1 Zf:l (pr+pr)=a 1<r<k
Z§:1 (Artyr)=8

ot le symbole [c] désigne la partie entiére de c et le symbole de produit avec une fléche vers la
droite désigne le produit non commutatif des termes qui sont écrits en ordre croissant de l'indice
vers la droite.

(Remarquons que dans la formule (2.7.4) la convention B%? = ( implique que les sommes non
nulles sont celles correspondantes aux multi-indices ||, |pr| > 1).

Définition 2.7.2 Les coordonnées qui vérifient les propriétés de l’énonce de la proposition pré-
cédente seront appelées coordonnées presque complexes d’ordre N en x par rapport a la structure

J.

Dans le cas particulier N = 3 la formule (2.7.4) s’écrit sous la forme

AB = % B . B

ptp=a
A+y=p3

On ré-énonce la proposition précédente dans le cas N = 3 sous une forme plus explicite et
pratique pour les calculs relatifs a la sous-section qui suivra.
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Corollaire 2.7.3 Pour tout point x d’une variété presque compleze (X, J) il existe des coordon-
nées (21, ...,zn) de classe C* centrées en x telles que les matrices A(z) et B(z) de la structure
presque complexe J relatives a ces coordonnes admettent les développements asymptotiques

B(Z) = Z B"z, + Z (Bhs ZrZs + B zrzs)
r 7,8

+ Z (BT’s’t 2 zezs + BT 2 2.7 4 Br’g’fzrzsft) +O(|zY) (2.7.5)

r,s,t

) { —=r e - l SET s | B pr L ot prs _
Az)=ily+5 B ‘stzr+ZZ(B .B*+B"”.B +2B B )zrzszt

7,8 T‘,S,t
+i > (Et B+ B B +2B™. B’") zZs7 + O(J2[*) (2.7.6)
7,8,

o B", B™*, B"S, B"St BT’S’E, BrSt ¢ M, n(C) sont des matrices telles que B™* soit symétrique
par rapport aux indices r,s, B™*! par rapport a r, s,t, Brsit par rapport a r, s, BrSt par rapport
as,t et By, =0 pourr <1, BZ? =0 pourr,s <1, BZ‘? =0 pourr <1, BZ‘;t =0 pourr,s,t <1,
B]Z’j’t =0 pourr,s <1, et B;;lg’t = 0 pour r <[. De plus si on considére l’expression locale de la
forme de torsion de la structure presque compleze

= > Y eGAG =Y NyGAG®E
1<k<il<n 1<k<I<n
1<r<n

ot ¢ = (9/02)'0 € S(T)I(’?])(Uz), l=1,...,n est le repére locale du fibré des (1,0)-vecteurs T)I(’(L)]
issue des coordonnées (21, ...,2n) on a l'ezpression

__ 1 1 _
Ny(z) = 5 B+ 3 > [2(37{:; — BYY) 2+ B, z] +0(|z%)
S

pour tout k < 1. Le jet d’ordre k = 0,1 de la forme de torsion de la structure presque compleze
au point x est nul si et seulement si les coefficients By «(z) de la structure presque compleze
relatifs auz coordonnées en question s’annulent a l'ordre k + 1.

Les coordonnées précédentes seront appelées coordonnées presque complexes d’ordre 3 au point
T.

Preuve de la proposition 2.7.1

I) Les changements de coordonnées

La condition J%2 = —I est exprimée par les conditions locales A> = —I,, — B-Bet A-B =
—B - A. Le choix fait sur les coordonnées locales implique que relativement a celles-ci on a
J(0) = Jo, A(0) =il,, B(0)=0,. La relation A2 = —I,, — B - B implique alors que la matrice
A admet un développement asymptotique du type A(z) = il, + O(|z|?). Si Z = ®(z) est un
changement de coordonnées alors la matrice de la structure presque complexe

o= (52 a0)



par rapport aux nouvelles coordonnées est donné par la formule M ;(Z) = d® - M;(z) - d®~ L.
De maniére explicite on a alors les formules

0z 07, 0z 07y,
Z) = Asi(Z) == Bsi(Z) 75—
Aei(Z) z;( Doz oz T Bz o,
- 0z 07, — 0z 0Zy,
B (Z) == Ast(Z) = —== 2.7.
+B5i2) 575, T A @57 azs) (2.7.7)
8,215 aZk 8,215 aZk
= Asi(Z)=— B 1(Z) 5= —=
Bul®) 1= 3 (4l D)5z 50t + Bl D)5 5!
— 0z 8Zk — 0% 8Zk
Bs(Z) == Asi(Z) 5 ——)- 2.7.8
Bl D) g7, A Dy, azs) (2.78)
Considérons maintenant pour tout entier N > 1 les changements de coordonnées Z = & (z)
. H—01(a):8
B
_ k7l(a) ﬁ—Oé
Zy = 2z — SR
k= 2k Z 20 2Pz
la+B|=N+1
la[>1

ot I() := max{r € {1,...,n}|a, # 0} et les coefficients B*#, |a 4 8| = N seront définis dans
la suite. On considére aussi les changements inverses

i_a_al(a)vﬁ
o= Zp + Z k,l() 7B 7a +O(|Z|2N+1)
2al(o¢)
|a+B|=N+1

la[>1
On définit aussi
Ba_(él)(a)vﬁ
a_éhﬁ — a_alvﬁ k7l «
Bk,l = Bk,l -
YY)

pour tout les multi-indices « tels que a; > 1. Avec la convention 0 = max @, on a alors Bg’lﬁ =0
pour tout les multi-indices |a+ | = N tels que I(«) < I. Avec la convention précédente on a en
particulier B%? = 0 lorsque |B] = N. On a les expressions suivantes pour les dérivées partielles :

92 i Eal_(al)(a) B
t tl( -6 7o 2N
— = Y gB-higze 4 O(|Z
R D U +0(Z)
la+8|=N-+1
\O‘|75121
. H0—01(a).0
O 5 g e pogaca oz
0Z; la4-B]=N+1 204(a)
alzl
. H0—01(a).0
0Zy, i By o) 5
= ok — L 700 7o 0(1Z)PN
R Y +0(|Z)
la+8|=N-+1
‘alvﬁszl
07 Z.—a—5z(a),ﬁ
oD DR re AR )
%s la+B|=N-+1 G
as>1
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Nous allons montrer maintenant a l'aide d’une récurrence sur NN, 'existence de coordonnées
pour lesquelles les matrices A(z) et B(z) admettent les développements asymptotiques (2.7.2)
et (2.7.3) avec les conditions sur les coefficients Bz’lﬁ expliquées dans I’énonce du lemme. On
commence par effectuer le changement de coordonnées Z = ®1(z) ol les matrices B*?, |a+ 3| =
1 qui apparaissent dans la définition de tel changement sont celles du développement :

B(z)= > B2z +0(2])
|a+8|=1

(rappelons que B(0) = 0,). En substituant les expressions des dérivées partielles relatives au
changement de coordonnées Z = ®1(z) et en tenant compte des développements asymptotiques
des matrices A(z) et B(z) obtenues précédemment dans les expressions (2.7.7), (2.7.8) on aura,
relativement aux nouvelles coordonnées, les développements asymptotiques suivants :

0z 07 .
Aui(2) =Y As,t(Z)a—Za—; +O(1Z2) =ik + 01 Z])

s,t

. . 828 8Zk 823 aZk 2\
Be(Z) _Zs: (5792 ~ 5702 )+ Bra(@)+ 0(2P) =

Ba—5z(a),ﬂ
=— > o Y 7220 4 B(2) + O(1ZP) =
la+B]=2 Y(e)
alzl

= > EMzhzt e o(zp)

la+B3]=2
a;>1

Pour simplifier les notations dans les calculs qui suivront on va noter & partir de maintenant
A a la place de A, B a la place de B et z a la place de Z. Avec ces notations on a alors
que la matrice B(z) peut étre écrite sous la forme asymptotique (2.7.3) avec N = 1 et les
conditions correspondantes sur les coeflicients Bz"lﬁ. La relation A> = —I,, — B - B entraine
alors que la matrice A(z) admet le développement ésymptotique (2.7.2) avec N = 2. Supposons
maintenant qu’il existe des coordonnées telles que la matrice B(z) admette le développement
(2.7.3) relativement a 'entier N —1, N > 2. On peut alors écrire le développement asymptotique
suivant :

B(z)= Y B+ > B 1 0(]z")
la+B|<N-1 la+8|=N
la>1

relativement aux coordonnées en question, ou Bz’lﬁ =0 pour !> [l(a), [a+ [ <N -1, |a| > 1.
L’expression précédente de B(z) combinée avec la relation A> = —I, — B - B implique que
la matrice A(z) s’écrit sous la forme (2.7.2). On considére maintenant le changement de coor-
données Z = ®y(z) ot les matrices B*?, |a + 8| = N qui apparaissent dans la définition de
tel changement sont celles qui apparaissent dans ’expression asymptotique précédente de B(z).
Par rapport aux nouvelles coordonnées les matrices A(z) et B(z) admettent les développements
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asymptotiques suivants :

0z 07,
Ay(Z ZAst 8Ztl L4+ 0(|2IN) =

. { -
= 0k + 5 STy 2078 + 012N,
la+B|<N
ledf,|81>1

(02507 0z, 07
BrlQ) =Y i (525 = S22 ) 4 Bu(2) + 0(1 21V =

07Z) 0z,  0Z; 0%

Ba_al(a)vﬁ
== Y a2 B(2) + 02 =
ot BI=N+1 G
a;>1

D DRV A AR D DI S AR A (AR}

la+B|<N-1 la+B|=N+1
o >1 a>1

De la méme fagon que précédemment, on va noter a partir de maintenant A a la place de A,
B a4 la place de B et z & la place de Z. Avec ces notations on obtient en conclusion que les
matrices A(z) et B(z) peuvent étre écrites sous les formes asymptotiques (2.7.2) et (2.7.3), avec

e . . [0
les conditions correspondantes sur les coefficients B, ’lﬁ.
K

IT) Preuve de la formule (2.7.4)

On montre maintenant la formule (2.7.4) a I'aide d’une récurrence sur N > 2. Pour simplifier
les notations dans les calculs qui suivront on utilisera les conventions A%0 = A%% = 0. En
tenant compte des expressions (2.7.2) et (2.7.3) pour 2 < N < 3 on peut écrire la relation
A% = —], — B - B sous la forme

—L— Y A% L OV =
la+B|<N

——L,— Y (X B ) oM,
la+BI<N  ptp=a
Ay=p

(rappelons qu’on utilise la convention B%? = 0). On a alors

AP — Z B . g

ptp=a
A+y=p3

pour 2 < |a + ] < 3, qui n’est rien d’autre que la formule (2.7.4) dans les cas particuliers en
considération. Nous supposons maintenant avoir montré la formule (2.7.4) pour 2 < |a+ 3] < N.

Comme précédemment la relation A2 = —I,, — B - B s’écrit, 4 I'aide des expressions (2.7.2) et
(2.7.3) pour N + 1, sous la forme :

_ 1 _
—I, — E Aayﬁ Zozzﬁ _ Z E ( E A)\ . Ap,'y) Zazﬁ + O(|Z|N+2) _
lo+B|<N+1 la+B|<N+1  Ap=a
ut+y=p
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=1, — Z ( Z B BPK‘/) 2258 4+ 02|V 2)
la+BI<N+1  ptp=a
Aty=p

Cette identité implique que pour tout o, 3, |[a + | =N +1on a :

@B _ 7 .pgey 1 T
AP = 3" BB 1 > oA A
pA-p=c Ap=a
A+y=p pty=p
En rappelant la convention A%® = A%0 =0 on a que les termes non nuls de la derniére somme
sont les termes relatifs aux multi-indices |A + pl, |p + | < N. En utilisant I’hypothése récursive
relativement & l'expression (2.7.4) on peut écrire 'expression précédente de la matrice AP sous
la forme;

AaB — Z B BrY —

ptp=a
Ay=0
1 I —_
_ = § : Z (_4)—(k1+k2—2) H EATIHU‘TIBPT:[,'7T1 H E)"“27“’“2Bpr2,%2‘
4
Ap=a ky _ 1<r1<ky 1<ra<ks
p+y=p8 Zrl 1 (pry e )=A
1<k <[|A+ul/2] Zrl 1 Oy ey )=p
1<k2<[|p+71/2] ZTQ 1 (Pro+iirg)=p
Zr2:1 ()‘T2+'YT2) =7

En analysant 'ensemble des indices qui apparaissent sous les sommes précédentes on s’apercoit
de la validité de 'expression (2.7.4) relativement aux multi-indices a, § en considération.  [J

Preuve du corollaire 3.5.3
Le repére local (; = (8/8zk)£’0, k=1,...,n s’écrit sous la forme

10 7 0 0
Gk = 2 0z 2 Zr (AT’k 0z, + Bri 82,) -
0

8
8zk + - Z Bt] szpzh ZJetQBtk — +O(\z| )

P7h7t7]

oti jety By (2) désigne le jet d’ordre 2 du coefficient By de la structure presque complexe J par
rapport aux coordonnées en question. On déduit alors facilement I'expression suivante pour le
crochet

6= 53 {Bh + 3 [y - B s + B ) bor — 1 3 BBl + 0P

pr.Jj

En tenant compte de 'expression de la structure presque complexe & l'ordre un

, 0 _ 0 0 o 0 9
J(z) —zzk: (dzk®8—zk_dzk®8—2k) +§l:p<BklzdeZ® R +Bklzpdzl®8—zk) + O(|z]7)

on obtient ’expression
1 P = p i o O 2
Mt =53 mZ[ Do+ B ) e+ ZB 1Bl 2, +O(=P).
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On déduit alors I’expression
i P —p _ 0
Gy = 53 { Bt 2B =B 20+ Bl b =1 3 BB g+ O(2P).
pm
En tenant compte de ’expression

2
CT 827« + 3 Z Bsrzpa O(|Z| )

S,p

on déduit 'expression voulue pour les coefficients W;* de la forme de torsion de la structure
presque complexe. Ces coefficients s’annulent & I'ordre £k = 0,1 si et seulement si les coeffi-
cients B, .(z) de la structure presque complexe s’annulent a l'ordre k + 1. En effet supposons
que Tk’l’s = Biz - Bk’s soit nul pour tout les indices k,l,s,7. Si k ou [ est le maximum de

I'ensemble {k,1, s} alorq on a immédiatement BlfC = BH = 0. Sinon, s = max{k,[, s} et donc

k,s,l s,l l,s
T = B = B = 0. 0

Le calcul fait dans la preuve du corollaire 3.5.3 montre que M* = O(|z|?). Une conséquence
immediate des formules (2.7.7) et (2.7.8) est le corollaire suivant.

Corollaire 2.7.4 Soient (z1,...,2,) des coordonnées presque complezes a 'ordre N > 1 en un
point x et soit Zy = z + Z|a‘:N+1 C* 2% un changement de coordonnées holomorphe. Alors
les coordonnées (Z1, ..., Zy) sont presque complezes a l'ordre N en x et les coefficients B::: du
jet d’ordre N de la structure presque complexe par rapport auxr nouvelles coordonnées sont les
mémes que les coefficients relatifs aux coordonnées (z1, ..., 2n).

2.8 Expression asymptotique normale a I’ordre un d’une connexion
de Chern sur le fibré tangent

Le lemme suivant est nécessaire pour le calcul asymptotique du flot géodésique induit par
une connexion de Chern sur le fibré tangent. L’expression asymptotique du flot de Chern est
utile pour une technique de régularisation globale des (1, 1)-courants positifs du type i(‘)JéJu sur
les variétés presque complexes (voir le chapitre trois pour plus de détails). Ce lemme et celui
qui suivra montrent de facon optimale combien on est loin du cas Kéahlerien, ot on dispose de
coordonnées géodésiques complexes centrées en un point.

Lemme 2.8.0.1 Soit (X,.J) une variété presque compleze, w € E(ATY)(X) une métrique
hermitienne et soient (21, ..., 2,) des coordonnées presque complezes d’ordre N > 2 en un point
x telles que le repere normal (G + o) € E(Tx)(Uy), G = (0/02k)10 soit w(x)-orthonormé. La
métrique w s’écrit alors sous la forme

Z [hlm + - Z B z]zk} dz; \dzZp,

lm ]kr
—= Z jeto By (2) dz A dzy, — —Z jeto B (2) dzp A dZy, + O(|2), (2.8.1)
lym
ot
—=p _ =ph _ _ hoo_
B m = O1m + Z (Hlpm zp + an,l zp) + Z (Hlpnf; ZpZn + Hz%l ZpZn + Hlpmh zpzh) +0(|z*)
ph
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et jety By, désigne le jet d’ordre 2 du coefficient By, de la structure presque complexe J par
rapport aux coordonnées en question. Pour tous champs de vecteurs réelsn =), (nk% —l—ﬁk%)
€ E(Tx)(Uy) on a lexpression asymptotique de la dérivée de Chern

D¥n=>Y" |:d7]k +) (Ek,l m— %(d jetsz,l)ﬁl)] ® aizk +0(2),
k l

ol

Byyi= Y [Hp+ Z (SEY 20+ SET )| dzp + > (ST 2+ SE 20) 2.
p p.h

Les coefficients SZ’; sont données par les formules

ph 1 =i BP \ph 5k Gmhl 0 —h
St =7 2_ Bip = By B Sl = §Bk,p 3 Z HBjp
J
o h U ohk h 77 o
S£7l_2H£k—§Bl,p—Z(Hka+ SHB,),  Sp=-C ——ZBM ?,
J

ot C,f’lh(O) sont les coefficients de la courbure de Chern
Js k 9
w(Tx ) = Z C 0)dz; N\ dz, ® dz @, 87+O(|z|)
7,k,m,l m
au point x. Ils sont donnés par la formule

i —k —r . . R
CI(0) = —HJh + Z (48] 1, + (B, — Bl) B+ (B, — Bi)By,|.  (282)

Preuve
On déduit facilement d’aprés la preuve du corollaire 3.5.3 I'expression asymptotique a l'ordre
deux du repére ((;); et du repére dual (¢;);. On a les expressions asymptotiques suivantes.

0 0
Z Bt] e Z jetyBii(2) == + O(|z]*) (2.8.3)
2 a 2 8,215
P7h7t7] t
X i T
G = da — 5 > jetyBiy(2) dz + O(|2%). (2.8.4)
t

En tenant compte de cette derniére expression on déduit que la métrique w = % Yoim him ¢ /\E,’%
s’écrit sous la forme (2.8.1). On calcule maintenant les expressions asymptotiques des coefficients
U*, définis dans la section 1, relativement au repére (; = (8/8,21)1 01 =1,...,n. Pour tout indice
k,h on a

_ 0
[CkaCh]:Z[ T Z (Bl B]kzl]ézT

Tl
+Z{ kzuZ — BB g+ OlP)
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En tenant compte de ’expression de la structure presque complexe & 'ordre un

9 9 9 9
J(z) :izk: (dzk®8—zk—d2k®a—2k) +Z<Bklzpdzl®a +Blmda e 5 ) +0(:P)

0P

on obtient I'expression

_ 0
J[ck,ch]:ilj (5B e+, Z (B~ Bly)Bla) 5
- 0
+z[ LR — Z(B’f ~ Bl)Bj0. 4] = +O(#l)
J
On a alors
663" = 32 [1 2 (Bl - Bl Blua+ 5 B A o+ O(12P).

r? -]

En tenant compte de I'expression asymptotique a I'ordre un du repére (i) on déduit I'expression
r 1 =i Bh A\ pl i1k )
Uin(2) =3 |72 (Bl = Brj)Bjya+ 5B 4] + O(=2), (2:8.5)
l J

qui nous donne ’expression normale asymptotique & 'ordre un de la forme de connexion A/C,
relative au repére normal ( = (8/82%)?0. Nous calculons maintenant ’expression asymptotique
a l'ordre un de la forme de connexion A’C a I'aide de I'expression précédente de la forme A’C’. La

matrice inverse H~ ! = (h’"’k) admet le developpement asymptotique suivant.
ko j 7 = 2
R = bk — Z (Hi,k zj + Hyp 2j) + O(|2]7).
J
En utilisant 'expression de la forme A’C obtenue dans la preuve du théoréme 2.5.1 on déduit
I'expression

r —l
Ak =Y Wk, +) Ty dzy + O(|2),
p

T

avec 0, hy, = Zp (¢p .hlm)C;, ol
h ) -t h —
Gy =HP 4y [(21{5; -3 Hrlef,p) o+ HY zh] +O(2]?).
h t
En utilisant I'expression du jet d’ordre un du repére ((;), on obtient 'expression

) —t ho_
Oy =Y (a3 [(200) = 5 Bl o+ HY 2] | dz
p h t

) =h _ ,_
-3 > H{,B/,zdz,+ O(|2]%).
p;t,h

On déduit alors 'expression asymptotique a l'ordre un de la forme de connexion de Chern
A=Al + Al
¢ ¢
] -] - -l k-
Ac =0l =y HY (H ) 25+ Hy o 2) dzy + ) (U, dzy — UL, dz).
T P
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La matrice de la forme de connexion de 'extension D% : £(Tx ®, C) — E(Tx ®; (T'x ®, C)) de
la connexion de Chern au complexifié du fibré tangent Tx ®, C par rapport au repére ((x, Ck)k

est A
o ¢ On
A<’<_<0n A<>'

On doit maintenant calculer la matrice A, de la forme de connexion de I’extension de la connexion

de Chern par rapport au repére (E%k’ a%k)k du complexifié du fibré tangent Tx ®, C. La for-

mule (2.8.3) nous donne l'expression asymptotique de la matrice g~! du changement de repére
(Cky Ci)ie = (6%’ aizk)k - g~ L. Les expressions asymptotiques a I'ordre deux des matrices g et g~
sont les suivantes
I, —%jetQB , ) T %JetQB ,
g= +O(21°), g = +0(="),

tjet,B I, —Zljet,B T

. —h _ . .
ou Ty = Oy + %Zpﬁ’j Bk,jBil zpZzp. La matrice de la forme de connexion qu’on cherche est

donnée par la formule A, = g~!(dg + Acc g). On a alors les expressions asymptotiques

Ac  —idjet,B E —1d jet,B
Ar=gt | _ +0() = | _ +0(2),
id jetyB A, id jet, B E

ce qui nous donne l'expression voulue de la connexion de Chern. Le fait que le repére (¢ + (i) €
E(Tx)(U) soit w(x)-orthonormé en z entraine qu’on dispose de 1’égalité (2.2.3) au point z. On
en déduit donc la formule

Coni (@) = (8,0, b1 = 37 Bylorn A0, b + 0, (AL s = 8, (AT 1) ().

pour les coefficients de 'expression locale (2.6.7) du tenseur de courbure de Chern du fibre
tangent. On a 'expression

= 0
ik

avec (j.H =3, (2H7P z, + HIP 2,) + O(|2]?). On déduit alors I'expression
9,0,H =~ H"dz; Adz + O(|2]).
Jk

On a aussi 'expression

0
0,A7 =" 5 (ADF dzj A dz + O(|2)).
gk

En rappelant 'expression normale asymptotique (2.8.5) de la forme de connexion A/C/ par rapport
au repére normal ((x)x on déduit I'expression

1 —=k =T ] _
0,(ADmi ==Y By — Bry) Bl dzj A d7, + O(|z]).

4 m,r
j7k7r

En combinant les expressions ainsi obtenues on obtient I’expression (2.8.2) pour les coefficients
. )

C?" (z) de la courbure au point . O
)
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2.8.1 Le cas d’une métrique symplectique sur une variété presque complexe

Dans le cas ou la variété presque complexe admet une métrique symplectique, certains des
coefficients du lemme précédent se simplifient. On a le lemme suivant.

Lemme 2.8.1.1 Soit (X,J) une variété presque complexe admettant une métrique symplec-
tique w € S(Ai’lT;{)(X). Pour tout point x on peut choisir des coordonnées presque complexes
(214 .y 2n) d’ordre N > 2 en x telles que

i 1 , Nz
w:EEl:dzl/\dzl+§le [H] zjzk+Hmlz]zk+<HJ + - ZB )zjzk} dz; N dZzZp,
7m7]7

1 -
—= Z jety B (2) dzy A dz, — 1 Z jeto B (2) dzp A dzy, + O(|2).

lm

Quels que soient les coordonnées presque complezes (21, ..., zn) d’ordre N > 2 en x pour lesquelles
la métrique w s’écrit sous la forme précédente on a l’expression suivante pour le tenseur de
courbure de Chern.

: d
ColTxg)= D CIE0)dz; Ndz @ dz @, > o +0(|z])
7,k,m,l
avec

ik ) =k
anvl(o) + Z [ )BJ (Blj,r - Bl,j)Br,m

Contrairement au cas Kéhlerien, (voir [B-D-I-P]|) on ne peut pas éliminer les termes HZJ;Z zjzy et

w5k : . . .
Hf?’%l Zjzj,. L’obstruction dérive des termes d’ordre un du jet de la torsion de la structure presque

complexe.

Preuve

Soient (z1,...,2,) des coordonnées presque complexes d’ordre un au point x et ((x + (x)r €
E(Tx)U), ¢ = (0/0z)1° un repére w(z)-orthonormé. En considérant l'expression du jet

d’ordre un du repére ((;)x on obtient I'expression locale suivante de la métrique
1 1 —
=3 > dzm Adz + 3 > (Hlpm 2+ Hoy zp) dz; A dzp,
l )

1 1 —
= > B zpda Adzy, — 1 > Bl mp 2 dz A dzy, + O(|2).

l,m,P l,m

Le fait que la métrique w soit symplectique implique 1'égalitée H =~ = Hzl%m. En effectuant le
changement de variables
1
Zm, :zm+§z Hl’jmzpzl
Pl

on obtient, d’aprés le corollaire 2.7.4, des coordonnées presque complexes (Z1, ..., Z,) a 'ordre
un en x avec les mémes coefficients B::: du jet d’ordre un de la structure presque complexe.
L’expression de la métrique par rapport aux nouvelles coordonnées est

Zle/\le——Z B Z,dZ; A dZp, ——Z B} mp ZpdZy N dZm + O(|Z)%).

l,m,p lm
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A partir des coordonnées ainsi obtenues on peut construire (d’aprés la preuve de la proposition
2.7.1) des coordonnées presque complexes d’ordre N > 2 en x tout en conservant les coefficients
By du jet d’ordre un de J. En tenant compte de I'expression (2.8.4) du jet d’ordre deux du
repére (()r par rapport aux coordonnées en question on déduit facilement que la métrique w
s’écrit sous la forme donnée dans I’énoncé du lemme. (]

2.8.2 Expression asymptotique normale du flot géodésique d’une connexion
de Chern sur le fibré tangent

On rappelle que par définition exp,(v) := (1), ou 7y : [0,1] — X est la courbe géodésique
solution de I'équation différentielle ordinaire (v*D%)y = 0, § := dvy/dt € E(v*Tx)((0,1]) avec
les conditions initiales y(0) = z et 4(0) = v. Le résultat suivant est une généralisation dans le
cas presque complexe non intégrable d’un calcul fait par Demailly dans [Dem-2].

Théoréme 2.8.1 Soit (X,J) une variété presque compleze, w € E(ATY)(X) une métrique
hermitienne et soient (21, ..., 2,) des coordonnées presque complezes d’ordre N > 2 en un point
x telles que le repére normal (G, + G € E(Tx)(Uz), e = (9/02,) 10 soit w(x)-orthonormé. Le
flot géodésique exp : U C Tx — X induit par la connexion de Chern du fibré tangent

D‘j : E(TX,J) — S(T;( ®R TX,J)

associé a la métrique w, (ici U C Tx désigne un voisinage ouvert de la section nulle), admet
Uexpression asymptotique suivante au point (x,0) € Tx y :

1 p.h b=\ -
exp.(v)k = 2+ vk — 5 O | (S0 20+ SET 2 vgu + (SET 2+ ST 20 ) o
Lph

- Z[B l+Z<Bkl 2+ 2BL1 1) | 50 + Ol (122 + o))

N 8 4= 9 Gph . opph_ighk i N~ I ogh -
ot v =73 (g FUkgs) € Txz, Sy = 2H) ) =3B, =5 >, Hy, By et les autres coefficients

k% - .’
Sk’l sont donnés dans l’énonce du lemme 2.8.0.1.
b

Preuve. Par rapport aux coordonnées presque complexes en question nous considérons les écri-
tures () = (11(t), ..., (1)) et

50 = Y (w0 ) + T, )

k

On pose par définition ¥y, := d?v;/dt?. On déduit d’aprés le lemme 2.8.0.1 que I'équation diffé-
rentielle ordinaire (y*D%)y = 0 s’écrit sous la forme

0+3 (Bl (0 - 3000) — S FotaBr . (3(0)) 50| + O (PIF(0) = 0. (286)

Les conditions initiales 7(0) = z et 4(0) = v donnent l'expression asymptotique v;(t) = zx +
tur, + O(t?|v]?). On remarque que si 7,(z) = 0 alors le terme d’erreur est O(¢?|z||v|?). En
remplagant I’expression précédente dans I’équation (2.8.6) et en remarquant qu’on peut toujours
supposer la condition le?k: = —Hzl%k on obtient D'expression asymptotique suivante pour les
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dérivées deuxiémes de la courbe ~ :

. ap,h h - B,h p.h — \ —
Fe(t) = — Z [(Si:l 2n + Si:l zh) vpUL + (Sﬁ: 2n + Sﬁ:l zh>vpvl}
Lp,h

i ) ) 7FL =57 7h — —
52 B+ > (BRd 20+ 2B 20) | optn + O(0 (1212 + o)) (0).
p7

Si 7,(x) = 0 alors le calcul peut étre effectue avec plus de précision car les termes Fz’l sont nuls
dans ce cas. Le terme d’erreur serait alors O(|v|?(|z|> + |v])?)(¢). En intégrant deux fois de suite
I’'expression précédente on obtient I'expression asymptotique

t? &p.h ho- 5,h 5h -\ -
Yi(t) = 2z + tvg — 3 Z [(Sz”l z2p + Sz”l zh) vpuy + (S,i’:l 2p + Sﬁ:l zh)vpvl}
Lp,h

it? — —p.h —ph _ \1_ _
0 0 [Bra+ X (BU an + 2BL0 ) [+ O + o) (1)
Dl h

qui permet de conclure la preuve du théoréme. U
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Chapitre 3

Fonctions plurisousharmoniques et
courants positifs de type (1,1) sur une
variété presque complexe

Abstract.-If (X,J) is an almost complex manifold, then a function w is said to be plu-
risubharmonic on X if it is upper semi-continuous and its restriction to every local pseudo-
holomorphic curve is subharmonic. As in the complex case, it is conjectured that plurisubhar-
monicity is equivalent to the fact that the (1,1)-current i0,0,u is positive, (the (1,1)-current
z'a]a]u need not be closed here!). The conjecture is trivial if u is of class C2. The result is
elementary in the complex integrable case because the operator i(‘)JéJ can be written as an
operator with constant coefficients in complex coordinates. Hence the positivity of the current
is preserved by regularising with usual convolution kernels. This is not possible in the almost
complex non integrable case and the proof of the result requires a much more intrinsic study.
In this chapter we prove the necessity of the positivity of the (1,1)-current ianJu. We prove
also the sufficiency of the positivity in the particular case of an upper semi-continuous function
f which is continuous in the complement of the singular locus f~!(—oc). For the proof of the
sufficiency of the positivity in the general case of a real distribution u, we suggest a method
depending on a rather delicate regularisation argument introduced by Demailly ([Dem-2]). This
method consists of regularing the function v by means of the flow induced by a Chern connection
on the tangent bundle.
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3.1 Préliminaires

Dans tout ce chapitre (X, J) désigne une variété presque complexe de classe C*° et de dimen-
sion réelle 2n. On désigne par Hb, la mesure de Hausdorff p-dimensionnelle dans R™ et par A la
mesure de Lebesgue sur R”. On désigne par B,(z) la boule ouverte de R™ de centre l'origine
et de rayon r > 0 et par S,(x) la sphére de dimension m — 1 dans R™ de centre 'origine et de
rayon r > 0. Soit f une fonction Borel-mesurable et localement bornée sur un ouvert U C R™.
Pour tout B,(z) C U on définit les quantités

/ fdHm,

1 1
p(f,z,r) = NB.() / fdx et ps(f,x,r):= (5, (2)
Br(z) Sr(z)

On a la définition suivante (cf. [Dem-1| pour plus de détails).

Définition 3.1.1 Une fonction f : U — [—00,+00) semi-continue supérieurement est dite
sous-harmonique si elle vérifie une des deux propriétés équivalentes suivantes :

a) f(x) < up(f,z,r) pour tout B,.(z) C U ;

b) f(z) < ps(f,z,r) pour tout S,(x) C U.

Si f € C?(U,R) alors on déduit d’aprés la deuxiéme identité de Green que f est sous-harmonique
si et seulement si Af > 0. De facon générale on a le théoréme classique suivant (cf. [Dem-1],
chapitre I).

Théoréme 3.1.2 Soit f une fonction sous-harmonique sur un ouvert connexe U. Alors soit
f=—o00,s0it f € L}OC(U) et dans ce cas le Laplacien au sens des distributions A f est une mesure
positive. Réciproquement soit u une distribution sur U telle que Aw soit une mesure positive.
Alors il existe une unique fonction f sous-harmonique sur U telle que u soit la distribution

associée a f.

On déduit d’aprés le théoreme 3.1.2 q’une fonction f est sous-harmonique sur un ouvert U si
et seulement si pour tout x € U il existe un voisinage ouvert V, C U de x tel que f est sous-
harmonique sur V.

On désigne par j la structure presque complexe canonique sur R? = C, par Jy la structure
presque complexe canonique sur R?® = C” et par Bg C R? la boule complexe de centre origine
et de rayon 4. On rappelle la définition suivante.

Définition 3.1.3 Soit (X, J) une variété presque complexe. Une courbe J-holomorphe locale
est une application différentiable ~y : B(% — X telle que sa différentielle vérifie la condition
J(v(2)) - dsy = doy - § pour tout z € B}

On a la définition suivante.

Définition 3.1.4 Soit (X, J) une variété presque complexe. Une fonction f : X — [—00, +00)
semi-continue supérieurement est dite J-plurisousharmonique si pour toute courbe J-holomorphe
locale ~y définie sur le disque Bs C R?, la composée f o~ est sous-harmonique sur le disque Bs.

Nous désignerons par Psh(X, J) 'ensemble des fonctions J-plurisousharmoniques. Si
u € D), (X,C) est une distribution & valeurs complexes sur X nous sommes particuliérement
intéressés par le courant id,d,u € D' (X). En général on désigne par D'"F(X) les sections
globales du faisceau
.k
EAEHTE) @, ) Dya(C)

Ex(C)
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ou D), (C) représente le faisceau des distributions a valeurs complexes sur X. Il est bien connu
que D'**(X) s’identifie naturellement par intégration au dual topologique D, gn—k(X) de les-

pace D"k =k(X) des (n — k,n — k)-formes C> a support compact muni de la topologie de
la convergence localement uniforme de toutes les dérivées (cf. [Dem-1]|, chapitre I et |DeR]).
On utilisera pourtant dans la suite D'identification des notations D'**(X) = n—kn—k(X). Le
courant z'a,é,u s’écrit explicitement sous la forme

a5 1,0 +0,1 1,0 +0,1 10,1 £1,00, 01,0 20,170,
i0,0,u (€0, &1) = i€y €0 u — i€V &gt u — ey, €700 w — gy Y, 0w (3.1.1)

pour tout champ de vecteurs complexes &, &1 € E(Tx ®, C)(X). On rappelle que la dérivée . u
d’une distribution u par rapport & un champ de vecteurs £ est donnée par la formule

(€ u,p) = —(u,d(§ o p))

pour tout ¢ € D?*(X,C). On remarque que si la distribution u est réelle alors le courant iaJéJu
I'est aussi. En effet en degré zéro on a l'identité 9,0, = —0,0,. Ceci découle de la relation

anJ + 5JaJ = _HJGJ - HJGJ

et du fait 9})19, les opérateurs 6, et §J sont nuls en degré zéro. Si ({3, ...,(,) est un repére local
du fibré TX’J alors ’expression du courant en question par rapport au repére choisi est :

ianJu =1 Z ((k -él'u - [Ck, El]o’l- U) (}t A El* (3.1.2)

1<k,l<n

On remarque que dans le cas intégrable, si on considére un repére local holomorphe (. €
O(T)lf’?])(U), k=1,..,n, ona [(k, (] = 0 pour tout indice k,I. Rappelons maintenant la défini-
tion suivante :

Définition 3.1.5 Une (p,p)-forme u € ADPTY st dite positive si u(&r, JE1, ..., &p, JEp) > 0
pour tout vecteur &1, ...,& € Tx 4.
Une (q,q)-forme v € AquT)*(’x est dite fortement positive si elle peut étre exprimée sous la forme

v = E At ’l'Oét71 AN WARRA z'at,q N Qi g
t

avec Ay > 0 et oy, € (T)lf?lx)*

Bien évidemment l'ensemble des (¢, q)-formes fortement positives est un cone convexe fermé.
Il est bien connu que ’ensemble des (p,p)-formes positives est le cone dual des (g, g)-formes
fortement positives, ou ¢ = n — p, via la dualité donnée par le produit extérieur (cf. [Dem-1],
chapitre IIT et [Lel]). La dualité en question implique alors que toutes les formes positives sont
réelles, (les formes fortement positives étant réelles). Soit

2 =
u=i" uk H Cie N Chr
|K|=|H|=p

une (p,p)-forme et & = >, Mk G + Mk Cr)s t = 1,...,p, vecteurs réels. On désigne par A =
(Atk) € My n(C) la (p,n)-matrice associée aux coefficients \; ;. Les identités

ENTEN NN TE = 2P (—i)PELO AEPT A L AED AED
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et Z’P2(_1)P(P_1)/2 = ¥ impliquent les égalités

u(£17J€17"'7§p7J£p) :2p(_7’)pu( %707 ?717"'7 ;707 271) -
= P(=iP ()PP, L 60,67 g =

=2F Z UK H det \g - (det >\H)-
|K|=|H|=p

On aura alors que la (p,p)-forme u est positive si et seulement le dernier terme de 1'égalité
précédente est positif pour toute matrice A\. Dans le cas p = 1 la matrice hermitienne (ug )
associée au coefficients de la forme w est semidéfinie positive et une diagonalisation de celle ci
montre qu’on peut exprimer u sous la forme u = Y, ., ias A 0y, oil r est le rang de la forme
u. On a donc que la notion de positivité coincide avec celle de forte positivité en degré (1,1) et
par dualité aussi en degré (n — 1,n — 1) (et bien évidement en bidegré (0,0) et (n,n)). Nous
montrons maintenant un premier résultat qui exprime la relation forte qui existe entre les formes
positives et les fonctions plurisousharmoniques.

Lemme 3.1.0.1 Soit f € C*(X,R). Alors f € Psh(X,J) si et seulement si la forme i0,0, f

est positive.

Preuve. Nous commencons par montrer la nécessité de la positivité de la forme i0, 5J f- En effet
soit £ € Tx , un vecteur réel. Il existe alors une courbe J-holomorphe ~ telle que v(0) = z et

6 = d'V(axlo
et Lafontaine [Au-La| ou la preuve du théoréme 3.2.2 qui suivra). Le fait que la courbe 7 soit

J-holomorphe implique la premiére et troisieme des égalités suivantes :

(voir par exemple 'article de Sikorav, théoréme 3.1.1 dans l'ouvrage de Audin

i({)Jng (f,Jﬁ) = ianJf <d’y(%o>’d’y(§yo>> -

=7"i0,0, f (2 2 ) = i9,3,(f o) (%lo’%b) -

o 0 0
:iW(O)dzAd,E(a o ay\()) 1A(f°’¥)(0)

ce qui montre la nécessité de la positivité. Le méme calcul, avec z € Bg a la place de 0, montre
aussi la suffisance de la positivité. U

Définition 3.1.6 Une fonction f € C2(X,R) sur une variété presque compleze (X,J) est dite
strictement J-plurisousharmonique s’il existe une métrique hermitienne w € CO(Ai’lT;{)(X) sur
le fibré tangent telle que 10,0, f > w.

Quelques exemples élémentaires de fonctions strictement .J-plurisousharmonique.
Exemple 1. On déduit facilement que si (21, ..., 2, ) sont des coordonnées C™ telles que J(0) = Jy
et f(z) = |z|%, on a I'écriture

i0,0, f (€, J€)(= 22 2) €&+ O(|21)(€, 6),

82 8_
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(voir par exemple le lemme 3.5.1.1). On a alors que la fonction f(z) = |z|? est strictement .J-
plurisousharmonique sur un voisinage de l'origine des coordonnées.

Exemple 2. Soit Fj‘ = S)‘TXJ une puissance de Schur du fibré tangent et considérons une
métrique hermitienne sur F}‘ telle que la courbure au sens de Griffiths soit strictement négative
en un point z. Soit (ox)r C E(F})(U) un repére local presque-holomorphe spécial au point
x € U. En utilisant le lemme précédent on déduit d’apres la formule (2.6.3), prouvée dans le
chapitre II, que les fonctions fi := |ak|,21 sont strictement J-plurisousharmoniques au voisinage
du point x. U
Pour réduire 'hypothése de régularité de la fonction f, on a besoin de donner quelques éléments
de la théorie des courants positifs sur les variétés presque complexes. Pour faire ceci on a besoin
de quelques résultats et notions préliminaires que nous présentons tout de suite.

3.2 Plongements par feuilles courbes J-holomorphes et champs
de vecteurs J-plats sur les variétés presque complexes

On désigne par B3 C C" la boule ouverte de dimension 2n, de rayon 2r et de centre 'origine.
On veut plonger dans une variété presque complexe (X, J) de dimension complexe n le cylindre
B(% X Bg_l C C™, avec 0 > 0 suffisamment petit, de telle sorte que les disques B(% Xp, pE Bg_l
se plongent de fagon J-holomorphe dans X. De plus on veut pouvoir plonger dans toutes les
“positions possibles” les cylindres précédents. L’existence de ces plongements est directement liée
a la notion de champ de vecteurs J-plat qu’on introduit ci-dessous.

Définition 3.2.1 Un champ de vecteurs réel £ € E(Tx ~ 0x)(U) au dessus d’un ouvert U est
dit J-plat s’il vérifie I’équation différentielle non linéaire de premier ordre [£, JE] = 0 sur l'ouvert
U. On désigne par P,(U,Tx) Uensemble des champs de vecteurs J-plats au dessus de U.

D’apres le théoreme de Newlander-Nirenberg on déduit que si la structure presque complexe
est intégrable alors tout champ de vecteurs réel holomorphe £ € O(Tx \ 0x)(U) au dessus
d’un ouvert U quelconque est J-plat. On a le résultat général suivant qui assure la possibilité
d’effectuer des plongements du cylindre, dont les feuilles sont des courbes J-holomorphes, en
toutes les positions possibles et ’existence locale “en grande quantité” des champs de vecteurs
J-plats.

Théoréme 3.2.2 Soit (X,J) une variété presque complexe de dimension compleze n. Pour
tout point xo € X il existe un voisinage ouvert Uy, de xg et un voisinage ouvert B(TUIO) C
Tv,,, B(Tu,,) = Uy, x B, de la section nulle sur Uy, tels que :

A) 11 existe une application de classe C*
®: B x B(Ty,,) — X
telle que pour tout v € B(TUEO) Uapplication z € B} — ®(z,v) est une courbe J-holomorphe qui
vérifie la condition 0;®(0,v) = v, z =t + is.
B) Il eziste une famille de plongements (U, : B} X Bg_l — X)aer de classe C* telle que
pour tout o € I et z9 € Bg”_l les applications
21 € B;‘;l — W, (21, 22)

sont des courbes J-holomorphes, Wo (B} x By 1) D Uy, et
Txp~ 0, = {A@t\IJQ(O,O) INER~O0, o€ I} - {5(p) € e PJ(UxO,TX)}
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pour tout p € Uy, (21 =1+ is).

Avant de passer a la preuve du théoréme 3.2.2 on a besoin de quelques préliminaires techniques.
Soit Jy la structure presque complexe usuelle sur R?” identifié avec C" via 'identification z =
(z,y). Nous considérons un systéme de coordonnées locales centrées en zyp € X et on suppose,
quitte a effectuer un changement linéaire de coordonnées, que J(0) = Jy. On considére aussi
une boule ouverte B3 C C" sur laquelle I'endomorphisme J 4 Jy est inversible et on pose par
définition
qs = (Jo+J)"" - (Jo— J) € C®°(Endr(R*™))(B3,).

On remarque que ¢(0) = 0. On suppose pour simplifier les notations qui suivront que r = 1.
Si v : Bf — (B%,J) est une courbe J-holomorphe, la condition de J-holomorphie 95y =
J(7)0ry, z =t +is peut étre écrite de fagon équivalente sous la forme

9y +qs(7)0:7 =0 (3.2.1)

ou 0 := %(&t + Jo0s) et 0, 1= %(8,5 — Jo0Os). En effet en utilisant les identités 9, = %(az +0z) et
Js = %(82 — 0z) on peut écrire la condition dsy = J(7)dyy sous la forme

(Jo+J (7)) 0z = (Jo — J(7)) 0=

L’inversibilité de I'’endomorphisme J+.Jy donne alors I’écriture sous la forme (3.2.1). On rappelle
aussi (voir I'article de Sikorav dans 'ouvrage de Audin et Lafontaine [Au-La| pour plus de détails)
que 'opérateur

P CR(BL,CM) — CHI(BL O,
keN, pe (0,1) défini par la formule Py(z) := P'v(z) — P'~(0), avec
1 ’Y

= omi
¢eB

P'y( dg A dC,

>—'>~

vérifie les propriétés suivantes : dz o P = I et pour tout entier k € N et p € (0,1) il existe une
constante ¢, > 0 telle que pour toute courbe v € Ck‘“‘(Bll; C™) on a l’estimation

HP’YHk+u+1 <2+ Ck,u)H’Y”k+u7 (3.2.2)

ot || || x4, désigne la norme de Hélder usuelle sur Bf. Pour prouver le théoréme 3.2.2 on utilisera
la remarque essentielle suivante, utilisée par McDuff (voir le lemme 1.4 dans [McD] ) et aussi par
Sikorav pour prouver le théoréme 3.1.1 dans I'ouvrage [Au-La] : une courbe v : B{ — (B%,J)
est J-holomorphe si et seulement si la courbe

Yo =17+ P(QJ(’Y) aﬂ)
est Jo-holomorphe. De plus on a I’égalité v0(0) = v(0).

On aura besoin de quelques remarques élémentaires de topologie différentielle qui seront uti-
lisées plusieurs fois dans la suite.

Remarque 1. Soit f : X x Y — Z une application entre espaces topologiques telle que
I'application @7 : X xY — X x Z, ®¢(z,y) = (z, f(x,y)) soit ouverte. Alors pour tout
(x0,%0) € X XY, pour tout voisinage ouvert V;,; C Y de yg et pour tout compact K C fr,(Vy,)
(ici on pose par définition f, := f(x,-)) il existe un voisinage ouvert U, C X de zo tel que
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pour tout € Uy, on a f,(V,,) DO K. L’hypothése précédente est vérifiée par exemple si f est
une application de classe C! entre variétés de Banach telle que pour tout z € X I’application
fz Y — Z soit un plongement ouvert, autrement dit f, est injective et

dyfo: Tyy — 17 t.(y)

est un isomorphisme pour tout y € Y. En effet dans ce cas le théoréme d’inversion locale im-
plique que I'application ®; est ouverte.

Remarque 2. Dans le cas ot l'application f;, : ¥ — Z est un plongement ouvert seulement
en un point zg € X on a d’aprés le théoréme des fonctions implicites que pour tout compact
K C Z il existe un voisinage ouvert Vg C Z de K, un voisinage ouvert W C Y de f;OI(VK) et
un voisinage ouvert Uz, C X de zg tel que pour tout x € U, 'application

foit 7' (VK) N W — Vi
soit un difféomorphisme de classe C!.

Remarque 3. Le théoréme des fonctions implicites implique que si f : X x Y/’ — Z est
une application de classe C! entre variétés de Banach telle qu’il existe un point g € X et un
ouvert relativement compact Y C Y’ (donc Y’ est de dimension finie) tels que f,, : Y — Z
soit injective et

dyfay : Tyry — TZ,fIO(y)

soit un isomorphisme pour tout y € Y, alors il existe un voisinage ouvert Uz, C X de zg tel que
pour tout x € Uy, 'application f, : Y — Z est un plongement ouvert.

Preuve du théoréme 3.2.2

Preuve de la partie A
Pour tout entier k € N, k > 2 nous considérons I'application de classe CF~1

F:[0,1] x C*"#(B} x B} x B}; By) — C*""(B{ x B} x B}; C")
(¢,9) — 6+ P.(0s(6) 9.0
ot 1 € (0,1) est une constante fixée et (P,¢)(z,z,v) := (Po(-,x,v))(2), (2,2,v) € Bf x B x BY.
Considérons aussi 'application holomorphe H € O(B} x B} x BY}; BY) définie par la formule
H(z,xz,v) =z + zv.
Le fait que ’application

Fy = F(0,) : "™ (B} x B} x Bf'; B§) — C"""(B] x B} x B};C")

soit I'inclusion canonique entraine, d’aprés la remarque 2, l'existence d’un voisinage ouvert V;, C
X X ; e avec , d'un voisinage ouvert
Ck+#(Bf x B} x BY; BY) de H Vi D Vi), & g t

Wy, € C*™(B] x B} x BY; BY)
de Vi, Wik D Wi et de gg € (0, 1] tel que pour tout € € [0,g9] Iapplication
F.: Fe_l(Vk) NW, — Wi
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est un diffsomorphisme de classe C¥~1. On pose alors par définition ¢. := F-'(H) et on remarque
que application € ¢. € C*° (Bll x Bl x B'; BY) est J-holomorphe par rapport  la variable z € Bll.
Nous considérons maintenant ’application de classe C*

X : [0,e0] X BY x By

By x C"

(€7$>U) |—>(33',8t¢5(0,33,1/)),

z = t+1is. On rappelle que ¢.(0,z,v) = z. Le fait que 'application yq := x(0, -, -) soit I'inclusion
canonique entraine, d’apres les remarques 3 et 1, que quelque soit € (0,1) et p € (0,r) il existe
e1 =e1(r, p) € (0,0] tel que pour tout £ € [0,£1] application

X : Bl x Bl — x.(BI' x B") > B x By

est un difféomorphisme de classe C*°. On considére 'application ! : B_g X B_g — B' x B et
on définit ’application

®. :B} x Bl, x B, BY

-1

(z,2,0) I—>€¢€(Z,X6_1(€ a:,s_lv)).

Si on pose par définition Uy, := Bf, et B(TUZO) := BZ,, x Bl, on a que l'application ®. vérifie
les conditions de la partie A de I’enoncé du théoréme 3.2.2. On verra de suite que pour satisfaire
aussi la conclusion B du théoreme 3.2.2 il est nécessaire de considérer un voisinage ouvert Uy,
plus petit.

Preuve de la partie B

On rappelle qu'on désigne par Jy la structure presque complexe usuelle sur R?”? identifié a C"
via z = (x,y). Avec cette identification on voit le groupe Gl(n,C) comme sous-groupe du groupe
Gl(2n,R). Précisément A € Gl(n,C) C GI(2n,R) si et seulement si A.Jy = Jy A. Dans la suite
on désignera par U(n) := O(2n) N Gl(n,C) le groupe unitaire. Soit § = p/2 et

l: B} x Bf”' xU(n) — B} CR*=C"

I'application définie par la formule

9
I(p, 22, A) = p+A(:z2 Ty T ayg)

avec l'identification z9 = (x2,y2) et 3 = (22, ...,2n), Y2 = (Y2, ..., yn). Considérons donc 'appli-
cation de classe C*°

®:[0,e1] x (B§ x By ™') x By x U(n) BY

GGrakeA) o (aoct (im A Ag ),

oil ¢ := F(H) est I'application définie dans la preuve de la partie A. Avec 'identification
®(e; (21, 22); (p, A)) = PP (21, 22) on a les propriétés suivantes :

(I>€7A(07 ZQ) = l(p7 22, A)
0
o2 A
at (07 22) 8.’E1
pA 0 0
Q0 (21, 22) = tA—E)a:l + SA—f)yl +U(p, 22, A)
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rappelons que z1 := t +7s). Soit 61 € (0,d) un réel suffisamment petit pour pouvoir assurer
pp q ) p p p

Vinclusion By C <I>8’A(B§ X Bgl_l) pour tout p € Bf et A € U(n). On aura alors que l'image
du plongement

Oy x 1:(By x Bf~") x Bj x U(n) — B3 x Bj x U(n)

((z1,22): (0, A)) > (B57 (21, 22); (p, A))

contient le compact B—gle—gle(n) (rappelons que le groupe U(n) est compact). On aura d’apreés
les remarques 3 et 1 Pexistence de eg € (0, 1] tel que pour tout € € (0,&2] et (p, A) € By, xU(n)
I'application

P4 B} x By ™! — o»4(Bj x By™') > B},

est un difféeomorphisme de classe C*°. Nous considérons donc l'application

U, : (By x By™') x Bls, x U(n) — B}

-1
définie par la formule W24 1= e ®Z P4 (p, A) € Bl x U(n) et on remarque qu'elle vérifie les
propriétés suivantes :

0z, \Iﬁg’A + qJ(\IlgA) 92, \Iﬁg’A =0 \IIZE”A(()’ 0)=p
w4 (B} x By o BY 9 wrA —en?
6(6>< £} )D o1 ts(O’ZQ)_Ea—:L,l
On définit les champs de vecteurs J-plats
_ 0
Ep.a := 0L o (W24 Epalp) = eAg -

sur 'ouvert Bl . Le fait que I'action de U(n) est transitive sur la spheére S§2n=1 " (voir [Bo-Tul)
entraine que la famille

{Ap.a € Py(BL,, Tx) | A € R\ A0}, (p, A) € Bl x U(n)}

engendre ponctuellement (au sens ensembliste) TX|Bn5 N Ox, ce qui prouve la partie B du théo-
€01
réme 3.2.2 avec Uy, := Bls et [ := Bl x U(n). O

01
Le lemme élémentaire suivant montre que tout champ de vecteurs J-plat provient localement
d’un plongement dont les feuilles sont des courbes J-holomorphes.

Lemme 3.2.0.2 Soit (X,J) une variété presque compleze de dimension compleze n et £ un
champ de vecteurs J-plat sur un ouvert U. Pour tout x € U il existe un voisinage ouvert U, C U
de x et une carte locale (U, 05_1), o¢ Bg XBg_l — U,, compatible avec l’orientation canonique
de (Uy,J) telle que pour tout zo € Bg_l, les applications z1 € Bg — 0¢(21,22) sont des courbes
J-holomorphes et dag(a%l) =&o0¢, 21 = x1 + 11

Preuve. Soient vy, ..., v, € Tx , des vecteurs tels que £(x), vg, ..., vy, soit une base sur C de T'x ,
et 7 des coordonnées locales centrées en x telles que :

dT_l(%o) =&x)  dr! (%0) = J¢(x)
dT—l(a%CO) =y dT—l(aiykh)) = Juy



pour tout k = 2,...,n, (on désigne par (z1,y1,...,Tn,yn) les coordonnées sur R?*). On désigne
par ¢g, ¢pge : Vp x (=6,0) C X x R — X les flots respectifs des champs £ et J& au voisinage
Vy de x (pour simplifier les notations on utilisera dans la suite l'identification ¢¢(x,t) = gzbé(a:))
et on considere 'application o¢ : Im7 — X définie par la formule

O-f(xlvylv "'axnvyn) = gbzl © qbtyjlé“ © 7_1(070)$2)y2) "'axn)yn) =

= ZjlgoqsgloT_l(O,O,mg,yg,...,xn,yn).

D’aprés le théoréeme d’inversion locale on a l'existence d’un voisinage ouvert U, C U de z tel
que (U, agl) soit une carte locale compatible avec l'orientation canonique de (U, J) telle que

do¢ (%) =fooe et da§<aiy1) = JEoog.

Si on suppose agl(Ux) = B} x Bg_l C R? x R?" on en déduit que les applications (t, s) € B} —
o¢(t,s,a2,ba, ..., an,by) sont des courbes J-holomorphes pour tout (as, ba, ..., a,,by,) € Bg‘_l. O

On aura besoin aussi du lemme suivant.

Lemme 3.2.0.3 Soit (X,J) une variété presque complexe de dimension complexe n et soit
v B; — X une courbe J-holomorphe lisse. Il existe alors un plongement

o B; X B;‘_l — X, p € (0,9) de classe C* qui préserve les orientations canoniques tel que
les applications o(-, 22), 22 € Bg_l sotent des courbes J-holomorphes et o(-,0) = 7.

Preuve. Soit B} C X une boule coordonnée telle que J(0) = Jy et v(0) = 0. Soit uy : Bf —
Bj, pa(2) = Az Phomothétie de facteur A > 0 et 5, A € (0,6] la courbe J-holomorphe définie
par la formule 7y := 7o u,. Considérons la famille de courbes Jy-holomorphes (ux)e(o,5 définie
par la formule

uy = A" [’m + P(cu(’m) 8z’m)].

Considérons des vecteurs &, ..., &, € R?™ = C” tels que les vecteurs A\dzuy(0), &, ..., &, forment
une base Jy-complexe de R?" et la famille d’applications Jy-holomorphes

(Hx)re(0.5) C O(Bf x BY™'; BY),
définie par la formule Hy(z1, 22) = ux(z1) + & - z2. Nous considérons aussi 'application
F:[0,1] x C**™(Bi x B} % BY) — CF*™(Bi x By~%; C™)
définie comme dans la preuve du théoréeme 3.2.2. Le fait que I’ensemble
(H\)ae(o.5 € C(By x By BY)

soit compact, (pour tout k& > 1) entraine, d’apres la remarque 2 de la preuve du théoréme 3.2.2,
I'existence d’'un p € (0,68] pour lequel il existe les applications ¢. := F-Y(H.), e € (0,p], (les
applications F ! sont définies comme dans la preuve du théoréme 3.2.2). De fagon explicite on
a donc l'identité

0=+ P.y (45(26:) 02,02 ) = H..

On déduit alors, grace a I'inégalité (3.2.2), que pour € > 0 suffisamment petit, (disons ¢ € (0, p]),
on a l'inégalité
||¢6 - He”k—i—y—i—l < Eck,quOQJH : Hgbs”k—i-u : ||d¢6||k+m
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qui compte tenu de la compacité de la famille (¢c).c(0,) C Ck+i(Bi x B{‘_l; BY), (pour tout
k > 1) implique I'inégalité
| — H8Hk+u+1 < Cl/c,pg-

On consideére le plongement linéaire L(z1, 22) := dpy(21) + £ - 22 et on remarque 'inégalité

I1He = Lllgsps1 = llte = doyllkrps1 < €Cy lldogs || - lldov)?,

pour tout € € (0, p]. On déduit alors que les applications ¢, sont des plongements pour p > 0
suffisamment petit (voir lemme 1.3 du chapitre 2 dans I'ouvrage de Hirsch [Hir|) . On considére
donc les plongements 1), := £¢. et on remarque les égalités

|:1/}8 + le (QJ(wa) az{@ba)] (‘7 0) =EUs = Ve T+ le (Q](’YE) 8@7&)
qui montrent 1’égalité 1(-,0) = 7.. On déduit alors que 'application
(21,22) € B; X B,’;_l = 0 (21, 22) = Yp(p 21, 22)

est le plongement voulu. O

3.3 Courants positifs sur les variétés presque complexes

3.3.1 Généralités

On commence par rappeler quelques définitions générales de la théorie des courants.

Définition 3.3.1 Soit © € D’k(X) un courant de degré k, d’ordre zéro sur une variété diffé-
rentiable X orientable et orientée de dimension n. Une masse du courant © est une mesure de
Radon positive 1 sur X telle que si 1 € E(A"T%)(X) est une forme de volume arbitraire et si
A C X est un ensemble de Borel alors ji(A) = 0 si et seulement si [, ©(&y,...,&) - ¥ = 0 pour
tout champ de vecteurs &1, ..., € E(Tx)(X).

On remarque que si @1 et po sont deux masses du méme courant alors 'une est absolument
continue par rapport a lautre. Il est bien connu, (cf. [Fed], [G-M-S]) que tout courant d’ordre
zéro admet une masse qui peut étre définie par la formule

pe(©)(U) :=  sup /@ A
PED™R(U)
lelg<1
pour tout ouvert U C X relativement compact dans X, (ici g est une métrique Riemannienne
sur X). Avec les notations de la définition 3.3.1 on a par conséquence du Théoréme de Radon-
Nikodym l'existence d’une k-forme 6, telle que pour tout champ de vecteurs &;,...,&§ €
E(Tx)(X) la fonction ), 4(&1, ..., &) € L (X, Bx, ) (ici Bx désigne la o-algebre de Borel)
est définie p-presque partout par la formule

Oup &1y -y §i) () := lim m / O, &)

r—0 L
By ()

ou B,(x) est une boule de rayon r relative & un ouvert coordonné quelconque. On aura alors
pour tout Borelien A € By 'égalité

/9(51,---7&)'Tﬁ:/eu,w(fh--wﬁk)dﬂ
A A
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qu’on dénote souvent sous la forme © = 6, - 1. Nous rappelons maintenant quelques résultats
de base de la théorie des courants d’ordre zéro (cf. [Fed|, [G-M-S]).

Théoréme 3.3.2 (Compacité faible de la masse). Soit {0,}, C D'*(X) une suite de cou-
rants d’ordre zéro telle que sup, u(0,)(U) < oo pour tout ouvert relativement compact U de X.
1l existe alors une sous-suite {O,, },, de {©,}, convergente pour la topologie faible des courants

p p k
d’ordre zéro vers un courant d’ordre zéro © € D'"(X).

Ce théoréme est juste une conséquence du théoréme classique de Banach-Alaoglu. Le théoréme
précédent admet un réciproque que nous énoncons sous la forme suivante.

Théoréme 3.3.3 Soit {0,}, C D'*(X) une suite de courants d’ordre zéro sur X telle que
sup, | (0,,¢) | < oo pour toute forme a support compact ¢ € CO(A"*T%)(X). Alors les masses
des courants ©, sont localement équi-bornées au sens suivant : pour tout ouvert relativement
compact U de X on a sup, u(0,)(U) < oo.

Ce théoréme est simplement une conséquence du théoréme classique de Banach-Steinhaus. Nous
avons aussi la lemme tres utile suivant.

Lemme 3.3.1.1 Soit{O,}, C D/k(X) une suite de courants d’ordre zéro convergente faiblement
vers un courant d’ordre zéro © € D'*(X). Si sup, u(0,)(X) < 0o alors la suite {©,}, converge
vers le courant © dans la topologie faible des courants d’ordre zéro.

Considérons a partir de maintenant une variété presque complexe (X, J) de classe C* et de
dimension réelle 2n munie d’une métrique w € E(ALITL)(X) et les (p,p)-formes fortement
positives wy := 1/p!wP pour p = 0,...,n. On remarque que wy, est la forme de volume associée a
la métrique w. Les notations précédentes seront utiles pour montrer I’équivalence des définitions
suivantes.

Définition 3.3.4 Un courant © € D, (X) sur une variété presque complere (X,J) est dit
positif si il vérifie une des trois propriétés équivalentes suivantes.

a) Pour tout champ de vecteurs réels &1, ...,&n—p € E(Tx)(X) et pour toute forme ¢ € D?"(X)
positive on a l'inégalité

<@(€17 JE1, -y gn—p7 Jgn—p% SO> > 0.

b) Le courant © est d’ordre zéro et le courant © A w, détermine une masse ||©|, du courant ©
telle que quel que soit le représentant

0 € 0oy, € (EATPIPTR) 0, o) Lhoo(Bx, [O])) (X)

1®]lw,wn

de la forme 6, on a que la forme 0,(x) € A}"PTPTY  est positive pour |[©|,-presque
tout z € X.

c) Pour tout (p,p)-forme ¢ € E(ALPTY)(X) fortement positive le courant © A ¢ détermine une
mesure de Radon positive.

Le cone des courants positifs de bidimension (p,p) sera noté par DJ’DP(X)+.
I

[Olw,wn

Preuve de l'équivalence. Nous montrons les implications a) = ¢) et ¢) = b). L’'implication
b) = a) est évidente. Commencons par prouver 'implication a) = c¢).

Soit U C X un ouvert coordonnée, soit ((1,...,(,) un repére du fibré T)l(’f]‘U et (pe)e>0 une
famille de noyaux régularisants usuels. Si

© — {7 Z O Cie ANl
| |=|H]=n—p
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est 'expression locale du courant © on définit les (n — p,n — p)-formes

-(n—p)2 * s
0 % pe = i("7P) Z OK 1 * p Cx NCxy-
|K|=|H|=n—p

Soient de plus &1, ..., §p—p € E(T'x)(U) des champs de vecteurs a coefficients constants par rapport
au repere (1, ..., (). L'égalite

@(517 J§17 (RS gn—;m Jgn—p) * Pe = (@ * pa)(fh J€17 ceey gn—pa Jgn—p)

entraine que les formes ©  p. sont positives. Pour tout (p,p)-forme ¢ € E(APPTY )(X) fortement
positive on a alors I'inégalité (© % p:) A ¢ > 0. En passant a la limite on obtient la conclusion
voulue.

Nous montrons maintenant 'implication ¢) = b). Montrons d’abord que le courant © est
d’ordre zéro. Soit U C X sur lequel Tx|y; est trivial et soit ({1, -.-,¢n) un repére w-orthonormeé

du fibré TX’ U Les formes w), s’expriment alors par rapport au repére choisi sous la forme
wp=7 >, (i NGk

Pour tout multi-indice |L| = n — p on désigne par R := CL le multi-indice complémentaire de L
dans I’ensemble {1,..,n}. On a alors que le courant

@L,L CWp = ’ip22_n@ A (}E A QT]*%

peut étre identifié avec une mesure de Radon positive sur I’'ouvert U. Nous reprenons maintenant
un calcul fait par Demailly dans [Dem-1], chapitre III. On désigne par R := CK, Q := CH les
multi-indices complémentaires de K et H dans I’ensemble {1,..,n} et avec g, := +1, +i. Avec
ces notations on aura alors :

Ot wn=+P2TONCRACH =£2T"ON N\ i AC, =
1<s<p

—2ron A (X @it A G FEG).

1<s<p ase(Z/4Z

En effet il suffit de remarquer l'identité extérieure

AGAG=(G+HENGHG) — (G =GN —¢)

(G G A (G +GE) — (¢ — G A (G = iGE)- (3.3.1)
On obtient donc 'expression
—-n i * Qg -k a
O -wn=2"0A Y e A 2(G A+ ) A (G, Fi%C). (3.3.2)
a€(Z/AZ)P 1<s<p

Le fait que les formes

= NG+ NG ),

1<s<p
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a € (Z/AZ)P sont fortement positives entraine, par hypothése, que les courants © k g -wy, peuvent
étre identifiés avec des mesures de Radon complexes sur I'ouvert U, ce qui montre que le courant
© est d’ordre zéro. D’autre part on a les égalités

rron A (X GGG T EG)) =

1<s<p as€(2/47)

=270 N\ GG AG +iG NG =

1<s<p

— 02 ex -k
=2 n@/\z i¥ CMtACMt:ZGHt,Ht‘Wn

tek tek

ou E est un ensemble d’indices de cardinalité inférieure ou égale & 2P, My C RU Q est un p-
multi-indice et Hy := CM;. En utilisant U'expression (3.3.2) on obtient alors I'inégalité suivante :

/@KH wy| < 2P Z /@LL wp < +00 (3.3.3)

LDOKNH )

pour tout Borelien A C U. On remarque de plus que le courant © A w, s’écrit sous la forme

0nu=27( Y 611)

|L|=n—p

Le courant © A w, détermine une mesure de Radon Positive ||©||,, donnée explicitement par la
formule

19]|u(4) == 1nf /@/\wp

pour tout sous-ensemble A C X relativement compact. L’inégalité (3.3.3) montre alors que les
mesures de Radon complexes déterminées par les courants © i fr - wy, sont absolument continues
par rapport a la mesure ||O||,, restreinte & Uouvert trivialisant U, ce qui prouve que la mesure
de Radon ||©||,, est une masse du courant O.

Nous montrons maintenant que la forme 0, (z) € A7"P""PTg est positive pour [|©||.-presque
tout z € X. On désigne par FP,(Tx,) C ADPTY  Uensemble des (p,p)-formes fortement
positives au point x et par

FPy(¢) C E(ATPTx)(U)

I'ensemble des (p, p)-formes fortement positives a coefficients constants par rapport au repeére
(C15 -+, Cn)- On considére un sous-ensemble (¢, ),en C FP,(¢) dense dans FP,(¢). Soit &, €
E(AT" Tx)(X) le (n,n)-champ de vecteurs tel que wy(§,) = 1 sur X. On remarque que pour
tout (p,p)-forme p € E(ADPTY)(X) et tout Borelien A C X on a les identités

Jene=[©rpE) wn= [E.neE el
A A

A

On a alors que ’ensemble
E,:={x € Dom0,NU|0,(x) A p,(z) <0}
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est un ensemble de ||O||,-mesure nulle (ici Dom 6, désigne le domaine du représentant ). Le
fait que

FPy(Tx.2) = {#(z)|p € FP(Q)}

pour tout € U combiné avec le fait que, par densité, pour tout ¢ € FP,(() il existe une suite
vp); telle que ¢ = lim;_, 1 o, ¢, entrainent
q ® +oo Py

Ou(z) Np(z) = lim O,(x) Ay (z) >0
l—+00
pour tout point x € Dom 6, NU \ U, E,. Ceci entraine la conclusion voulue sur la forme 6,. O

Voyons maintenant quelques exemples fondamentaux de (1,1)-courant positif sur les variétés
presque complexes.

3.3.2 Exemples fondamentaux de courants positifs sur les variétés presque
complexes.

On commence par une définition.

Définition 3.3.5 Une sous-variété Y C X de dimension 2p d’une variété presque complexe
(X, J) est dite presque compleze si J(Ty) = Ty .

Un exemple de sous-variété presque complexe est constitué par les images 'y(]P’;‘:) C X des courbes
J-holomorphes réguliéres. Les résultats qui suivront vont assurer 'existence d’exemples de sous-
variétés presque complexes de dimension complexe supérieure & un. On commence par rappeler
la proposition suivante (voir [McD-Sal).

Proposition 3.3.6 Soit X une variété différentielle de dimension réelle 2n. S’il existe une 2-
forme w € 5(A2T)*()(X) non dégénéré alors 'espace des structures presque complexes compatibles
avec w

Txw = {J € E(TEe,Tx)(X) | J? = —L, w(Ju, Jv) = w(u,v), w(u, Ju) > 0¥u, v € TXJ\{OI}}

est non vide et contractile.

On a aussi la proposition suivante, (voir I’article de Audin dans 'ouvrage [Au-La).

Proposition 3.3.7 Soit X une variété différentielle de dimension réelle 2n admettant une 2-
forme w € E(A’T%)(X) non dégénérée et soit Y C X une sous-variété telle que i%w soit non
dégénérée. Il existe alors une structure presque complexe J € Jx ., telle que (Y, le) s0it une
sous-variété presque compleze de (X, J).

On a le résultat fondamental suivant du a S.K Donaldson (voir [Don]).

Théoréme 3.3.8 Soit (X,w) une variété symplectique compacte de dimension réelle 2n. Pour
_ - . s . 3 . . . .
tout p = 1,...,n il existe des sous-variétés symplectiques (Y;,,zypw) fermées de dimension réelle

2p.

Le premier exemple de courant positif qu'on considére est le courant d’intégration sur une
sous-variété presque complexe Y de dimension 2p de mesure localement finie avec ’orientation
canonique donnée par la structure presque complexe J),, € £(Ty®,Ty). Le courant [Y] € Dép(X)
s'identifie naturellement avec un élément de I'espace D, ,(X) étant [, ¢ = [, PP pour tout
¢ € D?(X), onl @PP désigne la composante de type (p,p) de la forme . Le courant [Y] est
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évidemment positif grace a la propriété 3.3.4.c. Sous les hypothéses du théoréme 3.3.8 on a alors
I'existence de courants [Y] lesquels sont de bidegré (n — p,n — p) et positifs par rapport a une
structure presque complexe J, € Jx . De plus les courants en question sont fermés, i.e d[Y,] = 0
en conséquence de la formule de Stokes. La notion intuitive de la masse ||[Y]||. est clarifiée par
le lemme suivant qui est une généralisation immeédiate d'un résultat bien connu dans le cas des
variétés complexes (voir le chapitre III dans 'ouvrage de Demailly [Dem-1]).

Lemme de Wirtinger 3.3.3 Soit Y C X une sous-variété orientable et orientée de dimension
2p d’une variété presque compleze (X, J) munie d’une métrique w € E(ALYITY)(X). Si on désigne
par dVy., la forme de volume associée a la restriction a Ty de la métrique riemannienne g(-,-) =
w(+,J-) associde & la métrique w on a lexistence d’une fonction o € CO(Y,[—1,1]) telle que

Wp, = Q- dVy . De plus |a| =1 si et seulement si 'Y est une sous-variété presque compleze.
Dans ce cas o = 1 si lorientation de Y coincide avec l’orientation canonique donnée par la
structure J),, et o = —1 sinon. La fonction « est identiquement nulle si et seulement si'Y est

une Sous-variété w-isotropique.

Le théoréme suivant nous fournit un autre exemple fondamental de (1, 1)-courant positif.

Théoréme 3.3.9 Soit (X, J) une variété presque compleze connexe et f € Psh(X,J). Alors
ou bien f = —occ ou bien f € L} (X). Dans ce dernier cas le (1,1)-courant i0,0, f est positif.

loc

Preuve
Intégrabilité locale de f. Avec les notations du théoréme 3.2.2 on a que pour tout x € Uy,
I'application

@r: (0,8) x ST x S*H(Tx,) X

(r,0,v) — q)(reie, v)

est une submersion de classe C*°. Par hypothése on a I'inégalité de la moyenne

2
1
f(z) < %/fowz(rﬁ,v) dé.
0

On considére les ouverts relativement compacts
Cry o () = @y ((7“1,1"2) x S x SQ”_l(TX@)), O0<ri<re<é

et la forme de volume de classe C*

dV.(p) := / dr df do(v)

(r0,v)€0z " (p)

sur I'ouvert Ime,,, ot do désigne la forme de volume sur la spheére 52"_1(TX7I). Avec ces notations
on a alors

9 2

[ oo = [ dow [ [foene iz f@) K (33.0)
) o0

PECH ro () veS2—H(Tx 5

ou K, ,, > 0 est une constante. Soit W C X I'ensemble des points p € X tels que la fonction
f soit intégrable sur un voisinage de p. Par définition le sous-ensemble W est ouvert en X et
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f > —oo presque partout sur W. Si p € W, on peut choisir un point 2 € W tel que f(z) > —oco
et p € Cp, rp(x). On déduit alors d’aprés I'inégalité (3.3.4), que la fonction f est intégrable sur
le voisinage Cy, »,(x) de p, ce qui montre que p € W et donc que W est aussi fermé en X. On a
alors soit W = X, soit W = (). Dans le dernier cas I'inégalité (3.3.4), implique f = —oco. On a
donc prouvé que soit f = —oco soit f € Li (X).

loc

Positivité du courant 2'8J(‘§Jf. On montre d’abord que pour tout § € P, (U, Tx) la dis-

tribution 9,0, f (£, J€) est positive sur Uy,. Pour tout & € Uy, soient (U,, o*gl)
o¢: By x B} ' — U, C Uy,

les coordonnées du lemme 3.2.0.2. En rappelant expression explicite (3.1.1) du courant 9,0, f
on aura pour tout & € E(Tx)(Usy,) les égalités suivantes :

,L'a]a]f (E’ Jf) — 28J5Jf (51,0750,1) —_ 2(51,0'50,1‘ f _ [51,0750,1]0,1' f) —

_ %(g.g.f +JEJE 4 JIETEL f)

Le fait que dans notre cas [, J¢] = 0, implique les expressions :

0,3, (6,7€) = 26062, f = L(6.6.F + JEJE ) = (07" Dy (f 0 00)

o A, = 8%1 + 8;1 désigne le Laplacien par rapport & la variable z; = z1 +iy; € B(% dans
I'ouvert Bg X Bg_l. Grace au théoréme de Fubini on en déduit l'inégalité

/ (fooe) Auipdh >0

1 n—1
B3 x By

pour tout ¢ € D(Bj x Bg_l), ¢ > 0. Le Laplacien A, (f oo¢) est donc positif, ce qui prouve la
positivité de la distribution 0,0, f (£, J€) sur I'ouvert Uy, pour tout champ & € P, (Uy,,Tx).
Nous montrons maintenant que le courant z'a]a]f est d’ordre zéro.

Soit (i, ..., ¢, un repére complexe du fibré des (1, 0)-vecteurs tangents T)léflleo' On déduit d’aprés

I'identité extérieure (3.3.1), (avec ¢ a la place de (*) existence de champs de vecteurs pg €

Y

E(T)l(’(f,)(UxO), k=1,...,n% du type pr = (s, + 1%y, ar € Z/4AZ tels que les (1,1)-champs de
vecteurs (pg Aﬁk)z; forment un repére complexe du fibré Ai’l Ty,,- On choisit un point € Uy,
et & € P,(Uy,, T'x) tels que E;’O(aj) = pr(x). On aura alors que les (1,1)-champs de vecteurs

O A eOHn? forment un repére complexe du fibré AL Ty ouV, C U,, est un voisinage ouvert
110 l(c) ! k=1 p p g Ve 0 8
du point z. L’identité
- = 1,0 , 0,1
Zajajf (Ek) Jfk’) = 28J8Jf (Ek /\gk )

montre alors que le courant 70,0, f est d’ordre zéro.

Venons-en maintenant a la positivité du courant en question. Soit 4 une masse du courant 0,0, f
R . . . A - 1,1 % ..

et considérons I'écriture i0,0, f = - . Nous montrons que la forme 6(z) € A T, est positive

pour p-presque tout x € X. On désigne par

QTx,, = Txjv,, N (Q" x Q*),

en supposant que l'ouvert Uy, est un ouvert coordonné. D’apres la preuve du théoréme 3.2.2
il existe une famille dénombrable de champs (£,),eny C P, (Uyy, Tx) telle que pour tout v €
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QTx|y,, \0x il existe v € N tel que § (m(v)) = v (7 désigne la projection canonique 7 : Tx — X)
et pour tout z € Uy, I'ensemble (€, (x)),en est dense dans T'x ;. La positivité de la distribution
10,0, f (&, J€) sur 'ouvert Uy, entraine que l’ensemble

E, :={x € DomONU,, |0, JE)(z) <0}
est de p-mesure nulle (ici Dom @ désigne le domaine du représentant ). Pour tout point
x € DomoNU,, \ U E,
et pour tout v € Ty, considérons une suite (1); telle que v = lim;_,; o &, (x). La limite

(v, J)(x) = Tim (6, J6)(x) 2 0

entraine alors la conclusion voulue sur la forme 6. O

3.4 Les potentiels des courants positifs de type (1,1) sur les
variétés presque complexes

Dans cette section nous proposons une conjecture réciproque du théoréme 3.3.9 qu’on énonce
sous la forme suivante.

Conjecture 2 Soit (X, J) une variété presque compleze de dimension complexe n et soit u €
D5, (R)(X) une distribution réelle telle que le (1,1)-courant i0,0,u € D'V X) soit positif. Alors
il existe une unique fonction f € Psh(X,J) N L (X) telle que la distribution correspondante

loc
coincide avec la distribution u.

Il est bien connu que la conjecture est vraie dans le cas complexe intégrable (voir [Dem-1]).
Remarque 1. On considére 'opérateur

En degreé zéro il se réduit a la forme df := —%df o J. En utilisant les identités fondamentales de
la géométrie presque complexe on déduit facilement qu’en degré zéro on a 'identité

i0,0, = dd +1i0,0, —i0,0,,

qui montre de quelle facon la torsion de la structure presque complexe représente I'obstruction
pour le (1,1)-courant i0,0,u & étre d-fermé. D’apres l'identité précédente on déduit alors 1'égalité

ddS u (&, JE) = z'a]a,u ).

On a donc que le (1,1)-courant iaJéJu est positif si et seulement si pour tout champs de
vecteurs réel € la distribution ddS u(&, J€) est positive. On remarque de plus que comme dans le
cas complexe intégrable, (cf. [Dem-1|) on a d’apreés la formule de Stokes 'égalité

/gp/\ddid)—ddigp/\d):/go/\dizb—digo/\zb (3.4.1)
U oU

pour tout ouvert U C X relativement compact a bord C! par morceaux et pour tout ¢ €
CHALPTY)(U) et tp € C3H(A%T%)(U), p+ q = n — 1. En utilisant la formule précédente et le
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fait que 9,0, + 0,0, = 0 en bidegré (n — 1,n — 1), on déduit pour tout ¢ € D" b"~1(X) les

égalités suivantes
/iOJéJu/\QOZ/ddiu/\gp:/u'ddigpz/u'iﬁJéJgp.
X

X X X

Remarque 2. Soit w € E(AMT%)(X) une métrique hermitienne sur Tx ;. On définit le Lapla-
cien de u € D), (R)(X) par rapport a la structure presque complexe J et la métrique w par la
formule
n-i0,0,u Aw" !

2. wn

A, u:=Trace,(i0,0,u) =
Soit (&) € E(Tx,s)(U)®™ un repeére local complexe w-orthonormé du fibré Ty et soit (g := 511’0.
En rappelant I’écriture locale (3.1.2) on obtient I’égalité

n

A u= Z(Ck Gt =[G, G w) =

k=1

N | —

(k- &k v+ T J& 4 T[€k, JEk) ) = = 10,0,u(Er, T&k).
k=1

1 n
4
k=1
Ce calcul montre que le symbole de A, | coincide avec le symbole du Laplacien classique A =
A L, sur C ot wy = %8J0 5J0 |2|? est la métrique Jp-invariante plate sur C". On obtient alors
que l'opérateur de Green de A coincide avec l'opérateur de Green classique de A au sens des
opérateurs pseudo-différentiels. Si le courant 0,0, u est positif alors A; u est une mesure de
Radon positive. On déduit alors d’aprés la théorie classique des opérateurs elliptiques d’ordre
deux que u € W'llocl(X) ={v e L} .(X)|dveLL.(T%)(X)}, (cf. [Sta], paragraphe 9, théorémes
9.1 et 9.4).
Nous montrons maintenant la conjecture dans le cas particulier suivant.

Théoréme 3.4.1 Soit (X,J) une variété presque compleze et f : X — [—00,+00) une
fonction semi-continue supérieurement telle que f soit continue sur Uensemble X ~ f~1(—o0),

fe Llloc(X) et telle que le (1,1)-courant i({)JéJf € D’l’l(X) soit positif. Alors f € Psh(X,J).

Avant de passer a la preuve du théoréme 3.4.1 nous aurons besoin de quelques notions et résultats
préliminaires. On commence par prouver le lemme suivant.

Lemme 3.4.0.1 Sous les hypothéses du théoréme 3.4.1, le courant i0,0, log(e! 4 €) est positif
pour tout € > 0.

Preuve. Le fait que f € LlIOC(X) implique que lintérieur de I'ensemble f~!(—o0) est vide.
On déduit que pour tout z € f~1(—o0) et pour tout r > 0 il existe y € B*(x) \ f~1(—00).
L’hypothése de semi-continuité combinée avec la continuité de la fonction f sur ’ensemble X ~
f~(—00) entrainent alors la continuité de la fonction e/ sur tout X, (en particulier I'ensemble
71 (—00) est fermé dans X). On obtient alors la continuité des fonctions f. := log(e/ +¢). On
remarque que si u est une fonction de classe C? on a la formule

= e = ce?

i0,0,u; = T i0,0,u

+ mz&,u/\@]u
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et la (1,1)-forme i0,u A 5Ju est positive. En effet pour tout champs de vecteurs réels £ on a les
égalités

i0,u A (iu(f, JE) =1i0,u(§) - 5Ju(J§) —10,u(JE) - 5Ju(§) =

= 90,u(6) - 0,u(€) = (du(€)’ + du(JE)?) > 0

On en déduit alors que si notre fonction f est de classe C? la (1,1)-forme id,0, f. est positive.
Dans le cas général nous considérons une famille de noyaux régularisants (p;),~o sur un ouvert
coordonnée V' C X et les fonctions f7 := f* p,, f = log(e!" +¢) € E(U,R) oa U C V est
un ouvert relativement compact dans V. (On remarque que si la structure presque complexe
n’est pas intégrable les (1, 1)-formes 0, 0 , £ ne sont pas positives). Pour prouver la positivité
du courant ¢0, 0 |, fe on remarque que pour tout forme ¢ € D2"(U) positive et pour tout champ
de vecteurs reelq £ € &(Tx)(U) on a les égalités suivantes

[0,0,1(6. 9600 = iy [0,0,126.96)¢ =
U

U

. efn Efn . _
:%ﬂ% /efn+gza 9, 1, Jﬁ)SOJr/mzan"Aann(&J@@
U U

De plus on va montrer 1'égalité

oI _
lim 0,8, F1(6, 7€) ¢ / 0,0, (£, 7€) 2 0. (3.4.2)

n—0) el +¢
U U

On aura alors

[io0,6 000 = [ F—io,0,56.00 90+hm/ 0,17 N, PE IO
U

U

La derniére limite est positive car la forme 0, f7 A 5Jf’7 est positive. Pour prouver l'égalité
(3.4.2) il suffit de montrer que la suite (i0,0, f),>o converge vers le courant i9,0, f aussi dans
la topologie faible des courants d’ordre zéro. Ce fait combiné avec le fait que la suite de fonctions
ef" /(ef" 4 €) converge uniformément vers la fonction ef /(ef + ¢) prouve I'égalité (3.4.2). Pour
prouver la convergence de la suite (2'8J5Jf’7),7>0 dans la topologie faible des courants d’ordre
zéro il suffit de montrer la convergence de la suite

(iajgjfn - (Zajéjf) * Pn)n>0

dans la méme topologie étant donné que la suite ((i0,0, f) * py)y>0 est convergente dans cette
topologie. D’aprés le lemme 3.3.1.1 il suffit donc de remarquer I'inégalité

sup p(i0,0, f" — (10,0, f) * py)(U) < C| fllwrawy < o0

n>0

qui découle du lemme de K.O. Friedrichs (cf. [Hor-1]). O
On rappelle la définition suivante.
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Définition 3.4.2 Un sous-ensemble A C U d’un ouvert U C R™ est dit polaire si pour tout
point x € U il existe un voisinage ouvert connexe V, C U de x et une fonction u sous-harmonique
sur Vg, u Z —o0, telle que ANV, C {y € Vy|u(y) = —o0}.

D’aprés le théoréme 3.1.2 on a qu’un sous-ensemble polaire est de mesure de Lebesgue nulle. On
a le théoréme classique suivant (cf. [Dem-1], chapitre I).

Théoréme 3.4.3 Soit A C U un sous-ensemble polaire fermé et soit v une fonction sous-
harmonique sur ouvert U . A, borné supérieurement sur un voisinage de tout point de A. Il
existe alors une unique extension sous-harmonique v de v sur U. En particulier si v est une
fonction continue sur U et sous-harmonique sur ouvert U \. A alors v est sous-harmonique sur

U.

Preuve du théoréme 3.4.1. D’aprés le lemme 3.4.0.1 il suffit de montrer le théoréme dans le
cas d’une fonction continue étant donné que la fonction f est limite décroissante des fonctions
continues f. := log(e/ +¢) (lorsque ¢ tend vers zéro) et une limite décroissante de fonctions plu-
risousharmoniques est plurisousharmonique. A partir de maintenant on suppose donc f continue
et on remarque que pour tout courbe J-holomorphe 7 : B; — X la fonction f o~y est sous-
harmonique sur B; si et seulement si elle est sous-harmonique sur 'ouvert

{z € B; |d.y # 0}.

Ceci découle du fait que ensemble {z € B} |d.y = 0} est fini (voir [McD-1], chapitre II) et
du théoréme 3.4.3. On peut donc supposer que la courbe J-holomorphe ~ : B; — X est un
plongement.

D’autre part on remarque qu’une fonction continue u : Q C R™ — R est sous-harmonique si et
seulement si Au > 0. En effet en considérant une famille de noyaux régularisants usuels (pc)e>o
on a0 < (Au)* p. = A(u * p:). On déduit alors I'inégalité

/ u* pe dX > (u* pe)(x).

By ()

A(Br(x))

En passant a la limite pour € tendent vers zéro on déduit la sous-harmonicité de u. On va donc
montrer 'inégalité A(f o) > 0 pour tout plongement J-holomorphe = : B; — X. D’apres le
lemme 3.2.0.3 on a, quitte & restreindre p > 0, 'existence d'un plongement

oc:B)x B! — o(ByxBl ) c X

qui préserve les orientations canoniques tel que o(+, z2) soit une courbe J-holomorphe pour tout
29 € Bg_l et 0(z1,0) = v(z1), 21 = t + is. Le fait que le champ £ := da(%) oo~ ! soit J-plat
sur Pouvert o(B} x Bp~!) implique les égalitées

i0,0,f (&, J€&) = 261001 f = %(g. Ef+JETES) = é(a‘l)*Azl (foo)

oit A,, := 0? + 02 désigne le Laplacien par rapport & la variable 2y =t +is € B; dans 'ouvert
B; X Bg_l. Le fait que le plongement o préserve les orientations canoniques implique I'inégalité

Az (foo)>0
sur 'ouvert B; X B;l_l. Considérons maintenant une famille de formes positives
—1n—1 -1
(0c)e>0 C DY (BT
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convergentes faiblement vers le courant de Dirac §y € Dm_l’"_l(Bg_l)Jr en 0 lorsque € tend
vers 0, (sur le cone des courants positifs la topologie faible coincide avec la topologie faible des
courants d’ordre zéro). Si on désigne par ps : B; X B;L_l — B;L_l la deuxiéme projection on a

(B} 0] = lim p3ds,

ou la limite est considéré dans la topologie faible des courants d’ordre zéro.
Pour tout forme ¢ € Dl’l(B; X Bg_l, Jo)T positive par rapport a la structure presque complexe
canonique de C" on a

0< / Au(f 00) p3de Aip = / (f 0 0) 3 A Asp.
BixBy~! BixBy !

Si on désigne par j : B; — B; X B,’;_l, j(B;) = B; x 0, 'immersion canonique on a

—0

B B} Byx B~

[atGeonie= [(renae=tim [ (Foolpsndapz0

La surjectivité de application ¢ € Dl’l(B; X B;’_l, Jo)T — j*p € 271’1(B;)Jr permet alors de
conclure. O

3.5 Sur la régularisation des potentiels sur les variétés presque
complexes avec contrbole asymptotique de la perte de
positivité du courant

Pour la solution de la conjecture dans le cas général d'une distribution réelle u (qui est un
élément de W'licl (X)) d’aprés la remarque 2 de la section précédente) nous proposons une tech-
nique de régularisation globale des potentiels u des (1, 1)-courants positifs du type i0,0,u sur
les variétés presque complexes analogue a celle utilisé avec succés par Demailly [Dem-2| dans le
cas complexe intégrable. La nécessité d’utiliser une technique globale dérive du fait que sur une
variété presque complexe non intégrable on a pas de coordonnées naturelles qui permettent de

régulariser u sans perte de positivité du courant 0,0, u.

Soit (X,.J) une variété presque complexe et w € E(AMTY)(X) une métrique hermitienne sur
Tx . Soit exp” : U C Tx — X le flot géodésique induit par la connexion de Chern du fibré
tangent
D E(Tx,1) — E(Tx @, Tx,)
associé a la métrique w, (ici U C T'x désigne un voisinage ouvert de la section nulle). On désigne
par
exp, . = expy (&) : Tx . N U — X, e>0,

et on considére une fonction x : R — R de classe C* telle que x(¢) > 0 pour t < 1, x(t) =0

pour t < 1 et f(C" x([v|?)dv = 1. On introduit alors les fonctions y.(t) = x(t/e?)/e*" et
l'opérateur régularisant

w@)i= [ woens (O xeloB) 2 = [ woen (€ x(CE) S,

CETX,.’L‘ CETX,.’L‘
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Etudier la conjecture revient & étudier le controle asymptotique de la positivité des (1, 1)-formes
0,0, ue car si i0,0,u > 0 alors, comme dans le théoréme de Demailly qui suivra [Dem-2], il
existe une costante K > 0 suffisament grande telle que la suite de fonctions u, + Ke? converge
de fagon décroissante vers la fonction u lorsque € tend vers zéro. Avant de présenter le théoréme
de Demailly nous introduisons les définitions suivantes.

Définition 3.5.1 Soit (X, .J) une variété presque compleze et w € E(AVITE)(X) une métriques
hermitienne sur Tx . On appelle courbure de Griffiths inférieure du fibré hermitien (Tx j,w) la
fonction G, (Tx,j) : Tx ~ 0x — R homogéne de degré deuz sur les fibres de Tx définie par la
formule

.y Een )

ouCy | € E(Herm(Tf?f]))(X) désigne la courbure de Chern de (Tx j,w). Soit

a:Pe(Tx,s) — Pe(Tx ), £ og

une application fibré de classe C* telle que ag ® C§ = Tx g, § € Txz \ 05 pour tout z € X.
On appelle courbure de Griffiths a-partielle inférieure du fibré hermitien (Tx,j,w) la fonction
Gta (Tx,7) : Tx ~ 0x — R homogeéne de degré deuz sur les fibres de Tx définie par la formule

cv ®n,&R®
G5o (Tx,7)2(€) := min %6 z el
neag |77‘h

On remarque que le nombre G, (7Tx ) est la plus petite valeur propre de l’endomorphisme
hermitien iCy,(Tx,7)(&, J€) de (T'x,j,w), ont Cu(Tx,s) désigne le tenseur de courbure de Chern
de (Tx,,w). De plus on a l'inégalité évidente GZo(Tx ;) > G (Tx,s). Une application « peut
étre induite par une métrique hermitienne sur Ty par exemple. Il est facile de voir (cf. [Dem-2])
qu’il existe une métrique hermitienne w sur IP’}C x C', ou C est une courbe holomorphe de gendre
g > 2 telle que G4« (Tx,.s) > 0. On peut énoncer le résultat de Demailly sur la forme suivante.

Théoréme 3.5.2 (Demailly) Soit (X, J,w) une variété complexe hermitienne telle que

Gj;a (Tx,7) > 0 pour une certaine o et soit ¢ une fonction quasi-plurisousharmonique telle que
ia]a]z/) >, ou v est une (1,1)-forme continue. Soit exph® la partie holomorphe sur les fibres
du fibré tangent de application exponentielle exp”. L’opérateur régularisant

n
We ¢

vele) = [ voeph (€ xR0

vérifie les propriétés suivantes :

A) pour tout point x € X il existe une costante K, > 0 suffisament grande telle que la suite
de fonctions (e + Kye%)os0 C E(X,R) converge ponctuellement, de facon décroissante sur un
voisinage de x, vers v lorsque € > 0 tend vers zéro,

B) on a le contréle i0,0,1. > v — dew sur la perte de positivité, ot (0c)eso C (0,+00) est
une famille de réels qui tend vers zéro de fagon décroissante lorsque € > 0 tend vers zéro.

Le théoréme précédent reste valable méme si on considére simplement ’application exponentielle
exp®, mais les calculs de la preuve deviennent plus compliquées. Dans le cas presque complexe
non intégrable on ne peut pas envisager de définir I’application exph®, pour des raisons délicates
sur le jet d’ordre deux de la structure presque complexe.
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On estime que le lemme 3.5.1.1 de la sous-section qui suivra peut étre utile pour la preuve
de la conjecture. On rappelle d’abord la notion de coordonnées presque complexes centrées en
un point, notion qui a été introduite dans le chapitre II. On rappelle le corollaire suivant qui a
été exposé dans le chapitre II.

Corollaire 3.5.3 Pour tout point x d’une variété presque compleze (X, J) il existe des coordon-
nées (21, ...,zn) de classe C* centrées en x telles que les matrices A(z) et B(z) de la structure
presque compleze

0 0 = _ 0 — _ 0
J(Z) = ; (AkJ(Z) dz; ® a—Zk + BkJ(z) dz; ® 8—@ + Bk,l(z) dz; ® 8—% + AkJ(z) dz; ® a—gk),

relatives a ces coordonnées admettent les développements asymptotiques

‘B(Z):¥§:ABTZT+'§::(Bhszr%s+73ngzrzg
r 7,8

+ Z (BT’s’t 2 zezs + BT 2 2.7 + Br’g’fzrzsit) +O(|2Y) (3.5.1)

r,s,t

) 1 — _ 1 —t.F —t3 —t _
AR =ila+5Y B Bag+1y, (BB +B" B +2B'-B™) 525

7,8 r,s,t
+i 3 (Et B + B . Bt 4+ 9B BT) 2255 + O(|2[*) (3.5.2)
7,8,

ou B", B™$, B™S, Bt B’”’S’{, BrSt ¢ M, n(C) sont des matrices telles que B™* soit symétrique
par rapport auz indices r, s, B"% par rapport a r, s, t, 7B’“’S”e par rapport & r,s, B"5 par rapport
as,t et By, =0 pourr <1, B;f =0 pourr,s <1, B;? =0 pourr <1, B;‘;t =0 pourr,s,t <I,

t 5t . N
BZ’?’ =0 pourr,s <1, et BZ’?’ = 0 pour r <. De plus si on considére l'expression locale de la
forme de torsion de la structure presque compleze

1 T y

= Y M eGgag =Y NuGAG®G
1<k<i<n 1<k<i<n
1<r<n

ol ¢ == (9/0z)'0 € S(T)l(’?,)(Uw), l=1,...,n est le repére locale du fibré des (1,0)-vecteurs T)l(’?l
issue des coordonnées (21, ...,2n) on a l'ezpression

- { { l, k, 15
Nii(z) =5 Bt 5 0 [20Br; = BIY) 2+ Bz + 0(P)
S

pour tout k < 1. Le jet d’ordre k = 0,1 de la forme de torsion de la structure presque complexe
au point x est nul si et seulement si les coefficients By «(z) de la structure presque compleze
relatifs auz coordonnées en question s’annulent a l'ordre k + 1.

Les coordonnées précédentes sont appelées coordonnées presque complexes d’ordre 3 au point x.

3.5.1 Expression locale normale, asymptotique a 1’ordre deux du Hessien
presque complexe

Nous avons la définition suivante.
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Définition 3.5.4 Soit (X, J) une variété presque complexe de dimension complexe n. Pour tout
distribution réelle w € D), (R)(X) et tout champ de vecteurs réel & € E(Tx)(X) on définit le
Hessien presque complexe par la formule

P = 1
H,u (&) :=i0,0,u(&,JE) = 20,0,u (¢, e%1) = 5(5 Eoud JETE u+ JE, JE). u).
Avec les notations du corollaire 3.5.3 on a le lemme suivant.

Lemme 3.5.1.1 Soit (X,J) une variété presque compleze et u € Dy (R)(X) une distribution
réelle sur X. Soient (z1,...,z,) des coordonnées locales presque complexes d’ordre N > 3 en un

point x € X. Alors pour tout champ de vecteurs réels £ =, (5166% —I—E_k%) on a l’expression
asymptotique a l'ordre deur du Hessien presque complexe suivante :

H,u Z &5+Z%e[@ z&) ()+Q (2,6) i <z>]+
8zk8 ! ki )

k.l

+ 37 Re[(Riu() 6661+ Byy(2) 660 + By (2 éké)

k,l,s

(2)] +0(1=P) (€.

Qpi(2,6) =20 ) jetyBiy(2) &b+ Y FZ,S (B;,t &6+ Biy, ft?f_s) ZrZh,
t

s,t,r.h

() =13 (JebaBril 6 +JebaBul &)~

-3 [3(Bi.at + Bl6&) B 5o - Bl Bl 2564

s,t,r,h

et jety By +(2) est la composante (I,t) du jet d’ordre deux au point zéro de la matrice B(z) de la
structure presque complexe par rapport auz coordonnées en question. De plus

s X s,mh s;rh o~ s,Fh — —
Ry (2) = E (Rk,l ZrZp + Rk,l ZrZp + Rk,l zrzh)
r,h

R f(z) =Y (Z By B. 2 + 2By zr)
t

T

h b 7 777}71 ~ A~
+Z ( 51: z,nzh—kR z,nzh—kRZ?l: z,nzh)
5,1“,71 — S,F,l_l J—
) =) (Rm Zin + R o h)

(voir lappendice pour les expressions des coefficients Riw™). Enfin O(|z]?)(&,€) désigne un poly-
néme homogéne de degré deuz par rapport auz variables &, & et a coefficients dans m(Ey(C))3 -
D5, (C)o, (ici m(Ey(C)) désigne 'ideal mazimal dans l'anneau des germes des fonctions C* a
valeurs complezes définis sur lorigine) tel que O(|z]?)(€,€) = O(|2]3)(&,€). Si le jet d’ordre un
de la forme de torsion de la structure presque complexe est nul au point x alors ’expression
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assymptotique du Hessien presque complexe se réduit o la forme

= 22 8Zk az 2) Exéi—

2 3 (2B sm B 2 520 68] + 06

k,l,s,r,h

Si de plus la structure presque complexe est intégrable alors par rapport a tout coordonnées
complexes centrées en x € X on a l’expression classz'que

= 22 (%k 8Zl 2) &)

Preuve. On va écrire les expressions des opérateurs différentiels JE. JE et J[E, JE]. Avec les

notations introduites précédemment on a

JE=) [ (Ag& + By l&)— + (Aga& + By &) J ] (3.5.3)
ol

Bien évidemment il suffit d’effectuer nos calculs pour des champs de vecteurs réels & coefficients
constants. A partir de maintenant on va donc supposer que le champ £ est a coefficients constants
par rapport aux coordonnées presque complexes en considération. On a alors J¢. JE =T +T ou

_ Z (Ak’l& +§k’l&> (8A8’t§t N 8§5,t gt) 0

k,l,s,t 8Zk aZk 828
2
+ Z (Ak,l& + Ek,lgl) (As,t& + Esvté) &jﬁ
k,l,s,t ’
+ > (Ak: 161+ By zﬁl) ( ZZ% 8B8t£t)
k,l,s,t -
2
+ Z (Ak,lfl + Ek,lgl) (sttgt + Bs’t€t> 02,07,
k,l,s,t ’
En utilisant les expressions (3.5.2) et (3-5'1) on a

i Bt ki | BT pki L oBht pk) s 5 3
+4Z<B B* 4 B . BM 4 9B B)zrzt+0(|z\)

r,t

a ZB B2+ < Z( -Bt—i—Fk’t_-B’"—l—ZFk-B’"’t)zrzt
Zk

+% Z (Et . BT,];’ + Ek . BT,£+ 2§k7t . BT) Zrzt + O(|z|3)

rt

B _ _ -
§—<z) =B"+) (2B’f”‘zr + B’f”“zr) +)° (3B’f”“’8zrzs +2BM"5 2,2 + B’“"Szrzs) +0(]21*)
Zk -

T8

2_5(2) = Z Bz 3 (B Fzz, + 2872, 2) + O(J2I7)

r,s
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On explicite maintenant les quatre termes de I'opérateur T' & 1’aide des expressions précédentes
sur les dérivées premiéres des matrices A, B et des relations (3.5.2), (3.5.1).
I-er terme de I'opérateur T :

Z (Ak,l& + Ek,lgl) (aai:tf OB, tft)

k,l,s,t

82'5

=3 (M”skst aB”fkst)

k,s,t

i N -0
+5 kmzrhj (Bk,jBﬂB A BktstB]lzrzh) iy

0
+ Z Blest Zrzhﬁl&—+0(|z| )

0z

k,l,st,r.h
ITI-éme terme de 'opérateur T :
_ N
> (Avie+Bri&) (Asste + Boske) -
8zk8z5
k,l,s,t
82
[ €k§l+2zz jetaBii(2) & — > By ]tzhzr&ﬁt] 92,03
k,l mh.g:t :
82
+ Z BksBltZTzhgsgt O(l=* )
k,l,st,r.h

ITI-éme terme de I'opérateur T :

> (Ak i1 + By, zﬁz) (aZStft + aBs’tgt) 0 _

z z Z.
klst Oz Oz, 0%

=3 (Pt 4 Do) L

k,s,t Zs

- _ 5 i = _ - —=h _ _ ==\]1 0
+ Y |[BuBhimas+5> (BiBuBlas & — BBl Bl 64 |
s t,r j.h $

0
+ D KQBk BE + Bk’lBs t) Zrzp + (Bk:lBst + Bszft) Zrzh} €z€ (|Z|3)£

k,l,st,r.h
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IV-éme terme de 'opérateur T :

J— _ _ _ 82
Z (Ak,lfl + Bk,lfl) (As,tft + Bs,t&) 525 =
kvlvs,t Zk; ZS
92 1 52 .
=>. S S A > ' (Bij]chZr Gl —= 92.0% + B}, Bz ik - )
kil k,l,t,r,h,g
- 2
—i—z;:t <.]ethlt( )ikfta " — jety By 4(2) & (%kf)zl)

82

+ Z BksBltzrzhgsgt O(|z | )

k,,s,t,r,h

Venons-en maintenant au calcul du champ de vecteurs J[¢, J¢]. On remarque d’abord que :

0A,, 835 8/18 OB,
678 =Y (G2tee + tas + S+ 68 5
k,s,t
+ 3 (Botad + Potee + Potae+ Potae) L
k,s,t

En appliquant la relation (3.5.3) avec [£, J¢] a la place de € on a J[£, JE] = n + 7] avec :

= 3[4 (Gtea ”égt R )

k,s,t,r

1By (Dot 4 Wotgy 4 Putgg Wi g)) 0

T‘

En tenant compte des relations (3.5.2), (3.5.1) et celles sur les dérivées premiéres des matrices
A, B dans l'expression du champ 7 on obtient :

0A,, 8Bs 8As OB, 0
=iy (G + el + G+ )

k,s,t azs
B, B B Bk B 9
+ Z ( s, k thl Y Z rj 5,87 st leh) Ekgtazr
k,l,s,t,r,h
+ Z {El B,z +Z (QEZ Bk’th ZnZ +B Bk’tﬁ Zlih)} fkfti +O(|z\3)£
ks, t,r e N nee hEs 0z 0z

En regroupant et en simplifiant les termes obtenus jusqu’ici (et en symetrisant de fagon ade-
quate les coefficients) on obtient I’expression asymptotique voulue pour la distribution H ,u (§).
Si maintenant on suppose que la structure presque complexe est intégrable il existe d’aprés
le théoréme de Newlander-Nirenberg des coordonnées locales complexes. La structure presque
complexe s’écrit alors par rapport a ces coordonnées sous la forme

J( ) O_ZZ(d'Z’f@)ai_dzk 82k)

148



Un calcul immédiat montre alors que pour tout champs de vecteurs réels £ a coefficients constants
par rapport aux coordonnées complexes on a :

2

1 - 0
5(EE+JETE) = 2; St

(bien évidemment [, J€] = 0), ce qui permet de conclure dans le cas d'une structure presque
complexe intégrable. O

3.6 Appendice

3.6.1 Expressions des coefficients R}’ du Hessien presque complexe

R 5 B (BBl B B+ B
R __Z [BstBZl +BstB & +Bst (Bf,z +B§,kﬂ
srh — __Z Bst <Btl+Btk>

R = % > (BB + BUBY + 28]
t

h ~_h7_’]::
RZ:Tth = 42387; +Z <QBZkle +BTthl +BZIZ€BSt T3 Z Bt] kB‘Z’l)
t

s,7,h =7hk
RN = 2B 4 2 Z (B”BSJ + B”BS]) (B;k - B]’ft)

7-]
h
z; = __Z B ( ]kle+Bngsk)
7 1 —r —=ht —=h —=rf —=r —=hi —=h-—=nri
K 7h Py— T ’ 9 b 9
RZ? =1 Z (Bt,kBs,l + By yBs) + BB+ Bt,lBs,k)'
t

149



150



Bibliographie

[Au-La]

AUDIN. M, LAFONTAINE. J.(1994) Eds Holomorphic curves in symplectic geometry,
Birkhuser, Basel.

[B-D-I-P| J. BERTIN, J.-P. DEMAILLY, L.ILLusiE, C. PETERS (1996). Introduction a la théorie

[Bom]|
|Bo-Tu]
[Dem-1]

[Dem-2|

[DeR]
[Don]

[Fed|
|Fu-Hal
[McD|

[McD-1]

de Hodge. Théorie de Hodge L? et théorémes d’annulation, 4-111, publication de la
SMF, nr3.

BoMBIERI, E. (1970) Algebraic values of meromorphic maps, Invent. Math. 10,(1970),
267-287; Addendum, Invent. Math. 11, (1970), 163-166.

Borrt, R. Tu, L. W (1982) Differential forms in Algebraic Topology, GTM 82,
Springer-Verlag, New York

DeEmAILLY, J.P. (1997) Complex analytic and differential geometry, available at :
http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr

DEMAILLY, J.P.(1992) Regularisation of closed positive currents of type (1,1) by
the flow of a Chern connection. (English) Skoda, Henry (ed.) et al., Contributions to
complex analysis and analytic geometry. Based on a colloquium dedicated to Pierre
Dolbeaut, Paris, France, June 23-26, 1992. Braunschweig : Vieweg. Aspects Math. E
26, 105-126 (1994)

DE RHAM, G. (1955) Variétés différentiables, Herman, Paris.

DONALDSON,S.K. (1996) Symplectic submanifolds and almost complex geometry, Jur-
nal of Differential Geometry 44, 666-705.

FEDERER, H.(1969) Geometric mesure theory, Springer-Verlag, Grundleheren der
math. Wissenschaften, Band 153, Berlin

FurroN, W, HARRIS.J (1991) Representation theory. A first course. GTM 129, Rea-
dings in Mathematics, Springer-Verlag, New York

McDurr.D.(1992) Singularities of J-holomorphic curves in almost-complex 4-
manifolds, J. Geom. Anal 2, 249-265.

McDuUFrF.D. (1994) J-holomorphic Curves and Quantum Cohomology, University Lec-
ture Series, vol 6.

[McD-Sa| McDuUFr.D, SALOMON (1995) Symplectic topology, Oxford Universyty Press.

[Gau]
|G-M-S]
[Gi-Tru]

|Gro|

GAUDUCHON, P. (1997) Hermitian Connections and Dirac operators, Boll. U.M.I. (7),
11-B, Suppl. fasc. 2, 257-288.

GTAQUINTA, M., MobnicA, G., SOUCEK, J.(1998) Cartesian currents in the calculus
of variations I, Springer vol. 37.

GILBARG, D., TRUDINGER, N. (1977) Elliptic partial differential equations of second
order. Berlin Heidelberg New York : Springer

GRIOMOV, M. (1986) Partial Differential Relations, Springer-Verlag, 9, Berlin, Hei-
delberg

151



|Gri]

|Gri-Hal
[Ha-Po]
|He-Le|
[Hor]
|Hor-1]

[Hir|
[Kob]

GRIFFITHS, P.A. (1969) Hermitian differential Geometry, Chern classes and positive
vector bundles, Global Analysis, papers in honor of K. Kodaira, Princeton Univ. Press,
Princeton, 181-251.

GRIFFITHS, P.A., HARRIS, J. (1978) Principles of algebraic geometry, Wiley, New-
York

HARVEY, R., POLKIN,J. (1979) Fundamental solutions in complex analysis I. IT. Duke
Math. J. 46. 253-340

HENKIN,G.M., LEITERER,J. (1984) Theory of functions on complex manifolds. Bos-
ton : Birkhauser

HORMANDER,L. (1966) An introduction to Complex Analysis in several variables, 3rd
edition, North-Holand Math.Libr.,vol.7, Amsterdam, London (1990)

HORMANDER,L. (1963) Linear Partial Differential Operators, Grundlehren der math.
Wissenchaften, Band 116, Springer-Verlag, Berlin.

HirscH, M.W. (1991) Differential topology, GTM 33, Springer-Verlag.
KoBAvAsHI,S. (1987) Differential Geometry of Complex Vector Bundles, Publications

of the mathemetical society of Japan 15 (Kané Memorial Lectures 5). Iwanami Shoten
Publishers and Princeton University Press

[Ko-Mal| Koszur,J-L., MALGRANGE,B. (1958) Sur certaines structures fibrées complexes,

[Lel]

[Mal-1|
[Mal-2|

[Mos-1]

[Mos-2]

arch.mat, vol.IX.

LELONG, P. (1968) Fonctions plurisousharmoniques et formes différentielles positives,
Dound, Paris, Gordon Breach, New York.

MALGRANGE,B. (1966) Ideals of differentiable functions, Oxford university press.

MALGRANGE,B. (1969) Sur I'intégrabilité des structures presque complexes. Symposia
Math. vol. 11, 289-296, London : Academic Press.

MosER,J.K. (1961) A new technique for the construction of solutions of nonlinear
differential equations, Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A; vol 47, pp 1824-1831

MOosER,J.K. (1966) A rapidly convergent iteration method and nonlinear differential
equations I,I1. Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa 20, 499-535

[New-Nir] NEWLANDER,A., NIRENBERG,L. (1957) Complex analytic coordinates in almost

complex manifolds. Ann. Math. 65, 391-404

[Nij-Woo| NuJENHUIS,A., WOOLF,W. (1963) Some integrations problems in almost complex

R
[Siu]

[Sko|

[Stal
[We-1]

[We-2]

manifolds, Ann. Math. 77, 424-489

RANGE,M. (1986) Holomorphic functions and integral reppresentations in several com-
plex variables, Berlin Heidelberg New York : Springer

Stu, Y.T. (1974) Analyticity of sets associated to Lelong numbers and the extension
of closed positive currents, Invent. Math. 27, 53-156.

SKODA, H. (1976) Estimations L? pour I'opérateur 0 et applications arithmétiques, Sé-
minaire P. Lelong (Analyse), année 1975/76, Lecture Notes in Math. no 538, Springer-
Verlag, Berlin (1977), 314-323.

STAMPACCHIA,G. (1963) Le probléme de Dirichlet pour les équations elliptiques du
second ordre & coefficients discontinus, Ann. Inst. Fourier, Grenoble, 15, 1, 185-258.
WEBSTER,S.M. (1989) A new proof of the Newlander-Nirenberg theorem,
Math.Zeit.201,303-316

WEBSTER,S.M. (1989) On the proof of Kuranishi’'s embedding theorem.
Ann.Inst.Henri Poincare, Nouv Serie., B(ANL) vol.6

152



[Wel| WELLS, R.O (1980) Differential analysis on complex manifolds, Graduate Texts in
Math. 65, 2nd edition, Springer-Verlag, Berlin

Nefton Pali

Institut Fourier, UMR 5582, Université Joseph Fourier
BP 74, 38402 St-Martin-d’Héres cedex, France

E-mail : nefton.pali@ujf-grenoble. fr

153



