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Chapitre 0Introdution0.1 Philosophie de la thèseEn géométrie di�érentielle omplexe, on a souvent oexistene de strutures très rihes etrigides omme par exemple les strutures analytiques omplexes et d'autres très élastiques,omme les strutures di�érentielles ou enore d'autres extrêmement irrégulières omme ellesdonnées par les fontions loalement intégrables ou les distributions. Nous ommençons parénoner quelques résultat lassiques qui onstituent le point de départ de ette thèse.Une variété presque omplexe (X,J) est une variété di�érentielle munie d'une setion J de lasse
C∞ du �bré des endomorphismes du �bré tangent telle que J2 = −I. Le omplexi�é de ettesetion sur le omplexi�é du �bré tangent admet deux sous �brés propres. Le �bré des veteursomplexes de type (1, 0), qui est elui relatif au valeur propre i et le �bré des veteurs omplexesde type (0, 1), qui est elui relatif au valeur propre −i. Une variété presque omplexe est diteintégrable si le �bré des veteurs de type (0, 1) est intégrable, (où de façon équivalente si le �brédes veteurs de type (1, 0) est intégrable), e qui signi�e que le rohet de Lie de deux hamps deveteurs de type (0, 1) est enore un hamp de veteurs de type (0, 1). Dans e ontexte on a leélèbre théorème de Newlander-Nirenberg, (voir [We-1℄, [Hör℄, [Dem-1℄, hapitre VIII, [Mal-2℄,[Nij-Woo℄ et [New-Nir℄), qui permet de aratériser les variétés omplexes parmi les variétéspresque omplexes.Théorème 1 (Newlander-Nirenberg) Soit (X,J) une variété presque omplexe. L'existened'une struture holomorphe sur la variété X telle que la struture presque omplexe assoiée soitégale à J est équivalente à l'intégrabilité de la struture presque omplexe J .Nous donnons maintenant un deuxième exemple. Une fontion semi-ontinue supérieurement usur une variété presque omplexe (X,J) est dite plurisousharmonique si la restrition à touteourbe J-holomorphe loale est sous-harmonique. Dans le as d'une variété omplexe on a lerésultat fondamental suivant due à Bombieri (voir [Bom℄, [Sko℄ et [Dem-1℄, hapitre VIII )Théorème 2 (Bombieri) Soit ϕ une fontion plurisousharmonique sur une variété omplexe
X. Soit A l'ensemble des points x ∈ X tels que la fontion e−ϕ soit non intégrable dans unvoisinage de x. Alors A est un sous-ensemble analytique omplexe de X.Ce résultat est d'une importane fondamentale pour prouver par exemple le théorème de semi-ontinuité de Siu pour les ourants positifs fermés. Celui-i onstitue notre troisième exemple.Un ourant de bidegré (q, q) sur une variété presque omplexe (X,J) de dimension n est une
(q, q)-forme à valeurs dans le faiseau des distributions omplexes sur X. L'espae des ourantsde bidegré (q, q) s'identi�e par l'intégration des formes ave le dual topologique de l'espae des9



(n− q, n− q)-formes C∞ à support ompat muni de la topologie de la onvergene uniforme detoutes les dérivées. Un ourant de bidegré (q, q) est dit positif si il est positif par rapport à tousles sous-espaes omplexes de dimension p := n − q. Il est dit fermé si il est fermé par rapportà l'opérateur de di�érentiation extérieure. Le nombre de Lelong ν(Θ, x) d'un ourant positiffermé Θ en un point x ∈ X mesure le omportement asymptotique de la masse du ourant Θpar rapport au volume de la boule omplexe p-dimensionnelle. Il est bien onnu que dans le asomplexe intégrable, si Θ = [A] est le ourant d'intégration sur un sous-ensemble analytique Ade X, le nombre de Lelong au point x ∈ A de [A] est égal à la multipliité du germe de A en epoint. Dans e ontexte on a le résultat suivant (voir [Siu℄, et aussi [Dem-1℄, hapitre III, pourune preuve élégante et plus ourte).Théorème 3 (Siu) Soit Θ un ourant positif fermé sur une variété omplexe X et c > 0 uneonstante arbitraire. Alors l'ensemble des points x ∈ X tels que ν(Θ, x) ≥ c est un sous-ensembleanalytique de X.Nous donnons maintenant une première idée des résultats obtenus dans ette thèse.Faiseaux ∂̄-ohérents sur les variétés omplexesDans le premier hapitre de ette thèse nous généralisons au ontexte des faiseaux analytiquesohérents un résultat lassique de Koszul-Malgrange ([Ko-Mal℄) onernant l'intégrabilité desonnexions de type (0, 1) sur un �bré vetoriel C∞ au dessus d'une variété omplexe.En introduisant la notion de faiseau ∂̄-ohérent, qui est une notion qui vit dans le ontexte C∞,nous montrons l'existene d'une équivalene (exate) entre la atégorie des faiseaux analytiquesohérents et la atégorie des faiseaux ∂̄-ohérents.Le résultat lassique de Koszul-Malgrange (voir [Ko-Mal℄) a�rme qu'un �bré vetoriel omplexedi�érentiable au dessus d'une variété omplexe, qui admet une onnexion ∂̄ de type (0, 1) telleque ∂̄2 = 0 possède une struture de �bré vetoriel holomorphe. En d'autres termes, en utilisantl'équivalene entre les notions de �bré vetoriel et de faiseau loalement libre sur une variété, onobserve que le noyau de la onnexion ∂̄ est un faiseau de O-modules loalement libre. Le pointessentiel de e résultat onsiste à prouver l'existene d'une solution de l'équation di�érentiellequasi-linéaire g−1∂̄
J
g = A (où ∂̄

J
est la (0,1)-onnexion anonique sur le faiseau des fontions

C∞ et A représente la (0, 1)-forme de onnexion loale de ∂̄) ave la ondition d'intégrabilité
∂̄

J
A+A ∧A = 0.Nous généraliserons ette équation pour prouver notre aratérisation di�érentielle qui introduitomme objet nouveau la notion de faiseau ∂̄-ohérent. Préisément un faiseau ∂̄-ohérent estun faiseau G de modules de fontions C∞ à valeurs omplexes, muni d'une onnexion ∂̄ de type

(0, 1) telle que ∂̄2 = 0, et qui admet loalement des résolutions de longueur �nie, par des modulesde fontions C∞ à valeurs omplexes. Notre aratérisation a�rme essentiellement que le noyaude la onnexion ∂̄ est un faiseau analytique ohérent. On obtient don l'équivalene exateentre la atégorie des faiseaux analytiques ohérents et la atégorie des faiseaux ∂̄-ohérents.L'exatitude de l'équivalene est due à la �délité plate de l'anneau des germes des fontions C∞à valeurs omplexes sur l'anneau des germes des fontions holomorphes, (voir [Mal-1℄).L'hypothèse sur les résolutions loales peut sembler à première vue di�ile à véri�er, mais dansles appliations (voir les orollaires 1.1.13 et 1.1.16) elle est toujours assurée. L' appliationprinipale de notre aratérisation est une méthode, la � ∂̄-stabilité� qui permet de trouver desstrutures analytiques obtenues par déformation C∞ d'autres strutures analytiques.La di�ulté essentielle de la preuve de notre aratérisation onsiste à montrer que quel quesoit le hoix de la résolution loale du faiseau G, on peut trouver au voisinage de haque point10



de l'ouvert sur lequel on onsidère la résolution loale, une autre résolution loale onstituée dematries holomorphes. En d'autres termes on herhe une résolution loale admettant des formesde onnexion nulles. Pour atteindre et objetif on introduit la notion de realibration, qui gé-néralise la notion lassique de hangement de jauge pour les formes loales d'une onnexion detype (0, 1) intégrable sur un faiseau loalement libre. La notion de realibration ne représenterien d'autre qu'une ation d'un semi-groupe sur l'ensemble des formes qui représentent loale-ment la ondition d'intégrabilité de la onnexion ∂̄. La notion en question permet de traduirenotre problème en termes d'un système di�érentiel quasi-linéaire dont le terme prinipal estun opérateur ∂̄ usuel. Les onditions d'intégrabilité de e système ne sont rien d'autre que lesexpressions loales de la ondition d'intégrabilité de la onnexion ∂̄. Les solutions du systèmedi�érentiel seront obtenues à l'aide d'un proédé itératif de type Nash-Moser, dont haque étapeest déterminée par une realibration obtenue en fontion de l'étape préédente.La preuve de l'existene de solutions du système di�érentiel en question est exposée dans lasous-setion 1.5.5, et onstitue la partie essentielle de la preuve de notre aratérisation desfaiseaux analytiques ohérents. La tehnique qui onsiste à utiliser des shémas itératifs pourmontrer l'existene des solutions de problèmes non linéaires est aujourd'hui bien onnue en ana-lyse omplexe. On peut iter par exemple les travaux de Webster [We-1℄ et [We-2℄, qui utilisentdes tehniques de type Nash-Moser, (voir [Mos-1℄, [Mos-2℄ et [Gro℄) pour prouver l'existenedes solutions de deux problèmes di�érentiels fondamentaux en géométrie omplexe. L'ingrédient�nal qui permet de onlure notre preuve est le résultat profond de Malgrange mentionné pré-édemment, qui permet aussi d'obtenir une généralisation du théorème de Dolbeault au as desfaiseaux analytiques ohérents (∂̄-ohérents). En�n on obtient aussi omme orollaire un ré-sultat d'intégrabilité pour les onnexions sur les faiseaux admettant des résolutions loales delongueur �nie sur les variétés di�érentiables. Ce résultat permet de montrer que la notion de
∂̄-stabilité est une notion très restritive dans le as presque omplexe non intégrable.Fondements de géométrie hermitienne sur les variétés presque omplexesSur une variété presque omplexe (X,J) l'opérateur ∂̄

J
induit une onnexion de type (0, 1)sur le �bré des (p, 0)-formes. Dans le as d'une struture presque omplexe intégrable etteonnexion induit la struture holomorphe anonique du �bré des (p, 0)-formes. En onsidérantle as p = 1 on peut étendre la onnexion orrespondante à toutes les puissanes de Shur du�bré des (1, 0)-formes. En utilisant l'isomorphisme C-linéaire entre le �bré des (1, 0)-formes etle �bré otangent omplexe T ∗

X,J on déduit aussi des onnexions anoniques de type (0, 1) surles puissanes de Shur du �bré otangent omplexe T ∗
X,J .Dans le as omplexe intégrable es onnexions donnent les strutures holomorphes anoniquesde es �brés. Dans le as presque omplexe non intégrable les onnexions en question donnentseulement les strutures holomorphes anoniques sur les restritions des �brés orrespondantsaux images des ourbes J-holomorphes lisses.Nous introduisons la notion de ourbure de Chern pour es �brés, notion dont le sens géomé-trique est la généralisation naturelle de la notion lassique de ourbure de Chern pour les �brésholomorphes sur une variété omplexe. Nous remarquons que la notion de ourbure négativeau sens de Gri�ths est liée de manière direte à la J-plurisousharmoniité des normes |σ|2 deertain setions que nous appelons �presque holomorphes spéiales� en un point donné.Nous portons un intérêt partiulier au as du �bré tangent en vue des appliations onernant larégularisation des fontions J-plurisousharmoniques à l'aide du �ot géodésique d'une onnexionde Chern sur le �bré tangent. Cette méthode à été déjà utilisée par Demailly [Dem-2℄ dans leas omplexe intégrable. 11



Nous montrons une formule expliite qui relie la onnexion de Chern du �bré tangent ave laonnexion de Levi-Civita à l'aide des obstrutions géométriques dérivant de la torsion de lastruture presque omplexe et du défaut de la métrique à être sympletique. En partiulier nousdonnons une formule expliite qui permet de relier la torsion de la onnexion de Chern du �brétangent ave les obstrutions préédentes. Une formule qui relie les deux onnexions préédentespeut être aussi trouvée dans l'artile de Gauduhon [Gau℄. L'utilité de la onnexion de Cherndans le problème de régularisation des fontions J-plurisousharmoniques dérive du fait que sonexpression loale par rapport à des repères du �bré des (1, 0)-veteurs tangents est la plus simplepossible parmi les onnexions hermitiennes.Ensuite nous introduisons la notion de oordonnées presque omplexes au voisinage d'un point.Cette notion nous permet d'étudier la façon dont la torsion de la struture presque omplexe etle aratère non sympletique de la métrique se traduisent en une obstrution à l'existene deoordonnées géodésiques omplexes, qui n'existent que dans le as Kählerien. Cette étude estnéessaire pour le alul asymptotique du �ot géodésique induit par une onnexion de Chern surle �bré tangent.Fontions plurisousharmoniques et ourants positifs de type (1, 1) sur une variétépresque omplexeComme dans le as analytique omplexe, nous onjeturons que la notion de plurisousharmo-niité pour une fontion u est équivalente à la positivité du (1, 1)-ourant i∂
J
∂̄

J
u, (lequel n'estpas forément fermé dans le as non intégrable). La onjeture est triviale dans le as d'unefontion u de lasse C2. Le résultat en question est élémentaire dans le as omplexe intégrablear l'opérateur i∂

J
∂̄

J
s'érit omme un opérateur à oe�ients onstants dans des oordonnéesomplexes. On peut don failement onserver la positivité du ourant en régularisant ave desnoyaux C∞ usuels. Dans le as presque omplexe non intégrable ei e n'est pas possible et lapreuve du résultat exige un étude beauoup plus intrinsèque. Nous montrons la néessité de lapositivité du (1, 1)-ourant i∂

J
∂̄

J
u en utilisant la théorie loale des ourbes J-holomorphes. Nousmontrons aussi la su�sane de la positivité dans le as partiulier d'une fontion f semi-ontinuesupérieurement et ontinue en dehors du lieu singulier f−1(−∞). Pour prouver la su�sane dela positivité dans le as général où u est une distribution réelle nous proposons une méthode quiutilise un déliat argument de régularisation des fontions plurisousharmoniques introduit parDemailly ([Dem-2℄).Question ouverte. L'étude basique des fontions J-plurisousharmoniques que nous présen-tons dans ette thèse peut être onsidérée omme une première étape vers la ompréhensiondans le as presque omplexe non intégrable de la question fondamentale suivante. Soit ϕ unefontion J-plurisousharmonique sur une variété presque omplexe (X,J). Soit A l'ensemble despoints x ∈ X tels que la fontion e−ϕ est non intégrable dans un voisinage de x. Que peuton-dire de la struture J-analytique de A ? Dans le as où la dimension de Hausdor� de A estdeux, peut-on déduire que loalement A est donné par les images d'un nombre �ni de ourbes

J-holomorphes ?Nous donnons maintenant une présentation plus détaillée des résultats obtenus dans ette thèse.
12



0.2 Faiseaux ∂̄-ohérents sur les variétés omplexesCette setion est une version simpli�ée de la setion 1.1 du hapitre I. On va ommenerpar rappeler un résultat lassique bien onnu du à Koszul-Malgrange. On a besoin d'abord dequelques notations et remarques. Soit (X,J) une variété omplexe, où J est le tenseur de lastruture presque-omplexe supposée intégrable. On désigne par EX le faiseau des fontions C∞à valeurs omplexes, par E0,q
X le faiseau des (0, q)-formes et par ∂̄

J
la omposante de type (0, 1)de la di�érentielle. Soit F −→ X un �bré vetoriel omplexe C∞. On rappelle que sur une variétéomplexe il y a une équivalene entre les notions suivantes.

{Fibrés vetoriels omplexes C∞ } ←→ {Faiseaux de E-modules loalement libres}
F 7−→ E(F ) := Faiseau des setions C∞ de FL'équivalene préédente est aussi valable pour les �brés vetoriels holomorphes et les faiseauxde O-modules loalement libres dé�nis sur une variété omplexe. On onsidère la dé�nitionsuivante.Dé�nition 0.2.1 Une onnexion de type (0, 1) sur un faiseau G de EX-modules est un mor-phisme de faiseaux de groupes additifs ∂̄ : G −→ G⊗

EX
E0,1
X tel que ∂̄(g · f) = (∂̄g) · f + g⊗ ∂̄

J
f ,pour tout g ∈ Gx et f ∈ EX,x.Une onnexion de type (0, 1) sur le faiseau de EX-modules G s'étend grâe à la règle de Leibnitzà une dérivation ∂̄ de type (0, 1) sur le omplexe (G⊗

EX
E0,q
X )q≥0. Souvent on pense une onnexionen termes de son extension au omplexe (G ⊗

EX
E0,q
X )q≥0. Pour tout faiseau F de OX -moduleson peut onsidérer la onnexion anonique de type (0, 1) sur le faiseau de EX -modules

F∞ := F ⊗
OX
EXsuivante

∂̄
F

: F ⊗
OX
E0,q
X −→ F ⊗

OX
E0,q+1
X ,dé�nie par la formule

∂̄
F
(ψ ⊗

Ox
f) := ψ ⊗

Ox
∂̄

J
fpour tout ψ ∈ Fx et f ∈ E0,q

X,x. Bien évidemment la dé�nition préédente est une généralisationimmédiate de la notion lassique de onnexion de type (0, 1) anonique assoiée à un �bré ve-toriel holomorphe, (voir par exemple les ouvrages [Dem-1℄, ([Gri-Ha℄ et([Wel℄). Nous porteronsun intérêt partiulier aux onnexions de type (0, 1) intégrables, 'est à dire aux onnexions tellesque ∂̄2 = 0. Un exemple de (0, 1)-onnexion intégrable est évidemment la onnexion ∂̄F intro-duite préédemment. Ave les notations introduites préédemment on peut énoner le résultatde Koszul-Malgrange ([Ko-Mal℄) sous la forme suivante.Théorème 0.2.2 (Koszul-Malgrange). Soit F −→ X un �bré vetoriel omplexe C∞ surune variété omplexe X. Alors l'existene d'une struture de �bré vetoriel holomorphe sur Fest équivalente à l'existene d'une onnexion ∂̄ : E(F ) −→ E(F )⊗EX
E0,1
X de type (0, 1) intégrable

(i.e. ∂̄2 = 0) sur le faiseau de E-modules E(F ).En utilisant l'équivalene entre les notions de �brés vetoriels holomorphes et faiseaux de O-modules loalement libres sur une variété omplexe, on peut reformuler en termes équivalents lethéorème 0.2.2 sous la forme suivante. 13



Théorème 0.2.3 (Koszul-Malgrange). Soit F −→ X un �bré vetoriel omplexe C∞ sur unevariété omplexe X muni d'une onnexion ∂̄ : E(F ) −→ E(F )⊗
EX
E0,1
X telle que ∂̄2 = 0. Alors lefaiseau de O-modules Ker∂̄ ⊂ E(F ) est loalement libre et (Ker∂̄) · EX = E(F ), (ei signi�eque les trivialisations loales du noyau Ker∂̄ sur le faiseau OX sont aussi des trivialisationsloales de E(F ) sur le faiseau EX).On a en onlusion que le noyau de la onnexion ∂̄ est le faiseau des setions holomorphes O(F )du �bré F et la onnexion ∂̄ oïnide ave la onnexion anonique

∂̄
F

: E(F ) −→ E(F )⊗
EX
E0,1
X .On remarque que si F est un faiseau C-analytique ohérent, le théorème des syzygies (voir[Kob℄, hapitre 5) implique l'existene d'une O-résolution de longueur �nie

0→ O⊕pm

U

ϕm−→ O⊕pm−1
U

ϕm−1−→ · · · ϕ2−→ O⊕p1
U

ϕ1−→ O⊕p0
U

ψ−→ F
|U
→ 0dans la atégorie des faiseaux C-analytiques ohérents. En rappelant que F∞ := F ⊗

OX
EXon obtient grâe à la platitude de l'anneau E

X,x
sur l'anneau O

X,x
, (f. [Mal-1℄) l'exatitude duomplexe

0 ✲ F|U
✲ F∞

|U

∂̄
F✲ F∞

|U
⊗

E
U
E0,1

U

∂̄
F✲ F∞

|U
⊗

E
U
E0,2

U
✲ · · ·On est don parti d'un faiseau analytique ohérent F pour obtenir un faiseau de E-modules

F∞ admettant des E-résolutions loales de longueur �nie, muni d'une onnexion ∂̄
F

de type
(0, 1) intégrable dont le noyau est le faiseau C-analytique ohérent de départ F . De manièregénérale on a la aratérisation di�érentielle suivante.Théorème 0.2.4 (Caratérisation di�érentielle des faiseaux analytiques ohérents)Soit X une variété omplexe et soit G un faiseau de EX-modules qu'on suppose muni d'uneonnexion ∂̄ : G −→ G ⊗

EX
E0,1
X de type (0, 1) telle que ∂̄2 = 0. Si de plus le faiseau G admetdes E-résolutions loales de longueur �nie, alors le faiseau de OX-modules Ker∂̄ ⊂ G est C-analytique ohérent, on a les égalités G = (Ker∂̄) · EX ∼= (Ker∂̄) ⊗

O
X
EX et la onnexion ∂̄oïnide, à isomorphisme anonique près, ave l'extension naturelle ∂̄Ker∂̄ assoiée au faiseauanalytique ohérent Ker∂̄.Le théorème préédent montre don qu'on est dans la même situation que elle dérite préé-demment. Bien évidemment le théorème 0.2.4 onstitue une généralisation du théorème 0.2.3.Un ouple (G, ∂̄) ≡ G∂̄ où G et ∂̄ véri�ent les hypothèses du théorème 0.2.4 est appelé faiseau

∂̄-ohérent.Le théorème 0.2.4 et la �délité plate du faiseau EX sur OX montrent que sur une variété om-plexe on a une équivalene exate entre la atégorie des faiseaux C-analytiques ohérents et laatégorie des faiseaux ∂̄-ohérents.Le as des faiseaux d'idéaux.Soit I ⊆ OX un faiseau d'idéaux de fontions holomorphes (non néessairement ohérent). Ononsidère le faiseau d'idéaux de fontions C∞ à valeurs omplexes I∞ := I · EX ⊆ EX et onremarque que la règle de Leibnitz implique que pour tout germe de (0, 1)-hamps ξ ∈ E(T 0,1
X )xon a l'inlusion

ξ.I∞x ⊆ I∞x ,pour tout x ∈ X. De manière générale on a la dé�nition suivante :14



Dé�nition 0.2.5 (Notion de ∂̄
J
-stabilité) Un faiseau d'idéaux J ⊆ EX de fontions C∞à valeurs omplexes est dit ∂̄

J
-stable si pour tout germe de (0, 1)-hamps ξ ∈ E(T 0,1

X )x on al'inlusion ξ.Jx ⊆ Jx, pour tout x ∈ X.La ∂̄
J
-stabilité d'un faiseaux d'idéaux J ⊆ EX de fontions C∞ à valeurs omplexes entraînequ'on peut onsidérer l'opérateur ∂̄

J
omme une onnexion
∂̄

J
: J −→ J ⊗

EX
E0,1
Xde type (0, 1) intégrable sur le faiseaux J . Dans le as où J = I∞ on a omme onséquenede la platitude de l'anneau EX,x sur l'anneau OX,x que la onnexion en question oïnide, àisomorphisme anonique près, ave la onnexion anonique ∂̄

I
assoiée au faiseau I. De plus lenoyau de ette onnexion est le faiseau I. Une onséquene immédiate du théorème préédentest le orollaire suivant :Corollaire 0.2.6 Soit J ⊆ EX un faiseau d'idéaux de fontions C∞ à valeurs omplexes ∂̄

J
-stable admettant des E-résolutions loales de longueur �nie. Alors le faiseau d'idéaux J ∩ OXest analytique ohérent et (J ∩ OX) · EX = J , (autrement dit le faiseau d'idéaux J ∩ OX estun O-module loalement de type �ni et ses générateurs loaux sur OX sont aussi des générateursloaux du faiseau J sur EX).Conrètement pour véri�er la ∂̄

J
-stabilité du faiseau J il su�t de faire un hoix arbitraire derepère loal (ξ1, ..., ξn) ∈ E(T 0,1

X )⊕n(U), de générateurs (ψ1, ..., ψp) ∈ J⊕p(U) et de montrer,pour tout x ∈ U , l'existene de germes de fontions Ak,l,j ∈ EX,x
qui véri�ent les égalités

ξk,x .ψl,x =

p∑

j=1

Ak,l,j · ψj,x.Le orollaire 0.2.7 montre l'existene d'une équivalene exate entre la atégorie des faiseauxd'idéaux de fontions holomorphes ohérents et la atégorie des faiseaux d'idéaux J ⊆ EX defontions C∞ à valeurs omplexes admettant des E-résolutions loales de longueur �nie, qui sontstables par rapport aux dérivations le long des hamps de veteurs de type (0,1).Corollaire 0.2.7 Soit Z ⊂ X un sous-ensemble fermé d'une variété omplexe X tel que pourtout x ∈ Z il existe un voisinage ouvert oordonné Ux de x et des fontions ψ1, ..., ψpx ∈ EX(Ux)telles que Z ∩ Ux = ψ−1
1 (0) ∩ ... ∩ ψ−1

px
(0), les relations
∂ψl
∂z̄k

=

px∑

j=1

Ak,l,j · ψj ,

Ak,l,j ∈ EX(Ux) soient satisfaites pour tous les indies l, k (les oordonnées (z1, ..., zn) sont rela-tives à l'ouvert Ux) et le faiseau des E-relations RE(ψ1, ..., ψpx) ⊂ E
Ux

admet des E-résolutionsloales de longueur �nie. Alors Z est un sous-ensemble analytique de X.On déduit alors le orollaire suivant dans lequel l'hypothèse sur la résolution loale de longueur�nie est immédiatement véri�é.Corollaire 0.2.8 Soit Φ : U1 −→ U2, Φ(z) = ζ un di�éomorphisme de lasse C∞ entre deuxouverts de Cn, soit I ⊂ O
U1

un faiseau d'ideaux de fontions holomorphes loalement de type�ni (omme O-module), et Z := V (I) ⊂ U1 son ensemble des zéros.Si le faiseau d'ideaux de fontions C∞ à valeurs omplexes Φ∗ I∞ ⊂ EU2
est ∂̄

J
-stable alors15



Φ(Z) ⊂ U2 est un sous-ensemble analytique de U2.De façon plus expliite : pour tout x ∈ Z soient ψ1, ..., ψpx ∈ OX(Ux), Ux ⊂ U1 des fontionsholomorphes telles que
Z ∩ Ux = ψ−1

1 (0) ∩ ... ∩ ψ−1
px

(0).Si pour tout x ∈ Z il existe des fontions Ak,l,j ∈ E(Φ(Ux)) telles que les fontions Ψk := ψk◦Φ−1véri�ent les relations
∂Ψk

∂ζ̄l
=

px∑

j=1

Ak,l,j ·Ψj, (0.2.1)alors Φ(Z) ⊂ U2 est un sous-ensemble analytique de U2.Dans le as où I = I
Z
est le faiseau des fontions holomorphes qui s'annullent le long de Z et

Z est lisse le résultat préédent est élémentaire. En e�et la ∂̄
J
-stabilité du faiseau d'ideaux defontions C∞ à valeurs omplexes Φ∗ I∞Z ⊂ EU2

entraîne que le �bré tangent TΦ(Z) de la sous-variété Φ(Z) est un sous-�bré omplexe du �bré TU2 . On déduit alors failement l'analytiitéde Z, (voir [Dem-1℄, hapitre I). En général les équations holomorphes qui dé�nissent un sous-ensemble analytique présentent des ordres d'annullations arbitraires. Le orollaire 0.2.8 trouvetout son intérêt dans le as général.Les orollaires 0.2.6 et 0.2.8 se généralisent failement au as des sous-faiseaux G ⊆ E(F ) dufaiseau des setions C∞ d'un �bré vetoriel holomorphe F , (voir la setion 1.1).Une autre onsequene du théorème 0.2.4On a aussi le orollaire suivant que l'on déduit des arguments exposés dans la sous-setion 1.4.3.Corollaire 0.2.9 Soit
0→ E(Fm)

ϕm−→ E(Fm−1)
ϕm−1−→ · · · ϕ2−→ E(F1)

ϕ1−→ E(F0)
ψ−→ G → 0une suite exate de faiseaux de E-modules sur une variété omplexe X, où Fk, k = 0, ...,m sontdes �brés vetoriels omplexes C∞ sur X. Supposons qu'il existe une onnexion D̄ : E(F0) −→

E(F0)⊗EX
E0,1
X de type (0, 1) sur E(F0) telle que les inlusions

D̄ Imϕ1 ⊆ (Imϕ1)⊗EX
E0,1
X et D̄2 E(F0) ⊆ (Imϕ1)⊗EX

E0,2
Xsoient satisfaites. Alors la onnexion quotient ∂̄ : G −→ G ⊗

EX
E0,1
X est intégrable et son noyau

Ker∂̄ est un faiseau de O-modules analytique ohérent tel que (Ker∂̄) · EX = G. De plus pourtout entier l ≥ 0 et k = 1, ...,m les sous-ensembles Zl(ϕk) := {x ∈ X | rg
C
ϕk(x) ≤ l} sont dessous-espaes omplexes de X.On remarque que la ohomologie des faiseaux ohérents (∂̄-ohérents) sur une variété om-plexe peut se aluler, grâe à l'isomorphisme fontoriel de De Rham-Weil (voir par exemple lesouvrages [Dem-1℄, [Gri-Ha℄ et [Wel℄), par la formule suivante :

Hq(X,G∂̄) := Hq(X,Ker∂̄) ∼= Hq(Γ(X,G ⊗EX
E0,∗
X ); ∂̄),qui onstitue une généralisation du théorème de Dolbeault.Faiseaux ∂̄-ohérents sur les ourbes holomorphes lissesDans le as où la dimension omplexe de X est un on peut, pour des raisons banales d'inté-grabilité, supprimer l'hypothèse sur les E-résolutions loales de longueur �nie des faiseaux de

E-modules. Nous obtenons les orollaires suivants.16



Corollaire 0.2.10 Soit X une variété omplexe de dimension un et soit G un faiseau de EX-modules qu'on suppose muni d'une onnexion ∂̄ : G −→ G ⊗
EX
E0,1
X de type (0, 1). Si de plusle faiseau G admet des E-présentations loales, alors le faiseau de OX -modules Ker∂̄ ⊂ G estanalytique ohérent, on a les égalités G = (Ker∂̄) · EX ∼= (Ker∂̄) ⊗

O
X
EX et la onnexion ∂̄oïnide, à isomorphisme anonique près, ave l'extension naturelle ∂̄Ker∂̄ assoiée au faiseauanalytique ohérent Ker∂̄.Corollaire 0.2.11 Soit X une variété omplexe de dimension un, F −→ X un �bré vetorielholomorphesur X et G ⊆ E(F ) un sous-faiseau de E-modules loalement de type �ni et ∂̄

F
-stable,où

∂̄
F

: E(F ) −→ E(F )⊗
EX
E0,1
Xdésigne la onnexion anonique assoiée au faiseau O(F ). Alors le faiseau de OX -modules

G ∩O(F ) est analytique ohérent et (G ∩O(F )) · EX = G, (autrement dit le faiseau G∩O(F ) estun O-module loalement de type �ni et ses générateurs loaux sur OX sont aussi des générateursloaux du faiseau G sur EX).Un résultat d'intégrabilité des onnexions sur les faiseaux de E-modules au dessusd'une variété di�érentiableIl est possible de déduire aussi un résultat d'intégrabilité dans le as des variétés C∞. Considéronsen e�et (X, EX ) une variété C∞ (EX ≡ EX(R) représente ii le faiseau des fontions C∞ àvaleurs réelles) et D : G −→ G⊗
EX
E(T ∗

X) une onnexion sur le faiseau de EX(K)-modules G où
K = R, C. Si le faiseau des setions parallèles KerD engendre G sur EX(K) alors évidemment
D2 = 0. Le théorème suivant donne une réiproque de e fait dans un as partiulier.Théorème 0.2.12 Soit (X, EX ) une variété di�érentiable et soit G un faiseau de EX(K)-modules, muni d'une onnexion D : G −→ G⊗

E
X
E(T ∗

X) telle que D2 = 0. Si de plus le faiseau Gadmet loalement une E(K)-résolution de longueur �nie, alors le faiseau des setions parallèles
KerD engendre sur EX(K) le faiseau G qui est le faiseau des setions d'un système loal deoe�ients (le faiseau G est don loalement libre) et le omplexe (G ⊗

EX
E(Λ•T ∗

X) ;D) est unerésolution aylique du faiseau des setions parallèles. On a alors l'isomorphisme fontoriel deDe Rham-Weil Hk(X,KerD) ∼= Hk(Γ(X,G ⊗
EX
E(Λ•T ∗

X)) ;D).Nous utilisons e résultat pour expliquer l'e�et gênant de la ∂̄
J
-stabilité des faiseaux d'idéauxdans le as des variétés presque-omplexes. En e�et on a le orollaire suivant.Corollaire 0.2.13 Soit (X,J) une variété presque-omplexe onnexe telle que

TX,x ⊗R
C = C〈 [ξ, η](x) | ξ, η ∈ E(T 0,1

X,J)(X) 〉pour tout x ∈ X et soit J ⊂ E(C) un faiseau d'idéaux de fontions C∞ à valeurs omplexes sur
X admettant des E(C)-résolutions loales de longueur �nie. Si J est ∂̄J -stable alors soit J = 0soit J = E(C).0.3 Fondements de la géométrie hermitienne sur les variétés presqueomplexesRelation entre la onnexion de Chern du �bré tangent TX,J d'une variété presqueomplexe et la onnetion de Levi-Civita17



Soit (X,J) une variété presque omplexe ω ∈ E(Λ1,1
J
T ∗
X)(X) une métrique hermitienne sur

TX,J ,
Dω

J
: E(TX,J ) −→ E(T ∗

X ⊗R
TX,J)la onnexion de Chern du �bré hermitien (TX,J , ω) et g := ω(·, J ·) ∈ E(S2

R
T ∗
X)(X) la métriqueriemannienne J-invariante assoiée à ω. On désigne par

∇g : E(TX) −→ E(T ∗
X ⊗R

TX)la onnexion de Levi-Civita relative à la métrique riemanienne g et par
NJ ∈ E(Λ0,2

J
T ∗
X ⊗C

TX,J)(X)le tenseur de Nijenhuis. On rappelle la déomposition
Λk

R
T ∗
X ⊗R

TX,J ≃C
Λk

C
(TX ⊗R

C)∗ ⊗
C
TX,J ≃C

⊕

p+q=k

Λp,q
J
T ∗
X ⊗C

TX,J .Le théorème suivant relie la onnexion de Chern du �bré hérmitien (TX,J , ω) ave la onnexionde Levi-Civita relative à la métrique riemannienne g.Théorème 0.3.1 Soit (X,J) une variété presque omplexe, ω ∈ E(Λ1,1
J
T ∗
X)(X) une métriquehermitienne sur TX,J et g := ω(·, J ·) ∈ E(S2

R
T ∗
X)(X) la métrique riemannienne J-invarianteassoiée à ω. Il existe deux tenseurs réels

δ
J
ω ∈ E((T ∗

X)⊗2 ⊗
R
TX)(X) et Nω

J
∈ E((T 0,1

X,J )∗,⊗2 ⊗
C
TX,J)(X)tels que dω = 0 si et seulement si δ

J
ω = 0 ; N

J
= 0 si et seulement si Nω

J
= 0. La onnexion deChern Dω

J
du �bré hermitien (TX,J , ω) est relié à la onnetion de Levi-Civita ∇g par la formule

Dω
J , ξ

η := ∇gξ η + δ
J
ω(ξ, η) −Nω

J
(ξ, η) (0.3.1)pour tout hamp de veteurs réels ξ, η ∈ E(TX)(U), (U ⊆ Xouvert arbitraire). Le 2-tenseur réel

δJω est dé�ni par la formule
2δJω := γ2,0

ω,J
+ γ0,2

ω,J
+ Jγ1,1

ω,J
(·, J ·)où

γ2,0
ω,J
∈ E(Λ2,0

J
T ∗
X ⊗C

TX,J)(X), γ1,1
ω,J
∈ E(Λ1,1

J
T ∗
X ⊗C

TX,J)(X) et γ0,2
ω,J
∈ E(Λ0,2

J
T ∗
X ⊗C

TX,J)(X)sont les omposantes, (par rapport à la struture presque omplexe J) de la 2-forme réelle
γω ∈ E(Λ2T ∗

X ⊗R
TX)(X) dé�nie par la formule

ω(γω(ξ, η), µ) = dω(ξ, η, µ)pour tout hamp de veteurs réels ξ, η, µ ∈ E(TX)(X). En�n le (0, 2)-tenseur réel Nω
J

est dé�niepar la formule Nω
J

:= τω
J

+ τ̄ω
J

où
τω

J
∈ E((T 0,1

X,J )∗,⊗2 ⊗
C
T 1,0
X,J)(X)est le (0, 2)-tenseur dé�ni par la formule

ω(τω
J

(ξ, η), µ) = ω(ξ, [η, µ]1,0)pour tout (0, 1)-hamp de veteurs ξ, η, µ ∈ E(T 0,1
X,J )(X). Si N

J
= 0 alors γ0,2

ω,J
= 0. La forme detorsion TDω

J
de la onnexion de Chern Dω

J
véri�e l'identité

TDω
J

= γ2,0
ω,J
−N

J
. (0.3.2)18



La ourbure de Chern des puissanes de Shur du �bré des (1, 0)-formes.Considérons plus généralement les �brés vetoriels omplexes F λ
J

:= SλΛ1,0
J
T ∗
X ou F λ

J
:= SλT ∗

X,Jau dessus de (X,J), où Sλ désigne la puissane de Shur relative à une partition λ. Soit hune métrique hermitienne quelonque sur F λ
J

et Dh
Fλ

J

la onnexion de Chern du �bré hermitien
(F λ

J
, h) −→ (X,J). On donne la dé�nition suivante.Dé�nition 0.3.2 Le tenseur de ourbure de Chern

Ch(F λJ ) ∈ E(Λ1,1
J
T ∗
X ⊗C

End
C
(F λ

J
))(X)du �bré vetoriel hermitien (F λ

J
, h) −→ (X,J) est la (1, 1)-forme donnée par la formule

Ch(F λJ ) := Θ(Dh
Fλ

J

)1,1où Θ(Dh
Fλ

J

) := (Dh
Fλ

J

)2. La ourbure de Chern
ChFλ

J

∈ E(Herm(TX,J ⊗C
F λ

J
))(X)est la forme hermitienne sur le �bré vetoriel omplexe TX,J ⊗C

F λ
J

dé�nie par la formule
ChFλ

J

(ξ ⊗ σ, η ⊗ τ) := h(Ch(F λJ )(ξ1,0
J
, η0,1

J
) · σ, τ),pour tout hamp de veteurs réels ξ, η ∈ E(TX)(U) et setions σ, τ ∈ E(F λ

J
)(U) sur un ouvert Uquelonque.Bien évidemment il est équivalent de donner soit le tenseur de ourbure soit la ourbure deChern. On aura besoin de la dé�nition suivante.Dé�nition 0.3.3 Une setion σ ∈ E(F λ

J
)(U) est dite presque-holomorphe au point x ∈ U sion a ∂̄ σ(x) = 0. Un repère loal (σk)k ⊂ E(F λJ )(U) est dit presque-holomorphe spéial au point

x ∈ U si ∂̄ σk(x) = 0 et (Dh)1,0 ∂̄ σk(x) = 0 pour tout k.La dé�nition de repère loal presque-holomorphe spéial en un point est indépendante de lamétrique hermitienne. Le lemme élémentaire suivant donne une première idée de l'utilité de lanotion de ourbure de Chern.Lemme 0.3.0.1 Soit (σk)k ⊂ E(F λJ )(U) un repère loal presque-holomorphe spéial en un point
x ∈ U du �bré hermitien (F λ

J
, h) −→ (X,J) et ξ, η ∈ E(TX)(U) deux hamps de veteurs réels.Alors au point x on a les identitées

ChFλ
J

(ξ ⊗ σk, η ⊗ σl)|x = ∂̄
J
∂

J
h(σk, σl)(ξ

1,0, η0,1)|x + h(ξ1,0
D
. σk, η

1,0
D
. σl)|x. (0.3.3)

i∂
J
∂̄

J
|σk|2h (ξ, Jξ)|x = −2 ChFλ

J

(ξ ⊗ σk, ξ ⊗ σk)|x + 2 |ξ1,0
D
. σk|2h |x. (0.3.4)Dans le as d'une variété omplexe (X,J) et d'un �bré vetoriel holomorphe hermitien (F, h) −→

(X,J) on a pour toutes setions holomorphes σ, τ ∈ O(F )(U) l'identité
ChF (ξ ⊗ σ, η ⊗ τ) = ∂̄

J
∂

J
h(σ, τ)(ξ1,0, η0,1) + h(ξ1,0

D
. σ, η1,0

D
. τ)19



sur l'ouvert U . On déduit en partiulier la formule remarquable suivante
i∂

J
∂̄

J
|σ|2h (ξ, Jξ) = −2 ChF (ξ ⊗ σ, ξ ⊗ σ) + 2 |ξ1,0

D
. σ|2hqui montre que pour tout setion holomorphe σ ∈ O(F )(U) la fontion |σ|2h est plurisousharmo-nique sur l'ouvert U si la ourbure du �bré F est négative au sens de Gri�ths, autrement ditsi ChF (ξ ⊗ σ, ξ ⊗ σ) ≤ 0 pour tout ξ ∈ TX,x et σ ∈ Fx. On déduit en partiulier que si la variétéomplexe X est ompate, onnexe et σ ∈ O(F )(X) est une setion globale d'un �bré vetorielholomorphe F admettant une métrique hermitienne à ourbure négative au sens de Gri�thsalors le setion σ est identiquement nulle sur X si elle s'annule en un point. On remarque quela notion de positivité (négativité) au sens de Gri�ths pour un �bré (F λ

J
, h) ne signi�e riend'autre que pour tout veteur réel ξ ∈ TX,J l'endomorphisme h-hermitien iCh(F λJ )(ξ, Jξ) estpositif (négatif). Si la ourbure du �bré (F λ

J
, h) est stritement négative au sens de Gri�ths enun point x alors on déduit d'après la formule (2.6.3) que les fontions |σk|2h sont stritement

J-plurisousharmoniques au voisinage du point x.Le lemme fondamental suivant est une version presque omplexe d'un lemme lassique de lagéométrie hermitienne omplexe ([Dem-1℄, hapitre V).Lemme 0.3.0.2 Soit (X,J) une variété presque omplexe et (F λ
J
, h) −→ (X,J) le �bré vetorielhermitien d'une puissane de Shur du �bré des (1, 0)-formes. Soient (z1, ..., zn) des oordonnées

C∞ omplexes entrées en un point x telles que J(x) = J0, où J0 désigne la struture presqueomplexe anonique relative à es oordonnées. Il existe un repère loal (σk)k ∈ E(F λJ )⊕rλ(Ux)presque-holomorphe spéial au point x pour lequel les oe�ients de la métrique hermitienne hs'érivent sous la forme
h(σl, σm) = δl,m +

∑

1≤j,k≤n

Hj,k̄
l,m zj z̄k +O(|z|3).Quel que soit le hoix du repère (σk)k ∈ E(F λJ )⊕rλ(Ux) presque-holomorphe spéial au point xpour lequel les oe�ients de la métrique hermitienne h s'érivent sous la forme préédente ona les expressions suivantes pour le tenseur de ourbure et la ourbure de Chern au point x ;

Ch(F λJ )|x = −
∑

1≤l,m≤rλ

1≤j,k≤n

Hj,k̄
l,m dzj ∧ dz̄k ⊗ σ∗m ⊗ σl (0.3.5)

ChFλ
J

(ξ ⊗ σl, η ⊗ σm)|x = ∂̄J∂J h(σl, σm)(ξ1,0, η0,1)|x, (0.3.6)pour tout hamp de veteurs réels ξ, η ∈ E(TX)(Ux) et tout indie l, m.Le lemme nous montre que la ourbure de Chern au point x mesure l'obstrution à l'existenede repères loaux presque-holomorphes spéiaux et orthonormaux à l'ordre deux en x.Coordonnées presque omplexes d'ordre N ≥ 1 en un point.Avant de donner une expliation préise de la notion de oordonnées presque omplexes d'ordre
N = 2 nous voulons donner une idée de ette notion dans le as général. Soient (z1, ..., zn) desoordonnées loales C∞ entrées en x ∈ X telles que le repère loal ( ∂

∂z1
, ..., ∂

∂zn
) soit une baseomplexe de T 1,0

X,J,x au point x.Les oordonnées (z1, ..., zn) sont appelées presque omplexes d'ordre N ≥ 1 en x si on a l'équi-valene suivante : le jet d'ordre k = 1, ..., N de la struture presque omplexe J en x oïnideave la struture presque omplexe anonique de Cn relative à es oordonnées, si et seulement20



si le jet d'ordre k − 1 de la torsion de la struture presque omplexe J en x est nul.Nous donnons maintenant une expliation plus préise de la notion de oordonnées presque om-plexes d'ordre deux en un point. Soient (z1, ..., zn) des oordonnées loales C∞ entrées en x ∈ Xtelles que le repère loal ( ∂
∂z1

, ..., ∂
∂zn

) soit une base omplexe de T 1,0
X,J,x au point x. On dénoteparMJ ∈M2n,2n(E) la matrie de la struture presque omplexe J ∈ E(End

C
(TX⊗R

C))(X) parrapport au repère omplexe ( ∂
∂z1

, ..., ∂
∂zn

, ∂
∂z̄1
, ..., ∂

∂z̄n
). Le fait que J = J implique que la matrie

MJ s'érit sous la forme :
MJ(z) =

(
A(z) B(z)

B(z) A(z)

)ave A(0) = iIn, B(0) = 0n. Si on suppose que la struture presque omplexe est intégrableil existent d'après le théorème de Newlander-Nirenberg des oordonnées loales holomorphes
(z1, ..., zn). La struture presque omplexe s'érit alors par rapport à es oordonnées sous laforme

J(z) = J0 = i
∑

k

(
dzk ⊗

∂

∂zk
− dz̄k ⊗

∂

∂z̄k

)
,autrement dit A(z) ≡ i In, B(z) ≡ 0n. Ave les notations introduites préédemment on a laproposition suivante.Proposition 0.3.4 Pour tout point x d'une variété presque omplexe (X,J) il existe des oor-données (z1, ..., zn) de lasse C∞ entrées en x telles que les matries A(z) et B(z) de la struturepresque omplexe J relatives à es oordonnes admettent les développements asymptotiques

B(z) =
∑

r

Brzr +
∑

r,s

(
Br,s zrzs +Br,s̄ zrz̄s

)
+O(|z|3) (0.3.7)

A(z) = i In +
i

2

∑

r,s

B
r ·Bs zsz̄r +O(|z|3) (0.3.8)où Br, Br,s, Br,s̄ ∈ Mn,n(C) sont des matries telles que Br,s soit symétrique par rapport auxindies r, s et Br

k,l = 0 pour r ≤ l, Br,s
k,l = 0 pour r, s ≤ l, Br,s̄

k,l = 0 pour r ≤ l. De plus si ononsidère l'expression loale de la forme de torsion de la struture presque omplexe
τ

J
=

∑

1≤k<l≤n

[ζk, ζl]
0,1
J
⊗ ζ∗k ∧ ζ∗l =

∑

1≤k<l≤n
1≤r≤n

N
r
k,l ζ

∗
k ∧ ζ∗l ⊗ ζ̄roù ζl := (∂/∂zl)

1,0
J
∈ E(T 1,0

X,J)(Ux), l = 1, ..., n est le repère loale du �bré des (1, 0)-veteurs T 1,0
X,Jissue des oordonnées (z1, ..., zn) on a l'expression

N
r
k,l(z) =

i

2
Bl
r,k +

i

2

∑

s

[
2(Bl,s

r,k −B
k,s
r,l ) zs +Bl,s̄

r,k z̄s

]
+O(|z|2)pour tout k < l. Le jet d'ordre k = 0, 1 de la forme de torsion de la struture presque omplexeau point x est nul si et seulement si les oe�ients B∗,∗(z) de la struture presque omplexerelatifs aux oordonnées en question s'annulent à l'ordre k + 1.Les oordonnées qui véri�ent les propriétés de l'énone de la proposition préédent seront ap-pelées oordonnées presque omplexes d'ordre deux en x par rapport à la struture presqueomplexe J . Elle jouent un r�le important dans le alul asymptotique du �ot géodésique induitpar une onnexion de Chern sur le �bré tangent et dans l'expression asymptotique normale duHessien presque omplexe. Ces deux dernières expressions ont un r�le de base pour la régulari-sation des fontions J-plurisousharmoniques sur les variétés presque omplexes.21



0.4 Fontions plurisousharmoniques et ourants positifs de type
(1, 1) sur une variété presque omplexeSoit (X,J) une variété presque omplexe de dimension omplexe n et soit u ∈ D′

2n(R)(X)une distribution réelle. Pour l'étude de la J-plurisousharmoniité on est intéressé à la positivitédu (1, 1)-ourant i∂
J
∂̄

J
u ∈ D′1,1(X), autrement dit à la positivité de la distribution
i∂

J
∂̄

J
u (ξ, Jξ) =

1

2
(ξ. ξ. u + Jξ. Jξ. u+ J [ξ, Jξ]. u).pour tout hamps de veteurs réel ξ ∈ E(TX)(U), ave U ⊂ X ouvert. Dans la pratique il estsu�sant de se restreindre à une famille dénombrable de hamps qu'on introduit de suite. Poursimpli�er l'expression préédente il est utile d'utiliser les hamps de veteurs J-plats.Dé�nition 0.4.1 Un hamp de veteurs réel ξ ∈ E(TX r 0X)(U) au dessus d'un ouvert U estdit J-plat si véri�e l'équation di�érentielle non linéaire de premier ordre [ξ, Jξ] = 0 sur l'ouvert

U .D'après le théorème de Newlander-Nirenberg on déduit que si la struture presque omplexe estintégrable alors tout hamp de veteurs réel holomorphe ξ ∈ O(TX r 0X)(U) au dessus d'unouvert U quelonque est J-plat. En général on désigne par P
J
(U, TX) l'ensemble des hampsde veteurs J-plats au dessus de l'ouvert U . La remarque élémentaire suivante nous montrequ'un hamp de veteurs J-plat donne lieu loalement à des plongements par feuilles ourbes

J-holomorphes lisses. De façon préise on à le lemme élémentaire suivant.Lemme 0.4.0.3 Soit (X,J) une variété presque omplexe de dimension omplexe n et ξ unhamp de veteurs J-plat sur un ouvert U . Pour tout x ∈ U il existe un voisinage ouvert Ux ⊂ Ude x et une arte loale (Ux, σ
−1
ξ ), σξ : B1

δ×Bn−1
δ −→ Ux, ompatible ave l'orientation anoniquede (Ux, J) telle que pour tout z2 ∈ Bn−1

δ , les appliations z1 ∈ B1
δ 7→ σξ(z1, z2) sont des ourbes

J-holomorphes et dσξ( ∂∂t) = ξ ◦ σξ, z1 = t+ is.On a le résultat général suivant lequel assure la possibilité d'e�etuer des plongements du y-lindre par feuilles J-holomorphes en toutes les positions possibles et l'existene loale �en grandequantité� des hamps de veteurs J-plats.Théorème 0.4.2 Soit (X,J) une variété presque omplexe de dimension omplexe n. Pourtout point x0 ∈ X il existe un voisinage ouvert Ux0 de x0 et un voisinage ouvert B(TUx0
) ⊂

TUx0
, B(TUx0

) ≃ Ux0 ×Bn, de la setion nulle sur Ux0 tels que :A) Il existe une appliation de lasse C∞
Φ : B1

1 ×B(TUx0
) −→ Xtelle que pour tout v ∈ B(TUx0

) l'appliation z ∈ B1
1 7→ Φ(z, v) est une ourbe J-holomorphe quivéri�e la ondition ∂tΦ(0, v) = v, z = t+ is.B) Il existe une famille de plongements (Ψα : B1
δ × Bn−1

δ −→ X)α∈I de lasse C∞ telle quepour tout α ∈ I et z2 ∈ Bn−1
δ les appliations

z1 ∈ B1
δ 7→ Ψα(z1, z2)sont des ourbes J-holomorphes, Ψα(B

1
δ ×Bn−1

δ ) ⊃ Ux0 et
TX,p r 0p =

{
λ∂tΨα(0, 0) |λ ∈ R r 0, α ∈ I

}
=

{
ξ(p) | ξ ∈ P

J
(Ux0 , TX)

}22



pour tout p ∈ Ux0, (z1 = t+ is).En onlusion soit σξ : B1
δ × Bn−1

δ −→ X, omme dans l'énoné du lemme 0.4.0.3. On déduitalors l'expression suivante
i∂

J
∂̄

J
u (ξ, Jξ) =

1

2
(ξ. ξ. u + Jξ. Jξ. u) =

1

2
(σ−1
ξ )∗∆z1(u ◦ σξ)où ∆z1 := ∂2

t + ∂2
s désigne le Laplaien par rapport à la variable z1 = t+ i s ∈ B1

δ dans l'ouvert
B1
δ ×Bn−1

δ . Cette formule joue un r�le important pour la preuve du résultat suivant.Théorème 0.4.3 Soit (X,J) une variété presque omplexe onnexe et f ∈ Psh(X,J). Alorsou bien f ≡ −∞ ou bien f ∈ L1
loc(X). Dans e dernier as le (1, 1)-ourant i∂

J
∂̄

J
f est positif.Nous proposons une onjeture réiproque du théorème 3.3.9 qu'on énone sous la forme suivante.Conjeture 1 Soit (X,J) une variété presque omplexe de dimension omplexe n et soit u ∈

D′
2n(R)(X) une distribution réelle telle que le (1, 1)-ourant i∂

J
∂̄

J
u ∈ D′1,1(X) soit positif. Alorsil existe une unique fontion f ∈ Psh(X,J) ∩ L1

loc(X) telle que la distribution orrespondanteoïnide ave la distribution u.A l'aide de la notion de hamp de veteurs J-plat et de plongement à feuilles ourbes J-holomorphes, nous avons montré la onjeture dans le as partiulier suivant.Théorème 0.4.4 Soit (X,J) une variété presque omplexe et f : X −→ [−∞,+∞) unefontion semi-ontinue supérieurement telle que f soit ontinue sur l'ensemble X r f−1(−∞),
f ∈ L1

loc(X) et telle que le (1, 1)-ourant i∂
J
∂̄

J
f ∈ D′1,1(X) soit positif. Alors f ∈ Psh(X,J).Pour la solution de la onjeture dans le as général d'une distribution réelle u (qui est unélément de W 1,1

loc (X) par onséquene de la positivité du (1, 1)-ourant i∂J ∂̄Ju) nous proposonsune tehnique de régularisation des potentiels u des (1, 1)-ourants positifs du type i∂
J
∂̄

J
u surles variétés presque omplexes analogue à elle utilisé ave suès par Demailly [Dem-2℄ dansle as omplexe intégrable. Soit (X,J) une variété presque omplexe et ω ∈ E(Λ1,1

J
T ∗
X)(X) unemétrique hermitienne sur TX,J . Soit exp : U ⊂ TX −→ X le �ot géodésique induit par laonnexion de Chern du �bré tangent

Dω
J

: E(TX,J ) −→ E(T ∗
X ⊗R

TX,J)assoié à la métrique ω, (Ii U ⊂ TX désigne un voisinage ouvert de la setion nulle). Soit
(χε(| · |2))ε>0 une famille de noyaux régularisant usuels sur Cn et onsiderons l'opérateur régu-larisant

uε(x) :=

∫

ζ∈TX,x

u ◦ expx (ζ) · χε(|ζ|2ωx
)dλx(ζ),où dλx désigne la mesure de Lebesgue de l'espae hermitien (TX,J,x, ωx). Étudier la onje-ture revient à étudier le ontr�le asymptotique de la positivité des (1, 1)-formes i∂

J
∂̄

J
uε ar si

i∂
J
∂̄

J
u ≥ 0 alors, omme dans [Dem-2℄, il existe une ostante K > 0 su�sament grande telleque la suite de fontions uε + Kε2 onverge de façon déroissante vers la fontion u lorsque εtend vers zéro. Comme dans [Dem-2℄ il est néessaire d'utiliser une métrique ω ave ourburepartiellement positive au sens de Gri�ths que nous expliquons à la �n du hapitre III.
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Chapitre 1Faiseaux ∂̄-ohérents sur les variétésomplexesAbstrat.-In this hapter we give a generalization, in the ontext of oherent analytisheaves, of a lassial result of Koszul-Malgrange ([Ko-Mal℄) onerning the integrability ofonnetions of type (0, 1) over a C∞ omplex vetor bundle over a omplex manifold. We in-trodue the notion of ∂̄-oherent sheaf, whih is a C∞ notion, and we prove the existene ofan (exat) equivalene between the ategory of oherent analyti sheaves and the ategory of
∂̄-oherent sheaves. The prinipal di�ulty of the proof is the solution of a quasi-linear di�e-rential equation with standard ∂̄ as its prinipal term. We are able to �nd a solution of thisdi�erential equation, using a rapidly onvergent iteration sheme of Nash-Moser type. To estabi-lish the equivalene between the two previous ategories we also use a deep result of Malgrangeasserting that the ring of germs of omplex di�erentiable funtions at a point is faithfully �atover the ring of germs of holomorphi funtions at the same point. The main appliation ofthis hapter onerns a method whih allows to �nd analyti strutures whih are obtained bysmooth deformations of other ones.
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1.1 Présentation du résultat et des appliationsSoit (X,J) une variété omplexe, où J est le tenseur de la struture presque-omplexe sup-posée intégrable. On désigne par EX le faiseau des fontions C∞ à valeurs omplexes, par E0,q
Xle faiseau des (0, q)-formes et par̄

∂J ∈ HomOX
(E0,q
X , E0,q+1

X )(X)la omposante de type (0, 1) de la di�érentielle. Soit F −→ X un �bré vetoriel omplexe C∞.On rappelle que sur une variété omplexe il y a une équivalene entre les notions suivantes.
{Fibrés vetoriels omplexes C∞ } ←→ {Faiseaux de E-modules loalement libres}

F 7−→ E(F ) := Faiseau des setions C∞ de FL'appliation inverse envoie G sur (F, (ψ̄α)α) où
F :=

∐

x∈X

Gx/m(Ex) · Gxet les trivialisations loales ψ̄α : Uα ×Cr ≃−→ F|Uα
sont obtenues de façon naturelle à partir destrivialisations loales ψα : E⊕r

Uα

≃−→ G|Uα
du faiseau loalement libre G.L'équivalene préédente est aussi valable pour les �brés vetoriels holomorphes et les faiseauxde OX -modules loalement libres dé�nis sur une variété omplexe. On onsidère la dé�nitionsuivante.Dé�nition 1.1.1 Une onnexion de type (0, 1) sur un faiseau G de EX-modules est un mor-phisme de faiseaux de groupes additifs ∂̄ : G −→ G⊗EX

E0,1
X tel que ∂̄(g · f) = (∂̄g) · f + g⊗ ∂̄J f ,pour tout g ∈ Gx et f ∈ EX,x.La donnée d'une onnexion de type (0, 1) sur le faiseau de EX -modules G détermine de façonunivoque une dérivation ∂̄ de type (0, 1) sur le omplexe (G⊗

EX
E0,q
X )q≥0. En e�et on peut dé�nirl'extension

∂̄ : G ⊗EX
E0,q
X −→ G ⊗EX

E0,q+1
Xpar la formule lassique

(∂̄ω)(ξ0, ..., ξq) :=
∑

0≤j≤q

(−1)j ∂̄(ω(ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξq))(ξj)+

+
∑

0≤j<k≤q

(−1)j+kω([ξj , ξk], ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξ̂k, ..., ξq),ave ω ∈ (G⊗
EX
E0,q
X )(U) et ξj ∈ E(T 0,1

X )(U), sur un ouvert U quelonque, ou de façon équivalente,par la règle de Leibnitz
∂̄(g ⊗ α) := ∂̄g ∧ α+ g ⊗ ∂̄

J
α,ave g ∈ Gx et α ∈ E0,q

X,x pour tout x ∈ X.Souvent on pense une onnexion en termes de son extension au omplexe (G ⊗EX
E0,q
X )q≥0. Pourtout faiseau F de OX -modules on peut onsidérer la onnexion anonique de type (0, 1) sur lefaiseau de EX-modules

F∞ := F ⊗
OX
EX26



suivante
∂̄
F

:= I
F
⊗

OX
∂̄

J
: F ⊗

OX
E0,q
X −→ F ⊗

OX
E0,q+1
X .De façon expliite ette onnexion est dé�nie par la formule

∂̄F (ψ ⊗Ox
f) = ψ ⊗Ox

∂̄Jfpour tout ψ ∈ Fx et f ∈ E0,q
X,x. Bien évidemment la dé�nition préédente est une généralisationimmédiate de la notion lassique de onnexion de type (0, 1) anonique assoiée à un �brévetoriel holomorphe, (voir par exemple les ouvrages [Dem-1℄, hapitre V [Gri-Ha℄ et [Wel℄).La donnée d'une onnexion de type (0, 1) sur G détermine aussi le tenseur de ourbure de laonnexion qu'on notera par

Θ∂̄ ∈
(
EndE

X
(G) ⊗E

X
E0,2
X

)
(X)et qu'on dé�nit par la formule

Θ∂̄(ξ, η) · g := (∂̄2g)(ξ, η)ave g ∈ G(U) et ξ, η ∈ E(T 0,1
X )(U). On note de plus par ξ∂̄ .g := ∂̄g(ξ) la dérivée ovariante dela setion g alulée le long du hamp ξ et on remarque que la première dé�nition de l'extensionde la onnexion ∂̄ implique de façon triviale la formule

ξ∂̄ . (η∂̄ . g) − η∂̄ . (ξ∂̄ . g) = [ξ, η]∂̄ . g + Θ∂̄(ξ, η) . g, (1.1.1)où [ξ, η] ∈ E(T 0,1
X )(U), grâe à l'hypothèse d'intégrabilité du tenseur de la struture presque-omplexe J ∈ C∞(T ∗

X ⊗R
TX)(X). Le tenseur de ourbure Θ∂̄ exprime don le défaut de om-mutativité des dérivées ovariantes seondes des setions de G le long des hamps de type (0, 1).Il est aussi élémentaire de véri�er l'identité

∂̄2ω = Θ∂̄ ∧ ωpour toute forme ω ∈ (G ⊗
EX
E0,q
X )(U).Nous porterons un intérêt partiulier aux onnexions de type (0, 1) intégrables, 'est à dire auxonnexions telles que ∂̄2 = 0. La formule (1.1.1) aratérise alors e type de onnexions (0, 1)omme étant elles pour lesquelles les dérivées ovariantes seondes, alulées le long de deuxhamps qui ommutent, ommutent également. En termes expliites on a l'égalité

ξ∂̄ . (η∂̄ . g) = η∂̄ . (ξ∂̄ . g)si [ξ, η] = 0. Un exemple de (0, 1)-onnexion intégrable est évidemment la onnexion ∂̄
F
intro-duite préédemment.Ave les notations préédentes on peut énoner le résultat de Koszul-Malgrange ([Ko-Mal℄) sousla forme suivante.Théorème 1.1.2 (Koszul-Malgrange). Soit F −→ X un �bré vetoriel omplexe C∞ surune variété omplexe X. Alors l'existene d'une struture de �bré vetoriel holomorphe sur Fest équivalente à l'existene d'une onnexion ∂̄ : E(F ) −→ E(F )⊗EX

E0,1
X de type (0, 1) intégrable

(i.e. ∂̄2 = 0) sur le faiseau de E-modules E(F ).En utilisant l'équivalene entre les notions de �brés vetoriels holomorphes et faiseaux de OX-modules loalement libres sur une variété omplexe, on peut reformuler en termes équivalents lethéorème 1.1.2 sous la forme suivante. 27



Théorème 1.1.3 (Koszul-Malgrange). Soit F −→ X un �bré vetoriel omplexe C∞ sur unevariété omplexe X muni d'une onnexion ∂̄ : E(F ) −→ E(F )⊗
EX
E0,1
X telle que ∂̄2 = 0. Alors lefaiseau de OX -modules Ker∂̄ ⊂ E(F ) est loalement libre et (Ker∂̄) · EX = E(F ), (ei signi�eque les trivialisations loales du noyau Ker∂̄ sur le faiseau OX sont aussi des trivialisationsloales de E(F ) sur le faiseau EX).On a en onlusion que le noyau de la onnexion ∂̄ est le faiseau des setions holomorphes O(F )du �bré F et la onnexion ∂̄ oïnide ave la onnexion anonique

∂̄
F

:= I
O(F )
⊗

OX
∂̄

J
: E(F ) −→ E(F )⊗

EX
E0,1
X .Dans le as des faiseaux de EX -modules inversibles qui admettent une onnexion ∂̄0 de type

(0, 1) telle que ∂̄2
0 = 0 on sait que toutes les onnexions de e type, et seulement elles i, sontde la forme ∂̄0 + A⊗ où A ∈ E0,1

X (X) est une (0, 1)-forme ∂̄
J
-fermée. On en déduit que si L estun �bré en droites holomorphe alors les strutures de �bré vetoriel holomorphes sur L sont enbijetion ave les (0, 1)-formes globales ∂̄

J
-fermées.Avant d'énoner le résultat qu'on se propose de démontrer on aura besoin de quelques rappelset préliminaires. Une atégorie plus générale que la atégorie des faiseaux de OX -modulesloalement libres est la atégorie des faiseaux C-analytiques ohérents qu'on appellera en abrègeanalytiques ohérents. On rappelle ii la dé�nition.Dé�nition 1.1.4 Un faiseaux F de OX -modules sur une variété omplexe X est dit analytiqueohérent si les deux propriétés suivantes sont satisfaites.1) Le faiseau F est loalement de type �ni omme OX -module.2) Pour tout ouvert U ⊂ X et pour tout (ψ1, ..., ψp) ∈ F⊕p(U) le faiseau des relations

R(ψ1, ..., ψp) := Ker
(
(ψ1, ..., ψp) : O⊕p

U
−→ F

|U

)est loalement de type �ni omme OU -module sur U .On a les théorèmes lassiques suivants, qui donnent des exemples fondamentaux de faiseauxanalytiques ohérents.Théorème 1.1.5 (Oka) Sur une variété omplexe X le faiseau strutural OX est analytiqueohérent.Théorème 1.1.6 (Cartan) Soit A ⊂ X un sous-ensemble analytique dans une variété om-plexe X. Alors le faiseau d'idéaux des fontions holomorphes JA ⊂ OX qui s'annulent le longde A est analytique ohérent.Une propriété importante des faiseaux ohérents est onstituée par le fait que si on a un mor-phisme de faiseaux ohérents alors le noyau et le onoyau sont aussi ohérents. On déduit alorsgrâe au théorème de Oka qu'un faiseau de OX -modules est analytique ohérent si et seulementsi le faiseau F admet des OX -présentations loales, en d'autres termes il existe loalement dessuites exates ourtes
O⊕p1

U
−→ O⊕p0

U
−→ F

|U
→ 0.On voit en partiulier que tout faiseau F de OX -modules loalement libre est analytique ohé-rent. On aura besoin aussi du résultat fondamental suivant du à Malgrange, (voir l'ouvrage deMalgrange [Mal-1℄). 28



Théorème 1.1.7 (Malgrange) Soit X une variété omplexe. Pour tout point x ∈ X l'anneaudes germes des fontions C∞ à valeurs omplexes E
X,x

au point x est �dèlement plat sur l'anneaudes germes de fontions holomorphes O
X,x

au point x.On remarque que si F est un faiseau analytique ohérent, le théorème des syzygies (voir [Kob℄,hapitre V) implique l'existene d'une O-résolution de longueur �nie
0→ O⊕pm

U

ϕm−→ O⊕pm−1
U

ϕm−1−→ · · · ϕ2−→ O⊕p1
U

ϕ1−→ O⊕p0
U

ψ−→ F
|U
→ 0dans la atégorie des faiseaux C-analytiques ohérents. En rappelant que F∞ := F ⊗

OX
EXon obtient le diagramme ommutatif suivant dont toutes les diretions horizontales et vertialessont exates.

0 0 0 0

0 ✲ F|U

✻

✲ F∞
|U

✻

∂̄F✲ F∞
|U
⊗

E
U
E0,1

U

✻

∂̄F✲ F∞
|U
⊗

E
U
E0,2

U

✻

✲ · · ·

0 ✲ O⊕p0
U

ψ
✻

✲ E⊕p0
U

ψ
✻

∂̄
J ✲ (E0,1

U
)⊕p0

ψ ⊗ I(0,1)

✻

∂̄
J ✲ (E0,2

U
)⊕p0

ψ ⊗ I(0,2)

✻

✲ · · ·

0 ✲ O⊕p1
U

ϕ1

✻

✲ E⊕p1
U

ϕ1

✻

∂̄
J ✲ (E0,1

U
)⊕p1

ϕ1 ⊗ I(0,1)

✻

∂̄
J ✲ (E0,2

U
)⊕p1

ϕ1 ⊗ I(0,2)

✻

✲ · · ·...ϕ2

✻ ...ϕ2

✻ ...ϕ2 ⊗ I(0,1)

✻ ...ϕ2 ⊗ I(0,2)

✻

0 ✲ O⊕pm−1
U

ϕm−1

✻

✲ E⊕pm−1
U

ϕm−1

✻

∂̄
J✲ (E0,1

U
)⊕pm−1

ϕm−1 ⊗ I(0,1)

✻

∂̄
J✲ (E0,2

U
)⊕pm−1

ϕm−1 ⊗ I(0,2)

✻

✲ · · ·

0 ✲ O⊕pm

U

ϕm
✻

✲ E⊕pm

U

ϕm
✻

∂̄
J ✲ (E0,1

U
)⊕pm

ϕm ⊗ I(0,1)

✻

∂̄
J ✲ (E0,2

U
)⊕pm

ϕm ⊗ I(0,2)

✻

✲ · · ·

0

✻

0

✻

0

✻

0

✻

La raison de l'exatitude est la suivante : la platitude de l'anneau E
X,x

sur l'anneau O
X,x

impliquel'exatitude des autres �èhes vertiales. L'exatitude du dernier omplexe
((E0,q

U
)⊕pm ; ∂̄

J
)q≥0implique l'exatitude du omplexe

(RE (ϕm−1)⊗EU
E0,q
U ; ∂̄

J
)q≥0,29



où RE(ϕm−1) désigne le faiseau des relations de ϕm−1 sur le faiseau E
X
. En proédant parréurrene déroissante et en utilisant l'exatitude des omplexes en ∂̄

J
et l'exatitude des �èhesvertiales on obtient �nalement l'exatitude du omplexe

0 ✲ F|U
✲ F∞

|U

∂̄
F✲ F∞

|U
⊗E

U
E0,1

U

∂̄
F✲ F∞

|U
⊗E

U
E0,2

U
✲ · · ·Faisons maintenant le point de la situation obtenue jusqu'ii. On est parti d'un faiseau analy-tique ohérent F pour obtenir un faiseau de E-modules F∞ admettant des E-résolutions loalesde longueur �nie, qui est muni d'une onnexion ∂̄F de type (0, 1) intégrable dont le noyau est lefaiseau analytique ohérent de départ F . De manière générale on a la aratérisation di�éren-tielle suivante.Théorème 1.1.8 (Caratérisation di�érentielle des faiseaux analytiques ohérents)Soit X une variété omplexe et soit G un faiseau de EX-modules qu'on suppose muni d'uneonnexion

∂̄ : G −→ G ⊗
EX
E0,1
Xde type (0, 1) telle que ∂̄2 = 0. Si de plus le faiseau G admet des E-résolutions loales de longueur�nie, alors le faiseau de OX-modules Ker∂̄ ⊂ G est analytique ohérent, on a les égalités

G = (Ker∂̄) · EX ∼= (Ker∂̄)⊗
O

X
EXet la onnexion ∂̄ oïnide, à isomorphisme anonique près, ave l'extension naturelle ∂̄Ker∂̄assoiée au faiseau analytique ohérent Ker∂̄.Le théorème préédent montre don qu'on est dans la même situation que elle dérite préé-demment. Bien évidemment le théorème 1.1.8 onstitue une généralisation du théorème 1.1.3.Considérons maintenant la dé�nition suivante.Dé�nition 1.1.9 Un ouple (G, ∂̄) ≡ G∂̄ où G et ∂̄ véri�ent les hypothèses du théorème 1.1.8est appelé faiseau ∂̄-ohérent. Un morphisme

ϕ : A∂̄1 −→ B∂̄2de faiseaux ∂̄-ohérents est un morphisme de faiseaux de EX-modules tels que le diagrammesuivant soit ommutatif
A⊗

E
X
E0,1
X

ϕ⊗ I(0,1)✲ B ⊗
E
X
E0,1
X

A

∂̄1

✻

ϕ ✲ B

∂̄2

✻Le théorème 1.1.8 et la �délité plate du faiseau EX sur OX montrent que sur une variété om-plexe on a une équivalene exate entre la atégorie OCoh des faiseaux analytiques ohérentset la atégorie ∂̄Coh des faiseaux ∂̄-ohérents. Plus expliitement on a le fonteur ∞ qui agitde la façon suivante :
F ∈ OCoh

∞7−→ F∞
∂̄
F
∈ ∂̄Coh

ϕ ∈ HomOX
(A,B)

∞7−→ ϕ⊗ I ∈ Hom(A∞
∂̄
A
,B∞∂̄

B
)30



et son inverse :
G∂̄ ∈ ∂̄Coh

∞−1

7−→ Ker∂̄ ∈ OCoh

ϕ ∈ Hom(A∂̄1,B∂̄2)
∞−1

7−→ ϕ|.. ∈ HomOX
(Ker∂̄1,Ker∂̄2)Le as des faiseaux d'idéaux.Soit I ⊆ OX un faiseau d'idéaux de fontions holomorphes (non néessairement ohérent). Ononsidère le faiseau d'idéaux de fontions C∞ à valeurs omplexes

I∞ := I · EX ⊆ EXet on remarque que la règle de Leibnitz implique que pour tout germe de (0, 1)-hamps ξ ∈
E(T 0,1

X )x on a l'inlusion
ξ.I∞x ⊆ I∞x ,pour tout x ∈ X. De manière générale on a la dé�nition suivante :Dé�nition 1.1.10 (Notion de ∂̄

J
-stabilité) Un faiseau d'idéaux J ⊆ EX de fontions C∞à valeurs omplexes est dit ∂̄

J
-stable si pour tout germe de (0, 1)-hamps ξ ∈ E(T 0,1

X )x on al'inlusion ξ.Jx ⊆ Jx, pour tout x ∈ X.La ∂̄
J
-stabilité d'un faiseaux d'ideaux J ⊆ EX de fontions C∞ à valeurs omplexes impliqueévidemment qu'on peut onsidérer l'opérateur ∂̄J omme une onnexion

∂̄
J

: J −→ J ⊗
EX
E0,1
Xde type (0, 1) intégrable sur le faiseaux J . Dans le as où J = I∞ on a par onséquenede la platitude de l'anneau EX,x sur l'anneau OX,x que la onnexion en question oïnide, àisomorphisme anonique prés, ave la onnexion anonique ∂̄

I
assoiée au faiseau I. De plus lenoyau de ette onnexion est le faiseau I. Une onséquene immédiate du théorème préédentest le orollaire suivant :Corollaire 1.1.11 Soit J ⊆ EX un faiseau d'idéaux de fontions C∞ à valeurs omplexes ∂̄J -stable admettant des E-résolutions loales de longueur �nie. Alors le faiseau d'idéaux J ∩ OXest analytique ohérent et

(J ∩ OX) · EX = J ,

(autrement dit le faiseau d'idéaux J ∩ OX est un O-module loalement de type �ni et sesgénérateurs loaux sur OX sont aussi des générateurs loaux du faiseau J sur EX).Conrètement pour véri�er la ∂̄
J
-stabilité du faiseau J il su�t de faire un hoix arbitraire derepère loal (ξ1, ..., ξn) ∈ E(T 0,1

X )⊕n(U), de générateurs (ψ1, ..., ψp) ∈ J⊕p(U) et de montrer,pour tout x ∈ U , l'existene de germes de fontions Ak,l,j ∈ EX,x
qui véri�ent les égalités

ξk,x .ψl,x =

p∑

j=1

Ak,l,j · ψj,x.En termes plus élémentaires on a le orollaire suivant.31



Corollaire 1.1.12 Soit Z ⊂ X un sous-ensemble fermé d'une variété omplexe X tel que pourtout x ∈ Z il existe un voisinage ouvert oordonné Ux de x et des fontions ψ1, ..., ψpx ∈ EX(Ux)telles que
Z ∩ Ux = ψ−1

1 (0) ∩ ... ∩ ψ−1
px

(0),les relations
∂ψl
∂z̄k

=

px∑

j=1

Ak,l,j · ψj ,ave Ak,l,j ∈ EX(Ux) soient satisfaites pour tous les indies l, k (les oordonnées (z1, ..., zn) sontrelatives à l'ouvert Ux) et le faiseau des E-relations
RE(ψ1, ..., ψpx) ⊂ E

Uxadmet des E-résolutions loales de longueur �nie. Alors Z est un sous-ensemble analytique de
X.On déduit alors le orollaire suivant.Corollaire 1.1.13 Soit Φ : U1 −→ U2, Φ(z) = ζ un di�éomorphisme de lasse C∞ entre deuxouverts de Cn, soit I ⊂ O

U1
un faiseau d'ideaux de fontions holomorphes loalement de type�ni (omme O-module), et Z := V (I) ⊂ U1 son ensemble des zéros.Si le faiseau d'ideaux de fontions C∞ à valeurs omplexes Φ∗ I∞ ⊂ EU2

est ∂̄
J
-stable alors

Φ(Z) ⊂ U2 est un sous-ensemble analytique de U2.De façon plus expliite : pour tout x ∈ Z soient ψ1, ..., ψpx ∈ OX(Ux), Ux ⊂ U1 des fontionsholomorphes telles que
Z ∩ Ux = ψ−1

1 (0) ∩ ... ∩ ψ−1
px

(0).Si pour tout x ∈ Z il existe des fontions Ak,l,j ∈ E(Φ(Ux)) qui véri�ent les relations
n∑

r=1

(∂ ψl
∂zr
◦Φ−1

)
· ∂Φ−1

r

∂ζ̄k
=

px∑

j=1

Ak,l,j · (ψj ◦ Φ−1), (1.1.2)alors Φ(Z) ⊂ U2 est un sous-ensemble analytique de U2.
Preuve. Les faiseaux d'ideaux de fontions C∞ à valeurs omplexes Φ∗ I∞ ⊂ EU2

et
J := E(Φ∗ψ1, ...,Φ∗ψpx) ⊂ E

Φ(Ux)admettent des E-résolutions loales de longueur �nie. Bien évidemment les relations di�éren-tielles préédentes expriment la ∂̄
J
-stabilité du faiseau J , (remarquer que les relations 1.1.2sont banalement véri�ée si le di�éomorphisme Φ est holomorphe). La onlusion déoule alorsdes orollaires 1.1.11 et 1.1.12. �Remarque relative au orollaire 1.1.13. Soient ψ1, ..., ψr ∈ EX(U) des fontions telles que

dxReψ1 ∧ ... ∧ dxReψr ∧ dxImψ1 ∧ ... ∧ dxImψr 6= 0pour tout x ∈ Z := ψ−1
1 (0) ∩ ... ∩ ψ−1

r (0). La ∂̄
J
-stabilité du faiseau d'ideaux de fontions C∞à valeurs omplexes

J := E(ψ1, ..., ψr) ⊂ EUimplique que le �bré tangent de la sous-variété Z ⊂ U est un sous-�bré omplexe de TU . Ondéduit alors failement l'analytiité de Z, (f. [Dem-1℄, hapitre I).32



En général les équations holomorphes qui dé�nissent un sous-ensemble analytique présentent desordres d'annullations arbitraires. Le orollaire 1.1.13 trouve tout sa valeur dans e as général.Remarques relatives au orollaire 1.1.11. En général le fait qu'un faiseau d'idéaux J ⊆ EXsoit un E-module loalement de type �ni n'implique pas néessairement que le faiseau d'idéaux
J ∩OX soit un O-module loalement de type �ni. On a le ontre-exemple suivant.Contre-exemple 1. Soit X = C et J := E(ψ) ⊆ E

C
le faiseau d'idéaux de fontions C∞à valeurs omplexes engendré sur E

C
par la fontion C∞ sur C,

ψ(z) := exp(−1/x2) · sin(1/x) + i y,

(z = x + i y). On a que (J ∩ O
C
)z = 0 pour z = 0, (J ∩ O

C
)z = m(O

C,z
) pour tout

z = 1/(kπ), k ∈ Z et (J ∩ O
C
)z = O

C,z
pour z 6= 0, 1/(kπ), k ∈ Z. Le faiseau d'idéaux

J ∩ O
C
n'est pas un O-module loalement de type �ni. En e�et pour tout voisinage ouvert

U ⊂ C tel que 0 ∈ U on a (J ∩ O
C
)(U) = 0. Cei signi�e bien évidemment que tous les mor-phismes ϕ : O⊕r

U
−→ (J ∩ O

C
)
|U

sont nuls.D'autre part la ∂̄
J
-stabilité d'un faiseau d'idéaux J ⊆ EX de fontions C∞ à valeurs om-plexes n'est pas su�sante pour assurer l'égalité (J ∩ OX) · EX = J ni la ohérene du faiseaud'idéaux J ∩ OX . En e�et on a les ontre-exemples suivants.Contre-exemple 2. Soit J := m∞

x0
(EX) le faiseau d'idéaux de fontions C∞ à valeurs om-plexes plates en un point �xé x0 ∈ X. Le faiseau J est ben évidemment ∂̄J -stable mais

Jx0 ∩ OX,x0 = 0x0 .Contre-exemple 3. Soit X = C et J le faiseau d'idéaux de fontions C∞ à valeurs om-plexes tel que Jx = EX,x si x ∈ B1(0) (boule ouverte de entre l'origine et rayon unité) et
Jx = 0x si x 6∈ B1(0). Le faiseau J est bien ∂̄

J
-stable, non loalement de type �ni omme

E-module (don en partiulier J n'admet pas des E-résolutions loales de longueur �nie) et lefaiseau J ∩ O
Cn n'est pas ohérent. On raisonne par l'absurde pour voir que le faiseau J estnon loalement de type �ni omme E-module.En e�et soient ψ1, ..., ψr ∈ J (Ux), x ∈ ∂B1(0) des générateurs loaux de J où Ux est unvoisinage ouvert de x. On a alors que

ψ1, ..., ψr ∈ PC\B1(0)(Ux)où PC\B1(0) désigne le faiseau d'idéaux des fontions à valeurs omplexes plates sur C \B1(0).D'autre part le faiseau PC\B1(0) ⊂ J est non loalement de type �ni omme E-module, (voir[Mal-1℄) e qui ontredit le fait que les fontions ψ1, ..., ψr sont des générateurs loaux du fais-eau J .Le orollaire 1.1.11 montre l'existene d'une équivalene exate entre la atégorie des faiseauxd'idéaux de fontions holomorphes ohérents et la atégorie des faiseaux d'idéaux J ⊆ EX defontions C∞ à valeurs omplexes admettant des E-résolutions loales de longueur �nie, qui sontstables par rapport aux dérivations le long des hamps de veteurs de type (0,1).Le as des sous-faiseaux G ⊆ E(F ) du faiseau des setions C∞ d'un �bré veto-riel holomorphe F . 33



De façon un peu plus générale on peut onsidérer la situation suivante. Soit F −→ X un �-bré vetoriel holomorphe sur X et F ⊆ O(F ) un sous-faiseau de O-modules. La platitude del'anneau EX,x sur l'anneau OX,x appliquée à la suite exate 0→ F −→ O(F ) donne l'exatitudede la suite
0→ F ⊗

OX
EX −→ O(F )⊗

OX
EX ∼= E(F )L'image du morphisme préédent est le faiseau G := F · EX ⊆ E(F ). On a alors l'isomorphisme

G ∼= F ⊗OX
EX . Si

∂̄
F

:= I
O(F )
⊗

OX
∂̄

J
: E(F ) −→ E(F )⊗

EX
E0,1
Xdésigne la onnexion anonique assoiée au faiseau O(F ), on a l'inlusion ∂̄

F
G ⊆ G ⊗

EX
E0,1
Xqui permet de voir la restrition

∂̄
F

: G −→ G ⊗
EX
E0,1
Xomme une onnexion de type (0, 1) intégrable sur le faiseau de E-modules G et ayant pournoyau le faiseau F , (ei déoule de la �délité plate de l'anneau Ex sur l'anneau Ox ou plussimplement de la �délité plate de l'anneau des séries formelles Ex/m∞(Ex) = Ôx en x, sur l'an-neau Ox (voir[Mal-1℄)).L'isomorphisme G ∼= F ⊗OX

EX implique alors que la onnexion préédente oïnide, à isomor-phisme anonique près, ave la onnexion anonique ∂̄F assoiée au faiseau F . On a la dé�nitionsuivante.Dé�nition 1.1.14 (Notion de ∂̄
F
-stabilité) Soit F −→ X un �bré vetoriel holomorphesur une variété omplexe X et G ⊆ E(F ) un sous-faiseau de E-modules. Le faiseau G est dit

∂̄
F
-stable si on a l'inlusion

∂̄
F
G ⊆ G ⊗

EX
E0,1
X .Dans e ontexte on a une autre onséquene immédiate du théorème 1.1.8.Corollaire 1.1.15 Soit F −→ X un �bré vetoriel holomorphe sur une variété omplexe Xet G ⊆ E(F ) un sous-faiseau de E-modules ∂̄F -stable admettant des E-résolutions loales delongueur �nie. Alors le faiseaux de OX-modules G ∩ O(F ) est analytique ohérent et

(G ∩ O(F )) · EX = G,

(autrement dit le faiseau G ∩ O(F ) est un O-module loalement de type �ni et ses générateursloaux sur OX sont aussi des générateurs loaux du faiseau G sur EX).Conrètement pour véri�er la ∂̄
F
-stabilité du faiseau G il su�t de faire un hoix arbitraire derepère loal holomorphe e1, ..., er ∈ O(F )(U) du �bré F (où r designe le rang omplexe de F ),de générateurs loaux ψ1, ..., ψp ∈ G(U) du faiseau G,

ψk =

r∑

l=1

el · uk,l,

uk,l ∈ EX(U) et de véri�er pour tout x ∈ U l'existene de germes de (0, 1)-formes αk,j ∈ E0,1
X,xtelles que les égalités

∂̄
J
uk,l,x =

p∑

j=1

uj,l,x · αk,jsoient satisfaites pour tout les indies k, l. On déduit le orollaire suivant.34



Corollaire 1.1.16 Soient F1 −→ X1, F2 −→ X2 deux �brés vetoriels holomorphes sur deuxvariétés omplexes X1, X2 et soit Φ

F1
Φ

≃
✲ F2

X1

π
F1

❄ ϕ

≃
✲ X2

π
F2

❄un isomorphisme C∞ de �brés vetoriels. Soit F ⊂ O(F1) un faiseau de OX1-modules loalementde type �ni (omme OX1-module) tel que le faiseau Φ∗F∞ ⊂ E(F2) soit ∂̄
F2
-stable. Alors lefaiseau de OX2-modules Φ∗F∞ ∩ O(F2) est loalement de type �ni omme OX2-module, on al'égalité

(Φ∗F∞ ∩ O(F2)) · EX2 = Φ∗F∞et l'ensemble des zéros V (Φ∗F∞) = ϕ(V (F)) est un sous-espae omplexe de X.En e�et le faiseau Φ∗F∞ ⊂ E(F2) admet des EX2-résolutions loales de longueur �nie. On rap-pelle que l'ensemble des zéros V (Φ∗F∞) est par dé�nition l'ensemble donné loalement par leszéros d'un système de générateurs loaux du faiseau Φ∗F∞.Une autre onséquene du théorème 1.1.8.On a aussi le orollaire suivant que l'on déduit des arguments exposés dans la sous-setion1.4.3.Corollaire 1.1.17 Soit
0→ E(Fm)

ϕm−→ E(Fm−1)
ϕm−1−→ · · · ϕ2−→ E(F1)

ϕ1−→ E(F0)
ψ−→ G → 0une suite exate de faiseaux de E-modules sur une variété omplexe X, où Fk, k = 0, ...,m sontdes �brés vetoriels omplexes C∞ sur X. Supposons qu'il existe une onnexion

D̄ : E(F0) −→ E(F0)⊗EX
E0,1
Xde type (0, 1) sur le faiseau E(F0) telle que les inlusions

D̄ Imϕ1 ⊆ (Imϕ1)⊗EX
E0,1
X et D̄2 E(F0) ⊆ (Imϕ1)⊗EX

E0,2
Xsoient satisfaites. Alors la onnexion quotient ∂̄ : G −→ G ⊗

EX
E0,1
X est intégrable et son noyau

Ker∂̄ est un faiseau de OX -modules analytique ohérent tel que (Ker∂̄) · EX = G. De plus pourtout entier l ≥ 0 et k = 1, ...,m les sous-ensembles
Zl(ϕk) := {x ∈ X | rg

C
ϕk(x) ≤ l}sont des sous-espaes omplexes de X.On remarque que la ohomologie des faiseaux ohérents (∂̄-ohérents) sur une variété om-plexe peut se aluler, grâe à l'isomorphisme fontoriel de De Rham-Weil (voir par exemple lesouvrages [Dem-1℄, [Gri-Ha℄ et [Wel℄), par la formule suivante :

Hq(X,G∂̄) := Hq(X,Ker∂̄) ∼= Hq(Γ(X,G ⊗
EX
E0,∗
X ); ∂̄),35



qui onstitue une généralisation du théorème de Dolbeault. Un as partiulier (ou une générali-sation si on veut) de la formule préédente est la suivante :
Hq(X,G∂̄ ⊗EX

Ep,0
∂̄

J,p

) := Hq(X, (Ker∂̄)⊗
OX
O(Ωp

X)) ∼=

∼= Hq(Γ(X,G ⊗
EX
Ep,∗X ); ∂̄π) =: Hp,q(X,G∂̄),où ∂̄

J,p
:= (−1)p∂̄

J
, G∂̄ ⊗EX

Ep,0
∂̄

J,p

:= (G ⊗
EX
Ep,0X , ∂̄π) et

∂̄π : G ⊗
EX
Ep,0X −→ G ⊗

EX
Ep,1Xdésigne la onnexion sur le faiseau produit G⊗

EX
Ep,0X , qui est dé�nie par la règle de Leibnitz. Onremarque en�n que le fait que les groupes de ohomologie Hq(U,G) d'un faiseau de E-modules

G (sur X) soient nuls pour tout q ≥ 1 et tout ouvert U ⊆ X implique qu'une suite de faiseauxde E-modules (sur X)
· · · −→ G2 −→ G1 −→ G0 → 0est exate si et seulement si pour tout ouvert U ⊆ X la suite de EX(U)-modules

· · · −→ G2(U) −→ G1(U) −→ G0(U)→ 0est exate. Ce fait sera utilisé de façon systématique à partir de la setion 1.3.Note au leteur. La tehnique qui utilise des proédés itératifs de type Nash-Moser pourla solution de problèmes di�érentiels est une tehnique très puissante et très souple. Cei signi�eque lorque le problème di�érentiel est très simple alors le proédé itératif l'est aussi. Pour desraisons d'ordre didatique nous ommençons par présenter le omportement du proédé itératifde type Nash-Moser dans le as simple des faiseaux de E-modules loalement libres, as qui aété déjà traité par Koszul et Malgrange ave une méthode di�érente. Nous évitons de donnertous les petits détails tehniques dans e as, où le proédé itératif est très simple. Le leteurpourra trouver tout les détails tehniques dans la preuve omplète du théorème 1.1.8 dans le asgénéral, (voir la setion 1.5).
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1.2 Idée de la preuve du théorème 1.1.8 dans le as des faiseauxde E-modules loalement libres ave la tehnique de typeNash-Moser1.2.1 Expression loale de la ondition d'intégrabilité ∂̄2 = 0 dans le as desfaiseaux de E-modules loalement libresA partir de maintenant on va noter parMk,l(E0,q
X (U)) l'espae des matries k× l à oe�ientsdans l'espae des (0, q) formes E0,q

X (U). Soit ψ : E⊕r
U

≃−→ G|U une trivialisation loale du faiseau
G. Le fait que ψ est surjetive implique l'existene d'une matrie ω0,0 ∈ Mp0,p0(E0,1

X (U)) telleque
∂̄ψ = ψ · ω0,0On obtient alors le diagramme ommutatif suivant :

G
|U

∂̄ ✲ G
|U
⊗E

U
E0,1

U

∂̄ ✲ G
|U
⊗E

U
E0,2

U

E⊕p0
U

ψ ≀
✻

∂̄J + ω0,0
✲ (E0,1

U
)⊕p0

≀ ψ ⊗ I(0,1)

✻

∂̄J + ω0,0
✲ (E0,2

U
)⊕p0

≀ ψ ⊗ I(0,2)

✻

L'hypothèse d'intégrabilité ∂̄2 = 0 est équivalente loalement à l'égalité 0 = ∂̄2ψ. En expliitantelle-i on a :
0 = ∂̄2ψ = ∂̄(ψ · ω0,0) = ∂̄ψ ∧ ω0,0 + ψ · ∂̄

J
ω0,0 = ψ(∂̄

J
ω0,0 + ω0,0 ∧ ω0,0)Le fait que ψ soit injetive implique alors la relation

∂̄
J
ω0,0 + ω0,0 ∧ ω0,0 = 0Don l'hypothèse d'intégrabilité ∂̄2 = 0 s'exprime loalement par ette relation. Dans la suite deette setion on désignera par Ω(U) ⊂Mp0,p0(E0,1

X (U)) l'ensemble onstitué par des matries ω0,0qui véri�ent la ondition en question. Les éléments de et ensemble seront appelés calibrations.1.2.2 Formulation du problème di�érentiel dans le as des faiseaux de E-modules loalement libresOn veut trouver pour haque x ∈ U un voisinage ouvert V de x et un élément η0,0 ∈
Mp0,p0(EX(V )) tel que g0 ≡ g0(η) := Ip0 + η0,0 ∈ GL(p0, E(V )), η ≡ η0,0, qui soit solution del'équation di�érentielle

∂̄(ψ · g0) = 0.Si on atteint e but on obtiendra le diagramme ommutatif suivant :
0 ✲ (Ker ∂̄)

|V

✲ G
|V

∂̄✲ G
|V
⊗

E
V
E0,1

V

0 ✲ O⊕p0
V

ψη ≀
✻

✲ E⊕p0
V

ψη ≀
✻

∂̄
J ✲ (E0,1

V
)⊕p0

≀ ψη ⊗ I(0,1)

✻
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où ψη = ψ·g0(η), lequel permet de onlure dans le as des faiseaux loalement libres. L'équationpréédente est équivalente à l'équation ψ(ω0,0 ·g0 + ∂̄
J
η0,0) = 0. L'injetivité de ψ implique alorsque l'équation préédente est équivalente à l'équation

(Sω) : ∂̄
J
η0,0 + ω0,0 ∧ η0,0 + ω0,0 = 0.On a la proposition suivante.Proposition 1.2.1 La ondition ∂̄

J
ω0,0 + ω0,0 ∧ ω0,0 = 0 est la ondition d'intégrabilité duproblème di�érentiel quasi-linéaire (Sω), (le problème est quasi-linéaire ar on herhe η0,0 dansun espae non linéaire).Il est élémentaire de véri�er la néessité de la ondition ∂̄

J
ω0,0 + ω0,0 ∧ ω0,0 = 0. La matrie

ω0,0
η := g−1

0 (∂̄
J
η0,0 + ω0,0 ∧ η0,0 + ω0,0)véri�e les relations

∂̄ψη = ψη · ω0,0
η ,

∂̄
J
ω0,0
η + ω0,0

η ∧ ω0,0
η = 0.On voudrait alors appliquer un proédé itératif pour faire de sorte que ω0,0

η = 0, e qui équivautà résoudre le système (Sω). Dans la suite on appellera élément de realibration un élément
η0,0 ∈Mp0,p0(EX(U)) tel que g0 = Ip0 +η0,0 ∈ GL(p0, E(U)) et on désignera par P(U) l'ensembleonstitué par de tels éléments. Venons-en maintenant à un préliminaire tehnique avant d'exposerl'idée de la preuve de l'existene des solutions pour le système di�érentiel (Sω).1.2.3 Choix des normes et opérateur de Leray-KoppelmanDans ette setion on va supposer que U = B1 est la boule unité. Soit u =

∑′
|I|=q uI dz̄I estune (0, q)-forme à oe�ients des (k, l)-matries à oe�ients dérivables jusqu'à l'ordre h ≥ 0.On dé�nit une norme de Hölder invariante par hangement d'éhelle

‖u‖r, h, µ, q :=
∑

|I|=q
|α|≤h

S|α| r
|α|+q ‖∂αuI‖r,µoù ‖ · ‖r,µ est la norme de Hölder invariante usuelle d'une fontion, µ ∈ (0, 1) une onstante �xéeune fois pour toutes dans notre problème et (Sk)k≥0 ⊂ (0,∞) une suite de poids (ette suitesera hoisie à déroissane assez rapide de façon à rendre en partiulier les séries onvergentes).On remarque que si le degré q est supérieur ou égale à un on a que la norme ‖u‖r,h,µ,q tend verszéro lorsque le rayon r tend vers zéro. On onsidère maintenant l'opérateur de Leray-Koppelmanlassique de la boule de rayon r (le leteur peut onsulter ave pro�t les ouvrages lassiques deHenkin-Leiterer [He-Le℄, de Range [Ra℄ et l'artile de Harvey-Polkin [Ha-Po℄)

Tr,q : Ch,µ0,q+1(B̄r,Mk,l(C)) −→ Ch,µ0,q (Br,Mk,l(C)).Les propriétés de l'opérateur de Leray-Koppelman qui nous intéressent sont les suivantes :1) Pour toute forme di�érentielle u ∈ Ch,µ0,q+1(B̄r,Mk,l(C)), 0 ≤ q ≤ n − 1 on a la formuled'homotopie :
u = ∂̄

J
Tr,q u+ Tr,q+1 ∂̄J

u38



valable sur la boule Br.2) Il existe une suite de poids S = (Sk)k≥0 de la norme de Hölder introduite préédemment telleque pour toute forme di�érentielle u ∈ Ch,µ0,q+1(B̄r,Mk,l(C)) on a l'estimation intérieure :
‖Tr,q u‖r(1−σ), h+1, µ, q ≤ C · σ−s(h) · ‖u‖r, h, µ, q+1 (1.2.1)ave C > 0 une onstante indépendante de la régularité h et σ ∈ (0, 1), s(h) ∈ N une fontiona�ne stritement roissante. Pour simpli�er les notations on identi�era dans la suite de ettesetion ‖ · ‖r,h,µ,q ≡ ‖ · ‖r,h, Tr,q ≡ Tr et ‖∂hf‖• ≡∑

|α|=h ‖∂αf‖•.1.2.4 Esquisse du shéma de onvergene rapide de type Nash-Moser dansle as des faiseaux de E-modules loalement libresEstimation fondamentale du shéma de onvergene rapide dans le as des faiseauxde E-modules loalement libresOn désigne par ε ∈ (0, 1/2) une onstante �xée telle que pour toutes les matries A ∈
Mp0,p0(C) telle que ‖A‖ < ε on a l'inversibilité de la matrie Ip0 +A.Proposition 1.2.2 Supposons donnés ω0,0 ∈ Ω(B1), r, σ ∈ (0, 1), h ∈ N et les poids Sj >
0, j = 0, ..., h + 1 de la norme de Hölder tels que l'estimation (1.2.1) soit satisfaite. Supposonsque le rayon r soit su�samment petit pour assurer l'estimation

C · σ−s(h) · ‖ω0,0‖r,h < ε.Supposons de plus que le poids Sh+1 soit su�samment petit pour pouvoir assurer l'estimation
Sh+1‖∂h+1ω0,0

I ‖r,µ ≤ ‖ω
0,0
I ‖r,µoù ω0,0

I sont les oe�ients de la forme ω0,0 par rapport aux oordonnées hoisies. Alors η0,0 :=
−Tr ω0,0 est un paramètre de realibration tel que

‖ω0,0
η ‖r(1−σ),h+1 ≤ 6C · σ−s(h) · ‖ω0,0‖2r,hSans l'hypothèse sur le poids Sh+1 l'estimation préédente est valable pour h à la plae de h+1,pour toutes les matries ω0,0 qui véri�ent la relation ∂̄

J
ω0,0 + ω0,0 ∧ ω0,0 = 0. L'hypothèse surles poids Sh+1, omme on verra mieux ensuite, joue un r�le fondamental pour la onvergenevers une solution C∞ du problème (Sω).

Preuve. En utilisant la dé�nition du paramètre η0,0 et la formule d'homotopie pour l'opérateur
∂̄

J
on a :

ω0,0
η = g−1

0 (Tr ∂̄J
ω0,0 − ω0,0 ∧ Tr ω0,0) =

= −g−1
0 (Tr (ω0,0 ∧ ω0,0) + ω0,0 ∧ Tr ω0,0)Le fait que ε ∈ (0, 1/2) implique que ‖g−1

0 ‖r(1−σ),h+1 < 2 (voir les détails dans la preuve omplète,prop 1.5.3 dans la sous-setion 1.5.5). L'hypothèse sur le poids Sh+1 implique l'inégalité suivante :
‖ω0,0 ∧ Tr ω0,0‖r(1−σ),h+1 ≤ 2‖ω0,0‖r,h · ‖Tr ω0,0‖r(1−σ),h+1.On obtient alors l'inégalité :

‖ω0,0
η ‖r(1−σ),h+1 ≤ 2

(
C · σ−s(h) · ‖ω0,0‖2r,h + 2C · σ−s(h) · ‖ω0,0‖2r,h

)qui permet de onlure. �39



Idée du proédé itératif dans le as des faiseaux de E-modules loalement libresLes alibrations ω0,0
k ∈ Ω(B̄rk) obtenues au k-ième pas du proédé itératif sont dé�nies parla formule réursive ω0,0
k+1 = ω0,0

k, ηk+1
où rk+1 := rk(1 − σk) et où σk ∈ (0, 1) est un paramètrequi ontr�le la déroissane des rayons des boules, (le rayon initial r0 étant hoisi su�sammentpetit). On hoisit les quantités σk ∈ (0, 1) de telle sorte que la série ∑

σk soit onvergente. Lerayon limite r∞ := limk→+∞ rk est alors non nul. Le paramètre η0,0
k+1 ∈ P(B̄rk+1

) qui ontr�le larealibration des éléments ω0,0
k , k ≥ 0 au k-ième pas du proédé itératif est dé�ni par la formule

η0,0
k+1 := −Trkω0,0

k .Les poids sont hoisis de telle sorte que les estimations suivantes soient satisfaites pour toutentier k ≥ 0.
Sk+1‖∂k+1ω0,0

k, I‖rk, µ ≤ ‖ω
0,0
k, I‖rk , µ

Sk+1‖∂k+1g0(k)
±1‖rk , µ ≤ 2−k−1‖g0(k)±1‖rk , µoù

g0(k) :=

−→∏

0≤j≤k

g0,j(on pose par dé�nition g0 := Ip0). Le symbole de produit ave une �èhe vers la droite désignele produit non ommutatif de termes qui sont érits en ordre roissant de l'indie vers la droite.La dernière inégalité sert à assurer un bon fontionnement du proédé itératif, plus préisémentelle permet d'appliquer la proposition préédente à toutes les étapes du proédé. On pose pardé�nition
ak := ‖ω0,0

k ‖rk, k et bk := H · σ−s(k)k · akAve les notations introduites préédemment on a la proposition suivante.Proposition 1.2.3 Pour tout entier k ≥ 0 on a les estimations suivantes ;
ak+1 ≤ H · σ−s(k)k · a2

k ≤ 1,

‖η0,0
k+1‖rk+1, k+1 ≤ bk < ε < 1/2et les quantités ak, bk tendent (ave la bonne vitesse) vers zéro lorsque k tend vers plus l'in�ni.En onlusion la limite
η0,0 = −Ip0 + lim

k→∞
g0(k)est une solution du système di�érentiel (Sω).1.3 Introdution au as de E-résolution loale de profondeur ho-mologique égale à un (m = 1)1.3.1 Expression loale de la ondition d'intégrabilité ∂̄2 = 0 dans le as m = 1Nous ommençons par prouver le lemme élémentaire suivant.40



Lemme 1.3.1.1 Soit X une variété omplexe et soit G un faiseau de EX-modules. Si le faiseau
G admet des E-présentations loales, soit par exemple

E⊕p1
U

ϕ−→ E⊕p0
U

ψ−→ G
|U
→ 0une E-présentation au dessus d'un ouvert U , alors l'existene d'une onnexion ∂̄ de type (0, 1) surle faiseau G

|U
telle que ∂̄2 = 0, implique l'existene de matries ωs,0 ∈Mps,ps(E0,1

X (U)), s = 0, 1et ω0,1 ∈Mp1,p0(E0,2
X (U)) telles que ∂̄ψ = ψ · ω0,0 et les relations

∂̄Jϕ+ ω0,0 · ϕ = ϕ · ω1,0, (1.3.1)
∂̄

J
ω0,0 + ω0,0 ∧ ω0,0 = ϕ · ω0,1 (1.3.2)soient satisfaites. Réiproquement l'existene de matries ωs,0, s = 0, 1 et ω0,1 qui véri�ent lesrelations (1.3.1) et (1.3.2), implique l'existene d'une onnexion ∂̄ de type (0, 1) sur le faiseau

G
|U

telle que ∂̄ψ = ψ · ω0,0 et ∂̄2 = 0.
Preuve. La E-présentation de G

|U
onsidérée dans l'hypothèse implique l'existene des E-présentations

(E0,q
U

)⊕p1 −→ (E0,q
U

)⊕p0 −→ G
|U
⊗

E
U
E0,q

U
−→ 0pour q ≥ 0. On aura alors l'existene d'une matrie ω0,0 ∈Mp0,p0(E0,1
X (U)) telle que ∂̄ψ = ψ·ω0,0.En appliquant la onnexion ∂̄ à l'identité ψ ◦ ϕ = 0 on obtient la relation

ψ(∂̄
J
ϕ+ ω0,0 · ϕ) = 0.L'exatitude des E-présentations préédentes, (pour q = 1), implique alors l'existene d'unematrie ω1,0 ∈ Mp1,p1(E0,1

X (U)) telle que la relation (1.3.1) soit satisfaite. On obtient alors lediagramme ommutatif suivant, ayant des �èhes vertiales exates :
0 0 0

G
|U

✻

∂̄ ✲ G
|U
⊗E

U
E0,1

U

✻

∂̄ ✲ G
|U
⊗E

U
E0,2

U

✻

E⊕p0
U

ψ
✻

∂̄J + ω0,0
✲ (E0,1

U
)⊕p0

ψ ⊗ I(0,1)

✻

∂̄J + ω0,0
✲ (E0,2

U
)⊕p0

ψ ⊗ I(0,2)

✻

E⊕p1
U

ϕ1

✻

∂̄
J

+ ω1,0
✲ (E0,1

U
)⊕p1

ϕ1 ⊗ I(0,1)

✻

∂̄
J

+ ω1,0
✲ (E0,2

U
)⊕p1

ϕ1 ⊗ I(0,2)

✻

L'hypothèse d'intégrabilité ∂̄2 = 0 implique
ψ(∂̄

J
ω0,0 + ω0,0 ∧ ω0,0) = 0d'où l'existene d'une matrie ω0,1 ∈Mp1,p0(E0,2

X (U)) telle que la relation (1.3.2) soit satisfaite.Pour prouver la réiproque du lemme il su�t de onsidérer la onnexion quotient ∂̄ obtenue parla onnexion ∂̄
J

+ ω0,0 ∧ •. �41



En appliquant l' opérateur ∂̄
J
à la relation (1.3.1) on obtient l'égalité :

∂̄Jω
0,0 · ϕ− ω0,0 ∧ ∂̄Jϕ = ∂̄Jϕ ∧ ω1,0 + ϕ · ∂̄Jω

1,0.En utilisant la relation (1.3.1) dans l'égalité préédente on obtient
∂̄

J
ω0,0 · ϕ+ ω0,0 ∧ ω0,0 · ϕ− ω0,0 ∧ ϕ · ω1,0 =

= −ω0,0 · ϕ ∧ ω1,0 + ϕ(ω1,0 ∧ ω1,0 + ∂̄
J
ω1,0).En utilisant la relation (1.3.2) on a :

ϕ(∂̄
J
ω1,0 + ω1,0 ∧ ω1,0 − ω0,1 · ϕ) = 0.Dans notre as ϕ est injetive. On déduit alors la relation
∂̄

J
ω1,0 + ω1,0 ∧ ω1,0 = ω0,1 · ϕ.En appliquant l'opérateur ∂̄

J
à la relation (1.3.2) on a :

∂̄Jω
0,0 ∧ ω0,0 − ω0,0 ∧ ∂̄Jω

0,0 = ∂̄Jϕ ∧ ω0,1 + ϕ · ∂̄Jω
0,1.En utilisant les relations (1.3.1) et (1.3.2) dans l'égalité préédente on obtient

−ω0,0 ∧ ω0,0 ∧ ω0,0 + ϕ · ω0,1 ∧ ω0,0 + ω0,0 ∧ ω0,0 ∧ ω0,0 − ω0,0 ∧ ϕ · ω0,1 =

= −ω0,0 · ϕ ∧ ω0,1 + ϕ(ω1,0 ∧ ω0,1 + ∂̄
J
ω0,1).On a don

ϕ(∂̄
J
ω0,1 − ω0,1 ∧ ω0,0 + ω1,0 ∧ ω0,1) = 0.L'injetivité de ϕ implique alors la relation

∂̄
J
ω0,1 − ω0,1 ∧ ω0,0 + ω1,0 ∧ ω0,1 = 0.On a obtenu en onlusion les relations

∂̄
J
ϕ+ ω0,0 · ϕ = ϕ · ω1,0et

(∗)






∂̄
J
ω0,0 + ω0,0 ∧ ω0,0 = ϕ · ω0,1

∂̄Jω
1,0 + ω1,0 ∧ ω1,0 = ω0,1 · ϕ

∂̄
J
ω0,1 − ω0,1 ∧ ω0,0 + ω1,0 ∧ ω0,1 = 0.Il faut remarquer que dans la dernière expression on n'a pas de termes du type ϕ ·ω•,• ou ω•,• ·ϕ.Les expressions (∗) onstituent les expressions loales de la ondition d'intégrabilité ∂̄2 = 0 dansle as de longueur m = 1 de la E-résolution loale. La relation (1.3.1) est simplement une identitéde ommutation. 42



1.3.2 Introdution à la formulation du problème di�érentiel dans le as m = 1La partie prinipale de la preuve onsiste à prouver l'existene, pour tout x ∈ U , d'unvoisinage ouvert V ⊂ U de x et g0 = Ip0 + η0,0 ∈ GL(p0, E(V )), g1 = Ip1 + η1,0 ∈ GL(p1, E(V ))solution du système di�érentiel
(Σ)






∂̄(ψ · g0) = 0

∂̄
J
(g−1

0 · ϕ · g1) = 0.Si on atteint e but on obtiendra le diagramme ommutatif suivant :
0 0

0 ✲ (Ker∂̄)
|V

✲ G|V

✻

∂̄✲ G|V ⊗E
V
E0,1

V

✻

0 ✲ O⊕p0
V

ψ̃|..

✻

✲ E⊕p0
V

ψ̃
✻

∂̄
J ✲ (E0,1

V
)⊕p0

ψ̃ ⊗ I(0,1)

✻

0 ✲ O⊕p1
V

ϕ̃|..

✻

✲ E⊕p1
V

ϕ̃
✻

∂̄J ✲ (E0,1
V

)⊕p1

ϕ̃⊗ I(0,1)

✻

ave ψ̃ := ψη := ψ ·g0 et ϕ̃ := ϕη := g−1
0 ·ϕ·g1. On peut onlure alors en utilisant des argumentsélémentaires d'algèbre homologique (voir la preuve omplète, setion 1.5.6 pour plus de détails).En reprenant un alul fait dans le as m = 0, mais valable en tous les as, on a :

∂̄(ψ · g0) = ψ(∂̄
J
η0,0 + ω0,0 ∧ η0,0 + ω0,0).Si ∂̄(ψ·g0) = 0 alors l'hypothèse d'exatitude implique l'existene d'une matrie η0,1 ∈Mp1,p0(E0,1

X (U))solution de l'équation
∂̄

J
η0,0 + ω0,0 ∧ η0,0 + ϕ · η0,1 + ω0,0 = 0.On a don que l'équation préédente est équivalente ave l'équation ∂̄(ψ · g0) = 0. Si on posepar dé�nition

ω0,0
η := g−1

0 (∂̄
J
η0,0 + ω0,0 ∧ η0,0 + ϕ · η0,1 + ω0,0)on aura la validité de la relation ∂̄ψη = ψη · ω0,0

η . De façon analogue, si on pose par dé�nition
ω1,0
η := g−1

1 (∂̄Jη
1,0 + ω1,0 ∧ η1,0 + η0,1 · ϕη + ω1,0),

ω0,1
η := g−1

1 (∂̄
J
η0,1 + ω0,1 ∧ η0,0 + ω1,0 ∧ η0,1 + η0,1 ∧ ω0,0

η + ω0,1)on aura la validité des relations (voir artile pour les détails des aluls en général prop 1.5.1 dela sous-setion 1.5.2)
∂̄

J
ϕη + ω0,0

η · ϕη = ϕη · ω1,0
η43



et 




∂̄
J
ω0,0
η + ω0,0

η ∧ ω0,0
η = ϕη · ω0,1

η

∂̄
J
ω1,0
η + ω1,0

η ∧ ω1,0
η = ω0,1

η · ϕη

∂̄
J
ω0,1
η − ω0,1

η ∧ ω0,0
η + ω1,0

η ∧ ω0,1
η = 0lesquelles sont analogues à la relation (1.3.1) et aux relations (∗) onsidérées préédemment. Enutilisant l'hypothèse d'exatitude on obtient le lemme suivant.Lemme 1.3.2.1 Pour tout hoix de matries ωs,0, ω0,1, s = 0, 1 qui véri�ent les relations (1.3.1)et (∗) on a que l'existene d'une solution g := (g0, g1) du système di�érentiel (Σ) est équivalenteà l'existene d'une solution η := (η0,0, η1,0, η0,1), g = g(η), du système di�érentiel quasi-linéaire

(Sω)






∂̄J η
0,0 + ω0,0 ∧ η0,0 + ϕ · η0,1 + ω0,0 = 0

∂̄
J
η1,0 + ω1,0 ∧ η1,0 + η0,1 · ϕη + ω1,0 = 0

∂̄
J
η0,1 + ω0,1 ∧ η0,0 + ω1,0 ∧ η0,1 + ω0,1 = 0qui n'est rien d'autre que le système di�érentiel






ωs,0η = 0

ω0,1
η = 0

s = 0, 1.On a besoin de l'hypothèse d'exatitude de la E-résolution loale seulement pour prouver queles systèmes (Σ) et (Sω) sont équivalents. A partir du moment où on s'intéresse seulement ausystème (Sω) l'hypothèse d'exatitude n'a plus auun intérêt. En termes préis on a la propositionsuivante.Proposition 1.3.1 Supposons données des matries ωs,0, ω0,1, s = 0, 1 et ϕ telles que
∂̄

J
ϕ+ ω0,0 · ϕ = ϕ · ω1,0.Alors les relations

(∗)






∂̄
J
ω0,0 + ω0,0 ∧ ω0,0 = ϕ · ω0,1

∂̄Jω
1,0 + ω1,0 ∧ ω1,0 = ω0,1 · ϕ

∂̄
J
ω0,1 − ω0,1 ∧ ω0,0 + ω1,0 ∧ ω0,1 = 0onstituent les onditions d'intégrabilité du système di�érentiel (Sω).1.4 Idée de la preuve du théorème 1.1.8 dans le as général d'une

E-résolution loale de longueur arbitraire1.4.1 Première étape : présentation de l'expression loale de la onditiond'intégrabilité ∂̄2 = 0On pose par dé�nition Im := {(s, k) | s = 0, ...,m, k = −1, ...,m − s, (s, k) 6= (0,−1)}.On utilisera dans la suite la onvention qui onsiste à négliger les termes d'une somme ou d'un44



produit si l'ensemble des indies sur lesquels on e�etue es opérations est vide. On a le lemmesuivant.Lemme 1.4.1.1 Soit 0 → E⊕pm
U

ϕm−→ E⊕pm−1
U

ϕm−1−→ · · · ϕ2−→ E⊕p1
U

ϕ1−→ E⊕p0
U

ψ−→ G
|U
→ 0 une

E-résolution loale de longueur �nie. Alors l'existene d'une onnexion ∂̄ de type (0, 1) sur lefaiseau G telle que ∂̄2 = 0, implique l'existene des matries ωs,k ∈ Mps+k,ps(E0,k+1
X (U)) pour

(s, k) ∈ Im telles que si on utilise l'identi�ation ϕs ≡ ωs,−1, on aura la validité des relations
∂̄ψ = ψ · ω0,0 et

∂̄
J
ωs,k +

k+1∑

j=−1

(−1)k−jωs+j,k−j ∧ ωs,j = 0. (1.4.1)On obtient alors le diagramme ommutatif suivant, dont les �èhes vertiales sont exates :
0 0 0

G
|U

✻

∂̄ ✲ G
|U
⊗

E
U
E0,1

U

✻

∂̄ ✲ G
|U
⊗

E
U
E0,2

U

✻

E⊕p0
U

ψ
✻

∂̄
J

+ ω0,0
✲ (E0,1

U
)⊕p0

ψ ⊗ I(0,1)

✻

∂̄
J

+ ω0,0
✲ (E0,2

U
)⊕p0

ψ ⊗ I(0,2)

✻

E⊕p1
U

ϕ1

✻

∂̄
J

+ ω1,0
✲ (E0,1

U
)⊕p1

ϕ1 ⊗ I(0,1)

✻

∂̄
J

+ ω1,0
✲ (E0,2

U
)⊕p1

ϕ1 ⊗ I(0,2)

✻

✻ ✻ ✻La �gure 1.1 montre les matries ωs,k qui sont représentées par des �èhes dans le diagrammesuivant lequel représente le omplexe déterminé par la E-résolution loale (ϕ,ψ) dans le as delongueur m = 4.
p0

p1

p2

p3

p4

0 1 2 3 4 5

ω0,1

ω1,1

ω2,1

ω3,1

ω0,2

ω1,3

ω1,2

ω2,2

ω0,3

ω0,4

ω0,0

ω1,0

ω2,0

ω3,0

ω4,0

ω1,−1

ω2,−1

ω3,−1

ω4,−1 Fig. 1.1 �Dans la relation (1.4.1) on utilise les onventions formelles ω0,−1 := 0, ω−1,j := 0 et ωs,k := 0 si45



s ≥ m+ 1 ou k ≥ m− s+ 1. Le diagramme suivant montre les matries qui interviennent dansla relation (1.4.1) pour (s, k) = (1, 2), dans le as de longueur m = 4.
p0

0 1 2 3 4 5

p1

p2

p3

p4

ω1,0

ω4,−1

ω1,1

ω2,1 ω1,2

ω1,3

ω0,3

ω3,0

∂̄
J
ω1,2

ω1,−1

Fig. 1.2 �On onsidère le as m = 4 qui est le as de longueur minimale pour laquelle on voit le problèmeen toute sa généralité. Les relations (1.4.1) pour les indies k ≥ 0 onstituent les expressionsloales de la ondition d'intégrabilité ∂̄2 = 0 de la onnexion ∂̄ relativement à la E-résolutionloale hoisie. Les relations (1.4.1) pour les indies (s, k) = (•,−1) représentent simplement desidentités de ommutation. La liberté homologique qui aratérise le hoix des matries ωs,k estexprimée par une ation de semi-groupe qui aura une importane onsidérable dans la preuvedu théorème 1.1.8 et qu'on expose dans la sous-setion suivante.1.4.2 Deuxième étape : la notion de realibrationOn ommene ave les dé�nitions suivantes. On pose
Γ(U) :=

⊕

s=0,...,m

GL(ps, EX(U)).On onsidère Γ(U) ave la loi de groupe naturelle induite par les groupes GL(p•, EX(U)).Dé�nition 1.4.1 La lasse [ϕ,ψ] de E-isomorphisme de la E-résolution loale (ϕ,ψ) est l'en-semble des E-résolutions loales (ϕ̃, ψ̃) de longueur m au dessus de l'ouvert U pour lesquelles ilexiste g ∈ Γ(U) tel que le diagramme suivant soit ommutatif.
0 ✲ E⊕pm

U

ϕ̃m✲ · · · ϕ̃2✲ E⊕p1
U

ϕ̃1✲ E⊕p0
U

ψ̃ ✲ G
|U

✲ 0

0 ✲ E⊕pm

U

gm ≀
❄

ϕm✲ · · · ϕ2✲ E⊕p1
U

g1 ≀
❄

ϕ1✲ E⊕p0
U

g0 ≀
❄

ψ ✲ G
|U

I

❄
✲ 0On a alors que [ϕ,ψ] = {(ϕg, ψg) | g ∈ Γ(U)} où ψg := ψ · g0 et ϕs,g := g−1

s−1 · ϕs · gs. Ensuite ondésigne par
Ω(U,ϕg, ψg, ∂̄) ⊂

⊕

(s,k)∈Im

Mps+k,ps(E0,k+1
X (U))46



l'ensemble, non vide par l'hypothèse d'exatitude de la E-résolution loale (ϕ,ψ), onstitué parles éléments ω = (ωs,k)s,k, ω
s,k ∈ Mps+k,ps(E0,k+1

X (U)) tels que ω•,−1 = ϕ•,g, ∂̄ψg = ψg · ω0,0 etla relation (1.4.1) soit satisfaite. Ensuite on dé�nit la ��bration�
Ω(U, [ϕ,ψ], ∂̄) :=

∐

g∈Γ(U)

Ω(U,ϕg, ψg, ∂̄)au dessus du groupe Γ(U), dont les éléments seront appelés calibrations et l'ensemble desparamètres au dessous de l'ouvert U
P(U) ⊂

⊕

s=0,...,m
k=0,...,m−s

Mps+k,ps(E0,k
X (U))onstitué par les éléments η = (ηs,k)s,k, ηs,k ∈Mps+k,ps(E0,k

X (U)), tels que Ips+η
s,0 ∈ GL(ps, EX(U)),

s = 0, ...,m. On munit P(U) de la loi de semi-groupe donnée par le produit extérieur des pa-ramètres qu'on dé�nit de la façon suivante ; si η1, η2 ∈ P(U) on désigne par η1 ∧ η2 ∈ P(U) leparamètre dont les omposantes sont dé�nies par la formule
(η1 ∧ η2)

s,k := ηs,k1 + ηs,k2 +

k∑

j=0

ηs+j,k−j1 ∧ ηs,j2 .L'élément neutre de ette loi est le zéro. Considérons maintenant l'appliation
R : P(U) × Ω(U, [ϕ,ψ], ∂̄) −→ Ω(U, [ϕ,ψ], ∂̄)

(η, ω) 7−→ ωηoù les omposantes de ωη sont dé�nies par réurrene sur k, pour tous les indies (s, k) ∈ Impar la formule (ii on utilise les dé�nitions formelles ηs,m−s+1 := 0, η−1,j := 0 et ηs,−1 := 0)
ωs,kη =

(
Ips+k

+ ηs+k,0
)−1(

∂̄
J
ηs,k +

k+1∑

j=0

ωs+j,k−j ∧ ηs,j −
k−1∑

j=−1

(−1)k−jηs+j,k−j ∧ ωs,jη + ωs,k
)
.(1.4.2)

0 1 2 3 4
p0

p2

p3

p4

ω1,1
η

ω2,1

η1,3

η2,1

ω1,0
η

η1,2 η0,3

ω4,−1

η1,1

p1

g−1
3

.

ω3,0

η1,0

ω1,−1
η

ω1,2, ∂̄
J
η1,2,

Fig. 1.3 �Le diagramme 1.3 montre les matries qui interviennent dans la dé�nition de la matrie ω1,2
η47



dans le as où la longueur de la résolution est égale à 4. Le leteur peut alors essayer d'avoir unepereption visuelle de la formule de realibration (1.4.2). On appelle R appliation de realibra-tion et on dit que ωη est la realibration de ω ave paramètre de realibration η. Dans la suiteon utilisera aussi les notations gs ≡ gs(η) := Ips + ηs,0, ψη ≡ ψg(η). Ave la première notationon a évidemment ω•,−1
η = ω•,−1

g(η)
. On remarque aussi que si ω ∈ Ω(U,ϕ, ψ, ∂̄) alors pour tout

η ∈ P(U), la realibration R(η, ω) ≡ ωη de ω détermine le diagramme ommutatif suivant :
0 0 0

G
|U

✻

∂̄ ✲ G
|U
⊗

E
V
E0,1

U

✻

∂̄ ✲ G
|U
⊗

E
U
E0,2

U

✻

E⊕p0
U

ψη
✻

∂̄
J

+ ω0,0
η ✲ (E0,1

U
)⊕p0

ψη ⊗ I(0,1)

✻

∂̄
J

+ ω0,0
η ✲ (E0,2

U
)⊕p0

ψη ⊗ I(0,2)

✻

E⊕p1
U

ω1,−1
η

✻

∂̄
J

+ ω1,0
η ✲ (E0,1

U
)⊕p1

ω1,−1
η ⊗ I(0,1)

✻

∂̄
J

+ ω1,0
η ✲ (E0,2

U
)⊕p1

ω1,−1
η ⊗ I(0,2)

✻

...✻ ...✻ ...✻On a la proposition fondamentale suivante.Proposition 1.4.2 L'appliation de realibration R est bien dé�nie et onstitue une ation desemi-groupe transitive sur l'ensemble Ω(U, [ϕ,ψ], ∂̄).1.4.3 Troisième étape : introdution à la formulation du problème di�érentielLa partie prinipale de la preuve onsiste à prouver l'existene, pour tout x ∈ U , d'unvoisinage ouvert V ⊂ U de x et g ∈ Γ(V ) solution du système di�érentiel
(Σ)






∂̄(ψ · g0) = 0

∂̄
J
(g−1
s−1 · ϕs · gs) = 0

s = 1, ...,m.Bien évidemment résoudre e système di�érentiel équivaut à trouver une autre E-résolution de
G

|V
dans la lasse [ϕ,ψ], à partir de la E-résolution donnée (ϕ,ψ), de telle sorte qu'elle admettedes matries de onnexion ωs,0 nulles. Des arguments élémentaires d'algèbre homologique per-metent alors de onlure que le faiseau Ker ∂̄ est analytique ohérent, (voir la setion 1.5.6pour les détails).On a le lemme suivant. 48



Lemme 1.4.3.1 Pour tout hoix de alibration ω ∈ Ω(U,ϕ, ψ, ∂̄) on a que l'existene d'unesolution g ∈ Γ(U) du système di�érentiel (Σ) est équivalente à l'existene d'une solution η ∈
P(U), g = g(η), du système di�érentiel quasi-linéaire

(Sω)






∂̄
J
ηs,k +

k+1∑

j=0

ωs+j,k−j ∧ ηs,j + (−1)kηs−1,k+1 ∧ ωs,−1
η + ωs,k = 0

k = 0, ...,m
s = 0, ...,m − kqui n'est rien d'autre que le système di�érentiel






ωs,tη = 0
s = 0, ...,m
t = 0, ...,m − s.On a besoin de l'hypothèse d'exatitude de la E-résolution loale seulement pour prouver que lessystèmes Σ et (Sω) sont équivalents. A partir du moment où on s'intéresse seulement au système

(Sω) l'hypothèse d'exatitude n'a plus auun intérêt. On a seulement besoin d'avoir le omplexevertial (ω•,−1). La notion de realibration existe enore et elle est une ation de semi-groupe.La proposition suivante permet de traduire notre problème en termes purement di�érentiels.Proposition 1.4.3 Supposons données des matries ωs,k ∈ Mps+k,ps(E0,k+1
X (U)), (s, k) ∈ Imtelles que

ωs−1,−1 · ωs,−1 = 0, s = 2, ...,met
∂̄Jω

s,−1 + ωs−1,0 · ωs,−1 = ωs,−1 · ωs,0, s = 1, ...,m.Alors, pour k ≥ 0, les relations ((1.4.1)s,k)
∂̄

J
ωs,k +

k+1∑

j=−1

(−1)k−jωs+j,k−j ∧ ωs,j = 0onstituent les onditions d'intégrabilité du système di�érentiel (Sω).A partir de maintenant on désignera par
Ω(U,m) ⊂

⊕

(s,k)∈Im

Mps+k,ps(E0,k+1
X (U))l'ensemble onstitué par les éléments ω dont les omposantes véri�ent la ondition ωs−1,−1 ·

ωs,−1 = 0, s = 2, ...,m et la relation (1.4.1).1.4.4 Quatrième étape : introdution au shéma de onvergene rapide detype Nash-MoserIdée de la preuve de l'estimation fondamentale du shéma de onvergene rapideSoit ω ∈ Ω(B1,m). Pour r ∈ (0, 1) on dé�nit la quantité
ah(ω, r) := max{‖ωs,k‖r,h | 0 ≤ s ≤ m, 0 ≤ k ≤ m− s}.49



On remarque que, par dé�nition de la norme de Hölder, la quantité ah(ω, r) tend vers zérolorsque le rayon r tend vers zéro. Pour tout σ ∈ (0, 1) on dé�nit les rayons
rl := r(1− l · σm)pour l = 0, ...,m + 1 où on pose σm := σ/(m + 1). A partir de maintenant on désigne par

ε ∈ (0, 1/2) une onstante �xée telle que pour toutes les matries A ∈ Mps,ps(C) telle que
‖A‖ < ε on a l'inversibilité de la matrie Ips +A.On désignera par S(ω•,−1) une suite de poids qui véri�e l'inégalité ‖ω•,−1‖1,S(ω) < +∞. Venons-en maintenant à la partie essentielle de la preuve du théorème. Ave les notations introduitespréédemment on a la proposition suivante.Proposition 1.4.4 Supposons donnés ω ∈ Ω(B1,m), r, σ ∈ (0, 1), h ∈ N et les poids 0 <
Sj ≤ Sj(ω), j = 0, ..., h + 1 de la norme de Hölder ‖ · ‖r,h+1. Supposons que le rayon r soitsu�samment petit pour assurer l'estimation

L · σ−s(m,h)
m · ah(ω, r) < εoù L = L(ω•,−1) > 0 onstante positive et s(m,h) ∈ N, (m ≥ 0, h ≥ 0) une fontion a�nestritement roissante par rapport à la variable h et la quantité ah(ω, r) est alulée par rapportau poids Sj, j = 0, ..., h. Supposons de plus que le poids Sh+1 soit su�samment petit pourpouvoir assurer l'estimation :

Sh+1‖∂h+1ωs,kI ‖r,µ ≤ ‖ω
s,k
I ‖r,µpour tout k = 0, ...,m, s = 0, ...,m− k et |I| = k+1. Il existe alors le paramètre de realibration

η ∈ P(B̄r(1−σ)) dont les omposantes sont dé�nies par la formule de réurrene déroissante sur
k = m, ..., 0

ηs,k := −Trm−k

(
ωs,k + ωs+k+1,−1 ∧ ηs,k+1 + (−1)kηs−1,k+1 ∧ ωs,−1

)tel que les estimations suivantes
‖η•,k‖r(1−σ),h+1 ≤ L · σ−s(m,h)

m · ah(ω, r), (1.4.3)
‖ω•,k

η ‖r(1−σ),h+1 ≤ L · σ−s(m,h)
m · ah(ω, r)2 (1.4.4)soient satisfaites pour tout k = 0, ...,m.Sans l'hypothèse sur le poids Sh+1 l'estimation (1.4.4) est valable pour h à la plae de h + 1,pour toutes les matries ω•,k k ≥ 0 qui véri�ent la relation (1.4.1), une fois qu'on a �xé lesmatries du omplexe vertial ω•,−1 et les poids 0 < Sj ≤ Sj(ω), j = 0, ..., h + 1. L'hypothèsesur les poids Sh+1, omme on verra mieux ensuite, joue un r�le fondamental pour la onvergenevers une solution C∞ du problème (Sω). On �pose� (voir la preuve de la proposition 1.5.3 pourl'interprétation orrete !)

ωs,kη[k+1]
= ωs,k + ωs+k+1,−1 ∧ ηs,k+1 + (−1)kηs−1,k+1 ∧ ωs,−1.On obtient l'estimation (1.4.4) à l'aide d'une réurrene roissante sur les indies k ≥ 0. Leproblème ii onsiste dans le fait qu'on ne peut pas avoir un ontr�le quadratique sur le terme

ωs,−1
η . Préisément les termes qui posent un problème pour obtenir l'estimation quadratique50



relativement aux matries ωs,kη sont les termes qui apparaissent dans la parenthèse de la dé�nitiondes omposantes ηs,k. En e�et on peut érire ωs,−1
η sous la forme

ωs,−1
η = (I + θs−1,0) · ωs,−1 · (I + ηs,0)ave un ontr�le
‖θs,0‖r(1−σ),h+1 ≤ 2‖ηs,0‖r(1−σ),h+1sur la norme de la matrie θs,0. Ensuite en déomposant l'expression de la matrie ωs,−1

η àl'aide de l'expression préédente on arrive à séparer le terme gênant η•,• ∧ω•,−1 pour les indiesadéquats dans la deuxième somme. On a don :
ωs,kη = g−1

s+k(∂̄J
ηs,k + (termes quadratiques) + ωs,kη[k+1]

).On obtient alors en utilisant la formule d'homotopie pour l'opérateur ∂̄
J
l'expression :

ωs,kη = g−1
s+k(Trm−k

∂̄
J
ωs,kη[k+1]

+ (termes quadratiques)).Le leteur omprend don l'exigene d'avoir une estimation quadratique de la norme h + 1 duterme Trm−k
∂̄

J
ωs,kη[k+1]

. On observe que dans le as (s, k) = (0,m), (k = m ⇒ s = 0) on a quele terme ωs,kη[k+1]
se réduit à ω0,m. On remarque que la relation ((1.4.1)0,m) est la seule, parmi lesautres relations ((1.4.1)•,•), qui ne présente pas de fateurs de type ω•,−1 dans les termes quadra-tiques. Le diagramme suivant montre les matries qui interviennent dans la relation ((1.4.1)0,m).

p0

p1

p2

p3

p4

0 1 2 3 4 5

ω0,1

ω3,1

ω0,2

ω1,3

ω1,2

ω2,2

ω0,3

ω0,4

6

∂̄
J
ω0,4

ω0,0

ω4,0 Fig. 1.4 �On déduit alors à l'aide de l'inégalité (1.2.1), l'estimation quadratique de la norme h + 1 duterme Tr ∂̄J
ω0,m. Une réurrene déroissante sur les indies k = m, ..., 0 ombinée ave le faitque les matries ω véri�ent la ondition d'intégrabilité (1.4.1) montre l'estimation quadratique

‖Trm−k
∂̄

J
ωs,kη[k+1]

‖r(1−σ),h+1 ≤ Q · σ−s(m,h)
m · a2

hpour tout k = 0, ...,m, (où Q > 0 est une onstante positive).On explique maintenant où intervient l'hypothèse sur le poids Sh+1 dans la preuve de l'esti-mation (1.4.4). Pour obtenir elle-i on doit estimer les normes du type ‖ω•,• ∧ η•,•‖r(1−σ), h+1.L'hypothèse faite sur le poids Sh+1 nous permet d'obtenir l'estimation
‖ω•,• ∧ η•,•‖r(1−σ), h+1 ≤ 2‖ω•,•‖r, h · ‖η•,•‖r(1−σ), h+1.Voii ertaines des idées prinipales de la preuve de la proposition.51



Esquisse du proédé itératifLes alibrations ωk ∈ Ω(B̄rk ,m) obtenues au k-ième pas du proédé itératif sont dé�nies parla formule réursive ωk+1 := ωk, ηk+1
où rk+1 := rk(1 − σk) et où σk ∈ (0, 1) est un paramètrequi ontr�le la déroissane des rayons des boules, (le rayon initial r0 étant hoisi su�sammentpetit). On hoisit les quantités σk ∈ (0, 1) de telle sorte que la série ∑

σk soit onvergente. Lerayon limite r∞ := limk→+∞ rk est alors non nul. Le paramètre ηk+1 ∈ P(B̄rk+1
) qui ontr�lela realibration des éléments ωk, k ≥ 0 au k-ième pas du proédé itératif est dé�ni de façonanalogue à elle de la proposition 1.4.4 en fontion de la alibration ωk. Les poids sont hoisis detelle sorte que les estimations suivantes soient satisfaites pour tout entier k ≥ 0 et t = 0, ...,m.

Sk+1‖∂k+1ω•,t
k, I‖rk, µ ≤ ‖ω

•,t
k, I‖rk, µ, (1.4.5)

Sk+1‖∂k+1g•(k)
±1‖rk , µ ≤ 2−k−1‖g•(k)±1‖rk , µ (1.4.6)où

gs(k) :=
−→∏

0≤j≤k

gs,j(ii on rappelle qu'on pose par dé�nition g0 := Ip0 et que le symbole de produit ave une �èhevers la droite désigne le produit non ommutatif de termes qui sont érits en ordre roissant del'indie vers la droite). Cette dernière inégalité sert à assurer un bon fontionnement du proédéitératif, plus préisément elle permet d'appliquer la proposition préédente à toutes les étapesdu proédé. On pose par dé�nition
ak := max{‖ωs,tk ‖rk, k | 0 ≤ s ≤ m, 0 ≤ t ≤ m− s}et
bk := H · σ−s(m,k)m, k · ak σm, k := σk/(m+ 1)Ave les notations introduites préédemment on a la proposition suivante.Proposition 1.4.5 Pour tout entier k ≥ 0 on a les estimations suivantes ;

ak+1 ≤ H · σ−s(m,k)m, k · a2
k ≤ 1, (1.4.7)

‖η•,tk+1‖rk+1, k+1 ≤ bk < ε < 1/2, (1.4.8)
‖ωs,−1

k+1 ‖rk+1,k+1 ≤ 4‖ω•,−1‖1,S(ω•,−1) (1.4.9)et les quantités ak, bk tendent (ave la bonne vitesse) vers zéro lorsque k tend vers plus l'in�ni.L'estimation (1.4.9) montre que la norme du omplexe vertial n'explose pas. La ondition (1.4.6)sert aussi à assurer ette inégalité. Si on pose par dé�nition
η(k) :=

−→∧

1≤j≤k

ηj(ii aussi le symbole de produit extérieur ave une �èhe vers la droite désigne le produit nonommutatif de termes qui sont érits en ordre roissant de l'indie vers la droite), le paramètrede realibration sur la boule Br∞ on aura la formule ωk = ωη(k), grâe au fait que la realibration
R est une ation. On a alors la proposition suivante.52



Proposition 1.4.6 La limite
η := lim

k→∞
η(k)existe en topologie Ch,µ pour tout h ≥ 0 et onstitue un paramètre de realibration η ∈ P(Br∞),solution du problème di�érentiel (Sω).Le fait que η onstitue une solution (de lasse C∞) pour le problème di�érentiel (Sω) est lair.En e�et

ωs,tη = lim
k→∞

ωs,tket
‖ωs,tη ‖r∞,0 = lim

k→∞
‖ωs,tk ‖r∞,0 ≤ lim

k→∞
ak = 0e qui montre que η ∈ P(Br∞) est une solution du système di�érentiel (Sω).1.5 La preuve omplète du théorème de aratérisation di�éren-tielle des faiseaux analytiques ohérents dans le as généralde longueur arbitraire de la E-résolution loale1.5.1 Première étape : Preuve de l'expression loale de la ondition d'inté-grabilité ∂̄2 = 0On ommene par rappeler la dé�nition de l'ensemble d'indies

Im := {(s, k) | s = 0, ...,m, k = −1, ...,m − s, (s, k) 6= (0,−1)}.Ave ette notation on a le lemme élémentaire suivant.Lemme 1.5.1.1 Soit X une variété omplexe et soit G un faiseau de EX -modules.
(A) Supposons que le faiseau G admet des E-présentations loales et soit

E⊕p1
U

ϕ−→ E⊕p0
U

ψ−→ G
|U
→ 0une E-présentation au dessus d'un ouvert U . Alors l'existene d'une onnexion ∂̄ de type (0, 1) surle faiseau G

|U
telle que ∂̄2 = 0, implique l'existene de matries ωs,0 ∈Mps,ps(E0,1

X (U)), s = 0, 1et ω0,1 ∈Mp1,p0(E0,2
X (U)) telles que ∂̄ψ = ψ · ω0,0 et

∂̄
J
ϕ+ ω0,0 · ϕ = ϕ · ω1,0, (1.5.1)

∂̄
J
ω0,0 + ω0,0 ∧ ω0,0 = ϕ · ω0,1. (1.5.2)Réiproquement l'existene des matries ωs,0, s = 0, 1 et ω0,1 qui véri�ent les relations (1.5.1)et (1.5.2), implique l'existene d'une onnexion ∂̄ de type (0, 1) sur le faiseau G

|U
telle que

∂̄ψ = ψ · ω0,0 et ∂̄2 = 0.
(B) Supposons que le faiseau G admet des E-résolutions loales de longueur �nie et soit

0→ E⊕pm

U

ϕm−→ E⊕pm−1
U

ϕm−1−→ · · · ϕ2−→ E⊕p1
U

ϕ1−→ E⊕p0
U

ψ−→ G
|U
→ 053



une telle E-résolution. Alors l'existene d'une onnexion ∂̄ de type (0, 1) sur le faiseau G
|U

telleque ∂̄2 = 0, implique l'existene des matries
ωs,k ∈Mps+k,ps(E0,k+1

X (U))pour (s, k) ∈ Im telles que si on utilise l'identi�ation ϕs ≡ ωs,−1 et les onventions formelles
ω0,−1 := 0, ω−1,j := 0 et ωs,k := 0 si s ≥ m + 1 ou k ≥ m − s + 1, on aura les relations
∂̄ψ = ψ · ω0,0 et

∂̄
J
ωs,k +

k+1∑

j=−1

(−1)k−jωs+j,k−j ∧ ωs,j = 0 (1.5.3)pour tout (s, k) ∈ Im.Réiproquement l'existene des matries ωs,k qui véri�ent la relation (1.5.3) implique l'existened'une onnexion ∂̄ de type (0, 1) sur le faiseau G
|U

telle que ∂̄ψ = ψ · ω0,0 et ∂̄2 = 0.
Preuve de (A). La preuve de (A) a été donnée dans la sous-setion (1.3.1). On rappelle qu'onobtient le diagramme ommutatif suivant, dont les �èhes vertiales sont exates :

0 0 0

G
|U

✻

∂̄ ✲ G
|U
⊗

E
U
E0,1

U

✻

∂̄ ✲ G
|U
⊗

E
U
E0,2

U

✻

E⊕p0
U

ψ
✻

∂̄
J

+ ω0,0
✲ (E0,1

U
)⊕p0

ψ ⊗ I(0,1)

✻

∂̄
J

+ ω0,0
✲ (E0,2

U
)⊕p0

ψ ⊗ I(0,2)

✻

E⊕p1
U

ϕ1

✻

∂̄
J

+ ω1,0
✲ (E0,1

U
)⊕p1

ϕ1 ⊗ I(0,1)

✻

∂̄
J

+ ω1,0
✲ (E0,2

U
)⊕p1

ϕ1 ⊗ I(0,2)

✻

Preuve de (B). Pour (s, k) = (1,−1) et (s, k) = (0, 0) la relation (1.5.3) exprime les rela-tions (1.5.1) et (1.5.2) de la partie (A) du lemme. En appliquant l'opérateur ∂̄
J
aux identités

ϕt−1 ◦ ϕt = 0 on obtient indutivement, de la même façon que pour obtenir la relation (1.5.1),l'existene d'une matrie ωs,0 ∈Mps,ps(E0,1
X (U)), s = 1, ...,m telle que

∂̄
J
ϕs + ωt−1,0 · ϕs = ϕs · ωt,0.Ces relations onstituent les relations (1.5.3) pour (s,−1), s = 1, ...,m. On va montrer main-tenant l'existene des matries ωs,k, k ≥ 1 qui véri�ent la relation (1.5.3) à l'aide du proédéréursif triangulaire suivant. Pour un ouple (s, k), s = 0, ...,m−1 et k = 1, ...,m−s on supposeavoir déjà dé�ni ωσ,κ pour σ+κ ≤ s+ k, κ ≤ k+ 1, et on applique l'opérateur ∂̄J à l'expression

((1.5.3)s,k−1) pour k ≥ 1. On obtient alors la relation suivante :
k∑

j=−1

(−1)k−j−1∂̄
J
ωs+j,k−j−1 ∧ ωs,j −

k∑

j=−1

ωs+j,k−j−1 ∧ ∂̄
J
ωs,j = 0.54



En expliitant les termes ∂̄
J
ω•,• dans la relation préédente (qui bien évidemment, grâe àl'hypothèse de réurrene préédente, véri�ent la relation ((1.5.3)•,•) pour les indies voulus) onobtient :

k∑

j=−1

(−1)k−j−1ωs+k,−1 ∧ ωs+j,k−j ∧ ωs,j +

+
k∑

j=−1

k−j−1∑

r=−1

(−1)r+1ωs+j+r,k−j−1−r ∧ ωs+j,r ∧ ωs,j +

+

k−1∑

j=−1

j+1∑

r=−1

(−1)j−rωs+j,k−j−1 ∧ ωs+r,j−r ∧ ωs,r − ωs+k,−1 ∧ ∂̄
J
ωs,k = 0.En faisant le hangement d'indie j′ = j + r, r′ = j dans la deuxième somme et en rappelantque ωs−1,−1 ∧ ωs,−1 = 0 on obtient :

ωs+k,−1 ∧
(
∂̄

J
ωs,k +

k∑

j=−1

(−1)k−jωs+j,k−j ∧ ωs,j
)

= 0.L'hypothèse d'exatitude nous permet de hoisir ωs,k+1 telle que la relation
∂̄

J
ωs,k +

k∑

j=−1

(−1)k−jωs+j,k−j ∧ ωs,j = ωs+k+1,−1 ∧ ωs,k+1soit satisfaite. Ce type de réurrene peut se visualiser grâe au tableau de la �gure 1.5.L'hypothèse de �nitude de la longueur des E-résolutions loales de G permet d'arrêter e proédé
k

m

0 m s

IIème pas
Ier pas
Fig. 1.5 �après un nombre �ni d'étapes. On a don prouvé la première impliation de la partie (B) dulemme. Le réiproque dans la partie (B) est évidemment une onséquene banale de la partie(A) du lemme. �Les relations (1.5.3) pour les indies k ≥ 0 onstituent les expressions loales de la onditiond'intégrabilité ∂̄2 = 0 de la onnexion relativement à la E-résolution loale hoisie. Les relations

(1.5.3) pour les indies (s, k) = (•,−1) représentent simplement des identités de ommutation.Si on désigne par P0(U) ⊂ P(U) le sous-semigroupe des paramètres tels que η•,0 = 0 on a que larestrition de la realibration R0 : P0(U)×Ω(U, [ϕ,ψ], ∂̄) −→ Ω(U, [ϕ,ψ], ∂̄) est une appliation�bré qui ontr�le la liberté homologique qui aratérise le hoix des matries ω•,• relativement55



aux E-résolutions loales (ϕg, ψg), g ∈ Γ(U).Remarque. A partir de maintenant le leteur doit tenir ompte du fait que ertains des alulset formules qui suivront n'existent pas dans le as de longueur m = 0 de la E-résolution loale,autrement dit dans le as des faiseaux loalement libres. Cependant les aluls qui surviventont enore sens et ils font partie de notre preuve (di�érente de la preuve donnée par Koszul-Malgrange) dans e as. On rappelle aussi qu'on utilise la onvention qui onsiste à négligerles termes d'une somme ou d'un produit si l'ensemble des indies sur lesquels on e�etue esopérations est vide.1.5.2 Deuxième étape : le formalisme du proédé itératifOn ommene par prouver la proposition suivante.Proposition 1.5.1 L'appliation de realibration R est bien dé�nie et onstitue une ation desemi-groupe transitive sur l'ensemble Ω(U, [ϕ,ψ], ∂̄)

Preuve. Nous ommençons par prouver que l'appliation R est bien dé�nie. On prouve d'abordles relations ∂̄ψη = ψη · ω0,0
η . En e�et on a :

∂̄ψη = ∂̄ψ · g0 + ψ · ∂̄η0,0 = ψ · (∂̄η0,0 + ω0,0 ∧ η0,0 + ω0,0) =

= ψ · (∂̄η0,0 + ω0,0 ∧ η0,0 + ω1,−1 ∧ η0,1 + ω0,0) = ψη · ω0,0
η .On prouve maintenant que les matries ω•,•

η véri�ent la relation (1.5.3) pour l'indie k = −1,autrement dit on veut montrer la relation :
∂̄

J
ωs,−1
η + ωs−1,0

η · ωs,−1
η = ωs,−1

η · ωs,0η .On ommene par développer le terme ∂̄ωs,−1
η , en utilisant la relation (1.5.3) pour l'indie k = −1,relativement aux matries ω•,•. On obtient alors les égalités suivantes :

∂̄
J
ωs,−1
η = −g−1

s−1 · ∂̄J
gs−1 · g−1

s−1 · ωs,−1 · gs+

+g−1
s−1 · ∂̄Jω

s,−1 · gs + g−1
s−1 · ωs,−1 · ∂̄J gs =

= −g−1
s−1(∂̄J

ηs−1,0 + ωs−1,0 ∧ ηs−1,0 + ωs−1,0) · ωs,−1
η +

+ωs,−1
η · g−1

s (∂̄J η
s,0 + ωs,0 ∧ ηs,0 + ωs,0).En rappelant que ωs−1,−1 · ωs,−1 = 0 et en rajoutant et en soustrayant le terme −g−1

s−1 · ωs,−1 ·
ηs−1,1 · ωs,−1

η à la dernière expression de ∂̄ωs,−1
η , on obtient :

∂̄Jω
s,−1
η = −ωs−1,0

η · ωs,−1
η +

+ωs,−1
η · g−1

s (∂̄
J
ηs,0 + ωs,0 ∧ ηs,0 + ηs−1,1 ∧ ωs,−1

η + ωs,0) =

= −ωs−1,0
η · ωs,−1

η + ωs,−1
η · ωs,0η .On va montrer maintenant la validité de la formule (1.5.3) pour tous les indies, relativement auxmatries ω•,•

η , ave un proédé réursif analogue à elui qui nous a permis de dé�nir les matries56



ω•,•. Voii les détails de la réurrene. Pour un ouple (s, k), s = 0, ...,m, k = 0, ...,m − s onsuppose avoir déjà montré la relation
∂̄

J
ωσ,κη +

κ+1∑

j=−1

(−1)κ−jωσ+j,κ−j
η ∧ωσ,jη = 0 ((1.5.3)σ,κη )pour σ = s, κ = −1, ..., k − 1. En développant le terme en ∂̄

J
de l'expression suivante on al'égalité :

∂̄
J
ωs,kη +

k∑

j=−1

(−1)k−jωs+j,k−jη ∧ ωs,jη =

= g−1
s+k

(
− ∂̄

J
ηs+k,0 ∧ ωs,kη +

k+1∑

j=0

∂̄
J
ωs+j,k−j ∧ ηs,j −

k+1∑

j=0

(−1)k−jωs+j,k−j ∧ ∂̄
J
ηs,j −

−
k−1∑

j=−1

(−1)k−j ∂̄Jη
s+j,k−j ∧ ωs,jη −

k−1∑

j=−1

ηs+j,k−j ∧ ∂̄Jω
s,j
η + ∂̄Jω

s,k
)

+

+

k∑

j=−1

(−1)k−jωs+j,k−jη ∧ ωs,jη = (A1).En développant les termes ∂̄
J
ωs+j,k−j et ∂̄

J
ωs,jη à l'aide respetivement des expressions (1.5.3)et ((1.5.3)s,jη ) on obtient :

(A1) = g−1
s+kω

s+k+1,−1
(
∂̄

J
ηs,k+1 +

k+1∑

j=0

ωs+j,k+1−j ∧ ηs,j
)

+

+g−1
s+k

( k+1∑

j=0

k−j∑

r=−1

(−1)k−j−r+1ωs+j+r,k−j−r ∧ ωs+j,r ∧ ηs,j −
k∑

j=0

(−1)k−jωs+j,k−j ∧ ∂̄
J
ηs,j −

−
k∑

j=−1

(−1)k−j ∂̄
J
ηs+j,k−j ∧ ωs,jη +

k−1∑

j=−1

j+1∑

r=−1

(−1)j−rηs+j,k−j ∧ ωs+r,j−rη ∧ ωs,rη + ∂̄
J
ωs,k

)
+

+
k∑

j=−1

(−1)k−jωs+j,k−jη ∧ ωs,jη = (A2).En faisant le hangement d'indie j′ = j + r, r′ = j dans la première somme double et endéveloppant les premiers fateurs ωs+j,k−jη de la dernière somme on a :
(A2) = g−1

s+kω
s+k+1,−1

(
∂̄

J
ηs,k+1 +

k+1∑

j=0

ωs+j,k+1−j ∧ ηs,j
)

+ g−1
s+k∂̄J

ωs,k

+

k∑

j=−1

(−1)k−j+1g−1
s+kω

s+j,k−j ∧
(
∂̄

J
ηs,j +

j+1∑

r=0

ωs+r,j−r ∧ ηs,r
)
+

+
k∑

j=−1

(−1)k−jg−1
s+k

( k−j+1∑

r=0

ωs+j+r,k−j−r ∧ ηs+j,r + ωs+j,k−j
)
∧ ωs,jη = (A3).57



En rappelant que gs+j,0 := Is+k + ηs+j,0, en déomposant les termes extrêmes de la somme∑k−j+1
r=0 et en déomposant les fateurs ωs,jη qui apparaissent dans les produits ωs+j,k−j ∧ ωs,jηon obtient les égalités suivantes :

(A3) = g−1
s+kω

s+k+1,−1
(
∂̄

J
ηs,k+1 +

k+1∑

j=0

ωs+j,k+1−j ∧ ηs,j −
k∑

j=−1

(−1)k+1−jηs+j,k+1−j ∧ ωs,jη
)

+

+g−1
s+k∂̄J

ωs,k +
k∑

j=−1

(−1)k−jg−1
s+kω

s+j,k−j ∧
( j−1∑

r=−1

(−1)j−r+1ηs+r,j−r ∧ ωs,rη + ωs,j
)

+
k∑

j=−1

k−j∑

r=1

(−1)k−jg−1
s+kω

s+j+r,k−j−r ∧ ηs+j,r ∧ ωs,jη = (A4).En faisant le hangement d'indie j′ = j + r, r′ = j dans la dernière somme double on a�nalement :
(A4) = g−1

s+kω
s+k+1,−1

(
∂̄

J
ηs,k+1 +

k+1∑

j=0

ωs+j,k+1−j ∧ ηs,j −
k∑

j=−1

(−1)k+1−jηs+j,k+1−j ∧ ωs,jη
)

+

+g−1
s+k

(
∂̄

J
ωs,k +

k∑

j=−1

(−1)k−jωs+j,k−j ∧ ωs,j
)

= ωs+k+1,−1
η ∧ ωs,k+1

ηe qui justi�e la formule ((1.5.3)s,kη ). On a alors qu'à la �n de ette réurrene toutes les matries
ωs,kη véri�ent la relation ((1.5.3)η). Montrons maintenant que l'appliation R est une ation desemi-groupe. On se propose don de montrer la formule R(η2, ωη1) =: ωη1,η2 = ωη1∧η2 qui entermes de omposantes s'exprime sous la forme ωs,kη1,η2 = ωs,kη1∧η2 pour tout k ≥ −1. On montre laformule préédente par réurrene sur k. On remarque que la formule est évidente pour k = −1.En expliitant l'expression de ωs,kη1,η2 et en utilisant l'hypothèse de réurrene on a :
ωs,kη1,η2 = g−1

s+k,2

(
∂̄

J
ηs,k2 +

k+1∑

j=1

ωs+j,k−jη1 ∧ ηs,j2 −
k−1∑

j=−1

(−1)k−jηs+j,k−j2 ∧ ωs,jη1∧η2 + ωs,kη1 · gs,2
)

=

= (gs+k,1 · gs+k,2)−1
[
gs+k,1 · ∂̄J

ηs,k2 +
k+1∑

j=1

∂̄
J
ηs+j,k−j1 ∧ ηs,j2 +

+

k+1∑

j=1

k−j+1∑

r=1

ωs+j+r,k−j−r ∧ ηs+j,r1 ∧ ηs,j2 +

k+1∑

j=1

ωs+j,k−j ∧ gs+j,1 · ηs,j2 −
︸ ︷︷ ︸

(1)

−
k+1∑

j=1

k−j−1∑

r=−1

(−1)k−j−rηs+j+r,k−j−r1 ∧ ωs+j,rη1 ∧ ηs,j2

︸ ︷︷ ︸
(2)

−
k−1∑

j=−1

(−1)k−jgs+k,1 · ηs+j,k−j2 ∧ ωs,jη1∧η2+

+
(
∂̄

J
ηs,k1 +

k+1∑

j=1

ωs+j,k−j ∧ ηs,j1

︸ ︷︷ ︸
(1)

−
k−1∑

j=−1

(−1)k−jηs+j,k−j1 ∧ ωs,jη1
︸ ︷︷ ︸

(2)

+ωs,k · gs,1
)
gs,2

]
= (B1).58



En rappelant l'expression du terme ∂̄
J
(η1 ∧ η2)

s,k, en faisant le hangement d'indie j′ = j + r,
r′ = j dans la première et deuxième somme double et en regroupant opportunément les termeson obtient :

(B1) = (gs+k,1 · gs+k,2)−1
[
∂̄J (η1 ∧ η2)

s,k +

k+1∑

j=0

ωs+j,k−j ∧ (η1 ∧ η2)
s,j

︸ ︷︷ ︸
(1)

+ωs,k −

−
k−1∑

j=−1

(−1)k−jηs+j,k−j1 ∧
(
∂̄

J
ηs,j2 +

j+1∑

r=0

ωs+r,j−rη1 ∧ ηs,r2 + ωs,jη1

︸ ︷︷ ︸
(2)

)
−

−
k−1∑

j=−1

(−1)k−jgs+k,1 · ηs+j,k−j2 ∧ ωs,jη1∧η2
]

= (B2).En utilisant l'hypothèse de réurrene et la dé�nition des matries ωs,jη1,η2 , on peut érire le termeentre parenthèses rondes sous la forme suivante :
∂̄

J
ηs,j2 +

j+1∑

r=0

ωs+r,j−rη1 ∧ ηs,r2 + ωs,jη1 =

j∑

r=−1

(−1)j−rηs+r,j−r2 ∧ ωs,rη1∧η2 + ωs,jη1∧η2 .On aura alors
(B2) = (gs+k,1 · gs+k,2)−1

[
∂̄

J
(η1 ∧ η2)

s,k +

k+1∑

j=0

ωs+j,k−j ∧ (η1 ∧ η2)
s,j + ωs,k−

−
k−1∑

j=−1

j∑

r=−1

(−1)k−rηs+j,k−j1 ∧ ηs+r,j−r2 ∧ ωs,rη1∧η2−

−
k−1∑

j=−1

(−1)k−j
(
ηs+j,k−j1 + ηs+j,k−j2

)
∧ ωs,jη1∧η2 −

k−1∑

j=−1

(−1)k−jηs+k,0 ∧ ηs+j,k−j2 ∧ ωs,jη1∧η2
]
.En faisant le hangement d'indie j′ = r, r′ = j − r dans la somme double et en regroupante terme ave les deux dernières sommes, on obtient le terme herhé ωs,kη1∧η2 . La transitivité del'ation R est omplètement laire par les aluls qui ont permis de prouver que l'ation mêmeest bien dé�nie �On va onsidérer maintenant quelques formules utiles pour le proédé itératif de la onvergenerapide qui sera exposé en détail dans la sous-setion 1.5.5. On explique formellement les étapesdu proédé itératif. On désigne par ω0 := ω ∈ Ω(U,ϕ, ψ, ∂̄) le hoix initial de la alibration ω.Au k-ième pas du proédé itératif on suppose avoir obtenu la alibration ωk ∈ Ω(U, [ϕ,ψ], ∂̄) etavoir déterminé le paramètre ηk+1 ∈ P(U) en fontion de ωk. On dé�nit alors la alibration

ωk+1 := R(ηk+1, ωk) ≡ ωk, ηk+1
. Si on pose par dé�nition

η(k) :=

−→∧

1≤j≤k

ηj,59



où le symbole de produit extérieur ave une �èhe vers la droite désigne le produit non om-mutatif de termes qui sont érit en ordre roissant de l'indie vers la droite, on aura la formule
ωk = ωη(k), grâe au fait que la realibration R est une ation de semi-groupe. Si on pose pardé�nition g(k) := g(η(k)) ∈ Γ(U) on aura que les omposantes de g(k) sont dé�nies par laformule

gs(k) :=
−→∏

0≤j≤k

gs,j,pour s = 0, ...,m, où gj := g(ηj) et g0 := Ip0 , (ii aussi le symbole de produit ave une �èhevers la droite désigne le produit non ommutatif de termes qui sont érits en ordre roissant del'indie vers la droite). On érit maintenant, à l'aide de ette dernière dé�nition, les omposantes
η(k)s,t, t ≥ 1 du paramètre η(k) dé�ni préédemment, sous une forme utile pour la onvergenevers une solution d'un problème di�érentiel qu'on exposera dans la troisième partie.Lemme 1.5.2.1 Pour tout entier k ≥ 1 on peut érire les omposantes η(k)s,t, t ≥ 1 duparamètre η(k) sous la forme
η(k)s,t =




∑

τ∈∆t
J∈Jk(ρ(τ))

−→∧

1≤r≤ρ(τ)

gs+σ′(τ,r)(jr − 1) · ηs+σ(τ,r), τρ(τ)+1−r

jr
· gs+σ(τ,r)(jr)

−1



 gs(k) (1.5.4)où
∆t :=




τ ∈ Nt | τj 6= 0⇒ τj−1 6= 0 ,

t∑

j=1

τj = t




 ,

ρ(τ) := max{j | τj 6= 0},

Jk(ρ(τ)) := {J ∈ {1, ..., k}ρ(τ) | j1 < ... < jρ(τ)},

σ′(τ, r) :=

ρ(τ)+1−r∑

j=1

τj et σ(τ, r) :=

ρ(τ)−r∑

j=1

τj.Remarquons que Jk(ρ(τ)) = ∅ si k < ρ(τ).
Preuve. On remarque que l'expression (1.5.4) est évidente dans le as k = 1, 2. Il est immédiatde véri�er à l'aide d'une réurrene élémentaire la validité de l'expression (1.5.4) pour t = 1 et
k ≥ 1 entier quelonque. Dans e as la formule (1.5.4) s'érit sous la forme

η(k)s,1 =
( k∑

j=1

gs+1(j − 1) · ηs,1j · gs(j)−1
)
· gs(k).On montre maintenant la validité de l'expression (1.5.4) en général à l'aide du proédé réursifsuivant. On suppose vraie la formule (1.5.4) pour les omposantes η(k)•,j , j = 1, ..., t+1 , k ≥ 160



et on prouve la formule pour la omposante η(k + 1)•,t+1 En e�et on a
η(k + 1)s,t+1 := (η(k) ∧ ηk+1)

s,t+1 :=

= η(k)s,t+1 · gs,k+1 + gs+t+1(k) · ηs,t+1
k+1 +

t∑

j=1

η(k)s+j,t+1−j ∧ ηs,jk+1 =

=
( ∑

τ∈∆t+1

∑

J∈Jk(ρ(τ))

...
)
· gs(k + 1) + gs+t+1(k) · ηs,t+1

k+1 +

t∑

j=1

∑

τ∈∆t+1−j

∑

J∈Jk(ρ(τ))

−→∧

1≤r≤ρ(τ)

(...) ∧ gs+j(k) · ηs,jk+1 =

=
( k+1∑

j=1

gs+t+1(j − 1) · ηs,t+1
j · gs(j)−1

)
· gs(k + 1) +

+
( ∑

τ∈∆t+1

ρ(τ)≥2

∑

J∈Jk(ρ(τ))

...
)
· gs(k + 1) +

( ∑

τ∈∆t+1

ρ(τ)≥2

∑

J∈Jk+1(ρ(τ))
jρ(τ)=k+1

...
)
· gs(k + 1) =

( k+1∑

j=1

gs+t+1(j − 1) · ηs,t+1
j · gs(j)−1

)
· gs(k + 1) +

( ∑

τ∈∆t+1

ρ(τ)≥2

∑

J∈Jk+1(ρ(τ))

...
)
· gs(k + 1)(les trois points ... désignent les fateurs du produit extérieur non ommutatif de la formule(1.5.4)), e qui prouve la formule (1.5.4) pour la omposante η(k + 1)s,t+1 et don pour toutomposantes. �1.5.3 Troisième étape : la formulation du problème di�érentielLa partie prinipale de la preuve onsiste à prouver l'existene, pour tout x ∈ U , d'unvoisinage ouvert V ⊂ U de x et g ∈ Γ(V ) solution du système di�érentiel

(Σ)






∂̄(ψ · g0) = 0

∂̄
J
(g−1
s−1 · ϕs · gs) = 0

s = 1, ...,m.Bien évidemment résoudre e système di�érentiel équivaut à trouver une autre E-résolution de
G

|V
dans la lasse [ϕ,ψ], à partir de la E-résolution donnée (ϕ,ψ) de telle sorte qu'elle admetdes matries de onnexion ωs,0 nulles. Maintenant on va prouver les deux résultats suivants.Lemme 1.5.3.1 Pour tout hoix de alibration ω ∈ Ω(U,ϕ, ψ, ∂̄) on a que l'existene d'unesolution g ∈ Γ(U) du système di�érentiel (Σ) est équivalente à l'existene d'une solution η ∈

P(U), g = g(η), du système di�érentiel quasi-linéaire
(Sω)






∂̄J η
s,k +

k+1∑

j=0

ωs+j,k−j ∧ ηs,j + (−1)kηs−1,k+1 ∧ ωs,−1
η + ωs,k = 0

k = 0, ...,m
s = 0, ...,m − k. 61



La proposition suivante permet de traduire notre problème en termes purement di�érentiels.Proposition 1.5.2 Supposons données des matries ωs,k ∈ Mps+k,ps(E0,k+1
X (U)), (s, k) ∈ Imtelles que ωs−1,−1 · ωs,−1 = 0 pour s = 2, ...,m et ∂̄

J
ωs,−1 + ωs−1,0 · ωs,−1 = ωs,−1 · ωs,0 pour

s = 1, ...,m. Alors, pour k ≥ 0, les relations ((1.5.3)s,k)
∂̄

J
ωs,k +

k+1∑

j=−1

(−1)k−jωs+j,k−j ∧ ωs,j = 0onstituent les onditions d'intégrabilité du système di�érentiel (Sω).Venons-en maintenant à la preuve du lemme 1.5.3.1.
Preuve du lemme 1.5.3.1. Soit g ∈ Γ(U) une solution du système (Σ). On érit les ompo-santes de g sous la forme gs = Ips + ηs,0. Ave es notations le système (Σ) s'érit sous laforme

(Σ1)






∂̄ψη = 0

∂̄
J
ωs,−1
η = 0

s = 1, ...,m.On rappelle que les aluls utilisés pour montrer que l'appliation de realibration R est biendé�nie, (proposition 1.5.1) nous donnent les égalités :





∂̄ψη = ψ · (∂̄
J
η0,0 + ω0,0 ∧ η0,0 + ω0,0)

∂̄Jω
s,−1
η = −ωs−1,0

η · ωs,−1
η + ωs,−1

η · g−1
s (∂̄Jη

s,0 + ωs,0 ∧ ηs,0 + ηs−1,0 ∧ ωs,−1
η + ωs,0)

s = 1, ...,m.L'hypothèse d'exatitude de la E-résolution loale implique alors l'existene d'une matrie η0,1 ∈
Mp1,p0(E0,1

X (U)) telle que
∂̄

J
η0,0 +

1∑

j=0

ωj,−j ∧ η0,j + ω0,0 = 0.L'équation préédente est bien évidemment équivalente à l'équation ω0,0
η = 0 (remarquonsque la dépendane e�etive des matries ω•,0

η du paramètre η est limitée aux omposantes
η•,k, k = 0, 1). On a don que l'équation du système (Sω), relative aux indies (s, k) = (0, 0) estsatisfaite. On obtient alors à l'aide d'une réurrene roissante sur les indies s = 1, ...,m relatifsaux expressions préédentes des matries ∂̄

J
ωs,−1
η et de l'exatitude de la E-résolution loale,l'existene de matries ηs,1 ∈Mps+1,ps(E0,1

X (U)), s = 0, ...,m telles que ωs,0η = 0 pour les indiesen question. Ces équations ne représentent rien d'autre que le système di�érentiel quasi-linéaire
(S1)






∂̄Jη
s,0 +

1∑

j=0

ωs+j,−j ∧ ηs,j + ηs−1,1 ∧ ωs,−1
η + ωs,0 = 0

s = 0, ...,m. 62



qui est évidemment équivalent au système (Σ). On rappelle aussi que les aluls relatifs à labonne dé�nition de l'appliation de realibration R, nous donnent les égalités
∂̄Jω

s,k
η +

k∑

j=−1

(−1)k−jωs+j,k−jη ∧ ωs,jη =

= g−1
s+kω

s+k+1,−1
(
∂̄

J
ηs,k+1 +

k+1∑

j=0

ωs+j,k+1−j ∧ ηs,j −
k∑

j=−1

(−1)k+1−jηs+j,k+1−j ∧ ωs,jη + ωs,k+1
)On obtient alors à l'aide d'une réurrene triangulaire, analogue à elle qui nous a permis dehoisir les matries ω•,• dans la première étape de la preuve, l'existene des matries ηs,k tellesque ωs,kη = 0 pour s = 0, ...,m, k = 0, ....,m. Le système formé par es équations est bienévidemment équivalent au système (Sω), e qui prouve le lemme. �Venons maintenant à la proposition 1.5.2. On ommene par prouver la néessité des onditionsd'intégrabilité pour le système (Sω). La su�sane de es onditions sera prouvée dans l'étapesuivante de la preuve du théorème 1.1.8.Preuve de la néessité des onditions d'intégrabilité pour le système (Sω)On ommene par prouver la validité des relations ((1.5.3)•,k), k ≥ 0 à l'aide d'une réurreneroissante sur k = 0, ..,m. On rappelle que, le fait que par hypothèse on dispose des relations

ωs−1,−1 ·ωs,−1 = 0, s = 2, ...,m et ((1.5.3)•,−1), ombiné ave le fait que les équations du système
(Sω), relatives aux indies (s, 0) ne représentent rien d'autre que les équations ωs,0η = 0, impliquela validité des équations ∂̄

J
ωs,−1
η = 0. On suppose par hypothèse de réurrene la validité desrelations ((1.5.3)•,j) pour j = −1, ..., k−1. En utilisant la validité des équations du système (Sω)et en appliquant l'opérateur ∂̄

J
à l'équation relative aux indies (s, k) de e système on obtientles égalités suivantes

0 = ∂̄
J
ωs,k · gs − (−1)kωs,k ∧ ∂̄

J
ηs,0 +

k+1∑

j=1

∂̄
J
ωs+j,k−j ∧ ηs,j −

−
k+1∑

j=1

(−1)k−jωs+j,k−j ∧ ∂̄J η
s,j + (−1)k∂̄J η

s−1,k+1 ∧ ωs,−1
η =

= ∂̄Jω
s,k · gs −

k+1∑

j=1

k−j+1∑

r=−1

(−1)k−j−rωs+j+r,k−j−r ∧ ωs+j,r ∧ ηs,j −

−
k+1∑

j=1

(−1)k−jωs+j,k−j ∧ ∂̄
J
ηs,j + (−1)k∂̄

J
ηs−1,k+1 ∧ ωs,−1

η .En faisant le hangement d'indie j′ = j + r, r′ = j dans la somme double on obtient
0 = ∂̄Jω

s,k · gs −
k+1∑

j=0

(−1)k−jωs+j,k−j ∧
(
∂̄Jη

s,j +

j+1∑

r=1

ωs+r,j−r ∧ ηs,r
)

+

+(−1)k∂̄
J
ηs−1,k+1 ∧ ωs,−1

η =
(
∂̄

J
ωs,k +

k+1∑

j=0

(−1)k−jωs+j,k−j ∧ ωs,j
)
· gs +

+(−1)k
(
∂̄

J
ηs−1,k+1 +

k+1∑

j=0

ωs+j,k−j ∧ ηs−1,j+1
)
∧ ωs,−1

η =63



=
(
∂̄

J
ωs,k +

k+1∑

j=−1

(−1)k−jωs+j,k−j ∧ ωs,j
)
· gs.L'inversibilité de gs permet alors de onlure la preuve de la néessité des onditions d'intégra-bilité ((1.5.3)•,k), k ≥ 0 pour le système (Sω). �La proposition 1.5.2 nous suggère de onsidérer les dé�nitions suivantes. On dé�nit l'ensemblenon vide

Ω(U, p) ⊂
⊕

(s,k)∈Im

Mps+k,ps(E0,k+1
X (U)),

p = (p1, ..., pm), onstitué par les éléments ω = (ωs,t)s,t tels que ωs−1,−1 · ωs,−1 = 0 et larelation (1.5.3) soit satisfaite. Si on dispose de matries ωs,−1
0 ∈ Mps−1,ps(EX(U)), s = 1, ...,mqui véri�ent la relation érite préédemment on peut dé�nir l'ensemble

Ω(U,ω•,−1
0 ) := {ω ∈ Ω(U, p) | ∃g ∈ Γ(U) : ω•,−1 = ω•,−1

0, g }dont les éléments seront enore appelés alibrations. Les aluls relatifs à la proposition 1.5.1permettent d'étendre la realibration R à l'appliation
R : P(U)× Ω(U,ω•,−1

0 ) −→ Ω(U,ω•,−1
0 )qui est enore une ation de semi-groupe. A partir de maintenant on va onsidérer plus générale-ment la realibration en termes de l'appliation dé�nie préédemment. Venons-en maintenant àun préliminaire tehnique avant d'exposer la preuve de l'existene des solutions pour le systèmedi�érentiel (Sω).1.5.4 Détails sur le hoix des normes et sur l'opérateur de Leray-KoppelmanA partir de maintenant on va supposer que U = B1(0) est la boule ouverte de Cn de entrel'origine et de rayon unité. Si A ∈Mk,l(C) on dé�nit la norme ‖A‖ := supv∈Cl−{0} ‖Av‖/‖v‖ etsi u =

∑′
|I|=q uI dz̄I est une (0, q)-forme à oe�ients des (k, l)-matries à oe�ients dérivablesjusqu à l'ordre h ≥ 0, on dé�nit une norme de Hölder invariante par hangement d'éhelle

‖u‖r, h, µ, q :=
∑

|I|=q
|α|≤h

S|α| r
|α|+q ‖∂αuI‖r,µoù

‖f‖r, µ := sup
z∈Br

‖f(z)‖+ sup
z,ζ∈Br
z 6=ζ

rµ
‖f(z)− f(ζ)‖
‖z − ζ‖µ ,ave µ ∈ (0, 1) une onstante �xée une fois pour toutes dans notre problème et (Sk)k≥0 ⊂

(0,∞), S0 := 1 est une suite de réels qu'on onstruira ensuite et qui véri�e l'inégalité
Sk ≤

[
max

|α+β|=k

(
α+ β

α

)]−1

Sj Sk−jpour tout k ≥ 1 et j = 1, ..., k − 1 On remarque que si le degré q ≥ 1 on a que la norme ‖u‖r,h,qtend vers zéro lorsque le rayon r tend vers zéro. On désignera par Ch,µ0,q (B̄r,Mk,l(C)) l'espae deBanah de (0, q)-formes sur la boule fermée B̄r à oe�ients des (k, l)-matries à oe�ientsdérivables jusque à l'ordre h ≥ 0, telles que la norme ‖ · ‖r,h,q soit �nie (on ne notera pas les64



dimensions des matries). On remarque que si u ∈ Ch,µ0,q (B̄r,Mk,l(C)) et v ∈ Ch,µ0,p (B̄r,Ml,t(C))alors on a l'inégalité ‖u∧ v‖r,h,p+q ≤ ‖u‖r,h,q · ‖v‖r,h,p. On rappelle très rapidement la dé�nitionde l'opérateur de Leray-Koppelman (voir les ouvrages lassiques de Henkin-Leiterer [He-Le℄, deRange [Ra℄ et l'artile de Harvey-Polkin [Ha-Po℄). L'opérateur de Leray-Koppelman de la bouleunité
Tq : Ch,µ0,q+1(B̄1,Mk,l(C)) −→ Ch,µ0,q (B1,Mk,l(C))pour 0 ≤ q ≤ n− 1 est dé�ni par une formule du type

Tq u(z) :=

∫

ζ∈B1

u(ζ) ∧Kq(ζ, z) +

∫

ζ∈∂B1

u(ζ) ∧ kq(ζ, z)où le premier opérateur intégral s'exprime en termes des oe�ients uI de la forme u, par destermes du type
∫

ζ∈B1

uI(ζ) ·K(ζ, z) dλ(ζ) ave K(ζ, z) =
ζ̄l − z̄l
|ζ − z|2net le deuxième par des termes du type

∫

ζ∈∂B1

uI(ζ) · k(ζ, z) dσ(ζ) ave k(ζ, z) =
(ζ̄j − z̄j) · ζ̄k

|ζ − z|2l+2 ·
[
ζ̄ · (ζ̄ − z̄)

]n−1−l

l = 0, ..., n− 2. Pour n = 1 on pose par dé�nition k(ζ, z) ≡ 0. L'opérateur de Leray-Koppelman
Tr,q : Ch,µ0,q+1(B̄r,Mk,l(C)) −→ Ch,µ0,q (Br,Mk,l(C)), 0 ≤ q ≤ n − 1 de la boule de rayon r et deentre l'origine est dé�ni par la formule Tr,q := (λ−1

r )∗◦Tq ◦λ∗r ave λr : B1 → Br l'homothétie derapport r. On pose par dé�nition Tr,n := 0. Les propriétés de l'opérateur de Leray-Koppelmanqui nous intéressent sont les suivantes :1) Pour toute forme di�érentielle u ∈ Ch,µ0,q+1(B̄r,Mk,l(C)), 0 ≤ q ≤ n − 1 on a la formuled'homotopie :
u = ∂̄

J
Tr,q u+ Tr,q+1 ∂̄J

u (1.5.5)valable sur la boule Br.2) Il existe une suite de poids S = (Sk)k≥0 de la norme de Hölder introduite préédemment telleque pour toute forme di�érentielle u ∈ Ch,µ0,q+1(B̄r,Mk,l(C)) on a l'estimation intérieure :
‖Tr,q u‖r(1−σ), h+1, µ, q ≤ C · σ−s(h) · ‖u‖r, h, µ, q+1, (1.5.6)ave σ ∈ (0, 1), s(h) = 2n+h+2 et C = C(n, µ) > 0 une onstante indépendante de la régularité

h. La preuve de la formule d'homotopie est exposée dans les ouvrages lassiques mentionnéspréédemment. Une estimation analogue à la (1.5.6) a été déjà montrée par S.Webster (voir[We-1℄). Nous utiliserons essentiellement les mêmes arguments de Webster pour montrer elle-i.La di�érene ave l'estimation obtenue par Webster onsiste dans le fait que la onstante C > 0est indépendante de la régularité h. A partir de maintenant on désignera par C une onstantestritement positive indépendante de la régularité des formes. Pour prouver l'estimation (1.5.6)il su�t de se restreindre au as r = 1, la norme étant hoisie invariante par hangement d'éhelle.On onsidère à e propos une fontion ρ ∈ C∞(R, [0, 1]) telle que ρ(x) = 1 pour x ≤ 0 et ρ(x) = 0pour x ≥ 1. On dé�nit alors la fontion de ut-o� χσ, ave σ ∈ (0, 1), par la loi
χσ(z) :=

{
1 si |z| ≤ 1− σ/2
ρ(2σ−1(|z| − 1 + σ/2)) si 1− σ/2 ≤ |z|65



On aura alors, omme onséquene de l'invariane par translation de K(ζ, z), les égalités sui-vantes :
Jα1 (z) := ∂αz

∫

ζ∈B1

uI(ζ) ·K(ζ, z) dλ(ζ) =

= ∂1α
z

∫

ζ∈B1

∂α−1α
ζ (χσ · uI)(ζ) ·K(ζ, z) dλ(ζ) +

∫

ζ∈B1−B1−σ/2

((1− χσ) · uI)(ζ) · ∂αzK(ζ, z) dλ(ζ)pour |z| ≤ 1 − σ et pour tout multi-indie |α| = k + 1, k ≥ 0. Ii on désigne par 1α un multi-indie tel que |1α| = 1 et 1α ≤ α. La théorie lassique du potentiel (voir par exemple [Gi-Tru℄)nous fournit alors les estimations
∥∥∥∥∥∥∥
∂1α
z

∫

ζ∈B1

∂α−1α
ζ (χσ · uI)(ζ) ·K(ζ, z) dλ(ζ)

∥∥∥∥∥∥∥
1−σ, µ

≤ C(n, µ) · σ−2n−1 · ‖∂α−1α(χσ · uI)‖1, µet |∂αz K(ζ, z)| ≤ C(n, µ) · |ζ − z|1−2n−|α| . On aura alors l'estimation suivante :
‖Jα1 ‖1−σ, µ ≤ C(n, µ) · σ−2n−1 · ‖∂α−1α(χσ · uI)‖1, µ + C(n, |α|) · (σ/2)1−2n−|α| · ‖uI‖1, 0et don

‖J0
1 ‖1−σ, h+1, µ ≤

∑

|α|≤h+1

S|α|‖Jα1 ‖1−σ, µ ≤

≤ ‖J1‖1−σ, µ + C(n, µ) · σ−2n−1 ·
∑

|α|≤h

∑

β≤α

S|α|

(
α

β

)
σ−|β|‖∂βρ‖1, µ · ‖∂α−βuI‖1, µ +

+σ−2n−h · ‖uI‖1, 0 ·
∑

|α|≤h+1

S|α| · C(n, |α|) · 2|α|+2n−1.Pour un hoix onvenable de la suite S := (Sk)k≥0, qu'on présentera ensuite, on peut se ramenerà supposer que ‖ρ‖1, S, µ :=
∑

α≥0 S|α|‖∂αρ‖1, µ < +∞ et ∑
α≥0 S|α| ·C(n, |α|) · 2|α|+2n−1 < +∞.On aura alors l'estimation

‖J0
1 ‖1−σ, h+1, µ ≤ C(n, µ) · σ−2n−1 · ‖uI‖1, µ + C(n, µ) · σ−2n−h−1 · ‖ρ‖1, h, µ · ‖uI‖1, h, µ +

+C · σ−2n−h · ‖uI‖1, 0 ≤ C · σ−2n−h−1 · ‖uI‖1, h, µ. (1.5.7)En�n pour estimer les termes du type
Jα2 (z) := ∂αz

∫

ζ∈∂B1

uI(ζ) · k(ζ, z) dσ(ζ) =

∫

ζ∈∂B1

uI(ζ) · ∂αz k(ζ, z) dσ(ζ)ave |z| ≤ 1 − σ, il su�t de dériver |α| + 1 fois le noyau k(ζ, z), de remarquer l'estimationélémentaire :
|Jα2 (z)− Jα2 (z̄)|
|z − z̄|µ ≤ |z − z̄|1−µ ·

∫

ζ∈∂B1

|uI(ζ)| · |∇z ∂αz k(ζ, ẑζ)| dσ(ζ)66



(où ẑζ est un point entre z et z̄) et les inégalités |ζ − z| ≥ 3σ, |ζ̄ · (ζ − z)| ≥ 3σ pour |ζ| = 1 et
|z| ≤ 1− 3σ. On aura alors l'estimation

‖Jα2 ‖1−σ, µ ≤ C(n, |α|) · σ−2n−1−|α| · ‖uI‖1,0.Par l'hypothèse faite préédemment sur la suite de poids on aura l'estimation
‖J0

2 ‖1−σ, h+1, µ ≤ C · σ−s(h) · ‖uI‖1,0qui ombinée ave l'estimation (1.5.7) nous donne l'estimation (1.5.6) sur la boule de rayonunité.Venons-en à la dé�nition partielle de la suite S = (Sk)k≥0 qui sera déterminée en partie parl'exigene de satisfaire les hypothèses faites dans les aluls préédents.Dé�nition partielle de la suite de poidsOn pose par dé�nition
Ak :=

∑

|α|=k

max{‖∂αρ‖1, µ, ‖∂αωs,−1‖1, µ, s = 0, ..,m, },

Bk := (max{Ak, C(n, k)})−1 si max{Ak, C(n, k)} 6= 0 et 1 sinon, Dk := [max|α+β|=k

(
α+β
α

)
]−1.On pose par dé�nition S0 = 1, S1 = B1 > 0 et on dé�nit Sk, k ≥ 2 à l'aide de la formuleréursive

0 < Sk := min{2−kBk, Rk, Lk, Dk · min
1≤j≤k−1

Sj · Sk−j}où Rk, Lk sont des onstantes qui seront déterminées dans la deuxième étape. On désigne par
S(ω) la suite de poids obtenue si on pose Rk = Lk = +∞, dans la dé�nition préédente des poids.Ave es dé�nitions on aura ‖ω•,−1‖1,S ≤ ‖ω•,−1‖1,S(ω) < +∞. Pour simpli�er les notations onidenti�era dans la suite ‖ · ‖r,h,µ,q ≡ ‖ · ‖r,h, Tr,q ≡ Tr et ‖∂hf‖• ≡∑

|α|=h ‖∂αf‖•.1.5.5 Quatrième étape : présentation du shéma de onvergene rapide detype Nash-Moser et existene d'une solution du problème di�érentiel
(Sω)Preuve de l'estimation fondamentale du shéma de onvergene rapideDans ette partie de la preuve on va montrer l'existene d'un paramètre de realibration η desalibrations ω, lequel permettra un ontr�le quadratique de la norme des matries ω•,t

η , t ≥ 0en termes de la norme des matries ω•,t, t ≥ 0. Ce ontr�le est essentiel pour montrer laonvergene vers zéro de la norme des matries ω•,t
k , t ≥ 0 obtenues au k-ième pas du proédéitératif de la onvergene rapide. La onvergene vers une solution du problème di�érentiel (Sω)est appelée rapide en raison de l'estimation quadratique mentionnée préédemment. Avant deprouver l'estimation en question on va introduire quelques notations utiles pour la suite. Soit

ω ∈ Ω(B1, p). Pour r ∈ (0, 1) on dé�nit les quantités
ah(ω, r) := max{‖ωs,k‖r,h | 0 ≤ s ≤ m, 0 ≤ k ≤ m− s},

c(ω) := max{‖ωs,−1‖1, S(ω) | 1 ≤ s ≤ m}.On remarque que par dé�nition de la norme de Hölder, la quantité ah(ω, r) tend vers zérolorsque le rayon r tend vers zéro. Pour tout σ ∈ (0, 1) on dé�nit les rayons rl := r(1 − l · σm)pour l = 0, ...,m+1 où on pose par dé�nition σm := σ/(m+1). Ensuite on dé�nit par réurrene67



déroissante sur k = m, ..., 0, les onstantes Lk = Lk(C, c(ω)) > 0 par les formules Lm := C et
Lk−1 := max{C, 2c(ω) ·C ·Lk}. A partir de maintenant on désigne par ε ∈ (0, 1/2) une onstante�xée telle que pour toutes les matries A ∈ Mps,ps(C) telles que ‖A‖ < ε on a l'inversibilité dela matrie Ips +A. Ave es notations on a la proposition suivante :Proposition 1.5.3 Supposons donnés ω ∈ Ω(B1, p), r, σ ∈ (0, 1), h ∈ N et les poids 0 <
Sj ≤ Sj(ω), j = 0, ..., h + 1 de la norme de Hölder ‖ · ‖r,h+1. Supposons que le rayon r soitsu�samment petit pour assurer les estimations

L0(C, c(ω)) · σ−(m+1)·s(h)
m · ah(ω, r) < εet ah(ω, r) ≤ 1, où la quantité ah(ω, r) est alulée par rapport au poids Sj , j = 0, ..., h. Suppo-sons de plus que le poids Sh+1 soit su�samment petit pour pouvoir assurer l'estimation :

Sh+1‖∂h+1ωs,kI ‖r,µ ≤ ‖ω
s,k
I ‖r,µpour tout k = 0, ...,m, s = 0, ...,m − k et |I| = k + 1. Si on dé�nit les omposantes ηs,kdu paramètre de realibration η ∈ P(B̄r(1−σ)) par la formule de réurrene déroissante sur

k = m, ..., 0

ηs,k := −Trm−k

(
ωs,k + ωs+k+1,−1 ∧ ηs,k+1 + (−1)kηs−1,k+1 ∧ ωs,−1

)
∈Mps+k,ps(E0,k

X (Brm−k
))pour s = 0, ...,m − k, alors on aura la validité des estimations

‖η•,k‖r(1−σ),h+1 ≤ L · σ−(m+1)·s(h)
m · ah(ω, r), (1.5.8)

‖ω•,k
η ‖r(1−σ),h+1 ≤ R · σν(m,h)

m · ah(ω, r)2 (1.5.9)pour tout k = 0, ...,m, ave L = L(C, c(ω)) := maxk Lk > 0, R = R(C, c(ω)) > 0 onstantespositives et ν(m,h) := [(m+ 2) ·m+ 1] · s(h), (m ≥ 0, h ≥ 0).
Preuve. Dans les aluls qui suivront on utilisera les identi�ations ah ≡ ah(ω, r) et c = c(ω).On ommene par prouver l'estimation (1.5.8). Si on dé�nit σm,l > 0 par la formule rl+1 =
rl(1 + σm,l) on a que σm,l ≥ σm. On obtient alors à l'aide de l'estimation (1.5.6) et d'uneréurrene élémentaire déroissante sur k = m, ..., 0, l'estimation suivante

‖η•,k‖rm−k+1,h+1 ≤ Lk · σ−(m−k+1)·s(h)
m · ah, (1.5.10)qui prouve l'estimation (1.5.8). Venons maintenant à la preuve de l'estimation (1.5.9). Pour elaon dé�nit les tronatures η[t] := (η[t]

s,k)s,k ∈ P(Brm−t) du paramètre η dé�ni dans l'hypothèsede la proposition 1.5.3, de la façon suivante ; η[t]
s,k := 0 si k < t et η[t]

s,k := ηs,k sur la boule
Brm−t , si k ≥ t. Par dé�nition de la realibration ave paramètre η[k+1] on aura alors :

ωs,kη[k+1]
= ωs,k + ωs+k+1,−1 ∧ ηs,k+1 + (−1)kηs−1,k+1 ∧ ωs,−1sur la boule Brm−k−1

pour k = 0, ...,m. On montre maintenant à l'aide d'une réurrene en ordredéroissant sur k = m, ..., 0, l'estimation quadratique
‖Trm−k

∂̄
J
ωs,kη[k+1]

‖rm−k+1,h+1 ≤ Qk · σ−b(m,k,h)
m · a2

h (1.5.11)où Qk = Qk(C, c) > 0 est une onstante positive, b(m,k, h) := [2(m− k) + 1] · s(h). Pour k = mon a banalement ω0,m
η[m+1]

= ω0,m. L'estimation préédente déoule alors immédiatement de larelation ((1.5.3)0,m), qui peut être érite expliitement sous la forme
∂̄

J
ω0,m = −

m∑

j=0

(−1)m−j ωj,m−j ∧ ω0,j68



et de l'estimation (1.5.6). Le diagramme de �gure 1.6 montre les matries qui interviennent dansla relation (1.5.3) dans le as où k = m. On remarque que la relation ((1.5.3)0,m) est la seule,
p0

p1

p2

p3

p4

0 1 2 3 4 5

ω0,1

ω3,1

ω0,2

ω1,3

ω1,2

ω2,2

ω0,3

ω0,4

6

∂̄
J
ω0,4

ω0,0

ω4,0 Fig. 1.6 �parmi les autres relations ((1.5.3)•,•), qui ne présente pas de fateurs de type ω•,−1 dans lestermes quadratiques.Montrons maintenant l'estimation quadratique (1.5.11) pour 0 ≤ k−1 < m (sim ≥ 1, autrementil n'y a plus rien à prouver en e qui onerne l'estimation (1.5.11)) en admettant qu'elle soitvraie pour 1 ≤ k ≤ m. En e�et en utilisant la relation (1.5.3) relativement aux matries ∂̄
J
ωs,k−1
η[k]on obtient l'expression suivante :

∂̄Jω
s,k−1
η[k]

= (−1)k+1ωs−1,k
η[k]

∧ ωs,−1 + ωs+k,−1 ∧ ωs,kη[k]
+

+
k−1∑

j=0

(−1)k−jωs+j,k−1−j
η[k]

∧ ωs,jη[k]
(1.5.12)(remarquons que ω•,−1

η[k]
= ω•,−1 étant k ≥ 1). En expliitant à l'aide de la formule de realibrationrelative au paramètre η[k] les termes ω•,k

η[k]
qui apparaissent dans l'expression préédente et enutilisant la formule d'homotopie pour l'opérateur ∂̄

J
on obtient :

ωs,kη[k]
= ∂̄

J
ηs,k + ωs+k,0 ∧ ηs,k − (−1)kηs,k ∧ ωs,0η[k]

+ ωs,kη[k+1]
=

= Trm−k
∂̄

J
ωs,kη[k+1]

+ ωs+k,0 ∧ ηs,k − (−1)kηs,k ∧ ωs,0η[k]
.Le diagramme suivant montre les matries qui interviennent dans la dé�nition de la matrie ω1,2

η[2]dans le as m = 4.On estime don la norme des matries ωs,kη[k]
à l'aide de l'expression obtenue préédemment, del'hypothèse réursive et de l'estimation (1.5.10).

‖ωs,kη[k]
‖rm−k+1,h ≤ Qk · σ

−[2(m−k)+1]·s(h)
m · a2

h + ‖ωs+k,0 ∧ ηs,k‖rm−k+1,h+

+‖ηs,k ∧ ωs,0‖rm−k+1,h + 2c · ‖ηs,k‖rm−k+1,h · ‖η•,k‖rm−k+1,h ≤69
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≤ Qk · σ−[2(m−k)+1]·s(h)

m · a2
h+

+2Lk · σ−(m−k+1)·s(h)
m · a2

h + 2c · L2
k · σ

−2(m−k+1)·s(h)
m · a2

h.On a alors prouvé l'estimation quadratique
‖ωs,kη[k]

‖rm−k+1,h ≤ Hk · σ−2(m−k+1)·s(h)
m · a2

h

(k ≥ 1), où Hk = Hk(C, c) > 0 est une onstante positive (on remarque que le terme quadratique
2c · ‖ηs,k‖rm−k+1,h · ‖η•,k‖rm−k+1,h, et don le dernier terme

2c · L2
k · σ−2(m−k+1)·s(h)

m · a2
hde la dernière inégalité préédente, sont présents seulement si k = 1 du fait que ω•,0

η[t] = ω•,0 si
t ≥ 2). On estime maintenant la norme ‖Trm−k+1

∂̄Jω
•,k−1
η[k]

‖rm−k+2,h+1 à l'aide de l'expression(1.5.12) et de l'estimation obtenue préédemment. On a :
‖Trm−k+1

∂̄
J
ω•,k−1
η[k]

‖rm−k+2,h+1 ≤ 2c · C · σ−s(h)
m · ‖ω•,k

η[k]
‖rm−k+1,h+

+k · C · σ−s(h)
m

(
ah + 2c · ‖η•,k‖rm−k+1,h

)2
≤

≤ 2c · C ·Hk · σ−[2(m−k+1)+1]·s(h)
m · a2

h+

+k · C · σ−s(h)
m

(
ah + 2c · Lk · σ−(m−k+1)·s(h)

m · ah
)2e qui prouve l'estimation (1.5.11) pour l'indie k− 1 et don pour tous les indies k = 0, ...,m.[ii aussi on remarque que les termes quadratiques (2c)2 · ‖η•,k‖2rm−k+1,h
, et don les termes quien dérivent (

2c · Lk · σ−(m−k+1)·s(h)
m · ah

)2et qui apparaissent dans l'estimation préédente, sont présents seulement dans le as k = 1. Ene�et, pour arriver à ette onlusion il su�t de tenir ompte de la relation ω•,j
η[t] = ω•,j si j < t−1dans l'expression (1.5.12). Le as k = 1 est elui pour lequel le �poids� σ−b(m,k−1,h)

m �gurant dans70



l'estimation de la norme ‖Trm−k+1
∂̄

J
ω•,k−1
η[k]

‖rm−k+2,h+1 est le plus grand℄. On est maintenant enposition de prouver l'estimation (1.5.9). On pose par dé�nition θs,0 := (Ips + ηs,0)−1 − Ips ∈
Mps,ps(EX(Brm)). Le fait que supz∈Br(1−σ)

‖ηs,0(z)‖ < ε < 1 implique l'égalité
θs,0 =

∞∑

j=1

(−1)j(ηs,0)j(a priori la série préédente est onvergente en topologie C0 vers l'élément θs,0 de lasse C∞,mais une étude élémentaire plus préise, dont on n'aura pas besoin ii, montre que l'estimationpréédente supz∈Br(1−σ)
‖ηs,0(z)‖ < ε < 1 est su�sante pour assurer la onvergene de la sérieen topologie Ch pour tout h). L'inégalité
‖ηs,0‖r(1−σ),h+1 ≤ L0 · σ−(m+1)·s(h)

m · ah < ε < 1/2implique la onvergene de la série préédente en topologie Ch+1,µ(B̄r(1−σ)) et permet d'e�etuerles estimations
‖θs,0‖r(1−σ),h+1 ≤

∞∑

j=1

‖ηs,0‖jr(1−σ),h+1 ≤ 2‖ηs,0‖r(1−σ),h+1et ‖g±1
• ‖r(1−σ),h+1 < 2. On utilisera es deux inégalités et l'estimation (1.5.11) obtenue préé-demment pour prouver l'estimation (1.5.9) sous la forme plus préise suivante :

‖ω•,k
η ‖r(1−σ),h+1 ≤ R′

k · σ−[(k+2)·m+1]·s(h)
m · a2

h (1.5.13)où R′
k = R′

k(C, c) > 0 est une onstante positive. Nous onsidérons pourtant l'expression suivantede ωs,kη , pour tous les indies k = 0, ...,m

ωs,kη = g−1
s+k ·

(
∂̄

J
ηs,k +

k∑

j=0

ωs+j,k−j ∧ ηs,j −
k−1∑

j=0

(−1)k−jηs+j,k−j ∧ ωs,jη +

+(−1)kηs−1,k+1 ∧ θs−1,0 ∧ ωs,−1 + (−1)kηs−1,k+1 ∧ g−1
s−1 · ωs,−1 ∧ ηs,0 + ωs,kη[k+1]

)
=

= g−1
s+k ·

(
Trm−k

∂̄
J
ωs,kη[k+1]

+

k∑

j=0

ωs+j,k−j ∧ ηs,j −
k−1∑

j=0

(−1)k−jηs+j,k−j ∧ ωs,jη +

+(−1)kηs−1,k+1 ∧ θs−1,0 ∧ ωs,−1 + (−1)kηs−1,k+1 ∧ g−1
s−1 · ωs,−1 ∧ ηs,0

)
.Dans le as k = 0, l'expression préédente s'érit sous la forme :

ωs,0η = g−1
s ·

(
Trm ∂̄J

ωs,0η[1] + ωs,0 ∧ ηs,0 + ηs−1,1 ∧ θs−1,0 ∧ ωs,−1 + ηs−1,1 ∧ g−1
s−1 · ωs,−1 ∧ ηs,0

)
.On estime maintenant la norme ‖ωs,0η ‖r(1−σ),h+1. L'hypothèse faite sur le poids Sh+1 impliquel'inégalité

‖ωs,0 ∧ ηs,0‖r(1−σ),h+1 ≤ 2‖ωs,0‖r,h · ‖ηs,0‖r(1−σ),h+1,71



qui ombinée ave les inégalités ‖θs,0‖r(1−σ),h+1 ≤ 2‖ηs,0‖r(1−σ),h+1, ‖g±1
• ‖r(1−σ),h+1 < 2, l'esti-mation (1.5.10) et l'estimation (1.5.11) pour k = 0, prouvée préédemment, donne les estimationssuivantes :

‖ωs,0η ‖r(1−σ),h+1 ≤ 2Q0 · σ−(2m+1)·s(h)
m · a2

h + 4‖ωs,0‖r,h · ‖ηs,0‖r(1−σ),h+1+

+2c · ‖ηs−1,1‖r(1−σ),h+1 · ‖θs−1,0‖r(1−σ),h+1+

+4c · ‖ηs−1,1‖r(1−σ),h+1 · ‖ηs,0‖r(1−σ),h+1 ≤

≤ 2Q0 · σ−(2m+1)·s(h)
m · a2

h + 4L0 · σ−(m+1)·s(h)
m · a2

h+

+4c · L1 · L0 · σ−(2m+1)·s(h)
m · a2

h.e qui prouve l'estimation (1.5.13) dans le as k = 0. On montre maintenant l'estimation qua-dratique (1.5.13) pour tous les indies à l'aide d'une réurrene roissante sur k = 0, ...,m − s,appliquée à l'expression préédente de la matrie ωs,kη et à l'aide de l'estimation quadratique(1.5.11). On suppose vraie l'estimation (1.5.13) pour tout j = 0, ..., k − 1 et on onsidère l'es-timation suivante dans laquelle on utilise omme préédemment l'hypothèse faite sur le poids
Sh+1 de la norme de Hölder et l'hypothèse ah ≤ 1 :

‖ωs,kη ‖r(1−σ),h+1 ≤ 2Qk · σ−[2(m−k)+1]·s(h)
m · a2

h+

+4

k∑

j=0

‖ωs+j,k−j‖r,h · ‖ηs,j‖r(1−σ),h+1+

+
k−1∑

j=0

‖ηs+j,k−j‖r(1−σ),h+1 · ‖ωs,jη ‖r(1−σ),h+1+

+8c · ‖ηs−1,k+1‖r(1−σ),h+1 · ‖η•,0‖r(1−σ),h+1 ≤

≤ (2Qk + 4(k + 1) · L) · σ−(2m+1)·s(h)
m · a2

h+

+

k−1∑

j=0

(Lk−j · R′
j) · σ−[m+(j+2)·m+1]·s(h)

m · a2
h+

+8c · Lk+1 · L0 · σ−(2m+1)·s(h)
m · a2

h.La dernière inégalité implique évidement l'estimation (1.5.13) et don l'estimation (1.5.9), e quiprouve la proposition 1.5.3. �Bon fontionnement du proédé itératifDans ette partie on va établir les hypothèses qui permettent d'appliquer l'estimation fon-damentale (1.5.9) à une étape quelonque du proédé itératif. On ommene par préiser lesparamètres qui ontr�leront les étapes de la onvergene rapide. Pour ela on dé�nit d'abord les72



paramètres σk := e−k−2 qui ontr�leront les restritions des rayons des boules, lesquels sont dé�-nis de façon réursive par la formule rk+1 := rk(1−σk) pour tout entier k ≥ 0. Bien évidemmentle rayon limite
r∞ := lim

k→+∞
rk = r0

∞∏

k=0

(1− σk)est non nul étant donné que −∑∞
k=0 log(1 − σk) ≤ Cst

∑∞
k=0 σk < ∞. Ensuite on désigne par

r(k, l) := rk(1− l · σm,k), l = 0, ...,m + 1 où σm,k := σk/(m+ 1). Pour le hoix du rayon initialon onsidère les suites numériques
αk(r) := a0(r)

2k ·
k−1∏

j=0

H2k−1−j · σ−ν(m,j)·2
k−1−j

j ,

βk(r) := b0(r)
2k ·

k−1∏

j=0

P 2k−1−j · e−γ(m,j)·2k−1−joù b0(r) := H · σ−(m+1)·s(0)
m,0 · a0(r), H > 0, P > 0 sont deux onstantes (dépendantes seulementdem) et γ(m, j) est une fontion a�ne stritement roissante en j. On rappelle que par dé�nitionde la norme de Hölder on a que la quantité a0 = a0(r) tend vers zéro lorsque r > 0 tend verszéro. Avant de faire le hoix du rayon initial on a besoin du lemme élémentaire suivant.Lemme 1.5.5.0 Il existe ρ ∈ (0, 1) tel que ;

(A), pour tout r ∈ (0, ρ] les séries numériques ∑
k≥0 αk(r) et ∑

k≥0 βk(r) sont onvergentes.
(B)

lim
r→0+

∞∑

k=0

αk(r) = 0, lim
r→0+

∞∑

k=0

βk(r) = 0

(C), pour tout r ∈ (0, ρ] et entier k ≥ 0 on a les inégalités αk(r) ≤ 1 et βk(r) < ε

Preuve. Par le ritère du rapport il su�t de véri�er que les suites ln(αk+1/αk) et ln(βk+1/βk)tendent vers −∞ lorsque k tend vers +∞. En expliitant les logarithmes on a :
ln(αk+1/αk) = 2k ·

(
ln a0(ρ) + 2−1(lnH)

k−1∑

j=0

2−j − 2−1
k−1∑

j=0

ν(m, j)2−j lnσm,j

)
−

−ν(m,k) lnσm,k + lnH

ln(βk+1/βk) = 2k ·
(

ln b0(ρ) + 2−1(lnP )
k−1∑

j=0

2−j + 2−1
k−1∑

j=0

γ(m, j)2−j
)

+ γ(m,k) + lnP.Il su�t don de hoisir ρ > 0 su�samment petit pour assurer les inégalités
ln a0(ρ) + 2−1(lnH)

∞∑

j=0

2−j + 2−1
∞∑

j=0

ν(m, j)[j + 2 + ln(m+ 1)]2−j < 0,

ln b0(ρ) + 2−1(lnP )
∞∑

j=0

2−j + 2−1
∞∑

j=0

γ(m, j)2−j < 073



(se rappeler la dé�nition de σj). On aura alors la onvergene voulue pour les suites ln(αk+1/αk)et ln(βk+1/βk). Le fait que pour tout entier k ≥ 0 les quantités αk(r) et βk(r) tendent monoto-nement vers zéro lorsque r tend vers zéro, implique par le théorème de la onvergene dominéeles onlusions (B) et (C) du lemme. �D'après le lemme préédent on peut hoisir le rayon initial r0 ∈ (0, ρ] de telle sorte que l'in-égalité ∑∞
k=0 βk(r0) < 1/2 + 1/(4 ln 2) soit satisfaite. Dans la suite on notera αk := αk(r0) et

βk := βk(r0). On dé�nit maintenant le paramètre ηk+1, qui ontr�le la realibration des alibra-tions ωk, k ≥ 0 au k-ième pas du proédé itératif (on désigne ave ω0 = ω le hoix initial de
ω assoiée au système di�érentiel (Sω)), de la façon suivante ; on dé�nit réursivement en ordredéroissant sur t = m, ..., 0 les matries
ηs,tk+1 := −Tr(k,m−t)

(
ωs,tk +ωs+t+1,−1

k ∧ηs,t+1
k+1 +(−1)tηs−1,t+1

k+1 ∧ωs,−1
k

)
∈Mps+t,ps(E0,t

X (Br(k,m−t)))et on pose ηk+1 := (ηs,tk+1)s,t ∈ P(B̄r(k,m)). On va justi�er ensuite l'estimation supz∈Br
‖ηs,0k+1(z)‖ <

ε qui assure l'inversibilité de la matrie gs,k+1. On dé�nit alors les matries ωs,tk+1 := ωs,tk, ηk+1
∈

Mps+k,ps(E0,t+1
X (B̄rk+1

)) pour tout t = −1, ...,m. Les onstantes Rk, Lk qui apparaissent dans ladé�nition des poids S = (Sk)k≥0 de la norme de Hölder sont dé�nies par les formules :
Rk+1 := max{‖ωs,tk, I‖rk , µ /‖∂k+1ωs,tk, I‖rk , µ | 0 ≤ s ≤ m, 0 ≤ t ≤ m− s, |I| = t+ 1},

Lk+1 := max{2−k−1‖gs(k)±1‖rk, µ /‖∂k+1gs(k)
±1‖rk, µ | 0 ≤ s ≤ m}pour tout entier k ≥ 0. Ii on suppose que max{‖ωs,tk, I‖rk, µ | 0 ≤ s ≤ m, 0 ≤ t ≤ m − s, |I| =

t + 1} > 0, autrement il n'y a rien à prouver. Ave e hoix des poids Sk > 0 on aura que lesinégalités
Sk+1‖∂k+1ω•,t

k, I‖rk, µ ≤ ‖ω
•,t
k, I‖rk, µ, (1.5.14)

Sk+1‖∂k+1g•(k)
±1‖rk , µ ≤ 2−k−1‖g•(k)±1‖rk , µ (1.5.15)seront satisfaites pour tout entier k ≥ 0 et t = 0, ...,m. On pose par dé�nition

ak := max{‖ωs,tk ‖rk, k | 0 ≤ s ≤ m, 0 ≤ t ≤ m− s},

bk := H · σ−(m+1)·s(k)
m,k · ak et c ≡ c(ω0). Ave les notations introduites préédemment on a laproposition suivante.Proposition 1.5.4 Pour tout entier k ≥ 0 on a les estimations suivantes ;

ak+1 ≤ H · σ−ν(m,k)m, k · a2
k ≤ 1, (1.5.16)

‖ηs,tk+1‖rk+1, k+1 ≤ bk < ε < 1/2, (1.5.17)
‖ωs,−1

k+1 ‖rk+1,k+1 ≤ 4c (1.5.18)où H := max{R(C, 4c), L(C, 4c)} > 0 et les inégalités ak ≤ αk, bk ≤ βk.
Preuve. On montre les trois estimations préédentes à l'aide d'une réurrene sur k ≥ 0. Pour
k = 0 on a d'après le lemme 1.5.5.0, la validité des inégalités α0(r) ≤ 1 et β0(r) < ε < 1/2. On74



est don en position d'appliquer la proposition 1.5.3, qui assure les inégalités (1.5.16) et (1.5.17)pour k = 0. On obtient alors l'estimation ‖η•,01 ‖r1,1 < 1/2 laquelle, pour les aluls faits dans lapreuve de la proposition 1.5.3, assure les inégalités ‖g±1
•,1‖r1,1 < 2. Ces inégalités assurent donl'estimation (1.5.18) pour k = 0, ar

‖ωs,−1
1 ‖r1,1 ≤ ‖g−1

s−1,1‖r1,1 · ‖ωs,−1‖r1,1 · ‖gs,1‖r1,1.Supposons maintenant par hypothèse réursive que les estimations (1.5.16), (1.5.17) et (1.5.18),sont vraies pour tout l = 0, ..., k − 1. L'inégalité (1.5.16) implique alors l'inégalité
bl+1 ≤ P · eγ(m,l) · b2lpour les indies en question. On obtient don les inégalités al ≤ αl ≤ 1, bl ≤ βl < ε. Le fait quepar hypothèse indutive on dispose de l'estimation ‖ω•,−1

k ‖rk , k < 4c permet alors d'appliquerla proposition 1.5.3 qui assure la validité des estimations (1.5.16) et (1.5.17) pour l = k. Enpartiulier l'estimation (1.5.17) assure la validité de l'estimation
‖η•,0k+1‖rk+1, k+1 ≤ βk < ε < 1/2.On passe maintenant à l'estimation des normes ‖ωs,−1

k+1 ‖rk+1, k+1. On a par dé�nition des matries
ωs,−1
k+1 l'estimation

‖ωs,−1
k+1 ‖rk+1, k+1 ≤ ‖gs−1(k + 1)−1‖rk+1, k+1 · ‖ωs,−1‖rk+1, k+1 · ‖gs(k + 1)‖rk+1, k+1.La ondition (1.5.15) sur les poids implique que pour tout k ≥ 0 on dispose de l'inégalité
‖gs(k + 1)±1‖rk+1, k+1 ≤ (1 + 2−k−1) · ‖g±1

s,k+1‖rk+1, k+1 · ‖gs(k)±1‖rk , k.L' hypothèse indutive nous permet alors d'e�etuer les estimations suivantes pour k ≥ 1

‖gs(k + 1)±1‖rk+1, k+1 ≤
k+1∏

j=2

(1 + 2−j) ·
k+1∏

j=1

‖g±1
s,j ‖rj , j ≤

≤ √e ·
k+1∏

j=1

(1± ‖ηs,0j ‖rj , j)±1 ≤√e · exp
(
2(ln 2)

k+1∑

j=1

‖ηs,0j ‖rj , j
)
≤

≤ √e · exp
(
2(ln 2)

∞∑

j=0

βj

)
< 2(rappeler le hoix initial du rayon r0). On obtient don l'estimation voulue ‖ωs,−1

k+1 ‖rk+1, k+1 ≤ 4c,e qui onlu la preuve des trois estimations (1.5.16), (1.5.17) et (1.5.18) pour j = k et donpour tout entier positif k. �Preuve de la onvergene vers une solution du problème di�érentiel (Sω)Ave les notations introduites préédemment on a la proposition suivante.Proposition 1.5.5 . Les limites
ηs,t := lim

k→∞
η(k)s,t

s = 0, ...,m, t = 0, ...,m− s existent en topologie Ch,µ(Br∞) pour tout h ≥ 0 et elles onstituentles omposantes du paramètre de realibration η = (ηs,t)s,t ∈ P(Br∞), solution du problèmedi�érentiel (Sω). 75



Preuve. Nous ommençons par prouver l'existene des limites
gs :=

−→∏

j≥1

gs,j = lim
k→∞

gs(k) = Ips + lim
k→∞

η(k)s,0en topologie Ch,µ(Br∞) pour h ≥ 0 quelonque et le fait que les matries gs sont inversibles.On aura alors ηs,0 = gs − Ips . On déduit immédiatement de la proposition 1.5.4 les estimations
‖η•,•k ‖r∞,h < βk < 1/2 et ‖g•(k)±1‖r∞,h < 2 pour tout k ≥ h. Le fait que gs(k + 1) − gs(k) =

ηs,0k+1 · gs(k) implique les estimations suivantes :
‖gs(k + 1)− gs(k)‖r∞, h ≤ ‖ηs,0k+1‖r∞, h · ‖gs(k)‖r∞, h ≤ 2‖ηs,0k+1‖r∞, h ≤ 2βkpour tout k ≥ h. On a alors

∞∑

k=0

‖gs(k + 1)− gs(k)‖r∞, h ≤
h∑

k=0

‖gs(k + 1)− gs(k)‖r∞, h + 2 ·
∞∑

k=h+1

βk <∞et don l'existene des matries gs ∈ Ch,µ(Br∞ ,Mps,ps(C)) pour tout h ≥ 0 telles que
gs = lim

k→∞
gs(k) = Ips +

∞∑

k=0

(gs(k + 1)− gs(k))en topologie Ch,µ(Br∞). D'autre part l'égalité
gs(k + 1)−1 − gs(k)−1 = gs(k)

−1 ·
∞∑

j=1

(−1)j(ηs,0k+1)
jpermet d'e�etuer les estimations suivantes :

‖gs(k + 1)−1 − gs(k)−1‖r∞, h ≤ ‖gs(k)−1‖r∞, h ·
∞∑

j=1

‖ηs,0k+1‖
j
r∞, h ≤ 4‖ηs,0k+1‖r∞, h ≤ 4βkpour tout k ≥ h, lesquelles assurent la onvergene de la série

∞∑

k=0

‖gs(k + 1)−1 − gs(k)−1‖r∞, h ≤
h∑

k=0

‖gs(k + 1)−1 − gs(k)−1‖r∞, h + 4 ·
∞∑

k=h+1

βk <∞,e qui prouve l'existene des matries ρs ∈ Ch,µ(Br∞ ,Mps,ps(C)) telles que ρs = limk→∞ gs(k)
−1en topologie Ch,µ(Br∞), pour tout h ≥ 0. On a alors l'égalité Ips = limk→∞ gs(k)·gs(k)−1 = gs·ρs,qui montre que gs ∈ GL(ps, E(Br∞)) et ρs = g−1

s . Montrons maintenant l'existene des limites
ηs,t pour t ≥ 1. En rappelant l'expression des omposantes η(k)s,t, t ≥ 1, du paramètre η(k)introduite dans la sous-setion 1.5.1 et en tenant ompte de l'existene de la limite g ∈ Γ(U)prouvée préédemment, on déduit qu'il su�t de prouver l'existene des limites

lim
k→∞

∑

J∈Jk(ρ(τ))

−→∧

1≤r≤ρ(τ)

gs+σ′(τ,r)(jr − 1) · ηs+σ(τ,r), τρ(τ)+1−r

jr
· gs+σ(τ,r)(jr)

−176



τ ∈ ∆t, t ≥ 1 en topologie Ch,µ(Br∞), ave h ≥ 0 quelonque, pour obtenir l'existene de lalimite ηs,t ∈Mps+t,ps(E0,t
X

(Br∞)). Il su�t don de prouver que pour tout h ≥ ρ(τ) la limite
lim
k→∞

∑

J∈Jk(ρ(τ))

ρ(τ)∏

r=1

‖g•(jr − 1) · η•,•jr · g•(jr)
−1‖r∞,h =

= lim
k→∞

∑

l+p=ρ(τ)
l,p≥0

∑

I∈Jh(l)

l∏

r=1

‖g•(ir − 1) · η•,•ir · g•(ir)
−1‖r∞,h×

×
∑

I∈Jh,k(p)

p∏

r=1

‖g•(jr − 1) · η•,•jr · g•(jr)
−1‖r∞,hest �nie. Ii on pose par dé�nition Jh,k(p) := {J ∈ {h + 1, ..., k}p | j1 < ... < jp}, Jh(0) =

Jh,k(0) := ∅, (rappeler qu'on utilise la onvention qui onsiste à négliger les symboles de sommeet de produit si l'ensemble d'indies sur lequel on e�etue es opérations est vide). On onsidèrepourtant les estimations suivantes pour 1 ≤ p ≤ ρ(τ)

lim
k→∞

∑

I∈Jh,k(p)

p∏

r=1

‖g•(jr − 1)‖r∞,h · ‖η•,•jr ‖r∞,h · ‖g•(jr)−1‖r∞,h <

< 4p lim
k→∞

∑

J∈Jh,k(p)

p∏

r=1

βjr−1 < 4p lim
k→∞

∑

J∈Jh,k(p)

βjp−1 = 4p lim
k→∞

k∑

j=h+p

(
j − h− 1

p− 1

)
· βj−1 <∞.La dernière limite est �nie par le ritère du rapport, rappeler en fait que limk→∞ βk+1/βk = 0,d'après la preuve du lemme 1.5.5.0. On a don prouvé l'existene du paramètre limite η ∈

P(Br∞). Prouvons maintenant qu'il onstitue une solution (de lasse C∞) pour le problèmedi�érentiel (Sω). En e�et l'existene de la limite η en topologie Ch,µ(Br∞), pour h ≥ 1 impliqueles égalités
ωs,tη = lim

k→∞
ωs,tη(k) = lim

k→∞
ωs,tken topologie Ch−1,µ(Br∞). En rappelant l'inégalité ak ≤ αk obtenue dans la preuve de la propo-sition 1.5.4 on obtient

‖ωs,tη ‖r∞,0 = lim
k→∞

‖ωs,tk ‖r∞,0 ≤ lim
k→∞

ak = 0,e qui prouve que η ∈ P(Br∞) est une solution du système di�érentiel





ωs,tη = 0
s = 0, ...,m
t = 0, ...,m − squi n'est rien d'autre que le système di�érentiel (Sω). �77



1.5.6 Cinquième étape : �n de la preuve du théorème 1.1.8L'étape préédente montre qu'on peut se ramener à onsidérer le diagramme ommutatifsuivant.
0 0

0 ✲ (Ker∂̄)|V
✲ G|V

✻

∂̄✲ G|V ⊗E
V
E0,1

V

✻

0 ✲ O⊕p0
V

ψ̃|..

✻

✲ E⊕p0
V

ψ̃
✻

∂̄
J ✲ (E0,1

V
)⊕p0

ψ̃ ⊗ I(0,1)

✻

0 ✲ O⊕p1
V

ϕ̃|..

✻

✲ E⊕p1
V

ϕ̃
✻

∂̄
J ✲ (E0,1

V
)⊕p1

ϕ̃⊗ I(0,1)

✻

ave V := Br∞, ψ̃ := ψg et ϕ̃ := ϕ1, g. Ce diagramme est exat, sauf pour l'instant au niveaudes premières �èhes vertiales à gauhe. Pour onlure il nous reste don à montrer l'exatitudede la suite
O⊕p1

V

ϕ̃|..−→ O⊕p0
V

ψ̃|..−→ (Ker∂̄)|V → 0On identi�e ϕ̃ = (ϕ̃1, ..., ϕ̃p1), on désigne par ϕ̃kl ∈ OX(V ) la k-ème omposante de ϕ̃l, et onpose par dé�nition
ak,x := Oxϕ̃k1,x + ...+Oxϕ̃kp1,x ⊳OxLe fait que (ak,x · Ex) ∩ Ox = ak,x (par dé�nition de �délité plate de l'anneau Ex sur l'anneau

Ox. On peut aussi déduire l'égalité préédente en utilisant un résultat beauoup plus simple,i.e la �délité plate de l'anneau des séries formelles Ex/m∞(Ex) = Ôx en x, sur l'anneau Ox(voir[Mal-1℄)) implique la surjetivité du morphisme
ϕ̃|.. : O⊕p1

V
−→ RO(ψ̃)où RO(ψ̃) = RE(ψ̃) ∩ O⊕p0

V
désigne le faiseau des relations holomorphes de ψ̃. On pose pardé�nition
F := Im(ψ̃|.. : O⊕p1

V
−→ (Ker∂̄)|V )L'exatitude de la suite

O⊕p1
V

ϕ̃|..−→ O⊕p0
V

ψ̃|..−→ F → 0implique la ohérene du faiseau F . Considérons maintenant le morphisme de faiseaux de
E-modules α : F ⊗

O
V
E

V
−→ G|V , dé�ni par la loi

α :

p0∑

k=1

ψ̃k,y ⊗Oy
fk,y 7→

p0∑

k=1

ψ̃k,y · fk,y,

fk,y ∈ Ey. Le morphisme en question est bien évidement surjetif. Il est aussi injetif, en e�etsoient fk,y ∈ Ey telles que
p0∑

k=1

ψ̃k,y · fk,y = 0.78



L'exatitude de la suite
E⊕p1

V

ϕ̃|..−→ E⊕p0
V

ψ̃|..−→ G|V → 0implique l'existene de germes de fontions u1,y, ..., up1,y ∈ Ey tels que
fk,y =

p1∑

l=1

ϕ̃kl,y · ul,y.On a alors les égalités
p0∑

k=1

ψ̃k,y ⊗Oy
fk,y =

p0∑

k=1

p1∑

l=1

ψ̃k,y ⊗Oy
ϕ̃kl,y · ul,y =

p1∑

l=1

( p0∑

k=1

ψ̃k,y · ϕ̃kl,y
)
⊗Oy

ul,yLe fait que
p0∑

k=1

ψ̃k,y · ϕ̃kl,y = 0implique l'injetivité du morphisme α lequel est don un isomorphisme. Les égalités
∂̄
F

( p0∑

k=1

ψ̃k,y ⊗Oy
fk,y

)
=

p0∑

k=1

ψ̃k,y ⊗Oy
∂̄

J
fk,y ∼=

p0∑

k=1

ψ̃k,y ⊗Ey
∂̄

J
fk,y

∂̄
( p0∑

k=1

ψ̃k,y · fk,y
)

=

p0∑

k=1

ψ̃k,y ⊗Ey
∂̄

J
fk,yimpliquent la ommutativité du diagramme suivant :

G|V
∂̄✲ G|V ⊗E

V
E0,1

V

■❅
❅

❅
❅

α⊗ I(0,1)

F ⊗
O

V
E

V

α ≀
✻

∂̄
F✲ F ⊗

O
V
E0,1

V

≀
✻

≃ F∞ ⊗
E
V
E0,1

VLe fait que le faiseau F soit analytique ohérent implique, par les remarques faites dans la se-tion 1.1, (remarques qui utilisent de façon essentielle la platitude de l'anneau Ex sur l'anneau Ox)que F = Ker∂̄
F
. La ommutativité du diagramme préédent montre alors que F = (Ker∂̄)|V ,e qui démontre le théorème 1.1.8. �Remarque. Dans la situation en examen la platitude de l'anneau Ex sur l'anneau Ox n'estpas néessaire pour prouver que Ker∂̄ est un faiseau analytique ohérent. En e�et la quatrièmeétape montre l'existene des éléments ψ̃, ϕ̃k, k = 1, ...,m tels que ∂̄ψ̃ = 0, ∂̄

J
ϕ̃k = 0. La pla-titude de l'anneau des séries formelles Ex/m∞(Ex) = Ôx en x sur l'anneau Ox implique alorsl'exatitude du omplexe

0→ O⊕pm

V

ϕ̃m−→ O⊕pm−1
V

ϕ̃m−1−→ · · · ϕ̃2−→ O⊕p1
V

ϕ̃1−→ O⊕p0
V

ψ̃−→ F → 0,où F := Im(ψ̃ : O⊕p1
V
−→ (Ker∂̄)|V ). De plus on dispose des suites exates

0→ (E0,q
V

)⊕pm
ϕ̃m−→ (E0,q

V
)⊕pm−1

ϕ̃m−1−→ · · · ϕ̃2−→ (E0,q
V

)⊕p1
ϕ̃1−→ (E0,q

V
)⊕p0

ψ̃−→ G
|V
⊗

E
V
E0,q

V
→ 0,79



pour tout q ≥ 0. Le même argument réursif utilisé pour prouver l'exatitude du omplexe
(F∞

|V
⊗

E
V
E0,q

V
; ∂̄

F
)q≥0dans la setion 1.1, (ave G|V à la plae de F∞

|V
et ∂̄ à la plae de ∂̄

F
) montre en partiulier que

F = (Ker∂̄)|V , e qui prouve la ohérene du faiseau Ker∂̄. Les faits que G ∼= (Ker∂̄)⊗
O

X
EXet que la onnexion ∂̄ oïnide, à isomorphisme anonique près, ave l'extension naturelle ∂̄Ker∂̄assoiée au faiseau analytique ohérent Ker∂̄ déoulent immediatement des arguments de lainquième étape qui n'utilisent pas la platitude de l'anneau Ex sur l'anneau Ox. A la �n de lainquième étape on utilise la platitude de l'anneau Ex sur l'anneau Ox pour prouver la ohérenedu faiseau Ker∂̄, (en e�et pour montrer que F = Ker∂̄

F
on utilise de façon essentielle laplatitude de l'anneau Ex sur l'anneau Ox) ar on peut onsidérer la situation plus générale danslaquelle on dispose seulement de la suite exate

E⊕p1
V

ϕ̃−→ E⊕p0
V

ψ̃−→ G|V → 0,ave ∂̄ψ̃ = 0 et ∂̄J ϕ̃ = 0. Cette situation est véri�ée sous les hypothèses du orollaire 1.6.1 de lasetion suivante, dont la onlusion est assurée par l'argument exposé dans la inquième étape.1.6 Faiseaux ∂̄-ohérents sur les ourbes holomorphes lissesSoit X une variété omplexe de dimension un et ω0,0 ∈ Mp0,p0(E0,1
X (U)) une matrie àoe�ients (0, 1)-formes dé�nie sur un ouvert U ⊆ X. Les onsidérations faites dans la sous-setion 1.2.2 montrent que pour tout x ∈ U il existe un voisinage ouvert V de x et un élément

η0,0 ∈Mp0,p0(EX(V )) tel que Ip0 + η0,0 ∈ GL(p0, E(V )), qui soit solution de l'équation di�éren-tielle
(Sω) : ∂̄

J
η0,0 + ω0,0 · η0,0 + ω0,0 = 0.Les onsidérations faites dans les sous-setions 1.4.3 et 1.5.6 impliquent immédiatement la onlu-sion suivante.Corollaire 1.6.1 Soit X une variété omplexe de dimension un et soit G un faiseau de EX-modules qu'on suppose muni d'une onnexion ∂̄ : G −→ G ⊗

EX
E0,1
X de type (0, 1). Si de plusle faiseau G admet des E-présentations loales, alors le faiseau de OX -modules Ker∂̄ ⊂ G estanalytique ohérent, on a les égalités G = (Ker∂̄) · EX ∼= (Ker∂̄) ⊗O

X
EX et la onnexion ∂̄oïnide, à isomorphisme anonique près, ave l'extension naturelle ∂̄Ker∂̄ assoiée au faiseauanalytique ohérent Ker∂̄.La remarque préédente implique aussi le orollaire suivant.Corollaire 1.6.2 Soit X une variété omplexe de dimension un, F −→ X un �bré vetorielholomorphesur X et G ⊆ E(F ) un sous-faiseau de E-modules loalement de type �ni et ∂̄

F
-stable (autrement dit on a l'inlusion ∂̄

F
G ⊆ G ⊗

EX
E0,1
X ), où

∂̄
F

:= I
O(F )
⊗

OX
∂̄

J
: E(F ) −→ E(F )⊗

EX
E0,1
Xdésigne la onnexion anonique assoiée au faiseau O(F ). Alors le faiseau de OX -modules

G ∩O(F ) est analytique ohérent et (G ∩O(F )) · EX = G, (autrement dit le faiseau G∩O(F ) estun O-module loalement de type �ni et ses générateurs loaux sur OX sont aussi des générateursloaux du faiseau G sur EX). 80



Un faiseau ∂̄-ohérent sur une variété omplexe de dimension un est simplement un ouple
(G, ∂̄) ≡ G∂̄ où G est un faiseau de EX -modules admettant des E-présentations loales et
∂̄ : G −→ G⊗

EX
E0,1
X une onnexion de type (0, 1), (bien évidemment en dimension un toutes lesonnexions de type (0, 1) sont intégrables).1.7 Un résultat d'intégrabilité des onnexions sur les faiseauxde E-modules au dessus d'une variété di�érentiableLe présent travail s'est situé prinipalement dans le adre omplexe ar 'était notre prinipalintérêt. Toutefois, il est possible de déduire aussi un résultat d'intégrabilité dans le as desvariétés C∞. Considérons en e�et (X, EX) une variété C∞ (EX ≡ EX(R) représente ii le faiseaudes fontions C∞ à valeurs réelles) et D : G −→ G ⊗

EX
E(T ∗

X) une onnexion sur le faiseaude EX(K)-modules G où K = R, C. Si le faiseau des setions parallèles KerD engendre G sur
EX(K) alors évidemment D2 = 0. Le théorème suivant donne une réiproque de e fait dans unas partiulier.Théorème 1.7.1 Soit (X, EX ) une variété di�érentiable et soit G un faiseau de EX(K)-modules,muni d'une onnexion D : G −→ G ⊗

E
X
E(T ∗

X) telle que D2 = 0. Si de plus le faiseau G ad-met loalement une E(K)-résolution de longueur �nie, alors le faiseau des setions parallèles
KerD engendre sur EX(K) le faiseau G qui est le faiseau des setions d'un système loal deoe�ients (le faiseau G est don loalement libre) et le omplexe (G ⊗

EX
E(Λ•T ∗

X) ;D) est unerésolution aylique du faiseau des setions parallèles. On a alors l'isomorphisme fontoriel deDe Rham-Weil Hk(X,KerD) ∼= Hk(Γ(X,G ⊗
EX
E(Λ•T ∗

X)) ;D).
Preuve. On ommene par substituer formellement dans les étapes de la preuve du théorème
1.1.8 la onnexion ∂̄ ave D, les opérateurs ∂̄

J
ave d et l'opérateur de Leray-Koppelman avel'opérateur d'homotopie de Poinaré

Pq : Chq+1(Br,Mk,l(K)) −→ Chq (Br,Mk,l(K))pour q ≥ 0. Il est élémentaire de véri�er qu'on peut hoisir une suite de poids S = (Sk)k≥0 ⊂
(0,+∞) pour les normes Ch de telle sorte à obtenir une estimation du type ‖Pqu‖r,h ≤ C ·‖u‖r,h,ave C > 0 indépendante de la régularité h ≥ 0 de la q + 1-forme u. A ondition de restreindreopportunément le rayon r > 0 on obtient un shéma de onvergene rapide onsidérablement plussimple que elui expliqué dans la preuve du théorème 1.1.8. En e�et dans le as en onsidérationon n'a pas besoin de restreindre les rayons de la boule pendant les étapes du proédé itératif aron dispose de l'estimation préédente. Les détails de simpli�ation et d'adaptation du proédéitératif relatif à la preuve du théorème 1.1.8, au as en examen sont laissés au leteur. Onobtient en onlusion une E(K)-résolution loale, à partir d'une E(K)-résolution initiale, telleque les nouvelles matries ϕ̂j (ii on utilise les mêmes notations que dans le théorème 1.1.8)soient toutes onstantes. En partiulier le fait que ϕ̂1 = Cst implique que G est un faiseau de
E(K)-modules loalement libre. La suite du théorème 1.7.1 dérive alors de résultats lassiquesbien onnus. �1.7.1 E�et de la non intégrabilité forte d'une struture presque-omplexes

J sur la ∂̄
J
-stabilité des faiseaux d'idéauxPour les notions de base de la géométrie presque omplexe nous renvoyons le leteur aupremière paragraphe du hapitre qui suivra. Un orollaire du théorème 1.7.1 est le suivant.81



Corollaire 1.7.2 Soit (X,J) une variété presque-omplexe onnexe telle que
TX,x ⊗R

C = C〈 [ξ, η](x) | ξ, η ∈ E(T 0,1
X,J)(X) 〉pour tout x ∈ X et soit J ⊂ E(C) un faiseau d'idéaux de fontions C∞ à valeurs omplexes sur

X admettant des E(C)-résolutions loales de longueur �nie. Si J est ∂̄
J
-stable alors soit J = 0soit J = E(C).L'hypothèse sur le omplexi�é de l'espae tangent signi�e que la struture presque-omplexeest �fortement non-intégrable�. Les variétés presque-omplexes pour lesquelles le omplexi�é del'espae tangent est engendré pontuellement par les rohets des hamps de veteurs de type

(0, 1) seront appelées �fortement non-intégrables�. Les variétés presque-omplexes fortement non-intégrables ont néessairement une dimension omplexe supérieure à deux. En e�et toutes lesstrutures presque omplexes sont intégrables en dimension omplexe un. En dimension omplexedeux on a dim
C
Λ0,2

J
TX = 1. Si

τ̄J ∈ E(Λ0,2
J
T ∗
X ⊗C

T 1,0
X,J)(X)désigne le tenseur onjugué de la torsion de la struture presque-omplexe (τ̄J (ξ, η) := [ξ0,1, η0,1]1,0pour tout ξ, η ∈ E(TX⊗R

C)(U), où U ⊂ X désigne un ouvert quelonque), on a que τ̄J (Λ0,2
J
TX) ⊂

T 1,0
X,J est ontenu stritement dans T 1,0

X,J si dim
C
X = 2. Le diagramme suivant

τ̄
J
(x) : E(T 0,1

X,J )⊕2
x

✲ TX,x ⊗R
C

π1,0
J ✲ T 1,0

X,J,x

(ξ, η) 7−→ [ξ, η](x) 7−→ [ξ, η]1,0(x)(où π1,0
J

: TX ⊗R
C −→ T 1,0

X,J désigne la projetion sur le �bré des (1, 0)-veteurs tangents)montre alors que pour tout point x ∈ X le omplexi�é de l'espae tangent TX,x ⊗R
C ne peutpas être engendré par les rohets des hamps de veteurs de type (0, 1). On donne maintenantun exemple de variété presque omplexe fortement non-intégrable.Exemple. Sur un voisinage ouvert U ⊆ Cn, n ≥ 3 de l'origine on onsidère la struturepresque-omplexe dont le �bré T 0,1

U,J est engendré par les hamps de veteurs omplexes
ξk :=

∂

∂z̄k
−

∑

1≤l≤n
k<r≤n

Crl,k z̄r
∂

∂zl
,

k = 1, ..., n, où , Crl,k ∈ C sera dé�nie en suite, (on rappelle qu'on utilise la onvention quionsiste à négliger les termes d'une somme si l'ensemble des indies sur lesquels on e�etue etteopération est vide). On remarque que donner une struture presque-omplexe sur U ⊆ Cn estéquivalent à donner un sous-�bré omplexe F ⊂ TU ⊗R
C, rg

C
F = n tel que F ⊕ F = TU ⊗R

C.Bien évidemment dans notre as le voisinage ouvert U de l'origine est hoisi su�samment petitpour pouvoir assurer ette dernière ondition. Il est faile de véri�er que pour tout k < t on a :
[ξk, ξt] =

n∑

r=1

Ctr,k
∂

∂zr
.Le fait que n ≥ 3 permet de hoisir n-multi-indies (Lk)k=1,...,n, Lk = (l1,k, l2,k), 1 ≤ l1,k < l2,k ≤

n di�érents. On dé�nit alors les onstantes Ctr,k par la règle suivante ; Ctr,k = 1 si (k, t) = (l1,r, l2,r)et Ctr,k = 0 autrement. On aura alors
[ξl1,k

, ξl2,k
] =

∂

∂zk
.82



Le fait que [ξk, zkξk] = ξk montre alors que
TU,0 ⊗R

C = C〈 [ξl1,k
, ξl2,k

](0), [ξk, zkξk](0), k = 1, ..., n 〉.Si on désigne par X ⊂ U le voisinage ouvert de l'origine sur lequel la propriété préédente estvéri�ée on a que la variété presque-omplexe (X,J) est fortement non-intégrable.La onlusion du orollaire préédent montre qu'en général sur une variété presque omplexenon-intégrable, la notion de faiseau d'ideaux ∂̄J -ohérent ne se généralise pas de façon imme-diate. Venons-en maintenant à la preuve du orollaire 1.7.2.
Preuve. Le fait que le faiseau J soit ∂̄

J
-stable ombiné ave le fait que le omplexi�é del'espae tangent est engendré pontuellement par les rohets des hamps de veteurs de type

(0, 1), implique que le faiseau J est d-stable, en d'autres termes stable par rapport à tous leshamps de veteurs. On peut voir alors l'opérateur d omme une onnexion
d : J −→ J ⊗

EX
E(T ∗

X)intégrable sur le faiseau d'ideaux J . Une onséquene de la preuve du théorème 1.7.1 estl'existene loale d'un générateur ψ du faiseaux d'ideaux J tel que dψ = 0, e qui permet deonlure. �
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Chapitre 2Fondements de la géométriehermitienne sur les variétés presqueomplexesAbstrat. The ∂̄
J
operator over an almost omplex manifold indues anonial onnetionsof type (0, 1) over the bundles of (p, 0)-forms. If the almost omplex struture is integrablethen the previous onnetions indue the anonial holomorphi strutures of the bundles of

(p, 0)-forms. For p = 1 we an extend the orresponding onnetion to all Shur powers of thebundle of (1, 0)-forms. Moreover using the anonial C-linear isomorphism betwen the bundleof (1, 0)-forms and the omplex otangent bundle T ∗
X,J we dedue anonial onnetions oftype (0, 1) over the Shur powers of the omplex otangent bundle T ∗

X,J . If the almost omplexstruture is integrable then the previous (0, 1)-onnetions indues the anonial holomorphistrutures of those bundles. In the non integrable ase those (0, 1)-onnetions indues just theholomorphi anonial strutures of the restritions of the orresponding bundles to the imagesof smooth J-holomorphi urves. We introdue the notion of Chern urvature for those bundles.The geometrial meaning of this notion is a natural generalisation of the lassial notion of Chernurvature for the holomophi vetor bundles over a omplex manifold. We have a partiularinterest for the ase of the tangent bundle in view of appliations onerning the regularisationof J-plurisubharmoni fontions by means of the geodesi �ow indued by a Chern onnetion onthe tangent bundle. This method has been used by Demailly [Dem-2℄ in the omplex integrablease. Our spei� study in the ase of the tangent bundle gives an asymptoti expanson of theChern �ow whih relates in a optimal way the geometri obstrutions aused by the torsion ofthe almost omplex struture, and the non sympleti nature of the metri.
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2.1 Connexions sur les faiseaux de modules de fontions C∞ audessus des variétés presque omplexesSoit (X,J) une variété presque omplexe de lasse C∞ et de dimension réelle 2n. On désignepar EX ≡ EX(R) le faiseau des fontions C∞ à valeurs réelles, par π1,0
J

: TX ⊗R
C −→ T 1,0

X,J laprojetion sur le �bré des (1, 0)-veteurs tangents et par π0,1
J

elle sur le �bré des (0, 1)-veteurstangents. On désigne par TX,J le �bré tangent dont les �bres sont munies de la struture omplexedonnée par J et par
Ep,q

X,J
≡ E(Λp,q

J
T ∗
X), Λp,q

J
T ∗
X := Λp

C
(T 1,0
X,J)

∗ ⊗
C

Λq
C
(T 0,1
X,J )∗le faiseau des (p, q)-formes par rapport à la struture presque omplexe J . On rappelle que surune variété presque omplexe la di�érentielle se déompose sous la forme

d = ∂
J

+ ∂̄
J
− θ

J
− θ̄

J
,où pour toute k-forme omplexe ω ∈ E(Λk

C
(TX ⊗R

C)∗)(U) au dessus d'un ouvert U et touthamp de veteurs omplexes ξ0, ..., ξk ∈ E(TX ⊗R
C)(U) on a les expressions suivantes :

∂
J
ω (ξ0, ..., ξk) :=

∑

0≤j≤k

(−1)jξ1,0j . ω(ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξk)+

+
∑

0≤j<l≤k

(−1)j+lω([ξ1,0j , ξ1,0l ]1,0 + [ξ0,1j , ξ1,0l ]0,1 + [ξ1,0j , ξ0,1l ]0,1, ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξ̂l, ..., ξk)

∂̄
J
ω (ξ0, ..., ξk) :=

∑

0≤j≤k

(−1)jξ0,1j . ω(ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξk)+

+
∑

0≤j<l≤k

(−1)j+lω([ξ0,1j , ξ0,1l ]0,1 + [ξ0,1j , ξ1,0l ]1,0 + [ξ1,0j , ξ0,1l ]1,0, ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξ̂l, ..., ξk)

θJω (ξ0, ..., ξk) := −
∑

0≤j<l≤k

(−1)j+lω([ξ1,0j , ξ1,0l ]0,1, ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξ̂l, ..., ξk)

θ̄
J
ω (ξ0, ..., ξk) := −

∑

0≤j<l≤k

(−1)j+lω([ξ0,1j , ξ0,1l ]1,0, ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξ̂l, ..., ξk)ave ξ1,0 := π1,0
J

(ξ), [·, ·]1,0 := π1,0
J

[·, ·] et de façon analogue pour les indies (0, 1). Les bidegrésdes opérateurs ∂
J
, ∂̄

J
, θ

J
et θ̄

J
sont respetivement (1, 0), (0, 1), (2,−1) et (−1, 2). En e�etsi ω ∈ Ep,q

X,J
(U) est une (p, q)-forme alors les (p + q + 1)-formes ∂

J
ω, ∂̄

J
ω, θ

J
ω, θ̄

J
ω sont nullesen restrition aux �brés Λr,s

J
TX , r + s = p + q + 1 respetivement aux bidegrés (r, s) 6= (p +

1, q), (r, s) 6= (p, q+1), (r, s) 6= (p+2, q−1), (r, s) 6= (p−1, p+2). On déduit alors que l'opérateur
T = ∂

J
, ∂̄

J
, θ

J
où θ̄

J
véri�e la règle de Leibnitz

T (u ∧ v) = Tu ∧ v + (−1)deg uu ∧ Tv.On a aussi les formules (∂
J
u) = ∂̄

J
ū, (θ

J
u) = θ̄

J
ū.Dé�nition 2.1.1 On désigne par τ

J
∈ E(Λ2,0

J
T ∗
X ⊗C

T 0,1
X,J)(X) le tenseur de la torsion de lastruture presque omplexe dé�nie par la formule τ

J
(ξ, η) := [ξ1,0, η1,0]0,1 pour tout ξ, η ∈86



E(TX ⊗R
C)(U), où U ⊂ X désigne un ouvert quelonque. Le tenseur de la struture presqueomplexe est dit intégrable si τ

J
= 0.On remarque que τ

J
= 0 si et seulement si θ

J
= 0, si et seulement si d = ∂

J
+ ∂̄

J
.Note au leteur. Le C-isomorphisme anonique TX,J,x → T 1,0

X,J,x implique le C-isomorphisme
Λp,q

J
T ∗
X,x ⊗C

TX,J,x → Λp,q
J
T ∗
X,x ⊗C

T 1,0
X,J,x, α 7→ u. Pour tout veteur réel ξ ∈ Λp+q

R
TX,x on al'égalité α(ξ) = u(ξ) + u(ξ). en e�et soit (ζk)k ⊂ (T 1,0

X,J,x)
⊕n un repère omplexe de T 1,0

X,J,x. Alors
(vk)k ⊂ (TX,J,x)

⊕n, vk = ζk+ ζ̄k est un repère omplexe de TX,J,x. La forme α s'érit alors sous laforme α =
∑

k αk⊗J
vk, α ∈ Λp,q

J
T ∗
X,x et u =

∑
k αk⊗ζk. Pour tout élément ξ ∈ Λp+q

C
(TX⊗R

C)on a par dé�nition
α(ξ) =

∑

k

αk(ξ)×J
vk =

∑

k

(αk(ξ)ζk + α(ξ)ζ̄).Si ξ ∈ Λp+q
R

TX,x ⊂ Λp+q
C

(TX,x ⊗R
C) on a l'égalité voulue. Nous onsidérons l'espae vetoriel

Rp,q
J

(TX,x ⊗R
C) := {u+ ū | u ∈ Λp,q

J
T ∗
X,x ⊗C

T 1,0
X,J,x}ave la struture de produit ×

J
dé�nie par la formule c ×

J
(u + ū) := cu + cu, c ∈ C. Le faitqu'une forme C-linéaire sur le omplexi�é TX,x ⊗R

C de l'espae tangent TX,x soit déterminéede façon univoque à partir de sa restrition à TX,x nous suggère qu'il est très naturel de onsi-dérer le C-isomorphisme Λp,q
J
T ∗
X,x ⊗C

TX,J,x → Rp,q
J

(TX,x ⊗R
C), α 7→ u + ū. Dans la suite onidenti�era don les éléments de l'espae vetoriel Λp,q

J
T ∗
X,x ⊗C

TX,J,x ave les éléments du type
u+ ū, u ∈ Λp,q

J
T ∗
X,x ⊗C

T 1,0
X,J,x. L'utilité d'un tel formalisme sera lari�é dans la suite. �On dé�nit le tenseur de Nijenhuis

N
J
∈ E(Λ0,2

J
T ∗
X ⊗C

TX,J)(X)par la formule N
J

:= τ
J

+ τ̄
J
. Bien évidemment N

J
= 0 si et seulement si τ

J
= 0. Il estélémentaire de véri�er l'identité :

4N
J
(ξ, η) = [ξ, η] + J [ξ, Jη] + J [Jξ, η] − [Jξ, Jη]pour tout hamp de veteurs omplexes ξ, η ∈ E(TX ⊗R

C)(X). On rappelle le élèbre théo-rème de Newlander-Nirenberg (voir [We-1℄, [Hör℄, [Dem-1℄, hapitre VIII, [Mal-2℄, [Nij-Woo℄ et[New-Nir℄).Théorème 2.1.2 (Newlander-Nirenberg). Soit (X,J) une variété presque omplexe. L'exis-tene d'une struture holomorphe OX sur la variété X telle que la struture presque omplexeassoiée JOX
soit égale à J est équivalente à l'intégrabilité de la struture presque omplexe J .On onsidère les dé�nitions suivantes.Dé�nition 2.1.3 Soient (X,J1) et (Y, J2) deux variétés presque omplexes et f : X → Y uneappliation di�érentiable. L'appliation f est dite (J1, J2)-holomorphe si sa di�érentielle véri�ela ondition J2(f(x)) · dxf = dxf · J1(x) pour tout x ∈ X.Pour tout appliation di�érentiable f : X → Y , la di�érentielle df ∈ Γ(X,T ∗

X ⊗R
f∗TY ) sedéompose sous la forme

df = ∂
J1,J2

f + ∂̄
J1,J2

f,87



où
∂

J1,J2
f
|x

:=
1

2

(
dxf − J2(f(x)) · dxf · J1(x)

)

∂̄
J1,J2

f
|x

:=
1

2

(
dxf + J2(f(x)) · dxf · J1(x)

)
.Bien évidemment

∂J1,J2
f ∈ Γ(X,T ∗

X,J1
⊗

C
f∗TY,J2)

∂̄
J1,J2

f ∈ Γ(X,T ∗
X,−J1

⊗
C
f∗TY,J2)et l'appliation f est (J1, J2)-holomorphe si et seulement si ∂̄

J1,J2
f = 0.Dé�nition 2.1.4 Soit (X,J) une variété presque omplexe et (Σ, j) une ourbe holomorphelisse. Une ourbe (j, J)-holomorphe est une appliation di�érentiable γ : (Σ, j) −→ (X,J) dontla di�érentielle véri�e la ondition J(γ(z)) · dzγ = dzγ · j pour tout z ∈ Σ. On désigne par ila struture presque omplexe anonique sur R2 ≡ C. Une ourbe J-holomorphe loale est uneourbe (i, J)-holomorphe γ : (B1

δ , i) −→ (X,J) dé�nie sur le disque omplexe de rayon δ > 0.On a alors qu'une appliation di�érentiable γ : B1
δ −→ X est une ourbe J-holomorphe loalesi et seulement si elle véri�e l'équation ∂̄

j,J
γ( ∂∂t) = 0, z = t+ is qui s'érit expliitement sous laforme

∂sγ = J(γ) · ∂tγ,où ∂sγ := dγ( ∂∂s). On peut montrer, (voir prop.2.3.6 dans l'artile de Sikorav, dans l'ouvrage[Au-La℄) que si γ est une ourbe J-holomorphe alors γ ∈ C∞(B1
δ ;X). On aura besoin aussi dela dé�nition suivante.Dé�nition 2.1.5 Soit G un faiseau de E(C)-modules sur X. Une onnexion sur le faiseau Gest un morphisme de faiseaux de groupes additifs ∇

G
: G −→ G ⊗

E
E(T ∗

X) ≃ G ⊗
E(C)
E(T ∗

X ⊗R
C)tel que ∇

G
(g ·f) = ∇G g ·f +g⊗df pour tout g ∈ G(U) et f ∈ E(C)(U), où U ⊂ X est un ouvertquelonque.La donnée d'une onnexion ∇

G
sur le faiseau de E(C)-modules G détermine de façon univoqueune dérivation sur le omplexe (G ⊗

E
E(Λk

R
T ∗
X))k≥0. En e�et on peut dé�nir l'extension

∇
G

: G ⊗
E
E(Λk

R
T ∗
X) −→ G ⊗

E
E(Λk+1

R
T ∗
X)par la formule lassique

∇Gω (ξ0, ..., ξk) :=
∑

0≤j≤k

(−1)j∇G (ω(ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξk))(ξj)+

+
∑

0≤j<l≤k

(−1)j+lω([ξj , ξl], ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξ̂l, ..., ξk)pour tout ω ∈ (G⊗
E
E(Λk

R
T ∗
X))(U) et tout hamp de veteurs omplexes ξ0, ..., ξk ∈ E(TX⊗R

C)(U)L'extension ainsi dé�nie véri�e la règle de Leibnitz ∇
G
(g ⊗ f) = ∇

G
g ∧ f + g ⊗ df pour tout88



g ∈ G(U) et f ∈ E(Λk
R
T ∗
X)(U). En e�et

∇
G
(g ⊗ f) (ξ0, ..., ξk) :=

∑

0≤j≤k

(−1)j∇
G
(g · f(ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξk))(ξj)+

+
∑

0≤j<l≤k

(−1)j+lg · f([ξj, ξl], ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξ̂l, ..., ξk) =

=
∑

0≤j≤k

(−1)j
[
∇

G
g(ξj) · f(ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξk) + g · (ξj .f(ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξk))

]
+

+
∑

0≤j<l≤k

(−1)j+lg · f([ξj, ξl], ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξ̂l, ..., ξk) =

= (∇
G
g ∧ f + g ⊗ df)(ξ0, ..., ξk).Le fait que d2 = 0 entraîne l'existene du tenseur de ourbure de ∇G

Θ(∇
G
) ∈

(
End

E(C)
(G)⊗

E(C)
E(Λ2

R
T ∗
X)

)
(X)dé�nie par la formule Θ(∇

G
)(ξ, η) · g := (∇2

G
g)(ξ, η) pour tout ξ, η ∈ E(TX)(U) et g ∈ G(U).On note de plus par ξ

∇
G
.g := ∇

G
g(ξ) la dérivée ovariante de la setion g le long du hampde veteurs ξ. La dé�nition de l'extension de la onnexion ∇

G
implique de façon immédiate laformule

ξ
∇

G
. (η

∇
G
. g) − η

∇
G
. (ξ

∇
G
. g) = [ξ, η]

∇
G
. g + Θ(∇

G
)(ξ, η) · g.Le tenseur de ourbure Θ(∇

G
) de la onnexion ∇

G
mesure don le défaut de ommutation desdérivées ovariantes seondes des setions de G. Il est aussi élémentaire de véri�er l'identité

∇2
G
ω = Θ(∇

G
) ∧ ω (2.1.1)pour tout ω ∈ (G ⊗

E
E(Λ•

R
T ∗
X))(U). Le fait que les opérateurs θ

J
et θ̄

J
véri�ent la règle deLeibnitz entraîne que

θ
J
∈ Hom

E(C)
(Ep,q

X,J
, Ep+2,q−1

X,J
)(X) et θ̄

J
∈ Hom

E(C)
(Ep,q

X,J
, Ep−1,q+2

X,J
)(X)On dé�nit alors les opérateurs de torsion sur G

θ
G,J

:= I
G
⊗

E(C)
θ

J
: G ⊗

E(C)
Ep,q

X,J
−→ G ⊗

E(C)
Ep+2,q−1

X,J

θ̄
G,J

:= I
G
⊗

E(C)
θ̄

J
: G ⊗

E(C)
Ep,q

X,J
−→ G ⊗

E(C)
Ep−1,q+2

X,J
.De façon expliite es opérateurs sont dé�nis de façon analogue aux opérateurs θ

J
et θ̄

J
. Ce sontdes dérivations, autrement dit on a les formules

θ
G,J

(ω ∧ f) = θ
G,J

ω ∧ f + (−1)deg ω ω ∧ θ
J
f

θ̄
G,J

(ω ∧ f) = θ̄
G,J

ω ∧ f + (−1)deg ω ω ∧ θ̄
J
fpour tout ω ∈ (G ⊗

E
E(Λ•

R
T ∗
X)(U) et f ∈ E(Λ•

R
T ∗
X)(U). Comme dans le as de la di�érentielleextérieure on a la déomposition

∇
G

= ∇1,0
G,J

+ ∇0,1
G,J
− θ

G,J
− θ̄

G,J89



où les opérateurs
∇1,0

G,J
: G ⊗

E(C)
Ep,q

X,J
−→ G ⊗

E(C)
Ep+1,q

X,Jet
∇0,1

G,J
: G ⊗

E(C)
Ep,q

X,J
−→ G ⊗

E(C)
Ep,q+1

X,Jsont dé�nis par les formules analogues à elles qui dé�nisent les opérateurs ∂̄
J
et ∂

J
,

∇1,0
G,J

ω (ξ0, ..., ξk) :=
∑

0≤j≤k

(−1)j∇
G
(ω(ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξk))(ξ

1,0
j )+

+
∑

0≤j<l≤k

(−1)j+lω([ξ1,0j , ξ1,0l ]1,0 + [ξ0,1j , ξ1,0l ]0,1 + [ξ1,0j , ξ0,1l ]0,1, ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξ̂l, ..., ξk)(2.1.2)et
∇0,1

G,J
ω (ξ0, ..., ξk) :=

∑

0≤j≤k

(−1)j∇
G
(ω(ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξk))(ξ

0,1
j )+

+
∑

0≤j<l≤k

(−1)j+lω([ξ0,1j , ξ0,1l ]0,1 + [ξ0,1j , ξ1,0l ]1,0 + [ξ1,0j , ξ0,1l ]1,0, ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξ̂l, ..., ξk)(2.1.3)Le fait que ∇
G
véri�e la règle de Leibnitz implique les formules

∇1,0
G,J

(g ⊗ f) = ∇1,0
G,J

g ∧ f + g ⊗ ∂
J
f

∇0,1
G,J

(g ⊗ f) = ∇0,1
G,J

g ∧ f + g ⊗ ∂̄Jfpour tout g ∈ G(U) et f ∈ E(Λ•
R
T ∗
X)(U). En degré zéro on a les formules

∇1,0
G,J

g =
1

2

(
∇G g − i(∇G g) ◦ J

) et ∇0,1
G,J

g =
1

2

(
∇G g + i(∇G g) ◦ J

)pour tout g ∈ G(U). En général on a la dé�nition suivante.Dé�nition 2.1.6 Soit G un faiseau de E(C)-modules sur X. Une onnexion de type (0, 1) surle faiseau G est un morphisme de faiseaux de groupes additifs ∇′′
G

: G −→ G ⊗
E(C)
E0,1

X,J
tel que

∇′′
G
(g · f) = ∇′′

G g · f + g ⊗ ∂̄
J
f pour tout g ∈ G(U) et f ∈ E(C)(U), où U ⊂ X est un ouvertquelonque.On a bien sûr une dé�nition analogue pour les onnexions de type (1, 0). Comme préédemmentune onnexion de type (0, 1), (resp. (1, 0)) peut être étendue à une dérivation extérieure de type

(0, 1), (resp. (1, 0)) sur le omplexe
(G ⊗

E
E(Λk

R
T ∗
X))k≥0grâe à la formule 2.1.3, (resp. 2.1.2) ou grâe à la règle de Leibnitz. On rappelle maintenant quesi A et B sont deux endomorphismes du faiseau de E(C)-modules G ⊗

E
E(Λ•

R
T ∗
X), leur rohetde ommutation est dé�ni par la formule

[A,B] := AB − (−1)deg A·deg BBA.La déomposition préédente de∇
G
implique la déomposition suivante au niveau des opérateurs,

∇2
G

= (∇1,0
G,J

+ ∇0,1
G,J
− θ

G,J
− θ̄

G,J
)2 =90



= (∇1,0
G,J

)2 − [∇0,1
G,J

, θ
G,J

]
︸ ︷︷ ︸

2,0

+ (∇0,1
G,J

)2 − [∇1,0
G,J

, θ̄
G,J

]
︸ ︷︷ ︸

0,2

+ θ2
G,J︸︷︷︸

4,−2

+ θ̄2
G,J︸︷︷︸

−2,4

+

+ [∇1,0
G,J

,∇0,1
G,J

] + [θ
G,J

, θ̄
G,J

]
︸ ︷︷ ︸

1,1

− [∇1,0
G,J

, θ
G,J

]
︸ ︷︷ ︸

3,−1

− [∇0,1
G,J

, θ̄
G,J

]
︸ ︷︷ ︸

−1,3

.D'autre part en onsidérant la déomposition de la forme de ourbure
Θ(∇

G
) = Θ(∇

G
)2,0

J
+ Θ(∇

G
)1,1

J
+ Θ(∇

G
)0,2

Jen ses omposantes de type (2, 0), (1, 1), (0, 2) et la formule (2.1.1) on déduit les identités sui-vantes au sens des opérateurs
Θ(∇

G
)2,0

J
∧ · = (∇1,0

G,J
)2 − [∇0,1

G,J
, θ

G,J
] Θ(∇

G
)0,2

J
∧ · = (∇0,1

G,J
)2 − [∇1,0

G,J
, θ̄

G,J
]

Θ(∇
G
)1,1

J
∧ · = [∇1,0

G,J
,∇0,1

G,J
] + [θ

G,J
, θ̄

G,J
] θ2

G,J
= 0, θ̄2

G,J
= 0

[∇1,0
G,J

, θ
G,J

] = 0 [∇0,1
G,J

, θ̄
G,J

] = 0.En partiulier si G = E(C) et ∇
G

= d on a les identités supplémentaires
∂2

J
= [∂̄

J
, θ

J
], ∂̄2

J
= [∂

J
, θ̄

J
] et [∂

J
, ∂̄

J
] = −[θ

J
, θ̄

J
].En onlusion on a les identités fondamentales de la géométrie presque omplexe :

∂2
J

= ∂̄J θJ + θJ ∂̄J , ∂̄2
J

= ∂J θ̄J + θ̄J∂J ,

∂
J
∂̄

J
+ ∂̄

J
∂

J
= −θ

J
θ̄

J
− θ̄

J
θ

J
,

∂
J
θ

J
= −θ

J
∂

J
, ∂̄

J
θ̄

J
= −θ̄

J
∂̄

J
,

θ2
J

= 0, θ̄2
J

= 0.En général en degré zéro on a les formules
Θ(∇

G
)2,0

J
= (∇1,0

G,J
)2 − θ

G,J
∇0,1

G,J
, (2.1.4)

Θ(∇
G
)0,2

J
= (∇0,1

G,J
)2 − θ̄

G,J
∇1,0

G,J
, (2.1.5)

Θ(∇G )1,1
J

= [∇1,0
G,J

,∇0,1
G,J

], (2.1.6)qui sont équivalentes aux identités évidentes
ξ1,0
∇

G
. (η1,0

∇
G
. g) − η1,0

∇
G
. (ξ1,0

∇
G
. g) = [ξ1,0, η1,0]

∇
G
. g + Θ(∇

G
)2,0

J
(ξ1,0, η1,0) · g,

ξ0,1
∇

G
. (η0,1

∇
G
. g) − η0,1

∇
G
. (ξ0,1

∇
G
. g) = [ξ0,1, η0,1]

∇
G
. g + Θ(∇

G
)0,2

J
(ξ0,1, η0,1) · g,

ξ1,0
∇

G
. (η0,1

∇
G
. g) − η0,1

∇
G
. (ξ1,0

∇
G
. g) = [ξ1,0, η0,1]

∇
G
. g + Θ(∇

G
)1,1

J
(ξ1,0, η0,1) · g.91



On a don en partiulier que la omposante de type (2, 0), (resp. (0, 2)) du tenseur de ourburemesure le défaut de ommutation des dérivées ovariantes seondes des setions de G le longdes hamps de veteurs de type (1, 0), (resp. (0, 1)). La omposante de type (1, 1) du tenseurde ourbure exprime le défaut de ommutation des dérivées ovariantes seondes des setions de
G le long des hamps de veteurs de type (1, 0) et (0, 1). Soit G un faiseau de E(C)-modulesloalement de type �ni, soit ψ ≡ (ψ1, ..., ψr) ∈ G⊕r(U) un système de générateurs loaux et

ω = ψ · f ∈ (G ⊗
E
E(Λk

R
T ∗
X))(U), f ∈Mr,1(E(Λk

R
T ∗
X)(U)).Soient de plus A ∈Mr,r(E(T ∗

X )(U)), A′
J
∈Mr,r(E1,0

X,J
(U)), A′′

J
∈Mr,r(E0,1

X,J
(U)) telles que ∇

G
ψ =

ψ ·A et A = A′
J

+A′′
J
. La règle de Leibnitz implique alors les égalités

∇
G
ω = ψ · (df +A ∧ f) et Θ(∇

G
) ∧ ω = ψ · (dA+A ∧A) ∧ f.De plus on a les identités

∇1,0
G,J

ω = ψ · (∂
J
f +A′

J
∧ f), ∇0,1

G,J
ω = ψ · (∂̄

J
f +A′′

J
∧ f),

θ
G,J

ω = ψ · θ
J
f, θ̄

G,J
ω = ψ · θ̄

J
f.En déomposant la 2-forme dA+A ∧A où en expliitant les identités (2.1.4), (2.1.5) et (2.1.6)on obtient les expressions loales suivantes.

Θ(∇
G
)2,0

J
∧ ω = ψ · (∂

J
A′

J
+A′

J
∧A′

J
− θ

J
A′′

J
) ∧ f

Θ(∇
G
)0,2

J
∧ ω = ψ · (∂̄

J
A′′

J
+A′′

J
∧A′′

J
− θ̄

J
A′

J
) ∧ f

Θ(∇G )1,1
J
∧ ω = ψ · (∂̄JA

′
J

+ ∂JA
′′
J

+A′
J
∧A′′

J
+A′′

J
∧A′

J
) ∧ f,2.2 Connexions hermitiennes sur les �brés vetoriels au dessusdes variétés presque omplexesNous onsidérons à partir de maintenant un �bré vetoriel omplexe C∞, F −→ X et G =

E(F ) :=faiseau des setions C∞ de F . Soit h ∈ E(F ∗ ⊗
C
F

∗
)(X) une métrique hermitienne sur

F . On rappelle qu'une onnexion
∇

F
: E(F ) −→ E(F )⊗

E
E(T ∗

X) ≃ E(F )⊗
E(C)
E(T ∗

X ⊗R
C)sur F est dite h-hermitienne si pour tout hamp de veteurs omplexes ξ ∈ E(TX ⊗R

C)(U) ettoute setions σ, τ ∈ E(F )(U), (U ⊆ X est un ouvert quelonque), on a la formule
ξ.h(σ, τ) = h(ξ

∇
.σ, τ) + h(σ, ξ̄

∇
.τ).Il est bien sûr équivalent de restreindre l'identité préédente aux seuls hamps de veteurs

ξ ∈ E(T 1,0
X,J)(U). On a alors que la donnée d'une onnexion

∇′′
F

: E(F ) −→ E(F ) ⊗
E(C)
E0,1

X,Jde type (0, 1) entraîne l'existene d'une unique onnexion h-hermitienne ∇
F
sur le �bré F telleque ∇0,1

F
= ∇′′

F
. En e�et la partie de type (1, 0) de ∇

F
est donnée par la formule

h(∇1,0
F
σ(ξ), τ) = ξ.h(σ, τ) − h(σ,∇′′

F
τ(ξ̄))92



pour tout (1, 0)-hamp de veteurs ξ ∈ E(T 1,0
X,J)(U) et toutes setions σ, τ ∈ E(F )(U). Bienévidemment on a un résultat analogue pour les onnexions de type (1, 0). Soit (e1, ..., er) ∈

E(F )⊕r(U) un repère de F|U . On a l'identi�ation ∇
F
≃e d+A par rapport au repère (e1, ..., er).Soit de plus H := (h(eλ, eµ))λ,µ la matrie hermitienne de la métrique h. Le fait que la onnexion

∇
F
soit h-hermitienne équivaut loalement aux égalités

ξ.Hλ,µ =
∑

1≤s≤r

(
A′
s,λ(ξ)Hs,µ +A′′

s,µ(ξ̄)Hλ,s

)
,

ξ ∈ E(T 1,0
X,J )(U). On a alors ave des notations matriielles la relation ∂JH = A′t

J
H +HA′′

J
. Lefait que la matrie H soit hermitienne implique que ette relation est équivalente à la relation

A′
J

= H
−1

(∂
J
H −A′′

J

t
H). (2.2.1)On a en onlusion qu'une onnexion ∇

F
est h-hermitienne si et seulement si la relation (2.2.1)est satisfaite sur tout les ouverts de trivialisation de F . Considérons maintenant le produitsesquilinéaire

{·, ·}h : E(Λp
R
T ∗
X ⊗R

F )× E(Λq
R
T ∗
X ⊗R

F ) −→ E(Λp+q
R

T ∗
X ⊗R

C)sur le faiseau E(Λ•
R
T ∗
X ⊗R

F ) dé�ni par la formule
{σ, τ}h(ξ) =

∑

|I|=p

ε(I)h(σ(ξI ), τ(ξ̄∁I)),où ξ = (ξ1, ..., ξp+q), ξj ∈ E(TX⊗R
C)(U) et ε(I) désigne le signe de la permutation (1, ..., p+q) →

(I, ∁I). Alors le fait que la onnexion ∇
F
soit hermitienne est équivalent à l'identité plus générale

d{σ, τ}h = {∇
F
σ, τ}h + (−1)deg σ{σ,∇

F
τ}hqui équivaut aussi à une des identités

∂
J
{σ, τ}h = {∇1,0

F,J
σ, τ}h + (−1)deg σ{σ,∇0,1

F,J
τ}h

∂̄
J
{σ, τ}h = {∇0,1

F,J
σ, τ}h + (−1)deg σ{σ,∇1,0

F,J
τ}h.On obtient alors, en appliquant la di�érentielle extérieure à la première des trois identités préé-dentes, l'identité 0 = {Θ(∇

F
)σ, τ}h + {σ,Θ(∇

F
)τ}h qui implique, pour des raisons de bidegré,l'identité

0 = {Θ(∇
F
)1,1

J
σ, τ}h + {σ,Θ(∇

F
)1,1

J
τ}h.Si deg σ = deg τ = 0 on déduit l'égalité

0 = h
(
Θ(∇F )1,1

J
(ξ, η) · σ, τ

)
+ h

(
σ,Θ(∇F )1,1

J
(ξ̄, η̄) · τ

) (2.2.2)qui montre que pour tout hamp de veteurs réels ξ, η ∈ E(TX)(U) on a
iΘ(∇

F
)1,1

J
(ξ, η) ∈ E(Hermh(F ))(U),où Hermh(F ) désigne le �bré (réel) des endomorphismes h-hermitiens de F . Considérons main-tenant l'expression loale de la omposante de type (1, 1) du tenseur de ourbure

Θ(∇
F
)1,1

J
=

∑

1≤λ,µ≤r

Cλ,µ ⊗ e∗µ ⊗ eλ93



de la onnexion hermitienne ∇
F
. On a

C := ∂̄
J
A′

J
+ ∂

J
A′′

J
+A′

J
∧A′′

J
+A′′

J
∧A′

J
.Si (ζk)k ∈ E(T 1,0

X,J )⊕n(U) est un repère du �bré T 1,0
U,J , on a l'expression loale suivante

Θ(∇
F
)1,1

J
=

∑

1≤λ,µ≤r

1≤k,l≤n

Ck,lλ,µ ζ
∗
k ∧ ζ̄∗l ⊗ e∗µ ⊗ eλ.L'identité (2.2.2) entraîne que si en un point x0 ∈ U le repère e1(x0), ..., er(x0) est h(x0)-orthonormé alors on a les relations Ck,lλ,µ(x0) = C l,kµ,λ(x0). Si de plus ∇0,1

F
ek(x0) = 0 pour tout k,on obtient en utilisant l'expression (2.2.1) l'égalité

C(x0) = (∂̄
J
∂

J
H − ∂̄

J
H ∧ ∂

J
H + ∂

J
A′′

J
− ∂̄

J
A′′

J

t
)(x0). (2.2.3)2.3 Extension de l'opérateur ∂̄

J
aux puissanes de Shur du �brédes (1, 0)-formesRappelons qu'étant donné un espae vetoriel omplexe V de dimension omplexe r, lesreprésentations irrédutibles de GL

C
(V ) sont en orrespondane biunivoque ave le plus hautpoids λ = (λ1, ...λr), λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λr de la représentation d'un sous-tore maximal T r ≃

(C∗)r < GL
C
(V ), (t1, ..., tr) 7→ tλ1

1 · · · tλr
r . On note SλV l'espae de la représentation assoiée,qu'on appelle puissane de Shur assoiée au poids λ. On a par exemple

S(m,0,...,0)V = SmV puissane symétrique usuelle
S(1,1,...,1,0,...,0)V = ΛkV puissane extérieure.Nous renvoyons le leteur aux ouvrages lassiques de [Fu-Ha℄ pour une expliation détaillé de lanotion de puissane de Shur.Considérons maintenant les onnexions de type (0, 1)

∂̄
J,p

:= (−1)p∂̄
J

: Ep,0
X,J
−→ Ep,0

X,J
⊗

E(C)
E0,1

X,Jsur les �brés Λp,0
J
T ∗
X . De façon expliite les onnetions ∂̄

J,p
sont dé�nies par les formules

〈
∂̄

J,p
ω(η), ξ1, ..., ξp

〉
:= ∂̄

J
ω(η, ξ1, ..., ξp)

= η . ω(ξ1, ..., ξp) +
∑

1≤l≤p

(−1)lω([η, ξl]
1,0, ξ1, ..., ξ̂l, ..., ξp) (2.3.1)pour tout ω ∈ Ep,0

X,J
(U), η ∈ E(T 0,1

X,J )(U) et ξ1, ..., ξp ∈ E(T 1,0
X,J )(U). Bien évidement dans leas omplexe intégrable les faiseaux de OX,J -modules Ωp

X,J ≡ O(Λp,0
J
T ∗
X) := Ker ∂̄

J,p
sontloalement libres et donnent une struture de �bré vetoriel holomorphe aux �brés Λp,0

J
T ∗
X . Deplus on a l'identité

∂̄
J,p

= I
Ω

p
X,J

⊗
OX

∂̄
J
.Dans le as presque omplexe, en étendant la onnexion ∂̄J,1 à toutes les puissanes de Shur

F λ
J

:= SλΛ1,0
J
T ∗
X on obtient des onnetions de type (0, 1) anoniques

∂̄Fλ
J

: E(F λ
J
) −→ E(Λ0,1

J
T ∗
X ⊗C

F λ
J
)94



sur les �brés F λ
J
. De façon analogue, la onnexion induite sur T ∗

X,J par ∂̄
J,1

grâe au C-isomorphismeanonique de Λ1,0
J
T ∗
X ave T ∗

X,J peut être étendue aux puissanes de Shur SλT ∗
X,J . Pour sim-pli�er nous désignerons aussi SλT ∗

X,J par F λ
J
. Les dé�nitions préédentes sont ompatibles aveles dé�nitions lassiques de la géométrie omplexe. En e�et dans le as omplexe intégrableles �brés F λ

J
admettent une struture holomorphe anonique donné par le faiseau des setionsholomorphes O(F λ

J
), qui est dé�nie de façon naturelle à partir du faiseau Ω1

X,J . La onnexionanonique de type (0, 1) sur le �bré F λ
J
induite par le faiseau O(F λ

J
)

I
O(F λ

J
)
⊗OX

∂̄Joïnide évidement ave la onnexion ∂̄Fλ
J
induite par la onnexion ∂̄

J,1
et de plus on a toujoursl'égalité évidente

O(F λ
J
) = Ker ∂̄Fλ

J
.Dans le as d'une variété omplexe intégrable on a don le diagramme ommutatif suivant.

Ω1
X,J ←→ ∂̄

J,1

O(F λ
J
)

❄
←→ ∂̄Fλ

J

❄Dans le as presque omplexe non intégrable le faiseau OX := Ker ∂̄J est un faiseaux de fon-tions onstantes pour un hoix générique de struture presque omplexe J non intégrable. Il su�tde prendre par example une struture fortement non intégrable. On rappelle qu'une struturepresque omplexe est dit fortement non-intégrable si le �bré tangent est engendré pontuelle-ment par les rohets des hamps de veteurs de type (0, 1). D'autre part dans ette situationil n'existe pas de repères loaux omplexes (αk)k ∈ E(Λ1,0
J
T ∗
X)⊕n(U) tels que ∂̄

J,1
αk ≡ 0 surl'ouvert U pour tout k = 1, ..., n, ar sinon ei entraînerait que le �bré Λ1,0

J
T ∗
X est plat, e quin'est pas toujours le as pour une variété presque omplexe. Un tel phénomène peut être aussienvisagé pour les �brés F λ

J
et la onnetion anonique ∂̄Fλ

J
.Cependant la onnexion ∂̄Fλ

J
induit une struture holomorphe anonique sur toutes les restri-tions F λ

J |γ(Σ)
du �bré F λ

J
aux images des plongements (j, J)-holomorphes γ : (Σ, j) −→ (X,J)d'une ourbe holomorphe lisse Σ ⊂ Cm. En e�et la restrition

∂̄Fλ
J
|γ(Σ) : E

(
F λ

J |γ(Σ)

)
−→ E

(
Λ0,1

J
T ∗
γ(Σ) ⊗C

F λ
J |γ(Σ)

)de la onnexion ∂̄Fλ
J
est bien évidement intégrable étant donné que Λ0,2

J
T ∗
γ(Σ) = 0. La strutureholomorphe anonique sur le �bré F λ

J |γ(Σ)
est alors donné par la formule

O
(
F λ

J |γ(Σ)

)
:= Ker

(
∂̄Fλ

J
|γ(Σ)

)
.Soit h une métrique hermitienne quelonque sur F λ

J
. On dé�nit alors la onnexion de Chern Dh

Fλ
Jomme étant l'unique onnexion hermitienne sur F λ

J
telle que

(Dh
Fλ

J

)0,1 = ∂̄Fλ
J
.95



2.4 Expression loale des opérateurs ∂
J
, ∂̄

J
, θ

J
et θ̄

J
.Soit (ζk)k ∈ E(T 1,0

X,J)
⊕n(U) un repère loale du �bré T 1,0

X,J et Mk, Nk, Uk, V k ∈Mn(E(U)) les
n× n-matries dé�nies par les relations

[ζ̄j, ζ̄r]
1,0
J

=

n∑

k=1

Nk
j,r ζk [ζ̄j , ζ̄r]

0,1
J

=

n∑

k=1

Mk
j,r ζ̄k

[ζj, ζr]
1,0
J

=

n∑

k=1

M
k
j,r ζk [ζj , ζr]

0,1
J

=

n∑

k=1

N
k
j,r ζ̄k

[ζj, ζ̄r]
1,0
J

=

n∑

k=1

Ukj,r ζk [ζj , ζ̄r]
0,1
J

=

n∑

k=1

V k
j,r ζ̄kOn a les relations Mk

j,r = −Mk
r,j, N

k
j,r = −Nk

r,j et V k
j,r = −Ukr,j . De plus on a l'expression loale

τJ =
∑

1≤k<l≤n

[ζk, ζl]
0,1
J
⊗ ζ∗k ∧ ζ∗l =

∑

1≤k<l≤n

1≤r≤n

N
r
k,l ζ

∗
k ∧ ζ∗l ⊗ ζ̄rpour la forme de torsion de la struture presque omplexe J . On rappelle que les élémentsde l'espae vetoriel Λp,q

J
T ∗
X,x ⊗C

TX,J,x s'identi�ent naturellement ave les éléments du type
u+ ū, u ∈ Λp,q

J
T ∗
X,x⊗C

T 1,0
X,J,x. On introduit maintenant une notation très utile pour la suite. Soit

(ζk)k ∈ (T 1,0
X,J,x)

⊕n un repère. Alors (ζk + ζ̄k)k ∈ (TX,J,x)
⊕n est un repère omplexe de l'espaevetoriel (TX,x, Jx). On notera

c×
J
ζk := c · ζk + c̄ · ζ̄kl'opération de produit d'un salaire c ∈ C ave le veteur réel ζk + ζ̄k ∈ TX,x. Si α ∈ Λp,q

J
T ∗
X,xon notera

α⊗
J
ζk := α⊗ ζk + ᾱ⊗ ζ̄kla (p, q)-forme à valeurs dans l'espae vetoriel TX,J,x. Ave es notations on aura par exemplel'expression loale suivante pour le tenseur de Nijenhuis

N
J

=
∑

1≤k<l≤n

1≤r≤n

N r
k,l ζ̄

∗
k ∧ ζ̄∗l ⊗J

ζr =
∑

1≤k,l,r≤n

N r
k,l ζ̄

∗
k ⊗ ζ̄∗l ⊗J

ζr.Si f est une fontion on a ∂Jf =
∑n

k=1 (ζk .f) ζ∗k , ∂̄Jf =
∑n

k=1 (ζ̄k .f) ζ̄∗k , θJf = 0 et θ̄Jf =
0. De plus en utilisant les expressions intrinsèques des opérateurs ∂J , ∂̄J , θJ et θ̄J on a lesexpressions

∂J ζ
∗
k = −

∑

1≤l<t≤n

M
k
l,t ζ

∗
l ∧ ζ∗t ∂J ζ̄

∗
k =

∑

1≤l,t≤n

U
k
t,l ζ

∗
l ∧ ζ̄∗t

∂̄J ζ
∗
k = −

∑

1≤l,t≤n

Ukl,t ζ
∗
l ∧ ζ̄∗t ∂̄J ζ̄

∗
k = −

∑

1≤l<t≤n

Mk
l,t ζ̄

∗
l ∧ ζ̄∗t

θ
J
ζ̄∗k =

∑

1≤l<t≤n

N
k
l,t ζ

∗
l ∧ ζ∗t θ̄

J
ζ∗k =

∑

1≤l<t≤n

Nk
l,t ζ̄

∗
l ∧ ζ̄∗tSoit

u =
∑

|K|=p

|L|=q

uK,L ζ
∗
K
∧ ζ̄∗

L96



une (p, q)-forme par rapport à la struture presque omplexe J . Le fait que l'opérateur T :=
∂

J
, ∂̄

J
, θ

J
où θ̄

J
véri�e la règle de Leibnitz implique l'égalité

Tu =
∑

|K|=p

|L|=q

(
Tu

K,L
∧ζ∗

K
∧ ζ̄∗

L
+

p∑

j=1

(−1)j−1u
K,L

Tζ∗kj
∧ζ∗

K̂j

∧ ζ̄∗
L
+

q∑

j=1

(−1)p+j−1u
K,L

T ζ̄∗lj ∧ζ
∗
K
∧ ζ̄∗

L̂j

)
,où K̂j := (k1, ..., k̂j , ..., kp) et analoguement pour L̂j . On déduit alors les expressions loales

∂
J
u =

∑

|K|=p

|L|=q

( ∑

1≤r≤n

(ζr .uK,L
) ζ∗r ∧ ζ∗K ∧ ζ̄

∗
L

+
∑

1≤j≤p

1≤r<t≤n

(−1)ju
K,L
·Mkj

r,t ζ
∗
r ∧ ζ∗t ∧ ζ∗

K̂j

∧ ζ̄∗
L

−(−1)p
∑

1≤j≤q

1≤r,t≤n

(−1)ju
K,L
· U ljt,r ζ∗r ∧ ζ̄∗t ∧ ζ∗K ∧ ζ̄

∗

L̂j

) (2.4.1)
∂̄

J
u =

∑

|K|=p

|L|=q

( ∑

1≤r≤n

(ζ̄r .uK,L
) ζ̄∗r ∧ ζ∗K ∧ ζ̄

∗
L

+
∑

1≤j≤p

1≤r,t≤n

(−1)ju
K,L
· Ukj

r,t ζ
∗
r ∧ ζ̄∗t ∧ ζ∗

K̂j

∧ ζ̄∗
L

+(−1)p
∑

1≤j≤q

1≤r<t≤n

(−1)ju
K,L
·M lj

r,t ζ̄
∗
r ∧ ζ̄∗t ∧ ζ∗K ∧ ζ̄

∗

L̂j

) (2.4.2)
θ

J
u = −(−1)p

∑

|K|=p

|L|=q

∑

1≤j≤q

1≤r<t≤n

(−1)ju
K,L
·N lj

r,t ζ
∗
r ∧ ζ∗t ∧ ζ∗K ∧ ζ̄

∗

L̂j
(2.4.3)

θ̄
J
u = −

∑

|K|=p

|L|=q

∑

1≤j≤p

1≤r<t≤n

(−1)ju
K,L
·Nkj

r,t ζ̄
∗
r ∧ ζ̄∗t ∧ ζ∗

K̂j

∧ ζ̄∗
L

(2.4.4)2.5 Relation entre la onnexion de Chern du �bré tangent TX,Jd'une variété presque omplexe et la onnetion de Levi-CivitaPour p = 1 la dé�nition (2.3.1) de la onnexion ∂̄J,1 s'érit sous la forme
∂̄J,1α(η) · ξ = η . α(ξ)− α([η, ξ]1,0)pour tout α ∈ E1,0

X,J
(U), η ∈ E(T 0,1

X,J)(U) et ξ ∈ E(T 1,0
X,J )(U). La onnexion duale

∂̄
T

1,0
X,J

: E(T 1,0
X,J) −→ E(Λ0,1

J
T ∗
X ⊗C

T 1,0
X,J)sur le �bré T 1,0

X,J , dé�nie par la formule
(∂̄

J,1
α) · ξ = ∂̄

J
(α · ξ)− α · ∂̄

T
1,0
X,J

ξ97



véri�e alors l'identité
∂̄

T
1,0
X,J

ξ(η) = [η, ξ]1,0.Soit (ζk)k ∈ E(T 1,0
X,J)

⊕n(U) un repère loal du �bré T 1,0
X,J et A′′

J
=

∑
r(A

′′
J
)r ζ̄∗r la forme deonnexion de ∂̄

T
1,0
X,J

par rapport au repère en question. On a alors
∂̄

T
1,0
X,J

ζj(ζ̄r) = −[ζj, ζ̄r]
1,0 =

∑

k

(A′′
J
)k,j(ζ̄r)ζk = −

∑

k

Ukj,r ζk.On déduit alors la formule (A′′
J
)rk,j = −Ukj,r. En utilisant l'isomorphisme C-linéaire anonique du�bré T 1,0

X,J ave le �bré tangent TX,J on déduit la onnexion de type (0, 1) anonique
∂̄

TX,J
: E(TX,J) −→ E(Λ0,1

J
T ∗
X ⊗C

TX,J)du �bré tangent TX,J . De façon expliite on a pour tout hamp de veteurs réels ξ, η ∈ E(TX)(U)l'expression suivante :̄
∂

TX,J
ξ(η) = ∂̄

TX,J
ξ(η0,1) = [η0,1ξ1,0]1,0 + [η1,0, ξ0,1]0,1

=
1

4

(
[η, ξ] + [Jη, Jξ] + J [Jη, ξ] − J [η, Jξ]

)
.Soit ω ∈ E(Λ1,1

J
T ∗
X)(X) une métrique hermitienne sur TX,J . On désignera par

Dω
J

: E(TX,J ) −→ E(T ∗
X ⊗R

TX,J)la onnexion de Chern du �bré hermitien (TX,J , ω), autrement dit l'unique onnexion ω-hermitiennetelle que
(Dω

J
)0,1 = ∂̄

TX,J
.Considérons maintenant la métrique riemannienne J-invariante assoiée g := ω(·, J ·) ∈ E(S2

R
T ∗
X)(X).On désigne par

∇g : E(TX) −→ E(T ∗
X ⊗R

TX)la onnexion de Levi-Civita relative à la métrique riemannienne g. Dans la suite on aura besoinde onsidérer la déomposition
Λk

R
T ∗
X ⊗R

TX,J ≃C
Λk

C
(TX ⊗R

C)∗ ⊗
C
TX,J ≃C

⊕

p+q=k

Λp,q
J
T ∗
X ⊗C

TX,J .Le théorème suivant relie la onnexion de Levi-Civita ave une onnexion fondamentale de lagéométrie presque omplexe. Une autre formule peut être trouve dans [Gau℄.Théorème 2.5.1 Soit (X,J) une variété presque omplexe, ω ∈ E(Λ1,1
J
T ∗
X)(X) une métriquehermitienne sur TX,J et g := ω(·, J ·) ∈ E(S2

R
T ∗
X)(X) la métrique riemannienne J-invarianteassoiée à ω. Il existe deux tenseurs réels

δ
J
ω ∈ E((T ∗

X)⊗2 ⊗
R
TX)(X) et Nω

J
∈ E((T 0,1

X,J )∗,⊗2 ⊗
C
TX,J)(X)tels que dω = 0 si et seulement si δ

J
ω = 0 ; N

J
= 0 si et seulement si Nω

J
= 0. La onnexion deChern Dω

J
du �bré hermitien (TX,J , ω) est relié à la onnetion de Levi-Civita ∇g par la formule

Dω
J , ξ

η := ∇gξ η + δ
J
ω(ξ, η) −Nω

J
(ξ, η) (2.5.1)98



pour tout hamp de veteurs réels ξ, η ∈ E(TX)(U), (U ⊆ Xouvert arbitraire). Le 2-tenseur réel
δ

J
ω est dé�ni par la formule

2δ
J
ω := γ2,0

ω,J
+ γ0,2

ω,J
+ Jγ1,1

ω,J
(·, J ·)où

γ2,0
ω,J
∈ E(Λ2,0

J
T ∗
X ⊗C

TX,J)(X), γ1,1
ω,J
∈ E(Λ1,1

J
T ∗
X ⊗C

TX,J)(X) et γ0,2
ω,J
∈ E(Λ0,2

J
T ∗
X ⊗C

TX,J)(X)sont les omposantes, (par rapport à la struture presque omplexe J) de la 2-forme réelle
γω ∈ E(Λ2T ∗

X ⊗R
TX)(X) dé�nie par la formule

ω(γω(ξ, η), µ) = dω(ξ, η, µ)pour tout hamp de veteurs réels ξ, η, µ ∈ E(TX)(X). En�n le (0, 2)-tenseur réel Nω
J

est dé�niepar la formule Nω
J

:= τω
J

+ τ̄ω
J

où
τω

J
∈ E((T 0,1

X,J )∗,⊗2 ⊗
C
T 1,0
X,J)(X)est le (0, 2)-tenseur dé�ni par la formule

ω(τω
J

(ξ, η), µ) = ω(ξ, [η, µ]1,0)pour tout (0, 1)-hamp de veteurs ξ, η, µ ∈ E(T 0,1
X,J )(X). Si NJ = 0 alors γ0,2

ω,J
= 0. La forme detorsion TDω

J
de la onnexion de Chern Dω

J
véri�e l'identité

TDω
J

= γ2,0
ω,J
−NJ . (2.5.2)Remarque. Il est bien onnue (f. [Gau℄) que pour tout onnexion hermitienne D sur le �-bré hermitien (TX,J , ω) la omposante T 0,2

D de type (0, 2) de la torsion de D véri�e l'identité
T 0,2
D = −N

J
. D'autre part il est aussi bien onnue que la onnexion de Chern du �bré hermitien

(TX,J , ω) peut étre aratérisé par la ondition T 1,1
D = 0, dans l'espae des onnexions hermi-tienes D du �bré hermitien (TX,J , ω).Preuve du théorèmeExpression de la onnexion de Chern Dω

J
du �bré hermitien (TX,J , ω).Soit hω la forme hermitienne sur le �bré TX,J assoiée à ω. On rappelle qu'elle est dé�nie par laformule hω(ξ, η) := ω(ξ, Jη) − iω(ξ, η). La onnexion de Chern Dω

J
est dé�nie par les formules

Dω
J , ξ

η = Dω
J , ξ1,0 η + ∂̄

TX,J
η(ξ0,1),

hω(Dω
J , ξ1,0 η , µ) = ξ1,0. hω(η, µ) − hω(η, ∂̄TX,J

η(ξ0,1)) (2.5.3)pour tout hamp de veteurs réels ξ, η, µ ∈ E(TX)(U). L'identité hω(ξ, η) = hω(ξ1,0, η0,1) =
−2iω(ξ1,0, η0,1) et la dé�nition de la onnexion anonique ∂̄

TX,J
montrent que la formule 2.5.3est équivalente à la formule

ω(Dω
J , ξ1,0 η , µ

0,1) = ξ1,0. ω(η1,0, µ0,1)− ω(η1,0, [ξ1,0, µ0,1]0,1)On obtient en onlusion que la onnexion de Chern peut étre dé�nie par la formule
ω(Dω

J , ξ
η , µ0,1) = ξ1,0. ω(η1,0, µ0,1)− ω(η1,0, [ξ1,0, µ0,1]0,1) + ω([ξ0,1, η1,0]1,0, µ0,1) (2.5.4)99



pour tout hamp de veteurs réels ξ, η, µ ∈ E(TX)(U).Expression de la onnexion de Levi-Civita ∇g.La onnexion de Levi-Civita ∇g : E(TX) −→ E(T ∗
X ⊗R

TX) est dé�nie par la formule lassique
2g(∇gξ η, µ) = ξ .g(η, µ) − µ .g(ξ, η) + η .g(µ, ξ)

−g(ξ, [η, µ]) + g(µ, [ξ, η]) + g(η, [µ, ξ])pour tout hamp de veteurs réels ξ, η, µ ∈ E(TX)(U). Bien évidemment la dé�nition préédenteest équivalente à la formule
2ω(∇gξ η,−iµ0,1) = ξ . ω(η1,0,−iµ0,1)− µ0,1. ω(ξ, Jη) + η . ω(µ0,1, iξ1,0)

−ω(ξ, J [η, µ0,1]) + ω(µ0,1, i[ξ, η]1,0) + ω(η, J [µ0,1, ξ]). (2.5.5)Expression des 2-tenseurs γ2,0
ω,J
, γ1,1

ω,J
(·, J ·) et γ0,2

ω,J
.On rappelle que les éléments de l'espae vetoriel Λp,q

J
T ∗
X,x ⊗C

TX,J,x s'identi�ent naturellementave les éléments du type u + ū, u ∈ Λp,q
J
T ∗
X,x ⊗C

T 1,0
X,J,x, (voir la setion 2.1). On a don lesidentités

γ2,0
ω,J

= γ̂2,0
ω,J

+ γ̂2,0
ω,J , γ1,1

ω,J
= γ̂1,1

ω,J
+ γ̂1,1

ω,J , γ0,2
ω,J

= γ̂0,2
ω,J

+ γ̂0,2
ω,J ,sur TX , ave

γ̂2,0
ω,J
∈ E(Λ2,0

J
T ∗
X ⊗C

T 1,0
X,J)(X), γ̂1,1

ω,J
∈ E(Λ1,1

J
T ∗
X ⊗C

T 1,0
X,J)(X) et γ̂0,2

ω,J
∈ E(Λ0,2

J
T ∗
X ⊗C

T 1,0
X,J)(X).La déomposition dω = ∂

J
ω + ∂̄

J
ω − θ

J
ω − θ̄

J
ω implique alors les identités

ω(γ̂2,0
ω,J

(ξ, η), µ0,1) = ω(γ̂2,0
ω,J

(ξ1,0, η1,0), µ0,1) = ∂
J
ω(ξ1,0, η1,0, µ0,1),

ω(γ̂1,1
ω,J

(ξ, Jη), µ0,1) = ω(γ̂1,1
ω,J

(ξ1,0,−iη0,1), µ0,1) + ω(γ̂1,1
ω,J

(ξ0,1, iη1,0), µ0,1) =

= ∂̄Jω(ξ1,0,−iη0,1, µ0,1) + ∂̄Jω(ξ0,1, iη1,0, µ0,1),

ω(γ̂0,2
ω,J

(ξ0,1, η0,1), µ0,1) = −θ̄
J
ω(ξ0,1, η0,1, µ0,1)En expliitant les formes ∂

J
ω, ∂̄

J
ω et θ̄

J
ω dans les identités préédentes on obtient les expressionssuivantes

ω(γ̂2,0
ω,J

(ξ, η), µ0,1) = ξ1,0. ω(η1,0, µ0,1)− η1,0. ω(ξ1,0, µ0,1)

−ω([ξ1,0, η1,0]1,0, µ0,1) + ω([ξ1,0, µ0,1]0,1, η1,0)− ω([η1,0, µ0,1]0,1, ξ1,0), (2.5.6)100



ω(γ̂1,1
ω,J

(ξ, Jη), µ0,1) = iη0,1. ω(ξ1,0, µ0,1)− iµ0,1. ω(ξ1,0, η0,1)

+iξ0,1. ω(η1,0, µ0,1)− iµ0,1. ω(η1,0, ξ0,1)

+iω([ξ1,0, η0,1]1,0, µ0,1)− iω([ξ1,0, µ0,1]1,0, η0,1) + iω([η0,1, µ0,1]0,1, ξ1,0)

+iω([η1,0, ξ0,1]1,0, µ0,1)− iω([η1,0, µ0,1]1,0, ξ0,1) + iω([ξ0,1, µ0,1]0,1, η1,0) (2.5.7)et en �n
ω(γ̂0,2

ω,J
(ξ0,1, η0,1), µ0,1) = −ω([ξ0,1, η0,1]1,0, µ0,1)

+ω([ξ0,1, µ0,1]1,0, η0,1)− ω([η0,1, µ0,1]1,0, ξ0,1). (2.5.8)En remplaçant −iµ0,1 à la plae de µ0,1 dans les identités 2.5.6 et 2.5.8, en sommant les identitésobtenues ave l'identité 2.5.7 et en tenant ompte de la formule 2.5.4 on obtient l'identité voulue2.5.1. Le fait que le 2-tenseur γ1,1
ω,J

(·, J ·) soit symétrique implique l'identité
TDω

J
(ξ, η) =

[
γ2,0

ω,J
+ γ0,2

ω,J

]
(ξ, η)−Nω

J
(ξ, η) +Nω

J
(η, ξ).pour la forme de torsion de la onnexion de Chern. Pour montrer l'identité (2.5.2) on va montrerl'identité

−N
J
(ξ, η) = γ0,2

ω,J
(ξ, η) −Nω

J
(ξ, η) +Nω

J
(η, ξ)pour tout hamps de veteurs réels ξ, η ∈ E(TX)(U). Il su�t de montrer pour tout (0, 1)-hampsde veteurs ξ, η, µ ∈ E(T 0,1

X,J)(U), l'identité
−τ̄

J
(ξ, η) = γ̂0,2

ω,J
(ξ, η)− τω

J
(ξ, η) + τω

J
(η, ξ), (2.5.9)ou τ̄

J
∈ E(Λ0,2

J
T ∗
X ⊗C

T 1,0
X,J)(X) désigne le onjugué du tenseur de la torsion de la struturepresque omplexe J . Si on pose par dé�nition
S(ξ, η) := γ̂0,2

ω,J
(ξ, η) − τω

J
(ξ, η) + τω

J
(η, ξ),on aurà l'égalité

ω(S(ξ, η), µ) = −ω([ξ, η]1,0, µ) + ω([ξ, µ]1,0, η)

−ω([η, µ]1,0, ξ)− ω(ξ, [η, µ]1,0) + ω(η, [ξ, µ]1,0).On obtient en onlusion l'identité
ω(S(ξ, η), µ) = −ω([ξ, η]1,0, µ)pour tout (0, 1)-hamps de veteurs ξ, η, µ ∈ E(T 0,1

X,J)(U), e qui prouve l'identité (2.5.9). �101



2.6 La ourbure de Chern des puissanes de Shur du �bré des
(1, 0)-formesOn a la dé�nition suivante.Dé�nition 2.6.1 Le tenseur de ourbure de Chern

Ch(F λJ ) ∈ E(Λ1,1
J
T ∗
X ⊗C

End
C
(F λ

J
))(X)du �bré vetoriel hermitien (F λ

J
, h) −→ (X,J) est la (1, 1)-forme donnée par la formule

Ch(F λJ ) := Θ(Dh
Fλ

J

)1,1.La ourbure de Chern
ChFλ

J

∈ E(Herm(TX,J ⊗C
F λ

J
))(X)est la forme hermitienne sur le �bré vetoriel omplexe TX,J ⊗C

F λ
J

dé�nie par la formule
ChFλ

J

(ξ ⊗ σ, η ⊗ τ) := h(Ch(F λJ )(ξ1,0
J
, η0,1

J
) · σ, τ)pour tout hamp de veteurs réels ξ, η ∈ E(TX)(U) et setions σ, τ ∈ E(F λ

J
)(U) sur un ouvert Uquelonque.La ourbure de Chern Ch

Fλ
J

est une forme hermitienne sur le �bré vetoriel omplexe TX,J ⊗C
F λ

Jgrâe à la relation (2.2.2) (remarquée dans la setion 2.2). Soit
Ch(F λJ ) =

∑

1≤l,m≤rλ

1≤j,k≤n

Cj,kl,m ζ
∗
j ∧ ζ̄∗k ⊗ e∗m ⊗ ell'expression loale du tenseur de ourbure de Chern, (ii rλ := rg

C
F λ

J
). Si le repère loal (el)l ∈

E(F λ
J
)⊕rλ(U) est h(x0)-orthonormé en un point x0 alors l'expression loale de la ourbure deChern s'érit sous la forme

ChFλ
J

(x0) =
∑

1≤l,m≤rλ

1≤j,k≤n

Cj,kl,m(x0) ζ
∗
j ⊗ e∗m ⊗ ζ̄∗k ⊗ ē∗loù les oe�ients véri�ent la relation Cj,kl,m(x0) = Ck,jm,l(x0) vue dans la setion 2.2. Remarquonsque (ζ∗k|TX

)k ∈ E(T ∗
X,J)

⊕n(U) est le repère dual du repère (ζk+ ζ̄k)k ∈ E(TX,J)⊕n(U) par rapportà la struture J . Bien évidemment il est équivalent de donner soit le tenseur de ourbure soit laourbure de Chern. On aura besoin de la dé�nition suivante.Dé�nition 2.6.2 Une setion σ ∈ E(F λ
J
)(U) est dite presque-holomorphe au point x ∈ U sion a ∂̄ σ(x) = 0. Un repère loal (σk)k ⊂ E(F λJ )(U) est dit presque-holomorphe spéial au point

x ∈ U si ∂̄ σk(x) = 0 et (Dh)1,0 ∂̄ σk(x) = 0 pour tout k.La dé�nition de repère loal presque-holomorphe spéial en un point est indépendante de lamétrique hermitienne. En e�et si A′′
σ est la matrie de la onnexion de type (0, 1) anonique du�bré vetoriel F λ

J
relative au repère (σk)k ⊂ E(F λJ )(U), la ondition que le repère loal (σk)ksoit presque-holomorphe spéial au point x s'exprimé par les égalités A′′

σ(x) = 0 et ∂
J
A′′
σ(x) = 0.Le lemme élémentaire suivant donne une première idée de l'utilité de la notion de ourbure deChern. 102



Lemme 2.6.0.1 Soient σ, τ ∈ E(F λ
J
)(U) deux setions presque-holomorphes en un point x ∈ Udu �bré hermitien (F λ

J
, h) −→ (X,J) et ξ, η ∈ E(TX)(U) deux hamps de veteurs réels. Alorsau point x on a l'identité

ChFλ
J

(ξ ⊗ σ, η ⊗ τ)|x = ∂̄
J
∂

J
h(σ, τ)(ξ1,0, η0,1)|x + h(ξ1,0

D
. σ, η1,0

D
. τ)|x

+h(ξ1,0
D
. η0,1

D
. σ, τ)|x + h(σ, η1,0

D
. ξ0,1

D
. τ)|x. (2.6.1)Soit (σk)k ⊂ E(F λJ )(U) un repère loal presque-holomorphe spéial au point x ∈ U . Alors aupoint x on a l'identité

ChFλ
J

(ξ ⊗ σk, η ⊗ σl)|x = ∂̄J∂J h(σk, σl)(ξ
1,0, η0,1)|x + h(ξ1,0

D
. σk, η

1,0
D
. σl)|x. (2.6.2)En partiulier

i∂
J
∂̄

J
|σk|2h (ξ, Jξ)|x = −2 ChFλ

J

(ξ ⊗ σk, ξ ⊗ σk)|x + 2 |ξ1,0
D
. σk|2h |x. (2.6.3)Dans le as d'une variété omplexe (X,J) et d'un �bré vetoriel holomorphe hermitien (F, h) −→

(X,J) on a pour toutes setions holomorphes σ, τ ∈ O(F )(U) l'identité
ChF (ξ ⊗ σ, η ⊗ τ) = ∂̄J∂J h(σ, τ)(ξ

1,0, η0,1) + h(ξ1,0
D
. σ, η1,0

D
. τ)sur l'ouvert U . On déduit en partiulier la formule remarquable suivante

i∂
J
∂̄

J
|σ|2h (ξ, Jξ) = −2 ChF (ξ ⊗ σ, ξ ⊗ σ) + 2 |ξ1,0

D
. σ|2hqui montre que pour tout setion holomorphe σ ∈ O(F )(U) la fontion |σ|2h est plurisoushar-monique sur l'ouvert U si la ourbure du �bré F est négative au sens de Gri�ths, autrementdit si ChF (ξ ⊗ σ, ξ ⊗ σ) ≤ 0 pour tout ξ ∈ TX,x et σ ∈ Fx, (voir [Gri℄ et [Dem-1℄, hapitre VIIpour des appliations fondamentales de la notion de ourbure au sens de Gri�ths). On déduiten partiulier que si la variété omplexe X est ompate, onnexe et σ ∈ O(F )(X) est une se-tion globale d'un �bré vetoriel holomorphe F admettant une métrique hermitienne à ourburenégative au sens de Gri�ths alors le setion σ est identiquement nulle sur X si elle s'annule enun point. On remarque que la notion de positivité (négativité) au sens de Gri�ths pour un �bré

(F λ
J
, h) ne signi�e rien d'autre que pour tout veteur réel ξ ∈ TX,J l'endomorphisme h-hermitien

iCh(F λJ )(ξ, Jξ) est positif (négatif). Si la ourbure du �bré (F λ
J
, h) est stritement négative ausens de Gri�ths en un point x alors on déduit d'après la formule (2.6.3) que les fontions |σk|2hsont stritement J-plurisousharmoniques au voisinage du point x, (voir le hapitre III pour lanotion de fontion stritement J-plurisousharmoniques et pour plus de détails).

Preuve du lemme 2.6.0.1. On a l'égalité
∂

J
∂̄

J
h(σ, τ) = {D1,0

F
∂̄

F
σ, τ}h − {∂̄F

σ, ∂̄
F
τ}h + {D1,0

F
σ,D1,0

F
τ}h + {σ, ∂̄

F
D1,0

F
τ}h.Le fait que deg σ = deg τ = 0 et l'identité {Ch(F ) · σ, τ}h + {σ, Ch(F ) · τ}h = 0 impliquent

∂
J
∂̄

J
h(σ, τ) = −{Ch(F ) · σ, τ}h − {σ,D1,0

F
∂̄

F
τ}h + {D1,0

F
∂̄

F
σ, τ}h

−{∂̄
F
σ, ∂̄

F
τ}h + {D1,0

F
σ,D1,0

F
τ}h. (2.6.4)103



En expliitant l'égalité préédente par rapport au hamps de veteurs réels ξ et η on obtientl'identité
Ch

F
(ξ ⊗ σ, η ⊗ τ) = ∂̄

J
∂

J
h(σ, τ)(ξ1,0, η0,1) + h(ξ1,0

D
. η0,1

D
. σ, τ) + h(σ, η1,0

D
. ξ0,1

D
. τ)

+h([η0,1, ξ1,0]0,1
D
. σ, τ) + h(σ, [ξ0,1, η1,0]0,1

D
. τ) + h(ξ1,0

D
. σ, η1,0

D
. τ) + h(η0,1

D
. σ, ξ0,1

D
. τ)qui permet de déduire la formule (2.6.1). Soit (σk)k le repère de l'énone du lemme. On déduitd'après l'identité (2.6.4) l'égalité suivante au point x ;

∂
J
∂̄

J
h(σk, σl)|x = −{Ch(F ) · σk, σl}h |x + {D1,0

F
σk,D

1,0
F
σl}h |xqui permet de onlure la preuve du lemme. �Dans la sous-setion suivante on montre l'existene de repères loaux (σk)k ⊂ E(F λJ )(U) presque-holomorphes spéiaux en un point x ∈ U tels que Dω

J
σk(x) = 0 pour tout k. Dans e as ondéduit d'après les formules (2.6.2) et (2.6.3) les identités suivantes au point x ;

Cω
X,J

(ξ ⊗ σk, η ⊗ σl)|x = ∂̄
J
∂

J
h(σk, σl)(ξ

1,0, η0,1)|x

i∂J ∂̄J |σk|2h (ξ, Jξ)|x = −2 ChFλ
J

(ξ ⊗ σk, ξ ⊗ σk)|x,pour tout hamps de veteurs réels ξ, η ∈ E(TX)(U).2.6.1 Interprétation géométrique de la notion de ourbure de Chern dans leas presque omplexeLe lemme fondamental suivant est une version presque omplexe d'un lemme lassique de lagéométrie hermitienne omplexe (voir [Dem-1℄, hapitre V).Lemme 2.6.1.1 Soit (X,J) une variété presque omplexe et (F λ
J
, h) −→ (X,J) le �bré vetorielhermitien d'une puissane de Shur du �bré des (1, 0)-formes. Soient (z1, ..., zn) des oordonnées

C∞ omplexes entrées en un point x telles que J(x) = J0, où J0 désigne la struture presqueomplexe anonique relative à es oordonnées. Il existe un repère loal (σk)k ∈ E(F λJ )⊕rλ(Ux)presque-holomorphe spéial au point x pour lequel les oe�ients de la métrique hermitienne hs'érivent sous la forme
h(σl, σm) = δl,m +

∑

1≤j,k≤n

Hj,k̄
l,m zj z̄k +O(|z|3).Quel que soit le hoix du repère (σk)k ∈ E(F λJ )⊕rλ(Ux) presque-holomorphe spéial au point xpour lequel les oe�ients de la métrique hermitienne h s'érivent sous la forme préédente ona les expressions suivantes pour le tenseur de ourbure et la ourbure de Chern au point x :

Ch(F λJ )|x = −
∑

1≤l,m≤rλ

1≤j,k≤n

Hj,k̄
l,m dzj ∧ dz̄k ⊗ σ∗m ⊗ σl (2.6.5)

ChFλ
J

(ξ ⊗ σl, η ⊗ σm)|x = ∂̄
J
∂

J
h(σl, σm)(ξ1,0, η0,1)|x, (2.6.6)pour tout hamp de veteurs réels ξ, η ∈ E(TX)(Ux) et tout indie l, m.104



Le lemme nous montre que la ourbure de Chern au point x mesure l'obstrution à l'existenede repères loaux presque-holomorphes spéiaux et orthonormaux à l'ordre deux en x.
Preuve. Soit e ≡ (ek)k ∈ E(F λJ )⊕rλ(Ux) un repère loal h(x)-orthonormé au point x. On peutsupposer que la forme de la onnexion de Chern Dh

Fλ relative à e repère véri�e la ondition
Ae(x) = 0. En e�et en e�etuant un hangement de repère e′ = e·g0 ave g0 = I+O(|z|), dg0(x) =
−Ae(x) on a que la forme de onnexion Ae′ = g−1

0 (dg0 + Ae · g0) relative au repère e′ véri�e lapropriété voulue. Soient
(He)l,m = δl,m +

∑

1≤j≤n

(
Hj
l,m zj +H

j
m,l z̄j

)

+
∑

1≤j,k≤n

(
Hj,k
l,m zjzk +H

j,k
m,l z̄j z̄k + Ĥj,k̄

l,m zj z̄k

)
+O(|z|3)les oe�ients de la métrique hermitienne h par rapport au repère e. La relation

A′
e = H

−1
e (∂

J
He −A′′

e
t
He)ombinée ave les égalités A′

e(x) = 0, A′′
e(x) = 0 implique alors ∂̄

J
He(x) = 0 et don Hj

l,m = 0pour tout les indies j, l,m. Par rapport aux oordonnées hoisies on a l'ériture
(∂

J
A′′
e)m,l =

∑

1≤j,k≤n

(∂
J
A′′
e)
j,k̄
m,l(0) dzj ∧ dz̄k +O(|z|).Considérons maintenant le hangement de repère σ = e · g donné par la formule

σl = el −
∑

1≤m≤rλ

1≤j,k≤n

(
Hj,k
l,m zjzk + (∂

J
A′′
e)
j,k̄
m,l(0) zj z̄k

)
em ∈ E(F λJ )(Ux).Un alul élémentaire montre que les oe�ients de la métrique hermitienne h par rapport à erepère s'érivent sous la forme

(Hσ)l,m = δl,m +
∑

j,k

Hj,k̄
l,m zj z̄k +O(|z|3).Si A′′

σ désigne la forme de onnexion relative au repère σ on a la formule de hangement dematrie de onnexion A′′
σ = g−1(∂̄

J
g + A′′

e · g). Le fait que A′′
e(x) = 0 et ∂̄

J
g(x) = 0 impliquealors l'égalité A′′

σ(x) = 0. De plus au point x on a l'égalité
∂

J
A′′
σ(x) = ∂

J
∂̄

J
g(x) + ∂

J
A′′
e(x) = 0.On déduit alors d'après la formule 2.2.3 que la ourbure de Chern s'érit au point x sous laforme

Ch(F λJ )|x = −
∑

m,l

∂
J
∂̄

J
hl,m(x) ⊗ σ∗m ⊗J

σl.qui montre la validité de la formule (2.6.5). La formule (2.6.6) est une onséquene immédiatedes identités
A′
σ(x) = H

−1
σ (∂

J
Hσ −A′′

σ
t
Hσ)(x) = 0et (2.6.2). �105



2.6.2 La ourbure de Chern du �bré tangent d'une variété presque omplexeDans le as du �bré tangent d'une variété presque omplexe le tenseur de ourbure de Chern
Cω(TX,J) := Θ(Dω

J
)1,1 ∈ E(Λ1,1

J
T ∗
X ⊗C

T ∗
X,J ⊗C

TX,J)(X)s'érit sous la forme loale
Cω(TX,J) =

∑

1≤j,k,l,m≤n

Cj,kl,m ζ
∗
j ∧ ζ̄∗k ⊗ ζ∗m ⊗J

ζl. (2.6.7)La notation α ⊗ ζ∗l ⊗J
ζm où α est une (1, 1)-forme par exemple doit être interprétée sous laforme suivante. Si ξ1, ξ2 ∈ TX,x ⊗R

C et η = ηlζl + η̄lζ̄l ∈ TX,x alors
α⊗ ζ∗l ⊗J

ζm(ξ1, ξ2, η) = α(ξ1, ξ2) ηl ζm + α(ξ1, ξ2) ηl ζm.En partiulier la ourbure de Chern du �bré tangent
Cω

X,J
∈ E(T ∗,⊗2

X,J ⊗C
T ∗,⊗2
X,−J)(X)est dé�nie par la formule

Cω
X,J

(ξ1 ⊗ η1, ξ2 ⊗ η2) := hω(Cω(TX,J )(ξ1,01 , ξ0,12 ) · η1, η2)pour tout hamp de veteurs réels ξj , ηj ∈ E(TX)(U), j = 1, 2, où hω est la forme hermitienneassoiée à ω. On rappelle qu'elle est dé�nie par la formule hω(ξ, η) := ω(ξ, Jη)− iω(ξ, η). Le faitque Cω
X,J

soit une forme hermitienne sur le �bré T⊗2
X,J implique que la quantité Cω

X,J
(ξ ⊗ η, ξ ⊗

η), ξ, η ∈ E(TX)(U) est réelle. On déduit alors les identités
Cω

X,J
(ξ ⊗ η, ξ ⊗ η) = ω(Cω(TX,J)(ξ, Jξ) · η, η)et
ω(Cω(TX,J )(ξ, Jξ) · η, Jη) = 0.La ourbure de Chern du �bré tangent s'érit en un point x où le repère (ζk)k ∈ E(T 1,0

X,J )⊕n(U)est hoisie ω(x)-orthonormé sous la forme
Cω

X,J
(x) =

∑

1≤j,k,l,m≤n

Cj,kl,m(x) ζ∗j ⊗ ζ∗m ⊗ ζ̄∗k ⊗ ζ̄∗lave la relation de symétrie hermitienne Cj,kl,m(x) = Ck,jm,l(x).Remarque. Le fait que la onnexion de Chern soit hermitienne implique que en un point xon a Θ(Dω
J
)0,2|x = 0 si et seulement si Θ(Dω

J
)2,0|x = 0. On peut montrer que Θ(Dω

J
)0,2|x = 0 si le jetd'ordre un de la forme de torsion de la struture presque omplexe est nul au point x.2.7 Coordonnées presque omplexes d'ordre N en un pointSoient (z1, ..., zn) des oordonnées loales C∞ entrées en x ∈ X telles que le repère loal

( ∂
∂z1

, ..., ∂
∂zn

) soit une base omplexe de T 1,0
X,J,x au point x. On désigne par MJ ∈ M2n,2n(E) lamatrie de la struture presque omplexe J ∈ E(End

C
(TX ⊗R

C))(X) par rapport au repèreomplexe ( ∂
∂z1

, ..., ∂
∂zn

, ∂
∂z̄1
, ..., ∂

∂z̄n
). Le fait que J = J implique que la matrie MJ s'érit sous laforme :
MJ(z) =

(
A(z) B(z)

B(z) A(z)

)106



On voit alors que la struture presque omplexe s'exprime sous la forme :
J(z) =

∑

k,l

(
Ak,l(z) dzl ⊗

∂

∂zk
+Bk,l(z) dzl ⊗

∂

∂z̄k
+Bk,l(z) dz̄l ⊗

∂

∂zk
+Ak,l(z) dz̄l ⊗

∂

∂z̄k

)ave A(0) = iIn, B(0) = 0n. Si on suppose que la struture presque omplexe est inté-grable il existe d'après le théorème de Newlander-Nirenberg des oordonnées loales holomorphes
(z1, ..., zn). La struture presque omplexe s'érit alors par rapport à es oordonnées sous laforme

J(z) = J0 = i
∑

k

(
dzk ⊗

∂

∂zk
− dz̄k ⊗

∂

∂z̄k

) (2.7.1)autrement dit A(z) ≡ i In, B(z) ≡ 0n. Ave les notations introduites préédemment on a laproposition suivante.Proposition 2.7.1 Pour tout point x d'une variété presque omplexe (X,J) et pour tout entier
N ≥ 2 il existe des oordonnées (z1, ..., zn) de lasse C∞ entrées en x telles que les matries
A(z) et B(z) de la struture presque omplexe J relatives à es oordonnées admettent les déve-loppements asymptotiques

A(z) = i In +
i

2

∑

|α+β|≤N
|α|,|β|≥1

Aα,β zαz̄β +O(|z|N+1) (2.7.2)
B(z) =

∑

|α+β|≤N
|α|≥1

Bα,β zαz̄β +O(|z|N+1) (2.7.3)où Aα,β , Bα,β ∈Mn,n(C) sont des matries telles que les oe�ients des matries Bα,β véri�entla propriété ; Bα,β
k,l = 0 pour tout l ≥ max{k ∈ {1, ..., n} |αk 6= 0}. Les matries Aα,β sontobtenues à partir des matries Bα,β, (ave la onvention B0,β := 0), grâe à la formule :
Aα,β =

[|α+β|/2]∑

k=1

∑

Pk
r=1 (ρr+µr)=α

Pk
r=1 (λr+γr)=β

(−4)−(k−1)
−→∏

1≤r≤k

B
λr ,µr ·Bρr,γr (2.7.4)où le symbole [c] désigne la partie entière de c et le symbole de produit ave une �èhe vers ladroite désigne le produit non ommutatif des termes qui sont érits en ordre roissant de l'indievers la droite.(Remarquons que dans la formule (2.7.4) la onvention B0,β = 0 implique que les sommes nonnulles sont elles orrespondantes aux multi-indies |λr|, |ρr| ≥ 1).Dé�nition 2.7.2 Les oordonnées qui véri�ent les propriétés de l'énone de la proposition pré-édente seront appelées oordonnées presque omplexes d'ordre N en x par rapport à la struture

J .Dans le as partiulier N = 3 la formule (2.7.4) s'érit sous la forme ;
Aα,β =

∑

µ+ρ=α
λ+γ=β

B
λ · Bρ,γOn ré-énone la proposition préédente dans le as N = 3 sous une forme plus expliite etpratique pour les aluls relatifs à la sous-setion qui suivra.107



Corollaire 2.7.3 Pour tout point x d'une variété presque omplexe (X,J) il existe des oordon-nées (z1, ..., zn) de lasse C∞ entrées en x telles que les matries A(z) et B(z) de la struturepresque omplexe J relatives à es oordonnes admettent les développements asymptotiques
B(z) =

∑

r

Brzr +
∑

r,s

(
Br,s zrzs +Br,s̄ zrz̄s

)

+
∑

r,s,t

(
Br,s,t zrzszt +Br,s,t̄ zrzsz̄t +Br,s̄,t̄ zrz̄sz̄t

)
+O(|z|4) (2.7.5)

A(z) = i In +
i

2

∑

r,s

B
r ·Bs zsz̄r +

i

4

∑

r,s,t

(
B
t,r̄ · Bs +B

t,s̄ ·Br + 2B
t ·Br,s

)
zrzsz̄t

+
i

4

∑

r,s,t

(
B
t · Br,s̄ +B

s · Br,t̄ + 2B
s,t · Br

)
zrz̄sz̄t +O(|z|4) (2.7.6)où Br, Br,s, Br,s̄, Br,s,t, Br,s,t̄, Br,s̄,t̄ ∈Mn,n(C) sont des matries telles que Br,s soit symétriquepar rapport aux indies r, s, Br,s,t par rapport à r, s, t, Br,s,t̄ par rapport à r, s, Br,s̄,t̄ par rapportà s, t et Br

k,l = 0 pour r ≤ l, Br,s
k,l = 0 pour r, s ≤ l, Br,s̄

k,l = 0 pour r ≤ l, Br,s,t
k,l = 0 pour r, s, t ≤ l,

Br,s,t̄
k,l = 0 pour r, s ≤ l, et Br,s̄,t̄

k,l = 0 pour r ≤ l. De plus si on onsidère l'expression loale de laforme de torsion de la struture presque omplexe
τ

J
=

∑

1≤k<l≤n

[ζk, ζl]
0,1
J
⊗ ζ∗k ∧ ζ∗l =

∑

1≤k<l≤n
1≤r≤n

N
r
k,l ζ

∗
k ∧ ζ∗l ⊗ ζ̄roù ζl := (∂/∂zl)

1,0
J
∈ E(T 1,0

X,J)(Ux), l = 1, ..., n est le repère loale du �bré des (1, 0)-veteurs T 1,0
X,Jissue des oordonnées (z1, ..., zn) on a l'expression

N
r
k,l(z) =

i

2
Bl
r,k +

i

2

∑

s

[
2(Bl,s

r,k −B
k,s
r,l ) zs +Bl,s̄

r,k z̄s

]
+O(|z|2)pour tout k < l. Le jet d'ordre k = 0, 1 de la forme de torsion de la struture presque omplexeau point x est nul si et seulement si les oe�ients B∗,∗(z) de la struture presque omplexerelatifs aux oordonnées en question s'annulent à l'ordre k + 1.Les oordonnées préédentes seront appelées oordonnées presque omplexes d'ordre 3 au point

x.Preuve de la proposition 2.7.1I) Les hangements de oordonnéesLa ondition J2 = −I est exprimée par les onditions loales A2 = −In − B · B et A · B =
−B · A. Le hoix fait sur les oordonnées loales implique que relativement à elles-i on a
J(0) = J0, A(0) = i In, B(0) = 0n. La relation A2 = −In −B ·B implique alors que la matrie
A admet un développement asymptotique du type A(z) = i In + O(|z|2). Si Z = Φ(z) est unhangement de oordonnées alors la matrie de la struture presque omplexe

MJ(Z) =

(
A(Z) B(Z)

B(Z) A(Z)

)108



par rapport aux nouvelles oordonnées est donné par la formule MJ(Z) = dΦ ·MJ(z) · dΦ−1.De manière expliite on a alors les formules
Ak,l(Z) :=

∑

s,t

(
As,t(Z)

∂zt
∂Zl

∂Zk
∂zs

+Bs,t(Z)
∂zt
∂Zl

∂Zk
∂z̄s

+Bs,t(Z)
∂z̄t
∂Zl

∂Zk
∂zs

+As,t(Z)
∂z̄t
∂Zl

∂Zk
∂z̄s

) (2.7.7)
Bk,l(z) :=

∑

s,t

(
As,t(Z)

∂zt
∂Zl

∂Z̄k
∂zs

+Bs,t(Z)
∂zt
∂zl

∂Z̄k
∂z̄s

+Bs,t(Z)
∂z̄t
∂Zl

∂Z̄k
∂zs

+As,t(Z)
∂z̄t
∂Zl

∂Z̄k
∂z̄s

)
. (2.7.8)Considérons maintenant pour tout entier N ≥ 1 les hangements de oordonnées Z = ΦN(z)

Zk = zk −
∑

|α+β|=N+1
|α|≥1

iB
α−δl(α),β

k,l(α)

2αl(α)
zβ z̄αoù l(α) := max{r ∈ {1, ..., n} |αr 6= 0} et les oe�ients Bα,β, |α + β| = N seront dé�nis dansla suite. On onsidère aussi les hangements inverses

zk = Zk +
∑

|α+β|=N+1
|α|≥1

iB
α−δl(α),β

k,l(α)

2αl(α)
ZβZ̄α +O(|Z|2N+1)On dé�nit aussi

Bα−δl,βk,l := Bα−δl,β
k,l − αl ·

B
α−δl(α),β

k,l(α)

αl(α)pour tout les multi-indies α tels que αl ≥ 1. Ave la onvention 0 = max ∅, on a alors Bα,βk,l = 0pour tout les multi-indies |α+ β| = N tels que l(α) ≤ l. Ave la onvention préédente on a enpartiulier B0,β = 0 lorsque |β| = N . On a les expressions suivantes pour les dérivées partielles :
∂zt
∂Zl

= δt,l +
∑

|α+β|=N+1
|α|, βl≥1

βl ·
iB

α−δl(α),β

t,l(α)

2αl(α)
Zβ−δlZ̄α +O(|Z|2N )

∂zt
∂Z̄l

=
∑

|α+β|=N+1
αl≥1

αl ·
iB

α−δl(α),β

t,l(α)

2αl(α)
ZβZ̄α−δl +O(|Z|2N )

∂Zk
∂zs

= δs,k −
∑

|α+β|=N+1
|α|, βs≥1

βs ·
iB

α−δl(α),β

k,l(α)

2αl(α)
Zβ−δsZ̄α +O(|Z|2N )

∂Zk
∂z̄s

= −
∑

|α+β|=N+1
αs≥1

αs ·
iB

α−δl(α),β

k,l(α)

2αl(α)
ZβZ̄α−δs +O(|Z|2N )109



Nous allons montrer maintenant à l'aide d'une réurrene sur N , l'existene de oordonnéespour lesquelles les matries A(z) et B(z) admettent les développements asymptotiques (2.7.2)et (2.7.3) ave les onditions sur les oe�ients Bα,β
k,l expliquées dans l'énone du lemme. Onommene par e�etuer le hangement de oordonnées Z = Φ1(z) où les matries Bα,β, |α+β| =

1 qui apparaissent dans la dé�nition de tel hangement sont elles du développement :
B(z) =

∑

|α+β|=1

Bα,β zαz̄β +O(|z|2)(rappelons que B(0) = 0n). En substituant les expressions des dérivées partielles relatives auhangement de oordonnées Z = Φ1(z) et en tenant ompte des développements asymptotiquesdes matries A(z) et B(z) obtenues préédemment dans les expressions (2.7.7), (2.7.8) on aura,relativement aux nouvelles oordonnées, les développements asymptotiques suivants :
Ak,l(Z) =

∑

s,t

As,t(Z)
∂zt
∂Zl

∂Zk
∂zs

+O(|Z|2) = i δk,l +O(|Z|2)

Bk,l(Z) =
∑

s

i
( ∂zs
∂Zl

∂Z̄k
∂zs
− ∂z̄s
∂Zl

∂Z̄k
∂z̄s

)
+Bk,l(Z) +O(|Z|2) =

= −
∑

|α+β|=2
αl≥1

αl ·
B
α−δl(α),β

k,l(α)

αl(α)
Zα−δlZ̄β +Bk,l(Z) +O(|Z|2) =

=
∑

|α+β|=2
αl≥1

Bα−δl,βk,l Zα−δlZ̄β +O(|Z|2)Pour simpli�er les notations dans les aluls qui suivront on va noter à partir de maintenant
A à la plae de A, B à la plae de B et z à la plae de Z. Ave es notations on a alorsque la matrie B(z) peut être érite sous la forme asymptotique (2.7.3) ave N = 1 et lesonditions orrespondantes sur les oe�ients Bα,β

k,l . La relation A2 = −In − B · B entraînealors que la matrie A(z) admet le développement asymptotique (2.7.2) ave N = 2. Supposonsmaintenant qu'il existe des oordonnées telles que la matrie B(z) admette le développement(2.7.3) relativement à l'entier N−1, N ≥ 2. On peut alors érire le développement asymptotiquesuivant :
B(z) =

∑

|α+β|≤N−1
|α|≥1

Bα,β zαz̄β +
∑

|α+β|=N

Bα,β zαz̄β +O(|z|N+1)relativement aux oordonnées en question, où Bα,β
k,l = 0 pour l ≥ l(α), |α+ β| ≤ N − 1, |α| ≥ 1.L'expression préédente de B(z) ombinée ave la relation A2 = −In − B · B implique quela matrie A(z) s'érit sous la forme (2.7.2). On onsidère maintenant le hangement de oor-données Z = ΦN (z) où les matries Bα,β, |α + β| = N qui apparaissent dans la dé�nition detel hangement sont elles qui apparaissent dans l'expression asymptotique préédente de B(z).Par rapport aux nouvelles oordonnées les matries A(z) et B(z) admettent les développements110



asymptotiques suivants :
Ak,l(Z) =

∑

s,t

As,t(Z)
∂zt
∂Zl

∂Zk
∂zs

+O(|Z|N+1) =

= iδk,l +
i

2

∑

|α+β|≤N
|α|,|β|≥1

Aα,βk,l Z
αZ̄β +O(|Z|N+1),

Bk,l(ζ) =
∑

s

i
( ∂zs
∂Zl

∂Z̄k
∂zs
− ∂z̄s
∂Zl

∂Z̄k
∂z̄s

)
+Bk,l(Z) +O(|Z|N+1) =

= −
∑

|α+β|=N+1
αl≥1

αl ·
B
α−δl(α),β

k,l(α)

αl(α)
Zα−δlZ̄β +Bk,l(Z) +O(|Z|N+1) =

=
∑

|α+β|≤N−1
|α|≥1

Bα,β
k,l Z

αZ̄β +
∑

|α+β|=N+1
αl≥1

Bα−δl,βk,l Zα−δlZ̄β +O(|Z|N+1).De la même façon que préédemment, on va noter à partir de maintenant A à la plae de A,
B à la plae de B et z à la plae de Z. Ave es notations on obtient en onlusion que lesmatries A(z) et B(z) peuvent être érites sous les formes asymptotiques (2.7.2) et (2.7.3), aveles onditions orrespondantes sur les oe�ients Bα,β

k,l .II) Preuve de la formule (2.7.4)On montre maintenant la formule (2.7.4) à l'aide d'une réurrene sur N ≥ 2. Pour simpli�erles notations dans les aluls qui suivront on utilisera les onventions Aα,0 = A0,β = 0. Entenant ompte des expressions (2.7.2) et (2.7.3) pour 2 ≤ N ≤ 3 on peut érire la relation
A2 = −In −B · B sous la forme

−In −
∑

|α+β|≤N

Aα,β zαz̄β +O(|z|N+1) =

= −In −
∑

|α+β|≤N

( ∑

µ+ρ=α
λ+γ=β

B
λ ·Bρ,γ

)
zαz̄β +O(|z|N+1),(rappelons qu'on utilise la onvention B0,β = 0). On a alors

Aα,β =
∑

µ+ρ=α
λ+γ=β

B
λ · Bρ,γpour 2 ≤ |α + β| ≤ 3, qui n'est rien d'autre que la formule (2.7.4) dans les as partiuliers enonsidération. Nous supposons maintenant avoir montré la formule (2.7.4) pour 2 ≤ |α+β| ≤ N .Comme préédemment la relation A2 = −In − B · B s'érit, à l'aide des expressions (2.7.2) et(2.7.3) pour N + 1, sous la forme :

−In −
∑

|α+β|≤N+1

Aα,β zαz̄β − 1

4

∑

|α+β|≤N+1

( ∑

λ+ρ=α
µ+γ=β

Aλ ·Aρ,γ
)
zαz̄β +O(|z|N+2) =111



= −In −
∑

|α+β|≤N+1

( ∑

µ+ρ=α
λ+γ=β

B
λ ·Bρ,γ

)
zαz̄β +O(|z|N+2)Cette identité implique que pour tout α, β, |α+ β| = N + 1 on a :

Aα,β =
∑

µ+ρ=α
λ+γ=β

B
λ · Bρ,γ − 1

4

∑

λ+ρ=α
µ+γ=β

Aλ · Aρ,γ .En rappelant la onvention A0,β = Aα,0 = 0 on a que les termes non nuls de la dernière sommesont les termes relatifs aux multi-indies |λ+ µ|, |ρ+ γ| ≤ N . En utilisant l'hypothèse réursiverelativement à l'expression (2.7.4) on peut érire l'expression préédente de la matrie Aα,β sousla forme ;
Aα,β =

∑

µ+ρ=α
λ+γ=β

B
λ
Bρ,γ −

−1

4

∑

λ+ρ=α
µ+γ=β

1≤k1≤[|λ+µ|/2]

1≤k2≤[|ρ+γ|/2]

∑

Pk1
r1=1 (ρr1+µr1 )=λ

Pk1
r1=1 (λr1+γr1 )=µ

Pk2
r2=1 (ρr2+µr2 )=ρ

Pk2
r2=1 (λr2+γr2 )=γ

(−4)−(k1+k2−2)
−→∏

1≤r1≤k1

B
λr1 ,µr1Bρr1 ,γr1

−→∏

1≤r2≤k2

B
λr2 ,µr2Bρr2 ,γr2 .

En analysant l'ensemble des indies qui apparaissent sous les sommes préédentes on s'aperçoitde la validité de l'expression (2.7.4) relativement aux multi-indies α, β en onsidération. �Preuve du orollaire 3.5.3Le repère loal ζk = (∂/∂zk)
1,0
J
, k = 1, ..., n s'érit sous la forme

ζk =
1

2

∂

∂zk
− i

2

∑

r

(
Ar,k

∂

∂zr
+Br,k

∂

∂z̄r

)
=

=
∂

∂zk
+

1

4

∑

p,h,t,j

B
h
t,jB

p
j,k zpz̄h

∂

∂zt
− i

2

∑

t

jet2Bt,k(z)
∂

∂z̄t
+O(|z|3)où jet2Bt,l(z) désigne le jet d'ordre 2 du oe�ient Bt,l de la struture presque omplexe J parrapport aux oordonnées en question. On déduit alors failement l'expression suivante pour lerohet

[ζk, ζl] =
i

2

∑

r

{
Bl
r,k +

∑

p

[
2(Bl,p

r,k −B
k,p
r,k ) zp +Bl,p̄

r,k z̄p

]} ∂

∂z̄r
− 1

4

∑

pr,j

B
p
r,jB

l
j,k z̄p

∂

∂zr
+O(|z|2).En tenant ompte de l'expression de la struture presque omplexe à l'ordre un

J(z) = i
∑

k

(
dzk ⊗

∂

∂zk
− dz̄k ⊗

∂

∂z̄k

)
+

∑

k,l,p

(
Bp
k,l zp dzl ⊗

∂

∂z̄k
+B

p
k,l z̄p dz̄l ⊗

∂

∂zk

)
+O(|z|2)on obtient l'expression

J [ζk, ζl] =
1

2

∑

r

{
Bl
r,k +

∑

p

[
2(Bl,p

r,k −B
k,p
r,k ) zp +Bl,p̄

r,k z̄p

]} ∂

∂z̄r
+
i

4

∑

pr,j

B
p
r,jB

l
j,k z̄p

∂

∂zr
+O(|z|2).112



On déduit alors l'expression
[ζk, ζl]

0,1
J

=
i

2

∑

r

{
Bl
r,k+

∑

p

[
2(Bl,p

r,k−B
k,p
r,k ) zp+Bl,p̄

r,k z̄p

]} ∂

∂z̄r
− 1

4

∑

pr,j

B
p
r,jB

l
j,k z̄p

∂

∂zr
+O(|z|2).En tenant ompte de l'expression

ζ̄r =
∂

∂z̄r
+
i

2

∑

s,p

B
p
s,r z̄p

∂

∂zs
+O(|z|2)on déduit l'expression voulue pour les oe�ients N∗

∗,∗ de la forme de torsion de la struturepresque omplexe. Ces oe�ients s'annulent à l'ordre k = 0, 1 si et seulement si les oe�-ients B∗,∗(z) de la struture presque omplexe s'annulent à l'ordre k + 1. En e�et supposonsque T k,l,sr := Bl,s
r,k − B

k,s
r,l soit nul pour tout les indies k, l, s, r. Si k ou l est le maximum del'ensemble {k, l, s} alors on a immédiatement Bl,s

r,k = Bk,s
r,l = 0. Sinon, s = max{k, l, s} et don

T k,s,lr = Bs,l
r,k = Bl,s

r,k = 0. �Le alul fait dans la preuve du orollaire 3.5.3 montre que M∗ = O(|z|2). Une onséqueneimmédiate des formules (2.7.7) et (2.7.8) est le orollaire suivant.Corollaire 2.7.4 Soient (z1, ..., zn) des oordonnées presque omplexes à l'ordre N ≥ 1 en unpoint x et soit Zk = zk +
∑

|α|=N+1 C
k
α z

α un hangement de oordonnées holomorphe. Alorsles oordonnées (Z1, ..., Zn) sont presque omplexes à l'ordre N en x et les oe�ients B∗,∗
∗,∗ dujet d'ordre N de la struture presque omplexe par rapport aux nouvelles oordonnées sont lesmêmes que les oe�ients relatifs aux oordonnées (z1, ..., zn).2.8 Expression asymptotique normale à l'ordre un d'une onnexionde Chern sur le �bré tangentLe lemme suivant est néessaire pour le alul asymptotique du �ot géodésique induit parune onnexion de Chern sur le �bré tangent. L'expression asymptotique du �ot de Chern estutile pour une tehnique de régularisation globale des (1, 1)-ourants positifs du type i∂

J
∂̄

J
u surles variétés presque omplexes (voir le hapitre trois pour plus de détails). Ce lemme et eluiqui suivra montrent de façon optimale ombien on est loin du as Kählerien, où on dispose deoordonnées géodésiques omplexes entrées en un point.Lemme 2.8.0.1 Soit (X,J) une variété presque omplexe, ω ∈ E(Λ1,1

J
T ∗
X)(X) une métriquehermitienne et soient (z1, ..., zn) des oordonnées presque omplexes d'ordre N ≥ 2 en un point

x telles que le repère normal (ζk + ζ̄k)k ∈ E(TX)(Ux), ζk = (∂/∂zk)
1,0
J

soit ω(x)-orthonormé. Lamétrique ω s'érit alors sous la forme
ω =

i

2

∑

l,m

[
hl,m +

i

4

∑

j,k,r

Bj
r,lB

k
r,m zj z̄k

]
dzl ∧ dz̄m

−1

4

∑

l,m

jet2Bl,m(z) dzl ∧ dzm −
1

4

∑

l,m

jet2Bl,m(z) dz̄l ∧ dz̄m +O(|z|3), (2.8.1)où
hl,m = δl,m +

∑

p

(
Hp
l,m zp +H

p
m,l z̄p

)
+

∑

p,h

(
Hp,h
l,m zpzh +H

p,h
m,l z̄pz̄h +Hp,h̄

l,m zpz̄h

)
+O(|z|3)113



et jet2Bl,m désigne le jet d'ordre 2 du oe�ient Bl,m de la struture presque omplexe J parrapport aux oordonnées en question. Pour tous hamps de veteurs réels η =
∑

k (ηk
∂
∂zk

+ η̄k
∂
∂z̄k

)
∈ E(TX)(Ux) on a l'expression asymptotique de la dérivée de Chern

Dω
J
η =

∑

k

[
dηk +

∑

l

(
Ek,l ηl −

i

2
(d jet2Bk,l ) η̄l

)]
⊗

J0

∂

∂zk
+O(|z|2),où

Ek,l :=
∑

p

[
Hp
l,k +

∑

h

(Sp,hk,l zh + Sp,h̄k,l z̄h)
]
dzp +

∑

p,h

(Sp̄,hk,l zh + Sp̄,h̄k,l z̄h) dz̄p.Les oe�ients S∗,∗
k,l sont données par les formules

Sp̄,hk,l =
1

4

∑

j

(B
j
k,p −B

p
k,j)B

h
j,l , Sp̄,h̄k,l =

i

2
B
h,l̄
k,p −

i

2

∑

j

Hj
l,kB

h
j,p ,

Sp,hk,l = 2Hp,h
l,k −

i

2
Bh,k̄
l,p −

∑

j

(
Hp
l,jH

h
j,k +

i

2
H
j
k,lB

h
j,p

)
, Sp,h̄k,l = −Cp,hk,l (0)−

1

4

∑

j

B
j
k,hB

p
j,l,où Cp,hk,l (0) sont les oe�ients de la ourbure de Chern

Cω(TX,J) =
∑

j,k,m,l

Cj,km,l(0) dzj ∧ dz̄k ⊗ dzl ⊗J0

∂

∂zm
+O(|z|).au point x. Ils sont donnés par la formule

Cj,km,l(0) = −Hj,k̄
l,m +

1

4

∑

r

[
4Hj

l,rH
k
m,r + (B

k
m,r −B

r
m,k)B

j
r,l + (Bj

l,r −Br
l,j)B

k
r,m

]
. (2.8.2)

PreuveOn déduit failement d'après la preuve du orollaire 3.5.3 l'expression asymptotique à l'ordredeux du repère (ζl)l et du repère dual (ζ∗l )l. On a les expressions asymptotiques suivantes.
ζl =

∂

∂zl
+

1

4

∑

p,h,t,j

B
h
t,jB

p
j,l zpz̄h

∂

∂zt
− i

2

∑

t

jet2Bt,l(z)
∂

∂z̄t
+O(|z|3) (2.8.3)

ζ∗l = dzl −
i

2

∑

t

jet2Bl,t(z) dz̄t +O(|z|3). (2.8.4)En tenant ompte de ette dernière expression on déduit que la métrique ω = i
2

∑
l,m hl,m ζ

∗
l ∧ ζ̄∗ms'érit sous la forme (2.8.1). On alule maintenant les expressions asymptotiques des oe�ients

U∗, dé�nis dans la setion 1, relativement au repère ζl = (∂/∂zl)
1,0
J
, l = 1, ..., n. Pour tout indie

k, h on a
[ζk, ζ̄h] =

∑

r,l

[ i
2
B
l,k̄
r,h z̄l +

1

4

∑

j

(B
j
r,h −B

h
r,j)B

l
j,k zl

] ∂

∂zr

+
∑

r,l

[ i
2
Bl,h̄
r,k zl +

1

4

∑

j

(Bk
r,j −Bj

r,k)B
l
j,h z̄l

] ∂

∂z̄r
+O(|z|2)114



En tenant ompte de l'expression de la struture presque omplexe à l'ordre un
J(z) = i

∑

k

(
dzk ⊗

∂

∂zk
− dz̄k ⊗

∂

∂z̄k

)
+

∑

k,l,p

(
Bp
k,l zp dzl ⊗

∂

∂z̄k
+B

p
k,l z̄p dz̄l ⊗

∂

∂zk

)
+O(|z|2)on obtient l'expression

J [ζk, ζ̄h] =
∑

r,l

[
− 1

2
B
l,k̄
r,h z̄l +

i

4

∑

j

(B
j
r,h −B

h
r,j)B

l
j,k zl

] ∂

∂zr

+
∑

r,l

[1

2
Bl,h̄
r,k zl −

i

4

∑

j

(Bk
r,j −Bj

r,k)B
l
j,h z̄l

] ∂

∂z̄r
+O(|z|2)On a alors

[ζk, ζ̄h]
1,0
J

=
∑

r,l

[1

4

∑

j

(B
j
r,h −B

h
r,j)B

l
j,k zl +

i

2
B
l,k̄
r,h z̄l

] ∂

∂zr
+O(|z|2).En tenant ompte de l'expression asymptotique à l'ordre un du repère (ζk)k on déduit l'expression

U rk,h(z) =
∑

l

[1

4

∑

j

(B
j
r,h −B

h
r,j)B

l
j,k zl +

i

2
B
l,k̄
r,h z̄l

]
+O(|z|2), (2.8.5)qui nous donne l'expression normale asymptotique à l'ordre un de la forme de onnexion A′′

ζrelative au repère normal ζk = (∂/∂zk)
1,0
J

. Nous alulons maintenant l'expression asymptotiqueà l'ordre un de la forme de onnexion A′
ζ à l'aide de l'expression préédente de la forme A′′

ζ . Lamatrie inverse H−1 = (hr,k) admet le developpement asymptotique suivant.
hr,k = δr,k −

∑

j

(Hj
r,k zj +H

j
k,r z̄j) +O(|z|2).En utilisant l'expression de la forme A′

ζ obtenue dans la preuve du théorème 2.5.1 on déduitl'expression
(A′

ζ)k,l =
∑

r

hr,k∂
J
hl,r +

∑

p

U
l
k,p dzp +O(|z|2),ave ∂

J
hl,r =

∑
p (ζp .hl,r)ζ

∗
p , où

ζp .hl,r = Hp
l,r +

∑

h

[(
2Hp,h

l,r −
i

2

∑

t

H
t
r,lB

h
t,p

)
zh +Hp,h̄

l,r z̄h

]
+O(|z|2).En utilisant l'expression du jet d'ordre un du repère (ζ∗p)p on obtient l'expression

∂
J
hl,r =

∑

p

{
Hp
l,r +

∑

h

[(
2Hp,h

l,r −
i

2

∑

t

H
t
r,lB

h
t,p

)
zh +Hp,h̄

l,r z̄h

]}
dzp

− i
2

∑

p,t,h

Ht
l,rB

h
t,p z̄h dz̄p +O(|z|2).On déduit alors l'expression asymptotique à l'ordre un de la forme de onnexion de Chern

Aζ = A′
ζ +A′′

ζ .
Aζ = ∂

J
hl,k −

∑

p,r,j

Hp
l,r(H

j
r,k zj +H

j
k,r z̄j) dzp +

∑

p

(U
l
k,p dzp − Ukl,p dz̄p).115



La matrie de la forme de onnexion de l'extension Dω
J

: E(TX⊗R
C) −→ E(T ∗

X ⊗R
(TX⊗R

C)) dela onnexion de Chern au omplexi�é du �bré tangent TX ⊗R
C par rapport au repère (ζk, ζ̄k)kest

Aζ,ζ̄ =

(
Aζ 0n
0n Aζ

)
.On doit maintenant aluler la matrie Az de la forme de onnexion de l'extension de la onnexionde Chern par rapport au repère ( ∂

∂zk
, ∂
∂z̄k

)k du omplexi�é du �bré tangent TX ⊗R
C. La for-mule (2.8.3) nous donne l'expression asymptotique de la matrie g−1 du hangement de repère

(ζk, ζ̄k)k = ( ∂
∂zk

, ∂
∂z̄k

)k · g−1. Les expressions asymptotiques à l'ordre deux des matries g et g−1sont les suivantes
g =




In − i

2 jet2B

i
2 jet2B In



 +O(|z|3), g−1 =




T i

2 jet2B

− i
2 jet2B T



 +O(|z|3),où Tk,l = δk,l +
1
4

∑
p,h,j B

h
k,jB

p
j,l zpz̄h. La matrie de la forme de onnexion qu'on herhe estdonnée par la formule Az = g−1(dg +Aζ,ζ̄ g). On a alors les expressions asymptotiques

Az = g−1




Aζ − i

2d jet2B

i
2d jet2B Aζ



 +O(|z|3) =




E − i

2d jet2B

i
2d jet2B E



 +O(|z|3),e qui nous donne l'expression voulue de la onnexion de Chern. Le fait que le repère (ζk+ ζ̄k)k ∈
E(TX)(U) soit ω(x)-orthonormé en x entraîne qu'on dispose de l'égalité (2.2.3) au point x. Onen déduit don la formule

Cm,l(x) =
(
∂̄

J
∂

J
hl,m −

∑

r

∂̄
J
hr,m ∧ ∂J

hl,r + ∂
J
(A′′

ζ )m,l − ∂̄J
(A′′

ζ )l,m

)
(x).pour les oe�ients de l'expression loale (2.6.7) du tenseur de ourbure de Chern du �brétangent. On a l'expression̄

∂
J
∂

J
H = −

∑

j,k

∂

∂z̄k
(ζj .H) dzj ∧ dz̄k +O(|z|)ave ζj .H =

∑
p (2Hj,p zp +Hj,p̄ z̄p) +O(|z|2). On déduit alors l'expression

∂̄
J
∂

J
H = −

∑

j,k

Hj,k̄ dzj ∧ dz̄k +O(|z|).On a aussi l'expression
∂

J
A′′
ζ =

∑

j,k

∂

∂z̄j
(A′′

ζ )
k dzj ∧ dz̄k +O(|z|).En rappelant l'expression normale asymptotique (2.8.5) de la forme de onnexion A′′

ζ par rapportau repère normal (ζk)k on déduit l'expression
∂J (A′′

ζ )m,l =
1

4

∑

j,k,r

(B
k
m,r −B

r
m,k)B

j
r,l dzj ∧ dz̄k +O(|z|).En ombinant les expressions ainsi obtenues on obtient l'expression (2.8.2) pour les oe�ients

Cj,km,l(x) de la ourbure au point x. �116



2.8.1 Le as d'une métrique sympletique sur une variété presque omplexeDans le as où la variété presque omplexe admet une métrique sympletique, ertains desoe�ients du lemme préédent se simpli�ent. On a le lemme suivant.Lemme 2.8.1.1 Soit (X,J) une variété presque omplexe admettant une métrique symple-tique ω ∈ E(Λ1,1
J
T ∗
X)(X). Pour tout point x on peut hoisir des oordonnées presque omplexes

(z1, ..., zn) d'ordre N ≥ 2 en x telles que
ω =

i

2

∑

l

dzl ∧ dz̄l +
i

2

∑

l,m,j,k

[
Hj,k
l,m zjzk +H

j,k
m,l z̄j z̄k +

(
Hj,k̄
l,m +

i

4

∑

r

Bj
r,lB

k
r,m

)
zj z̄k

]
dzl ∧ dz̄m

−1

4

∑

l,m

jet2Bl,m(z) dzl ∧ dzm −
1

4

∑

l,m

jet2Bl,m(z) dz̄l ∧ dz̄m +O(|z|3).Quels que soient les oordonnées presque omplexes (z1, ..., zn) d'ordre N ≥ 2 en x pour lesquellesla métrique ω s'érit sous la forme préédente on a l'expression suivante pour le tenseur deourbure de Chern.
Cω(TX,J ) =

∑

j,k,m,l

Cj,km,l(0) dzj ∧ dz̄k ⊗ dzl ⊗J0

∂

∂zm
+O(|z|)ave

Cj,km,l(0) = −Hj,k̄
l,m +

1

4

∑

r

[
(B

k
m,r −B

r
m,k)B

j
r,l + (Bj

l,r −Br
l,j)B

k
r,m

]
.Contrairement au as Kählerien, (voir [B-D-I-P℄) on ne peut pas éliminer les termes Hj,k

l,m zjzk et
H
j,k
m,l z̄j z̄k. L'obstrution dérive des termes d'ordre un du jet de la torsion de la struture presqueomplexe.

PreuveSoient (z1, ..., zn) des oordonnées presque omplexes d'ordre un au point x et (ζk + ζ̄k)k ∈
E(TX)(U), ζk = (∂/∂zk)

1,0
J

un repère ω(x)-orthonormé. En onsidérant l'expression du jetd'ordre un du repère (ζ∗k)k on obtient l'expression loale suivante de la métrique
ω =

i

2

∑

l

dzl ∧ dz̄l +
i

2

∑

l,m,p

(
Hp
l,m zp +H

p
m,l z̄p

)
dzl ∧ dz̄m

−1

4

∑

l,m,p

Bp
l,m zp dzl ∧ dzm −

1

4

∑

l,m

B
p
l,m,p z̄p dz̄l ∧ dz̄m +O(|z|2).Le fait que la métrique ω soit sympletique implique l'égalité Hp

l,m = H l
p,m. En e�etuant lehangement de variables

Zm = zm +
1

2

∑

p,l

Hp
l,m zpzlon obtient, d'après le orollaire 2.7.4, des oordonnées presque omplexes (Z1, ..., Zn) à l'ordreun en x ave les mêmes oe�ients B∗,∗

∗,∗ du jet d'ordre un de la struture presque omplexe.L'expression de la métrique par rapport aux nouvelles oordonnées est
ω =

i

2

∑

l

dZl ∧ dZ̄l −
1

4

∑

l,m,p

Bp
l,mZp dZl ∧ dZm −

1

4

∑

l,m

B
p
l,m,p Z̄p dZ̄l ∧ dZ̄m +O(|Z|2).117



A partir des oordonnées ainsi obtenues on peut onstruire (d'après la preuve de la proposition
2.7.1) des oordonnées presque omplexes d'ordre N ≥ 2 en x tout en onservant les oe�ients
B∗,∗

∗,∗ du jet d'ordre un de J . En tenant ompte de l'expression (2.8.4) du jet d'ordre deux durepère (ζ∗k)k par rapport aux oordonnées en question on déduit failement que la métrique ωs'érit sous la forme donnée dans l'énoné du lemme. �2.8.2 Expression asymptotique normale du �ot géodésique d'une onnexionde Chern sur le �bré tangentOn rappelle que par dé�nition expz(v) := γ(1), où γ : [0, 1] −→ X est la ourbe géodésiquesolution de l'équation di�érentielle ordinaire (γ∗Dω
J
)γ̇ = 0, γ̇ := dγ/dt ∈ E(γ∗TX)((0, 1]) aveles onditions initiales γ(0) = z et γ̇(0) = v. Le résultat suivant est une généralisation dans leas presque omplexe non intégrable d'un alul fait par Demailly dans [Dem-2℄.Théorème 2.8.1 Soit (X,J) une variété presque omplexe, ω ∈ E(Λ1,1

J
T ∗
X)(X) une métriquehermitienne et soient (z1, ..., zn) des oordonnées presque omplexes d'ordre N ≥ 2 en un point

x telles que le repère normal (ζk + ζ̄k)k ∈ E(TX)(Ux), ζk = (∂/∂zk)
1,0
J

soit ω(x)-orthonormé. Le�ot géodésique exp : U ⊂ TX −→ X induit par la onnexion de Chern du �bré tangent
Dω

J
: E(TX,J ) −→ E(T ∗

X ⊗R
TX,J)assoié à la métrique ω, (ii U ⊂ TX désigne un voisinage ouvert de la setion nulle), admetl'expression asymptotique suivante au point (x, 0) ∈ TX,x :

expz(v)k = zk + vk −
1

2

∑

l,p,h

[(
Ŝp,hk,l zh + Sp,h̄k,l z̄h

)
vpvl +

(
Sp̄,hk,l zh + Sp̄,h̄k,l z̄h

)
v̄pvl

]

+
i

4

∑

p,l

[
B
p
k,l +

∑

h

(
B
p,h̄
k,l zh + 2B

p,h
k,l z̄h

)]
v̄pv̄l +O(|v|2(|z|2 + |v|))où v =

∑
k (vk

∂
∂zk

+v̄k
∂
∂z̄k

) ∈ TX,z, Ŝp,hk,l := 2Hp,h
l,k − i

2B
h,k̄
l,p − i

2

∑
j H

j
k,lB

h
j,p et les autres oe�ients

S∗,∗
k,l sont donnés dans l'énone du lemme 2.8.0.1.
Preuve. Par rapport aux oordonnées presque omplexes en question nous onsidérons les éri-tures γ(t) ≡ (γ1(t), ..., γn(t)) et

γ̇(t) =
∑

k

(
γ̇k(t)

∂

∂zk
|γ (t)

+ γ̇k(t)
∂

∂z̄k
|γ (t)

)
.On pose par dé�nition γ̈k := d2γk/dt

2. On déduit d'après le lemme 2.8.0.1 que l'équation di�é-rentielle ordinaire (γ∗Dω
J
)γ̇ = 0 s'érit sous la forme

γ̈k(t) +
∑

l

[
Ek,l |γ(t)

(γ̇(t)) · γ̇l(t)−
i

2
d jet2Bk,l |γ(t)

(γ̇(t)) · γ̇l(t)
]

+O(|γ(t)|2)|γ̇(t)|2 = 0. (2.8.6)Les onditions initiales γ(0) = z et γ̇(0) = v donnent l'expression asymptotique γk(t) = zk +
tvk + O(t2|v|2). On remarque que si τ

J
(x) = 0 alors le terme d'erreur est O(t2|z| |v|2). Enremplaçant l'expression préédente dans l'équation (2.8.6) et en remarquant qu'on peut toujourssupposer la ondition Hp

l,k = −H l
p,k on obtient l'expression asymptotique suivante pour les118



dérivées deuxièmes de la ourbe γ :
γ̈k(t) = −

∑

l,p,h

[(
Ŝp,hk,l zh + Sp,h̄k,l z̄h

)
vpvl +

(
Sp̄,hk,l zh + Sp̄,h̄k,l z̄h

)
v̄pvl

]

+
i

2

∑

p,l

[
B
p
k,l +

∑

h

(
B
p,h̄
k,l zh + 2B

p,h
k,l z̄h

)]
v̄pv̄l +O(|v|2(|z|2 + |v|))(t).Si τ

J
(x) = 0 alors le alul peut être e�etue ave plus de préision ar les termes Bp

k,l sont nulsdans e as. Le terme d'erreur serait alors O(|v|2(|z|2 + |v|)2)(t). En intégrant deux fois de suitel'expression préédente on obtient l'expression asymptotique
γk(t) = zk + tvk −

t2

2

∑

l,p,h

[(
Ŝp,hk,l zh + Sp,h̄k,l z̄h

)
vpvl +

(
Sp̄,hk,l zh + Sp̄,h̄k,l z̄h

)
v̄pvl

]

+
it2

4

∑

p,l

[
B
p
k,l +

∑

h

(
B
p,h̄
k,l zh + 2B

p,h
k,l z̄h

)]
v̄pv̄l +O(|v|2(|z|2 + |v|))(t)qui permet de onlure la preuve du théorème. �
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Chapitre 3Fontions plurisousharmoniques etourants positifs de type (1, 1) sur unevariété presque omplexeAbstrat.-If (X,J) is an almost omplex manifold, then a funtion u is said to be plu-risubharmoni on X if it is upper semi-ontinuous and its restrition to every loal pseudo-holomorphi urve is subharmoni. As in the omplex ase, it is onjetured that plurisubhar-moniity is equivalent to the fat that the (1, 1)-urrent i∂
J
∂̄

J
u is positive, (the (1, 1)-urrent

i∂
J
∂̄

J
u need not be losed here !). The onjeture is trivial if u is of lass C2. The result iselementary in the omplex integrable ase beause the operator i∂

J
∂̄

J
an be written as anoperator with onstant oe�ients in omplex oordinates. Hene the positivity of the urrentis preserved by regularising with usual onvolution kernels. This is not possible in the almostomplex non integrable ase and the proof of the result requires a muh more intrinsi study.In this hapter we prove the neessity of the positivity of the (1, 1)-urrent i∂

J
∂̄

J
u. We provealso the su�ieny of the positivity in the partiular ase of an upper semi-ontinuous funtion

f whih is ontinuous in the omplement of the singular lous f−1(−∞). For the proof of thesu�ieny of the positivity in the general ase of a real distribution u, we suggest a methoddepending on a rather deliate regularisation argument introdued by Demailly ([Dem-2℄). Thismethod onsists of regularing the funtion u by means of the �ow indued by a Chern onnetionon the tangent bundle.
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3.1 PréliminairesDans tout e hapitre (X,J) désigne une variété presque omplexe de lasse C∞ et de dimen-sion réelle 2n. On désigne par Hpm la mesure de Hausdor� p-dimensionnelle dans Rm et par λ lamesure de Lebesgue sur Rm. On désigne par Br(x) la boule ouverte de Rm de entre l'origineet de rayon r > 0 et par Sr(x) la sphère de dimension m− 1 dans Rm de entre l'origine et derayon r > 0. Soit f une fontion Borel-mesurable et loalement bornée sur un ouvert U ⊂ Rm.Pour tout Br(x) ⊂ U on dé�nit les quantités
µB(f, x, r) :=

1

λ(Br(x))

∫

Br(x)

f dλ et µS(f, x, r) :=
1

Hm−1
m (Sr(x))

∫

Sr(x)

f dHm−1
m .On a la dé�nition suivante (f. [Dem-1℄ pour plus de détails).Dé�nition 3.1.1 Une fontion f : U −→ [−∞,+∞) semi-ontinue supérieurement est ditesous-harmonique si elle véri�e une des deux propriétés équivalentes suivantes :a) f(x) ≤ µB(f, x, r) pour tout Br(x) ⊂ U ;b) f(x) ≤ µS(f, x, r) pour tout Sr(x) ⊂ U .Si f ∈ C2(U,R) alors on déduit d'après la deuxième identité de Green que f est sous-harmoniquesi et seulement si ∆f ≥ 0. De façon générale on a le théorème lassique suivant (f. [Dem-1℄,hapitre I).Théorème 3.1.2 Soit f une fontion sous-harmonique sur un ouvert onnexe U . Alors soit

f ≡ −∞, soit f ∈ L1
loc(U) et dans e as le Laplaien au sens des distributions ∆f est une mesurepositive. Réiproquement soit u une distribution sur U telle que ∆u soit une mesure positive.Alors il existe une unique fontion f sous-harmonique sur U telle que u soit la distributionassoiée à f .On déduit d'après le théorème 3.1.2 q'une fontion f est sous-harmonique sur un ouvert U siet seulement si pour tout x ∈ U il existe un voisinage ouvert Vx ⊂ U de x tel que f est sous-harmonique sur Vx.On désigne par j la struture presque omplexe anonique sur R2 ≡ C, par J0 la struturepresque omplexe anonique sur R2n ≡ Cn et par B1

δ ⊂ R2 la boule omplexe de entre l'origineet de rayon δ. On rappelle la dé�nition suivante.Dé�nition 3.1.3 Soit (X,J) une variété presque omplexe. Une ourbe J-holomorphe loaleest une appliation di�érentiable γ : B1
δ −→ X telle que sa di�érentielle véri�e la ondition

J(γ(z)) · dzγ = dzγ · j pour tout z ∈ B1
δ .On a la dé�nition suivante.Dé�nition 3.1.4 Soit (X,J) une variété presque omplexe. Une fontion f : X −→ [−∞,+∞)semi-ontinue supérieurement est dite J-plurisousharmonique si pour toute ourbe J-holomorpheloale γ dé�nie sur le disque Bδ ⊂ R2, la omposée f ◦ γ est sous-harmonique sur le disque Bδ.Nous désignerons par Psh(X,J) l'ensemble des fontions J-plurisousharmoniques. Si

u ∈ D′
2n(X,C) est une distribution à valeurs omplexes sur X nous sommes partiulièrementintéressés par le ourant i∂

J
∂̄

J
u ∈ D′1,1(X). En général on désigne par D′k,k(X) les setionsglobales du faiseau
E(Λk,k

J
T ∗
X)⊗

EX (C)
D′

2n(C)122



où D′
2n(C) représente le faiseau des distributions à valeurs omplexes sur X. Il est bien onnuque D′k,k(X) s'identi�e naturellement par intégration au dual topologique D′

n−k,n−k(X) de l'es-pae Dn−k,n−k(X) des (n − k, n − k)-formes C∞ à support ompat muni de la topologie dela onvergene loalement uniforme de toutes les dérivées (f. [Dem-1℄, hapitre I et [DeR℄).On utilisera pourtant dans la suite l'identi�ation des notations D′k,k(X) ≡ D′
n−k,n−k(X). Leourant i∂

J
∂̄

J
u s'érit expliitement sous la forme

i∂
J
∂̄

J
u (ξ0, ξ1) = iξ1,00 . ξ0,11 . u− iξ1,01 . ξ0,10 . u− i[ξ0,10 , ξ1,01 ]0,1. u− i[ξ1,00 , ξ0,11 ]0,1. u (3.1.1)pour tout hamp de veteurs omplexes ξ0, ξ1 ∈ E(TX ⊗R

C)(X). On rappelle que la dérivée ξ. ud'une distribution u par rapport à un hamp de veteurs ξ est donnée par la formule
〈ξ. u, ϕ〉 := −〈u, d(ξ ϕ)〉pour tout ϕ ∈ D2n(X,C). On remarque que si la distribution u est réelle alors le ourant i∂

J
∂̄

J
ul'est aussi. En e�et en degré zéro on a l'identité ∂

J
∂̄

J
= −∂̄

J
∂

J
. Cei déoule de la relation

∂J ∂̄J + ∂̄J∂J = −θJ θ̄J − θ̄JθJet du fait que les opérateurs θ
J
et θ̄

J
sont nuls en degré zéro. Si (ζ1, ..., ζn) est un repère loaldu �bré T 1,0

X,J alors l'expression du ourant en question par rapport au repère hoisi est :
i∂

J
∂̄

J
u = i

∑

1≤k,l≤n

(ζk .ζ̄l. u− [ζk, ζ̄l]
0,1. u) ζ∗k ∧ ζ̄∗l (3.1.2)On remarque que dans le as intégrable, si on onsidère un repère loal holomorphe ζk ∈

O(T 1,0
X,J)(U), k = 1, ..., n, on a [ζk, ζ̄l] = 0 pour tout indie k, l. Rappelons maintenant la dé�ni-tion suivante :Dé�nition 3.1.5 Une (p, p)-forme u ∈ Λp,p

J
T ∗
X,x est dite positive si u(ξ1, Jξ1, ..., ξp, Jξp) ≥ 0pour tout veteur ξ1, ..., ξp ∈ TX,x.Une (q, q)-forme v ∈ Λq,q

J
T ∗
X,x est dite fortement positive si elle peut être exprimée sous la forme
v =

∑

t

λt iαt,1 ∧ ᾱt,1 ∧ ... ∧ iαt,q ∧ ᾱt,qave λt ≥ 0 et αt,k ∈ (T 1,0
X,J,x)

∗.Bien évidemment l'ensemble des (q, q)-formes fortement positives est un �ne onvexe fermé.Il est bien onnu que l'ensemble des (p, p)-formes positives est le �ne dual des (q, q)-formesfortement positives, où q = n − p, via la dualité donnée par le produit extérieur (f. [Dem-1℄,hapitre III et [Lel℄). La dualité en question implique alors que toutes les formes positives sontréelles, (les formes fortement positives étant réelles). Soit
u = ip

2
∑

|K|=|H|=p

uK,H ζ
∗
K ∧ ζ̄∗Hune (p, p)-forme et ξt =

∑
k (λt,k ζk + λ̄t,k ζ̄k), t = 1, ..., p, veteurs réels. On désigne par λ =

(λt,k) ∈Mp,n(C) la (p, n)-matrie assoiée aux oe�ients λt,k. Les identités
ξ1 ∧ Jξ1 ∧ ... ∧ ξp ∧ Jξp = 2p(−i)pξ1,01 ∧ ξ0,11 ∧ ... ∧ ξ1,0p ∧ ξ0,1p123



et ip2(−1)p(p−1)/2 = ip impliquent les égalités
u(ξ1, Jξ1, ..., ξp, Jξp) = 2p(−i)pu(ξ1,01 , ξ0,11 , ..., ξ1,0p , ξ0,1p ) =

= 2p(−i)p(−1)p(p−1)/2u(ξ1,01 , ..., ξ1,0p , ξ0,11 , ..., ξ0,1p ) =

= 2p
∑

|K|=|H|=p

uK,H detλK · (detλH).On aura alors que la (p, p)-forme u est positive si et seulement le dernier terme de l'égalitépréédente est positif pour toute matrie λ. Dans le as p = 1 la matrie hermitienne (uk,h)assoiée au oe�ients de la forme u est semidé�nie positive et une diagonalisation de elle imontre qu'on peut exprimer u sous la forme u =
∑

1≤t≤r i αt ∧ ᾱt, où r est le rang de la forme
u. On a don que la notion de positivité oïnide ave elle de forte positivité en degré (1, 1) etpar dualité aussi en degré (n − 1, n − 1) (et bien évidement en bidegré (0, 0) et (n, n)). Nousmontrons maintenant un premier résultat qui exprime la relation forte qui existe entre les formespositives et les fontions plurisousharmoniques.Lemme 3.1.0.1 Soit f ∈ C2(X,R). Alors f ∈ Psh(X,J) si et seulement si la forme i∂

J
∂̄

J
fest positive.

Preuve. Nous ommençons par montrer la néessité de la positivité de la forme i∂
J
∂̄

J
f . En e�etsoit ξ ∈ TX,x un veteur réel. Il existe alors une ourbe J-holomorphe γ telle que γ(0) = x et

ξ = dγ
(
∂
∂x |0

) (voir par exemple l'artile de Sikorav, théorème 3.1.1 dans l'ouvrage de Audinet Lafontaine [Au-La℄ ou la preuve du théorème 3.2.2 qui suivra). Le fait que la ourbe γ soit
J-holomorphe implique la première et troisième des égalités suivantes :

i∂
J
∂̄

J
f (ξ, Jξ) = i∂

J
∂̄

J
f

(
dγ

( ∂

∂x |0

)
, dγ

( ∂

∂y |0

))
=

= γ∗i∂J ∂̄Jf
( ∂

∂x |0
,
∂

∂y |0

)
= i∂j ∂̄j (f ◦ γ)

( ∂

∂x |0
,
∂

∂y |0

)
=

= i
∂2(f ◦ γ)
∂z ∂z̄

(0) dz ∧ dz̄
( ∂

∂x |0
,
∂

∂y |0

)
=

1

2
∆(f ◦ γ)(0)e qui montre la néessité de la positivité. Le même alul, ave z ∈ Bδ à la plae de 0, montreaussi la su�sane de la positivité. �Dé�nition 3.1.6 Une fontion f ∈ C2(X,R) sur une variété presque omplexe (X,J) est ditestritement J-plurisousharmonique s'il existe une métrique hermitienne ω ∈ C0(Λ1,1

J
T ∗
X)(X) surle �bré tangent telle que i∂

J
∂̄

J
f ≥ ω.Quelques exemples élémentaires de fontions stritement J-plurisousharmonique.Exemple 1. On déduit failement que si (z1, ..., zn) sont des oordonnées C∞ telles que J(0) = J0et f(z) = |z|2, on a l'ériture

i∂
J
∂̄

J
f (ξ, Jξ)(z) = 2

∑

k,l

∂2f

∂zk∂z̄l
(z) ξk ξ̄l +O(|z|)(ξ, ξ̄),124



(voir par exemple le lemme 3.5.1.1). On a alors que la fontion f(z) = |z|2 est stritement J-plurisousharmonique sur un voisinage de l'origine des oordonnées.Exemple 2. Soit F λJ := SλTX,J une puissane de Shur du �bré tangent et onsidérons unemétrique hermitienne sur F λJ telle que la ourbure au sens de Gri�ths soit stritement négativeen un point x. Soit (σk)k ⊂ E(F λJ )(U) un repère loal presque-holomorphe spéial au point
x ∈ U . En utilisant le lemme préédent on déduit d'après la formule (2.6.3), prouvée dans lehapitre II, que les fontions fk := |σk|2h sont stritement J-plurisousharmoniques au voisinagedu point x. �Pour réduire l'hypothèse de régularité de la fontion f , on a besoin de donner quelques élémentsde la théorie des ourants positifs sur les variétés presque omplexes. Pour faire ei on a besoinde quelques résultats et notions préliminaires que nous présentons tout de suite.3.2 Plongements par feuilles ourbes J-holomorphes et hampsde veteurs J-plats sur les variétés presque omplexesOn désigne par Bn

2r ⊂ Cn la boule ouverte de dimension 2n, de rayon 2r et de entre l'origine.On veut plonger dans une variété presque omplexe (X,J) de dimension omplexe n le ylindre
B1
δ ×Bn−1

δ ⊂ Cn, ave δ > 0 su�samment petit, de telle sorte que les disques B1
δ × p, p ∈ Bn−1

δse plongent de façon J-holomorphe dans X. De plus on veut pouvoir plonger dans toutes les�positions possibles� les ylindres préédents. L'existene de es plongements est diretement liéeà la notion de hamp de veteurs J-plat qu'on introduit i-dessous.Dé�nition 3.2.1 Un hamp de veteurs réel ξ ∈ E(TX r 0X)(U) au dessus d'un ouvert U estdit J-plat s'il véri�e l'équation di�érentielle non linéaire de premier ordre [ξ, Jξ] = 0 sur l'ouvert
U . On désigne par P

J
(U, TX ) l'ensemble des hamps de veteurs J-plats au dessus de U .D'après le théorème de Newlander-Nirenberg on déduit que si la struture presque omplexeest intégrable alors tout hamp de veteurs réel holomorphe ξ ∈ O(TX r 0X)(U) au dessusd'un ouvert U quelonque est J-plat. On a le résultat général suivant qui assure la possibilitéd'e�etuer des plongements du ylindre, dont les feuilles sont des ourbes J-holomorphes, entoutes les positions possibles et l'existene loale �en grande quantité� des hamps de veteurs

J-plats.Théorème 3.2.2 Soit (X,J) une variété presque omplexe de dimension omplexe n. Pourtout point x0 ∈ X il existe un voisinage ouvert Ux0 de x0 et un voisinage ouvert B(TUx0
) ⊂

TUx0
, B(TUx0

) ≃ Ux0 ×Bn, de la setion nulle sur Ux0 tels que :A) Il existe une appliation de lasse C∞
Φ : B1

1 ×B(TUx0
) −→ Xtelle que pour tout v ∈ B(TUx0

) l'appliation z ∈ B1
1 7→ Φ(z, v) est une ourbe J-holomorphe quivéri�e la ondition ∂tΦ(0, v) = v, z = t+ is.B) Il existe une famille de plongements (Ψα : B1
δ × Bn−1

δ −→ X)α∈I de lasse C∞ telle quepour tout α ∈ I et z2 ∈ Bn−1
δ les appliations

z1 ∈ B1
δ 7→ Ψα(z1, z2)sont des ourbes J-holomorphes, Ψα(B

1
δ ×Bn−1

δ ) ⊃ Ux0 et
TX,p r 0p =

{
λ∂tΨα(0, 0) |λ ∈ R r 0, α ∈ I

}
=

{
ξ(p) | ξ ∈ P

J
(Ux0 , TX)

}125



pour tout p ∈ Ux0, (z1 = t+ is).Avant de passer à la preuve du théorème 3.2.2 on a besoin de quelques préliminaires tehniques.Soit J0 la struture presque omplexe usuelle sur R2n identi�é ave Cn via l'identi�ation z ≡
(x, y). Nous onsidérons un système de oordonnées loales entrées en x0 ∈ X et on suppose,quitte à e�etuer un hangement linéaire de oordonnées, que J(0) = J0. On onsidère aussiune boule ouverte Bn

2r ⊂ Cn sur laquelle l'endomorphisme J + J0 est inversible et on pose pardé�nition
qJ := (J0 + J)−1 · (J0 − J) ∈ C∞(EndR(R2n))(Bn

2r).On remarque que qJ(0) = 0. On suppose pour simpli�er les notations qui suivront que r = 1.Si γ : B1
1 −→ (Bn

2 , J) est une ourbe J-holomorphe, la ondition de J-holomorphie ∂sγ =
J(γ)∂tγ, z = t+ i s peut être érite de façon équivalente sous la forme

∂z̄γ + qJ(γ)∂zγ = 0 (3.2.1)où ∂z̄ := 1
2(∂t + J0∂s) et ∂z := 1

2(∂t − J0∂s). En e�et en utilisant les identités ∂t = 1
2 (∂z + ∂z̄) et

∂s = J0
2 (∂z − ∂z̄) on peut érire la ondition ∂sγ = J(γ)∂tγ sous la forme

(J0 + J(γ)) ∂z̄γ = (J0 − J(γ)) ∂zγ.L'inversibilité de l'endomorphisme J+J0 donne alors l'ériture sous la forme (3.2.1). On rappelleaussi (voir l'artile de Sikorav dans l'ouvrage de Audin et Lafontaine [Au-La℄ pour plus de détails)que l'opérateur
P : Ck+µ(B1

1 ; Cn) −→ Ck+µ+1(B1
1 ; Cn),

k ∈ N, µ ∈ (0, 1) dé�ni par la formule Pγ(z) := P ′γ(z) − P ′γ(0), ave
P ′γ(z) :=

1

2πi

∫

ζ∈B1
1

γ(ζ)

ζ − z dζ ∧ dζ̄,véri�e les propriétés suivantes : ∂z̄ ◦ P = I et pour tout entier k ∈ N et µ ∈ (0, 1) il existe uneonstante ck,µ > 0 telle que pour toute ourbe γ ∈ Ck+µ(B1
1 ; Cn) on a l'estimation

‖Pγ‖k+µ+1 ≤ (2 + ck,µ)‖γ‖k+µ, (3.2.2)où ‖·‖k+µ désigne la norme de Hölder usuelle sur B1
1 . Pour prouver le théorème 3.2.2 on utiliserala remarque essentielle suivante, utilisée par MDu� (voir le lemme 1.4 dans [MD℄ ) et aussi parSikorav pour prouver le théorème 3.1.1 dans l'ouvrage [Au-La℄ : une ourbe γ : B1

1 −→ (Bn
2 , J)est J-holomorphe si et seulement si la ourbe

γ0 := γ + P
(
qJ(γ) ∂zγ

)est J0-holomorphe. De plus on a l'égalité γ0(0) = γ(0).On aura besoin de quelques remarques élémentaires de topologie di�érentielle qui seront uti-lisées plusieurs fois dans la suite.
Remarque 1. Soit f : X × Y −→ Z une appliation entre espaes topologiques telle quel'appliation Φf : X × Y −→ X × Z, Φf (x, y) := (x, f(x, y)) soit ouverte. Alors pour tout
(x0, y0) ∈ X × Y , pour tout voisinage ouvert Vy0 ⊂ Y de y0 et pour tout ompat K ⊂ fx0(Vy0)(ii on pose par dé�nition fx := f(x, ·)) il existe un voisinage ouvert Ux0 ⊂ X de x0 tel que126



pour tout x ∈ Ux0 on a fx(Vy0) ⊃ K. L'hypothèse préédente est véri�ée par exemple si f estune appliation de lasse C1 entre variétés de Banah telle que pour tout x ∈ X l'appliation
fx : Y −→ Z soit un plongement ouvert, autrement dit fx est injetive et

dyfx : TY,y −→ TZ,fx(y)est un isomorphisme pour tout y ∈ Y . En e�et dans e as le théorème d'inversion loale im-plique que l'appliation Φf est ouverte.
Remarque 2. Dans le as où l'appliation fx0 : Y −→ Z est un plongement ouvert seulementen un point x0 ∈ X on a d'après le théorème des fontions impliites que pour tout ompat
K ⊂ Z il existe un voisinage ouvert VK ⊂ Z de K, un voisinage ouvert W ⊂ Y de f−1

x0
(VK) etun voisinage ouvert Ux0 ⊂ X de x0 tel que pour tout x ∈ Ux0 l'appliation

fx : f−1
x (VK) ∩W −→ VKsoit un di�éomorphisme de lasse C1.

Remarque 3. Le théorème des fontions impliites implique que si f : X × Y ′ −→ Z estune appliation de lasse C1 entre variétés de Banah telle qu'il existe un point x0 ∈ X et unouvert relativement ompat Y ⊂ Y ′ (don Y ′ est de dimension �nie) tels que fx0 : Y −→ Zsoit injetive et
dyfx0 : TY ′,y −→ TZ,fx0(y)soit un isomorphisme pour tout y ∈ Y , alors il existe un voisinage ouvert Ux0 ⊂ X de x0 tel quepour tout x ∈ Ux0 l'appliation fx : Y −→ Z est un plongement ouvert.Preuve du théorème 3.2.2Preuve de la partie APour tout entier k ∈ N, k ≥ 2 nous onsidérons l'appliation de lasse Ck−1

F : [0, 1] × Ck+µ(B1
1 ×Bn

1 ×Bn
1 ; Bn

2 ) ✲ Ck+µ(B1
1 ×Bn

1 ×Bn
1 ; Cn)

(ε, φ) 7−→ φ+ Pz

(
qJ(εφ) ∂zφ

)où µ ∈ (0, 1) est une onstante �xée et (Pzφ)(z, x, v) := (Pφ(·, x, v))(z), (z, x, v) ∈ B1
1×Bn

1×Bn
1 .Considérons aussi l'appliation holomorphe H ∈ O(B1

1 × Bn
1 × Bn

1 ; Bn
2 ) dé�nie par la formule

H(z, x, v) := x+ zv.Le fait que l'appliation
F0 := F (0, ·) : Ck+µ(B1

1 ×Bn
1 ×Bn

1 ;Bn
2 ) −→ Ck+µ(B1

1 ×Bn
1 ×Bn

1 ; Cn)soit l'inlusion anonique entraîne, d'après la remarque 2, l'existene d'un voisinage ouvert Vk ⊂
Ck+µ(B1

1 ×Bn
1 ×Bn

1 ;Bn
2 ) de H (ave Vk ⊃ Vk+1), d'un voisinage ouvert

Wk ⊂ Ck+µ(B1
1 ×Bn

1 ×Bn
1 ;Bn

2 )de Vk, Wk ⊃ Wk+1 et de ε0 ∈ (0, 1] tel que pour tout ε ∈ [0, ε0] l'appliation
Fε : F−1

ε (Vk) ∩Wk −→ Vk127



est un di�éomorphisme de lasse Ck−1. On pose alors par dé�nition φε := F−1
ε (H) et on remarqueque l'appliation ε φε ∈ C∞(B1

1×Bn
1×Bn

1 ;Bn
2 ) est J-holomorphe par rapport à la variable z ∈ B1

1 .Nous onsidérons maintenant l'appliation de lasse C∞
χ : [0,ε0]×Bn

1 ×Bn
1

✲ Bn
2 × Cn

(ε, x, v) 7−→ (x, ∂tφε(0, x, v)),

z = t+i s. On rappelle que φε(0, x, v) = x. Le fait que l'appliation χ0 := χ(0, ·, ·) soit l'inlusionanonique entraîne, d'après les remarques 3 et 1, que quelque soit r ∈ (0, 1) et ρ ∈ (0, r) il existe
ε1 = ε1(r, ρ) ∈ (0, ε0] tel que pour tout ε ∈ [0, ε1] l'appliation

χε : Bn
r ×Bn

r −→ χε(B
n
r ×Bn

r ) ⊃ Bn
ρ ×Bn

ρest un di�éomorphisme de lasse C∞. On onsidère l'appliation χ−1
ε : Bn

ρ ×Bn
ρ −→ Bn

r ×Bn
r eton dé�nit l'appliation

Φε :B1
1 ×Bn

ερ ×Bn
ερ

✲ Bn
2

(z, x, v) 7−→ εφε(z, χ
−1
ε (ε−1x, ε−1v)).Si on pose par dé�nition Ux0 := Bn

ερ et B(TUx0
) := Bn

ερ × Bn
ερ on a que l'appliation Φε véri�eles onditions de la partie A de l'enoné du théorème 3.2.2. On verra de suite que pour satisfaireaussi la onlusion B du théorème 3.2.2 il est néessaire de onsidérer un voisinage ouvert Ux0plus petit.Preuve de la partie BOn rappelle qu'on désigne par J0 la struture presque omplexe usuelle sur R2n identi�é à Cnvia z ≡ (x, y). Ave ette identi�ation on voit le groupe Gl(n,C) omme sous-groupe du groupe

Gl(2n,R). Préisément A ∈ Gl(n,C) ⊂ Gl(2n,R) si et seulement si AJ0 = J0A. Dans la suiteon désignera par U(n) := O(2n) ∩Gl(n,C) le groupe unitaire. Soit δ = ρ/2 et
l : Bn

δ ×Bn−1
δ × U(n) −→ Bn

ρ ⊂ R2n ≡ Cnl'appliation dé�nie par la formule
l(p, z2, A) = p+A

(
x2 ·

∂

∂x2
+ y2 ·

∂

∂y2

)
,ave l'identi�ation z2 ≡ (x2, y2) et x2 ≡ (x2, ..., xn), y2 ≡ (y2, ..., yn). Considérons don l'appli-ation de lasse C∞

Φ :[0, ε1]× (B1
δ ×Bn−1

δ )×Bn
δ × U(n) ✲ Bn

2

(ε; (z1, z2); (p,A)) 7−→ φε

(
z1, χ

−1
ε

(
l(p, z2, A);A

∂

∂x1

))
,où φε := F−1

ε (H) est l'appliation dé�nie dans la preuve de la partie A. Ave l'identi�ation
Φ(ε; (z1, z2); (p,A)) ≡ Φp,A

ε (z1, z2) on a les propriétés suivantes :





Φp,A
ε (0, z2) = l(p, z2, A)

∂tΦ
p,A
ε (0, z2) = A

∂

∂x1

Φp,A
0 (z1, z2) = t A

∂

∂x1
+ sA

∂

∂y1
+ l(p, z2, A)128



(rappelons que z1 := t + i s). Soit δ1 ∈ (0, δ) un réel su�samment petit pour pouvoir assurerl'inlusion Bn
δ1
⊂ Φp,A

0 (B1
δ × Bn−1

δ ) pour tout p ∈ Bn
δ1

et A ∈ U(n). On aura alors que l'imagedu plongement
Φ0 × I :(B1

δ ×Bn−1
δ )×Bn

δ1
× U(n) ✲ Bn

2 ×Bn
δ1
× U(n)

((z1, z2); (p,A)) 7−→ (Φp,A
0 (z1, z2); (p,A))ontient le ompat Bn

δ1
×Bn

δ1
×U(n) (rappelons que le groupe U(n) est ompat). On aura d'aprèsles remarques 3 et 1 l'existene de ε2 ∈ (0, ε1] tel que pour tout ε ∈ (0, ε2] et (p,A) ∈ Bn

δ1
×U(n)l'appliation

Φp,A
ε : B1

δ ×Bn−1
δ −→ Φp,A

ε (B1
δ ×Bn−1

δ ) ⊃ Bn
δ1est un di�éomorphisme de lasse C∞. Nous onsidérons don l'appliation

Ψε : (B1
δ ×Bn−1

δ )×Bn
εδ1 × U(n) −→ Bn

2dé�nie par la formule Ψp,A
ε := εΦε−1p,A

ε , (p,A) ∈ Bn
εδ1
× U(n) et on remarque qu'elle véri�e lespropriétés suivantes :

∂z̄1Ψ
p,A
ε + qJ(Ψ

p,A
ε ) ∂z1Ψ

p,A
ε = 0 Ψp,A

ε (0, 0) = p

Ψp,A
ε (B1

δ ×Bn−1
δ ) ⊃ Bn

εδ1 ∂tΨ
p,A
ε (0, z2) = εA

∂

∂x1On dé�nit les hamps de veteurs J-plats
ξp,A := ∂tΨ

p,A
ε ◦ (Ψp,A

ε )−1 ξp,A(p) = εA
∂

∂x1sur l'ouvert Bn
εδ1

. Le fait que l'ation de U(n) est transitive sur la sphère S2n−1, (voir [Bo-Tu℄)entraîne que la famille
{λξp,A ∈ PJ(Bn

εδ1 , TX) | λ ∈ R r {0}, (p,A) ∈ Bn
εδ1 × U(n)}engendre pontuellement (au sens ensembliste) TX|Bn

εδ1
r 0X , e qui prouve la partie B du théo-rème 3.2.2 ave Ux0 := Bn

εδ1
et I := Bn

εδ1
× U(n). �Le lemme élémentaire suivant montre que tout hamp de veteurs J-plat provient loalementd'un plongement dont les feuilles sont des ourbes J-holomorphes.Lemme 3.2.0.2 Soit (X,J) une variété presque omplexe de dimension omplexe n et ξ unhamp de veteurs J-plat sur un ouvert U . Pour tout x ∈ U il existe un voisinage ouvert Ux ⊂ Ude x et une arte loale (Ux, σ

−1
ξ ), σξ : B1

δ×Bn−1
δ −→ Ux, ompatible ave l'orientation anoniquede (Ux, J) telle que pour tout z2 ∈ Bn−1

δ , les appliations z1 ∈ B1
δ 7→ σξ(z1, z2) sont des ourbes

J-holomorphes et dσξ( ∂
∂x1

) = ξ ◦ σξ, z1 = x1 + iy1.
Preuve. Soient v2, ..., vn ∈ TX,x des veteurs tels que ξ(x), v2, ..., vn soit une base sur C de TX,xet τ des oordonnées loales entrées en x telles que :

dτ−1
( ∂

∂x1
|0

)
= ξ(x) dτ−1

( ∂

∂y1
|0

)
= Jξ(x)

dτ−1
( ∂

∂xk
|0

)
= vk dτ−1

( ∂

∂yk
|0

)
= Jvk129



pour tout k = 2, ..., n, (on désigne par (x1, y1, ..., xn, yn) les oordonnées sur R2n). On désignepar φξ, φJξ : Vx × (−δ, δ) ⊂ X × R −→ X les �ots respetifs des hamps ξ et Jξ au voisinage
Vx de x (pour simpli�er les notations on utilisera dans la suite l'identi�ation φξ(x, t) ≡ φtξ(x))et on onsidère l'appliation σξ : Im τ −→ X dé�nie par la formule

σξ(x1, y1, ..., xn, yn) := φx1
ξ ◦ φ

y1
Jξ ◦ τ−1(0, 0, x2, y2, ..., xn, yn) =

= φy1Jξ ◦ φx1
ξ ◦ τ−1(0, 0, x2, y2, ..., xn, yn).D'après le théorème d'inversion loale on a l'existene d'un voisinage ouvert Ux ⊂ U de x telque (Ux, σ

−1
ξ ) soit une arte loale ompatible ave l'orientation anonique de (Ux, J) telle que

dσξ

( ∂

∂x1

)
= ξ ◦ σξ et dσξ

( ∂

∂y1

)
= Jξ ◦ σξ.Si on suppose σ−1

ξ (Ux) = B1
δ ×Bn−1

δ ⊂ R2×R2n on en déduit que les appliations (t, s) ∈ B1
δ 7→

σξ(t, s, a2, b2, ..., an, bn) sont des ourbes J-holomorphes pour tout (a2, b2, ..., an, bn) ∈ Bn−1
δ . �On aura besoin aussi du lemme suivant.Lemme 3.2.0.3 Soit (X,J) une variété presque omplexe de dimension omplexe n et soit

γ : B1
δ −→ X une ourbe J-holomorphe lisse. Il existe alors un plongement

σ : B1
ρ × Bn−1

ρ −→ X, ρ ∈ (0, δ) de lasse C∞ qui préserve les orientations anoniques tel queles appliations σ(·, z2), z2 ∈ Bn−1
ρ soient des ourbes J-holomorphes et σ(·, 0) = γ.

Preuve. Soit Bn
2 ⊂ X une boule oordonnée telle que J(0) = J0 et γ(0) = 0. Soit µλ : B1

1 −→
B1
λ, µλ(z) = λz l'homothétie de fateur λ > 0 et γλ, λ ∈ (0, δ] la ourbe J-holomorphe dé�niepar la formule γλ := γ ◦µλ. Considérons la famille de ourbes J0-holomorphes (uλ)λ∈(0,δ] dé�niepar la formule

uλ := λ−1
[
γλ + P

(
qJ(γλ) ∂zγλ

)]
.Considérons des veteurs ξ2, ..., ξn ∈ R2n ≡ Cn tels que les veteurs λ∂tuλ(0), ξ2, ..., ξn formentune base J0-omplexe de R2n et la famille d'appliations J0-holomorphes

(Hλ)λ∈(0,δ] ⊂ O(B1
1 ×Bn−1

1 ;Bn
2 ),dé�nie par la formule Hλ(z1, z2) = uλ(z1) + ξ · z2. Nous onsidérons aussi l'appliation

F : [0, 1] × Ck+µ(B1
1 ×Bn−1

1 ; Bn
2 ) −→ Ck+µ(B1

1 ×Bn−1
1 ; Cn)dé�nie omme dans la preuve du théorème 3.2.2. Le fait que l'ensemble

(Hλ)λ∈(0,δ] ⊂ Ck+µ(B1
1 ×Bn−1

1 ; Bn
2 )soit ompat, (pour tout k ≥ 1) entraîne, d'après la remarque 2 de la preuve du théorème 3.2.2,l'existene d'un ρ ∈ (0, δ] pour lequel il existe les appliations φε := F−1

ε (Hε), ε ∈ (0, ρ], (lesappliations F−1
ε sont dé�nies omme dans la preuve du théorème 3.2.2). De façon expliite ona don l'identité

φε + Pz1

(
qJ(εφε) ∂z1φε

)
= Hε.On déduit alors, grâe à l'inégalité (3.2.2), que pour ε > 0 su�samment petit, (disons ε ∈ (0, ρ]),on a l'inégalité

‖φε −Hε‖k+µ+1 ≤ εCk,µ‖d0qJ‖ · ‖φε‖k+µ · ‖dφε‖k+µ,130



qui ompte tenu de la ompaité de la famille (φε)ε∈(0,ρ] ⊂ Ck+µ(B1
1 × Bn−1

1 ; Bn
2 ), (pour tout

k ≥ 1) implique l'inégalité
‖φε −Hε‖k+µ+1 ≤ C ′

k,µε.On onsidère le plongement linéaire L(z1, z2) := d0γ(z1) + ξ · z2 et on remarque l'inégalité
‖Hε − L‖k+µ+1 = ‖uε − d0γ‖k+µ+1 ≤ εC ′

k,µ‖d0qJ‖ · ‖d0γ‖2,pour tout ε ∈ (0, ρ]. On déduit alors que les appliations φε sont des plongements pour ρ > 0su�samment petit (voir lemme 1.3 du hapitre 2 dans l'ouvrage de Hirsh [Hir℄) . On onsidèredon les plongements ψε := εφε et on remarque les égalités
[
ψε + Pz1

(
qJ(ψε) ∂z1ψε

)]
(·, 0) = εuε = γε + Pz1

(
qJ(γε) ∂z1γε

)qui montrent l'égalité ψε(·, 0) = γε. On déduit alors que l'appliation
(z1, z2) ∈ B1

ρ ×Bn−1
ρ 7→ σ(z1, z2) := ψρ(ρ

−1z1, z2)est le plongement voulu. �3.3 Courants positifs sur les variétés presque omplexes3.3.1 GénéralitésOn ommene par rappeler quelques dé�nitions générales de la théorie des ourants.Dé�nition 3.3.1 Soit Θ ∈ D′k(X) un ourant de degré k, d'ordre zéro sur une variété di�é-rentiable X orientable et orientée de dimension n. Une masse du ourant Θ est une mesure deRadon positive µ sur X telle que si ψ ∈ E(ΛnT ∗
X)(X) est une forme de volume arbitraire et si

A ⊂ X est un ensemble de Borel alors µ(A) = 0 si et seulement si ∫
A Θ(ξ1, ..., ξk) · ψ = 0 pourtout hamp de veteurs ξ1, ..., ξk ∈ E(TX)(X).On remarque que si µ1 et µ2 sont deux masses du même ourant alors l'une est absolumentontinue par rapport à l'autre. Il est bien onnu, (f. [Fed℄, [G-M-S℄) que tout ourant d'ordrezéro admet une masse qui peut être dé�nie par la formule

µg(Θ)(U) := sup
ϕ∈Dn−k(U)

|ϕ|g≤1

∣∣∣∣∣∣

∫

U

Θ ∧ ϕ

∣∣∣∣∣∣pour tout ouvert U ⊂ X relativement ompat dans X, (ii g est une métrique Riemanniennesur X). Ave les notations de la dé�nition 3.3.1 on a par onséquene du Théorème de Radon-Nikodym l'existene d'une k-forme θµ,ψ telle que pour tout hamp de veteurs ξ1, ..., ξk ∈
E(TX)(X) la fontion θµ,ψ(ξ1, ..., ξk) ∈ L1

loc(X,BX , µ) (ii BX désigne la σ-algèbre de Borel)est dé�nie µ-presque partout par la formule
θµ,ψ(ξ1, ..., ξk)(x) := lim

r→0

1

µ(Br(x))

∫

Br(x)

Θ(ξ1, ..., ξk) · ψoù Br(x) est une boule de rayon r relative à un ouvert oordonné quelonque. On aura alorspour tout Borelien A ∈ BX l'égalité
∫

A

Θ(ξ1, ..., ξk) · ψ =

∫

A

θµ,ψ(ξ1, ..., ξk)dµ131



qu'on dénote souvent sous la forme Θ = θµ,ψ · µ. Nous rappelons maintenant quelques résultatsde base de la théorie des ourants d'ordre zéro (f. [Fed℄, [G-M-S℄).Théorème 3.3.2 (Compaité faible de la masse). Soit {Θν}ν ⊂ D′k(X) une suite de ou-rants d'ordre zéro telle que supν µ(Θν)(U) <∞ pour tout ouvert relativement ompat U de X.Il existe alors une sous-suite {Θνj}νj de {Θν}ν onvergente pour la topologie faible des ourantsd'ordre zéro vers un ourant d'ordre zéro Θ ∈ D′k(X).Ce théorème est juste une onséquene du théorème lassique de Banah-Alaoglu. Le théorèmepréédent admet un réiproque que nous énonçons sous la forme suivante.Théorème 3.3.3 Soit {Θν}ν ⊂ D′k(X) une suite de ourants d'ordre zéro sur X telle que
supν | 〈Θν , ϕ〉 | <∞ pour toute forme à support ompat ϕ ∈ C0(Λn−kT ∗

X)(X). Alors les massesdes ourants Θν sont loalement équi-bornées au sens suivant : pour tout ouvert relativementompat U de Xon a supν µ(Θν)(U) <∞.Ce théorème est simplement une onséquene du théorème lassique de Banah-Steinhaus. Nousavons aussi la lemme très utile suivant.Lemme 3.3.1.1 Soit {Θν}ν ⊂ D′k(X) une suite de ourants d'ordre zéro onvergente faiblementvers un ourant d'ordre zéro Θ ∈ D′k(X). Si supν µ(Θν)(X) <∞ alors la suite {Θν}ν onvergevers le ourant Θ dans la topologie faible des ourants d'ordre zéro.Considérons à partir de maintenant une variété presque omplexe (X,J) de lasse C∞ et dedimension réelle 2n munie d'une métrique ω ∈ E(Λ1,1
J
T ∗
X)(X) et les (p, p)-formes fortementpositives ωp := 1/p!ωp pour p = 0, ..., n. On remarque que ωn est la forme de volume assoiée àla métrique ω. Les notations préédentes seront utiles pour montrer l'équivalene des dé�nitionssuivantes.Dé�nition 3.3.4 Un ourant Θ ∈ D′

p,p(X) sur une variété presque omplexe (X,J) est ditpositif si il véri�e une des trois propriétés équivalentes suivantes.
a) Pour tout hamp de veteurs réels ξ1, ..., ξn−p ∈ E(TX)(X) et pour toute forme ϕ ∈ D2n(X)positive on a l'inégalité

〈Θ(ξ1, Jξ1, ..., ξn−p, Jξn−p), ϕ〉 ≥ 0.

b) Le ourant Θ est d'ordre zéro et le ourant Θ ∧ ωp détermine une masse ‖Θ‖ω du ourant Θtelle que quel que soit le représentant
θω ∈ θ‖Θ‖ω,ωn

∈
(
E(Λn−p,n−p

J
T ∗
X)⊗

EX (C)
L1
loc(BX , ‖Θ‖ω)

)
(X)de la forme θ

‖Θ‖ω,ωn
on a que la forme θω(x) ∈ Λn−p,n−p

J
T ∗
X,x est positive pour ‖Θ‖ω-presquetout x ∈ X.

c) Pour tout (p, p)-forme ϕ ∈ E(Λp,p
J
T ∗
X)(X) fortement positive le ourant Θ ∧ ϕ détermine unemesure de Radon positive.Le �ne des ourants positifs de bidimension (p, p) sera noté par D′

p,p(X)+.
Preuve de l′équivalence. Nous montrons les impliations a) =⇒ c) et c) =⇒ b). L'impliation
b) =⇒ a) est évidente. Commençons par prouver l'impliation a) =⇒ c).Soit U ⊂ X un ouvert oordonnée, soit (ζ1, ..., ζn) un repère du �bré T 1,0

X,J |U et (ρε)ε>0 unefamille de noyaux régularisants usuels. Si
Θ = i(n−p)

2
∑

|K|=|H|=n−p

ΘK,H ζ
∗
K ∧ ζ̄∗H132



est l'expression loale du ourant Θ on dé�nit les (n− p, n− p)-formes
Θ ∗ ρε := i(n−p)

2
∑

|K|=|H|=n−p

ΘK,H ∗ ρε ζ∗K ∧ ζ̄∗H .Soient de plus ξ1, ..., ξn−p ∈ E(TX)(U) des hamps de veteurs à oe�ients onstants par rapportau repère (ζ1, ..., ζn). L'égalité
Θ(ξ1, Jξ1, ..., ξn−p, Jξn−p) ∗ ρε = (Θ ∗ ρε)(ξ1, Jξ1, ..., ξn−p, Jξn−p)entraîne que les formes Θ∗ρε sont positives. Pour tout (p, p)-forme ϕ ∈ E(Λp,p

J
T ∗
X)(X) fortementpositive on a alors l'inégalité (Θ ∗ ρε) ∧ ϕ ≥ 0. En passant à la limite on obtient la onlusionvoulue.Nous montrons maintenant l'impliation c) =⇒ b). Montrons d'abord que le ourant Θ estd'ordre zéro. Soit U ⊂ X sur lequel TX|U est trivial et soit (ζ1, ..., ζn) un repère ω-orthonormédu �bré T 1,0

X,J |U . Les formes ωp s'expriment alors par rapport au repère hoisi sous la forme
ωp =

ip
2

2p

∑

|K|=p

ζ∗K ∧ ζ̄∗K .Pour tout multi-indie |L| = n− p on désigne par R := ∁L le multi-indie omplémentaire de Ldans l'ensemble {1, .., n}. On a alors que le ourant
ΘL,L · ωn = ip

2
2−nΘ ∧ ζ∗R ∧ ζ̄∗Rpeut être identi�é ave une mesure de Radon positive sur l'ouvert U . Nous reprenons maintenantun alul fait par Demailly dans [Dem-1℄, hapitre III. On désigne par R := ∁K, Q := ∁H lesmulti-indies omplémentaires de K et H dans l'ensemble {1, .., n} et ave ε• := ±1, ±i. Avees notations on aura alors :

ΘK,H · ωn = ±ip22−nΘ ∧ ζ∗R ∧ ζ̄∗Q = ±2−nΘ ∧
∧

1≤s≤p

iζ∗rs ∧ ζ̄∗qs =

= 2−nΘ ∧
∧

1≤s≤p

( ∑

as∈(Z/4Z)

εas

i

4
(ζ∗rs + iasζ∗qs) ∧ (ζ∗rs + iasζ∗qs)

)
.En e�et il su�t de remarquer l'identité extérieure

4ζ∗j ∧ ζ̄∗k = (ζ∗j + ζ∗k) ∧ (ζ∗j + ζ∗k)− (ζ∗j − ζ∗k) ∧ (ζ∗j − ζ∗k)

+i(ζ∗j + iζ∗k) ∧ (ζ∗j + iζ∗k)− i(ζ∗j − iζ∗k) ∧ (ζ∗j − iζ∗k). (3.3.1)On obtient don l'expression
ΘK,H · ωn = 2−nΘ ∧

∑

a∈(Z/4Z)p

εa
∧

1≤s≤p

i

4
(ζ∗rs + iasζ∗qs) ∧ (ζ∗rs + iasζ∗qs). (3.3.2)Le fait que les formes

γa :=
∧

1≤s≤p

i

4
(ζ∗rs + iasζ∗qs) ∧ (ζ∗rs + iasζ∗qs),133



a ∈ (Z/4Z)p sont fortement positives entraîne, par hypothèse, que les ourants ΘK,H ·ωn peuventêtre identi�és ave des mesures de Radon omplexes sur l'ouvert U , e qui montre que le ourant
Θ est d'ordre zéro. D'autre part on a les égalités

2−nΘ ∧
∧

1≤s≤p

( ∑

as∈(Z/4Z)

i

4
(ζ∗rs + iasζ∗qs) ∧ (ζ∗rs + iasζ∗qs)

)
=

= 2−nΘ ∧
∧

1≤s≤p

(iζ∗rs ∧ ζ̄∗rs + iζ∗qs ∧ ζ̄∗qs) =

= 2−nΘ ∧
∑

t∈E

ip
2
ζ∗Mt
∧ ζ̄∗Mt

=
∑

t∈E

ΘHt,Ht · ωnoù E est un ensemble d'indies de ardinalité inférieure ou égale à 2p, Mt ⊂ R ∪ Q est un p-multi-indie et Ht := ∁Mt. En utilisant l'expression (3.3.2) on obtient alors l'inégalité suivante :
∣∣∣∣∣∣

∫

A

ΘK,H · ωn

∣∣∣∣∣∣
≤ 2p

∑

L⊃K∩H

∫

A

ΘL,L · ωn < +∞ (3.3.3)pour tout Borelien A ⊂ U . On remarque de plus que le ourant Θ ∧ ωp s'érit sous la forme
Θ ∧ ωp = 2n−p

( ∑

|L|=n−p

ΘL,L

)
· ωn.Le ourant Θ ∧ ωp détermine une mesure de Radon Positive ‖Θ‖ω donnée expliitement par laformule

‖Θ‖ω(A) := inf
U⊃A

∫

U

Θ ∧ ωppour tout sous-ensemble A ⊂ X relativement ompat. L'inégalité (3.3.3) montre alors que lesmesures de Radon omplexes déterminées par les ourants ΘK,H ·ωn sont absolument ontinuespar rapport à la mesure ‖Θ‖ω restreinte à l'ouvert trivialisant U , e qui prouve que la mesurede Radon ‖Θ‖ω est une masse du ourant Θ.Nous montrons maintenant que la forme θω(x) ∈ Λn−p,n−p
J

T ∗
X,x est positive pour ‖Θ‖ω-presquetout x ∈ X. On désigne par FPp(TX,x) ⊂ Λp,p

J
T ∗
X,x l'ensemble des (p, p)-formes fortementpositives au point x et par

FPp(ζ) ⊂ E(Λp,pJ
T ∗
X)(U)l'ensemble des (p, p)-formes fortement positives à oe�ients onstants par rapport au repère

(ζ1, ..., ζn). On onsidère un sous-ensemble (ϕν)ν∈N ⊂ FPp(ζ) dense dans FPp(ζ). Soit ξω ∈
E(Λn,n

J
TX)(X) le (n, n)-hamp de veteurs tel que ωn(ξω) = 1 sur X. On remarque que pourtout (p, p)-forme ϕ ∈ E(Λp,p

J
T ∗
X)(X) et tout Borelien A ⊂ X on a les identités

∫

A

Θ ∧ ϕ =

∫

A

(Θ ∧ ϕ)(ξω) · ωn =

∫

A

(θω ∧ ϕ)(ξω) ‖Θ‖ω .On a alors que l'ensemble
Eν := {x ∈ Dom θω ∩ U | θω(x) ∧ ϕν(x) < 0}134



est un ensemble de ‖Θ‖ω-mesure nulle (ii Dom θω désigne le domaine du représentant θω). Lefait que
FPp(TX,x) = {ϕ(x) |ϕ ∈ FPp(ζ)}pour tout x ∈ U ombiné ave le fait que, par densité, pour tout ϕ ∈ FPp(ζ) il existe une suite

(νl)l telle que ϕ = liml→+∞ ϕνl
entraînent

θω(x) ∧ ϕ(x) = lim
l→+∞

θω(x) ∧ ϕνl
(x) ≥ 0pour tout point x ∈ Dom θω ∩ U \ ∪νEν . Cei entraîne la onlusion voulue sur la forme θω. �Voyons maintenant quelques exemples fondamentaux de (1, 1)-ourant positif sur les variétéspresque omplexes.3.3.2 Exemples fondamentaux de ourants positifs sur les variétés presqueomplexes.On ommene par une dé�nition.Dé�nition 3.3.5 Une sous-variété Y ⊂ X de dimension 2p d'une variété presque omplexe

(X,J) est dite presque omplexe si J(TY ) = TY .Un exemple de sous-variété presque omplexe est onstitué par les images γ(P1
C
) ⊂ X des ourbes

J-holomorphes régulières. Les résultats qui suivront vont assurer l'existene d'exemples de sous-variétés presque omplexes de dimension omplexe supérieure à un. On ommene par rappelerla proposition suivante (voir [MD-Sa℄).Proposition 3.3.6 Soit X une variété di�érentielle de dimension réelle 2n. S'il existe une 2-forme ω ∈ E(Λ2T ∗
X)(X) non dégénéré alors l'espae des strutures presque omplexes ompatiblesave ω

JX,ω :=
{
J ∈ E(T ∗

X⊗R
TX)(X) |J2 = −I, ω(Ju, Jv) = ω(u, v), ω(u, Ju) > 0∀u, v ∈ TX,xr{0x}

}est non vide et ontratile.On a aussi la proposition suivante, (voir l'artile de Audin dans l'ouvrage [Au-La℄).Proposition 3.3.7 Soit X une variété di�érentielle de dimension réelle 2n admettant une 2-forme ω ∈ E(Λ2T ∗
X)(X) non dégénérée et soit Y ⊂ X une sous-variété telle que i∗Y ω soit nondégénérée. Il existe alors une struture presque omplexe J ∈ JX,ω telle que (Y, J|Y ) soit unesous-variété presque omplexe de (X,J).On a le résultat fondamental suivant du à S.K Donaldson (voir [Don℄).Théorème 3.3.8 Soit (X,ω) une variété sympletique ompate de dimension réelle 2n. Pourtout p = 1, ..., n il existe des sous-variétés sympletiques (Yp, i

∗
Yp
ω) fermées de dimension réelle

2p.Le premier exemple de ourant positif qu'on onsidère est le ourant d'intégration sur unesous-variété presque omplexe Y de dimension 2p de mesure loalement �nie ave l'orientationanonique donnée par la struture presque omplexe J|Y ∈ E(T ∗
Y⊗R

TY ). Le ourant [Y ] ∈ D′
2p(X)s'identi�e naturellement ave un élément de l'espae D′

p,p(X) étant ∫
Y ϕ =

∫
Y ϕ

p,p pour tout
ϕ ∈ D2p(X), où ϕp,p désigne la omposante de type (p, p) de la forme ϕ. Le ourant [Y ] est135



évidemment positif grâe à la propriété 3.3.4.c. Sous les hypothèses du théorème 3.3.8 on a alorsl'existene de ourants [Yp] lesquels sont de bidegré (n − p, n− p) et positifs par rapport à unestruture presque omplexe Jp ∈ JX,ω. De plus les ourants en question sont fermés, i.e d[Yp] = 0en onséquene de la formule de Stokes. La notion intuitive de la masse ‖[Y ]‖ω est lari�ée parle lemme suivant qui est une généralisation immédiate d'un résultat bien onnu dans le as desvariétés omplexes (voir le hapitre III dans l'ouvrage de Demailly [Dem-1℄).Lemme de Wirtinger 3.3.3 Soit Y ⊂ X une sous-variété orientable et orientée de dimension
2p d'une variété presque omplexe (X,J) munie d'une métrique ω ∈ E(Λ1,1

J
T ∗
X)(X). Si on désignepar dVY,ω la forme de volume assoiée à la restrition à TY de la métrique riemannienne g(·, ·) :=

ω(·, J ·) assoiée à la métrique ω on a l'existene d'une fontion α ∈ C0(Y, [−1, 1]) telle que
ωp|Y = α · dVY,ω. De plus |α| = 1 si et seulement si Y est une sous-variété presque omplexe.Dans e as α = 1 si l'orientation de Y oïnide ave l'orientation anonique donnée par lastruture J|Y et α = −1 sinon. La fontion α est identiquement nulle si et seulement si Y estune sous-variété ω-isotropique.Le théorème suivant nous fournit un autre exemple fondamental de (1, 1)-ourant positif.Théorème 3.3.9 Soit (X,J) une variété presque omplexe onnexe et f ∈ Psh(X,J). Alorsou bien f ≡ −∞ ou bien f ∈ L1

loc(X). Dans e dernier as le (1, 1)-ourant i∂
J
∂̄

J
f est positif.

PreuveIntégrabilité loale de f . Ave les notations du théorème 3.2.2 on a que pour tout x ∈ Ux0l'appliation
ϕx : (0, δ) × S1 × S2n−1(TX,x) ✲ X

(r, θ, v) 7−→Φ(reiθ, v)est une submersion de lasse C∞. Par hypothèse on a l'inégalité de la moyenne
f(x) ≤ 1

2πr

2π∫

0

f ◦ ϕx(r, θ, v) dθ.On onsidère les ouverts relativement ompats
Cr1,r2(x) := ϕx

(
(r1, r2)× S1 × S2n−1(TX,x)

)
, 0 < r1 < r2 < δet la forme de volume de lasse C∞

dVx(p) :=

∫

(r,θ,v)∈ϕ−1
x (p)

dr dθ dσ(v)sur l'ouvert Imϕx, où dσ désigne la forme de volume sur la sphère S2n−1(TX,x). Ave es notationson a alors
∫

p∈Cr1,r2(x)

f(p) dVx(p) =

∫

v∈S2n−1(TX,x)

dσ(v)

r2∫

r1

dr

2π∫

0

f ◦ ϕx(r, θ, v) dθ ≥ f(x)Kr1,r2 (3.3.4)où Kr1,r2 > 0 est une onstante. Soit W ⊂ X l'ensemble des points p ∈ X tels que la fontion
f soit intégrable sur un voisinage de p. Par dé�nition le sous-ensemble W est ouvert en X et136



f > −∞ presque partout sur W . Si p ∈W , on peut hoisir un point x ∈W tel que f(x) > −∞et p ∈ Cr1,r2(x). On déduit alors d'après l'inégalité (3.3.4), que la fontion f est intégrable surle voisinage Cr1,r2(x) de p, e qui montre que p ∈W et don que W est aussi fermé en X. On aalors soit W = X, soit W = ∅. Dans le dernier as l'inégalité (3.3.4), implique f ≡ −∞. On adon prouvé que soit f ≡ −∞ soit f ∈ L1
loc(X).Positivité du ourant i∂

J
∂̄

J
f . On montre d'abord que pour tout ξ ∈ P

J
(Ux0 , TX) la dis-tribution i∂J ∂̄Jf (ξ, Jξ) est positive sur Ux0 . Pour tout x ∈ Ux0 soient (Ux, σ

−1
ξ )

σξ : B1
δ ×Bn−1

δ −→ Ux ⊂ Ux0les oordonnées du lemme 3.2.0.2. En rappelant l'expression expliite (3.1.1) du ourant i∂
J
∂̄

J
fon aura pour tout ξ ∈ E(TX)(Ux0) les égalités suivantes :

i∂
J
∂̄

J
f (ξ, Jξ) = 2∂

J
∂̄

J
f (ξ1,0, ξ0,1) = 2(ξ1,0. ξ0,1. f − [ξ1,0, ξ0,1]0,1. f) =

=
1

2
(ξ. ξ. f + Jξ. Jξ. f + J [ξ, Jξ]. f)Le fait que dans notre as [ξ, Jξ] = 0, implique les expressions :

i∂
J
∂̄

J
f (ξ, Jξ) = 2ξ1,0. ξ0,1. f =

1

2
(ξ. ξ. f + Jξ. Jξ. f) =

1

2
(σ−1
ξ )∗∆z1(f ◦ σξ)où ∆z1 := ∂2

x1
+ ∂2

y1 désigne le Laplaien par rapport à la variable z1 = x1 + i y1 ∈ B1
δ dansl'ouvert B1

δ ×Bn−1
δ . Grâe au théorème de Fubini on en déduit l'inégalité

∫

B1
δ×B

n−1
δ

(f ◦ σξ) ·∆z1ϕdλ ≥ 0pour tout ϕ ∈ D(B1
δ ×Bn−1

δ ), ϕ ≥ 0. Le Laplaien ∆z1(f ◦σξ) est don positif, e qui prouve lapositivité de la distribution i∂
J
∂̄

J
f (ξ, Jξ) sur l'ouvert Ux0 pour tout hamp ξ ∈ P

J
(Ux0 , TX).Nous montrons maintenant que le ourant i∂

J
∂̄

J
f est d'ordre zéro.Soit ζ1, ..., ζn un repère omplexe du �bré des (1, 0)-veteurs tangents T 1,0

X,J |Ux0
. On déduit d'aprèsl'identité extérieure (3.3.1), (ave ζ à la plae de ζ∗) l'existene de hamps de veteurs ρk ∈

E(T 1,0
X,J)(Ux0), k = 1, ..., n2 du type ρk = ζsk

+ iakζtk , ak ∈ Z/4Z tels que les (1, 1)-hamps deveteurs (ρk∧ ρ̄k)n
2

k=1 forment un repère omplexe du �bré Λ1,1
J
TUx0

. On hoisit un point x ∈ Ux0et ξk ∈ PJ (Ux0 , TX) tels que ξ1,0k (x) = ρk(x). On aura alors que les (1, 1)-hamps de veteurs
(ξ1,0k ∧ξ

0,1
k )n

2

k=1 forment un repère omplexe du �bré Λ1,1
J
TVx ou Vx ⊂ Ux0 est un voisinage ouvertdu point x. L'identité

i∂J ∂̄Jf (ξk, Jξk) = 2∂J ∂̄Jf (ξ1,0k ∧ ξ
0,1
k )montre alors que le ourant i∂J ∂̄Jf est d'ordre zéro.Venons-en maintenant à la positivité du ourant en question. Soit µ une masse du ourant i∂

J
∂̄

J
fet onsidérons l'ériture i∂

J
∂̄

J
f = θ ·µ. Nous montrons que la forme θ(x) ∈ Λ1,1

J
T ∗
X,x est positivepour µ-presque tout x ∈ X. On désigne par

QTX|Ux0
:= TX|Ux0

∩ (Q2n ×Q2n),en supposant que l'ouvert Ux0 est un ouvert oordonné. D'après la preuve du théorème 3.2.2il existe une famille dénombrable de hamps (ξν)ν∈N ⊂ P
J
(Ux0 , TX) telle que pour tout v ∈137



QTX|Ux0
r0X il existe ν ∈ N tel que ξν(π(v)) = v (π désigne la projetion anonique π : TX → X)et pour tout x ∈ Ux0 l'ensemble (ξν(x))ν∈N est dense dans TX,x. La positivité de la distribution

i∂
J
∂̄

J
f (ξ, Jξ) sur l'ouvert Ux0 entraîne que l'ensemble

Eν := {x ∈ Dom θ ∩ Ux0 | θ(ξν , Jξν)(x) < 0}est de µ-mesure nulle (ii Dom θ désigne le domaine du représentant θ). Pour tout point
x ∈ Dom θ ∩ Ux0 \ ∪νEνet pour tout v ∈ TX,x onsidérons une suite (νl)l telle que v = liml→+∞ ξνl

(x). La limite
θ(v, Jv)(x) = lim

l→+∞
θ(ξνl

, Jξνl
)(x) ≥ 0entraîne alors la onlusion voulue sur la forme θ. �3.4 Les potentiels des ourants positifs de type (1, 1) sur lesvariétés presque omplexesDans ette setion nous proposons une onjeture réiproque du théorème 3.3.9 qu'on énonesous la forme suivante.Conjeture 2 Soit (X,J) une variété presque omplexe de dimension omplexe n et soit u ∈

D′
2n(R)(X) une distribution réelle telle que le (1, 1)-ourant i∂

J
∂̄

J
u ∈ D′1,1(X) soit positif. Alorsil existe une unique fontion f ∈ Psh(X,J) ∩ L1

loc(X) telle que la distribution orrespondanteoïnide ave la distribution u.Il est bien onnu que la onjeture est vraie dans le as omplexe intégrable (voir [Dem-1℄).Remarque 1. On onsidère l'opérateur
dc

J
:=

i

2
(∂̄

J
− ∂

J
).En degré zéro il se réduit à la forme dc

J
:= −1

2df ◦ J . En utilisant les identités fondamentales dela géométrie presque omplexe on déduit failement qu'en degré zéro on a l'identité
i∂

J
∂̄

J
= ddc

J
+ iθ

J
∂̄

J
− iθ̄

J
∂

J
,qui montre de quelle façon la torsion de la struture presque omplexe représente l'obstrutionpour le (1, 1)-ourant i∂

J
∂̄

J
u à être d-fermé. D'après l'identité préédente on déduit alors l'égalité

ddc
J
u (ξ, Jξ) = i∂

J
∂̄

J
u (ξ).On a don que le (1, 1)-ourant i∂

J
∂̄

J
u est positif si et seulement si pour tout hamps deveteurs réel ξ la distribution ddc

J
u(ξ, Jξ) est positive. On remarque de plus que omme dans leas omplexe intégrable, (f. [Dem-1℄) on a d'après la formule de Stokes l'égalité

∫

U

ϕ ∧ ddc
J
ψ − ddc

J
ϕ ∧ ψ =

∫

∂U

ϕ ∧ dc
J
ψ − dc

J
ϕ ∧ ψ (3.4.1)pour tout ouvert U ⊂ X relativement ompat à bord C1 par moreaux et pour tout ϕ ∈

C2(Λp,p
J
T ∗
X)(U ) et ψ ∈ C2(Λq,q

J
T ∗
X)(U ), p + q = n − 1. En utilisant la formule préédente et le138



fait que ∂
J
∂̄

J
+ ∂̄

J
∂

J
= 0 en bidegré (n − 1, n − 1), on déduit pour tout ϕ ∈ Dn−1,n−1(X) leségalités suivantes

∫

X

i∂
J
∂̄

J
u ∧ ϕ =

∫

X

ddc
J
u ∧ ϕ =

∫

X

u · ddc
J
ϕ =

∫

X

u · i∂
J
∂̄

J
ϕ.Remarque 2. Soit ω ∈ E(Λ1,1

J
T ∗
X)(X) une métrique hermitienne sur TX,J . On dé�nit le Lapla-ien de u ∈ D′

2n(R)(X) par rapport à la struture presque omplexe J et la métrique ω par laformule
∆

J,ω
u := Traeω(i∂

J
∂̄

J
u) =

n · i∂
J
∂̄

J
u ∧ ωn−1

2 · ωn .Soit (ξk)k ∈ E(TX,J)(U)⊕n un repère loal omplexe ω-orthonormé du �bré TX,J et soit ζk := ξ1,0k .En rappelant l'ériture loale (3.1.2) on obtient l'égalité
∆

J,ω
u =

n∑

k=1

(ζk .ζ̄k. u− [ζk, ζ̄k]
0,1. u) =

=
1

4

n∑

k=1

(ξk . ξk .u+ Jξk . Jξk .u+ J [ξk, Jξk] .u) =
1

2

n∑

k=1

i∂
J
∂̄

J
u(ξk, Jξk).Ce alul montre que le symbole de ∆

J,ω
oïnide ave le symbole du Laplaien lassique ∆ ≡

∆J0,ω0
sur Cn, où ω0 = i

2∂J0
∂̄J0
|z|2 est la métrique J0-invariante plate sur Cn. On obtient alorsque l'opérateur de Green de ∆J,ω oïnide ave l'opérateur de Green lassique de ∆ au sens desopérateurs pseudo-di�érentiels. Si le ourant i∂

J
∂̄

J
u est positif alors ∆

J,ω
u est une mesure deRadon positive. On déduit alors d'après la théorie lassique des opérateurs elliptiques d'ordredeux que u ∈W 1,1

loc (X) := {v ∈ L1
loc(X) | dv ∈ L1

loc(T
∗
X)(X)}, (f. [Sta℄, paragraphe 9, théorèmes9.1 et 9.4).Nous montrons maintenant la onjeture dans le as partiulier suivant.Théorème 3.4.1 Soit (X,J) une variété presque omplexe et f : X −→ [−∞,+∞) unefontion semi-ontinue supérieurement telle que f soit ontinue sur l'ensemble X r f−1(−∞),

f ∈ L1
loc(X) et telle que le (1, 1)-ourant i∂J ∂̄J f ∈ D′1,1(X) soit positif. Alors f ∈ Psh(X,J).Avant de passer à la preuve du théorème 3.4.1 nous aurons besoin de quelques notions et résultatspréliminaires. On ommene par prouver le lemme suivant.Lemme 3.4.0.1 Sous les hypothèses du théorème 3.4.1, le ourant i∂J ∂̄J log(ef + ε) est positifpour tout ε > 0.

Preuve. Le fait que f ∈ L1
loc(X) implique que l'intérieur de l'ensemble f−1(−∞) est vide.On déduit que pour tout x ∈ f−1(−∞) et pour tout r > 0 il existe y ∈ Bn

r (x) r f−1(−∞).L'hypothèse de semi-ontinuité ombinée ave la ontinuité de la fontion f sur l'ensemble X r

f−1(−∞) entraînent alors la ontinuité de la fontion ef sur tout X, (en partiulier l'ensemble
f−1(−∞) est fermé dans X). On obtient alors la ontinuité des fontions fε := log(ef + ε). Onremarque que si u est une fontion de lasse C2 on a la formule

i∂
J
∂̄

J
uε =

eu

eu + ε
i∂

J
∂̄

J
u+

εeu

(eu + ε)2
i∂

J
u ∧ ∂̄

J
u139



et la (1, 1)-forme i∂
J
u∧ ∂̄

J
u est positive. En e�et pour tout hamps de veteurs réels ξ on a leségalités

i∂
J
u ∧ ∂̄

J
u (ξ, Jξ) = i∂

J
u(ξ) · ∂̄

J
u(Jξ)− i∂

J
u(Jξ) · ∂̄

J
u(ξ) =

= 2∂
J
u(ξ) · ∂̄

J
u(ξ) =

1

2
(du(ξ)2 + du(Jξ)2) ≥ 0On en déduit alors que si notre fontion f est de lasse C2 la (1, 1)-forme i∂J ∂̄Jfε est positive.Dans le as général nous onsidérons une famille de noyaux régularisants (ρη)η>0 sur un ouvertoordonnée V ⊂ X et les fontions fη := f ∗ ρη, fηε := log(ef

η
+ ε) ∈ E(U,R) où U ⊂ V estun ouvert relativement ompat dans V . (On remarque que si la struture presque omplexen'est pas intégrable les (1, 1)-formes i∂

J
∂̄

J
fη ne sont pas positives). Pour prouver la positivitédu ourant i∂

J
∂̄

J
fε on remarque que pour tout forme ϕ ∈ D2n(U) positive et pour tout hampde veteurs réels ξ ∈ E(TX)(U) on a les égalités suivantes

∫

U

i∂J ∂̄Jfε(ξ, Jξ)ϕ = lim
η→0

∫

U

i∂J ∂̄J f
η
ε (ξ, Jξ)ϕ =

= lim
η→0




∫

U

ef
η

efη + ε
i∂

J
∂̄

J
fη(ξ, Jξ)ϕ +

∫

U

εef
η

(efη + ε)2
i∂

J
fη ∧ ∂̄

J
fη(ξ, Jξ)ϕ



.De plus on va montrer l'égalité
lim
η→0

∫

U

ef
η

efη + ε
i∂J ∂̄Jf

η(ξ, Jξ)ϕ =

∫

U

ef

ef + ε
i∂J ∂̄Jf(ξ, Jξ)ϕ ≥ 0. (3.4.2)On aura alors

∫

U

i∂
J
∂̄

J
fε(ξ, Jξ)ϕ =

∫

U

ef

ef + ε
i∂

J
∂̄

J
f(ξ, Jξ)ϕ+ lim

η→0

∫

U

εef
η

(ef
η

+ ε)2
i∂

J
fη ∧ ∂̄

J
fη(ξ, Jξ)ϕ.La dernière limite est positive ar la forme i∂

J
fη ∧ ∂̄

J
fη est positive. Pour prouver l'égalité(3.4.2) il su�t de montrer que la suite (i∂

J
∂̄

J
fη)η>0 onverge vers le ourant i∂

J
∂̄

J
f aussi dansla topologie faible des ourants d'ordre zéro. Ce fait ombiné ave le fait que la suite de fontions

ef
η
/(ef

η
+ ε) onverge uniformément vers la fontion ef/(ef + ε) prouve l'égalité (3.4.2). Pourprouver la onvergene de la suite (i∂J ∂̄J f

η)η>0 dans la topologie faible des ourants d'ordrezéro il su�t de montrer la onvergene de la suite
(i∂

J
∂̄

J
fη − (i∂

J
∂̄

J
f) ∗ ρη)η>0dans la même topologie étant donné que la suite ((i∂

J
∂̄

J
f) ∗ ρη)η>0 est onvergente dans ettetopologie. D'après le lemme 3.3.1.1 il su�t don de remarquer l'inégalité

sup
η>0

µ(i∂
J
∂̄

J
fη − (i∂

J
∂̄

J
f) ∗ ρη)(U) ≤ C‖f‖W 1,1(U) <∞qui déoule du lemme de K.O. Friedrihs (f. [Hör-1℄). �On rappelle la dé�nition suivante. 140



Dé�nition 3.4.2 Un sous-ensemble A ⊂ U d'un ouvert U ⊂ Rm est dit polaire si pour toutpoint x ∈ U il existe un voisinage ouvert onnexe Vx ⊂ U de x et une fontion u sous-harmoniquesur Vx, u 6≡ −∞, telle que A ∩ Vx ⊂ {y ∈ Vx |u(y) = −∞}.D'après le théorème 3.1.2 on a qu'un sous-ensemble polaire est de mesure de Lebesgue nulle. Ona le théorème lassique suivant (f. [Dem-1℄, hapitre I).Théorème 3.4.3 Soit A ⊂ U un sous-ensemble polaire fermé et soit v une fontion sous-harmonique sur l'ouvert U r A, borné supérieurement sur un voisinage de tout point de A. Ilexiste alors une unique extension sous-harmonique ṽ de v sur U . En partiulier si v est unefontion ontinue sur U et sous-harmonique sur l'ouvert U rA alors v est sous-harmonique sur
U .Preuve du théorème 3.4.1. D'après le lemme 3.4.0.1 il su�t de montrer le théorème dans leas d'une fontion ontinue étant donné que la fontion f est limite déroissante des fontionsontinues fε := log(ef + ε) (lorsque ε tend vers zéro) et une limite déroissante de fontions plu-risousharmoniques est plurisousharmonique. A partir de maintenant on suppose don f ontinueet on remarque que pour tout ourbe J-holomorphe γ : B1

ρ −→ X la fontion f ◦ γ est sous-harmonique sur B1
ρ si et seulement si elle est sous-harmonique sur l'ouvert

{z ∈ B1
ρ | dzγ 6= 0}.Cei déoule du fait que l'ensemble {z ∈ B1
ρ | dzγ = 0} est �ni (voir [MD-1℄, hapitre II) etdu théorème 3.4.3. On peut don supposer que la ourbe J-holomorphe γ : B1

ρ −→ X est unplongement.D'autre part on remarque qu'une fontion ontinue u : Ω ⊂ Rn −→ R est sous-harmonique si etseulement si ∆u ≥ 0. En e�et en onsidérant une famille de noyaux régularisants usuels (ρε)ε>0on a 0 ≤ (∆u) ∗ ρε = ∆(u ∗ ρε). On déduit alors l'inégalité
1

λ(Br(x))

∫

Br(x)

u ∗ ρε dλ ≥ (u ∗ ρε)(x).En passant à la limite pour ε tendent vers zéro on déduit la sous-harmoniité de u. On va donmontrer l'inégalité ∆(f ◦ γ) ≥ 0 pour tout plongement J-holomorphe γ : B1
ρ −→ X. D'après lelemme 3.2.0.3 on a, quitte à restreindre ρ > 0, l'existene d'un plongement

σ : B1
ρ ×Bn−1

ρ −→ σ(B1
ρ ×Bn−1

ρ ) ⊂ Xqui préserve les orientations anoniques tel que σ(·, z2) soit une ourbe J-holomorphe pour tout
z2 ∈ Bn−1

ρ et σ(z1, 0) = γ(z1), z1 = t + is. Le fait que le hamp ξ := dσ( ∂∂t) ◦ σ−1 soit J-platsur l'ouvert σ(B1
ρ ×Bn−1

ρ ) implique les égalitées
i∂

J
∂̄

J
f (ξ, Jξ) = 2ξ1,0. ξ0,1. f =

1

2
(ξ. ξ. f + Jξ. Jξ. f) =

1

2
(σ−1)∗∆z1(f ◦ σ)où ∆z1 := ∂2

t + ∂2
s désigne le Laplaien par rapport à la variable z1 = t+ i s ∈ B1

ρ dans l'ouvert
B1
ρ ×Bn−1

ρ . Le fait que le plongement σ préserve les orientations anoniques implique l'inégalité
∆z1(f ◦ σ) ≥ 0sur l'ouvert B1

ρ ×Bn−1
ρ . Considérons maintenant une famille de formes positives

(δε)ε>0 ⊂ Dn−1,n−1(Bn−1
ρ )+141



onvergentes faiblement vers le ourant de Dira δ0 ∈ D′n−1,n−1(Bn−1
ρ )+ en 0 lorsque ε tendvers 0, (sur le �ne des ourants positifs la topologie faible oïnide ave la topologie faible desourants d'ordre zéro). Si on désigne par p2 : B1

ρ ×Bn−1
ρ −→ Bn−1

ρ la deuxième projetion on a
[B1

ρ × 0] = lim
ε→0

p∗2δε,où la limite est onsidéré dans la topologie faible des ourants d'ordre zéro.Pour tout forme ϕ ∈ D1,1(B1
ρ ×Bn−1

ρ , J0)
+ positive par rapport à la struture presque omplexeanonique de Cn on a

0 ≤
∫

B1
ρ×B

n−1
ρ

∆z1(f ◦ σ) p∗2δε ∧ ϕ =

∫

B1
ρ×B

n−1
ρ

(f ◦ σ) p∗2δε ∧∆z1ϕ.Si on désigne par j : B1
ρ → B1

ρ ×Bn−1
ρ , j(B1

ρ) = B1
ρ × 0, l'immersion anonique on a

∫

B1
ρ

∆(f ◦ γ) j∗ϕ =

∫

B1
ρ

(f ◦ γ)∆(j∗ϕ) = lim
ε→0

∫

B1
ρ×B

n−1
ρ

(f ◦ σ) p∗2δε ∧∆z1ϕ ≥ 0.La surjetivité de l'appliation ϕ ∈ D1,1(B1
ρ × Bn−1

ρ , J0)
+ 7→ j∗ϕ ∈ D1,1(B1

ρ)
+ permet alors deonlure. �3.5 Sur la régularisation des potentiels sur les variétés presqueomplexes ave ontr�le asymptotique de la perte depositivité du ourantPour la solution de la onjeture dans le as général d'une distribution réelle u (qui est unélément de W 1,1

loc (X) d'après la remarque 2 de la setion préédente) nous proposons une teh-nique de régularisation globale des potentiels u des (1, 1)-ourants positifs du type i∂
J
∂̄

J
u surles variétés presque omplexes analogue à elle utilisé ave suès par Demailly [Dem-2℄ dans leas omplexe intégrable. La néessité d'utiliser une tehnique globale dérive du fait que sur unevariété presque omplexe non intégrable on a pas de oordonnées naturelles qui permettent derégulariser u sans perte de positivité du ourant i∂J ∂̄Ju.Soit (X,J) une variété presque omplexe et ω ∈ E(Λ1,1

J
T ∗
X)(X) une métrique hermitienne sur

TX,J . Soit expω : U ⊂ TX −→ X le �ot géodésique induit par la onnexion de Chern du �brétangent
Dω

J
: E(TX,J ) −→ E(T ∗

X ⊗R
TX,J)assoié à la métrique ω, (ii U ⊂ TX désigne un voisinage ouvert de la setion nulle). On désignepar

expωx,ε := expωx (ε·) : TX,x ∩ ε−1U −→ X, ε > 0,et on onsidère une fontion χ : R −→ R de lasse C∞ telle que χ(t) > 0 pour t < 1, χ(t) = 0pour t ≤ 1 et ∫
Cn χ(|v|2) dv = 1. On introduit alors les fontions χε(t) := χ(t/ε2)/ε2n etl'opérateur régularisant

uε(x) :=

∫

ζ∈TX,x

u ◦ expωx (ζ) · χε(|ζ|2ωx
)
ωnx,ζ
n!

=

∫

ζ∈TX,x

u ◦ expωx,ε (ζ) · χ(|ζ|2ωx
)
ωnx,ζ
n!

.142



Étudier la onjeture revient à étudier le ontr�le asymptotique de la positivité des (1, 1)-formes
i∂

J
∂̄

J
uε ar si i∂

J
∂̄

J
u ≥ 0 alors, omme dans le théorème de Demailly qui suivra [Dem-2℄, ilexiste une ostante K > 0 su�sament grande telle que la suite de fontions uε +Kε2 onvergede façon déroissante vers la fontion u lorsque ε tend vers zéro. Avant de présenter le théorèmede Demailly nous introduisons les dé�nitions suivantes.Dé�nition 3.5.1 Soit (X,J) une variété presque omplexe et ω ∈ E(Λ1,1

J
T ∗
X)(X) une métriqueshermitienne sur TX,J . On appelle ourbure de Gri�ths inférieure du �bré hermitien (TX,J , ω) lafontion Gω(TX,J) : TX r 0X −→ R homogène de degré deux sur les �bres de TX dé�nie par laformule

Gω(TX,J)x(ξ) := min
η∈TX,x

Cω
X,J

(ξ ⊗ η, ξ ⊗ η)
|η|2hoù Cω

X,J
∈ E(Herm(T⊗2

X,J))(X) désigne la ourbure de Chern de (TX,J , ω). Soit
α : PC(TX,J) −→ PC(T ∗

X,J), ξ̄ 7→ αξ̄une appliation �bré de lasse C∞ telle que αξ̄ ⊕ Cξ = TX,x, ξ ∈ TX,x r 0x pour tout x ∈ X.On appelle ourbure de Gri�ths α-partielle inférieure du �bré hermitien (TX,J , ω) la fontion
G⊥α
ω (TX,J) : TX r 0X −→ R homogène de degré deux sur les �bres de TX dé�nie par la formule

G⊥α
ω (TX,J)x(ξ) := min

η∈αξ̄

Cω
X,J

(ξ ⊗ η, ξ ⊗ η)
|η|2h

.On remarque que le nombre Gω(TX,J) est la plus petite valeur propre de l'endomorphismehermitien iCω(TX,J)(ξ, Jξ) de (TX,J , ω), où Cω(TX,J) désigne le tenseur de ourbure de Chernde (TX,J , ω). De plus on a l'inégalité évidente G⊥α
ω (TX,J ) ≥ Gω(TX,J). Une appliation α peutétre induite par une métrique hermitienne sur TX par exemple. Il est faile de voir (f. [Dem-2℄)qu'il existe une métrique hermitienne ω sur P1

C
×C, où C est une ourbe holomorphe de gendre

g ≥ 2 telle que G⊥ω
ω (TX,J) > 0. On peut énoner le résultat de Demailly sur la forme suivante.Théorème 3.5.2 (Demailly) Soit (X,J, ω) une variété omplexe hermitienne telle que

G⊥α
ω (TX,J) ≥ 0 pour une ertaine α et soit ψ une fontion quasi-plurisousharmonique telle que

i∂
J
∂̄

J
ψ ≥ γ, où γ est une (1, 1)-forme ontinue. Soit exphω la partie holomorphe sur les �bresdu �bré tangent de l'appliation exponentielle expω. L'opérateur régularisant

ψε(x) :=

∫

ζ∈TX,x

ψ ◦ exphωx (ζ) · χε(|ζ|2ωx
)
ωnx,ζ
n!véri�e les propriétés suivantes :A) pour tout point x ∈ X il existe une ostante Kx > 0 su�sament grande telle que la suitede fontions (ψε +Kxε

2)ε>0 ⊂ E(X,R) onverge pontuellement, de façon déroissante sur unvoisinage de x, vers ψ lorsque ε > 0 tend vers zéro,B) on a le ontr�le i∂J ∂̄Jψε ≥ γ − δεω sur la perte de positivité, où (δε)ε>0 ⊂ (0,+∞) estune famille de réels qui tend vers zéro de façon déroissante lorsque ε > 0 tend vers zéro.Le théorème préédent reste valable même si on onsidère simplement l'appliation exponentielle
expω, mais les aluls de la preuve deviennent plus ompliquées. Dans le as presque omplexenon intégrable on ne peut pas envisager de dé�nir l'appliation exphω, pour des raisons déliatessur le jet d'ordre deux de la struture presque omplexe.143



On estime que le lemme 3.5.1.1 de la sous-setion qui suivra peut être utile pour la preuvede la onjeture. On rappelle d'abord la notion de oordonnées presque omplexes entrées enun point, notion qui a été introduite dans le hapitre II. On rappelle le orollaire suivant qui àété exposé dans le hapitre II.Corollaire 3.5.3 Pour tout point x d'une variété presque omplexe (X,J) il existe des oordon-nées (z1, ..., zn) de lasse C∞ entrées en x telles que les matries A(z) et B(z) de la struturepresque omplexe
J(z) =

∑

k,l

(
Ak,l(z) dzl ⊗

∂

∂zk
+Bk,l(z) dzl ⊗

∂

∂z̄k
+Bk,l(z) dz̄l ⊗

∂

∂zk
+Ak,l(z) dz̄l ⊗

∂

∂z̄k

)
,relatives à es oordonnées admettent les développements asymptotiques

B(z) =
∑

r

Brzr +
∑

r,s

(
Br,s zrzs +Br,s̄ zrz̄s

)

+
∑

r,s,t

(
Br,s,t zrzszt +Br,s,t̄ zrzsz̄t +Br,s̄,t̄ zrz̄sz̄t

)
+O(|z|4) (3.5.1)

A(z) = i In +
i

2

∑

r,s

B
r ·Bs zsz̄r +

i

4

∑

r,s,t

(
B
t,r̄ · Bs +B

t,s̄ ·Br + 2B
t ·Br,s

)
zrzsz̄t

+
i

4

∑

r,s,t

(
B
t · Br,s̄ +B

s · Br,t̄ + 2B
s,t · Br

)
zrz̄sz̄t +O(|z|4) (3.5.2)où Br, Br,s, Br,s̄, Br,s,t, Br,s,t̄, Br,s̄,t̄ ∈Mn,n(C) sont des matries telles que Br,s soit symétriquepar rapport aux indies r, s, Br,s,t par rapport à r, s, t, Br,s,t̄ par rapport à r, s, Br,s̄,t̄ par rapportà s, t et Br

k,l = 0 pour r ≤ l, Br,s
k,l = 0 pour r, s ≤ l, Br,s̄

k,l = 0 pour r ≤ l, Br,s,t
k,l = 0 pour r, s, t ≤ l,

Br,s,t̄
k,l = 0 pour r, s ≤ l, et Br,s̄,t̄

k,l = 0 pour r ≤ l. De plus si on onsidère l'expression loale de laforme de torsion de la struture presque omplexe
τJ =

∑

1≤k<l≤n

[ζk, ζl]
0,1
J
⊗ ζ∗k ∧ ζ∗l =

∑

1≤k<l≤n
1≤r≤n

N
r
k,l ζ

∗
k ∧ ζ∗l ⊗ ζ̄roù ζl := (∂/∂zl)

1,0
J
∈ E(T 1,0

X,J)(Ux), l = 1, ..., n est le repère loale du �bré des (1, 0)-veteurs T 1,0
X,Jissue des oordonnées (z1, ..., zn) on a l'expression

N
r
k,l(z) =

i

2
Bl
r,k +

i

2

∑

s

[
2(Bl,s

r,k −B
k,s
r,l ) zs +Bl,s̄

r,k z̄s

]
+O(|z|2)pour tout k < l. Le jet d'ordre k = 0, 1 de la forme de torsion de la struture presque omplexeau point x est nul si et seulement si les oe�ients B∗,∗(z) de la struture presque omplexerelatifs aux oordonnées en question s'annulent à l'ordre k + 1.Les oordonnées préédentes sont appelées oordonnées presque omplexes d'ordre 3 au point x.3.5.1 Expression loale normale, asymptotique à l'ordre deux du Hessienpresque omplexeNous avons la dé�nition suivante. 144



Dé�nition 3.5.4 Soit (X,J) une variété presque omplexe de dimension omplexe n. Pour toutdistribution réelle u ∈ D′
2n(R)(X) et tout hamp de veteurs réel ξ ∈ E(TX)(X) on dé�nit leHessien presque omplexe par la formule

H
J
u (ξ) := i∂

J
∂̄

J
u (ξ, Jξ) = 2∂

J
∂̄

J
u (ξ1,0, ξ0,1) =

1

2
(ξ. ξ. u+ Jξ. Jξ. u+ J [ξ, Jξ]. u).Ave les notations du orollaire 3.5.3 on a le lemme suivant.Lemme 3.5.1.1 Soit (X,J) une variété presque omplexe et u ∈ D′

2n(R)(X) une distributionréelle sur X. Soient (z1, ..., zn) des oordonnées loales presque omplexes d'ordre N ≥ 3 en unpoint x ∈ X. Alors pour tout hamp de veteurs réels ξ =
∑

k

(
ξk

∂
∂zk

+ ξ̄k
∂
∂z̄k

) on a l'expressionasymptotique à l'ordre deux du Hessien presque omplexe suivante :
H

J
u (ξ)(z) = 2

∑

k,l

∂2u

∂zk∂z̄l
(z) ξk ξ̄l +

∑

k,l

ℜe
[
Qk,l̄(z, ξ)

∂2u

∂zk∂z̄l
(z) +Qk,l(z, ξ)

∂2u

∂zk∂zl
(z)

]
+

+
∑

k,l,s

ℜe
[(
Rsk,l(z) ξkξl +Rsk,l̄(z) ξk ξ̄l +Rsk̄,l̄(z) ξ̄k ξ̄l

) ∂u
∂zs

(z)
]

+O(|z|3)(ξ, ξ̄)où
Qk,l(z, ξ) := 2i

∑

t

jet2Bl,t(z) ξkξt +
∑

s,t,r,h

B
h
k,s

(
Br
s,t ξtξ̄l +Br

l,t ξtξ̄s

)
zrz̄h,

Qk,l(z, ξ) := i
∑

t

(
jet2Bk,t(z) ξlξ̄t + jet2Bl,t(z) ξkξ̄t

)
−

−
∑

s,t,r,h

[1

2

(
B
h
k,s ξlξt +B

h
l,s ξkξt

)
Br
s,t zrz̄h −B

r
k,sB

h
l,t z̄r z̄h ξ̄sξ̄t

]et jet2Bl,t(z) est la omposante (l, t) du jet d'ordre deux au point zéro de la matrie B(z) de lastruture presque omplexe par rapport aux oordonnées en question. De plus
Rsk,l(z) :=

∑

r,h

(
Rs,r,hk,l zrzh +Rs,r,h̄k,l zrz̄h +Rs,r̄,h̄k,l z̄r z̄h

)

Rsk,l̄(z) :=
∑

r

(∑

t

Br
t,kB

t
s,l zr + 2iB

r,k̄
s,l z̄r

)

+
∑

r,h

(
Rs,r,h
k,l̄

zrzh +Rs,r,h̄
k,l̄

zrz̄h +Rs,r̄,h̄
k,l̄

z̄rz̄h

)

Rsk̄,l̄(z) :=
∑

r,h

(
Rs,r,h̄
k̄,l̄

zrz̄h +Rs,r̄,h̄
k̄,l̄

z̄r z̄h

)

(voir l'appendie pour les expressions des oe�ients R∗,∗,∗
∗,∗ ). En�n O(|z|3)(ξ, ξ̄) désigne un poly-n�me homogène de degré deux par rapport aux variables ξk, ξ̄k et à oe�ients dans m(E0(C))3 ·

D′
2n(C)0, (ii m(E0(C)) désigne l'ideal maximal dans l'anneau des germes des fontions C∞ àvaleurs omplexes dé�nis sur l'origine) tel que O(|z|3)(ξ, ξ̄) = O(|z|3)(ξ, ξ̄). Si le jet d'ordre unde la forme de torsion de la struture presque omplexe est nul au point x alors l'expression145



assymptotique du Hessien presque omplexe se réduit à la forme
H

J
u (ξ)(z) = 2

∑

k,l

∂2u

∂zk∂z̄l
(z) ξk ξ̄l−

−2
∑

k,l,s,r,h

Im[(
2B

h,r̄,k̄
s,l zrz̄h +B

r,h,k̄
s,l z̄r z̄h

) ∂u

∂zs
(z) ξk ξ̄l

]
+O(|z|3)(ξ, ξ̄)Si de plus la struture presque omplexe est intégrable alors par rapport à tout oordonnéesomplexes entrées en x ∈ X on a l'expression lassique

H
J
u (ξ)(z) = 2

∑

k,l

∂2u

∂zk∂z̄l
(z) ξk ξ̄l

Preuve. On va érire les expressions des opérateurs di�érentiels Jξ. Jξ et J [ξ, Jξ]. Ave lesnotations introduites préédemment on a
Jξ =

∑

k,l

[
(Ak,lξl +Bk,lξ̄l)

∂

∂zk
+ (Ak,lξ̄l +Bk,lξl)

∂

∂z̄k

] (3.5.3)Bien évidemment il su�t d'e�etuer nos aluls pour des hamps de veteurs réels à oe�ientsonstants. A partir de maintenant on va don supposer que le hamp ξ est à oe�ients onstantspar rapport aux oordonnées presque omplexes en onsidération. On a alors Jξ. Jξ = T +T où
T :=

∑

k,l,s,t

(
Ak,lξl +Bk,lξ̄l

)(∂As,t
∂zk

ξt +
∂Bs,t

∂zk
ξ̄t

) ∂

∂zs

+
∑

k,l,s,t

(
Ak,lξl +Bk,lξ̄l

)(
As,tξt +Bs,tξ̄t

) ∂2

∂zk∂zs

+
∑

k,l,s,t

(
Ak,lξl +Bk,lξ̄l

)(∂As,t
∂zk

ξ̄t +
∂Bs,t
∂zk

ξt

) ∂

∂z̄s

+
∑

k,l,s,t

(
Ak,lξl +Bk,lξ̄l

)(
As,tξ̄t +Bs,tξt

) ∂2

∂zk∂z̄sEn utilisant les expressions (3.5.2) et (3.5.1) on a
∂A

∂zk
(z) =

i

2

∑

r

B
r ·Bk z̄r +

i

2

∑

r,t

(
B
t,k̄ ·Br +B

t,r̄ ·Bk + 2B
t · Bk,r

)
zrz̄t

+
i

4

∑

r,t

(
B
t ·Bk,r̄ +B

r ·Bk,t̄ + 2B
r,t ·Bk

)
z̄rz̄t +O(|z|3)

∂A

∂z̄k
(z) =

i

2

∑

r

B
k ·Br zr +

i

4

∑

r,t

(
B
k,r̄ · Bt +B

k,t̄ ·Br + 2B
k · Br,t

)
zrzt

+
i

2

∑

r,t

(
B
t · Br,k̄ +B

k ·Br,t̄ + 2B
k,t ·Br

)
zrz̄t +O(|z|3)

∂B

∂zk
(z) = Bk +

∑

r

(
2Bk,rzr +Bk,r̄z̄r

)
+

∑

r,s

(
3Bk,r,szrzs + 2Bk,r,s̄zrz̄s +Bk,r̄,s̄z̄r z̄s

)
+O(|z|3)

∂B

∂z̄k
(z) =

∑

r

Br,k̄zr +
∑

r,s

(
Br,s,k̄zrzs + 2Br,s̄,k̄zrz̄s

)
+O(|z|3)146



On expliite maintenant les quatre termes de l'opérateur T à l'aide des expressions préédentessur les dérivées premières des matries A, B et des relations (3.5.2), (3.5.1).I-er terme de l'opérateur T :
∑

k,l,s,t

(
Ak,lξl +Bk,lξ̄l

)(∂As,t
∂zk

ξt +
∂Bs,t

∂zk
ξ̄t

) ∂

∂zs
=

=
∑

k,s,t

i
(∂As,t
∂zk

ξkξt +
∂Bs,t

∂zk
ξk ξ̄t

) ∂

∂zs

+
i

2

∑

k,l,s,t,r,h,j

(
B
r
k,jB

h
j,lB

k
s,t zhz̄r +B

r
k,tB

h
s,jB

k
j,l z̄rz̄h

)
ξlξ̄t

∂

∂zs

+
∑

k,l,s,t,r,h

B
r
k,lB

h,k̄
s,t z̄rz̄h ξ̄lξ̄t

∂

∂zs
+O(|z|3) ∂

∂zII-ème terme de l'opérateur T :
∑

k,l,s,t

(
Ak,lξl +Bk,lξ̄l

)(
As,tξt +Bs,tξ̄t

) ∂2

∂zk∂zs
=

=
∑

k,l

[
− ξkξl + 2i

∑

t

jet2Bl,t(z) ξk ξ̄t −
∑

r,h,j,t

B
r
k,jB

h
j,t zhz̄r ξlξt

] ∂2

∂zk∂zl

+
∑

k,l,s,t,r,h

B
r
k,sB

h
l,t z̄r z̄h ξ̄sξ̄t

∂2

∂zk∂zl
+O(|z|3) ∂

2

∂z2III-ème terme de l'opérateur T :
∑

k,l,s,t

(
Ak,lξl +Bk,lξ̄l

)(∂As,t
∂zk

ξ̄t +
∂Bs,t
∂zk

ξt

) ∂

∂z̄s
=

=
∑

k,s,t

i
(∂As,t
∂zk

ξ̄tξk +
∂Bs,t
∂zk

ξkξt

) ∂

∂z̄s

+
∑

k,l,s,t,r

[
B
r
k,lB

k
s,t z̄r ξ̄lξt +

i

2

∑

j,h

(
B
r
k,jB

h
j,lB

k
s,tzhz̄r ξlξt −B

r
k,lB

k
s,jB

h
j,tz̄hz̄r ξ̄lξ̄t

)] ∂

∂z̄s

+
∑

k,l,s,t,r,h

[(
2B

r
k,lB

k,h
s,t +B

r,h̄
k,lB

k
s,t

)
z̄rzh +

(
B
r
k,lB

k,h̄
s,t +B

r,h
k,lB

k
s,t

)
z̄rz̄h

]
ξ̄lξt

∂

∂z̄s
+O(|z|3) ∂

∂z̄147



IV-ème terme de l'opérateur T :
∑

k,l,s,t

(
Ak,lξl +Bk,lξ̄l

)(
As,tξ̄t +Bs,tξt

) ∂2

∂zk∂z̄s
=

=
∑

k,l

ξkξ̄l
∂2

∂zk∂z̄l
+

1

2

∑

k,l,t,r,h,j

(
B
r
k,jB

h
j,t zhz̄r ξtξ̄l

∂2

∂zk∂z̄l
+Br

k,jB
h
j,t z̄hzr ξ̄tξl

∂2

∂z̄k∂zl

)

+i
∑

k,l,t

(
jet2Bl,t(z) ξkξt

∂2

∂zk∂z̄l
− jet2Bl,t(z) ξ̄k ξ̄t

∂2

∂z̄k∂zl

)

+
∑

k,l,s,t,r,h

B
r
k,sB

h
l,t z̄rzh ξ̄sξt

∂2

∂zk∂z̄l
+O(|z|3) ∂

∂z∂z̄Venons-en maintenant au alul du hamp de veteurs J [ξ, Jξ]. On remarque d'abord que :
[ξ, Jξ] =

∑

k,s,t

(∂As,t
∂zk

ξkξt +
∂Bs,t

∂zk
ξk ξ̄t +

∂As,t
∂z̄k

ξtξ̄k +
∂Bs,t

∂z̄k
ξ̄k ξ̄t

) ∂

∂zs

+
∑

k,s,t

(∂As,t
∂z̄k

ξ̄kξ̄t +
∂Bs,t
∂z̄k

ξ̄kξt +
∂As,t
∂zk

ξ̄tξk +
∂Bs,t
∂zk

ξkξt

) ∂

∂z̄sEn appliquant la relation (3.5.3) ave [ξ, Jξ] à la plae de ξ on a J [ξ, Jξ] = η + η̄ ave :
η :=

∑

k,s,t,r

[
Ar,s

(∂As,t
∂zk

ξkξt +
∂Bs,t

∂zk
ξkξ̄t +

∂As,t
∂z̄k

ξtξ̄k +
∂Bs,t

∂z̄k
ξ̄kξ̄t

)

+Br,s

(∂As,t
∂z̄k

ξ̄kξ̄t +
∂Bs,t
∂z̄k

ξ̄kξt +
∂As,t
∂zk

ξ̄tξk +
∂Bs,t
∂zk

ξkξt

)] ∂

∂zrEn tenant ompte des relations (3.5.2), (3.5.1) et elles sur les dérivées premières des matries
A, B dans l'expression du hamp η on obtient :

η = i
∑

k,s,t

(∂As,t
∂zk

ξkξt +
∂Bs,t

∂zk
ξkξ̄t +

∂As,t
∂z̄k

ξtξ̄k +
∂Bs,t

∂z̄k
ξ̄kξ̄t

) ∂

∂zs

+
∑

k,l,s,t,r,h

(
B
l
r,sB

h,t̄
s,k zhz̄l −

i

2

∑

j

B
l
r,jB

k
j,sB

h
s,t z̄lz̄h

)
ξk ξ̄t

∂

∂zr

+
∑

k,l,s,t,r

[
B
l
r,sB

k
s,t z̄l +

∑

h

(
2B

l
r,sB

k,h
s,t zhz̄l +B

l
r,sB

k,h̄
s,t z̄lz̄h

)]
ξkξt

∂

∂zr
+O(|z|3) ∂

∂zEn regroupant et en simpli�ant les termes obtenus jusqu'ii (et en symetrisant de façon ade-quate les oe�ients) on obtient l'expression asymptotique voulue pour la distribution HJu (ξ).Si maintenant on suppose que la struture presque omplexe est intégrable il existe d'aprèsle théorème de Newlander-Nirenberg des oordonnées loales omplexes. La struture presqueomplexe s'érit alors par rapport à es oordonnées sous la forme
J(z) = J0 = i

∑

k

(
dzk ⊗

∂

∂zk
− dz̄k ⊗

∂

∂z̄k

)
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Un alul immédiat montre alors que pour tout hamps de veteurs réels ξ à oe�ients onstantspar rapport aux oordonnées omplexes on a :
1

2
(ξ.ξ + Jξ.Jξ) = 2

∑

k,l

ξk ξ̄l
∂2

∂zk∂z̄l
,(bien évidemment [ξ, Jξ] = 0), e qui permet de onlure dans le as d'une struture presqueomplexe intégrable. �3.6 Appendie3.6.1 Expressions des oe�ients R∗,∗,∗

∗,∗ du Hessien presque omplexe
Rs,r,hk,l :=

i

8

∑

t,j

B
t
s,j

(
Br
t,kB

h
j,l +Bh

t,kB
r
j,l +Br

t,lB
h
j,k +Bh

t,lB
r
j,k

)

Rs,r,h̄k,l := −1

2

∑

t

[
B
h,k̄
s,t B

r
t,l +B

h,l̄
s,tB

r
t,k +B

h,r̄
s,t

(
Bk
t,l +Bl

t,k

)]

Rs,r̄,h̄k,l := −1

2

∑

t

B
r,h
s,t

(
Bk
t,l +Bl

t,k

)

Rs,r,h
k,l̄

:=
1

2

∑

t

(
Br
t,kB

t,h̄
s,l +Bh

t,kB
t,r̄
s,l + 2Br,h

t,kB
t
s,l

)

Rs,r,h̄
k,l̄

:= 4iB
h,r̄,k̄
s,l +

∑

t

(
2Br

t,kB
t,h
s,l +Br,h̄

t,k B
t
s,l +Br,l̄

t,k B
h
s,t +

i

2

∑

j

B
h
t,jB

r
j,kB

t
s,l

)

Rs,r̄,h̄
k,l̄

:= 2iB
r,h,k̄
s,l +

i

4

∑

t,j

(
B
r
t,lB

h
s,j +B

h
t,lB

r
s,j

)(
Bt
j,k −Bk

j,t

)

Rs,r,h̄
k̄,l̄

:= − i
4

∑

t,j

Br
t,j

(
B
h
j,kB

t
s,l +B

h
j,lB

t
s,k

)

Rs,r̄,h̄
k̄,l̄

:=
1

4

∑

t

(
B
r
t,kB

h,t̄
s,l +B

h
t,kB

r,t̄
s,l +B

r
t,lB

h,t̄
s,k +B

h
t,lB

r,t̄
s,k

)
.
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