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Introduction

Ma theése en géométrie algébrique comporte deux parties indépendantes. Pour donner
une idée de l'esprit de la premiére, considérons, dans le plan affine R? usuel, la figure
suivante :

D2

N2

M2

D1

Sur cette figure, D; et Dy sont deux droites sécantes en O ; Iy # O, M, et Ny sont des
points arbitraires de D et O # I, € D,. Les points My, Ny, A, B sont alors construits
de la fagon suivante : My et Ny sont sur Dy et les droites (M; My), (N1 Ns) et (1115) sont
paralléles. Enfin, A et B sont sur D et les droites (MyA) et (I5N7), ainsi que (NoB) et
(I5My), sont paralléles. On voit alors que A = B.

Face a cette constatation, le mathématicien peut, me semble-t-il, avoir au moins
trois réactions. La premiére consiste a apporter une preuve de ce fait : si I’on choisit des
coordonnées sur Dy et Dy telles que O soit 1'origine et I; et Iy les unités, et si z et y
sont les coordonnées respectives de M; et Ny, alors le théoréme de Thalés implique que
x et y sont aussi les coordonnées de M, et Ny ; on voit alors que la coordonnée de A
égale xy et celle de B yux.

Apreés avoir fait ce raisonnement, j'imagine qu’'un mathématicien intrigué tentera de
généraliser ce résultat : et si I’'on considérait le plan affine sur n’importe quel corps ? 11 est
clair que le résultat restera vrai si et seulement si le corps est commutatif. Remarquons,
méme si cela peut sembler artificiel pour notre exemple simpliste, qu’il est en théorie
possible de montrer des propriétés algébriques (un corps est commutatif) en justifiant
des propriétés géométriques (A = B).

Enfin, le point de vue d’Artin [Art 57| va plus loin encore que le renversement de
I’hypothése et de la conclusion que je proposais : il donne (pour simplifier sa démarche)
des conditions pour qu'une géométrie (la donnée d’un ensemble, I’ensemble des points,
et d’un sous-ensemble de I’ensemble de ses parties, I'ensemble des droites) soit telle que
la figure géométrique précédente définisse correctement une multiplication, munissant
toutes les droites d’une structure algébrique (structure de corps). Autrement dit, la
beauté de ses idées tient, me semble-t-il, dans le fait qu'un probléme de nature géomé-
trique (caractériser les géométries vérifiant tels axiomes) trouve sa solution dans une
définition géométrique de la structure algébrique (corps) sous-jacente.



Dans cette thése, je transpose ce triple point de vue a I’étude de quatre types d’al-
gébres : les algébres de Lie simples, les algébres de matrices, les algébres de composition
et les algébres de Jordan simples. Le cadre géométrique dans lequel je me place pour
cela est celui de la géométrie algébrique complexe, et j'oscille entre les trois points de
vue que j’ai illustrés. Parfois, j'utilise les propriétés de certaines algébres pour montrer
des propriétés géométriques de variétés définies en utilisant ces algebres ; parfois, a I'in-
verse, ce sont des propriétés géométriques de ces variétés qui impliquent des propriétés
des algébres. Enfin, j'utilise aussi des propriétés géométriques de certaines variétés pour
définir une algébre. Nous verrons par exemple que je déduis la classification de certaines
variétés (les variétés de Scorza) de la classification des algébres de Lie simples, ou de
celle des algébres de Jordan simples.

Pour expliquer les tenants et les aboutissants de cet exemple, il me semble nécessaire
de commencer par présenter mon travail concernant les algébres de Jordan (chapitre 3).

Une algébre de Jordan complexe est par définition une C-algébre unitaire commuta-
tive de dimension finie et satisfaisant I'identité A * (B * A?) = (A x B) x A%, Les algébres
de Jordan simples et de rang 3 (respectivement n > 3) (cf le paragraphe 3.1 pour la dé-
finition de la simplicité et du rang) sont les algébres des matrices hermitiennes d’ordre
3 (respectivement n) & coefficients une des quatre algébres de composition complexe
A = B®g C, ou B est I'une des quatre algébres de Hurwitz R, C,H ou O (respecti-
vement B = R, C ou H). Les matrices sont hermitiennes par rapport a la conjugaison
sur A C-linéaire. La multiplication est le produit symétrique A «x B = 3(AB + BA).
Je note ces algébres H,(A). Pour alléger les notations, je note B ® C les algébres de
composition, le produit tensoriel étant sous-entendu sur R.

C’est un fait connu que H,(R ® C) n’est rien d’autre que 'algébre des matrices
symétriques muni du produit %(AB+BA), que H,(C®C) est isomorphe, comme algébre,
a 'algébre de toutes les matrices d’ordre n (munie du méme produit), et qu'il existe
un isomorphisme entre H,(H ® C) et I'ensemble des matrices antisymétriques d’ordre
2n muni d’une multiplication adéquate (cf paragraphe 3.1). Notons V,(A) I'espace de
ces matrices. L’existence d'un isomorphisme H,(A) ~ V,,(A) découle par exemple du
théoréme de classification des algébres de Jordan.

Ils permettent, de facon détournée mais naturelle, de définir le rang de Jordan d’un
élément d'une algébre de Jordan simple de rang supérieur ou égal a 3 : c’est le rang de son
image par un isomorphisme de cette algébre avec V,,(A), divisé par deux si A = H (en
effet, V,,(H) est I'espace des matrices antisymétriques, donc de rang pair compris entre
0 et 2n). Dans H3(Q), les matrices de rang 1 sont par définition celles ot la différentielle
d’un certain polynome, le déterminant, est nulle (cf chapitre 3).

Cette définition, dont on se convainc aisément qu’elle ne dépend pas de 'isomor-
phisme choisi, présente pourtant l'inconvénient majeur que pour calculer le rang de
Jordan d’un élément dans une algébre de Jordan précise, il faut produire un isomor-
phisme de cette algeébre avec V,(A). Les éléments de rang de Jordan 1 sont souvent
définis par les spécialistes d’algébres de Jordan comme les idempotents primitifs (pri-
mitif signifie qui n’est pas somme de deux idempotents non nuls). Mais premiérement,
cette définition n’équivaut a la précédente que dans le cas des algébres de Jordan réelles,



qui ne sont pas mon sujet d’intérét, et deuxiémement elle ne fait pas apparaitre le fait
que ’ensemble des éléments de rang de Jordan 1 est une variété algébrique fermée. Bien
que la notion de rang soit courante dans la littérature, je n’ai pas trouvé de définition
qui donne explicitement les équations des éléments de rang 1.

Notons en outre que puisque A n’est pas un corps dés que A # R®C, on ne peut pas
définir le rang de Jordan d’une matrice de la fagon habituelle sur les algébres H,(A).
Par contre, une matrice A € H,(A) définit naturellement une application C-linéaire
A" — A", par la formule L4(2;) = (3, Aik2k)i- On peut donc se demander s’il existe
un lien entre le rang de cette application linéaire et le rang de Jordan de A. Enfin,
F.L. Zak a remarqué que I'on peut définir une application rationnelle, dite “application
de Veronese généralisée”, car pour A = R ® C on retrouve I'application de Veronese
classique, par 'expression

ve : P(A") --» PH,(A)
(z:) = (27)

Il prétend aussi [Zak 93, th.5.11,p.153| que I'image de cette application est 1’ensemble
des éléments de rang de Jordan 1. Nous allons voir que c’est inexact pour 1’algébre de
Jordan exceptionnelle.

Le résultat principal du paragraphe 3.2 relie ces différentes approches (si A est un
élément d’une algébre de Jordan, R(A) est I'application linéaire de cette algébre dans
elle-méme définie par R(A).B = 2A % (Ax B) — A*x B (., .) désigne un produit scalaire
naturel sur une algébre commutative, cf paragraphe 3.1) :

Théoréme 3.3 : Soit V une algébre de Jordan simple de rang n supérieur ou égal a
3 et A eV non nul. Alors les trois conditions suivantes sont équivalentes :

1. A est de rang de Jordan 1, soit par définition VB € V, R(A).B = (A, B)A.

2. (dans le cas ot on a réalisé V- comme H, (A) avec A associative) A est l'image
par Uapplication de Veronese généralisée d’un n-uplet d’éléments de A.

3. (SiV =8,(C) ou M,(C)) : A est de rang usuel 1.
(SiV = AS89,(C)) : A est de rang usuel 2.

Par ailleurs, si V= H,(A) avec A associative, alors ces conditions équivalent encore au
fait que L4 soit de rang minimal (soit dim A). Pour V = H3(Q), ce résultat est faux.

La proposition 3.11 relie aussi la variété des matrices de rang 1 dans I’algébre de Jor-
dan construite a partir des octaves a I'image de D'application de Veronese, de facon
cependant plus subtile. Si A est non commutative, on peut munir H,(A) de deux
structures d’algébres de Jordan : I'une est celle que j’ai indiquée, ’autre est, le produit
A ¥ B = 3(AB + BA) avec AB = (Y, BijAix)ij- Ceci peut conduire & la définition
du rang de Jordan a gauche, et on peut relier ce rang de Jordan au rang de de 'appli-
cation linéaire R4 : (z;) — (D 21 Aix); et & I'image de 'application 5(2;) = (Z;2)i;-
Remarquons qu’il y a donc deux déterminants naturels sur H,(A).

Par ailleurs, je donne des formules explicites et simples pour les isomorphismes
7
H,(A) ~ V,(A). Néanmoins, ces isomorphismes se comprennent mieux, 4 mon goft,



du point de vue géométrique. D’ailleurs, lorsque 1’on étudie 'algébre des matrices a co-
efficients réels ou complexes, le point de vue le plus efficace est probablement le point
de vue de l'algebre linéaire qui consiste a voir les éléments de ces algébres comme des
applications linéaires. Mais dés que I’on parle de matrices symétriques ou hermitiennes,
autrement dit d’algebres de Jordan, alors ’analogue de ce point de vue qui consiste a
considérer ces éléments comme des formes quadratiques présente l'inconvénient que le
produit symétrique A x B = %(AB + BA) ne s’interpréte pas en ces termes; ’'étude du
groupe d’automorphismes en est rendue plus ardue.

La géométrie de ces algébres permet de donner un autre éclairage concernant cer-
taines de ces questions. Tout d’abord, on je démontre la proposition suivante :

Proposition 3.13 : Soient Vi et V, deux algébres de Jordan simples, I et Iy leurs
unités et X1 C PVi et Xy C PV, les wvariétés algébriques projectives constituées des
éléments de rang de Jordan 1. Soit enfin f : Vi — Vo une application linéaire telle que
f(L) = Iy. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. f induit un isomorphisme de variétés entre X, et Xs.

2. f est un isomorphisme d’algébres entre Vi et V5.

Celle-ci illustre le fait que I'étude des algébres de Jordan simples et 1’étude de la
géométrie de la variété des éléments de rang de Jordan 1 sont un méme probléme a deux
faces qu’il est plus aisé de résoudre comme tel. Mon opinion est d’ailleurs que cela vaut
en général pour I'étude d'une algebre et I'étude géométrique d’une variété décrite par
des conditions algébriques appropriées.

En l'occurence, les propositions 3.14 et 3.15 décrivent de maniére géométrique et
simple un isomorphisme de variétés entre les variétés des éléments de rang de Jordan
1 dans H,(A) et dans V,(A), pour A = H et C. Par la proposition 3.13, ceux-ci sont
aussi des isomorphismes des algébres de Jordan. Par exemple, cet isomorphisme met en
relation une matrice A € H,(H) de rang de Jordan 1 avec 'intersection de I'image de
L4 avec un certain sous-espace fixé de dimension 2n de H". Cette intersection est de
dimension 2 ; on obtient donc un isomorphisme entre I’ensemble des matrices de rang de
Jordan 1 et la grassmannienne des 2-plans dans un espace vectoriel de dimension 2n, soit,
comme escompté, la variété des matrices de rang de Jordan 1 dans V,,(H® C) = A2C*".

En préliminaire a cette étude, le paragraphe 3.1 introduit deux groupes essentiels
associés a une algébre de Jordan V. Ce sont tous deux des sous-groupes de GL(V'). L'un
est le groupe d’automorphismes de I'algébre de Jordan, et 'autre le groupe de structure,
qui peut étre défini comme le sous-groupe préservant le déterminant. Ceux-ci jouent un
role clé dans I'étude des variétés de Scorza ou ils sont définis géométriquement. Ici, je
rappelle certaines de leurs propriétés qui me seront utiles. Je rappelle une preuve du
fait que ces groupes sont, dans le cas de 'algébre de Jordan exceptionnelle, Eg et Fy, en
construisant explicitement les algébres de Lie correspondantes.

Par ailleurs, j’explique aussi un phénomeéne qui est a la base de mon étude des variétés
de Scorza : une algebre de Jordan semi-simple peut se définir en utilisant seulement son
élément neutre et le déterminant. Ce fait avait été remarqué dans les années 50 et joue
aussi un role important dans I’étude des algébres de Jordan entreprise ces années-la.



L’intérét de comprendre la géométrie des variétés des éléments de rang de Jordan
1 dans une algébre de Jordan n’est pas seulement d’améliorer notre compréhension
de I'algebre de Jordan elle-méme, mais aussi que ces variétés possédent des propriétés
géomeétriques exceptionnelles. Commencons par une définition.

Définition [Zak 93| : Une variété X, projective lisse irréductible non-dégénérée et de
dimension n dans P™ est une variété de Severi si Sec(X) # P™ et m = 3n + 2.

Dans cette définition, on note Sec(X) la fermeture de la réunion des droites sécantes
de X. Elle est motivée par le fait que F.L.. Zak a prouvé la conjecture de Hartshorne
3

affirmant que si m < gn + 2, alors Sec(X) = P™. Il montre alors le théoréme de

classification des variétés de Severi :

Théoréme [Zak 93] : [l existe exactement 4 variétés de Severi, 4 savoir la surface
de Veronese dans P°, P2 x P? C P®, la grassmannienne des 2-plans vectoriels dans C
G(2,6) CP" et la variété “E C P?°.

Ce résultat trés frappant est le point de départ de certaines recherches de Laurent
Manivel et Joseph Landsberg sur le carré magique de Freudenthal [LM 99]. Quant a moi,
ce qui m’a plus particuliérement intrigué dans ce résultat est le lien avec les algébres de
Jordan, que j’explique maintenant.

Un autre théoréme de F.L. Zak classifie les variétés lisses de dimension maximale
parmi celles qui ont la propriété que la (n — 2)-iéme variété sécante (& savoir la réunion,
notée S" %X, des (n—2)-plans (n— 1)-sécants) n’égale pas 'espace ambient tout entier.
Il appelle ces variétés particuliéres des “n-variétés de Scorza”; le lecteur trouvera une
définition précise de celles-ci au paragraphe 4.1. On peut alors énoncer son théoréme de
la fagon suivante :

Théoréme [Zak 93] : Les n-variétés de Scorza sont les variétés des matrices de rang
de Jordan 1 dans les projectivisées des algébres de Jordan simples de rang n.

Pour n = 3, on retrouve le théoréme précédent. Notons que F.L. Zak n’exprime
pas ce résultat exactement sous cette forme, mais qu’il affirme, sans le justifier, que les
images des applications de Veronese sont les variétés de Scorza. Remarquons enfin que
toutes ces variétés sont homogénes (cela se voit bien si 'on réalise les algébres de Jordan
sous la forme V,(A)).

Il m’a donc semblé que son travail soulevait deux problémes intéressants :
clarifier cette interprétation en termes d’applications de Veronese généralisées et
définir correctement le rang de Jordan d’un élément d’une algebre de Jordan.
— donner une preuve des théorémes de Zak faisant intervenir les algébres de Jordan et
I’homogénéité. Le souhait d’avoir une preuve a priori de I’homogénéité a d’ailleurs
été exprimé par Roberts, Lazarsfeld et Van de Ven (|JRob 88| et |[LVV 84)).

Le premier point a déja été discuté. Le second est traité dans la chapitre 4. A partir
d’une variété de Scorza quelconque, je montre que son groupe d’automorphismes agit
transitivement, et retrouve la structure d’algébre de Jordan sous-jacente.

Le premier paragraphe 4.1 introduit les variétés de Scorza. Aprés avoir défini ces
objets, je donne une liste de telles variétés (qui s’avérera exhaustive) et j’étudie certaines
de leurs propriétés géométriques. Ces propriétés semblent naturelles si ’on interpréte



les variétés de Scorza comme des espaces projectifs sur une algébre de composition. En
effet, pour A = R® C,C ® C ou H® C et n > 3, nous avons vu que v,(A") est une
variété de Scorza. Or si A € Aet X € A", on a 1n(X.\) = Q(N).1a(X) (Q(N) est un
scalaire, la norme de \); on voit donc que X et X.\ représentent le méme point dans la
variété de Scorza. On peut donc imaginer que la variété de Scorza représente “AP" 17,
Ceci est avant tout moral car A n’est pas un corps.

Pourtant, ceci explique bien les propriétés observées : on remarque qu’une n-variété
de Scorza contient une famille de (n — 1)-variétés de Scorza paramétrées par une variété
isomorphe a elle-méme : en effet, il n’est pas choquant de se dire que AP" ! contient
une famille de AP" 2 paramétrés par AP" 1" ~ AP" .

En fait, dans de nombreux contextes, il semble utile de généraliser les constructions
géométriques classiques aux autres algebres de composition : nous avons vu que les
“applications de Veronese généralisées” en sont un exemple particuliérement riche géo-
métriquement. De méme, je définis les grassmanniennes sur une algébre de composition
associative, de telle sorte que les grassmanniennes sur R® C soient les grassmanniennes
usuelles, et les grassmanniennes de 1-plans les variétés de Scorza (paragraphe 2.3).

Je définis et étudie aussi les sous-grassmanniennes d’espaces isotropes pour une forme
hermitienne ou anti-hermitienne. Ceci montre en particulier que les grassmanniennes de
3-plans dans un espace de dimension 6, isotropes pour une forme anti-hermitienne, pour
A=R®CC®CH® C, sont les trois premiéres variétés de la troisiéme ligne du
carré magique de Freudenthal, ce qui confirme et précise 'intuition de Laurent Mani-
vel et Joseph Landsberg que ces variétés sont des généralisations de la grassmannienne
symplectique G(3,6). Le résultat qui suit décrit les grassmanniennes ordinaires (no-
tées Gg(r,n)) et les grassmanniennes isotropes pour une forme hermitiennes (notées
G'2(r,n)) ou anti-hermitiennes (notées G%(r,n)), sur I'algébre de composition B. Pour
les détails concernant ces définitions et les notations, le lecteur est renvoyé au paragraphe
2.3.

Théoréme 2.2 :
~ G2(r,n) = Gg(r,n).
~ F(r,n —r,n) ~G%r,n) C G(r,n) x G(r,n) = Ge(r,n).
Gy (2r,2n) ~ G (r,n) C G(2r,2n) = Gu(r,n).
et
— G (r,n) = G, (r,n).
~ F(r,n—rn) ~G%(r,n) C G(r,n) x G(r,n) = Ge(r,n).
- Gg(2r,2n) ~ GL(r,n) C G(2r,2n) = Gg(r,n).

Le paragraphe 4.2 étudie une variété de Scorza générale. Dans un premier temps,
de facon a donner au lecteur une idée des arguments utilisés par F.L. Zak, j'établis
des propriétés géométriques pour une variété de Severi quelconque. Pour cela, je suis

) .
approximativement le tout-début de la preuve esquissée dans [LVV 84|. Ensuite, j’admets
qu’elles sont valables plus généralement pour une n-variété de Scorza X C PV. Notons
que j'ai prouvé lors de I'étude des algébres de Jordan que la variété des matrices de rang
de Jordan 1 est une variété de Scorza; ces propriétés géométriques et les constructions

)
qui suivent sont donc valables en particulier pour les algebres de Jordan.
Pour X une n-variété de Scorza, la “derniére” sécante, c’est-a-dire S" ' X, est une



hypersurface, dont je note (S””X)* la variété duale. Le point clé est alors la définition
et 1'étude, pour tout A ¢ S"'X, d’une application, notée 74, de X vers (S"'X)".
Pour x € X, 74(x) est 'hyperplan tangent a S" !X en I'unique autre (que x) point
d’intersection de la droite (Az) avec S" ' X. On a alors

Théoréme 4.6 : 7,4 : X = (S" X)) est induit par un isomorphisme entre PV et
PV*.

Corollaire 4.11 : Toute variété de Scorza est homogéne.

La classification des variétés de Scorza peut alors étre achevée, si on le souhaite, par
une étude de I’algebre de Lie de ce groupe d’automorphismes (en utilisant la classification
des algébres de Lie simples et en étudiant les différents cas possibles). Mais le théoréme
présente un autre intérét : dans une algebre de Jordan, pour I I’élément neutre, on a, pour
tout A € S" X, que (14) 'orr = R(A), la représentation quadratique. Cette remarque,
et un résultat de McCrimmon, permettent de définir une structure d’algebre de Jordan
sur I’espace ambient d'une variété de Scorza. Ceci donne un argument conceptuel pour
le théoréme de Zak.

Par ailleurs, ceci donne une description géométrique du produit dans une algébre de
Jordan. En effet, une conséquence facile du théoréme 4.6 est que le produit A x B de
deux éléments de rang de Jordan 1 est, génériquement, la projection orthogonale de [
sur l'espace linéaire Ty X N T X. Cependant, cette description ne suffit pas en général
pour définir de fagon univoque le produit : deux contre-exemples sont fournis dans le
chapitre 1. L’objet de ce chapitre est d’ailleurs de donner plusieurs outils qui assurent
que le produit est bien défini & une homothétie prés. Ceux-ci permettent par exemple
de définir géométriquement les algébres de Lie simples et les algébres de matrices. J'en
déduis aisément une classification des structures d’algébre sur I’espace vectoriel M, (C)
unitaires et telles que det(A * B) = det(A) det(B).

Dans le cas des algébres de Jordan, il suffit de déterminer, pour tout A de rang de
Jordan 1, I'ensemble des B tels que A x B = 0. Je montre que cet ensemble est engendré
comme espace vectoriel par le lieu d’entrée de 'autre point d’intersection de la droite
(AI) avec S" ' X. Ceci achéve de décrire géométriquement le produit de Jordan.

On peut aussi montrer, en utilisant ce théoréme, que V et le groupe d’automor-
phismes de la variété forment un espace préhomogéne symétrique, et prouver ainsi la
classification par un résultat concernant ces espaces. Pour cela, I'argument essentiel est
le suivant (kg est le produit de Koecher sur V' défini au paragraphe 4.2.4 et le produit
scalaire (A, B) est donné par (A, B) = 1;(A).B = 177(B).A) :

Proposition 4.16 : Soit X C PV une variété de Scorza et g € GL(V') préservant une
équation de lhypersurface ST 'X. Soit aussi I ¢ S" ' X. Alors, les conditions suivantes
sont équivalentes.

1. g préserve le produit sur V a un signe pres, c¢’est-a-dire
(9.A) %k (9.B) = +g.(A xx B).

2. g préserve I a un signe pres, g.I = +1I.

3. g préserve le produit scalaire, (g.A, g.B) = (A, B).
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Si n est impair, les signes — ne peuvent pas avoir lieu, car S !X est alors de degré
impair. Dans le cas de l'algébre de Jordan exceptionnelle, cette proposition identifie le
sous-groupe du groupe exceptionnel Fg préservant le produit scalaire naturel au groupe
F, des automorphismes de 1'algébre.

Comme conséquence de cette proposition, le produit %, vérifie I'identité de Jordan,
et on peut en déduire la classification. De plus, si I’on est parti de la variété des éléments
de rang de Jordan 1 dans une algébre de Jordan, alors ce produit est le produit dans
cette algebre de Jordan.

Cette proposition montre donc aussi des résultats concernant les algébres de Jordan :
par exemple, dans le cas de I’algeébre de Jordan exceptionnelle, elle implique que le sous-
groupe du groupe Fg préservant le déterminant, des éléments qui préservent de plus le
produit scalaire tr(A * B) est exactement le groupe F; des automorphismes de cette
algebre de Jordan. La preuve de ce résultat est simple et purement géométrique. En
effet, j’ai décrit géométriquement le produit de Jordan et le produit scalaire (celui-ci est
défini par 7; qui a déja une définition géométrique). Le fait qu'un automorphisme g de
X préserve le produit de Jordan ou le produit scalaire se traduit donc par des conditions
géomeétriques, dont il est facile de montrer qu’elles équivalent au fait que ¢g.I et I sont
proportionnels, en utilisant les propriétés géométriques connues des variétés de Scorza.

Enfin, un dernier paragraphe 4.3 compléte I’étude des variétés de Severi. Je montre
de facon trés élémentaire que les dérivées de 1’équation de la sécante, qui est une hyper-
surface cubique, déterminent un morphisme birationnel de I'espace projectif ambient. De
méme, je décris les orbites de Aut(X) dans PV. J'explique enfin comment ma construc-
tion géométrique permet de retrouver plus aisément un résultat de Etingof, Kazhdan
et Polishchuk sur les polynomes homaloides [EKP 00]. Ils introduisent la définition sui-
vante :

Définition : Soit V' un espace vecoriel et f un polynéme homogéne sur V. Si df :
PV — PV* est birationnelle et s’il existe un polynéme homogene f* sur V* tel que

fX(dof/f(x)) =1/f(x) pour f(x) # 0, alors f est dit homaloide.

Leur résultat est alors une conséquence facile des constructions géométriques que j’ai
expliquées :

Théoréme 4.10 : Un polynome homaloide de degré 3 est le déterminant d’une algébre
de Jordan semi-simple.

Les techniques qui permettent de définir géométriquement une algébre s’appliquent
aussi dans d’autres contextes : par exemple, le paragraphe 2.1 donne une définition géo-
métrique des algébres de composition. L'isomorphisme classique entre H® C et M;,(C)
prend ici une saveur plus géométrique. Ces techniques impliquent aussi une descrip-
tion, nouvelle & ma connaissance, des groupes spinoriels. Ceux-ci sont d’habitude définis
comme sous-groupe du groupe des éléments inversibles de ’algébre de Clifford engendré
par certains éléments. Je propose quant & moi une description en termes d’équations (cf
le paragraphe 2.2.3 pour la définition des représentations spinorielles C:¥ et de 1'appli-
cation naturelle 8, : C;” x Cf" — C?") :
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Théoréme 2.1 : Sir est pair, alors Spins, est isomorphe au sous-groupe de SOs, X
SO(CY) x SO(CYy) constitué des triplets (g, 9", g~ ) vérifiant

Vu e CfveCr,Bi(g u, g v) = g.0(u,v). (1)

Sir est impair, alors Sping, est isomorphe au sous-groupe de SOy, x SL(C}) consti-
tué des paires (g, g%) vérifiant

Vu e C, Bi(g u, g™ v) = g.6:1(u,v). (2)

En utilisant mes idées, ce théoréme est une conséquence trés directe de résultats
classiques concernant les algebres de Clifford. [’argument principal est le fait que par
exemple (g, g™) vérifie (2) si et seulement si pour tout espace isotrope L, représenté par
le spineur pur o € C}F, g™« représente Iespace isotrope g.L, des images par ¢ de L,.

Dans le cas de Sping, les trois représentations C¥, C et C; de SOg sont de dimension
8 et (31 s’identifie au produit des octaves de Cayley. Le théoréme précédent s’énonce de
facon un peu plus élégante en utilisant ces octaves :

Proposition 2.11 (Trialité algébrique) : Le sous-groupe de SO3 des triplets

(ga g+: (f) tels que
1,y € 0®C, glay) =g"(v)g™ () (3)

est isomorphe au groupe Spin(8), chacune des trois projections réalisant un revétement
topologique a deux feuilles.

Apreés avoir donné une description géométrique de ’algébre O ® C, je retrouve cette
proposition par une preuve nouvelle et sans calculs. Ce que jappelle la trialité géo-
métrique, a savoir le fait que Iapplication qui, a un octave de norme nulle, associe
I’ensemble de ses multiples & droite (respectivement a gauche), est un isomorphisme de
la quadrique de dimension 6 vers une composante de la grassmannienne des espaces
linéaires de dimension 3 isotropes (respectivement l'autre composante), admet lui aussi
une preuve géomeétrique élémentaire.

Cette meilleure compréhension permet de décrire le quotient PSOg/Go, qui repré-
sente toutes les algébres de composition de norme fixée :

Proposition 2.15 : Soit ) une forme quadratique non-dégénérée sur un espace
vectoriel V' de dimension 8. Soit (r,y) — xy une algébre unitaire fizée de norme
Q et x une autre telle algébre. Alors, il existe des uniques o, 3 € PV — Q tels que
Ve,y € Vi xy = (xa)(By). L’application x — (a, ) est un isomorphisme entre

PSOs/Gy et (PV — Q) x (PV — Q), PSOs-équivarient si 'on pose g.(ov, B) = (3@, g% B).

Par ailleurs, je généralise un peu cette étude pour décrire, en termes d’octaves, ce
que j'appelle les grassmanniennes quadratiques, qui paramétrent les espaces linéaires
isotropes pour une forme quadratique non-dégénérée, en petite dimension. On obtient
aussi des descriptions de Spiniy et Spiniy semblables a celle de Sping donnée par la
trialité algébrique.

Enfin, un autre résultat fait intervenir la géométrie des octaves, ou plus généralement
des algébres, que j'appelle de Cayley, obtenues en appliquant le procédé de Cayley-
Dickson aux algébres de composition (cf le paragraphe 3.2.5). Bien qu’on sache a I’avance
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qu’il n’existe pas, pour n > 3, de variétés de Scorza analogues a la quatriéme variété de
Severi par le théoréme de Zak, on peut envisager de compactifier un espace affine sur les
octaves de dimension arbitraire pour définir une telle variété en dimension quelconque.
La proposition qui suit explique pourquoi on n’obtient pas une variété de Scorza : la
variété est singuliére.

Proposition 3.23 : Soit n,p > 1 deuz entiers. Soit Hy,, l'algébre des matrices her-
mitiennes de taille (n + 1) X (n + 1) a coefficients dans la p-iéme algébre de Cayley,
munie de la multiplication A x B = %(AB + BA). Soit X C PH,,,, la variété adhérence

]_ 21 “ e Zn
de ’ensemble des matrices de la forme ) . . . . Alors X est lisse
Zn I - Qz)

st et seulement si H, , est de Jordan.

Dans cette proposition, le fait combinatoire qu’il n’existe pas d’espaces projectifs sur
les octaves en dimension au moins 3 trouve deux échos : un écho algébrique (H,(QO® C)
n’est pas de Jordan pour n > 3) et un écho géométrique (X est singuliére). Elle montre
bien la profonde intrication des questions géométriques et des questions algébriques.
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La deuxiéme partie de cette thése concerne la cohomologie des fibrés vectoriels amples
sur une variété projective complexe lisse. Lorsque F — X est un fibré de rang e muni
d’une forme quadratique a valeurs dans un fibré en droites L, on définit habituellement
pour 0 < k < e —1 le k-iéme lieu de dégénérescence Dy(E) comme le lieu des points
x € X tels que cette forme quadratique est au plus de rang k. Fulton et Lazarsfeld
[Ful 81, Remark 2,p.50| font la conjecture suivante :

Conjecture : Soit F un fibré vectoriel de rang e, sur une variété X lisse, connezxe,
projective et de dimension n. Supposons que E est muni d’une forme quadratique a
valeurs dans un fibré en droites L. Soit k un entier et supposons que
~ dim Dy(E) = p:=n — A 5 g
S?E* @ L est ample.
Alors, Dy(F) est conneze.

Puisque le faisceau structural de Dy (FE) admet une résolution par des fibrés de la
forme S\E (S, désigne le foncteur de Schur associé a une partition M), cette conjecture
peut étre prouvée si 'on est capable de démontrer 'annulation de certains groupes de
cohomologie H™1(X, S\E*® L") (ces groupes de cohomologie sont définis p. 129) : ce fait
est démontré dans [Man 97| et [Lay 96| explicite une conjecture concernant I’annulation
de groupes de cohomologie qui permettrait de démontrer la conjecture de Fulton et
Lazarsfeld. On est donc amené a se poser la question suivante : étant donnés n, p, e trois
entiers et une partition A, quel est le plus petit entier Q(n,p,e, A) tel que pour toute
variété X projective lisse complexe de dimension n et tout fibré ample E de rang e sur
X, le groupe de cohomologie de Dolbeault HP4(X, S\ E) s’annule si ¢ > Q(n,p,e, \)?
Par exemple, le théoréme de Kodaira dit que Q(n,p,1, (1)) < n — p.

Notre espoir est en effet que la connaissance des entiers Q(n,p,e, A), ou au moins
d’une majoration efficace de ceux-ci, permettrait d’établir les propriétés topologiques
attendues de ces lieux de dégénérescence. Notons que pour apporter une réponse a
cette conjecture, nous n’avons besoin d’étudier que Q(n,n,e, A), mais que comme nous
allons le voir, les techniques que nous utilisons nous obligent, pour majorer ces entiers,
a majorer de facon plus générale tous les Q(n,p, e, A).

Historiquement, ce sont les puissances de Schur symétriques et extérieures qui ont
été considérées les premiéres, notamment par Griffiths et Le Potier. Plus récemment,
Demailly a considéré une puissance quelconque d’un fibré tensorisée par une puissance
adéquate de son déterminant et Laurent Manivel a amélioré la borne de Le Potier pour
une puissance extérieure. Enfin, W. Nahm [LN 02| a démontré un résultat concernant
les partitions dont toutes les parts sauf éventuellement la premiére valent 1, couramment
appelées équerres ou crochets. Ce résultat donne, en ce qui concerne les crochets, une
borne suffisante pour démontrer la connexité des lieux de dégénérescence. Pour établir
cette conjecture, il s’agit de généraliser ce résultat aux autres partitions.

La méthode générale pour démontrer de tels théorémes est la suivante : les groupes de
cohomologie dont on veut montrer 'annulation apparaissent dans les suites spectrales
(dites “de Borel-Le Potier”) qui calculent la cohomologie d’un fibré en droites ample
adéquat sur une grassmannienne relative construite a partir de £. Or, dans certains cas,
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le théoréme de Kodaira assure 'annulation de la cohomologie de ce fibré. Si un groupe
de cohomologie apparait dans une suite spectrale qui calcule un groupe nul, et si toutes
les fléches de la suite spectrale qui arrivent sur notre groupe ou qui en partent sont
nulles, alors on déduit que ce groupe est nul. Pour s’assurer que ces fléeches sont nulles,
on montre que les autres groupes que ces fleches connectent (par la suite, j’appellerai
ces groupes les “voising” de notre groupe) le sont, ce qui fait intervenir une récurrence.
L’efficacité du théoréme de W. Nahm est liée & un choix particuliérement astucieux de
I'ordre de récurrence dans lequel il annule les groupes de cohomologie.

Si n,r et [ sont des entiers fixés, notons G(r,C") la grassmannienne des r-plans
dans C", et O(l) la restriction sur cette grassmannienne du fibré en droites O(l) sur
PA"C". Si p est le plus grand entier tel qu’il existe ¢ avec HP[G(r,C"), O(l)] # 0, et
si HP[G(r,C"),O(l)] D S\C", alors on obtient, au premier stade de la récurrence, un
théoréme d’annulation pour Sy E. La récurrence permet d’obtenir aussi des résultats pour
des partitions correspondant a des indices p plus petits. W. Nahm s’arrange pour que
n > rl, ce qui simplifie considérablement la détermination du groupe H?4[G(r,n), O(1)]
non nul avec p maximal, et assure que les partitions obtenues sont des crochets. On
obtient ainsi au premier pas de la récurrence 'annulation de H™?(X, SyF) pour A une
puissance extérieure ; la récurrence permet d’annuler H?7(X, Sy E), avec p qui diminue
et la premiére part de A qui augmente simultanément.

Pour généraliser ce résultat aux partitions qui ne sont pas des crochets, deux straté-
gies semblent envisageables. La premiére consiste a considérer Sy F/, pour A une partition
quelconque, comme un sous-fibré d’un fibré produit ®;S,, F, pour p; des crochets adé-
quats. Pour annuler H?¢(X, ®;S5,, F), il suffit de considérer non pas une grassmannienne
relative, mais un produit, au-dessus de X, de telles grassmanniennes. J’ai obtenu le ré-
sultat suivant par cette technique (Z% désigne le crochet de poids b et de longueur a et
d est une fonction introduite au paragraphe 7.1.1) :

Théoréme 7.1 : Soit E un fibré ample de rang e sur une variété X projective lisse de
dimension n, a € N, (k;)1<i<q €t (;)1<i<a des entiers tels que o; < k;; soit 0 =«
et k =>k;, alors
HP(X, @ ZFi-ai-bkip) = ()
i p+q—mn > min[d(n — p),d(n —q)] +ollae — k +20] — o(0 +1).

De facon analogue a celle de W. Nahm, ma récurrence étudie en premier lieu les
produits de puissances extérieures. Malheureusement, ce théoréme ne donne pas une
borne suffisamment efficace pour montrer les propriétés topologiques des lieux de dégé-
nérescence.

L’autre stratégie consiste a se placer dans d’autres cas que celui ot n > rl. On obtient
ainsi sans récurrence et sans considérer de produits directement des résultats concernant
des partitions plus compliquées que les crochets. L’obstacle majeur est de déterminer
le(s) groupe(s) de cohomologie HP4[G(r, C"), O(l)] non nul avec p maximal. Pour calcu-
ler tous les groupes de cohomologie HP7[G(r,C"), O(l)], Snow a proposé une méthode
diagrammatique commode. Les composantes non nulles de ces groupes de cohomologie
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sont en bijection avec certaines partitions vérifiant des propriétés combinatoires. Pour-
tant, cette combinatoire est, sauf dans le cas particulier n > rl, & mon avis inextricable.
Je pousse donc un peu plus loin ’étude de Snow en montrant que ces partitions spé-
ciales sont naturellement en bijection avec un ensemble trés simple combinatoirement
(proposition 6.1). Ceci permet alors de déterminer plus facilement le(s) groupe(s) de
cohomologie HP4[G(r,C"), O(l)] non nul(s) avec p maximal (proposition 6.1). Comme
prévu, on peut en déduire de nombreux théorémes d’annulation nouveaux. Mais, comme
je lexplique au paragraphe 7.2.3, on obtient des résultats qui n’ont aucune chance de
montrer la connexité des lieux de dégénérescence. Je n’ai donc pas plus approfondi cette
piste.

Les résultats que j’ai décrits jusqu’a maintenant ne montrent pas la connexité. En
effet, si le premier annule des groupes de cohomologie H™(X, SyFE) pour A quelconque,
il le fait pour des valeurs de ¢ trop grandes. Pour diminuer ces valeurs, il m’a semblé
nécessaire de modifier un peu la méthode générale. Jusqu'a maintenant, pour annuler un
certain groupe de cohomologie, on utilisait, comme je I'ai expliqué, des suites spectrales
ol ce groupe apparait mais ou tous ses “voisins” sont nuls. Il y a relativement peu de
telles suites spectrales. Je propose quant a moi d’utiliser d’autres suites spectrales, ol ce
groupe apparait avec exactement un “voisin” non nul. On obtient ainsi des isomorphismes
entre certains groupes de cohomologie. En combinant plusieurs de ces isomorphismes,
on obtient finalement I’annulation du groupe, et donc de son “voisin”. Grace a cette
méthode, certes trés technique, j’ai pu établir la connexité de Dy (E) sous 'hypothése
supplémentaire que e — k < 4, et contrairement a la conjecture, en supposant que p > 1:

Corollaire 7.7 : La conjecture précédente est vraie lorsque de plus
p> 1.
e—k <A4.

Par d’autres méthodes, Tu a démontré cette conjecture lorsque & est pair [Tu 89| et,
pour k impair, pour p > e — k [Tu 8§].

Enfin, j’initie une étude du probléme de la détermination (ou au moins la majoration)
des entiers Q(n,p,e, \) pour les fibrés E munis d’'une forme symplectique ou quadra-
tique. Dans ce cas, il est naturel de considérer un fibré en grassmanniennes isotropes. Je
commence donc une étude de la cohomologie de ces grassmanniennes. Ce travail a été
effectué par Snow dans le cas des grassmanniennes dites lagrangiennes, d’espaces de di-
mension exactement la moitié de la dimension de I’espace ambient ; ces grassmanniennes
sont alors des espaces hermitiens symétriques, ce qui simplifie fondamentalement le pro-
bléeme. En effet, dans le cas général, le fibré tangent n’est pas complétement réductible
comme fibré homogéne, et donc le calcul de la cohomologie fait intervenir des suites
spectrales difficilement contrélables. Je n’ai en fait pu établir dans le cas général essen-
tiellement que le résultat partiel suivant : les composantes de la cohomologie de O(1) sur
une grassmannienne symplectique ou quadratique sont des représentations fondamen-
tales. Par contre, on peut mener a bien le calcul de la cohomologie de O(1) et O(2) sur
les grassmanniennes lagrangiennes. Ce calcul conduit a des théorémes d’annulation pour
la cohomologie de fibrés munis d’'une forme symplectique ou d’une forme quadratique
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(théorémes 8.1 et 8.2).
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Géomeétrie de quelques algébres
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Chapitre 1

Définition géométrique d’une algébre
en général

Dans ce chapitre, je donne des outils généraux pour définir géométriquement une
algébre, puis j’illustre I’emploi de ces outils avec la définition des algébres de Lie simples
et des algébres de matrices.

1.1 Comment définir géométriquement une structure
d’algébre 7

J’appelle algebre un C-espace vectoriel V' de dimension finie muni d’une application
bilinéaire V' x V' — V. Ainsi, je ne suppose ni la commutativité, ni I’associativité, ni
I'existence d’un élément neutre. En général, il ne sera pas possible de définir géométri-
quement ce morphisme, mais seulement I’application rationnelle PV x PV --s PV les
constructions étant des constructions de géométrie projective. Plus exactement, ce type
de constructions ne définira qu’une application rationnelle X x X --s PV, ou X dé-
signe une sous-variété de PV. Je congois ce paragraphe comme une boite contenant des
outils qui permettent d’établir que cette application rationnelle détermine la structure
d’algébre & homothéties prés. A priori, deux questions se posent :

Etant donnée une application rationnelle X x X --» PV existe-t-il une algéebre
sur V telle que pour tout x et y dans le cone affine sur X, le produit zy est donné,
projectivement, par cette application rationnelle ?

— Existe-t-il au plus une telle algébre ?

Je donne des éléments de réponse a ces deux questions dans les deux paragraphes qui
suivent.

1.1.1 Unicité

Commencons par un exemple qui montre que la question n’est pas triviale : consi-
dérons deux applications rationnelles P2 --» P2, définies, si X,Y,Z, T désignent les
coordonnées de P3| par f; = (X,Y, Z) et fo = (Y, Z,T). Ces deux applications ration-
nelles coincident sur une cubique gauche de P2, non-dégénérée, et pourtant les deux

21



applications linéaires ne sont pas proportionnelles. L'exemple 1.2 fournit de méme un
contre-exemple concernant des applications bilinéaires. On peut cependant remarquer
que f; et fy n’ont pas le méme noyau : ceci justifie 'hypothése faite dans le lemme qui
suit.

Lemme 1.1.1 Soient V et W des espaces vectoriels, o, : PV ——» PW des applica-
tions linéaires et X C PV une variété irréductible non-dégénérée. Supposons que les
applications rationnelles @, 1) : X --» PW coincident et que Ker o = Ker 1. Alors ¢ et
W sont projectivement éqgales.

P et 12 sont des applications linéaires V' — W définissant ¢ et ¢. Comme X est non-
dégénérée, @ et 1) sont bien définies sur un ouvert de X.
Remarque : Attention, on fait 'hypothése forte que @ et 1 ont méme noyau dans V',

non pas seulement sur le cone affine sur X, noté X.

Démonstration : Si Y C V est un ensemble, notons (Y) C V' le sous-espace vectoriel
qu’il engendre. On a Im 3 = (3(X)) = ((X)) = Im ¢ =: I et par hypothése Ker 3 =
Ker 12)\ =: K. Il existe donc A € GL(I) telle que 12)\ = Ap. En effet, si V' est un
supplémentaire de K dans V' et ', 9’ les isomorphismes de V' avec I tels que, sur
V=K@V’ onait = (0,¢) et 1p = (0,¢), il suffit de poser A = )’ o ¢'~". Alors,
comme @ et 1 sont projectivement égales sur X, 1(X) ne contient que des vecteurs
propres de A. Mais ¢(X) est irréductible donc connexe; de plus il est non-dégénéré
dans I donc A n’a qu'un seul espace propre, I ; ¢c’est donc un multiple de I'identité et ¢
et 1 sont projectivement égales. °

La démonstration montre que le résultat est encore vrai si ¢ et 1) sont définies sur tout
X qui est seulement supposé connexe.

Dans le cas ol on a accés aux schémas de zéros des applications linéaires, on pourra
appliquer le lemme qui suit.

Lemme 1.1.2 Soient f et g : V — W deuzx applications linéaires. Soit X C PV une
sous-variété fermée irréductible et non dégénérée. On suppose que

1. Les schémas de zéros définis dans X par f et g coincident. Soit Z ce sous-schéma.
2. Les applications régulieres induites [f] et [g] : X\Z — PW coincident.

Alors le noyau de [ coincide avec celui de g, et il existe un scalaire X non nul tel que
f=2g.
Démonstration : L’ensemble des formes linéaires qui s’annulent sur Ker f égale 'en-

semble des formes linéaires qui s’annulent sur le schéma X NKer f = Z, puisqu’aucune
forme linéaire ne s’annule sur X. Ainsi, Ker f = Ker g et le lemme 1.1.1 s’applique. ®

Placons-nous maintenant dans la situation ot I'on applique le lemme 1.1.1 pour une
famille d’applications linéaires. Dans le lemme qui suit, G(r, V') désigne la grassman-
nienne des r-plans dans V.

Lemme 1.1.3 Soient V et W des espaces vectoriels, A une variété algébrique et X C
PV une variété irréductible non-dégénérée. Soit k : A — G(r,V') une application algé-
brique. Soit enfin ¢ : A x X —--» PW une application rationnelle telle que YA € A, il
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existe un ouvert Uy de X tel que @y 1= @axx est définie sur Uy et est la restriction
d’une application linéaire PV ——» PW de noyau k(X).
Alors Uapplication A — PEnd(V, W) définie par le lemme 1.1.1 est algébrique.

Démonstration : Je remercie Stéphane Druel de m’avoir donné l'idée de cette preuve.
Dans un premier temps, on se raméne au cas ou ¢ est définie partout. Soit Ny € A
et Ko = k(Ag). Soit n la dimension de V' et (x1,...,2, ,) une famille de vecteurs de
V' indépendants dans le quotient V/Kj, et dont les projectivisés sont dans X. Soit L
I’espace vectoriel engendré par xy,...,x, ,, alors X N L est non-dégénérée dans L. Elle
est aussi connexe par une variante du théoréme de Bertini. De plus, au voisinage de
Ao, L ne rencontre pas le noyau de 'application linéaire ¢,. Pour démontrer que notre
application est algébrique dans un voisinage V' (\g) de Ao, grace au lemme qui suit, il
suffit de démontrer que 'application V(\g) C A — PEnd(L, W) est algébrique.

Lemme 1.1.4 Soit A une variété algébrique, V et W des espaces vectoriels, et L C
V' un sous-espace vectoriel. Soit 1p : A — PEnd(L, W) une application algébrique et
k: AN — G(r,V) telle que VA € A, k(\) et L sont supplémentaires. Alors l’application
A=y € PEnd(V, W), définie par le fait que, d’une part, vy et »(N) coincident sur L,
et que, d’autre part, le noyau de py est k(N), est algébrique.

Démonstration : Soit Ay € A et (z1,...,2,) une base de k(\g). Soit aussi z,41,...,z,
une base de L. Choisissons une application 12)\ : A — End(L,W) qui reléve 1. Soit
aussi, pour A dans un voisinage adéquat de Ao, y;(\) = z; + [;(A\)(1 < i < r) 'unique
vecteur de k(\) dont I'image par la projection L @ k(X\g) — k(Ag) est z;. Il est connu
que l'application /; : A — L est algébrique. Un relevé de 'application A — PEnd(V, W)
cherchée est I'application

A = End(V, W), — (g; s N (L), L @(A)(zi)) .

LLa démonstration de la proposition 1.1.3 se raméne donc au cas d’une application partout
définie p : A x X — PW. L’idée de la preuve est alors la suivante : pour tout A € A, la
donnée d’une application linéaire qui coincide sur X avec @, équivaut a la donnée d’un
isomorphisme Oy (1) ~ ¢;Opw/(1). 1l s’agit en fait de montrer que I'on peut faire cette
identification “en famille”. A cet effet, on considére le diagramme suivant :

o(1)

PW Ax X X

A

Etudions alors le fibré vectoriel sur A x X égal a ¢*O(1). En restriction a une fibre
p'()), ce fibré vaut 3 O(1); il est donc isomorphe & ¢*O(1), puisque par hypothése ¢,
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est linéaire. Par un résultat classique |[Hart 77, exercice 12.4,p.291], il existe un fibré en
droites L sur A tel que ¢*O(1) ~ ¢*O(1) ® p*L. En appliquant p,, il vient p,p*O(1) ~
H°(X,0x(1)) ® L. En effet, d'une part, si U C X est un ouvert, alors une section de
¢*O(1) sur U x X est une section sur U de H°(X,Ox(1)). D’autre part, la formule
de projection [Hart 77, exercice 5.1,p.124] assure que p,p*L ~ L, car p,Opxx =~ Oy,
puisque X est projective et connexe.

Or, on a un morphisme naturel de fibrés vectoriels sur A : W* — p,p*O(1) ~
H°(X,0x(1)) ® L. L’hypothése que H°(X,Ox (1)) = V*, soit que X est linéairement
normale, n’est pas nécessaire, puisque le fait que ¢, est linéaire pour tout A € A montre
que ce morphisme de fibrés est a valeurs dans le sous-fibré V*® L de H*(X, Ox (1)) ® L.
On obtient finalement un morphisme de fibrés W* — V* ® L sur A, soit une section
du fibré V* @ W ® L. Localement sur A, L est trivial, et on obtient I'application A —
V*®@ W = End(V,W) souhaitée. L’application A — PEnd(V, W), qui ne dépend pas
des choix, est donc algébrique. °

On considére maintenant des applications bilinéaires :

Lemme 1.1.5 Soit V et W des espaces vectoriels, f,qg:V x V. — W des applications
bilinéaires, X C PV une variété irréductible et non-dégénérée. Soit Z(f), Z(g) C X x X
les schémas des zéros de f et g dans X x X. Supposons que :

1. Z(f)=Z(9) = Z.
2. Les applications régulieres [f],[g] : X x X\Z — PW sont égales.
Alors INe C :Vx,y €V, f(z,y) = Ag(x,y).

Démonstration : Soit y, € X tel que f(.,yo) n'est pas identiquement nulle. Le lemme
1.1.2 montre que les applications linéaires = — f(z,yo) et © — g(z, yy) sont proportion-
nelles. Soit donc A € C* tel que f(x,y0) = Ag(x, o). Soit maintenant = € X tel que
g(x,y0) # 0 (un tel = existe car X est non-dégénérée). Ce méme lemme montre qu’il
existe p, tel que Yy € V. f(x,y) = p9(z,y). En appliquant cette égalité a yo, on en
déduit que p, = A et que donc Vy € V, f(z,y) = Ag(z,y). Cette égalité est vraie pour x
générique de )?, donc pour tout élément de )?, et donc par linéarité pour tout x € V. ®

Remarque : Une conséquence de ce lemme est qu’étant donnnées deux algébres véri-
fiant ces hypotheéses sur un espace vectoriel V, si I'une a un élément neutre, alors elles
en ont un toutes les deux et ces deux éléments neutres sont proportionnels.

On démontre maintenant un résultat valable plus généralement pour des applications
homogeénes entre espaces projectifs (plus nécessairement linéaires) :

Lemme 1.1.6 Soient V et W des espaces vectoriels, et o, des applications V. — W
données par des polyndmes homogenes de degré d. Soit X C PV une variété connexe
normale n’annulant aucun polynéme de degré d. Supposons qu’en tous points du cone
affine sur X, ¢ et 1 sont proportionnelles, et que l'intersection de X avec l’ensemble
{© =0} est un fermé de codimension au moins 2 dans X .

Alors, ¢ et Y sont proportionnelles.
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Remarque : La démonstration va montrer plus généralement que, si I'on ne fait pas
I’hypothése que X n’annule aucun polyndéme de degré d, alors il existe une constante ¢
telle que ¢ — cp appartienne a I'idéal homogeéne de X.

Démonstration : Soit U C X un ouvert dont le complémentaire est de codimension au
moins 2 sur lequel  ne s’annule pas. Pour u € U C PV, il existe un nombre A(u) tel que
pour tout v € V tel que [v] = u, ¥(v) = A(v).¢(v). Ceci définit une fonction A : U — C.
Mais comme U est un ouvert dont le complémentaire est de codimension au moins deux
dans X qui est normale, A se prolonge & X. Comme cette variété est connexe, A est donc
constant, et on a, sur le cone affine sur X, 1)(x) — A.¢(x) = 0. Comme aucun polynéme
de degré d ne s’annule sur X, cette application est identiquement nulle sur V. o

Enfin, revenant aux applications linéaires, nous allons voir que des hypothéses sur X
permettent d’éviter toute hypothése concernant les noyaux des applications linéaires :

Lemme 1.1.7 Soient V et W des espaces vectoriels, ¢ et ¢ : V. — W des applications
linéaires de rang au moins 2 et X C PV une variété connere non-dégénérée normale.
Supposons que la classe d’une section hyperplane, considérée comme élément de Pic(X),
n’est pas somme de deux diviseurs effectifs non triviaux.

Alors, si de plus les applications rationnelles projectives [¢]ix, [¢]x + X --» PW
coincident, ¢ et 1 sont proportionnelles.

Remarque : La condition portant sur la classe d’une section hyperplane est vérifiée par
exemple si le morphisme de restriction Pic(PV) — Pic(X) est surjectif : en effet, on a
alors Pic(X) ~ Z et [H] ~ 1. On sait que c¢’est par exemple le cas lorsque X est l'orbite
fermée d’un groupe simple agissant dans une de ses représentations fondamentales.

Démonstration : I’hypothése sur [H] implique que la dimension de X est au moins 2.
Ecrivons ¢ = (hy, ..., h,), avec h; des formes linéaires sur V' et m = dim W. Supposons
par ailleurs que h; et hy sont non nulles et non proportionnelles (¢ est au moins de rang
2), et notons H; et Hy les hyperplans de PV qu’ils définissent. Pour appliquer le lemme
1.1.6, il suffit de vérifier que dim X N H; N Hy = dim X —2. L’hypotheése sur [H] implique
que XN H; est un shéma irréductible réduit. On aura donc dim XNH N Hy < dim XN H;
si H; est le seul hyperplan contenant le schéma X N H;. Or, on a une suite exacte

00— Ox — O)((l) — OH1Q)((1) — 0.
On en déduit une suite exacte
0—C— H'(X,0(1)) = H'(X N Hy,0(1)),

qui montre que le noyau de la restriction d’une forme linéaire au schéma X N H; est
exactement I'ensemble des multiples de hy, achevant la preuve. o

Comme pour le lemme 1.1.5, le lemme 1.1.7 admet une version concernant les appli-
cations bilinéaires :

Lemme 1.1.8 Soit Vi, Vo, W des espaces linéaires, X1 C PV; et Xo C PV, des varié-
tés projectives connexes non dégénérées normales et telles que la classe d’une section
hyperplane engendre le groupe de Picard. Si f,qg : Vi x Vo — W sont des applications
bilinéaires telles que pour x1 € Xy, 19 € Xo génériques, f(x1,.), g(z1,.), f(.,22), g(., x2)
sont de rang au moins deuz, et si f et g induisent la méme application rationelle
X1 x Xy —=» PW, alors elles sont proportionnelles.
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Lemme 1.1.9 Soient V et W des espaces vectoriels, ¢ et ¢ : V. — W des applications
linéaires de rang au moins 2 et X C PV une variété connere non dégénérée. Supposons
que X n’est incluse dans aucune quadrique de rang au plus 4.

Alors, si de plus les applications rationnelles projectives [¢]ix, [¢]x + X --» PW
coincident, ¢ et 1 sont proportionnelles.

Le rang d'une quadrique est son rang en tant que forme bilinéaire.

Démonstration : Ecrivons ¢ = (f1,..., fa), oit n est la dimension de W et les f; sont
des formes linéaires. Ecrivons de méme ¢ = (g1, ..., g,). Alors, 'hypothése que ¢ et ¢
sont proportionnelles sur X montre que pour tous 7, j, le mineur f;g; — f;¢; s’annulle sur
X. Comme X n’annule aucune quadrique de rang au plus 4, cette quadrique est nulle
sur V. Ainsi, [¢] et [¢)] : PV --» PW sont des applications rationelles égales, et le lemme
1.1.7 montre qu’elles sont proportionnelles. °

1.1.2 Existence

A ce sujet, je n’ai qu'un résultat concernant les isomorphismes; il serait utile d’ap-
profondir cette question.

Définition 1.1 Une variété X C PV sera dite bien plongée dans PV si
elle est linéairement normale.
Il existe des fibrés en droite L; sur X qui forment une base de Pic(X) et tels que
Y a;L; € Pic(X) admet des sections non nulles si et seulement si Vi, a; > 0.
— 1l existe un entier a tel que la classe de la section hyperplane soit a(d_, L;).

Si X est bien plongée, une base de Pic(X) sera dite adaptée si elle a les propriétés
indiquées. Cette définition est bien entendu trés peu naturelle, mais toutes les variétés
que nous allons étudier dans cette thése seront bien plongées, grace au lemme suivant.

Lemme 1.1.10 Soit G un groupe semi-simple simplement connexe et w un poids qui
est un multiple entier d’une somme de poids fondamentaux distincts de G. Soit 'V, la
représentation de plus haut poidsw et X C PV, l'orbite fermée. Alors X est bien plongée.

Démonstration : Cette orbite est linéairement normale par le théoréme de Bott (théo-
réme 5.1). En effet, le fibré en droites O(1) correspond au poids w, pour la corres-
pondance entre fibrés homogénes et représentations du stabilisateur d’un point de X
expliquée avant I’énoncé de ce théoréme.

Ecrivons w = a()_, w;), ot les w; sont des poids fondamentaux distincts. A w; cor-
respond un fibré en droites que je note L;. Ces fibrés forment une base du groupe de
Picard de X [Akh 95, p.122|. Enfin, toujours par le théoréme de Bott, et puisque Y a;w;
est un poids dominant si et seulement si tous les a; sont positifs ou nuls, »  a;L; admet
des sections globales si et seulement si Vi, a; > 0. L

L’intérét de cette définition réside, pour ce qui nous intéresse, dans le fait que tout
automorphisme d’une variété bien plongée est induit par un automorphisme de 'espace
projectif ambient :

Lemme 1.1.11 Soit X C PV une variété bien plongée. Alors tout automorphisme de
X est induit par un automorphisme de PV .
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Démonstration : Soit f un tel automorphisme et g son inverse. Soit L; une base de
Pic(X) adaptée. Alors, puisque Vi, f*L; admet des sections non nulles, dans la base L;,
la matrice de application f* : Pic(X) — Pic(X) n’a que des coefficients entiers positifs
ou nuls. La méme remarque vaut pour g*, et comme ¢g* o f* = Id, on en déduit que les
matrices de f* et de ¢* sont des matrices de permutation. En effet, on peut écrire ces
matrices comme S; + Ry et Sy + Ry, ou S; sont des matrices de permutation, et R;
sont & coefficients positifs ou nuls. Comme I = (S; + R;)(Sy + Ry) = S15, + (S1Rs +
RSy + R Ry), et qu’une matrice de permutation a la somme de ses coefficients égale a
son ordre, on voit que S; Ry + RSy + R1 Ry = 0; chacun de ces termes est donc nul, ce
qui implique R; = Ry = 0, puisque S; et Sy sont inversibles.

La définition de base adaptée implique donc que, si [H| désigne la classe d’un hy-
perplan, alors f*[H| ~ [H]. Puisque X est linéairement normale, en prenant les sections
globales de cet isomorphisme, on en déduit que f est induite par un isomorphisme li-
néaire. °

Des conditions sur le fibré canonique permettent aussi de montrer le méme résultat :
Lemme 1.1.12 Soit X C PV une variété satisfaisant :

1. X est linéairement normale.

2. Pic(X) est sans torsion.

3. Kx est un multiple rationel non nul de la section hyperplane : 3m € Q* : Kx =
m[H].
Alors tout automorphisme de X est induit par un automorphisme de PV .
Démonstration : Si f est un automorphisme de X, on a f*Kyx = Kx. Comme Pic(X)

est sans torsion, en multipliant par 1/m, on en déduit que f*[H] = [H]. On conclut
comme précédemment en utilisant le fait que X est linéairement normale. °

1.2 Exemples

1.2.1 Algébres de Lie simples

Soit g une algébre de Lie simple. Je souhaite définir le crochet de Lie sur g en
utilisant des constructions de géométrie projective. Cet exemple sera pour moi l'occasion
de montrer l'efficacité des lemmes précédents, mais aussi d’exhiber un contre-exemple
ou la définition projective de A x B pour A et B dans une sous-variété non-dégénérée
ne suffit pas pour définir I'algébre.

Tout d’abord, considérons le groupe G = Aut(g) (et non pas seulement Aut(g)® come
c’est souvent le cas), d’algébre de Lie g, et son action naturelle sur g. L’orbite fermée
pour l'action de GG sur Pg est souvent appelée “variété adjointe”. Notons X C Pg cette
variété. Nous allons voir que dans presque tous les cas, la donnée de X suffit pour définir
le crochet de Lie (a homothéties prés).

Soit A € X ; puisque X est homogéne, on a X = G.A. Par conséquent, T X =
g.A = {[A, B], B € g}, puisqu’il est bien connu que g agit sur g par l'action adjointe.
On peut en déduire que pour tout A, B € X, [A, B] € TAXNTgX. Jaffirme que 'espace
vectoriel Ty X NT X, pour A et B génériques de X, est de dimension 1. Ceci fait en effet
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partie de la proposition 4.12; la preuve en est trés simple mais requiert des notations
qu’il n’est pas utile d’introduire ici. Ceci définit donc [A, B] projectivement. Puisque
les représentations adjointes sont fondamentales pour toutes les algébres de Lie simples
sauf sl, et sp,,, le lemme 1.1.7 et son commentaire montrent que cela suffit pour définir
le crochet de Lie dans les cas so,, et exceptionnels.

Considérons alors le cas de ’algébre de Lie sl,. La représentation adjointe est I’en-
semble des matrices d’ordre n et de trace nulle. La variété adjointe, X, est I’ensemble
des matrices de rang 1. Remarquons que si A € X, ceci signifie que Im A est de di-
mension 1, il est donc constitué de vecteurs propres, et le fait que trA = 0 montre que
Im A C Ker A. On peut donc associer a A son noyau, qui est un hyperplan, et son image,
qui est un point de P* ! dans cet hyperplan. La variété X s’identifie ainsi a la variété des
drapeaux F(1,n — 1), consitutée des couples (z, H), ot x € P}, H e P 1" et x € H.
Enfin, g € SL, agit par conjugaison sur A € sl, : g.A = gAg~ ', ce qui implique que
g.(x,H) = (g.x,g.H). Le lemme qui suit étudie les orbites pour I'action de SL, dans
X X X donnée par g.(A, B) = (g.A, g.B). Comme je I'expliquerai ensuite, il permet de
comprendre a quelle condition géométrique deux matrices de rang un commutent. Soit
€1 ...,e, une base de C" et e] ..., e} sa base duale.

Lemme 1.2.1 Soient A et B des éléments de X. A une action de SL, prés, on peut
supposer que A = e} @ e; et que B est une des matrices suivantes :

k % % % k k
Aje, Qe e Qey e, | Qeg, €] Qen 1,65 e, €] ey,

Démonstration : Sous 'action de SL,, il y a, dans X x X, 7 orbites. Etant donnés
deux drapeaux (z; € Hy), (ro € Hy), on peut en effet avoir :

1. 21 =29
H, = H, : premier cas;
— Hy # H,. Alors x1 = x5 € Hy N Hy : deuxiéme cas;
2. x1 # To.
H, = H,. Alors x1,x9 € Hy = Hy : troisiéme cas;
H, # H,.
(a) =1 € Hy et x9 € Hy : quatriéme cas;
(b) z1 ¢ Hy et x5 € Hy : cinquiéme cas ;
(c) z1 € Hy et x5 ¢ Hy : sixiéme cas;
(d) x1 & Hy et xo ¢ H; : septiéme cas; °

Remarquons que les cas 2,3,5,6 ne se produisent que lorsque n > 3, et que le
quatriéme cas exige n > 4. Par ailleurs, A et B commutent si et seulement si pour
1 = 1,2,x; € Hz_;, soit si et seulement si on est dans I'un des quatre premiers cas.
Sin > 2 et Aet B sont de rang un, A et B commutent donc si et seulement si
dimT, X NTgX > 1.
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Sin =2, X est une conique, et le noyau de 'action adjointe de A est I’ensemble des
multiples de A lui-méme. En vertu du lemme 1.1.5, ceci définit le produit. Remarquons,
de facon assez amusante, que I’on peut définir un autre produit tel que Ax B appartienne
aT,XNTX :

Exemple 1.2 Soit C C P? = PV une conique et I € PV — C. Il existe des algébres *,
et %9 sur V telles que

1. VA Be 6, A x1 B et Axy B appartiennent a ToC NTgC.

2. — La droite de V' des éléments B tels que A xy B = 0 est représentée par A.
La droite de V' des éléments B tels que A x9 B = 0 est représentée par ['autre
point d’intersection de la droite (AI) avec C.

En vertu du lemme 1.1.5, ces algébres sont uniques ; x; est isomorphe a sly ~ sp, et xy @
l'algebre des matrices d’ordre 2 symétriques, munies du produit A xo B = %(AB + BA);
I est l'unité pour cette derniére algéebre.

Démonstration : Nous venons de traiter le cas de sl,. Les algébres de matrices sy-
métriques sont un cas particulier d’algébres de Jordan, définies géométriquement au
chapitre 3. °

Dans le cas n > 3, un analogue du lemme 1.1.6 pour les applications bilinéaires (sem-
blable au lemme 1.1.5) montre que la structure d’algébre est définie de fagon univoque
par le fait que [A, Bl € TAX NTpX.

Pour toutes les algébres de Lie différentes de sp,,,, nous venons de voir que la variété
adjointe, X C Pg, détermine 'algébre de Lie g. Comme conséquence, on retrouve le fait
que Aut(X) = Aut(g) : en effet, on a par définition Aut(g) C Aut(X), mais réciproque-
ment, si g € Aut(X), alors le lemme 1.1.11 dit que l'on peut supposer que g € GL(g)
et g préserve X. Alors le lemme 1.1.5 montre que les applications bilinéaires g x g — g
données par les formules (A, B) — ¢.[A, B] et (A, B) — [gA, gB] sont proportionnelles.

A T'inverse, puisque la variété adjointe de sp,,,, X C Psp,,, est isomorphe & vy (P~ 1),
on voit que Aut(X) = PSLs,, et que donc, X ne détermine pas 'algébre de Lie. En
fait, c’est méme un contre-exemple trés intéressant : X s’identifie aux matrices de rang
1 dans I'ensemble des matrices symétriques d’ordre 2n. Sur ’ensemble de ces matrices,
on peut définir le produit A x B = %(AB + BA). 1l se trouve que pour A, B € X,
génériques, A x B engendre aussi 'intersection de T4 X et de T X. Ceci est démontré au
paragraphe 4.2.4. Ce qui différencie géométriquement ces deux algébres ('algébre sp,,
et l'algébre des matrices symétriques), trés différentes d’un point de vue algébrique, est
donc “seulement” la condition d’annulation du produit.

La condition A x B = 0 est décrite géométriquement au paragraphe 4.2.4; donnons
ici une description géométrique de la condition [A, B] = 0. Comme je I’ai déja dit, la
variété X ne peut pas suffire pour donner cette description. Soit V = C?" ; g s’identifie
a S?V. Je vais utiliser les notations de Bourbaki [Bou 68] pour le systéme de racines
de cette algébre de Lie; ces notations sont d’ailleurs rappelées dans 'autre partie de
cette theése (paragraphe 5.1.2). La variété X est orbite du vecteur e? € S?V de poids
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la plus haute racine. Cette racine, 2¢;, est longue. Considérons donc aussi la variété
Y adhérence de 'orbite du vecteur e;eqs de poids la plus haute racine courte, €; + €.
C’est 'ensemble des produits zy € S%V, avec z et y des éléments de V' orthogonaux
pour la forme symplectique. Comme le crochet de Lie est donné, de ce point de vue, par
(22, 4% = 2w(z, y)zy, deux éléments A = 2% et B = y? de X commutent si et seulement
si w(z,y) = 0, soit si et seulement si la droite (A, B) est incluse dans Y. Cette condition
définit ’algeébre de Lie sp,,,.

On peut alors comme précédemment déduire Aut(Y). Etudions d’abord quelques
propriétés géométriques de Y :

Lemme 1.2.2 Y est projectivement normale ; son groupe de Picard est isomorphe a 7Z,
et est engendré par la classe d’une section hyperplane.

Démonstration : Soit L un générateur de Pic(X); 2L est la section hyperplane de X.
Pour démontrer les affirmations concernant Pic(Y), il suffit de montrer que le morphisme
de restriction Pic(Y) — Pic(X) est injectif et que L n’est pas dans son image.

Pour le premier point, soit M un fibré en droites sur Y dont la restriction a X
est triviale. Considérons la grassmannienne G, (P!, PV') des droites projectives dans PV
isotropes pour w. Alors, une droite [ de G, (P!, PV') détermine un plan 7, C Y engendré
par v5(l) (rappelons que vy : PV — PS?V désigne lapplication de Veronese). Par
ailleurs, X N m = 1»(l). La restriction de M a 7 est un fibré en droites sur m qui se
restreint au fibré trivial sur une conique. Ainsi, M., est le fibré trivial. On va en déduire
que M est trivial. Pour cela, considérons la variété d’incidence I C Y x G, (P!, PV)
définie par (y,1) € [ <= y € m, et les deux projections py, ps de I vers Y et G, (P', PV).

Remarquons que p; : I — Y est une résolution des singularités. En effet, I, espace
total d’une fibration en P? sur G, (P', PV), est lisse. Si ,y € V sont orthogonaux, alors
on a vu que la droite passant par z2 et y? est dans Y ; ainsi, T,2Y D {y?: w(z,y) = 0}.
On en déduit aisément que 22 € Sing(Y'), et donc que Sing(Y) = X. Enfin, la projection
|28 pf] (Y — X) = Y — X est un isomorphisme. Ceci montre que p; est une résolution

des singularités. Notons I 1’espace total de la deuxiéme puissance symétrique du fibré
tautologique sur G, (P',PV) : la projectivisation de ce fibré de rang 3 égale I; notons
p1 la projection 7Y La proposition 1 de [Kem 76| montre alors que p; (f) =V est
normale, de sorte que Y est projectivement normale.

Soit M le fibré piM sur I. Comme nous avons vu que M, est trivial, M est
trivial sur les fibres de po. Ceci implique [Hart 77, exercice 3.12.4,p. 291] 'existence de
M' € Pic(G, (P',PV)) tel que M = p3M'. Or, par définition de M, ce fibré est trivial
sur une fibre de p; ; ceci montre que, pour 2 € X, M’ est trivial sur la restriction de
G, (P, PV) aux droites passant par x; M' est donc trivial, et M aussi. Comme Y est
normale et p; est projective et birationnelle, Oy = p;,Oy, et la formule de projection
montre que I'application p} : Pic(Y) — Pic(I) est injective : on en déduit donc que M
est trivial. Ceci montre I'injectivité de I'application de restriction Pic(Y) — Pic(X).

Pour le deuxiéme point, supposons qu’il existe un fibré en droites M sur Y tel que
M,x = L. Alors, soit M, la restriction de M a m ~ P?. Comme M)x est un générateur
du groupe de Picard de X, M, est un générateur du groupe de Picard de la conique
vo(l) = X Nm. Ceci est contradictoire, car un élément du groupe de Picard de P? ne se
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restreint pas en un générateur du groupe de Picard d’une conique dans ce plan. °

On montre maintenant aisément que Aut(Y) = PSpy,. Soit ¢ € Aut(Y). Par le
lemme précédent et le lemme 1.1.11, g est induit par un automorphisme de l'espace
ambient. Puisque Sing(Y) = X, g préserve X. Par le lemme 1.1.5, g € PSpo,.

1.2.2 Algébres de matrices

Lorsque A et B sont deux matrices, je ne sais pas déterminer géométriquement le
rang de leur produit AB. A plus forte raison, je ne sais pas construire ce produit pour
deux matrices quelconques.

Je propose alors la stratégie suivante pour éviter cette difficulté : je ne définis géomé-
triquement ce produit que pour A et B de rang 1 et explique pour A de rang 1 quelles
sont les matrices M telles que AM = 0. En vertu du lemme 1.1.5, ceci définit 1'algébre
des matrices. Cette démarche, méme si elle semble peu naturelle, va se révéler puissante
dans le cas d’autres algébres pour répondre a certaines questions comme l'étude du
groupe d’automorphismes.

Dans ce cas précis, il est clair que le groupe d’automorphismes de M, (C) est le
groupe PSL, agissant par g.A = gAg~'. Je vais cependant montrer ce résultat par un
argument géométrique de facon a illustrer la méthode que je propose d’utiliser dans
d’autres cas moins simples. Par ailleurs, ma démarche permet caractériser les algébres
de matrices comme celles pour lesquelles le déterminant est multiplicatif (proposition
1.4).

Proposition 1.1 Soit W un espace vectoriel de dimension n?. La donnée d’une struc-
ture d’algebre isomorphe 4 M,,(C) sur W équivaut a la donnée d’une variété X C PW
isomorphe a P" 1 x P*~ ! d’un choix d’une des deux familles d’espaces linéaires de di-
mension maximale inclus dans X et d’un élément I € W qui ne s’écrit pas comme
somme de n — 1 éléments du cone affine sur X.

La proposition fait correspondre de facon canonique a une telle donnée une algébre
isomorphe & M,,(C) telle que pour tout A € X et tout M € M, (C), AM appartient a
I'unique espace linéaire de la famille choisie passant par A.

Démonstration : Si X C P est une variété et k un entier, notons S¥X c PW
I’adhérence de I'ensemble des classes des sommes de k 4 1 éléments du cone affine sur
X'; c’est aussi, en termes de géomeétrie projective, I'adhérence de la réunion des k-plans
engendrés par k+ 1 points de X en position générale, si k& < dim(X). Etant donnée une
telle structure d’algébre, on sait que I’ensemble des matrices de rang 1 est isomorphe a

P! x P! et I, de rang n, n’est pas somme de n — 1 telles matrices. Enfin, choisissons

par exemple la famille des espaces linéaires de la forme
L(A) :={AM,M € M,(C)}. (1.1)

Réciproquement, étant donné X, [ et une famille d’espaces linéaires de dimension
maximale X, reconstruisons géométriquement 1’algébre sur W telle que I soit I'identité
de cette algébre, X D'ensemble des matrices de rang 1 et X; la famille {L(A)}. Tout
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d’abord, PSL(W) agit transitivement sur ensemble des variétés isomorphes a P"~! x
P" ! et le transporteur d’une telle variété, PSL, x PSL,, agit encore transitivement
sur PW — S" 2X. Enfin, la transposition sur W induit un isomorphisme de P" ! x
P"~! qui échange les deux familles. Ainsi, il existe toujours une telle algébre. 11 suffit
donc de montrer que cette algébre est déterminée par X, I, et le choix d’une des deux
composantes. Soit d’abord det I'équation de S" ?X qui vaut 1 en I. Posons T = {u €
W : Dydet(u) = 0} € PW*, ou si f est une fonction W — Cet A € W, Duf € W*
désigne la différentielle de f en A (w € T si et seulement si tr(w) = 0). Les deux familles
d’espaces de dimension maximale de X sont {{a} x P" '} et {P"! x {b}}. Ces deux
familles X et X, sont paramétrées par P*~!'. Remarquons qu'un point x € X appartient
a exactement deux espaces linéaires de dimension maximale, un de chaque famille; je
note (x1,r5) € X7 x Xy ces espaces. Notons aussi que ces deux espaces se rencontrent
exactement en x; on a donc un isomorphisme canonique entre X et X; x Xy, et je noterai
x = (r1,%2). Par le lemme 1.1.5, ’algébre est donc définie par les conditions suivantes :

1. Siz,y € X, alors z xy est colinéaire a (x1,y,) (si on a choisi la famille Xy, (z9,y1)
sinon).

2. xy = 0 si et seulement si (29,y1) € T (en supposant qu’on a choisi X7).

3. I est I'identité de ce produit. °

Remarques :

— La preuve de la proposition montre que la variété X identifie canoniquement PW
a P(V; ® V,) : en effet, si on note V; des espaces vectoriels tels que PV; et PV,
parameétrent les espaces linéaires maximaux dans X, on a vu qu’on a un isomor-
phisme naturel X ~ PV; x PV;. Par le lemme 1.1.12, cet isomorphisme est induit
par un isomorphisme PW ~ P(V} ® V3).

En choisissant un élément I, on construit une dualité entre V; et V5, en disant que
vy € PV} et vy € PV, sont orthogonaux si I'intersection des espaces linéaires qu’ils
représentent est dans 7. Ceci identifie donc V7 au dual de V;, et on en déduit un
isomorphisme PW ~ P(V* ® V).

Il y a encore deux contractions naturelles possibles sur V*® V' qui définissent deux
algebres. Le choix d'une des composantes permet de choisir une des deux algébres.

— Pour que la construction précédente soit purement géométrique, il faut étre capable
de construire géométriquement ’hyperplan D;det connaissant det et [.

De fagon générale, on peut se demander, étant donné un polyndéme homogéne )
quelconque, s’il existe une construction géométrique des hyperplans D 4@ pour A
n’annulant pas @) (si A est un point lisse de I'hypersurface définie par @, alors cet
hyperplan est I’espace tangent a cette hypersurface en A). Ce probléme classique
est connu sous le nom de polarité. Voici, classiquement, comment on décrit la
polarité d’une quadrique :

Soit () C PW wune quadrique lisse et A € PW — @ un point. Alors [’hyperplan
D 4Q est l'hyperplan engendré par tous les points x € Q) tels que A € T,Q).

En effet, si (.,.) désigne le produit scalaire défini par ), on cherche a définir (A4, .).
Le résultat découle de ce que pour z € Q, A € T, X < (A, z) = 0.
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Je propose quant a moi une description tout-a-fait similaire de la polarité du
déterminant. Notons H I’hypersurface définie par le déterminant.
Remarque 1.3 Soit A € M,,(C) de rang n ; 'hyperplan ot D 4 det s’annule est
Uhyperplan engendré par les © € X tels que la droite (xA) ne coupe H qu’en x.
Démonstration : Si z € X, det s’annule au moins a l'ordre n — 1 en x (ceci est
démontré dans la preuve de la proposition 4.6). Le fait que la droite (zA) s’annule
a l'ordre n en x équivaut donc au fait que D4det(z) = 0. Enfin, 'hyperplan
{Dsdet = 0} est engendré comme espace vectoriel par son intersection avec X,
puisqu’on peut supposer pour le montrer que A = I, et cet hyperplan est alors
celui des matrices de trace nulle. *
Soit V=C";ona W =V*®V,; X; s’identifie a PV et Xy a PV*. Il découle des
théorémes 1 et 2 de [Fla 62] que les espaces linéaires de dimension maximale inclus dans

le cone affine H sont de dimension n(n — 1). Si I est un hyperplan de V', I’ensemble
des matrices dont 'image est dans [ est un espace de H;; si v est un vecteur non nul
de V, I'ensemble des matrices annulant v est un élément de H,. On obtient ainsi tous
les éléments de H; et Hy. On voit donc que Hp est naturellement paramétrée par PV*
et H, par PV. La remarque qui suit montre que l'identification entre 1’espace projectif
dual de X; et H; ne dépend que de X :

Remarque 1.4 Soit i =1 ou 2. L’espace projectif dual de X; est canoniquement iden-
tifié a ’espace projectif H; : a un hyperplan de X; on associe l’espace linéaire engendré
par la réunion des espaces linéaires de cet hyperplan (rappelons que X; paramétre des
espaces linéaires inclus dans X ).

Dans la preuve de la proposition 1.1, j’ai construit, a partir de I, une description géo-
métrique d’'une dualité entre X; et X5 (ce qui correspond donc & un isomorphisme entre
H; et X5); on peut généraliser cette description pour obtenir tous ces isomorphismes.

Proposition 1.2 Soit A ¢ H. Nous dirons que x1 € X; et v € Xy sont A-incidents
si Uintersection x de x1 el xo vérifie la propriété que la droite (xA) ne rencontre H
qu’en x. Ceci définit une dualité sur les espaces projectifs Xy et Xy ; on obtient toutes
ces dualités en faisant varier A dans PW — H. L’algébre définie par X, Xy, A et la
proposition 1.1 est ['algébre (B,C) — BA™'C d’unité A.

Cette proposition décrit aussi géométriquement toutes les dualités entre deux espaces
projectifs PV; et PV; : il suffit de considérer la variété X = PV, x PV, C P(V; ® V3), et
de faire la méme construction. Ces dualités sont alors, comme prévu, paramétrées par
la variété quasi-projective des tenseurs de rang maximal.

Cette proposition et la remarque 1.4 montrent que tous les isomorphismes entre X;
et H, sont donnés par le choix d’un élément A € PW — H et I'application qui associe a 1
I’espace linéaire engendré par la réunion des x5 tels que la droite passant par x = (1, 73)
et A ne recoupe pas H.

Démonstration : On sait que z; est 'ensemble des matrices d’image un vecteur v fixé,
et que x5 est 'ensemble des matrices de noyau une forme linéaire [ fixée. L'intersection
de ces espaces est donc z =1 ® v. Comme on a D;det(M) = tr(M), on a Dy det(M) =
tr(A~"M). Autrement dit, par la remarque 1.3, z vérifiera la propriété de la proposition
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si et seulement si tr(A~' (I ®v)) = 0, soit tr(l ® (A 'w)) = 0, soit (I, A""v) =0, si (.,.)
désigne la dualité habituelle entre les formes linéaires et les vecteurs. °

Récapitulons, pour la suite, des résultats concernant les familles d’espaces linéaires
X]aXQaH]aHQ :

Fait 1.2.3 Soiti =1 ou 2.
Six; # y; € X5, alors x; Ny; = 0.
Soit x1 € Xy et k9 € Xg, alors x1 Ny est un point.
— Tout élément de H; est engendré comme espace linéaire par la réunion de certains
espaces linéaires de X;, mais ne contient aucun Xs_;.
L’intersection de tous les espaces linéaires de H; est vide.

Proposition 1.3 Le groupe d’automorphismes de [’algébre M, (C) est PSL,, ot g €
PSL, agit par A~ gAg~".

Démonstration : Soit ¢ € GL(M,,(C)). Alors par la proposition 1.1, g est un auto-
morphisme si et seulement si il préserve X, Xy et I. Si g € PSL, agit comme dans la
proposition, il est clair que g préserve X, X et I. Si, réciproquement, g préserve X et X,
il induit un automorphisme de X; et de X,. Il existe donc (g1, g2) € Aut(X;) x Aut(Xy)
tels que Vi € {1,2},Vz; € X;, g.x; = g¢;.x;. Ainsi, il existe hy,hy € GL, tels que
g.A = h;'Ahy. Mais puisque g.I = I, hy = hy et la proposition en découle. °

La preuve de cette proposition annonce bien ce qui va se passer pendant I'étude
d’autres algébres : pour celles-ci, il ne sera possible de définir géométriquement le pro-
duit que pour des éléments particuliers, mais cette définition suffira pour démontrer les
propriétés géométriques ou algébriques de ces algébres.

On a enfin la caractérisation suivante des algebres de matrices :

Proposition 1.4 Soit, sur M,,(C), une structure d’algébre notée x, admettant I comme
unité, et telle que det(Ax* B) = det(A). det(B). Alors, soit VA, B € M, (C), AxB = AB,
soit VA, B € M, (C),Ax B = BA.

Autrement dit, il n'y a que les deux structures “évidentes” d’algébre sur M, (C) telles
que [ soit I'unité et que le déterminant soit multiplicatif.
Schafer [Sch 63, th 2 et 4,p. 782 et 788| et Jacobson |Jac 63, corollaire p.33] montrent
plus généralement que si f est un polyndme quelconque et V une algébre telle que
Ve,y € V, f(zy) = f(z)f(y), alors soit V' est somme d’idéaux qui sont soit associatifs,
soit des algébres de composition. Je propose, dans ce cas précis ou f = det, une preuve
géométrique particuliérement simple.
Démonstration : Notons V = C", W = M, (C) et X C PW la variété des matrices
de rang 1. Soit comme précédemment X; et X5 les deux familles d’espaces linéaires de
dimension maximale dans X ; on a X; ~ PV et X, ~ PV*. Notons, pour A € W, L, et
R, les applications linéaires © — A x x et x +— x x A.

Tout d’abord, soit A,z € W non nuls et tels que Az = 0. Alors, pour tout B € W,
F(A)VF(B) = (A% B) = flA+(B+x)] = f(A)f(B+x). Si f(A) £ 0, on en déduit que

VB e W, f(B+z) = f(B), et une contradiction (on peut supposer que z = ( rd 0 ),

0 0
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0 0
0 Id

Comme det est irréductible, que det(L;) = 1, et que det(L,) est de degré n?, on en
déduit que

et prendre B = ( )) On a donc montré que det(Ly) = 0 = det(A) = 0.

det(L4) = (det A)" = det(R,). (1.2)

Si A € W, alors, par hypothése, L, préserve H. Il préserve donc son lieu singulier,
I’ensemble des matrices de rang au plus n—2, le lieu singulier de ce lieu singulier, et ainsi
de suite. Il préserve donc X, et de méme pour Ry. Si B € X, a donc Im Ly C X et,
par (1.2), Ker Ly C H. Notons L(B) =Im Lg C PW,R(B) =Im R C PW,KL(B) =

——

Ker Ly C PW et KR(B) = Ker R C PW. Comme le sous-espace vectoriel L(B) C X
est de dimension au plus n et KL(B) C H est de dimension au plus n(n — 1), on a :

e~ e~ ——— —

VB € X,dim L(B) =dim R(B) =n et dim KL(B) =dim KR(B) =n(n—1). (1.3)

Pour tout A € X, on a donc L(A) € X; U Xy. Comme L est une application
algébrique, il existe 7 et j des entiers égaux a 1 ou 2 tels que tous les L(A) soient dans
X; et tous les R(A) dans X;. Notons que si B € L(A), alors L(A) N L(B) # {0}, et
donc L(A) = L(B) (fait 1.2.3). Par ailleurs, soit A € X. Comme L4 est non nulle, pour
B € X générique, on a A x B # 0. Ainsi, L(A) N R(B) # (0. Choisissant B ¢ L(A), on
en déduit que ¢ # j (fait 1.2.3). Quitte a considérer I'algébre (A, B) — B x A, on peut
donc supposer que

De méme que précédemment, il existe un entier i = 1 ou 2 tel que VA € X, KL(A) €
H;. L’application KLj;(a)y : L(A) — H;, B — KL(B) est un isomorphisme sur son
image. En effet, nous avons vu que C x D, s’il est non nul, engendre L(C) N R(D); par
ailleurs, le noyau de L est par définition K L(C'). Pour B € L(A),ona L(B) = L(A); si
on a aussi K L(B) = KL(A), alors le lemme 1.1.1 dit que L, et Ly sont proportionnelles ;
A = Ly(I) et B = Lg(I) aussi. L’application K L4y est de plus un isomorphisme
sur son image par le lemme 1.1.3. Puisque L(A) et H; sont isomorphes a P"~', cette
application est surjective. On peut proposer le méme raisonnement pour R, a valeurs
dans H;. On obtient donc :

Fait 1.2.4 Soit A € X, les applications K Lpay : L(A) = H; et KRjgay : R(A) = H;
sont des isomorphismes.

Supposons maintenant que VA € X, KL(A) € Hy. Alors, par les faits 1.2.3 et 1.2.4, il
existe B € X tel que R(B) C KL(A). Ceci implique que VC € R(B), AxC = 0, soit que
A € KR(C). On voit que A est donc dans tous les K R(C') pour C' € R(B), donc dans
tous les espaces linéaires de H; par le fait 1.2.4. Comme ces espaces sont d’intersection
vide (fait 1.2.3), on en déduit une contradiction. Ainsi, VA € X, KL(A) € H; et de
fagon similaire, VA € X, KR(A) € H,.
On obtient ainsi, pour tout A € X, un isomorphisme entre L(A) et H;. Ainsi, le
morphisme
p ¢+ X=PV xPV* — H ~PV
(ZL‘l,.Z’Q) — KL(.Z’l,ZL'Q)
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est tel que Vo, € PV, @, xpy- est un isomorphisme entre PV* et PV. Comme la variété
de tous ces isomorphismes est affine et PV est projective, 'application z; = @), xpy- est
constante. Il existe donc un isomorphisme ¢ entre X, et H; tel que K L(x1,x9) = ().
La remarque qui suit la proposition 1.2 décrit géométriquement tous ces isomorphismes ;
il existe donc J € PW — H tel que cet isomorphisme soit celui associé a .J par cette
remarque. Notre algébre x est donc donnée par les constructions géométriques de la
proposition 1.1 & partir de X, X; et .J; la proposition 1.2 montre que VA, B € W, AxB =
AJ'B. Comme J est donc 'unité, J = 1. °
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Chapitre 2

Géométrie et algébres de composition

2.1 Géométrie des algébres de composition

2.1.1 Algébres de composition en général

Soit A une algébre de composition sur C, de norme ) (cela signifie que ) est une
forme quadratique non-dégénérée telle que Q(ab) = Q(a)Q(b), et que A posséde une
unité notée 1).

Il s’agit ici d’étudier les espaces linéaires de dimension maximale inclus dans la
quadrique affine @ définie par (). Pour cela, je ferai souvent appel aux propriétés géo-
métriques classiques de I'ensemble de ¢ es espaces linéaires [Har 92, th.22.13,p.293| :

Proposition 2.1 Soit V un espace vectoriel de dimension n muni d’une forme bilinéaire
symétrique non-dégénérée. Alors

- Sin = 2p+ 1 est impair, les espaces isotropes de dimension mazimale sont de
dimension p ; ils forment une famille connexe de dimension p(p +1)/2.

- Sin = 2p, les espaces isotropes de dimension mazimale sont de dimension p;
ils forment deuz familles disjointes de dimension p(p — 1)/2. Par ailleurs, deux
tels espaces sont dans la méme famille si et seulement si la dimension de leur
intersection est congrue a p modulo 2.

Notons, pour z € V, L, et R, les endomorphismes de A égaux a la multiplication
respectivement a gauche et a droite par z. Notons aussi L(z) et R(z) les espaces linéaires
égaux aux images de ces applications. Notons Re(z) le produit scalaire de z par 1, Im(z)
I’élément z —Re(z) et Z = Re(z) —Im(z). Notons que z — —Z est la symétrie orthogonale
par rapport a 1; c¢’est donc une isométrie.

Si z € Q, alors Q(zx) = Q(rz) = 0 pour tout x € A. Ainsi, L(z) et R(z) sont
inclus dans Q. Supposons dim A > 1. Alors, pour z tel que Q(Im(z)) # 0, la droite
{z =X, A € C} coupe Q en deux points distincts x = z — A\j et =T = z — Ay ; Ker(L,) et
Ker(Lz) sont alors des espaces propres pour L, associés aux valeurs propres A; et Ao, donc
la somme de leurs dimensions est inférieure ou égale a la dimension de A. Comme Im L,
est un espace vectoriel inclus dans la quadrique Q, en utilisant la proposition 2.1, on en
déduit que dim A = 2a et dim Ker(L,) = dim L(z) = dim Ker(R,) = dim R(z) = a. De
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plus, dans une base adaptée, on peut donc écrire :

(MId 0
L= (" )

Comme \; et A\, sont les solutions de I'équation A? — 2Re(2)\ + Q(z) = 0, on a
A1+ A2 = 2Re(z) et \jAy = Q(z). Comme Z = 2Re(z) — z, la premiére égalité donne

o Add 0
LZ‘( 0 AJd)

L.Ls = Q(2)1d. (2.1)

et la deuxiéme donne donc

Remarquons que si Q(z) = 1, L, est une isométrie et donc L,"'L, = Id; ainsi en général
onaL,'L, =Q(z)Id et donc

P (2.2)

On en déduit que (77, 2) = (xy,z) = (2, 27) = (22,7) = (2, JT), soit Ty = y 7.
L’équation (2.1) a une autre conséquence : L, est inversible si et seulement si Q(2) #
0, et donc

det(R,) = det(L,) = Q(2)°. (2.3)

On a donc pour tout z € A, Ker(L,) C Q et Ker(R,) C Q (en effet si par exemple
z € Ker(L,), alors R, est non inversible). Récapitulons ces résultats :

Proposition 2.2 Soit V' une algébre de composition et Q la quadrique affine des élé-
ments de norme nulle. Si dimV > 1, alors dim'V = 2« est paire et Vo € Q, dim L(x) =
dim R(x) = a. De plus on a :
v € Lly) e ye L(z),z € R(y) < yc Rx), Ker Ly = L(T) et Ker R, = R(T).
(zy) =97
Enfin, les fibres de R et de L sont des espaces linéaires.
Ainsi, L(z) et R(x) sont des espaces isotropes maximaux.
Démonstration : La formule (2.1) montre que Ker L, D L(T). Ainsi L(Z) C Ker L, C
QetIm L, C Q. Il suffit alors d’utiliser la proposition 2.1 pour en déduire que Ker L, =
L(7).

Onadoncz e L(y) ©@yr=0&yr =Ty =0< y € L(z).

Enfin, si z; sont des éléments de Q tels que L(z;) = A, et si A; sont des scalaires,
alors L()_ A;zi) C A. En particulier > \;z; € Q. De plus, si > \iz; # 0, on a donc
L(> - Nizi) = A. °

J’ai ainsi démontré les résultats dont j'ai besoin par la suite. J’aurais aussi pu les
établir en utilisant la classification des algébres de composition et en faisant une étude
au cas par cas. Cependant, cette démarche n’aurait peut-étre pas été plus rapide, et
j’aimerais trouver une preuve géométrique de cette classification. Dans cette direction,
je peux établir le résultat suivant :

Proposition 2.3 Si dim A > 4, alors 4 divise a = dim A.

38



Démonstration : On a déja vu que cette dimension est paire, que 'on a notée 2a.
Considérons le morphisme

¢ : {z€ A:Re(z) =0} — A8 (C)
2 > L,

Ici, AS24(C) est I'espace des endomorphismes antisymétriques de A. L’application L, est
bien antisymétrique car, par (2.2), (L,(x),y) = (z, Lz(y)) = —(x, L, (y)) car Z = —z. Par
ailleurs, le pfaffien de L, est nul si et seulement si Q(z) = 0 par (2.1), et POQN{Re(z) = 0}
est une quadrique lisse, donc irréductible si o > 2. Alors ce pfaffien est une puissance
de @ et donc son degré, a, est un multiple de 2. °

2.1.2 Les quaternions

L’algébre H des quaternions est l'espace vectoriel de base 1,7,.J, K muni de la

structure d’algébre telle que 1 soit I'unité, I? = J?> = K? = -1, I.J = —1J = K,
JK =—-KJ=1et KI =—1K = J. C’est une algébre non commutative mais associa-
tive.

Il est bien connu (cf [Ros 97, p. 44]) que 'algébre H® C est C-isomorphe a I'algébre
M;(C). Un tel isomorphisme est par exemple déterminé en envoyant 1 sur l'identité,
I sur ( 0 1 ), J sur ( 00 . ) et K sur ( O ! ) Je souhaite donner ici une

1 0 0 —1 1 0
interprétation géométrique de cet isomorphisme. En effet, les produits dans H ® C et
M, (C) peuvent étre définis géométriquement, et on voit alors pourquoi cette application
est un isomorphisme.

Géomeétriquement, on a deux espaces projectifs de dimension 3 : I'un est P(H® C) et
l'autre P(My(C)). Dans chacun de ces espaces projectifs, on a une quadrique lisse, don-
née par I’annulation respectivement de la norme et du déterminant. Par ailleurs le pro-
duit dans chacun de ces espaces projectifs est défini géométriquement. En effet, puisque
(z) = L(z) N R(2), un point z de H® C de norme nulle est déterminé projectivement
par L(z) et R(z). Sur cette quadrique, le produit peut donc étre défini projectivement
par les conditions L(zz') = L(z) et R(zz') = R(Z'). Par ailleurs, il est clair que zz' = 0
si et seulement si 2’ € kerL, = L(Z), ce qui équivaut a L(2') = R(z)(= L(7)).

Le produit sur M, (C) admet la description géométrique donnée par la proposition
1.1 et la ressemblance entre ces deux structures va nous permettre de construire l'iso-
morphisme annoncé.

Soit donc z € H® C tel que Q(z) = 0. Celui-ci est déterminé projectivement par
L(z) et R(z); comme R(z) = L(Z), il est aussi déterminé par L(z) et L(Z). Mais chacun
de ces espaces est stable par Ry, et R4 = —Id, grace a associativité. On peut donc
décomposer chacun de ces deux espaces en sous-espaces propres pour R; et écrire donc
L(z) = L(2); ® L(z) ; et L(Z) = L(Z); ® L(Z)_;. Par ailleurs, si x.J = iz, alors (zI)J =
xlJ = —xJI = —i(z]) donc R; réalise un isomorphisme entre L(z); et L(z)_; d’'une
part, et entre L(Z); et L(Z)_; d’autre part. Chacun de ces espaces a donc dimension
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linéaire 1. Ainsi, si U désigne I'ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre
i pour Ry, soit U = R(1 —iJ), on a constaté que z est déterminé par les droites L(z);
et L(Z); de U, soit un élément de PU x PU. On peut donc énoncer :

Proposition 2.4 L’application

M : QCPH®C) — PUxPU = PUxPU* C PM,(C)

est un isomorphisme d’algébres.

Iei w désigne une forme symplectique non nulle sur U = (H ® C); (toutes ces formes
sont proportionnelles, donc cette application ne dépend pas du choix de cette forme).
Elle sert uniquement a garantir que le noyau de M (z) soit L(Z);.

Démonstration : Tout d’abord, M est la restriction d’une application définie sur tout
PH® C) :si z € H® C, alors L, préserve U et on peut poser M(z) = L,y ; cette
définition coincide avec la précédente pour un élément de norme nulle. Par ailleurs, il
est alors clair que M est linéaire et que c’est un morphisme d’algébre. Elle est aussi
inversible car connaissant L,y;, on connait L,y_; grace a I'isomorphisme Ry : V; — V_;
qui commute avec L,. On connait donc L, et donc z = L,(1). °

Remarque : Puisque M; = Id, et que

I1—iJ) = IT—iK et I(I—-iK) = —(1—4ilJ)
J1—il) = i(1—iJ) et J(I—iK) —i(l — iK)
K(1—iJ) = i(I —iK) et K(I—iK) = i(l—4dJ),

M envoie 1,1, .J, K sur les éléments indiqués en début de paragraphe, si 1’on considére
la base {1 —iJ, I —iK} de U.

Etant donné un espace vectoriel V' de dimension 4, étudions maintenant quelles
données géométriques équivalent a la donnée d'une structure d’algébre de composition
sur V.

Proposition 2.5 La donnée d’une structure d’algébre de composition sur un espace vec-
toriel V' de dimension 4 est équivalente auxr données d’une quadrique lisse sur PV, d’un
choix d’une des deur composantes irréductibles de la variété de Fano de cette quadrique
et d’'un élément hors de cette quadrique.

Démonstration : Puisque 'algébre des quaternions est isomorphe a My(C) et que
P' x P! C P? est une quadrique lisse, cette proposition est le cas particulier de la
proposition 1.1 obtenu pour n = 2. i

Soit G(2,H® C) C P° la grassmannienne des 2-plans vectoriels dans H ® C; notons
FT(Q) et F~(Q) C G(2,4) les deux composantes de la variété de Fano de Q (proposition
2.1).

Proposition 2.6 Soit x € Q. Alors les applications

Ryiw @ L) — FY(Q)

et
y —  R(y)
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Lirw @ R(z) — F(Q)
y = Ly

sont des 1somorphismes qui s’écrivent, dans une base convenable

vy + P = P?
(u, t] —  [u?, ut, t%].

Autrement dit, ces applications sont des plongements de Veronese de degré 2 et la variété
de Fano de Q est la réunion disjointe de deux sections planes lisses de la quadrique
G(2,4).

Démonstration : On peut supposer que © = 1+ iI et il suffit d’étudier R. Elle envoie
y=u(l+1)+t(J+iK) (u,t € C) sur

yANJy = [u(l+iD)+t(J+iK)]Au(J —iK)+t(—1+4l)]
= (—ut) 1+ i) A (1 — i) + u?(1+iD) A (J — iK)
tut(J +iK) A (J —iK) +t2(1 —il) A (J +iK)

Ceci montre que R|z(;) est un plongement de Veronese de degré deux. Comme F*(Q)
est de dimension 1 (proposition 2.1), Ry, est un isomorphisme.

2.1.3 Les octaves

Ce paragraphe a un double but : la description géométrique de I'algébre des octaves
et une preuve originale du principe de trialité.

L’algébre O® C des octaves est I’espace vectoriel complexe de base 1,eq, ..., e; muni
de la structure d’algébre telle que pour (4, j, k) I'un des triplets (1,2, 3), (3,4, 5), (5,6, 1),
(1,7,4),(3,7,6), (5,7,2),(2,4,6), application linéaire H® C — O ® C qui envoie 1
sur 1, I sur e;, J sur e; et K sur e, est un morphisme d’algebres. Cette définition
par des formules ne me semble pas trés parlante; nous allons voir que la définition
géométrique l'est beaucoup plus. Rappelons que cette algébre est non commutative,
non associative, mais alternative, c’est-a-dire que la sous-algébre engendrée par deux
éléments est associative.

Dans un premier temps, nous allons étudier la position relative des espaces linéaires
L(z) et R(y). Nous savons déja que pour tout x € Q, L(x) et R(x) sont des espaces
isotropes de dimension maximale (proposition 2.2). Soit z = 1+ie; ; un calcul immédiat
montre que L(z) N R(x) = (z). Ainsi, par la proposition 2.1, L(z) et R(z) ne sont pas
dans la méme famille. Puisque y — L(y) et y — R(y) sont des applications algébriques,
tous les L(y) sont dans une méme famille et de méme pour tous les R(y). Si maintenant
x et y sont des éléments de Q, L(z) et R(y) sont dans deux familles différentes et par
cette méme proposition 2.1, ces espaces linéaires se rencontrent en dimension 1 ou 3.
Génériquement, ils se rencontrent en dimension 1 (c’est en effet le cas pour z = y =
1 +ieq), et nous allons caractériser le fait que cette intersection soit de dimension 3.

41



Je me propose aussi de donner une preuve originale du principe de trialité. Je vais
ainsi obtenir les mémes résultats que |VS 60|, mais en évitant les calculs et dans un
ordre qui me semble plus naturel : |VS 60| utilise la trialité algébrique (proposition
2.11), démontrée par des formules, pour en déduire la trialité géométrique (proposition
2.7). Je vais quant a moi démontrer la trialité géométrique, puis la trialité algébrique,
par des arguments géométriques.

Le diagramme de Dynkin de SOy, ©—< , présente une symétrie d’ordre 3. Ceci

prouve que les variétés qui sont les projectivisées des orbites fermées des 2 représentations
spinorielles et de la représentation naturelle sont isomorphes. En effet, & une permutation
des racines qui est une symétrie du graphe de Dynkin correspond un automorphisme de
I’algébre de Lie sog, et donc a un automorphisme du groupe Sping simplement connexe
d’algebre de Lie sog. Cet automorphisme induit un automorphisme de PSOg, car le
centre de SOg est {£1d}, et donc un isomorphisme des trois orbites fermées considérées.
La proposition suivante réalise explicitement ces isomorphismes.

Proposition 2.7 (Trialité géométrique) Les applications L et R réalisent des iso-
morphismes entre Q° C P(QO ® C) et les deuzr composantes de sa variété de Fano.

Remarque : Le plongement de Pliicker de ces composantes n’est pas une quadrique
dans P(A*C?). En effet, de maniére générale, si [ est une droite incluse dans la grass-
mannienne G(r,n) des r-plans dans C", il est facile de voir que [ représente le pinceau
des espaces linéaires inclus dans un (r 4+ 1)-plan fixé et contenant un (r — 1)-plan fixé.
Or une quadrique de dimension 6 contient beaucoup de droites mais chaque composante
de sa variété de Fano ne contient aucune paire d’espaces linéaires de dimension 4 se ren-
contrant en dimension 3 (proposition 2.1). En fait, il est bien connu que le plongement
de Pliicker envoie cette quadrique sur son image par ’application de Veronese de degré
deux.
Démonstration : Commencons par voir que l’application L est injective. Pour x gé-
nérique fixé, et y générique, L(z) et R(y) se rencontrent en dimension 1. Le lemme
1.1.9 montre alors que I'on peut définir la multiplication a gauche L, par la condition
(L.(y)) = L(z) N R(y), pour y générique. Si 2’ vérifie L(z') = L(x), L, et L, sont
donc proportionnels, et x et x’ aussi. Ainsi, L est génériquement injective, de méme
pour R. Comme les variétés spinorielles sont de dimension 6, ces applications sont aussi
surjectives. Le raisonnement précédent s’applique donc a tout z, et L est injective.
Puisque les variété spinorielles sont aussi lisses puisqu’homogénes, le théoréme prin-
cipal de Zariski montre alors que L est un isomorphisme. Si on veut éviter cet argument,
on peut aussi facilement décrire géométriquement 'inverse de L pour voir qu’il est al-
gébrique (figure 2.1). En effet, si y € L(z) et y # x, alors L(z) N L(y) est un espace
projectif de dimension 1 qui contient z et y; c’est donc la droite (z,y). Si W est un
espace projectif isotrope de dimension 3 dans la famille d’espaces linéaires image de L,
alors pour tout w € W, L(w) rencontre W selon une droite et quand w varie, toutes
ces droites passent par un point z tel que L(x) = W. Ceci définit I'inverse de L, qui est

donc un isomorphisme.
LLe méme raisonnement est valable pour R.
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L(z1)

L(x)

z1

L(z2)

F1G. 2.1 — Description géométrique de l'inverse de L

Nous allons montrer maintenant que zy = 0 si et seulement si L(z) et R(y) se
rencontrent en dimension 3. Commencons par établir des résultats qui seront nécessaires
a cette caractérisation.

Lemme 2.1.1 YVa € Q,b € O ® C, aba = 2(a, b)a.

Puisque O ® C est alternative, ce qui signifie que la sous-algébre engendrée par deux
éléments est associative et découle par exemple du procédé de Cayley-Dickson [FK 94|,
I’écriture aba est univoque.

Démonstration : Comme 2(a,b) = ab + ba, (G, b)a = aba + baa = aba puisque Ga =
Q(a) = 0. .
Proposition 2.8 Soita € Q,q € L(a) ett € R(q)—L(a). Alors L(a)NR(q) = L(a)Nt*.

Démonstration : Voyons que cette proposition est une conséquence du lemme suivant :

Lemme 2.1.2 Pour a € Q et q € L(a), lapplication

¢ : Rl — L)
X — <$;->\L(a,)

est de rang 1.

En effet, comme R(q) = R(q)*, L(a) N R(q) est I'intersection de tous les hyperplans de
L(a) images de ¢; de plus I'hypothése que ¢ ¢ L(a) implique que t ¢ Ker ¢.
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Démonstration du lemme 2.1.2 : Il suffit de le démontrer pour a générique et donc
on suppose que Re(a) # 0. Considérons la composée

R(q) — L@ —  L(a)*
p = ap = (@p,.)a)

Alors, d'une part, (@p, .)|1(q) est multiple non nul de (p, .)|1(,). En effet, puisque "L, = L,
on a (ap,at) = (p,a’t) = 2Re(a)(p, at). D’autre part, cette composée est de rang 1 car
la premiére application 'est : si @ = gz (¢ € L(a)), alors a(yq) = (¢x)(yq) = q(zy)q
(identité de Moufang,|Sch 66, p.28]), et par le lemme 2.1.1, ¢’est un multiple de ¢. Ceci

(ta, (ua)y) = ((ta)y,ua)
= (¥, (at)(ua))
= 2Re(a)(y, t(ua)) — (¥, (at)(ua)) (@ = 2Re(a) —a)
= 2Re(a)(@, t(ua)) — (7, a(tu)a) (identité de Moufang)
= 2Re(a)(y,t(ua)) — 2Re(a(tu))(y,a) (aba =2Re(ab)a : lemme2.1.1)

= 2(a, 1)((@u)t, y) — 2((au)t, 1)(a,y)-

conclut le lemme et donc la proposition. .

Proposition 2.9 Six & Q ouy ¢ Q, alors xy # 0. Pour x,y € Q, alors
— Sixy =0 alors dim L(x) N R(y) = 3.
Sinon, L(x) N R(y) = (zy).

Ainsi, la définition géométrique du produit zy tombe en défaut exactement quand le
produit n’est lui-méme pas défini car il est nul.

Démonstration : Tout d’abord, grace a la proposition 2.7, pour x € Q fixé, '’ensemble
des y € Q tels que dim L(z) N R(y) = 3 est isomorphe a l’ensemble des hyperplans
de L(z), et est donc de dimension projective 3. Par ailleurs, par la proposition 2.8, cet
ensemble contient PL(T). Tl lui est donc égal et, se souvenant que zy = 0 si et seulement
si y € L(T), la proposition est démontrée. °

On étudie maintenant la position relative de deux espaces de la méme famille.

Proposition 2.10 Soient a,b € Q. Alors dim L(a) N L(b) > 2 si et seulement si
dim R(a) Ndim R(b) > 2 si et seulement si (a,b) = 0.

Remarque : [VS 60| démontre ce résultat en montrant que si (a,b) = 0, alors L(a) N
L(b) = L,(L(b)) = Ly(L(a)) est de dimension 2. Je propose ici un autre argument.
Démonstration : Soit a € PQ fixé, Q1 = {b : dimL(a) N L(b) > 2} et Q2 = QN
T,9. Alors (2 est une quadrique irréductible de dimension 5. Par ailleurs, soit I C
G(2,L(a)) x @y la variété d’incidence définie par (A, b) € I si et seulement si A C L(b) et
p1 et po les projections naturelles de I sur G(2, L(a)) et Q1. Alors la fibre de p; au-dessus
de X est la grassmannienne isotrope G¢(2, A\ /\) ~ P', donc dim I = 5. Par ailleurs, p,
est birationnelle par la proposition 2.7; ainsi dim @ = 5(= dim Qs).

De plus, si ¢ est sur une droite (a,b) avec L(a) N L(b) non trivial, soit 0 # x €
L(a) N L(b). Alors @x = bx = 0 et donc éx = 0, ce qui implique que ¢ € Q. Ainsi
(ab) C Q et donc (a,b) = 0. On a donc Q2 C @ et I'égalité de ces quadriques. o

44



Remarque : Le dernier argument montre que si ¢ € (a,b) avec L(a) N L(b) non trivial,
alors c € Q et L(c) D L(a)NL(b). Si a', b’ sont des points distincts de la droite projective
(a,b), on aura donc L(a) N L(b) = L(a") N L("). Soit a € Q fixé, et Q, 'ensemble des
droites incluses dans Q passant par a. On a donc un isomorphisme entre deux quadriques
lisses

¢ : G(2,L(a)) — Q.
(b1,b9) = L(by) N L(by) -

L’inverse de cet isomorphisme est donné par (z,a) — L(x) N L(a).

Proposition 2.11 (Trialité algébrique) Le sous-groupe de SO} des triplets

(ga g+: (f) tels que

est isomorphe au groupe Spin(8), chacune des trois projections réalisant un revétement
topologique a deux feuilles.

Avant de passer a la preuve, faisons une remarque :

Remarque 2.1 Les trois équations suivantes sont équivalentes :
1. g.(zy) = (¢7x) (g7 v) (< (g9,9",97) € Sping par la proposition 2.11)
2. g%.(27) = (9-2) (9~ ).
3. g~ (y) = (9%.2)(9.y).

Démonstration : Je ne démontre que 'implication 1 = 2, les autres étant tout-a-fait

similaires : 'identité g.(xy) = (¢7.2)(¢~.y) implique [g.(zy)](9~.y) = ¢". 2 Qg™ .y) =
972z Q(y) = ¢7.(Q(y)x). En posant u = zy et v = y, on en déduit que (g.u)(g—.v) =
g7 .(uv), soit 2. o
Démonstration de la proposition 2.11 : Soit G le groupe des triplets (g,9",97),
avec g € SOg et g& € Oy, vérifiant identité (2.4). Soit alors (g, g%, g~ ) € G. La relation
(2.4) montre que si z € PQ, alors g.L(x) = L(g7x) et g.R(z) = R(g ) (si V est un
sous-espace linéaire de @ ® C, je note ¢g.V I'espace linéaire {g.v,v € V}). On a donc
Vu € PQ,

gtu=1L"g.L(u)] et g u=R "[g.R(u)]. (2.5)

Si on se donne maintenant ¢ € SOg, comme celui-ci préserve chaque composante
de G(4,8) (en effet, SOg est connexe et Id posséde cette propriété), ces formules
définissent, en vertu des lemmes 1.1.1 et 1.1.11, des endomorphismes linéaires de Q @ C
a homothéties prés. Soit donc g™ et g~ des éléments de GL(O ® C) qui induisent u —
L 'g.L(u)] et u — R '[g.R(u)]. Puisqu’ils préservent la quadrique Q, ils sont dans le
groupe (GOg des applications préservant () a une constante prés.

Ces deux applications linéaires g% sont donc définies & un scalaire prés. Si on impose
de plus que g*, g~ € Og, alors il est clair que parmi les quatre couples possibles, au plus
deux vérifieront (2.4).

Voyons qu’il y en a exactement deux, de sorte que la premiére projection G —
SOg est un revétement topologique a deux feuilles. Notons f; : (z,y) — xy et fo :
(z,y) — ¢ ".[(¢72) (g y)]. Par la proposition 2.9 et le lemme 1.1.5, ces applications sont
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proportionnelles. Il existe donc ¢, g~ € GOy telles que 'identité (2.4) ait lieu. Il existe
donc un tel couple tel que de plus @Q(g—.1) = 1 (ce qui implique g~ € Og). Alors 'identité
(2.4) donne Q(g*7) = Qo™ )Q(g 1) = Qg*a.g 1) = Q(g.(x.1)) = Q(x), soit que
gt € Os. 1l existe donc bien exactement deux couples dans G au-dessus de g € SOxg.
Nous allons voir que G est connexe, ce qui montrera que ¢+, g~ € SOg, puisque la fibre
de la projection G — SOg au-dessus de Id est {(Id, Id, Id), (Id,—1Id, —Id)}.

J’ai montré que G — SOg est un revétement topologique a deux feuilles. C’est donc
soit un revétement trivial, soit celui qui nous intéresse, Spin(8) — SOg. Je vais donner
deux arguments pour voir que c¢’est Spin(8) — SOs.

Pour le premier, on montre que (Id, Id, Id) et (Id,—1d,—1d) sont dans une méme
composante connexe. Si a € O ® C est tel que Q(a) = 1, alors l'application g :
x +— axa est dans SOg. Par ailleurs, l'identité de Moufang [Sch 66, p.28| a(ry)a =
(ax)(ya) montre que si (g,9%,97) € G, alors Vo,y € O® C, (¢7(x), 9 (y)) =
(az,ya) ou (97 (x),9  (y)) = (—ax, —ya). Si maintenant, pour § € [0,7r], on pose
a(f) = cosf + sinfe; et g(0).x = a(8)za(d), soit f(0) = (g(0),91(6),¢9 (#)) un
chemin qui reléve le chemin g(f) dans G et tel que

(9(0),¢97(0),97(0)) = (Id, Id, Id). Alors f(0) = (x — a(0)za(d),r — a(f)x,x —
za(f)) et donc f(m) = (Id,—Id, —Id).

On peut aussi raisonner sur des fibrés vectoriels homogénes. Supposons que ce
revétement soit trivial. Alors, si G° désigne la composante connexe de I'identité
dans G, on a G ~ SOg. Considérons le fibré £(z) (respectivement £(T)) sur PQ
dont la fibre au-dessus de © € PQ est L(x) (respectivement L(7)). On a alors sur
PO la suite exacte de fibrés vectoriels

0= L(@T)(-1) = (0 C)(~1)pg — L(z) — 0,

ou la deuxiéme application est donnée (si ¢ est dans la droite vectorielle © €
P(O ® C)) par t ® v — tv. De plus, ces fibrés sont homogeénes sous G° et la suite
est une suite de fibrés homogénes (autrement dit les fleches sont équivariantes) si
on considére les actions que je vais décrire. Pour cela, il faut donner une action
de ce groupe sur PQ et sur la variété totale de chaque fibré, telles que ces actions
soient compatibles avec la projection. Je note donc un élément de la variété totale
d’un fibré £ sur une variété X comme (e — z), ce qui signifie que e est un élément
de la fibre au-dessus de z. Alors, on munit £(7)(—1), (0 ® C)(—1) et L(z) des
trois actions suivantes de G° :

(9,97,97)(t®@u) = )= (97t ® g u) = g*z pour L(T)(—-1).

(9,97, 97)(t®u) = z)= (¢t ® g u) = gtz pour (0® C)(-1).
- (9,9%,97).(t = x) = gt = g"x pour L(T)(—1).
Puisque Vo, € O ® C, g~ (Ty) = gtxg(y) (remarque 2.1), si u € L(T), on a bien
g ue Lighe).
Par ailleurs, la relation g(zy) = (g7 z)(¢~ y) montre que la fleche (O®C)(—1)po —
L(x) est équivariante.

On a alors une contradiction avec I’hypothése que G° = SOg puisqu’il y a une
correspondance entre fibrés homogénes et représentations du stabilisateur d’un
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point. En effet, le stabilisateur d’un point de la quadrique contient SOg, dont la
représentation correspondant & (O ® V') est la somme de la représentation natu-
relle et de deux représentations triviales. Or il n’existe pas de suites exactes de
représentations de SOg de dimension 4 ayant cette représentation au milieu. o

Remarque : Le fibré £(x) homogéne sous Spin(8) est le fibré “spinoriel” décrit dans
|Ott 88]. Le stabilisateur d’'un point contient Sping ~ SLs qui a une représentaion
irréductible de dimension 4.

On a une proposition analogue pour les éléments orthogonaux de déterminant -1 :

Corollaire 2.12 Soit g € Og tel que det g = —1. Alors il existe exactement deuz couples
(g7,97) € (Og N {det = —1})? tels que g.(vy) = g y.g7 .

Démonstration : Si ¢ désigne la conjugaison (c¢(z) = Z), il suffit d’appliquer la pro-
position précédente a co g € SOg. En effet, g.(zy) = gtx gy si et seulement si
g9-(ry) =g y.g" . .
Corollaire 2.13 (Trialité locale) La sous-algébre de Lie de 5o} égale a [’ensemble des
triplets (9,97, 97) tels que g(zy) = g7 (x)y + g9~ (y) est isomorphe a sog.

Il n’y a pas, & ma connaissance, d’isomorphisme de @ ® C avec une algébre plus
classique mais on a l'analogue de la proposition 2.5 :

Proposition 2.14 La donnée d’une structure d’algebre de composition modulo homo-
théties sur un espace vectoriel V' de dimension 8 est équivalente a la donnée d’une
quadrique PQ C PV lisse et de deux isomorphismes f et g entre cette quadrique et les
composantes de sa variété de Fano, tels que Vx € PQ,x € f(z) et x € g(x).

Remarque : Si de tels f et g sont fixés, cette proposition décrit une unique structure
d’algébre isomorphe aux octaves sur V' ; on doit donc pouvoir déterminer I'unité géomé-
triquement. C’est possible de la fagon suivante : si z € Q, on peut décrire Z. En effet
f(z) ={t:dim(f(t) Ng(z)) = 3}. On a ainsi déterminé géométriquement 'application
z + Z. L’unité est alors I'intersection de toutes les droites projectives (z,z), pour z # Z.
Démonstration : Quand on a une telle structure d’algébre, les applications L et R
définies précédemment conviennent (proposition 2.7).

Réciproquement, soit V' un espace vectoriel de dimension 8, PQ une quadrique lisse
et f et g des isomorphismes vérifiant les hypothéses de la proposition. Alors mettons
arbitrairement une structure d’algébre de composition sur V telle que PQ soit la qua-
drique des éléments non inversibles. Cette structure nous fournit les deux isomorphismes
L et R que nous allons comparer avec f et g. Quitte a changer cette structure en po-
sant x * y = y x x, ce qui échange L et R, on peut supposer que L(PQ) = f(PQ)
et R(PQ) = g(PQ); alors L' o f et R~' o g sont des éléments de POg. Soient donc
[, € Og tels que f(z) = L[l(z)] et g(x) = R[r(z)]. L’hypothése que Yz € PQ,x € f(x)
et z € g(x) se traduit par I(z) € L(x) et r(x) € R(z) (proposition 2.2). Par le lemme
2.1.3 qui suit, il existe o, § € QO ® C inversibles et tels que I(z) = za et r(z) = [z.
On peut supposer que a et 3 sont de norme 1. Définissons alors le produit = * y par le
fait que x * y est projectivement f(z) N g(y) quand cette intersection est de dimension
projective 0. Alors, ce produit vaut z*y = (za)(Sy). L’algébre ainsi obtenue est normée
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car Q[(za)(By)] = Q(x)Q(y). De plus B '~ est une unité de cette algébre car 1'alter-
nativité implique que [(3 o Ya][By] = B (By) = y et de méme z * (S la™t) = .
Cette algebre est ainsi normée et unitaire, donc isomorphe & O® C |Jac 58, théoréme 1,
p.61]. Enfin, si x € PQ, alors ’ensemble des zy est f(z) et 'ensemble des yx est g(z).
On a donc décrit I'inverse de I'application qui associe a une algebre les isomorphismes
L et R. °

Lemme 2.1.3 Soit m une application linéaire de Q® C préservant Q et telle que Vx €
Q. m(x) € L(x) (respectivement m(x) € R(x)). Alors il existe a € O ® C tel que
Vo € O® C,m(z) = za (respectivement m(x) = ax).

Démonstration : Traitons le cas on m(z) € L(x) et considérons m comme un endo-
morphisme d’espace vectoriel. Soit z1,x9 € Q tels que L(z7) N L(Zz) = {0}. Alors, les
ensembles Ly = {a: m(z;) = za} et Ly = {a: m(x9) = z9a}, qui sont non vides par
I’hypothése faite sur m, sont des espaces affines de dimension 4 qui se rencontrent en un
point unique que je note a. En effet, cette intersection est un espace affine de direction
'intersection des directions de L, et Lo, et cette intersection est réduite a {0} par 'hy-
pothése que L(z7) N L(T7) = {0}. Comme m est linéaire, on a, sur le plan engendré par
x1 et 9, m(t) = ta. Choisissons alors x; et x4 tels que ce plan ne soit pas inclus dans
Q. Soit alors P un vecteur en-dehors de cette quadrique et y;,y, € Q deux vecteurs
tels que L(77) @ L(72) = 0O ® C et P € (y1,y2). Alors, de méme, il existe [ tel que sur
(y1,y2), m(t) = tB. Mais comme Lp est inversible, on a = «, et donc pour y € Q
générique, m(y) = ya. °

Soit V' un espace vectoriel de dimension 8 et () une forme bilinéaire non-dégénérée
sur V. Posons PW = P(V* @ V* ® V) ; c’est 'espace des structures d’algébre sur V' a
homothéties prés. Notons comme précédemment PQ C PV la quadrique lisse définie par
Q et O C PW la variété des structures d’algébres de composition sur V de norme (.
Choisissons un point arbitraire 7} de O dont le produit correspondant sera noté par la
juxtaposition.

Proposition 2.15 La variété O contient deux composantes irréductibles isomorphes
notées Oy et Oy, avec Ty € Oy. Un isomorphisme entre Oy et Oy envoie 'algébre (z,y) —
x*y sur lalgébre (x,y) — yxx. Soit x € Oy. 1l existe un unique couple (o, B) € (PV —Q)?
tel que xxy = (za)(By). L’application x € Oy — (a, B) est un isomorphisme entre Oy =

PSOg/Gs et (PV — Q) x (PV — Q), PSOs-équivariant si 'on pose g.(cv, B) = (g @, g+ B).

Démonstration : Puisque toutes les algébres de composition de dimension 8 sont iso-
morphes aux octaves [Jac 58, th.1,p.61], POy agit transitivement sur O.

Pour T' € O et x € PQ, soit *¢ le produit défini par T', et Ly (z) :== {z*py,y € V}:
¢’est un espace linéaire isotrope maximal. Notons G5(4, 8) la composante de G (4, 8) qui
est 'image de PQ par Ly, et GG;(4,8) lautre composante. L’application (7', x) — Ly (z)
est algébrique; si Ly (PQ) = G,(4,8), alors L#(PQ) = G,(4,8), si T désigne 1'algébre
(z,y) = y *r x obtenue en faisant agir la conjugaison ¢ : z +— T sur le tenseur 7.

Soit O; la sous-variété de O des tenseurs T tels que Lp(PQ) = G7(4,8). Puisque
Og = SOg Il c 0 SOg, Oy est homogéne sous PSOg, et le stabilisateur d'un élément
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est le groupe d’automorphismes des octaves, soit Gy : Oy = PSOg/G4. Par la preuve
de la proposition 2.14, pour T' € O, il existe des octaves inversibles «a, 3 tels que
7y — (0)(By).

Voyons que I'application T € O; — («, 3) est algébrique. L’application O x PQ —
G54, V) ~ PQ, (T, x) — Ly(x) est algébrique. En vertu du lemme 1.1.3, ceci définit
une application algébrique A : O — PSOg, telle que Vo € PQ, L(A(T').z) = Ly(x). On
a alors a(T) = A(T).1. De méme, 'application T — [ est algébrique.

Pour finir la preuve de la proposition, voyons comment g € PSQOg agit sur le tenseur

T: (x,y) — x*ry = (xa)(By). On a par définition z *,7y = ¢.[((¢ ".x)a)(B(g '.y))].
Par la remarque 2.1, cette expression vaut

a.l(¢") eg @) (97) (9" By)] = (a9 @) (9" D).

Autrement dit, I'isomorphisme T +— («, 3) fait bien correspondre a ¢.7" le couple
(9@, g"d). .
Remarque : Le fait que O est homogene sous PQg signifie exactement que sur C,; il
n’existe qu'une algébre de composition de dimension 8, les octaves. Ce résultat algébrique
admet une preuve géomeétrique en utilisant mes idées : si on a une telle algeébre, alors on
sait que L(x) et R(y) sont des espaces linéaires isotropes maximaux, et que L(x) = R(T)
(proposition 2.2). En particulier, si Re(z) = 0, alors T = —x, et donc R(x) = R(—x) =
L(z). On en déduit que dim L(xz) N R(z) = 3, et que donc pour tout z,y € Q, L(x) et
R(y) ne sont pas dans la méme famille d’espaces linéaires. Il est alors facile d’exclure
I'hypothése ot pour tout z et tout y de Q, L(z) et R(y) se rencontreraient en dimension
3. Ils se rencontrent donc génériquement en dimension 1, et le méme raisonnement
que pour la preuve de la proposition 2.7 s’applique, montrant que L et R réalisent
des isomorphismes. La preuve de la proposition 2.9 donne alors que si z,y — x %y
et x,y — x %' y sont des produits normés et unitaires, alors il existe «, S tels que
'y =(r*xa)x(6x*xy).

Pour montrer que O est homogéne sous PSQOg, il suffit alors de constater que ’action
de ce groupe sur (PV —PQ) x (PV —PQ) donnée par ¢.(c, 3) = (g~ @, g™ 3) est transitive.
Par la proposition 2.11 et la remarque 2.1, ceci équivaut au fait que I'action ¢.(«, 5) =
(9., g7.03) lest, et admet la preuve directe suivante : il suffit de montrer que pour tout
B, 8 € PV — Q, il existe ¢ stabilisant 1 et tel que ¢*.3 = '. Pour montrer cela, on peut
supposer que Re(f') = 0. Notons Stab(1) le sous-groupe de PSOg stabilisant 1. Tout
d’abord, si Ly, Lo, My, M5 sont des espaces linéaires isotropes de la méme famille tels que
Ly et Ly, My et M, sont supplémentaires, alors il existe g € Stab(1) tel que g.L; = M;.
En effet, soit I} € Ly,ly € Ly,my € My, my € My tels que 1 =1} + 1y = my +my : il
suffit de prolonger 'application qui envoie [; sur m; en une application orthogonale ¢
telle que g.L; = M; (un tel prolongement existe car (I, lo) = (mqy,mo) = 3Q(1)).

Si 1,9, y1, Yo € PQ sont tels que L(z;) = L; et L(y;) = M;, alors un tel g préserve
1 et g envoie x; sur y;. En particulier, il existe g € Stab(1) tel que g* envoie [ sur une
droite non incluse dans PQ arbitraire. On peut donc I’envoyer sur une droite incluse
dans {Re = 0}, et supposer que Re(f) = 0. On sait (cf par exemple le cas 25 de la table
p.144 de |[KS 77]) qu'il existe g € G5 qui envoie [ sur '. Comme pour g € Gy, on a
g.1 =1c¢et g© = g, la remarque est démontrée. o
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2.2 Conséquences pour les premiéres grassmanniennes
quadratiques et pour les groupes spinoriels

2.2.1 En dimension 10

Si V est un espace linéaire et () une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée
dans V, je note Gg(m, V) la sous-variété de la grassmannienne G(m, V') des espaces
linéaires isotropes de dimension m. Je note aussi Gg(m, n) la variété Gg(m, C"). Enfin,
G¢(m,2m) n’est pas connexe; je note Gé(m, 2m) ses deux composantes connexes (qui
sont irréductibles). Dans le paragraphe précédent, j’ai donné une description de G$(4, 8)
en utilisant les octaves. Ici, jutilise les résultats de ce paragraphe pour décrire les grass-
manniennes G¢(3,8), Go(5,10) et G¢(4,10). Par ailleurs, je vais proposer un analogue
de la proposition 2.11 pour Spin.

Proposition 2.16 La grassmannienne quadratique Gg(3,8) est isomorphe a la sous-
variété de P(O @ C) x P(O ®@ C) des couples ([a], [b]) tels que ab = 0.

Démonstration : La proposition 2.1 implique que si A est un espace linéaire isotrope
de dimension 3, alors il est dans exactement un espace linéaire isotrope de dimension 4 de
chaque famille. Je note ces deux espaces linéaires A* et A~. De plus, application A —
(AT, A7) est un isomorphisme sur son image. Composons cette application avec (L', co
R™"), ou ¢ désigne la conjugaison des octaves. On obtient un isomorphisme de G (3, 8)
avec une sous-variété de P(O ® C) x P(O ® C). Cette sous-variété est I’ensemble des

paires (a, b) telles que dim L(a) N R(b) = 3; c’est donc I'ensemble des couples d’octaves
tels que ab = 0 par la proposition 2.9. °

Je démontre maintenant des résultats analogues concernant la quadrique dans PY.
Notons X (5, 10) la sous-varié¢té de P(O @ C ® O ® C) des couples (a,b) d’octaves de
norme nulle et tels que ab = 0.

Proposition 2.17 Chaque composante de la grassmannienne quadratique Gg(5,10) est
isomorphe a X (5,10).

Remarque :

— La projection naturelle PO Ca0®C) —-» P(O® C) x P(O® C) induit, d’aprés
cette proposition et la proposition 2.16, une application G5(5, 10) ——» G¢(3,8).
Cette application peut se décrire comme suit : soit A C C'° un espace linéaire de
dimension 8 sur lequel la forme quadratique définie sur C'° reste non-dégénérée.
L’application envoie un espace linéaire L isotrope de dimension 5 dans C'° sur son
intersection avec A. Elle est définie lorsque cette intersection est de dimension 3
(ce qui est la situation générique), ses fibres sont isomorphes a G5(2, 4) ~ P!,

— Anticipant un peu sur la suite de cette thése, le corollaire 3.12 identifie la variété
X =“&¢” a la variété des matrices d’ordre 3 a coefficients dans O® C hermitiennes
annulant certains mineurs. En termes de diagrammes de Dynkin (cf p. 98), cette
variété est représentée par o—o—i—o—o La variété des droites dans X passant
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par un point est donc la variété représentée par le diagramme :>ofo—o , soit la

variété G (5,10) qui nous intéresse [LM 02, p.13 et 14]. Or, puisque si par exemple

1 00 * % %
A=1 0 0 0 |, T4 X = * 0 0 , on voit que Ty X N X est le cone de
0 00 x 0 0

sommet A sur

: La,b€0®C,Qa) = QD) = 0,ab =0
b

o O Q
o O o

On prouve ainsi de facon trés détournée la proposition; je donne ici un argument

direct.
Démonstration : Si a,b € O ® C, je note (a,b) I'élément de O ® C ®d O @ C qu'ils
définissent et [a, b] I'élément correspondant dans P(O® C @ O ® C) (si (a,b) # (0,0)).
Voyons que X (5,10) est lisse. Tout d’abord, on a une application rationnelle
X(5,10) --» PQ C P(O® C), induite par la premiére projection PO C® O ® C) --»
P(O ® C) (rappelons que PQ C O ® C est la quadrique définie par la norme). La fibre
d’un point [a] s’identifie & 'ensemble des b € @ ® C tels que ab = 0; c’est donc R(a).
Ainsi, X (5, 10) est de dimension 6-+4=10. Au voisinage d’un point ot a est non nul, nous
venons de réaliser X comme 'espace total d’un fibré de rang 4 sur une quadrique lisse ;
X (5,10) est donc lisse dans ce voisinage. Si b est non nul, on peut de méme considérer la
deuxiéme projection pour montrer que X (5,10) est lisse au voisinage de ce point. Ainsi
X(5,10) est partout lisse.

Soit, Hy(Q) l'espace vectoriel des matrices d’ordre 2 hermitiennes a coefficients dans
O ® C. Tout élément de Hy(Q) s’écrit sous la forme < ; Z >, avec z,y € R® C et

z € O ® C. Cest donc un espace vectoriel de dimension 10, muni d’une quadrique
naturelle, dont je note D l’équation :

D<(; ?j))::ry—Q(z). (2.6)

Je note D C Hy(0) la quadrique définie par D. On a alors une application

s : O0Ca0R®C — D C H,(0)
Q(a) ab .
(a,0) ~ ( a Q(b)
Cette application est une généralisation naturelle de I'application de Veronese de degré
2 : P(C?) — P(S?C?); nous aurons l'occasion d’en étudier des variantes en détail au
chapitre 3.2. Remarquons que Py ' (0) = X (5, 10). Une premiére étape pour démontrer

la proposition est le fait que I'image de la différentielle de @5 en un point de X (5, 10)
est un espace isotrope de dimension maximale :

Lemme 2.2.1 Soit x € X(5,10), alors Im d,ps5 est un espace linéaire de dimension 5
dans la quadrique D.
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Remarque : Notons ¢5(.,.) la polarisation de @5(.), ¢’est-a-dire 'unique application
bilinéaire symétrique telle que ¢s5(v, v) = @5(v) pour tout v € O ® C ® O ® C. Puisque

([ 2(a,0) aB+ab
allan). (o) = (2l ity 2.7
le fait ¢5[(a, b), .] soit isotrope est équivalent au fait que

‘v’(a, B)J <CLB, O‘E> = 2<a’7 a> <b7 6>

Ce fait peut aussi se montrer en polarisant I'identité (uj3, ub) = Q(u)(b, 3).
Démonstration : Notons aussi D(.,.) désigne la forme bilinéaire induite par D. Nous
avons vu que D(¢s(u)) = 0 pour tout v € O ® Cd O ® C. En différentiant cette égalité
en u dans la direction v, il vient D(¢s5(u), ¢5(u,v)) = 0. Une deuxiéme différentiation
en u dans la direction w (v fixé) donne 2D (p5(u, w), ps(u,v)) + D(ps(u), ps5(w,v)) = 0.
Si maintenant u = 2 € X (5,10), on a ¢5(z) = 0, donc D(ps(x, w), s(z,v)) = 0, ce qui
dit exactement que I'image de d, 5 est isotrope. R

Par ailleurs, le noyau de d,p5 est 'espace tangent & X (5,10) CO®C@O®C en .
Comme nous avons vu que X (5,10) est lisse, ce noyau a pour dimension dim X = 11.
L’image de d 5 est donc bien de dimension 16-11=5. L

On a donc construit une application

o X(5,10) — Gp(5,10)
T = Im d,p5

La proposition sera une conséquence facile du lemme qui suit.
Lemme 2.2.2 ¢ est injective.

Démonstration : Soient a1, as des octaves de norme nulle tels que L(a;) N L(ay) =

{0} : on a d’apreés la formule (2.7) od (ai,0) N ¢ (as,0) = {( E; 8 )} Ainsi, pour

(a1, b1), (az, by) € X (5,10) génériques, on a dim @3 (a1, b1)Ns (az, by) = 1. On peut donc,
grace au lemme 1.1.7, constater que 7 (a, b) détermine application linéaire o5((a, b), .),
ce qui prouve le lemme. Pour cela, il suffit de montrer que le groupe de Picard de X (5, 10)
est engendré par la classe d'une section hyperplane. Or, soit h une forme linéaire sur
O®C; elle détermine une forme linéaire H de O C® QO ® C définie par H(a,b) = h(a).
Or, sur 'ouvert ot a est non nul, nous avons vu que X (5, 10) est isomorphe a 'espace
total d'un fibré vectoriel sur PQ. C’est donc vrai sur le complémentaire de H, qui a donc
comme groupe de Picard Pic(PQ — h) = 0. La section H étant irréductible et réduite,
elle engendre donc le groupe de Picard de X (5,10), et on peut appliquer le lemme 1.1.7

Finissons alors la preuve de la proposition 2.17. L’application @7 est injective; son
image est donc de dimension 10, soit la dimension de 05(5, 10). Ainsi, elle est bijective.
Comme X est compléte et Gg(5,10)" lisse, ¢+ est un isomorphisme par le théoréme
principal de Zariski. °

Remarque : On a une proposition analogue concernant I'autre famille : si Gé(5, 10)
désigne I'autre famille, alors elle est isomorphe a X (5,10) via I'isomorphisme @5 qui
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: S o . _ ([ Qly) 2y
envoie [a, b] sur Im dp, ;)P5, ot @5 est défini par @5(z,y) = ( i Q) ) En effet,

pour les mémes raisons, ¢’est un isomorphisme avec une composante de G (5, 10), mais

puisaue gal(a,0) = (o E8 ) et g o) = (o H ). cos dewx espaces

linéaires se rencontrent en dimension 4 et ne font donc pas partie de la méme famille.

Remarque 2.2 Onagoé“(a,b)z{(é Z) cab—7Za =0 etya—zsz} et

g05(a,,b)—{(; §>:yb2a—0 etmazb—O}.

Démonstration : Puisqu’on passe de 7 a @5 en échangeant les roles de x et y, il suffit
de montrer le premier résultat. Soit [a, b] € X (5, 10) fixé. Notons f I'application linéaire

v5((a,0),.) :0CHe0O0®C — Hy(O®C). On a

i T o2\ B =
f(gy)(ya 2b, xb — Za)

(j’identifie cette forme linéaire sur O ® C @ O ® C avec un vecteur de 0 @ Ce O ® C
grace a la forme quadratique ((a,b), (o, 8)) = 2(a, @) + 2(b, 5)). En effet,

e R (R RE) R
(2 3w = {(2) (e 72%)
2, aB + b)

=
= ~2(z0.6) ~ 2(:h,0).

On a donc o7 (a,b) = (o7 (a,b))r = (Im f)* = Ker 'f, et la remarque est vérifite.  ®

Proposition 2.18 Le revétement universel Spinyg de SO1g est isomorphe a ’ensemble
des couples (g*,g), on g7 € SLORCHO®C),g € SOyp, et Vv € ORC 0 ®
C,p5(gtv) = g.5(v).

Remarque : Il est aussi isomorphe au sous-groupe de GL(O® C® O ® C) x SOyq des
paires (¢, g) telles que 5 (9 x) = ¢.¢5 (x). Un isomorphisme entre ces deux réalisations

est donné par (g7, g) — (g%, 70 g), ot 7 est I'involution de Hy(0Q ® C) ( ; z ) —

(2 )

Démonstration : On suit la démonstration de la proposition 2.11. Soit G le sous-
groupe de GL(QO ® C @ QO ® C) x SOy, des paires (g7, g) telles que o7 (gFz) = god ()
et V.=00Cae0O®C. Si(¢gh,g) € G, alors Vo,w € V, ¢5(97v, 9g7w) = gps(v, w).
Si [v] € X(5,10), on a vu que g5(v,.) est de rang 5. Réciproquement, si v = (a,b) €
0RCHORXC est tel que @5(v,.) est de rang 5, alors dim{aa+3b} = dim L(a)+R(b) < 5,
donc [a, b] € X (5,10).
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On en déduit donc que si [v] € X(5,10), alors [gF.v] € X(5,10) et p(gTv) = g.p(v).
Si g est fixé, ceci définit Uaction de g* sur la variété projective X (5, 10). Dans la fibre de
la projection (g*,g) — g, tous les éléments g* sont donc proportionnels. Si cette fibre
est non vide, elle contient donc exactement deux éléments opposés. Montrons qu’elle est
effectivement non vide, de sorte que G — SOq( est un revétement double.

Si g € SOy est fixé, lapplication X(5,10) — X(5,10),2 — ¢F ' (g.¢F (x)) est
linéaire par le lemme 1.1.11. Ceci définit donc une application de PGL(V) (lemme
1.1.1). Soit gt € GL(V) un représentant de cette application. En utilisant un ana-
logue du lemme 1.1.7 pour les applications bilinéaires, on va montrer que 4\ € C* :
os(gtz,g7y) = Agps(z,y). Pour comparer ces deux membres, il suffit de remarquer
qu’ils coincident projectivement. Or, pour x et y générique, p5(z,y) engendre I'intersec-
tion de ¢(x) et de ¢(y). La définition de g* implique donc que p5(g7x, gty) et g.o5(x, y)
sont proportionnels.

Montrons alors que G est connexe. Il suffit de trouver un lacet entre (I'dy, Idp, o))
et (—Idv,ldﬂz(@)). Le chemin

2i60
i0 —i0 xr Zz e z
0'_> ((aab)'_)(e a,e b)7< z y > = ( z 672i6y )) )

pour 6 € [0, 7], convient.
Finalement, on a g7 € SL(O® C® O ® C), puisque 'application PSOg — C, g —
det g™, définie sur une variété projective, est constante. °

2.2.2 En dimension 12

Pour décrire la grassmannienne quadratique Gg(5, 10), nous avons été guidés par la
description de la grassmannienne G (3, 8) : en effet, 'application rationnelle
Go(5,10) --» G(3,8) décrite en remarque aprés la proposition 2.17 nous a permis de
deviner une description de Gg(5,10), connaissant celle de Gg(3,8). En fait, il s’agit
la d’'un phénoméne tout-a-fait général : si n est un entier, V un espace de dimension
2n. muni d’'une forme quadratique non-dégénérée, et A un sous-espace de dimension
2n — 2 sur lequel la forme quadratique reste non-dégénérée, alors on peut considérer
I'application rationnelle

i GH(n,2n) s Go(n—2,2n - 2)
L > LnA

La fibre de 7 au-dessus de M est I'ensemble des espaces linéaires isotropes qui contiennent
M ; elle s’identifie donc a la grassmannienne des 2-plans dans le quotient M /M iso-
tropes pour la forme bilinéaire induite par celle définie sur V. Cette fibre est donc une
variété de type G5(2, 4), donc isomorphe a P!

On peut ainsi raisonnablement espérer que, connaissant Gg(n — 2,2n — 2), l'on
connaisse Gg(n, 2n), qui serait définie par les mémes équations, Go(n — 2, 2n — 2) étant
une sous-variété de PW x PW et Gg(n, 2n) de P(W @ W). En effet, Gg(n — 2,2n — 2)
est naturellement, comme dans la preuve de la proposition 2.16, une sous-variété de

o4



G5o(n —1,2(n — 1)) x Go(n —1,2(n — 1)) : c’est donc naturellement une sous-variété
d’un produit d’espaces projectifs.

En résumé, si 'on espére que les choses se passent en général comme dans le cas par-
ticulier de la dimension 10, connaissant les variétés Gg(n, 2n) C PW,, pour déterminer
les variétés Gé(n +1,2(n + 1)), il “suffit” d’adopter la démarche suivante :

1. Déterminer a quelle condition un espace de Gg(n, 2n) rencontre un espace de
Go(n,2n) en dimension n — 1. Ceci décrit Gg(n — 1,2n) comme une sous-variété

de PW, x PW_.

2. Montrer que G=(n+1,2(n+ 1)) est la sous-variété de P(W, & W_) définie par les
mémes équations.

Je vais maintenant répondre a ces deux questions pour obtenir une description de
G$(6, 12). Je m’arréterai a cette étape, bien que je sois convaincu qu'il est possible
de continuer ce calcul indéfiniment, car je crains que les calculs ne deviennent trop
compliqués et rendent le résultat final peu lisible. Par ailleurs, je vais donner au pa-
ragraphe suivant une description compléte des grassmanniennes isotropes en termes de
représentations spinorielles, en suivant [Che 97, p.134 a 175]; il me semble que U'intérét
d’introduire les octaves diminue lorsque la dimension augmente.

Notre premier objectif est donc de déterminer a quelle condition deux espaces A, de
05(5, 10) se rencontrent en dimension 4. Rappelons que par la proposition 2.17, on sait
qu'’il existe des éléments (a,by) € X(5,10) tels que

- 20ay,a)  a B+ ab,
A+{<Bﬁ++bm S, g ) BEOBCH et

B 2{a_,a) a_ f+ab_
v (2 T s cosd),

Il s’agit donc de déterminer des conditions sur a+, by pour que ces espaces se rencontrent
en dimension 4. Mais, on sait que pour (a+,by) génériques dans G$(5, 10) (c’est-a-dire
non nuls), les espaces L(a+)+ R(bs) sont de dimension 5. La projection p : Hy(OQC) —
0® C se restreint donc, sur o3 (a+, by ), & un isomorphisme. Pour que dim A, NA_ = 4,
il faut donc que dim(L(ay) + R(b;)) N (L(a_) + R(b_)) = 4. Cest pourquoi il est utile
de décrire la dimension de ces intersections, ce que fait le lemme suivant :

Lemme 2.2.3 Soit ay,by des octaves de norme nulle tels que dim L(ay) + R(by) =
dimL(a_)+ R(b_) =5 (ce qui équivaut au fait que ces octaves sont non nuls et a by =
a_b_=0). Notons d =dim(L(ay) + R(by)) N (L(a_) + R(b_)). Alors :
d>5<=ay eta_,by etb_ sont colinéaires.
d>4<—=ab_=a_b,. =0.
—d>3 <= a;b_ et a_by sont colinéaires.

Démonstration : Tout d’abord, rappelons que L(a)* = L(a) et R(a)t = R(a) pour
tout octave a de norme nulle. Ainsi,

[(L(ay) + R(b)) N (L(a-) + RG] = (Llay) N R(b;)) + (La) N R(b-)).
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Comme dim L(ay) N R(by) = dimL(a_) N R(b_) = 3, on a donc que 8 —d = 6 —
dim L(ay ) N R(by) N L(a_) N R(b_) ; ainsi

dim L(as) N R(b,) N L(a )N R(b_) =d — 2.

Notons e la dimension de L(a;) N R(by) N L(a_) N R(b_). Sid > 5, alors d = 5 et
e = 3, ce qui équivaut & L(a™) N R(by) = L(a_ )N R(b_), et a [ay] = [a_], [by] = [b_]
(dans P(O ® C)), par la preuve de la proposition 2.16.

Sid> 4, alorse > 2, et donc dim L(ay )N R(b_) > 2 et dim L(a_)NR(by) > 2, donc
ces dimensions valent 3, et a,b_ = a_b, = 0 (proposition 4.14). Réciproquement, ces
égalités impliquent dim L(a;) N R(b_) = dim L(a_) N R(b;) = 3. Soit ces espaces sont
égaux, et on est dans le premier cas du lemme, soit, comme (L(ay)+ R(b;))N(L(a_) +
R(b.)) D Llay)NR(b_),L{a_)NR(by), on ad > 4.

Supposons d > 3. Si a; b = 0 ou a_by = 0, alors la conclusion du lemme est
vraie. Sinon, L(ay) N R(b_) = (ayb_) et L(a_) N R(by) = (a_b,). Comme e > 1, ces
deux espaces linéaires sont égaux, ce qui signifie que a b_ et a_b, sont proportionnels.
Réciproquement, si ayb_ et a_b, sont proportionnels et non nuls, alors L(a, )N R(by)N
L(a_) N R(b_) # {0}; ainsi e > 1. Si par exemple a,b_ = 0, alors (L(ay) + R(b;)) N
(L(a_)+ R(b_)) D L(ay) N R(b_), de dimension 3. Ainsi d > 3. o

Nous allons caractériser le fait que deux espaces isotropes se rencontrent en dimension
4. Au cours de la preuve de cette caractérisation, nous utiliserons la formule suivante :

Fait 2.2.4 Soient a,b,c des octaves. On a a(bc) + b(@c) = 2(a, b)c.

Démonstration : Il suffit de linéariser en a la formule a(ac) = Q(a)c, qui découle de
I’alternativité. °

Remarque : Cette formule donne une description de 'espace isotrope R(zy), pour x
un octave de norme nulle et y ¢ L(T). En effet, elle s’écrit t(zy) = 2(¢t,T)y — T(ty).
Elle implique donc que R(zy) C L(T) + (y). Or, il existe exactement deux espaces
linéaires isotropes de dimension 4 contenus dans L(T) + (y), un de chaque famille. En
effet, L C L(T) + (y) si et seulement si L+ = L D L(T) Ny, et on sait qu’exactement
deux espaces linéaires isotropes de dimension 4 contiennent cet espace de dimension
3. Ces deux espaces sont donc L(Z) et R(zy). Comme pour la proposition 2.9, cette
définition du produit zy tombe en défaut exactement quand ce produit est nul (soit
quand y € L(7)).

Lemme 2.2.5 Soient (ay,by),(a_,b ) € X(5,10). Les espaces linéaires o7 (ay,by) et
w5 (a_,b_) se rencontrent en dimension 4 si et seulement si

pour by =0 :a, et a_ sont proportionnels et a,b_ = 0.

pour ay #0 etby #0: € 0 C: (a_,b_) = (tb, —ta).

Démonstration : La variété des couples (a_,b_) tels que ¢~ (a_,b_) qui rencontrent
¢ (ay,by) en dimension 4 est isomorphe a la variété des hyperplans de ¢ (ay,by);
elle est donc isomorphe a P*. Pour démontrer le lemme, il suffit donc de vérifier, dans
chacun des cas, que si la condition indiquée est, vérifiée, alors I'intersection est bien de

dimension 4, puisque le noyau de t — (tb, —ta) est R(b) N L(a), de dimension 3.
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Si a_ est un multiple scalaire de a,, comme
- B 2(b_,B) a_B+ab_
#5 (0, b-) = {( Ba_+ba 2a_,a) ’

alors, {( 2%6’ p) aO”B )} C i (ay,0) N (a_,b ), et donc ces deux espaces se

rencontrent en dimension 4.

Pour étudier le cas générique, on utilise la remarque 2.2. On suppose a; # 0 et
by # 0. Soit t € O® C. Rappelons que la restriction de la projection p : Hy(Q) — O®C
a ¢ (ay,by) est un isomorphisme; il suffit donc de vérifier que :

— dimp(pF (ay,b3)) N pes (thy, —tay)) = 4.

— Si ; Z ) € of(ay,by) et z € plps (thy, —ta, )], alors on a
T oz - -
(25)evstibnia)

Le premier point découle directement de la définition de gp? et du lemme 2.2.3. Pour

le deuxiéme point, si ( ; z ) € @i (ar,by) et 2 € plys (thy, —tay)], alors, par la

remarque 2.2, Z(tb, ) est proportionnel a ta,. De plus, on a

Z(thy) = —t(2by) +2(z,t)by  (fait2.2.4)
= —y(tay) +2(z,t)by (remarque2.2)).

Comme on peut supposer ¢ générique, by et ta, ne sont pas proportionnels, et cette éga-
lité implique Z(tb,) = —y(ta,). De méme, on a z(—ta, ) = z(tby), et donc ( ; ; ) €
o5 (th, —ta). o
Lemme 2.2.6 Soit (ay,by),(a_,b ) € X(5,10). Les espaces linéaires o7 (ay,by) et
w5 (a_,b_) se rencontrent en dimension 4 si et seulement si

1. ayb_=bya_ =0.

2. {ap,a_) = (by,b_) =0.

3. Ve, o €e0QC, (byxy,bx )=2({ay,Ti)a T )—{a_,Ti){ay,a )).

Démonstration : Montrons d’abord que ces relations sont vérifiées si dim 7 (a,, b, )N
s (a_,b_) = 4. 1l suffit pour cela de se placer dans le cas générique du lemme 2.2.5 :
on suppose que a, et b, sont non nuls et qu’il existe ¢ tel que (a_,b ) = (tby, —tay).
Dans ce cas, (ar,a_) = (a;,th.) = {ab,,t) = (0,t) = 0, et de méme, (b, b ) =0

0

Par ailleurs, on sait déja, par le lemme 2.2.3, que a b =b,a_ = 0. Puisque a, b, =
il existe u € O ® C tel que by = wa,. Posons a = ay,y = z,,x = x_; 'identité (3
devient

Y

(ua)y, (~Ta)r) = 2((a, 7)(t(ua), ) — (@ y)(@T)E, 2)).

Il suffit donc d’établir le lemme qui suit :
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Lemme 2.2.7 Soit a un octave de norme nulle, et t,u,x,y des octaves quelconques.
Alors

(Fa)z, (ua)y) = 2@ x){(@D), y) — (@ y) (@T)E, 2)).

Démonstration : Considérons que a,u et t sont fixés et montrons une identité de
fonctions en z et y. Soit f(z,y) = ((ta)z, (ua)y). Alors, f(z,z) = Q(x){ta,ua) =
Q(x)Q(a)(t,u) = 0 car Q(a) = 0. L’application f est donc une forme bilinéaire an-
tisymétrique. De plus, si (ta)r = 0 ou (ua)xr = 0, alors f(x,y) = 0. Ainsi, f est de
rang 2, et si I’'on considére 'application f :0®C — (0O® C)* induite par f, on a
Im f = (Ker f)* = [L(at) + L(aw)]* == L(at) N L(@w). Ce dernier, pour u et t gé-
nériques, est le plan vectoriel engendre par @ et (au)t (en effet, le fait 2.2.4 implique
(@u)t = 2(u,t)a — (at)u; on a donc (aw)t € L(at)). Ainsi, f est proportionnelle a
(a,z){(au)t,y) — (@,y){((@u)t, z). Pour déterminer le coefficient de proportionnalité, on
évalue f(1,y) :

(ta, (ua)y) = ((ta)y,ua
— (g, (@) (ua))
— 9Re(a) (g, f(ua)) — (7. (a)(ua)) (@ = 2Re(a) — a)
= 2Re(a)(7, t(ua)) — (7, a(tu)a) (identité de Moufang)
= 2Re(a)(y, t(ua)) — 2Re(a(tu))(y, a) (aba =2Re(ab)a : lemme2.1.1)
= 2@ 1)((au)t, y) — 2((au)t, 1)(a, y).

La derniére égalité découle par exemple de (a(tu), 1) = (@,tu) = (au,t) = ((aun)t, 1),
achevant la preuve du lemme. °
Réciproquement, notons, pour [a;,by] € X(5,10), Ly, p,] 'ensemble des [a_,b_| €
X (5,10) tels que les équations de la proposition soient vérifiées, et £~[(L+’b+} I’ensemble
des [a_,b_] € X(5,10) tels que dim o7 (ay,by) N5 (a_,b_) = 4. Nous venons de voir
que EN[M’M C La, p,1- Or, comme nous avons vu que EN[MM} est isomorphe a P, il suffit
de montrer que Lj,, 5,] est de dimension 4. Supposons d’abord que b, = 0. Alors les
équations (3) donnent

Vu,v € 0 C, {ay,u)(a_,v) = (a_,u){ay,v).

Ceci implique que a+ =at +, et donc que a, et a_ sont proportionnels. Ainsi, E[a+ 0] =
P(C.as & R(ay)) ~ P
On démontre maintenant que Ly, 5,1 ~ P* pour tous [ay,b;] € X(5,10) : soit
la;,bi] € X(5,10) tel que ay # 0 et by # 0, et soit « € C— {0}. Alors, on a :

b_
[(L,, b,] € ,C[aJ“bH < [(J,,, E] S ,C[aJr’a.bH.
Ainsi, la dimension de L, 44, ne dépend pas de . Si elle était strictement supérieure

a 4, alors celle de L, o) = Lja, 05, le serait aussi, et nous venons de voir que ce n’est
pas le cas. °
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Proposition 2.19 Soit X(6,12) la sous-variété de P(QO @ C)™ constituée des quadru-
plets vérifiant :

1. Qa) = Q(b) = Q(c) = Q(d) = (a,b) = (¢,d) = 0.

2. ab=ad=b¢=cd=0.

3. Vr,y € O® C, (bx,dy) = 2((a,T){c,7) — (¢, T)(a,7)).
Alors :

X (6,12) est isomorphe a chaque composante de Gg(6,12).
Sa projection dans P(O@CHORC) xP(O®CaHOR®C) est isomorphe a Gg(4,10).

Remarque : 11 est connu que I'idéal de G*(6,12) est engendré par des quadriques, et
que l'espace de ces quadriques est la représentation A?C'? de Spin;,. Cette proposition
décrit ces quadriques en utilisant une identification C'2 ~ C* ® O ® C. On a ainsi
A2C? ~ N°C'3 (00 C)®C* ® A?(O®C) ; ces trois composantes sont regroupées dans
les trois points de la proposition.

Démonstration : L’énoncé concernant Gg(4,10) se démontre exactement comme la
proposition 2.16 en utilisant le lemme 2.2.6.

Soit V = C' @ O ® C, et soit D la forme quadratique définie sur V' par

D(t]at27 t37 t47 Z) - t]tQ + t3t4 - Q(Z)
Posons aussi

esl(a, b, c,d), (o, B,7,0)] = (2(a, @) + 2(d, 6), 2(b, B) + 2(c, 7),
2(a,v) — 2(b,9), —2(c, a) + 2(d, B),aff + ab + cd + vd).

Nous allons voir que ’application

e 1 X(6,12) — G (6,12)
((],, ba c, d) — Im (106[((]’7 ba c, d)a]

est I'isomorphisme cherché.

Voyons que pour (a,b,c,d) € V, Im pg[(a,b,c,d),.] est de dimension au moins 6.
C’est vrai lorsque (a,b) = (0,0); supposons donc (a,b) # (0,0) et (¢,d) # (0,0). Soit
p:C2=C'p0®C — C' = C? ® 0O ® C la projection obtenue avec la projection
C* — C? sur les deux premiers facteurs. On a p[{yg(a, b, c,d)(a, 3,0,0)}] = @1 (a,b) et
pl{ges(a,b,c,d)(0,0,7v,0)}] = 5 (a,b), ce qui implique dimIm g[(a, b, c,d),.] > 6. De
plus, on a [a, b, ¢, d] € X(6,12) si et seulement si cette dimension est 6.

Par ailleurs,

Q(aB + ab + ¢t + vd) = 2(af3, ab + yd) + 2(c5, vd + ab) + 2{(af3, cd) + 2{ba, d7).

Or, la remarque qui suit le lemme 2.2.1 montre que, par exemple, (af3, ab) = 2(a, a)(b, ).
On peut donc ainsi calculer les deux premiers produits scalaires de la formule précédante.
Le produit scalaire (bar, d7y) se calcule en utilisant les équations (3) de 'hypothése.
Enfin, comme il est clair que la condition de la proposition 2.2.6 est invariante par la
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symétrie (ax <> by), les équations de 'hypothése implicglen_t Vr,y € 0 C, (azx,cy) =
2((b, T)(d,7) — (d,T)(b,7)), ce qui permet de calculer (af, cd). On trouve alors que

Q(aB + ab+ b + vd) 4 {c
e, a) (b, 5) + 4(b, B)(d, §) — 4(b,
Aa, a){c,7) — 4{a,7)(c, o).

+ + |

De cette égalité, on déduit aisément que ¢ (a,b, ¢, d) est isotrope.

Pour finir la preuve de la proposition, par les arguments habituels, il suffit de vérifier
que @¢ est injective. On peut proposer un argument similaire a celui de la proposition
2.17, mais voici un autre qui aurait aussi fonctionné pour cette proposition : supposons
i (a,b,c,d) = @ (a',b,c,d). Notons p; les quatre projections naturelles sur C et 7 la
projection sur @ ® C. Rappelons que p désigne la projection sur C'°. Alors, (c,d) =
(0,0) <= paleg (a,b,¢,d)] = {0}. Ainsi, si (¢,d) = (0,0), on a aussi (¢/,d’) = (0,0). En
projetant o (a,b,0,0) sur C'° par p, on remarque que @; (a,b) = 2 (a', V).

Supposons ainsi que (a, b) # (0,0), (¢,d) # 0, (a’, V') #0 et (¢/,d') #0. On a

pleg (a,b, ¢, d)] = of (a,b) + o5 (¢, d).

Ainsi, ¢f(a,b) + o5 (¢,d) = ¢ (d',V) + ¢5(c,d'). En prenant 1'orthogonal de cette
égalité, on en deéduit que 7 (a,b) N o5 (c,d) = @i (d,b') N o5 (,d), et donc que
i (a,b) = o (a', V) et s (c,d) = 5 (', d). Ainsi, (a,b) et (a',V), (c,d) et (¢',d'),
sont proportionnels. Il est alors aisé d’en déduire que (a, b, c, d) et (a', V', ', d’) sont pro-
portionnels. °

Nous venons de voir que I'application ¢¢ : u — Im @g(u, .) réalise un isomorphisme entre
X(6,12) et une composante de Gg(6,12). La méme preuve montre que 'application
g v = Im (., v) fait de méme. Or, soit a un octave de norme nulle; p*(a,0,0,0) =
Cx {0} x Cx {0} x L(a) et ¢ (a,0,0,0) = C x {0} x {0} x C x L(a). Ainsi, ces deux
espaces se rencontrent en dimension 5 et ne font donc pas partie de la méme famille. On
a donc des isomorphismes 3 : X (6,12) — 05(6, 12). o

Comme dans les cas prédédants, on déduit de cette proposition une description du
groupe spinoriel. Dans la proposition qui suit, j'utilise le fait qu’il existe une forme
symplectique w sur (O® C)* telle que pour (u,v) € X (6,12), on a dim g (u) Mg (v) > 2
si et seulement si dim g (u) N g (v) > 2 si et seulement si w(u,v) = 0. Ce fait bien
connu est par exemple conséquence des rappels que je fais dans le paragraphe suivant.
Le groupe Sp((O®C)*) désigne le groupe des endomorphismes linéaires préservant cette
forme symplectique.

Proposition 2.20 Le groupe Spinis est isomorphe a ’ensemble des triplets (g, 9%, 97)
avec g € SOqy et g* € Sp((Q ® C)*) satisfaisant l'identité

Vu,v € (0® C)?*, ps(gTu, g v) = g.06(u,v). (2.8)

Démonstration : 1.’équation (2.8) implique que pour tout [u] € X(6,12), [¢F.u] €
X(6,12) et

w5 (97u) = 9.9 (u). (2.9)
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Si g* sont définis projectivement par ’équation (2.9), alors, pour v € X(G, 12) générique,
¢(u,v) engendre la droite vectorielle g (1) Npg (v). Ainsi, grace au lemme 1.1.7, on peut
définir géométriquement les applications ¢(u,.), pour u € X(G, 12). On en déduit par
I’argument habituel que pour g € SOy, et (g7, g7 ) définis par (2.9), 'équation (2.8) est
vraie a une constante prés. Par ailleurs, vu la définition de ¢, il est clair que ¢ (u) et
¢d (v) se rencontrent en dimension au moins 2 si et seulement si o (g7 u) et ©F (¢7v) le
font. Ainsi, g7 préserve w a une constante prés, et de méme pour g .

Je vais maintenant montrer qu’il existe exactement deux couples (g, ¢g~) d’éléments
de Sp((ORC)*) tels que I'identité 2.8 soit vraie. Soit ¢ € SO1, : nous avons vu qu'il existe
(gF,97) € GSp[(0O ® C)'] vérifiant (2.8). De plus, il existe des scalaires v(g*),v(g")
tels que Yu,v € (0 ® C)*, w(gFu, g*v) = v(¢F)w(u,v). Posons Ag) = v(g").v(g).
Ce nombre ne dépend pas du choix de (g7, ¢7) (car tout autre choix serait de la
forme (tg™,t71g7), avec t € C*). On en déduit donc un caractére de SO;y. Ce ca-
ractére est trivial car SO;5 est simple. Ceci montre qu’il y a bien exactement deux
couples (g*,¢~) dans Sp((Q ® C)*) satisfaisant (2.8). Enfin, en choisissant g(f) défini
par g(0).(t1, ta, t3, 14, 2) = (€1, e "y, 13,14, 2), on constate que ce revétement double
n’est pas trivial. i

2.2.3 Une description de tous les groupes spinoriels

Les résultats des deux paragraphes précédents se généralisent aisément pour les plus
grandes dimensions en termes de spineurs. Je rappelle ici briévement leur construction ;
pour de plus amples détails, le lecteur peut se référer au livre [Che 97|. Je vais ainsi
rappeler une description des grassmanniennes isotropes, et montrer que 1'on peut en
déduire une description, nouvelle & ma connaissance, des groupes spinoriels.

Soit V' un espace vectoriel de dimension 27 sur C muni d’une forme quadratique ()
non-dégénérée. L’algébre de Clifford, que je note C, est par définition le quotient de
I’algébre tensorielle de V' par I'idéal bilatére engendré par les relations z @ x — Q(x).
Comme algebre, on a C = C* @ C~, on C* (respectivement C'~) désigne I'ensemble
des combinaisons linéaires de produits d'un nombre pair (respectivement impair) de
vecteurs.

Soient A1, Ay des espaces isotropes de dimension r supplémentaires. La sous-algébre
engendrée par les vecteurs de A; est isomorphe a I'algébre extérieure AA;. Je noterai C;
cette sous-algébre et C’ii son intersection avec C*. L’antiautomorphisme principal, noté
«, est I'application linéaire telle que Yoy, ..., vk, a(vy - - - v) = v - - - v1. On définit alors
le groupe spinoriel Spin(V) comme le sous-groupe du groupe des éléments inversibles
de C dont les éléments sont des produits d’'un nombre pair d’éléments de V' de norme
1. Si z € V est tel que Q(x) = 1, on définit la symétrie par rapport & x, notée s,,
par la formule s,(v) = v — 2(z,v)x; ceci définit une application V- — O(V) a valeurs
dans le groupe orthogonal. Les images de cette application sont de déterminant -1.
Cette application permet d’en définir une de Spin(V) vers SO(V), le groupe spécial
orthogonal. On montre que Spin(V) — SO(V) est le revétement universel. Le but de
ce paragraphe est de donner une description plus explicite de Spin(V).

Commencons par rappeler la description des grassmaniennes quadratiques en termes
de spineurs. Soit f; le produit des éléments d'une base de A; dans C'; un premier ré-
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sultat est que l'application C; — C,u +— ufz;_; est un isomorphisme linéaire entre C;
et I'idéal a gauche Cf; ; (le méme résultat vaut pour 'idéal a droite f;C) : [Che 97,
preuve de la proposition 2.2.1,p.106|. Par conséquent, on peut définir une représentation
p: C — End(Cy) de C (et donc une représentation de Spin(V')) grace a la formule
Ve € C,\Vu € Cq, (p(c).u) fo = cufs. On peut aussi donner des formules explicites pour
cette représentation [Che 97, proposition 2.2.2], et le fait 2.2.9 en donne une définition
géométrique. Un élément de C; sera appelé un spineur.

Par ailleurs, si AV désigne ’algébre extérieure de V', on a une identification naturelle
C' ~ AV [Che 97, 2.1.6, p.105|. Décrivons cet isomorphisme : pour z € V, notons
L, € End(AV) 'application linéaire définie par L,(y) = x Ay +d,(y), ou &, est 'unique
anti-dérivation de AV telle que Yy € V,d0,(y) = Q(z,y).1. Un calcul simple montre
que L,”> = Q(z).Idxy. Par le lemme fondamental des algébres de Clifford [Che 97,
2.1.1, p.103|, 'application = — L, s’étend en un unique morphime d’algébres ¢ : C' —
End(AV). L’isomorphisme 6 : C ~ AV associe a ¢ la forme ¢(c).1 et, pour tout z € V
et tout ¢ € C, on a O(x.c) = L,(0(c)). Introduisons une derniére notation : si u et v sont
des éléments de C1, alors ufoa(v) est un élément de C' >~ AV : pour 0 < h < 2r, notons
Br(u,v) la composante de cet élément dans A"V,

Nous avons alors une jolie description des composantes de la grassmannienne iso-
trope :

Proposition 2.21 (propositions 3.1.2, 3.1.4 et 3.4.4 de [Che 97]) La grassman-
nienne des espaces isotropes de dimension mazimale r est isomorphe a la variété projec-
tive des classes d’équivalence modulo projectivisation des spineurs dits purs. Ces spineurs
sont les éléments u € Cy tels que Yk # 1, Bu(c,c) = 0. Si Z est un espace isotrope, alors
la droite [u] € P(C.fy) =~ PCy correspondante est l'intersection de Cfy avec f;C, fy
étant le produit d’éléments d’une base de 7. Si u est un spineur pur, alors [’espace
linéaire correspondant est l’ensemble des x € V' tels que p(x).u = 0.

Remarque : La preuve montre aussi que tout spineur pur est soit dans C’f, soit dans
C; . On retrouve donc les deux composantes de Gg(r, 2r). Notons ¢ I'application qui a
un spineur pur associe 1’espace isotrope maximal correspondant.

Par ailleurs, les résultats de Chevalley impliquent que cette définition des spineurs
purs est équivalente a celle de |[LM 89, définition 9.3,p.336| (la définition de Chevalley
présente l'intérét de fournir la structure schématique) :

Fait 2.2.8 Un spineur u est pur si et seulement si dim {z € V : p(xz).u =0} =r.

Démonstration : Tout d’abord, pour tout spineur u, le sous-espace vectoriel des z tels
que p(r).u = 0 est isotrope. En effet, si z € V est tel que z.ufo = 0, alors 22.uf, =
Q(z).ufs = 0, donc Q(z) = 0. Si ce sous-espace vectoriel est de dimension r, alors
c’est un espace isotrope maximal, et le résultat 3.1.4 dans [Che 97| montre que u est un
spineur pur représentant cet espace isotrope maximal. °

Enfin, on peut décrire géométriquement I'application bilinéaire V x C* — C~ :
(x,u) = p(x).u :

Fait 2.2.9 Soit x un vecteur isotrope et u un spineur pur. Alors, si p(x).u est non nul,
c’est un spineur pur qui représente le sous-espace vectoriel engendré par x et z N o(u).
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Le lemme 1.1.8 montre que ceci définit application bilinéaire (z,u) — p(z).u.

Démonstration : Soit v = p(z).u. On a par définition zufy = v fy. Ainsi, zvfy = 0, et
donc p(z).v = 0. Par ailleurs, si y € V est orthogonal a x, on a yv fy, = yrufy = —zyufs.
Si de plus p(y).u = 0, on a donc p(y).v = 0. Si L désigne 'espace isotrope engendré
par z et x" N p(u), cet espace est de dimension maximale r car 'hypothése p(z).u # 0
implique z & ¢(u). On a donc p(L).v = 0. Par le fait précédent, v est un spineur pur
représentant L. °

Nous allons déduire de ces résultats une description de Spin(V'). Si r est pair, rappe-
lons qu'il existe sur C; et O] des formes bilinéaires 4% non dégénérées, définies p.142 de
|Che 97| en utilisant [Che 97, 3.2.3|, et telles que deux spineurs purs u., v4 représentent
des espaces isotropes qui se rencontrent si et seulement si 3% (uy,v1) = 0 [Che 97, 3.2.4].
Ces formes sont symétriques si r = 0[4] et antisymétriques si r = 2[4] [Che 97, p.143].

Si 7 est impair, il existe de méme une forme bilinéaire non dégénérée 3 : O xC; — C
telle que si u, et v_ sont des spineurs purs, alors 5(uy,v_) = 0 si et seulement si u, et
v_ représentent des espaces linéaires d’intersection non triviale.

Théoréme 2.1 Le groupe Sping, est isomorphe au sous-groupe de SOy, x SL(CY) x
SL(CT) constitué des triplets (g,9", g~) vérifiant

Vu e Cf Ve e V,g .(p(x).u) = p(g.x).(¢g".u), et (2.10)

Si r est pair : Yu,v e CF, B (g u, gt v) = BH(u,v) et

Vu,v € Oy, (g u, g .v) = B (u,v).
Sir est impair : Yu € CF,Vo € O, B(gTu, g .v) = B(u,v).

Si r = 0[4], g% appartient donc a SO(CY), et si r = 2[4], alors g* est dans Sp(C).
Lorsque r = 4, on retrouve la proposition 2.11.

Démonstration : L’argument étant trés similaire & celui des propositions 2.11, 2.18 et
2.20, je n’en donne ici que les grandes lignes.

Soit (g, g™, g~) vérifiant 1'équation (2.10) et u € C;" un spineur pur. Cette équation
implique que p(z).u = 0 si et seulement si p(g.z).(¢7u) = 0. Par le fait 2.2.8, g7.u est
donc un spineur pur et il représente g.gp(u). Comme tout spineur pur dans C| peut
s’écrire comme p(x).u avec u un spineur pur de C; et & & ¢(u), cette équation implique
que g~ préserve aussi les spineurs purs, et que ¢(g.v) = g.¢(v).

Ceci définit projectivement g™ et ¢~ connaissant g. On obtient bien des applications
linéaires car le groupe de Picard de Gg(r, 2r) est engendré par la classe d'un hyperplan.
Le lemme 1.1.8 et le fait 2.2.9 montrent que pour tout g € SOs,, si ¢g© sont définis
comme précédemment, alors I’équation (2.10) est vraie & une constante multiplicative
pres.

Si r est pair, la définition géométrique de g% implique de plus que ces isomorphismes
préservent AT a une constante prés. Pour montrer que ¢* peuvent étre choisis préser-
vant exactement 5%, de déterminant 1, et tels que I’équation 2.10 soit vraie, le méme
raisonnement que dans la proposition 2.20 fonctionne.

Dans le cas oul r est impair, il existe une constante non nulle ) telle que Vu € C", v €
Cr,B(g u, g v) = AB(u,v). On conclut donc comme précédemment. °
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2.3 Grassmanniennes sur une algebre de composition
associative

Dans la troisiéme partie de cette thése, je vais présenter un résultat de F.L. Zak
(théoréme ) qui généralise un résultat classique de Severi. Ce résultat de Severi affirme
que la seule surface de P5 projetable isomorphiquement dans P* est la surface de Ve-
ronese. Comme je vais largement I'expliquer dans cette deuxiéme partie, j’interpréte le
résultat de F.I.. Zak comme une version dans les autres algébres de composition de ce
théoréme classique, qui correspond a I’algébre de composition R @ C.

Par ailleurs, récemment, E. Arrondo a montré qu’il existe une unique surface dans
G(2,6) projetable isomorphiquement par rapport a une droite de G(2,6) dans G(2,4).
Il appelle d’ailleurs cette variété une variété de Veronese |Arr 97|. Mon espoir est que
cette variété corresponde de méme au cas réel, et qu’il existe d’autres versions de ce
résultat correspondant aux autres algébres de composition. Comme préliminaire a cette
étude, je propose ici de décrire les grassmanniennes sur une algébre de composition.

2.3.1 Grassmanniennes ordinaires

Par la suite, on suppose A associative. Un élément de la grassmannienne des r-plans
sur R ® C est un C-espace vectoriel de dimension r. Mais si dimA > 2, A n’est plus
un corps et cette définition ne fait plus sens. On peut par contre considérer I’ensemble
Gi(r,n) des sous-A-modules a droite de A", libres de rang r. C’est aussi ’ensemble des
C-espaces linéaires de la forme

i=1

et de dimension complexe ar ((v;) est un r-uplet de vecteurs a coordonnées dans B C).
Le fait d'imposer que ces modules doivent étre libres est calqué sur le fait que pour
r = 1, on imagine que les variétés de Severi représentent ’espace projectif sur B® C, a
savoir Gz(1,n), et que par exemple le vecteur (1+:7,0,0) ne représente aucun élément
de cet espace projectif car vo(1+1il,0,0) = 0 (ces notations sont introduites au chapitre
3.2).

Une autre approche, qui donne une structure de variété, consiste a considérer les
espaces linéaires stables par multiplication a droite. Considérons ’ensemble des sous-.A-
modules a droite de A" de dimension complexe ar :

G(r,n) ={F C (BC)" :dimE =ar et Vr € BQC,E.x C E}.

Nous allons maintenant étudier des propriétés de ces deux ensembles. Si x est un nombre
réel, soit [z]T le plus petit entier supérieur ou égal a .

Lemme 2.3.1 Soit £ C (H® C)" tel que Ve € H® C,E.x C E. Alors il existe
k= [EE]F pecteurs v, ..., v, € (HQ C)" tels que E = &{v;.A\, A € H® C}.
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Remarque : Soit 7 un entier fixé et v;; les coordonnées du vecteur v;. Le noyau de
Iapplication H® C — (H® C)",t + v;.t est nul si un des v;; est inversible, et vaut
N, L(7; ;) sinon. Ce noyau est donc dans tous les cas de dimension paire (proposition
2.1), et par le théoréme du rang {v;A : A € H® C} aussi. Ainsi, la proposition 2.3.1
montre que la dimension de E est paire.
Démonstration : Une grande partie de cette preuve est valable pour C ® C; on va
donc dans un premier temps raisonner pour A = B® C, B € {C,H}, et je préciserai le
moment précis ot on a besoin que B = H. Je note dim¢ A = 2a (o = 1 ou 2).

Soit p; la restriction & E de la projection de A" sur le i-éme facteur, et si I est un
sous-ensemble de {1, ..., n}, notons p; la restriction & F de la projection sur les i-émes
composantes, ¢ € I.

S’il existe 7 tel que p; est de rang maximal 2« alors, en choisissant un vecteur v de
E tel que v; = 1, on a un isomorphisme

s : HeCe® (En{z; =0}) — E
(t,x) = v+,

de sorte qu’on est ramené a la propriété de récurrence d’ordre n — 1. On suppose donc
qu’aucune projection n’est de rang maximal. Comme Im p; est stable par multiplication
a droite par A, Im p; est alors de rang a ou 0. Dans le deuxiéme cas, on peut aussi
utiliser une récurrence; on suppose donc que toutes les projections sont de rang a.

Ceci implique que pour tout couple (4, ), F' = py; j3(E) est de dimension au plus 2a.
Par ailleurs, F' est stable par multiplication a droite, et j'affirme que cela implique que
ce rang est a ou 2a. En effet, p;» est de rang « et son noyau, stable par multiplication
a droite, est de dimension divisible par «. Supposons que 7 et j sont des entiers tels que
pyijy est de rang a. Alors pj,, . - (m) est bijective, de sorte que si ¢ désigne {1,-- -, n}—{i},
p, est injective. Si donc il existe de tels entiers ¢ et j, par récurrence sur n on montre
que FE est engendré par [W]J“ vecteurs. Il ne reste plus qu’a considérer le cas ou p; ;
est de rang 2« pour tout 7, j. Soient alors i et j quelconques. Comme F = py; ;1 (F) est
un sous-espace stable de (B® C)?, et que chaque projection est de rang «, il existe x et
y tel que F' C L(z) x L(y); comme dim F' = 2, on a 'égalité.

L’argument qui suit n’est valable que pour B = H. Quitte a remplacer y par un autre
élément de L(y), on peut supposer que R(y) # R(z), ce qui implique par conjugaison
L(y) # L(T). Ainsi ces espaces sont supplémentaires car dim L(y) N L(Z) € {0,2}. Alors
l'application A — F, A — (x,y).\ est injective, ce qui prouve que (z, y) est un générateur
de F'. Il suffit donc de considérer un vecteur de E qui se projette par p; ; sur (z,y). ®

Proposition 2.22 Gy(r,n) = Gu(r,n) C G(4r,4n) est une sous-variété lisse irréduc-
tible isomorphe a G(2r,2n).

Démonstration : Le lemme 2.3.1 dit que Gg(r,n) = Gg(r,n). Soit E un sous-espace
vectoriel de (H ® C)" de dimension 4r stable par multiplication & droite par H ® C.
L’application R; vérifie RS = —Id; sa restriction & E est donc diagonalisable, ses valeurs
propres étant 7 et —i. Notons E; et E_; les deux sous-espaces propres. Remarquons que
E.; est un sous-espace vectoriel de (H® C)%,, 'espace propre associé a la valeur propre i
pour R; : (H®C)" — (H®C)". En fait, (H® C)}; = R(1Fil). Par ailleurs, comme I et
J anticommutent, R; est un automorphisme de F qui échange F; et E_;. En particulier,
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ces deux sous-espaces vectoriels sont isomorphes, donc de dimension 2r, et la donnée
de E équivaut a celle de E; (notons que pour la méme raison la dimension sur C de
(H® C); est 2n). o

La démonstration montre que l'isomorphisme G(2r, 2n) — Gg(r,n) est la restriction de
I’application de degré 2

vy : PAYCZ — PAY(C @ C2)
w = (wd0)A (08 w)

Etudions a présent Ge(r,n) et Geo(r, n)

Proposition 2.23 Gc(r,n) est une sous-variété de G(2r,2n) isomorphe a G(r,n) x
G(r,n). De plus Ge(r,n) est réunion de min{n+1—r,r+1} composantes connezres qui
sont irréductibles dont l'une est Ge(r,n).

Démonstration : Tout d’abord, notons comme précédemment (CQC)%,; espace R(1F

il)™. Siry et r_ sont des entiers compris entre 0 et n de somme 27, notons ég—(?“, n)
I’ensemble des espaces linéaires de la forme £ := F, @ K avec B, C V;, . C V_;
et dim £y = r4. Comme un tel E est stable par multiplication par 1 et I, G’@(r, n) C
Ge(r,n). D’autre part la variéte G (r,n) est isomorphe & G(r,,n) x G(r_,n). Contrai-
rement au cas A = H® C, on voit que é@(r, n) n’est pas vide quand r, # r.

Par ailleurs, comme dans la preuve de la proposition 2.22, un sous-espace linéaire F
de V = (C® C)" stable par multiplication vérifie £ = FE; & F_;, ou Fy; = ENVy,.
On a donc Ge(r,n) = UG’E(T, n). Tl ne reste plus qu'a voir que les Gi* (r,n) sont les
composantes connexes de G¢(r,n). Cela découle de ce que Vd € N, {E : dim(ENVL;) >
d} est un fermé.

Pour terminer la preuve, il suffit de montrer que GL(r,n) = Ge(r,n). Mais si
(v, ..., vF) est une base de E.y, alors (v; + v;); est une famille qui engendre E. .

2.3.2 Grassmanniennes isotropes

On s’intéresse mainenant a certaines sous-variétés de ces grassmanniennes, a savoir
les sous-variétés paramétrant les espaces linéaires isotropes pour une forme hermitienne
ou anti-hermitienne. Pour cela, on définit, sur A", la forme @) par

Q(w:), (vi)) = Zx_u

On définit de méme, pour (z1,y1), (2, y2) € (A")?,

Q(21, 22), (Y1, y2)] = Qw1, y2) — Qw2,91)-

Définition 2.3 Soit f: A" x A" — A une application.
— f est sesquilinéaire si Vv, w € A", YA € A, f(v.A\,w) = \.f(v,w) et

f((v,wA) = f(v,w).\.
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— [ est hermitienne si Yv,w € A", f(w,v) = f(v,w).
— [ est anti-hermitienne si Yv,w € A", f(w,v) = —f(v,w).
— [ est non-dégénérée si (Yw € A", f(v,w) =0) = v = 0.

Il est clair que @ et €2 sont sesquilinéaires non-dégénérées, et que () est hermitienne et
() anti-hermitienne.

Remarque : La définition de la sesquilinéarité peut sembler arbitraire. L'objet de cette
remarque est de montrer que le choix d’une autre définition possible aurait conduit au
méme résultat (proposition 2.2). Tout d’abord, si [ est une application H® C - H® C,
parmi les huit définitions de linéarité envisageables,

I(Az) = Al(z),l(\.x) d(x), l(Ax) =1U(z)\1(Nx) = l(x).z,
(xA) = Al(z), (z.)\) A(x), l(xA) =U(z)\(zA) =1(x).\

I
> >l

~

seules quatre (I(\.x) = Mi(x),l(A\2) = I(z).\,1(x.)) = NI(z),l(z.A) = I(z).\) sont
possibles : en effet, si par exemple on a [(A.x) = [(z).A, alors I(x) = I(z.1) = I(1).z, et
donc [(A.x) = (I(1).x).A = [(1).(A.x). Ceci n’est possible que pour /(1) = 0, soit I = 0.
De plus, si f est hermitienne et que par exemple f(v.\,w) = A.f(v,w), alors on
a flo,w) = flwAv) = flw,v) A = f(v,w).A. Il y a donc quatre définitions pos-
sibles de sesquilinéarité pour les applications hermitiennes (ou anti-hermitiennes). Au
vu de la preuve de la proposition 2.2, si on avait défini la sesquilinéarité par la rela-
tion f(v.A\,w.u) = T.f(v,w).\, cela aurait conduit au méme résultat. Les définitions
fv, pw) = A f(v,w)met f(Av,u,w) = p.f(v,w).\ auraient aussi conduit a cette
proposition, a condition de décider que les grassmanniennes Gg(r,n) paramétrent des
espaces linéaires stables par multiplication a gauche, et non a droite comme je 1’ai fait.

Pour @) et 2 n’importe quelles applications vérifiant les propriétés de la définition,
définissons les grassmanniennes isotropes G%(r,n) et G2(r,n) comme les sous-variétés
de Gg(r,n) paramétrant les espaces linéaires sur lesquels la restriction de la forme @ ou
Q) est identiquement nulle. Rappelons que Gg(r,n) et G, (r,n) désignent les grassman-
niennes quadratiques et symplectiques habituelles.

Théoréme 2.2 Awvec les notations précédentes, on a :
G2 (r,n) = Golr,n).
F(r,n—r,n) ~GE(r,n) C G(r,n) x G(r,n) = Ge(r,n).
— Gu(2r,2n) ~ GE(r,n) C G(2r,2n) = Gu(r,n).
et
— G(r,n) = G,(r,n).
F(r,n—r,n) =~ G&(r,n) C G(r,n) x G(r,n) = Ge(r,n).
Go(2r,2n) ~ Gi(r,n) C G(2r,2n) = Ggu(r,n).

Dans ce théoréme, pour a < b < ¢, F(a,b, c) désigne la variété des drapeaux de la forme
V, c V, ¢ C° avec dimV, = a et dimV, = b. Si a > b, cette variété est vide par
convention.

Remarque : Ce théoréme permet d’interpréter le carré magique de Freudenthal défini
en toutes dimensions de facon uniforme selon les lignes. En effet, en suivant la définition

67



proposée dans [Man 97, p.6|, on a pour tout n > 3 le carré “magique” suivant (Q? désigne
la quadrique projective de dimension d) :

w2 F(,n—1,n) G,(2,2n)
(PP Pl x P G(2,2n)
Gy (n,2n) G(n,2n) Go(2n,4n)

On voit donc que la premiére ligne est constituée de variétés isomorphes a Gg(l, n), pour
B =R, C,H (ce sont les “quadriques hermitiennes”), la deuxiéme a Gz(1,n) (“espaces
projectifs”), et la troisiéme a G§(n,2n) (“grassmanniennes lagrangiennes”). En ce qui
concerne la troisiéme ligne, ceci donne a mon avis un argument plus convaincant pour la
proposition 3.8 de [Man 97|. Par contre, cela n’apporte pas de réponse au probléme qui
consiste a interpréter la quatriéme ligne (et la quatriéme colonne) de ce carré lorsque
n = 3.

Démonstration : Le cas B = R est tautologique.

Notons u = 144l et f une forme sesquilinéaire non-dégénérée, hermitienne ou anti-
hermitienne. Supposons d’abord B = C. Nous avons vu que l'application G¢(r,n) —
G(r, R(u)") x G(r, R(u)"), qui associe a A ses intersections Ay avec R(1 F il) est un
isomorphisme. Il s’agit donc de comprendre les conditions sur Ay pour que A soit iso-
trope. Si v,w € R(u)", alors f(v,w) = 0. En effet, la sesquilinéarité implique que pour
de tels v,w, on a f(v,w) € R(u) N R(w) = {0} (C est commutatif!). Par ailleurs, si
v € R(u)"™ est tel que pour tout w € R(u)”, f(v,w) = 0, alors, comme c’est aussi vrai
pour w € R(u)", on a v =0, car f est non-dégénérée. Comme de plus, pour v € R(u)"
et w € R(w)”, f(v,w) € Cu ~ C, f induit une dualité entre R(u)" et R(u)", et les re-
marques précédentes montrent que A € G2(r, n) <= A, LA_. Ceci montre que GZ(r,n)
et GZ(r,n) s'identifient a la variété de drapeaux F(r,n —r, n).

Considérons maintenant le cas B = H. Soit donc A € Gg(r,n) et A, son intersection
avec R(u)"™. On sait (proposition 2.22) que I'application A — A, est un isomorphisme.
Pour démontrer le théoréme 2.2, il suffit donc de déterminer la condition sur A, pour
que A soit isotrope.

Le premier point est que A est isotrope pour f si et seulement si A, I'est pour la
restriction de f a R(u)”. En effet, ceci découle du fait que A = AL & A, .J et de la
sesquilinéarité de f. Par ailleurs, si v,w € R(u)", alors cette méme propriété implique
que f(v,w) est a valeurs dans L(u)NR(u). Cet espace vectoriel de dimension 1 s’identifie
a C, et la restriction de f a R(u)", considérée comme une forme bilinéaire, est non-
dégénérée. En effet, si v € A" est tel que Yw € R(u)", f(v,w) = 0, alors on a aussi
f(v,w.J) =0 et donc Vw € A", f(v,w) = 0; ainsi v = 0.

Enfin, cette droite vectorielle est incluse dans {Re = 0} (puisqu’elle contient par
exemple K + i.J). On a donc Yo, w € R(u)", f(v,w) = —f(v, w). Pour finir de montrer
la proposition, il suffit donc de remarquer que pour f hermitienne (respectivement anti-
hermitienne), f induit une forme bilinéaire antisymétrique (respectivement symétrique).
Soit € = £1 tel que f(w,v) = ef(v,w). Comme Yv, w € R(u)", f(v,w) = —f(v,w), on
a f(w,v) = —ef(v,w), achevant la preuve la proposition. °
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Chapitre 3

Algébres de Jordan

3.1 Généralités sur les algébres de Jordan

3.1.1 Premiéres définitions

Rappelons que dans cette thése ne sont considérées que des algébres sur le corps
C. Les algébres de Jordan sont les algébres unitaires commutatives non nécessairement
associatives mais dans lesquelles la relation A x (B x A?) = (A * B) = A? est vérifiée.
Cette relation signifie [M 4, M 42] = 0, o M4 désigne la multiplication par A ; j’explicite
aussi une autre relation équivalente. Soit R la représentation quadratique, définie par
R(A) = 2M?% — M 2. Nous verrons dans les exemples que R s’exprime le plus souvent
trés simplement. Alors notre algébre est de Jordan si et seulement si R(A?) = R(A)?
[Koe 62, th.4,p.57|.

Dans une algébre commutative, on peut définir la trace d'un élément comme la trace
de la multiplication par cet élément. On a alors une forme bilinéaire (A4, B) — (A, B) =
tr(AxB). On dit alors que I’algébre est semi-simple si cette forme est non-dégénérée. Elle
est dite simple si elle ne contient pas d’idéaux non triviaux. D’aprés [Jac 68, th.5,p.240)],
une algébre de Jordan semi-simple est somme d’algébres de Jordan simples.

Le rang d’une algébre est la dimension générique de la sous-algébre engendrée par
un élément. Examinons, en fonction de ce rang, la classification des algébres de Jordan.

Une algébre V' est une algébre de Jordan simple de rang 2 si et seulement si [Jac 68,
th.8,p.203| il existe un sous-espace vectoriel W de V muni d’une forme bilinéaire sym-
métrique non-dégénérée, notée (.,.), et telle que V.=C@ W et

(A1, wy) % (Mg, wa) = (Mg + (wr, wa), \yws + Agwy).

Le méme résultat donne aussi que les algébres de Jordan simples de rang 3 (respec-
tivement de rang r > 3) sont les algébres des matrices hermitiennes d’ordre 3 (respec-
tivement ) a coefficients dans une des quatre algébres de composition (respectivement
R® C,C®C ou H® C), munies de la loi A« B = 1/2(AB + BA), on AB désigne
la matrice (), a;kby,;)i; pour A = (a;;) et B = (b;;). Si A est une algébre normée
et n un entier, je note H,(A) I'algébre des matrices hermitiennes n x n a coefficients
dans A. 1l y a donc trois séries infinies d’algébres de Jordan dites classiques, H,(A),
pour A=R® C,C®C et H® C, et une autre algébre de Jordan, dite exceptionnelle,
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H3;(O ® C). On vérifie directement que dans ces algébres, la trace d’une matrice est, a
une constante multiplicative preés, la trace usuelle et que

<A, B> = Z (]fi,jbj,ia soit, <A, A) =2 Z Q((Li,j) + Z (J/ii.

] 1<j i

Notons que les algébres de Jordan classiques sont isomorphes a des algeébres de Jordan
que 'on peut décrire sans faire intervenir les algébres de composition : soit V,* I'espace
vectoriel défini par

S,(C) sia=1
Vi=¢ M,(C) sia=2
AS5,(C) sia=4

o §, M, AS désignent respectivement I’ensemble des matrices symétriques, quelconques
et antisymétriques. Si I est nimporte quel élément inversible de V,?, alors on peut munir
V% d'une structure d’algebre de Jordan ou [ est I'unité en posant A * B := %(AI*B +
BI~'A). Lorsqu’on applique le théoréme 3.1 du paragraphe suivant avec le déterminant
(pour @ = 1 ou 2) ou le pfaffien (pour a = 4) comme polynéme, on trouve ces algébres.
On se convainc que dans les trois cas ce produit est interne et I'identité de Jordan découle
de ce que I'algébre définie par A x B = AI !B est associative (elle n’est bien str définie
que sur un espace plus grand dans les cas a = 1 et a = 4). En fait, on a H,(A) ~ V" si
a = dim A. Par ailleurs, un calcul direct montre que

R(A).B=AI"'BI A (3.1)

Dans ce chapitre, je définis des isomorphismes d’algébres entre ces deux réalisations
et j’en explique le sens géométrique.

3.1.2 Construction du produit a partir du déterminant

J’entreprends maintenant la description géométrique du produit de Jordan. Je vais
donner une version des propositions 2.5 et 2.14 concernant les algébres de Jordan. On
se dirige donc lentement vers le théoreme 3.2.

En attendant, je vais expliquer qu’il existe, sur une algebre de Jordan quelconque, un
polynome particulier qui joue le role du déterminant d'une matrice : dans les algébres
H,(A), avec A = R®C ou C® C, ce polynome est le déterminant usuel ; si A = CQ C,
il est a valeurs dans R ® C sur les matrices hermitiennes. Dans le cas des matrices a
coefficients quaternioniques, il n’existe pas de fonctions ayant les propriétés usuelles des
déterminants [Dys 72, th.1]. En revanche, Moore [Moo 22| a défini un tel déterminant
pour des matrices hermitiennes. En fait, puisque 'algébre de Jordan H,(H ® C) est
isomorphe a V1, je définirai ce déterminant dans AS,,(C), ol c’est tout simplement le
pfaffien. Ce polynome est la forme cubique invariante par Fg dans le cas de I'algébre de
Jordan exceptionnelle. Par ailleurs, je vais aussi expliquer que ce polyndme permet de
reconstituer le produit de Jordan.
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Tout d’abord, étant donnée une algébre de Jordan de rang r, il existe un unique (r +
1)-uplet de polynomes (p;)o<i<, homogenes de degré i tels que VA € V, > p;(A)A"™ " =0
et p,(I) =1 |[FK 94, prop 2.2.1,p.28|. On note det := p,; on a det(A — A) = > p;(A4),
par le théoréme 4, p.535 de [Mcc 67| qui généralise le théoréme de Cayley-Hamilton.

Si V =C@®W est une algébre de Jordan de rang 2, alors (), v)* = (A? + (v, v), 2)v),
donc (A, v)% = 2A(\,v) + (A2 — (v,v))1 = 0. Ainsi, det(\,v) = A2 — (v, v).

Dans les cas ou V = H,(A) avec A = R® C ou C ® C, le théoréme de Cayley-
Hamilton montre que ce déterminant est bien le déterminant usuel. Ce polynéme peut
aussi étre défini en utilisant la proposition [FK 94, prop.2.3.1,p.32] :

Proposition 3.1 Pour A €V, det(A) =0 si et seulement si det|R(A)] = 0.

Ceci et la formule (3.1) montrent que pour les algébres des matrices antisymétriques, ce
déterminant est le Pfaffien.

Dans le cas de 'algébre de Jordan exceptionnelle, ce déterminant vérifie [Jac 63,
(18), p.37] :

T fg To
det | 3 19 14 = rirors + 2(x129, x3) — r1Q(z1) — r9Q(12) — r3Q(23) (3.2)
Ty Ty T3

Inversement, connaissant le déterminant noté F' et I'unité d'une algébre de Jor-
dan, on peut reconstituer cette algébre. Cette construction est expliquée dans [Mcc 65].
Rappelons que F(Ay,..., A,) désigne la polarisation de F. Soit alors G 'application
rationnelle

G .V - v
M — F(M,...,M,)/F(M).

Je note cette application G car, considérée comme une application projective PV --»
PV*, elle se prolonge au lieu lisse de {F' = 0} en I'application de Gauss de cette hyper-
surface. Rappelons que si Y D PV est une variété, alors son application de Gauss est
I’application

Gauss : Y — G(dimY +1,V)
Y — T,Y,
ou G(dimY +1, V') désigne la grassmannienne des espaces linéaires de dimension dim Y +
1 dans V. Si Y est une hypersurface d’équation f = 0, I'hyperplan tangent a Y eny € Y

a pour équation D, f = (deg f)f(y,...,y,.) =0.
Notons aussi, pour M € V, 73, Papplication linéaire —Dy,G : V — V*. Pour [
I'unité, 7; induit une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée sur V', et nous noterons

(A,B) = —D;G(A).B=—-D,G(B).A
= qF(I,...,1,A)F(I,....,1,B)— (g—1)F(I,...,1,A,B)

On peut aussi voir que 1'expression D;G(A).B est symétrique en A et B en constatant
que c’est la différentielle seconde, calculée en I sur A et B, de ’Tl log[F'(M)]. Définissons
aussi pour tout A 'application linéaire H 4 par la relation

TA(B,C) =1/ (HsB,C).
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Un résultat connu pour les algébres de Jordan classiques et facile a établir pour I’al-
gébre exceptionnelle une fois que I'on connait le déterminant est que (A, B) = tr(Ax B).
Ce produit scalaire identifie V et V* et envoie A~! sur G(A) |[FK 94, prop.3.4.3,p.53].
Ainsi, connaissant le déterminant et I'unité, on connait la forme quadratique, puis I'in-
verse. Notons 7 l'application rationnelle définie par i(A) = A~'. En différentiant 1,
on détermine la représentation quadratique, grace a la formule R(A)~'.B = —Di(B)
|[FK 94, prop.2.3.3,p.33|. Avec nos notations, on a donc R(A)~! = H,4. Convenons qu'un
élément A sera dit inversible si det A # 0. Remarquons que F[H4(B)] = lf((f))?' En
effet, si A est un élément inversible fix¢, alors Hy = R(A) ™' est une transformation
qui préserve les inversibles [FK 94, prop.2.3.3|, donc il existe une constante h(A) # 0
telle que VB € V, D[H(B)] = h(A)F(B). La fonction rationnelle A — h(A) est donc
définie si F(A) # 0, ne s’annule jamais, vaut 1 en [ et est de degré —2deg F'. Ainsi
h(A) = F(A)2. On a donc bien D[HA(B)] = 75

Réciproquement, un théoréme de K. McCrimmon [Mcc 65, th.1.2,p.937| affirme que
si F' est n’importe quel polynome vérifiant cette identité, alors la construction précédente
définit une algébre de Jordan. Je démontre alors de plus que F' est le déterminant pour
cette algebre de Jordan :

Théoréme 3.1 Soit V un espace vectoriel, F' une forme homogéne irréductible sur V' et
I € V. Supposons qu’avec les notations précédentes, on a F'(I) =1 et F{[Ha(B)] = %.
Alors on peut munir V d’une structure d’algébre de Jordan simple en posant

A+ B %ID,[HM(B)](A).

Par ailleurs, I est l'unité, D?log F(A, B) = tr(A * B), et F est le déterminant pour
cette structure, et F[Ra(B)] = F(A)*F(B).

Lorsque B est fixé, on a une application M +— Hy(B). Le produit est défini en diffé-
rentiant cette fonction en I dans la direction A.
Démonstration : Notons n la dimension de V' et ¢ le degré de F'. Par le théoréme de
McCrimmon que j’ai cité, on sait que la structure d’algébre obtenue est de Jordan et
que F[HA(B)] = F(A)*F(B).

1 Si F(A) # 0, alors F[Hx(B)] = lf((z)Q. S'il existait 0 # u € V tel que Hy(u) = 0,
alors

Vo € VYA€ C, F(x + M) = F(A?F[Ha(x + Mu)] = F(A)?F[H4(2)] = F(x),

et donc D, F(u) = 0. Ainsi, la forme linéaire D, F appartiendrait & un hyperplan de V*,
et donc i(x) serait dans un hyperplan fixé de V', ce qui est contradictoire. On a donc
que H 4 est injective et comme précédemment, puisque F' est irréductible, on en déduit
aisément det(Hy,) = F(M)?™7 (en particulier ¢ divise 2n). En dérivant cette égalité en
I dans la direction M, on obtient :

Lemme 3.1.1 tr(M) =nF(I,...,I,M).

Par ailleurs, on peut expliciter le produit : I'identité

CDiG(A) = A=qF(I,....[,A)] — (¢ —V)F(I,....I,A,) (3.3)
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I.....1,A)I — A], et en particulier F'(1,---,I,.)=1.

,B,) F(A,...,A,B)
F(A) — 1 F(A)? F(A"

.., A,.), on exprime alors que

AxB = W@ pig A B,

3 3 Y 3

e Dip(r,. L LAF(LL. . 1,B,) + F(I,..., I, B)F(I,..., 1, A,.)]
HEF(I,. . LA, 1,B) = YU p(r 1A B
= @V 1A B, - SF(I,..., I, A)qF(,...,1,B)I — B

CSE(I,.. 1, B)qF(I,...,1, A)I — A
H@F, . AL 1 B) = Y 1A BT

= WV pr 1A B,)+4F(I,....I,A\B+F(I,...,I, B)A]
~Ue NP, 1A B)T

En particulier, on retrouve le fait que I est bien unité pour ce produit :
Lemme 3.1.2 [ x A = A.

Montrons maintenant que tr(Ax B) et (A, B) sont proportionnelles car proportionnelles
a F(I,...,1,Ax B) (ce résultat est cité dans |[FK 94, exercice 5,p.59| pour des cones
symétriques) :

Lemme 3.1.3 (A,B) = F(I,...,I, A B) = Lir(Ax B).

Démonstration :

F(I,...,I,AxB) = W DeDpip 1 p(1,...,1,AB,.)

+OF(I,..., I, A)F(I,....1,B)

F4F(I,.. . L BYF(I,..., 1, A) = " Up(1 1 A B)

= gF(I,...,I,A)F(I,...,I,B)— (q— 1)F(I,...,I, A, B)
L’identité F[I,...,I,F(I,....,1,A,B,.)]=F(I,...,1, A, B) découle de la relation
F(I,....,1,.)=—-D;G(I) =1. .

L’application qui & un polyndéme et un élément vérifiant les hypothéses du théoréme
3.1 associe 'algébre de Jordan est injective. En effet, soient (P, I) et (Ps, I3) de telles
paires qui définissent une méme algebre. Je noterai (., .); o les produits scalaires qu’elles
définissent, et de méme Gy 9(A), etc. Comme dans une algebre, il ne peut y avoir qu'une
unité, on a I; = Iy. Par le calcul précédent D? log Py (A, B) = D?log Py(A, B) = tr(A x
B). Or, McCrimmon [Mcc 65, (1.11),p.934] a montré que P;(A,---, A,.) s'identifie par
(,.);ia A" (i = 1,2). Comme (.,.); = (,,.)2, on a donc G1(A) = G3(A). Comme
Gi(A) = DylogP;, Py et P, sont proportionnels. Comme P(I) = F(I) = 1, ils sont
égaux.

Si maintenant P est un polyndme satisfaisant les hypothéses du théoréme 3.1, alors il
définit une structure d’algébre de Jordan sur V' ; soit det le déterminant de cette algebre
de Jordan. On a déja vu que det définit la méme structure; par ce qui précéde, on a
donc P = det et le théoréme est démontré. °
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3.1.3 Algeébres de Jordan et groupes algébriques

L’étude des algébres de Jordan et de leurs propriétés géométriques ou algébriques se
simplifie beaucoup si I’on considére 'action de certains groupes liés a ces algeébres. Par
ailleurs, ils vont jouer un role essentiel dans I’étude des variétés de Scorza au chapitre
4. La définition et 1’étude de ces groupes est classique; je compile ici les résultats qui
me seront utiles plus tard.

Proposition-définition 3.1 Soit V' une algébre de Jordan simple et g € GL(V'). Les
conditions suivantes sont équivalentes :
- VA€ V,R(g.A) = gR(A)'g.
VA inversible, g.A est inversible et (g.A)"' =tg TAT"
VA inversible, g.A est inversible.
J\ € C: det(gA) = Adet A.
L’ensemble des éléments g € GL(V') satisfaisant ces conditions est un groupe algébrique

noté Str(V).

La transposition est définie par le produit scalaire (4, B) = 1tr(A = B).
Démonstration : L’équivalence entre les deux premiers points est montrée dans
[FK 94, prop.8.2.5,p.148|. Si g.A est inversible pour tout A inversible, alors

{A:det(g.A) =0} C {A:det A =0}.

Comme V est simple, det est irréductible (il suffit d’utiliser la classification des algébres
de Jordan simples et le calcul du déterminant que j’ai rappelé au paragraphe précédent
pour s’en convaincre). On a donc {A : det(g.A) = 0} = {A : det A = 0} et I\ :
det(g.A) = Adet A.

Si det(g.A) = det(A), soit F la polarisation de ce polynome. Soient A, B € V| on a

Plodeog hB) _ Fecds 'B) o donc (g.4) ' = g 1A, .

Remarque : Comme on a vu que VA inversible, R(A) préserve les inversibles, on a VA

inversible, R(A) € Str(V).

Le groupe des automorphismes Aut(V) de V est le groupe des éléments g € GL(V)
tels que VA, B € V,(g.A) * (9.B) = g.(A * B). Si G est un groupe algébrique, je note
G" la composante connexe de G qui contient I'identité. La proposition qui suit décrit ce
groupe comme sous-groupe de Str(V) :

Proposition 3.2 Soit V une algébre de Jordan simple. Alors

Aut(V) = {ge Str(V):g.1=1}
Aut(V)? = {ge Str(V):'gg = Idy}°

Démonstration :
Si g € Aut(V), alors My 4 = go Myog', donc R(9.A) = go R(A) o g~". Ainsi,
R(g.A) est inversible si et seulement si A est inversible. Par la proposition 3.1, ¢
préserve le déterminant a une constante prés, donc g € Str(V). De plus, on a dans
ce cas 'g = ¢!, par la définition 3.1.

74



— Si g € Aut(V), alors VA € V,(g.A) * (9.1) = g.A, de sorte que g.I est une unité.
Mais dans une algébre, il ne peut y avoir qu’une unité car si I et I’ sont des unités,
alors I «x I' =1 =1'". Ainsi g.I = I et g préserve en fait exactement det.

Si a l'inverse, g préserve det et I, comme le produit de Jordan peut étre défini
en n’utilisant que le déterminant et I (cf la discussion précédant le théoréme 3.1),
c¢’st un automorphisme de 'algebre.

— Il ne reste donc plus qu’a voir que tout g dans la composante de l'identité dans
{g € Str(V) : 'gg = Idy} vérifie g.I = I. Un élément g € Str(V) vérifie (9. M)~ =
tg=IM~'. L’hypothése donne alors (¢9.M)~' = g.M~'. Pour M = I, cela donne
(¢.1)7" = g.I. Si go € Str(V) est tel que go.I = I, et si g est proche de go,
comme A — A~" n’a localement que I comme point fixe (en effet la différentielle
en I de I'application A — A™! — A est —2Idy), alors g.I = I. On a donc montré
que l'ensemble des g tels que gI = I est ouvert dans I'ensemble des ¢ vérifiant
tgg = Idy, ce qui achéve la preuve de la proposition. °

A Pinverse, on sait aussi ce qu’il faut “ajouter” & Aut(V') pour obtenir Str(V') [FK 94,
prop.8.3.5] :

Proposition 3.3 Tout élément g € Str(V) peut s’écrire ¢ = R(A).h avec A € V et
h € Aut(V).

Si G est un groupe, notons Z(G) son centre.
Proposition 3.4 Si V' est une algébre de Jordan simple, alors Z[Str(V)] = C*.1dy .

Démonstration : Soit V' C V un espace linéaire préservé par Str(V'). Puisqu’on a vu
que pour tout A € V, R(A) € Str(V), on a donc R(A).V' C V'. Par dérivation par
rapport & A, V' est un idéal. La simplicité de V implique alors que V' est trivial. Ainsi,
Str(V) agit irréductiblement sur V. Si g € Z[Str(G)], alors les espaces propres de g
sont stables par Str(V'), donc il ne peut y avoir qu'un tel espace et g est un multiple de
I'identité. o

Etudions maintenant les algébres de Lie associées a ces groupes. Puisque Str(V)
admet la représentation fidéle irréductible V| Str(V) est réductif. Son algébre de Lie
ste(V) est donc réductive; donc ste(V) = ste(V), @ C.Idy (le centre de ste(V) est
I’ensemble des homothéties), avec ste(V), = [ste(V), ste(V)]. Comme les éléments de
ste(V), ont trace nulle et que ste(V)y est un hyperplan, ste(V), = ste(V) N {tr =
0}. Notons der(V) I'algébre de Lie de Aut(V); c’est I'algébre des dérivations. Soit V;
I’ensemble des matrices de trace nulle.

Proposition 3.5 Soit V une algébre de Jordan simple. Alors
—ver(V) ={z e ste(V) : 2. = 0}.
ste(V), = oer(V) & M (Vp).
Rappelons que M désigne I'application V' — End(V), A — M 4.
Démonstration : Le premier point découle directement de la proposition 3.2 par déri-
vation.
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Montrons d’abord que ste(V) = der(V) @ M (V). On a vu que Aut(V) C Str(V) et
VA € V,R(A) € Str(V). Par dérivation, ste(V') D der(V), M (V). Par le premier point,
cette somme est directe. La proposition 3.3 montre que ste(V) et der(V) @ M (V) ont
méme dimension ; ils sont donc égaux.

Pour identifier ste(V'),, remarquons que puisque si d € der(V) et A € V, alors
(A,d.A) =0, et puisque tr d = ), (A;,d.A;) ou (A;) forme une base orthonormée de V,
la trace d’une dérivation est nulle. On conclut en remarquant que si A € Vj, alors par
définition tr(A) = tr(M,4) = 0. o

Il est aisé de décrire la structure d’algébre de Lie de stv(V'), suivant cette dé-
composition. En effet le premier point indique que le commutateur de deux éléments
de M(Vy) est dans der(V). Par ailleurs, pour h € Aut(V), puisque 'h™' = h (pro-
position 3.5), on a par la définition 3.1 R(h.A) = hR(A)h~'; ainsi par dérivation
Vh € vex(V), [h, M(A)] = M (h.A).

Etudions maintenant les groupes Aut(V) et Str(V) pour chacune des algébres de
Jordan simples. Commencons avec les algébres de Jordan classiques. Si V', de dimension
n, est de rang 2, alors V = W & C.1, avec W un espace vectoriel de dimension n— 1 muni
d’une forme quadratique F' non-dégénérée. On sait aussi que det(t, w) = 2 — F(w). Ainsi,
le troisiéme point de la définition 3.1 implique que Str (V) est le groupe GO,, préservant
la forme quadratique det a une constante prés, et la proposition 3.2 que Aut(V') est le
stabilisateur de 1, soit O,,_;.

SiV =8,(C), alors Str(V) est le groupe qui préserve le déterminant & une constante
prés. Mais dans PV, le lieu des matrices annulant le déterminant est le lieu des matrices
de rang au plus n — 1. Si ¢ € PGL(V') préserve cette hypersurface, il préserve son lieu
singulier qui est le lieu des matrices de rang au plus n — 2. Par récurrence, il préserve
donc le lieu des matrices de rang 1, soit v5(P"~'). Rappelons que le deuxiéme plongement
de Veronese est défini par

vy @ P P(SPCM)
w] = [V

C’est donc un automorphisme de cette variété et donc P Str(V) C Aut(P" ') = PGL,,.
Ainsi, Str(V) C GL, et réciproquement il est clair que GL,, préserve le déterminant a
une constante prés. Ainsi, Str(V) = GL,. Un élément g € GL, agit par A — 'gAg.
Enfin, Aut(V), le stabilisateur de I, est donc O,

Si V= M,(C), alors le méme raisonnement conduit a Str(V) = (GL, x GL,)/C*,
ou (g,h) € GL, x GL, agit par (g,h).A = g 'Ah et C* est injecté diagonalement dans
GL, x GL,. Le stabilisateur de I'identité est alors la diagonale et Aut(V) = PGL,.

SiV = Ay,(C), alors de méme P Str(V) = Aut[G(2,2n)] = PGLy,. Ainsi Str(V) =
G Lo, et Aut(V), le stabilisateur d’une matrice antisymétrique non-dégénérée, s’'identifie
a Spoy-

Le cas de l'algébre exceptionnelle, quoique bien connu, va nous donner plus de dif-
ficultés. Pour le confort du lecteur, j'inclus ici certains détails. Je m’inspire pour cela
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de |[KS 77|; néanmoins, pour reconnaitre plus rapidement l’algébre de Lie, jadopte la
stratégie suivante :

1. Je donne une description explicite des deux algébres en suivant la démarche de
[KS 77].

2. Je démontre que ces algébres sont simples.
3. Connaissant la classification des algébres de Lie simples, on voit qu’il n’y a qu’une
possibilité.

Pour montrer que nos algébres de Lie sont simples on utilisera le
Lemme 3.1.4 Soit g = go @ g1 une algebre de Lie, avec

1. [go,80] C go et la sous-algébre de Lie gy est simple.

2. (g0, 91] = g1

3. Pour tout sous-gg-module h non nul de g1, [h,h] N go # {0}.
Alors g est simple.
Démonstration : Soit p; les projections g — g; et i un idéal de g. Si (xg,z1) € i et
Yo € @o, alors [(xg,z1), (y0,0)] = ([zo,v0), [x1,%0]) € 1 de sorte que py(i) est un idéal
de go. Si cet idéal est nul, alors i est un sous-go-module non nul de g;, et par (3),
{0} # [i,i] Ngo C go, ce qui est contradictoire avec le fait que po(i) = {0}. On a
ainsi, comme g, est simple, pg(i) = go, et donc dim(i) > dim gy. Puisque par hypothése

dim gy > dim gy, iN gy est non trivial. Ainsi, toujours par simplicité de gg, i O gg. Ainsi,
i D [go, g1], et comme [gg, g1] = g1, 1 D g1 et donc i=g. o

Contrairement aux cas classiques, je commence par I'étude de Aut(V'). Soit E;, i €
{1, 2,3} la matrice diagonale dont tous les coefficients sont nuls, sauf celui en position
(4,4) qui vaut 1. Notons aussi, pour a € O ® C,

000 0 0 a 0 a O
Fi(a)=1 0 0 a |, Fpla)=1 0 0 0 | et F35(a)=| @ 0 0
0 a 0 a 0 0 00 0

On décrit alors une partie de der(V) :
Lemme 3.1.5 {g € der(V) : Vi, g.F; = 0} ~ sog.

Démonstration : [KS 77| Les notations sont choisies pour que E;*E; = E;, E;xF;(a) =
0 et E; * Fj(a) = $Fj(a) si i # j. La multiplication par E; admet donc comme espaces
propres Vect(E;) (valeur propre 1), Vect({E;, j # i}U{Fi(a),a € O®C}) (valeur propre
0) et Vect({Fj(a),a € O®C,j # i}) (valeur propre 3). Si g € der(V) et g.E; = 0, alors
g.(E; x x) = E; x g.x, de sorte que g préserve ces espaces propres, et donc g préserve
les 3 espaces Vect({F;(a),a € @® C}). 1l existe donc des applications linéaires g1, g2, g3

telles que

e T3 To 0 9373 G272
g.-1 T3 T2 Iy = g3-T3 0 g1-T1
Ty T1 T3 92.2 g1 0
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Soit a € O® Cet i€ {1,2,3}; comme

0=9.03_ Q)E)) = ¢.[Fi(a)*] = 2Fi(a)lg.Fi(a)] = 2Fi(a) Fi(gi-a) = 2a, gia) Y _ B,
i#i i#i

on a g; € sog. Enfin, un calcul facile montre que g = (g1, g2, g3) € det(V) si et seulement
siVe,y € 0 C, g3(zy) = g1(z)y + xg2(y). L’ensemble de ces g est donc isomorphe &
sog (corollaire 2.13). J
Notons V¥ la représentation naturelle (C*)? de sog ~ sping C so?.

Proposition 3.6 Si V est l'algébre de Jordan exceptionnelle, alors der(V) = f4 =
sping ® V.

Démonstration : [KS 77| Posons, pour tout a € O® C, di(a) = [Mg,, Mp, ()], d2(a) =
[Mp,, Mp, ) et ds(a) = [Mg,, Mp,)]. La proposition 3.5 montre que ce sont des dériva-
tions. Elles vérifient d;(a)E; = 0, di(a)Ey = 22 Fy(a) = —d;(a)Es, dy(a).E; = FFy(a) =
—dy(a).Ey, et dy(a).Ey = ZLF3(a) = —ds(a).E,. De plus, on a

Vg € sping, V(a,b,c) € Vi, [g,di(a) + da(b) + ds(c)] = di(a’) + do(b) + d3(c),

en notant (a’, V', ') = g.(a, b, c).

Soit alors d € der(V). De méme que dans la preuve du lemme précédent, on a
E;xd.E; = 1d.E; et d.E; x B; + E; x d.E; = 0 si i # 0. Il existe donc a,b,c € 0 ® C
tels que d.Ey = F3(a) — Fy(b),d.Ey = Fi(c) — Fs(a) et d.E3 = Fy(b) — Fi(c). On a donc
d = dy — 4dz(a) — 4da(b) — 4d;(c), avec dy.F; = 0.

Enfin, il est facile de calculer que Va,b € QO ® C,d;(a).Fi(b) = <a2’b> (Ey — Ej3), et
d’en déduire que Ya,b € O ® C, [d;(a),d;(b)].Ey = [di(a),d;(b)].E3 = 0. Ainsi, Ya,b €
0 ®C,[d(a),d;(b)] € sog, et les conditions du lemme 3.1.4 sont vérifiées. Ainsi, det(V)
est simple et comme sa dimension est 52, der(V) = f,. o

Etudions & présent ste(V).

Proposition 3.7 Si V est lalgébre de Jordan exceptionnelle, alors ste(V)y = eg =
fa ® M(Vp).

Rappelons que Vj désigne I’espace vectoriel des matrices de trace nulle.
Démonstration : La proposition 3.5 montre que ste(V), = f4 & M(V;). De plus, on
a vu que le commutateur de deux éléments de M(V;) est dans der(V) et que Vh €
ver(V), [h, M(A)] = M(h.A).

Puisque V{ est une représentation irréductible de f4, il est clair que les hypothéses
du lemme 3.1.4 sont vérifiées. Ainsi ste(V), est une algébre de Lie simple de dimension
78 et dont la représentation minimale est de dimension 27. C’est donc eg. °

3.2 Géométrie des algebres de Jordan

Dans ce paragraphe, je définis et étudie, sur une algébre de Jodan V, la variété des
éléments de rang 1. On pourrait définir ceux-ci de fagcon ad hoc dans chaque réalisation
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V.4 mais je vais plutot les définir pour une algébre de Jordan “abstraite”. Comme ils ne
sont définis qu’a partir du produit de Jordan, les isomorphismes H,,(A) ~ V.* d’algébres
de Jordan induisent des isomorphismes des variétés d’éléments de rang 1, que l'on peut
décrire et comprendre aisément.

3.2.1 Rang de Jordan

Définition 3.2 Soit V une algébre de Jordan semi-simple et A € V. On dira que A est
de rang de Jordan 1 si A# 0 et VB € V, R(A)B = (A, B)A.

En choisissant une base de V, ceci donne (dim V')? équations de degré 2 qui doivent étre
vérifiées par les éléments de rang de Jordan 1. Nous allons voir que l'espace vectoriel
qu’elles engendrent est la partie homogéne de degré 2 de I'idéal de la variété qu’elles
définissent. Par ailleurs, je vais aussi montrer que ces équations définissent, dans V?, la
variété des matrices de rang usuel 1 si @ = 1 ou 2, et la variété des matrices de rang
usuel 2 si @ = 4. On retrouve ainsi les mineurs 2 x 2 dans les cas a = 1, 2 et les relations
de Pliicker dans le cas a = 4.

Fait 3.2.1 La wariété algébrique des éléments de rang de Jordan 1 est stable sous
Str(V), ainsi que [’espace vectoriel des quadriques considérées dans la définition 3.2.

Ainsi, dans les cas a = 1,2,4, on reconnait bien que cette variété est l'orbite fermée
de Str(V), et que les quadriques considérées sont toutes les quadriques qui s’annulent
sur cette variété (car la représentation correspondant aux quadriques qui s’annulent sur
cette orbite est irréductible).

Démonstration : Si f est une des équations données par la définition 3.2, alors par
définition, il existe B et C' tels que f(A) = (R(A).B — (A, B)A,C). Pour g € Str(V),
on a donc

= (9[R(A).("gB)] — (A,'gB)gA,C)
= (R(A).("gB) = (A,"gB)A,"gC);
¢’est, donc encore une quadrique de ’espace vectoriel considéré.
Ainsi cet espace vectoriel, et donc la variété qu’il définit, sont stables par Str(V). i

Définition 3.3 Soit V une algébre de Jordan et A € V. Le rang de Jordan de A est le
nombre minimal r tel que A s’écrive comme somme de r éléments de rang de Jordan 1.

Dans le cas des algebres de Jordan V!, qui sont des sous-espaces vectoriels d’espaces
de matrices, la proposition suivante relie le rang d’un élément a son rang de Jordan.

Proposition 3.8 Sia =1 ou 2, le rang d’un élément est son rang de Jordan. Si a = 4,
le rang d’un élément est toujours pair; il égale le double de son rang de Jordan.

Démonstration : Il suffit de considérer le cas de rang minimal. On pourrait faire
un calcul direct; je donne plutot un argument en termes de théorie des représenta-

tions. Tout d’abord, soit A = ( (1) g ) et B = (B;;) € H,(A). 1l est clair que

ABA = b;1A = (A, B)A; ainsi, il existe des éléments de rang de Jordan 1. Notons
Q@ l'espace des quadriques décrites dans la définition 3.2. C’est une sous-représentation
de la représentation S?V,** de Str(V,%).
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Or, dans chacun des cas, S*V,%* est la somme de deux représentations irréductibles de
Str(V.%), que je note Q1 et Q2. Le systéme linéaire des quadriques s’annulant sur l'orbite
fermée X de Str(V") dans PV est ()1, et @y s’identifie aux sections globales de O(2)
sur X. Ces décompositions sont en effet respectivement, pour a = 1,2,4, S?(S?V*) =
S(gyg)V*GBS“V*, SEVIQVy = A2VFQA V@ S*V @S2V, et SPA?V* = A4V*@S(2,2)V*
(ces notations sont expliquées au paragraphe 5.1.1). L’ensemble des élémnts annulant
les quadriques de (), est stables par Str(V,*) et fermé; s’il est non vide, il contient donc
une orbite fermée, donc X, ce qui est contradictoire. Ainsi, aucun point n’annule les
quadriques de ()5 ; on a donc ) = )y, et 'ensemble des éléments de rang de Jordan 1
est X. °

3.2.2 Rang de Jordan et applications de Veronese

Dans la version V' = H,(A), une notion naturelle de rang consiste a dire qu'une
matrice est de rang 1 si elle est dans I'image de “I’application de Veronese” introduite
par F.L. Zak |Zak 93| :

ve: A" --» H,(A)
(z1) = (2%)
Remarquons que sa projectivisation n’est qu’une application rationnelle car par exemple
vs[(1441,0,0)] = 0. Néanmoins, comme pour le plongement de Veronese classique, dans
le cas ou A est associative, ¢’est une application définie & homothéties prés, c¢’est-a-dire
que

Proposition 3.9 Supposons A associative. Si A € A, alors v5(z;.\) = Q(N)va(z).
Démonstration : En effet, (2,1).(A7;) = Q(\)27;. o

Proposition 3.10 Soit A=R®C,CRC ou H®C. Alors l'image de vy : A — H,(A)
est U'ensemble des éléments A tels que VB € H,(A), ABA = (A, B)A.

Démonstration : Tout d’abord, un calcul immédiat montre que

A= ((]/i,j) et B = ( (1) 8 ) = ABA = (ai,lal,j)i,j- (34)

10
00
(A, B)A (3.4). Par ailleurs, les permutations assurent que cette égalité a lieu pour B

Si A = (zZ;) est dans I'image de 15, alors pour B = < ), ABA = Q(z)A =

0 =
diagonale. On peut aussi faire un calcul similaire pour B = ( z 0 ) 0 . En
0 0

effet, si A = (2;%;), alors
ABA = ([z:71][T(227;) ]| + [2:72][x(217/)])i,;. Mais 'associativité assure alors que ceci égale
2Re(z1 T22)(2i%))i; = 2Re(T2271)(21%))iy = (A, B)(2i%))i5-

Réciproquement, si il existe B diagonal tel que (A, B) # 0, alors si par exemple

1

B = ( 0 8 >, on en déduit que A est proportionnelle & v5(@;). Si un tel B n’existe
pas, alors pour tous B diagonaux, ABA = 0. Ainsi Vi, j, k, @ ,a;; = 0 (3.4). On peut
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0 =
o 0
alors supposer qu’il existe B de la forme B = ( z 0 ) tel que (A, B) #0 et
0 0
en déduire que A est proportionnelle & vy (@, + G3,1). i

Remarque : Si A n’est pas commutative, c¢’est-a-dire A = H® C, on aurait pu définir
une autre application de Veronese par la formule 5 (z;) = (Z;2:);; et celle-ci aurait vérifié
Us(A.z;) = Q(N)a(z;). Sin > 3, 'image de v, n'égale pas celle de vy car par exemple

1 -1 —-J 1 -1 —-J
v, )= 1 1 —-K | etwnlI,J)=|1 1 K
J K 1 J —-K 1

Chacun de ces éléments n’est évidemment pas dans I'image de 1’autre application de
Veronese. En fait 'image de v, est 'ensemble des éléments A qui vérifient pour tous B la
relation R(A)B = (A, B)A, ol R est définie par R(A) = 2M(A)? — M(A?) et M(A)B =
(>4 bijaix)ij. Néanmoins, ces deux variétés sont projectivement équivalentes, car par
la suite je vais montrer qu’elles sont équivalentes a G(2,2n). Je dirai que A est de rang
1 & droite si A € PIm 15 et de rang 1 a gauche si A € Plm 7. L’expression “étre de rang
17 signifiera implicitement étre de rang 1 a droite.

Nous allons voir (proposition 3.16) que I’hypersurface déterminée par le déterminant
d’une algébre de Jordan est S 2X, si X désigne I'ensemble des éléments de rang de Jor-
dan 1. On a donc dans ce cas deux déterminants naturels, dont les équations définissent
les hypersurfaces S™ 2(Im (1)) et S"2(Im (13)).

Traitons a présent le cas de 1’algébre de Jordan exceptionnelle. Les choses sont alors
plus subtiles que dans les cas classiques, pour deux raisons :
— L’image par vy d’un triplet d’octaves n’est en général pas une matrice de rang de

Jordan 1.

Il existe des matrices de rang de Jordan 1 qui ne sont pas dans cette image.
Introduisons quelques notations : soit £ I'ensemble des droites projectives dans I’espace
P{Re = 0} C P(O®C), telles que la restriction du produit des octaves soit identiquement
nul (cette variété est isomorphe a la variété adjointe de G, mais nous n’aurons pas
besoin de ce fait). Si a et b sont des octaves de norme, de partie réelle et de produit nuls,
alors ils engendrent une droite de L. Soit alors X I’ensemble des matrices de la forme

, avec a, b, ¢ des octaves qui engendrent une droite de £. Nous verrons que

o O Qf
o ol o

0

a

b ¢
Xy est incluse dans la variété des matrices de rang 1 mais n’est pas dans I'image de
I’application de Veronese.

Soit X C PH3(0O®C) = PV la variété des éléments de rang de Jordan 1 et X; I'image
par vy de 'ensemble des triplets de @ ® C qui engendrent une sous-algébre associative.

Proposition 3.11 Soit X C PH3(0ORC) la variété des matrices de rang 1 dans l’algébre
de Jordan exceptionnelle. Alors

X =X, I X;.

X est lorbite fermée de Ejg.
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— X est le lieu singulier de l’hypersurface {det = 0}.

Cette proposition permet de mesurer la taille des guillemets qu’il convient de mettre
lorsque I'on parle de “QP2”.

Remarque : La variété X n’est pas, comme 'affirme F.L. Zak |[Zak 93, th.4.9,p.90|
I'image de tous les triplets d’octaves. En effet, les coefficients d’'une matrice de cette
variété doivent appartenir & une sous-algebre associative de Q@ ® C; ce n’est pas le cas,

2 — €9 — €3 —e4 +e7
par exemple, de vo(1 4 €1,e9,e4) = | €3+ €3 1 — e , puisque
e4 — ey g 1

[(—ea—e3) x(—eg+e7)]x(—eg) = —2e1 et (—ey —e3) *[(—eq +e7) x (—eg)] = 2e;1. Notons
enfin que si x,y,z,t € A, alors on n’a pas en général vy(xt,yt, zt) = Q(t)va(z, vy, 2)
car la relation (xt)(yt) = Q(t)z7 n’est pas vraie sur les octaves : prendre par exemple
T =e,y =eyett=ey;alors (vt)(yt) = ez alors que 27 = —e3.
Roberts |Rob 88| a montré que le lieu singulier de 'hypersurface {det = 0} est une
variété de Severi.
Démonstration : Nous allons utiliser les résultats concernant les variétés de Severi
(cf chapitre suivant) pour déterminer les matrices de rang de Jordan 1 et 'image de
I’application de Veronese.

Soit V' = H3(0O ® C) et det le déterminant de cette algébre de Jordan. La formule
explicite (3.2) permet de montrer que le lieu singulier de I'hypersurface {det = 0} est
donné par les quadriques

a110292 = Q(a1,2), a1,1G3,3 = Q((l1,3), 92033 = Q(a2,3)

a1,102,3 = A2101,3, A32021 = (3,102,292, (21033 = (2303 1- (3-5)

Ce sont donc tous les mineurs 2 x 2 mais il faut prendre garde au fait que O® C n’est
pas commutatif. Notons X' l'intersection de ces quadriques. Il est clair que X' est non
vide et stable par Eg. Par ailleurs, la formule des caractéres de Weyl implique que S?V*
est somme de deux représentations irréductibles : I'une est le systéme linéaire engendré
par ces quadriques, isomorphe a V', et 'autre la représentation V5,, de plus haut poids
2wy, si 'V, =V ;c’est aussi par le théoréme de Borel-Weil I’espace vectoriel des fonctions
de degré deux sur I'orbite fermée. Ainsi, I’ensemble des quadriques qui s’annulent sur
cette orbite est donc ce systéme linéaire lui-méme et X' est cette orbite. Par conséquent,
X' = X est lisse, irréductible et non-dégénérée. De plus, un calcul direct montre que
Xo C X.

Si z,y € X, alors la droite (zy) annule det a I'ordre au moins 2 en x et y. Elle est
donc incluse dans {det = 0} ; ainsi Sec(X) C {det = 0}. Le théoréme 4.1 montre alors
que dim X < 16.

Si Z; est I'image par vy des vecteurs de la forme (1,29, 23), alors on voit que les
quadriques précédentes s’annulent sur Z;; donc Z; C X. Par ailleurs, dim Z; = 16
ainsi dim X = 16 et X = Z;. Ainsi, X est bien une varié¢té de Severi, donc Sec(X) est
une hypersurface, donc Sec(X) = {det = 0}.

Nous avons déja vu que Z; = X. Comme il découle du fait que O® C est une algébre
alternée que si (a; ;) est une matrice de Z;, alors tous les coefficients a, ; de cette matrice
appartiennent a une sous-algebre associative de QO ® C, toute matrice de X vérifie cette
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propriété. Ceci explique que I'on considére I'image X; des triplets d’octaves appartenant
a une sous-algebre associative par v,.

Pour finir de démontrer la proposition, il faut comprendre I'image X; de v5. Soit
A € X.Si A ason premier coefficient diagonal non nul, alors A = 15(1, as,1, as,1) est dans
71 et donc dans X;. On peut raisonner de méme pour tout élément dont un élément
diagonal est non nul. Si Re(ay;) # 0, on peut raisonner comme pour la proposition

010
3.10 avec la matrice [ 1 0 0 |, pour montrer que A est 'image par v, d'un triplet
000
d’octaves engendrant une sous-algébre associative. On se raméne donc finalement a
0 a b
I'étude des matrices de la forme | a 0 ¢ | avec Re(a) = Re(b) = Re(c¢) = 0. Dans ce
b ¢ O
cas, les quadriques (3.5) montrent que Q(a) = Q(b) = Q(c) = 0. Par ailleurs, comme @ =
—a,b= —b et ¢ = —c¢, ces mémes quadriques donnent ab = ba = ac = ca = be = ¢b = 0.

Les octaves a, b, c sont donc dans un sous-espace vectoriel ot le produit est identiquement
nul. Ce sous-espace vectoriel est donc de dimension au plus 2 (en effet, si par exemple a
et b ne sont pas colinéaires, alors comme ac = bc = 0, ¢ € L(a)NL(b) = (a,b)). S’il est de
dimension 2, alors A est dans Xj. S’il est de dimension 1, alors tous les coefficients de A
sont multiples scalaires d'un certain octave de norme nulle; comme on peut mettre cet
octave dans une sous-algebre de @ ® C isomorphe & H ® C, la proposition 3.10 montre
que A € X;.

Pour finir de montrer la proposition, il ne reste plus qu’'a vérifier que X, et X, sont

0 a b
disjoints. Soit A = a 0 ¢ € Xy, avec a, b, c des octaves comme précédemment,
b ¢ O

et supposons qu'il existe 2, 29, 23 tels que (21, 29, 23) = A, soit :

Q(zl) = Q(ZQ) = Q(Zg) =0.

leg =a
2153 =b
2923 = C.

Supposons d’abord que a, b, ¢ sont tous non nuls.
Siaetb betc, et c et a ne sont pas proportionnels, on déduit du systéme que z; €
L(a) N L(b) = (a,b), et que de méme 29, z3 € (a,b). On a donc une contradiction, car
cela implique que 2z, = 0.
Si par exemple a et b sont proportionnels mais pas a et ¢, alors, les égalité précédentes
impliquent que 29,23 € L(a) N L(c) = (a,c). On a donc 2z3z3 = 0, soit ¢ = 0, et une
contradiction.

Si par exemple ¢ = 0 et a,b # 0, alors on a toujours z; € (a,b), mais seulement
29 € L(a) et zz € L(b). Si on avait zo € L(b), écrivons 2o = bu; comme il existe ¢ tel
que a = bt, on en déduit que a = 2,Zy = (bt)(wWb) = —b(#7)b par I'identité de Moufang,
et donc cet octave serait proportionnel a b par le lemme 2.1.1. Ainsi, zo ¢ L(b) et
donc bzy # 0. Ceci montre que L(b) N R(z9) = (bze). Comme 23 € L(b) N R(z), il est
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donc proportionnel a bzy. Mais dans ce cas, puisque 2o € L(a), Z3 est dans Ry[R(a)] =
R(a)N R(b) par le fait 2.2.4. Cela impliquerait qu’il soit dans (a, b) et on aurait z;z3 = 0
et, une contradiction. i

Bien entendu, on a une proposition similaire concernant ’application vs.

Corollaire 3.12 Si A c {(R®C,C®CH®C, 0 ® C}, alors une matrice (a; ;)1<i j<s
d’ordre 3, hermitienne, et a coefficients dans A est de rang 1 si et seulement si on a

araaso — Qar2) = ay1a33 — Qar3) =0 et
11023 — Q21013 = A32091 — A3,1022 = U910433 — A3 30371 = 0.

Démonstration : On a vu ce résultat pour @ ® C dans la preuve de la proposition
précédente. Si (a; ;) est de rang 1, elle égale 15(2;) pour certains z; et il est clair que ces
mineurs sont nuls. Si ces mineurs sont nuls, alors, considérant cette matrice comme a
coefficients dans Q® C, on voit qu’elle est de rang 1 dans H3(O® C), ce qui signifie que
pour tout B € H3(O® C), Q(A).B = (A, B)A. Mais cette égalité a donc lieu pour tout
B € H3(A), et A est de rang 1. .

Cette proposition n’est valable que dans le cas trés particulier des matrices d’ordre 3.
En effet, seules celles-ci ont la particularité que tout mineur contient au moins un élément
diagonal. Il n’est en fait pas vrai qu'une matrice générale de rang de Jordan 1 annule
tous ses mineurs : un calcul que j’ai fait a 'aide du logiciel “singular” m’a convaincu que
T1Y1 ThY2
T2Y1 T2Y2
quadrique mais 16 cubiques indépendantes (’adhérence de cet ensemble est une variété
de codimension 4 dans P'® et de degré 20). Il est d’ailleurs aisé de décrire ces cubiques :

si A= < CCL Z ) est dans cette adhérence, alors cab = Q(a)d, dba = Q(b)c, acd = Q(c)b

et bdc = Q(d)a.

I’ensemble des matrices de la forme > , avec x;,y; € H®C n’annule aucune

3.2.3 Isomorphismes de variétés et d’algébres de Jordan

Comme annoncé, je souhaite produire un isomorphisme entre H, (H®C) et ASs,(C),
deux réalisations de la méme algébre de Jordan. Tout d’abord, voici une proposition que
je démontre a la fin du paragraphe et qui explique ce que j’entends par isomorphisme :

Proposition 3.13 Soient Vi et Vs deux algébres de Jordan simples, 11 et Iy leurs unités
et X1 et Xy les wvariétés algébriques projectives constituées des éléments de rang de
Jordan 1. Soit enfin f : Vi — V4 une application linéaire telle que f(I) = I5. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

1. f induit un isomorphisme de variétés entre X, et Xs.

2. f est un isomorphisme d’algébres entre Vi et Vs.

Un élément A € H,(A) définit deux applications A-linéaires de A" dans lui-méme
par les formules L4 (z;) = (3_; aijz;)i et Ra(zi) = (32, w;jai ;)i (si A est commutative ces
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deux applications sont les mémes). L’algébre A n’est pas un corps, mais rien n’interdit
de considérer les applications C-linéaires définies par les mémes formules. Notons X C
PH,(H ® C) la variété des matrices de rang de Jordan 1 (on étudiera ensuite le cas de
H,(C® C) al'aide de I'inclusion naturelle H,(C® C) C H,(H® C)).

Lemme 3.2.2 Supposons que A =H® C. Soit A de rang 1 & droite (respectivement a
gauche), alors L (respectivement R4 ) est de rang 4.

14+ 0

Remarque : Si A = < 0 0

), alors les rangs de L4 et R4 sont 2 (A n’est pas

hermitienne).

Démonstration : Tout d’abord, pour une matrice hermitienne quelconque, ce rang est
au moins 4. En effet si A = (a, ;) est hermitienne, et si par exemple a; ; est non nul, alors
L A|(HeC)x {0} x...x{o} est injective. Si toute la diagonale est nulle, mais que par exemple
a1 7 0, alors Ly mge)x (HeC)x {0} x... x {0} est de rang au moins 4. Les mémes remarques
valent pour R 4.

Par ailleurs, si A est de rang 1 & droite (respectivement a gauche), alors soit (z;)
tels que A = vy(x;) (respectivement A = Dy(x;) ; il est clair que tout vecteur de I'image
de L, (respectivement R4) est multiple a droite (respectivement a gauche) de (x;), et
donc que I'image est au plus de dimension 4. L

Soit donc A € X. L'image E(A) de L4 est un sous-espace vectoriel de £ := (H® C)"
de dimension 4 stable par multiplication a droite par un nombre. Comme dans la preuve
de la proposition 2.22, on peut écrire E(A) = E(A); & E(A)_;.

Proposition 3.14 L’application

¢ « XCPH,(H ®C — G(2,E)CPAE)
est un isomorphisme linéaire.

Démonstration : Donnons une formule pour cette application. Tout d’abord, si
z=a+ bl +c¢J+dK € H® C, alors

z(1—14J) = (a+ic)(1 —iJ) + (b+id)(I — iK)

et
2] —iK) = (—b+id)(1 —iJ) + (a —ic)(I — iK)

Choisissons comme base de (H® C); les éléments 1 —i.J et I(1 —iJ) = I —iK. Soit une
matrice A = (2;z;) de X, ou 2z, = ag + bpI + ¢, J + di, K. Alors E(A); est engendré par
ap + icy )

les vecteurs (zx)(1 —iJ) et (zx)(I — iK), qui s’expriment dans notre base ( b+ id
k k

—b d . . . . .

et ( ak + i.pk > La matrice antisymétrique qui représente ce plan vectoriel est alors

gy — 1Ck
formée de n x n blocs 2 X 2 qui peuvent se calculer comme suit : le k-iéme bloc diagonal

0 — (ap + b} + ¢ + d3) .

égale ke Tk TR k st le bloc e sit k1) (k#1
(Jgae((i+b%+i+dz 0 et le bloc en position (k,1) (k # 1)
vaut Ot O , avec

Ykl 5k,z
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O = *(J,kbl + (J/lbk — del + (Zldk) + 7(akdl — (J,ldk — Ckbl + Cldk)
Bk,l = *((Lk(lll + bkbl + cpcp + dkdl) + i(*(lk(il + a;ci + bkdl — bldk)
f)/k,l = (akal + bkb] + CrC; + dkd]) + i(—akc; + a)Ck + bkdl - b]dk)
6k,l = (—akbl + albk — del + Cldk) — i(akd; — a;dk — Ckbl + C;dk)

Cette derniére expression ainsi que celle donnant les blocs diagonaux se simplifient
considérablement si I'on considére que le (k,[)-iéme coefficient de A égale

Tk + yk,ll + Zk,lJ + tk,lK = ((J/k + bkl + (ZkJ + dkK)((Il — bl[ — ClJ — dlK)
= ((Lk(Ll + bkbl + cpep + dkdl) + (*(J/kbl + (J/lbk — del + Cldk)[
+(—akcl + a;c + bkdl - bldk)] + (—akd; + aldk - bkcl + b;ck)K

En effet, on peut alors écrire que le bloc 2 x 2 en position (k,1) avec k # [ vaut

10 4t -1 0 n 0 -1 n 0 ¢

0
1 0
tion ¢ est I'application linéaire qui envoie 1,1, .J, K respectivement sur

0 -1 1 0 0 ¢ -1 0 1 est alors clai est 1L i
1 0 o1 ) Ui o) o 4 |- 1 estalors clair que c’est un isomor-

phisme linéaire, qui envoie bien X sur la grassmannienne. °

. . 1 . .
Le bloc diagonal en position (k, k) vaut zy ) Autrement dit, I'applica-

Remarque : On peut alors constater que cette application envoie z € H® C sur

< (1) 701 ) x M(z), ou M est 'isomorphisme de la proposition 2.4.

Notons, pour une matrice A de rang de Jordan 1, C*(A) la droite de [A(1+il)]" =: E*
égale 4 I'image de I'application associée a A restreinte a E*. Alors en ce qui concerne
H,(C®C), les inclusions naturelles H,,(C®C) C H,(H® C) et P" ! x P"~ ! C G(2,2n)
et la proposition précédente impliquent, si 'on note, pour une matrice A de rang de
Jordan 1, C*(A) la droite de [A(14il)]" =: E* égale a 'image de 'application associée
a A restreinte a BT :

Proposition 3.15 L’application

¢ : X CPH,(C®C) — PE*xPE- CP(E*®E")
A = (C*(A),C(4))

est un isomorphisme.

Cette application est donnée par la formule

W(Cl/k,z + by D)y = (g + ibg )iy

On peut maintenant donner une autre définition du déterminant :
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Proposition 3.16 L ’hypersurface qui annule le déterminant dans une algébre de rang
r est ’ensemble des éléments de rang au plus r —1, ou encore, géométriquement, S™ 2X,
st X désigne [’ensemble des éléments de rang 1.

Démonstration : Dans le cas de l'algébre de Jordan exceptionnelle, on a vu que
Sec(X) = {det = 0}.

Par ailleurs, vu les isomorphismes donnés par les propositions 3.15 et 3.14, on peut
supposer que X est la variété des matrices de rang usuel 1 dans I’ensemble des matrices
symétriques et quelconques et de rang usuel 2 dans l’ensemble des matrices antisy-
métriques. On sait que det est le déterminant usuel ou le pfaffien. Mais dans chacun
des deux premiers cas, comme une matrice est de rang s si et seulement si elle s’écrit
comme somme de s matrices de rang 1, la proposition est bien connue. Les matrices
antisymétriques se comportent de facon analogue. L

Démonstration de la proposition 3.13 : (2) implique évidemment (1) puisque les
variétés X; ne sont définies que par des conditions faisant intervenir les structures d’al-
gebres et les unités. Si (1) est vrai, soient F} et Fy les équations de S™ 72X, et S™ %X,
telles que Fi(I;) = Fy(Iy) = 1. Comme f envoie X; sur Xy donc f*(Fy) = AFy, et on
voit que A = 1 en évaluant ces polynomes en I. Alors, comme f(I;) = Iy, f préserve
les produits scalaires. Comme on a vu (théoréme 3.1) que dans une algébre de Jordan
V d’unité I et munie du produit scalaire (.,.), D¥logdet(A, B,.) = —2(A % B,.), on en
déduit que f préserve les produits de Jordan. °

On peut enfin, apres cette longue digression, obtenir ’analogue des propositions 2.5
et 2.9 pour les algébres de Jordan (cf chapitre 4.1 pour la définition des variétés de
Scorza) :

Théoréme 3.2 Soit V' un espace vectoriel. La donnée d’une structure d’algébre de Jor-
dan simple de rang r > 3 sur V' équivaut a la donnée d’une (r — 1)-variété de Scorza

X CPV et d’unpomtIEV—@(.

Démonstration : Ce théoréme est essentiellement une reformulation du théoréme 4.3 :
étant donnée une structure d’algebre de Jordan sur V', la proposition 3.16 dit que la
variété des matrices de rang 1 est une variété de Scorza.

Réciproquement, c’est 1’objet du chapitre 4.3 de montrer qu'une variété de Scorza
X C PV et un élément [ € vV S72X définissent une algébre de Jordan sur V. Je donne
aussi une description géométrique de ce produit et de la représentation quadratique
(propositions 4.13,4.14 et 4.6). o

3.2.4 Rang de Jordan et rang des applications linéaires associées

Soit B € {R, C,H}. Si I'on avait considéré des matrices a coefficients dans B, alors il
serait clair que I'image de L4 (et de R,4) serait un B-espace vectoriel et que donc dim B
diviserait dimg Im L 4. Pour une matrice quelconque a coefficients dans A = B ® C,
le fait que dim¢ A|dimcIm L4 devient bien entendu faux comme le montre I'exemple
( 1+4I 0

0 0
hermitiennes :

) . En revanche, la proposition qui suit établit ce résultat pour les matrices
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Proposition 3.17 Soit A € H,(A), avec A associative. Alors dim A divise dim Im L4
et dimIm R4.

Démonstration : Commencons par le cas A = H® C : on utilise alors les propositions
3.14 et 2.4 : la matrice ¢(A), pour A € H,(H) ® C, n’est autre que D.p(A), ou D

égale la matrice diagonale par blocs ayant des sur la diagonale, et ou (A)

0 -
1 0
est la matrice par blocs (M (a; ;))ij, M désignant I'isomorphisme de la proposition 2.4.
Comme nous l'avons vu, M(z) est la matrice de la restriction de L, a (H® C),. Ainsi,
©(A) est la matrice de la restriction de I'application linéaire L4 & (H® C)?. Le rang de
L 4 est donc le double du rang de cette restriction, or celle-ci est donnée (& D prés) par
une matrice antisymétrique; le rang de L, est donc divisible par 4. Il en va de méme
pour Ry.

Dans le cas a = 2, étant donné une matrice A a coefficients dans C ® C, on peut
considérer cette matrice comme a coefficients dans H® C; soit V' (respectivement V')
le sous-espace vectoriel de (C® C)" (respectivement (H® C)") image de L4, considérée
comme endomorphisme de (C®C)" (respectivement (H®C)"™). On a alors V! = Ve V.J,
R; réalisant un isomorphisme entre V' et V..J. Ainsi, puisque 4 divise dim V', 2 divise
dim V. °

Proposition 3.18 Si A est associative, alors A est de rang de Jordan & gauche (res-
pectivement & droite) 1 si et seulement si Ly (respectivement R4 ) est de rang dim A.

Démonstration : Je remercie Laurent Manivel pour la simplification de 'argument
qu’il m’a proposée. On démontre la partie concernant le rang a gauche. On a déja vu
que le rang des applications linéaires associées & une matrice de rang de Jordan 1 est
dim A.

Pour la réciproque, considérons d’abord le cas d’'une matrice d’ordre 3 quelconque. Si
I'image est de dimension dim A, et si A = RQ®C, A est évidemment de rang 1. Supposons
2 < dimA < 4. Si a;; # 0, 'hypothése assure que les colonnes sont toutes multiples
de la premiére. Sinon, on peut supposer que tous les éléments diagonaux sont nuls et
j'affirme que le C-espace vectoriel des C;.\, A € A est de dimension ‘mA pour toute
colonne C; de A. En effet, si un de ces (C—eqpa('e vectoriel était de dlmenqmn dim A, alors
toutes les autres colonnes seraient multiples de cette colonne, et comme a;; = 0, alors
Vk,a;r = 0. Comme A est hermitienne, C; = 0, ce qui est contradictoire (rappelons
qu'un sous-espace vectoriel de la forme {C;.A} ne peut avoir comme dimension que
dim A, dir;A ou 0 dans le cas d'une algébre associative, car pour x,y € Q C A, on a soit
L(xz) = L(y), soit L(xz) N L(y) = {0} : la dimension du noyau de I"application A — C;.\
est donc paire). Soit alors j fixé. Il existe un espace vectoriel K; de dimension d”“A tel
que pour tout i, Ker L,,; D Kj;. Mais ce noyau commun est un certain L(z;), et donc
Vi,a;; € R(Z;). Comme A est hermltlenne, on a aussi a;; € L(z;). Ainsi a;; est de la
forme z;t; ;7;. Le corollaire 3.12 montre alors que A est de rang 1.

On conclut la proposition par récurrence sur n : si elle vraie jusqu’au rang n, alors
soit A une matrice (n+1) x (n+1) telle que le rang de 'application linéaire associée soit
dim A. Alors on peut supposer que a; 5 # 0. Soit alors B la matrice extraite composée des
n premiéres lignes et des n premiéres colonnes de A. Par hypothése de récurrence, il existe
21, ..., 2n tels que B = 1y(z;). Soit p la projection naturelle A"t — A", J'affirme que
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p(Im La) =Im Lg = {(z).M A € A}. En effet, on a évidemment l'inclusion Im Lg C
{(2i)- A\, A € A}, mais ces deux espaces linéaires sont de dimension dim.A (si on avait
Ker (L,,) = Ker (L,,), alors on aurait z; € Ker L,,, soit z9Z; = 0, contredisant a, o # 0).
Par conséquent, il existe A tel que Vi < n,a;,41 = 2.A; comme A est hermitienne, on a
Vi < n,ani1,; = AZ;, et no en déduit aisément que @, 1,41 = Q(A). Si on pose 2,41 = A,
on obtient A = vy(z;). o

Cette proposition est fausse pour les octaves :

Exemple 3.4 Soit

1 — €] — €9
A=wy(l,er,e0) = | € 1 — €3
€2 €3 1

Alors l'image de application linéaire associée a A est de dimension 16.

Démonstration : Cette image contient {(\, e1.A, e2.1) }, de dimension 8. Modulo cet es-
pace vectoriel, les vecteurs A(0,e;,0) et A(0,0, e;) pour i € {4,5,6,7} valent respective-
ment (0,0, 2e5), (0,0, —2e4), (0,0, 2e7), (0,0, —2¢4) et (0, —2e5, 0), (0, 2e4, 0), (0, —2e7, 0),
(0, 2eg,0) ; ils sont indépendants dans ce quotient et I'image est de dimension 16. °

On trouve dans la littérature une définition plus simple des éléments de rang de
Jordan 1 dans le cas des algébres de Jordan euclidiennes : cf par exemple |Harv 90] :
dans ce cas ces éléments sont les multiples des éléments A tels que trA = 1 et A? = A.
On peut alors imaginer d’homogénéiser ces équations pour définir les éléments de rang
de Jordan 1 comme ceux tels que A* = (trA)A. Dans le cas des algébres de Jordan
réelles cette définition est valable car si A2 = (trA)A et trA # 0, alors on se raméne
au cas trA = 1, et si trA = 0, on a alors A2 = 0 et donc A = 0 (sur les réels). Cette
derniére propriété est bien str fausse sur une algébre de Jordan complexe, et d’ailleurs
la définition n’est pas valable comme le montre I’exemple qui suit d’'une matrice 4 x 4
de trace et de carré nuls.

Exemple 3.5 Soit

( 0 1+i]> 0
A= 1—13l 0

0 0 1441
11—l 0
Alors A et de rang de Jordan 2.
Démonstration : Il est clair que A est au plus de rang de Jordan 2. Par ailleurs, L4
est de rang 2 dim A. °
Néanmoins, le résultat reste valable pour les matrices 3 x 3 :

Proposition 3.19 Soit A € H3(A), A€ {RQC,CRC,HQC} telle que A*> = (trA).A.
Alors A est de rang de Jordan 1.
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Démonstration : Supposons que A = H ® C. Supposons d’abord trA = 0. Alors
A? =0, donc L% = 0 et son rang est inférieur ou égal & 6. Mais ce rang est un multiple
de 4 (proposition 3.17), donc c’est 4 et A est de rang de Jordan 1 (proposition 3.18).
Si maintenant trA = 1, alors comme A? = A, L% = L, et L, est diagonalisable, ses
valeurs propres étant 0 ou 1. Comme la trace de A est 1, celle de L, est 4 et donc 1
est valeur propre quadruple de L, qui est donc de rang 4; A est donc bien de rang de
Jordan 1 (proposition 3.18). o

On peut maintenant résumer certains résultats concernant les éléments de rang 1
dans une algébre de Jordan :

Théoréme 3.3 Soit V une algébre de Jordan simple de rang n supérieur ou égal a 3 et
A €V non nul. Alors les quatre conditions suivantes sont équivalentes :

1. A est de rang de Jordan 1, soit VB € V, R(A).B = (A, B)A.
2. La classe de A dans PV est dans l'orbite fermée de Str(V').

3. (dans le cas o on a réalisé V. comme H,(A) avec A associative) A est l'image
par Uapplication de Veronese généralisée d’un n-uplet d’éléments de A.

4. (S1V =8,(C) ou M,(C)) : A est de rang usuel 1.
(SiV = A89,(C)) : A est de rang usuel 2.

Par ailleurs, si V = H,(A) avec A associative, alors ces conditions équivalent encore au
fait que Ly soit de rang minimal (soit dim A). Pour V = H3(Q), ce résultat est faux.

3.2.5 Espaces projectifs sur les algébres de Cayley de dimension
arbitraire

Dans ce paragraphe, je réponds a une question que m’a posée Ciro Ciliberto. Nous
avons vu que 'adhérence du “plan affine” sur les octaves, c’est-a-dire ’ensemble des
classes des matrices de la forme

2] )
Zi Q(z1) Zize avec 21,29 € O ® C,
7 @ma Qz)

dans l'espace projectif PH3(0Q ® C), est lisse.
On peut se demander ce qu’il en est de 'analogue en dimension 3, a savoir I’adhérence
dans PH, (O ® C) de 'ensemble des matrices de la forme

1 21 29 23
i Q=) Zize Tz
Z T Qz) Tz
Zs Zxa zaze Qz3),

avec z1, 29,23 € O® C

Appelons P} cette variété et plus généralement PP analogue n-dimensionnel. C’est un
candidat pour une quatriéme n-variété de Scorza (cf paragraphe 4.1).
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Proposition 3.20 Pour n > 3, la variété P§ est singuliéere.

Démonstration : Pour simplifier les notations, supposons que n = 3, les autres cas
étant similaires. Cette variété est de dimension 24. Par ailleurs, son intersection avec
x x x 0

0 . . .
I I I 0 est la variété P4 déja étudiée. La méme remarque vaut pour
0000
* % 0 =% 0 00O
* x 0 % . .m3 . . 01T 00 -
000 0l Ainsi P contient le point A = 000 o0 | De plus, en considé-
* % 0 x 0000
rant les deux variétés P précédentes qui passent par ce point, on voit que T4 X contient
0 x 00
les matrices de la forme 0«00 | Cet espace projectif est de dimension 24 ; si
0 x 00

A était lisse ce serait exactement T4 X. Nous allons voir que ce n’est pas le cas.

Considérons une autre variété Y C PM,(0O®C), définie comme I'adhérence de I’ensemble

. z Z12
des matrices ( Q_( 1) Sz
2321 2322

) . Cet ensemble contient ’ensemble des matrices de la forme
1 Z9 . c a b , : ’
_ , soit la variété des avec a réel et ad = cb. Mais Y n’est pas cette
23 2322 c d
variété car les octaves n’étant pas associatifs, on n’a pas la relation (Z3z1)(Z122) =
. : 10
(Q(21)Z322. On a donc dimY > 16 et si My = ( 00 ), Tw,Y # ( I ;

Une conséquence de ce fait est que

ko ok ok ok
ThX ¢ c x o« 0 | et que donc A est un point singulier de X.
* % (0 * [

Afin d’énoncer la proposition suivante, j’ai besoin d’introduire les algébres que j’ap-
pelle “de Cayley-Dickson”.

Définition 3.6 Une conjugaison sur une algébre unitaire A est une involution notée
z > Z telle que Vz € A,z +Z et 2z = Zz sont des multiples scalaires de 1, et telle que

de plus (zy) = J7.

Par exemple, toute algebre de composition est munie d'une conjugaison.
Si A est une algébre munie d’une conjugaison, alors on peut fabriquer son "extension
de Cayley-Dickson” qui est 'espace vectoriel A? muni du produit

(1, 11)- (22, Y2) = (®122 — Yoo, T2Y; + Yo7 )

et de l'involution (z,y) = (T, —y).
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Proposition 3.21 L’extension de Cayley-Dickson d’une algebre munie d’une conjugai-
son est une algebre munie d’une conjugaison.

Démonstration [FK 94, p.84] : L’unité de cette algébre est (1,0); (z,y) + (z,y)

(z +T,0) est un multiple de (1,0). Enfin, (z,9)(Z, —y) = (27 — (—y)y, yz + (—y)x)
(2T + gy, 0) est un multiple de 1 et de méme pour (T, —y)(z,y).

Si A = R®C, alors les extensions de Cayley-Dickson successives de A sont CQ C, HR C
et O ® C. Notons Q(x) le nombre complexe tel que 27 = Q(z).1. On a alors |[FK 94,
prop 5.1.3 p.84| :

Proposition 3.22 Munie de la forme () précédente, les algébres de Hurwitz sont des
algebres normées mais ’extension de Cayley-Dickson de @O ® C n’est pas une algébre
normeée.

J'appelle “algébre de Cayley-Dickson” une algébre obtenue en itérant un nombre de
fois arbitraire ce processus a partir de R® C. Les 4 premiéres de ces algébres sont donc
RC C®CH®®C et O® C; les autres ne sont pas normées. Je note C'D,, la n-iéme
algébre de Cyley-Dickson, de dimension 2" .

Proposition 3.23 Soit n,p > 1 deuz entiers. Soit H,, l'algébre des matrices hermi-
tiennes de taille (n + 1) x (n 4+ 1) a coefficients dans CD,,. Munissons-la de la multi-
plication A% B = 5(AB + BA). Soit X C PH,,, la variété adhérence de l’ensemble des
matrices de la forme

]_ 21 ZTL
zZi Q1) -+ Ziz
Zn Zmz oo Q(za)

Alors X est lisse si et seulement si H, , est de Jordan.

Remarque : Cette proposition est facile a démontrer mais elle illustre assez bien, je
crois, la correspondance entre géométrie et algebre. Par ailleurs, il ne me semble pas
trés naturel d’imposer a X d’étre I’adhérence indiquée; j'espére a l'avenir prouver un
résultat faisant intervenir toutes les algébres de Jordan (aussi celles de rang 2) et un
autre concernant ces “variétés de Scorza singuliéres” (cf chapitre 4.1 pour la définition
des variétés de Scorza qui sont des variétés lisses).

Démonstration : Sin =1, X est la quadrique lisse

t
{det(f u).—tu—Q(:r)—O}.
Par ailleurs, on a

t T T tt' + (x, ") T(H'T 4+ uT + 1T + u'T)
T ou o)\ (e 4w+t + u'x) uu' + (z, ') '

Soit alors

o : H, — C&(CacDh,)
t E U [—U
(£7) = o)
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et munissons C @ (C @ CD,) de la structure d’algebre de Jordan de rang 2 déterminée
par la forme quadratique sur C & C'D,, donnée par B(«o, x) = o + Q(z). Puisque

t z t 7 t z t 7
o5 T e Ln =) (L)
— [tt’—l;u,u’ _i_<‘,L,7t,r/>7(tt’;mz,’,%:El_'_%‘,L,)]7

¢ est un isomorphisme d’algebres et donc H, , est de Jordan.
Remarquons que CD, contient beaucoup d’algébres isomorphes a C ® C; en effet,

une récurrence immeédiate sur p montre que 1 =1 et que si (1,z) =0, alors T = —z. En
particulier, si (1,z) = 0, alors puisque z(—x) est un multiple de 1, I’algébre engendrée
0 00
par x est isomorphe 8 CQC. Supposons n = 2. Alorslepoint A= 1 0 1 0 | estdans
0 00
0 = 0
X et T4 X contient | = % * |.Maissip > 4, comme on n’a pas la relation Q(xy) =
0 = 0
% % %
Q(z)Q(y), T4X n'est pas inclus dans [ * x % |, comme dans la démonstration de
* x 0

la proposition 3.20, et A est un point singulier. Par contre, on sait que si p < 3, H,, , est
une algébre de Jordan et X est lisse.

Pour n > 3, la proposition 3.20 dit que si p > 3, la variété X est singuliére. Par
ailleurs, H,, , n’est pas de Jordan. Si p < 3, X est lisse et H,, , est de Jordan. °
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Chapitre 4

Variétés de Severi et de Scorza

On prend maintenant le point de vue inverse de celui du chapitre prédédent. Etant
donnée une variété, on cherche des conditions géométriques qui impliquent que cette
variété est la variété des éléments de rang de Jordan 1 dans une algébre de Jordan.
En fait, F.L. Zak a fourni la réponse a cette question puisqu’il a défini et classifié les
variétés de Scorza et il s’avére que celles-ci sont celles que nous avons rencontrées dans le
chapitre précédent. Les arguments de F.L. Zak sont purement géométriques; je souhaite
ici proposer plusieurs autres démonstrations de cette classification, faisant intervenir
I’homogénéité de ces variétés et les algébres de Jordan.

4.1 Deéfinitions des variétés de Scorza et étude des
exemples

4.1.1 Deéfinition des variétés de Severi

Etant donnée une variété algébrique complexe X sous-variété d’un espace projectif,
une variété naturelle objet de nombreuses études est la variété sécante de X, notée
Sec(X), a savoir I'adhérence de la réunion des droites passant par deux points distincts
de X. Dans le cas ou X est lisse c’est la réunion des sécantes et des tangentes de X.
Comme cette variété sécante est au coeur de cette étude, je donne quelques exemples.

Si X est “dégénérée”; c’est-a-dire incluse dans un hyperplan, alors Sec(X) est in-
cluse dans le méme hyperplan et I'étude de sa sécante se raméne a celle X considérée
comme sous-variété de cet hyperplan. Par la suite, on supposera toutes les variétés non-
dégénérées. Si X C P™ est une hypersurface, alors une droite générique coupe cette
hypersurface en plusieurs points, c¢’est donc une droite sécante et elle est incluse dans
Sec(X). Puisque Sec(X) est fermée, Sec(X) = P™. Si X est la variété des matrices de
rang (usuel) 1 dans M,,(C), alors Sec(X) est la variété des matrices de rang au plus 2.
En effet une matrice s’écrit comme somme de deux matrices de rang 1 si et seulement
si elle est de rang au plus 2.

Un théoréme de F. Zak conjecturé par R. Hartshorne [LVV 84, p.9] affirme

Théoréme 4.1 Une variété lisse non-dégénérée X" C P™ avec m < 3n + 2 vérifie

2
Sec(X) =P™.
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F.L. Zak définit alors les variétés de Severi comme les cas limite de ce théoréme :

Définition 4.1 On appelle variété de Severi une variété X™ C P™ lisse non
dégénérée et telle que Sec(X) # P™ et m = 3n+ 2.

Exemple 4.2 On peut exhiber quatre variétés de Severi, de dimension 2,4,8 et 16 :
n-2:X =V CP, la surface de Veronese, soit l'image de

Vo P? — P5
(l‘? y? z) H (xQJyQJZQnyJ xz? yz)

La variété & est la variété, homogéne sous Fg, des matrices de rang de Jordan 1 dans
I’algébre de Jordan exceptionnelle. Le lecteur pourra trouver une autre présentation de
cette variété dans [LVV 84, p.13|.

Proposition 4.1 Les quatre variétés précédentes sont des variétés de Severi.

Démonstration : Le seul point qui nécessite une démonstration est de vérifier que
Sec(X) est une hypersurface. Mais cela découle de considérations de rang : par exemple si
on réalise P5 comme I'ensemble des matrices symétriques, alors V s’identifie aux matrices
de rang 1. Les matrices de Sec(V) sont donc au plus de rang 2. Le cas des deux autres
variétés s’étudie de fagon analogue. Le cas de la variété £ a déja été étudié (proposition
3.11). °
Remarque : Dans tous les cas, on constate que Sec(X) est une cubique et que X est
homogéne.

4.1.2 Deéfinition des variétés de Scorza

Soit X C PV une variété projective complexe. Notons S¥ X I’adhérence de la réunion
des k-plans projectifs passant par k + 1 points de X (de sorte que S°X = X et S'X =
Sec(X), la variété des sécantes). Par exemple, si X est la variété des matrices de rang
1 dans M,,(C), alors S¥X est la variété des matrices de rang au plus k + 1.

Puisque X est non-dégénérée, SV X = PV ; notons ky(X) le plus petit entier k tel
que S¥X =PV,

Lorsque X et Y sont deux variétés de dimension respectives n et p, la dimension
maximale du joint entre ces deux variétés (I’adhérence de la réunion des droites passant
par un point de X et un point de Y'), noté S(X,Y), est n + p + 1. Notons §(X,Y)
et appelons “défaut de X et de Y7 la différence entre cette dimension maximale et la
dimension effective : 6(X,Y) :=n+p+1—dim S(X,Y). F.L. Zak introduit pour une
variété X quelconque les défauts de X et de ses sécantes successives §; := (X, S 1X) =
dim X +dim S~ 'X +1 —dim S’ X et note 6 := §;. Un résultat essentiel sur ces défauts
est le théoréme 1.8 du cinquiéme chapitre [Zak 93, p.109] :
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Théoréme 4.2 (Zak) Sil <i < kg, alors 6; > d; 1+9.
Corollaire 4.2 (Zak) ko < %.

F.L. Zak définit alors les variétés de Scorza comme les cas limites de ces théorémes :

Définition 4.3 (Variété de Scorza) Une variété X" C PN est de Scorza si elle est
lisse et non-dégénérée et que :

b= [2].
J'appelle k-variété de Scorza une variété de Scorza telle que kg = k.
Remarque : Cette définition présente l'inconvénient de faire intervenir les nombres
0; qui sont peu habituels. Mais F.L. Zak montre que si n est un multiple de ¢, alors
les conditions d; = id sont automatiquement vérifiées dés que la premiére condition,
équivalente au fait que slsl-1x £ PN Test. Par ailleurs, il explique que la classification
des variétés de Scorza pour lesquelles ¢ divise n implique que pour toutes les variétés de
Scorza J divise effectivement n. Dans cette thése, je supposerai que § divise n.

Fait 4.1.1 Les 2-variétés de Scorza sont les variétés de Severi.

Démonstration : [Zak 93] Si X C PV est une variété de Severi, alors on a N = 3n+2.
Notons n = %. On a par définition Sec(X) # PV, donc ko > 1, donc ¥ > 2. Ainsi, n > 0.
Comme Sec(X) # PV, N > dimSec(X)+1=4n—6+2>3n+2=N. On en déduit
que n =0, et que dg =35+ 1+20+1— (35 +2) = 24, de sorte que X est une 2-variété
de Scorza.

Si X C PV est une 2-variété de Scorza, en utilisant le fait que ¢ divise n, on a 2 = 2,
et donc 20 =n.Onaaussidy =20 et donc N=2n+1—-90+n+1-—46, = %n+2, et X
est une variété de Severi. °

Je propose la convention suivante :

Définition 4.4 Une 1-variété de Scorza est une quadrique lisse.

4.1.3 Stratégie pour la preuve du théoréme de Zak

Je vais maintenant apporter plusieurs preuves du théoréme de classification des va-
riétés de Scorza, en faisant intervenir I'homogénéité et les algébres de Jordan. Nous
avons vu que les variétés des éléments de rang de Jordan 1 dans les projectivisées ds
algébres de Jordan simples de rang supérieur ou égal & 3 sont des variétés de Scorza.
Réciproquement, notre objectif est le résultat suivant [Zak 93, th.5.6,p.151] :

Théoréme 4.3 Les k-variétés de Scorza sont les variétés projectives des matrices de
rang 1 dans les algébres de Jordan simples de rang k + 1.

Remarque : Ce théoréme justifie en partie la définition 4.4, puisque les variétés des
matrices de rang 1 dans une algébre de Jordan de rang 2 sont les quadriques lisses.
Nous verrons que cette définition est cohérente aussi avec une propriété géométrique
des algebres de Jordan (proposition 4.5). Notons que le théoréme 4.3 ne distingue pas
I’algébre de Jordan exceptionnelle des autres algebres.
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Pour démontrer ce théoréme, je propose d’étudier quelques propriétés géométriques
des exemples 4.2. Dans le paragraphe suivant, j’établierai, en suivant approximativement
la démarche de F.L. Zak, les premiéres de ces propriétés géométriques pour une variété
de Severi quelconque X C PV. Cela permettra de construire géométriquement deux
groupes qui s’avéreront étre Str(V) et Aut(V) lorsque V' sera muni d’une structure
d’algebre de Jordan. Il sera facile de montrer alors que X est homogéne. Puisque les
groupes construits sont semi-simples, il est alors aisé de classifier les variétés de Scorza.
En effet, en utilisant la classification des algébres de Lie simples, on sélectionne celles
qui peuvent étre 1'algébre de Lie de notre groupe. Néanmoins, cet argument me laisse
insatisfait, puisqu’il n’explique pas ou apparaissent les algébres de Jordan. Je donne alors
deux autres preuves du théoréme 4.3 en donnant une construction géométrique d’une
algeébre et en prouvant que c’est une algébre de Jordan, puis en utilisant les espaces
préhomogénes symétriques |Ber 00].

Dans un dernier paragraphe consacré plus particuliérement aux variétés de Severi, je
donne une démonstration trés bréve du fait que les dérivées de 1’équation de la sécante
d’une variété de Severi, qui est une hypersurface de degré 3, déterminent un morphisme
birationnel de l’espace projectif : les détails de la démonstration de cette propriété
sont laissés au lecteur dans |Zak 93, p.79| et rédigés par L. Ein et N. Shepherd-Barron
[Ein 89, p.778]. Ceux-ci proposent deux démonstrations de ce résultat mais ces deux dé-
monstrations utilisent le fait que X est homogéne ; par ailleurs les arguments que je vais
présenter sont nettement moins sophistiqués. J'expliquerai aussi que ma construction
géométrique démontre un résultat de P. Etingof, D. Kazhdan, A. Polishchuk, sur une
classe de polyndémes qu’ils appellent homaloides, résultat qui fait intervenir les variétés
de Severi.

4.1.4 Etude des exemples

Avant de commencer I'étude géométrique des exemples proprement dite, j'introduis
ici une construction classique qui va intervenir de fagon récurrente dans toute la suite
de cette thése. Si X C PV est une variété projective, notons X* C PV* la variété duale
de X, c’est-a-dire 'adhérence pour la topologie de Zariski de ’ensemble des hyperplans
tangents a X en un point lisse. Notons aussi Ix la variété d’incidence

Ix={(z,h) EPV xPV*:z € X et h D T,X}.

Notant p; et py les projections naturelles PV x PV* — PV, PV*, on a par définition
m(Ix) =X et po(Ix) = X*.

Théoréme 4.4 (bidualité) On a

[X [X*

e p e p
X DG X+,

12

L’isomorphisme ~ est donné par l’identification naturelle V-~ V** il identifie les
variétés et les applications.
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Démonstration : On peut lire dans [GKZ 94| la démonstration élégante suivante : tout
d’abord, le correspondant affine de I'x, que je note Ay, défini par

vérifie les propriétés :
Il existe une forme symplectique sur V @& V* telle que pour tout (z,h) € Ay,
T(xn)Ax soit isotrope.
Pour A\, u € C*, (A\x, uh) € Ay si et seulement si (z,h) € Ax.
Les auteurs de |[GKZ 94| démontrent alors qu’une telle variété est déterminée par une
de ses projections (sur V ou sur V*). o

Corollaire 4.3 Si X est une variété et h un point lisse de X*, alors
{z € X : T, X C h} est un espace linéaire.

Démonstration : Il suffit de montrer que la fibre de p, : Iy — X* au-dessus d’un tel
point est un espace linéaire. Mais p; a cette propriété car la fibre au-dessus de z s’identifie
aux hyperplans qui contiennent 7, X. Le méme raisonnement vaut pour pj : Ix- — X".
Mais par le théoreme 4.4, I’application pj est py : Ix — X™. °

Dans le tableau qui suit j'explicite pour tout entier k et toute algébre réelle de
composition B la variété de Scorza des matrices de rang 1 dans Hy1(B® C), les groupes
sous lesquels ces variétés sont homogénes ainsi que le sous-groupe stabilisateur d’un point
p hors de S¥~'X . Les variétés de Severi sont obtenues pour k = 2.

algebre variété X Aut(X) Stab(p)
R vy (PF) PSL;.4 PO
C Pk x P* PSLk+1 X SLk+1 PSLk_H
H G(Q,Q(k—l— 1)) PSLQ(k+]) PSpQ(k+])
Ok =2) Ee PEg F,

Ces groupes sont ceux qui intervenaient comme Str(V'), et Aut(V') pour les algébres de
Jordan V.

La théorie des représentations va nous permettre d’étudier les quadriques sur ces
variétés de Scorza. Pour cela je commence par quelques rappels. Si G est un groupe
algébrique semi-simple, T" un tore maximal, A une base des racines et B le groupe de
Borel dont 'algébre de Lie contient les espaces propres des racines positives, on peut
représenter ce groupe par son diagramme de Dynkin (non nécessairement connexe s'il
n’est pas simple), chaque sommet de ce diagramme représentant une racine de A. On
adopte alors la convention suivante : a tout diagramme obtenu en noircissant certaines
cases de ce diagramme on associe le groupe parabolique P qui contient B et dont ’algébre
de Lie contient les espaces propres des racines —a pour tous les a correspondant a des
cases noircies. On peut aussi, de maniére équivalente, considérer la variété homogeéne
G/ P. Dans le cas ol on a noirci une seule case, cette variété est I'unique orbite fermée
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Par exemple, les quatre variétés de Severi correspondent aux diagrammes
vo(P?) P? x P? G(2,6) Ee

&0 o008 & 00020 o—o—Ifo—o

Si P C Py, P, sont des groupes paraboliques, alors on a deux projections naturelles
pi + G/P — G/P;. Tits [Tit 95] a alors introduit la correspondance suivante : si z €
G/ Py, considérons la variété p[p, ' ()]. Quand z varie dans G/ P, on obtient ainsi une
famille de variétés homogénes sous le sous-groupe P, de G stabilisateur de = dans G/ P,
et qui recouvre G/P;.

En termes de diagrammes de Dynkin, cette correspondance se traduit comme suit :
a chaque fois que I'on efface une case du diagramme de Dynkin correspondant a une
variété, on sépare ce diagramme en plusieurs parties; ces parties décrivent des variétés
homogénes qui sont contenues dans X. On a plus précisément une famille de telles sous-
variétés, paramétrée par la variété qui correspond a la case effacée dans le diagramme
initial. Par exemple, le diagramme qui suit exprime que dans C°, & chaque fois qu’on
fixe un 7-plan, on peut considérer la grassmannienne G(3,7) des 3-plans de ce 7-plan.
Ainsi, G(3,9) contient une famille de G(3,7) paramétrée par G(7,9) :

0—0—8—0—0—0—8—0 contient une famille de

0—0—e—0—0—0 o paramétrée par o—o—o0—0—0—0—e—0 .

Cette méthode permet de voir que chaque exemple X de variété de Severi contient
une famille de quadriques paramétrée par une variété isomorphe a X (on pourrait de
méme exhiber une famille de quadriques sur les variétés de Scorza) :

Variétés —=5 N Y S oO—e—0—8—0 o—o—i—o—$

Quadriques o ~ 15(P') ee =P' X P! o—e—o0 = (G(2,4) o—o—Ifo =

Paramétres o—e Oo—ee—O o0—0—0C—e—=oO O—O—E—O—.

Je vais maintenant, en suivant les idées de |[Zak 93|, donner une description géomé-
trique de ces quadriques. Soit d’abord X une variété quelconque. Posons, pour P €
Sec(X) = X, Qp = {z € X : (vP) sécante ou tangente a X} et Xp :=J, g, (7P), la
réunion des tangentes et des sécantes passant par P. C’est aussi le cone de sommet, P
et de base (Qp. La variété (Qp est souvent appelée “lieu d’entrée de P”. Les variétés de
Scorza étant celles qui ont de “grands” défauts, ce sont aussi celles qui de “grands” lieux
d’entrée.

Etudions donc ces lieux pour les variétés de Scorza. Pour cela commencons par
X =G(2,V). Si P=uv; Avg+ v3 A vy est un point générique de Sec(X), alors 'espace
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vectoriel m engendré par les v; est de dimension 4. Remarquons que 7 est déterminé
par P, puisque m = {v € V : P A v est indécomposable. }. On en déduit donc que si
wy, we, w3, Wy sont tels que P = wy A wy + w3 A wy, alors Vi, w; € w. Par conséquent,
Qp C G(2,7) C PA? 71 > P. Mais comme G(2,7) est une quadrique dans P A? 7, il est
clair que Qp = G(2,7), et on en déduit que Xp = P A? 7.

Par ailleurs, il est clair que si X sont des variétés avec X C Y, et si P € Sec(X)—-Y,
alors le lieu d’entrée de P pour X est inclus dans celui pour Y. En utilisant les injections
naturelles de PV x PV dans G(2,V & V) et de vp(PV) dans PV x PV, on en déduit
que pour X =PV X PV, et P =121 ® y1 + 22 ® y9, Qp est la quadrique de dimension 2
Plor ) X Plyy oy €6 Xp = P[(21,22) @ (y1,2)] € P(V @ V). De méme, pour X = 1,(PV)
et P =u(v) +w(y), Qp = n(P,,)) et Tp = PS*(z,y) C PS?V.

Affirmation 4.1.2 Soit X la variété des éléments de rang un dans une algébre de
Jordan simple de rang au moins trois, et 0 son premier défaut. Pour tout P € Sec(X) —
X, Xp est un (0 + 1)-plan et Qp une quadrique lisse de Xp.

Démonstration : Si I'algébre de Jordan est classique, ceci découle de 1’étude précé-
dente. Dans le cas exceptionnel, si 'on admet que Sec(X ) — X est homogeéne (ce fait est

démontré dans le paragraphe 4.3 : corollaire 4.19), alors on peut montrer I'affirmation
100

en faisant un calcul explicite pour P= | 0 1 0 | en utilisant le corollaire 3.12.
000 *

Considérons maintenant X = P? x P?; nous avons vu que la forme bilinéaire sy-
métrique canonique (A, B) — (A, B) = tr(A'B) identifie G(A) a A~'. Si F désigne la
polarisation du déterminant, on a donc que F(A, A,.) s’identifie 4 la comatrice de A.

Comme la comatrice d’'une matrice de déterminant nul est de rang 1, on en déduit
que (Sec(X))*, la variété duale de I'hypersurface Sec(X) donnée par le déterminant,
s’identifie & I'ensemble de toutes (par un argument d’homogénéité) les matrices de rang
1, donc a X.

: I : ( Id 0
Ceci donne une autre définition de X p. En effet, si P =

0 0

Com(P) = < 8 (1) ) et Com™! (( 8 (1) )) = {( E; 8 )} = Y p. Par homogénéité,

pour tout P € Sec(X) — X, ¥p est donc I'adhérence du lieu de tangence de I'hyperplan
TpSec(X) a Sec(X). Notons, pour h € Sec(X)*, ¥j, 'adhérence du lieu de tangence de
h et @, la quadrique X, N X. On comprend alors la famille de quadriques révélée par
les diagrammes de Dynkin : & un point A de Sec(X)* ~ X correspond la quadrique @},
de ¥3;,. Cette construction est identique pour les autres variétés.

) est de rang 2, alors
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4.2 Etude des variétés de Scorza en général

4.2.1 Quadriques et degré de la variété sécante pour une variété
de Severi

Soit X une variété de Severi quelconque, on définit QQp et X p comme précédemment.
Le but de ce paragraphe est de retrouver, au moins pour P générique, les propriétés de
ces variétés constatées sur les exemples.

Si P ¢ Sec(X), mp : X — P™ ! est un isomorphisme et le théoréme 4.1 montre que
mp(Sec(X)) =P !, de sorte que Sec(X) est une hypersurface.
On commence par montrer un résultat trés général valable pour toute variété sauf les
hypersurfaces :

Lemme 4.2.1 Une sécante générale de X n’est pas une trisécante.

Démonstration : Le cas des courbes, [Mum 95, pages 134 et suivantes| est classique
et on s’y raméne : comme il existe un plan P de codimension n — 1 tel que P N X soit
une courbe et ne soit pas inclus dans un 2-plan, il existe une sécante de X qui ne soit
pas une trisécante. o

Pour étudier Qp et Xp, F.L. Zak rappelle les constructions standard suivantes : soit
X léclatement de X x X selon la diagonale ; en d’autres termes, X est 'adhérence des
(z,y,d) € X x X x G(2,m) tels que x # y et d = (zy). Soit aussi
Sx ={(z,y,d,2): (z,y,d) € X et z €d}

Il définit alors les projections :

Ds Sx — Sec(X)
(x,y,d,2) +— z

P11 SX — X
(x,y,d,2) — x

Ainsi, la projection Sy — X est un fibré localement trivial de fibre type P'. Cela
permet de voir que Sy est lisse de dimension dim X + 1 = 2n + 1. En outre, p; permet
de calculer la dimension de Qp = pi[p, ' (P)] pour P générique. En effet, dim Sec(X) =

%n + 1 et donc dim[p, ' (P)] = 5 pour P générique; pour P quelconque cette dimension

est éventuellement supérieure. Soit par ailleurs P € Sec(X)— X quelconque. p;‘;;l(P)(y)
est finie car sinon (yP)N X serait infini et donc P € X. On a donc dim p; [p; ' (P)] = 2
pour P générique, soit
dim@Qp = 2 pour P générique. A P fixé, en étudiant de méme Sx(U) := Sx Np; ' (U)
ou U est un ouvert de Zariski de X contenant z € Q)p, on voit que )p est de dimension
pure § pour P générique.

Notons H = TpSec(X) et Lp = {P' : TpSec(X) = H}. Nous avons vu (corollaire
4.3) que Lp est linéaire. On démontre maintenant les propriétés géométriques de Qp et
Y.p pour P général :

Proposition 4.4 Pour P général dans Sec(X) — X, Qp = Xp N X est une quadrique
lisse de dimension 5 et ¥p = Lp un espace linéaire de dimension 3 + 1.
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Démonstration : Soit R € Lp; soit a,b € X tels que R € (ab), alors par le lemme de
Terracini |Zak 93, prop 1.10, p.40| T,X C Het T, X C H;notant Zg = {zx € X : T, X C
H} on aainsi Qg C Zy.Or soit ¢ ¢ HU Sec(X) et m une projection de centre ¢. Comme
7 est un isomorphisme sur X, dim7(X) = n. Par ailleurs, dim7(H) = 2n. Soit aussi
Z'y ={y € m(X) : Tyn(X) C w(H)}. Par le théoréme des tangences, dim Z'y < 3.

Mais 7 est un isomorphisme de Zy sur 7'y, donc dim Zy < 5. Comme toutes les
n

composantes de Qg sont de dimension au moins 3, Qg est donc de dimension pure 3
et (Qr est une réunion de certaines des composantes de Zp. Comme ’ensemble des R
tels que Qi contienne une composante de Zy fixée est fermé (z € Qr < (zR) € S, si
S C G(2,m) désigne 'ensemble des droites sécantes ou tangentes a X ), il existe @) fixé
tel que pour R générique de Lp, Qr = Q. Par ailleurs, pour un tel R, R € Sec(Qr) =
Sec(Q). Ainsi Sec(Q) = Lp. Pour voir qu'aussi Xp = Lp, il suffit de constater que

dim Lp = dim @ + 1. Cela découle du fait que pour R générique de Sec(Q)) donc de Lp,
Qr=Q.

On finit maintenant de démontrer la proposition. Si (Jp n’était pas une quadrique
de ¥p, pour P général, alors pour z et y généraux de X et P général sur (zy), Qp serait
de degré au moins trois et donc (zy) serait une trisécante, contredisant le lemme 4.2.1.

Il ne reste plus qu’a montrer que pour P générique la quadrique Q)p est lisse. Tout
d’abord, p; est injective et de différentielle injective en restriction a p,'(P) : en effet
si (z,y,d, P) et (x,y',d, P) sont des éléments de Sy avec y # y' alors x,y,y’ sont des
éléements de la quadrique Qp donc d C Qp, contredisant P ¢ X. Comme p, ' (P) est
lisse, @p = pi[p; ' (P)] est donc lisse également. o

Corollaire 4.5 Pour P générique de Sec(X) — X, XpNX = Qp.

On va maintenant montrer en plusieurs étapes que Sec(X) est une cubique. Cela va
découler d'une étude de son groupe de monodromie.

* La premiére étape est la
Proposition 4.6 Pour P et R généraux de Sec(X) — X, Qp N Qg est un singleton.

Démonstration : On commence par établir les outils pour démontrer cette proposition.
Si Vi C V4 sont des variétés, on note T'(Vi, V,) adhérence de la réunion des T, V3, pour
v les points de V7 ou V5 est lisse.

Lemme 4.2.2 Soit P un point lisse de Sec(X). Alors Sec(X) = S(Qp, X) et

Démonstration : Par le théoréme de Fulton et Hansen [Ful 81|, on sait qu’on a I’al-
ternative suivante : soit S(Qp, X) et T(Qp, X) ont les dimensions attendues 3n + 1 et
%n, soit S(Qp, X) = T(Qp, X). Comme dim Sec(X) = %n + 1, il suffit donc d’exhiber
r € X —T(Qp,X). 1l suffit pour cela de choisir un élément en dehors de I'hyperplan

TpSec(X) car le lemme de Terracini montre que T(Qp, X) C TpSec(X). o

Corollaire 4.7 Soit P générique de Sec(X) — X fizé. Pour P' € Sec(X) — X, on a
QrNQp #0.
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Lemme 4.2.3 Soit P un point lisse de Sec(X) fizé. Soit M un (5 4+ 2)-plan contenant
Yp et non inclus dans TpSec(X). Alors il existe r > 0, (x1,---,2,) € (X — Xp)" tels
que

(i) MNX =QpU{zy, -, 2.}

(i1)) M N Sec(X) =XpJC(z;,Qp)
Démonstration : D’aprés le lemme 4.2.2, Sec(X)NM = S(M N X,Qp). Reste donc a
montrer que M N X — @p est de dimension 0. Mais Sec(X) N M est une sous-variété de
M de dimension § + 1. Soit C(Sec(X) N M) I'ensemble des composantes irréductibles
de Sec(X) N M, on a une application :

6 - (M—Lp)NX — C(S*'XNM)
x = S(maQP)

Rappelons que S(x, B) est le cone de sommet = et de base B. Cette application est
injective car z est le lieu singulier de S(z, Qp), ce qui montre que M N X — Qp est fini.
On ne peut avoir r = 0 car sinon Sec(X) serait de degré 1. o

On peut maintenant montrer la proposition 4.6 : il suffit de démontrer que pour P
général fixé et M fixé, alors Qp N Qr est un singleton pour R sur un et un seul des
cones du lemme précédent. Mais en effet si R € C(z;,Qp), soit a € Qp N Qgr; on a
(aR) C Sec(X), donc (aR) = (az;), et donc a appartient au singleton (z;R) N Xp. ®

* La deuxiéme étape concerne le groupe de monodromie de Sec(X).
Je rappelle ici le résultat standart affirmant que le groupe de monodromie d'une hyper-
surface irréductible est tout le groupe des permutations.

Affirmation 4.2.4 Soit Y C C™ une variété affine et y € Y un point lisse. Soit aussi
N un supplémentaire de T,)Y dans C™ et P = N & T un espace linéaire contenant N,
avec T' C T,)Y . Alors il existe un voisinage U de y dans C™ et une fonction holomorphe

f deTNU dans N tels que (t,n) € PNY NU <= n = f(t).

En particulier,

Affirmation 4.2.5 Avec les notations précédentes, Y N P est lisse en tout point de
UNPNY et si(ty, f(tg)) e UNPNY, alors
T(tn,f(to))(y N P) = P N T(tg,f(tg))Y = {(t, TL) 't e T et n = f(to) + dfto (t — to)}.

Bien que cela ne sera pas utile immédiatement, on en déduit dés a présent le

Corollaire 4.8 S Y C P™ est une variété et yo € Y est tel que pour tout y € Y,
yo € T,)Y, alors Y est un cone de sommet 1.

Démonstration : On peut proposer deux preuves. Pour la premiére, on se raméne au
cas affine et on fait un calcul local : supposons Y C C™. Soit alors y € Y un point
lisse. Soit u € C™ — T,Y. Alors par affirmation 4.2.4, Y N (yyou) a pour équation
locale en y : t = f(x). Supposons que yo = (0,0) et y = (1,0). Comme par 4.2.5,
Yo € Ty 5y (Y N (ccou)), o f'(x) = f(x). Ainsi f(z) = Az; A =0cary = (1,0) € Y. La
droite (yyo) est donc localement incluse dans Y.
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On peut aussi proposer une démonstration dans le cadre de la géométrie algébrique
projective : en général, si une variété est incluse dans un hyperplan h, alors sa variété
duale est un cone sur h. Mais I’hypothése implique que Y* est incluse dans I’hyperplan
des formes linéaires passant par 1. On a donc que Y** est un cone sur yg. Le corollaire
découle alors du théoréme 4.4, puisque Y = Y**. °

Soit Y C C™ une hypersurface affine d’équation F' = 0, de degré d avec d > 3 et A
une droite paramétrée par t — A(t) et yo = A(0) € ANY. Jappelle degré de tangence
de A aY en y, l'ordre de la fonction ¢ — P[A(t)] en 0. Ainsi le degré d’une sécante est
supérieur ou égal a 1, d’une tangente a 2, etc. Nous allons montrer le

Lemme 4.2.6 Il existe une droite A rencontrant Y en exactement d — 1 points.

Démonstration : Tout d’abord,

Affirmation 4.2.7 Il existe des tangentes de degré exactement 2 en un point.

Démonstration : Soit A une tangente en x,. Dans un plan contenant A, Y s’écrit
y = f(x). Si f est d’ordre plus que 2 il suffit de choisir la tangente en un point x proche
de x;. d
Soit donc A une tangente de degré 2 en 1. Soit ()<< tels que
YNA={z;:1<i<I1}.Sil=d-1, A convient; sinon il existe i tel que A soit
tangente en x;. Dans chacun des deux cas suivants, on exhibe une droite ayant un point
de tangence de degré 2 et au moins [ + 1 points d’intersection avec Y :
- T,Y =T,Y. Soit alors u € C" — T, Y. Par I'affirmation 4.2.4, si P est engendré
par A et u, alors PNY est localement en x; et en x; un graphe. Il suffit alors de

considérer une tangente en un point proche de x.
T,.Y ¢ T, Y. Soit alors u € T,.Y — T,,Y. On considére la droite (x;z}) avec z/
proche de z; et dans le plan engendré par A et u. .

On peut donc maintenant montrer la

Proposition 4.9 Le groupe de monodromie d’une hypersurface Y C P™ irréductible de
degré d (d > 2) égale le groupe des permutations de d éléments.

Démonstration : Soit dy une sécante transverse. Soit x1,---, x4 € dgNY . On veut voir
que la monodromie peut échanger x; et x5 en préservant les autres points. Soit donc une
droite d tangente en y et transverse en y; (1 < i < d — 2). Dans un voisinage affine de
y, et dans un plan convenable, Y a pour équation z = 22 + o(2?). Par souci de clarté,
je ne tiendrai pas compte du terme négligeable. L'intersection de Y avec la droite dy
d’équation z = p%e?? est donc 'ensemble

[(pel®, p2e20) 1= M*(0), (peiP+), g2e20) . M (9), T3(0)},

ou T;(0) (1 <i < d—2) désigne I'intersection d’un voisinage dans Y de y; avec dy. En
particulier, T;(0 + 7) = T;(0).

Soit maintenant, comme Y est irréductible, un chemin dans Y x Y de (z,z3) a
(M*(0), M—(0)), tel que les droites (zq(t)x2(t)) évitent les tangentes. Soit ensuite le
chemin (M*(6), M—(0)), 6 € [0,7] qui inverse M*(0) et M~ (0) et préserve les autres
points. Soit enfin le premier chemin parcouru en sens inverse : on voit que le chemin
total a inversé x; et x5 en préservant les autres points. o
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* La derniére étape est enfin la démonstration de la
Proposition 4.10 Sec(X) est une hypersurface cubique.
Démonstration : Soient P et R des points généraux de Sec(X) — X tels que de plus

P ¢ TipSec(X) et R ¢ TpSec(X). On va voir qu'ils définissent canoniquement un
troisiéme point A(P, R) sur (PR), contredisant la transitivité de la monodromie si le
degré de Sec(X) est strictement supérieur a 3 (figure 4.1).

Fi1G. 4.1 Description géométrique de A(P,R)

Soit z = z(P,R) = Qp N Qg (proposition 4.6). On va voir que ni (zP) ni (xR) ne
sont tangentes a X en z. Si elles I'étaient toutes les deux, on aurait (zPR) C T, X C
Sec(X) et par conséquent P € TrSec(X) et R € TpSec(X). Si, par exemple, (zR) est
une tangente mais pas (xP), alors (xR) C T,X. Le lemme de Terracini montre que
TpSec(X) D T,X > R.

Soit donc y € (xP)N X et z € (zR) N X des éléments distincts de z. Pour P
générique, (Jp est une quadrique donc le point y est unique et de méme pour z. Il suffit
de poser A(P,Q) = (PR) N (yz). °

En particulier dans le lemme 4.2.3 on doit avoir r = 1 car Sec(X) N M est au plus
de degré trois dans M. On a donc :

Lemme 4.2.8 Soit P un point lisse de Sec(X) fizé. Soit M un (5 4 2)-plan contenant
Yp et non inclus dans TpSec(X). Alors il existe v € X — Xp tels que

- (i) MNX =QpU{x}

~ (i) M N Sec(X) =XpUC(z,Qp)
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4.2.2 Homogénéité des variétés de Scorza

Dans ce paragraphe, j'introduis une construction qui sera essentielle pour le reste de
I’étude des variétés de Scorza. Si X C PV est une variété de Scorza, nous allons voir
que I’'on peut munir naturellement V' d’une structure d’algébre de Jordan; je donne ici
une construction géométrique de la représentation quadratique de cette future algébre
de Jordan et montre qu’elle fabrique des automorphismes de X. Cette construction
implique facilement I’homogénéité des variétés de Scorza.

Pour décrire ces automorphismes, j'ai besoin de I’analogue des propositions précé-
dentes pour des variétés de Scorza, que j’introduis maintenant.

Posons § = §;(X). Pour P € S'X — S""'X | notons Lp I'adhérence de I'ensemble des
points @ de S'X tels que TS'X = TpS'X. La premicére étape de la démonstration du
théoréme de classification est le fait qu'une k-variété de Scorza se dévisse en (kK — 1)-
variétés de Scorza :

Théoréme 4.5 (Zak) Soit X" C PV une k-variété de Scorza. Soit aussi | un entier

entre 1 et k et P un point générique de S'X. Alors Lp est linéaire et Lp N X est une
l-variété de Scorza dans Lp. Enfin, dim Lp = (1 + @)

Ce théoréme a un sens et est valable pour [ =1 si on se souvient de la convention 4.4.
Pour k = 2, on retrouve une partie de la proposition 4.4.

Remarque : Nous allons expliquer pourquoi les variétés de Scorza vivent dans une
algébre de Jordan. Dans ces algébres, les nombres k et § s’interprétent facilement, ainsi
que le théoréme précédent. En effet, PV est le projectivisé de I’algébre des matrices
(k+1) % (k+1) hermitiennes a coefficients dans une algébre de composition. La dimension
de cette algébre de composition est § (donc ¢ égale 1,2.4 ou 8). Si P est la matrice usuelle
Id 0
0 0
avec un bloc quelconque de taille (I+1) x (I +1), et Qp 'ensemble des matrices de rang
1 dans Lp. On constate donc que Lp N X est bien une [-variété de Scorza.

de rang [ +1 (P = )), Lp est Uensemble des matrices de la forme ( :; 0 >’

Enfin, par la suite, j'aurai besoin des 2 lemmes suivants valables pour des k-variétés
de Scorza :

Lemme 4.2.9 ([Zak 93],p.127) S* !X n’est pas un cone.
Lemme 4.2.10 ([Zak 93],p.136) S* 'X est une hypersurface de degré k + 1.

Soit donc F une équation de S*¥ 71X et fixons I tel que F(I) = 1. Dans le cas ot X
est la variété des éléments de rang un dans une algébre de Jordan, on sait que F' est le
déterminant. Rappelons qu’en introduisant le théoréme 3.1, j’avais défini

mwo Voo v
B — (Cw~ D%logF(B,C))

et la fonction “inverse” V — V, A s G(A) = 7, /(Dalog F).

Théoréme 4.6 Si 7 sont définis comme précédemment, alors pour A & S¥='X, 74 est
un isomorphisme linéaire entre PV et PV* qui envoie X surY := (S¥71X)*.
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Rappelons que je note, pour M C PV une variété projective, M* C PV * sa variété duale
introduite au paragraphe 4.1.4.
Remarque : Une conséquence de ce théoréme est que Y ~ X est une k-variété de Scorza
dans PV*. On peut d’ores et déja constater que X et Y ont méme dimension : en effet,
I'adhérence de la préimage de TpS¥~' X, pour P générique de S*~' X, par 'application
Q — ToS* ' X est Lp, de dimension (k—1)(1+ %) par le théoréme 4.5. On a donc que
I'image de cette application, Y, est de dimension k(1 + ‘s(’;—ﬂ)) —1-(k-1)(1+%) =
ko =n.
Démonstration : Cette démonstration n’est qu’une généralisation de la preuve que j’ai
donnée dans [Cha 02| dans le cas des variétés de Severi. La démonstration est en trois
étapes : d’abord je donne une description géométrique de 74(B) pour B € X, ensuite
je démontre ce théoréme pour certains A; enfin, je prouve que X et Y sont homogeénes,
ce qui implique que le théoréme est vrai pour tout A. Pour la deuxiéme étape, jutilise
la classification des (k — 1)-variétés de Scorza. Cette classification se démontre donc par
récurrence, le cas k = 1 étant déja traité par notre convention que les 1-variétés de
Scorza sont les quadriques lisses. R

S&ieit tout d’abord £ éléments A, ..., A, de X. Alors A; +---+ Ay est un élément
de S¥='X| donc F(A; + ---+ Ax) = 0. En développant ce polynome, on en déduit
que F(Ay, Ay, Ay, As, ..., Ag) = 0 (cf lemme 4.2.10). Mais cette formule est linéaire en
A,, ..., Ay et elle reste donc valable si les A;,7 > 2 sont des éléments quelconques de V'
puisque X est non-dégénérée. Cette remarque va nous permettre de donner une inter-
prétation géométrique de 74(x), pour z € X et A ¢ S¥1X tels que F(x, A, ..., A) #0.
Ona F(A+Ax) = (k+1).\F(x, A,..., A)+ F(A). Ainsi la droite (zA) recoupe S*1X
en exactement un point ' = A — Mﬁ
SE=1X est donc :

x. L’équation du plan tangent en x' &

kF(A)
(k+ 1)F(x,4,...,A)

F(A,... A x)— F(z,A,...,A %) =0

soit 74(z) & une constante prés (figure 4.2).

On a donc montré que 74(X) C Y. Rappelons que par définition 74 est linéaire;
puisque Y est non-dégénérée (sinon S¥71X serait un cone (corollaire 4.8), contredisant
le lemme 4.2.9), 74 sera un isomorphisme si 74(X) = Y. Mais ces deux variétés X et
Y ont méme dimension ; comme de plus Y est irréductible, pour voir que 74 : X —-» YV
est dominante, il suffit donc de constater qu’elle est génériquement finie sur son image.
Supposons provisoirement que A est sur une droite (zP) avec x € X et P € S¥1X tel
que Lp soit linéaire de dimension (k — 1)(1+ %) et Lp N X soit une (k — 1)-variété de
Scorza dans Lp (il suffit pour cela que P soit générique par le théoréme 4.5). Alors par
le lemme suivant, la fibre de 74y en 74(x) est finie :

Lemme 4.2.11 Soit A € V et P comme précédemment. Alors X N (Lp + A) — Lp est

Démonstration : Elle est similaire & celle du lemme 4.2.3. Soit M = Lp+ A et Qp =

LpnX. Désignant par B = S*~2Qp I'hypersurface de Lp égale a S*2X N Lp (théoréme
4.5) et par C(S¥"1X N M) I'ensemble des composantes irréductibles de S* "X N M, on
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SX

H(x)

F1G. 4.2 — Description géométrique de 74(x) (noté H(z))

a une application :

¢ : (M—Lp)nX — C(S* XN M)
x > S(z, B)

Rappelons que S(z, B) est le cone de sommet = et de base B. Par hypothése de récur-
rence, () p s’identifie alors a la variété des matrices de rang 1 et B a celle des matrices de
rang au plus & — 1. Notons alors Sing’B I'ensemble des matrices de rang au plus k& —1—i,
de sorte que le lieu singulier de Sing’B est Sing'™'B et que Sing’B = B. L’applica-
tion ¢ est injective car le lieu singulier de S(x, B) est S(z,Sing'B), de sorte que si
S(x, B) = S(z', B), alors S(z, Sing'B) = S(2', Sing'B) pour tout i; pour i = k — 1 on
obtient x = z'. °

Le théoréeme est donc démontrée pour de tels A.

Proposition 4.11 X est homogeéne.

—
Démonstration : Soient A, B € V — S¥~1X vérifiant les conditions qui assurent que le
théoréme est vrai. Puisque 74 et 75 sont des isomorphismes entre X et Y, 7';1 oTpg est un
automorphisme de X. Il suffit donc de constater que si x; et x5 sont des éléments de X,

alors il existe de tels A, B € V— 51X avec Ta(x1) = T(x9). Or d’aprés l'interprétation
géométrique précédente, si P est générique et tel que zy et x5 n’appartiennent pas a
TpS*'X, A€ (Lp+ax)— Lp—S¥'X et Be (Lp +13) — Lp — S¥'X conviennent
(on ne peut pas avoir Lp + 2, C S¥ 1X car sinon x; € TpS¥1X). ]

On démontre maintenant le théoréme pour tout A ¢ S¥~1X. Soit Aut(X) C SL(V)
le sous-groupe qui préserve X et g € Z??‘(X) Alors ¢ induit g € SL(V*). Par ailleurs,
puisque g est linéaire et préserve X, il préserve Sf:lX et donc g préserve Y. Ainsi
tg € Aut(Y). Mais X et Y sont isomorphes, donc Aut(X) et Aut(Y) aussi; comme la
transposition est un isomorphisme de SL(V') dans SL(V*), on a ’E??‘(X) = %(Y)
Mais puisque Y est une variété de Scorza, ce groupe agit transitivement sur Y et on a
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donc que pour tout P point lisse de S¥'X, X N Lp est une (k — 1)-variété de Scorza
dans Lp. Si A ¢ S¥ 71X est quelconque, alors F(A, ..., A,.) # 0 donc il existe z € X :
F(A,...,A x) # 0. Ainsi la droite (zA) recoupe S¥"'X en un point lisse de S¥1X,
car sinon elle serait incluse dans S¥~'X par le lemme 4.2.10. On en déduit alors comme
précédemment que 74 est un isomorphisme. °

4.2.3 Classification des variétés de Scorza par leurs groupes
d’automorphismes

Une fois 'homogénéité des variétés de Scorza établie, il est relativement aisé de les
classifier. Je vais donner au moins trois preuves de cette classification. Dans ce para-
graphe, je les classifie en étudiant leurs groupes d’automorphismes.

Le groupe Zl\th(X) agit sur X. Son radical unipotent admet un point fixe dans X par
le théoréme du point fixe de Borel. Mais comme ce radical est distingué dans ;1;1/7‘(X)
qui agit transitivement sur X, tout point de X est fixé par ce radical. Comme X est
non-dégénérée, ce radical est trivial et donc Aut(X) est semi-simple.

Les variétés de Scorza sont donc I'orbite fermée dans une représentation irréductible
d’un groupe semi-simple. J'appelle “variété homogéne plongée de facon équivariante”
une telle variété.

Sachant cela, le théoréeme de classification des variétés de Scorza 4.3 est facile. En
effet, on peut méme aisément classifier les variétés homogénes plongées de facon équi-
variante dont la variété sécante n’est pas de dimension maximale :

Définition 4.5 Une variété X est défective si 6(X) :=2dim X + 1 — dim Sec(X) > 0.

Rappelons que 'on appelle défaut de X Uentier §(X) et que pour p € Sec(X), le lieu
d’entrée de p est I'adhérence des points de X tels que la droite (zp) recoupe X en un
autre point que x. Le défaut de X est la dimension du lieu d’entrée d’un point générique
de Sec(X). H. Kaji a décrit toutes les variétés homogénes plongées de fagon équivariante
défectives [Kaj 99| ; je donne ici une preuve similaire, quoiqu’a mon avis plus simple, de
ce résultat :

Proposition 4.12 Les variétés qui suivent sont toutes les variétés homogénes plongées
de facon équivariante défectives :
Les variétés “adjointes”, c¢’est-a-dire les orbites fermées des actions adjointes des
groupes simples sur le projectivisé de leurs algébre de Lie. Elles sont de défaut 1.
- X =1n(P"),s(X) = 1.
- X = Gg(2,n),n > 5,0(X) =1 : la grassmannienne des 2-plans isotropes pour
une forme quadratique Q.
X =P" xP" 6(X) =2, oum et n sont des entiers positifs quelconques.
Gu(2,2n),n > 2,§(X) = 3 : la grassmannienne des 2-plans isotropes pour une
forme symplectique non-dégénérée w.
- X =G(2,n),n>4,6(X) =4 :la grassmannienne des 2-plans dans C".
— L’orbite fermée de l’action de Fy et Eg dans leurs représentations minimales. Ces
variétés sont de défaut respectivement 7 et 8.
X=Q CP"' n>14§X)=n :une quadrique.
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- X =P"§(X)=n+1.

Démonstration : Montrons d’abord que les défauts sont ceux indiqués. Le cas des
variétés adjointes sera traité au cours de la preuve. Les cas vy (P™), P" x P" et G(2,n)
ont été étudiés au chapitre 4.1. Le cas de P™ x P” est similaire. La grassmannienne
symplectique G, (2,4) est une quadrique de dimension 3, donc de défaut 3. Si X =
G (2,2n), n quelconque, soit a = vy A vy + v3 A vy un point générique de Sec(X). Alors
U1, Ug, U3, U4 définissent un espace vectoriel de dimension 4 et un point du lieu d’entrée
de p est un 2-plan inclus dans cet espace. Par ailleurs la restriction de w a cet espace est
non-dégénérée, de sorte que le lieu d’entrée de p est comme précédemment une quadrique
de dimension 3; §(X) = 3.

Pour X = G¢(2,n), l1,ls € X,p € (l1ly) génériques, on a l; N1y = {0}. Ainsi, si L
désigne l'espace vectoriel de dimension 4 engendré par [; et [y, par la proposition 2.1,
[y et Iy appartiennent & une méme composante de Gg(2, L), et donc ils sont sur une
conique dans un P? qui contient p (proposition 2.6). Le lieu d’entrée de p est donc cette
conique et §(X) = 1. Le cas de la représentaion minimale de Fg a déja été traité, on
sait que le défaut de l'orbite fermée est 8. Comme la représentation minimale de F); est
une section hyperplane générique de celle de Fg, le défaut de son orbite fermée est 7. Le
cas des quadriques et des espaces projectifs est facile.

Soit G — GL(V') une représentation irréductible et X C PV son orbite fermée. Si
G n’est pas simple, alors il existe G; — SL(V}), Go — SL(V3) des représentations non
triviales de deux groupes telles que G = G; X Gy et V =V, ® V5. Si X et X, sont les
orbites fermées de G; et G, alors X = X; x Xy, C P(V; ® V3). Le lemme qui suit traite
ce cas (il a aussi été considéré par F.L. Zak |Zak 93, th.1.6,p.54|).

Lemme 4.2.12 Soit X C PV et Y C PW deux variétés non dégénérées. Alors X XY C
P(V @ W) est défective si et seulement si X =PV et Y = PW.

Démonstration : Dans X = PV x PW, nous avons vu (p. 99 que le lieu d’entrée du
point v; ® wy 4+ v9 @ wy est 'ensemble des points v @ w avec v et w des éléments des
plans vectoriels Vy := (v1,v2) et Wy 1= (wiws).

Réciproquement, supposons dans un premier temps que dimV = dim W = 2. Alors,
si X = Uje/P(z; @W), alors, dans la quadrique PV X PIW, X est la réunion de |I| espaces
linéaires inclus dans cette quadrique. Si |I] > 1, deux de ces espaces sont supplémentaires
dans P(V @ W) donc Sec(X) =P(V @ W) et 6(X) = 0.

Retournant au cas général, si X CPV et Y C PW et si X # PV et Y # W, alors on
peut trouver deux droites PV, et PW, de PV et PW rencontrant X et Y en un nombre
de points fini plus grand que 1. Si zy, 25 € XNV et y1, yo € YNW,, alors le lieu d’entrée
de 1 ®y; +x2®y, pour X XY est bien str inclus dans celui de PV x PW, soit PV, x PW,.
Par ailleurs il est dans X x Y'; donc il est fini. De méme si Y = PW et X # PV, on se
raméne a l'étude précédente de U;e/P(z; ® W) et on voit que 0(X x Y) = 0. o

Dans le cas G simple on prouve cette proposition en étudiant une propriété du plus
haut poids de sa représentation.

Soit B C G un sous-groupe de Borel et 7 C B un tore maximal ; soit g ’algébre de
Lie de G et b sous-algébre de Cartan associée a 7. Soit alors A le systéme de racines,
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AT Iensemble des racines positives, qui par définition correspondent a B. Soit A le plus
haut poids de V, u = wp(A) le plus bas poids, [, et [, les droites de vecteurs propres
associées. Soient ey € I, et e, € [, différents de 0 et s = ey +¢,.

Lemme 4.2.13 Sec(X) a un nombre fini de G-orbites, et s est dans l'orbite ouverte.

Démonstration : Par le théoréme de décomposition de Bruhat, X C P™ a un nombre
fini de B-orbites et donc X x X a un nombre fini de G-orbites, Sec(X) aussi. Soit
By = B et B, les stabilisateurs de I, et [,. Pour toute racine «, soit g, C g l'espace
propre associé. Soit n™ =3 L goetn =3 g 4 onsait queg=hHdn" Sn”
et que les algebres de Lie associées a By et B, sont h @n™ et h @ n~, de sorte que B,5)
est dense dans G. Ainsi B,.ly = B,B,.l) contient un ouvert dense U de X = G.[). Donc
la G-orbite de I, x [, dans X x X contient U x [, et donc G.(U x 1,,), qui est dense dans
X x X. i

Par le lemme de Terracini [Zak 93, prop.1.10,p.40], on montre donc que

T,Sec(X) = (T, X,T.,X).
Puisque X = G.1,, si I'on note V,, C V sous-espace propre associé au poids «,
Te, X = Ad(g)ly = 1 @ (Baca+ Ad(g-a)lr) C I ® (Baea+Va-a)

De méme,
T, X Cl,® (Baca+Vita)

Mais comme 6(X) > 0, il existe a, f € AT tels que A —a = p+ 3, soit A — wy(A) =
a—+ (. Remarquons que si A est la plus grande racine, cette équation n’a qu’'une solution :
a = Aet = —wy(A) = A. La variété est alors une variété adjointe et son défaut vaut
1. Pour A quelconque, Iexistence de deux racines positives de somme A — wg(A) est une
condition trés restrictive qui nous permet de démontrer la proposition.

Je donne deux exemples, un classique et ’autre exceptionnel, de résolution de I'équa-
tion A — wg(A\) = o+ S. J'utilise les notations et résultats de [Bou 68|.

— systéme de racines de type A,
Ici les racines sont dans C"*! et les racines positives sont €; — €,1 <i1<j7<n+l.
Les poids fondamentaux sont

. n—+1
(1) ——
w; = 61 e EZ. i 62.
' n+ 1=
et wo(q) = —€pi2 - Ainsi W; — wo(wi) =€ + -+ € — €nto—i — * — €pa1 si
1< ”T“ et wpi1; — wo(wpy1-i) = w; — wo(w;). Par ailleurs, si, a et § sont des

racines positives, et si a + 3 = > s;¢;, alors Y |s;| < 4. Puisque A est une somme
de poids fondamentaux, on peut en déduire que seulement quatre cas peuvent se

produire :
A=w;ou A =uw,. Alors X = P".
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— A= 2w, ou XA = 2w,. Alors X = P" Cc PS?C"*'.
~ A=wyou\=w, 1. Alors X = G(2,n + 1) C PA2C"*!.
— A = wy + w, : représentation adjointe.

— systéme de racines de type Ej
Dans ce cas, les racines vivent dans C® et dans la base canonique (¢;), les racines
positives sont £¢; +¢; (1 <i < j <5) et les 5(es — €7 — €6 + S (—1)%e€;) avec
S, v pair.
Considérons I'application qui envoie i sur la suite ()\7) telle que si (w;) sont les
poids fondamentaux, alors w; + wo(w;) = >_; Aj€;. Cette application est donnée

par :
1 ~ (0,0,0,0,1,-1,-1,1)
2 = (1,1,1,1,1,-1,-1,1)
3 = 1(-1,1,1,3,3, 3 -3,3)
4+ (0,0,2,2,2,-2,-2,2)
5 %(4,1,1,3,3,*3,*3,3)
6 — (0,0,0,0,1,-1,-1,1)

Etant donné la formule pour les racines positives, (a 4+ (3)s ne peut valoir que 0, 1
ou 1 et puisque Vi, (w; + wg(w;))s > 0, on en déduit que si A = Y \jw;, un seul \;
peut étre différent de 0 et vaut alors 1. On a donc la liste :

— A =w; ou A\ = wg : variété &.

— A = wy : variété adjointe. °

Il s’agit alors, pour démontrer le théoréeme de classification des variétés de Scorza,
de sélectionner celles-ci parmi les variétés de la proposition 4.12. Ceci est aisé dans
tous les cas, sauf pour les variétés adjointes. Concernant celles-ci, on peut remarquer
que, comme elles ont défaut 1, si elles étaient des variétés de Scorza, elles vérifieraient
8:(X) = k. Soit n la dimension de X ; comme Pg = S"X, on aurait dimg = ™ "+1 . On
a dimsl, =n? — 1 et dim SL? = 2n — 3 : ainsi SL2 n’est pas une variété de Scorza De
méme, dim so,, = @ et dimSO3¢,, = 2n — 7 (en effet, c’est la grassmannienne des
2-plans vectoriels isotropes). Ainsi, ce ne sont pas des variétés de Scorza. Il est clair que
Spid ~ o (P 1) ; c’est donc une variété de Scorza. Il ne reste donc plus qu’'a considérer
les algébres de Lie exceptionnelles. Seule Fg a comme dimension un nombre triangulaire :
78. Mais comme dim E¢¢ = 21, ce n’est pas une variété de Scorza.

4.2.4 Identification de 1’algébre de Jordan

On peut aussi apporter une autre preuve de la cla/ssﬁcation des variétés de Scorza
en utilisant les algébres de Jordan : soit A € V' — Sk~1X. Puisque 77 et 74 sont des
isomorphismes entre S¥"1X et S¥-1Y H, = 7, ' 074 est un automorphisme de S*~1X,
et on en déduit 'existence d’une fonction rationnelle h telle que F(H,B) = h(A)F(B).
On peut expliciter h : en effet, elle est définie en dehors de {F = 0}, et, quand elle
est définie, ne s’annule pas. En comptant les degrés et comme h(I) = 1, on en déduit
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que h(A) = F(A)"2 Le théoréme 3.1 implique que V peut étre munie d’une structure
d’algébre de Jordan simple ou [ est I'identité et F' le déterminant. On a donc redémontré
le théoréeme 4.3.

Je vais maintenant donner une construction géométrique du produit de Jordan ainsi
défini. Notons, pour A, B € X, f(A, B) lenombre [(k+1)*F(I,...,I,A)F(I,...,I,B)—
MF(I, ..., I, A, B)|. La proposition 4.6 permet aussi de donner une interprétation

2
géométrique du produit A x B de deux éléments de X :

Proposition 4.13 Soient A et B des éléments de X. Alors Ax B est le projeté ortho-
gonal de f(A, B)I sur TAX NTpX.

Remarque : Pour A et B génériques, et P générique de la droite (AB), on a, par le
lemme de Terracini, Ty X + T X = TpS' X, de sorte que l'espace vectoriel Ty X NTpX

est de dimension 4.

A*B X

FiG. 4.3 Description géométrique du produit A * B

Démonstration : Ce produit A x B est par définition proportionnel a la dérivée en [
dans la direction A de I'élément 7, ' o 74(B). Or lorsque A vaut I, cet élément est B,
et c’est de toute facon un élément de X, de sorte que A x B est dans I’espace tangent
TpX. Par symétrie, il appartient aussi a T4 X.

Pour U € T4 X NTgX, calculons le produit scalaire (U, A x B). Nous avons vu que
les éléments A de X vérifient F/(A, A,.,...,.) =0; comme U € TAX NTX, on a donc
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F(AU,....,)=F(B,U,.,...,)=0.
Ainsi, (A, U) = (k+ D)F(I,....[, AVF(,....1,U) et
(B,U)=(k+1)F(I,...,I,B)F(I,...,I,U). On en déduit que :

(U A«B) = (USNpr, . 1,4 B,)

12
+EF(I,..., I, A)B+F(I,....I,B)A] - MU p(1, ... |1, A, B)I)
— (k+1)2F(I,...,I,A)F(I,..., 1, B)F(I,...,I,U)
(U p(T, L 1A B

k(k
= (U, [(k+1)2F(I,..., I, A)F(I,....I,B) = "0 p(r . 1,4, B)|I)e
Proposition 4.14 Soient A € X, B € PV. Alors Ax B =0 si et seulement si B € ¥ 4.

ACX

F1G. 4.4  Description géométrique de ¥4 = {B: Ax B =0}

Démonstration : Par la proposition 4.6, pour A € X et B ¢ S*~'X, pour construire
7(A), il faut construire le point A” intersection de la droite (AB) avec S¥~'X | puis
dire que 75(A) est 'hyperplan T)»S* "' X. De méme, 7;(A) est 'hyperplan T S X |
ot A’ est le point d’intersection de la droite (AT) avec SF'X.

Ainsi, on aura 75(A) || A si et seulement si ces deux hyperplans sont les mémes, ce
qui revient a dire que ¥ 4» = X 4 ou encore que A” € ¥ 4/, ou donc que B € (X4, I). On
a donc établi

TB(A) || A<= B¢ <EAI,I>
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En prenant les espaces tangents de ces variétés en I, on en déduit que
AxB| A<= B e (Xa,1)

Supposons maintenant que (A, I) # 0. Alors on a (X4, 1) N A = ¥ 4. En effet,
ces deux ensembles sont des hyperplans de (X4, 1) et on a toujours ¥4 C AL, puisque
At =T, S*1X D ¥ 4. Par ailleurs, comme il est clair que si A * B = 0, alors
(A,B) = (A B,I) =0 (lemme 3.1.3), on a donc pour A générique que
{B:AxB =0} = X4. Pour A tel que (4,1) =0, {B: Ax B = 0} est encore un
hyperplan de {B: Ax B || A} = (X, I); par continuité, ¢’est donc encore ¥ 4. o

Les propositions 4.13 et 4.14 définissent ’algébre de Jordan, en vertu du lemme 1.1.1.

4.2.5 Identification de VV avec un espace préhomogéne symé-
trique

Dans les algebres de matrices que nous avons rencontrées dans la partie précédente,
I'ouvert des matrices inversibles est homogéne sous l'action du groupe préservant le
déterminant a une constante prés. Un tel espace vectoriel V' muni d’une action d’un
groupe G telle qu’il existe une orbite dense est dit préhomogéne. Si par ailleurs il existe
une involution sur G telle que le stabilisateur d’un point de I'orbite ouverte soit inclus
dans ’ensemble des points fixes de cette involution et contienne la composante connexe
de I'identité de cet ensemble, alors cet espace est dit symétrique.

Le but de ce paragraphe est de montrer que si X C PV est une k-variété de Scorza, alors
V' est un espace préhomogéne symétrique (sans utiliser le théoréme de classification), ce
qui par un résultat de W. Bertram sur les espaces préhomogénes symétriques permet
de donner une preuve alternative de la classification des variétés de Scorza. Enfin, en
ce qui concerne la quatriéme variété de Severi, qui correspond a l'algébre de Jordan
exceptionnelle H3(O ® C), on retrouve facilement que la variété quasi-projective des
matrices inversibles s’identifie & Fg/Fy, ou Fj est le sous-groupe du groupe adjoint Fy
préservant une forme quadratique non-dégénérée.

Soit donc X C PV une variété de Scorza, et comme dans le paragraphe précédent

F une équation de S¥1X, G défini par G(M) = % et I tel que F(I) = 1.

Identifions V' et V* par D;G; soit x défini par A« B = 2%A“[DAG(B)]. Soit enfin G
le groupe des éléments de GL(V') qui préservent SETX. Ce groupe est aussi celui qui

préserve )?, puisque (S¥7'X)* s’identifie par D;G a X.

Lemme 4.2.14 V — Sk-1X est homogéne sous 'action de G.

Démonstration : Pour démontrer ce résultat, on considére les éléments de G égaux

—
a 7']51 o 74. Ainsi étant donnés deux éléments vy,vo € V — SF¥1X | i il existe A, B €

V — SE=1X tels que 74(vy) = 75(v2), alors vy et vy sont dans une méme G-orbite. Or,
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I’ensemble des 7; ' o 74(I) contient un ouvert de V car la différentielle de I’application
A 14(I) est Papplication A — —2A % I, donc est —2Id par le lemme 3.1.2, donc est
inversible. Ainsi la G-orbite de I est dense; comme I peut étre n’importe quel élément
tel que F(I) = 1, ce résultat est valable pour tout élément v tel que F(v) # 0, et le
lemme en découle. .

Proposition 4.15 V' est un espace préhomogéne symétrique sous l’action de G.

Démonstration : Nous venons de voir qu’il est préhomogéne. Par ailleurs, dans la
preuve du théoréme 4.6, on a vu que si g € G, alors son adjointe par rapport a la forme
quadratique —D;G, que je note ‘g, appartient aussi a G. Soit donc sur G l'involution
o: g+ tg 1. Alors g est un point fixe de cette involution si et seulement si g préserve
la forme quadratique (A, B) = —D;G(A)(B).

La preuve de la proposition 4.15 est achevée par la

Proposition 4.16 Soit g € G. Les conditions suivantes sont équivalentes.

1. g préserve le produit sur V' a un signe pres, c¢’est-a-dire
(9.A) xi (9-B) = £9.(A xx B).

2. g préserve I a un signe prés, g.1 = +1.
3. g préserve le produit scalaire, (g.A, g9.B) = (A, B).

Si k est impair, les signes — ne peuvent pas avoir lieu, puisque F est alors de degré impair.
Le corollaire p.49 de [Jac 63| donne ce résultat pour 'algébre de Jordan exceptionnelle au
niveau infinitésimal (c¢’est-a-dire au niveau des algébres de Lie), prouvant ma proposition
a un sous-groupe fini prés. Je ne sais pas si mon résultat précis est connu.

Démonstration : La preuve de la proposition 3.2 s’adapte ici, montrant que (1) et
(2) sont équivalents, que (1) implique (3), et que la composante connexe des éléments
vérifiant (3) passant par Id vérifie (1). Ceci suffit pour montrer que 'on a un espace
préhomogeéne symétrique. Par un argument géométrique, j'obtiens le résultat plus précis

annonce :
Redémontrons (2) = (1) par un argument géométrique :
Considérons g tel que g.I =1 et A € X fixé. Alors g préserve le produit scalaire
puisque celui-ci est défini & partir de X et I. Soient sur V les deux algébres
Ax1B = (g.A)*(9.B) et AxyB = g.(A%B). Elles coincident projectivement sur X
puisque génériquement ce sont la projection orthogonale de I sur Ty 4 X N7, p X =
9. (T4 X NTpX). Par ailleurs A x; B = 0 et A Xy B = 0 respectivement quand
g.B € Y4y et quand B € X4 (si z € X, o' désigne le point d’intersection de
(xI) avec S¥1X différent de z), ces deux conditions étant équivalentes puisque
comme g préserve I par hypothése, g. A" = (g.A)". Par le lemme 1.1.5, ces deux
algébres sont égales.
(3) = (2) :
Soit g préservant le produit scalaire, cela signifie que pour tout A € PV, (g.A)' =
g.(A1). Soit A € X. Alors ce premier (respectivement dernier) hyperplan est par
définition du produit scalaire 'hyperplan tangent a S*~'X au point (g.A)’ (respec-
tivement g.A’) d’intersection de la droite (g.A, I) (respectivement (g.A, g.I)) avec
SF1X . S'ils sont égaux, c’est que (g.A)' € X, 4, et que donc g.I € (Syay, ).
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Supposons maintenant que g.I # I (projectivement) et soit A € X. Alors la droite
(I,g.I) de (X(g.ay,I) coupe X4 ay. Il existe donc un point de (I, g.1) N Xy ay,
donc de (I, g.I) N Ty ayS* ' X N S*1X. Puisque (I, g.I) N S*'X est fini et que
pour M fixé le fait que M € T(g,A)/Skle est une condition fermée sur A, il existe
M fixe qui est dans tous les Tj; 4y S* ' X = 7,(g.A), donc dans tous les TpS¥'X
(proposition 4.6), ce qui est contradictoire. o

Sur un tel espace préhomogéne symétrique, il est possible de définir naturellement une
structure d’algébre, expliquons cette structure en suivant les notations de W. Bertram
[Ber 00| et voyons que cette structure n’est autre que celle que nous avons déja définie.
Pour éviter les confusions, nous noterons provisoirement *x le produit défini précédem-
ment, parce qu’il a été découvert par Koecher, et xp le nouveau. Notons Id l'identité
de G, alors dorg est une involution de lalgébre de Lie g de G; notons gt et g les
sous-espaces propres associés aux valeurs 1 et -1. Notons E I'évaluation g — ¢.1 et e sa
différentielle. Comme le stabilisateur de I dans G est I’ensemble des points fixes de ¢ a
un sous-groupe fini prés, e s’annule sur g*. Elle réalise un isomorphisme entre g~ et V
puisque l'orbite de I est ouverte. Le produit sur V est alors donné par AxpB = e (A).B.
Un résultat classique énonce que muni de ce produit V est une algébre de Lie triple,
c’est-a-dire que si A et B sont des éléments de V', alors le commutateur [M4, Mp| est
une dérivation de =g, M;; désignant I'endomorphisme 7' — U x5 T [Ber 00, p.44].

Voyons que ce produit n’est autre que celui défini par McCrimmon. Les éléments DG
de G sont symétriques au sens ou (DG (B),C) = (D,G(C), B), comme nous l’avons
constaté au paragraphe précédent. Ainsi ils vérifient g = g, soit o(g) = ¢~ '. La dérivée
T +— AxgT de ’TIDAG en I dans la direction de A est donc un élément de I'algébre
de Lie g qui vérifie doj4(g) = —g, soit un élément de g=. Comme Axx [ = A, e '(A) =
(T+— AxgT) et Axg B= Axg B.

Pour conclure que cette structure d’algébre est une structure d’algébre de Jordan,
on utilise le résultat suivant [Ber 00, p.108] :

Théoréme 4.7 Une algebre de Lie triple semi-simple est une algébre de Jordan.

4.3 Le cas des variétés de Severi

Dans ce chapitre, je démontre par des arguments plus élémentaires la classification
des variétés de Severi, ainsi que des propriétés connues de celles-ci. Ayant fixé I &
Sec(X), rappelons que I'on note G I'application z +— 7, '[F(z,z,.)/F(x)] (notations de
la proposition 4.6).
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4.3.1 Etude globale de G

On a déja vu que Y = Sec(X)* est une variété de Severi isomorphe a X. Soit donc
F* la forme trilinéaire symétrique telle que | € Sec(Y) < F*(I,I,l) = 0,1l € V &
F*(l,1,.) = 0 et F*[D;G(I), D;G(I), DiG(I)] = 1. Posons G*(I) = % Soit aussi,
pour x € V, z* = F(x,z,.) € V*.
Proposition 4.17 Soit A € C™*' — ;(}) Alors G* o G(A) = A.
En particulier G définit une application birationnelle de PV d’inverse G* (cf [Zak 93| et
|Ein 89]).

Démonstration : On sait que

F(u,v,w)

F*[D4G(u), D4G(v), DAG(w)] = FlA)?

(4.1)

—

Soit alors A € C™*! — Sec(X) et I € (C™1)*, on veut voir que

I(A)  F*(A*, A%1)
F(A) — Fr(AY)

Comme D,G(A) = —A*/F(A), en appliquant (4.1) au =v = A et w tel que D,G(w) =
[/F(A), il vient
Fo(A* A% 1) —I(A)
F(A)? F(A)?Y

En effet, [(A)/F(A) = DsG(w). A= DsG(A).w = —F(A, A,w)/F(A). De méme, si on

pose u =v =w = A, il vient :
Fr(An,An AT 1 : ‘A PR TP . SR T
F3(A) = A En quotientant ces deux derniéres égalités, on obtient 1’égalité

souhaitée. °

De toute évidence, (G, considérée comme une application rationnelle de PV, se pro-
longe & Sec(X) — X par G(p) = p* et on a G(Sec(X) — X) =Y. On note maintenant
G(X) lensemble des valeurs d’adhérence des G(z,) pour (z,) parcourant toutes les
suites tendant vers un élément de X. On a alors la proposition suivante qui est un
résultat annoncé sans démonstration dans [Zak 93, p.79] :

Proposition 4.18 G(X) = Sec(Y) = X*.

Démonstration : On a évidemment G(X) C Sec(Y) car en dehors de Sec(Y), G est
inversible. Réciproquement, si y, — y avec y € Sec(Y) mais y, ¢ Sec(Y), alors en
notant =, = G*(y,), on a par la proposition 4.17 G(z,) = y, donc G(z,) — ¥y et par
ailleurs z,, - G(y) € X ; ainsi y € G(X) et G(X) = Sec(Y).

En ce qui concerne la deuxiéme égalité, soit w € P — Sec(X) et w' = G(w). On a
les isomorphismes D,,G et D,,G respectivement entre X et YV, et entre Y et (Sec(Y))".
On a donc un isomorphisme compos¢ X ~ (Sec(Y))*. Mais par le choix de w et w'
et la proposition 4.17, cette composée est I'identité, de sorte que X = (Sec(Y))" et

X* = Sec(Y). o
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4.3.2 Orbites dans PV

Dans ce paragraphe, je montre que Sec(X) — X est homogeéne. Soit p ¢ )A(; posons
P(A) =2F(A)p — 6A*(p)A. On commence par deux lemmes techniques :

Lemme 4.3.1 [l existe A € V tel que P(A) ¢ S;(?).

Démonstration : Si on avait F'[P(w)] = 0 pour tout w € V, alors en développant cette
égalité, on trouve F(w)?F(w,w, p)F (w, p, p) = 0 pour tout w et donc soit F(w,w,p) = 0
pour tout w, soit F(w,p,p) = 0 pour tout w. Dans le premier cas, par polarisation on
a aussi F'(w,p,p) = 0; ainsi dans les deux cas, p € X, contredisant le choix de p. °
Lemme 4.3.2 Soit w ¢ Sec(X). La matrice F(w,.,.) est inversible.

Démonstration : Cette matrice est la différentielle en w de H : w — F(w,w,.). Or
comme F(w) # 0, on peut au voisinage de w définir une racine holomorphe /F(w), qui
est non nulle, et par la proposition 4.17, la composée

w

wis A= ——— A F(A A )5 GHF(A, A, )]
VF(w)
est 'identité, de sorte que F'(w,.,.) est inversible.
Lemme 4.3.3 [’adhérence d’une orbite différente de X est au moins une hypersurface.
Démonstration : Soit p € Sec(X) — X et A tel que P(A) ¢ Sec(X). Notons L(w) la
dérivée de L,(p) quand w tend vers A dans la direction w, soit :
L(w) = 6F(A A w)F(A,p,.)+2F(A A A)F(w,p,.)
—6F (A, w,p)F(A,A,.) —6F(A, A, p)F(Aw,.)

On va voir que Ker(L)N Ker(A*) = {0}, de sorte que L est au moins de rang dim V' — 1.
Soit donc w tel que L(w) = 0 et F(A, A,w) = 0. En appliquant L(w) = 0 a A, il
vient F'(A,w,p) = 0; tenant compte de F'(A, A,w) = 0, on en déduit F[P(A),w,.] = 0.
Comme par définition de A, P(A) & Sec(X), on déduit alors du lemme 4.3.2 que w = ®
Corollaire 4.19 Les variétés Sec(X) — X et P™ — Sec(X) sont homogénes.

Démonstration : Soit p € Sec(X) — X. L'orbite de p est contenue dans Sec(X) et
son adhérence est une hypersurface. Cette orbite contient donc un ouvert de Sec(X). Si
maintenant ¢ est un autre point de Sec(X) — X, alors son orbite rencontre celle de p;
ils font donc partie de la méme orbite. Ainsi Sec(X) — X est homogeéne.

Nous avons déja vu que PV — Sec(X) est homogéne (proposition 4.15). Voici un
autre argument : soit B une orbite différente de X et Sec(X) — X. Comme BN Sec(X)
est stable, on a soit BNSec(X) = X, soit BNSec(X) = Sec(X). La premiére possibilité
est absurde car B est au moins une hypersurface; on a donc B = PV. Le corollaire en
découle. *

Remarquons que ce corollaire fournit une autre preuve de la classification des va-
riétés de Severi. En effet, si P est un polynome invariant par Aut(X), alors il définit

une hypersurface invariante par Aut(X); or nous avons vu que seule Sec(X) était une
telle hypersurface. Ainsi 'algébre des invariants (C[V]m(x) égale C[F'|. En particulier,
Zl\u/t(X) agit dans V' de facon colibre au sens ou l'algébre des invariants est libre. Les
groupes colibres simples ont été classifiés par [KPV 76| (si Zl\zft(X) n’est pas simple, on
sait par le lemme 4.2.12 que X = P? x P?) :
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Théoréme 4.8 Toute représentation irréductible d’un groupe linéaire simple connexe
qui est colibre et a exactement un invariant fait partie de la liste suivante :

(SO,,C") (n # 4); (SL,,A*C" (n pair); (SL,,S*C"); (SL,,A*C") (n = 6,7,8);
(Sps, AJC®) ; (SLy, S*C?); (Sping,, A) (n=71,9,11,12,14); Es ; E7; Gs.

A désigne une représentation spinorielle et Eg, E7 et G5 agissent dans leurs représen-
tations minimales.

4.3.3 Autre preuve de l’identité de Jordan

On peut montrer “a la main” la relation de Cayley-Hamilton, ce qui entraine que notre
algébre est, associative selon les puissances, c’est-a-dire que la sous-algébre engendrée par
un élément quelconque est associative. Identifions V et V* par 7;.

On démontre d’abord que la matrice A* = F(A, A,.) est la comatrice de A :

Lemme 4.3.4 A« A* = F(A)I.

Démonstration : On vient de voir (proposition 4.17) que I'application birationnelle
G est une involution qui envoie Sec(X) sur X. Ainsi € Sec(X) si et seulement si
F(z,z,.) € Sec(X). Donc F[A*] = F(A)?. Par deux dérivations successives, nous allons
déduire de cette relation des relations qui prouveront le lemme. Une premiére dérivation

donne

FIF(A A, ), F(A A ), F(A B,.)]=F(A)F(A, A, B). Si U est la forme linéaire

F(A, B,.), cette égalité s’exprime comme F[F(A, A,.),F(A,A,.), Ul = F(A)(A,U). Or
pour A générique, I'application B — F'(A, B, .) est un isomorphisme (proposition 4.3.2) ;
on en déduit donc que pour A générique, la relation précédente est vraie pour tout U,
donc que

F[F(A A .),F(A A, ), |=F(A)A. (4.2)
Cette relation est donc vraie pour tout A. Une nouvelle dérivation prouve que
FIF(A A, .),F(A B,.),]=3F(A,A,B)A+ F(A)B. (4.3)
En remplacant B par [ et en tenant compte de (3.3) on en déduit
FIF(A A ), A |=6F(I,I,A)F[F(A,A,.),I,]—F(A)I —-3F(A A T1)A. (4.4)
Enfin, en évaluant cette derniére forme linéaire en I, on obtient

FIF(A,A,), A 1) = 3F(I, 1, A)F(A, A, T) — F(A). (4.5)

Maintenant, par définition,

(Ax F(A,A,),Uy = F[F(A,A,.),AU|+3F(A A T)(AU)
YSF(IL I, A)F(A, A,U) — 3F[F(A, A,.), A, I|{I, U)

En tenant compte des relations (4.4) et (4.5), on obtient alors

(A% F(A, A, ), U) = 3F[F(A,A,.),I,U)F(I,I,A)+F(A)( U)
F3F(I T, A)F(A, A, U) — SF(A, A, T)F(I, I, AU, T)
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Or
F[F(AA).), ILU = F[F(AA ), I1,3F(I,I,U)I—2F(1,U,.)]
SF(A,AI)F(I,1,U) — 5F(A, A U)
en appliquant la relation (4.3) avec A =1 et B =U.
Ainsi, (Ax F(A,A,.),U) = F(A)(I,U). °
Maintenant, comme F(A — AI) = F(A) — 3F(A, A, T)\ + 3F (A, I,1))\* — )3 est le
polynome caractéristique de A, on se doute que :
Lemme 4.3.5 (Cayley-Hamilton) AxAxA =3F(A,I,1)A?—3F(A, A, I)A+F(A)I

Démonstration : Comme AxA = F(A, A, )+3F(I,1,A)A—3F (I, A, A)I, cela résulte
du lemme précédent. °

Une conséquence de cette expression est :
Proposition 4.20 Le produit est associatif selon les puissances.

Démonstration : Si 7, A, A% sont des vecteurs indépendants soit M, la matrice, expri-
mée dans cette base, de la multiplication par A dans l'algébre engendrée par A :

0 0 F(A)
Myi=| 1 0 —3F(A AI
0 1 B3F(AII)

Si I, A et A? sont liés on définit M4 par la méme formule. Soit aussi A; le vecteur qui
s’exprime en fonction de I, A et A2 comme le premier vecteur colonne de la matrice MY,.
Alors il suffit de se convaincre que toute expression écrite seulement avec A, le signe x
et des parenthéses, égale A;, i étant le nombre de fois que I'on a écrit A. Si i < 2, c’est
trivial ; pour ¢ = 3, cela résulte du lemme précédent ; pour ¢ = 4, il faut vérifier que

A2 A2 = Ax A3 = [9F(A,1,1)2 - 3F(A, A, I)|A?
+[F(A) = 9F (A, I, 1)F(A, A, )|A+ 3F(A, 1,1 F(A)I

et c’est une conséquence facile des relations déja établies. On peut alors raisonner par
récurrence : supposant que cela est vrai pour j < 4, il suffit de montrer, pour tous
entiers p,q tels que p+¢ = i et p > 2, que (Ay) * (4,) = (Ap_1) * Ay41. Mais 4, 4
et A, sont des combinaisons linéaires de I, A et A% et nous avons montré la relation
(Ax A)x A? = Ax (A x A?) et la commutativité implique (A% x A) x A? = A? x (A x A?).
On obtient donc (A, 1 x A)x A, = A, % (AxA,), et Ayx A, =Ax A, = A, °

Une conséquence de cette proposition et du théoréme 2.15 p.52 de [Ber 00|, qui
énonce qu'une algébre de Lie triple unitaire est de Jordan si et seulement si elle est
associative selon les puissances, est que notre algébre est une algébre de Jordan. Par
ailleurs, le lemme 4.3.5 montre que cette algébre est de rang au plus 3.

4.3.4 Propriétés du cross-product

Concernant les algébres de Jordan simples de rang 3, et plus spécifiquement 1’algébre
de Jordan exceptionnelle, on rencontre fréquemment dans la littérature un produit ap-
pelé “cross-product”, différent du produit de Jordan. Ce produit vérifie par exemple
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(Ax A) x (Ax A) =det(A)A, et une matrice A est de rang de Jordan 1 si et seule-
ment si A x A = 0. Il permet aussi de définir les variétés de la troisiéme ligne du carré
magique de Freudenthal : on considére, pour A une algébre de composition, ’ensemble

des matrices dites “de Zorn”, de la forme ( ), avec o, 3 € C et A, B € H3(A).

a A
B B
On obtient alors les quatre variétés de la troisiéme ligne en considérant, pour les

quatre algeébres de composition A, dans I'espace projectif constitué de ces matrices,
T : : t? t?A
I’adhérence de I'ensemble des matrices de la forme iAx A det A (t e CA €
H3(A) et A x B désigne le cross-produit de A et de B) [LM 99|. Les trois premiéres va-
riétés sont respectivement isomorphes, pour A = RQC,0C, H®C, a G,(3,6), G(3,6)
et Gg(6,12). La quatriéme est homogene sous E7.

L’espace vectoriel des matrices de Zorn peut étre muni d’une structure d’algébre

particuliérement intéressante, en utilisant ce cross-produit [All 90].

Le cross-produit, est naturellement une application bilinéaire de V x V dans V*,
définie par I'équation A x B = F(A, B, .). Lorsqu’on choisit un produit scalaire, celui-ci
identifie V' et V*, munissant alors V' d’une structure d’algébre. Puisque, pour A, B € X,
F(A,B,.) = $F(A+ B, A+ B,.) est la forme linéaire de Sec(X)* qui représente la
A-droite (AB), ce produit peut étre interprété, moralement, en termes de géométrie
projective, comme I'application qui associe & A et B des points de AP?, la droite passant
par ces points : cette droite est un élément de AP?>*. On a aussi un cross-produit sur V*,
défini de fagon similaire en utilisant I’équation de Sec[Sec(X)*], et celui-ci s’interpréte
dualement comme I'application qui associe a deux droites leur intersection.

Le but de ce petit paragraphe est de définir géométriquement le cross-product, et
d’en examiner certaines propriétés géomeétriques.

Tout d’abord, rappelons que cette application est préservée par Str(V) (pour g €
Str(V), on a (g.A) x (9.B) = g.(A x B), ou je rappelle que si H est un hyperplan de
V', g.H est I'ensemble des g.x pour x € H).

Si A et B sont de rang 1, alors F(A, A,.) = F(B,B,.) =0, et donc 2F (A, B,.) =
F(A+ B, A+ B,.). Ainsi, F(A, B, .) est 'équation de 'hyperplan tangent a Sec(X) en
un point de la droite passant par A et B, si cette droite n’est pas incluse dans X (c¢’est
aussi la somme des espaces tangents T4 X et TpX par le lemme de Terracini). Cette
droite est incluse dans X si et seulement si B € T4 X, soit F(A, B,.) = 0. Ceci définit
géométriquement le produit.

Proposition 4.21 Si P est de rang 2, alors {B : F(P,B,.) = 0} est l’hyperplan polaire
de P, dans X p, pour la quadrique Q)p.

Démonstration : Si g € Str(V), alors il est clair que {B : F(¢9.P,B,.) =0} = g.{B:
F(P, B,.) = 0}. Puisque 'on sait que Sec(X)— X est homogéne sous Str(V'), on pourrait
se contenter de faire le calcul pour un P particulier. Je préfére donner ici un argument
plus géométrique. Si A € Qp est tel que P € T4@Qp, alors en particulier P € T4 X, et
nous avons vu qu’alors F/(A, P,.) = 0. L’hyperplan polaire annule donc F(P,.,.). Un
argument de dimension conclut alors la preuve. °
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4.3.5 Polynémes homaloides de degré 3

Pour un polynome f sur V, je note df I'application V' — V* z +— d,f. P. Etingof,
D. Kazhdan et A. Polishchuk ont introduit la définition suivante [EKP 00] :

Définition 4.6 Soit V un espace vectoriel et f un polynéme homogéne sur V. Si df :
PV —--s PV* est birationnelle et s’il existe un polynéme homogéne f* sur V* tel que

[ (daf/f(x)) =1/f(x) pour f(x) # 0, alors f est dit homaloide.

Remarque : Si f est homaloide, le polyndme f* dont il est question est unique et de
méme degré que f.

Remarquons que I'on peut construire de nombreux polyndémes homaloides, en connec-
tion avec les espaces préhomogénes |[EKP 00, proposition 3.9,p.10] :

Proposition 4.22 Soit (V,G) un espace préhomogéne régulier avec G réductif ; par dé-
finition, il existe donc un polynome f sur V' et un caractere x de G tels que Vg € G,Vv €
V, f(g.v) = x(g9)f(v). Si df est dominante, alors f est homaloide.

Par exemple, le déterminant d'une algeébre de Jordan simple est homaloide. Les auteurs
posent alors la question suivante :

Question 4.9 Un polynéme homaloide est-il toujours l'invariant relatif d’un espace preé-
homogéne pour un groupe réductif ¢

Leur théoréme 3.5 répond a cette question pour les polynomes de degré 3; on peut
le traduire, comme le théoréme de Zak, en termes d’algébres de Jordan :

Théoréme 4.10 Un polynéme homaloide de degré 3 est le déterminant d’une algébre
de Jordan semi-simple.

Démonstration : Je propose ici, en utilisant la construction géométrique du théoréme
4.6, une preuve trés simple de ce théoréme.

Soit X C PV (respectivement Y C PV*) la variété duale de I'hypersurface f* =0
(respectivement f = 0). Ainsi, par le théoréme de bidualité 4.4, X* = {f* = 0} et
Y= {f=0}

Leur proposition 3.5, qui est 'analogue de ma proposition 4.17, affirme que

da,s f* = f(z). (4.6)

Ainsi, X est dans le lieu singulier de Y*. Le méme calcul que celui effectué pour la preuve
de mon théoréme 4.6 donne alors que pour A € Y* et x € X, (]A(%)(T) est 'hyperplan
tangent 7,Y*, si p est 'autre point d’intersection de (zA) avec Y*. Ainsi dA(%) envoie
X sur Y. Sa transposée envoie donc Y* sur X*. Par ailleurs, elle est inversible par (4.6).
C’est donc un isomorphisme entre { f* = 0} et une ou plusieurs composantes iréductibles
de {f = 0}. Mais pour des raisons de degré, son image est {f = 0}, et donc f = f*.

Si f est irréductible, ceci implique dA(dTlc)(B) = %, et le théoréme 3.1 dit que f
est le déterminant d’une algébre de Jordan. Si f n’est pas irréductible, il se factorise
par une forme linéaire, et il est facile de traiter ce cas. Si on veut éviter d’utiliser cet
argument, on peut remarquer que le raisonnement du paragraphe 4.3.2 reste valable et en
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conclure que V est un espace préhomogéne symétrique. La classification des polynomes
homaloides de degré 3 correspondant a un espace préhomogeéne est facile : en effet, dans
la classification des espaces préhomogénes réguliers que 'on peut trouver dans |[KS 77,
p.144], les seuls cas 1,2,3,27 ont un invariant relatif de degré 3; ils correspondent aux
quatre variétés de Severi. ]

En ce qui concerne les polyndémes homaloides de degré 4, on sait que le déterminant
d’une algébre de Jordan de rang 4 et une équation de la variété tangente des variétés
situées sur la troisieme ligne du carré magique de Freudenthal constituent des exemples
de tels polynomes; il me semble donc utile de décrire la géométrie des algébres struc-
turables, en espérant que la démonstration simple que j’ai proposée de la classification
des polynomes homaloides de degré 3 se transpose a celle des polynomes de degré 4.
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Deuxiéme partie

Théorémes d’annulation
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Chapitre 5

Rappels et notations

5.1 Théorie des représentations

5.1.1 Pléthysme

Il s’agit dans ce paragraphe de présenter quelques notations et formules concernant
les représentations des groupes de Lie classiques.

Une partition A\ est par définition une suite finie décroissante d’entiers. Je note ),
le i-iéme entier de A; c’est par convention la i-iéme part de A. Le poids de A, noté ||,
est la somme de ses parts. Sa longueur, [()), est le nombre de parts non nulles. Dans de
nombreuses circonstances, il est pratique de représenter les partitions par un diagramme
comme le suggére I'exemple qui suit :

partition (6,4, 1).

A chaque partition A correspond un foncteur de la catégorie des espaces vectoriels dans
elle-méme que j’appelle “de Schur” et que je note S, [FH 91]. Si V est un espace vectoriel,
I’application A — S,V réalise une bijection entre I'ensemble des partitions de longueur
strictement inférieure & dim V' et I’ensemble des représentations irréductibles de SL(V').
Rappelons aussi que SV = SEV | la k-iéme puissance symétrique et Sa,.nyV = AV,
la k-iéme puissance extérieure, si k désigne le poids de cette partition.

Cette bijection et la fagcon dont nous avons choisi de représenter les partitions vont
apparaitre trés pratiques. Par exemple, si A est une partition, notons A\* la partition
dont le diagramme est le symétrique par rapport a une droite dirigée vers le “sud-est” :

A=(6,3,1,1) o= (4,2,2,1,1,1)
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Autrement dit, la i-iéme part de A\* est la hauteur de la i-iéme colonne du diagramme
de A. Alors, on a pour tous espaces vectoriels V' et W l'identité des représentations de

SL(V) x SL(W) :

NV W) =D S\V e SyW. (5.1)

A=j

On note r(\) le rang d’une partition A, soit le plus grand entier i tel que \; > i.
C’est aussi, visuellement, la longueur de la diagonale sud-est incluse dans la partition :

T = 2.

On peut coder une partition A par deux partitions A% et A\’ de longueur r telles que \¢
(respectivement \’) soit le nombre de cases & droite de (respectivement en-dessous de)
ou sur la i-iéme case de cette diagonale. Remarquons que A — (A%, \°) est une bijec-
tion de ’ensemble des partitions dans ’ensemble des couples de partitions strictement
décroissantes. Notons (u,v) la partition A telle que A\ = u et A’ = v. Par exemple,
(6,4,2) = ((6,3), (3, 2)).

Si A est une partition strictement décroissante, notons A" la partition (A + 1, A)
(A + 1 désigne la partition de méme longueur que A dont la i-iéme part vaut A\; + 1).
Visuellement, cette partition de rang [(\) est obtenue en emboitant [(A) crochets dont
le i-iéme est de longueur \; + 1 et de hauteur A;.

Par exemple si A = , alors ce procédé visuel donne successivement

- , et A\t =

Alors, on a :

NSV = P Si+ V. (5.2)

A=

De méme, soit A\~ = (A, A+ 1) = (A")", on a

NNV = S,V (5.3)

A|=i

Enfin, jutiliserai la formule de Littlewood-Richardson pour calculer le produit ten-
soriel de deux représentations irréductibles de SL(V) :

SV SV =SV (5.4)
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Dans cette formule, les coefficients ¢ , sont ceux de Littlewood-Richardson. Ils ne
peuvent étre non nuls que si ¥ D A, et sont alors égaux au nombre de fagons de nu-
méroter les cases de v — A avec p; chiffres égaux a i, de telle sorte que d’une part ces
numéros soient croissants sur les lignes de gauche a droite et strictement croissants sur
les colonnes de haut en bas, et que d’autre part le mot écrit en lisant les chiffres de
droite & gauche et de haut en bas soit de Yamanouchi. Un mot est par définition de
Yanamouchi si chaque mot obtenu en prenant les k& premiers chiffres de ce mot contient
au moins autant de chiffres i que de chiffres j pour i < j. Par exemple, si A = (3, 3,2),
p=(4,2) et v=(4,4,3,3), alors c§ , =1

Si V' est muni d’'une forme quadratique (respectivement symplectique), alors SL(V)
contient le sous-groupe SO(V) (respectivement Sp(V')). Les représentations irréductibles
de SL(V') sont des représentations de ce sous-groupe, par contre elles ne restent pas
toujours irréductibles. Pour I'un des groupes SL(V'), SO(V) et Sp(V'), choisissons comme
tore maximal le sous-groupe des matrices diagonales; un poids (c’est-a-dire un caractére
de ce tore) de SL(V') se restreint donc en un poids de SO(V') ou un poids de Sp(V).
Je note alors S,V la représentation de ce sous-groupe qui a comme plus haut poids
la restriction du plus haut poids de la représentation S,V. De méme, je note SV et
ARV les représentations SV et SqaapV.

5.1.2 Notations concernant les systémes de racines

Dans ce paragraphe, je rappelle les notations de |Bou 68, p.185 et suivantes| concer-
nant les systémes de racines de SL(n), Sp(2n) et SO(n).

L’algebre de Lie sl, est I'algebre des matrices d’ordre n et de trace nulle. Une sous-
algébre de Cartan h est constituée des matrices diagonales. Soit ¢;, 1 < i < n, la forme
linéaire qui associe a une matrice son i-iéme élément diagonal. Alors les racines sont les
€i — € (i # j). Nous choisirons la base constituée des ¢; — € 41,9 < n — 1. Les racines
positives sont les ¢; — €;,7 < j.

L’algébre de Lie s04,, 1 est 'algébre des matrices d’ordre 2n + 1 orthogonales pour la

o 0 J
forme donnée par la matrice S=| 0 —2 0 |, ou.J est la matrice d’ordre n ayant
J 0 0

des 1 sur la deuxiéme diagonale (J;,,41-; = 1) et des 0 partout ailleurs. Ceci signifie que
Ae 509,41 < AS+SA=0.

Soit b la sous-algébre des éléments diagonaux ; ¢’est une sous-algébre de Cartan. Soit
6,1 < i < n, la forme linéaire qui associe & une matrice son i-iéme élément diagonal ;
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les racines sont les +¢; et +¢; & ¢; (i # j). Choisissons la base contenant ¢; — €;41(1 <
i <mn —1) et ¢, Les racines positives sont les ¢; et les ¢; £ €;,1 < j.

L’algebre de Lie sp,, est ’algébre des matrices d’ordre 2n qui préservent la forme
0

—-J 0

Soit b la sous-algébre des éléments diagonaux ; ¢’est une sous-algebre de Cartan. Soit
€, 1 <1 < n la forme linéaire qui associe & une matrice son i-iéme élément diagonal ; les
racines sont les +¢; + €;. Choisissons la base contenant €, — €;,11(1 < i < n —1) et 2e,.
Les racines positives sont les 2¢; et les ¢; = ¢;,7 < j.

antisymeétrique {2 = . Ceci signifie que A € sp,, & AQ+ QA =0.

L’algébre de Lie so09, est ’algébre des matrices d’ordre 2n orthogonales pour la forme

3 g ) Ceci signifie que A € s0,, < AS + SA = 0.

Soit b la sous-algébre des éléments diagonaux ; ¢’est une sous-algebre de Cartan. Soit
€, 1 <1 < n la forme linéaire qui associe & une matrice son i-iéme élément diagonal ; les
racines sont les ¢; + ¢;(i < j). Choisissons la base contenant €, — ¢;11(1 <i <n —1)
et €,_1 + €,. Les racines positives sont les ¢; £ ¢;,7 < j.

donnée par la matrice S =

5.2 Fibrés vectoriels homogeénes

Soit X une variété projective. Une fibration sur X est par définition un morphisme
surjectif localement trivial p : Y — X, on Y est une variété. Le fait que p est localement
trivial signifie que pour tout point x de X il existe un voisinage V de x et une variété
F tels que p~}(V) ~ V x F, et tels que cet isomorphisme identifie p a la premiére
projection. Si X est connexe, F' ne dépend pas (a isomorphismes prés) de x € X.

Rappelons que la donnée d’'un fibré (sous-entendu vectoriel) de rang r sur X est la
donnée d’un des trois objets suivants équivalents :

Un faisceau de Ox-modules localement libre de rang r.

Un recouvrement (U;);c; de X et pour tous i,j € I des morphismes ¢; ; de U; N

U; dans GL(r) satisfaisant la “relation de cocycle” Vo € U; N U; N Uy, t;(x) =

ti j(x)t;x(z) pour tous triplets 4, j, k € I.

— Une fibration de fibre 'espace affine de dimension r. La source de cette fibration

est appelée espace total du fibré.
Dans [Akh 95|, on peut aussi lire la notion de morphismes de fibrés, d’'injectivité, de
surjectivité d'un tel morphisme, ainsi que la définition d’un fibré irréductible ou in-
décomposable. La deuxiéme description d’un fibré montre que toutes les constructions
fonctorielles sur les espaces vectoriels se prolongent aux fibrés : on peut ainsi définir
le dual et n'importe quelle puissance de Schur d’un fibré vectoriel, la somme directe
et le produit tensoriel de deux fibrés. De plus, il est tautologique que les formules du
paragraphe précédent sont encore valables pour des fibrés.
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Si X est homogéne sous un groupe algébrique G, alors un G-fibré, ou encore, s’il n’y a
pas de confusion possible sur le choix de G, un fibré homogéne, est un fibré dont I'espace
total est muni d’une action de G telle que la projection sur X soit G-équivariante. Un
morphisme de G-fibrés est un morphisme de fibrés qui est G-équivariant.

Pour un tel fibré, si P désigne le stabilisateur d’'un point de X (c’est un sous-groupe
parabolique puisque X est projective), alors par définition P agit sur la fibre au-dessus
de ce point. Cette fibre est donc une représentation de P. Notons ¢ le foncteur qui
a un G-fibré associe cette représentation. Il est alors connu |Akh 95| que le foncteur
¢ est une équivalence entre les fibrés vectoriels sur X a isomorphismes prés et et les
représentations de P a isomorphismes prés. Cette équivalence commute aux foncteurs
de Schur Sy. De plus, ¢(EQ F) = ¢(E) @ ¢(F) et ¢(E @ F) = ¢(E) & ¢(F) pour tous
fibrés vectoriels F et F.

Notons que cette correspondance met en relation les fibrés irréductibles ou indécom-
posables avec les représentations ayant cette propriété si l’on considére les G-morphismes
de fibrés. Voici un exemple qui met en avant cette petite subtilité. Soit V' un espace vec-
toriel de dimension supérieure ou égale a 2 et V le fibré trivial sur PV donné par la
projection PV x V' — PV. Comme PV est homogéne sous SL(V'), V est un SL(V)-fibré
si par exemple on munit V de laction triviale g.(z,v) = (g.z,v) pour g € SL(V). Notons
V, ce SL(V)-fibré et V, un autre fibré obtenu en considérant l'action g.(z, v) = (9.7, g.v).
Alors, bien que V; et Vs soient des fibrés isomorphes, ce ne sont pas des SL(V)-fibrés
isomorphes, et en particulier V; n’est pas irréductible alors que V, l'est.

Par ailleurs, on a un foncteur de la catégorie des fibrés dans celle des espaces vec-
toriels qui associe a un fibré ses sections globales, soit les sections de la fibration qui
définit ce fibré. On note H(X,.) ce foncteur et HY(X,.) ses foncteurs dérivés. Comme
X est projective, H?(X, E) est de dimension finie pour tout entier ¢ et tout fibré E.
Supposons X lisse. Alors X admet un fibré naturel, le fibré tangent noté TX. On
note aussi QX = TX* et QPX = APQX, pour p un entier. Si E est un fibré, soit
HP(X, FE) = HI(X,®X ® E). Cest aussi le groupe de cohomologie de Dolbeault de
E en bidegré (p, q).

Remarquons que si E est un fibré homogene sous G, alors G agit sur H(X, E) par
g.s =gosog ! et donc les groupes de cohomologie H(X, E) sont des représentations
de ce groupe. Puisqu’un tel fibré est entiérement déterminé par la représentation du
stabilisateur correspondant, on peut espérer trouver une description de ces groupes de
cohomologie en fonction de cette représentation. C’est en effet le cas si le G-fibré E est
irréductible (le lecteur peut trouver plus de détails dans [Akh 95]) :

Théoréme 5.1 (Bott) Soit X = G/P une variété projective homogéne, T un tore
mazimal de G et A une base du systéme de racines, tels que P D B_, le sous-groupe de
Borel dont l’algébre de Lie contient les espaces propres des racines négatives. Soit aussi
A le plus haut poids d’une représentation irréductible de P et - — X le fibré vectoriel
associé a cette représentation. Soit enfin p la demi-somme des racines positives. S’il
existe une racine orthogonale & X\ + p pour la forme de Killing, alors HY(X,E) = 0
pour tout q. Sinon, soit w l’élément du groupe de Weyl qui envoie A + p sur un poids
dominant et gy sa longueur. Alors H® (X, E) est la représentation de G de plus haut
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poids w(A+ p) — p, et H(X, E) =0 si q # qo-

5.3 Suites spectrales

Soit m : Y — X une fibration et F un fibré vectoriel sur Y. Dans ce paragraphe, je
rappelle comment deux suites spectrales mettent en relation la cohomologie de Dolbeault
de Y a valeurs dans E et la cohomologie de Dolbeault de X a valeurs dans un fibré qui
dépend de la cohomologie de E dans une fibre de la fibration. Le lecteur pourra consulter
[GH 94| pour plus de détails et les démonstrations.

5.3.1 Suite spectrale de Borel-Le Potier

Considérons la filtration suivante de €2, par les ¢-formes sur X :
FOP =QF 5. D F"? = VP A7*Ql D - D FPP = 7%

Soit Q%,/X le fibré des i-formes sur Y relatives a m, défini par Qiy/x = AiQy/x et la
suite exacte de fibrés sur Y suivante :

O—)w*QX”—EQY—)QWXAO

Comme 7 est une fibration, la restriction a une fibre de 7 du fibré des i-formes relatives
s'identifie au fibré des i-formes sur cette fibre :

%//X\w”(rr,) = Q:r*]('r) (55)

Les quotients associés a la fibration précédente s’expriment a 1’aide du fibré des
formes relatives :
Gt,p — Ft,p/Fth — foﬂ( ® W*th‘ (5.6)

Pour chaque p, on a alors [LP 77| une suite spectrale aboutissant sur H?4(Y, E) et
dont les termes d’ordre 1 sont :

PEVTN = HY(Y,G'" @ E)

5.3.2 Suite spectrale de Leray

Pour calculer les groupes de cohomologie H(Y, G'"?®FE), on utilise une suite spectrale
de Leray. La suite spectrale de termes d’ordre 2

Pyt = HYN(X, R P, GPP) = HYM X, RV (B @ OF )] (5.7)
aboutit sur ”Ef’j.
Comme 7 est une fibration, par définition, il existe un recouvrement de X par des

ouverts U; et des isomorphismes au-dessus de X f; : 7 '(U;) = U; x F. Introduisons
une notation :
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Notation 5.1 Si 7 : Y — X est une fibration et E un fibré vectoriel sur Y, notons
RP7, E le faisceau Rim, (E ® Qf,/x).

Je vais finir ce paragraphe par quelques remarques qui nous permettrons de calculer
les faisceaux RPIm,FE. Dans les exemples que nous rencontrerons, il existera un fibré
vectoriel Ey sur F' (rappelons que F' désigne une fibre type de m) et, pour chaque i,
des isomorphismes de fibrés g; sur Y; := 7 '(U;) entre Ey, et fipsEy, ot p, désigne
la projection de U; x F' sur F'. Notons dés a présent que ceci implique que le faisceau
Rim,(E ® QI;//X) est localement libre, puisque si U C U; est un ouvert affine alors

Rim (F ® Qf,/X)(U) ~ H'[U, H™(F, Ey)].
Pour comprendre le fibré vectoriel RP7m,E, on étudie ses changements de cartes : si
U;,U; C X sont deux ouverts trivialisant 7, alors on a, pour tout x € U; N Uj;, un
automorphisme f; ;(x) de F' et un isomorphisme g; ;(x) de fibrés vectoriels sur F' entre
Ey et f; j(x)*Ey. Il découle alors de la fonctorialité des constructions que RP9m, E est
un fibré vectoriel de fibre type HP7(F, Ey) et de changements de cartes les applications
induites en cohomologie par les g; ;(z).
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Chapitre 6

Cohomologie des fibrés O(l) sur une
grassmannienne

Dans ce chapitre, je rappelle comment, en utilisant essentiellement le théoréme
de Bott, on peut obtenir des informations sur la cohomologie de Dolbeault des fi-
brés O(1) sur différentes grassmanniennes. Je considérerai d’abord les grassmanniennes
usuelles, puis les grassmanniennes des plans isotropes pour une forme symplectique
non-dégénérée, enfin les grassmanniennes des plans isotropes pour une forme quadra-
tique non-dégénérée. J'appellerai plus simplement ces deux derniéres grassmanniennes
les grassmanniennes symplectiques et quadratiques.

Je donne aussi une description explicite de toutes les composantes irréductibles des
groupes de cohomologie de O(l) sur une grassmannienne usuelle ; celle-ci prolonge celle
donnée par Snow en termes de diagrammes admissibles et permet d’obtenir des infor-
mations plus précises sur le(s) groupe(s) de cohomologie HP9[G(r, V'), O(l)] non nul(s)
avec p maximal, & r, V et L fixés.

Je montre enfin que toute composante irréductible d’un groupe de cohomologie de
O(1) sur une grassmannienne symplectique ou quadratique est une représentation fon-
damentale.

6.1 Grassmanniennes usuelles

6.1.1 Fibrés tautologiques et quotients; fibré tangent

Si V est un espace vectoriel, je note G(r, V) la grassmannienne des r-plans vectoriels
dans V. Je note aussi T le fibré tautologique, dont la fibre au-dessus de I'espace vectoriel
L s’identifie & L lui-méme, et () le fibré quotient, dont la fibre au-dessus de L s’identifie
aV/L.

Notons que G(r, V') est une variété homogeéne sous GL(V'), et que T et ) sont des
fibrés homogénes sous ce groupe. Par ailleurs, le fibré tangent est lui aussi homogéne ;
en fait on a un isomorphisme de GL(V)-fibrés

TG(r,V) =T ® Q.
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Cet isomorphisme est expliqué dans [Har 92, p.200|; il a la description géométrique
suivante : v : C — G(r, V) est un chemin avec v(0) = L,v'(0) = A € End(L,V/L) si et
seulement si pour toute fonction s : C — V telle que s(t) € v(t), on a [¢'(0)] = As(0)
dans V/L.

6.1.2 Partitions admissibles

Lorsque A est une partition, on peut attribuer a chaque case de cette partition son
nombre de crochet qui est le nombre de cases de A situées en-dessous ou a droite de
cette case, cette case comprise. Par exemple, les cases de la partition suivante ont été
numérotées par leurs nombres de crochets :

6l4[2]1]
3|1 :
1]

Convenons alors, si [ est un entier, que A sera appelée [-admissible si toutes les cases
recoivent un numéro différent de [.

Snow [Sno 86| a montré qu’il existe une bijection, a r < e et [ fixés, entre les com-
posantes des groupes de cohomologie H”7[G(r,C?), O(l)] et les partitions de longueur
inférieure ou égale a r dont toutes les parts sont inférieures ou égales a e — r (par la
suite je les appellerai simplement partitions de taille (e — r, 7)) qui sont [-admissibles.

Par ailleurs, il est aisé de lire sur ces partitions [-admissibles les données qui nous
intéressent, a savoir les entiers p et ¢ et la partition u telle que HP9[G(r,C*), O(l)] D
S,C°, ou S, désigne le foncteur de Schur associé a p. En effet, p = ||, ¢ est le nombre de
cases dont le nombre de crochet est strictement supérieur a [ et y est obtenue de la fagcon
suivante : soit "\~ (respectivement “A™) la suite d’entiers telle que "\, (respectivement
“)\j’) est le nombre de cases situées sur la i-iéme ligne (respectivement sur la j-éme
colonne) dont le nombre de crochet est strictement inférieur & [ (nous verrons par la
suite que "\~ et YA~ sont en fait des partitions). Alors y est obtenue en réordonnant
toutes les parts (I —"A;) et "A;.

6.1.3 Description explicite de toutes les partitions /-admissibles

Le seul inconvénient de la méthode précédente est que I’ensemble des partitions [-
admissibles n’est pas aisé a décrire. Je propose dans ce paragraphe de montrer qu’il est
en bijection avec I’ensemble de toutes les partitions de taille (I — 1,7), et d’étudier des
propriétés de cette bijection :

Proposition 6.1 L’application X\ — "\~ est une bijection de I’ensemble des partitions
[-admissibles dans ’ensemble des partitions de taille (I — 1,71).

Remarque : Cette proposition permet d’expliciter facilement tous les groupes de coho-
mologie non nuls; par contre on a perdu, par rapport a la description de Snow, la facile
lecture des entiers p et ¢ et de la partition pu.

Démonstration : Tout d’abord si A\ est [-admissible, alors Vi,")\; < [ puisque les
nombres de crochet sont strictement décroissants sur une ligne.
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Définition 6.1
— Soit h;j le nombre de crochet de la case située sur la i-iéme ligne et la j-éme
colonne. Convenons que h;, = +oo0.
Pout tout v, soit (g,;,j)jEN la suite strictement croissante d’entiers dont l'image est
le complémentaire dans N de l’ensemble des h; ;.
— Notons 6; Uentier [ — h‘)\;, tel que g; 5, = l. Notons enfin x; ; le numéro de colonne
de la derniere case sur la i-ieme ligne de nombre de crochet supérieur a g, ;.

Ainsi, on a par exemple g;o = 0 et g;; »,- = [. On a aussi z;9 = A; et pour j >> 1,
x;; = 0, par nos conventions. Z

Alors, par la définition des nombres de crochet, on a h;_y ; = h; j+ Xi_1 — A+ 1. Les
nombres de crochet qui apparaissent sur la (i — 1)-iéme ligne sont donc (1, -+, A; 1 — \;
et les h; j+Xi_1 — X\i+1. Ainsi, g;_1 j41 = gij+Xi—1 — Ai + 1. En particulier, g; 1 5,41 > [,
donc ;1 < 6; et donc "\~ est une partition. On démontre maintenant un résultat plus
précis que la proposition 6.1 :

Lemme 6.1.1 Pout toute partition v de taille (I — 1,r), il existe une unique partition

[-admissible X telle que "\~ = v ; pour celle-ci, on a :
= Ai = Ay, T Vi
~ Tig = Aigje

Démonstration : On démontre par récurrence descendante sur ig qu’une partition a
ses nombres de crochet différents de | a partir de la ligne ig et vérifie h‘)\; = y; pour
1 > 1 si et seulement si elle vérifie les deux points du lemme pour ¢ > 7.

Onal, =v,, 2,0 = A\ et z,; = 0 pour j > 0, de sorte que la propriété de récurrence
est vraie pour ip = r. Soit maintenant iy fixé tel que cette hypothése est vérifiée pour
ig + 1. Alors posons § = 0;,(= | —v4,) et d = Nj; — Nig41 (d dépend de \;, qui est
pour l'instant inconnu). On a vu que g;,0 = 0 et g, j+1 = ¢ip; + d + 1 pour j > 0.
Les nombres de crochet de A en-dessous et sur la ig-iéme ligne sont différents de [ si
et seulement si g;, 5 = [, ce qui équivaut donc a d =1 —1 — gj;11,4, . Il existe donc
exactement une possibilité pour A;;. De plus, on a toujours x;, j41 = Tig41,j = Nig+j+1 €t
le fait qu’effectivement h‘)\;O = v, implique que X\;; = @i, 5 + Viy = Nig+6 + Vig- °

Notation 6.2 Si v est une partition de taille (I — 1,r), je noterai U la partition \ telle
que "\~ = v. Par aileurs je noterai p(v) et q(v) le poids et le nombre de cases de nombre
de crochet supérieur a l de .

Ce lemme montre que pour des “grosses” partitions v, qui ont donc tendance a étre
constantes puisque toutes les parts sont proches de [ —1, 7 a tendance a étre “périodique”.

J’ai affirmé qu’aussi A~ est une partition, cela découle du fait que \* est [-admissible
et YA ="\,

On étudie maintenant des propriétés de croissance de la bijecton v — 7. Si Ay, Ao

sont des partitions, on note Ay C Ay le fait que Vi, Ay ; < Ay;.

Par une récurrence immeédiate, le lemme 6.1.1 implique :

Proposition 6.2 Si v, C vy, alors Uy C Us.
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La réciproque de cette proposition est fausse car si [ = 3, Ay = (1,1,1) et Ay = (2),
alors \; = (3,1,1) D Ay = (2).

Par ailleurs, la fonction ¥ — 7 ne se comporte pas bien par rapport a 'ordre
donné par la domination : rappelons que lorsque |[A| = |u|, on dit que A\ domine y
siVE, D> e Ai > D icp Mi- ST A et psont quelconques, alors, par définition, A domine g
si et seulement si |p[.\ domine |A|z. Nous noterons cet ordre A > p. Posons | = 4. Alors
la partition (3,3,2,1) domine la partition (3,2,2,2) et les partitions correspondantes,
(8,5,2,1) et (7,4,2,2) sont de poids 16 et 15. Si maintenant on prend les partitions
(3,1,1,1) > (2,2,1, 1), alors les partitions correspondantes sont (4,1,1,1) et (3,3,1,1),
de poids 7 et 8. On voit donc que ni le poids ni I'ordre de domination n’obéissent, & une
régle de croissance ou a une régle de décroissance.

Proposition 6.3 Soient k et | deux entiers et A une partition. Si \ est l-admissible,
alors elle est (kl)-admissible.

Démonstration : En effet, si (G; désigne ’ensemble des entiers naturels qui n’appa-
raissent pas parmi les nombres de crochet sur la i-iéme ligne, on sait que pour tout ¢,
l € G; et il existe d; tel que G; 1 = (d;+1+G;)U{0}. Une récurrence immédiate prouve
alors que pour tout i, G; vérifie la propriété © € G; = x + [ € G;. La proposition en
découle. °

La contraposée de cette proposition me semble particuliérement frappante puisqu’elle
implique que pour toute partition A exactement inscrite dans un rectangle r x (e — r)
(c’est-a-dire que A\ = e — r et [(\) = r), il existe une case dont le nombre de crochet
est d pour tout d diviseur de e — 1. Une telle partition n’est donc pas d-admissible. Si A
correspond & une composante non nulle de H**[G(r,C?), O(d)], on a donc soit A} < e—r
soit I(A) < r. Ainsi, si S,C° C H**[G(r,C?), O(d)], on a soit y. = 0, soit pu; = d.

6.1.4 Partitions admissibles de poids maximal

Comme nous le verrons largement au chapitre 7, pour démontrer des théorémes d’an-
nulation pour la cohomologie de fibrés vectoriels amples, il est utile de bien comprendre
la cohomologie des fibrés homogénes sur une grassmannienne, et plus précisément quelle
est, pour [,n et r des entiers quelconques, la valeur maximale de p telle qu’il existe
un entier g avec H?4(G(r,n),O(l)) non nul. Si n > rl, cet entier a été déterminé par
Laurent Manivel [Man 92, proposition 1.2.1, p.111| et cela a permis de démontrer de
nombreux théoréemes d’annulation, dont celui de F. Laytimi et W. Nahm concernant les
partitions en forme de crochets |[LN 02|. Lorsque n,r et [ ne satisfont plus cette inéga-
lité, la combinatoire des partitions [-admissibles devient nettement plus compliquée, et
aucun résultat ne donne, & ma connaissance, cet entier p.

Grace a la description explicite de toutes les partitions [-admissibles que j’ai donnée,
il est possible d’obtenir des informations trés précises sur la forme d’une partition [-
admissible de poids maximal; le théoréme 6.1 raméne ce probléme combinatoire a celui
de déterminer, parmi un nombre fini de couples d’entiers, quels sont ceux qui maximisent
un certain polynome de degré deux. Comme nous le verrons au paragraphe 7.2.3, il est
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trés facile de déterminer ces couples pour des valeurs de n, r et [ déterminées, alors qu’il
me semble inenvisageable de donner une formule générale.

Soit n, 7,1 des entiers fixés. Si a,a, (3, ¢,y sont des entiers, notons u(a,«, 3,c¢,7) la
partition p définie par :

Vi<a(l—a), Wi =a
Va(l—a)<i<all —a)+ Bl —a+1), pi=a—1
Va(l —a)+pB(l—a+1)<i<a(l—a)+B(l—a+1)+7, p=c

Elle a I'allure suivante :

a—1| f(l —a+1)

Cette partition est de longueur (o + 5)(l — a) + f + 7 et un calcul direct utilisant le
lemme 6.1.1 montre que fi;(a, o, 8,¢,7) = (a+ B)a — B+ c.

Notons §(«, f) = min{a, 8} si § # 0, et §(a,0) = «. Rappelons que si p est une
partition, /i a été définie comme 1'unique partition telle que "7i~ = p (cf lemme 6.1.1).

Théoréme 6.1 Soient n,r et | des entiers, et A une partition [-admissible de longueur
r et telle que \y < n —r.

Alors, soit A est de la forme ji(a,a, 3,¢,7v) avec v < | — a, soit il existe des entiers
a,a, B, ¢,y avecy < l—a et tels que Ji(a, o, B, ¢, 7y) soit aussi l-admissible de longueur r et
de premiére part inférieure ou égale a n—r, et que de plus |[i(a, o, 5, ¢,7)| > |A|+d(a, B).
De plus, ces entiers sont tels que oo+ [ et v+ ¢ sont le quotient et le reste de la division
euclidienne de n par (.

Démonstration : Considérons n > r et [ trois entiers, et soit A une partition I[-
admissible de longueur au plus r et telle que A\; < n —r. On va raisonner sur la partition
h )\~ : nous allons voir que dans trois cas, on peut modifier cette partition pour en obte-
nir une de poids supérieur et encore de longueur au plus et de méme premiére part.
Définissons une suite a; par

a1 =1
a1 = min{a; + 1 — h‘)\;_,r +1}.
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Soit A le plus grand entier 7 tel que a; < r. Le lemme 6.1.1 montre que pour 7 < A,

A= > "A

i<j<A

En particulier, si p est une partition telle que Vi < A, p,, = h)\;i, alors on a iy = .
Par exemple, si ;1 la partition définie par Vi < A,Vj € [a;,a;41 — 1], p; ="\, , on a par
la proposition 6.2 11 D A, et 7i; = A;. Par exemple, pour [ = 5, on remplace la partition

par

Supposons qu’il existe des entiers 7,a et b avec b < a — 2 et tels que

Vieli+1,i+1—al, h,\;:a a I —a
Vieli+l—a+1,i+2(l—a)+1], "\ =0 o 1
: —a
Alors, considérons la partition p définie par
Vieli+1,i+1—al, pj=a—1 a—1 I—a
Vieli+l—a+1,i+2(l—a)+1], pj=>b+1
Vidli+1,i4+2(—a)+1] my="X; b+1|l—a
Le lemme 6.1.1 implique que
V76[2+1,z+l—a], //L\j:)\j
Vieli+l—a+1,i+2(l—a)+1], ;>N +1
Vigli+1,i4+2(—a)+1], I = Aj.

Par conséquent, on a || > |A + 1 — a + 1. Appelons “transformation A” le fait de

remplacer "\~ par p.

Supposons enfin I'existence d’entiers i, a,b, 5 > 1 tels que

Vieli+1,i+l—a—1], "\ =a+1
Vieli+l—ai+ (1+58)(1—a)—1], "\ =a

g . J Bl —a)
Vieli+(@+8)(—a)it+(2+8)1—a) -1, "\, =0b.
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Alors, considérons la partition p définie par

Vieli+1,i+(14+8)(—a)—1], [ =a a |[l—a—1
Vielit+A-a)it@+Al-a) -1, m=b+1 [Ta |51 _a
Vi@ li+1i+@2+8)(1—a) 1], ="\ i —a
Le lemme 6.1.1 implique que
v.je[i7i+l_a_1]7 ﬁj:)\j
Vieli+l—ai+2+p6)(l—a)—2], =2 +1
Vigli+1,i+(2+p6)(—a)—1], 1 = Aj-

En particulier, on a donc || > |A| 4+ 2(I — a). Appelons “transformation B” le fait de
remplacer "\~ par p.

On peut donc construire une suite finie de partitions u’ par récurrence : tout d’abord,
on pose pu = ")\~. Ensuite, on impose que pour passer de p' a p't!, soit on ajoute une
case, soit on fait I'une des deux transformations A ou B, lorsque cela est possible de
facon a ce que [i'*! reste dans un rectangle de taille 7 x (n — 7). A un certain indice N,
on ne peut plus faire aucune de ces trois opérations. Soit (b;) les nombres définis comme
a; pour la partition p" :

b] :1
bip1 = inf{b; +1 — .7 + 1}.

Comme on ne peut plus ajouter de cases, on a uY = g pour b < j < by — 1,
et comme aucune des deux configurations étudiées ne peut avoir lieu, uV est de type
ula, o, 5,¢,v) avec v < [ — a. De plus, puisque I'on ne peut pas ajouter une case, on a
soit l[u(a, o, B,¢,v)] = r, soit ¢ = 0. Si ¢ = 0, u(a,a, 8,c,v) ne dépend pas de 7; on
peut donc dans tous les cas supposer que

all —a)+p(l—a+1)+y=r.

Pour montrer que || > |A+d(a, B), il suffit de montrer que [u™| > | '|+d(c, B).
Or, quand on applique l'opération A, on obtient une partition qui a exactement [ — a
parts égales a a — 1, et quand on applique l'opération B, on obtient une partition qui
a exactement 2(/ — a) — 1 parts égales a a : ce ne sont donc pas des partitions de type
w(a, «, B, ¢,7v). On en déduit donc que pour passer de ™' a u" = p(a, o, 8,¢,7), on a
ajouté une case. Soit cette case se trouvait sur la r-iéme ligne, et on a || — [pN 1| =
a+ [+ 1;soit, si f > 0, elle se trouvait sur la a(l — a) + 5(I — a+ 1)-iéme ligne, et on a
N — |pN Y = B soit, enfin, elle se trouvait sur la a(l — a)-iéme ligne, et dans ce cas
N — |V = a; on voit que dans tous les cas, |p| — |p™ 7t > 6(a, B).

Pour achever la preuve du théoréme, il ne reste plus qu’a calculer a+ 3 et v+ ¢. Or,
on a vu que fi(a,a, f,¢,7) = (e + B)a — f + ¢; comme les transformations effectuées
ne changent pas la premiére part, on en déduit \; = (a + )a —  + c. Par ailleurs, on
ar=(a+p)(l —a)+ B +~v. On en déduit donc que

n=r+MA=(@+p8)l+(y+c). (6.1)
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Or, on a vu que 7 <[ — a et ¢ < a. Par convention, on exclut les égalités v =1 — a et
c = a, car p(a,a,0,a,l —a) = p(a,a+1,0,0,0); on a donc v + ¢ < [. La formule 6.1
exprime donc la division euclidienne de n par [, concluant la preuve du théoréme. L

6.2 Grassmanniennes symplectiques

6.2.1 Etude du fibré tangent

Si V' est un espace vectoriel de dimension 2v muni d’'une forme symplectique non-
dégénérée w, la grassmannienne symplectique G, (r, V) est par définition la sous-variété
de G(r,V) constituée des r-plans isotropes pour w. C’est aussi, dans le plongement
de Pliicker PA"V, l'intersection de la grassmannienne usuelle avec la représentation
irréductible PAM V.

Une premiére méthode pour identifier I’espace tangent de G (r, V) consiste a re-
marquer que c’est un sous-fibré de la restriction du fibré tangent a G(r, V). Celui-ci
est T* ® (); comme l'inclusion des fibrés est Sp(V')-équivariante, le fibré tangent de
G, (r, V) correspond & une sous-représentation de la représentation de P correspondant
aT*® (. Un calcul de dimension montre que cette sous-représentation est I’ensemble
des applications L — V/L telles que la composée L. — V/L — L* soit une application
symétrique. Autrement dit, on a une suite exacte de fibrés

0=T"@U — TG, (r,V) = S°T* — 0. (6.2)

Rappelons que T et () désignent les fibrés tautologique et quotient. Le fibré () n’est en
général pas irréductible. En effet il contient le sous-fibré U dont la fibre au-dessus de L
s'identifie & L /L (I'orthogonalité est donnée par w). On a donc la suite exacte

0=>U—->Q—T" =0,

ou la deuxiéme fléche est donnée par v — w(v,.).

Une autre méthode consiste a calculer cette représentation en utilisant le fait qu’elle est
donnée par 'action adjointe de 'algébre de Lie p de P sur g/p.

. 0o —-J . .
Supposons que w est donnée par la matrice Q := ( 70 ), ou J est la matrice
ayant des 1 sur la deuxieme diagonale (J;,41-; = 1) et des 0 partout ailleurs. Les

matrices A de Sp(V) sont par définition celles qui vérifient ‘AQA = @ donc celles de
lespace tangent en l'identité vérifient ‘AQ + QA = 0. Maintenant, pour appliquer le
théoréme de Bott, il faut réaliser la grassmannienne comme une variété homogéne sous
laction de Sp(V'). Ce groupe agit sur la grassmannienne par

¢ Sp(V) x Gu(r,C*) — G,(r,C*)
(A, L) — AL.

Soit L un espace isotrope, Ty = L, Uy un supplémentaire de L dans L et M, un
supplémentaire de L' dans V ; si I'on représente une matrice de Sp(V') par une matrice
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de 9 blocs selon les sous-espaces Ty, Uy et My, la grassmanienne s’identifie au quotient
de Sp(V) par le sous-groupe parabolique stabilisateur de Ly, qui n’est autre que

P = N Sp(V).

o O %
* X X
*

Or, si g € Sp(V) préserve Ly, il préserve aussi LOL, et est donc de la forme

ok X
0 x % |.Sipu= A B € T14Sp(V), on a
0 0 = ¢ D

0 A BY_ (-JC —JDY\_ [('A'C Q- tfcy —1'AJ
cC D) JA JB - ‘B 'D - ‘DJ —'BJ
et donc JC et JB sont symétriques et JD = —'A.J.
Par ailleurs p est Uintersection de l'espace tangent a Sp(V') avec I'ensemble des

*x ok K
matricesde laforme [ 0 % x |, desorte que I'espace tangent au point base a G, (r, V')
0 0 =
s’identifie & 'ensemble des couples (S, M) € L* ® L& L* ® U avec .JS symétrique selon
0 0 0
t:(SSM)— | M 0 0
S —J(MJ) 0
a d e
SiP=1] 0 b f | €P, notons que les représentations P > a, b, ¢ correspondent
0 0 c
a”' % %
respectivement aux fibrés T, U et T*. Comme P! est de la forme 0 bt ,
0 0 ¢t
0 00 * k%
Pl M 00 |P'=| bMa' % =
0 00 0 0 0
et
0 00 * %k
Pl 0O OO |P'= * 0 0
S 00 cSa ' % %

On retrouve ainsi la suite exacte (6.2). Notons que la duale de cette suite exacte
donne

0 — S°T — QG,(r,V) = TQU* — 0. (6.3)
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6.2.2 Cohomologie de Dolbeault de O(1)

Le fibré des p-formes peut donc étre filtré par les A’S?T A QPG (r, V), 0 < i < p,
filtration dont les quotients associés sont

N'S*T @ AP (T @ U*).

Combinant les trois formules (5.1,5.2,5.4), il vient que QPG(r, V) admet une filtration
dont les quotients valent

@ C:f*,vsz X SU*U.

u|=4,v|=p—iw

Soit vy, - -+, v9, une base de V, dans laquelle la forme symplectique w s’écrit
0 J . . .
< 70 > Pour 1 < i <'e, v; est de poids ¢; et v.y; de poids —€.11 ;.
On considére maintenant le sous-groupe parabolique
* *x ()
P = x x 0 | NSp(V) 3,
X k%
stabilisant ’espace isotrope engendré par les vecteurs v, 11, - -, V9. Celui-ci présente

en effet 'avantage de contenir le sous-groupe de Borel B_ correspondant & notre choix
de racines positives (paragraphe 5.1.2), ce qui est nécessaire pour appliquer le théoréme
de Bott (théoréme 5.1).

Remarquons que la représentation de P correspondant a T factorise par la projection
P — GL(r). Ainsi, chaque fibré S, T correspond & une représentation irréductible de
GL(r), donc de P ; c’est donc un fibré irréductible. Par contre, puisque si L est un espace
linéaire isotrope, alors la forme w induit une forme symplectique sur L' /L = U, on a
PNGL(U) ~ Sp(U). Ainsi, la P-représentation correspondant au fibré S,-U n’est en
général pas irréductible. Ecrivons donc S,«U comme somme de fibrés irréductibles (I,
désigne un ensemble de partitions adéquat) :

SU*U: @ S(m;ﬂU).

’USPEIU

Finalement,

PO

o O ¥

0 0
x 0 O SL(r) x Sp(dimV — 2r),
0 0

et ST ® SpysryU, corespondant a un produit tensoriel de représentations irréductibles
de SL(r) et de Sp(dim V' — 2r), correspond a une représentation irréductible de P ; une
telle composante est donc un Sp(V)-fibré irréductible.

Je fais alors la remarque suivante :
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Lemme 6.2.1 Soit S,T®S,s»\U une composante du gradué associé a QPG (r, V). Soit
[ la longueur de w. Alors
= Soit Vg € N, H'[G(r, V), SwE ® SpperyU @ O(1)] = 0.
Soit g = q(v, w) : HYG(r, V),S“,E ® SnyU ® O(1)] # 0 et de plus
H19)(S,E® SpenyU @ O(1)) = A<H>V.
Démonstration : Comme ce fibré est irréductible, on peut appliquer le théoréme de
Bott. Si le poids associé a ce fibré est singulier, on est dans le premier cas; s’il est
régulier, il y a un et un seul degré ot la cohomologie ne s’annule pas. L’intérét de ce
lemme est d’expliciter dans ce cas le groupe de cohomologie.
Soit k = e —r et [ = I(w). Les poids de la représentation associée au fibré T sont

ceux des vecteurs vge ;11,- -, Uge, SOIt —€, > --- > —¢;. Une base de la fibre de U au
point base de Sp(V')/P est (v,41, -+, V2 r11); les poids de la représentation associée a
ce fibré sont donc €41 > -+ > € > —€. > -+ — €,471.

Ecrivons alors les plus hauts poids correspondant aux fibrés S, 7T, S,»U et O(1),
dans la base (¢;) :

coordonnées (€1 € gy g1, 6 €rg1 ", €e )

ST (00w, wy 0---0 )

Sy U :( 0---0 0,---,0 e TR i

O(1) ( 1... ] ’ 0---0 )
Par ailleurs,

0 = ( ee—1, 7 o )

Il s’agit donc d’étudier le poids
(e+Le--- k+l+1—w, - k+2—w,k+o" —vy, - 14+v" — vt ). (6.4)

Remarquons que ce poids, outre une suite d’entiers consécutifs écrits dans un ordre dé-
croissant, est constitué de deux suites strictement décroissantes, la premiére quelconque
et la deuxiéme positive. Comme les racines de I'algébre de Lie spq, sont +e; + €; pour
tous les couples (i, j) d’entiers distincts entre 1 et e, et +2¢; pour tout i, ce poids est
régulier si et seulement si toutes les valeurs absolues de ses coordonnées sont distinctes
et non nulles.

Etudions les k + [ derniéres coordonnées. Nous savons qu'une base de la fibre de
U au-dessus du point base est (v,11,- -, 09 ). Une base de vecteurs propres de S,-U
est en bijection avec 1’ensemble des tableaux semi-standard de forme v* contenant les
lettres r + 1,...,2e — r |[FH 91, prop 15.55|. Si C(v*) désigne I'ensemble des cases du
diagramme correspondant a v*, un tel tableau peut étre vu comme une application
C(v*) — {r+1,...,2e—r}; cette bijection associe a un tableau f I'image de ®ccc(v-)Z f(c)
par la projection naturelle ¢(U)®""| — S, ¢(U). Le poids de ce vecteur est 3. ., (ki—
koei1-i)€;, ou k; désigne le nombre de lettres i dans le tableau. Sur un tableau semi-
standard, il ne peut y avoir des lettres 1 que sur la premiére ligne, il y en donc au plus
vy, et donc vi” < vf. Comme v* est une partition, v;” < vj.

Or, comme S, T est une composante de S,+7T ® S, T, par la régle de Littlewood-
Richardson, on voit que les cases sur la i-iéme ligne de w — u* sont numérotées d'un
entier inférieur ou égal a i. Ainsi, v} <let k+ v’ — vy, <l +k.
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Par ailleurs, pour une partition de type u™, on a toujours u;” = I(u") + 1. Toujours
en tenant compte de la régle de Littlewood-Richardson, quand on perturbe une telle
partition en la multipliant par une partition v, on ajoute a chaque ligne au plus v,
cases. Comme S,s»U est une composante de S,«U, pour qu’il soit non nul, il faut que
[(v*) <rg(U) = 2k; on a donc vy < 2k.

Ainsi, wy < l(u)+ 142k <1414 2k. Cette inégalité donne k+2—w; > —l—k+1;
par ailleurs, il est clair que & + 1+ 1 — w; < k + [. Puisque les [ entiers k + 17+ 1 — w;
sont ordonnés de facon croissante (par rapport a i), tous ces entiers sont donc compris
entre —[ — k + 1 et k + [, donc de valeur absolue inférieure ou égale a k + [.

Ainsi, les valeurs absolues des k£ + [ derniéres coordonnées sont donc des entiers
distincts entre 1 et k41 ; ce sont donc tous ces entiers. Le poids du groupe de cohomologie
non nul de cette composante est donc :

e+ 1,6, - l+k+2,0+kil+k—1,---,1)— (e,e—1,---1)

soit :
(1’...71707...70)

avec [ + k lettres 0 et donc e — (I + k) lettres 1, ce qui conduit au résultat annoncé. ®
Par ailleurs, on peut calculer ce degré ¢(v, w). Pour cela notons a; > ... > «; les entiers

positifs de la suite kK + 1+t — w;, 81 < ... < B; les valeurs absolues de ces entiers
négatifs et y; > --- > 7, les entiers k + v} — w3, -+, 1 +v; — v, de sorte que le poids
considéré en (6.4) est (e+1,e,---, ay, -, =Ly, =B, 71, -, 7). On a alors avec

ces notations

Lemme 6.2.2 ¢(v,w) = q(a, 8,7) = >0 _, Bu+ ik + #{(u,v) : @y <7}
Démonstration : ¢(«, 3,7) est égal au nombre de racines simples qui ont un produit
scalaire négatif avec (e + 1,e,---, a1, -+, =B, -+, =B, 71, -, 7). Notons p; le t-
iéme entier de cette liste. Ces racines peuvent étre soit €, + €, soit €, — €, avec a # b.
Dans le premier cas, on a p, < 0 ou p, < 0; supposons que p, < 0 : il existe alors u tel
que p, = —f,. Pour chaque u les indices b doivent étre tels que —f, + p» < 0 et, pour
ne pas compter deux fois une méme paire, on peut demander de plus que 5, > |ps].
D’aprés le fait que les |py| sont tous les entiers entre 1 et i + j + k, il y a exactement (3,
tels indices.

Dans le deuxiéme cas des racines de la forme ¢, — ¢, les 7k combinaisons avec a corres-
pondant a 3, et b a v, conviennent, par ailleurs les couples ot a correspond a a,, et b a
Y, avec a, < 7, conviennent également.

En combinant ces remarques, on obtient le résultat annoncé. i

Une conséquence du lemme 6.2.1 est

Proposition 6.4 Soit p et q des entiers. Alors H?G,(r, V), O(1)] est somme de re-
présentations fondamentales.
Le cas ol 7 = e, hermitien symétrique, a été considéré par Snow |Sno 88|.

Démonstration : Il suffit d’appliquer le lemme 6.2.1 et la suite spectrale de Borel-Le
Potier. °
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6.3 Grassmanniennes quadratiques

6.3.1 Etude du fibré tangent

Soit V' un espace vectoriel muni d'une forme quadratique non-dégénérée (@ ; alors
la grassmannienne quadratique Gg(r,V) est par définition la sous-variété de G(r,V)
constituée des r-plans isotropes pour (). Notons que, contrairement au cas des grass-
manniennes symplectiques, ce n’est pas une section linéaire de G(r,V) C PA"V : en
effet, ce n’est déja pas le cas pour Gg(1, V), qui est une quadrique dans PV

En termes de groupes algébriques, cette variété est un quotient de SO(V'), mais nous
la verrons plutot comme quotient de son revétement universel, Spin(V'). En effet, ce
groupe simplement connexe présente I'avantage que toute représentation de son algébre
de Lie est la différentielle d’'une représentation. Par exemple, si n = 2m, ou si n =
2m + 1, nous réaliserons Gg(m, V') dans la représentation spinorielle de plus haut poids
%(1, ..., 1), dans la base (¢;) : il n’existe une telle représentation que pour Spin,,. La
sous-variété de la grassmannienne G(m, V) C PA™V constituée des espaces isotropes
est donc lI'image par l'application de Veronese de degré deux de ma grassmannienne
GQ (m, V)

Avant d’étudier le fibré tangent, je souhaite faire une remarque sur le fibrée O(1).
Celui-ci est par définition la restriction du fibré O(1) sur I'espace projectif ambiant ; son
poids est donc le plus haut poids de la représentation dans laquelle est plongée Gg(r, V).
Ce poids égale donc %(1, ..., 1) pour les grassmanniennes d’espaces de dimension maxi-
male et (1,...,1,0,...,0) pour les autres.

Pour décrire le fibré tangent, les deux méthodes présentées pour les grassmanniennes
symplectiques sont encore valables : on démontre qu’il existe une suite exacte

0— A*T — QGo(r,V) = T®U* =0, (6.5)

avec les mémes notations pour T et U.

6.3.2 Cohomologie de Dolbeault de O(1)

Comme dans le cas des grassmanniennes symplectiques, la cohomologie de O(1) ne
fait apparaitre que des représentations fondamentales :

Proposition 6.5 Soit p et q des entiers. Alors HP[Gg(r,V),O(1)] est somme de
représentations fondamentales. De plus, si dimV = 2r ou dimV = 2r + 1, alors

H™[G,(r,V),0(1)] = 0.

Le cas des espaces de dimension maximale a déja été démontré par Snow |Sno 88|.
Démonstration : Il suffit de démontrer ce résultat pour une composante du gradué
associé au fibré des p-formes. On considére donc des partitions u, v, w, v telles que
ST est une composante de S,-T' ® S,T" et Si,0\U est une composante de S,-U. Soit
n=dimV et [ la longueur de w.

Le résultat va alors découler d’inégalités concernant ces partitions. Tout d’abord,
on a v; = l(v*) < n — 2r, car sinon S,-U = 0. Puisque S, T est une composante de
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T,-T®S,T,onaw <u +v; <(l—1)4 (n—2r). On remarque alors que la régle
de Littlewood-Richardson implique que [(v) < I, soit v; < [, et donc v < [, car comme
dans le cas symplectique, il est facile de voir que v{ < v7.

Il y a quatre cas, selon la parité de n et le fait que I'on considére ou non des espaces
de dimension maximale. Commencons par le cas n = 2m et r < m. Notons encore
k=m—r.

Les plus hauts poids correspondant aux fibrés sont alors

SoT = (00w —wy 0---0 )

SwelU o 0---0 0,---,0 R TTRRRI ¥/ A T P

O(1) :( 1--- . : 0---0 )
Par ailleurs,

p = (e—1e—2, : . )

Il s’agit donc d’étudier le poids

(e,e =1, k+l—w, - k+1—w,k—14+0v) 03, -, vf —vp,,). Ce poids est de
nouveau constitué de deux suites décroissantes, et il suffit de majorer les valeurs absolues
qui interviennent. Comme on a vu que wy <l —14+2k,ona k+1—w, > —k -1+ 2.
Par ailleurs, k +1 —w; < k+1l—1et k—1+0v{ < k+1— 1. Ainsi, toutes ces valeurs
absolues sont comprises entre 0 et £+ — 1; ce sont donc tous ces nombres et le groupe
de cohomologie correspondant est une puissance extérieure. Notons que ce poids peut
avoir une composante égale a 0 sans étre singulier puisqu’aucune racine du systéme de
racines D,, n’est de la forme ce;,c € Z,1 € N.

Dans le cas n = 2m + 1,7 < m, on note k = m — r et on étudie de méme le poids

(e+%,...,k+l+%—wl,---,k+1+%—w1,k—%+7)§’—1)3k+1,---,%4—1},;’—1),;’“).On
ak+1l+g—w > k- I+2+5, k+l4+5 w<k+l etk 5+0v)<k+l- 3.

Ainsi, ces nombres sont tous les entiers entre % et k+1— %, et on peut conclure.

Si n = 2m et r = m, on étudie le poids (e — §,..., 1 — 3 —u, ,---, 3 —u;). Comme

l—l—ul’gl—l—%et%—uf:%—l,cepoidsestsingulier.

2

Enfin, si n = 2m + 1 et r = m, on considére le poids (e,...,[ — wy, ..., 1 — wy).
Comme wy < u; + 1 </, les valeurs de ces entiers sont entre 0 et [ — 1, ils ne peuvent
donc pas étre distincts et non nuls et ce poids est de nouveau singulier. °
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Chapitre 7

Deux résultats pour des fibrés amples
généraux

7.1 Un théoréme pour les puissances de Schur quel-
conques d’un fibré ample.

7.1.1 Etude d’une classe de fonctions

Dans le paragraphe suivant, on aura besoin d’une fonction € : N — N vérifiant la
condition

(x) Yu € Z,Vr € Nz + pe(r) € N= e[z + pe(x)] < e(z) + p

. k(k—1 o . . . o
Soit CF = (2 ) ; nous vérifierons aisément par la suite que la fonction § définie par

Vn € N, 05(’” <n < C;f("’“ satisfait (x). Le but de ce paragraphe est de décrire
I’ensemble de toutes ces fonctions et de prouver que ¢ en est le plus petit élément. Les
premiéres valeurs de § sont : §(0) =1,5(1) =0(2) =2,0(3) =40(4) = d(5) = 3.

On s’intéresse tout d’abord a un ensemble a priori plus grand, celui des fonctions
vérifiant :

(xx) Ype {-1,1},Ve e Nz + pe(r) € N=> €[z + pe(z)] < e(z) +

Soit z tel que e(xz) = 0; la condition (**) avec y = —1 donne €(z) < e(z) — 1, et
donc une contradiction. Ainsi, € est en fait & valeurs dans N*.

Lemme 7.1.1 Une fonction € vérifiant (xx) est croissante et vérifie e[z +¢(z)] = e(x)+
1.

Démonstration : Soit e vérifiant (xx), x € N et r := €(z). On montre alors par
récurrence sur r que :
Vo' >z, e(x’) > r.
—e(x+r)=¢(r)+ 1.
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Si r = 1, le premier point a déja été constaté; pour ce qui concerne e(x + 1), c’est un
entier compris entre 1 et 2. Maissi e(z+1) =¢(z) =1l,onae(z+1—-1) <e(z+1)—1
et une contradiction.

Supposons maintenant I’hypothése de récurrence vraie jusqu’au rang ry et supposons
que €(z) = ro+1. Montrons le premier point par récurrence sur z’ : si €(z') > ry+1 mais
e(x'+1) = r < rg, alors 'hypothése de récurrence au niveau r montre que €[(z'+1)+r] =
r+ 1 et donc par (xx) on a e(x') =¢[(x'+r+1)— (r+1)]<(r+1)—1=r, donc une
contradiction.

Ainsi, €(z + 19+ 1) € {rg + 1,79 + 2}. Le méme raisonnement que précédemment
donne €(x + 19+ 1) =19 + 2. o

Lemme 7.1.2 Les conditions (x) el (xx) sont équivalentes.

Démonstration : En effet, une fonction vérifiant (xx) est croissante et une récurrence
immeédiate sur |u| prouve qu’elle vérifie (k). o

On peut grace au lemme 7.1.1 paramétrer toutes les fonctions vérifiant (x) par un
nombre, €(0), et une suite (I, := min{z : €(z) > i});>0) strictement croissante et
vérifiant, pour tout i > €(0), lix1 € {l; +i — 1,1; + i}. En effet, soit i > €(0); si €
vérifie (), €(l; + 1) = €(l;) + 1 par le lemme 7.1.1. Par ailleurs, ce méme lemme asssure
que I'image de € est [¢(0), +00[NN, et donc que €(l; — 1) =7 — 1. Ainsi €(l; +1i — 2) =
e(ly —1+i—1) <e(l; — 1)+ 1 <i par (x). Réciproquement, il est immédiat de constater
qu’une telle suite fournit une fonction vérifiant (xx). Dans le cas de §, on a l; = C%, donc
liv1 =l +1i et ¢ est bien une fonction vérifiant (k).

Enfin, si € et ¢ sont deux fonctions vérifiant (x), alors évidemment ¢ < € si et
seulement si €(0) < €(0) et I; > I} pour tous les i tels que ces nombres soient définis.
Puisque (C}); est la plus grande suite vérifiant [; 1y € {l; + i — 1,1; + i}, on en déduit
comme annonce :

Proposition 7.1 La fonction § est la plus petite fonction de ’ensemble des fonctions
vérifiant ().

Ce résultat a ceci de rassurant qu’il montre que I'on ne peut pas améliorer le résultat
du paragraphe suivant en remplagant § par une autre fonction vérifiant (x), et qui
prendrait une valeur plus petite ne serait-ce qu’en un point.

On peut, grace a la fonction &, définir un ordre sur N2, Celui-ci est donné par I'ordre
lexicographique sur N* et I'injection (z, o) — (6(z)+0, 2—C2™, ). Notons A I'ensemble
N? muni de cet ordre. L’intérét principal de N est qu’il vérifie :

Lemme 7.1.3 Pour tous (z,0) € N,u € Z — {0}, sir =06(x) et si x + ur € N, alors
(x+pr,o—p) < (z,0).

Démonstration : Par le lemme 7.1, §(z+pur) < §(x)+p, de sorte que 6 (z+pr)+o—p <
8(z) + 0. Comme z + pr — C4 ™ = g4 pr — CHCIZD — 0 Or _ CF e cas d'égalité

2
implique z + pr — C2"H) = ¢ — C1 — C¥ done z + pr — C2T) < 3 — €5, le cas
d’égalité donnant C% = 0 soit = 0 ou 1; 0 étant exclus, on a donc 0 — p < 0. .
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7.1.2 Un résultat sur les produits tensoriels de crochets

W. Nahm et F. Laytimi ont montré un théoréme d’annulation pour la cohomologie
d’une puissance de Schur correspondant & un crochet d'un fibré ample [LN 02, th 2.1].
Dans ce paragraphe, je généralise leur résultat & un produit de crochets.

Proposition 7.2 Soit E' un fibré ample de rang e sur une variété X projective et lisse
de dimension n. Soit a € N, (ki)1<i<a €t (i)1<i<a des entiers tels que o; < k;; soit

o=> «; et k=> k;; alors,
HP(X, @, ZF " YWE) =0 siqg>n—p+[0(n —p)+ollae — k+20] — o(o +1).

Posons Q(p,0) =n —p+[0(n — p) +ollae — k +20] — o(o +1).

Démonstration : On démontre ce résultat par récurrence sur les couples

(n — p,o) € N. Cette récurrence peut sembler peu naturelle et troubler le lecteur;
aussi, je donne les 10 premiers éléments de N pour qu’il puisse suivre plus aisément les
premiers pas de la récurrence.

n—p o dn—p+o n—p—C’g(nfm o
1 0 0 1 0 0
2 1 0 2 0 0
3 0 1 2 0 1
4 2 0 2 1 0
) 3 0 3 0 0
6 1 1 3 0 1
7 0 2 3 0 2
8 4 0 3 1 0
9 2 1 3 1 1
10 ) 0 3 2 0

Si on place ces numéros d’apparition sur un plan repéré par n — p selon 'axe des
abscisses et ¢ selon I'axe des ordonnées, on obtient le schéma suivant :

La méthode employée est celle maintenant classique qui consiste a constater que les
groupes de cohomologie que I'on cherche a annuler apparaissent dans une suite spectrale
qui calcule la cohomologie d'un fibré en droites ample sur une variété adéquate Y elle-
méme fibrée au-dessus de X. Ce dernier groupe est nul par le théoréme de Kodaira si
q est suffisant ; il suffit donc de s’assurer que ces groupes “passent a travers” la suite
spectrale, ce qui fait intervenir une récurrence.

Soit donc X", E°, p, q, (k;) et oq vérifiant les hypothéses de la proposition fixés. On va
montrer 'annulation de H?4(X, @a,;:5" a;—0, @i 2%~ *~F E) en supposant la proposition
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vraie pour tous les couples (p',0) tels que (n — p',0) < (n — p,09). Supposons la suite
(k;) croissante. Soit r = §(n — p) ; soit aussi /; et s; les quotients et restes de la division
de k; par r : k; = rl; + s;. Un premier lemme assure que 1’on peut supposer que e > r
tous les [; sont supérieurs ou égaux a

0ot p) g o> 2
{0+1 st =1

Lemme 7.1.4 Soit | un entier tel que la proposition 7.2 soit vraie pour une certaine
valeur de n — p et de o, et pour toutes les variétés et tous les fibrés vectoriels amples,
a la condition que tous les l; soient supérieurs ou égauz ol et que e > §(n — p). Alors
cette proposition est vraie sans restrictions pour ces valeurs de e et de o.

Démonstration : Soit £ un fibré sur une variété X et L un fibré en droites ample sur
X. On peut supposer [ > d(n — p). La proposition est vraie pour I} = [; + 1 (c’est-a-dire,
puisque k; = rll + s;, pour k! = k; + rl) et les fibrés amples E’ de rang supérieur a
§(n — p). Pour le fibré ample E' = E @ L®" de rang e + rl, et pour ki =k;+rl, ona
donc I'annulation de HP9(X, ®;Z% -V E") = 0 si

qg > [6(n—p)+ollale+rl) -k +20] —0o(0c+1)
= [6(n —p)+ollae — k + 20| — o(0 + 1).

Mais comme Zki—®i—1ki gl  gki—ai=lki [ @ [®arl on en déduit que pour toute variété
X, tous fibrés E et L, HP(X, ®;ZF "Lk B @ L®) = 0 siq > [6(n —p) +ol[ae — k +
20] —o(o+1). En vertu du lemme 1.5.1 p.128 de [Man 92| qui n’a besoin de ’hypothése
que pour les fibré vectoriels E amples, ce résultat reste vrai si L est trivial, et le lemme
est donc prouvé. °

On suppose donc dorénavant que [; > lpet e > r. Si ) < s < r < e sont des entiers et
V' un espace vctoriel de dimension e, on notera M, (V') la variété de drapeaux absolue
constituée de 'ensemble des couples (V;, V;) de sous-espaces vectoriels de V' avec

0CcV,cVycCV, codim(V,)=r, codim(Vy) = s.

Soit alors M, ,(F) la variété de drapeaux relative a E, c’est-a-dire la variété fibrée
au-dessus de X dont la fibre au-dessus du point z s’identifie a la variété M, ,(E,) des
drapeaux de la forme

(0CE, C E;CE,), codim(V,)=r, codim(Vy) = s.

Soit aussi @1 le fibré en droites sur M, (V) dont la fibre au-dessus du drapeau
précédent s’identifie a (det(E,/E,))"*! @ (det(E,/E,))! = det(E/E,) ® (det(E/E,))".
Considérons alors le produit au-dessus de X défini par ) := xM;, ,(FE) et le fibré en
droites £ au-dessus de Y égal au produit ®;Q;, si m; désigne la projection de ) sur
Mg, .. (E) et Q; le fibré Q% Tl sur cette variété de drapeaux relative. Comme e > r > s;
pour tout 7, cette variété a bien un sens.
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Laurent Manivel a étudié une partie de la cohomologie des fibrés en droites Q'*"
sur une variété de drapeaux absolue, partie suffisante pour établir notre proposition.
Néanmoins, j’ai besoin de généraliser ses résultats a un produit de variétés de drapeaux.
Cette généralisation sera une conséquence facile de la formule de Kunneth.

Soit donc M, (V) une variété de drapeaux absolue et Q'*1! comme précédemment.
S,T

Notons A =1—1,t(r) = w et k =rl+s. Notons 7, s = w et pour 7 un entier,

ng(m) = #{c € {0,1}", |c| = s et Zm =}

Ainsi ng(r) =0sim < 0oum > m.
Alors, on a [Man 92, proposition 1.2.1, p.111 et lemme 1.3.1, p.114] :

Proposition 7.3 Supposons p = A.t(r) + 7 avec ® > m, s — k + 1. Alors
I

Hpvq(Ms,r(V)a QH_LZ) = @ ur (71— + ra)(sq,pfr/\fs+ozzkiailvkv-

a=0

Considérons maintenant un produit Y = xM;, (V) de variétés de drapeaux et le
fibré en droites L = ®m;Q;, avec @; le fibré Q"1 sur M, (V) et m; la projection
naturelle de Y sur M, ,. Je propose alors la généralisation suivante de la proposition

7.3, si )\7 désigne 17—1, )\:Z)\y,l:Zl“ S:ZSi; et k:ZI{J7

Proposition 7.4 Supposons que p = A\.t(r) + 7 avec m > > w5, — k + 1.
Soito=qg+r\+s—p. Alors

H"(Y,L) = ny(r+70) @ @28 V.

;Y aj=0

Dans cette proposition, ng(m) désigne le nombre
ns(m) := Z Ny, (m) = #{ci; € {0,177 : Vi |c;| = s; et chm- =7}
Zﬂ-i:ﬂ- 277

Cette proposition montre que le fait qu'un groupe ®;Z% %~k 5oit ou non dans
HP4(Y, L) ne dépend que de la somme o des «;, et non des valeurs de tous les «; ; c’est
ce qui fait que I'on obtient un théoréme d’annulation ot la borne ne dépend aussi que
de o.

Démonstration : On applique tout d’abord la formule de Kunneth :

v = @ e, Q)
Yo Pi=p,2_4i=q

Ecrivons chaque p; comme \;t(r)+m;. Si une telle suite d’entiers p; fournit un groupe non
nul, alors par la proposition 7.3, on a pour tout ¢ la relation m; < 7, ,. Si donc il existe
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i tel que m; < m,; — k; +1;, comme m =) 7;, on en déduit que 7 < Y 7, , —k+1, ce qui
contredit I’hypothese de la proposition. Ainsi, pour tout i on a 7,5, —k;+1; < m < w5,
et, donc on peut en déduire par la proposition 7.3 que

Lidi+1y _ Ei—ai—1k;
HP qZ(MSM"JQZ ' ) - @ains(ﬂi +Ta7:)6lii7pi*7"/\i*5i+(¥iz Y V.

Si donc ®;ZFi—@i~LkY/ apparait dans notre groupe de cohomologie, cela implique
que ¢; = p; —rA; — S; +a;, et par sommation que ¢ = p—rA—s+o. Enfin, la multiplicité
de ce groupe est bien la somme sur les 7; des produits des multiplicités de ZFi—®i—Lkiy/
dans HP#% (Mg, ., Q"!i+1) soit ng(m). J

Notons Pmax = A\t(r)+ > 7,5, et Qmax = A\t(r—1)+>_ 7,5, —S. Une conséquence
de la proposition 7.4 est :

Proposition 7.5 Soit p et q deuz entiers. Alors :
Sip > Pmag ou q > Qmaz, alors H?4(Y, L) = 0.
- Sip> Pmaz — 10 ouq > Qmaz — (r— 1)o, alors

H(Y,L)C @ @2k Ry

> ailo

On considére maintenant la fibration en variétés de drapeaux 7 : Y — X introduite
précédemment. Soit TE’J la suite spectrale de Borel-Le Potier, avec P = p + Pmax —
rog. Le résultat souhaité va étre conséquence de propriétés de cette suite spectrale. La
premiére exhibe un terme de la suite spectrale de Borel-Le Potier qui contient le groupe
que ’on veut annuler :

Lemme 7.1.5 Soit qo = Qmaz — (r — 1)og. Alors

PE]PJH‘QO*I) D) Hp,q(X’ @(M:Z(MZUO ®7 Zki*ai*],kiE)

Démonstration : Comme on a supposé que [;(r — 1) > rog+ (n — p), on a

n—i—PmaX—k'1+l1 TL—|—PmaX—l1(T—1)—51
n 4+ Pmax — rop — (n — p)

Pmax +p —rog =P

Al

n, alors P—p > P —n > Pmax — ki1 + ;. Si p > n, il est clair que
0. On peut donc utiliser les propositions 7.4 et 7.5 pour obtenir des
renseignements sur les H =77 (Y, L) pour tous ¢'. Pour tous les entiers ¢, et g,, on a (cf
notation 5.1)

Ainsi, si p <
PEp.atao—p _
Ej =

P,DEgl A2 [P [X, RP*Whﬂ.*E]_

Si f;; sont les applications de changement de cartes de E, on a vu que RP-P@g [
est un fibré vectoriel de fibre type H” 79(Y, L) (soit z € X ;Y = 7 '(x) et L est la
restriction du fibré en droites £ a Y'), et dont les changements de carte sont induits
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par f; ;. Supposons que H"7%(Y, L) = S\E,. Nous savons que [A| = Y rl; + s;. On
en déduit donc que pour g € GL(E,), 'application induite par g sur H' 7% (Y, L) est
Sxg. En effet, c’est vrai g € SL(FE,) par le théoréme de Bott et pour g une homothétie,
puisque I'application induite par \.Id est A>="'+5i (I'action de A.Id sur le fibré tangent
est triviale).

Les applications de changement de cartes de RP~P%x, L sont donc les applica-
tions Syfi ;. si fi; est une application de changement de cartes de E. On a donc que

RE-Poq [ = S\E.

Or HP P (Y, L) = g5~ aym00 Qi Z¥7* KV En effet, si un terme de la forme
By ajmo Qi Z¥ 741KV est une composante de ce groupe, alors on doit avoir o =
@ +1rL+S — (P —p) = og. Par ailleurs, il est clair que n,()_ 7, ,,) = 1. On en déduit
donc que PPETT = HPY(X, @5 a0 Qi Z¥ LR E).

Par ailleurs, si ¢, > qg et ¢; est quelconque, PP'EJ"% = (), toujours par la proposition
7.5. Enfin, si ¢ > g et g2 < qo, et que HP" (X, By, 5" 0,20 ®; ZFi-4 VR E) . PRETHT
onao < oyet H (X, @,y 0,0 ®; Z¥ 7 VK E) = ( par I'hypothése de récurrence.
Toutes les différentielles d,, issus de ou aboutissant sur PPE%9 sont donc nulles, et

PrEw00 = HP (X, @45 aym00 ®i ZF % VHE), ce qui implique notre lemme. °

Pour voir que notre groupe précédent passe a travers la suite spectrale de Borel-Le
Potier, il suffit de montrer 'annulation des groupes PEerm’q*p*m%gn(quo, pour tous
les entiers m non nuls. Soit donc m un tel entier et p;,q; et ¢o des entiers tels que

+m,q—p—m+SEN(m)+ T
pppTmaty BNmIFa - rost a-dire des

Prps-e goit un élément d’'une filtration de
entiers tels que :
m=p+metq +qg—p =q—p—m+sgn(m)+ qg. Remarquons que de maniére
équivalente, on a p; = p+m et g1 + ¢ = ¢+ qo + sgn(m).

De nouveau, il suffit de montrer que tous les groupes PPIES% sont nuls. Or ceux-ci

valent HP»9' (X, HP~P142 (Y, L)]. Supposons que
oS aimg @5 20NV C HP7PLR (Y L),

Alors par la proposition 7.5, P — p; < Pmax — ro = (P — p) — (0 — 0g), donc p; >
p + r(o — 0g), soit m > r(oc — 0g). Par ailleurs cette méme proposition assure que
¢ < Qmax — (r—1)o =qy — (r — 1)(0 — 09).

L’égalité ¢1 + q2 = ¢ + qo + sgn(m) donne alors ¢; > ¢ +sgn(m) + (r — 1)(o — oy).
Notons = o — 0, comme nous avons vu que m > ru, sgn(m) > sgn(u) et nous avons
donc établi :

o=0y+ i
p1 = p+pr
¢ = q+sgn(p) + (r—1)p

Sous ces hypothéses, il ne nous reste plus, en utilisant I’hypothése de récurrence, qu’a
prouver 'annulation de H?*% (X, @y, .5~ 0,—0 ®; Z¥ =%~k ). Remarquons tout d’abord
que l'on peut supposer que ae — k + o < 0, car sinon @,y =0 ®; Z¥ 4 R E = 0.

Lemme 7.1.6 Dans l’ensemble ordonné N, on a : (n —py,0) < (n—p,op)

153



Démonstration : Cet ordre étant croissant selon les deux coordonnées (c¢’est-a-dire que
siz <z yeN, alors (z,y) < (z',y) et (y,x) < (y,2")), cela découle du lemme 7.1.3. ®

Lemme 7.1.7 Siq > Q(p,00) alors ¢ > Q(p1,0).

Démonstration : On peut supposer que p; = p+ pr et ¢ = ¢+ p(r — 1) + sgn(p).
Calculons alors Q(p, 09) — Q(p + pr, oo + i) +sgn(p) + (r — 1)p. Cette quantité vaut
2ur+2p00+ p? +sgn(p) + (r+oq) (ae—k+200) —[6(n—p—ur) +o¢ + pl[ae — k+ 200 +2p].
En remarquant que 2ur + 2uoq = 2u(r 4+ og) et en factorisant par r 4+ oy, on en déduit
que cette quantité égale
(ae — k + 200 + 2u) (1 + 00) — (ae — k + 200 — 2u)[6(n — p + pr) + oo — p] + p? + sgn(p),
soit (ae — k+20)[r + pu — 6(r + pr)] + p* + sgn(p).
Comme ae — k + o > 0, le lemme 7.1 prouve alors que ce nombre est positif. i
Enfin, on a I'inégalité suffisante pour assurer que FEP4-PFTa0 = () :

Lemme 7.1.8 Ona P+ g+ gy —dim) > 0.

Démonstration : Tout d’abord,

QZﬁr,si*5:2T5+5—Z(9?—5’27“Setk:(L+a)r+S.
Ainsi :
P+q+qy—dim)

= p+q+Lt(r)+ Lt(r —1)+2> 75, — S — (2r — 1)og —n —ar(e — 1)
2 ()'0((16*]9"‘0’0) L

Nous avons ainsi (péniblement) achevé la preuve de la proposition 7.2. Nous allons
maintenant montrer une autre proposition qui rétablit la symétrie entre p et q :

Proposition 7.6 Soit E un fibré ample de rang e sur une variété X projective lisse
et de dimension n. Soit a € N, (k;)1<i<q €t (@;)1<i<q des entiers tels que o; < k; ; soit

o=> a; et k=> ki, alors
HP(X, @, ZF " YME)y=0sip>n—q+[0(n —q) +0ollae — k +20] — o(o + 1).

Posons P(q,0) =n —q+[d(n — q) + ollae — k + 20] — o(0 + 1).

Démonstration : La démonstration est trés similaire a celle de la proposition 7.2. En
effet, soit r = 6(n — ¢) et comme précédemment Y := x M, ,(E) et le fibré en droites
L au-dessus de Y égal au produit ®@m;Q; , ou [; et s; sont le quotient et le reste de la
division euclidienne de k; par r et Q; = Q!4+ Soit aussi p+ Ppas — 10, le lemme 7.1.5
reste vrai et pour voir que ce groupe passe a travers la suite spectrale, il suffit comme
précédemment de montrer en utilisant I’hypothése de récurrence que si

o=0g+ i
P> p+pr
¢ > q+sgn(p) + (r—1p

alors thlil (X’ 69072()/7:(; ®Z Zkz*ﬂz*l,sz) — 0.
Ceci découle du fait que le lemme 7.1.8 reste vrai et que I’'on a ’analogue des lemmes
71.6et 7.1.7:
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Lemme 7.1.9 Dans l’ensemble ordonné N, on a : (n — qi,0) < (n — q,09).

Démonstration : On peut aussi supposer que ¢; = ¢+sgn(u)+ (r—1)p et 0 = ¢ + pu.
Alors si up < 0, g1 > q + ru et le lemme 7.1.3 s’applique. Si ¢ = 1, ce méme lemme
fonctionne car ¢; = ¢+ r. Pour 4 > 1, en posant x = n — (¢ + r), ce lemme donne
(n—(qg+7r)—(p—1)5(n—(¢+r)),0+p) < (n—(g+71),0+1). Comme §(n—(¢g+r)) <
dn—qg)—1,ona(n—(¢g+7r)—(n—1)(r—=1),0+u) < (n—_(¢+r),o+1).Légalité
n—q =n—q—1—p(r—1) =n—(¢g+r)—(p—1)(r—1) donne alors (n—qy,0) < (n—q, o),
et le lemme est démontré. °

Lemme 7.1.10 Sip > P(q,04) alors py > P(q1,0).

Démonstration : On peut supposer que p; = p+ ur et ¢ = ¢+ u(r — 1) + sgn(p).
Calculons alors P(q,00) — P(q+ p(r — 1) +sgn(u), oo + p1) + pr. Cette quantité vaut :

2ur + 2poy + p* + sgn(p) + (r + oo)(ae — k + 20p)
—[0(n — q —sgn(p) — p(r — 1)) + o¢ + pllae — k + 200 + 2p].

En remarquant que 2ur 4+ 2uog = 2u(r + 0g) et en factorisant par r + 0q, on voit que
cette quantité égale

p? +sgn(p) + (ae — k + 200 + 2p) (r + 0¢)
—(ae —k+ 200+ 2u)[0(n — ¢ —sgn(p) — u(r — 1)) + o9 + pl,

soit (ae — k +20)[r — pu — 8(n — q —sgn(u) — p(r — 1))] + p* — sgn(p).
Comme ae — k + o > 0 et que le lemme 7.1.9 implique
d(n—q—sgn(u) — u(r —1)) + u < 6(n — q) = r, ce dernier nombre est donc positif. ®

On peut maintenant regrouper les propositions 7.2 et 7.6 sous la forme du

Théoréme 7.1 Soit E un fibré ample de rang e sur une variété X de dimension n,
a €N, (ki)i<i<a €t (04)1<i<qa des entiers tels que a; < k;; soit 0 =Y o et k=) k;,
alors
prq(X’ ®iZki*ai*];kiE) =0
sS4
p+q>n+min[d(n —p),d(n —q)] + ollae — k + 20] — o0 +1).

7.2 Résultats topologiques en petit co-rang

Dans ce paragraphe, je démontre certaines propriétés topologiques attendues pour
les fibrés vectoriels amples. Plus précisément, si X est une variété projective lisse, F
un fibré ample sur X de rang e et muni d'une forme quadratique a valeurs dans L, je
démontre des propriétés topologiques pour le lieu Di(E) C X des points x ou cette
forme quadratique est au plus de rang k, sous la condition e — k < 4. J’appelle co-rang
Ientier e — k (c’est le co-rang de la forme quadratique). Lorsque k est pair, la connexité
de ce lieu a déja été montrée [Tu 89]; ma méthode ne distingue pas ce cas des autres et
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montre d’autres propriétés topologiques. Par contre, elle présente le sérieux inconvénient
de se limiter aux cas ot e — k < 4 et de supposer que ce lieu est au moins de dimension
2, alors que |Tu 89| montre la connexité si cette dimension est supérieure ou égale a
1 (pour k pair). Si k est impair, [Tu 88] montre aussi la connexité, mais a condition
que cette dimension soit au moins e — k. Si e — k = 4, ma borne, 2, est donc meilleure.
Mentionnons enfin que [Lay 96, prop 2.3] donne aussi la connexité d’un lieu de dimension
strictement positive, mais pour e — k < 2, ce qui, comme le lecteur pourra le mesurer,
simplifie considérablement le probléme.

En fait, la démonstration de ce résultat sera le prétexte a expliquer des techniques
un peu nouvelles permettant d’établir des théorémes d’annulation. Ces techniques ne
donnant pas précisément les résultats attendus, je n’ai pas essayé de les généraliser aux
plus grands co-rangs.

7.2.1 Propriétés topologiques des lieux de dégénérescence

n(n+1)
7

Dans le théoréme qui suit, je note t(n) =
Théoréme 7.2 Soit E un fibré vectoriel de rang e, sur une variété X lisse, projective
et de dimension n. Supposons que E est muni d’une forme quadratique a valeurs dans
un fibré en droites L. Soit k un entier et supposons que

dim Dy (E) = p:=n—t(e — k)

-~ S?2E* @ L est ample.

—e— k<4
Alors, Uapplication de restriction HY(X,0x) — HY(Dy(F),Op,(r)) est un isomor-
phisme pour 0 < q < p — 1, et est injective pour ¢ = p — 1.

La dimension p est celle attendue, la dimension effective étant toujours supérieure ou
égale A cette dimension. En effet, on s’est donné une section de S?E* ® L, soit un
morphisme o : X — S?E* ® L. Puisque Dy(E) est I'image réciproque par o de la
variété, de codimension t(e — k) dans S?E* ® L, des formes quadratiques de rang au
plus k, Di(F) est au plus de codimension t(e — k).

Avant de passer a la démonstration, énoncons le

Corollaire 7.7 Sous les mémes hypothéses, et si de plus p > 2 et X est connexe, alors
Dy (FE) est conneze.

Une conjecture de Fulton et Lazarsfeld [Ful 81, Remark 2,p.50] prédit cette connexité si
p>1.

Démonstration : En effet, par le théoréme 7.2, Uapplication de restriction H(X, Ox)
— HY(Dy(E), Op, (1)) est un isomorphisme. °
Démonstration du théoréme 7.2 : Il est connu que ce résultat découle de théorémes
d’annulation adéquats [Man 97|. Pour le confort du lecteur, j'explique comment. Notons
D := Dy (F). Tout d’abord, il existe une résolution du faisceau Op sur Ox par des fibrés
vectoriels |[JPW 81, théoréme 3.19,p.139] : le i-iéme terme R’ d’une telle résolution est
donné par

R? — @ S)\(kfl)E ® L*Z(QH—kfl).
A= (2, . )
120 —1) =i

156



Dans cette formule, U'expression A\ = (21, u, u*) signifie que la partition \ est de rang 21,
que N; = 21+ p; si 1 <i < 2] et Ao = pf. Si A est une partition, A(k — 1) est obtenue

en intercalant £ — 1 parts égales au rang de A a A : si par exemple A = , alors
A(2) = . Si k=0, alors (21, u, p*)(—1) est la partition v telle que v; = 2] + p;
pour 1 < i < 20 — 1, vy = pf + poy, et vy 14 = pf pour i > 2. Convenons qu’une

partition A de la forme (21, pu, u*)(k — 1) sera dite (k — 1)-symétrique (si k — 1 = 0,
ceci signifie que \* = \). Si A est (k — 1)-symétrique, notons i(\, k) Uentier tel que
S)\E* ® Lfl(21+k71) C R7(/\,k)

Notons K le faisceau noyau de la i-iéme fleche de cette résolution (K C RY). On a
ainsi par exemple une suite exacte courte 0 — R'/K' — Ox — Op — 0. Pour montrer
que HY(X,Ox) — H9YD,Op) est injective (respectivement surjective), il suffit donc
d’annuler H(X, R'/K") (respectivement H9™' (X, R'/K")). Pour cela, il suffit d’annu-
ler HI(X, R') et H"™'(X, K') (respectivement H9™' (X R;) et H"™(X, K)). Or, on a
une suite exacte 0 — R¥/K? — R?> — K' — 0. Pour annuler H’(X, K'), il suffit donc
d’annuler H7(X, R?) et H'*'(X, R*/K3). Par récurrence, I'application H4(X,Ox) —
H(D, Op) est donc injective (respectivement surjective) si H7™ 1 (X, R") = ( (respecti-
vement H77 (X, R") = 0). Par la dualité de Serre, ces groupes valent H™" 9=+ X R)
et H™" 97X, R"). Pour démontrer le théoréme, il suffit d’annuler H™"~9~+1(X R)
pour g < p — 1, soit de montrer que

H™(X,R")=0siqg>tle k) —i+1.

C’est I'objet du paragraphe suivant, mais auparavant, je vais mettre cette condition
directement sous la forme de théorémes d’annulation. Je prétends qu’il suffit de montrer
le résultat suivant :

Proposition 7.8 Soit F' un fibré vectoriel ample de rang e sur une variété X projective
lisse de dimension n. Soit k un entier tel que 0 < e —k < 4 et X\ une partition (k —1)-
symétrique. Alors, H"1(X,S\F) =0 siq > t(e — k) + 1 —i(\ k).

Je démontre que cette proposition implique le théoréme 7.2 : nous avons vu qu’il
suffisait d’annuler H™9(X, R"") pour q > t(e — k) — i + 1. Ainsi, il suffit d’annuler, pour
toutes les partitions A (k — 1)-symétriques, H™(X, S\E* @ R*/?), pour ¢ > t(e — k) +
1 —i(A, k). Pour cela, moralement, on applique la proposition a F' = E* ® L'z,

Plus rigoureusement, soit A une partition (k — 1)-symétrique et ¢ > t(e — k) +1 —
i(\, k) ; il existe une variété projective lisse Y, un morphisme fini p : ¥ — X surjectif, et
un fibré en droites M sur Y, tels que M? ~ p*L. Considérons de tels objets. Par [Man 92,
lemme 1.5.2,p.129], I'application naturelle H™4(X, SyE* @ LN/2) — H™(Y, S\p*E* ®
p*LN72) est injective; il suffit donc d’annuler H™9(Y, S\p* E* ® p*L*/?). Or, puisque
LAN/2 ~ MW ce groupe égale H™(Y, S\(p* E*@M)). Comme S?(p* E*@M) ~ p*(S?E*®
L) est ample, p*E* @ M est ample, et on a bien H™(Y,S\(p*E* ® M)) = 0 si la
proposition est vraie.
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Démonstration de la proposition 7.8 : Puisque e — k < 4, le rang 2] d’une partition
(k — 1)-symétrique et de longueur inférieure ou égale a e est nécessairement inférieur ou
égal a 4; on a donc [ = 1 ou [ = 2. Les partitions obtenues avec [ = 2 ne nous posent
pas de probléme, car le théoréme A’ de [Man 97| donne la borne 10 — i. 11 suffit donc de
traiter le cas [ = 1.

Pour simplifier les notations, j’ai supposé, dans le tableau suivant, que de plus k£ = 1,
et I'ai listé toutes les partitions A a considérer, et indiqué, en face, I'entier ¢y tel que si
q > qo, alors H™(X, S\E) = 0 pour tout fibré E ample de rangs 4 et 5. La derniére
colonne indique le numéro du lemme qui montre I'annulation du groupe de cohomologie
pour la borne indiquée. L’indication A’ renvoie au théoréme A’ de [Man 97|. La colonne
intermédiaire indique la valeur de gy maximale pour montrer le théoréme 7.2, qui vaut,
comme nous venons de I'établir, ¢(e—k)+1—i. Remarquons que lorsque & prend d’autres
valeurs que 1 mais que e — k reste égal a 3 ou 4, puisque les lemmes indiqués donnent
une borne qui ne dépend que de e — k, on obtient encore le résultat de la proposition
7.8.
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rang(F) = 4

partition qo | 7-1 | lemme
41 6 A’
Y 5 7.2.1
4 7.2.2
41 4 | 725
[ |
2 | 4 A’
0 2 A’
|
2| 3 | 727

rang(E) =5
partition Qo | 11-i | lemme
0 4 A’
[ [ ]
| 3 7 A’
6 | 10 A’
|
8 9 7.2.1
|
4 5 7.2.3
3 7.2.4
8 8 7.2.5
[
8 8 7.2.5
6 6 7.2.6
[ |
4 6 7.2.7
|
7 - 7.2.9
6 7.2.10
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7.2.2 Théorémes d’annulation en petit co-rang

Dans ce paragraphe, X est une variété projective lisse de dimension n, et E désigne
un fibré ample de rang e sur X, et L un fibré en droites nef. Pour des raisons qui sont
expliquées aprés le lemme 7.2.3, je note A\ = [a, b, ¢, d] la partition de rang 2 telle que
M=a+2X=b+2X =e—c\; =e—d. Par exemple, Sjg900F = (det F)*. De
méme, je note A = [a, b la partition de rang 1 telle que A\ = a+ 1 et A\ =e — b. Par la
suite, a < b, ¢ < d, t, q sont des entiers positifs ou nuls.

Lemme 7.2.1 H"’q(X, S[],C+”E X S[Oyd}E ® Lt) =0 stg>2c+d+2, et

H”fl’q(X, S[ch}E (59 S[Oyd}E (59 Lt) =0 s1g>2c+d+1.

Remarque : Le théoréme 7.1 donne la borne 2¢ + 2d 4 2 au lieu de 2¢ + d + 2 et les
autres résultats que je connais ont une borne qui dépend de k (par exemple, [Man 97,
théoréme A| donne la borne k + ¢+ d) ; il est clair que pour démontrer le théoréme 7.2
par cette méthode, il faut une borne indépendante de k.

Démonstration : Pour montrer ce lemme, je vais appliquer la technique, nouvelle a
ma connaissance, de “comparaison de suites spectrales”.

Tout d’abord, on peut supposer que e — ¢ est pair. En effet, supposons que ce lemme
est vrai pour e — ¢ pair. Si e — ¢ est impair et M est un fibré en droites ample sur X,
alors on peut considérer le fibré vectoriel E @ M de rang e + 1; comme e + 1 — ¢ est

alors pair, on peut appliquer le lemme, et comme pour le lemme 7.1.4, on en déduit que
H"’q(X, S[],C+”E®S[0,d}E®Lt) =0siq > 2c+d+2et H"f]’q(X, S[ch]E(XJS[O’d}E@Lt) =0
siqg>2c+d+ 1.

Soit alors un entier [ tel que e — ¢ = 2[. Considérons d’abord la variété Y = PE* x x
PE*, notons m : Y — X la projection naturelle, et considérons le fibré en droites
L=02l,e—d)®@7*L" sur Y. Comme O(2l,e — d) est ample (en effet, F est ample) et
m*L nef, £ est ample. Soit aussi P=n+ (2l —1)+(e—d—1) — 1.

Déterminons les groupes P’tE;:’j de la suite spectrale de Leray introduite au para-
graphe 5.3.2. Ceux-ci valent, par la formule (5.7), H"'[X, RP "7, O(2l,e — d) ® L']. Ces
groupes sont donc nuls si ¢t > nou P —¢ > (2l — 1)+ (e —d — 1). En effet, si V est
un espace vectoriel fixé et [ et m sont des entiers positifs, alors H*/(PV,O(l)) = 0 si
i > [ (conséquence directe de la proposition 6.1), et donc H%(PV x PV, O(l,m)) = 0
si i > [ 4+ m (formule de Kiinneth). Les seules valeurs possibles sont donc ¢ = n ou
t=n—1,etona

PrEy = HY (X, S E® SpgE @ L) et
P,nE;O — H"’Z(X, L'® B{(Zlfl)Jr(efdefl,071.*(9(2l7 e — d))
= H"’Z(X, S[]yc+]}E X S[O,d}E X Lt) D H”’Z(X, S[O,c}E X S[]yd+”E X Lt)

Ces suites spectrales sont donc dégénérées, et on en déduit que

PEYT = HY (X, S B ® Spa B ® LY,
PEPT" = H™(X,Sp e E ® SpqgE ® L")
® H™(X,SpgE ® SpanE ® L),

et les autres termes sont nuls. Par ailleurs, "EP2¥"P est une composante de H™4(X, L) ;
il est donc nul par le théoréme de Kodaira si

P+g>n+2e—1), soitg>n+2e—1)—P=c+d+1.
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—1,g—n+1 ,qg—n+1
n qg—n+ et PE;“I n-+ est

On en déduit donc que dans ce cas, la fleche connectant PE]
un isomorphisme, ce qui conduit a :

H"1(X, Sip B ® Sp.aF @ L)
= Hmat! (X, Sie+11E @ Sjp.a B ® L")
® H"™M(X,SpqF ®SpaEQLY)sig>c+d+ 1.

En considérant une autre suite spectrale, on va obtenir une autre égalité faisant
intervenir ces termes; en comparant ces égalités, on prouvera qu’ils sont nuls. Soit donc
maintenant Y = Go(E*)xxPE* et L = O(l,e—d) sur Y, et posons P = n+3(l—1)+(e—
d—1) —1. On a alors de fagon similaire PE{FI”F"H = H" (X, Sp,qFE® SpaE® L),
mais par contre, VEY " = H™(X | S 4 E ® SpayE ® LY). Ceci conduit a I'égalité

H" M9(X, Sio.qFE ® Sp g F ® LY = H™" (X, S,gF ® SparnE ® L") siqg>2c+d+1.

En comparant ces égalités, on obtient
Hn,q(Xa S[l,c+]}E &® S[O,d}E X Lt) = 0’

soit la premiére affirmation du lemme. En utilisant la régle de Littlewood-Richardson,
on va montrer l'autre résultat du lemme. En effet, rappelons que ¢ < d; si ¢ = d, on
peut conclure; supposons donc ¢ < d. Cette régle implique que

S[l ,c+]}E ® S[O,d}E = @0§$§C+] S[l ,0,:1:,d+c+]7m}E ea R,
Si0,0F @ SparnE = ®0§az§c St 0m.c+d+1—2E D R,

ot R, et Ry sont des sommes de composantes de type Sjg,0.4,,), que 'on sait déja annuler.
L’annulation de la cohomologie de S[lvc+1}E®S[0’d}E®Lt entraine donc celle de Sjp 1 E®
S B ® L', et le lemme est alors conséquence d’une des égalités démontrées. °

Notons que ce lemme montre par exemple H™(X, Sy o)) = 0si ¢ > 3¢+ 2,
car Sji,ce+11 C St 411 @ Sjo,gE. Ce n'est pas la borne indiquée dans le tableau p.
158. En effet, pour cette partition particuliére, on peut un peu raffiner le raisonnement
précédent. Auparavant, je souhaite faire une remarque d’ordre général qui allégera les
calculs.

En généralisant le raisonnement utilisé pour le lemme précédent, on voit que 1'on
obtient simultanément I'annulation de HPV9(X, S, F) et celle de H?>9(X,S,,E); sup-
posons que p; < py : la borne ¢; obtenue pour le groupe HP*7(X, S, E) est la différence
entre la dimension de Y et la somme i+ 7+ py, ou ¢ et j sont les entiers tels que si V' est
un espace vectoriel fixé, Yy, la variété isomorphe aux fibres de la projection Y — X, et
Ly la restriction du fibré en droites £ sur une telle fibre, alors H*/(Yy, L) = S,V. La
borne ¢, pour HP>7( X, S,,E) vaut ¢; + t, ou ¢ est U'entier tel que les fléches de la suite
spectrale connectent HP*(X, Sy F) et HP>7 (X S, F). Attention, cette recette n’est
bien sir valable que si aucun autre terme de la suite spectrale ne vient compenser les
termes que I'on veut annuler. Par ailleurs, on peut facilement exprimer cette différence :
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Remarque 7.1 Une suite spectrale donnée par un fibré en droites sur G, (E*)x xGs(E*)
peut montrer lannulation de H”(X, Siqy E ® Sie.q B ® L") pour ¢ > (r —1)a+rb+ (s —
L)e+ sd.

Démonstration : En effet, comme je I’ai expliqué, il s’agit d’évaluer la différence entre
dim G, (V) et i+ j, ot i et j sont les entiers tels que H" (G, (V), O(l)) = SjoV. Cette
différence vaut ra + (r — 1)b, car i = (I — 1)t(r) —ar,j = (I — D)t(r — 1) —a(r — 1), et
dimV =rl—a+Db. °

Dans le lemme qui suit, je traite des partitions qui sont un cas particulier de celles
traitées par le lemme 7.2.1; pour ces partitions particuliéres, je peux réduire de 1 la
borne donnée par le lemme 7.2.1.

Lemme 7.2.2 Supposons ¢ > 0.

H”,Q(X’ S[],O,c+],c}E (9 Lt) =0 St q > 3¢ + ]., et
H" (X, SpoeqgE ® L) =0 siq>3c

Démonstration : Tout d’abord, on peut supposer que e — ¢ est impair et e — ¢ >> 0.
Dans la démonstration du lemme 7.2.1, j’ai montré comment tenir compte de L!; pour
alléger les notations, je suppose dorénavant que ¢ = 0.

Soit alors [ un entier tel que e — ¢ = 2] + 1. Considérons d’abord la variété Y =
PE* x x PE*, et le fibré O(2[+1,2l+1) sur Y. Comme dans la démonstration du lemme
précédent, on montre que

2H™ (X, Sper)E @ Sog) = H" (X, Sj0,0E ® Sjo, g E) si ¢ > 2c+ 1.
Soit maintenant O(2l,1+ 1) — PE* Xy G3(E*). On a alors de facon similaire
H™ (X, S es0E @ Sjp,e-nE) = H' (X, Spo,c41E ® S,y E) si g > 3c.

Par la régle de Littlewood-Richardson, Spjci11E ® SpgF = Spcqol ® Spe—E @
S[I,O,c,c+1}E (Ei des termes de type S[O,O,m,y}E prés), et S[O’C}E ® S[O,c}E = S[O,cfl}E ®
S(0,c+11F @ Sp,0,¢,F-

Je donne maintenant une derniére égalité faisant intervenir H™9"' (X, Sy g . .11F) et
H" 19(S)90.0,qF), qui permettra de conclure. Considérons O(e — ¢) — Go(E*). Par la
proposition 6.1, une partition A, de taille au plus (e — 2) x 2, (e — ¢)-admissible, vérifie
soit Aj, Ag < e —c— 2, soit A\ = Ay + e — ¢ — 1. Dans le deuxiéme cas, |\ = A\; + Ay <
[e—2—(e—c—1)]+]e—2] = e+ c— 3. Par contre, la partition (e —c—2,e —c—2) est
de poids 2(e — ¢ —2). Tl est clair qu’a c fixé, si e est grand, le poids de cette partition est
strictement supérieur a toute constante plus le poids d’une partition du deuxiéme type.
Quitte a augmenter e, on peut donc faire comme si seules les partitions du premier type
intervenaient. En posant P = n + 2(e — ¢ — 2) — 1, on montre alors que

H™ (X, SpeernB) = H' (X, S,eqE) si g > 2c+ L.

Les trois égalités montrent que si ¢ > 3¢, alors H™ "' (X, Sy .41 F ® S g F) = 0. La

premiére implique alors le reste du lemme. i
Lemme 7.2.3 H"(X,Sjq0E Q@ SpinE®LY) = 0 sig>a+2, et
H"f]’q(X, S[am ® S[b’g}E X Lt) =0 stg>a+1.
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Remarque : Ce lemme me donne 'occasion de justifier mes notations. Les partitions
les plus faciles a traiter sont celles qui correspondent & une puissance du déterminant : en
effet, puisque (det E)! est ample pour tout [, le théoréme de Kodaira donne directement
que HP(X,(det E)!) = 0 si p+¢q > n. Lorsqu’on s’écarte de cette partition, je vais
expliquer qu’il existe une symétrie entre le fait d’allonger les premiéres parts et le fait
de creuser le bas de la partition. Autrement dit, dans la notation A = [a, b, ¢, d)], a et ¢,
et b et d, jouent des roles symétriques. On peut d’ailleurs remarquer que le théoréme 7.1
n’échappe pas a ce principe : si ’'on note r = min{d(n — p), d(n— ¢)}, alors la borne vaut
@ =n—p+(r+o)(ae—k+20) —o(o+1). Or, avec mes notations, on a Z*—i~1Lk
(i, e — ki +a;]. Notons 3; =e—k;+a;;onaae—k+o=> (e—ki+a;) =) 0 =T.
Ainsi, on a donc

i —

Ggw=n—p+r+o)(r+o)—clo+1)=n—p+r(c+71)+o(r—1). (7.1)

On voit bien que cette formule est symétrique en o et 7 (—1). Le lecteur intrigué (comme
moi) pourra s’amuser de constater que la démonstration du théoréme 7.1 fonctionne de
facon tout-a-fait similaire si 'on fait jouer par 7 le role joué par o, et donne le méme
résultat. Il est vraisemblable que le démonstration de théorémes d’annulation efficaces
pour des partitions de rang strictement supérieur a 1 utilise une récurrence qui fasse
intervenir de facon combinée o et 7.

Le lemme 7.2.3, pour cette symétrie, est le symétrique du lemme 7.2.1; il se démontre
de facon tout-a-fait similaire.
Démonstration : On se raméne comme précédemment au cas e + a pair, puis on
considére le fibré en droites O(e + a,e + b) sur PE* xx PE*, et le fibré en droites
O(e+b, 52) sur PE* X x G (E*). On utilise aussi, comme pour démontrer le lemme 7.2.1,
la régle de Littlewood-Richardson. En tenant compte de la remarque 7.1, on trouve ainsi
H19(X, S[a,00®S[a+1,11E) = 0si ¢ > a+1. Dans la suite spectrale, il y a une fléche entre
H"”H'I(X, S[a’g}E X S[a+171}E) et H”fl’q(X, S[am &® S[a+1,1}E) ; H"’q(X, S[a,O}E® S[IH-LHE)
s’annule donc si ¢ > a + 2. °

Par ailleurs, on peut, comme le fait le lemme 7.2.2, raffiner un peu le lemme précédent
pour traiter certains cas particuliers :

Lemme 7.2.4 Supposons a > 0.

Hn,q(X) S[a«H,a,O,]}E & Lt) =0 St q>a-+ 1, et
H" 29X, Sjpa00E QLY =0 siqg>a.

Démonstration : Similaire a celle du lemme 7.2.2. °

Lemme 7.2.5 H"’q(X, S“ 7C+]}E & S“ 7C+]}E ® Lt) = H"’q(X, S[O,C+2}E ® S[O,C}E ® Lt) =0
siq>4c+4, et H" 19X, Sy 041 @ S0 ® L) =0 si ¢ > 4c + 3.

Démonstration : Comme précédemment, on peut supposer que e — c est pairet t = 0;
soit donc [ tel que e —c = 2I. Considérons le fibré en droites O(2[, 2) sur PE* x x PE*, et
la suite spectrale correspondante pour P = n+2(2/—1)—2. Les termes "E}”’ ne peuvent
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étre non nuls que si i vaut n,n—1, oun—2. Or PE} 27" = gn-24(X, S, E®Sp,qF),
qui est nul si ¢ > 4¢+ 2 par le théoréme 7.1. On en déduit donc que si ¢ > 4c+ 2, alors

Hn,q—|—2(X’ ShesnE ® S[],c+1}E) D 2H”’q+2(X, S22/ E @ S[O,C]E)
— QHTL?L(H—I(Xa S[l,()—l—l} ® S[O’C}E)-

De méme, en considérant O(2[,1) — PE* X y G5(E*), on montre que
H™ (X, Sp.c40)E @ Spp,qB) = H* M7 (X, Spier1) ® Spo,g E) si g > de+ 2.
Ce systéme donne H™"*(X, Sy oy 11F ® Spy c41)F) = 0. Mais comme

Sitet11E @ Sper) B D Sppeqo) B @ Spo,q F,

on en déduit qu'aussi H™%"?(X, Sy . o)F ® Sy, F) = 0, et donc
H"*L’H'I(X, S[],c+1} R S[ch}E) = 0. °

Le symétrique du lemme précédent est :

Lemme 7.2.6 Hn,q(X’ S[a+17”E®S[a+],”E®Lt) = Hn,q(X’ S[a+2,2}E®S[a70}E®Lt) =0
siq>2a+4 et H" (X, S0 ® S B ® L") =0 si g > 2a + 3.

Démonstration : Comme pour le lemme précédent, on pose 2l =a +e et t =0, et on
compare les suites spectrales correspondant a O(2[,2]) — PE* xxy PE* et O(21,1) —
PE* x x Go(E*). .
Jusqu’a maintenant, nous avons considéré des partitions de type [a, €]®1b, €] (¢, =0
ou 1), ou de type [¢, a]®][¢’, b]. Etudions finalement des partitions “panachées”, ¢’est-a-dire
de type [a, €, b, €].
Lemme 7.2.7 Sia et ¢ ont méme parité, alors H"(X, Sjg00F @ Spe41E @ L) =0 si
q>2c+2, et H"(X, Siap1,1E ® Spp,gE @ L") =0 si ¢ > a+2. Si ¢ > max(a,2c) + 1,
alors H" 19(X, Sjy0E ® Sjp.qE ® L") = 0.

Remarque : Ce lemme illustre la difficulté du probléme qui consiste & obtenir des
théorémes d’annulation optimaux : le lemme 7.2.6 avec a = 1 donne la borne 6 pour la

partition (si e = 5); cette borne convient pour démontrer le théoréme 7.2

mais n’est pas optimale, puisque le lemme 7.2.7 donne la borne 4 (a = 3,¢ = 1). Par
contre, j’aurai besoin de cette bonne borne pour montrer le lemme 7.2.9. Pour démontrer
un analogue du théoréme 7.2 en tous rangs, il faut probablement prendre en compte ce
genre de subtilités.

Démonstration : On suppose que a +¢e¢ = 2[,e —c = 2m et t = 0. Si 'on considére
O(2l,2m) — PE* x x PE*, alors on obtient

H" M(X, Sja0E®@Spp,gE) = HY(X, S g E®Sp e 1) E)SH™ (X, Sjat1,1 E® S0, E)

siqg>c+ 1.

Avec O(2l,m) — PE* xx Go(E*), on a
H”fl’q(X, S[a,g}E (59 S[O,C}E) = H”’q+1(X, S[a+],”E (59 S[O,C}E) siqg>2c+ 2.

Enfin, O(l,2m) — G5(E*) x x PE*, donne
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H" (X, S0 E ® Sp,qE) = H*"(X, S0 E ® Sji e E) si g > a+2.

Le lemme découle de ces trois remarques.
Lemme 7.2.8 Sia et ¢ ont méme parité, alors
H" 24(X, Sta0E @ SppgFE @ L) =0 si g > a+ 2c+ 2.
Démonstration : Si ¢ = 0,2l = e+ a et 2m = e — ¢, on regarde la suite spectrale
associée & O(l,m) — Go(E*) xx Go(E*), pour P=n+ (2¢ =1 —3)+ (3(m —1)) — 2.
Par la remarque 7.1, pour ¢ > a + 2¢ + 2, celle-ci compare H" %9(X, Sa,0E ® Sjo,qF)
et H™""2(X, S 1B ® SpgE) & H™(X, Sl E ® Sper1E). Or, ces deux derniers
groupes sont nuls, grace au lemme 7.2.7, si ¢ > max{a, 2c}. ¢
Lemme 7.2.9 Sia et ¢ ont méme parité, alors
H™ (X, Sja11,1FE ® SpesnE @ LY) =0 si g > a+ 2c+ 4.
Démonstration : Sit =0, 2l = e+ a et 2m = e — ¢, alors O(2[,2m) — PE* x x PE*
donne, pour ¢ > a + 2¢ + 2,
H™"2(X, Si0111E @ StierE) & H™"2(X, Stay2,20FE ® Spo,q F)
D H"’q+2(X, S[O,a}E X S[Q,C+2}E)
= Hnhatl (X, S[],a+”E (%9 S[ch}E) &, H"f]’q(X, S[O,a}E (9 S[],C+”E).
En effet, H" 29(X, Sia0 ® Sjo.qE) = 0si ¢ > a+ 2¢ + 2 par le lemme 7.2.8. De méme,
O(l,2m) — Go(E*) xx PE* et O(2l,m) — PE* xx G9(E*) donnent respectivement,
pour g > 2a + ¢ + 2,
Hn,q+2(X’ S[a+2,2}E (9 S[ch}E) = Hnil’q_l_l(X, S[],a+”E (9 S[O,C}E) et
Hn,q+2(X’ S[O’Q}E X 5[278+2}E) = H”fl’q(X, S[O’Q}E (59 S[1,8+1}E)' ¢

Remarquons enfin que I'on peut améliorer la borne pour Sp 1 ® Sy F. En effet,
en généralisant la démonstration du lemme précédent, on voit que I’'annulation
H"fQ’q(X, S[],O}E & S[oy]}E) = 0 si g > qo implique H"’q(X, 5[27]]E & S{]yg}E) =0 si
q > qo + 2. Le lemme précédent utilisait la borne gy = 5 montrée dans le lemme 7.2.8;
je vais montrer que H" 29(X, SnoE ® SpE) = 0 si ¢ > 4 par un argument qui ne
fonctionne que pour SpgE ® Sp,)E. La remarque spécifique est que, par la regle de
Littlewood-Richardson,

S[I,O}E & S[O,I}E = (det E)2 b det £ X S[LHE‘

Puisque H" 29(X, (det F)?) = 0 si ¢ > 2, il suffit de montrer que H" 29(X,det £ ®
SnE) = 0 si ¢ > 4. Pour cela, on peut supposer que le rang de E est multiple de
4, e = 4f, et on regarde la suite spectrale correspondant a O(f,4f) — G4(F) x x PE.
Dans cette suite spectrale, notre groupe, H" >¢(X,det E ® Sy 11 E) = 0, est connecté a
H" %171(X, (det E)?) (qui s’annule si ¢ —1 > 3), H" ""'(X, det E® Spp9E) (nul pour
g+1>5:lemme 7.2.7), et enfin H™7" (X, det E® Sj3 3 E) = 0 (nul pour ¢+ 1 > 3 par
le théoréeme A’ de [Man 97]). On a donc démontré

Lemme 7.2.10 Hn,q(X’ S[Qy]}E X S[]’Q}E) =0 s1 q > 6.

Ceci illustre a nouveau la complexité du sujet : on obtient de meilleures bornes pour des
partitions spécifiques que celles obtenues par la méthode générale. Par ailleurs, comme
nous utilisons une récurrence, le fait de ne pas obtenir le théoréme d’annulation optimal
pour une partition précise se répercute sur de nombreuses autres partitions, entrainant
progressivement la “catastrophe”.
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7.2.3 Une nouvelle piste possible

Dans ce paragraphe, je montre comment 1’étude des partitions de poids maximal du
paragraphe 6.1.4 permet d’obtenir de nouveaux théorémes d’annulation.

Soit [ et © < [ des entiers, et notons A(z,[) la partition A telle que Vi € [1,z],\; =
20—z, Vi€ [x+1,4l+z],\; =1, et Vi € [dl+x + 1,41+ 2x], \; = z. Cette partition est
décrite sur le dessin qui suit :

21 — x T

r| T

On obtient sans récurrence un théoréme qui annule H" 4(X, S, yE), pour E de méme
rang que la longueur de A :

Proposition 7.9 Soit © < [ des entiers, et soit E un fibré ample de rang 4l + 2z sur
une variété X projective lisse et de dimension n. Alors,

HI (X, Sy B) = 0 s 0 > Anll — 1) + 1

Puisque Sy E se factorise x fois par le det I/, on a, par le théoréme A’ de [Man 97,
H™ (X, S\@nE) = 0si ¢ > 2(l —x), mais H" "(X, S\, )E) = 0 seulement pour
q > (I —x)(4l + 2z) + 1. Par ailleurs, le théoréme 7.1 donne la borne 1 + 2.2z(l — x) +
[z(l — z)][z(l — x) — 1] (cf la formule (7.1) p. 162).

Démonstration : Soit r = 2] + x et e = 4] + 2x. Etudions la cohomologie du fibré
en droites O(2]) sur la grassmannienne G(r,C%). Pour cela, considérons d’abord les
partitions de type fi(a,a, 3,¢,7), avec o + = 2 et v+ ¢ = 2z (le théoréme 6.1
permettra de se ramener a 1'étude de ces partitions). Notons p(a, a, §, ¢,7) le poids de
f(a, o, B, ¢,v). Puisqu’on suppose « + 5 = 2, il y a deux cas possibles : soit @ = 2 et
£ =0, soit a = =1.

On a p(a,2,0,c,7) = 3a(2l — a) + 3ye. Comme A\ = 2] + & = 2a + ¢, on en déduit
que p = —15a2 + 30la — 121% + 32%. Le poids maximal est donc obtenu pour a =/, et on
a alors p = 312 + 322.

D’autre part, p(a,1,1,¢,v) = 3a(2l — a) +2(2a — 21) + 3yc. Comme A\ = 2a—1+4c =
20 + z, on en déduit que p = —15a* + (300 + 16)a — 16/ — 12/> + 3(z + 1)(z — 1). La
valeur maximale est obtenue pour a = [ + 1, et on a alors p = 312 + 322 — 2.
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En utilisant le théoréme 6.1, on en déduit donc que le groupe de cohomologie non nul
de O(21) sur G(r,C*) d’indice p maximal est H*"+37°F+25%(G(r,C"), O(21)) = Sr@nC",
et que les autres groupes de cohomologie non nuls vérifient p < 312 4 322 — 2. Par largu-
ment habituel, on obtient I'annulation de H" 9(X, S\, yE) pour ¢ > 1+dim G(r, C?) —
(312 + 322) — (I* 4+ 22?) =1+ (2l + x)? — 41* — Ha* = dal — 42* + 1. o

[’inconvénient de cette proposition et d’éventuelles autres versions que I'on pourrait
imaginer est qu’elle ne permet pas d’annuler sous les mémes conditions, pour £ un
fibré ample de rang e, la cohomogie de S\F et celle de Sy F' pour F ample de rang
e + t. Rappelons que pour passer d’une partition A & la partition A(t), on intercale ¢
parts égales au rang de A, et que nous avons vu dans le paragraphe précédent que,
pour obtenir les propriétés attendues des lieux de dégénérescence, nous cherchons des
résultats ayant cette propriété.
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Chapitre 8

Théorémes d’annulation pour les
puissances extérieures d’un fibré
ample muni d’une forme symplectique
ou quadratique

8.1 Cas symplectique

8.1.1 Cadre géométrique, notations

Soit X une variété projective lisse et F un fibré vectoriel ample sur X de rang 2e
muni d’une forme symplectique non-dégénérée. Ceci signifie qu’on se donne un fibré en
droites L sur X et une section globale w de E* ® E* ® L telle que pour tout = € X, w,
est non-dégénérée et symplectique.

Soit U; un ouvert trivialisant E et L, f; et g; des isomorphismes entre Ejy, et V x Uj,
et entre Ly, et Cx U;. Pour tout o € U;, on a une forme symplectique €2, sur V, donnée
par Q,(vi,v2) = gi{w.fi '(z,v1), f; (2, v9)]}. Soit Q' la matrice ayant les blocs 2 x 2

. , . 0 1 .
diagonaux égaux a 10 ) et des 0 partout ailleurs.

Lemme 8.1.1 Soit E un fibré symplectique a valeurs dans L. Alors, il existe des trivia-
lisations de E et L telles que dans toutes les cartes, on ait avec les notations précédentes
Q, =0

Démonstration : Soit U; un ouvert trivialisant E et L, et v € V : je note s, la section
de E donnée par s,(z) = f; '(v, 7). Soit u € Uj fixé, 0 # v; € V et s, la section s,,. Soit
alors vy € V tel que

Qu('ﬁ (U’)a Suy (U’)) 7£ 0.

Pour x appartenant a un ouvert de U;, on aura toujours §2,(s1(x), Sy, (7)) # 0. On pose,
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sur cet ouvert,
Su, ()

(51 (2), 50, (1))

On a ainsi Q,(s1(x), s2(x)) = 1. Si v3 € V n’est pas dans le plan engendré par v; et v,
on considére de facon analogue la section

sa(z) =

53() = 80y () — Q51 (1), 50 (2))52(2) + L (52(2), 50, ()31 ().

On obtient ainsi une section constamment orthogonale & s; et sy et non nulle sur un
ouvert contenant u.
En continuant ce procédé, on obtient pour tout x d’'un ouvert adéquat contenant
u une base s;(x) de E,, telle que €, soit repésentée, dans cette base, par €. On peut
donc, quitte & changer les isomorphismes f;, supposer que 2, est constamment égale a
Q. .
Soit x € U; NUj et ey, ey € E,, comme

wler, es) = g; [ (filer), filea))] = g; ' [ (fier), fi(e2))],

on a, pour tout vy,vy € V,

g5 09 1 (v, va)] = Q(f5 0 £ (), fi 0 f(v2)).

On a donc établi le lemme suivant :

Lemme 8.1.2 Soit E un fibré muni d’une forme symplectique a valeurs dans L, V un
espace vectoriel de dimension dim E fizé et Q une forme symplectique sur V. On peut
supposer que les fonctions de transition f;; de E et g;; de L vérifient f} €2 = g; ;82
Par ailleurs, si r est un entier, la projection G, (r, E) — X est une fibration localement
triviale.

Ce lemme permet de définir, pour une partition s, les fibrés S,y E : ce sont les fibrés
définis par les changements de carte (Sufivj)\sw)vv si f;; sont des changements de cartes
comme dans le lemme précédent (ces applications préservent S,y V). Ainsi, S,y E est un
sous-fibré de S, E (c’est le sous-fibré qui annule une certaine contraction). Par la suite,

si f*Q' = MY, je noterai S, f la restriction de S, f a Sy V.

Une autre propriété géométrique est que le fibré en droites L est automatiquement
ample.

Lemme 8.1.3 L¢ ~ det E := A*°FE.

L° est alors ample comme puissance extérieure d’un fibré ample |[Hart 66|, et L est
ample.
Démonstration : La forme w A - - - A w est une section globale de A?¢(E*) ® L¢ qui ne
s'annule jamais. Ainsi det(E*) ® L¢ = (det E)" ® L est un fibré trivial.

On peut aussi observer que, comme f; ;(z)*Q2 = g; ;(z)<Y, det f; ; = g5 ;. o
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8.1.2 Cohomologie de O(1) sur G, (e, C*)

Je n’ai pas pu obtenir de résultats précis sur la cohomologie des grassmaniennes
symplectiques générales G, (r, C**). Dans le cas des grassmaniennes dites lagrangiennes,
d’espaces linéaires isotropes de dimension maximale, qui sont des espaces hermitiens
symétriques, le fibré tangent est irréductible, ce qui simplifie considérablement le calcul
de la cohomologie.

Proposition 8.1 H™™ )™ (G (e, 2e), O(1)) = A 2MC* pour 0 < m < [e/2] et les
autres termes sont nuls.

Dans cette proposition, pour x réel, j’ai noté [z]| le plus grand entier inférieur ou égal a
x; notons [z]T le plus petit entier supérieur ou égal a .
Démonstration : Snow [Sno 88, theorem,p.6] a déterminé les couples d’entiers (p, q)
tels que HP7(G,(e,2e),O(1)) # 0, en utilisant la décomposition du fibré des p-formes
établie par Kostant. Il ne décrit pas ces groupes de cohomologie, mais c¢’est une consé-
quence facile de son étude. Je propose ici, pour éviter d’introduire ses notations, de
montrer que cette proposition est une conséquence facile de mon lemme 6.2.1.

Puisque le fibré U est nul, une composante du fibré des p-formes s’écrit S,+7T. Re-
prenant les notations du lemme 6.2.1, il s’agit d’étudier le poids

(e+1,...0+31+1—u,....,2—uf),

otl | désigne la longueur de u™, soit u;. Notons a; = i+1—u; . La suite («;) est une suite
strictement décroissante. La démonstration du lemme 6.2.1 montre qu’il existe 7 tel que
;| = 1. Soit m la longueur de u; u;,,; < m, donc a1 > 2. De plus, uf, > m + 1,
donc a,, < 0. Comme Vi, o; # 0 et Ji, |o;| = 1, on a donc o, = —1, soit u} = m + 2,
ou u,, = 2. On a donc u;H = m et a1 = 2. De méme, en raisonnant sur ’entier 7
tel que |a;| = 3, on voit que u,, 1 = 4, et on peut alors démontrer par récurrence que
u=(2m,2(m—1),---,2).
Alors un calcul immédiat montre que le poids considéré est

(e+1,---.2m+2,2m,2m —2,---,2,—1,-3,---, —(2m — 1)).

On en déduit que les entiers p et ¢ correspondant sont m(m + 1) et m? (lemme 6.2.2),
et que la représentation irréductible est de plus haut poids (1,---,1,0,---,0). °

8.1.3 Théoréme d’annulation

Utilisant ce résultat, on peut déduire un théoréme d’annulation pour les puissances
extérieures de fibrés amples munis d’'une forme symplectique ; ce résultat se démontre
en séparant deux cas, selon la parité de la puissance extérieure considérée.

Proposition 8.2 Soit E& un fibré vectoriel ample de rang 4e sur X, variété projective
lisse de dimension n, muni d’une forme symplectique a valeurs dans un fibré en droites
ample L. Soient p,q,t,1 des entiers avec 1 <t < e. Alors

HP(X,AE® LY =0
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des que l'une des deuz conditions suivantes est vérifiée :

p+qg>n+t(de—2t+1)
et 1> (t—1)[*FE]t+e—t
etn—p<2e—t)

ou !

p+g>n+t2(t+n—p+1)+1]
et | > t[%52]*
etn—p>2e—t)

Le théoréme de Le Potier [LP 75| affirme que la cohomologie d’un tel fibré s’annule pour
p+q > n+4t(2e —t). Par rapport a ce théoréme qui ne tient pas compte de la forme
symplectique, la borne a donc presque été divisée par 2. W. Nahm [LN 02] obtient cette
annulation pour p+¢q > n + 2§(n — p)(2e — t). La borne de la proposition 8.2 est donc
meilleure pour ¢ < §(n — p) 4::3_1.
Démonstration : A ¢ fixé, 'annulation sous la deuxiéme condition est une conséquence
de 'annulation sous la premiére. En effet, si la proposition est vraie sous la premiére
condition pour ¢, soient p, ¢, tels que p+q >n+t2(t+n—p+1)+1] et [ > ¢t[*52]".
Soit alors ¢ : X' — X un morphisme fini et M’ — X' un fibré en droites tel que
M'®? = o*L. Les fibrés E' := o*E, M' et L' := ¢*L sont alors amples [Hart 66|, et on
peut considérer sur X' le fibré F' := E' @ (M' © M")?U=°) avec

fz[”Qer. (8.1)

Alors F' est ample de rang 4f. Pour 2’ € X', la forme symplectique wy(,) est une forme
symplectique sur £, a valeurs dans L/,. On va I'étendre a une forme w,s sur F'. 11 suffit
pour cela de poser, sur une composante de F), de la forme M'@® M', wy/[(mi & my), (n1 &
n9)| = my @ ny — my ® nqy € L', et de décider que ces espaces sont orthogonaux deux a
deux et orthogonaux a F'.

Comme n—p+12>2(f—t) par (8.1), 'hypothése p+¢q > n+t2(t+n—p+1)+1]
donne p+q > n+t(4f — 2t +1). De plus, | > t[*52]* = (t = 1)["Z]" + f —t; on a
donc, par la premiére partie de la proposition, H?¢( X', A% F' @ L’l) = 0. Maintenant,
APYE 5 AP E' done HP(X', A E' @ L') = 0. Comme ¢ est finie, I'application ¢* :
HP(X, APVEQLY — HPI(X', A E'® L") est injective, donc HP(X, AV EQLY) = 0.

Montrons donc la premiére partie. Soient p, ¢, [, ¢ tels que p+ ¢ > n +t(4de — 2t + 1)
et n —p < 2(e — t) et supposons vraie par récurrence la proposition pour tout p,q et
t' < t. Soit m : G,(2e, E) — X la fibration en grassmanniennes lagrangiennes. Posons
I=1—(e—1)et

P=p+(e—t)(e—t+1), (8.2)

et considérons la suite spectrale de Borel-Le Potier calculant la cohomologie de
O(1) ® (7*L)! sur G, (2e¢, E) introduite au paragraphe 5.3.1. Comme
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HP9G,(2¢,C*), O(1)] ne peut étre non nul que si (p, q) est de la forme (m(m+1), m?),
on a o
PIpIk 0= 3t P—i=(e—t")e—t'+1),k=(e—1)2

Si ces égalités sont vraies, on a
P’iE'Qj’k = HPf(e*t)l(e*t"H)aj ()(7 A(Qt’)E Q Ll+t7’t).

En effet, par la méthode expliquée au paragraphe 5.3.2, pour calculer les fibrés
Rle=t) et 40).(e~) 7 (O(1) @ (x*L)), il suffit de comprendre les applications induites
en cohomologie par les applications de changement de cartes f; ; et g; ;. Soit x € U; N U;
et v un nombre tel que y? = g; ;(z). Par le lemme 8.1.2, f; ;(x)/v est une application
symplectique ; son action induite en cohomologie est donc donnée par le théoréme de
Bott ; il s’agit de :

vt _ AP (@)
7 2t
Comme les homothéties agissent trivialement sur le fibré tangent d’une grassmannienne
symplectique, action de v.Id en cohomologie est v** = g; ;(x)®. Ainsi, 'action induite en
cohomologie par f;;(x) vaut g; ;(z)* " . A®) f; (). Le fibre R+~ 7 (O(1))
correspondant est A®VE @ L et on trouve le résultat annonceé.

La suite spectrale ©'E" est donc dégénérée. Ainsi,

PE]Pf(eft’)(eft’Jr]),j+(eft’)(2672t’+1)7P _ HP—(eft’)(eft’+]),j(X,A(Zt'>E Q Ll+t7t’)’ (8.3)

et les autres termes sont nuls.
En particulier,

PEf,q+(eft)(2872t+1)7P _ PEf,qu(H)2 _ Hp’q(X,A@t)E ® Ll)_

On cherche maintenant & montrer que ce terme n’est compensé par aucun autre de la

suite spectrale.
Soit donc #, et considérons les termes FEL—(e1ler
Sit' >t ,alors P—(e—t')(e—t'+1) > P—(e—t—1)(e—t) = p+2(e—t) > n par (8.2).

~(e=E=H) it non nul, il faut donc que t' = t+1 et n = p+2(e—t). Dans

PEf,tH(eft)(?ef?tH)*P

P
Pour que Q

ce cas, la différentielle qui pourrait compenser serait, I’application

. Prw.q+(e—t)(2e—2t+1)—P Prn,g+(e—t)(2e—2t+1)—P—(2e—2t—1)
doe—ot:  Foe g — "Eylo :

Or, par (8.3), ce dernier groupe est inclus dans

Pt e DRI o a2 (X AR R @ [1),

Ce dernier groupe est nul par le théoréme de Le Potier si ¢+ 2(e — t) > 4e — 2t — 2, soit
q > 2e — 2, ce qui est le cas.
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Si t' < t, on utilise ’hypothése de récurrence. Le terme qui pourrait compenser
,q+(e—t)(2e—2t+1)—P
PED! (e=0)( )" est alors

pEPf(eft’)(eft’—l—l),q+(eft)2—|—(eft’)(eft’+1)717P
(e—t")(e—t'+1)—(e—t)(e—t+1)

C HPf(eft’)(eft’+1),q+(eft)2f(eft’)zfl(X’A(Qt’)E ® Ll+t7t’)‘

Comme P—(e—t)(e—t'+1)=p—(t—t)2e—t—t'+1)<p—(2e—t—t)—(t—1t) =
p—2e+2t' <n—2(e—1t") (en effet on peut supposer p < n), on est dans le deuxiéme
cas de la proposition, et ¢+ (e —t)? — (e —t')? =1 =q¢— (t —t')(2e =t — ') — 1. Ce
dernier groupe est nul par hypothése de récurrence si

pHag>t 2" +n—p+1)+ 1]+ (¢t —t)(4e — 2t — 2t + 1) + 1. (8.4)

Comme t' <tetn-—p<2e—t),onat +n—p<2e—t et comme on peut supposer
t' > 0, le terme de droite de I'inéquation (8.4) est inférieur a

t'2(2e —t) + 1]+ (t —t)(de — 2t + 1) =t'(4de — 2t + 1) < p+q.

Ainsi, aucun terme ne peut compenser PE;f’qu*t)(Qe*ZH])*P = HP(X,AE ® L') et
donc PEPOPHED? _ pppa-p+(et)?

1 = Lo : ‘
Ce dernier est un terme du gradué associe a HP9HD* (G, (2e, E), O(1)], qui est nul
par Kodaira dés que P + q + (e — t)2 > n + e(2e + 1), soit par (8.2) dés que p + ¢q >

e(2e+1) — (e —t)(2e — 2t + 1) = t(de — 2t + 1). o

Le cas des puissances extérieures impaires est trés similaire :

Proposition 8.3 Soit E un fibré vectoriel ample de rang 4e+2 sur X, variété projective
lisse de dimension n, muni d’une forme symplectique a valeurs dans un fibré en droites
ample L. Soient p,q,t,1 des entiers avec 0 < t < e. Alors

HP(X,APTVE@ LY =0
des que l'une des deuz conditions suivantes est vérifiée :

p+qg>n+2e+1+t(de—2t+1)
et | >t["5P  +e—t
etn—p<2e-—t)

ou :
p+g>n+2e+1+t2(t+n—p+1)+1]

et I > (t+1)[%2]*
etn—p>2e—t)
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Démonstration : Pour les mémes raisons que précédemment, il suffit de démontrer
cette proposition sous les premiéres conditions. La récurrence commence a ¢t = 0, c¢’est
pourquoi on trouve la borne sur I que j’ai indiquée. On étudie alors la suite spectrale qui
calcule la cohomologie de O(1)®@(7* L) ~(¢~Y sur la grassmannienne lagrangienne G, (2e-+
1, E). On pose aussi P = p+ (e —t)(e —t + 1). Comme la proposition 8.1 reste valable,
le calcul des termes de cette suite spectrale est identique. La récurrence fonctionne donc
de maniére similaire; le seul changement concerne la dimension de G, (2e + 1, C**2)
qui est (e + 1)(2e + 1). Ainsi on aura comme précédemment PERapte-0® — g
P+g+(e—t)?>n+(e+1)(2e+1), soit p+q > t(4e — 2t + 1) + 2e + 1. On trouve
ainsi la borne pour p + ¢ que j’ai indiquée. °

Je propose maintenant une version “compacte” des deux propositions précédantes.
Ce résultat ne résume que les premiers cas de ces propositions; on pourrait établir un
résultat similaire pour les grandes valeurs de n — p. Si e et ¢t sont des entiers, notons
r(e,t) Pentier /2 si t est pair, et e si ¢ est impair.

Théoréme 8.1 Soit E un fibré vectoriel ample de rang 2e sur X, variété projective
lisse de dimension n, muni d’une forme symplectique. Soient p,q,t, k des entiers avec
0<t<e. Alors

HP[X,A"E @ (det E)*] = 0 si :

p+q>n+ AL 1)+ r(et)
akzu%ﬂ[gﬁ+e—gbk

et n—p < 2[5!

SN[

Démonstration : Le lemme 8.1.3 implique que (det E)* ~ L*¢. Alors, les propositions
8.2 et 8.3 montrent ce théoréme pour ¢ et e de méme parité. Il suffit, pour ’établir pour
t pair et e impair par exemple, d’appliquer, comme dans la preuve de la proposition 8.2,
le cas t et e pairs a F' = E' @ (M' @ M'), qui est un fibré de rang multiple de 4. °

8.2 Cas quadratique

Ce paragraphe est trés semblable au paragraphe précédent ; aussi, je ne mentionnerai
dans les preuves que les points différents du cas symplectique.

8.2.1 Cadre géométrique, notations

On se donne maintenant un fibré quadratique F, c’est-a-dire un fibré E, un fibré en
droites L et une section globale @) de E* ® E* ® L telle qu’en tous points x € X, (), est
une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée.

Supposons par exemple que E est de rang 2. Alors la fibration naturelle P{Q) = 0} C
PE — X est un revétement double étale qui n’a aucune raison d’étre trivial, méme
localement. On ne peut donc pas espérer démontrer un analogue du lemme 8.1.1. Nous
allons voir, cependant, que c’est le cas & un morphisme fini prés.
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Soit U; un ouvert trivialisant E et L, f; et g; des isomorphismes entre Ejy, et V x Uj,
et entre Ly, et Cx U;. Pour tout o € U;, on a une forme quadratique @, sur V', donnée

par Qu(vi,v2) = g {Qf; *(z,v1), f; *(x,v2)]}. Soit Q' la matrice ( ? é ) si le rang de

0 I 0
FE est pairet | I 0 0 | sinon.
0 01

Lemme 8.2.1 [l existe un revétement fini f 'Y — X et des trivialisations de f*FE et
f*L telles que la forme @, définie pour ces trivialisations soit constamment égale a ()'.

Démonstration : Par un résultat de W. Graham |Gra 03, corollary 2.11,p.10], il existe
un revétement fini f : Y — X tel que f*F admette un sous-fibré isotrope maximal
(en fait, Y est construit comme un sous-schéma de la grassmannienne relative des es-
paces isotropes de dimension maximale sur F). Supposons d’abord que le rang de F
est pair; notons rg(E) = 2e. Soit comme dans la démonstration du lemme 8.1.1 des
sections si, ..., Sg. de E définies sur un ouvert U telles que le sous-espace engendré par
s1(x), ..., se(x) soit le sous-fibré isotrope maximal F, donné par le résultat de Graham,

produit scalaire induit par () sur la fibre au-dessus de x ; par récurrence sur ¢z, montrons
qu’il existe des sections sy, ..., s9. de F telles que Vx € U :
$1(x), ..., S2.(x) engendre F, et s1(x),...,s.(x) engendre F,.

- V1<j<eVl<k<il(sj(r),Setr(T))s =0

- Vi S j, k S 7:, <Se+ja Se+k>:1: = 0.
Le cas i = 0 initie trivialement la récurrence. Supposons que 1’on ait des sections vérifiant
les hypothéses au rang ¢ — 1. Nous allons produire des sections ¢; vérifiant ces hypothéses
au rang 7. Posons donc t; = s; pour 1 < j<ije+1<j<e+iete+i<j<2e Soit
alors

Seti = Seti — Z((SeHa SjdaSetj t (Setis Setj)a€s)-

1<
Oln a donc (s..;,8)s = (SeiisSerj)a = 0 pour j < i. On”pose alors s, = si,; —
%T&, de telle sorte que (st ;, s, ) =0, et toy; = ﬁ, pour que (tei;,S;) =
1. On pose enfin, pour € > j > i, t; = sj — (teti, 55)Si-
Les sections ?; conviennent pour le rang i. On obtient, pour i = e, des sections
telles que @, s’écrive (' dans cette base. Dans le cas ou le fibré est de rang impair, on
0 I 0
met de méme @, sous la forme | I 0 0 , avec A(z) € C — {0}. En changeant
0 0 Aax)
0 I/X(z) 0O
la trivialisation de L, cette matrice devient | I/A(z) 0 0 |. En posant s =
0 0 1
A(z).sj, pour 1 < j <e, on met (), sous la forme désirée. .

On en déduit comme dans le cas symplectique :

Lemme 8.2.2 Soit F un fibré muni d’une forme quadratique a valeurs dans L, V un
espace vectoriel de dimension rg(E) fizé et Q) une forme quadratique sur V. Il existe un
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morphisme fini ¢ 1 Y — X tel que les fonctions de transition f; ; et g; ; de ¢*E et p*L
vérifient f7,Q = g; ;Q. Par ailleurs, si v est un entier, la projection Go(r,¢*E) = Y
est une fibration localement triviale.

Enfin, comme dans le cas symplectique, L est ample si F l'est :
Lemme 8.2.3 (det E)? ~ L¢.

Démonstration : En effet, la forme () induit un isomorphisme £ ~ E*® L. En prenant
le déterminant de cet isomorphisme, on obtient un isomorphisme det E' ~ det(E*) ® L°.
Or, det E* ~ (det E)*; on obtient donc (det E)? ~ L°. °

Comme je I’ai déja rappelé plusieurs fois, pour démontrer un théoréme d’annulation
en cohomologie, on peut passer a un revétement fini. Dans la suite, je supposerai donc
que E et L vérifient les hypothéses du lemme 8.2.2.

On aurait aussi pu remarquer que notre forme quadratique est, dans le cadre holo-
morphe, localement triviale, et montrer nos théorémes d’annulation dans ce cadre.

8.2.2 Cohomologie de O(2) sur Gg(e, C*)

Comme nous Pavons vu, la cohomologie de O(1) est triviale sur Gg(e, C**) ou sur
Ggle, C?*1). Ce qui va nous permettre de démontrer des théorémes d’annulation est
plutot la cohomologie de O(2) sur Gg(e, C**), qui présente de fortes analogies avec celle

de O(1) sur G,(e,C*) :

Proposition 8.4 H™ ™™ 1[G (e, C),0(2)] = A 2™C* pour 0 < m < [e/2] et les
autres termes sont nuls.

Démonstration : Comme le poids de O(2) est (1,...,1), le poids a considérer est

(e,e—1,...,0 —u;,...,1 —uy). Notons oy; = i — u; . Par argument habituel, {|o;|}
est I'ensemble de tous les entiers entre 0 et [ — 1. Soit m la longueur de u; u, ., = m
donc a1 = 1. Ainsi oy, < 0, et comme 3 : || = 1, on a donc «,,, =0, et u,, = 1. Si
l(u )ur+1=m+1,alorsu = (m,m—1,...,1), ce qui est absurde. Alors u,, ., = m—1,
Omio = 3 et donc oy, 1 = —2, soit u,, 1 = 3. En raisonnant par récurrence, on en déduit
que u = (2m — 1,2m — 3,...,1). On montre alors que p = m?, ¢ = m(m — 1) et que le
groupe de cohomologie correspondant est A¢~2mC?. J

8.2.3 Théoréme d’annulation

Proposition 8.5 Soit E/ un fibré vectoriel ample de rang 4e sur X, variété projective
lisse de dimension n, muni d’une forme quadratique a valeurs dans un fibré en droites
ample L. Soient p,q,t,1 des entiers avec 1 <t < e. Alors

HP(X A*"E® LY =0
des que l'une des deuzx conditions suivantes est vérifiée :
p+q>n+t(de—2t—1)
et 1> (t—1)[LH]" +e—t
etn—p<2e—t)—1
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ou .

p+qg>n+t2(t+n—p+2)—1]
et | > ¢[2LHH
etn—p>2e—1t)—1

Démonstration : Supposons d’abord que la premiére partie de cette proposition est
vraie pour un entier ¢. Alors soit ¢ : X' — X un morphisme fini, £’ = ¢*F, L' = ¢*L et
M’ un fibré en droites tel que M = L'. Soit F' = E' @ M"U~) avec f = [LH]* +1¢,
et définissons une forme quadratique sur F’ de facon similaire au cas symplectique.

Alors, la définition de f montre que n —p+1 < 2(f —t) < n — p+ 2; ainsi nous
pouvons appliquer la premiére partie a F'. L hypothése [ > t["%”ﬂ* signifie exactement
1> (t—1)[Z2E]F + f — ¢ Par ailleurs,

p+q > n+t2(t+n—p+2)—1]
> n+t2(t+2f —2t) =1 =n+t(4f —2t—1).

Ainsi, HM(X',A*)E' ® L") = 0 et H"(X,A*E ® L') = 0.

Pour démontrer le premier point, on regarde la suite spectrale calculant la cohomo-
logie de O(2) ® (7*L)'~(¢7) sur G(2e, E), ot je note 7 la projection Gg(2e, E) — X.
On pose P = p + (e — t)2. Alors on montre de méme que

PE]Pf(eft’)Q,j+(eft’)(2872t’71)713 _ HPf(e—t’)Q,j (X, A2t’E Q Ll-l—tft’)_

Il s’agit donc de méme d’annuler ces termes pour ¢ # t'. Mais si t' > ¢, cela résulte
facilement du théoréme de Le Potier. Pour ¢ < ¢, il suffit d’annuler H”"¢ (X,A*' E ®

L) avec
pP=p—(t—t)2e—t—1t)
¢ =q—(t—t)2e—t—t'—1)—1.
Mais, d’une part, p’ < p— (2e — 2t' + 1) < n — 2(e — t') — 1, car on peut supposer que
p < n; on est donc dans le deuxiéme cas. D’autre part, il suffit de montrer que

p+rg>n+t2( +n—p+2) -1+t —t')(4e — 2t —2t' — 1) + 1.

Or puisque t' +n—p < t'+2(e—1t)—1 < 2e —t — 1, le membre de droite de I'inéquation
est inférieur a

n+t22e—t) =1+ (t—t)(4e—2—1)=n+t(de — 2t — 1),

et il est donc bien plus petit que p + q.
Enfin, il reste a montrer que H4+(e=0(—=1[G, (2¢, ), O(2)] est nul par le théoréme
de Kodaira. En effet,

dimG(2¢e,E) —P—q—(e—t)(e—t—1)
= n+ee—1)—(e—t)>—(e—t)(e—t—1)
n+e(2e—1)—(e—1t)(2e — 2t — 1)
= n+t(de—2t—1). .
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De facon tout-a-fait similaire, on démontre :

Proposition 8.6 Soit E un fibré vectoriel ample de rang 4e+2 sur X, variété projective

lisse de dimension n, muni d’une forme quadratique a valeurs dans un fibré en droites
ample L. Soient p,q,t,1 des entiers avec 0 <t < e. Alors

HP(X AN E® L) =0
des que l'une des deuzx conditions suivantes est vérifiée :

p+qg>n+t(de—2t—1)+2e
et | >t L] +e—t
etn—p<2e—t)—1

ou :

p+g>n+t2(t+n—p+2)—1]+2e
et | > (t+1)[2L+H]*
etn—p>2e—t)—1

Pour z réel, notons {z} sa partie décimale, c’est-a-dire 2 — [z]. Ces deux propositions
peuvent se rassembler en

Théoréme 8.2 Soit E un fibré vectoriel ample de rang e sur X, wvariété projective

lisse de dimension n, muni d’'une forme quadratique. Soient p,q,t,k des entiers avec
0<t<le/2]. Alors

H™[X,AN'E ® (det E)**] = 0 si
p+a> et [FIA15 — {57+ 205} — 1 = 1) + 45T

{332 = 5D)/e
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