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IntrodutionMa thèse en géométrie algébrique omporte deux parties indépendantes. Pour donnerune idée de l'esprit de la première, onsidérons, dans le plan a�ne R2 usuel, la �guresuivante :

O I1 M1 N1 A=B

I2

M2

N2
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D2

Sur ette �gure, D1 et D2 sont deux droites séantes en O ; I1 6= O;M1 et N1 sont despoints arbitraires de D1 et O 6= I2 2 D2. Les points M2; N2; A; B sont alors onstruitsde la façon suivante : M2 et N2 sont sur D2 et les droites (M1M2); (N1N2) et (I1I2) sontparallèles. En�n, A et B sont sur D1 et les droites (M2A) et (I2N1), ainsi que (N2B) et(I2M1), sont parallèles. On voit alors que A = B.Fae à ette onstatation, le mathématiien peut, me semble-t-il, avoir au moinstrois réations. La première onsiste à apporter une preuve de e fait : si l'on hoisit desoordonnées sur D1 et D2 telles que O soit l'origine et I1 et I2 les unités, et si x et ysont les oordonnées respetives de M1 et N1, alors le théorème de Thalès implique quex et y sont aussi les oordonnées de M2 et N2 ; on voit alors que la oordonnée de Aégale xy et elle de B yx.Après avoir fait e raisonnement, j'imagine qu'un mathématiien intrigué tentera degénéraliser e résultat : et si l'on onsidérait le plan a�ne sur n'importe quel orps ? Il estlair que le résultat restera vrai si et seulement si le orps est ommutatif. Remarquons,même si ela peut sembler arti�iel pour notre exemple simpliste, qu'il est en théoriepossible de montrer des propriétés algébriques (un orps est ommutatif) en justi�antdes propriétés géométriques (A = B).En�n, le point de vue d'Artin [Art 57℄ va plus loin enore que le renversement del'hypothèse et de la onlusion que je proposais : il donne (pour simpli�er sa démarhe)des onditions pour qu'une géométrie (la donnée d'un ensemble, l'ensemble des points,et d'un sous-ensemble de l'ensemble de ses parties, l'ensemble des droites) soit telle quela �gure géométrique préédente dé�nisse orretement une multipliation, munissanttoutes les droites d'une struture algébrique (struture de orps). Autrement dit, labeauté de ses idées tient, me semble-t-il, dans le fait qu'un problème de nature géomé-trique (aratériser les géométries véri�ant tels axiomes) trouve sa solution dans unedé�nition géométrique de la struture algébrique (orps) sous-jaente.3



Dans ette thèse, je transpose e triple point de vue à l'étude de quatre types d'al-gèbres : les algèbres de Lie simples, les algèbres de matries, les algèbres de ompositionet les algèbres de Jordan simples. Le adre géométrique dans lequel je me plae pourela est elui de la géométrie algébrique omplexe, et j'osille entre les trois points devue que j'ai illustrés. Parfois, j'utilise les propriétés de ertaines algèbres pour montrerdes propriétés géométriques de variétés dé�nies en utilisant es algèbres ; parfois, à l'in-verse, e sont des propriétés géométriques de es variétés qui impliquent des propriétésdes algèbres. En�n, j'utilise aussi des propriétés géométriques de ertaines variétés pourdé�nir une algèbre. Nous verrons par exemple que je déduis la lassi�ation de ertainesvariétés (les variétés de Sorza) de la lassi�ation des algèbres de Lie simples, ou deelle des algèbres de Jordan simples.Pour expliquer les tenants et les aboutissants de et exemple, il me semble néessairede ommener par présenter mon travail onernant les algèbres de Jordan (hapitre 3).Une algèbre de Jordan omplexe est par dé�nition une C -algèbre unitaire ommuta-tive de dimension �nie et satisfaisant l'identité A � (B �A2) = (A �B) �A2. Les algèbresde Jordan simples et de rang 3 (respetivement n > 3) (f le paragraphe 3.1 pour la dé-�nition de la simpliité et du rang) sont les algèbres des matries hermitiennes d'ordre3 (respetivement n) à oe�ients une des quatre algèbres de omposition omplexeA := B 
R C , où B est l'une des quatre algèbres de Hurwitz R; C ; H ou O (respeti-vement B = R; C ou H ). Les matries sont hermitiennes par rapport à la onjugaisonsur A C -linéaire. La multipliation est le produit symétrique A � B = 12(AB + BA).Je note es algèbres Hn(A). Pour alléger les notations, je note B 
 C les algèbres deomposition, le produit tensoriel étant sous-entendu sur R.C'est un fait onnu que Hn(R 
 C ) n'est rien d'autre que l'algèbre des matriessymétriques muni du produit 12(AB+BA), queHn(C
C ) est isomorphe, omme algèbre,à l'algèbre de toutes les matries d'ordre n (munie du même produit), et qu'il existeun isomorphisme entre Hn(H 
 C ) et l'ensemble des matries antisymétriques d'ordre2n muni d'une multipliation adéquate (f paragraphe 3.1). Notons Vn(A) l'espae dees matries. L'existene d'un isomorphisme Hn(A) ' Vn(A) déoule par exemple duthéorème de lassi�ation des algèbres de Jordan.Ils permettent, de façon détournée mais naturelle, de dé�nir le rang de Jordan d'unélément d'une algèbre de Jordan simple de rang supérieur ou égal à 3 : 'est le rang de sonimage par un isomorphisme de ette algèbre ave Vn(A), divisé par deux si A = H (ene�et, Vn(H ) est l'espae des matries antisymétriques, don de rang pair ompris entre0 et 2n). Dans H3(O ), les matries de rang 1 sont par dé�nition elles où la di�érentielled'un ertain polyn�me, le déterminant, est nulle (f hapitre 3).Cette dé�nition, dont on se onvain aisément qu'elle ne dépend pas de l'isomor-phisme hoisi, présente pourtant l'inonvénient majeur que pour aluler le rang deJordan d'un élément dans une algèbre de Jordan préise, il faut produire un isomor-phisme de ette algèbre ave Vn(A). Les éléments de rang de Jordan 1 sont souventdé�nis par les spéialistes d'algèbres de Jordan omme les idempotents primitifs (pri-mitif signi�e qui n'est pas somme de deux idempotents non nuls). Mais premièrement,ette dé�nition n'équivaut à la préédente que dans le as des algèbres de Jordan réelles,4



qui ne sont pas mon sujet d'intérêt, et deuxièmement elle ne fait pas apparaître le faitque l'ensemble des éléments de rang de Jordan 1 est une variété algébrique fermée. Bienque la notion de rang soit ourante dans la littérature, je n'ai pas trouvé de dé�nitionqui donne expliitement les équations des éléments de rang 1.Notons en outre que puisque A n'est pas un orps dès que A 6= R
C , on ne peut pasdé�nir le rang de Jordan d'une matrie de la façon habituelle sur les algèbres Hn(A).Par ontre, une matrie A 2 Hn(A) dé�nit naturellement une appliation C -linéaireAn ! An, par la formule LA(zj) = (Pk Ai;kzk)i. On peut don se demander s'il existeun lien entre le rang de ette appliation linéaire et le rang de Jordan de A. En�n,F.L. Zak a remarqué que l'on peut dé�nir une appliation rationnelle, dite �appliationde Veronese généralisée�, ar pour A = R 
 C on retrouve l'appliation de Veroneselassique, par l'expression �2 : P(An) 9 9 K PHn(A)(zi) 7! (zizj):Il prétend aussi [Zak 93, th.5.11,p.153℄ que l'image de ette appliation est l'ensembledes éléments de rang de Jordan 1. Nous allons voir que 'est inexat pour l'algèbre deJordan exeptionnelle.Le résultat prinipal du paragraphe 3.2 relie es di�érentes approhes (si A est unélément d'une algèbre de Jordan, R(A) est l'appliation linéaire de ette algèbre danselle-même dé�nie par R(A):B = 2A � (A �B)�A2 �B ; h:; :i désigne un produit salairenaturel sur une algèbre ommutative, f paragraphe 3.1) :Théorème 3.3 : Soit V une algèbre de Jordan simple de rang n supérieur ou égal à3 et A 2 V non nul. Alors les trois onditions suivantes sont équivalentes :1. A est de rang de Jordan 1, soit par dé�nition 8B 2 V;R(A):B = hA;BiA.2. (dans le as où on a réalisé V omme Hn(A) ave A assoiative) A est l'imagepar l'appliation de Veronese généralisée d'un n-uplet d'éléments de A.3. (Si V = Sn(C ) ou Mn(C )) : A est de rang usuel 1.(Si V = AS2n(C )) : A est de rang usuel 2.Par ailleurs, si V = Hn(A) ave A assoiative, alors es onditions équivalent enore aufait que LA soit de rang minimal (soit dimA). Pour V = H3(O ), e résultat est faux.La proposition 3.11 relie aussi la variété des matries de rang 1 dans l'algèbre de Jor-dan onstruite à partir des otaves à l'image de l'appliation de Veronese, de façonependant plus subtile. Si A est non ommutative, on peut munir Hn(A) de deuxstrutures d'algèbres de Jordan : l'une est elle que j'ai indiquée, l'autre est le produitA �0 B = 12(AB + BA) ave AB = (PkBk;jAi;k)i;j. Cei peut onduire à la dé�nitiondu rang de Jordan à gauhe, et on peut relier e rang de Jordan au rang de de l'appli-ation linéaire RA : (zi) 7! (P zkAi;k)i et à l'image de l'appliation ~�2(zi) = (zjzi)i;j.Remarquons qu'il y a don deux déterminants naturels sur Hn(A).Par ailleurs, je donne des formules expliites et simples pour les isomorphismesHn(A) ' Vn(A). Néanmoins, es isomorphismes se omprennent mieux, à mon goût,5



du point de vue géométrique. D'ailleurs, lorsque l'on étudie l'algèbre des matries à o-e�ients réels ou omplexes, le point de vue le plus e�ae est probablement le pointde vue de l'algèbre linéaire qui onsiste à voir les éléments de es algèbres omme desappliations linéaires. Mais dès que l'on parle de matries symétriques ou hermitiennes,autrement dit d'algèbres de Jordan, alors l'analogue de e point de vue qui onsiste àonsidérer es éléments omme des formes quadratiques présente l'inonvénient que leproduit symétrique A �B = 12(AB + BA) ne s'interprète pas en es termes ; l'étude dugroupe d'automorphismes en est rendue plus ardue.La géométrie de es algèbres permet de donner un autre élairage onernant er-taines de es questions. Tout d'abord, on je démontre la proposition suivante :Proposition 3.13 : Soient V1 et V2 deux algèbres de Jordan simples, I1 et I2 leursunités et X1 � PV1 et X2 � PV2 les variétés algébriques projetives onstituées deséléments de rang de Jordan 1. Soit en�n f : V1 ! V2 une appliation linéaire telle quef(I1) = I2. Alors les onditions suivantes sont équivalentes :1. f induit un isomorphisme de variétés entre X1 et X2.2. f est un isomorphisme d'algèbres entre V1 et V2.Celle-i illustre le fait que l'étude des algèbres de Jordan simples et l'étude de lagéométrie de la variété des éléments de rang de Jordan 1 sont un même problème à deuxfaes qu'il est plus aisé de résoudre omme tel. Mon opinion est d'ailleurs que ela vauten général pour l'étude d'une algèbre et l'étude géométrique d'une variété dérite pardes onditions algébriques appropriées.En l'ourene, les propositions 3.14 et 3.15 dérivent de manière géométrique etsimple un isomorphisme de variétés entre les variétés des éléments de rang de Jordan1 dans Hn(A) et dans Vn(A), pour A = H et C . Par la proposition 3.13, eux-i sontaussi des isomorphismes des algèbres de Jordan. Par exemple, et isomorphisme met enrelation une matrie A 2 Hn(H ) de rang de Jordan 1 ave l'intersetion de l'image deLA ave un ertain sous-espae �xé de dimension 2n de H n . Cette intersetion est dedimension 2 ; on obtient don un isomorphisme entre l'ensemble des matries de rang deJordan 1 et la grassmannienne des 2-plans dans un espae vetoriel de dimension 2n, soit,omme esompté, la variété des matries de rang de Jordan 1 dans Vn(H 
 C ) = �2C 2n .En préliminaire à ette étude, le paragraphe 3.1 introduit deux groupes essentielsassoiés à une algèbre de Jordan V . Ce sont tous deux des sous-groupes de GL(V ). L'unest le groupe d'automorphismes de l'algèbre de Jordan, et l'autre le groupe de struture,qui peut être dé�ni omme le sous-groupe préservant le déterminant. Ceux-i jouent unr�le lé dans l'étude des variétés de Sorza où ils sont dé�nis géométriquement. Ii, jerappelle ertaines de leurs propriétés qui me seront utiles. Je rappelle une preuve dufait que es groupes sont, dans le as de l'algèbre de Jordan exeptionnelle, E6 et F4, enonstruisant expliitement les algèbres de Lie orrespondantes.Par ailleurs, j'explique aussi un phénomène qui est à la base de mon étude des variétésde Sorza : une algèbre de Jordan semi-simple peut se dé�nir en utilisant seulement sonélément neutre et le déterminant. Ce fait avait été remarqué dans les années 50 et joueaussi un r�le important dans l'étude des algèbres de Jordan entreprise es années-là.6



L'intérêt de omprendre la géométrie des variétés des éléments de rang de Jordan1 dans une algèbre de Jordan n'est pas seulement d'améliorer notre ompréhensionde l'algèbre de Jordan elle-même, mais aussi que es variétés possèdent des propriétésgéométriques exeptionnelles. Commençons par une dé�nition.Dé�nition [Zak 93℄ : Une variété X, projetive lisse irrédutible non-dégénérée et dedimension n dans Pm est une variété de Severi si Se(X) 6= Pm et m = 32n+ 2.Dans ette dé�nition, on note Se(X) la fermeture de la réunion des droites séantesde X. Elle est motivée par le fait que F.L. Zak a prouvé la onjeture de Hartshornea�rmant que si m < 32n + 2, alors Se(X) = Pm. Il montre alors le théorème delassi�ation des variétés de Severi :Théorème [Zak 93℄ : Il existe exatement 4 variétés de Severi, à savoir la surfaede Veronese dans P5, P2 � P2 � P8, la grassmannienne des 2-plans vetoriels dans C 6G(2; 6) � P14 et la variété \E 006 � P26.Ce résultat très frappant est le point de départ de ertaines reherhes de LaurentManivel et Joseph Landsberg sur le arré magique de Freudenthal [LM 99℄. Quant à moi,e qui m'a plus partiulièrement intrigué dans e résultat est le lien ave les algèbres deJordan, que j'explique maintenant.Un autre théorème de F.L. Zak lassi�e les variétés lisses de dimension maximaleparmi elles qui ont la propriété que la (n� 2)-ième variété séante (à savoir la réunion,notée Sn�2X, des (n�2)-plans (n�1)-séants) n'égale pas l'espae ambient tout entier.Il appelle es variétés partiulières des �n-variétés de Sorza� ; le leteur trouvera unedé�nition préise de elles-i au paragraphe 4.1. On peut alors énoner son théorème dela façon suivante :Théorème [Zak 93℄ : Les n-variétés de Sorza sont les variétés des matries de rangde Jordan 1 dans les projetivisées des algèbres de Jordan simples de rang n.Pour n = 3, on retrouve le théorème préédent. Notons que F.L. Zak n'exprimepas e résultat exatement sous ette forme, mais qu'il a�rme, sans le justi�er, que lesimages des appliations de Veronese sont les variétés de Sorza. Remarquons en�n quetoutes es variétés sont homogènes (ela se voit bien si l'on réalise les algèbres de Jordansous la forme Vn(A)).Il m'a don semblé que son travail soulevait deux problèmes intéressants :� lari�er ette interprétation en termes d'appliations de Veronese généralisées etdé�nir orretement le rang de Jordan d'un élément d'une algèbre de Jordan.� donner une preuve des théorèmes de Zak faisant intervenir les algèbres de Jordan etl'homogénéité. Le souhait d'avoir une preuve a priori de l'homogénéité a d'ailleursété exprimé par Roberts, Lazarsfeld et Van de Ven ([Rob 88℄ et [LVV 84℄).Le premier point a déjà été disuté. Le seond est traité dans la hapitre 4. A partird'une variété de Sorza quelonque, je montre que son groupe d'automorphismes agittransitivement, et retrouve la struture d'algèbre de Jordan sous-jaente.Le premier paragraphe 4.1 introduit les variétés de Sorza. Après avoir dé�ni esobjets, je donne une liste de telles variétés (qui s'avérera exhaustive) et j'étudie ertainesde leurs propriétés géométriques. Ces propriétés semblent naturelles si l'on interprète7



les variétés de Sorza omme des espaes projetifs sur une algèbre de omposition. Ene�et, pour A = R 
 C ; C 
 C ou H 
 C et n � 3, nous avons vu que �2(An) est unevariété de Sorza. Or si � 2 A et X 2 An, on a �2(X:�) = Q(�):�2(X) (Q(�) est unsalaire, la norme de �) ; on voit don que X et X:� représentent le même point dans lavariété de Sorza. On peut don imaginer que la variété de Sorza représente �APn�1�.Cei est avant tout moral ar A n'est pas un orps.Pourtant, ei explique bien les propriétés observées : on remarque qu'une n-variétéde Sorza ontient une famille de (n� 1)-variétés de Sorza paramétrées par une variétéisomorphe à elle-même : en e�et, il n'est pas hoquant de se dire que APn�1 ontientune famille de APn�2 paramétrés par APn�1� ' APn�1.En fait, dans de nombreux ontextes, il semble utile de généraliser les onstrutionsgéométriques lassiques aux autres algèbres de omposition : nous avons vu que les�appliations de Veronese généralisées� en sont un exemple partiulièrement rihe géo-métriquement. De même, je dé�nis les grassmanniennes sur une algèbre de ompositionassoiative, de telle sorte que les grassmanniennes sur R
 C soient les grassmanniennesusuelles, et les grassmanniennes de 1-plans les variétés de Sorza (paragraphe 2.3).Je dé�nis et étudie aussi les sous-grassmanniennes d'espaes isotropes pour une formehermitienne ou anti-hermitienne. Cei montre en partiulier que les grassmanniennes de3-plans dans un espae de dimension 6, isotropes pour une forme anti-hermitienne, pourA = R 
 C ; C 
 C ; H 
 C , sont les trois premières variétés de la troisième ligne duarré magique de Freudenthal, e qui on�rme et préise l'intuition de Laurent Mani-vel et Joseph Landsberg que es variétés sont des généralisations de la grassmanniennesympletique G!(3; 6). Le résultat qui suit dérit les grassmanniennes ordinaires (no-tées GB(r; n)) et les grassmanniennes isotropes pour une forme hermitiennes (notéesGQB (r; n)) ou anti-hermitiennes (notées G
B(r; n)), sur l'algèbre de omposition B. Pourles détails onernant es dé�nitions et les notations, le leteur est renvoyé au paragraphe2.3.Théorème 2.2 :� GQR (r; n) = GQ(r; n).� F (r; n� r; n) ' GQC (r; n) � G(r; n)�G(r; n) = GC (r; n).� G!(2r; 2n) ' GQH (r; n) � G(2r; 2n) = GH (r; n).et � G
R(r; n) = G!(r; n).� F (r; n� r; n) ' G
C (r; n) � G(r; n)�G(r; n) = GC (r; n).� GQ(2r; 2n) ' G
H (r; n) � G(2r; 2n) = GH (r; n).Le paragraphe 4.2 étudie une variété de Sorza générale. Dans un premier temps,de façon à donner au leteur une idée des arguments utilisés par F.L. Zak, j'établisdes propriétés géométriques pour une variété de Severi quelonque. Pour ela, je suisapproximativement le tout-début de la preuve esquissée dans [LVV 84℄. Ensuite, j'admetsqu'elles sont valables plus généralement pour une n-variété de Sorza X � PV . Notonsque j'ai prouvé lors de l'étude des algèbres de Jordan que la variété des matries de rangde Jordan 1 est une variété de Sorza ; es propriétés géométriques et les onstrutionsqui suivent sont don valables en partiulier pour les algèbres de Jordan.Pour X une n-variété de Sorza, la �dernière� séante, 'est-à-dire Sn�1X, est une8



hypersurfae, dont je note (Sn�1X)� la variété duale. Le point lé est alors la dé�nitionet l'étude, pour tout A 62 Sn�1X, d'une appliation, notée �A, de X vers (Sn�1X)�.Pour x 2 X, �A(x) est l'hyperplan tangent à Sn�1X en l'unique autre (que x) pointd'intersetion de la droite (Ax) ave Sn�1X. On a alorsThéorème 4.6 : �A : X ��! (Sn�1X)� est induit par un isomorphisme entre PV etPV �.Corollaire 4.11 : Toute variété de Sorza est homogène.La lassi�ation des variétés de Sorza peut alors être ahevée, si on le souhaite, parune étude de l'algèbre de Lie de e groupe d'automorphismes (en utilisant la lassi�ationdes algèbres de Lie simples et en étudiant les di�érents as possibles). Mais le théorèmeprésente un autre intérêt : dans une algèbre de Jordan, pour I l'élément neutre, on a, pourtout A 62 Sn�1X, que (�A)�1Æ�I = R(A), la représentation quadratique. Cette remarque,et un résultat de MCrimmon, permettent de dé�nir une struture d'algèbre de Jordansur l'espae ambient d'une variété de Sorza. Cei donne un argument oneptuel pourle théorème de Zak.Par ailleurs, ei donne une desription géométrique du produit dans une algèbre deJordan. En e�et, une onséquene faile du théorème 4.6 est que le produit A � B dedeux éléments de rang de Jordan 1 est, génériquement, la projetion orthogonale de Isur l'espae linéaire TAX \ TBX. Cependant, ette desription ne su�t pas en généralpour dé�nir de façon univoque le produit : deux ontre-exemples sont fournis dans lehapitre 1. L'objet de e hapitre est d'ailleurs de donner plusieurs outils qui assurentque le produit est bien dé�ni à une homothétie près. Ceux-i permettent par exemplede dé�nir géométriquement les algèbres de Lie simples et les algèbres de matries. J'endéduis aisément une lassi�ation des strutures d'algèbre sur l'espae vetoriel Mn(C )unitaires et telles que det(A �B) = det(A) det(B).Dans le as des algèbres de Jordan, il su�t de déterminer, pour tout A de rang deJordan 1, l'ensemble des B tels que A�B = 0. Je montre que et ensemble est engendréomme espae vetoriel par le lieu d'entrée de l'autre point d'intersetion de la droite(AI) ave Sn�1X. Cei ahève de dérire géométriquement le produit de Jordan.On peut aussi montrer, en utilisant e théorème, que V et le groupe d'automor-phismes de la variété forment un espae préhomogène symétrique, et prouver ainsi lalassi�ation par un résultat onernant es espaes. Pour ela, l'argument essentiel estle suivant (�K est le produit de Koeher sur V dé�ni au paragraphe 4.2.4 et le produitsalaire hA;Bi est donné par hA;Bi = �I(A):B = �I(B):A) :Proposition 4.16 : Soit X � PV une variété de Sorza et g 2 GL(V ) préservant uneéquation de l'hypersurfae Sn�1X. Soit aussi I 62 Sn�1X. Alors, les onditions suivantessont équivalentes.1. g préserve le produit sur V à un signe près, 'est-à-dire(g:A) �K (g:B) = �g:(A �K B):2. g préserve I à un signe près, g:I = �I.3. g préserve le produit salaire, hg:A; g:Bi = hA;Bi.9



Si n est impair, les signes � ne peuvent pas avoir lieu, ar Sn�1X est alors de degréimpair. Dans le as de l'algèbre de Jordan exeptionnelle, ette proposition identi�e lesous-groupe du groupe exeptionnel E6 préservant le produit salaire naturel au groupeF4 des automorphismes de l'algèbre.Comme onséquene de ette proposition, le produit �K véri�e l'identité de Jordan,et on peut en déduire la lassi�ation. De plus, si l'on est parti de la variété des élémentsde rang de Jordan 1 dans une algèbre de Jordan, alors e produit est le produit dansette algèbre de Jordan.Cette proposition montre don aussi des résultats onernant les algèbres de Jordan :par exemple, dans le as de l'algèbre de Jordan exeptionnelle, elle implique que le sous-groupe du groupe E6 préservant le déterminant, des éléments qui préservent de plus leproduit salaire tr(A � B) est exatement le groupe F4 des automorphismes de ettealgèbre de Jordan. La preuve de e résultat est simple et purement géométrique. Ene�et, j'ai dérit géométriquement le produit de Jordan et le produit salaire (elui-i estdé�ni par �I qui a déjà une dé�nition géométrique). Le fait qu'un automorphisme g deX préserve le produit de Jordan ou le produit salaire se traduit don par des onditionsgéométriques, dont il est faile de montrer qu'elles équivalent au fait que g:I et I sontproportionnels, en utilisant les propriétés géométriques onnues des variétés de Sorza.En�n, un dernier paragraphe 4.3 omplète l'étude des variétés de Severi. Je montrede façon très élémentaire que les dérivées de l'équation de la séante, qui est une hyper-surfae ubique, déterminent un morphisme birationnel de l'espae projetif ambient. Demême, je déris les orbites de Aut(X) dans PV . J'explique en�n omment ma onstru-tion géométrique permet de retrouver plus aisément un résultat de Etingof, Kazhdanet Polishhuk sur les polyn�mes homaloïdes [EKP 00℄. Ils introduisent la dé�nition sui-vante :Dé�nition : Soit V un espae veoriel et f un polyn�me homogène sur V . Si df :PV ! PV � est birationnelle et s'il existe un polyn�me homogène f � sur V � tel quef �(dxf=f(x)) = 1=f(x) pour f(x) 6= 0, alors f est dit homaloïde.Leur résultat est alors une onséquene faile des onstrutions géométriques que j'aiexpliquées :Théorème 4.10 : Un polyn�me homaloïde de degré 3 est le déterminant d'une algèbrede Jordan semi-simple.Les tehniques qui permettent de dé�nir géométriquement une algèbre s'appliquentaussi dans d'autres ontextes : par exemple, le paragraphe 2.1 donne une dé�nition géo-métrique des algèbres de omposition. L'isomorphisme lassique entre H 
 C et M2(C )prend ii une saveur plus géométrique. Ces tehniques impliquent aussi une desrip-tion, nouvelle à ma onnaissane, des groupes spinoriels. Ceux-i sont d'habitude dé�nisomme sous-groupe du groupe des éléments inversibles de l'algèbre de Cli�ord engendrépar ertains éléments. Je propose quant à moi une desription en termes d'équations (fle paragraphe 2.2.3 pour la dé�nition des représentations spinorielles C�1 et de l'appli-ation naturelle �1 : C+1 � C�1 ! C 2r ) : 10



Théorème 2.1 : Si r est pair, alors Spin2r est isomorphe au sous-groupe de SO2r �SO(C+1 )� SO(C�1 ) onstitué des triplets (g; g+; g�) véri�ant8u 2 C+1 ; v 2 C�1 ; �1(g+u; g�v) = g:�1(u; v): (1)Si r est impair, alors Spin2r est isomorphe au sous-groupe de SO2r�SL(C+1 ) onsti-tué des paires (g; g+) véri�ant8u 2 C+1 ; �1(g+u; g+v) = g:�1(u; v): (2)En utilisant mes idées, e théorème est une onséquene très direte de résultatslassiques onernant les algèbres de Cli�ord. L'argument prinipal est le fait que parexemple (g; g+) véri�e (2) si et seulement si pour tout espae isotrope L� représenté parle spineur pur � 2 C+1 , g+� représente l'espae isotrope g:L� des images par g de L�.Dans le as de Spin8, les trois représentations C 8 ; C+1 et C�1 de SO8 sont de dimension8 et �1 s'identi�e au produit des otaves de Cayley. Le théorème préédent s'énone defaçon un peu plus élégante en utilisant es otaves :Proposition 2.11 (Trialité algébrique) : Le sous-groupe de SO38 des triplets(g; g+; g�) tels que 8x; y 2 O 
 C ; g(xy) = g+(x)g�(y) (3)est isomorphe au groupe Spin(8), haune des trois projetions réalisant un revêtementtopologique à deux feuilles.Après avoir donné une desription géométrique de l'algèbre O 
 C , je retrouve etteproposition par une preuve nouvelle et sans aluls. Ce que j'appelle la trialité géo-métrique, à savoir le fait que l'appliation qui, à un otave de norme nulle, assoiel'ensemble de ses multiples à droite (respetivement à gauhe), est un isomorphisme dela quadrique de dimension 6 vers une omposante de la grassmannienne des espaeslinéaires de dimension 3 isotropes (respetivement l'autre omposante), admet lui aussiune preuve géométrique élémentaire.Cette meilleure ompréhension permet de dérire le quotient PSO8=G2, qui repré-sente toutes les algèbres de omposition de norme �xée :Proposition 2.15 : Soit Q une forme quadratique non-dégénérée sur un espaevetoriel V de dimension 8. Soit (x; y) 7! xy une algèbre unitaire �xée de normeQ et � une autre telle algèbre. Alors, il existe des uniques �; � 2 PV � Q tels que8x; y 2 V; x � y = (x�)(�y). L'appliation � 7! (�; �) est un isomorphisme entrePSO8=G2 et (PV �Q)�(PV �Q), PSO8-équivarient si l'on pose g:(�; �) = (g��; g+�).Par ailleurs, je généralise un peu ette étude pour dérire, en termes d'otaves, eque j'appelle les grassmanniennes quadratiques, qui paramètrent les espaes linéairesisotropes pour une forme quadratique non-dégénérée, en petite dimension. On obtientaussi des desriptions de Spin10 et Spin12 semblables à elle de Spin8 donnée par latrialité algébrique.En�n, un autre résultat fait intervenir la géométrie des otaves, ou plus généralementdes algèbres, que j'appelle de Cayley, obtenues en appliquant le proédé de Cayley-Dikson aux algèbres de omposition (f le paragraphe 3.2.5). Bien qu'on sahe à l'avane11



qu'il n'existe pas, pour n � 3, de variétés de Sorza analogues à la quatrième variété deSeveri par le théorème de Zak, on peut envisager de ompati�er un espae a�ne sur lesotaves de dimension arbitraire pour dé�nir une telle variété en dimension quelonque.La proposition qui suit explique pourquoi on n'obtient pas une variété de Sorza : lavariété est singulière.Proposition 3.23 : Soit n; p � 1 deux entiers. Soit Hn;p l'algèbre des matries her-mitiennes de taille (n + 1) � (n + 1) à oe�ients dans la p-ième algèbre de Cayley,munie de la multipliation A �B = 12(AB + BA). Soit X � PHn;p la variété adhérenede l'ensemble des matries de la forme 0BBB� 1 z1 � � � znz1 Q(z1) � � � z1zn... ... ... ...zn znz1 : : : Q(zn)
1CCCA. Alors X est lissesi et seulement si Hn;p est de Jordan.Dans ette proposition, le fait ombinatoire qu'il n'existe pas d'espaes projetifs surles otaves en dimension au moins 3 trouve deux éhos : un ého algébrique (Hn(O 
 C )n'est pas de Jordan pour n > 3) et un ého géométrique (X est singulière). Elle montrebien la profonde intriation des questions géométriques et des questions algébriques.
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La deuxième partie de ette thèse onerne la ohomologie des �brés vetoriels amplessur une variété projetive omplexe lisse. Lorsque E ! X est un �bré de rang e munid'une forme quadratique à valeurs dans un �bré en droites L, on dé�nit habituellementpour 0 � k � e � 1 le k-ième lieu de dégénéresene Dk(E) omme le lieu des pointsx 2 X tels que ette forme quadratique est au plus de rang k. Fulton et Lazarsfeld[Ful 81, Remark 2,p.50℄ font la onjeture suivante :Conjeture : Soit E un �bré vetoriel de rang e, sur une variété X lisse, onnexe,projetive et de dimension n. Supposons que E est muni d'une forme quadratique àvaleurs dans un �bré en droites L. Soit k un entier et supposons que� dimDk(E) = � := n� (e�k)(e�k+1)2 > 0:� S2E� 
 L est ample.Alors, Dk(E) est onnexe.Puisque le faiseau strutural de Dk(E) admet une résolution par des �brés de laforme S�E (S� désigne le fonteur de Shur assoié à une partition �), ette onjeturepeut être prouvée si l'on est apable de démontrer l'annulation de ertains groupes deohomologieHn;q(X;S�E�
Li) (es groupes de ohomologie sont dé�nis p. 129) : e faitest démontré dans [Man 97℄ et [Lay 96℄ expliite une onjeture onernant l'annulationde groupes de ohomologie qui permettrait de démontrer la onjeture de Fulton etLazarsfeld. On est don amené à se poser la question suivante : étant donnés n; p; e troisentiers et une partition �, quel est le plus petit entier Q(n; p; e; �) tel que pour toutevariété X projetive lisse omplexe de dimension n et tout �bré ample E de rang e surX, le groupe de ohomologie de Dolbeault Hp;q(X;S�E) s'annule si q > Q(n; p; e; �) ?Par exemple, le théorème de Kodaira dit que Q(n; p; 1; (l)) � n� p.Notre espoir est en e�et que la onnaissane des entiers Q(n; p; e; �), ou au moinsd'une majoration e�ae de eux-i, permettrait d'établir les propriétés topologiquesattendues de es lieux de dégénéresene. Notons que pour apporter une réponse àette onjeture, nous n'avons besoin d'étudier que Q(n; n; e; �), mais que omme nousallons le voir, les tehniques que nous utilisons nous obligent, pour majorer es entiers,à majorer de façon plus générale tous les Q(n; p; e; �).Historiquement, e sont les puissanes de Shur symétriques et extérieures qui ontété onsidérées les premières, notamment par Gri�ths et Le Potier. Plus réemment,Demailly a onsidéré une puissane quelonque d'un �bré tensorisée par une puissaneadéquate de son déterminant et Laurent Manivel a amélioré la borne de Le Potier pourune puissane extérieure. En�n, W. Nahm [LN 02℄ a démontré un résultat onernantles partitions dont toutes les parts sauf éventuellement la première valent 1, ourammentappelées équerres ou rohets. Ce résultat donne, en e qui onerne les rohets, uneborne su�sante pour démontrer la onnexité des lieux de dégénéresene. Pour établirette onjeture, il s'agit de généraliser e résultat aux autres partitions.La méthode générale pour démontrer de tels théorèmes est la suivante : les groupes deohomologie dont on veut montrer l'annulation apparaissent dans les suites spetrales(dites �de Borel-Le Potier�) qui alulent la ohomologie d'un �bré en droites ampleadéquat sur une grassmannienne relative onstruite à partir de E. Or, dans ertains as,13



le théorème de Kodaira assure l'annulation de la ohomologie de e �bré. Si un groupede ohomologie apparait dans une suite spetrale qui alule un groupe nul, et si toutesles �êhes de la suite spetrale qui arrivent sur notre groupe ou qui en partent sontnulles, alors on déduit que e groupe est nul. Pour s'assurer que es �êhes sont nulles,on montre que les autres groupes que es �êhes onnetent (par la suite, j'appelleraies groupes les �voisins� de notre groupe) le sont, e qui fait intervenir une réurrene.L'e�aité du théorème de W. Nahm est liée à un hoix partiulièrement astuieux del'ordre de réurrene dans lequel il annule les groupes de ohomologie.Si n; r et l sont des entiers �xés, notons G(r; C n) la grassmannienne des r-plansdans C n , et O(l) la restrition sur ette grassmannienne du �bré en droites O(l) surP�rC n . Si p est le plus grand entier tel qu'il existe q ave Hp;q[G(r; C n);O(l)℄ 6= 0, etsi Hp;q[G(r; C n);O(l)℄ � S�C n , alors on obtient, au premier stade de la réurrene, unthéorème d'annulation pour S�E. La réurrene permet d'obtenir aussi des résultats pourdes partitions orrespondant à des indies p plus petits. W. Nahm s'arrange pour quen > rl, e qui simpli�e onsidérablement la détermination du groupe Hp;q[G(r; n);O(l)℄non nul ave p maximal, et assure que les partitions obtenues sont des rohets. Onobtient ainsi au premier pas de la réurrene l'annulation de Hn;q(X;S�E) pour � unepuissane extérieure ; la réurrene permet d'annuler Hp;q(X;S�E), ave p qui diminueet la première part de � qui augmente simultanément.Pour généraliser e résultat aux partitions qui ne sont pas des rohets, deux straté-gies semblent envisageables. La première onsiste à onsidérer S�E, pour � une partitionquelonque, omme un sous-�bré d'un �bré produit 
iS�iE, pour �i des rohets adé-quats. Pour annuler Hp;q(X;
iS�iE), il su�t de onsidérer non pas une grassmanniennerelative, mais un produit, au-dessus de X, de telles grassmanniennes. J'ai obtenu le ré-sultat suivant par ette tehnique (Za;b désigne le rohet de poids b et de longueur a etÆ est une fontion introduite au paragraphe 7.1.1) :Théorème 7.1 : Soit E un �bré ample de rang e sur une variété X projetive lisse dedimension n, a 2 N, (ki)1�i�a et (�i)1�i�a des entiers tels que �i < ki ; soit � = P�iet k =P ki, alors Hp;q(X;
iZki��i�1;kiE) = 0si p+ q � n > [min[Æ(n� p); Æ(n� q)℄ + �℄[ae� k + 2�℄� �(� + 1):De façon analogue à elle de W. Nahm, ma réurrene étudie en premier lieu lesproduits de puissanes extérieures. Malheureusement, e théorème ne donne pas uneborne su�samment e�ae pour montrer les propriétés topologiques des lieux de dégé-néresene.L'autre stratégie onsiste à se plaer dans d'autres as que elui où n > rl. On obtientainsi sans réurrene et sans onsidérer de produits diretement des résultats onernantdes partitions plus ompliquées que les rohets. L'obstale majeur est de déterminerle(s) groupe(s) de ohomologie Hp;q[G(r; C n);O(l)℄ non nul ave p maximal. Pour alu-ler tous les groupes de ohomologie Hp;q[G(r; C n);O(l)℄, Snow a proposé une méthodediagrammatique ommode. Les omposantes non nulles de es groupes de ohomologie14



sont en bijetion ave ertaines partitions véri�ant des propriétés ombinatoires. Pour-tant, ette ombinatoire est, sauf dans le as partiulier n > rl, à mon avis inextriable.Je pousse don un peu plus loin l'étude de Snow en montrant que es partitions spé-iales sont naturellement en bijetion ave un ensemble très simple ombinatoirement(proposition 6.1). Cei permet alors de déterminer plus failement le(s) groupe(s) deohomologie Hp;q[G(r; C n);O(l)℄ non nul(s) ave p maximal (proposition 6.1). Commeprévu, on peut en déduire de nombreux théorèmes d'annulation nouveaux. Mais, ommeje l'explique au paragraphe 7.2.3, on obtient des résultats qui n'ont auune hane demontrer la onnexité des lieux de dégénéresene. Je n'ai don pas plus approfondi ettepiste.Les résultats que j'ai dérits jusqu'à maintenant ne montrent pas la onnexité. Ene�et, si le premier annule des groupes de ohomologie Hn;q(X;S�E) pour � quelonque,il le fait pour des valeurs de q trop grandes. Pour diminuer es valeurs, il m'a semblénéessaire de modi�er un peu la méthode générale. Jusqu'à maintenant, pour annuler unertain groupe de ohomologie, on utilisait, omme je l'ai expliqué, des suites spetralesoù e groupe apparait mais où tous ses �voisins� sont nuls. Il y a relativement peu detelles suites spetrales. Je propose quant à moi d'utiliser d'autres suites spetrales, où egroupe apparait ave exatement un �voisin� non nul. On obtient ainsi des isomorphismesentre ertains groupes de ohomologie. En ombinant plusieurs de es isomorphismes,on obtient �nalement l'annulation du groupe, et don de son �voisin�. Grâe à etteméthode, ertes très tehnique, j'ai pu établir la onnexité de Dk(E) sous l'hypothèsesupplémentaire que e�k � 4, et ontrairement à la onjeture, en supposant que � > 1 :Corollaire 7.7 : La onjeture préédente est vraie lorsque de plus� � > 1.� e� k � 4.Par d'autres méthodes, Tu a démontré ette onjeture lorsque k est pair [Tu 89℄ et,pour k impair, pour � � e� k [Tu 88℄.En�n, j'initie une étude du problème de la détermination (ou au moins la majoration)des entiers Q(n; p; e; �) pour les �brés E munis d'une forme sympletique ou quadra-tique. Dans e as, il est naturel de onsidérer un �bré en grassmanniennes isotropes. Jeommene don une étude de la ohomologie de es grassmanniennes. Ce travail a étée�etué par Snow dans le as des grassmanniennes dites lagrangiennes, d'espaes de di-mension exatement la moitié de la dimension de l'espae ambient ; es grassmanniennessont alors des espaes hermitiens symétriques, e qui simpli�e fondamentalement le pro-blème. En e�et, dans le as général, le �bré tangent n'est pas omplétement rédutibleomme �bré homogène, et don le alul de la ohomologie fait intervenir des suitesspetrales di�ilement ontr�lables. Je n'ai en fait pu établir dans le as général essen-tiellement que le résultat partiel suivant : les omposantes de la ohomologie de O(1) surune grassmannienne sympletique ou quadratique sont des représentations fondamen-tales. Par ontre, on peut mener à bien le alul de la ohomologie de O(1) et O(2) surles grassmanniennes lagrangiennes. Ce alul onduit à des théorèmes d'annulation pourla ohomologie de �brés munis d'une forme sympletique ou d'une forme quadratique15



(théorèmes 8.1 et 8.2).
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Chapitre 1Dé�nition géométrique d'une algèbreen généralDans e hapitre, je donne des outils généraux pour dé�nir géométriquement unealgèbre, puis j'illustre l'emploi de es outils ave la dé�nition des algèbres de Lie simpleset des algèbres de matries.1.1 Comment dé�nir géométriquement une strutured'algèbre ?J'appelle algèbre un C -espae vetoriel V de dimension �nie muni d'une appliationbilinéaire V � V ! V . Ainsi, je ne suppose ni la ommutativité, ni l'assoiativité, nil'existene d'un élément neutre. En général, il ne sera pas possible de dé�nir géométri-quement e morphisme, mais seulement l'appliation rationnelle PV � PV 9 9 KPV , lesonstrutions étant des onstrutions de géométrie projetive. Plus exatement, e typede onstrutions ne dé�nira qu'une appliation rationnelle X � X 9 9 K PV , où X dé-signe une sous-variété de PV . Je onçois e paragraphe omme une boîte ontenant desoutils qui permettent d'établir que ette appliation rationnelle détermine la strutured'algèbre à homothéties près. A priori, deux questions se posent :� Etant donnée une appliation rationnelle X � X 9 9 KPV , existe-t-il une algèbresur V telle que pour tout x et y dans le �ne a�ne sur X, le produit xy est donné,projetivement, par ette appliation rationnelle ?� Existe-t-il au plus une telle algèbre ?Je donne des éléments de réponse à es deux questions dans les deux paragraphes quisuivent.1.1.1 UniitéCommençons par un exemple qui montre que la question n'est pas triviale : onsi-dérons deux appliations rationnelles P3 9 9 K P2, dé�nies, si X; Y; Z; T désignent lesoordonnées de P3, par f1 = (X; Y; Z) et f2 = (Y; Z; T ). Ces deux appliations ration-nelles oïnident sur une ubique gauhe de P3, non-dégénérée, et pourtant les deux21



appliations linéaires ne sont pas proportionnelles. L'exemple 1.2 fournit de même unontre-exemple onernant des appliations bilinéaires. On peut ependant remarquerque f1 et f2 n'ont pas le même noyau : ei justi�e l'hypothèse faite dans le lemme quisuit.Lemme 1.1.1 Soient V et W des espaes vetoriels, ';  : PV 9 9 KPW des applia-tions linéaires et X � PV une variété irrédutible non-dégénérée. Supposons que lesappliations rationnelles ';  : X 9 9 KPW oïnident et que Ker b' = Ker b . Alors ' et sont projetivement égales.b' et b sont des appliations linéaires V ! W dé�nissant ' et  . Comme X est non-dégénérée, ' et  sont bien dé�nies sur un ouvert de X.Remarque : Attention, on fait l'hypothèse forte que b' et b ont même noyau dans V ,non pas seulement sur le �ne a�ne sur X, noté bX.Démonstration : Si Y � V est un ensemble, notons hY i � V le sous-espae vetorielqu'il engendre. On a Im b' = hb'( bX)i = hb ( bX)i = Im b =: I et par hypothèse Ker b' =Ker b =: K. Il existe don A 2 GL(I) telle que b = Ab'. En e�et, si V 0 est unsupplémentaire de K dans V et '0;  0 les isomorphismes de V 0 ave I tels que, surV = K � V 0, on ait b' = (0; '0) et b = (0;  0), il su�t de poser A =  0 Æ '0�1. Alors,omme ' et  sont projetivement égales sur X,  (X) ne ontient que des veteurspropres de A. Mais  (X) est irrédutible don onnexe ; de plus il est non-dégénérédans I don A n'a qu'un seul espae propre, I ; 'est don un multiple de l'identité et 'et  sont projetivement égales. �La démonstration montre que le résultat est enore vrai si ' et  sont dé�nies sur toutX qui est seulement supposé onnexe.Dans le as où on a aès aux shémas de zéros des appliations linéaires, on pourraappliquer le lemme qui suit.Lemme 1.1.2 Soient f et g : V ! W deux appliations linéaires. Soit X � PV unesous-variété fermée irrédutible et non dégénérée. On suppose que1. Les shémas de zéros dé�nis dans X par f et g oïnident. Soit Z e sous-shéma.2. Les appliations régulières induites [f ℄ et [g℄ : XnZ ! PW oïnident.Alors le noyau de f oïnide ave elui de g, et il existe un salaire � non nul tel quef = �g.Démonstration : L'ensemble des formes linéaires qui s'annulent sur Ker f égale l'en-semble des formes linéaires qui s'annulent sur le shéma X \Ker f = Z, puisqu'auuneforme linéaire ne s'annule sur X. Ainsi, Ker f = Ker g et le lemme 1.1.1 s'applique. �Plaçons-nous maintenant dans la situation où l'on applique le lemme 1.1.1 pour unefamille d'appliations linéaires. Dans le lemme qui suit, G(r; V ) désigne la grassman-nienne des r-plans dans V .Lemme 1.1.3 Soient V et W des espaes vetoriels, � une variété algébrique et X �PV une variété irrédutible non-dégénérée. Soit k : � ! G(r; V ) une appliation algé-brique. Soit en�n ' : � � X 9 9 KPW une appliation rationnelle telle que 8� 2 �, il22



existe un ouvert U� de X tel que '� := 'jf�g�X est dé�nie sur U� et est la restritiond'une appliation linéaire PV 9 9 KPW de noyau k(�).Alors l'appliation �! PEnd(V;W ) dé�nie par le lemme 1.1.1 est algébrique.Démonstration : Je remerie Stéphane Druel de m'avoir donné l'idée de ette preuve.Dans un premier temps, on se ramène au as où ' est dé�nie partout. Soit �0 2 �et K0 = k(�0). Soit n la dimension de V et (x1; : : : ; xn�r) une famille de veteurs deV indépendants dans le quotient V=K0, et dont les projetivisés sont dans X. Soit Ll'espae vetoriel engendré par x1; : : : ; xn�r, alors X \L est non-dégénérée dans L. Elleest aussi onnexe par une variante du théorème de Bertini. De plus, au voisinage de�0, L ne renontre pas le noyau de l'appliation linéaire '�. Pour démontrer que notreappliation est algébrique dans un voisinage V (�0) de �0, grâe au lemme qui suit, ilsu�t de démontrer que l'appliation V (�0) � �! PEnd(L;W ) est algébrique.Lemme 1.1.4 Soit � une variété algébrique, V et W des espaes vetoriels, et L �V un sous-espae vetoriel. Soit  : � ! PEnd(L;W ) une appliation algébrique etk : � ! G(r; V ) telle que 8� 2 �; k(�) et L sont supplémentaires. Alors l'appliation� 7! '� 2 PEnd(V;W ), dé�nie par le fait que, d'une part, '� et  (�) oïnident sur L,et que, d'autre part, le noyau de '� est k(�), est algébrique.Démonstration : Soit �0 2 � et (x1; : : : ; xr) une base de k(�0). Soit aussi xr+1; : : : ; xnune base de L. Choisissons une appliation b : � ! End(L;W ) qui relève  . Soitaussi, pour � dans un voisinage adéquat de �0, yi(�) = xi + li(�)(1 � i � r) l'uniqueveteur de k(�) dont l'image par la projetion L � k(�0) ! k(�0) est xi. Il est onnuque l'appliation li : �! L est algébrique. Un relevé de l'appliation �! PEnd(V;W )herhée est l'appliation�! End(V;W ); � 7! �xi 7! � b (�)(li(�)); li 7! b (�)(li)� : �La démonstration de la proposition 1.1.3 se ramène don au as d'une appliation partoutdé�nie ' : ��X ! PW . L'idée de la preuve est alors la suivante : pour tout � 2 �, ladonnée d'une appliation linéaire qui oïnide sur X ave '� équivaut à la donnée d'unisomorphisme OX(1) ' '��OPW(1). Il s'agit en fait de montrer que l'on peut faire etteidenti�ation �en famille�. A et e�et, on onsidère le diagramme suivant :O(1)
PW? � ' ��X q - X

�p ?Etudions alors le �bré vetoriel sur � � X égal à '�O(1). En restrition à une �brep�1(�), e �bré vaut '��O(1) ; il est don isomorphe à q�O(1), puisque par hypothèse '�23



est linéaire. Par un résultat lassique [Hart 77, exerie 12.4,p.291℄, il existe un �bré endroites L sur � tel que '�O(1) ' q�O(1)
 p�L. En appliquant p�, il vient p�'�O(1) 'H0(X;OX(1)) 
 L. En e�et, d'une part, si U � X est un ouvert, alors une setion deq�O(1) sur U � X est une setion sur U de H0(X;OX(1)). D'autre part, la formulede projetion [Hart 77, exerie 5.1,p.124℄ assure que p�p�L ' L, ar p�O��X ' O�,puisque X est projetive et onnexe.Or, on a un morphisme naturel de �brés vetoriels sur � : W � ! p�'�O(1) 'H0(X;OX(1)) 
 L. L'hypothèse que H0(X;OX(1)) = V �, soit que X est linéairementnormale, n'est pas néessaire, puisque le fait que '� est linéaire pour tout � 2 � montreque e morphisme de �brés est à valeurs dans le sous-�bré V �
L de H0(X;OX(1))
L.On obtient �nalement un morphisme de �brés W � ! V � 
 L sur �, soit une setiondu �bré V � 
W 
 L. Loalement sur �, L est trivial, et on obtient l'appliation � !V � 
W = End(V;W ) souhaitée. L'appliation � ! PEnd(V;W ), qui ne dépend pasdes hoix, est don algébrique. �On onsidère maintenant des appliations bilinéaires :Lemme 1.1.5 Soit V et W des espaes vetoriels, f; g : V � V ! W des appliationsbilinéaires, X � PV une variété irrédutible et non-dégénérée. Soit Z(f); Z(g) � X�Xles shémas des zéros de f et g dans X �X. Supposons que :1. Z(f) = Z(g) = Z.2. Les appliations régulières [f ℄; [g℄ : X �XnZ ! PW sont égales.Alors 9� 2 C � : 8x; y 2 V; f(x; y) = �g(x; y).Démonstration : Soit y0 2 bX tel que f(:; y0) n'est pas identiquement nulle. Le lemme1.1.2 montre que les appliations linéaires x 7! f(x; y0) et x 7! g(x; y0) sont proportion-nelles. Soit don � 2 C � tel que f(x; y0) = �g(x; y0). Soit maintenant x 2 bX tel queg(x; y0) 6= 0 (un tel x existe ar X est non-dégénérée). Ce même lemme montre qu'ilexiste �x tel que 8y 2 V; f(x; y) = �xg(x; y). En appliquant ette égalité à y0, on endéduit que �x = � et que don 8y 2 V; f(x; y) = �g(x; y). Cette égalité est vraie pour xgénérique de bX, don pour tout élément de bX, et don par linéarité pour tout x 2 V .�Remarque : Une onséquene de e lemme est qu'étant donnnées deux algèbres véri-�ant es hypothèses sur un espae vetoriel V , si l'une a un élément neutre, alors ellesen ont un toutes les deux et es deux éléments neutres sont proportionnels.On démontre maintenant un résultat valable plus généralement pour des appliationshomogènes entre espaes projetifs (plus néessairement linéaires) :Lemme 1.1.6 Soient V et W des espaes vetoriels, et ';  des appliations V ! Wdonnées par des polyn�mes homogènes de degré d. Soit X � PV une variété onnexenormale n'annulant auun polyn�me de degré d. Supposons qu'en tous points du �nea�ne sur X, ' et  sont proportionnelles, et que l'intersetion de X ave l'ensemblef' = 0g est un fermé de odimension au moins 2 dans X.Alors, ' et  sont proportionnelles. 24



Remarque : La démonstration va montrer plus généralement que, si l'on ne fait pasl'hypothèse que X n'annule auun polyn�me de degré d, alors il existe une onstante telle que  � ' appartienne à l'idéal homogène de X.Démonstration : Soit U � X un ouvert dont le omplémentaire est de odimension aumoins 2 sur lequel ' ne s'annule pas. Pour u 2 U � PV , il existe un nombre �(u) tel quepour tout v 2 V tel que [v℄ = u,  (v) = �(v):'(v). Cei dé�nit une fontion � : U ! C .Mais omme U est un ouvert dont le omplémentaire est de odimension au moins deuxdans X qui est normale, � se prolonge à X. Comme ette variété est onnexe, � est dononstant, et on a, sur le �ne a�ne sur X,  (x)� �:'(x) = 0. Comme auun polyn�mede degré d ne s'annule sur X, ette appliation est identiquement nulle sur V . �En�n, revenant aux appliations linéaires, nous allons voir que des hypothèses sur Xpermettent d'éviter toute hypothèse onernant les noyaux des appliations linéaires :Lemme 1.1.7 Soient V et W des espaes vetoriels, ' et  : V ! W des appliationslinéaires de rang au moins 2 et X � PV une variété onnexe non-dégénérée normale.Supposons que la lasse d'une setion hyperplane, onsidérée omme élément de Pi(X),n'est pas somme de deux diviseurs e�etifs non triviaux.Alors, si de plus les appliations rationnelles projetives ['℄jX ; [ ℄jX : X 9 9 K PWoïnident, ' et  sont proportionnelles.Remarque : La ondition portant sur la lasse d'une setion hyperplane est véri�ée parexemple si le morphisme de restrition Pi(PV ) ! Pi(X) est surjetif : en e�et, on aalors Pi(X) ' Z et [H℄ ' 1. On sait que 'est par exemple le as lorsque X est l'orbitefermée d'un groupe simple agissant dans une de ses représentations fondamentales.Démonstration : L'hypothèse sur [H℄ implique que la dimension de X est au moins 2.Erivons ' = (h1; : : : ; hp), ave hi des formes linéaires sur V et m = dimW . Supposonspar ailleurs que h1 et h2 sont non nulles et non proportionnelles (' est au moins de rang2), et notons H1 et H2 les hyperplans de PV qu'ils dé�nissent. Pour appliquer le lemme1.1.6, il su�t de véri�er que dimX\H1\H2 = dimX�2. L'hypothèse sur [H℄ impliqueque X\H1 est un shéma irrédutible réduit. On aura don dimX\H1\H2 < dimX\H1si H1 est le seul hyperplan ontenant le shéma X \H1. Or, on a une suite exate0! OX ! OX(1)! OH1\X(1)! 0:On en déduit une suite exate0! C ! H0(X;O(1))! H0(X \H1;O(1));qui montre que le noyau de la restrition d'une forme linéaire au shéma X \ H1 estexatement l'ensemble des multiples de h1, ahevant la preuve. �Comme pour le lemme 1.1.5, le lemme 1.1.7 admet une version onernant les appli-ations bilinéaires :Lemme 1.1.8 Soit V1; V2;W des espaes linéaires, X1 � PV1 et X2 � PV2 des varié-tés projetives onnexes non dégénérées normales et telles que la lasse d'une setionhyperplane engendre le groupe de Piard. Si f; g : V1 � V2 ! W sont des appliationsbilinéaires telles que pour x1 2 X1; x2 2 X2 génériques, f(x1; :), g(x1; :); f(:; x2); g(:; x2)sont de rang au moins deux, et si f et g induisent la même appliation rationelleX1 �X2 9 9 KPW , alors elles sont proportionnelles.25



Lemme 1.1.9 Soient V et W des espaes vetoriels, ' et  : V ! W des appliationslinéaires de rang au moins 2 et X � PV une variété onnexe non dégénérée. Supposonsque X n'est inluse dans auune quadrique de rang au plus 4.Alors, si de plus les appliations rationnelles projetives ['℄jX ; [ ℄jX : X 9 9 K PWoïnident, ' et  sont proportionnelles.Le rang d'une quadrique est son rang en tant que forme bilinéaire.Démonstration : Erivons ' = (f1; : : : ; fn), où n est la dimension de W et les fi sontdes formes linéaires. Erivons de même  = (g1; : : : ; gn). Alors, l'hypothèse que ' et  sont proportionnelles sur X montre que pour tous i; j, le mineur figj�fjgi s'annulle surX. Comme X n'annule auune quadrique de rang au plus 4, ette quadrique est nullesur V . Ainsi, ['℄ et [ ℄ : PV 9 9 KPW sont des appliations rationelles égales, et le lemme1.1.7 montre qu'elles sont proportionnelles. �1.1.2 ExisteneA e sujet, je n'ai qu'un résultat onernant les isomorphismes ; il serait utile d'ap-profondir ette question.Dé�nition 1.1 Une variété X � PV sera dite bien plongée dans PV si� elle est linéairement normale.� Il existe des �brés en droite Li sur X qui forment une base de Pi(X) et tels queP aiLi 2 Pi(X) admet des setions non nulles si et seulement si 8i; ai � 0.� Il existe un entier a tel que la lasse de la setion hyperplane soit a(Pi Li).Si X est bien plongée, une base de Pi(X) sera dite adaptée si elle a les propriétésindiquées. Cette dé�nition est bien entendu très peu naturelle, mais toutes les variétésque nous allons étudier dans ette thèse seront bien plongées, grâe au lemme suivant.Lemme 1.1.10 Soit G un groupe semi-simple simplement onnexe et ! un poids quiest un multiple entier d'une somme de poids fondamentaux distints de G. Soit V! lareprésentation de plus haut poids ! et X � PV! l'orbite fermée. Alors X est bien plongée.Démonstration : Cette orbite est linéairement normale par le théorème de Bott (théo-rème 5.1). En e�et, le �bré en droites O(1) orrespond au poids !, pour la orres-pondane entre �brés homogènes et représentations du stabilisateur d'un point de Xexpliquée avant l'énoné de e théorème.Erivons ! = a(Pi !i), où les !i sont des poids fondamentaux distints. A !i or-respond un �bré en droites que je note Li. Ces �brés forment une base du groupe dePiard de X [Akh 95, p.122℄. En�n, toujours par le théorème de Bott, et puisqueP ai!iest un poids dominant si et seulement si tous les ai sont positifs ou nuls, P aiLi admetdes setions globales si et seulement si 8i; ai � 0. �L'intérêt de ette dé�nition réside, pour e qui nous intéresse, dans le fait que toutautomorphisme d'une variété bien plongée est induit par un automorphisme de l'espaeprojetif ambient :Lemme 1.1.11 Soit X � PV une variété bien plongée. Alors tout automorphisme deX est induit par un automorphisme de PV .26



Démonstration : Soit f un tel automorphisme et g son inverse. Soit Li une base dePi(X) adaptée. Alors, puisque 8i; f �Li admet des setions non nulles, dans la base Li,la matrie de l'appliation f � : Pi(X) ! Pi(X) n'a que des oe�ients entiers positifsou nuls. La même remarque vaut pour g�, et omme g� Æ f � = Id, on en déduit que lesmatries de f � et de g� sont des matries de permutation. En e�et, on peut érire esmatries omme S1 + R1 et S2 + R2, où Si sont des matries de permutation, et Risont à oe�ients positifs ou nuls. Comme I = (S1 + R1)(S2 + R2) = S1S2 + (S1R2 +R1S2 +R1R2), et qu'une matrie de permutation a la somme de ses oe�ients égale àson ordre, on voit que S1R2 +R1S2 +R1R2 = 0 ; haun de es termes est don nul, equi implique R1 = R2 = 0, puisque S1 et S2 sont inversibles.La dé�nition de base adaptée implique don que, si [H℄ désigne la lasse d'un hy-perplan, alors f �[H℄ ' [H℄. Puisque X est linéairement normale, en prenant les setionsglobales de et isomorphisme, on en déduit que f est induite par un isomorphisme li-néaire. �Des onditions sur le �bré anonique permettent aussi de montrer le même résultat :Lemme 1.1.12 Soit X � PV une variété satisfaisant :1. X est linéairement normale.2. Pi(X) est sans torsion.3. KX est un multiple rationel non nul de la setion hyperplane : 9m 2 Q � : KX =m[H℄.Alors tout automorphisme de X est induit par un automorphisme de PV .Démonstration : Si f est un automorphisme de X, on a f �KX = KX . Comme Pi(X)est sans torsion, en multipliant par 1=m, on en déduit que f �[H℄ = [H℄. On onlutomme préédemment en utilisant le fait que X est linéairement normale. �1.2 Exemples1.2.1 Algèbres de Lie simplesSoit g une algèbre de Lie simple. Je souhaite dé�nir le rohet de Lie sur g enutilisant des onstrutions de géométrie projetive. Cet exemple sera pour moi l'oasionde montrer l'e�aité des lemmes préédents, mais aussi d'exhiber un ontre-exempleoù la dé�nition projetive de A � B pour A et B dans une sous-variété non-dégénéréene su�t pas pour dé�nir l'algèbre.Tout d'abord, onsidérons le groupe G = Aut(g) (et non pas seulement Aut(g)0 ome'est souvent le as), d'algèbre de Lie g, et son ation naturelle sur g. L'orbite ferméepour l'ation de G sur Pg est souvent appelée �variété adjointe�. Notons X � Pg ettevariété. Nous allons voir que dans presque tous les as, la donnée de X su�t pour dé�nirle rohet de Lie (à homothéties près).Soit A 2 X ; puisque X est homogène, on a X = G:A. Par onséquent, TAX =g:A = f[A;B℄; B 2 gg, puisqu'il est bien onnu que g agit sur g par l'ation adjointe.On peut en déduire que pour tout A;B 2 X, [A;B℄ 2 TAX\TBX. J'a�rme que l'espaevetoriel TAX\TBX, pour A et B génériques de X, est de dimension 1. Cei fait en e�et27



partie de la proposition 4.12 ; la preuve en est très simple mais requiert des notationsqu'il n'est pas utile d'introduire ii. Cei dé�nit don [A;B℄ projetivement. Puisqueles représentations adjointes sont fondamentales pour toutes les algèbres de Lie simplessauf sln et sp2n, le lemme 1.1.7 et son ommentaire montrent que ela su�t pour dé�nirle rohet de Lie dans les as son et exeptionnels.Considérons alors le as de l'algèbre de Lie sln. La représentation adjointe est l'en-semble des matries d'ordre n et de trae nulle. La variété adjointe, X, est l'ensembledes matries de rang 1. Remarquons que si A 2 X, ei signi�e que Im A est de di-mension 1, il est don onstitué de veteurs propres, et le fait que trA = 0 montre queIm A � Ker A. On peut don assoier à A son noyau, qui est un hyperplan, et son image,qui est un point de Pn�1 dans et hyperplan. La variétéX s'identi�e ainsi à la variété desdrapeaux F (1; n� 1), onsitutée des ouples (x;H), où x 2 Pn�1; H 2 Pn�1�, et x 2 H.En�n, g 2 SLn agit par onjugaison sur A 2 sln : g:A = gAg�1, e qui implique queg:(x;H) = (g:x; g:H). Le lemme qui suit étudie les orbites pour l'ation de SLn dansX �X donnée par g:(A;B) = (g:A; g:B). Comme je l'expliquerai ensuite, il permet deomprendre à quelle ondition géométrique deux matries de rang un ommutent. Soite1 : : : ; en une base de C n et e�1 : : : ; e�n sa base duale.Lemme 1.2.1 Soient A et B des éléments de X. A une ation de SLn près, on peutsupposer que A = e�n 
 e1 et que B est une des matries suivantes :A; e�n�1 
 e1; e�n 
 e2; e�n�1 
 e2; e�1 
 en�1; e�2 
 en; e�1 
 en:Démonstration : Sous l'ation de SLn, il y a, dans X � X, 7 orbites. Etant donnésdeux drapeaux (x1 2 H1); (x2 2 H2), on peut en e�et avoir :1. x1 = x2� H1 = H2 : premier as ;� H1 6= H2. Alors x1 = x2 2 H1 \H2 : deuxième as ;2. x1 6= x2.� H1 = H2. Alors x1; x2 2 H1 = H2 : troisième as ;� H1 6= H2.(a) x1 2 H2 et x2 2 H1 : quatrième as ;(b) x1 62 H2 et x2 2 H1 : inquième as ;() x1 2 H2 et x2 62 H1 : sixième as ;(d) x1 62 H2 et x2 62 H1 : septième as ; �Remarquons que les as 2,3,5,6 ne se produisent que lorsque n � 3, et que lequatrième as exige n � 4. Par ailleurs, A et B ommutent si et seulement si pouri = 1; 2; xi 2 H3�i, soit si et seulement si on est dans l'un des quatre premiers as.Si n > 2 et A et B sont de rang un, A et B ommutent don si et seulement sidimTAX \ TBX > 1.
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Si n = 2, X est une onique, et le noyau de l'ation adjointe de A est l'ensemble desmultiples de A lui-même. En vertu du lemme 1.1.5, ei dé�nit le produit. Remarquons,de façon assez amusante, que l'on peut dé�nir un autre produit tel que A�B appartienneà TAX \ TBX :Exemple 1.2 Soit C � P2 = PV une onique et I 2 PV � C. Il existe des algèbres �1et �2 sur V telles que1. 8A;B 2 bC;A �1 B et A �2 B appartiennent à TAC \ TBC.2. � La droite de V des éléments B tels que A �1 B = 0 est représentée par A.� La droite de V des éléments B tels que A �2 B = 0 est représentée par l'autrepoint d'intersetion de la droite (AI) ave C.En vertu du lemme 1.1.5, es algèbres sont uniques ; �1 est isomorphe à sl2 ' sp2 et �2 àl'algèbre des matries d'ordre 2 symétriques, munies du produit A �2B = 12(AB +BA) ;I est l'unité pour ette dernière algèbre.Démonstration : Nous venons de traiter le as de sl2. Les algèbres de matries sy-métriques sont un as partiulier d'algèbres de Jordan, dé�nies géométriquement auhapitre 3. �Dans le as n � 3, un analogue du lemme 1.1.6 pour les appliations bilinéaires (sem-blable au lemme 1.1.5) montre que la struture d'algèbre est dé�nie de façon univoquepar le fait que [A;B℄ 2 TAX \ TBX.Pour toutes les algèbres de Lie di�érentes de sp2n, nous venons de voir que la variétéadjointe, X � Pg, détermine l'algèbre de Lie g. Comme onséquene, on retrouve le faitque Aut(X) = Aut(g) : en e�et, on a par dé�nition Aut(g) � Aut(X), mais réiproque-ment, si g 2 Aut(X), alors le lemme 1.1.11 dit que l'on peut supposer que g 2 GL(g)et g préserve X. Alors le lemme 1.1.5 montre que les appliations bilinéaires g� g! gdonnées par les formules (A;B) 7! g:[A;B℄ et (A;B) 7! [gA; gB℄ sont proportionnelles.A l'inverse, puisque la variété adjointe de sp2n,X � Psp2n, est isomorphe à �2(P2n�1),on voit que Aut(X) = PSL2n, et que don, X ne détermine pas l'algèbre de Lie. Enfait, 'est même un ontre-exemple très intéressant : X s'identi�e aux matries de rang1 dans l'ensemble des matries symétriques d'ordre 2n. Sur l'ensemble de es matries,on peut dé�nir le produit A � B = 12(AB + BA). Il se trouve que pour A;B 2 X,génériques, A�B engendre aussi l'intersetion de TAX et de TBX. Cei est démontré auparagraphe 4.2.4. Ce qui di�érenie géométriquement es deux algèbres (l'algèbre sp2net l'algèbre des matries symétriques), très di�érentes d'un point de vue algébrique, estdon �seulement� la ondition d'annulation du produit.La ondition A � B = 0 est dérite géométriquement au paragraphe 4.2.4 ; donnonsii une desription géométrique de la ondition [A;B℄ = 0. Comme je l'ai déjà dit, lavariété X ne peut pas su�re pour donner ette desription. Soit V = C 2n ; g s'identi�eà S2V . Je vais utiliser les notations de Bourbaki [Bou 68℄ pour le système de rainesde ette algèbre de Lie ; es notations sont d'ailleurs rappelées dans l'autre partie deette thèse (paragraphe 5.1.2). La variété X est l'orbite du veteur e21 2 S2V de poids29



la plus haute raine. Cette raine, 2�1, est longue. Considérons don aussi la variétéY adhérene de l'orbite du veteur e1e2 de poids la plus haute raine ourte, �1 + �2.C'est l'ensemble des produits xy 2 S2V , ave x et y des éléments de V orthogonauxpour la forme sympletique. Comme le rohet de Lie est donné, de e point de vue, par[x2; y2℄ = 2!(x; y)xy, deux éléments A = x2 et B = y2 de X ommutent si et seulementsi !(x; y) = 0, soit si et seulement si la droite (A;B) est inluse dans Y . Cette onditiondé�nit l'algèbre de Lie sp2n.On peut alors omme préédemment déduire Aut(Y ). Etudions d'abord quelquespropriétés géométriques de Y :Lemme 1.2.2 Y est projetivement normale ; son groupe de Piard est isomorphe à Z,et est engendré par la lasse d'une setion hyperplane.Démonstration : Soit L un générateur de Pi(X) ; 2L est la setion hyperplane de X.Pour démontrer les a�rmations onernant Pi(Y ), il su�t de montrer que le morphismede restrition Pi(Y )! Pi(X) est injetif et que L n'est pas dans son image.Pour le premier point, soit M un �bré en droites sur Y dont la restrition à Xest triviale. Considérons la grassmannienne G ! (P1;PV ) des droites projetives dans PVisotropes pour !. Alors, une droite l de G ! (P1;PV ) détermine un plan �l � Y engendrépar �2(l) (rappelons que �2 : PV ! PS2V désigne l'appliation de Veronese). Parailleurs, X \ �l = �2(l). La restrition de M à �l est un �bré en droites sur �l qui serestreint au �bré trivial sur une onique. Ainsi,Mj�l est le �bré trivial. On va en déduireque M est trivial. Pour ela, onsidérons la variété d'inidene I � Y � G ! (P1;PV )dé�nie par (y; l) 2 I () y 2 �l, et les deux projetions p1; p2 de I vers Y et G ! (P1;PV ).Remarquons que p1 : I ! Y est une résolution des singularités. En e�et, I, espaetotal d'une �bration en P2 sur G ! (P1;PV ), est lisse. Si x; y 2 V sont orthogonaux, alorson a vu que la droite passant par x2 et y2 est dans Y ; ainsi, Tx2Y � fy2 : !(x; y) = 0g.On en déduit aisément que x2 2 Sing(Y ), et don que Sing(Y ) = X. En�n, la projetionp1 : p�11 (Y �X)! Y �X est un isomorphisme. Cei montre que p1 est une résolutiondes singularités. Notons bI l'espae total de la deuxième puissane symétrique du �brétautologique sur G!(P1;PV ) : la projetivisation de e �bré de rang 3 égale I ; notonsbp1 la projetion bI ! bY . La proposition 1 de [Kem 76℄ montre alors que p1(bI) = bY estnormale, de sorte que Y est projetivement normale.Soit M le �bré p�1M sur I. Comme nous avons vu que Mj�l est trivial, M esttrivial sur les �bres de p2. Cei implique [Hart 77, exerie 3.12.4,p. 291℄ l'existene deM 0 2 Pi(G ! (P1;PV )) tel que M = p�2M 0. Or, par dé�nition de M, e �bré est trivialsur une �bre de p1 ; ei montre que, pour x2 2 X, M 0 est trivial sur la restrition deG ! (P1;PV ) aux droites passant par x ; M 0 est don trivial, et M aussi. Comme Y estnormale et p1 est projetive et birationnelle, OY = p1�OI , et la formule de projetionmontre que l'appliation p�1 : Pi(Y )! Pi(I) est injetive : on en déduit don que Mest trivial. Cei montre l'injetivité de l'appliation de restrition Pi(Y )! Pi(X).Pour le deuxième point, supposons qu'il existe un �bré en droites M sur Y tel queMjX = L. Alors, soit Ml la restrition de M à �l ' P2. Comme MjX est un générateurdu groupe de Piard de X, Mlj�2(l) est un générateur du groupe de Piard de la onique�2(l) = X \ �l. Cei est ontraditoire, ar un élément du groupe de Piard de P2 ne se30



restreint pas en un générateur du groupe de Piard d'une onique dans e plan. �On montre maintenant aisément que Aut(Y ) = PSp2n. Soit g 2 Aut(Y ). Par lelemme préédent et le lemme 1.1.11, g est induit par un automorphisme de l'espaeambient. Puisque Sing(Y ) = X, g préserve X. Par le lemme 1.1.5, g 2 PSp2n.1.2.2 Algèbres de matriesLorsque A et B sont deux matries, je ne sais pas déterminer géométriquement lerang de leur produit AB. A plus forte raison, je ne sais pas onstruire e produit pourdeux matries quelonques.Je propose alors la stratégie suivante pour éviter ette di�ulté : je ne dé�nis géomé-triquement e produit que pour A et B de rang 1 et explique pour A de rang 1 quellessont les matries M telles que AM = 0. En vertu du lemme 1.1.5, ei dé�nit l'algèbredes matries. Cette démarhe, même si elle semble peu naturelle, va se révéler puissantedans le as d'autres algèbres pour répondre à ertaines questions omme l'étude dugroupe d'automorphismes.Dans e as préis, il est lair que le groupe d'automorphismes de Mn(C ) est legroupe PSLn agissant par g:A = gAg�1. Je vais ependant montrer e résultat par unargument géométrique de façon à illustrer la méthode que je propose d'utiliser dansd'autres as moins simples. Par ailleurs, ma démarhe permet aratériser les algèbresde matries omme elles pour lesquelles le déterminant est multipliatif (proposition1.4).Proposition 1.1 Soit W un espae vetoriel de dimension n2. La donnée d'une stru-ture d'algèbre isomorphe à Mn(C ) sur W équivaut à la donnée d'une variété X � PWisomorphe à Pn�1 � Pn�1, d'un hoix d'une des deux familles d'espaes linéaires de di-mension maximale inlus dans X et d'un élément I 2 W qui ne s'érit pas ommesomme de n� 1 éléments du �ne a�ne sur X.La proposition fait orrespondre de façon anonique à une telle donnée une algèbreisomorphe à Mn(C ) telle que pour tout A 2 X et tout M 2 Mn(C ), AM appartient àl'unique espae linéaire de la famille hoisie passant par A.Démonstration : Si X � PW est une variété et k un entier, notons SkX � PWl'adhérene de l'ensemble des lasses des sommes de k + 1 éléments du �ne a�ne surX ; 'est aussi, en termes de géométrie projetive, l'adhérene de la réunion des k-plansengendrés par k+1 points de X en position générale, si k < dimh bXi. Etant donnée unetelle struture d'algèbre, on sait que l'ensemble des matries de rang 1 est isomorphe àPn�1�Pn�1 et I, de rang n, n'est pas somme de n� 1 telles matries. En�n, hoisissonspar exemple la famille des espaes linéaires de la formeL(A) := fAM;M 2 Mn(C )g: (1.1)Réiproquement, étant donné X; I et une famille d'espaes linéaires de dimensionmaximale X1, reonstruisons géométriquement l'algèbre sur W telle que I soit l'identitéde ette algèbre, X l'ensemble des matries de rang 1 et X1 la famille fL(A)g. Tout31



d'abord, PSL(W ) agit transitivement sur l'ensemble des variétés isomorphes à Pn�1 �Pn�1 et le transporteur d'une telle variété, PSLn � PSLn, agit enore transitivementsur PW � Sn�2X. En�n, la transposition sur W induit un isomorphisme de Pn�1 �Pn�1 qui éhange les deux familles. Ainsi, il existe toujours une telle algèbre. Il su�tdon de montrer que ette algèbre est déterminée par X; I, et le hoix d'une des deuxomposantes. Soit d'abord det l'équation de Sn�2X qui vaut 1 en I. Posons T = fu 2W : DI det(u) = 0g 2 PW �, où si f est une fontion W ! C et A 2 W , DAf 2 W �désigne la di�érentielle de f en A (w 2 T si et seulement si tr(w) = 0). Les deux famillesd'espaes de dimension maximale de X sont ffag � Pn�1g et fPn�1 � fbgg. Ces deuxfamillesX1 et X2 sont paramétrées par Pn�1. Remarquons qu'un point x 2 X appartientà exatement deux espaes linéaires de dimension maximale, un de haque famille ; jenote (x1; x2) 2 X1 � X2 es espaes. Notons aussi que es deux espaes se renontrentexatement en x ; on a don un isomorphisme anonique entre X et X1�X2, et je noteraix = (x1; x2). Par le lemme 1.1.5, l'algèbre est don dé�nie par les onditions suivantes :1. Si x; y 2 X, alors x� y est olinéaire à (x1; y2) (si on a hoisi la famille X1, (x2; y1)sinon).2. xy = 0 si et seulement si (x2; y1) 2 T (en supposant qu'on a hoisi X1).3. I est l'identité de e produit. �Remarques :� La preuve de la proposition montre que la variété X identi�e anoniquement PWà P(V1 
 V2) : en e�et, si on note Vi des espaes vetoriels tels que PV1 et PV2paramètrent les espaes linéaires maximaux dans X, on a vu qu'on a un isomor-phisme naturel X ' PV1 � PV2. Par le lemme 1.1.12, et isomorphisme est induitpar un isomorphisme PW ' P(V1 
 V2).En hoisissant un élément I, on onstruit une dualité entre V1 et V2, en disant quev1 2 PV1 et v2 2 PV2 sont orthogonaux si l'intersetion des espaes linéaires qu'ilsreprésentent est dans T . Cei identi�e don V1 au dual de V2, et on en déduit unisomorphisme PW ' P(V � 
 V ).Il y a enore deux ontrations naturelles possibles sur V �
V qui dé�nissent deuxalgèbres. Le hoix d'une des omposantes permet de hoisir une des deux algèbres.� Pour que la onstrution préédente soit purement géométrique, il faut être apablede onstruire géométriquement l'hyperplan DI det onnaissant det et I.De façon générale, on peut se demander, étant donné un polyn�me homogène Qquelonque, s'il existe une onstrution géométrique des hyperplans DAQ pour An'annulant pas Q (si A est un point lisse de l'hypersurfae dé�nie par Q, alors ethyperplan est l'espae tangent à ette hypersurfae en A). Ce problème lassiqueest onnu sous le nom de polarité. Voii, lassiquement, omment on dérit lapolarité d'une quadrique :Soit Q � PW une quadrique lisse et A 2 PW � Q un point. Alors l'hyperplanDAQ est l'hyperplan engendré par tous les points x 2 Q tels que A 2 TxQ.En e�et, si h:; :i désigne le produit salaire dé�ni par Q, on herhe à dé�nir hA; :i.Le résultat déoule de e que pour x 2 Q, A 2 TxX () hA; xi = 0.32



�Je propose quant à moi une desription tout-à-fait similaire de la polarité dudéterminant. Notons H l'hypersurfae dé�nie par le déterminant.Remarque 1.3 Soit A 2 Mn(C ) de rang n ; l'hyperplan où DA det s'annule estl'hyperplan engendré par les x 2 X tels que la droite (xA) ne oupe H qu'en x.Démonstration : Si x 2 X, det s'annule au moins à l'ordre n� 1 en x (ei estdémontré dans la preuve de la proposition 4.6). Le fait que la droite (xA) s'annuleà l'ordre n en x équivaut don au fait que DA det(x) = 0. En�n, l'hyperplanfDA det = 0g est engendré omme espae vetoriel par son intersetion ave X,puisqu'on peut supposer pour le montrer que A = I, et et hyperplan est alorselui des matries de trae nulle. �Soit V = C n ; on a W = V � 
 V ; X1 s'identi�e à PV et X2 à PV �. Il déoule desthéorèmes 1 et 2 de [Fla 62℄ que les espaes linéaires de dimension maximale inlus dansle �ne a�ne bH sont de dimension n(n � 1). Si l est un hyperplan de V , l'ensembledes matries dont l'image est dans l est un espae de H1 ; si v est un veteur non nulde V , l'ensemble des matries annulant v est un élément de H2. On obtient ainsi tousles éléments de H1 et H2. On voit don que H1 est naturellement paramétrée par PV �et H2 par PV . La remarque qui suit montre que l'identi�ation entre l'espae projetifdual de Xi et Hi ne dépend que de X :Remarque 1.4 Soit i = 1 ou 2. L'espae projetif dual de Xi est anoniquement iden-ti�é à l'espae projetif Hi : à un hyperplan de Xi on assoie l'espae linéaire engendrépar la réunion des espaes linéaires de et hyperplan (rappelons que Xi paramètre desespaes linéaires inlus dans X).Dans la preuve de la proposition 1.1, j'ai onstruit, à partir de I, une desription géo-métrique d'une dualité entre X1 et X2 (e qui orrespond don à un isomorphisme entreH1 et X2) ; on peut généraliser ette desription pour obtenir tous es isomorphismes.Proposition 1.2 Soit A 62 H. Nous dirons que x1 2 X1 et x2 2 X2 sont A-inidentssi l'intersetion x de x1 et x2 véri�e la propriété que la droite (xA) ne renontre Hqu'en x. Cei dé�nit une dualité sur les espaes projetifs X1 et X2 ; on obtient touteses dualités en faisant varier A dans PW � H. L'algèbre dé�nie par X, X1, A et laproposition 1.1 est l'algèbre (B;C) 7! BA�1C d'unité A.Cette proposition dérit aussi géométriquement toutes les dualités entre deux espaesprojetifs PV1 et PV2 : il su�t de onsidérer la variété X = PV1 � PV2 � P(V1 
 V2), etde faire la même onstrution. Ces dualités sont alors, omme prévu, paramétrées parla variété quasi-projetive des tenseurs de rang maximal.Cette proposition et la remarque 1.4 montrent que tous les isomorphismes entre X1et H2 sont donnés par le hoix d'un élément A 2 PW�H et l'appliation qui assoie à x1l'espae linéaire engendré par la réunion des x2 tels que la droite passant par x = (x1; x2)et A ne reoupe pas H.Démonstration : On sait que x1 est l'ensemble des matries d'image un veteur v �xé,et que x2 est l'ensemble des matries de noyau une forme linéaire l �xée. L'intersetionde es espaes est don x = l
 v. Comme on a DI det(M) = tr(M), on a DA det(M) =tr(A�1M). Autrement dit, par la remarque 1.3, x véri�era la propriété de la proposition33



si et seulement si tr(A�1(l 
 v)) = 0, soit tr(l 
 (A�1v)) = 0, soit hl; A�1vi = 0, si h:; :idésigne la dualité habituelle entre les formes linéaires et les veteurs. �Réapitulons, pour la suite, des résultats onernant les familles d'espaes linéairesX1; X2; H1; H2 :Fait 1.2.3 Soit i = 1 ou 2.� Si xi 6= yi 2 Xi, alors xi \ yi = ;:� Soit x1 2 X1 et x2 2 X2, alors x1 \ x2 est un point.� Tout élément de Hi est engendré omme espae linéaire par la réunion de ertainsespaes linéaires de Xi, mais ne ontient auun X3�i.� L'intersetion de tous les espaes linéaires de Hi est vide.Proposition 1.3 Le groupe d'automorphismes de l'algèbre Mn(C ) est PSLn, où g 2PSLn agit par A 7! gAg�1.Démonstration : Soit g 2 GL(Mn(C )). Alors par la proposition 1.1, g est un auto-morphisme si et seulement si il préserve X, X1 et I. Si g 2 PSLn agit omme dans laproposition, il est lair que g préserve X,X1 et I. Si, réiproquement, g préserve X etX1,il induit un automorphisme de X1 et de X2. Il existe don (g1; g2) 2 Aut(X1)�Aut(X2)tels que 8i 2 f1; 2g; 8xi 2 Xi; g:xi = gi:xi. Ainsi, il existe h1; h2 2 GLn tels queg:A = h�11 Ah2. Mais puisque g:I = I, h1 = h2 et la proposition en déoule. �La preuve de ette proposition annone bien e qui va se passer pendant l'étuded'autres algèbres : pour elles-i, il ne sera possible de dé�nir géométriquement le pro-duit que pour des éléments partiuliers, mais ette dé�nition su�ra pour démontrer lespropriétés géométriques ou algébriques de es algèbres.On a en�n la aratérisation suivante des algèbres de matries :Proposition 1.4 Soit, sur Mn(C ), une struture d'algèbre notée �, admettant I ommeunité, et telle que det(A�B) = det(A): det(B). Alors, soit 8A;B 2Mn(C ); A�B = AB,soit 8A;B 2Mn(C ); A �B = BA.Autrement dit, il n'y a que les deux strutures �évidentes� d'algèbre sur Mn(C ) tellesque I soit l'unité et que le déterminant soit multipliatif.Shafer [Sh 63, th 2 et 4,p. 782 et 788℄ et Jaobson [Ja 63, orollaire p.33℄ montrentplus généralement que si f est un polyn�me quelonque et V une algèbre telle que8x; y 2 V , f(xy) = f(x)f(y), alors soit V est somme d'idéaux qui sont soit assoiatifs,soit des algèbres de omposition. Je propose, dans e as préis où f = det, une preuvegéométrique partiulièrement simple.Démonstration : Notons V = C n , W = Mn(C ) et X � PW la variété des matriesde rang 1. Soit omme préédemment X1 et X2 les deux familles d'espaes linéaires dedimension maximale dans X ; on a X1 ' PV et X2 ' PV �. Notons, pour A 2 W , LA etRA les appliations linéaires x 7! A � x et x 7! x � A.Tout d'abord, soit A; x 2 W non nuls et tels que A�x = 0. Alors, pour tout B 2 W ,f(A)f(B) = f(A �B) = f [A � (B + x)℄ = f(A)f(B + x). Si f(A) 6= 0, on en déduit que8B 2 W; f(B + x) = f(B), et une ontradition (on peut supposer que x = � Id 00 0 �,34



et prendre B = � 0 00 Id �). On a don montré que det(LA) = 0 =) det(A) = 0.Comme det est irrédutible, que det(LI) = 1, et que det(LA) est de degré n2, on endéduit que det(LA) = (detA)n = det(RA): (1.2)Si A 2 W , alors, par hypothèse, LA préserve H. Il préserve don son lieu singulier,l'ensemble des matries de rang au plus n�2, le lieu singulier de e lieu singulier, et ainside suite. Il préserve don X, et de même pour RA. Si B 2 X, a don Im LB � X et,par (1.2), Ker LB � H. Notons L(B) = Im LB � PW;R(B) = Im RB � PW;KL(B) =Ker LB � PW et KR(B) = Ker RB � PW . Comme le sous-espae vetoriel[L(B) � bXest de dimension au plus n et \KL(B) � bH est de dimension au plus n(n� 1), on a :8B 2 X; dim[L(B) = dim[R(B) = n et dim \KL(B) = dim \KR(B) = n(n� 1): (1.3)Pour tout A 2 X, on a don L(A) 2 X1 [ X2. Comme L est une appliationalgébrique, il existe i et j des entiers égaux à 1 ou 2 tels que tous les L(A) soient dansXi et tous les R(A) dans Xj. Notons que si B 2 L(A), alors L(A) \ L(B) 6= f0g, etdon L(A) = L(B) (fait 1.2.3). Par ailleurs, soit A 2 X. Comme LA est non nulle, pourB 2 X générique, on a A � B 6= 0. Ainsi, L(A) \ R(B) 6= ;. Choisissant B 62 L(A), onen déduit que i 6= j (fait 1.2.3). Quitte à onsidérer l'algèbre (A;B) 7! B � A, on peutdon supposer que 8A 2 X;L(A) 2 X1 et R(A) 2 X2:De même que préédemment, il existe un entier i = 1 ou 2 tel que 8A 2 X;KL(A) 2Hi. L'appliation KLjL(A) : L(A) ! Hi; B 7! KL(B) est un isomorphisme sur sonimage. En e�et, nous avons vu que C �D, s'il est non nul, engendre L(C) \R(D) ; parailleurs, le noyau de LC est par dé�nitionKL(C). Pour B 2 L(A), on a L(B) = L(A) ; sion a aussiKL(B) = KL(A), alors le lemme 1.1.1 dit que LA et LB sont proportionnelles ;A = LA(I) et B = LB(I) aussi. L'appliation KLjL(A) est de plus un isomorphismesur son image par le lemme 1.1.3. Puisque L(A) et Hi sont isomorphes à Pn�1, etteappliation est surjetive. On peut proposer le même raisonnement pour R, à valeursdans Hj. On obtient don :Fait 1.2.4 Soit A 2 X, les appliations KLjL(A) : L(A)! Hi et KRjR(A) : R(A)! Hjsont des isomorphismes.Supposons maintenant que 8A 2 X;KL(A) 2 H2. Alors, par les faits 1.2.3 et 1.2.4, ilexiste B 2 X tel que R(B) � KL(A). Cei implique que 8C 2 R(B); A�C = 0, soit queA 2 KR(C). On voit que A est don dans tous les KR(C) pour C 2 R(B), don danstous les espaes linéaires de Hj par le fait 1.2.4. Comme es espaes sont d'intersetionvide (fait 1.2.3), on en déduit une ontradition. Ainsi, 8A 2 X;KL(A) 2 H1 et defaçon similaire, 8A 2 X;KR(A) 2 H2.On obtient ainsi, pour tout A 2 X, un isomorphisme entre L(A) et H1. Ainsi, lemorphisme ' : X = PV � PV � ! H1 ' PV(x1; x2) 7! KL(x1; x2)35



est tel que 8x1 2 PV; 'jx1�PV � est un isomorphisme entre PV � et PV . Comme la variétéde tous es isomorphismes est a�ne et PV est projetive, l'appliation x1 7! 'jx1�PV � estonstante. Il existe don un isomorphisme  entre X2 et H1 tel que KL(x1; x2) =  (x2).La remarque qui suit la proposition 1.2 dérit géométriquement tous es isomorphismes ;il existe don J 2 PW � H tel que et isomorphisme soit elui assoié à J par etteremarque. Notre algèbre � est don donnée par les onstrutions géométriques de laproposition 1.1 à partir de X,X1 et J ; la proposition 1.2 montre que 8A;B 2 W;A�B =AJ�1B: Comme J est don l'unité, J = I. �
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Chapitre 2Géométrie et algèbres de omposition
2.1 Géométrie des algèbres de omposition2.1.1 Algèbres de omposition en généralSoit A une algèbre de omposition sur C , de norme Q (ela signi�e que Q est uneforme quadratique non-dégénérée telle que Q(ab) = Q(a)Q(b), et que A possède uneunité notée 1).Il s'agit ii d'étudier les espaes linéaires de dimension maximale inlus dans laquadrique a�ne Q dé�nie par Q. Pour ela, je ferai souvent appel aux propriétés géo-métriques lassiques de l'ensemble de  es espaes linéaires [Har 92, th.22.13,p.293℄ :Proposition 2.1 Soit V un espae vetoriel de dimension n muni d'une forme bilinéairesymétrique non-dégénérée. Alors� Si n = 2p + 1 est impair, les espaes isotropes de dimension maximale sont dedimension p ; ils forment une famille onnexe de dimension p(p+ 1)=2.� Si n = 2p, les espaes isotropes de dimension maximale sont de dimension p ;ils forment deux familles disjointes de dimension p(p � 1)=2. Par ailleurs, deuxtels espaes sont dans la même famille si et seulement si la dimension de leurintersetion est ongrue à p modulo 2.Notons, pour z 2 V , Lz et Rz les endomorphismes de A égaux à la multipliationrespetivement à gauhe et à droite par z. Notons aussi L(z) et R(z) les espaes linéaireségaux aux images de es appliations. Notons Re(z) le produit salaire de z par 1, Im(z)l'élément z�Re(z) et z = Re(z)�Im(z). Notons que z 7! �z est la symétrie orthogonalepar rapport à 1 ; 'est don une isométrie.Si z 2 Q, alors Q(zx) = Q(xz) = 0 pour tout x 2 A. Ainsi, L(z) et R(z) sontinlus dans Q. Supposons dimA > 1. Alors, pour z tel que Q(Im(z)) 6= 0, la droitefz� �; � 2 C g oupe Q en deux points distints x = z� �1 et �x = z� �2 ; Ker(Lx) etKer(Lx) sont alors des espaes propres pour Lz assoiés aux valeurs propres �1 et �2, donla somme de leurs dimensions est inférieure ou égale à la dimension de A. Comme Im Lxest un espae vetoriel inlus dans la quadrique Q, en utilisant la proposition 2.1, on endéduit que dimA = 2� et dimKer(Lx) = dimL(x) = dimKer(Rx) = dimR(x) = �. De37



plus, dans une base adaptée, on peut don érire :Lz = � �1Id 00 �2Id �Comme �1 et �2 sont les solutions de l'équation �2 � 2Re(z)�+Q(z) = 0, on a�1 + �2 = 2Re(z) et �1�2 = Q(z). Comme z = 2Re(z)� z, la première égalité donneLz = � �2Id 00 �1Id �et la deuxième donne don LzLz = Q(z)Id: (2.1)Remarquons que si Q(z) = 1, Lz est une isométrie et don LztLz = Id ; ainsi en généralon a LztLz = Q(z)Id et don tLz = Lz: (2.2)On en déduit que hxy; zi = hxy; zi = hx; z yi = hzx; yi = hz; y xi, soit xy = y x.L'équation (2.1) a une autre onséquene : Lz est inversible si et seulement si Q(z) 6=0, et don det(Rz) = det(Lz) = Q(z)�: (2.3)On a don pour tout z 2 A, Ker(Lz) � Q et Ker(Rz) � Q (en e�et si par exemplex 2 Ker(Lz), alors Rx est non inversible). Réapitulons es résultats :Proposition 2.2 Soit V une algèbre de omposition et Q la quadrique a�ne des élé-ments de norme nulle. Si dimV > 1, alors dimV = 2� est paire et 8x 2 Q, dimL(x) =dimR(x) = �. De plus on a :� x 2 L(y), y 2 L(x); x 2 R(y), y 2 R(x);Ker Lx = L(x) et Ker Rx = R(x):� (xy) = y x:En�n, les �bres de R et de L sont des espaes linéaires.Ainsi, L(x) et R(x) sont des espaes isotropes maximaux.Démonstration : La formule (2.1) montre que Ker Lx � L(x). Ainsi L(x) � Ker Lx �Q et Im Lx � Q. Il su�t alors d'utiliser la proposition 2.1 pour en déduire que Ker Lx =L(x).On a don x 2 L(y), yx = 0, yx = xy = 0, y 2 L(x).En�n, si zi sont des éléments de Q tels que L(zi) = �, et si �i sont des salaires,alors L(P�izi) � �. En partiulier P�izi 2 Q. De plus, si P�izi 6= 0, on a donL(P�izi) = �. �J'ai ainsi démontré les résultats dont j'ai besoin par la suite. J'aurais aussi pu lesétablir en utilisant la lassi�ation des algèbres de omposition et en faisant une étudeau as par as. Cependant, ette démarhe n'aurait peut-être pas été plus rapide, etj'aimerais trouver une preuve géométrique de ette lassi�ation. Dans ette diretion,je peux établir le résultat suivant :Proposition 2.3 Si dimA � 4, alors 4 divise a = dimA.38



Démonstration : On a déjà vu que ette dimension est paire, que l'on a notée 2�.Considérons le morphisme� : fz 2 A : Re(z) = 0g ! AS2�(C )z 7! LzIi,AS2�(C ) est l'espae des endomorphismes antisymétriques deA. L'appliation Lz estbien antisymétrique ar, par (2.2), hLz(x); yi = hx; Lz(y)i = �hx; Lz(y)i ar z = �z. Parailleurs, le pfa�en de Lz est nul si et seulement siQ(z) = 0 par (2.1), et PQ\fRe(z) = 0gest une quadrique lisse, don irrédutible si � � 2. Alors e pfa�en est une puissanede Q et don son degré, �, est un multiple de 2. �2.1.2 Les quaternionsL'algèbre H des quaternions est l'espae vetoriel de base 1; I; J;K muni de lastruture d'algèbre telle que 1 soit l'unité, I2 = J2 = K2 = �1, IJ = �IJ = K,JK = �KJ = I et KI = �IK = J . C'est une algèbre non ommutative mais assoia-tive.Il est bien onnu (f [Ros 97, p. 44℄) que l'algèbre H 
 C est C -isomorphe à l'algèbreM2(C ). Un tel isomorphisme est par exemple déterminé en envoyant 1 sur l'identité,I sur � 0 � 11 0 �, J sur � i 00 � i � et K sur � 0 ii 0 �. Je souhaite donner ii uneinterprétation géométrique de et isomorphisme. En e�et, les produits dans H 
 C etM2(C ) peuvent être dé�nis géométriquement, et on voit alors pourquoi ette appliationest un isomorphisme.Géométriquement, on a deux espaes projetifs de dimension 3 : l'un est P(H 
C ) etl'autre P(M2(C )). Dans haun de es espaes projetifs, on a une quadrique lisse, don-née par l'annulation respetivement de la norme et du déterminant. Par ailleurs le pro-duit dans haun de es espaes projetifs est dé�ni géométriquement. En e�et, puisquehzi = L(z) \ R(z), un point z de H 
 C de norme nulle est déterminé projetivementpar L(z) et R(z). Sur ette quadrique, le produit peut don être dé�ni projetivementpar les onditions L(zz0) = L(z) et R(zz0) = R(z0). Par ailleurs, il est lair que zz0 = 0si et seulement si z0 2 kerLz = L(z), e qui équivaut à L(z0) = R(z)(= L(z)).Le produit sur M2(C ) admet la desription géométrique donnée par la proposition1.1 et la ressemblane entre es deux strutures va nous permettre de onstruire l'iso-morphisme annoné.Soit don z 2 H 
 C tel que Q(z) = 0. Celui-i est déterminé projetivement parL(z) et R(z) ; omme R(z) = L(z), il est aussi déterminé par L(z) et L(z). Mais haunde es espaes est stable par RJ , et R2J = �Id, grâe à l'assoiativité. On peut dondéomposer haun de es deux espaes en sous-espaes propres pour RJ et érire donL(z) = L(z)i � L(z)�i et L(z) = L(z)i � L(z)�i. Par ailleurs, si xJ = ix, alors (xI)J =xIJ = �xJI = �i(xI) don RI réalise un isomorphisme entre L(z)i et L(z)�i d'unepart, et entre L(z)i et L(z)�i d'autre part. Chaun de es espaes a don dimension39



linéaire 1. Ainsi, si U désigne l'ensemble des veteurs propres assoiés à la valeur proprei pour RJ , soit U = R(1� iJ), on a onstaté que z est déterminé par les droites L(z)iet L(z)i de U , soit un élément de PU � PU . On peut don énoner :Proposition 2.4 L'appliationM : Q � P(H 
 C ) ! PU � PU 1�!' PU � PU� � PM2(C )z 7! L(z)i � L(z)iest un isomorphisme d'algèbres.Ii ! désigne une forme sympletique non nulle sur U = (H 
 C )i (toutes es formessont proportionnelles, don ette appliation ne dépend pas du hoix de ette forme).Elle sert uniquement à garantir que le noyau de M(z) soit L(z)i.Démonstration : Tout d'abord, M est la restrition d'une appliation dé�nie sur toutP(H 
 C ) : si z 2 H 
 C , alors Lz préserve U et on peut poser M(z) = LzjU ; ettedé�nition oïnide ave la préédente pour un élément de norme nulle. Par ailleurs, ilest alors lair que M est linéaire et que 'est un morphisme d'algèbre. Elle est aussiinversible ar onnaissant LzjVi, on onnait LzjV�i grâe à l'isomorphisme RI : Vi ! V�iqui ommute ave Lz. On onnait don Lz et don z = Lz(1). �Remarque : Puisque M1 = Id, et queI(1� iJ) = I � iK et I(I � iK) = �(1� iJ)J(1� iJ) = i(1� iJ) et J(I � iK) = �i(I � iK)K(1� iJ) = i(I � iK) et K(I � iK) = i(1� iJ);M envoie 1,I; J;K sur les éléments indiqués en début de paragraphe, si l'on onsidèrela base f1� iJ; I � iKg de U .Etant donné un espae vetoriel V de dimension 4, étudions maintenant quellesdonnées géométriques équivalent à la donnée d'une struture d'algèbre de ompositionsur V :Proposition 2.5 La donnée d'une struture d'algèbre de omposition sur un espae ve-toriel V de dimension 4 est équivalente aux données d'une quadrique lisse sur PV , d'unhoix d'une des deux omposantes irrédutibles de la variété de Fano de ette quadriqueet d'un élément hors de ette quadrique.Démonstration : Puisque l'algèbre des quaternions est isomorphe à M2(C ) et queP1 � P1 � P3 est une quadrique lisse, ette proposition est le as partiulier de laproposition 1.1 obtenu pour n = 2. �Soit G(2; H 
 C ) � P5 la grassmannienne des 2-plans vetoriels dans H 
 C ; notonsF+(Q) et F�(Q) � G(2; 4) les deux omposantes de la variété de Fano deQ (proposition2.1).Proposition 2.6 Soit x 2 Q. Alors les appliationsRjL(x) : L(x) ! F+(Q)y 7! R(y) et40



LjR(x) : R(x) ! F�(Q)y 7! L(y)sont des isomorphismes qui s'érivent, dans une base onvenable�2 : P1 ! P2[u; t℄ 7! [u2; ut; t2℄:Autrement dit, es appliations sont des plongements de Veronese de degré 2 et la variétéde Fano de Q est la réunion disjointe de deux setions planes lisses de la quadriqueG(2; 4).Démonstration : On peut supposer que x = 1+ iI et il su�t d'étudier R. Elle envoiey = u(1 + I) + t(J + iK) (u; t 2 C ) sury ^ Jy = [u(1 + iI) + t(J + iK)℄ ^ [u(J � iK) + t(�1 + iI)℄= (�ut)(1 + iI) ^ (1� iI) + u2(1 + iI) ^ (J � iK)+ut(J + iK) ^ (J � iK) + t2(1� iI) ^ (J + iK)Cei montre que RjL(x) est un plongement de Veronese de degré deux. Comme F�(Q)est de dimension 1 (proposition 2.1), RL(x) est un isomorphisme. �2.1.3 Les otavesCe paragraphe a un double but : la desription géométrique de l'algèbre des otaveset une preuve originale du prinipe de trialité.L'algèbre O 
C des otaves est l'espae vetoriel omplexe de base 1; e1; : : : ; e7 munide la struture d'algèbre telle que pour (i; j; k) l'un des triplets (1; 2; 3); (3; 4; 5); (5; 6; 1);(1; 7; 4); (3; 7; 6); (5; 7; 2); (2; 4; 6), l'appliation linéaire H 
 C ! O 
 C qui envoie 1sur 1, I sur ei, J sur ej et K sur ek est un morphisme d'algèbres. Cette dé�nitionpar des formules ne me semble pas très parlante ; nous allons voir que la dé�nitiongéométrique l'est beauoup plus. Rappelons que ette algèbre est non ommutative,non assoiative, mais alternative, 'est-à-dire que la sous-algèbre engendrée par deuxéléments est assoiative.Dans un premier temps, nous allons étudier la position relative des espaes linéairesL(x) et R(y). Nous savons déjà que pour tout x 2 Q, L(x) et R(x) sont des espaesisotropes de dimension maximale (proposition 2.2). Soit x = 1+ ie1 ; un alul immédiatmontre que L(x) \ R(x) = hxi. Ainsi, par la proposition 2.1, L(x) et R(x) ne sont pasdans la même famille. Puisque y 7! L(y) et y 7! R(y) sont des appliations algébriques,tous les L(y) sont dans une même famille et de même pour tous les R(y). Si maintenantx et y sont des éléments de Q, L(x) et R(y) sont dans deux familles di�érentes et parette même proposition 2.1, es espaes linéaires se renontrent en dimension 1 ou 3.Génériquement, ils se renontrent en dimension 1 ('est en e�et le as pour x = y =1 + ie1), et nous allons aratériser le fait que ette intersetion soit de dimension 3.41



Je me propose aussi de donner une preuve originale du prinipe de trialité. Je vaisainsi obtenir les mêmes résultats que [VS 60℄, mais en évitant les aluls et dans unordre qui me semble plus naturel : [VS 60℄ utilise la trialité algébrique (proposition2.11), démontrée par des formules, pour en déduire la trialité géométrique (proposition2.7). Je vais quant à moi démontrer la trialité géométrique, puis la trialité algébrique,par des arguments géométriques.Le diagramme de Dynkin de SO8, Æ Æ ÆÆ��TT , présente une symétrie d'ordre 3. Ceiprouve que les variétés qui sont les projetivisées des orbites fermées des 2 représentationsspinorielles et de la représentation naturelle sont isomorphes. En e�et, à une permutationdes raines qui est une symétrie du graphe de Dynkin orrespond un automorphisme del'algèbre de Lie so8, et don à un automorphisme du groupe Spin8 simplement onnexed'algèbre de Lie so8. Cet automorphisme induit un automorphisme de PSO8, ar leentre de SO8 est f�Idg, et don un isomorphisme des trois orbites fermées onsidérées.La proposition suivante réalise expliitement es isomorphismes.Proposition 2.7 (Trialité géométrique) Les appliations L et R réalisent des iso-morphismes entre Q6 � P(O 
 C ) et les deux omposantes de sa variété de Fano.Remarque : Le plongement de Plüker de es omposantes n'est pas une quadriquedans P(�4C 8). En e�et, de manière générale, si l est une droite inluse dans la grass-mannienne G(r; n) des r-plans dans C n , il est faile de voir que l représente le pineaudes espaes linéaires inlus dans un (r + 1)-plan �xé et ontenant un (r � 1)-plan �xé.Or une quadrique de dimension 6 ontient beauoup de droites mais haque omposantede sa variété de Fano ne ontient auune paire d'espaes linéaires de dimension 4 se ren-ontrant en dimension 3 (proposition 2.1). En fait, il est bien onnu que le plongementde Plüker envoie ette quadrique sur son image par l'appliation de Veronese de degrédeux.Démonstration : Commençons par voir que l'appliation L est injetive. Pour x gé-nérique �xé, et y générique, L(x) et R(y) se renontrent en dimension 1. Le lemme1.1.9 montre alors que l'on peut dé�nir la multipliation à gauhe Lx par la onditionhLx(y)i = L(x) \ R(y), pour y générique. Si x0 véri�e L(x0) = L(x), Lx et Lx0 sontdon proportionnels, et x et x0 aussi. Ainsi, L est génériquement injetive, de mêmepour R. Comme les variétés spinorielles sont de dimension 6, es appliations sont aussisurjetives. Le raisonnement préédent s'applique don à tout x, et L est injetive.Puisque les variété spinorielles sont aussi lisses puisqu'homogènes, le théorème prin-ipal de Zariski montre alors que L est un isomorphisme. Si on veut éviter et argument,on peut aussi failement dérire géométriquement l'inverse de L pour voir qu'il est al-gébrique (�gure 2.1). En e�et, si y 2 L(x) et y 6= x, alors L(x) \ L(y) est un espaeprojetif de dimension 1 qui ontient x et y ; 'est don la droite (x; y). Si W est unespae projetif isotrope de dimension 3 dans la famille d'espaes linéaires image de L,alors pour tout w 2 W , L(w) renontre W selon une droite et quand w varie, touteses droites passent par un point x tel que L(x) = W . Cei dé�nit l'inverse de L, qui estdon un isomorphisme.Le même raisonnement est valable pour R.42
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Fig. 2.1 � Desription géométrique de l'inverse de L �Nous allons montrer maintenant que xy = 0 si et seulement si L(x) et R(y) serenontrent en dimension 3. Commençons par établir des résultats qui seront néessairesà ette aratérisation.Lemme 2.1.1 8a 2 Q; b 2 O 
 C ; aba = 2ha; bia.Puisque O 
 C est alternative, e qui signi�e que la sous-algèbre engendrée par deuxéléments est assoiative et déoule par exemple du proédé de Cayley-Dikson [FK 94℄,l'ériture aba est univoque.Démonstration : Comme 2ha; bi = ab + ba, ha; bia = aba + baa = aba puisque aa =Q(a) = 0. �Proposition 2.8 Soit a 2 Q; q 2 L(a) et t 2 R(q)�L(a). Alors L(a)\R(q) = L(a)\t?.Démonstration : Voyons que ette proposition est une onséquene du lemme suivant :Lemme 2.1.2 Pour a 2 Q et q 2 L(a), l'appliation� : R(q) ! L(a)�x 7! hx; :ijL(a)est de rang 1.En e�et, omme R(q) = R(q)?, L(a) \ R(q) est l'intersetion de tous les hyperplans deL(a) images de � ; de plus l'hypothèse que t 62 L(a) implique que t 62 Ker �.43



Démonstration du lemme 2.1.2 : Il su�t de le démontrer pour a générique et donon suppose que Re(a) 6= 0. Considérons la omposéeR(q) ! L(a) ! L(a)�p 7! ap 7! hap; :ijL(a)Alors, d'une part, hap; :ijL(a) est multiple non nul de hp; :ijL(a). En e�et, puisque tLa = La,on a hap; ati = hp; a2ti = 2Re(a)hp; ati. D'autre part, ette omposée est de rang 1 arla première appliation l'est : si a = qx (q 2 L(a)), alors a(yq) = (qx)(yq) = q(xy)q(identité de Moufang,[Sh 66, p.28℄), et par le lemme 2.1.1, 'est un multiple de q. Ceihta; (ua)yi = h(ta)y; uai= hy; (at)(ua)i= 2Re(a)hy; t(ua)i � hy; (at)(ua)i (a = 2Re(a)� a)= 2Re(a)hy; t(ua)i � hy; a(tu)ai (identité de Moufang)= 2Re(a)hy; t(ua)i � 2Re(a(tu))hy; ai (aba = 2Re(ab)a : lemme2:1:1)= 2ha; 1ih(au)t; yi � 2h(au)t; 1iha; yi:onlut le lemme et don la proposition. �Proposition 2.9 Si x 62 Q ou y 62 Q, alors xy 6= 0. Pour x; y 2 Q, alors� Si xy = 0 alors dimL(x) \ R(y) = 3.� Sinon, L(x) \R(y) = hxyi:Ainsi, la dé�nition géométrique du produit xy tombe en défaut exatement quand leproduit n'est lui-même pas dé�ni ar il est nul.Démonstration : Tout d'abord, grâe à la proposition 2.7, pour x 2 Q �xé, l'ensembledes y 2 Q tels que dimL(x) \ R(y) = 3 est isomorphe à l'ensemble des hyperplansde L(x), et est don de dimension projetive 3. Par ailleurs, par la proposition 2.8, etensemble ontient PL(x). Il lui est don égal et, se souvenant que xy = 0 si et seulementsi y 2 L(x), la proposition est démontrée. �On étudie maintenant la position relative de deux espaes de la même famille.Proposition 2.10 Soient a; b 2 Q. Alors dimL(a) \ L(b) � 2 si et seulement sidimR(a) \ dimR(b) � 2 si et seulement si ha; bi = 0.Remarque : [VS 60℄ démontre e résultat en montrant que si ha; bi = 0, alors L(a) \L(b) = La(L(b)) = Lb(L(a)) est de dimension 2. Je propose ii un autre argument.Démonstration : Soit a 2 PQ �xé, Q1 = fb : dimL(a) \ L(b) � 2g et Q2 = Q \TaQ. Alors Q2 est une quadrique irrédutible de dimension 5. Par ailleurs, soit I �G(2; L(a))�Q1 la variété d'inidene dé�nie par (�; b) 2 I si et seulement si � � L(b) etp1 et p2 les projetions naturelles de I sur G(2; L(a)) et Q1. Alors la �bre de p1 au-dessusde � est la grassmannienne isotrope GQ(2; �?=�) ' P1, don dim I = 5. Par ailleurs, p2est birationnelle par la proposition 2.7 ; ainsi dimQ1 = 5(= dimQ2).De plus, si  est sur une droite (a; b) ave L(a) \ L(b) non trivial, soit 0 6= x 2L(a) \ L(b). Alors ax = bx = 0 et don x = 0, e qui implique que  2 Q. Ainsi(ab) � Q et don ha; bi = 0. On a don Q2 � Q1 et l'égalité de es quadriques. �44



Remarque : Le dernier argument montre que si  2 (a; b) ave L(a)\L(b) non trivial,alors  2 Q et L() � L(a)\L(b). Si a0; b0 sont des points distints de la droite projetive(a; b), on aura don L(a) \ L(b) = L(a0) \ L(b0). Soit a 2 Q �xé, et Qa l'ensemble desdroites inluses dansQ passant par a. On a don un isomorphisme entre deux quadriqueslisses � : G(2; L(a)) ! Qa(b1; b2) 7! L(b1) \ L(b2) :L'inverse de et isomorphisme est donné par (x; a) 7! L(x) \ L(a).Proposition 2.11 (Trialité algébrique) Le sous-groupe de SO38 des triplets(g; g+; g�) tels que 8x; y 2 O 
 C ; g(xy) = g+(x)g�(y) (2.4)est isomorphe au groupe Spin(8), haune des trois projetions réalisant un revêtementtopologique à deux feuilles.Avant de passer à la preuve, faisons une remarque :Remarque 2.1 Les trois équations suivantes sont équivalentes :1. g:(xy) = (g+x)(g�y) (, (g; g+; g�) 2 Spin8 par la proposition 2.11)2. g+:(xy) = (g:x)(g�:y).3. g�:(xy) = (g+:x)(g:y).Démonstration : Je ne démontre que l'impliation 1 ) 2, les autres étant tout-à-faitsimilaires : l'identité g:(xy) = (g+:x)(g�:y) implique [g:(xy)℄(g�:y) = g+:xQ(g�:y) =g+:xQ(y) = g+:(Q(y)x). En posant u = xy et v = y, on en déduit que (g:u)(g�:v) =g+:(uv), soit 2. �Démonstration de la proposition 2.11 : Soit G le groupe des triplets (g; g+; g�),ave g 2 SO8 et g� 2 O8, véri�ant l'identité (2.4). Soit alors (g; g+; g�) 2 G. La relation(2.4) montre que si x 2 PQ, alors g:L(x) = L(g+x) et g:R(x) = R(g�x) (si V est unsous-espae linéaire de O 
 C , je note g:V l'espae linéaire fg:v; v 2 V g). On a don8u 2 PQ, g+u = L�1[g:L(u)℄ et g�u = R�1[g:R(u)℄: (2.5)Si on se donne maintenant g 2 SO8, omme elui-i préserve haque omposantede GQ(4; 8) (en e�et, SO8 est onnexe et Id possède ette propriété), es formulesdé�nissent, en vertu des lemmes 1.1.1 et 1.1.11, des endomorphismes linéaires de O 
 Cà homothéties près. Soit don g+ et g� des éléments de GL(O 
 C ) qui induisent u 7!L�1[g:L(u)℄ et u 7! R�1[g:R(u)℄. Puisqu'ils préservent la quadrique Q, ils sont dans legroupe GO8 des appliations préservant Q à une onstante près.Ces deux appliations linéaires g� sont don dé�nies à un salaire près. Si on imposede plus que g+; g� 2 O8, alors il est lair que parmi les quatre ouples possibles, au plusdeux véri�eront (2.4).Voyons qu'il y en a exatement deux, de sorte que la première projetion G !SO8 est un revêtement topologique à deux feuilles. Notons f1 : (x; y) 7! xy et f2 :(x; y) 7! g�1:[(g+x)(g�y)℄. Par la proposition 2.9 et le lemme 1.1.5, es appliations sont45



proportionnelles. Il existe don g+; g� 2 GO8 telles que l'identité (2.4) ait lieu. Il existedon un tel ouple tel que de plus Q(g�:1) = 1 (e qui implique g� 2 O8). Alors l'identité(2.4) donne Q(g+x) = Q(g+x)Q(g�1) = Q(g+x:g�1) = Q(g:(x:1)) = Q(x), soit queg+ 2 O8. Il existe don bien exatement deux ouples dans G au-dessus de g 2 SO8.Nous allons voir que G est onnexe, e qui montrera que g+; g� 2 SO8, puisque la �brede la projetion G ! SO8 au-dessus de Id est f(Id; Id; Id); (Id;�Id;�Id)g.J'ai montré que G ! SO8 est un revêtement topologique à deux feuilles. C'est donsoit un revêtement trivial, soit elui qui nous intéresse, Spin(8)! SO8. Je vais donnerdeux arguments pour voir que 'est Spin(8)! SO8.� Pour le premier, on montre que (Id; Id; Id) et (Id;�Id;�Id) sont dans une mêmeomposante onnexe. Si a 2 O 
 C est tel que Q(a) = 1, alors l'appliation g :x 7! axa est dans SO8. Par ailleurs, l'identité de Moufang [Sh 66, p.28℄ a(xy)a =(ax)(ya) montre que si (g; g+; g�) 2 G, alors 8x; y 2 O 
 C , (g+(x); g�(y)) =(ax; ya) ou (g+(x); g�(y)) = (�ax;�ya). Si maintenant, pour � 2 [0; �℄, on posea(�) = os � + sin �e1 et g(�):x = a(�)xa(�), soit f(�) = (g(�); g+(�); g�(�)) unhemin qui relève le hemin g(�) dans G et tel que(g(0); g+(0); g�(0)) = (Id; Id; Id). Alors f(�) = (x 7! a(�)xa(�); x 7! a(�)x; x 7!xa(�)) et don f(�) = (Id;�Id;�Id).� On peut aussi raisonner sur des �brés vetoriels homogènes. Supposons que erevêtement soit trivial. Alors, si G0 désigne la omposante onnexe de l'identitédans G, on a G0 ' SO8. Considérons le �bré L(x) (respetivement L(x)) sur PQdont la �bre au-dessus de x 2 PQ est L(x) (respetivement L(x)). On a alors surPQ la suite exate de �brés vetoriels0! L(x)(�1)! (O 
 C )(�1)jPQ ! L(x)! 0;où la deuxième appliation est donnée (si t est dans la droite vetorielle x 2P(O 
 C )) par t
 v 7! tv. De plus, es �brés sont homogènes sous G0 et la suiteest une suite de �brés homogènes (autrement dit les �êhes sont équivariantes) sion onsidère les ations que je vais dérire. Pour ela, il faut donner une ationde e groupe sur PQ et sur la variété totale de haque �bré, telles que es ationssoient ompatibles ave la projetion. Je note don un élément de la variété totaled'un �bré E sur une variété X omme (e 7! x), e qui signi�e que e est un élémentde la �bre au-dessus de x. Alors, on munit L(x)(�1), (O 
 C )(�1) et L(x) destrois ations suivantes de G0 :� (g; g+; g�):((t
 u) 7! x) = (g+t
 g�u) 7! g+x pour L(x)(�1).� (g; g+; g�):((t
 u) 7! x) = (g+t
 g�u) 7! g+x pour (O 
 C )(�1).� (g; g+; g�):(t 7! x) = gt 7! g+x pour L(x)(�1).Puisque 8x; y 2 O 
 C ; g�(xy) = g+xg(y) (remarque 2.1), si u 2 L(x), on a bieng�u 2 L(g+x).Par ailleurs, la relation g(xy) = (g+x)(g�y)montre que la �êhe (O
C )(�1)jPQ !L(x) est équivariante.On a alors une ontradition ave l'hypothèse que G0 = SO8 puisqu'il y a uneorrespondane entre �brés homogènes et représentations du stabilisateur d'un46



point. En e�et, le stabilisateur d'un point de la quadrique ontient SO6, dont lareprésentation orrespondant à (O 
 V ) est la somme de la représentation natu-relle et de deux représentations triviales. Or il n'existe pas de suites exates dereprésentations de SO6 de dimension 4 ayant ette représentation au milieu. �Remarque : Le �bré L(x) homogène sous Spin(8) est le �bré �spinoriel� dérit dans[Ott 88℄. Le stabilisateur d'un point ontient Spin6 ' SL4 qui a une représentaionirrédutible de dimension 4.On a une proposition analogue pour les éléments orthogonaux de déterminant -1 :Corollaire 2.12 Soit g 2 O8 tel que det g = �1. Alors il existe exatement deux ouples(g+; g�) 2 (O8 \ fdet = �1g)2 tels que g:(xy) = g�y:g+x.Démonstration : Si  désigne la onjugaison ((z) = z), il su�t d'appliquer la pro-position préédente à  Æ g 2 SO8. En e�et, g:(xy) = g+x g�y si et seulement sig:(xy) = g�y:g+x. �Corollaire 2.13 (Trialité loale) La sous-algèbre de Lie de so38 égale à l'ensemble destriplets (g; g+; g�) tels que g(xy) = g+(x)y + xg�(y) est isomorphe à so8.Il n'y a pas, à ma onnaissane, d'isomorphisme de O 
 C ave une algèbre pluslassique mais on a l'analogue de la proposition 2.5 :Proposition 2.14 La donnée d'une struture d'algèbre de omposition modulo homo-théties sur un espae vetoriel V de dimension 8 est équivalente à la donnée d'unequadrique PQ � PV lisse et de deux isomorphismes f et g entre ette quadrique et lesomposantes de sa variété de Fano, tels que 8x 2 PQ; x 2 f(x) et x 2 g(x).Remarque : Si de tels f et g sont �xés, ette proposition dérit une unique strutured'algèbre isomorphe aux otaves sur V ; on doit don pouvoir déterminer l'unité géomé-triquement. C'est possible de la façon suivante : si z 2 Q, on peut dérire z. En e�etf(z) = ft : dim(f(t) \ g(z)) = 3g. On a ainsi déterminé géométriquement l'appliationz 7! z. L'unité est alors l'intersetion de toutes les droites projetives (z; z), pour z 6= z.Démonstration : Quand on a une telle struture d'algèbre, les appliations L et Rdé�nies préédemment onviennent (proposition 2.7).Réiproquement, soit V un espae vetoriel de dimension 8, PQ une quadrique lisseet f et g des isomorphismes véri�ant les hypothèses de la proposition. Alors mettonsarbitrairement une struture d'algèbre de omposition sur V telle que PQ soit la qua-drique des éléments non inversibles. Cette struture nous fournit les deux isomorphismesL et R que nous allons omparer ave f et g. Quitte à hanger ette struture en po-sant x �0 y = y � x, e qui éhange L et R, on peut supposer que L(PQ) = f(PQ)et R(PQ) = g(PQ) ; alors L�1 Æ f et R�1 Æ g sont des éléments de PO8. Soient donl; r 2 O8 tels que f(x) = L[l(x)℄ et g(x) = R[r(x)℄. L'hypothèse que 8x 2 PQ; x 2 f(x)et x 2 g(x) se traduit par l(x) 2 L(x) et r(x) 2 R(x) (proposition 2.2). Par le lemme2.1.3 qui suit, il existe �; � 2 O 
 C inversibles et tels que l(x) = x� et r(x) = �x.On peut supposer que � et � sont de norme 1. Dé�nissons alors le produit x � y par lefait que x � y est projetivement f(x) \ g(y) quand ette intersetion est de dimensionprojetive 0. Alors, e produit vaut x�y = (x�)(�y). L'algèbre ainsi obtenue est normée47



ar Q[(x�)(�y)℄ = Q(x)Q(y). De plus ��1��1 est une unité de ette algèbre ar l'alter-nativité implique que [(��1��1)�℄[�y℄ = ��1(�y) = y et de même x � (��1��1) = x.Cette algèbre est ainsi normée et unitaire, don isomorphe à O 
 C [Ja 58, théorème 1,p.61℄. En�n, si x 2 PQ, alors l'ensemble des xy est f(x) et l'ensemble des yx est g(x).On a don dérit l'inverse de l'appliation qui assoie à une algèbre les isomorphismesL et R. �Lemme 2.1.3 Soit m une appliation linéaire de O 
 C préservant Q et telle que 8x 2Q; m(x) 2 L(x) (respetivement m(x) 2 R(x)). Alors il existe � 2 O 
 C tel que8x 2 O 
 C ; m(x) = x� (respetivement m(x) = �x).Démonstration : Traitons le as où m(x) 2 L(x) et onsidérons m omme un endo-morphisme d'espae vetoriel. Soit x1; x2 2 Q tels que L(x1) \ L(x2) = f0g. Alors, lesensembles L1 = f� : m(x1) = x1�g et L2 = f� : m(x2) = x2�g, qui sont non vides parl'hypothèse faite sur m, sont des espaes a�nes de dimension 4 qui se renontrent en unpoint unique que je note �. En e�et, ette intersetion est un espae a�ne de diretionl'intersetion des diretions de L1 et L2, et ette intersetion est réduite à f0g par l'hy-pothèse que L(x1)\ L(x2) = f0g. Comme m est linéaire, on a, sur le plan engendré parx1 et x2, m(t) = t�. Choisissons alors x1 et x2 tels que e plan ne soit pas inlus dansQ. Soit alors P un veteur en-dehors de ette quadrique et y1; y2 2 Q deux veteurstels que L(y1)� L(y2) = O 
 C et P 2 (y1; y2). Alors, de même, il existe � tel que sur(y1; y2); m(t) = t�. Mais omme LP est inversible, on a � = �, et don pour y 2 Qgénérique, m(y) = y�. �Soit V un espae vetoriel de dimension 8 et Q une forme bilinéaire non-dégénéréesur V . Posons PW = P(V � 
 V � 
 V ) ; 'est l'espae des strutures d'algèbre sur V àhomothéties près. Notons omme préédemment PQ � PV la quadrique lisse dé�nie parQ et O � PW la variété des strutures d'algèbres de omposition sur V de norme Q.Choisissons un point arbitraire T1 de O dont le produit orrespondant sera noté par lajuxtaposition.Proposition 2.15 La variété O ontient deux omposantes irrédutibles isomorphesnotées O1 et O2, ave T1 2 O1. Un isomorphisme entre O1 et O2 envoie l'algèbre (x; y) 7!x�y sur l'algèbre (x; y) 7! y�x. Soit � 2 O1. Il existe un unique ouple (�; �) 2 (PV �Q)2tel que x�y = (x�)(�y). L'appliation � 2 O1 7! (�; �) est un isomorphisme entre O1 =PSO8=G2 et (PV �Q)�(PV �Q), PSO8-équivariant si l'on pose g:(�; �) = (g��; g+�).Démonstration : Puisque toutes les algèbres de omposition de dimension 8 sont iso-morphes aux otaves [Ja 58, th.1,p.61℄, PO8 agit transitivement sur O.Pour T 2 O et x 2 PQ, soit �T le produit dé�ni par T , et LT (x) := fx �T y; y 2 V g :'est un espae linéaire isotrope maximal. Notons G+Q(4; 8) la omposante de GQ(4; 8) quiest l'image de PQ par LT1 , et G�Q(4; 8) l'autre omposante. L'appliation (T; x) 7! LT (x)est algébrique ; si LT (PQ) = G�Q(4; 8), alors LT (PQ) = G��Q (4; 8), si T désigne l'algèbre(x; y) 7! y �T x obtenue en faisant agir la onjugaison  : x 7! x sur le tenseur T .Soit O1 la sous-variété de O des tenseurs T tels que LT (PQ) = G+(4; 8). PuisqueO8 = SO8 q  Æ SO8, O1 est homogène sous PSO8, et le stabilisateur d'un élément48



est le groupe d'automorphismes des otaves, soit G2 : O1 = PSO8=G2. Par la preuvede la proposition 2.14, pour T 2 O1, il existe des otaves inversibles �; � tels quex �T y = (x�)(�y).Voyons que l'appliation T 2 O1 7! (�; �) est algébrique. L'appliation O � PQ !G+Q(4; V ) ' PQ; (T; x) 7! LT (x) est algébrique. En vertu du lemme 1.1.3, ei dé�nitune appliation algébrique � : O ! PSO8, telle que 8x 2 PQ; L(�(T ):x) = LT (x). Ona alors �(T ) = �(T ):1. De même, l'appliation T 7! � est algébrique.Pour �nir la preuve de la proposition, voyons omment g 2 PSO8 agit sur le tenseurT : (x; y) 7! x �T y = (x�)(�y). On a par dé�nition x �g:T y = g:[((g�1:x)�)(�(g�1:y))℄.Par la remarque 2.1, ette expression vautg:[(g+)�1:(xg�:�)(g�)�1:(g+�y)℄ = (xg��)(g+�):Autrement dit, l'isomorphisme T 7! (�; �) fait bien orrespondre à g:T le ouple(g��; g+�). �Remarque : Le fait que O est homogène sous PO8 signi�e exatement que sur C , iln'existe qu'une algèbre de omposition de dimension 8, les otaves. Ce résultat algébriqueadmet une preuve géométrique en utilisant mes idées : si on a une telle algèbre, alors onsait que L(x) et R(y) sont des espaes linéaires isotropes maximaux, et que L(x) = R(x)(proposition 2.2). En partiulier, si Re(x) = 0, alors x = �x, et don R(x) = R(�x) =L(x). On en déduit que dimL(x) \ R(x) = 3, et que don pour tout x; y 2 Q, L(x) etR(y) ne sont pas dans la même famille d'espaes linéaires. Il est alors faile d'exlurel'hypothèse où pour tout x et tout y de Q, L(x) et R(y) se renontreraient en dimension3. Ils se renontrent don génériquement en dimension 1, et le même raisonnementque pour la preuve de la proposition 2.7 s'applique, montrant que L et R réalisentdes isomorphismes. La preuve de la proposition 2.9 donne alors que si x; y 7! x � yet x; y 7! x �0 y sont des produits normés et unitaires, alors il existe �; � tels quex �0 y = (x � �) � (� � y).Pour montrer que O est homogène sous PSO8, il su�t alors de onstater que l'ationde e groupe sur (PV �PQ)�(PV �PQ) donnée par g:(�; �) = (g��; g+�) est transitive.Par la proposition 2.11 et la remarque 2.1, ei équivaut au fait que l'ation g:(�; �) =(g:�; g+:�) l'est, et admet la preuve direte suivante : il su�t de montrer que pour tout�; � 0 2 PV �Q, il existe g stabilisant 1 et tel que g+:� = � 0. Pour montrer ela, on peutsupposer que Re(� 0) = 0. Notons Stab(1) le sous-groupe de PSO8 stabilisant 1. Toutd'abord, si L1; L2;M1;M2 sont des espaes linéaires isotropes de la même famille tels queL1 et L2, M1 et M2 sont supplémentaires, alors il existe g 2 Stab(1) tel que g:Li = Mi.En e�et, soit l1 2 L1; l2 2 L2; m1 2 M1; m2 2 M2 tels que 1 = l1 + l2 = m1 +m2 : ilsu�t de prolonger l'appliation qui envoie li sur mi en une appliation orthogonale gtelle que g:Li = Mi (un tel prolongement existe ar hl1; l2i = hm1; m2i = 12Q(1)).Si x1; x2; y1; y2 2 PQ sont tels que L(xi) = Li et L(yi) = Mi, alors un tel g préserve1 et g+ envoie xi sur yi. En partiulier, il existe g 2 Stab(1) tel que g+ envoie � sur unedroite non inluse dans PQ arbitraire. On peut don l'envoyer sur une droite inlusedans fRe = 0g, et supposer que Re(�) = 0. On sait (f par exemple le as 25 de la tablep.144 de [KS 77℄) qu'il existe g 2 G2 qui envoie � sur � 0. Comme pour g 2 G2, on ag:1 = 1 et g+ = g, la remarque est démontrée. �49



2.2 Conséquenes pour les premières grassmanniennesquadratiques et pour les groupes spinoriels2.2.1 En dimension 10Si V est un espae linéaire et Q une forme bilinéaire symétrique non-dégénéréedans V , je note GQ(m; V ) la sous-variété de la grassmannienne G(m; V ) des espaeslinéaires isotropes de dimension m. Je note aussi GQ(m;n) la variété GQ(m; C n). En�n,GQ(m; 2m) n'est pas onnexe ; je note G�Q(m; 2m) ses deux omposantes onnexes (quisont irrédutibles). Dans le paragraphe préédent, j'ai donné une desription de G�Q(4; 8)en utilisant les otaves. Ii, j'utilise les résultats de e paragraphe pour dérire les grass-manniennes GQ(3; 8), GQ(5; 10) et GQ(4; 10). Par ailleurs, je vais proposer un analoguede la proposition 2.11 pour Spin10.Proposition 2.16 La grassmannienne quadratique GQ(3; 8) est isomorphe à la sous-variété de P(O 
 C ) � P(O 
 C ) des ouples ([a℄; [b℄) tels que ab = 0.Démonstration : La proposition 2.1 implique que si � est un espae linéaire isotropede dimension 3, alors il est dans exatement un espae linéaire isotrope de dimension 4 dehaque famille. Je note es deux espaes linéaires �+ et ��. De plus, l'appliation � 7!(�+;��) est un isomorphisme sur son image. Composons ette appliation ave (L�1; ÆR�1), où  désigne la onjugaison des otaves. On obtient un isomorphisme de GQ(3; 8)ave une sous-variété de P(O 
 C ) � P(O 
 C ). Cette sous-variété est l'ensemble despaires (a; b) telles que dimL(a) \R(b) = 3 ; 'est don l'ensemble des ouples d'otavestels que ab = 0 par la proposition 2.9. �Je démontre maintenant des résultats analogues onernant la quadrique dans P9.Notons X(5; 10) la sous-variété de P(O 
 C � O 
 C ) des ouples (a; b) d'otaves denorme nulle et tels que ab = 0.Proposition 2.17 Chaque omposante de la grassmannienne quadratique GQ(5; 10) estisomorphe à X(5; 10).Remarque :� La projetion naturelle P(O 
C �O 
C ) 9 9 KP(O 
C )�P(O 
C ) induit, d'aprèsette proposition et la proposition 2.16, une appliation G+Q(5; 10) 9 9 KGQ(3; 8).Cette appliation peut se dérire omme suit : soit � � C 10 un espae linéaire dedimension 8 sur lequel la forme quadratique dé�nie sur C 10 reste non-dégénérée.L'appliation envoie un espae linéaire L isotrope de dimension 5 dans C 10 sur sonintersetion ave �. Elle est dé�nie lorsque ette intersetion est de dimension 3(e qui est la situation générique), ses �bres sont isomorphes à G+Q(2; 4) ' P1.� Antiipant un peu sur la suite de ette thèse, le orollaire 3.12 identi�e la variétéX =�E6� à la variété des matries d'ordre 3 à oe�ients dans O 
 C hermitiennesannulant ertains mineurs. En termes de diagrammes de Dynkin (f p. 98), ettevariété est représentée par Æ Æ Æ Æ Æ� Æ . La variété des droites dans X passant50



par un point est don la variété représentée par le diagramme Æ Æ Æ�Æbb"" , soit lavariété G+5 (5; 10) qui nous intéresse [LM 02, p.13 et 14℄. Or, puisque si par exempleA = 0� 1 0 00 0 00 0 0 1A, TAX = 8<:0� � � �� 0 0� 0 0 1A9=;, on voit que TAX \X est le �ne desommet A sur8<:0� 0 a ba 0 0b 0 0 1A ; a; b 2 O 
 C ; Q(a) = Q(b) = 0; ab = 09=; :On prouve ainsi de façon très détournée la proposition ; je donne ii un argumentdiret.Démonstration : Si a; b 2 O 
 C , je note (a; b) l'élément de O 
 C � O 
 C qu'ilsdé�nissent et [a; b℄ l'élément orrespondant dans P(O 
 C � O 
 C ) (si (a; b) 6= (0; 0)).Voyons que X(5; 10) est lisse. Tout d'abord, on a une appliation rationnelleX(5; 10) 9 9 KPQ � P(O 
 C ), induite par la première projetion P(O 
 C � O 
 C ) 9 9 KP(O 
 C ) (rappelons que PQ � O 
 C est la quadrique dé�nie par la norme). La �bred'un point [a℄ s'identi�e à l'ensemble des b 2 O 
 C tels que ab = 0 ; 'est don R(a).Ainsi,X(5; 10) est de dimension 6+4=10. Au voisinage d'un point où a est non nul, nousvenons de réaliser X omme l'espae total d'un �bré de rang 4 sur une quadrique lisse ;X(5; 10) est don lisse dans e voisinage. Si b est non nul, on peut de même onsidérer ladeuxième projetion pour montrer que X(5; 10) est lisse au voisinage de e point. AinsiX(5; 10) est partout lisse.Soit H2(O ) l'espae vetoriel des matries d'ordre 2 hermitiennes à oe�ients dansO 
 C . Tout élément de H2(O ) s'érit sous la forme � x zz y �, ave x; y 2 R 
 C etz 2 O 
 C . C'est don un espae vetoriel de dimension 10, muni d'une quadriquenaturelle, dont je note D l'équation :D�� x zz y �� = xy �Q(z): (2.6)Je note D � H2(O ) la quadrique dé�nie par D. On a alors une appliation'5 : O 
 C � O 
 C ! D � H2(O )(a; b) 7! � Q(a) abba Q(b) � :Cette appliation est une généralisation naturelle de l'appliation de Veronese de degré2 : P(C 2) ! P(S2C 2) ; nous aurons l'oasion d'en étudier des variantes en détail auhapitre 3.2. Remarquons que P'�15 (0) = X(5; 10). Une première étape pour démontrerla proposition est le fait que l'image de la di�érentielle de '5 en un point de X(5; 10)est un espae isotrope de dimension maximale :Lemme 2.2.1 Soit x 2 X(5; 10), alors Im dx'5 est un espae linéaire de dimension 5dans la quadrique D. 51



Remarque : Notons '5(:; :) la polarisation de '5(:), 'est-à-dire l'unique appliationbilinéaire symétrique telle que '5(v; v) = '5(v) pour tout v 2 O 
 C � O 
 C . Puisque'5((a; b); (�; �)) = � 2ha; �i a� + �b�a+ b� 2hb; �i � ; (2.7)le fait '5[(a; b); :℄ soit isotrope est équivalent au fait que8(�; �); ha�; �bi = 2ha; �ihb; �i:Ce fait peut aussi se montrer en polarisant l'identité hu�; ubi = Q(u)hb; �i.Démonstration : Notons aussi D(:; :) désigne la forme bilinéaire induite par D. Nousavons vu que D('5(u)) = 0 pour tout u 2 O 
 C � O 
 C . En di�érentiant ette égalitéen u dans la diretion v, il vient D('5(u); '5(u; v)) = 0. Une deuxième di�érentiationen u dans la diretion w (v �xé) donne 2D('5(u; w); '5(u; v))+D('5(u); '5(w; v)) = 0.Si maintenant u = x 2 bX(5; 10), on a '5(x) = 0, don D('5(x; w); '5(x; v)) = 0, e quidit exatement que l'image de dx'5 est isotrope.Par ailleurs, le noyau de dx'5 est l'espae tangent à bX(5; 10) � O 
 C �O 
 C en x.Comme nous avons vu que X(5; 10) est lisse, e noyau a pour dimension dim bX = 11.L'image de dx'5 est don bien de dimension 16-11=5. �On a don onstruit une appliation'+5 : X(5; 10) ! GD(5; 10)x 7! Im dx'5 :La proposition sera une onséquene faile du lemme qui suit.Lemme 2.2.2 '+5 est injetive.Démonstration : Soient a1; a2 des otaves de norme nulle tels que L(a1) \ L(a2) =f0g : on a d'après la formule (2.7) '+5 (a1; 0) \ '+5 (a2; 0) = �� � 00 0 ��. Ainsi, pour(a1; b1); (a2; b2) 2 X(5; 10) génériques, on a dim'+5 (a1; b1)\'+5 (a2; b2) = 1. On peut don,grâe au lemme 1.1.7, onstater que '+5 (a; b) détermine l'appliation linéaire '5((a; b); :),e qui prouve le lemme. Pour ela, il su�t de montrer que le groupe de Piard deX(5; 10)est engendré par la lasse d'une setion hyperplane. Or, soit h une forme linéaire surO 
C ; elle détermine une forme linéaire H de O 
C �O 
C dé�nie par H(a; b) = h(a).Or, sur l'ouvert où a est non nul, nous avons vu que X(5; 10) est isomorphe à l'espaetotal d'un �bré vetoriel sur PQ. C'est don vrai sur le omplémentaire de H, qui a donomme groupe de Piard Pi(PQ � h) = 0. La setion H étant irrédutible et réduite,elle engendre don le groupe de Piard de X(5; 10), et on peut appliquer le lemme 1.1.7.�Finissons alors la preuve de la proposition 2.17. L'appliation '+5 est injetive ; sonimage est don de dimension 10, soit la dimension de G+Q(5; 10). Ainsi, elle est bijetive.Comme X est omplète et GQ(5; 10)+ lisse, '+5 est un isomorphisme par le théorèmeprinipal de Zariski. �Remarque : On a une proposition analogue onernant l'autre famille : si G�Q(5; 10)désigne l'autre famille, alors elle est isomorphe à X(5; 10) via l'isomorphisme ~'5 qui52



envoie [a; b℄ sur Im d[a;b℄ ~'5, où ~'5 est dé�ni par ~'5(x; y) = � Q(y) xyyx Q(x) �. En e�et,pour les mêmes raisons, 'est un isomorphisme ave une omposante de GQ(5; 10), maispuisque '5([a; 0℄) = � � L(a)R(a) 0 � et '�5 ([a; 0℄) = � 0 L(a)R(a) � �, es deux espaeslinéaires se renontrent en dimension 4 et ne font don pas partie de la même famille.Remarque 2.2 On a '+5 (a; b) = �� x zz y � : xb� za = 0 et ya� zb = 0� et'�5 (a; b) = �� x zz y � : yb� za = 0 et xa� zb = 0�.Démonstration : Puisqu'on passe de '+5 à '�5 en éhangeant les r�les de x et y, il su�tde montrer le premier résultat. Soit [a; b℄ 2 X(5; 10) �xé. Notons f l'appliation linéaire'5((a; b); :) : O 
 C � O 
 C ! H2(O 
 C ). On atf � x zz y � = (ya� zb; xb � za)(j'identi�e ette forme linéaire sur O 
 C � O 
 C ave un veteur de O 
 C � O 
 Cgrâe à la forme quadratique h(a; b); (�; �)i = 2ha; �i+ 2hb; �i). En e�et,�tf � 1 00 0 � ; (�; �)� = �� 1 00 0 � ;� � �� 2hb; �i �� = 2hb; �i, et�tf � 0 zz 0 � ; (�; �)� = �� 0 zz 0 � ;� � a� + �b�a+ b� � ��= �2hz; a� + �bi= �2hza; �i � 2hzb; �i:On a don '+5 (a; b) = ('+5 (a; b))? = (Im f)? = Ker tf , et la remarque est véri�ée. �Proposition 2.18 Le revêtement universel Spin10 de SO10 est isomorphe à l'ensembledes ouples (g+; g), où g+ 2 SL(O 
 C � O 
 C ); g 2 SO10; et 8v 2 O 
 C � O 
C ; '5(g+v) = g:'5(v).Remarque : Il est aussi isomorphe au sous-groupe de GL(O 
 C � O 
 C ) � SO10 despaires (g�; g) telles que '�5 (g�x) = g:'�5 (x). Un isomorphisme entre es deux réalisationsest donné par (g+; g) 7! (g+; � Æ g), où � est l'involution de H2(O 
 C ) � x zz y � 7!� y zz x �.Démonstration : On suit la démonstration de la proposition 2.11. Soit G le sous-groupe de GL(O 
 C � O 
 C ) � SO10 des paires (g+; g) telles que '+5 (g+x) = g'+5 (x)et V := O 
 C � O 
 C . Si (g+; g) 2 G, alors 8v; w 2 V , '5(g+v; g+w) = g'5(v; w).Si [v℄ 2 X(5; 10), on a vu que '5(v; :) est de rang 5. Réiproquement, si v = (a; b) 2O
C �O 
C est tel que '5(v; :) est de rang 5, alors dimfa�+�bg = dimL(a)+R(b) � 5,don [a; b℄ 2 X(5; 10). 53



On en déduit don que si [v℄ 2 X(5; 10), alors [g+:v℄ 2 X(5; 10) et '(g+v) = g:'(v).Si g est �xé, ei dé�nit l'ation de g+ sur la variété projetive X(5; 10). Dans la �bre dela projetion (g+; g) 7! g, tous les éléments g+ sont don proportionnels. Si ette �breest non vide, elle ontient don exatement deux éléments opposés. Montrons qu'elle este�etivement non vide, de sorte que G ! SO10 est un revêtement double.Si g 2 SO10 est �xé, l'appliation X(5; 10) ! X(5; 10); x 7! '+5 �1(g:'+5 (x)) estlinéaire par le lemme 1.1.11. Cei dé�nit don une appliation de PGL(V ) (lemme1.1.1). Soit g+ 2 GL(V ) un représentant de ette appliation. En utilisant un ana-logue du lemme 1.1.7 pour les appliations bilinéaires, on va montrer que 9� 2 C � :'5(g+x; g+y) = �g'5(x; y). Pour omparer es deux membres, il su�t de remarquerqu'ils oïnident projetivement. Or, pour x et y générique, '5(x; y) engendre l'interse-tion de '(x) et de '(y). La dé�nition de g+ implique don que '5(g+x; g+y) et g:'5(x; y)sont proportionnels.Montrons alors que G est onnexe. Il su�t de trouver un laet entre (IdV ; IdH2(O))et (�IdV ; IdH2(O)). Le hemin� 7! �(a; b) 7! (ei�a; e�i�b);� x zz y � 7! � e2i�x zz e�2i�y �� ;pour � 2 [0; �℄, onvient.Finalement, on a g+ 2 SL(O 
 C � O 
 C ), puisque l'appliation PSO10 ! C ; g 7!det g+, dé�nie sur une variété projetive, est onstante. �2.2.2 En dimension 12Pour dérire la grassmannienne quadratique GQ(5; 10), nous avons été guidés par ladesription de la grassmannienne GQ(3; 8) : en e�et, l'appliation rationnelleGQ(5; 10) 9 9 KGQ(3; 8) dérite en remarque après la proposition 2.17 nous a permis dedeviner une desription de GQ(5; 10), onnaissant elle de GQ(3; 8). En fait, il s'agitlà d'un phénomène tout-à-fait général : si n est un entier, V un espae de dimension2n muni d'une forme quadratique non-dégénérée, et � un sous-espae de dimension2n � 2 sur lequel la forme quadratique reste non-dégénérée, alors on peut onsidérerl'appliation rationnellei : G+Q(n; 2n) 9 9 K GQ(n� 2; 2n� 2)L 7! L \ � :La �bre de i au-dessus deM est l'ensemble des espaes linéaires isotropes qui ontiennentM ; elle s'identi�e don à la grassmannienne des 2-plans dans le quotient M?=M , iso-tropes pour la forme bilinéaire induite par elle dé�nie sur V . Cette �bre est don unevariété de type G+Q(2; 4), don isomorphe à P1.On peut ainsi raisonnablement espérer que, onnaissant GQ(n � 2; 2n � 2), l'ononnaisse G�Q(n; 2n), qui serait dé�nie par les mêmes équations, GQ(n� 2; 2n� 2) étantune sous-variété de PW � PW et G�Q(n; 2n) de P(W �W ). En e�et, GQ(n� 2; 2n� 2)est naturellement, omme dans la preuve de la proposition 2.16, une sous-variété de54



G+Q(n � 1; 2(n � 1)) � G�Q(n � 1; 2(n � 1)) : 'est don naturellement une sous-variétéd'un produit d'espaes projetifs.En résumé, si l'on espère que les hoses se passent en général omme dans le as par-tiulier de la dimension 10, onnaissant les variétés G�Q(n; 2n) � PW�, pour déterminerles variétés G�Q(n+ 1; 2(n+ 1)), il �su�t� d'adopter la démarhe suivante :1. Déterminer à quelle ondition un espae de G+Q(n; 2n) renontre un espae deG�Q(n; 2n) en dimension n� 1. Cei dérit GQ(n� 1; 2n) omme une sous-variétéde PW+ � PW�.2. Montrer que G�(n+1; 2(n+1)) est la sous-variété de P(W+�W�) dé�nie par lesmêmes équations.Je vais maintenant répondre à es deux questions pour obtenir une desription deG�Q(6; 12). Je m'arrêterai à ette étape, bien que je sois onvainu qu'il est possiblede ontinuer e alul indé�niment, ar je rains que les aluls ne deviennent tropompliqués et rendent le résultat �nal peu lisible. Par ailleurs, je vais donner au pa-ragraphe suivant une desription omplète des grassmanniennes isotropes en termes dereprésentations spinorielles, en suivant [Che 97, p.134 à 175℄ ; il me semble que l'intérêtd'introduire les otaves diminue lorsque la dimension augmente.Notre premier objetif est don de déterminer à quelle ondition deux espaes �� deG�Q(5; 10) se renontrent en dimension 4. Rappelons que par la proposition 2.17, on saitqu'il existe des éléments (a�; b�) 2 X(5; 10) tels que�+ = �� 2ha+; �i a+� + �b+�a+ + b+� 2hb+; �i � ; �; � 2 O 
 C� , et�� = �� 2ha�; �i a�� + �b��a� + b�� 2hb�; �i � ; �; � 2 O 
 C� :Il s'agit don de déterminer des onditions sur a�; b� pour que es espaes se renontrenten dimension 4. Mais, on sait que pour (a�; b�) génériques dans G�Q(5; 10) ('est-à-direnon nuls), les espaes L(a�)+R(b�) sont de dimension 5. La projetion p : H2(O
C ) !O 
 C se restreint don, sur '�5 (a�; b�), à un isomorphisme. Pour que dim�+\�� = 4,il faut don que dim(L(a+) + R(b+)) \ (L(a�) +R(b�)) = 4. C'est pourquoi il est utilede dérire la dimension de es intersetions, e que fait le lemme suivant :Lemme 2.2.3 Soit a�; b� des otaves de norme nulle tels que dimL(a+) + R(b+) =dimL(a�)+R(b�) = 5 (e qui équivaut au fait que es otaves sont non nuls et a+b+ =a�b� = 0). Notons d = dim(L(a+) +R(b+)) \ (L(a�) +R(b�)). Alors :� d � 5() a+ et a�; b+ et b� sont olinéaires.� d � 4() a+b� = a�b+ = 0.� d � 3() a+b� et a�b+ sont olinéaires.Démonstration : Tout d'abord, rappelons que L(a)? = L(a) et R(a)? = R(a) pourtout otave a de norme nulle. Ainsi,[(L(a+) +R(b+)) \ (L(a�) +R(b�))℄? = (L(a+) \ R(b+)) + (L(a�) \R(b�)):55



Comme dimL(a+) \ R(b+) = dimL(a�) \ R(b�) = 3, on a don que 8 � d = 6 �dimL(a+) \R(b+) \ L(a�) \ R(b�) ; ainsidimL(a+) \R(b+) \ L(a�) \ R(b�) = d� 2:Notons e la dimension de L(a+) \ R(b+) \ L(a�) \ R(b�). Si d � 5, alors d = 5 ete = 3, e qui équivaut à L(a+) \ R(b+) = L(a�) \ R(b�), et à [a+℄ = [a�℄, [b+℄ = [b�℄(dans P(O 
 C )), par la preuve de la proposition 2.16.Si d � 4, alors e � 2, et don dimL(a+)\R(b�) � 2 et dimL(a�)\R(b+) � 2, dones dimensions valent 3, et a+b� = a�b+ = 0 (proposition 4.14). Réiproquement, eségalités impliquent dimL(a+) \ R(b�) = dimL(a�) \ R(b+) = 3. Soit es espaes sontégaux, et on est dans le premier as du lemme, soit, omme (L(a+)+R(b+))\ (L(a�)+R(b�)) � L(a+) \R(b�); L(a�) \ R(b+), on a d � 4.Supposons d � 3. Si a+b� = 0 ou a�b+ = 0, alors la onlusion du lemme estvraie. Sinon, L(a+) \ R(b�) = ha+b�i et L(a�) \ R(b+) = ha�b+i. Comme e � 1, esdeux espaes linéaires sont égaux, e qui signi�e que a+b� et a�b+ sont proportionnels.Réiproquement, si a+b� et a�b+ sont proportionnels et non nuls, alors L(a+)\R(b+)\L(a�) \ R(b�) 6= f0g ; ainsi e � 1. Si par exemple a+b� = 0, alors (L(a+) + R(b+)) \(L(a�) +R(b�)) � L(a+) \R(b�), de dimension 3. Ainsi d � 3. �Nous allons aratériser le fait que deux espaes isotropes se renontrent en dimension4. Au ours de la preuve de ette aratérisation, nous utiliserons la formule suivante :Fait 2.2.4 Soient a; b;  des otaves. On a a(b) + b(a) = 2ha; bi.Démonstration : Il su�t de linéariser en a la formule a(a) = Q(a), qui déoule del'alternativité. �Remarque : Cette formule donne une desription de l'espae isotrope R(xy), pour xun otave de norme nulle et y 62 L(x). En e�et, elle s'érit t(xy) = 2ht; xiy � x(ty).Elle implique don que R(xy) � L(x) + hyi. Or, il existe exatement deux espaeslinéaires isotropes de dimension 4 ontenus dans L(x) + hyi, un de haque famille. Ene�et, L � L(x) + hyi si et seulement si L? = L � L(x) \ y?, et on sait qu'exatementdeux espaes linéaires isotropes de dimension 4 ontiennent et espae de dimension3. Ces deux espaes sont don L(x) et R(xy). Comme pour la proposition 2.9, ettedé�nition du produit xy tombe en défaut exatement quand e produit est nul (soitquand y 2 L(x)).Lemme 2.2.5 Soient (a+; b+); (a�; b�) 2 X(5; 10). Les espaes linéaires '+5 (a+; b+) et'�5 (a�; b�) se renontrent en dimension 4 si et seulement si� pour b+ = 0 : a+ et a� sont proportionnels et a+b� = 0.� pour a+ 6= 0 et b+ 6= 0 : 9t 2 O 
 C : (a�; b�) = (tb;�ta).Démonstration : La variété des ouples (a�; b�) tels que '�(a�; b�) qui renontrent'+5 (a+; b+) en dimension 4 est isomorphe à la variété des hyperplans de '+5 (a+; b+) ;elle est don isomorphe à P4. Pour démontrer le lemme, il su�t don de véri�er, danshaun des as, que si la ondition indiquée est véri�ée, alors l'intersetion est bien dedimension 4, puisque le noyau de t 7! (tb;�ta) est R(b) \ L(a), de dimension 3.56



Si a� est un multiple salaire de a+, omme'�5 (a�; b�) = �� 2hb�; �i a�� + �b��a� + b�� 2ha�; �i �� ;alors, �� 2ha�; �i a���a� 0 �� � '+5 (a+; 0) \ '�(a�; b�), et don es deux espaes serenontrent en dimension 4.Pour étudier le as générique, on utilise la remarque 2.2. On suppose a+ 6= 0 etb+ 6= 0. Soit t 2 O 
C . Rappelons que la restrition de la projetion p : H2(O ) ! O 
 Cà '+5 (a+; b+) est un isomorphisme ; il su�t don de véri�er que :� dim p('+5 (a+; b+)) \ p('�5 (tb+;�ta+)) = 4.� Si � x zz y � 2 '+5 (a+; b+) et z 2 p['�5 (tb+;�ta+)℄, alors on a� x zz y � 2 '�5 (tb+;�ta+):Le premier point déoule diretement de la dé�nition de '�5 et du lemme 2.2.3. Pourle deuxième point, si � x zz y � 2 '+5 (a+; b+) et z 2 p['�5 (tb+;�ta+)℄, alors, par laremarque 2.2, z(tb+) est proportionnel à ta+. De plus, on az(tb+) = �t(zb+) + 2hz; tib+ (fait2:2:4)= �y(ta+) + 2hz; tib+ (remarque2:2)):Comme on peut supposer t générique, b+ et ta+ ne sont pas proportionnels, et ette éga-lité implique z(tb+) = �y(ta+). De même, on a z(�ta+) = x(tb+), et don � x zz y � 2'�5 (tb;�ta). �Lemme 2.2.6 Soit (a+; b+); (a�; b�) 2 X(5; 10). Les espaes linéaires '+5 (a+; b+) et'�5 (a�; b�) se renontrent en dimension 4 si et seulement si1. a+b� = b+a� = 0.2. ha+; a�i = hb+; b�i = 0.3. 8x+; x� 2 O 
 C ; hb+x+; b�x�i = 2(ha+; x+iha�; x�i � ha�; x+iha+; a�i).Démonstration : Montrons d'abord que es relations sont véri�ées si dim'+5 (a+; b+)\'�5 (a�; b�) = 4. Il su�t pour ela de se plaer dans le as générique du lemme 2.2.5 :on suppose que a+ et b+ sont non nuls et qu'il existe t tel que (a�; b�) = (tb+;�ta+).Dans e as, ha+; a�i = ha+; tb+i = ha+b+; ti = h0; ti = 0, et de même, hb+; b�i = 0.Par ailleurs, on sait déjà, par le lemme 2.2.3, que a+b� = b+a� = 0. Puisque a+b+ = 0,il existe u 2 O 
 C tel que b+ = ua+. Posons a = a+; y = x+; x = x� ; l'identité (3)devient h(ua)y; (�ta)xi = 2(ha; yiht(ua); xi � ha; yih(au)t; xi):Il su�t don d'établir le lemme qui suit : 57



Lemme 2.2.7 Soit a un otave de norme nulle, et t; u; x; y des otaves quelonques.Alors h(ta)x; (ua)yi = 2(ha; xih(a u)t; yi � ha; yih(au)t; xi):Démonstration : Considérons que a; u et t sont �xés et montrons une identité defontions en x et y. Soit f(x; y) = h(ta)x; (ua)yi. Alors, f(x; x) = Q(x)hta; uai =Q(x)Q(a)ht; ui = 0 ar Q(a) = 0. L'appliation f est don une forme bilinéaire an-tisymétrique. De plus, si (ta)x = 0 ou (ua)x = 0, alors f(x; y) = 0. Ainsi, f est derang 2, et si l'on onsidère l'appliation ~f : O 
 C ! (O 
 C )� induite par f , on aIm ~f = (Ker ~f)? = [L(at) + L(a u)℄? == L(at) \ L(a u). Ce dernier, pour u et t gé-nériques, est le plan vetoriel engendré par a et (au)t (en e�et, le fait 2.2.4 implique(a u)t = 2hu; tia � (at)u ; on a don (a u)t 2 L(at)). Ainsi, f est proportionnelle àha; xih(au)t; yi � ha; yih(au)t; xi. Pour déterminer le oe�ient de proportionnalité, onévalue f(1; y) :hta; (ua)yi = h(ta)y; uai= hy; (at)(ua)i= 2Re(a)hy; t(ua)i � hy; (at)(ua)i (a = 2Re(a)� a)= 2Re(a)hy; t(ua)i � hy; a(tu)ai (identité de Moufang)= 2Re(a)hy; t(ua)i � 2Re(a(tu))hy; ai (aba = 2Re(ab)a : lemme2:1:1)= 2ha; 1ih(au)t; yi � 2h(au)t; 1iha; yi:La dernière égalité déoule par exemple de ha(tu); 1i = ha; tui = hau; ti = h(au)t; 1i,ahevant la preuve du lemme. �Réiproquement, notons, pour [a+; b+℄ 2 X(5; 10), L[a+;b+℄ l'ensemble des [a�; b�℄ 2X(5; 10) tels que les équations de la proposition soient véri�ées, et ~L[a+;b+℄ l'ensembledes [a�; b�℄ 2 X(5; 10) tels que dim'+5 (a+; b+) \ '�5 (a�; b�) = 4. Nous venons de voirque ~L[a+;b+℄ � L[a+;b+℄. Or, omme nous avons vu que ~L[a+;b+℄ est isomorphe à P4, il su�tde montrer que L[a+;b+℄ est de dimension 4. Supposons d'abord que b+ = 0. Alors leséquations (3) donnent8u; v 2 O 
 C ; ha+ ; uiha�; vi = ha�; uiha+; vi:Cei implique que a?+ = a?�, et don que a+ et a� sont proportionnels. Ainsi, L[a+;0℄ =P(C :a+ � R(a+)) ' P4.On démontre maintenant que L[a+;b+℄ ' P4 pour tous [a+; b+℄ 2 X(5; 10) : soit[a+; b+℄ 2 X(5; 10) tel que a+ 6= 0 et b+ 6= 0, et soit � 2 C � f0g. Alors, on a :[a�; b�℄ 2 L[a+;b+℄ () [a�; b�� ℄ 2 L[a+;�:b+℄:Ainsi, la dimension de L[a+;�:b+℄ ne dépend pas de �. Si elle était stritement supérieureà 4, alors elle de L[a+;0℄ = L[a+;0:b+℄ le serait aussi, et nous venons de voir que e n'estpas le as. �
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Proposition 2.19 Soit X(6; 12) la sous-variété de P(O 
 C )�4 onstituée des quadru-plets véri�ant :1. Q(a) = Q(b) = Q() = Q(d) = ha; bi = h; di = 0.2. ab = ad = b = d = 0.3. 8x; y 2 O 
 C ; hbx; dyi = 2(ha; xih; yi � h; xiha; yi).Alors :� X(6; 12) est isomorphe à haque omposante de GQ(6; 12).� Sa projetion dans P(O
C �O 
C )�P(O 
C �O 
C ) est isomorphe à GQ(4; 10).Remarque : Il est onnu que l'idéal de G�(6; 12) est engendré par des quadriques, etque l'espae de es quadriques est la représentation �2C 12 de Spin12. Cette propositiondérit es quadriques en utilisant une identi�ation C 12 ' C 4 � O 
 C . On a ainsi�2C 12 ' �2C 4 � (O 
 C )
 C 4 ��2(O 
 C ) ; es trois omposantes sont regroupées dansles trois points de la proposition.Démonstration : L'énoné onernant GQ(4; 10) se démontre exatement omme laproposition 2.16 en utilisant le lemme 2.2.6.Soit V = C 4 � O 
 C , et soit D la forme quadratique dé�nie sur V parD(t1; t2; t3; t4; z) = t1t2 + t3t4 �Q(z):Posons aussi '6[(a; b; ; d); (�; �; ; Æ)℄ = (2ha; �i+ 2hd; Æi; 2hb; �i+ 2h; i;2ha; i � 2hb; Æi;�2h; �i+ 2hd; �i; a� + �b+ Æ + d):Nous allons voir que l'appliation'+6 : X(6; 12) ! G+(6; 12)(a; b; ; d) 7! Im '6[(a; b; ; d); :℄est l'isomorphisme herhé.Voyons que pour (a; b; ; d) 2 V , Im '6[(a; b; ; d); :℄ est de dimension au moins 6.C'est vrai lorsque (a; b) = (0; 0) ; supposons don (a; b) 6= (0; 0) et (; d) 6= (0; 0). Soitp : C 12 = C 4 � O 
 C ! C 10 = C 2 � O 
 C la projetion obtenue ave la projetionC 4 ! C 2 sur les deux premiers fateurs. On a p[f'6(a; b; ; d)(�; �; 0; 0)g℄ = '+5 (a; b) etp[f'6(a; b; ; d)(0; 0; ; Æ)g℄ = '�5 (a; b), e qui implique dim Im '6[(a; b; ; d); :℄ � 6. Deplus, on a [a; b; ; d℄ 2 X(6; 12) si et seulement si ette dimension est 6.Par ailleurs,Q(a� + �b + Æ + d) = 2ha�; �b+ di+ 2hÆ; d+ �bi+ 2ha�; Æi+ 2hb�; di:Or, la remarque qui suit le lemme 2.2.1 montre que, par exemple, ha�; �bi = 2ha; �ihb; �i.On peut don ainsi aluler les deux premiers produits salaires de la formule préédante.Le produit salaire hb�; di se alule en utilisant les équations (3) de l'hypothèse.En�n, omme il est lair que la ondition de la proposition 2.2.6 est invariante par la59



symétrie (a� $ b�), les équations de l'hypothèse impliquent 8x; y 2 O 
 C ; hax; yi =2(hb; xihd; yi � hd; xihb; yi), e qui permet de aluler ha�; Æi. On trouve alors queQ(a� + �b+ Æ + d) = 4ha; �ihb; �i+ 4ha; ihd; �i+ 4h; ihd; Æi+ 4h; �ihb; Æi+ 4hb; �ihd; Æi � 4hb; Æihd; �i+ 4ha; �ih; i � 4ha; ih; �i:De ette égalité, on déduit aisément que '+6 (a; b; ; d) est isotrope.Pour �nir la preuve de la proposition, par les arguments habituels, il su�t de véri�erque '+6 est injetive. On peut proposer un argument similaire à elui de la proposition2.17, mais voii un autre qui aurait aussi fontionné pour ette proposition : supposons'+6 (a; b; ; d) = '+6 (a0; b0; 0; d0). Notons pi les quatre projetions naturelles sur C et � laprojetion sur O 
 C . Rappelons que p désigne la projetion sur C 10 . Alors, (; d) =(0; 0)() p4['+6 (a; b; ; d)℄ = f0g. Ainsi, si (; d) = (0; 0), on a aussi (0; d0) = (0; 0). Enprojetant '+6 (a; b; 0; 0) sur C 10 par p, on remarque que '+5 (a; b) = '+5 (a0; b0).Supposons ainsi que (a; b) 6= (0; 0); (; d) 6= 0; (a0; b0) 6= 0 et (0; d0) 6= 0. On ap['+6 (a; b; ; d)℄ = '+5 (a; b) + '�5 (; d):Ainsi, '+5 (a; b) + '�5 (; d) = '+5 (a0; b0) + '�5 (0; d0). En prenant l'orthogonal de etteégalité, on en déduit que '+5 (a; b) \ '�5 (; d) = '+5 (a0; b0) \ '�5 (0; d0), et don que'+5 (a; b) = '+5 (a0; b0) et '�5 (; d) = '�5 (0; d0). Ainsi, (a; b) et (a0; b0), (; d) et (0; d0),sont proportionnels. Il est alors aisé d'en déduire que (a; b; ; d) et (a0; b0; 0; d0) sont pro-portionnels. �Nous venons de voir que l'appliation '+6 : u 7! Im '6(u; :) réalise un isomorphisme entreX(6; 12) et une omposante de GQ(6; 12). La même preuve montre que l'appliation'�6 : v 7! Im '(:; v) fait de même. Or, soit a un otave de norme nulle ; '+(a; 0; 0; 0) =C � f0g� C � f0g� L(a) et '�(a; 0; 0; 0) = C � f0g� f0g � C � L(a). Ainsi, es deuxespaes se renontrent en dimension 5 et ne font don pas partie de la même famille. Ona don des isomorphismes '�6 : X(6; 12)! G�Q(6; 12). �Comme dans les as prédédants, on déduit de ette proposition une desription dugroupe spinoriel. Dans la proposition qui suit, j'utilise le fait qu'il existe une formesympletique ! sur (O
C )4 telle que pour (u; v) 2 X(6; 12), on a dim'+6 (u)\'+6 (v) � 2si et seulement si dim'�6 (u) \ '�6 (v) � 2 si et seulement si !(u; v) = 0. Ce fait bienonnu est par exemple onséquene des rappels que je fais dans le paragraphe suivant.Le groupe Sp((O
C )4) désigne le groupe des endomorphismes linéaires préservant etteforme sympletique.Proposition 2.20 Le groupe Spin12 est isomorphe à l'ensemble des triplets (g; g+; g�)ave g 2 SO12 et g� 2 Sp((O 
 C )4) satisfaisant l'identité8u; v 2 (O 
 C )4 ; '6(g+u; g�v) = g:'6(u; v): (2.8)Démonstration : L'équation (2.8) implique que pour tout [u℄ 2 X(6; 12), [g�:u℄ 2X(6; 12) et '�6 (g+u) = g:'�(u): (2.9)60



Si g� sont dé�nis projetivement par l'équation (2.9), alors, pour v 2 ~X(6; 12) générique,'(u; v) engendre la droite vetorielle '+6 (u)\'�6 (v). Ainsi, grâe au lemme 1.1.7, on peutdé�nir géométriquement les appliations '(u; :), pour u 2 ~X(6; 12). On en déduit parl'argument habituel que pour g 2 SO12, et (g+; g�) dé�nis par (2.9), l'équation (2.8) estvraie à une onstante près. Par ailleurs, vu la dé�nition de g+, il est lair que '+6 (u) et'+6 (v) se renontrent en dimension au moins 2 si et seulement si '+6 (g+u) et '+6 (g+v) lefont. Ainsi, g+ préserve ! à une onstante près, et de même pour g�.Je vais maintenant montrer qu'il existe exatement deux ouples (g+; g�) d'élémentsde Sp((O
C )4) tels que l'identité 2.8 soit vraie. Soit g 2 SO12 : nous avons vu qu'il existe(g+; g�) 2 GSp[(O 
 C )4 ℄ véri�ant (2.8). De plus, il existe des salaires �(g+); �(g�)tels que 8u; v 2 (O 
 C )4 ; !(g�u; g�v) = �(g�)!(u; v). Posons �(g) = �(g+):�(g�).Ce nombre ne dépend pas du hoix de (g+; g�) (ar tout autre hoix serait de laforme (tg+; t�1g�), ave t 2 C �). On en déduit don un aratère de SO12. Ce a-ratère est trivial ar SO12 est simple. Cei montre qu'il y a bien exatement deuxouples (g+; g�) dans Sp((O 
 C )4) satisfaisant (2.8). En�n, en hoisissant g(�) dé�nipar g(�):(t1; t2; t3; t4; z) = (ei�t1; e�i�t2; t3; t4; z), on onstate que e revêtement doublen'est pas trivial. �2.2.3 Une desription de tous les groupes spinorielsLes résultats des deux paragraphes préédents se généralisent aisément pour les plusgrandes dimensions en termes de spineurs. Je rappelle ii brièvement leur onstrution ;pour de plus amples détails, le leteur peut se référer au livre [Che 97℄. Je vais ainsirappeler une desription des grassmanniennes isotropes, et montrer que l'on peut endéduire une desription, nouvelle à ma onnaissane, des groupes spinoriels.Soit V un espae vetoriel de dimension 2r sur C muni d'une forme quadratique Qnon-dégénérée. L'algèbre de Cli�ord, que je note C, est par dé�nition le quotient del'algèbre tensorielle de V par l'idéal bilatère engendré par les relations x 
 x � Q(x).Comme algèbre, on a C = C+ � C�, où C+ (respetivement C�) désigne l'ensembledes ombinaisons linéaires de produits d'un nombre pair (respetivement impair) deveteurs.Soient �1;�2 des espaes isotropes de dimension r supplémentaires. La sous-algèbreengendrée par les veteurs de �i est isomorphe à l'algèbre extérieure ^�i. Je noterai Ciette sous-algèbre et C�i son intersetion ave C�. L'antiautomorphisme prinipal, noté�, est l'appliation linéaire telle que 8v1; : : : ; vk; �(v1 � � � vk) = vk � � � v1. On dé�nit alorsle groupe spinoriel Spin(V ) omme le sous-groupe du groupe des éléments inversiblesde C dont les éléments sont des produits d'un nombre pair d'éléments de V de norme1. Si x 2 V est tel que Q(x) = 1, on dé�nit la symétrie par rapport à x, notée sx,par la formule sx(v) = v � 2hx; vix ; ei dé�nit une appliation V ! O(V ) à valeursdans le groupe orthogonal. Les images de ette appliation sont de déterminant -1.Cette appliation permet d'en dé�nir une de Spin(V ) vers SO(V ), le groupe spéialorthogonal. On montre que Spin(V ) ! SO(V ) est le revêtement universel. Le but dee paragraphe est de donner une desription plus expliite de Spin(V ).Commençons par rappeler la desription des grassmaniennes quadratiques en termesde spineurs. Soit fi le produit des éléments d'une base de �i dans C ; un premier ré-61



sultat est que l'appliation Ci ! C; u 7! uf3�i est un isomorphisme linéaire entre Ciet l'idéal à gauhe Cf3�i (le même résultat vaut pour l'idéal à droite fiC) : [Che 97,preuve de la proposition 2.2.1,p.106℄. Par onséquent, on peut dé�nir une représentation� : C ! End(C1) de C (et don une représentation de Spin(V )) grâe à la formule8 2 C; 8u 2 C1; (�():u)f2 = uf2. On peut aussi donner des formules expliites pourette représentation [Che 97, proposition 2.2.2℄, et le fait 2.2.9 en donne une dé�nitiongéométrique. Un élément de C1 sera appelé un spineur.Par ailleurs, si ^V désigne l'algèbre extérieure de V , on a une identi�ation naturelleC ' ^V [Che 97, 2.1.6, p.105℄. Dérivons et isomorphisme : pour x 2 V , notonsLx 2 End(^V ) l'appliation linéaire dé�nie par Lx(y) = x^y+ Æx(y), où Æx est l'uniqueanti-dérivation de ^V telle que 8y 2 V; Æx(y) = Q(x; y):1. Un alul simple montreque Lx2 = Q(x):Id^V . Par le lemme fondamental des algèbres de Cli�ord [Che 97,2.1.1, p.103℄, l'appliation x 7! Lx s'étend en un unique morphime d'algèbres � : C !End(^V ). L'isomorphisme � : C ' ^V assoie à  la forme �():1 et, pour tout x 2 Vet tout  2 C, on a �(x:) = Lx(�()). Introduisons une dernière notation : si u et v sontdes éléments de C1, alors uf2�(v) est un élément de C ' ^V : pour 0 � h � 2r, notons�h(u; v) la omposante de et élément dans ^hV .Nous avons alors une jolie desription des omposantes de la grassmannienne iso-trope :Proposition 2.21 (propositions 3.1.2, 3.1.4 et 3.4.4 de [Che 97℄) La grassman-nienne des espaes isotropes de dimension maximale r est isomorphe à la variété proje-tive des lasses d'équivalene modulo projetivisation des spineurs dits purs. Ces spineurssont les éléments u 2 C1 tels que 8k 6= r; �u(; ) = 0. Si Z est un espae isotrope, alorsla droite [u℄ 2 P(C:f2) ' PC1 orrespondante est l'intersetion de Cf2 ave fZC, fZétant le produit d'éléments d'une base de Z. Si u est un spineur pur, alors l'espaelinéaire orrespondant est l'ensemble des x 2 V tels que �(x):u = 0.Remarque : La preuve montre aussi que tout spineur pur est soit dans C+1 , soit dansC�1 . On retrouve don les deux omposantes de GQ(r; 2r). Notons ' l'appliation qui àun spineur pur assoie l'espae isotrope maximal orrespondant.Par ailleurs, les résultats de Chevalley impliquent que ette dé�nition des spineurspurs est équivalente à elle de [LM 89, dé�nition 9.3,p.336℄ (la dé�nition de Chevalleyprésente l'intérêt de fournir la struture shématique) :Fait 2.2.8 Un spineur u est pur si et seulement si dim fx 2 V : �(x):u = 0g = r.Démonstration : Tout d'abord, pour tout spineur u, le sous-espae vetoriel des x telsque �(x):u = 0 est isotrope. En e�et, si x 2 V est tel que x:uf2 = 0, alors x2:uf2 =Q(x):uf2 = 0, don Q(x) = 0. Si e sous-espae vetoriel est de dimension r, alors'est un espae isotrope maximal, et le résultat 3.1.4 dans [Che 97℄ montre que u est unspineur pur représentant et espae isotrope maximal. �En�n, on peut dérire géométriquement l'appliation bilinéaire V � C+ ! C� :(x; u) 7! �(x):u :Fait 2.2.9 Soit x un veteur isotrope et u un spineur pur. Alors, si �(x):u est non nul,'est un spineur pur qui représente le sous-espae vetoriel engendré par x et x? \'(u).62



Le lemme 1.1.8 montre que ei dé�nit l'appliation bilinéaire (x; u) 7! �(x):u.Démonstration : Soit v = �(x):u. On a par dé�nition xuf2 = vf2. Ainsi, xvf2 = 0, etdon �(x):v = 0. Par ailleurs, si y 2 V est orthogonal à x, on a yvf2 = yxuf2 = �xyuf2.Si de plus �(y):u = 0, on a don �(y):v = 0. Si L désigne l'espae isotrope engendrépar x et x? \ '(u), et espae est de dimension maximale r ar l'hypothèse �(x):u 6= 0implique x 62 '(u). On a don �(L):v = 0. Par le fait préédent, v est un spineur purreprésentant L. �Nous allons déduire de es résultats une desription de Spin(V ). Si r est pair, rappe-lons qu'il existe sur C+1 et C�1 des formes bilinéaires �� non dégénérées, dé�nies p.142 de[Che 97℄ en utilisant [Che 97, 3.2.3℄, et telles que deux spineurs purs u�; v� représententdes espaes isotropes qui se renontrent si et seulement si ��(u�; v�) = 0 [Che 97, 3.2.4℄.Ces formes sont symétriques si r � 0[4℄ et antisymétriques si r � 2[4℄ [Che 97, p.143℄.Si r est impair, il existe de même une forme bilinéaire non dégénérée � : C+1 �C�1 ! Ctelle que si u+ et v� sont des spineurs purs, alors �(u+; v�) = 0 si et seulement si u+ etv� représentent des espaes linéaires d'intersetion non triviale.Théorème 2.1 Le groupe Spin2r est isomorphe au sous-groupe de SO2r � SL(C+1 ) �SL(C�1 ) onstitué des triplets (g; g+; g�) véri�ant8u 2 C+1 ; 8x 2 V; g�:(�(x):u) = �(g:x):(g+:u); et (2.10)8<: Si r est pair : 8u; v 2 C+1 ; �+(g+:u; g+:v) = �+(u; v) et8u; v 2 C�1 ; ��(g�:u; g�:v) = ��(u; v):Si r est impair : 8u 2 C+1 ; 8v 2 C�1 ; �(g+:u; g�:v) = �(u; v):Si r � 0[4℄, g� appartient don à SO(C�1 ), et si r � 2[4℄, alors g� est dans Sp(C�1 ).Lorsque r = 4, on retrouve la proposition 2.11.Démonstration : L'argument étant très similaire à elui des propositions 2.11, 2.18 et2.20, je n'en donne ii que les grandes lignes.Soit (g; g+; g�) véri�ant l'équation (2.10) et u 2 C+1 un spineur pur. Cette équationimplique que �(x):u = 0 si et seulement si �(g:x):(g+u) = 0. Par le fait 2.2.8, g+:u estdon un spineur pur et il représente g:'(u). Comme tout spineur pur dans C�1 peuts'érire omme �(x):u ave u un spineur pur de C+1 et x 62 '(u), ette équation impliqueque g� préserve aussi les spineurs purs, et que '(g�:v) = g:'(v).Cei dé�nit projetivement g+ et g� onnaissant g. On obtient bien des appliationslinéaires ar le groupe de Piard de G�Q(r; 2r) est engendré par la lasse d'un hyperplan.Le lemme 1.1.8 et le fait 2.2.9 montrent que pour tout g 2 SO2r, si g� sont dé�nisomme préédemment, alors l'équation (2.10) est vraie à une onstante multipliativeprès.Si r est pair, la dé�nition géométrique de g� implique de plus que es isomorphismespréservent �� à une onstante près. Pour montrer que g� peuvent être hoisis préser-vant exatement ��, de déterminant 1, et tels que l'équation 2.10 soit vraie, le mêmeraisonnement que dans la proposition 2.20 fontionne.Dans le as où r est impair, il existe une onstante non nulle � telle que 8u 2 C+1 ; v 2C�1 ; �(g+u; g�v) = ��(u; v). On onlut don omme préédemment. �63



2.3 Grassmanniennes sur une algèbre de ompositionassoiativeDans la troisième partie de ette thèse, je vais présenter un résultat de F.L. Zak(théorème ) qui généralise un résultat lassique de Severi. Ce résultat de Severi a�rmeque la seule surfae de P5 projetable isomorphiquement dans P4 est la surfae de Ve-ronese. Comme je vais largement l'expliquer dans ette deuxième partie, j'interprète lerésultat de F.L. Zak omme une version dans les autres algèbres de omposition de ethéorème lassique, qui orrespond à l'algèbre de omposition R 
 C .Par ailleurs, réemment, E. Arrondo a montré qu'il existe une unique surfae dansG(2; 6) projetable isomorphiquement par rapport à une droite de G(2; 6) dans G(2; 4).Il appelle d'ailleurs ette variété une variété de Veronese [Arr 97℄. Mon espoir est queette variété orresponde de même au as réel, et qu'il existe d'autres versions de erésultat orrespondant aux autres algèbres de omposition. Comme préliminaire à etteétude, je propose ii de dérire les grassmanniennes sur une algèbre de omposition.2.3.1 Grassmanniennes ordinairesPar la suite, on suppose A assoiative. Un élément de la grassmannienne des r-planssur R 
 C est un C -espae vetoriel de dimension r. Mais si dimA � 2, A n'est plusun orps et ette dé�nition ne fait plus sens. On peut par ontre onsidérer l'ensembleGB(r; n) des sous-A-modules à droite de An, libres de rang r. C'est aussi l'ensemble desC -espaes linéaires de la forme f rXi=1 vi�i; �i 2 B 
 C get de dimension omplexe ar ((vi) est un r-uplet de veteurs à oordonnées dans B
C ).Le fait d'imposer que es modules doivent être libres est alqué sur le fait que pourr = 1, on imagine que les variétés de Severi représentent l'espae projetif sur B 
 C , àsavoir GB(1; n), et que par exemple le veteur (1 + iI; 0; 0) ne représente auun élémentde et espae projetif ar �2(1+ iI; 0; 0) = 0 (es notations sont introduites au hapitre3.2).Une autre approhe, qui donne une struture de variété, onsiste à onsidérer lesespaes linéaires stables par multipliation à droite. Considérons l'ensemble des sous-A-modules à droite de An de dimension omplexe ar :~GB(r; n) = fE � (B 
 C )n : dimE = ar et 8x 2 B 
 C ; E:x � Eg:Nous allons maintenant étudier des propriétés de es deux ensembles. Si x est un nombreréel, soit [x℄+ le plus petit entier supérieur ou égal à x.Lemme 2.3.1 Soit E � (H 
 C )n tel que 8x 2 H 
 C ; E:x � E. Alors il existek = [dimE4 ℄+ veteurs v1; : : : ; vk 2 (H 
 C )n tels que E = �fvi:�; � 2 H 
 C g.64



Remarque : Soit i un entier �xé et vi;j les oordonnées du veteur vi. Le noyau del'appliation H 
 C ! (H 
 C )n ; t 7! vi:t est nul si un des vi;j est inversible, et vaut\jL(vi;j) sinon. Ce noyau est don dans tous les as de dimension paire (proposition2.1), et par le théorème du rang fvi� : � 2 H 
 C g aussi. Ainsi, la proposition 2.3.1montre que la dimension de E est paire.Démonstration : Une grande partie de ette preuve est valable pour C 
 C ; on vadon dans un premier temps raisonner pour A = B 
 C , B 2 fC ; H g, et je préiserai lemoment préis où on a besoin que B = H . Je note dimC A = 2� (� = 1 ou 2).Soit pi la restrition à E de la projetion de An sur le i-ème fateur, et si I est unsous-ensemble de f1; : : : ; ng, notons pI la restrition à E de la projetion sur les i-èmesomposantes, i 2 I.S'il existe i tel que pi est de rang maximal 2�, alors, en hoisissant un veteur v deE tel que vi = 1, on a un isomorphismes : H 
 C � (E \ fxi = 0g) ! E(t; x) 7! v:t+ x;de sorte qu'on est ramené à la propriété de réurrene d'ordre n� 1. On suppose donqu'auune projetion n'est de rang maximal. Comme Im pi est stable par multipliationà droite par A, Im pi est alors de rang � ou 0. Dans le deuxième as, on peut aussiutiliser une réurrene ; on suppose don que toutes les projetions sont de rang �.Cei implique que pour tout ouple (i; j), F = pfi;jg(E) est de dimension au plus 2�.Par ailleurs, F est stable par multipliation à droite, et j'a�rme que ela implique quee rang est � ou 2�. En e�et, pijF est de rang � et son noyau, stable par multipliationà droite, est de dimension divisible par �. Supposons que i et j sont des entiers tels quepfi;jg est de rang �. Alors pijpfi;jg(E) est bijetive, de sorte que si � désigne f1; � � � ; ng�fig,p� est injetive. Si don il existe de tels entiers i et j, par réurrene sur n on montreque E est engendré par [dimE4 ℄+ veteurs. Il ne reste plus qu'à onsidérer le as où pi;jest de rang 2� pour tout i; j. Soient alors i et j quelonques. Comme F = pfi;jg(E) estun sous-espae stable de (B 
 C )2 , et que haque projetion est de rang �, il existe x ety tel que F � L(x)� L(y) ; omme dimF = 2�, on a l'égalité.L'argument qui suit n'est valable que pour B = H . Quitte à remplaer y par un autreélément de L(y), on peut supposer que R(y) 6= R(x), e qui implique par onjugaisonL(y) 6= L(x). Ainsi es espaes sont supplémentaires ar dimL(y)\L(x) 2 f0; 2g. Alorsl'appliationA! F; � 7! (x; y):� est injetive, e qui prouve que (x; y) est un générateurde F . Il su�t don de onsidérer un veteur de E qui se projette par pi;j sur (x; y). �Proposition 2.22 GH (r; n) = ~GH (r; n) � G(4r; 4n) est une sous-variété lisse irrédu-tible isomorphe à G(2r; 2n).Démonstration : Le lemme 2.3.1 dit que GH (r; n) = ~GH (r; n). Soit E un sous-espaevetoriel de (H 
 C )n de dimension 4r stable par multipliation à droite par H 
 C .L'appliation RI véri�e R2I = �Id ; sa restrition à E est don diagonalisable, ses valeurspropres étant i et �i. Notons Ei et E�i les deux sous-espaes propres. Remarquons queE�i est un sous-espae vetoriel de (H 
C )n�i , l'espae propre assoié à la valeur propre ipour RI : (H 
C )n ! (H 
C )n . En fait, (H 
C )n�i = R(1� iI). Par ailleurs, omme I etJ antiommutent, RJ est un automorphisme de E qui éhange Ei et E�i. En partiulier,65



es deux sous-espaes vetoriels sont isomorphes, don de dimension 2r, et la donnéede E équivaut à elle de Ei (notons que pour la même raison la dimension sur C de(H 
 C )i est 2n). �La démonstration montre que l'isomorphisme G(2r; 2n)! GH (r; n) est la restrition del'appliation de degré 2 �2 : P�2rC 2n ! P�4r(C 2n � C 2n)! 7! (! � 0) ^ (0� !)Etudions à présent GC (r; n) et ~GC (r; n) :Proposition 2.23 GC (r; n) est une sous-variété de G(2r; 2n) isomorphe à G(r; n) �G(r; n). De plus ~GC (r; n) est réunion de minfn+1� r; r+1g omposantes onnexes quisont irrédutibles dont l'une est GC (r; n).Démonstration : Tout d'abord, notons omme préédemment (C 
C )n�i l'espae R(1�iI)n. Si r+ et r� sont des entiers ompris entre 0 et n de somme 2r, notons ~Gr+C (r; n)l'ensemble des espaes linéaires de la forme E := E+ � E� ave E+ � Vi; E� � V�iet dimE� = r�. Comme un tel E est stable par multipliation par 1 et I, ~Gr+C (r; n) �~GC (r; n). D'autre part la variété ~Gr+C (r; n) est isomorphe à G(r+; n)�G(r�; n). Contrai-rement au as A = H 
 C , on voit que ~Gr+C (r; n) n'est pas vide quand r+ 6= r.Par ailleurs, omme dans la preuve de la proposition 2.22, un sous-espae linéaire Ede V = (C 
 C )n stable par multipliation véri�e E = Ei � E�i, où E�i = E \ V�i.On a don ~GC (r; n) = [ ~Gr+C (r; n). Il ne reste plus qu'à voir que les ~Gr+C (r; n) sont lesomposantes onnexes de ~GC (r; n). Cela déoule de e que 8d 2 N ; fE : dim(E \V�i) �dg est un fermé.Pour terminer la preuve, il su�t de montrer que ~GrC (r; n) = GC (r; n). Mais si(v�1 ; : : : ; v�r ) est une base de E�i, alors (v+i + v�i )i est une famille qui engendre E. �2.3.2 Grassmanniennes isotropesOn s'intéresse mainenant à ertaines sous-variétés de es grassmanniennes, à savoirles sous-variétés paramétrant les espaes linéaires isotropes pour une forme hermitienneou anti-hermitienne. Pour ela, on dé�nit, sur An, la forme Q parQ((xi); (yi)) =Xi xiyi:On dé�nit de même, pour (x1; y1); (x2; y2) 2 (An)2,
[(x1; x2); (y1; y2)℄ = Q(x1; y2)�Q(x2; y1):Dé�nition 2.3 Soit f : An �An ! A une appliation.� f est sesquilinéaire si 8v; w 2 An; 8� 2 A; f(v:�; w) = �:f(v; w) etf((v; w:�) = f(v; w):�. 66



� f est hermitienne si 8v; w 2 An; f(w; v) = f(v; w).� f est anti-hermitienne si 8v; w 2 An; f(w; v) = �f(v; w).� f est non-dégénérée si (8w 2 An; f(v; w) = 0)) v = 0.Il est lair que Q et 
 sont sesquilinéaires non-dégénérées, et que Q est hermitienne et
 anti-hermitienne.Remarque : La dé�nition de la sesquilinéarité peut sembler arbitraire. L'objet de etteremarque est de montrer que le hoix d'une autre dé�nition possible aurait onduit aumême résultat (proposition 2.2). Tout d'abord, si l est une appliation H 
 C ! H 
 C ,parmi les huit dé�nitions de linéarité envisageables,l(�:x) = �:l(x); l(�:x) = �:l(x); l(�:x) = l(x):�; l(�:x) = l(x):�;l(x:�) = �:l(x); l(x:�) = �:l(x); l(x:�) = l(x):�; l(x:�) = l(x):�;seules quatre (l(�:x) = �:l(x); l(�:x) = l(x):�; l(x:�) = �:l(x); l(x:�) = l(x):�) sontpossibles : en e�et, si par exemple on a l(�:x) = l(x):�, alors l(x) = l(x:1) = l(1):x, etdon l(�:x) = (l(1):x):� = l(1):(�:x): Cei n'est possible que pour l(1) = 0, soit l = 0.De plus, si f est hermitienne et que par exemple f(v:�; w) = �:f(v; w), alors ona f(v; w:�) = f(w:�; v) = f(w; v):� = f(v; w):�. Il y a don quatre dé�nitions pos-sibles de sesquilinéarité pour les appliations hermitiennes (ou anti-hermitiennes). Auvu de la preuve de la proposition 2.2, si on avait dé�ni la sesquilinéarité par la rela-tion f(v:�; w:�) = �:f(v; w):�, ela aurait onduit au même résultat. Les dé�nitionsf(�:v; �:w) = �:f(v; w):� et f(�:v; �; w) = �:f(v; w):� auraient aussi onduit à etteproposition, à ondition de déider que les grassmanniennes GH (r; n) paramètrent desespaes linéaires stables par multipliation à gauhe, et non à droite omme je l'ai fait.Pour Q et 
 n'importe quelles appliations véri�ant les propriétés de la dé�nition,dé�nissons les grassmanniennes isotropes GQB (r; n) et G
B(r; n) omme les sous-variétésde GB(r; n) paramétrant les espaes linéaires sur lesquels la restrition de la forme Q ou
 est identiquement nulle. Rappelons que GQ(r; n) et G!(r; n) désignent les grassman-niennes quadratiques et sympletiques habituelles.Théorème 2.2 Ave les notations préédentes, on a :� GQR (r; n) = GQ(r; n).� F (r; n� r; n) ' GQC (r; n) � G(r; n)�G(r; n) = GC (r; n).� G!(2r; 2n) ' GQH (r; n) � G(2r; 2n) = GH (r; n).et � G
R(r; n) = G!(r; n).� F (r; n� r; n) ' G
C (r; n) � G(r; n)�G(r; n) = GC (r; n).� GQ(2r; 2n) ' G
H (r; n) � G(2r; 2n) = GH (r; n).Dans e théorème, pour a � b � , F (a; b; ) désigne la variété des drapeaux de la formeVa � Vb � C  , ave dimVa = a et dimVb = b. Si a > b, ette variété est vide paronvention.Remarque : Ce théorème permet d'interpréter le arré magique de Freudenthal dé�nien toutes dimensions de façon uniforme selon les lignes. En e�et, en suivant la dé�nition67



proposée dans [Man 97, p.6℄, on a pour tout n � 3 le arré �magique� suivant (Qd désignela quadrique projetive de dimension d) :�2(Qn�2) F (1; n� 1; n) G!(2; 2n)�2(Pn�1) Pn�1 � Pn�1 G(2; 2n)G!(n; 2n) G(n; 2n) GQ(2n; 4n)On voit don que la première ligne est onstituée de variétés isomorphes à GQB (1; n), pourB = R; C ; H (e sont les �quadriques hermitiennes�), la deuxième à GB(1; n) (�espaesprojetifs�), et la troisième à G
B(n; 2n) (�grassmanniennes lagrangiennes�). En e quionerne la troisième ligne, ei donne à mon avis un argument plus onvainant pour laproposition 3.8 de [Man 97℄. Par ontre, ela n'apporte pas de réponse au problème quionsiste à interpréter la quatrième ligne (et la quatrième olonne) de e arré lorsquen = 3.Démonstration : Le as B = R est tautologique.Notons u = 1+ iI et f une forme sesquilinéaire non-dégénérée, hermitienne ou anti-hermitienne. Supposons d'abord B = C . Nous avons vu que l'appliation GC (r; n) !G(r; R(u)n) � G(r; R(u)n), qui assoie à � ses intersetions �� ave R(1 � iI) est unisomorphisme. Il s'agit don de omprendre les onditions sur �� pour que � soit iso-trope. Si v; w 2 R(u)n, alors f(v; w) = 0. En e�et, la sesquilinéarité implique que pourde tels v; w, on a f(v; w) 2 R(u) \ R(u) = f0g (C est ommutatif !). Par ailleurs, siv 2 R(u)n est tel que pour tout w 2 R(u)n, f(v; w) = 0, alors, omme 'est aussi vraipour w 2 R(u)n, on a v = 0, ar f est non-dégénérée. Comme de plus, pour v 2 R(u)net w 2 R(u)n, f(v; w) 2 C :u ' C , f induit une dualité entre R(u)n et R(u)n, et les re-marques préédentes montrent que � 2 GQC (r; n)() �+?��. Cei montre que GQC (r; n)et G
C (r; n) s'identi�ent à la variété de drapeaux F (r; n� r; n).Considérons maintenant le as B = H . Soit don � 2 GH (r; n) et �+ son intersetionave R(u)n. On sait (proposition 2.22) que l'appliation � 7! �+ est un isomorphisme.Pour démontrer le théorème 2.2, il su�t don de déterminer la ondition sur �+ pourque � soit isotrope.Le premier point est que � est isotrope pour f si et seulement si �+ l'est pour larestrition de f à R(u)n. En e�et, ei déoule du fait que � = �+ � �+:J et de lasesquilinéarité de f . Par ailleurs, si v; w 2 R(u)n, alors ette même propriété impliqueque f(v; w) est à valeurs dans L(u)\R(u). Cet espae vetoriel de dimension 1 s'identi�eà C , et la restrition de f à R(u)n, onsidérée omme une forme bilinéaire, est non-dégénérée. En e�et, si v 2 An est tel que 8w 2 R(u)n; f(v; w) = 0, alors on a aussif(v; w:J) = 0 et don 8w 2 An, f(v; w) = 0 ; ainsi v = 0.En�n, ette droite vetorielle est inluse dans fRe = 0g (puisqu'elle ontient parexemple K + iJ). On a don 8v; w 2 R(u)n; f(v; w) = �f(v; w). Pour �nir de montrerla proposition, il su�t don de remarquer que pour f hermitienne (respetivement anti-hermitienne), f induit une forme bilinéaire antisymétrique (respetivement symétrique).Soit � = �1 tel que f(w; v) = �f(v; w). Comme 8v; w 2 R(u)n; f(v; w) = �f(v; w), ona f(w; v) = ��f(v; w), ahevant la preuve la proposition. �
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Chapitre 3Algèbres de Jordan
3.1 Généralités sur les algèbres de Jordan3.1.1 Premières dé�nitionsRappelons que dans ette thèse ne sont onsidérées que des algèbres sur le orpsC . Les algèbres de Jordan sont les algèbres unitaires ommutatives non néessairementassoiatives mais dans lesquelles la relation A � (B � A2) = (A � B) � A2 est véri�ée.Cette relation signi�e [MA;MA2℄ = 0, où MA désigne la multipliation par A ; j'expliiteaussi une autre relation équivalente. Soit R la représentation quadratique, dé�nie parR(A) = 2M2A �MA2 . Nous verrons dans les exemples que R s'exprime le plus souventtrès simplement. Alors notre algèbre est de Jordan si et seulement si R(A2) = R(A)2[Koe 62, th.4,p.57℄.Dans une algèbre ommutative, on peut dé�nir la trae d'un élément omme la traede la multipliation par et élément. On a alors une forme bilinéaire (A;B) 7! hA;Bi =tr(A�B). On dit alors que l'algèbre est semi-simple si ette forme est non-dégénérée. Elleest dite simple si elle ne ontient pas d'idéaux non triviaux. D'après [Ja 68, th.5,p.240℄,une algèbre de Jordan semi-simple est somme d'algèbres de Jordan simples.Le rang d'une algèbre est la dimension générique de la sous-algèbre engendrée parun élément. Examinons, en fontion de e rang, la lassi�ation des algèbres de Jordan.Une algèbre V est une algèbre de Jordan simple de rang 2 si et seulement si [Ja 68,th.8,p.203℄ il existe un sous-espae vetoriel W de V muni d'une forme bilinéaire sym-métrique non-dégénérée, notée h:; :i, et telle que V = C �W et(�1; w1) � (�2; w2) = (�1�2 + hw1; w2i; �1w2 + �2w1):Le même résultat donne aussi que les algèbres de Jordan simples de rang 3 (respe-tivement de rang r > 3) sont les algèbres des matries hermitiennes d'ordre 3 (respe-tivement r) à oe�ients dans une des quatre algèbres de omposition (respetivementR 
 C ; C 
 C ou H 
 C ), munies de la loi A � B = 1=2(AB + BA), où AB désignela matrie (Pk ai;kbk;j)i;j pour A = (ai;j) et B = (bi;j). Si A est une algèbre norméeet n un entier, je note Hn(A) l'algèbre des matries hermitiennes n � n à oe�ientsdans A. Il y a don trois séries in�nies d'algèbres de Jordan dites lassiques, Hn(A),pour A = R 
 C ; C 
 C et H 
 C , et une autre algèbre de Jordan, dite exeptionnelle,69



H3(O 
 C ). On véri�e diretement que dans es algèbres, la trae d'une matrie est, àune onstante multipliative près, la trae usuelle et quehA;Bi =Xi;j ai;jbj;i; soit hA;Ai = 2Xi<j Q(ai;j) +Xi a2i;i:Notons que les algèbres de Jordan lassiques sont isomorphes à des algèbres de Jordanque l'on peut dérire sans faire intervenir les algèbres de omposition : soit V an l'espaevetoriel dé�ni par V an = 8<: Sn(C ) si a = 1Mn(C ) si a = 2AS2n(C ) si a = 4où S;M;AS désignent respetivement l'ensemble des matries symétriques, quelonqueset antisymétriques. Si I est n'importe quel élément inversible de V an , alors on peut munirV an d'une struture d'algèbre de Jordan où I est l'unité en posant A �B := 12(AI�1B +BI�1A). Lorsqu'on applique le théorème 3.1 du paragraphe suivant ave le déterminant(pour a = 1 ou 2) ou le pfa�en (pour a = 4) omme polyn�me, on trouve es algèbres.On se onvain que dans les trois as e produit est interne et l'identité de Jordan déoulede e que l'algèbre dé�nie par A �B = AI�1B est assoiative (elle n'est bien sûr dé�nieque sur un espae plus grand dans les as a = 1 et a = 4). En fait, on a Hn(A) ' V an sia = dimA. Par ailleurs, un alul diret montre queR(A):B = AI�1BI�1A (3.1)Dans e hapitre, je dé�nis des isomorphismes d'algèbres entre es deux réalisationset j'en explique le sens géométrique.3.1.2 Constrution du produit à partir du déterminantJ'entreprends maintenant la desription géométrique du produit de Jordan. Je vaisdonner une version des propositions 2.5 et 2.14 onernant les algèbres de Jordan. Onse dirige don lentement vers le théorème 3.2.En attendant, je vais expliquer qu'il existe, sur une algèbre de Jordan quelonque, unpolyn�me partiulier qui joue le r�le du déterminant d'une matrie : dans les algèbresHn(A), ave A = R
 C ou C 
 C , e polyn�me est le déterminant usuel ; si A = C 
 C ,il est à valeurs dans R 
 C sur les matries hermitiennes. Dans le as des matries àoe�ients quaternioniques, il n'existe pas de fontions ayant les propriétés usuelles desdéterminants [Dys 72, th.1℄. En revanhe, Moore [Moo 22℄ a dé�ni un tel déterminantpour des matries hermitiennes. En fait, puisque l'algèbre de Jordan Hn(H 
 C ) estisomorphe à V 4n , je dé�nirai e déterminant dans AS2n(C ), où 'est tout simplement lepfa�en. Ce polyn�me est la forme ubique invariante par E6 dans le as de l'algèbre deJordan exeptionnelle. Par ailleurs, je vais aussi expliquer que e polyn�me permet dereonstituer le produit de Jordan. 70



Tout d'abord, étant donnée une algèbre de Jordan de rang r, il existe un unique (r+1)-uplet de polyn�mes (pi)0�i�r homogènes de degré i tels que 8A 2 V;P pi(A)Ar�i = 0et pr(I) = 1 [FK 94, prop 2.2.1,p.28℄. On note det := pr ; on a det(� � A) = P pi(A),par le théorème 4, p.535 de [M 67℄ qui généralise le théorème de Cayley-Hamilton.Si V = C �W est une algèbre de Jordan de rang 2, alors (�; v)2 = (�2+ hv; vi; 2�v),don (�; v)2 � 2�(�; v) + (�2 � hv; vi)1 = 0. Ainsi, det(�; v) = �2 � hv; vi.Dans les as où V = Hn(A) ave A = R 
 C ou C 
 C , le théorème de Cayley-Hamilton montre que e déterminant est bien le déterminant usuel. Ce polyn�me peutaussi être dé�ni en utilisant la proposition [FK 94, prop.2.3.1,p.32℄ :Proposition 3.1 Pour A 2 V , det(A) = 0 si et seulement si det[R(A)℄ = 0.Cei et la formule (3.1) montrent que pour les algèbres des matries antisymétriques, edéterminant est le Pfa�en.Dans le as de l'algèbre de Jordan exeptionnelle, e déterminant véri�e [Ja 63,(18), p.37℄ :det0� r1 x3 x2x3 r2 x1x2 x1 r3 1A = r1r2r3 + 2hx1x2; x3i � r1Q(x1)� r2Q(x2)� r3Q(x3) (3.2)Inversement, onnaissant le déterminant noté F et l'unité d'une algèbre de Jor-dan, on peut reonstituer ette algèbre. Cette onstrution est expliquée dans [M 65℄.Rappelons que F (A1; : : : ; Aq) désigne la polarisation de F . Soit alors G l'appliationrationnelle G : V ! V �M 7! F (M; : : : ;M; :)=F (M):Je note ette appliationG ar, onsidérée omme une appliation projetive PV 9 9 KPV �, elle se prolonge au lieu lisse de fF = 0g en l'appliation de Gauss de ette hyper-surfae. Rappelons que si Y � PV est une variété, alors son appliation de Gauss estl'appliation Gauss : Y lisse ! G(dimY + 1; V )y 7! TyY;oùG(dimY +1; V ) désigne la grassmannienne des espaes linéaires de dimension dimY +1 dans V . Si Y est une hypersurfae d'équation f = 0, l'hyperplan tangent à Y en y 2 Ya pour équation Dyf = (deg f)f(y; : : : ; y; :) = 0.Notons aussi, pour M 2 V , �M l'appliation linéaire �DMG : V ! V �. Pour Il'unité, �I induit une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée sur V , et nous noteronshA;Bi = �DIG(A):B = �DIG(B):A= qF (I; : : : ; I; A)F (I; : : : ; I; B)� (q � 1)F (I; : : : ; I; A;B)On peut aussi voir que l'expression DIG(A):B est symétrique en A et B en onstatantque 'est la di�érentielle seonde, alulée en I sur A et B, de �1q log[F (M)℄. Dé�nissonsaussi pour tout A l'appliation linéaire HA par la relation�A(B;C) = �I(HAB;C):71



Un résultat onnu pour les algèbres de Jordan lassiques et faile à établir pour l'al-gèbre exeptionnelle une fois que l'on onnaît le déterminant est que hA;Bi = tr(A�B).Ce produit salaire identi�e V et V � et envoie A�1 sur G(A) [FK 94, prop.3.4.3,p.53℄.Ainsi, onnaissant le déterminant et l'unité, on onnait la forme quadratique, puis l'in-verse. Notons i l'appliation rationnelle dé�nie par i(A) = A�1. En di�érentiant i,on détermine la représentation quadratique, grâe à la formule R(A)�1:B = �DAi(B)[FK 94, prop.2.3.3,p.33℄. Ave nos notations, on a don R(A)�1 = HA. Convenons qu'unélément A sera dit inversible si detA 6= 0. Remarquons que F [HA(B)℄ = F (B)F (A)2 . Ene�et, si A est un élément inversible �xé, alors HA = R(A)�1 est une transformationqui préserve les inversibles [FK 94, prop.2.3.3℄, don il existe une onstante h(A) 6= 0telle que 8B 2 V;D[HA(B)℄ = h(A)F (B). La fontion rationnelle A 7! h(A) est dondé�nie si F (A) 6= 0, ne s'annule jamais, vaut 1 en I et est de degré �2 degF . Ainsih(A) = F (A)�2. On a don bien D[HA(B)℄ = F (B)F (A)2 .Réiproquement, un théorème de K. MCrimmon [M 65, th.1.2,p.937℄ a�rme quesi F est n'importe quel polyn�me véri�ant ette identité, alors la onstrution préédentedé�nit une algèbre de Jordan. Je démontre alors de plus que F est le déterminant pourette algèbre de Jordan :Théorème 3.1 Soit V un espae vetoriel, F une forme homogène irrédutible sur V etI 2 V . Supposons qu'ave les notations préédentes, on a F (I) = 1 et F [HA(B)℄ = F (B)F (A)2 .Alors on peut munir V d'une struture d'algèbre de Jordan simple en posantA �B := �12 DI [HM(B)℄(A):Par ailleurs, I est l'unité, D2I logF (A;B) = tr(A � B), et F est le déterminant pourette struture, et F [RA(B)℄ = F (A)2F (B).Lorsque B est �xé, on a une appliation M 7! HM(B). Le produit est dé�ni en di�é-rentiant ette fontion en I dans la diretion A.Démonstration : Notons n la dimension de V et q le degré de F . Par le théorème deMCrimmon que j'ai ité, on sait que la struture d'algèbre obtenue est de Jordan etque F [HA(B)℄ = F (A)2F (B).Si F (A) 6= 0, alors F [HA(B)℄ = F (B)F (A)2 . S'il existait 0 6= u 2 V tel que HA(u) = 0,alors8x 2 V; 8� 2 C ; F (x + �u) = F (A)2F [HA(x+ �u)℄ = F (A)2F [HA(x)℄ = F (x);et don DxF (u) = 0. Ainsi, la forme linéaire DxF appartiendrait à un hyperplan de V �,et don i(x) serait dans un hyperplan �xé de V , e qui est ontraditoire. On a donque HA est injetive et omme préédemment, puisque F est irrédutible, on en déduitaisément det(HM) = F (M)2n=q (en partiulier q divise 2n). En dérivant ette égalité enI dans la diretion M , on obtient :Lemme 3.1.1 tr(M) = nF (I; : : : ; I;M).Par ailleurs, on peut expliiter le produit : l'identité�DIG(A) = A = qF (I; : : : ; I; A)I � (q � 1)F (I; : : : ; I; A; :) (3.3)72



donne F (I; : : : ; I; A; :) = 1q�1 [qF (I; : : : ; I; A)I � A℄, et en partiulier F (I; � � � ; I; :) = I.Puisque DAG(B) = (q�1)F (A;:::;A;B;:)F (A) � qF (A;:::;A;B)F (A)2 F (A; : : : ; A; :), on exprime alors queA �B = (q�1)(q�2)2 F (I; : : : ; I; A;B; :)� q(q�1)2 [F (I; : : : ; I; A)F (I; : : : ; I; B; :) + F (I; : : : ; I; B)F (I; : : : ; I; A; :)℄+[q2F (I; : : : ; I; A)F (I; : : : ; I; B)� q(q�1)2 F (I; : : : ; I; A;B)℄I= (q�1)(q�2)2 F (I; : : : ; I; A;B; :)� q2F (I; : : : ; I; A)[qF (I; : : : ; I; B)I � B℄� q2F (I; : : : ; I; B)[qF (I; : : : ; I; A)I � A℄+[q2F (I; : : : ; I; A)F (I; : : : ; I; B)� q(q�1)2 F (I; : : : ; I; A;B)℄I= (q�1)(q�2)2 F (I; : : : ; I; A;B; :) + q2 [F (I; : : : ; I; A)B + F (I; : : : ; I; B)A℄� q(q�1)2 F (I; : : : ; I; A;B)IEn partiulier, on retrouve le fait que I est bien unité pour e produit :Lemme 3.1.2 I � A = A.Montrons maintenant que tr(A�B) et hA;Bi sont proportionnelles ar proportionnellesà F (I; : : : ; I; A � B) (e résultat est ité dans [FK 94, exerie 5,p.59℄ pour des �nessymétriques) :Lemme 3.1.3 hA;Bi = F (I; : : : ; I; A �B) = 1ntr(A �B).Démonstration :F (I; : : : ; I; A �B) = (q�1)(q�2)2 F [I; : : : ; I; F (I; : : : ; I; A;B; :)℄+ q2F (I; : : : ; I; A)F (I; : : : ; I; B)+ q2F (I; : : : ; I; B)F (I; : : : ; I; A)� q(q�1)2 F (I; : : : ; I; A;B)= qF (I; : : : ; I; A)F (I; : : : ; I; B)� (q � 1)F (I; : : : ; I; A;B)L'identité F [I; : : : ; I; F (I; : : : ; I; A;B; :)℄ = F (I; : : : ; I; A;B) déoule de la relationF (I; : : : ; I; :) = �DIG(I) = I. �L'appliation qui à un polyn�me et un élément véri�ant les hypothèses du théorème3.1 assoie l'algèbre de Jordan est injetive. En e�et, soient (P1; I1) et (P2; I2) de tellespaires qui dé�nissent une même algèbre. Je noterai h:; :i1;2 les produits salaires qu'ellesdé�nissent, et de même G1;2(A), et. Comme dans une algèbre, il ne peut y avoir qu'uneunité, on a I1 = I2. Par le alul préédent D2I logP1(A;B) = D2I logP2(A;B) = tr(A �B). Or, MCrimmon [M 65, (1.11),p.934℄ a montré que Pi(A; � � � ; A; :) s'identi�e parh:; :ii à A�1 (i = 1; 2). Comme h:; :i1 = h:; :i2, on a don G1(A) = G2(A). CommeGi(A) = DA logPi, P1 et P2 sont proportionnels. Comme P (I) = F (I) = 1, ils sontégaux.Si maintenant P est un polyn�me satisfaisant les hypothèses du théorème 3.1, alors ildé�nit une struture d'algèbre de Jordan sur V ; soit det le déterminant de ette algèbrede Jordan. On a déjà vu que det dé�nit la même struture ; par e qui préède, on adon P = det et le théorème est démontré. �73



3.1.3 Algèbres de Jordan et groupes algébriquesL'étude des algèbres de Jordan et de leurs propriétés géométriques ou algébriques sesimpli�e beauoup si l'on onsidère l'ation de ertains groupes liés à es algèbres. Parailleurs, ils vont jouer un r�le essentiel dans l'étude des variétés de Sorza au hapitre4. La dé�nition et l'étude de es groupes est lassique ; je ompile ii les résultats quime seront utiles plus tard.Proposition-dé�nition 3.1 Soit V une algèbre de Jordan simple et g 2 GL(V ). Lesonditions suivantes sont équivalentes :� 8A 2 V;R(g:A) = gR(A)tg.� 8A inversible, g:A est inversible et (g:A)�1 = tg�1A�1.� 8A inversible, g:A est inversible.� 9� 2 C : det(gA) = � detA.L'ensemble des éléments g 2 GL(V ) satisfaisant es onditions est un groupe algébriquenoté Str(V ).La transposition est dé�nie par le produit salaire hA;Bi = 1ntr(A �B).Démonstration : L'équivalene entre les deux premiers points est montrée dans[FK 94, prop.8.2.5,p.148℄. Si g:A est inversible pour tout A inversible, alorsfA : det(g:A) = 0g � fA : detA = 0g:Comme V est simple, det est irrédutible (il su�t d'utiliser la lassi�ation des algèbresde Jordan simples et le alul du déterminant que j'ai rappelé au paragraphe préédentpour s'en onvainre). On a don fA : det(g:A) = 0g = fA : detA = 0g et 9� :det(g:A) = � detA.Si det(g:A) = det(A), soit F la polarisation de e polyn�me. Soient A;B 2 V , on aF (g:A;:::;g:A;B)F (g:A) = F (A;:::;A;g�1B)F (A) et don (g:A)�1 = tg�1A. �Remarque : Comme on a vu que 8A inversible, R(A) préserve les inversibles, on a 8Ainversible, R(A) 2 Str(V ).Le groupe des automorphismes Aut(V ) de V est le groupe des éléments g 2 GL(V )tels que 8A;B 2 V; (g:A) � (g:B) = g:(A � B). Si G est un groupe algébrique, je noteG0 la omposante onnexe de G qui ontient l'identité. La proposition qui suit dérit egroupe omme sous-groupe de Str(V ) :Proposition 3.2 Soit V une algèbre de Jordan simple. AlorsAut(V ) = fg 2 Str(V ) : g:I = IgAut(V )0 = fg 2 Str(V ) : tgg = IdV g0Démonstration :� Si g 2 Aut(V ), alors Mg:A = g ÆMA Æ g�1, don R(g:A) = g Æ R(A) Æ g�1. Ainsi,R(g:A) est inversible si et seulement si A est inversible. Par la proposition 3.1, gpréserve le déterminant à une onstante près, don g 2 Str(V ). De plus, on a danse as tg = g�1, par la dé�nition 3.1.74



� Si g 2 Aut(V ), alors 8A 2 V; (g:A) � (g:I) = g:A, de sorte que g:I est une unité.Mais dans une algèbre, il ne peut y avoir qu'une unité ar si I et I 0 sont des unités,alors I � I 0 = I = I 0. Ainsi g:I = I et g préserve en fait exatement det.� Si à l'inverse, g préserve det et I, omme le produit de Jordan peut être dé�nien n'utilisant que le déterminant et I (f la disussion préédant le théorème 3.1),'st un automorphisme de l'algèbre.� Il ne reste don plus qu'à voir que tout g dans la omposante de l'identité dansfg 2 Str(V ) : tgg = IdV g véri�e g:I = I. Un élément g 2 Str(V ) véri�e (g:M)�1 =tg�1M�1. L'hypothèse donne alors (g:M)�1 = g:M�1. Pour M = I, ela donne(g:I)�1 = g:I. Si g0 2 Str(V ) est tel que g0:I = I, et si g est prohe de g0,omme A 7! A�1 n'a loalement que I omme point �xe (en e�et la di�érentielleen I de l'appliation A 7! A�1 � A est �2IdV ), alors g:I = I. On a don montréque l'ensemble des g tels que gI = I est ouvert dans l'ensemble des g véri�anttgg = IdV , e qui ahève la preuve de la proposition. �A l'inverse, on sait aussi e qu'il faut �ajouter� à Aut(V ) pour obtenir Str(V ) [FK 94,prop.8.3.5℄ :Proposition 3.3 Tout élément g 2 Str(V ) peut s'érire g = R(A):h ave A 2 V eth 2 Aut(V ).Si G est un groupe, notons Z(G) son entre.Proposition 3.4 Si V est une algèbre de Jordan simple, alors Z[Str(V )℄ = C � :IdV .Démonstration : Soit V 0 � V un espae linéaire préservé par Str(V ). Puisqu'on a vuque pour tout A 2 V , R(A) 2 Str(V ), on a don R(A):V 0 � V 0. Par dérivation parrapport à A, V 0 est un idéal. La simpliité de V implique alors que V 0 est trivial. Ainsi,Str(V ) agit irrédutiblement sur V . Si g 2 Z[Str(G)℄, alors les espaes propres de gsont stables par Str(V ), don il ne peut y avoir qu'un tel espae et g est un multiple del'identité. �Etudions maintenant les algèbres de Lie assoiées à es groupes. Puisque Str(V )admet la représentation �dèle irrédutible V , Str(V ) est rédutif. Son algèbre de Liestr(V ) est don rédutive ; don str(V ) = str(V )s � C :IdV (le entre de str(V ) estl'ensemble des homothéties), ave str(V )s = [str(V ); str(V )℄. Comme les éléments destr(V )s ont trae nulle et que str(V )s est un hyperplan, str(V )s = str(V ) \ ftr =0g. Notons der(V ) l'algèbre de Lie de Aut(V ) ; 'est l'algèbre des dérivations. Soit V0l'ensemble des matries de trae nulle.Proposition 3.5 Soit V une algèbre de Jordan simple. Alors� der(V ) = fx 2 str(V ) : x:I = 0g.� str(V )s = der(V )�M(V0).Rappelons que M désigne l'appliation V ! End(V ); A 7!MA.Démonstration : Le premier point déoule diretement de la proposition 3.2 par déri-vation. 75



Montrons d'abord que str(V ) = der(V )�M(V ). On a vu que Aut(V ) � Str(V ) et8A 2 V;R(A) 2 Str(V ). Par dérivation, str(V ) � der(V );M(V ). Par le premier point,ette somme est direte. La proposition 3.3 montre que str(V ) et der(V ) �M(V ) ontmême dimension ; ils sont don égaux.Pour identi�er str(V )s, remarquons que puisque si d 2 der(V ) et A 2 V , alorshA; d:Ai = 0, et puisque tr d =PihAi; d:Aii où (Ai) forme une base orthonormée de V ,la trae d'une dérivation est nulle. On onlut en remarquant que si A 2 V0, alors pardé�nition tr(A) = tr(MA) = 0. �Il est aisé de dérire la struture d'algèbre de Lie de str(V )s suivant ette dé-omposition. En e�et le premier point indique que le ommutateur de deux élémentsde M(V0) est dans der(V ). Par ailleurs, pour h 2 Aut(V ), puisque th�1 = h (pro-position 3.5), on a par la dé�nition 3.1 R(h:A) = hR(A)h�1 ; ainsi par dérivation8h 2 der(V ); [h;M(A)℄ = M(h:A).Etudions maintenant les groupes Aut(V ) et Str(V ) pour haune des algèbres deJordan simples. Commençons ave les algèbres de Jordan lassiques. Si V , de dimensionn, est de rang 2, alors V = W�C :1, ave W un espae vetoriel de dimension n�1 munid'une forme quadratique F non-dégénérée. On sait aussi que det(t; w) = t2�F (w). Ainsi,le troisième point de la dé�nition 3.1 implique que Str(V ) est le groupe GOn préservantla forme quadratique det à une onstante près, et la proposition 3.2 que Aut(V ) est lestabilisateur de 1, soit On�1.Si V = Sn(C ), alors Str(V ) est le groupe qui préserve le déterminant à une onstanteprès. Mais dans PV , le lieu des matries annulant le déterminant est le lieu des matriesde rang au plus n� 1. Si g 2 PGL(V ) préserve ette hypersurfae, il préserve son lieusingulier qui est le lieu des matries de rang au plus n � 2. Par réurrene, il préservedon le lieu des matries de rang 1, soit �2(Pn�1). Rappelons que le deuxième plongementde Veronese est dé�ni par �2 : Pn�1 ! P(S2C n)[v℄ 7! [v2℄:C'est don un automorphisme de ette variété et don P Str(V ) � Aut(Pn�1) = PGLn.Ainsi, Str(V ) � GLn et réiproquement il est lair que GLn préserve le déterminant àune onstante près. Ainsi, Str(V ) = GLn. Un élément g 2 GLn agit par A 7! tgAg.En�n, Aut(V ), le stabilisateur de I, est don On.Si V = Mn(C ), alors le même raisonnement onduit à Str(V ) = (GLn �GLn)=C � ,où (g; h) 2 GLn �GLn agit par (g; h):A = g�1Ah et C � est injeté diagonalement dansGLn �GLn. Le stabilisateur de l'identité est alors la diagonale et Aut(V ) = PGLn.Si V = A2n(C ), alors de même P Str(V ) = Aut[G(2; 2n)℄ = PGL2n. Ainsi Str(V ) =GL2n et Aut(V ), le stabilisateur d'une matrie antisymétrique non-dégénérée, s'identi�eà Sp2n.Le as de l'algèbre exeptionnelle, quoique bien onnu, va nous donner plus de dif-�ultés. Pour le onfort du leteur, j'inlus ii ertains détails. Je m'inspire pour ela76



de [KS 77℄ ; néanmoins, pour reonnaître plus rapidement l'algèbre de Lie, j'adopte lastratégie suivante :1. Je donne une desription expliite des deux algèbres en suivant la démarhe de[KS 77℄.2. Je démontre que es algèbres sont simples.3. Connaissant la lassi�ation des algèbres de Lie simples, on voit qu'il n'y a qu'unepossibilité.Pour montrer que nos algèbres de Lie sont simples on utilisera leLemme 3.1.4 Soit g = g0 � g1 une algèbre de Lie, ave1. [g0; g0℄ � g0 et la sous-algèbre de Lie g0 est simple.2. [g0; g1℄ = g1.3. Pour tout sous-g0-module h non nul de g1, [h; h℄ \ g0 6= f0g.4. dimg0 > dimg1.Alors g est simple.Démonstration : Soit pi les projetions g ! gi et i un idéal de g. Si (x0; x1) 2 i ety0 2 g0, alors [(x0; x1); (y0; 0)℄ = ([x0; y0℄; [x1; y0℄) 2 i de sorte que p0(i) est un idéalde g0. Si et idéal est nul, alors i est un sous-g0-module non nul de g1, et par (3),f0g 6= [i; i℄ \ g0 � g0, e qui est ontraditoire ave le fait que p0(i) = f0g. On aainsi, omme g0 est simple, p0(i) = g0, et don dim(i) � dimg0. Puisque par hypothèsedimg0 > dimg1, i\ g0 est non trivial. Ainsi, toujours par simpliité de g0, i � g0. Ainsi,i � [g0; g1℄, et omme [g0; g1℄ = g1, i � g1 et don i = g. �Contrairement aux as lassiques, je ommene par l'étude de Aut(V ). Soit Ei; i 2f1; 2; 3g la matrie diagonale dont tous les oe�ients sont nuls, sauf elui en position(i; i) qui vaut 1. Notons aussi, pour a 2 O 
 C ,F1(a) = 0� 0 0 00 0 a0 a 0 1A ; F2(a) = 0� 0 0 a0 0 0a 0 0 1A et F3(a) = 0� 0 a 0a 0 00 0 0 1A :On dérit alors une partie de der(V ) :Lemme 3.1.5 fg 2 der(V ) : 8i; g:Ei = 0g ' so8.Démonstration : [KS 77℄ Les notations sont hoisies pour que Ei�Ei = Ei, Ei�Fi(a) =0 et Ei � Fj(a) = 12Fj(a) si i 6= j. La multipliation par Ei admet don omme espaespropres V et(Ei) (valeur propre 1), V et(fEj; j 6= ig[fFi(a); a 2 O
C g) (valeur propre0) et V et(fFj(a); a 2 O 
 C ; j 6= ig) (valeur propre 12). Si g 2 der(V ) et g:Ei = 0, alorsg:(Ei � x) = Ei � g:x, de sorte que g préserve es espaes propres, et don g préserveles 3 espaes V et(fFi(a); a 2 O 
 C g). Il existe don des appliations linéaires g1; g2; g3telles que g:0� r1 x3 x2x3 r2 x1x2 x1 r3 1A = 0� 0 g3:x3 g2:x2g3:x3 0 g1:x1g2:x2 g1:x1 0 1A77



Soit a 2 O 
 C et i 2 f1; 2; 3g ; omme0 = g:(Xj 6=i Q(a)Ej) = g:[Fi(a)2℄ = 2Fi(a)[g:Fi(a)℄ = 2Fi(a)Fi(gi:a) = 2ha; giaiXj 6=i Ej;on a gi 2 so8. En�n, un alul faile montre que g = (g1; g2; g3) 2 der(V ) si et seulementsi 8x; y 2 O 
 C ; g3(xy) = g1(x)y + xg2(y). L'ensemble de es g est don isomorphe àso8 (orollaire 2.13). �Notons V 38 la représentation naturelle (C 8)3 de so8 ' spin8 � so38.Proposition 3.6 Si V est l'algèbre de Jordan exeptionnelle, alors der(V ) = f4 =spin8 � V 38 .Démonstration : [KS 77℄ Posons, pour tout a 2 O 
 C , d1(a) = [ME2 ;MF1(a)℄; d2(a) =[ME3 ;MF2(a)℄ et d3(a) = [ME1 ;MF3(a)℄. La proposition 3.5 montre que e sont des dériva-tions. Elles véri�ent di(a)Ei = 0, d1(a)E2 = �14 F1(a) = �d1(a)E3, d2(a):E3 = �14 F2(a) =�d2(a):E1, et d3(a):E1 = �14 F3(a) = �d3(a):E2. De plus, on a8g 2 spin8; 8(a; b; ) 2 V 38 ; [g; d1(a) + d2(b) + d3()℄ = d1(a0) + d2(b0) + d3(0);en notant (a0; b0; 0) = g:(a; b; ).Soit alors d 2 der(V ). De même que dans la preuve du lemme préédent, on aEi � d:Ei = 12d:Ei et d:Ei � Ej + Ei � d:Ej = 0 si i 6= 0. Il existe don a; b;  2 O 
 Ctels que d:E1 = F3(a)� F2(b); d:E2 = F1()� F3(a) et d:E3 = F2(b)� F1(). On a dond = d0 � 4d3(a)� 4d2(b)� 4d1(), ave d0:Ei = 0.En�n, il est faile de aluler que 8a; b 2 O 
 C ; d1(a):F1(b) = ha;bi2 (E2 � E3), etd'en déduire que 8a; b 2 O 
 C ; [d1(a); d1(b)℄:E2 = [d1(a); d1(b)℄:E3 = 0. Ainsi, 8a; b 2O 
 C ; [d1(a); d1(b)℄ 2 so8, et les onditions du lemme 3.1.4 sont véri�ées. Ainsi, der(V )est simple et omme sa dimension est 52, der(V ) = f4. �Etudions à présent str(V ).Proposition 3.7 Si V est l'algèbre de Jordan exeptionnelle, alors str(V )s = e6 =f4 �M(V0).Rappelons que V0 désigne l'espae vetoriel des matries de trae nulle.Démonstration : La proposition 3.5 montre que str(V )s = f4 �M(V0). De plus, ona vu que le ommutateur de deux éléments de M(V0) est dans der(V ) et que 8h 2der(V ); [h;M(A)℄ = M(h:A).Puisque V0 est une représentation irrédutible de f4, il est lair que les hypothèsesdu lemme 3.1.4 sont véri�ées. Ainsi str(V )s est une algèbre de Lie simple de dimension78 et dont la représentation minimale est de dimension 27. C'est don e6. �3.2 Géométrie des algèbres de JordanDans e paragraphe, je dé�nis et étudie, sur une algèbre de Jodan V , la variété deséléments de rang 1. On pourrait dé�nir eux-i de façon ad ho dans haque réalisation78



V an , mais je vais plut�t les dé�nir pour une algèbre de Jordan �abstraite�. Comme ils nesont dé�nis qu'à partir du produit de Jordan, les isomorphismes Hn(A) ' V an d'algèbresde Jordan induisent des isomorphismes des variétés d'éléments de rang 1, que l'on peutdérire et omprendre aisément.3.2.1 Rang de JordanDé�nition 3.2 Soit V une algèbre de Jordan semi-simple et A 2 V . On dira que A estde rang de Jordan 1 si A 6= 0 et 8B 2 V;R(A)B = hA;BiA.En hoisissant une base de V , ei donne (dimV )2 équations de degré 2 qui doivent êtrevéri�ées par les éléments de rang de Jordan 1. Nous allons voir que l'espae vetorielqu'elles engendrent est la partie homogène de degré 2 de l'idéal de la variété qu'ellesdé�nissent. Par ailleurs, je vais aussi montrer que es équations dé�nissent, dans V an , lavariété des matries de rang usuel 1 si a = 1 ou 2, et la variété des matries de rangusuel 2 si a = 4. On retrouve ainsi les mineurs 2� 2 dans les as a = 1; 2 et les relationsde Plüker dans le as a = 4.Fait 3.2.1 La variété algébrique des éléments de rang de Jordan 1 est stable sousStr(V ), ainsi que l'espae vetoriel des quadriques onsidérées dans la dé�nition 3.2.Ainsi, dans les as a = 1; 2; 4, on reonnait bien que ette variété est l'orbite ferméede Str(V ), et que les quadriques onsidérées sont toutes les quadriques qui s'annulentsur ette variété (ar la représentation orrespondant aux quadriques qui s'annulent surette orbite est irrédutible).Démonstration : Si f est une des équations données par la dé�nition 3.2, alors pardé�nition, il existe B et C tels que f(A) = hR(A):B � hA;BiA;Ci. Pour g 2 Str(V ),on a don (g�1:f)(A) = hR(g:A):B � hgA;BigA;Ci= hg[R(A):(tgB)℄� hA; tgBigA;Ci= hR(A):(tgB)� hA; tgBiA; tgCi;'est don enore une quadrique de l'espae vetoriel onsidéré.Ainsi et espae vetoriel, et don la variété qu'il dé�nit, sont stables par Str(V ). �Dé�nition 3.3 Soit V une algèbre de Jordan et A 2 V . Le rang de Jordan de A est lenombre minimal r tel que A s'érive omme somme de r éléments de rang de Jordan 1.Dans le as des algèbres de Jordan V an , qui sont des sous-espaes vetoriels d'espaesde matries, la proposition suivante relie le rang d'un élément à son rang de Jordan.Proposition 3.8 Si a = 1 ou 2, le rang d'un élément est son rang de Jordan. Si a = 4,le rang d'un élément est toujours pair ; il égale le double de son rang de Jordan.Démonstration : Il su�t de onsidérer le as de rang minimal. On pourrait faireun alul diret ; je donne plut�t un argument en termes de théorie des représenta-tions. Tout d'abord, soit A = � 1 00 0 � et B = (Bi;j) 2 Hn(A). Il est lair queABA = b1;1A = hA;BiA ; ainsi, il existe des éléments de rang de Jordan 1. NotonsQ l'espae des quadriques dérites dans la dé�nition 3.2. C'est une sous-représentationde la représentation S2V an � de Str(V an ). 79



Or, dans haun des as, S2V an � est la somme de deux représentations irrédutibles deStr(V an ), que je note Q1 et Q2. Le système linéaire des quadriques s'annulant sur l'orbitefermée X de Str(V an ) dans PV an est Q1, et Q2 s'identi�e aux setions globales de O(2)sur X. Ces déompositions sont en e�et respetivement, pour a = 1; 2; 4, S2(S2V �) =S(2;2)V ��S4V �; S2(V �1 
V �2 = �2V �1 
�2V �2 �S2V �1 
S2V �1 , et S2�2V � = �4V ��S(2;2)V �(es notations sont expliquées au paragraphe 5.1.1). L'ensemble des élémnts annulantles quadriques de Q2 est stables par Str(V an ) et fermé ; s'il est non vide, il ontient donune orbite fermée, don X, e qui est ontraditoire. Ainsi, auun point n'annule lesquadriques de Q2 ; on a don Q = Q1, et l'ensemble des éléments de rang de Jordan 1est X. ��3.2.2 Rang de Jordan et appliations de VeroneseDans la version V = Hn(A), une notion naturelle de rang onsiste à dire qu'unematrie est de rang 1 si elle est dans l'image de �l'appliation de Veronese� introduitepar F.L. Zak [Zak 93℄ : �2 : An 9 9 K Hn(A)(zi) 7! (zizj)Remarquons que sa projetivisation n'est qu'une appliation rationnelle ar par exemple�2[(1+ iI; 0; 0)℄ = 0. Néanmoins, omme pour le plongement de Veronese lassique, dansle as où A est assoiative, 'est une appliation dé�nie à homothéties près, 'est-à-direqueProposition 3.9 Supposons A assoiative. Si � 2 A, alors �2(zi:�) = Q(�)�2(zi).Démonstration : En e�et, (zi�):(�zj) = Q(�)zizj. �Proposition 3.10 Soit A = R
C ; C 
C ou H 
C . Alors l'image de �2 : An ! Hn(A)est l'ensemble des éléments A tels que 8B 2 Hn(A); ABA = hA;BiA.Démonstration : Tout d'abord, un alul immédiat montre queA = (ai;j) et B = � 1 00 0 � =) ABA = (ai;1a1;j)i;j: (3.4)Si A = (zizj) est dans l'image de �2, alors pour B = � 1 00 0 �, ABA = Q(z1)A =hA;BiA (3.4). Par ailleurs, les permutations assurent que ette égalité a lieu pour Bdiagonale. On peut aussi faire un alul similaire pour B = 0� � 0 xx 0 � 00 0 1A. Ene�et, si A = (zizj), alorsABA = ([ziz1℄[x(z2zj)℄+[ziz2℄[x(z1zj)℄)i;j. Mais l'assoiativité assure alors que ei égale2Re(z1 xz2)(zizj)i;j = 2Re(xz2z1)(zizj)i;j = hA;Bi(zizj)i;j.Réiproquement, si il existe B diagonal tel que hA;Bi 6= 0, alors si par exempleB = � 1 00 0 �, on en déduit que A est proportionnelle à �2(a1;i). Si un tel B n'existepas, alors pour tous B diagonaux, ABA = 0. Ainsi 8i; j; k; ak;iak;j = 0 (3.4). On peut80



alors supposer qu'il existe B de la forme B = 0� � 0 xx 0 � 00 0 1A tel que hA;Bi 6= 0 eten déduire que A est proportionnelle à �2(a1;i + a2;ix). �Remarque : Si A n'est pas ommutative, 'est-à-dire A = H 
 C , on aurait pu dé�nirune autre appliation de Veronese par la formule e�2(zi) = (zjzi)i;j et elle-i aurait véri�ée�2(�:zi) = Q(�)e�2(zi). Si n � 3, l'image de �2 n'égale pas elle de e�2 ar par exemple�2(1; I; J) = 0� 1 � I � JI 1 �KJ K 1 1A et e�2(1; I; J) = 0� 1 � I � JI 1 KJ �K 1 1AChaun de es éléments n'est évidemment pas dans l'image de l'autre appliation deVeronese. En fait l'image de e�2 est l'ensemble des éléments A qui véri�ent pour tous B larelation ~R(A)B = hA;BiA, où ~R est dé�nie par ~R(A) = 2 ~M(A)2� ~M(A2) et ~M(A)B =(Pk bk;jai;k)i;j. Néanmoins, es deux variétés sont projetivement équivalentes, ar parla suite je vais montrer qu'elles sont équivalentes à G(2; 2n). Je dirai que A est de rang1 à droite si A 2 PIm �2 et de rang 1 à gauhe si A 2 PIm ~�2. L'expression �être de rang1� signi�era impliitement être de rang 1 à droite.Nous allons voir (proposition 3.16) que l'hypersurfae déterminée par le déterminantd'une algèbre de Jordan est Sn�2X, si X désigne l'ensemble des éléments de rang de Jor-dan 1. On a don dans e as deux déterminants naturels, dont les équations dé�nissentles hypersurfaes Sn�2(Im (�2)) et Sn�2(Im ( ~�2)).Traitons à présent le as de l'algèbre de Jordan exeptionnelle. Les hoses sont alorsplus subtiles que dans les as lassiques, pour deux raisons :� L'image par �2 d'un triplet d'otaves n'est en général pas une matrie de rang deJordan 1.� Il existe des matries de rang de Jordan 1 qui ne sont pas dans ette image.Introduisons quelques notations : soit L l'ensemble des droites projetives dans l'espaePfRe = 0g � P(O
C ), telles que la restrition du produit des otaves soit identiquementnul (ette variété est isomorphe à la variété adjointe de G2, mais nous n'aurons pasbesoin de e fait). Si a et b sont des otaves de norme, de partie réelle et de produit nuls,alors ils engendrent une droite de L. Soit alors X0 l'ensemble des matries de la forme0� 0 a ba 0 b  0 1A, ave a; b;  des otaves qui engendrent une droite de L. Nous verrons queX0 est inluse dans la variété des matries de rang 1 mais n'est pas dans l'image del'appliation de Veronese.SoitX � PH3(O
C ) = PV la variété des éléments de rang de Jordan 1 etX1 l'imagepar �2 de l'ensemble des triplets de O 
 C qui engendrent une sous-algèbre assoiative.Proposition 3.11 Soit X � PH3(O
C ) la variété des matries de rang 1 dans l'algèbrede Jordan exeptionnelle. Alors� X = X0 qX1.� X est l'orbite fermée de E6. 81



� X est le lieu singulier de l'hypersurfae fdet = 0g.Cette proposition permet de mesurer la taille des guillemets qu'il onvient de mettrelorsque l'on parle de �OP2 �.Remarque : La variété X n'est pas, omme l'a�rme F.L. Zak [Zak 93, th.4.9,p.90℄l'image de tous les triplets d'otaves. En e�et, les oe�ients d'une matrie de ettevariété doivent appartenir à une sous-algèbre assoiative de O 
 C ; e n'est pas le as,par exemple, de �2(1 + e1; e2; e4) = 0� 2 � e2 � e3 � e4 + e7e2 + e3 1 � e6e4 � e7 e6 1 1A, puisque[(�e2� e3)� (�e4+ e7)℄� (�e6) = �2e1 et (�e2� e3)� [(�e4+ e7)� (�e6)℄ = 2e1. Notonsen�n que si x; y; z; t 2 A, alors on n'a pas en général �2(xt; yt; zt) = Q(t)�2(x; y; z)ar la relation (xt)(yt) = Q(t)xy n'est pas vraie sur les otaves : prendre par exemplex = e1; y = e2 et t = e4 ; alors (xt)(yt) = e3 alors que xy = �e3.Roberts [Rob 88℄ a montré que le lieu singulier de l'hypersurfae fdet = 0g est unevariété de Severi.Démonstration : Nous allons utiliser les résultats onernant les variétés de Severi(f hapitre suivant) pour déterminer les matries de rang de Jordan 1 et l'image del'appliation de Veronese.Soit V = H3(O 
 C ) et det le déterminant de ette algèbre de Jordan. La formuleexpliite (3.2) permet de montrer que le lieu singulier de l'hypersurfae fdet = 0g estdonné par les quadriquesa1;1a2;2 = Q(a1;2); a1;1a3;3 = Q(a1;3); a2;2a3;3 = Q(a2;3)a1;1a2;3 = a2;1a1;3; a3;2a2;1 = a3;1a2;2; a2;1a3;3 = a2;3a3;1: (3.5)Ce sont don tous les mineurs 2�2 mais il faut prendre garde au fait que O 
C n'estpas ommutatif. Notons X 0 l'intersetion de es quadriques. Il est lair que X 0 est nonvide et stable par E6. Par ailleurs, la formule des aratères de Weyl implique que S2V �est somme de deux représentations irrédutibles : l'une est le système linéaire engendrépar es quadriques, isomorphe à V , et l'autre la représentation V2!1 de plus haut poids2!1, si V!1 = V ; 'est aussi par le théorème de Borel-Weil l'espae vetoriel des fontionsde degré deux sur l'orbite fermée. Ainsi, l'ensemble des quadriques qui s'annulent surette orbite est don e système linéaire lui-même et X 0 est ette orbite. Par onséquent,X 0 = X est lisse, irrédutible et non-dégénérée. De plus, un alul diret montre queX0 � X.Si x; y 2 X, alors la droite (xy) annule det à l'ordre au moins 2 en x et y. Elle estdon inluse dans fdet = 0g ; ainsi Se(X) � fdet = 0g. Le théorème 4.1 montre alorsque dimX � 16.Si Z1 est l'image par �2 des veteurs de la forme (1; z2; z3), alors on voit que lesquadriques préédentes s'annulent sur Z1 ; don Z1 � X. Par ailleurs, dimZ1 = 16 ;ainsi dimX = 16 et X = Z1. Ainsi, X est bien une variété de Severi, don Se(X) estune hypersurfae, don Se(X) = fdet = 0g.Nous avons déjà vu que Z1 = X. Comme il déoule du fait que O 
C est une algèbrealternée que si (ai;j) est une matrie de Z1, alors tous les oe�ients ai;j de ette matrieappartiennent à une sous-algèbre assoiative de O 
 C , toute matrie de X véri�e ette82



propriété. Cei explique que l'on onsidère l'imageX1 des triplets d'otaves appartenantà une sous-algèbre assoiative par �2.Pour �nir de démontrer la proposition, il faut omprendre l'image X1 de �2. SoitA 2 X. Si A a son premier oe�ient diagonal non nul, alors A = �2(1; a2;1; a3;1) est dansZ1 et don dans X1. On peut raisonner de même pour tout élément dont un élémentdiagonal est non nul. Si Re(a2;1) 6= 0, on peut raisonner omme pour la proposition3.10 ave la matrie 0� 0 1 01 0 00 0 0 1A, pour montrer que A est l'image par �2 d'un tripletd'otaves engendrant une sous-algèbre assoiative. On se ramène don �nalement àl'étude des matries de la forme 0� 0 a ba 0 b  0 1A ave Re(a) = Re(b) = Re() = 0. Dans eas, les quadriques (3.5) montrent que Q(a) = Q(b) = Q() = 0. Par ailleurs, omme a =�a; b = �b et  = �, es mêmes quadriques donnent ab = ba = a = a = b = b = 0.Les otaves a; b;  sont don dans un sous-espae vetoriel où le produit est identiquementnul. Ce sous-espae vetoriel est don de dimension au plus 2 (en e�et, si par exemple aet b ne sont pas olinéaires, alors omme a = b = 0,  2 L(a)\L(b) = (a; b)). S'il est dedimension 2, alors A est dans X0. S'il est de dimension 1, alors tous les oe�ients de Asont multiples salaires d'un ertain otave de norme nulle ; omme on peut mettre etotave dans une sous-algèbre de O 
 C isomorphe à H 
 C , la proposition 3.10 montreque A 2 X1.Pour �nir de montrer la proposition, il ne reste plus qu'à véri�er que X0 et X1 sontdisjoints. Soit A = 0� 0 a ba 0 b  0 1A 2 X0, ave a; b;  des otaves omme préédemment,et supposons qu'il existe z1; z2; z3 tels que �2(z1; z2; z3) = A, soit :8>><>>: Q(z1) = Q(z2) = Q(z3) = 0:z1z2 = az1z3 = bz2z3 = :Supposons d'abord que a; b;  sont tous non nuls.Si a et b, b et , et  et a ne sont pas proportionnels, on déduit du système que z1 2L(a) \ L(b) = (a; b), et que de même z2; z3 2 (a; b). On a don une ontradition, arela implique que z1z2 = 0.Si par exemple a et b sont proportionnels mais pas a et , alors, les égalité préédentesimpliquent que z2; z3 2 L(a) \ L() = (a; ). On a don z2z3 = 0, soit  = 0, et uneontradition.Si par exemple  = 0 et a; b 6= 0, alors on a toujours z1 2 (a; b), mais seulementz2 2 L(a) et z3 2 L(b). Si on avait z2 2 L(b), érivons z2 = bu ; omme il existe t telque a = bt, on en déduit que a = z1z2 = (bt)(u b) = �b(tu)b par l'identité de Moufang,et don et otave serait proportionnel à b par le lemme 2.1.1. Ainsi, z2 62 L(b) etdon bz2 6= 0. Cei montre que L(b) \ R(z2) = hbz2i. Comme z3 2 L(b) \ R(z2), il est83



don proportionnel à bz2. Mais dans e as, puisque z2 2 L(a), z3 est dans Rb[R(a)℄ =R(a)\R(b) par le fait 2.2.4. Cela impliquerait qu'il soit dans (a; b) et on aurait z1z3 = 0et une ontradition. �Bien entendu, on a une proposition similaire onernant l'appliation ~�2.Corollaire 3.12 Si A 2 fR 
 C ; C 
 C ; H 
 C ;O 
 C g, alors une matrie (ai;j)1�i;j�3d'ordre 3, hermitienne, et à oe�ients dans A est de rang 1 si et seulement si on aa1;1a2;2 �Q(a1;2) = a1;1a3;3 �Q(a1;3) = 0 eta1;1a2;3 � a2;1a1;3 = a3;2a2;1 � a3;1a2;2 = a2;1a3;3 � a2;3a3;1 = 0:Démonstration : On a vu e résultat pour O 
 C dans la preuve de la propositionpréédente. Si (ai;j) est de rang 1, elle égale �2(zi) pour ertains zi et il est lair que esmineurs sont nuls. Si es mineurs sont nuls, alors, onsidérant ette matrie omme àoe�ients dans O 
 C , on voit qu'elle est de rang 1 dans H3(O 
 C ), e qui signi�e quepour tout B 2 H3(O 
 C ), Q(A):B = hA;BiA. Mais ette égalité a don lieu pour toutB 2 H3(A), et A est de rang 1. �Cette proposition n'est valable que dans le as très partiulier des matries d'ordre 3.En e�et, seules elles-i ont la partiularité que tout mineur ontient au moins un élémentdiagonal. Il n'est en fait pas vrai qu'une matrie générale de rang de Jordan 1 annuletous ses mineurs : un alul que j'ai fait à l'aide du logiiel �singular� m'a onvainu quel'ensemble des matries de la forme � x1y1 x1y2x2y1 x2y2 � ; ave xi; yi 2 H 
C n'annule auunequadrique mais 16 ubiques indépendantes (l'adhérene de et ensemble est une variétéde odimension 4 dans P15 et de degré 20). Il est d'ailleurs aisé de dérire es ubiques :si A = � a b d � est dans ette adhérene, alors ab = Q(a)d; dba = Q(b); ad = Q()bet bd = Q(d)a.3.2.3 Isomorphismes de variétés et d'algèbres de JordanComme annoné, je souhaite produire un isomorphisme entre Hn(H 
C ) et AS2n(C ),deux réalisations de la même algèbre de Jordan. Tout d'abord, voii une proposition queje démontre à la �n du paragraphe et qui explique e que j'entends par isomorphisme :Proposition 3.13 Soient V1 et V2 deux algèbres de Jordan simples, I1 et I2 leurs unitéset X1 et X2 les variétés algébriques projetives onstituées des éléments de rang deJordan 1. Soit en�n f : V1 ! V2 une appliation linéaire telle que f(I1) = I2. Alors lesonditions suivantes sont équivalentes :1. f induit un isomorphisme de variétés entre X1 et X2.2. f est un isomorphisme d'algèbres entre V1 et V2.Un élément A 2 Hn(A) dé�nit deux appliations A-linéaires de An dans lui-mêmepar les formules LA(xi) = (Pj ai;jxj)i et RA(xi) = (Pj xjai;j)i (siA est ommutative es84



deux appliations sont les mêmes). L'algèbre A n'est pas un orps, mais rien n'interditde onsidérer les appliations C -linéaires dé�nies par les mêmes formules. Notons X �PHn(H 
 C ) la variété des matries de rang de Jordan 1 (on étudiera ensuite le as deHn(C 
 C ) à l'aide de l'inlusion naturelle Hn(C 
 C ) � Hn(H 
 C )).Lemme 3.2.2 Supposons que A = H 
 C . Soit A de rang 1 à droite (respetivement àgauhe), alors LA (respetivement RA) est de rang 4.Remarque : Si A = � 1 + iI 00 0 �, alors les rangs de LA et RA sont 2 (A n'est pashermitienne).Démonstration : Tout d'abord, pour une matrie hermitienne quelonque, e rang estau moins 4. En e�et si A = (ai;j) est hermitienne, et si par exemple a1;1 est non nul, alorsLAj(H
C )�f0g�:::�f0g est injetive. Si toute la diagonale est nulle, mais que par exemplea1;2 6= 0, alors LAj(H
C )�(H
C )�f0g�:::�f0g est de rang au moins 4. Les mêmes remarquesvalent pour RA.Par ailleurs, si A est de rang 1 à droite (respetivement à gauhe), alors soit (xi)tels que A = �2(xi) (respetivement A = ~�2(xi) ; il est lair que tout veteur de l'imagede LA (respetivement RA) est multiple à droite (respetivement à gauhe) de (xi), etdon que l'image est au plus de dimension 4. �Soit don A 2 bX. L'image E(A) de LA est un sous-espae vetoriel de E := (H 
C )nde dimension 4 stable par multipliation à droite par un nombre. Comme dans la preuvede la proposition 2.22, on peut érire E(A) = E(A)i � E(A)�i.Proposition 3.14 L'appliation� : X � P(Hn(H ) 
 C ) ! G(2; Ei) � P(�2Ei)A 7! E(A)iest un isomorphisme linéaire.Démonstration : Donnons une formule pour ette appliation. Tout d'abord, siz = a+ bI + J + dK 2 H 
 C , alorsz(1� iJ) = (a+ i)(1� iJ) + (b + id)(I � iK)et z(I � iK) = (�b + id)(1� iJ) + (a� i)(I � iK)Choisissons omme base de (H 
 C )i les éléments 1� iJ et I(1� iJ) = I � iK. Soit unematrie A = (zkzl) de X, où zk = ak + bkI + kJ + dkK. Alors E(A)i est engendré parles veteurs (zk)(1� iJ) et (zk)(I � iK), qui s'expriment dans notre base � ak + ikbk + idk �et � �bk + idkak � ik �. La matrie antisymétrique qui représente e plan vetoriel est alorsformée de n�n blos 2� 2 qui peuvent se aluler omme suit : le k-ième blo diagonalégale � 0 � (a2k + b2k + 2k + d2k)a2k + b2k + 2k + d2k 0 � et le blo en position (k; l) (k 6= l)vaut � �k;l �k;lk;l Æk;l �, ave 85



�k;l := �akbl + albk � kdl + ldk) + i(akdl � aldk � kbl + ldk)�k;l := �(akal + bkbl + kl + dkdl) + i(�akl + alk + bkdl � bldk)k;l := (akal + bkbl + kl + dkdl) + i(�akl + alk + bkdl � bldk)Æk;l := (�akbl + albk � kdl + ldk)� i(akdl � aldk � kbl + ldk)Cette dernière expression ainsi que elle donnant les blos diagonaux se simpli�entonsidérablement si l'on onsidère que le (k; l)-ième oe�ient de A égalexk;l + yk;lI + zk;lJ + tk;lK := (ak + bkI + kJ + dkK)(al � blI � lJ � dlK)= (akal + bkbl + kl + dkdl) + (�akbl + albk � kdl + ldk)I+(�akl + alk + bkdl � bldk)J + (�akdl + aldk � bkl + blk)KEn e�et, on peut alors érire que le blo 2� 2 en position (k; l) ave k 6= l vautyk;l� 1 00 1 � + tk;l� � i 00 i � + xk;l� 0 � 11 0 � + zk;l� 0 ii 0 �Le blo diagonal en position (k; k) vaut xk;k � 0 � 11 0 �. Autrement dit, l'applia-tion � est l'appliation linéaire qui envoie 1; I; J;K respetivement sur� 0 � 11 0 � ;� 1 00 1 � ;� 0 ii 0 � ;� � i 00 i �. Il est alors lair que 'est un isomor-phisme linéaire, qui envoie bien X sur la grassmannienne. �Remarque : On peut alors onstater que ette appliation envoie z 2 H 
 C sur� 0 � 11 0 � �M(z), où M est l'isomorphisme de la proposition 2.4.Notons, pour une matrie A de rang de Jordan 1, C�(A) la droite de [A(1� iI)℄n =: E�égale à l'image de l'appliation assoiée à A restreinte à E�. Alors en e qui onerneHn(C 
 C ), les inlusions naturelles Hn(C 
 C ) � Hn(H 
 C ) et Pn�1�Pn�1 � G(2; 2n)et la proposition préédente impliquent, si l'on note, pour une matrie A de rang deJordan 1, C�(A) la droite de [A(1� iI)℄n =: E� égale à l'image de l'appliation assoiéeà A restreinte à E� :Proposition 3.15 L'appliation�0 : X � PHn(C 
 C ) ! PE+ � PE� � P(E+ 
 E�)A 7! (C+(A); C�(A))est un isomorphisme.Cette appliation est donnée par la formule[�0(ak;l + bk;lI)℄k;l = (ak;l + ibk;l)k;lOn peut maintenant donner une autre dé�nition du déterminant :86



Proposition 3.16 L'hypersurfae qui annule le déterminant dans une algèbre de rangr est l'ensemble des éléments de rang au plus r�1, ou enore, géométriquement, Sr�2X,si X désigne l'ensemble des éléments de rang 1.Démonstration : Dans le as de l'algèbre de Jordan exeptionnelle, on a vu queSe(X) = fdet = 0g.Par ailleurs, vu les isomorphismes donnés par les propositions 3.15 et 3.14, on peutsupposer que X est la variété des matries de rang usuel 1 dans l'ensemble des matriessymétriques et quelonques et de rang usuel 2 dans l'ensemble des matries antisy-métriques. On sait que det est le déterminant usuel ou le pfa�en. Mais dans haundes deux premiers as, omme une matrie est de rang s si et seulement si elle s'éritomme somme de s matries de rang 1, la proposition est bien onnue. Les matriesantisymétriques se omportent de façon analogue. �Démonstration de la proposition 3.13 : (2) implique évidemment (1) puisque lesvariétés Xi ne sont dé�nies que par des onditions faisant intervenir les strutures d'al-gèbres et les unités. Si (1) est vrai, soient F1 et F2 les équations de Sr�2X1 et Sr�2X2telles que F1(I1) = F2(I2) = 1. Comme f envoie X1 sur X2 don f �(F2) = �F1, et onvoit que � = 1 en évaluant es polyn�mes en I1. Alors, omme f(I1) = I2, f préserveles produits salaires. Comme on a vu (théorème 3.1) que dans une algèbre de JordanV d'unité I et munie du produit salaire h:; :i, D3I log det(A;B; :) = �2hA �B; :i, on endéduit que f préserve les produits de Jordan. �On peut en�n, après ette longue digression, obtenir l'analogue des propositions 2.5et 2.9 pour les algèbres de Jordan (f hapitre 4.1 pour la dé�nition des variétés deSorza) :Théorème 3.2 Soit V un espae vetoriel. La donnée d'une struture d'algèbre de Jor-dan simple de rang r � 3 sur V équivaut à la donnée d'une (r � 1)-variété de SorzaX � PV et d'un point I 2 V � \Sr�2X.Démonstration : Ce théorème est essentiellement une reformulation du théorème 4.3 :étant donnée une struture d'algèbre de Jordan sur V , la proposition 3.16 dit que lavariété des matries de rang 1 est une variété de Sorza.Réiproquement, 'est l'objet du hapitre 4.3 de montrer qu'une variété de SorzaX � PV et un élément I 2 V �\Sr�2X dé�nissent une algèbre de Jordan sur V . Je donneaussi une desription géométrique de e produit et de la représentation quadratique(propositions 4.13,4.14 et 4.6). �3.2.4 Rang de Jordan et rang des appliations linéaires assoiéesSoit B 2 fR; C ; H g. Si l'on avait onsidéré des matries à oe�ients dans B, alors ilserait lair que l'image de LA (et de RA) serait un B-espae vetoriel et que don dimBdiviserait dimR Im LA. Pour une matrie quelonque à oe�ients dans A = B 
 C ,le fait que dimC Aj dimC Im LA devient bien entendu faux omme le montre l'exemple� 1 + iI 00 0 �. En revanhe, la proposition qui suit établit e résultat pour les matrieshermitiennes : 87



Proposition 3.17 Soit A 2 Hn(A), ave A assoiative. Alors dimA divise dim Im LAet dim Im RA.Démonstration : Commençons par le as A = H 
 C : on utilise alors les propositions3.14 et 2.4 : la matrie �(A), pour A 2 Hn(H ) 
 C , n'est autre que D:'(A), où Dégale la matrie diagonale par blos ayant des � 0 � 11 0 � sur la diagonale, et où '(A)est la matrie par blos (M(ai;j))i;j, M désignant l'isomorphisme de la proposition 2.4.Comme nous l'avons vu, M(z) est la matrie de la restrition de Lz à (H 
 C )i . Ainsi,'(A) est la matrie de la restrition de l'appliation linéaire LA à (H 
 C )ni . Le rang deLA est don le double du rang de ette restrition, or elle-i est donnée (à D près) parune matrie antisymétrique ; le rang de LA est don divisible par 4. Il en va de mêmepour RA.Dans le as a = 2, étant donné une matrie A à oe�ients dans C 
 C , on peutonsidérer ette matrie omme à oe�ients dans H 
 C ; soit V (respetivement V 0)le sous-espae vetoriel de (C 
 C )n (respetivement (H 
 C )n) image de LA, onsidéréeomme endomorphisme de (C 
C )n (respetivement (H 
C )n). On a alors V 0 = V �V:J ,RJ réalisant un isomorphisme entre V et V:J . Ainsi, puisque 4 divise dimV 0, 2 divisedimV . �Proposition 3.18 Si A est assoiative, alors A est de rang de Jordan à gauhe (res-petivement à droite) 1 si et seulement si LA (respetivement RA) est de rang dimA.Démonstration : Je remerie Laurent Manivel pour la simpli�ation de l'argumentqu'il m'a proposée. On démontre la partie onernant le rang à gauhe. On a déjà vuque le rang des appliations linéaires assoiées à une matrie de rang de Jordan 1 estdimA.Pour la réiproque, onsidérons d'abord le as d'une matrie d'ordre 3 quelonque. Sil'image est de dimension dimA, et siA = R
C , A est évidemment de rang 1. Supposons2 � dimA � 4. Si a1;1 6= 0, l'hypothèse assure que les olonnes sont toutes multiplesde la première. Sinon, on peut supposer que tous les éléments diagonaux sont nuls etj'a�rme que le C -espae vetoriel des Cj:�; � 2 A est de dimension dimA2 pour touteolonne Cj de A. En e�et, si un de es C -espae vetoriel était de dimension dimA, alorstoutes les autres olonnes seraient multiples de ette olonne, et omme aj;j = 0, alors8k; aj;k = 0. Comme A est hermitienne, Cj = 0, e qui est ontraditoire (rappelonsqu'un sous-espae vetoriel de la forme fCj:�g ne peut avoir omme dimension quedimA, dimA2 ou 0 dans le as d'une algèbre assoiative, ar pour x; y 2 Q � A, on a soitL(x) = L(y), soit L(x) \ L(y) = f0g : la dimension du noyau de l'appliation � 7! Cj:�est don paire). Soit alors j �xé. Il existe un espae vetoriel Kj de dimension dimA2 telque pour tout i, Ker Lai;j � Kj. Mais e noyau ommun est un ertain L(xj), et don8i; ai;j 2 R(xj). Comme A est hermitienne, on a aussi ai;j 2 L(xi). Ainsi ai;j est de laforme xiti;jxj. Le orollaire 3.12 montre alors que A est de rang 1.On onlut la proposition par réurrene sur n : si elle vraie jusqu'au rang n, alorssoit A une matrie (n+1)�(n+1) telle que le rang de l'appliation linéaire assoiée soitdimA. Alors on peut supposer que a1;2 6= 0. Soit alorsB la matrie extraite omposée desn premières lignes et des n premières olonnes de A. Par hypothèse de réurrene, il existez1; : : : ; zn tels que B = �2(zi). Soit p la projetion naturelle An+1 ! An. J'a�rme que88



p(Im LA) = Im LB = f(zi):�; � 2 Ag. En e�et, on a évidemment l'inlusion Im LB �f(zi):�; � 2 Ag, mais es deux espaes linéaires sont de dimension dimA (si on avaitKer (Lz1) = Ker (Lz2), alors on aurait z1 2 Ker Lz2 , soit z2z1 = 0, ontredisant a1;2 6= 0).Par onséquent, il existe � tel que 8i � n; ai;n+1 = zi:� ; omme A est hermitienne, on a8i � n; an+1;i = �zi, et no en déduit aisément que an+1;n+1 = Q(�). Si on pose zn+1 = �,on obtient A = �2(zi). �Cette proposition est fausse pour les otaves :Exemple 3.4 Soit A = �2(1; e1; e2) = 0� 1 � e1 � e2e1 1 � e3e2 e3 1 1AAlors l'image de l'appliation linéaire assoiée à A est de dimension 16.Démonstration : Cette image ontient f(�; e1:�; e2:�)g, de dimension 8. Modulo et es-pae vetoriel, les veteurs A(0; ei; 0) et A(0; 0; ei) pour i 2 f4; 5; 6; 7g valent respetive-ment (0; 0; 2e5); (0; 0;�2e4); (0; 0; 2e7); (0; 0;�2e6) et (0;�2e5; 0); (0; 2e4; 0); (0;�2e7; 0);(0; 2e6; 0) ; ils sont indépendants dans e quotient et l'image est de dimension 16. �On trouve dans la littérature une dé�nition plus simple des éléments de rang deJordan 1 dans le as des algèbres de Jordan eulidiennes : f par exemple [Harv 90℄ :dans e as es éléments sont les multiples des éléments A tels que trA = 1 et A2 = A.On peut alors imaginer d'homogénéiser es équations pour dé�nir les éléments de rangde Jordan 1 omme eux tels que A2 = (trA)A. Dans le as des algèbres de Jordanréelles ette dé�nition est valable ar si A2 = (trA)A et trA 6= 0, alors on se ramèneau as trA = 1, et si trA = 0, on a alors A2 = 0 et don A = 0 (sur les réels). Cettedernière propriété est bien sûr fausse sur une algèbre de Jordan omplexe, et d'ailleursla dé�nition n'est pas valable omme le montre l'exemple qui suit d'une matrie 4 � 4de trae et de arré nuls.Exemple 3.5 SoitA = 0BB� � 0 1 + iI1� iI 0 � 00 � 0 1 + iI1� iI 0 � 1CCAAlors A et de rang de Jordan 2.Démonstration : Il est lair que A est au plus de rang de Jordan 2. Par ailleurs, LAest de rang 2 dimA. �Néanmoins, le résultat reste valable pour les matries 3� 3 :Proposition 3.19 Soit A 2 H3(A), A 2 fR
C ; C 
C ; H 
C g telle que A2 = (trA):A.Alors A est de rang de Jordan 1. 89



Démonstration : Supposons que A = H 
 C . Supposons d'abord trA = 0. AlorsA2 = 0, don L2A = 0 et son rang est inférieur ou égal à 6. Mais e rang est un multiplede 4 (proposition 3.17), don 'est 4 et A est de rang de Jordan 1 (proposition 3.18).Si maintenant trA = 1, alors omme A2 = A, L2A = LA et LA est diagonalisable, sesvaleurs propres étant 0 ou 1. Comme la trae de A est 1, elle de LA est 4 et don 1est valeur propre quadruple de LA qui est don de rang 4 ; A est don bien de rang deJordan 1 (proposition 3.18). �On peut maintenant résumer ertains résultats onernant les éléments de rang 1dans une algèbre de Jordan :Théorème 3.3 Soit V une algèbre de Jordan simple de rang n supérieur ou égal à 3 etA 2 V non nul. Alors les quatre onditions suivantes sont équivalentes :1. A est de rang de Jordan 1, soit 8B 2 V;R(A):B = hA;BiA.2. La lasse de A dans PV est dans l'orbite fermée de Str(V ).3. (dans le as où on a réalisé V omme Hn(A) ave A assoiative) A est l'imagepar l'appliation de Veronese généralisée d'un n-uplet d'éléments de A.4. (Si V = Sn(C ) ou Mn(C )) : A est de rang usuel 1.(Si V = AS2n(C )) : A est de rang usuel 2.Par ailleurs, si V = Hn(A) ave A assoiative, alors es onditions équivalent enore aufait que LA soit de rang minimal (soit dimA). Pour V = H3(O ), e résultat est faux.3.2.5 Espaes projetifs sur les algèbres de Cayley de dimensionarbitraireDans e paragraphe, je réponds à une question que m'a posée Ciro Ciliberto. Nousavons vu que l'adhérene du �plan a�ne� sur les otaves, 'est-à-dire l'ensemble deslasses des matries de la forme0� 1 z1 z2z1 Q(z1) z1z2z2 z2z1 Q(z2) 1A ave z1; z2 2 O 
 C ;dans l'espae projetif PH3(O 
 C ), est lisse.On peut se demander e qu'il en est de l'analogue en dimension 3, à savoir l'adhérenedans PH4(O 
 C ) de l'ensemble des matries de la forme0BB� 1 z1 z2 z3z1 Q(z1) z1z2 z1z3z2 z2z1 Q(z2) z2z3z3 z3z1 z3z2 Q(z3); 1CCA ave z1; z2; z3 2 O 
 CAppelons P3O ette variété et plus généralement PnO l'analogue n-dimensionnel. C'est unandidat pour une quatrième n-variété de Sorza (f paragraphe 4.1).90



Proposition 3.20 Pour n � 3, la variété PnO est singulière.Démonstration : Pour simpli�er les notations, supposons que n = 3, les autres asétant similaires. Cette variété est de dimension 24. Par ailleurs, son intersetion ave0BB� � � � 0� � � 0� � � 00 0 0 0 1CCA est la variété P2O déjà étudiée. La même remarque vaut pour0BB� � � 0 �� � 0 �0 0 0 0� � 0 � 1CCA. Ainsi P3O ontient le point A = 0BB� 0 0 0 00 1 0 00 0 0 00 0 0 0 1CCA. De plus, en onsidé-rant les deux variétés P2O préédentes qui passent par e point, on voit que TAX ontientles matries de la forme 0BB� 0 � 0 0� � � �0 � 0 00 � 0 0 1CCA. Cet espae projetif est de dimension 24 ; siA était lisse e serait exatement TAX. Nous allons voir que e n'est pas le as.Considérons une autre variété Y � PM2(O
C ), dé�nie omme l'adhérene de l'ensembledes matries� Q(z1) z1z2z3z1 z3z2 �. Cet ensemble ontient l'ensemble des matries de la forme� 1 z2z3 z3z2 �, soit la variété des � a b d � ave a réel et ad = b. Mais Y n'est pas ettevariété ar les otaves n'étant pas assoiatifs, on n'a pas la relation (z3z1)(z1z2) =Q(z1)z3z2. On a don dimY > 16 et si M0 = � 1 00 0 �, TM0Y 6= � � �� 0 �.Une onséquene de e fait est queTAX 6� 0BB� � � � �� � � �� � � 0� � 0 � 1CCA, et que don A est un point singulier de X. �A�n d'énoner la proposition suivante, j'ai besoin d'introduire les algèbres que j'ap-pelle �de Cayley-Dikson�.Dé�nition 3.6 Une onjugaison sur une algèbre unitaire A est une involution notéez 7! z telle que 8z 2 A; z + z et zz = zz sont des multiples salaires de 1, et telle quede plus (xy) = y x.Par exemple, toute algèbre de omposition est munie d'une onjugaison.Si A est une algèbre munie d'une onjugaison, alors on peut fabriquer son �extensionde Cayley-Dikson� qui est l'espae vetoriel A2 muni du produit(x1; y1):(x2; y2) = (x1x2 � y2x2; x2y1 + y2x1)et de l'involution (x; y) = (x;�y). 91



Proposition 3.21 L'extension de Cayley-Dikson d'une algèbre munie d'une onjugai-son est une algèbre munie d'une onjugaison.Démonstration [FK 94, p.84℄ : L'unité de ette algèbre est (1; 0) ; (x; y) + (x; y) =(x + x; 0) est un multiple de (1; 0). En�n, (x; y)(x;�y) = (xx � (�y)y; yx + (�y)x) =(xx + yy; 0) est un multiple de 1 et de même pour (x;�y)(x; y). �Si A = R
C , alors les extensions de Cayley-Dikson suessives de A sont C 
C , H 
Cet O 
 C . Notons Q(x) le nombre omplexe tel que xx = Q(x):1. On a alors [FK 94,prop 5.1.3 p.84℄ :Proposition 3.22 Munie de la forme Q préédente, les algèbres de Hurwitz sont desalgèbres normées mais l'extension de Cayley-Dikson de O 
 C n'est pas une algèbrenormée.J'appelle �algèbre de Cayley-Dikson� une algèbre obtenue en itérant un nombre defois arbitraire e proessus à partir de R 
 C . Les 4 premières de es algèbres sont donR 
 C ; C 
 C ; H 
 C et O 
 C ; les autres ne sont pas normées. Je note CDn la n-ièmealgèbre de Cyley-Dikson, de dimension 2n�1.Proposition 3.23 Soit n; p � 1 deux entiers. Soit Hn;p l'algèbre des matries hermi-tiennes de taille (n + 1) � (n + 1) à oe�ients dans CDp. Munissons-la de la multi-pliation A �B = 12(AB +BA). Soit X � PHn;p la variété adhérene de l'ensemble desmatries de la forme 0BBB� 1 z1 � � � znz1 Q(z1) � � � z1zn... ... ... ...zn znz1 : : : Q(zn)
1CCCA :Alors X est lisse si et seulement si Hn;p est de Jordan.Remarque : Cette proposition est faile à démontrer mais elle illustre assez bien, jerois, la orrespondane entre géométrie et algèbre. Par ailleurs, il ne me semble pastrès naturel d'imposer à X d'être l'adhérene indiquée ; j'espère à l'avenir prouver unrésultat faisant intervenir toutes les algèbres de Jordan (aussi elles de rang 2) et unautre onernant es �variétés de Sorza singulières� (f hapitre 4.1 pour la dé�nitiondes variétés de Sorza qui sont des variétés lisses).Démonstration : Si n = 1, X est la quadrique lisse�det� t xx u � := tu�Q(x) = 0� :Par ailleurs, on a� t xx u �� t0 x0x0 u0 � = � tt0 + hx; x0i 12(t0x + ux0 + tx0 + u0x)12(t0x + ux0 + tx0 + u0x) uu0 + hx; x0i � :Soit alors ' : H1;p ! C � (C � CDp)� t xx u � 7! [ t+u2 ; ( t�u2 ; x)℄92



et munissons C � (C � CDp) de la struture d'algèbre de Jordan de rang 2 déterminéepar la forme quadratique sur C � CDp donnée par B(�; x) = �2 +Q(x). Puisque�(� t xx u �):�(� t0 x0x0 u0 �) = �(� t xx u � :� t0 x0x0 u0 �)= [ tt0+uu02 + hx; x0i; ( tt0�uu02 ; t+u2 x0 + t0+u02 x)℄;� est un isomorphisme d'algèbres et don H1;p est de Jordan.Remarquons que CDp ontient beauoup d'algèbres isomorphes à C 
 C ; en e�et,une réurrene immédiate sur p montre que 1 = 1 et que si h1; xi = 0, alors x = �x. Enpartiulier, si h1; xi = 0, alors puisque x(�x) est un multiple de 1, l'algèbre engendréepar x est isomorphe à C 
C . Supposons n = 2. Alors le point A = 0� 0 0 00 1 00 0 0 1A est dansX et TAX ontient 0� 0 � 0� � �0 � 0 1A. Mais si p > 4, omme on n'a pas la relation Q(xy) =Q(x)Q(y), TAX n'est pas inlus dans 0� � � �� � �� � 0 1A, omme dans la démonstration dela proposition 3.20, et A est un point singulier. Par ontre, on sait que si p � 3, Hn;p estune algèbre de Jordan et X est lisse.Pour n � 3, la proposition 3.20 dit que si p > 3, la variété X est singulière. Parailleurs, Hn;p n'est pas de Jordan. Si p � 3, X est lisse et Hn;p est de Jordan. �
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Chapitre 4Variétés de Severi et de SorzaOn prend maintenant le point de vue inverse de elui du hapitre prédédent. Etantdonnée une variété, on herhe des onditions géométriques qui impliquent que ettevariété est la variété des éléments de rang de Jordan 1 dans une algèbre de Jordan.En fait, F.L. Zak a fourni la réponse à ette question puisqu'il a dé�ni et lassi�é lesvariétés de Sorza et il s'avère que elles-i sont elles que nous avons renontrées dans lehapitre préédent. Les arguments de F.L. Zak sont purement géométriques ; je souhaiteii proposer plusieurs autres démonstrations de ette lassi�ation, faisant intervenirl'homogénéité de es variétés et les algèbres de Jordan.4.1 Dé�nitions des variétés de Sorza et étude desexemples4.1.1 Dé�nition des variétés de SeveriEtant donnée une variété algébrique omplexe X sous-variété d'un espae projetif,une variété naturelle objet de nombreuses études est la variété séante de X, notéeSe(X), à savoir l'adhérene de la réunion des droites passant par deux points distintsde X. Dans le as où X est lisse 'est la réunion des séantes et des tangentes de X.Comme ette variété séante est au oeur de ette étude, je donne quelques exemples.Si X est �dégénérée�, 'est-à-dire inluse dans un hyperplan, alors Se(X) est in-luse dans le même hyperplan et l'étude de sa séante se ramène à elle X onsidéréeomme sous-variété de et hyperplan. Par la suite, on supposera toutes les variétés non-dégénérées. Si X � Pm est une hypersurfae, alors une droite générique oupe ettehypersurfae en plusieurs points, 'est don une droite séante et elle est inluse dansSe(X). Puisque Se(X) est fermée, Se(X) = Pm. Si X est la variété des matries derang (usuel) 1 dansMn(C ), alors Se(X) est la variété des matries de rang au plus 2.En e�et une matrie s'érit omme somme de deux matries de rang 1 si et seulementsi elle est de rang au plus 2.Un théorème de F. Zak onjeturé par R. Hartshorne [LVV 84, p.9℄ a�rmeThéorème 4.1 Une variété lisse non-dégénérée Xn � Pm ave m < 32n + 2 véri�eSe(X) = Pm. 94



F.L. Zak dé�nit alors les variétés de Severi omme les as limite de e théorème :Dé�nition 4.1 On appelle variété de Severi une variété Xn � Pm lisse nondégénérée et telle que Se(X) 6= Pm et m = 32n+ 2.Exemple 4.2 On peut exhiber quatre variétés de Severi, de dimension 2,4,8 et 16 :� n=2 : X = V � P5, la surfae de Veronese, soit l'image de�2 : P2 ! P5(x; y; z) 7! (x2; y2; z2; xy; xz; yz)� n=4 : X = P2 � P2 � P8� n=8 : X = G(2; 6) � P14� n=16 : X = E6 � P26La variété E6 est la variété, homogène sous E6, des matries de rang de Jordan 1 dansl'algèbre de Jordan exeptionnelle. Le leteur pourra trouver une autre présentation deette variété dans [LVV 84, p.13℄.Proposition 4.1 Les quatre variétés préédentes sont des variétés de Severi.Démonstration : Le seul point qui néessite une démonstration est de véri�er queSe(X) est une hypersurfae. Mais ela déoule de onsidérations de rang : par exemple sion réalise P5 omme l'ensemble des matries symétriques, alors V s'identi�e aux matriesde rang 1. Les matries de Se(V) sont don au plus de rang 2. Le as des deux autresvariétés s'étudie de façon analogue. Le as de la variété E6 a déjà été étudié (proposition3.11). �Remarque : Dans tous les as, on onstate que Se(X) est une ubique et que X esthomogène.4.1.2 Dé�nition des variétés de SorzaSoit X � PN une variété projetive omplexe. Notons SkX l'adhérene de la réuniondes k-plans projetifs passant par k + 1 points de X (de sorte que S0X = X et S1X =Se(X), la variété des séantes). Par exemple, si X est la variété des matries de rang1 dans Mn(C ), alors SkX est la variété des matries de rang au plus k + 1.Puisque X est non-dégénérée, SNX = PN ; notons k0(X) le plus petit entier k telque SkX = PN .Lorsque X et Y sont deux variétés de dimension respetives n et p, la dimensionmaximale du joint entre es deux variétés (l'adhérene de la réunion des droites passantpar un point de X et un point de Y ), noté S(X; Y ), est n + p + 1. Notons Æ(X; Y )et appelons �défaut de X et de Y � la di�érene entre ette dimension maximale et ladimension e�etive : Æ(X; Y ) := n + p + 1� dimS(X; Y ). F.L. Zak introduit pour unevariété X quelonque les défauts de X et de ses séantes suessives Æi := Æ(X;Si�1X) =dimX + dimSi�1X + 1� dimSiX et note Æ := Æ1. Un résultat essentiel sur es défautsest le théorème 1.8 du inquième hapitre [Zak 93, p.109℄ :95



Théorème 4.2 (Zak) Si 1 � i � k0, alors Æi � Æi�1 + Æ.Corollaire 4.2 (Zak) k0 � nÆ .F.L. Zak dé�nit alors les variétés de Sorza omme les as limites de es théorèmes :Dé�nition 4.3 (Variété de Sorza) Une variété Xn � PN est de Sorza si elle estlisse et non-dégénérée et que :� k0 = �nÆ �.� Æi = iÆ.J'appelle k-variété de Sorza une variété de Sorza telle que k0 = k.Remarque : Cette dé�nition présente l'inonvénient de faire intervenir les nombresÆi qui sont peu habituels. Mais F.L. Zak montre que si n est un multiple de Æ, alorsles onditions Æi = iÆ sont automatiquement véri�ées dès que la première ondition,équivalente au fait que S[nÆ ℄�1X 6= PN , l'est. Par ailleurs, il explique que la lassi�ationdes variétés de Sorza pour lesquelles Æ divise n implique que pour toutes les variétés deSorza Æ divise e�etivement n. Dans ette thèse, je supposerai que Æ divise n.Fait 4.1.1 Les 2-variétés de Sorza sont les variétés de Severi.Démonstration : [Zak 93℄ Si X � PN est une variété de Severi, alors on a N = 32n+2.Notons � = n2 . On a par dé�nition Se(X) 6= PN , don k0 > 1, don nÆ � 2. Ainsi, � � Æ.Comme Se(X) 6= PN , N � dimSe(X) + 1 = 4� � Æ + 2 � 3� + 2 = N . On en déduitque � = Æ, et que Æ2 = 3Æ + 1+ 2Æ + 1� (3Æ + 2) = 2Æ, de sorte que X est une 2-variétéde Sorza.Si X � PN est une 2-variété de Sorza, en utilisant le fait que Æ divise n, on a 2 = nÆ ,et don 2Æ = n. On a aussi Æ2 = 2Æ et don N = 2n+ 1� Æ + n+ 1� Æ2 = 32n+ 2, et Xest une variété de Severi. �Je propose la onvention suivante :Dé�nition 4.4 Une 1-variété de Sorza est une quadrique lisse.4.1.3 Stratégie pour la preuve du théorème de ZakJe vais maintenant apporter plusieurs preuves du théorème de lassi�ation des va-riétés de Sorza, en faisant intervenir l'homogénéité et les algèbres de Jordan. Nousavons vu que les variétés des éléments de rang de Jordan 1 dans les projetivisées dsalgèbres de Jordan simples de rang supérieur ou égal à 3 sont des variétés de Sorza.Réiproquement, notre objetif est le résultat suivant [Zak 93, th.5.6,p.151℄ :Théorème 4.3 Les k-variétés de Sorza sont les variétés projetives des matries derang 1 dans les algèbres de Jordan simples de rang k + 1.Remarque : Ce théorème justi�e en partie la dé�nition 4.4, puisque les variétés desmatries de rang 1 dans une algèbre de Jordan de rang 2 sont les quadriques lisses.Nous verrons que ette dé�nition est ohérente aussi ave une propriété géométriquedes algèbres de Jordan (proposition 4.5). Notons que le théorème 4.3 ne distingue pasl'algèbre de Jordan exeptionnelle des autres algèbres.96



Pour démontrer e théorème, je propose d'étudier quelques propriétés géométriquesdes exemples 4.2. Dans le paragraphe suivant, j'établierai, en suivant approximativementla démarhe de F.L. Zak, les premières de es propriétés géométriques pour une variétéde Severi quelonque X � PV . Cela permettra de onstruire géométriquement deuxgroupes qui s'avèreront être Str(V ) et Aut(V ) lorsque V sera muni d'une strutured'algèbre de Jordan. Il sera faile de montrer alors que X est homogène. Puisque lesgroupes onstruits sont semi-simples, il est alors aisé de lassi�er les variétés de Sorza.En e�et, en utilisant la lassi�ation des algèbres de Lie simples, on séletionne ellesqui peuvent être l'algèbre de Lie de notre groupe. Néanmoins, et argument me laisseinsatisfait, puisqu'il n'explique pas où apparaissent les algèbres de Jordan. Je donne alorsdeux autres preuves du théorème 4.3 en donnant une onstrution géométrique d'unealgèbre et en prouvant que 'est une algèbre de Jordan, puis en utilisant les espaespréhomogènes symétriques [Ber 00℄.Dans un dernier paragraphe onsaré plus partiulièrement aux variétés de Severi, jedonne une démonstration très brève du fait que les dérivées de l'équation de la séanted'une variété de Severi, qui est une hypersurfae de degré 3, déterminent un morphismebirationnel de l'espae projetif : les détails de la démonstration de ette propriétésont laissés au leteur dans [Zak 93, p.79℄ et rédigés par L. Ein et N. Shepherd-Barron[Ein 89, p.778℄. Ceux-i proposent deux démonstrations de e résultat mais es deux dé-monstrations utilisent le fait que X est homogène ; par ailleurs les arguments que je vaisprésenter sont nettement moins sophistiqués. J'expliquerai aussi que ma onstrutiongéométrique démontre un résultat de P. Etingof, D. Kazhdan, A. Polishhuk, sur unelasse de polyn�mes qu'ils appellent homaloïdes, résultat qui fait intervenir les variétésde Severi.4.1.4 Etude des exemplesAvant de ommener l'étude géométrique des exemples proprement dite, j'introduisii une onstrution lassique qui va intervenir de façon réurrente dans toute la suitede ette thèse. Si X � PV est une variété projetive, notons X� � PV � la variété dualede X, 'est-à-dire l'adhérene pour la topologie de Zariski de l'ensemble des hyperplanstangents à X en un point lisse. Notons aussi IX la variété d'inideneIX = f(x; h) 2 PV � PV � : x 2 X et h � TxXg:Notant p1 et p2 les projetions naturelles PV � PV � ! PV;PV �, on a par dé�nitionp1(IX) = X et p2(IX) = X�.Théorème 4.4 (bidualité) On aIX. &X X� ' IX�. &X�� X�:L'isomorphisme ' est donné par l'identi�ation naturelle V ' V ��, il identi�e lesvariétés et les appliations. 97



Démonstration : On peut lire dans [GKZ 94℄ la démonstration élégante suivante : toutd'abord, le orrespondant a�ne de IX , que je note AX , dé�ni parAX = f(x; h) 2 V � V �; x 2 bX et hjdTxX = 0g;véri�e les propriétés :� Il existe une forme sympletique sur V � V � telle que pour tout (x; h) 2 AX ;T(x;h)AX soit isotrope.� Pour �; � 2 C � ; (�x; �h) 2 AX si et seulement si (x; h) 2 AX .Les auteurs de [GKZ 94℄ démontrent alors qu'une telle variété est déterminée par unede ses projetions (sur V ou sur V �). �Corollaire 4.3 Si X est une variété et h un point lisse de X�, alorsfx 2 X : TxX � hg est un espae linéaire.Démonstration : Il su�t de montrer que la �bre de p2 : IX ! X� au-dessus d'un telpoint est un espae linéaire. Mais p1 a ette propriété ar la �bre au-dessus de x s'identi�eaux hyperplans qui ontiennent TxX. Le même raisonnement vaut pour p�1 : IX� ! X�.Mais par le théorème 4.4, l'appliation p�1 est p2 : IX ! X�. �Dans le tableau qui suit j'expliite pour tout entier k et toute algèbre réelle deomposition B la variété de Sorza des matries de rang 1 dans Hk+1(B
C ), les groupessous lesquels es variétés sont homogènes ainsi que le sous-groupe stabilisateur d'un pointp hors de Sk�1X. Les variétés de Severi sont obtenues pour k = 2.algèbre variété X Aut(X) Stab(p)R �2(Pk) PSLk+1 POk+1C Pk � Pk PSLk+1 � SLk+1 PSLk+1H G(2; 2(k + 1)) PSL2(k+1) PSp2(k+1)O (k = 2) E6 PE6 F4Ces groupes sont eux qui intervenaient omme Str(V )s et Aut(V ) pour les algèbres deJordan V .La théorie des représentations va nous permettre d'étudier les quadriques sur esvariétés de Sorza. Pour ela je ommene par quelques rappels. Si G est un groupealgébrique semi-simple, T un tore maximal, � une base des raines et B le groupe deBorel dont l'algèbre de Lie ontient les espaes propres des raines positives, on peutreprésenter e groupe par son diagramme de Dynkin (non néessairement onnexe s'iln'est pas simple), haque sommet de e diagramme représentant une raine de �. Onadopte alors la onvention suivante : à tout diagramme obtenu en noirissant ertainesases de e diagramme on assoie le groupe parabolique P qui ontientB et dont l'algèbrede Lie ontient les espaes propres des raines �� pour tous les � orrespondant à desases noiries. On peut aussi, de manière équivalente, onsidérer la variété homogèneG=P . Dans le as où on a noiri une seule ase, ette variété est l'unique orbite ferméede G dans sa représentation fondamentale orrespondant à ette raine.98



Par exemple, les quatre variétés de Severi orrespondent aux diagrammes�2(P2) P2 � P2 G(2; 6) E6Æ Æ� Æ Æ� Æ Æ� Æ Æ Æ Æ Æ� Æ Æ Æ Æ Æ� ÆSi P � P1; P2 sont des groupes paraboliques, alors on a deux projetions naturellespi : G=P ! G=Pi. Tits [Tit 95℄ a alors introduit la orrespondane suivante : si x 2G=P2, onsidérons la variété p1[p�12 (x)℄. Quand x varie dans G=P2, on obtient ainsi unefamille de variétés homogènes sous le sous-groupe P2 de G stabilisateur de x dans G=P2,et qui reouvre G=P1.En termes de diagrammes de Dynkin, ette orrespondane se traduit omme suit :à haque fois que l'on e�ae une ase du diagramme de Dynkin orrespondant à unevariété, on sépare e diagramme en plusieurs parties ; es parties dérivent des variétéshomogènes qui sont ontenues dans X. On a plus préisément une famille de telles sous-variétés, paramétrée par la variété qui orrespond à la ase e�aée dans le diagrammeinitial. Par exemple, le diagramme qui suit exprime que dans C 9 , à haque fois qu'on�xe un 7-plan, on peut onsidérer la grassmannienne G(3; 7) des 3-plans de e 7-plan.Ainsi, G(3; 9) ontient une famille de G(3; 7) paramétrée par G(7; 9) :Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ� � ontient une famille deÆ Æ Æ Æ Æ Æ� Æ paramétrée par Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ� :Cette méthode permet de voir que haque exemple X de variété de Severi ontientune famille de quadriques paramétrée par une variété isomorphe à X (on pourrait demême exhiber une famille de quadriques sur les variétés de Sorza) :Variétés Æ Æ� � Æ Æ� �Æ Æ�� Æ Æ Æ Æ Æ� � Æ Æ Æ Æ Æ� Æ �Quadriques Æ� ' �2(P1) Æ�Æ� = P1 � P1 Æ Æ Æ� = G(2; 4) Æ Æ Æ Æ� Æ = Q8Paramètres Æ Æ� Æ Æ�Æ Æ� Æ Æ Æ Æ Æ� Æ Æ Æ Æ Æ�ÆJe vais maintenant, en suivant les idées de [Zak 93℄, donner une desription géomé-trique de es quadriques. Soit d'abord X une variété quelonque. Posons, pour P 2Se(X)� X, QP := fx 2 X : (xP ) séante ou tangente à Xg et �P := Sx2QP (xP ), laréunion des tangentes et des séantes passant par P . C'est aussi le �ne de sommet Pet de base QP . La variété QP est souvent appelée �lieu d'entrée de P �. Les variétés deSorza étant elles qui ont de �grands� défauts, e sont aussi elles qui de �grands� lieuxd'entrée.Etudions don es lieux pour les variétés de Sorza. Pour ela ommençons parX = G(2; V ). Si P = v1 ^ v2 + v3 ^ v4 est un point générique de Se(X), alors l'espae99



vetoriel � engendré par les vi est de dimension 4. Remarquons que � est déterminépar P , puisque � = fv 2 V : P ^ v est indéomposable. g. On en déduit don que siw1; w2; w3; w4 sont tels que P = w1 ^ w2 + w3 ^ w4, alors 8i; wi 2 �. Par onséquent,QP � G(2; �) � P ^2 � 3 P . Mais omme G(2; �) est une quadrique dans P ^2 �, il estlair que QP = G(2; �), et on en déduit que �P = P ^2 �.Par ailleurs, il est lair que si X sont des variétés ave X � Y , et si P 2 Se(X)�Y ,alors le lieu d'entrée de P pour X est inlus dans elui pour Y . En utilisant les injetionsnaturelles de PV � PV dans G(2; V � V ) et de �2(PV ) dans PV � PV , on en déduitque pour X = PV � PV , et P = x1 
 y1 + x2 
 y2; QP est la quadrique de dimension 2P1(x1 ;x2)� P1(y1 ;y2) et �P = P[(x1; x2)
 (y1; y2)℄ � P(V 
 V ). De même, pour X = �2(PV )et P = �2(x) + �2(y); QP = �2(P1(x;y)) et �P = PS2(x; y) � PS2V .A�rmation 4.1.2 Soit X la variété des éléments de rang un dans une algèbre deJordan simple de rang au moins trois, et Æ son premier défaut. Pour tout P 2 Se(X)�X, �P est un (Æ + 1)-plan et QP une quadrique lisse de �P .Démonstration : Si l'algèbre de Jordan est lassique, ei déoule de l'étude préé-dente. Dans le as exeptionnel, si l'on admet que Se(X)�X est homogène (e fait estdémontré dans le paragraphe 4.3 : orollaire 4.19), alors on peut montrer l'a�rmationen faisant un alul expliite pour P = 0� 1 0 00 1 00 0 0 1A en utilisant le orollaire 3.12. �Considérons maintenant X = P2 � P2 ; nous avons vu que la forme bilinéaire sy-métrique anonique (A;B) 7! hA;Bi = tr(AtB) identi�e G(A) à A�1. Si F désigne lapolarisation du déterminant, on a don que F (A;A; :) s'identi�e à la omatrie de A.Comme la omatrie d'une matrie de déterminant nul est de rang 1, on en déduitque (Se(X))�, la variété duale de l'hypersurfae Se(X) donnée par le déterminant,s'identi�e à l'ensemble de toutes (par un argument d'homogénéité) les matries de rang1, don à X.Cei donne une autre dé�nition de �P . En e�et, si P = � Id 00 0 � est de rang 2, alorsCom(P ) = � 0 00 1 � et Com�1�� 0 00 1 �� = �� � 00 0 �� = �P . Par homogénéité,pour tout P 2 Se(X)�X, �P est don l'adhérene du lieu de tangene de l'hyperplanTPSe(X) à Se(X). Notons, pour h 2 Se(X)�, �h l'adhérene du lieu de tangene deh et Qh la quadrique �h \ X. On omprend alors la famille de quadriques révélée parles diagrammes de Dynkin : à un point h de Se(X)� ' X orrespond la quadrique Qhde �h. Cette onstrution est identique pour les autres variétés.
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4.2 Etude des variétés de Sorza en général4.2.1 Quadriques et degré de la variété séante pour une variétéde SeveriSoit X une variété de Severi quelonque, on dé�nit QP et �P omme préédemment.Le but de e paragraphe est de retrouver, au moins pour P générique, les propriétés dees variétés onstatées sur les exemples.Si P 62 Se(X), �P : X ! Pm�1 est un isomorphisme et le théorème 4.1 montre que�P (Se(X)) = Pm�1, de sorte que Se(X) est une hypersurfae.On ommene par montrer un résultat très général valable pour toute variété sauf leshypersurfaes :Lemme 4.2.1 Une séante générale de X n'est pas une triséante.Démonstration : Le as des ourbes, [Mum 95, pages 134 et suivantes℄ est lassiqueet on s'y ramène : omme il existe un plan P de odimension n� 1 tel que P \X soitune ourbe et ne soit pas inlus dans un 2-plan, il existe une séante de X qui ne soitpas une triséante. �Pour étudier QP et �P , F.L. Zak rappelle les onstrutions standard suivantes : soit~X l'élatement de X �X selon la diagonale ; en d'autres termes, ~X est l'adhérene des(x; y; d) 2 X �X �G(2; m) tels que x 6= y et d = (xy). Soit aussiSX = f(x; y; d; z) : (x; y; d) 2 ~X et z 2 dgIl dé�nit alors les projetions :p4 : SX ! Se(X)(x; y; d; z) 7! zp1 : SX ! X(x; y; d; z) 7! xAinsi, la projetion SX ! ~X est un �bré loalement trivial de �bre type P1. Celapermet de voir que SX est lisse de dimension dim ~X + 1 = 2n + 1. En outre, p1 permetde aluler la dimension de QP = p1[p�14 (P )℄ pour P générique. En e�et, dimSe(X) =32n+1 et don dim[p�14 (P )℄ = n2 pour P générique ; pour P quelonque ette dimensionest éventuellement supérieure. Soit par ailleurs P 2 Se(X)�X quelonque. p�11jp�14 (P )(y)est �nie ar sinon (yP )\X serait in�ni et don P 2 X. On a don dim p1[p�14 (P )℄ = n2pour P générique, soitdimQP = n2 pour P générique. À P �xé, en étudiant de même SX(U) := SX \ p�11 (U)où U est un ouvert de Zariski de X ontenant x 2 QP , on voit que QP est de dimensionpure n2 pour P générique.Notons H = TPSe(X) et LP = fP 0 : TP 0Se(X) = Hg. Nous avons vu (orollaire4.3) que LP est linéaire. On démontre maintenant les propriétés géométriques de QP et�P pour P général :Proposition 4.4 Pour P général dans Se(X)�X, QP = �P \X est une quadriquelisse de dimension n2 et �P = LP un espae linéaire de dimension n2 + 1.101



Démonstration : Soit R 2 LP ; soit a; b 2 X tels que R 2 (ab), alors par le lemme deTerraini [Zak 93, prop 1.10, p.40℄ TaX � H et TbX � H ; notant ZH = fx 2 X : TxX �Hg on a ainsi QR � ZH .Or soit  62 H [Se(X) et � une projetion de entre . Comme� est un isomorphisme sur X, dim�(X) = n: Par ailleurs, dim�(H) = 32n. Soit aussiZ 0H = fy 2 �(X) : Ty�(X) � �(H)g. Par le théorème des tangenes, dim Z 0H � n2 .Mais � est un isomorphisme de ZH sur Z 0H , don dim ZH � n2 . Comme toutes lesomposantes de QR sont de dimension au moins n2 , QR est don de dimension pure n2et QR est une réunion de ertaines des omposantes de ZH . Comme l'ensemble des Rtels que QR ontienne une omposante de ZH �xée est fermé (z 2 QR , (zR) 2 S, siS � G(2; m) désigne l'ensemble des droites séantes ou tangentes à X), il existe Q �xétel que pour R générique de LP , QR = Q. Par ailleurs, pour un tel R, R 2 Se(QR) =Se(Q). Ainsi Se(Q) = LP . Pour voir qu'aussi �P = LP , il su�t de onstater quedimLP = dimQ+1. Cela déoule du fait que pour R générique de Se(Q) don de LP ,QR = Q.On �nit maintenant de démontrer la proposition. Si QP n'était pas une quadriquede �P , pour P général, alors pour x et y généraux de X et P général sur (xy), QP seraitde degré au moins trois et don (xy) serait une triséante, ontredisant le lemme 4.2.1.Il ne reste plus qu'à montrer que pour P générique la quadrique QP est lisse. Toutd'abord, p1 est injetive et de di�érentielle injetive en restrition à p�14 (P ) : en e�etsi (x; y; d; P ) et (x; y0; d; P ) sont des éléments de SX ave y 6= y0 alors x; y; y0 sont deséléments de la quadrique QP don d � QP , ontredisant P 62 X. Comme p�14 (P ) estlisse, QP = p1[p�14 (P )℄ est don lisse également. �Corollaire 4.5 Pour P générique de Se(X)�X, �P \X = QP .On va maintenant montrer en plusieurs étapes que Se(X) est une ubique. Cela vadéouler d'une étude de son groupe de monodromie.* La première étape est laProposition 4.6 Pour P et R généraux de Se(X)�X, QP \QR est un singleton.Démonstration : On ommene par établir les outils pour démontrer ette proposition.Si V1 � V2 sont des variétés, on note T (V1; V2) l'adhérene de la réunion des TvV2, pourv les points de V1 où V2 est lisse.Lemme 4.2.2 Soit P un point lisse de Se(X). Alors Se(X) = S(QP ; X) etdim T (QP ; X) = 32n.Démonstration : Par le théorème de Fulton et Hansen [Ful 81℄, on sait qu'on a l'al-ternative suivante : soit S(QP ; X) et T (QP ; X) ont les dimensions attendues 32n + 1 et32n, soit S(QP ; X) = T (QP ; X). Comme dimSe(X) = 32n + 1, il su�t don d'exhiberx 2 X � T (QP ; X). Il su�t pour ela de hoisir un élément en dehors de l'hyperplanTPSe(X) ar le lemme de Terraini montre que T (QP ; X) � TPSe(X). �Corollaire 4.7 Soit P générique de Se(X)�X �xé. Pour P 0 2 Se(X)�X, on aQP \QP 0 6= ;. 102



Lemme 4.2.3 Soit P un point lisse de Se(X) �xé. Soit M un (n2 +2)-plan ontenant�P et non inlus dans TPSe(X). Alors il existe r > 0; (x1; � � � ; xr) 2 (X � �P )r telsque� (i) M \X = QP [ fx1; � � � ; xrg� (ii) M \ Se(X) = �P SC(xi; QP )Démonstration : D'après le lemme 4.2.2, Se(X)\M = S(M \X;QP ). Reste don àmontrer que M \X �QP est de dimension 0. Mais Se(X)\M est une sous-variété deM de dimension n2 + 1. Soit C(Se(X) \M) l'ensemble des omposantes irrédutiblesde Se(X) \M , on a une appliation :� : (M � LP ) \X ! C(Sk�1X \M)x 7! S(x;QP )Rappelons que S(x;B) est le �ne de sommet x et de base B. Cette appliation estinjetive ar x est le lieu singulier de S(x;QP ), e qui montre que M \X �QP est �ni.On ne peut avoir r = 0 ar sinon Se(X) serait de degré 1. �On peut maintenant montrer la proposition 4.6 : il su�t de démontrer que pour Pgénéral �xé et M �xé, alors QP \ QR est un singleton pour R sur un et un seul des�nes du lemme préédent. Mais en e�et si R 2 C(xi; QP ), soit a 2 QP \ QR ; on a(aR) � Se(X), don (aR) = (axi), et don a appartient au singleton (xiR) \ �P . �* La deuxième étape onerne le groupe de monodromie de Se(X).Je rappelle ii le résultat standart a�rmant que le groupe de monodromie d'une hyper-surfae irrédutible est tout le groupe des permutations.A�rmation 4.2.4 Soit Y � C m une variété a�ne et y 2 Y un point lisse. Soit aussiN un supplémentaire de TyY dans C m et P = N � T un espae linéaire ontenant N ,ave T � TyY . Alors il existe un voisinage U de y dans C m et une fontion holomorphef de T \ U dans N tels que (t; n) 2 P \ Y \ U () n = f(t).En partiulier,A�rmation 4.2.5 Ave les notations préédentes, Y \ P est lisse en tout point deU \ P \ Y et si (t0; f(t0)) 2 U \ P \ Y , alorsT(t0;f(t0))(Y \ P ) = P \ T(t0;f(t0))Y = f(t; n) : t 2 T et n = f(t0) + dft0(t� t0)g.Bien que ela ne sera pas utile immédiatement, on en déduit dès à présent leCorollaire 4.8 Si Y � Pm est une variété et y0 2 Y est tel que pour tout y 2 Y ,y0 2 TyY , alors Y est un �ne de sommet y0.Démonstration : On peut proposer deux preuves. Pour la première, on se ramène auas a�ne et on fait un alul loal : supposons Y � C m . Soit alors y 2 Y un pointlisse. Soit u 2 C m � TyY . Alors par l'a�rmation 4.2.4, Y \ (yy0u) a pour équationloale en y : t = f(x). Supposons que y0 = (0; 0) et y = (1; 0). Comme par 4.2.5,y0 2 Tx;f(x)(Y \ (0u)), xf 0(x) = f(x). Ainsi f(x) = �x ; � = 0 ar y = (1; 0) 2 Y . Ladroite (yy0) est don loalement inluse dans Y .103



On peut aussi proposer une démonstration dans le adre de la géométrie algébriqueprojetive : en général, si une variété est inluse dans un hyperplan h, alors sa variétéduale est un �ne sur h. Mais l'hypothèse implique que Y � est inluse dans l'hyperplandes formes linéaires passant par y0. On a don que Y �� est un �ne sur y0. Le orollairedéoule alors du théorème 4.4, puisque Y = Y ��. �Soit Y � C m une hypersurfae a�ne d'équation F = 0, de degré d ave d � 3 et �une droite paramétrée par t 7! �(t) et y0 = �(0) 2 � \ Y . J'appelle degré de tangenede � à Y en y0 l'ordre de la fontion t 7! P [�(t)℄ en 0. Ainsi le degré d'une séante estsupérieur ou égal à 1, d'une tangente à 2, et. Nous allons montrer leLemme 4.2.6 Il existe une droite � renontrant Y en exatement d� 1 points.Démonstration : Tout d'abord,A�rmation 4.2.7 Il existe des tangentes de degré exatement 2 en un point.Démonstration : Soit � une tangente en x0. Dans un plan ontenant �, Y s'érity = f(x). Si f est d'ordre plus que 2 il su�t de hoisir la tangente en un point x prohede x0. �Soit don � une tangente de degré 2 en x1. Soit (xi)2�i�l tels queY \ � = fxi : 1 � i � lg. Si l = d � 1, � onvient ; sinon il existe i tel que � soittangente en xi. Dans haun des deux as suivants, on exhibe une droite ayant un pointde tangene de degré 2 et au moins l + 1 points d'intersetion ave Y :� TxiY = Tx1Y . Soit alors u 2 C m � TxiY . Par l'a�rmation 4.2.4, si P est engendrépar � et u, alors P \ Y est loalement en x1 et en xi un graphe. Il su�t alors deonsidérer une tangente en un point prohe de x1.� TxiY 6� Tx1Y . Soit alors u 2 TxiY � Tx1Y . On onsidère la droite (x1x0i) ave x0iprohe de xi et dans le plan engendré par � et u. �On peut don maintenant montrer laProposition 4.9 Le groupe de monodromie d'une hypersurfae Y � Pm irrédutible dedegré d (d � 2) égale le groupe des permutations de d éléments.Démonstration : Soit d0 une séante transverse. Soit x1; � � � ; xd 2 d0\Y . On veut voirque la monodromie peut éhanger x1 et x2 en préservant les autres points. Soit don unedroite d tangente en y et transverse en yi (1 � i � d � 2). Dans un voisinage a�ne dey, et dans un plan onvenable, Y a pour équation z = x2 + o(x2). Par soui de larté,je ne tiendrai pas ompte du terme négligeable. L'intersetion de Y ave la droite d�d'équation z = �2e2i� est don l'ensemblef(�ei�; �2e2i�) := M+(�); (�ei(�+�); �2e2i�) := M�(�); Ti(�)g;où Ti(�) (1 � i � d� 2) désigne l'intersetion d'un voisinage dans Y de yi ave d�. Enpartiulier, Ti(� + �) = Ti(�).Soit maintenant, omme Y est irrédutible, un hemin dans Y � Y de (x1; x2) à(M+(0);M�(0)), tel que les droites (x1(t)x2(t)) évitent les tangentes. Soit ensuite lehemin (M+(�);M�(�)), � 2 [0; �℄ qui inverse M+(0) et M�(0) et préserve les autrespoints. Soit en�n le premier hemin parouru en sens inverse : on voit que le hemintotal a inversé x1 et x2 en préservant les autres points. �104



* La dernière étape est en�n la démonstration de laProposition 4.10 Se(X) est une hypersurfae ubique.Démonstration : Soient P et R des points généraux de Se(X)�X tels que de plusP 62 TRSe(X) et R 62 TPSe(X). On va voir qu'ils dé�nissent anoniquement untroisième point A(P;R) sur (PR), ontredisant la transitivité de la monodromie si ledegré de Se(X) est stritement supérieur à 3 (�gure 4.1).
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Fig. 4.1 � Desription géométrique de A(P,R)Soit x = x(P;R) = QP \ QR (proposition 4.6). On va voir que ni (xP ) ni (xR) nesont tangentes à X en x. Si elles l'étaient toutes les deux, on aurait (xPR) � TxX �Se(X) et par onséquent P 2 TRSe(X) et R 2 TPSe(X). Si, par exemple, (xR) estune tangente mais pas (xP ), alors (xR) � TxX. Le lemme de Terraini montre queTPSe(X) � TxX 3 R.Soit don y 2 (xP ) \ X et z 2 (xR) \ X des éléments distints de x. Pour Pgénérique, QP est une quadrique don le point y est unique et de même pour z. Il su�tde poser A(P;Q) = (PR) \ (yz). �En partiulier dans le lemme 4.2.3 on doit avoir r = 1 ar Se(X) \M est au plusde degré trois dans M . On a don :Lemme 4.2.8 Soit P un point lisse de Se(X) �xé. Soit M un (n2 +2)-plan ontenant�P et non inlus dans TPSe(X). Alors il existe x 2 X � �P tels que� (i) M \X = QP [ fxg� (ii) M \ Se(X) = �P [ C(x;QP ) 105



4.2.2 Homogénéité des variétés de SorzaDans e paragraphe, j'introduis une onstrution qui sera essentielle pour le reste del'étude des variétés de Sorza. Si X � PV est une variété de Sorza, nous allons voirque l'on peut munir naturellement V d'une struture d'algèbre de Jordan ; je donne iiune onstrution géométrique de la représentation quadratique de ette future algèbrede Jordan et montre qu'elle fabrique des automorphismes de X. Cette onstrutionimplique failement l'homogénéité des variétés de Sorza.Pour dérire es automorphismes, j'ai besoin de l'analogue des propositions préé-dentes pour des variétés de Sorza, que j'introduis maintenant.Posons Æ = Æ1(X). Pour P 2 SlX �Sl�1X, notons LP l'adhérene de l'ensemble despoints Q de SlX tels que TQSlX = TPSlX. La première étape de la démonstration duthéorème de lassi�ation est le fait qu'une k-variété de Sorza se dévisse en (k � 1)-variétés de Sorza :Théorème 4.5 (Zak) Soit Xn � PN une k-variété de Sorza. Soit aussi l un entierentre 1 et k et P un point générique de SlX. Alors LP est linéaire et LP \ X est unel-variété de Sorza dans LP . En�n, dimLP = l(1 + Æ(l+1)2 ).Ce théorème a un sens et est valable pour l = 1 si on se souvient de la onvention 4.4.Pour k = 2, on retrouve une partie de la proposition 4.4.Remarque : Nous allons expliquer pourquoi les variétés de Sorza vivent dans unealgèbre de Jordan. Dans es algèbres, les nombres k et Æ s'interprètent failement, ainsique le théorème préédent. En e�et, PN est le projetivisé de l'algèbre des matries(k+1)�(k+1) hermitiennes à oe�ients dans une algèbre de omposition. La dimensionde ette algèbre de omposition est Æ (don Æ égale 1,2,4 ou 8). Si P est la matrie usuellede rang l + 1 (P = � Id 00 0 �), LP est l'ensemble des matries de la forme � � 00 0 �,ave un blo quelonque de taille (l+1)� (l+1), et QP l'ensemble des matries de rang1 dans LP . On onstate don que LP \X est bien une l-variété de Sorza.En�n, par la suite, j'aurai besoin des 2 lemmes suivants valables pour des k-variétésde Sorza :Lemme 4.2.9 ([Zak 93℄,p.127) Sk�1X n'est pas un �ne.Lemme 4.2.10 ([Zak 93℄,p.136) Sk�1X est une hypersurfae de degré k + 1.Soit don F une équation de Sk�1X et �xons I tel que F (I) = 1. Dans le as où Xest la variété des éléments de rang un dans une algèbre de Jordan, on sait que F est ledéterminant. Rappelons qu'en introduisant le théorème 3.1, j'avais dé�ni�A : V ! V �B 7! (C 7! D2A logF (B;C))et la fontion �inverse� V ! V;A 7! G(A) = ��1I (DA logF ).Théorème 4.6 Si � sont dé�nis omme préédemment, alors pour A 62 Sk�1X, �A estun isomorphisme linéaire entre PV et PV � qui envoie X sur Y := (Sk�1X)�.106



Rappelons que je note, pourM � PV une variété projetive, M� � PV � sa variété dualeintroduite au paragraphe 4.1.4.Remarque : Une onséquene de e théorème est que Y ' X est une k-variété de Sorzadans PV �. On peut d'ores et déjà onstater que X et Y ont même dimension : en e�et,l'adhérene de la préimage de TPSk�1X, pour P générique de Sk�1X, par l'appliationQ 7! TQSk�1X est LP , de dimension (k� 1)(1+ Æk2 ) par le théorème 4.5. On a don quel'image de ette appliation, Y , est de dimension k(1 + Æ(k+1)2 )� 1� (k � 1)(1 + Æk2 ) =kÆ = n.Démonstration : Cette démonstration n'est qu'une généralisation de la preuve que j'aidonnée dans [Cha 02℄ dans le as des variétés de Severi. La démonstration est en troisétapes : d'abord je donne une desription géométrique de �A(B) pour B 2 X, ensuiteje démontre e théorème pour ertains A ; en�n, je prouve que X et Y sont homogènes,e qui implique que le théorème est vrai pour tout A. Pour la deuxième étape, j'utilisela lassi�ation des (k� 1)-variétés de Sorza. Cette lassi�ation se démontre don parréurrene, le as k = 1 étant déjà traité par notre onvention que les 1-variétés deSorza sont les quadriques lisses.Soient tout d'abord k éléments A1; : : : ; Ak de bX. Alors A1 + � � �+Ak est un élémentde \Sk�1X, don F (A1 + � � � + Ak) = 0. En développant e polyn�me, on en déduitque F (A1; A1; A2; A3; : : : ; Ak) = 0 (f lemme 4.2.10). Mais ette formule est linéaire enA2; : : : ; Ak et elle reste don valable si les Ai; i � 2 sont des éléments quelonques de Vpuisque X est non-dégénérée. Cette remarque va nous permettre de donner une inter-prétation géométrique de �A(x), pour x 2 X et A 62 Sk�1X tels que F (x;A; : : : ; A) 6= 0.On a F (A+�x) = (k+1):�:F (x;A; : : : ; A)+F (A). Ainsi la droite (xA) reoupe Sk�1Xen exatement un point x0 = A � F (A)(k+1)F (x;A;:::;A)x. L'équation du plan tangent en x0 àSk�1X est don :F (A; : : : ; A; �)� kF (A)(k + 1)F (x;A; : : : ; A)F (x;A; : : : ; A; �) = 0soit �A(x) à une onstante près (�gure 4.2).On a don montré que �A(X) � Y . Rappelons que par dé�nition �A est linéaire ;puisque Y est non-dégénérée (sinon Sk�1X serait un �ne (orollaire 4.8), ontredisantle lemme 4.2.9), �A sera un isomorphisme si �A(X) = Y . Mais es deux variétés X etY ont même dimension ; omme de plus Y est irrédutible, pour voir que �A : X 9 9 KYest dominante, il su�t don de onstater qu'elle est génériquement �nie sur son image.Supposons provisoirement que A est sur une droite (xP ) ave x 2 X et P 2 Sk�1X telque LP soit linéaire de dimension (k � 1)(1 + Æk2 ) et LP \X soit une (k � 1)-variété deSorza dans LP (il su�t pour ela que P soit générique par le théorème 4.5). Alors parle lemme suivant, la �bre de �AjX en �A(x) est �nie :Lemme 4.2.11 Soit A 2 V et P omme préédemment. Alors X \ (LP + A)� LP est�ni.Démonstration : Elle est similaire à elle du lemme 4.2.3. Soit M = LP +A et QP =LP \X. Désignant par B = Sk�2QP l'hypersurfae de LP égale à Sk�2X\LP (théorème4.5) et par C(Sk�1X \M) l'ensemble des omposantes irrédutibles de Sk�1X \M , on107
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Fig. 4.2 � Desription géométrique de �A(x) (noté H(x))a une appliation : � : (M � LP ) \X ! C(Sk�1X \M)x 7! S(x;B)Rappelons que S(x;B) est le �ne de sommet x et de base B. Par hypothèse de réur-rene, QP s'identi�e alors à la variété des matries de rang 1 et B à elle des matries derang au plus k�1. Notons alors SingiB l'ensemble des matries de rang au plus k�1�i,de sorte que le lieu singulier de SingiB est Singi+1B et que Sing0B = B. L'applia-tion � est injetive ar le lieu singulier de S(x;B) est S(x; Sing1B), de sorte que siS(x;B) = S(x0; B), alors S(x; SingiB) = S(x0; SingiB) pour tout i ; pour i = k � 1 onobtient x = x0. �Le théorème est don démontrée pour de tels A.Proposition 4.11 X est homogène.Démonstration : Soient A;B 2 V �\Sk�1X véri�ant les onditions qui assurent que lethéorème est vrai. Puisque �A et �B sont des isomorphismes entre X et Y , ��1A Æ�B est unautomorphisme de X. Il su�t don de onstater que si x1 et x2 sont des éléments de X,alors il existe de tels A;B 2 V �\Sk�1X ave �A(x1) = �B(x2). Or d'après l'interprétationgéométrique préédente, si P est générique et tel que x1 et x2 n'appartiennent pas àTPSk�1X, A 2 (LP + x1)� LP � Sk�1X et B 2 (LP + x2)� LP � Sk�1X onviennent(on ne peut pas avoir LP + x1 � Sk�1X ar sinon x1 2 TPSk�1X). �On démontre maintenant le théorème pour tout A 62 bSk�1X. Soit gAut(X) � SL(V )le sous-groupe qui préserve X et g 2gAut(X). Alors g induit tg 2 SL(V �). Par ailleurs,puisque g est linéaire et préserve X, il préserve Sk�1X et don tg préserve Y . Ainsitg 2 gAut(Y ). Mais X et Y sont isomorphes, don gAut(X) et gAut(Y ) aussi ; omme latransposition est un isomorphisme de SL(V ) dans SL(V �), on a tgAut(X) = gAut(Y ).Mais puisque Y est une variété de Sorza, e groupe agit transitivement sur Y et on a108



don que pour tout P point lisse de Sk�1X, X \ LP est une (k � 1)-variété de Sorzadans LP . Si A 62 Sk�1X est quelonque, alors F (A; : : : ; A; :) 6= 0 don il existe x 2 X :F (A; : : : ; A; x) 6= 0. Ainsi la droite (xA) reoupe Sk�1X en un point lisse de Sk�1X,ar sinon elle serait inluse dans Sk�1X par le lemme 4.2.10. On en déduit alors ommepréédemment que �A est un isomorphisme. �4.2.3 Classi�ation des variétés de Sorza par leurs groupesd'automorphismesUne fois l'homogénéité des variétés de Sorza établie, il est relativement aisé de leslassi�er. Je vais donner au moins trois preuves de ette lassi�ation. Dans e para-graphe, je les lassi�e en étudiant leurs groupes d'automorphismes.Le groupegAut(X) agit sur X. Son radial unipotent admet un point �xe dans X parle théorème du point �xe de Borel. Mais omme e radial est distingué dans gAut(X)qui agit transitivement sur X, tout point de X est �xé par e radial. Comme X estnon-dégénérée, e radial est trivial et dongAut(X) est semi-simple.Les variétés de Sorza sont don l'orbite fermée dans une représentation irrédutibled'un groupe semi-simple. J'appelle �variété homogène plongée de façon équivariante�une telle variété.Sahant ela, le théorème de lassi�ation des variétés de Sorza 4.3 est faile. Ene�et, on peut même aisément lassi�er les variétés homogènes plongées de façon équi-variante dont la variété séante n'est pas de dimension maximale :Dé�nition 4.5 Une variété X est défetive si Æ(X) := 2 dimX + 1� dimSe(X) > 0.Rappelons que l'on appelle défaut de X l'entier Æ(X) et que pour p 2 Se(X), le lieud'entrée de p est l'adhérene des points de X tels que la droite (xp) reoupe X en unautre point que x. Le défaut de X est la dimension du lieu d'entrée d'un point génériquede Se(X). H. Kaji a dérit toutes les variétés homogènes plongées de façon équivariantedéfetives [Kaj 99℄ ; je donne ii une preuve similaire, quoiqu'à mon avis plus simple, dee résultat :Proposition 4.12 Les variétés qui suivent sont toutes les variétés homogènes plongéesde façon équivariante défetives :� Les variétés �adjointes�, 'est-à-dire les orbites fermées des ations adjointes desgroupes simples sur le projetivisé de leurs algèbre de Lie. Elles sont de défaut 1.� X = �2(Pn); Æ(X) = 1.� X = GQ(2; n); n � 5; Æ(X) = 1 : la grassmannienne des 2-plans isotropes pourune forme quadratique Q.� X = Pm � Pn; Æ(X) = 2, où m et n sont des entiers positifs quelonques.� G!(2; 2n); n � 2; Æ(X) = 3 : la grassmannienne des 2-plans isotropes pour uneforme sympletique non-dégénérée !.� X = G(2; n); n � 4; Æ(X) = 4 : la grassmannienne des 2-plans dans C n .� L'orbite fermée de l'ation de F4 et E6 dans leurs représentations minimales. Cesvariétés sont de défaut respetivement 7 et 8.� X = Q � Pn+1; n � 1; Æ(X) = n : une quadrique.109



� X = Pn; Æ(X) = n + 1.Démonstration : Montrons d'abord que les défauts sont eux indiqués. Le as desvariétés adjointes sera traité au ours de la preuve. Les as �2(Pn), Pn � Pn et G(2; n)ont été étudiés au hapitre 4.1. Le as de Pm � Pn est similaire. La grassmanniennesympletique G!(2; 4) est une quadrique de dimension 3, don de défaut 3. Si X =G!(2; 2n); n quelonque, soit � = v1 ^ v2 + v3 ^ v4 un point générique de Se(X). Alorsv1; v2; v3; v4 dé�nissent un espae vetoriel de dimension 4 et un point du lieu d'entréede p est un 2-plan inlus dans et espae. Par ailleurs la restrition de ! à et espae estnon-dégénérée, de sorte que le lieu d'entrée de p est omme préédemment une quadriquede dimension 3 ; Æ(X) = 3.Pour X = GQ(2; n), l1; l2 2 X; p 2 (l1l2) génériques, on a l1 \ l2 = f0g. Ainsi, si Ldésigne l'espae vetoriel de dimension 4 engendré par l1 et l2, par la proposition 2.1,l1 et l2 appartiennent à une même omposante de GQ(2; L), et don ils sont sur uneonique dans un P2 qui ontient p (proposition 2.6). Le lieu d'entrée de p est don etteonique et Æ(X) = 1. Le as de la représentaion minimale de E6 a déjà été traité, onsait que le défaut de l'orbite fermée est 8. Comme la représentation minimale de F4 estune setion hyperplane générique de elle de E6, le défaut de son orbite fermée est 7. Leas des quadriques et des espaes projetifs est faile.Soit G ! GL(V ) une représentation irrédutible et X � PV son orbite fermée. SiG n'est pas simple, alors il existe G1 ! SL(V1), G2 ! SL(V2) des représentations nontriviales de deux groupes telles que G = G1 � G2 et V = V1 
 V2. Si X1 et X2 sont lesorbites fermées de G1 et G2, alors X = X1 �X2 � P(V1 
 V2). Le lemme qui suit traitee as (il a aussi été onsidéré par F.L. Zak [Zak 93, th.1.6,p.54℄).Lemme 4.2.12 Soit X � PV et Y � PW deux variétés non dégénérées. Alors X�Y �P(V 
W ) est défetive si et seulement si X = PV et Y = PW .Démonstration : Dans X = PV � PW , nous avons vu (p. 99 que le lieu d'entrée dupoint v1 
 w1 + v2 
 w2 est l'ensemble des points v 
 w ave v et w des éléments desplans vetoriels V0 := hv1; v2i et W0 := hw1w2i.Réiproquement, supposons dans un premier temps que dimV = dimW = 2. Alors,si X = [i2IP(xi
W ), alors, dans la quadrique PV �PW , X est la réunion de jIj espaeslinéaires inlus dans ette quadrique. Si jIj > 1, deux de es espaes sont supplémentairesdans P(V 
W ) don Se(X) = P(V 
W ) et Æ(X) = 0.Retournant au as général, si X � PV et Y � PW et si X 6= PV et Y 6=W , alors onpeut trouver deux droites PV0 et PW0 de PV et PW renontrant X et Y en un nombrede points �ni plus grand que 1. Si x1; x2 2 X\V0 et y1; y2 2 Y \W0, alors le lieu d'entréede x1
y1+x2
y2 pour X�Y est bien sûr inlus dans elui de PV �PW , soit PV0�PW0.Par ailleurs il est dans X � Y ; don il est �ni. De même si Y = PW et X 6= PV , on seramène à l'étude préédente de [i2IP(xi 
W ) et on voit que Æ(X � Y ) = 0. �Dans le as G simple on prouve ette proposition en étudiant une propriété du plushaut poids de sa représentation.Soit B � G un sous-groupe de Borel et T � B un tore maximal ; soit g l'algèbre deLie de G et h sous-algèbre de Cartan assoiée à T . Soit alors � le système de raines,110



�+ l'ensemble des raines positives, qui par dé�nition orrespondent à B. Soit � le plushaut poids de V , � = w0(�) le plus bas poids, l� et l� les droites de veteurs propresassoiées. Soient e� 2 l� et e� 2 l� di�érents de 0 et s = e� + e�.Lemme 4.2.13 Se(X) a un nombre �ni de G-orbites, et s est dans l'orbite ouverte.Démonstration : Par le théorème de déomposition de Bruhat, X � Pm a un nombre�ni de B-orbites et don X � X a un nombre �ni de G-orbites, Se(X) aussi. SoitB� = B et B� les stabilisateurs de l� et l�. Pour toute raine �, soit g� � g l'espaepropre assoié. Soit n+ = P�2�+ g� et n� =P�2�+ g��, on sait que g = h � n+ � n�et que les algèbres de Lie assoiées à B� et B� sont h� n+ et h� n�, de sorte que B�B�est dense dans G. Ainsi B�:l� = B�B�:l� ontient un ouvert dense U de X = G:l�. Donla G-orbite de l�� l� dans X�X ontient U � l�, et don G:(U � l�), qui est dense dansX �X. �Par le lemme de Terraini [Zak 93, prop.1.10,p.40℄, on montre don queTsSe(X) = hTe�X; Te�Xi:Puisque X = G:l�, si l'on note V� � V sous-espae propre assoié au poids �,Te�X = Ad(g)l� = l� � (��2�+Ad(g��)l�) � l� � (��2�+V���)De même, Te�X � l� � (��2�+V�+�)Mais omme Æ(X) > 0, il existe �; � 2 �+ tels que �� � = �+ �, soit �� w0(�) =�+�. Remarquons que si � est la plus grande raine, ette équation n'a qu'une solution :� = � et � = �w0(�) = �. La variété est alors une variété adjointe et son défaut vaut1. Pour � quelonque, l'existene de deux raines positives de somme ��w0(�) est uneondition très restritive qui nous permet de démontrer la proposition.Je donne deux exemples, un lassique et l'autre exeptionnel, de résolution de l'équa-tion �� w0(�) = � + �. J'utilise les notations et résultats de [Bou 68℄.� système de raines de type AnIi les raines sont dans C n+1 et les raines positives sont �i� �j ; 1 � i < j � n+1.Les poids fondamentaux sont!i = (�1 + � � �+ �i)� in+ 1 n+1Xj=1 �iet w0(�i) = ��n+2�i. Ainsi !i � w0(!i) = �1 + � � � + �i � �n+2�i � � � � � �n+1 sii < n+12 et !n+1�i � w0(!n+1�i) = !i � w0(!i). Par ailleurs, si, � et � sont desraines positives, et si �+ � =P si�i, alorsP jsij � 4. Puisque � est une sommede poids fondamentaux, on peut en déduire que seulement quatre as peuvent seproduire :� � = !1 ou � = !n. Alors X = Pn. 111



� � = 2!1 ou � = 2!n. Alors X = Pn � PS2C n+1 .� � = !2 ou � = !n�1. Alors X = G(2; n+ 1) � P�2C n+1 .� � = !1 + !n : représentation adjointe.� système de raines de type E6Dans e as, les raines vivent dans C 8 et dans la base anonique (�i), les rainespositives sont ��i + �j (1 � i < j � 5) et les 12(�8 � �7 � �6 +P5i=1(�1)�i�i) aveP5i=1 �i pair.Considérons l'appliation qui envoie i sur la suite (�ij)j telle que si (!i) sont lespoids fondamentaux, alors !i + w0(!i) = Pj �ij�j. Cette appliation est donnéepar : 1 7! (0; 0; 0; 0; 1;�1;�1; 1)2 7! (1; 1; 1; 1; 1;�1;�1; 1)3 7! 12(�1; 1; 1; 3; 3;�3;�3; 3)4 7! (0; 0; 2; 2; 2;�2;�2; 2)5 7! 12(�1; 1; 1; 3; 3;�3;�3; 3)6 7! (0; 0; 0; 0; 1;�1;�1; 1)Etant donné la formule pour les raines positives, (�+ �)8 ne peut valoir que 0; 12ou 1 et puisque 8i; (!i + w0(!i))8 > 0, on en déduit que si � =P�i!i, un seul �ipeut être di�érent de 0 et vaut alors 1. On a don la liste :� � = !1 ou � = !6 : variété E6.� � = !2 : variété adjointe. �Il s'agit alors, pour démontrer le théorème de lassi�ation des variétés de Sorza,de séletionner elles-i parmi les variétés de la proposition 4.12. Cei est aisé danstous les as, sauf pour les variétés adjointes. Conernant elles-i, on peut remarquerque, omme elles ont défaut 1, si elles étaient des variétés de Sorza, elles véri�eraientÆk(X) = k. Soit n la dimension de X ; omme Pg = SnX, on aurait dimg = n(n+1)2 . Ona dim sln = n2� 1 et dimSLadn = 2n� 3 : ainsi SLadn n'est pas une variété de Sorza. Demême, dim son = n(n�1)2 et dimSOad2n+1 = 2n � 7 (en e�et, 'est la grassmannienne des2-plans vetoriels isotropes). Ainsi, e ne sont pas des variétés de Sorza. Il est lair queSpad2n ' �2(Pn�1) ; 'est don une variété de Sorza. Il ne reste don plus qu'à onsidérerles algèbres de Lie exeptionnelles. Seule E6 a omme dimension un nombre triangulaire :78. Mais omme dimEad6 = 21, e n'est pas une variété de Sorza.4.2.4 Identi�ation de l'algèbre de JordanOn peut aussi apporter une autre preuve de la lassi�ation des variétés de Sorzaen utilisant les algèbres de Jordan : soit A 2 V � \Sk�1X. Puisque �I et �A sont desisomorphismes entre Sk�1X et Sk�1Y , HA = ��1I Æ �A est un automorphisme de Sk�1X,et on en déduit l'existene d'une fontion rationnelle h telle que F (HAB) = h(A)F (B).On peut expliiter h : en e�et, elle est dé�nie en dehors de fF = 0g, et, quand elleest dé�nie, ne s'annule pas. En omptant les degrés et omme h(I) = 1, on en déduit112



que h(A) = F (A)�2. Le théorème 3.1 implique que V peut être munie d'une strutured'algèbre de Jordan simple où I est l'identité et F le déterminant. On a don redémontréle théorème 4.3.Je vais maintenant donner une onstrution géométrique du produit de Jordan ainsidé�ni. Notons, pour A;B 2 bX, f(A;B) le nombre [(k+1)2F (I; : : : ; I; A)F (I; : : : ; I; B)�k(k+1)2 F (I; : : : ; I; A;B)℄. La proposition 4.6 permet aussi de donner une interprétationgéométrique du produit A �B de deux éléments de X :Proposition 4.13 Soient A et B des éléments de bX. Alors A �B est le projeté ortho-gonal de f(A;B)I sur TAX \ TBX.Remarque : Pour A et B génériques, et P générique de la droite (AB), on a, par lelemme de Terraini, TAX + TBX = TPS1X, de sorte que l'espae vetoriel TAX \ TBXest de dimension Æ.
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Fig. 4.3 � Desription géométrique du produit A �BDémonstration : Ce produit A � B est par dé�nition proportionnel à la dérivée en Idans la diretion A de l'élément ��1I Æ �A(B). Or lorsque A vaut I, et élément est B,et 'est de toute façon un élément de X, de sorte que A � B est dans l'espae tangentTBX. Par symétrie, il appartient aussi à TAX.Pour U 2 TAX \ TBX, alulons le produit salaire hU;A � Bi. Nous avons vu queles éléments A de X véri�ent F (A;A; :; : : : ; :) = 0 ; omme U 2 TAX \ TBX, on a don113



F (A;U; :; : : : ; :) = F (B;U; :; : : : ; :) = 0.Ainsi, hA;Ui = (k + 1)F (I; : : : ; I; A)F (I; : : : ; I; U) ethB;Ui = (k + 1)F (I; : : : ; I; B)F (I; : : : ; I; U). On en déduit que :hU;A �Bi = hU; k(k�1)2 F (I; : : : ; I; A;B; :)+k+12 [F (I; : : : ; I; A)B + F (I; : : : ; I; B)A℄� k(k+1)2 F (I; : : : ; I; A;B)Ii= (k + 1)2F (I; : : : ; I; A)F (I; : : : ; I; B)F (I; : : : ; I; U)�hU; k(k+1)2 F (I; : : : ; I; A;B)Ii= hU; [(k + 1)2F (I; : : : ; I; A)F (I; : : : ; I; B)� k(k+1)2 F (I; : : : ; I; A;B)℄Ii �Proposition 4.14 Soient A 2 X;B 2 PV . Alors A�B = 0 si et seulement si B 2 �A0.
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Fig. 4.4 � Desription géométrique de �A0 = fB : A �B = 0gDémonstration : Par la proposition 4.6, pour A 2 X et B 62 Sk�1X, pour onstruire�B(A), il faut onstruire le point A00 intersetion de la droite (AB) ave Sk�1X, puisdire que �B(A) est l'hyperplan TA00Sk�1X. De même, �I(A) est l'hyperplan TA0Sk�1X,où A0 est le point d'intersetion de la droite (AI) ave Sk�1X.Ainsi, on aura �B(A) k A si et seulement si es deux hyperplans sont les mêmes, equi revient à dire que �A00 = �A0 ou enore que A00 2 �A0 , ou don que B 2 h�A0 ; Ii. Ona don établi �B(A) k A() B 2 h�A0; Ii114



En prenant les espaes tangents de es variétés en I, on en déduit queA �B k A() B 2 h�A0 ; IiSupposons maintenant que hA; Ii 6= 0. Alors on a h�A0 ; Ii \ A? = �A0. En e�et,es deux ensembles sont des hyperplans de h�A0 ; Ii et on a toujours �A0 � A?, puisqueA? = TA0Sk�1X � �A0 . Par ailleurs, omme il est lair que si A �B = 0, alorshA;Bi = hA �B; Ii = 0 (lemme 3.1.3), on a don pour A générique quefB : A � B = 0g = �A0 . Pour A tel que hA; Ii = 0, fB : A � B = 0g est enore unhyperplan de fB : A �B k Ag = h�A0 ; Ii ; par ontinuité, 'est don enore �A0 . �Les propositions 4.13 et 4.14 dé�nissent l'algèbre de Jordan, en vertu du lemme 1.1.1.4.2.5 Identi�ation de V ave un espae préhomogène symé-triqueDans les algèbres de matries que nous avons renontrées dans la partie préédente,l'ouvert des matries inversibles est homogène sous l'ation du groupe préservant ledéterminant à une onstante près. Un tel espae vetoriel V muni d'une ation d'ungroupe G telle qu'il existe une orbite dense est dit préhomogène. Si par ailleurs il existeune involution sur G telle que le stabilisateur d'un point de l'orbite ouverte soit inlusdans l'ensemble des points �xes de ette involution et ontienne la omposante onnexede l'identité de et ensemble, alors et espae est dit symétrique.Le but de e paragraphe est de montrer que si X � PV est une k-variété de Sorza, alorsV est un espae préhomogène symétrique (sans utiliser le théorème de lassi�ation), equi par un résultat de W. Bertram sur les espaes préhomogènes symétriques permetde donner une preuve alternative de la lassi�ation des variétés de Sorza. En�n, ene qui onerne la quatrième variété de Severi, qui orrespond à l'algèbre de Jordanexeptionnelle H3(O 
 C ), on retrouve failement que la variété quasi-projetive desmatries inversibles s'identi�e à E6=F4, où F4 est le sous-groupe du groupe adjoint E6préservant une forme quadratique non-dégénérée.Soit don X � PV une variété de Sorza, et omme dans le paragraphe préédentF une équation de Sk�1X, G dé�ni par G(M) = F (M;:::;M;:)F (M) et I tel que F (I) = 1.Identi�ons V et V � par DIG ; soit � dé�ni par A � B = �2�A jI [DAG(B)℄. Soit en�n Gle groupe des éléments de GL(V ) qui préservent \Sk�1X. Ce groupe est aussi elui quipréserve bX, puisque (Sk�1X)� s'identi�e par DIG à X.Lemme 4.2.14 V � \Sk�1X est homogène sous l'ation de G.Démonstration : Pour démontrer e résultat, on onsidère les éléments de G égauxà ��1B Æ �A. Ainsi étant donnés deux éléments v1; v2 2 V � \Sk�1X, si il existe A;B 2V � \Sk�1X tels que �A(v1) = �B(v2), alors v1 et v2 sont dans une même G-orbite. Or,115



l'ensemble des ��1I Æ �A(I) ontient un ouvert de V ar la di�érentielle de l'appliationA 7! �A(I) est l'appliation A 7! �2A � I, don est �2Id par le lemme 3.1.2, don estinversible. Ainsi la G-orbite de I est dense ; omme I peut être n'importe quel élémenttel que F (I) = 1, e résultat est valable pour tout élément v tel que F (v) 6= 0, et lelemme en déoule. �Proposition 4.15 V est un espae préhomogène symétrique sous l'ation de G.Démonstration : Nous venons de voir qu'il est préhomogène. Par ailleurs, dans lapreuve du théorème 4.6, on a vu que si g 2 G, alors son adjointe par rapport à la formequadratique �DIG, que je note tg, appartient aussi à G. Soit don sur G l'involution� : g 7! tg�1. Alors g est un point �xe de ette involution si et seulement si g préservela forme quadratique hA;Bi = �DIG(A)(B).La preuve de la proposition 4.15 est ahevée par laProposition 4.16 Soit g 2 G. Les onditions suivantes sont équivalentes.1. g préserve le produit sur V à un signe près, 'est-à-dire(g:A) �K (g:B) = �g:(A �K B):2. g préserve I à un signe près, g:I = �I.3. g préserve le produit salaire, hg:A; g:Bi = hA;Bi.Si k est impair, les signes� ne peuvent pas avoir lieu, puisque F est alors de degré impair.Le orollaire p.49 de [Ja 63℄ donne e résultat pour l'algèbre de Jordan exeptionnelle auniveau in�nitésimal ('est-à-dire au niveau des algèbres de Lie), prouvant ma propositionà un sous-groupe �ni près. Je ne sais pas si mon résultat préis est onnu.Démonstration : La preuve de la proposition 3.2 s'adapte ii, montrant que (1) et(2) sont équivalents, que (1) implique (3), et que la omposante onnexe des élémentsvéri�ant (3) passant par Id véri�e (1). Cei su�t pour montrer que l'on a un espaepréhomogène symétrique. Par un argument géométrique, j'obtiens le résultat plus préisannoné :� Redémontrons (2)) (1) par un argument géométrique :Considérons g tel que g:I = I et A 2 bX �xé. Alors g préserve le produit salairepuisque elui-i est dé�ni à partir de X et I. Soient sur V les deux algèbresA�1B = (g:A)�(g:B) et A�2B = g:(A�B). Elles oïnident projetivement sur Xpuisque génériquement e sont la projetion orthogonale de I sur Tg:AX\Tg:BX =g:(TAX \ TBX). Par ailleurs A �1 B = 0 et A �2 B = 0 respetivement quandg:B 2 �(g:A)0 et quand B 2 �A0 (si x 2 X, x0 désigne le point d'intersetion de(xI) ave Sk�1X di�érent de x), es deux onditions étant équivalentes puisqueomme g préserve I par hypothèse, g:A0 = (g:A)0. Par le lemme 1.1.5, es deuxalgèbres sont égales.� (3)) (2) :Soit g préservant le produit salaire, ela signi�e que pour tout A 2 PV , (g:A)? =g:(A?). Soit A 2 X. Alors e premier (respetivement dernier) hyperplan est pardé�nition du produit salaire l'hyperplan tangent à Sk�1X au point (g:A)0 (respe-tivement g:A0) d'intersetion de la droite (g:A; I) (respetivement (g:A; g:I)) aveSk�1X. S'ils sont égaux, 'est que (g:A)0 2 �g:A0 , et que don g:I 2 h�(g:A)0 ; Ii.116



Supposons maintenant que g:I 6= I (projetivement) et soit A 2 X. Alors la droite(I; g:I) de h�(g:A)0 ; Ii oupe �(g:A)0 . Il existe don un point de (I; g:I) \ �(g:A)0 ,don de (I; g:I) \ T(g:A)0Sk�1X \ Sk�1X. Puisque (I; g:I) \ Sk�1X est �ni et quepour M �xé le fait que M 2 T(g:A)0Sk�1X est une ondition fermée sur A, il existeM �xe qui est dans tous les T(g:A)0Sk�1X = �I(g:A), don dans tous les TPSk�1X(proposition 4.6), e qui est ontraditoire. �Sur un tel espae préhomogène symétrique, il est possible de dé�nir naturellement unestruture d'algèbre, expliquons ette struture en suivant les notations de W. Bertram[Ber 00℄ et voyons que ette struture n'est autre que elle que nous avons déjà dé�nie.Pour éviter les onfusions, nous noterons provisoirement �K le produit dé�ni préédem-ment, pare qu'il a été déouvert par Koeher, et �B le nouveau. Notons Id l'identitéde G, alors d�Id est une involution de l'algèbre de Lie g de G ; notons g+ et g� lessous-espaes propres assoiés aux valeurs 1 et -1. Notons E l'évaluation g 7! g:I et e sadi�érentielle. Comme le stabilisateur de I dans G est l'ensemble des points �xes de � àun sous-groupe �ni près, e s'annule sur g+. Elle réalise un isomorphisme entre g� et Vpuisque l'orbite de I est ouverte. Le produit sur V est alors donné par A�BB = e�1(A):B.Un résultat lassique énone que muni de e produit V est une algèbre de Lie triple,'est-à-dire que si A et B sont des éléments de V , alors le ommutateur [MA;MB℄ estune dérivation de �B, MU désignant l'endomorphisme T 7! U �B T [Ber 00, p.44℄.Voyons que e produit n'est autre que elui dé�ni par MCrimmon. Les éléments DAGde G sont symétriques au sens où hDAG(B); Ci = hDAG(C); Bi, omme nous l'avonsonstaté au paragraphe préédent. Ainsi ils véri�ent tg = g, soit �(g) = g�1. La dérivéeT 7! A �K T de �12 DAG en I dans la diretion de A est don un élément de l'algèbrede Lie g qui véri�e d�Id(g) = �g, soit un élément de g�. Comme A �K I = A, e�1(A) =(T 7! A �K T ) et A �B B = A �K B.Pour onlure que ette struture d'algèbre est une struture d'algèbre de Jordan,on utilise le résultat suivant [Ber 00, p.108℄ :Théorème 4.7 Une algèbre de Lie triple semi-simple est une algèbre de Jordan.
4.3 Le as des variétés de SeveriDans e hapitre, je démontre par des arguments plus élémentaires la lassi�ationdes variétés de Severi, ainsi que des propriétés onnues de elles-i. Ayant �xé I 62Se(X), rappelons que l'on note G l'appliation x 7! ��1I [F (x; x; :)=F (x)℄ (notations dela proposition 4.6).
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4.3.1 Étude globale de GOn a déjà vu que Y = Se(X)� est une variété de Severi isomorphe à X. Soit donF � la forme trilinéaire symétrique telle que l 2 Se(Y ) , F �(l; l; l) = 0, l 2 Y ,F �(l; l; :) = 0 et F �[DIG(I); DIG(I); DIG(I)℄ = 1. Posons G�(l) = F �(l;l;:)F �(l;l;l) . Soit aussi,pour x 2 V , x� = F (x; x; :) 2 V �.Proposition 4.17 Soit A 2 C m+1 � \Se(X). Alors G� ÆG(A) = A.En partiulier G dé�nit une appliation birationnelle de PV d'inverse G� (f [Zak 93℄ et[Ein 89℄).Démonstration : On sait queF �[DAG(u); DAG(v); DAG(w)℄ = F (u; v; w)F (A)2 (4.1)Soit alors A 2 C m+1 � \Se(X) et l 2 (C m+1)�, on veut voir quel(A)F (A) = F �(A�; A�; l)F �(A�) :CommeDAG(A) = �A�=F (A), en appliquant (4.1) à u = v = A et w tel que DAG(w) =l=F (A), il vient F �(A�; A�; l)F (A)3 = �l(A)F (A)2 :En e�et, l(A)=F (A) = DAG(w):A = DAG(A):w = �F (A;A;w)=F (A). De même, si onpose u = v = w = A, il vient :F �(A�;A�;A�)F 3(A) = � 1F (A) . En quotientant es deux dernières égalités, on obtient l'égalitésouhaitée. �De toute évidene, G, onsidérée omme une appliation rationnelle de PV , se pro-longe à Se(X) �X par G(p) = p� et on a G(Se(X)�X) = Y . On note maintenantG(X) l'ensemble des valeurs d'adhérene des G(xn) pour (xn) parourant toutes lessuites tendant vers un élément de X. On a alors la proposition suivante qui est unrésultat annoné sans démonstration dans [Zak 93, p.79℄ :Proposition 4.18 G(X) = Se(Y ) = X�.Démonstration : On a évidemment G(X) � Se(Y ) ar en dehors de Se(Y ), G estinversible. Réiproquement, si yn ! y ave y 2 Se(Y ) mais yn 62 Se(Y ), alors ennotant xn = G�(yn), on a par la proposition 4.17 G(xn) = yn don G(xn) ! y et parailleurs xn ! G(y) 2 X ; ainsi y 2 G(X) et G(X) = Se(Y ).En e qui onerne la deuxième égalité, soit w 2 Pm � Se(X) et w0 = G(w). On ales isomorphismes DwG et Dw0G respetivement entre X et Y , et entre Y et (Se(Y ))�.On a don un isomorphisme omposé X ' (Se(Y ))�. Mais par le hoix de w et w0et la proposition 4.17, ette omposée est l'identité, de sorte que X = (Se(Y ))� etX� = Se(Y ). �118



4.3.2 Orbites dans PVDans e paragraphe, je montre que Se(X)�X est homogène. Soit p 62 bX ; posonsP (A) = 2F (A)p� 6A�(p)A. On ommene par deux lemmes tehniques :Lemme 4.3.1 Il existe A 2 V tel que P (A) 62 \Se(X).Démonstration : Si on avait F [P (w)℄ = 0 pour tout w 2 V , alors en développant etteégalité, on trouve F (w)2F (w;w; p)F (w; p; p) = 0 pour tout w et don soit F (w;w; p) = 0pour tout w, soit F (w; p; p) = 0 pour tout w. Dans le premier as, par polarisation ona aussi F (w; p; p) = 0 ; ainsi dans les deux as, p 2 X, ontredisant le hoix de p. �Lemme 4.3.2 Soit ! 62 Se(X). La matrie F (!; :; :) est inversible.Démonstration : Cette matrie est la di�érentielle en ! de H : w ! F (w;w; :). Oromme F (!) 6= 0, on peut au voisinage de ! dé�nir une raine holomorphepF (w), quiest non nulle, et par la proposition 4.17, la omposéew 7! A := wpF (w) H7! F (A;A; :) G�7! G�[F (A;A; :)℄est l'identité, de sorte que F (!; :; :) est inversible. �Lemme 4.3.3 L'adhérene d'une orbite di�érente de X est au moins une hypersurfae.Démonstration : Soit p 2 Se(X)�X et A tel que P (A) 62 Se(X). Notons L(w) ladérivée de L!(p) quand ! tend vers A dans la diretion w, soit :L(w) = 6F (A;A;w)F (A; p; :) + 2F (A;A;A)F (w; p; :)�6F (A;w; p)F (A;A; :)� 6F (A;A; p)F (A;w; :)On va voir que Ker(L)\ Ker(A�) = f0g, de sorte que L est au moins de rang dimV � 1.Soit don w tel que L(w) = 0 et F (A;A;w) = 0. En appliquant L(w) = 0 à A, ilvient F (A;w; p) = 0 ; tenant ompte de F (A;A;w) = 0, on en déduit F [P (A); w; :℄ = 0.Comme par dé�nition de A, P (A) 62 Se(X), on déduit alors du lemme 4.3.2 que w = 0.�Corollaire 4.19 Les variétés Se(X)�X et Pm � Se(X) sont homogènes.Démonstration : Soit p 2 Se(X) � X. L'orbite de p est ontenue dans Se(X) etson adhérene est une hypersurfae. Cette orbite ontient don un ouvert de Se(X). Simaintenant q est un autre point de Se(X) �X, alors son orbite renontre elle de p ;ils font don partie de la même orbite. Ainsi Se(X)�X est homogène.Nous avons déjà vu que PV � Se(X) est homogène (proposition 4.15). Voii unautre argument : soit B une orbite di�érente de X et Se(X)�X. Comme B \Se(X)est stable, on a soit B\Se(X) = X, soit B\Se(X) = Se(X). La première possibilitéest absurde ar B est au moins une hypersurfae ; on a don B = PV . Le orollaire endéoule. �Remarquons que e orollaire fournit une autre preuve de la lassi�ation des va-riétés de Severi. En e�et, si P est un polyn�me invariant par gAut(X), alors il dé�nitune hypersurfae invariante par gAut(X) ; or nous avons vu que seule Se(X) était unetelle hypersurfae. Ainsi l'algèbre des invariants C [V ℄gAut(X) égale C [F ℄. En partiulier,gAut(X) agit dans V de façon olibre au sens où l'algèbre des invariants est libre. Lesgroupes olibres simples ont été lassi�és par [KPV 76℄ (si gAut(X) n'est pas simple, onsait par le lemme 4.2.12 que X = P2 � P2) :119



Théorème 4.8 Toute représentation irrédutible d'un groupe linéaire simple onnexequi est olibre et a exatement un invariant fait partie de la liste suivante :(SOn; C n) (n 6= 4) ; (SLn;�2C n (n pair) ; (SLn; S2C n) ; (SLn;�3C n) (n = 6; 7; 8) ;(Sp6;�30C 6) ; (SL2; S3C 2) ; (Spinn;�) (n = 7; 9; 11; 12; 14) ; E6 ; E7 ; G2.� désigne une représentation spinorielle et E6,E7 et G2 agissent dans leurs représen-tations minimales.4.3.3 Autre preuve de l'identité de JordanOn peut montrer �à la main� la relation de Cayley-Hamilton, e qui entraîne que notrealgèbre est assoiative selon les puissanes, 'est-à-dire que la sous-algèbre engendrée parun élément quelonque est assoiative. Identi�ons V et V � par �I .On démontre d'abord que la matrie A� = F (A;A; :) est la omatrie de A :Lemme 4.3.4 A � A� = F (A)I.Démonstration : On vient de voir (proposition 4.17) que l'appliation birationnelleG est une involution qui envoie Se(X) sur X. Ainsi x 2 Se(X) si et seulement siF (x; x; :) 2 Se(X). Don F [A�℄ = F (A)2. Par deux dérivations suessives, nous allonsdéduire de ette relation des relations qui prouveront le lemme. Une première dérivationdonneF [F (A;A; :); F (A;A; :); F (A;B; :)℄ = F (A)F (A;A;B). Si U est la forme linéaireF (A;B; :), ette égalité s'exprime omme F [F (A;A; :); F (A;A; :); U ℄ = F (A)hA;Ui. Orpour A générique, l'appliationB 7! F (A;B; :) est un isomorphisme (proposition 4.3.2) ;on en déduit don que pour A générique, la relation préédente est vraie pour tout U ,don que F [F (A;A; :); F (A;A; :); :℄ = F (A)A: (4.2)Cette relation est don vraie pour tout A. Une nouvelle dérivation prouve que4F [F (A;A; :); F (A;B; :); :℄ = 3F (A;A;B)A+ F (A)B: (4.3)En remplaçant B par I et en tenant ompte de (3.3) on en déduit2F [F (A;A; :); A; :℄ = 6F (I; I; A)F [F (A;A; :); I; :℄� F (A)I � 3F (A;A; I)A: (4.4)En�n, en évaluant ette dernière forme linéaire en I, on obtient2F [F (A;A; :); A; I℄ = 3F (I; I; A)F (A;A; I)� F (A): (4.5)Maintenant, par dé�nition,hA � F (A;A; :); Ui = F [F (A;A; :); A; U ℄ + 32F (A;A; I)hA;Ui+32F (I; I; A)F (A;A; U)� 3F [F (A;A; :); A; I℄hI; UiEn tenant ompte des relations (4.4) et (4.5), on obtient alorshA � F (A;A; :); Ui = 3F [F (A;A; :); I; U)F (I; I; A) + F (A)hI; Ui+32F (I; I; A)F (A;A; U)� 92F (A;A; I)F (I; I; A)hU; Ii120



Or F [F (A;A; :); I; U ℄ = F [F (A;A; :); I; 3F (I; I; U)I � 2F (I; U; :)℄= 32F (A;A; I)F (I; I; U)� 12F (A;A; U)en appliquant la relation (4.3) ave A = I et B = U .Ainsi, hA � F (A;A; :); Ui = F (A)hI; Ui. �Maintenant, omme F (A � �I) = F (A) � 3F (A;A; I)� + 3F (A; I; I)�2 � �3 est lepolyn�me aratéristique de A, on se doute que :Lemme 4.3.5 (Cayley-Hamilton) A�A�A = 3F (A; I; I)A2�3F (A;A; I)A+F (A)IDémonstration : Comme A�A = F (A;A; :)+3F (I; I; A)A�3F (I; A;A)I, ela résultedu lemme préédent. �Une onséquene de ette expression est :Proposition 4.20 Le produit est assoiatif selon les puissanes.Démonstration : Si I; A;A2 sont des veteurs indépendants soit MA la matrie, expri-mée dans ette base, de la multipliation par A dans l'algèbre engendrée par A :MA = 0� 0 0 F (A)1 0 � 3F (A;A; I)0 1 3F (A; I; I) 1ASi I; A et A2 sont liés on dé�nit MA par la même formule. Soit aussi Ai le veteur quis'exprime en fontion de I; A et A2 omme le premier veteur olonne de la matrieM iA.Alors il su�t de se onvainre que toute expression érite seulement ave A, le signe �et des parenthèses, égale Ai, i étant le nombre de fois que l'on a érit A. Si i � 2, 'esttrivial ; pour i = 3, ela résulte du lemme préédent ; pour i = 4, il faut véri�er queA2 � A2 = A � A3 = [9F (A; I; I)2 � 3F (A;A; I)℄A2+[F (A)� 9F (A; I; I)F (A;A; I)℄A+ 3F (A; I; I)F (A)Iet 'est une onséquene faile des relations déjà établies. On peut alors raisonner parréurrene : supposant que ela est vrai pour j < i, il su�t de montrer, pour tousentiers p; q tels que p + q = i et p > 2, que (Ap) � (Aq) = (Ap�1) � Aq+1. Mais Ap�1et Aq sont des ombinaisons linéaires de I; A et A2, et nous avons montré la relation(A �A) �A2 = A � (A �A2) et la ommutativité implique (A2 �A) �A2 = A2 � (A �A2).On obtient don (Ap�1 � A) � Aq = Ap�1 � (A � Aq), et Ap � Aq = A � Ai�1 = Ai. �Une onséquene de ette proposition et du théorème 2.15 p.52 de [Ber 00℄, quiénone qu'une algèbre de Lie triple unitaire est de Jordan si et seulement si elle estassoiative selon les puissanes, est que notre algèbre est une algèbre de Jordan. Parailleurs, le lemme 4.3.5 montre que ette algèbre est de rang au plus 3.4.3.4 Propriétés du ross-produtConernant les algèbres de Jordan simples de rang 3, et plus spéi�quement l'algèbrede Jordan exeptionnelle, on renontre fréquemment dans la littérature un produit ap-pelé �ross-produt�, di�érent du produit de Jordan. Ce produit véri�e par exemple121



(A � A) � (A � A) = det(A)A, et une matrie A est de rang de Jordan 1 si et seule-ment si A� A = 0. Il permet aussi de dé�nir les variétés de la troisième ligne du arrémagique de Freudenthal : on onsidère, pour A une algèbre de omposition, l'ensembledes matries dites �de Zorn�, de la forme � � AB � �, ave �; � 2 C et A;B 2 H3(A).On obtient alors les quatre variétés de la troisième ligne en onsidérant, pour lesquatre algèbres de omposition A, dans l'espae projetif onstitué de es matries,l'adhérene de l'ensemble des matries de la forme � t3 t2AtA� A detA � (t 2 C ; A 2H3(A) et A�B désigne le ross-produit de A et de B) [LM 99℄. Les trois premières va-riétés sont respetivement isomorphes, pour A = R
C ;O 
C ; H 
C , à G!(3; 6); G(3; 6)et GQ(6; 12). La quatrième est homogène sous E7.L'espae vetoriel des matries de Zorn peut être muni d'une struture d'algèbrepartiulièrement intéressante, en utilisant e ross-produit [All 90℄.Le ross-produit est naturellement une appliation bilinéaire de V � V dans V �,dé�nie par l'équation A�B = F (A;B; :). Lorsqu'on hoisit un produit salaire, elui-iidenti�e V et V �, munissant alors V d'une struture d'algèbre. Puisque, pour A;B 2 X,F (A;B; :) = 12F (A + B;A + B; :) est la forme linéaire de Se(X)� qui représente laA-droite (AB), e produit peut être interprété, moralement, en termes de géométrieprojetive, omme l'appliation qui assoie à A et B des points de AP2, la droite passantpar es points : ette droite est un élément de AP2�. On a aussi un ross-produit sur V �,dé�ni de façon similaire en utilisant l'équation de Se[Se(X)�℄, et elui-i s'interprètedualement omme l'appliation qui assoie à deux droites leur intersetion.Le but de e petit paragraphe est de dé�nir géométriquement le ross-produt, etd'en examiner ertaines propriétés géométriques.Tout d'abord, rappelons que ette appliation est préservée par Str(V ) (pour g 2Str(V ), on a (g:A) � (g:B) = g:(A � B), où je rappelle que si H est un hyperplan deV , g:H est l'ensemble des g:x pour x 2 H).Si A et B sont de rang 1, alors F (A;A; :) = F (B;B; :) = 0, et don 2F (A;B; :) =F (A+B;A+B; :). Ainsi, F (A;B; :) est l'équation de l'hyperplan tangent à Se(X) enun point de la droite passant par A et B, si ette droite n'est pas inluse dans X ('estaussi la somme des espaes tangents TAX et TBX par le lemme de Terraini). Cettedroite est inluse dans X si et seulement si B 2 TAX, soit F (A;B; :) = 0. Cei dé�nitgéométriquement le produit.Proposition 4.21 Si P est de rang 2, alors fB : F (P;B; :) = 0g est l'hyperplan polairede P , dans �P , pour la quadrique QP .Démonstration : Si g 2 Str(V ), alors il est lair que fB : F (g:P; B; :) = 0g = g:fB :F (P;B; :) = 0g. Puisque l'on sait que Se(X)�X est homogène sous Str(V ), on pourraitse ontenter de faire le alul pour un P partiulier. Je préfère donner ii un argumentplus géométrique. Si A 2 QP est tel que P 2 TAQP , alors en partiulier P 2 TAX, etnous avons vu qu'alors F (A; P; :) = 0. L'hyperplan polaire annule don F (P; :; :). Unargument de dimension onlut alors la preuve. �
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4.3.5 Polyn�mes homaloïdes de degré 3Pour un polyn�me f sur V , je note df l'appliation V ! V �; x 7! dxf . P. Etingof,D. Kazhdan et A. Polishhuk ont introduit la dé�nition suivante [EKP 00℄ :Dé�nition 4.6 Soit V un espae vetoriel et f un polyn�me homogène sur V . Si df :PV 9 9 K PV � est birationnelle et s'il existe un polyn�me homogène f � sur V � tel quef �(dxf=f(x)) = 1=f(x) pour f(x) 6= 0, alors f est dit homaloïde.Remarque : Si f est homaloïde, le polyn�me f � dont il est question est unique et demême degré que f .Remarquons que l'on peut onstruire de nombreux polyn�mes homaloïdes, en onne-tion ave les espaes préhomogènes [EKP 00, proposition 3.9,p.10℄ :Proposition 4.22 Soit (V;G) un espae préhomogène régulier ave G rédutif ; par dé-�nition, il existe don un polyn�me f sur V et un aratère � de G tels que 8g 2 G; 8v 2V; f(g:v) = �(g)f(v). Si df est dominante, alors f est homaloïde.Par exemple, le déterminant d'une algèbre de Jordan simple est homaloïde. Les auteursposent alors la question suivante :Question 4.9 Un polyn�me homaloïde est-il toujours l'invariant relatif d'un espae pré-homogène pour un groupe rédutif ?Leur théorème 3.5 répond à ette question pour les polyn�mes de degré 3 ; on peutle traduire, omme le théorème de Zak, en termes d'algèbres de Jordan :Théorème 4.10 Un polyn�me homaloïde de degré 3 est le déterminant d'une algèbrede Jordan semi-simple.Démonstration : Je propose ii, en utilisant la onstrution géométrique du théorème4.6, une preuve très simple de e théorème.Soit X � PV (respetivement Y � PV �) la variété duale de l'hypersurfae f � = 0(respetivement f = 0). Ainsi, par le théorème de bidualité 4.4, X� = ff � = 0g etY � = ff = 0g.Leur proposition 3.5, qui est l'analogue de ma proposition 4.17, a�rme queddxff � = f(x)x: (4.6)Ainsi,X est dans le lieu singulier de Y �. Le même alul que elui e�etué pour la preuvede mon théorème 4.6 donne alors que pour A 62 Y � et x 2 X, dA(dff )(x) est l'hyperplantangent TpY �, si p est l'autre point d'intersetion de (xA) ave Y �. Ainsi dA(dff ) envoieX sur Y . Sa transposée envoie don Y � sur X�. Par ailleurs, elle est inversible par (4.6).C'est don un isomorphisme entre ff � = 0g et une ou plusieurs omposantes irédutiblesde ff = 0g. Mais pour des raisons de degré, son image est ff = 0g, et don f = f �.Si f est irrédutible, ei implique dA(dff )(B) = f(B)f(A)2 , et le théorème 3.1 dit que fest le déterminant d'une algèbre de Jordan. Si f n'est pas irrédutible, il se fatorisepar une forme linéaire, et il est faile de traiter e as. Si on veut éviter d'utiliser etargument, on peut remarquer que le raisonnement du paragraphe 4.3.2 reste valable et en123



onlure que V est un espae préhomogène symétrique. La lassi�ation des polyn�meshomaloïdes de degré 3 orrespondant à un espae préhomogène est faile : en e�et, dansla lassi�ation des espaes préhomogènes réguliers que l'on peut trouver dans [KS 77,p.144℄, les seuls as 1,2,3,27 ont un invariant relatif de degré 3 ; ils orrespondent auxquatre variétés de Severi. �En e qui onerne les polyn�mes homaloïdes de degré 4, on sait que le déterminantd'une algèbre de Jordan de rang 4 et une équation de la variété tangente des variétéssituées sur la troisième ligne du arré magique de Freudenthal onstituent des exemplesde tels polyn�mes ; il me semble don utile de dérire la géométrie des algèbres stru-turables, en espérant que la démonstration simple que j'ai proposée de la lassi�ationdes polyn�mes homaloïdes de degré 3 se transpose à elle des polyn�mes de degré 4.
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Deuxième partieThéorèmes d'annulation
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Chapitre 5Rappels et notations
5.1 Théorie des représentations5.1.1 PléthysmeIl s'agit dans e paragraphe de présenter quelques notations et formules onernantles représentations des groupes de Lie lassiques.Une partition � est par dé�nition une suite �nie déroissante d'entiers. Je note �ile i-ième entier de � ; 'est par onvention la i-ième part de �. Le poids de �, noté j�j,est la somme de ses parts. Sa longueur, l(�), est le nombre de parts non nulles. Dans denombreuses ironstanes, il est pratique de représenter les partitions par un diagrammeomme le suggère l'exemple qui suit :

partition (6; 4; 1):A haque partition � orrespond un fonteur de la atégorie des espaes vetoriels danselle-même que j'appelle �de Shur� et que je note S� [FH 91℄. Si V est un espae vetoriel,l'appliation � 7! S�V réalise une bijetion entre l'ensemble des partitions de longueurstritement inférieure à dimV et l'ensemble des représentations irrédutibles de SL(V ).Rappelons aussi que S(k)V = SkV , la k-ième puissane symétrique et S(1;:::;1)V = �kV ,la k-ième puissane extérieure, si k désigne le poids de ette partition.Cette bijetion et la façon dont nous avons hoisi de représenter les partitions vontapparaître très pratiques. Par exemple, si � est une partition, notons �� la partitiondont le diagramme est le symétrique par rapport à une droite dirigée vers le �sud-est� :
� = (6; 3; 1; 1) �� = (4; 2; 2; 1; 1; 1)126



Autrement dit, la i-ième part de �� est la hauteur de la i-ième olonne du diagrammede �. Alors, on a pour tous espaes vetoriels V et W l'identité des représentations deSL(V )� SL(W ) : �j(V 
W ) =Mj�j=j S�V 
 S��W: (5.1)On note r(�) le rang d'une partition �, soit le plus grand entier i tel que �i � i.C'est aussi, visuellement, la longueur de la diagonale sud-est inluse dans la partition :r0� 1A = 2:On peut oder une partition � par deux partitions �d et �b de longueur r telles que �di(respetivement �bi) soit le nombre de ases à droite de (respetivement en-dessous de)ou sur la i-ième ase de ette diagonale. Remarquons que � 7! (�d; �b) est une bije-tion de l'ensemble des partitions dans l'ensemble des ouples de partitions stritementdéroissantes. Notons (�; �) la partition � telle que �d = � et �b = �. Par exemple,(6; 4; 2) = ((6; 3); (3; 2)).Si � est une partition stritement déroissante, notons �+ la partition (� + 1; �)(� + 1 désigne la partition de même longueur que � dont la i-ième part vaut �i + 1).Visuellement, ette partition de rang l(�) est obtenue en emboitant l(�) rohets dontle i-ième est de longueur �i + 1 et de hauteur �i.Par exemple si � = , alors e proédé visuel donne suessivement
, et �+ = .Alors, on a : �iS2V =Mj�j=iS�+V: (5.2)De même, soit �� = (�; �+ 1) = (�+)�, on a�i�2V =Mj�j=iS��V: (5.3)En�n, j'utiliserai la formule de Littlewood-Rihardson pour aluler le produit ten-soriel de deux représentations irrédutibles de SL(V ) :S�V 
 S�V =M� ��;�S�V: (5.4)127



Dans ette formule, les oe�ients ��;� sont eux de Littlewood-Rihardson. Ils nepeuvent être non nuls que si � � �, et sont alors égaux au nombre de façons de nu-méroter les ases de � � � ave �i hi�res égaux à i, de telle sorte que d'une part esnuméros soient roissants sur les lignes de gauhe à droite et stritement roissants surles olonnes de haut en bas, et que d'autre part le mot érit en lisant les hi�res dedroite à gauhe et de haut en bas soit de Yamanouhi. Un mot est par dé�nition deYanamouhi si haque mot obtenu en prenant les k premiers hi�res de e mot ontientau moins autant de hi�res i que de hi�res j pour i � j. Par exemple, si � = (3; 3; 2),� = (4; 2) et � = (4; 4; 3; 3), alors ��;� = 1 : 1211 1 2Si V est muni d'une forme quadratique (respetivement sympletique), alors SL(V )ontient le sous-groupe SO(V ) (respetivement Sp(V )). Les représentations irrédutiblesde SL(V ) sont des représentations de e sous-groupe, par ontre elles ne restent pastoujours irrédutibles. Pour l'un des groupes SL(V ); SO(V ) et Sp(V ), hoisissons ommetore maximal le sous-groupe des matries diagonales ; un poids ('est-à-dire un aratèrede e tore) de SL(V ) se restreint don en un poids de SO(V ) ou un poids de Sp(V ).Je note alors Sh�iV la représentation de e sous-groupe qui a omme plus haut poidsla restrition du plus haut poids de la représentation S�V . De même, je note ShkiV et�hkiV les représentations Sh(k)iV et Sh(1;���;1)iV .5.1.2 Notations onernant les systèmes de rainesDans e paragraphe, je rappelle les notations de [Bou 68, p.185 et suivantes℄ oner-nant les systèmes de raines de SL(n); Sp(2n) et SO(n).L'algèbre de Lie sln est l'algèbre des matries d'ordre n et de trae nulle. Une sous-algèbre de Cartan h est onstituée des matries diagonales. Soit �i; 1 � i � n, la formelinéaire qui assoie à une matrie son i-ième élément diagonal. Alors les raines sont les�i � �j (i 6= j). Nous hoisirons la base onstituée des �i � �i+1; i � n � 1. Les rainespositives sont les �i � �j; i < j.L'algèbre de Lie so2n+1 est l'algèbre des matries d'ordre 2n+1 orthogonales pour laforme donnée par la matrie S = 0� 0 0 J0 � 2 0J 0 0 1A, où J est la matrie d'ordre n ayantdes 1 sur la deuxième diagonale (Ji;n+1�i = 1) et des 0 partout ailleurs. Cei signi�e queA 2 so2n+1 , AS + SA = 0.Soit h la sous-algèbre des éléments diagonaux ; 'est une sous-algèbre de Cartan. Soit�i; 1 � i � n, la forme linéaire qui assoie à une matrie son i-ième élément diagonal ;128



les raines sont les ��i et ��i � �j (i 6= j). Choisissons la base ontenant �i � �i+1(1 �i � n� 1) et �n. Les raines positives sont les �i et les �i � �j; i < j.L'algèbre de Lie sp2n est l'algèbre des matries d'ordre 2n qui préservent la formeantisymétrique 
 = � 0 J� J 0 �. Cei signi�e que A 2 sp2n , A
 + 
A = 0.Soit h la sous-algèbre des éléments diagonaux ; 'est une sous-algèbre de Cartan. Soit�i; 1 � i � n la forme linéaire qui assoie à une matrie son i-ième élément diagonal ; lesraines sont les ��i � �j. Choisissons la base ontenant �i � �i+1(1 � i � n� 1) et 2�n.Les raines positives sont les 2�i et les �i � �j; i < j.L'algèbre de Lie so2n est l'algèbre des matries d'ordre 2n orthogonales pour la formedonnée par la matrie S = � 0 JJ 0 �. Cei signi�e que A 2 so2n , AS + SA = 0.Soit h la sous-algèbre des éléments diagonaux ; 'est une sous-algèbre de Cartan. Soit�i; 1 � i � n la forme linéaire qui assoie à une matrie son i-ième élément diagonal ; lesraines sont les ��i � �j(i < j). Choisissons la base ontenant �i � �i+1(1 � i � n � 1)et �n�1 + �n. Les raines positives sont les �i � �j; i < j.5.2 Fibrés vetoriels homogènesSoit X une variété projetive. Une �bration sur X est par dé�nition un morphismesurjetif loalement trivial p : Y ! X, où Y est une variété. Le fait que p est loalementtrivial signi�e que pour tout point x de X il existe un voisinage V de x et une variétéF tels que p�1(V ) ' V � F , et tels que et isomorphisme identi�e p à la premièreprojetion. Si X est onnexe, F ne dépend pas (à isomorphismes près) de x 2 X.Rappelons que la donnée d'un �bré (sous-entendu vetoriel) de rang r sur X est ladonnée d'un des trois objets suivants équivalents :� Un faiseau de OX -modules loalement libre de rang r.� Un reouvrement (Ui)i2I de X et pour tous i; j 2 I des morphismes ti;j de Ui \Uj dans GL(r) satisfaisant la �relation de oyle� 8x 2 Ui \ Uj \ Uk; ti;k(x) =ti;j(x)tj;k(x) pour tous triplets i; j; k 2 I.� Une �bration de �bre l'espae a�ne de dimension r. La soure de ette �brationest appelée espae total du �bré.Dans [Akh 95℄, on peut aussi lire la notion de morphismes de �brés, d'injetivité, desurjetivité d'un tel morphisme, ainsi que la dé�nition d'un �bré irrédutible ou in-déomposable. La deuxième desription d'un �bré montre que toutes les onstrutionsfontorielles sur les espaes vetoriels se prolongent aux �brés : on peut ainsi dé�nirle dual et n'importe quelle puissane de Shur d'un �bré vetoriel, la somme direteet le produit tensoriel de deux �brés. De plus, il est tautologique que les formules duparagraphe préédent sont enore valables pour des �brés.129



Si X est homogène sous un groupe algébrique G, alors un G-�bré, ou enore, s'il n'y apas de onfusion possible sur le hoix de G, un �bré homogène, est un �bré dont l'espaetotal est muni d'une ation de G telle que la projetion sur X soit G-équivariante. Unmorphisme de G-�brés est un morphisme de �brés qui est G-équivariant.Pour un tel �bré, si P désigne le stabilisateur d'un point de X ('est un sous-groupeparabolique puisque X est projetive), alors par dé�nition P agit sur la �bre au-dessusde e point. Cette �bre est don une représentation de P . Notons � le fonteur quià un G-�bré assoie ette représentation. Il est alors onnu [Akh 95℄ que le fonteur� est une équivalene entre les �brés vetoriels sur X à isomorphismes près et et lesreprésentations de P à isomorphismes près. Cette équivalene ommute aux fonteursde Shur S�. De plus, �(E 
 F ) = �(E)
 �(F ) et �(E � F ) = �(E)� �(F ) pour tous�brés vetoriels E et F .Notons que ette orrespondane met en relation les �brés irrédutibles ou indéom-posables ave les représentations ayant ette propriété si l'on onsidère les G-morphismesde �brés. Voii un exemple qui met en avant ette petite subtilité. Soit V un espae ve-toriel de dimension supérieure ou égale à 2 et V le �bré trivial sur PV donné par laprojetion PV �V ! PV . Comme PV est homogène sous SL(V ), V est un SL(V )-�brési par exemple on munit V de l'ation triviale g:(x; v) = (g:x; v) pour g 2 SL(V ). NotonsV1 e SL(V )-�bré et V2 un autre �bré obtenu en onsidérant l'ation g:(x; v) = (g:x; g:v).Alors, bien que V1 et V2 soient des �brés isomorphes, e ne sont pas des SL(V )-�brésisomorphes, et en partiulier V1 n'est pas irrédutible alors que V2 l'est.Par ailleurs, on a un fonteur de la atégorie des �brés dans elle des espaes ve-toriels qui assoie à un �bré ses setions globales, soit les setions de la �bration quidé�nit e �bré. On note H0(X; :) e fonteur et Hq(X; :) ses fonteurs dérivés. CommeX est projetive, Hq(X;E) est de dimension �nie pour tout entier q et tout �bré E.Supposons X lisse. Alors X admet un �bré naturel, le �bré tangent noté TX. Onnote aussi 
X = TX� et 
pX = �p
X, pour p un entier. Si E est un �bré, soitHp;q(X;E) := Hq(X;
pX 
 E). C'est aussi le groupe de ohomologie de Dolbeault deE en bidegré (p; q).Remarquons que si E est un �bré homogène sous G, alors G agit sur H0(X;E) parg:s = g Æ s Æ g�1, et don les groupes de ohomologie Hq(X;E) sont des représentationsde e groupe. Puisqu'un tel �bré est entièrement déterminé par la représentation dustabilisateur orrespondant, on peut espérer trouver une desription de es groupes deohomologie en fontion de ette représentation. C'est en e�et le as si le G-�bré E estirrédutible (le leteur peut trouver plus de détails dans [Akh 95℄) :Théorème 5.1 (Bott) Soit X = G=P une variété projetive homogène, T un toremaximal de G et � une base du système de raines, tels que P � B�, le sous-groupe deBorel dont l'algèbre de Lie ontient les espaes propres des raines négatives. Soit aussi� le plus haut poids d'une représentation irrédutible de P et E ! X le �bré vetorielassoié à ette représentation. Soit en�n � la demi-somme des raines positives. S'ilexiste une raine orthogonale à � + � pour la forme de Killing, alors Hq(X;E) = 0pour tout q. Sinon, soit w l'élément du groupe de Weyl qui envoie � + � sur un poidsdominant et q0 sa longueur. Alors Hq0(X;E) est la représentation de G de plus haut130



poids w(�+ �)� �, et Hq(X;E) = 0 si q 6= q0.5.3 Suites spetralesSoit � : Y ! X une �bration et E un �bré vetoriel sur Y . Dans e paragraphe, jerappelle omment deux suites spetrales mettent en relation la ohomologie de Dolbeaultde Y à valeurs dans E et la ohomologie de Dolbeault de X à valeurs dans un �bré quidépend de la ohomologie de E dans une �bre de la �bration. Le leteur pourra onsulter[GH 94℄ pour plus de détails et les démonstrations.5.3.1 Suite spetrale de Borel-Le PotierConsidérons la �ltration suivante de 
pY par les t-formes sur X :F 0;p = 
pY � � � � � F t;p = 
p�tY ^ ��
tX � � � � � F p;p = ��
pX :Soit 
iY=X le �bré des i-formes sur Y relatives à �, dé�ni par 
iY=X = �i
Y=X et lasuite exate de �brés sur Y suivante :0! ��
X ��! 
Y ! 
Y=X ! 0Comme � est une �bration, la restrition à une �bre de � du �bré des i-formes relativess'identi�e au �bré des i-formes sur ette �bre :
iY=X j��1(x) = 
i��1(x): (5.5)Les quotients assoiés à la �bration préédente s'expriment à l'aide du �bré desformes relatives : Gt;p = F t;p=F t+1;p = 
p�tY=X 
 ��
tX : (5.6)Pour haque p, on a alors [LP 77℄ une suite spetrale aboutissant sur Hp;q(Y;E) etdont les termes d'ordre 1 sont :pEt;q�t1 = Hq(Y;Gt;p 
 E)5.3.2 Suite spetrale de LerayPour aluler les groupes de ohomologieHq(Y;Gt;p
E), on utilise une suite spetralede Leray. La suite spetrale de termes d'ordre 2p;tEk;j�k2 = Hk(X;Rj�k��Gt;p) = H t;k[X;Rj�k��(E 
 
p�tY=X)℄ (5.7)aboutit sur pEt;j1 .Comme � est une �bration, par dé�nition, il existe un reouvrement de X par desouverts Ui et des isomorphismes au-dessus de X fi : ��1(Ui) �! Ui � F . Introduisonsune notation : 131



Notation 5.1 Si � : Y ! X est une �bration et E un �bré vetoriel sur Y , notonsRp;q��E le faiseau Rq��(E 
 
pY=X).Je vais �nir e paragraphe par quelques remarques qui nous permettrons de alulerles faiseaux Rp;q��E. Dans les exemples que nous renontrerons, il existera un �brévetoriel E0 sur F (rappelons que F désigne une �bre type de �) et, pour haque i,des isomorphismes de �brés gi sur Yi := ��1(Ui) entre EjYi et f �i p�2E0, où p2 désignela projetion de Ui � F sur F . Notons dès à présent que ei implique que le faiseauRq��(E 
 
pY=X) est loalement libre, puisque si U � Ui est un ouvert a�ne alorsRq��(E 
 
pY=X)(U) ' H0[U;Hp;q(F;E0)℄:Pour omprendre le �bré vetoriel Rp;q��E, on étudie ses hangements de artes : siUi; Uj � X sont deux ouverts trivialisant �, alors on a, pour tout x 2 Ui \ Uj, unautomorphisme fi;j(x) de F et un isomorphisme gi;j(x) de �brés vetoriels sur F entreE0 et fi;j(x)�E0. Il déoule alors de la fontorialité des onstrutions que Rp;q��E estun �bré vetoriel de �bre type Hp;q(F;E0) et de hangements de artes les appliationsinduites en ohomologie par les gi;j(x).
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Chapitre 6Cohomologie des �brés O(l) sur unegrassmannienneDans e hapitre, je rappelle omment, en utilisant essentiellement le théorèmede Bott, on peut obtenir des informations sur la ohomologie de Dolbeault des �-brés O(l) sur di�érentes grassmanniennes. Je onsidérerai d'abord les grassmanniennesusuelles, puis les grassmanniennes des plans isotropes pour une forme sympletiquenon-dégénérée, en�n les grassmanniennes des plans isotropes pour une forme quadra-tique non-dégénérée. J'appellerai plus simplement es deux dernières grassmanniennesles grassmanniennes sympletiques et quadratiques.Je donne aussi une desription expliite de toutes les omposantes irrédutibles desgroupes de ohomologie de O(l) sur une grassmannienne usuelle ; elle-i prolonge elledonnée par Snow en termes de diagrammes admissibles et permet d'obtenir des infor-mations plus préises sur le(s) groupe(s) de ohomologie Hp;q[G(r; V );O(l)℄ non nul(s)ave p maximal, à r; V et L �xés.Je montre en�n que toute omposante irrédutible d'un groupe de ohomologie deO(1) sur une grassmannienne sympletique ou quadratique est une représentation fon-damentale.6.1 Grassmanniennes usuelles6.1.1 Fibrés tautologiques et quotients ; �bré tangentSi V est un espae vetoriel, je note G(r; V ) la grassmannienne des r-plans vetorielsdans V . Je note aussi T le �bré tautologique, dont la �bre au-dessus de l'espae vetorielL s'identi�e à L lui-même, et Q le �bré quotient, dont la �bre au-dessus de L s'identi�eà V=L.Notons que G(r; V ) est une variété homogène sous GL(V ), et que T et Q sont des�brés homogènes sous e groupe. Par ailleurs, le �bré tangent est lui aussi homogène ;en fait on a un isomorphisme de GL(V )-�brésTG(r; V ) = T � 
Q:133



Cet isomorphisme est expliqué dans [Har 92, p.200℄ ; il a la desription géométriquesuivante : v : C ! G(r; V ) est un hemin ave v(0) = L; v0(0) = A 2 End(L; V=L) si etseulement si pour toute fontion s : C ! V telle que s(t) 2 v(t), on a [s0(0)℄ = As(0)dans V=L.6.1.2 Partitions admissiblesLorsque � est une partition, on peut attribuer à haque ase de ette partition sonnombre de rohet qui est le nombre de ases de � situées en-dessous ou à droite deette ase, ette ase omprise. Par exemple, les ases de la partition suivante ont éténumérotées par leurs nombres de rohets :6 4 2 13 11 :Convenons alors, si l est un entier, que � sera appelée l-admissible si toutes les asesreçoivent un numéro di�érent de l.Snow [Sno 86℄ a montré qu'il existe une bijetion, à r < e et l �xés, entre les om-posantes des groupes de ohomologie Hp;q[G(r; C e);O(l)℄ et les partitions de longueurinférieure ou égale à r dont toutes les parts sont inférieures ou égales à e � r (par lasuite je les appellerai simplement partitions de taille (e� r; r)) qui sont l-admissibles.Par ailleurs, il est aisé de lire sur es partitions l-admissibles les données qui nousintéressent, à savoir les entiers p et q et la partition � telle que Hp;q[G(r; C e);O(l)℄ �S�C e , où S� désigne le fonteur de Shur assoié à �. En e�et, p = j�j, q est le nombre deases dont le nombre de rohet est stritement supérieur à l et � est obtenue de la façonsuivante : soit h�� (respetivement v��) la suite d'entiers telle que h��i (respetivementv��j ) est le nombre de ases situées sur la i-ième ligne (respetivement sur la j-èmeolonne) dont le nombre de rohet est stritement inférieur à l (nous verrons par lasuite que h�� et v�� sont en fait des partitions). Alors � est obtenue en réordonnanttoutes les parts (l � h��i ) et v��j .6.1.3 Desription expliite de toutes les partitions l-admissiblesLe seul inonvénient de la méthode préédente est que l'ensemble des partitions l-admissibles n'est pas aisé à dérire. Je propose dans e paragraphe de montrer qu'il esten bijetion ave l'ensemble de toutes les partitions de taille (l � 1; r), et d'étudier despropriétés de ette bijetion :Proposition 6.1 L'appliation � 7! h�� est une bijetion de l'ensemble des partitionsl-admissibles dans l'ensemble des partitions de taille (l � 1; r).Remarque : Cette proposition permet d'expliiter failement tous les groupes de oho-mologie non nuls ; par ontre on a perdu, par rapport à la desription de Snow, la faileleture des entiers p et q et de la partition �.Démonstration : Tout d'abord si � est l-admissible, alors 8i; h��i < l puisque lesnombres de rohet sont stritement déroissants sur une ligne.134



Dé�nition 6.1� Soit hi;j le nombre de rohet de la ase située sur la i-ième ligne et la j-èmeolonne. Convenons que hi;0 = +1.� Pout tout i, soit (gi;j)j2N la suite stritement roissante d'entiers dont l'image estle omplémentaire dans N de l'ensemble des hi;j.� Notons Æi l'entier l� h��i , tel que gi;Æi = l. Notons en�n xi;j le numéro de olonnede la dernière ase sur la i-ième ligne de nombre de rohet supérieur à gi;j.Ainsi, on a par exemple gi;0 = 0 et gi;l�h��i = l. On a aussi xi;0 = �i et pour j >> 1,xi;j = 0, par nos onventions.Alors, par la dé�nition des nombres de rohet, on a hi�1;j = hi;j +�i�1��i+1. Lesnombres de rohet qui apparaissent sur la (i� 1)-ième ligne sont don (1; � � � ; �i�1��iet les hi;j+�i�1��i+1. Ainsi, gi�1;j+1 = gi;j+�i�1��i+1. En partiulier, gi�1;Æi+1 > l,don Æi�1 � Æi et don h�� est une partition. On démontre maintenant un résultat pluspréis que la proposition 6.1 :Lemme 6.1.1 Pout toute partition � de taille (l � 1; r), il existe une unique partitionl-admissible � telle que h�� = � ; pour elle-i, on a :� �i = �i+l��i + �i.� xi;j = �i+j.Démonstration : On démontre par réurrene desendante sur i0 qu'une partition ases nombres de rohet di�érents de l à partir de la ligne i0 et véri�e h��i = �i pouri � i0 si et seulement si elle véri�e les deux points du lemme pour i � i0.On a �r = �r; xr;0 = �r et xr;j = 0 pour j > 0, de sorte que la propriété de réurreneest vraie pour i0 = r. Soit maintenant i0 �xé tel que ette hypothèse est véri�ée pouri0 + 1. Alors posons Æ = Æi0(= l � �i0) et d = �i0 � �i0+1 (d dépend de �i0 qui estpour l'instant inonnu). On a vu que gi0;0 = 0 et gi0;j+1 = gi0;j + d + 1 pour j � 0.Les nombres de rohet de � en-dessous et sur la i0-ième ligne sont di�érents de l siet seulement si gi0;Æ = l, e qui équivaut don à d = l � 1 � gi0+1;Æi0�1 . Il existe donexatement une possibilité pour �i0. De plus, on a toujours xi0;j+1 = xi0+1;j = �i0+j+1 etle fait qu'e�etivement h��i0 = �i0 implique que �i0 = xi0;Æ + �i0 = �i0+Æ + �i0 . �Notation 6.2 Si � est une partition de taille (l� 1; r), je noterai b� la partition � telleque h�� = �. Par aileurs je noterai p(�) et q(�) le poids et le nombre de ases de nombrede rohet supérieur à l de �.Ce lemme montre que pour des �grosses� partitions �, qui ont don tendane à êtreonstantes puisque toutes les parts sont prohes de l�1, b� a tendane à être �périodique�.J'ai a�rmé qu'aussi v�� est une partition, ela déoule du fait que �� est l-admissibleet v�� = h(��)�.On étudie maintenant des propriétés de roissane de la bijeton � 7! b�. Si �1; �2sont des partitions, on note �1 � �2 le fait que 8i; �1;i � �2;i.Par une réurrene immédiate, le lemme 6.1.1 implique :Proposition 6.2 Si �1 � �2, alors b�1 � b�2.135



La réiproque de ette proposition est fausse ar si l = 3, �1 = (1; 1; 1) et �2 = (2),alors b�1 = (3; 1; 1) � b�2 = (2).Par ailleurs, la fontion � 7! b� ne se omporte pas bien par rapport à l'ordredonné par la domination : rappelons que lorsque j�j = j�j, on dit que � domine �si 8k;Pi�k �i � Pi�k �i. Si � et � sont quelonques, alors, par dé�nition, � domine �si et seulement si j�j:� domine j�j�. Nous noterons et ordre � � �. Posons l = 4. Alorsla partition (3; 3; 2; 1) domine la partition (3; 2; 2; 2) et les partitions orrespondantes,(8; 5; 2; 1) et (7; 4; 2; 2) sont de poids 16 et 15. Si maintenant on prend les partitions(3; 1; 1; 1) � (2; 2; 1; 1), alors les partitions orrespondantes sont (4; 1; 1; 1) et (3; 3; 1; 1),de poids 7 et 8. On voit don que ni le poids ni l'ordre de domination n'obéissent à unerègle de roissane ou à une règle de déroissane.Proposition 6.3 Soient k et l deux entiers et � une partition. Si � est l-admissible,alors elle est (kl)-admissible.Démonstration : En e�et, si Gi désigne l'ensemble des entiers naturels qui n'appa-raissent pas parmi les nombres de rohet sur la i-ième ligne, on sait que pour tout i,l 2 Gi et il existe di tel que Gi�1 = (di+1+Gi)[f0g. Une réurrene immédiate prouvealors que pour tout i, Gi véri�e la propriété x 2 Gi ) x + l 2 Gi. La proposition endéoule. �La ontraposée de ette proposition me semble partiulièrement frappante puisqu'elleimplique que pour toute partition � exatement insrite dans un retangle r � (e � r)('est-à-dire que �1 = e � r et l(�) = r), il existe une ase dont le nombre de rohetest d pour tout d diviseur de e� 1. Une telle partition n'est don pas d-admissible. Si �orrespond à une omposante non nulle de H�;�[G(r; C e);O(d)℄, on a don soit �1 < e�rsoit l(�) < r. Ainsi, si S�C e � H�;�[G(r; C e);O(d)℄, on a soit �e = 0, soit �1 = d.6.1.4 Partitions admissibles de poids maximalComme nous le verrons largement au hapitre 7, pour démontrer des théorèmes d'an-nulation pour la ohomologie de �brés vetoriels amples, il est utile de bien omprendrela ohomologie des �brés homogènes sur une grassmannienne, et plus préisément quelleest, pour l; n et r des entiers quelonques, la valeur maximale de p telle qu'il existeun entier q ave Hp;q(G(r; n);O(l)) non nul. Si n > rl, et entier a été déterminé parLaurent Manivel [Man 92, proposition 1.2.1, p.111℄ et ela a permis de démontrer denombreux théorèmes d'annulation, dont elui de F. Laytimi et W. Nahm onernant lespartitions en forme de rohets [LN 02℄. Lorsque n; r et l ne satisfont plus ette inéga-lité, la ombinatoire des partitions l-admissibles devient nettement plus ompliquée, etauun résultat ne donne, à ma onnaissane, et entier p.Grâe à la desription expliite de toutes les partitions l-admissibles que j'ai donnée,il est possible d'obtenir des informations très préises sur la forme d'une partition l-admissible de poids maximal ; le théorème 6.1 ramène e problème ombinatoire à eluide déterminer, parmi un nombre �ni de ouples d'entiers, quels sont eux qui maximisentun ertain polyn�me de degré deux. Comme nous le verrons au paragraphe 7.2.3, il est136



très faile de déterminer es ouples pour des valeurs de n; r et l déterminées, alors qu'ilme semble inenvisageable de donner une formule générale.Soit n; r; l des entiers �xés. Si a; �; �; ;  sont des entiers, notons �(a; �; �; ; ) lapartition � dé�nie par :8<: 8 i � �(l � a); �i = a8 �(l � a) < i � �(l � a) + �(l � a+ 1); �i = a� 18 �(l � a) + �(l � a+ 1) < i � �(l � a) + �(l � a+ 1) + ; �i = Elle a l'allure suivante : a �(l � a)
a� 1 �(l � a + 1)

 Cette partition est de longueur (�+ �)(l� a) + � +  et un alul diret utilisant lelemme 6.1.1 montre que b�1(a; �; �; ; ) = (� + �)a� � + .Notons Æ(�; �) = minf�; �g si � 6= 0, et Æ(�; 0) = �. Rappelons que si � est unepartition, b� a été dé�nie omme l'unique partition telle que hb�� = � (f lemme 6.1.1).Théorème 6.1 Soient n; r et l des entiers, et � une partition l-admissible de longueurr et telle que �1 � n� r.Alors, soit � est de la forme b�(a; �; �; ; ) ave  � l � a, soit il existe des entiersa; �; �; ;  ave  � l�a et tels que b�(a; �; �; ; ) soit aussi l-admissible de longueur r etde première part inférieure ou égale à n�r, et que de plus jb�(a; �; �; ; )j � j�j+Æ(�; �).De plus, es entiers sont tels que �+� et +  sont le quotient et le reste de la divisioneulidienne de n par l.Démonstration : Considérons n > r et l trois entiers, et soit � une partition l-admissible de longueur au plus r et telle que �1 � n�r. On va raisonner sur la partitionh�� : nous allons voir que dans trois as, on peut modi�er ette partition pour en obte-nir une de poids supérieur et enore de longueur au plus r et de même première part.Dé�nissons une suite ai par� a1 = 1ai+1 = minfai + l � h��ai ; r + 1g:137



Soit A le plus grand entier i tel que ai � r. Le lemme 6.1.1 montre que pour i � A,�ai = Xi�j�A h��aj :En partiulier, si � est une partition telle que 8i � A; �ai = h��ai , alors on a b�1 = �1.Par exemple, si � la partition dé�nie par 8i � A; 8j 2 [ai; ai+1 � 1℄, �j = h��ai , on a parla proposition 6.2 b� � �, et b�1 = �1. Par exemple, pour l = 5, on remplae la partitionpar .Supposons qu'il existe des entiers i; a et b ave b � a� 2 et tels que
� 8j 2 [i+ 1; i+ l � a℄; h��j = a8j 2 [i+ l � a + 1; i+ 2(l � a) + 1℄; h��j = b: a l � ab l � aAlors, onsidérons la partition � dé�nie par8<: 8j 2 [i+ 1; i+ l � a℄; �j = a� 18j 2 [i+ l � a + 1; i+ 2(l � a) + 1℄; �j = b + 18j 62 [i+ 1; i+ 2(l � a) + 1℄; �j = h��j : a� 1 l � ab + 1 l � aLe lemme 6.1.1 implique que8<: 8j 2 [i+ 1; i+ l � a℄; b�j = �j8j 2 [i+ l � a+ 1; i+ 2(l � a) + 1℄; b�j � �j + 18j 62 [i+ 1; i+ 2(l � a) + 1℄; b�j = �j:Par onséquent, on a jb�j � j�j + l � a + 1. Appelons �transformation A� le fait deremplaer h�� par �.Supposons en�n l'existene d'entiers i; a; b; � � 1 tels que8<: 8j 2 [i + 1; i+ l � a� 1℄; h��j = a+ 18j 2 [i + l � a; i+ (1 + �)(l � a)� 1℄; h��j = a8j 2 [i + (1 + �)(l � a); i+ (2 + �)(l � a)� 1℄; h��j = b: a+ 1 l � a� 1a �(l � a)b l � a138



Alors, onsidérons la partition � dé�nie par8<: 8j 2 [i + 1; i+ (1 + �)(l � a)� 1℄; �j = a8j 2 [i + (1 + �)(l � a); i+ (2 + �)(l � a)� 1℄; �j = b+ 18j 62 [i + 1; i+ (2 + �)(l � a)� 1℄; �j = h��j : a l � a� 1a �(l� a)b+1 l � aLe lemme 6.1.1 implique que8<: 8j 2 [i; i + l � a� 1℄; b�j = �j8j 2 [i + l � a; i+ (2 + �)(l � a)� 2℄; b�j = �j + 18j 62 [i + 1; i+ (2 + �)(l � a)� 1℄; b�j = �j:En partiulier, on a don jb�j � j�j + 2(l � a). Appelons �transformation B� le fait deremplaer h�� par �.On peut don onstruire une suite �nie de partitions �i par réurrene : tout d'abord,on pose �0 = h��. Ensuite, on impose que pour passer de �i à �i+1, soit on ajoute unease, soit on fait l'une des deux transformations A ou B, lorsque ela est possible defaçon à e que b�i+1 reste dans un retangle de taille r� (n� r). A un ertain indie N ,on ne peut plus faire auune de es trois opérations. Soit (bi) les nombres dé�nis ommeai pour la partition �N : � b1 = 1bi+1 = inffbi + l � �Nbi ; r + 1g:Comme on ne peut plus ajouter de ases, on a �Nj = �Nbi pour bi � j � bi+1 � 1,et omme auune des deux on�gurations étudiées ne peut avoir lieu, �N est de type�(a; �; �; ; ) ave  � l � a. De plus, puisque l'on ne peut pas ajouter une ase, on asoit l[�(a; �; �; ; )℄ = r, soit  = 0. Si  = 0, �(a; �; �; ; ) ne dépend pas de  ; onpeut don dans tous les as supposer que�(l � a) + �(l � a+ 1) +  = r:Pour montrer que j�N j � j�j+Æ(�; �), il su�t de montrer que j�N j � j�N�1j+Æ(�; �).Or, quand on applique l'opération A, on obtient une partition qui a exatement l � aparts égales à a � 1, et quand on applique l'opération B, on obtient une partition quia exatement 2(l � a) � 1 parts égales à a : e ne sont don pas des partitions de type�(a; �; �; ; ). On en déduit don que pour passer de �N�1 à �N = �(a; �; �; ; ), on aajouté une ase. Soit ette ase se trouvait sur la r-ième ligne, et on a j�N j � j�N�1j =�+�+1 ; soit, si � > 0, elle se trouvait sur la �(l� a)+�(l� a+1)-ième ligne, et on aj�N j � j�N�1j = � ; soit, en�n, elle se trouvait sur la �(l � a)-ième ligne, et dans e asj�N j � j�N�1j = � ; on voit que dans tous les as, j�N j � j�N�1j � Æ(�; �).Pour ahever la preuve du théorème, il ne reste plus qu'à aluler �+� et + . Or,on a vu que b�1(a; �; �; ; ) = (� + �)a � � +  ; omme les transformations e�etuéesne hangent pas la première part, on en déduit �1 = (� + �)a� � + . Par ailleurs, ona r = (� + �)(l � a) + � + . On en déduit don quen = r + �1 = (� + �) l + ( + ): (6.1)139



Or, on a vu que  � l � a et  � a. Par onvention, on exlut les égalités  = l � a et = a, ar �(a; �; 0; a; l � a) = �(a; � + 1; 0; 0; 0) ; on a don  +  < l. La formule 6.1exprime don la division eulidienne de n par l, onluant la preuve du théorème. �6.2 Grassmanniennes sympletiques6.2.1 Etude du �bré tangentSi V est un espae vetoriel de dimension 2v muni d'une forme sympletique non-dégénérée !, la grassmannienne sympletique G!(r; V ) est par dé�nition la sous-variétéde G(r; V ) onstituée des r-plans isotropes pour !. C'est aussi, dans le plongementde Plüker P�rV , l'intersetion de la grassmannienne usuelle ave la représentationirrédutible P�hriV .Une première méthode pour identi�er l'espae tangent de G!(r; V ) onsiste à re-marquer que 'est un sous-�bré de la restrition du �bré tangent à G(r; V ). Celui-iest T � 
 Q ; omme l'inlusion des �brés est Sp(V )-équivariante, le �bré tangent deG!(r; V ) orrespond à une sous-représentation de la représentation de P orrespondantà T � 
 Q. Un alul de dimension montre que ette sous-représentation est l'ensembledes appliations L ! V=L telles que la omposée L ! V=L ! L� soit une appliationsymétrique. Autrement dit, on a une suite exate de �brés0! T � 
 U ! TG!(r; V )! S2T � ! 0: (6.2)Rappelons que T et Q désignent les �brés tautologique et quotient. Le �bré Q n'est engénéral pas irrédutible. En e�et il ontient le sous-�bré U dont la �bre au-dessus de Ls'identi�e à L?=L (l'orthogonalité est donnée par !). On a don la suite exate0! U ! Q! T � ! 0;où la deuxième �èhe est donnée par v 7! !(v; :).Une autre méthode onsiste à aluler ette représentation en utilisant le fait qu'elle estdonnée par l'ation adjointe de l'algèbre de Lie p de P sur g=p.Supposons que ! est donnée par la matrie 
 := � 0 � JJ 0 �, où J est la matrieayant des 1 sur la deuxième diagonale (Ji;v+1�i = 1) et des 0 partout ailleurs. Lesmatries A de Sp(V ) sont par dé�nition elles qui véri�ent tA
A = Q don elles del'espae tangent en l'identité véri�ent tA
 + 
A = 0. Maintenant, pour appliquer lethéorème de Bott, il faut réaliser la grassmannienne omme une variété homogène sousl'ation de Sp(V ). Ce groupe agit sur la grassmannienne par� : Sp(V )�G!(r; C 2e) ! G!(r; C 2e)(A;L) 7! AL:Soit L un espae isotrope, T0 = L, U0 un supplémentaire de L dans L? et M0 unsupplémentaire de L? dans V ; si l'on représente une matrie de Sp(V ) par une matrie140



de 9 blos selon les sous-espaes T0; U0 et M0, la grassmanienne s'identi�e au quotientde Sp(V ) par le sous-groupe parabolique stabilisateur de L0, qui n'est autre queP = 8<:0� � � �0 � �0 � � 1A9=; \ Sp(V ):Or, si g 2 Sp(V ) préserve L0, il préserve aussi L?0 , et est don de la forme0� � � �0 � �0 0 � 1A. Si � = � A BC D � 2 TIdSp(V ), on aQ� A BC D � = � � JC � JDJA JB � = �� tA tCtB tD �Q = �� tCJ � tAJtDJ � tBJ �et don JC et JB sont symétriques et JD = �tAJ .Par ailleurs p est l'intersetion de l'espae tangent à Sp(V ) ave l'ensemble desmatries de la forme0� � � �0 � �0 0 � 1A, de sorte que l'espae tangent au point base àG!(r; V )s'identi�e à l'ensemble des ouples (S;M) 2 L� 
 L� L� 
U ave JS symétrique selont : (S;M)! 0� 0 0 0M 0 0S � J t(MJ) 0 1A :Si P = 0� a d e0 b f0 0  1A 2 P, notons que les représentations P 7! a; b;  orrespondentrespetivement aux �brés T; U et T �. Comme P�1 est de la forme 0� a�1 � �0 b�1 �0 0 �1 1A,P 0� 0 0 0M 0 00 0 0 1AP�1 = 0� � � �bMa�1 � �0 0 0 1Aet P 0� 0 0 00 0 0S 0 0 1AP�1 = 0� � � �� 0 0Sa�1 � � 1A :On retrouve ainsi la suite exate (6.2). Notons que la duale de ette suite exatedonne 0! S2T ! 
G!(r; V )! T 
 U� ! 0: (6.3)
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6.2.2 Cohomologie de Dolbeault de O(1)Le �bré des p-formes peut don être �ltré par les �iS2T ^ 
p�iG!(r; V ), 0 � i � p,�ltration dont les quotients assoiés sont�iS2T 
 �p�i(T 
 U�):Combinant les trois formules (5.1,5.2,5.4), il vient que 
pG(r; V ) admet une �ltrationdont les quotients valent Mjuj=i;jvj=p�i;w wu+;vSwT 
 Sv�U:Soit v1; � � � ; v2e une base de V , dans laquelle la forme sympletique ! s'érit� 0 J� J 0 �. Pour 1 � i � e, vi est de poids �i et ve+i de poids ��e+1�i.On onsidère maintenant le sous-groupe paraboliqueP = 8<:0� � � 0� � 0� � � 1A \ Sp(V )9=; ;stabilisant l'espae isotrope engendré par les veteurs v2e�r+1; � � � ; v2e. Celui-i présenteen e�et l'avantage de ontenir le sous-groupe de Borel B� orrespondant à notre hoixde raines positives (paragraphe 5.1.2), e qui est néessaire pour appliquer le théorèmede Bott (théorème 5.1).Remarquons que la représentation de P orrespondant à T fatorise par la projetionP ! GL(r). Ainsi, haque �bré SwT orrespond à une représentation irrédutible deGL(r), don de P ; 'est don un �bré irrédutible. Par ontre, puisque si L est un espaelinéaire isotrope, alors la forme ! induit une forme sympletique sur L?=L = U , on aP \ GL(U) ' Sp(U). Ainsi, la P-représentation orrespondant au �bré Sv�U n'est engénéral pas irrédutible. Erivons don Sv�U omme somme de �brés irrédutibles (Ivdésigne un ensemble de partitions adéquat) :Sv�U = Mvsp2Iv ShvspUi:Finalement, P � 8<:0� � 0 00 � 00 0 0 1A9=; � SL(r)� Sp(dimV � 2r);et SwT 
 ShvspiU , orespondant à un produit tensoriel de représentations irrédutiblesde SL(r) et de Sp(dimV � 2r), orrespond à une représentation irrédutible de P ; unetelle omposante est don un Sp(V )-�bré irrédutible.Je fais alors la remarque suivante : 142



Lemme 6.2.1 Soit SwT
ShvspiU une omposante du gradué assoié à 
pG!(r; V ). Soitl la longueur de w. Alors� Soit 8q 2 N ; Hq [G!(r; V ); SwE 
 ShvspiU 
O(1)℄ = 0.� Soit 9!q = q(v; w) : Hq[G!(r; V ); SwE 
 ShvspiU 
O(1)℄ 6= 0 et de plusHq(v;w)(SwE 
 ShvspiU 
O(1)) = �hr�liV .Démonstration : Comme e �bré est irrédutible, on peut appliquer le théorème deBott. Si le poids assoié à e �bré est singulier, on est dans le premier as ; s'il estrégulier, il y a un et un seul degré où la ohomologie ne s'annule pas. L'intérêt de elemme est d'expliiter dans e as le groupe de ohomologie.Soit k = e � r et l = l(w). Les poids de la représentation assoiée au �bré T sonteux des veteurs v2e�r+1; � � � ; v2e, soit ��r � � � � � ��1. Une base de la �bre de U aupoint base de Sp(V )=P est (vr+1; � � � ; v2e�r+1) ; les poids de la représentation assoiée àe �bré sont don �r+1 � � � � � �e � ��e � � � � � �r+1.Erivons alors les plus hauts poids orrespondant aux �brés SwT; SvspU et O(1),dans la base (�i) :oordonnées : ( �1 � � � �r�l; �r�l+1; � � � �r ; �r+1 � � � ; �e )SwT : ( 0 � � �0 �wl; � � � ;�w1 ; 0 � � �0 )SvspU : ( 0 � � �0 0; � � � ; 0 ; vsp1 � vsp2k; � � � ; vspk � vspk+1 )O(1) : ( 1 � � � � � � 1 ; 0 � � �0 )Par ailleurs,� = ( e; e� 1; � � � ; � � � 1 )Il s'agit don d'étudier le poids(e+ 1; e; � � � ; k + l + 1� wl; � � � ; k + 2� w1; k + vsp1 � vsp2k; � � � ; 1 + vspk � vspk+1): (6.4)Remarquons que e poids, outre une suite d'entiers onséutifs érits dans un ordre dé-roissant, est onstitué de deux suites stritement déroissantes, la première quelonqueet la deuxième positive. Comme les raines de l'algèbre de Lie sp2e sont ��i � �j pourtous les ouples (i; j) d'entiers distints entre 1 et e, et �2�i pour tout i, e poids estrégulier si et seulement si toutes les valeurs absolues de ses oordonnées sont distinteset non nulles.Etudions les k + l dernières oordonnées. Nous savons qu'une base de la �bre deU au-dessus du point base est (vr+1; � � � ; v2e�r). Une base de veteurs propres de Sv�Uest en bijetion ave l'ensemble des tableaux semi-standard de forme v� ontenant leslettres r + 1; : : : ; 2e � r [FH 91, prop 15.55℄. Si C(v�) désigne l'ensemble des ases dudiagramme orrespondant à v�, un tel tableau peut être vu omme une appliationC(v�)! fr+1; : : : ; 2e�rg ; ette bijetion assoie à un tableau f l'image de 
2C(v�)xf()par la projetion naturelle �(U)
jv�j ! Sv��(U). Le poids de e veteur estPr+1�i�e(ki�k2e+1�i)�i, où ki désigne le nombre de lettres i dans le tableau. Sur un tableau semi-standard, il ne peut y avoir des lettres 1 que sur la première ligne, il y en don au plusv�1, et don vsp1 � v�1 . Comme vsp est une partition, vspi � v�1.Or, omme SwT est une omposante de Su+T 
 SvT , par la règle de Littlewood-Rihardson, on voit que les ases sur la i-ième ligne de w � u+ sont numérotées d'unentier inférieur ou égal à i. Ainsi, v�1 � l et k + vsp1 � vsp2k � l + k.143



Par ailleurs, pour une partition de type u+, on a toujours u+1 = l(u+) + 1. Toujoursen tenant ompte de la règle de Littlewood-Rihardson, quand on perturbe une tellepartition en la multipliant par une partition v, on ajoute à haque ligne au plus v1ases. Comme SvspU est une omposante de Sv�U , pour qu'il soit non nul, il faut quel(v�) � rg(U) = 2k ; on a don v1 � 2k.Ainsi, w1 � l(u+)+1+2k � l+1+2k. Cette inégalité donne k+2�w1 � �l�k+1 ;par ailleurs, il est lair que k + l + 1� wl � k + l. Puisque les l entiers k + i + 1 � wisont ordonnés de façon roissante (par rapport à i), tous es entiers sont don omprisentre �l � k + 1 et k + l, don de valeur absolue inférieure ou égale à k + l.Ainsi, les valeurs absolues des k + l dernières oordonnées sont don des entiersdistints entre 1 et k+l ; e sont don tous es entiers. Le poids du groupe de ohomologienon nul de ette omposante est don :(e+ 1; e; � � � ; l + k + 2; l + k; l + k � 1; � � � ; 1)� (e; e� 1; � � � ; 1)soit : (1; � � � ; 1; 0; � � � ; 0)ave l + k lettres 0 et don e� (l + k) lettres 1, e qui onduit au résultat annoné. �Par ailleurs, on peut aluler e degré q(v; w). Pour ela notons �1 � : : : � �i les entierspositifs de la suite k + 1 + t � wt, �1 � : : : � �j les valeurs absolues de es entiersnégatifs et 1 � � � � � k les entiers k+ v�1 � v�2k; � � � ; 1+ v�k � v�k+1, de sorte que le poidsonsidéré en (6.4) est (e+ 1; e; � � � ; �1; � � � ; �i;��1; � � � ;��j; 1; � � � ; k). On a alors avees notationsLemme 6.2.2 q(v; w) = q(�; �; ) =Pju=1 �u + jk +#f(u; v) : �u < vg.Démonstration : q(�; �; ) est égal au nombre de raines simples qui ont un produitsalaire négatif ave (e + 1; e; � � � ; �1; � � � ; �i;��1; � � � ;��j; 1; � � � ; k). Notons pt le t-ième entier de ette liste. Ces raines peuvent être soit �a + �b, soit �a � �b ave a 6= b.Dans le premier as, on a pa < 0 ou pb < 0 ; supposons que pa < 0 : il existe alors u telque pa = ��u. Pour haque u les indies b doivent être tels que ��u + pb < 0 et, pourne pas ompter deux fois une même paire, on peut demander de plus que �u � jpbj.D'après le fait que les jpbj sont tous les entiers entre 1 et i+ j + k, il y a exatement �utels indies.Dans le deuxième as des raines de la forme �a � �b, les jk ombinaisons ave a orres-pondant à �u et b à v onviennent, par ailleurs les ouples où a orrespond à �u et b àv ave �u < v onviennent également.En ombinant es remarques, on obtient le résultat annoné. �Une onséquene du lemme 6.2.1 estProposition 6.4 Soit p et q des entiers. Alors Hp;q[G!(r; V );O(1)℄ est somme de re-présentations fondamentales.Le as où r = e, hermitien symétrique, a été onsidéré par Snow [Sno 88℄.Démonstration : Il su�t d'appliquer le lemme 6.2.1 et la suite spetrale de Borel-LePotier. �144



6.3 Grassmanniennes quadratiques6.3.1 Etude du �bré tangentSoit V un espae vetoriel muni d'une forme quadratique non-dégénérée Q ; alorsla grassmannienne quadratique GQ(r; V ) est par dé�nition la sous-variété de G(r; V )onstituée des r-plans isotropes pour Q. Notons que, ontrairement au as des grass-manniennes sympletiques, e n'est pas une setion linéaire de G(r; V ) � P�rV : ene�et, e n'est déjà pas le as pour GQ(1; V ), qui est une quadrique dans PV .En termes de groupes algébriques, ette variété est un quotient de SO(V ), mais nousla verrons plut�t omme quotient de son revêtement universel, Spin(V ). En e�et, egroupe simplement onnexe présente l'avantage que toute représentation de son algèbrede Lie est la di�érentielle d'une représentation. Par exemple, si n = 2m, ou si n =2m+1, nous réaliserons GQ(m; V ) dans la représentation spinorielle de plus haut poids12(1; : : : ; 1), dans la base (�i) : il n'existe une telle représentation que pour Spinn. Lasous-variété de la grassmannienne G(m; V ) � P�mV onstituée des espaes isotropesest don l'image par l'appliation de Veronese de degré deux de ma grassmannienneGQ(m; V ).Avant d'étudier le �bré tangent, je souhaite faire une remarque sur le �bré O(1).Celui-i est par dé�nition la restrition du �bré O(1) sur l'espae projetif ambiant ; sonpoids est don le plus haut poids de la représentation dans laquelle est plongée GQ(r; V ).Ce poids égale don 12(1; : : : ; 1) pour les grassmanniennes d'espaes de dimension maxi-male et (1; : : : ; 1; 0; : : : ; 0) pour les autres.Pour dérire le �bré tangent, les deux méthodes présentées pour les grassmanniennessympletiques sont enore valables : on démontre qu'il existe une suite exate0! �2T ! 
GQ(r; V )! T 
 U� ! 0; (6.5)ave les mêmes notations pour T et U .6.3.2 Cohomologie de Dolbeault de O(1)Comme dans le as des grassmanniennes sympletiques, la ohomologie de O(1) nefait apparaître que des représentations fondamentales :Proposition 6.5 Soit p et q des entiers. Alors Hp;q[GQ(r; V );O(1)℄ est somme dereprésentations fondamentales. De plus, si dimV = 2r ou dimV = 2r + 1, alorsHp;q[G!(r; V );O(1)℄ = 0.Le as des espaes de dimension maximale a déjà été démontré par Snow [Sno 88℄.Démonstration : Il su�t de démontrer e résultat pour une omposante du graduéassoié au �bré des p-formes. On onsidère don des partitions u; v; w; vo telles queSwT est une omposante de Su�T 
 SvT et ShvoiU est une omposante de Sv�U . Soitn = dimV et l la longueur de w.Le résultat va alors déouler d'inégalités onernant es partitions. Tout d'abord,on a v1 = l(v�) � n � 2r, ar sinon Sv�U = 0. Puisque SwT est une omposante de145



Tu�T 
 SvT , on a w1 � u�1 + v1 � (l � 1) + (n � 2r). On remarque alors que la règlede Littlewood-Rihardson implique que l(v) � l, soit v�1 � l, et don vo1 � l, ar ommedans le as sympletique, il est faile de voir que vo1 � v�1.Il y a quatre as, selon la parité de n et le fait que l'on onsidère ou non des espaesde dimension maximale. Commençons par le as n = 2m et r < m. Notons enorek = m� r.Les plus hauts poids orrespondant aux �brés sont alorsSwT : ( 0 � � �0 �wl; � � � ;�w1 ; 0 � � �0 )SvoU : ( 0 � � �0 0; � � � ; 0 ; vo1 � vo2k; � � � ; vok � vok+1 )O(1) : ( 1 � � � � � � 1 ; 0 � � �0 )Par ailleurs,� = ( e� 1; e� 2; � � � ; � � �0 )Il s'agit don d'étudier le poids(e; e� 1; � � � ; k + l�wl; � � � ; k + 1�w1; k� 1 + vo1 � vo2k; � � � ; vok � vok+1). Ce poids est denouveau onstitué de deux suites déroissantes, et il su�t de majorer les valeurs absoluesqui interviennent. Comme on a vu que w1 � l � 1 + 2k, on a k + 1� w1 � �k � l + 2.Par ailleurs, k + l � wl � k + l � 1 et k � 1 + vo1 � k + l � 1. Ainsi, toutes es valeursabsolues sont omprises entre 0 et k+ l� 1 ; e sont don tous es nombres et le groupede ohomologie orrespondant est une puissane extérieure. Notons que e poids peutavoir une omposante égale à 0 sans être singulier puisqu'auune raine du système deraines Dm n'est de la forme �i;  2 Z; i 2 N .Dans le as n = 2m + 1; r < m, on note k = m� r et on étudie de même le poids(e+ 12 ; : : : ; k + l+ 12 �wl; � � � ; k+ 1+ 12 � w1; k� 12 + vo1 � vo2k+1; � � � ; 12 + vok � vok+2). Ona k + 1+ 12 �w1 � �k � l+ 2+ 12 , k + l + 12 � wl � k + l� 12 et k� 12 + vo1 � k + l� 12 .Ainsi, es nombres sont tous les entiers entre 12 et k + l � 12 , et on peut onlure.Si n = 2m et r = m, on étudie le poids (e� 12 ; : : : ; l � 12 � u�l ; � � � ; 12 � u�1 ). Commel � 12 � u�l � l � 1� 12 et 12 � u�1 = 32 � l, e poids est singulier.En�n, si n = 2m + 1 et r = m, on onsidère le poids (e; : : : ; l � wl; : : : ; 1 � w1).Comme w1 � u�1 + 1 � l, les valeurs de es entiers sont entre 0 et l � 1, ils ne peuventdon pas être distints et non nuls et e poids est de nouveau singulier. �
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Chapitre 7Deux résultats pour des �brés amplesgénéraux
7.1 Un théorème pour les puissanes de Shur quel-onques d'un �bré ample.7.1.1 Etude d'une lasse de fontionsDans le paragraphe suivant, on aura besoin d'une fontion � : N ! N véri�ant laondition (�) 8� 2 Z; 8x 2 N ; x + ��(x) 2 N =) �[x + ��(x)℄ � �(x) + �Soit Ck2 = k(k�1)2 ; nous véri�erons aisément par la suite que la fontion Æ dé�nie par8n 2 N ; CÆ(n)2 � n < CÆ(n)+12 satisfait (�). Le but de e paragraphe est de dérirel'ensemble de toutes es fontions et de prouver que Æ en est le plus petit élément. Lespremières valeurs de Æ sont : Æ(0) = 1; Æ(1) = Æ(2) = 2; Æ(3) = Æ(4) = Æ(5) = 3.On s'intéresse tout d'abord à un ensemble a priori plus grand, elui des fontionsvéri�ant :(��) 8� 2 f�1; 1g; 8x 2 N ; x + ��(x) 2 N =) �[x + ��(x)℄ � �(x) + �Soit x tel que �(x) = 0 ; la ondition (��) ave � = �1 donne �(x) � �(x) � 1, etdon une ontradition. Ainsi, � est en fait à valeurs dans N� .Lemme 7.1.1 Une fontion � véri�ant (��) est roissante et véri�e �[x+�(x)℄ = �(x)+1.Démonstration : Soit � véri�ant (��), x 2 N et r := �(x). On montre alors parréurrene sur r que :� 8x0 > x; �(x0) � r.� �(x + r) = �(x) + 1. 147



Si r = 1, le premier point a déjà été onstaté ; pour e qui onerne �(x + 1), 'est unentier ompris entre 1 et 2. Mais si �(x+1) = �(x) = 1, on a �(x+1� 1) � �(x+1)� 1et une ontradition.Supposons maintenant l'hypothèse de réurrene vraie jusqu'au rang r0 et supposonsque �(x) = r0+1. Montrons le premier point par réurrene sur x0 : si �(x0) � r0+1 mais�(x0+1) = r � r0, alors l'hypothèse de réurrene au niveau r montre que �[(x0+1)+r℄ =r + 1 et don par (��) on a �(x0) = �[(x0 + r + 1)� (r + 1)℄ � (r + 1)� 1 = r, don uneontradition.Ainsi, �(x + r0 + 1) 2 fr0 + 1; r0 + 2g. Le même raisonnement que préédemmentdonne �(x + r0 + 1) = r0 + 2. �Lemme 7.1.2 Les onditions (�) et (��) sont équivalentes.Démonstration : En e�et, une fontion véri�ant (��) est roissante et une réurreneimmédiate sur j�j prouve qu'elle véri�e (�). �On peut grâe au lemme 7.1.1 paramétrer toutes les fontions véri�ant (�) par unnombre, �(0), et une suite (li := minfx : �(x) � ig)i��(0) stritement roissante etvéri�ant, pour tout i > �(0), li+1 2 fli + i � 1; li + ig. En e�et, soit i > �(0) ; si �véri�e (�), �(li + i) = �(li) + 1 par le lemme 7.1.1. Par ailleurs, e même lemme asssureque l'image de � est [�(0);+1[\N , et don que �(li � 1) = i � 1. Ainsi �(li + i � 2) =�(li� 1+ i� 1) � �(li� 1)+1 � i par (�). Réiproquement, il est immédiat de onstaterqu'une telle suite fournit une fontion véri�ant (��). Dans le as de Æ, on a li = Ci2, donli+1 = li + i et Æ est bien une fontion véri�ant (�).En�n, si � et �0 sont deux fontions véri�ant (�), alors évidemment � � �0 si etseulement si �(0) � �0(0) et li � l0i pour tous les i tels que es nombres soient dé�nis.Puisque (Ci2)i est la plus grande suite véri�ant li+1 2 fli + i � 1; li + ig, on en déduitomme annoné :Proposition 7.1 La fontion Æ est la plus petite fontion de l'ensemble des fontionsvéri�ant (�).Ce résultat a ei de rassurant qu'il montre que l'on ne peut pas améliorer le résultatdu paragraphe suivant en remplaçant Æ par une autre fontion véri�ant (�), et quiprendrait une valeur plus petite ne serait-e qu'en un point.On peut, grâe à la fontion Æ, dé�nir un ordre sur N2 . Celui-i est donné par l'ordrelexiographique sur N3 et l'injetion (x; �) 7! (Æ(x)+�; x�CÆ(x)2 ; �). NotonsN l'ensembleN2 muni de et ordre. L'intérêt prinipal de N est qu'il véri�e :Lemme 7.1.3 Pour tous (x; �) 2 N ; � 2 Z� f0g, si r = Æ(x) et si x + �r 2 N, alors(x + �r; � � �) < (x; �).Démonstration : Par le lemme 7.1, Æ(x+�r) � Æ(x)+�, de sorte que Æ(x+�r)+��� �Æ(x) + �. Comme x+ �r�Cr+�2 = x+ �r� (r+�)(r+��1)2 = x�Cr2 �C�2 , le as d'égalitéimplique x + �r � CÆ(x+�r)2 = x � Cr2 � C�2 don x + �r � CÆ(x+�r)2 � x � Cr2 , le asd'égalité donnant C�2 = 0 soit � = 0 ou 1 ; 0 étant exlus, on a don � � � < �. �148



7.1.2 Un résultat sur les produits tensoriels de rohetsW. Nahm et F. Laytimi ont montré un théorème d'annulation pour la ohomologied'une puissane de Shur orrespondant à un rohet d'un �bré ample [LN 02, th 2.1℄.Dans e paragraphe, je généralise leur résultat à un produit de rohets.Proposition 7.2 Soit E un �bré ample de rang e sur une variété X projetive et lissede dimension n. Soit a 2 N, (ki)1�i�a et (�i)1�i�a des entiers tels que �i < ki ; soit� =P�i et k =P ki ; alors,Hp;q(X;
iZki��i�1;kiE) = 0 si q > n� p+ [Æ(n� p) + �℄[ae� k + 2�℄� �(� + 1):Posons Q(p; �) = n� p+ [Æ(n� p) + �℄[ae� k + 2�℄� �(� + 1).Démonstration : On démontre e résultat par réurrene sur les ouples(n � p; �) 2 N . Cette réurrene peut sembler peu naturelle et troubler le leteur ;aussi, je donne les 10 premiers éléments de N pour qu'il puisse suivre plus aisément lespremiers pas de la réurrene.n� p � Æ(n� p) + � n� p� CÆ(n�p)2 �1 0 0 1 0 02 1 0 2 0 03 0 1 2 0 14 2 0 2 1 05 3 0 3 0 06 1 1 3 0 17 0 2 3 0 28 4 0 3 1 09 2 1 3 1 110 5 0 3 2 0Si on plae es numéros d'apparition sur un plan repéré par n � p selon l'axe desabsisses et � selon l'axe des ordonnées, on obtient le shéma suivant :�"79 6 3n� p  10 8 5 4 2 1La méthode employée est elle maintenant lassique qui onsiste à onstater que lesgroupes de ohomologie que l'on herhe à annuler apparaissent dans une suite spetralequi alule la ohomologie d'un �bré en droites ample sur une variété adéquate Y elle-même �brée au-dessus de X. Ce dernier groupe est nul par le théorème de Kodaira siq est su�sant ; il su�t don de s'assurer que es groupes �passent à travers� la suitespetrale, e qui fait intervenir une réurrene.Soit don Xn; Ee; p; q; (ki) et �0 véri�ant les hypothèses de la proposition �xés. On vamontrer l'annulation de Hp;q(X;��i:P�i=�0
iZki��i�1;kiE) en supposant la proposition149



vraie pour tous les ouples (p0; �) tels que (n � p0; �) < (n � p; �0). Supposons la suite(ki) roissante. Soit r = Æ(n� p) ; soit aussi li et si les quotients et restes de la divisionde ki par r : ki = rli + si. Un premier lemme assure que l'on peut supposer que e > rtous les li sont supérieurs ou égaux àl0 = � r�0+(n�p)r�1 si r > 2� + 1 si r = 1Lemme 7.1.4 Soit l un entier tel que la proposition 7.2 soit vraie pour une ertainevaleur de n � p et de �, et pour toutes les variétés et tous les �brés vetoriels amples,à la ondition que tous les li soient supérieurs ou égaux à l et que e > Æ(n � p). Alorsette proposition est vraie sans restritions pour es valeurs de e et de �.Démonstration : Soit E un �bré sur une variété X et L un �bré en droites ample surX. On peut supposer l > Æ(n� p). La proposition est vraie pour l0i = li + l ('est-à-dire,puisque k0i = rl0i + si, pour k0i = ki + rl) et les �brés amples E 0 de rang supérieur àÆ(n � p). Pour le �bré ample E 0 = E � L�rl de rang e + rl, et pour k0i = ki + rl, on adon l'annulation de Hp;q(X;
iZk0i��i�1;k0iE 0) = 0 siq > [Æ(n� p) + �℄[a(e + rl)� k0 + 2�℄� �(� + 1)= [Æ(n� p) + �℄[ae� k + 2�℄� �(� + 1):Mais omme Zk0i��i�1;k0iE 0 � Zki��i�1;kiE 
 L
arl, on en déduit que pour toute variétéX, tous �brés E et L, Hp;q(X;
iZki��i�1;kiE
L
arl) = 0 si q > [Æ(n� p)+�℄[ae� k+2�℄��(�+1). En vertu du lemme 1.5.1 p.128 de [Man 92℄ qui n'a besoin de l'hypothèseque pour les �bré vetoriels E amples, e résultat reste vrai si L est trivial, et le lemmeest don prouvé. �On suppose don dorénavant que l1 � l0 et e > r. Si 0 < s < r < e sont des entiers etV un espae vtoriel de dimension e, on notera Ms;r(V ) la variété de drapeaux absolueonstituée de l'ensemble des ouples (Vr; Vs) de sous-espaes vetoriels de V ave0 � Vr � Vs � V; odim(Vr) = r; odim(Vs) = s:Soit alors Ms;r(E) la variété de drapeaux relative à E, 'est-à-dire la variété �bréeau-dessus de X dont la �bre au-dessus du point x s'identi�e à la variété Ms;r(Ex) desdrapeaux de la forme(0 � Er � Es � Ex); odim(Vr) = r; odim(Vs) = s:Soit aussi Ql+1;l le �bré en droites sur Ms;r(V ) dont la �bre au-dessus du drapeaupréédent s'identi�e à (det(Ex=Es))l+1 
 (det(Es=Er))l = det(E=Es) 
 (det(E=Er))l.Considérons alors le produit au-dessus de X dé�ni par Y := �Msi;r(E) et le �bré endroites L au-dessus de Y égal au produit 
��iQi, si �i désigne la projetion de Y surMsi;ri(E) et Qi le �bré Qli+1;li sur ette variété de drapeaux relative. Comme e > r > sipour tout i, ette variété a bien un sens. 150



Laurent Manivel a étudié une partie de la ohomologie des �brés en droites Ql+1;lsur une variété de drapeaux absolue, partie su�sante pour établir notre proposition.Néanmoins, j'ai besoin de généraliser ses résultats à un produit de variétés de drapeaux.Cette généralisation sera une onséquene faile de la formule de Kunneth.Soit don Ms;r(V ) une variété de drapeaux absolue et Ql+1;l omme préédemment.Notons � = l� 1; t(r) = r(r+1)2 et k = rl+ s. Notons �r;s = s(2r�s+1)2 et pour � un entier,ns(�) = #f 2 f0; 1gr; jj = s et X ii = �gAinsi ns(�) = 0 si � < 0 ou � > �r;s.Alors, on a [Man 92, proposition 1.2.1, p.111 et lemme 1.3.1, p.114℄ :Proposition 7.3 Supposons p = �:t(r) + � ave � � �r;s � k + l. AlorsHp;q(Ms;r(V ); Ql+1;l) = lM�=0 ns(� + r�)Æq;p�r��s+�Zk���1;kV:Considérons maintenant un produit Y = �Msi;r(V ) de variétés de drapeaux et le�bré en droites L = 
��iQi, ave Qi le �bré Qli+1;li sur Msi;r(V ) et �i la projetionnaturelle de Y sur Msi;r. Je propose alors la généralisation suivante de la proposition7.3, si �i désigne li � 1, � =P�i, l =P li, s =P si, et k =P ki :Proposition 7.4 Supposons que p = �:t(r) + � ave � �P�r;si � k + l.Soit � = q + r�+ s� p. AlorsHp;q(Y; L) = ns(� + r�) M�i:P�i=�
iZki��i�1;kiV:Dans ette proposition, ns(�) désigne le nombrens(�) := XP�i=� nsi(�i) = #fi;j 2 f0; 1gr2 : 8i jij = si et Xi;j ji;j = �g:Cette proposition montre que le fait qu'un groupe 
iZki��i�1;kiV soit ou non dansHp;q(Y; L) ne dépend que de la somme � des �i, et non des valeurs de tous les �i ; 'este qui fait que l'on obtient un théorème d'annulation où la borne ne dépend aussi quede �.Démonstration : On applique tout d'abord la formule de Kunneth :Hp;q(Y; L) = MP pi=p;P qi=q
Hpi;qi(Msi;r; Qli;li+1)Erivons haque pi omme �it(r)+�i. Si une telle suite d'entiers pi fournit un groupe nonnul, alors par la proposition 7.3, on a pour tout i la relation �i � �r;si. Si don il existe151



i tel que �i < �r;i� ki+ li, omme � =P�i, on en déduit que � <P �r;i � k+ l, e quiontredit l'hypothèse de la proposition. Ainsi, pour tout i on a �r;si�ki+ li � �i � �r;si,et don on peut en déduire par la proposition 7.3 queHpi;qi(Msi;r; Qli;li+1) = ��ins(�i + r�i)Æqi;pi�r�i�si+�iZki��i�1;kiV:Si don 
iZki��i�1;kiV apparaît dans notre groupe de ohomologie, ela impliqueque qi = pi�r�i�si+�i, et par sommation que q = p�r��s+�. En�n, la multipliitéde e groupe est bien la somme sur les �i des produits des multipliités de Zki��i�1;kiVdans Hpi;qi(Msi;r; Qli;li+1), soit ns(�). �Notons Pmax = �:t(r)+P�r;si et Qmax = �:t(r�1)+P�r;si�S. Une onséquenede la proposition 7.4 est :Proposition 7.5 Soit p et q deux entiers. Alors :� Si p > Pmax ou q > Qmax, alors Hp;q(Y; L) = 0.� Si p � Pmax � r� ou q � Qmax � (r � 1)�, alorsHp;q(Y; L) � MP�i��
iZki��i�1;kiV
On onsidère maintenant la �bration en variétés de drapeaux � : Y ! X introduitepréédemment. Soit PEi;jm la suite spetrale de Borel-Le Potier, ave P = p + Pmax �r�0. Le résultat souhaité va être onséquene de propriétés de ette suite spetrale. Lapremière exhibe un terme de la suite spetrale de Borel-Le Potier qui ontient le groupeque l'on veut annuler :Lemme 7.1.5 Soit q0 = Qmax � (r � 1)�0. AlorsPEp;q+q0�p1 � Hp;q(X;��i:P�i=�0 
i Zki��i�1;kiE)Démonstration : Comme on a supposé que l1(r � 1) � r�0 + (n� p), on an+ Pmax � k1 + l1 = n+ Pmax � l1(r � 1)� s1� n+ Pmax � r�0 � (n� p)= Pmax + p� r�0 = PAinsi, si p � n, alors P � p � P � n � Pmax � k1 + l1. Si p > n, il est lair quePEp;q+q0�p1 = 0. On peut don utiliser les propositions 7.4 et 7.5 pour obtenir desrenseignements sur les HP�p;q0(Y; L) pour tous q0. Pour tous les entiers q1 et q2, on a (fnotation 5.1) P;pEq1;q22 = Hp;q1[X;RP�p;q2��L℄:Si fi;j sont les appliations de hangement de artes de E, on a vu que RP�p;q2��Lest un �bré vetoriel de �bre type HP�p;q2(Y; L) (soit x 2 X ; Y = ��1(x) et L est larestrition du �bré en droites L à Y ), et dont les hangements de arte sont induits152



par fi;j. Supposons que HP�p;q2(Y; L) = S�Ex. Nous savons que j�j = P rli + si. Onen déduit don que pour g 2 GL(Ex), l'appliation induite par g sur HP�p;q2(Y; L) estS�g. En e�et, 'est vrai g 2 SL(Ex) par le théorème de Bott et pour g une homothétie,puisque l'appliation induite par �:Id est �P rli+si (l'ation de �:Id sur le �bré tangentest triviale).Les appliations de hangement de artes de RP�p;q2��L sont don les applia-tions S�fi;j, si fi;j est une appliation de hangement de artes de E. On a don queRP�p;q2��L = S�E.Or HP�p;q0(Y; L) = ��i:P�i=�0 
i Zki��i�1;kiV . En e�et, si un terme de la forme��i:P�i=� 
i Zki��i�1;kiV est une omposante de e groupe, alors on doit avoir � =q0 + rL + S � (P � p) = �0. Par ailleurs, il est lair que ns(P �r;si) = 1. On en déduitdon que P;pEq;q02 = Hp;q(X;��i:P�i=�0 
i Zki��i�1;kiE).Par ailleurs, si q2 > q0 et q1 est quelonque, P;p1Eq1;q22 = 0, toujours par la proposition7.5. En�n, si q1 > q et q2 < q0, et que Hp;q1(X;��i:P�i=� 
i Zki��i�1;kiE) � P;p1Eq1;q22 ,on a � < �0 et Hp;q1(X;��i:P�i=� 
i Zki��i�1;kiE) = 0 par l'hypothèse de réurrene.Toutes les di�érentielles dm issus de ou aboutissant sur P;pEq0;qm sont don nulles, etP;pEq0;q1 = Hp1;q1(X;��i:P�i=�0 
i Zki��i�1;kiE), e qui implique notre lemme. �Pour voir que notre groupe préédent passe à travers la suite spetrale de Borel-LePotier, il su�t de montrer l'annulation des groupes PEp+m;q�p�m+sgn(m)+q01 , pour tousles entiers m non nuls. Soit don m un tel entier et p1; q1 et q2 des entiers tels queP;p1Eq1;q21 soit un élément d'une �ltration de PEp+m;q�p�m+sgn(m)+q01 , 'est-à-dire desentiers tels que :p1 = p + m et q1 + q2 � p1 = q � p � m + sgn(m) + q0. Remarquons que de manièreéquivalente, on a p1 = p+m et q1 + q2 = q + q0 + sgn(m).De nouveau, il su�t de montrer que tous les groupes P;p1Eq1;q22 sont nuls. Or eux-ivalent Hp1;q1[X;HP�p1;q2(Y;L)℄. Supposons que��i:P�i=� 
i Zki��i�1;kiV � HP�p1;q2(Y; L):Alors par la proposition 7.5, P � p1 � Pmax � r� = (P � p) � r(� � �0), don p1 �p + r(� � �0), soit m � r(� � �0). Par ailleurs ette même proposition assure queq2 � Qmax � (r � 1)� = q0 � (r � 1)(� � �0).L'égalité q1 + q2 = q + q0 + sgn(m) donne alors q1 � q + sgn(m) + (r � 1)(� � �0).Notons � = � � �0, omme nous avons vu que m � r�, sgn(m) � sgn(�) et nous avonsdon établi : � = �0 + �p1 � p+ �rq1 � q + sgn(�) + (r � 1)�Sous es hypothèses, il ne nous reste plus, en utilisant l'hypothèse de réurrene, qu'àprouver l'annulation de Hp1;q1(X;��i:P�i=� 
i Zki��i�1;kiE). Remarquons tout d'abordque l'on peut supposer que ae� k + � � 0, ar sinon ��i:P�i=� 
i Zki��i�1;kiE = 0.Lemme 7.1.6 Dans l'ensemble ordonné N , on a : (n� p1; �) < (n� p; �0)153



Démonstration : Cet ordre étant roissant selon les deux oordonnées ('est-à-dire quesi x � x0; y 2 N , alors (x; y) � (x0; y) et (y; x) � (y; x0)), ela déoule du lemme 7.1.3. �Lemme 7.1.7 Si q > Q(p; �0) alors q1 > Q(p1; �).Démonstration : On peut supposer que p1 = p + �r et q1 = q + �(r � 1) + sgn(�).Calulons alors Q(p; �0)�Q(p+ �r; �0 + �) + sgn(�) + (r � 1)�. Cette quantité vaut :2�r+2��0+�2+sgn(�)+(r+�0)(ae�k+2�0)�[Æ(n�p��r)+�0+�℄[ae�k+2�0+2�℄.En remarquant que 2�r + 2��0 = 2�(r + �0) et en fatorisant par r + �0, on en déduitque ette quantité égale(ae� k+2�0 +2�)(r+ �0)� (ae� k+2�0� 2�)[Æ(n� p+ �r) + �0 � �℄ + �2 + sgn(�),soit (ae� k + 2�)[r + �� Æ(r + �r)℄ + �2 + sgn(�).Comme ae� k + � � 0, le lemme 7.1 prouve alors que e nombre est positif. �En�n, on a l'inégalité su�sante pour assurer que PEp;q�p+q01 = 0 :Lemme 7.1.8 On a P + q + q0 � dimY > 0.Démonstration : Tout d'abord,2X�r;si � S = 2rS + S �X s2i � S � rS et k = (L + a)r + S:Ainsi : P + q + q0 � dimY= p+ q + Lt(r) + Lt(r � 1) + 2P�r;si � S � (2r � 1)�0 � n� ar(e� r)� �0(ae� k + �0) �Nous avons ainsi (péniblement) ahevé la preuve de la proposition 7.2. Nous allonsmaintenant montrer une autre proposition qui rétablit la symétrie entre p et q :Proposition 7.6 Soit E un �bré ample de rang e sur une variété X projetive lisseet de dimension n. Soit a 2 N, (ki)1�i�a et (�i)1�i�a des entiers tels que �i < ki ; soit� =P�i et k =P ki, alorsHp;q(X;
iZki��i�1;kiE) = 0 si p > n� q + [Æ(n� q) + �℄[ae� k + 2�℄� �(� + 1):Posons P (q; �) = n� q + [Æ(n� q) + �℄[ae� k + 2�℄� �(� + 1).Démonstration : La démonstration est très similaire à elle de la proposition 7.2. Ene�et, soit r = Æ(n � q) et omme préédemment Y := �Msi;r(E) et le �bré en droitesL au-dessus de Y égal au produit 
��iQi , où li et si sont le quotient et le reste de ladivision eulidienne de ki par r et Qi = Qli;li+1. Soit aussi p+Pmax�r�0, le lemme 7.1.5reste vrai et pour voir que e groupe passe à travers la suite spetrale, il su�t ommepréédemment de montrer en utilisant l'hypothèse de réurrene que si� = �0 + �p1 � p+ �rq1 � q + sgn(�) + (r � 1)�alors Hp1;q1(X;��i:P�i=� 
i Zki��i�1;kiE) = 0.Cei déoule du fait que le lemme 7.1.8 reste vrai et que l'on a l'analogue des lemmes7.1.6 et 7.1.7 : 154



Lemme 7.1.9 Dans l'ensemble ordonné N , on a : (n� q1; �) < (n� q; �0).Démonstration : On peut aussi supposer que q1 = q+ sgn(�)+(r�1)� et � = �0+�.Alors si � < 0, q1 � q + r� et le lemme 7.1.3 s'applique. Si � = 1, e même lemmefontionne ar q1 = q + r. Pour � > 1, en posant x = n � (q + r), e lemme donne(n� (q+ r)� (��1)Æ(n� (q+ r)); �+�) < (n� (q+ r); �+1). Comme Æ(n� (q+ r)) �Æ(n� q)� 1, on a (n� (q + r)� (�� 1)(r � 1); � + �) < (n� (q + r); � + 1).L'égalitén�q1 = n�q�1��(r�1) = n�(q+r)�(��1)(r�1) donne alors (n�q1; �) < (n�q; �0),et le lemme est démontré. �Lemme 7.1.10 Si p > P (q; �0) alors p1 > P (q1; �).Démonstration : On peut supposer que p1 = p + �r et q1 = q + �(r � 1) + sgn(�).Calulons alors P (q; �0)� P (q + �(r � 1) + sgn(�); �0 + �) + �r. Cette quantité vaut :2�r + 2��0 + �2 + sgn(�) + (r + �0)(ae� k + 2�0)�[Æ(n� q � sgn(�)� �(r � 1)) + �0 + �℄[ae� k + 2�0 + 2�℄:En remarquant que 2�r + 2��0 = 2�(r + �0) et en fatorisant par r + �0, on voit queette quantité égale �2 + sgn(�) + (ae� k + 2�0 + 2�)(r + �0)�(ae� k + 2�0 + 2�)[Æ(n� q � sgn(�)� �(r � 1)) + �0 + �℄;soit (ae� k + 2�)[r � �� Æ(n� q � sgn(�)� �(r � 1))℄ + �2 � sgn(�).Comme ae� k + � � 0 et que le lemme 7.1.9 impliqueÆ(n� q � sgn(�)� �(r � 1)) + � � Æ(n� q) = r, e dernier nombre est don positif. �On peut maintenant regrouper les propositions 7.2 et 7.6 sous la forme duThéorème 7.1 Soit E un �bré ample de rang e sur une variété X de dimension n,a 2 N, (ki)1�i�a et (�i)1�i�a des entiers tels que �i < ki ; soit � = P�i et k = P ki,alors Hp;q(X;
iZki��i�1;kiE) = 0sip+ q > n+ [min[Æ(n� p); Æ(n� q)℄ + �℄[ae� k + 2�℄� �(� + 1):7.2 Résultats topologiques en petit o-rangDans e paragraphe, je démontre ertaines propriétés topologiques attendues pourles �brés vetoriels amples. Plus préisément, si X est une variété projetive lisse, Eun �bré ample sur X de rang e et muni d'une forme quadratique à valeurs dans L, jedémontre des propriétés topologiques pour le lieu Dk(E) � X des points x où etteforme quadratique est au plus de rang k, sous la ondition e� k � 4. J'appelle o-rangl'entier e� k ('est le o-rang de la forme quadratique). Lorsque k est pair, la onnexitéde e lieu a déjà été montrée [Tu 89℄ ; ma méthode ne distingue pas e as des autres et155



montre d'autres propriétés topologiques. Par ontre, elle présente le sérieux inonvénientde se limiter aux as où e� k � 4 et de supposer que e lieu est au moins de dimension2, alors que [Tu 89℄ montre la onnexité si ette dimension est supérieure ou égale à1 (pour k pair). Si k est impair, [Tu 88℄ montre aussi la onnexité, mais à onditionque ette dimension soit au moins e� k. Si e� k = 4, ma borne, 2, est don meilleure.Mentionnons en�n que [Lay 96, prop 2.3℄ donne aussi la onnexité d'un lieu de dimensionstritement positive, mais pour e � k � 2, e qui, omme le leteur pourra le mesurer,simpli�e onsidérablement le problème.En fait, la démonstration de e résultat sera le prétexte à expliquer des tehniquesun peu nouvelles permettant d'établir des théorèmes d'annulation. Ces tehniques nedonnant pas préisément les résultats attendus, je n'ai pas essayé de les généraliser auxplus grands o-rangs.7.2.1 Propriétés topologiques des lieux de dégénéreseneDans le théorème qui suit, je note t(n) = n(n+1)2 .Théorème 7.2 Soit E un �bré vetoriel de rang e, sur une variété X lisse, projetiveet de dimension n. Supposons que E est muni d'une forme quadratique à valeurs dansun �bré en droites L. Soit k un entier et supposons que� dimDk(E) = � := n� t(e� k)� S2E� 
 L est ample.� e� k � 4Alors, l'appliation de restrition Hq(X;OX) ! Hq(Dk(E);ODk(E)) est un isomor-phisme pour 0 � q < �� 1, et est injetive pour q = �� 1.La dimension � est elle attendue, la dimension e�etive étant toujours supérieure ouégale à ette dimension. En e�et, on s'est donné une setion de S2E� 
 L, soit unmorphisme � : X ! S2E� 
 L. Puisque Dk(E) est l'image réiproque par � de lavariété, de odimension t(e � k) dans S2E� 
 L, des formes quadratiques de rang auplus k, Dk(E) est au plus de odimension t(e� k).Avant de passer à la démonstration, énonçons leCorollaire 7.7 Sous les mêmes hypothèses, et si de plus � � 2 et X est onnexe, alorsDk(E) est onnexe.Une onjeture de Fulton et Lazarsfeld [Ful 81, Remark 2,p.50℄ prédit ette onnexité si� � 1.Démonstration : En e�et, par le théorème 7.2, l'appliation de restrition H0(X;OX)! H0(Dk(E);ODk(E)) est un isomorphisme. �Démonstration du théorème 7.2 : Il est onnu que e résultat déoule de théorèmesd'annulation adéquats [Man 97℄. Pour le onfort du leteur, j'explique omment. NotonsD := Dk(E). Tout d'abord, il existe une résolution du faiseau OD sur OX par des �brésvetoriels [JPW 81, théorème 3.19,p.139℄ : le i-ième terme Ri d'une telle résolution estdonné par Ri := M� = (2l; �; ��)j�j+ l(2l � 1) = i S�(k�1)E 
 L�l(2l+k�1):
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Dans ette formule, l'expression � = (2l; �; ��) signi�e que la partition � est de rang 2l,que �i = 2l + �i si 1 � i � 2l et �i+2l = ��i . Si � est une partition, �(k � 1) est obtenueen interalant k � 1 parts égales au rang de � à � : si par exemple � = , alors�(2) = . Si k = 0, alors (2l; �; ��)(�1) est la partition � telle que �i = 2l + �ipour 1 � i � 2l � 1, �2l = ��1 + �2l, et �2l�1+i = ��i pour i � 2. Convenons qu'unepartition � de la forme (2l; �; ��)(k � 1) sera dite (k � 1)-symétrique (si k � 1 = 0,ei signi�e que �� = �). Si � est (k � 1)-symétrique, notons i(�; k) l'entier tel queS�E� 
 L�l(2l+k�1) � Ri(�;k).Notons Ki le faiseau noyau de la i-ième �èhe de ette résolution (Ki � Ri). On aainsi par exemple une suite exate ourte 0! R1=K1 ! OX ! OD ! 0. Pour montrerque Hq(X;OX) ! Hq(D;OD) est injetive (respetivement surjetive), il su�t dond'annuler Hq(X;R1=K1) (respetivement Hq+1(X;R1=K1)). Pour ela, il su�t d'annu-ler Hq(X;R1) et Hq+1(X;K1) (respetivement Hq+1(X;R1) et Hq+2(X;K1)). Or, on aune suite exate 0 ! R3=K3 ! R2 ! K1 ! 0. Pour annuler Hj(X;K1), il su�t dond'annuler Hj(X;R2) et Hj+1(X;R3=K3). Par réurrene, l'appliation Hq(X;OX) !Hq(D;OD) est don injetive (respetivement surjetive) si Hq+i�1(X;Ri) = 0 (respeti-vement Hq+i(X;Ri) = 0). Par la dualité de Serre, es groupes valent Hn;n�q�i+1(X;Ri�)et Hn;n�q�i(X;Ri�). Pour démontrer le théorème, il su�t d'annuler Hn;n�q�i+1(X;Ri�)pour q � �� 1, soit de montrer queHn;q(X;Ri�) = 0 si q > t(e� k)� i + 1:C'est l'objet du paragraphe suivant, mais auparavant, je vais mettre ette onditiondiretement sous la forme de théorèmes d'annulation. Je prétends qu'il su�t de montrerle résultat suivant :Proposition 7.8 Soit F un �bré vetoriel ample de rang e sur une variété X projetivelisse de dimension n. Soit k un entier tel que 0 < e� k � 4 et � une partition (k � 1)-symétrique. Alors, Hn;q(X;S�F ) = 0 si q > t(e� k) + 1� i(�; k).Je démontre que ette proposition implique le théorème 7.2 : nous avons vu qu'ilsu�sait d'annuler Hn;q(X;Ri�) pour q > t(e� k)� i+1. Ainsi, il su�t d'annuler, pourtoutes les partitions � (k� 1)-symétriques, Hn;q(X;S�E� 
Rj�j=2), pour q > t(e� k) +1� i(�; k). Pour ela, moralement, on applique la proposition à F = E� 
 L1=2.Plus rigoureusement, soit � une partition (k � 1)-symétrique et q > t(e � k) + 1 �i(�; k) ; il existe une variété projetive lisse Y , un morphisme �ni p : Y ! X surjetif, etun �bré en droitesM sur Y , tels queM2 ' p�L. Considérons de tels objets. Par [Man 92,lemme 1.5.2,p.129℄, l'appliation naturelle Hn;q(X;S�E� 
 Lj�j=2) ! Hn;q(Y; S�p�E� 
p�Lj�j=2) est injetive ; il su�t don d'annuler Hn;q(Y; S�p�E� 
 p�Lj�j=2). Or, puisqueLj�j=2 'M j�j, e groupe égaleHn;q(Y; S�(p�E�
M)). Comme S2(p�E�
M) ' p�(S2E�
L) est ample, p�E� 
 M est ample, et on a bien Hn;q(Y; S�(p�E� 
 M)) = 0 si laproposition est vraie. 157



Démonstration de la proposition 7.8 : Puisque e�k � 4, le rang 2l d'une partition(k� 1)-symétrique et de longueur inférieure ou égale à e est néessairement inférieur ouégal à 4 ; on a don l = 1 ou l = 2. Les partitions obtenues ave l = 2 ne nous posentpas de problème, ar le théorème A' de [Man 97℄ donne la borne 10� i. Il su�t don detraiter le as l = 1.Pour simpli�er les notations, j'ai supposé, dans le tableau suivant, que de plus k = 1,et l'ai listé toutes les partitions � à onsidérer, et indiqué, en fae, l'entier q0 tel que siq > q0, alors Hn;q(X;S�E) = 0 pour tout �bré E ample de rangs 4 et 5. La dernièreolonne indique le numéro du lemme qui montre l'annulation du groupe de ohomologiepour la borne indiquée. L'indiation A' renvoie au théorème A' de [Man 97℄. La olonneintermédiaire indique la valeur de q0 maximale pour montrer le théorème 7.2, qui vaut,omme nous venons de l'établir, t(e�k)+1�i. Remarquons que lorsque k prend d'autresvaleurs que 1 mais que e � k reste égal à 3 ou 4, puisque les lemmes indiqués donnentune borne qui ne dépend que de e � k, on obtient enore le résultat de la proposition7.8.
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rang(E) = 4 rang(E) = 5

partition q0 7-i lemme4 6 A'54 5 7.2.17.2.24 4 7.2.52 4 A'0 2 A'2 3 7.2.7

partition q0 11-i lemme0 4 A'
3 7 A'6 10 A'8 9 7.2.143 5 7.2.37.2.48 8 7.2.58 8 7.2.56 6 7.2.6
4 6 7.2.776 7 7.2.97.2.10159



7.2.2 Théorèmes d'annulation en petit o-rangDans e paragraphe, X est une variété projetive lisse de dimension n, et E désigneun �bré ample de rang e sur X, et L un �bré en droites nef. Pour des raisons qui sontexpliquées après le lemme 7.2.3, je note � = [a; b; ; d℄ la partition de rang 2 telle que�1 = a + 2; �2 = b + 2; ��1 = e � ; ��2 = e � d. Par exemple, S[0;0;0;0℄E = (detE)2. Demême, je note � = [a; b℄ la partition de rang 1 telle que �1 = a+ 1 et ��1 = e� b. Par lasuite, a � b;  � d; t; q sont des entiers positifs ou nuls.Lemme 7.2.1 Hn;q(X;S[1;+1℄E 
 S[0;d℄E 
 Lt) = 0 si q > 2+ d+ 2; etHn�1;q(X;S[0;℄E 
 S[0;d℄E 
 Lt) = 0 si q > 2+ d+ 1:Remarque : Le théorème 7.1 donne la borne 2 + 2d + 2 au lieu de 2 + d + 2 et lesautres résultats que je onnais ont une borne qui dépend de k (par exemple, [Man 97,théorème A℄ donne la borne k + + d) ; il est lair que pour démontrer le théorème 7.2par ette méthode, il faut une borne indépendante de k.Démonstration : Pour montrer e lemme, je vais appliquer la tehnique, nouvelle àma onnaissane, de �omparaison de suites spetrales�.Tout d'abord, on peut supposer que e�  est pair. En e�et, supposons que e lemmeest vrai pour e �  pair. Si e �  est impair et M est un �bré en droites ample sur X,alors on peut onsidérer le �bré vetoriel E �M de rang e + 1 ; omme e + 1 �  estalors pair, on peut appliquer le lemme, et omme pour le lemme 7.1.4, on en déduit queHn;q(X;S[1;+1℄E
S[0;d℄E
Lt) = 0 si q > 2+d+2 etHn�1;q(X;S[0;℄E
S[0;d℄E
Lt) = 0si q > 2+ d+ 1.Soit alors un entier l tel que e�  = 2l. Considérons d'abord la variété Y = PE� �XPE�, notons � : Y ! X la projetion naturelle, et onsidérons le �bré en droitesL = O(2l; e� d)
 ��Lt sur Y . Comme O(2l; e� d) est ample (en e�et, E est ample) et��L nef, L est ample. Soit aussi P = n+ (2l � 1) + (e� d� 1)� 1.Déterminons les groupes P;tEi;j2 de la suite spetrale de Leray introduite au para-graphe 5.3.2. Ceux-i valent, par la formule (5.7), H t;i[X;RP�t;j��O(2l; e�d)
Lt℄. Cesgroupes sont don nuls si t > n ou P � t > (2l � 1) + (e � d � 1). En e�et, si V estun espae vetoriel �xé et l et m sont des entiers positifs, alors H i;j(PV;O(l)) = 0 sii � l (onséquene direte de la proposition 6.1), et don H i;j(PV � PV;O(l; m)) = 0si i � l + m (formule de Künneth). Les seules valeurs possibles sont don t = n out = n� 1, et on aP;n�1Ei;02 = Hn�1;i(X;S[0;℄E 
 S[0;d℄E 
 Lt) etP;nEi;02 = Hn;i(X;Lt 
 R(2l�1)+(e�d�1)�1;0��O(2l; e� d))= Hn;i(X;S[1;+1℄E 
 S[0;d℄E 
 Lt)�Hn;i(X;S[0;℄E 
 S[1;d+1℄E 
 Lt):Ces suites spetrales sont don dégénérées, et on en déduit quePEn�1;q�n+11 = Hn�1;q(X;S[0;℄E 
 S[0;d℄E 
 Lt);PEn;q�n1 = Hn;q(X;S[1;+1℄E 
 S[0;d℄E 
 Lt)� Hn;q(X;S[0;℄E 
 S[1;d+1℄E 
 Lt);et les autres termes sont nuls. Par ailleurs, PEp;q�p1 est une omposante de HP;q(X;L) ;il est don nul par le théorème de Kodaira siP + q > n+ 2(e� 1); soit q > n+ 2(e� 1)� P = + d+ 1:160



On en déduit don que dans e as, la �êhe onnetant PEn�1;q�n+11 et PEn;q�n+11 estun isomorphisme, e qui onduit à :Hn�1;q(X;S[0;℄E 
 S[0;d℄E 
 Lt)= Hn;q+1(X;S[1;+1℄E 
 S[0;d℄E 
 Lt)� Hn;q+1(X;S[0;℄E 
 S[1;d+1℄E 
 Lt) si q > + d+ 1:En onsidérant une autre suite spetrale, on va obtenir une autre égalité faisantintervenir es termes ; en omparant es égalités, on prouvera qu'ils sont nuls. Soit donmaintenant Y = G2(E�)�XPE� et L = O(l; e�d) sur Y , et posons P = n+3(l�1)+(e�d� 1)� 1. On a alors de façon similaire PEn�1;q�n+l1 = Hn�1;q(X;S[0;℄E
S[0;d℄E
Lt),mais par ontre, PEn;q�n+l�11 = Hn;q(X;S[0;℄E
S[1;d+1℄E
Lt). Cei onduit à l'égalitéHn�1;q(X;S[0;℄E 
 S[0;d℄E 
 Lt) = Hn;q+1(X;S[0;℄E 
 S[1;d+1℄E 
 Lt) si q > 2+ d+ 1:En omparant es égalités, on obtientHn;q(X;S[1;+1℄E 
 S[0;d℄E 
 Lt) = 0;soit la première a�rmation du lemme. En utilisant la règle de Littlewood-Rihardson,on va montrer l'autre résultat du lemme. En e�et, rappelons que  � d ; si  = d, onpeut onlure ; supposons don  < d. Cette règle implique queS[1;+1℄E 
 S[0;d℄E = L0�x�+1 S[1;0;x;d++1�x℄ELR1S[0;℄E 
 S[1;d+1℄E = L0�x� S[1;0;x;+d+1�x℄ELR2;où R1 et R2 sont des sommes de omposantes de type S[0;0;x;y℄, que l'on sait déjà annuler.L'annulation de la ohomologie de S[1;+1℄E
S[0;d℄E
Lt entraine don elle de S[0;℄E
S[1;d+1℄E 
 Lt, et le lemme est alors onséquene d'une des égalités démontrées. �Notons que e lemme montre par exemple Hn;q(X;S[1;0;;+1℄E) = 0 si q > 3 + 2,ar S[1;0;;+1℄E � S[1;+1℄E 
 S[0;℄E. Ce n'est pas la borne indiquée dans le tableau p.158. En e�et, pour ette partition partiulière, on peut un peu ra�ner le raisonnementpréédent. Auparavant, je souhaite faire une remarque d'ordre général qui allègera lesaluls.En généralisant le raisonnement utilisé pour le lemme préédent, on voit que l'onobtient simultanément l'annulation de Hp1;q(X;S�1E) et elle de Hp2;q(X;S�2E) ; sup-posons que p1 < p2 : la borne q1 obtenue pour le groupe Hp1;q(X;S�1E) est la di�éreneentre la dimension de Y et la somme i+ j+p1, où i et j sont les entiers tels que si V estun espae vetoriel �xé, YV la variété isomorphe aux �bres de la projetion Y ! X, etLV la restrition du �bré en droites L sur une telle �bre, alors H i;j(YV ;LV ) = S�V . Laborne q2 pour Hp2;q(X;S�2E) vaut q1 + t, où t est l'entier tel que les �êhes de la suitespetrale onnetent Hp1;q(X;S�1E) et Hp2;q+t(X;S�2E). Attention, ette reette n'estbien sûr valable que si auun autre terme de la suite spetrale ne vient ompenser lestermes que l'on veut annuler. Par ailleurs, on peut failement exprimer ette di�érene :161



Remarque 7.1 Une suite spetrale donnée par un �bré en droites sur Gr(E�)�XGs(E�)peut montrer l'annulation de Hp;q(X;S[a;b℄E
S[;d℄E
Lt) pour q > (r� 1)a+ rb+(s�1)+ sd.Démonstration : En e�et, omme je l'ai expliqué, il s'agit d'évaluer la di�érene entredimGr(V ) et i+ j, où i et j sont les entiers tels que H i;j(Gr(V );O(l)) = S[a;b℄V . Cettedi�érene vaut ra + (r � 1)b, ar i = (l � 1)t(r)� ar; j = (l � 1)t(r � 1)� a(r � 1), etdimV = rl � a+ b. �Dans le lemme qui suit, je traite des partitions qui sont un as partiulier de ellestraitées par le lemme 7.2.1 ; pour es partitions partiulières, je peux réduire de 1 laborne donnée par le lemme 7.2.1.Lemme 7.2.2 Supposons  > 0.Hn;q(X;S[1;0;+1;℄E 
 Lt) = 0 si q > 3+ 1; etHn�1;q(X;S[0;0;;℄E 
 Lt) = 0 si q > 3:Démonstration : Tout d'abord, on peut supposer que e�  est impair et e�  >> 0.Dans la démonstration du lemme 7.2.1, j'ai montré omment tenir ompte de Lt ; pouralléger les notations, je suppose dorénavant que t = 0.Soit alors l un entier tel que e �  = 2l + 1. Considérons d'abord la variété Y =PE��X PE�, et le �bré O(2l+1; 2l+1) sur Y . Comme dans la démonstration du lemmepréédent, on montre que2Hn;q+1(X;S[1;+1℄E 
 S[0;℄) = Hn�1;q(X;S[0;℄E 
 S[0;℄E) si q > 2+ 1:Soit maintenant O(2l; l + 1)! PE� �X G2(E�). On a alors de façon similaireHn;q+1(X;S[1;+2℄E 
 S[0;�1℄E) = Hn�1;q(X;S[0;+1℄E 
 S[0;�1℄E) si q > 3:Par la règle de Littlewood-Rihardson, S[1;+1℄E 
 S[0;℄E = S[1;+2℄E 
 S[0;�1℄E �S[1;0;;+1℄E (à des termes de type S[0;0;x;y℄E près), et S[0;℄E 
 S[0;℄E = S[0;�1℄E 
S[0;+1℄E � S[0;0;;℄E.Je donne maintenant une dernière égalité faisant intervenir Hn;q+1(X;S[1;0;;+1℄E) etHn�1;q(S[0;0;;℄E), qui permettra de onlure. Considérons O(e � ) ! G2(E�). Par laproposition 6.1, une partition �, de taille au plus (e� 2)� 2, (e� )-admissible, véri�esoit �1; �2 � e� � 2, soit �1 = �2 + e� � 1. Dans le deuxième as, j�j = �1 + �2 �[e� 2� (e� � 1)℄+ [e� 2℄ = e+ � 3. Par ontre, la partition (e� � 2; e� � 2) estde poids 2(e� � 2). Il est lair qu'à  �xé, si e est grand, le poids de ette partition eststritement supérieur à toute onstante plus le poids d'une partition du deuxième type.Quitte à augmenter e, on peut don faire omme si seules les partitions du premier typeintervenaient. En posant P = n+ 2(e� � 2)� 1, on montre alors queHn;q+1(X;S[1;0;;+1℄E) = Hn�1;q(X;S[0;0;;℄E) si q > 2+ 1:Les trois égalités montrent que si q > 3, alors Hn;q+1(X;S[1;+1℄E 
 S[0;℄E) = 0. Lapremière implique alors le reste du lemme. �Lemme 7.2.3 Hn;q(X;S[a;0℄E 
 S[b+1;1℄E 
 Lt) = 0 si q > a+ 2; etHn�1;q(X;S[a;0℄ 
 S[b;0℄E 
 Lt) = 0 si q > a+ 1:162



Remarque : Ce lemme me donne l'oasion de justi�er mes notations. Les partitionsles plus failes à traiter sont elles qui orrespondent à une puissane du déterminant : ene�et, puisque (detE)l est ample pour tout l, le théorème de Kodaira donne diretementque Hp;q(X; (detE)l) = 0 si p + q > n. Lorsqu'on s'éarte de ette partition, je vaisexpliquer qu'il existe une symétrie entre le fait d'allonger les premières parts et le faitde reuser le bas de la partition. Autrement dit, dans la notation � = [a; b; ; d℄, a et ,et b et d, jouent des r�les symétriques. On peut d'ailleurs remarquer que le théorème 7.1n'éhappe pas à e prinipe : si l'on note r = minfÆ(n�p); Æ(n�q)g, alors la borne vautq0 = n� p+ (r+ �)(ae� k+2�)� �(�+1). Or, ave mes notations, on a Zki��i�1;ki =[�i; e�ki+�i℄. Notons �i = e�ki+�i ; on a ae�k+� =Pi(e�ki+�i) =Pi �i =: � .Ainsi, on a donq0 = n� p+ (r + �)(� + �)� �(� + 1) = n� p+ r(� + �) + �(� � 1): (7.1)On voit bien que ette formule est symétrique en � et � (�1). Le leteur intrigué (ommemoi) pourra s'amuser de onstater que la démonstration du théorème 7.1 fontionne defaçon tout-à-fait similaire si l'on fait jouer par � le r�le joué par �, et donne le mêmerésultat. Il est vraisemblable que le démonstration de théorèmes d'annulation e�aespour des partitions de rang stritement supérieur à 1 utilise une réurrene qui fasseintervenir de façon ombinée � et � .Le lemme 7.2.3, pour ette symétrie, est le symétrique du lemme 7.2.1 ; il se démontrede façon tout-à-fait similaire.Démonstration : On se ramène omme préédemment au as e + a pair, puis ononsidère le �bré en droites O(e + a; e + b) sur PE� �X PE�, et le �bré en droitesO(e+b; e+a2 ) sur PE��XG2(E�). On utilise aussi, omme pour démontrer le lemme 7.2.1,la règle de Littlewood-Rihardson. En tenant ompte de la remarque 7.1, on trouve ainsiHn�1;q(X;S[a;0℄
S[a+1;1℄E) = 0 si q > a+1. Dans la suite spetrale, il y a une �èhe entreHn;q+1(X;S[a;0℄E
S[a+1;1℄E) et Hn�1;q(X;S[a;0℄
S[a+1;1℄E) ; Hn;q(X;S[a;0℄E
S[a+1;1℄E)s'annule don si q > a + 2. �Par ailleurs, on peut, omme le fait le lemme 7.2.2, ra�ner un peu le lemme préédentpour traiter ertains as partiuliers :Lemme 7.2.4 Supposons a > 0.Hn;q(X;S[a+1;a;0;1℄E 
 Lt) = 0 si q > a+ 1; etHn�1;q(X;S[a;a;0;0℄E 
 Lt) = 0 si q > a:Démonstration : Similaire à elle du lemme 7.2.2. �Lemme 7.2.5 Hn;q(X;S[1;+1℄E
S[1;+1℄E
Lt) = Hn;q(X;S[0;+2℄E
S[0;℄E
Lt) = 0si q > 4+ 4, et Hn�1;q(X;S[1;+1℄ 
 S[0;℄E 
 Lt) = 0 si q > 4+ 3.Démonstration : Comme préédemment, on peut supposer que e�  est pair et t = 0 ;soit don l tel que e� = 2l. Considérons le �bré en droites O(2l; 2l) sur PE��X PE�, etla suite spetrale orrespondante pour P = n+2(2l�1)�2. Les termes PEi;j1 ne peuvent163



être non nuls que si i vaut n; n�1, ou n�2. Or PEn�2;q�n+21 = Hn�2;q(X;S[0;℄E
S[0;℄E),qui est nul si q > 4+ 2 par le théorème 7.1. On en déduit don que si q > 4+ 2, alorsHn;q+2(X;S[1;+1℄E 
 S[1;+1℄E)� 2Hn;q+2(X;S[2;+2℄E 
 S[0;℄E)= 2Hn�1;q+1(X;S[1;+1℄ 
 S[0;℄E):De même, en onsidérant O(2l; l)! PE� �X G2(E�), on montre queHn;q+2(X;S[2;+2℄E 
 S[0;℄E) = Hn�1;q+1(X;S[1;+1℄ 
 S[0;℄E) si q > 4+ 2.Ce système donne Hn;q+2(X;S[1;+1℄E 
 S[1;+1℄E) = 0. Mais ommeS[1;+1℄E 
 S[1;+1℄E � S[2;+2℄E 
 S[0;℄E;on en déduit qu'aussi Hn;q+2(X;S[2;+2℄E 
 S[0;℄E) = 0, et donHn�1;q+1(X;S[1;+1℄ 
 S[0;℄E) = 0. �Le symétrique du lemme préédent est :Lemme 7.2.6 Hn;q(X;S[a+1;1℄E
S[a+1;1℄E
Lt) = Hn;q(X;S[a+2;2℄E
S[a;0℄E
Lt) = 0si q > 2a+ 4 et Hn�1;q(X;S[a+1;1℄ 
 S[a;0℄E 
 Lt) = 0 si q > 2a+ 3.Démonstration : Comme pour le lemme préédent, on pose 2l = a+ e et t = 0, et onompare les suites spetrales orrespondant à O(2l; 2l) ! PE� �X PE� et O(2l; l) !PE� �X G2(E�). �Jusqu'à maintenant, nous avons onsidéré des partitions de type [a; �℄
[b; �0℄ (�; �0 = 0ou 1), ou de type [�; a℄
[�0; b℄. Etudions �nalement des partitions �panahées�, 'est-à-direde type [a; �; b; �0℄.Lemme 7.2.7 Si a et  ont même parité, alors Hn;q(X;S[a;0℄E 
 S[1;+1℄E 
 Lt) = 0 siq > 2+ 2, et Hn;q(X;S[a+1;1℄E 
 S[0;℄E 
 Lt) = 0 si q > a + 2. Si q > max(a; 2) + 1,alors Hn�1;q(X;S[a;0℄E 
 S[0;℄E 
 Lt) = 0.Remarque : Ce lemme illustre la di�ulté du problème qui onsiste à obtenir desthéorèmes d'annulation optimaux : le lemme 7.2.6 ave a = 1 donne la borne 6 pour lapartition (si e = 5) ; ette borne onvient pour démontrer le théorème 7.2mais n'est pas optimale, puisque le lemme 7.2.7 donne la borne 4 (a = 3;  = 1). Parontre, j'aurai besoin de ette bonne borne pour montrer le lemme 7.2.9. Pour démontrerun analogue du théorème 7.2 en tous rangs, il faut probablement prendre en ompte egenre de subtilités.Démonstration : On suppose que a + e = 2l; e �  = 2m et t = 0. Si l'on onsidèreO(2l; 2m)! PE� �X PE�, alors on obtientHn�1;q(X;S[a;0℄E
S[0;℄E) = Hn;q+1(X;S[a;0℄E
S[1;+1℄E)�Hn;q+1(X;S[a+1;1℄E
S[0;℄E)si q > + 1.Ave O(2l; m)! PE� �X G2(E�), on aHn�1;q(X;S[a;0℄E 
 S[0;℄E) = Hn;q+1(X;S[a+1;1℄E 
 S[0;℄E) si q > 2+ 2.En�n, O(l; 2m)! G2(E�)�X PE�, donne164



Hn�1;q(X;S[a;0℄E 
 S[0;℄E) = Hn;q+1(X;S[a;0℄E 
 S[1;+1℄E) si q > a+ 2.Le lemme déoule de es trois remarques. �Lemme 7.2.8 Si a et  ont même parité, alorsHn�2;q(X;S[a;0℄E 
 S[0;℄E 
 Lt) = 0 si q > a+ 2+ 2.Démonstration : Si t = 0; 2l = e + a et 2m = e � , on regarde la suite spetraleassoiée à O(l; m) ! G2(E�)�X G2(E�), pour P = n + (2e � l � 3) + (3(m � 1))� 2.Par la remarque 7.1, pour q > a + 2 + 2, elle-i ompare Hn�2;q(X;S[a;0℄E 
 S[0;℄E)et Hn;q+2(X;S[a+1;1℄E 
 S[0;℄E) � Hn;q+2(X;S[a;0℄E 
 S[1;+1℄E). Or, es deux derniersgroupes sont nuls, grâe au lemme 7.2.7, si q > maxfa; 2g. �Lemme 7.2.9 Si a et  ont même parité, alorsHn;q(X;S[a+1;1℄E 
 S[1;+1℄E 
 Lt) = 0 si q > a+ 2+ 4.Démonstration : Si t = 0, 2l = e + a et 2m = e� , alors O(2l; 2m)! PE� �X PE�donne, pour q > a+ 2+ 2,Hn;q+2(X;S[a+1;1℄E 
 S[1;+1℄E)�Hn;q+2(X;S[a+2;2℄E 
 S[0;℄E)� Hn;q+2(X;S[0;a℄E 
 S[2;+2℄E)= Hn�1;q+1(X;S[1;a+1℄E 
 S[0;℄E)�Hn�1;q(X;S[0;a℄E 
 S[1;+1℄E):En e�et, Hn�2;q(X;S[a;0℄ 
 S[0;℄E) = 0 si q > a + 2 + 2 par le lemme 7.2.8. De même,O(l; 2m) ! G2(E�) �X PE� et O(2l; m) ! PE� �X G2(E�) donnent respetivement,pour q > 2a + + 2,Hn;q+2(X;S[a+2;2℄E 
 S[0;℄E) = Hn�1;q+1(X;S[1;a+1℄E 
 S[0;℄E) etHn;q+2(X;S[0;a℄E 
 S[2;+2℄E) = Hn�1;q(X;S[0;a℄E 
 S[1;+1℄E): �Remarquons en�n que l'on peut améliorer la borne pour S[2;1℄E 
 S[1;2℄E. En e�et,en généralisant la démonstration du lemme préédent, on voit que l'annulationHn�2;q(X;S[1;0℄E 
 S[0;1℄E) = 0 si q > q0 implique Hn;q(X;S[2;1℄E 
 S[1;2℄E) = 0 siq > q0 + 2. Le lemme préédent utilisait la borne q0 = 5 montrée dans le lemme 7.2.8 ;je vais montrer que Hn�2;q(X;S[1;0℄E 
 S[0;1℄E) = 0 si q > 4 par un argument qui nefontionne que pour S[1;0℄E 
 S[0;1℄E. La remarque spéi�que est que, par la règle deLittlewood-Rihardson,S[1;0℄E 
 S[0;1℄E = (detE)2 � detE 
 S[1;1℄E:Puisque Hn�2;q(X; (detE)2) = 0 si q > 2, il su�t de montrer que Hn�2;q(X; detE 
S[1;1℄E) = 0 si q > 4. Pour ela, on peut supposer que le rang de E est multiple de4, e = 4f , et on regarde la suite spetrale orrespondant à O(f; 4f) ! G4(E) �X PE.Dans ette suite spetrale, notre groupe, Hn�2;q(X; detE 
 S[1;1℄E) = 0, est onneté àHn�3;q�1(X; (detE)2) (qui s'annule si q� 1 > 3), Hn�1;q+1(X; detE
S[2;2℄E) (nul pourq+1 > 5 : lemme 7.2.7), et en�n Hn;q+1(X; detE
S[3;3℄E) = 0 (nul pour q+1 > 3 parle théorème A' de [Man 97℄). On a don démontréLemme 7.2.10 Hn;q(X;S[2;1℄E 
 S[1;2℄E) = 0 si q > 6.Cei illustre à nouveau la omplexité du sujet : on obtient de meilleures bornes pour despartitions spéi�ques que elles obtenues par la méthode générale. Par ailleurs, ommenous utilisons une réurrene, le fait de ne pas obtenir le théorème d'annulation optimalpour une partition préise se réperute sur de nombreuses autres partitions, entrainantprogressivement la �atastrophe�. 165



7.2.3 Une nouvelle piste possibleDans e paragraphe, je montre omment l'étude des partitions de poids maximal duparagraphe 6.1.4 permet d'obtenir de nouveaux théorèmes d'annulation.Soit l et x < l des entiers, et notons �(x; l) la partition � telle que 8i 2 [1; x℄; �i =2l� x, 8i 2 [x+1; 4l+ x℄; �i = l, et 8i 2 [4l+ x+1; 4l+2x℄; �i = x. Cette partition estdérite sur le dessin qui suit : 2l � x x
l 4l

x xOn obtient sans réurrene un théorème qui annule Hn�1;q(X;S�(x;l)E), pour E de mêmerang que la longueur de � :Proposition 7.9 Soit x < l des entiers, et soit E un �bré ample de rang 4l + 2x surune variété X projetive lisse et de dimension n. Alors,Hn�1;q(X;S�(x;l)E) = 0 si q > 4x(l � x) + 1:Puisque S�(x;l)E se fatorise x fois par le detE, on a, par le théorème A' de [Man 97℄,Hn;q(X;S�(x;l)E) = 0 si q > x(l � x), mais Hn�1;q(X;S�(x;l)E) = 0 seulement pourq > (l � x)(4l + 2x) + 1. Par ailleurs, le théorème 7.1 donne la borne 1 + 2:2x(l � x) +[x(l � x)℄[x(l � x)� 1℄ (f la formule (7.1) p. 162).Démonstration : Soit r = 2l + x et e = 4l + 2x. Etudions la ohomologie du �bréen droites O(2l) sur la grassmannienne G(r; C e). Pour ela, onsidérons d'abord lespartitions de type b�(a; �; �; ; ), ave � + � = 2 et  +  = 2x (le théorème 6.1permettra de se ramener à l'étude de es partitions). Notons p(a; �; �; ; ) le poids deb�(a; �; �; ; ). Puisqu'on suppose � + � = 2, il y a deux as possibles : soit � = 2 et� = 0, soit � = � = 1.On a p(a; 2; 0; ; ) = 3a(2l � a) + 3. Comme �1 = 2l + x = 2a + , on en déduitque p = �15a2 +30la� 12l2 +3x2. Le poids maximal est don obtenu pour a = l, et ona alors p = 3l2 + 3x2.D'autre part, p(a; 1; 1; ; ) = 3a(2l�a)+2(2a�2l)+3. Comme �1 = 2a�1+  =2l + x, on en déduit que p = �15a2 + (30l + 16)a � 16l � 12l2 + 3(x + 1)(x � 1). Lavaleur maximale est obtenue pour a = l + 1, et on a alors p = 3l2 + 3x2 � 2.166



En utilisant le théorème 6.1, on en déduit don que le groupe de ohomologie non nulde O(2l) sur G(r; C e) d'indie p maximal est H3l2+3x2;l2+2x2(G(r; C n);O(2l)) = S�(x;l)C n ,et que les autres groupes de ohomologie non nuls véri�ent p � 3l2+3x2�2. Par l'argu-ment habituel, on obtient l'annulation de Hn�1;q(X;S�(x;l)E) pour q > 1+dimG(r; C e)�(3l2 + 3x2)� (l2 + 2x2) = 1 + (2l + x)2 � 4l2 � 5x2 = 4xl � 4x2 + 1. �L'inonvénient de ette proposition et d'éventuelles autres versions que l'on pourraitimaginer est qu'elle ne permet pas d'annuler sous les mêmes onditions, pour E un�bré ample de rang e, la ohomogie de S�E et elle de S�(t)F pour F ample de range + t. Rappelons que pour passer d'une partition � à la partition �(t), on interale tparts égales au rang de �, et que nous avons vu dans le paragraphe préédent que,pour obtenir les propriétés attendues des lieux de dégénéresene, nous herhons desrésultats ayant ette propriété.
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Chapitre 8Théorèmes d'annulation pour lespuissanes extérieures d'un �bréample muni d'une forme sympletiqueou quadratique
8.1 Cas sympletique8.1.1 Cadre géométrique, notationsSoit X une variété projetive lisse et E un �bré vetoriel ample sur X de rang 2emuni d'une forme sympletique non-dégénérée. Cei signi�e qu'on se donne un �bré endroites L sur X et une setion globale ! de E� 
E� 
 L telle que pour tout x 2 X, !xest non-dégénérée et sympletique.Soit Ui un ouvert trivialisant E et L, fi et gi des isomorphismes entre EjUi et V �Ui,et entre LjUi et C �Ui . Pour tout x 2 Ui, on a une forme sympletique 
x sur V , donnéepar 
x(v1; v2) = gif!x[f�1i (x; v1); f�1i (x; v2)℄g. Soit 
0 la matrie ayant les blos 2 � 2diagonaux égaux à � 0 1� 1 0 �, et des 0 partout ailleurs.Lemme 8.1.1 Soit E un �bré sympletique à valeurs dans L. Alors, il existe des trivia-lisations de E et L telles que dans toutes les artes, on ait ave les notations préédentes
x � 
0.Démonstration : Soit Ui un ouvert trivialisant E et L, et v 2 V : je note sv la setionde E donnée par sv(x) = f�1i (v; x). Soit u 2 Ui �xé, 0 6= v1 2 V et s1 la setion sv1 . Soitalors v2 2 V tel que 
u(s1(u); sv2(u)) 6= 0:Pour x appartenant à un ouvert de Ui, on aura toujours 
x(s1(x); sv2(x)) 6= 0. On pose,168



sur et ouvert, s2(x) = sv2(x)
x(s1(x); sv2(x)) :On a ainsi 
x(s1(x); s2(x)) = 1. Si v3 2 V n'est pas dans le plan engendré par v1 et v2,on onsidère de façon analogue la setions3(x) = sv3(x)� 
x(s1(x); sv3(x))s2(x) + 
x(s2(x); sv3(x))s1(x):On obtient ainsi une setion onstamment orthogonale à s1 et s2 et non nulle sur unouvert ontenant u.En ontinuant e proédé, on obtient pour tout x d'un ouvert adéquat ontenantu une base si(x) de Ex, telle que 
x soit repésentée, dans ette base, par 
0. On peutdon, quitte à hanger les isomorphismes fi, supposer que 
x est onstamment égale à
0. �Soit x 2 Ui \ Uj et e1; e2 2 Ex, omme!(e1; e2) = g�1i [
0(fi(e1); fi(e2))℄ = g�1j [
0(fj(e1); fj(e2))℄;on a, pour tout v1; v2 2 V ,gj Æ g�1i [
0(v1; v2)℄ = 
0(fj Æ f�1i (v1); fj Æ f�1i (v2)):On a don établi le lemme suivant :Lemme 8.1.2 Soit E un �bré muni d'une forme sympletique à valeurs dans L, V unespae vetoriel de dimension dimE �xé et 
 une forme sympletique sur V . On peutsupposer que les fontions de transition fi;j de E et gi;j de L véri�ent f �i;j
 = gi;j
.Par ailleurs, si r est un entier, la projetion G!(r; E)! X est une �bration loalementtriviale.Ce lemme permet de dé�nir, pour une partition �, les �brés Sh�iE : e sont les �brésdé�nis par les hangements de arte (S�fi;j)jSh�iV , si fi;j sont des hangements de artesomme dans le lemme préédent (es appliations préservent Sh�iV ). Ainsi, Sh�iE est unsous-�bré de S�E ('est le sous-�bré qui annule une ertaine ontration). Par la suite,si f �
0 = �
0, je noterai Sh�if la restrition de S�f à Sh�iV .Une autre propriété géométrique est que le �bré en droites L est automatiquementample.Lemme 8.1.3 Le ' detE := �2eE.Le est alors ample omme puissane extérieure d'un �bré ample [Hart 66℄, et L estample.Démonstration : La forme ! ^ � � � ^ ! est une setion globale de �2e(E�)
 Le qui nes'annule jamais. Ainsi det(E�)
 Le = (detE)� 
 Le est un �bré trivial.On peut aussi observer que, omme fi;j(x)�
0 = gi;j(x)
0, det fi;j = gei;j. �
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8.1.2 Cohomologie de O(1) sur G!(e; C 2e)Je n'ai pas pu obtenir de résultats préis sur la ohomologie des grassmaniennessympletiques générales G!(r; C 2e). Dans le as des grassmaniennes dites lagrangiennes,d'espaes linéaires isotropes de dimension maximale, qui sont des espaes hermitienssymétriques, le �bré tangent est irrédutible, e qui simpli�e onsidérablement le alulde la ohomologie.Proposition 8.1 Hm(m+1);m2(G!(e; 2e);O(1)) = �he�2miC 2e pour 0 � m � [e=2℄ et lesautres termes sont nuls.Dans ette proposition, pour x réel, j'ai noté [x℄ le plus grand entier inférieur ou égal àx ; notons [x℄+ le plus petit entier supérieur ou égal à x.Démonstration : Snow [Sno 88, theorem,p.6℄ a déterminé les ouples d'entiers (p; q)tels que Hp;q(G!(e; 2e);O(1)) 6= 0, en utilisant la déomposition du �bré des p-formesétablie par Kostant. Il ne dérit pas es groupes de ohomologie, mais 'est une onsé-quene faile de son étude. Je propose ii, pour éviter d'introduire ses notations, demontrer que ette proposition est une onséquene faile de mon lemme 6.2.1.Puisque le �bré U est nul, une omposante du �bré des p-formes s'érit Su+T . Re-prenant les notations du lemme 6.2.1, il s'agit d'étudier le poids(e + 1; : : : ; l + 3; l + 1� u+l ; : : : ; 2� u+1 );où l désigne la longueur de u+, soit u1. Notons �i = i+1�u+i . La suite (�i) est une suitestritement déroissante. La démonstration du lemme 6.2.1 montre qu'il existe i tel quej�ij = 1. Soit m la longueur de u ; u+m+1 � m, don �m+1 � 2. De plus, u+m � m + 1,don �m � 0. Comme 8i; �i 6= 0 et 9i; j�ij = 1, on a don �m = �1, soit u+m = m + 2,ou um = 2. On a don u+m+1 = m et �m+1 = 2. De même, en raisonnant sur l'entier itel que j�ij = 3, on voit que um�1 = 4, et on peut alors démontrer par réurrene queu = (2m; 2(m� 1); � � � ; 2).Alors un alul immédiat montre que le poids onsidéré est(e + 1; � � � ; 2m+ 2; 2m; 2m� 2; � � � ; 2;�1;�3; � � � ;�(2m� 1)):On en déduit que les entiers p et q orrespondant sont m(m + 1) et m2 (lemme 6.2.2),et que la représentation irrédutible est de plus haut poids (1; � � � ; 1; 0; � � � ; 0). �8.1.3 Théorème d'annulationUtilisant e résultat, on peut déduire un théorème d'annulation pour les puissanesextérieures de �brés amples munis d'une forme sympletique ; e résultat se démontreen séparant deux as, selon la parité de la puissane extérieure onsidérée.Proposition 8.2 Soit E un �bré vetoriel ample de rang 4e sur X, variété projetivelisse de dimension n, muni d'une forme sympletique à valeurs dans un �bré en droitesample L. Soient p; q; t; l des entiers ave 1 � t � e. AlorsHp;q(X;�h2tiE 
 Ll) = 0170



dès que l'une des deux onditions suivantes est véri�ée :8<: p+ q > n + t(4e� 2t+ 1)et l � (t� 1)[n�p2 ℄+ + e� tet n� p � 2(e� t)ou : 8<: p+ q > n+ t[2(t + n� p+ 1) + 1℄et l � t[n�p2 ℄+et n� p > 2(e� t)Le théorème de Le Potier [LP 75℄ a�rme que la ohomologie d'un tel �bré s'annule pourp + q > n + 4t(2e� t). Par rapport à e théorème qui ne tient pas ompte de la formesympletique, la borne a don presque été divisée par 2. W. Nahm [LN 02℄ obtient etteannulation pour p+ q > n+ 2Æ(n� p)(2e� t). La borne de la proposition 8.2 est donmeilleure pour t < Æ(n� p) 4e�2t4e�2t+1 .Démonstration : A t �xé, l'annulation sous la deuxième ondition est une onséquenede l'annulation sous la première. En e�et, si la proposition est vraie sous la premièreondition pour t, soient p; q; l tels que p+ q > n+ t[2(t+ n� p+ 1) + 1℄ et l � t[n�p2 ℄+.Soit alors ' : X 0 ! X un morphisme �ni et M 0 ! X 0 un �bré en droites tel queM 0
2 = '�L. Les �brés E 0 := '�E;M 0 et L0 := '�L sont alors amples [Hart 66℄, et onpeut onsidérer sur X 0 le �bré F 0 := E 0 � (M 0 �M 0)2(f�e) avef = �n� p2 �+ + t: (8.1)Alors F 0 est ample de rang 4f . Pour x0 2 X 0, la forme sympletique !'(x0) est une formesympletique sur E 0x0 à valeurs dans L0x0 . On va l'étendre à une forme !x0 sur F 0. Il su�tpour ela de poser, sur une omposante de F 0x0 de la formeM 0�M 0, !x0[(m1�m2); (n1�n2)℄ = m1 
 n2 �m2 
 n1 2 L0, et de déider que es espaes sont orthogonaux deux àdeux et orthogonaux à E 0.Comme n� p+1 � 2(f � t) par (8.1), l'hypothèse p+ q > n+ t[2(t+n� p+1)+ 1℄donne p + q > n + t(4f � 2t + 1). De plus, l � t[n�p2 ℄+ = (t � 1)[n�p2 ℄+ + f � t ; on adon, par la première partie de la proposition, Hp;q(X 0;�h2tiF 0 
 L0l) = 0. Maintenant,�h2tiF 0 � �h2tiE 0, don Hp;q(X 0;�h2tiE 0 
 Ll) = 0. Comme ' est �nie, l'appliation '� :Hp;q(X;�h2tiE
Ll)! Hp;q(X 0;�h2tiE 0
L0l) est injetive, donHp;q(X;�h2tiE
Ll) = 0.Montrons don la première partie. Soient p; q; l; t tels que p+ q > n+ t(4e� 2t+ 1)et n � p � 2(e � t) et supposons vraie par réurrene la proposition pour tout p; q ett0 < t. Soit � : G!(2e; E) ! X la �bration en grassmanniennes lagrangiennes. Posons~l = l � (e� t) et P = p + (e� t)(e� t+ 1); (8.2)et onsidérons la suite spetrale de Borel-Le Potier alulant la ohomologie deO(1)
 (��L)~l sur G!(2e; E) introduite au paragraphe 5.3.1. Comme171



Hp;q[G!(2e; C 4e);O(1)℄ ne peut être non nul que si (p; q) est de la forme (m(m+1); m2),on a P;iEj;k2 6= 0 =) 9t0 : P � i = (e� t0)(e� t0 + 1); k = (e� t0)2:Si es égalités sont vraies, on aP;iEj;k2 = HP�(e�t)0(e�t0+1);j(X;�h2t0iE 
 Ll+t�0t):En e�et, par la méthode expliquée au paragraphe 5.3.2, pour aluler les �brésR(e�t0)(e�t0+1);(e�t0)2��(O(1) 
 (��L)), il su�t de omprendre les appliations induitesen ohomologie par les appliations de hangement de artes fi;j et gi;j. Soit x 2 Ui \Ujet  un nombre tel que 2 = gi;j(x). Par le lemme 8.1.2, fi;j(x)= est une appliationsympletique ; son ation induite en ohomologie est don donnée par le théorème deBott ; il s'agit de : �h2t0ifi;j = �h2t0ifi;j(x)2t0 :Comme les homothéties agissent trivialement sur le �bré tangent d'une grassmanniennesympletique, l'ation de :Id en ohomologie est 2e = gi;j(x)e. Ainsi, l'ation induite enohomologie par fi;j(x) vaut gi;j(x)e�t0:�h2t0ifi;j(x). Le �bré R(e�t0)(e�t0+1);(e�t0)2��(O(1))orrespondant est �h2t0iE 
 Le�t0 et on trouve le résultat annoné.La suite spetrale P;iEj;k2 est don dégénérée. Ainsi,PEP�(e�t0)(e�t0+1);j+(e�t0)(2e�2t0+1)�P1 = HP�(e�t0)(e�t0+1);j(X;�h2t0iE 
 Ll+t�t0); (8.3)et les autres termes sont nuls.En partiulier,PEp;q+(e�t)(2e�2t+1)�P1 = PEp;q�p+(e�t)21 = Hp;q(X;�h2tiE 
 Ll):On herhe maintenant à montrer que e terme n'est ompensé par auun autre de lasuite spetrale.Soit don t0, et onsidérons les termes PEP�(e�t0)(e�t0+1);u1 .Si t0 > t, alors P � (e� t0)(e� t0+1) � P � (e� t�1)(e� t) = p+2(e� t) � n par (8.2).Pour que 
P�(e�t0)(e�t0+1)X soit non nul, il faut don que t0 = t+1 et n = p+2(e�t). Danse as, la di�érentielle qui pourrait ompenser PEp;q+(e�t)(2e�2t+1)�P1 serait l'appliationd2e�2t : PEp;q+(e�t)(2e�2t+1)�P2e�2t ! PEn;q+(e�t)(2e�2t+1)�P�(2e�2t�1)2e�2t :Or, par (8.3), e dernier groupe est inlus dansPEn;q+2(e�t)+(e�t�1)(2e�2t�1)�P1 = Hn;q+2(e�t)(X;�h2t+2iE 
 Ll�1):Ce dernier groupe est nul par le théorème de Le Potier si q+2(e� t) > 4e� 2t� 2, soitq > 2e� 2, e qui est le as. 172



Si t0 < t, on utilise l'hypothèse de réurrene. Le terme qui pourrait ompenserPEp;q+(e�t)(2e�2t+1)�P1 est alorsPEP�(e�t0)(e�t0+1);q+(e�t)2+(e�t0)(e�t0+1)�1�P(e�t0)(e�t0+1)�(e�t)(e�t+1)� HP�(e�t0)(e�t0+1);q+(e�t)2�(e�t0)2�1(X;�h2t0iE 
 Ll+t�t0):Comme P � (e� t0)(e� t0+1) = p� (t� t0)(2e� t� t0+1) � p� (2e� t� t0)� (t� t0) =p� 2e + 2t0 < n� 2(e� t0) (en e�et on peut supposer p < n), on est dans le deuxièmeas de la proposition, et q + (e � t)2 � (e � t0)2 � 1 = q � (t � t0)(2e � t � t0) � 1. Cedernier groupe est nul par hypothèse de réurrene sip+ q > t0[2(t0 + n� p+ 1) + 1℄ + (t� t0)(4e� 2t� 2t0 + 1) + 1: (8.4)Comme t0 < t et n� p � 2(e� t), on a t0 + n� p < 2e� t, et omme on peut supposert0 > 0, le terme de droite de l'inéquation (8.4) est inférieur àt0[2(2e� t) + 1℄ + (t� t0)(4e� 2t+ 1) = t0(4e� 2t+ 1) < p+ q:Ainsi, auun terme ne peut ompenser PEp;q+(e�t)(2e�2t+1)�P1 = Hp;q(X;�h2tiE 
 Ll) etdon PEp;q�p+(e�t)21 = PEp;q�p+(e�t)21 .Ce dernier est un terme du gradué assoié à HP;q+(e�t)2[G!(2e; E);O(1)℄, qui est nulpar Kodaira dès que P + q + (e � t)2 > n + e(2e + 1), soit par (8:2) dès que p + q >e(2e+ 1)� (e� t)(2e� 2t+ 1) = t(4e� 2t+ 1). �Le as des puissanes extérieures impaires est très similaire :Proposition 8.3 Soit E un �bré vetoriel ample de rang 4e+2 sur X, variété projetivelisse de dimension n, muni d'une forme sympletique à valeurs dans un �bré en droitesample L. Soient p; q; t; l des entiers ave 0 � t � e. AlorsHp;q(X;�h2t+1iE 
 Ll) = 0dès que l'une des deux onditions suivantes est véri�ée :8<: p+ q > n + 2e+ 1 + t(4e� 2t+ 1)et l � t[n�p2 ℄+ + e� tet n� p � 2(e� t)ou : 8<: p+ q > n + 2e+ 1 + t[2(t+ n� p+ 1) + 1℄et l � (t + 1)[n�p2 ℄+et n� p > 2(e� t)
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Démonstration : Pour les mêmes raisons que préédemment, il su�t de démontrerette proposition sous les premières onditions. La réurrene ommene à t = 0, 'estpourquoi on trouve la borne sur l que j'ai indiquée. On étudie alors la suite spetrale quialule la ohomologie deO(1)
(��L)l�(e�t) sur la grassmannienne lagrangienneG!(2e+1; E). On pose aussi P = p+ (e� t)(e� t+ 1). Comme la proposition 8.1 reste valable,le alul des termes de ette suite spetrale est identique. La réurrene fontionne donde manière similaire ; le seul hangement onerne la dimension de G!(2e + 1; C 4e+2)qui est (e + 1)(2e + 1). Ainsi on aura omme préédemment PEp;q�p+(e�t)21 = 0 siP + q + (e � t)2 > n + (e + 1)(2e + 1), soit p + q > t(4e� 2t + 1) + 2e + 1. On trouveainsi la borne pour p + q que j'ai indiquée. �Je propose maintenant une version �ompate� des deux propositions préédantes.Ce résultat ne résume que les premiers as de es propositions ; on pourrait établir unrésultat similaire pour les grandes valeurs de n � p. Si e et t sont des entiers, notonsr(e; t) l'entier t=2 si t est pair, et e si t est impair.Théorème 8.1 Soit E un �bré vetoriel ample de rang 2e sur X, variété projetivelisse de dimension n, muni d'une forme sympletique. Soient p; q; t; k des entiers ave0 � t � e. Alors Hp;q[X;�htiE 
 (detE)k℄ = 0 si :8<: p+ q > n+ [ t2 ℄(4[ e2 ℄+ � t) + r(e; t)et k � ([ t�12 ℄[n�p2 ℄+ + e� [ t2 ℄)=eet n� p � 2[ e�t2 ℄Démonstration : Le lemme 8.1.3 implique que (detE)k ' Lke. Alors, les propositions8.2 et 8.3 montrent e théorème pour t et e de même parité. Il su�t, pour l'établir pourt pair et e impair par exemple, d'appliquer, omme dans la preuve de la proposition 8.2,le as t et e pairs à F 0 = E 0 � (M 0 �M 0), qui est un �bré de rang multiple de 4. �8.2 Cas quadratiqueCe paragraphe est très semblable au paragraphe préédent ; aussi, je ne mentionneraidans les preuves que les points di�érents du as sympletique.8.2.1 Cadre géométrique, notationsOn se donne maintenant un �bré quadratique E, 'est-à-dire un �bré E, un �bré endroites L et une setion globale Q de E�
E�
L telle qu'en tous points x 2 X, Qx estune forme bilinéaire symétrique non-dégénérée.Supposons par exemple que E est de rang 2. Alors la �bration naturelle PfQ = 0g �PE ! X est un revêtement double étale qui n'a auune raison d'être trivial, mêmeloalement. On ne peut don pas espérer démontrer un analogue du lemme 8.1.1. Nousallons voir, ependant, que 'est le as à un morphisme �ni près.174



Soit Ui un ouvert trivialisant E et L, fi et gi des isomorphismes entre EjUi et V �Ui,et entre LjUi et C �Ui . Pour tout x 2 Ui, on a une forme quadratique Qx sur V , donnéepar Qx(v1; v2) = gifQ[f�1i (x; v1); f�1i (x; v2)℄g. Soit Q0 la matrie � 0 II 0 � si le rang deE est pair et 0� 0 I 0I 0 00 0 1 1A sinon.Lemme 8.2.1 Il existe un revêtement �ni f : Y ! X et des trivialisations de f �E etf �L telles que la forme Qx dé�nie pour es trivialisations soit onstamment égale à Q0.Démonstration : Par un résultat de W. Graham [Gra 03, orollary 2.11,p.10℄, il existeun revêtement �ni f : Y ! X tel que f �E admette un sous-�bré isotrope maximal(en fait, Y est onstruit omme un sous-shéma de la grassmannienne relative des es-paes isotropes de dimension maximale sur E). Supposons d'abord que le rang de Eest pair ; notons rg(E) = 2e. Soit omme dans la démonstration du lemme 8.1.1 dessetions s1; : : : ; s2e de E dé�nies sur un ouvert U telles que le sous-espae engendré pars1(x); : : : ; se(x) soit le sous-�bré isotrope maximal Fx donné par le résultat de Graham,et qui engendrent Ex sur l'ouvert U . On va �orthonormaliser� ette base. Notons h:; :ix leproduit salaire induit par Q sur la �bre au-dessus de x ; par réurrene sur i, montronsqu'il existe des setions s1; : : : ; s2e de E telles que 8x 2 U :� s1(x); : : : ; s2e(x) engendre Ex et s1(x); : : : ; se(x) engendre Fx.� 81 � j � e; 81 � k � i; hsj(x); se+k(x)ix = Æj;k.� 81 � j; k � i; hse+j; se+kix = 0.Le as i = 0 initie trivialement la réurrene. Supposons que l'on ait des setions véri�antles hypothèses au rang i�1. Nous allons produire des setions tj véri�ant es hypothèsesau rang i. Posons don tj = sj pour 1 � j � i; e+ 1 � j < e+ i et e + i < j � 2e. Soitalors s0e+i = se+i �Xj<i (hse+i; sjixse+j + hse+i; se+jixej):On a don hs0e+i; sjix = hs0e+i; se+jix = 0 pour j < i. On pose alors s00e+i = s0e+i �hs0e+i;s0e+iix2hs0e+i;sii xsi, de telle sorte que hs00e+i; s00e+iix = 0, et te+i = s00e+ihs00e+i;siix , pour que hte+i; sii =1. On pose en�n, pour e � j > i, tj = sj � hte+i; sjisi.Les setions tj onviennent pour le rang i. On obtient, pour i = e, des setionstelles que Qx s'érive Q0 dans ette base. Dans le as où le �bré est de rang impair, onmet de même Qx sous la forme 0� 0 I 0I 0 00 0 �(x) 1A, ave �(x) 2 C � f0g. En hangeantla trivialisation de L, ette matrie devient 0� 0 I=�(x) 0I=�(x) 0 00 0 1 1A. En posant s0j =�(x):sj, pour 1 � j � e, on met Qx sous la forme désirée. �On en déduit omme dans le as sympletique :Lemme 8.2.2 Soit E un �bré muni d'une forme quadratique à valeurs dans L, V unespae vetoriel de dimension rg(E) �xé et Q une forme quadratique sur V . Il existe un175



morphisme �ni ' : Y ! X tel que les fontions de transition fi;j et gi;j de '�E et '�Lvéri�ent f �i;jQ = gi;jQ. Par ailleurs, si r est un entier, la projetion GQ(r; '�E) ! Yest une �bration loalement triviale.En�n, omme dans le as sympletique, L est ample si E l'est :Lemme 8.2.3 (detE)2 ' Le.Démonstration : En e�et, la forme Q induit un isomorphisme E ' E�
L. En prenantle déterminant de et isomorphisme, on obtient un isomorphisme detE ' det(E�)
Le.Or, detE� ' (detE)� ; on obtient don (detE)2 ' Le. �Comme je l'ai déjà rappelé plusieurs fois, pour démontrer un théorème d'annulationen ohomologie, on peut passer à un revêtement �ni. Dans la suite, je supposerai donque E et L véri�ent les hypothèses du lemme 8.2.2.On aurait aussi pu remarquer que notre forme quadratique est, dans le adre holo-morphe, loalement triviale, et montrer nos théorèmes d'annulation dans e adre.8.2.2 Cohomologie de O(2) sur GQ(e; C 2e)Comme nous l'avons vu, la ohomologie de O(1) est triviale sur GQ(e; C 2e) ou surGQ(e; C 2e+1). Ce qui va nous permettre de démontrer des théorèmes d'annulation estplut�t la ohomologie de O(2) sur GQ(e; C 2e), qui présente de fortes analogies ave ellede O(1) sur G!(e; C 2e) :Proposition 8.4 Hm2;m(m�1)[GQ(e; C 2e);O(2)℄ = �e�2mC 2e pour 0 � m � [e=2℄ et lesautres termes sont nuls.Démonstration : Comme le poids de O(2) est (1; : : : ; 1), le poids à onsidérer est(e; e � 1; : : : ; l � u�l ; : : : ; 1 � u�1 ). Notons �i = i � u�i . Par l'argument habituel, fj�ijgest l'ensemble de tous les entiers entre 0 et l � 1. Soit m la longueur de u ; u�m+1 = mdon �m+1 = 1. Ainsi �m � 0, et omme 9i : j�ij = 1, on a don �m = 0, et um = 1. Sil(u�)u1+1 = m+1, alors u = (m;m�1; : : : ; 1), e qui est absurde. Alors u�m+2 = m�1,�m+2 = 3 et don �m�1 = �2, soit um�1 = 3. En raisonnant par réurrene, on en déduitque u = (2m� 1; 2m� 3; : : : ; 1). On montre alors que p = m2; q = m(m � 1) et que legroupe de ohomologie orrespondant est �e�2mC 2e . �8.2.3 Théorème d'annulationProposition 8.5 Soit E un �bré vetoriel ample de rang 4e sur X, variété projetivelisse de dimension n, muni d'une forme quadratique à valeurs dans un �bré en droitesample L. Soient p; q; t; l des entiers ave 1 � t � e. AlorsHp;q(X;�2tE 
 Ll) = 0dès que l'une des deux onditions suivantes est véri�ée :8<: p+ q > n + t(4e� 2t� 1)et l � (t� 1)[n�p+12 ℄+ + e� tet n� p � 2(e� t)� 1176



ou : 8<: p+ q > n+ t[2(t + n� p+ 2)� 1℄et l � t[n�p+12 ℄+et n� p > 2(e� t)� 1Démonstration : Supposons d'abord que la première partie de ette proposition estvraie pour un entier t. Alors soit ' : X 0 ! X un morphisme �ni, E 0 = '�E, L0 = '�L etM 0 un �bré en droites tel que M 02 = L0. Soit F 0 = E 0 �M 04(f�e) ave f = [n�p+12 ℄+ + t,et dé�nissons une forme quadratique sur F 0 de façon similaire au as sympletique.Alors, la dé�nition de f montre que n � p + 1 � 2(f � t) � n � p + 2 ; ainsi nouspouvons appliquer la première partie à F 0. L'hypothèse l � t[n�p+12 ℄+ signi�e exatementl � (t� 1)[n�p+12 ℄+ + f � t. Par ailleurs,p+ q > n + t[2(t+ n� p+ 2)� 1℄� n + t[2(t+ 2f � 2t)� 1℄ = n + t(4f � 2t� 1):Ainsi, Hp;q(X 0;�2t)E 0 
 L0l) = 0 et Hp;q(X;�2tE 
 Ll) = 0.Pour démontrer le premier point, on regarde la suite spetrale alulant la ohomo-logie de O(2)
 (��L)l�(e�t) sur GQ(2e; E), où je note � la projetion GQ(2e; E) ! X.On pose P = p+ (e� t)2. Alors on montre de même quePEP�(e�t0)2;j+(e�t0)(2e�2t0�1)�P1 = HP�(e�t0)2;j(X;�2t0E 
 Ll+t�t0):Il s'agit don de même d'annuler es termes pour t 6= t0. Mais si t0 > t, ela résultefailement du théorème de Le Potier. Pour t0 < t, il su�t d'annuler Hp0;q0(X;�2t0E 
Ll+t�t0) ave � p0 = p� (t� t0)(2e� t� t0)q0 = q � (t� t0)(2e� t� t0 � 1)� 1:Mais, d'une part, p0 � p� (2e� 2t0 + 1) < n� 2(e� t0)� 1, ar on peut supposer quep < n ; on est don dans le deuxième as. D'autre part, il su�t de montrer quep+ q > n+ t0[2(t0 + n� p+ 2)� 1℄ + (t� t0)(4e� 2t� 2t0 � 1) + 1:Or puisque t0+n�p � t0+2(e� t)�1 < 2e� t�1, le membre de droite de l'inéquationest inférieur àn + t0[2(2e� t)� 1℄ + (t� t0)(4e� 2� 1) = n + t(4e� 2t� 1);et il est don bien plus petit que p+ q.En�n, il reste à montrer queHP;q+(e�t)(e�t�1)[GQ(2e; E);O(2)℄ est nul par le théorèmede Kodaira. En e�et, dimG(2e; E)� P � q � (e� t)(e� t� 1)= n+ e(2e� 1)� (e� t)2 � (e� t)(e� t� 1)= n+ e(2e� 1)� (e� t)(2e� 2t� 1)= n+ t(4e� 2t� 1): �177



De façon tout-à-fait similaire, on démontre :Proposition 8.6 Soit E un �bré vetoriel ample de rang 4e+2 sur X, variété projetivelisse de dimension n, muni d'une forme quadratique à valeurs dans un �bré en droitesample L. Soient p; q; t; l des entiers ave 0 � t � e. AlorsHp;q(X;�2t+1E 
 Ll) = 0dès que l'une des deux onditions suivantes est véri�ée :8<: p+ q > n + t(4e� 2t� 1) + 2eet l � t[n�p+12 ℄+ + e� tet n� p � 2(e� t)� 1ou : 8<: p+ q > n+ t[2(t + n� p+ 2)� 1℄ + 2eet l � (t+ 1)[n�p+12 ℄+et n� p > 2(e� t)� 1Pour x réel, notons fxg sa partie déimale, 'est-à-dire x� [x℄. Ces deux propositionspeuvent se rassembler enThéorème 8.2 Soit E un �bré vetoriel ample de rang e sur X, variété projetivelisse de dimension n, muni d'une forme quadratique. Soient p; q; t; k des entiers ave0 � t � [e=2℄. Alors Hp;q[X;�tE 
 (detE)2k℄ = 0 si :8<: p+ q > n+ [ t2 ℄(4[ e4 � f t2g℄+ + 2f t2g � t� 1) + 4f t2g[ e�24 ℄+et k � ([ t�12 ℄[n�p+12 ℄+ + 2f t2g([ e�24 ℄+ � [ t2 ℄))=eet n� p � 2[ e4 � f t2g℄+ + 2f t2g � t� 1
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