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Introdu
tion Fon
tions �La théorie spe
trale des opérateurs de type lapla
ien positifs sur les va-riétés 
ompa
tes révèle d'importantes 
onnexions entre la topologie et la géo-métrie d'une variété M. Par exemple, la 
ara
téristique d'Euler, les groupesde 
ohomologie réelle, le volume de M sont déterminés par le spe
tre des la-pla
iens �q sur les q�formes. L'étude spe
trale de tels opérateurs, que nousnoterons génériquement A, a ainsi sus
ité l'intérêt autant des mathémati-
iens que des physi
iens, pour qui les valeurs propres (�k)k2N de A sont desquantités a

essibles expérimentalement.Il existe de nombreuses appro
hes de l'étude spe
trale des opérateurs detype lapla
ien. Celle qui nous 
on
erne i
i 
onsiste à 
onsidérer le spe
tredans son ensemble et à lui asso
ier une fon
tion d'une variable auxiliairedépendant symétriquement de (�k)k2N . Dans 
ette optique, l'exemple le plus
ourant est 
ertainement la tra
e de l'opérateur de la 
haleur asso
ié à A :t > 0 7! Tra
e�e�tA� =Xn�0 e�t�n :L'étude de son asymptotique en temps petit s'est notamment révélée trèsfru
tueuse pour exhiber des quantités géométriques lo
ales déterminées parle spe
tre (voir le livre de R. Rosenberg [Ro℄).Un autre point de vue développé dès les années trente par Carleman [Carl℄,
onsiste à en
oder le spe
tre dans une fon
tion méromorphe �A dé�nie par�A : s 2 C 7!Xn�0 0 1�sn ;où l'exposant 0 signi�e que l'on ne somme que sur les valeurs propres nonnulles. Ce pro
édé est 
lassique en théorie analytique des nombres où de tellesfon
tions sont des exemples de séries de Diri
hlet. �A possède en parti
ulierune abs
isse de 
onvergen
e, et s'étend 
omme l'ont montré Minakshisunda-ram et Pleijel [MP℄ en une fon
tion méromorphe sur C .Alors qu'il est théoriquement équivalent de 
oder le spe
tre dans �A oudans Tra
e�e�tA�, la fon
tion �A 
ontient des informations géométriques di�-
iles à obtenir par des méthodes utilisant le noyau de la 
haleur. Par exemple,7



8 TABLE DES MATIÈRESpour le lapla
ien 
onforme asso
ié à une métrique g, �A(0) est un invariant
onforme dont le 
al
ul en petites dimensions prouve qu'il est hautementnon trivial (voir [Ro℄, pp 148). Cet exemple est par ailleurs révélateur d'unfait intéressant : les valeurs de la fon
tion �A qui semblent les plus ri
hesen informations géométriques et topologiques sont situées en dehors de sondomaine de 
onvergen
e. Ce sont des valeurs asso
iées 
anoniquement auspe
tre mais dé�nies de manière impli
ite. Il en est ainsi de la notion impor-tante de déterminant ��régularisé.��déterminantsRemarquons que pour une matri
e hermitienne A d'ordre N inje
tive,detA = exp(� dds js=0 s 7! NXn=1 1�sn!) :En 1973, D.B. Ray et I.M. Singer [1℄ ont eu besoin d'une notion dedéterminant pour les opérateurs lapla
ien �q sur les q�formes. Remarquantla régularité de ��q en 0, ils eurent l'idée de poserdet� 0(�q) := e� dds js=0��q (s);où à nouveau l'exposant 0 signi�e que l'on a régularisé le produit des va-leurs propres non nulles. Notons que 
et invariant géométrique, qui prend en
ompte l'intégralité du spe
tre de A est non trivial : dans le 
as du lapla
iensur les surfa
es 
ompa
tes, une homothétie sur la métrique induit une mul-tipli
ation du déterminant par un fa
teur qui dépend de la topologie de Met de la régularité du bord.Un arti
le de B. Osgood, R. Phillips et P. Sarnak [OPS1℄ publié en 1988a ensuite révélé les possibilités qu'o�rait 
e nouvel invariant spe
tral : 
es au-teurs ont étudié le 
omportement du déterminant dans les 
lasses 
onformesde métriques sur les surfa
es 
ompa
tes ave
 ou sans bord. Dans le 
as où�M 6= ;, ils montrent qu'à volume �xé, le déterminant atteint son maxi-mum pour l'unique métrique à 
ourbure 
onstante de la 
lasse 
onforme, 
equi fournit une nouvelle démonstration du théorème d'uniformisation (pourM 6= S2). Leur arti
le est basé sur une formule de Polyakov-Alvarez ([Po℄,[AL℄), du nom de deux physi
iens dont l'intérêt pour le déterminant du la-pla
ien est lié à ses appli
ations en théorie des 
ordes :ln�det� 0�e2'gdet� 0�g � = � 16� �12 ZM kr'k20dvg + ZMK0'dvg�+ ln Vol'Vol0 ;où K0 est la 
ourbure de Gauss pour g, et Vol' est l'aire de M pour e2'g.Une telle formule n'existe malheureusement pas en dimension supérieure,



TABLE DES MATIÈRES 9en partie à 
ause du fait que le lapla
ien lui-même ne se 
omporte plus demanière agréable fa
e à des transformations 
onformes de métriques.D'autres travaux ont depuis été réalisés sur le déterminant �� régularisé.Citons-en quelques-uns :� B. Osgood, R. Phillips et P. Sarnak [OPS2℄ ont déduit de leurs résultatsdes théorèmes de 
ompa
ités pour les surfa
es isospe
trales.� K. Okikiolu [O℄ a obtenu, lorsque la variété est de dimension impaire,des formules de variations premières et se
ondes du logarithme du��déterminant de �g et du lapla
ien 
onforme L := �g + n�24(n�1)s,où s est la 
ourbure s
alaire de g, à l'intérieur des 
lasses 
onformesde métriques.� Dans le 
as des surfa
es 
ompa
tes à 
ourbure �1, le déterminantdu lapla
ien est proportionnel à la valeur en 1 de la fon
tion zetade Selberg, 
onséquen
e dire
te de la formule des tra
es. M. Polli
ottet A. C. Ro
ha [P-DR℄ en ont déduit une expression de det� 0�g enfon
tion du spe
tre des longueurs de (M; g).Dis
rétisation en dimension 1Dans le 
as de la dimension 1, il existe une autre régularisation du dé-terminant des opérateurs de S
hrödinger, appelée déterminant de Feynmanet notée detF :detF �� d2dt2 + V (t)���ff jf(0)=f(1)=0g := det�v 7! Yv(1)�; (1)où t 7! V (t) est une fon
tion lisse à valeurs dans les matri
es symétriquesréelles d'ordre N , et Yv : [0; T ℄! RN est l'unique solution de�� d2dt2 + V (t)� Yv(t) = 0;Yv(0) = 0; Y 0v(0) = v:R Forman [Fo1℄ a prouvé que 
es deux régularisations 
oïn
ident à une
onstante multipli
ative près qui dépend des 
onditions au bord :detFA1detFA0 = det�A1det�A0 ; (2)où Ai := � d2dt2 + Vi(t):Cette formule est remarquable 
ar elle exprime le déterminant �� régu-larisé d'un opérateur di�érentiel en fon
tion du déterminant d'un opérateur



10 TABLE DES MATIÈRESdé�ni sur le bord de [0; T ℄. Le bord étant de dimension 0, 
et opérateur esten fait une matri
e et le 
al
ul de son déterminant ne né
essite au
une ré-gularisation.T. Dreyfuss-H. Dym [Dr-Dy℄, S. Levit-U. Smilansky [L-S℄ et Y. Colin deVerdière [Cdv1℄ ont obtenu une formule reliant expli
itement le spe
tre et ledéterminant :Théorème 0.0.1 Dans le 
ontexte 
i-dessus, si (�k(Ai))k2N est le spe
tre deAi pour les 
onditions de Diri
hlet (le résultat est donné pour des 
onditionsau bord générales) detF (A1)detF (A0) = +1Yk=0 �k(A1)�k(A0) : (3)Ce qui peut aussi se lire 
omme une formule de Stirling :ln nYk=0�k(A) = 2n lnn+ 2n�ln �T � 1�+ ln T� + lndet�(A) + o(1):Nous nous intéresserons a l'idée de la preuve de [Cdv2℄. Celle-
i est baséesur la théorie spe
trale des opérateurs di�érentiels de type S
hrödinger surles graphes �nis (voir les livres de Y. Colin de Verdière [Cdv2℄ et Fan Chung[Ch℄) :soit un graphe G = (S;E), où S est l'ensemble des arêtes et E l'ensembledes sommets. Sur l'espa
e eu
lidien �RS ; (�j�)�, on dé�nit un opérateur Asymétrique elliptique lo
al. Cet opérateur dépend de la 
ombinatoire de G,d'une métrique � : E ! R+� , et éventuellement d'un potentiel V 2 RS . Ilpossède un spe
tre, analogue dis
ret du spe
tre des opérateurs di�érentielssur les variétés.Les propriétés spe
trales de 
es opérateurs ont des appli
ations dans denombreux domaines des mathématiques et de la physique : dis
rétisationpar la méthode des éléments �nis ([Ci℄), pro
essus de Markov ([FY℄), limitesde lapla
iens de surfa
es de Riemann à 
ourbure �1 lorsque 
ertaines géo-désiques fermées simples ont des longueurs qui tendent vers 0 ([C-Cdv℄),spe
tres de 
ertaines molé
ules ([COM℄). Pour le déterminant du lapla
ienplus parti
ulièrement, il joue un r�le essentiel dans les modèles de mé
aniquestatistique, 
omme le modèle des dimères ou 
elui des arbres maximaux (voirles travaux de R. Kenyon [Ke℄). Il existe don
 une 
orrespondan
e entre lesopérateurs di�érentiels sur les variétés d'une part et sur les graphes d'autrepart.En 
e qui 
on
erne le ��déterminant, la dis
rétisation des opérateursdi�érentiels sur M est pertinente à plusieurs égards :� Le déterminant sur les graphes est dé�ni sans régularisation, don
 plusfa
ilement 
al
ulable.



TABLE DES MATIÈRES 11� R. Forman [Fo3℄ a exprimé le polyn�me 
ara
téristique du lapla
ien surles graphes en termes d'orbites fermées de �ots asso
iés à des 
hampsde ve
teurs sur 
es graphes , 
e qui rejoint le résultat de M.Polli
ott etA.C.Ro
ha sur le �ot géodésique des surfa
es 
ompa
tes hyperboliques.Mais l'argument le plus 
onvain
ant en faveur de l'appro
he des déter-minants régularisés via les déterminants de graphe est un résultat dû à D.Burgheela, L. Friedlander, T. Kappeler [BFK1℄, R. Forman [Fo2℄ et Y. Colinde Verdière [Cdv1℄, obtenu par une méthode des éléments �nis :Soit A un opérateur de Sturm-Liouville A = � d2dt2+V (t) sur [0; T ℄. On asso
ieà A par une méthode des éléments �nis une suite d'opérateurs di�érentielsdis
rets An sur une suite de graphes linéaires Gn à n sommets(ou 
y
liques siles 
onditions au bord sont périodiques) qui tendent vers [0; T ℄. Alors les au-teurs 
i-dessus ont montré qu'après normalisation, les déterminants dis
retssont des approximations de detF :Théorème 0.0.2 Il existe une 
onstante 
 dépendant des 
onditions au bordtelle que detAnn2n ���!n!1 
:detFA: (4)Notons que dans le 
as des graphes linéaires, le déterminant de An estégalement proportionnel à la valeur au bord d'un ve
teur du noyau de An,tout 
omme dans (2). Après le 
al
ul de 
e fa
teur de proportionnalité, lesauteurs de [BFK1℄ et [Cdv1℄ utilisent qu'une approximation du type Eulerde 
ette équation di�érentielle 
onverge vers la solution 
ontinue. R.Formanprouve quant à lui indépendamment de (2) que detAnn2n 
onverge vers le dé-terminant ��régularisé. Cas de la dimension 2La question de la dimension 2 se pose alors naturellement.La di�éren
e fondamentale qu'il existe entre la dimension 1 et les dimen-sions supérieures provient de l'asymptotique de Weyl : pour un opérateurde S
hrödinger A0 sur une variété 
ompa
te de dimension m, il existe une
onstante C telle que le spe
tre de A0 véri�e :�k(A0) � Ck 2m lorsque k !1:De plus, �k(A1)��k(A0) = O(1) lorsque A1 = A0+V , où V est une fon
tionC1 sur M. On en déduit l'estimationln �k(A1)�k(A0) = O( 1k 2m );qui nous assure de la 
onvergen
e du produit in�niQk�0 �k(A1)�k(A0) en dimension1, alors qu'il ne dit plus rien dès la dimension 2. L'é
riture d'une formule dutype (3) sur les surfa
es devient plus ardue.



12 TABLE DES MATIÈRESAu niveau de la dis
rétisation du ��déterminant, une autre di�
ultéapparaît : il existe sur les surfa
es des formules 
omparables à (1)(voir [Fo1℄)qui relie les �-déterminants de lapla
iens aux ��déterminants d'opérateursdé�nis sur le bord ; mais le bord n'étant plus de dimension 0, 
es opérateursne sont plus de simples matri
es. Ce sont des opérateurs agissant sur desvariétés de dimension 1. Ils sont pseudo-di�érentiels, et né
essitent don
 aussid'être régularisés.Le premier exemple de dimension 2 est dû à B.Duplantier et F.David[Du-Da℄ qui en s'intéressant à des questions de mé
anique statistique, ontété amenés à 
al
uler le développement asymptotique de la suite des déter-minants de lapla
iens dé�nis sur des dis
rétisations de re
tangles. R.Kenyonl'a généralisé à des ouverts polygonaux du plan dont toutes les arêtes sontparallèles à l'un des axes de 
oordonnées : soit 
 un tel ouvert, et pour toutréel � positif, notons G� le sous-graphe de �:Z2 
onstitué des sommets etdes arêtes de 
e réseau 
ontenus dans 
. Si �� est le lapla
ien 
ombinatoire
anoniquement asso
ié à G�, alors le logarithme du produit de ses valeurspropres non nulles véri�e l'asymptotiqueln det 0�� = 4G� N(G�) + ln(p2� 1)2 B(G�)� �48 (E�) + 
5 + o(1);où G et 
5 sont des 
onstantes universelles, N(G�) le nombre de sommets deG�, B(G�) le nombre d'arêtes de �:Z2 sur le bord de G�, et E� l'énergie deDiri
hlet ��normalisée d'une fon
tion asso
iée à la suite de dis
rétisationsG�.Nous proposons i
i un résultat de 
onvergen
e de dis
rétisations de dé-terminants d'opérateurs de S
hrödinger sur des tores de dimension 2.Théorème 0.0.3 Soit M = S1 � S1 le tore de dimension 2 muni d'unemétrique riemannienne g, et V1; V2 deux fon
tions C1 positives non identi-quement nulles surM. ALors, il existe une suite de triangulations (Gn)n2N =(Sn; En)n2N de M ne dépendant que de la 
lasse 
onforme de g, ainsi qu'unesuite d'opérateurs lapla
iens ��n : RSn ! RSn �n2N, dis
rétisés de �g parune méthode des éléments �nis, tels queSi RMV0(x)dvg(x) = RMV1(x)dvg(x), alorsdet ��n + V1�det ��n + V0� ���!n!1 det���g + V1�det���g + V0� exp�� 12� ZMKg��1g (V1 � V0)dvg� ;où Kg :M! R est la 
ourbure de Gauss de g.Lorsque g est plate, le terme exp�� 12� RMKg��1g (V1 � V0)dvg	 dans 
ethéorème est égal à 1, et le rapport des déterminants 
onverge vers le rapportdes déterminants régularisés.



TABLE DES MATIÈRES 13Pour obtenir 
e résultat, nous reprenons l'appro
he variationnelle de[Fo2℄.Notons At := �g + V0 + tV;ave
 V := V1�V0. Soit également At;n le dis
rétisé de At dé�ni sur RSn , où Snest l'ensemble des sommets de Gn, f(t) := lndet�(At) et fn(t) := lndetAt;n.R. Forman montre ddt ln det�At = Tra
e(V Æ A�1t )= Z T0 V (x)Gt(x; x)dx; (5)où Gt(x; y) est la fon
tion de Green de l'opérateur At, et V = ddtAt estl'opérateur multipli
ation par la fon
tion V . Cette formule est bien 
onnuepour les matri
es : 
'est l'expression de la di�érentielle du déterminant.En dimension 1, le résultat (4) est alors obtenu 
omme 
orollaire dela 
onvergen
e uniforme de f 0n vers f 0 ; la 
onvergen
e simple est démontréegrâ
e à des estimations sur les fon
tions de Green, et la 
onvergen
e uniforme
omme 
onséquen
e de (2).En dimension 2, A�1t n'est plus un opérateur à tra
e : Gt(x; y) présentedes singularités logarithmiques sur la diagonale, et (5) n'est plus valable.Cependant, une étude de la variation des fon
tions �At permet d'obtenir lerésultat suivant, qui généralise (5) ;Proposition 0.0.4 (D. Burgheela, L. Friedlander, T. Kappeler [BFK2℄)ddt lndet�(At) = Fps=0Tra
e� ddtAt ÆA�1�st � ;où Fps=s0� a�1s�s0 + a0 + a1(s� s0) + :::� := a0:Dans le 
as qui nous intéresse, ln det�At est obtenu à partir des valeurs de�At au voisinage de 0, et le domaine de 
onvergen
e de �At est fRe(s) > 1g,alors que ddt ln det�At est lui lié au 
omportement de Tra
e( ddtAt Æ A�st ) auvoisinage de 1 et 
ette fon
tion possède aussi pour domaine de 
onvergen
efRe(s) > 1g. Dériver permet ainsi de � se rappro
her � du domaine de
onvergen
e, dans lequel une approximation des valeurs de � par une méthodedes éléments �nis est rendue possible.On peut en parti
ulier espérer qu'en dérivant à nouveau, on relie f 00 à lavraie tra
e d'un opérateur. C'est le résultat suivant qui se déduit du pré
é-dent grâ
e au 
al
ul symbolique appliqué aux opérateurs pseudo-di�érentielsA�st :Lemme 0.0.5 d2dt2 ln det�At = �Tra
e �V Æ A�1t Æ V Æ A�1t �pour tout réel t dans un ouvert 
ontenant [0; 1℄.



14 TABLE DES MATIÈRESCe résultat (qui est en fait la 
lé de voûte de 
e travail, puisque les théo-rèmes 0.0.3 et 0.0.6 s'appuient dessus) nous servira à prouver la 
onvergen
euniforme de (f 00n)n2N . L'uniformité sera prin
ipalement une 
onséquen
e duthéorème de Montel.La dernière étape 
onsiste à montrer la 
onvergen
e de (f 0n(0))n2N versf 0(0) dans le 
as où V0 = v est un potentiel 
onstant (
e qui ne restreint pasles hypothèses du théorème). Nous traitons d'abord le 
as où g est plate, enutilisant d'une part la formuleddt jt=0 lndet���g + v + tV � = 0 si Z V dvg = 0;et d'autre part le fait que l'on est 
apable d'exhiber sur (M; g) une suitede triangulations dont on 
onnaît expli
itement le spe
tre et les fon
tionspropres, méthode qu'il est évidemment illusoire d'espérer généraliser à unesurfa
e riemannienne quel
onque. Pour les métriques non plates, nous
on
luons alors en adaptant la formule de Polyakov aux opérateurs de S
hrö-dinger, 
e qui nous permet de nous ramener au 
as pré
édent. Le terme
orre
tif qui apparaît est égal à ddt jt=0 ln det�At.Nous obtiendrons 
omme 
orollaire de 
es formules variationnelles le ré-sultat suivant :Théorème 0.0.6 Soit (M; g) une variété riemannienne 
ompa
te sans bord.Soit V 2 C1(M;R+) un potentiel non nul. Posons v0 := 1V olg(M) RMV dvg.Suivant la topologie de M, trois 
as de �gure peuvent se présenter :1. Si M = S1, det���g + V � � det���g + v0�ave
 égalité si et seulement si V est un potentiel 
onstant.2. Si M = S2 ou S1�S1, soit ' :M 7! R, telle que la métrique e2'g soitde 
ourbure 
onstante et de même volume que g. Nous avons l'inégalitéFg�V � � Fg�v0e2'�;où Fg�V � := exp� 12� ZM'V dvg�det���g + V �:Le 
as d'égalité n'étant réalisé que si le potentiel V e�2' est 
onstant.3. Si M est de dimension 3 et si le groupe d'isométries de (M; g) agit demanière transitive sur M, alorsdet���g + V � � det���g + v0�;ave
 égalité si et seulement si le potentiel V est 
onstant.En parti
ulier, nous avons 
omme 
orollaire :



TABLE DES MATIÈRES 151. Les potentiels 
onstants sont spe
tralement rigides sur les variétés rie-manniennes suivantes : Sm, pour m � 3, munies de la métrique 
a-nonique, les tores plats de dimension 2 et 3 et les autres variétés dedimension 3 sur lesquelles le groupe d'isométries de g agit de manièretransitive.2. Soit (T 2; g0) un tore plat de dimension 2, et ' : T 2 ! R une fon
-tion C1. Alors, sur T 2 muni de la métrique riemannienne e�2'g0,tout potentiel qui s'é
rit v0e2', où v0 est une 
onstante réelle positiveest spe
tralement rigide parmi les potentiels V positifs qui véri�entRT 2 '(v0e2' � V )dvg � 0.En�n, nous donnons en appendi
e un exemple de rapports de détermi-nants de lapla
iens dis
rétisés par une méthode des éléments �nis, pour deuxmétriques 
onformes, qui ne 
onvergent pas vers le rapport des déterminants��régularisés, alors que les spe
tres dis
rets 
onvergent vers les spe
tres dela surfa
e. Questions ouvertes� La 
onvergen
e uniforme des dérivées se
ondes du logarithme du dé-terminant est basée sur la proposition (2.2.2) de la page 49. Cetteremarque est importante 
ar 
e résultat est beau
oup plus général quele 
adre que l'on s'est �xé : si (M; g) est une variété riemannienne
ompa
te ave
 ou sans bord, de dimension 2 ou 3, il existe toujoursune suite de triangulations de (M; g) sur laquelle on peut dé�nir deslapla
iens dis
rets dont les énergies asso
iées fournissent de bonnesapproximations de l'énergie de Diri
hlet 
ontinue (voir [Ci℄, ou [DP℄)(nous dégageons en début de deuxième 
hapitre les 
onditions né
es-saires portant sur une suite de triangulations pour que les variations se-
ondes du logarithme des déterminants dis
rétisés asso
iés 
onvergent).En 
onséquen
e de quoi, le résultat sur la 
onvergen
e des dérivées se-
ondes du logarithme du déterminant est valable aussi sur 
es variétés,
e qui 
onduit à l'existen
e d'une suite (an) de réels indépendante det telle que detAt;ndetA0;n eant ���!n!1 det�Atdet�A0 ;
e qui semble malheureusement peu intéressant si nous n'obtenons pasau moins la 
onvergen
e de la suite (an)n2N . Remarquons en�n quela méthode employée i
i peut être une piste pour montrer, pour unevariété 
ompa
te de dimension m, la 
onvergen
e uniforme de la suite(f (p)n )n2N vers f (p) pour p > m2 , puisqu'alorsf (p)(t) = (�1)p�1(p� 1)!Tra
eL2�Bp�



16 TABLE DES MATIÈRESoù B(t) := A0 Æ A�1.� De même, il serait satisfaisant de pouvoir expli
iter de quelle manière lapartie divergente dans le développement asymptotique de (ln detAn)n2Ndépend de la métrique et de l'intégrale du potentiel. Peut-être est-ilpossible d'adapter le 
al
ul astu
ieux de B. Duplantier et F. David[Du-Da℄, qui 
orrespond au 
as où le tore S1 � S1 est muni d'unemétrique produit.� Le théorème 0.0.6 est la
unaire : sur une variété riemannienne 
om-pa
te (M; g) de dimension inférieure ou égale à 3, la fon
tionnelleFv0 : ' 2 C1(M) 7! ln det���g + v0 + '�dé�nie dans un voisinage de 0 lorsque v0 > 0, est stri
tement 
on
ave,et diverge en un temps �ni vers �1 dans toute dire
tion. Existe-t-il,
omme il semble raisonnable de l'espérer, parmi les potentiels d'inté-grale nulle, un unique potentiel maximisant Fv0 ?



Chapitre 1La fon
tion � et le déterminantIl existe deux appro
hes de la ��régularisation des déterminants d'opé-rateurs elliptiques auto-adjoints. La première utilise l'opérateur de la 
haleurasso
ié à A. La fon
tion � s'obtient à partir de la tra
e de 
et opérateur par latransformation de Mellin, et son extension méromorphe à C est une 
onsé-quen
e de l'asymptotique en temps petits de 
ette tra
e. C'est l'appro
heque nous utilisons dans la partie 1.1 a�n de présenter les résultats généraux
lassiques sur 
et invariant spe
tral.La deuxième appro
he 
onsiste à voir la fon
tion �A(s) 
omme la tra
e del'opérateur A�s. Ce point de vue sera utile pour obtenir une formule varia-tionnelle se
onde du logarithme du déterminant des opérateurs de S
hrödin-ger. Aussi verrons-nous dans la partie 1.2 un théorème de stru
ture des puis-san
es 
omplexes de A, à savoir que A�s est un opérateur pseudo-di�érentiel
lassique, et que dans 
haque 
arte, les 
omposantes homogènes de son sym-bole s'expriment expli
itement en fon
tion du symbole de A.Dans la partie 1.3, nous reprenons les résultats de P.Gilkey : les variationsde �A s'expriment 
omme des fon
tions � généralisées, 
e qui redonne unedémonstration du théorème de D.Burgheela-L.Friedlander-T.Kappeler.En�n, dans la partie 1.4, 
es 
al
uls sont parti
ularisés au 
as des variationsde potentiels d'opérateurs de S
hrödinger, et nous donnons une démonstra-tion du théorème 0.0.6.Nous noterons dans tout 
e 
hapitre� L2(M) l'espa
e ve
toriel des fon
tions à valeurs 
omplexes mesurables surM, et de 
arré intégrable pour toute mesure induite par une forme volume
ontinue.� Pour tout réel s, Hs(M) l'espa
e de Sobolev asso
ié et k:ks une norme de
et espa
e de Bana
h. En parti
ulier, H0(M) = L2(M). Les normes induitessur les espa
es de Bana
h des appli
ations linéaires 
ontinues LC(Hs;Ht),pour tout 
ouple de réels (t; s) seront notées k:ks;t.� Pour tout entier k positif, Ck(M) l'espa
e de Bana
h des fon
tions surM àvaleurs 
omplexes, k fois di�érentiables, et dont toutes les dérivées partielles17



18 CHAPITRE 1. LA FONCTION � ET LE DÉTERMINANTd'ordre k sont 
ontinues. Nous noterons k:kk;1 une norme sur 
et espa
e.1.1 �� déterminantSoit (M; g) une variété riemannienne 
ompa
te de dimension m. La mé-trique g induit une forme volume dvg sur M, et don
 une stru
ture d'espa
ede Hilbert sur L2(M), que nous noterons L2(M; dvg) lorqu'il sera utile de pré-
iser la métrique 
onsidérée. L'appli
ation � 7! �℄ de �TxM�� dans TxM estl'appli
ation 
anoniquement asso
iée à la métrique riemannienne qui 
onsisteà identi�er un espa
e ve
toriel ave
 son dual via l'identité�x(X) = gx(�℄;X);8X 2 TxM:Pour toute fon
tion di�érentiable u, le gradient de u est le 
hamp de ve
teursru = (du)℄. Le lapla
ien �g est alors l'opérateur formellement symétriqueasso
ié à la forme quadratiqueq : u 2 C1(M) 7! ZM g(ru;ru)dvg 2 C1(M);où C1(M) est muni du produit s
alaire induit par l'in
lusion C1(M) �L2(M). Cet opérateur est essentiellement auto-adjoint. Nous noterons aussi�g son unique extension auto-adjointe dé�nie sur un domaine de L2(M) (voir[G-H-L℄). Si u est de 
lasse C2, et D la 
onnexion de Levi-Civita asso
iée àla métrique riemannienne g, alors�gu(x) := �Tra
eTxMhX 2 TxM 7! DX(ru)i 2 TxM:Un opérateur de S
hrödinger A sur M est la donnée d'une métrique g etd'une fon
tion V 2 C1(M;R) appelée potentiel tels queA : u 2 C1(M) 7! �gu+ V u 2 C1(M):A est aussi essentiellement auto-adjoint et son symbole prin
ipal est la fon
-tion dé�nie sur T �M par�2(x; �) = gx(�℄; �℄);8� 2 T �xM:Il véri�e la 
ondition d'ellipti
ité �2(x; �) > 0, pour tout ve
teur � 6= 0. Alorssi on note A0 : H2(M) � L2(M)! L2(M)l'opérateur 
ontinu qui étend A : C1(M) ! C1(M), A0 est un opérateurautoadjoint non borné sur L2(M) et il existe dans 
et espa
e un système 
om-plet orthonormé f'j ; j = 1; 2; :::g de fon
tions propres de A0. Ces fon
tions



1.1. �� DÉTERMINANT 19appartiennent à l'espa
e C1(M). Si on note f�j ; j = 1; 2; :::g les valeurspropres asso
iées, elles sont toutes réelles et divergent vers +1. En�n, lespe
tre �(A), 
'est-à-dire l'ensemble des 
omplexes z tels que A0�zId n'ad-met pas d'opérateur ré
iproque borné, 
oïn
ide ave
 l'ensemble des valeurspropres (voir le livre de M.A. Shubin [Sh℄).Dans la suite, nous ne prendrons que des potentiels V positifs, éventuel-lement nuls, si bien que la forme quadratiqueqA(u) := ZM jruj2 + V u2dvgsera positive, ainsi que toutes les valeurs propres de A.L'équation de la 
haleurPour 
e paragraphe ainsi que le suivant, les démonstrations se trouvent dansles livres de P.B. Gilkey[Gil℄ et M.A. Shubin [Sh℄.Nous allons dé�nir l'opérateur de la 
haleur asso
ié à A. Pour 
e
i, nousavons besoin de la résolvante de A, et d'estimations sur ses normes qui sontfondamentales pour prouver l'existen
e de l'opérateur de la 
haleur et despuissan
es 
omplexes de A.Pour tout 
omplexe � n'appartenant pas au spe
tre de A, (A� �)�1 est unopérateur linéaire 
ontinu de Hs dans Hs+2 pour tout réel s. C'est don
un opérateur 
ompa
t sur L2(M). Pour tout � > 0, il existe de plus une
onstante C(�) > 0 telle que pour tout 
omplexe � véri�ant � � arg(�) �2� � �, nous avons k(A� �I)�1k0;0 � Cj�j : (1.1)Soit 0 < � < �2 et soit 
 le bord du domaine R = f� 2 C = � �2 + � �arg(�) � �2 ��g. Fixons t un réel positif non nul. Le spe
tre de A étant in
lusdans l'intérieur de R, � 2 C n �(A) 7! (A� �)�1dé�ni une fon
tion holomorphe à valeurs dans l'espa
e de Bana
h des en-domorphismes 
ontinus de H0(M). Les normes de 
es opérateurs sont uni-formément bornées indépendamment de � 2 R. Nous pouvons alors dé�nirl'opérateur e�tA := (2i�)�1 Z
 e�t�(A� �)�1d� 2 Hom(H0;H0):Cet opérateur est la solution fondamentale de l'équation de la 
haleur : Sif est une fon
tion C1 sur M et h(x; t) := e�tA�f� pour tout réel t > 0 ettout x dans M, alors



20 CHAPITRE 1. LA FONCTION � ET LE DÉTERMINANT1. h(x; t) est une fon
tion C1 en (x; t) ;2. ��t +A�h(x; t) = 0 ;3. h(�; t)!t!0+ f(�) pour la norme k � k1;j pour tout entier j.e�tA est un opérateur régularisant dont le noyau au sens de S
hwartz est C1.Grâ
e à la forme volume dvg, 
e noyau s'identi�e à une fon
tion e(t; x; y)in�niment di�érentiable sur R+� �M�M qui s'é
rite(t; x; y) =Xn�0 e�t�n'n(x)'n(y):Il existe de plus une suite de fon
tions en(�; A) C1 surM, dépendant 
ha
uned'un nombre �ni de jets du symbole de A, et telles que, pour tout entier N ,il existe une 
onstante C = CN telle que pour tout t 2℄0; 1℄,supx2M ���e(t; x; x) � Xn�N en(x;A)tn�m2 ��� � CN tN�m+12 : (1.2)De plus, en(�; A) est identiquement nulle si n est impaire.L'estimation (1:2) implique le développement asymptotique de Minakshi-sundaram- Pleijel (voir l'arti
le [M
K-S℄, ou [Gil℄) :Tra
eL2 �e�tA� = Xn�N�1 an(A)tn�m2 +O(tN�m2 )pour tout N supérieur à 1, oùTra
eL2 �e�tA� = ZM e(t; x; x)dvg(x) =Xk�0 e�t�k(A)et an(A) := ZM en(x;A)dvg(x) pour tout n 2 N: (1.3)En�n, l'équivalent Tra
eL2 �e�tA� � a0(A)t�m2 en temps petit induit l'asymp-totique de Weyl �k(A) � Ck 2m :La fon
tion �ARappelons la dé�nition et quelques résultats sur la fon
tion � d'Euler :Dé�nition 1.1.1 Pour tout 
omplexe s de partie réelle stri
tement positive,soit �(s) := Z +10 ts�1e�tdt:



1.1. �� DÉTERMINANT 21L'équation fon
tionnelle s�(s) = �(s+ 1)permet d'étendre � en une fon
tion méromorphe sur C . La formule suivante,qui relie � à un produit in�ni, implique de plus que � ne s'annule jamais etqu'elle n'admet que des p�les simples, situés en 0;�1;�2; : : : :1s�(s) = 0�Yk�1�1 + sk� e� sk1A es
 ; (1.4)où 
 est la 
onstante d'Euler.Dé�nissons maintenant la fon
tion �A introduite par Seeley :�A(s) :=Xn 0 1�sn ; s 2 C :La notation P0 signi�e que l'on ne somme que sur les valeurs propres nonnulles. �A est 
onvergente pour Re(s) > m2 . La terminologie de 
ette fon
tions'explique par le fait que lorsque M = S1 et A = � d2dt2 , �A(s) = Pn�1 1n2sest la fon
tion zeta de Riemann évaluée en 2s.Proposition 1.1.2 �A admet un prolongement méromorphe à C , holomorpheen 0, ave
 des p�les d'ordre au plus 1 aux points fm�n2 =n 2 Ng. Le résidu de�A au p�le m�n2 est égal à an(A) dé�ni en (1.3).Démonstration : Pour � > 0, nous avons l'égalité�(s)��s = Z +10 ts�1e��tdt:Ainsi si Re(s) > m2 ,�(s)�A(s) = Z +10 ts�1Tra
e0(e�tA)dt= Z 10 ts�1Tra
e0(e�tA)dt+ Z +11 ts�1Tra
e0(e�tA)dt:(1.5)En vertu de l'asymptotique �k � Ck 2m , l'intégrale sur [1;+1[ est bornéeà une 
onstante multipli
ative près par l'intégrale R +11 ts�1e�t�0 , �0 étantla plus petite valeur propre non nulle, don
 
ette intégrale est une fon
tionentière de s.Pour 0 < t < 1, on utilise l'asymptotiqueXk�0 e�t�k = N�1Xn=0 antn�m2 +O(tN�m2 ); t! 0+



22 CHAPITRE 1. LA FONCTION � ET LE DÉTERMINANTpour tout N = 1; 2; :::. Posons 
0 := dimKer A. 
0 = 0 si le potentiel V deA = �g+V est positif et non identiquement nul, et si V = 0, dimKer A estégal au nombre de 
omposantes 
onnexes de M.Alors Tra
e0(e�tA) = Tra
e(e�tA)� 
0, et ainsi l'intégrale sur [0; 1℄ dans(1.5) se dé
ompose en somme de deux intégrales :I1(s) := Z 10 ts�1O(tN�m2 )dt;I2(s) := Z 10 ts�1� Xn<N antn�m2 � 
0�dt:I1(s) est une fon
tion holomorphe sur Re(s) > m�N2 , et don
 en utilisantl'égalité R 10 ts�1��dt = (s� �)�1 pour Re(s) > �, nous obtenons�(s)�A(s) = Xn<N ans� �m+n2 � � 
0s +RN (s); (1.6)où RN est une fon
tion holomorphe sur Re(s) > m�N2 . Puisque N peutêtre 
hoisi arbitrairement, la formule (1:6) prouve qu'il existe une extensionméromorphe �(s)�A(s) à C . Il en est de même de �A, grâ
e à (1.4). De plus,s = 0 est bien un point régulier de �A, puisque s�(s) = �(s + 1), et que �n'admet au
un zéro. 2Dé�nition 1.1.3 Le déterminant zeta régularisé de A estdet�(A) := exp��d�Ads (0)� :Les propriétés spe
trales né
essaires à l'existen
e du déterminant � ré-gularisé de A restent valables lorsque A est plus généralement un opérateurpseudo-di�érentiel elliptique 
lassique sur un �bré ve
toriel dont la base estune variété 
ompa
te ave
 ou sans bord (dans le 
as où �M 6= ;, il fautégalement imposer des 
onditions au bord elliptiques). Voir l'arti
le [Se℄.Pour se �xer les idées, parti
ularisons 
es 
al
uls au 
as où M est unesurfa
e (m = 2), et A est le lapla
ien �g asso
ié à une métrique riemannienneg. Les premiers termes dans le développement asymptotique de Minakshisun-daram-Pleijel sonte�t�g = 14�t + 112�Kg(x) +O(t); t! 0+;où Kg(x) est la 
ourbure de Gauss de g au point x.



1.1. �� DÉTERMINANT 23En appliquant le théorème de Gauss-Bonnet, et en prenant en 
ompte lefait que dimkerA = 1,Tra
e0e�t�g = Vol g(M)4�t +��(M)6 � 1�+O(t);où �(M) est la 
ara
téristique d'Euler de M . Don
��g(s) = 1�(s) Z +10 Tra
e0e�t�g ts�1dt= 1�(s) �Vol g(M)4�(s� 1) +��(M)6 � 1� 1s +R4(s)� ; (1.7)où R4(s) est holomorphe sur Re(s) > �1.De simples 
onsidérations sur la valeur de ��g en 0 permettent de se
onvain
re que le déterminant peut avoir des 
omportements étonnants vis-à-vis d'opérations élémentaires 
omme les homothéties. Celui-
i est en e�ettributaire de la topologie de la surfa
e, mais aussi de la régularité de �Mlorsque �M 6= ;.A partir de la dé�nition du ��déterminant, il est 
lair qu'une multipli
a-tion du spe
tre par � induit une multipli
ation du ��déterminant par ��(0).Remarquons que pour une surfa
e 
ompa
te sans bord (M; g), (1.7) impliqueque ��g(0) = �(M)6 � 1:Pour une surfa
e 
ompa
te à bord lisse, la tra
e du noyau de la 
haleur dulapla
ien pour les 
onditions de Diri
hlet véri�eXn�0 e��nt = V olg(M)4�t � R�M ds8p�t + �(M)6 +O(t); t! 0+;où ds est l'élément de longueur d'ar
 de �M induit par la métrique g.Un 
al
ul analogue à (1.7) nous donne alors��g(0) = �(M)6 :En�n, pour un ouvert à bord polygonal du plan, ave
 toujours le lapla
ienet les 
onditions de Diri
hlet [M
K-S℄,�(0) = Xangles internes 
 �2 � 
224�
 : (1.8)Ce qui donne, pour le polygone régulier à n 
�tés CnXangles internes 
 �2 � 
224�
 = n� 16(n� 2) :



24 CHAPITRE 1. LA FONCTION � ET LE DÉTERMINANTDans le tableau suivant, nous résumons pour un 
ertain nombre de sur-fa
es, 
e qu'il advient du déterminant lorsque le spe
tre est multiplié parune 
onstante positive a, 
'est-à-dire lorsque la métrique g est divisée para. Nous noterons Q1n=1 �n le ��déterminant, ave
 la 
onvention que �1 estla première valeur propre non nulle. En parti
ulier, nous voyons que le dé-terminant peut dé
roître lorsque l'on multiplie le spe
tre par une 
onstantesupérieure à 1.Surfa
e DéterminantM = S2 Q1n=1 a�n = a� 23 Q1n=1 �nM = fjzj < 1g pour �dir Q1n=1 a�n = a 16 Q1n=1 �nM = f1 < jzj < 2g pour �dir Q1n=1 a�n =Q1n=1 �nM = Cn pour �dir Q1n=1 a�n = a n�16(n�2) Q1n=1 �n1.2 Les puissan
es 
omplexesPour obtenir une formule variationnelle se
onde du déterminant d'une fa-mille d'opérateurs de S
hrödinger dont seul le potentiel varie, il est né
essaired'estimer l'ordre de l'opérateur pseudo-di�érentielddt �(�g + Vt)�s�où Vt est une variation de potentiels. Ce 
al
ul peut se faire ave
 un théorèmede stru
ture des puissan
es 
omplexes d'opérateurs, que nous présentons i
ien suivant le livre de M.A. Shubin [Sh℄.L'outil utilisé est le 
al
ul symbolique des opérateurs pseudo-di�érentiels(OPD). On exprime les premiers termes du développement asymptotique dusymbole de (�g + V )z en fon
tion du symbole de �g + V , a�n de mettre enéviden
e le fait que les deux premiers termes sont indépendants de V .Dé�nitionSoit (M; g) une variété riemannienne fermée de dimension m, et V un poten-tiel positif non nul. On note A = �g + V l'opérateur de S
hrödinger asso
iéet a2(x; �) = g℄(�; �) le symbole prin
ipal de A lu dans une 
arte du �bré
otangent. Soit � 2℄0; �[ et� := f� 2 C �=� � + � � arg � � � � �g [ f0g:Puisque 0 n'appartient pas au spe
tre de A, �(A) n'interse
te pas ledisque f� 2 C =j�j < 2�g pour un � su�samment petit. Soit alors dans 
eplan, un 
ontour � = �� de la forme � = �1 [ �2 [ �3, où



1.2. LES PUISSANCES COMPLEXES 25� = rei(���)�+1 > r > �� sur �1;� = �ei'�� � � > ' > �(� � �)� sur �2;� = re�i(���)�� < r < +1� sur �3:Posons, pour tout nombre 
omplexe z,Az := i2� Z� �z(A� �I)�1d�; si Re(z) < 0; (1.9)Az := Ak ÆAz�k;8k > Re(z);où �z est dé�ni 
omme une fon
tion holomorphe de � pour � 2 C n℄ �1; 0℄,égale à ez ln� pour � > 0. Notons que la 
onvergen
e de l'intégrale (1:9)dans LC(H0(M);H0(M)) pour Re(z) < 0 est assurée par l'estimation (1:1)et j�z j = j�jz. Cette même estimation prouve que, pour de tels nombres
omplexes z, Az est un opérateur linéaire borné sur L2(M) = H0(M).Proposition 1.2.1 1. L'opérateur Az est bien dé�ni, indépendammentde la valeur de k.2. La propriété de groupe suivante est valableAzAw = Az+w; z; w 2 C :3. Si k 2 Z, Ak est la puissan
e kième usuelle de A.4. Pour k 2 Z et s 2 R, la fon
tion z 7! Az est holomorphe sur Re(z) < kà valeurs dans l'espa
e de Bana
h L(Hs(M);Hs�2k(M)) des opérateurslinéaires bornés de Hs(M) dans Hs�2k(M).De plus, A étant auto-adjoint, il existe un système orthonormé 
omplet('j)j2N de fon
tions propres de A, de valeurs propres (�j)j2N , où �j 
roitvers +1, et �0 � Æ. On a une 
ara
térisation spe
trale de Az :Proposition 1.2.2 Soit f 2 D0(M), l'ensemble des distributions sur M, etsoit f = Pj2N fj'j la dé
omposition en série de Fourier de f dans la base('j)j2N. Alors Azf = 1Xj=1 �zjfj'j(x):En parti
ulier, ('j)j2N est une base de fon
tions propres de Az, de valeurspropres �zj . Classes de symboles



26 CHAPITRE 1. LA FONCTION � ET LE DÉTERMINANTNous donnons quelques dé�nitions de 
lasses de symboles d'opérateurspseudo-di�érentiels.A tout symbole a(x; �) sur un ouvert X de Rm , dont nous donnons lesdi�érentes dé�nitions 
i-dessous, on asso
ie un opérateur pseudo-di�érentielA sur X par l'intégrale os
illante (voir le livre de M.A. Shubin [Sh℄ pour ladé�nition de 
es intégrales) :Au(x) := ZZ ei(x�y):�a(x; �)u(y)dyd�; pour u 2 C10 (X):1. Pour tout ouvert X de Rm et pour tout réel N , SN (X) l'ensemble desfon
tions C1 sur X � Rm telles que, pour tout multi-indi
e � et � ettout 
ompa
t K � X, il existe des 
onstantes C�;�;K telles que���� ����� ���x� a(x; �)���� � C�;�;K (1 + j�j)N�j�j :L'ensemble des opérateurs pseudo-di�érentiels asso
iés sera noté LN (X).L'ensemble des symboles possédant une dé
omposition en 
omposanteshomogènes (appelés symboles 
lassiques) sera noté CSN(X), et l'en-semble des opérateurs asso
iés CLN (X).2. Pour tout ouvert X de Rm et tout 
ouple (N; d) 2 R � R+� , SNd (X �Rm ;�) sera l'ensemble des symboles à paramètres sur X, i.e l'ensembledes fon
tions a : (x; �; �) 2 X � Rm � �! Cqui véri�ent :(a) (x; �) 2 X � Rm 7! a(x; �; �0) est C1 pour tout �0 dans �.(b) Pour tout multi-indi
e � et � et tout 
ompa
t K � X, il existedes 
onstantes C�;�;K telles que���� ����� ���x� a(x; �; �)���� � C�;�;K �1 + j�j+ j�j 1d�N�j�j :3. Soit X un ouvert de Rm , N un 
omplexe, d un réel stri
tement positif,et � un 
�ne de C de sommet O. On note CSNd (X�Rm ;�) l'ensembledes fon
tions a : (x; �; �) 2 X � Rm � �! Ctelles que, pour tout entier p positif,a(x; �; �)� pXj=0 �(j�j+ j�j 1d )aN�j(x; �; �) 2 SRe(N)�p�1(X � Rn ;�);où � 2 C1(Rm) , �(x) = 0 pour jxj � 12 , �(x) = 1 pour jxj � 1, etaN�j est positivement homogène de degré N � j en (�; � 1d ), i.e



1.2. LES PUISSANCES COMPLEXES 27aN�j(x; t�; td�) = tN�jaN�j(x; �; �) pour tout t > 0:Ces fon
tions seront appelées symboles 
lassiques, et les opérateurs
lassiques 
orrespondants seront notés CLNd (X � Rm ;�).4. Tous 
es opérateurs peuvent être dé�nis sur une variété 
ompa
te M.Nous utiliserons alors les mêmes notations en remplaçant X par M.Stru
ture des puissan
es 
omplexes d'un opérateur elliptiqueNous donnons i
i quelques résultats te
hniques sur la stru
ture des puis-san
es 
omplexes de A. Dans 
haque 
arte de la variété, les symboles desopérateurs Az possèdent une dé
omposition en 
omposantes homogènes.Nous expliquons brièvement 
omment 
onstruire un paramétrix de A��Iqui soit aussi un opérateur pseudo-di�érentiel 
lassique de CL�22 (M;�).Rappelons qu'un parametrix B� de A � �I est un opérateur pseudo-di�érentiel d'ordre �2 tel qu'il existe des opérateurs régularisants R1(�) etR2(�) véri�ant(A� �I)B� = I +R1(�); B�(A� �I) = I +R2(�):Soit une 
arte X � M, que nous identi�ons à un ouvert de Rm via unsystème de 
oordonnées. A� �I s'é
rit alorsA = Xj�j�2 a�(x)D� � �:Son symbole total a(x; �; �) = Xj�j�2 a�(x)�� � �peut se dé
omposer en 
omposantes homogènes en (�; � 12 ) données par lesformules a2(x; �; �) = Xj�j=2 a�(x)�� � �; etaj(x; �; �) = Xj�j=j aj(x)�� pour j = 0 et 1:Don
 A� �I est un élément de CL22(X � Rn ;�).Si l'on 
her
he le symbole d'un parametrix de A��I sous la forme d'unesomme asymptotique de 
omposantes homogènes b0�2�j(x; �; �); j = 0; 1; 2; :::de degrés �2� j.Les fon
tions b0�2�j(x; �; �) sont alors dé�nies par les relations de ré
ur-ren
e



28 CHAPITRE 1. LA FONCTION � ET LE DÉTERMINANTa2(x; �; �)b0�2(x; �; �) = 1;et, pour tout j = 1; 2; :::,a2(x; �; �)b0�2�j(x; �; �) + Xk+l+j�j=j 1�!��� a2�k(x; �; �)D�x b0�2�l(x; �; �) = 0:Pour �nalement obtenir un paramétrix, on pose pour j = 0; 1; 2; ::b�2�j(x; �; �) = �(j�j+ j�j 12 )b0�2�j(x; �; �);où � est donnée dans la dé�nition pré
édente, a�n d'éliminer ses singularitésen j�j+j�j 12 = 0, puis on re
olle les paramétrix lo
aux à l'aide d'une partitionde l'unité de la manière suivante :Soit M = U
X
 un re
ouvrement �ni de M par des 
artes, '
 une par-tition de l'unité subordonnée à 
e re
ouvrement et  
 2 C10 (X
) telle que 
 = 1 sur un voisinage du support de '
 . De plus, soient �
 et 	
 lesopérateurs de multipli
ation par '
 et  
 et B
�2�j(�) un OPD sur X
 desymbol b
�2�j(x; �; �) 
onstruit 
i-dessus dans l'ouvert X
 . Soit maintenantB�2�j(�) =X
 �
B
�2�j(�)	
et B(N)(�) = N�1Xj=0 B�2�j(�): (1.10)L'é
riture de B(N)(�) dans 
haque 
arte nous 
onvain
 alors du résultatsuivant :Proposition 1.2.3(A� �I)�1 �B(N)(�) 2 CL�2�N2 (M;�):Nous allons à l'aide des symboles 
i-dessus 
ontruire les 
omposantes ho-mogènes b(z);02z�j(x; �) du symbole de Az. Il existe � = �(x; �) > 0 tel quea2(x; �; �) 6= 0 pour j�j < 2�; � 6= 0 et � 2 C . Les fon
tions b�2�j(x; �; �)sont holomorphes en � dans le disque j�j < 2�. En reprenant le 
ontour �pré
édent, on dé�nit pour Re(z) < 0 et j 2 N :b(z);02z�j(x; �) = i2� Z� �zb0�2�j(x; �; �)d�:L'indi
e représente toujours le degré d'homogénéité ; en e�et, b(z);02z�j(x; �) estpositivement homogène en � de degré 2z � j :b(z);02z�j(x; t�) = t2z�jb(z);02z�j(x; �); t > 0; � 6= 0:



1.2. LES PUISSANCES COMPLEXES 29Il est possible d'étendre la dé�nition de 
es fon
tions à tout z 2 C . Onpose à nouveau b(z)2z�j(x; �) = �(j�j)b(z);02z�j(x; �):Cette 
onstru
tion peut être faite dans tout ouvert de 
arte X
 . Si B(z);
2z�jest l'opérateur sur X
 de symbole b(z);
2z�j(x; �), on pose à nouveauB(z)2z�j =X
 �
B(z);
2z�j	
 ;et B(z)(N) = NXj=0B(z)2z�j:Proposition 1.2.4 Pour tout réel z,Az 2 CL2z(M);et, pour tout entier N positif et tout réel p > Re(z);Az �B(z)(N) 2 L2p�N(M):Ainsi, l'estimation de l'ordre d'un opérateur dd��Az��, où A� est une famillelisse à un paramètre d'opérateurs de S
hrödinger, se ramène à l'estimationde 
elui de dd�B(z)(N);� dont nous 
onnaissons expli
itement les 
omposantes dusymbole, en fon
tion de 
elles de A. Nous nous servons de 
ette propositiondans la démonstration du lemme suivant :Lemme 1.2.5 Soit M une variété fermée munie d'une métrique rieman-nienne g. Soient t0 un réel, V0 et V deux fon
tions C1 sur M telles quel'opérateur de S
hrödinger �g + V0 + t0V ait un spe
tre stri
tement positif.Alors, pour tout 
omplexe z, l'opérateurddt jt=t0 ���g + V0 + tV �z�est un opérateur pseudo-di�érentiel d'ordre 2p � 2 pour tout p stri
tementplus grand que la partie réelle de z.Démonstration : Posons, pour tout t dans un voisinage I de t0,At := �g + V0 + tV . Choisissons I de telle manière que le spe
tre deAt soit stri
tement positif pour tout t dans I. On note b0�2�j;t(x; �; �), pourj = 0; 1; 2; :::, les 
omposantes homogènes d'un développement asymptotiquedu symbole d'un paramétrix de At, eta2(x; �; �) = mXi;j=1 gij(x)�i�j � � 12 ;a1(x; �; �) = � 1pG�j(gijpG)�i;a0(x; �; �) = V0(x) + tV (x);



30 CHAPITRE 1. LA FONCTION � ET LE DÉTERMINANToù ��i�1�i�m = � ��xi �1�i�m 
orrespond aux dérivées partielles dans la dire
-tion des fon
tions 
oordonnées, �gij(x)�1�i;j�m est la matri
e de la métriquesur �TxM�� lue dans la 
arte et G = det gij . Alorsb0�2;t(x; �; �) = �a2(x; �; �)��1;b0�3;t(x; �; �) = ��a2(x; �; �)��1ha1(x; �; �)b0�2;t(x; �; �)+ mXi=1 ��ia2(x; �; �)Dxib0�2;t(x; �; �)ine dépendent don
 pas de t, tout 
omme les deux premières 
omposanteshomogènes b(z);02z;t (x; �) et b(z);02z�1;t(x; �) du symbole de Azt , en vertu des relationsb(z);02z�j;t(x; �) = i� Z� �zb0�2�j;t(x; �; �)d�:Notons B(z)(N);t l'opérateur qui véri�e, d'après la proposition 1.2.4,Azt �B(z)(N);t 2 L2p�N (M);8p > Re(z): (1.11)Le symbole de B(z)(2);t dans 
haque 
arte s'é
rit'(x)�b(z)2z;t(x; �) + b(z)2z�1;t(x; �)� (x):Cette famille d'opérateurs est don
 indépendante de t :ddtB(z)(2);t = 0; pour tout t 2 I:Combiné ave
 (1.11), nous obtenons ainsi que pour tout t dans I,ddtAzt 2 L2p�2(M);8p > Re(z): 21.3 Les fon
tions � généraliséesPeter Gilkey [Gil℄ a établi des formules variationnelles des fon
tions � as-so
iées à une famille A(�) à 1 paramètre d'opérateurs di�érentiels elliptiquesauto-adjoints. Celles-
i font intervenir des fon
tions � généralisées dépen-dant de A(�) et de dd�A(�). Ses démonstrations s'appuient prin
ipalementsur la tra
e du noyau de la 
haleur de A et son développement asymptotiquede Minakshisundaram-Pleijel. Ces formules redonnent une démonstration duthéorème de D. Burgheela, L. Friedlander et T. Kappeler sur la dérivée pre-mière du logarithme du déterminant de A(�). Nous redonnons i
i ses résultatsdans le 
as parti
ulier qui nous intéresse.



1.3. LES FONCTIONS � GÉNÉRALISÉES 311.3.1 Variations de �AtOn note à nouveau A = �g + V un opérateur de S
hrödinger sur unevariété fermée M de dimension m, dvg(x) la forme volume induite par lamétrique g sur M, ('j)j2N un système orthonormé 
omplet de fon
tionspropres de A, de valeurs propres asso
iées (�j)j2N , où �j 
roit vers +1Nous supposerons que �0 > 0. Rappelons qu'il existe une suite de fon
tions�en(:; A)�n2N dé�nies sur M qui véri�ent la relation (1.2) : pour tout entierk il existe un entier N = N(k) et une 
onstante C = Ck tels que


e(t; x; x) � Xn�N en(x;A)tn�m2 


k;1 � Cktk:Nous pouvons dé�nir les puissan
es 
omplexes Az de A. Le noyau deS
hwartz K = Ks(x; y;A) de A�s véri�eKs(x; y;A) =X��0 ��s� '�(x)'�(y)Soit V un opérateur di�érentiel d'ordre 0 sur M, 
'est-à-dire l'opérateurmultipli
ation par une fon
tion V C1 sur M. Le noyau de V ÆA�s est alorségal à Ks(x; y;A;V) =X��0 ��s� V (x)'�(x)'�(y)Pour tout entier j, il existe un réel Cj > 0 tel que 
ette série 
onvergeuniformément et absolument pour la norme k:kj;1 sur Re(s) > Cj.Notons �(�;A) la proje
tion orthogonale de L2(M) sur Ker (A� �I).Les théorèmes 1.3.1 et 1.3.3 donnent des formules de variations premièresrespe
tivement de la tra
e de l'opérateur de la 
haleur et de la fon
tion �asso
iées à une famille d'opérateurs de S
hrödinger du typeA� := �g + V0 + �V:Celles-
i seront utiles pour établir les résultats qui suivront sur les rapportsde déterminants.Théorème 1.3.1 (P.Gilkey, Page 75-77) L'opérateur VÆe�tA est un opé-rateur régularisant.1. Soit, pour tout entier n, an(A;V) := RMV (x)en(x;A)dvg. AlorsTra
e(V Æ e�tA) = X� Tra
e(�(�;A) Æ V)e�t�; (1.12)� Xn�0 an(A;V)tn�m2 : (1.13)



32 CHAPITRE 1. LA FONCTION � ET LE DÉTERMINANT2. Soit V0 un deuxième potentiel, et I un intervalle réel où V0 + �V estpositif non identiquement nul. Posons � 2 I 7! A� := �g + V0 + �V .Alors les fon
tions � 7! an(A�;V) sont lisses. De plus, pour tout � 2 I,dd�Tra
e�e�tA�� = �tTra
e�V Æ e�tA��� Xn�0� dd�an(A�;V)� tn�m2 : (1.14)La notation � dans (1.14) signi�e que pour tout entier k positif, il existe une
onstante 
k indépendante de � (au moins lo
alement) telle que����� dd�Tra
e�e�tA��� kXn=0� dd�an(A�;V)� tn�m2 ����� � 
kt k+1�m2 ;pour tout 
ouple (t; �) de ℄0; 1℄ � I.Dé�nition 1.3.2 On dé�nit la fon
tion généralisée zeta�(s;A;V) := Tra
eL2(V Æ A�s) =X�>0Tra
e(�(�;A) Æ V)��s (1.15)= ZM Ks(x; x;A;V)dvg(x):Notons que �(s;A; Id) = �A(s). L'asymptotique de Weil implique la 
onver-gen
e uniforme et absolue de la série (1:15) pour Re(s) > m2 .Théorème 1.3.3 1. Si Re(s) > m2 , alors�(s;A;V) = �(s)�1 Z 10 ts�1Tra
eL2(V Æ e�tA)dt: (1.16)2. �(s)�(s;A;V) a une extension méromorphe à C ave
 des p�les simplesisolés en s = m�n2 pour n 2 N etRess=m�n2 �(s)�(s;A;V) = an(A;V): (1.17)3. Soit A� := �g + V0 + �V . Si la première valeur propre de A�0 est nonnulle, alors �(s;A�;V) est lisse au voisinage de (s; �0) sauf a priori enles valeurs s = m�n2 .4. De plus, dd��A�(s) = �s�(s+ 1; A�;V):Remarque : Soit s un entier positif ou nul. � a alors un p�le simple en�s de résidu non nul. D'après (1:17), � est régulière en �s et sa valeur estlo
alement 
al
ulable. En parti
ulier, puisque Ress=0�(s) = 1, � est régulièreen 0 et �(0; A;V) = a2(A;V):



1.4. LES OPÉRATEURS DE SCHRÖDINGER 331.3.2 Variations du ��déterminantA nouveau, posons At := �g + V0 + tV;pour tout t dans un intervalle I où le spe
tre de At est stri
tement positif.Revenons au déterminant ��régularisédet�At = e� dds �At(0);où �At(s) = �(s;At; Id).Théorème 1.3.4 (D.Burgheela- L.Friedlander- T.Kappeler)t 2 I 7! det�At est une fon
tion lisse etddt ln detAt = Fps=0�(s;At;V)= Fps=0Tra
e(V Æ A�1�st );où Fps=s0� a�1s�s0 + a0 + a1(s� s0) + :::� := a0:En e�et, ln det�At est le résidu en 0 de la fon
tion s 7! � 1s2 �At(s) :ln det�At = � 12i� Z
 1s2 �Atdsoù 
 est le 
er
le 
entré en 0 de rayon 14 .ddt ln detAt = � 12i� Z
 1s2 ddt�At(s)ds= 12i� Z
 1s�(s+ 1; At;V)ds= Fps=0�(s+ 1; At;V): 21.4 Les opérateurs de S
hrödingerDans 
ette partie, (Mm; g) sera une variété riemannienne 
ompa
te d'ordrem, V et V0 deux potentiels sur M tels que pour tout t dans un intervalle Ide [0; 1℄, At := �g + V0 + tVsoit un opérateur di�érentiel elliptique d'ordre 2, auto-adjoint, inje
tif etpositif. La fon
tion �At(s) := Tra
e(A�st )



34 CHAPITRE 1. LA FONCTION � ET LE DÉTERMINANTest bien dé�nie pour s > m2 , et s'étend en une fon
tion méromorphe sur C ,qui ne possède pas de p�le en 0. Pour tout t 2 [0; 1℄, on peut don
 poserdet�(At) := e� dds �At(0):At possède un système orthonormée 
omplet de fon
tion propres �'k;t�k�1,de valeurs propres asso
iées ��k;t�k�1, qui 
roissent ave
 k.Nous noterons égalementV := ddtAt : f 2 L2(M) 7! V f 2 L2(M);l'opérateur dérivée de At pour la topologie forte sur les opérateurs.1.4.1 Les petites dimensionsNous 
ommençons par prouver un lemme autour duquel s'arti
uleronttous les résultats qui suivent.Lemme 1.4.1 Si M est de dimension m � 3, alors pour tout réel t dans I,d2dt2 ln det���g + V0 + tV � = �Tra
e�V Æ A�1t Æ V Æ A�1t �:Corollaire 1.4.2 Si M est de dimension m � 3, alorst 2 I 7! ln det���g + V0 + tV �est stri
tement 
on
ave si V n'est pas le potentiel nul.Démonstration du 
orollaire 1.4.2 :Tra
e�V Æ A�1t Æ V ÆA�1t � = Xk�0 �V ÆA�1t Æ V Æ A�1t ('k;t); 'k;t�= Xk�0 �V Æ A�1t Æ V('k;t); 'k;t��k;t= Xk�0 �A�1t (V 'k;t); V 'k;t��k;t > 0;
ar A�1t est un opérateur stri
tement positif, et V est non nul. 2Démonstration du lemme 1.4.1 : D'après le théorème 1.3.4,d2dt2 ln det���g + V0 + tV � = ddthFPs=0Tra
e�V ÆA�s�1t �i= FPs=0Tra
eV Æ � ddt(A�1t )� ÆA�st+ FPs=0Tra
eV Æ A�1t Æ ddt(A�st ):



1.4. LES OPÉRATEURS DE SCHRÖDINGER 35Or V Æ � ddt(A�1t )� Æ A�st = �V Æ A�1t Æ V Æ A�1�st est un opérateur pseudo-di�érentiel d'ordre �4 � 2s. C'est par 
onséquent un opérateur à tra
e surL2(M) pour tout Re(s) > m�42 . Sous la 
ondition m < 4, s = 0 appartient à
e domaine de 
onvergen
e, et don
Fps=0Tra
ehV Æ � ddt(A�1t )� ÆA�st i = Tra
ehV Æ � ddt(A�1t )� Æ A0t i= �Tra
ehV ÆA�1t Æ V Æ A�1t i:De plus, d'après le lemme 1.2.5, l'opérateur ddt�A�st � est un opérateurpseudo-di�érentiel d'ordre �2� 2s+ � pour tout � > 0.L'ordre de V Æ A�1t Æ ddt�A�st � est don
 �3:5�2Re(s). Don
, pourm � 3,
et opérateur est d'ordre stri
tement inférieur à �m pour tout s dans unvoisinage de 0. Il est par 
onséquent à tra
e etFps=0Tra
e�V Æ A�1t Æ ddt�A�st �� = Tra
e�V ÆA�1t Æ ddt�A�st ��js=0= 0 
ar A0t = IdL2(M) : 2Nous avons besoin d'un dernier résultat avant de démontrer le théorème0.0.6. Il s'agit d'une adaptation de la formule de Polyakov au 
as des opé-rateurs de S
hrödinger mais qui n'expli
ite malheureusement pas la dépen-dan
e du ��déterminant par rapport au potentiel. Pré
isément, nous avons :Proposition 1.4.3 Soit (M; g0) une surfa
e riemannienne 
ompa
te sansbord. Soit V un potentiel C1 positif non nul sur M et ' une fon
tion C1sur M. Alors, si A := �g0 + V , nous avons la relationln det�e�2'Adet�A = � 16� �12 ZM jr0f j2dv0 + ZMK0'dv0 � 3ZMV 'dv0� ;(1.18)où dv0 est la mesure volume de la métrique g0, K0 sa 
ourbure de Gauss, etRM jr0'j2dv0 l'énergie de Diri
hlet de ' pour la métrique g0.Remarques :1. Si g est la métrique e2'g0, e�2'A = �g+ e�2'V est bien un opérateurde S
hrödinger dont le potentiel est positif non nul : 
et opérateur adon
 un déterminant ��régularisé.2. La démonstration est identique à la démonstration de la formule depolyakov, telle qu'elle est faite dans l'arti
le [OPS1℄.



36 CHAPITRE 1. LA FONCTION � ET LE DÉTERMINANTDémonstration : Posons pour tout � réel, g� := e2�'g0, etA� := �g� + e�2�'V = e�2�'(�g0 + V ):Alors si dv� est la mesure volume de g�, K� la 
ourbure de Gauss asso
iée àg�, et N�dv� = N�(t; x; y)dv� le noyau de S
hwartz de l'opérateur e�tA� , nousavons les relations suivantes :dv� = e2�'dv0;K� = e�2�'��g0(�') +K0�; (1.19)N�(t; x; x) = 14�t +� K�12� � V e�2�'4� �+O(t); quand t! 0+:(1.20)Dans (1.20), toutes les fon
tions du membre de droite sont évaluées au pointx de M. Cette relation se trouve en page 334 du livre de P.B.Gilkey ([Gil℄,lemme 4.1.4). La formule variationnelle (1.21) s'y trouve également, en page77 (lemme 1.9.3).Soit en�n ��(s) = Tra
e �A�s� � = 1�(s) Z +10 ts�1Tra
e �e�tA�� dt:Alors, dd���(s) = 1�(s) Z +10 ts�1 dd�Tra
e �e�tA�� dt:Or, dd�Tra
e �e�tA�� = Tra
e��t� dd�A�� e�tA�� (1.21)= �tTra
e ��2'A�e�tA��= �2t ddtTra
e �'e�tA�� :Par 
onséquent,dd���(s) = � 2�(s) Z +10 ts ddtTra
e �'e�tA�� dt= 2s�(s) Z +10 ts�1Tra
e �'e�tA�� dt:Au voisinage de s = 0, dd���(s) est régulière, et s�(s) � s2. Don
,dd� dds js=0��(s) = 2Ress=0 Z +10 ts�1Tra
e �'e�tA�� dt:



1.4. LES OPÉRATEURS DE SCHRÖDINGER 37La fon
tion holomorphe s 7! R +11 ts�1Tra
e �'e�tA��dt est entière 
arTra
e �'e�tA�� = O(e��t) lorsque t! +1;où � est la première valeur propre de A�. Ainsi,dd� dds js=0��(s) = 2Ress=0 Z 10 ts�1Tra
e �'e�tA��dt: (1.22)Mais d'après (1.20),Tra
e �'e�tA�� = ZMN�(t; x; x)'(x)dv�(x)= 14�t ZM'dv� + 112� ZM'K�dv� � 14� ZM'V e�2�'dv� +O(t);et don
,Z 10 ts�1Tra
e �'e�tA��dt = 112�s �ZM'K�dv� � 3ZM'V e�2�'dv��+ RM'dv�4�(s� 1) +R�(s); (1.23)où s 7! R�(s) est holomorphe sur Re(s) > �1. Alors, par dé�nition du��déterminant, et en tenant 
ompte respe
tivement de (1.22), (1.23) et(1.19),dd� ln det�A� = � dd� dds js=0��(s)= �2Ress=0 Z 10 ts�1Tra
e �'e�tA�� dt= � 16� �ZM'K�dv� � 3ZM'V e�2�'dv��= � 16� �ZM'��g0(�') +K0�dv0 � 3ZM'V dv0� :Il n'y a alors plus qu'à intégrer 
ette égalité entre 0 et 1 :ln det�e�2'��g0 + V �det��g0 + V = � 16� �12 ZM jr0'j2dv0 + ZMK0'dv0 � 3ZMV 'dv0� :2Nous en déduisons le 
orollaire suivant :



38 CHAPITRE 1. LA FONCTION � ET LE DÉTERMINANTCorollaire 1.4.4 Soit (M; g0) une surfa
e riemannienne 
ompa
te sans bord.Soit aussi  une fon
tion C1 sur M à valeurs dans R, et V0 et V1 deux po-tentiels positifs non nuls sur M. Alorsln det�e�2 ��g0 + V1�det�e�2 ��g0 + V0� = ln det���g0 + V1�det���g0 + V0� + 12� ZM (V1 � V0)dv0;où dv0 la mesure volume asso
iée à g0.Démonstration : Soit g la métrique riemannienne sur M dé�nie par g =e2 g0. Alors �g = e�2 �g0 , etln det�e�2 ��g0 + V1�det�e�2 ��g0 + V0� = ln det���g0 + V1�det���g0 + V0� + ln det�e�2 ��g0 + V1�det���g0 + V1�� ln det�e�2 ��g0 + V0�det���g0 + V0� : (1.24)La proposition 1.4.3 appliquée respe
tivement aux deux derniers termes dumembre de droite donne l'égalité suivante :ln det�e�2 ��g0 + V1�det���g0 + V1� � ln det�e�2 ��g0 + V0�det���g0 + V0�= 12� ZM �V1 � V0�dvg0 : (1.25)Le 
orollaire 1.4.4 se déduit de (1.24) et (1.25).1.4.2 Une inégalitéL'obje
tif de 
ette se
tion est la démonstration du théorème 0.0.6 qui 
a-ra
térise les maxima, lorsque le potentiel varie, du déterminant ��régulariséd'opérateurs de S
hrödinger �g + V , pour 
ertaines variétés riemanniennes(M; g).Proposition 1.4.5 Soit (M; g) une variété riemannienne 
ompa
te dont legroupe d'isométries agit de manière transitive sur M et v0 une 
onstantestritement positive. Alors si m(V ) := 1Volg(M) RMV dvg,ddt jt=0��g+v0+tV (s) = �sm(V )��g+v0(s+ 1):Démonstration : D'après le théorème 1.3.3, si ('n; �n) est une résolutionspe
trale de �g,ddt jt=0��g+v0+tV (s) = �sTra
e�V Æ (�g + v0)�s�1� = �sXn�0 (V 'n; 'n)��n + v0�s+1= � 1�(s) Z +10 ts ZMV (x)Xn�0 e�(�n+v0)t'2n(x)dvg(x)dt:



1.4. LES OPÉRATEURS DE SCHRÖDINGER 39Dans le 
as des tores plats Rm=�, si l'on fait agir le lapla
ien sur l'ensembledes fon
tions à valeurs 
omplexes (
e qui ne 
hange fondamentalement rienà notre problème), les fon
tions propres sont les exponentielles 
omplexes,et don
, pour tout entier n,(V 'n; 'n) = ZMV 'n(x)'n(x)dvg(x) = m(V );
e qui donne le résultat.Dans le 
adre plus général de la proposition 1.4.5, la démonstration suivantefait suite à une 
ommuni
ation orale de G. Carron :Si � : (M; g) ! (M; g) est une isométrie et K(t; x; y)dvg(x) est le noyau ausens de S
hwartz de l'opérateur de la 
haleur de�g,K(t; x; y) = K(t;�(x);�(y)).Le groupe d'isométries de (M; g) agissant transitivement, la fon
tionx 2M 7! K(t; x; x) =Xn2N e��nt'2n(x)est indépendante de x, et don
ZMV (x)Xn�0 e�(�n+v0)t'2n(x)dvg(x) = m(V )Xn�0 e�(�n+v0)t= m(V )Tra
e(e�t(�g+v0)):D'où ddt jt=0��g+v0+tV (s) = �m(V )s��g+v0(s+ 1):Demonstration du théorème 0.0.6 : Supposons pour 
ommen
er que (M; g)soit une variété riemannienne 
ompa
te sans bord telle que le groupe d'iso-métries de g agisse de manière transitive sur M. Soit V un potentiel positifnon 
onstant et v0 une 
onstante stri
tement positive. PosonsAt := �g + v0 + t(V � v0);où v0 est dé�ni dans le théorème. Pour tout réel t dans un voisinage de [0; 1℄,le potentiel v0+ t(V � v0) est positif, non nul et V � v0 est lui aussi non nul.Le 
orollaire 1.4.2 nous assure don
 du fait que la fon
tiont 2 [0; 1℄ 7! f(t) = lndet�Atest stri
tement 
on
ave. De plus, d'après la proposition 1.4.5,ddt jt=0�At(s) = �s�ZM(V (x)� v0) dvg(x)Volg(M)��A0(s+ 1) = 0;



40 CHAPITRE 1. LA FONCTION � ET LE DÉTERMINANTpour tout s dans C . En parti
ulier,f 0(0) = ddt jt=0 ln det�At = ddt jt=0 dds js=0�At = 0: (1.26)f est une fon
tion stri
tement 
on
ave sur I dont la dérivée s'annule en 0.Par 
onséquent, f(0) > f(1) ; 
e qui est équivalent àdet�(�g + V ) < det�(�g + v0):Nous avons don
 démontré les 
as 1: et 3: du théorème, ainsi que le 
as 2:lorsque la 
ourbure de g est 
onstante. Ces métriques ont en e�et toutes ungroupe d'isométrie transitif.Soit maintenant M = S2 ou S1 � S1. D'après le théorème d'uniformisa-tion, il existe une unique fon
tion ' C1 sur M telle que g0 = e2'g ait une
ourbure 
onstante et même volume que g. Alors �g0 = e�2'�g. Ainsi,ln det���g + V �det���g + v0e2'� = ln det�e2'��g0 + V e�2'�det�e2'��g0 + v0� :Appliquons le 
orollaire 1.4.4 au membre de droite en posant  = '; V1 =V e�2' et V0 = v0 :ln det���g + V �det���g + v0e2'� = ln det���g0 + V e�2'�det���g0 + v0�� 12� ZM'�V e�2' � v0�dv0: (1.27)Or, g0 a un groupe d'isométries transitif, et RM v0dvg0 = RMV e�2'dvg0 . Lapremière partie de la démonstration du théorème 0.0.6 implique don
 quedet���g0 + V e�2'�det���g0 + v0� � 1; (1.28)ave
 égalité si et seulement si e�2'V est un potentiel 
onstant. En 
ombinant(1.27) et (1.28), nous obtenonsln det���g + V �det���g + v0e2'� � � 12� ZM'�V � v0e2'�dvg;le 
as d'égalité étant réalisé si et seulement si V e�2' est 
onstant. C'estexa
tement le 2: du théorème 0.0.6.



Chapitre 2Dis
rétisationSoit (M; g) une surfa
e riemannienne 
ompa
te. A tout potentiel V de
lasse C1 sur M, positif et non nul, est asso
ié un opérateur de S
hrödingerdé�ni par Af : x 2M 7! �gf(x) + V (x)f(x)pour toute fon
tion f C1 sur M.C'est l'opérateur formellement symétrique asso
ié à la forme quadratiquedé�nie parq : f 2 C1(M;R) 7! ZMng℄x�df(x); df(x)�+ V (x)f2(x)o dvg(x);où g℄ est le produit Hilbertien induit par dualité sur les 1�formes.A est un opérateur à domaine sur L2, essentiellement auto-adjoint. Pourtout réel s, il se prolonge de manière unique en un opérateur 
ontinuA : Hs(M) 7! Hs�2(M)où les Hs sont les espa
es de Sobolev sur M.La résolvante (A � z)�1 est 
ompa
te sur L2, et A possède un spe
tre�(A) := f�1 < �2 � �3 � :::g, où les �i sont répétées autant de fois quel'exige leur multipli
ité. A 
haque valeur propre, on peut asso
ier des ve
teurspropres 'i (non 
anoniques) de norme 1, C1 sur la variété. La positivité deV implique �1 > 0, et par 
onséquent l'inje
tivité de A. A possède don
 undéterminant ��régularisé det�(A) := e�~�0(0)où ~� est l'extension méromorphe sur C de�(s) :=Xn�0 1�sn41



42 CHAPITRE 2. DISCRÉTISATIONA 
ertaines suite de triangulations Gn (que nous appellerons admissibles) de(M; g), il est possible d'asso
ier par une méthode des éléments �nis des suitesd'opérateurs de S
hrödinger dis
rets An, dé�nis sur les graphes asso
iés à 
estriangulations, qui appro
hent dans un sens que nous pré
iserons l'opérateurA := �g + V . Les opérateurs An sont des endomorphismes linéaires symé-triques sur des espa
es eu
lidiens, et possèdent don
 un déterminant. Laquestion est de savoir si 
ette suite de déterminants, après normalisation,appro
he le déterminant de A. Nous prouvons i
i que 
'est le 
as pour lestores de dimension 2 si l'on normalise par les déterminants dis
rétisés d'unautre opérateur de S
hrödinger.Soit M = S1 � S1, g une métrique riemannienne sur M et V0 et V1 2C1(M;R+) deux potentiels non nuls , A0 et A1 les opérateurs de S
hrödingerasso
iés et (A0;n)n�3, (A1;n)n�3 leurs suites d'opérateurs dis
rétisés sur lestriangulations Gn. Nous démontrons le théorème 0.0.3.Le s
héma de preuve est le suivant. Nous utiliserons les formules varia-tionnelles du déterminant des opérateurs de S
hrödinger obtenus dans lapartie 1. Posons pour tout t dans [0; 1℄At := �g + V0 + tV;où V := V1 � V0, et nous dé�nissons, pour 
haque t, (At;n)n�3 la suite desdis
rétisés de At. Soient fn et f les fon
tions C1 dé�nies sur un ouvert deR 
ontenant [0; 1℄ parfn(t) := lndetAt;n et f(t) := lndet�At:Dans le 
as où la 
ourbure de g est nulle, le théorème 0.0.3 est une
onséquen
e de la 
onvergen
e uniforme de f 0n vers f 0 sur [0; 1℄, qui seraobtenue 
omme 
onséquen
e des deux propriétés suivantes� sup[0;1℄ ��f 00n � f 00�� ���!n!1 0;� f 0n(0) ���!n!1 f 0(0):Pour une métrique g quel
onque sur M, nous nous ramènerons au 
as pré
é-dent grâ
e d'une part au théorème d'uniformisation des surfa
es et d'autrepart au 
orollaire 1.4.4.Dans 2.1, nous introduirons les opérateurs di�érentiels sur les graphes�nis. La partie 2.2 se �xe pour obje
tif de démontrer la 
onvergen
e uni-forme de la suite des dérivées se
ondes du logarithme du déterminant, sous
ertaines 
onditions sur la suite de triangulations. Dans la partie 2.3, nousdémontrons la 
onvergen
e de (f 0n(0))n2N vers f 0(0) dans le 
as où V0 = v estun potentiel 
onstant (
e qui ne restreint pas les hypothèses du théorème), etoù la 
ourbure de g est nulle. En�n, le partie 2.4 a
hèvera la démonstrationdu théorème 0.0.3 dans le 
as général.



2.1. LAPLACIENS SUBORDONNÉS À UN GRAPHE 432.1 Lapla
iens subordonnés à un grapheSoit G = (S;E) un graphe �ni, non orienté, sans bou
les, ni arêtes mul-tiples, où S est l'ensemble des sommets de G, et E l'ensemble des arêtes.Posons � = ℄S, et m = ℄E. Nous noterons, pour deux sommets v; w, v � wlorsque v et w seront voisins.On 
onsidère l'espa
e eu
lidien RS muni du produit s
alaire 
anonique quenous noterons toujours par la suite (:j:), a�n de le di�éren
ier du produit Hil-bertien sur L2(M) noté (:; :). On désigne par OG l'ensemble des opérateurssymétriques réels A sur RS , de matri
es A = (aij) tels queaij < 0; si (i; j) 2 E; (2.1)= 0 si (i; j) =2 E et i 6= j:OG est un 
�ne de dimension m+ �. Les éléments de OG seront appelésopérateurs de S
hrödinger sur G.Les opérateurs de S
hrödinger dont le noyau 
ontient les ve
teurs 
onstantsseront appelés lapla
iens, et notés �. Leurs éléments diagonaux véri�entaii = �Xi�j aij > 0: (2.2)La donnée d'un lapla
ien est don
 équivalente à l'a�e
tation d'un poids stri
-tement positif 
ij = �aij à 
haque arête fijg. Un tel poids est parfois appelémétrique sur le graphe G. Si la métrique est 
onstante et égale à 1, le lapla-
ien est dit 
anonique.A toute matri
e symétrique A 2 OG est asso
iée une forme quadratiqueqA : x 2 RS 7! (Axjx):Elle s'é
rit de manière unique sous la formeqA(x) = X(i;j)2E 
i;j(xi � xj)2 +Xi2V Wix2ioù 
i;j = �ai;j > 0; etWi = aii �Xj�i ai;jest le potentiel de A. Un opérateur de S
hrödinger A est un lapla
ien si etseulement si son potentiel est nul. Nous ne prendrons dans la suite que despotentiels positifs.Si A = � est un lapla
ien, la forme quadratique s'é
rit don




44 CHAPITRE 2. DISCRÉTISATIONq�(x) = X(i;j)2E 
i;j(xi � xj)2 (2.3)Dans la base 
anonique de RS , la matri
e de la forme quadratique q�s'identi�e à la matri
e de l'opérateur � dé�ni ainsi : soit f dans RS , et v unélément de V , �f(v) = Xw�v 
vw�f(v)� f(w)�:A plusieurs points de vue, de tels opérateurs ont des propriétés qui enfont des analogues dis
rets adéquats aux lapla
iens sur les variétés :� Ce sont des opérateurs lo
aux : dans la formulation (2.3), la valeur del'image de f au point v ne fait intervenir que les valeurs de f sur lessommets voisins de v.� Grâ
e à la 
ondition d'ellipti
ité dis
rète 
vw > 0, 
es opérateurs véri-�ent un prin
ipe du maximum : si f est harmonique en v, alors f(v)est une moyenne pondérée des ff(w)=w � vg :f(v) = Pw�v 
vwf(w)Pw�v 
vw� Les di�érentes méthodes des éléments �nis font apparaître de telsopérateurs. En dimension 1, si f : [0; 1℄ ! C est C4, que Gn+1 =(Sn+1; En+1) est le graphe linéaire à n+1 sommets, plongé dans [0; 1℄de la manière la plus naturelle, à savoir :Sn+1 := � in=i 2 [0; n℄� et 
 in ; i+1n = n2;alors �nf � in� = n2�2f� in�� f� i+ 1n �� f� i� 1n �� :Ainsi �nf( in) = �f 00( in) +O( 1n2 ):En dimension 2, il existe rarement des dis
rétisations si parfaites et siévidentes de surfa
es riemanniennes (M; g). Les dis
rétisations sont destriangulations qui doivent véri�er un 
ertain nombre de 
onditions pourque les opérateurs qu'elles induisent d'une part véri�ent la 
onditiond'ellipti
ité, et d'autre part 
onvergent vers le lapla
ien �g. Il existeune grande littérature qui traite 
es questions (voir par exemple [Ci℄ou [Cdv-Ma℄).



2.1. LAPLACIENS SUBORDONNÉS À UN GRAPHE 45Fixons (:j:) le produit s
alaire 
anonique sur RS . On peut asso
ier à qA unopérateur symétrique A sur RS , tel que qA(:) = (A:j:). A est diagonalisableet son spe
tre véri�e�(A) = f�1 < �2 � ::: � ��g � R+ :L'inégalité �1 < �2 est le théorème de Perron-Frobenius , analogue dis
retdu théorème de Courant. Il traduit le fait que la première valeur propre d'unopérateur de S
hrödinger est de multipli
ité 1 (voir [Cdv2℄). Si A est unlapla
ien, �1 = 0 et kerA = R:1. Si au lieu de (:j:), on 
hoisit un produits
alaire tel que la base 
anonique fÆv=v 2 V g est orthogonale �(Æv jÆv) =bv > 0�, tout 
e qui pré
ède s'adapte aisément, en vertu du fait que l'onpasse d'une stru
ture eu
lidienne à l'autre par l'isométrie' :Xv xvÆv 7!Xv xvpbv Æv :
Nous nous intéressons dorénavant aux déterminants de tels opérateurs.Si A n'est pas un lapla
ien, detA = Y1�i�� �iSinon, nous enlèverons évidemment la première valeur propredet 0� = Y�i 6=0 �iDans la littérature, 
ette quantité est parfois appelée 
omplexité du graphe.Le plus an
ien résultat 
on
ernant 
et invariant spe
tral est dû à Kir
ho�.Il le relie aux arbres maximaux de G. Rappelons qu'un arbre de G est unsous-graphe de G simplement 
onnexe, i.e. qui ne 
ontient au
un 
y
le. Unarbre de G est maximal si au
un arbre ne le 
ontient stri
tement, i.e. s'il
ontient exa
tement tous les sommets.Théorème 2.1.1 (Kir
ho�) [Ch℄det 0� = � XT2V(G)W (T )où V(G) est l'ensemble des arbres maximaux de G et W (T ), le poids de T ,est le produit des 
vw sur toutes les arêtes fvwg 
ontenues dans T .



46 CHAPITRE 2. DISCRÉTISATIONRemarquons que si l'on 
hange la métrique, les arbres ne 
hangent pas, seulsleurs poids varient. Cette formule est très pratique pour 
al
uler 
ertainsdéterminants. Dans le 
as où � est le lapla
ien 
anonique sur le graphe
ir
ulaire à n sommets, 
e théorème donne une démonstration de l'égalitén�1Yk=1 2 sin k�n = n:Cette formule a ensuite été étendue : F.Chung [Ch℄ l'a é
rite dans le 
asoù G est un graphe à bord et R. Forman [Fo3℄ a expli
ité 
ha
un des termesdu polyn�me 
ara
téristique de �.Le déterminant du lapla
ien intervient dans un autre modèle de mé
a-nique statistique [Ke℄ : 
elui des dimères en dimension 2. Temperley [Te℄ aen e�et montré que le nombre de re
ouvrement par des dimères de 
ertainssous-graphes de Z2 peut être 
al
ulé ave
 le déterminant du lapla
ien dé�nisur des graphes reliés à 
eux-
i.2.2 La méthode des éléments �nisM sera de dimension 2. Nous montrons que pour une suite de triangula-tions qui véri�e un 
ertain nombre de propriétés, les opérateurs de S
hrödin-ger dis
rets obtenus par une méthode des éléments �nis donnent de bonnesapproximations spe
trales des opérateurs de S
hrödinger dé�nis sur la va-riété ; 
'est-à-dire que les spe
tres, les sous-espa
es propres et les résolvantesdis
rets 
onvergent, dans un sens propre à 
ha
une de 
es quantités, versleurs analogues 
ontinus.A part pour le spe
tre, nous ne montrerons que des 
onvergen
es simplesen t de 
es quantités, notamment des dérivées se
ondes. Le théorème deMontel et une borne sur 
es dérivées se
ondes nous permettra d'en 
on
lureque la 
onvergen
e est uniforme.Il est à noter que pour montrer la 
onvergen
e uniforme en dimension1, R.Forman s'appuie sur l'égalité entre le déterminant usuel d'un opéra-teur di�érentiel sur un graphe linéaire et son déterminant de Feynman : la
onvergen
e uniforme en fon
tion d'une borne L1 sur le potentiel est ob-tenue 
omme 
onséquen
e de la 
onvergen
e uniforme des approximationsd'Euler d'une équation di�érentielle ordinaire elliptique. Il prouve ensuite la
onvergen
e simple ddt lndetAt;n ���!n!1 ddt ln det�At:2.2.1 Suites admissiblesNous dé�nissons 
e que nous appellerons une suite de triangulations de(M; g), admissible pour une méthode des éléments �nis. Il s'agit en fait de
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iser quelles 
onditions sont su�santes pour s'assurer de la 
onvergen
edu spe
tre et des sous-espa
es propres.Dé�nition 2.2.1 Soit, pour tout entier n su�samment grand,1. (Gn)n2N une suite de graphes �nis de sommets Sn et d'arêtes En,2. jn : Gn ,!M une suite de plongements tels que jn(Gn) soit une trian-gulation géodésique de M, dont les aires et les diamètres des 2�
ellulestendent vers 0,3. Wn : RSn ,! H1(M) un morphisme inje
tif d'espa
es ve
toriels tel queqn : f 2 RSn 7! ZM krWn(f)k2xdvg(x)soit une forme quadratique sur RSn asso
iée à un lapla
ien �n, au sensoù nous l'avons dé�ni dans (2.1) et (2.2), tels que les 
oe�
ients de lamatri
e asso
iée dans la base 
anonique de R�n soient bornés par une
onstante indépendante de n.4. (:j:) un produit s
alaire sur RSn qui s'é
rit pour toute fon
tion f 2 RSn ,(f jf) = �nXi=1 ai;nf2(i):Nous supposerons de plus qu'il existe une 
onstante C0 > 0 telle quepour tout entier n et tout i 
ompris entre 1 et �n, on aitC�10�n � ai;n � C0�n et (2.4)(f jf) � C ZMWn(f)2: (2.5)5. Il existe une suite (
n)n2N tendant vers 0 telle que pour toute fon
tionf de RSn , �����p(f jf)�sZMWn(f)2����� � 
npqn(f): (2.6)(Gn; jn; (:j:); qn)n2N sera dite admissible pour la méthode des éléments�nis sur (M; g) si elle véri�e la propriété suivante :Pour toutes 
onstantes K et � positives, il existe un entier n1 = n1(K; �) telque pour toute fon
tion f 
ontinue sur M, de norme L2 égale à 1, et C2 enrestri
tion à 
haque 2�
ellule Ti;n de la triangulation, on ait les estimationssuivantes dès que kfk2;1 � K et n � n1,��� ZM f2(x)dvg(x)� (pn(f)jpn(f))��� � �; (2.7)ZM


r�f �Wn Æ pn(f)�


 dvg � �; (2.8)



48 CHAPITRE 2. DISCRÉTISATIONoù pn : C2(M)! RSn est l'appli
ation restri
tion aux sommets de Gn, et oùle gradient et sa norme dans l'inégalité (2.8) sont 
al
ulés ave
 la métriqueg.
Cette dé�nition appelle quelques remarques.� En 
e qui 
on
erne le produit s
alaire, pratiquement, les ai;n sont lesaires de domaine entourant 
haque sommet de la triangulation Gn, etformant une partition de la surfa
e, 
omme par exemple des domainesde Voronoi. Puisque P�ni=1 ai;n = V olg(M), l'hypothèse (2.4) signi�ealors simplement que l'on impose à 
es aires de 
onverger vers 0 à lamême vitesse. L'intérêt d'un tel produit s
alaire est d'obtenir l'ortho-gonalité de la base �Æv�v2Sn , 
e qui simpli�e les 
al
uls. Si l'on 
hoisitdes domaines de Voronoi, l'inégalité (2.6) est alors valable en prenantpour 
n le maximum des diamètres des 2�
ellules de la triangulation(la démonstration est identique à 
elle que nous ferons dans le 
as destores plats).� Il existe plusieurs méthodes pour générer de telles suites de triangu-lations. Dodziuk [Dod℄ en propose une en dimension m quel
onque,obtenue par subdivision d'une triangulation C1 initiale K. La mé-thode 
onsiste à se ramener à des simplexes de Rm via un système de
artes dépendant de K. En dimension 2, il est possible à partir d'unetriangulation géodésique de 
hoisir pour Wn le morphisme d'espa
esve
toriels qui 
onsiste à étendre f 2 RSn de manière a�ne sur 
haquegéodésique puis harmoniquement à l'intérieur de 
haque 
ellule. Laforme quadratique dis
rète obtenue est alors un lapla
ien si tous lesangles de la triangulation sont aigus. L'estimée de l'erreur sur les gra-dients ainsi que la borne uniforme sur les 
oe�
ients de la matri
ede �n sont quant à elles valables si tous les angles des triangulationssont 
ompris dans un intervalle du type [�; �2 ��℄, � ne dépendant pasde n. Y. Colin de Verdière et A. Marin [Cdv-Ma℄ ont prouvé que detelles suites de triangulations existent sur toute surfa
e riemannienne
ompa
te.� Si f est une fon
tion propre du lapla
ien dis
ret �n asso
iée à �k(�n),l'inégalité (2.6) permet de prouver que (f jf) est "�pro
he de RMWn(f)2,à partir d'un rang qui ne dépend que de k. L'idée d'introduire 
etteinégalité est due à une 
ommuni
ation orale de E. Aubry.Dans tout 
e 
hapitre, nous supposerons que (M; g) est une surfa
e rie-mannienne 
ompa
te, et que nous nous sommes donné une suite admissible



2.2. LA MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINIS 49de triangulations. Nous poseronsqt;n : f 2 RSn 7! qn(f) + �pn(Vt)f ��f�;qt : f 2 H1(M) 7! ZM�krfk2x + Vtf2(x)�dvg(x):Sous 
es hypothèses, nous obtenons la propriété suivante dont dé
oulerontles 
onvergen
es des spe
tres et des sous-espa
es propres dis
rets.Proposition 2.2.2 Soient deux réels K et � stri
tement positifs. Il existeun entier n0 dépendant de K et de � tel que pour tout entier n plus grandque n0, et toute fon
tion f de 
lasse C2 sur M, de norme L2 égale à 1 et denorme kfk2;1 � K,supt2[0;1℄ ����qt(f)� qt;n(pn(f))(pn(f)jpn(f)) ���� � �: (2.9)Dans le 
as où f 2 Wn(RSn ), le résultat subsiste en remplaçant l'hypothèsekfk2;1 � K par l'inégalité plus faible RM krfk20 � K.Démonstration : Dé
omposons le membre de gau
he de l'inégalité (2.9)de la façon suivante :qt(f)� qt;n(pn(f))(pn(f)jpn(f)) = 1(pn(f)jpn(f))hqt(f)�(pn(f)jpn(f))� 1� (2.10)+ Z krfk2 � qn�pn(f)�+ Z Vtf2 � �pn(Vtf)��pn(f)�i:Premier 
as : f est une fon
tion de 
lasse C2 surM. D'après les hypothèsessur f et l'admissibilité de notre suite de triangulations, il existe un entiern0(K) tel que qt(f) est majoré par une fon
tion de K, indépendamment det et j(pn(f)jpn(f))� 1j � � pour n � n0(K).Posons q(f) := RM jrf j2dvg. Alors,����ZM

rf

2 � qn�pn(f)����� = ��q(f)� q�Wn Æ pn(f)���= ��q(f)� 12 � �q�Wn Æ pn(f)�� 12 �� ��q(f)� 12 + �q�Wn Æ pn(f)�� 12 � :q(f) et q�Wn Æ pn(f)� sont deux quantités majorées par une fon
tion de K.De plus,�q(f)� 12 � �q�Wn Æ pn(f)�� 12 � �q�f �Wn Æ pn(f)�� 12 � �;



50 CHAPITRE 2. DISCRÉTISATIONpour n � n0(K) puisque la suite de triangulations est admissible.Pour majorer qt(f) � qt;n(pn(f))(pn(f)jpn(f)) par une fon
tion de � qui tend vers 0en 0, il reste à voir, d'après (2.10), que����Z Vtf2 � (pn(Vtf)jpn(f))���� � �: (2.11)Or, kVtfk2;1 est bornée par une quantité ne dépendant que de K. (2.11) estdon
 une 
onséquen
e du résultatLemme 2.2.3 � Si f et g sont deux fon
tions de 
lasse C2 sur M, denormes L2 égales à 1, telles que kfk2;1 et kgk2;1 � K, alors����Z fg � �pn(f)jpn(g)����� � � pour n � n0(K):� Si f et g sont deux fon
tions de Wn(RSn ),de norme L2 égale à 1,telles que RM jrf j2 et RM jrgj2 sont inférieures à K, alors l'inégalitépré
édente subsiste.Ce lemme est une 
onséquen
e immédiate de l'admissibilité de la suiteet de2Z fg � 2�pn(f)jpn(g)� = Z (f + g)2 � �pn(f + g)jpn(f + g)�� h Z f2 � �pn(f)jpn(f)�i� � Z g2 � �pn(g)jpn(g)�i:2Deuxième 
as : f = Wn Æ pn(f) 2Wn(RSn ). Alors par dé�nition de qn,ZM krfk2 � qn(pn(f)) = 0:Nous utilisons la 
ondition (2.6) de l'admissibilité :�����p(f jf)�sZMWn(f)2����� � 
npqn(f);pour voir que j(pn(f)jpn(f)) � 1j � � pour n � n0(K; �). La suite de ladémonstration est alors identique au 
as pré
édent. 22.2.2 Quelques lemmes utilesFixons dé�nitivement les notations suivantes :� At;n : RSn ! RSn est l'opérateur symétrique dé�ni par qt;n(:) =(At;n(:)j:). Son spe
tre sera noté�(At;n) = f�1;t;n < �2;t;n � ::: � ��n;t;nget ('k;t;n)1�k��n sera une base (non 
anonique) de fon
tions propres.



2.2. LA MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINIS 51� De même, nous noterons �(At) = (�k;t)k2N� et ('k;t)k2N� une base defon
tions propres de At.Nous nous servirons beau
oup par la suite du prin
ipe du min-max :Soit A un opérateur linéaire sur un espa
e de Hilbert �H; (:; :)�. Suppo-sons qu'il existe une base Hilbertienne de H de ve
teurs propres de A, quele spe
tre de A soit réel, minoré, et que 
haque valeur propre soit de dimen-sion �nie. Si nous rangeons le spe
tre par ordre 
roissant ��k�k�1, l'égalitésuivante est alors valable pour tout k supérieur à 1 :�k = mindimF=kmaxx2F �Ax; x�(x; x) :Lemme 2.2.4 Il existe deux 
onstantes C1 et C2 positives non nulles tellesque, pour tout réel t dans [0; 1℄ et tout entier n supérieur à 3,1. C1k � �k;t � C2k;8k 2 N�2. C1k � �k;t;n;8k 2 N�Démonstration :1. Puisque les potentiels Vt sont positifs,Z �g(')' � Z At(')' � Z �g(')' + �k'k20où � = supt2[0;1℄ kVtk1. Ainsi, pour tout entier k supérieur à 1 et toutréel t, d'après le prin
ipe du min-max,�k(�g) � �k;t � �k(�g) + �:L'équivalent �k(�g) � 2�V olg(M)ket le fait que inft2[0;1℄ �1(At) > 0 impliquent alors la première assertion.2. Puisque j�k;t;n � �k(�n)j � kV k1, il su�t de montrer l'inégalité�k(�n) � C1k. Si F est un sous-espa
e ve
toriel d'un espa
e de HilbertH et q une forme quadratique sur H, alors les valeurs propres de qjHsont inférieures ou égales à 
elles de qjF . En appliquant 
e résultat àH = H1(M); F = Wn(RSn ); et q = qn, nous avons pour tout k,�k(�g) � infK�RSn ;dimK=k supf2H qn(f)R (Wn(f))2 :Rappelons que la suite de triangulations étant admissible, l'inégalité(2.6) s'é
rit aussi C = supn2N supf2RSnnf0g (f jf)RMWn(f)2 > 0:



52 CHAPITRE 2. DISCRÉTISATIONAlors �k(�g) � C infK�RSn ;dimK=k supf2H qn(f)�f ��f�� C�k(�n);où �k(�n) = +1 si k > �n = ℄Sn. Don
 �k;t;n � C1kC .Remarque : La deuxième inégalité est importante pour la raison sui-vante : la méthode des éléments �nis, 
omme nous allons le voir, donne debonnes approximations des premières valeurs propres. Pour le déterminantdu lapla
ien, qui prend en 
ompte l'ensemble du spe
tre, et a fortiori les plusgrandes puisqu'on les multiplie entre elles, il semble raisonnable de s'assurerd'un 
ontr�le des plus grandes valeurs propres. C'est l'unique raison de laprésen
e de l'inégalité (2:5) : imposer une 
roissan
e su�samment rapide desvaleurs propres dis
rètes. Nous n'avons pas réussi à voir s'il était né
essairede l'imposer 
omme 
ondition dans la dé�nition de l'admissibilité, ou si elledé
oule des autres hypothèses.Nous aurons besoin du résultat suivant sur la 
ontinuité des opérateurspseudo-di�érentiels sur les variétés 
ompa
tes (voir par exemple [Sh℄) :Proposition 2.2.5 Soit A : C1(M)! C1(M) un opérateur pseudo-di�érentield'ordre p > 0 sur une variété 
ompa
te M.� Pour tout s 2 R, A s'étend par uniforme 
ontinuité en un opérateur
ontinu As : Hs(M)! Hs�p(M)� Si de plus A est elliptique, l'opérateur As 2 L(Hs(M);Hs�p(M)) vé-ri�e1. KerAs � C1(M), et KerAs ne dépend pas de s,2. (Inégalité de Garding) Il existe C = CA > 0 telle que pourtout f 2 Hp(M), kfkp � C(kfk0 + kAfk0) (2.12)2.2.3 Convergen
es des quantités dis
rètesLe spe
treProposition 2.2.6 Soit un entier k non nul et un réel � stri
tement positif.Il existe un rang n0 dépendant de k et de � tel que pour tout n supérieur àn0 supt2[0;1℄ ���k;t � �k;n;t�� � �:



2.2. LA MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINIS 53Nous aurons besoin du lemme suivant. Rappelons que pn : C0(M)! RSnest l'appli
ation restri
tion aux sommets de Sn.Lemme 2.2.7 Fixons t dans [0; 1℄, k un entier naturel, et �'i;t�1�i�k unefamille libre de ve
teurs propres asso
iés aux k premières valeurs propres deAt. Si Gk;t est l'espa
e ve
toriel engendré par 
es k ve
teurs, il existe unentier n0 dépendant de k tel que, pour tout n supérieur à n0,dim pn�Gk;t� = dimGk;t = k:Démonstration du lemme 2.2.7 : At = �g + Vt. �2g est un opérateurdi�érentiel elliptique d'ordre 4 ; il existe don
 d'après (2.12) une 
onstanteCg > 0 telle que, pour toute fon
tion f dans H4(M),kfk4 � Cg�kfk0 + k�2gfk0�:De plus, sur une surfa
e M, l'espa
e de Bana
h Hs(M) s'inje
te 
ompa
te-ment dans Cp(M) dès que s > p+ 1. En parti
ulier, H4(M) s'inje
te 
onti-nuement dans C2(M), et don
 quitte à augmenter Cg, pour toute fon
tion fdans C2(M), kfk2;1 � Cg�kfk0 + k�2gfk0�: (2.13)Soit alors ' une fon
tion propre de At asso
iée à une valeur propre �inférieure à �k;t, de norme égale à 1 dans L2(M; dvg). Alors,�2g' = �At � Vt�2' = A2t'� �VtAt'+At(Vt')�+ V 2t ':Or, At�Vt'� = (�Vt)'+ Vt(At') + 2�rVt;r'�:Nous avons don
�2g' = A2t'� 2Vt(At')� '�Vt � 2�rVt;r'�+ V 2t '= �2'� 2�Vt'� '(�Vt)� 2�rVt;r'�+ V 2t ': (2.14)Soit � une borne indépendante de t sur kVtk2;1. D'après (2.14), k�2g'k20 estdon
 bornée par une fon
tion ne dépendant que de � et �. Or, � � �k;t � C2kd'après le lemme 2.2.4. Grâ
e à l'inégalité (2.13), k'k2;1 est don
 bornée parune fon
tion de k, pour toute fon
tion propre ' d'un opérateur de la famille�At�t2[0;1℄ asso
iée à l'une de ses k premières valeurs propres. Il en est demême de tout f dans la boule unité de Gk;t pour la norme L2(M; dvg).D'où si pn : Gk;t ! RSn n'est pas inje
tive, il existe une fon
tion ' denorme L2 égale à 1 dans Gk;t telle que pn(') = 0, 
'est-à-dire ' est nulle en
haque sommet de Gn. Alors en tout point x de M, nous avons



54 CHAPITRE 2. DISCRÉTISATIONj'(x)j � diam (Tk;n)kr'k1;où Tk;n est une 2-
ellule de Gn qui 
ontient x. Or�n := supk diam (Tk;n)! 0;et 1 = ZM'2 = XTk ZTk '2(x)dx � (�nM)2:Ces deux estimations ne sont pas 
ompatibles.pn : Gk;t 7!Wn(RSn ) est don
 inje
tive pour n assez grand. 2Démonstration de proposition 2.2.6 :Soit t 2 [0; 1℄ et 't 2 Gk;t de norme 1. Dans la démonstration du lemme2.2.7, nous avons prouvé l'existen
e d'une 
onstante C = C(k) indépendantede t telle que k'tk2;1 � C:Ce
i va nous permettre d'appliquer la proposition 2:2:2. Soit un entier n0 =n0(k; �) tel que pour n plus grand que n0,����� qt;n�pn('t)��pn('t)jpn('t)� � qt�'t������ � �:Alors, pour n supérieur à n0,�k;n;t = infH�RSn ;dimH=k supf2H qt;n(f)(f jf)� supf2pn(Gk;t) qt;n(f)(f jf) = sup't2Gk;t qt;n�pn('t)��pn('t)jpn('t)�� sup't2Gk;t qt('t)k'tk20 + �� �k;t + �:Pour l'autre inégalité, rappelons que les valeurs propres d'une forme qua-dratique sont supérieures à 
elles de sa restri
tion à un sous-espa
e ve
toriel.Si on note �k;t;n les valeurs propres de f 2 RSn 7! qt(Wn(f)) sur RSn munidu produit s
alaire f 7! R Wn(f)2, on a �k;t � �k;t;n. Mais�k;t;n = infH�RSn ;dimH=k supf2H qt(Wn(f))R Wn(f)2� supf2Gk;n;t qt(Wn(f))R Wn(f)2 :



2.2. LA MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINIS 55où Gk;n;t = Ve
t ('1;n;t; : : : ; 'k;n;t), les 'i;n;t étant des fon
tions propres,normalisées pour le produit s
alaire (:j:), asso
iées aux k premières valeurspropres de An;t. Or, d'après l'inégalité,�k;n;t � �k;t + � pour n � n0et �k;t � C2k (voir le lemme 2.2.4), les énergies de Diri
hlet de 
es fon
tionsvéri�ent :ZM krWn('i;n;t)k20 = qt;n('i;n;t)� (Vt'i;n;tj'i;n;t)� �i;n;t + kVtk1 � �C2k + ��kVtk1:Elles sont majorées par une fon
tion de k, indépendamment des valeurs den et t. Nous pouvons don
 appliquer i
i aussi la proposition (2:2:2) : il existen0 = n0(k; �) tel que, pour toute fon
tion f dans Gk;n;t,qt(Wn(f))RMWn(f)2 � qt;n(f)(f jf) + �;et ainsi �k;t � �k;t;n � supf2Gk;n;t qt;n(f)(f jf) + �= �k;t;n + �: 2Nous regroupons dans un lemme deux estimations essentielles, portantsur des normes des fon
tions propres, qui sont apparues au 
ours de la dé-monstration de la proposition 2.2.6, et qui seront très utiles par la suite :Lemme 2.2.8 Soit k un entier positif. Il existe un réel K = K(k) tel que,pour tout entier n et tout réel t dans [0; 1℄,1. Pour toute fon
tion propre ' 2 L2(M) de norme 1 de At, asso
iée àl'une des k premières valeurs propres de 
et opérateur,

'

22;1 � K;2. Pour toute fon
tion propre ' 2 RSn de norme 1 de At;n, asso
iée àl'une des k premières valeurs propres de 
et opérateur,ZM krWn(')k2 dvg � K:Les fon
tions propres



56 CHAPITRE 2. DISCRÉTISATIONDans 
ette se
tion, nous ne prouverons qu'une 
onvergen
e simple desfon
tions propres dis
rètes vers les fon
tions propres 
ontinues. Nous �xonsdon
 t dans [0; 1℄, et a�n de simpli�er les notations, nous faisons les 
hoix dene plus faire apparaître les indi
es t dans les quantités que nous 
onsidérons,que 
e soit les opérateurs, les valeurs propres ou les fon
tions propres.Fixons un entier positif k tel que �k+1(A) 6= �k(A). Soit 5� un minorantde tous les sauts de valeurs propres dans la suite des k+1 premières valeurspropres de A, i.e :0 < 5� < min f�i+1(A)� �i(A)=i � k et �i+1(A) 6= �i(A)g :D'après la proposition 2.2.6, il existe un entier n0 = n0(k; �) tel que, pourtout n supérieur à n0 et tout i inférieur à k + 1,j�i � �i;nj � 2�:Ainsi pour un tel 
ouple d'entiers (i; n),dimker(A� �iI) = dim��i�2�<�<�i+2� ker(An � �I):Nous noterons alorsGi := ker(A� �iI)Gi;n := ��i�2�<�<�i+2� ker(An � �I):L'obje
tif est de prouver qu'à partir d'un 
ertain rang n1 dépendant dek et de �, il existe pour tout n supérieur à n1 une base orthonormée de Gi�� pro
he d'une base orthonormée de Gi;n. Nous prouvons pour 
ela quela proje
tion orthogonale sur Gi restreinte à Gi;n est ��pro
he de l'identité(
'est le lemme 2.2.10), puis nous 
onstruisons grâ
e à 
ette proje
tion uneisométrie de Gi;n dans Gi également ��pro
he de l'identité (lemme 2.2.11).Commençons par un lemme te
hnique :Lemme 2.2.9 Soit H un espa
e de Hilbert et A : H ! H un opérateurautoadjoint positif non borné à résolvante 
ompa
te. Soit ('k; �k)k2N unerésolution spe
trale de A, où (�k) est une suite 
roissante de réels positifs.Soient i; r 2 N� et supposons�i = ::: = �i+r�1 < �i+r � 5�:Soit x 2 H de norme 1, et posons q(x) := (Ax; x) = �i+�, où j�j < 2�.Alors, si on note p la proje
tion orthogonale sur V e
t('i; :::; 'i+r�1), et �la proje
tion orthogonale sur V e
t('1; : : : ; 'i�1),kp(x)� xk2 � ��i + j�j� � 1� k�(x)k2 + j�j�



2.2. LA MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINIS 57Démonstration : Nous noterons xk := (x; 'k).q(x) = �i + �() (�i + �) +1Xk=1 x2k = +1Xk=1 �kx2k:D'où Xk�i+r x2k � Xk�i+r �k � �i � ��i+r � �i � �x2k = Xk�i+r�1 �i � �k + ��i+r � �i � �x2k:Or �i+r � �i � � � 5�� � � 3�. Par 
onséquent,1� Xk�i+r�1x2k = Xk�i+r x2k� �i � �1 + j�j� Xk�i�1x2k + Xi�k�i+r�1 �i � �k + �� x2k� �i + j�j� k�(x)k2 + j�j� i+r�1Xk=i x2k:Et ainsi kx� p(x)k2 = 1� i+r�1Xk=i x2k� ��i + j�j� � 1� k�(x)k2 + j�j� : 2Lemme 2.2.10 Pour tout � stri
tement positif et inférieur à 1=2 et toutentier k, il existe un entier n1 = n1(�; k) tel que, pour tout entier n supérieurà n1, tout entier i inférieur à k et tout x dans Gi;n, kpi(x)� xk � �kxk; oùpi est la proje
tion orthogonale de L2(M) sur Gi.Démonstration : Nous pro
édons par ré
urren
e sur les espa
es Gi.� Montrons le lemme pour i = 1. D'après le théorème de Courant, lapremière valeur propre de A est simple et, le graphe Gn étant 
onnexe, lapremière valeur propre de An est également simple d'après le théorème dePerron-Frobenius (voir [Cdv1℄).Il existe n1 = n1(�) 2 N tel que, pour n � n1,(A'1;n; '1;n)k'1;nk2 = �1;n;où �1 < �1;n < �1 + (�2 � �1)�. En e�et, ��1;n�n2N 
onverge vers �1, et�����1;n � (A'1;n; '1;n)k'1;nk2 ���� = ����� (A'1;nj'1;n)�'1;nj'1;n� � (A'1;n; '1;n)k'1;nk2 ����� ���!n!1 0



58 CHAPITRE 2. DISCRÉTISATION(voir la démonstration de la proposition sur la 
onvergen
e du spe
tre).Choisissons une base orthonormée (fi)i2N� de ve
teurs propres de A. Sion pose alors x := '1;nk'1;nk =P+1i=1 xi;nfi, on voit que�1;n0�Xi�1 x2i;n1A =Xi�1 �ix2i;n) (�1;n � �1)x21;n =Xi�2(�i � �1)x2i;n) 1� x21;n =Xi�2 x2i;n � 1�2 � �1Xi�2(�i � �1)x2i;n � �1;n � �1�2 � �1) kx� x1;nf1k2 = kxk2 � kx1;nf1k2 = 1� x21;n � �;
e qui prouve le lemme pour G1, puisque x1;nf1 est le projeté orthogonal de'1;n sur G1, et dimG1 = dimG1;n = 1.� Supposons le lemme vrai pour tout les entiers j inférieurs à i, etmontrons-le pour i + 1. Les hypothèses sont les suivantes : nous 
hoisis-sons un entier n1 tel que pour n supérieur à n1, pour tout j � i et tout xdans Gj;n, kpj(x)� xk � �ikxk: (2.15)En parti
ulier, dès que �i < 1, les appli
ations linéaires pj : Gj;n ! Gj sontbije
tives et 


�pj : Gj;n ! Gj��1


 � 1 + 2�: (2.16)Prenons maintenant x dans Gi+1;n de norme L2 égale à 1, et soit � laproje
tion orthogonale sur G1 � : : :�Gi. Alors,k�(x)k2 = (�(x);�(x)) = (x;�(x))= (x;�(x) � y) + (x; y) � k�(x) � yk+ j(x; y)j;pour tout y dans L2(M). Prenons pour y l'unique ve
teur de �j�iGj;n quivéri�e �(x) = �(y). Alorsk�(x)� yk = k�(y)� yk:Mais, si yj est la j ième 
omposante de y dans la somme G1 � : : :�Gi,k�(y)� yk � iXj=1 k�(yk)� ykk � �;



2.2. LA MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINIS 59par hypothèse de ré
urren
e. De plus,kyk = 


�� : �j�iGj;n ! �j�iGj��1 Æ �(x)


� 


�� : �j�iGj;n ! �j�iGj��1


 � 1 + 2�;d'après (2.16). Don
 k�(x) � yk � �(1 + 2�) � 2�:En�n, x et y appartiennent à la somme dire
te des sous-espa
es propresasso
ies aux k premières valeurs propres de An. D'après le deuxième pointdu lemme 2.2.8, leur énergies de Diri
hlet sont bornées par une fon
tion dek, et don
 quitte à augmenter n1, pour n supérieur à n1, le lemme 2.2.3 nousdonne l'inégalité j(x; y) � (xjy)j � �:Comme (xjy) = 0, nous avonsk�(x)k2 � 2�+ � � 3�: (2.17)Les valeurs propres dis
rètes 
onvergent vers les valeurs propres 
ontinueset les énergies de Diri
hlet des fon
tions propres de An sont bornées par unefon
tion qui ne dépend que du numéro de la valeur propre asso
iée. Ces deuxarguments nous permettent pour la troisième fois de prouver que quitte àaugmenter n1, pour n supérieur à n1,j�i+1;n � (Ax; x)j =: j�j � ��: (2.18)En utilisant (2.17) et (2.18), nous pouvons appliquer le lemme 2.2.9 à x, enposant p := pi+1 :kpi+1(x)� xk2 � ��i+1 + j�j� � 1� k�(x)k2 + �� �3��i+1 + j�j� � 1�+ 1� �:Il existe don
 bien un entier n1 à partir duquel pour tout x dans Gi+1;n,kpi+1(x)� xk � �kxk: 2Lemme 2.2.11 Soient G1 et G2 deux sous-espa
es ve
toriels de même di-mension d'un Hilbert H, tels que si p1 : H ! G1 est la proje
tion orthogonale



60 CHAPITRE 2. DISCRÉTISATIONsur G1, on a pour tout x dans G2, kp1(x) � xk � �kxk, où � � 1=2. Sup-posons de plus qu'il existe sur G2 un produit s
alaire (:j:) pro
he du produithilbertien (:; :) induit par l'in
lusion G2 � H, i.e que pour tout x; y dans G2,��(x; y) � (xjy)�� � �2p(x; x)p(y; y):Alors il existe une isométrieU : �G2; (:j:)�! �G1; (:; :)�telle que pour tout x dans G2,kUx� xk � 23�kxk;où k:k est la norme du Hilbert H.Démonstration : Remarquons que p1 : G2 ! G1 est inje
tive don
 bije
tive.Nous restreindrons toujours p1 à G2, si bien que nous pourrons 
onsidérerl'opérateur p�11 : G2 ! G1.Il existe deux produits s
alaires (:; :) et (:j:) sur G2, don
 deux adjointsde p1 : G2 ! G1 :�p�1 : G1 ! G2� := �p1 : �G2; (:j:)�! �G1; (:; :)���; et�p2 : G1 ! G2� := �p1 : �G2; (:; :)�! �G1; (:; :)���:Il est fa
ile de se 
onvain
re que p2 est la restri
tion à G1 de la proje
-tion orthogonale de H sur G2. Pour tout élément x de G2, nous poseronskxk2 = (x; x) et jxj2 = (xjx). De même, nous noterons kpk la norme del'opérateur p induite par 
elle de H. Si en revan
he, l'espa
e de départ oul'espa
e d'arrivée de p est G2, et que l'on muni G2 de (:j:), nous noteronsjpj sa norme. Etablissons quelques inégalités élémentaires utiles pour 
ettedémonstration :1. kp�11 k � (1� �)�1 � 1 + 2� ;2. Pour tout y dans G1, kp2(y)�yk � kp�11 (y)�yk 
ar p2 est la proje
tionorthogonale sur G2, et don
kp2(y)� yk � �kp�11 kkyk � �(1 + 2�)kyk � 2�kyk:3. jp1j2 = supx2G2 (p1(x); p1(x))(xjx) � 11� �2 supx2G2 (p1(x); p1(x))(x; x) � 11� �2 :Don
 jp1j � 1 + 2�.



2.2. LA MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINIS 614. Pour tout y dans G1 et x dans G2, (p�1(y)jx) = (y; p1(x)) = (p2(y); x).Don
 (p�1(y)� p2(y); x) = ��(p�1(y); x)� (p�1(y)jx)��� �2kp�1(y)kkxk � �2(1 + �2)jp�1(y)jkxk� �2(1 + �2)jp1jkykkxk� �2(1 + �2)(1 + 2�)kykkxk� �2(1 + 3�)kykkxkAinsi, kp�1 � p2k = sup (p�1(y)� p2(y); x)kxkkyk � 4�2:5. Pour tout y dans G2,k(p�11 )�(y)� yk � k(p�11 )�kkp�1(y)� yk� �k(p�11 )�k��kp�1(y)� p2(y)k + kp2(y)� yk�� 3�k(p�11 )�kkyk � 3�(1 + 2�)kyk � 6�kyk:p�1 Æ p1 : G2; (:j:) ! G2; (:j:) est un opérateur symétrique dé�ni positif. Ilpossède don
 une unique ra
ine 
arrée symétrique dé�nie positive, que nousnoterons pp�1 Æ p1. Posons alorsU := (p�11 )� Æpp�1 Æ p1 : �G2; (:j:)� ! �G1; (:; :)�:U est unitaire :U�U = pp�1 Æ p1 Æ p�11 Æ (p�11 )� Æpp�1 Æ p1= pp�1 Æ p1 Æ (p�1 Æ p1)�1 Æpp�1 Æ p1 = IdG2 ;
ar (p�1 Æp1)�1 et pp�1 Æ p1 
ommutent. De même, UU� = IdG1 . U est en faitl'operateur unitaire qui apparaît dans la dé
omposition polaire de p1.Soit x dans G2. Remarquons queUx� x = h(p�11 )� �pp�1 Æ p1(x)��pp�1 Æ p1(x)i+pp�1 Æ p1(x)�x: (2.19)Or, pp�1 Æ p1(x)� x = (p�1 Æ p1 � IdG2) Æ �pp�1 Æ p1 + IdG2��1 (x):En e�et, �pp�1 Æ p1 + IdG2 : G2 ! G2� est inversible puisque toutes ses va-leurs propres sont stri
tement supérieures à 1.



62 CHAPITRE 2. DISCRÉTISATIONPar 
onséquent, si on pose y := �pp�1 Æ p1 + IdG2��1 (x) 2 G2 ,kpp�1 Æ p1(x)� xk = kp�1 Æ p1(y)� yk= k�p�1 � p2��p1(y)�+ p2�p1(y)� y�+ p2(y)� yk� 2�kp1(y)k + kp1(y)� yk+ kp2(y)� yk � 4�kyk� 5�



�pp�1 Æ p1 + Id��1



 kxk � 5�kxk; (2.20)puisque p�1 Æ p1 est une matri
e symétrique positive. De plus,


h(p�11 )� �pp�1 Æ p1(x)��pp�1 Æ p1(x)i


 � 6�kpp�1 Æ p1(x)k� 6�(1 + �)jpp�1 Æ p1(x)j� 6�(1 + �)jp1jkxk� 6�(1 + �)(1 + 2�)kxk� 18�kxk: (2.21)En�n, grâ
e à (2.19), (2.20) et (2.21), nous obtenonskUx� xk � 23�kxk: 2Nous en arrivons en�n à la proposition qui établit la 
onvergen
e desfon
tions propres. Nous rétablissons dorénavant les notations ave
 les indi
est.Proposition 2.2.12 Soient � un réel stri
tement positif, t un nombre 
om-pris entre 0 et 1, et k0 un réel. Il existe alors k � k0, un entier n1 = n1(�; t; k)et pour tout n supérieur à n1, deux familles orthonormées ('1;n;t; :::; 'k;n;t)et ('1;t; :::; 'k;t) de fon
tions propres respe
tivement de An;t et de At tellesque pour tout i � k 


'i;t �Wn�'i;n;t�


 � �;où k:k est la norme L2 de la variété.Démonstration : Soit k le plus petit entier supérieur à k0 tel que �k+1;t 6=�k;t. Comme au début de 
ette se
tion, �xons 5� un minorant de tous lessauts de valeurs propres dans la suite des k premières valeurs propres de At.D'après la proposition 2.2.6, il existe un entier n0 = n0(k; �; t) tel que pourtout n supérieur à n0 et tout i inférieur à k,j�i;t � �i;n;tj � 2�:Ainsi pour un tel 
ouple d'entiers (i; n),dimKer(At � �i;tI) = dim��i;t�2�<�<�i;t+2�Ker(An;t � �I):



2.2. LA MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINIS 63Nous noterons alorsGi;t := Ker(At � �i;tI)Gi;n;t := ��i;t�2�<�<�i;t+2�Ker(An;t � �I):D'après le lemme 2.2.10, il existe un entier n1 tel que pour tout n supé-rieur à n1, tout entier i inférieur à k et tout x dans Gi;n;t, kpi(x)�xk � �23kxk;où pi est la proje
tion orthogonale sur Gi;t.Or, dimGi;t = dimGi;n;t. Nous pouvons don
 utiliser le lemme 2.2.11pour montrer qu'il existe une isométrie Ui;n : Gi;n;t ! Gi;t telle que pourtout x dans Gi;n;t, kUx� xk � �kxk. Ainsi, il su�t pour 
on
lure de 
hoisirune base orthonormée ('i;n;t; : : : ; 'i+r;n;t) de Gi;n;t 
onstituée de fon
tionspropres de An;t et de poser'i+j;t := Ui;n('i+j;n;t); pour tout 0 � j � r:Les résolvantesDans 
ette partie, t sera un réel �xé dans [0; 1℄. Nous n'aurons besoindans la suite que de la 
onvergen
e forte des inverses des opérateurs deS
hrödinger dis
rets, mais ave
 peu d'e�orts, on obtient la 
onvergen
e desrésolvantes uniformément pour z dans un 
ompa
t 
onvenablement 
hoisi,aussi donnons-nous la démonstration générale. Ce résultat a pour 
orollaire la
onvergen
e simple en t des opérateurs f(At;n) vers f(At), pour des fon
tionsf holomorphes qui ne 
roissent pas trop vite à l'in�ni.Nous identi�erons systématiquement les deux opérateurs suivantsAt;n : RSn ! RSn etWn ÆAt;n Æ pn : C0(M) ! H1(M);
'est-à-dire que nous noterons At;n le deuxième.Proposition 2.2.13 Soit �n la proje
tion orthogonale sur Wn(RSn ) et 'une fon
tion L2 sur M. Alorssupz2K 


�At � z��1(')� �At;n � z��1 Æ�n(')


0 ���!n!1 0;où K est un 
ompa
t de
�;n0 = �z 2 C =d�z; �(At)� > �; d�z; �(At;n� > �;8n � n0	 :Démonstration : Soit � un réel stri
tement positif. Fixons k0 = k0(K) 2 Ntel que Xj�k0 1j�j;n;t � zj2 � �;



64 CHAPITRE 2. DISCRÉTISATIONainsi que Xj�k0 1j�k;t � zj2 � �;pour tout z dans K et tout entier n 2 N (
e
i est rendu possible par lesminorations du lemme 2.2.4).� Commençons par �xer une fon
tion ' de 
lasse C2 sur M, et montronsla 
onvergen
e simple suivante :supz2K 


�At � z��1(') � �At;n � z��1 Æ �n(')


0 ���!n!1 0:D'après les propositions 2.2.6 et 2.2.12, il existe un entier k supérieur à k0,un rang n1 2 N et deux familles orthonormées ('1;t; :::; 'k;t) et ('1;n;t; :::; 'k;n;t)de fon
tions propres asso
iées aux k premières valeurs propres respe
tivementde At et de An;t tels que, pour tout n supérieur à n1,� j�j;n;t � �j;tj � �; pour tout entier j � k;� k'j;n;t � 'j;tk � �; pour tout entier j � k:Nous 
omplétons la famille ('1;t; :::; 'k;t) en une base orthonormée ('j;t)j2N�de L2(M) de fon
tions propres de At, et la famille ('1;n;t; :::; 'k;n;t) en unebase orthonormée ('j;n;t)1�j��n de RSn de fon
tions propres de An;t. Alors,quelque soit ' 2 L2 de norme 1,(At � z)�1(') = +1Xj=1 ('j;t; ')�j;t � z 'j;t;(An;t � z)�1 Æ �n(') = �nXj=1 ('j;n;tj�n('))�j;n;t � z 'j;n;t:Les produits s
alaires dans 
es deux sommes di�èrent : (:; :) est le produitHilbertien de L2(M; dvg) et (:j:) est le produit s
alaire sur RSn .D'où si (I) := 





Xj�k ('j;t; ')�j;t � z 'j;t � ('j;n;tj�n('))�j;n;t � z 'j;n;t





 ;alors 


 �(At � z)�1 � (An;t � z)�1 Æ�n� (')


 � (I) + 2�:Or, (I) � Xj�k ����('j;t; ')�j;t � z ���� k'j;t � 'j;n;tk+ ����('j;t; ')�j;t � z � ('j;n;tj�n('))�j;n;t � z ����� Xj�k �� + ����('j;t; ')�j;t � z � ('j;n;tj�n('))�j;n;t � z ���� : (2.22)



2.2. LA MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINIS 65Grâ
e à la 
ontinuité uniforme de g : (x; y) 2 [�1; 1℄�K 7! xy , la majorationpar une fon
tion de � qui admet 0 pour limite en 0 de la deuxième quantitéde (2.22) dé
oule de1. j�j;t � z � (�j;n;t � z)j � � pour tout j plus petit que k,2. j('j;t; ') � ('j;n;tj�n('))j � � pour tout n plus grand qu'un entiern1 � n0 dépendant d'un majorant de k'k2;1. Cette dernière égalités'obtient en é
rivant�'j;t; '�� �'j;n;tj�n(')� = �'j;t � 'j;n;t; '�+ �'j;n;t; '��n(')�+ �'j;n;t;�n(')�� �'j;n;tj�n(')�;où ���'j;t � 'j;n;t; '��� � k'j;t � 'j;n;tk � �:�n est la proje
tion orthogonale sur Wn(RSn ) pour la norme L2, don
k' ��n(')k0 � k'�Wn Æ pn(')k0:De plus, H1 s'inje
te 
ontinuement dans L2, 
e qui est équivalent àl'existen
e d'une 
onstante Cg stri
tement positive telle que kfk0 �Cgkfk1 pour toute fon
tion f dans H1. Ainsi,k'��n(')k0 � Cgk'�Wn Æ pn(')k1 � Cg�;pour n � n0(K; �) 
ar la suite est admissible. D'où���'j;n;t; '��n(')��� � k'��n(')k � Cg�: (2.23)En�n, l'inégalité���'j;n;t;�n(')�� �'j;n;tj�n(')��� � � (2.24)est une appli
ation du lemme 2.2.3.� Soit maintenant ' une fon
tion L2 surM et � un réel stri
tement positif.Il existe une fon
tion '� de 
lasse C2 surM telle que k'�'�k0 � �. De plus,d'après le point pré
édent, il existe un entier n1 tel que, pour tout n � n1,


�At � z��1('�)� �At;n � z��1 Æ �n('�)


0 � �:Alors, pour tout z 2 
�;n0 et tout n � n1, si l'on poseM := 


�At � z��1(')� �At;n � z��1 Æ�n(')


0 ;



66 CHAPITRE 2. DISCRÉTISATIONnous avons les inégalités suivantes :M � 


h�At � z��1 � �At;n � z��1 Æ�ni �'��


+ 


h�At � z��1 � �At;n � z��1 Æ�ni �'� '��


0� �+ 2CKk'� '�k;où C2K = supz2K�


�At � z��1


20;0 ;


�At;n � z��1 Æ �n


20;0�= supz2K8<:Xj2N 1j�j;t � zj2 ; �nXj=1 1j�j;n;t � zj29=; : 2Les dérivées se
ondes du logarithme du déterminantRappelons la dé�nition des opérateurs suivantsV : ' 2 L2(M) 7! V ' 2 L2(M);Vn : ' 2 RSn 7! V ' 2 RSn :Fixons une norme k:ks sur 
haque espa
e de Sobolev Hs, et notons k:ks;tles normes qu'elles induisent sur l'espa
e des opérateurs linéaires 
ontinus deHs dans Ht.Lemme 2.2.14 Pour tout réel t dans [0; 1℄,1. l'opérateur At Æ V Æ A�1t : C1(M) ! C1(M) s'étend en un endomor-phisme 
ontinu de L2(M) = H0(M) dont la norme est majorée par une
onstante C3 indépendante de t.2. La norme induite de l'opérateur At;n Æ Vn Æ A�1t;n agissant sur l'espa
eeu
lidien �RSn ; (:j:)�, est majorée par une 
onstante C3 indépendantede t et de n.Démonstration : � Un opérateur pseudo-di�érentiel P d'ordre p sur unevariété 
ompa
te M induit une appli
ation linéaire 
ontinue pour tout s 2 RP : Hs+p �! Hs:At ÆV ÆA�1t est un opérateur pseudo-di�érentiel d'ordre 0, il induit don
 unopérateur 
ontinu sur L2(M). Il se 
ompose de trois opérateurs 
ontinus :A�1t : H0 �! H2;V : H2 �! H2;At : H2 �! H0:



2.2. LA MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINIS 67Ainsi kAt Æ V Æ A�1t k0;0 � kA�1t k0;2kVk2;2kAtk2;0:Il su�t de montrer que kA�1t k0;2 et kAtk2;0 sont majorées indépendammentde t. Si � est le lapla
ien dé�ni par At = �+ Vt,kA�1t k0;2 = k(� + 1)�1 Æ (� + 1) Æ A�1t k0;2 � k(� + 1)�1k0;2k(� + 1) Æ A�1t k0;0:Or, si Pt est l'opérateur multipli
ation par la fon
tion Vt � 1,k(� + 1) ÆA�1t k0;0 = k Id + Pt Æ A�1t k0;0� 1 + kPt Æ A�1t k0;0� 1 + � supt2[0;1℄ kVt � 1k1�kA�1t k0;0� 1 + � supt2[0;1℄ kVt � 1k1��où � = inft2[0;1℄ �1;t > 0, d'après le théorème de Courant et le fait queles valeurs propres sont des fon
tions 
ontinues de t sur [0; 1℄. En e�et,kA�1t k0;0 = 1�1;t .Pour kAtk2;0, la démonstration est identique.� Le deuxième point du lemme 2.2.14 est une 
onséquen
e du résultatsuivant :Lemme 2.2.15 Soit R� muni du produit s
alaire 
anonique, dont nous no-terons k:k la norme asso
iée. Soit A une matri
e symétrique dé�nie positivedont les 
oe�
ients diagonaux sont stri
tement positifs et les 
oe�
ients nondiagonaux sont négatifs ou nuls, et V une matri
e diagonale. Alors, si l'onnote 

:

 : B 2 End(R�) 7! maxx2R� kBxkkxk ; et

:

1 : B 2 End(R�) 7! max1�i;j�� jBi;j j;(où les Bi;j sont les 
oe�
ients de la matri
e B), nous avons :

A Æ V Æ A�1

 � 

V 

1h2

A

1

A�1

+ 1i:En e�et, dans le 
as qui nous intéresse, 

A�1t;n

 = 1�1;t est majorée uniformé-ment, les hypothéses sur la négativité des 
oe�
ients de An;t sont véri�éesgrâ
e au fait que 
'est un opérateur de S
hrödinger, et

An;t

1 � max1�i;j��nfj�nji;jg+ kVtk1



68 CHAPITRE 2. DISCRÉTISATIONest également majoré uniformément d'après l'hypothèse 3: de l'admissibilitéde notre suite de triangulations.Reste que nous n'utilisons a priori pas le produit s
alaire 
anonique ; maisgrâ
e à l'estimée (2.4), pour tout x dans R�n ,C�10�n g
an(x; x) � (xjx) � C0�n g
an(x; x);où g
an est la métrique 
anonique sur R�n . Ainsi, la norme induite par (:j:) surl'ensemble des endomorphismes de RSn est minorée par C�20 k:k
an et majoréepar C20k:k
an, où C0 est indépendante de n.Démonstration du lemme 2.2.15 : Commençons par montrer que A�1 estune matri
e à 
oe�
ients positifs, 
e dont nous aurons besoin dans la suite.Soit � > 

A

1,e�tA = et(�A+�I�)e�t�I� = e�t�Xn�0 [t(�A+ �I�)℄nn!est don
 une matri
e à 
oe�
ients positifs. De plus, puisque A est dé�niepositive, A�1 = Z +10 e�tAdt;et A�1 est don
 également à 
oe�
ients stri
tement positifs.Si B = [bij ℄i;j , nous noterons jBj la matri
e �jbij j�i;j .

B

2 = maxx2R� P�i=1 �P�j=1 bijxj�2P�j=1 x2j� maxx2R� P�i=1 �P�j=1 jbij j:jxj j�2P�j=1 x2j� max(xj)j2(R+)� P�i=1 �P�j=1 jbij j:xj�2P�j=1 x2j� maxx2R� P�i=1 �P�j=1 jbij jxj�2P�j=1 x2j= 

jBj

2:On montrerait de même que si B et C �B sont deux matri
es à 
oe�
ientstous positifs, alors 

B

 � 

C

.



2.2. LA MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINIS 69Posons A = [aij℄, A�1 = [bij ℄, V = Diag(V1; : : : ; V�) et C = [
ij ℄ =A:V:A�1. Alors, pour tout (i; j) 2 �R��2,j
ij j = �Xk=1 aikV (k)bkj � �Xk=1 jaikV (k)bkj j;
e qui, grâ
e à 
e que l'on a supposé sur les 
oe�
ients de A et démontrésur 
eux de A�1, induitj
ij j � � �Xk 6=i aikjV (k)jbkj + aiijV (i)jbij� 

V 

124� �Xk 6=i aikbkj + aiibij35� 

V 

1 [2aiibij � Æij ℄ 
ar �Xk=1 aikbkj = Æij� 

V 

1 �2

A

1A�1 + I��ij :D'où, 

A:V:A�1

 � 

jCj

 � 

V 

1 �2

A

1

A�1

+ 1� :Ce qui a
hève la démonstration du lemme 2.2.15 et don
 du lemme 2.2.14.2Proposition 2.2.16 supt2[0;1℄ jf 00n(t)� f 00(t)j ���!n!1 0:Démonstration : D'après le lemme 1.4.1,f 00(t) = �Tra
e �V Æ A�1t Æ V ÆA�1t �= � 1Xj=1 �V Æ A�1t Æ V ÆA�1t ('j;t); 'j;t� ; etf 00n(t) = �Tra
e �Vn Æ A�1t;n Æ Vn Æ A�1t;n�= � �nXj=1 �Vn Æ A�1t;n Æ Vn Æ A�1t;n('j;n;t)j'j;n;t� :� Nous allons prouver la 
onvergen
e simple en t. Fixons don
 t dans[0; 1℄ et � un réel stri
tement positif. Il existe un entier k0 tel queXj�k0 C3kV k1C21j2 � �;



70 CHAPITRE 2. DISCRÉTISATIONoù C3 et C1 sont deux 
onstantes dont l'existen
e nous est donnée respe
ti-vement par les lemmes 2.2.14 et 2.2.4. Soit alors k � k0,������ 1Xj=k �V Æ A�1t Æ V Æ A�1t ('j;t); 'j;t������� = ������Xj�k R V Æ A�1t Æ V('j;t)'j;t�j;t ������= ������Xj�k R V Æ A�1t Æ V('j;t)At('j;t)�2j;t ������= ������Xj�k R At Æ V Æ A�1t (V 'j;t)'j;t�2j;t ������� Xj�k0 kV k1kAt Æ V ÆA�1t k0;0�2j;t� Xj�k0 C3kV k1C21j2 � �: (2.25)On obtient de même�nXj=k �Vn Æ A�1t;n Æ Vn Æ A�1t;n('j;n;t)j'j;n;t� � �: (2.26)Il existe, d'après les propositions 2.2.12 et 2.2.6, un réel k � k0, unentier n1 = n1(�; t; k0) tels que 8n � n1, il existe des bases orthonorméesde ve
teurs propres asso
iées aux k premières valeurs propres de At et An;t,telles que 

'j;t�Wn('j;n;t)

 � � et j�j;t��j;n;tj � �, pour tout j � k. Ainsi,jf 00n(t)� f 00(t)j � (2:25) + (2:26) + kXj=1 ����V ÆA�1t Æ V Æ A�1t ('j;t); 'j;t�� �Vn ÆA�1t;n Æ Vn Æ A�1t;n('j;n;t)j'j;n;t����� 2�+ kXj=1 ��� (A�1t (V 'j;t); V 'j;t)�j;t � (A�1t;n(V 'j;t;n)jV 'j;t;n)�j;t;n ���: (2.27)Nous noterons systématiquement dans la suite de 
ette démonstrationk:k la norme sur Wn(RSn ) issue de (:j:), et k:k0 la norme hilbertienne deL2(M).Posons 0 < m�1 = minn�n1f�1;t; �1;n;tg. Alors kA�1t k0;0 � m et kA�1t;nk �m. A nouveau, grâ
e à la 
ontinuité uniforme de la fon
tion(x; y) 2 [�mkV k21;mkV k21℄� [m�1; C2k℄ 7! xy ;



2.2. LA MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINIS 71il su�t de montrer dans la somme (2.27) respe
tivement la proximité desnumérateurs et des dénominateurs. Pour les dénominateurs, ça ne pose au
unproblème. Pour les numérateurs, nous dé
omposons la di�éren
e��(A�1t (V 'j;t); V 'j;t)� (A�1t;n(V 'j;t;n)jV 'j;t;n)�� � (I)+(II)+(III)+(IV )+(V );où(I) = ����A�1t;n(V 'j;n;t)j�n(V 'j;t)� V 'j;n;t���� ;(II) = ����A�1t;n(V 'j;n;t ��n(V 'j;t))j�n(V 'j;t)���� ;(III) = ����A�1t;n Æ�n(V 'j;t)j�n(V 'j;t)�� �A�1t;n Æ �n(V 'j;t);�n(V 'j;t)���� ;(IV ) = �����A�1t;n Æ �n �A�1t �(V 'j;t);�n(V 'j;t)���� ;(V ) = ����A�1t (V 'j;t); V 'j;t ��n(V 'j;t)���� :Alors (I) � kA�1t;n(V 'j;n;t)k:k�n(V 'j;t)� V 'j;n;tk:Puisque les énergies de Diri
hlet des fon
tions f�n(V 'j;t) et V 'j;n;t; n 2N; t 2 [0; 1℄g sont uniformément bornées, nous pouvons, quitte à augmentern1, supposer grâ
e au lemme 2.2.3, quek�n(V 'j;t)� V 'j;n;tk � (1 + �)k�n(V 'j;t)�Wn�V 'j;n;t�k0:Don
,(I) � mkV k1k�n(V 'j;t)�Wn(V 'j;n;t)k0(1 + �)� mkV k1kV 'j;t �Wn(V 'j;n;t)k0(1 + �)� mkV k1 [kV 'j;t � VWn('j;n;t)k0 + kVWn('j;n;t)�Wn(V 'j;n;t)k0℄ (1 + �)� mkV k1 [kV k1�+ kV Wn('j;n;t)�Wn(V 'j;n;t)k0℄ (1 + �):Or, il est fa
ile de se 
onvain
re, en dé
omposantWn(V 'j;n;t) et VWn('j;n;t)sur 
haque 2�
ellule Tp;n de la triangulation que

VWn('j;n;t)�Wn(V 'j;n;t)

0 � V olg(M)kV k1maxp �diam(Tp;n)�k'j;n;tk1:L'admissibilité de la suite nous assure alors que maxp �diam(Tp;n)� tend vers0 quand n tend vers l'in�ni, et un résultat 
lassique de théorie spe
trale(voir le livre de Gilkey [Gil℄) dit que la norme in�ni d'une fon
tion propreasso
iée à la jième valeur propre de At est majorée par une fon
tion de j. Ilen est de même pour At;n puisque les fon
tions propres dis
rètes 
onvergentuniformément vers leurs analogues 
ontinus.



72 CHAPITRE 2. DISCRÉTISATIONDe même,(II) � mk�n(V 'j;t)� V 'j;n;tk:kV 'j;tk� mk�n(V 'j;t)�Wn(V 'j;n;t)k0:kV 'j;tk0(1 + �)2� mkV k1k�n(V 'j;t)�Wn(V 'j;n;t)k0(1 + �)2� mkvk1(kV k1 + 1)�(1 + �)2:De plus, (V ) � mkV k1kV 'j;t ��n(V 'j;t)k:Pour (V), on 
on
lut grâ
e à l'admissibilité de la suite :kV 'j;t ��n(V 'j;t)k0 � kV 'j;t �Wn Æ pn(V 'j;t)k0� CgkV 'j;t �Wn Æ pn(V 'j;t)k1;Cg étant la 
onstante provenant de la 
ontinuité de l'in
lusion H1 � H0.Pour (IV), 
ela provient de la 
onvergen
e forte des résolvantes dis
rètes,don
 des inverses dis
rètes.Pour (III), d'après le lemme (2.2.3), il su�t de prouver que �n(V 'j;t) etA�1t;n Æ �n(V 'j;t) ont des énergies de Diri
hlet bornées par une fon
tion dé-pendant de k. Posons  n := A�1t;n Æ �n(V 'j;t). Alors�n n + Vt n = At;n n = �n(V 'j;t);
e qui impliqueZM jr nj20 = (�n nj n) = (�n(V 'j;t)j n)� (Vt nj n)� �k�n(V 'j;t)k20 + kVtk1k nk�k nk:Or, k nk0 � mk�n(V 'j;t)k0 � mkV k1k'j;tk0 est bornée par une fon
tionde k. En�n, �n(V 'j;t) 
onverge pour la norme H1 vers V 'j;t, son énergiede Diri
hlet est don
 aussi bornée par une fon
tion de k.Ainsi, pour tout réel � > 0, et tout élément t de [0; 1℄, il existe un rangn1(t; �) tel que, pour tout entier n supérieur à n1,��f 00n(t)� f 00(t)�� � �:� Prouvons en�n la 
onvergen
e uniforme. Les fon
tions f 00n et f 00 sont enfait holomorphes sur un voisinage U , d'adhéren
e 
ompa
te, de [0; 1℄ dansC . Nous avons besoin du lemme suivant :



2.2. LA MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINIS 73Lemme 2.2.17 Il existe une 
onstante C telle que pour tout entier n positif,supt2U jf 00n(t)j � C:Nous di�érons la démonstration de 
e lemme a�n d'a
hever 
elle de la pro-position 2.2.16. 2�f 00n�n2N est don
 une suite bornée de fon
tions holomorphes sur U .D'après le théorème de Montel, 
ette suite est relativement 
ompa
te dansl'ensemble des fon
tions holomorphes sur U muni de la 
onvergen
e uni-forme sur tout 
ompa
t de U . Or, 
ette suite ne possède qu'une seule valeurd'adhéren
e. En e�et, sif 00'(n) ���!n!1 g et f 00 (n) ���!n!1 h;(où '; : N ! N sont des fon
tions stri
tement 
roissantes) g et h sont desfon
tions holomorphes sur U qui 
oïn
ident sur [0; 1℄ puisque f 00n 
onvergesimplement vers f 00 sur 
e 
ompa
t. L'intervalle [0; 1℄ possédant au moinsun point d'a

umulation, g et h 
oïn
ident sur U . En�n, toute suite in
lusedans un 
ompa
t qui ne possède qu'une seule valeur d'adhéren
e est unesuite 
onvergente, don
 (f 00n)n2N 
onverge uniformément sur tout 
ompa
tvers f 00. En parti
ulier, supt2[0;1℄ ��f 00n � f 00�� ���!n!1 0;
e qui a
hève la démonstration de la proposition 2.2.16 et don
 
elle duthéorème 0.0.3. 2La démonstration du lemme 2.2.17 dans le 
as où t est réel est une simple
onséquen
e de f 00n = �Tra
e �Vn Æ A�1t;n Æ Vn Æ A�1t;n� et du fait que Vn et A�1t;nsont des matri
es à 
oe�
ients positifs ou nuls. Dans le 
as où t est 
om-plexe, nous allons utiliser la norme tra
e. Commençons par énon
er quelquesrésultats à propos de 
ette norme dont les démonstrations �gurent dans lelivre de Barry Simon [Si℄.Soit H un espa
e de Hilbert 
omplexe, que nous supposerons de dimen-sion �nie � puisque 
'est le seul 
adre qui nous sera utile.SoitM un endomorphisme de H, etM� son adjoint. M�M est un opéra-teur positif et il existe un unique endomorphisme positif sur H, noté pM�M ,dont le 
arré est égal à M�M . Nous posons alors��M �� := pM�M:Il existe de plus une suite�1(M) � �2(M) � : : : � ��(M) � 0



74 CHAPITRE 2. DISCRÉTISATIONet deux bases orthonormées �'k�1�k�� et � k�1�k�� telles queM = �Xk=1�k(M)�:j'k� k:La famille ��k(M)�1�k�� est en fait la suite des valeurs propres de jM jrangées par ordre dé
roissant. Elles sont appelées valeurs singulières de M .Il est alors fa
ile de voir que si M et N sont deux endomorphismes de H,1. ��Tra
e(M)�� � Tra
e��M �� ;2. �k(M�1) = ��k(M)��1 si M est inversible ;3. �k(M) = maxdimG=kminx2G kMxkkxk ; (2.28)en appliquant le prin
ipe du min-max àM�M et en utilisant ��k(M)�2 =���k(M�M) ;4. �k(MN) � kMk�k(N) (2.29)où kMk est la norme induite sur les endomorphismes deH par la normeHilbertienne de 
et espa
e. (2.29) implique en parti
ulier��Tra
e(MN)�� � kMkTra
e��N ��:Il existe en�n une inégalité entre les valeurs singulières de deux endomor-phismes et de leur produit (voir le théorème 1:15 page 12 de [Si℄) :�Xk=1�k�MN� � �Xk=1 �k�M��k�N�: (2.30)Démonstration du lemme 2.2.17 :jf 00n(t)j = ��Tra
e �Vn Æ A�1t;n Æ Vn Æ A�1t;n���� Tra
e ���Vn Æ A�1t;n Æ Vn Æ A�1t;n���� kV k1Tra
e ���A�1t;n Æ Vn ÆA�1t;n��� ;puisque kVnk = kV k1. Or,



2.3. LES TORES PLATS 75
Tra
e ���A�1t;n Æ Vn Æ A�1t;n��� = �nXk=1 �k�A�1t;n Æ Vn ÆA�1t;n�� �nXk=1 �k�A�1t;n��k�Vn ÆA�1t;n� (2.31)� �nXk=1 �k�A�1n;t�2kV k1: (2.32)(2.31) provient de (2.30), et (2.32) est une 
onséquen
e de (2.29).En�n, puisque �k�A�1t;n�2 = �k�At;n��2,f 00n(t) � kV k21 �nXk=1� 1�k(An;t)�2 :Nous nous aidons alors de (2.28) pour obtenir�k(An;t) = �k(�n + Vt) � �k(�n)� kVtk1:Comme de plus pour tout entier k 
ompris entre 1 et �n,�k(�n) = ��n�k(�n) � C1(�n � k);nous pouvons �nalement é
rire��f 00n(t)�� � kV k21 +1Xk=1� 1C1k � inft2[0;1℄ kVtk1�2 < +1: 22.3 Les tores platsPour prouver la 
onvergen
e uniforme de la suite (f 0n), et don
 le théo-rème 1, il su�t maintenant de montrer que f 0n(0) ���!n!1 f 0(0). Nous suppose-rons dorénavant que V0 est une 
onstante. Par rapport aux dérivées se
ondes,la di�
ulté i
i est que nous ne disposons pas d'une expression expli
ite def 0(0) = ddt lndet�At. Cette quantité est a priori dé�nie via le prolongementd'une fon
tion � généralisée. Aussi n'avons-nous pas pu prouver en toute gé-néralité 
ette 
onvergen
e. Nous nous restreindrons dans la se
tion 2.3 auxtores plats, dont nous avons d'une part pu montrer dans (1.26) queddt jt=0 ln det���g + V0 + tV � = 0;



76 CHAPITRE 2. DISCRÉTISATIONet surtout sur lesquelles nous allons exhiber des suites admissibles de trian-gulations dont les lapla
iens se diagonalisent fa
ilement. L'estimation de� ddt jt=0 ln det ��n + V0 + tV ��n2Ndevient alors aisée.Dans la suite, nous identi�erons sans le pré
iser notre tore plat (M; g) àR2=�, où � = Z� Zr:ei�, où (�; r) seront 
hoisis dans [�2 ; �3 ℄ � [1;+1[, 
equi est toujours possible à une isométrie et une homothétie près.2.3.1 Une triangulationNous dé�nissons une suite de graphes (Gn)n�3, qui s'identi�ent 
anoni-quement à des triangulations de M, et nous montrons qu'elle est admissibleau sens dé�ni dans le paragraphe pré
édent.
Graphe : (�gure 2.1) Ajoutons au graphe 1n� dé�ni 
i-dessus les arêtesreliant les sommets de 
oordonnées (i; j) à (i + 1; j � 1) dans la base( 1n~i; 1n ~u�) (où (~i;~j) est une base orthonormée de R2 , et ~u� = 
os �~i +sin �~j), et 
e pour tout 
ouple (i; j) 2 Z2. Si on note 
e graphe �0n,nous posons Gn := �0n=�:Plongement : Cette 
onstru
tion fournit une appli
ation linéaire inje
tive
anonique jn : Gn ,! R2=�où les arêtes de Gn s'identi�ent à des segments de R2=�, et les fa
es àdes triangles eu
lidiens isométriques deux à deux. Nous noterons RSnl'ensemble ff : Sn 7! Rg. Cet espa
e ve
toriel s'inje
te 
anoniquementdans L2(M) par l'appli
ation de Whitney :Wn : RSn �! H1(M) ,! L2(M)qui 
onsiste à prolonger f 2 RSn en une fon
tion a�ne sur 
haquetriangle (Wn est en fait à valeurs dans H 32��).
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Fig. 2.1 � Triangulation G5Produit s
alaire : Nous dé�nissons un produit s
alaire sur RSn par(f; g) 2 (RSn )2 7! (f jg) := r sin �n2 Xv2Sn f(v)g(v):Cette norme rend orthogonale la base 
anonique de RSn , et nous per-mettra le 
al
ul expli
ite du spe
tre des lapla
iens.Energie de Diri
hlet : Wn(RSn ) étant in
lus dans H1, nous prendrons larestri
tion à Wn(RSn ) de l'énergie de Diri
hlet donnée par la métriqueg sur M. Ainsi, nous asso
ions à tout opérateur de S
hrödinger A =�g + V sur M la forme quadratique sur RSnqn : f 2 RSn 7! ZM g℄(dWn(f); dWn(f))jxdvg(x) + �pn(V )f jpn(f)�:



78 CHAPITRE 2. DISCRÉTISATION2.3.2 Admissibilité PréliminairesLemme 2.3.1 Soit T le triangle du plan muni d'une base orthonormée, dontles a�xes des sommets sont 0; 1; rei�, pour r � 1 et � 2 [�3 ; �2 ℄. Soit aussif la restri
tion à T d'une fontion de 
lasse C2(U;R), où U est un ouvertdu plan 
ontenant T , nulle en 
ha
un des sommets du bord. Si on note � lediamètre de T , � son aire et M une borne sur la norme L1 des dérivéespartielles se
ondes de f , nous avons les estimations suivantes :1. jZT f2(x)dxj � ��2krfk21;2. ZT krfk2(x)dx � ��2M2sin2 �2 :Démonstration : Nous identi�erons tout point du plan ave
 son a�xe, etnous noterons �f�x1 et �f�x2 les dérivées partielles de f dans les deux dire
tionsdu repère.(1) : Pour tout point x de T; jf(x)j � krfk1�, et don
 RT f2(x)dx ���2jjrfk21.(2) : Il existe un point t 2℄0; 1[� T tel que f(1)� f(0) = rf(t):~i = �f�x1 (t) =0. Ce
i implique que, pour tout point N du plan,���� �f�x1 (N)���� � �



r ��xf



1 � �M:On montre de même que ��rf(N):~u��� � �M , et ainsi��� �f�x2 (N)��� = 1sin � ����rf:~u� � �f�x1 
os ������ Msin � [�+ � 
os �℄� �Mtan �2 :Par 
onséquent, � �f�x1�2 +� �f�x2�2 � �2M2sin2 �2 : (2.33)2



2.3. LES TORES PLATS 79Estimations des énergiesNous allons montrer que la fon
tion Wn Æ pn(f) est pro
he en normeH1 de f , et nous allons estimer la di�éren
e entre les normes de 
es deuxfon
tions. Rappelons que WnÆpn(f) est la fon
tion de Wn(RSn ) qui 
oïn
ideave
 f sur les sommets du graphe Gn et que l'on étend de manière a�ne surl'intérieur de 
haque triangle. Ceux-
i sont tous isométriques et obtenus parune similitude de rapport 1n à partir du triangle dont les sommets ont poura�xes 1; 0; r:ei� . Leur diamètre � et leur aire � véri�ent don
� = pr2 � 2r 
os � + 1n � r + 1n ;� = r sin �2n2 :Nous noterons fn := Wn Æ pn(f).Lemme 2.3.2 Soit f une fon
tion 
ontinue sur M et C2 en restri
tion à
haque triangle et posons M � kfk2;1. Alors1. ZM jf � fnj2(x)dx � 2r(r + 1)4n4 tan �2 M2;2. ZM kr(f � fn)k2(x)dx � 2r(r + 1)2n2 tan �2 M2:Démonstration : M se dé
ompose en 2n2 triangles Ti;n de diamètre � �r+1n et d'aire � = r sin �2n2 , semblabmes à T , sur lesquelles f � fn véri�e leshypothèses du lemme 2.3.1. D'oùZM jf � fnj2(x)dx = Xi ZTi;n jf � fnj2� 2��2n2kr(f � fn)k21� r(r + 1)2 sin �n2 kr(f � fn)k21:Mais d'après l'estimation (2.33), pour tout x dans M,��r(f � fn)��2(x) � �2M2sin2 �2 � (r + 1)2M2n2 sin2 �2 ;
e qui prouve le premier point de la proposition.De même,ZM kr(f � fn)k2(x)dx = 2n2Xi=1 ZTi kr(f � fn)k2(x)dx � 2n2 ��2sin2 �2 kfk22;1� 2r(r + 1)2M2n2 tan �2 :



80 CHAPITRE 2. DISCRÉTISATION2Proposition 2.3.3 La suite (Gn; jn; (:j:);Wn)n2N est admissible pour la mé-thode des éléments �nis sur (M; g), au sens où nous l'avons dé�ni dans lapartie pré
édente.Démonstration : Il est 
lair que 
ette suite de triangulations véri�e lesdeux premières propriétés dans la dé�nition de l'admissibilité. Dans la se
tionsuivante, nous expli
itons les 
oe�
ients des lapla
iens dis
rets : les poids surles arêtes sont stri
tement positifs et uniformément bornés, 
e qui impliquela troisième propriété. La quatrième est une 
onséquen
e du lemme suivant :Lemme 2.3.4 Soit f 2 RSn ,������sZMWn(f)2(x)dx�sr sin �n2 Xv2Sn f2(v)������ � r + 1n sZM krWn(f)k2dvgDémonstration : Dé
oupons autour de 
haque sommet vi un losange Ai;n
entré en vi, de telle manière que, pour tout i di�érent de j, Ai;n soit letranslaté de Aj;n de ve
teur vi� vj, et que la réunion de 
es losanges paventle domaine fondamental de R2=�. Dé�nissons une fon
tion h 
onstante parmor
eau en posant h(x) = f(i), pour tout x dans Ai;n. La fon
tion h estdé�nie presque partout sur M et appartient à L2(M). Il est 
lair de plus queZMh2(x)dvg(x) = r sin �n2 Xv2Sn f2(v);où r sin �n2 est l'aire du losange Ai;n.Soit Ti;n une 2-
ellule de la triangulation, et x un point de Ti;n. Alorsjh(x) �Wn(f)(x)j2 � krWn(f)k21(diamTi;n)2 = RTi;n krWn(f)k20Aire(Ti;n) (diamTi;n)2;puisque x 7! rWn(f)(x) est 
onstante dans l'intérieur de Ti;n. D'oùZTi;n(h�Wn(f))2(x)dvg(x) � ZTi;n krWn(f)k20dvg(diamTi;n)2� �r + 1n �2 ZTi;n krWn(f)k20dvg:



2.3. LES TORES PLATS 81Et ainsi,������sZMWn(f)2(x)dx�s2 sin �n2 Xv2Sn f2(v)������ = �����sZMWn(f)2(x)dx�sZMh2(x)������ sZM�h�Wn(f)�2� r + 1n sZM krWn(f)k20dvg:2L'estimation (2.8) est exa
tement le deuxième point du lemme 2.3.2.Montrons la propriété (2.7) qui 
on
erne l'approximation des normes : soitK; � > 0 et f 
ontinue sur M, C2 en restri
tion à toute 2�
ellule, et telleque kfk2;1 � K. Posons fn = Wn Æ pn(f).��� Z f2 � (pn(f)jpn(f))��� � ��� Z f2 � Z f2n���+ ��� Z f2n � (pn(f)jpn(f))���:Or��� Z f2 � Z f2n��� = ���kfk � kfnk������kfk+ kfnk���� kf � fnk�2kfk+ kf � fnk� � �(�+ 2KVolg(M))pour n � n1(�;K) d'après le lemme 2.3.2, et����Z f2n � (pn(f)jpn(f))���� � �����sZ f2n �p(pn(f)jpn(f))������  sZ f2n +p(pn(f)jpn(f))! :Le deuxième terme est majoré par 2Volg(M)kfk1 � 2Volg(M)K et lepremier est inférieur à �, grâ
e au lemme 2.3.4 (les énergies de Diri
hlet deWn Æ pn(f) sont majorées par 
elle de f). 2Il resterait à montrer l'estimation (2:5), i.e la quatrième propriété. Nousallons nous en dispenser grâ
e à la remarque de la page 52. En e�et, 
ette in-égalité n'est utile que pour obtenir l'existen
e d'une 
onstante C stri
tementpositive telle que, pour tout entier k,�k��n� � Ck: (2.34)Or, dans le paragraphe suivant, nous expli
itons 
es valeurs propres pourtout entier n. Il sera alors fa
ile d'obtenir l'inégalité (2.34).



82 CHAPITRE 2. DISCRÉTISATION2.3.3 Spe
tre et fon
tions propres des Lapla
iensUne expression expli
iteProposition 2.3.5 Si f 2Wn(RSn ), alorsZM krfk2 = Xe=(i;j)2En 
ij(f(i)� f(j))2;où 
ij = 12 (
ot(�) + 
ot(�)), � et � étant les deux angles opposés à l'arête(ij) dans les deux triangles qui lui sont adja
ents.Démonstration : Dans un repère orthonormé, �xons un triangle semblableà 
haque 2�
ellule de 
ette triangulation, qui aura pour sommets les pointsd'a�xes 0; 1 et rei�, en lesquels notre fon
tion f prend respe
tivement lesvaleurs b; 
; a. On montre fa
ilement querf = (
� b)~i+ 1sin � �a� br � (
� b) 
os ��~j:La norme de 
e ve
teur vaut don
krfk2 = (
� b)2 + 1sin2 � ��a� br �2 + (
� b)2 
os2(�)� 2(a� b)(
� b) 
os(�)r �= 1sin2(�)(
� b)2 + 1sin2(�)�a� br �2 � 2(a� b)(
� b) 
os(�)r sin2(�) ;mais �2(a� b)(
 � b) = (a� 
)2 � (a� b)2 � (
� b)2, d'oùkrfk2 = (
�b)2 � 1sin2 � � 
os �r sin2 ��+(a�b)2 � 1r2 sin2 � � 
os �r sin2 ��+ 
os �r sin2 � (a�
)2:Si on intègre sur le triangle T , l'aire de 
elui-
i étant r sin �2 , on obtientZT krfk2 = (
�b)2 � r2 sin � � 
ot �2 �+(a�b)2 � 12r sin � � 
ot �2 �+
ot �2 (a�
)2:On 
on
lut grâ
e au résultat suivant :Lemme 2.3.6 Dans un triangle T = (ABC), si S est l'aire et 
 la longueurdu 
�té opposé au point C, nous avons la relation suivante
ot( bA) + 
ot( bB) = sin( bA+ bB)sin( bA) sin( bB) = 
22S :
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, si on note � (respe
tivement �) l'angle au sommet d'a�xe r:ei�(respe
tivement 1), on voit que
ot�+ 
ot � = r22S = rsin � et 
ot � + 
ot � = 1r sin � :Ainsi,ZT krfk2dvg = 
ot�2 (
� b)2 + 
ot �2 (a� b)2 + 
ot �2 (a� 
)2;
e qui prouve la proposition, si on somme 
es égalités pour tous les trianglesde Gn. 2Dans le graphe que l'on 
onsidère, tous les triangles sont semblables. Lepoids des arêtes horizontales est 
1 = 
ot�, 
elui des arêtes �verti
ales�
2 = 
ot � et 
elui des arêtes obliques 
3 = 
ot �.Dans toute la suite, nous ferons l'abus de notation qui 
onsiste à identi�erle 
ouple (k; l) 2 (Z=nZ)2 = Z2n au sommet de Gn qui 
orrespond au point1n(k + lr:ei�) + � de R2=�.L'opérateur �n : RSn 7! RSn dé�ni par8f 2 RSn ; (�nf jf) = ZM krWn(f)k2dvgs'é
rit alors, pour tout 
ouple (k; l) de Z2n,�nf(k; l) = n2r sin �"2(
1 + 
2 + 
3)f(k; l)� 
1�f(k + 1; l) + f(k � 1; l)��
2�f(k; l + 1) + f(k; l � 1)�� 
3�f(k � 1; l + 1) + f(k + 1; l � 1)�#;où le terme n2r sin � provient du 
hoix de la norme L2 sur RSn .Les fon
tions propresSoit �� := Hom(�;Z) l'ensemble des morphismes d'anneaux de � dansZ, i.e le réseau dual de �. Cet ensemble �� s'identi�e à un réseau de R2via le produit s
alaire 
anonique sur R2 . Pour tout � 2 ��=n��, dé�nissonsf� 2 RSn par 8(k; l) 2 Z2n; f� (k; l) = exp �2i�n (�; k~i + lr ~u�)�(i
i, � est identi�é à l'a�xe d'un de ses représentants de ��).



84 CHAPITRE 2. DISCRÉTISATIONProposition 2.3.7 La famille de fon
tions� 1pr sin �f���2��=n��est une base orthonormée de ve
teurs propres de (�n; (:j:)) sur RSn . Si onnote ��;n la valeur propre asso
iée à f� , on a��;n = 4n2r sin � "
1 sin2 �(�;~i)n + 
2 sin2 �(�; ~u�)n + 
3 sin2 �(�;~i� ~u�)n #où ~u� := 
os �~i+ sin �~j.Démonstration :r sin �n2 �nf� = 2(
1 + 
2 + 
3)f� � 
1f� � (e 2i�<�;~i>n + e� 2i�<�;~i>n )� 
2f� � (e 2i�<�; ~u�>n + e�2i�<�; ~u�>n )� 
3f� � (e2i�<�;~i� ~u�>n + e2i�<�; ~u��~i>n )= r sin �n2 ��;nf� ;où��;n = n2r sin � [2(
1 + 
2 + 
3)� 2
1 
os(2� (�;~i)n )� 2
2 
os(2� (�; ~u�)n )� 2
3 
os(2� (�;~i � ~u�)n )℄= 4n2r sin � [
1 sin2(�(�;~i)n ) + 
2 sin2(�(�; ~u�)n ) + 
3 sin2(�(�;~i � ~u�)n )℄:C'est don
 une famille de ve
teurs propres. Montrons qu'elle est orthonor-mée : si � et � 0 sont deux éléments de ��=n��, nous avons(f� jf� 0) = r sin �n2 X(k;l)2Z2nf� (k; l)f� 0(k; l)= r sin �n2 X(k;l)2Z2n exp �2i�n (� � � 0; k~i+ lr ~u�)�= r sin � si � = � 0:Si � est di�érent de � 0, (� � � 0;~i) ou (� � � 0; r ~u�) n'est pas divisible parn. Si par exemple (� � � 0;~i) = m 6= 0 (mod n), alors



2.3. LES TORES PLATS 85(f� jf� 0) = r sin �n2 X(k;l)2Z2n exp �2i�n (� � � 0; k~i+ lr ~u�)�= r sin �n2 n�1Xl=0  n�1Xk=0 � exp �2i�mn � �k! exp �2i�ln (� � � 0; r ~u�)�= 0: 2� Remarque��;n ���!n!1 4�2r sin � "(�;~i)2tan� + (�; ~u�)2tan � + (�; ~u� �~i)2tan � # :��;n étant l'énergie de Diri
hlet d'une fon
tion qui 
onverge au sens H1vers f� : x 2 M 7! e2i�(�;x), 
ette suite de valeurs propres 
onverge versRM krf�k2 = 4�2j� j2. Véri�ons-le :Lemme 2.3.8j� j2 = 1r sin � "(�;~i)2tan� + (�; ~u�)2tan� + (�; ~u� �~i)2tan � # :Démonstration : � est un élément de ��, il existe don
 (k; l) 2 Z2 tel que(�;~i) = k et (�; ~u�) = l. Ainsi,1r sin �h(�;~i)2tan� + (�; ~u�)2tan� + (�; ~u� �~i)2tan � i = 1r sin �h(
ot�+ 
ot �)k2+ (
ot � + 
ot �)l2 � 2 
ot �kli= 1r sin � � rsin �k2 + 1r sin � l2 � 2 
ot �kl�= 1sin2 �k2 + 1r2 sin2 � l2 � 2 
os �r sin2 �kl:La deuxième égalité provenant du lemme (2:3:6).D'autre part, dans la base (~i;~j), � a pour 
oordonnées (k; l�kr 
os �r sin � ) etun 
al
ul simple montre que1sin2 �k2 + 1r2 sin2 � l2 � 2 
os �r sin2 �kl = k2 +� l � kr 
os �r sin � �2 ;
e qui prouve le lemme (2:3:8). 2



86 CHAPITRE 2. DISCRÉTISATION2.3.4 La 
onvergen
e des variations du déterminantRappelons queAt;n := �n + v0 + tV; pour tout n 2 N;At := �g + v0 + tV;V := ddtAt;n : f 2 RSn 7! V f 2 RSn ;où v0 est une 
onstante stri
tement positive, et V 2 C1(M) une fon
tionvéri�ant RMV (x)dvg(x) = 0.Comme il a été expliqué dans l'introdu
tion de 
ette partie, la 
onver-gen
e uniforme des variations du logarithme des opérateurs dis
rets est ob-tenue 
omme 
onséquen
e de la 
onvergen
e uniforme des dérivées se
ondes,et de la 
onvergen
e simpleddt jt=0 ln detAt;n ���!n!1 ddt jt=0 lndetAt:Puisque ddt jt=0 ln detAt = 0 (voir (1.26)), le résultat est une 
onséquen
e dulemme suivant :Lemme 2.3.9 limn!1 ddt jt=0 ln detAt;n = 0:Démonstration : Nous reprenons les domaines (Ai;n)n2N dé�nis dans ladémonstration du lemme 2.3.4. V est une fon
tion d'intégrale nulle, don
����V j1���� = ����V j1�� ZMV (x)dvg(x)���� Xi ZAi;n ��V (x)� V (i)��dvg(x)� Xi Vol (Ai;n)Diam (Ai;n)

rV 

1 � Cn ;
ar diam(Ai;n) � Cn . De plus, pour tout élément � de ��=n��, si l'on note�vi�1�i�n2 les sommets de Gn,(V f� jf� ) = r sin �n2 n2Xi=1 V (vi)f� (vi)f� (vi)= r sin �n2 n2Xi=1 V (vi) = (V j1);



2.3. LES TORES PLATS 87l'avant-dernière égalité provenant du fait que les f� sont des exponentielles
omplexes. Ainsi,ddt jt=0 ln detAt;n = Tra
e�A�1t;n Æ V�= X�2��=n�� (V f� jf� )��;n + v0 = X�2��=n�� (V j1)��;n + v0 :Et don
���� ddt jt=0 lndetAt;n���� � Cn n�1Xp;l=0 14n2r sin � �
1 sin2 �pn + 
2 sin2 �ln + 
3 sin2 �(p�l)n �+ v0� Cr sin �4n 0� n�1Xp;l=0;(p;l)6=(0;0) 1n2 �
1 sin2 �pn + 
2 sin2 �ln � + 1v01A� Cr sin �2n 0� n�12Xp;l=0;(p;l)6=(0;0) 1n2 �
1 sin2 �pn + 
2 sin2 �ln � + 12v01A� Cr sin �8�2n n�12Xp;l=0;(p;l)6=(0;0) 1
1p2 + 
2l2 + v 
ar 8x 2 [0; 12 ℄; sin(�x) � 2x� C 0n X06=p2+l2�n22 1p2 + l2 = C 0n N�n22 �Xk=0 1�k ;où (�k)k2N est le spe
tre du tore R2=Z2 et N(�) := ℄fp 2 N=�p � �g.L'asymptotique de Weyl nous assure de l'existen
e de deux 
onstantes � > 0et � telles que N(�) � �� et �k � �k. D'où,N�n22 �Xk=0 1�k � ��1 �n22Xk=1 1k = O(lnn):Don
 ���� ddt jt=0 ln detAt;n���� � O� lnnn � ���!n!1 0: 2



88 CHAPITRE 2. DISCRÉTISATION2.4 Le 
as d'une métrique quel
onqueNous démontrons le théorème 0.0.3 dans le 
as général.Soit (M; g) un tore de dimension 2 muni d'une métrique riemannienne.D'après le théorème d'uniformisation, il existe une métrique g0 
onformeà g, unique à homothétie près. Plus pré
isément, il existe un réseau � =Z:1� Z:rei� de C et une fon
tion C1 ' : R2=� ! R telle que (M; g) estisométrique à �R2=�; e2'g0�, où g0 := dx2+dy2. Pour simpli�er les notations,nous poserons M = R2=� et g = e2'g0.Soit V1 un potentiel C1 sur M. Nous 
her
hons à dis
rétiser l'opérateur�g + V1. Nous reprenons pour 
ela la suite de triangulations Gn = (Vn; En)asso
iée à R2=� dé�nie page 77, ainsi que la forme quadratique qn : RSn !RSn que nous noterons qn;g0 . Comme stru
ture eu
lidienne sur RSn , nousprendrons, pour toute fon
tion f 2 RSn ,�f jf�g := r sin �n2 Xv2Sn e2'(v)f2(v):La dis
rétisation de l'opérateur f 2 L2 7! V1f 2 L2 se fait de la manièrela plus naturelle qui soit : nous prenons l'opérateur qui à tout ve
teur Æv dela base 
anonique, où v 2 Sn, asso
ie le ve
teur V (v)Æv . Il est diagonal dansla base 
anonique. Quant à la suite de dis
rétisés �n;g de �g, nous posons�n;g : f 2 RSn 7! e�2':�n;g0(f) 2 RSn ; (2.35)où e�2' est l'opérateur linéaire sur RSn dé�ni par e�2'�Æv� = e�2'(v)Æv . Il ya deux manières de justi�er 
e 
hoix :1. La première vient de la relation �g = e�2'�g0 qu'il existe entre leslapla
iens 
ontinus.2. On peut aussi expliquer (2.35) en appliquant la méthode des éléments�nis à g : à nouveau, l'idée est de dé�nir l'énergie de Diri
hlet dis
rèteqn;g(f) asso
iée à g d'une fon
tion f 2 RSn . Choisissons de prolongerf en une fon
tion a�ne sur 
haque segment de la triangulation, puisen une fon
tion harmonique Wn;g(f) à l'intérieur de 
haque triangle,et de poser alorsqn;g(f) := ZM g℄�dWn;g(f); dWn;g(f)�dvg:Or les fon
tions harmoniques pour g sont exa
tement les fon
tionsharmoniques pour g0, don
 Wn;g0(f) = Wn;g(f); pour toute fon
tionf 2 RSn . De plus, l'énergie de Diri
hlet est un invariant 
onforme endimension 2, don
 qn;g(f) = qn;g0(f) = qn(f):



2.4. LE CAS D'UNE MÉTRIQUE QUELCONQUE 89L'opérateur �n;g : RSn ! RSn est ainsi dé�ni par la relation suivante,valable pour toute fon
tion f 2 RSn :qn(f) = ��n;g(f)jf�g = r sin �n2 Xv2Sn e2'(v)��n;g(f)�(v)f(v):Et 
omme nous avons également,qn(f) = ��n;g0(f)jf�g0 = r sin �n2 Xv2Sn ��n;g0(f)�(v)f(v);la relation (2.35) s'en déduit fa
ilement.Remarquons, même si nous ne l'utiliserons pas par la suite, que g étant
onforme à g0, les angles de la triangulation sont les mêmes pour g etg0 : les valeurs propres dis
rètes �k��n;g� 
onvergent don
 lorsque ntend vers l'in�ni vers �k��g�, 
e qui fait de ��n;g + V1�n2N une suiteraisonnable de dis
rétisations de �g + V1.Revenons à la 
onvergen
e des rapports des déterminants. Soient V1 et V0deux potentiels positifs tels que RMV1dvg = RMV0dvg, et soient An;1 :=�n;g + V1 et An;0 := �n;g + V0.detAn;1detAn;0 = det ��n;g + V1�det ��n;g + V0� = det �e�2'�n;g0 + V1�det �e�2'�n;g0 + V0�= det ��n;g0 + e2'V1�det ��n;g0 + e2'V0� ���!n!1 det��g0 + e2'V1det��g0 + e2'V0 :En e�et, 
ette 
onvergen
e est une appli
ation du 
as plat du théorème 0.0.3,démontré dans la se
tion pré
édente, dès lors que l'on a vu queZMV1e2'dvg0 = ZMV0e2'dvg0 :En�n, d'après le 
orollaire 1.4.4,det��g0 + e2'V1det��g0 + e2'V0 = det�e2'��g + V1�det�e2'��g + V0�= det��g + V1det��g + V0 exp�� 12� ZM'(V1 � V0)dvg� :Or, si Kg est la 
ourbure de Gauss de la métrique g = e2'g0 et K0 
ellede g0, Kg = e�2'��g0(') +K0� = �g(') + e�2'K0 = �g(')



90 CHAPITRE 2. DISCRÉTISATIONpuisque g0 est plate. V1 � V0 est d'intégrale nulle pour la forme volume dvg,il existe don
 un anté
édent ��1g (V1 � V0) de V1 � V0. Cet anté
édent estdé�ni à une 
onstante additive près, mais l'intégraleZMKg��1g (V1 � V0)dvgest bien dé�nie puisque RMKgdvg = 0. Ainsi,ZMKg��1g (V1 � V0)dvg = ZM�g(')��1g (V1 � V0)dvg = ZM'(V1 � V0)dvg:Et don
 �nalement,detAn;1detAn;0 ���!n!1 det��g + V1det��g + V0 exp�� 12� ZMKg��1g (V1 � V0)dvg� ;qui est bien le résultat annon
é. 2Une appro
he dis
rète du théorème 0.0.6Il est possible de redémontrer le théorème 0.0.6 dans le 
as des tores dedimension 2 à partir du théorème 0.0.3. Nous faisons la démonstration 
i-dessous, mais nous insistons sur le fait que tous les arguments pour prouver
ette inégalité sont déjà dans la démonstration du théorème 0.0.3. Ce
i adon
 pour seul intérêt d'exhiber un nouveau résultat sur les spe
tres desurfa
es qu'il est possible de montrer via les spe
tres de graphes.Etablissons l'analogue dis
ret du théorème 0.0.6 :Proposition 2.4.1 Soit (Gn)n2N la suite de graphes dé�nie dans la der-nière partie, et �n la suite de lapla
iens dis
rets asso
iée par la méthode deséléments �nis. Alors, pour tout potentiel V 2 RSn , V � 0 non 
onstantdet(�n + V ) < det(�n + �v);où �v := n2r sin � Pi2Vn V (i).Démonstration : Il est possible de 
alquer mot pour mot la démonstra-tion que nous avons utilisée pour les variétés riemanniennes 
ompa
tes dedimension inférieure à 3 sur lesquelles leur groupe d'isométrie agit de manièretransitive. Nous en donnerons néanmoins une démonstration légèrement dif-férente.Le déterminant est log-
on
ave sur l'ensemble des matri
es symétriquespositives : Si Q est une telle matri
e, etQ(t) = Q+ tB; t 2 R



2.4. LE CAS D'UNE MÉTRIQUE QUELCONQUE 91une droite de matri
es symétriques passant par Q, alorsd log det(Q(t))dt = Tra
e(BQ�1);et d2 log det(Q(t))dt2 = �Tra
e(BQ�1BQ�1):Il su�t de montrer que la dernière tra
e est stri
tement positive. La ma-tri
e Q�1 est dé�nie positive, et peut don
 être 
onjuguée via une matri
eorthogonale O à une matri
e diagonale D, où Dii > 0. Nous pouvons alorsé
rireTra
e(BQ�1BQ�1) = Tra
e(BODOtBODOt) = Tra
e((OtBO)(D(OtBO)D):Soit B0 la matri
e symétrique OtBO. Nous avons Tra
e(BQ�1BQ�1) =Tra
e(B0DB0D). Soit alors d le ve
teur des 
oe�
ients diagonaux de D. dest don
 un ve
teur positif. Il est fa
ile de voir que Tra
e(B0DB0D) = dtBd,où Bij = b2ij . Don
 Tra
e(BQ�1BQ�1) > 0, et le logarithme du déterminantest bien une fon
tion 
on
ave sur l'ensemble des matri
es symétriques dé�niespositives.Il reste à montrer que si (V j1) = 0, et v0 est un potentiel 
onstantstri
tement positif, dv0 det ��n + :�:V = 0;
e qui est équivalent à 
e que tous les termes diagonaux de la matri
e ��n+v0��1 soient égaux. C'est une 
onséquen
e de l'a
tion transitive du grouped'isométries du graphe sur les sommets. 2Pour redémontrer que sur un tore (T 2; g),det�(�g+V0) exp� 12� ZM'V0dvg� � det�(�g+v0e2') exp� 12� ZM'v0e2'dvg� ;où e2'g est de 
ourbure 
onstante et de même volume que g, et v0 :=1Volg(M) RMV0dvg, il su�t de voir que la suite�det�n;g + v0e2'det�n;g + V0 �n2N
onverge vers une quantité supérieure à 1. En e�et, 
ette estimation estéquivalente, d'après le théorème 0.0.3, àdet��g + v0e2'det��g + V0 exp�� 12� ZMKg��1g (v0e2' � V0)dvg� � 1:



92 CHAPITRE 2. DISCRÉTISATIONNous savons de plus, d'après la démonstration du théorème 0.0.3 que�ZMKg��1g (v0e2' � V0)dvg = ZM'(v0e2' � V0)dvg:Or, det�n;g + v0e2'det�n;g + V0 = det e2'�n;g0 + v0e2'det e2'�n;g0 + V0 = det�n;g0 + v0det�n;g0 + V0e�2' :Posons alors mn := r sin �n2 Pv2Sn V0(v)e�2'(v) = �V0e�2'��1� :det�n;g0 + v0det�n;g0 + V0e�2' = det�n;g0 + v0det�n;g0 +mn : det�n;g0 +mndet�n;g0 + V0e�2' : (2.36)D'après la proposition 2.4.1, pour tout entier n,det�n;g0 +mndet�n;g0 + V0e�2' � 1: (2.37)De plus,ln det�n;g0 + v0det�n;g0 +mn = Z 10 Tra
e�(v0 �mn):��n;g0 +mn + t(v0 �mn)��1�dt:Ave
 des 
al
uls identiques à 
eux de la démonstration du lemme 2.3.9, nousvoyons que v0 �mn = O� 1n�; etTra
e��n;g0 +mn + t(v0 �mn)��1 = O� lnn�;uniformément en t. Par 
onséquent,ln det�n;g0 + v0det�n;g0 +mn = (v0 �mn)Z 10 Tra
e ���n;g0 +mn + t(v0 �mn)��1� dt= O� lnnn � ���!n!1 0: (2.38)Grâ
e à (2.36), (2.37) et (2.38),limn!1 det�n;g0 + v0det�n;g0 + V0e�2' � 1: 2



Annexe ALes déterminants de lapla
iensUne question se pose naturellement :Q1 : existe-t-il un résultat similaire au théorème 0.0.3 dans le 
as deslapla
iens asso
iés à des métriques di�érentes ?Une réponse positive 
onduirait à au moins deux nouvelles questions trèsintéressantes :Q2 : Existe-t-il un analogue dis
ret à la formule de Polyakov ?Q3 : Peut-on redémontrer au moins dans 
ertains 
as simples que lemaximum du ��déterminant de lapla
iens est atteint pour les métriques à
ourbure 
onstante ?Pré
isons la question Q1 :Soit M est une surfa
e 
ompa
te sans bord, et g et g0 deux métriquessur M. Soit �Gn = (Vn; En); pn� une suite de triangulations de M, où pourtout entier n, Gn est un graphe �ni de sommets Vn et d'arêtes En, et oùpn : Gn !M est un plongement.Soit de plus �n;g et �n;g0 deux lapla
iens de Gn (
omme ils ont étédé�nis dans la se
tion 2.1 sur les lapla
iens subordonnés à un graphe), éven-tuellement symétriques pour deux produits s
alaires di�érents, obtenus parune méthode des éléments �nis, et tels que, pour tout entier k,�k��n;g� ���!n!1 �k��g�;et �k��n;g0� ���!n!1 �k��g0�:Alors, à une normalisation près, a-t-ondet0 �n;gdet0 �n;g0 ���!n!1 det� 0�gdet� 0�g0 ?Nous allons prouver i
i que la réponse est négative dans le 
as oùM = S1�S1et où g et g0 sont 
onformes. Evidemment, 
e 
ontre-exemple ne signi�e93



94 ANNEXE A. LES DÉTERMINANTS DE LAPLACIENSpas qu'il est impossible d'appro
her des déterminants ��régularisés par desdéterminants sur des graphes, puisqu'il existe une grande latitude à la foisdans le 
hoix des triangulations et dans 
elui des métriques dis
rètes. Peut-être en existe-t-il de plus adaptées ! Cependant, 
elles que nous 
hoisissonssont si naturelles et symétriques qu'on est en droit d'être pessimiste.PréliminairesCommençons par un lemme 
on
ernant les déterminants de lapla
iens surles graphes. Fixons les notations suivantes :Soit G = (S;E) un graphe �ni, où S est de 
ardinal n. Ordonnons S enl'identi�ant à f1; 2; : : : ; ng.�Æv�v2S sera la base 
anonique de l'ensemble RS des fon
tions sur lessommets, dé�nie par Æv : w 2 S 7! Æv(w) 2 f0; 1g:Pour tout f 2 RS , nous notons (f; f)0 :=Pv f2(v).Soit A = �avw�1�v;w�n la matri
e d'un lapla
ien � sur G dans la base
anonique. C'est-à-dire que, pour toute fon
tion f 2 RS vue 
omme ve
teur
olonne, tfAf = ��f; f�0 = X(v;w)2E avw�f(v)� f(w)�2:Soit alors d1; : : : ; dn des réels stri
tement positifs, et posonsB = �avwdvdw�1�v;w�n:B est l'opérateur linéaire sur RS dé�ni partfAf = �Bf; f�1;où �f; f�1 :=Xv2S 1d2v f2(v):A et B sont deux lapla
iens, leurs spe
tres sont positifs et leurs noyauxrespe
tifs sont de dimension 1. Ordonnons leurs valeurs propres dans l'ordre
roissant. Alors, en notant det0 le produit des valeurs propres non nulles :Lemme A.0.2det0Bdet0A := nYk=2 �k(B)�k(A) = 1n� nYi=1 d2i�� nXi=1 d�2i �:



95Démonstration :det �B + xIn� = ��������� a11d21 + x a12d1d2 : : : a1nd1dna12d1d2 a22d22 + x : : : a2nd2dn... . . . ...a1nd1dn : : : : : : annd2n + x ���������= d1 ��������� x=d1 x=d2 : : : x=dna12d1d2 a22d22 + x : : : a2nd2dn... . . . ...a1nd1dn : : : : : : annd2n + x ��������� ;où l'on a rempla
é la première ligne L1 par la 
ombinaison linéaire L1=d1 +L2=d2 + : : :+Ln=dn, et utilisé le fait que les ve
teurs 
onstants sont dans lenoyau de A, i.e que Pni=1 ai;j = 0, pour tout j 2 [1; :; n℄. Mais det0B est le
oe�
ient en x dans le polyn�me det �B + xIn�. Ainsi,det 0B = limx!0 det �B + xIn�� detBx = limx!0 det �B + xIn�x= d1 ��������� 1=d1 1=d2 : : : 1=dna12d1d2 a22d22 : : : a2nd2dn... . . . ...a1nd1dn : : : : : : annd2n ��������� :Remplaçons la première 
olonne C1 par Pni=1 d�1i Ci :det 0B = d21 ��������� Pni=1 d�2i d�12 : : : d�1n0 a22d22 : : : a2nd2dn... . . . ...0 : : : : : : annd2n ���������= d21 nXi=1 d�2i !CofB(B11); (A.1)où CofB(B11) est le 
ofa
teur du 
oe�
ient B11 dans la matri
e B.Le même 
al
ul pour la matri
e A 
onduit àdet 0A = nCofA(a11): (A.2)Or, �Bij�2�i;j�n = D�aij�2�i;j�nD; (A.3)



96 ANNEXE A. LES DÉTERMINANTS DE LAPLACIENSoù D := Diag(b2; : : : ; bn). Ce qui implique, en prenant les déterminants desmatri
es de l'égalité (A.3),CofB(B11) =  nYi=2 b2i!CofA(a11): (A.4)En 
ombinant (A.1), (A.2) et (A.4), nous obtenons le résultat du lemmeA.0.2. 2Dis
rétisationSoit un réseau � = Z:1�Z:rei� de C et une fon
tion C1 ' : R2=�! R.Posons M := R2=�, et soit g0 = dx2 + dy2 la métrique eu
lidienne sur Minduite par R2 . Posons de plus g := e2'g0.Nous reprenons la suite de triangulations Gn = (Sn; En) asso
iée à R2=�dé�nie page 77, la forme quadratique qn : RSn ! R, ainsi que l'opérateur�n;g0 : RSn 7! RSn , que nous appelons dis
rétisé à l'ordre n de �g0 .Pour la suite des dis
rétisés �n;g de �g, nous posons�n;g : f 2 RSn 7! e�2':�n;g0(f) 2 RSn ; (A.5)où e�2' est l'opérateur linéaire sur RSn dé�ni par e�2'�Æv� = e�2'(v)Æv.La justi�
ation de 
ette formule est détaillée page 88 (l'argument le plusrapide étant qu'une telle formule est vraie sur les surfa
es). �n;g0 et �n;gsont en fait les opérateurs sur RSn asso
iés à la même forme quadratique qn,mais pour des produits s
alaires di�érents, qui sont respe
tivement�f jf�g0 := r sin �n2 Xv2Sn f2(v);�f jf�g := r sin �n2 Xv2Sn e2'(v)f2(v):Soit� A := �avw�1�v;w�n2 la matri
e de �n;g0 dans la base 
anonique,� B la base �e�'(v)Æv�v2Vn de RSn ,� D := Diag�e�'(1); : : : ; e�'(n2)� la matri
e de passage de la base 
ano-nique à la base B.La matri
e B de l'opérateur �n;g = e�2':�n;g0 dans la base B est alorségale à B = MatB�e�2'�n;g0� = D�1Mat
an�e�2'�n;g0�D= DMat
an��n;g0�D= �e��'(v)+'(w)�avw�1�v;w�n2 :



97Appliquons alors le lemme A.0.2 en posant bv := e�'(v) :det 0�n;gdet 0�n;g0 = 1n2 exp(�2 Xv2Sn '(v)) Xv2Sn e2'(v)! : (A.6)Cette formule nous pousse à 
roire que le lemme A.0.2 pouurait être une for-mule de Polyakov dis
rète. Nous avons en e�et très fortement utilisé que 
eslapla
iens provenaient de triangulations d'une surfa
e munie respe
tivementde deux métriques 
onformes, puisque l'argument prin
ipal dans le 
al
ulde 
e lemme est que 
es deux lapla
iens sont obtenus à partir de la mêmeénergie de Diri
hlet. Or, l'invarian
e 
onforme de l'énergie de Diri
hlet estune 
ara
téristique de la dimension 2.Malheureusement, à la limite, 
ela ne redonne pas la formule de Polyakov,et ne 
onverge don
 pas vers le rapport des déterminants ��régularisés.Rappelons en e�et que, pour un tore plat (T 2; g0), la formule de Polyakovs'é
rit : ln det� 0�e�2'g0det� 0�g0 = � 112� ZM kr'k2dvg0 + ln Volg(T 2)Volg0(T 2) :Proposition A.0.3 Lorsque n tend vers +1,ln det0�n;gdet0�n;g0 = �2n2 ZT 2 ' dvg0Volg0 + ln Volg(T 2)Volg0(T 2) +O� 1n2r� ;pour tout n supérieur à 1. De plus, il existe une 
onstante Cr ne dépendantque d'un majorant de k'k2r+5;1 telle queO� 1n2r� � Crn2r :Démonstration : Cette proposition est une 
onséquen
e de (A.6) et dulemme suivant :Lemme A.0.4 Pour tout entier r, il existe une 
onstante Cr > 0 telle quepour toute fon
tion f : R2=�! C de 
lasse C2r+2,����� 1n2 Xv2Sn f(v)� ZT 2 f(x) dvg0(x)Volg0(T 2) ����� � Crn2r�1

f

2r+2;1:Démonstration du lemme A.0.4 : La formule sommatoire d'Euler-Ma
Laurin a�rme que si g : R=Z! C est de 
lasse C2r+1,n�1Xp=0 g � pn� = nZ 10 g(x)dx � 12r!n2r Z 10 g(2r)(x)B�2r(nx)dx;



98 ANNEXE A. LES DÉTERMINANTS DE LAPLACIENSoù B�2r(x) := B2r (x� bx
) est le 2rième polyn�me de Bernouilli évalué enla partie fra
tionnaire de x (voir [Go℄). C'est une fon
tion 1�périodiquepolynomiale sur [0; 1[, don
 bornée sur R par une 
onstante Kr. D'où sig : S1 � S1 ! C est C2r+1, en appliquant la formule sommatoire d'Euler-Ma
 Laurin à x 7! g �x; ln� pour tout l 2 [0; n � 1℄, et en sommant 
es négalités :n�1Xp=0 n�1Xl=0 g� pn; ln� = nZ 10 n�1Xl=0 g�x; ln� dx� 12r!n2r Z 10 n�1Xl=0 �2r�x2r g�x; ln�B�2r(nx)dx:Or, pour tout x dans [0; 1℄,n�1Xl=0 g�x; ln� = nZ 10 g (x; y) dy � 12r!n2r Z 10 �2r�y2r g (x; y)B�2r(ny)dy:Ainsi,n�1Xp=0 n�1Xl=0 g� pn; ln� = n2 Z 10Z 10 g (x; y) dxdy � 12r!n2r�1 Z 10Z 10 �2r�y2r g (x; y)B�2r(ny)dydx� 12r!n2r Z 10 n�1Xl=0 �2r�x2r g�x; ln�B�2r(nx)dx:De plus,�����n�1Xl=0 �2r�x2r g�x; ln������ = ����nZ 10 �2r�x2r g (x; y) dy � 12n2 Z 10 �2r+2�x2r�y2 g (x; y)B�2(ny)dy����� nkgk2r;1 + 12n2 kgk2r+2;1kB�2k1:D'où��� X0�p;l�n�1 g� pn; ln� � n2 Z 10Z 10 g(x; y)dxdy���� 12r!n2r�nkgk2r;1�kB�2rk1 + 1�+ 12n2 kgk2r+2;1kB�2k1�� kgk2r+2;12r!n2r�1 �1 +Kr + K12n3� : (A.7)En�n, en posant g(x; y) := f(x + yr 
os �; yr sin �), où f : R2=� ! C estC2r+2, le lemme A.0.4 est une 
onséquen
e de (A.7) et deZ 10Z 10 g(x; y)dxdy = ZZT 2 f(u) dvg0(u)Volg0(T 2) :
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