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Introduction

Fonctions (

La théorie spectrale des opérateurs de type laplacien positifs sur les va-
riétés compactes révele d’'importantes connexions entre la topologie et la géo-
métrie d'une variété M. Par exemple, la caractéristique d’Euler, les groupes
de cohomologie réelle, le volume de M sont déterminés par le spectre des la-
placiens A, sur les g—formes. L’étude spectrale de tels opérateurs, que nous
noterons génériquement A, a ainsi suscité l'intérét autant des mathémati-
ciens que des physiciens, pour qui les valeurs propres (A;)ren de A sont des
quantités accessibles expérimentalement.

Il existe de nombreuses approches de 1’étude spectrale des opérateurs de
type laplacien. Celle qui nous concerne ici consiste a considérer le spectre
dans son ensemble et & lui associer une fonction d’une variable auxiliaire
dépendant symétriquement de (A )ren. Dans cette optique, 'exemple le plus
courant est certainement la trace de I'opérateur de la chaleur associé a A :

t > 0+~ Trace (e*m) = Z e A
n>0

L’étude de son asymptotique en temps petit s’est notamment révélée trés
fructueuse pour exhiber des quantités géométriques locales déterminées par
le spectre (voir le livre de R. Rosenberg [Ro]).

Un autre point de vue développé dés les années trente par Carleman [Carl|,
consiste & encoder le spectre dans une fonction méromorphe (4 définie par

1
CA:SE(C'_)Z’)\_S’

n>0 "M

ou 'exposant ' signifie que 'on ne somme que sur les valeurs propres non
nulles. Ce procédé est classique en théorie analytique des nombres ou de telles
fonctions sont des exemples de séries de Dirichlet. (4 posséde en particulier
une abscisse de convergence, et s’étend comme 1’ont montré Minakshisunda-
ram et Pleijel [MP] en une fonction méromorphe sur C.

Alors qu’il est théoriquement équivalent de coder le spectre dans (4 ou
dans Trace (e_tA), la fonction (4 contient des informations géométriques diffi-
ciles & obtenir par des méthodes utilisant le noyau de la chaleur. Par exemple,
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pour le laplacien conforme associé a une métrique g, (4(0) est un invariant
conforme dont le calcul en petites dimensions prouve qu’il est hautement
non trivial (voir [Ro|, pp 148). Cet exemple est par ailleurs révélateur d’un
fait intéressant : les valeurs de la fonction (4 qui semblent les plus riches
en informations géométriques et topologiques sont situées en dehors de son
domaine de convergence. Ce sont des valeurs associées canoniquement au
spectre mais définies de maniére implicite. Il en est ainsi de la notion impor-
tante de déterminant (—régularisé.

(—déterminants

Remarquons que pour une matrice hermitienne A d’ordre N injective,

d A
detA:exp{—% 0<SI—>Z>\—S)}.
= n=1""

En 1973, D.B. Ray et .M. Singer [1] ont eu besoin d’'une notion de
déterminant pour les opérateurs laplacien A, sur les g—formes. Remarquant
la régularité de (A, en 0, ils eurent l'idée de poser

d
detg’(Aq) = ds \S:OCAQ (s) ’

ol & nouveau l'exposant ’ signifie que l'on a régularisé le produit des va-
leurs propres non nulles. Notons que cet invariant géométrique, qui prend en
compte 'intégralité du spectre de A est non trivial : dans le cas du laplacien
sur les surfaces compactes, une homothétie sur la métrique induit une mul-
tiplication du déterminant par un facteur qui dépend de la topologie de M
et de la régularité du bord.

Un article de B. Osgood, R. Phillips et P. Sarnak [OPS1] publié en 1988
a ensuite révélé les possibilités qu’offrait ce nouvel invariant spectral : ces au-
teurs ont étudié le comportement du déterminant dans les classes conformes
de métriques sur les surfaces compactes avec ou sans bord. Dans le cas ou
OM # 0, ils montrent qu’a volume fixé, le déterminant atteint son maxi-
mum pour I'unique métrique & courbure constante de la classe conforme, ce
qui fournit une nouvelle démonstration du théoréme d’uniformisation (pour
M # S§2). Leur article est basé sur une formule de Polyakov-Alvarez ([Po],
[AL]), du nom de deux physiciens dont I'intérét pour le déterminant du la-
placien est lié a ses applications en théorie des cordes :

detC’Aemp 1 1 Vol
In|——=9) =_——3_ [ |Vy|2d /Kd In —2,
n( detc'A, 6 2/M” ellodvg + | Kopdvg o +In 0

ou Ky est la courbure de Gauss pour g, et Vol, est I'aire de M pour e?%g.
Une telle formule n’existe malheureusement pas en dimension supérieure,
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en partie a cause du fait que le laplacien lui-méme ne se comporte plus de
maniére agréable face a des transformations conformes de métriques.
D’autres travaux ont depuis été réalisés sur le déterminant (— régularisé.
Citons-en quelques-uns :

— B. Osgood, R. Phillips et P. Sarnak [OPS2] ont déduit de leurs résultats
des théorémes de compacités pour les surfaces isospectrales.

— K. Okikiolu [O] a obtenu, lorsque la variété est de dimension impaire,
des formules de variations premiéres et secondes du logarithme du
¢(—déterminant de A, et du laplacien conforme L := A, + (7;1;_21)3,
ou s est la courbure scalaire de g, a l'intérieur des classes conformes
de métriques.

— Dans le cas des surfaces compactes & courbure —1, le déterminant
du laplacien est proportionnel & la valeur en 1 de la fonction zeta
de Selberg, conséquence directe de la formule des traces. M. Pollicott
et A. C. Rocha [P-DR]| en ont déduit une expression de det¢/A, en
fonction du spectre des longueurs de (M, g).

Discrétisation en dimension 1

Dans le cas de la dimension 1, il existe une autre régularisation du dé-
terminant des opérateurs de Schrodinger, appelée déterminant de Feynman
et notée detp :

2
detp <—d—2 + V(t)) = det (v — Yv(l)), (1)
dt |[{F1£(0)=F(1)=0}

ou t — V(t) est une fonction lisse & valeurs dans les matrices symétriques
réelles d’ordre N, et Yy, : [0,T] — RV est 'unique solution de

<_5_; 4 V(t)> Y, (t) =0,

Y,(0) = 0,Y,(0) = v.
R Forman [Fol] a prouvé que ces deux régularisations coincident & une
constante multiplicative prés qui dépend des conditions au bord :

detpA;  detcAy
detFAo N detcAo’

(2)

ou
2

di?
Cette formule est remarquable car elle exprime le déterminant (— régu-
larisé d'un opérateur différentiel en fonction du déterminant d’un opérateur

A= + Vi(t).
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défini sur le bord de [0,7T]. Le bord étant de dimension 0, cet opérateur est
en fait une matrice et le calcul de son déterminant ne nécessite aucune ré-
gularisation.

T. Dreyfuss-H. Dym [Dr-Dy|, S. Levit-U. Smilansky [L-S] et Y. Colin de
Verdiére [Cdvl] ont obtenu une formule reliant explicitement le spectre et le
déterminant :

Théoréme 0.0.1 Dans le contexte ci-dessus, si (A, (A;))gen est le spectre de
A; pour les conditions de Dirichlet (le résultat est donné pour des conditions
au bord générales)

detp(A1) ¥ Ae(A))
deti(A;) =5y )

Ce qui peut aussi se lire comme une formule de Stirling :

n
s T
1ngxk(A) —onlnn + 2n (m? - 1) +In— + Indet (4) + o(1).

Nous nous intéresserons a 'idée de la preuve de [Cdv2]. Celle-ci est basée
sur la théorie spectrale des opérateurs différentiels de type Schrédinger sur
les graphes finis (voir les livres de Y. Colin de Verdiére [Cdv2] et Fan Chung
[Ch]) :
soit un graphe G = (S, E), ou S est l'ensemble des arétes et F 1’ensemble
des sommets. Sur 'espace euclidien (RS, (\)), on définit un opérateur A
symétrique elliptique local. Cet opérateur dépend de la combinatoire de G,
d’une métrique p : E — R™* et éventuellement d'un potentiel V € RY. 1l
posséde un spectre, analogue discret du spectre des opérateurs différentiels
sur les variétés.

Les propriétés spectrales de ces opérateurs ont des applications dans de
nombreux domaines des mathématiques et de la physique : discrétisation
par la méthode des éléments finis ([Ci|), processus de Markov (|[FY]), limites
de laplaciens de surfaces de Riemann a courbure —1 lorsque certaines géo-
désiques fermeées simples ont des longueurs qui tendent vers 0 ([C-Cdv]),
spectres de certaines molécules ([COM]). Pour le déterminant du laplacien
plus particuliérement, il joue un role essentiel dans les modéles de mécanique
statistique, comme le modeéle des dimeéres ou celui des arbres maximaux (voir
les travaux de R. Kenyon [Ke]). Il existe donc une correspondance entre les
opérateurs différentiels sur les variétés d’une part et sur les graphes d’autre
part.

En ce qui concerne le (—déterminant, la discrétisation des opérateurs
différentiels sur M est pertinente & plusieurs égards :

— Le déterminant sur les graphes est défini sans régularisation, donc plus

facilement calculable.
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— R. Forman [Fo3| a exprimé le polynome caractéristique du laplacien sur
les graphes en termes d’orbites fermées de flots associés & des champs
de vecteurs sur ces graphes , ce qui rejoint le résultat de M.Pollicott et
A.C.Rocha sur le flot géodésique des surfaces compactes hyperboliques.

Mais I'argument le plus convaincant en faveur de 'approche des déter-

minants régularisés via les déterminants de graphe est un résultat da a D.
Burgheela, L. Friedlander, T. Kappeler [BFK1], R. Forman [Fo2] et Y. Colin
de Verdiére [Cdvl]|, obtenu par une méthode des éléments finis :

Soit A un opérateur de Sturm-Liouville A = —%-I-V(t) sur [0, T']. On associe
a A par une méthode des éléments finis une suite d’opérateurs différentiels
discrets A,, sur une suite de graphes linéaires G,, & n sommets(ou cycliques si
les conditions au bord sont périodiques) qui tendent vers [0,7]. Alors les au-
teurs ci-dessus ont montré qu’aprés normalisation, les déterminants discrets
sont des approximations de detr :

Théoréme 0.0.2 [l existe une constante ¢ dépendant des conditions au bord
telle que

det A4,

n2n

—— c.detp A. (4)

n—00

Notons que dans le cas des graphes linéaires, le déterminant de A, est
également proportionnel & la valeur au bord d’un vecteur du noyau de A,,
tout comme dans (2). Aprés le calcul de ce facteur de proportionnalité, les
auteurs de [BFK1] et [Cdv1] utilisent qu’'une approximation du type Euler
de cette équation différentielle converge vers la solution continue. R.Forman
prouve quant & lui indépendamment de (2) que d‘;}# converge vers le dé-

terminant (—régularisé.

Cas de la dimension 2

La question de la dimension 2 se pose alors naturellement.
La différence fondamentale qu’il existe entre la dimension 1 et les dimen-
sions supérieures provient de ’asymptotique de Weyl : pour un opérateur
de Schrédinger A sur une variété compacte de dimension m, il existe une
constante C' telle que le spectre de Ay vérifie :

Ai(Ag) ~ Chkm lorsque k — oc.

De plus, A\ (A1) — Ak (Ag) = O(1) lorsque A1 = Ag+V, ou V est une fonction
C®> sur M. On en déduit I’estimation
In —= =

O(—=),

2
k=™
. .. . Ak (A1) : :
qui nous assure de la convergence du produit infini [ ], X (Ag) €N dimension
1, alors qu’il ne dit plus rien dés la dimension 2. L’écriture d’une formule du

type (3) sur les surfaces devient plus ardue.
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Au niveau de la discrétisation du (—déterminant, une autre difficulté
apparait : il existe sur les surfaces des formules comparables & (1)(voir [Fol])
qui relie les (-déterminants de laplaciens aux (—déterminants d’opérateurs
définis sur le bord ; mais le bord n’étant plus de dimension 0, ces opérateurs
ne sont plus de simples matrices. Ce sont des opérateurs agissant sur des
variétés de dimension 1. Ils sont pseudo-différentiels, et nécessitent donc aussi
d’étre régularisés.

Le premier exemple de dimension 2 est di a B.Duplantier et F.David
[Du-Da] qui en s’intéressant a des questions de mécanique statistique, ont
été amenés a calculer le développement asymptotique de la suite des déter-
minants de laplaciens définis sur des discrétisations de rectangles. R.Kenyon
I’a généralisé a des ouverts polygonaux du plan dont toutes les arétes sont
paralleéles a I'un des axes de coordonnées : soit £ un tel ouvert, et pour tout
réel e positif, notons G, le sous-graphe de e.Z? constitué des sommets et
des arétes de ce réseau contenus dans 2. Si A, est le laplacien combinatoire
canoniquement associé & G, alors le logarithme du produit de ses valeurs
propres non nulles vérifie ’asymptotique

Indet'A, = ﬁN(Ge) + ln(\/_Ll)B(Ge) -
T 2 48

ou G et ¢5 sont des constantes universelles, N(G¢) le nombre de sommets de
G., B(G.) le nombre d’arétes de €.Z? sur le bord de G, et E, I'énergie de
Dirichlet e—normalisée d’une fonction associée a la suite de discrétisations

G..

(Ee) + ¢5 +0(1),

Nous proposons ici un résultat de convergence de discrétisations de dé-
terminants d’opérateurs de Schrodinger sur des tores de dimension 2.

Théoréme 0.0.3 Soit M = S' x S! le tore de dimension 2 muni d’une
métrique riemannienne g, et Vi, Vo deuz fonctions C'° positives non identi-
quement nulles sur M. ALors, il existe une suite de triangulations (Gp)pen =
(Sn, En)nen de M ne dépendant que de la classe conforme de g, ainsi qu’une
suite d’opérateurs laplaciens (An : RS — RS") discrétisés de Ay par
une méthode des éléments finis, tels que

Si [y Vo(x)dvg(x) = [y Vi(z)dug(x), alors

neN’

det (A, + 1) dete (Ag + V7) { . / B }
’ -— | K,A _
det (An + VO) n—oo det¢ (Ag + VU) Xp o a0 (Vi —Wo)dvg ¢,

ot Ky : M — R est la courbure de Gauss de g.

Lorsque g est plate, le terme exp {—% I KgAgl(Vl - Vg)dvg} dans ce
théoréme est égal & 1, et le rapport des déterminants converge vers le rapport
des déterminants régularisés.
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Pour obtenir ce résultat, nous reprenons l'approche variationnelle de
[Fo2].
Notons
At = Ag + ‘/[] + t‘/,

avec V := V1 —=Vj. Soit également A; j, le discrétisé de A; défini sur RS~ on S,
est 'ensemble des sommets de Gy, f(t) := Indet¢(A4;) et fn(t) := Indet Ay p,.
R. Forman montre

d
7 IndetcA; = Trace(Vo A"

T
= /0 V(z)Gi(z, z)dz, (5)

ou Gi(z,y) est la fonction de Green de l'opérateur A;, et V = %At est
I'opérateur multiplication par la fonction V. Cette formule est bien connue
pour les matrices : c¢’est 'expression de la différentielle du déterminant.

En dimension 1, le résultat (4) est alors obtenu comme corollaire de

la convergence uniforme de f, vers f’; la convergence simple est démontrée
grace a des estimations sur les fonctions de Green, et la convergence uniforme
comme conséquence de (2).
En dimension 2, A; ! n'est plus un opérateur a trace : Gy(z,y) présente
des singularités logarithmiques sur la diagonale, et (5) n’est plus valable.
Cependant, une étude de la variation des fonctions (4, permet d’obtenir le
résultat suivant, qui généralise (5) ;

Proposition 0.0.4 (D. Burgheela, L. Friedlander, T. Kappeler [BFK2]|)
d d 1-s
pr Indet¢(A;) = Fp,_qTrace <£At o At ) ,

ou Fpszso(sa_;;0 +ag + ai(s — sg) + ) = ag.
Dans le cas qui nous intéresse, Indet;A; est obtenu a partir des valeurs de
Ca, au voisinage de 0, et le domaine de convergence de (4, est {Re(s) > 1},
alors que % Indet¢A; est lui lié au comportement de Trace(%At oA, ’) au
voisinage de 1 et cette fonction posséde aussi pour domaine de convergence
{Re(s) > 1}. Dériver permet ainsi de « se rapprocher » du domaine de
convergence, dans lequel une approximation des valeurs de ¢ par une méthode
des éléments finis est rendue possible.

On peut en particulier espérer qu’en dérivant & nouveau, on relie f” i la
vraie trace d'un opérateur. C’est le résultat suivant qui se déduit du précé-
dent grace au calcul symbolique appliqué aux opérateurs pseudo-différentiels
A0
Lemme 0.0.5

2
dt?
pour tout réel t dans un ouvert contenant [0, 1].

Indet; A; = —Trace (V o A;l oVo A;l)
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Ce résultat (qui est en fait la clé de votte de ce travail, puisque les théo-
rémes 0.0.3 et 0.0.6 s’appuient dessus) nous servira a prouver la convergence
uniforme de (f))nen. L'uniformité sera principalement une conséquence du
théoréme de Montel.

La derniére étape consiste & montrer la convergence de (f} (0))nen vers
1'(0) dans le cas ot Vi = v est un potentiel constant (ce qui ne restreint pas
les hypothéses du théoréme). Nous traitons d’abord le cas o g est plate, en
utilisant d’une part la formule

%t:o Indet, (Ag + o+ tV) =0 si /Vdvg =0,
et d’autre part le fait que I'on est capable d’exhiber sur (M, g) une suite
de triangulations dont on connait explicitement le spectre et les fonctions
propres, méthode qu’il est évidemment illusoire d’espérer généraliser & une
surface riemannienne quelconque. Pour les meétriques non plates, nous
concluons alors en adaptant la formule de Polyakov aux opérateurs de Schro-
dinger, ce qui nous permet de nous ramener au cas précédent. Le terme
correctif qui apparait est égal a %‘t:[} Indet¢ A;.

Nous obtiendrons comme corollaire de ces formules variationnelles le ré-
sultat suivant :

Théoréme 0.0.6 Soit (M, g) une variété riemannienne compacte sans bord.
; + ; — 1

Sozlt Ve COO(M,R ) un poteﬁtzel non nul. Posons vy := Vol (MY Ja Vv,

Suivant la topologie de M, trois cas de figure peuvent se présenter :

1. SiM =81,
det¢(Ag + V) < dete(Ag + o)

avec éqgalité si et seulement si V' est un potentiel constant.

2. SiM = 5% ou S' x S, soit o : M — R, telle que la métrique e*#g soit
de courbure constante et de méme volume que g. Nous avons l'inégalité

Fg(v) < Fy (”er)a
ou

1
F, (V) = exp {ﬂ /M @Vdvg} det, (Ag + V).

Le cas d’égalité n’étant réalisé que si le potentiel Ve™2% est constant.

3. Si M est de dimension 3 et si le groupe d’isométries de (M, g) agit de
maniére transitive sur M, alors

detc (Ag + V) < detc(Ag + Q)g),

avec éqgalité si et seulement si le potentiel V' est constant.

En particulier, nous avons comme corollaire :
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1. Les potentiels constants sont spectralement rigides sur les variétés rie-
manniennes suivantes : S™, pour m < 3, munies de la métrique ca-
nonique, les tores plats de dimension 2 et 3 et les autres variétés de
dimension 3 sur lesquelles le groupe d’isométries de g agit de maniére
transitive.

2. Soit (T?,go) un tore plat de dimension 2, et ¢ : T? — R une fonc-
tion C'°°. Alors, sur 727 muni de la métrique riemannienne e~ ?%gq,
tout potentiel qui s’écrit vge?, ol vy est une constante réelle positive
est spectralement rigide parmi les potentiels V' positifs qui vérifient
Jr2 p(v0€*? — V)dv, < 0.

Enfin, nous donnons en appendice un exemple de rapports de détermi-
nants de laplaciens discrétisés par une méthode des éléments finis, pour deux
métriques conformes, qui ne convergent pas vers le rapport des déterminants
(—régularisés, alors que les spectres discrets convergent vers les spectres de
la surface.

Questions ouvertes

— La convergence uniforme des dérivées secondes du logarithme du dé-
terminant est basée sur la proposition (2.2.2) de la page 49. Cette
remarque est importante car ce résultat est beaucoup plus général que
le cadre que l'on s’est fixé : si (M, g) est une variété riemannienne
compacte avec ou sans bord, de dimension 2 ou 3, il existe toujours
une suite de triangulations de (M, g) sur laquelle on peut définir des
laplaciens discrets dont les énergies associées fournissent de bonnes
approximations de l'énergie de Dirichlet continue (voir [Ci|, ou [DP])
(nous dégageons en début de deuxiéme chapitre les conditions néces-
saires portant sur une suite de triangulations pour que les variations se-
condes du logarithme des déterminants discrétisés associés convergent).
En conséquence de quoi, le résultat sur la convergence des dérivées se-
condes du logarithme du déterminant est valable aussi sur ces variétés,
ce qui conduit a 'existence d'une suite (a,) de réels indépendante de
t telle que

det Ay, ant . det¢ Ay
det Ag,n ¢ n—>oo, detcAg '

ce qui semble malheureusement peu intéressant si nous n’obtenons pas
au moins la convergence de la suite (ap)nen. Remarquons enfin que
la méthode employée ici peut étre une piste pour montrer, pour une
variété compacte de dimension m, la convergence uniforme de la suite

(qup))neN vers f®) pour p > %, puisqu’alors

FP(t) = (=1)P~1(p — 1)!Trace > (BP)
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oit B(t) := A'o A7,

De méme, il serait satisfaisant de pouvoir expliciter de quelle maniére la
partie divergente dans le développement asymptotique de (Indet Ay, )npen
dépend de la métrique et de l'intégrale du potentiel. Peut-étre est-il
possible d’adapter le calcul astucieux de B. Duplantier et F. David
[Du-Da], qui correspond au cas ou le tore S' x S! est muni d’une
métrique produit.

Le théoréeme 0.0.6 est lacunaire : sur une variété riemannienne com-
pacte (M, g) de dimension inférieure ou égale & 3, la fonctionnelle

Fyy : p € C®(M) = Indete (Ag + vo + )

définie dans un voisinage de 0 lorsque vy > 0, est strictement concave,
et diverge en un temps fini vers —oco dans toute direction. Existe-t-il,
comme il semble raisonnable de 'espérer, parmi les potentiels d’inté-
grale nulle, un unique potentiel maximisant £, ?



Chapitre 1

La fonction ( et le déterminant

Il existe deux approches de la (—régularisation des déterminants d’opé-
rateurs elliptiques auto-adjoints. La premiére utilise 'opérateur de la chaleur
associé a A. La fonction ¢ s’obtient a partir de la trace de cet opérateur par la
transformation de Mellin, et son extension méromorphe & C est une consé-
quence de l'asymptotique en temps petits de cette trace. C’est I’approche
que nous utilisons dans la partie 1.1 afin de présenter les résultats généraux
classiques sur cet invariant spectral.

La deuxiéme approche consiste a voir la fonction (4(s) comme la trace de
I'opérateur A75. Ce point de vue sera utile pour obtenir une formule varia-
tionnelle seconde du logarithme du déterminant des opérateurs de Schrédin-
ger. Aussi verrons-nous dans la partie 1.2 un théoréme de structure des puis-
sances complexes de A, a savoir que A™% est un opérateur pseudo-différentiel
classique, et que dans chaque carte, les composantes homogénes de son sym-
bole s’expriment explicitement en fonction du symbole de A.

Dans la partie 1.3, nous reprenons les résultats de P.Gilkey : les variations
de (4 s’expriment comme des fonctions ( généralisées, ce qui redonne une
démonstration du théoréme de D.Burgheela-L.Friedlander-T.Kappeler.
Enfin, dans la partie 1.4, ces calculs sont particularisés au cas des variations
de potentiels d’opérateurs de Schrédinger, et nous donnons une démonstra-
tion du théoréme 0.0.6.

Nous noterons dans tout ce chapitre

e L2(M) I'espace vectoriel des fonctions & valeurs complexes mesurables sur
M, et de carré intégrable pour toute mesure induite par une forme volume
continue.

e Pour tout réel s, H*(M) I'espace de Sobolev associé et ||.||s une norme de
cet espace de Banach. En particulier, H°(M) = L?(M). Les normes induites
sur les espaces de Banach des applications linéaires continues Lo (H®, HY),
pour tout couple de réels (¢, s) seront notées ||.||s.

e Pour tout entier k positif, C¥(M) I’espace de Banach des fonctions sur M &
valeurs complexes, k fois différentiables, et dont toutes les dérivées partielles

17



18 CHAPITRE 1. LA FONCTION ¢ ET LE DETERMINANT

d’ordre k sont continues. Nous noterons ||.||s,- une norme sur cet espace.

1.1 (— déterminant

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension m. La mé-
trique g induit une forme volume dv, sur M, et donc une structure d’espace
de Hilbert sur L?(M), que nous noterons L?(M, dv,) lorqu’il sera utile de pré-
ciser la métrique considérée. L’application o — of de (TIM)* dans T, M est
I’application canoniquement associée a la métrique riemannienne qui consiste
a identifier un espace vectoriel avec son dual via l'identité

oz (X) = go(F, X),VX € T,M.

Pour toute fonction différentiable u, le gradient de u est le champ de vecteurs
Vu = (du)ﬂ. Le laplacien Ay est alors 'opérateur formellement symétrique
associé a la forme quadratique

q:u€ C®M)— / 9(Vu, Vu)dv, € C(M),
M

ou C*®(M) est muni du produit scalaire induit par U'inclusion C*°(M) C
L?(M). Cet opérateur est essentiellement auto-adjoint. Nous noterons aussi
A, son unique extension auto-adjointe définie sur un domaine de L?(M) (voir
[G-H-L]). Si u est de classe C?, et D la connexion de Levi-Civita associée a
la métrique riemannienne g, alors

Agu(z) := —Tracer,M|X € TyM +— Dx(Vu)| € T, M.

Un opérateur de Schrodinger A sur M est la donnée d’une métrique g et
d’une fonction V€ C°(M, R) appelée potentiel tels que

A:ue C®M) = Agu+Vue CC(M).

A est aussi essentiellement auto-adjoint et son symbole principal est la fonc-
tion définie sur T*M par

03(7, &) = go (€4, &%), V€ € TyM.

Il vérifie la condition d’ellipticité og(z, &) > 0, pour tout vecteur & # 0. Alors
si on note

Ag : H*(M) C L*(M) — L*(M)

lopérateur continu qui étend A : C°(M) — C°°(M), Ay est un opérateur
autoadjoint non borné sur L2(M) et il existe dans cet espace un systéme com-
plet orthonormé {¢;,j =1,2,...} de fonctions propres de Ag. Ces fonctions
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appartiennent a l’espace C°°(M). Si on note {);,j = 1,2,...} les valeurs
propres associées, elles sont toutes réelles et divergent vers +oo. Enfin, le
spectre o(A), c’est-a-dire I'ensemble des complexes z tels que Ay — zId n’ad-
met pas d’opérateur réciproque borné, coincide avec I'ensemble des valeurs
propres (voir le livre de M.A. Shubin [Sh]).

Dans la suite, nous ne prendrons que des potentiels V positifs, éventuel-
lement nuls, si bien que la forme quadratique

qa(u) = /M|Vu2 + Vuldv,

sera positive, ainsi que toutes les valeurs propres de A.
L’équation de la chaleur

Pour ce paragraphe ainsi que le suivant, les démonstrations se trouvent dans
les livres de P.B. Gilkey|Gil] et M.A. Shubin [Sh].

Nous allons définir 'opérateur de la chaleur associé a A. Pour ceci, nous

avons besoin de la résolvante de A, et d’estimations sur ses normes qui sont
fondamentales pour prouver ’existence de 'opérateur de la chaleur et des
puissances complexes de A.
Pour tout complexe A n’appartenant pas au spectre de A, (A — X)~! est un
opérateur linéaire continu de H*® dans H*t? pour tout réel s. C’est donc
un opérateur compact sur L2(M). Pour tout @ > 0, il existe de plus une
constante C'(a) > 0 telle que pour tout complexe A\ vérifiant a < arg(\) <
27 — , nous avons

C
Al

Soit 0 < € < § et soit 7 le bord du domaine R = {A € C/ — § +¢€ <
arg(A) < 5 —e}. Fixons ¢ un réel positif non nul. Le spectre de A étant inclus
dans l'intérieur de R,

I(A =X Moo < (1.1)

AeC\o(A) = (A—-N""!

défini une fonction holomorphe & valeurs dans 'espace de Banach des en-
domorphismes continus de H?(M). Les normes de ces opérateurs sont uni-
formément bornées indépendamment de A € R. Nous pouvons alors définir
I’opérateur

e = (2im) 7! / e"MA - N)"ld\ € Hom(H®, HY).
gl

Cet opérateur est la solution fondamentale de ’équation de la chaleur : Si
f est une fonction C*® sur M et h(z,t) := et (f) pour tout réel t > 0 et
tout = dans M, alors
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1. h(z,t) est une fonction C* en (z,1);
2. (0p+ A)h(z,t) =0;

3. h(-,t) =0+ f(:) pour la norme || - ||oo,; pour tout entier j.

et est un opérateur régularisant dont le noyau au sens de Schwartz est C'*.

Grace a la forme volume dvg, ce noyau s’identifie & une fonction e(t, z,y)
infiniment différentiable sur R™* x M x M qui s’écrit

e(ta T, y) = Z e_t’\"(pn(:lj)(pn (y)

n>0

Il existe de plus une suite de fonctions e, (-, A) C* sur M, dépendant chacune
d’un nombre fini de jets du symbole de A, et telles que, pour tout entier N,
il existe une constante C' = Cy telle que pour tout ¢ €]0, 1],

e(to,0) = Y enl(z, At 27| < Ont™ 3 (1.2)

zeM n<N

De plus, e, (-, A) est identiquement nulle si n est impaire.
L’estimation (1.2) implique le développement asymptotique de Minakshi-
sundaram- Pleijel (voir 'article [McK-S], ou [Gil]) :

Tracey, (e_tA): Z an(A) T + 0" 7)
n<N-1

pour tout N supérieur a 1, oul
Tracey» (e_tA) = / e(t,z, z)dvg(x Ze_t/\k
M k>0

et ap(A) = / en(z, A)dvg(x) pour tout n € N. (1.3)
M

m
2

Enfin, I'équivalent Traceyz (e ) ~ ag(A)t™
totique de Weyl

en temps petit induit ’asymp-
2

Ap(A) ~ Chkm.

La fonction (4

Rappelons la définition et quelques résultats sur la fonction I' d’Euler :

Définition 1.1.1 Pour tout compleze s de partie réelle strictement positive,

+oo
[(s) := / t*= e tdt.
0

soit
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L’équation fonctionnelle
sT'(s) =T(s+1)

permet d’étendre I' en une fonction méromorphe sur C. La formule suivante,
qui relie I' & un produit infini, implique de plus que I' ne s’annule jamais et
qu’elle n’admet que des poles simples, situés en 0,—1,—2,...:

k>1

ou v est la constante d’Euler.
Définissons maintenant la fonction (4 introduite par Seeley :

La notation Y signifie que I’on ne somme que sur les valeurs propres non
nulles. (4 est convergente pour Re(s) > 7. La terminologie de cette fonction
s’explique par le fait que lorsque M = St et A = —%, Cals) = > 51 n—gs
est la fonction zeta de Riemann évaluée en 2s.

Proposition 1.1.2 (4 admet un prolongement méromorphe a C, holomorphe

en 0, avec des poles d’ordre au plus 1 auzx points {5 /n € N}. Le résidu de

Ca au pole 5™ est égal a an,(A) défini en (1.3).

Démonstration : Pour A > 0, nous avons l'égalité

+oo
F(S))\_SZ/ e Mat.
0

Ainsi si Re(s) > 7,

F(S)C ( — /+OO s—1mn 1 —tA
A(s) i t°~ Trace' (e~ "*)dt

1 +o0
= /tS_lTrace'(e_tA)dt—l—/ t* " Trace’ (e7')dt. (1.5)
0 1

En vertu de I'asymptotique A ~ C’k%, 'intégrale sur [1,4o00] est bornée
a une constante multiplicative prés par 'intégrale 1+°° ts~le~tho 1 étant
la plus petite valeur propre non nulle, donc cette intégrale est une fonction
entiére de s.

Pour 0 < t < 1, on utilise 'asymptotique

N-1

Ze_t/\k = Z ant™ 7 4 O(tNgm),t -0t

k>0 n=0
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pour tout N = 1,2, .... Posons g := dimKer A. v = 0 si le potentiel V de
A = Ay+V est positif et non identiquement nul, et si V' = 0, dim Ker A est
égal au nombre de composantes connexes de M.

Alors Trace'(e™*4) = Trace(e™*4) — g, et ainsi U'intégrale sur [0, 1] dans
(1.5) se décompose en somme de deux intégrales :

1 N—m
I, (s) :/ﬁ@@”%
0
1 n—m
I(s) := /tSI(Zant ) —70>dt.
0 n<N

#, et donc en utilisant

I’égalité Lys—l-agi = (5 — @)~} pour Re(s) > «, nous obtenons
0

I1(s) est une fonction holomorphe sur Re(s) >

a 7o
['(s)Ca(s) = Z —— s — — + B (s), (1.6)
n<N ° ( 2 ) 5
ou Ry est une fonction holomorphe sur Re(s) > mg—N Puisque N peut

étre choisi arbitrairement, la formule (1.6) prouve qu'il existe une extension
méromorphe I'(s)Ca(s) & C. Il en est de méme de (4, grace a (1.4). De plus,
s = 0 est bien un point régulier de (4, puisque sT'(s) = T'(s + 1), et que T'
n’admet aucun zéro. O

Définition 1.1.3 Le déterminant zeta réqularisé de A est

det¢ (A) = exp (-%(o)) .

Les propriétés spectrales nécessaires a 'existence du déterminant ( ré-
gularisé de A restent valables lorsque A est plus généralement un opérateur
pseudo-différentiel elliptique classique sur un fibré vectoriel dont la base est
une variété compacte avec ou sans bord (dans le cas ou M # 0, il faut
également imposer des conditions au bord elliptiques). Voir larticle [Se].

Pour se fixer les idées, particularisons ces calculs au cas ot M est une
surface (m = 2), et A est le laplacien A, associé & une métrique riemannienne
g. Les premiers termes dans le développement asymptotique de Minakshisun-
daram-Pleijel sont

1 1
g -~ 4 K 1), +
e o+ K@) + 0(t).t - 0,

ou K,4(z) est la courbure de Gauss de g au point .



1.1. (— DETERMINANT 23

En appliquant le théoréme de Gauss-Bonnet, et en prenant en compte le
fait que dimker A = 1,

Trace'e !9 = Vol 4(M) + <X(é\/[) — 1> + O(t),

4drt
ou x(M) est la caractéristique d'Euler de M. Donc

1 oo
Ca,(s) = m/ Trace'e Aot~ 1dt
s) Jo

o (i + (67 0) om0

ou Ry(s) est holomorphe sur Re(s) > —1.

De simples considérations sur la valeur de (a, en 0 permettent de se
convaincre que le déterminant peut avoir des comportements étonnants vis-
a-vis d’opérations élémentaires comme les homothéties. Celui-ci est en effet
tributaire de la topologie de la surface, mais aussi de la régularité de oM
lorsque OM # 0.

A partir de la définition du (—déterminant, il est clair qu’une multiplica-
tion du spectre par A induit une multiplication du ¢ —déterminant par A¢(©).
Remarquons que pour une surface compacte sans bord (M, g), (1.7) implique

que

G, (0) = X0

Pour une surface compacte a bord lisse, la trace du noyau de la chaleur du
laplacien pour les conditions de Dirichlet vérifie

- 1.

St = VolaM) Joar 95 x(M)
=~ 4rrt 8/t 6

ot ds est I'élément de longueur d’arc de dM induit par la métrique g.
Un calcul analogue & (1.7) nous donne alors
x(M)

a0 =5

Enfin, pour un ouvert & bord polygonal du plan, avec toujours le laplacien
et les conditions de Dirichlet [McK-S],

+O0(t),t =07,

72 _72
o= > : (1.8)

; 247y
angles internes v

Ce qui donne, pour le polygone régulier & n cotés Cy,

Z 7r2—72_ n—1
247y 6(n—2)

angles internes




24 CHAPITRE 1. LA FONCTION ¢ ET LE DETERMINANT

Dans le tableau suivant, nous résumons pour un certain nombre de sur-
faces, ce qu’il advient du déterminant lorsque le spectre est multiplié par
une constante positive a, c’est-a-dire lorsque la métrique g est divisée par
a. Nous noterons [[;7; A, le (—déterminant, avec la convention que A; est
la premiére valeur propre non nulle. En particulier, nous voyons que le dé-
terminant peut décroitre lorsque 'on multiplie le spectre par une constante
supérieure a 1.

‘ Surface ‘ Déterminant ‘
M = §? [[ad, = a3 | B
M = {|2] < 1} pour Ay, 15, adn = ad [I°°, An
M = {1 < |z| <2} pour Ajiy I ah, =112 A
M = C, pour A ;. I, ax, = 4= | B

1.2 Les puissances complexes

Pour obtenir une formule variationnelle seconde du déterminant d’une fa-
mille d’opérateurs de Schrodinger dont seul le potentiel varie, il est nécessaire
d’estimer ’ordre de 'opérateur pseudo-différentiel

L a4+ v

ou V; est une variation de potentiels. Ce calcul peut se faire avec un théoréme
de structure des puissances complexes d’opérateurs, que nous présentons ici
en suivant le livre de M.A. Shubin [Sh].

L’outil utilisé est le calcul symbolique des opérateurs pseudo-différentiels
(OPD). On exprime les premiers termes du développement asymptotique du
symbole de (A, + V)? en fonction du symbole de A, + V', afin de mettre en
évidence le fait que les deux premiers termes sont indépendants de V.

Définition

Soit (M, g) une variété riemannienne fermée de dimension m, et ¥V un poten-
tiel positif non nul. On note A = Ay + V l'opérateur de Schrédinger associé
et as(z,€&) = g*(&,€) le symbole principal de A lu dans une carte du fibré
cotangent. Soit € €]0, [ et

A={AeC/—nm+e<argA<m—e}U{0}.

Puisque 0 n’appartient pas au spectre de A, o(A) n’intersecte pas le
disque {\ € C/|\| < 2p} pour un p suffisamment petit. Soit alors dans ce
plan, un contour I' = I', de la forme I' =T';y UT UT'3, ol
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A = rei(”_e)( +oo>r> p) sur I'y,
A= pei‘p(ﬂ—e>go>—(7r—e)) sur Ty,
A = pe im0 (p <7< +00) sur I's.

Posons, pour tout nombre complexe z,

A7 = = [ (A=) ), si Re(2) <0, (1.9)
27 r
A* = AP o AF7F Yk > Re(z),

ou A? est défini comme une fonction holomorphe de A pour A € C\] — o0, 0],
égale a e*'™* pour A > 0. Notons que la convergence de l'intégrale (1.9)
dans Lo (H®(M), H°(M)) pour Re(z) < 0 est assurée par I'estimation (1.1)
et |[A?| = |\|*. Cette méme estimation prouve que, pour de tels nombres
complexes z, A% est un opérateur linéaire borné sur L?(M) = H°(M).

Proposition 1.2.1 1. L’opérateur A® est bien défini, indépendamment
de la valeur de k.

2. La propriété de groupe suivante est valable
APAY = A% o € C.

3. SikeZ, A est la puissance k**™¢ usuelle de A.

4. Pourk € Z et s € R, la fonction z — A* est holomorphe sur Re(z) < k
a valeurs dans Uespace de Banach L(H®*(M), H=2¥(M)) des opérateurs
linéaires bornés de H*(M) dans H*~2k(M).

De plus, A étant auto-adjoint, il existe un systéme orthonormé complet
(¢j)jen de fonctions propres de A, de valeurs propres (A;)jen, ot A; croit
vers +o0, et A\g > . On a une caractérisation spectrale de A? :

Proposition 1.2.2 Soit f € D'(M), l’ensemble des distributions sur M, et
soit f = ZjeN fijej la décomposition en série de Fourier de f dans la base

(¢j)jen. Alors
o
A=) X fipi(a).
j=1

En particulier, (p;)jen est une base de fonctions propres de A*, de valeurs
propres )\j.

Classes de symboles
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Nous donnons quelques définitions de classes de symboles d’opérateurs
pseudo-différentiels.

A tout symbole a(z,&) sur un ouvert X de R™, dont nous donnons les
différentes définitions ci-dessous, on associe un opérateur pseudo-différentiel
A sur X par I'intégrale oscillante (voir le livre de M.A. Shubin [Sh] pour la
définition de ces intégrales) :

z) = / / W a(z, u(y)dydg, pour u € CF°(X).

1. Pour tout ouvert X de R™ et pour tout réel N, SV (X) '’ensemble des
fonctions C* sur X x R™ telles que, pour tout multi-indice « et 3 et
tout compact K C X, il existe des constantes C, g i telles que

v 98

oo 350 €)| < G (1167,

L’ensemble des opérateurs pseudo-différentiels associés sera noté LV (X).
L’ensemble des symboles possédant une décomposition en composantes
homogénes (appelés symboles classiques) sera noté CS™(X), et l'en-
semble des opérateurs associés C LY (X).

2. Pour tout ouvert X de R™ et tout couple (N,d) € R x RT* SN(X x
R™, A) sera ’ensemble des symboles & paramétres sur X, i.e ’ensemble
des fonctions

a:(,6,A) EX XR" xA—C
qui vérifient :
(a) (z,€) € X x R™ — a(x,&, A\g) est C™ pour tout A\g dans A.

(b) Pour tout multi-indice a et B et tout compact K C X, il existe
des constantes C, g i telles que

o 90
oE> 0P

1\ N-
o6 )] < Cagr (14161 + N?)

3. Soit X un ouvert de R™, N un complexe, d un réel strictement positif,
et A un cone de C de sommet O. On note CSY (X x R™, A) ensemble
des fonctions

a:(z,6,A) EX XR" xA—C

telles que, pour tout entier p positif,

D
alw,€,0) = Y 0(E] + N @)ay_j(z,€,2) € SRMIP1(X x R, A),
J=0

ot § € C*(R™) , §(z) = 0 pour |z| < 3, 6(z) = 1 pour |z| > 1, et

an—j est positivement homogéne de degré N — j en (&, )\%), ie
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aN,j(:v,tf,td)\) = tN*jaN,j(x,f, A) pour tout ¢ > 0.

Ces fonctions seront appelées symboles classiques, et les opérateurs
classiques correspondants seront notés CL(]iV(X x R™, A).

4. Tous ces opérateurs peuvent étre définis sur une variété compacte M.
Nous utiliserons alors les mémes notations en remplacant X par M.

Structure des puissances complexes d’un opérateur elliptique

Nous donnons ici quelques résultats techniques sur la structure des puis-
sances complexes de A. Dans chaque carte de la variété, les symboles des
opérateurs A® possédent une décomposition en composantes homogénes.

Nous expliquons briévement comment construire un paramétrix de A—AI
qui soit aussi un opérateur pseudo-différentiel classique de CLQ_Q(M, A).

Rappelons qu’un parametrix By de A — Al est un opérateur pseudo-
différentiel d’ordre —2 tel qu'il existe des opérateurs régularisants Rq(\) et
Ry (X) vérifiant

(A= M)By=T+Ry()\), By(A—Al)=I+Ry).

Soit une carte X C M, que nous identifions & un ouvert de R™ via un
systéme de coordonnées. A — \I s’écrit alors

Son symbole total

a(z,6,0) = Y aa()6* — A

laf<2

1 p
peut se décomposer en composantes homogeénes en (£,A2) données par les
formules

a2(xa§7>‘) = Z aa(x)éha - >‘a et

|a|=2

aj(z,§,) = Z a;(z)€” pour j =0 et 1.

la|=j

Donc A — AT est un élément de CLZ(X x R, A).

Si I'on cherche le symbole d’un parametrix de A — AI sous la forme d’une
somme asymptotique de composantes homogénes bO_Q_]-(:zz, &A),7=0,1,2,..
de degrés —2 — j.

Les fonctions b(lQ_j (z,&,\) sont alors définies par les relations de récur-
rence
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aQ(xaéaA)bO—Q(xaéaA) =1,
et, pour tout 5 =1,2,...,

§ : 1 o «
a2 (xa é: A)b927] (QZ, ga >‘) + Eag a27k(xa ga A)Dx b0727l(xa ga >‘) =0.
k+l+lal=j

Pour finalement obtenir un paramétrix, on pose pour j =0,1,2,..

booj(,&,A) = 0(J€] + [X]2)b%,_ (2, €, ),

ou 0 est donnée dans la définition précédente, afin d’éliminer ses singularités
en ||+ |)\|% = 0, puis on recolle les paramétrix locaux a I’aide d’une partition
de I'unité de la maniére suivante :

Soit M = U, X" un recouvrement fini de M par des cartes, ¢7 une par-
tition de I'unité subordonnée a ce recouvrement et 17 € C§°(X7) telle que
17 = 1 sur un voisinage du support de ¢?. De plus, soient ®? et W7 les
opérateurs de multiplication par ¢7 et 17 et Bzgfj()\) un OPD sur X7 de
symbol bZQ_j(:c,é, A) construit ci-dessus dans 'ouvert X7. Soit maintenant

B_y_j(A) =) ®'BY, (AT

2

et B(N)(A) = B,Q,]’(A). (1.10)

L’écriture de B(y)(A) dans chaque carte nous convainc alors du résultat
suivant :

Proposition 1.2.3
(A=At = Biyy(N) € CLy>" N (M, A).

Nous allons & l'aide des symboles ci-dessus contruire les composantes ho-
mogenes bgz)f;(x,é“) du symbole de A%. 1l existe p = p(z,&) > 0 tel que
as(z,€,X) # 0 pour |A] < 2p,§ # 0 et A € C. Les fonctions b_o_;(z,&, N)
sont holomorphes en A dans le disque |A| < 2p. En reprenant le contour T’
précédent, on définit pour Re(z) <0 et j € N:

b (2,€) = %/FA by (2, & N)dA.

L’indice représente toujours le degré d’homogénéité ; en effet, bgz)f;(x, €) est
positivement homogeéne en ¢ de degré 2z — 5 :

b5 (1) = 125796500, (2, €),1 > 0,6 # 0.
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Il est possible d’étendre la définition de ces fonctions a tout z € C. On
pose a nouveau

b (,€) = 0(IENBE) (. ).

Cette construction peut étre faite dans tout ouvert de carte X7. Si B

(2)

22—j
est I'opérateur sur X7 de symbole b2z ](:1: €), on pose a nouveau

2” ZqﬂB 1w,

et
(2) - (2)
z z
By = Bs
§=0
Proposition 1.2.4 Pour tout réel z,

A* € CL**(M),
et, pour tout entier N positif et tout réel p > Re(z),

A7 = B e 17N ().

Ainsi, I'estimation de ’ordre d’un opérateur % (Aﬁ), ot A, est une famille
lisse & un parameétre d’opérateurs de Schrédinger, se raméne a I’estimation
de celui de %B(]Z\; p dont nous connaissons explicitement les composantes du
symbole, en fonction de celles de A. Nous nous servons de cette proposition
dans la démonstration du lemme suivant :

Lemme 1.2.5 Soit M une variété fermée munie d’une métrique rieman-
nienne g. Soient tg un réel, Vy et V deux fonctions C* sur M telles que
Popérateur de Schrodinger Ay + Vo + 1oV ait un spectre strictement positif.
Alors, pour tout compleze z, lopérateur

d Ag+Vo+tV)

- +Vo+tV))

dt |t=t, (( g ro
est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 2p — 2 pour tout p strictement
plus grand que la partie réelle de z.

Démonstration : Posons, pour tout ¢ dans un voisinage I de %,

A= Ay + Vo +tV. Choisissons I de telle maniere que le spectre de
A, soit strictement positif pour tout ¢ dans I. On note bU_Q_]-’t(x, &, \), pour
7 =0,1,2, ..., les composantes homogénes d'un développement asymptotique
du symbole d'un paramétrix de Ay, et

ag(z,€,)) = Zg 2)9;0; — A3,

1,j=1

(2.6, )) = —%aj(g”‘@)ai,

ap(z, &, N) = Vo(z) +tV (),
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1 (0 - (9 e . .
ol (81)19'971 = (3mi)1§i§m correspond aux dérivées partielles dans la direc

tion des fonctions coordonnées, (gij (:1:)) ., est la matrice de la métrique

1<i,j<
sur (TmM)* lue dans la carte et G = det ¢"7. Alors

bO—Q,t(xa 67 >‘) = (a‘Z(‘,E’ 6’ A)) _1’

b[lSt(xagaA) = —(a2($,§,>\))71|:a1($,§,>\)b0,2’t(f,§,)\)

m
+ Z aﬁiaQ(x: £, A)Dl‘ib(lQ,t(x: £, >‘)
i=1
ne dépendent donc pas de ¢, tout comme les deux premiéres composantes

homogénes bgzz)”o(x, €) et bgz)iol’t(x, ¢) du symbole de A7, en vertu des relations

™

b;z)—oj,t(xaé) = - /1" A bU,Q,j’t(«T,g,A)d)\.

Notons B((]Z\g)t I’opérateur qui vérifie, d’aprés la proposition 1.2.4,

A; — BY)

(N)t € L**~N(M),Vp > Re(z). (1.11)

Le symbole de B((;))t dans chaque carte s’écrit

() (052, (2, €) + b5, (2,€)) ().

Cette famille d’opérateurs est donc indépendante de ¢t :
d o)

a B,

Combiné avec (1.11), nous obtenons ainsi que pour tout ¢ dans I,

, =0, pour tout ¢ € I.

d
%Af € L?72(M),Vp > Re(2).

1.3 Les fonctions ( généralisées

Peter Gilkey [Gil] a établi des formules variationnelles des fonctions ( as-
sociées a une famille A(e) a 1 parametre d’opérateurs différentiels elliptiques
auto-adjoints. Celles-ci font intervenir des fonctions ( généralisées dépen-
dant de A(e) et de %A(e). Ses démonstrations s’appuient principalement
sur la trace du noyau de la chaleur de A et son développement asymptotique
de Minakshisundaram-Pleijel. Ces formules redonnent une démonstration du
théoréme de D. Burgheela, L. Friedlander et T. Kappeler sur la dérivée pre-
miére du logarithme du déterminant de A(e). Nous redonnons ici ses résultats
dans le cas particulier qui nous intéresse.
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1.3.1 Variations de (4,

On note & nouveau A = Ay + V un opérateur de Schrodinger sur une
variété fermée M de dimension m, dvy(z) la forme volume induite par la
métrique g sur M, (¢;)jen un systéme orthonormé complet de fonctions
propres de A, de valeurs propres associées (Aj)jen, ot A; croit vers +oo
Nous supposerons que Ag > 0. Rappelons qu’il existe une suite de fonctions

(en(., A)) . définies sur M qui vérifient la relation (1.2) : pour tout entier
ne
k il existe un entier N = N (k) et une constante C' = C}, tels que

< thk.

e(t,z,x) — Z en(z, A)t" 2

Hk,oo
n<N

Nous pouvons définir les puissances complexes A® de A. Le noyau de
Schwartz K = K¢(z,y, A) de A™5 vérifie

s(z,y, A ZAV o () u(y)

v>0

Soit V un opérateur différentiel d’ordre 0 sur M, c’est-a-dire 'opérateur
multiplication par une fonction V' C* sur M. Le noyau de Vo A™* est alors
égal a

K(z,y, A,V) = > A V(2)pu ()00 (y)

v>0

Pour tout entier 7, il existe un réel C; > 0 tel que cette série converge
uniformément et absolument pour la norme ||.||j.o sur Re(s) > Cj.

Notons TI(), A) la projection orthogonale de L?(M) sur Ker (A — \I).

Les théorémes 1.3.1 et 1.3.3 donnent des formules de variations premiéres
respectivement de la trace de l'opérateur de la chaleur et de la fonction (
associées a une famille d’opérateurs de Schrodinger du type

A, ::Ag-l-Vo-l-EV.

Celles-ci seront utiles pour établir les résultats qui suivront sur les rapports
de déterminants.

Théoréme 1.3.1 (P.Gilkey, Page 75-77) L’opérateur Voe ' est un opé-
rateur régularisant.

1. Soit, pour tout entier n, a,(A,V) fM z)en (z, A)dvgy. Alors

Trace(Voe ') = Y Trace(II(\, 4) o V)e ™, (1.12)

D an(A,V)E

n>0

(1.13)
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2. Soit Vo un deuziéme potentiel, et I un intervalle réel ot Vy + €V est
positif non identiquement nul. Posons € € I — A := Ay 4+ Vo + €V.
Alors les fonctions € — ap(Ae,V) sont lisses. De plus, pour tout € € I,

d
d—Trace(e*tAf> = —tTrace(Voe*tAf>

E ~ Z (%an(Ae,V)> T (1.14)

n>0

La notation ~ dans (1.14) signifie que pour tout entier k positif, il existe une
constante ¢, indépendante de € (au moins localement) telle que

k
d _LA, d k+l—m
g"[‘race(e ) nz: <de (AE,V)> <cpt 7,
pour tout couple (¢,¢) de ]0,1] x I.
Définition 1.3.2 On définit la fonction généralisée zeta
C(s,A,V) := Tracer2(VoA™? ZTrace (A, A) o V)AT% (1.15)

A>0
/ K(z,2,A,V)dvy(x).
M

Notons que ((s, A, Id) = (4(s). L'asymptotique de Weil implique la conver-
gence uniforme et absolue de la série (1.15) pour Re(s) > .

Théoréme 1.3.3 1. Si Re(s) > 3, alors
o.¢]
(s, A,V) :F(s)_l/ 5~ Trace 2 (V o e~ t)dL. (1.16)
0

2. T(s)((s,A,V) a une extension méromorphe a C avec des pdles simples
150lés en s = D

RBSSZ%F(S)C(S,A,V) = an(A,7V). (1.17)

3. Soit Ac := Ay + Vo + €V. Si la premiére valeur propre de A¢, est non
nulle, alors ((s, Ae,V) est lisse au voisinage de (s, €) sauf a priori en
les valeurs s = ™"

2
4. De plus,

£0a(5) = ~C(s + 1,4 V),
€

Remarque : Soit s un entier positif ou nul. I' a alors un péle simple en
—s de résidu non nul. D’aprés (1.17), ¢ est réguliére en —s et sa valeur est
localement calculable. En particulier, puisque Ress—oI'(s) = 1,  est réguliére
en 0 et

€(0,A,V) = as(A,V).
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1.3.2 Variations du (—déterminant

A nouveau, posons

Api= Ay + Vo +tV,
pour tout ¢ dans un intervalle I ou le spectre de A; est strictement positif.
Revenons au déterminant (—régularisé

detc Ay = e~ dsCar (0),

ou C4,(s) = C(s, Ay, Id).
Théoréme 1.3.4 (D.Burgheela- L.Friedlander- T.Kappeler)
t € I — det¢A; est une fonction lisse et

d
%lndet At = Fps:OC(SﬂAtﬂv)
= Fp,_oTrace(Vo A, ' %),

ot Fpy_, (2L + ag + ai(s — s0) + ...) == ao.

5—80
En effet, Indet; A; est le résidu en 0 de la fonction s +— —s%(At(s) :
1 1
lndetCAt = —%/YS—QCAtdS

ol v est le cercle centré en 0 de rayon i.

d 1 [1d

“indet Ay = —— [ 5= d

gt 22‘st2 g (3)ds
- ! 1(( +1,A4,V)d
- 2im /s S A 1A

1.4 Les opérateurs de Schrodinger

Dans cette partie, (M™, g) sera une variété riemannienne compacte d’ordre
m, V et V deux potentiels sur M tels que pour tout ¢ dans un intervalle I
de [0, 1]

)

Api= Ay + Vo +1V

soit un opérateur différentiel elliptique d’ordre 2, auto-adjoint, injectif et

positif. La fonction
Ca,(s) := Trace(A; *)
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est bien définie pour s > %, et s’étend en une fonction méromorphe sur C,
qui ne posséde pas de pole en 0. Pour tout ¢ € [0, 1], on peut donc poser

det¢(Ay) := e s SA:(0),

A; posséde un systéme orthonormée complet de fonction propres (@k:t)k>1’

de valeurs propres associées ()‘kat)kzv qui croissent avec k.
Nous noterons également
d

V= %At :f e L2M) = Ve L*(M),

I'opérateur dérivée de A; pour la topologie forte sur les opérateurs.

1.4.1 Les petites dimensions

Nous commencons par prouver un lemme autour duquel s’articuleront
tous les résultats qui suivent.

Lemme 1.4.1 Si M est de dimension m < 3, alors pour tout réel t dans I,
2

%lndetC(Ag + W -I—tV) = —Trace(VoA;1 oVo A[1>.

Corollaire 1.4.2 Si M est de dimension m < 3, alors
t €I Indetc(Ay+ Vo +tV)
est strictement concave si V' n’est pas le potentiel nul.

Démonstration du corollaire 1.4.2 :

Trace(\? o A;l oVo A,fl) = Z (V ° A;I oVo Agl(ﬁok,t)a @k,t)
£>0
(V o A, o V(pry), ‘Pk,t)
Akt

k>0

_ Z (A7 (Vo). Vior)
Akt

> 0,
k>0

car A;l est un opérateur strictement positif, et V' est non nul. O

Démonstration du lemme 1.4.1: D’aprés le théoréme 1.3.4,

d? d e
s Indetc (A +Vo+1V) = = [FP_gTrace(Ve A7*7")]
= FPs_¢TraceV o (%(A;l)) oA’

4+ FP,_yTraceVo A;l o %(A;s)
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Or Vo (4(A;") 0 A7* = —Vo A7 ' oV o A7 "% est un opérateur pseudo-
différentiel d’ordre —4 — 2s. C’est par conséquent un opérateur & trace sur
L?(M) pour tout Re(s) > mTf‘l. Sous la condition m < 4, s = 0 appartient &
ce domaine de convergence, et donc

Fpg—oTrace [V o (%(At_l)) o At_S] = Trace [\7 o (%(At_l)) o A?]

= —Trace{VOAt_loVoAt_l}.

De plus, d’aprés le lemme 1.2.5, I'opérateur %(At_s) est un opérateur
pseudo-différentiel d’ordre —2 — 2s + € pour tout € > 0.

L’ordre de Vo A; ' o % (A[s> est donc —3.5—2Re(s). Donc, pour m < 3,
cet opérateur est d’ordre strictement inférieur & —m pour tout s dans un
voisinage de 0. Il est par conséquent a trace et

FpSZOTrace<V o A;l o %(At—s» = Trace (\7 o A;l o %(Aﬁ)) -

= 0car A) = Idp2 -

a

Nous avons besoin d’un dernier résultat avant de démontrer le théoréme
0.0.6. Tl s’agit d’une adaptation de la formule de Polyakov au cas des opé-
rateurs de Schrodinger mais qui n’explicite malheureusement pas la dépen-
dance du (—déterminant par rapport au potentiel. Précisément, nous avons :

Proposition 1.4.3 Soit (M, gg) une surface riemannienne compacte sans
bord. Soit V un potentiel C° positif non nul sur M et ¢ une fonction C*®
sur M. Alors, si A:= Ay + V', nous avons la relation

detce 2¢ A 1 J1 9
e d Kypdvg — d 1.1
det A o [2 /M|V0f Vg +/M otpdug 3/MV90 UU] (1.18)

ol dvg est la mesure volume de la métrique go, Ko sa courbure de Gauss, et
Iy |Vop|?dvg énergie de Dirichlet de ¢ pour la métrique go.

In

Remarques :

1. Si g est la métrique e*?gy, e 2#A = A, + e 2#V est bien un opérateur
de Schrédinger dont le potentiel est positif non nul : cet opérateur a
donc un déterminant (—régularisé.

2. La démonstration est identique a la démonstration de la formule de
polyakov, telle qu’elle est faite dans l'article [OPS1].



36 CHAPITRE 1. LA FONCTION ¢ ET LE DETERMINANT

Démonstration : Posons pour tout € réel, g. 1= e>“gq, et
Ao = Ay + e 2%V = e 29 (A, + V).

Alors si dv, est la mesure volume de g., K, la courbure de Gauss associée &
e, et Nedve = N(t, z,y)dv, le noyau de Schwartz de I'opérateur e *4<, nous
avons les relations suivantes :

dv, e*%duy,
K. = e 2 (Ag(ep) + Ko), (1.19)
1 K. Ve v

Ne(t = —
e(t,,2) amt (127r in

> + O(t), quand t — 07.(1.20)

Dans (1.20), toutes les fonctions du membre de droite sont évaluées au point
z de M. Cette relation se trouve en page 334 du livre de P.B.Gilkey ([Gil],
lemme 4.1.4). La formule variationnelle (1.21) s’y trouve également, en page
77 (lemme 1.9.3).

Soit enfin
1 oo
(e(s) = Trace (4, °) = D) /U t* ' Trace (e*mf) dt.
Alors,
d 1 [Fee d
e, - 1 2T —tA) dt.
deC (s) F(s)/g ¢ Lrace (e )
Or,
d —tA. d —tAe
%Trace (e ™) = Trace | —t %Ae e (1.21)
= —tTrace (—2(,0A€e*t‘46)
d
= —2t$Trace ((pe*mf) .
Par conséquent,
d 2 T d
—(. - __= ts_rI\r —tAe dt
ZO = iy ) T le)
25 [+
= I‘(Z)/O t* !Trace ((pe*mf) dt.
Au voisinage de s = 0, %g‘e(s) est réguliére, et ﬁ ~ s2. Donc,
d d

+oc
28 t(s) = 2Res,— 51Ty —tAe) g,
- dS‘s:[]C (s) esS_O/U ace (pe “I)
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La fonction holomorphe s — f1+°° t5~Trace (tpe_tAE) dt est entiére car
Trace (goe*tAf) = O(e ") lorsque t — +o00,
ol p est la premiére valeur propre de A.. Ainsi,

d d

1
%%‘SZOCE(S) = QReSs—O/O £~ Trace ((’De_tAe) dt. (1'22)

)

Mais d’apres (1.20)

Trace(goe*mf) = /Ne(t,x,x)go(x)dve(x)
M
= 1/ dv, + — K.d 1/ Ve **dy. + O(t)
R MQO Ve 197 MQO eQV¢ . MQO e Ve )
et donc,
! 1
/ts_lTrace (goe_tAﬁ)dt = </ @Kedv€—3/ @Ve_gwdm)
0 127s \ JMm M
ch,pdv6
IMFTTC 4R (s), 1.23

ol s — R¢(s) est holomorphe sur Re(s) > —1. Alors, par définition du
(—déterminant, et en tenant compte respectivement de (1.22), (1.23) et
(1.19),

d
ElndetCAE = ———  ((s)

1
= —— {/ oK dv, —3/ @Ve_Qf‘pdve}
67 M M

= L (A e0) + Ko)dvo —3 | Vv b
67 \m M

Il n’y a alors plus qu’a intégrer cette égalité entre 0 et 1 :

detce 29 (Agy + V) 1 { 1

=——{ = [ |Voyp|?d Kopdvg —3 | Vdug b .
n dotcAg +V 6 2/M 0%l vo-l-/M 0Pavy /M 2 vo}
O

Nous en déduisons le corollaire suivant :



38 CHAPITRE 1. LA FONCTION ¢ ET LE DETERMINANT

Corollaire 1.4.4 Soit (M, gg) une surface riemannienne compacte sans bord.
Soit aussi ¢ une fonction C*° sur M a valeurs dans R, et Vy et V1 deux po-
tentiels positifs non nuls sur M. Alors
detCe_Qd’ (Ago + Vl) 1 detC (Ago + W
n =1In
detce*w (Ago + Vg) detc (Ago =+ VO

; + 50 [ 0= Ty

ot dvg la mesure volume associée a gq.
Démonstration : Soit g la métrique riemannienne sur M définie par g =
e?go. Alors A, = e 2V A, et
. detce™ (Ag, + V1) _ . det¢ (Agy + V1) . detce™Y (Ay, + V1)
detce=2 (Agy + Vo) det¢(Ag, + Vo) det¢ (Ag, + V7)
detge*w (Ago + Vg)
det (Ago + VU) '

(1.24)

— In

La proposition 1.4.3 appliquée respectivement aux deux derniers termes du
membre de droite donne ’égalité suivante :

detce 2 (Ag, + V1) detce 2 (Ag, + Vo)
n — In
det¢ (Ago + Vl) detC(Ago + VU)
1
= 9 MQMVl — Vo) dvg,.- (1.25)

Le corollaire 1.4.4 se déduit de (1.24) et (1.25).

1.4.2 Une inégalité

L’objectif de cette section est la démonstration du théoréme 0.0.6 qui ca-
ractérise les maxima, lorsque le potentiel varie, du déterminant {—régularisé
d’opérateurs de Schrédinger Ay, + V, pour certaines variétés riemanniennes

M, g).
Proposition 1.4.5 Soit (M, g) une variété riemannienne compacte dont le

groupe d’isométries agit de maniére transitive sur M et vy une constante
stritement positive. Alors si m(V') := Vo—lgl(lVH Jv Vo,

d

E‘t:0<A9+vo+tV(S) = —sm(V)Ca,tu (s +1).

Démonstration : D’aprés le théoréme 1.3.3, si (i, Ay) est une résolution
spectrale de A,

d —S— (V(Pﬂagpﬂ)
— LA qugatv(s) = —sTrace(Vo (A, +vg) * ) [ N rmrn)
dt\t:o gtvot+t ( ) ( ( g 0) ) 7122% ()\n N UO)S+1

— _L +oo s T e—(/\n-l—vo)t 2 2o (z
N r(s>/o t /MV< ) % () dv, (z)dt.

n>0
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Dans le cas des tores plats R™ /A, si on fait agir le laplacien sur I’ensemble
des fonctions & valeurs complexes (ce qui ne change fondamentalement rien
a notre probléme), les fonctions propres sont les exponentielles complexes,
et donc, pour tout entier n,

(Vions n) = /M Vion(2)gn (@) dvg () = m(V),

ce qui donne le résultat.

Dans le cadre plus général de la proposition 1.4.5, la démonstration suivante
fait suite & une communication orale de G. Carron :

Si®: (M, g) = (M,g) est une isométrie et K(t,x,y)dvg(z) est le noyau au
sens de Schwartz de I'opérateur de la chaleur de Ay, K (t,z,y) = K(t, ®(z), ®(y)).
Le groupe d’isométries de (M, g) agissant transitivement, la fonction

r €M~ K(t,z, ) Ze )‘“t2
neN

est indépendante de z, et donc

/1\/[ V(:E) Z e*()\nJrvo)t(pT?l(x)dvg(x) _ m(V) Z e*()\n+1)0)t

n>0 n>0
= m(V)Trace(e”HAs+v0)y,

D’on
d

%‘tZOCAg+vo+tV(S) = —m(V)sCa, 1o (5 + 1).

Demonstration du théoréme 0.0.6 : Supposons pour commencer que (M, g)
soit une variété riemannienne compacte sans bord telle que le groupe d’iso-
métries de g agisse de maniére transitive sur M. Soit V un potentiel positif
non constant et vy une constante strictement positive. Posons

Ay = Ag + Vo +t(V - Q)g),

ou vg est défini dans le théoréme. Pour tout réel ¢ dans un voisinage de [0, 1],
le potentiel vy +t(V — vg) est positif, non nul et V' — vy est lui aussi non nul.
Le corollaire 1.4.2 nous assure donc du fait que la fonction

€ [0,1] = f(t) = Indet Ay
est strictement concave. De plus, d’aprés la proposition 1.4.5,

oot ==s( [ (@) =)

dvg(z)

W><AO(S +1) =0,
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pour tout s dans C. En particulier,

d d d
!
0)=— Indet;dy=— — =0. 1.26
110) dt |t=0 naehe A dt\t:Ods\s:UCAt ( )
f est une fonction strictement concave sur I dont la dérivée s’annule en 0.
Par conséquent, f(0) > f(1); ce qui est équivalent a

detc(Ag +V)< detc(Ag + vg).

Nous avons donc démontré les cas 1. et 3. du théoréme, ainsi que le cas 2.
lorsque la courbure de g est constante. Ces métriques ont en effet toutes un
groupe d’isométrie transitif.

Soit maintenant M = S? ou S' x S'. D’aprés le théoréme d’uniformisa-
tion, il existe une unique fonction ¢ C* sur M telle que gy = e*#g ait une
courbure constante et méme volume que g. Alors Ay = e 2¥A,. Ainsi,

det¢ (Ay + V) _ detce?? (Ag, + Ve 2%)

. det, (Ag + voew) o detce?s (Ago + vo)

Appliquons le corollaire 1.4.4 au membre de droite en posant 1) = ¢, V] =
Ve 2% et Vo =g :

det¢ (Agy + V) _ det¢ (Ag, + Ve 29)
det¢ (Ag + voe2?) - det¢ (Ag, + vo)
1 —2p
~ 9. M(p(Ve — vg) dvy. (1.27)

Or, go a un groupe d’isométries transitif, et fM vodvg, = fM Ve*Z‘Pdng. La
premiére partie de la démonstration du théoréme 0.0.6 implique donc que
det¢ (Ag, + Ve 29)
detc (Ago + ’Uo)

<1, (1.28)
avec égalité si et seulement si e"2#V est un potentiel constant. En combinant
(1.27) et (1.28), nous obtenons

det¢(Ag+ V) __ L
detc (Agy +vpe2?) = 2w

/Mtp(V — vge2‘p)dvg,

le cas d’égalité étant réalisé si et seulement si Ve 2 est constant. C’est
exactement le 2. du théoréme 0.0.6.



Chapitre 2

Discrétisation

Soit (M, g) une surface riemannienne compacte. A tout potentiel V' de
clagse C* sur M, positif et non nul, est associé un opérateur de Schrédinger
défini par

Af e e M= Ayf(z) + V(z)f(z)

pour toute fonction f C*° sur M.
C’est 'opérateur formellement symétrique associé a la forme quadratique
définie par

0:1€C00R) = [ {d (@) 4@) + V) £ o)} dugla),

ot g est le produit Hilbertien induit par dualité sur les 1—formes.
A est un opérateur & domaine sur L?, essentiellement auto-adjoint. Pour
tout réel s, il se prolonge de maniére unique en un opérateur continu

A: HS(M) — H*72(M)

ou les H® sont les espaces de Sobolev sur M.

La résolvante (A — z)~! est compacte sur L?, et A posséde un spectre
o(A) = {\ < A2 < A3 < ...}, ou les \; sont répétées autant de fois que
Pexige leur multiplicité. A chaque valeur propre, on peut associer des vecteurs
propres ; (non canoniques) de norme 1, C* sur la variété. La positivité de
V implique A1 > 0, et par conséquent l'injectivité de A. A posséde donc un
déterminant (—régularisé

det¢(A) := e ¢
ol f est I’extension méromorphe sur C de
1
((s) := Z =

n>0" "

41
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A certaines suite de triangulations G, (que nous appellerons admissibles) de
(M, g), il est possible d’associer par une méthode des éléments finis des suites
d’opérateurs de Schrodinger discrets A,,, définis sur les graphes associés a ces
triangulations, qui approchent dans un sens que nous préciserons ’opérateur
A= Ay + V. Les opérateurs A, sont des endomorphismes linéaires symé-
triques sur des espaces euclidiens, et possédent donc un déterminant. La
question est de savoir si cette suite de déterminants, aprés normalisation,
approche le déterminant de A. Nous prouvons ici que c’est le cas pour les
tores de dimension 2 si I’on normalise par les déterminants discrétisés d’un
autre opérateur de Schrodinger.

Soit M = S' x 8!, g une métrique riemannienne sur M et Vj et Vi €
C>(M, R") deux potentiels non nuls , Ag et A les opérateurs de Schrodinger
associés et (Aon)n>3, (Ain)n>3 leurs suites d’opérateurs discrétisés sur les
triangulations G,,. Nous démontrons le théoréme 0.0.3.

Le schéma de preuve est le suivant. Nous utiliserons les formules varia-
tionnelles du déterminant des opérateurs de Schrédinger obtenus dans la
partie 1. Posons pour tout ¢ dans [0, 1]

At :Ag‘l“/[]'l‘tv,

ou V := V) — Vj, et nous définissons, pour chaque ¢, (A;y),>3 la suite des
discrétisés de A;. Soient f, et f les fonctions C'° définies sur un ouvert de
R contenant [0,1] par

fn(t) :=Indet Ay, et f(t) := Indet A;.

Dans le cas ou la courbure de g est nulle, le théoréeme 0.0.3 est une
conséquence de la convergence uniforme de f) vers f' sur [0,1], qui sera
obtenue comme conséquence des deux propriétés suivantes

— Supjg,1] ‘fqlll - f”‘ — 0,

- 1(0) —= £(0).

Pour une métrique g quelconque sur M, nous nous raménerons au cas précé-
dent grace d'une part au théoréme d’uniformisation des surfaces et d’autre
part au corollaire 1.4.4.

Dans 2.1, nous introduirons les opérateurs différentiels sur les graphes
finis. La partie 2.2 se fixe pour objectif de démontrer la convergence uni-
forme de la suite des dérivées secondes du logarithme du déterminant, sous
certaines conditions sur la suite de triangulations. Dans la partie 2.3, nous
démontrons la convergence de (f},(0))nen vers f/(0) dans le cas ou Vy = v est
un potentiel constant (ce qui ne restreint pas les hypothéses du théoréme), et
ou la courbure de g est nulle. Enfin, le partie 2.4 achévera la démonstration
du théoréme 0.0.3 dans le cas général.
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2.1 Laplaciens subordonnés a un graphe

Soit G = (S, E) un graphe fini, non orienté, sans boucles, ni arétes mul-

tiples, ou S est ’ensemble des sommets de G, et E ’ensemble des arétes.
Posons a = §S, et m = §E. Nous noterons, pour deux sommets v, w, v ~ w
lorsque v et w seront voisins.
On considére I'espace euclidien RS muni du produit scalaire canonique que
nous noterons toujours par la suite (.|.), afin de le différencier du produit Hil-
bertien sur L?(M) noté (.,.). On désigne par Og l'ensemble des opérateurs
symétriques réels A sur R, de matrices A = (a;j) tels que

aj; < 0, si (Z,j) € FE; (2.1)
= 0si(ij) ¢ Eeti#j.

Og¢ est un cone de dimension m + «. Les éléments de Og seront appelés
opérateurs de Schrédinger sur G.
Les opérateurs de Schrédinger dont le noyau contient les vecteurs constants
seront appelés laplaciens, et notés A. Leurs éléments diagonaux vérifient

aj; = — Zai]’ > 0. (2.2)

i~j

La donnée d’un laplacien est donc équivalente & ’affectation d’un poids stric-
tement positif ¢;; = —a;; a chaque aréte {ij}. Un tel poids est parfois appelé
métrique sur le graphe G. Si la métrique est constante et égale & 1, le lapla-
cien est dit canonique.

A toute matrice symétrique A € Og est associée une forme quadratique

qa:z € RS — (Az|z).

Elle s’écrit de maniére unique sous la forme

ga(z) = Y cijloi—z)* + > Wial

(i) EE iV
ou
cij = —ajj>0et
Wi = Qg — E ai,j
g~

est le potentiel de A. Un opérateur de Schrédinger A est un laplacien si et
seulement si son potentiel est nul. Nous ne prendrons dans la suite que des
potentiels positifs.

Si A = A est un laplacien, la forme quadratique s’écrit donc
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aa(z) = Y cijlzi— )’ (2.3)

(i,j)EE

Dans la base canonique de RY, la matrice de la forme quadratique ga
s'identifie & la matrice de l'opérateur A défini ainsi : soit f dans R, et v un
élément de V,

Af() =" epu(f(v) = f(w)).
wn~v

A plusieurs points de vue, de tels opérateurs ont des propriétés qui en
font des analogues discrets adéquats aux laplaciens sur les variétés :

— Ce sont des opérateurs locaux : dans la formulation (2.3), la valeur de
I'image de f au point v ne fait intervenir que les valeurs de f sur les
sommets voisins de v.

— Gréace a la condition d’ellipticité discréte ¢y > 0, ces opérateurs véri-
fient un principe du maximum : si f est harmonique en v, alors f(v)
est une moyenne pondérée des {f(w)/w ~ v} :

wav Cow

— Les différentes méthodes des éléments finis font apparaitre de tels
opérateurs. En dimension 1, si f : [0,1] — C est C*, que Gny1 =
(Sn+1, Ent1) est le graphe linéaire & n + 1 sommets, plongé dans [0, 1]
de la maniére la plus naturelle, a savoir :

flv) =

i
n’ n

Spi1:= {%/Z € [O,n]} et ¢i im1 =n?,

alors

st (£) = (a(2) 1) ~1(5)

Mf(ly = () + 0.

Ainsi ' '

1 1

n n
En dimension 2, il existe rarement des discrétisations si parfaites et si
évidentes de surfaces riemanniennes (M, g). Les discrétisations sont des
triangulations qui doivent vérifier un certain nombre de conditions pour
que les opérateurs qu’elles induisent d’une part vérifient la condition
d’ellipticité, et d’autre part convergent vers le laplacien A,4. Il existe

une grande littérature qui traite ces questions (voir par exemple [Ci|
ou [Cdv-Mal).
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Fixons (.|.) le produit scalaire canonique sur R®. On peut associer a g4 un
opérateur symétrique A sur R®, tel que g4(.) = (A.|.). A est diagonalisable
et son spectre vérifie

U(A) = {)\1 <A <. < )\a} C RT.

L’inégalité A\; < Ao est le théoréme de Perron-Frobenius , analogue discret
du théoréme de Courant. Il traduit le fait que la premiére valeur propre d’un
opérateur de Schrodinger est de multiplicité 1 (voir [Cdv2]). Si A est un
laplacien, Ay = 0 et ker A = R.1. Si au lieu de (.|.), on choisit un produit
scalaire tel que la base canonique {d,/v € V} est orthogonale ((d,|d,) =
by > 0), tout ce qui précéde s’adapte aisément, en vertu du fait que l'on
passe d’une structure euclidienne a ’autre par l'isométrie

©: vaév — Z m\/—z_&,.

Nous nous intéressons dorénavant aux déterminants de tels opérateurs.
Si A n’est pas un laplacien,

det A = H A
1<i<a

Sinon, nous enléverons évidemment la premiére valeur propre

det’A = H A
A #£0

Dans la littérature, cette quantité est parfois appelée complexité du graphe.

Le plus ancien résultat concernant cet invariant spectral est da a Kirchoff.
11 le relie aux arbres maximaux de G. Rappelons qu'un arbre de G est un
sous-graphe de G simplement connexe, i.e. qui ne contient aucun cycle. Un
arbre de G est maximal si aucun arbre ne le contient strictement, i.e. s'il
contient exactement tous les sommets.

Théoréme 2.1.1 (Kirchoff) /Ch/

det’'A=a Y  W(T)
TeV(G)

ou V(QG) est l’'ensemble des arbres mazimauz de G et W(T'), le poids de T,
est le produit des cyy sur toutes les arétes {vw} contenues dans T.
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Remarquons que si I’on change la métrique, les arbres ne changent pas, seuls
leurs poids varient. Cette formule est trés pratique pour calculer certains
déterminants. Dans le cas ou A est le laplacien canonique sur le graphe
circulaire & n sommets, ce théoréme donne une démonstration de 1’égalité

Cette formule a ensuite été étendue : F.Chung [Ch] I’a écrite dans le cas
ou G est un graphe a bord et R. Forman [Fo3] a explicité chacun des termes
du polynome caractéristique de A.

Le déterminant du laplacien intervient dans un autre modéle de méca-
nique statistique [Ke] : celui des dimeéres en dimension 2. Temperley [Te| a
en effet montré que le nombre de recouvrement par des diméres de certains
sous-graphes de Z? peut étre calculé avec le déterminant du laplacien défini
sur des graphes reliés a ceux-ci.

2.2 La méthode des éléments finis

M sera de dimension 2. Nous montrons que pour une suite de triangula-
tions qui vérifie un certain nombre de propriétés, les opérateurs de Schrodin-
ger discrets obtenus par une méthode des éléments finis donnent de bonnes
approximations spectrales des opérateurs de Schrodinger définis sur la va-
riété ; c’est-a-dire que les spectres, les sous-espaces propres et les résolvantes
discrets convergent, dans un sens propre & chacune de ces quantités, vers
leurs analogues continus.

A part pour le spectre, nous ne montrerons que des convergences simples
en t de ces quantités, notamment des dérivées secondes. Le théoréme de
Montel et une borne sur ces dérivées secondes nous permettra d’en conclure
que la convergence est uniforme.

Il est & noter que pour montrer la convergence uniforme en dimension
1, R.Forman s’appuie sur I’égalité entre le déterminant usuel d'un opéra-
teur différentiel sur un graphe linéaire et son déterminant de Feynman : la
convergence uniforme en fonction d’'une borne Lo, sur le potentiel est ob-
tenue comme conséquence de la convergence uniforme des approximations
d’Euler d’'une équation différentielle ordinaire elliptique. I1 prouve ensuite la
convergence simple

d d
% Indet At’n _— % In detCAt

n—oo

2.2.1 Suites admissibles

Nous définissons ce que nous appellerons une suite de triangulations de
(M, g), admissible pour une méthode des éléments finis. Il s’agit en fait de
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préciser quelles conditions sont suffisantes pour s’assurer de la convergence
du spectre et des sous-espaces propres.

Définition 2.2.1 Soit, pour tout entier n suffisamment grand,
1. (Gp)nen une suite de graphes finis de sommets Sy, et d’arétes E,,

2. jn + G = M une suite de plongements tels que j,(Gy) soit une trian-
gulation géodésique de M, dont les aires et les diameétres des 2—cellules
tendent vers 0,

3. W, : RS < H' (M) un morphisme injectif d’espaces vectoriels tel que
i f RS o> [ VWL ()l

soit une forme quadratique sur RS associée & un laplacien A,, au sens
ot nous 'avons défini dans (2.1) et (2.2), tels que les coefficients de la
matrice associée dans la base canonique de R* soient bornés par une
constante indépendante de n.
4. (.]) un produit scalaire sur RS» qui s’écrit pour toute fonction f € R,
an
(F15) =D ainf?(0):

i=1
Nous supposerons de plus qu’il existe une constante Cy > 0 telle que
pour tout entier n et tout © compris entre 1 et oy, on ait

Gy <ajp < o et (2.4)
anp o
Uﬁsc/WMﬂ? (2.5)
M

5. Il existe une suite (cp)nen tendant vers 0 telle que pour toute fonction

f de R,
‘«mn—w/wmn2
M

(Gnydns (.)s Gn)nen sera dite admissible pour la méthode des éléments
finis sur (M, g) si elle vérifie la propriété suivante :
Pour toutes constantes K et € positives, il existe un entier ny = ni (K, €) tel
que pour toute fonction f continue sur M, de norme L? égale a 1, et C? en
restriction a chaque 2—cellule T; 5, de la triangulation, on ait les estimations
suivantes dés que || fll2,00 < K et n > ny,

| P @ny(a) = Gl Dlpn(£)] < (2.7
/MHV(f—WnOPn(f)>Hdvg <e, (2.8)

< e Van(f). (2.6)
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0t pp : C?(M) = R est Uapplication restriction auz sommets de Gy, et o
le gradient et sa norme dans l'inégalité (2.8) sont calculés avec la métrique

g.

Cette définition appelle quelques remarques.

— En ce qui concerne le produit scalaire, pratiquement, les a;, sont les
aires de domaine entourant chaque sommet de la triangulation G,, et
formant une partition de la surface, comme par exemple des domaines
de Voronoi. Puisque Y 7" a;n = Volg(M), Phypothese (2.4) signifie
alors simplement que ’on impose a ces aires de converger vers 0 a la
méme vitesse. L’intérét d’un tel produit scalaire est d’obtenir ’ortho-
gonalité de la base (5“)vesn’ ce qui simplifie les calculs. Si I'on choisit
des domaines de Voronoi, 'inégalité (2.6) est alors valable en prenant
pour ¢, le maximum des diamétres des 2—cellules de la triangulation
(la démonstration est identique a celle que nous ferons dans le cas des
tores plats).

— 11 existe plusieurs méthodes pour générer de telles suites de triangu-
lations. Dodziuk [Dod]| en propose une en dimension m quelconque,
obtenue par subdivision d'une triangulation C'*° initiale K. La mé-
thode consiste a se ramener & des simplexes de R™ via un systéme de
cartes dépendant de K. En dimension 2, il est possible & partir d’une
triangulation géodésique de choisir pour W, le morphisme d’espaces
vectoriels qui consiste & étendre f € RS" de maniére affine sur chaque
géodésique puis harmoniquement & l'intérieur de chaque cellule. La
forme quadratique discréte obtenue est alors un laplacien si tous les
angles de la triangulation sont aigus. L’estimée de l'erreur sur les gra-
dients ainsi que la borne uniforme sur les coefficients de la matrice
de A, sont quant & elles valables si tous les angles des triangulations
sont compris dans un intervalle du type [3, § — 3], 3 ne dépendant pas
de n. Y. Colin de Verdiére et A. Marin [Cdv-Ma| ont prouvé que de
telles suites de triangulations existent sur toute surface riemannienne
compacte.

— Si f est une fonction propre du laplacien discret A,, associée a A\x(Ay),
P'inégalité (2.6) permet de prouver que (f|f) est e—proche de [y; Wa(f)?,
a partir d’un rang qui ne dépend que de k. L’idée d’introduire cette
inégalité est due & une communication orale de E. Aubry.

Dans tout ce chapitre, nous supposerons que (M, g) est une surface rie-
mannienne compacte, et que nous nous sommes donné une suite admissible
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de triangulations. Nous poserons
Gn + FERT o gu() + (p(Vi)f]F).
a o FeRO0 [ (IVFE+Vif(@))dvy(a).

Sous ces hypothéses, nous obtenons la propriété suivante dont découleront
les convergences des spectres et des sous-espaces propres discrets.

Proposition 2.2.2 Soient deux réels K et e strictement positifs. Il existe
un entier ng dépendant de K et de € tel que pour tout entier n plus grand
que ng, et toute fonction f de classe C? sur M, de norme L? égale a 1 et de
norme || f|l2,00 < K,

__analf) |
s 14 = G (Pl | = © (29)

t€[0,1]

Dans le cas ot f € W, (R5"), le résultat subsiste en remplagant Uhypothése
[ fll2,00 < K par Uinégalité plus faible [y |V f]5 < K.

Démonstration : Décomposons le membre de gauche de 'inégalité (2.9)
de la fagon suivante :

_ Gt.n(pn(f)) _ 1 _
alf) — e Ao D (@ Dlpal) =1) (210

/ IIVfIIQ — ) + [ Vil = (a1

Premier cas : f est une fonction de classe C? sur M. D’aprés les hypothéses
sur f et 'admissibilité de notre suite de triangulations, il existe un entier
no(K) tel que ¢;(f) est majoré par une fonction de K, indépendamment de
tet |(pa(f)lpn(f)) — 1] < € pour n > no(K).

Posons q(f) := [y1|V.f|*dvg. Alors,

/MHVfHQ—qn(mf))‘ = lg(f) = a(Wn o pu(f))|
= [(q(f))% = (a(w. Opn(f>))%}
< [(00) + (a0 ]
q(f) et ¢(Wn o pn(f)) sont denx quantités majorées par une fonction de K.

De plus,

1 1
2

(q(f))% - (q(Wn opn(f))>2 < (q(f - Wy 0pn(f))) <e,
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pour n > ng(K) puisque la suite de triangulations est admissible.

Pour majorer ¢;(f) — % par une fonction de e qui tend vers 0

en 0, il reste a voir, d’aprés (2.10), que

‘ [Vif? = ud a1 < 211)

Or, ||Vif|l2,00 st bornée par une quantité ne dépendant que de K. (2.11) est
donc une conséquence du résultat

Lemme 2.2.3 ~ Si f et g sont deuz fonctions de classe C? sur M, de
normes L? égales a 1, telles que ||fl|2.00 et ||gll2,00 < K, alors

‘/fg — (pn(f)IPn(9))| < € pour n > ng(K).

~ Si f et g sont deuzx fonctions de W, (R%"),de norme L? égale a 1,
telles que [y Vf? et fM|Vg\2 sont inférieures a K, alors l'inégalité
précédente subsiste.

Ce lemme est une conséquence immédiate de I'admissibilité de la suite
et de

2/fg—2(pn(f)pn(g)) = /f+g) (pn(f + 9)lpn(f +9))
= [ 7= eutDlpn)] = [ 6 = (uta)lonto))]

O
Deuxiéme cas : f = W, op,(f) € W, (R%). Alors par définition de gy,

[ VA1 = anton(£) = 0.
M

Nous utilisons la condition (2.6) de ’admissibilité :

‘\/(ff) - /Mwn(f)Q

pour voir que |(pn(f)|pn(f)) — 1| < e pour n > ng(K,e). La suite de la
démonstration est alors identique au cas précédent. O

SCTL qn(f)a

2.2.2 Quelques lemmes utiles

Fixons définitivement les notations suivantes :
— Ay RS» — RSn est l'opérateur symétrique défini par g;,(.) =
(A¢n(.)].). Son spectre sera noté

U(At,n) = {)\l,t,n < >\2,t,n <..< Aan,t,n}

et (@k,t.n)1<k<a, Sera une base (non canonique) de fonctions propres.
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— De méme, nous noterons o(A;) = (Ag¢)ken+ et (@k,t)ren- une base de
fonctions propres de Aj;.
Nous nous servirons beaucoup par la suite du principe du min-max :

Soit A un opérateur linéaire sur un espace de Hilbert (H, (., )) Suppo-
sons qu’il existe une base Hilbertienne de H de vecteurs propres de A, que
le spectre de A soit réel, minoré, et que chaque valeur propre soit de dimen-
sion finie. Si nous rangeons le spectre par ordre croissant (Ak) I’égalité

E>1
suivante est alors valable pour tout k supérieur a 1 :

. (Aav, av)
Ar, = min max .
dim F=k zeF (z,)

Lemme 2.2.4 ]| existe deuz constantes Cy et Cy positives non nulles telles
que, pour tout réel t dans [0,1] et tout entier n supérieur a 3,

1. Cik < Ay < Cok,VE € N*

2. Cik < Mgy, Vk € N

Démonstration :

1. Puisque les potentiels V; sont positifs,

[ 201 < [ akore < [ Ay000+allol

oll @ = supyc(o1] [|Villoo- Ainsi, pour tout entier k supérieur & 1 et tout
réel ¢, d’aprés le principe du min-max,

Ae(Bg) < App < Ak(Ag) + .

L’équivalent
27
Ae(Ay) ~ ————k
k( g) VOlg (M)

et le fait que infco 17 A1(A4;) > 0 impliquent alors la premiére assertion.
2. Puisque [Agin — A(Ap)| < ||V]lso, il suffit de montrer l'inégalité
Ae(Ay) > Chk. Si F est un sous-espace vectoriel d’un espace de Hilbert
H et q une forme quadratique sur H, alors les valeurs propres de g g

sont inférieures ou égales a celles de g p. En appliquant ce résultat a
H=H'M),F = W,(R%), et ¢ = gn, nous avons pour tout k,

MBa) S SO T WL ()

Rappelons que la suite de triangulations étant admissible, 1'inégalité
(2.6) s’écrit aussi

C—sup sup (f1f)

— 5 > 0.
neN feRSn\ {0} fM Wn(f)2
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Alors
(A < o sup )
KCRSn dim K=k fcf (f‘f)
< OM(An),

Remarque : La deuxiéme inégalité est importante pour la raison sui-
vante : la méthode des éléments finis, comme nous allons le voir, donne de
bonnes approximations des premiéres valeurs propres. Pour le déterminant
du laplacien, qui prend en compte ’ensemble du spectre, et a fortiori les plus
grandes puisqu’on les multiplie entre elles, il semble raisonnable de s’assurer
d’un contrdle des plus grandes valeurs propres. C’est I'unique raison de la
présence de I'inégalité (2.5) : imposer une croissance suffisamment rapide des
valeurs propres discrétes. Nous n’avons pas réussi a voir s’il était nécessaire
de 'imposer comme condition dans la définition de I’admissibilité, ou si elle
découle des autres hypothéses.

Nous aurons besoin du résultat suivant sur la continuité des opérateurs
pseudo-différentiels sur les variétés compactes (voir par exemple [Sh]) :
Proposition 2.2.5 Soit A: C*°(M) — C>°(M) un opérateur pseudo-différentiel
d’ordre p > 0 sur une variété compacte M.

— Pour tout s € R, A s’étend par uniforme continuité en un opérateur

continu
Ag: H*(M) — H* P(M)
~ Si de plus A est elliptique, l'opérateur Ay € L(H*(M), H*"P(M)) vé-
rifie
1. KerAs C C®(M), et KerAs ne dépend pas de s,

2. (Inégalité de Garding) II existe C = Cy4 > 0 telle que pour
tout f € HP(M),

1fllp < CUfllo + 1 Af o) (2.12)

2.2.3 Convergences des quantités discrétes

Le spectre

Proposition 2.2.6 Soit un entier k non nul et un réel e strictement positif.
1l existe un rang ng dépendant de k et de € tel que pour tout n supérieur a
ng

sup ‘)\k,t — Myt < €
t€[0,1]
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Nous aurons besoin du lemme suivant. Rappelons que p,, : C%(M) — R5»
est 'application restriction aux sommets de S,.

Lemme 2.2.7 Fizons t dans [0,1], k un entier naturel, et (‘Piat)1<i<k
famalle libre de vecteurs propres associés auz k premiéres valeurs propres de
Ai. Si Gy est Uespace vectoriel engendré par ces k wvecteurs, il existe un
entier ng dépendant de k tel que, pour tout n supérieur a ny,

une

dim p, (Gk,t) =dim Gy = k.

Démonstration du lemme 2.2.7 : Ay = Ay + V;. Ag est un opérateur
différentiel elliptique d’ordre 4; il existe donc d’aprés (2.12) une constante
C, > 0 telle que, pour toute fonction f dans H*(M),

11 < G (11£10 + 1427 11o).

De plus, sur une surface M, 'espace de Banach H*(M) s’injecte compacte-
ment dans CP(M) dés que s > p + 1. En particulier, H*(M) s’injecte conti-
nuement dans C2(M), et donc quitte & augmenter Cy, pour toute fonction f
dans C?(M),

11200 < Cq (Ifllo + 122£ o). (2.13)

Soit alors ¢ une fonction propre de A; associée & une valeur propre A
inférieure a Ay, de norme égale & 1 dans L?(M, dv,). Alors,

Al = (A4 —V) o= Alp — (ViAo + A(Vip)) + Vi2e.

Or,
A (Vip) = (AVi)p + Vi(Asp) +2(VVi, Vip).

Nous avons donc

Ao = Afp—2Vi(Ap) — AV, —2(VV,, V) + V7
= Np - 2\Vip — p(AV,) = 2(VV,, V) + V2.  (2.14)

Soit @ une borne indépendante de ¢ sur ||V;||2,00. D’apres (2.14), ||A3<p||% est
donc bornée par une fonction ne dépendant que de aw et X\. Or, A < Xy ; < Cok
d’apres le lemme 2.2.4. Gréace a I'inégalité (2.13), ||¢||2,00 est donc bornée par
une fonction de k, pour toute fonction propre ¢ d'un opérateur de la famille
(At)te[o,l] associée & l'une de ses k premiéres valeurs propres. Il en est de

méme de tout f dans la boule unité de G pour la norme L?(M, dv,).

D'ou si py : Gy — RS n’est pas injective, il existe une fonction ¢ de
norme L? égale a 1 dans Gy, telle que py,(p) = 0, c’est-a-dire ¢ est nulle en
chaque sommet de G,,. Alors en tout point z de M, nous avons
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p(z)| < diam (T ) [Velloo,

ou T}, est une 2-cellule de G, qui contient z. Or

en := supdiam (T ) — 0,
k

et

1—/¢—Z/Tk z)dz < (enM)?.

Ces deux estimations ne sont pas compatibles.
n it Gy W, (R%") est donc injective pour n assez grand. |

Démonstration de proposition 2.2.6 :

Soit t € [0,1] et ¢y € G4 de norme 1. Dans la démonstration du lemme
2.2.7, nous avons prouvé l'existence d'une constante C' = C'(k) indépendante
de t telle que

ltll2,00 < C.
Ceci va nous permettre d’appliquer la proposition 2.2.2. Soit un entier ng =

no(k, €) tel que pour n plus grand que ng,

qdt,n (pn (‘Pt))
(pn(‘pt)|pn(‘10t

7 a(pr) <e

Alors, pour n supérieur a ng,

. qin(f)
A = inf su :
fomt HCRSn dim H=k fef; (f1£)
< an(f) _ Gtn (Pn (1))
< sup
fe€pn (G t) (f1) 0tE€Gk ¢ (pn(@t”pn(%pt))
< Qt(SOtQ) Le
pieGry el
S )\k,t + €.

Pour l'autre inégalité, rappelons que les valeurs propres d’une forme qua-
dratique sont supérieures a celles de sa restriction & un sous-espace vectoriel.
Si on note pug 4, les valeurs propres de f € R = q;(W,(f)) sur R®» muni
du produit scalaire f — [[W,,(f)?, on a Mgy < it Mais

a0
b HCRSn dim H=k fc I fvvn(f)2

Qt(Wn(f))
T N ATATIE
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ott Gyt = Vect (Qimts--- ) Phint)s 1€ @i étant des fonctions propres,
normalisées pour le produit scalaire (.|.), associées aux k premiéres valeurs
propres de Ay ;. Or, d’apres I'inégalité,

Ment < Akt + € pour n > ng

et Ayt < Cok (voir le lemme 2.2.4), les énergies de Dirichlet de ces fonctions
vérifient :

Qt,n(@i,n,t) - (Vtﬁpi,n,t‘goi’n’t)
Ximt + [Villoo < (Cok + €)[[Villoo-

/ IYW(pino)I2
M

IN

Elles sont majorées par une fonction de k, indépendamment des valeurs de
n et t. Nous pouvons donc appliquer ici aussi la proposition (2.2.2) : il existe
no = no(k, €) tel que, pour toute fonction f dans Gy p s,

a(Wn(f)) _ ain(f)

< + e,
JMWa(f)2 = (fIf)
et ainsi
qtn(f)
Mot S fkgn < sup 2 +e
" fEGk,nﬁt (f‘f)
= Ak,t,n + €.

|

Nous regroupons dans un lemme deux estimations essentielles, portant
sur des normes des fonctions propres, qui sont apparues au cours de la dé-
monstration de la proposition 2.2.6, et qui seront trés utiles par la suite :

Lemme 2.2.8 Soit k un entier positif. Il existe un réel K = K (k) tel que,
pour tout entier n et tout réel t dans [0, 1],

1. Pour toute fonction propre ¢ € L?*(M) de norme 1 de Ay, associée a
l'une des k premiéres valeurs propres de cet opérateur,

]l < K

2. Pour toute fonction propre ¢ € R de norme 1 de Ay, associée a
l'une des k premiéres valeurs propres de cet opérateur,

/M VW) dvg < K.

Les fonctions propres
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Dans cette section, nous ne prouverons qu’une convergence simple des
fonctions propres discrétes vers les fonctions propres continues. Nous fixons
donc ¢ dans [0, 1], et afin de simplifier les notations, nous faisons les choix de
ne plus faire apparaitre les indices ¢ dans les quantités que nous considérons,
que ce soit les opérateurs, les valeurs propres ou les fonctions propres.

Fixons un entier positif k tel que Agy1(A) # Ak (A). Soit 5p un minorant
de tous les sauts de valeurs propres dans la suite des k& + 1 premiéres valeurs
propres de A, i.e :

0<du < min{)\H_l(A) — )\,(A)/’l <ket >\i-|—1(A) ;ﬁ )\Z(A)}

D’apres la proposition 2.2.6, il existe un entier ng = ng(k, ) tel que, pour
tout m supérieur a ng et tout ¢ inférieur a k + 1,

A — Xin| < 2p.
Ainsi pour un tel couple d’entiers (i,n),
dimker(A — X 1) = dim @y, —2u<r<);+2u ker (A, — A).
Nous noterons alors

Gi = ker(A — )\l’I)
G’i,n = 69/\i—2u</\</\i+2ﬂ ker(An — )\I).

L’objectif est de prouver qu’a partir d’un certain rang n; dépendant de
k et de e, il existe pour tout n supérieur & ny une base orthonormée de G;
e— proche d’'une base orthonormée de G;,. Nous prouvons pour cela que
la projection orthogonale sur G; restreinte a G;;, est e—proche de I'identité
(c’est le lemme 2.2.10), puis nous construisons grace a cette projection une
isométrie de G, dans G; également e—proche de Iidentité (lemme 2.2.11).
Commencons par un lemme technique :

Lemme 2.2.9 Soit H un espace de Hilbert et A : H — H un opérateur
autoadjoint positif non borné a résolvante compacte. Soit (@g, \k)keN une
résolution spectrale de A, ou (M) est une suite croissante de réels positifs.
Soient i, € N* et supposons

Ai = oo = Aipr—1 < Aigr — St

Soit x € H de norme 1, et posons q(z) := (Az,z) =\ + a, ot |a| < 2pu.
Alors, si on note p la projection orthogonale sur Vect(pi, ..., itr—1), et 11
la projection orthogonale sur Vect(o1,...,pi—1),

>\i+|04‘ B

(o) ol < | 1] i) + !
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Démonstration : Nous noterons zy := (z, pk).

+
8
+
8

) =Ni+tas= N+a)) 22 =) Mzl
D’ou

Tk = Nr —Ni—a kT Nr — N —a'k
k>itr k>itr T ! k<itr—1 7T '

Or Xjtr — Ay —a > bpu — «a > 3u. Par conséquent,

1—2:{:%: sz

k<itr—1 k>itr
X — A A — A
< N 1+\a|zxi+ Z i k+axi
K k<i—1 i<k<itr—1 H
>\'+ a a i+r—1
< M nge s ey 2
M M i
Et ainsi
i+r—1

lz —p@)* = 1= ) =
k=i

[M - 1] ) + 2,
7 M

IN

|

Lemme 2.2.10 Pour tout € strictement positif et inférieur a 1/2 et tout
entier k, il existe un entier ny = nq (e, k) tel que, pour tout entier n supérieur
a ny, tout entier i inférieur a k et tout x dans G, p, ||pi(z) — z|| < €|z, o
p; est la projection orthogonale de L?(M) sur G;.

Démonstration : Nous procédons par récurrence sur les espaces G;.

e Montrons le lemme pour 7 = 1. D’aprés le théoréme de Courant, la
premiére valeur propre de A est simple et, le graphe G, étant connexe, la
premiére valeur propre de A, est également simple d’apreés le théoréme de
Perron-Frobenius (voir [Cdv1]).

Il existe n; = nqy(e) € N tel que, pour n > nq,

(Ap1n, 1) _
o112

1,n

ol A1 < pin < A1+ (A2 — Ap)e. En effet, (Al’")neN converge vers A, et

(AQOLn‘QOLn) (AQpl,na @1,71)

- s 0
(p1.nl01n) llo1,n]1? o0

A (Agol,na Qol,n)
1,n — 2
o1l
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(voir la démonstration de la proposition sur la convergence du spectre).
Choisissons une base orthonormée (f;);en+ de vecteurs propres de A. Si

on pose alors z := ”Zi‘:” = 3% @ n fi, on voit que
i | D@ | =D Nk,
i>1 i>1
= (pn = Azt =Y (N = A,
i>2
1 -
= 1-af, =) a7, < > (i Aad, < im0
s . ’ >\2 — >\1 - ’ )\2 - )\1
1>2 1>2
= o=z il? = 2] = l#1Al? =127, <e,

ce qui prouve le lemme pour G, puisque x4, f1 est le projeté orthogonal de
p1,n sur G, et dimGy =dim Gy, = 1.

e Supposons le lemme vrai pour tout les entiers j inférieurs a i, et
montrons-le pour 7 + 1. Les hypothéses sont les suivantes : nous choisis-
sons un entier nq tel que pour n supérieur a ny, pour tout j < i et tout x
dans G,

Ipj(@) =l < lle]. (2.15)

En particulier, dés que ¢ < 1, les applications linéaires p; : G, — G sont
bijectives et

H(pj :Gjn — Gj)_lH <1+ 2e. (2.16)

Prenons maintenant = dans Gj41,, de norme L? égale a 1, et soit II la
projection orthogonale sur G1 & ... & G;. Alors,

IT(2)* = (H(z),(z)) = (z,11(z))
= (z,1(z) —y) + (z,y) < () =yl +[(z,9)],

pour tout y dans L?(M). Prenons pour y 'unique vecteur de ®;<;G;, qui
vérifie II(z) = TI(y). Alors

ITI(z) = yll = IT(y) = yl|

Mais, si y; est la j *™ composante de y dans la somme G @ ... ® G,

ITT(y) = yll < > ITk) — well < e,
j=1
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par hypothése de récurrence. De plus,

-1
Iyl = |1 @<iGjn = @<iGy) " o TI(a)|
< H (IT: ®;<iGjn — @jSiGj)_lH <1+ 2
d’aprés (2.16). Donc
ITI(z) — yl| < €(1 + 2¢) < 2.

Enfin, z et y appartiennent & la somme directe des sous-espaces propres
associes aux k premiéres valeurs propres de A,. D’apreés le deuxiéme point
du lemme 2.2.8, leur énergies de Dirichlet sont bornées par une fonction de
k, et donc quitte & augmenter ny, pour n supérieur a ni, le lemme 2.2.3 nous
donne I'inégalité

(z,y) — (zly)| <

Comme (z|y) = 0, nous avons
ITH(z)]? < 2¢+ € < 3e. (2.17)

Les valeurs propres discrétes convergent vers les valeurs propres continues
et les énergies de Dirichlet des fonctions propres de A,, sont bornées par une
fonction qui ne dépend que du numéro de la valeur propre associée. Ces deux
arguments nous permettent pour la troisiéme fois de prouver que quitte a
augmenter ni, pour n supérieur a ng,

Xit1n — (Az,z)| = |a| < ep. (2.18)

En utilisant (2.17) et (2.18), nous pouvons appliquer le lemme 2.2.9 & z, en
posant p := p;41 :

IN

Ait1 + @
i) —al? < (P 1) )2+

[3(M—1>+1]e.
W

Il existe donc bien un entier n; & partir duquel pour tout z dans Gi1 .

IN

Ipig1(z) — || < ellz].

|

Lemme 2.2.11 Soient Gy et Go deux sous-espaces vectoriels de méme di-
mension d’un Hilbert H, tels que sipy : H — G est la projection orthogonale
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sur Gy, on a pour tout x dans Ga, ||p1(z) — z|| < €||z|, ou e < 1/2. Sup-
posons de plus qu’il existe sur Go un produit scalaire (.|.) proche du produit
hilbertien (.,.) induit par Uinclusion Go C H, i.e que pour tout z,y dans Go,

|(2,9) — (2ly)| < V@, 2)V/(y,1).
Alors il existe une isométrie
U: (G, (1) = (G, ()
telle que pour tout = dans G,
Uz — || < 23e]|z]],

ot ||.|| est la norme du Hilbert H.

Démonstration : Remarquons que p; : Go — (1 est injective donc bijective.
Nous restreindrons toujours p; & Go, si bien que nous pourrons considérer
I’opérateur pl_1 Gy — G

Il existe deux produits scalaires (.,.) et (.|.) sur G2, donc deux adjoints
de p1: G2 — G1 :

(b1 Gr > Ga) = (p: (G (1)) > (Gi, () et
(h2:G1 > Go) = (p: (G () = (G1,(:))

Il est facile de se convaincre que po est la restriction & G de la projec-
tion orthogonale de H sur Gs. Pour tout élément x de G5, nous poserons
lz|? = (z,2) et |2[> = (z|z). De méme, nous noterons ||p|| la norme de
I'opérateur p induite par celle de H. Si en revanche, 1'espace de départ ou
lespace d’arrivée de p est Go, et que 'on muni Gy de (.|.), nous noterons
\p| sa norme. Etablissons quelques inégalités élémentaires utiles pour cette
démonstration :

Lolpr' < (1 —e) ! <142

2. Pour tout y dans G, ||pa(y) =y < |lp; ' (y) —y|| car ps est la projection
orthogonale sur G5, et donc

lp2(y) = yll < ellpy iyl < e(1+2€)|lyll < 2elly].

o @@ 1 @)

2€Go (z]z) I (z,x) 1€

Donc |p1] <1+ 2e.
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4. Pour tout y dans Gy et = dans Ga, (pi(y)|z) = (y,p1(z)) = (p2(y), 7).
Donc

(07 (), 2) = (93 (y)|2)|
i)z < €1+ €)lpi(y)]=
e (1+€)pilllyll|l

(1 +€)(1+2¢)|ylll|z|

€ (1 + 3¢)|lyll|||

(p1(y) — p2(y), z)

(VAN VAN VAN VAN

Ainsi,
(P} (y) — p2(y). ) < 4é.
][ |yl

IpT = p2|l = sup
5. Pour tout y dans G,

1(p")* () =yl 1o ) 1Pt (y) — i
(11 (127 (w) = p2() | + llp2(y) = yll)

3ell (T ) llyll < 3e(1 +2¢)[lyll < 6ellyll.

IN N CIA

piopr : Ga,(.].) = Ga,(.|.) est un opérateur symétrique défini positif. Il
posséde donc une unique racine carrée symétrique définie positive, que nous
noterons /pj o p1. Posons alors

U= (pl_l)* oy/pjop:: (GQ, (|)) — (Gl, (., ))

U est unitaire :

U'U = Vpiopiop ' o (pfl)* °\/piop
= piopio(piop) oy/pjopr =Idg,,

car (pfop1)~! et \/p} o p1 commutent. De méme, UU* = Idg,. U est en fait
I’operateur unitaire qui apparait dans la décomposition polaire de p;.
Soit £ dans Go. Remarquons que

Ur—x= [(pfl)* (‘/p’f opl(:zz)>—\/p’1‘ opl(av)}-i- P} o pi(z)—=.(2.19)

Or,
-1

Vel opi(s) =z = (p}op1 — Idg,) o (ol opr +1dg,)  (w).

En effet, (\ /piop1 + Idg, : Go — Gg) est inversible puisque toutes ses va-
leurs propres sont strictement supérieures a 1.
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Par conséquent, si on pose y := (\/p’{ op + IdG2)_1 (z) € Gy,

[vpiopi(z) —zl = I[piopi(y) —yll

(Pt = p2) (p1(y)) + p2(p1(y) —y) + p2(y) — ¥

< 2¢ellprW)Il + llpr(y) = yll + lIp2(y) — yll < 4elly]|
-1
< se|(virem+1d) | lol <5elal, 220

puisque p} o py est une matrice symétrique positive. De plus,

H[(pfl)* (\/p’{opl(x)) Vpiopi(z }H < 6ell\/pi o pi(x)
< 6e(L +¢€)[y/pi opi()
< 6e(1 +¢€)|pallz]]
< Ge(1 +€)(1 + 2¢) |z
< 18¢||z]. (2.21)

Enfin, grace a (2.19), (2.20) et (2.21), nous obtenons
Uz — x| < 23¢]]]

|

Nous en arrivons enfin & la proposition qui établit la convergence des
fonctions propres. Nous rétablissons dorénavant les notations avec les indices
t.

Proposition 2.2.12 Soient € un réel strictement positif, t un nombre com-
pris entre 0 et 1, et kg un réel. Il existe alors k > kg, un entier ny = nq (e, t, k)
et pour tout n supérieur a ny, deux familles orthonormées (it .-.s Phonit)

t (@14, @) de fonctions propres respectivement de Ay, et de Ay telles
que pour tout i < k

H‘pi,t - Wy (‘Pi,n,t) H <,

ot ||.| est la norme L? de la variété.

Démonstration : Soit k le plus petit entier supérieur a kg tel que A\jyq1; #
Akt Comme au début de cette section, fixons 5y un minorant de tous les
sauts de valeurs propres dans la suite des k& premiéres valeurs propres de A;.
D’apres la proposition 2.2.6, il existe un entier ng = no(k, 1, t) tel que pour
tout n supérieur a ng et tout ¢ inférieur a k,

|Xit — Xt < 2p.
Ainsi pour un tel couple d’entiers (i,n),

dim Ker(A; — X\jt ) = dim @Ai,t—2;¢<A<Ai,t+2;¢K€T(An,t — ).
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Nous noterons alors

G’i,t = KG’I‘(At - Ai,tI)

Gi’n’t = 69)\1',1*2ﬂ<)\<)‘i,t+2ﬂKer(Anat - )\I)

D’aprés le lemme 2.2.10, il existe un entier n; tel que pour tout n supé-
rieur & ny, tout entier ¢ inférieur a £ et tout = dans Gy 4, [|pi(z) —z| < 53[2],
ou p; est la projection orthogonale sur Gj ;.

Or, dimG;; = dimGj ;. Nous pouvons donc utiliser le lemme 2.2.11
pour montrer qu'il existe une isométrie U;,, : Gipns — Giy telle que pour
tout z dans G4, |[Uz — z|| < €||z]|. Ainsi, il suffit pour conclure de choisir
une base orthonormée (¢;nt,..., Qitrnt) de Giny constituée de fonctions
propres de A, ; et de poser

Gitjt = Uin(Qitjnt), pour tout 0 < j <.

Les résolvantes

Dans cette partie, ¢ sera un réel fixé dans [0, 1]. Nous n’aurons besoin
dans la suite que de la convergence forte des inverses des opérateurs de
Schréodinger discrets, mais avec peu d’efforts, on obtient la convergence des
résolvantes uniformément pour z dans un compact convenablement choisi,
aussi donnons-nous la démonstration générale. Ce résultat a pour corollaire la
convergence simple en ¢ des opérateurs f (A ) vers f(A;), pour des fonctions
f holomorphes qui ne croissent pas trop vite & l'infini.

Nous identifierons systématiquement les deux opérateurs suivants
Ay ¢ RS 5 RS e

)

WpoAi,op, CO(M)—>H1(M),

c’est-a-dire que nous noterons A, le deuxieme.

Proposition 2.2.13 Soit II,, la projection orthogonale sur W,(R%") et @
une fonction L? sur M. Alors

sup H (A —2) () = (g — 2)

ot K est un compact de
Qyng = {z € (C/d(z,a(At)) > n,d(z,a(At’n) > n,Vn > TLU} )

Démonstration : Soit € un réel strictement positif. Fixons kg = ko(K) € N
tel que
1

<.
Njg — 22 = 7

Jj>ko
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ainsi que

pour tout z dans K et tout entier n € N (ceci est rendu possible par les
minorations du lemme 2.2.4).

e Commencons par fixer une fonction ¢ de classe C? sur M, et montrons
la convergence simple suivante :

sup H (A —2) () = (Agn — 2)

1 Hn(go)H — 0.
0 n—oo

D’aprés les propositions 2.2.6 et 2.2.12, il existe un entier k supérieur a kg,
un rang n; € N et deux familles orthonormeées (@14, ..., Yk.t) €t (P1n,ty s Phonst)
de fonctions propres associées aux k premiéres valeurs propres respectivement
de A; et de Ay, tels que, pour tout n supérieur a nq,

— [ Xjm,i — Aji| <€, pour tout entier j <k,

~ [l@jnt — @jtll <€ pour tout entier j < k.

Nous complétons la famille (¢1 ¢, ..., ¢k,¢) en une base orthonormée (¢; ¢)jen-
de L*(M) de fonctions propres de A;, et la famille (@154, ..., Pkne) €0 une

base orthonormée (Wj,n,t)lgjgan de R de fonctions propres de Ap i Alors,
quelque soit ¢ € L? de norme 1,

X (9iap)
(A—2) ) = Y20,

= )\j,t —Z
«
_ ~ (¢jn/H
(Ani—2) "ol (p) = Z —(%;A (¥)) it
j:1 ]5n9t - Z

Les produits scalaires dans ces deux sommes différent : (.,.) est le produit
Hilbertien de L2(M, dvy) et (.|.) est le produit scalaire sur R,

D’ou si
it . H
= | ey, o),
]Sk _77t - z ],’I’L,t - z
alors
H (A — 2)7 = (Apy — 2) ' 011, (@)H < (1) +2e
Or,
(@it @) ‘(wjt,w) (@jn,t ()
I S P/ (s + > _ U
< Z € n ‘(?y,taw) _ (‘Pg,é,t‘ n(¥)) ‘ (2.22)
Ui Ajt — 2 Ajnt — 2

i<k



2.2. LA METHODE DES ELEMENTS FINIS 65

Grace a la continuité uniforme de g : (z,y) € [-1,1] x K — £, la majoration
par une fonction de € qui admet 0 pour limite en 0 de la deuxiéme quantité
de (2.22) découle de

L [Nt — 2= (Njmt — 2)| < e pour tout j plus petit que k,

2. (@it ) = (@jmiIIn(@))| < € pour tout n plus grand qu'un entier
ni > ng dépendant d’'un majorant de [[¢|[2,00. Cette derniére égalité
s’obtient en écrivant

. (¢) = (it — Pints®) + (Pjmts e — ()
+ (‘Pj,n,taHn(‘P)) - (‘pj,n,t Hn(‘P))a

(@it @) — (@jnit

ou
(030 = @int )| < llejs = @indll <e
IT,, est la projection orthogonale sur W, (R°") pour la norme L2, donc

lp = Tn(@)llo < [l = Wa o plp)llo-

De plus, H' s’injecte continuement dans L%, ce qui est équivalent &
I'existence d'une constante Cy strictement positive telle que ||f|o <
Cyl fl1 pour toute fonction f dans H'. Ainsi,

| = n(@)llo < Cyllo — Wy o pp(@)|li < Cye,

pour n > ng(K, €) car la suite est admissible. D’ou

(@ints e —Ta(p))| < llo —Ma(p)l < Cye. (2.23)
Enfin, I'inégalité

(@it () = (@jmaln(e))| < e (2.24)

est une application du lemme 2.2.3.

e Soit maintenant ¢ une fonction L? sur M et e un réel strictement positif.
Il existe une fonction ¢, de classe C? sur M telle que || — [0 < €. De plus,
d’apreés le point précédent, il existe un entier nq tel que, pour tout n > ny,

-1 -1
| (4= 2) (00 = (A —2) P oTale)|| <.
Alors, pour tout z € Qy 5, et tout n > ny, si I'on pose
-1 -1
M= ||(4=2) " (9) = (An—2) o Ta(p)|| -
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nous avons les inégalités suivantes :

L O e ]
+ | [(A=2) " = (A —2) o] (0 - )|,
< €4+ 20k|e — @l

ou

(At,n - z)_l oI,

2
ck = swpd]a-27"} .

AP w,t—zP’Z X

J,nt_2|2

Les dérivées secondes du logarithme du déterminant

Rappelons la définition des opérateurs suivants

Vipe L’M) — Ve L*MW),
Vo:p€eRM s VpeRM,

Fixons une norme ||.||; sur chaque espace de Sobolev H?®, et notons |||
les normes qu’elles induisent sur ’espace des opérateurs linéaires continus de
H# dans H'.

Lemme 2.2.14 Pour tout réel t dans [0, 1],

1. Uopérateur Ay oV o A7' 1 C®(M) — C®(M) s’étend en un endomor-
phisme continu de L>(M) = H°(M) dont la norme est majorée par une
constante Cg indépendante de t.

2. La norme induite de l'opérateur Ay, o Vy o AE% agissant sur l’espace
euclidien (RS", (\)), est magjorée par une constante C3 indépendante
de t et de n.

Démonstration : e Un opérateur pseudo-différentiel P d’ordre p sur une
variété compacte M induit une application linéaire continue pour tout s € R

P:H*"" — H*,

A oVo At_1 est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 0, il induit donc un
opérateur continu sur L2(M). Il se compose de trois opérateurs continus :

A7' o HY — H?,
Vv . H?— H?
A, : H?> — HO.
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Ainsi
[A; 0V o A oo < 147 o2l V2,2l Adll20.

T suffit de montrer que ||A; ' ||o2 et || A¢]2,0 sont majorées indépendamment
de t. Si A est le laplacien défini par A, = A + V,

1A Moz = 1A+ 1) o (A+ 1) 0 AT oz < 1A + 1) Hlopll(A +1) 0 A7 o

Or, si P; est Popérateur multiplication par la fonction V; — 1,

(A +1)0 A7 oy

| Id + Py o A7 o

< 1+ [Pro A7 oo

< 1+ ( sup [V = 1lloo) 147 lo0,0
t€[0,1]

< n (SuptE[U,l] Vi — 1||oo)

Ui

ou n = inficpg1) A1t > 0, d’aprés le théoréme de Courant et le fait que
les valeurs propres sont des fonctions continues de ¢ sur [0,1]. En effet,

—1 1
147 oo = 5
Pour || A¢[|2,0, la démonstration est identique.

e Le deuxiéme point du lemme 2.2.14 est une conséquence du résultat

suivant :

Lemme 2.2.15 Soit R* muni du produit scalaire canonique, dont nous no-
terons ||.|| la norme associée. Soit A une matrice symétrique définie positive
dont les coefficients diagonauz sont strictement positifs et les coefficients non
diagonauz sont négatifs ou nuls, et V une matrice diagonale. Alors, si l'on
note

et

HH : B € End(R") — max ||Ba:H’
zeRe  ||z]|

|l B €End®) = max |Bjl,

(ot les B; j sont les coefficients de la matrice B), nous avons :
|4 voa| < Vil [24] |47 +1]:

En effet, dans le cas qui nous intéresse, HA[%H = ﬁ est majorée uniformé-
ment, les hypothéses sur la négativité des coefficients de A, ; sont vérifiées
grace au fait que c’est un opérateur de Schrédinger, et

HAn,tHoo < lgrg}]ag)(an{‘An|i,j} + Vil oo
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est également majoré uniformément d’aprés 'hypothése 3. de 'admissibilité
de notre suite de triangulations.

Reste que nous n’utilisons a priori pas le produit scalaire canonique ; mais
grace a lestimée (2.4), pour tout x dans R*»

-1
0 n,3) < (1) € Lol 0),
n n
Ol gean €St la métrique canonique sur R*” . Ainsi, la norme induite par (.|.) sur
I’ensemble des endomorphismes de R®" est minorée par CO_2||-||Can et majorée
par CZ|.|can, 0t Cp est indépendante de n.
Démonstration du lemme 2.2.15 : Commencons par montrer que A" est
une matrice & coefficients positifs, ce dont nous aurons besoin dans la suite.

Soit A > || Al .

—tA _ U= AFNa) p—tAla _ ot Z [t(=A+A)]"

e
n!

n>0

est donc une matrice a coefficients positifs. De plus, puisque A est définie

positive,
+oc
Al =/ e tAdt,
0

et A™! est donc également a coefficients strictement positifs.

Si B = [bjj];,;, nous noterons |B| la matrice [|b;;]

]
0] [0 2
9 > it (Z]‘:l bij%')
IBI" = max ==
2
_ S (S bl
B IHé%R% Z?:lxg
2
< D (Z?:l ‘bij|-$j>
< max
(25); €(R+)o >
2
_ S (S5 bale)
< max
z€Ra PO
2
= [I1BI[["

On montrerait de méme que si B et C'— B sont deux matrices a coefficients
tous positifs, alors HBH < HCH
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)

A.V.A~'. Alors, pour tout (i,5) € (R")Q,

Posons A = [a;], A™' = [by], V = Diag(V1,...,Va) et C = [¢;] =

lci5] = Zaikv(k)bkj < Z |air V (k)b;).
k=1 k=1

ce qui, grace a ce que l'on a supposé sur les coefficients de A et démontré
sur ceux de A~!, induit

cij| < _Zaik\V(kﬂbkj-l—az'z'\V(i)\bij

ki
6]
< HVHOO _Zaikbkj + a;ibij
ki
6]
< ||V [2aibij — 6ij] car Zaz’kbkj = 0;j
k=1
< VI A4 + 1],

D’ou,
lavAa=t < flicl < Vil Al A7l + 1]

Ce qui achéve la démonstration du lemme 2.2.15 et donc du lemme 2.2.14.
O

Proposition 2.2.16

Démonstration : D’apres le lemme 1.4.1,

f'(t) = —Trace (V o At_l oVo At_l)
= _Z(VOA;IOVOA;I(SDj,t)atpj,t)a et
7=1
fu@) = —Trace (V,o AE& oV, o AZ%)

Qn
= (Vno A 0 Vi o AL (9int) @jmit) -
j=1

e Nous allons prouver la convergence simple en ¢. Fixons donc ¢ dans
[0,1] et € un reéel strictement positif. Il existe un entier kg tel que

5 GV

C2:2 —7
iske 1
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ou C5 et Cy sont deux constantes dont l'existence nous est donnée respecti-
vement par les lemmes 2.2.14 et 2.2.4. Soit alors k& > ko,

- VoA, loV(p; .
S (Vo oVo A pyen)| = |1 DY S
I=k izk gt

_ ZfVOA o V( SOJt)At(%,)
= )\2

>k

_ J Ao Vo AT (Vn)eju
- ¥ -
J’t

>k

3 HVlloollAt o V ° Ay Moo

j>ko
Csl|V
< > % <e. (2.25)
i>ko 1
On obtient de méme
Qn
> (Vo Ay oVno A (0ins)l@jng) < e (2.26)
j=k

Il existe, d’aprés les propositions 2.2.12 et 2.2.6, un réel £ > kg, un
entier n; = ni(e, t, ko) tels que Vn > ng, il existe des bases orthonormeées
de vecteurs propres associées aux k premiéres valeurs propres de A; et A, 4,
telles que H(pj’t — Wn(‘pj,n,t)H <eet |Aji—Ajni <€ pour tout j < k. Ainsi,

k
[f(#) = f"(1)] < (2.25) + (2.26) + ) ‘(V o At oV o AT (p4), 05)
j=1

= (Vo At o Vo A (@in) 0ind)]

<

(2.27)

-1
2€+Z‘ V@g, Vi) (A (Veitn)Vein) |

Ajitn

Nous noterons systématiquement dans la suite de cette démonstration
||| 1a norme sur W, (R%") issue de (.|.), et ||.]o la norme hilbertienne de
L2(M).

Posons 0 < m™! = ming>n, {A1,4, Aine}. Alors ||A;1||[]’0 < met ||A;71|| <
m. A nouveau, grace & la continuité uniforme de la fonction

(z,9) € [=ml|V |5, m| V5] x [m™", Cak] = =
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il suffit de montrer dans la somme (2.27) respectivement la proximité des
numérateurs et des dénominateurs. Pour les dénominateurs, ¢ca ne pose aucun
probléme. Pour les numérateurs, nous décomposons la différence

(A (V). Veoin) = (Ay (Veiun) V)| < (D+ID+IID+IV)+(V),

(1) =
(1) =

A ,71 chjnt |H (chj t) V(pj’nat> ’
A Vpsna = T (Vi ) T (Vips) )|

7

(
(45
(D) = | (A7) o T (VeI (Vees) ) = (A7) o Ta(Vipia), T (Vips))
(
(

(V) = |((Ais o T = A7) (Vs ). T (Vepsa) )

At V‘Pgt V‘Pgt n(V@j,t)M-

V) =

Alors

(D) < A (Vi) |- (Veis) = Vejnal.

Puisque les énergies de Dirichlet des fonctions {II,,(V;) et Vijnin €
N, ¢ € [0,1]} sont uniformément bornées, nous pouvons, quitte a augmenter
n1, supposer grace au lemme 2.2.3, que

I (Vi) = Vepimall < (1 + €)ITn(Vpje) = Wa (Vg llo.

Donc,

(1) m||V|ooln (Vipst) = Wa(V@jn)llo(1+¢€)
m||Vl|oollVegj = Wa(Vejn)llo(l+¢€)
m||Vleo [[Vese = VWal@indllo + IVWi(gjnt) = Wa(Vejnello] (1

M|V loo [V oot + IVWal@jni) = Wa(Vejnllo] (1 +€).

(VAN VAN VAN VAN

Or, il est facile de se convaincre, en décomposant Wy, (V ;i) et VW (@jn.t)
sur chaque 2—cellule T}, ,, de la triangulation que

HVWH(‘:Dj,n,t) - Wn(V@j,n,t) H[] < VOlg(M)HVHoo mI?X (diam(Tp,n)) ||‘:0j,n,tHoo-

L’admissibilité de la suite nous assure alors que max, (diam(7},,)) tend vers
0 quand n tend vers l'infini, et un résultat classique de théorie spectrale
(voir le livre de Gilkey [Gil]) dit que la norme infini d’une fonction propre
associée a la j**™° valeur propre de A; est majorée par une fonction de j. I
en est de méme pour A, puisque les fonctions propres discrétes convergent
uniformément vers leurs analogues continus.

+¢€)
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De méme,
(1) < m[Ia(Vgs) = Veindll-IVeill
< mIT(Ve) = Wa(Vejndllo-IVeslo(d +€)?
< mlV]solTn (V) = Wa(Vjndllo(l +€)?
< mlvlloo(IV oo + De(l +€)*.
De plus,

(V) <m|VleclVejs — (Ve

Pour (V), on conclut grace a I’'admissibilité de la suite :

Ve —n(Veilo Vst —=Wnopn(Vesilo

<
< CgHVSDj,t - Wy Opn(V@j,t)Hl,

C, étant la constante provenant de la continuité de I'inclusion Hy C Hy.
Pour (IV), cela provient de la convergence forte des résolvantes discrétes,

donc des inverses discrétes.

Pour (III), d’aprés le lemme (2.2.3), il suffit de prouver que IL,(V;;) et

A;% oII,,(V;;) ont des énergies de Dirichlet bornées par une fonction dé-
pendant de k. Posons 1), := AE% oI, (Vj). Alors

Anwn + ‘/twn = At,n’(/)n = Hn(V@j,t)a

ce qui implique

/M ‘V¢n|g = (Anzlbnw)n) = (Hn(ij,t)‘@bn) - (V;tz,bnw)n)
< (I (Vs + 1Villoollsonl) 1n -

Or, |[¥nllo < m|IL,(Veji)llo < m||V||soll@jillo est bornée par une fonction
de k. Enfin, IT,,(Vg;;) converge pour la norme H' vers Vj, son énergie
de Dirichlet est donc aussi bornée par une fonction de k.

Ainsi, pour tout réel € > 0, et tout élément ¢ de [0, 1], il existe un rang
n1(t, €) tel que, pour tout entier n supérieur a nq,

o) = ") < e

e Prouvons enfin la convergence uniforme. Les fonctions f)] et f” sont en
fait holomorphes sur un voisinage U, d’adhérence compacte, de [0,1] dans
C. Nous avons besoin du lemme suivant :
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Lemme 2.2.17 [l existe une constante C' telle que pour tout entier n positif,
sup | f,, (¢)| < C.
teU

Nous différons la démonstration de ce lemme afin d’achever celle de la pro-
position 2.2.16.

O

( ;{)nEN est donc une suite bornée de fonctions holomorphes sur U.

D’apres le théoréme de Montel, cette suite est relativement compacte dans

Iensemble des fonctions holomorphes sur U muni de la convergence uni-

forme sur tout compact de U. Or, cette suite ne posséde qu'une seule valeur

d’adhérence. En effet, si

Totmy S5z 9 € Fomy o B
(ot ¢,7 : N — N sont des fonctions strictement croissantes) g et h sont des
fonctions holomorphes sur U qui coincident sur [0, 1] puisque f] converge
simplement vers f” sur ce compact. L’intervalle [0, 1] possédant au moins
un point d’accumulation, g et h coincident sur U. Enfin, toute suite incluse
dans un compact qui ne posséde qu’une seule valeur d’adhérence est une
suite convergente, donc (f))pen converge uniformément sur tout compact
vers f". En particulier,

sup ‘fq’ll - f”‘ — Oa
t€[0,1] n—oe

ce qui achéve la démonstration de la proposition 2.2.16 et donc celle du
théoréme 0.0.3.
O

La démonstration du lemme 2.2.17 dans le cas o1 ¢ est réel est une simple
conséquence de f} = —Trace (V, o A;ﬁ oV, o A;ﬁ) et du fait que V), et A;ﬁ
sont des matrices a coefficients positifs ou nuls. Dans le cas ou ¢ est com-
plexe, nous allons utiliser la norme trace. Commencons par énoncer quelques
résultats a propos de cette norme dont les démonstrations figurent dans le
livre de Barry Simon [Si].

Soit H un espace de Hilbert complexe, que nous supposerons de dimen-
sion finie « puisque c’est le seul cadre qui nous sera utile.

Soit M un endomorphisme de H, et M* son adjoint. M*M est un opéra-
teur positif et il existe un unique endomorphisme positif sur H, noté vV M*M ,
dont le carré est égal & M*M. Nous posons alors

M| :=VM*M.
Il existe de plus une suite

p (M) > pp(M) > ... > pa(M) >0
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et deux bases orthonormées ((’Dk)1<k<o¢ et (wk)1<k<a telles que

M = Zuk ) (lon)

La famille (ux(M)), .., est en fait la suite des valeurs propres de [M|
rangées par ordre décroissant. Elles sont appelées valeurs singuliéres de M.
I1 est alors facile de voir que si M et N sont deux endomorphismes de H,

1. ‘Trace(M)‘ < Trace‘M‘;
2. pp(M=) = (ux(M)) ™" si M est inversible:

3.
|| Mz|
M) = 2.28
(M) = max min =T (228)
en appliquant le principe du min-max a M*M et en utilisant (Mk(M)) 2=
Aafk(M*M) )
4.
pr(MN) < || M|l (N) (2.29)

ou ||[M]] est la norme induite sur les endomorphismes de H par la norme
Hilbertienne de cet espace. (2.29) implique en particulier

‘Trace(MN)‘ < |\M||Trace‘N‘.

Il existe enfin une inégalité entre les valeurs singuliéres de deux endomor-
phismes et de leur produit (voir le théoréme 1.15 page 12 de [Si|) :

Z“k (MN) < i: (2.30)
k=1 k=1

Démonstration du lemme 2.2.17 :

F2 @] = |Trace (Voo Aj; 0 Vo Apy)
< Trace ‘V oAtnOV OA;)
< ||V sTrace (|47} 0 Va0 A7)

t,n

puisque [|Vy|| = [V Or,
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Qn
Trace (|Aj) o Va0 Af]) = Zuk(A;;ovnoA;;)
k=1

< Y k(A (Vo A))  (2.31)
k=1
an )

< S (A )1V o (2.32)
k=1

(2.31) provient de (2.30), et (2.32) est une conséquence de (2.29).
Enfin, puisque uy (A[%)Q = Uk (At,n)_27

, &n 1 2
0 <IVIL Y (i)
Nous nous aidons alors de (2.28) pour obtenir

Pk (Any) = we(An + Vi) > pi(An) = [[Villoo-
Comme de plus pour tout entier & compris entre 1 et oy,

Mk(An) = Aanfk(An) > Cl(an - k);

nous pouvons finalement écrire

+oo 2
1
70 < VI ( . ) < foo.
LBV kz ST

2.3 Les tores plats

Pour prouver la convergence uniforme de la suite (f}), et donc le théo-
réme 1, il suffit maintenant de montrer que f; (0) —— f'(0). Nous suppose-
n—oo

rons dorénavant que Vjy est une constante. Par rapport aux dérivées secondes,
la difficulté ici est que nous ne disposons pas d’une expression explicite de
(o) = % IndetA;. Cette quantité est a priori définie via le prolongement
d’une fonction ¢ généralisée. Aussi n’avons-nous pas pu prouver en toute gé-
néralité cette convergence. Nous nous restreindrons dans la section 2.3 aux
tores plats, dont nous avons d’une part pu montrer dans (1.26) que

d
L ndete (Ay + Vo + V) =0
0 oy M0t (Bg + V0 4 1V) =0,
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et surtout sur lesquelles nous allons exhiber des suites admissibles de trian-
gulations dont les laplaciens se diagonalisent facilement. L’estimation de

(i Indet (A, + Vo + tV))

dt |t=0 neN

devient alors aisée.

Dans la suite, nous identifierons sans le préciser notre tore plat (M, g) a
R?/A, ot A = Z & Zr.e®, on (0,r) seront choisis dans [Z,Z] x [1,+o00], ce
qui est toujours possible & une isométrie et une homothétie preés.

2.3.1 Une triangulation

Nous définissons une suite de graphes (Gp)n>3, qui s’identifient canoni-
quement & des triangulations de M, et nous montrons qu’elle est admissible
au sens défini dans le paragraphe précédent.

Graphe : (figure 2.1) Ajoutons au graphe 1A défini ci-dessus les arétes

n
reliant les sommets de coordonnées (i,7) a (i + 1,7 — 1) dans la base
(17, Lap) (ot (4,7) est une base orthonormée de R?, et 1y = cos 6 +
sinfj), et ce pour tout couple (i,7) € Z2 Si on note ce graphe A!

nous posons

G, = Al /A.

Plongement : Cette construction fournit une application linéaire injective
canonique

gn G = R2/A

oil les arétes de Gy, s’identifient & des segments de R? /A, et les faces a
des triangles euclidiens isométriques deux & deux. Nous noterons R»
I’ensemble {f : S, — R}. Cet espace vectoriel s’injecte canoniquement
dans L?(M) par I'application de Whitney :

W, : RS — HY (M) — L?(M)

qui consiste a prolonger f € RS en une fonction affine sur chaque
triangle (W, est en fait a valeurs dans H27°).
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FiG. 2.1 — Triangulation G5

Produit scalaire : Nous définissons un produit scalaire sur RS» par

(f.9) € ®5)2 o (flg) == 222 S~ Fu)g(o).

n
VESy

Cette norme rend orthogonale la base canonique de R5", et nous per-
mettra le calcul explicite du spectre des laplaciens.

Energie de Dirichlet : W, (R%") étant inclus dans H', nous prendrons la
restriction a W, (R ) de I'énergie de Dirichlet donnée par la métrique
g sur M. Ainsi, nous associons & tout opérateur de Schrédinger A =
Ay +V sur M la forme quadratique sur RS~

s F RS o> [ W)W ) vy (o) + (5 V) ).
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2.3.2 Admissibilité

Préliminaires

Lemme 2.3.1 Soit T le triangle du plan muni d’une base orthonormée, dont
les affizes des sommets sont 0,1,7€", pour r > 1 et 6 € (5, 5] Soit aussi
f la restriction a T d’une fontion de classe C*(U,R), ot U est un ouvert
du plan contenant T, nulle en chacun des sommets du bord. Si on note € le
diameétre de T, a son aire et M une borne sur la norme L™ des dérivées

partielles secondes de f, nous avons les estimations suivantes :
1.
[ P@s] < 0| vsE,
T

Démonstration : Nous identifierons tout point du plan avec son affixe, et

nous noterons % et g_f les dérivées partielles de f dans les deux directions
1 x2

du repére.
(1) : Pour tout point z de T,|f(z)| < [|[Vf|lxe, et donc [ f*(z)dz <
0|92, o
(2) : 11 existe un point ¢ €]0,1[C T tel que f(1) — f(0) = Vf(t).: = T:zi(t) =
0. Ceci implique que, pour tout point N du plan,

af

aIl(N) <e

0
— < .
VaIfHoo < eM

On montre de méme que ‘Vf(N).ﬁg‘ < eM, et ainsi

af 1 . of
8—;132(N)‘ SmHVf.ua—a—xlcose‘
<
< 57 [€e + ecosb]
eM
< -
tan 5
Par conséquent,
af \? af \? _ M2
— — 1 < . 2.
<8x1> N (axg < s g (2:33)
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Estimations des énergies

Nous allons montrer que la fonction W), o p,(f) est proche en norme
Hy de f, et nous allons estimer la différence entre les normes de ces deux
fonctions. Rappelons que W, 0p, (f) est la fonction de W, (R%") qui coincide
avec f sur les sommets du graphe G, et que 'on étend de maniére affine sur
I'intérieur de chaque triangle. Ceux-ci sont tous isométriques et obtenus par
une similitude de rapport % a partir du triangle dont les sommets ont pour
affixes 1,0, r.e?’. Leur diamétre € et leur aire o vérifient donc

Vr2 —2rcosf+1 r+1
€ = < 3
n n
rsin 6
2n2
Nous noterons fy, := W, o pp(f)-

Lemme 2.3.2 Soit f une fonction continue sur M et C? en restriction a
chaque triangle et posons M > || fl|2,00. Alors

a =

1.
2r(r+1)4 9
/|f Il - n4tan “tan? M
2. 2( 1)2
r(r + 2
[ IV = P < e

Démonstration : M se décompose en 2n? triangles T;, de diameétre e <
r+1

= et d'aire a = TQS;nQQ, semblabmes a T, sur lesquelles f — f, vérifie les

hypothéses du lemme 2.3.1. D’ou

_ 2 = - 2
< 2020?|V(f = f)l%
[
rirt D7sing o s .

Mais d’aprés 'estimation (2.33), pour tout = dans M,

V(= )2y <« L UM

<

sin” 3 n? st 9
ce qui prouve le premier point de la proposition.
De méme,
e’
190 = P = / 1910 = FIP)ir < 20 2o 1

2r(r +1) M2

n2 tan LA
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a

Proposition 2.3.3 La suite (G, jn, (:].), Wn)nen est admissible pour la mé-
thode des éléments finis sur (M, g), au sens ot nous l'avons défini dans la
partie précédente.

Démonstration : 1l est clair que cette suite de triangulations vérifie les
deux premiéres propriétés dans la définition de I'admissibilité. Dans la section
suivante, nous explicitons les coefficients des laplaciens discrets : les poids sur
les arétes sont strictement positifs et uniformément bornés, ce qui implique
la troisiéme propriété. La quatriéme est une conséquence du lemme suivant :

Lemme 2.3.4 Soit f € RS,

\// W dx_\/”‘“‘) 3 r) Tzl\//MuvwnUdeg

vESny

Démonstration : Découpons autour de chaque sommet v; un losange A; ,,
centré en v;, de telle maniére que, pour tout ¢ différent de j, A;, soit le
translaté de A, , de vecteur v; —vj, et que la réunion de ces losanges pavent
le domaine fondamental de R? /A. Définissons une fonction h constante par
morceau en posant h(z) = f(i), pour tout z dans A;,. La fonction h est
définie presque partout sur M et appartient a L?(M). Il est clair de plus que

r 1n9
[ @) = 52 3

UESTL

< rsinf 1Lt
ou =5 est l'aire du losange A; .

Soit T; ,, une 2-cellule de la triangulation, et # un point de T;,. Alors

fr, IV Wl

h(z) — I/Vn(f)(x”2 < ||VWn(f)|‘go(diamn,n)2 = Aire(Ti,n)

(diamTi’n)Q,

puisque z — VW, (f)(x) est constante dans l'intérieur de T;,. D’ou

/ (h = W (1) (x)dvy () < / IV W ()3 dv, (diamT;, )
T n

in

r+1\2
< (C2) [ rewanizan,
Ti,n
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Et ainsi,

\// Wn<f>2<x)dx—\/28i§‘9 S 2w = ‘\/
M n vVESH

(VAN
&
\
/\
>
|
=
o
N

IN

r4+1
¢ / YW (£)2dv,.

O

L’estimation (2.8) est exactement le deuxiéme point du lemme 2.3.2.

Montrons la propriété (2.7) qui concerne l'approximation des normes : soit

K,e > 0 et f continue sur M, C? en restriction & toute 2—cellule, et telle
que ||fll2,00 < K. Posons f, = W, op,(f).

[ = othimo)| <| [ - [
f -

pour n > nq(e, K) d’aprés le lemme 2.3.2; et

‘/fn (pn(£)|pn(f ‘ﬁ W‘
X <\/ﬁ+ (pn(f)lpn(f)))-

Le deuxiéme terme est majoré par 2Voly(M)||f|l < 2Voly(M)K et le
premier est inférieur a e, grace au lemme 2.3.4 (les énergies de Dirichlet de
W, o pn(f) sont majorées par celle de f). O

Il resterait & montrer I’estimation (2.5), i.e la quatriéme propriété. Nous
allons nous en dispenser grace a la remarque de la page 52. En effet, cette in-
égalité n’est utile que pour obtenir ’existence d’une constante C strictement
positive telle que, pour tout entier £,

[ 1= waNn()]

1= 12l |11+ 15
1 = Fall(UF1+ 15 = Fall) < el + 2K Vol (D)

IN

Ak (Ay) > Ck. (2.34)

Or, dans le paragraphe suivant, nous explicitons ces valeurs propres pour
tout entier m. Il sera alors facile d’obtenir I'inégalité (2.34).
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2.3.3 Spectre et fonctions propres des Laplaciens

Une expression explicite

Proposition 2.3.5 Si f € W, (R%"), alors

/MHVfH2= S () — 1))

e:(izj)EEn

ol ¢;j = $(cot(a) + cot(B)), o et B étant les deuz angles opposés i Uaréte
(ij) dans les deuz triangles qui lui sont adjacents.

Démonstration : Dans un repére orthonormé, fixons un triangle semblable
a chaque 2—cellule de cette triangulation, qui aura pour sommets les points
d’affixes 0,1 et 7€, en lesquels notre fonction f prend respectivement les
valeurs b, ¢,a. On montre facilement que

Vf=(c—b)i+ ! <a_b—(c—b)cost9>f.

sin 0 r

La norme de ce vecteur vaut donc

e ((a_b)2+(c_b)2c052(a)—2(“—b>(0—b)cos(9)>

) e

r

mais —2(a — b)(c —b) = (a — ¢)? — (a — b)? — (c — b)?, d'on

1
cos 6 (a—c)2.

IVFI? = (c—b)? [ .

1 cos 6 cos
— —p)2
sin’ 0 rsingﬁ] +(a=b) [ ]

r2sin®0 rsin?6| rsin6

Si on intégre sur le triangle T', I'aire de celui-ci étant ’"S;—ne, on obtient

t o 1 cotf| cotl
2 _ —b 2 T _ CO —b 2 B B 2.
/T”Vf” (=) \5me ~ 2 |7 5~ 2 | T2 (@9

On conclut grace au résultat suivant :

Lemme 2.3.6 Dans un triangle T = (ABC), si S est l’aire et ¢ la longueur
du coté opposé au point C, nous avons la relation suivante

cot(A) + cot(B) =
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Donc, si on note a (respectivement () I'angle au sommet d’affixe r.e

(respectivement 1), on voit que

7“2

r
t t0 = — = —— et cot t0 = .
cot a + co 55 — smp & €° B+ co ol

Alinsi,

t t t 0
/nwu?dvgz oty gy OB gy OO,
T 2 2 2

ce qui prouve la proposition, si on somme ces égalités pour tous les triangles
de G,.
O

Dans le graphe que 1’on considére, tous les triangles sont semblables. Le
poids des arétes horizontales est ¢; = cot «, celui des arétes «verticales»
co = cot (3 et celui des arétes obliques ¢3 = cot 6.

Dans toute la suite, nous ferons I’abus de notation qui consiste a identifier
le couple (k1) € (Z/nZ)? = Z2 au sommet de G, qui correspond au point
Lk +1re?) + A de R?/A.

L’opérateur A,, : RS» — R défini par

Vi e RS (Anflf) = / VW (f)]12do,
M

s’écrit alors, pour tout couple (k,I) de Z2,

2

n
Anf(k’l) - rsin

2er + 2+ ) fk D) = ea (B + 1,0 + (k= 1,D))

—eo(fld + D fRL=1)) = es(F(k =114 1) +f(k+1,l—1)>],
ou le terme % provient du choix de la norme L? sur RS,

Les fonctions propres

Soit A* := Hom(A,Z) I’ensemble des morphismes d’anneaux de A dans
Z, i.e le résean dual de A. Cet ensemble A* s’identifie a4 un réseau de R?
via le produit scalaire canonique sur R2. Pour tout 7 € A*/nA*, définissons
fr € RS par
i
—(

V(k,1) € Z2, f+(k,1) = exp 7, ki + lrip)

n

(ici, 7 est identifié & I'affixe d'un de ses représentants de A*).
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Proposition 2.3.7 La famille de fonctions

1
<\/rsin9fT>T€A*/nA*

est une base orthonormée de vecteurs propres de (A, (.|.)) sur RS". Si on
note - la valeur propre associée a fr, on a

4 2 2 - —.'_ -
A = n [c sin’ —W(T’Z) + co sin’ (7, ) + c3 sin® 7F(T’ ! 0)
7 sin n n
o1l 10y 1= cos 07 + sin 6.
Démonstration :
rsin @ 2in<T,i> _ 2im<T,i>
TAnfT = 2(CI+C2+03)fT_leT X (6 n +e n )
2i7r<‘r,u'9> 72i1r<‘r,u'9>
— cofrx(e n +e n
L <Ti—up> L < —1>
— eafr % (622” =t6 + p2im ST
rsinf
= —2>‘T,TlfT7
n
ou
2 2,
A = T;n9[2(01 +co+c3) — 201 COS(QW(T;ZZ))
. R
- 2c cos(27r(T’ 0)) —2c3 COS(27TU)]
n n
4 9 = o e
- [e1 sinQ(W(T’Z)) +co sinQ(W(T’ ua)) + 3 sin?( (7, = tig) )]
rsinf n n n

C’est donc une famille de vecteurs propres. Montrons qu’elle est orthonor-
meée : si 7 et 7' sont deux éléments de A*/nA*, nous avons

rsinf —_—
(Folfr) = —5— Y. HkDIED
(k,)eZ2
rsinf 247 PR .
= 5 Z exp W(T—T,kZ-I'Z’I‘UQ)
(kDEZS

. . /
= rsinfsit=r.

Si 7 est différent de 7/, (7 — 7',i) ou (7 — 7', 71iy) n’est pas divisible par
0

n. Si par exemple (1 — 7',7) = m (mod n), alors
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rsin6 24 > S
(Flfr) = T8 exp |27 = o1 kT4 )|
(k1)eZ2
rsing it (1 2imm | & 24l .
= — Z ( (exp [ ” } )" | exp [T(T — T',ru(;)]
1=0 \k=0
= 0.

¢ Remarque

)\T 471-2 [(Ta ;)2 4 (Ta u_é)Q + (Ta u_é _Z_})Q] )

M e rsinf | tana tan 3 tan 6
Arn Ctant I'énergie de Dirichlet d'une fonction qui converge au sens H!

vers fr : x € M — €272 cette suite de valeurs propres converge vers
S IV f-][? = 4x?| 7|2, Vérifions-le :

Lemme 2.3.8

A

|7_‘2 1 [(T,Z)Q n (7, 1p)? n (7, 1y —2)2] .

~ rsinf | tana tan 3 tan 6

Démonstration : T est un élément de A*, il existe donc (k,1) € Z? tel que
(1,i) = k et (7,up) = I. Ainsi,

s

1 (1,9)2  (7,1p)? (1, up — ;)2} B
rsinf L tan o tan G tan 6 ~ rsinf

+ (cot B+ cot 8)I? — 2cot 9kl}

1 1
- [ 4 k2+—ol2—2cot0kl}

[(cot a + cot ) k>

rsinf |sin® 7 sin
1 1 2cos 6
= k% + 12— kL.
sinZ 6 r2sin? 0 rsin6

La deuxiéme égalité provenant du lemme (2.3.6).

D’autre part, dans la base (i,7), 7 a pour coordonnées (k, lfrk;iﬁ%se) et
un calcul simple montre que
1 1 2cos6 | —krcos6)\?
——k® -kl =k [ ————— ] ,
sin” r2sin® 0 rsin® 6 rsinf

ce qui prouve le lemme (2.3.8). O
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2.3.4 La convergence des variations du déterminant

Rappelons que

Ap = Ap+wvg+tV, pour tout n € N,
Ay = Ag+ vy +tV,
d
Vo= A fER™ » VfeRS",

ol vy est une constante strictement positive, et V' € C°°(M) une fonction
vérifiant [y V (z)dvy(z) = 0.

Comme il a été expliqué dans l'introduction de cette partie, la conver-
gence uniforme des variations du logarithme des opérateurs discrets est ob-
tenue comme conséquence de la convergence uniforme des dérivées secondes,
et de la convergence simple

d d
— Indet 4;,, — — Indet A;.
dt 1= on o n—ooo db|t= 0n o

Puisque %\t:o Indet Ay = 0 (voir (1.26)), le résultat est une conséquence du
lemme suivant :
Lemme 2.3.9
d
lim — Indet 4;,, = 0.

n—o00 t\t:O

Démonstration : Nous reprenons les domaines (A;)nen définis dans la
démonstration du lemme 2.3.4. V' est une fonction d’intégrale nulle, donc

W] = [0 = [ V)
[, V@ - Vi)
C

ZVOI im)Diam ( ian)HVVHoo < .

IN

IN

car diam(4;,) < % De plus, pour tout élément 7 de A*/nA*, si I'on note

(v,‘)l<i<n2 les sommets de G,

2
. n
rsin@

(Vf7|f7) = n2 ZV(UZ)fT(UZ)fT(UZ)

_ TSIHHZVUZ (V]1),
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I’avant-derniére égalité provenant du fait que les fr sont des exponentielles
complexes. Ainsi,

d —
10 Indet A;, = Trace (At’; o \7)
- ¥ (Vfelfr) _ T (V1)
TEA* /nA* }\T’n + % TEA* /nA* AT’“ + %
Et donc
d C n—1 1
- ln det At,n S — . l
d#|t=0 " p,l1=0 /‘;1_119 <01 sin? %p + co sin? %l + ¢3 sin2 @) + v
. n—1
I e
pl=0,(p,1)£(0,0) " (c1sin® 72 + ¢y sin® I) 0
n—1
. 3
< CT;:IQ Z . _ ﬂpl I %
pA=0,(p.0)#(0,0) " (c1sin® 3 + cp sin® ) 0
n—1
Crsinf 2 1 1
< 87“82111 Z et 1o Vz € [0, 5], sin(rz) > 2z
T™n c c v
pd=0,(p)£(0,0) 1P T
N(%)
(o 1 '
< = ) STEe —,
n 2, P +1 n HE
0£p?+2< B- k=0

ot (uk)ken est le spectre du tore R?/Z2 et N(\) := #{p € N/pu, < AL
L’asymptotique de Weyl nous assure de ’existence de deux constantes a > 0
et 3 telles que N(A) < B et pp > ak. D'o,

N
1 1
— <a™! i O(Inn).
ko Mk k=1
Donc
d |
2 lndet4,,| < O <ﬂ> 0
dt‘t:O ’ n n— 00




88 CHAPITRE 2. DISCRETISATION

2.4 Le cas d’une métrique quelconque

Nous démontrons le théoréme 0.0.3 dans le cas général.

Soit (M, g) un tore de dimension 2 muni d’une métrique riemannienne.
D’apres le théoréme d’uniformisation, il existe une métrique gg conforme
a g, unique & homothétie prés. Plus précisément, il existe un réseau A =
7.1 @ Z.re? de C et une fonction C*® ¢ : R2/A — R telle que (M, g) est
isométrique a (R2 /A, 62‘990), oll gg := dx?+dy?. Pour simplifier les notations,
nous poserons M = R% /A et g = e2?gy.

Soit V; un potentiel C*° sur M. Nous cherchons & discrétiser 'opérateur
Ay + Vi. Nous reprenons pour cela la suite de triangulations G,, = (V,, Ey,)
associée a R? /A définie page 77, ainsi que la forme quadratique ¢, : RS —
RS que nous noterons n,go- Comme structure euclidienne sur RS» | nous
prendrons, pour toute fonction f € R,

(F15), = rsinf 3 240 f2(y).

n2
’UGSn

La discrétisation de lopérateur f € L? — Vi f € L? se fait de la maniére
la plus naturelle qui soit : nous prenons 'opérateur qui a tout vecteur §, de
la base canonique, ou v € S, associe le vecteur V(v)d,. Il est diagonal dans
la base canonique. Quant a la suite de discrétisés A, 4 de A4, nous posons

Apg: f E€R™ s e™22. Ay o0 (f) € RS, (2.35)

ol e 2% est 'opérateur linéaire sur RS défini par e 2% ((L,) = e 20§, T y
a deux maniéres de justifier ce choix :

1. La premiére vient de la relation A, = e 2#A, qu’il existe entre les
laplaciens continus.

2. On peut aussi expliquer (2.35) en appliquant la méthode des éléments
finis & g : & nouveau, 1'idée est de définir I'énergie de Dirichlet discréte
dn,g(f) associée a g d’une fonction f € RS» . Choisissons de prolonger
f en une fonction affine sur chaque segment de la triangulation, puis
en une fonction harmonique W, 4(f) a l'intérieur de chaque triangle,
et de poser alors

inaF) = [ G (AWogl ). AWy (1)) oy

Or les fonctions harmoniques pour g sont exactement les fonctions
harmoniques pour g, donc Wy, o (f) = Whp4(f), pour toute fonction
f € RS». De plus, I'énergie de Dirichlet est un invariant conforme en
dimension 2, donc

Qn,g(f) = (n,go (f) = Qn(f)
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L’opérateur Ay, 4 : RS» — RS" est ainsi défini par la relation suivante,
valable pour toute fonction f € R :

i) = (Bng01F) =50 S 0 (2,,(1) ()0,

n
vESH

Et comme nous avons également,

rsinf

an() = (Bngo (D) =202 3 (Bngel() (0)F (),

2
n
go UESTL

la relation (2.35) s’en déduit facilement.

Remarquons, méme si nous ne I'utiliserons pas par la suite, que g étant
conforme a gg, les angles de la triangulation sont les mémes pour g et
go : les valeurs propres discrétes Ag (An,g) convergent donc lorsque n
tend vers l'infini vers g (Ag), ce qui fait de (An,g + Vl)neN une suite
raisonnable de discrétisations de A, + V.

Revenons & la convergence des rapports des déterminants. Soient V; et Vj
deux potentiels positifs tels que [y;Vidvg = [y Vodv,, et soient A, :=
An,g + Vi et An,O = An,g + V.

det Ap;  det (Ang+ V1) _ det (e™Ap g, + V1)
det Ang  det (Ap,+ Vo)  det (e 200y 4 + Vo)
det (Angy +¢*V1) | detcAg, + V5
dot (Bngy + e2Vo) o’ detcgy + PFTh

En effet, cette convergence est une application du cas plat du théoréme 0.0.3,
démontré dans la section précédente, dés lors que 'on a vu que

/Vleg‘pdvgoz/ Voe*?dvg, .
M M

Enfin, d’aprés le corollaire 1.4.4,

detgAgo + 624/7‘/1 _ detgeQ‘p (Ag + Vl)
detcAgO + €29V B detgeQ‘P (Ag + Vo)
detgAg + Vi 1
= —— - Vi—W)d .
detcA, + Vo P 2r /MQO( 1= Vo)dvy

Or, si K, est la courbure de Gauss de la métrique g = e??gq et K celle
de 90,
Ky = e (Ag () + Ko) = Ag(i0) + 7Kg = Ay ()
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puisque gg est plate. V; — Vj est d’intégrale nulle pour la forme volume dv,,
il existe donc un antécédent A 1(Vy — Vp) de Vi — V. Cet antécédent est
défini & une constante additive prés, mais l'intégrale

/M KyA, (Vi — V)du,
est bien définie puisque [y Kydv, = 0. Ainsi,
Ky (Vi = Voldvg = [ 8g(0)8, (Vi = Vaduy = [ (Vi = Vi),
/M 9=q g9 M g g g M g9

Et donc finalement,

det A, ¢ detc Ay + V4 1 / .
’ > —— | K,AZY (Vi = Vo)d
det Ay, g n—oo detCAg+VOeXp 21 M 9Py (Wi 0) Vg ¢

qui est bien le résultat annoncé. O

Une approche discréte du théoréme 0.0.6

Il est possible de redémontrer le théoréme 0.0.6 dans le cas des tores de
dimension 2 & partir du théoréme 0.0.3. Nous faisons la démonstration ci-
dessous, mais nous insistons sur le fait que tous les arguments pour prouver
cette inégalité sont déja dans la démonstration du théoréme 0.0.3. Ceci a
donc pour seul intérét d’exhiber un nouveau résultat sur les spectres de
surfaces qu’il est possible de montrer via les spectres de graphes.

Etablissons ’analogue discret du théoréme 0.0.6 :

Proposition 2.4.1 Soit (G,)nen la suite de graphes définie dans la der-
niere partie, et A, la suite de laplaciens discrets associée par la méthode des
éléments finis. Alors, pour tout potentiel V€ RS» | V > 0 non constant

det(A, + V) < det(A, + ),

o 7= TS V().

Démonstration : 11 est possible de calquer mot pour mot la démonstra-
tion que nous avons utilisée pour les variétés riemanniennes compactes de
dimension inférieure & 3 sur lesquelles leur groupe d’isométrie agit de maniére
transitive. Nous en donnerons néanmoins une démonstration légérement dif-
férente.

Le déterminant est log-concave sur ’ensemble des matrices symétriques
positives : Si @) est une telle matrice, et

Q(t)=Q +tB,teR
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une droite de matrices symétriques passant par (), alors

dlog det(Q(t)) _ 1
— = Trace(BQ™ ),
et )
d IOgCCl;;(Q(t)) — _Trace(BQleQfl).

Il suffit de montrer que la derniére trace est strictement positive. La ma-
trice Q! est définie positive, et peut donc étre conjuguée via une matrice
orthogonale O & une matrice diagonale D, o D;; > 0. Nous pouvons alors
écrire

Trace(BQ 'BQ ') = Trace(BODO'BODO") = Trace((O'BO)(D(0'BO)D).

Soit B’ la matrice symétrique O'BO. Nous avons Trace(BQ~'BQ~!) =
Trace(B'DB'D). Soit alors d le vecteur des coefficients diagonaux de D. d
est donc un vecteur positif. Il est facile de voir que Trace(B'DB’'D) = d'Bd,
ou B;j = bgj. Donc Trace(BQ~'BQ~') > 0, et le logarithme du déterminant
est bien une fonction concave sur I’ensemble des matrices symétriques définies
positives.

Il reste & montrer que si (V|1) = 0, et vy est un potentiel constant
strictement positif,

dyy det (A, +.).V =0,

ce qui est équivalent a ce que tous les termes diagonaux de la matrice (An +

-1 . ) ) N "
vo) soient égaux. C’est une conséquence de ’action transitive du groupe
d’isométries du graphe sur les sommets. O

Pour redémontrer que sur un tore (72, g)

)

1 1
det¢ (Ag+Vp) exp {% /M goVUdvg} < detC(Ag-l—voe%) exp {% /M gpvo,g?wdvg} ,

ol €2?g est de courbure constante et de méme volume que ¢, et vy :=
1 . ‘ )
VoI, (M) fM Vodv,, il suffit de voir que la suite

(det Ay g+ vgew)

det Ap g +Wo neN

converge vers une quantité supérieure a 1. En effet, cette estimation est
équivalente, d’aprés le théoréme 0.0.3, &

det¢Ag + voe®? 1 _1, 9
- K,A ¢ — d > 1.
detcAg + V5 P\ 2n /M gRg (voe™ = Vo)dvg o >
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Nous savons de plus, d’aprés la démonstration du théoréme 0.0.3 que

—/ KgAg_l(ver‘p — Vo)dvg = / p(voe®? — Vy)dv,.
M M

Or,
det A, 4 + voe? _det eQWAn,gO + vge?® o det Ay 4 + 00
det Ay g+ Vo dete2?Ap g+ Vo detAy g + Voe=20'
Posons alors m,, := T?iga ves,, Vo(v)e_Q‘p(”) = (Voe_Q“"l) :
det Ap gy +vo  det Ay g +wvg  det Ay g0 +my (2.36)
det Ay g, + Voe 20 det Ap gy +my det Ay g, + Voe 20 '
D’apres la proposition 2.4.1, pour tout entier n,
det A, g0 + my, (2.37)

det Ay, g, + Voe 20 —
De plus,

det A, g0 + v0o

1
. det Ay, g0 +mp

1
— A ’I}ace((’(}o — mn).(An’go + mp + t('UO - mn))71>dt

Avec des calculs identiques & ceux de la démonstration du lemme 2.3.9, nous
voyons que

vo —my, =
—1
Trace (An,go + my, + (v — mn)) =

uniformément en ¢. Par conséquent,

det A, g, + v0o

1 —1
n Ry Np——— = (vg — mn)/o Trace [(An,go + my, + (v — mn)> }

Inn

dt

- 0 (T) —0. (2.38)

Gréace a (2.36), (2.37) et (2.38)

)

. det An 90 + Vo
lim : =
n—oo det Ay, 40 + Voe 29




Annexe A

Les déterminants de laplaciens

Une question se pose naturellement :

Q1 : existe-t-il un résultat similaire au théoréeme 0.0.3 dans le cas des
laplaciens associés a des métriques différentes ?

Une réponse positive conduirait a au moins deux nouvelles questions trés
intéressantes :

Q2 : Existe-t-il un analogue discret a la formule de Polyakov ?

Q3 : Peut-on redémontrer au moins dans certains cas simples que le
maximum du (—déterminant de laplaciens est atteint pour les métriques a
courbure constante ?

Précisons la question Q1 :

Soit M est une surface compacte sans bord, et g et go deux métriques
sur M. Soit (Gn = (Vn,En),pn) une suite de triangulations de M, o pour
tout entier n, G, est un graphe fini de sommets V,, et d’arétes FE,, et ou
Pn : G — M est un plongement.

Soit de plus A, 4 et A, 4 deux laplaciens de Gy (comme ils ont été
définis dans la section 2.1 sur les laplaciens subordonnés a un graphe), éven-
tuellement symétriques pour deux produits scalaires différents, obtenus par
une méthode des éléments finis, et tels que, pour tout entier k,

Mk (i) IR Mk (Ry),
et Ak(A“ygo) : }‘k(Ago)'

Alors, & une normalisation pres, a-t-on

det" Apg > detC,'Ag?
det An,go n— oo detg Ago

Nous allons prouver ici que la réponse est négative dans le cas ot M = S' x S!
et ou g et gg sont conformes. Evidemment, ce contre-exemple ne signifie

93
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pas qu’il est impossible d’approcher des déterminants ( —régularisés par des
déterminants sur des graphes, puisqu’il existe une grande latitude & la fois
dans le choix des triangulations et dans celui des métriques discrétes. Peut-
étre en existe-t-il de plus adaptées! Cependant, celles que nous choisissons
sont si naturelles et symétriques qu’on est en droit d’étre pessimiste.

Préliminaires

Commencgons par un lemme concernant les déterminants de laplaciens sur
les graphes. Fixons les notations suivantes :

Soit G = (S, FE) un graphe fini, ou S est de cardinal n. Ordonnons S en
l'identifiant a {1,2,...,n}.

(51’)1)65 sera la base canonique de l’ensemble RS des fonctions sur les
sommets, définie par

Oy tw € S+ §y(w) € {0,1}.

Pour tout f € R¥, nous notons (f, f)o := >, F2w).
Soit A = [avw]KU wen & matrice d’un laplacien A sur G dans la base

canonique. C’est-a-dire que, pour toute fonction f € R® vue comme vecteur
colonne,

2
PAF = (AL )y = Y. aw(f(v) = f(w))".
(v,w)EE
Soit alors dy,...,d, des réels strictement positifs, et posons

B = [ayydydy) 1<v,w<n’

B est Popérateur linéaire sur RS défini par

‘fAf = (Bf. f),:

ou

(£.0), = 3 5/,

ves Y

A et B sont deux laplaciens, leurs spectres sont positifs et leurs noyaux
respectifs sont de dimension 1. Ordonnons leurs valeurs propres dans 1’ordre
croissant. Alors, en notant det’ le produit des valeurs propres non nulles :

Lemme A.0.2

P T = L (qT ) ().

k=2 =1 =1
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Démonstration :
alld% +2x  ajpdids .. a1ndidy,
a12d1d2 GQQd% +x ... agnden
det (B +2l,) = _ .
aindid, . ... annd% +
x/dy x/dy x/dy
a1odids aggd% +x ... aondod,
= 1 . . 3
aindidy annd% +x

ou l'on a remplacé la premiére ligne Ly par la combinaison linéaire Li/d; +
Ly/dy + ...+ Ly /d,, et utilisé le fait que les vecteurs constants sont dans le
noyau de A, i.e que Y1 a;; = 0, pour tout j € [1,.,n]. Mais det’ B est le
coefficient en = dans le polynome det (B + :I:In). Ainsi,

det (B =+ a:In) —det B I det (B + xIn)

det'B = lim = lim
z—0 x z—0 z
1/dy  1/dy ... 1/d,
a12d1d2 aggd% e agndgdn
= 1 . .
alndldn C N annd%

Remplagons la premiére colonne Cy par Y ., di_lCi :

SPdt o dyt o dt
d t’B d2 0 a22d% e agnden
e = 1 X
0 B, annd%

= & (Z dﬁ) Cofg(Bi1), (A.1)
i=1

ou Cofg(Bi1) est le cofacteur du coefficient By dans la matrice B.
Le méme calcul pour la matrice A conduit &

det'A == nCofA(aH). (AQ)

[Bij]ggi,jgn =D [aij]zgi,jgnD’
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ou D := Diag(bs,...,b,). Ce qui implique, en prenant les déterminants des
matrices de I'égalité (A.3),

Cofp(Bi1) = (H b%) Cofa(arr). (A.4)

=2

En combinant (A.1), (A.2) et (A.4), nous obtenons le résultat du lemme
A.0.2. O

Discrétisation

Soit un réseau A = Z.1 @ Z.re? de C et une fonction C® ¢ : R2/A — R.
Posons M := R? /A, et soit go = dz? + dy? la métrique euclidienne sur M
induite par R?. Posons de plus g := e*?gq.

Nous reprenons la suite de triangulations G,, = (Sy, Ey) associée a R? /A
définie page 77, la forme quadratique ¢, : RS — R, ainsi que Iopérateur
Ap g : RS» — RS» | que nous appelons discrétisé a ordre n de Ay,

Pour la suite des discrétisés A, 4 de Ay, nous posons

Ang: fERT s e 22N, 00 (f) € RO, (A.5)

oll e 2% est opérateur linéaire sur R défini par e 2% (6v) = e 20(v)§,.

La justification de cette formule est détaillée page 88 (I’argument le plus
rapide étant qu’une telle formule est vraie sur les surfaces). A, g, et A, 4
sont en fait les opérateurs sur R°* associés a la méme forme quadratique gy,
mais pour des produits scalaires différents, qui sont respectivement

(719),, = "0 5 ),

n vESH
rsin6
(1), = =z 2 ).
vESH
Soit

o A:= [avw] 1 <vw<n? la matrice de A, 4, dans la base canonique,
e B la base (e*‘p(”)dv)vev de RS,
o D .= Diag(e“p(l), ceey e‘“"("%) la matrice de passage de la base cano-

nique a la base B.
La matrice B de l'opérateur A, ; = e‘QW.An,go dans la base B est alors
égale a

B = MatB(e_QLpAn,gg):D_lMatcan(e_Q(pAn,go)D
DMatcan (An g) D

— e (prte)

1<v,w<n?
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Appliquons alors le lemme A.0.2 en posant b, 1= e~ #(®) :

!
c;ftt’iAA::; = %exp {—2 Z @(v)} <Z 62“"(”)) . (A.6)
VESnh VESn

Cette formule nous pousse a croire que le lemme A.0.2 pouurait étre une for-
mule de Polyakov discréte. Nous avons en effet trés fortement utilisé que ces
laplaciens provenaient de triangulations d’une surface munie respectivement
de deux métriques conformes, puisque I'argument principal dans le calcul
de ce lemme est que ces deux laplaciens sont obtenus a partir de la méme
énergie de Dirichlet. Or, l'invariance conforme de 1’énergie de Dirichlet est
une caractéristique de la dimension 2.

Malheureusement, & la limite, cela ne redonne pas la formule de Polyakov,
et ne converge donc pas vers le rapport des déterminants (—régularisés.
Rappelons en effet que, pour un tore plat (T2, go), la formule de Polyakov
s’écrit :

detC'Ae—w 1 Vol (TQ)
In— =00 — || Vy|2dg, + In 2L
B det Ay 127 /M IVl dvg, +In G0 ")

Proposition A.0.3 Lorsque n tend vers +oo,

det’ A, 5 dv Vol, (T?) 1
— ™9 _ _9 90 1 9 o —
. det’ An’go " /712 4 Volg, +hn Volg, (T2) + n2r )’

pour tout n supérieur a 1. De plus, il existe une constante C, ne dépendant
que d’un majorant de ||¢||2r45,00 telle que

1 C,
0 <n2r> S n2r'

Démonstration : Cette proposition est une conséquence de (A.6) et du
lemme suivant :

Lemme A.0.4 Pour tout entier r, il existe une constante C, > 0 telle que
pour toute fonction f:R?/A — C de classe C*" 2,

1 dvg, (z
2 S0 [ e

2
vESH T

C
— n2rr—1 HfHQT—i—Q,oo'

Démonstration du lemme A.0.J : La formule sommatoire d’Euler-Mac
Laurin affirme que si g : R/Z — C est de classe C?' !,

1

n—1 1
S g (2 1 " () B*

09 <E> = n/o g(z)dz — W/o ") (@) B, (n)dz,
p:
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ol Bi.(z) := Bag, (z — |z]) est le 2ri®™¢ polynome de Bernouilli évalué en
la partie fractionnaire de z (voir [Go]). C’est une fonction 1—périodique
polynomiale sur [0,1[, donc bornée sur R par une constante K,. D’ou si
g: 8" x 8" = Cest C¥*!, en appliquant la formule sommatoire d’Euler-
Mac Laurin &  +— ¢ (a: —) pour tout [ € [0,n — 1], et en sommant ces n
égalités :

EEGD) - Bl

p=0 {=0

Or, pour tout z dans [0, 1],

n—1 I 1 1 1 aQr
L) = dy— —— [ L Bz (ny)dy.
§g<x,n> n/o g (z,y) dy 2r!n2r/0 g9 (@:9) B, (ny)dy

Ainsi,

n—1n—1 P / 627“
ZZQ(n n) // (2, y) dedy — 2 |n2r 1 // ayQT (z,y) By, (ny)dydz

p=0 =0
1 1n—1 627. I
2r!n27"/0 ;Wg <I’E> Bj, (nz)dz.
De plus
n—1
9% l 1 1 g2r+2
_ _ o duy — —— B p
§8x2r9<$;n>‘ n/ﬂ ax%g(:g,y) Yy m? J, 8x2ray2g($ ,y) B3 (ny)dy
1
< anHQT,OO-l_W”gHQrJrQ,ooHB;Hoo-
D’ou
l
‘ Z 9<£a—> - // T yd:z:dy‘
o<pi<n-1 N "

— 1 *
< g (9lroc (1B3, e + 1) + s lglarsocl B o)

ll9ll2r 42,00 K1

Enfin, en posant g(z,y) := f(z + yrcos@,yr sin9), oit f:R?*/A — C est
C?*+2 le lemme A.0.4 est une conséquence de (A.7) et de

J st = [ sz
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