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Caligula : C'�etait diÆile �a trouver.H�elion : Quoi don ?Caligula : Ce que je voulais.H�elion : Et que voulais-tu ?Caligula, toujours naturel : La lune.[...℄Caligula : Tu penses que je suis fou.H�elion : Tu sais bien que je ne pense jamais, je suis bien trop intelligentpour �a.Caligula : Oui. En�n ! Mais je ne suis pas fou et même je n'ai jamais �et�eaussi raisonnable. Simplement, je me suis senti tout d'un oup un besoind'impossible. (Un temps) Les hoses telles qu'elles sont ne me semblent passatisfaisantes. [24, Ate I, S�ene 4℄
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Chapitre 1Introdution
1.1 Contexte g�en�eralCe m�emoire est onsar�e aux simulations multidomaines de l'�eoulementdans les milieux poreux. Les questions d'�eoulement et de transport en mi-lieu poreux, omme la plupart des probl�emes environnementaux, ont aquis esderni�eres ann�ees dans nos soi�et�es une importane qui parâ�t m�erit�ee. Les en-jeux prinipaux li�es �a es questions r�esident prinipalement dans la gestion desressoure en eau et la mâ�trise des pollutions souterraines. Ce dernier th�eme pr�e-oupe atuellement la plupart des pays industrialis�es et motive de nombreusesreherhes �a travers le monde. La raison de et engouement roissant est la ques-tion de la gestion des d�ehets nul�eaires, r�esidus des ativit�es iviles et militairesde es vingt derni�eres ann�ees. Ces d�ehets s'aumulant et ayant une dur�ee denoivit�e d�epassant largement l'�ehelle humaine, il onvient de leur trouver unesolution durable. Trois pistes sont g�en�eralement propos�ees : la transmutationdes d�ehets radioatifs en isotopes moins dangereux ou dont la dur�ee de vie estplus ourte ; leur entreposage r�eversible et surveill�e sous terre, mais �a faible pro-fondeur ; ou en�n leur stokage en ouhe g�eologique profonde. Ces trois voiessont atuellement explor�ees en Frane par l'Andra1 |Agene Nationale pour lagestion des D�ehets Radioatifs|, qui doit remettre au Parlement fran�ais lesonlusions de ses �etudes en 2006, a�n d'�elairer le d�ebat national sur le sujet.Dans le adre du stokage profond, la r�ealisation de simulations num�eriques�ables est indispensable, puisque 'est le seul moyen de pr�edire le omportementdes d�ehets en sous-sol sur des dur�ees de plusieurs milliers d'ann�ees. Il est no-tamment n�eessaire d'e�etuer des simulations du transport de radionul�eides1Voir l'URL http ://www.andra.fr.



CHAPITRE 1. INTRODUCTIONen milieu souterrain a�n de pr�evoir si des radio�el�ements dangereux sont susep-tibles de ressortir dans la biosph�ere, et, si ela arrive, dans quelles proportionset dans quelles ironstanes. Or, il s'av�ere que es simulations sont entrav�eespar de nombreuses diÆult�es d'ordre purement num�erique dont nous dirons unmot �a la Setion 1.2. Dans es onditions, il apparâ�t don logique de faire appelaux math�ematiques appliqu�ees pour tenter de surmonter es obstales. L'Andrajoue depuis quelques ann�ees un rôle moteur pour orienter la reherhe num�e-rique en Frane vers la probl�ematique du stokage de d�ehets. Ma th�ese, qui a�et�e �nan�ee par l'Andra, s'insrit modestement dans ette optique.Nous donnons quelques id�ees du ontexte sienti�que dans la Setion 1.2. Lessujets abord�es dans ette �etude sont pr�esent�es �a la Setion 1.3. La m�ethodologieg�en�erale est expliqu�ee dans la Setion 1.4. En�n, nous d�erivons bri�evement leontenu de e m�emoire dans la Setion 1.5.Dans tout e hapitre introdutif, nous �evoquons les �equations de transport,alors que nous nous sommes limit�es dans notre travail �a l'�etude de l'�eoulement.En fait, e dernier sert de base pour les probl�emes de transport. Il semble donimportant de survoler ertaines diÆult�es li�ees au transport a�n de poss�ederune id�ee globale des probl�emes de l'�eoulement.1.2 Contexte sienti�que : probl�ematiques li�eesau stokage de d�ehets radioatifs souter-rainsLa simulation num�erique �a grande �ehelle de l'�eoulement et du transportde radionul�eides dans le sous-sol autour d'un site de stokage de d�ehets posede nombreux probl�emes de di��erentes natures, rassemblant les �energies de di��e-rentes ommunaut�es sienti�ques. On regroupe es probl�emes en trois grandesat�egories.La mod�elisation math�ematique : au-del�a des mod�eles les plus simples ou-ramment utilis�es, la prise en ompte par exemple des ph�enom�enes d'ad-sorption ou du omportement sp�ei�que des argiles ou des argilites n�e-essite une interation entre math�ematiiens et physiiens pour onstruiredes mod�eles repr�esentant les interations entre les �ehelles marosopiqueset mirosopiques.La ollete des donn�ees : la oneption d'exp�erienes dans un laboratoiresouterrain, l'analyse de arottes issues de di��erents forages, les enregis-p. 12



1.2. CONTEXTE SCIENTIFIQUEtrements pi�ezom�etriques et les essais de puits mobilisent de nombreuxexp�erimentateurs. De plus, le sous-sol �etant diÆile d'a�es, es donn�eessont n�eessairement pontuelles et un gros travail d'interpr�etation est n�e-essaire pour en d�eduire les donn�ees distribu�ees n�eessaires aux mod�eles.Ce travail implique la r�esolution de probl�emes inverses.Les m�ethodes num�eriques : les mod�eles �etant hoisis et les donn�ees rassem-bl�ees, il est n�eessaire de repousser les limitations li�ees �a la puissane desordinateurs en utilisant les m�ethodes num�eriques les plus performantes.La mod�elisation �a grande �ehelle, en trois dimensions, sur une longue p�e-riode de temps, dans un milieu h�et�erog�ene, ave des mod�eles qui peuventêtre tr�es omplexes, d�epasse les apait�es atuelles des ordinateurs et n�e-essite une r�eexion sur le hoix et la oneption de m�ethodes num�eriquesappropri�ees.Cette pr�esentation n�eessairement simpli��ee, devrait aussi faire mention desprobl�emes onernant les inertitudes sur les donn�ees et leur impat sur lesr�esultats, ainsi que l'analyse de la sensibilit�e des r�esultats par rapport �a desparam�etres hoisis.Pour e qui est des m�ethodes num�eriques, les probl�emes de ouplage sont leplus souvent �a l'origine de beauoup de diÆult�es. On peut en e�et distinguerdeux grandes familles de probl�emes de ouplage :� le ouplage de di��erents proessus qui �evoluent dans la même r�egion del'espae. Ainsi le ouplage thermo-hydro-m�eanique ou le ouplage himie-transport.� le ouplage de proessus qui �evoluent dans des r�egions di��erentes de l'es-pae. On peut donner omme exemples le ouplage entre un aquif�ere o�ule transport est domin�e par l'advetion et une r�egion o�u le proessus dedi�usion est dominant, ou bien le ouplage entre un entre de stokage etle milieu g�eologique, ou enore le ouplage entre des rohes et les fraturesqui les traversent.Ces deux types de ouplage pr�esentent des diÆult�es num�eriques que leslogiiels atuels prennent plus ou moins bien en ompte. En g�en�eral, la solutionutilis�ee onsiste �a faire des simulations ave un seul mod�ele inluant tous lesaspets physiques, e qui rend les aluls oûteux et m�ene rapidement aux limitesdes possibilit�es atuelles des alulateurs, notamment pour les simulations entrois dimensions.Nous nous int�eressons prinipalement dans ette th�ese au deuxi�eme type deouplage. Nous nous sommes plus partiuli�erement oup�es des probl�emes li�es �ap. 13



CHAPITRE 1. INTRODUCTIONla diversit�e des �ehelles spatiales2, et �a l'h�et�erog�en�eit�e des milieux3. Nous avons�egalement �etudi�e les milieux poreux fratur�es qui r�eunissent es deux types deprobl�emes. Nous n'avons pas n�eglig�e les questions de performanes et avonsutilis�e le parall�elisme pour op�erer ertains ouplages.1.3 Sujets abord�esNous avons men�e des �etudes prinipalement dans trois diretions qui onttoutes en ommun les simulations multidomaines et bien �evidemment les �eou-lements en milieu poreux, omme le titre de la th�ese l'indique.Le raÆnement loal : onsid�erons le alul de l'�eoulement et du transportdes radionul�eides en s'int�eressant partiuli�erement au ouplage entre lesite de stokage et le milieu g�eologique environnant. Comme la soure deradionul�eides est tr�es pontuelle, il est n�eessaire de raÆner en espaedans son voisinage. Si l'on utilise des maillages strutur�es |en retanglesen 2 dimensions|, le raÆnement loal lassique en espae onduit �a unraÆnement même dans des zones qui sont �eloign�ees de la zone d'int�erêt. Sil'on utilise des maillages non strutur�es, le raÆnement loal est possiblemais il ne permet plus d'utiliser les m�ethodes num�eriques partiuli�erementeÆaes d�evelopp�ees pour les maillages strutur�es.Certaines m�ethodes de d�eomposition de domaines permettent de rem�e-dier �a es diÆult�es : il est possible de raÆner loalement un sous-domainedu domaine de simulation sans avoir �a raorder le maillage loal ave lemaillage plus grossier utilis�e dans l'ensemble du domaine. Nous avons don�etudi�e et utilis�e une telle m�ethode.Le ouplage parall�ele : pour pouvoir traiter des probl�emes r�ealistes degrande taille en trois dimensions, nous avons herh�e �a oupler les sous-domaines en impl�ementant une version parall�ele de la m�ethode de d�eom-position de domaines.La mod�elisation des fratures : les fratures qui traversent fr�equemmentles milieux poreux engendrent dans les simulations de l'�eoulement desdiÆult�es num�eriques onsid�erables, dues �a une tr�es forte h�et�erog�en�eit�etr�es loalis�ee. Sur la faible �epaisseur de la frature, la perm�eabilit�e peut2La g�eom�etrie d'un site de stokage a des distanes arat�eristiques de l'ordre du m�etre,tandis que le domaine d'�etude du milieu g�eologique doit s'�etendre sur plusieurs dizaines dekilom�etres3Les oeÆients de perm�eabilit�e peuvent varier sur 7 ordres de grandeurs entre deuxouhes voisinesp. 14



1.4. M�ETHODOLOGIESen e�et varier de plusieurs ordres de grandeurs, devenant un anal privil�e-gi�e pour l'�eoulement, ou au ontraire une barri�ere g�eologique. Nous noussommes don attah�es �a mod�eliser les fratures ayant des perm�eabilit�estr�es fortes ou tr�es faibles, quand elles sont d'une taille telle qu'il faut lesonsid�erer expliitement.Le but est de les traiter omme des interfaes entre des sous-domainesqui repr�esentent la rohe avoisinante. Ii, la simulation multidomaine ap-parâ�t naturellement pour formaliser e probl�eme, et une tehnique ded�eomposition de domaines permet d'aider �a sa r�esolution.1.4 M�ethodologies1.4.1 Mod�ele math�ematiqueLe mod�ele math�ematique que nous onsid�erons est un mod�ele tr�es simple :l'�equation de l'�eoulement, parfois appel�ee �equation du ux :div ��k� grad (p+ �gz)� = q dans 
; (1.1)o�u p est la pression, k la perm�eabilit�e du milieu, � la masse volumique du uide et� sa visosit�e, g l'a�el�eration de la pesanteur, z la hauteur, et q un terme soureL'�equation de l'�eoulement est une �equation elliptique qui est obtenue �a partir dela loi de la onservation de masse du uide, ave l'hypoth�ese d'inompressibilit�e,div u = q dans 
; (1.2)o�u u est la vitesse de Dary donn�ee par la loi de Dary :u = �k� grad (p+ �gz) dans 
: (1.3)Nous mentionnons �egalement pour que l'expos�e soit tout �a fait lairl'�equation du transport que nous ne herherons pas �a r�esoudre ii. Cette �equa-tion gouverne le d�eplaement d'un ontaminant et d�epend de la pr�e�edente :�R��t + div (u�D grad ) + ��R = qb dans 
; (1.4)o�u  est la onentration d'un �el�ement radioatif dissous dans l'eau |par sim-pliit�e, nous supposons qu'il n'intervient qu'un seul �el�ement radioatif dans lep. 15



CHAPITRE 1. INTRODUCTIONmod�ele|, � est la porosit�e in�ematique du milieu, R le oeÆient de retard,u la vitesse de Dary, t le temps, D le terme de di�usion, � la onstante ded�eroissane radioative et b la onentration du radionul�eide dans le termesoure.Comme l'�equation de l'�eoulement est ind�ependante du temps et de laonentration, on peut la traiter d'abord et r�esoudre ensuite de fa�on s�epa-r�ee l'�equation du transport. Pour ertains ontaminants, il est possible que lavisosit�e d�epende de la onentration, mais on suppose g�en�eralement que lesradionul�eides sont pr�esents en quantit�es suÆsamment petites pour avoir uneinuene n�egligeable sur la visosit�e �.L'�equation de transport exprime la onservation de masse de l'�el�ement radio-atif. Il ontient un terme d'aumulation, not�e �R��t , un terme de di�usion{dispersion, div (�D grad ), un terme d'advetion, div (u), et un terme ded�eroissane radioative, ��R. Pr�eisons que le oeÆient D dans le mod�elele plus simple est une matrie diagonale et seule la di�usion mol�eulaire estprise en ompte. Dans un mod�ele un peu plus sophistiqu�e, D est une matrieomportant aussi une partie dispersive non-diagonale d�ependant de la vitessede Dary.1.4.2 Disr�etisation de l'�equation du uxPour la disr�etisation de l'�equation du ux nous utilisons la m�ethode d'�el�e-ments �nis mixtes hybrides. La m�ethode d'�el�ements �nis mixtes, f. [23℄, [29℄et [83℄, est une m�ethode de Galerkin bas�ee sur la formulation mixte faible del'�equation. L'�equation du ux est donn�ee naturellement en formulation mixte :elle ouple l'�equation de la onservation de masse ave la loi de Darydiv u = q dans 
; (1.5)u = �k� grad (p+ �gz) dans 
: (1.6)Nous n�egligerons dans le reste de notre travail le terme de gravit�e, ar sapr�esene ne joue pas un rôle important dans les m�ethodes �etudi�ees.La formulation mixte est partiuli�erement appropri�ee pour e mod�ele, arelle donne un approximation direte de la vitesse de Dary. En e�et, notre int�erêtn'est pas dans la pression p mais dans la onentration , et dans l'�equation dutransport qui donne la onentration, 'est la vitesse de Dary u qui intervientet non pas la pression. La m�ethode de di��erenes �nis et les m�ethodes lassiquesd'�el�ements �nis donnent, en premier lieu, une approximation de la pression quiest dans un seond temps di��ereni�ee pour donner l'approximation de la vitessep. 16



1.4. M�ETHODOLOGIESde Dary qui est utilis�ee dans l'�equation du transport. Cette di��ereniationest une seonde soure d'erreur et la pr�eision est r�eduite. De plus la pressionobtenue est onstante ou aÆne par moreaux et la vitesse qui en r�esulte enprenant la d�eriv�ee de la pression donne un ux �a valeurs multivoques sur lesinterfaes du maillage, e qui rend le sh�ema non-onservatif sur les mailles dedisr�etisation. Pour le sh�ema que nous utilisons, la pression est approh�ee dansun espae de fontions onstantes par moreau et la vitesse de Dary u dans unespae de fontions dont haque omposante est aÆne par moreaux et dont lesomposantes normales aux interfaes entre les �el�ements sont ontinues �a traversles interfaes.La m�ethode d'�el�ements �nis mixtes-hybrides, on�ue au d�epart omme uneastue pour r�esoudre le syst�eme lin�eaire assoi�e aux m�ethodes mixtes, f. [43℄ et[16℄, produit non seulement la même approximation de la pression et la mêmeapproximation de la vitesse mais aussi une approximation de la trae de pres-sion sur les interfaes du maillage. Cette m�ethode se prête alors tr�es bien auxm�ethodes de d�eomposition de domaines que nous utilisons, ar nous avons �anotre disposition la trae de la pression aussi bien que la trae normale de lavitesse sur les interfaes entre les sous-domaines.Remarquons qu'ave l'emploi d'une r�egle de quadrature dans la onstrutionde la matrie de masse, ave une disr�etisation retangulaire parall�ele aux axes,on obtient un sh�ema �equivalent au sh�ema de volumes �nis entr�e sur les maillesstandard, voir [28℄, [7℄. Mentionnons �egalement que les volumes �nis ont onnues derni�eres ann�ees de nombreux d�eveloppements, voir par exemple [49℄.1.4.3 Disr�etisation de l'�equation du transportDisons un ourt mot sur l'�equation du transport pour donner une id�ee de sar�esolution. Elle peut s'�erire sous la forme�R��t + div (f + r) + ��R = qb dans 
; (1.7)r = �D grad  dans 
; (1.8)f = u dans 
; (1.9)o�u nous avons s�epar�e le ux de onentration en sa partie di�usive r et sa partieonvetive f. Cette s�eparation est utile pour les probl�emes o�u la onvetion estimportante.Dans e as, ette s�eparation permet d'utiliser une m�ethode d'�el�ements �nismixtes-hybrides pour r alors que f sera obtenue par une m�ethode de type Go-dunov, voir [27℄, [90℄ et [32℄. L'int�erêt d'une telle m�ethode r�eside enore dansses propri�et�es de onservation et dans sa failit�e d'emploi dans une m�ethode dep. 17



CHAPITRE 1. INTRODUCTIONd�eomposition de domaines. En g�en�eral, on utilise un sh�ema impliite pour lapartie di�usive et le terme de d�eroissane radioative, et un sh�ema expliitepour la partie onvetive, ave �eventuellement des pas de temps di��erents pourses deux parties (plus petits pour la partie onvetive).Dans le as o�u la onvetion est faible, alors le veteur f + r est approh�edans son ensemble par la m�ethode d'�el�ements �nis mixtes-hybrides pour donnerune m�ethode de disr�etisation entr�ee.1.4.4 M�ethode de d�eomposition de domainesL'existene des ordinateurs modernes multi-proesseurs ou des grappes dePC rend envisageable la mod�elisation num�erique �ne de probl�emes physiquespratiques qui jusqu'�a tr�es r�eemment ont �et�e trait�es par des m�ethodes assezgrossi�eres. Mais pour les probl�emes o�u le domaine de alul et/ou le temps dealul est grand, sp�eialement pour les mod�eles en trois dimensions d'espae, lessyst�emes alg�ebriques �a r�esoudre sont d'une taille telle que les algorithmes num�e-riques utilis�es pour leur r�esolution doivent être on�us ave beauoup de soin.Les m�ethodes les plus rapides pour la r�esolutions des syst�emes lin�eaires reux|transformation de Fourier rapide, r�edution ylique par blo, les m�ethodesmultigrilles { sont eÆaes pour les probl�emes tr�es r�eguliers. La d�eompositionde domaines est une m�ethode de alul sienti�que bas�ee sur l'id�ee qu'on peutobtenir la solution d'un probl�eme global en assemblant la solution de probl�emesplus petits et plus r�egulier, f. [91℄ ou [81℄.Même si on plae souvent l'origine des m�ethodes de d�eomposition de do-maine au travail de H. A. Shwartz [89℄ en 1870, 'est un outil pour la r�esolutionnum�erique des �equations aux d�eriv�ees partielles relativement r�eent, les id�ees lesplus importantes �etant apparues dans les vingt derni�eres ann�ees. Aujourd'hui,'est un domaine de reherhe tr�es frutueux ; depuis 1987 il y a une onf�ereneannuelle internationale qui attire plusieurs entaines des meilleurs num�eriiensmondiaux.Parmi les num�eriiens, on trouve au moins trois oneptions di��erentes dela d�eomposition de domaines : dans ertains erles, la d�eomposition de do-maines veut dire la s�eparation du domaine physique en sous-domaines o�u les�equations gouvernant les ph�enom�enes physiques ne sont pas les mêmes et/ouen sous-domaines o�u il y a besoin de di��erents traitements num�eriques �a ause,par exemple, de di��erene d'�ehelles. Pour les sp�eialistes dans la r�esolution degrands syst�emes lin�eaires elle signi�e une fa�on de onstruire un solveur en di-visant le probl�eme orrespondant au syst�eme d'�equations sur tout le domaineen des probl�emes plus petits. Pour les sp�eialistes en alul parall�ele en�n lad�eomposition de domaine orrespond �a une fa�on de distribuer les donn�ees dup. 18



1.4. M�ETHODOLOGIESprobl�eme sur les di��erents proesseurs. Dans ette th�ese, la tehnique de d�e-omposition de domaines est exploit�ee sur les deux derniers plans, et un travaila �et�e mis en plae pour l'utiliser suivant le premier �egalement.La premi�ere raison pour laquelle nous avons d�eid�e d'utiliser la d�eomposi-tion de domaine tient �a ses propri�et�es de exibilit�e. Dans un ou plusieurs dessous-domaines autour du site de stokage, il est possible d'utiliser un maillageplus �n. Il y a, bien sûr, d'autres moyens de raÆner loalement le maillage, enpartiulier l'utilisation de maillages non-strutur�es. Nous avons pr�ef�er�e hoisirla d�eomposition de domaine pour son eÆait�e num�erique. En partiulier, onpeut ainsi onserver des maillages retangulaires, e qui pr�esente de nombreuxavantages sur le plan num�erique, sp�eialement pour les probl�emes de grandetaille obtenus ave la mod�elisation en trois dimensions.Le prinipe de la d�eomposition de domaines est relativement simple. Le do-maine de alul est divis�e en sous-domaines, en hoisissant une initialisation quiassigne une ondition sur les interfaes4 ; les probl�emes dans les sous-domainessont alors r�esolus s�epar�ement. Aux it�erations suivantes, les probl�emes sont denouveau r�esolus s�epar�ement dans les sous-domaines mais ave les onditionsaux interfaes sur les sous-domaines d�etermin�ees �a partir des r�esultats du aluldes it�erations pr�e�edentes. Maintes variations sur e prinipe existent : d�eom-position en sous-domaines se reouvrant ou ne se reouvrant pas, onditionsde Dirihlet, de Neumann ou de Robin sur les bords int�erieurs, sans ou averelaxation5, solutions dans tous les sous-domaines en parall�ele ou solutions s�e-quentielles, inlusion d'une solution sur une grille grossi�ere ou non. Tous eshoix ont une inuene sur la rapidit�e de la onvergene du sh�ema et mêmesur la onvergene ou non de la m�ethode.Dans notre probl�eme la d�eomposition en sous-domaines ne se reouvrant paspermet le plus de exibilit�e. Dans e as, le probl�eme alg�ebrique est ramen�e,grâe aux op�erateurs de type Poinar�e-Steklov, �a un probl�eme sur les inonnuesdes interfaes entre sous-domaines, [57℄, [67℄, [9℄.Des tehniques omme la m�ethode des �el�ements joints permettent de traitermême des situations o�u les inonnues sur une interfae provenant des deuxsous-domaines adjaents ne o��nident pas n�eessairement [21℄, et [13℄. Nousavons �etudi�e et utilis�e une m�ethode un peu di��erente, d�erite dans [2℄, [14℄, quipermet d'avoir des maillages qui ne se raordent aux interfae et qui est bas�ee4Les interfaes sont d�e�nies omme les parties du bord de haque sous-domaine qui neo��nident pas ave le bord du domaine original5C'est-�a-dire qu'on prend pour ondition au bord elle donn�ee par l'it�eration pr�e�edentedans le sous-domaine voisin, ou on prend une moyenne pond�er�ee de ette valeur ave uneautre valeur telle que elle prise �a l'it�eration pr�e�edente p. 19



CHAPITRE 1. INTRODUCTIONsur des onditions d'interfae de type Robin. De tels maillages non-raord�espeuvent provenir du fait qu'on a maill�e s�epar�ement les di��erents sous-domaines.Ils peuvent aussi être reherh�es pour e�etuer un raÆnement loal dans l'undes sous-domaines. Mais pour que la m�ethode soit eÆae, le d�e� est de hoisirun pr�eonditionneur pour le syst�eme qui rende rapide la onvergene du syst�emeit�eratif [4℄, [36℄.1.4.5 Calul parall�ele ave OamlP3lLes m�ethodes de d�eomposition de domaines sont en g�en�eral intrins�eque-ment parall�eles, nous avons don herh�e �a pro�ter de ette qualit�e et �a lesimpl�ementer de fa�on parall�ele. Pour ela, nous avons travaill�e en ollabora-tion ave une �equipe de herheurs en informatique qui d�eveloppent le syst�emeparall�ele OamlP3l qui, �a notre avis, poss�ede un avenir prometteur.L'�eriture de programmes parall�eles n'est en e�et pas hose ais�ee, et leur d�e-bogage est g�en�eralement un auhemar. A�n de faire fae �a es diÆult�es, uneapprohe strutur�ee de la programmation parall�ele utilisant des squelettes�6 |skeletons en anglais| et des tehniques de ompilation bas�ee sur des mod�eles|templates| a �et�e d�evelopp�ee es derni�eres ann�ees par plusieurs herheursdont le groupe P3L �a Pise. Le syst�eme OamlP3l, [39℄7 marie le langage de pro-grammation fontionnelleOaml, [97℄8 ave les squelettes p3l. Cei a engendr�e unsyst�eme de programmation parall�ele performant et une m�ethodologie puissante :OamlP3l permet �a l'utilisateur d'�erire et de d�eboguer une version s�equentiellede son programme |tâhe qui, si elle n'est pas ais�ee en soi, peut être onsid�er�eeomme routini�ere|, et ensuite la version parall�ele est automatiquement d�eduitepar une reompilation du programme soure. Ainsi, l'avantage onsid�erable deette approhe est-il que le programmeur ne doit se onentrer que sur la partiefaile, la programmation s�equentielle, et se repose sur le syst�eme OamlP3l pourobtenir la partie omplexe, la version parall�ele. Un autre b�en�e�e aompagne lepr�e�edent : l'ad�equation des s�emantiques� des versions s�equentielles et parall�elesdu programme n'est plus du ressort du programmeur ; 'est maintenant l'enti�ereresponsabilit�e du ompilateur OamlP3l.6Les termes suivis d'un ast�erisque sont d�e�nis dans le lexique en Annexe C.1.7Voir l'URL http ://www.oamlp3l.org/.8On pronone Oaml ave le \O" de O rage ! ô d�esespoir ! ô vieillesse ennemie ! [34, AteI, s�ene IV℄, et \ave le \a" de af�e et le \mel" de melba" [97℄, page xi. Voir les URLhttp ://pauilla.inria.fr/oaml/ ou http ://www.oaml.org/.p. 20



1.5. PLAN DU M�EMOIRE1.5 Plan du m�emoireLe m�emoire est divis�e en trois hapitres prinipaux, au d�ebut desquels setrouve syst�ematiquement leur ontenu d�etaill�e.Dans le Chapitre 2, nous �etudions les m�ethodes de d�eomposition de do-maines non-onformes. Nous ommen�ons par un bref survol bibliographiquede es m�ethodes, puis nous analysons en d�etail une m�ethode partiuli�ere, pourlaquelle nous d�emontrons un r�esultat d'existene et d'uniit�e ainsi que des es-timations d'erreur. Nous expliquons un moyen de transf�erer les variables �a tra-vers une interfae quand les maillages ne se raordent pas. En�n, des testsnum�eriques 2D illustrent le bon fontionnement du raÆnement loal ave ettem�ethode.Dans le Chapitre 3, nous parlons de l'impl�ementation de ette m�ethode enparall�ele ave OamlP3l. Nous ommen�ons par donner quelques notions dulangage Oaml, qui nous servent ensuite �a d�erire ompl�etement le syst�emeOamlP3l ainsi que le ode de ouplage de d�eomposition de domaines. Deuxsimulations num�eriques suivent, la premi�ere montrant les performanes du sys-t�eme, la deuxi�eme traitant un �eoulement r�ealiste issu de l'Andra.En�n, le Chapitre 4 est onsar�e au nouveau mod�ele de fratures. Nousd�erivons omment il est obtenu, puis d�emontrons l'existene et l'uniit�e duprobl�eme ontinu. Une interpr�etation du probl�eme disret nous fournit des esti-mations d'erreur, que viennent onforter des r�esultats num�eriques. Nous disonsen�n un mot sur la r�esolution eÆae du mod�ele.Une onlusion propose quelques pistes pour poursuivre e travail dans leChapitre 5. Les Annexes A, B et C sont d�edi�ees respetivement �a des rappelssur les oordonn�ees baryentriques, sur le probl�eme elliptique en une dimension,et �a Oaml.
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Chapitre 2D�eompositions de domainesnon-onformesDans e hapitre, nous �etudions une m�ethode de d�eomposition de domainessans hevauhement, utilisant des maillages non-raord�es, et bas�ee sur desonditions d'interfae de type Robin, [14℄ ou [2℄.Avant de d�erire ette m�ethode, nous proposons dans la Setion 2.1 quelquespistes bibliographiques onernant la d�eomposition de domaines.Ensuite, dans la Setion 2.2 onsar�ee aux probl�emes multiblos, nous posonsle probl�eme mod�ele, d�etaillons le d�eoupage en sous-domaines et d�e�nissons lesnotations utilis�ees pour les maillages d'interfae.La Setion 2.3 est enti�erement d�edi�ee �a la pr�esentation et �a une analyse dela m�ethode de d�eomposition de domaines de Robin non-onforme. R�esumonsen quelques lignes son ontenu. L'algorithme y est pr�esent�e sous deux formesdi��erentes a�n de failiter sa mise en �uvre. En suivant la m�ethodologie de[14℄ et en se basant sur des estimations d'�energie, nous d�emontrons l'existeneet l'uniit�e de la solution mixte disr�ete du probl�eme de d�eomposition de do-maines ; nous obtenons �egalement des estimations d'erreur. L'originalit�e de esr�esultats provient de la possibilit�e laiss�ee �a l'utilisateur de prendre des oeÆ-ients de Robin di��erents pour haque interfae, mais �egalement di��erents surles deux ôt�es d'une même interfae. Quelques remarques sont faites �egalement�a propos du hoix de \bons" oeÆients de Robin.La Setion 2.4 onerne un sujet important qui, �a notre onnaissane, estrarement abord�e dans la litt�erature sur les m�ethodes de d�eomposition de do-maines non-onformes : la question de la transmission des variables d'un maillaged'interfae �a un autre. Dans le adre des �el�ements �nis mixtes de plus bas de-gr�e, ette ommuniation s'interpr�ete omme une simple projetion L2. Elle



CHAPITRE 2. D�ECOMPOSITIONS DE DOMAINES NON-CONFORMESn�eessite de aluler l'intersetion des deux maillages qui vivent sur l'interfaeonsid�er�ee, et en partiulier de aluler les mesures des ellules de e maillaged'intersetion. Dans le adre des maillages d'interfae 2D plans, onstitu�es detriangles, nous proposons un algorithme pour d�eterminer es aires d'interse-tion. Cet algorithme a �et�e mis au point lors de la th�ese [69℄ et a �et�e utilis�e dansles simulations du Chapitre 3.Des tests num�eriques simples en deux dimensions sont pr�esent�es dans laSetion 2.5 ; ils illustrent le omportement de l'algorithme de d�eompositionde domaines dans di��erentes on�gurations, et indiquent notamment qu'il estpr�ef�erable, quand 'est possible, de travailler ave des maillages d'interfae em-bô�t�es1.En�n, la Setion 2.6 sert de ourte transition vers le hapitre suivant.2.1 Pistes bibliographiques sur la d�eomposi-tion de domainesLes m�ethodes de d�eomposition de domaines ont maintenant une vingtained'ann�ees d'existene ative et même intense, onr�etis�ee par la tenue annuelled'une onf�erene internationale qui leur est onsar�ee2. Bien �evidemment, il se-rait illusoire de tenter de dresser une liste exhaustive de toutes les reherhespertinentes qu'un sujet aussi rihe a pu susiter. Nous allons don nous limiter�a l'expliation des m�ethodes de d�eomposition de domaines sans reouvrement,et notamment �a trois m�ethodes : Neumann{Neumann et ses avatars, les m�e-thodes de reollement par joints et la m�ethode de Robin non-onforme qui nouspr�eoupe plus partiuli�erement dans e m�emoire.Tout d'abord, itons quelques ouvrages qui o�rent une vision large des m�e-thodes de d�eomposition de domaines : le livre de Smith, Bj�rstad et Gropp [91℄a une optique plutôt alg�ebrique. Le livre tr�es omplet de Quarteroni et Valli [81℄passe en revue de fa�on d�etaill�ee les di��erentes m�ethodes, notamment des al-gorithmes de Dirihlet{Neumann et de Neumann{Neumann. La monographiede Le Talle [67℄ donne une analyse de la m�ethode de Sharz ave hevauhe-ment et du pr�eonditionneur de Neumann{Neumann ; les algorithmes y sonttr�es lairement d�etaill�es. Mentionnons en�n le livre de Wohlmuth [98℄ qui traiteen partiulier des m�ethodes de d�eomposition de domaines ave des maillagesnon-raord�es.1Je quali�e deux maillages d'interfae d'embô�t�es, quand l'un des maillages est sous-maillage de l'autre2Voir l'URL http ://www.ddm.org/.p. 24



2.1. PISTES BIBLIOGRAPHIQUES SUR LA D�ECOMPOSITION DE DOMAINES2.1.1 Neumann{NeumannNous nous int�eressons d'abord �a la m�ethode de d�eomposition de domainessans reouvrement dite de Neumann{Neumann. Un bon moyen d'expliquer sonfontionnement est de suivre les �evolutions qu'elle a subies au ours du temps.Dans le adre des �el�ements �nis mixtes, Wheeler ave Glowinski [57℄, puisave Cowsar [37℄, ont ommen�e �a mettre en plae une m�ethode it�erative de sous-struturation, bas�ee sur la r�esolution d'un probl�eme de type Steklov{Poinar�e3.Le prinipe g�en�eral est de faire apparâ�tre un syst�eme lin�eaire sym�etrique d�e�nipositif dont les inonnues vivent sur l'interfae. Notons pour �xer les id�ees esyst�eme S� = f; (2.1)o�u � est une inonnue orrespondant �a une trae de pression sur l'interfae, fune donn�ee orrespondant �a une vitesse normale sur l'interfae et S est l'op�e-rateur disret de Dirihlet vers Neumann, enore appel�e Steklov{Poinar�e, etqui s'interpr�ete omme un ompl�ement de Shur. On montre que S est sym�e-trique d�e�ni positif pour un probl�eme elliptique sym�etrique. La r�esolution dee syst�eme se fait it�erativement par une m�ethode de type gradient onjugu�e pr�e-onditionn�e en ne formant pas la matrie expliitement. A haque it�eration, ondoit r�esoudre un probl�eme par sous-domaine ave des onditions sur l'interfaede type Dirihlet. Dans es onditions, la matrie du probl�eme de Dirihlet estg�en�eralement fatoris�ee une fois pour toutes dans une phase d'initialisation, demani�ere que les inversions qui ont lieu �a haque it�eration se fassent rapidementet pr�eis�ement. Dans une d�eomposition en n sous-domaines, on montre, [67℄,que le onditionnement de S v�eri�e la majorationondS � CH2 �1 + max Hihi � ;o�u hi est le pas du maillage dans le sous-domaine d'indie i; i = 1; 2; : : : ; n et Hiest le diam�etre du sous-domaine i et H le diam�etre maximal des sous-domaineset C est une onstante par rapport �a hi et Hi. Ce onditionnement augmentefortement ave l'augmentation du nombre de sous-domaines, qui est proportion-nel �a 1H , et d�epend du raÆnement du maillage. Par ailleurs, la onstante d�epend�egalement des sauts de perm�eabilit�es dans les sous-domaines.L'�etape suivante est de pr�eonditionner e syst�eme lin�eaire sur l'interfae.L'id�ee est alors de prendre omme pr�eonditionneur pour et op�erateur de Di-rihlet vers Neumann global, un op�erateur de Neumann vers Dirihlet dans3Dans le premier artile, les auteurs �etudient en fait l'op�erateur Neumann vers Dirihletet non elui de Dirihlet vers Neumann. p. 25



CHAPITRE 2. D�ECOMPOSITIONS DE DOMAINES NON-CONFORMEShaque sous-domaine, qui tienne ompte des sauts de perm�eabilit�e entre sous-domaines, voir par exemple l'artile de Le Talle, De Roek et Vidrasu [93℄ etses r�ef�erenes. On obtient le pr�eonditionneur de Neumann{Neumann propre-ment dit, qui n�eessite �a haque it�eration du gradient onjugu�e pr�eonditionn�e, enplus d'une r�esolution d'un probl�eme de Dirihlet, une r�esolution d'un probl�emeave des onditions d'interfae de type Neumann. Le oût en m�emoire est donde deux matries fatoris�ees, une pour le probl�eme de Dirihlet, l'autre pourle probl�eme de Neumann. En notant M�1 e pr�eonditionneur, on obtient unordre de grandeur du onditionnementond(M�1S) � CH2 �1 + log Hh �2 ;o�u h est le pas maximal des maillages et la onstante C ne d�epend plus dessauts de perm�eabilit�es entre sous-domaines. Ce pr�eonditionneur gomme don lad�ependane en h et les h�et�erog�en�eit�es, mais le syst�eme pr�eonditionn�e supportetoujours mal l'augmentation du nombre de sous-domaines. Cei s'explique parle fait qu'une information qui est �emise �a un bout du domaine doit traversertous les sous-domaines un par un au ours des it�erations pour arriver �a l'autrebout du domaine4.La derni�ere �etape provient d'une id�ee de Mandel [71℄, [72℄, appliqu�ee aux�el�ements �nis mixtes dans [36℄, qui onsiste �a faire transiter l'information glo-balement dans le domaine �a l'aide d'un solveur grossier. Pour faire ourt, disonsque e solveur grossier �equilibre |balaning domain deomposition| l'erreur �ahaque it�eration en la r�epartissant entre tous les sous-domaines. Par la mêmeoasion, il permet de traiter une diÆult�e tehnique du pr�eonditionneur que jen'ai pas mentionn�ee par soui de simpli�ation5. A haque it�eration, e solveurgrossier n�eessite une inversion d'un petit syst�eme matriiel, d'ordre le nombrede sous-domaines.Pour r�esumer, la m�ethode de d�eomposition de domaines de Neumann{Neumann dans sa forme la plus �evolu�ee, 'est-�a-dire ave un solveur grossierpour l'�equilibrage, onstitue une m�ethode de r�esolution tr�es eÆae, ar le ondi-4Cette analogie ave un probl�eme d'�evolution donne une bonne id�ee de la diÆult�e maisest assez inexate, puisque les probl�emes elliptiques sont statiques par d�e�nition. Il ne peuty avoir �a proprement parler d'\�emission" d'information.5Les probl�emes de Neumann peuvent être mal pos�es dans ertains sous-domaines, quandil n'y a que des onditions de type Neumann sur le bord du sous-domaine. Le solveur grossierassure que l'int�egrale des ux sur les bords de tels sous-domaines soient nulle, et garantitainsi que tous les probl�emes peuvent être r�esolus.p. 26



2.1. PISTES BIBLIOGRAPHIQUES SUR LA D�ECOMPOSITION DE DOMAINEStionnement du syst�eme pr�eonditionn�e devient, [67℄,ond(M�1S) � Cmaxi �2i �1 + logmaxi Hihi �2 ;o�u la onstante C est ind�ependante du diam�etreHi, du pas de disr�etisation hi etdu fateur de forme �i6 des sous-domaines d'indie i pour i = 1; 2; : : : ; n, n �etantle nombre de sous-domaines, et des sauts de perm�eabilit�e entre sous-domaines.Le onditionnement est don quasiment ind�ependant du nombre de mailles, dunombre de sous-domaine et des sauts de perm�eabilit�e entre les sous-domaines.En revanhe, le oût en ressoures informatiques est relativement �elev�e, sur-tout en trois dimensions, ar il n�eessite le stokage de deux matries fatoris�eespar sous-domaine, une pour le probl�eme de Dirihlet, et l'autre pour le probl�emede Neumann, plus une matrie pour le solveur grossier. Le parall�elisme, intrin-s�eque �a la m�ethode, devient tr�es vite n�eessaire sur des appliations r�ealistes.Notons au passage l'existene de la m�ethode FETI [50℄ |Finite Element Tearingand Interonneting| tr�es similaire, qui est bas�ee sur une formulation variation-nelle duale et l'utilisation de multipliateurs de Lagrange. Elle ontinue �a avoirde nombreux d�eveloppements �a e jour, [84℄.La m�ethode de Neumann{Neumann a �et�e �etendue aux probl�emes non-sym�etriques. Ainsi, dans [3℄, Ahdou, Le Talle, Nataf, et Vidrasu traitent-ils leprobl�eme de onvetion{di�usion. Le pr�eonditionneur prend en ompte le termede onvetion en ajoutant �a la vitesse normale sur l'interfae un terme propor-tionnel �a la trae de la variable salaire. La ondition d'interfae devient alorsune ondition de type Robin ; le pr�eonditionneur voit parfois son nom hang�een Robin{Robin, voir aussi [5℄, [1℄. Une autre appliation non-sym�etrique pourla m�eanique se trouve dans [8℄.Nous indiquons pour �nir �a e sujet que nous avons programm�e et test�een Matlab la m�ethode de Neumann{Neumann ave solveur grossier pour lesprobl�emes d'�eoulement, en ollaboration ave Roland Morel pendant son stagede DESS, [74℄.2.1.2 M�ethode d'Aitken{ShwarzNous tenons �a mentionner le travail de Garbey, Tromeur-Dervout et al.,[17℄, [54℄ et [55℄ qui parviennent �a faire de beaux aluls massivement parall�elessur des domaines r�eguliers en utilisant une d�eomposition de domaines �a deux6Le fateur de forme d'un sous-domaine est d�e�ni omme le rapport entre le diam�etre dela plus grosse sph�ere inluse dans le sous-domaine et son diam�etre. p. 27



CHAPITRE 2. D�ECOMPOSITIONS DE DOMAINES NON-CONFORMESniveaux. Elle vise �a employer plusieurs grappes de PC distantes. Il s'agit dansette m�ethodologie de d�eouper le domaine en ouhes suivant une diretion.Chaque ouhe est trait�ee s�epar�ement par un solveur parall�ele sur l'une desgrappes. Le ouplage entre les ouhes s'op�ere grâe �a la m�ethode d'Aitken{Shwarz, qui a�el�ere dramatiquement la onvergene.2.1.3 El�ements joints pour maillages non-raord�esLa m�ethode dite des �el�ements joints |mortar| est n�ee il y a une dizained'ann�ees au laboratoire de Paris VI. Elle a �et�e initialement d�evelopp�ee par Ber-nardi, Maday et Patera [21℄, [20℄, pour faire ommuniquer les �el�ements �nis etles �el�ements �nis spetraux : les �el�ements joints permettent de raorder un do-maine o�u vivent des �el�ements de Lagrange habituels et un autre o�u sont utilis�esdes �el�ements spetraux. Cette approhe par �el�ements joints s'est r�ev�el�ee extrê-mement f�eonde, et a vu depuis sa r�eation de nombreux prolongements dansdi��erents domaines, omme en atteste la rihesse de la litt�erature �a e sujet, f.les nombreuses r�ef�erenes inluses dans [22℄. Ainsi est-elle invoqu�ee �a pr�esentpour reoller des sous-domaines qui ont le même type d'�el�ements mais sur desmaillages non-raord�es.Dans le adre des �el�ements �nis mixtes, Arbogast, Cowsar, Lawrene, Whee-ler et Yotov ont analys�e en d�etail la d�eomposition de domaines pour desmaillages ne se raordant pas aux interfaes, [13℄. Une premi�ere �etude peutêtre trouv�ee dans la th�ese de Yotov [99℄. Le prinipe est globalement le mêmeque pour la r�esolution du probl�eme d'interfae (2.1). La di��erene essentieller�eside dans l'espae des inonnues d'interfae not�e Lh. Quand les maillages sontraord�es, les inonnues d'interfae vivent dans l'espae disret des multiplia-teurs de Lagrange repr�esentant les traes de pression, [16℄. Cei n'est �evidem-ment plus possible pour des maillage non-raord�es, puisque les multipliateursde Lagrange des deux ôt�es d'une interfae vivent sur deux maillages distints.Conform�ement �a la philosophie des �el�ements joints, l'espae Lh est don d�e�nisur un maillage d'interfae distint a priori des maillages d'interfae provenantdes sous-domaines. Les auteurs de [13℄ montrent l'existene, l'uniit�e de la so-lution et des estimations d'erreur, �a la ondition quesi � 2 Lh et Qh;i� = 0 ; 1 � i � n; alors � = 0;o�uQh;i est la projetion orthogonale sur l'espae des traes normales des vitessesdu sous-domaine i, et n est le nombre de sous-domaines.Cette ondition impose de ne pas avoir d'espae de joints Lh trop rihe. Plusl'espae Lh est rihe, meilleure est la onservation de masse loale, mais on nepeut pas imposer trop de onservation loale sur un maillage non-onordant,p. 28



2.1. PISTES BIBLIOGRAPHIQUES SUR LA D�ECOMPOSITION DE DOMAINESfaute de quoi, l'uniit�e de la solution est perdue. Pla�ons-nous dans le as desespaes de Raviart et Thomas de plus bas degr�e, [82℄, pour �xer les id�ees. Ilest pr�eonis�e dans l'artile de prendre omme espae elui des fontions P1disontinues pour les triangles, ou Q1 disontinues pour les quadrangles, sur unmaillage qui ne soit pas trop �n. Un maillage qui peut toujours être utilis�e, estl'un des deux maillages d'interfae, d�eraÆn�e une fois, 'est-�a-dire ave un pasdeux fois plus grand.Dans la pratique, la r�esolution du syst�eme d'interfae s'e�etue de la mêmemani�ere que pour (2.1), ave deux phases de projetion en plus �a haque it�era-tion, faisant intervenir Qh;i et sa transpos�ee.Nous mentionnons en�n que Penheva et Yotov montrent dans [56℄ queNeumann{Neumann ave un �equilibrage par un solveur grossier s'�etend de fa�onsatisfaisante au as des maillages non-raord�es grâe aux �el�ements joints.2.1.4 M�ethode de Robin non-onforme pour maillagesnon-raord�esNous �etudions et utilisons dans e m�emoire une m�ethode de d�eompositionde domaines di��erentes de elles pr�esent�ees jusqu'�a pr�esent. Cette m�ethode sebase sur des onditions d'interfae de type Robin et permet de traiter des sous-domaines non-raord�es. Dans [2℄, o�u Ahdou, Japhet, Maday et Nataf l'�etudientdans le adre des volumes �nis, les auteurs la d�enomment \nouveau iment"|new ement|, en r�ef�erene au mortier des �el�ements joints, tandis que dans [14℄,o�u Arbogast et de Yotov l'analysent dans le adre des �el�ements �nis mixtes,elle est quali��ee de \non-mortier"|non mortar. Auune de es appellation neme onvenant, je la baptise pour e m�emoire la m�ethode de d�eomposition dedomaines de Robin non-onforme, faute d'une meilleure id�ee.Cette m�ethode tire ses soures de l'artile [68℄ de Lions, qui �etudie unem�ethode bas�ee sur des onditions d'interfae de type Robin dans le as H1(�)pour des maillages raord�es. Elle a �egalement �et�e analys�ee par Despr�es dans[44℄ et [45℄ pour les probl�emes de Helmholtz, ave maillages raord�es. Une�etude du probl�eme d'�eoulement a �et�e men�ee par Douglas, Paes-Leme, Robertset Wang dans [48℄ pour les �el�ements �nis mixtes, et une autre par Despr�es, Jolyet Roberts analyse le probl�eme de Maxwell, [46℄.Dans [45℄, l'auteur propose des pr�eonditionneurs astuieux pour permettrela onvergene. Dans les probl�emes elliptiques qui nous int�eressent, �a part surun probl�eme partiuli�erement raide, f. Setion 3.6.2, nous n'avons pas eu deprobl�emes de onvergene nous initant �a programmer un pr�eonditionneur.p. 29



CHAPITRE 2. D�ECOMPOSITIONS DE DOMAINES NON-CONFORMESL'optique onsiste plutôt, ave ette m�ethode de Robin non-onforme, �a jouersur le oeÆient de Robin pour a�el�erer la onvergene.Nous n'aÆrmons pas que ette m�ethode est meilleure ou plus performantequ'une de elles pr�e�edemment it�ees aux Setions 2.1.1, 2.1.2 ou 2.1.3.Mentionnons qu'il serait sans doute possible et sûrement frutueux d'a�e-lerer ette m�ethode ave Aitken, mais nous n'avons pas explor�e ette voie plusavant.La omparaison entre la m�ethode de Robin non-onforme et le pr�eondition-neur de Neumann{Neumann utilisant les �el�ements joints et un solveur grossierest �egalement un point int�eressant. Les deux m�ethodes sont optimales en pr�e-ision, [14℄ et [13℄. A priori, Neumann{Neumann devrait onverger plus rapide-ment que Robin non-onforme pour un grand nombre de sous-domaines, quandle pas du maillage diminue ou quand les h�et�erog�en�eit�es deviennent importantes.Pour des probl�emes sym�etriques elliptiques, Neumann{Neumann engendre unsyst�eme lin�eaire sym�etrique d�e�ni positif, tandis que l'algorithme de Robin non-onforme est essentiellement non-sym�etrique. En revanhe, Neumann{Neumannoûte environ deux fois plus her en m�emoire que Robin non-onforme. Si leoeÆient de Robin est hoisi de fa�on optimale, voir [78℄ et les r�ef�erenes in-luses, la onvergene peut être fortement a�el�er�ee. Du point de vue de l'im-pl�ementation, la m�ethode de Robin non-onforme ne n�eessite pas de maillagesuppl�ementaire de l'interfae ; or e maillage est indispensable quand on utiliseNeumann{Neumann, et peut être assez d�eliat �a onstruire.2.2 Desription des probl�emes multiblos2.2.1 Probl�eme mod�eleSoit 
 un domaine onvexe de Rd ; d = 2 ou 3. Nous noterons � = �
 lafronti�ere suppos�ee suÆsamment r�eguli�ere de 
. Nous supposons que l'�eoule-ment au sein de 
 est dirig�e par l'�equation de onservation assoi�ee �a la loide Dary, voir [19℄, qui relie le gradient de la pression p �a la vitesse de Darynot�ee u : divu = q dans 
u = �Kr p dans 
p = p sur �; (2.2)o�u p est la pression, u la vitesse de Dary, K le tenseur de ondutivit�e hy-draulique (enore appel�ee perm�eabilit�e), q un terme soure et p est la pressionimpos�ee sur la fronti�ere �. Nous supposons que K est sym�etrique d�e�ni positif,p. 30



2.2. DESCRIPTION DES PROBL�EMES MULTIBLOCSet uniform�ement born�e : il existe deux onstantes positives 0 < Kmin < Kmaxtelles que pour tout veteur � de Rd , 0 < Kmin �T � � �TK� � Kmax �T � sur 
.2.2.2 D�eoupage du domaineA�n de r�esoudre e probl�eme par une m�ethode de d�eomposition de do-maines, nous d�eoupons 
 en n > 1 sous-domaines sans hevauhement
i; i 2 In := f1; 2; : : : ; ng. On notera �i la normale unitaire sortante de 
i; i 2 In(et � elle de 
).Ces sous-domaines sont parfois appel�es blos [14℄, en partiulier quand lessous-domaines sont des retangles (en 2D) ou des hexa�edres (en 3D) peu d�efor-m�es auxquels un maillage strutur�e peut être appliqu�e.Nous notons �i la partie du bord de 
i; i 2 In qui est ommune �a la fronti�erede 
. Ce bord �i est don le bord ext�erieur de 
i; i 2 In. Cei s'�erit :�
 = [i2In �
i; et �i = �
i \ �; i 2 In = f1; 2; : : : ; ng;o�u �
i est la fermeture de l'ouvert 
i. Soit �i l'int�erieur du ompl�ementairedu bord ext�erieur de 
i. On appellera indi��eremment �i fronti�ere interne ouinterfae de 
i. Nous introduisons �egalement � la r�eunion de toutes les fronti�eresinternes. �i = �
in�
; i 2 In; � = [i2In�i:Ensuite nous pouvons d�e�nir l'interfae entre les sous-domaines 
i et 
j :�ij = �ji = �i \ �j; i 6= j 2 In; �ii = ;; i 2 In:Si �ij 6= ;, les sous-domaines 
i et 
j; i 6= j 2 In, sont dits voisins.On note qu'une interfae �ij ne peut être qu'une surfae quand d = 3 (ou, en 2dimensions, une ourbe) ou l'ensemble vide : deux sous-domaines ne sont voisinsque quand leur interfae est de dimension d� 1.7 Ainsi, en dimension 3, on neonsid�ere pas que des sous-domaines ayant une ourbe ou un point en ommunsur leur fronti�ere soient voisins. De même, en dimension 2, deux sous-domainesne peuvent être voisins que s'ils se touhent par des lignes ommunes : sur laFigure 2.1, les sous-domaines 
1 et 
4 ne sont pas voisins ar leurs fermeturesne s'intersetent que par un point.7Cei est possible dans la mesure o�u nous n'utilisons que des �el�ements �nis mixtes ou desvolumes �nis pour la disr�etisation et que les ommuniations entre sous-domaines se fontpar ons�equent au travers des ôt�es (2D) ou des faettes (3D). Les degr�es de libert�e ne viventpas sur les sommets du maillage. p. 31



CHAPITRE 2. D�ECOMPOSITIONS DE DOMAINES NON-CONFORMES
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Fig. 2.1 { Domaine d�eompos�e en 5 sous-domaines. Exemple en dimension 2.Cei am�ene des simpli�ations pour le traitement des ommuniations puis-qu'une interfae de dimension d � 1 ne peut être ommune qu'�a deux sous-domaines, alors qu'un sommet |et une arête en 3D| peut être ommun �a unnombre arbitraire de sous-domaines, omme on peut le voir sur la Figure 2.1.Pour i 2 In, nous appelons ni le nombre de voisins que poss�ede un sous-domaine 
i, et nous introduisons l'ensemble des indies de es voisins que nousnotons Ni := fj1; j2; : : : ; jnig;la lettre N se rapportant aux voisins |N omme \Noisins", ou plutôt ommeNeighbors en am�eriain. Nous ordonnons les ensembles In et Ni suivant l'ordrenaturel de N . Ainsi l'appliation k 2 f1; 2; : : : ; nig 7! jk 2 Ni est stritementroissante.Nous avons aussi besoin de l'ensemble des ouples ordonn�es de voisins, not�eN := f(i; j); i 2 In; j 2 Nig:Cet ensemble est ordonn�e suivant l'ordre lexiographique sur N2 . Nous intro-duisons s la permutation telle que8(i; j) 2 N; s(i; j) = (j; i) 2 N: (2.3)On remarque qu'une interfae g�eom�etrique entre sous-domaines �ij =�ji; (i; j) 2 N est ompt�ee deux fois dans l'ensemble N. Quand on aura besoinde faire intervenir une interfae une seule fois, on utilisera la notation i < j 2 In.p. 32



2.2. DESCRIPTION DES PROBL�EMES MULTIBLOCS2.2.3 Probl�eme de transmissionOn note pi;ui;Ki; et qi les restritions de p;u;K; et q respetivement �a
i; i 2 In, et pi elle de p �a �i; i 2 In. De fa�on g�en�erale, nous aurons na-turellement tendane �a utiliser l'indie i pour noter les variables se r�ef�erantau sous-domaine 
i; i 2 In. Nous pouvons r�e�erire le probl�eme originel (2.2)omme le probl�eme de transmission suivant :divui = qi dans 
i; i 2 In;ui = �Kir pi dans 
i; i 2 In;pi = pi sur �i; i 2 In; (2.4)ave les onditions de transmission sur l'interfaepi = pj sur �ij; i < j 2 In;ui � �i = �uj � �j sur �ij; i < j 2 In: (2.5)Il est lair que la solution du probl�eme d'origine (2.2) satisfait (2.4) et (2.5).R�eiproquement, d'apr�es la r�egularit�e elliptique, la solution de (2.4) et (2.5)satisfait (2.2), e qui �etablit l'�equivalene des deux formulations.Les deux �equations de (2.5) assurent la ontinuit�e de la pression et de laomposante normale de la vitesse (ar �i = ��j) �a travers haque interfae�ij(6= ;) entre deux voisins 
i et 
j; (i; j) 2 N. C'est la mani�ere dont sontimpos�ees es deux onditions de transmission qui d�e�nissent la m�ethode ded�eomposition de domaines. En e�et, un probl�eme sur un sous-domaine n'estbien pos�e que si l'on impose une et une seule ondition d'interfae. Il faut donmettre en �uvre un algorithme pour prendre en ompte la seonde. C'est l�atoute la diÆult�e et l'art de la m�ethode de d�eomposition de domaines.2.2.4 Maillages dans les sous-domainesSoit T hi un maillage onforme �el�ements �nis du sous-domaine 
i; i 2 In,pour lequel les �el�ements ont un diam�etre major�e par le r�eel h > 0. On supposede plus que l'int�erieur de haque fae d'�el�ement se trouvant sur le bord estenti�erement inluse soit dans �i, soit dans �i = �
i \ �. Les maillages de deuxsous-domaines voisins ne se raordent pas n�eessairement sur leur interfae �ij.Pr�eisons �a pr�esent les notations des maillages d'interfae, dont nous rappe-lons qu'ils vivent en dimension d � 1, si 
 � Rd . Nous venons juste de d�e�nirdeux voisins omme des sous-domaines 
i et 
j; i 6= j 2 In, tels que leurinterfae �ij est non vide, et plus diretement, tels que (i; j) 2 N. p. 33
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Fig. 2.2 { Le sous-domaine 
i; i 2 In, et ses ni voisins 
jk , jk 2 Ni. Lesmaillages d'interfae Shijk et Shjki de haque ôt�e de l'interfae g�eom�etrique �ijk =�jki sont di��erents. Exemple en dimension 2.Struture interne d'interfae Pour un i 2 In et un j 2 Ni, la trae sur�ij du maillage T hi du sous-domaine 
i est not�ee Shij. De la même mani�ere etsym�etriquement, pour un j 2 In et un i 2 Nj, la trae sur �ji = �ij du maillageT hj est appel�ee Shji. Comme les maillages T hi et T hj ne o��nident pas a priori,Shji 6= Shij. Voir un exemple en 2 dimensions de es d�e�nitions dans la Figure 2.2.Nous notons de plus Shi la trae sur �i du maillage T hi de 
i. C'est �egalementla r�eunion de tous les maillages d'interfae issus du sous-domaine 
i. Ce maillageShi sera appel�e maillage d'interfae interne de 
i.8i 2 In; 8j 2 Ni Shij = T hi j�ij : Shi = ℄j2Ni Shij;o�u le signe U symbolise l'union disjointe.Nous appelons struture interne d'interfae du domaine 
, not�ee Sh, lar�eunion de tous les maillages d'interfae interne (haque interfae g�eom�etriqueest don ompt�ee deux fois). La struture interne d'interfae est ordonn�ee ommeN. Sh = ℄i2In Shi = ℄i2In ℄j2Ni Shij = ℄(i;j)2N Shij:Nous avons ainsi d�e�ni jusqu'�a pr�esent trois niveaux di��erents de maillagesd'interfae : l'interfae entre deux sous-domaines, l'interfae ompl�ete d'un sous-p. 34



2.2. DESCRIPTION DES PROBL�EMES MULTIBLOCSdomaine et l'interfae globale pour le domaine entier. Cependant, dans touteette zoologie de notations, nous avons toujours fait intervenir les maillagesd'interfae d'un sous-domaine depuis le sous-domaine lui-même et non depuisses voisins. C'est e que nous faisons maintenant.Struture externe d'interfae Nous introduisons les maillages d'interfaedes voisins d'un sous-domaine 
i. Pour (i; j) 2 N, soit ~Shij := Shji le maillagetrae de T hj sur �ij = �ji. Nous appelons ~Shi le maillage d'interfae externe dusous-domaine 
i, qui est la r�eunion de tous les maillages traes des voisins de
i. Cet ensemble est aussi num�erot�e suivant Ni.~Shi = ℄j2Ni ~Shij = ℄j2Ni Shji:De la même fa�on, nous introduisons ~Sh la struture d'interfae externe du do-maine 
, qui est �evidemment la r�eunion de tous les maillages d'interfae externe.Cet ensemble est, omme Sh, la r�eunion de tous les maillages d'interfae, maisette fois l'ensemble est ordonn�e suivant s(N), o�u s est d�e�ni en (2.3),~Sh = ℄i2In ~Shi = ℄i2In ℄j2Ni ~Shij = ℄i2In ℄j2Ni Shji = ℄(i;j)2s(N)Shij:Pour être parfaitement lair, nous expliitons sur un exemple les ordres surN et sur s(N). Si la d�eomposition en 5 sous-domaines est omme sur la Figure2.1, alors l'ensemble des ouples de voisins ordonn�es suivant l'ordre lexiogra-phique est N = f(1; 2); (1; 3); (2; 1); (2; 4); (2; 5);(3; 1); (3; 4); (4; 2); (4; 3); (4; 5); (5; 2); (5; 4)g ;et dans l'ordre s(N), qui orrespond d'ailleurs �a l'ordre lexiographique tran-pos�e, et ensemble devients(N) = f(2; 1); (3; 1); (1; 2); (4; 2); (5; 2);(1; 3); (4; 3); (2; 4); (3; 4); (5; 4); (2; 5); (4; 5)g :Si le symbole � d�esigne l'ordre lexiographique sur N, alors l'ordre de s(N)not�e �� est arat�eris�e pars(a) �� s(b)() a � b; a; b 2 N:
p. 35



CHAPITRE 2. D�ECOMPOSITIONS DE DOMAINES NON-CONFORMES2.3 Algorithme de Robin non-onforme2.3.1 Formulation ontinueSoient �ij > 0 et �ji > 0 des oeÆients de Robin r�eels pour l'interfae�ij = �ji; (i; j) 2 N. Les �equations de ontinuit�e aux interfaes (2.5) peuventse r�e�erire ave des onditions de Robin (2.7). Finalement, on obtient le nouveauprobl�eme de transmission ave des onditions de Robindivui = qi dans 
i; i 2 In;ui = �Kir pi dans 
i; i 2 In;pi = pi sur �i; i 2 In; (2.6)assoi�e �a�ui � �i + �ijpi = uj � �j + �ijpj sur �ij; i < j 2 In;�uj � �j + �jipj = ui � �i + �jipi sur �ij; i < j 2 In: (2.7)Il est faile de v�eri�er que les deux onditions de Dirihlet et Neumann (2.5)sont �equivalentes aux deux onditions de Robin (2.7). D'abord, on multiplie lapremi�ere �equation de (2.5) par �ij et on en soustrait la seonde �equation, pourobtenir la premi�ere �equation de (2.7). Ensuite, on multiplie la premi�ere �equationde (2.5) par �ji et on y ajoute la seonde �equation, e qui donne la deuxi�eme�equation de (2.7).Don �nalement le probl�eme (2.2) est �equivalent au probl�eme (2.6), (2.7).La premi�ere �equation de (2.7) s'interpr�ete omme une ondition de type Ro-bin impos�ee sur le bord de 
i, tandis que la seonde orrespond �a une onditionde Robin pour le sous-domaine 
j.On pr�esente une m�ethode it�erative simple pour r�esoudre (2.6), (2.7) en (2.8).Etant donn�es u0j et p0j ; j 2 In, on r�esout suessivement pour k = 1; 2; : : :divuki = qi dans 
i; i 2 In;uki = �Kir pki dans 
i; i 2 In;pki = pi sur �i; i 2 In;�uki � �i + �ijpki = uk�1j � �j + �ijpk�1j sur �ij; (i; j) 2 N: (2.8)Remarque 1. Quelques remarques pr�eliminaires peuvent être faites d�es �a pr�esent.� Cette m�ethode it�erative a �et�e initialement analys�ee par Lions dans le adreH1(
) dans [68℄. A partir d'arguments bas�es sur des estimations d'�ener-gie, il y d�emontre la onvergene de pki vers pi dans H1�i(
i) = fp 2H1(
i)= p = pi on �ig quand k tend vers +1. Une autre d�emonstrationdans un as partiulier peut être trouv�ee dans [81℄ pages 135{137. Pourp. 36



2.3. ALGORITHME DE ROBIN NON-CONFORMEles m�ethodes mixtes, une d�emonstration de la onvergene existe �egale-ment dans [48℄. Dans es r�ef�erenes, le maillage est suppos�e raord�e auxinterfaes.� On v�eri�e ais�ement que les deux onditions de (2.7) sont assur�ees quandla onvergene est atteinte : il suÆt d'�erire la quatri�eme �equation de (2.8)deux fois pour �ij; (i; j) 2 N, une fois ave i et une seonde ave j.� Cette m�ethode it�erative n'est pas sym�etrique, bien que le Laplaien lesoit. Dans la pratique, elle est a�el�er�ee ave une m�ethode de Krylov non-sym�etrique, omme Bi-CGStab [95℄, ou GMRes [86℄.� Une version plus d�etaill�ee de la m�ethode it�erative est donn�ee plus loin, f.l'Algorithme 1.2.3.2 Algorithme de point �xeNous pr�eisons quelque peu la m�ethode it�erative qui a �et�e introduite en(2.8). Le but n'est pas ii de d�e�nir rigoureusement la m�ethode, mais juste dedonner d�es maintenant une id�ee des �etapes n�eessaires �a la r�esolution pratiquede (2.6)-(2.7). Une version ompl�etement d�etaill�ee sera pr�esent�ee plus loin, voirl'Algorithme 2, apr�es que les di��erents op�erateurs et espaes n�eessaires auront�et�e d�e�nis.La solution du probl�eme (2.6)-(2.7) peut être trouv�ee simplement en utilisantl'algorithme 1 de point �xe suivant.Algorithme 1 (de point �xe, m�ethode de Robin non-onforme). Soitune tol�erane donn�ee tol > 0. Choisir �0i ; i 2 In, r�esoudre it�erativement pourk = 1; 2; : : : :1. Pour haque i 2 In, �etant donn�e �k�1i trouver en parall�ele uki et pki dans
i tels que divuki = qi dans 
i; i 2 In;uki = �Kir pki dans 
i; i 2 In;pki = pi sur �i; i 2 In;�uki � �i + �ijpki = �k�1i sur �ij; (i; j) 2 N: (2.9)2. En d�eduire : �kij = uki � �i + �jipki , sur �ij; (i; j) 2 N.3. Projeter �kij sur le sous-domaine voisin ave l'op�erateur Pi7!j d�e�ni en(2.50) : �kji = Pi7!j�kij; (i; j) 2 N:4. Reonstituer �kj ; j 2 In �a partir des �kji; i 2 Nj. p. 37



CHAPITRE 2. D�ECOMPOSITIONS DE DOMAINES NON-CONFORMES5. Si jj�ki � �k�1i jj1 < tol; 8i 2 In, sortir. Sinon retourner �a 1. ave �ki . �L'op�erateur Pi7!j permet de faire de fa�on onservative le transfert de �kijd'un maillage d'interfae Shij au maillage d'interfae du voisin Shji : l'op�erateurPi7!j est la projetion L2 sur l'espae des inonnues vivant sur Shji, voir sa d�e�-nition en (2.50) et son alul dans la pratique dans la Setion 2.4.2.3.3 Probl�eme multiblo faiblePour un i 2 In, nous notons (�; �)i le produit salaire dans L2(
i) ou dans(L2(
i))d. De fa�on naturelle, l'indie i est omis pour le produit salaire (�; �)portant sur le domaine entier 
. De la même mani�ere, on introduit jj � jji lanorme de L2(
i) ou (L2(
i))d, et jj � jj la norme prise sur 
 tout entier.Soit en�n h�; �ii le produit salaire {qui peut, par abus de notation, devenirun rohet de dualit�e{ sur L2(�i), et h�; �iij le produit salaire sur L2(�ij). Nousaurons besoin �egalement des normes jjj � jjji et jjj � jjjij assoi�ees �a es produitssalaires.On note que si �ij = ;, e produit salaire est identiquement nul. Cetteremarque permettra d'op�erer des sommations indi��eremment soit sur toutes lesinterfaes (i.e. P(i;j)2I2n) en onsid�erant un ertain nombre d'interfaes vides,soit uniquement sur les interfaes r�eellement non vides (i.e. P(i;j)2N).D�e�nissons �a pr�esent les espaes d'approximation utilis�es dans ette partie.Zi = H(div;
i); i 2 In: Z =Mi2In Zi 6� H(div;
):Ni = L2(
i); i 2 In: N =Mi2In Ni = L2(
):�i = L2(�i); i 2 In: � =Mi2In �i: (2.10)Tout au long du reste de e hapitre nous allons supposer pour simpli�erque les onditions impos�ees au bord ext�erieur du domaine sont de type Dirihlethomog�ene : p = 0 on �.Pour les d�emonstrations d'existene et d'estimations d'erreurs de ette se-tion, nous introduisons le probl�eme (2.11) qui est identique au probl�eme original(2.2) �a la modi�ation suivante pr�es : il est ajout�e un terme p �a la divergene,qui peut repr�esenter une disr�etisation temporelle. Le oeÆient  > 0 est alorsla ompressibilit�e du uide.Dans [48℄, une d�emonstration de la onvergene de la m�ethode it�erativepour des maillages raord�es est faite pour  � 0. On pourrait peut-être suivrele même sh�ema que dans [48℄ pour �etendre les r�esultats qui suivent �a  = 0.p. 38



2.3. ALGORITHME DE ROBIN NON-CONFORMEEn fait, les d�emonstrations sont bas�ees sur des estimations d'�energie et re-qui�erent la oerivit�e de la formulation. Celle-i n'est jamais v�eri��ee dans uneformulation mixte d'un probl�eme elliptique. Il est don indispensable d'ajou-ter e terme  > 0 que l'on va supposer uniform�ement born�e : il existe deuxonstantes positives 0 < min < max telles que 0 < min �  � max sur 
.p+ divu = q dans 
u = �Kr p dans 
p = p sur �: (2.11)Ave les notations introduites jusqu'�a pr�esent, nous pouvons �erire la for-mulation mixte du probl�eme. Pour ela, il faut multiplier la seonde �equationde (2.11) par une fontion test K�1v, l'int�egrer sur 
i puis int�egrer par partiele terme en r p.Une solution faible de (2.6)-(2.7) est un ouple (u; p) 2 Z�N tel que pourhaque i 2 In, pij�i 2 �i, et ui � �ij�i 2 �i, et(K�1u; v)i � (div v; p)i = �hv � �i; piii ; v 2 Zi;(div u; r)i + (p; r)i = (qi; r)i ; r 2 Ni;Xj2In h�ui � �i + �ijpi; �iiij = Xj2In huj � �j + �ijpj; �iiij ; �i 2 �i: (2.12)2.3.4 Espaes d'approximation disretsSoit Zh;i �Nh;i � �h;i � Zi �Ni � �i; i 2 In;l'approximation habituelle par les �el�ements �nis mixtes de plus bas degr�e. L'es-pae Zh;i est l'espae de Raviart-Thomas (et N�ed�ele en 3D) d'ordre le plus bas([82℄, [83℄, [79℄), l'espae Nh;i est elui des fontions onstantes par maille et�h;i est elui des multipliateurs de Lagrange sur �i, [23℄. Nous rappelons queZh;i est onstitu�e de ertaines fontions vetorielles lin�eaires et que �h;i est faitde fontions salaires onstantes par fae en 3D (onstantes par ôt�e en 2D).Soient Zh =Mi2In Zh;i; Nh =Mi2In Nh;i; �h =Mi2In �h;i:Nous rappelons �egalement quedivZh;i = Nh;i = P0(T hi ) �h;i = Zh;i � �ij�i = P0(Shi ); i 2 In;o�u l'on a introduit P0(�h), l'espae des fontions onstantes par �el�ement dumaillage �h. En partiulier, P0(Shi ) est l'espae des fontions onstantes parfae (d = 3), ou par ôt�e (d = 2), sur Shij. p. 39



CHAPITRE 2. D�ECOMPOSITIONS DE DOMAINES NON-CONFORMESOn remarque que l'espae �h ontient deux inonnues par interfae �ij; i 2In; j 2 Ni : elle qui vit dans P0(Shij), et elle qui vit dans le maillage d'in-terfae voisin P0(Shji) = P0( ~Shij). En pro�edant de la même fa�on que dans lasetion 2.2.4 pour les maillages d'interfae, nous allons introduire deux espaesd'approximation di��erents sur l'interfae g�eom�etrique entre deux sous-domaines�ij : �h;ij et ~�h;ij = �h;ji. L'espae �h;ij s'appuie sur le maillage Shij h�erit�e dusous-domaine 
i, tandis que ~�h;ij = �h;ji s'appuie sur le maillage ~Shij de sonvoisin 
j. �h;ij = Zh;i � �ij�ij = P0(Shij); i 2 In; j 2 Ni (i.e. (i; j) 2 N);~�h;ij = �h;ji = Zh;j � �jj�ij = P0(Shji); j 2 In; i 2 Nj: (2.13)Nous d�e�nissons �a pr�esent les espaes ~�h;i qui ontiennent les fontions vivantsur les maillages d'interfae ~Shi des voisins de 
i; i 2 In. Nous �erivons�h;i = Mj2Ni �h;ij = Zh;i � �ij�i = P0(Shi ); i 2 In;~�h;i = Mj2Ni ~�h;ij =Mj2Ni �h;ji = Zh;j � �jj�i = P0( ~Shi ); i 2 In; (2.14)et sur les strutures internes et externes�h = Mi2In �h;i =Mi2InMj2Ni �h;ij = M(i;j)2N�h;ij;~�h = Mi2In ~�h;i =Mi2InMj2Ni ~�h;ij =Mi2InMj2Ni �h;ji = M(i;j)2s(N)�h;ji: (2.15)2.3.5 Probl�eme multiblo mixte disretCei pos�e, nous pouvons �erire la formulation mixte faible du probl�eme origi-nal (2.2) et, de mani�ere �equivalente, du probl�eme de transmission (2.12) faisantintervenir les multipliateurs entre �el�ements �h;i, voir [36℄, [13℄ et leurs r�ef�e-renes.Nous herhons (uh; ph; �h) 2 Zh �Nh � �h tels que(K�1uh; v)i � (div v; ph)i = �hv � �i; �h;iii ; v 2 Zh;i;(div uh; r)i + (ph; r)i = (qi; r)i ; r 2 Nh;i;Xj2Ni h�uh;i � �i + �ij�h;i; �iiij = Xj2Ni huh;j � �j + �ij�h;j; �iiij ; �i 2 �h;i:(2.16)p. 40



2.3. ALGORITHME DE ROBIN NON-CONFORMELa derni�ere �equation dans (2.16) peut être reformul�ee de fa�on �equivalenteen une ondition qui exprime les sauts de pression en fontion des sauts devitesse normale,Xj2Ni h�ij(�h;i � �h;j); �iiij = Xj2Ni huh;i � �i + uh;j � �j; �iiij ; �i 2 �h;i:(2.17)On introduit �a pr�esent une nouvelle notation pour les sauts de variable sa-laire � et les sauts de variable vetorielle normale vj � �j vivant sur une interfae�ij [j�j℄�ij = �i � �j; [jv � �j℄�ij = vi � �i + vj � �j; (i; j) 2 In: (2.18)Remarque 2. La formulation mixte (2.16) est analys�ee par Arbogast et Yotovdans [14℄. Il y est d�emontr�e que le probl�eme est bien pos�e et des estimationsd'erreur sont donn�ees. Il y est �egalement mis en avant que la onservation demasse loale est assur�ee partout sauf aux interfaes dont les maillages ne sontpas raord�es. La non-onservativit�e est le prix �a payer si l'on veut travaillerave des maillages non-onformes. Cependant même si le ux peut ne pas êtreonserv�e �a travers une portion quelonque de �, omme les fontions-test �i � 1appartiennent aux espaes �h;i; i 2 In, la masse reste onserv�ee globalement.Une analyse de la disr�etisation par volumes �nis est �egalement faite dans[2℄. Des estimations d'erreurs sont d�emontr�ees ave une hypoth�ese assez fortede r�egularit�e du maillage.2.3.6 Existene et estimation d'�energieNous suivons le sh�ema de la d�emonstration donn�ee par Arbogast et Yotovdans [14℄. La seule di��erene est la g�en�eralisation �a des oeÆients de Robinvariables selon les sous-domaines : dans [14℄, les aluls sont r�ealis�es ave un seuloeÆient de Robin (i.e. �ij = �; (i; j) 2 N), tandis qu'ii tous les oeÆientspeuvent être di��erents : a priori �ij 6= �kl; (i; j); (k; l) 2 N et en partiulier�ij 6= �ji; (i; j) 2 N. Cette extension ne pose pas de diÆult�e importante : ilsuÆt de trouver la fontion test ad�equate pour les estimations d'�energie. Cettemodi�ation des fontions tests doit ependant être r�ealis�ee ave pr�eaution : aulieu d'utiliser la fontion test de [14℄, qui s'�erit �ij�ij = 12(�h;i�1=� (uh;i � �i)) 2�h;ij, nous devons prendre une fontion test pour haque interfae qui d�ependdes oeÆients de Robin loaux. Nous avons pu mener les aluls ave�ij�ij = 1�ij + �ji [�ji�h;i � uh;i � �i℄ 2 �h;ij: (2.19)p. 41



CHAPITRE 2. D�ECOMPOSITIONS DE DOMAINES NON-CONFORMESComme il a �et�e remarqu�e dans [68℄, et on�rm�e dans [84℄, voir la Se-tion 2.3.8, il peut être important de pouvoir hoisir des oeÆients di��erentsselon les sous-domaines. Des analyses ont �et�e r�ealis�ees qui montrent l'utilit�e dehoix pertinents de e oeÆient de Robin, en partiulier pour les probl�emes deonvetion-di�usion, voir par exemple [3℄, [1℄, [5℄, ou plus r�eemment [87℄, [78℄.On utilisera plusieurs fois le Lemme 1 qui se v�eri�e sans peine.Lemme 1. Soient trois suites r�eelles ai; bi; i 2 In, et ij; i; j 2 In alorsXi; j2In(ai + aj) ij bi = 12 Xi; j2In(ai + aj)(ij bi + ji bj)= 12 Xi; j2In(ai + aj) ij (bi + bj) si ij = ji (2.20)Xi; j2In(ai � aj) ij bi = 12 Xi; j2In(ai � aj)(ij bi � ji bj)= 12 Xi; j2In(ai � aj) ij (bi � bj) si ij = ji (2.21)Xi; j2In(ai + aj) ij bi = Xi; j2In ai (ij bi + ji bj) (2.22)Xi; j2In(ai � aj) ij bi = Xi; j2In ai (ij bi � ji bj) (2.23)Dans les premi�ere et seonde �equations de (2.16), on prend omme fontionstests v = uh 2 Zh;i et r = ph 2 Nh;i, puis on les additionne entre elles.Finalement apr�es �elimination des termes en divergene et somme pour i 2 In,on obtient :�K�1uh; uh�+ (ph; ph) = (q; ph)�Xi2In huh;i � �i; �h;iii :Ensuite, on applique la fontion test 2.19 dans les �equations sur l'inter-fae (2.17). Dans un soui de lart�e, nous d�eoupons la fontion test en deux.Tout d'abord, prenons �ij�ij = �ji=(�ij+�ji) �h;i 2 �h;i, et sommons sur i 2 In.On rappelle que le produit salaire est identiquement nul sur une interfae vide,'est-�a-dire si �ij = ;. On utilise le Lemme 1 |l'�equation (2.21) s'applique arl'expression (�ij�ji)=(�ij + �ji) est sym�etrique en (i; j)| pour �erire12 Xi; j2In� �ij�ji�ij + �ji [j�hj℄�ij ; [j�hj℄�ij�ij = Xi; j2In�[juh � �j℄�ij ; �ji�ij + �ji�h;i�ij :p. 42



2.3. ALGORITHME DE ROBIN NON-CONFORMEDans un deuxi�eme temps, prenons l'autre moiti�e de la fontion test de 2.19 : lafontion �i telle que �ij�ij = �1=(�ij+�ji) (uh;i � �i) 2 �h;ij et sommons enorepour i 2 In. On invoque deux fois le Lemme 1 |une fois l'�equation (2.21) pourle membre de droite ave l'expression 1=(�ij+�ji) qui est sym�etrique en (i; j), etune fois l'�equation (2.23) pour le membre de gauhe|, pour obtenir �nalement�Xi; j2In��h;i; �ijuh;i � �i � �jiuh;j � �j�ij + �ji �ij= �12 Xi; j2In�[juh � �j℄�ij ; [juh � �j℄�ij�ij + �ji �ij:Il ne reste plus qu'�a sommer es trois �equations, �eliminer ertains termesa�n d'�erire�K�1uh; uh�+ (ph; ph) + 12 Xi; j2In� �ij�ji�ij + �ji [j�hj℄�ij ; [j�hj℄�ij�ij+12 Xi; j2In�[juh � �j℄�ij ; [juh � �j℄�ij�ij + �ji �ij = (q; ph) :Tous les termes du membre de gauhe sont positifs. Les deux premiers sontminor�es par la norme L2 de la pression et de la vitesse, grâe aux hypoth�eses depositivit�e sur les oeÆients. Les deux autres termes repr�esentent des normespond�er�ees par les �ij de l'erreur faite sur les pressions et les vitesses normalesaux interfaes. Cette erreur est due au fait que l'on n'impose que faiblement laontinuit�e de la ondition de Robin sur les interfaes. On peut remarquer quele fateur 12 devant les sommations provient du fait que es sommations fontintervenir deux fois haque interfae �ij. D'autre part, quand les oeÆients deRobin sont tous �egaux, �ij = �; (i; j) 2 N, nous retombons sur l'�equation (16)de [14℄.Il ne reste qu'�a mâ�triser le terme (q; ph) en faisant la remarque g�en�erale quepour tout " > 0, si a et b vivent dans L2(
), alors(a; b) � 12 �"jjajj2 + 1" jjbjj2� : (2.24)Finalement en utilisant les notations introduites dans la Setion 2.3.3, nousobtenons leTh�eor�eme 1. Soit une famille de oeÆients de Robin �ij > 0; (i; j) 2 N,pouvant être tous di��erents : a priori �ij 6= �kl; (i; j); (k; l) 2 N et en partiulier�ij 6= �ji; (i; j) 2 N. Si les perm�eabilit�es K et la ompressibilit�e  sont born�eesuniform�ement positivement, alors il existe une onstante C ind�ependante de hp. 43



CHAPITRE 2. D�ECOMPOSITIONS DE DOMAINES NON-CONFORMESet des �ij; (i; j) 2 N telle que la solution du probl�eme 2.16 v�eri�e l'estimationd'�energiejjphjj+ jjuhjj+ 24 X(i;j)2N �ij�ji�ij + �ji jjj�h;i � �h;jjjj2ij351=2
+24 X(i;j)2N 1�ij + �ji jjjuh;i � �i + uh;j � �jjjj2ij351=2 � C jjqjj:Remarque 3. Ce r�esultat est analogue �a elui de [14℄, mais �etendu au as desoeÆients de Robin variables par interfaes. D'ailleurs, sans diÆult�e suppl�e-mentaire, nous obtiendrions omme dans [14℄ les mêmes r�esultats dans le asd'�el�ements �nis d'ordres plus �elev�es, [23℄. Cette remarque reste valable pour lad�emonstration des estimations d'erreur de la Setion 2.3.7 qui suit. Les estima-tions obtenues seraient alors identiques, mais ave un ordre plus �elev�e.Par ailleurs, nous pr�eisons que, par manque de temps, nous n'avons pasherh�e �a faire d'exp�erimentations num�eriques ave des oeÆients de Robindi��erents sur une même interfae, 'est-�a-dire tels que �ij 6= �ji; (i; j) 2 N.En revanhe, nous avons utilis�e abondamment la possibilit�e de faire varier lesoeÆients de Robin interfae par interfae.En dimension �nie, l'injetivit�e d'une matrie arr�ee suÆt �a �etablir son in-versibilit�e. Le syst�eme lin�eaire (2.16) est arr�e, don on �etudie le probl�eme ho-mog�ene, 'est-�a-dire ave un terme soure nul q = 0. Le th�eor�eme pr�e�edentnous indique imm�ediatement que ph et uh sont nuls. La nullit�e des �i; i 2 Inprovient de la premi�ere �equation de (2.16), ar Zh;i � �ij�i = �h;i. Cei prouve leCorollaire 1. Sous les mêmes hypoth�eses de oerivit�e que le Th�eor�eme 1, etave la même g�en�eralit�e onernant les oeÆients de Robin, le probl�eme (2.16)admet une unique solution.2.3.7 Estimations d'erreurSuivant �a nouveau les pas de [14℄, nous donnons dans e paragraphe lad�emonstration des estimations d'erreur pour le probl�eme (2.16), dans le as desespaes de Raviart-Thomas de plus bas degr�e8, et ave la g�en�eralisation �a desoeÆients de Robin �ij variables par interfae de sous-domaine.8Cette restrition n'est pas r�eellement n�eessaire. Voir la Remarque 3.p. 44



2.3. ALGORITHME DE ROBIN NON-CONFORMEIl existe �h;i un op�erateur de projetion sur Zh;i v�eri�ant pour un v 2(H1=2+"(
))d \ Zi (div (v � �h;iv); r)i = 0; r 2 Nh;i; (2.25)h(v� �h;iv) � �i; w � �iii = 0; w 2 Zh;i; (2.26)jjv� �h;ivjji � Chjjvjji; (2.27)jjdiv (v� �h;iv)jji � Chjjdiv vjji; (2.28)o�u C repr�esente di��erentes onstantes ind�ependantes de h. Pour un i 2 In, nousavons besoin de la projetion L2 d'une fontion f 2 L2(
) not�ee f̂ 2 Nh d�e�niepar �f � f̂ ; r� = 0; r 2 Nh; (2.29)v�eri�ant l'estimation jjf � f̂ jj � Ch: (2.30)De la même mani�ere, la projetion L2 d'une fontion fi 2 L2(�i) est not�ee�fi 2 �h;i. 9 Elle est d�e�nie par
fi � �fi; �i�i = 0; �i 2 �h;i; (2.31)et v�eri�e la majoration jjf � �fijji � Ch; (2.32)dont on d�eduit l'estimation (2.33), si v � �i 2 L2(�i), ar alors �h;iv � �i = v � �i,jj(v� �h;iv) � �ijji � Ch: (2.33)L'op�erateur de projetion L2 sur les interfaes sera pr�eis�e plus loin (voirl'�equation (2.54)) �a partir des projetions sur les interfaes �ij entre deux sous-domaines. De plus un algorithme menant �a une impl�ementation de es proje-tions est pr�eis�e dans la Setion 2.4.A�n de raourir les �eritures, nous notons les erreurs' = p� ph;  = u� uh; et �i = pi � �h;i:Nous omettons ii et dans la suite les indies h qui alourdiraient les notationssans gain de lart�e.9Auune onfusion ave les onditions aux limites de Dirihlet, not�ees p, n'est possiblepuisque, dans ette setion, es onditions aux limites sont suppos�ees nulles. p. 45



CHAPITRE 2. D�ECOMPOSITIONS DE DOMAINES NON-CONFORMESLa soustration du syst�eme disret (2.16) �a (2.12), puis l'utilisation de (2.29)et (2.25) pour projeter ' et  , donnent(K�1 ; v)i � (div v; '̂)i = �hv � �i; �iii ; v 2 Zh;i;(div �h;i ; r)i + ('; r)i = 0; r 2 Nh;i;Xj2Ni h�ij(�i � �j); �iiij = Xj2Ni h i � �i +  j � �j; �iiij ; �i 2 �h;i: (2.34)Nous ferons appel fr�equemment dans la suite aux identit�es (2.35)�h;i =  + (�h;i �  ) =  + (�h;iu� u);'̂ = '+ ('̂� ') = '+ (p̂� p);��i = �i + (��i � �i) = �i + (�pi � pi): (2.35)On prend omme fontions test v = �h;i 2 Zh;i et r = '̂ 2 Nh;i pour lesdeux premi�eres �equations de (2.34), puis on les additionne entre elles avant desommer pour i 2 In, et on utilise deux des identit�es (2.35), a�n d'�erire(K�1 ;  ) + ('; ') = Xi2In �K�1 ; u� �h;iu�i + ('; p� p̂)�Xi2In h�h;i i � �i; �iii : (2.36)Les termes du membre de gauhe dans (2.36) sont|aux oeÆients pr�es|les normes des erreurs. Les deux premiers termes du membre de droite sontontrôl�es en utilisant l'in�equation (2.24) grâe �a (2.30) et (2.27). Il ne reste qu'�amâ�triser le dernier terme en faisant intervenir les onditions d'interfae. Pourela, prenons une fontion test de type Robin �i telle que�ij�ij = 1�ij + �ji ��ji ��i � �h;i i � �i� 2 �h;ijdans la derni�ere �equation de (2.34). A nouveau, pour la lisibilit�e, nous s�eparonsla fontion test en deux parties. Premi�erement, pour un �i = �ji=(�ij +�ji) ��i,on fait la sommation sur i 2 In et on applique deux fois le Lemme 1 : une foisl'�equation (2.21) �a gauhe, et une fois l'�equation (2.22) �a droite. Cei donne12 Xi;j2In��i � �j; �ij�ji�ij + �ji (��i � ��j)�ij = Xi;j2In� i � �i; �ji ��i + �ij ��j�ij + �ji �ij:(2.37)On a l'�egalit�e suivante d'apr�es les propri�et�es sur les projetions (2.26) et(2.31) : 
 � �i; ��i�ij = h�h;i � �i; �iiij ;p. 46



2.3. ALGORITHME DE ROBIN NON-CONFORMEqui, en invoquant la troisi�eme identit�e de (2.35), nous permet d'�erire (2.37)sous la forme12 Xi;j2In��i � �j; �ij�ji�ij + �ji (�i � �j)�ij= Xi;j2In��h;i i � �i; �ji�i�ij + �ji�ij + Xi;j2In� i � �i; �ij ��j�ij + �ji�ij+12 Xi;j2In��i � �j; �ij�ji�ij + �ji [(pi � �pi)� (pj � �pj)℄�ij: (2.38)
Deuxi�emement, nous prenons �ij�ij = �1=(�ij + �ji) [�h;i i � �i℄ dans laderni�ere �equation de (2.34). Enore une fois, nous sommons sur i 2 In et utilisonsle Lemme 1 |plus pr�eis�ement l'�equation (2.20)| une fois �a droite pour obtenir� Xi;j2In��i � �j; �ij�h;i i � �i�ij + �ji �ij= �12 Xi;j2In� i � �i +  j � �j; �h;i i � �i +�h;j j � �j�ij + �ji �ij : (2.39)De plus, les d�e�nitions des projetions (2.26) et (2.31) permettent d'�etablir
(u� �h;ju) � �j; ��j�ij = 0; h�h;j j � �j; pj � �pjiij = 0:Cei, ajout�e aux identit�es (2.35) implique les �egalit�esh�j; �h;i i � �iiij = 
 i � �i; ��j�ij � 
(u� �h;iu) � �i; ��j�ij + h�h;i i � �i; pj � �pjiij= 
 i � �i; ��j�ij + 
(u� �h;iu) � �i; ��i � ��j�ij+ h�h;i i � �i +�h;j j � �j; pj � �pjiij ;qui �a leur tour, multipli�ees par le fateur �ij=(�ij + �ji) et en utilisant enore(2.35), permettent de transformer (2.39) en12 Xi;j2In� i � �i +  j � �j;  i � �i +  j � �j�ij + �ji �ij= 12 Xi;j2In�[j � �j℄; [j(u� �hu) � �j℄�ij + �ji �ij + Xi;j2In��h;i i � �i; �ij�i�ij + �ji�ij� Xi;j2In� i � �i; �ij ��j�ij + �ji�ij � Xi;j2In�(u� �h;iu) � �i; �ij(��i � ��j)�ij + �ji �ij� Xi;j2In��h;i i � �i +�h;j j � �j; �ij(pj � �pj)�ij + �ji �ij : (2.40)p. 47



CHAPITRE 2. D�ECOMPOSITIONS DE DOMAINES NON-CONFORMESNous regroupons les �equations (2.36), (2.38) et (2.40). Cinq termes s'�eli-minent : trois termes en h�h;i i � �i; �iiij et deux en D i � �i; �ij ��j�ij+�jiEij. Tous lestermes restants sont failement ontrôl�es grâe �a la oerivit�e et �a la majora-tion (2.24), sauf les deux derniers termes de (2.40). Pr�eoupons-nous don del'avant dernier terme de (2.40) que nous appellerons A et du dernier terme de(2.40) que nous nommerons B. Pour A et B, il faut utiliser enore une fois les�equations (2.35) a�n de faire apparâ�tre respetivement (�i��j) et  i � �i+ j � �j.Commen�ons par A :A := � Xi;j2In�(u� �h;iu) � �i; �ij(��i � ��j)�ij + �ji �ij= � Xi;j2In�(u� �h;iu) � �ip�ij + �ji ; �ij(�i � �j)p�ij + �ji �ij� Xi;j2In�(u� �h;iu) � �ip�ij + �ji ; �ij[(�pi � pi)� (�pj � pj)℄p�ij + �ji �ij : (2.41)
Dans (2.41), la valeur absolue de la deuxi�eme somme se majore failement, enutilisant la majoration (2.24) ave " = 1, par12 Xi;j2In� jjj(u� �h;iu) � �ijjj2ij�ij + �ji + 2�2ij + �2ji�ij + �ji jjjpi � �pijjj2ij� :La premi�ere somme dans (2.41) doit être trait�ee ave plus de pr�eautions, defa�on �a mâ�triser le terme ontenant une norme de l'erreur (�i � �j). Nousinvoquons �a nouveau la majoration (2.24), en prenant ette fois " = ��ji�ij , ave� > 0, pour majorer la valeur absolue de la premi�ere somme dans (2.41) par12 Xi;j2In�1� �ij jjj(u� �h;iu) � �ijjj2ij�ji(�ij + �ji) + � �ij�ji�ij + �ji jjj�i � �jjjj2ij� :Passons maintenant au terme B qui s'�erit, en utilisant (2.35),B := � Xi;j2In��h;i i � �i +�h;j j � �j; �ij(pj � �pj)�ij + �ji �ij= � Xi;j2In� i � �i +  j � �jp�ij + �ji ; �ij(pj � �pj)p�ij + �ji �ij� Xi;j2In� [j(�hu� u) � �j℄p�ij + �ji ; �ij(pj � �pj)p�ij + �ji �ij : (2.42)
p. 48



2.3. ALGORITHME DE ROBIN NON-CONFORMENous majorons la valeur absolue de la deuxi�eme somme dans (2.42) �a l'aide dela majoration (2.24) ave " = 1, par12 Xi;j2In�4 jjj(u� �h;iu) � �ijjj2ij�ij + �ji + �2jijjjpi � �pijjj2ij�ij + �ji � :De même, la valeur absolue de la premi�ere somme dans (2.42) se majore, grâe�a la majoration (2.24) ave " = � > 0, par12 Xi;j2In�� jjj i � �i +  j � �jjjj2ij�ij + �ji + 1� �2jijjjpi � �pijjj2ij�ij + �ji � :Finalement, nous regroupons es in�equations, et utilisons les arguments deoerivit�e, la majoration (2.24) et la remarque qu'il existe C > 0 tel que a�2ij +b�ij�ji + �2ji � C(�ij + �ji)2, pour a; b et  > 0, ar �ij et �ji sont positifs,pour obtenir l'existene d'une onstante C > 0 ind�ependante des �ij; (i; j) 2 Ntelle quejj'jj2 + jj jj2 + X(i;j)2N � �ij�ji�ij + �ji jjj�i � �jjjj2ij + jjj i � �i +  j � �jjjj2ij�ij + �ji �� C jjp� p̂jj2 +Xi2In jju� �h;iujj2i+ X(i;j)2N �(�ij + �ji)jjjpi � �pijjj2ij + 1�ji jjj(u� �h;iu) � �ijjj2ij�1A :(2.43)Cette estimation permet, en invoquant les majorations (2.27), (2.30), (2.32) et(2.33), de prouver le Th�eor�eme 2. La seonde in�equation est obtenue en prenantr = div �h;i dans la seonde �equation de (2.34) et en faisant intervenir enoreune fois (2.35).Th�eor�eme 2. Sous les hypoth�eses du Th�eor�eme 1, et ave la même g�en�era-lit�e onernant les oeÆients de Robin variables, 'est-�a-dire tels que a priori�ij 6= �kl; (i; j); (k; l) 2 N, il existe une onstante C d�ependant des �ij maisp. 49



CHAPITRE 2. D�ECOMPOSITIONS DE DOMAINES NON-CONFORMESind�ependante de h telle quejjp� phjj+ jju� uhjj+ 24 X(i;j)2N �ij�ji�ij + �ji jjj�h;i � �h;jjjj2ij351=2
+24 X(i;j)2N jjjuh;i � �i + uh;j � �jjjj2ij�ij + �ji 351=2 � Ch;"Xi2In jjdiv (u� uh;i)jj2i#1=2 � Ch:Il est possible de g�en�eraliser simplement es estimations ave des �el�ementsd'ordre sup�erieur, voir [14℄.Nous refermons maintenant la parenth�ese qui avait �et�e ouverte pour desraisons th�eoriques �a la Setion 2.3.3 : nous supprimons dor�enavant le terme pde (2.11) et revenons au probl�eme originel (2.6)-(2.7).2.3.8 Comment hoisir les oeÆients de Robin ?Comme toutes les m�ethodes laissant un param�etre libre, la m�ethode de d�e-omposition de domaines de Robin{Robin non-onforme poss�ede une grandequalit�e et un d�efaut majeur : elle a un param�etre libre. C'est un atout puisqu'ilest th�eoriquement possible de prendre le meilleur param�etre, en l'ourene leoeÆient de Robin optimal qui permet de onverger tr�es rapidement, ave unegrande pr�eision ; mais 'est aussi un d�efaut important, ar la plupart du temps,l'utilisateur ne sait jamais quel param�etre hoisir pour son appliation et doittâtonner pour arriver �a un r�esultat.Nous tentons don dans ette setion de donner quelques �el�ements de r�eponse�a la question du hoix des oeÆients de Robin. Nos exp�erienes num�eriques ontprouv�e qu'il s'av�ere ruial de hoisir orretement les oeÆients de Robin dansune simulation o�u les perm�eabilit�es et les dimensions du domaine sont r�ealistes,voir la Setion 3.6.2. Toute tentative plus ou moins na��ve de faire onverger lam�ethode sans le \bon" � s'est sold�ee par un �ehe uisant : Bi-CGStab stagneou diverge. Avant d'essayer de faire sentir le pourquoi de es �ehes, ainsi quele rem�ede que nous avons trouv�e, pr�esentons deux id�ees qui existent dans lalitt�erature.Tout d'abord, Roux, Magoul�es et Series, [84℄, remarquent tr�es justement quesi l'on ajoute un ompl�ement de Shur judiieux aux onditions d'interfae, leurm�ethode de FETI �a deux multipliateurs de Lagrange onverge en 1 it�erationp. 50



2.3. ALGORITHME DE ROBIN NON-CONFORMEquand il y a deux sous-domaines. Cei est partiuli�erement agr�eable, mais im-pratiable dans la mesure o�u les matries de Shur sont pleines et oûteuses �aaluler, surtout quand le nombre de sous-domaines augmente. L'id�ee suivanteest alors d'essayer d'approher le ompl�ement de Shur �a moindres frais, maisen onservant autant que possible l'a�el�eration. Divers moyens sont test�es dans[85℄ : une premi�ere approximation du ompl�ement de Shur est une matrie dia-gonale. Dans e as, l'op�erateur d'interfae peut s'interpr�eter omme une ondi-tion de Robin ave des oeÆients de Robin partiuliers10. Cette approximationn'utilise que des donn�ees d'interfae et se r�ev�ele limit�ee, ar le ompl�ement deShur est essentiellement non-loal. En revanhe, une approximation utilisantun petit moreau de maillage autour de l'interfae |un path| semble donnerdes r�esultats satisfaisants.Dans [78℄, Nataf part d'un onstat similaire : si la ondition d'interfae dansla m�ethode de d�eomposition de domaines ontient un op�erateur sym�etriqued�e�ni positif plein bien partiulier, la onvergene est ahev�ee en au plus 2it�erations pour deux sous-domaines. L'auteur essaie don d'approher et op�e-rateur par une matrie diagonale, auquel as la ondition d'interfae devientune ondition de Robin. L'analyse pour 2 sous-domaines lui permet de trouverune matrie diagonale quasi-optimale qui d�epend d'une valeur alul�ee �a par-tir des valeurs propres maximale et minimale d'une ertaine matrie. Un autreop�erateur approh�e est �egalement �etudi�e. Les tests num�eriques semblent mon-trer que la matrie diagonale quasi-optimale donne des r�esultats un peu moinsbons que le pr�eonditionneur de Neumann{Neumann quand existent de fortsontrastes. Cette m�ethodologie permet don de d�eterminer des oeÆients deRobin quasi-optimaux.Nous n'avons exp�eriment�e auune des deux tehniques que nous venons depr�esenter, faute de temps, et nous ignorons le oût en dur�ee de d�eveloppementqu'elles repr�esentent. Nous donnons �a pr�esent les r�esultats de l'�etude, essen-tiellement exp�erimentale et bas�ee sur des arguments physiques, que nous avonsmen�ee pour la simulation de la Setion 3.6.2. Nous pr�eisons �a nouveau que,par manque de temps �egalement, nous n'avons pas fait non plus de simulationsdans lesquelles les oeÆients de Robin �ij et �ji sont di��erents.10Pla�ons nous dans le as o�u nous avons deux sous-domaines 
1 et 
2. Dans [84℄, il estmontr�e que le ompl�ement de Shur ad�equat pour un sous-domaine est alors le ompl�ementde Shur de son voisin. Les deux op�erateurs d'interfaes sont di��erents. Dans e adre, il y aun int�erêt �a avoir deux oeÆients �12 et �21 distints. p. 51



CHAPITRE 2. D�ECOMPOSITIONS DE DOMAINES NON-CONFORMESSynth�ese de l'�etude exp�erimentale onernant les �ijL'une des raisons qui peuvent mettre en d�efaut une m�ethode de d�eomposi-tion de domaines bas�ee sur des oeÆients de Robin, est la valeur des perm�eabi-lit�es, ind�ependamment de leurs sauts. En e�et, pour aboutir �a la onvergene, ilfaut obtenir simultan�ement la ontinuit�e des pressions et des vitesses normalessur les interfaes. Or, les vitesses normales et les pressions peuvent être d'ordresradialement di��erents. En partiulier, les vitesses sont proportionnelles auxperm�eabilit�es : quand elles-i sont de l'ordre de 10�13, tandis que les pressionssont plutôt de l'ordre de 100, omme 'est le as dans la simulation de la Se-tion 3.6.2, la vitesse normale est ompl�etement n�egligeable devant le terme enpression dans la quantit�e Krp � n + �p, �a moins que le oeÆient de Robin �ne soit lui aussi tr�es petit. On omprend dans es onditions que si l'on ne faitpas d�ependre les oeÆient de Robin des perm�eabilit�es, il est illusoire d'esp�ererobtenir �a la fois la ontinuit�e de la pression et la ontinuit�e de la vitesse normaleen it�erant sur les quantit�es Krp � n + �p et �Krp � n + �p, qui sont presque�egales.D'autre part, des onsid�erations simples mais indispensables d'analyse di-mensionnelle nous poussent �a prendre les oeÆients de Robin homog�enes aurapport d'une perm�eabilit�e par une longueur, e que nous �erivons[�℄ = [K℄[L℄ : (2.44)Nous devons don trouver et utiliser une distane arat�eristique du domaine.De plus, il est n�eessaire de tenir ompte des sauts de perm�eabilit�e quionstituent en g�en�eral la plus grosse diÆult�e des �eoulements en milieu poreux.L�a enore, nous nous laissons guider par une analyse tr�es simple du probl�emeelliptique 1D ave des oeÆients onstants par moreaux. Nous montrons enAnnexe B, que la vitesse est d�ependant du rapport de la moyenne harmoniquedes perm�eabilit�es par la longueur totale du domaine, f. l'�equation (B.6). Ildevient par ons�equent logique de prendre des oeÆients de Robin, que nousavons not�es �0ij dans la Setion 3.6.2, tels que�0ij = 2KiKj(Ki +Kj)Lij
 = MoyH (Ki;Kj)Lij
 (i; j) 2 N; (2.45)o�u Lij
 est la longueur arat�eristique du domaine global 
 selon la diretion nor-male �a l'interfae �ij. La d�e�nition de la moyenne harmonique, not�ee MoyH (�),est rappel�ee en Annexe B �a l'�equation (B.4). Ces oeÆients �0ij; (i; j) 2 N, ontfourni des r�esultats tout �a fait aeptables, voir la Setion 3.6.2, et nous pen-sons qu'ils peuvent être utilis�es ave su�es dans de nombreuses appliations.p. 52



2.3. ALGORITHME DE ROBIN NON-CONFORMEUne analyse th�eorique des propri�et�es de e hoix partiulier pour les oeÆientsde Robin serait bien entendu n�eessaire.En�n, nous mentionnons qu'un degr�e de raÆnement suppl�ementaire a �et�eexp�eriment�e ave un su�es mitig�e : il est possible de tenir ompte du fateurde forme du domaine. On prend alors des oeÆients de Robin, not�es �3ij dansla Setion 3.6.2, tels que�3ij = 2KiKj(Ki +Kj)Lij
 Lmax
Lmin
 = MoyH (Ki;Kj)Lij
 Lmax
Lmin
 (i; j) 2 N; (2.46)o�u Lmax
 et Lmin
 sont respetivement les longueurs maximale et minimale dudomaine 
. La pertinene d'un tel hoix est en revanhe moins laire.Pour des d�etails suppl�ementaires, nous engageons le leteur �a se reporter �al'�etude exp�erimentale de la Setion 3.6.2.2.3.9 Op�erateurs d'interfaeNous revenons �a pr�esent sur l'algorithme it�eratif proprement dit. Le but estde le pr�eiser autant que possible dans un formalisme math�ematique fontionnel,qui sera tr�es prohe de l'impl�ementation dans l'environnement OamlP3l.Nous ommen�ons par d�e�nir l'op�erateur disret Si de Robin{Robin11 en(2.47). Cet op�erateur est d�e�ni s�epar�ement pour haque sous-domaine. Il prenden entr�ee des onditions d'interfae de type Robin sur sa fronti�ere interne. Ilr�esout le probl�eme de Robin dans le sous-domaine, puis renvoie une valeur sursa fronti�ere interne, qui s'interpr�ete omme une ondition de Robin mais vueette fois-i depuis ses voisins.Si : �h;i �Nh;i �! �h;i; i 2 InSi(xh;i; qi)j�ij = uh;i � �i + �jiph;i; i 2 In; 8j 2 Ni; (2.47)tel que (uh;i; ph;i)(xh;i) est la solution du probl�eme de Robin (2.48) pos�e sur
i; i 2 In.Cherher (uh;i; ph;i; �h;i) 2 Zh;i �Nh;i � �h;i tels que(K�1uh;i; v)i � (div v; ph;i)i = �hv � �i; �h;iii ; v 2 Zh;i;(div uh;i; r)i = (qi; r)i ; r 2 Nh;i;Xj2Ni h�uh;i � �i + �ij�h;i; �iiij = Xj2Ni hxh;ij; �iiij ; �i 2 �h;i: (2.48)11A ne pas onfondre ave le pr�eonditionneur dit de Robin{Robin introduit dans [3℄,nomm�e ainsi par analogie ave le pr�eonditionneur de Neumann{Neumann, [67℄. p. 53



CHAPITRE 2. D�ECOMPOSITIONS DE DOMAINES NON-CONFORMESLe probl�eme de Robin (2.48) est bien pos�e, [83℄. Il est en g�en�eral �erit sousune forme �equivalente qui ne fait plus intervenir les multipliateurs de Lagrange :une simple �elimination peut nous en d�ebarrasser pour obtenir (2.49). Cetteremarque a pour but de faire le lien ave les probl�emes de Robin que nousintroduisons lors de l'�etude des fratures, f. la Setion 4.4.2 et en partiulierl'�equation (4.22).Cherher (uh;i; ph;i) 2 Zh;i �Nh;i tels que(K�1uh;i; v)i � (div v; ph;i)i = �Xj2Ni�uh;i � �i + xh;ij�ij ; v � �i�ij ; v 2 Zh;i;(div uh;i; r)i = (qi; r)i ; r 2 Nh;i:(2.49)Pour un ouple de voisins (
i;
j); (i; j) 2 N, nous d�e�nissons sur leurinterfae un op�erateur de projetion en (2.50) et un op�erateur de restritionen (2.51). En outre, pour un sous-domaine 
i i 2 In, nous introduisons sursa fronti�ere interne un op�erateur de restrition en (2.52) et un op�erateur deprojetion en (2.54). En�n nous ajoutons deux derni�eres notations pour lesop�erateurs globaux vivant sur la struture ompl�ete d'interfae en (2.55) et(2.56).Soit Pi!j l'op�erateur de projetion L2 vers ~�h;ij = �h;ji. C'est et op�erateurqui r�ealise les projetions, transf�erant un xij 2 �h;ij dans ~�h;ij. Ce passaged'information d'un maillage �a un autre est une phase d�eliate �a r�ealiser dans lapratique ; la Setion 2.4 est d�edi�ee �a l'expliation de la m�ethode retenue poure faire. Pi!j : L2(�ij) �! ~�h;ij;xij 7�! Pi!jxij tel quehxij � Pi!jxij; ~�ijiij = 0; ~�ij 2 ~�h;ij: (2.50)Soit �egalement l'op�erateur de restrition de �h;i vers �h;ijRij : �h;i �! �h;ij;xi = �xij1 ; xij2 ; : : : ; xijni�> sur Shi 7�! xij sur Shij: (2.51)Maintenant, pour un i 2 In nous d�e�nissons deux op�erateurs de restrition :un qui va de l'espae �h d�e�ni en (2.15) vers �h;i, et l'autre de l'espae ~�hvers ~�h;i. Les transpos�ees de es op�erateurs de restrition sont des op�erateursde prolongement ou de rel�evement orrespondants.Ri : �h �! �h;i;x = (x1; x2; : : : ; xn)> sur Sh 7�! xi sur Shi :~Ri : ~�h �! ~�h;i;~x = (~x1; ~x2; : : : ; ~xn)> sur ~Sh 7�! ~xi sur ~Shi : (2.52)
p. 54



2.3. ALGORITHME DE ROBIN NON-CONFORMEPar un abus de notation, nous utilisons la permutation s d�e�nie en (2.3) ommeune permutation de �h vers ~�h :s : �h �! ~�h;s(xh) = ~xh: (2.53)Soit Pi l'op�erateur de projetion de L2(�i); i 2 In vers ~�h;i. Cet op�erateurr�ealise la projetion depuis �h;i qui vit sur le maillage d'interfae interne, vers~�h;i qui s'appuie sur le maillage d'interfae externe.Pi : L2(�i) �! ~�h;i;xi = �xij1 ; xij2; : : : ; xijni�> 7�! (Pi!j1xij1 ; Pi!j2xij2 ; : : : ; Pi!jnxijn)> :(2.54)A partir de es op�erateurs d'interfae, nous pouvons mettre en plae lesop�erateurs globauxP : L2(�) =Li2In L2(�i) �! ~�h;x = (x1; x2; : : : ; xn)> 7�! (P1x1; P2x2; : : : ; Pnxn)> ;Px = Xi2In ~R>i PiRix; (2.55)et S : �h �Nh �! ~�h;(xh; q) 7�! (S1(xh;1; q1); S2(xh;2; q2); : : : ; Sn(xh;n; qn))> ;S(xh; q) = Xi2In R>i Si(Rixh; qi): (2.56)Ave toutes es notations, le probl�eme (2.16) (ave  = 0), s'�erit de mani�ere�equivalente omme un probl�eme de point �xe pos�e sur l'interfae, d�e�ni en(2.57).Cherher xh 2 �h tel ques (PS(xh; q)) = xh dans �h: (2.57)Dans la pratique, la bilin�earit�e de S permet de d�eplaer S(0; q) dans le membrede droite. De plus il n'est pas n�eessairement utile de former expliitement P :la projetion peut être faite juste apr�es le alul des SiRi(xh; 0) sur haqueinterfae. Ainsi les �equations (2.58) et(2.59) sont deux expressions �equivalentesdu même probl�eme (2.57).Id�hxh � sPS(xh; 0) = sPS(0; q) dans �h: (2.58)p. 55



CHAPITRE 2. D�ECOMPOSITIONS DE DOMAINES NON-CONFORMESId�hxh� s Xi2In ~R>i PiSi(Rixh; 0)! = s Xi2In ~R>i PiSi(0; qi)! dans �h: (2.59)Une fois �erit sur une base de �h, le probl�eme de point �xe (2.58) de lam�ethode de Robin{Robin devient le syst�eme lin�eaire not�eARRx = b; (2.60)o�u ARR est une matrie arr�ee non sym�etrique r�eelle d'ordre la dimension de �h,o�u x, l'inonnue, et b, le seond membre, sont des veteurs r�eels de taille l'ordrede ARR. La matrie ARR est reuse par blos ; en dehors du blo diagonal quiest en fait une diagonale de 1 orrespondant �a l'identit�e Id�h , les seuls blos nonnuls sont les blos (i; j) 2 N, qui tiennent ompte de la ontribution de Sij�ij .Chaque blo extra diagonal est don plein a priori, ar les Si font intervenir lar�esolution d'un probl�eme de Robin (2.48). Il est don tr�es oûteux en espaem�emoire de aluler expliitement la matrie ARR. On ne le fait d'ailleurs eng�en�eral jamais.En e�et, dans la pratique, le syst�eme (2.60) est r�esolu it�erativement par unem�ethode de Krylov non sym�etrique, omme Bi-CGStab [95℄, ou GMRes [86℄, quine n�eessite que la donn�ee du produit matrie veteur (x 7! ARRx) et non lamatrie ARR elle-même.Nous expliitons e produit matrie veteur dans l'Algorithme 2 suivant.2.3.10 Algorithme de produit matrie veteurLe produit matrie veteur orrespondant au syst�eme (2.60) |sans alulexpliite de la matrie| peut être failement impl�ement�e �a partir des �equations(2.58) ou (2.59). C'est e que nous faisons ii.Algorithme 2 (de produit matrie veteur, m�ethode de Robinnon-onforme). Soit x 2 �h, on alule le produit matrie veteur � = ARRx 2�h omme suit.Pour i 2 Inxi = Rix (�h ! �h;i)Pour j 2 Nixij = Rijxi (�h;i ! �h;ij)Pour j 2 In�j = Sj(xj; 0) (�h;j ! �h;j)Pour i 2 Nj�ji = Rji�j (�h;j ! �h;ji)p. 56



2.3. ALGORITHME DE ROBIN NON-CONFORME~�ji = Pj!i�ji (�h;ji ! ~�h;ji = �h;ij)zij = xij � ~�ji (�h;ij ! �h;ij)� = 0Pour i 2 Inyi = 0Pour j 2 Niyi = yi +RTijzij (�h;ij ! �h;i)� = � +RTi yi (�h;i ! �h). �Remarque 4. Quelques ommentaires sur et Algorithme 2 seront peut-être ap-pr�ei�es. Tout d'abord, e n'est qu'une expression sous forme d'op�erateurs duproduit matrie veteur assoi�e �a l'Algorithme de point �xe 1. Ensuite l'al-gorithme tel qu'il est �erit n'est pas optimal en termes de m�emoire requise :un ertain nombre de variables interm�ediaires sont utilis�ees ii �a seules �ns delisibilit�e et doivent dans la pratique être omises. On peut ainsi programmer l'al-gorithme ave seulement 2 s�eries de veteurs d'interfaes �ij; �ij; (i; j) 2 N, enplus de x et de �.En�n, nous d�erivons partie par partie e qui est r�ealis�e.� Le premier blo est en fait la restrition du veteur d�e�ni sur la strutureinterne globale aux interfaes entre sous-domaines.� Le deuxi�eme blo onstitue le �ur de l'algorithme. Il est fait appel ausolveur de sous-domaine qui r�esout le probl�eme de Robin. La r�esolutiondans haque sous-domaine est en g�en�eral e�etu�ee grâe �a un solveur diret(de type LU ou Choleski). La matrie du probl�eme dans haque sous-domaine est fatoris�ee une seule fois lors d'une phase d'initialisation. Lar�esolution du syst�eme lin�eaire �a haque appel du produit matrie veteurest alors �a la fois pr�eise et rapide.Ensuite le r�esultat est projet�e, interfae par interfae, au bon voisin. Pourela, il est �evidemment n�eessaire de restreindre au pr�ealable e r�esultat�a haune des interfaes entre sous-domaine. En�n on prend la di��ereneentre la valeur projet�ee et la valeur initiale sur l'interfae.C'est au moment de faire ette soustration que la permutation est r�ealis�eeimpliitement.� Le dernier blo d�erit la reonstitution du r�esultat �nal �a partir des petitsbouts diss�emin�es sur haune des interfaes.
p. 57



CHAPITRE 2. D�ECOMPOSITIONS DE DOMAINES NON-CONFORMES2.4 Projetion sur les interfaes planesNous expliquons ii la m�ethode num�erique utilis�ee pour mettre en �uvrel'op�erateur de projetion L2 not�e Pi7!j et d�e�ni en (2.50). Le transfert d'infor-mation d'un maillage �a un autre est une op�eration d�eliate qui doit être e�etu�eede fa�on propre : deux questions en partiulier doivent retenir l'attention. D'unepart, il est imp�eratif d'�eviter les algorithmes de omplexit�e quadratique, ou pire,faute de quoi la projetion sera extrêmement lente. D'autre part, il faut que lesapproximations qui sont faites au ours des aluls n'engendrent pas d'erreursatastrophiques. Nous verrons des illustrations de tels omportements non sou-haitables obtenus au d�epart ave notre ode ainsi que les rem�edes qui ont �et�eapport�es.Dor�enavant, et e jusqu'�a la �n de ette setion, nous travaillerons dansle as le plus omplexe, 'est-�a-dire dans le as 3D, d = 3, o�u les interfaessont don de dimension 2. Le probl�eme de la projetion quand d = 2 est ene�et beauoup plus simple puisque les interfaes sont lin�eaires, et ne m�eritesans doute pas autant d'attention que le as des interfaes 2D. En revanhe, unprobl�eme beauoup plus ardu, que nous n'aborderons pas non plus, est elui dela projetion d'un maillage 3D sur un autre maillage 3D. Cette question qui estd�epla�ee ii puisque nous ne faisons transf�erer nos informations qu'�a travers desinterfaes de dimension d�1, pourrait sans doute être r�esolue par des tehniquessimilaires �a elles qui sont introduites ii, [70℄.De plus, nous nous limitons au as o�u l'interfae g�eom�etrique entre deuxsous-domaines �ij est de dimension 2 et plane. Des diÆult�es suppl�ementairesonsid�erables peuvent en e�et survenir quand la surfae �ij n'est pas plane. Onpeut voir sur la Figure 2.3 que les projetions Pi!j peuvent être mal d�e�niesdans e as �a ause du hevauhement des maillages.Dans la pratique, les maillages d'interfae Shij et Shji sont g�en�eralement obte-nus �a partir de deux maillages 3D T hi et T hj , (i; j) 2 N, et sont par ons�equentsdes maillages r�eput�es plans12 et en fait plong�es dans R3 . Or, nous avons besoinpour la m�ethode expos�ee dans ette setion de deux maillages r�eellement planset ne d�ependant que de 2 variables. Nous devons don les extraire es deuxmaillages �a partir des maillages d'interfae issus des maillages 3D T hi et T hj ,(i; j) 2 N. Pour ela, pour haque maillage d'interfae 3D Shij et Shji, nous om-men�ons par e�etuer une simple r�egression lin�eaire a�n de trouver les deuxplans les plus prohes des nuages de points 3D de Shij et Shji. Nous d�etermi-nons ensuite un plan interm�ediaire entre les deux plans ainsi obtenus13, et le12En r�ealit�e, ils sont plans aux erreurs d'arrondis du maillage pr�es.13Par exemple, on peut prendre le plan moyen. En g�eom�etrie exate les deux plans desdeux maillages sont ens�es être identiques ; ils doivent don être \prohes" num�eriquementp. 58



2.4. PROJECTION SUR LES INTERFACES PLANESonsid�erons omme le plan \r�eel" port�e par �ij. Puis haque point 3D des deuxmaillages d'intersetion est projet�e sur e plan. Finalement, nous avons r�e�edeux maillages d'interfae �a deux dimensions, vivant sur un même plan �ij, etissus des maillages d'interfae Shij et Shji. Ce sont es maillages d'interfae 2Dqui servent dans les aluls de la projetion14. Nous utiliserons dans la suiteles mêmes notations, Shij et Shji, pour les maillages d'interfae plong�es dans R3et pour les maillages vivant dans le plan ommun �ij. Cei n'induira pas deonfusion puisque, jusqu'�a la �n de e Chapitre, nous ne travaillons que sur desmaillages plans 2D.

1 �12
2 Sh21

Sh12Fig. 2.3 { Exemple en 2 dimensions de maillages non raord�es sur une interfaeourbe. Les maillages s'interp�en�etrent.2.4.1 Projetion L2 de �hij sur �hjiSoient deux voisins 
i et 
j, (i; j) 2 N. Nous supposons don l'interfae �ijplane. Soit un xij 2 �hij, nous voulons le projeter sur ~�hij = �hji ave la projetionL2 not�ee Pi7!j et d�e�nie en (2.50). Nous notons ~xij = Pi7!jxij 2 ~�hij le projet�ede xij.Par d�e�nition, le projet�e satisfaith~xij; ~�ijiij = hxij; ~�ijiij ; ~�ij 2 ~�h;ij: (2.61)Nous rappelons que les �hij sont onstitu�es de fontions onstantes par faes.On peut don �erire xij dans la base anonique de �hij, qui est l'ensemble desfontions arat�eristiques des faes f de Shij, not�ees 1f . De la même mani�ere, leterme ~xij peut être d�eompos�e dans la base anonique de ~�hij qui est onstitu�eet le hoix du plan interm�ediaire ne devrait pas trop inuer sur le r�esultat : ei induit uneerreur syst�ematique que l'on peut esp�erer petite.14Bien �evidemment, si les maillages 2D d'interfae existent par ailleurs, il vaut mieux nepas s'en priver et �eviter de faire e qui pr�e�ede. p. 59



CHAPITRE 2. D�ECOMPOSITIONS DE DOMAINES NON-CONFORMESdes fontions arat�eristiques des faes ~f de ~Shij = Shji, not�ees 1 ~f . Ainsixij = Xf2Shij xfij1f ; ~xij = X~f2 ~Shij ~x ~fij1 ~f :En prenant suessivement ~�ij = 1 ~f pour haune des faes ~f de ~Shij, on obtientde fa�on imm�ediate �a partir de (2.61)Pi7!jxijj ~f = ~x ~fij = Xf2Shij xfijmes(f \ ~f)mes( ~f) ; ~f 2 ~Shij; (i; j) 2 N; (2.62)o�u mes(O) est la mesure de l'ensemble O. Sous ette forme (2.62), la projetionapparâ�t omme une moyenne pond�er�ee par les mesures des aires des maillesinterset�ees. La onservation globale des ux �a travers les interfaes est bienassur�ee, voir aussi la Remarque 2 de la Setion 2.3.5.2.4.2 Maillage interset�eLe alul de la projetion Pi7!j revient don �a d�eterminer les aires du maillageinterset�e, qui est obtenu en prenant l'intersetion des faes de deux maillages2D d'interfae : Shij \ Shji = nf \ ~f = f 2 Shij et ~f 2 ~Shijo :On peut voir un exemple de e maillage interset�e dans la Figure 2.4. Nous nesupposons pas que les maillages sont strutur�es ni r�eguliers a priori. Sans pertede g�en�eralit�e, nous supposons don que les maillages Shij et ~Shij sont onstitu�esexlusivement de triangles. Si un maillage ontient d'autres polygones, il suÆtde se ramener �a e as en oupant de fa�on ad ho les polygones en triangles15.Nous pr�esentons maintenant la pro�edure que nous avons utilis�ee pour al-uler es maillages interset�es. Cette m�ethode a �et�e mise au point par MartialManip pendant sa th�ese, [69℄, et programm�ee lors de son Post-Do dans le pro-jet Estime �a l'Inria Roquenourt, [70℄. Elle a �et�e utilis�ee et am�elior�ee au oursde tests que nous avons r�ealis�es ave la m�ethode de d�eomposition de domainesnon onforme pr�esent�ee auparavant (voir Setion 2.3).Il faut admettre que le alul d'intersetion de maillage n'est sans doute pasparfait : sa robustesse peut enore être am�elior�ee. Ainsi, des diÆult�es li�ees �a la15Ainsi, omme nous travaillons ave des hexa�edres dans notre ode, nous obtenons desfaes quadrangulaires que nous divisons en deux triangles.p. 60



2.4. PROJECTION SUR LES INTERFACES PLANES
y

x

y
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xShij Shij \ Shji Shji = ~ShijFig. 2.4 { Exemple en 3 dimensions de deux maillages non raord�es surune interfae plane. Le maillage 2D de gauhe Shij est la trae sur l'interfae�ij ; (i; j) 2 N, d'un maillage 3D T hi de 
i. Idem pour le maillage de droiteShji. Le maillage du milieu est le \maillage interset�e". Les maillages sont onsti-tu�es de quadrangles mais peuvent �egalement être faits de triangles. Ils ne seraordent pas et ne sont pas sous-maillages l'un de l'autre.tr�es forte anisotropie de ertains maillages pour les aluls de d�ehets ont-elles�et�e r�esolues tout r�eemment. Cependant, il faut omprendre que e probl�emeest omplexe. Cei est en grande partie dû �a la pr�eision �nie des aluls : deuxarêtes r�eput�ees onfondues peuvent en e�et ne pas avoir de point ommun �a lapr�eision de la mahine pr�es. Ou bien enore, deux arêtes disjointes en g�eom�etrieexate peuvent se r�ev�eler avoir un ou plusieurs points d'intersetion dans lesaluls. Ces erreurs num�eriques peuvent s'av�erer atastrophiques si elles ne sontpas prises en ompte proprement. Un atalysme16 qui nous est ainsi arriv�e estla disparition pure et simple d'une maille : deux triangles venant du \même"maillage, don ens�es être �egaux, avaient, d'apr�es nos aluls, leur intersetiond'aire nulle... Paradoxalement, le as o�u nous herhons l'intersetion de deuxmaillages\identiques", qui semble le plus simple a priori, se r�ev�ele tr�es ompliqu�enum�eriquement.Pour rem�edier �a ela, notre strat�egie a �et�e l'adaptation des seuils de tol�e-rane, ou epsilons, qui interviennent dans tous les tests de omparaison entreottants (proximit�e de deux triangles, nullit�e d'une aire d'intersetion, inter-setion de deux droites parall�eles, appartenane d'un point �a un triangle, et. ,voir les Algorithmes 3 et 4, et l'Annexe A, notamment la Setion A.2.3). Nousroyons qu'il est important de faire d�ependre es seuils des maillages, en parti-ulier de l'anisotropie et des tailles arat�eristiques des mailles.A�n de lari�er l'expos�e, nous avons d�eoup�e la pro�edure en deux parties :l'Algorithme 3 d�erit omment obtenir le maillage interset�e globalement et faitappel de nombreuses fois �a l'Algorithme 4 qui permet de aluler l'aire de l'in-16N'ayons pas peur des mots ! p. 61



CHAPITRE 2. D�ECOMPOSITIONS DE DOMAINES NON-CONFORMEStersetion de 2 triangles. Dans un soui de simpli�ation, nous ne rentrons pasii dans tous les d�etails, et en partiulier nous travaillons en \g�eom�etrie exate",e qui signi�e que nous ignorons d�elib�er�ement les probl�emes li�es aux approxima-tions et autres erreurs d'arrondis. Cependant, es probl�emes sont abord�es dansl'Annexe A.Algorithme 3 (d'intersetion de 2 maillages en triangles, Martial Man-ip). Soient deux maillages plans Sh1 et Sh2 du même domaine � 2 R2 onstitu�esde triangles exlusivement. Pour i = 1; 2, on note Shi = SMik=1 T ik, o�u T ik est untriangle de Shi et Mi le nombre de es triangles.1. Pour les triangles T 1 de Sh1 , aluler et stoker la matrie permettant dealuler les oordonn�ees baryentriques d'un point du plan par rapport autriangle T 1. Cette matrie qui s'obtient par l'inversion d'une matrie 3�3est not�ee M�1 dans l'Annexe A.2. De même, pour tous les triangles T 2 de Sh2 , aluler et stoker la matriepermettant de aluler les oordonn�ees baryentriques d'un point du planpar rapport au triangle T 2.3. Pour haque triangle T 1 de Sh1 , d�eterminer les M2(T 1) triangles de Sh2not�es T 2l� ; � 2 f1; : : : ;M2(T 1)g, ave les � tels que l� 2 f1; 2; : : : ;M2g,qui sont \prohes17" de T 1 �a 2h pr�es. Puis, faire :(a) Pour haque triangle prohe T 2l� ; � = 1; : : :M2(T 1), aluler l'aireinterset�ee mes(T 1 \ T 2l�) (f. Algorithme 4 i-dessous). Si ette aireest positive, stoker le triplet (T 1; T 2l� ;mes(T 1 \ T 2l�)).(b) V�eri�er que la somme M2(T 1)X�=1 mes(T 1 \ T 2l�)est �egale �a mes(T 1). Si e n'est pas le as, la m�ethode est mise en�ehe : soit des triangles prohes de T 1 n'ont pas �et�e trouv�es, soit lealul des aires de triangles interset�es a �et�e mis en d�efaut. �D�eterminer la proximit�e de deux triangles est un probl�eme �a traiter prudem-ment : si le test de proximit�e est fait na��vement en v�eri�ant pour haque trianglede Sh1 la distane ave tous les triangles de Sh2 , l'algorithme est de omplexit�e17Le probl�eme de la proximit�e de deux triangle est abord�e i-dessous.p. 62



2.4. PROJECTION SUR LES INTERFACES PLANESquadratique et il devient tr�es vite insupportablement lent. Une m�ethode possiblebien onnue (par exemple [53℄, hap. 17.2, pp 577{579) onsiste �a pr�ed�eouperla bô�te retangulaire englobant le maillage en bô�tes retangulaires de diam�etre� �� 2h, onstituant une grille strutur�ee grossi�ere du domaine plan �, et af-feter �a haque triangle des deux maillages le num�ero de la bô�te qui le ontient.Ce pr�e-tri permet d'a�el�erer notablement la d�etermination de la proximit�e entredeux triangles ar le tri est maintenant �a deux niveaux. L'algorithme peut sed�erire de la fa�on suivante.Pour un triangle T 1 du maillage Sh1 , nous ommen�ons par d�eterminer labô�te B qui le ontient. Nous stokons alors deux informations : le fait que T 1est dans B et inversement que B ontient T 1. Nous onservons ainsi pour haquebô�te la liste des triangles de Sh1 qu'elle ontient. Nous pro�edons de la mêmemani�ere pour les triangles de Sh2 . Une fois e pr�e-tri termin�e, pour un triangle T 1de Sh1 , nous lisons la bô�te B qui le ontient, et d�eterminons les bô�tes voisinesde B : il en existe au plus 4 en deux dimensions. Ces inq bô�tes, au plus,fournissent la liste des triangles de Sh2 qui sont suseptibles d'être prohes deT 1 �a 2h pr�es. Pour haun de es triangles de Sh2 s�eletionn�es, qui sont not�esT 2 et dont le nombre est grandement restreint par rapport au nombre total detriangles de Sh2 , nous alulons e�etivement la distane entre T 1 et T 2 et negardons que les triangles \prohes".2.4.3 Intersetion de deux trianglesLe alul de la projetion dans le as de deux maillages plans revient don enderni�ere analyse �a aluler l'intersetion de deux triangles T 1 et T 2 quelonques,non r�eduits �a un point ni �a un segment. On utilisera les notations suivantes :les sommets du triangle T i; i = 1; 2, sont not�es Aik; k = 1; 2; 3. L'arête oppos�eeau sommet Aik est appel�ee E ik, voir Figure 2.5.Ce qu'on sait a priori sur ette intersetion T 1 \ T 2, que l'on appellerad�esormais polygone d'intersetion, est assez limit�e :Lemme 2. L'intersetion de deux triangles quelonques non d�eg�en�er�es est unpolygone stritement onvexe, poss�edant de 0 �a 6 sommets.On peut r�epertorier 7 lasses de as di��erents : voir la Figure 2.6. Nousn'avons mentionn�e es di��erentes on�gurations d'intersetion que pour l'illus-tration de l'expos�e. L'Algorithme 4 suivant n'est en auune mani�ere bas�e sur lelistage de es di��erents as de �gure : ei serait �a notre avis lent et laborieuxdu fait de la multipliit�e de es as et des nombreuses d�eg�en�eresenes possibles.p. 63



CHAPITRE 2. D�ECOMPOSITIONS DE DOMAINES NON-CONFORMES
A13

A11 A12
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E13
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Fig. 2.5 { Deux triangles s'intersetant : notations des sommets et des arêtes.Les sommets du triangle T i; i = 1; 2, sont not�es Aik; k = 1; 2; 3. L'arête oppos�eeau sommet Aik est nomm�ee E ik.En e�et, diverses d�eg�en�eresenes peuvent surgir : quand le sommet d'untriangle appartient �a un ôt�e de l'autre, ou enore se superpose sur un sommetde l'autre. En�n, un ôt�e d'un triangle peut se onfondre partiellement ou entotalit�e ave un ôt�e de l'autre triangle. On onsid�ere que es as limite sontontenus dans les 7 pr�e�edents et ne sont pas montr�es dans la Figure 2.6. Evi-demment es d�eg�en�eresenes peuvent engendrer des diÆult�es num�eriques plusou moins graves.
Ni = 0; NS = 3 Ni = 2; NS = 4

Ni = 4; NS = 4
Ni = 0; NS = 0 Ni = 2; NS = 3

Ni = 6; NS = 6Ni = 4; NS = 5Fig. 2.6 { Liste de 7 polygones obtenus par l'intersetion de 2 triangles.On appelle Sr; r = 1; 2; : : :NS les NS sommets du polygone d'intersetion. Lenombre de points d'intersetions entre les ôt�es des deux triangles est not�e Ni etvaut obligatoirement Ni = 0; 2; 4 ou 6, sauf dans les as limites it�es i-dessus.Algorithme 4 (d'intersetion de 2 triangles, Martial Manip). Soientdeux triangles non d�eg�en�er�es T 1 et T 2. On herhe �a aluler l'aire du polygoned'intersetion T 1 \ T 2, voir la Figure 2.5. On pro�ede omme suit.1. D�etermination de la suite des points qui sont les sommets du polygonep. 64



2.4. PROJECTION SUR LES INTERFACES PLANESd'intersetion not�ee PS := (Sr)r=1;2;:::NS :Ce sont soit des points d'intersetion entre une arête de T 1 et une arêtede T 2, soit des sommets de T 1 ou de T 2.(a) On alule les points d'intersetion entre arêtes des deux triangles.Pour e faire, pour haque arête E1k ; k = 1; 2; 3, et haque arêteE2l ; l = 1; 2; 3, on alule l'�eventuel point d'intersetion de la droiteport�ee par l'arête E1k ave la droite port�ee par le segment E2l .Pkl = (E1k) \ (E2l ); k; l 2 f1; 2; 3g:Si les droites sont parall�eles ou onfondues, on rejette les �eventuelsPkl. En e�et, si les droites sont parall�eles et disjointes, il n'y a pasd'intersetion. Si elles sont onfondues, alors les arêtes peuvent �even-tuellement s'interseter, mais dans e as, un point de leur interse-tion qui est aussi un sommet du polygone d'intersetion sera aussiun sommet d'au moins un triangle, et ela sera d�etet�e �a l'�etape sui-vante.Les points Pkl ne sont pas tous des sommets Sr du polygone d'in-tersetion, ar les droites peuvent s'interseter �a l'ext�erieur des tri-angles. Aussi, ne garde-t-on que les points d'intersetion Pkl qui sonte�etivement ontenus dans les deux triangles T 1 et T 2, d�e�nissantla suite des pointsPS; inter = �Pkl � T 1 \ T 2�k;l=1;2;3 :(b) On ajoute les �eventuels sommets A2l ; l = 1; 2; 3, de T 2 qui sont aussiontenus dans T 1. On ajoute �egalement les sommets A1k; k = 1; 2; 3,de T 1 qui sont inlus dans T 2. Finalement la suite des sommets dupolygone d'intersetion s'�eritPS = PS; inter � �A1k � T 2�k=1;2;3 � �A2l � T 1�l=1;2;3 ;o�u nous avons not�e � la onat�enation de suites �nies.� L'outil de base pour aluler l'intersetion de droites ou l'apparte-nane d'un point �a un triangle est le même : les oordonn�ees bary-entriques, voir l'Annexe A. En partiulier, la mani�ere de pro�ederpour d�eterminer si un point du plan appartient �a un triangle ounon est expliqu�ee dans la Setion A.2.3. p. 65



CHAPITRE 2. D�ECOMPOSITIONS DE DOMAINES NON-CONFORMES� On doit noter que des points peuvent être trouv�es plusieurs fois :un sommet peut être �egalement l'intersetion de deux arêtes. Nousn'enlevons pas les doublons. Cela n'est pas gênant ar les pointsainsi obtenus plusieurs fois auront une ontribution nulle �a l'aire�nale.2. On a obtenu la liste PS des NS sommets du polygone stritement onvexedont on herhe �a aluler l'aire.On alule l'isobaryentre G de la suite PS. Certains points �etant poten-tiellement ompt�es plusieurs fois, e baryentre n'est pas for�ement auentre du polygone, mais il est n�eessairement dans son int�erieur puisquele polygone est onvexe, e qui nous permet d'ordonner les points de PS.Pour ela, on alule (NS � 1) angles �r; r = 2; 3; : : : ; NS de l'intervalle[0; 2�℄. Chaque �r est d�e�ni omme l'angle entre les deux veteurs uni-taires ��!GS1jj��!GS1jj et ��!GSrjj��!GSr jj :Ce alul est op�er�e ave un simple arosinus et un test de positivit�e.On trie ensuite suivant l'ordre roissant la liste des angles (�r)r=2;3;:::;NS .Celle-i devient la liste (�r�)�=2;3;:::;NS ave une indexation bijetive � surf1; 2; : : : ; NSg telle que r1 = 1 et�r��1 � �r�; 2 � � � NS:La liste des points PS devient alors la liste des sommets du polygone d'in-tersetion orient�es dans le sens diret~PS := (Sr�)�2f1;2;:::;NSg ;Finalement l'aire du polygone d'intersetion que nous reherhons peutêtre alul�ee omme la somme des aires des triangles GSr�Sr�+1mes(T 1 \ T 2) = NS�1X�=1 mes(GSr�Sr�+1): (2.63)Dans la somme de (2.63), on remarque que la ontribution �a l'aire �nale dedeux points Sr� et Sr�+1 onfondus est nulle. La suppression des doublonsdans la liste des sommets PS n'est don pas indispensable. �p. 66



2.5. TESTS NUM�ERIQUES 2D2.4.4 Illustration d'un alul d'intersetion de maillagesNous montrons une illustration d'un alul d'intersetion de maillage sur laFigure 2.7. Le premier maillage est dans e as strutur�e et r�egulier, et l'autreest onstitu�e de quadrangles d�eform�es. Le maillage d'intersetion montr�e sur lapartie droite de la Figure 2.7 a �et�e obtenu ave l'Algorithme 3 d�erit i-dessus.Nous remarquons que haque quadrangle a bien �et�e d�eoup�e en deux trianglespour aluler le maillage d'intersetion.

Fig. 2.7 { Gauhe : deux maillages 2D superpos�es. Droite : l'intersetion desdeux maillages. Images fournies par Martial Manip.2.5 Tests num�eriques 2D de la m�ethode de d�e-omposition de domainesCes premiers r�esultats num�eriques onstituent la onr�etisation d'un tra-vail r�ealis�e pendant et imm�ediatement apr�es le Cemras 2001, en ollaborationave S�ebastien Wagner18, sous la diretion de Fr�ed�eri Nataf19 et d'Yves Ah-dou20. Le but �etait alors de tester la m�ethode de d�eomposition de domaines18Laboratoire Mod�elisation Num�erique et Couplages, Avenue George Pompidou, BP 56,83162 La Valette du Var C�edex, Frane et Joint Researh Centre - Environment Institute, 1Via Enrio Fermi, 21020 Ispra (Va), Italy, sebastien.wagner�jr.it19CMAP, Eole Polytehnique, Palaiseau, Frane.20Universit�e Paris VII, Frane. p. 67



CHAPITRE 2. D�ECOMPOSITIONS DE DOMAINES NON-CONFORMESnon onformes d�e�nie �a l'�equation (2.58) dans le adre de la probl�ematique dustokage de d�ehets.Ces exp�erienes num�eriques sont don relativement simples et reprennentdes id�ees de tests fournies dans [2℄. L'originalit�e prinipale de la pr�esente �etuder�eside dans la d�eomposition du domaine d'origine en deux sous-domaines em-bô�t�es l'un dans l'autre : ei permet de faire �a moindres frais un raÆnementloal autour d'une zone jug�ee ritique. Dans le as des probl�emes de d�ehetssouterrains, ela peut servir pour un raÆnement autour du site de stokage.Dans toute ette partie, nous nous limitons �a la r�esolution du probl�eme (2.6)ave un d�eoupage en deux sous-domaines de dimension 2 et une perm�eabilit�eonstante K = 1. De plus, tous les sous-domaines sont maill�es ave des grillesretangulaires et nous utilisons une formule de quadrature dans la m�ethode des�el�ements �nis mixtes, a�n d'�eliminer les inonnues de vitesse. Cei permet de seramener �a la m�ethode des volumes �nis (voir [29℄ par exemple).La m�ethode de Krylov employ�ee est Bi-CGStab, ave un rit�ere d'arrêt pourtester la onvergene tel quesup(i;j)2N jj ((uh;i + uh;j) � �i + �ij(ph;i � ph;j)) jShij jj1 � 10�8:2.5.1 Cas test aad�emique 2DLe domaine est le arr�e unit�e 
 = [0; 1℄2. Le premier sous-domaine 
1 =[0:6; 0:8℄2 est totalement entour�e par le seond 
2 = 
n
1, qui est don nononvexe puisqu'il poss�ede un trou. Le terme soure q et les onditions aux limitesde type Dirihlet p sont hoisies de telle sorte que la solution exate soit lafontion r�eguli�ere p(x; y) = x3y2 + sin(xy).Nous donnons les normes L1 et H1 de l'erreur pour des sous-domaines ayantdes maillages non onformes raÆn�es suessivement.Les exp�erienes not�ees 1 et 2 sont faites ave des maillages r�eguliers, et unraÆnement loal dans le sous-domaine interne. La grille �ne est un sous-maillagede la grille grossi�ere : tous les n�uds de l'interfae entre 
1 et 
2 sont des n�udsde la fronti�ere de 
1. Je quali�e les maillages dans e as d'embô�t�es. Dans le as1, le maillage interne est deux fois plus �n que le maillage externe. Dans le as 2,il y a un fateur de raÆnement de 10. Pour l'exp�eriene 3, les maillages ne sontpas embô�t�es, mais sont totalement non o��nidents : �a part les sommets de 
1,auun point des deux interfaes ne sont les mêmes. Nous donnons dans haqueas le nombre de mailles selon les axes Ox et Oy. Une grille initiale est hoisie,puis est raÆn�ee suessivement en divisant un retangle en quatre retangles�egaux, 'est-�a-dire en divisant le pas du maillage h par un fateur 2.p. 68



2.5. TESTS NUM�ERIQUES 2D
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Fig. 2.8 { Gauhe : exemple de maillages embô�t�es pour le probl�eme 2D aa-d�emique. Le maillage du domaine int�erieur est un sous-maillage de elui dudomaine ext�erieur. Grilles (10� 10) dans 
2 et (4� 4) dans 
1. Droite : pres-sion au entre des mailles dans l'exp�eriene 2.Exp�eriene 1 Grilles : (5 � 2n� 5 � 2n) dans 
2; (2 � 2n� 2 � 2n) dans 
1; n =0; 1; 2; 3; 4; 5. Un exemple est pr�esent�e pour n = 1 dans la Figure 2.8. Lesmaillages sont embô�t�es et les maillages r�eguliers.Exp�eriene 2 Grilles : (5�2n�5�2n) dans 
2; (10�2n�10�2n) dans 
1; n =0; 1; 2; 3; 4. Les maillages sont embô�t�es et les maillages r�eguliers.Exp�eriene 3 Grids : (5 � 2n � 5 � 2n) dans 
2; (2 � (2n + 1) � 2 � (2n +1)) dans 
1; n = 0; 1; 2; 3; 4; 5. Les maillages ne sont pas embô�t�es et lesmaillages r�eguliers.R�esultatsNous pr�esentons sur la Figure 2.8 la solution du probl�eme 2 ave 2n = 4. Lesmaillages sont r�eguliers : 20� 20 pour le sous-domaine externe et 40� 40 pourle sous-domaine interne. Pour des raisons de visualisation, nous avons ajout�edes 0 �a la solution du domaine 
2 dans la zone du sous-domaine 
1 a�n detraer ette solution sur une grille arr�ee r�eguli�ere. Cei explique les lignes sanssens physiques qui passent sous le arr�e noir. D'autre part, la solution du sous-domaine interne apparâ�t noire ar le maillage est trop �n pour la r�esolution del'image.Dans la Figure 2.9, nous avons dessin�e la valeur absolue de l'erreur en haquepoint pour haque sous-domaine.Nous notons � le fateur de r�edution de l'erreur en norme H1 d'une grillede pas de maillage h1 �a la grille suivante de pas h2. Il est alul�e par la formulejjerreurh1 jjH1jjerreurh2 jjH1 = �h1h2��.Lors des exp�erienes 1 et 2, l'ordre asymptotique de onvergene dans lap. 69
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Fig. 2.9 { Erreur en norme in�nie : Exp�eriene 2. Gauhe : dans le sd externe
2. Ehelle : de 0 �a 1E � 3. Droite : dans le sous-domaine interne 
1. Ehelle :entre 0 et 2:5E � 3.2n 1=h jj � jj1 jj � jjH1 r�edution d'erreurH1 �1 5 1:021E � 2 2:397E � 22 10 3:610E � 3 9:932E � 3 2:41 1:274 20 1:071E � 3 4:527E � 3 2:19 1:138 40 3:053E � 4 1:638E � 3 2:76 1:4716 80 8:519E � 5 5:897E � 4 2:77 1:4732 160 2:357E � 5 2:108E � 4 2:80 1:48Tab. 2.1 { Exp�eriene 1 : erreurs omme fontions de h.
2n 1=h jj � jj1 jj � jjH1 r�edution d'erreurH1 �1 5 2:784E � 2 4:744E � 22 10 7:379E � 3 1:464E � 2 3:24 1:704 20 2:054E � 3 5:054E � 3 2:90 1:538 40 5:617E � 4 1:777E � 3 2:84 1:5116 80 1:520E � 4 6:281E � 4 2:83 1:50Tab. 2.2 { Exp�eriene 2 : erreurs omme fontions de h.

p. 70



2.5. TESTS NUM�ERIQUES 2D
2n 1=h jj � jj1 jj � jjH1 r�edution d'erreurH1 �1 5 1:610E � 2 3:99E � 22 10 1:636E � 2 3:22E � 2 1:24 0:314 20 1:164E � 2 2:10E � 2 1:53 0:618 40 5:250E � 3 8:78E � 3 2:39 1:2616 80 1:730E � 3 2:70E � 3 3:25 1:7032 160 4:926E � 4 7:43E � 4 3:64 1:8648 240 2:287E � 4 3:43E � 4 2:17 1:91Tab. 2.3 { Exp�eriene 2 : erreurs omme fontions de h.norme H1 est en O(h3=2), omme le montrent les Tables 2.1 et 2.2. La superonvergene qui existe au entre des mailles pour la m�ethode des volumes �nisest onserv�ee partiellement ave ette m�ethode de d�eomposition de domainesdans le as o�u les maillages sont r�eguliers et non onordants mais embô�t�es.L'ordre O(h1=2) qui manque par rapport �a l'ordre O(h2) qui est attendu th�eo-riquement ave les volumes �nis sur des maillages r�eguliers est probablementle oût �a payer pour avoir des maillages non onordants. On note de plus queles r�esultats restent sensiblement les mêmes pour les deux tests, bien que lemaillage du sous-domaine interne soit 5 fois plus �n dans le as 2 que dans leas 1. L'algorithme semble don peu d�ependant du rapport entre les maillagesdes deux sous-domaines dans ette exp�eriene o�u la solution est tr�es r�eguli�ere.Les r�esultats sont moins nets pour l'exp�eriene 3, qui orrespond �a desmaillages qui ne sont pas embô�t�es, voir la Table 2.3. L'ordre de onvergeneaugmente et semble vouloir atteindre un O(h2). Cependant, le taux de onver-gene part d'un niveau bien inf�erieur aux as pr�e�edents. Ainsi, si on ompareave les erreurs du as 1 qui est analogue au as 3, mais ave des maillagesembô�t�es, pour un raÆnement �egal de 2n = 32, on obtient dans un as 2:10�4ontre 7:10�4 dans l'autre. L'erreur H1h est don ii 3:5 fois plus forte dans leas non embô�t�e que dans le as embô�t�e.2.5.2 Cas test de stokage simpli��eNous montrons maintenant une exp�eriene num�erique visant �a mod�eliser uneouhe g�eologique ontenant inquante alv�eoles qui lib�erent un ontaminant.Le probl�eme est statique, 2D et ave des oeÆients normalis�es �a 1. Auuneinterpr�etation physique n'est don r�ealisable. p. 71
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10 m 1020 m : 50 alveolas

20 m

40 m

40 m

40 m

20 m

2 m

1 m

100 m

40 m

10 m

1100 mFig. 2.10 { G�eom�etrie de la ouhe g�eologique simpli��ee.La g�eom�etrie est pr�esent�ee dans la Figure 2.10. Le domaine 
 = [0; 1100℄�[0; 100℄, en m�etres, est d�eompos�e en deux sous-domaines 
1 = [40; 1060℄ �[40; 60℄, qui ontient tous les termes soure, et 
2 = 
n
1. L'interfae est tra-�ee en ligne disontinue. Les soures sont d�e�nies par q = 1 dans les alv�eolesrepr�esent�ees omme des arr�es gris sur la Figure 2.10, et 0 partout ailleurs.R�esultatsOn peut visualiser les r�esultats de alul sur les Figures 2.11 et 2.12.Les aluls ont �et�e r�ealis�es sur deux maillages di��erents. Lors du premier, lagrille du sous-domaine externe 
2 �etait onstitu�ee de 110�10 mailles arr�ees delongueur 10m � 10m. Le sous-domaine interne 
1 poss�edait 2040� 40 maillesarr�ees de taille 0:5m � 0:5m. Pour le seond alul, le maillage externe �etaitinhang�e �a 110 � 10 mailles. Le maillage interne �etait raÆn�e par un fateurdeux : il ontenait 4080� 80 mailles arr�ees de longueur 0:25m� 0:25m.Dans les deux as, Bi-CGStab onverge en 34 it�erations et moins d'une dizainede minutes ave un PC ommun.On note que le maillage externe est beauoup moins �n que le maillageautour du site de stokage : le maillage dans la ouhe g�eologique est de 20 �a40 fois plus grossier que dans le voisinage des d�ehets. Cei n'a pas d'inidenesur la rapidit�e de onvergene de la m�ethode dans e as.2.6 ConlusionApr�es ette analyse de la m�ethode de d�eomposition de domaines de Robinnon-onforme et es premiers tests simples en deux dimensions qui montrentson utilit�e pour le raÆnement loal, nous allons aborder maintenant des simu-lations plus omplexes en trois dimensions. Pour ela, nous avons besoin dep. 72



2.6. CONCLUSION

Fig. 2.11 { Solution interpol�ee du as de ouhe g�eologique simpli��ee. Grilles :(110 x 10) et (2040 x 40) mailles. On note les 50 pis orrespondant au 50soures.
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Fig. 2.12 { Solution du as de ouhe g�eologique simpli��ee. Gauhe : illustrationave 3 soures pour mieux visualiser les maillages et les pis. Droite : as aveles 50 soures. Grilles : (110 x 10) et (2040 x 40) mailles.
p. 73



CHAPITRE 2. D�ECOMPOSITIONS DE DOMAINES NON-CONFORMESprogrammes qui mettent en �uvre de fa�on eÆae la m�ethode de d�eomposi-tion de domaines que nous venons d'introduire. L'impl�ementation parall�ele et lesexp�erimentations en 3D onstituent pr�eis�ement le sujet du prohain hapitre.

p. 74



Chapitre 3Couplage de odes etparall�elisme ave OamlP3lCe hapitre est d�edi�e �a la mise en �uvre informatique de la d�eompositionde domaines et aux r�esultats en 3 dimensions illustrant ette impl�ementation.En temps normal, ette partie, tehnique et laborieuse, serait �a peine abord�ee ourel�egu�ee en �n de m�emoire au milieu des annexes. Cependant, un travail originala �et�e r�ealis�e qui m�erite �a mon avis une desription ompl�ete et en bonne plaedans et ouvrage.Ce travail onsiste en l'utilisation de l'environnement OamlP3l pour pro-grammer la m�ethode de d�eomposition de domaines. Nous donnerons plus loind'amples expliations sur e qu'est OamlP3l, sur e qu'il peut faire et ommentil peut être utilis�e. Nous pouvons ependant dire d�es �a pr�esent que e syst�emepermet de programmer la struture parall�ele d'un ode en langage Oaml1 aveun nombre r�eduit de ommandes. Nous royons fermement que l'approhe utili-sant OamlP3l poss�ede un avenir prometteur : l'environnement OamlP3l d�etientde s�erieux atouts inh�erents �a sa nature-même. Sa plus grande qualit�e r�eside er-tainement dans le fait que le syst�eme OamlP3l permet �a l'utilisateur d'�erire etde d�eboguer une version s�equentielle de son programme et ensuite la version pa-rall�ele est automatiquement d�eduite par une simple reompilation du programmesoure. D'autre part, nous devons mentionner une faiblesse du syst�eme : dans saversion atuelle, l'appliation qui nous int�eresse, la d�eomposition de domaines,ne peut pas être programm�ee de fa�on salable, ar il existe un goulot d'�etran-glement des ommuniations. Cette limitation n'a pas sembl�e avoir d'inuenesur nos appliations, pour lesquelles le nombre de sous-domaines restait relati-1Rappelons que l'on pronone Oaml ave le \O" de O rage ! ô d�esespoir ! ô vieillesseennemie ! [34, Ate I, s�ene IV℄, et \ave le \a" de af�e et le \mel" de melba" [97℄, page xi.Voir les URL http ://pauilla.inria.fr/oaml/ ou http ://www.oaml.org/.



CHAPITRE 3. COUPLAGE DE CODES ET PARALL�ELISME AVEC OCAMLP3Lvement faible |de l'ordre de 16 en g�en�eral. Des reherhes sont en ours pourpallier ette faiblesse qui serait une forte nuisane pour des aluls massive-ment parall�eles. Cette restrition pos�ee, nous pouvons passer �a la desriptiondu syst�eme OamlP3l qui permettra, nous n'en doutons pas, de montrer toutesa fore.Mais avant tout, nous tenons �a pr�eiser que l'�etude qui suit est le fruitd'un an et demi d'une ollaboration interdisiplinaire exemplaire entre deuxherheurs en informatique, Pierre Weis2 et Roberto Di Cosmo3, d'un ôt�e,et trois num�eriiens de l'autre, Fran�ois Cl�ement, Arnaud Vodika4 et moi-même. Trois publiations, [30, 31℄, dont un artile hybride mi-informatique,mi-num�erique soumis �a un journal d'informatique [35℄, attestent du dynamismede e partenariat.L'interation entre num�eriiens et informatiiens a �et�e un r�eel su�es dansla mesure o�u l'�ehange a vraiment �et�e r�eiproque. D'un ôt�e, les demandesdes num�eriiens, li�ees �a leurs probl�emes sp�ei�ques, ont engendr�e une foisond'id�ees nouvelles pour le syst�eme qui sont maintenant inorpor�ees dans la versionatuelle d'OamlP3l : la oloration�5 des n�uds physiques et virtuels du r�eseau dealul pour sp�ei�er leur appariement mutuel, la nouvelle notion de parfuns�quisont des sous-r�eseaux de alul parall�ele, onsid�er�es par l'utilisateur omme desfontions, et en�n la possibilit�e d'initialiser loalement ou globalement es sous-r�eseaux, e qui joue un rôle important dans la d�eomposition de domaines. Cestrois notions am�eliorent l'eÆait�e et failitent l'�eriture de programmes, e quionstitue un pas en avant vers l'int�egration en doueur du alul parall�ele dansle paradigme6 de la programmation fontionnelle.Dans l'autre sens, les informatiiens ont apport�e tout simplement la m�etho-dologie et l'outil de base qui ont permis aux num�eriiens d'�erire un programmede ouplage de odes, ave en prime le parall�elisme.2Projet Cristal - INRIA Roquenourt3Projet Cristal - INRIA Roquenourt et Universit�e de Paris 74Respetivement herheur et ing�enieur dans le projet Estime - INRIA Roquenourt5Rappelons que les termes suivis d'un ast�erisque sont bri�vement d�e�nis dans le lexique enAnnexe C.1.6Paradigme : mod�ele th�eorique de pens�ee qui oriente la reherhe et la r�eexion sienti�que,d'apr�es le Petit Larousse illustr�e, 1998.p. 76



3.1. INTRODUCTION : COUPLAGE DE CODES3.1 Introdution : ouplage de odes, d�eom-position de domaines et parall�elismeLe but �nal de l'�etude que nous pr�esentons ii est le ouplage de odes. Ene�et, la omplexit�e des probl�emes �a r�esoudre s'arô�t, �a la fois en termes detaille des probl�emes, mais aussi en raison de la diversit�e des physiques �a traiter. Ildevient ruial de oupler des physiques di��erentes. Ainsi, dans la probl�ematiquedu stokage de d�ehets en milieu souterrain, l'�equation du transport doit-elle,dans ertains as, être oupl�ee �a des �equations de himie : on parle alors deouplage himie{transport. Restons sur et exemple simple. La plupart du tempsdes odes traitant s�epar�ement la himie et le transport existent d�ej�a. Un moyend'�eviter la r�e�eriture de es odes est de les utiliser en les ouplant entre eux.Le ouplage de odes entre eux est don l'enjeu �nal du projet.Un premier pas dans ette diretion est le ouplage d'un ode ave lui-même.et une appliation non triviale est la d�eomposition de domaines. Nous pr�esen-tons don ii les r�esultats obtenus dans e adre. La m�ethode de d�eompositionde domaines utilis�ee est la m�ethode de Robin{Robin d�erite au Chapitre 2 dansla Setion 2.3. Un ertain nombre de diÆult�es intrins�eques du ouplage deodes ont pu être touh�ees du doigt au ours de ette �etude. Notamment, lad�e�nition laire de l'interfae, au sens informatique du terme, entre le ode �aoupler et le oupleur s'est r�ev�el�ee indispensable.Une autre question qui est reli�ee au ouplage de ode est elle du parall�e-lisme. Il est �evidemment int�eressant d'ex�euter de fa�on parall�ele les odes dealuls, quand 'est possible. Le but du parall�elisme est double : d'une part ilpermet de r�epartir la harge m�emoire sur plusieurs mahines, et d'autre partil peut a�el�erer notablement les aluls. Dans le adre de la d�eomposition dedomaines, l'utilisation du parall�elisme est naturelle et a pu être mise en �uvre.La question d�eliate de l'�equilibrage de harges ne sera pas abord�ee en tant quetelle, mais reste une pr�eoupation qui reviendra tout au long de ette partie,notamment au moment des appliations num�eriques.Nous avons hoisi de oupler les odes en utilisant le langage Oaml et pluspartiuli�erement l'environnement OamlP3l qui nous a fourni automagiquementtoute la tuyauterie n�eessaire pour les ommuniations entre les odes, ave aupassage le parall�elisme pour le prix d'une simple reompilation !Nous devons dire d�es maintenant que, par manque de temps, nous n'avonse�etu�e auune onfrontation ave le standard MPI, [59℄. Nous pensons qu'ilserait int�eressant de omparer l'eÆait�e des odes parall�eles, mais �egalementles temps de d�eveloppement en programmant ave OamlP3l puis ave MPI.Nous pensons qu'�a algorithme �egal, l'impl�ementation ave MPI en C++ seraitp. 77



CHAPITRE 3. COUPLAGE DE CODES ET PARALL�ELISME AVEC OCAMLP3Lsans doute un peu plus rapide, puisqu'il n'y aurait pas d'interfae ave un autrelangage informatique. Par ontre nous sommes persuad�es que le temps de d�e-veloppement et surtout de d�ebogage serait �a oup sûr beauoup plus important.C'est d'ailleurs prinipalement ette perspetive de devoir perdre quelques mois�a d�eboguer un ode parall�ele MPI qui nous a d�eourag�es de l'�erire, alors que leode OamlP3l fontionnait d�ej�a...Nous ommen�ons par un bref survol du ode �a oupler dans la Setion 3.2.Ce ode, �erit en C++, r�esout un probl�eme sur un sous-domaine et est don ap-pel�e en toute originalit�e solveur de sous-domaine. La Setion 3.3 est onsar�ee�a une ourte pr�esentation du langage de programmation Oaml qui a pour butde mettre au lair ertaines notions qui sont utilis�ees dans la partie suivante.Dans la Setion 3.4, nous d�erivons le syst�eme OamlP3l dans sa g�en�eralit�e puisnous donnons un exemple d'utilisation ave le programme qui op�ere le ouplageentre odes : ii enore, nous ferons preuve d'esprit d'initiative en le baptisantoupleur. En�n, la Setion 3.5 est d�edi�ee aux r�esultats num�eriques obtenus enfaisant interagir les solveurs de sous-domaine au moyen du oupleur. Ces r�e-sultats sont de deux sortes : nous avons valid�e la m�ethode de d�eompositionde domaines et test�e le parall�elisme sur un as aad�emique ; ensuite, nous noussommes onfront�es �a un probl�eme \industriel" fourni par l'Andra. Une ourteonlusion lôt d�e�nitivement e hapitre �a la Setion 3.7.Nous pr�eisons qu'une desription ompl�ete du ontenu des setions se trouveau d�ebut de haune d'entre elle.3.2 Solveur de sous-domaine : le ode LifeVNous expliquons rapidement dans ette setion le solveur de sous-domaine.La Setion 3.2.1 donne une bibliographie suinte onernant les m�ethodes d'�el�e-ments �nis mixtes et mixtes hybrides. Il y est �egalement mentionn�e des pro-bl�emes sp�ei�ques qu'ont es m�ethodes ave les hexa�edres d�eform�es, [75℄. En-suite dans les Setions 3.2.2 et 3.2.3, nous fournissons quelques indiations surla mani�ere dont nous avons programm�e le solveur de sous-domaine. En�n, laourte Setion 3.2.4 ontient quelques remarques personnelles sur le langageC++, dans lequel le solveur de sous-domaine a �et�e �erit, et propose quelquespistes bibliographiques sur le sujet.Le solveur de sous-domaine est un programme que nous avons ins�er�e dansun projet plus vaste d�enomm�e LifeV : LifeV7 est une librairie d'�el�ements �nis en7Voir l'URL http ://www.lifev.org/.p. 78



3.2. SOLVEUR DE SOUS-DOMAINE3 dimensions |LIbrary of Finite Elements| �erite en C++ et qui vise, �a sonorigine tout au moins, des appliations plutôt orient�ee vers les �eoulements san-guins. Cette librairie est le fruit d'un partenariat �etroit qui dure depuis quelquesann�ees entre di��erents laboratoires de reherhe europ�eens : notamment au seinde l'Inria Roquenourt, du Politenio de Milan en Italie, et de l'Eole Poly-tehnique F�ed�erale de Lausanne en Suisse8.Le lien ave les milieux poreux, qui nous pr�eoupent ii, peut sembler t�enuau premier abord. En fait, une ollaboration s'est mise en plae ar ertains�eoulements sanguins �a travers des �ltres, dont le but est de s�eparer les di��erentsonstituants du sang, peuvent se mod�eliser omme des �eoulements en milieuxporeux anisotropes. C'est ainsi que j'ai ommen�e �a travailler ave Jean-Fr�ed�eriGerbeau et son �etudiant Mohamed Bel Hadj9.3.2.1 El�ements �nis mixtes et mixtes hybridesAinsi, avons-nous programm�e ensemble en C++ la m�ethode des �el�ements�nis mixtes hybrides, pour des �el�ements de Raviart{Thomas{N�ed�ele d'ordre leplus bas, not�es RT0, sur un probl�eme elliptique d'�eoulement ave un tenseur deperm�eabilit�e pouvant être anisotrope, et dans un maillage g�en�eral10 onstitu�ed'hexa�edres d�eform�es. Nous ne d�etaillerons pas ii les �el�ements �nis mixtes nila tehnique d'hybridation. Nous devons ependant dire quelques mots sur l'hy-bridation des �el�ements �nis mixtes. Elle permet de transformer, apr�es quelquesmanipulations alg�ebriques, le syst�eme matriiel issu de la m�ethode des �el�ements�nis mixtes, qui est sym�etrique mais non-d�e�ni pour les probl�emes elliptiqueset qui a pour inonnues les vitesses et les pressions, en un syst�eme sym�etriqued�e�ni positif dont les inonnues sont des multipliateurs de Lagrange qui sontintroduits pour r�ealiser l'hybridation et qui s'interpr�etent omme des traes depression sur les faes des �el�ements.Une litt�erature abondante existe �a e sujet : l'hybridation a �et�e originellementintroduite dans [43℄, puis a �et�e analys�ee en d�etails dans [16℄. Sur les �el�ements�nis mixtes de Raviart et Thomas, itons [82℄ ; pour les �el�ements 3D, il onvientd'ajouter le nom de N�ed�ele aux deux pr�e�edents, [79℄. Nous itons �egalementles deux ouvrages [83℄ et [23℄, qui permettent d'avoir une vision globale dela question. Mentionnons en�n l'artile [29℄ qui o�re une tr�es bonne approhephysique et p�edagogique des �el�ements �nis mixtes et mixtes hybrides.Comme nous travaillons sur des hexa�edres d�eform�es, nous devons �egalementdire un mot du travail de Na�, Russell et Wilson [75℄, [77℄ ou [76℄. Ces au-8Voir l'URL http ://ias.epfl.h/ms/Haemodel.php3.9Projet Bang - Inria Roquenourt.10C'est-�a-dire non-strutur�e. p. 79



CHAPITRE 3. COUPLAGE DE CODES ET PARALL�ELISME AVEC OCAMLP3Lteurs montrent en e�et que la onvergene de la m�ethode des �el�ements �nismixtes n'est pas assur�ee sur des hexa�edres onvexes ayant des d�eformations en3 dimensions : les vitesses onstantes ne vivent pas toujours dans l'espae d'ap-proximation. Cei est li�e aux propri�et�es de la transformation de Piola, [23℄, quiest utilis�ee habituellement dans les m�ethodes mixtes pour envoyer une fontionvetorielle du ube unit�e sur un hexa�edre quelonque ; or, ette transformationde Piola transforme obligatoirement une fontion vetorielle vivant dans RT0sur le ube de r�ef�erene, en une fontion dont les ux ont une d�ependane li-n�eaire sur haque fae de l'hexa�edre d'arriv�ee11. Le probl�eme est que les uxd'une fontion onstante dans ertains hexa�edres d�eform�es peuvent avoir unomportement quadratique, [75℄. L'un des deux exemples fournis dans les r�ef�e-renes it�ees est elui de la pyramide r�eguli�ere �a base arr�ee, dont le sommet a�et�e tronqu�e. Dans un tel �el�ement, les fontions de RT0 transform�ees par Piolane peuvent repr�esenter un ux uniforme de fa�on exate.L'e�et est est essentiellement li�e aux hexa�edres. Un probl�eme similaire ded�egradation de la onvergene du terme en divergene de la vitesse peut ap-parâ�tre pour des quadrilat�eres onvexes quelonques en 2 dimensions, [15℄. Ilest dû essentiellement au fait que la fontion transformant le ube de r�ef�ereneen un hexa�edre quelonque est trilin�eaire, alors que les fontions transformantun simplexe de r�ef�erene en un simplexe quelonque en toute dimension sontlin�eaires. Nous notons que la fontion transformant un arr�e de r�ef�erene en unquadrangle en 2D est bilin�eaire.Une solution �a e probl�eme pr�eonis�ee dans [77℄ est de se plaer dans le adredes m�ethode CVMFE |Control-Volume Mixed Finite Element| et de prendredes fontions de forme quadratiques pour la vitesse et non plus lin�eaires. Ceipermet d'am�eliorer notablement la pr�eision dans la plupart des as. Faute detemps, nous n'avons pas explor�e plus avant la question et n'avons pas tent�e deprogrammer les fontions de forme reommand�ees.3.2.2 Impl�ementation des �el�ements �nis mixtesCes quelques lignes expliquent le travail de programmation que nous avonsr�ealis�e pour obtenir un ode qui r�esolve l'�eoulement sur un seul domaine (2.2).Nous sommes partis de la librairie LifeV et nous sommes servis des outilsde gestion de maillage, de traitement des onditions aux limites, d'assemblage,de manipulations de tableaux, d'inversion matriielle, et., qui existaient d�ej�a.Nous avons utilis�e le formalisme de mise en �uvre des �el�ements �nis pour ajouterles �el�ements de Raviart-Thomas-N�ed�ele sur des hexa�edres, [82℄ et [79℄ de plus11Plus exatement, la omposante k du ux d�epend lin�eairement de la variable xk; k =1; 2; 3.p. 80



3.2. SOLVEUR DE SOUS-DOMAINEbas degr�e aux �el�ements �nis d�ej�a impl�ement�es12. Je tiens �a pr�eiser que le ode�etait suÆsamment bien on�u initialement pour avoir permis de programmerassez failement es �el�ements �nis mixtes, qui sont relativement di��erents des�el�ements de type Lagrange, puisque leurs degr�es de libert�e sont vetoriels etvivent sur les faes.La mani�ere dont nous avons programm�e les �el�ements �nis mixtes devraitnormalement laisser la possibilit�e de d�evelopper tr�es failement des �el�ements �nismixtes d'ordre �elev�es. En partiulier, l'�elimination des inonnues de vitesse etde pression qui a lieu pendant la phase d'hybridation, est faite ave les librairiesBlas13 |Basi Linear Algebra Subprograms| [47℄, et Lapak14 |Linear AlgebraPACKage| [11℄, et reste valable pour tous les �el�ements �nis mixtes hybrides.L'inversion du syst�eme matriiel est op�er�ee grâe �a la librairie Azte, [94℄, quio�re un hoix de m�ethodes it�eratives pouvant être utilis�ees en parall�ele, e quenous n'avons pas herh�e �a faire, le parall�elisme provenant diretement de lad�eomposition de domaines et d'OamlP3l.3.2.3 Du solveur sur un domaine au solveur de sous-domaineProgrammer de fa�on eÆae une m�ethode de d�eomposition de domainesn�eessite plus qu'un ode r�esolvant un probl�eme sur un domaine, il faut quee ode soit un v�eritable solveur de sous-domaine. Expliquons-nous : de fa�ong�en�erale, un ode d'�el�ements �nis qui traite un probl�eme stationnaire et lin�eairesur un domaine op�ere suivant le sh�ema : il lit un maillage, lit les param�etres(onditions aux limites, oeÆients, et.), puis �a partir de es donn�ees forme lamatrie du probl�eme et le seond membre. Ensuite il inverse le syst�eme lin�eaireet �erit la solution sur le disque et la trae �eventuellement.Le solveur de sous-domaine agit de fa�on sensiblement di��erente : il doitr�ealiser l'op�erateur d'interfae (2.47) de la Setion 2.3.9. Pour ei, il ne faitqu'une seule fois la phase d'initialisation pendant laquelle il lit le maillage, lesonditions aux limites, forme |et fatorise| la matrie. Ensuite, le solveur estune fontion qui prend un veteur d'interfae en argument, fait un alul |onsistant essentiellement en une inversion de syst�eme matriiel| et renvoie unveteur d'interfae en sortie. Nous reviendrons plus en d�etails sur la mani�ere dontfontionne le solveur de sous-domaine dans la Setion 3.5.3, o�u nous d�erivonsompl�etement le oupleur qui oordonne les solveurs de sous-domaine.12Citons les �el�ements P1, P1 bulle, P2, et d'autres, pour les tetra�edres et Q1 pour leshexa�edres.13Voir l'URL http ://www.netlib.org/blas/.14Voir l'URL http ://www.netlib.org/lapak/. p. 81



CHAPITRE 3. COUPLAGE DE CODES ET PARALL�ELISME AVEC OCAMLP3LNous pr�eisons �a e propos que notre philosophie a �et�e de d�eoupler ompl�e-tement les sous-domaines : un sous-domaine ne onnâ�t que lui-même ; il ignoreompl�etement que d'autres sous-domaines peuvent �eventuellement exister. Enrevanhe, un sous-domaine 
i sait di��erenier deux sortes de bords : les bordsext�erieurs, qui appartiennent en fait �a �i et les bords d'interfae, qui onstituentShi , voir la Setion 2.2 pour les notations. Dans ette optique, seul le oupleuronnâ�t l'ensemble des sous-domaines et la mani�ere dont ils sont reli�es entreeux. Disons un mot de l'interfa�age, 'est-�a-dire de la mani�ere dont les om-muniations sont e�etu�ees ave le oupleur : les ommuniations passent parles anaux d'entr�ee et de sortie standards du solveur de sous-domaine, voir laSetion 3.5.3. Les veteurs d'interfae qui transitent entre un sous-domaine et leoupleur sont pr�e�ed�es d'un en-tête qui le arat�erise enti�erement Par exemple,un veteur d'interfae vivant sur le maillage d'interfae Shij; (i; j) 2 N entre
i et 
j et qui est vu depuis le sous-domaine 
i, est pr�e�ed�e d'un en-tête quiontient dans l'ordre : un entier repr�esentant le num�ero unique de l'interfaeShij15, le num�ero i du sous-domaine, le num�ero j du voisin, et la taille du veteurd'interfae.Apr�es avoir �ni de programmer la m�ethode des �el�ements �nis, nous avonsdon pass�e quelques mois �a oder en C++ le solveur de sous-domaine. Pour lar�esolution matriielle direte, nous avons utilis�e la m�ethode LU fournie par lalibrairie UMFPak, [42℄.3.2.4 A propos du C++Le langage de programmation orient�e objets C++ est maintenant largementr�epandu dans la ommunaut�e num�erique. Par ons�equent, il n'est sans doutepas utile de onsarer trop de temps �a lui faire de la publiit�e, d'autant plusque, omme nous le verrons �a la Setion 3.3.2, la programmation objet estbeauoup moins sûre que la programmation fontionnelle. Mon exp�eriene dela programmation objet aurait tendane �a on�rmer ette assertion, sous laforme d'une remarque que ne d�ementiront ertainement pas les programmeursde C++ : il est extrêmement faile de mal programmer en C++. Il est n�eessaired'avoir une tr�es bonne onnaissane de la programmation pour �eviter de fairen'importe quoi. Cei peut, �a mon avis, s'interpr�eter omme une faiblesse de elangage tr�es permissif.N�eanmoins, nous sommes parvenus �a faire e que nous voulions dans elangage |apr�es bien des phases de d�ebogages, ertes|, et nous demeurons15Une bijetion est hoisie entre l'ensemble de es num�eros d'interfae Shij ; (i; j) 2 N inlusdans N , et l'ensemble N inlus dans N2 .p. 82



3.3. PR�ESENTATION DU LANGAGE OCAMLrelativement satisfaits du r�esultat ainsi que du moyen.Pour �nir, pr�esentons quelques ouvrages |goutte d'eau au milieu de l'o�eandes publiations onsar�ees au C++| qui nous ont servi et que nous avons trou-v�es bien faits : le passeport pour le C++ [60℄ est un bon livre plutôt �a l'usage des�etudiants, donnant un bon aper�u du C++. Le livre de Stroustrup [92℄ est la r�e-f�erene inontournable, tr�es ompl�ete bien qu'un peu indigeste. Nous onluonsave un livre original sur le C++ : [66℄ ; son int�erêt majeur est de ommen-er diretement par l'utilisation de la librairie de mod�eles standard |StandardTemplate Library ou STL|, et de fournir un a�es rapide aux possibilit�es avan-�ees du langage. Il renverse ainsi les habitudes de l'enseignement du C++ etpermet sans doute �a un d�ebutant de d�emarrer assez rapidement.Nous refermons ette parenth�ese sur le C++, qui est onsid�er�e omme unterrain onnu, et ommen�ons l'exploration des ontr�ees d�esertiques ave Oaml.3.3 Pr�esentation du langage OamlNous nous sommes largement inspir�es de deux soures pour ette partie : lapage ou�ebe de Pierre Weis [96℄ et le livre de ours de Xavier Leroy et PierreWeis [97℄16. Nous nous sommes �egalement servi du gros ouvrage sur Oaml [25℄.Dans la Setion 3.3.1, nous r�esumons l'essentiel �a savoir sur le langage Oaml.Ensuite, dans la Setion 3.3.2, quelques mots sont dits onernant la program-mation fontionnelle. Un survol des traits saillants d'Oaml est fait dans 3.3.3.Dans la Setion 3.3.4, des exemples simples permettant de se familiariser ave lasyntaxe, illustrent les notions introduites. Les Setions 3.3.5 et 3.3.6 sont d�edi�ees�a des exemples d'utilisation de deux fontions Oaml qui poss�edent des versionsparall�eles dans le syst�eme OamlP3l : respetivement map et fold. En�n, la Se-tion 3.3.7 permet de touher du doigt une petite subtilit�e qui sera utile pour ladesription d'OamlP3l : la notion d'initialisations loale et globale.3.3.1 Introdution : l'essentiel sur OamlNous pr�esentons dans ette setion quelques arat�eristiques du langageOaml qui nous serviront pour d�erire l'environnement OamlP3l. Il est en e�et16Outre sa lart�e et sa rigueur, e livre sera appr�ei�e pour son humour, d�emontrant ainsid�e�nitivement et royalement qu'informatique et d�etente peuvent être fortement orr�el�ees. Jeonseille notamment la leture du Chapitre 7, o�u les auteurs d�erivent omment programmerun psyhanalyste informatique... p. 83



CHAPITRE 3. COUPLAGE DE CODES ET PARALL�ELISME AVEC OCAMLP3Lindispensable d'être familier ave un ertain nombre de onepts pour pouvoiromprendre e qui est expliqu�e dans la Setion 3.4. Nous pensons que ettepr�esentation d'Oaml est justi��ee par la m�eonnaissane de e langage dans lemilieu num�erique et les forts a priori n�egatifs qui lui sont parfois assoi�es. Uneexeption toutefois m�erite d'être mentionn�ee : Chandrasekaran et Gu ont d�eve-lopp�e amlFloat17, une interfae en Oaml pour les librairies Lapak [11℄, et Blas[47℄, qui peut être appel�e par un programme, ou être utilis�e interativement,r�eant ainsi un environnement similaire �a Matlab, mais ave a�es �a la puissaned'Oaml. Les auteurs semblent s'en servir ave su�es, voir par exemple [26℄ etles r�ef�erenes sur la page ou�ebe de amlFloat.Un leteur press�e qui a d�ej�a des onnaissanes sur Oaml pourra sans doutesauter ette partie. Au besoin, il pourra se reporter au petit lexique en An-nexe C.1, o�u ertains termes sont expliit�es, et aux exemples simples de la Se-tion 3.3.4. Ce qu'il doit savoir sur Oaml peut être r�esum�e en quelques lignes :Oaml est un langage de programmation fontionnel�, sûr, fortement typ�e, avedes types polymorphes�, qui permet �egalement de oder de fa�on imp�erative�,et qui a une gestion automatique de la m�emoire. Une expliation de es quali�-atifs, en ompagnie d'autres, est fournie dans la Setion 3.3.3.Je tiens �a souligner que le typage fort est l'atout majeur que je per�ois dansOaml. Alors que le programmeur ne d�elare jamais les types de ses variables etfontions, tout est typ�e. Le ompilateur inf�ere les types �a partir du programmesoure et v�eri�e leur onordane. Cette v�eri�ation syst�ematique et automa-tique peut être vue omme une ontrainte par un d�ebutant, d�erout�e par le faitque son programme ne ompile pas �a ause de e qu'il peut onsid�erer de petitesfautes de type. En fait, le typage fort se r�ev�ele en fait partiuli�erement agr�eable :il permet d'�eviter et de orriger de nombreuses erreurs d�es la ompilation et ap-porte un onfort et une s�eurit�e ind�eniables dans la programmation.De mani�ere g�en�erale, la propri�et�e fondamentale du langage Oaml est sa \sû-ret�e". Essayons en quelques lignes de le faire sentir : par exemple, les tableaux etveteurs sont syst�ematiquement initialis�es ; les d�efauts d'a�es sont impossibles,les donn�ees sont au ontraire toujours valides, 'est-�a-dire que le programmeurne peut pas d�eborder d'un tableau ou r�eer un pointeur qui pointe sur n'importequoi ; Oaml permet de omposer failement des strutures de donn�ees sans ef-fet de bord�18. Ainsi, la fontion map |muliple apply| permet d'appliquer unemême fontion �a tous les �el�ements d'un tableau, omme nous le verrons sur unexemple �a la Setion 3.3.5. Nous nous servons de la version parall�ele de ettefontion, not�ee mapvetor�, qui est fournie par le syst�eme OamlP3l. Un autreexemple ave la fontion fold�, dont le pendant parall�ele se nomme redue-17Voir l'URL http ://www.math.usb.edu/ lyons/amlFloat/.18Voir i-dessous la Setion 3.3.2 et le lexique en Annexe C.1.p. 84



3.3. PR�ESENTATION DU LANGAGE OCAMLvetor� est d�etaill�e �a la Setion 3.3.6.3.3.2 Un mot sur la programmation fontionnelleLa programmation fontionnelle�19 est un style de programmation bas�e surla manipulation de fontions. Dans un langage fontionnel, les fontions al-ulent le r�esultat souhait�e au sens des aluls math�ematiques, 'est-�a-dire parsimpli�ation suessives d'une expression.On parle de programmation fontionnelle par opposition �a la programma-tion imp�erative�, qui est elle dont les num�eriiens programmant en Fortran, enC ou en C++ ont l'habitude. La programmation imp�erative est bas�ee sur lamodi�ation de l'�etat m�emoire de l'ordinateur : le programmeur manipule destableaux ou des veteurs qu'il remplit et qu'il transforme ave des boules etdes a�etations au ours de l'ex�eution du ode. Des e�ets�, ou e�ets de bord,sont r�ealis�es en permanene.Bien que la programmation fontionnelle ne soit pas dans les habitudes desnum�eriiens et parâ�sse �etrange au premier abord, elle s'av�ere en fait tr�es na-turelle, ar tr�es prohe des math�ematiques. Elle onf�ere indubitablement uneertaine assurane dans la programmation, pare qu'elle est sûre : il est possiblede prouver des th�eor�emes sur des programmes dans le adre fontionnel, et elaest notoirement plus diÆile, voire impossible, dans le adre de la programma-tion orient�ee objets.Je suis persuad�e qu'il est possible de faire de tr�es belles hoses dans un odenum�erique en ombinant la programmation imp�erative et la programmationfontionnelle, et le langage Oaml semble vraiment l'outil adapt�e.3.3.3 Bref aper�u du langage OamlCaml est un langage de programmation, d�evelopp�e et distribu�e par l'INRIAdepuis 1984. Il existe en fait deux dialetes de Caml : Caml Light et ObjetiveCaml, que nous utilisons et qui se ontrate en Oaml. Caml Light est un sous-ensemble d'Objetive Caml, qui est plus sp�eialement adapt�e �a l'enseignementet �a l'apprentissage de la programmation. En plus du oeur du langage de CamlLight, Objetive Caml omporte un puissant syst�eme de modules, des objetset un ompilateur optimisant. Cette pr�eision faite, nous ommettons un abussyst�ematique dans e m�emoire en employant Oaml indi��eremment pour parlerd'Objetive Caml en tant que tel, et du langage Caml. Qu'on veuille bien nouspardonner ette simpli�ation.19Se r�ef�erer �a l'Annexe C.1 pour une d�e�nition un peu plus d�etaill�ee. p. 85



CHAPITRE 3. COUPLAGE DE CODES ET PARALL�ELISME AVEC OCAMLP3LComme nous n'expliquerons pas aussi bien e qu'est le langage Oaml qu'unde ses onepteurs, nous laissons la plume �a Pierre Weis, [96℄. Des pr�eisionsque nous avons jug�ees utiles ont �et�e ajout�ees a�n de rendre la leture plus ais�eepour un n�eophyte en Oaml.Sûret�e Le langage Oaml est tr�es sûr. Le ompilateur fait de nombreusesv�eri�ations �a la ompilation des programmes et pendant l'ex�eution. De nom-breuses erreurs de programmation deviennent ainsi impossibles en Oaml : onfu-sions de types de donn�ees, a�es erron�es �a l'int�erieur des donn�ees par exemple.En e�et, tous es points sont v�eri��es et g�er�es automatiquement par le ompi-lateur, e qui garantit l'int�egrit�e parfaite des donn�ees manipul�ees par les pro-grammes.Oaml est typ�e statiquement�, 'est-�a-dire que la v�eri�ation de la onor-dane des types est r�ealis�ee au moment de la ompilation. Cependant, il estinutile d'ajouter des informations de type dans les programmes (omme en Ada,en Pasal ou en C) : les annotations de typage sont automatiquement alul�eespar le ompilateur.Types de donn�ees Il existe en Oaml de nombreux types de donn�ees pr�ed�e-�nis :� types de base : entiers, ottants, bool�eens, arat�eres, hâ�nes de ara-t�eres.� types de donn�ees plus omplexes : n-uplets, tableaux, listes, ensembles,tables de hahage, �les, piles, ux de donn�ees.Au-del�a de es types pr�ed�e�nis, Oaml propose de puissants moyens de d�e�nirde nouveaux types : types enregistrements, types �enum�er�es, et types sommesg�en�eraux. Les types sommes sont une g�en�eralisation des types unions, �a la foissimple, sûre et faile �a mâ�triser. Ils permettent la d�e�nition de types de donn�eesqui pr�esentent des valeurs h�et�erog�enes rep�er�ees par des onstruteurs de valeurs.Au gr�e du programmeur, tous es types sont d�e�nissables onr�etement (lesonstruteurs sont disponibles �a l'ext�erieur du module) ou abstraitement (l'im-pl�ementation est restreinte au module de d�e�nition et les onstruteurs sontinvisibles de l'ext�erieur).Ce m�eanisme autorise un ontrôle �n du degr�e d'enapsulation des donn�eesmanipul�ees par les programmes, e qui est indispensable pour la programmation�a grande �ehelle.Fontions Oaml est un langage de programmation fontionnel : il n'y a pasde restrition �a la d�e�nition et �a l'usage des fontions, qu'on peut librementpasser en argument ou retourner en r�esultat dans les programmes.p. 86



3.3. PR�ESENTATION DU LANGAGE OCAMLGestion m�emoire automatis�ee et inr�ementale Oaml o�re une gestionautomatique de la m�emoire : l'alloation et la lib�eration des strutures de don-n�ees est impliite (il n'y a pas de primitives de manipulation expliite de lam�emoire omme\new"ou \free" ou \dispose"), et laiss�ee �a la harge du ompila-teur. On obtient ainsi une programmation bien plus sûre, puisqu'il n'y a jamaisde orruption inattendue des strutures de donn�ees manipul�ees.De plus le gestionnaire m�emoire op�ere en parall�ele ave l'appliation, sansjamais l'arrêter de fa�on notable (r�eup�eration m�emoire inr�ementale).Traits imp�eratifs Oaml o�re la panoplie ompl�ete des traits de la program-mation imp�erative, en partiulier les tableaux modi�ables en plae, les bouleset les variables a�etables, les enregistrements ave hamps physiquement mo-di�ables.Compilateur rapide, ode ex�eutable rapide Oaml propose un ompila-teur de �hiers, et la ompilation s�epar�ee est assur�ee par un syst�eme de modules.De surrô�t, le ompilateur Oaml omporte une option qui maximise la vitessede ompilation, la portabilit�e des programmes obtenus, et minimise la taille desex�eutables (ompilation en ode-otets).Le ompilateur d'Objetive Oaml omporte en plus une option\optimisante"qui privil�egie la vitesse d'ex�eution (ompilation en ode natif) : le ompilateuroptimisant d'Objetive Oaml produit des programmes dont la vitesse d'ex�eu-tion est digne des meilleurs ompilateurs disponibles atuellement.Interativit�e Oaml o�re �egalement un syst�eme interatif (une boule deleture-�evaluation-impression des r�esultats), qui est tr�es pratique pour ap-prendre le langage ou essayer et orriger des bouts de programmes : il n'y apas besoin d'utiliser for�ement des �hiers, ni d'ajouter des ordres d'impressiondans les programmes puisque les r�esultats sont imprim�es automatiquement parle syst�eme interatif.Forte apait�e de traitement symbolique Oaml vous propose la \pro-grammation orient�ee par �ltrage" : ette puissante m�ethode de programmationest une g�en�eralisation de l'analyse de as traditionnelle20, qui est maintenantdisponible pour tous les types de donn�ees du langage. Le m�eanisme de �ltrageest un moyen onis et �el�egant de \tester et de nommer" les donn�ees en uneseule op�eration. Le ompilateur Oaml tire avantage de e trait unique pourfaire de nombreuses v�eri�ations s�emantiques sur le ode qui lui est soumis :20du genre if, then, else, ou enore swith(), ase p. 87



CHAPITRE 3. COUPLAGE DE CODES ET PARALL�ELISME AVEC OCAMLP3Lle v�eri�ateur de �ltrage du ompilateur est apable de d�eteter les branhesinutiles des analyses de as (\e as ne se pr�esentera jamais �a l'ex�eution") et,plus �etonnant enore, de d�eteter les as oubli�es (\e as n'est pas envisag�e parvotre programme"). Ainsi, le v�eri�ateur de �ltrage met souvent le doigt sur desubtiles erreurs qui se glissent dans les programmes. De surrô�t, le v�eri�ateurde �ltrage est apable d'apporter la preuve de ouverture exhaustive des as desprogrammes qui utilisent le �ltrage.Le �ltrage apporte un onfort in�egal�e dans le traitement symbolique desdonn�ees.Le v�eri�ateur de �ltrage proure un niveau de s�eurit�e dans la programma-tion et un degr�e de qualit�e in�egal�es des programmes qui manipulent des donn�eessymboliques.Traitement des erreurs Oaml poss�ede un m�eanisme g�en�eral d'exeptions,pour traiter ou orriger les erreurs ou les situations exeptionnelles.Mise au point des programmes Plusieurs m�ethodes de mise au point desprogrammes s'o�rent �a vous en Oaml :� le syst�eme interatif o�re une m�ethode �el�ementaire mais tr�es simple etrapide pour tester des (petites) fontions : on v�eri�e simplement les r�e-sultats obtenus sur quelques exemples tap�es diretement dans la bouled'interation.� dans les as plus omplexes, le syst�eme interatif permet �egalement �a tr�espeu de frais de suivre la progression des aluls ave le m�eanisme de traedes appels de fontions.� en�n le d�ebogueur symbolique ave retour arri�ere permet de suivre tr�es�nement le d�eroulement de l'ex�eution, de l'arrêter �a tout moment pourexaminer l'�etat ourant des variables et des fontions en attente, et mêmede revenir en arri�ere dans les aluls pour reprendre l'ex�eution au mo-ment o�u un �ev�enement int�eressant se produit.Polymorphisme �Oaml est dot�e d'un puissant typage \polymorphe" : ertains types peuventrester ind�etermin�es, repr�esentant alors \n'importe quel type".Ainsi, les fontions et pro�edures qui sont d'usage g�en�eral s'appliquent �an'importe quel type de donn�ees, sans exeption (par exemple les routines de tris'appliquent �a tout type de tableaux).M�ethode d'�evaluation Oaml est un langage \strit"�, par opposition auxp. 88



3.3. PR�ESENTATION DU LANGAGE OCAMLlangages paresseux�. Cei signi�e que les arguments d'une fontion sont ompl�e-tement �evalu�es avant de lui être appliqu�es. Cependant la pleine fontionnalit�epermet de r�eer des suspensions et don de oder l'�evaluation paresseuse dedonn�ees potentiellement in�nies.Programmation en vraie grandeur Les programmes Oaml sont form�esd'unit�es de ompilation que le ompilateur ompile s�epar�ement. Cette organi-sation est parfaitement ompatible ave l'utilisation d'outils traditionnels degestion de projets (omme l'utilitaire make d'Unix). Le syst�eme de module dulangage est puissant et sûr (toutes les interations entre modules sont stati-quement v�eri��ees par le ontrôleur de types). Les modules d'Objetive Oamlpeuvent omporter des sous-modules (�a un degr�e d'embô�tement quelonque)et les fontions des modules dans les modules sont autoris�ees (e qui permet ded�e�nir des modules param�etr�es par d'autres modules).Programmation orient�ee objets Objetive Caml propose des objets qui per-mettent d'utiliser le style orient�e objets dans les programmes Oaml. Fid�ele �ala philosohie du langage, ette extension orient�ee objets ob�eit au paradigme du\typage fort" : en ons�equene, auune m�ethode ne peut être appliqu�ee �a unobjet qui ne pourrait y \r�epondre" (\les m�ethodes sont toujours bien ompri-ses"). Enore une fois, ette v�eri�ation syst�ematique du ompilateur �evite denombreuses erreurs. Cei o�re au programmeur Oaml, outre un onfort insoup-�onn�e dans l'�eriture de ses programmes orient�es objets, un niveau in�egal�e dequalit�e des programmes qu'il produit.Puissantes biblioth�eques De nombreuses biblioth�eques et ontributionssont disponibles en Oaml, en partiulier des primitives de dessin ind�ependantesde la mahine (libgraph), une arithm�etique rationnelle exate en multi-pr�eision(amlnum), et de nombreuses interfaes ave des tehnologies bien onnues : g�e-n�erateurs d'analyseurs lexiaux et syntaxiques ave amllex et amlya. SousUnix, on dispose aussi d'un d�ebogueur ave retour arri�ere, d'un navigateur dansles �hiers soures (amlbrowser), d'une interfae graphique �a l'aide de Tk/Tl(amltk) et d'une interfae pouss�ee ave le syst�eme (libunix).3.3.4 Quelques lignes d'OamlLes exemples de ette setion ont �et�e tir�es du site internet de pr�esentation dulangage Oaml, [96℄. Je me suis �a nouveau permis d'ajouter aux ommentairesde Pierre Weis quelques remarques suppl�ementaires, a�n, d'une part, de lari�erp. 89



CHAPITRE 3. COUPLAGE DE CODES ET PARALL�ELISME AVEC OCAMLP3Lertaines hoses qui pourraient être mal omprises, et, d'autre part, dans le butd'en mettre d'autres en valeur qui pourraient passer inaper�ues.Fontions �el�ementaires Ave le syst�eme interatif, nous d�e�nissons la fon-tion arr�e et la fontion fatorielle r�eursive. Puis nous essayons es nouvellesfontions sur quelques exemples. Le langage d�etermine automatiquement lestypes des arguments des fontions sans que l'utilisateur ait besoin de les d�ela-rer expliitement. Le syst�eme interatif renvoie �a la �n de haque ommandele type de la fontion qui a �et�e d�e�nie. Les fontions arr�e et fat sont desfontions qui prennent en entr�ee un argument de type entier et retournent ensortie un entier.#let arr�e (x) = x * x;;arr�e : int -> int = <fun>#let re fat (x) =if x <= 1 then 1 else x * fat (x - 1);;fat : int -> int = <fun>#fat (5);;- : int = 120#arr�e (120);;- : int = 14400Gestion automatique de la m�emoire Toutes les op�erations d'alloationet de lib�eration de la m�emoire sont ompl�etement automatiques. Donnonsl'exemple des listes.Les listes sont pr�ed�e�nies en Oaml, la liste vide est not�ee [℄, et le onstru-teur d'ajout d'un �el�ement �a une liste est :: (op�erateur binaire et in�xe).#let l = 1 :: 2 :: 3 :: [℄;;l : int list = [1; 2; 3℄#[1; 2; 3℄;;- : int list = [1; 2; 3℄#5 :: l;;- : int list = [5; 1; 2; 3℄Polymorphisme : le tri des listes Le tri par insertion est d�e�ni �a l'aide dedeux fontions r�eursives, en utilisant le �ltrage sur les listes. Le onstruteurde type polymorphe 'a, qu'on lit \alpha", permet de travailler ave n'importep. 90



3.3. PR�ESENTATION DU LANGAGE OCAMLquel type. La liste de type 'a list peut don être tour �a tour une liste d'entiersou de hâ�nes de arat�eres21.#let re tri = funtion| [℄ -> [℄| x :: l -> insert x (tri l)and insert e = funtion| [℄ -> [e℄| x :: l -> if e < x then e :: x :: l else x :: insert e l;;tri : 'a list -> 'a list = <fun>insert : 'a -> 'a list -> 'a list = <fun>#tri [2; 1; 0℄;;- : int list = [0; 1; 2℄#tri ["oui"; "ok"; "sûr"; "ouais"; "ertain"℄;;- : string list = ["ertain"; "ok"; "ouais"; "oui"; "sûr"℄Programmation imp�erative La programmation imp�erative est la program-mation �a laquelle tout num�eriien odant en Fortran, en C ou en C++ est habi-tu�e. Il est don possible de travailler en Oaml de mani�ere purement imp�erative.L'algorithme de Bi-CGStab a par exemple �et�e reprogramm�e en Oaml de fa�onhabituelle.Les polynômes sont repr�esent�es omme des veteurs ; nous les ajoutons enr�eant d'abord le polynôme somme et en remplissant ensuite ses ases �a l'aidede deux boules \for".#let ajoute_polynômes p1 p2 =let result = make_vet (max (vet_length p1) (vet_length p2)) 0 infor i = 0 to vet_length p1 - 1 do result.(i) <- p1.(i) done;for i = 0 to vet_length p2 - 1 do result.(i) <- re-sult.(i) + p2.(i) done;result;;ajoute_polynômes : int vet -> int vet -> unit#ajoute_polynômes [| 1; 2 |℄ [| 3; 4 |℄;;- : int vet = [|4; 6|℄21Un habitu�e du C++ pourrait trouver une ressemblane ave les mod�eles ou Templates.L'id�ee est similaire, bien que le typage soit inomparablement plus strit et plus exat dansOaml. p. 91



CHAPITRE 3. COUPLAGE DE CODES ET PARALL�ELISME AVEC OCAMLP3LLes aumulateurs sont d�e�nis en Oaml �a l'aide de ellules modi�ables ap-pel�ees r�ef�erenes. L'expression ref init renvoie une nouvelle ellule, dont leontenu initial est init, !ell renvoie le ontenu atuel de ell, et ell :=val met dans ell la valeur val.D�e�nissons fat ave un aumulateur et une boule \for" :#let fat n =let result = ref 1 infor i = 1 to n doresult := i * !resultdone;!result;;fat : int -> int = <fun>#fat 5;;- : int = 120Pleine fontionnalit�e Il n'y a pas de restrition sur les fontions, qui peuventdon être d'ordre sup�erieur : une fontionnelle, 'est-�a-dire une fontion de fon-tions, a don un sens, de même qu'une fontion de fontionnelles, et ainsi desuite...Nous d�e�nissons d'abord la fontion sigma qui renvoie la somme des r�esultatsde l'appliation d'une fontion f donn�ee aux �el�ements d'une liste :#let re sigma f = funtion| [℄ -> 0| x :: l -> f x + sigma f l;;sigma : ('a -> int) -> 'a list -> int = <fun>Les fontions temporaires peuvent se d�e�nir omme des valeurs fontion-nelles anonymes �a l'aide de la onstrution funtion :#sigma (funtion x -> x * x) [1; 2; 3℄;;- : int = 14Combin�ee au polymorphisme, la pleine fontionnalit�e permet de d�e�nir laomposition des fontions. On remarquera que les types sont orrets au sensde la omposition math�ematique de fontions : g va de ' dans 'a, et f va de'a dans 'b, les ensembles de d�epart et d'arriv�ee sont don onordants.#let ompose f g = funtion x -> f (g (x));;ompose : ('a -> 'b) -> (' -> 'a) -> ' -> 'b = <fun>p. 92



3.3. PR�ESENTATION DU LANGAGE OCAML#let arr�e_o_fat = ompose arr�e fat;;arr�e_o_fat : int -> int = <fun>#arr�e_o_fat 5;;- : int = 144003.3.5 Utilisation de mapLa fontion map permet d'appliquer une fontion �a toutes les omposantesd'un tableau . Voii une fontion alulant le arr�e d'un tableau d'entiers :# let a = [| 2 ; 4 ; 6|℄;;val a : int array = [|2; 4; 6|℄# let arr�e_tab v = Array.map arr�e v ;;val arr�e_tab : float array -> float array = <fun># arr�e_tab a ;;- : int array = [|4; 16; 36|℄# let add1 x = x + 1;;val add1 : int -> int = <fun># let arr�e_o_add1_tab v = Array.map ( ompose arr�e add1 ) v ;;val arr�e_o_add1_tab : int array -> int array = <fun># arr�e_o_add1_tab a ;;- : int array = [|9; 25; 49|℄3.3.6 Un peu de pliage ave foldLes fontions fold_left et fold_right permettent de \replier" un tableauen un salaire en aumulant une fontion sur toutes ses omposantes. Voii unefontion alulant la norme l2 d'un veteur de r�eels, ave la fontion fold_left :# let f x y = sqrt (x *. x +. y *. y);;val f : float -> float -> float = <fun># let norm v = Array.fold_left f 0. v;;val norm : float array -> float = <fun># let a = [| 4.; 3.|℄;;val a : float array = [|4; 3|℄# norm a;;- : float = 5 p. 93



CHAPITRE 3. COUPLAGE DE CODES ET PARALL�ELISME AVEC OCAMLP3L3.3.7 Initialisation loale et globaleNous illustrons d'un exemple simple le fontionnement de l'initialisation lo-ale ou globale, qui servira pour l'impl�ementation en OamlP3l de la m�ethodede d�eomposition de domaines, voir la Setion 3.4.5. D�e�nissons deux fontions,f et g. La fontion f fait une \initialisation loale", ii une impression �a l'�eran.L'impression n'est pas e�etu�ee au moment de la d�e�nition de f, mais �a haquefois qu'on appelle f ave son argument (). En revanhe, la fontion g a une\initialisation globale" : elle imprime du texte �a l'�eran uniquement lors de sad�e�nition.Nous notons que la fontion f, omme la fontion g d'ailleurs, d�epend dedeux arguments de types respetifs unit et int. Le type unit est un ensembleontenant un seul �el�ement not�e (), d'o�u son nom. Par ons�equent, les fontionsf1 = f () et g1 = g () sont des fontions partielles prenant un argument detype int et retournant un int. On note que f1 n'imprime son texte �a l'�eranqu'une seule fois, au moment de sa d�e�nition. Cei est normal puisque la d�e�ni-tion de la fontion partielle n�eessite l'�evaluation de la ommande d'impression,et qu'ensuite, la fontion partielle n'est plus qu'une fontion inr�ementant unentier.# let f () = print_string "Appel de la fontion f!! " ;fun x -> x + 1;;val f : unit -> int -> int = <fun># let g = print_string "Appel de la fontion g!! " ;fun () -> fun x -> x + 1;;Appel de la fontion g!! val g : unit -> int -> int = <fun># g ();;- : int -> int = <fun># let g1 = g ();;val g1 : int -> int = <fun># g () 4 ;;- : int = 5# g1 4 ;;- : int = 5# f () ;;Appel de la fontion f!! - : int -> int = <fun># let f1 = f () ;;Appel de la fontion f!! val f1 : int -> int = <fun># f () 77;;Appel de la fontion f!! - : int = 78p. 94



3.4. LE SYST�EME OCAMLP3L# f1 23 ;;- : int = 24
3.4 Le syst�eme OamlP3lNous pr�esentons dans ette setion les prinipales arat�eristiques de l'envi-ronnement OamlP3l. Pour l'essentiel, nous nous sommes inspir�es de l'artile [35℄dont nous reproduisons en fran�ais des parties onsar�ees au syst�eme OamlP3l.Nous pensons en e�et qu'il m�erite une large di�usion dans le monde num�erique.Peut-être e m�emoire y ontribuera-t-il modestement.Nous ommen�ons dans la Setion 3.4.1 par d�e�nir e qu'est le sys-t�eme OamlP3l. Les trois s�emantiques�, s�equentielle, parall�ele et graphique,d'OamlP3l sont ensuite introduites dans la Setion 3.4.2. La Setion sui-vante 3.4.3 est onsar�ee �a la desription des propri�et�es des squelettes�|skeletons| et en partiulier leur interpr�etation en tant que fontion agissantsur des ux de donn�ees. Dans la Setion 3.4.4, la liste des di��erentes sortesde squelettes d'OamlP3l permet de faire entrer en s�ene une premi�ere fois essquelettes. Ils sont enti�erement d�etaill�es dans la Setion 3.4.5 ; leur syntaxe etleurs types montrent la premi�ere des trois modi�ations importantes apport�eespar les herheurs en informatique pour satisfaire nos besoins sp�ei�ques pour lad�eomposition de domaines : la transformation des squelettes en g�en�erateurs desquelettes, apables d'assurer une initialisation loale des fontions. La seondenouveaut�e importante est la onstrution du squelette parfun, dont l'utilit�e etles arat�eristiques sont montr�ees dans la Setion 3.4.6. En un mot, e parfunfailite grandement la programmation des algorithmes parall�eles en autorisantla r�eation de sous-r�eseaux parall�eles. Il manque un dernier mot-lef pour om-pl�eter la panoplie d'OamlP3l : le pardo, auquel est d�edi�ee la Setion 3.4.7. Lastruture g�en�erale que doit poss�eder un programme OamlP3l est �egalement d�e-rite dans ette Setion 3.4.7. La derni�ere nouveaut�e, dont nous nous sommesservis dans les simulations num�eriques, est la notion de ouleur �, que d�etaille laSetion 3.4.8. Les ouleurs permettent d'introduire un degr�e de r�eglage manueldans l'a�etation automatique des tâhes aux di��erents n�uds d'un alula-teur parall�ele ; ei s'av�ere partiuli�erement int�eressant pour l'�equilibrage desharges. En�n, ar tout a une �n, la Setion 3.4.9 termine ette longue listeen expliquant omment utiliser OamlP3l dans la pratique ; un sript montred'ailleurs la failit�e d'emploi du syst�eme. p. 95



CHAPITRE 3. COUPLAGE DE CODES ET PARALL�ELISME AVEC OCAMLP3L3.4.1 Introdution : desription g�en�erale du syst�emeDans un syst�eme de programmation parall�ele bas�ee sur des squelettes [33,40, 38℄, un ensemble de squelettes est fourni au programmeur. Un squelette estune fontion de seond ordre, 'est-�a-dire une fontionnelle du premier ordre�,repr�esentant l'un des mod�eles ourants d'un ode parall�ele. Le programmeurdoit utiliser les squelettes pour donner la struture parall�ele d�esir�ee �a son ap-pliation et utilise un langage purement s�equentiel pour exprimer les portionss�equentielles de son ode parall�ele, qui deviendront des param�etres pour lessquelettes. Il n'est pas possible de donner des ativit�es parall�eles au programmeautrement qu'ave les squelettes : on ne peut pas r�eer expliitement des pro-essus, ni les synhroniser, ni y mettre �n. Il n'existe pas de notion de m�emoirepartag�ee, ni de primitives de ommuniation. En fait, il n'y a auune indiationde l'ex�eution du programme sur une arhiteture parall�ele. Cei d�eharge l'uti-lisateur de toute responsabilit�e quant �a l'�eriture de ode r�eant des proessusparall�eles, a�etant les tâhes, synhronisant les proessus sur le mat�eriel utilis�e,�etablissant des r�eseaux de ommuniation (anaux, loalisation de la m�emoirepartag�ee, et.) ou mettant en plae r�eellement les ommuniations entre proes-sus. Toutes es tâhes parfaitement g�en�eriques et don automatisables qui sontn�eessaires pour mettre en �uvre le squelette sur le mat�eriel, sont �a la harge duompilateur et du support d'ex�eution de l'environnement de programmationpar squelettes.OamlP3l est un environnement de programmation qui permet d'�erire desprogrammes parall�eles en Oamlave les mod�eles de squelettes du langage p3l22.Il montre une fusion possible entre la programmation parall�ele et la program-mation fontionnelle. De plus il propose des fontionnalit�es avan�ees ommele d�ebogage logique s�equentiel d'un ode parall�ele |'est-�a-dire le d�ebogagefontionnel du programme parall�ele via l'ex�eution de l'arhiteture d'un odeparall�ele sur une mahine s�equentielle|, et le typage fort, qui est utile �a lafois pour l'enseignement de la programmation parall�ele et pour la onstrutiond'appliations r�eelles.Dans OamlP3l, omme dans tous les syst�emes bas�es sur des squelettes, l'uti-lisateur d�erit la struture parall�ele du ode au moyen d'un ensemble de sque-lettes. Une des arat�eristiques sp�ei�ques d'OamlP3l est que la s�emantiquede es squelettes n'est pas �g�ee. Le syst�eme permet �a l'utilisateur de ompilerson ode sans auune modi�ation des soures, en hoisissant parmi diversess�emantiques, omme nous allons le voir imm�ediatement.22Voir l'URL http ://www.di.unipi.it/.susanna/p3l.hmtl.p. 96



3.4. LE SYST�EME OCAMLP3L3.4.2 Trois s�emantiques fortement reli�eesComme 'est d�erit dans l'artile originel [39℄, il existe trois s�emantiquespossibles pour tout programme OamlP3l.s�emantique s�equentielle le programme est ompil�e et li�e ave une impl�emen-tation s�equentielle des squelettes. De ette fa�on, l'ex�eutable obtenu peuttourner sur une seule mahine, omme un seul proessus, et ainsi être d�e-bogu�e de mani�ere usuelle ave les outils ourants pour les programmess�equentiels,s�emantique parall�ele le programme est ompil�e et li�e ave une impl�emen-tation parall�ele des squelettes. L'ex�eutable obtenu est un programmeSPMD g�en�erique |Single Program Multiple Data, un seul programme,plusieurs donn�ees|, et peut être d�eploy�e sur une mahine parall�ele, unegrappe de PC ou un r�eseau de stations de travail,s�emantique graphique le programme est ompil�e et li�e ave une impl�emen-tation graphique des squelettes, de sorte que l'ex�eutable obtenu, quandil est lan�e, aÆhe une repr�esentation du r�eseau de alul parall�ele qui estmis en plae quand on ex�eute la version parall�ele.Du point de vue de l'utilisateur, es trois s�emantiques di��erentes sont ob-tenues simplement en ompilant le même programme soure ave trois optionsdi��erentes du ompilateur.Bien �evidemment, le but est de garantir que les ex�eutions s�equentielle et pa-rall�ele sont en aord : quel que soit le programme r�e�e par l'utilisateur, les deuxs�emantiques doivent produire exatement les mêmes r�esultats. La fore d'Oamlest qu'il est possible d'essayer de le d�emontrer, prouvant ainsi un th�eor�eme.3.4.3 Les squelettes en tant que fontions sur des uxLes squelettes d'OamlP3l sont ompositionnels�, 'est-�a-dire que l'on peuttoujours les ombiner entre eux pour en former un autre. Les squelettes sontdes ombinateurs� |ombinators| qui forment une alg�ebre de fontions etfontionnelles, appel�ee le langage squelettique23.Pour être pr�eis, un squelette est une fontion sur des ux 24 |streamproessor|, 'est-�a-dire une fontion qui transforme un ux de donn�ees d'en-tr�ee en un ux de donn�ees de sortie. Ces fontions peuvent être ompos�ees entre23Pourquoi ne pas utiliser un adjetif quand il existe ? Aussi quali�era-t-on de squelettiquetout e qui se rapporte �a un squelette OamlP3l.24Le ux ii a le sens informatique de ot d'informations envoy�ees et re�ues par un proessus,et n'a pas de lien ave les ux physiques qui sont alul�es ave les �equations de Dary.p. 97



CHAPITRE 3. COUPLAGE DE CODES ET PARALL�ELISME AVEC OCAMLP3Lelles arbitrairement, d�e�nissant de ette mani�ere le omportement parall�ele duprogramme.Cette vision des squelettes en tant que ombinateurs est int�eressante notam-ment pare que si l'on montre que haun des ombinateurs est \orret", elaprouvera en même temps que n'importe quel programme que pourrait onevoirun utilisateur fait e qu'il est ens�e faire.L'interpr�etation des squelettes omme des fontions sur des ux est �evidentequand on observe leurs types. De plus la nature ompositionnelle des squelettesapparâ�t �egalement de fa�on laire dans leur impl�ementation :Pour l'impl�ementation de la s�emantique parall�ele , un squelette est misen �uvre en tant que proesseur de ux |stream proessors| �eventuelle-ment param�etr�ee par des fontions d'initialisation ou d'autres proesseursde ux.Pour l'impl�ementation de la s�emantique s�equentielle , le syst�eme d�e�-nit un type abstrait des ux de donn�ees : le type polymorphe�'a stream.L'impl�ementation s�equentielle des squelettes est alors d�e�nie omme unensemble de fontions sur es ux.3.4.4 Les ombinateurs squelettiques dans OamlP3lDans la version atuelle d'OamlP3l, les ombinateurs, ou briques de base,du langage squelettique sont de inq sortes :� les squelettes de tâhes parall�eles qui mod�elisent le parall�elisme d'ativi-t�es ind�ependantes a�etant des donn�ees d'entr�ee di��erentes. Dans et en-semble sont regroup�es les ombinateurs pipe�et farm�, qui orrespondentaux squelettes de tâhes parall�eles apparaissant �a la fois dans p3l et dansd'autres mod�eles de squelettes [33, 40, 41℄.� les squelettes de donn�ees parall�eles qui mod�elisent le alul parall�ele surdi��erentes parties de la même donn�ee. Dans et ensemble, OamlP3l re-groupe mapvetor�et reduevetor�. Le squelette mapvetor mod�elisel'appliation parall�ele d'une fontion g�en�erique f �a toutes les omposantesd'une struture vetorielle de donn�ee, tandis que le squelette redueve-tor mod�elise un alul parall�ele qui aumule |fold�| les �el�ements d'unveteur ave un op�erateur binaire ommutatif et assoiatif (�).� les squelettes d'interfae de donn�ees qui op�erent l'injetion et la projetionentre le monde s�equentiel et le monde parall�ele : seq�onvertit une fon-tion s�equentielle en un n�ud du r�eseau de alul parall�ele, et inversementparfun�onvertit un r�eseau de alul parall�ele en une fontion agissantsur des ux.p. 98



3.4. LE SYST�EME OCAMLP3L� le squelette de d�elimitation du hamp d'ex�eution parall�ele, le ombinateurpardo�, qui doit enapsuler tout le ode qui invoque un parfun.� le squelette de ontrôle, le ombinateur loop�, qui permet l'ex�eution r�e-p�etitive d'une expression squelettique donn�ee. (loop n'est pas une entit�eparall�ele en soi).3.4.5 Syntaxe des squelettes, s�emantique et typesNous d�erivons bri�evement ii la syntaxe, la s�emantique informelle et lestypes a�et�es �a haque ombinateur du langage squelettique.Les ombinateurs omme g�en�erateurs de squelettes (nouveaut�e)Tout d'abord, nous allons expliquer pour quelle raison les types Oaml dessquelettes sont un peu plus omplexes que e qu'on aurait pu penser au premierabord. En e�et, es types sont en quelque sorte pollu�es par rapport �a e qu'onattendrait, par l'ajout de types unit. Cette omplexit�e additionnelle n'est �evi-demment pas gratuite : elle a �et�e rendue n�eessaire pour pouvoir impl�ementerles fontionnalit�es nouvelles qui �etaient indispensables pour faire fontionner defa�on eÆae l'appliation qui nous int�eresse : la d�eomposition de domaines.Pour expliquer la raison de e type unit, nous nous restreignons au squelettele plus simple, le ombinateur seq. Comme nous l'avons mentionn�e plus haut,seq enapsule toute fontion Oaml f pour en faire un proessus s�equentiel quiapplique f �a toute donn�ee venant d'un ux de donn�ees d'entr�ee. Quand on �eritseq f, toute fontion Oaml de type f : 'a -> 'b 25 est immerg�ee dans unproessus s�equentiel. De ette mani�ere, il serait \naturel" pour seq d'avoir letype('a -> 'b) -> 'a stream -> 'b stream. 26Cependant, en OamlP3l, seq est d�elar�e ommeseq : (unit -> 'a -> 'b) -> unit -> 'a stream -> 'b streame qui signi�e que la fontion argument seq prend un argument suppl�ementairede type unit. En e�et, dans les appliations r�eelles, les fontions employ�ees parl'utilisateur peuvent avoir besoin de donn�ees loales qui doivent être r�e�ees �a25La fontion f prend un argument de type quelonque 'a en entr�ee et retourne un argumentde type quelonque 'b, a priori di��erent de elui d'entr�ee. Voir la d�e�nition du polymorphismedans le lexique de l'Annexe C.1.26Dans ette hypoth�ese, seq retournerait une fontion agissant sur des ux : seq f prendraiten entr�ee un ux de donn�ees ayant le même type 'a que l'argument d'entr�ee de f. Idem pourpour le ux de sortie. Par exemple, si f est de type int -> float, seq f serait de type intstream -> float stream. p. 99



CHAPITRE 3. COUPLAGE DE CODES ET PARALL�ELISME AVEC OCAMLP3Lun instant ou �a un autre. Il est n�eessaire de permettre �a l'utilisateur de d�erire�nement quand et omment es donn�ees doivent être initialis�ees ou opi�ees.Dans le adre de la m�ethode de d�eomposition de domaines, il est lair quela phase d'initialisation est fondamentale : on lit le maillage du sous-domaine,on onstruit la matrie d'�el�ements �nis assoi�ee et on la fatorise. Cette phaseest oûteuse en temps et en m�emoire : il est indispensable qu'elle ne soit ef-fetu�ee qu'une fois pour toute au tout d�ebut de la m�ethode it�erative. Sans etargument suppl�ementaire unit, �a haque appel du produit matrie veteur dansla m�ethode it�erative |voir l'Algorithme 2|, il aurait fallu refaire ette phased'initialisation pour haque sous-domaine. En e�et, l'ajout de et argumentunit permet d'initialiser loalement les solveurs de sous-domaine.Cette modi�ation a don �et�e faite par Roberto Di Cosmo et Pierre Weissur notre demande. Ils ont ainsi utilis�e des tehniques de programmation fon-tionnelle pour initialiser ou allouer des donn�ees globalement et/ou loalement �aune fontion.Ce qui suit est assez tehnique. Pour failiter la ompr�ehension, nous avonsins�er�e un exemple simple illustrant les m�eanismes des initialisations globale etloale dans la Setion 3.3.7.� initialisation globale : les donn�ees sont initialis�ees une fois pour touteet sont ensuite dupliqu�ees dans haque opie de la fontion sur les ux(stream proessor) qu'un squelette farm ou mapvetor peut laner ; '�etaitd�ej�a possible ave les pr�e�edentes versions d'OamlP3l puisqu'on pouvait�erirelet f =let loaldata = do_huge_initialisation_step () infun x -> ompute (loaldata, x);;...farm (seq f, 10)� initialisation loale : les donn�ees sont initialis�ees par haque fontion surles ux, apr�es que la opie aura �et�e e�etu�ee par un squelette farm oumapvetor ; '�etait tout simplement impossible dans les pr�e�edentes ver-sions d'OamlP3l ; ave le nouveau sh�ema, 'est �a pr�esent faile :let f () =let loaldata = do_huge_initialisation_step () infun x -> ompute (loaldata, x);;...farm (seq f, 10)quand le squelette farm r�ee dix opies de seq f, haque opie est r�e�eeen passant () au ombinateur seq, qui �a son tour passe () �a f , produisantp. 100



3.4. LE SYST�EME OCAMLP3Ll'alloation d'une opie di��erente de loaldata pour haque instane.Il faut noter que l'anien omportement, 'est-�a-dire une unique initialisa-tion partag�ee par toutes les opies, peut toujours être ais�ement obtenu, etpeut aussi être ombin�e ave d'autres initialisations loales si besoin est :let f =let loaldata = do_huge_initialisation_step () infun () -> fun x -> ompute (loaldata, x);;...farm (seq f, 10)Les deux expressions sont di��erentes pare que l'expression seq f e�etuesyst�ematiquement l'appel f(). Dans le premier as, l'initialisation n'est pasfaite |elle sera don loale|, tandis que dans le seond elle est r�ealis�ee.Pour r�esumer, le param�etre additionnel unit donne au programmeur la pos-sibilit�e de d�eider si une initialisation loale de ses donn�ees doit être partag�ee partoutes les opies de ses fontions ou non. En d'autres termes, les ombinateursdans la version atuelle d'OamlP3l peuvent être vus omme des \squelettes re-tard�es" ou des \usines �a squelettes" qui produisent une instane d'un squelettehaque fois qu'un argument () leur est pass�e.Typage et s�emantique des squelettesNous pouvons �a pr�esent d�etailler les autres squelettes :Le squelette farm alule en parall�ele une fontion f sur les di��erents �el�e-ments qui viennent sur son ux d'entr�ee.D'un point de vue fontionnel, �etant donn�e un ux d'�el�ements x1; : : : ; xn,et une fontion f , l'expression farm(f; k) op�ere le alul f(x1); : : : ; f(xn).Le parall�elisme intervient en faisant aluler par k proessus ind�ependantsla fontion f sur di��erents �el�ements du ux d'entr�ee.Si f a pour type (unit -> 'a stream -> 'b stream), et k est de typeint, alors farm(f; k) est de type unit -> 'a stream -> 'b stream.Le squelette pipeline est not�e au moyen de l'op�erateur in�xe ||| ; il aluleen parall�ele les di��erentes phases d'une omposition de fontions sur lesdi��erents �el�ements du ux d'entr�ee.Fontionnellement, f1|||f2 : : : |||fn alule fn(: : : f2(f1(xi)) : : :) sur tousles arguments xi sur le ux d'entr�ee. Le parall�elisme est obtenu dans eas en utilisant n proessus parall�eles ind�ependants. Chaque proessusex�eute une fontion fi sur les arguments d'entr�ee qui sont les r�esultatsdu proessus s'oupant du alul de fi�1 et retourne sa sortie au proessusqui alule fi+1. p. 101



CHAPITRE 3. COUPLAGE DE CODES ET PARALL�ELISME AVEC OCAMLP3LSi f1 a pour type (unit -> 'a stream -> 'b stream),et f2 a pour type (unit -> 'b stream -> ' stream),alors f1|||f2 est de type unit -> 'a stream -> ' stream.Le squelette map est appel�e mapvetor ; il alule en parall�ele une fontionsur toutes les omposantes d'un veteur, engendrant le |nouveau| ve-teur de r�esultat27.Par ons�equent, pour haque veteur X du ux d'entr�ee, mapvetor(f; n)alule la fontion f sur toutes les omposantes de X, en utilisant n pro-essus parall�eles distints qui alulent f sur des omposantes distintesdu veteur.8 Si f a pour type (unit -> 'a stream -> 'b stream), et n est de typeint, alors mapvetor(f; n) est de type unit -> 'a array stream -> 'barray stream.Le squelette redue est appel�e reduevetor ; il aumule une fontion surtoutes les omposantes d'un veteur pour renvoyer un salaire, de la mêmemani�ere qu'une fontion Oaml fold�. L'exemple le plus simple est sansdoute la fontion qui renvoie la norme l2 d'un veteur de ottants, voir laSetion 3.3.6.Don reduevetor(f; n) alule x1fx2f : : : fxn �a partir du veteurx1; : : : ; xn, pour haque veteur du ux d'entr�ee. Le alul est e�etu�een utilisant n proessus parall�eles di��erents qui alulent f .Si f a pour type (unit -> 'a * 'a stream -> 'a stream), et n est detype int, alors reduevetor(f; n) est de typeunit -> 'a array stream -> 'a stream.C'est le squelette mapvetor que nous avons utilis�e pour notre appliation dem�ethode de d�eomposition de domaines. Nous avons en e�et besoin de garder enordre les omposantes du veteur d'interfae ; une synhronisation |impliite|existe au moment de la formation du veteur de r�esultat. On note par ailleursque le squelette farm n'est pas adapt�e dans e as puisqu'il onsid�ere les donn�eesdans son ensemble, sans ordre.3.4.6 Constrution du squelette parfun (nouveaut�e)Dans le syst�eme p3l d'origine, un programme est lairement strati��e en deuxouhes : il y a un hapeau squelettique |skeleton ap|, qui peut être ompos�ed'un nombre arbitraire de ombinateurs, mais d�es que l'on sort de e hapeau,on retourne dans le ode s�equentiel grâe �a l'utilisation du ombinateur seq et il27mapvetor est une extension parall�ele de la fontion Oaml |n�eessairements�equentielle| map�, voir la Setion 3.3.5.p. 102



3.4. LE SYST�EME OCAMLP3Ln'est pas possible pour le ode s�equentiel d'appeler un squelette. En deux mots,l'entr�ee d'un programme p3l est obligatoirement une expression squelettique, etauune expression utilisant un squelette n'est autoris�ee ailleurs dans le ode.Cette strati�ation est raisonnable dans le syst�eme p3l, o�u le but est deonstruire un seul r�eseau de alul de ux d�erit par le hapeau squelettique.Cependant elle entrâ�ne des limitations :� ela asse l'uniformit�e, ar même si les squelettes ressemblent �a de fon-tions ordinaires, elles ne peuvent pas être employ�ee omme des fontionsnormales, en partiulier au sein d'un ode s�equentiel,� omme notre appliation l'illustre, beauoup d'algorithmes sont onstitu�esde simples boules, dont ertaines parties sont parall�elisables, d'autresnon ; le fait de forer le programmeur �a mettre tout le parall�elisme dans lehapeau squelettique l'obligerait �a r�e�erire tout l'algorithme d'une fa�onfort peu naturelle. Prenons l'exemple de Bi-CGStab utilis�e omme a�el�e-rateur de la m�ethode de d�eomposition de domaines. C'est essentiellementune boule, dont la seule partie parall�ele est l'appel du produit matrieveteur. Dans le adre p3l d�erit ii, il faudrait r�e�erire tout Bi-CGStabave des squelettes dans le hapeau28.� Comme dans l'appliation, une op�eration parall�elisable peut être utilis�ee�a plusieurs endroits dans l'algorithme : le hapeau squelettique de p3l nepermet pas au programmeur de sp�ei�er que des parties du r�eseau de alulde ux de donn�ee peuvent être partag�ees entre di��erentes phases du alul,e qui est essentiel pour �eviter de gaspiller les ressoures informatiques.Pour surmonter es diÆult�es et limitations, la version 1.9 d'OamlP3l in-troduit le squelette parfun qui est le dual du squelette seq. On peut envelopperune expression de squelettes ompl�ete dans un parfun et obtenir une fontionr�eguli�ere agissant sur les ux, utilisable sans limitation dans toute partie s�equen-tielle de ode : un squelette enapsul�e dans un parfun se omporte exatementomme une fontion normale qui re�oit un ux en entr�ee et renvoie un uxen sortie. Cependant, dans la s�emantique parall�ele, le ombinateur parfun estdot�e d'une interpr�etation parall�ele, de telle sorte que la fontion enapsul�ee estr�eellement impl�ement�ee omme un r�eseau parall�ele, r�eseau dont le ombina-teur parfun fournit l'interfae. Comme beauoup d'expressions ave un parfunpeuvent survenir dans un programme OamlP3l, il peut exister plusieurs r�eseauxparall�eles s�epar�es au moment de l'ex�eution. Cei implique que, �a la di��erenede p3l, le mod�ele OamlP3l de aluls requiert un programme prinipal s�equen-tiel : e programme prinipal a la responsabilit�e de l'�ehange de ommuniationsentre les di��erents squelettes enapsul�es par des parfun.28Pour ��a, il aurait fallu travailler du hapeau... p. 103



CHAPITRE 3. COUPLAGE DE CODES ET PARALL�ELISME AVEC OCAMLP3LOn pourrait s'attendre �a e que parfun ait un type (unit -> 'a stream-> 'b stream) -> 'a stream -> 'b stream : �etant donn�e une expressionsquelettique de type (unit -> 'a stream -> 'b stream), parfun renvoie unefontion agissant sur des ux de type 'a stream -> 'b stream.En fait, le type r�eel de parfun introduit un niveau suppl�ementaire de fon-tionnalit�e : l'argument n'est plus une expression squelettique, mais une fon-tionnelle qui renvoie un squelette :val parfun :(unit -> unit -> 'a stream -> 'b stream) ->'a stream -> 'b streamCei est n�eessaire pour garantir que le squelette englob�e dans une expres-sion parfun ne sera lan�e et instani�e que par le programme prinipal, et nonpar l'une des multiples opies du binaire SPMD qui sont en ours d'ex�eution.Il faut ependant que es opies puissent �evaluer les squelettes de parfun ; leprogramme prinipal r�eera e�etivement les squelettes n�eessaires en appli-quant son argument fontionnel, tandis que les opies g�en�eriques jetteront lafontionnelle, �evitant ainsi d'instanier les squelettes.3.4.7 D�elimiteur de hamp parall�ele : pardoTypage de pardoEn�n, le ombinateur pardo d�e�nit le hamp au sein duquel le programmeurpeut utiliser les expressions enapsul�ees par un parfun.val pardo : (unit -> 'a) -> 'apardo prend quelque hose en argument et renvoie le r�esultat de son �eva-luation. De la même mani�ere que pour le ombinateur parfun, e retard sup-pl�ementaire est n�eessaire pour assurer que l'initialisation du ode sera prise enharge exlusivement par le programme prinipal et non par les opies g�en�e-riques SPMD qui partiipent au alul parall�ele.R�egle de d�elimitation de hamp parall�eleLes r�egles de d�elimitation des hamps s'artiulent autour de trois points :� des fontions d�e�nies par le ombinateur parfun doivent être d�e�niesavant le ombinateur pardo, elui-i ne pouvant apparâ�tre qu'une seulefois,p. 104



3.4. LE SYST�EME OCAMLP3L� es fontions d�e�nies par des parfun ne peuvent être ex�eut�ees qu'au seindu orps du param�etre fontionnel du ombinateur pardo,� auun parfun ne peut intervenir �a l'int�erieur d'un ombinateur pardo.Struture d'un programme OamlP3lDu fait de ette r�egle de d�elimitation des hamps, la struture g�en�erale d'unprogramme OamlP3l a l'apparene suivante :(* (1) Funtions defined using parfun *)let f = parfun(skeleton expression )let g = parfun(skeleton expression )(* (2) ode referening these funtions under abstrations *)let h x = ... (f ...) ... (g ...) ......(* NO evaluation of ode ontaining a parfunis allowed outside pardo *)(* (3) The pardo ourrene where parfun enapsulatedfuntions an be alled. *)pardo(fun () ->(* NO parfun ombinators allowed here *)(* ode evaluating parfun defined funtions *)...let a = f ...let b = h ......)(* finalization of sequential ode here *)Au moment de l'ex�eution, dans le mod�ele s�equentiel, haque opie g�en�e-rique attend juste les instrutions du n�ud prinipal ; elui-i �evalue d'abordles arguments des ombinateurs parfun pour onstruire une repr�esentation dessquelettes utilis�es. Ensuite, d�es qu'il renontre le ombinateur pardo, le n�udprinipal initialise tous les r�eseaux parall�eles de alul, partiularisant les opiesp. 105



CHAPITRE 3. COUPLAGE DE CODES ET PARALL�ELISME AVEC OCAMLP3L

Fig. 3.1 { parfun et pardo : la struture g�en�erale.g�en�eriques, omme d�erit en d�etails dans [39℄, puis il onnete es r�eseaux auxinterfaes s�equentielles d�e�nies dans les parfuns et en�n ex�eute son ode s�e-quentiel en appliquant () :unit �a sa fontion argument. Le sh�ema est d�erit�a la Figure 3.1. Les r�eseaux de squelettes ne sont initialis�es qu'une fois, maispeuvent être invoqu�es plusieurs fois au ours de l'ex�eution du pardo.3.4.8 Equilibrage de harge : les ouleurs (nouveaut�e)Dans le syst�eme OamlP3l, les expressions de ombinateurs gouvernent laforme du r�eseau de proesseurs virtuels qui est enti�erement onstruit pendantla ompilation. L'a�etation de es n�uds virtuels aux proesseurs physiques estdon a priori �a la harge du syst�eme OamlP3l. Cette a�etation automatiquen'est en g�en�eral pas r�ealiste, et nous d�erivons ii la nouvelle notion de ouleur�|olor|, qui donne la possibilit�e au programmeur de arat�eriser les expressionssquelettiques a�n de sp�ei�er des requêtes sur l'assoiation entre n�uds virtuelset physiques. Ces requêtes vont guider la strat�egie automatique. Cei transf�erele gros des diÆult�es �a l'utilisateur, qui devra tenir ompte des sp�ei�it�es dep. 106



3.4. LE SYST�EME OCAMLP3Lson programme ainsi que elles de ses moyens informatiques.Prenons omme exemple l'expressionfarm (seq (fun x! x � x); 16)qui orrespond �a un r�eseau omprenant un n�ud �emetteur, un n�ud r�eepteuret 16 n�uds ouvriers agrioles (farm) qui alulent la fontion arr�e. Il existede nombreuses mani�eres de faire orrespondre un ensemble de n�uds virtuelsave des n�uds physiques. Les questions de savoir quelle est la meilleure appli-ation et omment obtenir du ompilateur qu'il la r�ealise ne sont pas �evidentes.Sans ouleur, l'a�etation des tâhes aux mahines physiques est enti�erementautomatique et sans ontrôle de l'utilisateur.Une solution simple onsiste �a envoyer un par un les n�uds virtuels auxn�uds physiques, et quand es derniers sont tous pris, il suÆt de reommenerave le premier. Or ei donne g�en�eralement de mauvais r�esultats, puisque elane tient absolument pas ompte de l'�equilibrage des harges. Dans la pratique,ni les tâhes d'un ôt�e�, ni les ressoures informatiques de l'autre, ne sont �equi-valentes. L'utilisateur peut en revanhe souvent estimer les deux. Il onvientdon de lui laisser la possibilit�e d'apparier n�uds virtuels et physiques, ou toutau moins de le laisser guider et appariement. La notion de ouleur o�re ettepossibilit�e en permettant de lasser s�epar�ement les apait�es des proesseursphysiques et le poids des n�uds virtuels.Une ouleur est un param�etre entier de type int optionnel qui est ajout�e �aune expression OamlP3l dans le programme soure d'une part, et dans la lignede ommande appelant le programme ompil�e d'autre part.Coloration des n�uds virtuelsPour la oloration des n�uds virtuels, il suÆt d'employer la syntaxe r�eguli�ered'Oaml pour les arguments optionnels |i.e. ajout du pr�e�xe ~| ave le mot-l�eol. Ainsi, par exemple, l'expression farm ~ol:k (f, n) signi�e que tous lesn�uds virtuels au sein de ette struture fermi�ere sont lass�es dans le groupe derang k. Le hamp d'appliation d'une ouleur ouvre tous les n�uds virtuels quisont �a l'int�erieur de la struture olori�ee. A moins d'une sp�ei�ation expliite,la ouleur d'une expression interne est simplement h�erit�ee de la ouhe externe.La ouhe la plus ext�erieure est r�edit�ee d'une valeur par d�efaut valant 0, e quisigni�e \auune requête partiuli�ere".Pour les ombinateurs farm, mapvetor et reduevetor, en sus des ou-leurs du ombinateur lui-même, il existe un param�etre de ouleur optionnellesuppl�ementaire d�enomm�e olv. Une sp�ei�ation olv[ ℄ est une liste de ouleurs|de type int list|, qui donne une ouleur �a haune des strutures ouvri�eresqui sont les arguments du ombinateur. Ainsi, l'expression OamlP3l p. 107



CHAPITRE 3. COUPLAGE DE CODES ET PARALL�ELISME AVEC OCAMLP3Lmapvetor ~ol:2 ~olv:[ 3; 4; 5; 6 ℄ (seq f, 4)est une expression squelettique mapvetor ave un �emetteur et un r�eepteurde rang 2 et quatre n�uds ouvriers (quatre opies de seq f) ave les rangsrespetifs 3, 4, 5, et 6.Coloration des n�uds physiquesNous avons peint les n�uds virtuels, maintenant 'est au tour des n�udsphysiques. La ouleur des proesseurs physiques est d�etermin�ee par la ligne deommande au moment de l'ex�eution du programme. On peut �erire :prog.par -p3lroot ip1:port1#olor1 ip2:port2#olor2 ... nip_i:port_i#olor_i ...o�u ip_i :port_i#olor_i indique l'adresse ip (ou le nom) du n�ud physiquei partiipant au alul, son port et sa ouleur. Le port et la ouleur sont tousdeux optionnels. Quand le port n'est pas sp�ei��e, le port par d�efaut p3lport29est utilis�e. De même, quand il n'est pas fait mention de la ouleur, la ouleurpar d�efaut 0 est utilis�ee.Appariement des ouleursMaintenant que nous avons olori�e les proesseurs physiques et les n�udsvirtuels, il reste �a les assoier entre eux. Si les deux groupes de ouleurs sonten bijetion, l'appariement est faile. Mais dans le as g�en�eral, e n'est pas leas : d'abord, le nombre de n�uds virtuels n'est pas toujours �egal au nombrede proesseurs physiques ; de plus, dans des expressions OamlP3l omplexes, ilest diÆile et laborieux d'�enum�erer tous les n�uds virtuels dans haque lasse.Il est don n�eessaire de fournir un algorithme d'a�etation des ouleurs.L'algorithme qui est impl�ement�e est bas�e sur l'id�ee qu'une ouleur repr�esentenon pas la puissane exate requise par le n�ud virtuel, mais la plus basseaeptable. Par exemple, une tâhe de ouleur 5 signi�e qu'un proesseur deouleur 5 est n�eessaire, mais s'il existe un n�ud physique de ouleur 6 qui estlibre, pourquoi ne pas l'utiliser ? Dans la pratique, les n�uds virtuels sont tri�esdans l'ordre d�eroissant de leurs ouleurs a�n de re�eter leur ordre de priorit�epour hoisir leur proesseur physique. Les n�uds virtuels dont les ouleurs sontles plus �elev�ees seront les premiers �a hoisir leurs n�uds physiques. Ensuite,pour haque n�ud virtuel, est dress�ee la liste des n�uds physiques de ouleurplus grande que ou �egale �a la ouleur du n�ud virtuel. Parmi es proesseurs29La valeur par d�efaut est �x�ee �a p3lport = 4000 dans la version atuelle d'OamlP3l.p. 108



3.4. LE SYST�EME OCAMLP3Lphysiques retenus, l'algorithme assoie au n�ud virtuel elui qui a la plus petiteharge de travail, 'est-�a-dire le moins de n�uds virtuels d�ej�a a�et�es.Cet algorithme fournit une m�ethode d'appariement totalement automatique,ave une part de libert�e pour le r�eglage manuel. Il faut ependant noter qu'uneouleur d�esigne une lasse de alul qualitativement, sans relation ave uneestimation quantitative de la puissane de la mahine ou du poids de la tâhe �ar�ealiser. Il ne faut don pas esp�erer une grande pr�eision, ni une grande eÆait�ed'un tel algorithme.N�eanmoins, l'approhe par les ouleurs est suÆsamment simple et pr�eisepour permettre des am�eliorations signi�atives dans le as de la m�ethode ded�eomposition de domaines, omme nous le verrons sur nos exp�erimentationsnum�eriques de la Setion 3.6.Remarque. Il faut pr�eiser que nous nous sommes rendus ompte �a l'usage quel'algorithme d'appariement i-dessus est diÆile d'emploi dans le as de la d�e-omposition de domaines. De mani�ere g�en�erale, quand les sous-domaines sontdi��erents et que la grappe d'ordinateurs est h�et�erog�ene elle-aussi, l'�equilibragen'est pas hose simple. Il s'av�ere que l'algorithme d�erit i-dessus ne semble pasadapt�e �a e type de probl�emes : un usage sans pr�eaution peut faire a�eter auproesseur le plus performant plusieurs des tâhes les plus lourdes ; quand lataille m�emoire est le fateur limitant, ela peut tuer le alul au moment desfatorisations. L'utilisation des ouleurs passe alors par l'a�etation d'une mêmeouleur �a un proesseur et �a un sous-domaine pour obtenir un appariement de\un pour un". Cei peut devenir fastidieux quand le nombre de sous-domainedevient important.Cette remarque peut sembler limiter la port�ee de l'automatisme des ouleurs.En fait, l'avantage reste quand même ertain puisque l'utilisateur peut ne passe pr�eouper des n�uds virtuels de ommuniation. De plus, le fait de pouvoira�eter manuellement une tâhe �a un proesseur nous a permis de gagner dansertains as des temps de alul importants, voir la Setion 3.6.1. En�n, ilreste possible de hanger l'algorithme d'appariement des ouleurs : une foiselles-i mises en plae, il est envisageable d'�elargir le hoix des algorithmesd'appariement et de laisser l'utilisateur d�eider de l'algorithme qui onvient �ason appliation.La Figure 3.2 r�esume les types des ombinateurs dans leurs formes atuellesau sein de la version 1.9 d'OamlP3l. Les types tiennent ompte des param�etresoptionnels de ouleur. p. 109



CHAPITRE 3. COUPLAGE DE CODES ET PARALL�ELISME AVEC OCAMLP3L3.4.9 Utilisation du syst�emeLe odage, le d�ebogage et l'ex�eution d'un programmeOamlP3l sont simpleset �el�egants.Comme nous l'avons mentionn�e i-dessus, OamlP3l propose trois s�eman-tiques prohes : les s�emantiques s�equentielle, parall�ele et graphique. Dans lapratique, le programmeur peut ompiler tout programme OamlP3l ave l'unedes trois options de l'utilitaire de ompilation oamlp3l et obtenir ainsi troisodes ex�eutables di��erents, mais reli�es, sans modi�er le ode soure.� Ave l'option -seq le �hier soure est ompil�e en un ode tournant surune seule mahine. En invoquant la ommandeoamlp3l -seq sourename.mlon r�ee un �hier ex�eutable appel�e sourename.seq qui peut être lan�esur une seule mahine, test�e et d�ebogu�e ave le d�ebogueur habitueld'Oaml omme n'importe quel autre programme s�equentiel.� Ave l'option -gra, un �hier ex�eutable est r�e�e qui permet de dessinerle r�eseau de squelettes qui est sp�ei��e par le programme. En tapantoamlp3l -gra sourename.mlon obtient le �hier sourename.gra dont l'ex�eution fait apparâ�tre unefenêtre graphique dans laquelle sont dessin�es les r�eseaux parall�ele mis enplae par le programme.� En�n, la version parall�ele du ode est obtenue ave l'option -par. Laommande de ompilationoamlp3l -par sourename.mlproduit l'ex�eutable SPMD g�en�erique sourename.par qui va être d�eploy�esur tous les n�uds partiipant au alul. Une opie de et ex�eutable estlan�ee sur tous les proesseurs solliit�es et attend des informations deon�guration qui lui sont envoy�ees par un n�ud raine (root node) quise harge d'ex�euter le ode s�equentiel enapsul�e dans le pardo. Le n�udraine n'est rien de plus qu'une opie partiuli�ere du même ex�eutablequi est simplement lan�ee ave l'option sp�ei�que -p3lroot sur la lignede ommande. De plus, le n�ud raine re�oit en arguments toutes lesinformations requises onernant les n�uds impliqu�es dans le r�eseau dealul : leur adresse ip ou leur nom, leur port, leur ouleur, et �eventuel-lement d'autres arguments d'ex�eution optionnels. En r�esum�e, la ligne deommande pourrait s'�eriresourename.par -p3lroot nodes_info_listUn exemple a d�ej�a �et�e pr�esent�e �a la Setion 3.4.8 dans la partie onsar�ee�a la oloration des n�uds physiques.p. 110



3.4. LE SYST�EME OCAMLP3LLa mise en plae de es trois s�emantiques peut aider �enorm�ement le d�evelop-pement d'appliations parall�eles : le but �nal reste l'obtention du ode parall�ele,mais pour y arriver dans la philosophie OamlP3l, la programmation et en par-tiulier le d�ebogage s'e�etuent ave un prototype s�equentiel. Le programmeurpeut ainsi se onentrer sur les aspets algorithmiques de la fontion �a aluleret ensuite passer diretement au alul parall�ele, en s'appuyant sur l'�equivaleneentre s�emantiques parall�ele et s�equentielle. En e�et, un programme OamlP3lqui est ompil�e et ex�eut�e sans erreur en mode s�equentiel devrait en prinipetoujours s'ex�euter en mode parall�ele ave le même r�esultat. Le programmeur�evite ave ette optique toute la phase de d�ebogage de l'appliation parall�elequi peut s'av�erer omplexe au point de s'arraher les heveux.Le fait de d�evelopper en s�equentiel et d'ex�euter en parall�ele onstitue l'unedes arat�eristiques les plus signi�atives et les plus puissantes d'OamlP3l. Ro-berto Di Cosmo et Pierre Weis omptent travailler �a la d�emonstration d'unepreuve formelle de l'�equivalene entre les deux s�emantiques qui permettrait demontrer l'�equivalene entre les modes s�equentiels et parall�eles de tous les odesque l'utilisateur pourrait r�eer.En�n, la s�emantique graphique est une aide utile pour donner au program-meur une id�ee intuitive de la struture parall�ele de son ode �a partir des souresmêmes. Cette information peut servir notamment �a l'a�etation des n�uds phy-siques aux n�uds virtuels ou plus diretement �a la oneption et �a l'analyse del'appliation parall�ele.D'autres outils existent �egalement qui visent �a failiter la programmationdans le syst�eme OamlP3l. Par exemple, oamlp3lrun permet de distribuerautomatiquement les opies du ode parall�ele �a un ensemble de mahines,oamlp3lps permet d'imprimer les PIDs de tous les proessus ex�eutant desprogrammes OamlP3l sur le r�eseau... Bien d'autres existent enore.Cependant, l'ex�eution reste tr�es simple et l'utilisateur peut tr�es bien �erireun petit sript destin�e �a son appliation sur la on�guration du mat�eriel qui est�a sa disposition. Nous pr�esentons ainsi �a la Figure 3.3 le sript que nous avonsemploy�e pour laner notre alul en parall�ele sur 8 n�uds d'une grappe de PC,dont la premi�ere mahine est plus lente que les autres.
p. 111



CHAPITRE 3. COUPLAGE DE CODES ET PARALL�ELISME AVEC OCAMLP3L
type olor = intval seq :?ol:olor ->(unit -> 'a -> 'b) -> unit -> 'a stream -> 'b streamval ( ||| ) :(unit -> 'a stream -> 'b stream) ->(unit -> 'b stream -> ' stream) ->unit -> 'a stream -> ' streamval loop :?ol:olor ->('a -> bool) * (unit -> 'a stream -> 'a stream) ->unit -> 'a stream -> 'a streamval farm :?ol:olor ->?olv:olor list ->(unit -> 'a stream -> 'b stream) * int ->unit -> 'a stream -> 'b streamval mapvetor :?ol: olor ->?olv:olor list ->(unit -> 'a stream -> 'b stream) * int ->unit -> 'a array stream -> 'b array streamval reduevetor :?ol:olor ->?olv:olor list ->(unit -> ('a * 'a) stream -> 'a stream) * int ->unit -> 'a array stream -> 'a streamval parfun :(unit -> unit -> 'a stream -> 'b stream) ->'a stream -> 'b streamval pardo : (unit -> 'a) -> 'aFig. 3.2 { Les types des ombinateurs OamlP3l
p. 112



3.4. LE SYST�EME OCAMLP3L

#!/bin/shNODES="lus-101 lus-102 lus-103 lus-104 nlus-105 lus-106 lus-107 lus-108"PAR="./oupling_subdomains.par"eho -n "Launhing P3L amorphous nodes on the luster:"for NODE in $NODES; doeho -n " $NODE"ssh $NODE $PAR 1> log-$NODE 2> err-$NODE &ase $NODE inlus-101) COLORED_NODES="$COLORED_NODES $NODE#1";;*) COLORED_NODES="$COLORED_NODES $NODE#2";;esadoneeho "Starting omputation with $COLORED_NODES..."$PAR -p3lroot $COLORED_NODES 1> log-root 2> err-rooteho "Finished."Fig. 3.3 { Sript simple destin�e �a laner un programme parall�ele OamlP3l.
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CHAPITRE 3. COUPLAGE DE CODES ET PARALL�ELISME AVEC OCAMLP3L3.5 Utilisation d'OamlP3l pour la d�eomposi-tion de domaines3.5.1 Gen�ese d'un partenariat et �ehelles de tempsJe ne r�esiste pas au plaisir de pr�esenter les premiers tests qui ont servide base pour l'exp�erimentation d'OamlP3l dans le adre des m�ethodes de d�e-omposition de domaines. Ces tests onstituent le r�esultat des sept premiersmois de ollaboration entre Pierre Weis, Roberto Di Cosmo, Fran�ois Cl�ement,Arnaud Vodika et moi. On s'�etonnera sans doute au premier abord de es r�e-sultats : programmer la m�ethode de Shwarz additif, sans doute la m�ethode ded�eomposition de domaines la plus simple qui soit, fut-elle en parall�ele, ave desdi��erenes �nies sur une grille strutur�ee r�eguli�ere ne semble pas d'un attraitfolihon. Mettre sept mois �a plusieurs pour r�ealiser et exploit pourrait tenir dela gabegie pure et simple.En fait, un long d�elai, quatre mois environ, a �et�e n�eessaire �a la ompr�e-hension mutuelle entre informatiiens et num�eriiens, qui parlent deux languesradialement di��erentes30. Le plus grand pas a �et�e fait quand les herheurs eninformatique ont saisi les probl�emes qui nous int�eressaient et propos�e des outilspour les traiter et quand, de notre ôt�e, nous avons ommen�e �a perevoir lespossibilit�es qu'o�raient les m�ethodes propos�ees par l'�equipe d'informatiiens.Ensuite, la prise en main des squelettes d'OamlP3l, la modi�ation du odetr�es simple de di��erenes �nies et l'impl�ementation des outils de base pour uti-liser OamlP3l dans le adre d'un ouplage dans une m�ethode de d�eompositionde domaines ont pris aussi un temps non n�egligeable, approximativement troismois. Dans le même intervalle, des orretions �etaient apport�ees au squeletteloop d'OamlP3l. La premi�ere �etape aboutit don �a l'algorithme de Shwarzadditif en deux dimensions, ave des domaines strutur�es et en parall�ele apr�essept mois de labeur, voir la Setion 3.5.2 et �egalement [31℄ pour plus de d�etails.La deuxi�eme phase a ommen�e quand nous nous sommes rendus ompteque la d�emarhe avait donn�e satisfation dans le as simple pr�e�edent. Nousnous sommes don lan�es dans l'algorithme de Robin{Robin non onforme d�e-rit en Setion 2.3 en trois dimensions et en parall�ele ave un ode d'�el�ements�nis r�ealiste. En moins de quatre mois, nous avons obtenu les premiers r�esul-tats, [30℄. L�a enore, un gros travail a �et�e n�eessaire. Du ôt�e des informatiiens,trois nouveaut�es importantes ont dû être mises en plae �a notre demande : lapossibilit�e d'initialiser loalement les squelettes, voir la Setion 3.4.5, les par-30A titre d'illustration, je dirais ei : les trois premi�eres r�eunions ont �et�e pass�ees �a essayerde s'entendre autour de la notion de maillage...p. 114



3.5. UTILISATION D'OCAMLP3Lfuns, voir la Setion 3.4.6, et les olors, voir la Setion 3.4.8. De notre ôt�e,une assez longue p�eriode a �et�e onsar�ee �a la transformation du ode �el�ements�nis en un solveur de sous-domaine, voir la Setion 3.2. Une phase de testset d'am�elioration du programme op�erant la projetion entre les interfaes, voirla Setion 2.4 s'est av�er�ee indispensable. De plus, pour oder la m�ethode deRobin{Robin plus omplexe que le point �xe de l'algorithme de Shwarz, il afallu enrihir notablement le ode Oaml de ouplage. Ce oupleur est d�erit end�etail �a la Setion 3.5.4.La troisi�eme phase est la r�eompense des deux pr�e�edentes : apr�es le longapprentissage et la mise en plae des outils, en modi�ant l�eg�erement le oupleuret le solveur de sous-domaine, nous avons programm�e la m�ethode de Neumann{Neumann en parall�ele (sans solveur grossier, [67℄) en quatre jours.La suite logique est de oupler en parall�ele des odes di��erents, traitant desphysiques di��erentes. Il y a un bon espoir de pouvoir faire ei rapidement arsûrement, 'est-�a-dire en pouvant se baser sur un d�ebogage et des tests s�equen-tiels et passer de fa�on sûre �a l'ex�eution parall�ele. Un b�emol doit ependantêtre mis : il faut supposer que les odes �a oupler auront des formes adapt�eesau ouplage, en partiulier leurs entr�ees et sorties, l'interfae au sens informa-tique, doivent être ompatibles ave le oupleur. Cette phase de modi�ation�eventuelle des odes peut en e�et s'av�erer longue et omplexe.La onlusion qu'on peut tirer de et historique de la ollaboration entreherheurs en informatique et num�eriiens est qu'elle a �et�e �a la fois exemplaire,dans le sens o�u elle a abouti �a des r�esultats int�eressants pour les deux groupes,et banale dans sa forme : le plus dur reste la ompr�ehension mutuelle et lagermination des id�ees, qui n�eessitent toutes deux du temps et de la volont�e, etn'o�rent en retour imm�ediat que peu de hoses palpables.Pour �nir, je pr�eise que la programmation en OamlP3l des odes de ou-plages a �et�e essentiellement assur�ee par Arnaud Vodika et Fran�ois Cl�ement.Le reste de ette Setion est divis�ee de la fa�on suivante : nous montronsles r�esultats du premier programme mettant en �uvre l'algorithme de Shwarzdans la Setion 3.5.2. La Setion 3.5.3 est onsar�ee �a la desription des odes �aoupler et de l'algorithme de ouplage. En�n, le oupleur �erit en OamlP3l estfourni, aompagn�e de quelques ommentaires, dans la Setion 3.5.3.3.5.2 Algorithme de Shwarz additif en deux dimensionsUne desription ompl�ete de ette �etude peut être trouv�ee dans le rapporttehnique [31℄. Nous ne reproduisons ii que les r�esultats les plus marquants.p. 115



CHAPITRE 3. COUPLAGE DE CODES ET PARALL�ELISME AVEC OCAMLP3LDans es premi�eres exp�erienes num�eriques, nous avons utilis�e l'algorithmede Shwarz additif introduit au XIX�eme si�ele, [89℄. On pourra se reporter parexemple �a [81℄ ou [67℄ pour une pr�esentation d�etaill�ee de et algorithme. Nousmentionnons ii que 'est une m�ethode de d�eomposition de domaines avereouvrement, qui peut s'�erire omme un point �xe sur des variables d'in-terfae de type Dirihlet. Nous ne disuterons pas plus avant et algorithme,nous remarquons juste qu'il est relativement faile �a programmer sur des grillesstrutur�ees, ave une d�eomposition en sous-domaines strutur�ee elle-aussi, voirun exemple sur la Figure 3.4. C'est pourquoi il onstituait un point de d�epartsuÆsamment simple pour les premiers tests d'OamlP3l.
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Fig. 3.4 { Gauhe : le domaine 
 d�eompos�e en 9 sous-domaines se hevauhantsur une ouhe de 2 mailles. Droite : les ommuniations entre un sous-domaineet ses quatre voisins �eventuels.Les tests qui sont pr�esent�es �a la Figure 3.5 ont �et�e r�ealis�es sur le arr�e unit�e
 = [0; 1℄ � [0; 1℄ divis�e en 5�5 sous-domaines arr�es (ou retangulaires surle bord). Tous les sous-domaines ont des maillages r�eguliers et strutur�es enarr�es. Le hevauhement entre deux sous-domaines tient sur quatre mailles.L'�evolution des it�er�es suessifs dans l'algorithme de point �xe est dessin�e surles Figures 3.5. La ondition initiale est la fontion identiquement nulle. Lasolution analytique du probl�eme global est onnue et est tr�es simple : p(x; y) =x(1�x)y(1�y). Elle est tra�ee �egalement de mani�ere �a visualiser la onvergenedes it�er�es vers ette solution.p. 116



3.5. UTILISATION D'OCAMLP3LDans la partie en bas �a gauhe de la Figure 3.5, est dessin�ee l'a�el�eration dueau parall�elisme : le speed-up. Dans ette exp�eriene, la d�eomposition reste �xe �a25 sous-domaines. Deux param�etres varient : le maillage de haque sous-domaineest raÆn�e et le nombre de proesseurs varie de 1 �a 10. Pour haque degr�e deraÆnement, le speed-up augmente lin�eairement jusqu'�a atteindre environ 7 pour10 proesseurs, e qui est raisonnable, ompte-tenu du fait que l'impl�ementationn'�etait pas du tout optimis�ee.Ces r�esultats tr�es satisfaisants nous ont enourag�es �a poursuivre ave uneappliation plus r�ealiste.
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Fig. 3.5 { Un alul ave 25 sous-domaines (haque sous-domaine est un arr�eposs�edant sa ouleur). La solution initiale (�a gauhe en haut), la solution al-ul�ee apr�es 10 i�terations (�a droite en haut) et la solution apr�es 40 it�erations(en bas �a gauhe). La solution analytique est tra�ee en lignes rouges. En bas �adroite : le fateur d'a�el�eration pour 10 proesseurs ave des grilles raÆn�ees :d'un maillage 100�100 jusqu'�a une grille de 1400�1400 mailles.
p. 117



CHAPITRE 3. COUPLAGE DE CODES ET PARALL�ELISME AVEC OCAMLP3L3.5.3 Algorithme de Robin{Robin non onformeCodes �a ouplerPour op�erer le ouplage, trois odes �erits en C++ sont utilis�es. Nous feronslargement appel aux notations introduites dans le Chapitre 2. En partiuliernous utiliserons les noms des maillages d'interfae de la Setion 2.2.4, les espaesd'approximation de la Setion 2.3.3 et surtout les op�erateurs d'interfae de laSetion 2.3.9.Le ode build interfae meshes prend en entr�ee le nom du �hier de maillage3D du sous-domaine 
i; i 2 In = f1; 2; : : : ; ng. Ce programme lit le �hiersur le disque, alule tous les maillages d'interfae �a deux dimensionsShij; j 2 Ni et �erit es maillages dans des �hiers sur le disque. Il nerenvoie rien en sortie.Par ons�equent, il n'a besoin d'auune rediretion d'entr�ee ou de sortie.Le ode build projetion matrix prend en entr�ee les deux noms de �hiersdes deux maillages d'interfae 2D Shij et ~Shij = Shji vivant sur la mêmeinterfae g�eom�etrique entre deux sous-domaines �ij; (i; j) 2 N. Leprogramme lit es �hiers sur le disque, alule et renvoie la projetionL2 orrespondante Pi!j, voir les �equations (2.50, 2.62). Cette projetionest stok�ee sous la forme d'une matrie reuse, que nous appellons avebeauoup d'originalit�e matrie de projetion. La projetion d'un veteurd'un maillage d'interfae �a son voisin s'exprime dans e formalismeomme un produit matrie veteur reux. Nous n'en disons pas plusl�a-dessus : ette remarque vise juste �a expliquer le nom du programme.Ce ode a besoin de la rediretion de sa sortie standard.Le ode solve on a subdomain prend en entr�ee le nom du �hier de maillage3D du sous-domaine 
i; i 2 In. Ce programme r�ealise l'op�erateur deRobin{Robin Si d�e�ni en (2.47).Il ommene par une phase de initialisation dans laquelle il lit le �hier demaillage sur le disque, il alule la matrie du probl�eme de Robin (2.48)et ensuite il fatorise elle-i.Il entre ensuite dans une boule sans �n, attendant onstamment un mot-l�e.Quand arrive le mot-l�e "init", il alule et retourne le terme de Ro-bin sur l'interfae Si(0; qj
i) 2 �h;i, qui est utilis�e dans le seondmembre de l'�equation de point �xe (2.59) ; il sert don �a obtenir leseond membre alg�ebrique b du syst�eme lin�eaire (2.60).p. 118



3.5. UTILISATION D'OCAMLP3LQuand arrive le mot-l�e "loop", il prend en entr�ee le veteur d'in-terfae xh;i 2 �h;i, puis il alule et retourne le terme de Ro-bin Si(xh;i; 0) 2 �h;i qui est utilis�e dans le produit matrie ve-teur (2.59).Quand arrive le mot-l�e "final", il prend en entr�ee le veteur d'in-terfae xh;i 2 �h;i, puis il alule et retourne le terme de Ro-bin Si(xh;i; qj
i) 2 �h;i, apr�es avoir �erit sur le disque la solution(uh;i; ph;i)(xh;i) du probl�eme (2.48).Ce programme a besoin des rediretions �a la fois de son entr�ee standardet de sa sortie standard.De plus, la phase d'initialisation durant laquelle est op�er�ee la fatorisationde la matrie du sous-domaine est oûteuse �a la fois en temps de alul eten espae m�emoire. Dans ertains as, elle peut ouper la majeure partiedu temps de r�esolution. Il est don indispensable de ne la faire qu'uneseule fois, avant le d�ebut de la m�ethode it�erative. C'est pourquoi e pro-gramme doit être initialis�e loalement, ave un g�en�erateur de squelettesqui permette ei, voir la Setion 3.4.5. En outre, il faut pouvoir le rap-peler �a la demande et pour ela il faut stoker ses anaux d'entr�ee et desortie.Il est en�n fondamental d'�equilibrer es programmes lors de leur ex�eutionparall�ele en fontion de la taille du sous-domaine dont haque solveur desous-domaine se harge. C'est �a e niveau qu'interviennent la olorationdes tâhes et des ressoures informatiques �a disposition pour les r�ealiser.Cette remarque �etait �egalement valable pour les deux pr�e�edents pro-grammes, mais la oloration s'av�ere importante ii du fait que e sont lessolveurs de sous-domaine qui r�ealisent dans la pratique presque la totalit�edu travail.Nous avons utilis�e la m�ethode de Krylov non sym�etrique Bi-CGStab [95℄ pourr�esoudre le syst�eme lin�eaire (2.60) de la m�ethode de d�eomposition de domainesde Robin{Robin. Un algorithme it�eratif du type Bi-CGStab ne requiert que troisfontions agissant sur des veteurs : le produit axpy et le produit salaire dot31qui peuvent être tir�es de la librairieBLAS|Basi Linear Algebra Subprograms|et le produit matrie veteur, not�e ii aax, qui alule l'ation de la matrie ARRdu syst�eme (2.60) sur un veteur x. Le produit aax est elui qui est d�etaill�e dansl'Algorithme 2.31axpy alule le veteur a:x + y �a partir du salaire a et des deux veteurs x et y ; dotalule le produit salaire hx; yi �a partir des veteurs x et y. p. 119



CHAPITRE 3. COUPLAGE DE CODES ET PARALL�ELISME AVEC OCAMLP3LLe hoix de Bi-CGStab, plutôt que GMRes par exemple, s'explique par la plusgrande simpliit�e de programmation du premier par rapport au seond. Il nousest en e�et apparu plus faile, pour les premiers tests, de reprogrammer int�egra-lement en Oaml une m�ethode it�erative pour pouvoir l'utiliser ave OamlP3l.Il faut ependant noter que l'algorithme Bi-CGStab n'a pas �et�e programm�e avedes squelettes OamlP3l, mais de fa�on standard en Oaml. Seul le produit aaxfait intervenir es squelettes, mais enapsul�es dans des parfuns, e qui permetde le traiter omme une fontion Oaml normale, bien qu'il ontienne un r�eseaude alul, voir la Setion 3.4.6.Il reste possible �egalement de hanger de solveur it�eratif �a moindre frais,en gardant intat le produit aax. Cependant, il pourrait parâ�tre dommage deperdre de l'�energie �a r�e�erire une m�ethode it�erative dans la mesure o�u elles sonttoutes d�ej�a od�ees dans d'autres langages. En fait, il n'existe a priori auuneraison pour ne pas appeler �a partir d'Oaml un de es programmes existant.Nous ne l'avons pas test�e jusqu'�a pr�esent, mais 'est pr�evu dans la suite.Algorithme de ouplage d�etaill�eNous pouvons maintenant d�erire l'algorithme omplet tel qu'il est mis en�uvre dans le ode OamlP3l.Initialisation� onstruire en parall�ele pour haque sous-domaine 
i; i 2 In, lesmaillages d'interfae Shij; j 2 Ni.� aluler en parall�ele pour haque maillage d'interfae Shij; (i; j) 2 N, laprojetion Pi!j.� fatoriser en parall�ele pour haque sous-domaine 
i; i 2 In, les matriesdes probl�emes de Robin loaux (2.48).� d�e�nir le produit aax qui applique en parall�ele la matrie de la m�ethodede Robin{Robin ARR = Id�h � sPS(�; 0), voir (2.60), �a un veteur x.� aluler en parall�ele le seond membre b = sPS(0; q).� hoisir une ondition initiale, par exemple x0 = 0.� hoisir un algorithme pour r�esoudre le syst�eme global, par exemple Bi-CGStab.It�eration� laner l'algorithme ave le produit matrie veteur parall�ele aax, le se-ond membre b et la ondition initiale x0.� nommer x?h 2 �h la solution de la m�ethode it�erative.Conlusion� r�esoudre en parall�ele les probl�emes de Robin (2.48) dans haque sous-domaine 
i; i 2 In, ave la donn�ee d'interfae x?hj
i et le seondp. 120



3.5. UTILISATION D'OCAMLP3Lmembre qj
i, et stoker les solutions (uh;i; ph;i)(x?hj
i).3.5.4 Impl�ementation du oupleur en OamlP3lLe module Oaml Dde est d�edi�e �a la d�eomposition de domaines. Son inter-fae, ontenant les types des fontions, est donn�e dans l'annexe C.2. En parti-ulier, il d�erit des types pour le veteur d'inonnue x qui aident �a la mise en�uvre des op�erateurs de restrition Ri et Rij d�e�nis en (2.52, 2.51) et de prolon-gement, transpos�es des pr�e�edents. Sont �egalement d�elar�ees les fontions axpyet dot. Des types semblables sont aussi onstruits pour l'op�erateur de projetionP de l'�equation (2.55). Nous ne disons rien sur l'impl�ementation de Bi-CGStabqui est ompl�etement habituelle.Le ode faisant le ouplage est si ourt et si simple qu'il peut être pr�esent�een entier ii.(* we have emphasized the OamlP3l skeletons *)let spawn_it ommand in out =math !in, !out with| Some i, Some o -> i, o5 | _ -> Printf.printf "Calling %snn" ommand;let i, o = Unix.open_proess ommand inin := Some i; out := Some o;i, o;;10 let enapsulate_mapvetor olv prog n =let body _ = mapvetor ~olv:olv (seq prog, n) inlet network = parfun body in(fun v ->let s = network (P3lstream.of_list [v℄) in15 List.hd (P3lstream.to_list s));;let build_all_interfae_meshes =let olv = Dde.olv_sorting_subdomains inlet prog =20 (fun _ -> fun i ->let file = Dde.filename_of_3D_mesh_number i inlet ommand = "build_interfae_meshes "^file inSys.ommand ommand) inenapsulate_mapvetor olv prog Dde.number_of_proessors;;p. 121



CHAPITRE 3. COUPLAGE DE CODES ET PARALL�ELISME AVEC OCAMLP3L25 let build_all_projetion_matries =let olv = Dde.olv_sorting_onnetivity_table inlet prog =(fun _ -> fun i -> fun j ->30 let file_ij = Dde.filename_of_2D_mesh_number i jand file_ji = Dde.filename_of_2D_mesh_number j i inlet ommand ="build_projetion_matrix "^file_i^" "^file_j inlet i = Unix.open_proess_in ommand in35 read_projetion_matrix i) inenapsulate_mapvetor olv prog Dde.number_of_proessors;;let solve_on_all_subdomains =let olv = Dde.olv_sorting_subdomains in40 let prog _ =let in = ref None and out = ref None in(fun (i, tagged_x_i) ->let file_i = Dde.filename_of_3D_mesh_number i inlet ommand = "solve_on_a_subdomain "^file_i in45 let i, o = spawn_it ommand in out inDde.print_tagged_internal_boundary_valueso tagged_x_i;flush o;let xi_i = Dde.read_internal_boundary_values i in50 Dde.iter_vetor_of xi_i) inenapsulate_mapvetor olv prog Dde.number_of_proessors;;pardo (fun () ->Printf.printf "Beginning of 3D ouplingnn";55 (* Initialization *)let n = Dde.number_of_subdomains inlet v = Array.init n (fun i -> i) inbuild_all_interfae_meshes v;let projetion_of =60 let projetion_matries =let v = Array.of_list Dde.onnetivity_table inbuild_all_projetion_matries v inp. 122



3.5. UTILISATION D'OCAMLP3LDde.projetion_with projetion_matries inlet f_of =65 (fun v ->let xi = solve_on_all_subdomains v inlet xi_tilde = projetion_of xi inpermutation_of xi_tilde) inlet aax =70 (fun x ->let v = Dde.iter_vetor_of x inlet xi_double_tilde = f_of v in(Dde.axpy (-.1.) xi_double_tilde x)) inlet b =75 let v = Dde.init_vetor_of_size n inf_of v inlet x0 = Dde.zero_struture_values n inlet algorithm = Bigstab.algorithm Dde.axpy Dde.dot in(* Iteration *)80 let x_star = algorithm aax b x0 in(* Finalization *)let v = Dde.final_vetor_of x_star insolve_on_all_subdomains v;Printf.printf "Ending of 3D ouplingnn"85 );;L'ex�eution du ode ave la s�emantique graphique permet d'obtenir un dessinmontrant la struture parall�ele du ode, voir la Figure 3.6. On observe imm�e-diatement les trois r�eseaux de alul parall�ele ind�ependants que le syst�eme meten plae.Nous donnons quelques ommentaires sur le ode soure oupling.ml i-dessus.La fontion spawn_it (lignes 2{8) a pour type string -> in_hanneloption ref -> out_hannel option ref -> in_hannel * out_hannel.Elle permet de laner des proessus une fois en onservant les anaux onnet�es�a leurs entr�ee et sortie standards. Ensuite, elle garde la possibilit�e d'injeter del'information dans es anaux ou d'en r�eup�erer.La fontion enapsulate_mapvetor (lignes 10{15) est de typeolor array -> (unit -> 'a -> 'b) -> int -> 'a array -> 'b array.Elle retourne un r�eseau de alul sur des ux qui enapsule un squelette demapvetor. Cei permet de d�e�nir le alul en parall�ele d'une fontion surp. 123



CHAPITRE 3. COUPLAGE DE CODES ET PARALL�ELISME AVEC OCAMLP3Ltoutes les omposantes d'un veteur en n'importe quel point du ode s�equentiel,et en partiulier dans toute fontion Oaml.Les fontions build_all_interfae_meshes (lignes 17{24),build_all_projetion_matries (lignes 26{36) etsolve_on_all_subdomains (lignes 38{51) orrespondent aux trois odes �a ou-pler de la Setion 3.5.3. Ils sont d�e�nis grâe �a l'usine �a r�eer des squelettesenapsulate_mapvetor, ave des ouleurs pour �equilibrer leurs harges. Cha-une de es trois fontions utilise des tehniques ad'ho pour onneter ou nonleur entr�ee et leur sortie standard. Seule la derni�ere fait usage de la nouveaut�equi permet une initialisation loale, voir la Setion 3.4.5, ar l'argument _, detype quelonque, est donn�e en argument d�es le d�ebut (ligne 40).L'algorithme proprement dit est impl�ement�e �a l'int�erieur du d�elimiteur dehamp pardo (lignes 53{85). Il fait appel aux trois r�eseaux de alul qui ont�et�e d�e�nis auparavant. Les deux premiers ne sont utilis�es qu'une fois pendantla phase d'initialisation. Le dernier est employ�e onstamment dans la bouledu Bi-CGStab. La fontion f_of (lignes 63{67) d�e�nit la fontion f = sPS(�; q)de l'�equation (2.58) dont nous herhons le point �xe. Elle est appel�ee dans leorps du produit matrie veteur aax (lignes 68{72) et pour le alul du seondmembre b (lignes 73{75).
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3.5. UTILISATION D'OCAMLP3L
pardo

* 8 FarmCFarmE

* 8 FarmCFarmE

* 24 FarmCFarmE

Fig. 3.6 { La struture parall�ele du ode oupling.ml. Con�guration ave 8sous-domaines et 24 interfaes. Voir la d�eomposition dans la Figure 3.7.
p. 125



CHAPITRE 3. COUPLAGE DE CODES ET PARALL�ELISME AVEC OCAMLP3L3.6 Simulations num�eriques 3D ave OamlP3lNous avons test�e dans la Setion 2.5 la m�ethode de d�eomposition de do-maines de Robin{Robin non onforme sur deux exp�erienes aad�emiques endeux dimensions, l'une pour mettre en �evidene les propri�et�es de onvergene dela m�ethode, l'autre pour se rapproher des probl�emes de stokage. Nous testonsdans ette setion ette même m�ethode de Robin{Robin non onforme en troisdimensions et en parall�ele dans deux types de situations : dans la Setion 3.6.1,nous herhons �a �evaluer les performanes du ouplage ave OamlP3l sur un asaad�emique. Dans la Setion 3.6.2, nous onfrontons le ouplage OamlP3l et lam�ethode de d�eomposition de domaines de Robin{Robin �a la dure r�ealit�e d'unesimulation physiquement r�ealiste ; nous r�esolvons l'�eoulement d'un probl�emefourni par l'Andra.Tous les tests ont �et�e r�ealis�es sur la grappe de l'Inria Roquenourt qui estompos�ee de 16 bi-proesseurs Intel Xeon, poss�edant 2 Go de m�emoire et plusde 2 GHz de fr�equene d'horloge. La grappe n'est pas homog�ene : 13 n�uds ontune fr�equene de 2.8 GHz et 3 n�uds sont plus lents, ave une fr�equene de2.0 GHz ou 2.2 GHz. Les ommuniations entre les n�uds sont e�etu�ees viaun r�eseau Gigabit d�edi�e.3.6.1 Tests de performane sur un probl�eme aad�emique3DNous mesurons dans ette setion le temps CPU requis pour r�esoudre unprobl�eme simple donn�e, ave la m�ethode de Robin{Robin non onforme �etudi�ee�a la Setion 2.3, et en utilisant le oupleur OamlP3l parall�ele pr�esent�e �a laSetion 3.5.Objetifs de l'exp�erieneLe but est ii d'�evaluer les performanes de nos odes et en partiulier duoupleur parall�ele �erit en OamlP3l. En e�et, Oaml a dans le monde num�eriquela r�eputation d'être lent et nous voulions savoir si ette lenteur posait probl�emeou non.Les r�esultats obtenus qui sont r�esum�es dans les Tableaux 3.2 et 3.3 semblenttout �a faits raisonnables �a notre avis. Nous n'avons pas mis en �evidene de re-tards partiuliers qui seraient dus sp�ei�quement �a Oaml dans es exp�erienes :un temps de latene dû au parall�elisme existe bien, mais les phases les pluslentes, qui sont des �etapes de alul omme les fatorisations ou les inversionsdans haque sous-domaine, sont du ressort du monde C ou C++. Nous n'avonsp. 126



3.6. SIMULATIONS NUM�ERIQUES 3D AVEC OCAMLP3Lpas herh�e �a estimer les temps de ommuniation, qui ne semblaient pas desfateurs limitants dans es simulations.En�n, nous ne pouvons pas r�eellement quanti�er les r�esultats ar il nousmanque des omparaisons ave un ode parall�ele utilisant d'autres outils paral-l�eles, omme MPI, [59℄. Nous n'avons pas e�etu�e de tests ave MPI pour desraisons qui ont �et�e �evoqu�ees plus haut, en Setion 3.1, mais la onfrontationentre MPI et OamlP3l reste une question int�eressante et pourrait être r�ealis�eedans une autre �etude.Pr�esentation de l'exp�erieneNous r�esolvons le probl�eme mod�ele (2.2) dans le domaine 
 = [0; 1℄� [0; 2℄�[0; 5℄, ave une perm�eabilit�e salaire et onstante K � 1. Nous hoisissons unseond membre (q; p) = (q; 0), tel que la solution en pression est la fontionr�eguli�ere p?(x; y; z) = x(1�x)y(2�y)z(5�z). Une omparaison entre la solutionnum�erique approh�ee et la solution exate peut ainsi être e�etu�ee. Un exemplede ette solution num�erique peut être visualis�ee sur la Figure 3.7.

Fig. 3.7 { Champ de pression pour un alul sur 8 sous-domaines non onor-dants. Pour des raisons de visualisation, nous montrons une vue �elat�ee de inqdes huit sous-domaines. Il faut noter que les maillages ne se raordent pas auxinterfaes. Les grandes (resp. petites) valeurs de la pression sont repr�esent�eesen rouge (resp. en bleu).Les probl�emes de Robin disrets de haque sous-domaine (2.48) sont r�esolusp. 127



CHAPITRE 3. COUPLAGE DE CODES ET PARALL�ELISME AVEC OCAMLP3Lpar hybridation des �el�ements �nis mixtes, omme ela a �et�e expliqu�e �a la Se-tion 3.2, voir par exemple [23℄ ou [29℄. Dans haque sous-domaine, l'hybridationproduit des syst�emes lin�eaires sym�etriques d�e�nis positifs, de taille en O(Nm),o�u Nm est le nombre de mailles, pour des maillages hexa�edriques 3D. Ces sys-t�emes lin�eaires sont r�esolus grâe �a un solveur lin�eaire diret LU fourni par lalibrairie UMFPak V4.1, [42℄32 .Les maillages utilis�es sont onstitu�es d'hexa�edres r�eguliers. Diverses mani�eresde d�eomposer le domaine global 
 de fa�on strutur�ee sont explor�ees. On noteNx (respetivement Ny, Nz) le nombre de sous-domaines selon l'axe Ox (resp.Oy, Oz). Dans la m�ethode de d�eomposition de domaines, les oeÆients deRobin sont pris onstants, tous �egaux �a 5, �ij = 5; (i; j) 2 N. La onvergene del'algorithme Bi-CGStab est atteinte quand la norme in�nie du r�esidu est r�eduited'un fateur 1010.R�esultats de onvergeneNous ommen�ons par montrer dans le Tableau 3.1 le omportement dela norme L2 de l'erreur en fontion du degr�e de raÆnement, a�n de valider lesodes. L'erreur alul�ee est la di��erene entre la pression exate p? et la pressionph 2 Nh obtenue par la simulation num�erique. La norme L2 de ette erreur estalul�ee par int�egration approh�ee par une formule de quadrature de Gauss �ahuit points. Cette norme n'est pas alul�ee par une di��erene prise au entre desmailles et on ne s'attend don pas �a une super onvergene ave ette norme.En revanhe, on doit observer th�eoriquement une d�eroissane en O(h), o�u hest le pas du maillage, f. Th�eor�eme 2.Le maillage est raÆn�e suessivement de la fa�on suivante : le maillage globald'origine T h1 est une grille r�eguli�ere onstitu�ee de (32 � 40 � 40) = 51 200mailles ; son pas est not�e h1. Les maillages suivants T hi; i = 2; 3; 4, sont obtenusen divisant le pas h1 par un fateur i, et haque maille est divis�ee en i3 mailles.Pour onserver une harge onstante par proesseur, quand le maillage globalest raÆn�e et le nombre de mailles est multipli�e par i3, nous d�eomposons ledomaine en i3 sous-domaines.Conform�ement �a e que nous attendions, la norme L2 de l'erreur en pression32Un solveur diret de type Choleski aurait d�e�nitivement �et�e plus performant dans e as,ar il aurait pro�t�e de la sym�etrie du syst�eme. De ette mani�ere, il n'aurait fallu stokerqu'une moiti�e de la matrie fatoris�ee et les inversions auraient �et�e plus rapides. Ce sont desraisons tehniques mineures qui nous ont fait hoisir de fa�on temporaire un solveur LU. Lestemps de alul sont don ii lourdement grev�es par le type de solveur hoisi, mais nous nousint�eressons aux performanes li�ees au parall�elisme dans la r�esolution globale. Or elles-i sontpeu inuen�ees par la rapidit�e du solveur diret : le passage de LU �a Choleski diminueraitsans doute le temps d'un alul, mais ne hangerait gu�ere l'extensibilit�e ou le speed up.p. 128



3.6. SIMULATIONS NUM�ERIQUES 3D AVEC OCAMLP3Ld�erô�t lin�eairement ave le pas du maillage, voir le Tableau 3.1. Cei onsti-tue un indie s�erieux tendant �a prouver que ette m�ethodologie et notre odefontionnent orretement.Quelques remarques suppl�ementaires doivent être faites sur la mani�ere dontles aluls ont �et�e men�es. Pour le alul ave 8 sous-domaines, un sous-domaineest a�et�e �a un n�ud de la grappe. Pour un sous-domaine omportant 51 200mailles, la fatorisation LU n�eessite approximativement 1; 4 GO de m�emoire surles 2 GO disponibles, e qui repr�esente 69% de la m�emoire totale disponible surun n�ud. Il n'y a don pas eu besoin d'utiliser la m�emoire auxiliaire par manquede m�emoire |pas de swap. Le alul est dans e as relativement rapide : lesuroût en temps par rapport au alul ave un seul sous-domaine est de l'ordrede 20%.En revanhe, pour le alul ave 27 sous-domaines, deux sous-domainesdoivent être souvent a�et�es �a un seul bi-proesseur. La fatorisation, qui abesoin de 2; 8 GO, a dû s'e�etuer en swappant, retardant onsid�erablementette �etape. A la �n de la fatorisation, une partie de la m�emoire est lib�er�ee,faisant passer le besoin en m�emoire par sous-domaine �a 0; 8 GO. Les aluls ontdon pu se �nir assez rapidement ar, deux sous-domaines tenant en m�emoiresur un bi-proesseurs, les 27 proessus tournaient �a plein r�egime sur 27 n�uds.Au �nal, un alul sur un total de 1; 4 million de mailles, pour plus de 4; 2millions d'inonnues, a pu se terminer en 50 minutes sur notre grappe de 16bi-proesseurs.En�n, le alul ave 64 sous-domaines est tout simplement impossible enutilisant la m�ethode direte LU d'UMFPak, ar elle est trop grande gourmandeen espae m�emoire. Nous avons don r�ealis�e es aluls ave un solveur it�eratifdans haque sous-domaine : un gradient onjugu�e pr�eonditionn�e fourni par lalibrairie Azte, [94℄. Même si l'initialisation est beauoup moins h�ere puisquela fatorisation n'a plus lieu, haque it�eration demande beauoup plus de tempspour l'inversion des syst�emes dans les sous-domaines. Cei ralentit �enorm�ementla m�ethode de d�eomposition de domaines. Les aluls se sont malgr�e tout ahe-v�es apr�es deux heures quarante minutes, pour un probl�eme de 3; 2 millions demailles et plus de 10 millions d'inonnues.R�esultats d'extensibilit�eNous pr�esentons des r�esultats d'extensibilit�e dans deux as, quand lesmaillages d'interfae sont onordants dans le Tableau 3.2, et quand les maillagesd'interfae ne sont pas onordants dans le Tableau 3.3. Le prinipe de e testd'extensibilit�e est le suivant : on garde onstante la harge par proesseur et onp. 129



CHAPITRE 3. COUPLAGE DE CODES ET PARALL�ELISME AVEC OCAMLP3Laugmente le nombre de proesseurs. Le but est de onserver autant que pos-sible un temps de alul onstant, alors que la harge totale de travail s'estmultipli�ee et des ommuniations ont �et�e n�eessaires pour oupler le probl�emeglobal. Dans le ontexte de la d�eomposition de domaines, on assoie un pro-esseur �a haque sous-domaine, et le domaine global est divis�e en 1, puis 2,puis 4, . . . sous-domaines, ayant haun approximativement le même nombre demailles. Le alul est fait suessivement ave 1, puis 2, puis 4, . . . proesseurs.(Nx; Ny; Nz) SD CPU Iter # unkn # ells h jjp? � phjjL2jjp?jjL21� 1� 1 1 1702000 0 157 760 51 200 h1 4:304%2� 2� 2 8 2100800 8 1 262 080 409 600 h1=2 2:154%3� 3� 3 27 5201900 33 4 259 520 1 382 400 h1=3 1:436%4� 4� 4 64 16104600 32 10 096 640 3 276 800 h1=4 1:077%Tab. 3.1 { Convergene de la solution disr�ete vers la solution exate dans le asonforme. Tous les sous-domaines sont identiques �a une translation pr�es et seraordent sur leurs interfaes. Chaun poss�ede 51 200 mailles retangulaires. Lesyst�eme lin�eaire de haque sous-domaine a 157 760 inonnues. La norme L2 del'erreur relative en pression est fontion du nombre de sous-domaines. Le tempsCPU est donn�e en minutes (0) et seondes (00). On donne aussi la on�gurationde la d�eomposition en sous-domaines, le nombre d'it�erations de Bi-CGStab pouronverger, le nombre total de mailles dans le domaine global, le nombre totald'inonnues dans le domaine global et le pas de disr�etisation h en espae enfontion du pas h1 du alul ave un seul sous-domaine.Chaque sous-domaine poss�ede approximativement 50 000 mailles. La hargetotale pour, mettons, 16 sous-domaines est alors environ 16 fois plus grande quepour un seul sous-domaine, mais omme le alul est lan�e en parall�ele sur 16mahines, on esp�ere le faire dans le même temps que pour un sous-domaine, oupendant un temps l�eg�erement plus long.Plusieurs remarques peuvent être faites au vu des r�esultats obtenus.Tout d'abord, il existe toujours un suroût en temps CPU entre un alulave un sous-domaine, 'est-�a-dire sans parall�elisme, et un alul ave plusieurssous-domaines. Cei est normal dans la mesure o�u un alul parall�ele requierten plus par rapport �a un alul s�equentiel la r�eation d'un r�eseau de alul, desit�erations de Bi-CGStab, des ommuniations, une phase de projetion, et.p. 130



3.6. SIMULATIONS NUM�ERIQUES 3D AVEC OCAMLP3L

(Nx; Ny; Nz) # SD CPU Iter total # ells Tn=T11� 1� 1 1 1702000 0 51 200 11� 1� 2 2 2102100 6 102 400 1:231� 1� 4 4 2105100 18 204 800 1:261� 1� 8 8 2002000 18 409 600 1:171� 1� 16 16 2104700 22 819 200 1:261� 2� 2 4 1705900 8 204 800 1:041� 2� 4 8 2002000 8 409 600 1:171� 2� 8 16 2105900 21 819 200 1:271� 4� 4 16 2204100 23 819 200 1:312� 2� 2 8 2100800 8 409 600 1:222� 2� 4 16 2300300 20 819 200 1:33Tab. 3.2 { Test d'extensibilit�e dans le as onforme. Tous les sous-domaines sontidentiques �a une translation pr�es, et se raordent sur leurs interfaes. Chaunposs�ede 51 200 mailles retangulaires. Le temps CPU est fontion du nombre desous-domaines, qui est �egal au nombre de proesseurs utilis�es. Le temps CPUest donn�e en minutes (0) et seondes (00). On donne aussi la on�guration de lad�eomposition en sous-domaines, le le nombre d'it�erations de Bi-CGStab pouratteindre la onvergene, le nombre total de mailles dans le domaine global, etle rapport Tn=T1 des temps de alul pour n sous-domaines et pour 1 sous-domaine.

p. 131



CHAPITRE 3. COUPLAGE DE CODES ET PARALL�ELISME AVEC OCAMLP3L

(Nx; Ny; Nz) # SD CPU No Col CPU Col # Iter total # ells1� 1� 1 1 1702000 1702000 0 51 2001� 1� 2 2 4402900 2602500 13 100 6041� 1� 4 4 3005000 2501200 16 208 0461� 1� 8 8 3203600 2500300 18 386 0921� 1� 16 16 4100800 2901300 23 804 6541� 2� 2 4 3903300 2901400 19 201 8781� 2� 4 8 5005300 2705700 28 398 9161� 2� 8 16 44028 3401300 32 816 9041� 4� 4 16 3700500 3102800 26 785 4962� 2� 2 8 3703700 3302500 30 421 6912� 2� 4 16 4500500 3100000 31 812 194Tab. 3.3 { Test d'extensibilit�e dans le as non onforme. Tous les sous-domainessont di��erents et ne se raordent pas sur leurs interfaes. Chaun poss�edeenviron 50 000 mailles retangulaires (�a �10 000 mailles pr�es). Le temps CPUest fontion du nombre de sous-domaines, qui est �egal au nombre de proesseursutilis�es. Le temps CPU est donn�e en minutes (0) et seondes (00) dans deux as :dans la olone \No Col", l'option des ouleurs n'est pas employ�ee, et dans laolonne\Col", la oloration des tâhes et des n�uds physiques a servi �a �equilibrerla harge de alul. On donne aussi la on�guration de la d�eomposition en sous-domaines, le le nombre d'it�erations de Bi-CGStab pour atteindre la onvergeneet le nombre total de mailles dans le domaine global.
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3.6. SIMULATIONS NUM�ERIQUES 3D AVEC OCAMLP3LEn revanhe, quand le nombre de sous-domaines augmente au-del�a de deux,le temps de alul reste approximativement onstant et le nombre d'it�erations deBi-CGStab augmente lentement. Cela d�epend du as-test : quand les maillagesd'interfae sont raord�es, la phase de projetion est beauoup plus rapide etmoins oûteuse en termes de m�emoire que dans le as o�u les maillages ne seraordent pas �a l'interfae. De plus, la onvergene de Bi-CGStab est retar-d�ee quand les maillages sont non onordants. Cei explique pourquoi le tempsCPU est plus grand dans e dernier as. Cei peut aussi expliquer pourquoi laon�guration de la d�eomposition en sous-domaines joue un rôle plus importantdans le as non onforme que dans le as raord�e : plus il y a d'interfaes, plusil y a de projetions et plus oûteuse est haque it�eration.Troisi�emement, la phase d'initialisation pendant laquelle est op�er�ee la fato-risation LU des matries de probl�emes de Robin (2.48), s'est av�er�ee la partie laplus oûteuse du alul global �a la fois en termes de temps de alul et en termesde m�emoire : pour un maillage de 51 200 mailles, la fatorisation n�eessite, onl'a vu, approximativement 1; 4 GO de m�emoire, e qui est en-dessous de la taillem�emoire disponible sur un n�ud. Dans le as onordant, il n'y a don pas eud'utilisation de la m�emoire auxiliaire et le n�ud le plus lent a retard�e tous lesautres.Cependant dans le as non onordant, les sous-domaines ne sont pas tousidentiques : ertains poss�edent environ 40 000 mailles tandis que d'autres ontplus de 60 000 mailles. Les proesseurs s'oupant des sous-domaines les plusraÆn�es ont swapp�e pendant la fatorisation. Dans es onditions, il est devenuimportant d'�equilibrer orretement la harge de alul ave les ressoures in-formatiques disponibles. Les ouleurs, voir Setion 3.4.8, se sont r�ev�el�ees utilespour et �equilibrage : on a pu a�eter les sous-domaines les plus petits aux pro-esseurs les plus lents, pendant que les autres n�uds se hargeaient du reste.Nous montrons dans la Table 3.3 une omparaison entre des aluls utilisant lesouleurs et d'autres sans les ouleurs, et don ave une distribution des hargesarbitraire (pas for�ement la pire). On observe un gain qui peut s'�elever �a 25%ou même 40% du temps de alul.En�n, omme nous l'avons remarqu�e en introdution du Chapitre 3, il existeun goulot d'�etranglement de ommuniation dans e ode : il n'est pas salable.Cei est dû �a la fois �a la m�ethode de d�eomposition de domaines telle qu'elleest impl�ement�ee, et �a la mani�ere dont sont trait�ees les ommuniations parOamlP3l. En e�et, toutes les ommuniations sont entralis�ees et par ons�e-quent quand le nombre de sous-domaines augmente, les ommuniations quisont envoy�ees au n�ud raine (root) qui g�ere la entralisation, deviennent unep. 133



CHAPITRE 3. COUPLAGE DE CODES ET PARALL�ELISME AVEC OCAMLP3Lharge de plus en plus importante. Cei peut engendrer une surharge impor-tante due aux ommuniations �a haque it�eration. Cependant, es exp�erienesn'ont pas mis en �evidene ette limitation, du fait que le nombre de sous-domaines est rest�e relativement petit. Mais pour des tests plus pouss�es aveun grand nombre de sous-domaines, il pourrait devenir ritique de surmonter eprobl�eme. C'est pourquoi les d�eveloppeurs d'OamlP3l ont d�ej�a ommen�e �a en-visager une struture permettant de permettre des ommuniations diretemententre deux n�uds du r�eseau.
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3.6. SIMULATIONS NUM�ERIQUES 3D AVEC OCAMLP3L3.6.2 Simulation d'un �eoulement 3D r�ealisteNous pr�esentons dans ette Setion les r�esultats d'�eoulement obtenus surun mod�ele 3D r�ealiste issu de l'Andra, [80℄. Une simpli�ation a �et�e op�er�ee parrapport au probl�eme \r�eel" trait�e par l'Andra : nous avons onsid�er�e que lessous-domaines sont enti�erement homog�enes, e qui n'est pas enti�erement exat.Nous d�erivons don int�egralement le mod�ele �etudi�e ii. Dans la suite, nous nousonformerons �a l'usage �etabli �a l'Andra et quali�erons de mod�ele oxfordien toute qui se rapporte �a e probl�eme.Ce probl�eme est diÆile �a r�esoudre num�eriquement essentiellement pourdeux raisons : premi�erement, la g�eom�etrie du domaine se arat�erise par unetr�es forte anisotropie, le domaine ayant l'apparene d'une galette, omme onpeut le voir �a �ehelle r�eelle sur la partie gauhe de la Figure 3.8. Deuxi�eme-ment, les ouhes g�eologiques sont tr�es h�et�erog�enes entre elles ; les oeÆient deperm�eabilit�e sautent de plusieurs ordres de grandeurs d'une ouhe �a l'autre.Desription du mod�eleNous r�esolvons le probl�eme d'�eoulement (2.2) dans le domaine 
 pr�esent�esur les Figures 3.8, 3.9 et 3.10. Il est onstitu�e de plusieurs ouhes g�eologiques,elles-mêmes divis�ees en deux zones : une zone dite\r�egionale"et une zone\loale"o�u les perm�eabilit�es sont plus faibles. Le mod�ele omprend 6 strates hydrog�eolo-giques dont nous donnons la liste de haut en bas : le Tithonien, le Kimm�eridgien,l'Oxfordien sup�erieur L2a-L2b, l'Oxfordien Hp1-Hp4, l'Oxfordien C3a-C3b et leCallovo-Oxfordien, parfois raouri en \C-Ox". L'Andra �etudie la possibilit�e destoker des d�ehets dans ette derni�ere ouhe, le Callovo-Oxfordien, ar 'estun type d'argile tr�es peu perm�eable. L'emplaement du laboratoire de Bure o�usont faites des exp�erienes in-situ est indiqu�e sur la Figure 3.9.G�eom�etrie du domaine 
 Les ouhes inf�erieures sont des prismes �a basehexagonale et d'�epaisseurs onstantes. Seuls le Tithonien et le Kimm�eridgien ontdes g�eom�etries plus omplexes. L'hexagone servant de base peut être vu sur laFigure 3.9. Les oordonn�ees de ses sommets Oi; i = 1; : : : ; 6, sont donn�ees dansla Table 3.4. On doit noter que le domaine a une extension horizontale de l'ordrede 40 kilom�etres et une hauteur de l'ordre de 500 m�etres, soit environ ent foisplus petite, f. Figure 3.8, �a gauhe. Pour toutes les autres visualisations et pourertains aluls, une mise �a l'�ehelle est r�ealis�ee : les altitudes sont mutlipli�eespar un fateur 100. Cette homoth�etie d'axe Oz et de fateur 100 d�e�nit unnouveau domaine 
0 tel que :
0 := �(x; y; z0) 2 R3 = (x; y; z) 2 
 and z0 = 100z	 : (3.1)p. 135



CHAPITRE 3. COUPLAGE DE CODES ET PARALL�ELISME AVEC OCAMLP3L

Fig. 3.8 { Vues ext�erieures du domaine 3D du mod�ele oxfordien. Gauhe : do-maine 
 �a �ehelle r�eelle. Droite : domaine 
0, obtenu par dilatation du domaine
 d'un fateur 100 selon l'axe Oz. Visualisation grâe �a Medit (outil de visuali-sation de maillage de l'Inria, [52℄). On observe les di��erents sous-domaines des-sin�es ave des ouleurs distintes. Les sous-domaines sont strati��es par ouheshorizontales. Dans haque ouhe g�eologique, deux sous-domaines sont aol�es :le premier, �a l'avant sur la Figure, est la zone dite \loale"qui s'enastre dans leseond, la zone \r�egionale", dont on voit les faes lat�erales �a gauhe et �a droitedu premier. Le sous-domaine rouge ontient le site de stokage.

p. 136



3.6. SIMULATIONS NUM�ERIQUES 3D AVEC OCAMLP3LLe Tithonien est enadr�e par un toit (fronti�ere sup�erieure) et un planher(fronti�ere inf�erieure) divis�es en plusieurs moreaux de plans horizontaux et in-lin�es. Cette formation est a�eurante, et oi�e la quasi-totalit�e du domaine
. La projetion du toit du Tithonien sur un plan horizontal est le pentagoneO1O3O4O5O6.Le Kimm�eridgien poss�ede un planher horizontal et un toit divis�e en troismoreaux de plans dont un est horizontal. Cette formation a�eure dans lapartie Sud du domaine, d�elimit�ee par les points O1; O2; O3, �a l'emplaement o�ule Tithonien n'existe pas.Comme nous l'avons dit plus haut, toutes les ouhes se divisent en deuxparties. La zone \loale" est un prisme de base pentagonale S1S2S4S5O3, voir laFigure 3.9. La zone \r�egionale" est le ompl�ementaire de l'autre zone.Point O1 O2 O3 O4 O5 O6X (Lambert1 km) 790 817; 5 832; 5 816 798 790Y (Lambert1 km) 1074 1074 1099 1111 1108 1091; 5Topographie (m) 145 145 251 341 341 341Subs. Tithonien (m) 145 �� 251 251 251 251Subs. Kimm�eridgien (m) 145 145 145 145 145 145Subs. Oxfordien L2a-L2b (m) �20 �20 �20 �20 �20 �20Subs. Oxfordien Hp1-Hp4 (m) �70 �70 �70 �70 �70 �70Subs. Oxfordien C3a-C3b (m) �130 �130 �130 �130 �130 �130Subs. Callovo-Oxfordien (m) �265 �265 �265 �265 �265 �265Tab. 3.4 { Cotes des points d�elimitant le domaine 
 du mod�ele oxfordien. Lesubstratum (\Subs."), qui mod�elise la fronti�ere inf�erieure, est donn�e en m�etres,tandis que les oordonn�ees horizontales sont exprim�ees en kilom�etres.
Perm�eabilit�es Les perm�eabilit�es que nous avons utilis�ees dans nos alulssont donn�ees dans la Table 3.5. Nous supposons que dans haque ouhe, leszones r�egionale et loale sont homog�enes et ont une perm�eabilit�e K qui s'�eritK = 24 Kh 0 00 Kh 00 0 Kv 35 ; p. 137
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Fig. 3.9 { Vue de dessus de la g�eom�etrie du mod�ele oxfordien. On distingue lesdeux zones, r�egionale et loale (hahur�ee en rouge), poss�edant des propri�et�esphysiques di��erentes. L'emplaement du laboratoire de Bure est positionn�e auniveau de la roix verte. Le trait disontinu bleu O1O3 marque la limite Sudde l'a�eurement du Tithonien. La ligne O5P montre le plan de oupe de laFigure 3.10.
p. 138
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Kimm�eridgienTithonien
OxfordienCallovo-Oxfordien PO5Fig. 3.10 { Sh�ema simpli��e d'une oupe vertiale selon O5P du mod�ele oxfor-dien, f. Figure 3.9. Les quatre strates hydrog�eologiques prinipales sont indi-qu�ees. L'oxfordien se sinde en trois sous-ouhes. Sur les bords qui sont des-sin�ees en rouge, des onditions de type Dirihlet sont impos�ees. Sur les bordsbleus, e sont des ondtions de type Neumann homog�ene (ux nul). Les �ehellesr�eelles ne sont �evidemment pas respet�ees.o�u Kh est le oeÆient de perm�eabilit�e horizontale, et Kv la perm�eabilit�e verti-ale. Les deux valeurs sont exprim�ees en m�etre par seonde33. Le tenseur de per-m�eabilit�e est g�en�eralement salaire, la seule exeption �etant le Callovo-Oxfordienau sein duquel la perm�eabilit�e vertiale est 100 fois plus faible que la perm�ea-bilit�e horizontale.Ces perm�eabilit�es ont deux arat�eristiques prinipales : d'une part, les va-leurs sont extrêmement petites, et d'autre part elles sont partiuli�erement h�e-t�erog�enes. Le saut entre les zones loale et r�egionale du Kimm�eridgien est de 7ordres de grandeur !Conditions aux limites Des onditions aux limites de type Neumann homo-g�ene sont a�et�ees �a ertaines parois lat�erales des ouhes g�eologiques. Celles-isont d�e�nies dans le Tableau 3.5. Partout ailleurs, des onditions de type Diri-hlet sont impos�ees ; elles sont lues par des �hiers de donn�ees fournis par l'An-dra. Les harges impos�ees varient entre 470 au planher du Callovo-Oxfordien et150 au toit du Tithonien. On peut voir sur la oupe vertiale 2D de la Figure 3.10omment sont appliqu�ees les onditions aux limites.33On a gard�e ette unit�e. On pourrait �egalement travailler en m/an ou en km/an qui ontplus de sens pour un alul de transport. p. 139
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Couhe zone SD �z(m) Kh(m=s) Kv(m=s) Neumann hom.Tithonien R�eg. 12 0 � 90 3E � 5 3E � 5 S5O4O5O6O1S3Tithonien Lo. 11 0 � 90 3E � 5 3E � 5 S3O3S5Kimm�er. R�eg. 10 0 � 100 1E � 11 1E � 11 S5O4O5O6O1O2S1Kimm�er. Lo. 9 0 � 100 3E � 4 3E � 4 S1O3S5Ox. L2a-L2b R�eg. 8 165 2E � 7 2E � 7 O2S1Ox. L2a-L2b Lo. 7 165 1E � 9 1E � 9 S1O3S5Ox. Hp1-Hp4 R�eg. 6 50 6E � 7 6E � 7 O2S1Ox. Hp1-Hp4 Lo. 5 50 8E � 9 8E � 9 S1O3S5Ox. C3a-C3b R�eg. 4 60 1E � 9 1E � 9 O2S1Ox. C3a-C3b Lo. 3 60 1E � 11 1E � 11 S1O3S5C-Ox. R�eg. 2 135 1E � 11 1E � 13 S5O4O5O6O1O2S1C-Ox. Lo. 1 135 1E � 11 1E � 13 S1O3S5Tab. 3.5 { Carat�eristiques physiques de haque sous-domaine : ouhe g�eo-logique (Tithonien, Kimm�eridgien, Oxfordien, Callovo-Oxfordien), zone (r�egio-nale ou loale), num�ero du sous-domaine, �epaisseur de la ouhe, oeÆientsde perm�eabilit�e selon l'horizontale et la vertiale, et bords o�u sont impos�ees lesonditions aux limites de type Neumann homog�ene. Ces bords sont toujoursdes parois lat�erales (vertiales) des sous-domaines. Ils sont don ompl�etementd�etermin�es par la liste des points qui les limitent dans un plan horizontal : lespoints Oi; i = 1; : : : ; 6, ou Sj; j = 1; : : : ; 5, de la Figure 3.9.

p. 140



3.6. SIMULATIONS NUM�ERIQUES 3D AVEC OCAMLP3LD�eoupage en sous-domaines L'id�ee est ii de d�eouper le domaine en sui-vant la g�eologie. Nous divisons don le domaine en 12 sous-domaines : deuxsous-domaines par ouhe, un sous-domaine reouvrant haque zone, voir laTable 3.5 ; de ette fa�on, les sous-domaines sont tous homog�enes. Nous omp-tons ensuite sur la m�ethode de d�eomposition de domaines pour mâ�triser l'im-pat des sauts de perm�eabilit�e sur la raideur du probl�eme.Maillages et d�eomposition Le maillage initial du domaine 
 omplet�etait fourni par l'Andra. Il est onstitu�e de 384 582 hexa�edres. La topologiedes ouhes, f. Figure 3.10, et les onditions impos�ees par la g�eom�etrie du sitede stokage, voir la Figure 3.11, ont ontribu�e �a la d�eformation importante deertaines mailles. Dans les ouhes les plus basses qui sont g�eom�etriquementdes prismes, les d�eformations sont rest�ees 2D : les mailles sont des quadranglesd�eform�es extrud�es. Mais la ouhe du Tithonien ontient des mailles qui ont desd�eformations 3D ; pour es mailles hexa�edriques d�eform�ees, la onvergene de lam�ethode des �el�ements �nis mixtes n'est plus assur�ee, omme l'ont fait remarquerNa�, Russell et Wilson dans [75℄, voir pour plus de d�etails la Setion 3.2.1. Ilserait n�eessaire dans e as de prendre les fontions de forme vetorielles pr�eo-nis�ees dans [75℄, ou bien de hanger ompl�etement le fusil d'�epaule et d'utiliserun maillage t�etra�edrique. Nous n'avons pas eu le temps de d�evelopper plus avantette int�eressante question, que nous laissons don �a la rel�eve.En outre, le maillage est bien �evidemment arat�eris�e par une tr�es forteanisotropie, induite par elle du domaine lui-même.La d�eomposition du maillage global de 
 en sous-domaines qui suivent laphysique, est une tâhe laborieuse et ingrate. Il n'existe pas �a ma onnaissane deode qui permette de r�ealiser ette d�eliate op�eration. Elle a don �et�e faite danse as pr�eis pratiquement �a la main par Amel Sboui34. La d�eomposition a �et�efaite de fa�on onforme : les sous-domaines sont tous raord�es aux interfaes.Il ne nous a pas sembl�e justi��e de perdre la onformit�e qui existait dans lemaillage initial. On peut visualiser une vue de dessous des deux maillages duCallovo-Oxfordien sur les Figures 3.12 et 3.13. Une vue de dessus du maillageomplet est pr�esent�ee sur la Figure 3.11.Le fait de d�eomposer le domaine en suivant la g�eologie pose quand même unprobl�eme important : les sous-domaines sont homog�enes en termes de perm�ea-bilit�e mais pas en terme de taille des maillages. Il n'y a en e�et auune raisonpour que les ouhes g�eologiques aient toutes des maillages de même taille. Dansla pratique, elles ont des maillages tr�es di��erents : le plus petit sous-domaine34du projet Estime - INRIA Roquenourt, que je remerie haleureusement au passage.p. 141



CHAPITRE 3. COUPLAGE DE CODES ET PARALL�ELISME AVEC OCAMLP3Lontient un peu plus de 10 000 mailles, alors que le plus gros en ontient plusde 70 000, voir la Table 3.6. La harge n'est don pas du tout �equilibr�ee danse as et le parall�elisme reste limit�e du fait que le plus gros sous-domaine re-tarde tous les autres. Deux rem�edes sont suseptibles d'aider �a r�epartir la hargede fa�on �equilibr�ee : on peut red�eouper les gros sous-domaines en plus petitssous-domaines pour homog�en�eiser les tailles des maillages ; ei a le d�esavantagede multiplier les sous-domaines et repose la question de la d�eomposition demaillage, même si on peut dans e as utiliser des partitionneurs automatiques.L'autre possibilit�e onsiste �a a�eter plusieurs petits sous-domaines �a un mêmen�ud physique, quand la m�emoire est suÆsante. Il est aussi envisageable deombiner es deux tehniques. Nous n'irons pas plus loin sur e sujet ar nousne nous sommes pas attah�es �a r�esoudre ii e probl�eme d'�equilibrage.Solution et m�ethode de r�esolutionLe probl�eme d'�eoulement (2.2) est r�esolu apr�es d�eomposition du domaine 
en 12 sous-domaines ayant une perm�eabilit�e homog�ene et qui sont raord�es auxinterfaes. La m�ethode employ�ee est l'algorithme de d�eomposition de domainesde Robin{Robin �etudi�e �a la Setion 2.3. Nous utilisons �a nouveau le oupleurOamlP3l parall�ele pr�esent�e �a la Setion 3.5 et valid�e �a la Setion 3.6.1. Laonvergene de l'algorithme Bi-CGStab est atteinte quand la norme in�nie dur�esidu est r�eduite d'un fateur 1010.Les aluls ont �et�e e�etu�es ave 12 n�uds de la grappe de PC de l'InriaRoquenourt, voir leur desription dans l'introdution de la Setion 3.6 : haquesous-domaine est a�et�e �a un unique n�ud. Nous utilisons enore une fois lesouleurs d'OamlP3l pour que les trois proesseurs les plus lents re�oivent lestrois sous-domaines les plus petits, voir la Setion 3.4.8 pour la d�e�nition desouleurs.Comme nous l'avons vu plus haut, la d�eomposition �etant faite en suivantla g�eologie, la harge est mal r�epartie et le sous-domaine num�ero 1 qui est leplus gros retarde syst�ematiquement tous les autres proesseurs. Pour dire undernier mot sur les performanes, assez faibles dans ette exp�eriene, la phasede fatorisation dure environ 7 �a 8 minutes ; haque it�eration de Bi-CGStab prendapproximativement 7 seondes. Ainsi, la r�esolution du probl�eme n�eessitant 557it�erations a dur�e 1 heure 22 minutes ; pour le probl�eme dont la r�esolution s'estfaite en 207 it�erations, il a fallu attendre un peu moins de 36 minutes.On peut voir une repr�esentation de la solution en pression sur la Figure 3.14.p. 142



3.6. SIMULATIONS NUM�ERIQUES 3D AVEC OCAMLP3L

Fig. 3.11 { Vue de dessus du maillage du mod�ele oxfordien. Visualisation aveMedit, [52℄.
p. 143
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Fig. 3.12 { Vue de dessous du maillage de la zone r�egionale du mod�ele oxfordien.Visualisation ave Medit, [52℄.
p. 144
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Fig. 3.13 { Vue de dessous du maillage de la zone loale du mod�ele oxfordien.Ehelle di��erente de la Figure 3.12. Visualisation ave Medit.
p. 145
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Fig. 3.14 { Vue �elat�ee des 12 sous-domaines 3D du mod�ele oxfordien averepr�esentation de la solution en pression. Les fortes harges sont dessin�ees enrouge (valeur maximale � 470), et les faibles harges en bleu (valeur maximale� 150). Les �ehelles de la g�eom�etrie ne sont pas respet�ees.
p. 146
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Couhe zone SD # mailles CPU Fato.Tithonien R�eg. 12 14 130 700Tithonien Lo. 11 19 005 1500Kimm�er. R�eg. 10 23 862 1800Kimm�er. Lo. 9 44 160 9200Ox. L2a-L2b R�eg. 8 27 839 3200Ox. L2a-L2b Lo. 7 51 520 15600Ox. Hp1-Hp4 R�eg. 6 11 931 200Ox. Hp1-Hp4 Lo. 5 22 080 900Ox. C3a-C3b R�eg. 4 19 885 1100Ox. C3a-C3b Lo. 3 36 800 5700C-Ox. R�eg. 2 39 770 8200C-Ox. Lo. 1 73 600 44700Tab. 3.6 { Carat�eristiques num�eriques de haque sous-domaine : nom de laouhe g�eologique (Tithonien, Kimm�eridgien, Oxfordien, Callovo-Oxfordien),type de zone (r�egionale ou loale), num�ero du sous-domaine, nombre de mailleset temps de alul n�eessaire pour la fatorisation en seondes.Etude de onvergene en fontion des oeÆients de RobinNous disutons ii les r�esultats de onvergene obtenus ave les di��erentsoeÆients de Robin �ij; (i; j) 2 N qui ont �et�e exp�eriment�es35. La liste dees oeÆients est fournie �a l'�equation (3.2). Dans tous les as, sur haqueinterfae g�eom�etrique �ij, le oeÆient de Robin est onstant : �ij = �ji =Cst(i; j); (i; j) 2 N. Nous notons ave un exposant k = 0; 1; 2; 3 les suites desoeÆients de Robin �k := (�kij)(i;j)2N index�ees par les num�eros d'interfae entredeux sous-domaines.�0ij = 2KiKj(Ki +Kj)Lij
 = MoyH (Ki;Kj)Lij
 (i; j) 2 N;�1ij � 1 (i; j) 2 N;�2ij = 2KiKjKi +Kj = MoyH (Ki;Kj) (i; j) 2 N;�3ij = 2KiKj(Ki +Kj)Lij
 Lmax
Lmin
 = MoyH (Ki;Kj)Lij
 Lmax
Lmin
 (i; j) 2 N; (3.2)

35Voir la d�e�nition de la notation N dans la Setion 2.2.2 p. 147



CHAPITRE 3. COUPLAGE DE CODES ET PARALL�ELISME AVEC OCAMLP3Lo�u nous rappelons, voir la Setion 2.3.8, que Lij
 est la longueur arat�eristique dudomaine 
 selon la diretion normale �a l'interfae �ij, et Lmax
 et Lmin
 sont res-petivement les longueurs maximale et minimale du domaine 
. La d�e�nition dela moyenne harmonique MoyH (�) est rappel�ee en Annexe B �a l'�equation (B.4).Nous notons que les oeÆients �1 et �2 n'ont pas la bonne dimension, au sensphysique du terme : tandis que les autres oeÆients de Robin, �0 et �3 sonthomog�enes au rapport d'une perm�eabilit�e par une longueur, e qui est orret,en revanhe �1 est sans dimension et �2 a la dimension d'une perm�eabilit�e. Nousverrons que les r�esultats les plus probants sont donn�es ave les oeÆients quisont onformes �a la physique : �0 et �3.Pour �xer les id�ees, nous donnons les valeurs prises pour les longueurs a-rat�eristiques : Lij
 = Lij
0 = 40 000 si l'interfae �ij; (i; j) 2 N, est vertiale. Sil'interfae �ij est horizontale, alors Lij
 = 500 et Lij
0 = 50 000. Le oeÆient deforme utilis�e pour �3 s'�eritLmax
Lmin
 = 40 000500 = 80; Lmax
0Lmin
0 = 40 00050 000 = 0; 8 � 1:Nous remarquons que le fateur de forme du domaine 
0, Lmax
0 =Lmin
0 est prohede 1 et sera onsid�er�e �egal �a 1 dans la suite. Cei permet de voir que dans le asdu domaine 
0, deux des oeÆients de Robin sont �egaux : �0 = �3 ; il est parons�equent inutile de faire deux aluls di��erents.Disons d�es maintenant que les r�esultats les plus probants ont �et�e obtenusave les oeÆients �0, donn�e �a l'�equation (3.2) ; la ourbe de onvergene estmontr�ee en rouge dans la Figure 3.17. Ave toutes les autres valeurs de � test�ees,la m�ethode stagne sur le mod�ele oxfordien. Le hoix orret du oeÆient deRobin est ruial pour la m�ethode de d�eomposition de domaines de Robin{Robin non onforme.Nous herhons �a mettre en �evidene les e�ets des deux diÆult�es num�eriquesprinipales de e probl�eme : l'anisotropie et les sauts de perm�eabilit�e.Anisotropie Pour isoler les e�ets de l'anisotropie, nous �xons dans e pa-ragraphe les perm�eabilit�es �a 1 dans tous les sous-domaines : Ki � 1; i =1; 2; : : : ; 12. Nous r�esolvons deux probl�emes d'�eoulement distints : le pre-mier sur le domaine \r�eel" 
, qui est tr�es applati, et le seond sur le domaine�etir�e 
0, qui a des dimensions du même ordre dans toutes les diretions. Lesdeux maillages sont identiques, �a l'homoth�etie d'un fateur 100 selon Oz pr�es.Les ourbes de onvergene sont montr�ees sur la Figure 3.15 et les r�esultatssont r�esum�es dans le Tableau 3.7.p. 148



3.6. SIMULATIONS NUM�ERIQUES 3D AVEC OCAMLP3LIl faut noter que la prise en ompte des dimensions du domaine a�el�eregrandement la onvergene pour le domaine �etir�e 
0. Pour le domaine applati
, le hoix le plus simple, �1 = 1 donne �etrangement de meilleurs r�esultats que�0. Cependant la prise en ompte du fateur de forme donne la onvergene laplus rapide.La onlusion qu'on semble devoir tirer est que le hoix du oeÆient deRobin � = �3 est le plus appropri�e dans e as.Coef. Robin (O = 
 ou 
0) K � 1;
0 K � 1;
 K r�eel;
0 K r�eel;
�0 = MoyH (Ki;Kj)LijO 128 436 207 557�1 � 1 371 156 Diverge Stagne�2 = MoyH (Ki;Kj) f. �1 f. �1 Stagne Stagne�3 = MoyH (Ki;Kj)LijO LmaxOLminO f. �0 82 f. �0 StagneTab. 3.7 { R�esum�e des r�esultats pour les quatre probl�emes �etudi�es en fontiondes oeÆients de Robin. Quand la m�ethode onverge, on donne le nombred'it�erations n�eessaires pour atteindre la onvergene.Sauts de perm�eabilit�e Nous analysons �a pr�esent les r�esultats du probl�emeave les perm�eabilit�es \r�eelles", telles qu'elles ont �et�e �enon�ees dans le Ta-bleau 3.5. Enore une fois, nous r�esolvons deux probl�emes di��erents : l'un estpos�e sur 
 et l'autre sur 
0. Cei permet de voir l'e�et onjugu�e de l'anisotropieet des sauts de perm�eabilit�e.Le probl�eme est bien �evidemment beauoup plus raide. Comme nous l'avonsmentionn�e plus haut, le seul oeÆient de Robin qui a permis de onverger est�0. Les ourbes de onvergene sont montr�ees sur les Figures 3.16 et 3.17. Lesr�esultats sont �egalement r�esum�es dans le Tableau 3.7.Il faut remarquer que, ontrairement �a e que laissait esp�erer l'exp�erienepr�e�edente, le oeÆient �3 ne permet pas de onverger dans e as. On noteque la d�eroissane sur les 5 premiers ordres de grandeur est aussi rapide queelle de �0, mais ensuite Bi-CGStab se met �a stagner, voir la Figure 3.17.Conlusions et perspetives sur e mod�eleNous avons r�esolu l'�eoulement du mod�ele 3d \oxfordien", tir�e d'un pro-bl�eme r�ealiste de l'industrie, grâe �a la m�ethode de d�eomposition de domainesp. 149
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Fig. 3.15 { Courbes de onvergene dans le as o�u les perm�eabilit�es K sontprises onstantes �egales �a 1 dans tous les sous-domaines. R�esidu relatif du Bi-CGStab en �ehelle logarithmique dans l'intervalle [10�11; 1℄, en fontion des it�e-rations. omprises dans l'intervalle [0; 450℄. Les trois premi�eres ourbes, rouge,verte et bleu fon�e, montrent la onvergene de la m�ethode respetivement pour� = �1 � 1, � = �0, et � = �3, et r�esultent d'un alul ave le domaine plat 
.Les deux derni�eres ourbes, rose et bleu lair, sont issues de aluls sur le do-maine 
0 fortement �etir�e selon l'axe vertial, ave respetivement � = �1 � 1et � = �0.
p. 150
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Fig. 3.16 { Courbes de non-onvergene pour trois types de oeÆients deRobin R�esidu relatif du Bi-CGStab en �ehelle logarithmique dans l'intervalle[1E � 7; 1E +3℄, en fontion des it�erations omprises dans l'intervalle [0; 2000℄.Les trois premi�eres ourbes, rouge, verte et bleu fon�e, montrent la stagnationde la m�ethode respetivement pour � = �1 � 1, � = �2, et � = �3, et r�esultentd'un alul ave le domaine plat 
. Les deux derni�eres ourbes, rose et bleulair, sont issues de aluls sur le domaine 
0 fortement �etir�e selon l'axe vertialrespetivement pour � = �1 � 1 et � = �2 ; la m�ethode it�erative stagne quand� = �2 et diverge quand � � 1 : la ourbe rose reste au-dessus de 1E + 20 �apartir de 3000 it�erations.
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Fig. 3.17 { Courbes de onvergene dans le as o�u les oeÆients de Robinsont : � = �0. R�esidu relatif du Bi-CGStab en �ehelle logarithmique dans l'inter-valle [10�11; 1℄, en fontion des it�erations omprises dans l'intervalle [0; 600℄. Laourbe tra�ee en rouge est le r�esultat d'un alul qui a dur�e 1 heure 22 minuteset �et�e r�ealis�e ave les dimensions r�eelles du domaine 
 |la galette. La ourbetra�ee en vert est le r�esultat d'un alul de 36 minutes sur le domaine 
0 forte-ment �etir�e selon l'axe vertial. On a �egalement tra�e en bleu un agrandissementde la ourbe de stagnation de la Figure 3.16, pour le as � = �3 et un alulsur 
.
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3.6. SIMULATIONS NUM�ERIQUES 3D AVEC OCAMLP3Lde Robin{Robin, et en utilisant le programme de ouplage �erit dans l'environ-nement OamlP3l. Ce mod�ele pr�esente deux diÆult�es num�eriques prinipalesqui sont li�ees �a l'anisotropie du domaine et aux forts sauts de oeÆients.Nous avons mis en �evidene le rôle fondamental du hoix du oeÆient deRobin pour permettre �a la m�ethode de onverger. Une �etude exp�erimentalede di��erents oeÆients, toujours onstants par interfae, a �et�e men�ee sur emod�ele. Finalement, une valeur simple du oeÆient de Robin qui est bas�ee surla physique du milieu poreux et la g�eom�etrie du domaine, et qui est homog�eneen termes de alul dimensionnel, a permis de donner des r�esultats tout �a faitaeptables. Nous esp�erons que e oeÆient partiulier�0 = MoyH (Ki;Kj)Lij
pourra être utilis�e ave su�es dans d'autres on�gurations. Il serait �egalementint�eressant dans un futur prohe de mettre en �uvre d'autres tehniques pouraluler des oeÆients de Robin plus ou moins \optimaux".Des tests, qui ne sont pas montr�es ii, ont �et�e r�ealis�es ave des sous-domainesdont la perm�eabilit�e n'est pas homog�ene, mais au ontraire saute sur plusieursordres de grandeur. Dans es onditions, nous n'avons pas r�eussi �a faire onver-ger du tout la m�ethode, faute d'un hoix orret du oeÆient de Robin. Nousroyons don qu'il est important de faire la d�eomposition du domaine en sui-vant la physique, 'est-�a-dire les ouhes g�eologiques. Cei permet �a moindresfrais de trouver un oeÆient de Robin onstant par interfae, simple et adapt�e.En outre, d'autres onsid�erations nous poussent �a op�erer en d�eoupant suivantla physique : d'autres m�ethodes de d�eomposition de domaines permettent der�eduire notablement l'inuene des sauts de oeÆients quand la d�eomposi-tion est faite ouhe par ouhe : je pense notamment au pr�eonditionneur deNeumann-Neumann, f. par exemple [67℄, que nous omptons bien onfronteraussi �a e mod�ele.Cette d�eomposition en se laissant guider par la physique est naturelle, maisposs�ede un d�efaut majeur, outre le fait qu'elle n'est pas toujours ais�ee �a r�eali-ser : elui de ne pas r�eer de sous-domaines homog�enes en tailles, omme nousl'avons vu plus haut. Elle provoque don un d�es�equilibrage de la harge quir�eduit s�erieusement les performanes d'un alulateur parall�ele. Cette questionsera sans doute r�esolue dans la suite en red�eoupant les plus gros sous-domaines.Nous envisageons par exemple de partitionner le plus gros sous-domaine quiontient le site de stokage |le sous-domaine num�ero 1 extrait de la ouhedu Callovo-Oxfordien| et nous pourrons faire un raÆnement loal autour dusite de stokage, omme ela a �et�e �etudi�e sur l'exemple simpliste 2D de la Se-tion 2.5 et ainsi pro�ter pleinement de la pr�esente m�ethode de d�eompositionp. 153



CHAPITRE 3. COUPLAGE DE CODES ET PARALL�ELISME AVEC OCAMLP3Lde domaines non-onforme.En�n, des simulations de transport de polluant onstituent �evidemment lebut �nal de e mod�ele et devront être r�ealis�ees. Mais ei est une autre histoire...3.7 ConlusionEn guise de onlusion, je voudrais parler de e qui reste ertainement lepoint d'orgue de notre ollaboration : la premi�ere ex�eution en parall�ele surnotre grappe de PC. La premi�ere fois o�u le ode a fontionn�e orretement ens�equentiel sur notre station de travail Intel/PC sous Linux, nous avons d�eid�e dele tester imm�ediatement en parall�ele sur la nouvelle grappe de n�uds Intel/PC�egalement sous Linux : nous avons reompil�e en parall�ele le oupleur ave l'op-tion -par sur la station de travail, nous avons opi�e les �hiers ex�eutables surla grappe (le ode OamlP3l et les trois odes �a oupler), ainsi que les �hiersde donn�ees. Nous avons lan�e l'ex�eution. Et �a a marh�e ! Sans avoir besoin ded�eboguer quoi que e soit en parall�ele, en un quart d'heure nous sommes pass�esdu s�equentiel au parall�ele.Nous refermons e long hapitre o�u nous avons essay�e d'expliquer le fon-tionnement d'OamlP3l, a�n de onvainre de la puissane de ette approhe duparall�elisme. Nous avons �egalement montr�e deux r�esultats de simulations num�e-riques 3D, obtenus grâe �a OamlP3l. Nous allons nous int�eresser �a pr�esent �a lamod�elisation des fratures qui peuvent survenir dans les milieux poreux.
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Chapitre 4Mod�elisation des grandesfratures en milieu poreuxCette partie pr�esente les r�esultats d'une �etude que Jean Roberts, J�erômeJa�r�e1 et moi-même avons men�ee et qui onerne la mod�elisation des grandesfratures en milieu poreux. Nous reproduisons ii l'artile qui a �et�e tout r�e-emment aept�e pour publiation [63℄ ; un rapport de reherhe INRIA en a�egalement �et�e tir�e [62℄ et un r�esultat partiel a �et�e pr�esent�e lors d'une onf�e-rene [64℄. Nous n'avons pas traduit le papier en fran�ais ; qu'on nous pardonneette entorse aux Belles Lettres2. Elle est due prinipalement �a un manque detemps ertain et une ertaine paresse, qui onstituent, je n'en disonviens pas, depi�etres exuses. L'�eventuel ami de la Litt�erature qui s'�egarerait dans es pagesse r�eonfortera peut-être �a la pens�ee que e hapitre est �erit dans un anglaisfort orret3, et que je n'aurais probablement pas hang�e une virgule en faisantson adaptation en fran�ais.Maintenant, omme on dit sous le Dôme : \let the show begin !"4.1 IntrodutionWe are onerned with ow in a fratured porous medium. Our study isarried out at a sale for whih the fratures an be modeled individually. Thefratures have a small width and are treated as interfaes between subdomains.We also assume that the fratures are �lled with debris and that ow in the1Projet Estime, Inria Roquenourt.2qui s'en remettront, j'en suis persuad�e...3Je puis l'aÆrmer en toute modestie puisque je n'en porte pas la responsabilit�e : meriJean !



CHAPITRE 4. MOD�ELISATION DES GRANDES FRACTURESfratures respets Dary's law.We distinguish two types of fratures : fratures whih have a permeabilityhigher than that in the surrounding medium and those in whih the permeabilityis lower than in the surrounding medium. In a medium with the former type offrature the uid has a tendany to ow into the frature and then to ow alongthe frature. In this ase, one should not expet the Dary veloity to be identialon the two sides of the frature. Consequently, as the frature is treated as aninterfae, the normal omponent of the veloity need not be ontinuous arossthis interfae. An earlier model desribed by Alboin, Ja�r�e and Roberts in [9℄and [10℄ was based on the assumption that the permeability in the frature waslarge and a jump in the normal omponent of the veloity aross the interfaewas permitted.However, when the frature has a lower permeability, the uid naturallytends to avoid the frature, whih represents in fat a geologial barrier. Twogeologial layers separated by suh a barrier have little ommuniation. Thus, itis understandable that the pressure need not be the same on the two sides of thefrature. In this ase the pressure is not ontinuous aross the frature-interfae.We present in this paper a model that generalizes the earlier model (see [9℄,[10℄) so that it an handle both large and small permeability fratures. Indeed,the earlier model assumed the ontinuity of the pressure aross the interfae.This is no longer the ase with the model presented here.The model is derived through a proess of averaging aross the frature. Thisproess is arried out for the ow equation written in mixed form. One therebyobtains a ow equation along the interfae, that is oupled with ow equationsin the neighboring subdomains. The main di�erene between this model and theprevious one is that here nonstandard Robin type onditions are imposed at theinterfae. The Robin oeÆient is proportional to the ratio of the permeability inthe frature to the frature width. A parameter is introdued yielding a family ofmodels. Existene and uniqueness of the solution of the mixed weak formulationof the problem is proved for ertain values of the parameter. An error estimate isobtained for a partiular hoie of the parameter. Some numerial experimentsshow the quality of the results.The simplest form of our model was presented in [64℄. Others have alsotreated fratures as interfaes : in (see [18℄), Helmig et. al. represented thefrature by lower dimensional �nite elements. A model presented by Angot in[12℄ is based on Robin boundary onditions at the interfae and assume theontinuity of the ux aross the frature. A model similar to ours for a ertainvalue of the parameter was studied by Flauraud et al. in [51℄. A survey offratures and frature network an be found in [6℄.p. 156



4.2. DESCRIPTION OF THE PROBLEM4.2 Desription of the problemWe suppose that 
 is a onvex domain in Rn ; n = 2 or 3, and we denoteby � = �
 the boundary of 
. We suppose that the ow in 
 is governed bya onservation equation together with Dary's law relating the gradient of thepressure p to the Dary veloity u :divu = q in 
u = �Kr p in 
p = p on �; (4.1)where p is the pressure, u the Dary veloity, K the hydrauli ondutivity (orpermeability) tensor, q a soure term and p the given pressure on the boundary�. We suppose thatK is diagonal and that eah diagonal entry Kjj; j = 1; 2; :::nis positive and bounded above and away from 0 :0 < Kmin � Kjj � Kmax j = 1; 2; :::n a.e. in 
:We suppose (see Figure 4.1) that the frature, 
f , is a sub-domain of 
,that there is a hyperplane  and a unit vetor n = n1 = �n2 normal to  suhthat 
f = fx 2 
 : x = s+ rn for some s 2 and some r in the interval (�d(s)2 ; d(s)2 )gwhere d(s) denotes the thikness of the frature at h 2 .We also assume that 
f separates 
 into two onneted subdomains
n
f = 
1 [ 
2; 
1 \ 
2 = ;:We denote by �i the part of the boundary of 
i in ommon with the boundaryof 
; i = 1; 2; f �i = �
i \ �; i = 1; 2; f;and we denote by i the part of the boundary of 
i in ommon with the boun-dary of the frature 
f ; i = 1; 2i = �
i \ �
f \ 
; i = 1; 2:Let � be the outward unit normal vetor �eld on �. p. 157



CHAPITRE 4. MOD�ELISATION DES GRANDES FRACTURES
d�1

�2�f 2
1 
f1 
2n = n1 = �n2
�2
2�1

�
n = n1 = �n2

1

Fig. 4.1 { Left : the domain 
 with the frature 
f . Right : the subdomains
1 and 
2 separated by the frature onsidered as an interfae .If we denote by pi;ui;Ki; and qi the restritions of p;u;K; and q respetivelyto 
i; i = 1; 2; f , and by pi the restrition of p to �i; i = 1; 2; f we an rewritethe above problem (4.1) as a transmission problem :divui = qi in 
i; i = 1; 2; f;ui = �Kir pi in 
i; i = 1; 2; f;pi = pi on �i; i = 1; 2; f;pi = pf on i; i = 1; 2;ui � n = uf � n on i; i = 1; 2: (4.2)
4.3 Derivation of the modelIn the model presented here the frature is treated as an interfae betweenthe domains 
1 and 
2. The model is obtained by averaging along the linesegments [s�d(s)n; s+d(s)n℄; s 2 , normal to . Treatment of the onservationequation is straightforward : there results a onservation equation on the surfae with a soure term representing ow into the frature from the subdomains.Dary's law is a vetor equation and averaging the omponents tangential to yields a Dary law in  relating the tangential omponent of the gradient of theaveraged pressure to the tangential omponent of the averaged Dary veloity.The system of these two equations in  is then of the same form as the systemin eah of the subdomains, only we have here a soure term representing theexhange between  and the subdomains. The remaining equation involving thenormal omponents of the vetors in Dary's law, must be exploited to obtainboundary onditions along  for the systems in 
1 and 
2 ; however, averagingthis equation yields only a formula for the di�erene of the trae along  ofp. 158



4.3. DERIVATION OF THE MODELthe pressure in 
1 and that of the pressure in 
2. Several possibilities exist forlosing the system.4.3.1 Averaging aross the fratureFirst deompose uf as uf = uf;n+uf;� with uf;n = uf �nn (reall that thatn = n1 = �n2). Let r� and div� denote the tangential gradient and divergeneoperators and rn and divn the normal gradient divergene operators.Averaging the onservation equationWith the above notation, the �rst equation of (4.2) for i = f may be rewrit-ten as divn uf + div� uf = qf in 
f : (4.3)Integrating in the diretion normal to the frature one obtainsuf � nj2 � uf � nj1 + div� Uf = Qf on ; (4.4)where Uf = Z d=2�d=2 uf;� dn and Qf = Z d=2�d=2 qf dn. Then using the ontinuity ofthe uxes aross 1 and 2, the last equation of (4.2) for i = 1 and 2, we maywrite div� Uf = Qf + (u1 � n1j1 + u2 � n2j2) on : (4.5)This is the onservation equation on  with the additional soure term u1 �n1j1 + u2 � n2j2.Averaging Dary's lawThe seond equation of (4.2) for i = f may be writtenuf;� = �Kf;�r�pf in 
fuf;n = �Kf;nrnpf in 
f : (4.6)Again, integrating in the diretion normal to the frature, one obtains from the�rst equation of (4.6) Uf = �Kf;� dr�Pf on ; (4.7)where Pf = 1d Z d=2�d=2 pf dn and where we have assumed that Kf;� is onstantalong the segments [s � d(s)n; s + d(s)n℄. This is Dary's law in the (n �p. 159



CHAPITRE 4. MOD�ELISATION DES GRANDES FRACTURES1)�dimensional domain . Together (4.5) and (4.7) give a ow equation in with a soure term representing the ow from the subdomains 
1 and 
2 intothe frature. The remaining equation, the seond equation of (4.6) must now beused to give boundary onditions along  for the systems in 
1 and 
2 whihallow for a pressure di�erene from one side of  to the other.Integrating the remaining equation, the seond equation (4.6), in the dire-tion normal to the frature one obtainsZ d=2�d=2 uf;n � n dn = �Kf;n(pf j2 � pf j1): (4.8)The integral Z d=2�d=2 uf;n � n dn has not been omputed but an be approximatedusing the trapezoidal rule :Z d=2�d=2 uf;n � n dn � d2(uf � nj2 + uf � nj1) = d2(u2 � nj2 + u1 � nj1);where we have used the ontinuity along 1 and 2 of the uxes, the �fth equationof (4.2). Now using the ontinuity along 1 and 2 of the pressures, the fourthequation of (4.2), the seond equation of (4.6) is approximated by12(u2 � nj2 + u1 � nj1) = �Kf;n p2 j2 � p1 j1d ; (4.9)or using the notation �f = 2Kf;nd ; (4.10)�u1 � n1j1 + �f p1 j1 = �u2 � n2j2 + �f p2 j2:This gives an equation for the pressure di�erene aross the frature.Boundary onditions along , ITo lose the system and obtain boundary onditions on  for the problems in
1 and 
2 one last equation is neessary. As (4.9) gives the di�erene betweenthe pressures aross , a natural hoie is to obtain an equation for the sum ofthe pressures on  by supposing that the average pressure aross the fraturePf is also the average of the pressures on the boundaries 1 and 2. Thus toalulate p2 j2 and p1 j1 , we use the two equationsp2 j2 � p1 j1 = d2Kf (u2 � n2j2 � u1 � n1j1)p2 j2 + p1 j1 = 2Pf : (4.11)p. 160



4.3. DERIVATION OF THE MODELSumming and subtrating the two equations in (4.11), one gets�1=2u1 � n1j1 + �f p1j1 = �1=2u2 � n2j2 + �f Pf�1=2u2 � n2j2 + �f p2j2 = �1=2u1 � n1j1 + �f Pf : (4.12)Boundary onditions along , IIIf we approximate the value of pf at the enter of the frature by Pf ,and the value of (uf � n) at the enter of the frature by the averaged ux,uf � nf j1 + uf � nf j22 , and then average aross eah half of the frature in thesame way that we averaged aross the entire width of the frature above weobtain the following 2 equations :14(3u2 � nj2 + u1 � nj1) = �Kf;n pf j2 � Pfd=214(u2 � nj2 + 3u1 � nj1) = �Kf;nPf � pf j1d=2 (4.13)or �3=4u1 � n1j1 + �f p1j1 = �1=4u2 � n2j2 + �f Pf�3=4u2 � n2j2 + �f p2j2 = �1=4u1 � n1j1 + �f Pf : (4.14)These equations an be subtrated to reover (4.9), or the �rst equation of(4.11), but addition yields not the seond equation of (4.11) but (after dividingby d=2) �Kf p2 j2 + p1 j1 � 2Pfd2=4 = u2 � nj2 � u1 � nj1d : (4.15)The two equations of (4.14) an also be ombined to obtainu1 � n1j1 = �Kfd (4Pf � 3p1j1 � p2j2)u2 � n2j2 = �Kfd (4Pf � p1j1 � 3p2j2): (4.16)Boundary onditions along , IIIThe equations (4.16) suggest another possibility :u1 � n1j1 = �Kf pf j1 � Pfd=2u2 � n2j2 = �Kf pf j2 � Pfd=2 ; (4.17)
p. 161



CHAPITRE 4. MOD�ELISATION DES GRANDES FRACTURESor, using the oeÆient �f de�ned in (4.10),�u1 � n1j1 + �f p1j1 = �f Pf�u2 � n2j2 + �f p2j2 = �f Pf : (4.18)From these two equations we an again reover (4.9) or the �rst equation of(4.11) but the seond equation of (4.11) is replaed by�Kf p2 j2 + p1 j1 � 2Pfd2=2 = u2 � nj2 � u1 � nj1dorp2 j2 + p1 j1 = 2Pf � d2Kf (u2 � nj2 � u1 � nj1); (4.19)
Boundary onditions along , the general aseThe three sets of equation (4.12), (4.14), and (4.18) an be written in theform � � u1 � n1j1 + �f p1j1 = � (1� �) u2 � n2j2 + �f Pf (4.20)� � u2 � n2j2 + �f p2j2 = � (1� �) u1 � n1j1 + �f Pf (4.21)for the values � = 1=2; � = 3=4 and � = 1 respetively.4.4 Model problem for the fratureWe study the following model problem whih is an extension of the previouswork (see [10℄, [9℄).4.4.1 Strong formulation of the model problemThe parameter � is a positive real number that will be determined later on.For ommon appliations, this parameter should be suh that : � 2℄1=2; 1℄. Weuse the notation r� (and respetively div� ) for the tangential gradient (andrespetively tangential divergene) operators along the frature . We assumethat the index i of the subdomains varies in Z=2Z (so that 2 + 1 = 1). Posing�f = 2Kf;nd , the problem an be writtenp. 162



4.4. MODEL PROBLEM FOR THE FRACTURE
ui = �Kir pi in 
i; i = 1; 2divui = qi in 
i; i = 1; 2u�f = �Kf;� dr� pf in div� u�f = qf + (u1 � n1j + u2 � n2j) in �� ui � ni + �f pi = �f pf � (1� �) ui+1 � ni+1 in ; i = 1; 2pi = pi on �i; i = 1; 2:pf = pf on �: (4.22)This system an be seen as a domain deomposition problem, with non-standard and nonloal boundary onditions between the subdomains. The thirdequation in (4.22) represents Dary's law in the diretion tangential to the fra-ture. The fourth equation in (4.22) models mass onservation inside the frature.A soure term (u1 � n1j1 + u2 � n2j2) is introdued to take into aount theontribution of the subdomain ows to the frature ow. The �fth equation in(4.22) is a Robin boundary ondition for the subdomain 
i with a dependenewith the pressure in the frature pf and also with neighboring subdomain 
i+1'suxes. This last dependene only disappears when � is equal to 1, and this asewill be seen to be important for the below domain deomposition formulation(see Setion 4.7).This �fth equation in (4.22) is equivalent topij = pf + ��f ui � ni � 1� ��f ui+1 � ni+1 on ; i = 1; 2: (4.23)It is in this form that Robin boundary onditions are expressed in mixed for-mulation. If � is greater than 1=2, we an also writeu2 � n2j2 + u1 � n1j1 = �f2� � 1(p2j2 + p1j1 � 2pf ); (4.24)u2 � n2j2 � u1 � n1j1 = �f(p2j2 � p1j1): (4.25)Remarks : The di�erene between this model and the model with pressure onti-nuous aross the (n� 1)-dimensional frature (see [9℄, [10℄) is that in the earliermodel equations (4.23) are replaed by p2 j2 = p1 j1 = pf . This orresponds tothe assumption 1�f = d2Kf � 0 that was made previously (large permeabilityand small width in the frature).Remark : The model depends atually on two physial, frature dependentoeÆients : the produt Kf;� d and the ratio Kf;n=d. The �rst oeÆient isrelated to the jump in the normal omponent of the veloity (non ontinuity ofp. 163



CHAPITRE 4. MOD�ELISATION DES GRANDES FRACTURESthe Dary veloity aross the frature). The seond one is related to the pressurejump (non ontinuity of pressure aross the frature).The oeÆient Kf;� d represents the equivalent permeability for the owalong the frature. When this oeÆient is of the same order as the permea-bility in the other subdomains (Kf;� d � Ki; i = 1; 2), i.e. when the fraturepermeability is suÆiently large, the ow along the frature interats with theow in the roks. In this ase, the jump of the Dary veloity aross the frature(u1 � n1j1 + u2 � n2j2) is generally not zero, beause it is the ontribution of therok ow to the frature ow. This result is in agreement with the asymptotianalysis study by Sanhez-Palenia and al. [61℄, where the frature permeabilitywas large. One example of this type of behaviour is shown in Setion 4.6.1.The oeÆient Kf;n=d (= �f=2) represents an equivalent \resistivity" arossthe frature. Let us assume that the frature permeability is small and thatthe oeÆient is of the same order as the permeability in the subdomains(Kf;n=d � Ki; i = 1; 2). In this ase, the uid barely ows along the fratureand the normal veloity jump is almost zero. Equations (4.24, 4.25) beome,after dividing the seond equation by 2, equations (4.26, 4.27), whih are simi-lar to the transmission equations of [12℄. This result is also in agreement withthe asymptoti analysis study by Sanhez-Palenia [88℄, where the frature per-meability was small. One example of this type of behaviour is shown in Setion4.6.2. u2 � n2j2 + u1 � n1j1 = 0; (4.26)u2 � n2j2 = Kf;nd (p2j2 � p1j1): (4.27)4.4.2 Weak formulation of the model problemWe will need the following Hilbert spaes M and W. It is neessary toassume more regularity than the H(div; �) regularity (used ommonly for theMixed Finite element methods), in order to take into aount properly the Robinboundary onditions (see [83℄ pp. 589-590 for instane).M = fr = (r1; r2; r) 2 L2(
1)� L2(
2)� L2()gW = fv = (v1;v2;vf ) 2 H(div;
1)�H(div;
2)�H(div� ; ) :vi � ni 2 L2(); i = 1; 2gp. 164



4.4. MODEL PROBLEM FOR THE FRACTUREequipped with the normskrk2M = 2Xi=1 krik20;
i + krfk20; ;kvk2W = 2Xi=1 (kvik20;
i + kdiv vik20;
i) + kvfk20;  + kdiv� vfk20;  + 2Xi=1 kvi � nik20; :Let the bilinear forms �� :W �W! R and � :W �M ! R be de�ned by��(u;v) = 2Xi=1 �K�1i ui; vi�
i + �(Kf; � d)�1uf ; vf�+ 2Xi=1 � 1�f [�ui � ni � (1� �)ui+1 � ni+1℄; vi � ni� ;�(u; r) = 2Xi=1 (div ui; ri)
i + (div� uf ; rf) � 2Xi=1 ui � ni; rf!Let the linear forms Lq : M ! R and Ld :W! R be de�ned byLq(r) = 2Xi=1 (qi; ri)
i + ( qf ; rf ) ;Ld(v) = 2Xj=1 �vj � nj; pj��j + �vf � nf ; pf�� :With these spaes and forms, one an easily see that the weak form of (4.22)may be written as follows :u 2W; p 2M��(u;v)� �(v; p) = �Ld(v) 8v 2W�(u; r) = Lq(r) 8r 2M: (4.28)4.4.3 Existene and uniqueness of the solutionWe assume that the right-hand side q is suÆiently regular (in M for ins-tane) and for simpliity that there are homogeneous Dirihlet boundary ondi-tions imposed (Ld = 0). The domain and the frature are also assumed to besmooth enough. Then we an state the following existene theorem : p. 165



CHAPITRE 4. MOD�ELISATION DES GRANDES FRACTURESTheorem 1. Assume that there exists two positive onstants 0 < Kmin < Kmax,suh that the permeabilities in the two subdomains and the oeÆients (Kf;�d)and (Kf;n=d) = �f=2 are bounded by these onstants : 0 < Kmin � Ki �Kmax; i = 1; 2, and 0 < Kmin � (Kf;�d) � Kmax, and 0 < Kmin � (Kf;n=d) �Kmax. Assume also that the parameter � > 1=2. Then the model problem (4.28)has a unique solution.Proof : It is easy to hek that W and M are Hilbert spaes (see [83℄ pp. 530).The ontinuity of �� over W2 and of � over W �M is straighforward.We introdue the subspae ~W = fv 2W : �(v; r) = 0 8r 2 Mg. To showexistene and uniqueness of the solution of (4.28), it is suÆient to show that�� is ~W-ellipti and that � satis�es the inf-sup ondition (see [83, 23℄), that isthere exist onstants C� and C� suh thatinfv2 ~W ��(v;v)kvk2W � C�; infr2M supv2W �(v; r)krkM kvkW � C�:To hek that �� is ~W-ellipti, we note that for u 2 ~W, kdiv uik0;
i = 0and div� uf = u1 � n1 + u2 � n2. Thuskuk2W = 2Xi=1 kuik20;
i + kufk20;  + k 2Xi=1 ui � nik20;  + 2Xi=1 kui � nik20; :For this u 2 ~W, �� writes��(u;u) = 2Xi=1 �K�1i ui;ui�
i + �(Kf; � d)�1uf ;uf�+ � 2Xi=1  ui � ni�1=2f ; ui � ni�1=2f ! � 2 (1� �) u1 � n1�1=2f ; u2 � n2�1=2f ! :(4.29)The two �rst terms in equation (4.29) are easily estimated beause the produt(Kf;�d) and the permeabilities are bounded. Introduing �i = ��1=2f ui �ni; i =1; 2, the two other terms are equal to the quadrati form B(�1; �2) = �k�1k20; �2(1� �) (�1; �2) + �k�2k20;  . The eigenvalues of B are 1 and 2� � 1. ThereforeB is stritly ellipti if and only if � > 1=2. In this ase, we obtain the inequality��(u;u) � K�1max( 2Xi=1 kuik20;
i + kufk20;) + minf1; 2� � 1g 2Xi=1 ui � ni�1=2f 20;  :p. 166



4.4. MODEL PROBLEM FOR THE FRACTUREAs the ratio (Kf;n=d) = (�f=2) is bounded, and beausekP2i=1 ui � nik20;  � 2P2i=1 kui � nik20;  , for � > 1=2, we have��(u;u) � K�1max( 2Xi=1 kuik20;
i + kufk20; +minf1; 2� � 1g 2Xi=1 kui � nik20; )� 1=3 K�1maxminf1; 2� � 1gkuk2W:To see that � satis�es the inf-sup ondition, given r 2 M , we onstrut usingthe adjoint equation a v 2W suh that �(v; r) = krk2M and kvkW � CkrkM ,where C is the onstant of ellipti regularity for the adjoint problem.For r = (r1; r2; r� ) 2M , let ('1; '2; ') 2 H2(
1)�H2(
2)�H2() be thesolution of ��' = ~r on 
' = 0 on �;where ~r 2 L2(
) is given by ~rj
i = ri; i = 1; 2, and���' = r� on ' = 0 on �:Pose vi = �r'j
i; i = 1; 2; and v = �r ' and note that div vi = ri 2L2(
i); i = 1; 2; div� v = r� 2 L2() and v1 � n1 = �v2 � n2 2 L2(), beausevi 2 (H1(
))d. Thus v = (v1;v2;v) 2 W and �(v; r) = k~rk20;
 + krfk20;  =krk2M . We havekvk2W = k~rk20;
 + krfk20;  + kr'k20;
 + krf 'fk20;  + 2kv1 � n1k20; � (1 + C(
))k~rk20;
 + (1 + C())krk20;  + C(
)k~rk20;
: �Remark : The ase in whih the parameter � = 1=2, that appeared to benatural in the derivation of the model, orresponds to a stability limit for thismodel. In some numerial ases (for instane in the ases presented in Setions4.6.1 and 4.6.2), the model problem gives very good results when the parameter� is equal to 1=2. But on some other numerial tests, instabilities appear (seefor instane Setion 4.6.3).Remark : One an prove in the same way that the disrete problem has aunique solution and that it onverges towards the ontinuous solution of themodel problem. p. 167



CHAPITRE 4. MOD�ELISATION DES GRANDES FRACTURES4.5 Interpretation of the disrete model and er-ror estimateWe have seen in Setion 4.3 that one ould derive the models by simplyaveraging the transmission problem under its strong formulation (4.2). In thissetion, we seek a simple error estimate for the model problem. For this purpose,we show that the disrete model problem for � = 1 and 2=3 is atually none otherthan the disrete transmission problem under a spei� domain deompositionformulation, with ertain hypotheses over the approximation spaes and themesh. Throughout this setion, we will assume for simpliity that homogeneousDirihlet boundary onditions are imposed on �
.4.5.1 Assumptions onerning the meshLet Th = [Th;i be a onforming �nite element partition of 
 = [
i; i =1; 2; f . The meshes Th;i; i = 1; 2 and the mesh Th;f math on the interfaesi; i = 1; 2. We will assume heneforth that the following Hypothesis onerningthe mesh is true.Hypothesis 1. We assume that the mesh Th of the whole domain 
 posseses thefollowing shape : in the frature 
f there exists only 1 strip of retangular (2D)or parallelepiped (3D) ells, i.e. in 3D, eah ell in the frature is a parallelepipedwith one fae on 1 and the opposite fae ontained in 2. (See �gure (4.2).)Of ourse this hypothesis is quite restritive, as it forbids in 3D a meshmade exlusively of tetrahedra. However this assumption is made here only toshow the link between the disrete transmission problem and the disrete modelproblem, therefore this restrition is only for theoretial and not omputationalpurposes.4.5.2 Disrete transmission multiblok problemLet us de�ne the approximation spaes used in this paper.Zi = H(div; 
i); i = 1; 2; f: Z = Mi=1;2;f Zi:Ni = L2(
i); i = 1; 2; f: N = Mi=1;2;f Ni = L2(
):Let Zh;i �Nh;i � Zi �Ni; i = 1; 2; f;p. 168



4.5. INTERPRETATION OF THE DISCRETE MODEL AND ERROR ESTIMATE
�2
2�1

�
1�1
�2�f 2
1 
f1 
2n = n1 = �n2 n = n1 = �n2Fig. 4.2 { Left : the domain 
 with a 2D frature 
f that is meshed withretangles. Right : the 1D frature  is meshed with the projetion of the 2Dmesh on 1 (or 2).be the usual mixed �nite element approximation made of Raviart-Thomas (andNedele in 3D) spaes of lowest order ([82℄, [83℄, [79℄). We reall that Zh;i onsistsof some linear vetor funtions and that Nh;i is made up of ellwise onstantsalar funtions. LetZh = Mi=1;2;f Zh;i; Nh = Mi=1;2;f Nh;i:Let �h = Q0() = Zh;i � niji = Q0(i); i = 1; 2; f;be the interfae approximation spae made up of funtions onstant on eahfae. For simpliity, but with an abuse of notation, we use the same notation�h for the three spaes on the interfaes 1; 2 and , as the spaes atually domath.We write the disrete mixed �nite element approximation for the originalproblem (4.1) or, equivalently, for the transmission problem (4.2) introduinginterelement multipliers (�h;1; �h;2) (see [36℄, [13℄ and referenes therein). Weseek uh 2 Zh; ph 2 Nh; (�h;1; �h;2) 2 �2h suh that�K�1i uh; v�
i � (div v; ph)
i = � (v � ni; �h;i)i ; v 2 Zh;i; i = 1; 2;�K�1i uh; v�
f � (div v; ph)
f = �Xj=1;2 (v � nf ; �h;j)j ; v 2 Zh;f ;(div uh; r)
i = (qi; r)
i ; r 2 Nh;i; i = 1; 2; f;(uh;1 � n1 + uh;f � nf ; �h;1)1 = 0; �h;1 2 �h;(uh;2 � n2 + uh;f � nf ; �h;2)2 = 0; �h;2 2 �h: (4.30)p. 169



CHAPITRE 4. MOD�ELISATION DES GRANDES FRACTURES4.5.3 Disrete model problemNow we write the disretization of the model problem (4.28) using the spaesof approximation de�ned in the previous setion. LetWh; � �h � H(div� ; )� L2();be the usual Raviart-Thomas mixed �nite element spae of lowest order de�nedin the (n� 1)-dimensional interfae . We then de�ne the spaes of approxima-tion of the spaes W �M set in Setion 4.4.2. LetWh =Mi=1;2Zh;i �Wh;; Mh =Mi=1;2Nh;i � �h:The disrete mixed model problem beomes (with homogeneous Dirihletboundary onditions) :Find umh 2Wh; pmh 2Mh suh that��(umh ;v)� �(v; pmh ) = 0 8v 2Wh�(umh ; r) = Lq(r) 8r 2Mh: (4.31)4.5.4 Link between transmission and model problemsWith these spaes and Hypothesis 1, one an simply eliminate two unknownsof the transmission problem : �rst the normal omponent of the Dary veloityin the frature an be omputed as a funtion of the Dary veloities in theneighbouring subdomains from the ontinuity of the uxes aross the interfaes1 and 2. Seond one an eliminate the Lagrange multipliers that enfore theontinuity of the pressure on 1 and 2. This is done with the equation expressingDary's law in the frature written for a test funtion normal to the frature.This an be done in two di�erent ways yielding two di�erent parameters �.After these eliminations we obtain a new system of equations, the modelproblem (4.28). We illustrate this at an algebrai level in Setion 4.5.5.4.5.5 Algebrai systemThe disretization of the transmission problem in a mixed weak form (4.30)yields the following symmetri system (4.32). In this setion, we do not writep. 170



4.5. INTERPRETATION OF THE DISCRETE MODEL AND ERROR ESTIMATEthe right hand side expliitly, beause it is of no interest for our purpose here.2666666666664
A1 B>1 0 0 0 0 E>1 0B1 0 0 0 0 0 0 00 0 A2 B>2 0 0 0 E>20 0 B2 0 0 0 0 00 0 0 0 Af B>f D>1 D>20 0 0 0 Bf 0 0 0E1 0 0 0 D1 0 0 00 0 E2 0 D2 0 0 0

3777777777775
266666666664

U1P1U2P2UfPfTP1TP2
377777777775 = 266666666664

0�0�0�00
377777777775 (4.32)

Here, Uj; j = 1; 2; f (and Pj; j = 1; 2; f) represent the veloity (respeti-vely pressure) unknowns in the subdomains 
j; j = 1; 2; f . TP1 and TP2 arethe Lagrange multipliers (trae-of-pressure unknows) living on the interfaesi; i = 1; 2. The �rst pair of equations in (4.32) represents Dary's law and theonservation equation in 
1. The matrix E>1 ensures the Dirihlet boundaryondition on the interfae 1. The seond pair of equations is the same as theprevious pair, but this time in 
2. The third pair of equations is the same inthe domain 
f , exept here there are two matries D>1 and D>2 for the soureterm. So far, all these equations enfore ontinuity of the pressure aross theinterfaes 1 and 2 through the Lagrange multipliers TP1 and TP2. The lasttwo equations respetively enfore ontinuity of the veloities at the interfaes1 and 2.We deompose the veloities in the frature Uf into a tangential omponentU �f and a normal omponent Unf = [Unf;1jUnf;2℄>, whih is itself split into a partbased on the interfae 1 and the other on 2. (We reall that we have assumedthat there is only one strip of ells along the frature.)With this notation, the third pair of equations in (4.32) beomes (4.33),where the symmetri matrix Af is also split into tangential and normal parts.26664 24 A�f 0 00 Anf;11 Anf;120 Anf;21 Anf;22 35 264 B�;>fBn;>f;1Bn;>f;2 375 24 0D>110 35 24 00D>22 35� B�f Bnf;1 Bnf;2 � 0 0 0
3777526666664 U �fUnf;1Unf;2PfTP1TP2

37777775 = 26666664 000�00
37777775(4.33)To obtain the disretization of the model problem (4.22) with � = 2=3, itsuÆes to eliminate the following unknows : the normal veloity in the fratureUn and the two Lagrange multipliers TP1 and TP2. p. 171



CHAPITRE 4. MOD�ELISATION DES GRANDES FRACTURESIt is easily seen that D11 and D22 are square and invertible. In the ase ofRT0 spaes, these matries are atually the identity. So, we �rst use the lastpair of equations in (4.32) to ompute Unf;1 and Unf;2 as funtions of U1 and U2.Unf;i = D�1ii EiUi i = 1; 2:Plugging Unf;i; i = 1; 2 into the last equation in (4.33), we get the onservationequation for the model problem.B�fU �f + Xi=1;2Bnf;iD�1ii EiUi = �:Next, we eliminate TPi; i = 1; 2, from the seond and third equations of (4.33).TPi = D�>ii Xj=1;2Anf;ijD�1jj EjUj +D�>ii Bn;>f;i Pf i = 1; 2:We thus obtain the symmetri system (4.34). This system orresponds to thedisrete model problem (4.31) when the parameter � = 2=3.2666666664
~A1 B>1 ~C> 0 0 ~F1>B1 0 0 0 0 0~C 0 ~A2 B>2 0 ~F2>0 0 B2 0 0 00 0 0 0 A�f B�;>f~F1 0 ~F2 0 B�f 0

3777777775
26666664 U1P1U2P2U �fPf

37777775 = 26666664 0�0�0�
37777775 (4.34)

with ~Ai = Ai + E>i Anf;iiD�1ii Ei ; ~Fi = Bnf;iD�1ii Ei i = 1; 2;and ~C = E>2 D�>22 Anf;21D�111 E1 :In this system (4.34), the terms ~Ai and ~Fi>; i = 1; 2, ensure a Robin-typeboundary ondition on the interfae i; i = 1; 2. The unusual oupling term ~Cdisapears when using a quadrature rule that kills the extra blok-diagonal termsAnf;21 = An;>f;12 in Anf . This is what happens when the parameter � is equal to 1,whih amounts to a �nite volume modelling (see [29℄ for instane).Conlusion : The two systems (4.34) and (4.32) are equivalent. The system(4.34) represents exatly the disretization of model problem (4.28) when theparameter � = 2=3 (or � = 1 with a �nite volume disretization).p. 172



4.5. INTERPRETATION OF THE DISCRETE MODEL AND ERROR ESTIMATE4.5.6 Error estimatesWe have shown that the two algebrai systems (4.32) and (4.34) are equi-valent, under the hypothesis onerning the spaes of approximation and themesh. Therefore the error estimates that hold for the transmission problem alsohold for the model problem, when the parameter � = 2=3.We obtain the error estimate (4.35) below. If Th is a regular family of trian-gulations of 
 respeting the assumption (1), there exists a onstant C indepen-dant of h and d, suh that if the mixed solution (u; p) of the original problem(4.1) is suh that (u; p) 2 (H1(
))n�H1(
) and divu 2 H1(
), and if (uh; ph)in Zh �Nh is the solution to the disrete problem (4.30), we have the standarderror estimatejju�uhjjH(div;
)+jjp�phjjL2(
) � Cmaxfh; dg(jpj1;
+juj1;
+jdivuj1;
): (4.35)We denote by (umh ; pmh ) = ((umh;1;umh;2;umh; f); (pmh;1; pmh;2; pmh;f)) the solution tothe disrete model problem (4.31). The solution (umh ; pmh ) that lives inWh�Mhis extended to a funtion (~umh ; ~pmh ) that lives in Zh�Nh. This is simply done inequation (4.36). We de�ne the onstant extension from  to 
f : Ef : L2() !L2(
f ); Ef (p) = p 
 1[�d=2; d=2℄, where 1[�d=2; d=2℄ is the harateristi funtionof the segment [�d=2; d=2℄.~umh; i = umh; i in 
i; i = 1; 2~pmh; i = pmh; i in 
i; i = 1; 2~umh; f = �[jumh; i � nijj℄xd + fumh; i � nijg; 1d Efumh; f� in 
f = ��d2 ; d2�� ;~pmh; f = Ef pmh; f in 
f = ��d2 ; d2�� :(4.36)In equation (4.36), the expression [jumh; i � nijj℄ (respetively fumh; i � nijg )represents the jump of the normal veloity (resp. the mean veloity from 
1to 
2) on the interfae  = �
1 \ �
2. The extension of the veloity from to 
f is thus omposed of a linear approximation in the normal diretion(�rst omponent along the Ox axis) and a onstant extension of the tangentialomponent. It is not diÆult to see that suh an extension lives in Zh.Finally we have seen in Setion 4.5.5 that the algebrai solution of the dis-rete model problem (4.31) and of the original disrete problem (4.30) were thesame, in the sense that (uh; ph) = (~umh ; ~pmh ). So this yields the error estimate(4.37) for the disrete model problem.jju� ~umh jjH(div;
) + jjp� ~pmh jjL2(
) � Cmaxfh; dg(jpj1;
 + juj1;
 + jdivuj1;
)(4.37)p. 173



CHAPITRE 4. MOD�ELISATION DES GRANDES FRACTURESRemark : This error estimate (4.37) has a limitation : in some ases, the so-lution of a fratured problem has little regularity. In these ases, the onstant inthe estimate may beome very large and delay the onvergene. This is probablywhat happens in Setion 4.6.3 where the permeability jumps are large.Remark : This error estimate (4.37) holds as well when the parameter � = 1beause one gets the same error estimates from a �nite volume disretization.Remark : In the thin subdomain 
f , the ells are in general very long andnarrow. This an produe large errors, but in [65℄, it was pointed out that themixed �nite element method behaves well even when the ells are thus strethed.Hene the estimates (4.35) and therefore (4.37) remain signi�ant despite thethin subdomain 
f .4.6 Numerial resultsSome numerial results are given in this setion in order to illustrate theproperties of the model presented in this paper. In the �rst test ase (see Setion4.6.1), we show that the model presented in this paper gives good results underthe hypotheses that were made to derive the former model (see [9℄) : veloityjumps aross the frature that an our when the tangential permeability islarge, are properly modeled. In the seond test ase (see Setion 4.6.2), onean see that this improved model is able to properly handle a geologial barrier(with a small normal permeability in the frature). It is shown that this wasnot possible with the former model. The third test ase (see Setion 4.6.3) ismore diÆult : it ombines the two previous lasses of problems. In the thirdtest ase, the frature has anisotropi permeabilities, thus reating a zone whereneither the pressure nor the veloities is ontinuous aross the frature. Thesetwo very sti� test ases show an inuene of the parameter �, and also show thatthe model an takle {when the frature width is small enough{ these types ofproblems quite reasonably.The disrete relative L2 errors are omputed in the following way. A diret2D omputation is performed with a mixed hybrid method on a �ne mesh T�(� being the mesh size, suÆiently small (� 1=200)). This gives a \referene"pressure P ?� that we will assume to be a \good" approximation to the solution.We present this pressure for instane in Figure 4.4, where the grid is onsiderablyoarsened for piture purposes. Note that the grid is loally re�ned around thefrature. We all Pmh the solution omputed with the model presented in thispaper. We use a square mesh with a mesh size h (> �) in eah subdomain,p. 174



4.6. NUMERICAL RESULTSand a 1D mesh in the frature (with the same mesh size h). We all ��Pmh itsprojetion onto the �ne mesh T�. The square of the error is then equal tojjPmh � P ?� jj2L2h(
) = XC�2T�(��Pmh � P ?� )2 meas(C�)XC�2T�(P ?� )2 meas(C�) ;where T� is the �ne mesh and meas(C�) the measure of the ell C�.4.6.1 First test-ase : large permeability in the fratureand Dirihlet boundary onditionsThe test-ase is desribed in the Figure 4.3 (left Figure). The lengths of thedomain along the Ox and Oy axes are respetively Lx = 2; Ly = 1. The per-meability tensor in the frature depends on a parameter Kf . The permeabilityin the other subdomains is onstant and isotropi : K = 1. The frature widthis denoted by d. Dirihlet onditions hold on the frature boundaries. Finally,in this test ase, the permeability tensors in the frature are given byKf1 = Kf2 = Kf Id;where Id is the 2D identity matrix and Kf is a parameter greater than 1. Thismeans that the uid tends to ow rapidly along the frature.
KK~u � ~n = 0

~u � ~n = 0
~u � ~n = 0

dKf1
Kf1Kf2 ~u � ~n = 0Pf = 0
Pf = 1

P = 0 P = 1 K dKf2
~u � ~n = 0
~u � ~n = 0 P = 1Kf1

Kf1
P = 0Fig. 4.3 { Left : Dirihlet test ase with 2 permeability tensors in the frature.Right : Neumann test ase.One example of a solution given by the model is shown in Figure 4.5. As aomparison one an see a referene omputation performed with a loally re�nedmesh in Figure 4.4.Most of the �gures plotting the L2 error that follow an be interpreted inthree ways : �rst, for a onstant mesh size h, we an see the dependene of thep. 175



CHAPITRE 4. MOD�ELISATION DES GRANDES FRACTURESmodel when d tends to 0 (\horizontal" urves). Seond, for a onstant fraturewidth d (\vertially"), one an see the onvergene of the disrete model solutiontowards the referene solution. Third, one an see the inuene of the parameter�. The onvergene rate was plotted for four values : � = 0:51; 2=3; 1; 10. In theSetion 4.6.1 and 4.6.2, there is little inuene of the parameter �.For instane, in Figure 4.6, (left Figure), the L2 errors are plotted as afuntion of the frature width d, with Kf = 1=d, for di�erent values of � andfor di�erent mesh sizes. Here the urves an be interpreted in these three ways :�rst, for a onstant h, we an hardly see any onvergene when d tends to 0.Atually, this is normal as the model very little depends on d, but depends onthe produtKfd that is onstant in this test ase. Seond, for a onstant d (smallenough : < 1E � 2), when h is divided by a fator 2, the L2 error is dividedby a onstant fator that is lose to 2. The disrete model solution onverges asO(maxfh; dg toward the referene solution : this on�rms the previously statederror estimate. The parameter � � 1 has little inuene on the solution given bythe model in this ase. Still, one should not take � greater than 1 as in generalit degrades the solution.The behaviour of the solution when the frature width varies for a �xedfrature permeability is shown in Figure 4.6, (right Figure). The L2 error pitureshows again a onvergene in O(maxfh; dg).
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Fig. 4.4 { Test ase 1. Referene pressure (left) and Dary veloity (right) givenby a loally re�ned mesh omputation. Kf = 100; d = 0:01. (The grid is veryoarse for piture purposes.)
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4.6. NUMERICAL RESULTS
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Fig. 4.5 { Test ase 1. Pressure (left) and Dary veloity (right) given by themodel. Kf = 100; d = 0:01; � = 2=3.
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Fig. 4.6 { Test ase 1. Disrete relative L2 error variation as a funtion of thefrature width d, for di�erent values of �. � = 0:51 in blak, � = 2=3 in red,� = 1 in green, � = 10 in blue. The �ve sets of urves show the dependeny overthe mesh size. From the upper urves to the lower ones : h = 1=10, h = 1=20,h = 1=40, h = 1=80, and h = 1=160. Left : the frature permeability varies as1=d. The permeability inreases as the frature width dereases : Kf � d = 1.Right : the frature permeability is onstant : Kf = 100.
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CHAPITRE 4. MOD�ELISATION DES GRANDES FRACTURES4.6.2 Seond test-ase : small permeability in the fra-ture and Neumann boundary onditionsThe test-ase is desribed in the Figure 4.3, (right Figure). There is a lowpermeability frature in the middle of the domain. Homogeneous Neumannonditions are imposed at the upper part and lower part of the frature. Thepermeability tensor in the frature is given by :Kf1 = Id; and Kf2 = Kf Id;where Id is the 2D identity matrix and Kf is a parameter smaller than 1.Obviously, the uid tends to avoid the frature that represents a geologialbarrier.One example of a solution given by the model is shown in Figure 4.9. Foromparison, a result given by the previous model (with a pressure assumed to beontinuous aross the frature, see [9℄) is shown in Figure 4.8. The result givenby the previous model is not satisfatory. As a referene, one an see the resultof a omputation performed with a mesh that is re�ned around the frature (seeFigure 4.7).The behaviour of the solution when the frature width and the permeabilityvary in the same manner is shown in Figure 4.10, (left Figure). There is littledependene of Kf=d (whih is onstant in the model). The behaviour of thesolution when the frature width varies for a �xed frature permeability is shownin Figure 4.10, (right Figure).
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Fig. 4.7 { Test ase 2. Referene pressure (left) and Dary veloity (right) givenby a loally re�ned mesh omputation. Kf = 2e� 3; d = 0:01.
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4.6. NUMERICAL RESULTS
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Fig. 4.8 { Test ase 2. Pressure (left) and Dary veloity (right) given by theOLD model. Kf = 2e� 3; d = 0:01. This result is obviously not satisfatory.
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Fig. 4.9 { Test ase 2. Pressure (left) and Dary veloity (right) given by themodel. Kf = 2e� 3; d = 0:01; � = 2=3.
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CHAPITRE 4. MOD�ELISATION DES GRANDES FRACTURES
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Fig. 4.10 { Test ase 2. Disrete relative L2 error variation as a funtion of thefrature width d, for di�erent values of �. � = 0:51 in blak, � = 2=3 in red,� = 1 in green, � = 10 in blue. The �ve sets of urves show the dependene onthe mesh size. From the upper urves to the lower ones : h = 1=10, h = 1=20,h = 1=40, h = 1=80, and h = 1=160. Left : the frature permeability varies asd. The permeability dereases like the frature width : Kf=d = 1. Right : thefrature permeability is onstant : Kf = 0:01.4.6.3 Third test-ase : 2 anisotropi permeabilities in thefrature and Dirihlet boundary onditionsThis is the same test-ase as in Setion 4.6.1 (see the Figure 4.3, (left Fi-gure)), with a modi�ation in the permeability tensor in the frature. Dirihletonditions hold on the frature boundaries and there are 2 di�erent anisotropipermeability tensors :Kf1 = � 1=Kf 00 Kf � and Kf2 = � Kf 00 1=Kf � ;where Kf is a parameter greater than 1. This means that in the middle part ofthe frature where the permeability is equal to Kf2, the uid annot ow alongthe frature, but an easily ross it. It is the ontrary in the upper and lowerparts of the frature.Some examples of solutions given by the model for di�erent parameters � areshown in Figures 4.12, and 4.13. Some referene results an be seen in Figure(4.11). One an notie that, on this test ase, the model does not approahorretly the referene solution everywhere. This is espeially true in the regionslose to the frature, where the permeability tensor is Kf1 (extremities of thefrature). It might be due to the high singularities at the exits of the fratures.p. 180



4.6. NUMERICAL RESULTSAll the results given by the model strongly depend on the parameter �, and noneof them are ompletely satisfatory. The lowest errors are generally provided for� = 0:51, but the model with this parameter does not respet the maximumpriniple : pressure greater than 1 are omputed. And for � greater than 1,the L2 errors are very large. The best ompromise seems to be � = 2=3 in thisexample : the maximum priniple is respeted and the error remains reasonable.The behaviour of the solution is shown in Figure 4.14, when d tends to 0 witha onstant produt Kfd. The solution given by the model is almost independentof Kfd. In Figure 4.15, the error is plotted as a funtion of d, for two onstantvalues of Kf . In all these urves, one must note that the error is relatively large,in omparison to the previous test-ases.
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Fig. 4.11 { Test ase 3. Referene pressure (left) and Dary veloity (right)given by a loally re�ned mesh omputation. Kf = 200; d = 0:01.
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Fig. 4.12 { Test ase 3. Pressure (left) and Dary veloity (right) given by themodel. Kf = 200; d = 0:01; � = 2=3.
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CHAPITRE 4. MOD�ELISATION DES GRANDES FRACTURES
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Fig. 4.13 { Test ase 3. Pressure given by the model. Left : � = 0:49, theparameter � is smaller than the stability limit ; the model is not stable when� < 1=2 ; sales for the pressure : [�1; 2℄. Right : � = 0:51 ; small overshoots andundershoots appear at the boundary of the frature. Kf = 200; d = 0:01.
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4.7. DOMAIN DECOMPOSITION
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ksi=10Fig. 4.15 { Test ase 3. Disrete relative L2 error variation as a funtion of thefrature width, for di�erent values of �. � = 0:51 in blak, � = 2=3 in red, � = 1in green, � = 10 in blue. The frature permeability parameter is onstant. Left :Kf = 200. Right : Kf = 20. For both �gures : nx = 160; h = 6:25E� 3. Mindthe error sales : from 0:1% up to 20% : errors remain at a quite high level.4.7 Domain deompositionIn this setion we present a way of solving eÆiently the problem arisingfrom the model (4.22).4.7.1 Domain deomposition formulationThe diret mixed disretization of problem (4.22) given in equation (4.34)yields the algebrai system (4.31). As this system (4.31) is not positive de�niteand is very large, it is expensive to solve. The goal is then to eliminate some ofthe unknowns to obtain a problem easier to solve.When the parameter � = 1, the model problem redues to the nonloalnonstandard positive de�nite interfae problem (4.43). For other values of theparameter �, it is not lear yet what to do (see (4.40)).Throughout this setion, for simpliity, we will assume that homogeneousDirihlet boundary onditions are imposed on �
. We introdue the disreteDirihlet to Neumann operators S1 and S2 in (4.38) for the subdomains 
1and 
2 (analogous to the disrete Steklov Poinar�e operator, exept here theyinlude the soure term).Si : �h �Nh;i ! �h; i = 1; 2;Si(�i; qi) = �ui � ni; (4.38)p. 183



CHAPITRE 4. MOD�ELISATION DES GRANDES FRACTURESso that divui = qi in 
i;ui = �Kir pi in 
i;pi = 0 on �i;pi = �i on : (4.39)In terms of these operators, the problem to be solved, (4.22), beomesS1(�1; q1) + S2(�2; q2)� div� (Kf;� dr�pf) = qf ;� S1(�1; q1) + �f �1 � (1� �)S2(�2; q2)� �f pf = 0;�(1� �)S1(�1; q1) + � S2(�2; q2) + �f �2 � �f pf = 0; (4.40)and it is not obvious how to solve this problem.If � = 1, we an express separately �1 and �2 as funtions of pf . In thisase, we replae the Dirihlet to Neumann operators by the disrete Robin toNeumann operators Si de�ned by (4.41).Si : �h �Nh;i ! �h; i = 1; 2;Si(�i; qi) = �ui � ni; (4.41)so that divui = qi in 
i;ui = �Kir pi in 
i;pi = 0 on �i;�ui � ni + �f pi = �f�i on : (4.42)Then with � = 1, problem (4.22) beomes the simpler interfae problem(4.43) that depends on one salar unknow, pf , that lives on the interfae.S1(pf ; q1) + S2(pf ; q2)� div� (Kf;� dr�pf ) = qf : (4.43)We reall here that the frature data are present in two di�erent ways in thisequation (4.43). First the produt Kf;� d plays the role of a mean permeabilityfor the Dary law equation along the frature. Also the operators Si; i = 1; 2,are Robin to Neumann operators with a spei� Robin oeÆient that dependson the quotient Kf;n=d.4.7.2 Weak formulationIt is well known that the Dirihlet to Neumann operators Si(�; 0); i = 1; 2,de�ned in (4.38) are symmetri, positive semi-de�nite (see [36℄, [13℄). We showthat this property also holds for the operators de�ned in (4.41).p. 184



4.7. DOMAIN DECOMPOSITIONLemma 1. If the Robin oeÆient is positive (�f > 0), the disrete Robinto Neumann operators Si(�; 0) are symmetri, positive semi-de�nite on �h fori = 1; 2.Proof : De�ne the bilinear operators :si : �h � �h ! �h; i = 1; 2;si(�; �) =< Si(�; 0); � > = (�;uh; i(�) � ni) ; i = 1; 2; (4.44)with uh; i(�) the solution of the following problem, (4.45), in 
i; i = 1; 2.Given � in �h, seek uh; i(�) 2 Zh; i and ph; i 2 Nh; i, suh that for v 2 Zh;iand r 2 Nh;i�K�1i uh; i(�); v�
i = (div v; ph; i)
i � �v � ni; �+ 1�f uh; i(�) � ni� ;(div uh; i(�); r)
i = 0: (4.45)Take v = uh; i(�) in (4.45) to see that the operators si an be expressed assi(�; �) = �K�1i uh; i(�); uh; i(�)�
i + 1�1=2f uh; i(�) � ni; 1�1=2f uh; i(�) � ni! :(4.46)It is now easy to see that the operators si; i = 1; 2 are symmetri and positivesemi-de�nite. �4.7.3 Solving the system eÆientlyIn the ase � = 1, a good way to solve the model problem (4.22) is tosolve iteratively the linear interfae equation (4.43). To do so, a good ideawould be to take a standard �nite volume disretization of the Laplae ope-rator (�div� (Kf;� dr� �)) that yields a symmetri, positive semi-de�nite opera-tor. One has to invert the operator S1(�; 0) + S2(�; 0)� div� (Kf;� d r� �) whihis symmetri, positive semi-de�nite as a sum of suh operators (atually it ispositive de�nite beause of the Dirihlet boundary onditions). Thus a simpleonjugate gradient method an be applied.This iterative method has been tested numerially and gives the expetedresults. Some further studies are under way to try to �nd a preonditioner forthis method. p. 185



CHAPITRE 4. MOD�ELISATION DES GRANDES FRACTURES4.8 ConlusionThe models we presented in this paper allow the treatment at the same timeand in the same model of the ase in whih there is a small permeability inthe frature, involving a pressure disontinuity, and the ase in whih there isa large permeability in the frature, involving a veloity disontinuity. In eahase, the models agree with the asymptoti analysis given by Sanhez-Paleniain [61℄, [88℄. They also give make it possible to treat high anisotropies in thefratures (see Setion 4.6.3), though the numerial results are not ompletelysatisfatory and some further studies would probably be useful to understandlearly where the solution lives (as neither the salar unknown is ontinuous atthe interfae, nor its normal derivative).Some further work is under way to test a more realisti 3-dimensional pro-blem, involving two or three interseting fratures. These tests should involvealso the transport equations. Also a preonditionner for the iterative methodthat was desribed in Setion 4.7 will be studied and tested.AknowledgementWe would like to thank Magne Espedal4 for useful disussions and remarks.This work was partially supported by Andra, the Frenh National radioativewaste management ageny5.
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Chapitre 5Conlusions et PerspetivesOu omment tout travail n'est jamais qu'un d�ebut...Cette th�ese traite des simulations multidomaines des �eoulements en milieuxporeux. Trois aspets di��erents ont �et�e abord�es. Tout d'abord, on a men�e une�etude onernant une m�ethode de d�eomposition de domaines ave des maillagesnon-raord�es utilisant des onditions d'interfae de type Robin, pour des �el�e-ments �nis mixtes. Une analyse exp�erimentale simple bas�ee sur une simulationen trois dimensions r�ealiste montre l'importane du hoix des oeÆients deRobin dans ette m�ethode. D'autre part, la mise en �uvre en parall�ele de lam�ethode de d�eomposition de domaines onstitue un travail original : en parte-nariat ave des herheurs en informatique, nous avons d�evelopp�e un oupleuroordonnant les sous-domaines, grâe au syst�eme parall�ele OamlP3l �erit dansle langage Oaml. Le prinipal atout d'OamlP3l r�eside dans le fait que la pro-grammation et le d�ebogage se font en s�equentiel, l'ex�eutable parall�ele �etantautomatiquement obtenu par une simple reompilation. En�n, nous avons pr�e-sent�e un nouveau mod�ele d'�eoulement dans un milieu poreux ontenant desfratures d'une importane telle qu'elles doivent être mod�elis�ees expliitement.Les fratures peuvent avoir des perm�eabilit�es tr�es grandes et/ou tr�es faibles.Dans e mod�ele, nous onsid�erons les failles omme des interfaes entre sous-domaines. Une analyse th�eorique prouvant l'existene et l'uniit�e de la solutionet fournissant une estimation d'erreur, est on�rm�ee par des tests num�eriques.Plusieurs d�eveloppements sont envisageables dans la ontinuit�e de la th�ese.� Essayer d'utiliser l'a�el�eration d'Aitken pour la m�ethode de Robin non-onforme pourrait être un sujet d'�etude int�eressant.� Le hoix des oeÆients de Robin n'est pas enore toujours lair ; il seraitjudiieux de tester et d'utiliser des m�ethodes de d�etermination de esoeÆients propos�ees dans [78℄.� Les mod�eles de fratures m�eritent de plus amples d�eveloppements. Des



CHAPITRE 5. CONCLUSIONS ET PERSPECTIVESsimulations de fratures r�ealistes devraient être men�ees : des on�gurationsave des fratures s'intersetant, dans un domaine �a trois dimensions etdes oeÆients physiques sont �a l'�etude. Par ailleurs, un pr�eonditionneurperformant pour le probl�eme de d�eomposition de domaine surgissant dansle mod�ele de fratures doit être test�e et analys�e. Des reherhes onernantla mod�elisation du transport et des �eoulements multiphasiques doiventaussi être onsid�er�ees.� Le transport onstitue aussi un axe de reherhe en soi. Dans le adre dela d�eomposition de domaines, l'adaptation des pas d'espae et de tempsaux sous-domaines parâ�t naturelle. C'est pourquoi la d�eomposition dedomaines ave des pas de temps loaux sont atuellement �etudi�es.� Au niveau de l'impl�ementation parall�ele, une omparaison entre OamlP3let MPI devrait être mise en plae tant. Il faudrait alors mettre en pers-petive les temps de d�eveloppement dans les deux syst�emes, ainsi quel'eÆait�e des programmes obtenus. Le syst�eme OamlP3l devrait aussipermettre de faire ommuniquer les proessus entre eux, sans passer parobligatoirement par un n�ud entral. Cei permettrait de programmer lesm�ethodes de d�eomposition de domaines de fa�on salable.� La poursuite du projet de ouplage de odes est en ours. Le but estmaintenant de oupler des odes di��erents. Par ailleurs, la programma-tion d'une autre m�ethode de d�eomposition de domaines est en phased'ah�evement ; la mise en plae d'un adre permettant l'automatisationdes ouplages est don en train de se dessiner.� Conernant les �el�ements �nis mixtes, il est n�eessaire d'utiliser des fon-tions de formes am�eliorant la pr�eision de la m�ethode, quand les �el�ementshexa�edriques sont d�eform�es.
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Annexe ACoordonn�ees baryentriquesCe hapitre est onsar�e �a quelques rappels de g�eom�etrie �el�ementaire oner-nant les oordonn�ees baryentriques. Nous avons jug�e utile de r�ediger es rappelsdans la mesure o�u ils permettent d'introduire des notations qui servent ensuitedans la Setion A.2.3, o�u nous d�erivons la m�ethodologie utilis�ee pour testerl'appartenane d'un point �a un triangle. Je me suis servi du ours [58℄ ainsi quede notes fournies par Martial Manip, [70℄, en partiulier pour la Setion A.2.3.Nous nous pla�ons en dimension deux, d = 2, pour oller au plus pr�es dela question de l'intersetion de deux maillages plans, qui est abord�ee dans laSetion 2.4. Cei pos�e, tout e que nous disons dans e Chapitre s'�etend defa�on direte �a toute dimension d � 1.Nous nous plongeons don dans l'espae aÆne usuel A, de diretion l'espaevetoriel eulidien Rd , ave d = 2. On note O l'origine et (Ox1) et (Ox2) lesaxes des absisses et des ordonn�ees. Etant donn�es deux points de l'espae aÆneA, X et Y , on appellera ��!XY l'unique veteur v de Rd tel que X + v = Y .A.1 D�e�nitionNous rappellons ii une d�e�nition des oordonn�ees baryentriques, ainsi quequelques unes de leurs propri�et�es �el�ementaires.Soit un triangle T en dimension d = 2 d�etermin�e par d + 1 = 3 pointsAj = (aij)i=1;2; j = 1; 2; 3, non-align�es, 'est-�a-dire qu'ils forment une familleaÆnement libre. L'arête oppos�ee au sommetAj est appel�ee Ej, voir la Figure A.1,et la droite port�ee par l'arête Ej est not�ee (Ej).



ANNEXE A. COORDONN�EES BARYCENTRIQUES
A3

A1 A2
E2

E3
T E1

Fig. A.1 { Triangle T : notations des sommets et des arêtes.Comme les points Aj; j = 1; 2; 3 forment une famille aÆnement libre, lamatrie M = 24 a11 a12 a13a21 a22 a231 1 1 35est inversible. Tout point X de A de oordonn�ees art�esiennes xi; i = 1; 2, estarat�eris�e par la donn�ee du veteur �(X) 2 Rd+1 solution du syst�eme lin�eaire�(X) = 24 �1(X)�2(X)�3(X) 35 =M�1 24 x1x21 35 : (A.1)En d'autres termes, les 3 salaires �j(X); j = 1; 2; 3, qui sont appel�ees lesoordonn�ees baryentriques du pointX par rapport aux 3 points Aj, sont d�e�nisint�egralement et de fa�on unique1 par le syst�eme3Xj=1 aij�j(X) = xi; i = 1; 2; et 3Xj=1 �j(X) = 1:Cei s'interpr�ete omme le fait que tout point X de l'espae aÆne A est laombinaison lin�eaire des points Aj; j = 1; 2; 3 |qui jouent tous le même rôlepar sym�etrie| pond�er�ee par les oordonn�ees �j(X) :��!OX = 3Xj=1 �j(X) ��!OAj ; ave 3Xj=1 �j(X) = 1:1Les oordonn�ees baryentriques sont parfois d�e�nies �a une onstante multipliative nonnulle pr�es. Nous avons �x�e ette onstante en imposant que la somme des oordonn�ees bary-entriques est �egale �a 1. Dans e as, les oordonn�ees baryentriques existent et sont uniquespour toute famille aÆnement libre (Aj)j=1;:::;d+1 et tout point X de l'espae aÆne A.p. 190



A.2. QUELQUES PROPRI�ET�ESEn fait, il est faile de voir que n'importe quel point peut jouer le rôle de Odans l'�equation i-dessus. Soit P un point quelonque du plan A, on peut don�erire ��!PX = 3Xj=1 �j(X) ��!PAj ; ave 3Xj=1 �j(X) = 1: (A.2)A.2 Quelques propri�et�esA.2.1 Carat�erisation de droitesParmi les propri�et�es remarquables des oordonn�ees baryentriques, ellespermettent de arat�eriser tr�es simplement les droites parall�eles aux arêtesEj; j = 1; 2; 3, du triangle T .2Lemme 3. La droite port�ee par l'arête Ej est arat�eris�ee par(Ej) = fX 2 A = �j(X) = 0g ; j = 1; 2; 3:Preuve : Pour un j dans Z=3Z, de fa�on �a avoir j; j +1 et j +2 dans f1; 2; 3g,la droite port�ee par une arête Ej s'�erit par d�e�nition(Ej) = nX 2 A = ��!OX = (1� �)����!OAj+1 + �����!OAj+2; � 2 Ro ; j = 1; 2; 3:Don, en utilisant la d�e�nition (A.2) ave P = O, on obtient imm�ediatementfX 2 A = �j(X) = 0g � (Ej).La r�eiproque provient de l'uniit�e des oordonn�ees baryentriques. �Le Lemme 3 a une interpr�etation de g�eom�etrie analytique int�eressante.Soit la matrie �, inverse de la matrieM, qu'on d�eompose en ses veteurslignes �j; j = 1; 2; 3 � =M�1 = 24 �1�2�3 35 : (A.3)Ave es notations, les oordonn�ees baryentriques du point X d�e�nies par lesyst�eme (A.1) deviennent �evidemment�(X) = 24 �1(X)�2(X)�3(X) 35 = 24 �1�2�3 35 � 24 x1x21 35 :2Cei se g�en�eralise sans diÆult�e en dimension d � 1 �a tout hyperplan parall�ele �a unehyperfae du simplexe T . p. 191



ANNEXE A. COORDONN�EES BARYCENTRIQUESCei, assoi�e au Lemme 3 permet d'�erire la droite (Ej) de fa�on analytique(Ej) = �X = [x1; x2℄> 2 A = �j � [x1; x2; 1℄> = 0	 ; j = 1; 2; 3;soit enore, introduisant les omposantes (�j)k; k = 1; : : : ; d+1 du veteur ligne(�j),(Ej) = (X = (xj)j=1;:::;d 2 A = dXk=1(�j)k xk + (�j)d+1 = 0) ; j = 1; : : : ; d+1:(A.4)Pour tout j = 1; 2; 3, ette arat�erisation (A.4) permet d'identi�er le veteurnj de R2 , d�e�ni par ses omposantes (nj)k = (�j)k; k = 1; 2, omme un veteurnormal �a la droite (Ej). On a don montr�e leLemme 4. Pour j = 1; 2; 3, toute droite Dj parall�ele �a l'arête Ej est arat�eris�eeommeDj==(Ej) () 9 j 2 R tel que Dj = fX 2 A = �j(X) = jg : �En partiulier, omme on v�eri�e ais�ement que�j(Ak) = Æjk j; k = 1; 2; 3; (A.5)ou Æjk est le symbole de Kroneker, la droite passant par Aj et parall�ele �a (Ej)s'�erit fX 2 A = �j(X) = 1g pour j = 1; 2; 3.A.2.2 Distane d'un point �a une droiteLemme 5. Soit un point X �x�e dans l'espae aÆne A. Soit �egalement un jdans f1; 2; 3g. La distane eulidienne d'un point X = (x1; x2) �a la droite (Ej)est not�ee d(X; (Ej)). Elle vautd(X; (Ej)) = d(Aj; (Ej))j�j(X)j = j�j(X)jq(�j)21 + (�j)22 = j(�j)1x1 + (�j)2x2 + (�j)3jq(�j)21 + (�j)22o�u les (�j)k; k = 1; 2; 3, sont les omposantes du veteur ligne �j de la matrie� des oordonn�ees baryentriques d�e�nie en (A.3).p. 192



A.2. QUELQUES PROPRI�ET�ESPreuve : La distane d'un point A = (a1; a2) �a un hyperplan D |une droiteii| d'�equation D : �1x1 + �2x2 + h = 0, o�u �i 2 R ; i = 1; 2, et h 2 R s'�eritd(A;D) == j�1a1 + �2a2 + hjq�21 + �22 :En utilisant l'�equation de la droite (Ej) donn�ee �a l'�equation (A.4), on obtientimm�ediatement le r�esultat. On remarque au passage que la hauteur issue dusommet Aj s'�erit, d'apr�es l'identit�e (A.5),hj := d(Aj; (Ej)) = 1q(�j)21 + (�j)22 : (A.6)�A.2.3 Appartenane d'un point �a un triangleLe triangle T de sommets Aj; j = 1; 2; 3; est arat�eris�e ommeT = (A1A2A3) = �X 2 R2 = �j(X) 2 [0; 1℄; j = 1; 2; 3	 :Erasement d'un triangleOn peut introduire une notion tr�es simple d'anisotropie du maillage �a partirdes hauteurs du triangle :D�e�nition 1. On dira que le triangle T est applati dans la diretion j quandsa hauteur hj est tr�es inf�erieure �a ses deux autres hauteurs, 'est-�a-dire quandhj = 1q(�j)21 + (�j)22 << hk; j; k 2 f1; 2; 3g; k 6= j: �Appartenane �a un triangleCe qui suit est issu d'une note de [70℄.L'appartenane d'un point X �a une maille triangulaire en g�eom�etrie \exa-te" est don partiuli�erement simple ave les oordonn�ees baryentriques ; elleonsiste �a r�ealiser trois doubles tests :0 � �j(X) � 1; j = 1; 2; 3: p. 193



ANNEXE A. COORDONN�EES BARYCENTRIQUESCependant, ave les erreurs d'arrondis et les anisotropies du maillage, ildevient n�eessaire de prendre quelques pr�eautions. Le test d'appartenane d'unpoint �a un triangle doit être fait par ex�es : nous voulons être sûrs d'obtenir tousles points qui appartiennent au triangle T , quitte �a en avoir trop. Nous englobonsdon le triangle d'une gangue de faible �epaisseur, et le test d'appartenane sefait non pas par rapport au triangle T lui-même, mais par rapport �a e triangleenvelopp�e de sa gangue, que nous appellerons dor�enavant \surtriangle", not�e T .En introduisant un seuil de tol�erane " > 0, deux sortes de tests sont pos-sibles :tests relatifs On teste dans e as�" < �j(X) < 1 + "; j = 1; 2; 3: (A.7)Multipli�ees par la hauteur hj, d�e�nie en (A.6), les in�equations (A.7) de-viennent, en utilisant le Lemme 5,�" hj < �j(X) hj = d(X; (Ej)) < hj + " hj; j = 1; 2; 3;o�u nous avons �etendu la notion de distane d(X; (Ej)) �a une notion dedistane alg�ebrique (� 0 si le pointX est dans le même demi-plan d�elimit�epar la droite (Ej) que le sommet Aj, et � 0 sinon).L'�epaisseur de la gangue du surtriangle T d�epend des hauteurs hj du tri-angle T . Cette gangue n'est don pas uniforme si le triangle est fortementapplati, f. la D�e�nition 1. J'ai quali��e es tests de relatifs pour etteraison, par opposition aux tests absolus dans lesquels la gangue a une�epaisseur �xe ".tests absolus On teste dans e as�"q(�j)21 + (�j)22 < �j(X) < 1 + "q(�j)21 + (�j)22; j = 1; 2; 3:(A.8)Multipli�ees par la hauteur hj, les in�equations (A.8) deviennent ette fois�" < �j(X) hj = d(X; (Ej)) < hj + "; j = 1; 2; 3:Dans e type de tests, sont onsid�er�es �a l'int�erieur du triangle T tous lespoints qui sont distants �a moins de " de T , ind�ependamment des hauteurs,et don de l'�erasement du triangle. Contrairement aux tests dits \relatifs"dans lesquels " �etait sans dimension, omme �j(X), le seuil " est homog�ene�a une distane. Il est peut-être plus ais�e dans e as de le hoisir en fontiondes tailles arat�eristiques du maillage.p. 194



A.2. QUELQUES PROPRI�ET�ESA propos du hoix du seuil "Pour �nir, il reste �a hoisir orretement le seuil de tol�erane, e qui peuts'av�erer d�eliat et important. Nous proposons omme hoix du seuil de tol�eraneune valeur sans dimension, loale �a une maille telle que" = 3Xj=1 "j1� �j (Aj)j+Xj0 6=j j�j (Aj0)j# : (A.9)En fait e seuil de tol�erane est bas�e sur l'erreur ommise en inversant la matrieM d�e�nie �a l'�equation (A.1), ou bien, autrement dit, sur l'erreur ommise surles identit�es (A.5).ConlusionNous avons exp�eriment�e les deux types de tests. Sur des maillages peu d�e-form�es, ela ne hange gu�ere les r�esultats. En revanhe, nous avons observ�e defortes di��erenes sur des maillages en retangles |d�eoup�es en deux triangles|fortement �eras�es, omme dans la simulation num�erique de la Setion 3.6.2. Aveles tests \relatifs", l'Algorithme 3 de la Setion 2.4 ne parvient pas dans ertainsas �a aluler le maillage d'intersetion, tandis que le même Algorithme 3 op�ereorretement le alul du maillage d'intersetion en utilisant les tests absolus etle seuil donn�e par (A.9).

p. 195
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Annexe BProbl�eme elliptique 1D aveoeÆientsNous pr�esentons dans ette partie la solution du probl�eme elliptique (B.1)ave des oeÆients onstants par moreaux dans le as o�u le domaine 
 estdans R .Soit don le probl�emedivu = 0 dans 
 = [0;L℄u = �Kr p dans 
p(0) = P0p(L) = PL; (B.1)o�u L est le diam�etre du domaine 
 et P0 et PL sont des valeurs de Dirihletimpos�ees aux extr�emit�es du domaine 
. Les autres notations sont les mêmesque elles de l'�equation (2.2) dans la Setion 2.2.Nous supposons qu'il existe une partition de 
 en n > 1 sous-domaines sanshevauhement 
i; i = 1; 2; : : : ; n, tels que le sous-domaine 
i est de longueur diet poss�ede une perm�eabilit�e onstante Ki, voir la Figure B.1. Nous supposons�egalement pour �xer les id�ees que les sous-domaines se suivent de gauhe �adroite : 
i est �a gauhe de 
i+1, i = 1; 2; : : : ; n� 1.Il est faile de retrouver la solution du probl�eme (B.1). Elle est telle que lavitesse est onstante sur 
 et la pression est ontinue et lin�eaire par moreaux.u(x) = V ex; x 2 
; V = Cst;pi(x) = � VKix+ Ci; x 2 
i; i = 1; 2; : : : ; n; (B.2)o�u nous avons appell�e ex le veteur unitaire selon Ox, et la vitesse V et les Cisont des onstantes d�etermin�ees par la ontinuit�e de la pression aux interfaes



ANNEXE B. PROBL�EME ELLIPTIQUE 1D AVEC COEFFICIENTS

d1 d2 d3

Pressure

0 L

x

K3PL
P0 K2K1Fig. B.1 { Pression en fontion de l'absisse dans un domaine 1D 
 = [0;L℄ave des oeÆients onstants par moreaux Ki.et les onditions aux limites. En partiulier, la vitesse V se alule ais�ementet d�epend de la moyenne harmonique des rapports de la perm�eabilit�e par lediam�etre des sous-domainesPL � P0 = �V  nXi=1 diKi! : (B.3)Nous rappelons ii que par d�e�nition, la moyenne harmonique MoyH ((aj)j)d'une suite �nie de r�eels (aj)j=1;2;:::;m s'�eritMoyH ((aj)j) = mmXj=1 1aj : (B.4)Ave ette d�e�nition, la vitesse V devientV = � 1n MoyH�Kidi � (PL � P0): (B.5)Si l'on suppose de plus que les sous-domaines ont tous la même longueurdi = L=n, i = 1; 2; : : : ; n, alors la vitesse s'exprimeV = �MoyH (Ki)L (PL � P0): (B.6)

p. 198



Annexe CQuelques pr�eisions �a proposd'Oaml et d'OamlP3lLa Setion C.1 ontient un petit lexique o�u ertains onepts informatiqueset des termes tehniques d'Oaml et d'OamlP3l sont d�e�nis. La Setion C.2pr�esente l'interfae du module Dde servant pour la mise en �uvre de la d�eom-position de domaines ave OamlP3l.C.1 Petit lexique de Oaml et d'OamlP3lNous donnons une br�eve d�e�nition de ertains termes informatiques qui sontemploy�es dans le m�emoire. Certains reouvrent des nouveaut�es ou des sp�ei�-it�es d'OamlP3l ; d'autres ont une port�ee plus g�en�erale mais ne doivent pasparâ�tre familiers �a la plupart des num�eriiens.Couleur (option OamlP3l) Les ouleurs permettent �a l'utilisateur d'indiquer�a l'environnement OamlP3l omment assoier les n�uds virtuels |lesproessus| aux n�uds physiques |les proesseurs. L'utilisateur olories�epar�ement des n�uds virtuels et des n�uds physiques, et un algorithmeapparie ensuite les deux sortes de n�uds olori�es au moment de la om-pilation. Cette oloration est optionnelle, ar le syst�eme se harge auto-matiquement de la r�epartition des harges, les ouleurs ne servant qu'�a leguider dans ette tâhe. Voir la Setion 3.4.8.Combinateur Fontion qui n'a auune variable libre, 'est-�a-dire qui n'est queombinaison de ses arguments. Par exemple, la fontion funtion z ->z + 1 n'est pas un ombinateur dans la mesure o�u le + n'est pas d�e�ni enargument. Une alg�ebre de ombinateurs est ompositionnelle par onstru-tion : il existe toujours un moyen de omposer des ombinateurs entre eux.



ANNEXE C. PR�ECISIONS SUR OCAML ET OCAMLP3LL'espae des polynômes r�eels muni de (+; �) est un bon exemple d'alg�ebreompositionnelle. L'espae des fontions r�eelles muni de (+; Æ) onstitueun autre exemple mais tr�es restritif dans la mesure o�u l'espae d'arriv�eed'une fontion doit o��nider ave l'espae de d�epart d'une seonde, pourpouvoir les omposer entre elles.Compositionnel Voir Combinateur.Construteur de type polymorphe Le onstruteur de type polymorphenot�e 'a, qu'on lit \alpha", remplae n'importe quel type : int, float,veteur... Voir un exemple dans le paragraphe sur le polymorphisme de laSetion 3.3.4 et la d�e�nition de polymorphisme i-dessous.Dynamique (typage) Par opposition au typage statique, la v�eri�ation qu'unargument pass�e �a une fontion est bien du type du param�etre formel dela fontion s'�e�etue au ours de l'�exeution du programme.E�et ou E�et de bord Un e�et est une modi�ation d'une ase de la m�e-moire |tableau ou r�ef�erene|, ou enore une interation ave le mondeext�erieur |impression ou leture. La programmation imp�erative est bas�eesur le prinipe de faire des e�ets, f. la d�e�ntion d'imp�eratif i-dessous.Une m�ethode agissant sur un objet en programmation orient�ee objets r�ea-lise par d�e�nition un e�et de bord1. Un e�et de bord pose g�en�eralementdes probl�emes de sûret�e, mais il peut être plus ou moins viieux : uneimpression �a l'�eran est ertes moins dangereuse que la modi�ation d'unparam�etre par une fontion qui ne le prend pas en argument |en utilisantle ommon du Fortran par exemple.farm (squelette OamlP3l) Une ferme alule en parall�ele une fontion sur lesdi��erents �el�ements qui viennent sur son ux d'entr�ee. C'est un squelettede tâhes parall�eles. Voir les Setions 3.4.4 et 3.4.5.Flux ou ot voir stream i-dessous.fold (fontion Oaml) La fontion fold aumule une fontion sur tous les�el�ements d'un tableau, pour renvoyer un salaire. Un exemple simple deson utilisation est la norme d'un veteur, voir la Setion 3.3.6.Fontionnelle (substantif) Fontion de fontions ou de fontionnelles ; unefontionnelle d'ordre 1 est une fontion d'ordre 2. La fontion ompose dela Setion 3.3.4 est un exemple de fontionnelle d'ordre 1.Fontion d'ordre sup�erieur Fontion dont les arguments ou les r�esultatssont des fontions, qui peuvent elles-mêmes être fontions de fontions,1Ainsi, quand j'ai d�eouvert les e�ets de bord, aurais-je pu dire, �a l'instar de M. Jour-dain [73, Ate II, S�ene 4℄ : \ela fait plus de six ans que je fais des e�ets de bord, sans quej'en susse rien."p. 200



C.1. PETIT LEXIQUE DE OCAML ET D'OCAMLP3Let... �a un ordre arbitraire. Une fontion d'ordre 2 est une fontionnelled'ordre 1, voir i-dessus.Fontionnelle (programmation) Style de programmation bas�e sur la mani-pulation de fontions, qui s'av�ere par ons�equent tr�es prohe des math�e-matiques et tr�es naturel. Les fontions alulent le r�esultat souhait�e ausens des aluls math�ematiques, 'est-�a-dire par simpli�ation suessivesd'une expression.D'apr�es [25℄, pages 11{12 : \un programme est une fontion appliqu�ee �ases arguments ; il alule un r�esultat qui est retourn�e (quand le alul setermine) omme sortie du programme. Il devient alors faile de omposerdes programmes : la sortie d'un programme devient l'argument d'entr�eed'un autre, au sens de la omposition de fontions.La programmation fontionnelle repose sur un mod�ele de alul simpleposs�edant trois onstrutions : les variables, la d�e�nition d'une fontionet son appliation �a un argument. Ce mod�ele s'appelle le �-alul et ila �et�e introduit par Alonzo Churh en 1932. [...℄ En �-alul, toutes lesfontions sont des valeurs manipulables. [...℄ Il lui a �et�e ajout�e des valeursde base (tels que les entiers ou les hâ�nes de arat�eres), des op�erateurssur es valeurs de base, des strutures de ontrôle et les d�elarations quipermettent de nommer des valeurs ou des fontions et, en partiulier, desfontions r�eursives.Il existe plusieurs lassi�ations des langages fontionnels. Pour notrepart, nous les distinguons suivant deux arat�eristiques qui nous paraissentpr�epond�erantes :� sans e�et de bord (pur) ou ave e�ets de bord (impur) : un langage fon-tionnel pur est un langage o�u l'a�etation n'existe pas. Tout n'y est quealul et l'on ne s'int�eresse pas �a son d�eroulement. Des langages fon-tionnels impurs, omme Lisp ou ML [famille dont fait partie Oaml℄, in-t�egrent des traits imp�eratifs omme l'a�etation. Ils permettent d'�eriredes algorithmes dans un style plus prohe de langages omme Fortrano�u l'ordre d'�evaluation des expressions est d�eterminant.� typ�e dynamiquement ou statiquement : le typage permet de v�eri�er si unargument pass�e �a une fontion est bien du type du param�etre formel dela fontion. On peut faire ette v�eri�ation �a l'ex�eution du programme[as du typage dynamique, ..., ou bien℄ avant l'ex�eution du programme,'est-�a-dire au moment de la ompilation. On appelle ette v�eri�ationa priori le typage statique. Etant e�etu�e une fois pour toutes, ellene ralentira pas l'ex�eution du programme. C'est le as du langage MLet de ses dialetes omme Oaml. Seuls les programmes orretementp. 201



ANNEXE C. PR�ECISIONS SUR OCAML ET OCAMLP3Ltyp�es, 'est-�a-dire eux aept�es par le v�eri�ateur de types, pourrontêtre ompil�es puis ex�eut�es."Imp�erative (programmation) Style de programmation habituel aux num�e-riiens qui odent en Fortran, C ou C++. Un programme est une suited'ordres donn�es �a l'ordinateur qui modi�ent son �etat m�emoire. On travailleessentiellement sur des tableaux, des listes et des r�ef�erenes, en utilisantsurtout des boules (for, while).D'apr�es [97℄, page 37 : en programmation imp�erative, \un alul est unproessus �evolutif, o�u le temps a son importane. Il s'agit de modi�er un�etat : l'ordinateur ommene l'ex�eution du programme dans un ertain�etat initial, que l'ex�eution du programme modi�e jusqu'�a parvenir �a un�etat �nal qui ontient le r�esultat voulu. On hange l'�etat ourant par modi-�ation du ontenu de la m�emoire de l'ordinateur (�a l'aide d'a�etations),ou enore par interation ave le monde ext�erieur : interrogation de l'uti-lisateur, aÆhage de r�esultats, leture ou �eriture de �hiers, bref toute qu'on nomme les entr�ees-sorties. Toutes es op�erations qui modi�entphysiquement le ontenu des adresses m�emoire sont appel�ees e�ets."Voir les e�ets i-dessus.loop (squelette OamlP3l) Il permet de r�ep�eter l'ex�eution d'une expressionsquelettique. Sa port�ee est fortement r�eduite depuis l'introdution desparfuns. C'est un squelette de ontrôle. Voir la Setion 3.4.4map (fontion Oaml) La fontion fold applique une fontion �a tous les �el�e-ments d'un tableau et renvoie le nouveau tableau. Un exemple simple deson utilisation se trouve dans la Setion 3.3.5.mapvetor (squelette OamlP3l) Il alule en parall�ele une fontion sur toutesles omposantes d'un veteur, renvoyant le |nouveau| veteur de r�e-sultat. C'est un squelette de donn�ees parall�eles. Voir les Setions 3.4.4et 3.4.5.pardo (d�elimiteur de hamp OamlP3l) Il permet de s�eparer la partie duprogramme o�u sont d�e�nies les fontions enapsul�ees par un parfun, deelle o�u on peut ex�euter es fontions. Voir la Setion 3.4.7.Paresseux Dans un langage paresseux |lazy|, par opposition �a un langagestrit, les arguments d'une fontion ne sont pas ompl�etement �evalu�esavant de lui être appliqu�es. Les ux ou streams du langage Oaml sont�evalu�es paresseusement : \lorsqu'on onstruit le ux des arat�eres prove-nant d'un �hier, e dernier n'est pas lu tout entier en m�emoire : le uxne ontient en m�emoire que le arat�ere ourant et va herher le prohainarat�ere sur le disque lorsqu'on en a besoin. Ce omportement est �eo-p. 202



C.1. PETIT LEXIQUE DE OCAML ET D'OCAMLP3Lnomique en m�emoire, en partiulier quand le �hier est gros", [97℄, page158.parfun (squelette OamlP3l) Il onvertit un r�eseau de alul parall�ele en unefontion agissant sur des ux. C'est un squelette d'interfae de donn�ees,dual de seq. Voir les Setions 3.4.4 et 3.4.6.pipe (squelette OamlP3l) not�e |||. Il alule en parall�ele les di��erentesphases d'une omposition de fontions sur les di��erents �el�ements du uxd'entr�ee. C'est un squelette de tâhes parall�eles. Voir les Setions 3.4.4et 3.4.5.Polymorphisme Possibilit�e d'avoir plusieurs formes. En informatique, elase traduit par la possibilit�e pour des programmes ou des objets d'êtreutilis�es dans des ontextes tr�es variables. Ainsi une omparaison � quipeut s'appliquer �a des entiers, des ottants ou des hâ�nes de arat�eresest dite polymorphe. Voir Construteur de type polymorphe.reduevetor (squelette OamlP3l) Il aumule une fontion en parall�ele surtoutes les omposantes d'un veteur pour renvoyer un salaire, de la mêmemani�ere qu'une fontion Oaml |s�equentielle| fold, se reporter au foldi-dessus et �a la Setion 3.3.6. C'est un squelette de donn�ees parall�eles.Voir �egalement les Setions 3.4.4 et 3.4.5.S�emantique Interpr�etation, signi�ation d'un syst�eme formel (par opposition�a syntaxique), d'apr�es le Petit Larousse illustr�e, 1998. Quand on appliqueette d�e�nition �a l'informatique, la s�emantique est la signi�ation ma-th�ematique d'un ex�eutable �a partir du programme soure dont il estissu. Cette signi�ation est toujours une fontion math�ematique. DansOamlP3l, il existe trois signi�ations di��erentes d'un même programmesoure : l'une est s�equentielle, l'autre parall�ele et la derni�ere graphique.seq (squelette OamlP3l) Il onvertit une fontion s�equentielle en un n�uddu r�eseau de alul parall�ele C'est un squelette d'interfae de donn�ees,dual de parfun. Voir les Setions 3.4.4 et 3.4.5.Squelette Un squelette est une brique de base servant �a onstruire l'�edi�eparall�ele dans un programme OamlP3l. C'est uniquement �a travers es 6squelettes |parfun, seq, loop, pipe, mapvetor, reduevetor| quel'on peut onstruire un r�eseau parall�ele en OamlP3l. Il onvient �egale-ment d'ajouter loop, qui a un rôle partiulier, et pardo, qui n'est pas unsquelette, pour �enum�erer exhaustivement toute la syntaxe OamlP3l.Les squelettes sont des ombinateurs : on peut les omposer arbitrairemententre eux, et l'ensemble des squelettes forme une alg�ebre ompositionnelleappel�ee le langage squelettique. Chaque squelette est une fontion surp. 203



ANNEXE C. PR�ECISIONS SUR OCAML ET OCAMLP3Ldes ux : il prend en argument un ux et retourne un ux en sortie.En�n, dans la version atuelle, grâe �a une sp�ei�t�e de l'impl�ementationdes squelettes, visible dans leurs types, on peut initialiser globalement ouloalement les donn�ees dans un alul parall�ele. L'initialisation loale estpartiuli�erement importante pour la d�eomposition de domaines. Voir laSetion 3.4.5.Statique (typage) Par opposition au typage dynamique, la v�eri�ation qu'unargument pass�e �a une fontion est bien du type du param�etre formel dela fontion s'�e�etue avant l'�exeution du programme, pendant la ompi-lation.stream Dans le syst�eme OamlP3l, 'est un ux |ou ot| de donn�ees, qui sertd'entr�ee et de sortie pour les squelettes OamlP3l. Un int stream est unux d'entiers et un 'a stream est un ux de trus qui ont un type 'a.Strit Dans un langage strit, omme Oaml, par opposition �a un langage pa-resseux, les arguments d'une fontion sont ompl�etement �evalu�es avant delui être appliqu�es.C.2 Interfae du module Dde(* Module Dde for 3D domain deomposition *)val filename_of_3D_mesh_number : int -> stringval filename_of_2D_mesh_number : int -> int -> stringval number_of_subdomains : intval number_of_proessors : inttype interfaetype onnetivity_table = interfae listval onnetivity_table : onnetivity_tableval olv_sorting_subdomains : int arrayval olv_sorting_onnetivity_table : int arraytype interfae_valuesand internal_boundary_values = interfae_values arrayand tagged_internal_boundary_values =p. 204



C.2. INTERFACE DU MODULE DDEC| Init| Loop of internal_boundary_values| Final of internal_boundary_valuesand struture_values = internal_boundary_values arrayval zero_struture_values : int -> struture_valuesval read_internal_boundary_values :in_hannel -> internal_boundary_valuesval print_internal_boundary_values :out_hannel -> internal_boundary_values -> unitval print_tagged_internal_boundary_values :out_hannel -> tagged_internal_boundary_values -> unitval init_vetor_of_size :int -> int * tagged_internal_boundary_values arrayval loop_vetor_of : struture_values-> int * tagged_internal_boundary_values arrayval final_vetor_of : struture_values-> int * tagged_internal_boundary_values arrayval axpy : float -> struture_values -> struture_values-> struture_valuesval dot : struture_values -> struture_values -> floatval permutation_of : struture_values -> struture_valuestype projetion_matrixtype projetion_matries = projetion_matrix array arrayval projetion_with :projetion_matries -> struture_values -> struture_values
p. 205



ANNEXE C. PR�ECISIONS SUR OCAML ET OCAMLP3L

p. 206



Bibliographie[1℄ Y. Ahdou, C. Japhet, P. Le Talle, F. Nataf, F. Rogier, et M. Vidrasu.Domain deomposition methods for non-symmetri problems. In Ele-venth International Conferene on Domain Deomposition Methods (Lon-don, 1998), pages 3{17 (eletroni). DDM.org, Augsburg, 1999.[2℄ Y. Ahdou, C. Japhet, Y. Maday, et F. Nataf. A new ement to glue non-onforming grids with Robin interfae onditions : the �nite volume ase.Numer. Math., 92(4) :593{620, 2002. ISSN 0029-599X.[3℄ Yves Ahdou, Patrik Le Talle, Fr�ed�eri Nataf, et Marina Vidrasu. Adomain deomposition preonditioner for an advetion-di�usion problem.Comput. Methods Appl. Meh. Engrg., 184(2-4) :145{170, 2000. ISSN 0045-7825. Vistas in domain deomposition and parallel proessing in omputa-tional mehanis.[4℄ Yves Ahdou et Fr�ed�eri Nataf. Preonditioners for the mortar methodbased on loal approximations of the Steklov-Poinar�e operator. Math.Models Methods Appl. Si., 5(7) :967{997, 1995. ISSN 0218-2025.[5℄ Yves Ahdou et Fr�ed�eri Nataf. A Robin-Robin preonditioner for anadvetion-di�usion problem. In Domain deomposition methods, 10 (Boul-der, CO, 1997), pages 377{383. Amer. Math. So., Providene, RI, 1998.[6℄ P.M. Adler et J.-F. Thovert. Fratures and frature network. Kluwer, 1999.[7℄ A. Agouzal, J. Baranger, J.-F. Mâ�tre, et F. Oudin. Connetion between �-nite volumes and mixed �nite element methods for a di�usion problem withnononstant oeÆients, with appliation to onvetion-di�usion. East-West Journal on Numerial Analysis, 3 :237{254, 1995.[8℄ Pierre Alart, Mika�el Barboteu, Patrik Le Talle, et Marina Vidrasu. M�e-thode de Shwarz additive ave solveur grossier pour probl�emes non sym�e-triques. C. R. Aad. Si. Paris S�er. I Math., 331(5) :399{404, 2000. ISSN0764-4442.
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BIBLIOGRAPHIER�esum�e :Cette th�ese traite des simulations multidomaines des �eoulements en milieu po-reux. Trois aspets sont abord�es. Une �etude est d'abord men�ee onernant unem�ethode de d�eomposition de domaines ave des maillages non-raord�es, uti-lisant des onditions d'interfae de type Robin, pour les �el�ements �nis mixtes.D'autre part, la m�ethode est impl�ement�ee en parall�ele �a l'aide du syst�eme paral-l�ele OamlP3l, �erit par des informatiiens dans le langage Oaml. En OamlP3l,l'utilisateur programme et d�ebogue en s�equentiel, puis obtient le ode parall�elepar une simple reompilation. En�n, nous pr�esentons un nouveau mod�ele d'�eou-lement dans un mileu poreux ontenant de grandes fratures, ave des perm�ea-bilit�es tr�es grandes et/ou tr�es faibles. Dans e mod�ele, les fratures sont trait�eesomme des interfaes entre sous-domaines. Une analyse th�eorique prouve l'exis-tene et l'uniit�e de la solution, fournit une estimation d'erreur, qui est on�rm�eepar des tests num�eriques.Mots l�es : �eoulement en milieu poreux, simulation multidomaine, �el�ements�nis mixtes, d�eomposition de domaines non-onforme, onditions d'interfae detype Robin, forts ontrastes de oeÆients, alul parall�ele, Oaml, OamlP3l,fratures, failles, barri�eres.Abstrat :This thesis is mainly onerned with the multidomain simulations of ow inporous media. Three di�erent themes are onsidered. First, we study a domaindeomposition method with non-mathing meshes using Robin type interfaeonditions, for the mixed �nite elements. Seond, this method is implementedin parallel using the parallel system OamlP3l, written in Oaml by omputersientists. In OamlP3l, the user develops and debugs sequentially, and obtainsthe parallel ode with a mere reompilation. A realisti 3D simulation is givento validate the proedure. Finally, we present a new model for ow in a po-rous medium ontaining large fratures that may have very large and/or verysmall permeabilities. In this model, the fratures are treated as interfaes bet-ween subdomains. Existene and uniqueness of the solution is proved and anerror estimate is obtained. Some numerial experiments show the quality of theresults.Keywords : ow in porous media, multidomain simulation, mixed �nite ele-ments, non-onforming domain deomposition, Robin type interfae onditions,extreme onstrasts of oeÆients, parallel omputations, Oaml, OamlP3l, fra-tures, faults, barriers.
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