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Introdu
tionCette thèse s'est déroulée dans le 
adre du projet Fo
, a
ronyme de For-mel, O
aml, Coq. Le but de 
e projet était à l'origine de 
onstruire unenvironnement dédié au développement de librairies de 
al
ul formel 
erti-�é [BHMR98℄. La 
ontribution prin
ipale de la thèse à 
e projet est l'élabo-ration d'une syntaxe 
on
rète, le langage Fo
, ainsi que la sémantique del'héritage de 
e langage, et sa 
ompilation vers O
aml et Coq. Ce langagepermet de dé
rire le passage progressif de la spé
i�
ation à l'implantationdes algorithmes, et de faire la preuve, véri�ée par Coq, que 
es implantationsvéri�ent bien les spé
i�
ations 
orrespondantes.Dans le reste de 
ette introdu
tion, nous allons brièvement (se
tion 1)présenter l'enjeu de la 
erti�
ation de programmes et plus généralement del'utilisation de méthodes formelles pour la sé
urité du logi
iel. On verra en-suite (se
tion 2) pourquoi le 
al
ul formel est un domaine intéressant pourl'étude d'un modèle de développement basé sur les méthodes formelles. Celapermettra en outre de repla
er 
es travaux de thèse dans le 
ontexte plusgénéral du projet Fo
, et de présenter les travaux antérieurs du projet quiont permis l'élaboration du langage. En�n, on détaillera dans la se
tion 5le 
ahier des 
harges initial de la thèse proprement dite, et le plan de 
ettedernière.1 Programmation 
erti�ée et logi
iels �sûrs�1.1 Quelle 
on�an
e a

order aux programmes ?Les systèmes informatiques sont présents à peu près partout dans notrevie quotidienne. Chaque nouvelle génération de téléphone portable présentede nouvelles fon
tions, dont la plupart font massivement appels aux pu
es deplus en plus puissantes dont sont munis 
es appareils. Par ailleurs toute l'in-frastru
ture (antennes relais, 
entraux téléphoniques, et
) permettant d'éta-blir une 
ommuni
ation est entièrement 
ontr�lée par des ordinateurs. Maisles télé
ommuni
ations ne sont pas un exemple isolé : il arrive désormais
ouramment que 
e soit un système informatique qui 
ontr�le la 
haudièred'une maison, le système de freinage et le moteur d'une voiture, ou simple-ix



x Introdu
tionment les di�érents le
teurs (
d, dvd, mp3) qui 
ommen
ent à équiper nossalons. On ne parlera même pas des appareils photos numériques, dont ledéveloppement fulgurant semble en passe de détr�ner la pelli
ule dans unfutur relativement pro
he.Ces systèmes o�rent deux grands avantages : ils sont 
apable de trai-ter automatiquement de grandes quantités d'informations, et d'e�e
tuer destâ
hes répétitives. De plus, par rapport à leurs 
on
urrents mé
aniques ouélé
troniques, ils sont généralement plus fa
ilement adaptables : il est plusfa
ile de modi�er quelques lignes du 
ode sour
e d'un programme que dere
onstruire tout un mé
anisme e�e
tuant la même tâ
he. De plus, les pro-grammes sont généralement moins 
oûteux à réaliser.Cependant, la 
omplexité 
roissante des tâ
hes demandées aux logi
ielsrend leur 
omportement de plus en plus di�
ile à prévoir, en parti
ulierlorsqu'ils sont soumis à des 
onditions qui n'avaient pas été in
luses dans laspé
i�
ation de départ. L'exemple le plus frappant à 
et égard est le désor-mais fameux �bug de l'an 2000�. Si 
e dernier n'a eu que peu de 
onséquen
esdramatiques, il a 
ependant montré qu'il est extrèmement di�
ile de prévoir
omment un système réagit lorsqu'on sort du 
adre pour lequel il a été 
onçu.Ce fait a également été illustré par l'é
he
 du vol Ariane 501, du à la réutili-sation sans grande pré
aution d'une partie du 
ode 
ontr�lant Ariane 4. Ene�et, les moteurs d'Ariane 5 étant beau
oup plus puissants que 
eux de laversion pré
édente, les 
apteurs ont envoyés des données en dehors de l'in-tervalle où le programme s'attendait à les re
evoir. Ce dernier n'a don
 paspu les interpréter 
orre
tement, provoquant la déviation de la traje
toire, et�nalement la destru
tion de la fusée.Plus grave en
ore, il est souvent extrèmement di�
ile d'être sûr qu'unlogi
iel e�e
tue 
orre
tement les tâ
hes qu'on attend de lui. De nombreux
ontrats de li
en
e signalent d'ailleurs que le développeur du programme nesaurait être tenu responsable d'éventuels préjudi
es 
ausés par le dysfon
-tionnement du logi
iel. En e�et, depuis le début de l'informatique, on saitqu'il n'existera jamais d'algorithme permettant de valider automatiquementun programme : le problème est indé
idable. Cependant, la généralisation del'informatique évoquée 
i-dessus impose qu'on fournisse des systèmes �ables,et qu'on dispose de moyens e�
a
es de 
ontr�ler 
ette �abilité.1.2 Méthodes formelles et sûreté de fon
tionnementUn premier moyen d'obtenir une telle �abilité est bien sûr de multiplier lestests, aussi bien dans les 
onditions �normales� de fon
tionnement que dansdes situations �ex
eptionnelles� (
es deux notions étant à dé�nir au préalablepour le système 
onsidéré). Ces tests permettent de repérer et d'éliminer un
ertain nombre de bugs, avant que le système soit utilisé réellement. Si 
epro
essus de tests est indispensable dans le 
y
le de développement d'un



1 Programmation 
erti�ée et logi
iels �sûrs� xilogi
iel, il n'est toutefois bien souvent pas su�sant. En e�et, il sou�re d'un
ertain nombre d'in
onvénients. En premier lieu, il peut être parfois di�
iled'e�e
tuer la simulation du système physique que le programme doit 
ontr�-ler, ou de véri�er que les résultats du test sont 
orre
ts. Par exemple, dansle 
as parti
ulier du 
al
ul formel, si l'implantation d'un nouvel algorithmeproduit des résultats sur des données qu'au
un autre système n'est en mesurede traiter, de quelle garantie disposons-nous sur la 
orre
tion des résultatsen question ?Un autre problème 
on
erne l'exhaustivité des tests. Il n'est en e�et pastoujours fa
ile de prédire l'ensemble des situations auxquelles le systèmedevra faire fa
e, ni si les jeux de tests 
hoisis 
onstituent un bon modèlede 
et ensemble. Les données ave
 lesquelles on va tester un logi
iel doiventdon
 être 
hoisies ave
 soin, et né
essitent un dialogue entre l'équipe quidéveloppe le logi
iel, et les spé
ialistes du domaine d'appli
ation a�n dejuger de la pertinen
e des modèles obtenus.En�n, les tests ne peuvent intervenir, par dé�nition, qu'à la �n du 
y
lede développement d'un logi
iel : pour pouvoir tester un programme, il fautque 
e dernier sous une forme 
ompréhensible par la ma
hine sur laquelle ildoit être exé
utée, 
'est à dire généralement une suite de bits. Or le déve-loppement d'un logi
iel est une su

ession de tradu
tions de l'algorithme àimplanter dans divers langages (que 
es tradu
tions soit e�e
tuées à la mainou automatiquement), depuis une spé
i�
ation (en français, par le biais des
hémas, et
), jusqu'à la version exé
utable. Chaque étape est sus
eptibled'introduire des erreurs, depuis une mauvaise spé
i�
ation de 
e qu'on at-tend du logi
iel, jusqu'à une erreur de programmation, en passant par uneprise en 
ompte in
omplète des spé
i�
ations exigées. Sa
hant que la prise en
ompte d'une erreur est d'autant plus fa
ile à faire que sa déte
tion a lieu t�tdans le développement, le génie logi
iel tend à l'heure a
tuelle à promouvoirdes méthodes permettant la déte
tion des bugs dès les première phases de la
on
eption du système. La validation par des tests reste indispensable, mais
e n'est plus le seul moyen d'éviter des erreurs.Dans 
e 
ontexte, les méthodes formelles 
her
hent à donner une preuvemathématique qu'un système est sans bug. Pour 
ela, on doit dé
rire mathé-matiquement les spé
i�
ation du système et fournir un modèle mathématiquede l'implantation 
ensée répondre aux spé
i�
ations. Il est alors possible deraisonner sur 
e modèle, et d'en prouver des propriétés de 
orre
tion vis-à-visde la spé
i�
ation. Cette appro
he ne peut évidemment prétendre éliminertous les bugs, dans la mesure où les preuve sont faites à un assez haut niveaud'abstra
tion, et ne garantissent pas la 
orre
tion du 
ode qui sera �nalementexé
uté.Parmi les di�érentes méthodes possibles, la programmation 
erti�ée s'at-ta
he à intégrer les preuves dans la programmation même des logi
iels. Pour
ela, on doit don
 disposer d'un environnement dans lequel il est possibled'é
rire en même temps des spé
i�
ations, des programmes, et des preuves
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tionque les programmes sont 
orre
ts. Le but de 
ette appro
he est d'obliger leprogrammeur à formaliser expli
itement les arguments permettant de prou-ver que le programme est 
orre
t. En parti
ulier, dans le 
as d'une bou
le(ou d'une ré
ursion dans le monde des langages fon
tionnels), le program-meur 
onnaît généralement les invariants (propriétés qui sont vraies à 
haquepassage dans la bou
le) et les variants (propriétés qui garantissent la termi-naison, généralement en montrant qu'une 
ertaine quantité dé
roît stri
te-ment vers 0) de la bou
le. Ces informations reste généralement impli
ites,par exemple sous la forme d'un 
ommentaire dans le 
ode sour
e. En lesexpli
itant, on se donne la possibilité de les faire véri�er mé
aniquement parle système, et ainsi de déte
ter une éventuelle erreur dans le 
ode sour
e duprogramme.Toutefois, la programmation 
erti�ée pose deux problèmes parti
uliers(en dehors du fait que là en
ore il faut faire 
on�an
e au 
ompilateur qui vatransformer le 
ode sour
e 
erti�é en un 
ode exé
utable). Tout d'abord, ilfaut séle
tionner ave
 soin les instru
tions du langage. En e�et, si les lan-gages de programmation a
tuels o�rent de nombreuses 
onstru
tions fa
ili-tant la tâ
he du programmeur, toutes ne se laissent pas fa
ilement interpréteren termes plus mathématiques. À l'inverse, il paraît illusoire de réaliser degrands développements en se 
ontentant du minimum de 
ommandes exigépar la théorie. Il est don
 important de fournir à l'utilisateur d'un environ-nement de programmation 
erti�é un ensemble bien étudié de 
onstru
tions,qui d'une part lui permettront d'implanter fa
ilement les algorithmes qu'ilsouhaite, et d'autre part possèdent une sémantique 
laire, permettant deraisonner fa
ilement dessus.2 Un exemple de développement : une librairie de
al
ul formelDans 
e 
ontexte, l'implantation d'un système dédié au développementde librairies de 
al
ul formel 
erti�ées semble 
onstituer un bon exemple d'unenvironnement de programmation 
erti�ée. En premier lieu, le domaine du
al
ul formel s'appuie fortement sur des résultats mathématiques. La forma-lisation des spé
i�
ations est don
 déjà faite, et on peut se 
on
entrer sur leurexpression à l'intérieur du système. Par ailleurs, les algorithmes utilisés dansle 
adre du 
al
ul formel sont souvent assez, voire très 
omplexes. De 
e fait,un environnement de programmation adapté doit impérativement disposerd'un langage su�samment expressif a�n d'être utilisable en pratique.Très grossièrement, le 
al
ul formel (Computer Algebra en anglais) s'at-ta
he à réaliser des 
al
uls sur les stru
tures mathématiques usuelles, 
ommeles entiers, les polyn�mes, les matri
es, et
. Le prin
ipal intérêt des algo-rithmes de 
al
ul formel est qu'ils fournissent des résultats exa
ts, par 
om-paraison ave
 les méthodes numériques qui en général ne peuvent donner



3 Pourquoi un nouveau langage ? xiiiqu'une approximation de la solution. En e�et, dans 
e se
ond 
as, lorsque leserreurs d'arrondi s'additionnent, le résultat �nal peut être notablement dif-férent de la solution mathématique, 
ontrairement aux algorithmes de 
al
ulformel.Toutefois, 
al
uler des solutions exa
tes est en général beau
oup plus
oûteux que 
al
uler des solutions appro
hées, et les implantations 
on
rètesd'algorithmes de 
al
ul formel font généralement appel à des optimisationsplus ou moins 
ompliquées a�n de pouvoir mener à bien les 
al
uls pour desproblèmes de taille importante. Or quand une nouvelle optimisation permetd'obtenir des résultats pour des données qui étaient auparavant trop grosses,on peut se demander quelle 
on�an
e a

order à la valeur obtenue. En e�et,on ne dispose d'au
un point de 
omparaison. Comme par ailleurs les temps de
al
uls sont généralement assez longs, il serait intéressant d'avoir un 
ertainniveau de 
erti�
ation dans l'implantation des algorithmes.3 Pourquoi un nouveau langage ?Une première version de la librairie Fo
 [BHMR98℄ a été réalisée enO
aml. Comme nous le verrons plus en détail dans les 
hapitres 4 et 8,
'est également vers O
aml que sont 
ompilés les programmes Fo
. Lapremière tradu
tion proposée, 
elle du 
hapitre 4, est d'ailleurs très pro
hede la librairie é
rite dire
tement enO
aml. Un 
ertain nombre de raisons onttoutefois 
onduit à la dé�nition d'un nouveau langage au-dessus d'O
aml.En premier lieu, il s'agissait d'in
orporer des propriétés et des preuves auxfon
tions 
hargées de faire les 
al
uls. Cette dimension n'est absolument pasprise en 
ompte par O
aml. C'est à Coq (
hapitre 6) que revient la tâ
hede véri�er les preuves fournies dans un sour
e Fo
. De 
e fait, disposer d'unlangage pouvant être 
ompilé à la fois vers O
aml et vers Coq apporte unegarantie 
ertaine sur la 
ohéren
e globale de la bibliothèque, que n'auraientpas deux développements distin
ts, l'un en O
aml et l'autre en Coq.Il aurait 
ependant été possible de faire un développement 
omplet enCoq uniquement, et de se servir des fon
tionnalités d'extra
tion de 
e lan-gage pour e�a
er les 
omposantes de preuves et obtenir un programmeO
aml. Toutefois 
ette appro
he sou�re de deux problèmes majeurs. D'unepart, la formalisation 
omplète des di�érentes stru
tures utilisées en Coq,telle qu'elle a été proposée dans [Bou00℄ 
onduit à des termes Coq de trèsgrande taille, à tel point qu'en pratique le véri�
ateur de type de Coq atteintassez vite ses limites, même pour des stru
tures relativement simples. D'autrepart, la 
omposante �langage de programmation� de Coq manque d'un 
er-tain nombre de traits importants pour le développement de la bibliothèque,
omme l'héritage ou la liaison retardée. Il est bien entendu possible d'utiliserdi�érents 
odages pour retrouver 
es traits, mais l'extra
tion vers O
amlaurait porté la marque de 
e 
odage, empê
hant de tirer parti de 
ertains
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tiontraits de O
aml. Au 
ontraire, un langage 
ompilable à la fois vers O
amlet Coq permet d'utiliser pleinement toutes les 
onstru
tions de O
aml.Par ailleurs, le développement dire
t de la librairie en O
aml a été e�e
-tué en respe
tant des règles de 
odage très stri
tes. Les analyses e�e
tuéespar le 
ompilateur O
aml ne peuvent pas à elles seules garantir le respe
tde 
es règles. Au 
ontraire, le 
ompilateur Fo
 a été 
onçu pour e�e
tuerles véri�
ations né
essaires. De plus, il engendre bien sûr du 
ode O
amlrespe
tant les règles pré
édemment dé�nies.En�n, l'existen
e de 
e nouveau langage permet de tester plus fa
ilementde nouvelles représentations des stru
tures mathématiques en O
aml : ilsu�t de modi�er une petite partie du 
ompilateur, et non l'intégralité de lalibrairie.4 Lien ave
 d'autres travauxLe travail qui est présenté i
i s'appuie avant tout sur les travaux anté-rieurs du projet Fo
 [BHMR98, BHR99, BHR00, Bou00℄. En premier lieu,la spé
i�
ation des di�érentes stru
tures né
essaires à l'élaboration d'unelibrairie de 
al
ul formel, ainsi que leurs relations mutuelles a été réaliséedans [BHMR98℄, et a formé la base du développement du langage Fo
. Demême, les di�érents prototype de la librairie é
rits en O
aml, ainsi quela dis
ipline de 
odage dé
rite dans [BHR00℄ ont dire
tement inspiré lapremière version de la tradu
tion de Fo
 en O
aml dé
rite dans le 
ha-pitre 4.1.1. En�n, la formalisation 
on
rète en Coq des opérations de baseentre les diverses stru
tures de la librairie [Bou00℄ a 
onstitué un modèle pourle développement des di�érentes analyses dé
idant de la 
orre
tion d'un pro-gramme Fo
. Les 
hapitres 9 et 10 montrent d'ailleurs les liens qui existententre le langage Fo
 a
tuel et 
ette formalisation.Par ailleurs, le développement du langage Fo
 peut être rappro
hé d'un
ertain nombre d'autres travaux. On peut diviser 
es derniers en quatregrandes 
atégories :1. Le développement de bibliothèque de 
al
ul formel dans un langageobjet (existant ou développé simultanément).2. L'interfaçage d'un système de 
al
ul formel ave
 un système d'aide àla preuve.3. La spé
i�
ation (et la preuve) d'algorithmes mathématiques dans unsystème d'aide à la preuve et/ou de démonstration automatique.4. Les systèmes permettant de mêler abstra
tion de type et programma-tion orientée objet.



4 Lien ave
 d'autres travaux xv4.1 Cal
ul formel et objetsAxiom [JS92, WBD+95℄ est un système de 
al
ul formel qui peut êtrevu par 
ertains 
�tés 
omme un parent de Fo
. Il repose en e�et sur unelibrarie 
omposée de stru
tures 
onstruites par héritages su

essifs à partird'ensembles très abstraits. Toutefois, le système de type d'Axiom est plus�permissif� que 
elui de Fo
, 
e qui rend la véri�
ation de programmesAxiom relativement di�
ile. Des travaux sont en 
ours pour munir le su
-
esseur d'Axiom, Aldor, d'un langage de types dépendants, a�n d'obtenirplus de garanties de la part du véri�
ateur de type [RT99℄. Le système detype d'Aldor est d'ailleurs assez puissant pour permettre d'exprimer despropriétés [PT98℄ que doivent véri�er les implantations. Ces propriétés pour-raient alors être prouvées dans des systèmes d'aide à la preuve interfa
és ave
Axiom, 
omme Coq. Un sous-ensemble du système de type d'Aldor, Aldor--,qui pourrait être représenté entièrement en Coq est en 
ours de dé�nition.Par ailleurs, Obje
tMath [VF92, FEV93℄ est une extension ajoutant destraits orientés-objet au dessus du langage de Mathemati
a. Le but prin
ipalde 
ette extension est de fa
toriser au maximum le développement du 
ode,en donnant une stru
ture au di�érents modèles mathématiques utilisés eten dé
rivant leurs intera
tions. En outre, 
ela favorise le prototypage dedi�érents modèles répondant au même problème. La même idée est présentedans [LGF00℄, qui propose un ensemble de 
lasses et d'interfa
es Java pourfa
iliter la manipulation des di�érentes représentations possibles des matri
es(
reuses, denses, par blo
s, par bandes, et
.).4.2 Interfa
er un système de 
al
ul formel et un sys-tème d'aide à la preuveUn 
ertain nombre de projets ont eu pour but de faire 
ommuniquer unsystème de 
al
ul formel et un système d'aide à la preuve. En parti
ulier,Harrison et Théry [HT98℄ ont utilisé HOL pour véri�er formellement 
ertainsrésultats fournis par Maple, 
omme une intégration (il �su�t� de demanderà HOL de dériver 
e résultat, et éventuellement de lui faire faire quelquessimpli�
ations pour véri�er la 
orre
tion). Cette appro
he permet don
 des'assurer que Maple renvoie un résultat 
orre
t sur un 
al
ul donné, mais pasd'avoir des garanties sur l'algorithme lui-même : le système de 
al
ul formelreste une �boîte noire�.Dans le même ordre d'idées, il est possible de faire interagir plus étroi-tement un système de 
al
ul formel et un système d'aide à la preuve. Ene�et, dans de nombreux 
as, les 
al
uls e�e
tués par le premier ne sont va-lides que sous 
ertaines hypothèses, dont la véri�
ation est souvent hors deportée du 
al
ul formel. Par exemple, les routines d'intégration de Maple nefon
tionnent 
orre
tement que si la fon
tion à intégrer est 
ontinue sur l'in-



xvi Introdu
tiontervalle demandé. Au lieu de se 
ontenter de véri�er le résultat, [DGKM01℄utilise PVS pour véri�er 
ette hypothèse de 
ontinuité.Inversement, il est aussi possible d'utiliser un système de 
al
ul formelpour réaliser des étapes de 
al
ul intervenant au 
ours d'une preuve. Ainsi,dans [BHC95℄, Maple est utilisé 
omme �ora
le� pour produire des témoinsdans des preuves d'existen
e en Isabelle.En�n, il est possible d'adopter une appro
he ne privilégiant au
un desdeux 
�tés (
al
ul formel ou système de preuve) et laissant l'utilisateur d'unsystème quel
onque 
ommuniquer ave
 les autres. Pour 
ela, il est né
es-saire de disposer d'un langage 
ommun, permettant d'é
hanger des 
onnais-san
es mathématiques entre di�érents systèmes. En parti
ulier, deux stan-dards XML s'atta
hent à développer 
e point. Il s'agit d'OpenMath [DGW97℄pour la représentation de données mathématiques, et d'OMDo
 [Koh03℄ pourla des
ription des stru
tures algébriques. Ces standards sont en parti
ulierutilisés dans le MathWeb Software Bus [FK00℄, qui fait 
ommuniquer di-vers systèmes de 
al
ul formel et d'aide à la preuve par le biais d'Internet.Cette possibilité d'é
hanger rapidement des 
onnaissan
es présente un inté-rêt 
ertain pour Fo
, et des travaux sont en 
ours pour interfa
er Fo
 etOMDo
 [MP03℄.4.3 Spé
i�
ation et preuveLa représentation de hiérar
hies algébriques a aussi été étudiée du pointde vue des systémes d'aides à la preuve, et dans le 
adre de la théorie destypes. En parti
ulier, Betarte [Bet98℄ a donné une axiomatisation des enre-gistrements ave
 
hamps dépendants dans le 
adre de la théorie des types deMartin-Löf. Cette axiomatisation s'atta
he en outre à dé�nir une relation desous-typage entre enregistrement, qui dans le 
as des stru
tures algébriquesest intimement liée à la notion d'héritage.Par ailleurs, Polla
k [Pol00℄ propose une théorie d'enregistrements exten-sibles, basée sur les enregistrements de Coq. D'après sa nomen
lature, deuxsortes d'extensions sont possibles : �vers la droite� (on ajoute les 
hampsà la �n de l'enregistrement préexistant), ou �vers la gau
he� (on ajoute denouveaux 
hamps au début de l'enregistrement). Dans son travail, Polla
kprivilégie les enregistrements extensibles �à gau
he�. Ces derniers sont en ef-fet plus fa
ile à exprimer dans le 
al
ul des 
onstru
tions. Des hiérar
hiesde stru
tures mathématiques basées sur un 
odage de 
es enregistrementsextensibles en Coq ont permis de montrer le théorème fondamental de l'al-gèbre [GPWZ01℄. Par ailleurs, Pottier [Pot99℄ a également utilisé les enregis-trements de Coq pour développer une telle hiérar
hie, jusqu'aux polyn�mes.Contrairement à Fo
, 
es développements ne s'intéressent toutefois pas à laredé�nition de méthodes et à la liaison tardive. Ces deux points intéressenten e�et plus spé
i�quement la programmation : on veut faire des 
al
uls ave
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 d'autres travaux xviila dé�nition la plus �ré
ente� d'une fon
tion donnée. Ils posent 
ependant desproblèmes parti
uliers, matérialisés par la gestion des dépendan
es entre lesdi�érents 
hamps.Des travaux similaires ont été e�e
tués dans d'autres systèmes. On peut
iter en parti
ulier Ja
kson, qui propose dans [Ja
94℄ le 
odage d'une hiérar-
hie (montant là en
ore jusqu'aux polyn�mes) en Nuprl. Son travail s'éloignetoutefois des pré
édents et de Fo
 dans la mesure où il n'y a pas de sous-typage à proprement parler. En e�et, si on peut ra�ner les propriétés d'unestru
ture donnée (passer d'un groupe à un groupe abélien par exemple), il estimpossible d'ajouter de nouvelles opérations. Un tel ajout oblige, dans sa re-présentation, à 
hanger 
omplètement l'univers dans lequel vit la stru
ture.En d'autres termes, les relations d'héritage entre les stru
tures mathéma-tiques ne sont pas re�étées dans 
ette hiérar
hie. De même, les interprétationsde théories de PVS [OS01℄ permettent de spé
i�er des stru
tures algébrique,puis de les ra�ner pour obtenir di�érentes implantations.En�n, le système Theorema [BJV98℄ est une extension de Mathemati
adans laquelle il est possible de faire des preuves. il repose sur un démons-trateur générique, qui fait appel à des prouveurs plus spé
ialisés suivant laforme de la preuve à obtenir (indu
tion, réé
riture, et
.). Si Theorema n'estpas basé à proprement parler sur une hiérar
hie de stru
tures algébriques, il
onstitue un bon modèle de 
e que pourrait être un système de démonstrationadapté au 
al
ul formel.4.4 Systèmes de typeLa hiérar
hie de stru
tures de Fo
 rappelle avant tout 
elle des lan-gages orientés-objets, dé
rite par exemple dans [AC94℄. En e�et, l'héritage,la liaison tardive et la 
oexisten
e de méthodes dé�nies et dé
larées sont
ommunes à Fo
 et aux modèles �à 
lasses� des langages objet. On peuttoutefois 
onstater deux di�éren
es importantes. En premier lieu, le typesupport de Fo
 n'a pas vraiment d'équivalent. À l'inverse, les objets sont engénéral 
ara
térisés par un état, 
'est à dire une liste de variables d'instan
essus
eptibles d'être modi�ées au 
ours de l'exé
ution d'un programme. Ces va-riables n'existent pas en Fo
. Toutefois, 
omme on le verra dans les 
hapitresqui suivent, la 
ou
he objet de O
aml [RV98℄ o�re des mé
anismes assezpuissants pour exprimer relativement aisément les di�érentes 
onstru
tionsde Fo
. Par ailleurs, Stéphane Fe
hter étudie la sémantique opérationnellede Fo
 [Fe
01℄ en s'inspirant de la sémantique d'Obje
tive-ML.Un autre système parti
ulièrement intéressant de notre point de vue est
elui des 
lasses de types de Haskell [SP01℄. On peut les rappro
her desmodèles �multiméthodes� des langages objets. Il s'agit en fait de marier sur-
harge et inféren
e de type, en utilisant des mé
anismes de 
ontraintes detype. Par exemple, on peut dé�nir une fon
tion d'exponentiation générique
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tionsur tout type A pour lequel il existe une fon
tion mult de type A! A! A.Une librairie de 
al
ul formel allant jusqu'aux polyn�mes a été é
rite enutilisant 
e système [Me
01℄.Nous avons dit pré
édemment que les 
lasses et les objets présentent denombreux point 
ommuns ave
 Fo
, en parti
ulier au niveau de l'héritage.Toutefois, les objets ne permettent pas d'obtenir l'abstra
tion voulue lors-qu'on 
rée une 
olle
tion. Cette dernière fait plut�t appel aux mé
anismes demodules des langages fon
tionnels. Les modules mixins de [AZ98℄ permettentde mélanger abstra
tion et héritage, et leur théorie est don
 pré
ieuse pourFo
. De plus, les mixins, ainsi que les modules ré
ursifs, sont en 
ours d'in-tégration en O
aml [HL02℄.Si les trois systèmes que nous venons d'évoquer (objets, 
lasses de typeet mixins) sont sus
eptibles de répondre à un 
ertain nombre de problèmes
on
ernant la partie programmation de Fo
, ils étudient assez peu les spé-
i�
ations et les théorèmes. Un arti
le ré
ent [OCRZ03℄ étudie l'extensiondes mé
anismes d'héritage des objets à des langages de types dépendants,
e qui pourrait ouvrir la voie à des objets mêlant 
al
uls et preuves. Demême, les travaux de Judi
aël Courant 
on
ernant l'implantation d'un sys-tème de modules en Coq [Cou01℄ pourraient permettre de stru
turer desdéveloppements faits en Coq en unités bien distin
tes. Toutefois, 
e sys-tème de module ne permet pas de prendre en 
ompte l'héritage : 
ommepour O
aml, il faudrait l'étendre ave
 des mixins.5 Plan de la thèseL'obje
tif de 
ette thèse est de fournir un langage � Fo
 � dans lequella des
ription de stru
tures telles que 
elles qui ont été présentées 
i-dessussoit aisée, de même que l'é
riture d'algorithmes agissant sur 
es stru
tures etleurs spé
i�
ations. Dans un premier temps, nous examinerons en détail dequels mé
anismes on a besoin pour 
ela (
hapitre 1). Ensuite, on examinerale langage Fo
 tel qu'il se présente a
tuellement, et on montrera à l'aided'exemples 
omment il peut répondre aux besoins pré
édemment exprimés(
hapitre 2).Dans un se
ond temps, nous nous intéresserons plus parti
ulièrementà la 
onstru
tion du 
ompilateur Fo
, qui à partir d'un programme é
riten Fo
 va engendrer un �
hier O
aml, destiné à réaliser des 
al
uls, etun �
hier Coq, qui permettra la véri�
ation des preuves par le systèmeCoq. Tout d'abord, le 
hapitre 3 présente les di�érentes analyses e�e
tuéespour s'assurer qu'un programme Fo
 est 
orre
t. Ensuite, on dé
rit unepremière tradu
tion possible des stru
tures Fo
 en O
aml (
hapitre 4).Cette tradu
tion est basée sur les mé
anismes orientés-objet de 
e langage, etest fortement inspirée des prototypes de bibliothèques é
rits dire
tement enO
aml par Renaud Rioboo. Dans le 
hapitre 6, on s'intéresse à la tradu
tion



5 Plan de la thèse xixde Fo
 vers Coq. Contrairement au 
as pré
édent, Coq ne dispose pas detraits objets, et il a don
 fallu trouver une représentation adéquate pour un
ertain nombre de mé
anismes né
essaires à Fo
. Cette étude a permis dedévelopper une se
onde tradu
tion en O
aml, dé
rite dans le 
hapitre 8, quireprend les grandes idées de la tradu
tion vers Coq.En�n, la dernière partie de la thèse est 
onsa
rée à la 
orre
tion du
ompilateur lui-même. Les 
hapitres 5 et 7 montrent que les mé
anismesretenus pour la tradu
tion vers O
aml utilisant les objets (respe
tivementla tradu
tion vers Coq) produisent bien des dé�nitions 
orre
tes, 
'est àdire bien typées pour les deux langages respe
tifs. On montre de plus les
orrespondan
es qui existent entre le 
ode Fo
 de départ et 
ha
un desdeux résultats de la tradu
tion. En�n, nous introduirons dans le 
hapitre 9la formalisation des stru
tures de Fo
 faites en Coq par Sylvain Boulmé àl'aide des stru
tures appelées mixDre
s. La suite de 
e 
hapitre montre que
ha
une des stru
tures 
onstruites en Fo
 a un équivalent au niveau desmixDre
s, tandis que le 
hapitre 10 étudie la façon dont les relations entreles 
omposantes d'une même stru
ture se retrouvent au niveau du mixDre

orrespondants.
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Chapitre 1Représenter des stru
turesmathématiquesPour développer une librairie dans un domaine donné, il 
onvient enpremier lieu de dé�nir pré
isément les objets qui sont manipulés dans 
edomaine, et les di�érentes façons dont ils peuvent interagir. Dans le 
as du
al
ul formel, on peut envisager quatre grands types d'objets, que nous allonsdétailler par la suite :1. les éléments des di�érents ensembles sur lesquels on travaille, 
omme0, X2 + 2X + 1, les fon
tions sur les entiers, et
. Nous les appeleronsentités.2. les stru
tures algébriques génériques telles que les groupes, les anneaux,ou les polyn�mes à 
oe�
ients dans un anneau quel
onque. Nous ap-pelerons 
es stru
tures des espè
es. On peut d'ores et déjà noter que
es stru
tures forment une hiérar
hie : un 
orps est un anneau où toutélément non nul possède un inverse. De même, les polyn�mes formenteux-même un anneau. Un anneau est lui-même un groupe abélien pos-sédant une opération supplémentaire � asso
iative et ayant un élémentneutre, et
.3. les opérations et les propriétés qui dé�nissent 
es stru
tures, regroupéessous le nom de méthodes.4. les stru
tures parti
ulières, telles que l'anneau des entiers Z, l'anneaudes polyn�mes à 
oe�
ients entiers, Z[X℄, l'anneau des polyn�mes àplusieurs variables et à 
oe�
ients entiers, Z[X1; :::;Xn℄, et
. Nous par-lerons alors de 
olle
tions. C'est dans les 
olle
tions qu'on manipulee�e
tivement les entités : les espè
es sont des vues plus générales etplus abstraites qui servent à bâtir pas à pas les 
olle
tions dont on abesoin. 1



2 CHAPITRE 1. VOCABULAIRE1.1 Quelques stru
turesAvant de présenter plus en détail les di�érentes 
omposantes d'une espè
e,nous allons dé�nir rapidement quelques stru
tures algébriques utilisées en
al
ul formel, et qui serviront de base aux exemples développés dans la suitedu texte.� un setoïde est un ensemble muni d'une relation d'équivalen
e (uneégalité).� un semi-groupe est un setoïde muni d'une loi de 
omposition interne(notée généralement � ou +, quand elle est 
ommutative, 
'est à direx � y = y �x). Cette loi est asso
iative, 
'est à dire qu'on a (x � y) � z =x � (y � z). On note alors xn = n foisz }| {x � ::: � x.� un monoïde est un semi-groupe muni d'un élément neutre, 1 (ou 0quand la loi est noté additivement), véri�ant 1 � x = x � 1 = x.� Un groupe est un monoïde où tous les éléments ont un inverse, 
'est àdire 8x;9y; x � y = y � x = 1. Cet y (unique) est noté x(�1) (�x ennotation additive).� Un anneau est muni de deux lois de 
omposition, + et � et est ungroupe (
ommutatif) pour + et un monoïde pour �. En outre, lesdeux lois véri�ent les propriétés suivantes (distributivité de � sur +) :x � (y + z) = (x � y) + (x � z) et (x+ y) � z = (x � z) + (y � z).� Si A est un anneau et X une variable, l'ensemble des polyn�mes A [X ℄est dé�ni de la manière suivante :p = a0 + a1:X + : : :+ an:Xnoù les ai sont des éléments de A et n un entier (éventuellement nul).On dé�nit le degré de p 
omme le plus grand entier i tel que ai soitnon nul, ou �1 si p est lui-même nul. La valeur de p en un élément xde A est p(x) = a0 + a1 � x+ : : : + an � xnCet ensemble peut être muni de deux opérations + et � qui en font unanneau. Ave
 p1 = a0 + a1:X + : : :+ an:Xn et p2 = b0 + b1:X + : : :+bm:Xm, on a p1 + p2 = max(n;m)Xi=0 (ai + bi):Xip1 � p2 = n+mXi=0 0�max(i;m)Xj=0 aj � bi�j1A :Xi� Comme A [X℄ est lui même un anneau, on peut 
onstruire l'anneau despolyn�mes dont les 
oe�
ients sont dans A [X℄, ave
 
omme variable Y ,



1.2. ENTITÉS 3(A [X℄)[Y ℄, et ainsi de suite. Notons que les stru
tures obtenues en per-mutant l'ordre des variables ((A [X ℄)[Y ℄ et (A [Y ℄)[X℄) sont isomorphesentre elles.1.2 EntitésLes entités sont les objets sur lesquels on veut e�e
tuer des 
al
uls. Tou-tefois, il ne faut pas 
onfondre l'objet abstrait manipulé en mathématique,et sa représentation 
on
rète sur une ma
hine. En e�et, il y a bien sou-vent plusieurs manières de représenter un même objet mathématique. Parexemple, X3 +2 pourra être vu, en représentation �
reuse�, 
omme une listede paires, [(1,3) ;(2,0)℄, le premier élément de 
haque paire représentantle 
oe�
ient, et le se
ond le degré de 
haque mon�me. Mais on peut aussiutiliser une représentation �pleine�, de la forme [1,0,0,2℄. I
i, on ne donnepas expli
itement les degrés, mais la liste des 
oe�
ients. Bien entendu, laforme des algorithmes utilisés variera énormément suivant le 
hoix initial dela représentation.Par ailleurs, 
ertaines représentations ont à respe
ter des invariants. Ain-si, dans la représentation 
reuse, on peut exiger qu'il n'y ait au
un 
oe�
ientnul (
'est à dire par exemple refuser d'identi�er [(1,3) ;(0,2) ;(2,0)℄ ave
le polyn�me X3 +0X2+2 = X3+2), a�n de ne manipuler que des listes lesplus petites possible.En�n, à l'inverse, plusieurs entités mathématiques peuvent avoir la mêmereprésentation en ma
hine : pour tout n inférieur à MAXINT, on peut repré-senter les entiers modulo n par des entiers ma
hine. Malgré tout, on souhaitepouvoir distinguer les éléments de Z=2Z et 
eux de Z=6Z. Pour toutes 
es rai-sons, il est né
essaire de 
onsidérer 
es entiers ma
hine à travers un 
ertaindegré d'abstra
tion. D'une part, il faut s'assurer que les di�érentes fon
tionsmanipulent bien les entités pour lesquelles elles ont été prévues (ayant lebon type et respe
tant les invariants de représentation). En e�et, Z=2Z estun 
orps, tandis que Z=6Z est un anneau : la multipli
ation, par exemple,n'y a pas les mêmes propriétés. D'autre part, il faut éviter que deux enti-tés abstraites ayant la même représentation soient 
onfondues. Il faut don

onsidérer un entier ma
hine soit 
omme un élément de Z=2Z, soit 
omme unélément de Z=6Z.1.3 Espè
es et méthodesUne espè
e peut être vue 
omme un ensemble de méthodes, 
ha
uned'entre elles pouvant être dé
larée, 
'est-à-dire abstraite, ou dé�nie, 
'est àdire posséder une implantation. Les méthodes sont de trois types di�érents :� le type support, unique pour 
haque espè
e, représente l'ensemble oùvivent les entités manipulées par les autres méthodes de l'espè
e.



4 CHAPITRE 1. VOCABULAIRE� les fon
tions �quand elles sont dé�nies� et les signatures �quand ellessont dé
larées� représentent les opérations qu'on peut e�e
tuer sur leséléments du type support.� En�n, les théorèmes et les énon
és permettent d'exprimer des proprié-tés sur les opérations. Un théorème possède une preuve et est don

onsidéré 
omme une méthode dé�nie, tandis qu'un énon
é n'est quedé
laré. Les énon
és représentent les axiomes de la stru
ture dans la-quelle on se trouve. Pour 
haque implantation de 
ette stru
ture, ilfaudra don
 apporter la preuve qu'ils sont bien respe
tés.Pour prendre un exemple simple, on peut examiner la spé
i�
ation d'ungroupe additif. Celui-
i est 
omposé d'un 
ertain nombre de méthodes dé
la-rées, 
orrespondant aux axiomes mathématiques des groupes. Cet ensemblede signatures et d'énon
és 
onstitue la spé
i�
ation proprement dite :� le type support abstrait� trois signatures :� la loi interne +,� l'élément neutre 0� l'opération d'inversion, �� les propriétés des opérations pré
édentes1 :� 8x; x+ 0 = x� 8x; x+ (�x) = 0� 8x; y; z; x+ (y + z) = (x+ y) + z� 8x; y; (x+ y) = (y + x)Par ailleurs, il est possible, à partir des méthodes pré
édentes, de dé�nir desopérations, et de montrer 
ertaines de leur propriétés. Par exemple, on peutdé�nir la multipli
ation externe par un entier, N étant supposé 
onnu (lestatut exa
t de N n'est pas é
lair
i).0:x = 0(n+ 1):x = n:x+ x(�n):x = �(n:x)et prouver, à l'aide de nos spé
i�
ations, le théorème suivant : 8x; 1:x = x(en utilisant la 
ommutativité et la neutralité de 0).1.4 HéritageAinsi qu'on l'a déjà dit, les espè
es ne sont pas isolées les unes des autres,mais regroupées en une hiérar
hie, qui exprime le fait qu'une stru
ture ma-thématique est le plus souvent dé�nie à partir de stru
tures préexistantes,en ajoutant des opérations et des propriétés. Ce mé
anisme s'apparente ainsià l'héritage des langages orienté-objet. Une espè
e s qui hérite d'une espè
e1On ne 
her
he pas i
i à minimiser le nombre d'axiomes.



1.5. DÉPENDANCES 5s1 possède toutes les méthodes, dé
larées 
omme dé�nies de s1. En outre speut dé
larer de nouvelles méthodes, dé�nir des méthodes qui n'étaient quedé
larées dans s1, dé
larer et dé�nir en même temps une nouvelle méthode,ou en�n redé�nir une méthode déjà dé�nie. Dans 
e dernier 
as, on peut êtreamené à e�a
er 
ertaines preuves de théorèmes. En e�et, une preuve peuts'appuyer sur la dé�nition d'une fon
tion : si on 
hange 
elle-
i, il faut égale-ment refaire la preuve. Nous reviendrons plus en détail sur 
e point dans lase
tion suivante, 
onsa
rée aux dépendan
es entre les di�érentes méthodes
onstituant une espè
e.En outre, il arrive fréquemment qu'on ait besoin d'héritage multiple, 
'està dire d'hériter de plusieurs espè
es pré
édemment dé�nies. Dans 
e 
as, ilpeut arriver que la même méthode existe dans deux espè
es (voire plus). Il
onvient tout d'abord de véri�er que les dé
larations (le type des opérationsou l'énon
é des propriétés) sont 
ohérentes dans 
ha
une de 
es espè
es. Deplus, s'il y a plus d'une dé�nition, il faut en séle
tionner une, 
e qui peut,
omme dans le 
as des redé�nitions, amener à e�a
er des preuves.Pour 
ontinuer l'exemple pré
édent, un anneau peut ainsi être dé�ni
omme héritant du groupe additif pré
édemment 
ité et de l'espè
e des mo-noïdes (multipli
atifs). De plus, il faut ajouter les propriétés (dé
larées) dedistributivité. On peut par ailleurs donner une dé�nition de 0, 
omme étantégal à 1 � 1 (1 étant l'élément neutre pour la multipli
ation). Cette dé�-nition générique pourra être rempla
ée par des dé�nitions plus spé
ialiséesdans la suite de l'héritage (
omme le 0 des entiers ma
hine dans le 
as d'uneimplantation de Z).1.5 Dépendan
esDe même que les espè
es ont des liens étroits les unes ave
 les autres, lesméthodes d'une espè
e donnée peuvent s'appeler les unes les autres. Lors-qu'une méthode m1 
ontient un appel à une méthode m2 de l'espè
e 
ou-rante, on dira que m1 dépend de m2. De plus, la présen
e des propriétés
onduit à distinguer deux types de dépendan
es. Lorsqu'on a seulement be-soin de 
onnaître le nom et le type dem2, on parlera de de
l-dépendan
e. Si au
ontraire, on a besoin de 
onnaître aussi la dé�nition de m2 (
e qui supposeque m2 est une méthode dé�nie), on est en présen
e d'une def-dépendan
e.Dans l'exemple pré
édent des groupes additifs, on peut ainsi remarquerque tous les énon
és de
l-dépendent de + (on a besoin de savoir que + existeet que 
'est une opération binaire pour que leur énon
é ait un sens). Demême, la multipli
ation externe (:) de
l-dépend de +, ainsi que le théorème8x; 1:x = x. En revan
he, 
e même théorème def-dépend de (:). En e�et,pour pouvoir appliquer les propriétés de +, il faut 
ommen
er par utiliser ladé�nition de (:), a�n de transformer 1:x en (0:x) + x, puis en 0 + x.Lors de l'héritage, les def-dépendan
es posent un problème parti
ulier.



6 CHAPITRE 1. VOCABULAIREEn e�et, si la méthode m2 dont def-dépend m1 est redé�nie au 
ours d'unhéritage, la dé�nition de m1 devient invalide dans le nouvel environnement.De 
e fait, il faut e�a
er 
ette dé�nition, tout en gardant la dé
laration
orrespondante, dans la nouvelle espè
e. Une nouvelle dé�nition dem1 devraainsi être fournie dans la suite de l'héritage.1.6 ParamètresDe nombreuses espè
es sont dé�nies par rapport à un ou plusieurs pa-ramètres. Ces derniers peuvent appartenir à deux 
atégories distin
tes. Enpremier lieu, on peut avoir des paramètres d'entité : l'espè
e s prend pourparamètre un élément x appartenant à une espè
e donnée. Les méthodesdé�nies ou dé
larées au sein de s peuvent alors faire référen
e à x. En se
ondlieu, s peut être paramétrée par une espè
e 
 dérivant d'une espè
e donnée s0.Dans 
e 
as, les méthodes de s peuvent faire appel à toute méthode �gurantdans s0. Par exemple, une espè
e représentant les matri
es 
arrées aura unparamètre d'entité n représentant ses dimensions, et un paramètre d'espè
ea, représentant l'anneau des 
oe�
ient de la matri
e.Dans le 
as d'un paramètre d'espè
e 
, on ne peut pas faire de supposi-tion, dans s, sur la dé�nition des méthodes de 
. En e�et, 
 est 
onstruiteà partir de s0 par une suite d'étapes pouvant 
omporter des redé�nitionsde méthodes. Si une dé�nition de s n'était 
orre
te que pour une dé�nitionparti
ulière d'une méthode m de s0, on ne pourrait pas instan
ier 
 par n'im-porte quelle espè
e dérivant de s0. Ce point oblige à introduire la notiond'interfa
e d'une espè
e, 
onstituée uniquement des dé
larations de l'espè
e.Inversement, 
omme toutes les méthodes de s0 sont sus
eptibles d'être uti-lisées, il faut que toutes les méthodes du paramètre 
 soient dé�nies. Toutesles instantiations de 
e paramètre doivent respe
ter 
ette 
ontrainte. Celaaboutit à introduire la notion de 
olle
tion, espè
e dont toutes les méthodessont dé�nies.1.7 Interfa
es et Colle
tions1.7.1 Interfa
esComme on vient de le voir, une interfa
e est une espè
e dont toutes lesméthodes ne sont que dé
larées. À 
haque espè
e s doit don
 pouvoir êtreasso
iée une interfa
e, obtenue en e�açant les dé�nitions présentes dans s.Ce n'est toutefois pas toujours possible si on a

epte des def-dépendan
esdans les �types� des méthodes, 
'est à dire le type d'une opération ou l'énon
éd'une propriété. Ainsi, si on 
onsidère une espè
e s possédant les méthodessuivantes :1. un type support rep dé�ni 
omme le type int



1.7. INTERFACES ET COLLECTIONS 72. une fon
tion in
, de type rep ! rep, dé�nie par fun x -> x+13. un théorème in
_spe
, montrant la propriété : 8x 2 rep;in
(x)� x+1L'énon
é de in
_spe
 n'a de sens que si on sait que rep est un synonyme deint. Dans le 
as 
ontraire, in
(x), de type rep, et x+1, de type int n'ontpas le même type, et n'ont don
 a fortiori au
une raison d'être 
omparables.A�n d'éviter 
ela, on impose qu'il n'y ait de def-dépendan
e que dans la dé�-nition d'une méthode (fon
tion ou théorème), et au
une dans sa dé
laration.En pratique, 
ette restri
tion ne semble toutefois pas gênante. En e�et, laplupart des propriétés qu'on trouve dans une espè
e utilisent naturellementla vision abstraite du type support. C'est en parti
ulier le 
as pour toutesles propriétés héritées d'espè
es dans lesquelles le type support n'est pas dé-�ni, 
e qui est le 
as plupart des propriétés mathématiques 
lassiques. Seulsquelques lemmes �te
hniques� portant sur des fon
tions de très bas niveaupourraient être a�e
tés par 
e problème. Mais même dans 
e 
as, il su�-rait d'ajouter à l'espè
e des méthodes de 
onversion, de type rep ! t out ! rep, où t est la dé�nition 
on
rète du type support. Ainsi, en ajoutantà notre espè
e s 
i-dessus la méthode to_int , de type rep ! int , dé�nie parfun x -> x, on peut réé
rire l'énon
é de in
_spe
 sans def-dépendan
e :8x 2 rep;to_int(in
(x))� to_int(x)+1.1.7.2 Colle
tionsLes 
olle
tions jouent le r�le dual des interfa
es : il s'agit d'espè
es donttoutes les méthodes sont dé�nies. Elles représentent don
 des stru
tures ma-thématiques bien dé�nies, où on peut mener des 
al
uls e�e
tifs, et où toutesles propriétés des opérations ont été prouvées. On impose en outre deux res-tri
tions aux 
olle
tions :� On ne peut pas hériter d'une 
olle
tion. Celle 
i représentant une stru
-ture mathématique parti
ulière, elle ne peut en e�et pas être ra�née.� Une 
olle
tion est vue à travers l'interfa
e sous-ja
ente. On peut ap-peler des méthodes de la 
olle
tion, mais on n'en 
onnaît pas la dé�-nition �sinon à travers les spé
i�
ations 
orrespondantes. C'est 
etteabstra
tion, et en parti
ulier l'abstra
tion du type support, qui permetd'assurer que les méthodes d'une 
olle
tion manipulent bien les entitéspour lesquelles elles sont prévues (voir la se
tion 1.2).Une 
olle
tion est don
 dé�nie 
omme l'en
apsulation d'une espè
e 
om-plètement dé�nie, en
apsulation qui donne à 
ette stru
ture la puissan
ed'abstra
tion des types abstraits de 
ertains langages, 
omme les modules,les types abstraits algébriques, et
. L'utilisateur d'une 
olle
tion ne peut a
-
éder aux dé�nitions de 
ette 
olle
tion, et en parti
ulier n'a au
une 
onnais-san
e de la représentation. Il ne peut manipuler les entités qu'à l'aide desméthodes de la 
olle
tion, 
e qui évite toute rupture des invariants de lareprésentation et 
on
ourt à la sûreté du programme.
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Chapitre 2Le langage Fo
2.1 SyntaxeOn dé�nit dans 
ette se
tion la syntaxe du langage Fo
 re
onnu par le
ompilateur fo

. Les 
hapitres suivants feront référen
e à un sous-ensemblede 
ette syntaxe qui n'en diminue pas le pouvoir expressif (voir le 
hapitre 3).2.1.1 Espè
es et 
olle
tionsDé�nition d'une espè
e ou d'une 
olle
tionspe
 ::= spe
ies ident [ (prm [ { ,prm }* ℄) ℄[ inherits sp
def [ { ,sp
def }* ℄ ℄={ �elds ; }* end
oll ::= 
olle
tion ident implements sp
def ={ 
on
_�elds ; }* endprm ::= ident in typej ident is sp
defsp
def ::= identj ident (expr [ { ,expr }* ℄)La dé�nition d'une espè
e peut se dé
omposer en trois grandes parties :� La liste de ses paramètres.� La liste des espè
es dont elle hérite.� La liste des méthodes qu'elle dé
lare, dé�nit ou redé�nit. On appelera
ette dernière partie le 
orps de l'espè
e.sp
def permet de 
onsidérer des espè
es paramétrées dans le typage des pa-ramètres ou l'héritage. Cependant tous les paramètres de 
es espè
es doiventêtre instantiés.La dé�nition d'une 
olle
tion suit le même s
héma, mais une 
olle
tionne peut avoir de paramètre, et n'implante qu'une unique espè
e. De plus, le
orps d'une 
olle
tion se 
ompose uniquement de méthodes dé�nies : il nepeut y avoir de dé
laration à 
e niveau.9



10 CHAPITRE 2. LE LANGAGE FOCLes 
hamps
on
_�eld ::= let ident [ (typed_id [ { ,typed_id }* ℄) ℄[ in type ℄ = exprj let re
 ident (typed_id [ { ,typed_id }* ℄)[ in type ℄ = exprj theorem ident = propproof :[ def : { ident }* ; ℄ [ de
l : { ident }* ;s
ript ; ℄proofj proof of ident =[ def : { ident }* ; ℄ [ de
l : { ident }* ;s
ript ; ℄j letprop ident (typed_id [ { ,typed_id }* ℄) =prop ; ;j rep = type�eld ::= 
on
_�eldj sig ident in typej property ident = propj repLa preuve d'un théorème est un s
ript de preuve Coq, qui n'est pasanalysé par le 
ompilateur Fo
, mais sera véri�é par Coq dans l'environne-ment 
orrespondant à la tradu
tion de l'espè
e proprement dite. Pour que
et environnement soit 
orre
t il faut fournir à Fo
 les listes des méthodesdont dépend la démonstration, et pré
iser le type de dépendan
e (def- oude
l-). proof of est un ra

our
i permettant de ne pas redonner l'énon
éde la propriété héritée d'une espè
e parent qu'on veut prouver dans l'espè
e
ourante.Par ailleurs, il faut faire attention aux types que Fo
 est 
apable d'in-férer : à l'intérieur d'une 
olle
tion (ou d'une espè
e), il identi�e self ave
sa dé�nition 
on
rète. Ce n'est plus le 
as lors des appels de méthodes àl'extérieur de la 
olle
tion. Toutefois, des problèmes ne sont sus
eptibles desurvenir que lors de la dé�nition de méthodes qui n'ont pas été pré
édemmentdé
larées. Par défaut, Fo
 utilise le type-support �en 
lair� (i.e. sa version
on
rète). Ainsi, si on prend l'espè
e suivante, où #int plus est l'additionsur les entiers Fo
 (type int) :spe
ies s =rep = int ;let f(x in self) = #int plus(x, 1) ;endle type de f sera self ! int. En e�et, lors du typage, du 
orps de f, x a letype self . Pour que l'appli
ation de #int plus soit 
orre
te, il faut uni�erself ave
 int. Cette uni�
ation est possible dans le 
ontexte de l'espè
e s



2.1. SYNTAXE 11dont le type support est bien int. Par 
ontre, 
omme le type de retour de fn'est pas spé
i�é, on garde le type de retour de #int plus, soit int.2.1.2 Dé�nitions de fon
tions et de théorèmestyped_id ::= ident in typej ident type à inférerdef ::= let ident [ (typed_id [ { ,typed_id }* ℄) ℄[ in type ℄= expr ; ;j let re
 ident(typed_id [ { ,typed_id }* ℄)[ in type ℄= expr ; ;j theorem ident = prop proof : s
ript ; ;j atta
h ident ident proof : s
ript ; ;j letprop ident (typed_id [ { ,typed_id }* ℄) = prop ; ;La dernière 
onstru
tion permet de dé�nir un prédi
at (l'équivalent d'unefon
tion, mais le type de retour est Prop), qui ne sera présent que dans la tra-du
tion Coq. atta
h fo
 name 
oq name permet de montrer l'équivalen
eentre une dé�nition Fo
, et une dé�nition préexistante en Coq. Le s
riptde preuve doit permettre à Coq de véri�er que la tradu
tion de la dé�nitionde fo
 name est bien équivalente à la dé�nition de 
oq name.2.1.3 Types 
on
retstypedef ::= type ident [ { ident }* ℄ = { lst
ons }*lst
ons ::= 
aml_link identj 
oq_link identj ident [ (ident [ ,ident ℄) ℄ in typeS'il y a plusieurs 
aml_link (ou 
oq_link), asso
iés à un même identi-�
ateur Fo
, seul le dernier est pris en 
ompte. Ces 
onstru
tions permettentd'importer des types 
on
rets préexistants en O
aml (et en Coq), et don
d'avoir a

ès aux fon
tions déjà 
onstruites sur 
es types.2.1.4 Typestype ::= ident type atomiquej 'ident variable de typej type!typej (type*type)j ident(type) type paramétréj (type)j Prop propositions logiquesj selfLes types atomiques sont les types supports des 
olle
tions et les types
on
rets dé�nis en Fo
. self ne peut être utilisé qu' à l'intérieur d'une dé�-nition d'espè
e ou de 
olle
tion, et représente le type support de la 
olle
tion
ourante.



12 CHAPITRE 2. LE LANGAGE FOC2.1.5 Expressions
expr ::= ident variable lo
alej [ ident ℄#ident variable globalej ident !ident appel de méthodej self !identj let ident[ (typed_id [ { ,typed_id }* ℄) ℄[ in type ℄ =expr in exprj let re
 ident(typed_id [ { ,typed_id }* ℄)[ in type ℄ =expr in exprj expr (expr [ { ,expr }* ℄) appli
ationj fun ident [ in typ ℄ ! expr fon
tion anonymej if expr then expr else exprj mat
h expr with{ j{ ident }*!expr }*end pattern-mat
hingj 
aml identj 
aml ident with 
oqdef identj (expr)

On ne peut e�e
tuer que des pattern-mat
hing simples et exhaustifs (
'està dire sur un terme d'un type 
on
ret de Fo
, en donnant exa
tement un
as par 
onstru
teur). les deux règles pour 
aml permettent de donner lenom d'une fon
tion O
aml (et éventuellement de son équivalent Coq ). Cesnoms doivent 
orrespondre à une entrée dans un �
hier .fml (
f 2.1.7) demême nom que le �
hier .fo
 en 
ours d'analyse.Une variable globale est pré�xée par le nom du �
hier dans lequel elle estdé�nie. Celui-
i doit avoir été 
hargé par un uses au préalable. Les variablesglobales du �
hier 
ourant ne sont pas pré�xées. De même, si on a en plusutilisé open, le pré�xe est fa
ultatif. Cette dire
tive doit toutefois être utiliséeave
 pré
aution. En e�et, Fo
 n'autorise pas la dupli
ation des noms devariables globales. Ainsi, si on fait un open sur un �
hier qui 
ontient ladé�nition de f, il ne sera pas possible de dé�nir une nouvelle fon
tion f.



2.2. UN EXEMPLE COMPLET 132.1.6 Propositions logiquesprop ::= all ident [ ,{ ident }* ℄ in type, propj ex ident [ { ident }* ℄ in type, propj prop and propj prop or propj prop ! propj not propj ( prop )j exprPour être 
onsidérée 
omme une proposition, une expression doit avoirle type Prop ou bool. Dans le se
ond 
as, on utilise une 
oer
ion impli
itevers le type Prop (voir la se
tion 3.9).2.1.7 Le �
hier fmlde�ml ::= 
oq header {* string *}j o
aml header {* string *}j mli header {* string *}j import for ident { lstf
t }* end importlstf
t ::= ident [ { ident }* ℄ = {* string *} [ link {* string *} ℄Ce �
hier permet d'é
rire des fon
tions dire
tement en O
aml(et éven-tuellement en Coq). On distingue les dé�nitions par l'espè
e à laquelle ellesappartiennent, qui peut être le mot 
lé toplevel pour une dé�nition endehors d'une espè
e ou 
olle
tion.2.2 Un exemple 
ompletA�n de présenter plus 
on
rètement les prin
ipales 
onstru
tions de Fo
,on va 
onstruire une mi
ro-hiérar
hie de stru
tures mathématiques qui per-mettront de mettre en lumière les di�érents points qu'on vient d'évoquerdans la syntaxe.2.2.1 Bref aperçu mathématiqueOn veut dé�nir en Fo
 le produit Z�Z. Pour 
ela, on se �xe la hiérar
hiesuivante :1. les setoïdes : ensembles ave
 égalité (egal).2. les monoïdes : des setoïdes munis d'une loi binaire (multiplie) et d'unélément un neutre pour 
ette loi.3. On 
onstruit alors Z 
omme un monoïde sur les entiers.4. le produit 
artésien de deux setoïdes quel
onques, qui est un setoïde.



14 CHAPITRE 2. LE LANGAGE FOC5. le produit 
artésien de deux monoïdes, qui peut être muni d'une stru
-ture de monoïde, et qui possède les mêmes propriétés que le produitde deux setoïdes.6. Z� Z peut alors être dé�ni.Pour faire 
ela, on va utiliser toutes les 
onstru
tions de base de Fo
, enparti
ulier :� dé�nitions d'espè
es (
orrespondant aux setoïdes, monoïdes, ...) et de
olle
tions (Z et Z� Z).� di�éren
e entre les méthodes dé
larées et 
elles qui sont dé�nies dansles espè
es.� héritage (de setoïde à monoïde), et héritage multiple (pour le produit
artésien de monoïde).� espè
es paramétrées (pour les produits 
artésiens)2.2.2 Le 
odeuses basi
s ; ;Tout d'abord on signale qu'on va utiliser les dé�nitions 
ontenues dans le�
hier basi
s.fo
. Ce �
hier 
ontient des dé�nitions de fon
tions de basesur les entiers et les booléens, et l'espè
e de base de la hiérar
hie, intituléebasi
_obje
t.open basi
s ; ;Normalement, tous les noms de fon
tions dé�nies dans un autre �
hier doi-vent être pré�xés par le nom du �
hier en question : fi
hier#f. La dire
tiveopen permet d'é
rire seulement #f. Toutefois, il faut la manipuler ave
 pré-
aution, 
ar l'identi�
ateur f doit être unique : si fi
hier1 et fi
hier2dé�nissent 
ha
un une fon
tion f, on ne pourra pas ouvrir les deux à la fois.Nous sommes maintenant prêt à dé�nir les espè
es né
essaires. Commen-çons par setoide.spe
ies setoide inherits basi
 obje
t =L'espè
e hérite de la ra
ine de la hiérar
hie, basi
_obje
t, qui 
ontienttrois méthodes : le type support, rep, et deux �utilitaires� informatiques,parse et print. parse 
onvertit une 
haîne de 
ara
tère (élément de typestring) en un élément du type support. Sa dé�nition par défaut est de ren-voyer une erreur quel que soit son argument. print 
onvertit un élément dutype support en string. Par défaut, elle renvoit toujours la 
haîne "<abst>".



2.2. UN EXEMPLE COMPLET 15Outre 
es méthodes héritées, setoide en introduit d'autres qui lui sontpropres :sig egal in self ! self ! bool ;sig element in self ;let different (x,y) = basi
s#not b( !egal(x,y)) ;property refl = all x in self, !egal(x,x) ;property symm = all x,y in self, !egal(x,y) ! !egal(y,x) ;endegal et element sont dé
larées : on sait seulement qu'elles existent danstous les setoïdes, mais on n'en a pas de dé�nition expli
ite. Celle-
i devraêtre donnée plus tard au 
ours de l'héritage.Au 
ontraire, different peut être dé�nie, en fon
tion de la méthodeegal. L'appel de méthode est de la forme 
olle
tion !meth. Quand onappelle une méthode de self, 
ela peut être abrégé en !meth.En�n, on énon
e deux propriétés que doit véri�er egal.On dé�nit ensuite les monoïdes :spe
ies monoide inherits setoide =sig multiplie in self ! self ! self ;sig un in self ;let element = !multiplie( !un, !un) ;endDeux nouvelles méthodes sont dé
larées. De plus element peut mainte-nant re
evoir une dé�nition. Lors de l'analyse du 
ode, le typeur véri�era quela dé�nition a bien le type qu'on avait donné dans la dé
laration de element.Le produit 
artésien de deux setoides introduit une nouvelle 
onstru
-tion :spe
ies setoide produit(a is setoide, b is setoide)I
i, l'espè
e setoide_produit prend deux paramètres a et b, qui sont des
olle
tions implantant setoide, 
'est à dire qu'elles en possèdent toutes lesméthodes, ave
 le type 
orrespondant.inherits setoide =rep = a * b ;Le type support est dé�ni 
omme le produit des types support de a et b. Lesdé�nitions des autres méthodes font appel aux fon
tions Fo
 sur les paires :#
rp pour la 
réation, et #first et #s
nd pour les deux proje
tions.let egal(x,y)=#and b(a !egal(#first(x),#first(y)),b !egal(#s
nd(x),#s
nd(y))) ;



16 CHAPITRE 2. LE LANGAGE FOCDe même, egal est dé�ni en fon
tion de l'égalité de a et de 
elle de b.let element = self !
reer(a !element,b !element) ;let 
reer(x,y) in self = #
rp(x,y) ;Remarquons i
i que element utilise 
reer, qui est introduit après. Lors del'analyse de l'espè
e tout sera remis en ordre.let print = fun x !#s
("(",#s
(a !print(#first(x)),#s
(",",#s
(b !print(#s
nd(x)),")")))) ;proof of refl=def : egal ;assumed;proof of symm=def : egal ;assumed;end#s
 est une fon
tion de basi
s réalisant la 
on
aténation de deux 
haînes de
ara
tères. Le mot-
lé assumed qui rempla
e les s
ripts de preuve signaleque les théorèmes sont en fait admis.En�n, on 
rée les produits 
artésiens de monoide.spe
ies monoide produit(a is monoide, b is monoide)inherits monoide, setoide produit(a,b) =I
i, on trouve un héritage multiple. Des problèmes spé
i�ques se posent. Enparti
ulier, element est dé�ni dans 
ha
une des deux espè
es parent. Il fautdon
 
hoisir 
elle qui sera retenue pour monoide_produit. Pour 
ela, 
'estl'ordre des espè
es dans la 
lause inherits qui est pris en 
ompte : on prendla dé�nition venant de l'espè
e la plus à droite, soit i
i setoide_produit.let un = !
reer(a !un,b !un) ;let multiplie(x,y)=#
rp(a !multiplie(#first(x),#first(y)),b !multiplie(#s
nd(x),#s
nd(y))) ;end



2.2. UN EXEMPLE COMPLET 17En�n, on dé�nit les 
olle
tions. Contrairement aux espè
es, une 
olle
tionn'a pas le droit d'avoir des méthodes dé
larées : tout doit être dé�ni.
olle
tion entiers implements monoide =rep = int ;let un = 1 ;let multiplie = basi
s#int mult ;let egal = basi
s#base eq ;let print = basi
s#string of int ;let parse = basi
s#int of string ;proof of refl=assumed ;proof of symm=assumed ;endLa dé�nition de la 
olle
tion 
orrespondant à Z�Z 
onsiste simplement àinstan
ier les paramètres de monoide_produit par entiers. En e�et, l'espè
emonoide produit a toutes ses méthodes dé�nies.
olle
tion entiers 2implements monoide produit(entiers,entiers)= endOn peut maintenant manipuler nos deux 
olle
tions à travers quelques ex-emples simples :let 
inq = entiers !parse("5") ; ;let 
inq 
arre = entiers !multiplie(#
inq,#
inq) ; ;let foo = entiers 2 !
reer(#
inq,#
inq 
arre) ; ;let foo2 = entiers 2 !multiplie(#foo,#foo) ; ;#print string(entiers 2 !print(#foo2)) ; ;
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Chapitre 3Analyse statique d'unprogramme Fo
3.1 Contraintes à respe
ter par un programme Fo
Toutes les dé�nitions syntaxiquement 
orre
tes é
rites en Fo
 ne sontpas a

eptables d'un point de vue sémantique. En e�et, il faut s'assurer queles algorithmes dé�nis au sein d'une espè
e donnée véri�ent les propriétésprésentées dans le 
hapitre 1. Pour 
e faire, nous avons dé�ni un 
ertainnombre de 
ontraintes que les espè
es de Fo
 doivent respe
ter.Par ailleurs, 
omme nous voulons être 
apables de faire des preuves desdi�érents algorithmes é
rits en Fo
 (
f. se
tion 3.9), nous avons été ame-nés à imposer d'autres 
ontraintes, qui ne sont pas for
ément stri
tementné
essaires pour assurer la 
orre
tion des programmes, mais qui permettentde simpli�er l'expression des propriétés à démontrer (dans les preuves determinaison en parti
ulier), et don
 l'é
riture des preuves 
orrespondantes.Les 
ontraintes qu'un programme Fo
 doit respe
ter et que nous dé-taillerons plus formellement dans le reste de 
e 
hapitre sont les suivantes :� Typage : toutes les expressions doivent être bien typées. Les argumentsdonnés aux espè
es paramétrées doivent avoir le type (ou l'interfa
e)attendu. En�n, la redé�nition d'une méthode au 
ours de l'héritage nedoit pas en 
hanger le type.� De même, le type support ne peut 
hanger au 
ours de l'héritage (
ette
ondition est en fait liée à la tradu
tion vers des 
lasses de O
aml).� Lorsqu'on 
rée une 
olle
tion à partir d'une espè
e, toutes les méthodesde l'espè
e doivent être dé�nies (et non simplement dé
larées)� Le type support � rep � doit être présent dans 
haque espè
e, qu'il soitseulement dé
laré ou lié à un type 
on
ret (hérité ou dé�ni de manièreexpli
ite dans l'espè
e elle-même).� Il ne doit pas y avoir de ré
ursion mutuelle entre méthodes en dehorsd'un 
hamp let re
 19



20 CHAPITRE 3. ANALYSE STATIQUEHéritage et type de méthode La 
ontrainte sur les redé�nitions de mé-thode permet de s'assurer que toute 
olle
tion implantant une espè
e héri-tant d'une espè
e donnée s pourra être utilisée pour instan
ier un paramètredevant avoir l'interfa
e de s. En parti
ulier, l'héritage permet dès lors dera�ner les paramètres des espè
es, 
omme dans l'exemple suivant :spe
ies a = rep ; . . . endspe
ies b inherits a = . . . endspe
ies a1 (
oll a is a) = . . . endspe
ies b1 (
oll b is b) inherits a1(
oll b)Le paramètre 
oll_b de b1 ne peut être appliqué à a1, qui attend une
olle
tion d'interfa
e a, que si on est sûr que l'héritage préserve les types desméthodes.Ré
ursion mutuelle Imposer au programmeur de marquer expli
itementtous les groupes de méthodes mutuellement ré
ursives � via la 
onstru
tionlet re
 � peut sembler un peu 
urieux dans un 
ontexte de langage orienté-objet. En e�et, les méthodes d'un objet peuvent en général s'appeler les unesles autres sans restri
tion [RV98℄.I
i, nous voulons être 
apables non seulement d'é
rire des algorithmes,mais aussi de prouver des propriétés sur le 
ode. En premier lieu, il fautpouvoir montrer que tous les appels de méthode terminent. Or si on supposeque toutes les fon
tions de l'espè
e peuvent parti
iper à la ré
ursion, on
ompliquera énormément une telle preuve, le plus souvent inutilement. Au
ontraire, si le programmeur lui-même indique les groupes de méthodes quisont impliqués dans une vraie ré
ursion, 
es groupes devraient rester aussipetits que possible (et même se réduire la plupart du temps à une seuleméthode ré
ursive), 
e qui allégera d'autant les preuves de terminaison.Il est important de noter que 
ette restri
tion implique une analyse glo-bale de toutes les méthodes d'une espè
e donnée, qu'elles soient héritées oudé�nies au sein de l'espè
e. Par exemple, si on 
onsidère les espè
es a, b, et
 dé�nies de la manière suivante :spe
ies a = rep ; sig x in self ; let y = self !x ; endspe
ies b = rep ; let x = self !y ; sig y in self ; endspe
ies 
 inherits a,b = rep = int ; enda et b sont manifestement bien dé�nies. Dans l'espè
e a, la méthode ydépend de la méthode x, tandis que 
'est le 
ontraire dans b. Au
une de 
esdeux espè
es ne 
ontient de 
y
le de dépendan
e. Intéressons nous mainte-nant à l'espè
e 
. Elle hérite de deux espè
es sans 
y
le de dépendan
e etdé�nit une seule méthode nouvelle, à savoir son type support. Cette dé�ni-tion n'apporte au
une dépendan
e nouvelle, et on pourrait don
 penser que
 elle même est bien dé�nie. Toutefois, la dé�nition de la méthode x de 




3.2. DÉFINITIONS DE BASE 21est héritée de a, et dépend don
 de la méthode y de 
. La dé�nition de 
ettedernière est héritée de b, et dépend ainsi de la méthode x. Ainsi, bien quel'espè
e 
 hérite de deux espè
es bien dé�nies et n'ajoute au
une dépendan
esupplémentaire, elle 
ontient, par le jeu d'un héritage multiple, un 
y
le dedépendan
e.Inversement, il paraît di�
ile d'interdire toute forme de ré
ursion mu-tuelle. On peut vouloir é
rire le 
ode suivant par exemple :spe
ies odd and even =rep = int ;let re
 odd (x in self) =if x = 0 then false else self !even(x�1)and even(x in self) =if x = 0 then true else self !odd(x�1) ;endI
i, la présen
e d'un let re
 signale que le programmeur a bien l'intentionde 
réer un 
y
le de dépendan
es. Une future version du 
ompilateur devraiten outre demander d'apporter des preuves que 
haque appel ré
ursif se faitbien sur un argument �plus petit� (pour un ordre qu'il faudra aussi pré
iser :voir la se
tion 11.1.1). Une fois que 
es preuves auront été faites, il sera toutà fait 
orre
t d'utiliser les fon
tions ainsi dé�nies.Analyser les dépendan
es D'un point de vue stri
tement 
al
ulatoire,l'objet prin
ipal de l'analyse de dépendan
es menée en Fo
 
onsiste à reje-ter le premier exemple et à a

epter le se
ond. Les 
hoses deviendront plus
omplexes lorsqu'on s'intéressera aux propriétés et aux théorèmes, 
ommenous le verrons dans la se
tion 3.9.En résumé, l'analyse d'une espè
e s'e�e
tue autour de trois grands axes :� L'héritage et en parti
ulier la résolution des �
on�its� en 
as d'héritagemultiple.� L'analyse de dépendan
e et la déte
tion de 
y
le.� Le typage des méthodes dé�nies.3.2 Dé�nitions de baseA�n d'étudier plus formellement l'analyse de dépendan
es telle qu'elle estfaite en Fo
, nous allons étudier un sous-langage de 
elui qui a été introduitdans le 
hapitre 2.1. En e�et, nous ne 
onsidérerons pas le pattern-mat
hingni le if-then-else. Ces deux 
onstru
tions n'interviennent pas dire
tementdans le 
al
ul des dépendan
es, et on peut les modéliser en ajoutant les 
ol-le
tions adéquates dans l'environnement de typage que nous allons dé
rireplus loin. On ne perd don
 pas en expressivité en n'utilisant pas 
es 
onstru
-tions. De plus, on élaborera 
ette analyse en deux temps. En premier lieu, on
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onsidérera que les 
hamps 
al
ulatoires (let re
, let et sig), tandis que lase
tion 3.9 étend l'analyse de dépendan
es aux propriétés et aux preuves. Cedé
oupage permet une introdu
tion relativement simple des 
on
epts d'es-pè
e bien formée (def.17) et d'espè
e en forme normale (def.18) ainsi quedes prin
ipales propriétés de 
es deux notions avant de voir 
omment il estpossible de les élargir dans un 
ontexte de propriétés et de preuves, ave
 enparti
ulier la distin
tion entre def- et de
l dépendan
es dont nous avons déjàparlé pré
édemment (se
tion 1.5).Par ailleurs, avant de dé
rire l'analyse de dépendan
e proprement dite,nous allons introduire quelques dé�nitions de base à partir de 
e langage.Tout d'abord, nous dé�nissons N (�), la liste des noms de méthodes intro-duites dans un 
hamp d'une espè
e, et D (�) � N (�) les noms introduitspar un 
hamp dé�ni (let ou let re
). Ces dé�nitions sont ensuite étenduesaux espè
es, par indu
tion sur le graphe d'héritage. Ce dernier est en e�eta
y
lique (on ne peut hériter que d'une espè
e existante), assurant ainsi la
orre
tion de la dé�nition.Dé�nition 1 (Noms introduits par un 
hamp) Étant donné un 
hamp�, N (�) et D (�) sont dé�nis de la façon suivante :N (let x = e) = N (sig x in �) = fxgN (let re
 fx1 = e1; : : : ;xn = eng) = fxigi=1:::nN (rep) = N (rep = �) = repD (�) = ; si � = � sig s in �rep= N (�) sinonAve
 
ette dé�nition, on peut donner une première 
ontrainte sur l'é
ri-ture d'une espè
e : deux 
hamps di�érents d'une espè
e doivent introduiredes noms distin
ts deux à deux. D'un point de vue pratique, donner deuxdé�nitions d'une même méthode à 
e niveau est une erreur, puisque seuleune d'entre elles sera e�e
tivement utilisée et masquera l'autre. Nous sup-poserons don
 dans la suite de 
e 
hapitre que toutes les espè
es 
onsidéréessont bien spé
i�ées.Dé�nition 2 (Espè
e bien spé
i�ée) Soit s une espè
e dé�nie de la ma-nière suivante :spe
ies s inherits s1,. . .,shf = �1,. . .,�n ends est dite bien spé
i�ée si et seulement si la 
onditions suivante est véri-�ée : 8i; j � n; i 6= j ) N (�i) \N (�j) = ;



3.2. DÉFINITIONS DE BASE 23Notation 1 Dans la suite, nous adopterons la même notation que 
i-dessuspour les 
hamps et les espè
e parent d'une espè
e bien spé
i�ée s :� Les 
hamps seront notés �i, ave
 i variant de 1 à n� Les espè
e dont s hérite seront notées sh, pour h variant de 1 à hf .Dans 
e 
ontexte, on dé�nit l'ensemble des noms introduits dans une es-pè
e 
omme l'union des noms provenant de ses parents et des noms introduitsdans les 
hamps propres à l'espè
e :Dé�nition 3 (Noms des méthodes d'une espè
e)N (s) = 0� hf[h=1N (sh)1A [ n[i=1N (�i)!D (s) = 0� hf[h=1D (sh)1A [ n[i=1D (�i)!Ensuite, on dé�nit, pour tout x dans N (s) le �
orps� (Body) de la méthodex dans s, qu'on note Bs(x). On utilisera le symbole ? pour indiquer quex n'est que dé
laré. Si x est dé�nie dans un des 
hamps de s, on retiendra
ette dé�nition, 
omme le veut le prin
ipe de la liaison tardive. Dans le 
as
ontraire, si x est héritée d'une espè
e sh, on prendra Bs(x) = Bsh(x). S'ily a plusieurs dé�nitions, on prendra 
elle qui vient en dernier dans l'ordredonné par la 
lause inherits.Dé�nition 4 (Corps d'une méthode dans une espè
e) Soit x 2 N (s)un nom de méthode d'une espè
e s bien spé
i�ée.[De
l℄x =2 D (s)Bs(x) = ? [RepDef℄9i � n; �i = rep = �Bs(rep) = � [LetDef℄9i � n; �i = let x = exprBs(x) = expr[Re
Def℄9i � n; �i = let re
 fx1 = e1; : : : ;xm = emgBs(xj) = ej 8j � m[Inh℄x =2 n[i=1D (�i) h0 = maxfhjx 2 D (sh)g Bsh0 (x) = eBs(x) = e



24 CHAPITRE 3. ANALYSE STATIQUEPar dé�nition de D (s) il n'y a pas d'autre 
as.En théorie, il serait possible d'utiliser une dé�nition plus générale pourl'héritage multiple, et en parti
ulier de laisser l'utilisateur 
hoisir l'espè
e shdont il veut prendre la dé�nition. Pour 
ela, il su�t de modi�er le 
hoix deh0 dans la dé�nition 
i-dessus, pour permettre de séle
tionner un indi
e hquel
onque tel que Bsh(x) 6= ?. Cela n'a pas été retenu dans l'implantationde Fo
 pour trois raisons pratiques :� Il n'y a pas en
ore d'exemple dans la librairie de Fo
 où 
e 
hoix pluslarge est né
essaire.� Cela 
ompliquerait la tradu
tion en O
aml, alors que la politiqueretenue a
tuellement est exa
tement la même que 
elle de O
aml� Lorsqu'on ajoute les preuves dans le 
al
ul de dépendan
es (se
. 3.9),des problèmes de 
ohéren
e des 
hoix de l'utilisateur pourraient seposer (il ne doit pas pouvoir 
hoisir une fon
tion f venant de s1 et unepreuve de 
orre
tion de f venant de s2 par exemple)Si on ne tenait pas 
ompte des dépendan
es, nous pourrions presque arrê-ter l'analyse de dépendan
es i
i. Il n'y aurait en e�et plus qu'à typer Bs(x),
omme dans Obje
tive Fo
 [Fe
01℄. Le typage du 
orps des méthodes estdé
rit dans la se
tion suivante. Cette analyse seule serait largement su�-sante pour produire du 
ode O
aml 
orre
t. Toutefois, on ne tient pas i
i
ompte du mot 
lé ave
 lequel une méthode est introduite (let ou let re
).Or 
omme nous l'avons déjà dit, 
onsidérer que toutes les méthodes fontimpli
itement partie d'une grosse stru
ture ré
ursive rendrait les preuves (eten parti
ulier les preuves de terminaison) inutilement 
ompliquées. Dans lase
tion 3.5, on dé
rit l'analyse qui permet de véri�er que tous les 
y
les dedépendan
es sont bien introduits dans un let re
. Par ailleurs, le 
hapitre 8montre 
omment la prise en 
ompte des résultats de 
ette analyse permettentde dé�nir une tradu
tion des espè
es Fo
 en O
aml ne reposant pas sur lesobjets de O
aml.
3.3 Espè
e bien typéeLes méthodes des espè
es et des 
olle
tions ne sont pas polymorphes. A�nd'obtenir de la généri
ité, nous utiliserons les espè
es paramétrées, dont lesrègles de formation seront données dans la se
tion 3.8). En e�et, autori-ser un polymorphisme sans restri
tion à 
e niveau amène des problèmes de
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onsistan
e, 
omme le montre l'exemple suivant :spe
ies poly = rep ; let id = fun x ! x ; endspe
ies id bool (x is poly) =rep = unit ;let elt = x !id(true) ;endspe
ies id int inherits poly =rep = unit ; let id = fun x ! x + 1 ;end
olle
tion 
oll int implements id int
olle
tion error implements id bool(
oll int)Dans l'espè
e poly, la méthode id a 
omme type le s
héma 8�:� ! �.L'espè
e id bool, qui prend une implantation x de poly en paramètre utilisex !id ave
 le type bool�>bool. De son 
�té, id int, qui hérite de poly redé�-nit id en lui donnant le type int�>int. On a là deux instan
es parfaitement
orre
tes de 8�:� ! �. Toutefois, il est impossible d'utiliser 
oll int, la
olle
tion bâtie au dessus de id int pour instan
ier le paramètre de id bool
omme tente de le faire la 
olle
tion error. En e�et, dans 
ette 
olle
tionerror !elt s'evalue en true + 1, 
e qui devrait être rejeté.En revan
he, les variables lo
ales du 
orps d'une méthode peuvent trèsbien être polymorphes. On dé�nit don
 
lassiquement F(�), l'ensemble desvariables de type apparaissant libres dans le type � ou le s
héma de type8�i:� de la manière suivante :Dé�nition 5 (Variables libres dans un type)F(
) = ; F(�) = � F(�1 ! �2) = F(�1) [ F(�2)F(�1 � �2) = F(�1) [ F(�2) F(8�i:�) = F(�)nf�igPar extension, si � est un environnement de typage, on notera :F(�) = [x2�F(�(x))Dé�nition 6 (Type 
on
ret) Un type � est dit 
on
ret si et seulement si� 
e n'est pas un s
héma de type� F(�) = ;Notons que � peut néammoins 
ontenir des noms de paramètres de 
olle
tion.



26 CHAPITRE 3. ANALYSE STATIQUEL'environnement de typage de Fo
 se 
ompose de quatre fon
tions, no-tées C; E ;�;� qui représentent respe
tivement les 
olle
tions, les espè
es, lesméthodes de self et les variables lo
ales du 
ontexte 
ourant. Plus pré
isé-ment, 
es fon
tions sont de la forme suivante :� C : 
 7! hxi : �ii, asso
ie à une 
olle
tion 
 la liste de ses méthodes xiave
 leurs types �i, qui sont des types 
on
rets.� E : s 7! fxi : �i = eig asso
ie à une espè
e s la liste de ses méthodesxi ave
 leurs types �i et leur dé�nition (ou ? si xi n'est que dé
laréedans s). Là en
ore, les �i sont 
on
rets.� � : x 7! (�; e) asso
ie à un nom de méthode son type et sa dé�nition(ou ?) dans l'espè
e 
ourante. Le type � est 
on
ret. Par extension,�(rep) désigne le type support de l'espè
e 
ourante, et est égal à ? sirep est dé
laré, et à � si rep est dé�ni par le type 
on
ret � .� � : x 7! 8�i; � asso
ie à une variable x un s
héma de type. I
i � peut
ontenir des variables de type.La présen
e des dé�nitions des méthodes dans � et E est rendue né
essairepar les def-dépendan
es. Ces dernières se manifestent au niveau des preuves,
omme on le verra plus en détail dans la se
tion 3.9.1.Notation 2 Dans la suite, les 
olle
tions seront habituellement désignéespar 
, les espè
es par s, et les noms de méthodes par x ou y. En 
e qui
on
erne les types, un type 
on
ret sera généralement représenté par � , et uns
héma de type par �.Par ailleurs, dans les règles d'inféren
es utilisées dans la suite, on utili-sera le symbole 
 pour faire référen
e aux fon
tions qui ne sont ni utiliséesni modi�ées dans la règle.On se donne de plus une notion de bonne formation au niveau des types.Cette notion signale simplement que les noms de 
olle
tions qui apparaissentdans un type � sont des noms appartenant à C. Dans toute la suite, onsupposera que tous les types manipulés sont bien formés.Dé�nition 7 (Bonne formation des types) Soit C un environnement de
olle
tion et � un type. On dit que � est bien formé dans C, et on note C ` �si et seulement si les 
onditions suivantes sont remplies :C ` � C ` self C ` �1 C ` �2C ` �1 ! �2 C ` �1 C ` �2C ` �1 � �2 
 2 CC ` 
En 
e qui 
on
erne les expressions, les règles de typage sont essentielle-ment les mêmes que dans l'algorithme d'inféren
e de Hindley-Milner [Mil78℄.Elles sont présentées dans la �gure 3.1. Pour 
ela, nous introduisons les fon
-tions 
lassiques, Mgu, Gen et Inst.



3.3. ESPÈCE BIEN TYPÉE 27� Mgu uni�e deux types �1 et �2, et peut instantier des variables detypes durant le pro
essus. La seule di�éren
e ave
 l'algorithme d'uni-�
ation standard provient de l'adjon
tion des deux règles [Self1℄ et[Self2℄ qui permettent d'identi�er le type support d'une espè
e et sareprésentation 
on
rète quand elle existe.� Gen permet de généraliser le type � inféré pour une variable lo
ale a�nd'en faire un s
héma de type 8�i; � .� Inst est la fon
tion qui introduit des variable de type �fraî
hes� dansun s
héma de type 8�i; � pour le transformer en un type � 0 en évitantd'utiliser des variables de type présentes dans l'environnement.Introduisons maintenant les dé�nitions de 
es fon
tions. Pour 
ela, onpeut tout d'abord noter que seule la 
omposante � de l'environnement Fo
est 
on
ernée par 
es dé�nitions, puisque 
'est la seule où on peut trouverdes variables de type.Dé�nition 8 (Généralisation et instantiation)Soientt � un environnement de typage, et � un type. On dé�nit Gen(�;�) etInst(�;�) de la manière suivante :Gen(�;�) = 8�i:�où f�ig = F(�)nF(�) Inst(8�i:�;�) = � [�i  �0i℄où les �0i véri�ent �0i =2 F(�).Pour dé�nir Mgu, on 
ommen
e par se donner une fon
tion annexe,mgu�� paramétrée par le type support d'une espè
e, qui peut être soit untype 
on
ret, soit ? dans le 
as où on n'a qu'une dé
laration. mgu�� renvoieun type et une substitution permettant d'uni�er les deux types s'ils sont uni-�ables et é
houe sinon. Mgu(�1; �2) est alors dé�ni en instantiant �� par letype support de l'espè
e 
ourante, et en appliquant la substitution résultat.Dé�nition 9 (Uni�
ation de types) Soient t un type 
on
ret ou ?, et�1 et �2 deux types. On dé�nit Mgu(�1; �2), l'uni�
ateur le plus général de �1et �2, à partir de la fon
tion auxiliaire mg(t; �1; �2), qui prend en 
ompte une



28 CHAPITRE 3. ANALYSE STATIQUEéventuelle dé�nition 
on
rète du type support :[Eq℄mg(t; �; �) = �; id [Var1℄mg(t; �; �) = �; [� � ℄ � non libre dans �[Var2℄mg(t; �; �) = �; [� � ℄ � non libre dans �[Arrow℄mg(t; �1; � 01) = � 001 ; � mg(t; �2�; � 02�) = � 002 ; �mg(t; �1 ! �2; � 01 ! � 02) = � 001 ! � 002 ; ��[Prod℄mg(t; �1; � 01) = � 001 ; � mg(t; �2�; � 02�) = � 002 ; �mg(t; �1 � �2; � 01 � � 02) = � 001 � � 002 ; �� [Self1℄mg(t; self; ��) = self; id[Self2℄mg(t; ��; self) = self; idDans tous les autres 
as, mg(t; �1; �2) é
houe.Étant donnés C; E ;�;� et deux types �1; �2 tels que mg(�(rep); �1; �2) =�3; � on dé�nit Mgu(�1; �2) = �3�.Remarque 1. On peut noter que les règles [Self1℄ et [Self2℄ renvoientsystématiquement self, 
'est à dire abstraient ��. Par ailleurs, il est impos-sible d'uni�er self ave
 un type quel
onque si le type support de l'espè
e
ourante n'est pas expli
itement dé�ni. Comme dans le 
as des méthodespolymorphes, 
ela permet d'éviter que deux méthodes utilisent des élémentsde self en ave
 des hypothèses 
ontradi
toires sur sa représentation 
on
rète.Muni de 
es trois fon
tions, on peut énon
er les règles de typage pour lesexpressions de base du langage. Elles sont données dans la �gure 3.1.Nous pouvons maintenant dé�nir la notion d'espè
e bien typée : toutesses méthodes sont bien typées, et les méthodes dont elle herite 
onserventleur type lors de l'héritage.Dé�nition 10 (Espè
e bien typée) Soit s une espè
e bien spé
i�ée.Well-typed-spe
8x 2 N (s); 
; fx : � = Bs(x)gx2N (s) ` Bs(x) : �8i; 8h; tel que xi 2 N (sh); fxi : �i = Bsh(xi)g 2 E(sh)
; ; ` spe
ies s inherits s1; :::; shf = �1:::�m :fxi : �i = Bs(xi)gSi s est bien typée, on dé�nit le type de x dans s : 8xi 2 N (s); Ts(xi) = �i:



3.4. COLLECTIONS 29Fig. 3.1 � Typage des expressions[var℄x : 8�i:� 0 2 � � � Inst(8�i:� 0;�)
;� ` x : � [abs℄
;� + x : �1 ` e : �2
;� ` fun x! e : �1 ! �2[let℄
;� ` e1 : �1 
;� + x : Gen(�1;�) ` e2 : �2
;� ` let x = e1 in e2 : �2[let re
℄
;� + x : Gen(�1;�) ` e1 : �1 
;� + x : Gen(�1;�) ` e2 : �2
;� ` let re
 x = e1 in e2 : �2[app℄
 ` e0 : �1 ! : : : ! �n ! � 8i 
 ` ei : �i
 ` e0(e1; : : : ; en) : �
 6= self [MethCall℄
 2 C x : � 2 C(
)
; C ` 
!x : � [SelfCall℄x : � = expr 2 �
;� ` self !x : �Dans la règle Well-typed-spe
, 
 représente C; E ;�. Dans le but de larègle, � est vide : il n'y a pas de méthode de self en dehors d'une espè
e.Dans la première prémisse en revan
he, on pla
e dans � toutes les méthodesde s. La se
onde prémisse exprime le fait qu'une méthode doit 
onserver sontype tout au long de l'héritage.3.4 Colle
tionsUne 
olle
tion 
 ne peut être 
réée qu'à partir d'une espè
e 
omplètementdé�nie s (
'est à dire une espè
e dont toutes les méthodes possèdent unedé�nition).Dé�nition 11 (Espè
e 
omplètement dé�nie) Soit s une espè
e bienspé
i�ée. s est dite 
omplètement dé�nie si et seulement si N (s) = D (s).Une telle espè
e peut par 
ontre 
omporter des paramètres (
f 3.8).La règle de typage d'une 
olle
tion 
onsiste dès lors à véri�er qu'elleimplante bien une espè
e 
omplètement dé�nie. Par ailleurs, on abstrait letype support de 
 ainsi que toutes les méthodes. En e�et, 
ontrairement àE , C ne 
ontient pas de dé�nition. En�n, 
omme 
'est le souvent le 
as enmathématiques, on note de la même manière la 
olle
tion et le type support



30 CHAPITRE 3. ANALYSE STATIQUEsur lequel elle est bâtie : dans les types des méthodes de l'interfa
e de 
, onsubstitue à self le nom de la 
olle
tion, 
.[Coll℄s : fxi : �i = eig 2 E s est 
omplètement dé�nieC; E ;�;� ` 
olle
tion 
 implements s : hxi : �i[self 
℄iComme on l'a déjà dit, le typage d'une espè
e ou d'une 
olle
tion nefait don
 pas appel aux dépendan
es. Au 
ontraire, on suit i
i un modèleorienté-objet en plaçant dans � toutes les méthodes de l'espè
e s qu'on
her
he à typer. Dans 
e 
ontexte, une 
olle
tion n'étant qu'une instan
eparti
ulière d'une espè
e peut également être typée sans qu'on fasse appelaux dépendan
es.Toutefois, 
ette analyse est loin d'o�rir toutes les garanties possibles surun programme Fo
. En parti
ulier, elle autorise des dépendan
es mutuellesentre toutes les méthodes d'une espè
e, d'où qu'elles viennent (qu'elles soienthéritées d'un parent ou dé�nies dans l'espè
e elle-même). Comme on l'a déjàvu pré
édemment (3.1), 
ette appro
he 
onduit à a

epter des programmesqui ne terminent pas, et qu'il est di�
ile de 
orriger dans la mesure oules méthodes mutuellement ré
ursives en 
ause peuvent se trouver dans desespè
es 
omplètement di�érentes. A�n d'éviter 
ela, nous allons don
 main-tenant présenter la se
onde étape de l'analyse d'une espè
e, la déte
tion de
y
le de dépendan
es entre ses méthodes.3.5 Les dépendan
esTrès informellement, une méthode m1 dépend d'une autre méthode m2 sile 
orps de m1 utilise self!m2. Pour 
ela, la fon
tion *e+, dé�nie 
i-dessous,renvoie la liste des méthodes de self dont dépend une expression e.Dé�nition 12 (Dépendan
es d'une expression) La fon
tion *�+ est dé-�nie par indu
tion sur les expressions du langage :*x+ = ;*let x = e1 in e2+ = *e1+ [ *e2+*let re
 x = e1 in e2+ = *e1+ [ *e2+*�x:e+ = *e+*
!x+ = � ; quand 
 6= selffxg quand 
 = self*e0(e1; : : : ; en)+ = *e0+ [ (Sni=1 *ei+)A partir de 
ela, on peut étendre la dé�nition de *�+ aux 
hamps, enprenant soin de distinguer let et let re
. En e�et, dans un 
hamp ré
ursif� nous allons e�a
er les dépendan
es 
on
ernant les méthodes de N (�),



3.5. LES DÉPENDANCES 31puisqu'on ne 
her
he à déte
ter que les 
y
les de dépendan
es qui ont lieuen dehors d'un let re
.Notation 3 On appellera un 
hamp de la forme let x=... un 
hamp nonré
ursif, et un 
hamp � de la forme let re
 x=... un 
hamp ré
ursif. Dans
e dernier 
as, si � introduit au moins deux noms, on parlera de 
hampmutuellement ré
ursifDé�nition 13 (Dépendan
es d'un 
hamp)*let x = e+ = *e+*let re
 fx1 = e1 : : : xn = eng+ = [ni=1*ei+n fxigi=1:::n*sig x in �+ = ;En�n, on peut dé�nir *x+s, les dépendan
es de x dans l'espè
e s. Tout
omme dans le 
as de Bs(x), dans le 
as d'un héritage multiple, on s'intéresseau dernier 
hamp où x apparaît. Toutefois, on tient 
ompte des éventuelsautres 
hamps ré
ursifs où x apparaît. En e�et, 
es 
hamps sont appelés àêtre fusionnés par la fon
tion = lors de la mise en forme normale (voir lase
tion 3.7). Comme 
ette fusion peut amener à dé�nir dans le même 
hampdes noms de méthode qui étaient distin
ts dans les espè
es parents, on nepeut se 
ontenter de 
onsidérer les dépendan
es 
hamp par un 
hamp : ilfaut tenir 
ompte des liaisons induites par la résolution de l'héritage dansle 
as des 
hamps mutuellement ré
ursifs. Pour 
ela, on 
ommen
e par sedonner une relation �s, qui lie les noms de méthodes liés par une ré
ursionmutuelle.Dé�nition 14 (Noms de Méthode mutuellement liés) Soit s une es-pè
e bien spé
i�ée, On dé�nit la relation �s sur N (s) de la manière suivante :names-mut-re
9i; x 2 N (�i) ^ y 2 N (�i)x �s y names-inhx �sh yx �s y names-transx �s y y �s zx �s zLemme 1 Pour toute espè
e bien spé
i�ée s, �s est une relation d'équiva-len
e sur N (s).Preuve. La re�exivité s'obtient par indu
tion sur l'arbre d'héritage : si x 2N (�i), alors on a trivialement x �s x, par la règles names-mut-re
. Sinon,par dé�nition de N (s), x 2 N (sh) pour une espè
e parent sh de s, et parhypothèse d'indu
tion, on a x �sh x : on 
on
lut ave
 names-inh.Pour montrer la symétrie de la relation, on peut pro
éder par indu
tionsur le graphe d'héritage et sur la hauteur de la dérivation de x �s y, et par
as suivant la dernière règle utilisée.names-mut-re
 : on a trivialement y �s x, les prémisses étant symé-triques.



32 CHAPITRE 3. ANALYSE STATIQUEnames-inh : Immédiat par hypothèse de ré
urren
e sur le graphe d'hé-ritage.names-trans : Immédiat par indu
tion sur la dérivation de x �s y.En�n, la transitivité est immédiate ave
 la règle names-trans. �A l'aide de 
ette relation, on peut dé�nir l'ensemble des 
hamps impli-qués dans la dé�nition de x au sein de l'espè
e s : 
e sont tous les 
hampsintroduisant un nom ave
 lequel x est en relation.Dé�nition 15 Soient s une espè
e bien spé
i�ée et x 2 N (s). On dé�nit les
hamps d'introdu
tion de x dans s (Wheres(x)) de la manière suivante.field-introx �s y y 2 N (�i)�i 2Wheres(x) field-inhx �s y � 2Wheresh(y)� 2Wheres(x)Lemme 2 Soient s une espè
e bien spé
i�ée et x 2 N (s). La 
lasse d'équi-valen
e de x pour �s est [�2Wheres(x)N (�)Preuve. Soit y tel que x �s y. Montrons qu'il existe � 2Wheres(x) véri�anty 2 N (�). Par indu
tion sur le graphe d'héritage et la dérivation de x �s y,on a les 
as suivants :names-mut-re
 : par dé�nition, �i 2Wheres(x) et y 2 N (�i).names-inh : Par indu
tion sur le graphe d'héritage, 9� 2 Wheresh(x),tel que y 2 N (�). En appliquant field-inh, il vient � 2Wheres(x).names-trans : Par indu
tion sur la hauteur de la dérivation, 9� 2Wheres(z), tel que y 2 N (�). Comme de plus x �s z, � est aussidans Wheres(x).Inversement, soient � 2 Wheres(x) et y 2 N (�). Montrons que x �s y.Par indu
tion sur le graphe d'héritage, on a les 
as suivants :field-intro x �s z et z 2 N (�). Il vient z �s y, et par transitivité,x �s y.field-inh x �s z et � 2Whereshz. Par hypothèse d'indu
tion, z �sh y,don
 ave
 names-inh, il vient z �s y, et on 
on
lut par transitivité.�Corollaire 1 Si pour tout � dans Wheres(x), � est non ré
ursif, alors la
lasse d'équivalen
e pour �s de x est le singleton fxg.Preuve. Immédiat ave
 le lemme pré
édent : pour tout � 2 Wheres(x),N (�) = fxg �Dé�nition 16 (Dépendan
es au sein d'une espè
e) Soit s une espè
ebien spé
i�ée. On dé�nit *x+s pour tout x de D (s) :



3.5. LES DÉPENDANCES 33� si 8� 2Wheres(x); � non ré
ursif, *x+s = *Bs(x)+� sinon, *x+s = Sy�sx *Bs(y)+nfyjy �s xgLemme 3 8x; y; z 2 N (s); x 2 *y+s ^ y �s z ) x 2 *z+sPreuve. Si tous les 
hamps d'introdu
tion de y dans s sont non ré
ursifs,alors on a z = y ave
 le 
orollaire 1, et la propriété devient triviale. Sinon,
omme �s est une relation d'équivalen
e, on a u �s y () u �s z, soit*y+s = *z+s par dé�nition de *�+s. �Cela amène à introduire la notion d'espè
e bien formée, dans laquelleil n'y a pas de 
y
le de dépendan
e en dehors des stru
tures let re
. Lesseules espè
es que le 
ompilateur Fo
 a

epte sont 
elles qui sont à la foisbien typées et bien formées.Dé�nition 17 (bonne formation) Soit s une espè
e bien spé
i�ée. On dé-�nit la 
l�ture transitive de la relation de dépendan
e :x1 Js x2 () 9fyigi=1:::n tq y1 �s x1; yn �s x2;8i < n; yi+1 2 *yi+ss est dite bien formée si et seulement si 8x 2 N (s) : (x Ja x).La prise en 
ompte de la relation �s est liée à la résolution de l'héritage.En e�et, une méthode x peut être présente dans plusieurs 
hamps mutuelle-ment ré
ursifs. La fusion de 
es 
hamps en un 
hamp mutuellement ré
ursifunique aboutit à introduire tous les noms liés à x dans le même 
hamp. De
e fait, les dépendan
es de 
e 
hamp sont l'union de toutes les dépendan
esdes méthodes liés à x.Lemme 4 Soit s une espè
e bien spé
i�ée. La relation Js est transitive.Preuve. Soient x; y; z tels que x Js y et y Js z. Par dé�nition de Js, on au1; :::; um; um+1; :::un veri�ant :1. 8i 6= m; ui+1 2 *ui+s2. u1 �s x3. um �s y4. um+1 �s y5. un �s zPar transitivité de �s, um �s um+1. Don
, d'après le lemme 3, um+2 2*um+s, et x Js z. �Notons par ailleurs que dans la mesure où s ne peut hériter que d'espè
esdéjà présentes dans E , toutes les espè
es sh dont hérite s sont bien formées(sinon elles auraient été rejetées).En�n, une espè
e en forme normale est une espè
e bien formée n'ayantpas de 
lause inherits. Cette notion est utilisée par le 
ompilateur. L'utili-sateur lui-même é
rit rarement des espè
es en forme normale.



34 CHAPITRE 3. ANALYSE STATIQUEDé�nition 18 (forme normale d'une espè
e) Soit nf une espè
e dé�-nie par : spe
ies nf = �1 : : : �n endnf est dite en forme normale si et seulement si les quatre 
onditionssuivantes sont remplies :� nf ne 
ontient pas de 
lause inherits.� nf est bien typée.� nf est bien spé
i�ée :8i; j; i 6= j ) N (�i) \N (�j) = ;� Une dé�nition ne dépend que des noms introduits dans les 
hampspré
édents : 8i � n;8x 2 N (�i); *x+nf � i�1[j=1N (�j)Remarque 2. La dernière 
ondition de la dé�nition pré
édente implique labonne formation de l'espè
e nf .L'objet des deux se
tions suivantes est de montrer que, toute espè
e sbien formée peut être mise en forme normale, tout en préservant les nomsdes méthodes de s, ainsi que leurs types et leurs dé�nitions éventuelles. Cesdi�érents points sont formalisés dans le théorème 3. Par ailleurs, nous étu-dierons un algorithme permettant de déterminer si une espè
e bien spé
i�éeet bien typée est en outre bien formée.Notation 4 Si nf est une espè
e en forme normale et x 2 N (nf ), on noteraIntrosnf (x) l'unique 
hamp de nf tel que x 2 N (Introsx (nf ))Lemme 5 Soit s une espè
e bien spé
i�ée et ne 
omportant pas de 
lauseinherits. On a les propriétés suivantes :� x �s y () Intross (x) = Intross (y).� Wheres(x) = fIntros s (x)g.� *x+s = *Intross (x)+.Preuve. Les deux premières propriétés se déduisent immédiatement du faitque s ne 
omporte pas de 
lause inherits : les règles names-inh et field-inh ne peuvent être appliquéesPar ailleurs, si Intross (x) est non ré
ursif, on a par dé�nition *x+s =*Bs(x)+ = *Intross (x)+.De même, si Intross (x) est ré
ursif, *x+s = Sy�sx Bs(y)nfyjy �s xg, soitave
 
e qui pré
ède,*x+s = [y2N (Intross(x))Bs(y)nfyjy 2 N (Intros s (x))g = *Intross (x)+�



3.6. RÉSOLUTION DE L'HÉRITAGE ET FUSION DE CHAMPS 353.6 Résolution de l'héritage et fusion de 
hampsDans 
ette se
tion, nous 
onsidérons une espè
e bien spé
i�ée s. Pourmontrer qu'elle est bien formée et bien typée, nous allons 
réer une espè
enorm(s) en forme normale qui lui est �équivalente� dans le sens où elle par-tage les mêmes dé�nitions et les mêmes dé
larations. Informellement, s etnorm(s) ne peuvent pas être distinguées l'une de l'autre à l'extérieur de l'es-pè
e : elles réagissent de la même manière aux appels de méthodes. Cette
onstru
tion a lieu par indu
tion sur le graphe d'héritage. Les espè
es bientypées et bien formées qui n'héritent d'au
une autre peuvent être mises tri-vialement en forme normale : il su�t de réordonner leurs 
hamps.Notation 5 Dans la suite, nous assimilerons une espè
e en forme normaleave
 la liste de tous ses 
hamps. l1�l2 indiquera la 
on
aténation de deuxlistes. En�n, on note norm(sh) la forme normale de sh pour 
haque espè
edont s hérite.Pour 
onstruire norm(s), on 
ommen
e par 
onstruire la liste 
omplète,notée W 1 des 
hamps impliqués dans s, 
'est à dire les 
hamps des norm(sh)et 
eux du 
orps de s :W 1 = norm(s1)�:::�norm(shf )�[�1; :::; �m℄W 1 peut 
ontenir plusieurs o

uren
es du même nom dans des 
hampsdi�érents, à 
ause de l'héritage multiple ou de la redé�nition de 
ertainesméthodes. Nous allons don
 
onstruire une nouvelle liste, W 2 dans telle que
haque nom de W 1 n'y �gure qu'une seule fois, à la pla
e requise par laspé
i�
ation de l'héritage et de la liaison retardée. W 2 sera alors identi�éeà l'espè
e ~s dé�nie de la manière suivante :spe
ies ~s = W 2 endNous allons prouver que si s est bien typée et bien formée, 
'est aussi le 
aspour ~s. La forme normale de s s'obtient alors à partir de ~s en réordonnantles 
hamps.Pour 
onstruire W 2 à partir de W 1 , il faut trouver un moyen de résoudreles �
on�its� (dé�nitions ou dé
larations multiples d'une même méthode).Pour 
ela, on peut s'appuyer sur la fon
tion =, dé�nie plus loin, qui e�e
tuela fusion de deux 
hamps �1 et �2 qui ont au moins un nom en 
ommun (ilpeut y en avoir plusieurs dans le 
as de 
hamps ré
ursifs). Cette fon
tion n'estpas totale 
ar un nom de méthode peut être lié à des types di�érents dans lesdeux 
hamps. Dans 
e 
as, la fusion é
houe. On montre plus loin (lemme 8)que si l'espè
e de départ est bien typée, = n'é
houe jamais.Par ailleurs, deux 
hamps let re
 peuvent être fusionnés même s'ilsn'introduisent pas exa
tement les mêmes noms. Ainsi, on peut hériter d'un
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hamp let re
 et redé�nir seulement une partie des fon
tions qui le 
om-posent, ou introduire de nouvelles méthodes dans la ré
ursion. Dans 
e 
as, =prend toutes les méthodes apparaissant dans au moins un des deux 
hampset renvoie un 
hamp ré
ursif 
omposé de toutes 
es méthodes. Bien entendu,
ela implique aussi qu'on fasse une nouvelle preuve de terminaison (3.9.2),impliquant toutes les méthodes �gurant dans 
e nouveau 
hamp ré
ursif.Dé�nition 19 (Fusion de deux 
hamps) Soient �1 et �2 deux 
hampstels que N (�1) \N (�2) 6= ;.�1 = �2 est dé�ni par 
as de la manière suivante (notons qu'en raisondes appels à Mgu, 
ette fon
tion est partielle) :sig x in � = sig x in � = sig x in �sig x in �1 = let x in �2 = e2 = let x in Mgu(�1; �2) = e2sig x in �1 =let re
(x in �2 = e2) [ C =let re
(x in Mgu(�1; �2) = e2) [ Clet re
(x in �1 = e1) [ C = sig x in �2 =let re
(x in Mgu(�1; �2) = e1) [ Clet x in �1 = e1 = let x in �2 = e2 = let x in Mgu(�1; �2) = e2let x in �1 = e1 = sig x in �2 = let x in Mgu(�1; �2) = e1let re
fxi [in �i℄ = exiyi [in �i℄ = eyig =let re
fxi [in �i℄ = ex0izi [in �i℄ = ezig =let re
(fxi in Mgu(�i; �i) = ex0ig[fyi in �i = eyig[fzi in �i = ezig)Cette opération préserve deux invariants importants. En premier lieu,tous les noms introduits dans �1 ou �2 le sont dans leur fusion �1 = �2. Demême, si une méthode est dé�nie dans un des deux 
hamps, elle l'est aussidans le résultat. En se
ond lieu, 
ette opération est 
ompatible ave
 la liaisonretardée qui demande qu'un appel de méthode utilise toujours la dé�nitionla plus �ré
ente� au sens du graphe d'héritage. Plus formellement, on peuténon
er les deux propriétés suivantes :Lemme 6 (Préservation des noms) 8�1; �2 st N (�1) \N (�2) 6= ;N (�1 = �2) = N (�1) [N (�2)La même propriété est vraie pour D (�).Lemme 7 (Liaison retardée) 8�1; �2 tel que N (�1) \N (�2) 6= ;� 8x 2 D (�2) ; B�1=�2(x) = B�2(x)8x 2 D (�1) nD (�2) ; B�1=�2(x) = B�1(x)Preuve. Immédiat par analyse de 
as sur la stru
ture de �1 et �2. �Remarque 3. La dernière propriété n'est intéressante que si �1 et �2 sonttous les deux des dé�nitions. Sinon, il n'y a pas d'élément dans les D (�i) etla propriété devient triviale.



3.7. RÉSOLUTION DE L'HÉRITAGE 373.7 Résolution de l'héritage3.7.1 Algorithme de mise en forme normaleNous pouvons 
onstruire la liste W 2 à partir de W 1 , en analysant leséléments un par un dans l'ordre dans lequel ils apparaissent dans la liste. A
haque étape, on examine le premier 
hamp restant dans W 1 et on met àjour W 1 et W 2 , suivant qu'il existe ou non un 
on�it entre 
e 
hamp et un(ou plusieurs) des 
hamps de W 2 . L'algorithme se 
ompose d'une bou
le quifon
tionne de la manière suivante :Entrée : une liste de 
hamps W 1 = �1 : : : �n.Sortie : une liste de 
hamps W 2 introduisant des noms deux à deuxdistin
ts.Initialiser W 2  ;Tant que W 1 6= ; faire :� � hd (W 1 )� X  tl(W 1 )� si N (�) \N (W 2) = ; faire :� W 1  X� W 2  W 2 ; �1� Sinon, soient W 2 = [ 1; :::;  n℄ eti0 le plus petit indi
e tel que N (�) \N ( i0) 6= ;. faire :� W 1  (�=  i0);X).� W 2  [ 1 : : :  i0�1;  i0+1 : : :  m℄.A 
haque passage dans la bou
le, on examine le premier 
hamp � restantdans W 1 . Si � n'a au
un nom en 
ommun ave
 les 
hamps qui ont déjà étéanalysés, alors on peut l'ajouter à la �n de W 2 . Dans le 
as 
ontraire, il faututiliser =. Toutefois, il ne serait pas 
orre
t d'ajouter le résultat dire
tementà la �n de W 2 . En e�et, si � est un 
hamp dé�nissant plusieurs méthodesmutuellement ré
ursives, il peut avoir des noms en 
ommun ave
 plus d'un
hamp  i : il va alors falloir appliquer plusieurs fois de suite =. Pour 
ela,on garde �=  i0 dans W 1 , a�n de poursuivre son analyse.Pour garantir la terminaison de 
et algorithme, on peut prendre l'ordrelexi
ographique suivant : (CardW 1 ;CardW 2). En e�et, en appelantgW 1 etgW 2 les valeurs des deux listes après une étape de la bou
le, on est dans undes deux 
as suivants :� S'il n'y a pas de 
on�it, CardgW 1 < CardW 1� Sinon CardgW 1 = CardW 1 , et on a retiré un 
hamp de W 2 , don
CardgW 2 < CardW 2 .Nous allons maintenant établir les prin
ipales propriétés de 
et algo-rithme, a�n de pouvoir montrer (théorème 3) que W 2 dé�nit bien une espè
ebien formée équivalente à s. Dans tout 
e qui suit, on utilise les mêmes no-tations que pré
édemment pour désigner les 
hamps de W 1 et W 2 .
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 les notations pré
édentes, si s est bien typée,  i0=� n'é
houejamais.Preuve. Conséquen
e dire
te de la dé�nition de = et la dé�nition 10 : dansune espè
e bien typée, tous les types des 
hamps de même nom sont uni-�ables, don
 l'appel à Mgu dans = n'é
houe jamais. �Lemme 9 (uni
ité des noms de W 2)8�1; �2 2 W 2 ; N (�1) \N (�2) = ;.Preuve. Par indu
tion sur le nombre d'étapes de l'algorithme W 1 . Au dé-part, W 2 est vide, et l'énon
é est alors trivial. Montrons maintenant que sila propriété est véri�ée avant la n-ième étape, elle l'est aussi après. Il y adeux 
as possibles :� Si 8 2 W 2 ; N (�)\N ( ) = ; alors on ajoute � à W 2 et la propriétéest préservée.� Sinon, on enlève un 
hamp de W 2 , et les autres 
ontinuent de véri�erla propriété.� En parti
ulier, à la �n de l'algorithme, lorsque W 1 est vide, W 2 
ontientdes 
hamps introduisant des noms deux à deux distin
ts. Nous pouvons don
maintenant dé�nir l'espè
e ~s de la manière suivante :spe
ies ~s = W 2 endLa propriété prin
ipale de ~s est qu'elle dé
lare et dé�nit les mêmes méthodesque s :Théoreme 1 (Équivalen
e) N (s) = N (~s), D (s) = D (~s), et8x 2 D (~s) ; Bs(x) = B~s(x)Preuve. Nous allons montrer qu'à 
haque étape de la bou
le les propriétéssuivantes sont préservées :1. N (s) = S�2W 1 N (�) [ S 2W 2 N ( )2. D (s) = S�2W 1 D (�) [ S 2W 2 D ( )3. 8x 2 N (s);9� 2 W 2 [ W 1 ;Bs(x) 2 �À la première étape, 
es propriétés sont trivialement vraies, puisque W 1
ontient toutes les dé�nitions et dé
larations de s et de ses parents et queW 2 est vide. Supposons maintenant que la propriété est toujours vraie aprèsn étapes. Soit � le premier 
hamp de W 1 .Si 8� 2 W 2 N (�) \ N (�) = ;, on ne fait que faire passer � de W 1 àW 2 , de sorte que ni la liste des noms apparaissant dans une des deux listes,ni la liste des dé�nitions asso
iées ne 
hange.



3.7. RÉSOLUTION DE L'HÉRITAGE 39Sinon, on note  i0 le 
hamp de W 2 à fusionner ave
 �. On enlève  i0de W 2 et � de W 1 et on ajoute  i0 = � dans W 1 . Le lemme 6 nous donneN ( i0 = �) = N ( i0) [N (�), Don
, la liste des noms de méthodes restein
hangée. De même, 
e lemme permet de 
on
lure pour D (�) : les proprié-tés 1 et 2 sont don
 véri�ées.Par ailleurs, le lemme 7 montre que les 
orps de méthodes qui sont e�a
éssont nB i0 (x); x 2 D ( i0) \ D (�)o. Or W 1 est ordonné, et, par dé�nitionde Bs(x) 8x 2 D ( i0) \ D (�) ; Bs(x) 6= B i0 (x)La propriété 3 est don
 véri�ée elle aussi.A la �n de la 
onstru
tion, W 1 = ;, don
 on a N (x) = S 2W 2 N ( ).Par ailleurs, le lemme pré
édent nous montre que 
haque méthode dé�nieest introduite une seule fois dans W 2 , don
 Bs(x) = B~s(x). �Notons que, 
omme on l'a dit pré
édemment, il serait possible de ra�ner,dans le 
as de l'héritage multiple, la séle
tion d'une dé�nition d'un 
hamp x.Plus pré
isément, il est possible d'hériter la méthode x d'une espè
e pré
iseau lieu de toujours séle
tionner la dernière dé�nition dans l'ordre de la 
lauseinherits. À 
ette �n, on suppose qu'on a une fon
tion f (fournie par leprogrammeur) véri�ant les propriétés suivantes :� f : Sh=1:::hf D (sh)! fs1 : : : shg� 8x; x 2 D (f(x))� 8x;8y 2 N (Introsf(x) (x)); f(y) = f(x)À toute méthode x dé�nie dans au moins une des espè
e parent, f asso
ieun nom d'espè
e sh tel que x soit dé�ni dans sh. On suppose en outre quesi x est dé�ni par un 
hamp ré
ursif � dans f(x), alors pour toutes les mé-thodes y dé�nies par � on a f(x) = f(y). Cette restri
tion permet d'éliminerd'éventuelles ambiguïtés dans la séle
tion d'un blo
 ré
ursif.Muni de 
ette fon
tion, on modi�e la dé�nition de Bs(x) de telle manièreque dans le 
as d'une méthode héritée on ait Bs(x) = Bf(x)(x).Par ailleurs, il faut modi�er la dé�nition de la liste d'entrée W 1 del'algorithme 
i-dessus. Pour tout x dé�ni dans les espè
e parent de s, onpermute alors les 
hamps Introsnorm(f(x)) (x) ave
 les autres 
hamps denorm(s1)� : : :�norm(sn) pour qu'ils apparaissent à la �n de la liste des
hamps hérités dans W 1 . La 
ondition sur les 
hamps mutuellement ré
ur-sifs permet de s'assurer qu'une telle permutation existe.Une fois, que 
ette permutation a été faite, on peut dérouler l'algorithme
omme pré
édemment : les étapes de fusion su

essives vont séle
tionnerBf(x)(x) pour les 
hamps x hérités et non redé�nis.3.7.2 Bonne formation de l'espè
e ~sIl reste maintenant à montrer que l'algorithme préserve la bonne forma-tion de s, 
'est à dire que ~s elle-même est bien formée.



40 CHAPITRE 3. ANALYSE STATIQUEThéoreme 2 (Bonne formation de ~s)En utilisant les notations de la se
tion pré
édente, si s est bien formée, alors~s l'est aussi.Preuve. Nous allons prouver 
e théorème par l'absurde, en montrant ques'il y a un 
y
le de dépendan
e dans ~s, alors il en existe aussi un dans s.Cette preuve repose sur des lemmes te
hniques qui sont démontrés 
i-dessous.Supposons que 
e ne soit pas le 
as. On va alors montrer qu'on est dans undes deux 
as suivants (lemme 10) :� il existe x tel que x 2 *x+~s ou� il existe x1 et x2 distin
ts véri�ant x1 J~s x2 J~s x1Dans le premier 
as, d'après la remarque 4, � = Intros ~s (x) est un 
hampnon ré
ursif. De plus, par dé�nition de =, tous les 
hamps introduisant �sont non ré
ursifs (sinon = aurait é
houé). On a don
 x 2 *x+s(= *Bs(x)+)
e qui permet de 
on
lure immédiatement.Dans le se
ond 
as, on 
ommen
e par montrer ave
 le 
orollaire 2 dulemme 11 que si s est bien formée alors x1 �s x2. On peut alors utiliser lelemme 12 pour en déduire que x1 et x2 sont dé�nis par le même 
hamp de ~s,
e qui par dé�nition de *�+ sur un 
hamp ré
ursif est en 
ontradi
tion ave
x1 J~s x2. �Lemme 10 (mauvaise formation)Soit s une espè
e bien spé
i�ée n'ayant pas de 
lause inherits. Si s n'est pasbien formée, alors une des deux propriétés suivante est véri�ée :1. 9� 2 s; � = let x = e et x 2 *x+s2. 9x1; x2 2 N (s); (x1 Js x2) ^ (x2 Js x1) ^ Intross (x1) 6= Intross (x2)Preuve. Par hypothèse, il existe x 2 N (s) tel que x Js x. Soient fxigi=1::n �N (s) véri�ant 8<: x1 = xxn = x8i xi+1 2 *xi+sUne telle suite existe par dé�nition de Js. Considérons maintenant x1et x2. Si 1 n'est pas véri�ée, alors x1 6= x2, 
ar au
une méthode ne dépenddire
tement d'elle même. On a alors les 
as suivants : Si Intross (x1) =Intross (x2), alors Intros s (x1) = let re
fx1 = expr1; x2 = expr2 : : :g,et par dé�nition de *�+s pour les dé�nitions ré
ursives, x2 2 *x1+s, don
Intross (x1) 6= Intross (x2). De plus, par hypothèse x1 Js x2 et x2 Js xn = x.La propriété 2 est bien véri�ée. �Lemme 11 Soient s une espè
e bien spé
i�ée et x1; :::; xn 2 N (s) (n > 1),tels que 8i; xi+1 2 *Bs(xi)+. Si 9i; tel que :(xi �s x1), alors x1 Js xn.



3.7. RÉSOLUTION DE L'HÉRITAGE 41Preuve. Par indu
tion sur n. Si n = 2, la propriété est immédiate pardé�nition de *�+s. Sinon, soit m le plus petit indi
e véri�ant :(xm �s x1).Par dé�nition de m, on a x1 �s xm�1. De plus, 
omme �s est une relationn'équivalen
e, :(xm �s xm�1) : on a xm 2 *xm�1+s, soit par dé�nition deJs, x1 Js xm. De plus, par hypothèse d'indu
tion, on est dans un des deux
as suivant :1. xm �s xm+1 : : : �s xn.2. xm Js xn.Dans le premier 
as, par dé�nition de Js, x1 Js xn. Dans le se
ond, il su�td'appliquer la transitivité de Js pour 
on
lure de la même manière. �Corollaire 2 (Ré
ursion mutuelle) Soient s une espè
e bien spé
i�ée etx1; :::; xn 2 N (s) (n > 1), tels que 8i; xi+1 2 *Bs(xi)+ et x1 2 *Bs(xn)+.Alors, si s est bien formée, 8i; j xi �s xjPreuve. Supposons qu'il existe xi tel que :xi �s x1. En appliquant lelemme pré
édent, il vient x1 Js x1, en 
ontradi
tion ave
 l'hypothèse que sest bien formée. �Remarque 4. En reprenant l'énon
é pré
édent dans le 
as où n = 1 et s n'apas de 
lause inherits, Intross (x1) est de la forme let re
 x1 = : : : (sinonon aurait x1 2 *x1+s).Inversement, si x1 2 *x1+s, Intross (x1) est de la forme let x1 = : : :.Lemme 12 En utilisant les notations pré
édentes,8x 2 N (s);N (Intros ~s (x)) = fyjx �s ygPreuve.Par indu
tion sur le graphe d'héritage et la dérivation de x �s y. On ales 
as suivants :names-mut-re
 : x et y sont introduits par un même 
hamp de W 1 ,et sont don
 dé�nis dans le même 
hamp de ~snames-inh : par hypothèse d'indu
tion, x et y sont introduits par unmême 
hamp de norm(sh), don
 de W 1 , et sont don
 dé�nis par lemême 
hamp de ~s.names-trans : 9z; tel que x �s z^ z �s y. Par hypothèse d'indu
tion,on a Intros ~s (x) = Intros ~s (z) et Intros ~s (z) = Intros ~s (y). Par uni
itédu 
hamp introduisant z dans ~s, il vient Intros ~s (x) = Intros ~s (y).�Théoreme 3 (Forme normale d'une espè
e)Pour toute espè
e bien formée et bien typée s, il existe une espè
e nfs enforme normale et véri�ant les propriétés suivantes :� noms : N (nfs) = N (s) et D (nfs) = D (s)



42 CHAPITRE 3. ANALYSE STATIQUE� dé�nitions : 8x 2 D (s) ;Bs(x) = Bnfs(x)Preuve. D'après le théorème 2, ~s est bien formée, don
 J~s est un ordre stri
t.Il n'y a don
 plus qu'à réordonner les 
hamps de ~s de manière 
ompatibleave
 
et ordre pour obtenir une espè
e en forme normale. �3.8 Espè
es paramétréesNous pouvons maintenant aborder le 
as des espè
es paramétrées. Com-me on va le voir, l'analyse de dépendan
es n'est pas modi�ée en présen
e deparamètres. Seul l'environnement de typage est a�e
té. Toutefois, 
omme onle verra dans le 
hapitre 8, il est possible d'étendre l'analyse de dépendan
esaux méthodes des paramètres de 
olle
tion, a�n de prendre en 
ompte plus�nement les liens entre une espè
e et ses paramètres.On se donne tout d'abord une fon
tion A qui prend en argument uneespè
e s et un nom de 
olle
tion 
 et retourne une interfa
e en abstrayantles méthodes et en remplaçant self par 
 dans les types. En e�et, un para-mètre de 
olle
tion de la forme �
 is s� ajoute simplement une 
olle
tion 
d'interfa
e A(s; 
) dans l'environnement C.Dé�nition 20 (abstra
tion) Soient s = fxi : �i = eigi=1::n une espè
ebien typée et bien formée et 
 un nom de 
olle
tion. On dé�nit l'abstra
tionde s sur 
 de la manière suivante :A(s; 
) = hxi : �i[self  
℄ii=1::nPar ailleurs, un paramètre de 
olle
tion peut bien sûr être instantié parune stru
ture plus ri
he que 
elle qu'on attend. Par exemple, les polyn�mespeuvent être dé�nis au dessus d'un anneau, mais il est possible d'utiliserl'implantation d'un 
orps pour instantier le paramètre. On va don
 dé�nirune relation de sous-espè
e, 4 pour autoriser de telles implantations. Les res-tri
tions mises sur le typage des espè
es permettent de montrer une relationsimple entre 4 et l'héritage.Dé�nition 21 (sous-espè
e) Soient s1, s2 deux espè
es atomiques (bientypées et bien formées). On dit que s1 est une sous-espè
e de s2, qu'on notes1 4 s2 si et seulement si :N (s2) � N (s1) ^ 8x 2 N (s2);Ts1(x) = Ts2(x)Tsi(x) étant dé�ni par la def.10Lemme 13 (Héritage et sous-espè
e) Ave
 les notations de la dé�nitionpré
édente, si s1 hérite de s2, alors s1 4 s2.



3.8. ESPÈCES PARAMÉTRÉES 43Preuve. Ave
 le théorème 3, on a N (s1) � N (s2). De plus, le typage d'uneespè
e (def.10) implique que toutes les méthodes présentes dans l'espè
eparent 
onservent leur type. �Remarque 5. La relation 4 ne faisant apparaître que des types, elle est aisé-ment étendue aux interfa
es A(s1; 
) et A(s2; 
), pour tout nom de 
olle
tion
. On présente maintenant les règles de typage pour les espè
es paramétrées.Pour 
ela, on enri
hit le langage des types d'espè
es renvoyé par E de lamanière suivante :Dé�nition 22 (type d'espè
e)ts ::= fxi : �i = eigj (x in �)ts j (
 is < xi : �i >)tsNotation 6 Dans les règles d'inféren
e 
i-dessous, on désignera par a untype d'espè
e atomique, 
'est à dire de la forme fxi : �i = eigDe plus, on emploiera la notation x � t pour désigner un paramètre quel-
onque (d'entité ou de 
olle
tion) d'une espè
e ou d'un type d'espè
e. Uneespè
e paramétrée sera notéeEn�n, on notera es une expression de la forme s(e1; : : : ; epf ), où pf re-présente le nombre de paramètres de l'espè
e s.Dé�nition 23 (Bonne formation d'un type d'espè
e)Un type d'espè
e ts est dit bien formé dans l'environnement C (C ` ts) si etseulement si les 
onditions suivantes sont remplies :8i; C ` �iC ` fxi : �i = eig C ` � C ` tsC ` (x in �)ts8i; C ` �i C + 
 :< xi : �i >` tsC ` (
 is < xi : �i >)tsLa �gure 3.2 présente les règles de typage des espè
es paramétrées. Com-me pré
édemment, on suppose que tous les types introduits dans les règlessont bien formés. Les règles ent-prm et 
oll-prm permettent de pla
erles paramètres d'une espè
e dans l'environnement 
orrespondant (C pour lesparamètres de 
olle
tion et � pour les paramètres d'entité). On peut aussiremarquer que 
oll-prm exige que es ait un type atomique : il n'y a pas denotion d'espè
e �d'ordre supérieur� qui prendrait en paramètre une espè
e
omportant des paramètres �libres�. Par 
ontre, es peut bien sûr être uneespè
e paramétrée dont tous les paramètres sont instan
iés.Les règles ent-inst et 
oll-inst véri�ent qu'on instantie les paramètresd'une espè
e existante ave
 des arguments du bon type (de la bonne inter-fa
e dans le 
as d'un paramètre de 
olle
tion). Notons qu'un paramètre de
olle
tion ne peut être instantié que par un identi�
ateur C, 
'est à dire une



44 CHAPITRE 3. ANALYSE STATIQUEFig. 3.2 � Règles de typage pour les espè
es paramétréesent-prm
;� + x : � ` spe
ies s(prms) inherits es1; :::; eshf = �1:::�n : ts
 `spe
ies s(x in �; prms)inherits es1; :::; eshf = �1:::�n : (x in �)ts
oll-prm C;
 ` es : aC + 
 : A(a; 
);
 `spe
ies s(prms) inherits es1; :::; eshf = �1:::�n : tsC;
 ` spe
ies s(
 is es; prms) inherits es1; :::; eshf =�1:::�n : (
 is A(a; 
))tsvar-spe
E(s) = ts
; E ` s : ts ent-inst
 ` es : (x in �)ts 
 ` e : �
 ` es(e) : ts[x e℄
oll-instC;
 ` es : (
1 is i1)ts C(
2) = i2 i2 4 A(i1; 
2)C;
 ` es(
2) : ts[
1  
2℄prm-inherit 8h � hf ; 
 ` esh : ah
 ` spe
ies s inherits a1; :::; ahf = �1:::�n : fxi : �i = eig
 ` spe
ies s inherits es1; :::; eshf = �1:::�n : fxi : �i = eig
olle
tion existante (dans l'environnement global ou en tant que paramètrede l'espè
e 
ourante). Par ailleurs, 
omme le reste du type d'espè
e ts peutdépendre du paramètre qu'on est en train d'examiner, il faut substituer à 
eparamètre son instantiation.En�n, dans la règle prm-inherit, on véri�e deux 
hoses :� toutes les espè
es dont on hérite sont instan
iées ave
 des paramètresadmissibles� Ces espè
es sont 
omplètement instan
iées. Là en
ore, on ne peut pashériter d'une espè
e 
omportant des paramètres �libres�.Notation 7 Soit s une espè
e dé�nie parspe
ies s . . . inherits . . . s'(e1, . . ., epf ) . . .telle que E(s0) = (
1 � t1):::(
pf � tpf )a. on notera Insts(
p) l'instantiation de
p dans s, 
'est à dire ep.



3.8. ESPÈCES PARAMÉTRÉES 45Remarque 6. Les dé�nitions de Bs(x) et Ts(x) supposant que les espè
esparent sont des listes de méthodes, la substitution des règles 
oll-inst et ent-inst s'étendent à la dé�nition du 
orps et du type d'une méthode héritée.La mise en forme normale d'une espè
e paramétrée s'e�e
tue de la mêmemanière que pour une espè
e atomique, dans l'environnement enri
hi desparamètres. De même, ave
 prm-inherit, on 
ommen
e par instantier lesparamètres des espè
es parents, de sorte que la résolution de l'héritage s'ef-fe
tue sur des espè
es atomiques.On va maintenant examiner 
omment l'héritage se 
omporte vis-à-vis dusous-typage en présen
e de paramètre. Plus pré
isément, on va voir que lelemme 13 peut être étendu au 
as où s1 et s2 sont des espè
es paramétrées,à 
ondition de respe
ter l'instantiation des paramètres de s2 donnée dans la
lause inherits de s1.Lemme 14 (Sous-espè
e et paramètres) Soient s2 une espè
e de types2 : (y1 � t21):::(yp2 � t2p2)a2et s1 une espè
e dé�nie parspe
ies s1 (x1 � t11,. . .,xp1 � t1p1) inherits s2(e1,. . .,ep2)= endAlors si s1 est bien typée, on a 8e01; :::; e0p1 tels que s1(e01; :::; e0p1) est bientypée, de type t1s, on at1s 4 (a2[yp  ep℄p�p2)[xp  e0p℄p�p1Notation 8 Dans les règles d'inféren
e 
i-dessous, on désignera par def 1 ladé�nition de s1 
i-dessus, et gdef 1 la dé�nition de s1 ou s2(e1; :::; ep2) a étérempla
é par le type d'espè
e asso
ié, 
omme dans la règle prm-inheritPreuve. Par indu
tion sur p1Si p1 = 0. On a deux 
as suivant que y1 est un paramètre d'entité ou de
olle
tion. Dans le premier 
as, la dérivation de typage de s1 est de la forme :
prm-inherit

ent-inst 
 ` e1 : t1
 ` s2 : (y1 in t1)ts
 ` s2(e1) :t1[y1  e1℄���
 ` s2(e1; :::; ep2) :a2[yi  ei℄ ...
 `gdef 1 : a1 well-typed-spe

 ` def 1 : a1Le se
ond 
as est semblable, ent-inst étant rempla
é par 
oll-inst. Dansles deux 
as, on peut 
on
lure 
omme dans le 
as de deux espè
es ato-miques (lemme 13), ave
 les prémisses de well-typed-spe
.



46 CHAPITRE 3. ANALYSE STATIQUESi p > 0, la dernière règle de la dérivation de typage de s1 est ent-prm ou
oll-prm suivant que x1 est un paramètre d'entité ou de 
olle
tion. On nedonne i
i que le premier 
as, le se
ond s'en déduisant immédiatement :ent� prm ...
;� + (x : �) ` spe
ies s01(x2 � t2; :::xp1 � tp1)::: : ts
;� ` def 1 : (x in t1)tsPar hypothèse d'indu
tion, 8e02; :::; e0p1 tels que 
;�+ (x : �) ` e0i : ti, ona, ave
 t0s le type de s01(e02; :::; e0p1), t0s 4 (a1[yp  ep℄p�p2)[xp  e0p℄2�p�p1 ,Don
, pour toute expression e01 de type t1 dans 
;�, t0s[x1  e01℄ 4 (a1[yp  ep℄p�p2)[xp  e0p℄p�p1 . Or ave
 ent-inst, s1(e01; e02; :::; e0p1) a le même typeque (s01(e02; :::; e0p1))s[x1  e01℄, 
'est à dire t0s[x1  e01℄,�Remarque 7. Ce lemme s'étend trivialement au 
as où s1 dé�nit ou dé
laredes 
hamps supplémentaires (en supposant bien sûr que 
es 
hamps sonteux-mêmes bien typés). De même, en 
as d'héritage multiple, s1 est unesous-espè
e de toutes les espè
es dont elle hérite.3.9 Ajouter les preuves et les propriétésNous allons maintenant examiner les ra�nements qu'il faut apporter àl'analyse de dépendan
es des se
tions pré
édentes pour pouvoir l'étendreaux 
hamps property et theorem. En premier lieu, nous allons voir quele 
on
ept de dépendan
e se divise en deux : les def-dépendan
es (
f 3.9.1)des théorèmes vis-à-vis des algorithmes dont ils prouvent la 
orre
tion, et lesde
l-dépendan
es, de même nature que 
elles qui �gurent dans les langagesde programmation. Ensuite, nous verrons qu'il n'est plus toujours possible,à 
ause justement des def-dépendan
es, de garder toutes les dé�nitions hé-ritées d'une espè
e parent : 
ertaines doivent être e�a
ées. Nous verrons
omment 
ela se traduit au niveau de l'algorithme d'analyse de dépendan
e,et 
omment en parti
ulier ra�ner 
et algorithme a�n qu'il y ait le moinsd'e�a
ements possible.3.9.1 Def-dépendan
es et de
l-dépendan
esLorsqu'on veut introduire des preuves de théorèmes, la notion de dépen-dan
e qu'on a introduite dans la se
tion pré
édente devient rapidement troplimitée. En e�et, 
omme l'a remarqué Sylvain Boulmé [Bou00℄ dans sa thèse,une preuve peut dépendre de deux manières d'une méthode self!f . On peutavoir besoin de 
onnaître le type de f , 
omme pré
édemment, mais il estparfois né
essaire de savoir 
omment f a été dé�nie. Par exemple, dans un



3.9. AJOUTER LES PREUVES ET LES PROPRIÉTÉS 47monoïde, on peut exprimer que l'opération plus est asso
iative, soit en Fo
 :property asso
 =all x y z in self,self !eq(self !plus(self !plus(x,y),z)self !plus(x,self !plus(y,z)))Par la suite, on peut prouver 
ette propriété pour l'implantation de plus surles entiers de Peano : 0+n = n and su

(m)+n = su

(m+n). On le fait parindu
tion sur x, y et z, et on utilise pour 
ela la dé�nition exa
te de plus. End'autres termes, la preuve qu'on va obtenir dépend de la dé�nition de plus.Nous appelerons don
 def-dépendan
e 
e nouveau type de dépendan
es.Par ailleurs, la preuve de asso
 n'a a priori pas besoin d'utiliser la dé-�nition de l'égalité sur les entiers. Seules ses propriétés (et en parti
ulier latransitivité) sont importantes. Par 
ontre, on a besoin de savoir qu'elle aété dé
larée ave
 le type self ! self ! bool. Sans 
ela, on ne serait mêmepas 
apable de s'assurer que l'énon
é est 
orre
t. Nous emploierons don
 leterme de de
l-dépendan
e pour 
e type de dépendan
es, qui est 
elui quenous avons déjà ren
ontré dans les se
tions pré
édentes : dans les 
orps desméthodes 
al
ulatoires, il n'y a que des de
l-dépendan
es, 
omme le montrela règle self 
all dans le typage des expressions Fo
 (�g. 3.1).En 
e qui 
on
erne les 
y
les de dépendan
es, il n'y a pas de 
hangement :il faut toujours rejeter les 
y
les de dépendan
es, def ou de
l. Par 
ontre, laphase de résolution de l'héritage devient plus 
ompliquée, et en parti
ulierles redé�nitions de méthodes vont impliquer plus de deux 
hamps. En ef-fet, lorsqu'on rempla
e la dé�nition d'une fon
tion f héritée de s1 par unenouvelle dé�nition, héritée ou non, il faut e�a
er toutes les preuves qui def-dépendent de f : elles ne sont plus 
orre
tes dans le nouveau 
ontexte. Celaimplique don
 que la preuve soit refaite pour la nouvelle dé�nition de f(le programmeur Fo
 avisé évitera don
 d'utiliser trop de def-dépendan
esdans ses preuves). Si on poursuit l'exemple pré
édent, on peut dé
ider derempla
er la dé�nition de plus par un algorithme qui utilise en interne unereprésentation binaire des entiers (
e qui est nettemement plus e�
a
e), maisil faudra alors reprendre la preuve de asso
 pour 
ette nouvelle dé�nition.3.9.2 Obligations de preuvesEn dehors des propriétés expli
itement é
rites par l'utilisateur, 
ertainesobligations de preuves sont requises par le système lui même1.Congruen
es Toutes les méthodes des espè
es s 
onstruites au dessusde setoid (l'espè
e de la hiérar
hie où est dé
larée l'égalité) doivent être1A l'heure a
tuelle, seules le traitement des preuves de terminaison est partiellementimplanté dans le 
ompilateur fo

.
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ompatibles ave
 l'égalité, 
'est à dire la méthode equal de s. En e�et, 
etteméthode est a priori di�érente de l'égalité stru
turelle de Fo
, qui seratraduite par le prédi
at EQ de Coq (et l'égalité stru
turelle de O
aml).En d'autre termes, pour toute méthode m de type 
1 ! 
2, où 
1 et
2 sont des 
olle
tions des
endant de setoid dans le 
ontexte 
ourant (enparti
ulier si 
1 = self quand l'espè
e 
ourante des
end de setoid), on doitmontrer la propriétéproperty m 
ong : all x y in 
1,
1 !equal(x,y)�>
 2 !equal( !m(x), !m(y)) ;Remarque 8. Si 
2 n'est pas un setoïde, on n'établit pas un telle propriété.Plus généralement, si m a k arguments de type respe
tivement �1; :::; �k,et de type de retour �r la propriété à prouver seraproperty m 
ong :all x1 y1 in �1, . . .all xk yk in �k,egalite1(x1,y1) ! . . .egalitek(xk,yk) !�r !equal( !m(x1,. . .,xk), !m(y1,. . .,yk)) ;où egalitei est� tau i !equal si tau i est une 
olle
tion implantant setoide� #base eq sinonLes énon
és de 
e type expriment le fait que equal n'est pas une rela-tion d'équivalen
e quel
onque sur self mais bien l'égalité dont on veut munirl'ensemble sous-ja
ent. Si on omet 
es propriétés, il devient impossible d'uti-liser la réé
riture dans la plupart des preuves Fo
 : il est impossible derempla
er une sous-expression e d'un terme par une sous expression e0 quilui est �égale� au sens des setoïdes, puisqu'il n'y a pas de preuve que 
etteégalité est préservée par des appels de fon
tion.Par exemple, si on se pla
edans un monoide, ave
 la propriété 8x; 1 � x = x et en omettant l'énon
éde la 
ongruen
e 8x; y; z; t(x = z) ! (y = t) ! (x � y) = (z � t), il devientimpossible de prouver l'énon
é suivant :8x; y; x � (1 � y) = (x � y)En e�et, bien qu'on sa
he que (1 � y) = y, on ne peut pas rempla
er (1 � y)par y dans l'égalité de l'énon
é.Preuves de terminaison Comme on l'a dit dans les se
tion pré
édente,toute dé�nition introduite par un let re
 doit être a

ompagnée d'une preuveque les appels ré
ursifs terminent. Deux 
as peuvent se présenter :



3.9. AJOUTER LES PREUVES ET LES PROPRIÉTÉS 49En premier lieu, la ré
ursion peut être stru
turelle (au sens de Coq), 
'està dire que les appels ré
ursifs ne mettent en jeu que des arguments stru
-turellement plus petits que le paramètre de départ, à la suite d'un pattern-mat
hing. Ces dé�nitions ne posent pas de problème, puisqu'il su�t de lestraduire ave
 un Fixpoint en Coq (voir le 
hapitre 6) et de véri�er que leterme obtenu est a

epté par Coq pour être assuré de la terminaison.Par 
ontre, si on doit s'appuyer sur un ordre bien fondé pour montrerla terminaison de la méthode, les 
hoses se 
ompliquent nettement : pour
haque appel ré
ursif, il va falloir générer une obligation de preuve, a�n quel'utilisateur montre qu'il utilise des arguments plus petits (au sens de l'ordre
hoisi) que le paramètre initial. De plus, la synthèse de 
et énon
é obligeà 
onserver l'environnement dans lequel se fait l'appel ré
ursif en question.Une fois que toutes les preuves ont été données par l'utilisateur � y 
omprisla preuve que l'ordre utilisé est bien formé � la dé�nition peut être a

eptée.Il 
onvient de noter que 
ette fois-
i les lemmes ne dépendent pas de ladé�nition ré
ursive : ils restent valables même si on redé�nit la (les) mé-thode(s) dont ils permettaient de prouver la terminaison. Par 
ontre, ilsn'ont en général pas d'intérêt pour la nouvelle preuve de terminaison. Parexemple, dans un monoïde, on peut dé�nir l'exponentielle (xn = x � ::: � x| {z }nfois )de la manière suivante :let re
 exp (x in self,n in int) =if n <= 0 then self !oneelse self !mult(x,self !exp(x,(n�1))) ;L'ordre à utiliser est évidemment l'ordre sur les naturels (il n'y a unappel ré
ursif que dans le 
as n > 0) et il faut don
 prouver la propriété8n > 0; n� 1 < n. Cette propriété reste vraie si on redé�nit exp de manièreplus e�
a
e en utilisant la di
hotomie :let re
 exp(x in self,n in int)=if n <= 0 then self !oneelseif n mod 2 = 0 then self !exp(self !mult(x,x),n/2)else self !mult(x,self !exp(self !mult(x,x),(n�1)/2) ;Par 
ontre, elle n'o�re plus d'intérêt pour prouver la terminaison de exp,où il faut montrer� 8n > 0; (n mod 2) = 0! n2 < n8n > 0;:((n mod 2) = 0)! n�12 < nPour l'analyse de dépendan
e, on peut don
 
onsidérer que 
es lemmessont indépendants des fon
tions ré
ursives, et que 
haque (re)dé�nition deméthode(s) ré
ursive(s) est a

ompagnée de ses propres lemmes de terminai-son. Dans le 
hapitre 6 
on
ernant la tradu
tion en Coq, nous reviendrons



50 CHAPITRE 3. ANALYSE STATIQUEplus en détail sur la génération et l'utilisation des lemmes de terminaison.Notons que la version a
tuelle du 
ompilateur fo

 génère les énon
és deslemmes de terminaison, mais ne permet pas en
ore d'en faire la preuve : ilssont introduits 
omme hypothèses dans la tradu
tion Coq.3.9.3 Dé�nitions de baseOn étend trivialement les dé�nitions des se
tions pré
édentes au 
as despropriétés et des théorèmes :Dé�nition 24 (noms de méthodes)N (theorem x = :::) = fxg N (property x = :::) = fxgD (theorem x = :::) = fxg D (property x = :::) = ;Dé�nition 25 (Dépendan
es des propriétés) Si une proposition p estune simple expression, ses dépendan
es ont déjà été dé�nies par la def.12.Sinon, on les dé�nit par indu
tion sur la stru
ture de p :*p1 and p2+ = *p1+ [ *p2+ *p1 or p2+ = *p1+ [ *p2+*p1 ! p2+ = *p1+ [ *p2+ *not p+ = *p+ *all x in �; p+ = *p+*ex x in �; p+ = *p+On peut noter que les quanti�
ation all et ex ne 
hangent pas les dépen-dan
es de la propriété p : 
elles-
i prennent en 
ompte les appels de méthodesprésentes dans p et non les variables libres ou liées de p.Dé�nition 26*property x = p+ = *p+*theorem x = p proof : : : : de
l x1; : : : ; xn; : : :+ = *p+ [ fxigi=1::nDans l'attente d'un langage de preuve propre à Fo
, Les def-dépendan
eséventuelles d'un théorème, qu'on notera **�++, sont données expli
itement parl'utilisateur :Dé�nition 27 (def-dépendan
es)**proof : : : : def :x1 : : : xn : : :++ = fxigi=1:::nSoit � un 
hamp� si � est de la forme theorem x = : : : proof alors **�++ = **proof++� sinon **�++ = ;
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es vis-à-vis du type supportDans la se
tion pré
édente, nous ne nous sommes pas étendus sur laquestion des dépendan
es des di�érentes méthodes vis à vis du type support.En e�et, la syntaxe de Fo
 n'autorise pas à l'heure a
tuelle le type supportà dépendre d'une méthode, et il n'y a don
 au
un risque de voir un 
y
le dedépendan
e impliquant rep.Toutefois, si on 
her
he à faire la distin
tion entre def- et de
l-dépendan-
es, les 
hoses 
hangent légèrement : il y a des de
l- et def- dépendan
es visà vis du type support. Comme on s'interdit une redé�nition du type supportau 
ours de l'héritage (3.1), 
ette distin
tion peut apparaître se
ondaire enpratique, puisque la seule di�éren
e entre les deux formes de dépendan
es alieu lors des redé�nitions. Toutefois, 
ette restri
tion n'est faite que pour desraisons pratiques de tradu
tion en O
aml et il est tout à fait possible deformaliser les dépendan
es vis à vis du type support 
omme 
elles de toutesles autres méthodes. La seule di�éren
e réside dans la façon dont on retrouve
es dépendan
es lors de l'analyse des expressions Fo
.Dé�nition 28 (Dépendan
es vis-à-vis du type support) Soit une ex-pression e, si une sous-expression de e a le type self, il y a une de
l-dépen-dan
e vis-à-vis du type support. De plus, si au 
ours du typage de e une desétapes d'uni�
ation Mgu utilise une des deux règles Self, alors il y a unedef-dépendan
e.En e�et, si on est obligé d'identi�er self et sa représentation 
on
rète danss, e n'est plus typable dans un environnement où self est lié à un autre type.Par exemple, si on dé�nit l'espè
e suivante :spe
ies 
ounter =rep = int ;let in
 in self ! self = fun x ! x + 1 ;endin
 def-dépend du type support int : pour donner à in
 le type attendu,self ! self il faut savoir que le type self est, dans l'espè
e 
ounter, lié àintDe telles def-dépendan
es posent un nouveau problème. En e�et, ellespeuvent apparaître dans l'énon
é � 
'est à dire le type � d'un théorème oud'une propriété. Par exemple, on aurait pu vouloir ajouter à l'espè
e 
ounterun théorème qui montre que in
 renvoie un résultat stri
tement plus grandque l'élément de self passé en argument :theorem in
 spe
 : all x in self, self !in
(x) >= x + 1 proof : . . .L'énon
é de in
_spe
 a une def-dépendan
e vis-à-vis du type support. End'autres termes, il est impossible de 
onstruire une interfa
e 
orre
te de
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e 
ounter, puisqu'on ne peut pas abstraire le type support. Commeon veut que toute espè
e ait une interfa
e asso
iée (1.7.1), une telle dé�nitiondoit être rejetée.Pour 
ela, les règles de typage des propositions (�gure 3.3), n'utilisentpas dire
tement l'environnement � tel que dé�ni par l'espè
e, mais une res-tri
tion, �� = �[Bs(rep) ?℄qui abstrait une éventuelle dé�nition de rep. De 
ette manière une def-dépendan
e vis-à-vis de rep au niveau des propriétés sera rejetée 
ommemal typée. En e�et, les règles d'uni�
ation Self1 et Self2 ne pourront êtreappliquées dans l'environnement �� : on ne pourra pas 
onfondre le typesupport et sa représentation 
on
rète.Par ailleurs, la règle Expr transforme impli
itement toute expressionbooléenne trouvée dans un énon
é en une propriété. En�n, suivant l'isomor-phisme de Curry-Howard on étend Ts(x) aux méthodes introduites par les
hamps theorem et property 
omme étant l'énon
é de la méthode x dansl'espè
e s (le 
orps de la méthode étant ? dans le 
as de property et lapreuve dans le 
as de theorem)Fig. 3.3 � Règles de typage pour les énon
és[expr℄
;�� ` expr : bool
;� ` expr : prop [not℄
 ` p : prop
 ` not p : prop[and℄
 ` p1 : prop 
 ` p2 : prop
 ` p1 and p2 : prop [or℄
 ` p1 : prop 
 ` p2 : prop
 ` p1 or p2 : prop[imp℄
 ` p1 : prop 
 ` p2 : prop
 ` p1 ! p2 : prop [all℄
;� + x : � ` p : prop
;� ` all x in �; p : prop[ex℄
;� + x : � ` p : prop
;� ` ex x in �; p : prop3.9.5 Résolution de l'héritageContrairement à la notion de dépendan
e d'un 
hamp (def.26), la réso-lution de l'héritage ne peut pas s'étendre dire
tement. En e�et, il faut tenir
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ompte des def-dépendan
es, 
e qui revient à dire qu'une méthode qui étaitdé�nie dans une espè
e s1 peut redevenir abstraite dans une espè
e s qui hé-rite de s1. Pour 
ela, on va dé�nir ave
 Bs(x) une fon
tion auxiliaire, Is(x),qui rappelle l'origine de x dans l'espè
e s, et servira lorsqu'on devra fairedes e�a
ements. Comme dans les se
tions pré
édentes, on 
onsidérera uneespè
e s bien spé
i�ée et dé�nie par :spe
ies s inherits s1,. . .,shf = �1,. . .,�m endDé�nition 29 (Corps d'une méthode dans une espè
e) Soient s uneespè
e bien spé
i�ée, et x 2 N (s). Bs(x) et Is(x) sont dé�nis ré
ursivementde la manière suivante :� si 8h � hf ; x =2 D (sh) ^ 8i � m; x =2 D (�i) alors Bs(x) = ?.� si 9i � m; �i est let x = expr alors Bs(x) = expr, et Is(x) = hf + 1.� si 9i � m; �i est let re
 fx1 = expr1 : : : xl = expr lg, et xj = x alorsBs(x) = expr j et Is(x) = hf + 1� si 9i � m; �i est theorem x : :::proof alors Bs(x) = proof , et Is(x) =hf + 1� Sinon, soit h le plus grand index tel que x 2 D (norm(sh)) alorsBs(x) = Bsh(x), et Is(x) = hOn 
onserve la dé�nition de D (s) de la se
tion 3.2 (def.1).Nous pouvons également donné la dé�nition de la fon
tion x � s, quidonne l'origine de la dé�nition de x dans l'espè
e s :Dé�nition 30 (Origine d'une méthode) Soit s une espè
e dé�nie parspe
ies s inherits s1(l1),. . .,shf (lhf ) = �1. . .�mPour toute méthode x 2 D (s) dé�nie dans s, on dé�nit l'origine de x danss, notée x � s, de la manière suivante :x 2 D (�i)x � s = s 8i; x =2 D (�i) x � Is(x) = s0x � s = s0Is(x) étant l'espè
e d'où provient x parmi les espè
es sh dont s hérite dire
-tement (dé�nition def.29).Nous pouvons maintenant dé�nir les dépendan
es de x dans une espè
e s.Comme on l'a vu pré
édemment, il faut tenir 
ompte non seulement de Bs(x),
omme ave
 les 
hamps 
al
ulatoires, mais aussi des dépendan
es de Ts(x),
'est à dire des énon
és des propriétés. En e�et, un type pouvant maintenantêtre une proposition et 
ontenir des expressions, il est sus
eptible d'avoir desdépendan
es vis-à-vis des autres méthodes. Notons que 
ela ne s'appliquequ'aux de
l-dépendan
es, puisqu'il ne peut y avoir de def-dépendan
es dansles types.
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es dans une espè
e)Soient s une espè
e bien spé
i�ée et x 2 N (s). On dé�nit *x+s et **x++s de lamanière suivante :� Si x est une fon
tion (ou une signature de fon
tion), ses dépendan
essont 
al
ulées par la dé�nition 16.� Sinon, *x+s = *Bs(x)+ [ *Ts(x)+ et **x++s = **Bs(x)++Par ailleurs, Js est maintenant dé�nie 
omme la 
l�ture transitive desdef- et des de
l-dépendan
es :Dé�nition 32x1 Js x2 () 9fyigi=1:::n tel que y1 �s x1yn �s x28i < n yi+1 2 *yi+s [ **yi++sx1 <defs x2b=9fyigi=1:::n tel que y1 = x1; yn = x2;8i < n yi+1 2 **yi++ss est dite bien formée si 8x 2 N (s):x Js x.3.9.6 Def-dépendan
es et e�a
ementOn se donne maintenant deux nouvelles dé�nitions, permettant de forma-liser l'e�a
ement d'une dé�nition dans une espè
e. En parti
ulier, on noteraqu'on peut avoir à e�a
er plusieurs 
hamps les uns après les autres s'il y aune 
haîne de dépendan
e.Dé�nition 33 (E�a
ement d'une dé�nition)E (let x in � = e) = sig x in �E (theorem x : prop = demo) = property x : propE (let re
 x1 in �1 = e1 ::: and xn in �n = en) = sig x1 in �1; : : : ;sig xn in �nE (rep = �) = repE (m) = m sinonDé�nition 34 (E�a
ement dans un 
ontexte)Soit N une liste de noms de méthode. On dé�nit l'e�a
ement dans le 
ontextede N , EN (�), de la manière suivante.EN (;) = ;EN (m; l) = m; EN (l) si m est abstraitEN (m; l) = E (m) ; EN[N (m) (l) si **m++ \N 6= ;EN (m; l) = m; EN (l) si **m++ \N = ;
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onstru
tion, EN (�) transforme une vue d'une espè
e en une vuemoins dé�nie au sens de m. Cette propriété sera a�née lors de la dé�nitionde la tradu
tion en mixDRe
 (def.88), mais on peut d'ores et déjà en donnerune formulation au niveau des espè
es.Lemme 15 Soient s une espè
e en forme normale dont la liste de 
hampsest W , et fxigi=1::n un ensemble de noms de méthodes. On a les propriétéssuivantes : N (E fxi g (l)) = N (l)D �Efxi g (l)� � D (l)Preuve. Immédiat par indu
tion sur la longueur de l. �Une autre 
ara
téristique importante de E fxig (l) est qu'elle e�a
e e�e
-tivement les def-dépendan
es de l vis-à-vis des xi. Plus pré
isément, touteméthode x de l qui def-dépend d'un xi voit sa dé�nition e�a
ée par E fxig (l) :Lemme 16 (E�a
ement et def-dépendan
e) Soient W = �1; :::; �n uneliste de 
hamps et fxigi=1::n un ensemble de noms de méthodes véri�ant lespropriétés suivantes :1. 8i < j � n tel que i 6= j; N (�i) \N (�j) = ;2. fxig \ N (W ) = ;3. 8j � n; **�j++ � Sk<jN (�k) [ fxigAlors, 8x 2 D (l), tel que fxig \ **x++ 6= ;, x =2 D �E fxig (l)�Remarque 9. Les propriétés 1 et 3 de W sont véri�ées si on prend la listedes 
hamps d'une espè
e en forme normale.Preuve. Par ré
urren
e sur la position du 
hamp dé�nissant x dans W . SiW = �;W 1 , ave
 x 2 D (�), alors le resultat est immédiat. Sinon, il vientEfxig (W ) =  ; EA (W ), ave
 fxig � A, don
 A\**x++ 6= ; et on peut 
on
lurepar ré
urren
e. �En fait, 
e lemme peut être généralisé à la relation <t�dep. Cette relationpermet d'ailleurs de 
ara
tériser les méthodes qui seront e�a
ées, 
omme lemontrent les deux lemmes 
i-dessous.Lemme 17 Ave
 les notations du lemme 16, s'il existe i tel que xi <t�dep x,alors x =2 D �Efxig (W )�Preuve. D'après la dé�nition de <t�dep, 9y1; :::; ym véri�ant yj 2 **yj+1++,y1 = xi et ym = x. On pro
ède par ré
urren
e sur m.Si m = 2, on applique dire
tement le lemme 16.Sinon, soit � l'unique 
hamp de W tel que y2 2 D (�). On a W = W 1 ;�;W 2 .De plus, d'après nos hypothèses sur W , x 2 N (W 2) (puisqu'il def-dépend
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, E fxig (W ) = W 01; EA (�;W 2), ave
 y1 2 fxig � A. � est don
e�a
é, et on a : EA (�;W 2) = E (�) ; EA[N (�) (W 2 )Comme y2 2 N (�) et yn = x 2 N (W2), on peut appliquer l'hypothèse deré
urren
e sur la liste y2; :::; yn : x est e�a
é dans EA[N (�) (W 2). Comme parailleurs 
e nom n'apparaît pas dans W 1 , x est bien e�a
é dans Efxig (W ) �Lemme 18 Ave
 les notations du lemme 16, si x 2 D (W ) et 8i; xi 6<t�dep x,alors x 2 D �E fxig (W )�Preuve. Par indu
tion sur la taille de W : s'il n'y a au
un 
hamp, l'énon
édevient trivial. Sinon, soit x 2 D (W ), véri�ant les hypothèses de l'énon
é.On pose W = �;W 1 et on distingue les 
as suivants :� x 2 D (�). Comme par hypothèse x ne def-dépend pas des xi, il vientE fxig (W ) = �; E fxig (W 1) par dé�nition de l'e�a
ement, et x restedé�ni après e�a
ement.� fxig \ **N (�)++ = ; : E fxig (W ) = �; E fxig (W 1 ), et on 
on
lut parré
urren
e sur W 1 .� fxig \ **N (�)++ 6= ;. Alors 8y 2 N (�); y 6<t�dep x (sinon on auraitxi <t�dep x). De plus, on a Efxig (W ) = E (�) ; E fxig[N (�) (W 1 ), et onpeut appliquer l'hypothèse de ré
urren
e sur fxig [N (�) et W 1 .�3.9.7 Mise en forme normaleIl est toujours possible de retrouver une espè
e ~s en forme normale àpartir d'une espè
e s bien formée et bien typée telle que ~s et s introduisentles même noms. Toutefois, on ne peut plus garantir que toutes les dé�nitionsde s sont 
onservées dans ~s à 
ause des def-dépendan
es et des e�a
ementsde dé�nitions qu'elles induisent. On 
her
he à minimiser le nombre de 
ese�a
ements, puisque 
haque preuve e�a
ée devra être refaite dans la suite dugraphe d'héritage. Les deux prin
ipaux résultats de 
ette se
tion montrentqu'il est possible de trouver une espè
e en forme normale dont les dé�nitionsD (~s) sont un sous-ensemble des dé�nitions de s, D (s) d'une part, et d'autrepart que D (~s) est maximal au sens de l'in
lusion ensembliste, 
'est à direqu'on n'a pas pro
édé à un e�a
ement �inutile�.Pour pouvoir donner un énon
é pré
is du théorème, il reste à introduireune dé�nition te
hnique, 
hanged (y; x). Il s'agit d'un prédi
at qui est vrai siet seulement si la dé�nition de y a 
hangé depuis la dernière dé�nition de x(en suivant l'ordre de la 
lause inherits).Dé�nition 35 
hanged (y; x) est une relation sur N (s), s étant une espè
edé�nie par defspe
.
hanged(y; x) () �9j > Is(x); y 2 D (sj) ^ Bsj (y) 6= BsIs(x)(y)�_ (9k; y 2 D (�k) ^ Is(x) 6= n+ 1)



3.9. AJOUTER LES PREUVES ET LES PROPRIÉTÉS 57Par ailleurs, = est étendue à la fusion des 
hamps property et theorem.Dans le 
as d'une espè
e bien typée, 
es derniers ne peuvent être fusionnésave
 des 
hamps 
al
ulatoires, 
e qui rend l'extension relativement simple :Dé�nition 36 (Fusion des théorèmes et des propriétés)property x = p = property x = p = property x = pproperty x = p = theorem x = pproof :prf = theorem x = pproof :prftheorem x = pproof :prf = property x = p = theorem x = pproof :prftheorem x = pproof :prf 1 = theorem x = pproof :prf 2 = theorem x = pproof :prf 2Dans tous les autres 
as, la fusion é
houe.Remarque 10. Les propriétés de préservation des noms (lemme 6) et deliaison retardée (lemme 7) sont trivialement 
onservées par 
ette extension.Pour 
onstruire nfs, on reprend le même algorithme qu'à la se
tion pré-
édente, mais en 
as de 
on�it entre deux 
hamps, il faut prendre en 
ompteles def-dépendan
es et faire les e�a
ements 
orrespondants. A�n que 
elasoit 
orre
t, il faut en outre ra�ner la 
onstru
tion de la liste de 
hampsW 1 , pour éviter d'e�a
er des dé�nitions provenant du 
orps de s lui-même.En e�et, si on 
onsidère l'exemple suivant :spe
ies a inherits basi
 obje
t =sig eq in self�>self�>bool ;let id(x in self) = x ;theorem foo = all x in self, self !eq(x,self !id(x))proof : def : id ;(* preuve utilisant la définition a
tuelle de id *) ;endspe
ies b inherits a =rep = int ;proof of foo : def : id ;(* preuve utilisant la nouvelle définition de id,donnée en dessous *) ;let id(x in self)=int plus(x,1) ;endLorsqu'on 
onstruit la forme normale de b, si on analyse la redé�nition de fooavant 
elle de id, on va être 
onduit à e�a
er la nouvelle preuve, 
e qui estmanifestement faux. Au 
ontraire, si on analyse id avant foo, on va d'aborde�a
er l'an
ienne preuve, qui def-dépend de la dé�nition de id dans a, avantde la rempla
er quelques étapes plus loin par la nouvelle. La position des
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hamps dans le 
orps de l'espè
e est don
 important, et on va réordonnerles �i pour éviter de se trouver dans le 
as de l'exemple 
i-dessus. Soienti1; : : : ; in une permutation de 1 : : : n telle que 8j < k; N (�ij ) \ **�ik++ = ;.Par dé�nition de la bonne formation, une telle permutation existe. Sinon
omme 8x 2 N (�j); **x++s = **�j++, il y aurait un 
y
le de dépendan
e danss. On 
onstruit alors W 1 à l'aide de 
ette permutation :W 1 = norm(s1)� : : :�norm(spf )�[defi1 : : : defin ℄Une fois W 1 formée de 
ette manière, on peut 
onstruire W 2 de la mêmemanière qu'auparavant, à 
ondition de tenir 
ompte des e�a
ements en 
as de
on�it. Dans 
e 
as là, ave
 i0 le plus petit index véri�ant N (�)\N ( i0 ) 6= ;,on e�e
tue les opérations suivantes :W 1  ((�=  i0);X)W 2  [ 1; :::; i0�1℄�EN ( i0 ) ( i0+1 : : :  m)Comme la seule di�éren
e par rapport à la version pré
édente de l'algo-rithme réside dans l'e�a
ement éventuel de dé�nitions, la propriété d'uni
itédes noms (lemme 9) se retrouve immédiatement. De même, on a toujoursN (nfs) = N (s), ave
 le lemme 15. Il reste à prouver qu'on n'e�a
e pastrop de preuves. Avant 
ela, il 
onvient de montrer que W 2 véri�e bien les
onditions du lemme 16, a�n de pouvoir appliquer les lemmes 16, 17 et 18.Lemme 19 Soit W 2 =  1; :::;  n. 8i � n; ** i++ � Sj<iN ( j)Preuve. On montre 
ette propriété par ré
urren
e sur le nombre d'étapesde l'algorithme. Au départ, W 2 est vide, et la propriété est triviale. Sinon,en posant W 1 = �;X on distingue les deux 
as suivants :� si N (�)\N (W 2) = ;, on ajoute � à la �n de W 2 . Comme W 1 est for-mée par les formes normales des espè
es héritées, et qu'on a réordonnéles 
hamps du 
orps de s, les 
hamps dé�nissant les méthodes dont �def-dépend sont présents dans W 2 . De plus, les noms introduits par �sont de deux sortes :� des noms nouveaux n'ayant jamais été introduits par un 
hamp deW 2 . Là en
ore 
omme les 
hamps sont analysés suivant l'ordre desdef-dépendan
es, au
un 
hamp de W 2 ne peut en def-dépendre.� des noms de 
hamps ayant été fusionnés : lorsqu'on fusionne un
hamp  de W 2 , on e�a
e toutes les dé�nitions qui def-dépendentde N ( ). Il n'y a don
 pas non plus de def-dépendan
e vis-à-vis de
es noms dans W 2 .� sinon, on enlève  i0 de W 2 , et on e�a
e les dé�nitions des 
hampssuivants de W 2 qui def-dépendent de N ( i0). D'après l'hypothèse deré
urren
e, on peut appliquer le lemme 17. Il n'y a don
 plus de def-dépendan
e vis-à-vis de N ( i0). Comme les autres 
hamps ne sont pasmodi�és, la propriété est préservée.



3.9. AJOUTER LES PREUVES ET LES PROPRIÉTÉS 59�Théoreme 4 (préservation des dé�nitions)D (nfs) � D (s)8x 2 D (nfs) ;Bs(x) = Bnfs(x)8x 2 D (s) nD (nfs) ;9y 2 **x++s tel que y =2 D (nfs) _ 
hanged (y; x)Preuve. Le lemme 15 et le théorème 1 nous permettent de 
on
lure im-médiatement que D (nfs) � D (s) (sans les e�a
ements, on aurait l'égalité
omme dans les se
tions pré
édentes)Par ailleurs, 
omme la propriété 7 est toujours valable, on a :8x 2 D (nfs) ;Bs(x) = Bnfs(x)En e�et, l'algorithme séle
tionne toujours la dernière dé�nition de x s'il n'apas besoin de l'e�a
er. Il reste don
 à montrer que les e�a
ements se fontbien dans les 
onditions dé
rites par l'énon
é.Supposons qu'il existe x 2 D (s) nD (nfs). Si 9�i tel que x 2 D (�i), alors9�j tel que y 2 D (�j) tel que x <defs y et �i est analysé avant �j . Sinon,x serait dé�ni dans nfs . Comme on a réordonné la liste des �i lors de la
onstru
tion de W 1 , 
e 
as ne peut pas se produire.Don
, la dé�nition de x a été héritée d'une espè
e parent sh. Supposonsque 8y; tel que y <defs x;:
hanged (y; x). Alors, d'après le lemme 18, x n'estpas a�e
té par les e�a
ements ayant lieu après sh. Comme de plus on utilisela forme normale des espè
es parents, une redé�nition d'un tel y au niveaude sh aurait lieu avant le traitement de x, et x serait don
 bien dé�ni dansnfs. Don
, 9y; y <defs x ^ 
hanged(y; x). �De plus, nfs est bien formée. En e�et, les lemmes 10, 2 et 12 s'étendenttrivialement aux propriétés et aux théorèmes, la fusion de 
hamps non 
al-
ulatoires ne mettant en jeu qu'un nom de méthode à la fois. On peut don

on
lure de la même manière que dans la se
tion pré
édente :Théoreme 5 (Forme normale d'une espè
e) Soit s une espè
e bien for-mée et bien typée dé�nie par defspe
. Il existe une espè
e ~s en forme normaleet véri�ant les propriétés suivantes :� noms : N (nfs) = N (s) et D (nfs) � D (s)� dé�nitions : 8x 2 D (nfs) ;Bs(x) = Bnfs(x)� 8x 2 D (s) nD (nfs) ;9y 2 **x++s tel que(y =2 D (nfs)) ou (y 2 D (nfs) ^ 
hanged(y; x)).
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Chapitre 4Compilation vers O
aml : des
lasses et des objetsLe développement initial de Fo
 [BHMR98, BHR00, Bou00℄ a été fait enO
aml [LDG+02℄. O
aml est un langage fon
tionnel, développé à l'INRIA,qui dispose d'un 
ertain nombre de 
onstru
tions fa
ilitant la des
ription desespè
es et des 
olle
tions de Fo
. Par ailleurs, le langage de base de Fo
reprend les traits fon
tionnels de O
aml. Outre 
ette parenté, les prin
ipauxavantages du 
hoix d'O
aml 
omme langage-
ible de la partie 
al
ulatoirede Fo
 sont les suivants :� la sémantique de O
aml repose sur des bases solides et bien étudiées,y 
ompris en 
e qui 
on
erne les traits objets (voir 
i-dessous).� les traits orienté-objet et le système de modules permettent d'exprimerles prin
ipales 
onstru
tions de Fo
 tout en garantissant une 
ertainevalidation du 
ode généré par fo

 grâ
e aux analyses du 
ompilateurO
aml (voir le 
hapitre 5).� O
aml dispose d'un garbage 
olle
tor très e�
a
e, permettant de gérerla mémoire de façon automatique, 
e qui est quasiment indispensabledès qu'on fait tourner les algorithmes de 
al
ul formel sur des donnéesde taille 
onséquente.� en�n, le 
ompilateur O
aml est 
apable de générer du 
ode ma
hinetrès performant pour une grande variété d'ar
hite
tures matérielles.4.1 Des
ription d'O
amlLe but de 
ette se
tion n'est pas de faire une des
ription 
omplète du lan-gage O
aml mais d'introduire les deux 
onstru
tions les plus importantesdu point de vue de Fo
, qui sont les 
lasses et les modules. En parti
u-lier, on ne dé
rira pas le langage de base des expressions de O
aml (à desdi�éren
es syntaxiques près, les expressions de Fo
 sont in
luses dans 
elangage). 61



62 CHAPITRE 4. DE FOC À OCAML I4.1.1 Modules et abstra
tionUn module est un moyen de rassembler di�érentes dé�nitions de fon
-tions et/ou de types au sein d'un même blo
 de programmation. Il est parailleurs possible d'abstraire une 
omposante de type d'un module ou de 
a-
her 
ertaines fon
tions, qui ne seront alors plus visibles de l'extérieur. Parexemple, on peut dé�nir un module qui e�e
tuera les opérations de base surdes entiers modulo 7, tout en masquant aux fon
tions extérieures au modulela représentation 
on
rète des entités manipulées :module Entiers mod 7 :sigtype tval zero : tval un : tval opp : t ! tval plus : t ! t ! tval mult : t ! t ! tval of t : t ! intend=stru
ttype t = intlet zero = 0let un = 1let opp x = if x = 0 then 0 else 7 � xlet plus x y = (x + y) mod 7let mult x y = (x * y) mod 7let of t x = xendLa première partie de la dé�nition, introduite par sig est la signature dumodule : 
e sont les seules informations qui seront visibles à l'extérieur dumodule. I
i, Entiers_mod_7 dé�nit un type abstrait t, deux 
onstantes de
e type, des opérations sur t, et une fon
tion permettant de retrouver unentier à partir d'un élément de type Entiers_mod_7.t.À partir du mot-
lé stru
t, on passe à l'implantation du module propre-ment dite : on dé�nit les fon
tions exigées par la signature. O
aml va alorsvéri�er que la signature et l'implantation sont 
ohérentes, 
'est à dire :� les 
hamps mentionnés dans la signature doivent être présents dansl'implantation (il peut y avoir plus de 
hamps dans l'implantation,mais 
eux qui n'apparaissent pas dans l'interfa
e seront ina

essiblesde l'extérieur).� les types inférés pour les dé�nitions de l'implantation doivent être 
om-patibles ave
 
eux qui sont dé
larés dans la signature. Comme pour



4.1. DESCRIPTION D'OCAML 63les règles Self de Fo
 (27), on peut utiliser les dé�nitions de typesde l'implantation pour uni�er le type inféré et le type dé
laré. Parexemple, of_t a 
omme type �! �, qui peut être instantié en t! intpuisque à l'intérieur de l'implantation t = int.Pour en terminer ave
 
et exemple, on peut revenir un instant sur 
ettefon
tion of_t. Elle n'a en e�et pas un intérêt 
al
ulatoire évident, mais esten revan
he indispensable d'un point de vue pratique : sans elle, il seraittoujours possible de faire toutes les opérations qu'on veut sur des entiersmodulo 7, mais il serait impossible d'en voir le résultat. Par exemple, si onessaie d'évaluer zero :# let x = Entiers mod 7.zero ; ;val x : Entiers mod 7.t = <abstr>on obtient bien un élément du type attendu ( Entiers mod 7.t), mais lavaleur exa
t de 
et élément n'est pas dire
tement a

essible, 
e que O
amlsignale par <abstr>. of_t permet de trouver le résultat attendu# let y = Entiers mod 7.of t x ; ;val y : int = 0Plus généralement, l'utilisation de types abstraits suppose qu'on se donnedes fon
tions permettant d'a

éder à une représentation des objets de 
e typeet, à l'inverse, de 
réer des objets de 
e type. On retrouve 
ette appro
he enFo
 ave
 les fon
tion print et parse de l'espè
e de base basi
_obje
t dela librairie, que l'utilisateur peut redé�nir lorsqu'il dé
rit une espè
e dont letype support est 
onnu.4.1.2 La 
omposante objet d'O
amlParallèlement aux modules, O
aml dispose de traits objets et permetde dé�nir une hiérar
hie de 
lasses, ainsi que de 
réer des instan
es des
lasses dont toutes les méthodes sont dé�nies. Une 
lasse se 
ompose essen-tiellement de deux 
hoses. D'une part, on trouve les variables d'instan
e, quine peuvent faire référen
e à la 
lasse proprement dite et ne sont pas a

es-sible en dehors de 
ette dernière. D'autre part, on dispose de méthodes, quipeuvent être virtuelles (abstraites) ou posséder une dé�nition. Par ailleurs,les 
lasses peuvent posséder des paramètres de types auxquels les méthodesfont référen
e. Ainsi, on peut dé�nir une 
lasse représentant les fon
tions deO
aml :
lass ['a,'b℄ fun
 (f :'a ! 'b)=obje
t(self)val my f = fmethod app x =print endline "
omputing f. . ." ;my f x ;end



64 CHAPITRE 4. DE FOC À OCAML ICette 
lasse a deux paramètres de type, 'a et 'b. De plus, elle est abstraitepar rapport à une fon
tion f de type 'a ! 'b. Cette abstra
tion sert àdonner la valeur de la variable d'instan
e my f. En�n, on dé�nit une méthodeapp, qui 
onsiste à appeler my f (don
 f), après avoir a�
hé un message.À partir de fun
, on peut dé�nir une 
lasse 
orrespondant au 
as où 'aet 'b sont égaux :
lass ['
℄ endo (f1 :'
 ! '
) =obje
t(self)inherit ['
,'
℄ fun
 f1method iter n =if n <= 0 then fun x ! xelse fun x ! self#app (self#iter (n�1) x)endCette 
lasse n'a plus qu'un paramètre de type. Elle hérite de fun
, dont oninstantie les paramètres de type, et qu'on applique à f1. De plus, on peutdé�nir la méthode iter, qui 
onsiste à appliquer n fois la méthode app del'objet 
ourant, représenté par self1.Nous dé�nissons maintenant une 
lass virtuelle : 
ette 
lasse 
ontientune méthode dé
larée (dont on 
onnaît seulement le type), et on ne peutdon
 dé�nir d'objet appartenant à 
ette 
lasse : il faut au 
ours de l'héritagedé�nir la méthode virtuelle.
lass virtual ['a℄ ens non vide =obje
tmethod virtual element : 'aendÀ l'aide de 
ette 
lasse, on peut dé�nir la 
lasse des fon
tions dont le 
odo-maine est non vide.
lass ['a,'b,'
l℄ fun
 non vide (f : 'a ! 'b)(e :'
l) =obje
t(self)inherit ['a,'b℄fun
 f
onstraint '
l= 'a #ens non videmethod image element = self#app(e#element)endLe deuxième argument de la 
lasse, e, a le type '
l, qui porte une 
ontrainte :
e doit être au moins une implantation de ens non vide, 
'est à dire un objet
omportant la méthode element. Cette 
ontrainte est né
essaire pour que le
orps de la méthode image element soit bien typé.1Contrairement à Fo
, self n'est pas un mot 
lé, mais une variable. Son nom est 
hoisidans la 
lause obje
t de la 
lasse.



4.2. PRÉSENTATION DE LA TRADUCTION 65En�n, on peut donner un exemple d'héritage multiple, ave
 la 
lasse desfon
tions opérant sur un ensemble non vide.
lass['a,'
l1℄endo non vide (f :'a ! 'a) (e :'
l1)=obje
t(self)inherit ['a℄endo finherit ['a,'a,'
l℄fun
 non vide f e
onstraint '
l1 = 'a #ens non videmethod nieme image n = self#iter n e#elementmethod image element = self#nieme image 1endCette 
lasse hérite à la fois de endo et fun
 non vide. Dans 
e dernier 
as,il faut instantier le troisième paramètre de type par un type répondant à la
ontrainte. C'est le 
as i
i, puisque '
l1 lui-même porte la même 
ontrainte.Notons en�n, qu'à 
haque 
lasse 
orrespond un type de 
lasse, inférerpar O
aml, qui reprend la liste des méthodes de la 
lasse ave
 leur type(mais pas leur éventuelle dé�nition). Il est aussi possible de dé�nir des typesde 
lasse indépendamment d'une 
lasse. Ainsi, on aurait pu représenter lesensembles non vide par un type de 
lasse, de la manière suivante :
lass type ['a℄ ens non vide =obje
tmethod element : 'aendUn type de 
lasse peut hériter d'autres type de 
lasses, et dé
larer des mé-thodes virtuelles.4.2 Des
ription informelle de la tradu
tion de Fo
en O
amlComme on a sans doute pu le 
onstater ave
 la se
tion pré
édente, les
lasses de O
aml permettent une représentation relativement simple, dumoins au premier abord, des espè
es de Fo
. Chaque espè
e sera représen-tée par une 
lasse, l'héritage entre espè
es est représenté dire
tement parl'héritage entre 
lasses et les paramètres des espè
es deviennent des para-mètres de 
lasse.Par ailleurs, le type support devient un paramètre de type, qu'il soitabstrait ou 
on
ret. Dans 
e dernier 
as, une 
ontrainte de type le liera à sareprésentation 
on
rète, mais le fait de le présenter expli
itement 
omme unparamètre en permettra l'abstra
tion lors de la 
réation des 
olle
tions. Demême, les paramètres de 
olle
tion engendrent 
ha
un deux paramètres detype : un pour leur type support (toujours abstrait par dé�nition) et un pour



66 CHAPITRE 4. DE FOC À OCAML Ila 
lasse à laquelle ils appartiennent. Une 
ontrainte de type supplémentairelie les deux et signale à O
aml l'interfa
e minimale que le paramètre doitsupporter.En�n, les 
olle
tions sont représentées par des objets, 
'est à dire par desinstan
es de la 
lasse représentant l'espè
e dont elles sont issues. A�n d'ob-tenir l'abstra
tion du type support, l'objet en question est en
apsulé dans unmodule, qui 
omporte essentiellement deux 
hamps, un type abstrait t et unobjet de 
lasse [t ℄ espe
e implantee. L'idée que 
e sont les 
olle
tions quisont des objets et non pas les entités qui forment 
es 
olle
tions est un deséléments majeurs de la représentation des stru
tures Fo
 en O
aml (voiren parti
ulier [BHR00℄ et [Bou00℄). De 
e fait, les objets que l'on obtient seprésentent 
omme des listes de fon
tions qu'on peut appliquer aux élémentsdu type support. Cette vision permet de s'a�ran
hir des problèmes liés auxméthodes binaires dans les appro
hes orientées objet 
lassiques, et rappro
heFo
 des mixins (
onstru
tions mêlant modules et héritage).4.2.1 Les espè
es vues 
omme des 
lassesNous allons maintenant examiner plus en détail la tradu
tion d'une es-pè
e s de Fo
 bien formée et bien typée en une 
lasse de O
aml. Pour 
ela,nous 
onsidérerons 
omme dans le 
hapitre pré
édent la dé�nition suivante :spe
ies s inherits s1,. . .,sn = �1 . . . �m endCha
une des espè
es parents si est re�étée par une dé
laration inheriten O
aml 
omme en Fo
. De 
ette manière, 
omme Fo
 et O
aml par-tagent la même 
onvention sur l'héritage multiple (on séle
tionne toujours ladernière méthode dans l'ordre de l'héritage), on peut se reposer entièrementsur les mé
anismes de O
aml pour la résolution de l'héritage. Ainsi, seulesles méthodes des 
hamps �i doivent être traduites dans le 
orps de la 
lasses. Une signature sera représentée par une méthode virtuelle, et une dé�nitionpar une méthode �normale�. Comme les méthodes O
aml peuvent s'appelerlibrement les unes les autres, il n'y a pas lieu i
i de faire la distin
tion entreles méthodes ré
ursives et les autres. De plus, les propriétés et les théorèmesne sont pas 
onservés : 
es 
hamps ne sont présents que dans la tradu
tionvers Coq que nous verrons dans le 
hapitre suivant.Par ailleurs, la tradu
tion des expressions de Fo
 se fait dire
tementen O
aml, à quelques variantes syntaxiques près (par exemple, l'appel deméthode est noté par un # et non un !). En revan
he, les types ne peuventêtre repris tels quels. Le type support de l'espè
e est une variable 't, de mêmeque le type support de 
haque paramètre de 
olle
tion. Les paramètres eux-mêmes sont donnés 
omme paramètres de la 
lasse, 
omme nous le verronsplus loin (4.3.2).



4.2. PRÉSENTATION DE LA TRADUCTION 674.2.2 Un exemple de tradu
tionA�n d'examiner plus en détail la tradu
tion, on peut reprendre l'exemplede la hiérar
hie donnée en introdu
tion (se
tion 2.2) et voir 
omment elle estreprésentée en O
aml.Tout d'abord, on dé�nit l'interfa
e 
orrespondant à setoide, 
'est à direpour O
aml un type de 
lasse :
lass type virtual [ 't℄setoidetype=obje
t('self)inherit [ 't ℄basi
 obje
ttypemethod different : ('t)! ('t)! boolmethod virtual element : 'tmethod virtual egal : ('t)! ('t)! boolend ; ;Comme on l'a déjà dit, le type support de setoide devient une variablede type 't, tandis qu'on trouve dans le 
orps de la 
lasse la 
lause inheritqui permet d'importer les méthodes de basi
_obje
t. setoide introduittrois méthodes supplémentaires. Deux d'entre elles, element et egal, quine sont que dé
larées dans l'espè
e. En O
aml, elles sont marquées 
ommevirtuelles. De 
e fait, 
omme setoidtype 
ontient des méthodes virtuelles,la 
lasse entière est marquée virtual.Après la dé�nition de l'interfa
e, on trouve la tradu
tion de l'espè
e pro-prement dite, 
'est à dire une 
lasse à part entière.
lass virtual [ 't ℄setoide =obje
t(sobj :'self)inherit [ 't ℄basi
 obje
tmethod virtual egal : ('t)! ('t)! boolmethod virtual element : 'tmethod different : ('t)! ('t)! bool=fun (x : 't)! fun (y : 't)!not b (sobj#egal x y)end ; ;Cette fois-
i, on donne la dé�nition de la méthode different, telle qu'ellea été fournie en Fo
. Bien que 
ela ne soit pas obligatoire pour la bonnedé�nition de la 
lasse (O
aml pourrait très bien l'inférer), on donne éga-lement expli
itement le type que doit avoir different, a�n de garantir la
orrespondan
e entre setoide et setoidetype.Une fois la tradu
tion de l'espè
e setoide e�e
tuée, on trouve 
elle demonoide, qui reprend exa
tement le même prin
ipe (on ne montre que la
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lasse 
orrespondante, le type de 
lasse étant trivial à inférer).
lass virtual [ 't ℄monoide=obje
t(sobj :'self)inherit [ 't ℄setoidemethod virtual multiplie : ('t)! ('t)! 'tmethod virtual un : 'tmethod element : 't= sobj#multiplie sobj#un sobj#unend ; ;L'introdu
tion du produit 
artésien de deux setoides permet de voir letraitement réservé aux espè
es paramétrées. Commençons par l'interfa
e :
lass type [ 't, 'a, 'spe
 a , 'b, 'spe
 b ℄setoide produittype=obje
t('self)
onstraint 'spe
 a= ( 'a)#setoidetype
onstraint 'spe
 b= ( 'b)#setoidetypeinherit [ 't ℄setoidetypemethod print : ('t)! stringmethod element : 'tmethod 
reer : ('a)! ('b)! 'tmethod egal : ('t)! ('t)! boolend ; ;Comme toutes les méthodes de setoide_produit sont dé�nies, le type de
lasse (et la 
lasse 
orrespondante 
omme nous le verrons juste au-dessous)n'est plus virtuelle : on peut 
réer des instan
es de 
ette 
lasse, 
'est à dire des
olle
tions. Par ailleurs, on peut noter la présen
e de 4 nouvelles variables detype, soit 2 par paramètre de 
olle
tion dans l'espè
e. De plus, deux 
lauses
onstraint spé
i�ent que 'spe
_a doit être au moins un setoide (
'est àdire une 
lasse présentant les méthodes de setoidetype et éventuellementd'autres) de type support 'a. Au niveau du type de la 
lasse, 
e sont les deuxseuls points qui distinguent une espè
e paramétrée d'une espè
e atomique. La
lasse 
orrespondante est par 
ontre un peu di�érente de 
elle d'une espè
eparamétrée
lass [ 't, 'a, 'spe
 a , 'b, 'spe
 b ℄setoide produit(( p a, p b) :('spe
 a)*('spe
 b))=obje
t(sobj :'self)
onstraint 'spe
 a= ( 'a)#setoidetype
onstraint 'spe
 b= ( 'b)#setoidetype
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onstraint 't = ('a)*('b)inherit [ 't ℄setoidemethod egal : ('t)! ('t)! bool=fun (x : 't)! fun (y : 't)!and b( p a#egal (first x) (first y))( p b#egal (s
nd x) (s
nd y))method 
reer : ('a)! ('b)! 't=fun (x : 'a)! fun (y : 'b)! 
rp x ymethod element : 't=sobj#
reer p a#element p b#elementmethod print : ('t)! string= fun (x : 't)!s
 "(" (s
 ( p a#print (first x))(s
 "," (s
 ( p b#print (s
nd x)) ")")))end ; ;En premier lieu, on remarque la présen
e de deux paramètres pour la
lasses, de type 'spe
_a et 'spe
_b. Comme on utilise des méthodes de
es paramètres (dans le 
orps de egal par exemple), les 
ontraintes de typessont importantes : il faut indiquer quelles sont les méthodes qu'on s'autorise àappeler sur __p_a et __p_b. Là en
ore, on pourrait laisser O
aml inférer 
es
ontraintes, mais les mettre expli
itement o�re une garantie supplémentairesur la 
orre
tion de l'analyse d'un programme Fo
 par fo

.Par ailleurs, une troisième 
ontrainte de type intervient. Elle est liée aufait que le type support est dé�ni dans l'espè
e setoide_produit. 't nepeut don
 pas avoir une forme quel
onque, mais doit être un produit. Cette
ontrainte aussi pourrait être inférée par O
aml. En e�et, la dé�nition deegal impose que ses arguments, de type 'self d'après la dé
laration héri-tée de setoide, aient le type 'a * 'b : l'emploi de first et s
nd impliqueun produit, et l'appel à p a#egal et p b#egal impose que la première
omposante (respe
tivement la deuxième) soit le type support de p a (res-pe
tivement p b). Comme on le verra plus loin, le fait que 
ette 
ontrainten'apparaisse pas dans le type de 
lasse 
orrespondant re�ète l'idée qu'il n'ya que des de
l-dépendan
es au niveau des types de méthodes. De plus, 
'est
ette absen
e de 
ontrainte qui autorise l'abstra
tion de type lors de la 
réa-tion des 
olle
tions (
f 4.3.7).Passons maintenant à la dé�nition du produit de deux monoïdes. Deuxpoints sont importants i
i : l'héritage multiple et l'héritage entre espè
esparamétrées. Là en
ore, on ne montre que la 
lasse, les di�éren
es ave
 le



70 CHAPITRE 4. DE FOC À OCAML Itype de 
lasse 
orrespondant étant les mêmes que pour le produit de setoïde.
lass [ 't, 'a, 'spe
 a , 'b, 'spe
 b ℄monoide produit (( p a, p b) :('spe
 a*'spe
 b))=obje
t(sobj :'self)
onstraint 'spe
 a= ( 'a)#monoidetype
onstraint 'spe
 b= ( 'b)#monoidetype
onstraint 't = 'a*'binherit [ 't ℄monoideinherit [ 't , 'a, 'spe
 a, 'b, 'spe
 b℄setoide produit( p a , p b)method un : 't= sobj#
reer p a#un p b#unmethod multiplie : ('t)! ('t)! 't=fun (x : 't)! fun (y : 't)!
rp ( p a#multiplie (first x) (first y))( p b#multiplie (s
nd x) (s
nd y))end ; ;L'héritage multiple se traduit par deux 
lauses inherit dans le 
orps del'objet, ave
 bien sûr le même type support ('t) en paramètre dans les deux
as. De plus, 
omme setoide_produit impose des 
ontraintes de types à 'aet 'spe
_a, il faut que 
elles-
i soient respe
tées par les mêmes paramètresde monoide_produit. C'est le 
as puisque tout monoide est aussi un se-toide : la 
lause 'spe
_a= ( 'a)#monoidetype implique que l'instantiationdes paramètres dans l'héritage est 
orre
t.Maintenant que nous avons toutes nos espè
es, nous pouvons nous inté-resser à la 
réation des 
olle
tions. Dans le premier 
as, entiers doit en
oredé�nir des méthodes par rapport à l'espè
e monoide : on 
rée une 
lasseauxiliaire qui 
ontient 
es dé�nitions (et le type de 
lasse 
orrespondant,non représenté i
i).
lass [ 't ℄entiers =obje
t(sobj :'self)
onstraint 't = intinherit [ 't ℄monoidemethod un : 't= (1)method multiplie : ('t)! ('t)! 't= int multmethod egal : ('t)! ('t)! bool= base eqmethod print : ('t)! string= string of intmethod parse : (string)! 't= int of stringend ; ;



4.2. PRÉSENTATION DE LA TRADUCTION 71Ensuite, on passe à la 
réation de la 
olle
tion proprement dite. Ainsiqu'on l'a dit, elle est en
apsulée dans un modulemodule Entiers :sigtype repand stype= rep monoidetypeval obj : stypeend=stru
ttype rep = intand stype= rep monoidetypelet obj = (new entiers :>stype)endCe module a trois 
omposantes :1. le type rep, type support de la 
olle
tion, qui est abstrait.2. le type stype qui est le type de l'objet représentant la 
olle
tion, soiten termes Fo
 l'interfa
e que 
ette 
olle
tion implante. On peut re-marquer qu'il s'agit bien d'un monoide et pas d'un entiers.3. l'objet lui même, 
onverti en un objet de type stype, a�n de réalisere�e
tivement l'abstra
tion de type. On peut dès lors appeler toutes lesméthodes de monoidetype sur obj.Il 
onvient de remarquer que l'abstra
tion de rep n'est possible que par
eque la variable de type 't est présente dans toutes les 
lasses, y 
omprisquand le type support est parfaitement dé�ni (dans entiers). Si dans 
ettedernière 
lasse on utilisait dire
tement int à la pla
e de 't, il serait impos-sible de réaliser l'abstra
tion par rapport à 't. De plus, les 
ontraintes liantle type support à sa représentation 
on
rète ne doivent e�e
tivement pasapparaître dans les types de 
lasses. En e�et dans la signature du module,rep est abstrait. Il est impossible de savoir s'il véri�e 
es 
ontraintes ou non.Par ailleurs, le type stype n'est pas abstrait : 
'est 
e type qui nousrenseigne sur les méthodes de Entiers.obj, 
'est à dire qui nous permetd'appeler sur l'objet en question toutes les méthodes de monoidetype.En�n, le module Entiers2, qui représente l'implantation d'une espè
e



72 CHAPITRE 4. DE FOC À OCAML Iparamétrée, est dé�ni de la manière suivante :module type Entiers 2 :sigtype a t =Entiers.repand aspe
 = Entiers.stypeand b t =Entiers.repand bspe
 = Entiers.stypeand repand stype= (rep , a t, aspe
 , b t, bspe
 )monoide produittypeval obj : stypeend=stru
ttype a t =Entiers.repand aspe
 = Entiers.stypeand b t =Entiers.repand bspe
 = Entiers.stypeand rep = (a t*b t)and stype= (rep , a t, aspe
 , b t, bspe
 )monoide produittypelet obj =(new monoide produit(Entiers.obj,Entiers.obj) :>stype)endSi les trois derniers 
hamps sont à peu près identiques à 
eux de Entiers,à l'ex
eption du fait qu'il faut bien sûr fournir plus de paramètres de typesdans la dé�nition de stype, on peut noter la présen
e de plusieurs autres
hamps de type, 
orrespondant à l'instantiation des deux paramètres a et bde monoide_produit. Plus pré
isément, on dé�nit deux 
hamps de type parparamètre : un pour le type support et un pour le type de 
lasse représen-tant le paramètre. I
i, le type support a_t doit rester 
on
ret si on veut queEntiers_2 puisse 
ommuniquer ave
 Entiers : si 
e type était abstrait, il se-rait impossible d'utiliser 
reer, qui prendrait en argument des éléments d'untype abstrait, pour lequel on ne dispose d'au
un 
onstru
teur. Il s'agit don
de partager des 
ontraintes de types, 
omme ave
 la 
onstru
tion O
amlwith type a t = Entiers.repprésente en parti
ulier lors qu'on utilise des fon
teurs, a�n de partager desinformations de types entre l'argument du fon
teur et le module résultat.



4.3. FORMALISATION DE LA TRADUCTION 734.3 Formalisation de la tradu
tionNous allons maintenant présenter de manière plus systématique la tra-du
tion d'une espè
e Fo
 en une 
lasseO
aml, et d'une 
olle
tion en un mo-dule. Pour 
ela, on va suivre les di�érentes 
omposantes d'une 
lasse O
aml,dans l'ordre où elles apparaissent syntaxiquement :1. les paramètres de types et les paramètres de la 
lasse2. les 
ontraintes de type3. l'héritage4. les méthodes5. les modules et 
olle
tionsDans le 
hapitre 5, on verra qu'une espè
e bien typée est traduite en une
lasse typable par O
aml, 
e qui o�re une 
ertaine garantie sur le 
ompila-teur Fo
 lui même.Notation 9 Nous 
onsidérerons dans la suite une espè
e de la forme sui-vante :spe
ies s (
1 � i1, . . . , 
pf � ipf )inherits s1,. . .,shf =�1 ;�m ;endave
 � = fin; isg.Cette dé�nition sera notée de�o
. Par ailleurs, la tradu
tion des 
onstru
-tions Fo
 sera notée Fo
_ O
aml.4.3.1 Les expressions de baseComme on l'a déjà dit, les expressions de base de Fo
 ont une tradu
tionimmédiate en O
aml. Cette tradu
tion est donnée dans la �gure 4.1.4.3.2 Les paramètres des espè
es Fo
Paramètres de type des 
lasses O
amlEn premier lieu, il faut donner la liste T(s) des variables de type qui sontutilisées dans le 
orps de la 
lasse. De plus, on garde une tra
e des variablesasso
iées aux di�érents paramètres. Pour 
ela, on dé�nit une fon
tion T quià tout nom de paramètre a asso
ie une paire de variables de type (�; �), ou �est la variable 
orrespondant au type support de a et � 
elle 
orrespondantà l'interfa
e de a. Ce r�le sera pré
isé lorsqu'on s'intéressera aux 
ontraintesde type au sein d'une 
lasse (se
tion 4.3.3).



74 CHAPITRE 4. DE FOC À OCAML Ix_ x 
!x_ 
#x e_ e0fun x ! e_ fun x ! e0e1 _ e01 e2 _ e02let x = e1 in e2 _ let x = e01 in e02e1 _ e01 e2 _ e02let re
 x = e1 in e2 _ let re
 x = e01 in e02 f _ f 0 8i; ei _ e0if(e1; :::; en)_ (f 0e01:::e0n)Fig. 4.1 � Tradu
tion des expressions de baseDé�nition 37 (Variables de type d'une 
lasse) Soit une espè
e s dé�-nie 
omme 
i-dessus, de paramètres 
1; :::; 
pf On dé�nit T(s) à partir dela fon
tion auxiliaire Tl qui donne la liste des variables de type liées auxparamètres :�; � ` T(
1 � i1; :::; 
pf � ipf ) = TT(s) = T [ fself 7! (�; �)g L ` T(;) = ; L ` T(l) = TL ` T(
 in �; l) = T� =2 L � =2 L L; �; � ` T(l) = TL ` T(
 is i; l) = T [ f
 7! (�; �)gPour tout 
 2 T(s), on dé�nit�(
) = fst(T(s)(
)) et �(
) = snd(T(s)(
))Remarque 1. Ave
 
ette dé�nition, on dispose d'une variable �(self) repré-sentant le type support de l'espè
e 
ourante, et d'une autre, �(self), iden-ti�ant l'interfa
e de l'espè
e qu'on est en train de traduire. Dans la versionde base de Fo
 
ette se
onde variable n'est pas utilisée, mais 
ertaines ex-tensions sont amenées à travailler sur self en tant que 
olle
tion à partentière (se
tion 8.4).Tradu
tion des typesUne fois qu'on dispose de l'environnement T on peut proposer une tra-du
tion des types des méthodes Fo
 en O
aml. Pour 
ela, outre T on prenden 
ompte C, la liste des 
olle
tions existantes au moment où on type l'espè
eFo
.



4.3. FORMALISATION DE LA TRADUCTION 75Dé�nition 38 (Tradu
tion des types Fo
)T; C ` �1 _ t1 T; C ` �2 _ t2T; C ` �1 ! �2 _ t1 ! t2 �0 libre dans TT; C ` �_ �0 
 2 TT; C ` 
_ �(
)
 =2 T 
 2 CT; C ` 
_ Mod(
):repoù Mod(
) est le nom du module 
orrespondant à 
 dans la tradu
tionO
aml tel qu'il est dé�ni 
i-dessous (def.50)Les variables de type Fo
 doivent être transformées en des variables de typefraî
hes en O
aml, 
'est à dire n'apparaissant pas dans les paramètres detype de la 
lasse qu'on est en train de 
onstruire. Par ailleurs, le type supportd'une 
olle
tion Fo
 
 peut être traduit de deux manières di�érentes :� Si 
 est un paramètre de l'espè
e 
ourante, on utilise la variable �(
)
orrespondante.� Si 
 est une 
olle
tion existante, on utilise le 
hamp du module 
orres-pondant.Arguments d'une 
lasseOutre des variables de types, la 
lasse représentant une espè
e paramétrées prend en argument des valeurs dont le type peut in
lure 
ertaines desvariables de T :Dé�nition 39 (Tradu
tion des paramètres des espè
es)T; C ` ;_ ; T; C ` l_ l0 T; C ` � _ tT; C ` x in �; l _ x : t; l0T; C ` l_ l0 
 2 TT; C ` 
 is i; l _ 
 : �(
); l0On peut d'ores et déjà s'assurer que pour une espè
e bien typée, la tra-du
tion n'é
houe jamais :Lemme 20 (Tradu
tion des paramètres d'entités) Soit s une espè
edé�nie par de�o
, telle que le paramètre j (j � k) soit un paramètre d'entité.On note 
j = x et ij = � le nom de 
e paramètre et son type. Alors si s estbien typée dans l'environnement C; E ;�;�, il existe un type O
aml t tel queT(s); C ` � _ tPreuve. D'après la dé�nition 23, � est bien formé dans le 
ontexte C0 
om-posé de C et des paramètres de 
olle
tion 
i, ave
 i < j. Don
 tous les nomsde 
olle
tion 
 apparaissant dans � sont soit des paramètres de 
olle
tion des, soit dans C. Dans les deux 
as, il existe t tel que 
_ t . �



76 CHAPITRE 4. DE FOC À OCAML ILemme 21 (bonne dé�nition de la tradu
tion) Soit s une espè
e dé�-nie par de�o
 ayant au moins un paramètre (k � 1) et bien typée dans l'en-vironnement C; E ;�;�. Il existe une expression O
aml e telle que T(s); C `
j � ij _ ePreuve. Immédiat par indu
tion sur k. On a vu dans le lemme pré
édentque la tradu
tion de 
haque type de paramètre d'entité donnait un typeO
aml. Par dé�nition de T(s), T(s)(
) existe pour tous les paramètres de
olle
tion : dans les deux 
as, la tradu
tion donne un résultat. �4.3.3 Contraintes de typeAprès avoir dé�ni les variables de types de la tradu
tion, il faut retrouverles 
ontraintes qui les lient entre elles. Ces 
ontraintes sont de deux sortes :
elle qui 
on
erne le type support quand 
e dernier est dé�ni dans s et 
ellesqui 
on
ernent les paramètres de 
olle
tion. Dans le premier 
as, il su�tde traduire la représentation du type support en O
aml. Dans le se
ond,il faut distinguer deux types d'interfa
es : des interfa
es atomiques, ou desinterfa
es instan
iées par des paramètres.Dé�nition 40 (Contraintes sur le type support) Soit s une espè
e dé-�nie par de�o
, on dé�nit la 
ontrainte de type sur le type support rep de sde la manière suivante :Bs(rep) = ?C (rep) = ; Bs(rep) = � T(s); C ` � _ tC (rep) = 
onstraint �(self) = tLemme 22 (Bonne dé�nition de la 
ontrainte du type support)Soit s dé�nie par de�o
, si s est bien typée, C (rep) existe.Preuve. Il y a trois 
as à examiner :� rep est dé
laré dans s : 
'est le premier 
as de la dé�nition.� rep est dé�ni au niveau de s (et non pas hérité) : on 
on
lut 
ommedans le lemme 20 que la tradu
tion de � est 
orre
te� rep est hérité d'une espè
e parent si : la remarque 6 permet de 
on
lure
omme dans le 
as pré
édent. Si si est paramétrée, on e�e
tue lessubstitutions de paramètres, de sorte que Bs(rep) est bien formé dansl'environnement de s.� Avant d'aborder la tradu
tion des 
ontraintes de type liant �(
) et �(
)pour un paramètre de 
olle
tion 
, il faut se donner une dé�nition annexepermettant de gérer le 
as où l'interfa
e I du paramètre 
 n'est pas atomique :la 
ontrainte 
orrespondante ne va pas lier uniquement �(
) et �(
), maisin
lure d'autres types. Pour 
ela, on utilise la fon
tion �� � qui à une liste deparamètres et d'instantiations 
orrespondantes asso
ie des types O
aml :



4.3. FORMALISATION DE LA TRADUCTION 77Dé�nition 41 (Instantiation des 
ontraintes de type)T; C ` ; � ; = ; T; C ` l1 � l2 = 
T; C ` (x in �; l1)� (e; l2) = 
T; C ` l1 � l2 = 
 
2 2 TT; C ` (
1 is I; l1)� (
2; l2) = �(
2); �(
2); 
T; C ` l1 � l2 = 
 
2 =2 T 
2 2 CT; C ` (
1 is I; l1)� (
2; l2) = Mod(
2):rep;Mod (
2):stype; 
Remarque 2. Comme un paramètre de 
olle
tion ne peut être instantié quepar une 
olle
tion existante, les deux règles 
on
ernant les paramètres de
olle
tions sont su�santes pour dé�nir �.Dé�nition 42 (Contraintes de types sur les paramètres) Soit s uneespè
e dé�nie par de�o
, on dé�nit les 
ontraintes des types des paramètresde s de la manière suivante :T(s); C; E ` C (;) = ; T(s); C; E ` C (l) = �T; C; E ` C (x in �; l) = �T(s); C; E ` C (l) = � E(I) = (
1 � t1; :::; 
k � tk)defsT(s); C; E ` 
1 � t1; :::; 
k � tk � a1:::ak = 
T; C; E ` C (
 is I(a1; :::; ak); l) = 
onstraint �(
) = (�(
); �)Ct(I); �où Ct(I) est l'interfa
e asso
iée à I dans la tradu
tion O
aml (voir 4.3.6)Lemme 23 Soit s une espè
e dé�nie par de�o
 et bien typée dans l'environ-nement C; E ;�;�. Alors il existe une suite de 
ontraintes � telle queT(s); C ` C (
1 � i1; :::; 
k � ik) = �Preuve. Par ré
urren
e sur k. Les paramètres d'entité ne pose pas de pro-blème. Pour les paramètres de 
olle
tion, il faut distinguer 
eux qui ont uneinterfa
e atomique de 
eux qui ont eux-mêmes des paramètres qu'on instan-tie. Si le j-ième paramètre est un paramètre de 
olle
tion de la forme 
j is ij ,dans tous les 
as, par dé�nition de T, on a 
j 2 T(s). Si ij est atomique,
ela su�t pour 
on
lure : �(
j) et �(
j) sont bien dé�nis. Sinon, on raisonnepar ré
urren
e sur le nombre de paramètre de ij . s étant bien typée, ij estinstantiée par le bon nombre de paramètres (règle Coll-prm) : les deuxarguments de � ont la même taille. De plus, les instantiations sont toutesbien typées et, 
omme dans le lemme 20, les 
olle
tions apparaissant dansles instantiations des paramètres sont né
essairement dans T(s)[C, don
 �renvoie bien une liste d'instantiation de variable de type, et C une 
ontraintesupplémentaire. �



78 CHAPITRE 4. DE FOC À OCAML I4.3.4 HéritageAprès les 
ontraintes de type, on trouve les 
lauses 
on
ernant l'héritage.Comme pré
édemment, il faut pro
éder à l'instantiation des paramètres detype lorsqu'on hérite d'espè
es paramétrées. Par ailleurs, il faut distingueri
i les deux tradu
tions, de l'espè
e proprement dite vers une 
lasse, et del'interfa
e 
orrespondante vers un type de 
lasse. Cette dernière est notée_t.Dé�nition 43 (Héritage entre types de 
lasse) Soit s une espè
e dé�-nie par de�o
. on dé�nit les héritages du type de 
lasse de s de la manièresuivante : E(sh) = (
1 � t1; :::; 
pf � thf )defsT(s); C; E ` 
1 � t1; :::; 
pf � tpf � e1; :::; epf = 
T(s); C; E ` sh(e1; :::; ehf )_t inherit [�(rep); 
℄Ct(sh)Ct(sh) représentant le nom du type de 
lasse 
orrespondant à sh dans latradu
tion (
f se
tion 4.3.6)Dé�nition 44 (Héritage entre 
lasses)Soit s une espè
e dé�nie par de�o
. on dé�nit les héritages de la 
lasse de sde la manière suivante :E(sh) = (
1 � t1; :::; 
pf � tpf )defsT(s); C ` 
1 � t1; :::; 
pf � tpf � e1; :::; epf = 
 8p; ep _ e0pT(s); C ` sh(e1; :::; epf )_ inherit [�(rep); 
℄C(sh)(e01; :::; e0n)C(sh) représentant le nom de la 
lasse 
orrespondant à sh dans la tradu
tion(
f se
tion 4.3.6)Lemme 24 si s est bien typée, ses héritage de 
lasse et de type de 
lassesont bien dé�nis.Preuve. Immédiat par ré
urren
e sur le nombre d'espè
es dont hérite s etle nombre de paramètres de 
ha
une d'entre elles. �4.3.5 Méthodes dé�nies et virtuellesComme on l'a déjà dit, seules les méthodes dé
larées ou dé�nies dansl'espè
e s elle-même sont traduites dans le 
orps de C(s). Les 
hamps sigsont traduits par des méthodes virtuelles, et les 
hamps let et let re
 pardes méthodes 
on
rètes. Par ailleurs, 
omme dans la se
tion pré
édente, onest amené à distinguer les deux 
ibles de la tradu
tion, 
'est à dire le typede 
lasse et la 
lasse.



4.3. FORMALISATION DE LA TRADUCTION 79Dé�nition 45 (Corps d'un type de 
lasse)Soit s une espè
e dé�nie par de�o
. On dé�nit les méthodes du type de
lasse de s de la manière suivante :T(s); C ` ;_t ; T(s); C ` �_t �0 T(s); C ` � _t tT(s); C ` sig x in � ; �_t method virtual x : t; �0T(s); C ` �_t �0 T(s); C ` � _t tT(s); C ` let x in � = e; �_t method x : t; �0T(s); C ` �_t �0 8i;T(s); C ` �i _t tiT(s); C ` let re
 xi in �i = ei; �_t method xi : ti; �0Dé�nition 46 (Corps d'une 
lasse) Soit s une espè
e dé�nie par de�o
.On dé�nit les méthodes de la 
lasse de s de la manière suivante :T(s); C ` ;_ ; T(s); C ` �_ �0 T(s); C ` � _ tT(s); C ` sig x in � ; �_method virtual x : t; �0T(s); C ` �_ �0 T(s); C ` � _ t T(s); C ` e_ e0T(s); C ` let x in � = e; �_method x : t = e0; �0T(s); C ` �_ �0 8i;T(s); C ` �i _ ti 8i;T(s); C ` ei _ e0iT(s); C ` let re
 xi in �i = ei; �_ method xi : ti = e0i; �0Lemme 25 Si s est bien typée, la tradu
tion de ses méthodes est bien dé�-nie : 9�; T(s); C; E ` �1:::�m _ �Preuve. Immédiat par 
as sur les 
hamps �i. �4.3.6 Tradu
tion 
omplète d'une espè
eNous avons maintenant toutes les 
omposantes d'une 
lasse O
aml re-présentant une espè
e Fo
 donnée. Il reste à examiner 
omment les ras-sembler pour obtenir une dé�nition 
omplète de 
lasse et de type de 
lasse.Pour 
ela, on se donne deux fon
tions, C(�) et Ct(�), qui asso
ient à tout nomd'espè
e de Fo
 un nom d'une 
lasse syntaxique di�érente de 
elles de Fo
.De plus, il faut marquer 
omme virtuelles les 
lasses qui ne dé�nissent pastoutes leurs méthodes (héritées ou non).Dé�nition 47 (Type de 
lasse représentant une interfa
e)Soit s une espè
e dé�nie parspe
ies s(prms) inherits inh = �



80 CHAPITRE 4. DE FOC À OCAML IOn dé�nit le type de 
lasse de son interfa
e de la manière suivante :N (s) = D (s)L(prm) = � C (prm) = � inh_t � �_t M Ct(s) = s0s_t 
lass type [�(self); �℄s0 = obje
t � � M endN (s) 6= D (s)L(prm) = � C (prm) = � inh_t � �_t M Ct(s) = s0s_t 
lass type virtual [�(self); �℄s0 = obje
t � � M endDé�nition 48 (Classe représentant une espè
e) Soit s une espè
e dé-�nie par :spe
ies s(prms) inherits inh = �On dé�nit la 
lasse représentant s de la manière suivante :N (s) = D (s) prm_ f L(prm) = � C (self) == �C (prm) = � inh_ � �_M C(s) = s0 Mod (self) = thiss_ 
lass [�(self); �℄s0(arg) = obje
t(self ) � � � M endN (s) 6= D (s) prm_ f L(prm) = � C (self) == �C (prm) = � inh_ � �_M C(s) = s0 Mod (self) = thiss_ 
lass virtual [�(self); �℄s0(arg) = obje
t(self ) � � � M end4.3.7 Modules et tradu
tion d'une 
olle
tionComparées aux espè
es, les 
olle
tions se traduisent beau
oup plus sim-plement : la seule di�
ulté 
onsiste à trouver les termes représentant lesinstantiations de paramètres lorsque la 
olle
tion implante une espè
e para-métrée. Toutefois, on peut remarquer que 
e travail a déjà été fait lors de latradu
tion de l'héritage : la seule di�éren
e est qu'i
i les instan
es des para-mètres de 
olle
tions sont for
ément des 
olle
tions déjà existantes (
'est àdire dans C), une 
olle
tion n'ayant pas de paramètre.Dé�nition 49 (types utilisés dans les modules) Soit 
 une 
olle
tiondé�nie par :
olle
tion 
 implements s(e1,. . .,epf )On dé�nit les types utilisés dans le module représentant 
 (types(
)) et letype de module représentant 
 (types t(
)), et la fon
tion auxiliaire � de la



4.4. OPTIMISATIONS : VARIABLES D'INSTANCE 81manière suivante :C ` ;� ; = ; C ` l1 � l2 = l0C ` (x in �; l1)� (e; l2) = l0C ` l1 � l2 = l0 
 2 C Mod(
) = C r(x) = xr i(x) = xsC ` (x is i; l1)� (
; l2) = xr = C:rep and xi = C:stype and l0E(s) = (
1 � t1; :::; 
pf � tpf )defsC ` 
1 � t1; :::; 
pf � tpf � e1; :::; epf = �8p tel que 
p paramètre de 
olle
tion; r(
p) = rp et i(
p) = spE ; C ` types t(
) = type rep and � and stype = (rep; frp; spg)Ct(s)E(s) = (
1 � t1; :::; 
pf � tpf )defsC ` 
1 � t1; :::; 
pf � tpf � e1; :::; epf = � C ` Bs(rep)_ �8p tel que 
p paramètre de 
olle
tion; r(
p) = rp et i(
i) = siE ; C ` types(
) = type rep = � and � and stype = (rep; rp; sp)Ct(s)Pour dé�nir le module 
orrespondant, on se donne en outre une fon
tionMod(�) qui à un nom de 
olle
tion asso
ie un nom de module de O
aml(
'est à dire 
ommençant par une majus
ule).Dé�nition 50 (Module représentant une 
olle
tion)Soit 
 une 
olle
tion dé�nie par :
olle
tion 
 implements s(e1,. . .,e {p f})On dé�nit le module représentant 
 de la manière suivante :Mod(
) = CEC ` types t(
) = �1 E ; C ` types(
) = �2 8i; ai _ a0i
_module C :sig �1 val obj : stype stru
t �2 let obj = (new C(s)(a01; :::; a0k) :> i(self))4.4 Optimisations : variables d'instan
eLa tradu
tion proposée 
i-dessous ne fournit pas toujours un 
odage opti-mum de la hiérar
hie mathématique, en raison d'une di�éren
e fondamentaleentre les objets de O
aml et les 
olle
tions de Fo
. Ces dernières sont sta-tiques : elles représentent une implantation parti
ulière �don
 un modèleparti
ulier� d'une 
ertaine stru
ture algébrique. Au 
ontraire, un objet deO
aml [RV98℄ est une entité 
omplètement dynamique : il possède un étatinterne, que ses méthodes peuvent manipuler, et qui est don
 sus
eptibled'évoluer au 
ours de l'exé
ution d'un programme. De 
e fait, au
une mé-thode d'un objet de O
aml ne peut être 
onsidérée 
omme 
onstante. En
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itement en paramètre l'état 
ourant de l'objet. Ainsi,dans le 
ode suivant :
lass a =obje
tval y = 2method x : int = 40 + yendlet a inst = new aChaque appel à a_inst#x provoquera une nouvelle évaluation du 
orpsde la méthode, pour tenir 
ompte d'un possible 
hangement de l'état internede a_inst. Dans la 
lasse issue de la tradu
tion des espè
es de Fo
, 
etteréévaluation est inutile, puisque les objets obtenus n'ont pas d'état interne :la valeur des 
onstantes est �xée au moment où on 
rée une 
olle
tion, 
'est àdire pour O
aml une nouvelle instan
e de la 
lasse. Or un 
ertain nombre de
es 
onstantes sont le résultat de 
al
uls importants. En parti
ulier, 
ertainesméthodes de Fo
 
réent une nouvelle 
olle
tion. Par exemple, une implan-tation ré
ursive des polyn�mes à plusieurs variables 
ontient une méthodespé
iale :spe
ies polynomes multivaries(A is anneau) inherits anneau . . . =. . .let updom = polynomes univaries(self) ;. . .permettant de passer d'un ensemble A[X1; :::;Xn℄ de polyn�mes à n va-riables, à un ensemble de polyn�mes à n+1 variables A[X1; :::;Xn℄[Xn+1℄ =A[X1; :::;Xn;Xn+1℄, . Elle est utilisée par les di�érentes opérations sur lespolyn�mes (addition, multipli
ation, ...) pour se pla
er automatiquementdans le �bon� espa
e de variables �par exemple, pour additionner X et Y ,il faut travailler dans A[X;Y ℄. En O
aml, 
ela aboutit à 
réer une nouvelleinstan
e de la 
lasse des polyn�mes. Compte tenu du 
oût lié à la 
réationd'un nouvel objet, il est important de minimiser le nombre d'instan
es ef-fe
tivement 
réées. Nous allons maintenant examiner di�érentes possibilitéspermettant de ne pas réévaluer à 
haque appel des 
orps de méthodes dontla valeur est �xée à la 
réation de l'objet.4.4.1 Variables d'instan
eEn O
aml, l'état interne des objets est sto
ké dans des variables d'ins-tan
e, qui sont initialisées lors de la 
réation d'un objet, et ne peuvent plusêtre a

édées ensuite que par l'intermédiaire des méthodes de l'objet en ques-tion. A première vue, elles semblent don
 bien répondre à notre problème.Toutefois, on ne peut les utiliser telles quelles. En e�et, 
es variables ne
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e aux méthodes ou aux variables de la 
lasse qu'onveut 
réer : leur dé�nition ne peut faire appel qu'à des entités dé�nies aupa-ravant. Ainsi, dans le 
ode Fo
 suivant :spe
ies nat ring =rep = nat ;let zero in self = O ;let su

 in self ! self = fun x ! (S x) ;let one = self !su

(self !zero) ;endone dépend de zero et su

, et le 
ode O
aml suivant n'est pas 
orre
t,
ar l'expression dé�nissant la variable d'instan
e one se refère à l'objet self,qui ne fait pas partie de son 
ontexte d'évaluation.
lass nat ring =obje
t(self)val zero = Oval one = self#su

 zero (* ERREUR *)method get zero = zeromethod su

 = fun x ! S xmethod get one = oneendUne solution 
onsisterait à retarder l'évaluation du 
orps de one jusqu'à
e que l'objet soit e�e
tivement 
réé et ses méthodes a

essibles. Toutefois,O
aml exige que toutes les variables d'instan
e soient initialisées : il fautdon
 donner une valeur temporaire à one, qu'on modi�era une fois, durant laphase d'initialisation de l'objet 
orrespondant. Pour 
ela, nous avons étudiétrois possibilités :
Type option Le type option est un type somme à deux 
onstru
teurs :None, d'arité 0 et Some qui attend un argument. On donne à one la valeurNone, et on modi�e le 
ode de la méthode get_one, qui e�e
tuera l'initiali-sation lors du premier appel. Lors des appels suivants, la variable one aurasa valeur dé�nitive, et on n'aura plus au
un 
al
ul à faire (hormis le �ltrage



84 CHAPITRE 4. DE FOC À OCAML Ide get_one). On obtient alors la représentation suivante :
lass nat =obje
t(self). . .val mutable one = None. . .method get one =mat
h one withNone ! (* premier appel : il faut initialiser *)let x = self#su

 zero inone <� Some x ; xj Some s ! s. . .endCette méthode présente toutefois trois in
onvénients :� get_one n'est pas un simple appel à la variable one, et on e�e
tueun pattern-mat
hing �inutile� à 
haque appel à get_one. Toutefois, 
e
oût n'est pas énorme en pratique.� Il n'est plus possible d'utiliser dire
tement one dans les autres mé-thodes de nat : il faut obligatoirement passer par get_one (ou déplierle �ltrage). Là en
ore le 
oût supplémentaire ne semble pas rédhibitoireen pratique.� En�n, 
ette solution s'adapte assez mal au 
as où on 
her
he à dé�nirplusieurs méthodes mutuellement ré
ursives, 
omme 
ela peut arriverave
 les méthodes renvoyant des 
olle
tions. L'initialisation de l'uned'entre elles risque de provoquer une bou
le in�nie de la forme :
lass foo =obje
t(self). . .method get x =mat
h x withNone ! . . . self#get y . . .j Some x ! xmethod get y =mat
h y withNone ! . . . self#get x . . .j Some y ! y. . .endinitializer Une se
onde possibilité 
onsiste à se passer d'intermédiaire,et à donner dire
tement la valeur de la variable au moment de la 
réation
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onnaît un ordre dans lequel initialiser les variablesd'instan
e ainsi 
réées. Il su�t pour 
ela de regarder les résultats de l'analysede dépendan
e (
f 3) faite sur le 
ode Fo
. Il existe un moyen de passer
ette information au 
ompilateur O
aml. En e�et, 
haque 
lasse est librede dé�nir un initializer [LDG+02℄, qui est une expression qui sera évaluéeà 
haque 
réation d'un objet de 
ette 
lasse, à la �n de l'initialisation, 
'està dire à un moment où self est présent dans le 
ontexte d'évaluation.On dé�nit tout d'abord une 
lasse qui sera la ra
ine de la hiérar
hieO
aml. Elle dé�nit une méthode __init qui par défaut ne fait rien, etutilise initializer pour que __init soit appelée à 
haque 
réation d'unobjet implantant init.
lass init =obje
t(self)method private init () = ()initializer self# init ()endDès lors, 
ha
une des 
lasses traduites de Fo
 peut redé�nir __initpour initialiser ses variables d'instan
e suivant l'ordre dé�ni par l'analyse dedépendan
e pour l'espè
e 
orrespondante. Si on reprend l'exemple de nat,on va obtenir le 
ode suivant pour la tradu
tion de one :
lass nat =obje
t(self)inherit init. . .val mutable one = Obj.magi
(). . .method get one = one. . .method private init () = one <� self#su

 zeroendIl faut utiliser la 
onstru
tion Obj.magi
 deO
aml, fon
tion de type �! �.Appliquée à () l'unique élément du type unit, elle permet d'obtenir un élé-ment de n'importe quel type, et don
 de passer la phase de typage d'O
aml.Cependant, on ne peut pas utiliser 
ette 
onstru
tion n'importe 
omment.En e�et, tenter d'a

éder à une variable dont la valeur serait e�e
tivementObj.magi
 () provoquerait l'arrêt brutal du programme.I
i, 
ette utilisation est légitimée par les analyses faites par le 
ompilateurFo
. La séquen
e d'initialisation (le 
orps de la méthode init) se fait enrespe
tant l'ordre donné par 
es analyses, de sorte qu'au
une variable n'estutilisée alors que sa valeur est en
ore Obj.magi
 ().
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isément, 
onsidérons une espè
e e dont la forme normale estfxi; �i; digi=1::n. Soient k1 < k2 < : : : < km les indi
es tels que �kj soit une
onstante et dkj 6= ?. On dé�nit __init de la manière suivante :method private __init ()= xk1 <� dk1 ; . . . ; xkm <� dkm ;Par hypothèse, l'évaluation de dkj ne dépend que des xi, ave
 i < kj . Cesdernières sont représentées en O
aml soit par des méthodes, soit par desvariables d'instan
e, s'il existe n tel que i = kn.� Si xi est traduite par une méthode, l'appel à xi est 
orre
t, dans l'envi-ronnement où __init est exé
uté, 
'est à dire au moment de la 
réationd'une nouvelle instan
e d'une 
lasse héritant de e. En e�et, on ne peutdé�nir d'instan
e d'une 
lasse que si toutes les méthodes de 
ette der-nière ont reçu une dé�nition : les éventuelles méthodes en
ore virtuellesde e sont alors dé�nies.� si xi est traduite par une variable d'instan
e, on a i = kn < kj . D'aprèsla dé�nition de __init, xkn a reçu sa dé�nition au moment où on évaluedkj , et l'appel à xkn est 
orre
t : on ne 
her
he pas à a

éder à unevariable dont la valeur est Obj.magi
 ().Cette appro
he est plus e�
a
e que l'utilisation d'un type option : iln'y a plus de pattern mat
hing, et les méthodes de la 
lasse peuvent appelerdire
tement les variables d'instan
e. Expérimentalement, on 
onstate un gaind'environ 20 à 25 % par appel. Toutefois, 
ela ne résout pas le problèmedes méthodes expli
itement signalées 
omme ré
ursives par le programmeurFo
. Nous allons maintenant examiner le moyen de régler 
e dernier 
as.Appels paresseux Une dernière possibilité 
onsiste à utiliser le moduleLazy de O
aml. Le r�le de 
e module est de 
réer des suspensions, 
'està dire de retarder l'évaluation d'une expression au moyen du mot-
lé lazy,jusqu'à 
e qu'on demande expli
itement à utiliser sa valeur par un appel àLazy.for
e. Cette fon
tion teste si son argument est une valeur (dans 
e 
aselle la renvoie dire
tement) ou une suspension, qu'il reste à évaluer.
lass nat =obje
t(self)inherit init. . .val mutable one = Obj.magi
(). . .method get one =try Lazy.for
e onewith Lazy.Undefined ! . . .. . .method init = one <� lazy self#su

 zeroend
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ipal avantage de 
ette solution sur l'utilisation d'un type op-tion est que Lazy est 
apable de déte
ter une éventuelle bou
le (un appel àLazy.for
e sur la suspension qu'on est en déjà en train d'évaluer), levantalors l'ex
eption Undefined, qui peut éventuellement être rattrapée. C'estdon
 la solution qu'on retiendra lorsqu'on se trouve à l'intérieur d'un blo
let re
 de Fo
, pour lequel l'analyse de dépendan
e ne donne pas d'indi
a-tion sur l'ordre dans lequel initialiser les variables. Par 
ontre, on n'évite pasles sur
oûts liés aux appels de méthodes. De plus, 
omme dans le 
as pré
é-dent, on ne peut donner de valeur initiale à one, et il faut utiliser Obj.magi
.I
i, 
'est l'utilisation de lazy qui garantit qu'on n'a

ède pas à une variablenon initialisée : au
un 
al
ul n'est fait avant la �n de la phase d'initialisation,qui se 
ontente d'a�e
ter des suspensions à 
ha
une des variables d'instan
e.4.4.2 Méthodes lo
alesFo
 o�re également la possibilité de dé�nir des méthodes lo
ales. Cesméthodes ne sont a

essibles qu'au sein de l'espè
e où elles sont dé�nies, maisn'apparaissent pas dans l'interfa
e 
orrespondante, et ne sont pas prises en
ompte lors de l'héritage. Elles 
orrespondent don
 à des fon
tions utilitaires,utilisées par les autres méthodes, mais invisibles en dehors de l'espè
e. Deuxpossibilités de tradu
tion sont o�ertes :� En faire des variables dont la portée est le 
orps de la 
lasse O
aml
orrespondant à l'espè
e. C'est la méthode qui a été utilisée lors dupremier développement de la librairie Fo
 dire
tement en O
aml parRenaud Rioboo.� dé�nir une variable lo
ale dans 
haque méthode qui y fait appel (i.e.qui en dépend).Par exemple, si on part de l'espè
e suivante :spe
ies a =let x = 1 ;lo
al let y = self !x + 1 ;let f(z)=self !y + z ;endOn obtiendra dans le premier 
as :
lass a =let y x = x + 1 inobje
t(self)val x = 1method f z = (y self#x) + zendLes dépendan
es des méthodes lo
ales deviennent ainsi des arguments sup-plémentaires à fournir à 
haque appel. En e�et, y ne peut appeler self : 
e



88 CHAPITRE 4. DE FOC À OCAML Inom n'existe pas dans l'environnement où est dé�ni y. Cette abstra
tion n'estpas né
essaire dans le se
ond 
as, où y va être dé�ni seulement à l'intérieurde f :
lass a =obje
t(self)val x = 1method f z = let y = self#x + 1 in y + zendCette se
onde voie permet de limiter la portée de 
es méthodes lo
alesaux endroits où elle sont e�e
tivement utilisées, et réduit le nombre d'ap-pels de fon
tions né
essaires, puisqu'on n'abstrait plus y par rapport à x. En
ontrepartie, 
ela aboutit à dupliquer des dé�nitions. Des tests sont né
es-saires pour départager les deux appro
hes.4.4.3 Davantage de variables d'instan
eComme il est remarqué dans [Ler90℄, il n'y a pas que les 
onstantes quipeuvent être évaluées lors de la 
réation d'un objet. Il peut également êtreintéressant de for
er l'évaluation partielle du 
orps d'une fon
tion, quand
ette dernière ne 
ommen
e pas par une �-abstra
tion, mais par une ouplusieurs liaisons lo
ales. Par exemple, dans le 
ode suivant :spe
ies a =rep = int ;. . .let f in self ! self =let x = 40 + 2 infun y !x * y ;endIl n'y a pas besoin de 
onnaître l'argument de f pour 
al
uler la valeurde x. Ainsi, si on traduit f en une variable d'instan
e, x ne sera évalué qu'aumoment de la 
réation d'un nouvel objet, alors que si on en fait une méthode,il sera réévalué à 
haque appel. Notons que 
e 
as se produit aussi lorsqu'ondéplie les méthodes lo
ales 
omme expliqué dans la se
tion pré
édente.De même que dans le 
as des 
onstantes, l'analyse de dépendan
e de Fo
permet de donner un ordre d'initialisation dans lequel l'évaluation partielledes fon
tions ne fait appel qu'à des méthodes et à des variables d'instan
edéjà initialisées de l'objet qu'on est en train de 
réer. Si on reprend les nota-tions de la se
tion 4.4.1, on augmente le nombre d'indi
es kj des opérations àtraduire par des variables d'instan
e, mais la même te
hnique reste valable.
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tions ré
ursives ne sont jamais transformées en va-riables d'instan
e. En e�et, l'analyse de dépendan
e telle qu'elle est faite a
-tuellement ne permet pas d'assurer que l'évaluation partielle dé
rite 
i-dessusne 
ontient pas un appel ré
ursif, 
omme le montre l'exemple 
i-dessous :spe
ies a =rep = int ;. . .let re
 f in self ! self ! self =let default = self !f(0) infun x ! fun y ! . . .Au
une des méthodes pour transformer f en variable d'instan
e ne mar-
he. En e�et, l'initialisation de f 
ommen
e par un appel à f elle-même.Ce n'est pas le 
as dans 
et autre exemple, où la dé�nition de defaultest �-expansée, 
e qui retarde l'appel à self !f : 
elui-
i n'est pas fait àl'initialisation, qui dès lors se déroule normalement.spe
ies a =rep = int ;. . .let re
 f in self ! self ! self =let default(x) = self !f(0,x) infun x ! fun y ! . . .Pour résoudre 
e problème, on pourrait ra�ner le 
al
ul du graphe dedépendan
es en suivant les idées développées dans [HL02℄. Il s'agit de dif-féren
ier les 
as où la ré
ursion mutuelle est �protégée� ou non par une �-abstra
tion. Dans le premier 
as, on pourrait s'autoriser à transformer laméthode en une variable d'instan
e.En�n, on peut modi�er les 
orps des fon
tions non ré
ursives, de façonà repousser les abstra
tions le plus loin possible. Pour 
ela, il faut analy-ser les di�érentes sous-expressions pour véri�er qu'elles ne dépendent pas,dire
tement ou indire
tement de 
es abstra
tions.Plus pré
isément, soient x; y deux variables x 6= y. Si expr1 est une ex-pression telle que x n'apparaisse pas libre dans expr1 et expr2 une expression,alors fun x -> let y = expr1 in expr2est équivalent à let y = expr1 in fun x -> expr2dans la mesure où les expressions de Fo
 n'ont pas d'e�et de bord. Dans le
as 
ontraire, il faudrait véri�er que expr1 ne 
ontient pas de tels e�ets pourpouvoir faire la transformation.
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ette transformation, on peut faire remonter les liaisons lo
alesd'une fon
tion qui ne dépendent pas de ses arguments. Cela permet de réduireen
ore la part des évaluations faites à 
haque appel de méthode par rapportà 
elles qui sont faites une fois lors de l'initialisation de l'objet.A�n de voir quels sont les gains de performan
e que l'on peut attendre de
es 
onstru
tions, ainsi que de la tradu
tion vers des enregistrements O
amlprésentée dans le 
hapitre 8, une série de ben
hmarks a été réalisée à partirdes algorithmes de la librairie standard de Fo
. Les résultats sont présentésdans l'annexe A.



Chapitre 5Corre
tion de la tradu
tionO
amlPosition du problèmeNous avons vu dans le 
hapitre pré
édent 
omment représenter des es-pè
es et des 
olle
tions à l'aide des traits objets et des modules d'O
aml.Nous allons maintenant nous atta
her à montrer que la tradu
tion proposéeest 
orre
te. Pour 
ela nous allons répondre aux deux questions suivantes :� Le 
ode obtenu par tradu
tion d'une espè
e bien typée est-il lui-mêmebien typé pour O
aml ?� Quel degré de 
orrespondan
e y a-t-il entre le 
ode Fo
 et sa tradu
tionen O
aml ?Répondre à la première question revient à donner des arguments de sû-reté du typage de Fo
 vis-à-vis des transformations qu'on se propose delui faire subir. Comme nos langages-
ibles (O
aml, mais surtout Coq, quenous examinerons dans les deux 
hapitres suivants) sont eux-mêmes dotésde systèmes de type puissants, nous disposons ainsi d'un deuxième niveau devéri�
ation de la 
orre
tion du 
ode, après la phase d'analyse du 
ompilateurfo

.Toutefois, 
ette véri�
ation n'aurait qu'un intérêt limité si les tradu
tionsne respe
taient pas 
ertains invariants garantissant une forme d'équivalen
eentre les trois mondes. Plus pré
isément, 
ette équivalen
e entre Fo
 etO
aml, ainsi que la 
orrespondan
e entre Fo
 et Coq présentée dans le
hapitre 7 permet de rappro
her le 
ode appelé à être exé
uté (O
aml) etles preuves de 
orre
tion (Coq). En parti
ulier, il s'agit de montrer que lesappels de méthode 
onduisent bien à la séle
tion du 
ode sur lequel on a faitdes preuves.Nous allons maintenant nous intéresser aux liens entre O
aml et Fo
.Pour 
ela, on utilisera la première version de la tradu
tion ave
 objets, quin'utilise que des méthodes O
aml pour traduire les méthodes Fo
. Nous91



92 CHAPITRE 5. CORRECTION DE LA TRADUCTION OCAMLexaminerons d'abord le 
as des espè
es atomiques, avant de nous intéres-ser au sort des paramètres. En�n, nous verrons 
omment se 
omportent les
olle
tions.5.1 Tradu
tion des environnementsEn premier lieu, il 
onvient de voir dans quel environnement de typageon va se pla
er pour véri�er la 
orre
tion des expressions traduites.Dé�nition 51 (Tradu
tion d'un environnement de typage)Soient C; E ;�;� un environnement de typage Fo
 et T un environnementde variables de type. On dé�nit �0, l'environnement de typage O
aml 
or-respondant de la manière suivante :Coll1
 2 C 
 =2 T Mod(
) = C C(
) = fxi : �ig �i _ � 0i�0(C:obj ) = hxi : � 0iiColl2
 2 C 
 2 T C(
) = fxi : �ig �i _ � 0i�0(
) = hxi : � 0iiSpe
s 2 E C(s) = s0 Ct(s) = ��0(s0) = �Self-
on
 � = fxi : �i = eigMod(self) = this �(self) = � �(rep) = � �i _ � 0i�0(this) = 8�(� = �)hxi : � 0iiSelf-abst � = fxi : �i = eigMod(self) = this �(self) = � �(rep) = ? �i _ � 0i�0(this) = 8�hxi : � 0iiVar�(x) = � � _ � 0�0(x) = � 0On notera C; E ;�;�_ �0.Var ajoute simplement dans �0 les variables lo
ales de Fo
.La règle Coll1 s'applique à une 
olle
tion 
 de Fo
. Elle pla
e dans �0un module ayant un objet obj dont les méthodes sont les mêmes que 
elle
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. Coll2 traite le 
as des paramètres de 
olle
tion, qui sont vus 
ommedes variables ayant un type objet reprenant les méthodes de l'interfa
e sous-ja
ente. De même, Spe
 dé
lare un type objet pour 
haque espè
e de E .Par ailleurs, on pla
e dans l'environnement un objet, this , 
orrespondantà la 
lasse qu'on est en train de dé�nir. Il faut distinguer deux 
as suivantque le type support est dé�ni (Self-
on
, où on ajoute une 
ontrainte detype) ou non (Self-abst).On peut dès lors s'intéresser à une expression Fo
 bien typée dans un
ertain 
ontexte et à sa tradu
tion en O
aml. Le lemme 
i-dessous montrequ'on peut lui donner 
omme type la tradu
tion du type Fo
 
orrespondant.Ce lemme servira de base pour la 
orre
tion de la tradu
tion des espè
esatomiques et paramétrées. On s'assurera en e�et à 
ette o

asion que latradu
tion du 
orps des méthodes a bien 
omme type la tradu
tion du typeinféré par Fo
.Lemme 26 (Typage des expressions) Soient e une expression et � untype tels que 
 ` e : � pour un 
ertain environnement Fo
. Alors, ave
e_ e0, 
_ �0, et � _ � 0 il vient �0 ` e0 : � 0Preuve. Immédiat par indu
tion sur la dérivation de typage de e (
f �-gure 3.1) :� Règle Var : si e est une variable x telle que �(x) = �, ave
 � � Inst(�)e0 = x, et �0(x) = �0 (ave
 � _ �0). Il reste à montrer que � 0 est uneinstan
e de �. Or les règles d'uni�
ation de def.9 sont identiques auxrègles d'uni�
ation de O
aml, sauf pour Self1 et Self2. Ces deuxrègles ne peuvent être appliquées que lorsque le type support self estdé�ni dans �. Dans 
e 
as, �0(self) porte une 
ontrainte de type dela forme �(self) = t, ave
 t tradu
tion du type support : l'uni�
ationpeut avoir lieu.� Règles Abs, Let, Let re
 et App : 
es règles sont identiques à leuréquivalent O
aml et le typage est don
 possible.� Règle MethCall : si e est de la forme 
!x, par dé�nition de la tradu
-tion d'une expression, on a deux 
as possibles pour la tradu
tion de
 : soit Mod(
):obj si 
 est une 
olle
tion, soit 
 si on est en présen
ed'un paramètre. Dans les deux 
as, l'identi�
ateur en question est, pardé�nition de �0, une instan
e d'une 
lasse dont la méthode x a le type� 0.� Règle SelfCall : de même que dans le 
as pré
édent, self est un objetpossédant une méthode x de type � 0.�
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es atomiquesLe point le plus important 
onsiste à véri�er que les appels de méthode enO
aml sont 
orre
ts. Pour 
ela, on peut 
ommen
er par montrer que toutesles méthodes 
al
ulatoires d'une espè
e s de Fo
 sont introduites dans la
lasse 
orrespondante, et que les méthodes dé�nies sont également dé�niesen O
aml.Lemme 27 (types de 
lasse O
aml) Soient s une espè
e Fo
, et x 2N (s), tel que Ts(x) = � (� un type Fo
 quel
onque). Le type de 
lasse Ct(s)
orrespondant est une instan
e de< x : � ; :: >Preuve. Si x est présent dans le 
orps de s, le résultat est immédiat pardé�nition de _t. Sinon, x est hérité d'une des espè
es parent de s, et parindu
tion sur la hauteur de l'arbre d'héritage, il est présent ave
 le type �dans une des 
lasses dont hérite Ct(s). �Lemme 28 (Méthodes dé�nies et virtuelles)Soient s une espè
e de Fo
, et x 2 D (s). La 
lasse C(s) 
orrespondantepossède une méthode dé�nie x. De plus, si x � s = s0 (de�nition 30), alorsla dé�nition de x est héritée de la 
lasse C(s0) dans la tradu
tion O
aml.Preuve. Si x est (re)dé�nie dans le 
orps de s, le résultat est immédiatpar dé�nition de _. Sinon, on raisonne par indu
tion sur la longueur du
hemin d'héritage entre s et s0. En 
as d'héritage multiple, Fo
 
ommeO
aml prennent la dé�nition de la dernière espè
e (respe
tivement 
lasse)dont s hérite. Comme 
et ordre est préservé lors de la tradu
tion de la 
laused'héritage de Fo
 on séle
tionne bien la bonne dé�nition. �Une fois qu'on a montré que les méthodes Fo
 et les méthodes O
amlse 
orrespondaient bien, il faut s'intéresser au typage par O
aml des mé-thodes produites. Pour 
ela il 
onvient de montrer que le typage du 
orps desméthodes nouvellement dé�nies est 
orre
t. En parti
ulier, il s'agit de voir àquoi 
orrespond au niveau O
aml les règles de typage Self permettant de
onvertir la représentation du type support en self.À partir des lemmes pré
édents, on peut déduire le prin
ipal résultatde 
ette se
tion, 
'est à dire que les 
lasses 
orrespondant à des espè
esatomiques sont bien typées en O
aml. De plus, on va montrer qu'on peutleur donner 
omme type le type de 
lasse donné par _t.Théoreme 6 (Corre
tion de la tradu
tion des espè
es atomiques)Soit s une espè
e Fo
 sans paramètre bien typée dans le 
ontexte C; E ;� ettelle que s _t � et s _ 
. Alors, ave
 �0 la tradu
tion du 
ontexte Fo
 enO
aml, 
 est une dé�nition de 
lasse bien typée, et �0 ` 
 : �.



5.3. LES PARAMÈTRES 95Preuve. D'après la règle Well-typed-spe
, le typage de 
haque 
orps deméthode dé�nie dans s se fait dans l'environnement C; E ;norm(s);�. Pourtoute méthode x 2 D (s), on a don
, ave
 Bs(x)_ e et Ts(x)_ � , �0 ` e : � .Par ailleurs, on a vu dans les lemmes 27 et 28 que Ct(s) et C(s) avaient lesmêmes noms de méthode. Le type des méthodes dé
larées étant dans lesdeux 
as la tradu
tion dire
te de 
elui de Fo
, Ct(s) et C(s) ont bien lamême signature. Seule la 
ontrainte sur le type support di�ère : elle n'estpas présente dans Ct(s). Toutefois, 
ette 
ontrainte n'est né
essaire que pourtyper le 
orps des méthodes, et peut don
 être enlevée si on ne s'intéressequ'aux interfa
es. �Dès lors, le typage des 
lasses 
orrespondant aux espè
es atomiques parO
aml permet de véri�er que l'implantation du 
ompilateur fo

 est 
or-re
te1, au moins en 
e qui 
on
erne le typage du 
orps des méthodes. Deplus, 
omme Well-typed-spe
 s'assure que le type d'une méthode estpréservé au 
ours de l'héritage, on peut déduire du théorème pré
édent quela tradu
tion de l'héritage en O
aml est 
orre
te :Corollaire 3 (Tradu
tion de l'héritage)Soit s une espè
e atomique bien typée de Fo
, héritant d'une espè
e atomiques1. Alors, C(s) est un sous-type de C(s1) : Si x est présent ave
 le type � danss1, il est présent ave
 le même type (modulo alpha-équivalen
e) dans s.Preuve. Immédiat ave
 le théorème pré
édent et la règle Well-typed-spe
. �5.3 Les paramètresSi on 
onsidère maintenant les espè
es paramétrées, la prin
ipale di�é-ren
e ave
 la se
tion pré
édente provient des nouvelles variables et 
ontrain-tes de type qu'on utilise pour la tradu
tion des paramètres de 
olle
tion. Ene�et, les paramètres d'entité ne font qu'ajouter une variable dans l'environ-nement, tout 
omme leur tradu
tion O
aml sous forme d'abstra
tion. En
e qui 
on
erne les paramètres de 
olle
tion, les variables sont ajoutées dansl'environnement O
aml ave
 
omme type i(s), variable de type portant une
ontrainte. Il 
onvient don
 de véri�er que les 
ontraintes que l'on fournitlors de la tradu
tion sont su�santes pour que O
aml puisse e�e
tuer letypage du 
orps des 
lasses.Toutefois, avant 
ela, on va véri�er que les 
ontraintes elle-mêmes sont
ohérentes entre elles. En e�et, un paramètre de 
olle
tion peut dépendre despré
édents. Dans 
e 
as, la 
ontrainte de type engendrée doit être 
ompatibleave
 le reste de l'environnement. Informellement, 
ela revient à véri�er quesi un paramètre 
q est utilisé dans le type d'un paramètre 
p d'interfa
e Ip1En admettant la 
orre
tion du 
ompilateur O
aml lui même.
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 q < p), alors la 
ontrainte engendrée pour 
q est 
ompatible ave
 les
ontraintes que la 
lasse C(Ip) fait peser sur ses propres paramètres.Lemme 29 (Contraintes de type des paramètres)Soit s une espè
e bien typée, et 
1 � I1; :::; 
pf � Ipf la liste de ses para-mètres. Soit 
p un paramètre de 
olle
tion tel que Ip = s0(e1; :::; en). AlorsC (
p is s0(e1; :::; en)) est 
ompatible ave
 les 
ontraintes des paramètres deC(s) et les 
ontraintes des 
q (q < p).De même, si s herite d'une espè
e paramétrée s1(a1; :::; am), alors les
ontraintes sur les paramètres de C(s) sont 
ompatibles ave
 les instantiationsdes paramètres de s1.Preuve. Notons qu'on peut se ramener au 
as où tous les ei et les ai sont des
olle
tions ou des paramètres de 
olle
tions, les instan
iations des paramètresd'entité n'ayant pas d'in�uen
e sur les 
ontraintes de type.PosonsC (
p is s0(e1; :::; en)) = 
onstraint � = (�; �1; �1; : : : ; �n; �n)#Ct(s)et E(s0) = (s1 is J1; :::; sn is Jn)�. Il faut véri�er qu'il y a assez d'informationde type pour véri�er les 
ontraintes présentes dans Ct(s0) liant les �i et les�i. Pour 
ela, il faut distinguer deux 
as, suivant que ei est une 
olle
tionou un des paramètres 
q pré
édant 
p.Si ei est une 
olle
tion préexistante, on a ei _ Mod(ei):obj, qui est detype hC(ei)i. De plus, d'après la règle Coll-inst, ei implante l'interfa
e ai,don
 hC(ei)i est bien un sous type de Ct(bi), et la 
ontrainte est satisfaite.Si ei est un des paramètres pré
édents, 
q, d'après la règle Coll-inst, Iqest une sous-espè
e de bi, et la 
ontrainte engendrée par 
q permet de véri�erla 
ontrainte sur bi.Pour montrer que les 
ontraintes sur les paramètres de type de C(s1) sontsatisfaites, on peut suivre la même démar
he. La règle Prm-inherit imposeen e�et que les espè
es dont on hérite aient leurs paramètres 
omplètementinstan
iés, 
e qui implique que tous les ai soient typés par la règle Prm-inst.� Une fois montré que les 
ontraintes données par la tradu
tion sont 
or-re
tes, il reste à s'intéresser au 
orps de l'espè
e lui-même. Pour 
ela, on va
omme dans la se
tion pré
édente s'appuyer sur le lemme 26 pour montrerque la tradu
tion du 
orps des méthodes dé�nies est typable en O
aml. Parrapport au 
as pré
édent, une di�
ulté supplémentaire vient du fait qu'ilfaut faire la 
orrespondan
e entre les variables de type utilisées dans l'es-pè
e et les types de 
lasse 
orrespondant, qui sont 
eux qu'on utilise dans latradu
tion du 
ontexte.Théoreme 7 (Méthodes d'une espè
e paramétrée) Soit s une espè
eFo
 bien typée dans le 
ontexte C; E ;� et 
1 � I1; :::; 
k � Ik la liste de ses



5.4. LES COLLECTIONS 97paramètres. Posons s _t �, s _ 
 et C; E ;� _ �0. 
 est une dé�nition de
lasse bien typée, et �0 ` 
 : �1 ! : : : ! �k ! ��i étant dé�ni de la manière suivante :� Si le ième paramètre de s est de la forme 
i in Ii alors Ii _ �i� Si le ième paramètre de s est de la forme 
i is Ii alors �i = �(
i)Preuve. Par indu
tion sur le nombre de paramètres de s. Dans le 
as oùil n'y a pas de paramètre, on applique dire
tement le théorème 6. Sinon,On a deux 
as possibles suivant que le premier paramètre est un paramètred'entité ou un paramètre de 
olle
tion.Si le premier paramètre est de la forme 
1 in �1, d'après la règle Ent-prm, le reste de l'espè
e est typée dans l'environnement �+x : � , les autres
omposantes restant in
hangées. Ave
 la dé�nition de _, 
 a bien un typefon
tionnel, et le type de son premier argument est bien � 0 tradu
tion de � .On peut don
 
on
lure ave
 l'hypothèse d'indu
tion.Si le premier paramètre de s est de la forme 
1 is I1, d'après la règleColl-prm, le reste de l'espè
e est typé en ajoutant à l'environnement C
 : A(
; inst), où inst est l'interfa
e de I1. Dans la tradu
tion de 
e nouvelenvironnement, 
 va prendre le type �(
), un des paramètres de type del'espè
e. Or on ne sait typer le 
orps des méthodes O
aml que dans un
ontexte où 
 a le type objet hinsti. Toutefois, �(
) porte une 
ontrainte, pardé�nition de_, imposant que �(
) soit de la forme hinst ; �i. Cette 
ontraintepermet don
 de se pla
er dans le bon environnement �0 pour 
ontinuer letypage de l'espè
e. On peut don
 
on
lure ave
 l'hypothèse d'indu
tion. �Comme dans la se
tion pré
édente, on peut en déduire que les 
lausesinherits de la tradu
tion O
aml sont 
orre
tes.Corollaire 4 (Tradu
tion de l'héritage ave
 des paramètres)Soit s une espè
e bien typée de Fo
, héritant d'une espè
e s1. Alors, C(s)est un sous-type de C(s1)Preuve. D'après le lemme 29, les instantiations des éventuels paramètresde s1 sont 
orre
ts dans la tradu
tion de s2. Pour le types des méthodes, lethéorème 7 et la règle Well-typed-spe
 permettent de 
on
lure. �5.4 Les 
olle
tionsIl reste à véri�er qu'une 
olle
tion 
 implantant une espè
e s est bientraduite en un module valide deO
aml, et que la signature qu'on impose à 
emodule est bien 
orre
te. Pour la signature, il su�t de véri�er que toutes lesdé�nitions de type sont 
orre
tes, y 
ompris en présen
e du type abstrait rep.En 
e qui 
on
erne le module lui-même, le point le plus important 
onsiste



98 CHAPITRE 5. CORRECTION DE LA TRADUCTION OCAMLà montrer qu'on peut e�e
tivement 
réer une nouvelle instan
e de la 
lasseC(s), 
'est à dire que 
ette dernière n'est pas virtuelle.Théoreme 8 (Tradu
tion des 
olle
tions)Soit 
 une 
olle
tion Fo
 implantant l'espè
e s(e1; :::; en). Posons I et M unesignature et un module tels que 
 _ module Mod(
) : I = M , alors I estune signature de module bien typée en O
aml, et M en est une implantationbien typée.Preuve. Par indu
tion sur le nombre de paramètres de s. Si s est une espè
eatomique, I se 
ompose de trois 
hamps : un type abstrait rep, un type objetstype , et une valeur de type stype . De plus, stype est dé�ni 
omme implantantCt(s) en instan
iant son premier paramètre par rep. Or 
e premier paramètrene porte par dé�nition de _t pas de 
ontrainte, et peut don
 être instan
iépar n'importe quel type (et en parti
ulier par un type abstrait).En 
e qui 
on
erne M , il implante les 
hamps dé
larés de I. De plus, ave
la règle Coll, s est 
omplètement dé�ni, don
 d'après le lemme 28, C(s) est
omplètement dé�nie, et il est possible d'en 
réer une nouvelle instan
e. Deplus d'après le théorème 6, 
ette instan
e peut être 
oer
ée vers Ct(s), dontstype est un synonyme : l'implantation M est bien 
onforme à la spé
i�
ationI. Dans le 
as où s possède des paramètres, on pro
ède par 
as sur le premierparamètre. Si 
'est un paramètre d'entité, il n'y a pas de 
hamp supplémen-taire, et la tradu
tion de e1 est bien typée. On peut don
 
on
lure 
omme
i-dessus. Si on est en présen
e d'un paramètre de 
olle
tion, e1 est un nomde 
olle
tion préexistante. De plus, on ajoute deux nouveaux types dans I
omme dans M . D'après la règle Coll-Inst, e1 est un paramètre admissiblepour s, don
 sa tradu
tion est typable dans l'environnement du module. Parailleurs, les nouveaux types étant dé�nis 
omme synonyme de Mod (e1):repet Mod(e1):stype , ils respe
tent les 
ontraintes des paramètres de type deC(s). On peut alors 
on
lure ave
 l'hypothèse d'indu
tion. �



Chapitre 6Compilation vers Coq :enregistrements et générateursde méthodes6.1 Présentation de CoqCoq est un système d'aide à la preuve, basé sur le 
al
ul des 
onstru
tionsindu
tives [Coq02℄. Celui 
i est une extension du noyau purement fon
tionnelde O
aml. Il était don
 assez naturel de 
hoisir Coq 
omme langage 
iblepour la partie spé
i�
ation et 
erti�
ation de Fo
. Dans 
ette se
tion, mousallons présenter brièvement les prin
ipales 
onstru
tions de Coq, du moins
elles qui servent lors de la tradu
tion de Fo
.6.1.1 Set et les 
al
ulsÀ quelques détails syntaxiques près, les dé�nitions de fon
tions en Coqsont assez similaires à 
elles de O
aml :De�nition notb : bool ! bool :=[a :bool℄ if a then false else true.Toutefois, les fon
tions polymorphes ne s'expriment pas de la même manière :la variable de type est en fait un argument à part entière de la fon
tion qu'onveut dé�nir. Le type de 
et argument est Set, le �type� de tous les typesayant un 
ontenu 
al
ulatoire, 
omme bool,nat (les entiers de Peano),... Parexemple, on dé�nira l'identité polymorphe de 
ette manière :De�nition id : (A :Set)A�>A :=[A :Set℄[x :A℄x.Le type de 
ette fon
tion est un type dépendant : le type du se
ond argumentde la fon
tion ainsi que 
elui du résultat dépendent du premier argument, A.On peut noter que lors de l'appli
ation d'une telle fon
tion, Coq est souvent99



100 CHAPITRE 6. DE FOC À COQ
apable d'inférer la valeur du premier argument en fon
tion du se
ond. Dans
e 
as, l'utilisateur peut rempla
er 
e premier argument par un ?. Ainsi,(id ? true) est une expression Coq 
orre
te (qui s'évalue en true).6.1.2 Prop, les propriétés, les preuvesCe qu'on vient de dé
rire sur la partie 
al
ulatoire de Coq se retrouve auniveau des propositions logiques, termes de types Prop. Cette 
orrespondan
eest 
onnue sous le nom d'isomorphisme de Curry-Howard [How80℄. Dans 
e
ontexte, une preuve d'une proposition n'est autre qu'un terme ayant 
ommetype la proposition. Ainsi, si on dé�nit la propriété suivante :De�nition tautologie : Prop := (A :Prop)A�>A.dont on peut remarquer qu'elle ressemble beau
oup au type de id, on vaprouver que 
ette proposition est vraie en exhibant un terme ayant 
e type :De�nition preuve : tautologie := [A :Prop℄[x :A℄x.Ces 
onstru
tions permettent de dé�nir une partie des 
onstru
teurs logiqueshabituels : l'impli
ation 
omme on vient de le voir, et la quanti�
ation uni-verselle à l'aide d'un produit dépendant. Toutefois, les autres 
onstru
teursné
essitent l'introdu
tion d'une autre 
atégorie de 
onstru
tions de Coq, lestypes indu
tifs, présentés dans la se
tion suivante.Auparavant, revenons sur Set et Prop : nous nous en sommes servisjusqu'à présent en guise de types, mais il s'agit aussi de termes Coq et à 
etitre ils doivent avoir aussi un type. Il s'agit de type0, qui lui-même à le typetype1. Par ailleurs, tout élément de type typei peut être vu 
omme étantde type typei+1. L'indi
e i est le niveau du type. Lorsqu'on manipule destermes appartenant à des niveaux di�érents, on parle de hiérar
hie d'univers.En pratique, on ne spé
i�e jamais le niveau où on se trouve dans la hiérar
hied'univers, et 
'est le système qui se 
harge de gérer les 
ontraintes né
essairesà la 
ohéren
e de l'ensemble.6.1.3 Types indu
tifsA première vue, les types indu
tifs de Coq jouent le même r�le queles types 
on
rets de O
aml, si 
e n'est que les 
onstru
teurs de 
es typespeuvent avoir un type dépendant. Ainsi, on peut fa
ilement dé�nir le typedes listes sur un type A :Indu
tive list : (A :Set)Set :=Nil : (A :Set)(list A)j Cons : (A :Set)A�>(list A)!(list A).Notons que 
ontrairement à O
aml on pré
ise le type 
omplet des 
onstru
-teurs, y 
ompris don
 leur type de retour. En e�et, 
e type peut dépendre
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onstru
teur. Ainsi, on peut dé�nir le et logique de lamanière suivante :Indu
tive et : Prop ! Prop ! Prop :=intro : (A,B :Prop)A ! B ! (et A B).Le 
onstru
teur intro 
ompte 4 arguments : deux propositions A et B, unepreuve que A est vraie (
'est à dire, d'après l'isomorphisme de Curry-Howard,un élément de A), et une preuve que B est vraie. Il renvoie un élément �unepreuve� de (et A B). Lorsqu'on évalue 
ette dé�nition, on peut remarquer queCoq ne se 
ontente pas de dé�nir et, mais qu'il ajoute une fon
tion, et_ind.Cette fon
tion est un s
héma d'élimination du type indu
tif, qui permettentde déstru
turer un élément du type et, 
omme le ferait un pattern-mat
hingen O
aml. Si on examine le type de et_ind on trouve la forme suivante :et ind :(� :(Prop�>Prop�>Prop))((A,B :Prop)A�>B�>(P A B))!(A,B :Prop)(et A B)!(� A B)Les arguments de 
ette fon
tion sont don
 les suivants :� un prédi
at prenant en argument deux propositions� une preuve que pour toutes les propositions A et B, si A est vrai et Best vrai alors (� A B) est vraie� deux propositions A et B� une preuve de (et A B)et renvoie alors un élément (une preuve) de (� A B).On peut remarquer qu'à partir d'un tel prédi
at il est possible de re-trouver les règles d'élimination du et en dédu
tion naturelle, en utilisant desproje
tions pour instantier � (Dans le 
ode 
i-dessous, désigne un para-mètre qui n'est pas utilisé dans le 
orps de la fon
tion).De�nition elim1 : (A,B :Prop)(et A B)�>A :=(et ind [A ; ℄A [A ; ;pA ; ℄pA).De�nition elim2 : (A,B :Prop)(et A B)�>B :=(et ind [ ;B℄B [ ;B ; ;pB℄pB).En�n, on peut dé�nir un prédi
at par le biais d'un type indu
tif. Ainsil'égalité de Coq est dé�nie sous forme de type indu
tif, 
omme le plus petitprédi
at ré�exif :Indu
tive eq : (A :Set)A�>A�>Prop :=refl : (A :Set)(x :A)(eq ? x x).�Plus petit� est i
i à entendre 
omme la 
onstru
tion d'un plus petit point�xe. En fait, si on 
onsidère les prédi
ats binaires 
omme équivalents à unsous-ensemble de A*A, eq est le plus petit prédi
at 
ontenant les 
ouples (x,x).
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héma d'élimination 
orrespondant, eq_ind 
orrespond à la dé�nition del'égalité de Leibniz :eq ind: (A :Set ; x :A ; P :(A�>Prop))(P x)!(y :A)x=y�>(P y)Si x et y sont égaux, tout prédi
at P véri�é par x est véri�é par y.6.1.4 Enregistrements et 
oer
ionsAu delà du noyau que représente le 
al
ul des 
onstru
tions indu
tives,Coq fournit un 
ertain nombre d'extensions qui fa
ilitent l'é
riture de pro-grammes. Dans 
ette se
tion et dans la suivante, on détaille les extensions lesplus importantes pour Fo
 : les enregistrements ave
 
hamps dépendants,les 
oer
ions impli
ites et le mé
anisme de se
tion.Commençons par dé
rire les enregistrements. Syntaxiquement, il s'agitd'une liste de noms de 
hamps a

ompagnés de leur type, 
omme en O
aml.Toutefois, i
i l'ordre des 
hamps est très important, à 
ause des types dépen-dants : le type d'un 
hamp peut dépendre des 
hamps pré
édents, 
ommedans l'exemple suivant :Re
ord et enr : Type :=mk enr { A : Prop ; B : Prop ; pA : A ; pB : B }.I
i, pA et pB sont des preuves respe
tivement de A et de B, les deux premiers
hamps de l'enregistrement.Te
hniquement, et enr n'est autre qu'un type indu
tif muni d'un seul
onstru
teur, et relativement pro
he de notre type et de la se
tion pré-
édente. Toutefois, Coq va dé�nir en plus du type indu
tif proprementdit, et de son 
onstru
teur mk_enr, des fon
tions de proje
tions 
orrespon-dant aux di�érentes 
omposantes de l'enregistrement : A : et enr�>Prop,pA :(E :et enr)(A E), et
. De 
e fait, les noms des di�érents types d'enregis-trement doivent être distin
ts deux à deux, puisqu'ils 
orrespondent à desdé�nitions Coq. Notons en�n que le type de l'enregistrement lui même estde type Type, dans la mesure où 
ertaines de ses 
omposantes sont de typeProp.Un autre point important du point de vue de Fo
 est la possibilité de dé-�nir des 
oer
ions entre les di�érents types d'enregistrements. Par exemple,si on dé�nit les deux enregistrements permettant de dé�nir des points et despoints 
olorés :Re
ord point : Set := mk pt { x
oord : Z ; y
oord : Z}.Re
ord point 
olore : Set :=mk pt
 {x
oord1 : Z ; y
oord1 : Z ; 
olor : nat}.De�nition pt
 pt :=[x :point 
olore℄ (mk pt (x
oord1 x) (y
oord1 x)).Coer
ion pt
 pt : point 
olore >�> point.
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tion pt
 pt transforme un point 
oloré en un point �normal�. Ladernière ligne la dé
lare 
omme 
oer
ion, 
e qui permet d'utiliser dans lasuite un point 
oloré partout où Coq s'attend à trouver un point. Le systèmese 
hargera alors d'insérer un appel à pt
 pt.6.1.5 Chapitres et se
tionsIl reste à présenter le mé
anisme de se
tion utilisé en Coq pour ras-sembler di�érentes dé�nitions ayant des liens entre elles. À l'intérieur d'unese
tion (ou d'un 
hapitre, les deux mot-
lés Se
tion et Chapter étant sy-nonymes), il est possible de dé
larer des variables, de n'importe quel type,et d'y faire référen
e dans les di�érentes dé�nitions qu'on donne dans la se
-tion. De même, on peut faire des dé�nitions lo
ales qui ne sont visibles qu'ausein de la se
tion où elles sont dé�nies. Lorsqu'on ferme la se
tion, Coq faitles abstra
tions et les expansions de variables lo
ales né
essaires à la bonneformation des dé�nitions globales de la se
tion. Ainsi, on peut dé�nir le etlogique et ses proje
tions au sein d'une se
tion a�n de fa
toriser une partiedu 
ode :Se
tion 
onjon
tion.Variable A,B :Prop.Indu
tive et : Prop :=intro : A ! B ! et.De�nition elim1 : et�>A := [H :et℄(et ind A [pA ; ℄pA H).De�nition elim2 : et�>B := [H :et℄(et ind B [ ;pB℄pB H).End 
onjon
tion.Dans la dé�nition de elim1 et elim2, on peut utiliser les deux variablesA et B. Toutefois, si on regarde le type de elim1 une fois la se
tion re-fermée, elim1 : (A,B :Prop)(et A B)�>A,on 
onstate qu'elle prend en para-mètre les deux propositions A et B, qui étaient des variables dans la se
tion
onjon
tion.6.2 Des
ription de la tradu
tion en CoqNous allons maintenant voir 
omment utiliser les di�érentes 
onstru
tionsde Coq pour modéliser les espè
es et 
olle
tions de Fo
. Les interfa
essont fa
ilement représentées par des types d'enregistrement, et les 
olle
tionspar des enregistrements. Un problème se pose par 
ontre pour les espè
es.Idéalement, il faudrait pouvoir 
réer un enregistrement �à trous�, où 
ertains
hamps restent abstraits.Le mé
anisme de se
tion semble à même de fournir 
ela. En représentant
haque espè
e Fo
 par une se
tion, on peut traduire les 
hamps abstraits



104 CHAPITRE 6. DE FOC À COQpar des variables et les 
hamps 
on
rets par des dé�nitions lo
ales. En �n dese
tion, on pourra alors 
réer un enregistrement rassemblant tous les 
hamps,et le mé
anisme d'abstra
tion permettra de faire les abstra
tions 
orrespon-dant aux méthodes dé
larées. Si 
ette vision est intéressante au premierabord, elle est 
ependant insu�sante pour 
apturer toutes les 
onstru
tionsde Fo
. En e�et, si 
e mé
anisme permet de dé�nir fa
ilement 
e qui estl'équivalent d'une espè
e en forme normale, il est impuissant à modéliser laliaison retardée et la redé�nition de méthodes lors de l'héritage : une mé-thode m1 qui de
l-dépend d'une méthode m2 dé�nie au sein d'une espè
es utilise la dé�nition lo
ale 
orrespondante de la se
tion représentant s. Sidans une espè
e s0 héritant de s on redé�nit m2 sans tou
her à m1, il n'y apas moyen de réutiliser le 
ode pré
édent de m1 : il faut tout réé
rire dansune nouvelle se
tion. En e�et, le mé
anisme d'abstra
tion ne porte que surles variables de la se
tion. Or si m2 est dé�nie, elle sera représentée en Coqpar une dé�nition lo
ale. La dé�nition de m1 dans s fera don
 référen
e à
ette dé�nition pré
ise, 
e qui va à l'en
ontre du but re
her
hé. On veut ene�et pouvoir réutiliser 
ette dé�nition de m1 dans les espè
es héritant de s,mais en utilisant la nouvelle dé�nition de m2.Pour remédier à 
ela, nous n'allons pas 
onstruire dire
tement les dé�ni-tions lo
ales, mais passer par l'intermédiaire de dé�nitions globales, appeléesgénérateurs de méthodes. Pour 
onstruire un tel générateur, on abstrait dansle 
orps d'une méthode m les noms des méthodes dont m de
l-dépend. Si onprend l'exemple de l'espè
e s 
i-dessous,spe
ies s =sig eq in self�> self�>bool ;let neq = fun x ! fun y ! notb(self !eq(x,y)) ;Le générateur de méthode 
orrespondant à neq sera le suivant (dans lequelbool__t représente la tradu
tion du type bool de Fo
) :[abst T :Set℄[abst eq :abst T�>abst T�>bool t℄[x,y :abst T℄(notb (abst eq x y))La première ligne 
orrespond aux abstra
tions des de
l-dépendan
es, tandisque la se
onde ligne est la tradu
tion du 
orps de la méthode. Ce 
orps seraévalué dans l'environnement mis en pla
e par les abstra
tions pré
édentes. Enparti
ulier, l'appel de méthode self !eq est rempla
é par la variable abst_eq,se
ond argument de la fon
tion.On peut dès lors utiliser 
e générateur pour 
réer la méthode neq de a,mais aussi de toutes les espè
es héritant de a, tant que neq elle-même n'estpas redé�nie : il su�ra de l'appliquer à l'instan
e 
ourante de la méthode eq(et au type support), 
e qui 
orrespond bien à la liaison retardée.Notons qu'on ne peut appliquer le même système aux def-dépendan
es,puisque par dé�nition si m1 def-dépend de m2, on a besoin du 
orps de m2pour typer m1, et on ne peut don
 pas faire d'abstra
tion.



6.3. UN EXEMPLE COMPLET DE TRADUCTION 1056.3 Un exemple 
omplet de tradu
tionComme dans le 
hapitre pré
édent, on s'appuie sur l'exemple des produits
artésiens (voir 2.2 pour le 
ode Fo
 
orrespondant) pour présenter plus endétail les di�érents points de la tradu
tion de Fo
 vers Coq. Dans la se
tionsuivante on présentera une vue plus formelle de 
ette même tradu
tion. Dansl'exemple, on trouve en premier lieu le 
hapter représentant l'espè
e dessetoides.Chapter Setoide.Ce 
hapter peut se dé
ouper en trois parties :� Dé�nition du type d'enregistrement des setoides.� Dé
laration des méthodes abstraites, dé�nition des générateurs de mé-thodes et des liaisons lo
ales.� Dé�nition d'un enregistrement de type setoide.Nous allons maintenant détailler 
es di�érentes parties. Commençons parle type d'enregistrement, qui 
orrespond à la notion d'interfa
e en Fo
 :Re
ord setoide : Type :=mk setoide {setoide T :> Set ;setoide print : (setoide T)! string t ;setoide parse : (string t)! setoide T ;setoide egal : (setoide T)! (setoide T)! bool t ;setoide element : setoide T ;setoide different : (setoide T)! (setoide T)! bool t ;setoide refl : (x : setoide T) (Is true (setoide egal x x)) ;setoide symm : (x : setoide T) (y : setoide T)((Is true (setoide egal x y)))!(Is true (setoide egal y x))}.On peut tout d'abord remarquer que 
e type vit dans Type. En e�et, le
hamp setoide_T, qui 
orrespond au type support est un élément de Set,et setoide doit don
 se situer au dessus de Set dans la hiérar
hie destypes de Coq. Par ailleurs, le 
hamp setoide_T est dé�ni impli
itement
omme une 
oer
ion de setoide dans Set, 
e qui permet d'alléger les no-tations lorsqu'on veut parler d'un élément d'un setoide : au lieu de la for-mule (S :setoide)(x :(setoide T S)). . .on pourra employer dire
tement(S :setoide)(x :S). . ..En�n, il 
onvient de noter que 
et enregistrement reprend tous les 
hampsde la forme normale de setoide, et non pas seulement 
eux qui sont dé
larésou dé�nis dans le 
orps de l'espè
e. Par exemple, les 
hamps parse et printviennent de basi
_obje
t (voir la se
tion 4.1.1). En e�et, setoide est pourl'instant 
omplètement indépendant du type d'enregistrement basi
_obje
t



106 CHAPITRE 6. DE FOC À COQet doit don
 dé
larer seul l'ensemble de ses 
hamps. Ce n'est qu'à la �n de lase
tion qu'on dé�nira les liens entre setoide et basi
_obje
t à l'aide d'une
oer
ion (voir 
i-dessous).Après la dé�nition du type d'enregistrement, on trouve une série de dé-
larations de variables, dé�nitions lo
ales et dé�nitions globales représentantles di�érentes méthodes de setoide :Variable self T : Set.hérité 8>><>>: Lo
al self print : (self T)! string t :=(basi
 obje
t print self T ).Lo
al self parse : (string t)! self T :=(basi
 obje
t parse self T ).dé
laré �Variable self egal : (self T)! (self T)! bool t.Variable self element : self T.
dé�ni 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

De�nition setoide different :( abst T : Set) ( abst egal : (abst T)! (abst T)! bool t)(abst T)!(abst T)�>bool t :=[ abst T : Set℄ [ abst egal : (abst T)! (abst T)! bool t℄[x : abst T℄[y : abst T℄(not b (abst egal x y)).Lo
al self different : (self T)! (self T)! bool t :=(setoide different self T self egal ).dé
laré 8>><>>: Hypothesis self refl : (x : self T)(Is true (self egal x x)).Hypothesis self symm : (x : self T) (y : self T)((Is true (self egal x y)))!(Is true (self egal y x)).Là en
ore, on retrouve toutes les méthodes de la forme normale, qu'ellessoient héritées ou non, dans l'ordre dé�ni par les dépendan
es. Par ailleurs,on peut distinguer trois 
as :� Dé
laration de variable (ou d'hypothèse, les deux mots 
lés étant sy-nonymes en Coq).� Une dé�nition lo
ale.� Une dé�nition globale et une dé�nition lo
ale pour la même méthodeComme on l'a déjà signalé, les variables 
orrespondent aux méthodes dela forme normale de setoide qui sont seulement dé
larées. Les dé�nitionslo
ales sont les tradu
tions des méthodes dé�nies. Elles sont données 
ommel'appli
ation d'un générateur de méthode aux dé�nitions et/ou dé
larationspré
édentes, suivant les de
l-dépendan
es. Ainsi, self_print est dé�nie en



6.3. UN EXEMPLE COMPLET DE TRADUCTION 107utilisant le générateur pour print dé�ni dans le 
hapitre de basi
_obje
t(print n'est pas redé�nie dans setoide), appliqué à self_T, type supportde setoide.En�n, les dé�nitions globales 
orrespondent aux générateurs de métho-des. Comme on l'a dit, seules les méthodes dé�nies dans le 
orps de l'espè
e(
'est à dire i
i la méthode different) donnent lieu à la dé�nition d'un gé-nérateur de méthode. Pour les méthodes héritées, 
omme i
i print et parse,il su�t de réutiliser le générateur 
orrespondant. De 
e fait, les générateursde méthode doivent être des dé�nitions globales et non lo
ales.La dernière partie de la se
tion 
orrespond à la 
réation d'un setoide�générique� à partir de toutes ses 
omposantes. Celles d'entre elles qui seprésentent sous forme de variable (T, egal, element, refl et symm) serontabstraites lors de la fermeture de la se
tion, faisant de new_setoid une fon
-tion qui si on lui fournit une dé�nition pour 
ha
une des méthodes en
oreabstraites renverra un setoide.De�nition new setoide :=(mk setoide self T self print self parse self egalself element self different self refl self symm).End Setoide.En dehors de la se
tion, il reste à établir pour Coq le lien entre setoideet basi
_obje
t. Pour 
ela, on dé�nit la fon
tion qui extrait les 
hampsprésents dans basi
_obje
t d'un setoide quel
onque, et on la marque ex-pli
itement 
omme 
oer
ion.De�nition setoide basi
 obje
t :=[S :setoide℄(mk basi
 obje
t(setoide T S) (setoide print S) (setoide parse S) ).Coer
ion setoide basi
 obje
t : setoide>�>basi
 obje
t.Nous disposons maintenant de tous les éléments permettant de représen-ter l'espè
e setoide en Coq. Passons à la tradu
tion de l'espè
e monoide.Celle-
i s'e�e
tue sur le même modèle que setoide, puisqu'il s'agit i
i aussid'un héritage simple. On ne donnera don
 pas la tradu
tion 
omplète, maisseulement quelques points sur lesquels il 
onvient d'insister.Chapter Monoide.Re
ord monoide : Type :=mk monoide{ monoide T :> Set ;(* . . . *)monoide different : (monoide T)! (monoide T)! bool t ;(* . . . *)monoide multiplie : (monoide T)! (monoide T)! monoide T ;monoide un : monoide T ;monoide element : monoide T}.



108 CHAPITRE 6. DE FOC À COQComme on peut le voir i
i, l'ordre entre les di�érents 
hamps d'un typed'enregistrement peut varier lors des héritages : element qui était pla
é avantdifferent dans setoide l'est maintenant après. En e�et, 
'est l'ordre dé�nipar la mise en forme normale qui sert à dé�nir le type d'enregistrement, et
et ordre peut varier suivant les (re)dé�nitions lors du passage d'une espè
e àune autre. I
i, element étant dé�ni en fon
tion de un, il doit être pla
é aprèsle 
hamp 
orrespondant. Notons toutefois que lorsqu'on fait des 
oer
ions,
es dernières tiennent bien sûr 
ompte de l'ordre de la forme normale del'espè
e parent, 
omme on le verra 
i-dessous.Dans les dé�nitions de méthodes, il n'y a 
ette fois pas besoin de donnerle générateur de different : on fait appel à 
elui de setoide. Par 
ontreelement, qui n'était que dé
laré dans l'espè
e pré
édente est maintenantdé�ni, et se voit doté du générateur 
orrespondant :. . .Lo
al self different : (self T)! (self T)! bool t :=(setoide different self T self egal ).De�nition monoide element :(abst T : Set)(abst multiplie : (abst T)! (abst T)! abst T)(abst un : abst T) abst T :=[abst T : Set℄[abst multiplie :(abst T)! (abst T)! abst T℄[ abst un : abst T℄(abst multiplie abst un abst un).Lo
al self element : self T :=(monoide element self T self multiplie self un ).. . .En�n, on termine 
omme pré
édemment en dé�nissant new_monoide, eten 
réant une 
oer
ion entre monoide et setoide.De�nition new monoide :=(mk monoide self T self print self parse self egalself different self refl self symmself multiplie self un self element).End Monoide.De�nition monoide setoide :=[S :monoide℄(mk setoide(monoide T S) (*. . .*)(monoide element S) (monoide different S)(monoide symm S)).Coer
ion monoide setoide : monoide>�>setoide.



6.3. UN EXEMPLE COMPLET DE TRADUCTION 109Lors de la dé�nition de la 
oer
ion, on passe bien à mk setoide les di�érents
hamps de S, dans l'ordre de la forme normale de setoide. De plus, 
'estbien la dé�nition de different dans S qui sera utilisée dans le setoide ainsidé�ni, et non la dé�nition existant dans setoide. Les 
oer
ions ne modi�entpas le mé
anisme de liaison tardive qu'on 
her
he à implanter en Coq.L'exemple des produits de setoide permet d'introduire la tradu
tion desespè
es paramétrées :Chapter Setoide produit.Re
ord setoide produit [a : setoide ; b : setoide℄ : Type :=mk setoide produit {setoide produit T :> Set ;(* . . . *)setoide produit 
reer : (a) ! (b) ! setoide produit T ;(* . . . *)}Les deux paramètres de l'espè
e se retrouvent également en paramètre dutype d'enregistrement qu'on dé�nit. En e�et, les types des di�érentes mé-thodes dépendent de a et b. Il faut don
 disposer dans l'environnement desdeux setoides a et b lorsqu'on dé
lare le type de 
reer.Comme pré
édemment, on poursuit ave
 les dé
larations et dé�nitionsdes méthodes et des générateurs. Les deux paramètres sont vus 
omme deuxvariables (prod est le 
onstru
teur de produit 
artésien en Coq. C'est l'équi-valent de et pour les éléments de Set) :Variable self a : setoide.Variable self b : setoide.Lo
al self T : Set := (prod self a self b).De�nition setoide produit egal :(self T)! (self T)! bool t :=[x :self T℄[y : self T℄(and b ((setoide egal self a) (first x) (first y))((setoide egal self b) (s
nd x) (s
nd y))).Les deux setoides self_a et self_b sont utilisés tels quels : 
ontrairementau 
as des de
l-dépendan
es, il n'y a pas de lambda-lifting. En e�et, les para-mètres sont par dé�nition toujours abstraits (
'est à dire présents sous formede variables dans le 
hapitre), 
ontrairement aux méthodes, qui peuvent êtredes variables ou des dé�nitions lo
ales. Pour les paramètres, on peut don
s'appuyer entièrement sur le mé
anisme de se
tion de Coq, qui fera de egalune fon
tion de self a et self b. Par ailleurs, on peut remarquer qu'à 
ause
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e de egal vis à vis du type support, 
e dernier n'est pasabstrait dans le générateur setoide produit egal.Voyons un autre point. Dans l'espè
e setoide_produit apparaissent desthéorèmes. Comme on peut le voir 
i-dessous ave
 l'exemple de refl, 
esméthodes sont traduites dans leur propre se
tion :Se
tion setoide produit refl.Lo
al abst T : Set :=(self T ).Lo
al abst egal : (abst T)! (abst T)! bool t :=(setoide produit egal ).De�nition setoide produit refl :(x : abst T)(Is true (abst egal x x)) :=(magi
 prove (x : abst T) (Is true (abst egal x x)) Nil).End setoide produit refl.Lo
al self refl : (x : self T)(Is true (self egal x x)) :=(setoide produit refl).Au sein de 
ette se
tion, on trouve tout d'abord des dé�nitions lo
ales, 
or-respondant au def-dépendan
es du théorème refl. Comme on le verra 
i-dessous, d'éventuelles de
l-dépendan
es seraient bien entendu traduites pardes variables. On trouve ensuite une dé�nition lo
ale, i
i réduite à l'appli
a-tion de magi
_prove qui trahit l'emploi du mot-
lé assumed dans le sour
eFo
. magi
_prove prend en argument, outre l'énon
é de setoid produit refl,une liste (i
i vide) des éventuelles de
l-dépendan
es signalées par l'utilisateuret non reprise dans l'énon
é, a�n de s'assurer que Coq fera 
orre
tement lesabstra
tions lorsqu'on fermera la se
tion.En�n, on rassemble le tout dans une dé�nition globale qui 
onstitue legénérateur de méthode du théorème1. Une fois sorti de la se
tion, on utilise
omme pré
édemment 
e générateur de méthode pour 
réer la dé�nitionlo
ale liée aux dé�nitions 
ourantes de l'espè
e.Le reste du 
hapter 
onsa
ré aux produits de setoides se poursuit 
ommeles pré
édents, jusqu'à la dé�nition de l'enregistrement à partir des di�érentesdé�nitions lo
ales (et des deux variables 
orrespondant aux setoides).La dé�nition de la 
oer
ion ave
 l'espè
e parent setoide est toutefoislégèrement di�érente du 
as d'une espè
e atomique. En e�et, 
ette 
oer
ion1Cela est déjà fait pour quelques theorèmes.



6.3. UN EXEMPLE COMPLET DE TRADUCTION 111est paramétrée par les deux setoides a et b dont on veut faire le produit :De�nition setoide produit setoide :=[a : setoide ; b : setoide℄ [S : (setoide produit a b)℄(mk setoide (setoide produit T ? ? S) (* . . *) ).Coer
ion setoide produit setoide :setoide produit >�> setoide.Il reste à regarder la tradu
tion de l'espè
e des produits 
artésiens demonoides. On va ainsi voir la gestion de l'héritage des espè
es paramétrées,ainsi que de l'héritage multiple en Coq :Chapter Monoide produit.Re
ord monoide produit[a : monoide ; b : monoide℄ :Type :=(* . . . *)Variable self a : monoide.Variable self b : monoide.Lo
al self egal : (self T)! (self T)! bool t :=(setoide produit egal self a self b).(* . . . *)Cette fois, les deux variables self_a et self_b sont des monoides et nonplus des setoides. Ainsi, lorsqu'on 
her
he à 
réer la méthode egal à partirdu générateur venant de setoide_produit, Coq doit insérer la 
oer
ionde monoide vers setoide. En e�et, setoide_produit__egal attend 
ommepremiers paramètres deux setoides, les paramètres de setoide produit.On peut également observer qu'un générateur de méthode peut e�e
ti-vement être réutilisé tout au long de l'arbre d'héritage : i
i, different est
réé à partir du générateur de setoide, qui n'est pas un parent dire
t demonoide_produit.Lo
al self different : (self T)! (self T)! bool t :=(setoide different self T self egal).En�n, les 
hoix de dé�nition en 
as de 
on�it se retrouvent dans le 
hoixdu générateur qui produit element. En e�et, 
ette méthode est dé�nie dansles deux parents de l'espè
e 
ourante, monoide et setoide_produit. Commeon l'a vu, 
'est la dé�nition de l'espè
e mentionnée en dernier qui est séle
-tionnée, 
'est à dire i
i le générateur de setoide_produit.Lo
al self element : self T :=(setoide produit element self a self b self T self 
reer).. . .End Monoide produit.



112 CHAPITRE 6. DE FOC À COQAprès la fermeture du Chapter, on dé�nit 
omme à l'a

outumée les 
oer-
ions ave
 les espè
es parents. Il y en a 
ette fois-
i deux, une pour 
haqueespè
e parent.De�nition monoide produit monoide :=[a : monoide ; b : monoide℄ [S : (monoide produit a b)℄(mk monoide (monoide produit T ? ? S) (* . . . *)).Coer
ion monoide produit monoide : monoide produit>�>monoide.De�nition monoide produit setoide produit :=[a : monoide ; b : monoide℄ [S : (monoide produit a b)℄(mk setoide produit a b(monoide produit T ? ? S) (* . . . *)).Coer
ion monoide produit setoide produit :monoide produit >�> setoide produit.Comme dans le 
as de setoide produit, 
es deux 
oer
ions sont paramé-trées par a et b. La première 
oer
ion est semblable à 
elles qu'on a vupré
édemment. Pour la se
onde, il 
onvient en outre de remarquer qu'il y ade nouveau une 
oer
ion impli
ite à l'÷uvre. En e�et les monoides a et b sonttransformés en setoide lorsqu'ils sont appliqués à mk setoide produit.En�n, la 
olle
tion entiers est traduite par un Chapter, dans lequel onne dé�nit pas de type d'enregistrement. La dernière dé�nition du Chapterest un enregistrement de type monoide, l'espè
e qu'implante entiers :Chapter Entiers.. . .De�nition entiers := (mk monoide self T self print self parse self egalself different self refl self symm self multiplie self un self element).End Entiers.De même, entiers 2 se traduit en un 
hapitre dont les deux premières dé�ni-tions lo
ales 
orrespondent à l'implantation des paramètres de monoide produit,l'espè
e qu'elle implante :Chapter Entiers 2.Lo
al self a :monoide :=entiers .Lo
al self b :monoide :=entiers .De�nition entiers 2 := (mk monoide produit entiers entiers self Tself parse self egal self different self refl self symm self 
reerself element self print self un self multiplie).End Entiers 2.
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tion de Fo
 vers CoqLe reste de 
e 
hapitre est 
onsa
ré à la dé�nition formelle des mé
a-nismes de tradu
tion d'une espè
e bien formée et bien typée en Coq. Commedans le 
as de la tradu
tion vers O
aml, nous allons dé
rire les di�érentes
omposantes de la tradu
tion de Fo
 vers Coq en reprenant l'ordre danslesquelles on les trouve dans un Chapter Coq 
orrespondant à une espè
e,
'est à dire1. le type enregistrement 
orrespondant à l'interfa
e2. les générateurs de méthodes3. les dé�nitions de méthodes dans le 
ontexte de l'espè
e, et la dé�nitionde l'enregistrement 
orrespondant4. les 
oer
ions5. les paramètresEn�n, nous reviendrons sur la tradu
tion des méthodes ré
ursives, et enparti
ulier sur les obligations de preuve qu'elles entraînent.Notation 10 La tradu
tion des 
ontru
tions Fo
 en Coq sera désignéepar Fo
� Coq6.4.1 Types et expressions de baseLes types de base de Fo
 se traduisent assez fa
ilement en Coq. Enparti
ulier, les types atomiques 
, représentant le type support de la 
ol-le
tion 
 
orrespondante, se traduisent dire
tement. En e�et, il existe une
oer
ion impli
ite entre 
haque type d'enregistrement de Fo
 et Set (voir
i-dessous). Le mé
anisme de 
oer
ion de Coq peut dès lors transformer toutenregistrement 
 en l'élément de Set représentant le type support.Par 
ontre, les variables de types posent un problème te
hnique parti-
ulier, puisqu'en Coq elles doivent se traduire par des arguments supplé-mentaires des fon
tions (voir la se
tion 6.1). Si 
ela n'est pas véritablementgênant au niveau des types (il su�t de générer des noms frais pour repré-senter 
es variables), il ne faut pas oublier d'instantier 
es arguments sup-plémentaires lors de la tradu
tion des expressions. En�n, les propriétés Fo
se traduisent trivialement en leur équivalent Coq.Dé�nition 52 (Tradu
tion des types Fo
 en Coq)�1� � 01 �2� � 02�1 ! �2� � 01 ! � 02 
� 
 V(�) = a�� a Dans une espè
e sself� repDans la tradu
tion Coq, le type support d'une espè
e s est représenté 
ommetoutes les autres méthodes de s, par une variable de même nom.
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tion des expressions de base ne pose pas de problème parti
ulier,sauf en 
e qui 
on
erne les appels de méthodes. Dans la partie O
aml de latradu
tion, on peut totalement dé
oupler la tradu
tion de C et 
elle de E . Ene�et, les liens entre objets et 
lasses s'établissent par analyse de la stru
turedes objets : si un objet implante les méthodes dé
larées dans une 
lasse ave
le type attendu, il peut re
evoir 
omme type 
ette 
lasse.Il en va autrement en Coq où le re
ours à des enregistrements imposequ'on 
onserve le lien entre 
haque 
olle
tion et l'espè
e qu'elle implante,a�n de 
onnaître le nom du proje
teur approprié.Dé�nition 53 (Environnement valide)Soit C; E ;�;� un environnement Fo
 bien formé. On suppose qu'il existeune fon
tion r de Codom(C) dans Codom(E) telle que, 8
 2 C, on ait :C(
) = hxi : �ii ) E(r (
)) = (
p � tp)fxi : � 0igDe plus, il existe une substitution � des 
p paramètres de 
olle
tion vers Ctelle que 8i; �i = � 0i�. On dira alors que l'environnement est valide.Lemme 30 (Ajout d'une 
olle
tion) Soient C; E ;�;� un environnementFo
 valide et 
 une 
olle
tion dé�nie par
olle
tion 
 implements s(e1,. . .,epf )et telle que C; E ;�;� ` 
 : hxi : �ii. Alors, C + 
 : hxi : �ii; E ;�;� est unenvironnement valide, ave
 r (
) = s et �(
p) = ep pour 
haque 
p paramètrede 
olle
tion.Preuve. Immédiat par indu
tion sur le nombre de paramètres, d'après lesrègles de typage 
oll et 
oll-inst �Notons par ailleurs que deux types enregistrement ne pouvant partagerdes 
hamps, il faut 
réer des noms d'étiquette frais pour 
haque nouvelleespè
e2. On supposera pour 
ela qu'on dispose d'une fon
tion E(s;m), quirenvoie un identi�
ateur frais pour 
haque 
ouple (s;m).Dé�nition 54 (Tradu
tion des expressions de Fo
 en Coq) On dé-�nit la tradu
tion des expressions Fo
 en Coq à l'aide de la fon
tion auxi-liaire �e.� ajoute devant la tradu
tion �e de l'expression proprement dite2Le nouveau mé
anisme de module de Coq pourrait rendre 
ette 
ontrainte super�ue.



6.4. DÉFINITION DE LA TRADUCTION 115les variables de types apparaissant libres dans l'expression.�(x) = 8�1; :::; �n; �
;� ` x�e (x n foisz}|{?:::? ) 
;� + x : � ` e�e e0; � � � 0
;� ` fun(x in �)e�e [x : � 0℄e0Gen(�; �) = � 
;� + x : � ` e2 �e e02 
;� ` e1 � e01
;� ` let x in � = e1 in e2 �e [x := e01℄e02
 ` f �e f 0 8i;
 ` ei �e e0i
 ` f(e1; :::; en)�e (f 0 e01 : : : e0n) [Self℄self !m�e m[Meth℄r (
) = s E(s) = (
1 � t1; :::; 
pf � tpf )fxi : �i = eig
!m�e (E(s;m) �(
1):::�(
pf ) 
)
;V + f�i 7! Aig ` e�e e0
 ` e : � Gen(�; �) = 8�1; :::; �n� A1; :::; An fraî
hes� ` e� (A1 : Set):::(An : Set)e0On peut alors dé�nir la tradu
tion des propriétés Fo
. Le seul pointdéli
at est qu'il faut faire apparaître expli
itement la 
onversion de boolvers Prop quand il y a lieu. On le fait à l'aide de la fon
tion Is_true de labibliothèque standard de Coq. Les fon
tions booléennes de Fo
 représententen fait des propriétés 
al
ulables, pouvant être utilisées dans les dé�nitions defon
tions, et destinées à être traduites en O
aml. Au 
ontraire, les élémentsde Fo
 ayant le type Prop n'existent que dans la représentation Coq.Dé�nition 55 (Tradu
tion des propriétés) Soit p une propriété Fo
bien typée. On dé�nit sa tradu
tion p0 en Coq, notée p � p0 à partir de lafon
tion intermédiaire �p, et d'une éventuelle 
oer
ion de bool vers Propde la manière suivante :
 ` e : bool 
 ` e� e0
 ` e�p (Is_true e 0) 
 ` e : Prop 
 ` e� e0
 ` e�p e0
 ` p1 �p p01 
 ` p2 �p p02
 ` p1 ! p2 �p p01 ! p02 
 ` p1 �p p01 
 ` p2 �p p02
 ` p1 and p2 �p (and p01 p02)
 ` p1 �p p01 
 ` p2 �p p02
 ` p1 or p2 �p (or p01 p02) 
 ` p�p p0
 ` not p�p (not p0)
 ` p�p p0 
 ` � � � 0
 ` all x in �; p�p (x : � 0)p0 
 ` p�p p0 
 ` � � � 0
 ` ex x in �; p�p (EX x : � 0jp0)



116 CHAPITRE 6. DE FOC À COQ6.4.2 Enregistrements ave
 
hamps dépendantsComme on l'a déjà fait remarquer, dans un enregistrement Coq, les typesdes 
hamps peuvent dépendre des 
hamps pré
édents : on va don
 être amenéà utiliser la forme normale d'une espè
e pour 
réer le type d'enregistrement
orrespondant. De plus, l'appel à une méthode m de self n'est pas trans-formé, 
omme dans�e en la variable m. En e�et, il s'agit de faire référen
eau 
hamp 
orrespondant, qui a pour étiquette E(s;m).Dé�nition 56 (méthodes dans un type d'enregistrement)Soit s une espè
e bien formée et bien typée. On dé�nit la tradu
tion d'untype � (�rs) de la même manière que �, à l'ex
eption de la règle Self, quiprend la forme suivante : Selfself�rsE(s; rep)De même, la tradu
tion d'une expression est identique à la dé�nition donnéepour �e sauf pour l'appel à une méthode de self, qui est traduit par :[Self℄self!m�rsE(s;m)Dé�nition 57 (Tradu
tion d'une interfa
e Fo
) Soit s une espè
e deforme normale �1; ::�n. On dé�nit la tradu
tion d'un 
hamp de la manièresuivante : 
 ` ��rs� 0
 ` sig x in � � E(s; x) : � 0 
 ` ��rs� 0
 ` let x in � = e� E(s; x) : � 08i;
 ` �i�rs� 0ilet re
 xi in �i = ei� E(s; xi) : � 0i 
 ` p�rsp0
 ` property x : p� E(s; x) : p0
 ` p�rsp0
 ` theorem x : p proof ::::� E(s; x) : p0
 ` rep[= � ℄� E(s; rep) :> SetLe type d'enregistrement asso
ié à s est alors (ave
 E(s;Build) un nomfrais dans l'environnement) :norm(s) = �1:::�n 8i; �i�  is� Re
ord s : Type := E(s;Build)f 1::: ng



6.4. DÉFINITION DE LA TRADUCTION 1176.4.3 Générateurs de méthodesLe deuxième point important de la tradu
tion en Coq est la dé�nitiondes générateurs de méthodes pour les méthodes dé�nies �ou redé�nies� dansl'espè
e qu'on est en train de traduire. Dans 
ette se
tion, on se 
on
entrerasur la gestion des dépendan
es (de
l- 
omme def-), sous forme d'abstra
tionou de variable lo
ale. Le 
as parti
ulier des méthodes ré
ursives est traitédans la se
tion 6.5. Par ailleurs, on suppose que 
haque théorème est a

om-pagné de sa preuve Coq, faite dans un environnement tel qu'il est dé
rit
i-dessous. En�n, tout 
omme dans le 
as des étiquettes de la se
tion pré
é-dente, on se donne une fon
tion G(s;m) qui à une espè
e s et un nom deméthode m asso
ie un nom frais dans l'environnement.A�n de minimiser la taille du générateur 
orrespondant à la méthode m,on souhaite ne garder dans � que les méthodes de self aux dé
larations etdé�nitions qui sont né
essaires pour typer le 
orps de m. On va don
 
onsi-dérer une restri
tion de �, appelée l'univers visible de m. Pour 
onstruire 
etunivers visible, il faut bien sûr distinguer les de
l- et les def- dépendan
esde m, mais aussi, et parti
ulièrement dans le 
as des théorèmes, les de
l-dépendan
es suivant qu'elles proviennent du 
orps ou du type de m. Pour�xer les idées, on peut prendre l'exemple de l'espè
e suivante :spe
ies s inherits basi
 obje
t =sig a in self ; sig op in self ! self ; let 
 = !op( !a) ;sig p1 in self ! Prop ; sig p2 in self ! Prop ;property p1 p2 : all x in self, !p2(x) ! !p1(x) ;property op spe
 : all x in self, !p1(x)! !p2( !op(x)) ;property a spe
 : !p1( !a) ;theorem t1 : !p2( !
)proof : def 
 ; de
l op spe
 a spe
 ;{* . . . *} ;theorem t2 : !p1( !
) proof : de
l t1 p1 p2 ; {* . . . *} ;endD'après le 
al
ul des dépendan
es, t1 dépend dire
tement de p2 et 
, men-tionnés dans la propriété. De plus, la preuve nous donne une def-dépendan
evis à vis de 
, et des de
l-dépendan
es vis-à-vis de op spe
 et a spe
. Pourque la dé�nition de 
 soit bien formée, il faut in
lure dans l'environnement lesdé
larations de a et op dont elle de
l-dépend. De même, l'énon
é de op spe
oblige à ajouter p1 dans l'environnement. En�n, 
omme toutes 
es fon
tionsopèrent sur le type support, 
elui-
i doit être présent. Finalement, l'environ-nement minimal où t1 est bien typé est toute l'espè
e (à l'ex
lusion de t2).Si on s'était 
ontenté de regarder t1 et ses def-dépendan
es, on aurait oubliéde rajouter p1, et l'énon
é de op spe
 aurait été mal typé.Dans le 
as de t2, par 
ontre, on a des de
l-dépendan
es vis-à-vis dep1, 
, t1 et p1 p2. La prise en 
ompte des énon
és de t1 et p1 p2 aboutit àajouter p2 dans l'environnement. Par 
ontre, on n'a pas besoin d'analyser les
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es portées par le 
orps de t1 (
'est à dire la preuve), et op spe
,a, et op ne sont don
 pas 
onservées.6.4.4 Dépendan
es dans les typesEn premier lieu, il 
onvient de revenir sur la dé�nition de l'environne-ment dans lequel on e�e
tue le typage des 
orps des méthodes dé�nies ausein d'une espè
e s. En e�et, on pla
e a priori dans � toutes les méthodes deself. Or l'analyse de dépendan
es permet d'être beau
oup plus é
onome. Ene�et, pour typer une expression donnée e, on n'a besoin que des méthodesauxquelles e fait e�e
tivement appel, 
'est à dire *e+. L'a�aire se 
ompliquequand les def-dépendan
es rentrent en jeu, puisqu'il faut alors garder desdé�nitions dans �, et s'assurer que 
es dé�nitions sont elle-mêmes bien ty-pées. Pour 
ela, il faut don
 
onserver dans l'environnement les méthodes quiappartiennent à la 
l�ture transitive de la relation de def-dépendan
e ainsique les méthodes dont les pré
édentes de
l-dépendent.Dé�nition 58 (Univers visible d'une méthode) Soit s une espè
e bienformée et bien typée et x 2 N (s). L'univers visible de x noté j x j est dé�nide la manière suivante :y 2 *x+sy 2j x j y <defs xy 2j x j z <defs x y 2 *z+sy 2j x j z 2j x j y 2 *Ts(z)+sy 2j x jLa dernière règle est imposée par la présen
e de type dépendants : il fauttenir 
ompte d'éventuelles de
l-dépendan
es dans les types des méthodesque l'on 
onserve dans �. Cette notion d'univers visible permet de dé�nir larestri
tion de � re
her
hée, en distinguant trois 
as :1. les méthodes qui ne sont pas dans l'univers visible de x, et qu'on e�a
e
omplètement.2. les méthodes qui sont dans l'univers visible de x, dont x ne def-dépendpas, et dont on 
onserve seulement le type3. les méthodes dont x def-dépend, dont on 
onserve le type et le 
orpsPlus formellement, l'environnement minimal de typage d'une méthodepeut se dé�nir de la manière suivante :Dé�nition 59 (Environnement minimal de typage) Soit s une espè
ebien typée et bien formée, et x 2 N (s). En utilisant les notations pré
édentes,et en posant norm(s) = fyi : �i = eig, on dé�nit norm(s) e x de la manière



6.4. DÉFINITION DE LA TRADUCTION 119suivante : ; e x = ; y =2j x j fyi : �i = eig e x = �fy : � = e; yi : �i = eig e x = �y <defs x fyi : �i = eig e x = �fy : � = e; yi : �i = eig e x = fy : � = e; �gy 2j x j y 6<defs x fyi : �i = eig e x = �fy : � = e; yi : �i = eig e x = fy : � = ?; �gOn peut dès lors dé�nir le générateur de méthode de x proprement dit.Pour 
ela, on abstrait toutes les méthodes dé
larées (i.e. dont le 
orps vaut?) dans � e x, et on dé�nit des variables lo
ales pour les méthodes dé�niesde 
e même environnement. Ces variables lo
ales utilisent elles mêmes desgénérateurs de méthode, qui proviennent soit de l'espè
e s proprement dite,soit de ses parents (dans le 
as d'une méthode héritée). Pour obtenir unedé�nition 
orre
te de 
es liaisons lo
ales, nous avons don
 besoin de x � s(dé�nition 30), ainsi que d'une autre fon
tion auxiliaire, pour extraire d'unenvironnement minimal la liste des noms de méthode abstraits.Dé�nition 60 (Abstra
tion du 
ontexte minimal) Soit � un 
ontextede la forme fxi : �i = eig. On dé�nit les abstra
tions de 
e 
ontexte, H(�)de la manière suivante :H(;) = ; H(y : � = ?; l) = y;H(l) H(y : � = e; l) = H(l) si e 6= ?Dé�nition 61 (Tradu
tion de l'environnement d'une méthode)Soit s une espè
e bien formée et bien typée, et x 2 D (s) une méthode dé�niedans le 
orps de s. On dé�nit le 
orps du générateur de méthode 
orrespon-dant à x à l'aide de la tradu
tion de l'univers visible de x, notée J�Ksx, de lamanière suivante :J;Ksx = ; JlKsx = 
 � � � 0Jfy : � = ?; lgKsx = [y : � ℄
JlKsx = 
 � � � 0 y � s = s0 H(norm(s0) e y) = y1:::ynJfy : � = Bs(y); lgKsx = [y := (G(s0; y)y1:::yn)℄
Jnorm(s) e xKsx = 
 Ts(x)� � Bs(x)� eG(s; x)� De�nition G(s; x) 
 : � := eRemarque 1. Notons que s étant bien formée, les générateurs de méthodespour les y dont x def-dépend sont for
ément dé�nis avant G(s; x) :



120 CHAPITRE 6. DE FOC À COQ� Soit y � s 6= s. Alors G(y � s; y) a été dé�ni dans un Chapter pré
é-dent de la tradu
tion� Soit y est dé�ni dans s. Comme on suit l'ordre donné par norm(s),G(s; y) est dé�ni avant G(s; x).6.4.5 Méthodes dans le 
ontexte de norm(s) et tradu
tion desespè
esSi on ne s'intéressait qu'à la dé�nition des enregistrements 
orrespondantaux 
olle
tions de Fo
, la tradu
tion d'une espè
e pourrait s'arrêter là. Ene�et, les générateurs de méthodes sont su�sants pour 
ette tâ
he : pourdé�nir la tradu
tion de la 
olle
tion dé�nie en Fo
 par
olle
tion 
 implements sil su�t de retrouver les générateurs de toutes les méthodes x de s,G(x � s; x)et de dé�nir 
haque 
hamp en fon
tion des pré
édents dans l'ordre donné parnorm(s), forme normale de s.Cependant, il peut être intéressant de dé�nir lo
alement, à l'intérieur duChapter Coq 
orrespondant à l'espè
e Fo
, les méthodes liées au 
ontexte
ourant de l'espè
e. Comme on le verra dans la se
tion 7.6, 
es dé�nitionslo
ales permettent de garantir la 
orre
tion de 
haque n÷ud de l'arbre d'hé-ritage. Si on se 
ontentait de dé�nir les enregistrements 
orrespondant aux
olle
tions, on ne ferait véri�er à Coq que la bonne dé�nition de 
es der-nières, sans avoir de réelles garanties sur la hiérar
hie des espè
es.Ces dé�nitions lo
ales se font de la même manière que pour la gestiondes def-dépendan
es de la dé�nition pré
édente : on retrouve l'espè
e où laméthode est dé�nie pour la dernière fois (x � s) et on applique aux géné-rateurs 
orrespondants les dé�nitions 
ourantes des méthodes dont ils de
l-dépendent.Dé�nition 62 (Méthode sous 
ontexte) Soit s une espè
e bien forméeet bien typée, et x 2 N (s). La dé�nition de x dans le 
ontexte de s est donnéepar les règles suivantes : x =2 D (s) Ts(x)� �Ls(x) = Variable x : �x 2 D (s) x � s = s0 H(norm(s0) e x) = y1:::ynLs(x) = Lo
al x := (G(s0; x) y1 ::: yn)Ave
 norm(s) = fxi : �i = eigi=1:::n, on dé�nit le 
ontexte d'enregistrementde s 
omme L�s = Ls(x1):::Ls(xn)



6.4. DÉFINITION DE LA TRADUCTION 121En�n, on peut dé�nir un enregistrement R(s) (def. 63) de type s à par-tir des dé�nitions lo
ales et des variables du Chapter. Lorsqu'on ferme leChapter, 
es variables sont abstraites par Coq. Cela permet d'obtenir unefon
tion qui asso
ie aux méthodes dé
larées de s un enregistrement dont les
hamps sont les dé�nitions 
ourantes des méthodes de D (s). En d'autrestermes, les arguments de 
ette fon
tion sont les méthodes qu'il reste à four-nir pour 
réer une 
olle
tion implantant s. On peut don
 la rappro
her del'endofon
teur G � pour Générateur � de la 
atégorie des générateurs d'en-registrement de la thèse de Sylvain Boulmé ([Bou00℄, p.184).Notons en�n que si l'espè
e s est 
omplètement dé�nie, 
ette �fon
tion�est en fait, dans le 
as d'une espè
e atomique une 
onstante : dé�nir une
olle
tion 
 implantant l'espè
e revient dès lors à donner un nom parti
ulier
 à R(s). Comme on le verra 
i-dessous (se
tion 6.4.7), dans le 
as d'uneespè
e paramétrée, R(s) est abstrait par rapport aux paramètres. Il restedon
 à appliquer la fon
tion obtenue aux instan
e voulues pour obtenir unenregistrement.Dé�nition 63 (Enregistrement sous hypothèses)Soit s une espè
e bien formée et bien typée, et norm(s) = fx1 : �1 =e1; :::; xn : �n = eng sa forme normale. On dé�nit l'enregistrement R(s)sous les hypothèses N (s)nD (s) de la manière suivante :De�nition R(s) := (E(s;Build) x1 ::: xn):De même, si 
 est une 
olle
tion implantant s, on dé�nit l'enregistrement 

omme De�nition 
 := R(s):6.4.6 Coer
ionsLe dernier point important de la tradu
tion d'une espè
e en Coq est ladé�nition des 
oer
ions permettant de passer d'une espè
e s à 
ha
un de sesparents sh. Pour 
ela, il su�t de disposer de la forme normale de sh a�n desavoir dans quel ordre fournir les méthodes au 
onstru
teur d'enregistrementE(sh; build). En e�et, il n'y a a priori au
une raison pour que 
et ordre soitle même que dans la forme normale de s.Dé�nition 64 (Coer
ion vers une espè
e parent)Soit s une espè
e dé�nie parspe
ies s inherits s1,. . .,shf = . . .Pour tout h � hf , on dé�nit la 
oer
ion de s vers sh, s Z=) sh à partir de laforme normale de sh, norm(sh) = fx1 : �1 = e1:::xm : �m = emg :s Z=) sh =De�nition s_sh := [S : s℄(E(sh;Build)(E(s; x1) S):::(E(s; xm) S)):



122 CHAPITRE 6. DE FOC À COQ6.4.7 ParamètresLe traitement des paramètres en Coq ne pose pas de problème parti
u-lier : il su�t de pla
er dans le 
ontexte une variable dont le type 
orrespondau paramètre en question. On tire i
i pleinement parti du mé
anisme d'abs-tra
tion des se
tions de Coq puisque tous les générateurs dépendant d'unparamètre seront abstrait par rapport à 
e paramètre, ainsi que l'enregis-trement sous les hypothèses de l'espè
e. Il n'y a pas besoin de faire fairele lambda-lifting par le 
ompilateur Fo
, 
ontrairement aux dépendan
esvis-à-vis des méthodes de self, 
ar les paramètres sont par dé�nition tou-jours abstraits. En�n, les paramètres forment les premiers 
hamps du typed'enregistrement 
orrespondant à l'espè
e paramétrée.En 
e qui 
on
erne les types d'enregistement, ainsi qu'on l'a vu, les pa-ramètres Fo
 sont dire
tement traduits en paramètres Coq pour les typesd'enregistrement générés. Toutefois, utiliser des types d'enregistrement pa-ramétrés a un 
oût : les proje
teurs asso
iés prennent des arguments supplé-mentaires 
orrespondant à 
es paramètres (
eux-
i pouvant néammoins êtreinférés par Coq la plupart du temps). Ainsi, setoide_produit_
reer a letype (a,b :setoide ; s :(setoide produit a b))a�>b�>s. On pourrait don
penser à introduire les paramètres 
omme des 
hamps de l'enregistrement.De 
ette manière, les proje
tions garderaient la même forme que l'espè
e
orrespondante soit paramétrée ou non. Ave
 une telle tradu
tion, le typed'enregistrement aurait la forme suivante :Re
ord setoide produit : Type :=mk setoide produit {setoide a : setoide ;setoide b :setoide ;setoide produit T :> Set ;. . .setoide produit 
reer :setoide a ! setoide b ! setoide produit T ;. . .}.Dans 
ette tradu
tion, setoide_produit_
reer ne prend pas a et b en ar-gument, ainsi que le montre son type :(s :setoide produit)(setoide a s)!(setoide b s)�>sLes types de ses deux derniers arguments sont bien des 
hamps de l'enregis-trement s et n'ont don
 pas à apparaître expli
itement dans la signature desetoide_produit_
reer.Cette autre appro
he n'est malheureusement pas 
orre
te. En e�et, lors-qu'une espè
e 
ompte plusieurs paramètres, les derniers paramètres peuvent
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édents, 
omme l'indiquent les règles de typage de la se
-tion 3.8. Dans 
e 
as, la tradu
tion des paramètres en 
hamps de l'enregis-trement peut faire perdre des informations et aboutir à des termes Coq maltypés, ainsi que le montre l'exemple suivant :

spe
ies 
 (a is basi
 obje
t) inherits basi
 obje
t =rep = a ;let to
 (x in a ) in self = x ;endspe
ies foo (a is basi
 obje
t, my 
 is 
(a))inherits basi
 obje
t =rep = my 
 ;let to
 (x in a) in self = my 
 !to
(x) ;end

Ave
 la tradu
tion des paramètres en tant que 
hamps d'un enregistrement,
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ode Coq suivant :Chapter C.Re
ord 
 : Type := mk 
 {
 a : basi
 obje
t ;
 T :> Set ;
 print : (
 T)! string t ;
 parse : (string t)! 
 T ;
 to
 : (
 a)! 
 T}.. . .End C.Chapter Foo.Re
ord foo : Type := mk foo {foo a : basi
 obje
t ;foo my 
 : 
 ;foo T :> Set ;foo print : (foo T)! string t ;foo parse : (string t)! foo T ;foo to
 : (foo a)! foo T}.Variable self a : basi
 obje
t.Variable self my 
 : 
.Lo
al self T : Set := self my 
.(* ERREUR *)De�nition foo to
 :(self a)! self T :=[x : self a℄((
 to
 self my 
 ) x).End Foo.Les deux variables du 
hapitre Foo n'ont a priori au
un lien entre elles (dumoins pour Coq). En parti
ulier, on n'a au
un moyen de signaler à Coqque le premier 
hamp de self my 
 doit être égal à self a. Or le typage dugénérateur 
orrespondant à to
 ne peut se faire que dans un environnementoù 
ette égalité est 
onnue, puisqu'on applique un argument de type self_aà une fon
tion qui attend un élément de type (
_a my_
). La dé�nition
i-dessus est don
 rejetée par Coq.Au 
ontraire, si les types d'enregistrements portent expli
itement leursparamètres, on ne perd pas 
e lien entre les paramètres : la tradu
tion a la
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ord 
[a : basi
 obje
t℄ : Type := mk 
 { . . .
 to
 : (a)! 
 T }End C.Chapter Foo.Re
ord foo[a : basi
 obje
t ; my 
 : (
 a)℄ : Type :=mk foo { (* . . . *) }Variable self a : basi
 obje
t.Variable self my 
 : (
 self a).De�nition foo to
 :(self a)! self T :=[x : self a℄ ((
 to
 ? self my 
 ) x).End Foo.Cette fois-
i, self_my_
 est un enregistrement de type (
 self_a), et le lienentre les deux paramètres apparaît bien. Dans le générateur de la méthodeto
, on peut don
 utiliser le proje
teur 
_to
, qui prend en premier argumentle paramètre de l'enregistrement (qu'on peut demander à Coq d'inférer,puisque self_my_
 
ontient 
ette information) et l'enregistrement lui-même.Le résultat est bien une fon
tion qui attend un argument de type self_a,et la dé�nition du générateur est don
 dans 
e 
as bien typée. Bien que pluslourde à gérer en 
e qui 
on
erne les appels de méthodes, 
ette solution doitdon
 être retenue, puisqu'elle seule permet d'obtenir des dé�nitions bientypées pour toutes les expressions Fo
. Nous allons maintenant détailler
ette tradu
tion.Dé�nition 65 (Type d'enregistrement d'une espè
e paramétrée)Soit s une espè
e dé�nie parspe
ies s(
1 � �1,. . .,
k � �k) . . .telle que sa forme normale soit norm(s) = �1:::�n. On dé�nit alors le typed'enregistrement asso
ié à s de la manière suivante :8j; �j � � 0j 8i; �i �  is� Re
ord s [
1 : � 01; :::; 
n : � 0n℄ : Type := E(s;Build) f 1; ::: ngPar ailleurs, l'utilisation des générateurs de méthode 
orrespondant estplus 
omplexe. En e�et, il faut substituer au paramètre formel son instan-tiation dans l'environnement 
ourant. De plus, 
omme un générateur deméthode peut être utilisé pendant plusieurs �générations� su

essives d'es-pè
e, on peut être amené à faire ré
ursivement plusieurs instantiations. Par
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omme Coq n'abstrait que par rapport aux variables réellementutilisées à l'intérieur de la dé�nition, il faut examiner le 
orps de la méthode
orrespondante pour savoir quels sont les paramètres qu'elle utilise.Dé�nition 66 (Paramètres utilisés par une méthode)Soient s une espè
e dé�nie parspe
ies s(
1 � �1,. . .,
pf � �pf ) . . .et x 2 D (s) une méthode telle que x � s = s. On dé�nit les paramètresutilisés dans une expression e, Us(e) de la manière suivante :Us(y) = � fyg si y 2 Pe; sinonUs(let y = e1 in e2) = Us(e1) [ (Us(e2)nfyg)Us(let re
 y = e1 in e2) = (Us(e1) [ Us(e2))nfygUs(�y:e) = Us(e)nfygUs(
!y) = � f
g si 
 2 P
; sinonCette dé�nition est étendue aux propriétés de la manière suivante :Us(p1 or p2) = Us(p1) [ Us(p2)Us(p1 and p2) = Us(p1) [ Us(p2)Us(p1 ! p2) = Us(p1) [ Us(p2)Us(not p) = Us(p)Us(all y in �; p) = Us(p)Us(ex y in �; p) = Us(p)On dé�nit alors les paramètres utilisés dans la dé�nition de x (Us(x)) ave
les règles suivantes :Body
p 2 Us(Bs(x))
p 2 Us(x) Type
p 2 Us(Ts(x))
p 2 Us(x) Def-depy <defs x 
p 2 Us(Bs(y))
p 2 Us(x)Universy 2j x j 
p 2 Us(Ts(y))
p 2 Us(x) Prm
p0 2 Us(x) 
p 2 Us(�p0)
p 2 Us(x)où P
 (respe
tivement Pe) est l'ensemble des indi
es p tels que 
p soit unparamètre de 
olle
tion (respe
tivement d'entité).
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ontexte minimal, on prend en 
ompte les dé�-nition des méthodes dont x def-dépend ainsi que les types des méthodes dontx de
l-dépend pour véri�er si un paramètre 
p est utilisé ou non. Par ailleurs,la règle Prm vient là en
ore du fait qu'un paramètre 
p0 peut dépendre d'unparamètre 
p (ave
 p < p0) : si 
p0 est utilisé par x, 
p l'est impli
itement.Dé�nition 67 (instantiation des paramètres d'une espè
e)Soit s une espè
e, et x 2 D (s). La liste des instantiations des paramètresde x, Inst s(x) est dé�nie de la manière suivante :x � s = sInsts(x) = ;h = Is(x)x � s = sh E(sh) = (
1 � �1; ::::; 
pf � �pf )defs lh = e1:::epfInsts(x) = fInst 
p(g)
p2Ush(x)gh = Is(x) x � s = s0E(sh) = (
1 � �1; ::::; 
pf � �pf )defs lh = e1:::ek Instsh(x) = fa1:::akgInsts(x) = fai[
p  ep℄gDès lors, il n'y a plus qu'à ajouter Inst s(x) en tête des arguments passésà 
haque générateur de méthode, que 
e soit dans les dé�nitions liées auxdef-dépendan
es ou dans les dé�nitions des méthodes sous hypothèse.Dé�nition 68 (Méthode sous 
ontexte en présen
e de paramètre)Soient s et x 2 D (s), telle que x � s 6= s. On modi�e la dé�nition def.62pour tenir 
ompte des paramètres des parents de s :x 2 D (s) x � s = s0 H(norm(s0) e x) = y1:::ynLs(x) = Lo
al x := (G(s0; x) Insts(x) y1:::yn)En 
e qui 
on
erne les 
olle
tions, il faut désormais tenir 
ompte dufait qu'elles peuvent implanter des espè
es paramétrées. Il ne s'agit don
pas d'un simple renommage de new_spe
 
omme dans la dé�nition 63, maisd'une appli
ation de fon
tion :Dé�nition 69 (Création de 
olle
tion) Soit 
 une 
olle
tion dé�nie par
olle
tion 
 implements s(e1,. . .,epf )On dé�nit l'enregistrement Coq 
orrespondant de la manière suivante :8i; ei � e0i R(s) = s0
 � De�nition 
 := (s0 e01 ::: e0n)
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ursives et preuves de terminaisonDans 
e qui pré
ède, nous avons 
onsidéré que les méthodes ré
ursivesfaisaient l'objet d'un traitement spé
ial, en dehors de la tradu
tion de l'es-pè
e elle-même. En fait, il s'agit surtout d'adapter le générateur de 
es mé-thodes pour qu'il a

epte une dé�nition ré
ursive. En premier lieu, on peutdistinguer, suivant la nomen
lature de Coq, deux types d'indu
tion :� l'indu
tion stru
turelle.� l'indu
tion bien fondée.Cha
un de 
es deux types 
onduit à une tradu
tion di�érente. En e�et,dans le premier 
as, la dé�nition ré
ursive peut être traduite dire
tement àpartir du prédi
at d'élimination du type indu
tif 
on
erné. Dans le se
ond,en revan
he, l'utilisateur doit donner une preuve expli
ite de la terminaisonde sa fon
tion. Nous allons maintenant examiner su

essivement 
es deux
as.Indu
tion stru
turelle Le premier 
as est le plus simple. Il s'appliquequand la fon
tion ré
ursive prend 
omme argument des éléments d'un typeindu
tif, et que 
haque appel ré
ursif se fait ave
 des arguments stru
tu-rellement plus petits que les arguments de départ. Ainsi, la dé�nition Fo
suivante, qui 
al
ule la longueur d'une liste, est-elle stru
turellement ré
ur-sive :let re
 length l =mat
h l with#Nil ! 0j #Cons( ,tl) ! 1 + #length(tl); ;Intuitivement, on appelle length sur la liste tl qui 
ompte un 
onstru
teurde moins que l. Comme toute liste est formée d'un nombre �ni de 
onstru
-teurs #Cons (et #Nil, 
elui-
i n'apparaissant qu'à la �n), tout appel à lengthse termine et renvoie un entier.Les dé�nitions stru
turellement ré
ursives peuvent être traduites en Coqpar l'intermédiaire d'un Fixpoint. Cela revient en fait à utiliser le s
hémad'élimination du type indu
tif 
orrespondant.Indu
tion bien fondée Le se
ond 
as est plus di�
ile à mettre en ÷uvredans Coq, mais plus général. Il faut exhiber un ordre bien fondé � sur lestype des arguments de la fon
tion. Un ordre bien fondé est une relationd'ordre sur un ensemble E telle qu'il n'existe pas de suite in�nie de termesstri
tement dé
roissante pour 
et ordre. On dit alors que E est bien fondé.Ainsi, N muni de la relation d'ordre usuelle est un ensemble bien fondé.Il reste alors à montrer que 
haque appel ré
ursif se fait sur un argument
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tement plus petit au sens de �. Comme par dé�nition on ne peut avoirune suite in�nie d'arguments stri
tement plus petits, la fon
tion termine.Par exemple, la dé�nition de l'exponentielle sur un monoide par di
hoto-mie (donnée p.49) est une ré
ursion bien fondée. En e�et en prenant l'ordreusuel sur N, il faut montrer� n pair _ n > 0) n2 < n� n impair _ n > 0) n�12 < nL'hypothèse n > 0 provient du test qui est e�e
tué au début de la fon
tion :il n'y a pas d'appel ré
ursif dans le 
as 
ontraire. Il 
onvient de remarquerque sans 
ette hypothèse, nos propriétés ne sont pas vraies : Ainsi, 02 6< 0. Lesénon
és des lemmes assurant la terminaison doivent don
 suivre exa
tementla dé�nition de la fon
tion, a�n de 
ontenir toutes les hypothèses né
essaires.La librairie standard de Coq 
ontient un 
ertain nombre de fon
tionspermettant de manipuler de telles dé�nitions, mais leur maniement est rela-tivement 
omplexe. La tradu
tion d'une telle dé�nition Fo
 vers Coq se faitau travers d'une Se
tion où des variables lo
ales permettent de manipulerl'ordre bien fondé et les di�érents lemmes de terminaison. Leurs énon
és sontengendrés par l'analyse du 
ode de la fon
tion elle même. Cette tradu
tions'inspire largement de la ta
tique Program de Catherine Parent [Par95℄. Atitre d'exemple, la dé�nition de exp sera traduite de la manière suivante :Se
tion Exp.Variable abst T : Set.Variable abst mult : (abst T)! (abst T)! abst T.Variable abst one : abst T.On 
ommen
e bien sûr par dé�nir les variables Coq 
orrespondant aux de
l-dépendan
es de la dé�nition ré
ursive. De 
e point de vue, il n'y a pas dedi�éren
e ave
 les dé�nitions non-ré
ursives.La se
onde partie de la Se
tion est 
onsa
rée à l'ordre qui va assurer laterminaison :Lo
al my order :((prod abst T int t))!((prod abst T int t))! Prop :=[x : (prod abst T int t)℄[y : (prod abst T int t)℄ (* . . . *)On pro
ède ensuite à la dé�nition d'un prédi
at binaire sur l'ensemble desarguments de la fon
tion, 
'est à dire i
i le produit abst T * int t (repré-sentation Coq de self * int).Lo
al well founded my order :(well founded ? my order).EApply dontwanttoproveit.Qed.On montre en�n que my order est un ordre bien fondé. well founded estun prédi
at de la librairie standard de Coq.
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er �et prouver� les lemmes intermédiaires quimontrent que 
ha
un des deux appels ré
ursifs s'e�e
tue sur un argumentstri
tement plus petit �au sens de my order� que l'argument initial (x,n).Lo
al lemma 1 :( aux1 :(prod abst T int t))[x :=(first aux1) :abst T℄[n :=(s
nd aux1) :int t℄(Is true (not b (int leq n `0`)))!(Is true (int eq (int mod n `2`) `0`))!(my order(
rp (abst mult x x) (int div n `2`))aux1).Proof.EApply dontwanttoproveit.Qed.Lo
al lemma 2 :( aux1 :(prod abst T int t))[x :=(first aux1) :abst T℄[n :=(s
nd aux1) :int t℄(Is true (not b (int leq n `0`)))!(Is true (not b (int eq (int mod n `2`) `0`)))!(my order(
rp (abst mult x x) (int div (int moins n `1`) `2`))aux1).Proof.EApply dontwanttoproveit.Qed.Comme on l'a déjà dit, les énon
és des deux lemmes 
ontiennent deshypothèses représentant les bran
hes des expressions 
onditionnelles danslesquelles se trouvent les appels ré
ursifs.Une fois les lemmes énon
és, on peut passer à la dé�nition de exp pro-prement dite. Cette dé�nition se fait en deux étapes, à l'aide de la fon
tion



6.5. MÉTHODES RÉCURSIVES ET PREUVES DE TERMINAISON 131fix de la bibliothèque standard de Coq :Lo
al exp aux :( aux1 :(prod abst T int t))(( y :(prod abst T int t))(my order y aux1)! abst T)!abst T :=[ aux1 :(prod abst T int t)℄[exp aux re
 :(( y :(prod abst T int t))(my order y aux1)! abst T)℄[x := (first aux1)℄[n := (s
nd aux1)℄if (int leq n `0`) thenabst oneelseif (int eq (int mod n `2`) `0`) then(exp aux re
 (
rp (abst mult x x) (int div n `2`))(lemma 1 aux1 (* . . . *))else(abst mult x (exp aux re
(
rp (abst mult x x)(int div (int moins n `1`) `2`))(lemma 2 aux1 (* . . . *)))).On 
ommen
e par dé�nir une fon
tion auxiliaire exp aux dont on va 
al
ulerle point �xe. Cette fon
tion prend deux arguments :1. un 
ouple (x,n).2. une fon
tion exp aux re
 qui à tout 
ouple (x',n') stri
tement pluspetit que (x,n) asso
ie un élément de abst T.Elle renvoie elle-même un élément de abst T. Le 
orps de 
ette fon
tionest la tradu
tion dire
te du 
orps de exp dans le sour
e Fo
, 
haque appelré
ursif étant rempla
é par un appel à exp aux re
, à laquelle on fournitun argument supplémentaire, la preuve que l'argument est stri
tement pluspetit que (x,n), sous forme des lemmes intermédiaires.Lo
al monoid exp aux := (fix ? my order well founded my order([x :(prod abst T int t)℄abst T) exp aux).De�nition monoid exp :=[x ; n℄(monoid exp aux (x,n)).End Exp.En�n, on utilise fix pour dé�nir le générateur de la méthode exp. Cettefon
tion de la bibliothèque standard de Coq 
onstruit le point �xe d'unefon
tion, à partir d'un ordre bien fondé. Plus pré
isément, les arguments defix sont les suivants :1. l'ensemble A sur lequel est dé�ni la fon
tion (i
i, il est inféré par Coq)2. un prédi
at binaire R sur A (my order)
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e prédi
at est bien fondé (well founded my order)4. le type de retour de la fon
tion, Comme fix est une fon
tion trèsgénérale, 
e type, P peut dépendre de l'argument de départ, et doitdon
 avoir lui-même le type A�>Set. I
i, on l'instantie par la fon
tion
onstante égale à abst T.5. une fon
tion f qui prend en argument un élément de x de A et unefon
tion qui à tout y de A stri
tement plus petit que x (véri�ant (R yx) asso
ie un élément de (P y). f renvoie un élément de (P x). I
i,
ette fon
tion est exp auxfix renvoie alors une fon
tion qui à tout x de A renvoie un élément de (P x),en instantiant le se
ond argument de f par [y :A℄[(R y x)℄(fix R wfR f). End'autres termes, on bâtit le plus petit point �xe de f, qui véri�e l'égalité(fix f x)=(f (fix f x)). Le fait que f n'utilise son se
ond argument que surdes éléments stri
tement plus petits que l'argument de départ, et que l'ordresoit bien fondé garantissent ainsi que f ne sera appelée qu'un nombre �ni defois lors de 
ette 
onstru
tion.A
tuellement, le 
ompilateur Fo
 génère une Se
tion 
orrespondant à 
eque nous venons de dé
rire pour 
haque méthode ré
ursive. Toutefois, l'ordre,sa bonne formation et les lemmes intermédiaires ne sont pas démontrés (iln'y a pas de syntaxe en Fo
 pour le faire). Le seul moyen de �nir la preuve
onsiste don
 à éditer le 
ode Coq engendré à la main, pour rempla
er lesaxiomes dontwanttoproveit par de vraies preuves. De plus, la gestion desméthodes mutuellement ré
ursives reste à faire (
f. se
tion 11.1.1).



Chapitre 7Corre
tion de la tradu
tionCoqSi le typage par O
aml des 
lasses obtenues par le 
ompilateur Fo
o�re un 
ertain nombre de garanties quant à la 
orre
tion du 
ode obtenu,les véri�
ations de type faites par Coq permettent d'aller bien plus loin dansl'optique de la 
erti�
ation du 
ode.En premier lieu, la tradu
tion vers Coq in
lut les propriétés et théorèmesé
rits en Fo
, et 
'est Coq qui en dernier ressort dé
ide de la véra
ité despreuves d'un sour
e Fo
1. Toutefois, même si on ne s'intéresse pas auxthéorèmes des espè
es Fo
 en tant que tels, la tradu
tion de Fo
 vers Coqet le typage par Coq des dé�nitions résultantes permet d'o�rir 
ertainesgaranties de 
orre
tion de l'analyse de dépendan
e telles qu'elle est faiteen Fo
. Plus pré
isément, l'analyse par Coq du résultat de la tradu
tionpermet de s'assurer des points suivants :1. tous les 
y
les de dépendan
es sont repérés et pris en 
ompte sous unlet re
2. l'univers visible de 
haque méthode est 
al
ulé 
orre
tement (on n'ou-blie pas de dépendan
e dans 
e 
al
ul)3. Les générateurs de méthodes sont toujours utilisés dans un 
ontexteadmissible (on n'oublie pas d'e�a
er une dé�nition à 
ause de def-dépendan
es)Le fait qu'au
une espè
e ne puisse 
ontenir de 
y
le de dépendan
e endehors d'un let re
 est de toute façon un élément essentiel de la mise enforme normale : si 
e n'était pas le 
as, le 
ompilateur lui même bou
lerait, etil n'y aurait pas besoin de la tradu
tion Coq pour voir qu'il y a un problème.Toutefois, l'utilisation de Coq permet de for
er à présenter une preuve determinaison pour 
haque méthode ré
ursive (voir la se
tion 6.5), 
e qui est1Rappelons d'ailleurs qu'en pratique à l'heure a
tuelle les preuves Fo
 sont des s
riptsCoq, Fo
 se �
ontentant� de mettre en pla
e l'environnement approprié.133



134 CHAPITRE 7. CORRECTION DE LA TRADUCTION COQune propriété importante pour obtenir du 
ode 
erti�é. Dans le reste de 
e
hapitre, nous supposerons que toutes les preuves de terminaison né
essairesont été faites, et que les expressions ré
ursives ont été �rejetées� à l'extérieurdes enregistrements et des générateurs de méthodes selon la te
hnique dé
ritedans la se
tion 6.5.Par ailleurs, la dé�nition des générateurs de méthodes telles qu'on l'a vuedans la se
tion 6.4.3 n'est a

eptable pour Coq que si l'univers visible de 
esméthodes est 
orre
tement 
al
ulé : si on oublie des dépendan
es, le 
ontextedans lequel Coq essaiera de typer le 
orps de la fon
tion ne sera pas 
orre
t,et on aura une erreur de typage. La se
tion 7.6 montre qu'on 
onstruit bienun environnement 
orre
t pour 
haque générateur de méthode.En�n, une fois qu'on a dé�ni 
es générateurs, il reste à les utiliser pour
réer les méthodes proprement dites. Comme on l'a dit dans la se
tion 6.4.5,on pourrait e�e
tivement se 
ontenter de n'utiliser 
es générateurs qu'aumoment de la 
réation des 
olle
tions, puisque 
e sont les seuls endroits où on
onstruit des enregistrements 
omplets (sans méthodes virtuelles). Toutefois,
réer des méthodes dans 
haque 
ontexte où 
'est possible permet de s'assurerque 
haque étape de 
onstru
tion de l'arbre d'héritage est 
orre
te, 
'est àdire qu'on ne 
onserve que des dé�nitions qui sont 
orre
tes dans le 
ontextede l'espè
e 
ourante. La se
tion 7.6 montre que 
'est e�e
tivement le 
as.7.1 Univers visible et générateur de méthodeLe lemme suivant montre que la dé�nition de l'univers visible permetbien de restreindre la vue qu'on a de self aux 
hamps né
essaires pour typerBs(x) (à 
ondition que ~s soit bien typée). On y montre en fait deux 
hoses :1. que l'environnement ainsi restreint est bien typé2. qu'on peut typer Bs(x) s'il était typable ave
 l'espè
e ~s entière.Lemme 31 (Corre
tion du typage) En supposant que s est bien formée,et ave
 les notations de la dé�nition pré
édente, on a les deux propriétéssuivantes : 8(xi : �i = ei) 2 ~s e x; C; E ;�; ~s e x ` Bs(xi) : �i9�; C; E ;�; ~s e x ` Bs(x) : �Preuve. Par dé�nition du typage de s (règle Well-typed-spe
) et de e.En e�et, s étant bien formée, tous les 
orps des méthodes sont typables dansl'environnement C; E ;�; ~s. Or par dé�nition de e, on n'utilise pour 
e faireque des méthodes de ~s e x.Plus pré
isément, il s'agit de montrer que toutes les appli
ations de larègle Self-
all restent 
orre
tes dans le nouvel environnement. Nous allonsdon
 examiner les 
as où 
ette règle peut s'appliquer, 
es 
as étant les sous-expressions pouvant 
ontenir un appel à une méthode de self.



7.2. TRADUCTION DE L'ENVIRONNEMENT FOC 135Dans Ts(xi) Avant de véri�er que les 
orps des def-dépendan
es sont ty-pables, il 
onvient de s'assurer que les types proposés sont eux-mêmes bienformés. Des appels à une méthode y de self peuvent intervenir sous deuxformes : la présen
e du type support, ou dans le 
as de propriétés, des appelsà des méthodes 
al
ulatoires. Dans tous les 
as, d'après la dé�nition de j x j,y 2j x j, et on a don
 y : Ts(y) 2 ~s e x.Dans Bs(xi) Par dé�nition de e, 
e 
as ne peut se présenter que si xi <defsx. Dans 
e 
as, toutes les dépendan
es de xi se trouvent dans j x j. De plus,si y est une def-dépendan
e de xi, on a y <defs xi <defs x, et par dé�nitionde e, la dé�nition de y est présente dans l'environnement.Dans � De même, les de
l-dépendan
es du type de x lui-même sont pré-sentes par dé�nition dans l'environnement, et � est bien formé.Dans Bs(x) En�n, pour les appels à une méthode y dans le 
orps de x,il y a deux possibilités. Soit on a une de
l-dépendan
e, et par dé�nition dej x j, y est bien présente dans l'environnement ave
 son type, soit on a unedef-dépendan
e, et ave
 la règle 
orrespondante de e, y est présente ave
 sadé�nition dans l'environnement. �Notation 11 Dans la suite, on notera C; E ;� ` ~s e x la première propriétédu lemme pré
édent (bonne formation du 
ontexte de typage de Bs(x).Dans le reste du 
hapitre, on se 
on
entre essentiellement sur la tradu
-tion des générateurs de méthodes en Coq, en supposant en parti
ulier queles preuves de terminaison ont été fournies (et sont 
orre
tes) pour toutesles méthodes ré
ursives. Comme pour l'analyse de la tradu
tion en O
aml,on 
ommen
e par donner la tradu
tion d'un 
ontexte valide en Coq, avantde s'intéresser au typage de la tradu
tion des expressions de base dans un
ontexte donné, puis aux générateurs de méthodes eux-mêmes, et en�n àleur utilisation.7.2 Tradu
tion de l'environnement Fo
Contrairement à O
aml, un 
ontexte Coq 
ontient à la fois des typeset des termes. En parti
ulier, les éléments dé�nis de � vont garder leur dé�-nition lors de la tradu
tion de l'environnement. On va don
 devoir montrerque 
ette dé�nition est 
orre
te, 
'est à dire qu'un environnement Fo
 bienformé est traduit en un 
ontexte Coq bien formé. Pour 
ela, il 
onvient deformaliser la notion d'environnement Fo
 bien formé et de montrer que siune espè
e s ou une 
olle
tion 
 est bien typée dans un environnement bienformé donné, alors on peut les ajouter à 
et environnement.



136 CHAPITRE 7. CORRECTION DE LA TRADUCTION COQDé�nition 70 (Environnement Fo
 bien formé) Soit C; E ;�;� un en-vironnement Fo
. Un tel environnement est dit bien formé, 
e qu'on noteraWF(C; E ;�;�) si on peut dériver 
e jugement à partir des règles suivantes :WF(C; ;; ;;�) WF(C; E ;�;�) s =2 � WF(C; E ; fxi 7! (�i; ei)g;�)WF(C; E + s : fxi : �i = eig;�)WF(C + 
 : I; E + s : e;�;�)WF(C; E + s : (
 is I)e;�) WF(C; E + s : e;�;� + x : �)WF(C; E + s : (x in �)e;�)8i; C; E ; fxj : �j = ejg;� ` ei : �iWF(C; E ; fxj : �j = ejg;�)Lemme 32 (Bonne formation des dé�nitions) Soit C; E ;�;� un envi-ronnement Fo
 bien formé. s une espè
e dé�nie par defspe
 telle queC; E ;�;� ` spe
ies s defspe
 : IAlors C; E + s : I;�;� est bien formé.De même, si 
 est une 
olle
tion dé�nie par imp, telle queC; E ;�;� ` 
olle
tion 
 imp : IAlors C + 
 : I; E ;�;� est bien formé.Preuve. Trivial par 
as à partir des règles de typages du 
hapitre 3. �Notation 12 Dans les règles 
i-dessous, la notation fx : �g est utilisée
omme du su
re syntaxique pour signaler qu'on pla
e dans l'environnementnon seulement le type d'enregistrement 
orrespondant, mais aussi tous lesproje
teurs.Dé�nition 71 (Tradu
tion de l'environnement Fo
 en Coq)Soit C; E ;�;� un environnement Fo
 bien formé. On dé�nit l'environne-ment Coq 
orrespondant �0 de la manière suivante :C(
) = fxi : �ig C(
) = 
0 r (
) = s(
0 : s) 2 �0E(s) = (aj � tj)fxi : �i = eig 8j; tj � t0j 8i; �i � � 0i(s := (aj : t0j)fE(s; x) : � 0ig : Type) 2 �0�(x) = (�; e) � � � 0 e�e e0(x := e0 : �) 2 �0 �(x) = (�;?) � � � 0(x : � 0) 2 �0�(x) = 8�1; :::; �n� V + �i 7! Ai ` � � � 0 Ai fraî
hesx : (A1; :::; An)� 0 2 �0



7.3. TYPAGE DES EXPRESSIONS DE BASE 137Dans la suite, on notera 
� �0 la tradu
tion d'un environnement Fo
 enCoq.7.3 Typage des expressions de baseLemme 33 (Bonne formation du 
ontexte) Soit C; E ;�;� un environ-nement Fo
 bien formé, et �0 l'environnement Coq 
orrespondant. Alors�0 est bien formé.De plus, si e est une expression Fo
 bien typée, telle que C; E ;�;� ` e : � ,alors, ave
 e � e0 et � � � 0, il vient Gen(�; �) = 8�1; :::; �n� . On a alors�0 ` e0 : (A1; :::; An)� 0, ave
 les Ai variables fraî
hes telles que V(�i) = Ai.De même, si p est une proposition Fo
 bien typée dans le 
ontexte 
, sip�p p0 et 
� �0 alors �0 ` p0 : PropPreuve. les deux parties du lemme doivent être montrées simultanémentpar indu
tion sur le nombre d'expressions et de propriétés présentes dans �et E . S'il n'y en a au
une, �0 est bien formé. De plus, si e a le type � dansl'environnement bien formé C; E ;�;�, on va montrer par indu
tion sur ladérivation de typage de e que e0, sa tradu
tion en Coq a le type � 0 (ave
� � � 0) dans l'environnement �0. Dans le 
as des propriétés, on montreraen outre que lorsqu'on on ajoute une propriété dans �0, 
elui-
i reste bienformé.Variable Si e est une variable x. Alors �(x) = 8�1; :::; �m; �1, et �0(x) =(A1; :::; Am)� 01. La tradu
tion est de la forme (xm foisz}|{?:::? ). De plus, � est uneinstan
e du s
héma de type 
i-dessus, et Coq va pouvoir inférer les instan
esdes Ai dans � 01 pour retrouver � 0.Abstra
tion Si e est de la forme fun(x in �1)e2, � est de la forme �1 ! �2,ave
 e2 : �2. En notant e2 �e e02, �1 � � 01 et �2 � � 02, il vient alors, parhypothèse d'indu
tion, �0 + x : � 01 ` e02 : � 02 et e0 a bien le type � 01 ! � 02.Appli
ation Si e est de la forme f(e1; :::; en), ave
 f �e f 0 et 8i; ei �ee0i, f 0 et les e0i sont, par indu
tion, bien typés dans �0, et f ayant le type�1 ! : : : ! �n, l'appli
ation est bien typée en Coq.Liaison lo
ale Si e est de la forme let x in �1 = e1 in e2, ave
 e1 �e e01et e2�e e02, e01 est bien typé ave
 le type � 01, tradu
tion de �1, dans �0. Don
�0 + x : � 01 est un environnement bien formé, dans lequel on peut typer e02ave
 le type � 0.



138 CHAPITRE 7. CORRECTION DE LA TRADUCTION COQAppel de Méthode Si e est de la forme 
!m, il faut distinguer deux 
as,selon que 
 est self ou un nom de 
olle
tion existant. Si 
 est une 
olle
tionexistante, alors ave
 la règle Meth-
all, 
 possède la méthode m, de type� , et dans �0, 
 est un enregistrement dont un proje
teur est m. De plus, 
eproje
teur attend autant de paramètre que r (
), et (E(s;m) nfoisz}|{?:::? 
) a bienle type � .Si 
 = self, d'après Self-
all, la méthode m existe dans �, et on adon
 (m : �) 2 �0.À partir des expressions de base, on peut montrer que la tradu
tion despropriétés est 
orre
te dans �0. Soit p une propriété bien typée dans unenvironnement Fo
 bien formé, telle que p� p0.Expressions Si p est une expression e de type bool, ave
 
e qui pré
ède e0a le type bool en Coq et (Is_true e0) est bien typé de type Prop. De même,si e est de type Prop, e0 est dire
tement de type Prop en Coq.Conne
teurs logiques de base Trivial par indu
tion sur la dérivationde typage de la propriété.Quanti�
ateurs Dans les deux 
as (quanti�
ateur universel ou existen-tiel), on a une propriété p bien typée dans le 
ontexte C; E ;�;� + x : � . Le
ontexte �0 + x : � 0 est bien formé, et p0 y a bien le type Prop.Une fois que l'on a montré que la tradu
tion des expressions et des pro-priétés Fo
 est bien typée dans un environnement �0 ne 
omportant pasd'expression ou de propriétés, on peut terminer la preuve par indu
tion surle nombre d'expressions et de propriétés de �0 : on ajoute les expressions unepar une, en utilisant l'hypothèse de ré
urren
e pour s'assurer que �0 restebien formé (si l'environnement Fo
 de départ est bien formé). �7.4 Typage des types d'enregistrementsLorsqu'on traduit une espè
e Fo
 en Coq, on 
ommen
e par fournir letype d'enregistrement 
orrespondant (voir la def.57). Nous allons montrerque dans le 
as des espè
es atomiques, 
es types d'enregistrements sont bientypés en Coq.Lemme 34 (Bonne formation des types d'enregistrement)Soit s une espè
e atomique bien typée et bien formée en Fo
, et ~s samise en forme normale. Alors, ave
 r le type d'enregistrement tel que s �Re
ord s : Type := r, r est un type admissible en Coq. De plus, 8x 2 N (s)tel que Ts(x) = � , E(s; x) est un 
hamp de r de type � 0, ave
 ��rs� 0.



7.4. TYPAGE DES TYPES D'ENREGISTREMENTS 139Preuve. Par dé�nition de la forme normale de s, toute méthode x dépenduniquement des méthodes pla
ées avant x dans ~s. De plus, si ~s = fxi : �i =eig1�i�n, alors pour tout j � n, �j est bien formé dans l'environnementC; E ; ~s;�, d'après la règle Well-typed-spe
. On va montrer par indu
tionsur n que fxi : �i = ?g1�i<j est un environnement bien formé, et que �j estbien formé dans 
et environnement. Dans le 
as où j = 1, l'environnementvide est trivialement bien formé, et �j ne dépend d'au
une méthode de ~s etest don
 bien formé.Sinon, par hypothèse d'indu
tion fxi : �i = ?g1�i<j�1 est bien formé,et �j�1 est bien formé dans 
et environnement : fxi : �i = ?g1�i<j est bienformé. De plus, les dépendan
es de �j sont in
luses dans 
et environnement.Comme par dé�nition d'une espè
e bien formée �j ne peut porter de def-dépendan
e, �j est bien formée dans 
et environnement.On obtient don
 bien un type d'enregistrement 
orre
t à partir de ~s. Ladé�nition de �rs permet d'en déduire la 
ondition sur les 
hamps de r. �Dans le 
as des espè
es paramétrées, il su�t de montrer que les types desparamètres sont bien formés dans le 
ontexte Coq 
orrespondant à 
elui del'espè
e Fo
. En e�et, les paramètres de l'espè
e sont dire
tement traduitsen paramètres du type d'enregistrement, et le typage de 
e dernier se faitdon
 dire
tement dans l'environnement approprié.Lemme 35 Soient s une espè
e dé�nie parspe
ies s(
1 � �1,. . .,
k � �k) . . .et r le type d'enregistrement 
orrespondant. Alors tous les paramètres de ront des types valides et r est bien formé.Preuve. Par indu
tion sur le nombre de paramètres k. Si s n'a pas deparamètres, on est dans le 
as du lemme pré
édent. Si s a k+1 paramètres,on raisonne par 
as sur 
1.Paramètre d'entité Si le premier paramètre est de la forme 
1 in �1,d'après la règle Ent-prm le reste de l'espè
e est bien typé dans l'environ-nement � + 
1 : � . Cet environnement se traduit en un environnement Coqbien formé, et on peut don
 appliquer l'hypothèse de ré
urren
e.Paramètre de 
olle
tion Si le premier paramètre est de la forme
1 is s(e1; :::; en), d'après la règle Coll-prm, le reste de l'espè
e est bientypé dans l'environnement C+ 
1 : hxi : �ii. Cet environnement se traduit enun environnement bien formé en Coq, et on peut appliquer l'hypothèse deré
urren
e. �



140 CHAPITRE 7. CORRECTION DE LA TRADUCTION COQ7.5 Les Générateurs de méthodeAprès la dé�nition de l'interfa
e sous forme de type d'enregistrement,le Chapter 
orrespondant à une espè
e Fo
 dé�nit les générateurs de mé-thodes né
essaires. Nous allons montrer que 
es générateurs sont des termesCoq bien typés. En
ore une fois, nous distinguerons le 
as des espè
es ato-miques de 
elui des espè
es paramétrées.7.5.1 Espè
es atomiquesLa dé�nition du générateur d'une méthode x dans une espè
e atomiques 
onduit à donner à Coq un terme dans lequel les appels de méthode sontrempla
és par des variables lo
ales, qu'elles soient des lambda-abstra
tionsou des liaisons lo
ales. Comme d'après le lemme 31 l'environnement ~sex estbien formé, il se traduit en un environnement bien formé en Coq. On peutalors utiliser le lemme 33 pour montrer que la tradu
tion de Bs(x) elle-mêmeest bien typée dans un tel environnement.Théoreme 9 (Bonne dé�nition des générateurs de méthode) Soit sune espè
e bien formée et bien typée, et x 2 D (s), telle que x � s = s.Alors G(s; x) est un terme Coq bien typé. De plus, si on note fxig les nomsdes méthodes abstraites dans l'univers visible de x (H(s0 e x) = fxig), etTs(xi)� ti, on a �0 ` G(s; x) : (x1 : t1) : : : (xn : tn)tPreuve. Ce théorème se montre par indu
tion sur l'arbre d'héritage et lenombre de méthodes dont x def-dépend dans l'espè
e s. Plus pré
isément,la démonstration de 
e théorème reprend 
elle du théorème 10, qui garantitque les générateurs de méthodes sont toujours utilisés ave
 des arguments
orre
ts. En e�et, d'après la dé�nition de G, les def-dépendan
es de x setraduisent par des appli
ations de générateurs de méthode pré
édemmentdé�nis.Si ~sex ne 
ontient pas de def-dépendan
e, d'après le lemme 31, l'environ-nement C; E ;�; ~sex est bien formé. De plus, on a C; E ;�; ~sex ` Bs(x) : Ts(x).Don
, ave
 J~s e xKsx = 
, Ts(x)� t et Bs(x)� e, on a�0 + 
 ` e : td'après le lemme 33. D'après la dé�nition de G, on en déduit que le type deG(s; x) est de la forme t1 ! : : : ! tn ! tave
 
 = xi : ti. �



7.6. CONTEXTE D'UTILISATION DES GÉNÉRATEURS 1417.5.2 Espè
es paramétréesLe fait de transformer les paramètres Fo
 en variables du ChapterCoq 
orrespondant permet de s'assurer qu'ils seront présents dans l'envi-ronnement dans lequel on type le générateur de méthode. Par ailleurs, ona déjà vu dans le lemme 35 que les types des paramètres sont bien formésdans l'environnement du Chapter Coq 
orrespondant. Le théorème pré-
édent s'étend don
 trivialement au 
as des espè
es paramétrées, puisqueles paramètres sont présents dans le 
ontexte Coq dans lequel on type lesgénérateurs.7.6 Contexte d'utilisation des générateursUne fois les générateurs 
réés, il reste à s'assurer qu'on les applique 
or-re
tement. En parti
ulier, il faut montrer que la dé�nition lo
ale d'une mé-thode x dans le 
ontexte d'une espè
e s (dé�nition 62) fournit au générateurde méthode utilisé les arguments (
orrespondant aux de
l-dépendan
es de xdans s).En
ore une fois, il faut distinguer les espè
es atomiques des espè
es pa-ramétrées. Pour 
e dernier 
as, la situation est un peu plus 
ompliquée quedans la 
réation des générateurs de méthode. Plus pré
isément, 
omme onl'a vu dans la dé�nition 68, il faut passer à G(s; x) les instantiation des pa-ramètres que le générateur utilise. Deux points supplémentaires sont don
 àvéri�er. Il faut d'une part que Us(x) séle
tionne bien les paramètres utilisésdans Bs(x). D'autre part, le 
al
ul de l'instantiation des paramètres Insts(x)doit aboutir à une expression ayant le type attendu dans l'environnement
orrespondant à 
elui de l'espè
e s. Ces deux points sont détaillés dans lase
tion 7.6.2.7.6.1 Dans une espè
e atomiqueConsidérons tout d'abord le 
as d'une espè
e atomique. Le résultat im-portant dans 
e 
as est que si on applique à G(s; x) les expressions repré-sentant les méthodes dont x de
l-dépend, on obtient une expression de typeTs(x).Théoreme 10 (Génération d'une méthode)Soit s une espè
e atomique bien typée et bien formée, et x une méthode dé�niedans s. Alors, ave
 Ts(x)� � 0, Ls(x) est bien formée et de type � 0.Preuve. Le 
as où x est seulement dé
larée dans ~s est trivial : Ls(x) estune variable du Chapter 
ourant, et on a déjà vu que Ts(x) était un typeadmissible.Si x est dé�ni, on pro
ède par indu
tion sur la pla
e de x dans la formenormale de s. On note s0 l'espè
e d'origine de x (x � s = s0). D'après le



142 CHAPITRE 7. CORRECTION DE LA TRADUCTION COQthéorème 9, G(s0; x) est une fon
tion dont le type de retour est � 0. Il reste àmontrer qu'on l'applique aux bons arguments.Si x ne dépend d'au
une autre méthode, alorsG(s0; x) a déjà le type � 0, etLs(x) aussi. Sinon, par dé�nition de la forme normale, toutes les méthodes xidont x dépend sont pla
ées avant x dans ~s. D'après l'hypothèse d'indu
tion,on a don
 dans le 
ontexte Coq de dé�nition de x, les variables xi ave
 letype �i, tradu
tion de Ts(xi). Ave
 le théorème 9, les arguments de G(s0; x)sont un sous-ensemble des xi. Comme d'après la dé�nition de Ls(x) on prendses arguments dans l'ordre dans lequel on le trouve dans norm(s0), le termeLs(x) est bien typé, de type � 0. �7.6.2 Les paramètresIl reste maintenant à étendre le résultat du théorème 10 au 
as des espè
esparamétrées. Pour 
ela, on va véri�er deux 
hoses :1. que les paramètres utilisés dans la tradu
tion Coq sont bien 
eux quisont 
al
ulés par Us(x).2. que la tradu
tion des instantiations de paramètre en Coq donne biendes termes du type attendu par G(s; x).Lemme 36 Soient s une espè
e dé�nie parspe
ies s(
1 � �1,. . .,
pf � �pf ) . . .et x 2 D (norm(s)) une méthode telle que x � s = s. Alors,8p � pf ; 
p 2 Us(x) () 
p apparaît dans G(s; x)Preuve. Pour démontrer la première impli
ation, on pro
ède par indu
tionsur les règles de Us(x). Soit 
p 2 Us(x). D'après la dé�nition 66, il y a quatre
as possibles :� 
p 2 Us(Bs(x)). Par dé�nition, 
p apparaît dans le générateur de mé-thode de x.� 9y 2j x j; 
p 2 UTs(x)(). Dans 
e 
as, 
p apparaît dans le type d'un desarguments ou d'une des variables lo
ales de G(s; x).� 9y <defs x; 
p 2 Us(Bs(y)). Si y � s = s, 
p apparaît dans G(s; y), quilui même est utilisé dansG(s; x). Sinon 
p apparaît dans les argumentsfournis à G(y � s; y).� 9
p0 � ip0 un paramètre de s tel que 
p 2 Us(ip0), et 
p0 2 Us(x). Parhypothèse d'indu
tion, 
p0 apparaît dans G(s; x), don
 son type aussi,et 
p apparaît dans G(s; x)Ré
iproquement, si 
p apparaît dans G(s; x), on a un des 
as suivants :� 
p apparaît dans Bs(x)� 9y 2 s e x, tel que y � s = s et 
p apparaît dans Bs(y) : on a bien
p 2 Us(x).



7.6. CONTEXTE D'UTILISATION DES GÉNÉRATEURS 143� 9y 2 se xnH(se x), tel que y � s = s0 6= s, et 
p apparaît dans un desarguments de G(s0; y). D'après la remarque 6, 
p apparaît don
 dansBs(y). De plus, par dé�nition de s e x; y <defs x, don
 
p 2 Us(x)� 9y 2 H(s e x) tel que 
p apparaisse dans le type de y : par dé�nition,y 2j x j, et 
p 2 Us(x).� 
p est présent dans un type d'un paramètre 
p0 qui apparaît lui mêmedans G(s; x). D'après la règle Prm, 
p 2 Us(x).�Lemme 37 Soient s une espè
e et x 2 D (norms) une méthode telle quex � s = s0 6= s. Alors, si s0 est dé�nie parspe
ies s'(
1 � �1,. . .,
pf � �pf ) . . .On note Insts(x) = fepig. 8p � pf ; tel que 
p 2 Us0(x); ep a le type �p[
p  ep℄.Preuve. Par indu
tion sur le nombre d'espè
es entre s et s0 sur le graphed'héritage. Si s0 est un parent dire
t de s, d'après les règle prm-inst, ep ale type 
p. Sinon, soit h = Is(x). sh est dé�nie parspe
ies s h(
01 � � 01,. . .,
0pf � � 0pf ) . . .Dans s, ses paramètres sont instan
iés par e01; :::; e0pf . Par hypothèse d'in-du
tion, l'expression 
orrespondant à 
p dans Instsh(x) = fehpig est de type�p[
p  ehp℄. Or d'après la dé�nition de Inst , ep = ehp[
0p  e0p℄. ep a don
 letype �p[
p  ehp℄[
0p  e0p℄, soit en
ore�p[
p  ehp[
0p  e0p℄℄ = [
p  ep℄� Ave
 
es deux lemmes, on peut montrer que le résultat de la se
tionpré
édente s'étend au 
as des paramètres :Théoreme 11 (Génération d'une méthode) Soit s une espè
e bien ty-pée, et x 2 D (s). Alors, ave
 Ts(x) � � 0, Ls(x) est bien formée et de type� 0.Preuve. Soient s0 = x � s, f
pig = Us(x), et xi = H(x). D'après le lemme 36,le type de G(s; x) est de la forme(
p1 : �p1):::(
pk : �pk)(x1 : Ts0(x1)):::(xn : Ts0(xn))� 0Le lemme 37 indique que les arguments 
orrespondant aux 
pi ont le typeattendu (une fois les substitutions des paramètres pré
édents faites). On peutalors 
on
lure 
omme dans le théorème 10. �
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Chapitre 8La 
ompilation vers O
amlrevisitée : Des enregistrementsen O
aml8.1 La tradu
tion vers des enregistrementsComme en Coq, il est possible d'envisager une tradu
tion vers O
amlqui utilise des enregistrements et non des 
lasses et des objets. Pour 
ela,on se repose également sur des générateurs de méthode et des générateursd'enregistrement, qui seront utilisés lors de la 
réation des 
olle
tions. Pour
réer 
es générateurs, on utilise la forme normale des espè
es 
al
ulée lors del'analyse du programme. L'intérêt de 
ette appro
he est justi�é par le faitqu'un appel de méthode est plus 
oûteux que la séle
tion du 
hamp d'unenregistrement : dans un programme Fo
, qui 
ontient de nombreux appelsde méthodes, on peut espérer un gain d'e�
a
ité. Ainsi, le sour
e o
amlsuivant :
lass obj =obje
tmethod m = "hello"end ; ;let o = new obj in print endline o#m ; ;produit près d'une 
entaine d'instru
tions en byte
ode O
aml (�gure 8.1).En parti
ulier, on 
onstate que la méthode m est bien 
onstruite 
omme une
l�ture prenant en argument l'objet sur lequel elle est appelée, 
e qui n'estpas né
essaire dans le 
as parti
ulier de Fo
.A l'inverse, si on dé�nit un re
ord équivalent,145



146 CHAPITRE 8. DE FOC À OCAML IIFig. 8.1 � un appel de méthode en byte
odebran
h L2L3:enva

 1pusha

 1pushgetglobal CamlinternalOO!getfield 17appterm 2, 3L4:
onst "hello"return 1L1:
losure L4, 0pushenva

 1pusha

 2pushgetglobal CamlinternalOO!getfield 6apply 3a

 0
losure L3, 1return 1L2:getglobal CamlinternalOO!getfield 0push
onst "m"pusha

 1

apply 1push
onst 3

all allo
_dummy, 1push
onst [0: "m" 0a℄pushgetglobal CamlinternalOO!getfield 10apply 1pusha

 2
losure L1, 1pusha

 1pusha

 1apply 1pusha

 2pushgetglobal CamlinternalOO!getfield 11apply 1a

 2pusha

 2push

a

 2makeblo
k 3, 0pop 3pusha

 1

all update_dummy, 2
onst 0apusha

 1getfield 0apply 1pusha

 0pusha

 3getmethodapply 1pushgetglobal Pervasives!getfield 29apply 1pop 1a

 0makeblo
k 1, 0pop 3setglobal Class!
type obj = { m : string } ; ;let f = { m = "hello" } in print endline f.mon obtient un 
ode beau
oup plus 
on
is (�gure 8.2), et a priori nettementplus rapide. Par ailleurs, 
ette tradu
tion a le mérite de faire apparaître une
orrespondan
e forte entre les 
omposantes �
al
ul� (tradu
tion en O
aml)et �
erti�
ation� (tradu
tion en Coq) de Fo
.Comparaison ave
 les 
odages antérieurs du projet Fo
 Lors despremiers développements du projet Fo
, di�érents 
odage en O
aml desespè
es et des 
olle
tions ont été testés. En parti
ulier, le modèle utilisant lesobjets d'O
aml a dire
tement inspiré la tradu
tion en O
aml telle qu'elleest dé
rite dans le 
hapitre 4. Cependant, une autre appro
he utilisant lesmodules et les fon
teurs a été tentée [BHMR98, BHR99℄. L'idée de base de
ette représentation repose sur la distin
tion entre les méthodes dé�nies et
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tion d'un 
hamp d'enregistrement en byte
ode
onst [0: "hello"℄pusha

 0getfield 0pushgetglobal Pervasives!
getfield 29apply 1pop 1makeblo
k 0, 0setglobal Re
!dé
larées de 
haque espè
e. Une espè
e va être vue 
omme un fon
teur quiprend un argument un module 
ontenant les méthodes en
ore dé
larées etrenvoie un module 
ontenant toutes les méthodes. de l'espè
e. Par exemple,un setoide serait représenté par les stru
tures suivantes :module type Setoide virtuel=sigtype tval egal : t ! t ! boolval element : tendmodule type Setoide=sigtype tval egal : t ! t ! boolval element : tval different : t ! t ! boolendmodule Creer setoide = fun
tor (S : Setoide virtuel) !stru
ttype t = S.tlet egal = S.egallet element = S.elementlet different x y = not (egal x y)endLe premier type de module 
ontient la liste des méthodes dé
larées dansl'espè
e setoide. On trouve ensuite le type de module reprenant toutesles méthodes de setoide, qu'elles soient dé�nies ou non. En�n, un fon
teurpermet de 
réer un setoide 
omplet à partir de la donnée d'un setoide virtuel,en donnant la dé�nition de different à partir de 
elle de egal.De même, l'héritage se traduit par un fon
teur prenant en argument
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e parent (
omplète). Ainsi, l'espè
e des monoides serait représentéede la manière suivante :module type Monoide virtuel=sigtype tval un : tval mult : tendmodule type Monoide =sigtype tval egal : t ! t ! boolval element : tval different : t ! t ! boolval un : tval mult : tendmodule Creer monoide =fun
tor (M : Monoide virtuel) !fun
tor (S : Setoide with type t = M.t) !stru
ttype t = M.tlet egal = S.egallet different = S.differentlet un = M.unlet mult = M.multlet element = unendla première signature reprend les méthodes dé
larées introduites par l'espè
emonoide. La se
onde, par 
ontre, reprend toutes les méthodes de monoide,dont 
elles qui sont héritées de setoide. En�n, le fon
teur Creer monoideprend en argument deux modules. Le premier, M, 
ontient les méthodes dé-
larées de Monoide virtuel, et le se
ond, S, est un Setoide 
omplet, ayantle même type support que M. On 
rée alors un Monoide, en reprenant lesfon
tions 
orrespondante de M ou de S, et en dé�nissant element.Héritage multiple L'héritage multiple peut se traduire par autant d'ar-guments du fon
teur qu'il y a d'espè
es parents. Cependant, le modèle nepeut traiter le 
as de dépendan
es mutuelles entre deux espè
es parents : sion a une espè
e s1 dé�nissant une méthode m 1 dépendant d'une méthodedé
larée m 2, et une espè
e s2 dé�nissant m 2, et une méthode m 3 dépendant
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larée dans s2), m 1, et qu'on veut hériter de s1 et s2, ilsera impossible de 
onserver les liens entre les méthodes 
ommunes aux deuxstru
tures.Liaison tardive Lorsqu'on �hérite� des fon
tions d'un module M, 
elles-
i utilisent les dé�nitions que les méthodes dont elles dépendent avaientdans M. On a i
i le même problème qu'ave
 une tradu
tion �naïve� en Coqse reposant uniquement sur le mé
anisme d'abstra
tion des Se
tions. Lesméthodes dé�nies d'une espè
e donnée ne sont abstraites que par rapport auxméthodes dé
larées de 
ette même espè
e. Seuls les générateurs de méthodesemblent à même de garantir le 
hoix de la dé�nition la plus ré
ente de
haque méthode dont dépend une dé�nition.8.1.1 Dé�nitions de méthodesDans les espè
es de base, les dé�nitions de méthode se font 
omme enCoq, à l'aide des générateurs de méthodes. On ne donne pas i
i la dé�nitionde la tradu
tion des générateurs de méthode vers O
aml, qui est similaire(à 
e
i près que les 
orps des méthodes sont traduits en O
aml et pas enCoq) à 
elle du 
hapitre pré
édent.8.1.2 ParamètresLes paramètres d'entités ne posent pas de problème. Une espè
e 
omplè-tement dé�nie et paramétrée par un élément x d'un type � peut être vue
omme une fon
tion asso
iant un enregistrement à tout élément de � .On pourrait penser que les paramètres de 
olle
tion se 
omportent de lamême manière, mais il serait alors di�
ile dans 
e 
ontexte de 
réer des mé-thodes engendrant une nouvelle 
olle
tion, 
omme updom (voir p.82). En e�et,
ela obligerait à 
réer l'enregistrement à l'intérieur d'une stru
ture mutuel-lement ré
ursive, a�n de pouvoir le passer en arguments aux 
onstru
teursde 
olle
tion. Cette appro
he n'est pas satisfaisante, 
ar elle oblige à réé
rireun générateur de méthode pour 
haque nouvel enregistrement.Une solution 
onsiste à prolonger le 
al
ul des dépendan
es des méthodesde self aux méthodes des paramètres de 
olle
tions. En 
onsidérant uneespè
e de la formespe
ies prm s(prm is p1) =. . .let x = . . . prm !meth . . . ;. . .on va analyser la dé�nition e1 de x pour repérer les appels aux méthodes deprm qu'elle 
ontient, a�n de les abstraire 
omme on le fait pour les méthodes
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e s elle-même. Ainsi, dans l'exemple 
i-dessus, le générateur deméthodes 
orrespondant à x sera de la formelet s x = fun prm meth ! . . . prm meth . . .Dès lors, pour 
onstruire une 
olle
tion à partir d'une espè
e paramétréepar prm, on n'aura plus besoin de prendre en argument un enregistrement,mais seulement les fon
tions 
orrespondant aux méthodes de prm e�e
tive-ment utilisées dans l'espè
e. Il n'y a don
 plus besoin de 
réer un enregistre-ment à l'intérieur de la dé�nition d'un générateur de méthodes.8.2 Exemple de tradu
tionComme dans les 
hapitres pré
édents, on peut prendre l'exemple desproduits 
artésiens pour présenter informellement les di�érents aspe
ts de
ette tradu
tion.module Setoide =stru
ttype 'selfstype ={different : ('self)! ('self)! bool ;element : 'self ;egal : ('self)! ('self)! bool ;parse : (string)! 'self ;print : ('self)! string ;} ; ;let different =fun (abst egal : ('self)! ('self)! bool)!fun (x : 'self) ! fun (y : 'self)! not b (abst egal x y)endAinsi qu'on peut le voir, 
haque espè
e est en
apsulée dans un moduleO
aml. À l'intérieur de 
elui-
i, on trouve, 
omme en Coq, le type d'enre-gistrement stype 
orrespondant à l'interfa
e de l'espè
e. Là en
ore, 
ontrai-rement à la tradu
tion en 
lasse, on donne l'ensemble des méthodes présentesdans la forme normale de setoide. De plus, 
e type d'enregistrement 
om-porte une variable de type 'self, représentant le type support.Le reste du module est 
onsa
ré aux générateurs de méthodes. I
i, seulela méthode different est dé�nie dans setoide. À quelques variantes syn-taxiques près, 
e générateur est identique à la version Coq (p.106).La tradu
tion de l'espè
e monoide s'e�e
tue de la même manière que
i-dessus. Elle n'apporte rien de nouveau : on y dé�nit simplement le type
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orrespondant aux monoides, et le générateur de la méthodeelement. On ne s'attardera don
 pas sur 
e module :module Monoide =stru
ttype 'self stype = { . . . }let element =fun (abst multiplie : 'self�> 'self�> 'self)!fun (abst un : 'self)! abst multiplie abst un abst unendAve
 le module Setoide produit 
i-dessous, on aborde la tradu
tion desespè
es paramétrées :module Setoide produit =stru
ttype ('p a, 'p b) self= ('p a)* ('p b)type ('self,'p a, 'p b)stype ={print : ('self)! string ;element : 'self ;
reer : ('p a)! ('p b)! 'self ;different : ('self)! ('self)! bool ;egal : ('self)! ('self)! bool ;parse : (string)! 'self ;} ; ;Le type support est dé�ni (et peut éventuellement être abstrait dans le typede module 
orrespondant), et paramétré par 'p a et 'p b, types support dea et b. De même stype 
omporte trois paramètres de type.On passe ensuite à la dé�nition des générateurs de méthode :let print=fun (p a print : ('p a)! string)!fun (p b print : ('p b)! string)!fun (x : 'self)!"(" ^ (p a print (first x)) ^ "," ^(p b print (s
nd x)) ^ ")"let element=fun (p a element : 'p a)!fun (p b element : 'p b)!fun (abst 
reer : ('p a)! ('p b)! 'self)!abst 
reer p a element p b element



152 CHAPITRE 8. DE FOC À OCAML IIlet 
reer= fun (x : 'p a)! fun (y : 'p b)! 
rp x ylet egal=fun (p a egal : 'p a�> 'p a ! bool) ! (*. . .*)Comme on peut le voir, en parti
ulier dans la dé�nition de element,les générateurs sont d'abord abstraits par rapport aux méthodes de a et bdont ils dépendent, puis, 
omme en Coq, par rapport aux méthodes de selfdont ils de
l-dépendent (il n'y a pas de def-dépendan
e dans les méthodes
al
ulatoires, qui sont 
elles qui sont traduites en O
aml).Comme setoide produit est une espè
e 
omplètement dé�nie, on peutdé�nir un générateur de 
olle
tion :let 
reate =fun (p a print : ('p a)! string) !fun (p a egal : ('p a)! ('p a)! bool) !fun (p a element : 'p a) !fun (p b print : ('p b)! string) !fun (p b egal : ('p b)! ('p b)! bool) !fun (p b element : 'p b) !let l parse = Basi
 obje
t.parse inlet l egal = egal p a egal p b egal inlet l different = Setoide.different l egal inlet l 
reer = 
reer inlet l element=element p a element p b element l 
reer inlet l print = print p a print p b print in{ parse = l parse ;egal = l egal ;different = l different ;
reer = l 
reer ;element = l element ;print = l print ;}endComme on l'a dit pré
édemment, 
e générateur ne prend pas en pa-ramètre les enregistrements 
orrespondant à a et b, mais les di�érentesméthodes de 
ha
une de 
es deux espè
es né
essaires pour engendrer lesméthodes de setoide produit. Après 
es abstra
tions, on trouve les va-riables lo
ales 
orrespondant aux di�érentes méthodes de l'espè
e, obtenuesà partir des générateurs de méthodes des modules pré
édents (
omme pourdifferent, qui est héritée de setoide), ou du module 
ourant (
omme dansle 
as de element). En�n, on 
rée l'enregistrement proprement dit, à partirdes variables pré
édentes. Le type de 
et enregistrement 
orrespond à stype(plus pré
isément à (('a,'b) self, 'a, 'b) stype).



8.2. EXEMPLE DE TRADUCTION 153Le module Monoide produit a une stru
ture très pro
he de 
elle deSetoide produit. La seule di�éren
e notable se trouve dans le générateurde 
olle
tion 
reate :module Monoide produit =stru
ttype 'self= ('p a)* ('p b)type ('self,'p a, 'p b) stype = (* . . . *)let 
reate =fun (p a print : ('p a)! string) ! (* . . . *)fun (p b print : ('p b)! string) ! (* . . . *)let l parse = Basi
 obje
t.parse in(* . . . *)let l element =Setoide produit.element p a element p b element l 
reer(* . . . *)in{ (* . . . *) }La dé�nition de l element permet de voir deux 
hoses. En premier lieu,
omme en Coq, la résolution des 
on�its en 
as d'héritage multiple (elementest dé�ni à la fois dans monoide et dans setoide produit) se fait par la sé-le
tion du générateur de méthode adéquat �i
i Setoide produit.element.Par ailleurs, 
e générateur de méthode provient d'une espè
e paramétrée :les deux premiers arguments du générateurs sont les méthodes elementde a et de b dont on a besoin pour 
onstruire la méthode element desetoide produit. Dans l'héritage, a et b sont instan
iés par les paramètresde l'espè
e monoide produit elle-même, et les méthodes 
orrespondantessont don
 des arguments de 
reate.La 
olle
tion entiers est traduite en un module, semblable aux pré
é-dent, hormis la présen
e d'une nouvelle dé�nition, obj, l'enregistrement qui
orrespond à la 
olle
tion à proprement parler :module Entiers =stru
t(* . . . *)let obj = 
reateend; ;Comme entiers implante une espè
e atomique, obj n'est qu'un synonymede 
reate. Dans le 
as de entiers 2, qui implante une espè
e paramétrée, ilfaut appliquer à Monoide produit.
reate les arguments 
orrespondant aux



154 CHAPITRE 8. DE FOC À OCAML IIméthodes des paramètres a et b utilisées dans le 
orps de l'espè
e. Ces para-mètres étant instantiés par entiers, on utilise les 
hamps de l'enregistrementEntiers.obj :module Entiers 2 =stru
ttype self= (Entiers.self)* (Entiers.self)let obj :(self,Entiers.self, Entiers.self)Monoide produit.stype =Monoide produit.
reateEntiers.obj.Entiers.print Entiers.obj.Entiers.egalEntiers.obj.Entiers.multiplie Entiers.obj.Entiers.unEntiers.obj.Entiers.elementEntiers.obj.Entiers.printEntiers.obj.Entiers.egal Entiers.obj.Entiers.multiplieEntiers.obj.Entiers.un Entiers.obj.Entiers.elementend; ;8.3 Dépendan
es et paramètresNous avons déjà vu 
omment restreindre l'environnement � des méthodesd'une espè
e dans la se
tion 6.4.4. La se
tion suivante montre 
ommentétendre la notion d'univers visible dé�nie pré
édemment pour � aux pa-ramètres de 
olle
tions, a�n d'utiliser un minimum de méthodes de 
ha
und'entre eux.8.3.1 Dépendan
es vis à vis des méthodes d'un paramètreOn va étudier i
i les dépendan
es d'une méthode x d'une espè
e s para-métrée par une 
olle
tion 
p. Contrairement à 
e qu'on avait pré
édemment,il n'y pas lieu i
i de distinguer entre de
l- et def- dépendan
es, puisque lesparamètres sont abstraits : il ne peut y avoir que des de
l-dépendan
es. Deplus, il ne peut y avoir non plus de 
y
le de dépendan
e à 
e niveau, les mé-thodes de 
p ne �
onnaissant� pas 
elles de s. Par 
ontre, la notion d'universvisible reste importante : il faut 
onsidérer les appels aux méthodes de 
pdans les méthodes dont x def-dépend.Dé�nition 72 (Dépendan
es d'une méthode) Soient x 2 D (s) et 
pun paramètre de 
olle
tion. On dé�nit les dépendan
es de x vis à vis de 
p àpartir de Bs(x) : Deps(s; 
p) [y℄ = ;
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p) [let y = e1 in e2℄ = Deps(s; 
p) [e1℄ [Deps(s; 
p) [e2℄Deps(s; 
p) [let re
 y = e1 in e2℄ = Deps(s; 
p) [e1℄ [Deps(s; 
p) [e2℄Deps(s; 
p) [�x:e℄ = Deps(s; 
p) [e℄Deps(s; 
p) [
!y℄ = fygDeps(s; 
p) �
0!y� = ; (si 
0 6= 
)Deps(s; 
p) [p1 or p2℄ = Deps(s; 
p) [p1℄ [Deps(s; 
p) [p2℄Deps(s; 
p) [p1 and p2℄ = Deps(s; 
p) [p1℄ [Deps(s; 
p) [p2℄Deps(s; 
p) [p1 ! p2℄ = Deps(s; 
p) [p1℄ [Deps(s; 
p) [p2℄Deps(s; 
p) [not p℄ = Deps(s; 
p) [p℄Deps(s; 
p) [all y in �; p℄ = Deps(s; 
p) [p℄Deps(s; 
p) [ex y in �; p℄ = Deps(s; 
p) [p℄On dé�nit alors Deps(s; 
p) [x℄ 
omme Us(x), à partir des règles suivantes :Bodyy 2 Deps(s; 
p) [Bs(x)℄y 2 Deps(s; 
p) [x℄ Typey 2 Deps(s; 
p) [Ts(x)℄y 2 Deps(s; 
p) [x℄Def-depz <defs x y 2 Deps(s; 
p) [Bs(z)℄y 2 Deps(s; 
p) [x℄ Universz 2j x j y 2 Deps(s; 
p) [Ts(z)℄y 2 Deps(s; 
p) [x℄Prmz 2 Deps(s; 
p0) [x℄ ip0 = s0(e1; :::; ek�1; 
p; ek+1; :::)Es0 = (
01 � i01; :::; 
0k is i0k; :::) y 2 Deps(s0; 
0k) [z℄y 2 Deps(s; 
p) [x℄Si 
p est un paramètre d'entité, on dé�nitDeps(s; 
p) [x℄ = f
pg \ Us(x)Cette nouvelle notion de dépendan
e aboutit à ra�ner notre notion d'en-vironnement minimal : on peut maintenant restreindre C, pour que 
p n'ap-paraisse plus qu'ave
 les méthodes auxquelles Bs(x) fait appel.Dé�nition 73 (Interfa
e minimale des paramètres) Soient 
p un pa-ramètre de l'espè
e s, d'interfa
e Ip = hxi : �ii, et x une méthode de s.L' interfa
e minimale de 
p vis à vis de x, Ix(
p) est dé�nie de la manièresuivante : Ix(
p) = Ip \Deps(s; 
p) [x℄



156 CHAPITRE 8. DE FOC À OCAML IILemme 38 (Corre
tion de l'environnement de typage) Ave
 les no-tations de la dé�nition pré
édente, si on a C + 
p : Ih ` ~s e x, alors C + 
p :Ix(
p) ` ~s e xPreuve. Par dé�nition de ~se x, les seules méthodes de 
p qui sont appeléesdans ~s e x sont dans Ix(
p). �Dès lors, on peut pro
éder aux deux restri
tions d'environnement vuespré
édemment pour obtenir un environnement de typage minimal dans lequelon peut typer Bs(x).Théoreme 12 (Corre
tion du typage ave
 interfa
e minimale)Ave
 les notations de la dé�nition pré
édente, si on a C + 
p : Ih; E ;�;� `Bs(x) : � , alors C + 
p : Ix(
p); E ;� e x;� ` Bs(x) : �Preuve. Immédiat ave
 les lemmes 31 et 38 �Comme on le verra dans la se
tion 8.5, 
et environnement minimal permetde dé�nir un générateur de méthodes pour 
ha
une des méthodes x dé�niesdans ~s, et qui pourra être utilisé pour dé�nir une 
olle
tion implantant ~s(sauf en 
as de redé�nition ou d'e�a
ement dû aux def-dépendan
es).8.4 Instantiation d'espè
es 
omplètement dé�niesÉtudier les dépendan
es d'une espè
e vis-à-vis de ses paramètres s'avèreégalement intéressant pour l'extension du langage de base de Fo
. En par-ti
ulier, on peut 
her
her à autoriser en Fo
 la 
réation de �
olle
tions�dire
tement dans des expressions, à partir d'espè
es 
omplètement dé�nies.Cette nouvelle 
onstru
tion se rappro
he beau
oup du new des langagesorientés objet, et elle peut don
 sembler une étape relativement normaledans l'enri
hissement du langage. Par ailleurs, elle s'est averée né
essairedans le développement de la librairie. En parti
ulier la représentation ré-
ursive des polyn�mes à plusieurs variables, qui o�re pour 
ertains types de
al
ul des performan
es notablement supérieures à d'autres représentationsplus 
lassiques, ne peut être dé�nie en Fo
 sans 
es 
onstru
tions.Toutefois, 
et ajout ne va pas sans poser des problèmes. En premier lieu,il s'agit de 
omprendre quelles nouvelles dépendan
es 
ette 
onstru
tion estsus
eptible d'amener. Or, la prise en 
ompte des dépendan
es vis à vis desparamètres d'une espè
e permet de répondre à 
ette question : si on utiliseself pour instan
ier le paramètre 
p de s, les de
l-dépendan
es de l'expressionsont les méthodes de l'interfa
e de 
p dont au moins une méthode de sdépend.Le reste de 
ette se
tion apporte un début de réponse à 
e problème, mais
ette nouvelle 
onstru
tion reste en
ore à intégrer 
omplètement au langage.



8.4. INSTANTIATION D'ESPÈCES COMPLÈTEMENT DÉFINIES 1578.4.1 Dépendan
es d'une espè
e vis à vis de ses paramètresPour 
ela, on 
ommen
e par dé�nir les dépendan
es d'une espè
e parrapport à un de ses paramètres 
omme l'union de toutes les dépendan
es deses méthodes vis à vis de 
e paramètre :Dé�nition 74 Soit s une espè
e paramétrée par 
p. On dé�nit les dépen-dan
es de s vis-à-vis de 
p de la manière suivanteIs(a) = [x2N (s) Ix(a)8.4.2 Espè
e 
omplètement dé�nie et instan
es d'espè
esOn peut dès lors ajouter une nouvelle 
onstru
tion new au langage. Lasyntaxe des expressions est étendue de la manière suivante :expr ::= :::jlet 
 = new s[(exprf; exprg�)℄ in exprLa règle de typage 
orrespondante étant :new s 2 C s 
omplètement dé�nieC(s) = (
p � tp)a C;
 ` ep : tp C + 
 : A(st ; 
);
 ` e : � 
 =2 �C;
 ` let 
 = new s(ep) in e : �La 
ondition sur l'absen
e de 
 dans le type de retour permet d'éviterdes problème de portées de la variable 
. Notons d'autre part que 
ette
onstru
tion interdit l'utilisation d'instan
es anonymes de l'espè
e s. Toutesles instan
es doivent être liées à un nom de 
olle
tion 
. Cela permet de nepas interférer ave
 les autres règles : on ne fait que se donner la possibilitéde rajouter lo
alement des 
olle
tions.Par ailleurs, il faut véri�er le 
as é
héant que self est un paramètreadmissible pour l'espè
e s. On se base pour 
ela sur les espè
es dont selfhérite.En 
e qui 
on
erne les dépendan
es, on peut également noter qu'il n'y apas de def-dépendan
es : tout se passe à un niveau 
omplètement abstrait.Par 
ontre, les de
l-dépendan
es peuvent se manifester de deux façons : soiten passant une méthode (ou plus généralement une expression impliquantune méthode) pour instan
ier un paramètre d'entité, soit en passant dire
-tement self en paramètre de 
olle
tion.Dé�nition 75Soit s une espè
e paramétrée. On dé�nit *let 
 = new s(ei) in e+ par indu
-tion sur le nombre de paramètres de s. Pour 
ela, on dé�nit une fon
tionauxiliaire VW de la manière suivante :



158 CHAPITRE 8. DE FOC À OCAML IIV;W = ; V(self; 
p is tp); lW = (Is(
p)) [ VlWV(
; 
p is tp); lW = VlW (
 6= self) V(e; x in �)W = *e+ [ VlWSi E(s) est de la forme (
1 � t1):::(
pf � tpf )a, on a*let 
 = new s(ep) in e+ = Vfep; 
p � tpgW [ *e+On étend de même la notion de dépendan
e vis-à vis des paramètresd'une espè
e :Dé�nition 76 Soient 
p un paramètre de l'espè
e 
ourante s et s une es-pè
e paramétrée. On dé�nit Deps(s; 
p) [let 
 = new s0(ei) in e℄ par indu
-tion sur le nombre de paramètres de s. Pour 
ela, on dé�nit une fon
tionauxiliaire I(
p)[�℄ de la manière suivante :I(
p)[;℄ = ; I(
p)[(
p ; b is t); l℄ = (Is0(b)) [ I(
p)[l℄ (
 6= self)I(
p)[(self; b is i); l℄ = I(
p)[l℄I(
p)[(e; x in �); l℄ = Deps(s; 
p) [e℄ [ I(
p)[l℄Si C(s) est de la forme (prm1 � t1)(prmn � tn)fxj : �j = ejg, on aDeps(s; 
p) �let 
 = new s0(ei) in e� = I(
p)[fei; prm i℄ [Deps(s; 
p) [e℄8.5 Tradu
tion en O
amlComme on l'a vu pré
édemment, la notion d'environnement minimal per-met de dé�nir pour 
haque méthode x nouvellement dé�nie dans une espè
es donnée un générateur de méthode. Ce générateur pourra dès lors être uti-lisé pour 
réer une 
olle
tion implantant s, dans la mesure où x n'a pas étéredé�nie dans l'intervalle. Si on prend en 
ompte les dépendan
es des pa-ramètres, on peut a�ner 
ette notion d'environnement minimal, et faire ensorte que les générateurs de méthodes d'une espè
e paramétrée par 
 d'inter-fa
e i ne prennent pas en paramètre une 
olle
tion 
omplète mais seulementles méthodes dont elles ont besoin. De 
ette manière, on va pouvoir dé�-nir, pour une espè
e 
omplètement dé�nie s un générateur d'espè
e, dontles arguments seront les méthodes des paramètres de l'espè
e e�e
tivementutilisées dans le 
orps de s. Comme on va le voir, 
e ra�nement de l'envi-ronnement minimal permet de proposer une tradu
tion O
aml basée, aumême titre que 
elle de Coq, sur des enregistrements, tout en 
onservant la



8.5. TRADUCTION EN OCAML 159possibilité de 
réer des �
olle
tions lo
ales� y 
ompris lorsque self est passéen paramètre.Comme on l'a déjà dit, la seule di�éren
e entre les générateurs de mé-thode du 
hapitre pré
édent et 
eux qu'on étudie i
i 
on
erne la gestion desparamètres de 
olle
tion1 : au lieu d'abstraire le 
orps du générateur de xpar rapport à un enregistrement 
omplet, on abstrait par rapport aux seulesméthodes stri
tement né
essaires, données par Deps(s; 
p) [x℄. De même, ondé�nit le générateur de 
olle
tion d'une espè
e s 
omplètement dé�nie àpartir de Deps(s; 
p) [s℄ et des générateurs de méthodes 
orrespondant, quirestent donnés par x � s. Par ailleurs, il n'y a pas i
i de notion de se
tionni de variable. Les abstra
tions doivent être é
rites expli
itement. En�n,
omme en Coq, on se donne une fon
tion E(s; x) qui à un nom d'espè
e oude 
olle
tion et de méthode asso
ie un nom de variable O
aml.8.5.1 Expressions de base et typesLes expressions de base de Fo
 sont traduites de la même manière quedans la �gure 4.1, hormis les appels de méthode, pour lesquels on distinguedésormais quatre 
as, 
omme indiqué dans la �gure 8.3.self!x_ E(s; x) 
 paramètre de 
olle
tion
!x_ E(
; x)
 variable lo
ale r (
) = s Mod(s) = S
!x_ 
:S:E(s; x)r (
) = s Mod(
) = C Mod(s) = S
!x_ C:obj:S:E(s; x)Fig. 8.3 � tradu
tion des appels de méthodePar ailleurs, on traduit la dé�nition de 
olle
tions lo
ales sensiblement dela même manière que les 
olle
tions globales (voir 
i-dessous, se
tion 8.5.3) :E(s) = (
1 � t1):::(
p � tp)a e1 _ e01 ep _ e0p e_ e0let 
 = new s(e1; :::; ep) in e_let 
 = S:
reate(inst
1s(e01)) : : : (inst 
ps(e0p)) in e0La tradu
tion des types reste identique à 
elle du 
hapitre 4. Toutefois,on ne se servira pas des variable �(
h) 
orrespondant aux interfa
es desparamètres de 
olle
tion 
h de l'espè
e 
ourante. En e�et, 
es interfa
es ne1En fait il y en a une autre, qui réside dans l'absen
e de def-dépendan
es à 
e niveau.



160 CHAPITRE 8. DE FOC À OCAML IIseront jamais utilisées, puisqu'on abstrait 
haque générateur par rapport auxméthodes de 
h qu'il utilise, et non par rapport à tout l'enregistrement.8.5.2 Tradu
tion d'une espè
eLa tradu
tion d'une espè
e s'e�e
tue au sein d'un module (qu'on peut
onsidérer en première approximation 
omme l'équivalent du Chapter Coqvu pré
édemment). Ce module, Mod(s), est 
omposé de deux grande parties,auxquelles s'ajoute une troisième quand l'espè
e est 
omplètement dé�nie :1. Le type d'enregistrement 
orrespondant à l'interfa
e de l'espè
e2. La dé�nition des générateurs de méthode3. Quand l'espè
e est 
omplètement dé�nie, la dé�nition d'un générateurde 
olle
tion.Comme pré
édemment, on 
onsidérera dans la suite une espè
e dé�niepar :spe
ies s(
1 � t1,. . .
pf � tpf )inherits s1(l1),. . .,shf (lhf )=�1,. . .,�nDé�nition 77 (Type d'enregistrement) Soit f
hg les paramètres de 
ol-le
tion de s. On dé�nit le type d'enregistrement de s, re
T (s) de la manièresuivante : norm�(s) = fxi : �i = eig 8i; �i _ � 0ire
T (s) = type f�(
h)g stype = fE(s; xi) : � 0igoù norm�(s) est la forme normale norms où on a retiré tous les 
hamps
orrespondant à des propriétés ou des théorèmes.Dé�nition 78 (Générateurs de méthodes) Soit x 2 D (s) une méthodetelle que x � s = s. On dé�nit le générateur de méthode de x de la manièresuivante :Bs(x)_ e 8h;Ix(
h) = fxihg norms e x = fxigG�(s; x)_ let G�(s; x) = fun E(
1; x11) ! : : : fun E(
1; x1n1)! : : :fun E(
h; x1h)! : : : fun E(
h; xhnh)! : : : fun x1 ! : : : fun xn ! eRemarque 1. En présen
e de méthodes ré
ursives, on utilise un let re
 etnon un let.Si s est 
omplètement dé�nie, on peut en outre dé�nir un générateurde 
olle
tion. Si s est paramétrée, 
e générateur sera une fon
tion dont lesarguments seront les paramètres (ou plut�t leurs méthodes) dont s dépend.Pour 
ela, on 
ommen
e par ra�ner la dé�nition 67 des instantiations deparamètres, a�n que les paramètres de 
olle
tion soient instantiés par laliste des méthodes né
essaires :



8.5. TRADUCTION EN OCAML 161Dé�nition 79 (instantiation de paramètres) Soit s une espè
e, et x 2D (s). La liste des instantiations des paramètres de x, Insts(x) est dé�nie dela manière suivante : x � s = sInsts(x) = ;h = Is(x)x � s = sh E(sh) = (
1 � �1; ::::; 
pf � �pf )defs lh = e1:::epfInsts(x) = finst
px(ep)gh = Is(x) x � s = s0E(sh) = (
1 � �1; ::::; 
pf � �pf )defs lh = e1:::ek Instsh(x) = fa1:::akgInsts(x) = fai[
p  ep℄goùinst
px(e) = 8<: fe!ygy2Deps(s;
p)[x℄ 
p paramètre de 
olle
tionfeg 
p 2 Deps(s; 
p) [x℄ ; 
p paramètre d'entité; sinonDès lors, la tradu
tion d'une méthode est identique à la dé�nition 68, en
hangeant le mot 
lé Lo
al en let :Dé�nition 80 Soient s et x 2 D (s).x 2 D (s) x � s = s0 H(norm(s0) e x) = y1:::ynLs(x) = let x = (G(s0; x) Insts(x) y1:::yn)Pour dé�nir le générateur de 
olle
tion, il su�t d'abstraire tous les pa-ramètres dont nous avons besoin :Dé�nition 81 (générateur de 
olle
tion)8p;Is(
p) = fyig norm(s) = fxi : �i = eigG�(s) = let 
reate = fun E(
1; x11)! : : : fun E(
1; x1n1)! : : :fun E(
p; x1p)! Ls(x1) in : : :Ls(xn) infE(s; x1) = x1; : : : ;E(s; xn) = xng8.5.3 Tradu
tion d'une 
olle
tionComme pré
édemment, la tradu
tion d'une 
olle
tion est un module,
ontenant deux 
hamps : le type support, rep, et l'enregistrement 
orres-pondant à la 
olle
tion, obj. Le type support est traduit 
omme dans le
hapitre 4. L'enregistrement est traduit en appliquant le générateur de 
ol-le
tion 
orrespondant à l'espè
e s qui est implantée :



162 CHAPITRE 8. DE FOC À OCAML IIDé�nition 82 (tradu
tion d'une 
olle
tion) Soit 
 une 
olle
tion dé�-nie par
olle
tion 
 implements s(e1,. . .,epf )On dé�nit l'enregistrement O
aml 
orrespondant de la manière suivante :8i; ei _ e0i Brep(
) = � � _ � 0 Es = (
1 � t1) : : : (
pf � tpfa
_module Mod(
) = stru
t type rep = � 0let obj = Mod(s):
reate (inst 
1s(e01)) : : : (inst
pfs(e0pf )) end



Chapitre 9Des espè
es aux mixDre
sCe 
hapitre et le suivant étudient les liens entre le langage Fo
 tel qu'il aété présenté dans 
e qui pré
ède et les stru
tures dé
rites par Sylvain Boulmédans sa thèse, les DRe
ords et les mixDre
s. Ces stru
tures permettent deformaliser en Coq les étapes d'héritage et les dépendan
es entre méthodesd'une même espè
e. Plus pré
isément, les DRe
ords jouent le r�le des 
olle
-tions, tandis que les mixDre
s représentent les espè
es. L'introdu
tion de 
esdernières stru
tures a permis à Sylvain Boulmé de spé
i�er 
omplètement lanotion d'espè
e en Coq, et en parti
ulier de modéliser les di�érentes dépen-dan
es entre les 
omposantes d'une espè
e, en distinguant bien def- et de
l-dépendan
es. À partir de là, il lui a été possible de dé�nir un petit nombred'opérations de base sur 
es mixDre
s, et d'en prouver les prin
ipales pro-priétés dans Coq. L'héritage des espè
es est alors 
odé par la 
ompositionde 
es opérations de base. Les mixDre
s 
onstituent don
 une formalisation
omplète, en Coq, des stru
tures manipulées par Fo
. Il est don
 assez na-turel de regarder 
omment l'implantation 
on
rète de 
e langage répond à
ette formalisation.Le langage de base sur lequel s'appuyent les mixDre
s dont nous allonsparler dans la suite est le 
al
ul des 
onstru
tions. Le plongement des ex-pressions et des propriétés de base de Fo
 dans 
e 
al
ul est don
 le mêmeque pour la tradu
tion en Coq.Dans toute la suite, on suppose que les noms de méthodes et les identi�
a-teurs �normaux� (variables lo
ales et lambda variables) sont pris dans deuxensembles dénombrables disjoints. Cette 
ondition n'est pas restri
tive etpermet de simpli�er notablement 
ertaines des dé�nitions suivantes (en par-ti
ulier def.87), en supprimant des étapes d'alpha-
onversion et/ou la véri�-
ation systématique de l'absen
e de 
apture de variables lors de la 
onversiond'un appel de méthode en un appel de variable, 
omme lors de la tradu
tionen Coq. De plus, on suppose l'existen
e d'un itérateur Y : (� ! �) ! �qui étant donné une fon
tion f : �! � renvoie son plus petit point �xe s'ilexiste. 163



164 CHAPITRE 9. DES ESPÈCES AUX MIXDRECSNous allons tout d'abord rappeler les prin
ipales 
ara
téristiques desDRe
ords et des mixDre
s, telles qu'elles sont présentées dans la thèse deSylvain Boulmé.9.1 Dre
ords9.1.1 PrésentationLes interfa
es et les 
olle
tions sont fa
ilement représentées en Coq. Onpeut en e�et voir les 
olle
tions 
omme des enregistrements, et les interfa
es
omme des signatures d'enregistrement. Brièvement, un enregistrement estune fon
tion qui asso
ie un 
hamp à une étiquette, 
'est à dire une dé�nition.Une signature d'enregistrement asso
ie un type à une étiquette.Toutefois, dans le 
adre de Fo
, on 
onsidère des enregistrements ave

hamps dépendants, appelés i
i Dre
ords. En e�et, 
omme on l'a vu pré
é-demment, l'énon
é d'une propriété, 
omme la 
ommutativité de + dans lesgroupes abéliens, peut dépendre d'autres méthodes (dans notre exemple, de+ elle-même). De 
e fait, il existe un ordre naturel entre les 
hamps d'unDre
ord ou d'une signature de Dre
ord : un 
hamp ne peut faire appel qu'auxétiquettes qui le pré
èdent dans le Dre
ord.Plus formellement, on se donne un ensemble (in�ni) d'étiquette, Etiq .Les signatures d'enregistrement sont 
onstruites de la manière suivante :Dé�nition 83 (signature de Dre
ord)Re
 : Etiq ! Type EsigfgT : Re
; CsigT : Type a =2 l F : T ! Re
lfa : T ;FgT : Re
a;lLa fon
tion F de la règle Csig permet d'exprimer d'eventuelles dépendan
esdes 
hamps d'une signature de Dre
ord vis à vis de a. On 
onstruit don
 unetelle signature (et un Dre
ord 
orrespondant) en 
ommençant à droite parle 
hamp qui �porte le plus de dépendan
es�. Les Dre
ords eux mêmes sontdé�nis par les règles suivantes :Dé�nition 84 (Dre
ord)Eimplfg : fgT Cimplfa : T ;Fg : Re
a;l x : T i : (Fx)fa = x; ig : fa : T ;FgT9.1.2 Opérations et relations entre signatures de Dre
ordLes interfa
es de Fo
 doivent pouvoir être manipulées de trois façonsdi�érentes, 
e qu'on retrouve au niveau des signatures de Dre
ord :



9.1. DRECORDS 1651. l'héritage simple 
orrespond à étendre une signature par de nouveaux
hamps2. l'héritage multiple 
orrespond à fusionner deux signatures, dont les
hamps 
ommuns ont le même type3. A�n de véri�er que les paramètres de 
olle
tions sont instantiés pardes 
olle
tions ayant le bon type, il faut se munir d'une relation desous-signature.Sous-signatureLa relation de sous-signature entre deux signatures de Dre
ord s1 et s2,notée s1:�s2 dit informellement que s1 
ontient au moins tous les 
hampsde s2, ave
 des types identiques. Elle est dé�nie de la manière suivante :Dé�nition 85 (sous-signature)_Es:�fgT _C(x : T )(F1 x):�(F2 x)fa : T ;F1gT :�fa : T ;F2gT _lift(x : T )(F x):�sfa : T ;FgT :�s_transs1:�s2 s2:�s3s1:�s3_swap (x : T1; y : T2)(F1 x y):�(F2 y x)fa : T1; [x : T1℄fb : T2; (F1 x)gT gT :�fb : T2; [y : T2℄fa : T1; (F2 y)gT gTLa règle _swap permet de permuter l'ordre des 
hamps entre s1 et s2. Bienentendu, 
ette règle ne peut pas s'appliquer pour n'importe quel 
hamp d'unmixDre
 donné : :� ne 
ompare que des signature de DRe
ord bien formées.Par ailleurs, tout Dre
ord i de signature s1 peut être 
onverti en unDre
ord de signature s2 (ave
 s1:�s2). Le résultat de 
ette 
onversion, notéijs2 , est le Dre
ord obtenu en enlevant les 
hamps n'apparaissant pas danss2, et en réordonnant les 
hamps restant de la manière dont il le sont danss2. Une dé�nition formelle, par indu
tion sur la preuve de s1:�s2 se trouvedans la thèse de S. Boulmé.Extension de signatureIl est possible d'étendre une signature s de Dre
ord en ajoutant de nou-veaux 
hamps à la �n de la signature. Ces nouveaux 
hamps peuvent bien sûrdépendre des 
hamps existants de s. Le �mor
eau� de signature qu'on veutajouter à s doit don
 être exprimé dans un 
ontexte 
ontenant les 
hampsde s. De plus, les étiquettes des 
hamps ajoutés doivent être distin
tes de
elles de s.



166 CHAPITRE 9. DES ESPÈCES AUX MIXDRECSFusion de signaturesEn�n, la fusion de signatures de Dre
ord agit sur deux signatures s1 ets2 
ontenant éventuellement des noms de 
hamps 
ommuns, 
ontrairementau 
as pré
édent. Dans 
e 
as, il faut véri�er que les types asso
iés à 
esétiquettes 
ommunes sont égaux. Pour 
ela, on 
onstruit une sous-signatures 
ommune à s1 et s2 qui doit 
ontenir toutes les étiquettes 
ommunes des1 et s2. On 
onstruit alors la fusion des signatures 
omme l'extension des2 par les 
hamps de s1ns2. Cette dernière notation est dé�nie 
omme étantl'ensemble des 
hamps de s1 non présent dans s2.9.2 MixDre
s9.2.1 PrésentationLes MixDre
s servent à représenter les espè
es de Fo
. Contrairementaux Dre
ords et à leurs signatures, il s'agit don
 de dé�nir des enregistre-ments mélangeant des 
hamps dé
larés et des 
hamps dé�nis. Il faut aussitenir 
ompte des dépendan
es, et en parti
ulier des def-dépendan
es. Pour
ela, au lieu de représenter les mixDre
s par une liste ordonnée de 
hamps,on va plut�t les voir 
omme des arbres. Ces arbres sont 
omposés de trois
atégories de n÷uds :� Les n÷uds vides, qui forment les feuilles de l'arbre.� Les n÷uds abstraits 
orrespondent aux 
hamps dé
larés. Un n÷udabstrait 
ontient l'étiquette du 
hamp qu'il représente et son type, eta un seul �ls.� Les n÷uds manifestes 
orrespondent aux 
hamps dé�nis. Un tel n÷ud
ontient l'étiquette x du 
hamp, son type et sa dé�nition. Le premier�ls est un mixDre
 où x est 
onsidéré 
omme abstrait (et où on nepeut don
 pas trouver de def-dépendan
e vis-à-vis de x). Le se
ond �lsest un mixDre
 où on 
onnaît la dé�nition de x, et où on peut don
trouver des def-dépendan
es. De plus, les deux �ls du n÷ud doiventrespe
ter la même signature : les seules di�éren
es qu'on s'autorise sontdes e�a
ements de dé�nitions entre le se
ond �ls et le premier �ls.Remarque 1. Dans sa thèse, Sylvain Boulmé appelle les def-dépendan
esdépendan
es transparentes et les de
l-dépendan
es dépendan
es opaques, enréféren
e aux mots 
lés de Coq Transparent et Opaque qui signalent à Coqqu'une dé�nition donnée peut être dépliée ou non au 
ours d'une preuve.Par exemple, on peut examiner l'espè
e des setoïdes, dé�nie informelle-ment de la manière suivante :� un type support abstrait rep� une signature eq : rep! rep! Prop� la propriété eq_re
 : 8x 2 rep; (eq x x)� la dé�nition di� := [x; y℄:(eq x y)



9.2. MIXDRECS 167� le théorème di�_spe
 : 8x; y 2 rep; (di� x y) ) :(eq x y)� le théorème di�_nre
 : 8x 2 rep; :(di� x x).di�_spe
 def-dépend de di� , tandis que di�_nre
 en de
l-dépend. La �-gure 9.1 représente la forme du mixDre
 
orrespondant (A représentant lesn÷uds abstraits et M les n÷uds manifestes. Les n÷uds vides qui devraient�gurer en bas de la �gure ont été omis). Dans 
ette �gure, les trois pre-A rep?A eq?A eq_re
?M di��������A di� _spe
 HHHHHjM di� _spe
?M di� _nre
 �������M di� _nre
 HHHHHHjM di� _nre
Fig. 9.1 � mixDre
 des setoidesmiers n÷uds sont abstraits. Le quatrième, di� porte une dé�nition. Il adon
 deux �ls. Le premier 
orrespond au 
as où on �e�a
e� la dé�nition dedi� . di�_spe
 doit alors être 
onsidéré 
omme un n÷ud abstrait, du faitde la def-dépendan
e vis-à-vis de di� . En revan
he, on peut garder la dé�-nition de di�_nre
 , qui n'a qu'une de
l-dépendan
e vis-à-vis de di� et dedi�_spe
.Le se
ond �ls de M di� 
orrespond au 
as où on 
onnaît la dé�nition dedi� . di�_spe
 peut alors être dé�ni. M di�_spe
 est don
 un n÷ud mani-feste, qui a lui même deux �ls, qui 
ontiennent tout les deux la dé�nition dedi�_nre
 , 
elle-
i n'étant pas dépendante de la dé�nition de di�_spe
.Plus formellement, on peut représenter un mixDre
 par deux grandes
omposantes :� Un prédi
at Pre qui dé
rit sa stru
ture arbores
ente.� une signature de Dre
ord, fSgT , qui donne la liste des 
hamps dumixDre
.Cette signature 
orrespond en fait à la bran
he la plus à gau
he du mixDre
,où tous les 
hamps sont 
onsidérés 
omme abstraits. Un mixDre
 M destru
ture p et de signature S sera noté M : MixS;p. De plus, on se donneune relation, m, exprimant qu'un mixDre
 est une vue plus dé�nie d'unautre. En parti
ulier, 
omme on l'a signalé, dans le 
as d'un n÷ud manifeste,



168 CHAPITRE 9. DES ESPÈCES AUX MIXDRECSle �ls droit doit être une vue plus dé�nie du �ls gau
he : il reprend lesmêmes 
hamps, dans le même ordre, mais peut 
ontenir des n÷uds manifestessupplémentaires. Les règles d'inféren
e pour le typage des mixDre
s et larelation m sont dé
rites dans la �gure 9.2.;p : Pre; a =2 l p : PrelA p : Prea;l a =2 l p1 : Prel p2 : PrelM p1 p2 : Prea;lffgg : MixfgT ;;p f : (x : T )Mix (F x);pffa : T ; fgg : Mix fa:T ;FgT ;A pf : (x : T )Mix (F x);p1 x : T m : Mix (F x);p2 mm (f x)ffa : T = x; f ;mgg : Mixfa:T ;FgT ;M p1p2ffggm ffgg (y : T )(f1 y)m (f2 y)ffa : T ; f1ggm ffa : T ; f2ggmm (f1 x) (y : T )(f1 y)m (f2 y)ffa : T = x; f1;mggm ffa : T ; f2ggm1 mm2 (y : T )(f1 y)m (f2 y)ffa : T = x; f1;m1ggm ffa : T = x; f2;m2ggFig. 9.2 � typage des mixDre
s9.2.2 Opérations sur les mixDre
sOn dispose de deux opérations de base sur les mixDre
s : le plongementdans une sous-signature, où on ajoute les 
hamps supplémentaires sous formede n÷uds abstraits, et la fusion de deux mixDre
s de même signature.Fusion de deux mixDre
sOn réalise la fusion sur des mixDre
s ayant la même signature. Le prin-
ipe de base est don
 de faire la fusion n÷ud à n÷ud. En 
as de 
on�it,
'est à dire si les deux n÷uds sont manifestes, on prend toujours la dé�-nition du mixDre
 de gau
he1. Toutefois, même si le n÷ud du mixDre
 degau
he est abstrait, on ne peut pas for
ément prendre la dé�nition du mix-Dre
 de droite. En e�et, il faut tenir 
ompte d'eventuel def-dépendan
es dun÷ud 
ourant vis à vis des 
hamps fusionnés pré
édemment. Par exemple,1Comme on le verra dans la suite, 
'est la 
onvention inverse qui a été adoptée en Fo
,
onformément au mé
anisme d'héritage de O
aml.



9.2. MIXDRECS 169la fusion des deux mixDre
s suivants :M1 = ffa : T1 = e1; [a : T1℄ ffb : T2gg ; ffb : T2 = e2ggggM2 = ��a : T1 = e01; [a : T1℄��b : T2 = e02		 ;��b : T2 = e02				donnera le mixDre
M = ffa : T1 = e1; [a : T1℄ ffb : T2gg ; ffb : T2 = e2gggget non le mixDre
 M 0, obtenu en 
onsidérant uniquement les n÷uds pla
ésen même position dans M1 et M2, sans tenir 
ompte de la stru
ture globalede 
ha
un de 
es mixDre
s :M 0 = ��a : T1 = e1; [a : T1℄��b : T2 = e02		 ; ffb : T2 = e2gg		En e�etM 0 n'est pas bien formé, 
ar le 
hamp b y existe ave
 deux dé�nitionsdi�érentes.Plus généralement, on ne peut pas pro
éder indépendamment à la fusiondes di�érentes bran
hes de deux mixDre
s. A�n de garantir l'obtention demixDre
s bien formés, on dé�nit la liste de 
ontr�le de la fusion à partir desprédi
ats Pre des deux mixDre
s M1 et M2. Cette liste est 
omposée de 0et de 1, qui indique si on peut prendre la dé�nition de droite ou non. Ladé�nition 
omplète de 
ette liste de 
ontr�le et de la fusion se trouvent dansla thèse de S. Boulmé.Plongement d'un mixDre
 dans une sous-signatureL'autre opération importante sur les mixDre
s 
onsiste à le plonger dansune sous-signature de sa propre signature. En prenant un mixDre
 M etsa signature s, la dé�nition du plongement de M dans s0, tel que s0:�s, sefait par indu
tion sur la dérivation de s0:�s. On donne i
i informellementles di�érents 
as (la dé�nition formelle en est donnée dans la thèse de S.Boulmé) :_E M est le mixDre
 vide. On ajoute tous les 
hamps de s 
ommen÷uds abstraits._C On ne tou
he pas au premier 
hamp de M , et on poursuit le plon-gement sur le(s) sous-mixDre
(s)._lift On ajoute le 
hamp de tête de s0 en tête deM (en tant que 
hampabstrait), et on poursuit le plongement._trans On 
ompose les deux plongements._swap On intervertit les deux 
hamps de M . Dans le 
as où le se
ondest un 
hamp dé�ni, on e�a
e 
ette dé�nition (elle est sus
eptible de
ontenir des dépendan
es vis-à-vis du premier 
hamp).La suite du 
hapitre montre qu'on peut faire 
orrespondre à toute inter-fa
e un Dre
ord et à toute une espè
e s en forme normale un mixDre
 bien



170 CHAPITRE 9. DES ESPÈCES AUX MIXDRECSformé. De plus, on verra 
omment l'algorithme de résolution de l'héritagepeut se retrans
rire à l'aide des opérations de base sur les mixDre
s. Dans le
hapitre suivant, on s'intéressera aux générateurs de méthodes. On montreraen parti
ulier que tous les générateurs des méthodes dé�nies d'une espè
edonnée s peuvent se retrouver en étudiant la stru
ture du mixDre
 asso
ié às. En un 
ertain sens, l'utilisation de 
es générateurs permet de �déplier� lastru
ture arbores
ente des mixDre
s, et de présenter à Coq des termes plussimple.9.3 Interfa
e et DRe
ordSoit s une espè
e de Fo
, et norm(s) sa forme normale. On dé�nitJnorm(s)K le D-re
ord asso
ié à norm(s) de la manière suivante :Dé�nition 86 J;K = fgTJrep; lK = frep : Set ;�repJrepKgTJrep = � ; lK = frep : Set ;�repJrepKgTJsig x in � ; lK = fx : � ;�xJlKgTJlet x in � = e; lK = fx : � ;�xJlKgTJlet re
 x1 in �1 = e1 ::: and xn in �n = en; lK =fx1 : �1;�x1:(:::fxn : �n;�xnJlKgT )gTJproperty x : prop ; lK = fx : prop ;�x:JlKgTJtheorem x : prop = demo; lK = fx : prop;�x:JlKgTThéoreme 13 Ave
 s une espè
e bien formée, Jnorm(s)K est une signa-ture de Dre
ord bien formée, et la liste de ses étiquettes est N (norm(s))(= N (s)) : Jnorm(s)K : Re
N (norm(s))Preuve. Par indu
tion sur le nombre de 
hamps de la forme normale et par
as sur 
haque 
hamp. �
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es et MixDre
sDe même, on dé�nit pour 
haque espè
e norm(s) en forme normale unmixDre
 asso
ié, par indu
tion sur la taille de norm(s). Les deux pointsdéli
ats sont la tradu
tion d'un 
hamp let re
 et la 
reation de la bran
heabstraite d'un n÷ud dé�ni du mixDre
 (n÷ud M ). Pour 
ela, on dé�nit unefon
tion Efng qui e�a
e les dé�nitions ayant des def-dépendan
es vis-à-visd'un nom n donné.Pour la tradu
tion de let re
, on a essentiellement deux solutions : soitrefaire une théorie des mixDre
 in
luant des blo
s ré
ursifs, soit donner ladé�nition ré
ursive dans l'environnement global, ave
 un dépliage des dé-pendan
es (def et de
l, même si en pratique seul le 
as des de
l dépendan
essera vraiment utilisé) analogue à 
elui fait lors de la tradu
tion des espè
esen Coq (NB : 
ela suppose qu'on a une preuve de terminaison, et non passeulement une dé�nition let re
 �à la ML�).Champs ré
ursifs On peut maintenant dé�nir le mixDre
 
orrespondantà l'espè
e. Cette tradu
tion est sus
eptible de modi�er l'environnement glo-bal dans le 
as de dé�nition mutuellement ré
ursives. On utilise pour 
ela unnouvel identi�
ateur, wi . Comme pour la tradu
tion en Coq, il faut alorsfaire remonter les dépendan
es de la dé�nition mutuellement ré
ursive, soitsous forme de � abstra
tion (
as des de
l-dépendan
es), soit sous forme devariables globales (def-dépendan
es).Dé�nition 87 (Extra
tion d'un 
hamp ré
ursif) Soient norm(s) uneespè
e en forme normale, � = let re
 x1 in �1 = e1 ::: and xn in �n = enun 
hamp ré
ursif de norm(s) et WI un nom de variable frais. On dé�nitle 
hamp extrait de �, 0 � de la manière suivante. On note (yi : �i = ?) 2norm(s) e � les noms des méthodes dont la dé
laration est présente dansl'environnement de typage minimal de �, et (zi : �i = di) 2 norm(s)e� 
euxdont � def-dépend. Alors,0 � = Y�WI�y1 : : : �ym:letz1 = (d1)& in:::letzl = (dl)& in (e1; :::; en) ave
 (d)&= d[self !yi  yi; self !zi  zi℄(d) = (d)& [self!xi  (proji (WI y1:::ym))℄Pour 
lari�er 
ette dé�nition, on peut 
onsidérer par exemple une espè
ereprésentant les entiers, et y dé�nir les deux fon
tions is_odd et is_even



172 CHAPITRE 9. DES ESPÈCES AUX MIXDRECSpar ré
urren
e mutuelle :spe
ies int =rep ;sig eq in self ! self ! bool ;sig zero in self ;sig pred in self ! self ;let re
 odd (x) =if self !eq(x,self !zero) then#falseelseself !even(self !pred(x))and even(x) =if self !eq(x,self !zero) then#trueelseself !odd(self !pred(x));endI
i, on a *odd+int = *even+int = feq; zero; predg, et si � est la dé�nitionde odd et even, il vient0 � = Y(�WI �eq �zero �pred(�x:if(eq x zero) then false else ((snd (WI eq zero pred ))(pred x));�x:if(eq x zero) then true else ((fst (WI eq zero pred ))(pred x))))et Y va 
onstruire une fon
tion qui étant données des implantations deeq zero et pred renvoie les deux fon
tions odd et even 
orrespondantes.Lemme 39 Ave
 les notations pré
édentes, 0 � est bien typé, et a le type�1 ! ::! �n ! (�1 � ::: � �n)Preuve. Par hypothèse, � est bien typé dans l'environnement de l'espè
e, demême que les di. Par ailleurs, par dé�nition de e, et de (; )& tous les appelsde méthodes sont transformés en variables présentes dans l'environnementlo
al. De même, les substitutions des appels ré
ursifs par la i-ème proje
tionde WI y1 ::: ym sont 
orre
tes : 
ette appli
ation est bien un n-uplet par
onstru
tion.Plus pré
isément, ave
 � l'environnement dans lequel est typée l'espè
enorm(s), on peut obtenir une dérivation de typage pour � `0 � à partir dela dérivation de � lors du typage de l'espè
e :



9.4. ESPÈCES ET MIXDRECS 173Fig. 9.3 � dérivation de typage de 0 �
D1�+ ` d1 : �1 ��+ + z1 : �1:::zl : �l ` (e1; :::; en) : (�1 � ::: � �n)�����+ + z1 : �1 ` let z2 = d2 in:::in(e1; :::; en) : (�1 � ::: � �n)� +WI : �1 ! ::! �m ! (�1 � ::: � �n); y1 : �1; ym : �m `let z1 = d1 in:::in(e1; :::; en) : (�1 � ::: � �n)����� `0 �les Di de la dérivation pré
édente sont obtenus en remplaçant dans ladérivation de typage de zi dans l'espè
e s toutes les o

uren
es de la règle[self 
all℄x : � = expr 2 �� ` self !u : �par une simple appli
ation de la règle Var. En e�et, par dé�nition dee, u est un des yi ou un des zi, et a don
 été rempla
é par un identi�
ateurprésent dans l'environnement par (�)&.Dans le 
as de �, on peut ren
ontrer un autre 
as, quand u = xi. Dans
e 
as, il s'agit de dériver� ` proj i(WI y1 :::ym) : �iOr en revenant à la dérivation 9.3, il vient �(WI ) = �1 ! :: ! �m !(�1 � ::: � �n), et �(yi) = �i et on peut a
hever la dérivation. �Durant la tradu
tion d'une espè
e en forme normale en mixDRe
, nousallons systématiquement dé�nir 
haque blo
 mutuellement ré
ursif � à l'ex-térieur des mixDRe
s, et a�e
ter 0 � à une variable fraî
he WI . Dès lors,la dé�nition de 
ha
une des méthodes du blo
 sera simplement un appel àla i-ème 
omposante de WI . Par 
onvention, la bran
he abstraite issue dex1, premier nom de méthode apparaissant dans � ne 
ontient que des n÷udsabstraits pour les autres méthodes du 
hamps �, bien que l'utilisation del'itérateur Y permette de ne pas abstraire tout le blo
. En e�et, dans uneversion où on donne une preuve de terminaison, il est a priori né
essaire derefaire 
ette preuve à 
haque fois que l'on modi�e une des méthodes in
lusedans le blo
.



174 CHAPITRE 9. DES ESPÈCES AUX MIXDRECSOn peut maintenant donner une dé�nition du passage d'une espè
e enforme normale à un mixDre
 
omprenant les mêmes méthodes et les mêmesdé�nitions :Dé�nition 88 <<;>>= ffgg<<rep; l>>= ffrep : Set ;�rep <<l>>gg<<rep = � ; l>>= ffrep : Set = � ;�rep: <<E rep (l)>>;<<l>>gg ;<<sig x in � ; l>>= ffx : � ;�x: <<l>>gg<<let x in � = e; l>>= ffx : � = e;�x: <<Ex (l)>>;<<l>> gg<<let re
 x1 in �1 = e1 ::: and xn in �n = en; l>>=����x1 : �1 = fst(WI y1 :::ym );�x1:��::::�xn <<Efx1 ;:::xng (l)>>		 ;<<l>>				ave
 WI variable fra{̂
he<<property x : prop; l>>= ffx : prop ;�x <<l>>gg<<theorem x : prop = demo; l>>=ffx : prop = demo;�x <<Ex (l)>>;<<l>>ggOn peut dès lors énon
er la spé
i�
ation de EN (l) vis à vis de m :Lemme 40 Soit l une liste de 
hamps, et fxigi=1::n des noms de méthodes,tels que fxig \ N (l) = ;. On a<<l>> m <<Efxi g (l)>>Preuve. Immédiat par indu
tion sur le nombre de 
hamps de l : l'ordre danslequel se présentent les 
hamps du mixdRe
 est préservé, et ave
 le lemme 39,E f�g (l) 
onserve toutes les signatures et un sous-ensemble des dé�nitions del. �Remarque 2. La 
ondition sur les noms de méthodes est automatiquementvéri�ée quand on part d'une espè
e en forme normale, puisque les noms deméthodes introduits le sont dans un unique 
hamp.De même, on peut dé�nir un arbre d'étiquettes signalant l'absen
e ou laprésen
e de dé�nitions pour 
haque 
hamp de l'espè
e.



9.4. ESPÈCES ET MIXDRECS 175Dé�nition 89 (information de dé�nition)P (;) = ;pP (rep; l) = A repP (l)P (rep = � ; l) = M repP (E rep (l))P (l) ;P (sig x in � ; l) = A xP (l)P (let x in � = e; l) = M xP (Ex (l))P (l)P (let re
 x1 in �1 = e1 ::: and xn in �n = en; l) =M x1 (A x2 :::A xnP �E fx1 ;:::xng (l)�)(M x2 :::M xnP (l))P (property x : prop ; l) = A xP (l)P (theorem x : prop = demo; l) = M xP (Ex (l))P (l)Théoreme 14 Ave
 norm(s) une espe
e en forme normale, on a<<norm(s)>>: Mix Jnorm(s)K;P(norm(s))Preuve. Par indu
tion sur le nombre de 
hamps de norm(s), et par 
as sur
haque 
hamp. La prin
ipale di�
ulté 
on
erne la tradu
tion d'un 
hamp letre
. Regardons le 
as parti
ulier de deux dé�nitions mutuellement ré
ursives.Il est ensuite fa
ile de généraliser à un blo
 de n méthodes. La tradu
tion
orrespondante est don
 : M =8<:8<:8<:8<: x1 : �1 = fst (WI y1:::ym);�x1 ��x2 : �2;<<Efx1 ;x2g (l)>>		��x2 : �2 = snd (WI y1:::ym);�x2 <<Efx1 ;x2g (l)>>;<<l>>		 9=;9=;9=;9=;Par hypothèse, les yi sont des 
hamps du mixDRe
 qui pré
èdent ladé�nition de x1 et x2. De plus, ave
 le lemme 39, il vientWI : �1 ! :::! �m ! (�1 � ::: � �n)La dé�nition de x1 dans le mixDRe
 a bien le type �1 attendu. On peut don
appliquer la règle de bonne formation des mixDRe
s.�x1 ��x2 : �2;<<Efx1 ;x2g (l)>>		 : (x1 : �1)Mix Jfsig x2:�2;lgKA x2 P(Efx1 ;x2g(l))(fst WI ) : �1��x2 : �2 = snd (WI y1:::ym);�x2 <<Efx1 ;x2g (l)>>;<<l>>		 :Mix Jfsig x2:�2;lgKM x2 P(Efx1 ;x2g(l))P(l)��x2 : �2 = snd (WI y1:::ym);�x2 <<Efx1 ;x2g (l)>>;<<l>>		m((x1 : �1)Mix Jfsig x2:�2;lgKA x2 P(Efx1 ;x2g(l))e1)M : Mix (x1)Jsig x2 in �2;Efx1 ;x2g(l)KM x1 (A x2 P(Efx1 ;x2g(l)))(M x2 P(l))



176 CHAPITRE 9. DES ESPÈCES AUX MIXDRECSPar hypothèse de ré
urren
e, les mixDre
s sont bien typés. De plus, onvient de voir que le �
orps� de x1 dans le mixDre
 avait bien le type �1.En�n, le lemme 40 nous montre que la bran
he 
on
rète est bien une vueplus dé�nie (au sens de m) de la bran
he abstraite. �9.5 Héritage et fusion de mixDre
sDans 
ette se
tion, nous voyons 
omment les relations d'héritage entreespè
es de Fo
 se retrouvent au niveau des mixDre
s. Nous 
ommençons pardé
rire un héritage simple, avant de généraliser au 
as d'un héritage multiple.9.5.1 Mise en forme normale et ordre des 
hampsL'algorithme de mise en forme normale tel qu'il est présenté auparavantnous servira de base pour étudier 
omment les relations d'héritage entreespè
es se retrouvent dans les tradu
tions en signatures de Dre
ord et enmixDre
s. Toutefois, il est né
essaire d'utiliser un ra�nement de 
et algo-rithme, où l'ordre de dépendan
e est préservé tout au long de la 
onstru
-tion de W 2 (en reprenant les notations antérieures), au lieu de réordonnerles 
hamps retenus uniquement à la �n de la phase de résolution de l'héri-tage. Pour 
ela, il su�t de modi�er la façon dont on gère les redé�nitionsdans la 
onstru
tion de W 2 . Au lieu de se 
ontenter de remettre (� =  i0)dans W 1 pour 
ontinuer l'analyse, on enlève également tous les  i véri�ant i JW 2  i0 de W 2 . Bien entendu, les éventuels e�a
ements de dé�nitionsliés aux def-dépendan
es sont réalisés sur les  i.Toutefois, on ne peut remettre dire
tement les  i dans W 1 à la suite du
hamp fusionné : dans le 
as de la fusion de plusieurs blo
s mutuellementré
ursifs, on risquerait de séle
tionner la �mauvaise� dé�nition. Par exemple,ave
 W 2 = let re
 x1 = e1 and x2 = e2; let x3 = e3W 1 = let re
 x1 = e01 and x3 = e03;la première étape fusionne les deux 
hamps ré
ursifs, et donne le résultatsuivant : W 2 = ;W 1 = let re
 x1 = e01 and x2 = e2 and x3 = e03; let x3 = e3Et on va don
 se retrouver ave
 un unique 
hamp ré
ursif, où x3 est dé�nipar e3 et non e03. Pour éviter 
e genre de situation, nous utilisons une listeintermédiaire S, qui 
ontient des 
hamps sus
eptibles d'être fusionnés ave
le 
hamp 
ourant de W 1 .



9.5. HÉRITAGE ET FUSION DE MIXDRECS 177Plus formellement, le nouvel algorithme fon
tionne de la manière sui-vante. Au départ, on a W 2 = S = ;. Ensuite, à 
haque étape, ave
 W 1 =�;X, W 2 =  1 : : :  m et S=  m+1::: n. On a deux 
as possibles :� Si N (�) \N (W 2 ) = ;, on e�e
tue les opérations suivantes :� W 1  X� W 2  ( 1 : : :  n; �1;S)� S ;On ajoute le 
hamp analysé, et les éventuels 
hamps de S, provenantd'une fusion antérieure de �.� Sinon, on séle
tionne i0 le plus grand index tel que N (�)\N ( i0) 6= ;.Soit D ,N la partition de W 2 telle que les 
hamps � de D dépendent deN (�) et véri�ent N (�)\N (�) = ;, et les 
hamps de N n'en dépendentpas. Si 9x 2 N (D ) tel que x 2 *�+, alors la mise en forme normaleé
houe.� W 1  (�=  i0);X� W 2  (N)� S EN ( i0 ) (D ;  m+1 ; : : : ;  n) : on e�a
e toutes les dé�nitions quidef-dépendent de N ( i0).Le même ordre lexi
ographique que pré
édemment, (CardW 1 ;CardW 2),permet de montrer la terminaison de l'algorithme : Dans le premier 
as, onenlève un 
hamp à W 1 , et dans le se
ond au moins un 
hamp ( i0) à W 2 ,tout en 
onservant le même nombre de 
hamps dans W 1 .Remarque 3. Notons que la 
ondition de non-dépendan
e de � dans ledeuxième 
as de l'algorithme aboutit à un 
al
ul plus restri
tif que 
eluiqu'on avait auparavant. En e�et, dans l'algorithme pré
édent W 2 pouvaitavoir des 
y
les de dépendan
es �temporaires�, e�a
és par une redé�nitionavant la �n de l'algorithme. On donne 
i-dessous un exemple simple d'espè
equi n'est plus a

eptée :spe
ies s1 =rep ;sig d in self ! self ;let re
 a(x in self) = . . . !b . . .and b(y in self) = . . . !a . . . ;let 
 = !a( !d) ;endspe
ies s2 inherits s1 =let re
 b(x) = . . . !d . . .and !d (x) = . . . !b . . . !
 . . . ;



178 CHAPITRE 9. DES ESPÈCES AUX MIXDRECSlet re
 !a(x) = . . . !
 . . .and !
 = !b( !d) ;endDans 
et exemple, le premier algorithme aboutit à un unique 
hamp ré-
ursif de 4 méthodes. Le se
ond é
houe, 
ar au moment d'ajouter le premier
hamp de s2, on a S= f
g, et un 
y
le entre 
 et d. En pratique, les situa-tions où le se
ond algorithme é
houe alors que le premier renvoie un résultatsemblent assez pathologiques, et il est toujours possible de transformer ladé�nition de l'espè
e �lle pour retrouver le premier 
al
ul. En e�et, il su�tde pla
er dans un let re
 les 
hamps in
riminés (
'est à dire dans l'exemplede transformer les deux let re
 de s2 en un seul).Remarque 4. Comme remarqué plus haut, on pourrait ra�ner l'e�a
ementde dé�nitions dans le 
as de 
hamps mutuellement ré
ursifs, en utilisantEN (�)\N ( i0 ) (�) au lieu de EN ( i0 ) (�). En pratique, 
ela permet de 
onsidérerles blo
s ré
ursifs dans leur ensemble lors des 
al
uls de dépendan
es, et unesituation où on aurait besoin de la dé�nition d'une seule fon
tion parmi unensemble de fon
tions mutuellement ré
ursives semble assez improbable.De plus, on peut remarquer que 
et algorithme respe
te les invariantssuivants :Remarque 5. A 
haque passage dans la bou
le, tous les 
hamps de S dé-pendent de �.Remarque 6. Ave
 la notation 
i dessus, *N+ \N (D ) = ;.Par ailleurs, on peut fa
ilement étendre les propriétés du pré
édent al-gorithme à 
ette nouvelle version : la seule vraie di�éren
e est qu'à 
haqueétape de la bou
le, les 
hamps de W 2 et 
eux de S ont un ordre 
ompatibleave
 leurs dépendan
es respe
tives.Lemme 41 (ordre des 
hamps) En reprenant les notations pré
édentes,on a, à 
haque passage dans la bou
le,* i+ � N ( 1) [ : : : [N ( i�1)pour tout 
hamp  i de W 2 et S.Preuve. Par ré
urren
e sur la longueur de la bou
le. En supposant que lapropriété est vraie à l'étape n, on a deux 
as pour l'étape n+ 1.Si on ajoute � et S à W 2 , il su�t de montrer que � ne dépend que des
hamps de W 2 . En e�et, l'hypothèse de ré
urren
e permet de 
on
lure dansles autres 
as. Or ave
 la remarque 
i-dessus les éléments de Sdépendentde �, don
 � lui-même ne peut en dépendre sous peine d'avoir un 
y
le dedépendan
es. Sinon, 
omme on pla
e dans S tous les 
hamps qui dépendentde �, et ave
 la remarque 6 on ajoute devant S des 
hamps dont ne dépendau
un autre 
hamp de W 2 , 
e qui préserve la propriété. �Notation : Soient une liste de 
hamps L fermée et dont l'ordre respe
teles dépendan
es, et � tel que *�+ � N (L). On notera L=� l'ajout du 
hamp� à L, 
'est à dire le résultat de l'algorithme 
i dessus ave
 W 1 = L;�.



9.5. HÉRITAGE ET FUSION DE MIXDRECS 179Lemme 42 (Composition des fusions) Ave
 les notations pré
édentes,si lors d'une étape de l'algorithme 
i-dessus on a N (�) \N (W 2 ) 6= ;, alorsW 2 = � = N = (�=  i0); DPreuve. Par indu
tion sur la taille de N (�) \ N (W 2) : Si on n'a qu'unnom en 
ommun, l'étape suivante de l'algorithme ajoute le 
hamp fusionnéet S = D à la suite de N. Sinon, N (�) \ N (W 2) > N (�) \ N (N), et on
on
lut par ré
urren
e. �Remarque 7. Si  m dépend de �, on af 1; : : : ;  mg= � = f(f 1; : : : ;  m�1g= �);  mg
9.5.2 Héritage simpleSoit s1 une espè
e bien formée, etM1 =<<norm(s1)>> le mixDre
 asso
iéà sa forme normale. Soit s2 une espè
e dé�nie par héritage à partir de s1, dela forme suivante :spe
ies s2 inherits s1 = �1 : : : �n endOn suppose bien entendu que s2 est elle-même bien formée. Soit norm(s2)la forme normale asso
iée, et M2 =<<norm(s2)>>. En premier lieu, on peutremarquer que la signature de Dre
ord 
orrespondant à norm(s2) est bienune sous signature de Jnorm(s1)K :Lemme 43 Ave
 les notations pré
édentes, on aJnorm(s2)K:�Jnorm(s1)KPreuve. La prin
ipale di�
ulté de la preuve réside dans le fait que les nou-veaux 
hamps de s2 ne sont pas né
essairement ajoutés à la �n de l'es-pè
e, à 
ause d'éventuelles dépendan
es d'une méthode présente dans s1 et(re)dé�nie dans s2. Cela va se retrouver dans la dérivation de la relationde sous-signature par un 
ertain nombre d'appli
ations de la règle _swap.Plus pré
isément, on raisonne par indu
tion sur la 
onstru
tion de norm(s2)à partir de norm(s1), dans le modèle ave
 def-dépendan
es 
'est-à-dire oùon réordonne les dé�nitions du 
orps de s2 en a

ord ave
 les dépendan
esavant de démarrer l'algorithme.Les premières étapes de 
onstru
tion de norm(s2) à partir de la liste
omplète des 
hamps permettent de retrouver norm(s1). Ensuite, il fautdistinguer les di�érents 
as d'ajout d'un nouveau 
hamp. On en a 3 :



180 CHAPITRE 9. DES ESPÈCES AUX MIXDRECSAjout d'un nouveau 
hamp Ce 
as 
orrespond à N (�) \ N (W 2 ) = ;et S= ;. Il su�t dès lors d'appliquer la règle _lift, puis de propager l'ajoutde 
hamp :
_lift_C _E N (W 2 ) ` �:�fgT���_C x1 : �1 ` J 2::: mK:�J 2::: mK(x1 : �1)J 2::: m;�K:�J 2::: mKJW 2 ;�K:�JW 2KA 
haque niveau de l'arbre d'inféren
e, la transformation des listes de
hamps en signatures de Dre
ord par J�K est légitime. En e�et, ave
 lelemme 41, on 
onsidère bien les di�érents 
hamps � et leur tradu
tion �dans l'ordre donné par les dépendan
es.Ajout d'un 
hamp redé�ni Ce 
as 
orrespond à N (�)\N (finalseq) =;, et S =6= ;. Là en
ore, il n'y a plus qu'à rassembler ajouter les nouveaux
hamps à la �n de W 2 . La règle _E permet de prendre en 
ompte plu-sieurs 
hamps à la �n, don
 la dérivation reste identique à la pré
édente, àl'ex
eption de la ra
ine, qui devient_E N (W 2) ` J�;SK:�fgT���Par la remarque 6 et le lemme 41 la transformation de 
ette liste enDre
ord est légitime.Notons que dans les deux 
as pré
édents, on généralise fa
ilement lapropriété à l'ajout de n 
hamps ave
 la règle _trans :_trans ...norm(s2):�JW 2 ;�;SK DJW 2 ;�;SKJnorm(s2)K:�JW 2KD étant la dérivation vue pré
édemment. La partie gau
he de la dériva-tion est obtenue en observant les étapes ultérieures de l'algorithme.Fusion de deux 
hamps Cette fois-
i on a N (�) \N (W 2) 6= ;. Dans 
e
as, l'algorithme transforme W 2 en une liste de 
hamp N qui n'est pas di-re
tement une sous-signature du W 2 initial (on pla
e les autres 
hamps dansS). On va don
 avoir re
ours expli
itement à la règle _trans et introduireune liste de 
hamp intermédiaire, N = �.
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_trans_swap_swap SJ(N; D ) = �K:�JN = �K��JW 2 = �K:�JN = �K RJN = �K:�JNKJW 2 = �K:�JW 2KLe passage de W 2 à N; D , qui est une partition de W 2 est obtenu parappli
ations répétées de la règle _swap. Par dé�nition de D , il est toujourspossible de rassembler les 
hamps qui la 
onstituent en �n de liste (en res-pe
tant leur ordre relatif). D'après la remarque 7, la �n de la dérivation, S,est une suite de règles _C et _lift similaire aux dérivations pré
édentes.Par ailleurs, en suivant la preuve du lemme 42, la dérivation R est soitune appli
ation dire
te du paragraphe pré
édent, soit une nouvelle dérivationde fusion, ave
 un nombre de 
hamps en 
on�it stri
tement inférieur, 
e quigarantit la terminaison du pro
essus. �Avant de passer aux mixDre
s proprement dit, il faut examiner 
e qui sepasse au niveau des arbres d'étiquettes P1 et P2 de M1 et M2. Plus pré
isé-ment, on peut retrans
rire le fait qu'on e�a
e le moins de dé�nitions possiblepar une propriété sur les étiquettes de P2 de M2 et P1 de *Jnorm(s2)K M1.Lemme 44 (Liste de 
ontr�le) Ave
 les notations pré
édentes, on aVP2;P1W = 0; :::; 0VP2;P1W étant la liste de 
ontr�le de la fusion (voir p.169).Preuve. On travaille par indu
tion sur la longueur de la liste d'étiquette.Cette fois-
i tenir 
ompte des e�a
ements de dé�nitions dus aux def-dépendan
es.D'après la dé�nition de Pre, il su�t de montrer qu'on n'a jamais P2 = A xp2et P1 = M xp11p12. Supposons que 
e soit le 
as, et que x soit la premièreétiquette abstraite dans P2 et manifeste dans P1 : d'après le lemme 5.7 de ,y 2 **x++s1 tel qu'une des deux 
onditions suivantes soit véri�ée : y =2 D (s2)ou 
hanged (y; x).Pour que x def-dépende de y, il faut que y soit dé�nie, don
 le premier
as est en 
ontradi
tion ave
 la 
ondition sur x. On a don
 
hanged(y; x).Comme on ne 
onsidère qu'un 
as d'héritage simple, 
ette 
ondition devientBs2(y) 6= Bs1(y), et au niveau de y, on a :VM yp21p22;M yp11p12W = 0;Vp22p11WPour qu'on ait un '1' dans la liste de 
ontr�le à la position 
orrespondantà x, il faut qu'on ait un n÷ud manifeste à 
ette position, soit M x 2 p11. Or,x def-dépend de y dans s1, 
e n÷ud manifeste est en 
ontradi
tion ave
 ladé�nition de P (s1) : 
e 
as ne peut se produire. �



182 CHAPITRE 9. DES ESPÈCES AUX MIXDRECSAu niveau des espè
es, la relation entre s1 et s2 se retrouve dans lesmixDre
s M1 et M2 sous la forme suivanteThéoreme 15 (Corre
tion de l'héritage simple)Ave
 les notations pré
édentes, on a la propriété :M2 �VP(norm(s2));P(norm(s1))W �*Jnorm(s2)K M1� = M2Preuve. Tout d'abord, il 
onvient de remarquer que les opérations faites surles deux mixDre
s sont légitimes. En premier lieu, examinons le plongementde M1 dans Jnorm(s2)K. La signature de M1 est Jnorm(s1)K (théorème 14),don
 ave
 le lemme 43 et la dé�nition de *, 
ette opération est 
orre
te. Demême, 
omme M2 a pour signature Jnorm(s2)K, la fusion des deux mixDre
sest 
orre
te. La �gure 9.4 ré
apitule tous les 
as possibles de fusion des deuxmixDre
s. Comme on le voit, il faut en fait prouver que la liste de 
ontr�len'est 
omposée que de 0, 
'est à dire qu'on séle
tionne toujours la dé�nitionde gau
he. Le lemme 44 permet don
 de 
on
lure.Fig. 9.4 � Fusion des deux mixDre
sM2 *Jnorm(s2)K M1 l M2�l *Jnorm(s2)KM1ffgg ffgg l ffggffx : � ; fgg ffx : � ; f1gg b; l ffx : � ; f �l f1ggffx : � ; fgg ffx : � = e1; f1gg 0; l ffx : � ; f �l f1ggffx : � ; fgg ffx : � = e1; f1gg 1; l ffx : � = e1; f �l f1gg Impossibleffx : � = e; fgg ffx : � ; f1gg b; l ffx : � = e; f �l f1ggffx : � = e; fgg ffx : � = e1; f1gg b; l ffx : � = e; f �l1 f1gg�9.5.3 Héritage multipleLes résultats de la se
tion pré
édente sont aisément étendus au 
as del'héritage multiple, par ré
urren
e sur le nombre d'espè
es parents. En ef-fet, soient s1 et s2 deux espè
es, de forme normale norm(s1) = �1 : : : �m etnorm(s2) =  1 : : :  n respe
tivement. Alors, les deux espè
es suivantes :spe
ies s inherits s1, s2 = end



9.5. HÉRITAGE ET FUSION DE MIXDRECS 183et spe
ies t inherits s1 =  1 ; . . . ; n endont la même forme normale. En e�et, l'algorithme de mise en formenormale démarre dans les deux 
as ave
 la même liste initiale, 
'est-à-direW 1 = �1 : : : �n;  1 : : :  n. Dès lors, on va travailler ave
 l'espè
e t pourmontrer que la fusion des deux espè
es est 
onforme à 
elle des mixdRe
s
orrespondants.Par ailleurs, il 
onvient de remarquer que l'ordre d'héritage n'in�ue quesur les dé�nitions de méthodes, et pas sur leurs dé
larations. Plus pré
isé-ment,Lemme 45 (Commutation des signatures)Soient s1 et s2 deux espè
es, telles que, 8x 2 N (s1)\N (s2);Ts1(x) = Ts2(x)alors les deux espè
es suivantes u et v :spe
ies u inherits s1, s2 = endspe
ies v inherits s2, s1 = endse traduisent en des signatures de Dre
ord équivalentes :JuK:�JvK et JvK:�JuKPreuve. La 
ondition sur les types des méthodes 
ommunes à s1 et s2 garan-tit que u et v sont bien formées, don
 admissibles. De plus, on peut remarquerque les deux espè
es dé
larent les mêmes 
hamps : N (u) = N (v). Ave
 lethéorème 14, JuK et JvK sont dé�nis sur la même liste d'étiquette. De plus,il vient 8x 2 N (u);Tu(x) = Tv(x). Dès lors, on peut passer de JuK à JvK (etvi
e-versa) par une suite d'appli
ation de la règle _swap. �Notons que dans le 
as général, on n'a toutefois pas l'égalité des deuxsignatures, 
ar l'ordre des 
hamps n'est pas for
ément le même dans u etdans v.Théoreme 16 (Corre
tion de l'héritage multiple)Soient fsigi=1::2 des espè
es bien formées. et s dé�nie parspe
ies s inherits s1, s2 = endOn a l'égalité suivante :<<s>>= (*Jnorm(s)K<<s2>>)�VP(norm(s));P(norm(s))W (*Jnorm(s)K<<s1>>)Preuve. On 
ommen
e par montrer que la notation *Jnorm(s)K<<s2>> estlégitime, 
'est à dire que Jnorm(s)K:�Jnorm(s2)K. Pour 
ela, il su�t d'utiliserle lemme 45 pour permuter les deux héritages, et de reprendre la premièrepartie de la preuve du théorème 15.



184 CHAPITRE 9. DES ESPÈCES AUX MIXDRECSDe plus, il 
onvient de remarquer que <<s>> et la fusion des deux espè
espré
édentes partagent la même signature. Il ne reste plus qu'à montrer que
es deux mixdRe
s véri�ent le même prédi
at Pre, et, dans le 
as de n÷udsmanifestes, donnent la même dé�nition. Pour 
ela, on raisonne par ré
urren
esur la taille de la signature de DRe
ord JsK : le 
as où la signature est videest trivial. Pour une signature de taille n+ 1, de premier 
hamp x, on a les
as suivants :x est abstrait dans norm(s) Cette situation se retrouve si x est abstraitdans s1 et s2, ou si x est dé�ni dans s1, et qu'il se produit un e�a
ement. Dansle premier 
as, la fusion donnera bien un 
hamp abstrait. Dans le se
ond 
as,on se retrouve ave
 l'opération suivante :ffx : � ; f2gg �b;l ffx : � = e; f1ggLe résultat 
ontient un 
hamp abstrait si et seulement si b = 0. Comme dansle lemme 44, on montre que 
'est le 
as en utilisant une méthode y 2 **x++s1 ,véri�ant le prédi
at 
hanged (y; x) : lorsqu'on 
rée la liste de 
ontr�le de lafusion, on se retrouve, au niveau de y dans la situation suivante :VM yp21p22;M yp11p12W = 0;Vp22p11WPar hypothèse, on a A x 2 p11, et on a don
 b = 0.x est dé�ni dans norm(s) Cette fois-
i, il y a trois possibilités :1. <<s2>>= ffx : � = e2; f2gg, <<s1>>= ffx : � ; f1gg2. <<s2>>= ffx : � ; f2gg, <<s1>>= ffx : � = e1; f1gg3. <<s2>>= ffx : � = e2; f2gg, <<s1>>= ffx : � = e1; f2ggDans le premier 
as et le troisième 
as, la fusion produit un 
hamp manifestex : � = e2, 
e qui 
orrespond aussi à la mise en forme normale. Dans le se
ond
as, il faut montrer que la liste de 
ontr�le est de la forme 1; l. Pour 
ela, ilfaut 
ette fois-
i 
onsidérer toutes les méthodes y 2 **x++s1 . Par hypothèse,au
une de 
es méthodes n'est redé�nie dans s2 (sinon x ne serait pas dé�nidans norm(s)). La liste de 
ontr�le 
omporte don
 des 1 pour 
ha
une despositions y. De plus, on séle
tionne à 
haque fois la bran
he manifeste, qui
ontient don
 M x pour poursuivre l'établissement de la liste de 
ontr�le. Tousles autres n÷uds manifestes intermédiaires 
ontiennent M x dans les deuxbran
hes. Lorsqu'on se trouve à la profondeur de x, on a don
 la situationsuivante : VA xp;M xp11p21W = 1;Vp; p21W�



Chapitre 10Générateurs de méthodes etmixDre
s10.1 Introdu
tionDans 
e 
hapitre, on montre 
omment extraire d'un mixDre
 donné lesinformations relatives à un 
hamp parti
ulier de 
e mixDre
. En parti
u-lier, on verra que la notion de 
hemin à l'interieur d'un mixDre
 permet dedé�nir les dépendan
es d'une dé�nition ou d'une dé
laration vis à vis desautres 
hamps. Dans un se
ond temps, on montre que 
es informations sontéquivalentes à 
elles données par la mise en forme normale d'une espè
e,et sa tradu
tion vers Coq. En parti
ulier, on va montrer que les notionsd'environnement minimal et de générateur de méthode, telles qu'elles sontdé
rites dans le 
hapitre 6 sont en fait des bran
hes parti
ulières du mixDre
représentant l'espè
e 
ourante.10.2 MixDre
s et générateurs de méthodesDans 
ette se
tion, on 
onsidère un mixDre
M bien formé et un 
hampd'étiquette x de M, tel qu'il existe au moins un n÷ud manifeste M x dansM.10.2.1 Chemin de dé�nitionDé�nition 90 (par
ours d'un mixDre
)On appelle par
ours de M toute suite de 0 et de 1 de longueur inférieureou égale à la profondeur de M. Ce par
ours est dé�ni sur les informationsde présen
e Pre de M :' (;;M xp1p2) = M x E E ' (;; A xp) = A xE' (0; l;M xp1p2) = A x ' (l; p1) ' (0; l; A xp) = A x ' (l; p)' (1; l;MMxp1p2) = M x ' (l; p1) ' (l; p2) ' (1; l; A xp) = A x ' (l; p)185



186 CHAPITRE 10. GÉNÉRATEURS DE MÉTHODES ET MIXDRECSUn par
ours aboutissant à un n÷ud manifeste M x est appelé 
hemin de dé-�nition de x. Un par
ours aboutissant à un n÷ud abstrait A x est appelé 
he-min de dé
laration de x. En�n, les 
hemins aboutissant à x représententl'ensemble des 
hemins de dé�nition et de dé
laration de x.Remarque 1. Tous les 
hemins aboutissant à x dans un mixDre
 M donnéont même longueur, qui sera noté k x kM dans la suite. De plus on peutmunir 
et ensemble d'une relation d'ordre totale (ordre lexi
ographique).Preuve. Immédiat par ré
urren
e sur la profondeur de M �Dé�nition 91 (Chemin minimal) Soit x une étiquette telle qu'il exite un
hamp manifeste M x dans M. L'ensemble D des 
hemins de dé�nition de xadmet un minimum pour l'ordre lexi
ographique. Cet élément, noté  M (x)est appelé 
hemin minimal de dé�nition de x.Remarque 2. Les 
hemins plus grand que  M (x) ne sont pas for
émenttous des 
hemins de dé�nition de x.Lemme 46 (
hemin de dé�nition et sous-signature)Soient M1 et M2 deux mixDre
s bien formés tels que M1mM2. Pour toutx et tout p 
hemin de dé�nition de x dansM2, p est un 
hemin de dé�nitionde x dans M1Preuve. Par indu
tion sur la dérivation de M1mM2. On ne détaille que le
as où le premier n÷ud de M1 est manifeste alors que le premier n÷ud deM2 est abstrait. Les autres 
as sont triviaux ave
 la dé�nition de m.M1 = ffy : T = e; f1;mgg, M2 = ffy : T ; f2gg. Ave
 x une étiquette deM2 et p un 
hemin de dé�nition de x dans M2 (don
 x 6= y, sinon iln'existerait pas de 
hemin de dé�nition). p est de la forme �; p1, ave
 � 2f0; 1g.� = 0 : 8z : T , p1 est un 
hemin de dé�nition de x dans (f2 z). Comme deplus on a (f1 z)m(f2 z) par dé�nition de m, on peut 
on
lure ave
 l'hypothèsede ré
urren
e.� = 1 : on a toujours p1 
hemin de dé�nition de x dans (f2 z) pour tout z,et en parti
ulier dans (f2 e). Par hypothèse, mm(f1 e) et (f1e)m(f2 e), don
en appliquant deux fois l'hypothèse de ré
urren
e on peut 
on
lure 
ommepré
édemment. �Remarque 3. Le 
hemin minimal asso
ie toujours un 0 aux n÷uds abs-traits.Lemme 47 Ave
 x un 
hamp dé�ni d'un mixDre
 M , s'il existe un 
heminp de dé�nition de x tel que pour tout 
hemin p0 de dé�nition de x, pi = 1)p0i = 1, alors p = M (x)



10.2. MIXDRECS ET GÉNÉRATEURS DE MÉTHODES 187Preuve. Soit p0 un 
hemin de dé�nition de x. Supposons qu'il soit di�érentde p, et notons i le premier indi
e tel que les deux 
hemins di�èrent. On aalors pi = 0 et p0i = 1 (l'inverse est impossible d'après l'hypothèse de l'énon
ésur p). Don
 p est stri
tement plus petit que p0. Comme p est lui-même un
hemin de dé�nition de x par hypothèse, 
'est bien le 
hemin minimal. �Remarque 4. L'existen
e d'un tel p n'est nullement garantie dans un mix-Dre
 quel
onque. On verra 
i-dessous que 
'est le 
as dans les mixDre
séquilibrés (lemme 49).Dé�nition 92 (tronquage de signature) Soit M un mixDre
 et p unpar
ours sur M de longueur l. On note s(M) jp le Dre
ord obtenu en tron-quant s à ses l premiers éléments10.2.2 MixDre
 de dé�nition de xIl reste à voir 
omment passer des 
hemins de dé�nition à des �-termes
orrespondant à nos méthodes. Comme S. Boulmé l'a remarqué dans sathèse, un tel �-terme ne peut venir seul : il faut l'a

ompagner d'un 
ertain
ontexte, mêlant des abstra
tions et des dé�nitions. En d'autre termes, 
e
ontexte de dé�nition peut-être lui même vu 
omme un mixDre
.Dans 
ette se
tion, on s'intéresse à la dé�nition de x dans un mixDre
M. Pour 
ela, on va extraire des mixDre
s de M, de dernier 
hamp x, ens'appuyant sur les 
hemins de dé�nition de x.Dé�nition 93 (Contexte de dé�nition) Soient M un mixDre
, x uneétiquette de M telle qu'il existe un 
hamp manifeste M x dans M et p un
hemin de dé�nition de x. Le 
ontexte de dé�nition asso
ié à p, noté �M ` pest dé�ni de la manière suivante :�M ` ; = ffgg�ffx:T=e;f ;mgg ` 0; l = ffx : T ;�x:�fx ` lgg�ffx:T;fgg ` 0; l = ��x : T ;�x:�(fx) ` l		�ffx:T=e;f ;mgg ` 1; l = ��x : T = e;�x:�(fx) ` l;�m ` l		�ffx:T;fgg ` 1; l = ffx : T ;�x:�fx ` lggLe 
ontexte minimal de dé�nition, �M ` (x) est noté �̂M ` x.Remarque 5. Tous les 
ontextes de dé�nition de x ont la même profondeur(
f. remarque 1)Lemme 48 (Bonne formation du 
ontexte) Ave
 les notations pré
é-dentes, pour tout p 
hemin de dé�nition de x, on a�M ` p : Mix s(M)jp;'(p;M)Preuve. Par indu
tion sur la longueur de p. le 
as p = ; est trivial. Sinon,on travaille par 
as sur p et le premier n÷ud de M :



188 CHAPITRE 10. GÉNÉRATEURS DE MÉTHODES ET MIXDRECSp = 0; l et M = ffx : T = e; f ;mgg : Mix fx:T ;Fg;M q1 q2�x:�(fx) ` l : (x : T )Mix s(fx)jl;'(l;q1)�M ` p = ��x : T ;�x:�(fx) ` l		 : Mix s(M)jp;'(p;M)p = 0; l et M = ffx : T ; fgg�x:�(fx) ` l : (x : T )Mix s(fx)jl;'(l;q1)�M ` p = ��x : T ;�x:�(fx) ` l		 : Mix s(M)jp;'(p;M)p = 1; l et M = ffx : T = e; f ;mgg�x:�(fx) ` l : (x : T )Mix s(fx)jl;'(l;q1)�m ` l : Mix s(m)jl;'(l;q1) e : T �m ` lm �(fe) ` l�M ` p = ��x : T ;�x:�(fx) ` l		 : Mix s(M)jp;'(p;M)p = 0; l et M = ffx : T ; fgg�x:�(fx) ` l : (x : T )Mix s(fx)jl;'(l;q1)�M ` p = ��x : T ;�x:�(fx) ` l		 : Mix s(M)jp;'(p;M)� On pourrait s'attendre à 
e que le 
hemin minimal de dé�nition de x dansM se traduise dans un 
ontexte �minimal�, en parti
ulier en 
e qui 
on
erneles dé�nitions présentes dans � M(x). Malheureusement, 
e n'est pas le 
asen général. Par exemple, si on prend le mixDre
 suivant, dont les feuilles ontété enlevées pour plus de lisibilité :
F = 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

8>>>>>>>><>>>>>>>>:
a : bool = true;[a℄8<:8<:b : bool = (not a); [b℄ ff
 : boolgg ;ff
 : bool = a _ b; [
℄gg 9=;9=;8<:8<:b : bool = (not a); [b℄ ff
 : bool = a _ bgg ;ff
 : bool = a _ bgg 9=;9=;

9>>>>>>>>=>>>>>>>>;
9>>>>>>>>=>>>>>>>>;Dans 
e mixDre
, le n÷ud de 
 le plus à gau
he est abstrait, 
e qui est 
or-re
t (il s'agit bien d'une vue moins dé�nie que son voisin de droite), mais poseun problème dans la dé�nition du 
ontexte minimal de dé�nition. Par dé�-nition, on a  F (
) = 0; 1; 1, soit �̂F ` 
 = ffa : bool; ffb : bool = (not a)gggg.Mais le 
hemin p = 1; 0; 1 est également un 
hemin de dé�nition de 
, et�F ` p = ffa : bool = true; ffb : boolgggg 6 m�̂m ` 
. Or en pratique, 
ette no-tion d'environnement minimal est importante, puisqu'elle garantit qu'on neva pas e�a
er trop de dé�nitions (qu'il faudra redonner ensuite) lors d'une



10.3. MIXDRECS ÉQUILIBRÉS 189redé�nition. On va don
 ra�ner la notion de mixDre
 pour tenir 
omptede 
e problème. Nous montrerons ensuite que 
ette nouvelle notion répondbien à notre problème, et que la tradu
tion d'une espè
e en forme normalerespe
te les 
onditions imposées par 
e mixDre
. Nous pourrons dès lorsmontrer que la notion de 
ontexte minimal introduite lors de la tradu
tionen Coq 
orrespond bien à 
elle de 
ontexte minimal au sein d'un mixDre
.10.3 MixDre
s équilibrés10.3.1 Dé�nitionD'après l'exemple pré
édent, on peut se faire une idée intuitive des 
ondi-tions à remplir pour que �̂M ` x soit e�e
tivement un 
ontexte minimum.Lorsqu'on est sur un n÷ud manifeste, la relation m n'est pas su�sante. Ilfaut en outre que les e�a
ements de dé�nition qu'on e�e
tue pour passer dumixDre
 de droite à 
elui de gau
he soient 
ohérents entre eux. Ainsi, on nedoit pas trouver un n÷ud abstrait là où la dé�nition 
orrespondante dans lemixDre
 de droite serait bien typée.Par exemple, dans le mixDre
 pré
édent, dans un environnement où a etb sont deux variables booléennes, la dé�nition de 
 = a _ b est parfaitementadmissible, et il n'y a au
une raison d'avoir un n÷ud abstrait à gau
he. Cette
ondition peut se formaliser par une 
ondition sur le 
hemin minimal.Dé�nition 94 (MixDre
 équilibré) Un mixDre
 bien formé M est ditéquilibré s'il véri�e une des trois 
onditions suivantes :ffgg est équilibré 8x : T; (f x) est équilibréffx : T ; fgg est équilibré8x : T (f x) est équilibrém est équilibré 8y tel que  M (y) = 0; p;  m (y) = pM = ffx : T = e; f ;mgg est équilibréRemarque 6. Dans la dernière règle, ave
 le lemme 48, quel que soit lemixDre
 (bien formé), p est un 
hemin de dé�nition de y dans m, Par 
ontre,
e n'est pas for
ément le 
hemin minimum. (par exemple les deux 
heminsde l'exemple pré
édent)10.3.2 Environnement minimal dans un mixDre
 équilibréOn peut maintenant obtenir une 
ara
térisation de la position des 1 dansle 
hemin minimal de dé�nition de x, ave
 le lemme suivant :Lemme 49 (Chemin minimal) Soit M un mixDre
 équilibré. Ave
 lesnotations de la def.91, et i un entier inférieur à la longueur des 
hemins



190 CHAPITRE 10. GÉNÉRATEURS DE MÉTHODES ET MIXDRECSaboutissant à x. Le i-ème élément de  M (x) est un 1 si et seulement sitous les 
hemins de dé�nition de x ont un 1 
omme i-ème élément.Intuitivement 
e lemme dit que lorsqu'on par
ourt le 
hemin de dé�nitionminimal de x, on ne trouve que les dé�nitions dont x def-dépend.Preuve. L'impli
ation ré
iproque est triviale,  M (x) étant lui-même un
hemin de dé�nition de x.Pour l'impli
ation dire
te, on travaille par ré
urren
e sur i : le 
as i = 1est immédiat ave
 la dé�nition de M (x) : S'il 
ommen
e par un 1, tous les
hemins de dé�nitions de x, plus grand que que M (x) 
ommen
ent par 1.Sinon, on raisonne pas 
as sur le premier n÷ud de M et le premierélément de  M (x) et de p. Les 
as M = ffy : T ; fgg et fst( M (x)) =fst(p) sont triviaux. De plus, fst( M (x)) = 1, fst(p) = 0 est impossiblepar dé�nition de  M (x). Il reste le 
as M = ffy : T = e; f ;mgg, ave
  M(x) = 0; l, p = 1; p1. Par dé�nition, l est le 
hemin minimal de dé�nition dex dans (f e), don
 
omme M est équilibré l est aussi le 
hemin minimal dedé�nition de x dans m. Comme p1 est un 
hemin de dé�nition de x dans m,on peut 
on
lure par ré
urren
e. �Corollaire 5 (
hemin de dé
laration) Dans un mixDre
 équilibré, ave
x une étiquette dé�nie dans M et i tel que le i-ème élément de  M (x) soitun 1. Alors, tout 
hemin de dé
laration p aboutissant à x et dont le i-èmeélément est un 0 est un 
hemin de dé
laration de x.De plus, 
e lemme permet de 
ara
tériser les mixDre
s bien formés,
omme on le montre dans le lemme suivant.Lemme 50 (Cara
térisation des mixDre
s équilibrés)Ré
iproquement, si tous les 
hemins  M (x), pour toutes les méthodesx dé�nies dans M véri�ent la propriété du lemme pré
édent, alors M estéquilibréPreuve. Par indu
tion sur la taille de M. Si M est vide, il est équilibré pardé�nition.Si M = ffy : T ; fgg, 8x; M (x) = 0; l ave
 la remarque 1, et l est le
hemin minimal de x dans (f z) (pour tout z 2 T ). (f z) véri�e don
 aussila 
ondition sur les 
hemins minimaux, et on peut appliquer l'hypothèse deré
urren
e et la 
ondition d'équilibre.Sinon, M = ffy : T = e; f ;mgg. Comme 
i-dessus, (f z) véri�e la 
ondi-tion sur les 
hemins minimaux, et est don
 un mixDre
 équilibré. De même,pour tous les 
hamps x tels que M (x) = 1; l, l est le 
hemin minimal de xdans m, et pour tout i tel que li = 1, tout 
hemin de dé�nition p de x dansm véri�e bien pi = 1 (Sinon 
ette hypothèse ne serait pas véri�ée pour m).Soit maintenant x une étiquette telle que  M (x) = 0; l1. l1 est un
hemin de dé�nition de x dans (f e) don
 dans m. Soit l2 un 
hemin de



10.4. FORME NORMALE ET MIXDRECS 191dé�nition de x dans m. On va montrer l1i = 1) l2i = 1. Cela permettra demontrer à la fois quem est bien formé (ave
 l'hypothèse de ré
urren
e) et quel1 est le 
hemin minimal de dé�nition de x dans m (immédiat en regardantle première position i où l2 et l1 di�èrent : on a né
essairement l2i = 1 etl1i = 0). Or 
omme l2 est un 
hemin de dé�nition de x dans m, p = 1; l2 estun 
hemin de dé�nition de x dans M. On a dès lors l1i =  M (x)i+1 = 1,don
 par hypothèse sur M, pi+1(= l2i) = 1 �Remarque 7. D'après le lemme 47, il su�t d'exhiber pour tout x un 
heminpx tel que pour tout 
hemin de dé�nition de x, pxi = 1) pi = 1.Lemme 51 (
ontexte minimal)Ave
 les notations pré
édentes, si M est un mixDre
 équilibré, �̂M ` xest minimal pour la relation m. Plus pré
isément, pour tout p 
hemin dedé�nition de x �M ` pm �̂M ` xPreuve. Par ré
urren
e sur la longueur l de p (et de  M (x)). Le 
as debase ave
 un seul 
hamp est trivial. Si l > 1, 
onsidérons les di�érents 
aspossibles : M (x) = 0; l1 et p = 0; l2 ou  M (x) = 1; l1 et p = 1; l2 Immédiat parré
urren
e (le premier 
hamp des deux 
ontextes est identique) M (x) = 1; l1 et p = 0; l2 Impossible ave
 le lemme 49 M (x) = 0; l1 et p = 1; l2 Il vientmm (f1e) (y : T )(f1y)m (f2y)ffx : T = e; f1;mggm ffx : T ; f2ggLa première prémisse est une 
onséquen
e de la bonne formation de �M ` p.La se
onde se déduit de l'hypothèse de ré
urren
e, et la 
ondition d'équilibresur M, l1 étant le 
hemin minimum de dé�nition de x dans (f e) et don
dans m. �10.4 Forme normale et mixDre
sDans 
ette se
tion on s'atta
he à montrer que les générateurs de méthodesobtenus à partir de la mise en forme normale et les 
ontextes minimauxdes mixDre
s traduits sont équivalents. Un point important de 
ette se
tionest que la tradu
tion d'une espè
e en forme normale produit un mixDre
équilibré. En e�et, 
e résultat permet de déduire deux points importantspour les générateurs de méthodes :



192 CHAPITRE 10. GÉNÉRATEURS DE MÉTHODES ET MIXDRECS� Ils sont �minimaux� dans le sens où on utilise un minimum de variableslo
ales pour tenir 
ompte des def-dépendan
es� Leur éventuel e�a
ement (lors d'opérations d'héritage) ne dépend quedu 
hemin de dé�nition minimum 
orrespondant : le reste du mixDre
n'entre pas en ligne de 
ompte.Cette dernière remarque montre qu'on peut bien garder une forme �li-néaire� pour les espè
es en forme normale, dans la mesure où on sait 
al
ulerles def- et les de
l- dépendan
es. En e�et, on pourra toujours re
al
uler lesopérations d'e�a
ement et de redé�nition né
essaires lors du passage d'uneespè
e à l'autre, sans avoir à déplier expli
itement la stru
ture du mixDre
sous-ja
ent.Soit s une espè
e bien formée et ~s sa forme normale. Avant de montrer que<<~s>> est équilibré, on va travailler sur P (~s), a�n de donner des propriétésdes 
hemins de dé�nitions de x 
onnaissant **x++~s (pour une méthode x dé�niedans ~s). En premier lieu, on dé�nit la pla
e d'une méthode x dans l'espè
e~s.Dé�nition 95 (pla
e d'une méthode) Ave
 x 2 N (norm(s)), on ap-pelle pla
e de x dans norm(s) et on note #norm(s)x l'entier dé�ni de lamanière suivante :� #norm(s)x = 1 si norm(s) = 8>><>>: fproperty x : prop ; lgfsig x in � ; lgflet x in � = e; lgftheorem x : prop = demo; lg� #norm(s)rep = 1 si norm(s) = frep[= � ℄; lg� #norm(s)xi = i si norm(s) = flet re
 x1 = e1 : : : xn = en; lg, ave
i � n.� #norm(s)x = 1+#lx si norm(s) = 8>><>>: fproperty y : prop; lgfsig y in � ; lgflet y in � = e; lgftheorem y : prop = demo; lgave
 y 6= x.� #norm(s)x = 1 +#lx si norm(s) = frep[= � ℄; lg et x 6= rep� #norm(s)x = n+ #lx si norm(s) = flet re
 x1 = e1 : : : xn = en; lg et8i � n; xi 6= x.Remarque 8. Dans le mixDre
 <<norm(s)>>, tout 
hemin aboutissant à xa pour longueur #norm(s)xPreuve. Immédiat par ré
urren
e sur #norm(s)x et par 
as sur le premier
hamp de norm(s). �Lemme 52 (Chemin de dé�nition et e�a
ement)Ave
 les notations pré
édentes, et y une méthode de norm(s), on a y 2**x++s ) 8p 
hemin de dé�nition de x, p#norm(s)y = 1



10.4. FORME NORMALE ET MIXDRECS 193Preuve. Par indu
tion sur #norm(s)y. Si y est la première méthode denorm(s), on a par dé�nition, P (norm(s)) = M yP �E fyg (l)� ;P (l) ave
 l lasuite de la liste des méthodes de norm(s). Ave
 y 2 **x++s, le lemme surl'e�a
ement des def-dépendan
es nous donne x =2 D �E fyg (l)�, et les n÷uds
orrespondants du mixDre
 seront don
 tous abstraits : tout 
hemin de dé-�nition de x doit 
ommen
er par un 1.Si #norm(s)y > 1. Soit z l'étiquette telle que #norm(s)z = 1. On a plu-sieurs 
as possibles :� P (norm(s)) = A z ;P (l) : #ly = #norm(s)y � 1, et on 
on
lut par ré-
urren
e.� P (norm(s)) = M z P �E fzg (l)� ;P (l).� Si z <t�dep x, x est abstrait dans E fzg (l). Tous les 
hemins de dé�ni-tions aboutissant à x 
ommen
ent par 1,et on 
on
lut en appliquantl'hypothèse de ré
urren
e sur l.� Sinon, y ne def-dépend pas non plus de z (absurde par transitivitéde <t�dep). y est don
 dé�ni dans P �E fzg (l)�, et on peut appliquerl'hypothèse de ré
urren
e sur les deux �ls de l'arbre, 
'est à dire quele 
hemin de dé�nition de x 
ommen
e par 0 ou par 1.�Théoreme 17 Ave
 s une espè
e bien formée de Fo
 et norm(s) sa formenormale, <<norm(s)>> est un mixDre
 équilibré.Preuve. On utilise pour 
ela la 
ara
térisation des mixDre
 équilibrés dulemme 50. Or on vient de montrer que tout 
hemin de dé�nition 
ontientdes 1 au niveau des n÷uds de def-dépendan
e. Il reste don
 à montrer que le
hemin � dé�ni par �#norm(s)y = 1 si y <t�dep x et �#norm(s)y = 0 sinonest bien un 
hemin de dé�nition de x. En e�et, si 
'est le 
as, on aura� = <<norm(s)>> (x), et on pourra appliquer le lemme 50.On raisonne maintenant par indu
tion sur la longueur de �. Si norm(s)est 
omposé uniquement du type support, abstrait ou 
on
ret, il y a au plusun 
hemin de dé�nition (si x = rep) sur norm(s). et l'énon
é devient trivial.Si � est de longueur n+ 1, on raisonne par 
as :� Si � = 1; l, ou si � = 0; l et le premier 
hamp de norm(s) est abstrait,on 
on
lut trivialement par ré
urren
e.� Sinon, ave
 norm(s) = �; s1, on a par dé�nition de � et <t�dep, 8y 2N (�); y 6<t�dep x. Il vient don
 � = 0; ::; 0| {z }kfois ; l, où k = Card(N (�)).D'après le lemme de 
ara
térisation de l'e�a
ement, x reste don
 dé�nidans EN (�) (s1) et on peut appliquer l'hypothèse de ré
urren
e : l estun 
hemin de dé�nition de x dans EN (phi) (s1), don
 � est un 
heminde dé�nition de x dans <<norm(s)>>.�



194 CHAPITRE 10. GÉNÉRATEURS DE MÉTHODES ET MIXDRECS10.5 Générateur et environnement minimalD'après la se
tion pré
édente, une espè
e norm(s) en forme normale peutse traduire en un mixDre
 équilibré, dont on peut don
 extraire des 
ontextesde dé�nition minimaux pour 
ha
une des méthodes dé�nies de norm(s). Tou-tefois, 
e n'est pas en
ore su�sant pour faire la liaison ave
 les générateursde méthodes de la tradu
tion en Coq. En e�et, le 
hemin de dé�nition mi-nimal d'une méthode x 
ontient a priori �trop� d'abstra
tions, puisqu'on
onserve tous les n÷uds pré
édant x dans la forme normale. Ainsi, si onprend l'exemple de l'espè
e s suivante (qui est déjà en forme normale) :spe
ies s =rep = unit ;let id (x in int) in int = xlet f (x) = self !id(x) ;let un = self !f(1) ;endLe générateur de méthode de un est de la forme �f:(f1), alors que le 
ontexteminimal 
ontient 3 n÷uds abstraits avant le n÷ud manifeste 
orrespondantà un. En d'autres termes, on voudrait pouvoir faire �remonter� les n÷uds def et un au-dessus de rep et id. En e�et, le 
ontexte minimal de un a la formesuivante :�� rep : Set;[rep℄ ffid : int ! int ; [id℄ fff : int ! int ; [f ℄ ffx : int = (f 1)gggggg ��Ce 
ontexte tient impli
itement 
ompte de la de
l-dépendan
e de f par rap-port à id : dans la forme normale, id doit être introduit avant f et le 
ontexteminimal suit 
et ordre. Or si on s'intéresse uniquement à un, un mixDre
beau
oup plus petit su�t à le dé�nir, puisqu'on n'a pas besoin de 
onnaîtrela dé�nition de f, mais seulement son type :fff : int ! int ; [f ℄ ffx : int = (f1)ggggPour 
ela, on peut utiliser une relation d'équivalen
e sur les mixDre
s, où ons'autorise à permuter des 
hamps sans e�a
er de dé�nitions. Bien entendu,toutes les permutations ne sont pas possibles, à 
ause des dépendan
es. In-tuitivement, 
ette relation doit identi�er tous les mixDre
s ayant les mêmesétiquettes, et les mêmes dé�nitions dans les n÷uds manifestes 
orrespon-dants. Plus pré
isément, on peut dé�nir un 
ertain nombre d'opérationsélémentaires permettant de transformer un mixDre
 en un mixDre
 équi-valent. Ces opérations sont dérivées des règles d'inféren
e de la relation desous-signature :�, étendues aux mixDre
s.Dé�nition 96 (Équivalen
e entre mixDre
s)Étant donné deux mixDre
s bien typés M1 et M2, on dé�nit la relationM1℄M2 par les règles données dans la �gure 10.1.



10.5. GÉNÉRATEUR ET ENVIRONNEMENT MINIMAL 195Cette relation est en fait l'extension de la relation d'équivalen
e entresignature de Dre
ords dérivant de la notion de sous signature. Intuitivement,si M1 ℄M2, M1 et M2 ont les mêmes 
hamps, et leurs 
hamps dé�nisportent les mêmes dé�nitions. Par 
ontre l'ordre dans lequel les 
hamps sontdonnés peut varier. Donnons maintenant les prin
ipales propriétés de 
etterelation :Lemme 53 ℄est une relation d'équivalen
e.Preuve. La règle trans donne dire
tement la transitivité.La re�éxivité se démontre par indu
tion sur le nombre de 
hamps d'unmixDre
M : Dans le 
as de base, on applique dire
tement _E. SiM 
ompten + 1 
hamps, on applique _Cabst ou _C
ons suivant que le premier
hamp deM est abstrait ou manifeste, et on 
on
lut par ré
urren
e.En�n, la symétrie se montre par indu
tion la dérivation deM1℄M2, etpar 
as sur la dernière règle utilisée. Les règles _E, _Cabst, _C
ons,SWAPaa et SWAP

 sont symétriques, tandis qu'il faut permuter lesutilisations de SWAPa
 et SWAP
a pour 
onstruire une dérivation deM2℄M1 à partir de 
elle deM1℄M2. �Lemme 54 Soit M1 et M2 deux mixDre
s tels que M1℄M2. Alors� M1 et M2 ont les même étiquettes� Soit x une étiquette. S'il existe un n÷ud manifeste M x dans M1, untel n÷ud existe dans M2Preuve. Immédiat par indu
tion sur la dérivation de l'équivalen
e. �Par ailleurs, 
ette relation peut s'interpréter à l'aide de :� et m. De 
epoint de vue, deux mixDre
s sont équivalents si 
ha
un est une vue plus dé-�nie de l'autre une fois qu'on a fait les permutations né
essaires. En quelquesorte, il s'agit de l'extension aux mixDre
 de l'équivalen
e induite par :� surles signatures de Dre
ord. Plus pré
isément, on a la propriété suivante :Lemme 55 Soient M1 et M2 deux mixDre
s, de signature respe
tivement�1 et �2. Si M1℄M2, alors1. �1:��2 et �2:��12. M2m *�2 M1 et M1m *�1 M2Preuve. Du fait de la symétrie de℄, il su�t de montrer �1:��2 etM2m *�2M1. On le fait par indu
tion sur la dérivation de M1℄M2. À 
haque règlede ℄ 
orrespond une règle de même nom de :�. Pour la se
onde propriété,il faut 
ommen
er par examiner le résultat de * suivant la règle utilisée.En appelant � la liste des 
hamps de �2 qui n'interviennent pas dans larègle, les di�érents 
as sont présentés dans le tableau 10.1. Comme on levoit sur le tableau en 
omparant dans 
haque ligne M2 et *�2 M1, 
ette



196 CHAPITRE 10. GÉNÉRATEURS DE MÉTHODES ET MIXDRECSM1 M2 ℄ :� *�2 M1ffgg ffgg _E _E ffggffa : T ;m1gg ffa : T ;m2gg _Cabst _C ffa : T ;*s m1ggffa : T = e;m1gg ffa : T = e;m2gg _Cabst _C ffa : T = e;*� m1ggM1 M3 trans trans*�3 *�2 M18>><>>:8>><>>:a : Ta;[x : Ta℄��b : Tb;(M1 x)��9>>=>>;9>>=>>; 8>><>>:8>><>>:b : Tb;[y : Tb℄�� a : Ta;(M2 y)��9>>=>>;9>>=>>; SWAPaa Swap8<:8<:b : Tb; [y : Tb℄��a : Ta;(*� M1 y)��9=;9=;8>>>><>>>>:8>>>><>>>>:a : Ta;[x : Ta℄8<:8<:b : Tb = eb(m1 x);(M1 x) 9=;9=;9>>>>=>>>>;9>>>>=>>>>;8>>>><>>>>:8>>>><>>>>: b : Tb = eb;[y : Tb℄��a : Ta;(m2y)�� ;ffa : Ta;M2gg9>>>>=>>>>;9>>>>=>>>>; SWAPa
 Swap8>>>><>>>>:8>>>><>>>>:b : Tb;[y : Tb℄8<:8<:a : Ta;[x : Ta℄*� (m1 x y)9=;9=;9>>>>=>>>>;9>>>>=>>>>;8>><>>:8>><>>:a : Ta = ea;[x : Ta℄ffb : Tb; (m1x)ggffb : Tb;M1gg 9>>=>>;9>>=>>; 8>><>>:8>><>>:b : Tb; [y : Tb℄8<:8<:a : Ta = ea;(m2y);(M2y) 9=;9=;9>>=>>;9>>=>>; SWAP
a Swap8>>>>>><>>>>>>:
8>>>>>><>>>>>>:b : Tb;[y : Tb℄8>><>>:8>><>>:a : Ta = ea;[x : Ta℄*� (m1xy);*� (M1y)9>>=>>;9>>=>>;

9>>>>>>=>>>>>>;
9>>>>>>=>>>>>>;8>>>>>>>><>>>>>>>>:

8>>>>>>>><>>>>>>>>:
a : Ta = ea;[x : Ta℄8<:8<:b : Tb = eb(m1x);(M1x) 9=;9=;��b : Tb = eb;m01;M 01 ��

9>>>>>>>>=>>>>>>>>;
9>>>>>>>>=>>>>>>>>;
8>>>>>>>><>>>>>>>>:
8>>>>>>>><>>>>>>>>:
b : Tb = eb;[y : Tb℄8<:8<:a : Ta = ea;(m2y);(M2y) 9=;9=;��a : Ta = ea;m02;M 02 ��

9>>>>>>>>=>>>>>>>>;
9>>>>>>>>=>>>>>>>>; SWAP

 Swap8>>>>>><>>>>>>:

8>>>>>><>>>>>>:b : Tb;[y : Tb℄8>><>>:8>><>>:a : Ta = ea;[x : Ta℄*� (m1 x y)*� M1x 9>>=>>;9>>=>>;
9>>>>>>=>>>>>>;
9>>>>>>=>>>>>>;Tab. 10.1 � Équivalen
e entre mixDre
stransformation donne bien une vue moins dé�nie que M2, en parti
ulierdans les 
as SWAPa
 et SWAP

. �Une fois établies 
es propriétés, il 
onvient de s'intéresser au sort des
hemins dans 
ette relation d'équivalen
e : on va dé�nir une fon
tion qui àun 
hemin deM1 asso
ie un 
hemin deM2 aboutissant à la même étiquette,et tel que tout 
hemin de dé�nition se transforme en un 
hemin de dé�nition.Cela va permettre de montrer un autre point important de 
ette relation, lapréservation de la notion d'équilibre. De 
e fait, si on part d'un mixDre
équilibré M dé�nissant un 
hamp x, on va pouvoir étudier les 
ontextesminimaux de dé�nition de x dans tous les mixDre
s m équivalents à M.Dans le 
as où 
ette équivalen
e est obtenue en permutant x ave
 des 
hampspré
édents, le 
ontexte minimal dansm est plus petit que le 
ontexte minimaldansM. Dès lors, on pourra s'intéresser à trouver les 
ontexte minimaux dedé�nition de x les plus petits possible dans les mixDre
s équivalents àM.Dé�nition 97 (Transformation des 
hemins) Soient M1 et M2 deuxmixDre
s équivalents, x une étiquette de M1, et p un 
hemin de M1 abou-



10.5. GÉNÉRATEUR ET ENVIRONNEMENT MINIMAL 197tissant à x. On dé�nit le 
hemin équivalent à p dansM2, qu'on note M1#M2 (p)de la manière suivante :Soit n1 (respe
tivement n2) la pla
e de x dans M1 (respe
tivement M2)Soit y le i-ème 
hamp de M2, (i � n) et j la pla
e de y dans M1. Alors� Si j � n1 alors M1#M2 (p)i = pj� Si j > n1 alors M1#M2 (p)i = 0Lemme 56 (Transformation des 
hemins de dé�nition)Soient M1 et M2 deux mixDre
s équivalents, et p un 
hemin de dé�nitionde x dans M1. Alors M1#M2 (p) est un 
hemin de dé�nition de x dans M2.Preuve. Par indu
tion sur la dérivation de l'équivalen
e entre M1 et M2.On 
onserve pour la preuve les notations des règles 
i-dessus._E : Trivial (il n'y a pas de 
hamp dé�ni)._Cabst et _C
on
 : Immédiat par indu
tion : les deux 
hemins ont lemême premier élémenttrans : Soit M3 le mixDre
 tel que M1 ℄M2 ℄M3. Par hypothèse,p0 = M3#M1 ( M1#M3 (p)) est un 
hemin de dé�nition de x dans M2. On vatravailler par ré
urren
e sur la taille de p0 pour montrer que p00 = M1#M2 (p)est lui aussi un 
hemin de dé�nition de x : si x est le premier 
hamp deM2,le 
as est trivial. Sinon, ave
 y le premier 
hamp de M2 :� y avant x dans M1 et M3 : p0 et p00 ont le même premier élément eton 
on
lut par ré
urren
e.� y est avant x dansM1 et pas dansM3 : p0 = 0; l0 p00 = u; l00. Si u = 0,on 
on
lut 
omme 
i-dessus. Sinon, d'après le lemme 46 1; l0 est aussiun 
hemin de dé�nition, et on peut 
on
lure par ré
urren
e.� y n'est pas dans M1 : p0 et p00 
ommen
ent par 0 et on 
on
lut parré
urren
e.



198 CHAPITRE 10. GÉNÉRATEURS DE MÉTHODES ET MIXDRECSSWAPxx : Si x est un des deux 
hamps de tête de M1, dans les 
as oùils sont dé�nis, le 
as est trivial. Sinon, on prend p = pa; pb; l. M1#M2 (p) =pb; pa; l0. Ave
m1 (respe
tivement m2) le sous-mixDre
 deM1 
orrespondantau 
hemin pa; pb (respe
tivement 
elui deM2 
orrespondant à pb; pa), il vientd'après les prémisses des règles m1℄m2, et l0 = m1#m2 (l) : les étiquettes dem2 sont soit dans m1 soit après x dans M1. On peut don
 
on
lure parré
urren
e. �La transformation des 
hemins aboutissant à x de M1 vers 
eux de M2n'est ni inje
tive ni surje
tive, 
ar 
ertains 
hamps y qui étaient avant xdans M1 peuvent se retrouver après x dans M2 et vi
e-versa. Toutefois,pour 
haque 
hemin p2 de M2, on peut trouver un 
hemin p1 de M1 telque M1#M2 (p1) soit �su�samment pro
he� de p2, 
omme l'exprime le lemme
i-dessous. Cette propriété sera su�sante pour la suite.Lemme 57 (Re
ouvrement) SoientM1 et M2 deux mixDre
s équivalents,et x un 
hamp dé�ni dans les deux mixDre
s. Alors, 8p2 
hemin aboutissantà x dans M2, 9p1 
hemin aboutissant à x dans M1, tel que 8i; M1#M2 (p1)i =1) p2i = 1Preuve. On va montrer que p = M2#M1 (p2) 
onvient. Examinons pour 
elale 
hamp y pla
é en i-ème position dans M2. Il y a deux possibilités :� Soit y est avant x dans M1 et M1#M2 (p)i = p(y) = p2(y), don
 dans 
e
as, l'impli
ation est véri�ée� Soit y est après x dans M1, et M1#M2 (p)i = 0 6= 1 : l'impli
ation estvéri�ée.�Lemme 58 (Équivalen
e et équilibre)Soit M1 un mixDre
 équilibré. Alors, 8M2; tel que M1℄M2, M2 est équi-libré
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hamp dé�ni dans M2 (don
 dans M1). On pose px =M1#M2 ( M1 (x)). D'après le lemme 56, px est un 
hemin de dé�nition de xdans M2. On va montrer que si la i-ème 
omposante de px est un 1, alorstout 
hemin de dé�nition 
 de x dans M2 a un 1 pour i-ème 
omposante. Lelemme 50 et la remarque 7 permettront alors de 
on
lure.Soit q1 un autre 
hemin de dé�nition de x dans M1, et q2 = M1#M2 (q1).Montrons que pxi = 1 ) q2i = 1. Soit y l'étiquette du i-ème 
hamp de M2.� Si y est avant x dans M1, alors pxi = M1 (x)(y) et q2i = q1(y). Or,d'après le lemme 49, M1 étant équilibré, on a bien  M1 (x)(y) = 1 )q1(y) = 1� sinon, pxi = q2i = 0, et l'impli
ation reste valide.Or d'après le lemme de re
ouvrement, pour tout 
hemin 
 de dé�nition dex dansM2, il existe 
0 
hemin de dé�nition de x dansM1 véri�ant M1#M2 (
0)i =1 ) 
i = 1. Comme on vient de montrer que pour un tel 
0, pxi = 1 )M1#M2 (
0)i = 1, on a bien la 
on
lusion attendue : pxi = 1 ) 
i = 1. �10.5.1 MixDre
 générateurNous disposons maintenant de tous les outils permettant de relier l'envi-ronnement minimal de typage d'une méthode dé�nie x d'une espè
e s (def 59)au 
ontexte minimal de dé�nition d'un 
hamp d'étiquette x du mixDre
 
or-respondant. En fait, il s'agit de 
onstruire un mixDre
 m à partir de l'en-vironnement minimal � e x et du 
orps de x, et de montrer qu'il existe unmixDre
 M , équivalent au 
ontexte minimal de dé�nition de x dans <<s>>,tel que m soit le 
ontexte minimal de dé�nition de x dans M . De plus, lalongueur des 
hemins aboutissant à x dans M est minimale : tous les mix-Dre
s équivalents à ^�<<s>> ` x ont des 
hemins aboutissant à x au moinsaussi longs. C'est en 
e sens qu'on peut réellement parler d'environnementminimal de dé�nition, qu'on peut don
 aussi bien extraire d'un mixDre
 qued'une espè
e en forme normale.Dé�nition 98 (mixDre
 générateur) Soit norm(s) une espè
e en formenormale, et x une méthode dé�nie de norm(s). On dé�nit le mixDre
 géné-rateur de x, noté 
norm(s)(x) 
omme le mixDre
 
orrespndant à l'environne-ment minimal de typage de x :
norm(s)(x) =<<norm(s) e x;x : Ts(x) = Bs(x)>>



200 CHAPITRE 10. GÉNÉRATEURS DE MÉTHODES ET MIXDRECSThéoreme 18 (mixDre
 générateur et 
ontexte minimal)Soit norm(s) une espè
e en forme normale, et x une méthode dé�nie denorm(s). Il existe un mixDre
 M véri�ant les 
onditions suivantes :1. M℄ ^�<<norm(s)>> ` x2. �̂M ` x = 
norm(s)(x)3. 8m; tel que m℄ ^�<<norm(s)>> ` x; k x kM�k x kmPreuve. On va 
ommen
er par 
onstruire un mixDre
 M équivalent à^�<<norm(s)>> ` x, par appli
ations su

essives des règles de ℄. Nous mon-trerons ensuite que le mixDre
 obtenu répond aux deux autres 
onditions del'énon
é.La 
onstru
tion de M se fait de la manière suivante. On part de m =^�<<norm(s)>> ` x. On séle
tionne alors la paire d'étiquettes 
onsé
utives y1; y2véri�ant les 
onditions suivantes :� y1 =2 (j x j [fxg)� k y1 km<k x km� k y1 km est maximumet on é
hange les deux étiquettes à l'aide des règles Consxx et SWAPxx.Cet é
hange est toujours possible, 
ar par dé�nition de l'univers visible d'uneméthode, ni le type, ni le 
orps � s'il existe � de y2 ne dépendent de y1 :m estun mixDre
 bien formé. Si au
un é
hange n'est possible, on poseM = m. Laterminaison de 
ette suite d'é
hanges peut-être montrée en utilisant l'ordrelexi
ographique sur la paire (k x km; k x km � k y1 km). En e�et, en appelantm1 etm2 les deux mixDre
s avant et après une étape de transformation, deux
as de �gure se présentent :� y2 = x, et k x km2=k x km1 �1� y2 6= x. Alors k x km2=k x km1 , mais on a k y1 km2=k y1 km1 +1, etpar hypothèse y1 reste l'étiquette absente de l'univers visible de x telleque k y1 km<k x km soit maximum. Le premier élément de la pairereste 
onstant tandis que le se
ond dé
roît.Une fois qu'on a obtenu M, il reste à montrer qu'il véri�e bien les 
ondi-tions demandées. En premier lieu, toute étiquette de M située avant x estdans l'univers visible de x. Sinon, un é
hange serait possible en respe
tantles 
onditions données 
i-dessus.On peut ensuite remarquer que deux étiquettes appartenant à j x j ne sontjamais é
hangées, et que leur ordre relatif reste don
 
elui de ^�<<norm(s)>> ` x,don
 de norm(s). De même, les seuls n÷uds manifestes de ^�<<norm(s)>> ` xsont 
eux dont x def-dépend, tout 
omme dans norm(s) e x. Les deux mix-Dre
s sont don
 égaux.En�n, montrer que la profondeur de x est minimale dans M revient àprouver que tous les 
hamps d'étiquette y situés avant x dans M ne peuventêtre é
hangés ave
 x. Comme 
e sont tous les 
hamps de l'univers visible de



10.5. GÉNÉRATEUR ET ENVIRONNEMENT MINIMAL 201x, on peut raisonner par indu
tion sur la preuve que y 2j x j. Il y a dès lors4 
as possibles :y <defs x : y doit être présent et dé�ni dans tout environnement dedé�nition de x.y 2 *x+s : y doit être présent dans tout environnement de dé�nition de xy 2 *z+s^z <defs x : z doit être présent et dé�ni pour qu'on puisse dé�nirx, et on ne peut permuter y et z, don
 a fortiori y et x.y 2 *Ts(z)+^z 2j x j : de même, on ne peut permuter z et x, ni y et z. yne peut don
 se retrouver après x. �Remarque 9. Dans le 
as général,M n'est pas l'unique mixDre
 équivalentà ^�<<norm(s)>> ` x véri�ant 
ette 
ondition de minimalité : des permutationsentre les 
hamps situés avant x sont a priori possibles. Par exemple, si onprend l'espè
espe
ies s =rep = int ; let un = 1 ;let plus(x,y)=x+y ; let su

(x)= !plus( !un,x) ;endon peut obtenir un mixDre
 équivalent au mixDre
 générateur en permutantun et plus.10.5.2 Héritage, redé�nition et e�a
ementil reste à voir 
omment le mixDre
 générateur d'une méthode x se 
om-porte vis-à-vis de l'héritage. Pour 
ela, 
onsidérons une espè
e s et une mé-thode x dé�nie dans norm(s), telle que x � s = s0 6= s. Par hypothèse,toutes les méthodes dont x def-dépend ont 
onservé la dé�nition qu'ellesavaient dans s0 (sinon x ne serait pas dé�ni, ou aurait une dé�nition di�é-rente). L'univers visible de x dans s est don
 le même que 
elui de s0, et ilvient :Théoreme 19 (Héritage et mixDre
 générateur) Soient s une espè
ebien formée et bien typée, et x une méthode dé�nie de s, telle que x � s = s0.On a alors : 
s(x)℄ 
s0(x)Preuve. Si s = s0, le 
as est trivial. Sinon, ave
 les remarques pré
édentes,les deux environnements minimaux de typages, xe s0 et xe s sont 
omposésdes mêmes méthodes, dé
larées 
omme dé�nies, et les méthodes dé�nies ontles mêmes 
orps. Seul l'ordre des méthodes peut varier. Les deux mixDre
sobtenus à partir de 
es environnements sont don
 équivalents. �Ainsi, la notion de mixDre
 générateur est bien un invariant qui se
onserve au 
ours de l'héritage, tant qu'on ne 
hange pas les méthodes dontx def-dépend.
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_Effgg℄ ffgg _Cabst(x : T )((m1x)℄ (m2x))ffa : T ;m1gg℄ ffa : T ;m2gg_C
on
(x : T )((m1x)℄ (m2x)) M1℄M2ffa : T = e;m1;M1gg℄ ffa : T = e;m2;M2gg transM1℄M2 M2℄M3M1℄M3SWAPaa (x : Ta)(y : Tb)((m1 x y)℄ (m2 y x))ffa : Ta; [x : Ta℄ ffb : Tb; (m1 x)gggg℄ ffb : Tb; [y : Tb℄ ffa : Ta; (m2 y)ggggSWAPa
(x : Ta)(y : Tb)((m1 x y)℄ (m2 y x)) (x : Ta)((M1x)℄ (M2 x))ffa : Ta; [x : Ta℄ ffb : Tb = eb; (m1x); (M1x)gggg℄ffb : Tb = eb; [y : Tb℄ ffa : Ta; (m2y)gg ; ffa : Ta;M2ggggSWAP
a(x : Ta)(y : Tb)((m1xy)℄ (m2yx)) (y : Tb)((M1y)℄ (M2y))ffa : Ta = ea; [x : Ta℄ ffb : Tb; (m1x)gg ; ffb : Tb;M1gggg℄ffb : Tb; [y : Tb℄ ffa : Ta = ea; (m2y); (M2y)ggggSWAP

 (x : Ta)(y : Tb)((m1xy)℄ (m2yx))(x : Ta)((M1x)℄ (m02x)) (y : Tb)((m01y)℄ (M2y)) M 01℄M 02��a : Ta = ea; [x : Ta℄ ffb : Tb = eb; (m1x); (M1x)gg ;��b : Tb = eb;m01;M 01				℄��b : Tb = eb; [y : Tb℄ ffa : Ta = ea; (m2y); (M2y)gg ;��a : Ta = ea;m02;M 02				Fig. 10.1 � Règles d' inféren
e pour ℄



Chapitre 11Perspe
tives et Con
lusion11.1 Perspe
tivesLes prin
ipales 
onstru
tions de Fo
 telles qu'elles ont été dé
rites dansles 
hapitres pré
édents semblent désormais bien implantées. Con
ernant lapartie programmation proprement dite, le 
ompilateur Fo
 a pu être testésur une librairie regroupant une 
entaine d'espè
es et environ 6000 lignes de
ode. En revan
he, il reste à implanter un vrai langage de preuve (di�érentdes s
ripts Coq, qui sont trop dépendants de la tradu
tion 
on
rète en Coq).De plus, toutes les obligations de preuves ne sont pas générées.11.1.1 Obligations de preuves et démonstrationsCongruen
es En premier lieu, il faut établir pour 
haque méthode d'uneespè
e qu'elle est bien 
ompatible ave
 l'égalité, ainsi qu'on l'a dé
rit dansla se
tion 3.9.2. Toutefois, en pratique, on souhaite automatiser autant quepossible les preuves de tels énon
és. En parti
ulier, quand l'égalité utiliséeest l'égalité stru
turelle sur le type support, le 
ompilateur doit être 
apablede synthétiser la preuve en même temps que l'égalité. De même, dans notreexemple des produits 
artésiens, où l'égalité se fait en 
omparant 
ha
une des
omposantes, et en utilisant l'égalité des paramètres a et b, on souhaiteraitque les preuves soient inférées automatiquement.Preuves de terminaison Si les preuves de terminaison des méthodes ré-
ursives simples peuvent suivre le s
héma dé
rit dans la se
tion 6.5, le 
asde méthodes mutuellement ré
ursives est légèrement plus 
ompliqué en pra-tique. Très grossièrement, il est a priori possible de se ramener au 
as d'uneré
ursion simple, en utilisant un type indu
tif intermédiaire, muni d'autantde 
onstru
teurs qu'il y a de fon
tions dans la ré
ursion. Par exemple, ave
la dé�nition suivante :let re
 f 1(x in t1) in t' 1 = e1 and f 2(y in t2) in t' 2 = e2203



204 CHAPITRE 11. PERSPECTIVES ET CONCLUSIONdonnerait lieu aux dé�nitions suivantes :Indu
tive mon type : Set :=F 1 : t1 ! mon typej F 2 : t2 ! mon type.(* lemmes de terminaison. *)De�nition re
 aux :=[xy :mon type℄[f : (xy' :mon type)(xy'< xy) ! T℄<T>Cases xy ofj (F 1 x) => e1j (F 2 y) => e2endT étant le type (xy :A)Cases xy of (F 1 x) => t' 1 j (F 2 y) => t' 2 end.Dans e1 et e2, les appels ré
ursifs à f 1 (respe
tivement f 2) sont rempla
éspar des appels à f ave
 un argument de la forme (F 1 x) (respe
tivement(F 2 y)). Cette méthode permet de se ramener au 
as d'une seule fon
tion,mais elle semble parti
ulièrement lourde à mettre en pla
e, et la dé�nitiond'un ordre bien fondé sur mon type et les preuves des lemmes intermédiairesrisquent d'être parti
ulièrement di�
iles à mener.Preuves À l'heure a
tuelle, une �preuve� Fo
 est un s
ript de preuve Coq,qui sera donné tel quel à 
e dernier dans l'environnement 
orrespondant àla tradu
tion Coq du 
ode Fo
 qui l'entoure. Cette situation permet deréaliser e�e
tivement des preuves, mais est très insu�sante :� Réaliser une preuve né
essite de 
onnaître à la fois Fo
, Coq, et lemé
anisme de tradu
tion.� Cela rend Fo
 très dépendant de Coq, alors que les autres 
onstru
-tions du langages sont a priori représentables dans d'autres systèmes.� La validité des s
ripts peut être brisée par les évolutions de Fo
 lui-même, mais aussi par 
elles de Coq. Cela rend di�
ile la maintenan
edes preuves.� Les énon
és Fo
 n'ont pas toujours une forme �naturelle� en Coq,
e qui rend les s
ripts d'autant plus 
ompliqués, y 
ompris pour despreuves simples.Il apparaît don
 né
essaire à terme de mettre en pla
e un langage de preuvequi soit propre à Fo
, et de réaliser un prouveur, plus automatisé et plusspé
i�que que Coq. Dans 
e 
ontexte, Coq servirait ex
lusivement à véri�erla validité des termes de preuves générés par 
e prouveur, et de l'environ-nement Fo
 sous-ja
ent. Une autre possibilité intéressante dans 
e domaineserait d'interfa
er Fo
 ave
 des prouveurs déjà existants.



11.1. PERSPECTIVES 20511.1.2 L'égalité : dé
idable ou non ?La librairie Fo
 a
tuelle repose sur une espè
e des setoïdes où l'égalitéest dé
idable : elle est dé
larée 
omme une fon
tion à valeur dans bool, etdoit don
 renvoyer true ou false pour 
haque 
ouple d'élément du typesupport. Or toutes les stru
tures algébriques ne peuvent être munies d'unetelle égalité : l'égalité sur R est indé
idable, de même que l'égalité entre fon
-tions, ... On pourrait imaginer 
onstruire une nouvelle hiérar
hie de stru
-tures basée sur une espè
e ou l'égalité serait un prédi
at, à valeurs dansProp. self !equal(x,y) ne serait plus alors le résultat d'un 
al
ul, mais unénon
é à prouver.Cependant, on ne souhaite pas dupliquer 
omplètement la hiérar
hie exis-tante (
e serait en 
ontradi
tion ave
 les prin
ipes de réutilisation du 
odequi ont 
onduit à la 
onstru
tion de ladite hiérar
hie). En e�et, toutes lesespè
es où self !equal n'apparaît pas dans le 
orps d'une fon
tion peuventtrès bien s'a

ommoder d'une égalité non dé
idable. Deux solutions sontpossibles :� utiliser deux méthodes di�érentes : equal serait dé
larée 
omme unprédi
at au début de la hiérar
hie. Dans les espè
es ayant besoin defaire des 
al
uls utilisant l'égalité, on dé
larerait une nouvelle méthodeequal de
, renvoyant un booléen, et on dé�nirait equal 
omme étantégale à equal de
 �modulo la 
oer
ion impli
ite en Fo
 entre bool etProp� n'utiliser qu'une seule méthode dont le type de retour serait ra�né deProp en bool lorsque 
'est né
essaire.Le premier 
as est très simple à implanter (la version a
tuelle du 
ompila-teur su�t), mais n'est pas satisfaisant du point de vue 
on
eptuel : il n'ya qu'une seule égalité, qu'elle soit dé
idable ou non. Implanter la se
ondesolution né
essite de modi�er légèrement le 
ompilateur pour qu'il a

epteun début de sous-typage sur les types de méthode, 
e qui né
essite malgrétout quelques pré
autions.11.1.3 Invariants de représentationComme on l'a déjà dit, dans de nombreux 
as les éléments manipuléspar une espè
e 
onstituent un sous-ensemble du type support 
on
ret. Parexemple, les entiers modulo n n'utilisent que les éléments de int 
omprisentre 0 et n�1. De même, les polyn�mes en représentation 
reuse n'ont jamaisde 
oe�
ient nul : le premier élément de 
haque paire de la liste est non nul.L'abstra
tion du type support dans les 
olle
tions garantit qu'on n'appellepas les méthodes d'une 
olle
tion donnée sur des éléments ne véri�ant pas
es invariants, mais n'assure pas du tout que 
es mêmes méthodes respe
tent
es invariants.Pour 
ela, il 
onviendrait d'ajouter un nouveau type de méthode, per-
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isément 
es invariants. Il s'agirait d'un prédi
at surself , devant être véri�é par tout élément de self (mais pas né
essairementpar tout élément de la représentation 
on
rète). Ce prédi
at pourra être in-dé
idable dans la mesure où il n'interviendra jamais dans les 
al
uls. Par
ontre, il engendrera de nouvelles obligations de preuves : toute fon
tionrenvoyant un élément de self devra être a

ompagné de la preuve que 
etélément véri�e bien le prédi
at.11.1.4 Colle
tions lo
alesLes 
olle
tions lo
ales ont été introduites a�n de pouvoir exprimer en Fo

ertains algorithmes de 
al
ul sur les polyn�mes. Si leur utilisation dans lapartie �programmation� de Fo
 semble satisfaisante, un 
ertain travail resteà faire pour les introduire dans la 
omposante �preuve� du langage. En par-ti
ulier, la dé�nition de méthodes renvoyant une 
olle
tion, 
onstru
tion es-sentielle de 
ertaines espè
es du haut de la hiérar
hie Fo
, pose un 
ertainnombre de problèmes. Le prin
ipal d'entre eux 
on
erne le 
al
ul de dépen-dan
e (présenté dans la se
tion 8.4.2), ou plut�t la ré
ursion mutuelle de 
esméthodes ave
 d'autres méthodes de self . Outre le fait que les preuves determinaison de méthodes mutuellement ré
ursives ne sont pas implantées, 
e
as parti
ulier lie ré
ursivement une valeur 
onstante (la méthode renvoyantune instan
e de la 
olle
tion) et des fon
tions. Les preuves de terminaisonrisquent d'imposer qu'on �ouvre� la 
olle
tion liée à la méthode pour pouvoirs'intéresser aux ré
ursions entre ses propres méthodes et 
elles de self .11.1.5 Fon
tions PartiellesEn�n, un dernier point à aborder en Fo
 
on
erne l'implantation desfon
tions partielles. Pour 
ela, on pourra s'appuyer sur les di�érentes ap-pro
hes proposées dans [DV98℄. On peut bien entendu voir les fon
tionspartielles à travers un type option, mais 
e 
odage est relativement lourdà manipuler, en parti
ulier quand on veut faire des preuves sur 
es fon
-tions. Une autre appro
he pourrait 
onsister à utiliser des prédi
ats, 
ommedans le 
as des invariants de représentation, et à imposer de faire la preuve,
haque fois que l'on veut utiliser une telle fon
tion, qu'on lui donne bien unargument �
orre
t� (pour lequel elle va pouvoir renvoyer un résultat).En pratique, il est toutefois possible qu'on soit 
onduit à faire 
oexister
es deux appro
hes. En e�et, il n'est pas toujours fa
ile de formaliser l'en-semble sur lequel une telle fon
tion est dé�nie, et il est parfois plus aisé defaire les 
al
uls et de regarder si on obtient une valeur ou non.11.1.6 Liens ave
 d'autres langagesEn�n, il pourrait être intéressant de dépasser le 
adre d'O
aml et deCoq pour étudier une implantation de Fo
 au dessus d'autres langages. En
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es et les 
olle
tions semblent assez largement indépendantesdu langage des expressions utilisé pour les dé�nitions de méthodes. Pluspré
isément, la donnée de l'algorithme de typage d'une expression ainsi que
elle de la fon
tion permettant de retrouver def- et de
l- dépendan
es d'uneexpression permettent de dé�nir l'algorithme de mise en forme normale in-dépendamment de la forme exa
te de l'expression en question.En suivant les idées de [Ler00℄, on pourrait don
 essayer de voir dansquelle mesure il est possible de modulariser l'appro
he présentée dans 
ettethèse, a�n de pouvoir bâtir des espè
es et des 
olle
tions au-dessus d'un lan-gage de base ayant un 
ertain nombre de propriétés bien identi�ées. Cetteappro
he permettrait peut-être d'éloigner Fo
 de O
aml, en utilisant deslangages de base di�érents. D'autre part, elle 
onstituerait une bonne basepour l'extension de 
e même langage par de nouvelles 
onstru
tions (en par-ti
ulier des traits impératifs).11.2 Con
lusionPour résumer les travaux présentés dans 
ette thèse, on peut revenir uninstant sur le 
ompilateur Fo
. Ce dernier re
onnaît le langage dé
rit dans le
hapitre 2, ainsi que les extensions permettant de dé�nir des méthodes ou desvariables lo
ales renvoyant des 
olle
tions. Les analyses menées sur des pro-grammes Fo
 pour déterminer leur 
orre
tion peuvent être divisées en deuxgrandes 
atégories : le typage et l'analyse de dépendan
es. Cette dernièreremplit en fait deux obje
tifs. D'une part il s'agit de déte
ter d'éventuels
y
les entre di�érentes méthodes d'une espè
e. D'autre part, il faut s'o

u-per de la résolution de l'héritage (simple 
omme multiple) au 
ours de 
etteanalyse, pour tenir 
ompte d'éventuelles redé�nitions. Ainsi qu'on l'a vu, ladéte
tion de 
y
le se fait en e�et sur des espè
es en forme normale. En 
e qui
on
erne le système de type de Fo
, on peut remarquer que si les méthodes�
al
ulatoires� ne né
essitent qu'un système de type polymorphe à la ML,les propriétés, mais surtout les espè
es paramétrées entraînent la présen
ede type dépendants.La première sortie possible du 
ompilateur est un �
hier O
aml repré-sentant la hiérar
hie d'espè
e présente en Fo
. Deux représentations sontpossibles, 
omme on l'a vu. La première utilise la 
orrespondan
e naturellequi existe entre les espè
es et les 
lasses de O
aml, en parti
ulier en 
e qui
on
erne les mé
anismes d'héritage. De plus, le système de modules permetde garantir �par l'intermédiaire du typeur de O
aml� que les abstra
tionsdes types supports des 
olle
tions sont bien réalisées. L'autre méthode de
ompilation est dérivée de la représentation en Coq de la hiérar
hie Fo
 etrepose en parti
ulier sur la simulation de la liaison tardive par l'utilisationde générateurs de méthodes. En e�et, la 
ompilation vers Coq ne peut sebaser sur des traits objets, qui n'existent pas dans 
e dernier langage. Les



208 CHAPITRE 11. PERSPECTIVES ET CONCLUSIONgénérateurs de méthodes sont un moyen d'obtenir les propriétés qui nous in-téressent dans l'héritage, 
'est à dire la séle
tion des dé�nitions de méthodesles plus ré
entes, en évitant au maximum la dupli
ation de 
ode. Il pourraitd'ailleurs être intéressant de 
omparer les résultats de 
ette se
onde tradu
-tion en O
aml ave
 une extra
tion du 
ode Coq produit par Fo
. Globale-ment, le 
ompilateur représente environ 17000 lignes de O
aml, qu'on peutrépartir de la manière suivante :parseur 3000analyses statiques 4500tradu
tion O
aml 1 2500tradu
tion O
aml 2 1500tradu
tion Coq 2000prototype langage de preuve 2000front-end et utilitaires 1500En�n, les 
orrespondan
es entre les analyses faites sur les espè
es et lesrelations entre mixDre
s permettent de relier le 
ompilateur Fo
 à la forma-lisation des di�érentes 
onstru
tions utilisées faite par Sylvain Boulmé. C'est
e lien qui garantit la 
ohéren
e du langage Fo
 dans sa version a
tuelle ave
les spé
i�
ations initiales. Cette 
ohéren
e est importante dans l'optique dela 
erti�
ation des programmes Fo
 : le système dans lequel on 
ompte fairela preuve se doit d'être lui-même bien formé.Par ailleurs, les espè
es de base de la hiérar
hie pourraient d'un 
er-tain point de vue être 
onsidérées 
omme un �
ahier des 
harges�, exposantles di�érentes opérations à réaliser, ainsi que les propriétés qu'elles doiventrespe
ter. À l'autre extrémité de la 
haîne, les 
olle
tions apportent des solu-tions e�e
tives à 
e 
ahier des 
harges. Entre les deux, les di�érentes espè
esde la hiérar
hie permettent de pré
iser les spé
i�
ations de départ, ou dera�ner 
ertaines dé�nitions génériques pour mieux les adapter à 
ertains
as parti
uliers (pré
isés par de nouvelles propriétés). En�n, l'utilisation desespè
es paramétrées o�re une 
ertaine modularité : on implante un ensemblede fon
tionnalités modulo la donnée d'un 
ertain nombre d'autres éléments,véri�ant des propriétés pré
isées par l'interfa
e du paramètre.Pour 
on
lure, si l'implantation 
on
rète du 
ompilateur a été testée parl'implantation d'une librairie de 
al
ul formel dans le langage Fo
 tel qu'ila été présenté 
i-dessus, la 
ompilation vers O
aml et Coq est relative-ment indépendante de 
e domaine parti
ulier. En e�et, Fo
 semble être àmême de dé
rire les 
onnaissan
es d'un domaine d'appli
ation parti
ulierde manière stru
turée. Une telle 
onstru
tion hiérar
hique paraît sus
eptiblede re�éter le passage progressif de spé
i�
ations abstraites jusqu'à des pro-grammes permettant de manipuler les données du domaine en question. Dans
e 
ontexte, les di�érentes analyses de Fo
 permettent de s'assurer que 
ha-
une des étapes menant au programme �nal respe
te les spé
i�
ations dedépart.



Annexe APerforman
es de la librairieCette annexe 
ompare les résultats, en terme de temps de 
al
ul et d'allo-
ation mémoire, des di�érents mé
anismes de tradu
tion vers O
aml dé
ritsdans les 
hapitres 4 et 8. Pour 
e faire, nous avons étudié la fa
torisation depolyn�mes sur un 
orps �ni [Man01℄, en l'o

uren
e Z=5Z. Plus pré
isément,les di�érentes méthodes de tradu
tion utilisées sont les suivantes :� la version �naïve� de la tradu
tion ave
 des objets, dans laquelle seulesles méthodes renvoyant une 
olle
tion sont transformées en variabled'instan
e� la version optimisée de la tradu
tion ave
 des objets (voir 4.4.3)� la tradu
tion à base d'enregistrements.On a par ailleurs 
omparé 
es résultats ave
 la fon
tion 
orrespondanted'Axiom [WBD+95℄.Les �gures A.1 et A.2 représentent le temps mis pour fa
toriser 
haquepolyn�me, en se
ondes et en proportion du temps mis par Axiom respe
-tivement. Pour les polyn�mes de degré 
ompris entre 200 et 1000, on peut
onstater que la tradu
tion objet est environ 2 fois plus rapide qu'Axiom,tandis que la tradu
tion par enregistrement prend seulement 40 % du tempsd'Axiom. Pour les degrés supérieurs, 
es performan
es diminuent légèrement,tout en restant nettement supérieures à Axiom. En 
e qui 
on
erne les po-lyn�mes de degré inférieurs à 200, où Fo
 est jusqu'à 5 fois plus rapidequ'Axiom, les résultats sont sans doute dus au fait que Axiom pré
al
ule unnombre important de valeurs, 
e qui a un 
oût important lorsque le tempsde 
al
ul global est faible.
209
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