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Introduction

Cette thése s’est déroulée dans le cadre du projet FocC, acronyme de For-
mel, OcAML, C0oQ. Le but de ce projet était a l'origine de construire un
environnement dédié au développement de librairies de calcul formel certi-
fie [BHMR9S|. La contribution principale de la thése a ce projet est 1’élabo-
ration d'une syntaxe concréte, le langage FOcC, ainsi que la sémantique de
I’héritage de ce langage, et sa compilation vers OcAML et CoqQ. Ce langage
permet de décrire le passage progressif de la spécification & I'implantation
des algorithmes, et de faire la preuve, vérifiée par COQ, que ces implantations
vérifient bien les spécifications correspondantes.

Dans le reste de cette introduction, nous allons briévement (section 1)
présenter I’enjeu de la certification de programmes et plus généralement de
'utilisation de méthodes formelles pour la sécurité du logiciel. On verra en-
suite (section 2) pourquoi le calcul formel est un domaine intéressant pour
I’étude d’un modéle de développement basé sur les méthodes formelles. Cela
permettra en outre de replacer ces travaux de thése dans le contexte plus
général du projet Foc, et de présenter les travaux antérieurs du projet qui
ont permis ’élaboration du langage. Enfin, on détaillera dans la section 5
le cahier des charges initial de la thése proprement dite, et le plan de cette
dernieére.

1 Programmation certifiée et logiciels “stirs”

1.1 Quelle confiance accorder aux programmes ?

Les systémes informatiques sont présents a peu prés partout dans notre
vie quotidienne. Chaque nouvelle génération de téléphone portable présente
de nouvelles fonctions, dont la plupart font massivement appels aux puces de
plus en plus puissantes dont sont munis ces appareils. Par ailleurs toute 'in-
frastructure (antennes relais, centraux téléphoniques, etc) permettant d’éta-
blir une communication est entiérement controlée par des ordinateurs. Mais
les télécommunications ne sont pas un exemple isolé : il arrive désormais
couramment que ce soit un systéme informatique qui contréle la chaudiére
d’une maison, le systéme de freinage et le moteur d’une voiture, ou simple-
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ment les différents lecteurs (cd, dvd, mp3) qui commencent a équiper nos
salons. On ne parlera méme pas des appareils photos numériques, dont le
développement fulgurant semble en passe de détroner la pellicule dans un
futur relativement proche.

Ces systémes offrent deux grands avantages : ils sont capable de trai-
ter automatiquement de grandes quantités d’informations, et d’effectuer des
taches répétitives. De plus, par rapport & leurs concurrents mécaniques ou
éléctroniques, ils sont généralement plus facilement adaptables : il est plus
facile de modifier quelques lignes du code source d’'un programme que de
reconstruire tout un mécanisme effectuant la méme tache. De plus, les pro-
grammes sont généralement moins cotteux a réaliser.

Cependant, la complexité croissante des taches demandées aux logiciels
rend leur comportement de plus en plus difficile & prévoir, en particulier
lorsqu’ils sont soumis a des conditions qui n’avaient pas été incluses dans la
spécification de départ. L’exemple le plus frappant & cet égard est le désor-
mais fameux “bug de ’an 2000”. Si ce dernier n’a eu que peu de conséquences
dramatiques, il a cependant montré qu’il est extrémement difficile de prévoir
comment un systéme réagit lorsqu’on sort du cadre pour lequel il a été concu.
Ce fait a également été illustré par I’échec du vol Ariane 501, du a la réutili-
sation sans grande précaution d’une partie du code contrélant Ariane 4. En
effet, les moteurs d’Ariane 5 étant beaucoup plus puissants que ceux de la
version précédente, les capteurs ont envoyés des données en dehors de l'in-
tervalle ou le programme s’attendait a les recevoir. Ce dernier n’a donc pas
pu les interpréter correctement, provoquant la déviation de la trajectoire, et
finalement la destruction de la fusée.

Plus grave encore, il est souvent extrémement difficile d’étre sir qu'un
logiciel effectue correctement les taches qu’on attend de lui. De nombreux
contrats de licence signalent d’ailleurs que le développeur du programme ne
saurait étre tenu responsable d’éventuels préjudices causés par le dysfonc-
tionnement du logiciel. En effet, depuis le début de l'informatique, on sait
qu’il n’existera jamais d’algorithme permettant de valider automatiquement
un programme : le probléme est indécidable. Cependant, la généralisation de
I'informatique évoquée ci-dessus impose qu’on fournisse des systémes fiables,
et qu’on dispose de moyens efficaces de controler cette fiabilité.

1.2 Méthodes formelles et stireté de fonctionnement

Un premier moyen d’obtenir une telle fiabilité est bien siir de multiplier les
tests, aussi bien dans les conditions “normales” de fonctionnement que dans
des situations “exceptionnelles” (ces deux notions étant a définir au préalable
pour le systéme considéré). Ces tests permettent de repérer et d’éliminer un
certain nombre de bugs, avant que le systéme soit utilisé réellement. Si ce
processus de tests est indispensable dans le cycle de développement d’un
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logiciel, il n’est toutefois bien souvent pas suffisant. En effet, il souffre d’'un
certain nombre d’inconvénients. En premier lieu, il peut étre parfois difficile
d’effectuer la simulation du systéme physique que le programme doit contré-
ler, ou de vérifier que les résultats du test sont corrects. Par exemple, dans
le cas particulier du calcul formel, si 'implantation d’un nouvel algorithme
produit des résultats sur des données qu’aucun autre systéme n’est en mesure
de traiter, de quelle garantie disposons-nous sur la correction des résultats
en question ?

Un autre probléme concerne I'exhaustivité des tests. Il n’est en effet pas
toujours facile de prédire ’ensemble des situations auxquelles le systéme
devra faire face, ni si les jeux de tests choisis constituent un bon modéle
de cet ensemble. Les données avec lesquelles on va tester un logiciel doivent
donc étre choisies avec soin, et nécessitent un dialogue entre 1’équipe qui
développe le logiciel, et les spécialistes du domaine d’application afin de
juger de la pertinence des modéles obtenus.

Enfin, les tests ne peuvent intervenir, par définition, qu’a la fin du cycle
de développement d’un logiciel : pour pouvoir tester un programme, il faut
que ce dernier sous une forme compréhensible par la machine sur laquelle il
doit étre exécutée, c’est a dire généralement une suite de bits. Or le déve-
loppement d’un logiciel est une succession de traductions de l'algorithme &
implanter dans divers langages (que ces traductions soit effectuées a la main
ou automatiquement), depuis une spécification (en francais, par le biais de
schémas, etc), jusqu’a la version exécutable. Chaque étape est susceptible
d’introduire des erreurs, depuis une mauvaise spécification de ce qu’on at-
tend du logiciel, jusqu’a une erreur de programmation, en passant par une
prise en compte incompléte des spécifications exigées. Sachant que la prise en
compte d’une erreur est d’autant plus facile a faire que sa détection a lieu tot
dans le développement, le génie logiciel tend a I'heure actuelle & promouvoir
des méthodes permettant la détection des bugs dés les premiére phases de la
conception du systéme. La validation par des tests reste indispensable, mais
ce n’est plus le seul moyen d’éviter des erreurs.

Dans ce contexte, les méthodes formelles cherchent a donner une preuve
mathématique qu’'un systéme est sans bug. Pour cela, on doit décrire mathé-
matiquement les spécification du systéme et fournir un modeéle mathématique
de 'implantation censée répondre aux spécifications. Il est alors possible de
raisonner sur ce modéle, et d’en prouver des propriétés de correction vis-a-vis
de la spécification. Cette approche ne peut évidemment prétendre éliminer
tous les bugs, dans la mesure ot les preuve sont faites & un assez haut niveau
d’abstraction, et ne garantissent pas la correction du code qui sera finalement
exécuté.

Parmi les différentes méthodes possibles, la programmation certifiée s’at-
tache a intégrer les preuves dans la programmation méme des logiciels. Pour
cela, on doit donc disposer d’'un environnement dans lequel il est possible
d’écrire en méme temps des spécifications, des programmes, et des preuves



xii Introduction

que les programmes sont corrects. Le but de cette approche est d’obliger le
programmeur a formaliser explicitement les arguments permettant de prou-
ver que le programme est correct. En particulier, dans le cas d’une boucle
(ou d’une récursion dans le monde des langages fonctionnels), le program-
meur connait généralement les invariants (propriétés qui sont vraies a chaque
passage dans la boucle) et les variants (propriétés qui garantissent la termi-
naison, généralement en montrant qu’une certaine quantité décroit stricte-
ment vers 0) de la boucle. Ces informations reste généralement implicites,
par exemple sous la forme d'un commentaire dans le code source. En les
explicitant, on se donne la possibilité de les faire vérifier mécaniquement par
le systéme, et ainsi de détecter une éventuelle erreur dans le code source du
programme.

Toutefois, la programmation certifiée pose deux problémes particuliers
(en dehors du fait que 14 encore il faut faire confiance au compilateur qui va
transformer le code source certifié en un code exécutable). Tout d’abord, il
faut sélectionner avec soin les instructions du langage. En effet, si les lan-
gages de programmation actuels offrent de nombreuses constructions facili-
tant la tadche du programmeur, toutes ne se laissent pas facilement interpréter
en termes plus mathématiques. A l'inverse, il parait illusoire de réaliser de
grands développements en se contentant du minimum de commandes exigé
par la théorie. Il est donc important de fournir & 1’utilisateur d’un environ-
nement de programmation certifié un ensemble bien étudié de constructions,
qui d’une part lui permettront d’implanter facilement les algorithmes qu’il
souhaite, et d’autre part possédent une sémantique claire, permettant de
raisonner facilement dessus.

2 Un exemple de développement : une librairie de
calcul formel

Dans ce contexte, I'implantation d’un systéme dédié au développement
de librairies de calcul formel certifiées semble constituer un bon exemple d’un
environnement de programmation certifiée. En premier lieu, le domaine du
calcul formel s’appuie fortement sur des résultats mathématiques. La forma-
lisation des spécifications est donc déja faite, et on peut se concentrer sur leur
expression a l'intérieur du systéme. Par ailleurs, les algorithmes utilisés dans
le cadre du calcul formel sont souvent assez, voire trés complexes. De ce fait,
un environnement de programmation adapté doit impérativement disposer
d’un langage suffisamment expressif afin d’étre utilisable en pratique.

Tres grossiérement, le calcul formel (Computer Algebra en anglais) s’at-
tache a réaliser des calculs sur les structures mathématiques usuelles, comme
les entiers, les polynoémes, les matrices, etc. Le principal intérét des algo-
rithmes de calcul formel est qu’ils fournissent des résultats ezacts, par com-
paraison avec les méthodes numériques qui en général ne peuvent donner
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qu'une approzimation de la solution. En effet, dans ce second cas, lorsque les
erreurs d’arrondi s’additionnent, le résultat final peut étre notablement dif-
férent de la solution mathématique, contrairement aux algorithmes de calcul
formel.

Toutefois, calculer des solutions exactes est en général beaucoup plus
cotiteux que calculer des solutions approchées, et les implantations concrétes
d’algorithmes de calcul formel font généralement appel & des optimisations
plus ou moins compliquées afin de pouvoir mener a bien les calculs pour des
problémes de taille importante. Or quand une nouvelle optimisation permet
d’obtenir des résultats pour des données qui étaient auparavant trop grosses,
on peut se demander quelle confiance accorder a la valeur obtenue. En effet,
on ne dispose d’aucun point de comparaison. Comme par ailleurs les temps de
calculs sont généralement assez longs, il serait intéressant d’avoir un certain
niveau de certification dans I'implantation des algorithmes.

3 Pourquoi un nouveau langage ?

Une premiére version de la librairie Foc [BHMR98| a été réalisée en
OcAML. Comme nous le verrons plus en détail dans les chapitres 4 et 8,
c’est également vers OCAML que sont compilés les programmes Foc. La
premiére traduction proposée, celle du chapitre 4, est d’ailleurs trés proche
de la librairie écrite directement en OCAML. Un certain nombre de raisons ont
toutefois conduit a la définition d’un nouveau langage au-dessus d’OCAML.

En premier lieu, il s’agissait d’incorporer des propriétés et des preuves aux
fonctions chargées de faire les calculs. Cette dimension n’est absolument pas
prise en compte par OCAML. C’est & CoQ (chapitre 6) que revient la tache
de vérifier les preuves fournies dans un source FOC. De ce fait, disposer d’un
langage pouvant étre compilé & la fois vers OCAML et vers COQ apporte une
garantie certaine sur la cohérence globale de la bibliothéque, que n’auraient
pas deux développements distincts, 'un en OcAMI et I'autre en C0Q.

Il aurait cependant été possible de faire un développement complet en
CoQ uniquement, et de se servir des fonctionnalités d’extraction de ce lan-
gage pour effacer les composantes de preuves et obtenir un programme
OcaML. Toutefois cette approche souffre de deux problémes majeurs. D’une
part, la formalisation compléte des différentes structures utilisées en C0Q,
telle qu’elle a été proposée dans [Bou00O| conduit a des termes CoQ de trés
grande taille, & tel point qu’en pratique le vérificateur de type de CoQ atteint
assez vite ses limites, méme pour des structures relativement simples. D’autre
part, la composante “langage de programmation” de CoQ manque d’un cer-
tain nombre de traits importants pour le développement de la bibliothéque,
comme I’héritage ou la liaison retardée. Il est bien entendu possible d’utiliser
différents codages pour retrouver ces traits, mais ’extraction vers OCAML
aurait porté la marque de ce codage, empéchant de tirer parti de certains
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traits de OCAML. Au contraire, un langage compilable a la fois vers OCAML
et CoQ permet d’utiliser pleinement toutes les constructions de OCAML.

Par ailleurs, le développement direct de la librairie en OCAML a été effec-
tué en respectant des régles de codage trés strictes. Les analyses effectuées
par le compilateur OCAMIL ne peuvent pas a elles seules garantir le respect
de ces régles. Au contraire, le compilateur FOC a été congu pour effectuer
les vérifications nécessaires. De plus, il engendre bien stir du code OCAML
respectant les régles précédemment définies.

Enfin, 'existence de ce nouveau langage permet de tester plus facilement
de nouvelles représentations des structures mathématiques en OCAML : il
suffit de modifier une petite partie du compilateur, et non U'intégralité de la
librairie.

4 Lien avec d’autres travaux

Le travail qui est présenté ici s’appuie avant tout sur les travaux anté-
rieurs du projet Foc [BHMR98, BHR99, BHR00, Bou00|. En premier lieu,
la spécification des différentes structures nécessaires a 1’élaboration d’une
librairie de calcul formel, ainsi que leurs relations mutuelles a été réalisée
dans |[BHMRO8|, et a formé la base du développement du langage Foc. De
méme, les différents prototype de la librairie écrits en OCAML, ainsi que
la discipline de codage décrite dans |[BHROO| ont directement inspiré la
premiére version de la traduction de FOC en OCAML décrite dans le cha-
pitre 4.1.1. Enfin, la formalisation concréte en COQ des opérations de base
entre les diverses structures de la librairie [Bou00| a constitué un modeéle pour
le développement des différentes analyses décidant de la correction d’un pro-
gramme FoOC. Les chapitres 9 et 10 montrent d’ailleurs les liens qui existent
entre le langage FOC actuel et cette formalisation.

Par ailleurs, le développement du langage FOC peut étre rapproché d’un
certain nombre d’autres travaux. On peut diviser ces derniers en quatre
grandes catégories :

1. Le développement de bibliothéque de calcul formel dans un langage
objet (existant ou développé simultanément).

2. L’interfagage d'un systéme de calcul formel avec un systéme d’aide a
la preuve.

3. La spécification (et la preuve) d’algorithmes mathématiques dans un
systéme d’aide a la preuve et/ou de démonstration automatique.

4. Les systémes permettant de méler abstraction de type et programma-
tion orientée objet.
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4.1 Calcul formel et objets

Axiom [JS92, WBDT95| est un systéme de calcul formel qui peut étre
vu par certains c6tés comme un parent de Foc. Il repose en effet sur une
librarie composée de structures construites par héritages successifs a partir
d’ensembles trés abstraits. Toutefois, le systéme de type d’Axiom est plus
“permissif” que celui de FocC, ce qui rend la vérification de programmes
Axiom relativement difficile. Des travaux sont en cours pour munir le suc-
cesseur d’Axiom, Aldor, d’'un langage de types dépendants, afin d’obtenir
plus de garanties de la part du vérificateur de type [RT99|. Le systéme de
type d’Aldor est d’ailleurs assez puissant pour permettre d’exprimer des
propriétés [PTI8] que doivent vérifier les implantations. Ces propriétés pour-
raient alors étre prouvées dans des systémes d’aide a la preuve interfacés avec
Axiom, comme C0OQ. Un sous-ensemble du systéme de type d’Aldor, Aldor--,
qui pourrait étre représenté entiérement en COQ est en cours de définition.

Par ailleurs, ObjectMath [VF92, FEV93] est une extension ajoutant des
traits orientés-objet au dessus du langage de Mathematica. Le but principal
de cette extension est de factoriser au maximum le développement du code,
en donnant une structure au différents modéles mathématiques utilisés et
en décrivant leurs interactions. En outre, cela favorise le prototypage de
différents modéles répondant au méme probléme. La méme idée est présente
dans [LGF00], qui propose un ensemble de classes et d’interfaces Java pour
faciliter la manipulation des différentes représentations possibles des matrices
(creuses, denses, par blocs, par bandes, etc.).

4.2 Interfacer un systéme de calcul formel et un sys-
téme d’aide a la preuve

Un certain nombre de projets ont eu pour but de faire communiquer un
systéme de calcul formel et un systéme d’aide a la preuve. En particulier,
Harrison et Théry [HT98| ont utilisée HOL pour vérifier formellement certains
résultats fournis par Maple, comme une intégration (il “suffit” de demander
a HOL de dériver ce résultat, et éventuellement de lui faire faire quelques
simplifications pour vérifier la correction). Cette approche permet donc de
s’assurer que Maple renvoie un résultat correct sur un calcul donné, mais pas
d’avoir des garanties sur I'algorithme lui-méme : le systéme de calcul formel
reste une “boite noire”.

Dans le méme ordre d’idées, il est possible de faire interagir plus étroi-
tement un systéme de calcul formel et un systéme d’aide a la preuve. En
effet, dans de nombreux cas, les calculs effectués par le premier ne sont va-
lides que sous certaines hypothéses, dont la vérification est souvent hors de
portée du calcul formel. Par exemple, les routines d’intégration de Maple ne
fonctionnent correctement que si la fonction a intégrer est continue sur 'in-
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tervalle demandé. Au lieu de se contenter de vérifier le résultat, [DGKMO1|
utilise PVS pour vérifier cette hypothése de continuité.

Inversement, il est aussi possible d’utiliser un systéme de calcul formel
pour réaliser des étapes de calcul intervenant au cours d’une preuve. Ainsi,
dans [BHC95]|, Maple est utilisé comme “oracle” pour produire des témoins
dans des preuves d’existence en Isabelle.

Enfin, il est possible d’adopter une approche ne privilégiant aucun des
deux cotés (calcul formel ou systéme de preuve) et laissant I'utilisateur d'un
systeme quelconque communiquer avec les autres. Pour cela, il est néces-
saire de disposer d’un langage commun, permettant d’échanger des connais-
sances mathématiques entre différents systémes. En particulier, deux stan-
dards XML s’attachent a développer ce point. Il s’agit d’OpenMath [DGW97]
pour la représentation de données mathématiques, et d’OMDoc [Koh03| pour
la description des structures algébriques. Ces standards sont en particulier
utilisés dans le MathWeb Software Bus [FK00|, qui fait communiquer di-
vers systémes de calcul formel et d’aide a la preuve par le biais d’Internet.
Cette possibilité d’échanger rapidement des connaissances présente un inté-
rét certain pour Foc, et des travaux sont en cours pour interfacer FOC et
OMDoc [MP03|.

4.3 Spécification et preuve

La représentation de hiérarchies algébriques a aussi été étudiée du point
de vue des systémes d’aides a la preuve, et dans le cadre de la théorie des
types. En particulier, Betarte [Bet98] a donné une axiomatisation des enre-
gistrements avec champs dépendants dans le cadre de la théorie des types de
Martin-Lof. Cette axiomatisation s’attache en outre a définir une relation de
sous-typage entre enregistrement, qui dans le cas des structures algébriques
est intimement liée & la notion d’héritage.

Par ailleurs, Pollack [Pol00] propose une théorie d’enregistrements exten-
sibles, basée sur les enregistrements de CoQ. D’aprés sa nomenclature, deux
sortes d’extensions sont possibles : “vers la droite” (on ajoute les champs
a la fin de I'enregistrement préexistant), ou “vers la gauche” (on ajoute de
nouveaux champs au début de l'enregistrement). Dans son travail, Pollack
privilégie les enregistrements extensibles “4 gauche”. Ces derniers sont en ef-
fet plus facile & exprimer dans le calcul des constructions. Des hiérarchies
de structures mathématiques basées sur un codage de ces enregistrements
extensibles en CoQ ont permis de montrer le théoréme fondamental de 1’al-
gébre [GPWZ01]|. Par ailleurs, Pottier [Pot99] a également utilisé les enregis-
trements de COQ pour développer une telle hiérarchie, jusqu’aux polynomes.
Contrairement & FOC, ces développements ne s’intéressent toutefois pas a la
redéfinition de méthodes et & la liaison tardive. Ces deux points intéressent
en effet plus spécifiquement la programmation : on veut faire des calculs avec
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la définition la plus “récente” d’une fonction donnée. Ils posent cependant des
problémes particuliers, matérialisés par la gestion des dépendances entre les
différents champs.

Des travaux similaires ont été effectués dans d’autres systémes. On peut
citer en particulier Jackson, qui propose dans [Jac94| le codage d’une hiérar-
chie (montant la encore jusqu’aux polynomes) en Nuprl. Son travail s’éloigne
toutefois des précédents et de FOC dans la mesure ou il n’y a pas de sous-
typage a proprement parler. En effet, si on peut raffiner les propriétés d’une
structure donnée (passer d'un groupe a un groupe abélien par exemple), il est
impossible d’ajouter de nouvelles opérations. Un tel ajout oblige, dans sa re-
présentation, & changer complétement 1'univers dans lequel vit la structure.
En d’autres termes, les relations d’héritage entre les structures mathéma-
tiques ne sont pas reflétées dans cette hiérarchie. De méme, les interprétations
de théories de PVS [OS01| permettent de spécifier des structures algébrique,
puis de les raffiner pour obtenir différentes implantations.

Enfin, le systéme Theorema [BJV98] est une extension de Mathematica
dans laquelle il est possible de faire des preuves. il repose sur un démons-
trateur générique, qui fait appel a des prouveurs plus spécialisés suivant la
forme de la preuve a obtenir (induction, réécriture, etc.). Si Theorema n’est
pas basé & proprement parler sur une hiérarchie de structures algébriques, il
constitue un bon modéle de ce que pourrait étre un systéme de démonstration
adapté au calcul formel.

4.4 Systémes de type

La hiérarchie de structures de FocC rappelle avant tout celle des lan-
gages orientés-objets, décrite par exemple dans [AC94|. En effet, I'héritage,
la liaison tardive et la coexistence de méthodes définies et déclarées sont
communes & FOC et aux modéles “4 classes” des langages objet. On peut
toutefois constater deux différences importantes. En premier lieu, le type
support de FOC n’a pas vraiment d’équivalent. A I'inverse, les objets sont en
général caractérisés par un état, c’est a dire une liste de variables d’instances
susceptibles d’étre modifiées au cours de ’exécution d’un programme. Ces va-
riables n’existent pas en Foc. Toutefois, comme on le verra dans les chapitres
qui suivent, la couche objet de OcAaML |[RV98| offre des mécanismes assez
puissants pour exprimer relativement aisément les différentes constructions
de Foc. Par ailleurs, Stéphane Fechter étudie la sémantique opérationnelle
de Foc [Fec01] en s’inspirant de la sémantique d’Objective-ML.

Un autre systéme particuliérement intéressant de notre point de vue est
celui des classes de types de Haskell [SP01]. On peut les rapprocher des
modeéles “multiméthodes” des langages objets. Il s’agit en fait de marier sur-
charge et inférence de type, en utilisant des mécanismes de contraintes de
type. Par exemple, on peut définir une fonction d’exponentiation générique
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sur tout type A pour lequel il existe une fonction mult de type A — A — A.
Une librairie de calcul formel allant jusqu’aux polynémes a été écrite en
utilisant ce systéme [Mec01].

Nous avons dit précédemment que les classes et les objets présentent de
nombreux point communs avec FOC, en particulier au niveau de 1’héritage.
Toutefois, les objets ne permettent pas d’obtenir 'abstraction voulue lors-
qu’on crée une collection. Cette derniére fait plutot appel aux mécanismes de
modules des langages fonctionnels. Les modules mixins de [AZ98| permettent
de mélanger abstraction et héritage, et leur théorie est donc précieuse pour
Foc. De plus, les mixins, ainsi que les modules récursifs, sont en cours d’in-
tégration en OCAML [HLO02].

Si les trois systémes que nous venons d’évoquer (objets, classes de type
et mixins) sont susceptibles de répondre & un certain nombre de problémes
concernant la partie programmation de FoOC, ils étudient assez peu les spé-
cifications et les théorémes. Un article récent |OCRZ03| étudie 'extension
des mécanismes d’héritage des objets & des langages de types dépendants,
ce qui pourrait ouvrir la voie a des objets mélant calculs et preuves. De
méme, les travaux de Judicaél Courant concernant 'implantation d’un sys-
téme de modules en CoQ [Coull]| pourraient permettre de structurer des
développements faits en COQ en unités bien distinctes. Toutefois, ce sys-
téme de module ne permet pas de prendre en compte I'héritage : comme
pour OCAML, il faudrait I’étendre avec des mixins.

5 Plan de la thése

L’objectif de cette thése est de fournir un langage — FOC — dans lequel
la description de structures telles que celles qui ont été présentées ci-dessus
soit aisée, de méme que I’écriture d’algorithmes agissant sur ces structures et
leurs spécifications. Dans un premier temps, nous examinerons en détail de
quels mécanismes on a besoin pour cela (chapitre 1). Ensuite, on examinera
le langage Foc tel qu’il se présente actuellement, et on montrera a ’aide
d’exemples comment il peut répondre aux besoins précédemment exprimés
(chapitre 2).

Dans un second temps, nous nous intéresserons plus particuliérement
a la construction du compilateur Foc, qui a partir d'un programme écrit
en Foc va engendrer un fichier OCAML, destiné & réaliser des calculs, et
un fichier C0OQ, qui permettra la vérification des preuves par le systéme
CoqQ. Tout d’abord, le chapitre 3 présente les différentes analyses effectuées
pour s’assurer qu'un programme FOC est correct. Ensuite, on décrit une
premiére traduction possible des structures FOC en OCAML (chapitre 4).
Cette traduction est basée sur les mécanismes orientés-objet de ce langage, et
est fortement inspirée des prototypes de bibliothéques écrits directement en
OcaAML par Renaud Rioboo. Dans le chapitre 6, on s’intéresse a la traduction
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de Foc vers CoQ. Contrairement au cas précédent, COQ ne dispose pas de
traits objets, et il a donc fallu trouver une représentation adéquate pour un
certain nombre de mécanismes nécessaires & FOC. Cette étude a permis de
développer une seconde traduction en OCAML, décrite dans le chapitre 8, qui
reprend les grandes idées de la traduction vers CoQ.

Enfin, la derniére partie de la thése est consacrée a la correction du
compilateur lui-méme. Les chapitres 5 et 7 montrent que les mécanismes
retenus pour la traduction vers OCAML utilisant les objets (respectivement
la traduction vers COQ) produisent bien des définitions correctes, c’est a
dire bien typées pour les deux langages respectifs. On montre de plus les
correspondances qui existent entre le code FoC de départ et chacun des
deux résultats de la traduction. Enfin, nous introduirons dans le chapitre 9
la formalisation des structures de FOC faites en CoQ par Sylvain Boulmé a
I’aide des structures appelées mixDrecs. La suite de ce chapitre montre que
chacune des structures construites en FOC a un équivalent au niveau des
mixDrecs, tandis que le chapitre 10 étudie la facon dont les relations entre
les composantes d’'une méme structure se retrouvent au niveau du mixDrec
correspondants.
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Chapitre 1

Représenter des structures
mathématiques

Pour développer une librairie dans un domaine donné, il convient en
premier lieu de définir précisément les objets qui sont manipulés dans ce
domaine, et les différentes facons dont ils peuvent interagir. Dans le cas du
calcul formel, on peut envisager quatre grands types d’objets, que nous allons
détailler par la suite :

1. les éléments des différents ensembles sur lesquels on travaille, comme
0, X2 42X + 1, les fonctions sur les entiers, etc. Nous les appelerons
entilés.

2. les structures algébriques génériques telles que les groupes, les anneaux,
ou les polynomes a coefficients dans un anneau quelconque. Nous ap-
pelerons ces structures des espéces. On peut d’ores et déja noter que
ces structures forment une hiérarchie : un corps est un anneau ou tout
élément non nul posséde un inverse. De méme, les polynémes forment
eux-méme un anneau. Un anneau est lui-méme un groupe abélien pos-
sédant une opération supplémentaire x associative et ayant un élément
neutre, etc.

3. les opérations et les propriétés qui définissent ces structures, regroupées
sous le nom de méthodes.

4. les structures particuliéres, telles que I'anneau des entiers Z, 'anneau
des polynomes a coefficients entiers, Z[X], I'anneau des polyndmes a
plusieurs variables et & coefficients entiers, Z[ X7, ..., X,,], etc. Nous par-
lerons alors de collections. C’est dans les collections qu’on manipule
effectivement les entités : les espéces sont des vues plus générales et
plus abstraites qui servent a batir pas a pas les collections dont on a
besoin.



2 CHAPITRE 1. VOCABULAIRE

1.1 Quelques structures

Avant de présenter plus en détail les différentes composantes d’'une espéce,
nous allons définir rapidement quelques structures algébriques utilisées en
calcul formel, et qui serviront de base aux exemples développés dans la suite
du texte.

— un setoide est un ensemble muni d'une relation d’équivalence (une

égalite).

— un semi-groupe est un setoide muni d’'une loi de composition interne
(notée généralement * ou +, quand elle est commutative, c’est a dire
xxy = yxx). Cette loi est associative, c’est a dire qu'on a (zxy) xz =

n fois
x * (y * z). On note alors z" = TH.F 7.
un monoide est un semi-groupe muni d’un élément neutre, 1 (ou 0
quand la loi est noté additivement), vérifiant 1 xx =z * 1 = x.
Un groupe est un monoide ot tous les éléments ont un inverse, c’est a
dire Va,3y,z +y = y* 2 = 1. Cet y (unique) est noté 2~V (—z en
notation additive).
Un anneau est muni de deux lois de composition, + et * et est un
groupe (commutatif) pour 4+ et un monoide pour *. En outre, les
deux lois vérifient les propriétés suivantes (distributivité de * sur +) :
zx(y+z)=(zxy)+(x*xz)et (x+y)xz=(xx2)+ (yx=2).
Si A est un anneau et X une variable, I’ensemble des polynomes A[X]
est défini de la maniére suivante :

p=ag+a.X+...+a,. X"

ou les a; sont des éléments de A et n un entier (éventuellement nul).
On définit le degré de p comme le plus grand entier ¢ tel que a; soit
non nul, ou —oo si p est lui-méme nul. La valeur de p en un élément x
de A est

p(x) =ap+ar*x+...+a,*xz"

Cet ensemble peut étre muni de deux opérations + et x qui en font un
anneau. Avec p1 =ag +a1.X +...+a,. X" et po=by+b;.X +...+
by . X™, on a

max(n,m)

p1+p2 = Z ((I,i-l-b,j).Xi
i=0

n+m [ max(i,m)

p1 xp2 = Z Z a; * bifj Xt

i=0 §=0

— Comme A[X] est lui méme un anneau, on peut construire ’anneau des
polynémes dont les coefficients sont dans A[ X], avec comme variable Y,
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(A[X])[Y'], et ainsi de suite. Notons que les structures obtenues en per-
mutant 'ordre des variables ((A[X])[Y] et (A[Y'])[X]) sont isomorphes
entre elles.

1.2 Entités

Les entités sont les objets sur lesquels on veut effectuer des calculs. Tou-
tefois, il ne faut pas confondre I'objet abstrait manipulé en mathématique,
et sa représentation concréte sur une machine. En effet, il y a bien sou-
vent plusieurs maniéres de représenter un méme objet mathématique. Par
exemple, X3 4+ 2 pourra étre vu, en représentation “creuse”, comme une liste
de paires, [(1,3) ;(2,0)], le premier élément de chaque paire représentant
le coefficient, et le second le degré de chaque mondéme. Mais on peut aussi
utiliser une représentation “pleine”, de la forme [1,0,0,2]. Ici, on ne donne
pas explicitement les degrés, mais la liste des coefficients. Bien entendu, la
forme des algorithmes utilisés variera énormément suivant le choix initial de
la représentation.

Par ailleurs, certaines représentations ont a respecter des invariants. Ain-
si, dans la représentation creuse, on peut exiger qu’il n’y ait aucun coefficient
nul (c’est a dire par exemple refuser d’identifier [(1,3) ;(0,2) ;(2,0)] avec
le polyndome X3 +0X? +2 = X3 +2), afin de ne manipuler que des listes les
plus petites possible.

Enfin, a I'inverse, plusieurs entités mathématiques peuvent avoir la méme
représentation en machine : pour tout n inférieur & MAXINT, on peut repré-
senter les entiers modulo n par des entiers machine. Malgré tout, on souhaite
pouvoir distinguer les éléments de Z/QZ et ceux de Z/GZ. Pour toutes ces rai-
sons, il est nécessaire de considérer ces entiers machine & travers un certain
degré d’abstraction. D'une part, il faut s’assurer que les différentes fonctions
manipulent bien les entités pour lesquelles elles ont été prévues (ayant le
bon type et respectant les invariants de représentation). En effet, /47 est
un corps, tandis que ”/gz est un anneau : la multiplication, par exemple,
n’y a pas les mémes propriétés. D’autre part, il faut éviter que deux enti-
tés abstraites ayant la méme représentation soient confondues. Il faut donc
considérer un entier machine soit comme un élément de Z/QZ, soit comme un
élement de /g7,

1.3 Espéces et méthodes

Une espéce peut étre vue comme un ensemble de méthodes, chacune
d’entre elles pouvant étre déclarée, c’est-a-dire abstraite, ou définie, c’est &
dire posséder une implantation. Les méthodes sont de trois types différents :

— le type support, unique pour chaque espéce, représente I'’ensemble oul

vivent les entités manipulées par les autres méthodes de I'espéce.
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— les fonctions —quand elles sont définies— et les signatures —quand elles
sont déclarées représentent les opérations qu’on peut effectuer sur les
éléments du type support.

— Enfin, les théorémes et les énoncés permettent d’exprimer des proprié-
tés sur les opérations. Un théoréme posséde une preuve et est donc
considéré comme une méthode définie, tandis qu'un énoncé n’est que
déclaré. Les énoncés représentent les axiomes de la structure dans la-
quelle on se trouve. Pour chaque implantation de cette structure, il

Pour prendre un exemple simple, on peut examiner la spécification d’un
groupe additif. Celui-ci est composé d’un certain nombre de méthodes décla-
rées, correspondant aux axiomes mathématiques des groupes. Cet ensemble
de signatures et d’énoncés constitue la spécification proprement dite :
le type support abstrait
— trois signatures :
la loi interne +,
— I’élément neutre 0
l'opération d’inversion, —
— les propriétés des opérations précédentes® :
Ve, z+0==2
-~ Ve, z+ (—z)=0
Ve,y,z, 2+ (y+2)=(x+y) +2
Par ailleurs, il est possible, & partir des méthodes précédentes, de définir des
opérations, et de montrer certaines de leur propriétés. Par exemple, on peut
définir la multiplication externe par un entier, N étant supposé connu (le
statut exact de N n’est pas éclairci).

0z = 0
(n+1)z = nz+zx
(=n).zx = —(n.z)

et prouver, a l'aide de nos spécifications, le théoréme suivant : Vz, l.z = z
(en utilisant la commutativité et la neutralité de 0).

1.4 Héritage

Ainsi qu’on I'a déja dit, les espéces ne sont pas isolées les unes des autres,
mais regroupées en une hiérarchie, qui exprime le fait qu’'une structure ma-
thématique est le plus souvent définie & partir de structures préexistantes,
en ajoutant des opérations et des propriétés. Ce mécanisme s’apparente ainsi
a I’héritage des langages orienté-objet. Une espéce s qui hérite d'une espéce

'On ne cherche pas ici & minimiser le nombre d’axiomes.
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s1 posséde toutes les méthodes, déclarées comme définies de sy. En outre s
peut déclarer de nouvelles méthodes, définir des méthodes qui n’étaient que
déclarées dans s1, déclarer et définir en méme temps une nouvelle méthode,
ou enfin redéfinir une méthode déja définie. Dans ce dernier cas, on peut étre
amené & effacer certaines preuves de théoréemes. En effet, une preuve peut
s’appuyer sur la définition d'une fonction : si on change celle-ci, il faut égale-
ment refaire la preuve. Nous reviendrons plus en détail sur ce point dans la
section suivante, consacrée aux dépendances entre les différentes méthodes
constituant une espéce.

En outre, il arrive fréquemment qu’on ait besoin d’héritage multiple, c’est
a dire d’hériter de plusieurs espéces précédemment définies. Dans ce cas, il
peut arriver que la méme méthode existe dans deux espéces (voire plus). Il
convient tout d’abord de vérifier que les déclarations (le type des opérations
ou I'énoncé des propriétés) sont cohérentes dans chacune de ces espéces. De
plus, s’il y a plus d’une définition, il faut en sélectionner une, ce qui peut,
comme dans le cas des redéfinitions, amener & effacer des preuves.

Pour continuer I’exemple précédent, un anneau peut ainsi étre défini
comme héritant du groupe additif précédemment cité et de I'espéce des mo-
noides (multiplicatifs). De plus, il faut ajouter les propriétés (déclarées) de
distributivité. On peut par ailleurs donner une définition de (), comme étant
égal 4 1 — 1 (1 étant I’élément neutre pour la multiplication). Cette défi-
nition générique pourra étre remplacée par des définitions plus spécialisées
dans la suite de ’héritage (comme le 0 des entiers machine dans le cas d'une
implantation de Z).

1.5 Dépendances

De méme que les espéces ont des liens étroits les unes avec les autres, les
méthodes d’'une espéce donnée peuvent s’appeler les unes les autres. Lors-
qu’'une méthode m; contient un appel & une méthode my de 1’espéce cou-
rante, on dira que my dépend de my. De plus, la présence des propriétés
conduit a distinguer deux types de dépendances. Lorsqu’on a seulement be-
soin de connaitre le nom et le type de mo, on parlera de decl-dépendance. Si au
contraire, on a besoin de connaitre aussi la définition de my (ce qui suppose
que my est une méthode définie), on est en présence d'une def-dépendance.

Dans 'exemple précédent des groupes additifs, on peut ainsi remarquer
que tous les énoncés decl-dépendent de 4+ (on a besoin de savoir que + existe
et que c’est une opération binaire pour que leur énoncé ait un sens). De
méme, la multiplication externe (.) decl-dépend de +, ainsi que le théoréme
Vz,1.x = z. En revanche, ce méme théoréme def-dépend de (.). En effet,
pour pouvoir appliquer les propriétés de +, il faut commencer par utiliser la
définition de (.), afin de transformer 1.z en (0.z) + z, puis en 0 + z.

Lors de I’héritage, les def-dépendances posent un probléme particulier.
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En effet, si la méthode my dont def-dépend m, est redéfinie au cours d’un
héritage, la définition de m; devient invalide dans le nouvel environnement.
De ce fait, il faut effacer cette définition, tout en gardant la déclaration
correspondante, dans la nouvelle espéce. Une nouvelle définition de mq devra
ainsi étre fournie dans la suite de I'héritage.

1.6 Paramétres

De nombreuses espéces sont définies par rapport & un ou plusieurs pa-
rametres. Ces derniers peuvent appartenir & deux catégories distinctes. En
premier lieu, on peut avoir des parameétres d’entité : ’espéce s prend pour
paramétre un élément z appartenant a une espéce donnée. Les méthodes
définies ou déclarées au sein de s peuvent alors faire référence & z. En second
lieu, s peut étre paramétrée par une espéce ¢ dérivant d’une espéce donnée s'.
Dans ce cas, les méthodes de s peuvent faire appel a toute méthode figurant
dans s'. Par exemple, une espéce représentant les matrices carrées aura un
paramétre d’entité n représentant ses dimensions, et un paramétre d’espéce
a, représentant I’anneau des coefficient de la matrice.

Dans le cas d’un paramétre d’espéce ¢, on ne peut pas faire de supposi-
tion, dans s, sur la définition des méthodes de c¢. En effet, ¢ est construite
a partir de s’ par une suite d’étapes pouvant comporter des redéfinitions
de méthodes. Si une définition de s n’était correcte que pour une définition
particuliére d'une méthode m de s’, on ne pourrait pas instancier ¢ par n’im-
porte quelle espéce dérivant de s’. Ce point oblige a introduire la notion
d’interface d'une espéce, constituée uniquement des déclarations de I'espéce.

Inversement, comme toutes les méthodes de s’ sont susceptibles d’étre uti-
lisées, il faut que toutes les méthodes du paramétre ¢ soient définies. Toutes
les instantiations de ce paramétre doivent respecter cette contrainte. Cela
aboutit a introduire la notion de collection, espéce dont toutes les méthodes
sont définies.

1.7 Interfaces et Collections

1.7.1 Interfaces

Comme on vient de le voir, une interface est une espéce dont toutes les
méthodes ne sont que déclarées. A chaque espéce s doit donc pouvoir étre
associée une interface, obtenue en effacant les définitions présentes dans s.
Ce n’est toutefois pas toujours possible si on accepte des def-dépendances
dans les “types” des méthodes, c’est a dire le type d'une opération ou I’énoncé
d’une propriété. Ainsi, si on considére une espéce s possédant les méthodes
suivantes :

1. un type support rep défini comme le type int
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2. une fonction inc, de type rep — rep, définie par fun x -> x+1
3. un théoréme inc_ spec, montrant la propriété : Vo € rep,inc(x)> x+1

L’énoncé de inc_ spec n’a de sens que si on sait que rep est un synonyme de
int. Dans le cas contraire, inc(x), de type rep, et x+1, de type int n’ont
pas le méme type, et n’ont donc a fortiori aucune raison d’étre comparables.
Afin d’éviter cela, on impose qu’il n’y ait de def-dépendance que dans la défi-
nition d’'une méthode (fonction ou théoréme), et aucune dans sa déclaration.
En pratique, cette restriction ne semble toutefois pas génante. En effet, la
plupart des propriétés qu’on trouve dans une espéce utilisent naturellement
la vision abstraite du type support. C’est en particulier le cas pour toutes
les propriétés héritées d’espéces dans lesquelles le type support n’est pas dé-
fini, ce qui est le cas plupart des propriétés mathématiques classiques. Seuls
quelques lemmes “techniques” portant sur des fonctions de trés bas niveau
pourraient étre affectés par ce probléme. Mais méme dans ce cas, il suffi-
rait d’ajouter & l’espéce des méthodes de conversion, de type rep — ¢ ou
t — rep, ou t est la définition concréte du type support. Ainsi, en ajoutant
a notre espéce s ci-dessus la méthode to int, de type rep — int, définie par
fun x -> x, on peut réécrire I'énoncé de inc_spec sans def-dépendance :
Vx € rep,to_int (inc(x))> to_int(x)+1.

1.7.2 Collections

Les collections jouent le role dual des interfaces : il s’agit d’espéces dont
toutes les méthodes sont définies. Elles représentent donc des structures ma-
thématiques bien définies, ol on peut mener des calculs effectifs, ef ou toutes
les propriétés des opérations ont été prouvées. On impose en outre deux res-
trictions aux collections :

— On ne peut pas hériter d’une collection. Celle ci représentant une struc-

ture mathématique particuliére, elle ne peut en effet pas étre raffinée.

— Une collection est vue & travers l'interface sous-jacente. On peut ap-

peler des méthodes de la collection, mais on n’en connait pas la défi-
nition —sinon a travers les spécifications correspondantes. C’est cette
abstraction, et en particulier I’abstraction du type support, qui permet
d’assurer que les méthodes d’une collection manipulent bien les entités
pour lesquelles elles sont prévues (voir la section 1.2).

Une collection est donc définie comme 'encapsulation d’une espéce com-
pletement définie, encapsulation qui donne & cette structure la puissance
d’abstraction des types abstraits de certains langages, comme les modules,
les types abstraits algébriques, etc. L’utilisateur d’une collection ne peut ac-
céder aux définitions de cette collection, et en particulier n’a aucune connais-
sance de la représentation. Il ne peut manipuler les entités qu’a l'aide des
méthodes de la collection, ce qui évite toute rupture des invariants de la
représentation et concourt & la streté du programme.
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Chapitre 2

Le langage FOC

2.1 Syntaxe

On définit dans cette section la syntaxe du langage FOC reconnu par le
compilateur focc. Les chapitres suivants feront référence a un sous-ensemble
de cette syntaxe qui n’en diminue pas le pouvoir expressif (voir le chapitre 3).

2.1.1 Espéces et collections
Définition d’une espéce ou d’une collection

spec :— species ident | (prm [ { ,prm }* ) |
| inherits spedef | { ,spedef }* | |=
{ fields; }* end

coll ::= collection ident implements spcdef =
{ conc_ fields ; }* end

prm = ident in type
| ident is spedef
spcdef = ident
|

ident (expr| { ,expr }* )
La définition d'une espéce peut se décomposer en trois grandes parties :
La liste de ses paramétres.
— La liste des espéces dont elle hérite.
La liste des méthodes qu’elle déclare, définit ou redéfinit. On appelera
cette derniére partie le corps de 1’'espéce.
spedef permet de considérer des espéces paramétrées dans le typage des pa-
rameétres ou 'héritage. Cependant tous les parameétres de ces espéces doivent
étre instantiés.

La définition d’une collection suit le méme schéma, mais une collection
ne peut avoir de parameétre, et n’implante qu’une unique espéce. De plus, le
corps d'une collection se compose uniquement de méthodes définies : il ne
peut y avoir de déclaration & ce niveau.
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Les champs

conc_field = let ident | (typed_id | { ,typed id }* ) |
[ in type | — expr
| let rec ident (typed_id | { ,typed_id }* |)
[ in type | — expr
| theorem ident = prop
proof :
| def : { ident }*; | | decl : { ident }*;script; |
proof
| proof of ident =
[ def : { ident }*; | [ decl : { ident }*;script; |
| letprop ident (typed_id | { ,typed_id }* |) =
prop ;;
| rep — type
field = conc field
| sig ident in type
| property ident — prop
| rep

La preuve d’un théoréme est un script de preuve COQ, qui n’est pas
analysé par le compilateur FOC, mais sera vérifié par CoQ dans ’environne-
ment correspondant a la traduction de 1’espéce proprement dite. Pour que
cet environnement soit correct il faut fournir & FOC les listes des méthodes
dont dépend la démonstration, et préciser le type de dépendance (def- ou
decl-). proof of est un raccourci permettant de ne pas redonner 1'énoncé
de la propriété héritée d'une espéce parent qu’on veut prouver dans 'espéce
courante.

Par ailleurs, il faut faire attention aux types que FOC est capable d’in-
férer : a lintérieur d’une collection (ou d’une espéce), il identifie self avec
sa définition concréte. Ce n’est plus le cas lors des appels de méthodes a
I’extérieur de la collection. Toutefois, des problémes ne sont susceptibles de
survenir que lors de la définition de méthodes qui n’ont pas été précédemment
déclarées. Par défaut, Foc utilise le type-support “en clair” (i.e. sa version
concréte). Ainsi, si on prend lespéce suivante, ot #int_plus est 'addition
sur les entiers FoC (type int) :

species s —

rep = int;

let £(x in self) — #int_plus(x, 1);
end

le type de f sera self — int. En effet, lors du typage, du corps de £, x a le
type self. Pour que l'application de #int_plus soit correcte, il faut unifier
self avec int. Cette unification est possible dans le contexte de I'espéce s
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dont le type support est bien int. Par contre, comme le type de retour de f
n’est pas spécifié, on garde le type de retour de #int_plus, soit int.

2.1.2 Définitions de fonctions et de théorémes

typed id = ident in type
| ident type a inférer
def ::— let ident| (typed_id | { ,typed id }*]) || in type |— expr;;
| let rec ident(typed_id | { ,typed_id }* |)| in type |= expr;;
| theorem ident — prop proof : script ;;
| attach ident ident proof : script;;
| letprop ident (typed_id | { ,typed_id }* |) = prop;;

La derniére construction permet de définir un prédicat (I’équivalent d'une
fonction, mais le type de retour est Prop), qui ne sera présent que dans la tra-
duction CoQ. attach foc_name coq_name permet de montrer I’équivalence
entre une définition FOC, et une définition préexistante en CoQ. Le script
de preuve doit permettre & CoQ de vérifier que la traduction de la définition
de foc_name est bien équivalente a la définition de coq_name.

2.1.3 Types concrets

typedef ::— type ident | { ident }* | — { Istcons }*
Istcons = caml _link ident
| coq_link ident
| ident | (ident| ,ident |) | in type

S’il y a plusieurs caml _link (ou coq_link), associés a un méme identi-
ficateur Foc, seul le dernier est pris en compte. Ces constructions permettent
d’importer des types concrets préexistants en OCAML (et en C0OQ), et donc
d’avoir accés aux fonctions déja construites sur ces types.

2.1.4 Types

type = ident type atomique
| ident variable de type
| type—type
| (type*type)
| ident(type) type paramétré
| (type)
| Prop propositions logiques
| self

Les types atomiques sont les types supports des collections et les types
concrets définis en FOC. self ne peut étre utilisé qu’ a 'intérieur d’une défi-
nition d’espéce ou de collection, et représente le type support de la collection
courante.
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2.1.5 Expressions

expr — ident variable locale
| ident |#ident variable globale
| ident lident appel de méthode
| self lident
| let ident
| (typed_id | { typed_id }* ) |
| in type | =

erpr in expr
| let rec ident

(typed_id [ { ,typed_id }* )

[ in type | =
erpr in expr
expr (expr| { ,expr }*|) application
fun ident [ in typ | — expr fonction anonyme

if expr then expr else expr
match expr with
{ { ident }*—expr }*
end pattern-matching
| caml ident
| caml ident with coqdef ident

 (eapr)

On ne peut effectuer que des pattern-matching simples et exhaustifs (c’est
a dire sur un terme d’'un type concret de FOC, en donnant exactement un
cas par constructeur). les deux régles pour caml permettent de donner le
nom d'une fonction OCAML (et éventuellement de son équivalent CoQ ). Ces
noms doivent correspondre & une entrée dans un fichier .fml (cf 2.1.7) de
méme nom que le fichier .foc en cours d’analyse.

Une variable globale est préfixée par le nom du fichier dans lequel elle est
définie. Celui-ci doit avoir été chargé par un uses au préalable. Les variables
globales du fichier courant ne sont pas préfixées. De méme, si on a en plus
utilisé open, le préfixe est facultatif. Cette directive doit toutefois étre utilisée
avec précaution. En effet, FOC n’autorise pas la duplication des noms de
variables globales. Ainsi, si on fait un open sur un fichier qui contient la
définition de £, il ne sera pas possible de définir une nouvelle fonction £.
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2.1.6 Propositions logiques

prop == all ident| ,{ ident }* | in type, prop
| ex ident| { ident }* | in type, prop
|  prop and prop
| prop or prop
| prop — prop
|  not prop
| (prop)
| expr
Pour étre considérée comme une proposition, une expression doit avoir
le type Prop ou bool. Dans le second cas, on utilise une coercion implicite
vers le type Prop (voir la section 3.9).

2.1.7 Le fichier fmml

deffml := coq header {* string *}
| ocaml header {* string *}
|  mli header {* string *}
|  import for ident { Istfct }* end import
Istfct == ddent | { ident }* | — {* string *} [ link {* string *} |

Ce fichier permet d’écrire des fonctions directement en OCAML(et éven-
tuellement en COQ). On distingue les définitions par Pespéce a laquelle elles
appartiennent, qui peut étre le mot clé toplevel pour une définition en
dehors d’une espéce ou collection.

2.2 Un exemple complet

Afin de présenter plus concrétement les principales constructions de Foc,
on va construire une micro-hiérarchie de structures mathématiques qui per-
mettront de mettre en lumiére les différents points qu’on vient d’évoquer
dans la syntaxe.

2.2.1 Bref apergcu mathématique

On veut définir en Foc le produit Z x Z. Pour cela, on se fixe la hiérarchie
suivante :

1. les setoides : ensembles avec égalité (egal).

2. les monoides : des setoides munis d’une loi binaire (multiplie) et d'un
élément un neutre pour cette loi.

3. On construit alors Z comme un monoide sur les entiers.

4. le produit cartésien de deux setoides quelconques, qui est un setoide.
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5. le produit cartésien de deux monoides, qui peut étre muni d’une struc-
ture de monoide, et qui posséde les mémes propriétés que le produit
de deux setoides.

6. 7 x 7 peut alors étre défini.

Pour faire cela, on va utiliser toutes les constructions de base de Foc, en
particulier :

— définitions d’espéces (correspondant aux setoides, monoides, ...) et de
collections (Z et Z x 7).

— différence entre les méthodes déclarées et celles qui sont définies dans
les espéces.

— héritage (de setoide a monoide), et héritage multiple (pour le produit
cartésien de monoide).

— espéces paramétrées (pour les produits cartésiens)

2.2.2 Le code

uses basics;;

Tout d’abord on signale qu’on va utiliser les définitions contenues dans le
fichier basics.foc. Ce fichier contient des définitions de fonctions de base
sur les entiers et les booléens, et 'espéce de base de la hiérarchie, intitulée
basic_object.

open basics;;

Normalement, tous les noms de fonctions définies dans un autre fichier doi-
vent étre préfixés par le nom du fichier en question : fichier#f. La directive
open permet d’écrire seulement #f. Toutefois, il faut la manipuler avec pré-
caution, car l'identificateur £ doit étre unique : si fichierl et fichier2
définissent chacun une fonction f, on ne pourra pas ouvrir les deux a la fois.

Nous sommes maintenant prét a définir les espéces nécessaires. Commen-
cons par setoide.

species setoide inherits basic_object —

L’espéce hérite de la racine de la hiérarchie, basic_object, qui contient
trois méthodes : le type support, rep, et deux “utilitaires” informatiques,
parse et print. parse convertit une chaine de caractére (élément de type
string) en un élément du type support. Sa définition par défaut est de ren-
voyer une erreur quel que soit son argument. print convertit un élément du
type support en string. Par défaut, elle renvoit toujours la chaine "<abst>".
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Outre ces méthodes héritées, setoide en introduit d’autres qui lui sont
propres :

sig egal in self — self — bool;
sig element in self ;
let different (x,y) — basics#not_b(legal(x,y));

property refl — all x in self, legal(xx);
property symm = all x,y in self, legal(x,y) — legal(y,x);
end

egal et element sont déclarées : on sait seulement qu’elles existent dans
tous les setoides, mais on n’en a pas de définition explicite. Celle-ci devra
étre donnée plus tard au cours de I'héritage.

Au contraire, different peut étre définie, en fonction de la méthode
egal. L’appel de méthode est de la forme collection !meth. Quand on
appelle une méthode de self, cela peut étre abrégé en !meth.

Enfin, on énonce deux propriétés que doit vérifier egal.

On définit ensuite les monoides :

species monoide inherits setoide —
sig multiplie in self — self — self;
sig un in self;
let element = 'multiplie(lun,!un);
end

Deux nouvelles méthodes sont déclarées. De plus element peut mainte-
nant recevoir une définition. Lors de ’analyse du code, le typeur vérifiera que
la définition a bien le type qu’on avait donné dans la déclaration de element.

Le produit cartésien de deux setoides introduit une nouvelle construc-
tion :

species setoide_produit(a is setoide, b is setoide)

Ici, 'espece setoide_produit prend deux paramétres a et b, qui sont des
collections implantant setoide, c’est a dire qu’elles en possédent toutes les
méthodes, avec le type correspondant.

inherits setoide —

rep —a * b;

Le type support est défini comme le produit des types support de a et b. Les
définitions des autres méthodes font appel aux fonctions FOC sur les paires :
#crp pour la création, et #first et #scnd pour les deux projections.

let egal(x,y)—
#and_b(alegal(#first(x)#first(y)),
blegal(#scnd(x),#scnd(y)));
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De méme, egal est défini en fonction de 1'égalité de a et de celle de b.

let element = self !creer(a!element,blelement);

let creer(x,y) in self = #crp(x,y);

Remarquons ici que element utilise creer, qui est introduit aprés. Lors de
I’analyse de I’espéce tout sera remis en ordre.

let print = fun x —
#ac(" (",
#sc(a!print(#first(x))
#sc(",",
#sc(b!print(#scnd(x))

"))

Y

Y

proof of refl=
def : egal;
assumed

proof of symm—
def : egal;
assumed

end

#sc est une fonction de basics réalisant la concaténation de deux chaines de
caracteres. Le mot-clé assumed qui remplace les scripts de preuve signale
que les théorémes sont en fait admis.

Enfin, on crée les produits cartésiens de monoide.

species monoide_produit(a is monoide, b is monoide)
inherits monoide, setoide_produit(a,b) —

Ici, on trouve un héritage multiple. Des problémes spécifiques se posent. En
particulier, element est défini dans chacune des deux espéces parent. Il faut
donc choisir celle qui sera retenue pour monoide_produit. Pour cela, c’est
I’ordre des espéces dans la clause inherits qui est pris en compte : on prend
la définition venant de I'espéce la plus a droite, soit ici setoide_produit.

let un =!creer(a!un,b!un);

let multiplie(x,y)=
#crp(almultiplie(#first(x) #first(y)),
blmultiplie(#scnd(x),#scnd(y)));
end
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Enfin, on définit les collections. Contrairement aux espéces, une collection
n’a pas le droit d’avoir des méthodes déclarées : tout doit étre défini.

collection entiers implements monoide —
rep = int;
let un — 1;
let multiplie = basics#int _mult;
let egal = basics#base_eq;
let print — basics#string of_int;
let parse = basics#int_of_string;

proof of refl=
assumed ;
proof of symm—
assumed ;
end

La définition de la collection correspondant & 7 x 7Z consiste simplement &
instancier les paramétres de monoide_produit par entiers. En effet, 'espéce
monoide_produit a toutes ses méthodes définies.

collection entiers_2
implements monoide_produit(entiers,entiers)— end

On peut maintenant manipuler nos deux collections a travers quelques ex-
emples simples :

let cing — entiers!parse("5");;

let cing_carre = entiers!multiplie(#cing,#cinq);;
let foo — entiers_2!creer(#cinqg,#cing_carre);;
let foo2 — entiers_2!multiplie(#foo,#fo0);;
#print_string(entiers_2!print(#fo002));;
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Chapitre 3

Analyse statique d’un
programme FOC

3.1 Contraintes a respecter par un programme FOC

Toutes les définitions syntaxiquement correctes écrites en FOC ne sont
pas acceptables d’un point de vue sémantique. En effet, il faut s’assurer que
les algorithmes définis au sein d'une espéce donnée vérifient les propriétés
présentées dans le chapitre 1. Pour ce faire, nous avons défini un certain
nombre de contraintes que les espéces de FOC doivent respecter.

Par ailleurs, comme nous voulons étre capables de faire des preuves des
différents algorithmes écrits en FOC (cf. section 3.9), nous avons été ame-
nés a imposer d’autres contraintes, qui ne sont pas forcément strictement
nécessaires pour assurer la correction des programmes, mais qui permettent
de simplifier I’expression des propriétés a démontrer (dans les preuves de
terminaison en particulier), et donc Pécriture des preuves correspondantes.

Les contraintes qu’'un programme FoOC doit respecter et que nous dé-
taillerons plus formellement dans le reste de ce chapitre sont les suivantes :

Typage : toutes les expressions doivent étre bien typées. Les arguments
donnés aux espéces paramétrées doivent avoir le type (ou l'interface)
attendu. Enfin, la redéfinition d’une méthode au cours de I’héritage ne
doit pas en changer le type.

De méme, le type support ne peut changer au cours de I’héritage (cette
condition est en fait lice a la traduction vers des classes de OCAML).
Lorsqu’on crée une collection a partir d’une espéce, toutes les méthodes
de I'espéce doivent étre définies (et non simplement déclarées)

Le type support rep doit étre présent dans chaque espéce, qu’il soit
seulement déclaré ou lié a un type concret (hérité ou défini de maniére
explicite dans l'espéce elle-méme).

Il ne doit pas y avoir de récursion mutuelle entre méthodes en dehors
d’un champ let rec

19
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Héritage et type de méthode La contrainte sur les redéfinitions de mé-
thode permet de s’assurer que toute collection implantant une espéce héri-
tant d’une espéce donnée s pourra étre utilisée pour instancier un parameétre
devant avoir l'interface de s. En particulier, 'héritage permet dés lors de
raffiner les parameétres des espéces, comme dans ’exemple suivant :

species a = rep; ... end
species b inherits a — ... end
species a; (coll_ais a) — ... end

species b; (coll_b is b) inherits aj(coll_b)

Le paramétre coll_b de b; ne peut étre appliqué a aq, qui attend une
collection d’interface a, que si on est str que 'héritage préserve les types des
méthodes.

Récursion mutuelle Imposer au programmeur de marquer explicitement
tous les groupes de méthodes mutuellement récursives — via la construction
let rec peut sembler un peu curieux dans un contexte de langage orienté-
objet. En effet, les méthodes d'un objet peuvent en général s’appeler les unes
les autres sans restriction [RV98|.

Ici, nous voulons étre capables non seulement d’écrire des algorithmes,
mais aussi de prouver des propriétés sur le code. En premier lieu, il faut
pouvoir montrer que tous les appels de méthode terminent. Or si on suppose
que toutes les fonctions de ’espéce peuvent participer a la récursion, on
compliquera énormément une telle preuve, le plus souvent inutilement. Au
contraire, si le programmeur lui-méme indique les groupes de méthodes qui
sont impliqués dans une vraie récursion, ces groupes devraient rester aussi
petits que possible (et méme se réduire la plupart du temps a une seule
méthode récursive), ce qui allégera d’autant les preuves de terminaison.

Il est important de noter que cette restriction implique une analyse glo-
bale de toutes les méthodes d’une espéce donnée, qu’elles soient héritées ou
définies au sein de 'espéce. Par exemple, si on considére les espéces a, b, et
¢ définies de la maniére suivante :

species a — rep; sig x in self ; let y — self!x; end
species b = rep; let x = self ly; sig y in self ; end
species c¢ inherits a,b — rep — int; end

a et b sont manifestement bien définies. Dans l'espéce a, la méthode y
dépend de la méthode x, tandis que c’est le contraire dans b. Aucune de ces
deux espéces ne contient de cycle de dépendance. Intéressons nous mainte-
nant a l'espéce c. Elle hérite de deux espéces sans cycle de dépendance et
définit une seule méthode nouvelle, & savoir son type support. Cette défini-
tion n’apporte aucune dépendance nouvelle, et on pourrait donc penser que
c elle méme est bien définie. Toutefois, la définition de la méthode x de ¢
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est héritée de a, et dépend donc de la méthode y de c. La définition de cette
derniére est héritée de b, et dépend ainsi de la méthode x. Ainsi, bien que
I’espéce c hérite de deux espéces bien définies et n’ajoute aucune dépendance
supplémentaire, elle contient, par le jeu d’un héritage multiple, un cycle de
dépendance.

Inversement, il parait difficile d’interdire toute forme de récursion mu-
tuelle. On peut vouloir écrire le code suivant par exemple :

species odd_and_even —
rep = int;
let rec odd (x in self) —

if x = 0 then false else self leven(x—1)
and even(x in self) —

if x = 0 then true else selflodd(x—1);
end

Ici, la présence d’un let rec signale que le programmeur a bien l'intention
de créer un cycle de dépendances. Une future version du compilateur devrait
en outre demander d’apporter des preuves que chaque appel récursif se fait
bien sur un argument “plus petit” (pour un ordre qu’il faudra aussi préciser :
voir la section 11.1.1). Une fois que ces preuves auront été faites, il sera tout
a fait correct d’utiliser les fonctions ainsi définies.

Analyser les dépendances D’un point de vue strictement calculatoire,
I’objet principal de ’analyse de dépendances menée en FOC consiste a reje-
ter le premier exemple et & accepter le second. Les choses deviendront plus
complexes lorsqu’on s’intéressera aux propriétés et aux théorémes, comme
nous le verrons dans la section 3.9.
En résumé, ’analyse d'une espéce s’effectue autour de trois grands axes :
— L’héritage et en particulier la résolution des “conflits” en cas d’héritage
multiple.
— L’analyse de dépendance et la détection de cycle.
Le typage des méthodes définies.

3.2 Définitions de base

Afin d’étudier plus formellement ’analyse de dépendances telle qu’elle est
faite en FOC, nous allons étudier un sous-langage de celui qui a été introduit
dans le chapitre 2.1. En effet, nous ne considérerons pas le pattern-matching
ni le if-then-else. Ces deux constructions n’interviennent pas directement
dans le calcul des dépendances, et on peut les modéliser en ajoutant les col-
lections adéquates dans l’environnement de typage que nous allons décrire
plus loin. On ne perd donc pas en expressivité en n’utilisant pas ces construc-
tions. De plus, on élaborera cette analyse en deux temps. En premier lieu, on
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ne considérera que les champs calculatoires (let rec, let et sig), tandis que la
section 3.9 étend I'analyse de dépendances aux propriétés et aux preuves. Ce
découpage permet une introduction relativement simple des concepts d’es-
peéce bien formée (def.17) et d’espéce en forme normale (def.18) ainsi que
des principales propriétés de ces deux notions avant de voir comment il est
possible de les élargir dans un contexte de propriétés et de preuves, avec en
particulier la distinction entre def- et decl dépendances dont nous avons déja
parlé précédemment (section 1.5).

Par ailleurs, avant de décrire ’analyse de dépendance proprement dite,
nous allons introduire quelques définitions de base & partir de ce langage.
Tout d’abord, nous définissons N (¢), la liste des noms de méthodes intro-
duites dans un champ d’une espéce, et D (¢) C N (@) les noms introduits
par un champ défini (let ou let rec). Ces définitions sont ensuite étendues
aux especes, par induction sur le graphe d’héritage. Ce dernier est en effet
acyclique (on ne peut hériter que d'une espéce existante), assurant ainsi la
correction de la définition.

Définition 1 (Noms introduits par un champ) Etant donné un champ
¢, N(¢) et D(¢) sont définis de la fagon suivante :

N(letz=¢)=N(sigz inT) = {z}
N(let rec {z1 =er;...;0p =€n}) = {zi}iq ,
N(rep) =N(rep = 7) = rep

sig s in T
rep

D(p) = 0 si¢_{
= N(¢) sinon

Avec cette définition, on peut donner une premiére contrainte sur 1’écri-
ture d’'une espéce : deux champs différents d’une espéce doivent introduire
des noms distincts deux a deux. D’'un point de vue pratique, donner deux
définitions d’'une méme méthode & ce niveau est une erreur, puisque seule
une d’entre elles sera effectivement utilisée et masquera ’autre. Nous sup-
poserons donc dans la suite de ce chapitre que toutes les espéces considérées
sont bien spécifiées.

Définition 2 (Espéce bien spécifiée) Soit s une espéce définie de la ma-
niére suivante :

species s inherits s1,....sp, — ¢1,...,¢, end

s est dite bien spécifiée si et seulement si la conditions suivante est véri-

fiée :
Vi, j <m.i#j= N(i) NN()) =0
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Notation 1 Dans la suite, nous adopterons la méme notation que ci-dessus
pour les champs et les espéce parent d’une espéce bien spécifie s :
Les champs seront notés ®;, avec 1 variant de 1 a n
— Les espece dont s hérite seront notées sy, pour h variant de 1 a hy.

Dans ce contexte, on définit ’ensemble des noms introduits dans une es-
péce comme 'union des noms provenant de ses parents et des noms introduits
dans les champs propres a ’espéce :

Définition 3 (Noms des méthodes d’une espéce)

hy n
N(s)= [ | N(sn) | U <U N(¢z‘)>
h=1 =1

hf n
()= L) Disn) U<UD<¢7;>)
h=1 =1

Ensuite, on définit, pour tout z dans N (s) le “corps” (Body) de la méthode
x dans s, qu'on note Bg(z). On utilisera le symbole L pour indiquer que
x n’est que déclaré. Si z est définie dans un des champs de s, on retiendra
cette définition, comme le veut le principe de la liaison tardive. Dans le cas
contraire, si z est héritée d'une espéce sy, on prendra Bg(z) = B, (z). S'il
y a plusieurs définitions, on prendra celle qui vient en dernier dans I’ordre
donné par la clause inherits.

Définition 4 (Corps d’une méthode dans une espéce) Soit z € N (s)
un nom de méthode d’une espéce s bien spécifiée.

[DECL] [REPDEF] [LETDEF]
x ¢ D(s) Ji<mn, ¢p=rep=r Ji <mn, ¢; = let © = expr
By(xz) = L By(rep) =7 Bs(z) = expr

[RECDEF]
i <mn, ¢ =1let rec {r1 =e1;...;Tm =€m}

By(z)) = e;

[INH]

¢ JD(¢)  ho=max{hlz € D(sp)} By, (z)=e
=1

Bs(r) =e
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Par définition de D (s) il n’y a pas d’autre cas.

En théorie, il serait possible d’utiliser une définition plus générale pour
I’héritage multiple, et en particulier de laisser 'utilisateur choisir I'espéce sy,
dont il veut prendre la définition. Pour cela, il suffit de modifier le choix de
hg dans la définition ci-dessus, pour permettre de sélectionner un indice h
quelconque tel que By, (z) # L. Cela n’a pas été retenu dans I'implantation
de FoC pour trois raisons pratiques :

Il n’y a pas encore d’exemple dans la librairie de FOC ot ce choix plus
large est nécessaire.

Cela compliquerait la traduction en OCAML, alors que la politique
retenue actuellement est exactement la méme que celle de OCAML
Lorsqu’on ajoute les preuves dans le calcul de dépendances (sec. 3.9),
des problémes de cohérence des choix de l'utilisateur pourraient se
poser (il ne doit pas pouvoir choisir une fonction f venant de s; et une
preuve de correction de f venant de sy par exemple)

Si on ne tenait pas compte des dépendances, nous pourrions presque arré-
ter 'analyse de dépendances ici. Il n’y aurait en effet plus qu’a typer Bs(z),
comme dans Objective Foc [FecOl]. Le typage du corps des méthodes est
décrit dans la section suivante. Cette analyse seule serait largement suffi-
sante pour produire du code OCAaML correct. Toutefois, on ne tient pas ici
compte du mot clé avec lequel une méthode est introduite (let ou let rec).
Or comme nous 'avons déja dit, considérer que toutes les méthodes font
implicitement partie d’une grosse structure récursive rendrait les preuves (et
en particulier les preuves de terminaison) inutilement compliquées. Dans la
section 3.5, on décrit ’analyse qui permet de vérifier que tous les cycles de
dépendances sont bien introduits dans un let rec. Par ailleurs, le chapitre 8
montre comment la prise en compte des résultats de cette analyse permettent
de définir une traduction des espéces FOC en OCAML ne reposant pas sur les
objets de OCAML.

3.3 Espéce bien typée

Les méthodes des espéces et des collections ne sont pas polymorphes. Afin
d’obtenir de la généricité, nous utiliserons les especes paramétrées, dont les
régles de formation seront données dans la section 3.8). En effet, autori-
ser un polymorphisme sans restriction a ce niveau ameéne des problémes de
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consistance, comme le montre ’exemple suivant :
species poly — rep; let id — fun x — x; end

species id_bool (x is poly) —
rep = unit;
let elt — x!id(true);

end

species id_int inherits poly —
rep = unit; let id = fun x — x + 1;
end

collection coll_int implements id_int

collection error implements id_bool(coll_int)

Dans l'espéce poly, la méthode id a comme type le schéma Va.ao — a.
L’espéce id_bool, qui prend une implantation x de poly en parameétre utilise
x!id avec le type bool—>bool. De son ¢6té, id_int, qui hérite de poly redéfi-
nit id en lui donnant le type int—>int. On a 1a deux instances parfaitement
correctes de Ya.a — «a. Toutefois, il est impossible d’utiliser coll_int, la
collection batie au dessus de id_int pour instancier le paramétre de id_bool
comme tente de le faire la collection error. En effet, dans cette collection
error lelt s’evalue en true + 1, ce qui devrait étre rejeté.

En revanche, les variables locales du corps d’'une méthode peuvent trés
bien étre polymorphes. On définit donc classiquement F(7), I’ensemble des
variables de type apparaissant libres dans le type 7 ou le schéma de type
Vo;.7 de la maniére suivante :

Définition 5 (Variables libres dans un type)
Flc)=10 Fla) =« F(m — 1) =F(m) UF ()
F(m *19) = F(m) UF(19) F(Vay.m) = F(1)\{i}

Par extension, si I' est un environnement de typage, on notera :

F(r) = |J F(r()

zel

Définition 6 (Type concret) Un type 7 est dit concret si et seulement si
ce n’est pas un schéma de type
- F(r)=10

Notons que T peut néammoins contenir des noms de parameétres de collection.
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L’environnement de typage de FOC se compose de quatre fonctions, no-
tées C, £, %, ' qui représentent respectivement les collections, les espéces, les
méthodes de self et les variables locales du contexte courant. Plus précisé-
ment, ces fonctions sont de la forme suivante :

C:cw— (x;: 1), associe a une collection c la liste de ses méthodes z;
avec leurs types 7;, qui sont des types concrets.

E s {x; : T, = e;} associe a une espeéce s la liste de ses méthodes
x; avec leurs types 7; et leur définition (ou L si z; n’est que déclarée
dans s). La encore, les 7; sont concrets.

— Y :z — (7,e) associe & un nom de méthode son type et sa définition

(ou L) dans l'espéce courante. Le type 7 est concret. Par extension,
Y (rep) désigne le type support de l'espéce courante, et est égal a L si
rep est déclaré, et a 7 si rep est défini par le type concret 7.
I': x = Va;, 7 associe a une variable x un schéma de type. Ici 7 peut
contenir des variables de type.
La présence des définitions des méthodes dans ¥ et £ est rendue nécessaire
par les def-dépendances. Ces derniéres se manifestent au niveau des preuves,
comme on le verra plus en détail dans la section 3.9.1.

Notation 2 Dans la suite, les collections seront habituellement désignées
par ¢, les espéces par s, et les noms de méthodes par x ou y. En ce qui
concerne les types, un type concret sera généralement représenté par T, et un
schéma de type par o.

Par ailleurs, dans les régles d’inférences utilisées dans la suite, on utili-
sera le symbole  pour faire référence auz fonctions qui ne sont ni utilisées
ni modifiées dans la régle.

On se donne de plus une notion de bonne formation au niveau des types.
Cette notion signale simplement que les noms de collections qui apparaissent
dans un type 7 sont des noms appartenant & C. Dans toute la suite, on
supposera que tous les types manipulés sont bien formés.

Définition 7 (Bonne formation des types) Soit C un environnement de
collection et T un type. On dit que T est bien formé dans C, et on note C - 7
si et seulement si les conditions suivantes sont remplies :

Ctm Ct 1o Ckmn Chk 1y celC
Ct1 — 1 Ct1y*mg Cte

Cha  CF self

En ce qui concerne les expressions, les régles de typage sont essentielle-
ment les mémes que dans l'algorithme d’inférence de Hindley-Milner [Mil78].
Elles sont présentées dans la figure 3.1. Pour cela, nous introduisons les fonc-
tions classiques, Mgu, Gen et Inst.
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— Mgu unifie deux types 71 et 79, et peut instantier des variables de
types durant le processus. La seule différence avec 'algorithme d’uni-
fication standard provient de l'adjonction des deux régles [SELF1]| et
[SELF2| qui permettent d’identifier le type support d’une espéce et sa
représentation concréte quand elle existe.

— Gen permet de généraliser le type 7 inféré pour une variable locale afin
d’en faire un schéma de type Vo, 7.

— Inst est la fonction qui introduit des variable de type “fraiches” dans
un schéma de type Va;, 7 pour le transformer en un type 7’ en évitant
d’utiliser des variables de type présentes dans I’environnement.

Introduisons maintenant les définitions de ces fonctions. Pour cela, on

peut tout d’abord noter que seule la composante I' de I'environnement Foc
est concernée par ces définitions, puisque c’est la seule ol on peut trouver
des variables de type.

Définition 8 (Généralisation et instantiation)
Soientt T' un environnement de typage, et T un type. On définit Gen(t,T') et
Inst(7,T') de la maniére suivante :

Gen(7,T') = V.1

ou {ait = F(r)\F(T)

Inst(Voy.7,T) = 7] + o]

ou les o} vérifient o), ¢ F(T).

Pour définir Mgu, on commence par se donner une fonction annexe,
mgu,, paramétrée par le type support d'une espéce, qui peut étre soit un
type concret, soit L dans le cas ol on n’a qu’une déclaration. mgu,, renvoie
un type et une substitution permettant d’unifier les deux types s’ils sont uni-
fiables et échoue sinon. Mgu(7y,72) est alors défini en instantiant 7, par le
type support de I'espéce courante, et en appliquant la substitution résultat.

Définition 9 (Unification de types)  Soient t un type concret ou L, et
T1 et 19 deuz types. On définit Mgu(T1, 7o), l'unificateur le plus général de 1
et 19, a partir de la fonction auziliaire mg(t, 1, T2), qui prend en compte une
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éventuelle définition concréte du type support :

[EQ] [VAR1]
myg(t,7,7) = T,id mg(t,a,7) = 7,[a <= 7] @ non libre dans 7

[VAR2]
mg(t,7,«) = 7, [ < 7] @ non libre dans 7

[ARROW]
mg(ta T]aT]I) = 7-1”70 mg(t77-2077-50) = Té”gb

! ! n n
mg(t, T = 7o, 7] = Ty) =T = Ty, P

[PROD]
mg(t,11,7) =711,0  mg(t,720,70) =75, ¢  [SpLrl]
mg(t, T * 1o, 7] * ) = 71 * T4, PO my(t, self, ,) = self,id

[SELF2]
my(t, 74, self) = self,id

Dans tous les autres cas, mg(t, 1, 19) échoue.
Etant donnés C,E,%,T et deux types 11,7y tels que mg(X(rep), 11, 72) =
73,0 on définit Mgu(71,72) = 730.

Remarque 1. On peut noter que les régles [SELF1| et [SELF2| renvoient
systématiquement self, c’est a dire abstraient 7,. Par ailleurs, il est impos-
sible d’'unifier self avec un type quelconque si le type support de I'espéce
courante n’est pas explicitement défini. Comme dans le cas des méthodes
polymorphes, cela permet d’éviter que deux méthodes utilisent des éléments
de self en avec des hypothéses contradictoires sur sa représentation concréte.

Muni de ces trois fonctions, on peut énoncer les régles de typage pour les
expressions de base du langage. Elles sont données dans la figure 3.1.

Nous pouvons maintenant définir la notion d’espéce bien typée : toutes
ses méthodes sont bien typées, et les méthodes dont elle herite conservent
leur type lors de I’héritage.

Définition 10 (Espéce bien typée) Soit s une espéce bien spécifiée.

WELL-TYPED-SPEC
Ve € N(s), Q{z:7 = Bs(2) }aen(s) = Bs(w) : 7
Vi, Yh, tel que z; € N(sp),{z; : 7i = Bs, (zi)} € E(sp)
Q, 0 F species s inherits s1,...,5, = ®q..0,, :
{’I‘, LTy = Bg(’n)}

Si s est bien typée, on définit le type de = dans s : Vx; € N(s), Ts(x;) = 7.
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FiG. 3.1 — Typage des expressions

[VAR] [ABS]
z Vo7 €T 7 < Inst(Vey.7',T) QT+z:mFe:m
Ql'kFx:7 QIl'Ffunz —e:m — 1
[LET]

QT'bte:m QT +xz:Gen(r,[) Fey:m

QIlFlet x=e1iney:

[LET REC]
QT+ 2z: Gen(n,I) Fe QT +xz:Gen(n,I) Fey:my

Q. T'Flet recz=e;iney:n

[APP]
QFey:m — ... 5T —T ViQkFe:m

QFeg(er,...,en): T

[METHCALL] [SELFCALL]
ceC x:71 €C(c) x:T =erpr €N
c # self
QCkcx: T QY Fselfly: 7

Dans la régle WELL-TYPED-SPEC, {2 représente C,&,I'. Dans le but de la
régle; 3 est vide : il n’y a pas de méthode de self en dehors d'une espéce.
Dans la premiére prémisse en revanche, on place dans ¥ toutes les méthodes
de s. La seconde prémisse exprime le fait qu’une méthode doit conserver son
type tout au long de I’héritage.

3.4 Collections

Une collection ¢ ne peut étre créée qu’a partir d’une espéce complétement
définie s (c’est a dire une espéce dont toutes les méthodes possédent une
définition).

Définition 11 (Espéce complétement définie) Soit s une espéce bien
spécifiée. s est dite complétement définie si et seulement si N'(s) = D (s).
Une telle espéce peut par contre comporter des paramétres (cf 3.8).

La regle de typage d’une collection consiste dés lors a vérifier qu’elle
implante bien une espéce complétement définie. Par ailleurs, on abstrait le
type support de ¢ ainsi que toutes les méthodes. En effet, contrairement &
£. C ne contient pas de définition. Enfin, comme c’est le souvent le cas en
mathématiques, on note de la méme maniére la collection et le type support
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sur lequel elle est batie : dans les types des méthodes de l'interface de ¢, on
substitue a self le nom de la collection, c.

[CoLL]
sif{ri:mi=¢} €& s est complétement définie

C,&, %, T F collection ¢ implements s : (z; : 7;[self < ¢])

Comme on l'a déja dit, le typage d'une espéce ou d’une collection ne
fait donc pas appel aux dépendances. Au contraire, on suit ici un modéle
orienté-objet en placant dans X toutes les méthodes de l'espéce s qu’on
cherche a typer. Dans ce contexte, une collection n’étant qu’une instance
particuliere d’une espéce peut également étre typée sans qu’on fasse appel
aux dépendances.

Toutefois, cette analyse est loin d’offrir toutes les garanties possibles sur
un programme FoC. En particulier, elle autorise des dépendances mutuelles
entre toutes les méthodes d’une espéce, d’ott qu’elles viennent (qu’elles soient
héritées d'un parent ou définies dans I’espéce elle-méme). Comme on I'a déja
vu précédemment (3.1), cette approche conduit & accepter des programmes
qui ne terminent pas, et qu’il est difficile de corriger dans la mesure ou
les méthodes mutuellement récursives en cause peuvent se trouver dans des
espéces complétement différentes. Afin d’éviter cela, nous allons donc main-
tenant présenter la seconde étape de ’analyse d'une espéce, la détection de
cycle de dépendances entre ses méthodes.

3.5 Les dépendances

Tres informellement, une méthode m; dépend d’une autre méthode ms si
le corps de m; utilise selflm2. Pour cela, la fonction ]ef, définie ci-dessous,
renvoie la liste des méthodes de self dont dépend une expression e.

Définition 12 (Dépendances d’une expression) La fonction [-{ est dé-
finie par induction sur les expressions du langage :

lzf = 0
llet z = e inef = lerfUleaf
llet rec = e inex] = TerfUlesf
z.ef = zejq) Lot self
telel = { {z} guand é: self

leo(ers--ven)§ = TeoS U (Ui leif)

A partir de cela, on peut étendre la définition de [-{ aux champs, en
prenant soin de distinguer let et let rec. En effet, dans un champ récursif
¢ nous allons effacer les dépendances concernant les méthodes de N (¢),
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puisqu’on ne cherche & détecter que les cycles de dépendances qui ont lieu
en dehors d’un let rec.

Notation 3 On appellera un champ de la forme let z=... un champ non
récursif, et un champ ¢ de la forme let rec z—... un champ récursif. Dans
ce dernier cas, st ¢ introduit au moins deuxr moms, on parlera de champ
mutuellement récursif

Définition 13 (Dépendances d’un champ)

lletz =ef = e
llet rec {1 =e1 ...xy =ep}| = U;:l:ﬂeij\ {T7}1:1n
lsigzintl = 0

Enfin, on peut définir [z, les dépendances de z dans 'espéce s. Tout
comme dans le cas de Bg(z), dans le cas d’un héritage multiple, on s’intéresse
au dernier champ ou z apparait. Toutefois, on tient compte des éventuels
autres champs récursifs ot z apparait. En effet, ces champs sont appelés a
étre fusionnés par la fonction & lors de la mise en forme normale (voir la
section 3.7). Comme cette fusion peut amener a définir dans le méme champ
des noms de méthode qui étaient distincts dans les espéces parents, on ne
peut se contenter de considérer les dépendances champ par un champ : il
faut tenir compte des liaisons induites par la résolution de I’héritage dans
le cas des champs mutuellement récursifs. Pour cela, on commence par se
donner une relation Og, qui lie les noms de méthodes liés par une récursion
mutuelle.

Définition 14 (Noms de Méthode mutuellement liés) Soit s une es-
pece bien spécifiée, On définit la relation Og sur N'(s) de la maniére suivante :

NAMES-MUT-REC NAMES-INH NAMES-TRANS
EIi,xEN(qSi)AyEN((ﬁi) $Oshy z Os Y Yy Os 2
T O ) T Os ) T Os 2

Lemme 1 Pour toute espéce bien spécifiée s, Oy est une relation d’équiva-
lence sur N (s).

Preuve. La reflexivité s’obtient par induction sur I’arbre d’héritage : si = €
N (¢;), alors on a trivialement z Oy x, par la régles NAMES-MUT-REC. Sinon,
par définition de N (s), z € N (sp) pour une espéce parent s, de s, et par
hypothése d’induction, on a z O,, x : on conclut avec NAMES-INH.

Pour montrer la symétrie de la relation, on peut procéder par induction
sur le graphe d’héritage et sur la hauteur de la dérivation de = Oy y, et par
cas suivant la derniere régle utilisée.

NAMES-MUT-REC : on a trivialement y Oy x, les prémisses étant symé-

triques.
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NAMES-INH : Immeédiat par hypothése de récurrence sur le graphe d’hé-
ritage.
NAMES-TRANS : Immédiat par induction sur la dérivation de x O .
Enfin, la transitivité est immédiate avec la régle NAMES-TRANS. [
A Taide de cette relation, on peut définir ’ensemble des champs impli-
qués dans la définition de z au sein de l'espéce s : ce sont tous les champs
introduisant un nom avec lequel z est en relation.

Définition 15 Soient s une espéce bien spécifice et x € N (s). On définit les
champs d’introduction de x dans s (Wheres(x)) de la maniére suivante.

FIELD-INTRO FIELD-TNH
z Os Yy Y€ N(QZSZ) z Osy ¢ € Wheresh (y)
¢; € Whereg(x) ¢ € Whereg(x)

Lemme 2 Soient s une espéce bien spécifiée et x € N(s). La classe d’équi-
valence de x pour O4 est

U N

¢€ Wheres(x)

Preuve. Soit y tel que x Og y. Montrons qu'il existe ¢ € Whereg(z) vérifiant
y € N(¢). Par induction sur le graphe d’héritage et la dérivation de z Oy v,
on a les cas suivants :
NAMES-MUT-REC : par définition, ¢; € Wheres(z) et y € N(¢;).
NAMES-INH : Par induction sur le graphe d’héritage, 3¢ € Wheres, (),
tel que y € N(¢4). En appliquant FIELD-INH, il vient ¢ € Where,(z).
NAMES-TRANS : Par induction sur la hauteur de la dérivation, d¢ €
Whereg(z), tel que y € N(¢). Comme de plus z Oy 2z, ¢ est aussi
dans Wheres(z).
Inversement, soient ¢ € Wheres(z) et y € N(¢). Montrons que z Oy y.
Par induction sur le graphe d’héritage, on a les cas suivants :
FIELD-INTRO 7 Og z et z € N(¢). Il vient 2z Oy ¥, et par transitivite,
z Og Y.
FIELD-INH z Og z et ¢ € Wherey, z. Par hypothése d’induction, z Oy, v,
donc avec NAMES-INH, il vient z Oy y, et on conclut par transitivité.
O

Corollaire 1 Si pour tout ¢ dans Wheres(z), ¢ est non récursif, alors la
classe d’équivalence pour Og de x est le singleton {x}.

Preuve. Iimmmédiat avec le lemme précédent : pour tout ¢ € Wheres(z),

N(¢) ={=} D

Définition 16 (Dépendances au sein d’une espéce) Soit s une espéce
bien spécifiée. On définit (x§, pour tout z de D (s) :
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— st V¢ € Whereg(z), ¢ non récursif, [z, = [Bs(z)f
87;71,0’!7,, zTSQ = Uy(’)sfr, ZBG(?/)S\{?AU OS T}

Lemme 3
Vm,y,z EN(S), T € zyjs /\y OS Z=1€ zzjs

Preuve. Si tous les champs d’introduction de y dans s sont non récursifs,
alors on a z = y avec le corollaire 1, et la propriété devient triviale. Sinon,
comme Oy est une relation d’équivalence, on a u Oy y <= u Oy 2z, soit
lyS, = 12, par définition de {-§,. O

Cela ameéne & introduire la notion d’espéce bien formée, dans laquelle
il n’y a pas de cycle de dépendance en dehors des structures let rec. Les
seules espéces que le compilateur FOC accepte sont celles qui sont & la fois
bien typées et bien formées.

Définition 17 (bonne formation) Soit s une espéce bien spécifiée. On dé-
finit la cloture transitive de la relation de dépendance :

1 45 2 <= Hyiti=1.n tad y1 Os T1,Yn Og 22, Vi < 1, Yip1 € (i,
s est dite bien formée si et seulement siVx € N(s) = (z 4, 7).

La prise en compte de la relation Oy est liée a la résolution de 1’héritage.
En effet, une méthode = peut étre présente dans plusieurs champs mutuelle-
ment récursifs. La fusion de ces champs en un champ mutuellement récursif
unique aboutit & introduire tous les noms liés & = dans le méme champ. De
ce fait, les dépendances de ce champ sont 'union de toutes les dépendances
des méthodes liés a x.

Lemme 4 Soit s une espéce bien spécifiée. La relation s est transitive.

Preuve. Soient z,y, z tels que = 45 y et y 4, z. Par définition de «;, on a
ULy ooy Uy Ut 1, ---Up verifiant :
Vi # m, uip € lu;l,
ur Og x
Um Os Y
Um+1 Os Y

5. up Og 2
Par transitivité de Og, Uy Os wmyr. Donc, d’aprés le lemme 3, wy,19 €
lumS,, et = 45 2. O

Notons par ailleurs que dans la mesure ol s ne peut hériter que d’espéces
déja présentes dans &, toutes les espéces s, dont hérite s sont bien formées
(sinon elles auraient été rejetées).

Enfin, une espéce en forme normale est une espéce bien formée n’ayant

pas de clause inherits. Cette notion est utilisée par le compilateur. L’utili-
sateur lui-méme écrit rarement des espéces en forme normale.

- W e
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Définition 18 (forme normale d’une espéce) Soit nf une espéce défi-
nie par :
species nf = ¢1...¢, end

nf est dite en forme normale si et seulement si les quatre conditions
suivantes sont remplies :
nf ne contient pas de clause inherits.
— nf est bien typée.
nf est bien spécifiée :

Vi,j, i # § = N($i) "N (4;) =0

Une définition ne dépend que des noms introduits dans les champs
précédents :

i—1
Vi < n,Vo € N(¢y), 125, € [ JN(4))
j=1

Remarque 2. La derniére condition de la définition précédente implique la
bonne formation de 'espéce nf.

L’objet des deux sections suivantes est de montrer que, toute espéce s
bien formée peut étre mise en forme normale, tout en préservant les noms
des méthodes de s, ainsi que leurs types et leurs définitions éventuelles. Ces
différents points sont formalisés dans le théoréme 3. Par ailleurs, nous étu-
dierons un algorithme permettant de déterminer si une espéce bien spécifiée
et bien typée est en outre bien formeée.

Notation 4 Sinf est une espéce en forme normale et x € N (nf), on notera
Introsp ¢ (x) Uunique champ de nf tel que z € N (Intros, (nf))

Lemme 5 Soit s une espéce bien spécifiée et ne comportant pas de clause
inherits. On a les propriétés suivantes :
z Ogy <= Intross (z) = Intross (y).
— Whereg(z) = {Intross (z)}.
lz§, = Untross (x)S.

Preuve. Les deux premiéres propriétés se déduisent immeédiatement du fait
que s ne comporte pas de clause inherits : les régles NAMES-INH et FIELD-
INH ne peuvent étre appliquées

Par ailleurs, si Intros, (x) est non récursif, on a par définition (2, =
1Bs(z)§ = Intros, (x)S.

De méme, si Intros, (z) est récursif, (2§, = U, , Bs(y)\{yly Os 2}, soit
avec ce qui précéde,

lzf, = U Bs(y)\{yly € N (Intross (z))} = [Intross ()

yEN (Intross(x))



3.6. RESOLUTION DE L’HERITAGE ET FUSION DE CHAMPS 35

3.6 Résolution de I’héritage et fusion de champs

Dans cette section, nous considérons une espéce bien spécifiée s. Pour
montrer qu’elle est bien formée et bien typée, nous allons créer une espéce
norm(s) en forme normale qui lui est “équivalente” dans le sens ou elle par-
tage les mémes définitions et les mémes déclarations. Informellement, s et
norm(s) ne peuvent pas étre distinguées I'une de 'autre a I'extérieur de ’es-
péce : elles réagissent de la méme maniére aux appels de méthodes. Cette
construction a lieu par induction sur le graphe d’héritage. Les espéces bien
typées et bien formées qui n’héritent d’aucune autre peuvent étre mises tri-
vialement en forme normale : il suffit de réordonner leurs champs.

Notation 5 Dans la suite, nous assimilerons une espéce en forme normale
avec la liste de tous ses champs. 11Qly indiquera la concaténation de deux
listes. Enfin, on note norm(sy) la forme normale de s, pour chaque espéce
dont s hérite.

Pour construire norm(s), on commence par construire la liste compléte,
notée Wy des champs impliqués dans s, c’est a dire les champs des norm/(sy,)
et ceux du corps de s :

W1 = norm(s1)@..@Qnorm(sp,)Q[é1, ..., pm]

W peut contenir plusieurs occurences du méme nom dans des champs
différents, & cause de I’héritage multiple ou de la redéfinition de certaines
méthodes. Nous allons donc construire une nouvelle liste, W4 dans telle que
chaque nom de W n’y figure qu'une seule fois, a la place requise par la
spécification de I’héritage et de la liaison retardée. W4 sera alors identifiée
a I’espéce § définie de la maniére suivante :

species s = Wy end

Nous allons prouver que si s est bien typée et bien formée, c’est aussi le cas
pour S. La forme normale de s s’obtient alors & partir de § en réordonnant
les champs.

Pour construire Wo & partir de W, il faut trouver un moyen de résoudre
les “conflits” (définitions ou déclarations multiples d'une méme méthode).
Pour cela, on peut s’appuyer sur la fonction &, définie plus loin, qui effectue
la fusion de deux champs ¢ et ¢2 qui ont au moins un nom en commun (il
peut y en avoir plusieurs dans le cas de champs récursifs). Cette fonction n’est
pas totale car un nom de méthode peut étre lié a des types différents dans les
deux champs. Dans ce cas, la fusion échoue. On montre plus loin (lemme 8

)
que si I'espéce de départ est bien typée, © n’échoue jamais.

Par ailleurs, deux champs let rec peuvent étre fusionnés méme s'ils

n’introduisent pas exactement les mémes noms. Ainsi, on peut hériter d’'un
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champ let rec et redéfinir seulement une partie des fonctions qui le com-
posent, ou introduire de nouvelles méthodes dans la récursion. Dans ce cas, ©
prend toutes les méthodes apparaissant dans au moins un des deux champs
et renvoie un champ récursif composé de toutes ces méthodes. Bien entendu,
cela implique aussi qu’on fasse une nouvelle preuve de terminaison (3.9.2),
impliquant toutes les méthodes figurant dans ce nouveau champ récursif.

Définition 19 (Fusion de deux champs) Soient ¢1 et ¢o deur champs
tels que N'(p1) NN (¢p2) # 0.

b1 © ¢o est défini par cas de la maniére suivante (notons qu’en raison
des appels a Mgu, cette fonction est partielle) :

Stg T in T SsigzxinT —SigTinT
sig T in T Sletzin ™ = ey = let  in Mgu(T1,72) = e9
Stg T 1N T Slet rec —let rec
(zin 79 = ex) UC (z in Mgu(T,72) = e3) UC

let rec S sig x in To —let rec
(zinm =e)ul (z in Mgu(T,72) =€) UC
letzin 11 =¢e; Sletxin T =es —let x in Mgu(my,79) = e
let z in 11 = e S sig x 1N Ty =let z in Mgu(T1,70) = e
let rec Slet rec =let rec

{z; [in ;] = ex; {z; [in 0;] = ez} ({z; in Mgu(r;,0;) = ex}

yi [in pi] = eyi} 2 [in m] = ez} Uy in pi = ey;}

U{z; in m; = ez;})

Cette opération préserve deux invariants importants. En premier lieu,
tous les noms introduits dans ¢, ou ¢o le sont dans leur fusion ¢ © ¢o. De
méme, si une méthode est définie dans un des deux champs, elle 'est aussi
dans le résultat. En second lieu, cette opération est compatible avec la liaison
retardée qui demande qu’un appel de méthode utilise toujours la définition
la plus “récente” au sens du graphe d’héritage. Plus formellement, on peut
énoncer les deux propriétés suivantes :

Lemme 6 (Préservation des noms) Vi, ¢a st N(¢1) NN (¢g) # 0
N(¢1 6 ¢2) = N (1) UN(¢2)

La méme propriété est vraie pour D (-).
Lemme 7 (Liaison retardée) Vo1, ¢o tel que N (¢1) NN (d2) # 0

{ Vz € D (¢2) s B¢1®¢2 (LE) = B¢2 (LE)
Vz € D (¢1)\D ($2), Bpiop, () = By, (2)

Preuve. Immédiat par analyse de cas sur la structure de ¢ et ¢o. [
Remarque 3. La derniére propriété n’est intéressante que si ¢ et ¢o sont
tous les deux des définitions. Sinon, il n’y a pas d’élément dans les D (¢;) et
la propriété devient triviale.
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3.7 Résolution de I’héritage

3.7.1 Algorithme de mise en forme normale

Nous pouvons construire la liste Wq & partir de W1, en analysant les
éléments un par un dans [’ordre dans lequel ils apparaissent dans la liste. A
chaque étape, on examine le premier champ restant dans W; et on met a
jour Wy et Wy, suivant qu'il existe ou non un conflit entre ce champ et un
(ou plusieurs) des champs de W,. L’algorithme se compose d'une boucle qui
fonctionne de la maniére suivante :

ENTREE : une liste de champs W = ¢ ... ¢y,.
SORTIE : une liste de champs W o introduisant des noms deux & deux
distincts.
Initialiser Wo < 0
Tant que W # () faire :
— ¢ hd(Wy)
X tl(Wl)
— si N(¢) NN (Wy) = 0 faire :
Wl +— X
- Wy «— Wy, ¢y
Sinon, soient Wq = [1)1,...,9,] et
ig le plus petit indice tel que N (@) NN (1;,) # 0. faire :
Wi« (¢S i), X).
- Wy [ ig—1, Yig 41 - Yl

A chaque passage dans la boucle, on examine le premier champ ¢ restant
dans W;. Si ¢ n’a aucun nom en commun avec les champs qui ont déja été
analysés, alors on peut ’ajouter & la fin de W4. Dans le cas contraire, il faut
utiliser §. Toutefois, il ne serait pas correct d’ajouter le résultat directement
a la fin de Wo. En effet, si ¢ est un champ définissant plusieurs méthodes
mutuellement récursives, il peut avoir des noms en commun avec plus d’un
champ 1; : il va alors falloir appliquer plusieurs fois de suite ©. Pour cela,
on garde ¢ © v;, dans W, afin de poursuivre son analyse.

Pour garantir la terminaison de cet algorithme, on peut prendre I'ordre
lexicographique suivant : (Card Wy, Card W5 ). En effet, en appelant W1 et
W_; les valeurs des deux listes aprés une étape de la boucle, on est dans un
des deux cas suivants :

S’il n’y a pas de conflit, Card W, < Card W,
— Sinon CardW; = Card W, et on a retiré un champ de Wy, donc
CardWy < Card Wo.

Nous allons maintenant établir les principales propriétés de cet algo-
rithme, afin de pouvoir montrer (théoréme 3) que Wq définit bien une espéce
bien formée équivalente a s. Dans tout ce qui suit, on utilise les mémes no-
tations que précédemment pour désigner les champs de W, et Wo.
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Lemme 8 Avec les notations précédentes, si s est bien typée, 1;,S¢ n’échoue
jamais.

Preuve. Conséquence directe de la définition de § et la définition 10 : dans
une espéce bien typée, tous les types des champs de méme nom sont uni-
fiables, donc I’appel & Mgu dans & n’échoue jamais. [

Lemme 9 (unicité des noms de W)

Vi, € Wo, N(¢1) NN (¢2) = 0.

Preuve. Par induction sur le nombre d’étapes de l'algorithme W;. Au dé-
part, Wy est vide, et ’énoncé est alors trivial. Montrons maintenant que si
la propriété est vérifiée avant la m-iéme étape, elle I'est aussi aprées. Il y a
deux cas possibles :

Si Vi € Wo, N(¢) NN (3) = 0 alors on ajoute ¢ & W et la propriété

est préservée.

Sinon, on enléve un champ de Wo, et les autres continuent de vérifier

la propriété.
O

En particulier, & la fin de I'algorithme, lorsque W, est vide, W, contient

des champs introduisant des noms deux & deux distincts. Nous pouvons donc
maintenant définir I’espéce § de la maniére suivante :

species § = W5 end

La propriété principale de s est qu’elle déclare et définit les mémes méthodes
que s :

Théoreme 1 (Equivalence) N(s) =N (3), D (s) =D (3), et
Vo € D(5), Bs(z) = Bs(z)

Preuve. Nous allons montrer qu’a chaque étape de la boucle les propriétés
suivantes sont préservées :

L V() = Upern, &) U Uy, V)
2. D(s) = Upew, D (¢) U Uyew, D (%)
3. Vz e N(s),3p € Wy UW,Bs(z) € ¢

A la premiére étape, ces propriétés sont trivialement vraies, puisque W
contient toutes les définitions et déclarations de s et de ses parents et que
Wy est vide. Supposons maintenant que la propriété est toujours vraie apreés
n étapes. Soit ¢ le premier champ de W .

Si Vx € Wo N(¢) NN (x) = 0, on ne fait que faire passer ¢ de Wy a
W, de sorte que ni la liste des noms apparaissant dans une des deux listes,
ni la liste des définitions associées ne change.
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Sinon, on note 1;, le champ de Wy & fusionner avec ¢. On enléve 1,
de Wo et ¢ de Wy et on ajoute ¢;, © ¢ dans W;. Le lemme 6 nous donne
N (i, © ¢) = N (¢i,) UN(¢), Donc, la liste des noms de méthodes reste
inchangée. De méme, ce lemme permet de conclure pour D (-) : les proprié-
tés 1 et 2 sont donc vérifiées.

Par ailleurs, le lemme 7 montre que les corps de méthodes qui sont effacés

sont {B¢i0 (z),z € D(¢,) N D (ng)} Or W est ordonné, et, par définition
de By(x)

La propriété 3 est donc vérifiée elle aussi.

A la fin de la construction, Wy =, donc on a N(z) = Uyew, N ()
Par ailleurs, le lemme précédent nous montre que chaque méthode définie
est introduite une seule fois dans Wy, donc Bs(z) = Bs(z). O

Notons que, comme on 'a dit précédemment, il serait possible de raffiner,
dans le cas de I'héritage multiple, la sélection d’une définition d’un champ z.
Plus précisément, il est possible d’hériter la méthode z d’une espéce précise
au lieu de toujours sélectionner la derniére définition dans I’ordre de la clause
inherits. A cette fin, on suppose qu’'on a une fonction f (fournie par le
programmeur) vérifiant les propriétés suivantes :

= fiUnz1.n, Dsn) = {s1.. sn}

— Vz,z € D(f(z))

Va, Yy € N (Intros o) (), F () = /()
A toute méthode z définie dans au moins une des espéce parent, f associe
un nom d’espéce s, tel que z soit défini dans s;,. On suppose en outre que
si z est défini par un champ récursif ¢ dans f(z), alors pour toutes les mé-
thodes y définies par ¢ on a f(z) = f(y). Cette restriction permet d’éliminer
d’éventuelles ambiguités dans la sélection d’un bloc récursif.

Muni de cette fonction, on modifie la définition de Bs(z) de telle maniére
que dans le cas d'une méthode héritée on ait Bs(x) = By, (7).

Par ailleurs, il faut modifier la définition de la liste d’entrée W, de
I’algorithme ci-dessus. Pour tout x défini dans les espéce parent de s, on
permute alors les champs Intros,o.m(f(z)) (¥) avec les autres champs de
norm(s1)@ ... @Qnorm(s,) pour qu’ils apparaissent a la fin de la liste des
champs hérités dans W;. La condition sur les champs mutuellement récur-
sifs permet de s’assurer qu’'une telle permutation existe.

Une fois, que cette permutation a été faite, on peut dérouler I'algorithme
comme précédemment : les étapes de fusion successives vont sélectionner
By(y)(z) pour les champs z hérités et non redéfinis.

3.7.2 Bonne formation de 1’espéce 5

Il reste maintenant a montrer que 'algorithme préserve la bonne forma-
tion de s, c’est a dire que § elle-méme est bien formée.
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Théoreme 2 (Bonne formation de 3)
En utilisant les notations de la section précédente, si s est bien formée, alors
S l’est aussi.

Preuve. Nous allons prouver ce théoréme par ’absurde, en montrant que
s'il y a un cycle de dépendance dans s, alors il en existe aussi un dans s.
Cette preuve repose sur des lemmes techniques qui sont démontrés ci-dessous.
Supposons que ce ne soit pas le cas. On va alors montrer qu’on est dans un
des deux cas suivants (lemme 10) :

— il existe z tel que z € [z, ou

il existe x1 et x9 distincts vérifiant 2, <€z 22 €5 21

Dans le premier cas, d’aprés la remarque 4, ¢ = Intros; () est un champ
non récursif. De plus, par définition de O, tous les champs introduisant ¢
sont non récursifs (sinon & aurait échoué). On a donc = € [z (= 1Bs(z)f)
ce qui permet de conclure immeédiatement.

Dans le second cas, on commence par montrer avec le corollaire 2 du
lemme 11 que si s est bien formée alors 1 O4 z9. On peut alors utiliser le
lemme 12 pour en déduire que ;1 et xzo sont définis par le méme champ de s,
ce qui par définition de ]-§ sur un champ récursif est en contradiction avec
T 4; T9. [

Lemme 10 (mauvaise formation)
Soit s une espéce bien spécifice n’ayant pas de clause inherits. Si s n’est pas
bien formée, alors une des deux propriétés suivante est vérifiée :

1. 3pes,p=1letx =eetxelzl,
2. Jx1, 29 € N(5), (11 €5 T2) A (22 €5 1) A Intross (z1) # Intross (z2)

Preuve. Par hypotheése, il existe z € N (s) tel que z 45 z. Soient {z;}i—1 , C
N (s) vérifiant

r1 =T

Ty = T

Vi Tiy1 € leL

Une telle suite existe par définition de «5. Considérons maintenant
et x9. Si 1 n’est pas vérifiée, alors z1 # x9, car aucune méthode ne dépend
directement d’elle méme. On a alors les cas suivants : Si Intross (1) =
Introsg (xz9), alors Intross (x1) = let rec{zy = expri; z9 = expry...},
et par définition de {-§, pour les définitions récursives, zo € [z, donc
Intross (x1) # Intros, (x2). De plus, par hypothése 1 4 29 et 7o 45 ©, = .
La propriété 2 est bien vérifiée. O

Lemme 11 Soient s une espéce bien spécifiée et x1,...,z, € N(s) (n > 1),
tels que Vi, x;11 € | Bg(x;)§. Si Ji, tel que =(z; Og x1), alors 1 A5 Ty
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Preuve. Par induction sur n. Si n = 2, la propriété est immeédiate par
définition de [-{,. Sinon, soit m le plus petit indice vérifiant —(z,, O z1).
Par définition de m, on a £1 Og ;1. De plus, comme Oy est une relation
n'équivalence, =(zy, Oy 1) 1 On & Ty, € [Zp17,, soit par définition de
<5, T1 45 Ty De plus, par hypothése d’induction, on est dans un des deux
cas suivant :

1. 2 Og Timg1 .- Og Ty,
2. xy A5 Ty

Dans le premier cas, par définition de 4, z1 45 =,. Dans le second, il suffit
d’appliquer la transitivité de 45 pour conclure de la méme maniére. U

Corollaire 2 (Récursion mutuelle) Soient s une espéce bien spécifiée et
Tlyey Ty € N(S) (n > 1), tels que Vi, zi41 € |Bs(w;)f et x1 € [Bs(zn)].
Alors, si s est bien formée, Vi, jx; Og x;

Preuve. Supposons qu’il existe z; tel que —z; Oy 1. En appliquant le
lemme précédent, il vient =1 4 1, en contradiction avec I’hypothése que s
est bien formée. [J
Remarque 4. En reprenant 1’énoncé précédent dansle casoiin = 1et sn’a
pas de clause inherits, Intros, (z1) est de la forme let rec 7 = ... (sinon
on aurait z; € [z ,).

Inversement, si z1 € (x1(,, Intross (1) est de la forme let z; = .. ..

Lemme 12 FEn utilisant les notations précédentes,

Vz € N (s), N (Intros; (z)) = {ylz Oy y}

Preuve.

Par induction sur le graphe d’héritage et la dérivation de z Og y. On a

les cas suivants :

NAMES-MUT-REC : z et y sont introduits par un méme champ de W,
et sont donc définis dans le méme champ de §

NAMES-INH : par hypothése d’induction, = et y sont introduits par un
méme champ de norm(sy), donc de Wy, et sont donc définis par le
méme champ de s.

NAMES-TRANS : Jz, tel que z O5 2z /A 2z Og y. Par hypothése d’induction,
on a Intros; (x) = Introsz (z) et Intros; (z) = Introsz (y). Par unicité

du champ introduisant z dans 3, il vient Intros;s (z) = Intros; (y).
[

Théoreme 3 (Forme normale d’une espéce)
Pour toute espéce bien formée et bien typée s, il existe une espéce nfs en
forme normale et vérifiant les propriétés suivantes :

noms : N (nfs) = N(s) et D (nfs) =D (s)
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— définitions : Vo € D (s), Bs(x) = Bpgs(z)

Preuve. D’apres le théoréme 2, § est bien formée, donc «; est un ordre strict.
Il n’y a donc plus qu’a réordonner les champs de s de maniére compatible
avec cet ordre pour obtenir une espéce en forme normale. [

3.8 Espéces paramétrées

Nous pouvons maintenant aborder le cas des espéces paramétrées. Com-
me on va le voir, 'analyse de dépendances n’est pas modifiée en présence de
parameétres. Seul I'environnement de typage est affecté. Toutefois, comme on
le verra dans le chapitre 8, il est possible d’étendre I’analyse de dépendances
aux méthodes des paramétres de collection, afin de prendre en compte plus
finement les liens entre une espéce et ses parameétres.

On se donne tout d’abord une fonction A qui prend en argument une
espéce s et un nom de collection ¢ et retourne une interface en abstrayant
les méthodes et en remplacant self par ¢ dans les types. En effet, un para-
meétre de collection de la forme “c is s” ajoute simplement une collection ¢
d’interface A(s, ¢) dans 'environnement C.

Définition 20 (abstraction) Soient s = {z; : 7, = €;}i=1.n une espéce
bien typée et bien formée et ¢ un nom de collection. On définit ’abstraction
de s sur ¢ de la maniére suivante :
A(s,c) = (zi : mi[sel f < c]);_; ,
Par ailleurs, un parameétre de collection peut bien str étre instantié par
une structure plus riche que celle qu’on attend. Par exemple, les polynomes
peuvent étre définis au dessus d’un anneau, mais il est possible d’utiliser
I'implantation d’un corps pour instantier le paramétre. On va donc définir
une relation de sous-espéce, < pour autoriser de telles implantations. Les res-
trictions mises sur le typage des espéces permettent de montrer une relation
simple entre < et ’héritage.

Définition 21 (sous-espéce) Soient si, sy deux espéces atomiques (bien
typées et bien formées). On dit que sy est une sous-espéce de so, qu’on note
s1 < S9 si et seulement si :

N(s2) C N(s1) AVz € N(s2), Ty, (z) = Ty, (2)
Ts;(z) étant défini par la def.10

Lemme 13 (Héritage et sous-espéce) Avec les notations de la définition
précédente, si s1 hérite de sy, alors s; < ss.
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Preuve. Avec le théoréeme 3, on a N'(s1) C N(s2). De plus, le typage d’'une
espéce (def.10) implique que toutes les méthodes présentes dans 'espéce
parent conservent leur type. [J
Remarque 5. La relation < ne faisant apparaitre que des types, elle est aisé-
ment étendue aux interfaces A(sq, ) et A(sg, ¢), pour tout nom de collection
C.

On présente maintenant les régles de typage pour les espéces paramétrées.
Pour cela, on enrichit le langage des types d’espéces renvoyé par £ de la
maniere suivante :

Définition 22 (type d’espéce)
tsu={zi:mi=e}| (x in1)ts | (cis < m;: 7 >)tg

Notation 6 Dans les régles d’inférence ci-dessous, on désignera par a un
type d’espéce atomique, c’est a dire de la forme {z; : 1, = e;}

De plus, on emploiera la notation x .t pour désigner un parameétre quel-
conque (d’entité ou de collection) d’une espéce ou d’un type d’espéce. Une
espéce paramétrée sera notée

Enfin, on notera €* une expression de la forme 5(61,...,epf), ou py re-
présente le nombre de parameétres de l’espéce s.

Définition 23 (Bonne formation d’un type d’espéce)
Un type d’espéce tg est dit bien formé dans l’'environnement C (C - t) si et
seulement si les conditions suivantes sont remplies :

Vi,C F 7 Ckr CF g
CHA{z;:1i=¢} Ck (z in 7)ts

Vi,C F 7 CH+ce:<x:m >Ft
Ck(cis <uxj:m>)ts

La figure 3.2 présente les régles de typage des espéces paramétrées. Com-
me précédemment, on suppose que tous les types introduits dans les régles
sont bien formés. Les régles ENT-PRM et COLL-PRM permettent de placer
les paramétres d'une espéce dans I'environnement correspondant (C pour les
parametres de collection et I' pour les paramétres d’entité). On peut aussi
remarquer que COLL-PRM exige que e’ ait un type atomique : il n’y a pas de
notion d’espéce “d’ordre supérieur” qui prendrait en parameétre une espéce
comportant des paramétres “libres”. Par contre, e® peut bien str étre une
espéce paramétrée dont tous les paramétres sont instanciés.

Les régles ENT-INST et COLL-INST vérifient qu’on instantie les paramétres
d’une espéce existante avec des arguments du bon type (de la bonne inter-
face dans le cas d'un parameétre de collection). Notons qu’un paramétre de
collection ne peut étre instantié que par un identificateur C, c¢’est & dire une
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Fi1G. 3.2 — Régles de typage pour les espéces paramétrées

ENT-PRM
QT +z:7F species s(prms) inherits €’1,....e%;, = ®1..9,, : ¢,
QF
species s(z in 7,prms)inherits €’,...,e", = ®1...@, : (7 in 7)t;
COLL-PRM
C.QF¢€’:a
C+c:Ala,c),QF
species s(prms) inherits e’1,....e°, = ©1...9,, 1 L
C,QF species s(c is e’, prms) inherits e’y,...,e", =
Dy...D, : (cis Ala,c))ts
VAR-SPEC ENT-INST
E(s) =t QFe’: (zin 1)t QFe:7
D EF st QFe’(e) : tgx €]
COLL-INST

C,QF e’ : (c1 is 11)ts C(ca) =is io < A, e2)
C,Q2F e*(cq) : ts[c1 <+ c9]

PRM-INHERIT
thhf,Ql—esh:ah
Q  species s inherits a1, ...,ap, = O1--- Py {zi: 1 =e;}

Q I species s inherits e°, ..., eshf = D1y : {z;i: 7 =e;}

collection existante (dans I'environnement global ou en tant que paramétre
de 'espéce courante). Par ailleurs, comme le reste du type d’espéce ts peut
dépendre du parameétre qu’on est en train d’examiner, il faut substituer a ce
paramétre son instantiation.
Enfin, dans la régle PRM-INHERIT, on vérifie deux choses :
— toutes les espéces dont on hérite sont instanciées avec des paramétres
admissibles
— Ces espeéces sont complétement instanciées. La encore, on ne peut pas
hériter d’une espéce comportant des parameétres “libres”.

Notation 7 Soit s une espéce définie par
species s ... inherits ... s’(e1, ..., ¢,) ...

telle que £(s") = (c1 .« t1)...(¢p; « tp,)a. on notera Insts(c,) linstantiation de
cp dans s, c’est a dire ).
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Remarque 6. Les définitions de By(z) et Ts(z) supposant que les espéces
parent sont des listes de méthodes, la substitution des régles coll-inst et ent-
inst s’étendent a la définition du corps et du type d’'une méthode héritée.

La mise en forme normale d’une espéce paramétrée s’effectue de la méme
maniére que pour une espéce atomique, dans l’environnement enrichi des
paramétres. De méme, avec PRM-INHERIT, on commence par instantier les
paramétres des espéces parents, de sorte que la résolution de I’héritage s’ef-
fectue sur des espéces atomiques.

On va maintenant examiner comment 1’héritage se comporte vis-a-vis du
sous-typage en présence de paramétre. Plus précisément, on va voir que le
lemme 13 peut étre étendu au cas ol s et sg sont des espéces paramétrées,
a condition de respecter I'instantiation des paramétres de s5 donnée dans la
clause inherits de s;.

Lemme 14 (Sous-espéce et paramétres) Soient sy une espéce de type
591 (Y1« 121) e (ypy « t2py ) a2
et s1 une espéce définie par
species s1 (71 . t',...,1p, . t',,) inherits sy(eq,.. ey, )= end

Alors si s est bien typée, on a Ve, ...,e
typée, de type t',, on a

! ! ! -
o tels que si(ey,....ep ) est bien

tls S (aQ[yp <~ ep]pSPQ)[:EP A e’p]PSm

Notation 8 Dans les régles d’inférence ci-dessous, on désignera par def | la

définition de sy ci-dessus, et def la définition de s ou sa(eq,....ep,) a été
remplacé par le type d’espéce associé, comme dans la régle PRM-INHERIT

Preuve. Par induction sur p;
Si p;1 = 0. On a deux cas suivant que y; est un paramétre d’entité ou de
collection. Dans le premier cas, la dérivation de typage de s; est de la forme :

QF €1 : t1

Q |— S9 (yl in tl)ts
QF 52(6]) :
t][’y] (—81]

ENT-INST

QF sa(er, ..., ep,) -
asly; < e;) Q& def, : a;
QF def,:aq

WELL-TYPED-SPEC

PRM-INHERIT

Le second cas est semblable, ENT-INST étant remplacé par COLL-INST. Dans
les deux cas, on peut conclure comme dans le cas de deux espéces ato-
miques (lemme 13), avec les prémisses de WELL-TYPED-SPEC.
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Si p > 0, la derniére régle de la dérivation de typage de s; est ENT-PRM ou
COLL-PRM suivant que x; est un parameétre d’entité ou de collection. On ne
donne ici que le premier cas, le second s’en déduisant immeédiatement :

Q.U+ (z:7) - species s} (xg . to, ..p, « by, )ee 1 Ls
O, Tk def : (z in t1)tg

ent — prm

Par hypothese d’induction, Vej, ..., e, tels que Q,T'+ (z: 7) F e} : t;, on
a, avec t’s le type de S’l (6’27 ""e;)l)v t’s s ((I‘l[yﬁ = ep]pﬁm)[% = e;)]QSPSIH:
Donc, pour toute expression €} de type ¢; dans Q, T, t{[z; + €] < (a1]yp <
eplp<p)[Tp < €ylp<p,. Or avec ENT-INST, si(e}, €),...,ep, ) a le méme type
que (sy(ey,...,ep,))s[z1 e}, c’est a dire ti[z1 + 1],
O
Remarque 7. Ce lemme s’étend trivialement au cas o s définit ou déclare
des champs supplémentaires (en supposant bien str que ces champs sont
eux-mémes bien typés). De méme, en cas d’héritage multiple, s; est une
sous-espéce de toutes les espéces dont elle hérite.

3.9 Ajouter les preuves et les propriétés

Nous allons maintenant examiner les raffinements qu’il faut apporter a
I’analyse de dépendances des sections précédentes pour pouvoir 'étendre
aux champs property et theorem. En premier lieu, nous allons voir que
le concept de dépendance se divise en deux : les def-dépendances (cf 3.9.1)
des théorémes vis-a-vis des algorithmes dont ils prouvent la correction, et les
decl-dépendances, de méme nature que celles qui figurent dans les langages
de programmation. Ensuite, nous verrons qu’il n’est plus toujours possible,
a cause justement des def-dépendances, de garder toutes les définitions hé-
ritées d'une espéce parent : certaines doivent étre effacées. Nous verrons
comment cela se traduit au niveau de ’algorithme d’analyse de dépendance,
et comment en particulier raffiner cet algorithme afin qu’il y ait le moins
d’effacements possible.

3.9.1 Def-dépendances et decl-dépendances

Lorsqu’on veut introduire des preuves de théorémes, la notion de dépen-
dance qu’on a introduite dans la section précédente devient rapidement trop
limitée. En effet, comme I’a remarqué Sylvain Boulmé [Bou00| dans sa thése,
une preuve peut dépendre de deux maniéres d’'une méthode self! f. On peut
avoir besoin de connaitre le type de f, comme précédemment, mais il est
parfois nécessaire de savoir comment f a été définie. Par exemple, dans un
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monoide, on peut exprimer que 'opération plus est associative, soit en FOC :

property assoc —
all x y z in self,
self leq(self !plus(self Iplus(x,y),z)
self !plus(x,self Iplus(y,z)))

Par la suite, on peut prouver cette propriété pour l'implantation de plus sur
les entiers de Peano : 0+n = n and succ(m)+n = succ(m+n). On le fait par
induction sur z, y et z, et on utilise pour cela la définition exacte de plus. En
d’autres termes, la preuve qu’on va obtenir dépend de la définition de plus.
Nous appelerons donc def-dépendance ce nouveau type de dépendances.

Par ailleurs, la preuve de assoc n’a a prior: pas besoin d’utiliser la dé-
finition de I’égalité sur les entiers. Seules ses propriétés (et en particulier la
transitivité) sont importantes. Par contre, on a besoin de savoir qu’elle a
été déclarée avec le type self — self — bool. Sans cela, on ne serait méme
pas capable de s’assurer que I’énoncé est correct. Nous emploierons donc le
terme de decl-dépendance pour ce type de dépendances, qui est celui que
nous avons déja rencontré dans les sections précédentes : dans les corps des
méthodes calculatoires, il n’y a que des decl-dépendances, comme le montre
la régle SELF CALL dans le typage des expressions Foc (fig. 3.1).

En ce qui concerne les cycles de dépendances, il n’y a pas de changement :
il faut toujours rejeter les cycles de dépendances, def ou decl. Par contre, la
phase de résolution de I’héritage devient plus compliquée, et en particulier
les redéfinitions de méthodes vont impliquer plus de deux champs. En ef-
fet, lorsqu’on remplace la définition d’une fonction f héritée de s; par une
nouvelle définition, héritée ou non, il faut effacer toutes les preuves qui def-
dépendent de f : elles ne sont plus correctes dans le nouveau contexte. Cela
implique donc que la preuve soit refaite pour la nouvelle définition de f
(le programmeur FOC avisé évitera donc d’utiliser trop de def-dépendances
dans ses preuves). Si on poursuit I’exemple précédent, on peut décider de
remplacer la définition de plus par un algorithme qui utilise en interne une
représentation binaire des entiers (ce qui est nettemement plus efficace), mais
il faudra alors reprendre la preuve de assoc pour cette nouvelle définition.

3.9.2 Obligations de preuves

En dehors des propriétés explicitement écrites par 'utilisateur, certaines

obligations de preuves sont requises par le systéme lui méme!.

Congruences Toutes les méthodes des espéces s construites au dessus
de setoid (I’espéce de la hiérarchie ou est déclarée 1'égalité) doivent étre

'A D’heure actuelle, seules le traitement des preuves de terminaison est partiellement
implanté dans le compilateur focc.
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compatibles avec I’égalité, c’est a dire la méthode equal de s. En effet, cette
méthode est a priori différente de I'égalité structurelle de Foc, qui sera
traduite par le prédicat EQ de CoQ (et I'égalité structurelle de OCAML).

En d’autre termes, pour toute méthode m de type ¢1 — c¢o, ol ¢ et
co sont des collections descendant de setoid dans le contexte courant (en
particulier si ¢; = self quand 'espéce courante descend de setoid), on doit
montrer la propriété

property m_cong : all x y in ¢y,
c1 lequal(x,y)—>c_2lequal(!m(x), Im(y));

Remarque 8. Si ¢y n’est pas un setoide, on n’établit pas un telle propriété.
Plus généralement, si m a k arguments de type respectivement 7y, ..., 7%,
et de type de retour 7, la propriété a prouver sera

property m_cong :
all zy yy in 7y, ...
all 74 yj in 73,
egalitey (T1,y1) — ...
egalitey(zg,yr) —
7 lequal(!m(zy,....zk), m(y1,- - yk)) 5

ol egalite; est

— tau_ilequal si tau_i est une collection implantant setoide

#base_eq sinon

Les énoncés de ce type expriment le fait que equal n’est pas une rela-
tion d’équivalence quelconque sur self mais bien I’égalité dont on veut munir
I’ensemble sous-jacent. Si on omet ces propriétés, il devient impossible d’uti-
liser la réécriture dans la plupart des preuves FocC : il est impossible de
remplacer une sous-expression e d’un terme par une sous expression e’ qui
lui est “égale” au sens des setoides, puisqu’il n’y a pas de preuve que cette
égalité est préservée par des appels de fonction.Par exemple, si on se place
dans un monoide, avec la propriété Vz,1 *x z = x et en omettant 1’énoncé
de la congruence Vz,y,z,t(x = z) = (y =t) = (z*y) = (2 * 1), il devient
impossible de prouver I’énoncé suivant :

Va,y, o+ (1Lxy) = (z +y)

En effet, bien qu’on sache que (1 xy) = y, on ne peut pas remplacer (1 * y)
par y dans ’égalité de I’énoncé.

Preuves de terminaison Comme on l'a dit dans les section précédente,
toute définition introduite par un let rec doit étre accompagnée d’une preuve
que les appels récursifs terminent. Deux cas peuvent se présenter :
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En premier lieu, la récursion peut étre structurelle (au sens de C0oQ), c’est
a dire que les appels récursifs ne mettent en jeu que des arguments struc-
turellement plus petits que le paramétre de départ, a la suite d'un pattern-
matching. Ces définitions ne posent pas de probléme, puisqu’il suffit de les
traduire avec un Fixpoint en COQ (voir le chapitre 6) et de vérifier que le
terme obtenu est accepté par CoQ pour étre assuré de la terminaison.

Par contre, si on doit s’appuyer sur un ordre bien fondé pour montrer
la terminaison de la méthode, les choses se compliquent nettement : pour
chaque appel récursif, il va falloir générer une obligation de preuve, afin que
'utilisateur montre qu’il utilise des arguments plus petits (au sens de 'ordre
choisi) que le paramétre initial. De plus, la synthése de cet énoncé oblige
a conserver I'environnement dans lequel se fait 'appel récursif en question.
Une fois que toutes les preuves ont été données par 'utilisateur y compris
la preuve que l'ordre utilisé est bien formé la définition peut étre acceptée.

Il convient de noter que cette fois-ci les lemmes ne dépendent pas de la
définition récursive : ils restent valables méme si on redéfinit la (les) meé-
thode(s) dont ils permettaient de prouver la terminaison. Par contre, ils
n’ont en général pas d’intérét pour la nouvelle preuve de terminaison. Par

n

exemple, dans un monoide, on peut définir 'exponentielle (z" = z * ... * )

nfois
de la maniére suivante :
let rec exp (x in selfn in int) =
if n <— 0 then self lone
else self Imult(x,self lexp(x,(n—1)));

L’ordre a utiliser est évidemment l'ordre sur les naturels (il n’y a un
appel récursif que dans le cas n > 0) et il faut donc prouver la propriété
Vn > 0,n —1 < n. Cette propriété reste vraie si on redéfinit exp de maniére
plus efficace en utilisant la dichotomie :

let rec exp(x in selfn in int)—

if n <= 0 then self lone

else

if n mod 2 = 0 then self lexp(self Imult(x,x),n/2)
else self Imult(x,self lexp(self Imult(x,x),(n—1)/2);

Par contre, elle n’offre plus d’intérét pour prouver la terminaison de exp,
ou il faut montrer

Vn>0,(nmod2)=0—=%5<n
Vn > 0,~((n mod 2) =0) = 21 <n

Pour I'analyse de dépendance, on peut donc considérer que ces lemmes
sont indépendants des fonctions récursives, et que chaque (re)définition de
méthode(s) récursive(s) est accompagnée de ses propres lemmes de terminai-
son. Dans le chapitre 6 concernant la traduction en C0OQ, nous reviendrons
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plus en détail sur la génération et l'utilisation des lemmes de terminaison.
Notons que la version actuelle du compilateur focc génére les énoncés des
lemmes de terminaison, mais ne permet pas encore d’en faire la preuve : ils
sont introduits comme hypothéses dans la traduction CoQ.

3.9.3 Définitions de base

On étend trivialement les définitions des sections précédentes au cas des
propriétés et des théorémes :

Définition 24 (noms de méthodes)
N (theorem z = ...) = {z} N (property x = ...) = {z}
D (theorem z = ...) = {z} D (property z = ...) = ()

Définition 25 (Dépendances des propriétés) Si une proposition p est
une simple expression, ses dépendances ont déja été définies par la def.12.
Sinon, on les définit par induction sur la structure de p :

lp1 and p2§ = 1p1§ U [paf lp1 or p2f = 1p1§ U p2f
lpr = p2f = 11§ U [p2f [not p§ = 1p§ lall z in 7,pf = {pf
lex x in 7,pf = |p§

On peut noter que les quantification all et ex ne changent pas les dépen-
dances de la propriété p : celles-ci prennent en compte les appels de méthodes
présentes dans p et non les variables libres ou liées de p.

Définition 26

lproperty x = p§ = 1S
ltheorem x = p proof :...decl xi,...,xy;...( oS U{zitizin

Dans l'attente d'un langage de preuve propre & Foc, Les def-dépendances
éventuelles d'un théoréme, qu’on notera ., sont données explicitement par

l'utilisateur :
Définition 27 (def-dépendances)

lproof :...def :x1...xy...J ={x;}iz1. 0

Soit ¢ un champ
— 51 ¢ est de la forme theorem x = ...proof alors (9§ = [proof§

sinon 14§ =0
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3.9.4 Dépendances vis-a-vis du type support

Dans la section précédente, nous ne nous sommes pas étendus sur la
question des dépendances des différentes méthodes vis & vis du type support.
En effet, la syntaxe de FOC n’autorise pas a I’heure actuelle le type support
a dépendre d’'une méthode, et il n’y a donc aucun risque de voir un cycle de
dépendance impliquant rep.

Toutefois, si on cherche & faire la distinction entre def- et decl-dépendan-
ces, les choses changent légérement : il y a des decl- et def- dépendances vis
a vis du type support. Comme on s’interdit une redéfinition du type support
au cours de I’héritage (3.1), cette distinction peut apparaitre secondaire en
pratique, puisque la seule différence entre les deux formes de dépendances a
lieu lors des redéfinitions. Toutefois, cette restriction n’est faite que pour des
raisons pratiques de traduction en OCAML et il est tout & fait possible de
formaliser les dépendances vis a vis du type support comme celles de toutes
les autres méthodes. La seule différence réside dans la fagon dont on retrouve
ces dépendances lors de ’analyse des expressions Foc.

Définition 28 (Dépendances vis-a-vis du type support) Soit une ex-
pression e, si une sous-expression de e a le type self, il y a une decl-dépen-
dance vis-a-vis du type support. De plus, si au cours du typage de e une des
étapes d’unification Mgu utilise une des deuz régles SELF, alors il y a une
def-dépendance.

En effet, si on est obligé d’identifier self et sa représentation concréte dans
s, e n’est plus typable dans un environnement ou self est lié & un autre type.
Par exemple, si on définit 1’espéce suivante :

species counter —

rep = int;
let inc in self — self — fun x — x + 1;
end

inc def-dépend du type support int : pour donner & inc le type attendu,
self — self il faut savoir que le type self est, dans l'espéce counter, lié &
int

De telles def-dépendances posent un nouveau probléme. En effet, elles
peuvent apparaitre dans I’énoncé — c’est a dire le type — d'un théoréme ou
d’une propriété. Par exemple, on aurait pu vouloir ajouter a I’espéce counter
un théoréme qui montre que inc renvoie un résultat strictement plus grand
que I’élément de self passé en argument :

theorem inc_spec : all x in self, self !inc(x) >= x + 1 proof : ...

L’énoncé de inc_spec a une def-dépendance vis-a-vis du type support. En
d’autres termes, il est impossible de construire une interface correcte de
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I’espéce counter, puisqu’on ne peut pas abstraire le type support. Comme
on veut que toute espéce ait une interface associée (1.7.1), une telle définition
doit étre rejetée.

Pour cela, les régles de typage des propositions (figure 3.3), n’utilisent
pas directement I'environnement ¥ tel que défini par ’espéce, mais une res-
triction,

¥ = X[Bs(rep) < 1]

qui abstrait une éventuelle définition de rep. De cette maniére une def-
dépendance vis-a-vis de rep au niveau des propriétés sera rejetée comme
mal typée. En effet, les régles d’unification SELF1 et SELF2 ne pourront étre
appliquées dans 'environnement * : on ne pourra pas confondre le type
support et sa représentation concreéte.

Par ailleurs, la régle EXPR transforme implicitement toute expression
booléenne trouvée dans un énoncé en une propriété. Enfin, suivant I'isomor-
phisme de Curry-Howard on étend T,(z) aux méthodes introduites par les
champs theorem et property comme étant I’énoncé de la méthode z dans
I’espéce s (le corps de la méthode étant | dans le cas de property et la
preuve dans le cas de theorem)

Fi1G. 3.3 — Regles de typage pour les énoncés

[EXPR] [NOT]
Q, X" F expr : bool QFp:prop
Q, % F expr: prop QF not p: prop
[AND] [OR]
QF py:prop QF py:prop QF p1:prop QF po:prop
QF p1 and ps : prop Q F p1 or py : prop
[1MP] [ALL]
QF p1:prop QF psy:prop QU +z:7Fp:prop
QFp1 — p9:prop QIFall zin 7,p: prop
[ex]
QTU4+z:7Fp:prop
Q. T'Fex zin 7,p: prop

3.9.5 Reésolution de I’héritage

Contrairement a la notion de dépendance d’un champ (def.26), la réso-
lution de I’héritage ne peut pas s’étendre directement. En effet, il faut tenir
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compte des def-dépendances, ce qui revient & dire qu'une méthode qui était
définie dans une espéce s1 peut redevenir abstraite dans une espéce s qui hé-
rite de s1. Pour cela, on va définir avec Bs(z) une fonction auxiliaire, I4(z),
qui rappelle I'origine de x dans l’espéce s, et servira lorsqu’on devra faire
des effacements. Comme dans les sections précédentes, on considérera une
espéce s bien spécifiée et définie par :

species s inherits si,....sp, — ¢1,...,¢m end

Définition 29 (Corps d’une méthode dans une espéce) Soient s une
espéce bien spécifiée, et x € N (s). Bs(z) et 14(x) sont définis récursivement
de la maniére suivante :

siVh < hy, x ¢ D(sp) ANVi <m, = & D (¢;) alors Bs(z) = L.

— 51 3i < m, ¢; est let x = expr alors Bs(x) = expr, et I(z) = hy + 1.
si 3 < m, ¢; est let rec {x1 = expry...x) = expr;}, et x; = x alors
Bs(r) = expr; et Is(z) = hy+ 1

— st 3i < m, ¢; est theorem x : ...proof alors Bs(x) = proof, et T4(x) =
hf +1

— Sinon, soit h le plus grand indez tel que x € D (norm(sp)) alors
Bs(z) = Bs, (z), et Iy(z) =h

On conserve la définition de D (s) de la section 3.2 (def.1).

Nous pouvons également donné la définition de la fonction = 9 s, qui
donne l'origine de la définition de x dans l'espéce s :

Définition 30 (Origine d’une méthode) Soit s une espéce définie par
species s inherits s;(ly),.. .,shf(lhf) = ¢1...Om

Pour toute méthode x € D (s) définie dans s, on définit I'origine de x dans
s, notée x s, de la maniére suivante :

z € D (¢;) Vi,z ¢ D(¢i) T Vly(z) = s’

z9s=s z9s=3s

Is(x) étant lespéce d’ot provient x parmi les espéces sp dont s hérite direc-
tement (définition def.29).

Nous pouvons maintenant définir les dépendances de z dans une espéce s.
Comme on I’a vu précédemment, il faut tenir compte non seulement de Bg(z),
comme avec les champs calculatoires, mais aussi des dépendances de T;(z),
c’est a dire des énoncés des propriétés. En effet, un type pouvant maintenant
étre une proposition et contenir des expressions, il est susceptible d’avoir des
dépendances vis-a-vis des autres méthodes. Notons que cela ne s’applique
qu’aux decl-dépendances, puisqu’il ne peut y avoir de def-dépendances dans
les types.
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Définition 31 (Dépendances dans une espéce)
Soient s une espéce bien spécifiée et x € N (s). On définit (z[, et [z§, de la
maniére sutvante :
— Si x est une fonction (ou une signature de fonction), ses dépendances
sont calculées par la définition 16.

- Sinon, 12, = 1By(2)] UL Ty(2)S et 1], = 1By(2)]

Par ailleurs, 45 est maintenant définie comme la cléture transitive des
def- et des decl-dépendances :

Définition 32

T1 45 T2 <= FHyitiz1..n tel que y1 Oy 24
Yn Os T2
Vi <mn yipq € ZyzSg U ”ﬁyzﬁe

z1 <% 1923 {y; Vo1 tel que yy = x1,yn = 22,Vi <1 yip1 € Lwil,

s est dite bien formée siVr € N(s)—z 4 .

3.9.6 Def-dépendances et effacement

On se donne maintenant deux nouvelles définitions, permettant de forma-
liser I'effacement d’une définition dans une espéce. En particulier, on notera
qu’on peut avoir a effacer plusieurs champs les uns aprés les autres s'il y a
une chaine de dépendance.

Définition 33 (Effacement d’une définition)
E(let z in T =e) = sigrinT
E(theorem x : prop = demo) property x : prop
E(let rec z1 in 7 =e1 ... and z, in T, = e,) S1g T1 I T1;...;
$tg T, IN T,
E(rep =) = rep
E(m) = m sinon

Définition 34 (Effacement dans un contexte)
Soit N une liste de noms de méthode. On définit l’effacement dans le contexte
de N, By (.), de la maniére suivante.

Ex (0) =10

En (m;l) = m;Exn (1) sim est abstrait

By (m;1) = E(m) s Exun(m) (1) st Im§ NN #0
Exn (m;l) = m;Ep (1) si ImfNAN =10
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Par construction, Exr (-) transforme une vue d’une espéce en une vue
moins définie au sens de >. Cette propriété sera affinée lors de la définition
de la traduction en mixDRec (def.88), mais on peut d’ores et déja en donner
une formulation au niveau des espéces.

Lemme 15 Soient s une espéce en forme normale dont la liste de champs
est W, et {z;}i=1.n un ensemble de noms de méthodes. On a les propriétés
suivantes :

N By (1) =N (1)

Preuve. Immédiat par induction sur la longueur de [. [J

Une autre caractéristique importante de Ey, ., (1) est qu’elle efface effec-
tivement les def-dépendances de [ vis-a-vis des z;. Plus précisément, toute
méthode  de [ qui def-dépend d'un z; voit sa définition effacée par Ey,. (1) :

Lemme 16 (Effacement et def-dépendance) Soient W = ¢, ..., ¢y, une
liste de champs et {z;}i—1., un ensemble de noms de méthodes vérifiant les
propriétés suivantes :

1. Vi< j <ntel quei##j, N(¢i) "N (¢;) =0
2. {zi} NN (W) =0
8. V5 <n, 195§ CUpe; N () U {zi}
Alors, Yz € D (1), tel que {z;} Nzf # 0, © ¢ D (Bgy,y (1))

Remarque 9. Les propriétés 1 et 3 de W sont vérifiées si on prend la liste
des champs d’'une espéce en forme normale.
Preuve. Par récurrence sur la position du champ définissant = dans W. Si
W = ¢; Wy, avec x € D (¢), alors le resultat est immeédiat. Sinon, il vient
Egy (W) =4, Eq (W), avec {z;} C A, donc ANJz§ # 0 et on peut conclure
par récurrence. [

En fait, ce lemme peut étre généralisé a la relation <;_g,,. Cette relation
permet d’ailleurs de caractériser les méthodes qui seront effacées, comme le
montrent les deux lemmes ci-dessous.

Lemme 17 Awvec les notations du lemme 16, s'il existe i tel que x; <i_gep ,

alors z ¢ D (Eg,,y (W))

Preuve. D’aprés la définition de <;_gep, Y1, ..., Ym vérifiant y; € Jy;117,
y1 = z; et ¥, = x. On procéde par récurrence sur m.

Si m = 2, on applique directement le lemme 16.

Sinon, soit ¢ I'unique champ de W tel que yo € D (¢p). On a W = Wy; ¢p; Wy,
De plus, d’aprés nos hypotheses sur W, z € N (Wy) (puisqu’il def-dépend
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de yo). Donc, g,y (W) = W'y Ea (¢; Wa), avec y1 € {z;} C A. ¢ est donc
effacé, et on a :

Ea (¢ Wg) =E(¢); Eaung) (Wr)
Comme yy € N(¢) et y, = z € N(W3), on peut appliquer ’hypotheése de
récurrence sur la liste ya, ..., yp : @ est effacé dans Eyp(g) (W2). Comme par
ailleurs ce nom n’apparait pas dans Wy, z est bien effacé dans Eg, ) (W) O

Lemme 18 Awvec les notations du lemme 16, siz € D (W) et Vi, z; £ dep ,
alors z € D (Eg,y (W))

Preuve. Par induction sur la taille de W : g’il n’y a aucun champ, I’'énoncé
devient trivial. Sinon, soit z € D (W), vérifiant les hypotheses de 1’énoncé.
On pose W = ¢; W, et on distingue les cas suivants :
x € D(¢). Comme par hypothése = ne def-dépend pas des z;, il vient
By (W) = ¢;Eg,,y (Wi) par définition de l'effacement, et z reste
défini apreés effacement.
{zi} NIN()F = 0 : Efy,y (W) = ¢5Eq,,3 (Wr), et on conclut par
récurrence sur W, .
{zi} NN (¢)§ # 0. Alors Vy € N(¢),y Zi—dep * (sinon on aurait
Ti <t—dep .’E) De plus, on a E{’rl} (W) = E(QZS) ;]E{mi}u_/\[(qj) (W] ), et on
peut appliquer ’hypothése de récurrence sur {z;} UN (¢) et Wy.
O

3.9.7 Mise en forme normale

Il est toujours possible de retrouver une espéce § en forme normale &
partir d’une espéce s bien formée et bien typée telle que § et s introduisent
les méme noms. Toutefois, on ne peut plus garantir que toutes les définitions
de s sont conservées dans s & cause des def-dépendances et des effacements
de définitions qu’elles induisent. On cherche & minimiser le nombre de ces
effacements, puisque chaque preuve effacée devra étre refaite dans la suite du
graphe d’héritage. Les deux principaux résultats de cette section montrent
qu'il est possible de trouver une espéce en forme normale dont les définitions
D (3) sont un sous-ensemble des définitions de s, D (s) d’une part, et d’autre
part que D (5) est maximal au sens de l'inclusion ensembliste, c’est a dire
qu’on n’a pas procédé a un effacement “inutile”.

Pour pouvoir donner un énoncé précis du théoréme, il reste a introduire
une définition technique, changed(y,x). Il s’agit d'un prédicat qui est vrai si
et seulement si la définition de y a changé depuis la derniére définition de x
(en suivant I'ordre de la clause inherits).

Définition 35 changed(y, ) est une relation sur N'(s), s étant une espéce
définie par defspec.
changed(y.x) = (3 > 1(), y € D(s;) A By, (y) # Boy o,y ()
V. 3k, y €D (gp) Ng(z) #n+1)
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Par ailleurs, © est étendue a la fusion des champs property et theorem.
Dans le cas d'une espéce bien typée, ces derniers ne peuvent étre fusionnés
avec des champs calculatoires, ce qui rend 'extension relativement simple :

Définition 36 (Fusion des théorémes et des propriétés)

propertyx =p O propertyr =p = propertyzr =p
propertyr =p S theorem z =0p theorem x = p

proof :prf proof :prf
theorem x =p O propertyx =p = theorem x =7p
proof :prf proof :prf
theorem x =p S theoremx=p = theorem x =7p
proof :prf, proof :prfqy proof :prfqy

Dans tous les autres cas, la fusion échoue.

Remarque 10. Les propriétés de préservation des noms (lemme 6) et de
liaison retardée (lemme 7) sont trivialement conservées par cette extension.

Pour construire nfs, on reprend le méme algorithme qu’a la section pré-
cédente, mais en cas de conflit entre deux champs, il faut prendre en compte
les def-dépendances et faire les effacements correspondants. Afin que cela
soit correct, il faut en outre raffiner la construction de la liste de champs
W1, pour éviter d’effacer des définitions provenant du corps de s lui-méme.
En effet, si on considére I'exemple suivant :

species a inherits basic_object —
sig eq in self—>self—>bool;
let id(x in self) = x;
theorem foo — all x in self, self leq(x,self !id(x))
proof : def : id;
(* preuve utilisant la définition actuelle de id *);
end

species b inherits a =
rep — int;
proof of foo : def : id;
(* preuve utilisant la nouvelle définition de id,
donnée en dessous *);
let id(x in self)—int_plus(x,1);
end

Lorsqu’on construit la forme normale de b, si on analyse la redéfinition de foo
avant celle de id, on va étre conduit a effacer la nouvelle preuve, ce qui est
manifestement faux. Au contraire, si on analyse id avant foo, on va d’abord
effacer I'ancienne preuve, qui def-dépend de la définition de id dans a, avant
de la remplacer quelques étapes plus loin par la nouvelle. La position des
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champs dans le corps de ’espéce est donc important, et on va réordonner
les ¢; pour éviter de se trouver dans le cas de 'exemple ci-dessus. Soient
i1,...,in une permutation de 1...n telle que Vj < k, N'(¢;;) N4, § = 0.
Par définition de la bonne formation, une telle permutation existe. Sinon
comme Vz € N(¢;), [zf, = 14,5, il y aurait un cycle de dépendance dans
s. On construit alors W, a l'aide de cette permutation :

Wi =norm(s1)@Q...Qnorm(sy,)Q[def;, ...def;,]

Une fois W, formée de cette maniére, on peut construire Wo de la méme
maniére qu’auparavant, a condition de tenir compte des effacements en cas de
conflit. Dans ce cas 13, avec ig le plus petit index vérifiant N (¢) NN (1;,) # 0,
on effectue les opérations suivantes :

Wi (¢ 3 9i). X)
Wo < [¥15.3%ig—1]QEx g, ) (Yigt1 -+ - ¥m)

Comme la seule différence par rapport a la version précédente de I'algo-
rithme réside dans I’effacement éventuel de définitions, la propriété d’unicité
des noms (lemme 9) se retrouve immédiatement. De méme, on a toujours
N(nfs) = N(s), avec le lemme 15. Tl reste a prouver qu’on n’efface pas
trop de preuves. Avant cela, il convient de montrer que Wy vérifie bien les
conditions du lemme 16, afin de pouvoir appliquer les lemmes 16, 17 et 18.

Lemme 19 Soit Wy = 1, ..., ¢hn. Vi <, 14§ C U;; N (¢)

Preuve. On montre cette propriété par récurrence sur le nombre d’étapes
de l'algorithme. Au départ, W, est vide, et la propriété est triviale. Sinon,
en posant W; = ¢, X on distingue les deux cas suivants :

— si N(¢)NN(Wy3) =0, on ajoute ¢ ala fin de Wy. Comme W est for-
meée par les formes normales des espéces héritées, et qu’on a réordonné
les champs du corps de s, les champs définissant les méthodes dont ¢
def-dépend sont présents dans Wo. De plus, les noms introduits par ¢
sont de deux sortes :

des noms nouveaux n’ayant jamais été introduits par un champ de
Wy . La encore comme les champs sont analysés suivant 1’ordre des
def-dépendances, aucun champ de Wy ne peut en def-dépendre.
des noms de champs ayant été fusionnés : lorsqu’on fusionne un
champ ¢ de Wy, on efface toutes les définitions qui def-dépendent
de N (¢). Il n’y a donc pas non plus de def-dépendance vis-a-vis de
ces noms dans Wy.
sinon, on enléve 1;, de Wq, et on efface les définitions des champs
suivants de Wy qui def-dépendent de N (v;,). D’aprés 'hypothese de
récurrence, on peut appliquer le lemme 17. Il n’y a donc plus de def-
dépendance vis-a-vis de N (1;,). Comme les autres champs ne sont pas
modifiés, la propriété est préservée.
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O

Théoreme 4 (préservation des définitions)
D (fs) € D (s)
Vz € D (nfs), Bs(r) = ans (z)
Vo € D(s)\D(nfs),Jy € [z, tel que y ¢ D (nfs) vV changed(y, )

Preuve. Le lemme 15 et le théoréme 1 nous permettent de conclure im-
médiatement que D (nfs) C D (s) (sans les effacements, on aurait I’égalité
comme dans les sections précédentes)

Par ailleurs, comme la propriété 7 est toujours valable, on a :

Va € D (nfs), Bs(x) = Bpss ()

En effet, 'algorithme sélectionne toujours la derniére définition de x s’il n’a
pas besoin de D'effacer. Il reste donc & montrer que les effacements se font
bien dans les conditions décrites par I’énoncé.

Supposons qu'il existe z € D (s) \D (nfs). Si ¢, tel que = € D (¢;), alors
J¢; tel que y € D () tel que z < y et ¢; est analysé avant ¢;. Sinon,
x serait défini dans nfs. Comme on a réordonné la liste des ¢; lors de la
construction de W, ce cas ne peut pas se produire.

Donc, la définition de x a été héritée d'une espéce parent sp. Supposons
que Yy, tel que y <3 x, —~changed(y, x). Alors, d’apres le lemme 18, z n’est
pas affecté par les effacements ayant lieu aprés s,. Comme de plus on utilise
la forme normale des espéces parents, une redéfinition d’un tel y au niveau
de sp, aurait lieu avant le traitement de z, et x serait donc bien défini dans
nfs. Donc, Jy,y < 4 A changed (y, z). O

De plus, nfs est bien formée. En effet, les lemmes 10, 2 et 12 s’étendent
trivialement aux propriétés et aux théorémes, la fusion de champs non cal-
culatoires ne mettant en jeu qu'un nom de méthode a la fois. On peut donc
conclure de la méme maniére que dans la section précédente :

Théoreme 5 (Forme normale d’une espéce) Soit s une espéce bien for-
mée et bien typée définie par defspec. Il existe une espéce § en forme normale
et vérifiant les propriétés suivantes :
noms : N(nfs) = N(s) et D (nfs) C D (s)
— définitions : Vo € D (nfs), Bs(x) = Bpys()
Vo € D(s)\D(nfs),3y € [z, tel que
(y ¢ D (nfs)) ou (y € D (nfs) A changed(y, z)).
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Chapitre 4

Compilation vers OCAML : des
classes et des objets

Le développement initial de Foc [BHMR98, BHR00, Bou00] a été fait en
OcaMmL [LDGT02|. OcAML est un langage fonctionnel, développé a P'INRIA,
qui dispose d’un certain nombre de constructions facilitant la description des
especes et des collections de Foc. Par ailleurs, le langage de base de Foc
reprend les traits fonctionnels de OCAML. Outre cette parenté, les principaux
avantages du choix d’OCAML comme langage-cible de la partie calculatoire
de Foc sont les suivants :

la sémantique de OCAML repose sur des bases solides et bien étudiées,
y compris en ce qui concerne les traits objets (voir ci-dessous).

les traits orienté-objet et le systéme de modules permettent d’exprimer
les principales constructions de FOC tout en garantissant une certaine
validation du code généré par focc grace aux analyses du compilateur
OcAML (voir le chapitre 5).

OcaAML dispose d’un garbage collector trés efficace, permettant de gérer
la mémoire de facon automatique, ce qui est quasiment indispensable
dés qu’on fait tourner les algorithmes de calcul formel sur des données
de taille conséquente.

— enfin, le compilateur OCAML est capable de générer du code machine

trés performant pour une grande variété d’architectures matérielles.

4.1 Description d’OCAML

Le but de cette section n’est pas de faire une description compléte du lan-
gage OCAML mais d’introduire les deux constructions les plus importantes
du point de vue de FOC, qui sont les classes et les modules. En particu-
lier, on ne décrira pas le langage de base des expressions de OCAML (& des
différences syntaxiques pres, les expressions de FOC sont incluses dans ce
langage).

61
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4.1.1 Modules et abstraction

Un module est un moyen de rassembler différentes définitions de fonc-
tions et/ou de types au sein d’'un méme bloc de programmation. Il est par
ailleurs possible d’abstraire une composante de type d’'un module ou de ca-
cher certaines fonctions, qui ne seront alors plus visibles de ’extérieur. Par
exemple, on peut définir un module qui effectuera les opérations de base sur
des entiers modulo 7, tout en masquant aux fonctions extérieures au module
la représentation concréte des entités manipulées :

module Entiers_mod_7 :
sig
type ¢
val zero : ¢t
val un : ¢
val opp: t — ¢
val plus: ¢t -t = ¢
val mult : ¢t — ¢t — ¢
val of _t : ¢ — int

end

struct
type t = int
let zero — 0
let un = 1

let opp x — if x — 0 then 0 else 7 — x
let plus xy = (x + y) mod 7
let mult xy — (x * y) mod 7
let of .t x = x
end

La premiére partie de la définition, introduite par sig est la signature du
module : ce sont les seules informations qui seront visibles & ’extérieur du
module. Ici, Entiers_mod_7 définit un type abstrait t, deux constantes de
ce type, des opérations sur t, et une fonction permettant de retrouver un
entier a partir d’'un élément de type Entiers_mod_7.t.

A partir du mot-clé struct, on passe a I'implantation du module propre-
ment dite : on définit les fonctions exigées par la signature. OCAML va alors
vérifier que la signature et 'implantation sont cohérentes, c’est a dire :

— les champs mentionnés dans la signature doivent étre présents dans
I'implantation (il peut y avoir plus de champs dans I'implantation,
mais ceux qui n’apparaissent pas dans l'interface seront inaccessibles
de l'extérieur).

— les types inférés pour les définitions de "implantation doivent étre com-
patibles avec ceux qui sont déclarés dans la signature. Comme pour
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les régles SELF de Foc (27), on peut utiliser les définitions de types
de I'implantation pour unifier le type inféré et le type déclaré. Par
exemple, of _t a comme type o — «, qui peut étre instantié en t — int
puisque a l'intérieur de 'implantation t = int.

Pour en terminer avec cet exemple, on peut revenir un instant sur cette
fonction of _t. Elle n’a en effet pas un intérét calculatoire évident, mais est
en revanche indispensable d’un point de vue pratique : sans elle, il serait
toujours possible de faire toutes les opérations qu'on veut sur des entiers
modulo 7, mais il serait impossible d’en voir le résultat. Par exemple, si on
essaie d’évaluer zero :

# let x = Entiers_mod_7.zero;;
val x : Entiers_mod_7.t — <abstr>

on obtient bien un élément du type attendu ( Entiers_mod_7.t), mais la
valeur exact de cet élément n’est pas directement accessible, ce que OCAML
signale par <abstr>. of _t permet de trouver le résultat attendu

# let y — Entiers_mod_7.0f_t x;;
val y: int = 0

Plus généralement, 'utilisation de types abstraits suppose qu’on se donne
des fonctions permettant d’accéder a une représentation des objets de ce type
et, a 'inverse, de créer des objets de ce type. On retrouve cette approche en
Foc avec les fonction print et parse de l'espéce de base basic_object de
la librairie, que l'utilisateur peut redéfinir lorsqu’il décrit une espéce dont le
type support est connu.

4.1.2 La composante objet d’OcCAML

Parallélement aux modules, OCAML dispose de traits objets et permet
de définir une hiérarchie de classes, ainsi que de créer des instances des
classes dont toutes les méthodes sont définies. Une classe se compose essen-
tiellement de deux choses. D’une part, on trouve les variables d’instance, qui
ne peuvent faire référence a la classe proprement dite et ne sont pas acces-
sible en dehors de cette derniére. D’autre part, on dispose de méthodes, qui
peuvent étre virtuelles (abstraites) ou posséder une définition. Par ailleurs,
les classes peuvent posséder des parameétres de types auxquels les méthodes
font référence. Ainsi, on peut définir une classe représentant les fonctions de
OcAML :

class [’a,’b| func (f :’a — ’b)—

object(self)

val my_f = £
method app x =
print_endline "computing f...";
my_f x;
end
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Cette classe a deux paramétres de type, ’a et ’b. De plus, elle est abstraite
par rapport & une fonction f de type ’a — ’b. Cette abstraction sert a
donner la valeur de la variable d’instance my_f. Enfin, on définit une méthode
app, qui consiste a appeler my_f (donc f), aprés avoir affiché un message.

A partir de func, on peut définir une classe correspondant au cas oi ’a
et ’b sont égaux :

class [’c| endo (f1 :’c — ’c) —
object(self)
inherit [’c,’c| func f1
method iter n =
if n <= 0 then fun x — x
else fun x — self#app (self#iter (n—1) x)
end

Cette classe n’a plus qu’un paramétre de type. Elle hérite de func, dont on
instantie les paramétres de type, et qu’on applique & £1. De plus, on peut
définir la méthode iter, qui consiste & appliquer n fois la méthode app de
I'objet courant, représenté par self'.

Nous définissons maintenant une class wvirtuelle : cette classe contient
une méthode déclarée (dont on connait seulement le type), et on ne peut
donc définir d’objet appartenant & cette classe : il faut au cours de I’héritage
définir la méthode virtuelle.

class virtual [’a] ens_non_vide —
object

method virtual element : ’a
end

A T’aide de cette classe, on peut définir la classe des fonctions dont le codo-
maine est non vide.

class [’a,’b,’cl| func_non_vide (f : ’a — ’b)(e :’cl) —
object(self)

inherit [’a,’b|func f

constraint ’cl= ’a #ens_non_vide

method image_element — self#app(e#element)
end

Le deuxiéme argument de la classe, e, a le type ’c1, qui porte une contrainte :
ce doit étre au moins une implantation de ens_non_vide, c’est & dire un objet
comportant la méthode element. Cette contrainte est nécessaire pour que le
corps de la méthode image_element soit bien typé.

'Contrairement a Foc, self n’est pas un mot clé, mais une variable. Son nom est choisi
dans la clause object de la classe.
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Enfin, on peut donner un exemple d’héritage multiple, avec la classe des
fonctions opérant sur un ensemble non vide.

class|’a,’cll]endo_non_vide (f :’a — ’a) (e :’cll)—
object(self)

inherit [’alendo £

inherit [’a,’a,’cl|func_non_vide f e

constraint ’cll = ’a #ens_non_vide

method nieme_image n — self#iter n e#element

method image_element = self#nieme_image 1
end

Cette classe hérite a la fois de endo et func_non_vide. Dans ce dernier cas,
il faut instantier le troisiéme paramétre de type par un type répondant a la
contrainte. C’est le cas ici, puisque ’cl1 lui-méme porte la méme contrainte.
Notons enfin, qu’a chaque classe correspond un type de classe, inférer
par OCcAMIL, qui reprend la liste des méthodes de la classe avec leur type
(mais pas leur éventuelle définition). Il est aussi possible de définir des types
de classe indépendamment d’une classe. Ainsi, on aurait pu représenter les
ensembles non vide par un type de classe, de la maniére suivante :

class type [’a| ens_non_vide —
object

method element : ’a
end

Un type de classe peut hériter d’autres type de classes, et déclarer des mé-
thodes virtuelles.

4.2 Description informelle de la traduction de Foc
en OCAML

Comme on a sans doute pu le constater avec la section précédente, les
classes de OCAMI permettent une représentation relativement simple, du
moins au premier abord, des espéces de Foc. Chaque espéce sera représen-
tée par une classe, I'héritage entre espéces est représenté directement par
I’héritage entre classes et les parametres des espéces deviennent des para-
métres de classe.

Par ailleurs, le type support devient un paramétre de type, qu’il soit
abstrait ou concret. Dans ce dernier cas, une contrainte de type le liera a sa
représentation concréte, mais le fait de le présenter explicitement comme un
paramétre en permettra ’abstraction lors de la création des collections. De
méme, les paramétres de collection engendrent chacun deux paramétres de
type : un pour leur type support (toujours abstrait par définition) et un pour
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la classe a laquelle ils appartiennent. Une contrainte de type supplémentaire
lie les deux et signale & OCAML l'interface minimale que le paramétre doit
supporter.

Enfin, les collections sont représentées par des objets, c’est a dire par des
instances de la classe représentant ’espéce dont elles sont issues. Afin d’ob-
tenir ’abstraction du type support, ’objet en question est encapsulé dans un
module, qui comporte essentiellement deux champs, un type abstrait ¢ et un
objet de classe [t| espece_implantee. L’idée que ce sont les collections qui
sont des objets et non pas les entités qui forment ces collections est un des
éléments majeurs de la représentation des structures Foc en OcAML (voir
en particulier [BHRO00| et [Bou00|). De ce fait, les objets que 1'on obtient se
présentent comme des listes de fonctions qu’on peut appliquer aux éléments
du type support. Cette vision permet de s’affranchir des problémes liés aux
méthodes binaires dans les approches orientées objet classiques, et rapproche
Foc des mixins (constructions mélant modules et héritage).

4.2.1 Les espéces vues comme des classes

Nous allons maintenant examiner plus en détail la traduction d’'une es-
peéce s de FOC bien formée et bien typée en une classe de OCAML. Pour cela,
nous considérerons comme dans le chapitre précédent la définition suivante :

species s inherits s1,...,5, = ¢1 ... ¢, end

Chacune des espéces parents s; est reflétée par une déclaration inherit
en OCAMI, comme en FOC. De cette maniére, comme FoC et OCAMI, par-
tagent la méme convention sur I'héritage multiple (on sélectionne toujours la
derniére méthode dans I'ordre de 1'héritage), on peut se reposer entiérement
sur les mécanismes de OCAML pour la résolution de 1'héritage. Ainsi, seules
les méthodes des champs ¢; doivent étre traduites dans le corps de la classe
s. Une signature sera représentée par une méthode virtuelle, et une définition
par une méthode “normale”. Comme les méthodes OCAML peuvent s’appeler
librement les unes les autres, il n’y a pas lieu ici de faire la distinction entre
les méthodes récursives et les autres. De plus, les propriétés et les théorémes
ne sont pas conservés : ces champs ne sont présents que dans la traduction
vers COQ que nous verrons dans le chapitre suivant.

Par ailleurs, la traduction des expressions de FoOC se fait directement
en OCAML, a quelques variantes syntaxiques prés (par exemple, 'appel de
méthode est noté par un # et non un!). En revanche, les types ne peuvent
étre repris tels quels. Le type support de 'espéce est une variable ’t, de méme
que le type support de chaque parameétre de collection. Les parameétres eux-
mémes sont donnés comme paramétres de la classe, comme nous le verrons
plus loin (4.3.2).
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4.2.2 Un exemple de traduction

Afin d’examiner plus en détail la traduction, on peut reprendre I’exemple
de la hiérarchie donnée en introduction (section 2.2) et voir comment elle est
représentée en OCAML.

Tout d’abord, on définit I'interface correspondant & setoide, c’est a dire
pour OCAMTL un type de classe :

class type virtual | *t|setoidetype=
object(’self)
inherit | ’t |basic_objecttype
method different : (’t)— (’t)— bool
method virtual element : ’t
method virtual egal : (°t)— (’t)— bool
end;;
Comme on 'a déja dit, le type support de setoide devient une variable
de type ’t, tandis qu’on trouve dans le corps de la classe la clause inherit
qui permet d’importer les méthodes de basic_object. setoide introduit
trois méthodes supplémentaires. Deux d’entre elles, element et egal, qui
ne sont que déclarées dans I’espéce. En OcAMTI,, elles sont marquées comme
virtuelles. De ce fait, comme setoidtype contient des méthodes virtuelles,
la classe entiére est marquée virtual.
Aprés la définition de I'interface, on trouve la traduction de ’espéce pro-
prement dite, c’est a dire une classe a part entiére.

class virtual | 't |setoide =
object(sobj :’self)
inherit | ’t |basic_object
method virtual egal : (’t)— (’t)— bool
method virtual element : ’t
method different : (’t)— (’t)— bool—
fun (x: ’t)— fun (y: ’t)—
not_b (sobj#egal x y)
end;;
Cette fois-ci, on donne la définition de la méthode different, telle qu’elle
a été fournie en FOC. Bien que cela ne soit pas obligatoire pour la bonne
définition de la classe (OCAML pourrait trés bien inférer), on donne éga-
lement explicitement le type que doit avoir different, afin de garantir la
correspondance entre setoide et setoidetype.

Une fois la traduction de 1’espéce setoide effectuée, on trouve celle de
monoide, qui reprend exactement le méme principe (on ne montre que la
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classe correspondante, le type de classe étant trivial a inférer).

class virtual | ’t |monoide=

object(sobj :’self)

inherit | >t |setoide

method virtual multiplie: (’t)— (’t)— 't

method virtual un: ’t

method element : >t— sobj#multiplie sobj#un sobj#un
end;;

L’introduction du produit cartésien de deux setoides permet de voir le
traitement réservé aux espéces paramétrées. Commengons par l'interface :

class type | ’t, ’a, ’spec_a , ’b, ’spec_b |setoide_produittype=
object(’self)

constraint ’spec_a= ( ’a)#setoidetype

constraint ’spec_b— ( ’b)#setoidetype

inherit | 't |setoidetype

method print : (’t)— string

method element : ’t

method creer : (’a)— (’b)— ’t

method egal : (°’t)— (’t)— bool
end;;

Comme toutes les méthodes de setoide_produit sont définies, le type de
classe (et la classe correspondante comme nous le verrons juste au-dessous)
n’est plus virtuelle : on peut créer des instances de cette classe, c’est & dire des
collections. Par ailleurs, on peut noter la présence de 4 nouvelles variables de
type, soit 2 par paramétre de collection dans I’espéce. De plus, deux clauses
constraint spécifient que ’spec_a doit étre au moins un setoide (c’est a
dire une classe présentant les méthodes de setoidetype et éventuellement
d’autres) de type support ’a. Au niveau du type de la classe, ce sont les deux
seuls points qui distinguent une espéce paramétrée d'une espéce atomique. La
classe correspondante est par contre un peu différente de celle d'une espéce
paramétrée

class | ’t, ’a, ’spec_a, ’b, ’spec_b |setoide_produit
((--p-a, —_p-b) :(’spec_a)*(’spec_b))=

object(sobj :’self)
constraint ’spec_a— ( ’a)#setoidetype
constraint ’spec_b— ( ’b)#setoidetype
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constraint ’t = (’a)*(’Db)
inherit | ’t |setoide

method egal : (’t)— (’t)— bool=
fun (x: ’t)— fun (y: ’t)—
and_b
(__p_at#tegal (first x) (first y))
(__p_b#tegal (scnd x) (scnd y))

method creer : (’a)— (°b)— ’t=

fun (x: ’a)— fun (y: ’b)— crpx y
method element : ’t=

sobj#creer __p_a#telement __p_b#element
method print : (’t)— string= fun (x: ’t)—

sc "(" (sc (__p_a#tprint (first x))

(sc "," (sc (__p_b#tprint (scnd x)) ")")))

end;;

En premier lieu, on remarque la présence de deux paramétres pour la
classes, de type ’spec_a et ’spec_b. Comme on utilise des méthodes de
ces paramétres (dans le corps de egal par exemple), les contraintes de types
sont importantes : il faut indiquer quelles sont les méthodes qu’on s’autorise a
appeler sur __p_a et __p_b. La encore, on pourrait laisser OCAML inférer ces
contraintes, mais les mettre explicitement offre une garantie supplémentaire
sur la correction de I'analyse d’un programme FoOC par focc.

Par ailleurs, une troisiéme contrainte de type intervient. Elle est liée au
fait que le type support est défini dans l'espéce setoide_produit. ’t ne
peut donc pas avoir une forme quelconque, mais doit étre un produit. Cette
contrainte aussi pourrait étre inférée par OCAML. En effet, la définition de
egal impose que ses arguments, de type ’self d’apres la déclaration héri-
tée de setoide, aient le type ’a * ’b : 'emploi de first et scnd implique
un produit, et l'appel a __p_a#egal et __p_b#egal impose que la premiére
composante (respectivement la deuxiéme) soit le type support de __p_a (res-
pectivement __p_b). Comme on le verra plus loin, le fait que cette contrainte
n’apparaisse pas dans le type de classe correspondant reflete I'idée qu’il n’y
a que des decl-dépendances au niveau des types de méthodes. De plus, c’est
cette absence de contrainte qui autorise I'abstraction de type lors de la créa-
tion des collections (cf 4.3.7).

Passons maintenant & la définition du produit de deux monoides. Deux
points sont importants ici : 'héritage multiple et 1'héritage entre espéces
paramétrées. La encore, on ne montre que la classe, les différences avec le
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type de classe correspondant étant les mémes que pour le produit de setoide.

class | ’t, ’a, ’spec_a , ’b, ’spec_b |
monoide_produit ((__p_a, __p_b) :(’spec_a*’spec_b))=
object(sobj :’self)
constraint ’spec_a= ( ’a)#monoidetype
constraint ’spec_b— ( ’b)#monoidetype

constraint ’t — ’a*’b

inherit | >t |monoide

inherit [ ’t , ’a, ’spec_a, ’b, ’spec_b|
setoide_produit(__p_a , __p_b)

method un : >t— sobj#creer __p_a#un __p_b#un
method multiplie: (’t)— (°t)— ’t—
fun (x: ’t)— fun (y: ’t)—
crp (--p-a#multiplie (first x) (first y))
(__p_b#multiplie (scnd x) (scnd y))

end;;

L’héritage multiple se traduit par deux clauses inherit dans le corps de
’objet, avec bien sir le méme type support (’t) en paramétre dans les deux
cas. De plus, comme setoide_produit impose des contraintes de types a ’a
et ’spec_a, il faut que celles-ci soient respectées par les mémes paramétres
de monoide_produit. C’est le cas puisque tout monoide est aussi un se-
toide : la clause *spec_a= ( ’a)#monoidetype implique que I'instantiation
des parameétres dans I'héritage est correct.

Maintenant que nous avons toutes nos espéces, nous pouvons nous inté-
resser a la création des collections. Dans le premier cas, entiers doit encore
définir des méthodes par rapport a l’espéce monoide : on crée une classe
auxiliaire qui contient ces définitions (et le type de classe correspondant,
non représenté ici).

class | ’t |entiers —
object(sobj :’self)

constraint ’t — int
inherit | >t |monoide

method un : ’t= (1)

method multiplie: (’t)— (°t)— ’t— int_mult

method egal : (t)— (’t)— bool= base_eq

method print : (’t)— string— string of_int

method parse : (string)— ’t= int_of_string
end

7
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Ensuite, on passe a la création de la collection proprement dite. Ainsi
qu’on I’a dit, elle est encapsulée dans un module

module Entiers :

sig
type rep
and stype= rep monoidetype
val obj : stype

end

struct
type rep = int
and stype— rep monoidetype
let obj = (new entiers :>stype)

end

Ce module a trois composantes :
1. le type rep, type support de la collection, qui est abstrait.

2. le type stype qui est le type de 'objet représentant la collection, soit
en termes FOC l'interface que cette collection implante. On peut re-
marquer qu’il s’agit bien d’un monoide et pas d'un entiers.

3. 'objet lui méme, converti en un objet de type stype, afin de réaliser
effectivement ’abstraction de type. On peut dés lors appeler toutes les
méthodes de monoidetype sur obj.

Il convient de remarquer que ’abstraction de rep n’est possible que parce
que la variable de type ’t est présente dans toutes les classes, y compris
quand le type support est parfaitement défini (dans entiers). Si dans cette
derniére classe on utilisait directement int & la place de ’t, il serait impos-
sible de réaliser I'abstraction par rapport a ’t. De plus, les contraintes liant
le type support a sa représentation concréte ne doivent effectivement pas
apparaitre dans les types de classes. En effet dans la signature du module,
rep est abstrait. Il est impossible de savoir s’il vérifie ces contraintes ou non.

Par ailleurs, le type stype n’est pas abstrait : c’est ce type qui nous
renseigne sur les méthodes de Entiers.obj, c’est & dire qui nous permet
d’appeler sur I'objet en question toutes les méthodes de monoidetype.

Enfin, le module Entiers2, qui représente I'implantation d’une espéce



72 CHAPITRE 4. DE FOC A OCAML I

paramétrée, est défini de la maniére suivante :

module type Entiers_2:
sig
type a_t —Entiers.rep
and aspec = Entiers.stype
and b_t —Entiers.rep
and bspec = Entiers.stype

and rep
and stype= (rep , a_t, aspec , b_t, bspec )
monoide_produittype
val obj : stype
end

struct
type a_t —Entiers.rep
and aspec = Entiers.stype
and b_t —Entiers.rep
and bspec = Entiers.stype

and rep — (a_t*b_t)
and stype— (rep , a_t, aspec , b_t, bspec )
monoide_produittype
let obj =
(new monoide_produit(Entiers.obj,Entiers.obj) :>stype)
end
Si les trois derniers champs sont & peu prés identiques & ceux de Entiers,
a l'exception du fait qu’il faut bien siir fournir plus de parameétres de types
dans la définition de stype, on peut noter la présence de plusieurs autres
champs de type, correspondant & l'instantiation des deux parameétres a et b
de monoide_produit. Plus précisément, on définit deux champs de type par
paramétre : un pour le type support et un pour le type de classe représen-
tant le paramétre. Ici, le type support a_t doit rester concret si on veut que
Entiers_2 puisse communiquer avec Entiers : si ce type était abstrait, il se-
rait impossible d’utiliser creer, qui prendrait en argument des éléments d’un
type abstrait, pour lequel on ne dispose d’aucun constructeur. Il s’agit donc
de partager des contraintes de types, comme avec la construction OCAML

with type a_t — Entiers.rep

présente en particulier lors qu’on utilise des foncteurs, afin de partager des
informations de types entre 'argument du foncteur et le module résultat.
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4.3 Formalisation de la traduction

Nous allons maintenant présenter de maniére plus systématique la tra-
duction d’une espéce FOC en une classe OCAML, et d’une collection en un mo-
dule. Pour cela, on va suivre les différentes composantes d'une classe OCAML,
dans l'ordre ou elles apparaissent syntaxiquement :

1. les paramétres de types et les paramétres de la classe
2. les contraintes de type

3. T'héritage

4. les méthodes

5. les modules et collections

Dans le chapitre 5, on verra qu’une espéce bien typée est traduite en une
classe typable par OCAML, ce qui offre une certaine garantie sur le compila-
teur FOC lui méme.

Notation 9 Nous considérerons dans la suite une espéce de la forme sui-
vante :

species s (c1 . i1, ..., Cp, « lp,)
inherits si,....sp, —
b1
bm ;

end

avec « = {in, is}.
Cette définition sera notée deffoc. Par ailleurs, la traduction des construc-
tions FOC sera notée FOC — OCAML.

4.3.1 Les expressions de base

Comme on I’a déja dit, les expressions de base de FOC ont une traduction
immeédiate en OCAML. Cette traduction est donnée dans la figure 4.1.

4.3.2 Les paramétres des espéces FocC
Parameétres de type des classes OcAML

En premier lieu, il faut donner la liste T(s) des variables de type qui sont
utilisées dans le corps de la classe. De plus, on garde une trace des variables
associées aux différents paramétres. Pour cela, on définit une fonction ¥ qui
a tout nom de paramétre a associe une paire de variables de type (p, o), ou p
est la variable correspondant au type support de a et o celle correspondant
a 'interface de a. Ce role sera précisé lorsqu’on s’intéressera aux contraintes
de type au sein d'une classe (section 4.3.3).
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!
e—>e

T —> clx — cHx -
funz 2e—-funz —e

61—‘>€,1 62—‘>€,2

let z=e;iney — let z =€ in €
1 2 1 2

e —» €} ey —> € f—=1r Vi, e; — €}

let rec 7 = e in ey —» let rec z = €] in ¢ flet,....en) = (fej...el)

Fi1G. 4.1 — Traduction des expressions de base

Définition 37 (Variables de type d’une classe) Soit une espéce s défi-
nie comme ci-dessus, de parameétres ci,...,cp, On définit T(s) a partir de
la fonction auziliaire Tl qui domne la liste des variables de type liées auz

paramétres :

,obET(er vty ey Cp, adp,) =% LET(I) =%
10 o (pl 2] pﬁf 7pf) ,CFT(@) :m ( )

T(s) =T U {self — (p,0)} LET(cinTl)=%

p¢L o¢ L LopokETl) =%
LET(cisil)=FTU{c— (p,o)}

Pour tout ¢ € T(s), on définit

plc) = fst(T(s)(c)) et o(c) = snd(T(s)(c))

Remarque 1. Avec cette définition, on dispose d'une variable p(self) repré-
sentant le type support de l'espéce courante, et d'une autre, o(self), iden-
tifiant l'interface de I'espéce qu’on est en train de traduire. Dans la version
de base de FOC cette seconde variable n’est pas utilisée, mais certaines ex-
tensions sont amenées & travailler sur self en tant que collection a part
entiére (section 8.4).

Traduction des types

Une fois qu’on dispose de ’environnement T on peut proposer une tra-
duction des types des méthodes FOC en OCAML. Pour cela, outre ¥ on prend
en compte C, la liste des collections existantes au moment ot on type l'espéce
Foc.
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Définition 38 (Traduction des types Foc)

TCHET — 1 TLCHT— 1ty o libre dans T ce®
TlET =1 —t ot TCha—d T,CF c— p(c)
c¢ ¥ ceC

T,CF c— Mod(c).rep

o, Mod(c) est le nom du module correspondant & ¢ dans la traduction
OcAML tel qu’il est défini ci-dessous (def.50)

Les variables de type FOC doivent étre transformées en des variables de type
fraiches en OcAMTI, c’est & dire n’apparaissant pas dans les paramétres de
type de la classe qu’on est en train de construire. Par ailleurs, le type support
d’'une collection FOC ¢ peut étre traduit de deux maniéres différentes :
Si ¢ est un parametre de I'espéce courante, on utilise la variable p(c)
correspondante.
Si ¢ est une collection existante, on utilise le champ du module corres-
pondant.

Arguments d’une classe

Outre des variables de types, la classe représentant une espéce paramétrée
s prend en argument des valeurs dont le type peut inclure certaines des
variables de ¥ :

Définition 39 (Traduction des paramétres des espéces)

TCHI—T TCHT—t
TCrzinT,l—>x:tl

TCHO)—0

TCHl—=1I' ce%
T.Ckcisi,l—c:o(c),l

On peut d’ores et déja s’assurer que pour une espéce bien typée, la tra-
duction n’échoue jamais :

Lemme 20 (Traduction des parameétres d’entités) Soit s une espéce
définie par deffoc, telle que le paramétre j (j < k) soit un paramétre d’entité.
On note ¢j = x et i; = 7 le nom de ce parameétre et son type. Alors si s est
bien typée dans l’environnement C,E, T, %, il existe un type OCAML t tel que

T(s),CFT —1

Preuve. D’apreés la définition 23, 7 est bien formé dans le contexte C' com-
posé de C et des parameétres de collection ¢;, avec 4 < j. Donc tous les noms
de collection ¢ apparaissant dans 7 sont soit des parameétres de collection de
s, soit dans C. Dans les deux cas, il existe t tel que ¢ — ¢ . [J
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Lemme 21 (bonne définition de la traduction) Soit s une espéce défi-
nie par deffoc ayant au moins un paramétre (k > 1) et bien typée dans l’en-
vironnement C,E, %, T'. Il existe une expression OCAML e telle que %(s),C
Cj-lj —>e

Preuve. Immédiat par induction sur k. On a vu dans le lemme précédent
que la traduction de chaque type de paramétre d’entité donnait un type
OcAML. Par définition de %(s), T(s)(c) existe pour tous les paramétres de
collection : dans les deux cas, la traduction donne un résultat. [J

4.3.3 Contraintes de type

Apreés avoir défini les variables de types de la traduction, il faut retrouver
les contraintes qui les lient entre elles. Ces contraintes sont de deux sortes :
celle qui concerne le type support quand ce dernier est défini dans s et celles
qui concernent les paramétres de collection. Dans le premier cas, il suffit
de traduire la représentation du type support en OCAML. Dans le second,
il faut distinguer deux types d’interfaces : des interfaces atomiques, ou des
interfaces instanciées par des paramétres.

Définition 40 (Contraintes sur le type support) Soit s une espéce dé-
finie par deffoc, on définit la contrainte de type sur le type support rep de s
de la maniére suivante :

By(rep)
C(rep)

1 Bs(rep) =1 T(s),CET—1
0

C(rep) = constraint p(self) =t

Lemme 22 (Bonne définition de la contrainte du type support)
Soit s définie par deffoc, si s est bien typée, C(rep) existe.

Preuve. Il y a trois cas a examiner :
rep est déclaré dans s : c’est le premier cas de la définition.
— rep est défini au niveau de s (et non pas hérité) : on conclut comme
dans le lemme 20 que la traduction de 7 est correcte
— rep est hérité d’une espéce parent s; : la remarque 6 permet de conclure
comme dans le cas précédent. Si s; est paramétrée, on effectue les
substitutions de parametres, de sorte que Bg(rep) est bien formé dans
I’environnement de s.
O
Avant d’aborder la traduction des contraintes de type liant p(c) et o(c)
pour un paramétre de collection ¢, il faut se donner une définition annexe
permettant de gérer le cas ou l'interface I du parameétre ¢ n’est pas atomique :
la contrainte correspondante ne va pas lier uniquement p(c) et o(c), mais
inclure d’autres types. Pour cela, on utilise la fonction - ® - qui & une liste de
paramétres et d’instantiations correspondantes associe des types OCAML :
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Définition 41 (Instantiation des contraintes de type)

TCHFLOlI=y
TCEH (zinT,l1)® (e la) =7

TCHOIOD=0

T,Cl‘l]@lgz’y €T
T,CF (1 is I,11) © (e2,l2) = p(c2),0(c2),y

‘Z,C"l]@lgz’y CQ¢‘I e eC
T,CF (c1 35 1,11) ® (ca,l2) = Mod(c2).rep, Mod(cz2).stype, y

Remarque 2. Comme un paramétre de collection ne peut étre instantié que
par une collection existante, les deux régles concernant les paramétres de
collections sont suffisantes pour définir ©.

Définition 42 (Contraintes de types sur les paramétres) Soit s une
espece définie par deffoc, on définit les contraintes des types des paramétres
de s de la maniére suivante :

2(s),C,.EFC() =&

Z(s),C,EFCW0) =0 TCEFC(zx inTl) =k

T(s),C,EFC() =k EI)=(c1 « t1,...,cp « tg)defs
T(s),C,EF 1 - t1yeyck - tkQay..a =7y
T,C,EF Cle is I(ay,...,ax),1) = constraint o(c) = (p(c), p)C*(I), K

ot C*(I) est linterface associée a I dans la traduction QOCAML (voir 4.3.6)

Lemme 23 Soit s une espéce définie par deffoc et bien typée dans l'environ-
nement C,E,3, . Alors il existe une suite de contraintes ¢ telle que

‘I(S),CI—C(C] . i1,...,ck . ’lk) :gb

Preuve. Par récurrence sur k. Les paramétres d’entité ne pose pas de pro-
bléme. Pour les paramétres de collection, il faut distinguer ceux qui ont une
interface atomique de ceux qui ont eux-mémes des paramétres qu’on instan-
tie. Si le j-iéme parameétre est un parametre de collection de la forme c; is iy,
dans tous les cas, par définition de T, on a ¢; € T(s). Si i; est atomique,
cela suffit pour conclure : p(c;) et o(c;) sont bien définis. Sinon, on raisonne
par récurrence sur le nombre de parameétre de 7;. s étant bien typée, i; est
instantiée par le bon nombre de paramétres (régle COLL-PRM) : les deux
arguments de ® ont la méme taille. De plus, les instantiations sont toutes
bien typées et, comme dans le lemme 20, les collections apparaissant dans
les instantiations des parameétres sont nécessairement dans T(s) UC, donc ®
renvoie bien une liste d’instantiation de variable de type, et C une contrainte
supplémentaire. [J
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4.3.4 Héritage

Aprés les contraintes de type, on trouve les clauses concernant 1’'héritage.
Comme précédemment, il faut procéder a I'instantiation des paramétres de
type lorsqu’on hérite d’espéces paramétrées. Par ailleurs, il faut distinguer
ici les deux traductions, de l'espéce proprement dite vers une classe, et de

I'interface correspondante vers un type de classe. Cette derniére est notée

—t,

Définition 43 (Héritage entre types de classe) Soit s une espéce défi-
nie par deffoc. on définit les héritages du type de classe de s de la maniére
susvante :

E(sn) = (e1 + t1,.scpp  tn,)defs
T(s),C,EFer vty vty Oer, ey, =
‘Z(s),C,E - Sh(ela "'7ehf) —! inherit [p(rep),’y]ct(sh)

Cl(sp) représentant le nom du type de classe correspondant & sj, dans la
traduction (cf section 4.3.6)

Définition 44 (Héritage entre classes)
Soit s une espéce définie par deffoc. on définit les héritages de la classe de s
de la maniére suivante :

E(sp) = (1 - b1y Cpy tpf)defs
(I(S),Cl—cl . tl,...,cpf . tpf(Del’_,,,epf =y Vp,ep—ve

l
p

/

%(s),C F spler, ..., ep,) — inherit [p(rep),v]C(sh) (€], - €p)

C(sp) représentant le nom de la classe correspondant & sj, dans la traduction

(cf section 4.3.6)

Lemme 24 si s est bien typée, ses héritage de classe et de type de classe
sont bien définis.

Preuve. Immeédiat par récurrence sur le nombre d’espéces dont hérite s et
le nombre de paramétres de chacune d’entre elles. [

4.3.5 Meéthodes définies et virtuelles

Comme on I'a déja dit, seules les méthodes déclarées ou définies dans
lespéce s elleeméme sont traduites dans le corps de C(s). Les champs sig
sont traduits par des méthodes virtuelles, et les champs let et let rec par
des méthodes concrétes. Par ailleurs, comme dans la section précédente, on
est amené a distinguer les deux cibles de la traduction, c’est & dire le type
de classe et la classe.
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Définition 45 (Corps d’un type de classe)
Soit s une espéce définie par deffoc. On définit les méthodes du type de
classe de s de la maniére suivante :
T(s),CF® - @ T(s),C 1 ="t
%(s),C & sig z in 7;® —' method virtual = : t; ®’

T(s),CHO -0

T(s),CF® - & T(s),C T 't
T(s),C+ let z in 7 = e; ® —' method x : t; D’

T(s),CF® - & Vi, T(s),C -1 =t

T(s),C F let rec z; in 7; = e;; ® —' method z; : t;; @'

Définition 46 (Corps d’une classe) Soit s une espéce définie par deffoc.
On définit les méthodes de la classe de s de la maniére suivante :
T(s),C D — T(s),CHT—t

T(s),CHFD—-0
(5) Z(s),C t sig z in 7; ® — method virtual = : t; ®'

T(s),CHd - @ T(s),CHT —1 Z(s),Cke—¢
Z(s),CkFlet x in T = e;® — method z : t = ¢'; @'

T(s),CHd — @ Vi, Z(s),C 1 — t; Vi, Z(s),C F e; — €]

)

%(s),C + let rec z; in 7; = ¢;; ® — method z; : t; = e;; o’

Lemme 25 Si s est bien typée, la traduction de ses méthodes est bien défi-
nie :

A0, T(5),C,E - Gr..py —> P

Preuve. Immeédiat par cas sur les champs ¢;. [J

4.3.6 Traduction compléte d’une espéce

Nous avons maintenant toutes les composantes d’une classe OCAMI re-
présentant une espéce FOC donnée. Il reste & examiner comment les ras-
sembler pour obtenir une définition compléte de classe et de type de classe.
Pour cela, on se donne deux fonctions, C(.) et C!(.), qui associent & tout nom
d’espéce de FOC un nom d’une classe syntaxique différente de celles de Foc.
De plus, il faut marquer comme virtuelles les classes qui ne définissent pas
toutes leurs méthodes (héritées ou non).

Définition 47 (Type de classe représentant une interface)
Soit s une espéce définie par

species s(prms) inherits inh — @
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On définit le type de classe de son interface de la maniére suivante :

N(s) =D(s)
L(prm) =7 C(prm) = & inh —' o ' M Cl(s) =5
s —! class type [p(self), n]s' = object k 1 M end
N(s) # D (s)
L(prm) == C(prm) =k inh —' o - M Cl(s) =+
s —' class type virtual [p(self), n]s' = object k « M end

Définition 48 (Classe représentant une espéce) Soit s une espéce dé-
finie par :

species s(prms) inherits inh — @
On définit la classe représentant s de la maniére suivante :

N (s) =D (s) prm — f L(prm) =m C(self) ==o
C(prm) = & inh — 1 b —- M C(s) = s Mod (self) = this
s — class [p(self), w]s' (arg) = object(self) o kK« M end

N(s) #D(s) prm — f L(prm) == C(self) ==o
C(prm) = & inh — 1 b —- M C(s) = Mod (self) = this

s — class virtual [p(self), 7]s' (arg) = object(self) o k 1 M end

4.3.7 Modules et traduction d’une collection

Comparées aux espeéces, les collections se traduisent beaucoup plus sim-
plement : la seule difficulté consiste a trouver les termes représentant les
instantiations de paramétres lorsque la collection implante une espéce para-
métrée. Toutefois, on peut remarquer que ce travail a déja été fait lors de la
traduction de I’héritage : la seule différence est qu’ici les instances des para-
metres de collections sont forcément des collections déja existantes (c’est a
dire dans C), une collection n’ayant pas de parameétre.

Définition 49 (types utilisés dans les modules) Soit ¢ une collection
définie par :

collection ¢ implements s(ei,....e;,)

Y

On définit les types utilisés dans le module représentant ¢ (types(c)) et le
type de module représentant c (types(c)), et la fonction auxiliaire @ de la
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maniére sutvante :

Cl—lllﬂlgzl’

CHIm0 =
hed =0 Cr(zin 1) & (el) =1

Crhmilp=1 ceC Mod(c) =C r(z) = z, i(r) = xg
Cr (zisi,l1) B (c,l3) = 2z, = C.rep and z; = C.stype and I’

5(8) = (C] . t1,...,cpf . tpf)defs
C l_ Cl = t],...,Cpf . tpf ] 617""epf =«
Vp tel que ¢, parameétre de collection, r(cy) = 1) et i(cy) = sp

E,C F types'(c) = type rep and o and stype = (rep, {ry, s,})C'(s)

E(s)=(c1 « t1,escp, « by, )defs
Cher vty « tp Ber, ey, = CF Bs(rep) —
Vp tel que ¢, parameétre de collection, r(c,) =, et i(¢;) = s;

E,C F types(c) = type rep =7 and a and stype = (rep,rp, 5,)C'(s)

Pour définir le module correspondant, on se donne en outre une fonction
Mod(.) qui & un nom de collection associe un nom de module de OCAML
(c’est a dire commengant par une majuscule).

Définition 50 (Module représentant une collection)
Soit ¢ une collection définie par :

collection ¢ implements s(ej,...,e_{p_f})

On définit le module représentant ¢ de la maniére suivante :

Mod(c) =C
EC F types'(c) = oy E,C+ types(c) = ay Vi, a; — a;

¢ — module C :
sig a1 wval obj : stype struct as let obj = (new C(s)(a}, ..., a}) :> i(self))

4.4 Optimisations : variables d’instance

La traduction proposée ci-dessous ne fournit pas toujours un codage opti-
mum de la hiérarchie mathématique, en raison d’une différence fondamentale
entre les objets de OCAML et les collections de Foc. Ces derniéres sont sta-
tiques : elles représentent une implantation particuliére —donc un modéle
particulier  d’une certaine structure algébrique. Au contraire, un objet de
OcaML |[RV98| est une entité complétement dynamique : il posséde un état
interne, que ses méthodes peuvent manipuler, et qui est donc susceptible
d’évoluer au cours de I'exécution d’un programme. De ce fait, aucune mé-
thode d’un objet de OCAML ne peut étre considérée comme constante. En
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effet, elle prend implicitement en paramétre 1’état courant de I'objet. Ainsi,
dans le code suivant :

class a =
object
val y = 2
method x : int = 40 + y
end

let a_inst = new a

Chaque appel & a_inst#x provoquera une nouvelle évaluation du corps
de la méthode, pour tenir compte d’un possible changement de 'état interne
de a_inst. Dans la classe issue de la traduction des espéces de FocC, cette
réévaluation est inutile, puisque les objets obtenus n’ont pas d’état interne :
la valeur des constantes est fixée au moment ot on crée une collection, c’est &
dire pour OCAML une nouvelle instance de la classe. Or un certain nombre de
ces constantes sont le résultat de calculs importants. En particulier, certaines
méthodes de FOC créent une nouvelle collection. Par exemple, une implan-
tation récursive des polynoémes & plusieurs variables contient une méthode
spéciale :

species polynomes _multivaries(A is anneau) inherits anneau ... =

let updom — polynomes_univaries(self);

permettant de passer d'un ensemble A[Xj,..., X,] de polynomes a n va-
riables, & un ensemble de polynémes a n+ 1 variables A[ X7, ..., X,,|[Xp41] =
A[Xq, ..., Xpn, Xpt1], - Elle est utilisée par les différentes opérations sur les
polynomes (addition, multiplication, ...) pour se placer automatiquement
dans le “bon” espace de variables —par exemple, pour additionner X et Y,
il faut travailler dans A[X,Y]. En OCAML, cela aboutit a créer une nouvelle
instance de la classe des polynémes. Compte tenu du cott lié a la création
d’un nouvel objet, il est important de minimiser le nombre d’instances ef-
fectivement créées. Nous allons maintenant examiner différentes possibilités
permettant de ne pas réévaluer a chaque appel des corps de méthodes dont
la valeur est fixée & la création de 'objet.

4.4.1 Variables d’instance

En OcaML, I’état interne des objets est stocké dans des variables d’ins-
tance, qui sont initialisées lors de la création d’un objet, et ne peuvent plus
étre accédées ensuite que par I'intermédiaire des méthodes de 'objet en ques-
tion. A premiére vue, elles semblent donc bien répondre a notre probléme.
Toutefois, on ne peut les utiliser telles quelles. En effet, ces variables ne
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peuvent faire référence aux méthodes ou aux variables de la classe qu’on
veut créer : leur définition ne peut faire appel qu’a des entités définies aupa-
ravant. Ainsi, dans le code FOC suivant :

species nat_ring —
rep — nat;
let zero in self = 0;
let succ in self — self — fun x — (S x);
let one = self !succ(self lzero);
end

one dépend de zero et succ, et le code OCAMI, suivant n’est pas correct,
car I’expression définissant la variable d’instance one se refére & I’objet self,
qui ne fait pas partie de son contexte d’évaluation.

class nat_ring —
object(self)
val zero — 0
val one = self#succ zero (* ERREUR #)
method get_zero — zero
method succ = fun x =+ S x
method get_one — one
end

Une solution consisterait & retarder 1’évaluation du corps de one jusqu’a
ce que l'objet soit effectivement créé et ses méthodes accessibles. Toutefois,
OcAML exige que toutes les variables d’instance soient initialisées : il faut
donc donner une valeur temporaire & one, qu’on modifiera une fois, durant la
phase d’initialisation de ’objet correspondant. Pour cela, nous avons étudié
trois possibilités :

Type option Le type option est un type somme a deux constructeurs :
None, d’arité 0 et Some qui attend un argument. On donne a one la valeur
None, et on modifie le code de la méthode get_one, qui effectuera 'initiali-
sation lors du premier appel. Lors des appels suivants, la variable one aura
sa valeur définitive, et on n’aura plus aucun calcul & faire (hormis le filtrage
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de get_one). On obtient alors la représentation suivante :

class nat —
object(self)

val mutable one — None

method get_one —
match one with
None — (* premier appel : ¢l faut initialiser *)
let x = self#succ zero in
one <— Some x; X
| Some s — s

end

Cette méthode présente toutefois trois inconvénients :
get_one n’est pas un simple appel a la variable one, et on effectue
un pattern-matching “inutile” a chaque appel a get_one. Toutefois, ce
colit n’est pas énorme en pratique.
Il n’est plus possible d’utiliser directement one dans les autres mé-
thodes de nat : il faut obligatoirement passer par get_one (ou déplier
le filtrage). La encore le coiit supplémentaire ne semble pas rédhibitoire
en pratique.
Enfin, cette solution s’adapte assez mal au cas ot on cherche a définir
plusieurs méthodes mutuellement récursives, comme cela peut arriver
avec les méthodes renvoyant des collections. L’initialisation de 1'une
d’entre elles risque de provoquer une boucle infinie de la forme :

class foo —
object(self)

method get_x —
match x with
None — ... self#get_y ...
| Some x — x
method get_y —
match y with
None — ... self#get_x ...
| Some y — y

end

initializer Une seconde possibilité consiste & se passer d’intermédiaire,
et & donner directement la valeur de la variable au moment de la création
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de l'objet. En effet, on connait un ordre dans lequel initialiser les variables
d’instance ainsi créées. Il suffit pour cela de regarder les résultats de ’analyse
de dépendance (cf 3) faite sur le code Foc. Il existe un moyen de passer
cette information au compilateur OCAML. En effet, chaque classe est libre
de définir un initializer [LDGT02], qui est une expression qui sera évaluée
a chaque création d'un objet de cette classe, a la fin de l'initialisation, c’est
a dire & un moment ol self est présent dans le contexte d’évaluation.

On définit tout d’abord une classe qui sera la racine de la hiérarchie
Ocawm1. Elle définit une méthode __init qui par défaut ne fait rien, et
utilise initializer pour que
objet implantant init.

_init soit appelée & chaque création d’un

class init =
object(self)
method private __init () = ()
initializer self#__init ()
end

Dés lors, chacune des classes traduites de FOC peut redéfinir __init
pour initialiser ses variables d’instance suivant l'ordre défini par ’analyse de
dépendance pour l'espéce correspondante. Si on reprend ’exemple de nat,
on va obtenir le code suivant pour la traduction de one :

class nat —
object(self)
inherit init

val mutable one — Obj.magic()
method get_one = one

method private __init () = one <— self#succ zero
end

11 faut utiliser la construction Obj .magic de OcAaML, fonction de type o — f.
Appliquée & () 'unique élément du type unit, elle permet d’obtenir un élé-
ment de n'importe quel type, et donc de passer la phase de typage d’OCAML.
Cependant, on ne peut pas utiliser cette construction n’importe comment.
En effet, tenter d’accéder & une variable dont la valeur serait effectivement
Obj.magic () provoquerait l'arrét brutal du programme.

Ici, cette utilisation est légitimée par les analyses faites par le compilateur
Foc. La séquence d’initialisation (le corps de la méthode init) se fait en
respectant ’ordre donné par ces analyses, de sorte qu’aucune variable n’est
utilisée alors que sa valeur est encore 0bj.magic ().
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Plus précisément, considérons une espéce e dont la forme normale est
{zi,7i,d; }i=1.n. Solent k1 < kg < ... < ky, les indices tels que Tk, Soit une
constante et di; # L. On définit __init de la maniere suivante :

method private __init ()= xg, <-dg, 5 ... Tk,, < di,, 3

Par hypothese, 'évaluation de di; ne dépend que des z;, avec 1 < kj;. Ces
derniéres sont représentées en QOCAMTI soit par des méthodes, soit par des
variables d’instance, s’il existe n tel que ¢ = k,,.

— Si z; est traduite par une méthode, ’appel a z; est correct, dans I'envi-
ronnement ol __init est exécuté, c’est & dire au moment de la création
d’une nouvelle instance d’une classe héritant de e. En effet, on ne peut
définir d’'instance d’une classe que si toutes les méthodes de cette der-
niére ont recu une définition : les éventuelles méthodes encore virtuelles
de e sont alors définies.
si z; est traduite par une variable d’instance, on a1 = k,, < k;. D’apres
la définition de __init, zj, arecu sa définition au moment ot on évalue
di;, et I'appel a xy, est correct : on ne cherche pas a accéder a une
variable dont la valeur est Obj.magic ().

Cette approche est plus efficace que 'utilisation d’un type option : il
n’y a plus de pattern matching, et les méthodes de la classe peuvent appeler
directement les variables d’instance. Expérimentalement, on constate un gain
d’environ 20 a 25 % par appel. Toutefois, cela ne résout pas le probléme
des méthodes explicitement signalées comme récursives par le programmeur
Foc. Nous allons maintenant examiner le moyen de régler ce dernier cas.

Appels paresseux Une derniére possibilité consiste & utiliser le module
Lazy de OCAML. Le role de ce module est de créer des suspensions, c’est
a dire de retarder 1'évaluation d’une expression au moyen du mot-clé lazy,
jusqu’a ce qu’on demande explicitement & utiliser sa valeur par un appel a
Lazy.force. Cette fonction teste si son argument est une valeur (dans ce cas
elle la renvoie directement) ou une suspension, qu'il reste a évaluer.

class nat —
object(self)
inherit init

val mutable one = Obj.magic()
method get_one =
try Lazy.force one

with Lazy.Undefined — ...

method __init = one <— lazy self#succ zero
end
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Le principal avantage de cette solution sur l'utilisation d’un type op-
tion est que Lazy est capable de détecter une éventuelle boucle (un appel a
Lazy.force sur la suspension qu’on est en déja en train d’évaluer), levant
alors ’exception Undefined, qui peut éventuellement étre rattrapée. C’est
donc la solution qu’on retiendra lorsqu’on se trouve & l'intérieur d’un bloc
let rec de Foc, pour lequel 'analyse de dépendance ne donne pas d’indica-
tion sur I'ordre dans lequel initialiser les variables. Par contre, on n’évite pas
les surcoiits liés aux appels de méthodes. De plus, comme dans le cas précé-
dent, on ne peut donner de valeur initiale a one, et il faut utiliser 0bj .magic.
Ici, c’est 1'utilisation de lazy qui garantit qu'on n’accéde pas & une variable
non initialisée : aucun calcul n’est fait avant la fin de la phase d’initialisation,
qui se contente d’affecter des suspensions & chacune des variables d’instance.

4.4.2 Meéthodes locales

Foc offre également la possibilité de définir des méthodes locales. Ces
méthodes ne sont accessibles qu’au sein de I’espéce ot elles sont définies, mais
n’apparaissent pas dans l'interface correspondante, et ne sont pas prises en
compte lors de ’héritage. Elles correspondent donc & des fonctions utilitaires,
utilisées par les autres méthodes, mais invisibles en dehors de ’espéce. Deux
possibilités de traduction sont offertes :

En faire des variables dont la portée est le corps de la classe OCAML
correspondant & ’espéce. C’est la méthode qui a été utilisée lors du
premier développement de la librairie FOC directement en OCAML par
Renaud Rioboo.
— définir une variable locale dans chaque méthode qui y fait appel (i.e.
qui en dépend).
Par exemple, si on part de ’espéce suivante :

species a =
let x — 1;
local let y — self!x + 1;
let f(z)=selfly + z;

end

On obtiendra dans le premier cas :

class a =

letyx —x+ 1in
object(self)

val x — 1

method f z = (y self#x) + z
end

Les dépendances des méthodes locales deviennent ainsi des arguments sup-
plémentaires & fournir & chaque appel. En effet, y ne peut appeler self : ce
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nom n’existe pas dans l'environnement ot est défini y. Cette abstraction n’est
pas nécessaire dans le second cas, ol y va étre défini seulement a l'intérieur
de £ :

class a —
object(self)

val x — 1

method f z = let y = self#x + 1iny + z
end

Cette seconde voie permet de limiter la portée de ces méthodes locales
aux endroits ou elle sont effectivement utilisées, et réduit le nombre d’ap-
pels de fonctions nécessaires, puisqu’on n’abstrait plus y par rapport a x. En
contrepartie, cela aboutit & dupliquer des définitions. Des tests sont néces-
saires pour départager les deux approches.

4.4.3 Davantage de variables d’instance

Comme il est remarqué dans |Ler90], il n'y a pas que les constantes qui
peuvent étre évaluées lors de la création d’un objet. Il peut également étre
intéressant de forcer I’évaluation partielle du corps d’'une fonction, quand
cette derniére ne commence pas par une A-abstraction, mais par une ou
plusieurs liaisons locales. Par exemple, dans le code suivant :

species a =
rep — int;

let £ in self — self —
let x = 40 + 2 in
funy —
x *y;
end

Il n’y a pas besoin de connaitre 'argument de £ pour calculer la valeur
de x. Ainsi, si on traduit f en une variable d’instance, x ne sera évalué qu’au
moment de la création d’un nouvel objet, alors que si on en fait une méthode,
il sera réévalué a chaque appel. Notons que ce cas se produit aussi lorsqu’on
déplie les méthodes locales comme expliqué dans la section précédente.

De méme que dans le cas des constantes, ’analyse de dépendance de Foc
permet de donner un ordre d’initialisation dans lequel ’évaluation partielle
des fonctions ne fait appel qu’a des méthodes et a des variables d’instance
déja initialisées de I'objet qu’on est en train de créer. Si on reprend les nota-
tions de la section 4.4.1, on augmente le nombre d’indices k; des opérations a
traduire par des variables d’instance, mais la méme technique reste valable.
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Par ailleurs, les fonctions récursives ne sont jamais transformées en va-
riables d’instance. En effet, ’analyse de dépendance telle qu’elle est faite ac-
tuellement ne permet pas d’assurer que I’évaluation partielle décrite ci-dessus
ne contient pas un appel récursif, comme le montre ’exemple ci-dessous :

species a =
rep — int;

let rec f in self — self — self —
let default = self !£(0) in
fun x - funy — ...

Aucune des méthodes pour transformer f en variable d’'instance ne mar-
che. En effet, I'initialisation de f commence par un appel a f elle-méme.
Ce n’est pas le cas dans cet autre exemple, ou la définition de default
est 7-expansée, ce qui retarde l'appel & self If : celui-ci n’est pas fait a
I'initialisation, qui dés lors se déroule normalement.

species a —
rep = int;

let rec f in self — self — self =
let default(x) — self !£(0,x) in
funx —» funy — ...

Pour résoudre ce probléme, on pourrait raffiner le calcul du graphe de
dépendances en suivant les idées développées dans [HL02|. 11 s’agit de dif-
férencier les cas ou la récursion mutuelle est “protégée” ou non par une \-
abstraction. Dans le premier cas, on pourrait s’autoriser a transformer la
méthode en une variable d’instance.

Enfin, on peut modifier les corps des fonctions non récursives, de fagon
a repousser les abstractions le plus loin possible. Pour cela, il faut analy-
ser les différentes sous-expressions pour vérifier qu’elles ne dépendent pas,
directement ou indirectement de ces abstractions.

Plus précisément, soient z,y deux variables z # y. Si ezpr, est une ex-
pression telle que = n’apparaisse pas libre dans ezpr; et expr, une expression,
alors

fun z -> let y = expry in expry
est équivalent a
let y = expr; in fun z -> expry

dans la mesure ol les expressions de FOC n’ont pas d’effet de bord. Dans le
cas contraire, il faudrait vérifier que expr; ne contient pas de tels effets pour
pouvoir faire la transformation.
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En itérant cette transformation, on peut faire remonter les liaisons locales
d’une fonction qui ne dépendent pas de ses arguments. Cela permet de réduire
encore la part des évaluations faites & chaque appel de méthode par rapport
a celles qui sont faites une fois lors de l'initialisation de 1’objet.

Afin de voir quels sont les gains de performance que 'on peut attendre de
ces constructions, ainsi que de la traduction vers des enregistrements QOCAML
présentée dans le chapitre 8, une série de benchmarks a été réalisée & partir
des algorithmes de la librairie standard de Foc. Les résultats sont présentés
dans 'annexe A.



Chapitre 5

Correction de la traduction
OCAML

Position du probléme

Nous avons vu dans le chapitre précédent comment représenter des es-
péces et des collections a 'aide des traits objets et des modules d’OCAML.
Nous allons maintenant nous attacher & montrer que la traduction proposée
est correcte. Pour cela nous allons répondre aux deux questions suivantes :

— Le code obtenu par traduction d'une espéce bien typée est-il lui-méme

bien typé pour OCAML ?

— Quel degré de correspondance y a-t-il entre le code FOC et sa traduction

en OCAML?

Répondre a la premiére question revient & donner des arguments de si-
reté du typage de FOC vis-a-vis des transformations qu’on se propose de
lui faire subir. Comme nos langages-cibles (OCAML, mais surtout CoqQ, que
nous examinerons dans les deux chapitres suivants) sont eux-mémes dotés
de systémes de type puissants, nous disposons ainsi d’un deuxiéme niveau de
vérification de la correction du code, aprés la phase d’analyse du compilateur
focc.

Toutefois, cette vérification n’aurait qu’un intérét limité si les traductions
ne respectaient pas certains invariants garantissant une forme d’équivalence
entre les trois mondes. Plus précisément, cette équivalence entre FoC et
OcaML, ainsi que la correspondance entre FOC et CoQ présentée dans le
chapitre 7 permet de rapprocher le code appelé a étre exécuté (OCAML) et
les preuves de correction (COQ). En particulier, il s’agit de montrer que les
appels de méthode conduisent bien & la sélection du code sur lequel on a fait
des preuves.

Nous allons maintenant nous intéresser aux liens entre OCAML et Foc.
Pour cela, on utilisera la premiére version de la traduction avec objets, qui
n’utilise que des méthodes OCAML pour traduire les méthodes Foc. Nous
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examinerons d’abord le cas des espéces atomiques, avant de nous intéres-
ser au sort des paramétres. Enfin, nous verrons comment se comportent les
collections.

5.1 Traduction des environnements

En premier lieu, il convient de voir dans quel environnement de typage
on va se placer pour vérifier la correction des expressions traduites.

Définition 51 (Traduction d’un environnement de typage)

Soient C,E, 5, T un environnement de typage FOC et T un environnement
de variables de type. On définit T', 'environnement de typage OCAML cor-
respondant de la maniére suivante :

CoLrl
celC c¢ T Mod(c) = C Cle) ={mi:m} T, = T}

)
I'(C.obj) = (z; : 7))

ceC  ceT  Clo)={zi:n} 71

SELF-CONC
Y={z;:m =e}
Mod(self) = this p(self) =« Y(rep) =71 T —> T,
['(this) = Va(a = 7){z; : 1))

)

SELF-ABST
E:{.’Iii:Ti:ei}
Mod(self) = this p(self) =« Y(rep) = L T —> T,

I (this) = Va(z; : 7))

VAR
O(z)=r71 T—>T

Mz)=1'

!

On notera C,E,8,T — I,

VAR ajoute simplement dans I'' les variables locales de Foc.
La regle CorL1 s’applique a une collection ¢ de Foc. Elle place dans T
un module ayant un objet obj dont les méthodes sont les mémes que celle
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de c. Cor1.2 traite le cas des parameétres de collection, qui sont vus comme
des variables ayant un type objet reprenant les méthodes de I'interface sous-
jacente. De méme, SPEC déclare un type objet pour chaque espéce de €.

Par ailleurs, on place dans ’environnement un objet, this, correspondant
a la classe qu’on est en train de définir. Il faut distinguer deux cas suivant
que le type support est défini (SELF-CONC, ol on ajoute une contrainte de
type) ou non (SELF-ABST).

On peut dés lors s’intéresser & une expression FOC bien typée dans un
certain contexte et & sa traduction en OCAML. Le lemme ci-dessous montre
qu’on peut lui donner comme type la traduction du type FOC correspondant.
Ce lemme servira de base pour la correction de la traduction des espéces
atomiques et paramétrées. On s’assurera en effet a cette occasion que la
traduction du corps des méthodes a bien comme type la traduction du type
inféré par Foc.

Lemme 26 (Typage des expressions) Soient e une expression et T un
type tels que QQ + e : 7 pour un certain environnement FocC. Alors, avec

e—e, Q=T et —7 dlvient"Fe :7

Preuve. Immédiat par induction sur la dérivation de typage de e (cf fi-
gure 3.1) :

— Régle VAR : si e est une variable z telle que I'(z) = o, avec 7 < Inst(o)
e =z et I'(z) = o' (avec 0 — o). Il reste & montrer que 7’ est une
instance de 0. Or les régles d’unification de def.9 sont identiques aux
régles d’unification de OcAML, sauf pour SELF1 et SELF2. Ces deux
régles ne peuvent étre appliquées que lorsque le type support self est
défini dans 3. Dans ce cas, [V(self) porte une contrainte de type de
la forme p(self) = ¢, avec ¢ traduction du type support : I'unification
peut avoir lieu.

— Regles ABs, LET, LET REC et APP : ces régles sont identiques a leur
équivalent OCAML et le typage est donc possible.
Reégle METHCALL : si e est de la forme clz, par définition de la traduc-
tion d'une expression, on a deux cas possibles pour la traduction de
¢ : soit Mod(c).obj si ¢ est une collection, soit ¢ si on est en présence
d’un parameétre. Dans les deux cas, I'identificateur en question est, par
définition de I'/, une instance d’une classe dont la méthode z a le type
T
Reégle SELFCALL : de méme que dans le cas précédent, self est un objet
possédant une méthode z de type 7'.
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5.2 Les espéces atomiques

Le point le plus important consiste a vérifier que les appels de méthode en
OcAML sont corrects. Pour cela, on peut commencer par montrer que toutes
les méthodes calculatoires d’une espéce s de FOC sont introduites dans la
classe correspondante, et que les méthodes définies sont également définies
en OCAML.

Lemme 27 (types de classe OCcAML) Soient s une espéce FOC, et x €
N (s), tel que Ts(x) = 7 (T un type FOC quelconque). Le type de classe C'(s)
correspondant est une instance de

<zT:T;..>

Preuve. Si z est présent dans le corps de s, le résultat est immédiat par
définition de —. Sinon, = est hérité d'une des espéces parent de s, et par
induction sur la hauteur de ’arbre d’héritage, il est présent avec le type 7
dans une des classes dont hérite C'(s). O

Lemme 28 (Méthodes définies et virtuelles)

Soient s une espéce de Foc, et x € D(s). La classe C(s) correspondante
posséde une méthode définie x. De plus, si x 1 s = s (definition 30), alors
la définition de x est héritée de la classe C(s') dans la traduction OCAML.

Preuve. Si z est (re)définie dans le corps de s, le résultat est immédiat
par définition de —. Sinon, on raisonne par induction sur la longueur du
chemin d’héritage entre s et s’. En cas d’héritage multiple, FOC comme
OCAML prennent la définition de la derniére espéce (respectivement classe)
dont s hérite. Comme cet ordre est préservé lors de la traduction de la clause
d’héritage de FOC on sélectionne bien la bonne définition. [J

Une fois qu’on a montré que les méthodes FocC et les méthodes Ocamr,
se correspondaient bien, il faut s’intéresser au typage par OCAML des mé-
thodes produites. Pour cela il convient de montrer que le typage du corps des
méthodes nouvellement définies est correct. En particulier, il s’agit de voir a
quoi correspond au niveau OCAML les régles de typage SELF permettant de
convertir la représentation du type support en self.

A partir des lemmes précédents, on peut déduire le principal résultat
de cette section, c’est & dire que les classes correspondant a des espéces
atomiques sont bien typées en OCAML. De plus, on va montrer qu’on peut
leur donner comme type le type de classe donné par —.

Théoreme 6 (Correction de la traduction des espéces atomiques)
Soit s une espéce FOC sans paramétre bien typée dans le contexte C,E,T et

t

telle que s —' o et s — c¢. Alors, avec I la traduction du contexte FOC en

OCAML, ¢ est une définition de classe bien typée, et I' Fc: 0.
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Preuve. D’apres la régle WELL-TYPED-SPEC, le typage de chaque corps de
méthode définie dans s se fait dans 'environnement C, &, norm(s),I". Pour
toute méthode z € D (s), on a donc, avec Bg(z) — e et Ty(z) - 7,1 Fe: 7.
Par ailleurs, on a vu dans les lemmes 27 et 28 que C'(s) et C(s) avaient les
mémes noms de méthode. Le type des méthodes déclarées étant dans les
deux cas la traduction directe de celui de Foc, C'(s) et C(s) ont bien la
méme signature. Seule la contrainte sur le type support différe : elle n’est
pas présente dans C'(s). Toutefois, cette contrainte n’est nécessaire que pour
typer le corps des méthodes, et peut donc étre enlevée si on ne s’intéresse
qu’aux interfaces. [J

Dés lors, le typage des classes correspondant aux espéces atomiques par
OcaML permet de vérifier que I'implantation du compilateur focc est cor-
recte', au moins en ce qui concerne le typage du corps des méthodes. De
plus, comme WELL-TYPED-SPEC s’assure que le type d’une méthode est
préservé au cours de I'héritage, on peut déduire du théoréme précédent que
la traduction de I’héritage en OCAML est correcte :

Corollaire 3 (Traduction de I’héritage)

Soit s une espéce atomique bien typée de FOC, héritant d’une espéce atomique
s1. Alors, C(s) est un sous-type de C(s1) : Si x est présent avec le type T dans
s1, il est présent avec le méme type (modulo alpha-équivalence) dans s.

Preuve. Immédiat avec le théoréme précédent et la regle WELL-TYPED-
SPEC. [

5.3 Les paramétres

Si on considére maintenant les espéces paramétrées, la principale diffé-
rence avec la section précédente provient des nouvelles variables et contrain-
tes de type qu’on utilise pour la traduction des paramétres de collection. En
effet, les paramétres d’entité ne font qu’ajouter une variable dans I’environ-
nement, tout comme leur traduction OCAMI, sous forme d’abstraction. En
ce qui concerne les paramétres de collection, les variables sont ajoutées dans
I’environnement OCAML avec comme type i(s), variable de type portant une
contrainte. Il convient donc de vérifier que les contraintes que ’on fournit
lors de la traduction sont suffisantes pour que OCAMTI, puisse effectuer le
typage du corps des classes.

Toutefois, avant cela, on va vérifier que les contraintes elle-mémes sont
cohérentes entre elles. En effet, un parameétre de collection peut dépendre des
précédents. Dans ce cas, la contrainte de type engendrée doit étre compatible
avec le reste de I’environnement. Informellement, cela revient a vérifier que
si un parameétre ¢, est utilisé dans le type d’un parameétre ¢, d’interface I,

'En admettant la correction du compilateur OcAML lui méme.
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(avec ¢ < p), alors la contrainte engendrée pour ¢, est compatible avec les
contraintes que la classe C(Ip) fait peser sur ses propres parameétres.

Lemme 29 (Contraintes de type des paramétres)
Soit s une espéce bien typée, et c1 - I, ....,cp, - Ip, la liste de ses para-
meétres. Soit ¢, un paramétre de collection tel que I, = s'(ey,...,ep). Alors
Clcp is s'(er,...,ep)) est compatible avec les contraintes des paramétres de
C(s) et les contraintes des c¢q (@ < p).

De méme, si s herite d’une espéce paramétrée si(aq,...,an), alors les
contraintes sur les paramétres de C(s) sont compatibles avec les instantiations
des parameétres de 1.

Preuve. Notons qu’on peut se ramener au cas ou tous les e; et les a; sont des
collections ou des paramétres de collections, les instanciations des parametres
d’entité n’ayant pas d’influence sur les contraintes de type.

Posons

C(cp is s'(e1, .-, en)) = constraint a = (B, B, a1, - . -, Bu, o) #C ()

et £(s') = (5118 J1, ..., 8p is Jp ) @. 11 faut vérifier qu’il y a assez d’information
de type pour vérifier les contraintes présentes dans C(s') liant les j3; et les
a;. Pour cela, il faut distinguer deux cas, suivant que e; est une collection
ou un des parametres ¢, précédant c,.

Si e; est une collection préexistante, on a e; — Mod(e;).obj, qui est de
type (C(e;)). De plus, d’aprés la régle COLL-INST, e; implante 'interface a;,
donc (C(e;)) est bien un sous type de C'(b;), et la contrainte est satisfaite.

Si e; est un des parameétres précédents, ¢,, d’apres la régle COLL-INST, [,
est une sous-espéce de b;, et la contrainte engendrée par ¢, permet de vérifier
la contrainte sur b;.

Pour montrer que les contraintes sur les paramétres de type de C(s1) sont
satisfaites, on peut suivre la méme démarche. La régle PRM-INHERIT impose
en effet que les espéces dont on hérite aient leurs paramétres complétement
instanciés, ce qui implique que tous les a; soient typés par la régle PRM-INST.
O

Une fois montré que les contraintes données par la traduction sont cor-
rectes, il reste a s’intéresser au corps de l'espéce lui-méme. Pour cela, on va
comme dans la section précédente s’appuyer sur le lemme 26 pour montrer
que la traduction du corps des méthodes définies est typable en OCAML. Par
rapport au cas précédent, une difficulté supplémentaire vient du fait qu’il
faut faire la correspondance entre les variables de type utilisées dans l’es-
peéce et les types de classe correspondant, qui sont ceux qu’on utilise dans la
traduction du contexte.

Théoreme 7 (Méthodes d’une espéce paramétrée) Soit s une espéce
Foc bien typée dans le contexte C,E,T" et ¢y - Iy, ...,cp - I la liste de ses
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parameétres. Posons s —' 0, s — c et C,E,I' — I". ¢ est une définition de
classe bien typée, et
I'Fe:mp—= ..., =0

7; €tant défini de la maniére suivante :
— Si le 1éme parameétre de s est de la forme ¢; in I; alors I; — T;
— Si le iéme parameétre de s est de la forme ¢; is I; alors 7; = o(¢;)

Preuve. Par induction sur le nombre de paramétres de s. Dans le cas ou
il n’y a pas de paramétre, on applique directement le théoréme 6. Sinon,
On a deux cas possibles suivant que le premier paramétre est un parameétre
d’entité ou un parametre de collection.

Si le premier paramétre est de la forme ¢; in 71, d’aprés la régle ENT-
PRM, le reste de 'espéce est typée dans I’environnement I' + z : 7, les autres
composantes restant inchangées. Avec la définition de —, ¢ a bien un type
fonctionnel, et le type de son premier argument est bien 7’ traduction de 7.
On peut donc conclure avec I’hypothése d’'induction.

Si le premier paramétre de s est de la forme ¢; is I, d’aprés la régle
CoOLL-PRM, le reste de l'espéce est typé en ajoutant & ’environnement C
¢ : A(c, inst), ou inst est I'interface de I;. Dans la traduction de ce nouvel
environnement, ¢ va prendre le type o(c), un des paramétres de type de
I’espéce. Or on ne sait typer le corps des méthodes OCAML que dans un
contexte ol ¢ a le type objet (inst). Toutefois, o(c) porte une contrainte, par
définition de —, imposant que o(c) soit de la forme (inst, p). Cette contrainte
permet donc de se placer dans le bon environnement I pour continuer le
typage de I'espéce. On peut donc conclure avec I'’hypothése d’induction. [

Comme dans la section précédente, on peut en déduire que les clauses
inherits de la traduction OCAMTL sont correctes.

Corollaire 4 (Traduction de I’héritage avec des parameétres)
Soit s une espéce bien typée de Foc, héritant d’une espéce s1. Alors, C(s)
est un sous-type de C(s1)

Preuve. D’aprés le lemme 29, les instantiations des éventuels paramétres
de sq sont corrects dans la traduction de so. Pour le types des méthodes, le
théoréme 7 et la régle WELL-TYPED-SPEC permettent de conclure. [J

5.4 Les collections

Il reste & vérifier qu'une collection ¢ implantant une espéce s est bien
traduite en un module valide de OCAML, et que la signature qu’on impose a ce
module est bien correcte. Pour la signature, il suffit de vérifier que toutes les
définitions de type sont correctes, y compris en présence du type abstrait rep.
En ce qui concerne le module lui-méme, le point le plus important consiste
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a montrer qu’on peut effectivement créer une nouvelle instance de la classe
C(s), c’est a dire que cette derniére n’est pas virtuelle.

Théoreme 8 (Traduction des collections)

Soit ¢ une collection FOC implantant l’espéce s(eq, ..., e,). Posons I et M une
signature et un module tels que ¢ — module Mod(c) : I = M, alors I est
une signature de module bien typée en OCAML, et M en est une implantation
bien typée.

Preuve. Par induction sur le nombre de paramétres de s. Si s est une espéce
atomique, I se compose de trois champs : un type abstrait rep, un type objet
stype, et une valeur de type stype. De plus, stype est défini comme implantant
C!(s) en instanciant son premier paramétre par rep. Or ce premier paramétre
ne porte par définition de —! pas de contrainte, et peut donc étre instancié
par n’importe quel type (et en particulier par un type abstrait).

En ce qui concerne M, il implante les champs déclarés de I. De plus, avec
la régle COLL, s est complétement défini, donc d’aprés le lemme 28, C(s) est
complétement définie, et il est possible d’en créer une nouvelle instance. De
plus d’aprés le théoréme 6, cette instance peut étre coercée vers Ct(s), dont
stype est un synonyme : I'implantation M est bien conforme a la spécification
1.

Dans le cas ot s posséde des parameétres, on procéde par cas sur le premier
paramétre. Si ¢’est un parameétre d’entité, il n’y a pas de champ supplémen-
taire, et la traduction de e; est bien typée. On peut donc conclure comme
ci-dessus. Si on est en présence d’un paramétre de collection, e; est un nom
de collection préexistante. De plus, on ajoute deux nouveaux types dans [
comme dans M. D’apreés la régle COLL-INST, e; est un paramétre admissible
pour s, donc sa traduction est typable dans I’environnement du module. Par
ailleurs, les nouveaux types étant définis comme synonyme de Mod(ey).rep
et Mod(ey).stype, ils respectent les contraintes des paramétres de type de
C(s). On peut alors conclure avec I’hypothése d’induction. [J



Chapitre 6

Compilation vers COQ :
enregistrements et générateurs
de méthodes

6.1 Présentation de CoQ

CoqQ est un systéme d’aide a la preuve, basé sur le calcul des constructions
inductives [Coq02]. Celui ci est une extension du noyau purement fonctionnel
de Ocawmr. 11 était donc assez naturel de choisir COQ comme langage cible
pour la partie spécification et certification de FOC. Dans cette section, mous
allons présenter briévement les principales constructions de CoQ, du moins
celles qui servent lors de la traduction de Foc.

6.1.1 Set et les calculs

A quelques détails syntaxiques prés, les définitions de fonctions en C0OQ
sont assez similaires & celles de OCAML :

Definition notb : bool — bool :=
[a :bool| if a then false else true.

Toutefois, les fonctions polymorphes ne s’expriment pas de la méme maniére :
la variable de type est en fait un argument & part entiére de la fonction qu’on
veut définir. Le type de cet argument est Set, le “type” de tous les types
ayant un contenu calculatoire, comme bool,nat (les entiers de Peano),... Par
exemple, on définira I'identité polymorphe de cette maniére :

Definition id : (A :Set)A—>A :=|[A :Set][x :Alx.

Le type de cette fonction est un type dépendant : le type du second argument
de la fonction ainsi que celui du résultat dépendent du premier argument, A.
On peut noter que lors de application d’une telle fonction, COQ est souvent

99



100 CHAPITRE 6. DE FOC A COQ

capable d’inférer la valeur du premier argument en fonction du second. Dans
ce cas, l'utilisateur peut remplacer ce premier argument par un?. Ainsi,
(id? true) est une expression COQ correcte (qui s’évalue en true).

6.1.2 Prop, les propriétés, les preuves

Ce qu’on vient de décrire sur la partie calculatoire de COQ se retrouve au
niveau des propositions logiques, termes de types Prop. Cette correspondance
est connue sous le nom d’isomorphisme de Curry-Howard [How80]. Dans ce
contexte, une preuve d’une proposition n’est autre qu’un terme ayant comme
type la proposition. Ainsi, si on définit la propriété suivante :

Definition tautologie : Prop :— (A :Prop)A—>A.

dont on peut remarquer qu’elle ressemble beaucoup au type de id, on va
prouver que cette proposition est vraie en exhibant un terme ayant ce type :

Definition preuve : tautologie := |A :Prop|[x :Alx.

Ces constructions permettent de définir une partie des constructeurs logiques
habituels : 'implication comme on vient de le voir, et la quantification uni-
verselle a I'aide d’un produit dépendant. Toutefois, les autres constructeurs
nécessitent I'introduction d’une autre catégorie de constructions de CoQ, les
types inductifs, présentés dans la section suivante.

Auparavant, revenons sur Set et Prop : nous nous en somines Servis
jusqu’a présent en guise de types, mais il s’agit aussi de termes COQ et a ce
titre ils doivent avoir aussi un type. Il s’agit de type, qui lui-méme a le type
type,. Par ailleurs, tout élément de type type; peut étre vu comme étant
de type type;,;. L'indice ¢ est le niveau du type. Lorsqu’on manipule des
termes appartenant a des niveaux différents, on parle de hiérarchie d’univers.
En pratique, on ne spécifie jamais le niveau ot on se trouve dans la hiérarchie
d’univers, et c’est le systéme qui se charge de gérer les contraintes nécessaires
a la cohérence de I’ensemble.

6.1.3 Types inductifs

A premiére vue, les types inductifs de CoQ jouent le méme role que
les types concrets de OCAML, si ce n’est que les constructeurs de ces types
peuvent avoir un type dépendant. Ainsi, on peut facilement définir le type
des listes sur un type A :

Inductive list : (A :Set)Set :=
Nil : (A :Set)(1list A)
| Cons : (A :Set)A—>(1list A)—(1list A).

Notons que contrairement & OCAMTI on précise le type complet des construc-
teurs, y compris donc leur type de retour. En effet, ce type peut dépendre
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des paramétres du constructeur. Ainsi, on peut définir le et logique de la
maniére suivante :

Inductive et : Prop — Prop — Prop :—
intro : (A,B :Prop)A — B — (et A B).

Le constructeur intro compte 4 arguments : deux propositions A et B, une
preuve que A est vraie (c’est a dire, d’apres l'isomorphisme de Curry-Howard,
un élément de A), et une preuve que B est vraie. Il renvoie un élément une
preuve— de (et A B). Lorsqu’on évalue cette définition, on peut remarquer que
CoQ ne se contente pas de définir ef, mais qu’il ajoute une fonction, et ind.
Cette fonction est un schéma d’élimination du type inductif, qui permettent
de déstructurer un élément du type ef, comme le ferait un pattern-matching
en OCAML. Si on examine le type de et ind on trouve la forme suivante :

et_ind :(® :(Prop—>Prop—>Prop))
((A,B :Prop)A—>B—>(P A B))—(A,B :Prop)(et A B)— (P A B)

Les arguments de cette fonction sont donc les suivants :
un prédicat prenant en argument deux propositions

— une preuve que pour toutes les propositions A et B, si A est vrai et B

est vrai alors (® A B) est vraie
deux propositions A et B

— une preuve de (et A B)
et renvoie alors un élément (une preuve) de (® A B).

On peut remarquer qu’a partir d'un tel prédicat il est possible de re-
trouver les régles d’élimination du et en déduction naturelle, en utilisant des
projections pour instantier ® (Dans le code ci-dessous, _ désigne un para-
métre qui n’est pas utilisé dans le corps de la fonction).

Definition elimi : (A,B :Prop)(et A B)—>A :=
(et_ind [A;_[A [A;_;pA;_|pA).

Definition elim2 : (A,B :Prop)(et A B)—>B :=
(et_ind [_;B|B [-;B;_;pB|pB).

Enfin, on peut définir un prédicat par le biais d’un type inductif. Ainsi
I’égalité de CoQ est définie sous forme de type inductif, comme le plus petit
prédicat réflexif :

Inductive eq : (A :Set)A—>A—>Prop :=
refl : (A :Set)(x :A)(eq? x x).

“Plus petit” est ici & entendre comme la construction d’un plus petit point
fixe. En fait, si on considére les prédicats binaires comme équivalents a un
sous-ensemble de A*A, eq est le plus petit prédicat contenant les couples (x,x).
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Le schéma d’élimination correspondant, eq_ind correspond & la définition de
I’égalité de Leibniz :

eq-ind
: (A:Set; x :A; P :(A->Prop))(P x)—(y :A)x—y-—>(P y)

Si x et y sont égaux, tout prédicat P vérifié par = est vérifié par y.

6.1.4 Enregistrements et coercions

Au dela du noyau que représente le calcul des constructions inductives,
CoQ fournit un certain nombre d’extensions qui facilitent I’écriture de pro-
grammes. Dans cette section et dans la suivante, on détaille les extensions les
plus importantes pour FOC : les enregistrements avec champs dépendants,
les coercions implicites et le mécanisme de section.

Commencons par décrire les enregistrements. Syntaxiquement, il s’agit
d’une liste de noms de champs accompagnés de leur type, comme en OCAML.
Toutefois, ici ’ordre des champs est trés important, & cause des types dépen-
dants : le type d’'un champ peut dépendre des champs précédents, comme
dans I’exemple suivant :

Record et_enr : Type :—
mk_enr { A: Prop; B: Prop; pA: A; pB: B }.

Ici, pA et pB sont des preuves respectivement de A et de B, les deux premiers
champs de I'enregistrement.

Techniquement, et_enr n’est autre qu’un type inductif muni d’un seul
constructeur, et relativement proche de notre type et de la section pré-
cédente. Toutefois, COQ va définir en plus du type inductif proprement
dit, et de son constructeur mk_enr, des fonctions de projections correspon-
dant aux différentes composantes de ’enregistrement : A : et_enr—>Prop,
pA :(E :et_enr)(A E), etc. De ce fait, les noms des différents types d’enregis-
trement doivent étre distincts deux a deux, puisqu’ils correspondent a des
définitions CoQ. Notons enfin que le type de 'enregistrement lui méme est
de type Type, dans la mesure ou certaines de ses composantes sont de type
Prop.

Un autre point important du point de vue de FOC est la possibilité de dé-
finir des coercions entre les différents types d’enregistrements. Par exemple,
si on définit les deux enregistrements permettant de définir des points et des
points colorés :

Record point : Set := mk_pt { xcoord : Z; ycoord : Z}.
Record point_colore : Set :—
mk_ptc {xcoordl : Z; ycoordl : Z; color : nat}.
Definition ptc_pt :—
|x :point_colore| (mk_pt (xcoordl x) (ycoordl x)).
Coercion ptc_pt : point_colore >—> point.
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La fonction ptc_pt transforme un point coloré en un point “normal”. La
derniére ligne la déclare comme coercion, ce qui permet d’utiliser dans la
suite un point coloré partout ou CoQ s’attend a trouver un point. Le systéme
se chargera alors d’insérer un appel a ptc_pt.

6.1.5 Chapitres et sections

Il reste & présenter le mécanisme de section utilisé en COQ pour ras-
sembler différentes définitions ayant des liens entre elles. A I'intérieur d'une
section (ou d’un chapitre, les deux mot-clés Section et Chapter étant sy-
nonymes), il est possible de déclarer des variables, de n’'importe quel type,
et d’y faire référence dans les différentes définitions qu’on donne dans la sec-
tion. De méme, on peut faire des définitions locales qui ne sont visibles qu’au
sein de la section ou elles sont définies. Lorsqu’on ferme la section, CoqQ fait
les abstractions et les expansions de variables locales nécessaires a la bonne
formation des définitions globales de la section. Ainsi, on peut définir le et
logique et ses projections au sein d’une section afin de factoriser une partie
du code :

Section conjonction.

Variable AB :Prop.

Inductive et : Prop :=
intro: A —- B — et.

Definition eliml : et—>A :— [H :et|(et_ind A [pA;_|pA H).
Definition elim2 : et—>B := [H :et|(et_ind B |_;pB|pB H).
End conjonction.

Dans la définition de eliml et elim2, on peut utiliser les deux variables
A et B. Toutefois, si on regarde le type de eliml une fois la section re-
fermée, elimi : (A,B :Prop)(et A B)—>A,on constate qu’elle prend en para-
metre les deux propositions A et B, qui étaient des variables dans la section
conjonction.

6.2 Description de la traduction en C0Q

Nous allons maintenant voir comment utiliser les différentes constructions
de CoqQ pour modéliser les espéces et collections de Foc. Les interfaces
sont facilement représentées par des types d’enregistrement, et les collections
par des enregistrements. Un probléme se pose par contre pour les espéces.
Idéalement;, il faudrait pouvoir créer un enregistrement “a trous”, ol certains
champs restent abstraits.

Le mécanisme de section semble & méme de fournir cela. En représentant
chaque espéce FOC par une section, on peut traduire les champs abstraits
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par des variables et les champs concrets par des définitions locales. En fin de
section, on pourra alors créer un enregistrement rassemblant tous les champs,
et le mécanisme d’abstraction permettra de faire les abstractions correspon-
dant aux méthodes déclarées. Si cette vision est intéressante au premier
abord, elle est cependant insuffisante pour capturer toutes les constructions
de Foc. En effet, si ce mécanisme permet de définir facilement ce qui est
I’équivalent d’une espéce en forme normale, il est impuissant & modéliser la
liaison retardée et la redéfinition de méthodes lors de I'héritage : une meé-
thode my qui decl-dépend d’une méthode my définie au sein d’une espéce
s utilise la définition locale correspondante de la section représentant s. Si
dans une espéce s’ héritant de s on redéfinit ms sans toucher a mq, il n'y a
pas moyen de réutiliser le code précédent de my : il faut tout réécrire dans
une nouvelle section. En effet, le mécanisme d’abstraction ne porte que sur
les variables de la section. Or si mo est définie, elle sera représentée en C0OQ
par une définition locale. La définition de m; dans s fera donc référence a
cette définition précise, ce qui va a I’encontre du but recherché. On veut en
effet pouvoir réutiliser cette définition de m, dans les espéces héritant de s,
mais en utilisant la nouvelle définition de ms.

Pour remédier a cela, nous n’allons pas construire directement les défini-
tions locales, mais passer par l'intermédiaire de définitions globales, appelées
générateurs de méthodes. Pour construire un tel générateur, on abstrait dans
le corps d’une méthode m les noms des méthodes dont m decl-dépend. Si on
prend 'exemple de I'espéce s ci-dessous,

species s =
sig eq in self—> self—>bool;
let neq = fun x — fun y — notb(self leq(x,y));

Le générateur de méthode correspondant a neq sera le suivant (dans lequel
bool__t représente la traduction du type bool de Foc) :

[abst_T :Set|[abst_eq :abst_T—>abst_T—>bool__t]|
[x,y :abst_T|(notb (abst_eq x y))

La premiére ligne correspond aux abstractions des decl-dépendances, tandis
que la seconde ligne est la traduction du corps de la méthode. Ce corps sera
évalué dans l’environnement mis en place par les abstractions précédentes. En
particulier, 'appel de méthode self leq est remplacé par la variable abst_eq,
second argument de la fonction.

On peut dés lors utiliser ce générateur pour créer la méthode neq de a,
mais aussi de toutes les espéces héritant de a, tant que neq elle-méme n’est
pas redéfinie : il suffira de 'appliquer a 'instance courante de la méthode eq
(et au type support), ce qui correspond bien a la liaison retardée.

Notons qu’on ne peut appliquer le méme systéme aux def-dépendances,
puisque par définition si m; def-dépend de msg, on a besoin du corps de mo
pour typer mq, et on ne peut donc pas faire d’abstraction.
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6.3 Un exemple complet de traduction

Comme dans le chapitre précédent, on s’appuie sur 'exemple des produits
cartésiens (voir 2.2 pour le code FOC correspondant) pour présenter plus en
détail les différents points de la traduction de FOC vers CoQ. Dans la section
suivante on présentera une vue plus formelle de cette méme traduction. Dans
I’exemple, on trouve en premier lieu le chapter représentant l'espéce des
setoides.

Chapter Setoide.

Ce chapter peut se découper en trois parties :
Définition du type d’enregistrement des setoides.
— Déclaration des méthodes abstraites, définition des générateurs de mé-
thodes et des liaisons locales.
Définition d’un enregistrement de type setoide.
Nous allons maintenant détailler ces différentes parties. Commencons par
le type d’enregistrement, qui correspond a la notion d’interface en Foc :

Record setoide : Type :=mk_setoide {

setoide_T :> Set;
setoide_print : (setoide_T)— string _t;
setoide_parse : (string__t)— setoide_T;
setoide_egal : (setoide_T)— (setoide_T)— bool__t;
setoide_element : setoide_T;
setoide_different : (setoide_T)— (setoide_T)— bool__t;
setoide_refl : (x : setoide_T) (Is_true (setoide_egal x x));
setoide_symm : (x : setoide_T) (y : setoide_T)

((Is_true (setoide_egal x y)))—

(Is_true (setoide_egal y x))

}.

On peut tout d’abord remarquer que ce type vit dans Type. En effet, le
champ setoide_T, qui correspond au type support est un élément de Set,
et setoide doit donc se situer au dessus de Set dans la hiérarchie des
types de CoqQ. Par ailleurs, le champ setoide_T est défini implicitement
comme une coercion de setoide dans Set, ce qui permet d’alléger les no-
tations lorsqu’on veut parler d’'un élément d’un setoide : au lieu de la for-
mule (S :setoide)(x :(setoide_T S))...on pourra employer directement

(S :setoide)(x :S)....

Enfin, il convient de noter que cet enregistrement reprend tous les champs
de la forme normale de setoide, et non pas seulement ceux qui sont déclarés
ou définis dans le corps de I'espéce. Par exemple, les champs parse et print
viennent de basic_object (voir la section 4.1.1). En effet, setoide est pour
I'instant complétement indépendant du type d’enregistrement basic_object
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et doit donc déclarer seul ’ensemble de ses champs. Ce n’est qu’a la fin de la
section qu’on définira les liens entre setoide et basic_object a I'aide d’une
coercion (voir ci-dessous).

Aprés la définition du type d’enregistrement, on trouve une série de dé-
clarations de variables, définitions locales et définitions globales représentant
les différentes méthodes de setoide :

Variable self_T : Set.

Local self _print : (self_T)— string _t :=
(basic_object__print self T ).

hérité Local self parse : (string__t)— self T :=
(basic_object__parse self T ).
[ Variable self_egal : (self_T)— (self_T)— bool__t.
déclaré | v, riable self_element : self_T.

( Definition setoide__different :

( abst_T : Set) ( abst_egal : (abst_T)— (abst_T)— bool__t)
(abst_T)—(abst_T)—>bool__t :—

défini { | abst_T : Set| | abst_egal : (abst_T)— (abst_T)— bool__t|

[x : abst_T|[y : abst_T|(not_b (abst_egal x y)).

Local self _different : (self_T)— (self_T)— bool__t :=

(setoide__different self T self_egal ).

Hypothesis self_refl : (x : self_T)(Is_true (self_egal x x)).
déclaré

Hypothesis self_symm: (x : self_T) (y : self_T)

((Is_true (self_egal x y)))—(Is_true (self_egal y x)).

La encore, on retrouve toutes les méthodes de la forme normale, qu’elles
soient héritées ou non, dans l’ordre défini par les dépendances. Par ailleurs,
on peut distinguer trois cas :
Déclaration de variable (ou d’hypothése, les deux mots clés étant sy-
nonymes en C0OQ).
Une définition locale.
— Une définition globale et une définition locale pour la méme méthode
Comme on 'a déja signalé, les variables correspondent aux méthodes de
la forme normale de setoide qui sont seulement déclarées. Les définitions
locales sont les traductions des méthodes définies. Elles sont données comme
I’application d’un générateur de méthode aux définitions et/ou déclarations
précédentes, suivant les decl-dépendances. Ainsi, self_print est définie en
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utilisant le générateur pour print défini dans le chapitre de basic_object
(print n’est pas redéfinie dans setoide), appliqué a self_T, type support
de setoide.

Enfin, les définitions globales correspondent aux générateurs de métho-
des. Comme on I’a dit, seules les méthodes définies dans le corps de I'espéce
(c’est a dire ici la méthode different) donnent lieu & la définition d’un gé-
nérateur de méthode. Pour les méthodes héritées, comme ici print et parse,
il suffit de réutiliser le générateur correspondant. De ce fait, les générateurs
de méthode doivent étre des définitions globales et non locales.

La derniére partie de la section correspond a la création d’un setoide
“générique” & partir de toutes ses composantes. Celles d’entre elles qui se
présentent sous forme de variable (T, egal, element, refl et symm) seront
abstraites lors de la fermeture de la section, faisant de new_setoid une fonc-
tion qui si on lui fournit une définition pour chacune des méthodes encore
abstraites renverra un setoide.

Definition new_setoide :—
(mk_setoide self_T self print self parse self_egal
self _element self different self _refl self_symm).
End Setoide.

En dehors de la section, il reste & établir pour CoQ le lien entre setoide
et basic_object. Pour cela, on définit la fonction qui extrait les champs
présents dans basic_object d'un setoide quelconque, et on la marque ex-
plicitement comme coercion.

Definition setoide_basic_object :—

[S :setoide|(mk_basic_object

(setoide_T S) (setoide_print S) (setoide_parse S) ).
Coercion setoide_basic_object : setoide>—>basic_object.

Nous disposons maintenant de tous les éléments permettant de représen-
ter 'espéce setoide en COQ. Passons a la traduction de I’espéce monoide.
Celle-ci s’effectue sur le méme modéle que setoide, puisqu’il s’agit ici aussi
d’un héritage simple. On ne donnera donc pas la traduction compléte, mais
seulement quelques points sur lesquels il convient d’insister.

Chapter Monoide.
Record monoide : Type :—mk_monoide
{ monoide_T :> Set;

(¥ ... %)
monoide_different : (monoide_T)— (monoide_T)— bool__t;
(¥ ... %)

monoide_multiplie : (monoide_T)— (monoide_T)— monoide_T;
monoide_un : monoide_T;
monoide_element : monoide_T
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Comme on peut le voir ici, 'ordre entre les différents champs d'un type
d’enregistrement peut varier lors des héritages : element qui était placé avant
different dans setoide I’est maintenant aprés. En effet, ¢’est 'ordre défini
par la mise en forme normale qui sert & définir le type d’enregistrement, et
cet ordre peut varier suivant les (re)définitions lors du passage d’'une espéce a
une autre. Ici, element étant défini en fonction de un, il doit étre placé apreés
le champ correspondant. Notons toutefois que lorsqu’on fait des coercions,
ces derniéres tiennent bien str compte de l'ordre de la forme normale de
I’espéce parent, comme on le verra ci-dessous.

Dans les définitions de méthodes, il n'y a cette fois pas besoin de donner
le générateur de different : on fait appel a celui de setoide. Par contre
element, qui n’était que déclaré dans l’espéce précédente est maintenant
défini, et se voit doté du générateur correspondant :

Local self different : (self_T)— (self_T)— bool__t :—
(setoide__different self T self_egal ).

Definition monoide__element :
(abst_T : Set)
(abst_multiplie : (abst_T)— (abst_T)— abst_T)
(abst_un : abst_T) abst_T :—
[abst_T : Set]
[abst_multiplie :(abst_T)— (abst_T)— abst_T|
[ abst_un : abst_T|
(abst_multiplie abst_un abst_un).

Local self_element : self_T :=
(monoide__element self T self multiplie self_un ).

Enfin, on termine comme précédemment en définissant new_monoide, et
en créant une coercion entre monoide et setoide.

Definition new_monoide :—
(mk_monoide self_ T self print self parse self_egal
self_different self_refl self_symm
self multiplie self_un self_element).
End Monoide.

Definition monoide_setoide :=

[S :monoide|(mk_setoide

(monoide_T S) (*. . .*)

(monoide_element S) (monoide_different S)
(monoide_symm S)).

Coercion monoide_setoide : monoide>—>setoide.
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Lors de la définition de la coercion, on passe bien 4 mk_setoide les différents
champs de S, dans l'ordre de la forme normale de setoide. De plus, c’est
bien la définition de different dans S qui sera utilisée dans le setoide ainsi
défini, et non la définition existant dans setoide. Les coercions ne modifient
pas le mécanisme de liaison tardive qu’on cherche & implanter en CoQ.

L’exemple des produits de setoide permet d’introduire la traduction des
espéces paramétrées :

Chapter Setoide_produit.
Record setoide_produit [a : setoide; b : setoide| : Type :—
mk_setoide_produit {
setoide_produit_T :> Set;

(% ... %)
setoide_produit_creer : (a) — (b) — setoide_produit_T;
(% ... %)

}

Les deux paramétres de ’espéce se retrouvent également en paramétre du
type d’enregistrement qu’on définit. En effet, les types des différentes mé-
thodes dépendent de a et b. Il faut donc disposer dans I’environnement des
deux setoides a et b lorsqu’on déclare le type de creer.

Comme précédemment, on poursuit avec les déclarations et définitions
des méthodes et des générateurs. Les deux paramétres sont vus comme deux
variables (prod est le constructeur de produit cartésien en CoQ. C’est 1'équi-
valent de et pour les éléments de Set) :

Variable self_a : setoide.
Variable self_b : setoide.

Local self T: Set :— (prod self_a self_b).

Definition setoide_produit__egal :
(self_T)— (self_T)— bool__t :—
|x :self_T||y : self_T|
(and_b ((setoide_egal self_a) (first x) (first y))
((setoide_egal self_b) (scnd x) (scnd y))).

Les deux setoides self_a et self_b sont utilisés tels quels : contrairement
au cas des decl-dépendances, il n’y a pas de lambda-lifting. En effet, les para-
meétres sont par définition toujours abstraits (c’est a dire présents sous forme
de variables dans le chapitre), contrairement aux méthodes, qui peuvent étre
des variables ou des définitions locales. Pour les paramétres, on peut donc
s’appuyer entiérement sur le mécanisme de section de CoQ, qui fera de egal
une fonction de self_a et self_b. Par ailleurs, on peut remarquer qu’a cause



110 CHAPITRE 6. DE FOC A COQ

de la def-dépendance de egal vis & vis du type support, ce dernier n’est pas
abstrait dans le générateur setoide_produit__egal.

Voyons un autre point. Dans I’espéce setoide_produit apparaissent des
théorémes. Comme on peut le voir ci-dessous avec 'exemple de refl, ces
méthodes sont traduites dans leur propre section :

Section setoide_produit__refl.
Local abst_T : Set :=
(self_T ).

Local abst_egal : (abst_T)— (abst_T)— bool__t :=
(setoide_produit__egal ).

Definition setoide_produit__refl :
(x : abst_T)(Is_true (abst_egal x x)) :=
(magic_prove (x : abst_T) (Is_true (abst_egal x x)) __Nil).
End setoide_produit__refl.

Local self_refl : (x: self_T)(Is_true (self_egal x x)) :—
(setoide_produit__refl).

Au sein de cette section, on trouve tout d’abord des définitions locales, cor-
respondant au def-dépendances du théoréme refl. Comme on le verra ci-
dessous, d’éventuelles decl-dépendances seraient bien entendu traduites par
des variables. On trouve ensuite une définition locale, ici réduite a I'applica-
tion de magic_prove qui trahit I’emploi du mot-clé assumed dans le source
Foc. magic_prove prend en argument, outre ’énoncé de setoid_produit_refl,
une liste (ici vide) des éventuelles decl-dépendances signalées par P'utilisateur

et non reprise dans I’énoncé, afin de s’assurer que CoQ fera correctement les
abstractions lorsqu’on fermera la section.

Enfin, on rassemble le tout dans une définition globale qui constitue le
générateur de méthode du théoréme'. Une fois sorti de la section, on utilise
comme précédemment ce générateur de méthode pour créer la définition
locale liée aux définitions courantes de 1’espéce.

Le reste du chapter consacré aux produits de setoides se poursuit comme
les précédents, jusqu’a la définition de ’enregistrement a partir des différentes
définitions locales (et des deux variables correspondant aux setoides).

La définition de la coercion avec l’espéce parent setoide est toutefois
légérement différente du cas d’une espéce atomique. En effet, cette coercion

'Cela est déja fait pour quelques theorémes.
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est paramétrée par les deux setoides a et b dont on veut faire le produit :

Definition setoide_produit_setoide :=
[a : setoide; b : setoide| [S : (setoide_produit a b)]
(mk_setoide (setoide_produit T ? 7 8) (¥ .. *) ).
Coercion setoide_produit_setoide :setoide_produit >—> setoide.

Il reste & regarder la traduction de 1’espéce des produits cartésiens de
monoides. On va ainsi voir la gestion de ’héritage des espéces paramétrées,
ainsi que de I’héritage multiple en CoOQ :

Chapter Monoide_produit.
Record monoide_produit|a : monoide; b : monoide| :Type :—

(¥ ... %)

Variable self_a : monoide.

Variable self b : monoide.

Local self _egal : (self _T)— (self_T)— bool__t :=
(setoide_produit__egal self_a self_b).

(¥ ... %)

Cette fois, les deux variables self_a et self_b sont des monoides et non
plus des setoides. Ainsi, lorsqu’on cherche & créer la méthode egal a partir
du générateur venant de setoide_produit, COQ doit insérer la coercion
de monoide vers setoide. En effet, setoide_produit__egal attend comme
premiers parameétres deux setoides, les paramétres de setoide_produit.

On peut également observer qu'un générateur de méthode peut effecti-
vement étre réutilisé tout au long de 'arbre d’héritage : ici, different est
créé a partir du générateur de setoide, qui n’est pas un parent direct de
monoide_produit.

Local self _different : (self_T)— (self_T)— bool__t :—
(setoide__different self T self_egal).

Enfin, les choix de définition en cas de conflit se retrouvent dans le choix
du générateur qui produit element. En effet, cette méthode est définie dans
les deux parents de ’espéce courante, monoide et setoide_produit. Comme
on I’a vu, c’est la définition de I’espéce mentionnée en dernier qui est sélec-
tionnée, c’est & dire ici le générateur de setoide_produit.

Local self_element : self_T :—=
(setoide_produit__element self_a self_b self_T self_creer).

End Monoide_produit.
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Apres la fermeture du Chapter, on définit comme a ’accoutumeée les coer-
cions avec les espéces parents. Il y en a cette fois-ci deux, une pour chaque
espéce parent.

Definition monoide_produit_monoide :=
[a : monoide; b : monoide| [S : (monoide_produit a b)]
(mk_monoide (monoide_produit_T?7 S) (¥ ... *)).
Coercion monoide_produit_monoide : monoide_produit>—>monoide.

Definition monoide_produit_setoide_produit :—
|a : monoide; b : monoide| [S : (monoide_produit a b)]
(mk_setoide_produit a b
(monoide_produit T ? 7 S) (# ... *)).
Coercion monoide_produit_setoide_produit :
monoide_produit >-—> setoide_produit.

Comme dans le cas de setoide_produit, ces deux coercions sont paramé-
trées par a et b. La premiére coercion est semblable & celles qu’on a vu
précédemment. Pour la seconde, il convient en outre de remarquer qu’il y a
de nouveau une coercion implicite & ’ceuvre. En effet les monoides a et b sont
transformés en setoide lorsqu’ils sont appliqués & mk_setoide_produit.

Enfin, la collection entiers est traduite par un Chapter, dans lequel on
ne définit pas de type d’enregistrement. La derniére définition du Chapter
est un enregistrement de type monoide, ’espéce qu’implante entiers :

Chapter Entiers.

Definition entiers :— (mk_monoide self_T self_print self_parse self_egal
self _different self_refl self_symm self multiplie self_un self_element).
End Entiers.

De méme, entiers_2 se traduit en un chapitre dont les deux premiéres défini-
tions locales correspondent a l'implantation des paramétres de monoide_produit,
I’espéce qu’elle implante :

Chapter Entiers_2.
Local self_a :monoide :—entiers .
Local self_b :monoide :—entiers .

Definition entiers_2 := (mk_monoide_produit entiers entiers self_T
self_parse self_egal self_different self_refl self_symm self_creer
self_element self print self_un self multiplie).

End Entiers_2.
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6.4 Formalisation de la traduction de FocC vers CoQ

Le reste de ce chapitre est consacré a la définition formelle des méca-
nismes de traduction d’une espéce bien formée et bien typée en CoQ. Comme
dans le cas de la traduction vers OCAMTI., nous allons décrire les différentes
composantes de la traduction de Foc vers CoQ en reprenant ’ordre dans
lesquelles on les trouve dans un Chapter CoQ correspondant & une espéce,
c’est a dire

1. le type enregistrement correspondant & l'interface
2. les générateurs de méthodes

3. les définitions de méthodes dans le contexte de ’espéce, et la définition
de I'enregistrement correspondant

4. les coercions
5. les paramétres

Enfin, nous reviendrons sur la traduction des méthodes récursives, et en
particulier sur les obligations de preuve qu’elles entrainent.

Notation 10 La traduction des contructions FOC en COQ sera désignée
par Foc — CoQ

6.4.1 Types et expressions de base

Les types de base de FOC se traduisent assez facilement en CoQ. En
particulier, les types atomiques ¢, représentant le type support de la col-
lection ¢ correspondante, se traduisent directement. En effet, il existe une
coercion implicite entre chaque type d’enregistrement de FoC et Set (voir
ci-dessous). Le mécanisme de coercion de CoQ peut dés lors transformer tout
enregistrement ¢ en ’élément de Set représentant le type support.

Par contre, les variables de types posent un probléme technique parti-
culier, puisqu’en CoQ elles doivent se traduire par des arguments supplé-
mentaires des fonctions (voir la section 6.1). Si cela n’est pas véritablement
génant au niveau des types (il suffit de générer des noms frais pour repre-
senter ces variables), il ne faut pas oublier d’instantier ces arguments sup-
plémentaires lors de la traduction des expressions. Enfin, les propriétés Foc
se traduisent trivialement en leur équivalent CoQ.

Définition 52 (Traduction des types Foc en Co0Q)

T — T Ty — Th V(ia) =a Dans une espéce s

! !
T] = T — T = Ty c—c a—a self — rep

Dans la traduction CoQ, le type support d’une espéce s est représenté comme
toutes les autres méthodes de s, par une variable de méme nom.
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La traduction des expressions de base ne pose pas de probléme particulier,
sauf en ce qui concerne les appels de méthodes. Dans la partie OCAML de la
traduction, on peut totalement découpler la traduction de C et celle de €. En
effet, les liens entre objets et classes s’établissent par analyse de la structure
des objets : si un objet implante les méthodes déclarées dans une classe avec
le type attendu, il peut recevoir comme type cette classe.

Il en va autrement en COQ ou le recours & des enregistrements impose
qu’on conserve le lien entre chaque collection et 'espéce qu’elle implante,
afin de connaitre le nom du projecteur approprié.

Définition 53 (Environnement valide)
Soit C,E,5, T un environnement FOC bien formé. On suppose qu’il existe
une fonction V de Codom(C) dans Codom(&) telle que, Ve € C, on ait :

Cle) =(mi: i) = E(V () = (cp « tp){zi = 7/}

De plus, il existe une substitution 6 des c, paramétres de collection vers C
telle que Yi, 7, = 7]0. On dira alors que ’environnement est valide.

Lemme 30 (Ajout d’une collection) SoientC,&, %, T" un environnement
Foc walide et ¢ une collection définie par

collection c¢ implements s(e1,....e;,)
et telle que C,E, X, T F ¢ : (z; : 7;). Alors, C+c¢ : (x; : 7;),E, L, T est un

environnement valide, avec V (c) = s et 6(c,) = e, pour chaque ¢, paramétre
de collection.

Preuve. Immeédiat par induction sur le nombre de paramétres, d’aprés les
régles de typage COLL et COLL-INST [J

Notons par ailleurs que deux types enregistrement ne pouvant partager
des champs, il faut créer des noms d’étiquette frais pour chaque nouvelle
espéce?. On supposera pour cela qu’on dispose d'une fonction E(s,m), qui
renvoie un identificateur frais pour chaque couple (s, m).

Définition 54 (Traduction des expressions de Foc en CoQ) On dé-
finit la traduction des expressions FOC en COQ a l'aide de la fonction auzi-
liaire —€. — ajoute devant la traduction —¢ de l’expression proprement dite

2Le nouveau mécanisme de module de CoQ pourrait rendre cette contrainte superflue.
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les variables de types apparaissant libres dans ’expression.
P(z) = Vo, ..., an, 7 QT +z:7Fe—e,7— 171

n fois QT F fun(z in 7)e —° [z: 7)€
QT Fz—°(x7..7)

Gen(I',7) =0 QT +z:0kF ey —° e O, T ke — e

p p e VEN
QTFletx inT=e1 in ey — [z = e]e,

QF f—°f  Vi,QF e —°é [SELF|

self!m —®m
Q- f(el,...,en) —C (f’ el] e;L)

[METH]
Vic)=s E(s) = (c1+t1, s cpp wtp H{Ti 1 i = €5}
clm —° (E(s,m) 6(c1)...0(cp,) )

QV+{a; = A} Fe—e
QFe:r Gen(T,7) =Vaq,...,anT Ay, ..., A, fraiches
I'Fers (A : Set)...(A, : Set)e

On peut alors définir la traduction des propriétés Foc. Le seul point
délicat est qu’il faut faire apparaitre explicitement la conversion de bool
vers Prop quand il y a lieu. On le fait a ’aide de la fonction Is true de la
bibliothéque standard de CoQ. Les fonctions booléennes de FOC représentent
en fait des propriétés calculables, pouvant étre utilisées dans les définitions de
fonctions, et destinées a étre traduites en OCAML. Au contraire, les éléments
de Foc ayant le type Prop n’existent que dans la représentation CoQ.

Définition 55 (Traduction des propriétés) Soit p une propriété Foc
bien typée. On définit sa traduction p' en COQ, notée p — p' a partir de la
fonction intermédiaire P, et d’une éventuelle coercion de bool wers Prop
de la maniére suivante :

QF e: bool QFe—¢ QFe: Prop QFer—¢é
QFe—P (Is_ true ') QFe—Pe
QFp—Pp) QFpy—Ppy QFp—"py QFpy =P py
QFp1 = p2 =" pi = ph QFp1 and py =" (and p ph)
QFp—Pp) QFpy—Ppy QFp—"yp
QFp1oor py =" (or pl ph) Q F not p —P (not p')
QFp—Pyp QrF7— 17 QFp—Pyp QF 70— 17

QFallz in 7,p =P (z:7")p' QOFexxinTt,p—P(EX z:7p)
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6.4.2 Enregistrements avec champs dépendants

Comme on I’a déja fait remarquer, dans un enregistrement CoQ, les types
des champs peuvent dépendre des champs précédents : on va donc étre amené
a utiliser la forme normale d’'une espéce pour créer le type d’enregistrement
correspondant. De plus, 'appel & une méthode m de self n’est pas trans-
formé, comme dans —¢ en la variable m. En effet, il s’agit de faire référence
au champ correspondant, qui a pour étiquette E(s, m).

Définition 56 (méthodes dans un type d’enregistrement)

Soit s une espéce bien formée et bien typée. On définit la traduction d’un
type T (—"s) de la méme maniére que —, a l’exception de la régle SELF, qui
prend la forme suivante :

SELF
self—" E(s, rep)

De méme, la traduction d’une expression est identique a la définition donnée

pour —° sauf pour 'appel a une méthode de self, qui est traduit par :

[SELF]
selflm—";E(s, m)

Définition 57 (Traduction d’une interface Foc) Soit s une espéce de
forme normale ¢1,..¢,,. On définit la traduction d’un champ de la maniére
suivante :

Q! Qb ="
QOFsigz inT— E(s,z): 7' QFletzinT=¢— E(s,z): 1’
Vi, Qb 77! QFp—"gp

let rec z; in 7, = ¢; — E(s, ;) : 7/ QF property z: p— E(s,z):p

QF p—"gp'

/

Q+ theorem z : p proof :... — E(s,z) : p
QF rep[= 7] — E(s,rep) :> Set

Le type d’enregistrement associé a s est alors (avec E(s, Build) un nom
frais dans l’environnement) :

norm(s) = ¢1...¢p Vi, i — 1y
s — Record s : Type := E(s, Build){1...¢n}




6.4. DEFINITION DE LA TRADUCTION 117

6.4.3 Générateurs de méthodes

Le deuxiéme point important de la traduction en CoQ est la définition
des générateurs de méthodes pour les méthodes définies —ou redéfinies— dans
I’espéce qu’on est en train de traduire. Dans cette section, on se concentrera
sur la gestion des dépendances (decl- comme def-), sous forme d’abstraction
ou de variable locale. Le cas particulier des méthodes récursives est traité
dans la section 6.5. Par ailleurs, on suppose que chaque théoréme est accom-
pagné de sa preuve CO0Q, faite dans un environnement tel qu’il est décrit
ci-dessous. Enfin, tout comme dans le cas des étiquettes de la section précé-
dente, on se donne une fonction G(s,m) qui & une espéce s et un nom de
méthode m associe un nom frais dans I’environnement.

Afin de minimiser la taille du générateur correspondant & la méthode m,
on souhaite ne garder dans ¥ que les méthodes de self aux déclarations et
définitions qui sont nécessaires pour typer le corps de m. On va donc consi-
dérer une restriction de 3, appelée l'univers visible de m. Pour construire cet
univers visible, il faut bien str distinguer les decl- et les def- dépendances
de m, mais aussi, et particulierement dans le cas des théorémes, les decl-
dépendances suivant qu’elles proviennent du corps ou du type de m. Pour
fixer les idées, on peut prendre 'exemple de I'espéce suivante :

species s inherits basic_object —
sig a in self ; sig op in self — self ; let ¢ =!lop(la);
sig pl in self — Prop; sig p2 in self — Prop;
property pi_p2: all x in self, Ip2(x) — !Ip1(x);
property op_spec : all x in self, Ip1(x)— 'p2(lop(x));
property a_spec :!pi(la);
theorem t1 :!p2(lc)
proof : def c; decl op_spec a_spec;{* ... *};
theorem t2 :!pi(!c) proof : decl t1 pl p2; {* ... *};
end

D’apres le calcul des dépendances, t1 dépend directement de p2 et c, men-
tionnés dans la propriété. De plus, la preuve nous donne une def-dépendance
vis & vis de c, et des decl-dépendances vis-a-vis de op_spec et a_spec. Pour
que la définition de c soit bien formée, il faut inclure dans I’environnement les
déclarations de a et op dont elle decl-dépend. De méme, I’énoncé de op_spec
oblige a ajouter p1l dans I’environnement. Enfin, comme toutes ces fonctions
opérent sur le type support, celui-ci doit étre présent. Finalement, I’environ-
nement minimal ot t1 est bien typé est toute 1'espéce (a I'exclusion de t2).
Si on s’était contenté de regarder t1 et ses def-dépendances, on aurait oublié
de rajouter p1, et ’énoncé de op_spec aurait été mal typé.

Dans le cas de t2, par contre, on a des decl-dépendances vis-a-vis de
pl, c, t1 et pl_p2. La prise en compte des énoncés de t1 et pl_p2 aboutit &
ajouter p2 dans ’environnement. Par contre, on n’a pas besoin d’analyser les
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dépendances portées par le corps de t1 (c’est a dire la preuve), et op_spec,
a, et op ne sont donc pas conservées.

6.4.4 Deépendances dans les types

En premier lieu, il convient de revenir sur la définition de ’environne-
ment dans lequel on effectue le typage des corps des méthodes définies au
sein d'une espéce s. En effet, on place a priori dans Y toutes les méthodes de
self. Or ’analyse de dépendances permet d’étre beaucoup plus économe. En
effet, pour typer une expression donnée e, on n’a besoin que des méthodes
auxquelles e fait effectivement appel, c’est a dire [ef. L’affaire se complique
quand les def-dépendances rentrent en jeu, puisqu’il faut alors garder des
définitions dans X, et s’assurer que ces définitions sont elle-mémes bien ty-
pées. Pour cela, il faut donc conserver dans I’environnement les méthodes qui
appartiennent a la cléture transitive de la relation de def-dépendance ainsi
que les méthodes dont les précédentes decl-dépendent.

Définition 58 (Univers visible d’une méthode) Soit s une espéce bien
formée et bien typée et x € N(s). L’univers visible de z noté | z | est défini
de la maniére suivante :

yelel, y<az 2<a  yelzf, zelz| yelT(®),
yele|  yelz| y €l y el

La derniére régle est imposée par la présence de type dépendants : il faut
tenir compte d’éventuelles decl-dépendances dans les types des méthodes
que 'on conserve dans Y. Cette notion d'univers visible permet de définir la
restriction de X recherchée, en distinguant trois cas :

1. les méthodes qui ne sont pas dans l'univers visible de z, et qu’on efface
complétement.

2. les méthodes qui sont dans l'univers visible de x, dont = ne def-dépend
pas, et dont on conserve seulement le type

3. les méthodes dont = def-dépend, dont on conserve le type et le corps

Plus formellement, 1’environnement minimal de typage d’une méthode
peut se définir de la maniére suivante :

Définition 59 (Environnement minimal de typage) Soit s une espéce
bien typée et bien formée, et x € N (s). En utilisant les notations précédentes,
et en posant norm(s) = {y; : 7; = e;}, on définit norm(s) M x de la maniére
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sutvante :

y ¢l {lyiti=e M=%
lysr=eyi:mi=efMr=3%

y<fef~73 {yitti=ei}fMzr=%
{le:e’;yiZTi:ei}ﬁﬂ;{;:{y;T:e;Z}

yelz| y£i¥z  fyim=e}nz=%
{ly:t=¢eyi:mi=eifMz={y:7=1;3}

On peut dés lors définir le générateur de méthode de x proprement dit.
Pour cela, on abstrait toutes les méthodes déclarées (i.e. dont le corps vaut
1) dans ¥ Mz, et on définit des variables locales pour les méthodes définies
de ce méme environnement. Ces variables locales utilisent elles mémes des
générateurs de méthode, qui proviennent soit de l'espéce s proprement dite,
soit de ses parents (dans le cas d'une méthode héritée). Pour obtenir une
définition correcte de ces liaisons locales, nous avons donc besoin de z 9 s
(définition 30), ainsi que d’'une autre fonction auxiliaire, pour extraire d’'un
environnement minimal la liste des noms de méthode abstraits.

Définition 60 (Abstraction du contexte minimal) Soit ¥ un contexte
de la forme {z; : 7; = e;}. On définit les abstractions de ce contexte, H(X)
de la maniére suivante :

HO) =0  Hy:7=L0)=y;H(I)  Hy:T=el)=H()siesL

Définition 61 (Traduction de I’environnement d’une méthode)
Soit s une espéce bien formée et bien typée, et x € D (s) une méthode définie
dans le corps de s. On définit le corps du générateur de méthode correspon-
dant 6 = a l'aide de la traduction de 'univers visible de =, notée [-]§, de la
maniére sutvante :

(=~ 7—7
Hy:m=L1G5=[y: ]y

[0]5 =0

[s =~ T— 7 y9s=s H(norm(s') My) = y1...yn
{y: 7= Bs(y): 135 = [y := (G(s',9)yr--ym) 1y

[norm(s)malf =7 Ta@) —7  Bufz) — ¢
G(s,z) — Definition G(s,z) y:7:=e

Remarque 1. Notons que s étant bien formée, les générateurs de méthodes
pour les y dont z def-dépend sont forcément définis avant G(s,z) :
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— Soit y 15 # s. Alors G(y 9 s,y) a été défini dans un Chapter précé-
dent de la traduction
Soit y est défini dans s. Comme on suit l'ordre donné par norm(s),
G(s,y) est défini avant G(s, z).

6.4.5 Meéthodes dans le contexte de norm(s) et traduction des
espeéces

Si on ne s’intéressait qu’a la définition des enregistrements correspondant
aux collections de Foc, la traduction d’une espéce pourrait s’arréter 1a. En
effet, les générateurs de méthodes sont suffisants pour cette tache : pour
définir la traduction de la collection définie en FOC par

collection c implements s

il suffit de retrouver les générateurs de toutes les méthodes x de s, G(z 1 s, x)
et de définir chaque champ en fonction des précédents dans ’ordre donné par
norm/(s), forme normale de s.

Cependant, il peut étre intéressant de définir localement, a l'intérieur du
Chapter CoQ correspondant & I'espéce FOC, les méthodes liées au contexte
courant de 'espéce. Comme on le verra dans la section 7.6, ces définitions
locales permettent de garantir la correction de chaque noeud de 'arbre d’hé-
ritage. Si on se contentait de définir les enregistrements correspondant aux
collections, on ne ferait vérifier & COQ que la bonne définition de ces der-
niéres, sans avoir de réelles garanties sur la hiérarchie des espéces.

Ces définitions locales se font de la méme maniére que pour la gestion
des def-dépendances de la définition précédente : on retrouve I'espéce ou la
méthode est définie pour la derniére fois (z 9 s) et on applique aux géné-
rateurs correspondants les définitions courantes des méthodes dont ils decl-
dépendent.

Définition 62 (Méthode sous contexte) Soit s une espéce bien formée
et bien typée, et x € N'(s). La définition de z dans le contexte de s est donnée
par les regles suivantes :

x ¢ D(s) Ts(x) — 1
Ls(z) = Variable = : 7

z € D(s) z9s=3s H(norm(s') M) = y1...yn
Ls(xz) = Local z := (G(s',z) y1 ... yn)

Avec norm(s) = {z; : 7; = €;}i=1._pn, on définit le contexte d’enregistrement
de s comme
£*

S

= ES(.’E] )ES (.’En)



6.4. DEFINITION DE LA TRADUCTION 121

Enfin, on peut définir un enregistrement R(s) (def. 63) de type s a par-
tir des définitions locales et des variables du Chapter. Lorsqu’on ferme le
Chapter, ces variables sont abstraites par CoQ. Cela permet d’obtenir une
fonction qui associe aux méthodes déclarées de s un enregistrement dont les
champs sont les définitions courantes des méthodes de D (s). En d’autres
termes, les arguments de cette fonction sont les méthodes qu'il reste a four-
nir pour créer une collection implantant s. On peut donc la rapprocher de
I’endofoncteur G — pour Générateur — de la catégorie des générateurs d’en-
registrement de la thése de Sylvain Boulmé ([Bou00], p.184).

Notons enfin que si I'espéce s est complétement définie, cette “fonction”
est en fait, dans le cas d'une espéce atomique une constante : définir une
collection ¢ implantant ’espéce revient dés lors & donner un nom particulier
¢ & R(s). Comme on le verra ci-dessous (section 6.4.7), dans le cas d'une
espéce paramétrée, R(s) est abstrait par rapport aux paramétres. Il reste
donc a appliquer la fonction obtenue aux instance voulues pour obtenir un
enregistrement.

Définition 63 (Enregistrement sous hypothéses)

Soit s une espéce bien formée et bien typée, et norm(s) = {x1 : 7
€ly ey Tp  Tn = €n} Sa forme normale. On définit 'enregistrement R(s)
sous les hypothéses N (s)\D (s) de la maniére suivante :

Definition R(s) := (E(s, Build) =1 ... ).

De méme, si c est une collection implantant s, on définit [’enregistrement c
comme
Definition c := R(s).

6.4.6 Coercions

Le dernier point important de la traduction d’une espéce en CoQ est la
définition des coercions permettant de passer d’une espéce s & chacun de ses
parents s;,. Pour cela, il suffit de disposer de la forme normale de s, afin de
savoir dans quel ordre fournir les méthodes au constructeur d’enregistrement
E(sp, build). En effet, il n’y a a priori aucune raison pour que cet ordre soit
le méme que dans la forme normale de s.

Définition 64 (Coercion vers une espéce parent)
Soit s une espéce définie par

species s inherits si,...,sp, — ...

Pour tout h < hy, on définit la coercion de s vers sy, s = sy, a partir de la
forme normale de sy, norm(sp) ={x1: 7 =€1..Tm : T =€p} :

S F—= sp =
Definition s sy :=[S : s|(E(sp, Build)(E(s,z1) S)...(E(s,zm) S)).
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6.4.7 Paramétres

Le traitement des paramétres en COQ ne pose pas de probléme particu-
lier : il suffit de placer dans le contexte une variable dont le type correspond
au parameétre en question. On tire ici pleinement parti du mécanisme d’abs-
traction des sections de COQ puisque tous les générateurs dépendant d’un
parameétre seront abstrait par rapport a ce paramétre, ainsi que l’enregis-
trement sous les hypothéses de l'espéce. Il n’y a pas besoin de faire faire
le lambda-lifting par le compilateur FocC, contrairement aux dépendances
vis-a-vis des méthodes de self, car les paramétres sont par définition tou-
jours abstraits. Enfin, les paramétres forment les premiers champs du type
d’enregistrement correspondant & I’espéce paramétrée.

En ce qui concerne les types d’enregistement, ainsi qu’on ’a vu, les pa-
ramétres FOC sont directement traduits en paramétres COQ pour les types
d’enregistrement générés. Toutefois, utiliser des types d’enregistrement pa-
ramétrés a un cott : les projecteurs associés prennent des arguments supplé-
mentaires correspondant a ces paramétres (ceux-ci pouvant néammoins étre
inférés par CoqQ la plupart du temps). Ainsi, setoide_produit_creer a le
type (a,b :setoide; s :(setoide_produit a b))a—>b—>s. On pourrait donc
penser & introduire les paramétres comme des champs de l'enregistrement.
De cette maniére, les projections garderaient la méme forme que 'espéce
correspondante soit paramétrée ou non. Avec une telle traduction, le type
d’enregistrement aurait la forme suivante :

Record setoide_produit : Type :=
mk_setoide_produit {
setoide_a : setoide;
setoide_b :setoide;
setoide_produit_T :> Set;

setoide_produit_creer :
setoide_a — setoide_b — setoide_produit._T;

}....

Dans cette traduction, setoide_produit_creer ne prend pas a et b en ar-
gument, ainsi que le montre son type :

(s :setoide_produit)(setoide_a s)—(setoide_b s)—>s

Les types de ses deux derniers arguments sont bien des champs de ’enregis-
trement s et n’ont donc pas a apparaitre explicitement dans la signature de
setoide_produit_creer.

Cette autre approche n’est malheureusement pas correcte. En effet, lors-
qu’une espéce compte plusieurs parameétres, les derniers parameétres peuvent
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dépendre des précédents, comme l'indiquent les régles de typage de la sec-
tion 3.8. Dans ce cas, la traduction des parameétres en champs de ’enregis-
trement peut faire perdre des informations et aboutir a des termes CoQ mal
typés, ainsi que le montre I’exemple suivant :

species ¢ (a is basic_object) inherits basic_object =
rep — a;
let toc (x in a ) in self = x;

end

species foo (a is basic_object, my_c is c(a))
inherits basic_object =
rep — my-c;
let toc (x in a) in self = my_c!toc(x);
end

Avec la traduction des paramétres en tant que champs d’un enregistrement,
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on obtient le code CoOQ suivant :

Chapter C.
Record c : Type := mk_c {
c_a: basic_object;
c_T:> Set;
c_print : (c_T)— string__t;
c_parse : (string__t)— c_T;
c_toc: (c_a)— c_T

}.
End C.
Chapter Foo.
Record foo : Type := mk_foo {
foo_a : basic_object;
foo_my_c: c;
foo_T :> Set;
foo_print : (foo_T)— string__t;
foo_parse : (string__t)— foo_T;
foo_toc : (foo_a)— foo_T
}.
Variable self_a : basic_object.
Variable self_my_c : c.
Local self T : Set :— self_my_c.
(* ERREUR *)

Definition foo__toc :(self_a)— self T :—
[x : self_a|((c_toc self_my_c ) x).

End Foo.

Les deux variables du chapitre Foo n’ont a priori aucun lien entre elles (du
moins pour COQ). En particulier, on n’a aucun moyen de signaler & CoQ
que le premier champ de self_my_c doit étre égal & self_a. Or le typage du
générateur correspondant & toc ne peut se faire que dans un environnement
ol cette égalité est connue, puisqu’on applique un argument de type self_a
a une fonction qui attend un élément de type (c_a my_c). La définition
ci-dessus est donc rejetée par CoQ.

Au contraire, si les types d’enregistrements portent explicitement leurs
parameétres, on ne perd pas ce lien entre les paramétres : la traduction a la
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forme suivante.

Chapter C.
Record c|a : basic_object|: Type := mk_c { ...
c_toc: (a)— c_T }
End C.

Chapter Foo.
Record foola : basic_object; my_c : (c a)| : Type :—
mk_foo { (* ... %)}

Variable self_a : basic_object.
Variable self_my_c : (c self_a).

Definition foo__toc :(self_a)— self T :=
[x : self_a| ((c_toc ? self_my_c ) x).
End Foo.

Cette fois-ci, self_my_c est un enregistrement de type (c self_a), et le lien
entre les deux paramétres apparait bien. Dans le générateur de la méthode
toc, on peut donc utiliser le projecteur c_toc, qui prend en premier argument
le parameétre de l'enregistrement (qu’on peut demander a CoQ d’inférer,
puisque self_my_c contient cette information) et enregistrement lui-méme.
Le résultat est bien une fonction qui attend un argument de type self_a,
et la définition du générateur est donc dans ce cas bien typée. Bien que plus
lourde a gérer en ce qui concerne les appels de méthodes, cette solution doit
donc étre retenue, puisqu’elle seule permet d’obtenir des définitions bien
typées pour toutes les expressions FOC. Nous allons maintenant détailler
cette traduction.

Définition 65 (Type d’enregistrement d’une espéce paramétrée)
Soit s une espéce définie par

species s(c1 « T1,. . \Ck « Tg) - -

telle que sa forme normale soit norm(s) = ¢1...¢,. On définit alors le type
d’enregistrement associ€ 4 s de la maniére suivante :

s — Record s [c1 : T{;...;c 2 T))] : Type = E(s, Build) {1, .. n}

Par ailleurs, l'utilisation des générateurs de méthode correspondant est
plus complexe. En effet, il faut substituer au paramétre formel son instan-
tiation dans l’environnement courant. De plus, comme un générateur de
méthode peut étre utilisé pendant plusieurs “générations” successives d’es-
péce, on peut étre amené a faire récursivement plusieurs instantiations. Par
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ailleurs, comme COQ n’abstrait que par rapport aux variables réellement
utilisées a l'intérieur de la définition, il faut examiner le corps de la méthode
correspondante pour savoir quels sont les paramétres qu’elle utilise.

Définition 66 (Paramétres utilisés par une méthode)
Soient s une espéce définie par

species s(c1 .« Ti,...Cp,  Tp,) -

et x € D(s) une méthode telle que © 1 s = s. On définit les paramétres
utilisés dans une expression e, Us(e) de la maniére suivante :

Us(y) _ {{y} S%yEPe

(Z] S1non
Us(let y = e inea) = Us(er) U Us(e2)\{y})
Us(let rec y = e in e) (Us(er) Uly(e2))\{y}
Us(Ay.e) Us(e)\{y}

Us(cly) = { {c} siceP,

() sinon

Cette définition est étendue aux propriétés de la maniére suivante :

Us(pr or p2) = Us(pr) Uls(p2)
Us(p1 and ps) Us(p1) UUs(p2)
Us(p1 — p2) Us(p1) UUs(p2)
Us(not p) Us(p)
Us(all y in T,p) Us(p)
Us(ex y in T,p) = Us(p)

On définit alors les paramétres utilisés dans la définition de x (Us(x)) avec
les regles suivantes :

Bony TYPE DEF-DEP
¢p € Us(Bs(2)) ¢p € Us(Ts(w)) Y <def ¢p € Us(Bs(y))
¢p € Us(z) ¢p € Us(z) ¢p € Us(z)
UNIVERS PrM
y €|l x| cp € Us(T5(y)) ¢y € Us(x) cp € Us(1y)
cp € Uy(x) ¢p € Us(z)

ou P, (respectivement P,) est l'ensemble des indices p tels que c, soit un
parameétre de collection (respectivement d’entité).
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Comme dans la définition du contexte minimal, on prend en compte les défi-
nition des méthodes dont = def-dépend ainsi que les types des méthodes dont
x decl-dépend pour vérifier si un parameétre ¢, est utilisé ou non. Par ailleurs,
la régle PRM vient la encore du fait qu'un parametre ¢, peut dépendre d’'un
parameétre ¢, (avec p < p’) : si ¢y est utilisé par z, ¢, I'est implicitement.

Définition 67 (instantiation des paramétres d’une espéce)
Soit s une espéce, et © € D(s). La liste des instantiations des parameétres
de x, Insts(x) est définie de la maniére suivante :

z9s=s
Insts(z) =0

h =T4(x)
z 9s=sp E(sn) = (€1« 1y &y« Ty, ) defs Ih = e1...ep,

Insts(z) = {Instc,(})e,eu,, (2))

h =T(x) z9s=s
E(sp) = (€14 T1, ey Cpy « Tp, ) defs Ih =er...e Inst,, (z) = {ay...ax}
Insts(z) = {ai[c, <+ ep]}

Dés lors, il n’y a plus qu’a ajouter Insts(x) en téte des arguments passés
a chaque générateur de méthode, que ce soit dans les définitions liées aux
def-dépendances ou dans les définitions des méthodes sous hypothése.

Définition 68 (Méthode sous contexte en présence de paramétre)
Soient s et x € D(s), telle que © 1 s # s. On modifie la définition def.62
pour tenir compte des paramétres des parents de s :

z € D(s) z9s=4 H(norm(s') Mz) = y1...yn
Ls(z) = Local = := (G(s',z) Insts(z) y1...yn)

En ce qui concerne les collections, il faut désormais tenir compte du
fait qu’elles peuvent implanter des espéces paramétrées. Il ne s’agit donc
pas d’un simple renommage de new_spec comme dans la définition 63, mais
d’une application de fonction :

Définition 69 (Création de collection) Soit ¢ une collection définie par
collection c¢ implements s(ey,....e;,)

Y

On définit l’enregistrement COQ correspondant de la maniére suivante :

Vi, e; — €} R(s) =5
!

¢ — Definition c:= (s' €] ... e]))
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6.5 Meéthodes récursives et preuves de terminaison

Dans ce qui précéde, nous avons considéré que les méthodes récursives
faisaient I'objet d’un traitement spécial, en dehors de la traduction de I’es-
péce elleeméme. En fait, il s’agit surtout d’adapter le générateur de ces mé-
thodes pour qu’il accepte une définition récursive. En premier lieu, on peut
distinguer, suivant la nomenclature de CoQ, deux types d’induction :

I’induction structurelle.

— l’induction bien fondée.

Chacun de ces deux types conduit & une traduction différente. En effet,
dans le premier cas, la définition récursive peut étre traduite directement a
partir du prédicat d’élimination du type inductif concerné. Dans le second,
en revanche, 1'utilisateur doit donner une preuve explicite de la terminaison
de sa fonction. Nous allons maintenant examiner successivement ces deux
cas.

Induction structurelle Le premier cas est le plus simple. Il s’applique
quand la fonction récursive prend comme argument des éléments d'un type
inductif, et que chaque appel récursif se fait avec des arguments structu-
rellement plus petits que les arguments de départ. Ainsi, la définition Foc
suivante, qui calcule la longueur d’une liste, est-elle structurellement récur-
sive :

let rec length 1 =
match 1 with
#Nil — O
| #Cons(_,t1) — 1 + #length(tl)

1)

Intuitivement, on appelle length sur la liste t1 qui compte un constructeur
de moins que 1. Comme toute liste est formée d’un nombre fini de construc-
teurs #Cons (et #Nil, celui-ci n’apparaissant qu’a la fin), tout appel & length
se termine et renvoie un entier.

Les définitions structurellement récursives peuvent étre traduites en CoQ
par l'intermédiaire d’'un Fixpoint. Cela revient en fait a utiliser le schéma
d’élimination du type inductif correspondant.

Induction bien fondée Le second cas est plus difficile & mettre en ceuvre
dans CoQ, mais plus général. Il faut exhiber un ordre bien fondé < sur les
type des arguments de la fonction. Un ordre bien fondé est une relation
d’ordre sur un ensemble F telle qu’il n’existe pas de suite infinie de termes
strictement décroissante pour cet ordre. On dit alors que F est bien fondé.
Ainsi, N muni de la relation d’ordre usuelle est un ensemble bien fondé.
Il reste alors & montrer que chaque appel récursif se fait sur un argument
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strictement plus petit au sens de <. Comme par définition on ne peut avoir
une suite infinie d’arguments strictement plus petits, la fonction termine.

Par exemple, la définition de ’exponentielle sur un monoide par dichoto-
mie (donnée p.49) est une récursion bien fondée. En effet en prenant I'ordre
usuel sur N, il faut montrer

—mpairVn>0=35<n

nimpair\/n>0:>7%1 <n

L’hypothése n > 0 provient du test qui est effectué au début de la fonction :
il n’y a pas d’appel récursif dans le cas contraire. Il convient de remarquer
que sans cette hypothése, nos propriétés ne sont pas vraies : Ainsi, g £ 0. Les
énonceés des lemmes assurant la terminaison doivent donc suivre exactement
la définition de la fonction, afin de contenir toutes les hypothéses nécessaires.

La librairie standard de C0oQ contient un certain nombre de fonctions
permettant de manipuler de telles définitions, mais leur maniement est rela-
tivement complexe. La traduction d’une telle définition Foc vers CoqQ se fait
au travers d'une Section ou des variables locales permettent de manipuler
I’ordre bien fondé et les différents lemmes de terminaison. Leurs énoncés sont
engendrés par I'analyse du code de la fonction elle méme. Cette traduction
s’inspire largement de la tactique Program de Catherine Parent [Par95]. A
titre d’exemple, la définition de exp sera traduite de la maniére suivante :

Section Exp.
Variable abst_T : Set.
Variable abst_mult : (abst_T)— (abst_T)— abst_T.
Variable abst_one : abst_T.

On commence bien siir par définir les variables COQ correspondant aux decl-
dépendances de la définition récursive. De ce point de vue, il n'y a pas de
différence avec les définitions non-récursives.

La seconde partie de la Section est consacrée & 1'ordre qui va assurer la
terminaison :

Local my_order :((prod abst_T int__t))—
((prod abst_T int__t))— Prop :=
[x : (prod abst_T int__t)|[y : (prod abst_T int__t)| (* ... *)

On procéde ensuite & la définition d’un prédicat binaire sur ’ensemble des
arguments de la fonction, c’est a dire ici le produit abst_T * int__t (repré-
sentation CoQ de self * int).

Local well_founded_my_order :(well_founded? my_order).
EApply dontwanttoproveit.

Qed.

On montre enfin que my_order est un ordre bien fondé. well_founded est
un prédicat de la librairie standard de C0Q.
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On peut dés lors énoncer —et prouver— les lemmes intermédiaires qui
montrent que chacun des deux appels récursifs s’effectue sur un argument
strictement plus petit au sens de my_order que l'argument initial (x,n).

Local lemma_1 :
(_aux1 :(prod abst_T int__t))
[x :=(first _aux1) :abst_T||n :=(scnd _aux1) :int__t|
(Is_true (not_b (int_leq n ‘0Y)))—
(Is_true (int_eq (int_mod n ‘2‘) ‘0‘))—
(my_order
(crp (abst_mult x x) (int_div n ‘2¢))
_auxl).
Proof.

EApply dontwanttoproveit.

Qed.

Local lemma_2 :
(_auxl :(prod abst_T int__t))
|x :=(first _aux1) :abst_T||n :=(scnd _aux1) :int__t|
(Is_true (not_b (int_leq n ‘0‘)))—
(Is_true (not_b (int_eq (int_mod n ‘2°) ‘0‘)))—
(my_order
(crp (abst_mult x x) (int_div (int_moins n ‘1‘) ‘2°))
_auxl).
Proof.
EApply dontwanttoproveit.

Qed.

Comme on l'a déja dit, les énoncés des deux lemmes contiennent des
hypothéses représentant les branches des expressions conditionnelles dans
lesquelles se trouvent les appels récursifs.

Une fois les lemmes énoncés, on peut passer a la définition de exp pro-
prement dite. Cette définition se fait en deux étapes, a 'aide de la fonction
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fix de la bibliothéque standard de CoQ :

Local exp_aux :
(_aux1 :(prod abst_T int__t))
((_y :(prod abst_T int__t))(my_order _y _auxl)— abst_T)—
abst_T :—
[—aux1 :(prod abst_T int__t)]
[exp_aux_rec :
((_y :(prod abst_T int__t))(my_order _y _auxl)— abst_T)|
[x :— (first _auxl)||n :— (scnd _auxl)]
if (int_leq n ‘0‘) then
abst_one
else
if (int_eq (int_mod n ‘2‘) ‘0‘) then
(exp_aux_rec (crp (abst_mult x x) (int_div n ‘2¢))
(lemma_1 _auxl (* ... #%))
else
(abst_mult x (exp_aux_rec
(crp (abst_mult x x)
(int_div (int_moins n ‘1) ‘2))
(lemma_2 _auxl (* ... #)))).

On commence par définir une fonction auxiliaire exp_aux dont on va calculer
le point fixe. Cette fonction prend deux arguments :

1. un couple (x,n).
2. une fonction exp_aux_rec qui & tout couple (x’n’) strictement plus
petit que (x,n) associe un élément de abst_T.

Elle renvoie elle-méme un élément de abst_T. Le corps de cette fonction
est la traduction directe du corps de exp dans le source Foc, chaque appel
récursif étant remplacé par un appel a exp_aux_rec, a laquelle on fournit
un argument supplémentaire, la preuve que ’argument est strictement plus
petit que (x,n), sous forme des lemmes intermédiaires.

Local monoid_exp_aux := (fix? my_order well_founded_my_order
(|x :(prod abst_T int__t)|abst_T) exp_aux).
Definition monoid__exp :=[x; n|(monoid_exp_aux (x,n)).
End Exp.

Enfin, on utilise fix pour définir le générateur de la méthode exp. Cette
fonction de la bibliothéque standard de CoQ construit le point fixe d’'une
fonction, & partir d’un ordre bien fondé. Plus précisément, les arguments de
fix sont les suivants :

1. I'ensemble A sur lequel est défini la fonction (ici, il est inféré par CoQ)

2. un prédicat binaire R sur A (my_order)
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3. la preuve que ce prédicat est bien fondé (well_founded_my_order)

4. le type de retour de la fonction, Comme fix est une fonction treés
générale, ce type, P peut dépendre de l'argument de départ, et doit
donc avoir lui-méme le type A—>Set. Ici, on 'instantie par la fonction
constante égale & abst_T.

5. une fonction f qui prend en argument un élément de x de A et une
fonction qui a tout y de A strictement plus petit que x (vérifiant (R y
x) associe un élément de (P y). f renvoie un élément de (P x). Ici,
cette fonction est exp_aux

fix renvoie alors une fonction qui a tout x de A renvoie un élément de (P x),
en instantiant le second argument de £ par [y :A|[(R y x)|(fix R wfR £). En
d’autres termes, on bétit le plus petit point fixe de f, qui vérifie I'égalité
(fix f x)=(f (fix f x)). Le fait que f n’utilise son second argument que sur
des éléments strictement plus petits que I’argument de départ, et que l'ordre
soit bien fondé garantissent ainsi que f ne sera appelée qu'un nombre fini de
fois lors de cette construction.

Actuellement, le compilateur FOC génére une Section correspondant a ce
que nous venons de décrire pour chaque méthode récursive. Toutefois, ’ordre,
sa bonne formation et les lemmes intermédiaires ne sont pas démontrés (il
n'y a pas de syntaxe en FOC pour le faire). Le seul moyen de finir la preuve
consiste donc a éditer le code COQ engendré & la main, pour remplacer les
axiomes dontwanttoproveit par de vraies preuves. De plus, la gestion des
méthodes mutuellement récursives reste a faire (cf. section 11.1.1).



Chapitre 7

Correction de la traduction

CoQ

Si le typage par OCAML des classes obtenues par le compilateur Foc
offre un certain nombre de garanties quant a la correction du code obtenu,
les vérifications de type faites par COQ permettent d’aller bien plus loin dans
I'optique de la certification du code.

En premier lieu, la traduction vers CoQ inclut les propriétés et théorémes
écrits en Foc, et c’est CoQ qui en dernier ressort décide de la véracité des
preuves d'un source Foc!. Toutefois, méme si on ne s’intéresse pas aux
théorémes des espéces FOC en tant que tels, la traduction de Foc vers CoQ
et le typage par CoQ des définitions résultantes permet d’offrir certaines
garanties de correction de I'analyse de dépendance telles qu’elle est faite
en Foc. Plus précisément, 1’analyse par CoQ du résultat de la traduction
permet de s’assurer des points suivants :

1. tous les cycles de dépendances sont repérés et pris en compte sous un
let rec

2. l'univers visible de chaque méthode est calculé correctement (on n’ou-
blie pas de dépendance dans ce calcul)

3. Les générateurs de méthodes sont toujours utilisés dans un contexte
admissible (on n’oublie pas d’effacer une définition a cause de def-
dépendances)

Le fait qu’aucune espéce ne puisse contenir de cycle de dépendance en
dehors d’un let rec est de toute facon un élément essentiel de la mise en
forme normale : si ce n’était pas le cas, le compilateur lui méme bouclerait, et
il n’y aurait pas besoin de la traduction CoQ pour voir qu’il y a un probléme.
Toutefois, 'utilisation de CoQ permet de forcer & présenter une preuve de

terminaison pour chaque méthode récursive (voir la section 6.5), ce qui est

i

'Rappelons d’ailleurs qu’en pratique a I’heure actuelle les preuves Foc sont des scripts
CoqQ, Foc se “contentant” de mettre en place 'environnement approprié.

133
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une propriété importante pour obtenir du code certifié. Dans le reste de ce
chapitre, nous supposerons que toutes les preuves de terminaison nécessaires
ont été faites, et que les expressions récursives ont été “rejetées” a I’extérieur
des enregistrements et des générateurs de méthodes selon la technique décrite
dans la section 6.5.

Par ailleurs, la définition des générateurs de méthodes telles qu’on 1’a vue
dans la section 6.4.3 n’est acceptable pour CoQ que si l'univers visible de ces
méthodes est correctement calculé : si on oublie des dépendances, le contexte
dans lequel COQ essaiera de typer le corps de la fonction ne sera pas correct,
et on aura une erreur de typage. La section 7.6 montre qu’on construit bien
un environnement correct pour chaque générateur de méthode.

Enfin, une fois qu'on a défini ces générateurs, il reste a les utiliser pour
créer les méthodes proprement dites. Comme on I’a dit dans la section 6.4.5,
on pourrait effectivement se contenter de n’utiliser ces générateurs qu’au
moment de la création des collections, puisque ce sont les seuls endroits ot on
construit des enregistrements complets (sans méthodes virtuelles). Toutefois,
créer des méthodes dans chaque contexte ot ¢’est possible permet de s’assurer
que chaque étape de construction de l'arbre d’héritage est correcte, c’est a
dire qu’on ne conserve que des définitions qui sont correctes dans le contexte
de l'espéce courante. La section 7.6 montre que c’est effectivement le cas.

7.1 Univers visible et générateur de méthode

Le lemme suivant montre que la définition de I'univers visible permet
bien de restreindre la vue qu’on a de self aux champs nécessaires pour typer
Bs(z) (& condition que § soit bien typée). On y montre en fait deux choses :

1. que ’environnement ainsi restreint est bien typé

2. qu’on peut typer Bg(z) 8’il était typable avec 'espéce § entiére.

Lemme 31 (Correction du typage) En supposant que s est bien formée,
et avec les notations de la définition précédente, on a les deuxr propriétés
suivantes :

V(z;:1, =€) €5Mz, C,E, T, §Mx b+ By(x;) : 7
ar, C,E, T, Mz F By(z) : 7

Preuve. Par définition du typage de s (régle WELL-TYPED-SPEC) et de m.
En effet, s étant bien formée, tous les corps des méthodes sont typables dans
I’environnement C,&,T',s. Or par définition de M, on n’utilise pour ce faire
que des méthodes de s M x.

Plus précisément, il s’agit de montrer que toutes les applications de la
régle SELF-CALL restent correctes dans le nouvel environnement. Nous allons
donc examiner les cas ou cette régle peut s’appliquer, ces cas étant les sous-
expressions pouvant contenir un appel & une méthode de self.
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Dans T,(z;) Avant de vérifier que les corps des def-dépendances sont ty-
pables, il convient de s’assurer que les types proposés sont eux-mémes bien
formés. Des appels & une méthode y de self peuvent intervenir sous deux
formes : la présence du type support, ou dans le cas de propriétés, des appels
a des méthodes calculatoires. Dans tous les cas, d’aprés la définition de | z |,
y €|z |, et on adoncy: Ts(y) € M.

; s ) . de
Dans Bg(z;) Par définition de M, ce cas ne peut se présenter que si x; <Spf

z. Dans ce cas, toutes les dépendances de z; se trouvent dans | z |. De plus,
si y est une def-dépendance de z;, on a y <;16f z; <§lef
de M, la définition de y est présente dans I’environnement.

z, et par définition

Dans 7 De méme, les decl-dépendances du type de z lui-méme sont pré-
sentes par définition dans I’environnement, et 7 est bien formé.

Dans B(z) Enfin, pour les appels & une méthode y dans le corps de z,
il y a deux possibilités. Soit on a une decl-dépendance, et par définition de
| 2 |, y est bien présente dans I'environnement avec son type, soit on a une
def-dépendance, et avec la régle correspondante de M, y est présente avec sa
définition dans ’environnement. [

Notation 11 Dans la suite, on notera C,E,I' - s M x la premiére propriété
du lemme précédent (bonne formation du contexte de typage de Bg(x).

Dans le reste du chapitre, on se concentre essentiellement sur la traduc-
tion des générateurs de méthodes en COQ, en supposant en particulier que
les preuves de terminaison ont été fournies (et sont correctes) pour toutes
les méthodes récursives. Comme pour l'analyse de la traduction en OCAML,
on commence par donner la traduction d’un contexte valide en C0OQ, avant
de s’intéresser au typage de la traduction des expressions de base dans un
contexte donné, puis aux générateurs de méthodes eux-mémes, et enfin a
leur utilisation.

7.2 Traduction de ’environnement FocC

Contrairement & OCAML, un contexte COQ contient a la fois des types
et des termes. En particulier, les éléments définis de 3 vont garder leur défi-
nition lors de la traduction de I’environnement. On va donc devoir montrer
que cette définition est correcte, c’est a dire qu’un environnement FOC bien
formé est traduit en un contexte CoqQ bien formé. Pour cela, il convient de
formaliser la notion d’environnement FOC bien formé et de montrer que si
une espéce s ou une collection c¢ est bien typée dans un environnement bien
formé donné, alors on peut les ajouter a cet environnement.
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Définition 70 (Environnement Foc bien formé) SoitC,E, %, T un en-
vironnement FOC. Un tel environnement est dit bien formé, ce qu’on notera
WF(C,E,%,T) si on peut dériver ce jugement a partir des régles suivantes :

WF(C,E,E,T) s¢ll WF(C,E,{z; — (7i,€;)},T)

WF(C,0,0,T
( ) WF(C,E—F@ . {’I‘, LT = e,;},I‘)
WF(C+c¢:I,E+s:¢,%,T) WF(C,E+s:e, 5T +xz:7)
WF(C,E +s: (c is I)e,I) WF(C,E+5s: (z in 71)e,T)

V?:, C,g,{.’l)j Ty = ej},I‘ F €; 1Ty
WF(C,E, {’I‘J T = ej},I‘)

Lemme 32 (Bonne formation des définitions) Soit C,E, %, T un envi-
ronnement FOC bien formé. s une espéce définie par defspec telle que

C,E,3, ' species s defspec : 1

Alors C,E + s : 1,5, T est bien formé.
De méme, si ¢ est une collection définie par imp, telle que

C,E,%, T F collection ¢ imp : 1
Alors C+c: I,E, 5,1 est bien formé.

Preuve. Trivial par cas a partir des régles de typages du chapitre 3. [J

Notation 12 Dans les régles ci-dessous, la notation {z : T} est utilisée
comme du sucre syntazrique pour signaler qu’on place dans l’environnement
non seulement le type d’enregistrement correspondant, mais aussi tous les
projecteurs.

Définition 71 (Traduction de I’environnement Foc en CoQ)
Soit C,&,%, T un environnement FOC bien formé. On définit 'environne-
ment COQ correspondant T de la maniére suivante :

Cle) ={zi: 7} Clc)=¢ Vie)=s
(d:s)el’

5(9) = ((Lj . f]){’l‘7 T = e,;} V7, t; — f; Vi, T; Tz"
(s := (aj : ;)){E(s,x) : 7} : Type) € T'

Z(*(E) = (7’, 6) 70— 7 e —° ¢ Z(.’E) = (T,L) T — T

(x:=¢:7)el’ (z:7)el’

I'(z) =Vaq,...,anT V4o A1 A; fraiches
z:(Ag, .., AT €T’
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Dans la suite, on notera Q »— I la traduction d’un environnement FOC en
Coq.

7.3 Typage des expressions de base

Lemme 33 (Bonne formation du contexte) Soit C,E, X, T un environ-
nement FOC bien formé, et I l'environnement COQ correspondant. Alors
I est bien formé.

De plus, sie est une expression FOC bien typée, telle que C,E, X, T'Fe: T,
alors, avec e — €' et T »— 7', il vient Gen(T',7) = Vai,...,a,7. On a alors
I"Ee': (A, ..., Ap)T, avec les A; variables fraiches telles que V(a;) = A;.

De méme, si p est une proposition FOC bien typée dans le contexte €2, si
p—Pp et Q— T alorsT'+p' : Prop

Preuve. les deux parties du lemme doivent étre montrées simultanément
par induction sur le nombre d’expressions et de propriétés présentes dans X
et £. S’il n’y en a aucune, I'' est bien formé. De plus, si e a le type 7 dans
I’environnement bien formé C,&,%, ", on va montrer par induction sur la
dérivation de typage de e que €', sa traduction en CoqQ a le type 7’ (avec
7 7') dans 'environnement I". Dans le cas des propriétés, on montrera
en outre que lorsqu’on on ajoute une propriété dans I, celui-ci reste bien
formé.

Variable Si e est une variable z. Alors I'(z) = Vo, ..., am, 71, et IV(z) =
m fois
/ . 5
(Ay,...,Ay) 7. La traduction est de la forme (z 7...7 ). De plus, 7 est une
instance du schéma de type ci-dessus, et COQ va pouvoir inférer les instances
des A; dans 7{ pour retrouver 7’.

Abstraction Si e est de la forme fun(z in 71)eq, 7 est de la forme 71 — 75,
avec eg : 9. En notant ey —€ e}, 7 — 7] et 79 — 74, il vient alors, par
hypotheése d’induction, IV + z : 7{ F €}, : 7} et €' a bien le type 7{ — 7.

Application Si e est de la forme f(ey,...,e,), avec f —°¢ f' et Vi, e; —°

ei, ' et les e} sont, par induction, bien typés dans I', et f ayant le type
Ty — ... — T,, 'application est bien typée en C0OQ.

Liaison locale Si e est de la forme let 2 in 71 = e; in ey, avec e; —° €]
e ! ! : 2 / . '

et eg ¢ eg, €7 est bien typé avec le type 7;, traduction de 71, dans I"V. Donc

I + z : 7{ est un environnement bien formé, dans lequel on peut typer €,

avec le type 7.
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Appel de Méthode Si e est de la forme c!m, il faut distinguer deux cas,
selon que c est self ou un nom de collection existant. Si ¢ est une collection
existante, alors avec la régle METH-CALL, ¢ posséde la méthode m, de type
7, et dans I, ¢ est un enregistrement dont un projecteur est m. De plus, ce
projecteur attend autant de parameétre que V (c), et (E(s,m) 7...7 ¢) a bien
le type 7.

Si ¢ = self, d’aprés SELF-CALL, la méthode m existe dans 3, et on a
donc (m: 1) eI

A partir des expressions de base, on peut montrer que la traduction des
propriétés est correcte dans I'. Soit p une propriété bien typée dans un
environnement FOC bien formé, telle que p — p’.

Expressions Si p est une expression e de type bool, avec ce qui précede €’
a le type bool en CoqQ et (Is_true €') est bien typé de type Prop. De méme,
si e est de type Prop, € est directement de type Prop en CoQ.

Connecteurs logiques de base Trivial par induction sur la dérivation
de typage de la propriété.

Quantificateurs Dans les deux cas (quantificateur universel ou existen-
tiel), on a une propriété p bien typée dans le contexte C,E, X, T + z : 7. Le
contexte I'" + z : 7/ est bien formé, et p’ y a bien le type Prop.

Une fois que 'on a montré que la traduction des expressions et des pro-
priétés FOC est bien typée dans un environnement I ne comportant pas
d’expression ou de propriétés, on peut terminer la preuve par induction sur
le nombre d’expressions et de propriétés de I'' : on ajoute les expressions une
par une, en utilisant I’hypothése de récurrence pour s’assurer que I reste
bien formé (si Penvironnement FOC de départ est bien formé). O

7.4 Typage des types d’enregistrements

Lorsqu’on traduit une espéce FOC en C0Q, on commence par fournir le
type d’enregistrement correspondant (voir la def.57). Nous allons montrer
que dans le cas des espéces atomiques, ces types d’enregistrements sont bien
typés en CoQ.

Lemme 34 (Bonne formation des types d’enregistrement)

Soit s une espéce atomique bien typée et bien formée en FOC, et 5 sa
mise en forme normale. Alors, avec r le type d’enregistrement tel que s —
Record s : Type :=r, r est un type admissible en CoQ. De plus, Yz € N (s)

tel que Ts(x) = 7, E(s,x) est un champ de r de type 7', avec T—"s7".
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Preuve. Par définition de la forme normale de s, toute méthode z dépend
uniquement des méthodes placées avant x dans §. De plus, si § = {z; : 7; =
ei}1<i<n, alors pour tout j < n, 7; est bien formé dans I'environnement
C,&,s,1', d’apres la régle WELL-TYPED-SPEC. On va montrer par induction
sur n que {z; : 7; = L}1<ic; est un environnement bien formé, et que 7; est
bien formé dans cet environnement. Dans le cas oil j = 1, 'environnement
vide est trivialement bien formé, et 7; ne dépend d’aucune méthode de 3 et
est donc bien formé.

Sinon, par hypothése d’induction {z; : 7, = L}<j<j—1 est bien formé,
et 7;_1 est bien formé dans cet environnement : {z; 7 = J_}1§7;<j est bien
formé. De plus, les dépendances de 7; sont incluses dans cet environnement.
Comme par définition d’une espéce bien formée 7; ne peut porter de def-
dépendance, 7; est bien formée dans cet environnement.

On obtient donc bien un type d’enregistrement correct a partir de §. La
définition de —"; permet d’en déduire la condition sur les champs de r. [J

Dans le cas des espéces paramétrées, il suffit de montrer que les types des
parameétres sont bien formés dans le contexte COQ correspondant & celui de
I’espéce Foc. En effet, les paramétres de ’espéce sont directement traduits
en paramétres du type d’enregistrement, et le typage de ce dernier se fait
donc directement dans I'environnement approprié.

Lemme 35 Soient s une espéce définie par
species s(c1 « Ti,. . ,Ck « Tk) - ..

et r le type d’enregistrement correspondant. Alors tous les paramétres de r
ont des types valides et r est bien formé.

Preuve. Par induction sur le nombre de paramétres k. Si s n’a pas de
parameétres, on est dans le cas du lemme précédent. Si s a k + 1 paramétres,
on raisonne par cas sur cj.

Paramétre d’entité Si le premier paramétre est de la forme ¢ in 7,
d’apreés la régle ENT-PRM le reste de ’espéce est bien typé dans l'environ-
nement I' 4+ ¢; : 7. Cet environnement se traduit en un environnement C0OQ
bien formé, et on peut donc appliquer I'’hypothése de récurrence.

Paramétre de collection Si le premier paramétre est de la forme

¢ is s(eq, ..., e,), d’aprés la régle COLL-PRM, le reste de l'espéce est bien
typé dans environnement C + ¢ : (x; : 7;). Cet environnement se traduit en
un environnement bien formé en C0Q, et on peut appliquer '’hypothése de
récurrence. [
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7.5 Les Générateurs de méthode

Aprés la définition de linterface sous forme de type d’enregistrement,
le Chapter correspondant & une espéce FOC définit les générateurs de mé-
thodes nécessaires. Nous allons montrer que ces générateurs sont des termes
CoqQ bien typés. Encore une fois, nous distinguerons le cas des espéces ato-
miques de celui des espéces paramétrées.

7.5.1 Espéces atomiques

La définition du générateur d’'une méthode z dans une espéce atomique
s conduit & donner & CoQ un terme dans lequel les appels de méthode sont
remplacés par des variables locales, qu’elles soient des lambda-abstractions
ou des liaisons locales. Comme d’aprés le lemme 31 I’environnement smz est
bien formé, il se traduit en un environnement bien formé en CoqQ. On peut
alors utiliser le lemme 33 pour montrer que la traduction de Bg(z) elle-méme
est bien typée dans un tel environnement.

Théoreme 9 (Bonne définition des générateurs de méthode) Soit s
une espéce bien formée et bien typée, et x € D(s), telle que x 1 s = s.
Alors G(s,x) est un terme COQ bien typé. De plus, si on note {xz;} les noms
des méthodes abstraites dans l'univers visible de x (H(s' M z) = {z;}), et
Ts(zi) — ti, on a

IM'EG(s,z): (z1 0 t1) .. (2 )t

Preuve. Ce théoréme se montre par induction sur 'arbre d’héritage et le
nombre de méthodes dont = def-dépend dans I’espéce s. Plus précisément,
la démonstration de ce théoréme reprend celle du théoréme 10, qui garantit
que les générateurs de méthodes sont toujours utilisés avec des arguments
corrects. En effet, d’aprés la définition de G, les def-dépendances de z se
traduisent par des applications de générateurs de méthode précédemment
définis.

Si sMz ne contient pas de def-dépendance, d’aprés le lemme 31, ’environ-
nement C, £, T, sMx est bien formé. De plus,on a C, &, T, sMz F By(x) : Ts(x).
Donc, avec [§ M z]|§ =, Ts(x) — t et Bs(z) — e, on a

IM+yke:t

d’apres le lemme 33. D’aprés la définition de G, on en déduit que le type de
G(s, ) est de la forme

th— ... =t, >t

avec vy =z; : t;. I
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7.5.2 Espéces paramétrées

Le fait de transformer les paramétres FOC en variables du Chapter
CoQ correspondant permet de s’assurer qu'’ils seront présents dans ’envi-
ronnement dans lequel on type le générateur de méthode. Par ailleurs, on
a déja vu dans le lemme 35 que les types des paramétres sont bien formés
dans l'environnement du Chapter CoQ correspondant. Le théoréme pré-
cédent s’étend donc trivialement au cas des espéces paramétrées, puisque
les paramétres sont présents dans le contexte CoQ dans lequel on type les
générateurs.

7.6 Contexte d’utilisation des générateurs

Une fois les générateurs créés, il reste a s’assurer qu’on les applique cor-
rectement. En particulier, il faut montrer que la définition locale d’une mé-
thode z dans le contexte d'une espéce s (définition 62) fournit au générateur
de méthode utilisé les arguments (correspondant aux decl-dépendances de z
dans s).

Encore une fois, il faut distinguer les espéces atomiques des espéces pa-
ramétrées. Pour ce dernier cas, la situation est un peu plus compliquée que
dans la création des générateurs de méthode. Plus précisément, comme on
I’a vu dans la définition 68, il faut passer a G(s, z) les instantiation des pa-
rameétres que le générateur utilise. Deux points supplémentaires sont donc a
vérifier. 1l faut d'une part que Us(x) sélectionne bien les parameétres utilisés
dans Bs(z). D’autre part, le calcul de 'instantiation des parameétres Insts(x)
doit aboutir & une expression ayant le type attendu dans 1’environnement
correspondant & celui de l'espéce s. Ces deux points sont détaillés dans la
section 7.6.2.

7.6.1 Dans une espéce atomique

Considérons tout d’abord le cas d'une espéce atomique. Le résultat im-
portant dans ce cas est que si on applique & G(s,z) les expressions repreé-
sentant les méthodes dont x decl-dépend, on obtient une expression de type

Ts(x).

Théoreme 10 (Génération d’une méthode)
Soit s une espéece atomique bien typée et bien formée, et x une méthode définie
dans s. Alors, avec Ty(x) — 7', Ls(x) est bien formée et de type T'.

Preuve. Le cas ou z est seulement déclarée dans § est trivial : Lg(z) est
une variable du Chapter courant, et on a déja vu que T(z) était un type
admissible.

Si x est défini, on procéde par induction sur la place de z dans la forme
normale de s. On note s’ lespéce d’origine de z (z 9 s = §'). D’aprés le
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théoreme 9, G(s, z) est une fonction dont le type de retour est 7. Il reste a
montrer qu’on 'applique aux bons arguments.

Si z ne dépend d’aucune autre méthode, alors G(s', z) a déja le type 7/, et
L(z) aussi. Sinon, par définition de la forme normale, toutes les méthodes z;
dont 2 dépend sont placées avant x dans 5. D’aprés ’hypothése d’induction,
on a donc dans le contexte COQ de définition de z, les variables z; avec le
type 7;, traduction de Ts(z;). Avec le théoréme 9, les arguments de G(s', z)
sont un sous-ensemble des z;. Comme d’aprés la définition de L(z) on prend
ses arguments dans 'ordre dans lequel on le trouve dans norm(s'), le terme
Ls(z) est bien typé, de type 7. [

7.6.2 Les paramétres

Il reste maintenant & étendre le résultat du théoréme 10 au cas des espéces
paramétrées. Pour cela, on va vérifier deux choses :

1. que les parameétres utilisés dans la traduction CoqQ sont bien ceux qui
sont calculés par Us(z).

2. que la traduction des instantiations de paramétre en CoOQ donne bien
des termes du type attendu par G(s,z).

Lemme 36 Soient s une espéce définie par
species s(c1 .« Ti,...Cp, « Tp,) -
et x € D (norm(s)) une méthode telle que x 1s = s. Alors,
Vp < py, ¢p € Us(x) <= ¢, apparait dans G(s, )

Preuve. Pour démontrer la premiére implication, on procéde par induction
sur les régles de Us(z). Soit ¢, € Us(z). D’apres la définition 66, il y a quatre
cas possibles :
— ¢p € Ug(Bs(z)). Par définition, ¢, apparait dans le générateur de mé-
thode de x.
— Jy €| x|, ¢y € Up,(5)(). Dans ce cas, ¢, apparait dans le type d'un des
arguments ou d’une des variables locales de G(s, ).
Jy <t z, cp € Us(Bs(y)). Siy Ts =3, ¢, apparait dans G(s,y), qui
lui méme est utilisé dans G(s, ). Sinon ¢, apparait dans les arguments
fournis & G(y 9 s,y).
Jey v iy un parameétre de s tel que ¢, € Us(iy ), et ¢y € Us(x). Par
hypothése d’induction, ¢,y apparait dans G(s,z), donc son type aussi,
et ¢, apparait dans G(s, z)
Réciproquement, si ¢, apparait dans G(s, ), on a un des cas suivants :
¢p apparait dans Bg(z)
— Jy € sMuz, tel que y T s = s et ¢, apparait dans Bs(y) : on a bien
¢p € Us(z).
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~Jyesmz\H(smz), tel quey Ts =" # s, et ¢, apparait dans un des
arguments de G(s',y). D’aprés la remarque 6, ¢, apparait donc dans
Bs(y). De plus, par définition de s @z, y <% %, donc ¢p € Us(z)
Jy € H(s M z) tel que ¢, apparaisse dans le type de y : par définition,
y €|l x|, et ¢, € Us(z).

— ¢, est présent dans un type d'un parameétre ¢,y qui apparait lui méme
dans G(s,z). D’apres la regle PrM, ¢, € Us(z).

O

Lemme 37 Soient s une espéce et © € D (norms) une méthode telle que
xz s =3s"#s. Alors, si s’ est définie par

species s’(C1 . Ti,...,Cpp « Tpy) -

On note Insty(x) = {ep, }. Vo < py, tel que ¢, € U (), €y a le type Ty[cp <

ep).

Preuve. Par induction sur le nombre d’espéces entre s et s’ sur le graphe
d’héritage. Si s’ est un parent direct de s, d’aprés les régle PRM-INST, ¢, a
le type ¢,. Sinon, soit h = [4(z). s est définie par

species s_h(c] . T{,...,c’pf . T;f)

Dans s, ses parameétres sont instanciés par e, ...,e;,f. Par hypothése d’in-

duction, I'expression correspondant a ¢, dans Inst,, (z) = {eh,;i} est de type
Tplep €], Or d’apres la définition de Inst, e, = e[¢] < e}]. e, a donc le

type Tplcp < €fy][c), < €}, soit encore

h
Tplep < ep[(:;, « e;]] = [cp €]

O
Avec ces deux lemmes, on peut montrer que le résultat de la section
précédente s’étend au cas des paramétres :

Théoreme 11 (Génération d’une méthode) Soit s une espéce bien ty-

pée, et x € D (s). Alors, avec Ty(x) — 7', Ls(x) est bien formée et de type
/

T

Preuve. Soient s’ =z s, {¢,,} = Us(z), et z; = H(z). D’apres le lemme 36,
le type de G(s,z) est de la forme

(Cm : Tp1)"‘(Cpk : Tpk)
(1 : Tar (1) (0 Ty ()7’

Le lemme 37 indique que les arguments correspondant aux cp, ont le type
attendu (une fois les substitutions des paramétres précédents faites). On peut
alors conclure comme dans le théoréme 10. [
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Chapitre 8

La compilation vers OCAML
revisitée : Des enregistrements
en OCAML

8.1 La traduction vers des enregistrements

Comme en COQ, il est possible d’envisager une traduction vers OCAML
qui utilise des enregistrements et non des classes et des objets. Pour cela,
on se repose également sur des générateurs de méthode et des générateurs
d’enregistrement, qui seront utilisés lors de la création des collections. Pour
créer ces générateurs, on utilise la forme normale des espéces calculée lors de
I’analyse du programme. L’intérét de cette approche est justifié par le fait
qu'un appel de méthode est plus cotiteux que la sélection du champ d’un
enregistrement : dans un programme FOC, qui contient de nombreux appels
de méthodes, on peut espérer un gain d’efficacité. Ainsi, le source ocaml
suivant :

class obj —
object

method m — "hello"
end;;

let o — new obj in print_endline o#m;;

produit prés d’une centaine d’instructions en bytecode OcAaML (figure 8.1).
En particulier, on constate que la méthode m est bien construite comme une
cloture prenant en argument l'objet sur lequel elle est appelée, ce qui n’est
pas nécessaire dans le cas particulier de Foc.

A Tlinverse, si on définit un record équivalent,

145
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F1G. 8.1 — un appel de méthode en bytecode

branch L2 apply 1 acc 2
L3:envacc 1 push makeblock 3, 0
push const 3 pop 3
acc 1 ccall alloc_dummy, 1 push
push push acc 1
getglobal CamlinternalO0! const [0: "m" Oal ccall update_dummy, 2
getfield 17 push const Oa
appterm 2, 3 getglobal CamlinternalO0! push
L4:const "hello" getfield 10 acc 1
return 1 apply 1 getfield O
Lil:closure L4, O push apply 1
push acc 2 push
envacc 1 closure L1, 1 acc 0
push push push
acc 2 acc 1 acc 3
push push getmethod
getglobal CamlinternalO0! acc 1 apply 1
getfield 6 apply 1 push
apply 3 push getglobal Pervasives!
acc 0 acc 2 getfield 29
closure L3, 1 push apply 1
return 1 getglobal CamlinternalO0! pop 1
L2:getglobal CamlinternalO0! getfield 11 acc 0
getfield O apply 1 makeblock 1, O
push acc 2 pop 3
const "m" push setglobal Class!
push acc 2
acc 1 push

type obj = { m: string };;
let f = { m = "hello" } in print_endline f.m

on obtient un code beaucoup plus concis (figure 8.2), et a priori nettement
plus rapide. Par ailleurs, cette traduction a le mérite de faire apparaitre une
correspondance forte entre les composantes “calcul” (traduction en OCAML)
et “certification” (traduction en CoQ) de Foc.

Comparaison avec les codages antérieurs du projet Foc Lors des
premiers développements du projet Foc, différents codage en OCAML des
espéces et des collections ont été testés. En particulier, le modéle utilisant les
objets d’'OCAML a directement inspiré la traduction en OCAML telle qu’elle
est décrite dans le chapitre 4. Cependant, une autre approche utilisant les
modules et les foncteurs a été tentée [BHMR98, BHR99|. L’idée de base de
cette représentation repose sur la distinction entre les méthodes définies et
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Fi1G. 8.2 — sélection d'un champ d’enregistrement en bytecode

const [0: "hello"] getfield 29
push apply 1

acc 0 pop 1

getfield O makeblock 0, O
push setglobal Rec!

getglobal Pervasives!

déclarées de chaque espéce. Une espéce va étre vue comme un foncteur qui
prend un argument un module contenant les méthodes encore déclarées et
renvoie un module contenant toutes les méthodes. de ’espéce. Par exemple,
un setoide serait représenté par les structures suivantes :

module type Setoide_virtuel=
sig

type ¢

val egal : ¢ — ¢t — bool

val element : ¢
end

module type Setoide—
sig

type ¢

val egal : ¢ — ¢t — bool

val element : ¢

val different : £ — t — bool
end

module Creer_setoide = functor (S : Setoide_virtuel) —
struct

type t = S.t

let egal — S.egal

let element — S.element

let different x y = not (egal x y)
end

Le premier type de module contient la liste des méthodes déclarées dans
I’espéce setoide. On trouve ensuite le type de module reprenant toutes
les méthodes de setoide, qu’elles soient définies ou non. Enfin, un foncteur
permet de créer un setoide complet & partir de la donnée d'un setoide virtuel,
en donnant la définition de different & partir de celle de egal.

De méme, I’héritage se traduit par un foncteur prenant en argument
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I’espéce parent (compléte). Ainsi, 'espéce des monoides serait représentée
de la maniére suivante :

module type Monoide_virtuel=
sig

type ¢

val un : ¢

val mult : ¢
end

module type Monoide =
sig
type ¢
val egal : £ — £ — bool
val element : ¢
val different : ¢t — ¢ — bool
val un : ¢
val mult : ¢
end

module Creer_monoide =
functor (M : Monoide_virtuel) —
functor (S : Setoide with type ¢ — M.t) —
struct
type t — M.t
let egal = S.egal
let different — S.different
let un = M.un
let mult — Mmult
let element = un
end

la premiére signature reprend les méthodes déclarées introduites par I'espéce
monoide. La seconde, par contre, reprend toutes les méthodes de monoide,
dont celles qui sont héritées de setoide. Enfin, le foncteur Creer_monoide
prend en argument deux modules. Le premier, M, contient les méthodes dé-
clarées de Monoide_virtuel, et le second, S, est un Setoide complet, ayant
le méme type support que M. On crée alors un Monoide, en reprenant les
fonctions correspondante de M ou de S, et en définissant element.

Héritage multiple L’héritage multiple peut se traduire par autant d’ar-
guments du foncteur qu’il y a d’espéces parents. Cependant, le modéle ne
peut traiter le cas de dépendances mutuelles entre deux espéces parents : si
on a une espéce s; définissant une méthode m_1 dépendant d’'une méthode
déclarée m_2, et une espéce so définissant m_2, et une méthode m_3 dépendant
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de la méthode (déclarée dans s3), m_1, et qu'on veut hériter de s1 et so, il
sera impossible de conserver les liens entre les méthodes communes aux deux
structures.

Liaison tardive Lorsqu’on “hérite” des fonctions d’un module M, celles-
ci utilisent les définitions que les méthodes dont elles dépendent avaient
dans M. On a ici le méme probléme qu’avec une traduction “naive” en C0OQ
se reposant uniquement sur le mécanisme d’abstraction des Sections. Les
méthodes définies d’une espéce donnée ne sont abstraites que par rapport aux
méthodes déclarées de cette méme espéce. Seuls les générateurs de méthode
semblent & méme de garantir le choix de la définition la plus récente de
chaque méthode dont dépend une définition.

8.1.1 Définitions de méthodes

Dans les espéces de base, les définitions de méthode se font comme en
CoqQ, a l'aide des générateurs de méthodes. On ne donne pas ici la définition
de la traduction des générateurs de méthode vers OCAML, qui est similaire
(a ceci prés que les corps des méthodes sont traduits en OCAML et pas en
CoQ) a celle du chapitre précédent.

8.1.2 Parameétres

Les parameétres d’entités ne posent pas de probléme. Une espéce complé-
tement définie et paramétrée par un élément x d'un type 7 peut étre vue
comme une fonction associant un enregistrement a tout élément de 7.

On pourrait penser que les parameétres de collection se comportent de la
méme maniére, mais il serait alors difficile dans ce contexte de créer des mé-
thodes engendrant une nouvelle collection, comme updom (voir p.82). En effet,
cela obligerait & créer ’enregistrement a l'intérieur d’une structure mutuel-
lement récursive, afin de pouvoir le passer en arguments aux constructeurs
de collection. Cette approche n’est pas satisfaisante, car elle oblige a réécrire
un générateur de méthode pour chaque nouvel enregistrement.

Une solution consiste a prolonger le calcul des dépendances des méthodes
de self aux méthodes des paramétres de collections. En considérant une
espéce de la forme

species prm_s(prm is pl) —
let x — ... prm!meth ...;

on va analyser la définition el de x pour repérer les appels aux méthodes de
prm qu’elle contient, afin de les abstraire comme on le fait pour les méthodes
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de P'espéce s elleméme. Ainsi, dans l'exemple ci-dessus, le générateur de
méthodes correspondant a x sera de la forme

let s_.x — fun prm_meth — ... prm_meth ...

Deés lors, pour construire une collection & partir d’une espéce paramétrée
par prm, on n’aura plus besoin de prendre en argument un enregistrement,
mais seulement les fonctions correspondant aux méthodes de prm effective-
ment utilisées dans ’espéce. Il n’y a donc plus besoin de créer un enregistre-
ment & l'intérieur de la définition d’un générateur de méthodes.

8.2 Exemple de traduction

Comme dans les chapitres précédents, on peut prendre l'exemple des
produits cartésiens pour présenter informellement les différents aspects de
cette traduction.

module Setoide =
struct
type ’self
stype —
{
different : (’self)— (’self)— bool;
element : ’self;
egal : (’self)— (’self)— bool;
parse : (string)— ’self;
print : (’self)— string;
}ii
let different =
fun (abst_egal : (’self)— (’self)— bool)—
fun (x : ’self) — fun (y: ’self)— not_b (abst_egal x y)
end

Ainsi qu’on peut le voir, chaque espéce est encapsulée dans un module
OcAML. A lintérieur de celui-ci, on trouve, comme en C0Q, le type d’enre-
gistrement stype correspondant a l'interface de ’espéce. La encore, contrai-
rement & la traduction en classe, on donne I’ensemble des méthodes présentes
dans la forme normale de setoide. De plus, ce type d’enregistrement com-
porte une variable de type ’self, représentant le type support.

Le reste du module est consacré aux générateurs de méthodes. Ici, seule
la méthode different est définie dans setoide. A quelques variantes syn-
taxiques prés, ce générateur est identique a la version CoqQ (p.106).

La traduction de l’espéce monoide s’effectue de la méme maniére que
ci-dessus. Elle n’apporte rien de nouveau : on y définit simplement le type
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d’enregistrement correspondant aux monoides, et le générateur de la méthode
element. On ne s’attardera donc pas sur ce module :

module Monoide =
struct
type ’self stype = { ... }
let element —
fun (abst_multiplie : ’self—> ’self—> ’self)—
fun (abst_un : ’self)— abst_multiplie abst_un abst_un
end

Avec le module Setoide_produit ci-dessous, on aborde la traduction des
especes parameétrées :

module Setoide_produit —
struct
type (’p-a, ’p-b) self  (’p-a)* (’p-b)
type (’self,’p_a, ’p_b)
stype —
{
print : (’self)— string;
element : ’self;
creer : (’p_a)— (’p_b)— ’self;
different : (’self)— (’self)— bool;
egal : (’self)— (’self)— bool;
parse : (string)— ’self;

}is

Le type support est défini (et peut éventuellement étre abstrait dans le type
de module correspondant), et paramétré par ’p_a et ’p_b, types support de
a et b. De méme stype comporte trois parametres de type.

On passe ensuite & la définition des générateurs de méthode :

let print=
fun (p_a_print : (?
fun (p_b_print : (’
fun (x : ’self)—
"(" ~ (p-a_print (first x)) =~ "" -
(p-b_print (scnd x)) ~ ")"

a)— string)—

p-
p_b)— string)—

let element—
fun (p_a_element : ’p_a)—
fun (p_b_element : ’p_b)—
fun (abst_creer : (’p_a)— (’p_-b)— ’self)—
abst_creer p_a_element p_b_element
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let creer— fun (x: ’p_a)— fun (y: ’p_-b)— crp x y

let egal=fun (p_a_egal : ’p_a—> ’p_a — bool) — (*...*)

Comme on peut le voir, en particulier dans la définition de element,
les générateurs sont d’abord abstraits par rapport aux méthodes de a et b
dont ils dépendent, puis, comme en COQ, par rapport aux méthodes de self
dont ils decl-dépendent (il n’y a pas de def-dépendance dans les méthodes
calculatoires, qui sont celles qui sont traduites en OCAML).

Comme setoide_produit est une espéce complétement définie, on peut
définir un générateur de collection :

let create —
fun (p_a_print : (’p_a)— string) —
fun (p_a_egal : (’p_a)— (’p_a)— bool) —
fun (p_a_element : ’p_a) —
fun (p_b_print : (’p_b)— string) —
fun (p_b_egal : (’p_b)— (’p_-b)— bool) —
fun (p_b_element : ’p_b) —

let 1_parse — Basic_object.parse in
let 1_egal = egal p_a_egal p_b_egal in
let 1_different — Setoide.different l_egal in
let 1_creer = creer in
let 1_element—element p_a_element p_b_element 1 _creer in
let 1_print — print p_a_print p_b_print in
{
parse — l_parse;
egal — 1l_egal;
different — l_different;
creer = 1_creer;
element — l_element;
print — l_print;
}
end
Comme on l'a dit précédemment, ce générateur ne prend pas en pa-
rameétre les enregistrements correspondant a a et b, mais les différentes
méthodes de chacune de ces deux espéces nécessaires pour engendrer les
méthodes de setoide_produit. Aprés ces abstractions, on trouve les va-
riables locales correspondant aux différentes méthodes de 1’espéce, obtenues
a partir des générateurs de méthodes des modules précédents (comme pour
different, qui est héritée de setoide), ou du module courant (comme dans
le cas de element). Enfin, on crée l'enregistrement proprement dit, a partir
des variables précédentes. Le type de cet enregistrement correspond a stype
(plus précisément a ((’a,’b) self, ’a, ’b) stype).
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Le module Monoide_produit a une structure trés proche de celle de
Setoide_produit. La seule différence notable se trouve dans le générateur
de collection create :

module Monoide_produit =

struct
type ’self= (’p_a)* (’p-b)
type (’self,’p_a, ’p_b) stype — (* ... %)
let create =
fun (p_a_print : (’p_a)— string) — (* ... %)
fun (p_b_print : (’p_b)— string) — (¥ ... *)
let 1_parse — Basic_object.parse in
(¥ ... %)

let 1_element —

Setoide_produit.element p_a_element p_b_element 1_creer
(¥ ... %)

in

{(x...%)}

La définition de 1_element permet de voir deux choses. En premier lieu,
comme en COQ, la résolution des conflits en cas d’héritage multiple (element
est défini a la fois dans monoide et dans setoide_produit) se fait par la sé-
lection du générateur de méthode adéquat ici Setoide_produit.element.
Par ailleurs, ce générateur de méthode provient d'une espéce paramétrée :
les deux premiers arguments du générateurs sont les méthodes element
de a et de b dont on a besoin pour construire la méthode element de
setoide_produit. Dans 'héritage, a et b sont instanciés par les parameétres
de l'espéce monoide_produit elle-méme, et les méthodes correspondantes
sont donc des arguments de create.

La collection entiers est traduite en un module, semblable aux précé-
dent, hormis la présence d’une nouvelle définition, obj, ’enregistrement qui
correspond a la collection & proprement parler :

module Entiers =
struct
(* ... %)
let obj = create
end

1)

Comme entiers implante une espéce atomique, obj n’est qu'un synonyme
de create. Dans le cas de entiers_2, qui implante une espéce parameétrée, il
faut appliquer & Monoide_produit.create les arguments correspondant aux
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méthodes des paramétres a et b utilisées dans le corps de ’espéce. Ces para-
meétres étant instantiés par entiers, on utilise les champs de ’enregistrement
Entiers.obj :

module Entiers_2 =
struct
type self= (Entiers.self)* (Entiers.self)
let obj :
(self Entiers.self, Entiers.self)
Monoide_produit.stype —
Monoide_produit.create
Entiers.obj.Entiers.print Entiers.obj.Entiers.egal
Entiers.obj.Entiers.multiplie Entiers.obj.Entiers.un
Entiers.obj.Entiers.element

Entiers.obj.Entiers.print
Entiers.obj.Entiers.egal Entiers.obj.Entiers.multiplie
Entiers.obj.Entiers.un Entiers.obj.Entiers.element

end

8.3 Dépendances et paramétres

Nous avons déja vu comment restreindre I'environnement Y des méthodes
d’une espéce dans la section 6.4.4. La section suivante montre comment
étendre la notion d’univers visible définie précédemment pour ¥ aux pa-
rameétres de collections, afin d’utiliser un minimum de méthodes de chacun
d’entre eux.

8.3.1 Dépendances vis a vis des méthodes d’un paramétre

On va étudier ici les dépendances d’'une méthode = d’une espéce s para-
métrée par une collection ¢,. Contrairement & ce qu’on avait précédemment,
il n’y pas lieu ici de distinguer entre decl- et def- dépendances, puisque les
parameétres sont abstraits : il ne peut y avoir que des decl-dépendances. De
plus, il ne peut y avoir non plus de cycle de dépendance & ce niveau, les mé-
thodes de ¢, ne “connaissant” pas celles de s. Par contre, la notion d'univers
visible reste importante : il faut considérer les appels aux méthodes de ¢,
dans les méthodes dont z def-dépend.

Définition 72 (Dépendances d’une méthode) Soient z € D (s) et ¢,
un parametre de collection. On définit les dépendances de x vis a vis de ¢, a
partir de Bg(z) :

Deps(s,c)[y] = 0
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= Deps(s,cp) [e1] U Deps(s, c,) [e2]
Deps (5, ) [e1] U Deps(s, cp) [e2]

Deps(s,cp) [let y = e in e
| =
Deps(s,cp) [Ax.e] = Deps(s,cp)[e]
]

Deps(s,cp) [let rec y = e in ey

Deps(s, ¢p) [cly] = {y}
Deps(s,¢p) [dly] = 0 (sic #¢)

Deps(s,cp) [p1 or pa] = Deps(s,cp) [p1] U Deps(s, ¢p) [p2]
Deps(s, cp) [p1 and ps) Deps(s, cp) [p1] U Deps(s, ¢p) [p2]
Deps(s,cp) [p1 = pa] = Deps(s,cp) [p1] U Deps(s, cp) [p2]

Deps(s,cp) [not p] = Deps(s,cp) [p]

Deps(s, cp) [all y in T, p] Deps(s, cp) [p]

Deps(s,cp) [exy in 7,p] = Deps(s,cy) [p]

On définit alors Deps(s,cp) [x] comme Ug(x), a partir des régles suivantes :

Boby TYPE
y € Deps(s, ¢y) [Bs(2)] y € Deps(s, ¢;) [T (x)]
y € Deps(s, cy) [1] y € Deps(s, cy) [1]
DEF-DEP UNIVERS
2<% 5 yeDeps(s,c,)[By(2)]  z€lx|  y€ Deps(s,c,) [To(2)]
y € Deps(s, cp) [1] y € Deps (s, cp) [1]
PrM
z € Deps(s,cy) ] by =s'(€e1, ..., ek_1,Cp, €kt1, -..)

Es' = (c i, ..., ) 15 ip, ... y € Deps(s',c}) [2]
y € Deps(s, ¢p) [z]

Si ¢y est un parametre d’entité, on définit

Deps(s, cp) [z] = {cp} NUs(z)

Cette nouvelle notion de dépendance aboutit & raffiner notre notion d’en-
vironnement minimal : on peut maintenant restreindre C, pour que ¢, n’ap-
paraisse plus qu’avec les méthodes auxquelles B (x) fait appel.

Définition 73 (Interface minimale des paramétres) Soient c, un pa-
rametre de l'espéce s, d’interface I, = (x; : 7;), et x une méthode de s.
L’interface minimale de ¢, vis a vis de z, T,(cy) est définie de la maniére

suivante :
Ty(cp) = Iy N Deps(s. cp) [2]
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Lemme 38 (Correction de I’environnement de typage) Avec les no-
tations de la définition précédente, si on a C+cp : In = 5mMx, alors C+ ¢ :
Zo(cp) Fsmz

Preuve. Par définition de 5§ Mz, les seules méthodes de ¢, qui sont appelées
dans § Mz sont dans Z,(c,). O

Dés lors, on peut procéder aux deux restrictions d’environnement vues
précédemment pour obtenir un environnement de typage minimal dans lequel
on peut typer Bg(z).

Théoreme 12 (Correction du typage avec interface minimale)
Avec les notations de la définition précédente, si on a C +c¢p : I, E, 5, T+
Bs(x) : 7, alors C+ ¢y : Iy(cp), E, XMz, I' F By(z) : 7

Preuve. Immeédiat avec les lemmes 31 et 38 [

Comme on le verra dans la section 8.5, cet environnement minimal permet
de définir un générateur de méthodes pour chacune des méthodes z définies
dans §, et qui pourra étre utilisé pour définir une collection implantant s
(sauf en cas de redéfinition ou d’effacement di aux def-dépendances).

8.4 Instantiation d’espéces complétement définies

Etudier les dépendances d’une espéce vis-a-vis de ses paramétres s’avére
également intéressant pour l'extension du langage de base de Foc. En par-
ticulier, on peut chercher a autoriser en FOC la création de “collections”
directement dans des expressions, a partir d’espéces complétement définies.
Cette nouvelle construction se rapproche beaucoup du new des langages
orientés objet, et elle peut donc sembler une étape relativement normale
dans D'enrichissement du langage. Par ailleurs, elle s’est averée nécessaire
dans le développement de la librairie. En particulier la représentation ré-
cursive des polynomes a plusieurs variables, qui offre pour certains types de
calcul des performances notablement supérieures a d’autres représentations
plus classiques, ne peut étre définie en FOC sans ces constructions.

Toutefois, cet ajout ne va pas sans poser des problémes. En premier lieu,
il s’agit de comprendre quelles nouvelles dépendances cette construction est
susceptible d’amener. Or, la prise en compte des dépendances vis & vis des
paramétres d’une espéce permet de répondre a cette question : si on utilise
self pour instancier le parameétre ¢, de s, les decl-dépendances de I'expression
sont les méthodes de l'interface de ¢, dont au moins une méthode de s
dépend.

Le reste de cette section apporte un début de réponse a ce probléme, mais
cette nouvelle construction reste encore a intégrer complétement au langage.



8.4. INSTANTIATION D’ESPECES COMPLETEMENT DEFINIES 157

8.4.1 Dépendances d’une espéce vis a vis de ses parameétres

Pour cela, on commence par définir les dépendances d’une espéce par
rapport & un de ses parameétres comme 1'union de toutes les dépendances de
ses méthodes vis a vis de ce paramétre :

Définition 74 Soit s une espéce paramétrée par c,. On définit les dépen-
dances de s vis-a-vis de ¢, de la maniére suivante

Zs(a) = U L. (a)

z€N ()

8.4.2 Espéce complétement définie et instances d’espéces

On peut dés lors ajouter une nouvelle construction new au langage. La
syntaxe des expressions est étendue de la maniére suivante :

expr = ...|let ¢ = new s[(expr{, expr}*)] in expr

La regle de typage correspondante étant :

NEW
seC s complétement définie

C(s) = (cp-tp)a C,QFey:t, C+c:A(st,c),QFe:T cg T

C,QF let c = new s(ep) ine: 7

La condition sur I’absence de ¢ dans le type de retour permet d’éviter
des probléme de portées de la variable ¢. Notons d’autre part que cette
construction interdit I'utilisation d’instances anonymes de 'espéce s. Toutes
les instances doivent étre liées & un nom de collection c. Cela permet de ne
pas interférer avec les autres régles : on ne fait que se donner la possibilité
de rajouter localement des collections.

Par ailleurs, il faut vérifier le cas échéant que self est un paramétre
admissible pour l'espéce s. On se base pour cela sur les espéces dont self
hérite.

En ce qui concerne les dépendances, on peut également noter qu’il n’y a
pas de def-dépendances : tout se passe a un niveau complétement abstrait.
Par contre, les decl-dépendances peuvent se manifester de deux facons : soit
en passant une méthode (ou plus généralement une expression impliquant
une méthode) pour instancier un paramétre d’entité, soit en passant direc-
tement self en paramétre de collection.

Définition 75

Soit s une espéce paramétrée. On définit let ¢ = new s(e;) in ef par induc-
tion sur le nombre de paramétres de s. Pour cela, on définit une fonction
auziliaire [[]| de la maniére suivante :
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107 =0 [(self, cp is t,); 1T = (Zs(cp)) VI
M(c,ep is tp): 1] = 1] (c # self) M(e,z in )] = lef U]

Si E(s) est de la forme (c1 . t1)...(cp, + tp,)a, on a

llet ¢ = new s(ep) in ef = [[{ep, cp . tp}] U €S

On étend de méme la notion de dépendance vis-a vis des paramétres
d’'une espéce :

Définition 76 Soient c, un parameétre de l’espéce courante s et s une es-
péce paramétrée. On définit Deps(s,c,) [let ¢ = new s'(e;) in €] par induc-
tion sur le nombre de parameétres de s. Pour cela, on définit une fonction
auziliaire Z(cp)[-] de la maniére suivante :

T =0 T(e)l(ep,b is ;1] = (Zo(8)) UZ(c))] (c # self)
Z(ey)[(self,b is i): 1] = Z(cp)l
Z(ey)l(e,a in );1) = Deps(s,c,) [] UZ(cp)]l]

Si C(s) est de la forme (prmq . t1)(prmy, .ty){z; : 7, =€}, on a

Deps(s. c,) [let ¢ = new s'(e;) in e] = I(c,)[{e;, prm;] U Deps(s, cp) [e]

8.5 Traduction en OCAML

Comme on I’a vu précédemment, la notion d’environnement minimal per-
met de définir pour chaque méthode z nouvellement définie dans une espéce
s donnée un générateur de méthode. Ce générateur pourra deés lors étre uti-
lisé pour créer une collection implantant s, dans la mesure ou z n’a pas été
redéfinie dans l'intervalle. Si on prend en compte les dépendances des pa-
rameétres, on peut affiner cette notion d’environnement minimal, et faire en
sorte que les générateurs de méthodes d'une espéce paramétrée par ¢ d’inter-
face 7 ne prennent pas en parameétre une collection compléte mais seulement
les méthodes dont elles ont besoin. De cette maniére, on va pouvoir défi-
nir, pour une espéce complétement définie s un générateur d’espéce, dont
les arguments seront les méthodes des parameétres de ’espéce effectivement
utilisées dans le corps de s. Comme on va le voir, ce raffinement de ’envi-
ronnement minimal permet de proposer une traduction OCAMTI, basée, au
méme titre que celle de CoQ, sur des enregistrements, tout en conservant la
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possibilité de créer des “collections locales” y compris lorsque self est passé
en parametre.

Comme on I'a déja dit, la seule différence entre les générateurs de mé-
thode du chapitre précédent et ceux qu’on étudie ici concerne la gestion des
paramétres de collection® : au lieu d’abstraire le corps du générateur de z
par rapport & un enregistrement complet, on abstrait par rapport aux seules
méthodes strictement nécessaires, données par Deps(s, ¢,) [z]. De méme, on
définit le générateur de collection d’une espéce s complétement définie &
partir de Deps(s,cp) [s] et des générateurs de méthodes correspondant, qui
restent donnés par z 9 s. Par ailleurs, il n’y a pas ici de notion de section
ni de variable. Les abstractions doivent étre écrites explicitement. Enfin,
comme en COQ, on se donne une fonction E(s, z) qui & un nom d’espéce ou
de collection et de méthode associe un nom de variable OCAML.

8.5.1 Expressions de base et types

Les expressions de base de FOC sont traduites de la méme maniére que
dans la figure 4.1, hormis les appels de méthode, pour lesquels on distingue
désormais quatre cas, comme indiqué dans la figure 8.3.

¢ paramétre de collection

selflz — E(s, z) clr — E(e,x)

¢ variable locale Vie)=s Mod(s) = S

clz — c.SE(s, 1)

Vic)=s Mod(c) = C Mod(s) = S
clx — C.obj.S.E(s,x)

Fi1a. 8.3 — traduction des appels de méthode

Par ailleurs, on traduit la définition de collections locales sensiblement de
la méme maniére que les collections globales (voir ci-dessous, section 8.5.3) :

E(s) = (c1+t1)...(cp  tp)a e — €} ep — €, e—e
let ¢ = new s(ej,...,ep) ine —
let ¢ = S.create(inst.; (e)) ... (inst.) (e,)) in €

La traduction des types reste identique & celle du chapitre 4. Toutefois,
on ne se servira pas des variable o(cp) correspondant aux interfaces des
parameétres de collection ¢j, de 'espéce courante. En effet, ces interfaces ne

'En fait il y en a une autre, qui réside dans 1'absence de def-dépendances & ce niveau.
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seront jamais utilisées, puisqu’on abstrait chaque générateur par rapport aux
méthodes de ¢;, qu’il utilise, et non par rapport a tout l’enregistrement.

8.5.2 Traduction d’une espéce

La traduction d’une espéce s’effectue au sein d’'un module (qu’on peut
considérer en premiére approximation comme ’équivalent du Chapter CoQ
vu précédemment). Ce module, Mod(s), est composé de deux grande parties,
auxquelles s’ajoute une troisiéme quand 1’espéce est complétement définie :

1. Le type d’enregistrement correspondant a l'interface de I'espéce

2. La définition des générateurs de méthode

3. Quand l'espéce est complétement définie, la définition d'un générateur

de collection.

Comme précédemment, on considérera dans la suite une espéce définie
par :

species s(c1 « t1,...Cp; « tp;)

inherits s1(l1),- . .,sn,(ln, )=

¢17' : '7¢TL
Définition 77 (Type d’enregistrement) Soit {c,} les paramétres de col-

lection de s. On définit le type d’enregistrement de s, recT(s) de la maniére
suivante :
norm™(s) = {z; : 7, = e;} Vi, 1, — 7
!
recT(s) = type {o(cp)} stype = {E(s,z;) : 7;}
ot norm*(s) est la forme normale norms ot on a retiré tous les champs
correspondant a des propriétés ou des théorémes.

Définition 78 (Générateurs de méthodes) Soit = € D (s) une méthode
telle que x 9 s = s. On définit le générateur de méthode de x de la maniére
suivante :

Bs(z) — e Vh,T,(cpn) = {:vlh} norms Mz = {z;}
G*(s,z) — let G*(s,z) = fun E(c1,21) = ... fun Blc,zh,) — ...
fun E(cp, z) = ... fun E(ch,m};‘lh) — ... funzi — ... funz, —e

Remarque 1. En présence de méthodes récursives, on utilise un let rec et
non un let.

Si s est complétement définie, on peut en outre définir un générateur
de collection. Si s est paramétrée, ce générateur sera une fonction dont les
arguments seront les paramétres (ou plutdt leurs méthodes) dont s dépend.
Pour cela, on commence par raffiner la définition 67 des instantiations de
paramétres, afin que les paramétres de collection soient instantiés par la
liste des méthodes nécessaires :
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Définition 79 (instantiation de paramétres) Soit s une espéce, et x €
D (s). La liste des instantiations des parameétres de x, Insts(x) est définie de
la maniére suivante :

r9s=s
Insts(z) =0
h =14(z)
z 9s=sp E(sn) = (€12 T1s s &y« Ty, ) defs I =e1...ep,

Inst,(x) = {inst.; (ep)}

h =T(x) z9s=3s
E(sp) = (€14 Tt ey Cpy « Ty, ) defs Ih =er...e Inst,, (z) = {ay...ax}
Instg(xz) = {ai[c, < ep]}

ot
1€y} yeDeps(s.cp)a] ¢, parameétre de collection
inst., (e) = ¢ {e} ¢p € Deps(s,cp) [x], ¢, parameétre d’entité
0 sinon

Deés lors, la traduction d’une méthode est identique a la définition 68, en
changeant le mot clé Local en let :

Définition 80 Soient s et x € D (s).

z € D(s) z9s=3s H(norm(s') Mz) = yi...y,
Ls(z) = let v = (G(s',z) Insts(z) y1...yn)

Pour définir le générateur de collection, il suffit d’abstraire tous les pa-
rametres dont nous avons besoin :

Définition 81 (générateur de collection)

Vp, Zs(cp) = {yi} norm(s) = {z; : 7, = e;}
G*(s) = let create = fun E(cy, z1) — ... fun B(c,zh,) — ...
fun E(cp, zf) — Ls(z1) tn...Ls(zy) in
{E(s,z1) = 215 . s B(s, 1) = 20}

8.5.3 Traduction d’une collection

Comme précédemment, la traduction d’une collection est un module,
contenant deux champs : le type support, rep, et ’enregistrement corres-
pondant & la collection, obj. Le type support est traduit comme dans le
chapitre 4. L’enregistrement est traduit en appliquant le générateur de col-
lection correspondant & I'espéce s qui est implantée :
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Définition 82 (traduction d’une collection) Soit ¢ une collection défi-
nie par

collection c implements s(e1,....e;,)
On définit Uenregistrement OCAML correspondant de la maniére suivante :

Vi, e; —> €} Breplc) = T — 7 Es=(c1+t1)...(cp; +1p;a

¢ — module Mod(c) = struct type rep = 7'
let obj = Mod(s).create (inst.’(e})) ... (inst S(e;)f)) end

Cpf



Chapitre 9

Des espéces aux mixDrecs

Ce chapitre et le suivant étudient les liens entre le langage FOC tel qu’il a
été présenté dans ce qui précede et les structures décrites par Sylvain Boulmé
dans sa theése, les DRecords et les mizDrecs. Ces structures permettent de
formaliser en COQ les étapes d’héritage et les dépendances entre méthodes
d’une méme espece. Plus précisément, les DRecords jouent le role des collec-
tions, tandis que les mizDrecs représentent les espéces. L’introduction de ces
derniéres structures a permis a Sylvain Boulmé de spécifier complétement la
notion d’espéce en C0OQ, et en particulier de modéliser les différentes dépen-
dances entre les composantes d'une espéce, en distinguant bien def- et decl-
dépendances. A partir de 13, il lui a été possible de définir un petit nombre
d’opérations de base sur ces mixDrecs, et d’en prouver les principales pro-
priétés dans CoQ. L’héritage des espéces est alors codé par la composition
de ces opérations de base. Les mixDrecs constituent donc une formalisation
compléte, en COQ, des structures manipulées par Foc. Il est donc assez na-
turel de regarder comment l'implantation concréte de ce langage répond a
cette formalisation.

Le langage de base sur lequel s’appuyent les mixDrecs dont nous allons
parler dans la suite est le calcul des constructions. Le plongement des ex-
pressions et des propriétés de base de FOcC dans ce calcul est donc le méme
que pour la traduction en C0Q.

Dans toute la suite, on suppose que les noms de méthodes et les identifica-
teurs “normaux” (variables locales et lambda variables) sont pris dans deux
ensembles dénombrables disjoints. Cette condition n’est pas restrictive et
permet de simplifier notablement certaines des définitions suivantes (en par-
ticulier def.87), en supprimant des étapes d’alpha-conversion et/ou la vérifi-
cation systématique de 'absence de capture de variables lors de la conversion
d’un appel de méthode en un appel de variable, comme lors de la traduction
en CoQ. De plus, on suppose l'existence d'un itérateur Y : (@ = a) — «
qui étant donné une fonction f : @ — « renvoie son plus petit point fixe s’il
existe.

163
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Nous allons tout d’abord rappeler les principales caractéristiques des
DRecords et des mixDrecs, telles qu’elles sont présentées dans la thése de
Sylvain Boulmé.

9.1 Drecords

9.1.1 Présentation

Les interfaces et les collections sont facilement représentées en CoQ. On
peut en effet voir les collections comme des enregistrements, et les interfaces
comme des signatures d’enregistrement. Briévement, un enregistrement est
une fonction qui associe un champ a une étiquette, c’est a dire une définition.
Une signature d’enregistrement associe un type a une étiquette.

Toutefois, dans le cadre de FOC, on considére des enregistrements avec
champs dépendants, appelés ici Drecords. En effet, comme on I’a vu précé-
demment, ’énoncé d'une propriété, comme la commutativité de + dans les
groupes abéliens, peut dépendre d’autres méthodes (dans notre exemple, de
+ elle-méme). De ce fait, il existe un ordre naturel entre les champs d’un
Drecord ou d’une signature de Drecord : un champ ne peut faire appel qu’aux
étiquettes qui le précédent dans le Drecord.

Plus formellement, on se donne un ensemble (infini) d’étiquette, Etiq.
Les signatures d’enregistrement sont construites de la maniére suivante :

Définition 83 (signature de Drecord)

E Csic
S1G T : Type a¢l F :T — Rec

{}r : Recy {a:T;F}r : Recyy

Rec : Etiqg — Type

La fonction F' de la régle CsiG permet d’exprimer d’eventuelles dépendances
des champs d’une signature de Drecord vis & vis de a. On construit donc une
telle signature (et un Drecord correspondant) en commengant a droite par
le champ qui “porte le plus de dépendances”. Les Drecords eux mémes sont
définis par les régles suivantes :

Définition 84 (Drecord)

B CiMPL
IMPL {a :T;F} : Recgy z:T i:(Fz)

{+:{}r {fa=zi} {a: T Fir

9.1.2 Opérations et relations entre signatures de Drecord

Les interfaces de FocC doivent pouvoir étre manipulées de trois facons
différentes, ce qu’on retrouve au niveau des signatures de Drecord :
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1. T'héritage simple correspond a étendre une signature par de nouveaux
champs

2. I'héritage multiple correspond & fusionner deux signatures, dont les
champs communs ont le méme type

3. Afin de vérifier que les paramétres de collections sont instantiés par
des collections ayant le bon type, il faut se munir d’une relation de
sous-signature.

Sous-signature

La relation de sous-signature entre deux signatures de Drecord s; et sg,
notée s1:>so dit informellement que s; contient au moins tous les champs
de s9, avec des types identiques. Elle est définie de la maniére suivante :

Définition 85 (sous-signature)

_C _LIFT
_E (z: T)(F) 2):(Fs z) (z:T)(F z):=s
si={}r {a:T;Fi}r:-{a:T; Fao}r {a:T;F}r:>s
_ TRANS
S§1:>89 S9:> 83
S1:>83
__SWAP

(x:Tyy:To)(Fy z y):=(Fy y x)
{a: Ty lz TIHb : To; (Fy ) tre={b: Tos [y : Tol{a : T1; (Fy y)}rir

La régle swaAP permet de permuter I'ordre des champs entre s; et so. Bien
entendu, cette régle ne peut pas s’appliquer pour n’importe quel champ d’un
mixDrec donné : :> ne compare que des signature de DRecord bien formées.

Par ailleurs, tout Drecord ¢ de signature s; peut étre converti en un
Drecord de signature ss (avec s1:>$9). Le résultat de cette conversion, noté
i|s,, st le Drecord obtenu en enlevant les champs n’apparaissant pas dans
S92, et en réordonnant les champs restant de la maniére dont il le sont dans
s9. Une définition formelle, par induction sur la preuve de sq:>s9 se trouve
dans la thése de S. Boulmé.

Extension de signature

Il est possible d’étendre une signature s de Drecord en ajoutant de nou-
veaux champs a la fin de la signature. Ces nouveaux champs peuvent bien sir
dépendre des champs existants de s. Le “morceau” de signature qu’on veut
ajouter a s doit donc étre exprimé dans un contexte contenant les champs
de s. De plus, les étiquettes des champs ajoutés doivent étre distinctes de
celles de s.
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Fusion de signatures

Enfin, la fusion de signatures de Drecord agit sur deux signatures s; et
so contenant éventuellement des noms de champs communs, contrairement
au cas précédent. Dans ce cas, il faut vérifier que les types associés a ces
étiquettes communes sont égaux. Pour cela, on construit une sous-signature
s commune & $; et so qui doit contenir foutes les étiquettes communes de
s1 et sg9. On construit alors la fusion des signatures comme 1’extension de
s9 par les champs de s1\s2. Cette derniére notation est définie comme étant
I’ensemble des champs de s; non présent dans ss.

9.2 MixDrecs

9.2.1 Présentation

Les MixDrecs servent & représenter les espéces de Foc. Contrairement
aux Drecords et & leurs signatures, il s’agit donc de définir des enregistre-
ments mélangeant des champs déclarés et des champs définis. Il faut aussi
tenir compte des dépendances, et en particulier des def-dépendances. Pour
cela, au lieu de représenter les mixDrecs par une liste ordonnée de champs,
on va plutdt les voir comme des arbres. Ces arbres sont composés de trois
catégories de nceuds :

— Les nceuds vides, qui forment les feuilles de 1’arbre.

Les noeuds abstraits correspondent aux champs déclarés. Un noeud
abstrait contient ’étiquette du champ qu’il représente et son type, et
a un seul fils.

— Les nceuds manifestes correspondent aux champs définis. Un tel nceud
contient I’étiquette £ du champ, son type et sa définition. Le premier
fils est un mixDrec ou z est considéré comme abstrait (et ot on ne
peut donc pas trouver de def-dépendance vis-a-vis de z). Le second fils
est un mixDrec ol on connait la définition de z, et ou on peut donc
trouver des def-dépendances. De plus, les deux fils du noeud doivent
respecter la méme signature : les seules différences qu’on s’autorise sont
des effacements de définitions entre le second fils et le premier fils.

Remarque 1. Dans sa thése, Sylvain Boulmé appelle les def-dépendances
dépendances transparentes et les decl-dépendances dépendances opaques, en
référence aux mots clés de CoQ Transparent et Opaque qui signalent & COQ
qu’une définition donnée peut étre dépliée ou non au cours d’une preuve.

Par exemple, on peut examiner I’espéce des setoides, définie informelle-
ment de la maniére suivante :

— un type support abstrait rep

une signature eq : rep — rep — Prop

— la propriété eq refl : V& € rep, (eq = x)

la définition diff := [z, y|—(eq x y)
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— le théoréme diff _spec : Vx,y € rep, (diff x y) = —(eq x y)
le théoreme diff nrefl : Va € rep, —(diff = x).
diff spec def-dépend de diff, tandis que diff nrefl en decl-dépend. La fi-
gure 9.1 représente la forme du mixDrec correspondant (A représentant les
neeuds abstraits et M les noeuds manifestes. Les noeuds vides qui devraient
figurer en bas de la figure ont été omis). Dans cette figure, les trois pre-

Arep

eg

Aeq _refl

/ Mg \
Adiﬁ __spec / Mdiﬁ __spec \

Mdiﬁ __nrefl Mdiﬁ __nrefl Mdiﬁ __nrefl

F1G. 9.1 — mixDrec des setoides

miers nceuds sont abstraits. Le quatriéme, diff porte une définition. Il a
donc deux fils. Le premier correspond au cas ou on “efface” la définition de
diff . diff spec doit alors étre considéré comme un nceud abstrait, du fait
de la def-dépendance vis-a-vis de diff. En revanche, on peut garder la défi-
nition de diff nrefl, qui n’a qu'une decl-dépendance vis-a-vis de diff et de
diff _spec.

Le second fils de Mgz correspond au cas ot on connait la définition de
diff . diff _spec peut alors étre défini. My;p  spec est donc un nceud mani-
feste, qui a lui méme deux fils, qui contiennent tout les deux la définition de
diff nrefl, celle-ci n’étant pas dépendante de la définition de diff spec.

Plus formellement, on peut représenter un mixDrec par deux grandes
composantes :

— Un prédicat Pre qui décrit sa structure arborescente.

une signature de Drecord, {S}y;, qui donne la liste des champs du
mixDrec.
Cette signature correspond en fait a la branche la plus a gauche du mixDrec,
ou tous les champs sont considérés comme abstraits. Un mixDrec M de
structure p et de signature S sera noté M : Mizg,. De plus, on se donne
une relation, >, exprimant qu’un mixDrec est une vue plus définie d’un
autre. En particulier, comme on I’a signalé, dans le cas d’un neeud manifeste,
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le fils droit doit étre une vue plus définie du fils gauche : il reprend les
mémes champs, dans le méme ordre, mais peut contenir des nceuds manifestes
supplémentaires. Les régles d’inférence pour le typage des mixDrecs et la
relation > sont décrites dans la figure 9.2.

ad¢l p: Pre; ad¢l p1 : Pre; po : Pre;

0, : Preg Ap: Prey M p1 p2 : Pregy

[z T)Mizp ),
{3} Miz gy, 0, fa:T;f}: Miz (4.7, 7y, Ap

iz T)Mizp 4y, z:T m : Miz(p ) p, m > (f z)
{a 1T = x; f; m}} : Mix{a:T;F}T,Mmpg

(y:T)(fry)>(f29)
3> {3 {a:T;f1} > {a:T; fo}f

m>(fiz)  (y:T)(f1y)>(f2y9)
fa:T=uz;fi;m} > {a:T; f2}

mi>me  (y:T)(f1y)>(f2y)
fa:T=uz;fi;m}>{a:T=ux; fo;mae}}

Fic. 9.2 typage des mixDrecs

9.2.2 Opérations sur les mixDrecs

On dispose de deux opérations de base sur les mixDrecs : le plongement
dans une sous-signature, ol on ajoute les champs supplémentaires sous forme
de nceuds abstraits, et la fusion de deux mixDrecs de méme signature.

Fusion de deux mixDrecs

On réalise la fusion sur des mixDrecs ayant la méme signature. Le prin-
cipe de base est donc de faire la fusion nceud & noeud. En cas de conflit,
c’est a dire si les deux nceuds sont manifestes, on prend toujours la défi-
nition du mixDrec de gauche!. Toutefois, méme si le noeud du mixDrec de
gauche est abstrait, on ne peut pas forcément prendre la définition du mix-
Drec de droite. En effet, il faut tenir compte d’eventuel def-dépendances du
nceud courant vis & vis des champs fusionnés précédemment. Par exemple,

'Comme on le verra dans la suite, c’est la convention inverse qui a été adoptée en Foc,
conformément au mécanisme d’héritage de OCAML.
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la fusion des deux mixDrecs suivants :
My ={a:Ti=e;[a:Th|{b:To};{b: To =es} }

M, = {{(1 Ty =€l la: T {{b Ty = 6'2}} ; {{b Ty = P’Q}}}}

donnera le mixDrec

M=4{a:Ti=e;la:-Th|{b:To};{b: Ty = e} }

et non le mixDrec M’, obtenu en considérant uniquement les noeuds placés
en méme position dans My et Mo, sans tenir compte de la structure globale
de chacun de ces mixDrecs :

M = {{a Ty = eq;a: Ty {{b 2Ty = eé}};{{b 2Ty = e2}}}}

En effet M’ n’est pas bien formé, car le champ by existe avec deux définitions
différentes.

Plus généralement, on ne peut pas procéder indépendamment & la fusion
des différentes branches de deux mixDrecs. Afin de garantir ’obtention de
mixDrecs bien formés, on définit la liste de contréle de la fusion & partir des
prédicats Pre des deux mixDrecs My et My. Cette liste est composée de 0
et de 1, qui indique si on peut prendre la définition de droite ou non. La
définition compléte de cette liste de controle et de la fusion se trouvent dans
la theése de S. Boulmé.

Plongement d’un mixDrec dans une sous-signature

L’autre opération importante sur les mixDrecs consiste & le plonger dans
une sous-signature de sa propre signature. En prenant un mixDrec M et
sa signature s, la définition du plongement de M dans s', tel que s':>s, se
fait par induction sur la dérivation de s’:>s. On donne ici informellement
les différents cas (la définition formelle en est donnée dans la thése de S.
Boulmé) :

~ E M est le mixDrec vide. On ajoute tous les champs de s comme
neeuds abstraits.

~ C On ne touche pas au premier champ de M, et on poursuit le plon-
gement sur le(s) sous-mixDrec(s).

__LIFT On ajoute le champ de téte de s’ en téte de M (en tant que champ
abstrait), et on poursuit le plongement.

__ TRANS On compose les deux plongements.

_ SWAP On intervertit les deux champs de M. Dans le cas oul le second
est un champ défini, on efface cette définition (elle est susceptible de
contenir des dépendances vis-a-vis du premier champ).

La suite du chapitre montre qu’on peut faire correspondre a toute inter-

face un Drecord et & toute une espéce s en forme normale un mixDrec bien
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formé. De plus, on verra comment l'algorithme de résolution de I'héritage
peut se retranscrire a 'aide des opérations de base sur les mixDrecs. Dans le
chapitre suivant, on s’intéressera aux générateurs de méthodes. On montrera
en particulier que tous les générateurs des méthodes définies d'une espéce
donnée s peuvent se retrouver en étudiant la structure du mixDrec associé a
s. En un certain sens, 'utilisation de ces générateurs permet de “déplier” la
structure arborescente des mixDrecs, et de présenter & COQ des termes plus
simple.

9.3 Interface et DRecord

Soit s une espéce de Foc, et norm(s) sa forme normale. On définit
[norm(s)] le D-record associé & norm(s) de la maniére suivante :

Définition 86
0] = {}r

[rep;i] = {rep : Set; Arep[rep]}r
[rep = 7;1] = {rep : Set; Arep[rep]}r
[sig z in ;1] = {z : 7; Xe[l] } ¢
[let z in 7 =e;l] = {z : 7; Xz [l] }r

[let rec 1 in 11 = €1 ... and z, tn 7, = ep;l] =

{z1 15 21.( Az s T Az 1]} r) b

[property x : prop;l] = {x : prop; \z.[l] }r

[theorem z : prop = demo;l] = {x : prop; \e.[l]}r

Théoreme 13 Avec s une espéce bien formée, [norm(s)] est une signa-
ture de Drecord bien formée, et la liste de ses étiquettes est N (norm(s))

(=N(s)) :

[norm(s)] : Recar(norm(s))

Preuve. Par induction sur le nombre de champs de la forme normale et par
cas sur chaque champ. [J
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9.4 Espéces et MixDrecs

De méme, on définit pour chaque espéce norm(s) en forme normale un
mixDrec associé, par induction sur la taille de norm(s). Les deux points
délicats sont la traduction d’'un champ let rec et la creation de la branche
abstraite d’un nceud défini du mixDrec (nceud M). Pour cela, on définit une
fonction Ky, qui efface les définitions ayant des def-dépendances vis-a-vis
d’un nom n donné.

Pour la traduction de let rec, on a essentiellement deux solutions : soit
refaire une théorie des mixDrec incluant des blocs récursifs, soit donner la
définition récursive dans l’environnement global, avec un dépliage des dé-
pendances (def et decl, méme si en pratique seul le cas des decl dépendances
sera vraiment utilisé) analogue a celui fait lors de la traduction des espéces
en CoQ (NB : cela suppose qu’'on a une preuve de terminaison, et non pas
seulement une définition let rec “a la ML”).

Champs récursifs On peut maintenant définir le mixDrec correspondant
a espéce. Cette traduction est susceptible de modifier ’environnement glo-
bal dans le cas de définition mutuellement récursives. On utilise pour cela un
nouvel identificateur, wi. Comme pour la traduction en Coq, il faut alors
faire remonter les dépendances de la définition mutuellement récursive, soit
sous forme de A abstraction (cas des decl-dépendances), soit sous forme de
variables globales (def-dépendances).

Définition 87 (Extraction d’un champ récursif) Soient norm(s) une
espéce en forme normale, ¢ = let rec z1 in 71 =e1 ... and x, N T, = e,
un champ récursif de norm(s) et WI un nom de variable frais. On définit
le champ extrait de ¢, \ ¢ de la maniére suivante. On note (y; : 0; = L) €
norm(s) M ¢ les noms des méthodes dont la déclaration est présente dans
lenvironnement de typage minimal de ¢, et (z; : k; = d;) € norm(s)M ¢ ceux

dont ¢ def-dépend. Alors,

Nd=YAWIAY; ... Ayp.letzy = (dy) N\ in...letz; = (d)) N\ in(eq,...,en) 4

avec
(d) = d[sel fly; « y;; sel flz; < z;]

(d) § = (d) \ [selflz; < (proji (WIyy...ym))]

Pour clarifier cette définition, on peut considérer par exemple une espéce
représentant les entiers, et y définir les deux fonctions is_odd et is_even
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par récurrence mutuelle :

species int =
rep;
sig eq in self — self — bool;
sig zero in self;
sig pred in self — self;
let rec odd (x) —
if self leq(x,self zero) then
#false
else
self leven(self !pred(x))
and even(x) —
if self leq(x,self zero) then
#true
else
self lodd(self !pred(x))

end

Ici, on a {oddf; . = leven(, . = {eq. zero,pred}, et si ¢ est la définition

de odd et even, il vient

int

N\ ¢ =Y(AWI Xeq Azero Apred
(Az.if(eq = zero) then false else ((snd (WI eq zero pred))(pred x)),

Az.if(eq x zero) then true else ((fst (WI eq zero pred))(pred x))))

et Y va construire une fonction qui étant données des implantations de
eq zero et pred renvoie les deux fonctions odd et even correspondantes.

Lemme 39 Avec les notations précédentes, \ ¢ est bien typé, et a le type
01 = .. = 0y = (T1 % ... xTy)

Preuve. Par hypothése, ¢ est bien typé dans I’environnement de I’espéce, de
méme que les d;. Par ailleurs, par définition de M, et de (,) \ tous les appels
de méthodes sont transformés en variables présentes dans [’environnement
local. De méme, les substitutions des appels récursifs par la i-éme projection
de WI y, ... y,, sont correctes : cette application est bien un n-uplet par
construction.

Plus précisément, avec I'" 'environnement dans lequel est typée 'espéce
norm(s), on peut obtenir une dérivation de typage pour I' F\ ¢ & partir de
la dérivation de ¢ lors du typage de ’espéce :
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F1G. 9.3 — dérivation de typage de \ ¢

P

It 421 ko2 Ky F (e1,.cyen) t (T1 % ... x )

D,

It Fdycm T 420tk Flet 20 =dy in.in(e,...,e,) @ (11 % ... x T,)

C+WIl:0—. =0 — (11 %x...51), Y1 : 01, ym : Om
let z; = d; in...in(eqy,...,ep,) : (71 * ... x T,)

I'EN ¢

les D; de la dérivation précédente sont obtenus en remplagant dans la
dérivation de typage de z; dans l'espéce s toutes les occurences de la régle

[SELF CALL]
T:T=expr €3

I'kFselflu:rt

par une simple application de la régle VAR. En effet, par définition de
M, u est un des y; ou un des z;, et a donc été remplacé par un identificateur
présent dans Uenvironnement par (-) \,.

Dans le cas de @, on peut rencontrer un autre cas, quand u = z;. Dans
ce cas, il s’agit de dériver

T+ proj;(WI yy...ym) : 7

Or en revenant a la dérivation 9.3, il vient T(WI) = 6; — .. — 0, —
(11 % ... x 7,), et I'(y;) = 6; et on peut achever la dérivation. O

Durant la traduction d’une espéce en forme normale en mixDRec, nous
allons systématiquement définir chaque bloc mutuellement récursif ¢ a I'ex-
térieur des mixDRecs, et affecter \ ¢ a une variable fraiche WI. Dés lors,
la définition de chacune des méthodes du bloc sera simplement un appel a
la i-éme composante de WI. Par convention, la branche abstraite issue de
x1, premier nom de méthode apparaissant dans ¢ ne contient que des noeuds
abstraits pour les autres méthodes du champs ¢, bien que l'utilisation de
I'itérateur Y permette de ne pas abstraire tout le bloc. En effet, dans une
version oil on donne une preuve de terminaison, il est a priori nécessaire de
refaire cette preuve a chaque fois que I’'on modifie une des méthodes incluse
dans le bloc.
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On peut maintenant donner une définition du passage d'une espéce en
forme normale a un mixDrec comprenant les mémes méthodes et les mémes
définitions :

Définition 88
<P>={}

<rep;>>= {rep : Set; Arep <>}

<rep = 1;1>>= {rep : Set = 7; Arep. <<Eyep, (1)>; <>}
Kstgx inT;1>= {r: 7 . KLI>}

Kletz int=¢;l>={z:7=¢ . <E,; (I)>; <> }

Xlet rec t1 in T =e€1 ... and T, in T, = ey;[>=

flzr 7 = fst(WI ygoym); Azr. {2y, By, a0} >} <i>3h

avec WI variable fraiche

Kproperty x : prop;1>= {z: prop; \z <>}

< theorem x : prop = demo;[>>=
{z : prop = demo; Az <E, (I)>>; <>}

On peut dés lors énoncer la spécification de Exs (1) vis & vis de > :

Lemme 40 Soit [ une liste de champs, et {x;}i=1.n des noms de méthodes,

tels que {z;} NN (1) =0. On a
<> > By (H)>

Preuve. Immédiat par induction sur le nombre de champs de [ : 'ordre dans
lequel se présentent les champs du mixdRec est préservé, et avec le lemme 39,
g (1) conserve toutes les signatures et un sous-ensemble des définitions de
(.0
Remarque 2. La condition sur les noms de méthodes est automatiquement
vérifiée quand on part d’une espéce en forme normale, puisque les noms de
méthodes introduits le sont dans un unique champ.

De méme, on peut définir un arbre d’étiquettes signalant 1’absence ou la
présence de définitions pour chaque champ de 'espéce.
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Définition 89 (information de définition)
P(0) =0,
P (rep;l) = Ay, P (1)
P(rep = 7;1) = Myep P (Erep (1)) P (1) ;
P(sig z in 7;1) = A, P (1)
P(let x in T =¢;1) = MLP(E, (1)) P(I)

P(let rec x1 in 11 = ey ... and x, in T, = ey;l) =
M, (Agy - Az P (Epyy 20y (1)) (M, ..Mz, P (1))

P (property x : prop;l) = AP (1)
P (theorem x : prop = demo;l) = M, P (E, (1)) P(I)

Théoreme 14 Avec norm(s) une espece en forme normale, on a
<<n0rm(5)>>: Mix[[norm(s)]],]?(norm(s))

Preuve. Par induction sur le nombre de champs de norm(s), et par cas sur
chaque champ. La principale difficulté concerne la traduction d’un champ let
rec. Regardons le cas particulier de deux définitions mutuellement récursives.
Il est ensuite facile de généraliser & un bloc de n méthodes. La traduction
correspondante est donc :

M:

x1 21 = fst (WI y1..ym);
AT {{.’EQ P 7o KBy, gy (1> }}
{{mg : 19 = snd (WI y1..ym); Ava KBy 4ny (1)>>; <<l>>}}

Par hypothese, les y; sont des champs du mixDRec qui précédent la
définition de z1 et xo. De plus, avec le lemme 39, il vient

WI:0p— ... > 7 — (11 %o xTy)

La définition de z; dans le mixDRec a bien le type 71 attendu. On peut donc
appliquer la régle de bonne formation des mixDRecs.

ATy {{TQ P 7o KEyyy a0y (l)>>}} : (21 2 m) Miz
(fst WI):n
fao 70 = snd (WI y1..ypm); Azo KBz 0y (1)>>; <>}

Mix[[{sig 22725} My P (Bpy ) 100y (1) P(0)
fao 190 = snd (WI yy1..ym); Azo KBy 0y (1)>>; <>} >

(12 1) M pisig g imit ey P (e, 1oy 0) 1)

[{Sig zo:72il} Ay P (Bpuy 2y (1)

M= Miz(, \1sig oy in iy gy (DMey (A P (Egay seyy (D)) (Mep PQ))
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Par hypothése de récurrence, les mixDrecs sont bien typés. De plus, on
vient de voir que le “corps” de z; dans le mixDrec avait bien le type 7.
Enfin, le lemme 40 nous montre que la branche concréte est bien une vue
plus définie (au sens de >) de la branche abstraite. [J

9.5 Héritage et fusion de mixDrecs

Dans cette section, nous voyons comment les relations d’héritage entre
espéces de FOC se retrouvent au niveau des mixDrecs. Nous commencons par
décrire un héritage simple, avant de généraliser au cas d'un héritage multiple.

9.5.1 Mise en forme normale et ordre des champs

L’algorithme de mise en forme normale tel qu’il est présenté auparavant
nous servira de base pour étudier comment les relations d’héritage entre
espéces se retrouvent dans les traductions en signatures de Drecord et en
mixDrecs. Toutefois, il est nécessaire d’utiliser un raffinement de cet algo-
rithme, ot 'ordre de dépendance est préservé tout au long de la construc-
tion de Wy (en reprenant les notations antérieures), au lieu de réordonner
les champs retenus uniquement a la fin de la phase de résolution de I’héri-
tage. Pour cela, il suffit de modifier la facon dont on gére les redéfinitions
dans la construction de Wy. Au lieu de se contenter de remettre (¢ S 1;,)
dans W, pour continuer I'analyse, on enléve également tous les 1); vérifiant
V; Ay, ¥;, de Wy. Bien entendu, les éventuels effacements de définitions
liés aux def-dépendances sont réalisés sur les ;.

Toutefois, on ne peut remettre directement les 1; dans Wy a la suite du
champ fusionné : dans le cas de la fusion de plusieurs blocs mutuellement
récursifs, on risquerait de sélectionner la “mauvaise” définition. Par exemple,
avec

WQ = let rec 1 = € and T9 = €9, let I3 — €3
W1 =let rec 71 = €| and z3 = e};

la premiére étape fusionne les deux champs récursifs, et donne le résultat
suivant :

Wy =0
W1 =let rec 71 = €| and 73 = es and 73 = e}; let 23 = e3

Et on va donc se retrouver avec un unique champ récursif, ot z3 est défini
par e et non e}. Pour éviter ce genre de situation, nous utilisons une liste
intermédiaire S, qui contient des champs susceptibles d’étre fusionnés avec
le champ courant de W .
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Plus formellement, le nouvel algorithme fonctionne de la maniére sui-
vante. Au départ, on a Wy = S = (). Ensuite, a chaque étape, avec W =
O, X, Wo =91 ... % et S = ¥my1...90,. On a deux cas possibles :

— Si N(¢) "N (W) =0, on effectue les opérations suivantes :

Wl +— X
~ Wy (1., $1,S)

S« 0
On ajoute le champ analysé, et les éventuels champs de S, provenant
d’une fusion antérieure de ¢.

— Sinon, on sélectionne g le plus grand index tel que N (¢) NN (¢;,) # 0.

Soit D,N la partition de Wo telle que les champs xy de D dépendent de
N (¢) et verifient N (x) NN (¢) = 0, et les champs de N n’en dépendent
pas. Si 3z € N (D) tel que z € [¢F, alors la mise en forme normale

échoue.
- W] <« (gb@'l/}m)ux
WQ — (N)
- S« ]EN(WO) (D, Yty ---,%n) @ on efface toutes les définitions qui

def-dépendent de N (1;,).

Le méme ordre lexicographique que précédemment, (CardW,, CardW ),

permet de montrer la terminaison de I’algorithme : Dans le premier cas, on
enléve un champ & Wy, et dans le second au moins un champ (1;,) & W,
tout en conservant le méme nombre de champs dans W .
Remarque 3. Notons que la condition de non-dépendance de ¢ dans le
deuxiéme cas de l'algorithme aboutit & un calcul plus restrictif que celui
qu’on avait auparavant. En effet, dans ’algorithme précédent Wo pouvait
avoir des cycles de dépendances “temporaires”, effacés par une redéfinition
avant la fin de ’algorithme. On donne ci-dessous un exemple simple d’espéce
qui n’est plus acceptée :

species s1 —

rep;
sig d in self — self;

let rec a(x in self) = ... b ...
and b(y in self) — ...la ...;

let ¢ —!la(ld);
end

species s2 inherits s1 —
let rec b(x) = ...1d ...
andld (x) — ...1b ... lc ..
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let recla(x) — ...lc ...
and!c =1b(14d);
end

Dans cet exemple, le premier algorithme aboutit & un unique champ ré-

cursif de 4 méthodes. Le second échoue, car au moment d’ajouter le premier
champ de s9, on a S = {c}, et un cycle entre c et d. En pratique, les situa-
tions ot le second algorithme échoue alors que le premier renvoie un résultat
semblent assez pathologiques, et il est toujours possible de transformer la
définition de I'espéce fille pour retrouver le premier calcul. En effet, il suffit
de placer dans un let rec les champs incriminés (c’est a dire dans I'exemple
de transformer les deux let rec de $2 en un seul).
Remarque 4. Comme remarqué plus haut, on pourrait raffiner I'effacement
de définitions dans le cas de champs mutuellement récursifs, en utilisant
En(¢)w (s, (+) au lien de Ery, ) (). En pratique, cela permet de considérer
les blocs récursifs dans leur ensemble lors des calculs de dépendances, et une
situation ot on aurait besoin de la définition d’une seule fonction parmi un
ensemble de fonctions mutuellement récursives semble assez improbable.

De plus, on peut remarquer que cet algorithme respecte les invariants
suivants :

Remarque 5. A chaque passage dans la boucle, tous les champs de S dé-
pendent de ¢.
Remarque 6. Avec la notation ci dessus, [N{ N NV(D) = (.

Par ailleurs, on peut facilement étendre les propriétés du précédent al-
gorithme & cette nouvelle version : la seule vraie différence est qu’a chaque
étape de la boucle, les champs de W et ceux de S ont un ordre compatible
avec leurs dépendances respectives.

Lemme 41 (ordre des champs) En reprenant les notations précédentes,
on a, & chaque passage dans la boucle,

zft,blg C N(i,b]) U...UN(’(M*])
pour tout champ ; de Wo et S.

Preuve. Par récurrence sur la longueur de la boucle. En supposant que la
propriété est vraie & I’étape n, on a deux cas pour ’étape n + 1.

Si on ajoute ¢ et S & Wy, il suffit de montrer que ¢ ne dépend que des
champs de W4. En effet, ’hypothése de récurrence permet de conclure dans
les autres cas. Or avec la remarque ci-dessus les éléments de Sdépendent
de ¢, donc ¢ lui-méme ne peut en dépendre sous peine d’avoir un cycle de
dépendances. Sinon, comme on place dans S tous les champs qui dépendent
de ¢, et avec la remarque 6 on ajoute devant S des champs dont ne dépend
aucun autre champ de Wy, ce qui préserve la propriété. [

Notation : Soient une liste de champs L fermée et dont 'ordre respecte
les dépendances, et ¢ tel que {¢§ C N (IL). On notera L& ¢ I'ajout du champ
¢ a L, c’est a dire le résultat de l'algorithme ci dessus avec Wi = L; ¢.
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Lemme 42 (Composition des fusions) Awvec les notations précédentes,
si lors d’une étape de l'algorithme ci-dessus on a N'(¢) "N (Wy) # 0, alors
W6 ¢=N6(¢6¢);D

Preuve. Par induction sur la taille de N (¢) N N (W3) : Si on n’a quun
nom en commun, 1’étape suivante de I'algorithme ajoute le champ fusionné
et S = D a la suite de N. Sinon, N (¢) "N (W3) > N(¢) N N(N), et on
conclut par récurrence. [J

Remarque 7. Si ¢, dépend de ¢, on a

{TPla---a@bm} S¢= {({wla---ﬂﬁmfl} = ¢)a¢m}

9.5.2 Héritage simple

Soit s1 une espéce bien formée, et My =<<norm(s1)>> le mixDrec associé
a sa forme normale. Soit s9 une espéce définie par héritage a partir de s, de
la forme suivante :

species sy inherits s; = ¢1 ... ¢, end

On suppose bien entendu que s9 est elleeméme bien formée. Soit norm/(ss)
la forme normale associée, et My =<<norm(sy)>>. En premier lieu, on peut
remarquer que la signature de Drecord correspondant & norm(ss) est bien
une sous signature de [norm(s1)] :

Lemme 43 Avec les notations précédentes, on a
[norm(sa)]:>[norm(si)]

Preuve. La principale difficulté de la preuve réside dans le fait que les nou-
veaux champs de sy ne sont pas nécessairement ajoutés a la fin de les-
péce, a cause d’éventuelles dépendances d’'une méthode présente dans s; et
(re)définie dans sg. Cela va se retrouver dans la dérivation de la relation
de sous-signature par un certain nombre d’applications de la régle swap.
Plus précisément, on raisonne par induction sur la construction de norm/(s9)
a partir de norm(s1), dans le modeéle avec def-dépendances c’est-a-dire ou
on réordonne les définitions du corps de sy en accord avec les dépendances
avant de démarrer I’algorithme.

Les premiéres étapes de construction de norm(sy) a partir de la liste
compléte des champs permettent de retrouver norm(s;). Ensuite, il faut
distinguer les différents cas d’ajout d'un nouveau champ. On en a 3 :
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Ajout d’un nouveau champ Ce cas correspond & N (¢) NN (Wy) = ()
et S = (. Il suffit des lors d’appliquer la régle  lift, puis de propager 'ajout
de champ :

= N i

C .
_C z1: 1 [V ] [2. ]
l_ift (1 2 1) [Y2. P B [Y2..90m]

- [Wo; ¢]:-[Wa]

A chaque niveau de ’arbre d’inférence, la transformation des listes de
champs en signatures de Drecord par [-] est légitime. En effet, avec le
lemme 41, on considére bien les différents champs et leur traduction
dans 'ordre donné par les dépendances.

Ajout d’un champ redéfini Ce cas correspond a N (¢) "N (finalseq) =
0, et S =# (). La encore, il n’y a plus qu’a rassembler ajouter les nouveaux
champs a la fin de Wy. La régle E permet de prendre en compte plu-
sieurs champs a la fin, donc la dérivation reste identique & la précédente, a
I’exception de la racine, qui devient

=" W) F 16T (0

Par la remarque 6 et le lemme 41 la transformation de cette liste en
Drecord est légitime.

Notons que dans les deux cas précédents, on généralise facilement la
propriété a I'ajout de n champs avec la régle _trans :

: D
norm(s2):=[Wa; ;S| [Wa; ¢S]
[norm(s2)]:>[Wq]

trans

D étant la dérivation vue précédemment. La partie gauche de la dériva-
tion est obtenue en observant les étapes ultérieures de l'algorithme.

Fusion de deux champs Cette fois-ci on a N'(¢) NN (Wy) # 0. Dans ce
cas, l'algorithme transforme Wy en une liste de champ N qui n’est pas di-
rectement une sous-signature du Woinitial (on place les autres champs dans
S). On va donc avoir recours explicitement & la régle _trans et introduire
une liste de champ intermédiaire, N S ¢.
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S
P N D) 6 4]~ NG 4] .
" W 6 9l [N o 4] [N ¢]:=[N]

- W2 ¢]:~[Wq]

Le passage de W4y a N;ID, qui est une partition de W4 est obtenu par
applications répétées de la régle swap. Par définition de I, il est toujours
possible de rassembler les champs qui la constituent en fin de liste (en res-
pectant leur ordre relatif). D’aprés la remarque 7, la fin de la dérivation, S,
est une suite de regles C et  lift similaire aux dérivations précédentes.

Par ailleurs, en suivant la preuve du lemme 42, la dérivation R est soit
une application directe du paragraphe précédent, soit une nouvelle dérivation
de fusion, avec un nombre de champs en conflit strictement inférieur, ce qui
garantit la terminaison du processus. [

Avant de passer aux mixDrecs proprement dit, il faut examiner ce qui se
passe au niveau des arbres d’étiquettes P, et P, de M; et Ms. Plus précisé-
ment, on peut retranscrire le fait qu’on efface le moins de définitions possible
par une propriété sur les étiquettes de P de My et Pi de fnorm(sq)] M-

Lemme 44 (Liste de contrdle) Awvec les notations précédentes, on a
[Py; il = 05...;0
[ Py; Pi]| étant la liste de contréle de la fusion (voir p.169).

Preuve. On travaille par induction sur la longueur de la liste d’étiquette.
Cette fois-ci tenir compte des effacements de définitions dus aux def-dépendances.
D’apres la définition de Pre, il suffit de montrer qu’on n’a jamais Py = A, po
et P = M;pi1p12. Supposons que ce soit le cas, et que z soit la premiére
étiquette abstraite dans P, et manifeste dans P; : d’aprés le lemme 5.7 de |
y € [z, tel qu'une des deux conditions suivantes soit vérifice : y ¢ D (s2)
ou changed(y, z).

Pour que z def-dépende de y, il faut que y soit définie, donc le premier
cas est en contradiction avec la condition sur z. On a donc changed(y, z).
Comme on ne considére qu'un cas d’héritage simple, cette condition devient
Bs,(y) # Bs, (y), et au niveau de y, on a :

My p21p22; Mypripi2]] = 0; [p2op11 ]

Pour qu’on ait un ’1’ dans la liste de contréle a la position correspondant
a x, il faut qu’on ait un nceud manifeste a cette position, soit M, € py1. Or,
z def-dépend de y dans s;, ce noeud manifeste est en contradiction avec la
définition de P (s1) : ce cas ne peut se produire. [
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Au niveau des espéces, la relation entre s; et sg se retrouve dans les
mixDrecs My et My sous la forme suivante

Théoreme 15 (Correction de ’héritage simple)
Awvec les notations précédentes, on a la propriété :

M, 69[ﬂP’(norm(SQ));TP’(erm(sl))ﬂ (TT[[norm(sz)]] Ml) = M,

Preuve. Tout d’abord, il convient de remarquer que les opérations faites sur
les deux mixDrecs sont légitimes. En premier lieu, examinons le plongement
de My dans [norm(sy)]. La signature de My est [norm(s;)] (théoréeme 14),
donc avec le lemme 43 et la définition de 1}, cette opération est correcte. De
méme, comme My a pour signature [norm(sq)], la fusion des deux mixDrecs
est correcte. La figure 9.4 récapitule tous les cas possibles de fusion des deux
mixDrecs. Comme on le voit, il faut en fait prouver que la liste de controle
n’est composée que de 0, c’est & dire qu’on sélectionne toujours la définition
de gauche. Le lemme 44 permet donc de conclure.

F1G. 9.4 — Fusion des deux mixDrecs
M, ﬂ[[nnrm(SQ)]]

My Mnorm(sa)) M1 | 1 M,

th b l th
o7/} fz:m A} |l fe:nf@fid
fo:7f) |fo:r=eshi}|0l]| fz:mfafi}
fo:7fy |fo:r=esfi} | | {z:7=e:f @ fi) Impossible
fo:r=efy| fa:mh} |l | {z:T=efefi}
fo:r=ef) |[{o:r=eshi} | bl |z T=efan fi}

O

9.5.3 Héritage multiple

Les résultats de la section précédente sont aisément étendus au cas de
I’héritage multiple, par récurrence sur le nombre d’espéces parents. En ef-
fet, soient s1 et s9 deux espéces, de forme normale norm(sy) = ¢1 ... ¢m et
norm(se) = 1)1 ..., respectivement. Alors, les deux espéces suivantes :

species s inherits si, s9 — end
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et
species t inherits s; = ¥1; ...;¥, end

ont la méme forme normale. En effet, 1’algorithme de mise en forme
normale démarre dans les deux cas avec la méme liste initiale, c’est-a-dire
Wi = ¢1...¢n,P1...9%,. Dés lors, on va travailler avec l’espéce t pour
montrer que la fusion des deux espéces est conforme a celle des mixdRecs
correspondants.

Par ailleurs, il convient de remarquer que 'ordre d’héritage n’influe que
sur les définitions de méthodes, et pas sur leurs déclarations. Plus précisé-
ment,

Lemme 45 (Commutation des signatures)
Soient s1 et sy deut espéces, telles que, Vr € N (s1)NN (s2), Ts, (z) = Ts, ()
alors les deux espéces suivantes u et v :

species u inherits s, so — end
species v inherits sy, s7 = end

se traduisent en des signatures de Drecord équivalentes :

[u]:>[v] et [v]:>[u]

Preuve. La condition sur les types des méthodes communes & s; et s9 garan-
tit que u et v sont bien formées, donc admissibles. De plus, on peut remarquer
que les deux espéces déclarent les mémes champs : N (u) = N (v). Avec le
théoreme 14, Ju] et [v] sont définis sur la méme liste d’étiquette. De plus,
il vient Vo € N (u), Ty(z) = Ty(z). Dés lors, on peut passer de [u] a [v] (et
vice-versa) par une suite d’application de la regle swap. O

Notons que dans le cas général, on n’a toutefois pas I'égalité des deux
signatures, car 'ordre des champs n’est pas forcément le méme dans wu et
dans v.

Théoreme 16 (Correction de ’héritage multiple)
Soient {s;}i—1.2 des espéces bien formées. et s définie par

species s inherits s;, so — end
On a légalité suivante :
KLs>= (ﬂ[norm(s)]] <<52>>) eaﬂp(norm(s))ﬂ?’(norm(s))ﬂ (TT[[norm(s)]] <<S1>>)

Preuve. On commence par montrer que la notation fi[uopm(s)]<<s2>> est
légitime, c’est a dire que [norm(s)]:>[norm(s2)]. Pour cela, il suffit d’utiliser
le lemme 45 pour permuter les deux héritages, et de reprendre la premiére
partie de la preuve du théoréme 15.
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De plus, il convient de remarquer que <<s>> et la fusion des deux espeéces
précédentes partagent la méme signature. Il ne reste plus qu’a montrer que
ces deux mixdRecs vérifient le méme prédicat Pre, et, dans le cas de neeuds
manifestes, donnent la méme définition. Pour cela, on raisonne par récurrence
sur la taille de la signature de DRecord [[s] : le cas ou la signature est vide
est trivial. Pour une signature de taille n + 1, de premier champ z, on a les
cas suivants :

z est abstrait dans norm(s) Cette situation se retrouve si z est abstrait
dans s; et s, ou si z est défini dans sy, et qu’il se produit un effacement. Dans
le premier cas, la fusion donnera bien un champ abstrait. Dans le second cas,
on se retrouve avec l'opération suivante :

{z:mfof @pafr:7T=efi}

Le résultat contient un champ abstrait si et seulement si b = 0. Comme dans
le lemme 44, on montre que c’est le cas en utilisant une méthode y € Z(.q:jgh,
vérifiant le prédicat changed(y,x) : lorsqu’on crée la liste de controle de la
fusion, on se retrouve, au niveau de y dans la situation suivante :

M, p21p22; My pripi2]l = 0; [p22pi1 ]|

Par hypothése, on a A, € py1, et on a donc b = 0.

x est défini dans norm(s) Cette fois-ci, il y a trois possibilités :

. <so>>={r:7=e9; fo}, <si>={z:7; 1}

2. sog»>={z:1;fo}f, <si>=f{zx:7=e1;/1}

3. Ksog>»>={z:7=-ey; fo}, <Ks1>={x:7=-e1;fo}
Dans le premier cas et le troisiéme cas, la fusion produit un champ manifeste
T : T = ey, ce qui correspond aussi a la mise en forme normale. Dans le second
cas, il faut montrer que la liste de contréle est de la forme 1;1. Pour cela, il
faut cette fois-ci considérer toutes les méthodes y € 2[m5§51. Par hypothese,
aucune de ces méthodes n’est redéfinie dans sy (sinon z ne serait pas défini
dans norm(s)). La liste de controle comporte donc des 1 pour chacune des
positions y. De plus, on sélectionne & chaque fois la branche manifeste, qui
contient donc Ml pour poursuivre I’établissement de la liste de controle. Tous
les autres nceuds manifestes intermédiaires contiennent M, dans les deux
branches. Lorsqu’on se trouve a la profondeur de z, on a donc la situation
suivante :

”Azp;sznpmﬂ =1; ”P;Pmﬂ
O



Chapitre 10

(Générateurs de méthodes et
mixDrecs

10.1 Introduction

Dans ce chapitre, on montre comment extraire d’'un mixDrec donné les
informations relatives & un champ particulier de ce mixDrec. En particu-
lier, on verra que la notion de chemin & l'interieur d’un mixDrec permet de
définir les dépendances d’une définition ou d’une déclaration vis & vis des
autres champs. Dans un second temps, on montre que ces informations sont
équivalentes & celles données par la mise en forme normale d’une espéce,
et sa traduction vers CoQ. En particulier, on va montrer que les notions
d’environnement minimal et de générateur de méthode, telles qu’elles sont
décrites dans le chapitre 6 sont en fait des branches particuliéres du mixDrec
représentant 1’espéce courante.

10.2 MixDrecs et générateurs de méthodes

Dans cette section, on considére un mixDrec M bien formé et un champ
d’étiquette = de M, tel qu’il existe au moins un nceud manifeste M, dans

M.

10.2.1 Chemin de définition

Définition 90 (parcours d’un mixDrec)

On appelle parcours de M toute suite de 0 et de 1 de longueur inférieure
ou égale a la profondeur de M. Ce parcours est défini sur les informations
de présence Pre de M :

A (0, Mp1p2) = M, EE A (0, Arp) = AL E
A (051, Mypipe) = Ay A (I, 1) A (051, Agp) = Ay A (L, p)

185
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Un parcours aboutissant & un neud manifeste M, est appelé chemin de dé-
finition de x. Un parcours aboutissant a un neud abstrait A, est appelé che-
min de déclaration de xz. Enfin, les chemins aboutissant & = représentent
l’ensemble des chemins de définition et de déclaration de x.

Remarque 1. Tous les chemins aboutissant a £ dans un mixDrec M donné
ont méme longueur, qui sera noté || = ||o¢ dans la suite. De plus on peut
munir cet ensemble d'une relation d’ordre totale (ordre lexicographique).
Preuve. Immeédiat par récurrence sur la profondeur de M [J

Définition 91 (Chemin minimal) Soit = une étiquette telle qu’il exite un
champ manifeste M, dans M. L’ensemble D des chemins de définition de x
M

admet un minimum pour [’ordre lexicographique. Cet élément, noté ~~"' (x)

est appelé chemin minimal de définition de x.

Remarque 2. Les chemins plus grand que ~™ (z) ne sont pas forcément
tous des chemins de définition de .

Lemme 46 (chemin de définition et sous-signature)
Soient My et My deux mizDrecs bien formés tels que My > Ms. Pour tout
x et tout p chemin de définition de x dans Mo, p est un chemin de définition

de © dans M,

Preuve. Par induction sur la dérivation de M7 » Ms. On ne détaille que le
cas ot le premier nceud de M est manifeste alors que le premier neeud de
M est abstrait. Les autres cas sont triviaux avec la définition de >.

My ={y:T=e;fi;m}}, My = {y:T; fo}}. Avec z une étiquette de
My et p un chemin de définition de z dans Ms (donc z # y, sinon il
n’existerait pas de chemin de définition). p est de la forme a,py, avec « €

(0,1}

a=0: Vz:T, p; est un chemin de définition de z dans (f2 z). Comme de
plus on a (f1 z)>(f2 z) par définition de >, on peut conclure avec I’hypothése
de récurrence.

a=1: on atoujours p; chemin de définition de = dans (fy z) pour tout z,
et en particulier dans (fs e). Par hypotheése, m> (f1 €) et (f1e) > (f2 e), donc
en appliquant deux fois I’hypothése de récurrence on peut conclure comme
précédemment. []

Remarque 3. Le chemin minimal associe toujours un 0 aux nceuds abs-
traits.

Lemme 47 Awvec x un champ défini d’un mizDrec M, s’il existe un chemin
p de définition de x tel que pour tout chemin p' de définition de x, p; =1 =
ph =1, alors p =M (1)
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Preuve. Soit p’ un chemin de définition de z. Supposons qu’il soit différent
de p, et notons 4 le premier indice tel que les deux chemins différent. On a
alors p; = 0 et p, = 1 (Vinverse est impossible d’aprés 'hypothése de 1’énoncé
sur p). Donc p est strictement plus petit que p’. Comme p est lui-méme un
chemin de définition de z par hypothése, c’est bien le chemin minimal. [
Remarque 4. L’existence d’un tel p n’est nullement garantie dans un mix-
Drec quelconque. On verra ci-dessous que c’est le cas dans les mixDrecs
équilibrés (lemme 49).

Définition 92 (tronquage de signature) Soit M un mizDrec et p un
parcours sur M de longueur . On note s(M) |, le Drecord obtenu en tron-
quant s a ses | premiers éléments

10.2.2 MixDrec de définition de z

Il reste & voir comment passer des chemins de définition a des A-termes
correspondant & nos méthodes. Comme S. Boulmé I'a remarqué dans sa
thése, un tel A-terme ne peut venir seul : il faut 'accompagner d’un certain
contexte, mélant des abstractions et des définitions. En d’autre termes, ce
contexte de définition peut-étre lui méme vu comme un mixDrec.

Dans cette section, on s’intéresse a la définition de z dans un mixDrec
M. Pour cela, on va extraire des mixDrecs de M, de dernier champ z, en
s’appuyant sur les chemins de définition de =x.

Définition 93 (Contexte de définition) Soient M un mixDrec, = une
étiquette de M telle qu’il existe un champ manifeste M, dans M et p un
chemin de définition de x. Le contexte de définition associé a p, noté 'y - p
est défini de la maniére suivante :

Ty 0 = {}

TixT—ei;my - 0;1 = {z:T; z.Tg 1}

Ty E 01 = {{z:T; 2D H1}}
Direetimp - 11 = {2:T =e; 22D (g) b LT F 1}
F{X:T;fﬂ F 1;1 = {’I‘ . T; )\m.I‘fx F 1}}

e~

Le contexte minimal de définition, I'yq F~~(z) est noté T'p - x.

Remarque 5. Tous les contextes de définition de z ont la méme profondeur
(cf. remarque 1)

Lemme 48 (Bonne formation du contexte) Awvec les notations précé-
dentes, pour tout p chemin de définition de x, on a

L P2 Miz g ), (M)

Preuve. Par induction sur la longueur de p. le cas p = () est trivial. Sinon,
on travaille par cas sur p et le premier nceud de M :
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p=0;l et M={z:T=e; fim}: Mizmrryvg g

)\.’II.F(fx) F1: (’I‘ : T)Mizs(fm)\l;A(l,qﬂ
FM + P = {{’I‘ : T; )\’I‘F(fx) [ 1}} : Mixs(M)\p;A(p,M)

p=0;let M={z:T;f}

ApT () B 1 (22 T)Mizg( 1)) 0(1a0)
Ty bEp={{z: T 0D gy F 1 - Mizg )00

p=Llet M={z:T=¢;f;m}

AzLig) 12 (22 T)Mity(ga) 1)
TmbE1: Mi%s(m)\l;A(l,m) e: T I‘ml—l>1"(fe) F1

TwykFp= {{.’E : T, )\:v.l"(fx) = 1}} : Mms(/\/t)\p;A(p,M)

p:O;letM:{{ﬂU!T;f}

)\x.I‘(fx) F1: ($ : T)Mixs(fm)\l;A(l,qﬂ
FM F P = {{’I‘ : T; )\’I‘F(fx) F 1}} H Mixs(M)\p;A(p,M)

O

On pourrait s’attendre a ce que le chemin minimal de définition de x dans
M se traduise dans un contexte “minimal”; en particulier en ce qui concerne
les définitions présentes dans I' ;). Malheureusement, ce n’est pas le cas
en général. Par exemple, si on prend le mixDrec suivant, dont les feuilles ont
été enlevées pour plus de lisibilité :

(( a: bool = true;

[a] << b : bool = (not a); [b] {c: bool} ;
F = {{ {c:bool =aVb;lc]}

ﬁﬁ
——

b : bool = (not a); [b] {c:bool =aVb};
L {c:bool =aVb}

77

Dans ce mixDrec, le noeud de ¢ le plus a gauche est abstrait, ce qui est cor-
rect (il s’agit bien d’une vue moins définie que son voisin de droite), mais pose
un probléme dans la définition du contexte minimal de définition. Par défi-
nition, on a ~" (¢) = 0;1;1, soit T'p - ¢ = {a : bool; {b : bool = (not a)}}.
Mais le chemin p = 1;0;1 est également wemin de définition de c, et
I'rFp = {a:bool =true;{b:bool}} BT, c. Or en pratique, cette no-
tion d’environnement minimal est importante, puisqu’elle garantit qu’on ne

va pas effacer trop de définitions (qu’il faudra redonner ensuite) lors d’une
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redéfinition. On va donc raffiner la notion de mixDrec pour tenir compte
de ce probleme. Nous montrerons ensuite que cette nouvelle notion répond
bien & notre probléme, et que la traduction d’une espéce en forme normale
respecte les conditions imposées par ce mixDrec. Nous pourrons dés lors
montrer que la notion de contexte minimal introduite lors de la traduction
en CoQ correspond bien a celle de contexte minimal au sein d’'un mixDrec.

10.3 MixDrecs équilibrés

10.3.1 Définition

D’aprés 'exemple précéd/e_gt/,on peut se faire une idée intuitive des condi-
tions a remplir pour que I'ys F x soit effectivement un contexte minimum.
Lorsqu’on est sur un nceud manifeste, la relation > n’est pas suffisante. 1l
faut en outre que les effacements de définition qu’on effectue pour passer du
mixDrec de droite a celui de gauche soient cohérents entre eux. Ainsi, on ne
doit pas trouver un nceud abstrait 1a o la définition correspondante dans le
mixDrec de droite serait bien typée.

Par exemple, dans le mixDrec précédent, dans un environnement ot a et
b sont deux variables booléennes, la définition de ¢ = a V b est parfaitement
admissible, et il n’y a aucune raison d’avoir un nceud abstrait & gauche. Cette
condition peut se formaliser par une condition sur le chemin minimal.

Définition 94 (MixDrec équilibré) Un mizDrec bien formé M est dit
équilibré s’il vérifie une des trois conditions suivantes :

Vo : T, (f x) est équilibré

{z:T;f} est équilibré

{} est équilibré

Vo : T(f x) est équilibré
m est équilibré Yy tel que ~M (y) = 0;p, ~™ (y) =p
M={z:T=ce;f;m} est équilibré

Remarque 6. Dans la derniére regle, avec le lemme 48, quel que soit le
mixDrec (bien formé), p est un chemin de définition de y dans m, Par contre,
ce n'est pas forcément le chemin minimum. (par exemple les deux chemins
de 'exemple précédent)

10.3.2 Environnement minimal dans un mixDrec équilibré

On peut maintenant obtenir une caractérisation de la position des 1 dans
le chemin minimal de définition de z, avec le lemme suivant :

Lemme 49 (Chemin minimal) Soit M un mizDrec équilibré. Avec les
notations de la def.91, et i un entier inférieur a la longueur des chemins
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aboutissant & x. Le i-éme élément de ~M (z) est un 1 si et seulement si
tous les chemins de définition de x ont un 1 comme i-éme élément.

Intuitivement ce lemme dit que lorsqu’on parcourt le chemin de définition
minimal de z, on ne trouve que les définitions dont z def-dépend.

Preuve. L’implication réciproque est triviale, ~™ (z) étant lui-méme un
chemin de définition de .

Pour l'implication directe, on travaille par récurrence sur 4 : le cas 1 = 1
est immédiat avec la définition de ~™ (z) : S’il commence par un 1, tous les
chemins de définitions de z, plus grand que que ~™ (z) commencent par 1.

Sinon, on raisonne pas cas sur le premier nceud de M et le premier
élément de ~M (z) et de p. Les cas M = {y: T;f} et fst(~M (2)) =
fst(p) sont triviaux. De plus, fst(~™ (z)) = 1, fst(p) = 0 est impossible
par définition de ~M (z). Il reste le cas M = {y : T = e; f;m}, avec ~M
() = 0;1, p = 1;py. Par définition, [ est le chemin minimal de définition de
x dans (f e), donc comme M est équilibré [ est aussi le chemin minimal de
définition de x dans m. Comme p; est un chemin de définition de = dans m,
on peut conclure par récurrence. [

Corollaire 5 (chemin de déclaration) Dans un mizDrec équilibré, avec
x une étiquette définie dans M et i tel que le i-¢me élément de ~™ (z) soit
un 1. Alors, tout chemin de déclaration p aboutissant a x et dont le i-éme
élément est un O est un chemin de déclaration de x.

De plus, ce lemme permet de caractériser les mixDrecs bien formés,
comme on le montre dans le lemme suivant.

Lemme 50 (Caractérisation des mixDrecs équilibrés)
Réciproquement, si tous les chemins ~™ (), pour toutes les méthodes
x définies dans M vérifient la propriété du lemme précédent, alors M est
équilibré

Preuve. Par induction sur la taille de M. Si M est vide, il est équilibré par
définition.

Si M = {y:T;f}, Vz,~M () = 0;1 avec la remarque 1, et [ est le
chemin minimal de z dans (f z) (pour tout z € T'). (f z) vérifie donc aussi
la condition sur les chemins minimaux, et on peut appliquer I’hypothése de
récurrence et la condition d’équilibre.

Sinon, M = {y: T =e¢; f;m}. Comme ci-dessus, (f z) vérifie la condi-
tion sur les chemins minimaux, et est donc un mixDrec équilibré. De méme,
pour tous les champs = tels que ~™ (z) = 1;1, [ est le chemin minimal de z
dans m, et pour tout ¢ tel que [; = 1, tout chemin de définition p de xz dans
m vérifie bien p; = 1 (Sinon cette hypotheése ne serait pas vérifiée pour m).
M (z) = 0;14. I} est un
chemin de définition de z dans (f e) donc dans m. Soit Iy un chemin de

Soit maintenant x une étiquette telle que ~
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définition de z dans m. On va montrer [;; = 1 = ly; = 1. Cela permettra de
montrer a la fois que m est bien formé (avec 'hypotheése de récurrence) et que
I est le chemin minimal de définition de x dans m (immédiat en regardant
le premiére position ¢ ou Iy et [y différent : on a nécessairement ly; = 1 et
l1; = 0). Or comme [y est un chemin de définition de x dans m, p = 1; 15 est
un chemin de définition de z dans M. On a dés lors [;; = ~M (1), = 1,
donc par hypothése sur M, p;y1(=1ly;) =10

Remarque 7. D’apreés le lemme 47, il suffit d’exhiber pour tout z un chemin
pg tel que pour tout chemin de définition de z, p;; =1 =p; = 1.

Lemme 51 (contexte minimal)

e~

Avec les notations précédentes, si M est un mizDrec équilibré, Ty F x
est minimal pour la relation >. Plus précisément, pour tout p chemin de
définition de x

Ty bp>Takx

Preuve. Par récurrence sur la longueur [ de p (et de ~M (z)). Le cas de
base avec un seul champ est trivial. Si [ > 1, considérons les différents cas
possibles :

M) =051 et p=0;ly ou ~M (z) =1;1; et p=1;l; Immédiat par
récurrence (le premier champ des deux contextes est identique)

~M () =1;1; et p=0;ly Impossible avec le lemme 49

~M(2) =0;1; et p=1;ly Tl vient

m> (fie)  (y:T)(fry) > (fay)
fo:T =e fi;m}>{z:T; f2}

La premiére prémisse est une conséquence de la bonne formation de T'y4 - p.
La seconde se déduit de I'’hypothése de récurrence, et la condition d’équilibre
sur M, [; étant le chemin minimum de définition de x dans (f e) et donc
dans m. J

10.4 Forme normale et mixDrecs

Dans cette section on s’attache & montrer que les générateurs de méthodes
obtenus a partir de la mise en forme normale et les contextes minimaux
des mixDrecs traduits sont équivalents. Un point important de cette section
est que la traduction d’une espéce en forme normale produit un mixDrec
équilibré. En effet, ce résultat permet de déduire deux points importants
pour les générateurs de méthodes :
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— Ils sont “minimaux” dans le sens ot on utilise un minimum de variables
locales pour tenir compte des def-dépendances
Leur éventuel effacement (lors d’opérations d’héritage) ne dépend que
du chemin de définition minimum correspondant : le reste du mixDrec
n’entre pas en ligne de compte.

Cette derniére remarque montre qu’on peut bien garder une forme “li-
néaire” pour les espéces en forme normale, dans la mesure ol on sait calculer
les def- et les decl- dépendances. En effet, on pourra toujours recalculer les
opérations d’effacement et de redéfinition nécessaires lors du passage d’une
espéce a 'autre, sans avoir & déplier explicitement la structure du mixDrec
sous-jacent.

Soit s une espéce bien formée et § sa forme normale. Avant de montrer que
<K§>> est équilibré, on va travailler sur P (), afin de donner des propriétés
des chemins de définitions de z connaissant {z § (pour une méthode x définie
dans §). En premier lieu, on définit la place d'une méthode = dans Iespéce

S.

Définition 95 (place d’une méthode) Avec z € N(norm(s)), on ap-

pelle place de z dans norm(s) et on note #,omm sy Uentier défini de la

maniére sutvante :

{property z : prop;l}

{sig = in 7;1}

{let z in 7 =¢;l}

{theorem z : prop = demo;l}

- #narm(s)rep =1 si norm(s) = {rep[= 7]; 1}

= #norm(s)Ti = 1 s1 norm(s) = {let rec T1 = e1...z, = en;l}, avec
1 <.

- #narm(s)x =1gs ’I’lOT‘m(s) =

{property y : prop;l}

{sig y in 7;l}

{let y in 7 =¢;1}

{theorem y : prop = demo;l}

H#norm(s)T = L+#w si norm(s) =

avec y # .

~ #norm(s)T = 1 + #1z si norm(s) = {rep[=7];1} et z # rep
H#norm(s)T = n + F1x si norm(s) = {let rec T1 = e1... 7y, = ep;l} et
Vi <mn, x; # .

Remarque 8. Dans le mixDrec <<norm/(s)>>, tout chemin aboutissant a =
a pour longueur # .y (s)

Preuve. Immeédiat par récurrence sur #,,.m(5)% et par cas sur le premier
champ de norm(s). O

Lemme 52 (Chemin de définition et effacement)
Avec les notations précédentes, et y une méthode de norm(s), on a y €
12§, = Vp chemin de définition de z, Pt mrm(eyy = 1
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Preuve. Par induction sur #,,.;,(s)y. Si y est la premiére méthode de
norm(s), on a par définition, P (norm(s)) = MyP (Eg, (1)) ;P (1) avec I la
suite de la liste des méthodes de norm(s). Avec y € [zf,, le lemme sur
Ieffacement des def-dépendances nous donne z ¢ D (]E{y} (1)), et les nceuds
correspondants du mixDrec seront donc tous abstraits : tout chemin de dé-
finition de z doit commencer par un 1.
Si #norm(s)y > 1. Soit z Pétiquette telle que #,,m(5)2 = 1. On a plu-
sieurs cas possibles :
= P(norm(s)) = A;;P(1) : #1Y = #norm(s)y — 1, et on conclut par ré-
currence.
— P(norm(s)) =M , P (]E{z} ) :P(1).
Si z <t dgep T, T est abstrait dans Ey,, (1). Tous les chemins de défini-
tions aboutissant & z commencent par 1,et on conclut en appliquant
I’hypothése de récurrence sur /.

— Sinon, y ne def-dépend pas non plus de z (absurde par transitivité
de <;_gep). y est donc défini dans P (IE{Z} (l)), et on peut appliquer
I’hypothése de récurrence sur les deux fils de 'arbre, c’est & dire que
le chemin de définition de £ commence par 0 ou par 1.

0

Théoreme 17 Avec s une espéce bien formée de FOC et norm(s) sa forme
normale, <<norm/(s)>> est un mizDrec équilibré.

Preuve. On utilise pour cela la caractérisation des mixDrec équilibrés du
lemme 50. Or on vient de montrer que tout chemin de définition contient
des 1 au niveau des nceuds de def-dépendance. Il reste donc & montrer que le
chemin 7 défini par Tl () = Isiy <i—gep 7 et Tl orm(a)y = 0 sinon
est bien un chemin de définition de z. En effet, si c’est le cas, on aura
T =~ ROTM($)> (1) et on pourra appliquer le lemme 50.

On raisonne maintenant par induction sur la longueur de m. Si norm(s)
est composé uniquement du type support, abstrait ou concret, il y a au plus
un chemin de définition (si z = rep) sur norm(s). et I’énoncé devient trivial.

Si 7 est de longueur n + 1, on raisonne par cas :

— Sit =151, ousi = 0;l et le premier champ de norm(s) est abstrait,

on conclut trivialement par récurrence.

— Sinon, avec norm(s) = ¢; s1, on a par définition de 7 et <; gep, Yy €

N(9),y £i—dep x. 11 vient donc 7 = 0;..;0;1, on k = Card(N(9)).
——
kfois
D’aprés le lemme de caractérisation de 'effacement, z reste donc défini
dans Ejr(gy (s1) et on peut appliquer I'hypothese de récurrence : [ est
un chemin de définition de z dans Enr(pps) (s1), donc 7 est un chemin
de définition de z dans <<norm(s)>>.
O
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10.5 Générateur et environnement minimal

D’apres la section précédente, une espéce norm(s) en forme normale peut
se traduire en un mixDrec équilibré, dont on peut donc extraire des contextes
de définition minimaux pour chacune des méthodes définies de norm/(s). Tou-
tefois, ce n’est pas encore suffisant pour faire la liaison avec les générateurs
de méthodes de la traduction en C0Q. En effet, le chemin de définition mi-
nimal d’'une méthode x contient a priori “trop” d’abstractions, puisqu’on
conserve tous les noeuds précédant z dans la forme normale. Ainsi, si on
prend 'exemple de l'espéce s suivante (qui est déja en forme normale) :

species s —
rep = unit;
let id (x in int) in int = x
let £ (x) — selflid(x);
let un = self !f(1);
end

Le générateur de méthode de un est de la forme Af.(f1), alors que le contexte
minimal contient 3 nceuds abstraits avant le nceud manifeste correspondant
a un. En d’autres termes, on voudrait pouvoir faire “remonter” les nceuds de
f et un au-dessus de rep et id. En effet, le contexte minimal de un a la forme
suivante :

{{ rep[éeﬁfgm Cint — int; [id {f - int — int; [f] {z s int = (f )}}} }}

Ce contexte tient implicitement compte de la decl-dépendance de f par rap-
port & id : dans la forme normale, id doit étre introduit avant f et le contexte
minimal suit cet ordre. Or si on s’intéresse uniquement & un, un mixDrec
beaucoup plus petit suffit & le définir, puisqu’on n’a pas besoin de connaitre
la définition de f, mais seulement son type :

{f :int — int; [fl{z:int=(f1)}}

Pour cela, on peut utiliser une relation d’équivalence sur les mixDrecs, oi1 on
s’autorise a permuter des champs sans effacer de définitions. Bien entendu,
toutes les permutations ne sont pas possibles, & cause des dépendances. In-
tuitivement, cette relation doit identifier tous les mixDrecs ayant les mémes
étiquettes, et les mémes définitions dans les nceuds manifestes correspon-
dants. Plus précisément, on peut définir un certain nombre d’opérations
élémentaires permettant de transformer un mixDrec en un mixDrec équi-
valent. Ces opérations sont dérivées des regles d’inférence de la relation de
sous-signature : >, étendues aux mixDrecs.

Définition 96 (Equivalence entre mixDrecs)
Etant donné deuz mizDrecs bien typés My et My, on définit la relation
My« My par les régles données dans la figure 10.1.
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Cette relation est en fait ’extension de la relation d’équivalence entre
signature de Drecords dérivant de la notion de sous signature. Intuitivement,
si My «» Mo, M1 et My ont les mémes champs, et leurs champs définis
portent les mémes définitions. Par contre I'ordre dans lequel les champs sont
donnés peut varier. Donnons maintenant les principales propriétés de cette
relation :

Lemme 53 <«vest une relation d’équivalence.

Preuve. La régle TRANS donne directement la transitivité.

La refléxivité se démontre par induction sur le nombre de champs d’un
mixDrec M : Dans le cas de base, on applique directement E. Si M compte
n + 1 champs, on applique = CABST ou (CCONS suivant que le premier
champ de M est abstrait ou manifeste, et on conclut par récurrence.

Enfin, la symétrie se montre par induction la dérivation de My «» Mo, et
par cas sur la derniére régle utilisée. Les régles E, CaBsT, CCONS,
SWAPAA et SWAPCC sont symétriques, tandis qu’il faut permuter les
utilisations de SWAPAC et SWAPCA pour construire une dérivation de
My «» My a partir de celle de My «» My, O

Lemme 54 Soit My et My deuxr mizDrecs tels que My <> My, Alors
- My et Moy ont les méme étiquettes
Soit © une étiquette. S’il existe un neud manifeste M, dans My, un
tel neeud existe dans Ma

Preuve. Immédiat par induction sur la dérivation de 1’équivalence. [J

Par ailleurs, cette relation peut s’interpréter a I'aide de :> et >. De ce
point de vue, deux mixDrecs sont équivalents si chacun est une vue plus dé-
finie de I'autre une fois qu’on a fait les permutations nécessaires. En quelque
sorte, il s’agit de l'extension aux mixDrec de 1’équivalence induite par :> sur
les signatures de Drecord. Plus précisément, on a la propriété suivante :

Lemme 55 Soient My et My deux mixDrecs, de signature respectivement
o1 et 09. St My <> My, alors

1. 01109 et 0g9:>0

2. My> ﬂag My et M{> TTUl M

Preuve. Du fait de la symétrie de «», il suffit de montrer o;:>09 et My> {4,
M;. On le fait par induction sur la dérivation de M; <> My. A chaque régle
de <«> correspond une régle de méme nom de :>. Pour la seconde propriété,
il faut commencer par examiner le résultat de {} suivant la régle utilisée.
En appelant p la liste des champs de o2 qui n’interviennent pas dans la
régle, les différents cas sont présentés dans le tableau 10.1. Comme on le
voit sur le tableau en comparant dans chaque ligne Mo et ft,, Mj, cette
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W M > = ey M
{3 {3 _E | _E|{}
a:T;mq a:T;my CABST C Wfa:T;fs m
fa:T;mi} {la:Tym2} _ _C {a:T;fs mi}
a:T =em a:T =e;mg _Casst| C H{a:T=ef, m
p
M, M TRANS [TRANS(Yo, o, M1
((a:T,; ((b: Ty; ST
[Z‘ : Ta] [y . Tb] b: Tba [y . Tb]
SWAPAA|SwaP a:Ty;
b:Ty; a:Ty; (1, My p)
(L LL(M ) (LWL (M2 y) o MY
((a:T,; NI((b: Ty = es; ((b: Ty: 1)
[z : Ta] [y : Ty [y : T]
b: Ty, = e {{a : Ta;}} ) SWAPAc|Swap [ a:Ty;
(m1 x); (m2y) [ : T,
LLLL (M ) JIIW fla:To; My} L, (my 2z y)) ) )
( (b - Ty: )
((@:To=¢€a; ) |((o:To;[y:Ts] )) [y : Tp)
[z : T,] a:T, = eq; a:T, =e,))
{6 Toi (mr2) ) (msy); SWAPCcA|SwAP o T,]
LD T vy ) LU (M) ) fp (mizy);
M
'fa:Ta:ea; Y (%:szeb; Y ::bTﬂp( IU)J/{{
[z : Td] [y : Th] [' .
b: Ty = e a:T, = €q; (y'.;,f_ N
(myix); (may); SWAPCCSWAP a[% T €as
(M) (May) o
h:T = e ST e p (M1 y)
. b — ﬁ‘b, [ a — e(l)
R ) T e Moz JI

TaB. 10.1 Equivalence entre mixDrecs

transformation donne bien une vue moins définie que My, en particulier
dans les cas SWAPAcC et SWAPcc. O

Une fois établies ces propriétés, il convient de s’intéresser au sort des
chemins dans cette relation d’équivalence : on va définir une fonction qui a
un chemin de M associe un chemin de My aboutissant a la méme étiquette,
et tel que tout chemin de définition se transforme en un chemin de définition.
Cela va permettre de montrer un autre point important de cette relation, la
préservation de la notion d’équilibre. De ce fait, si on part d’un mixDrec
équilibré M définissant un champ z, on va pouvoir étudier les contextes
minimaux de définition de z dans tous les mixDrecs m équivalents & M.
Dans le cas ot cette équivalence est obtenue en permutant z avec des champs
précédents, le contexte minimal dans m est plus petit que le contexte minimal
dans M. Dés lors, on pourra s’intéresser a trouver les contexte minimaux de
définition de z les plus petits possible dans les mixDrecs équivalents & M.

Définition 97 (Transformation des chemins) Soient My et My deux
mizDrecs équivalents, x une étiquette de My, et p un chemin de My abou-
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M,
tissant a x. On définit le chemin équivalent a p dans My, qu’on note | (p)
M,
de la maniére suivante :
Soit ny (respectivement ny) la place de x dans My (respectivement Ms)
Soit y le i-éme champ de Mo, (i < n) et j la place de y dans M. Alors
M,
- 8t j<mnyalors | (p)i=p;
My
M,
Sij>mnyalors | (p)i=0
M

Lemme 56 (Transformation des chemins de définition)

Soient My et My deuxr mizDrecs équivalents, et p un chemin de définition
M,

de x dans My. Alors | (p) est un chemin de définition de x dans Ms.
My

Preuve. Par induction sur la dérivation de ’équivalence entre M7 et Mas.
On conserve pour la preuve les notations des régles ci-dessus.

~E: Trivial (il n’y a pas de champ défini).

_CaBsT et _CconNc : Immédiat par induction : les deux chemins ont le
méme premier élément

TRANS : Soit M3 le mixDrec tel que My <> My <> M3. Par hypotheése,

My M,
pP= | ( | (p) est un chemin de définition de z dans Msy. On va
M, M
M,
travailler par récurrence sur la taille de p’ pour montrer que p” = | (p)
My

est lui aussi un chemin de définition de z : si z est le premier champ de Mo,
le cas est trivial. Sinon, avec y le premier champ de My :

— gy avant z dans M7 et M3 : p’ et p” ont le méme premier élément et
on conclut par récurrence.

— y est avant z dans M et pas dans M3 : p' = 0;1' p" = w;1". Si u =0,
on conclut comme ci-dessus. Sinon, d’aprés le lemme 46 1;1’ est aussi
un chemin de définition, et on peut conclure par récurrence.

y n'est pas dans Mj : p’ et p” commencent par 0 et on conclut par
récurrence.
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SWAPXX : Si z est un des deux champs de téte de M, dans les cas ou
M,
ils sont définis, le cas est trivial. Sinon, on prend p = pg;pp;l. | (p) =
My
pp; Pa; ' Avec my (respectivement my) le sous-mixDrec de M correspondant
au chemin p,; pp (respectivement celui de My correspondant a py; p,), il vient
mq
d’aprés les prémisses des régles my «» mg, et I' = | (I) : les étiquettes de
ma
mo sont soit dans m;y soit aprés z dans M;. On peut donc conclure par
récurrence. [
La transformation des chemins aboutissant & z de M; vers ceux de M,
n’est ni injective ni surjective, car certains champs y qui étaient avant =z
dans M; peuvent se retrouver aprés xz dans My et vice-versa. Toutefois,
pour chaque chemin py de My, on peut trouver un chemin p; de M; tel
M,

que | (p1) soit “suffisamment proche” de py, comme 'exprime le lemme
M,

ci-dessous. Cette propriété sera suffisante pour la suite.

Lemme 57 (Recouvrement) Soient My et My deuz mizDrecs équivalents,
et ¢ un champ défini dans les deux mizDrecs. Alors, ¥py chemin aboutissant

M,
a x dans Mo, Ip1 chemin aboutissant G = dans My, tel que Yi, | (p1);i =
M,
1= D2; = 1
M,
Preuve. On va montrer que p = | (p2) convient. Examinons pour cela
M,
le champ y placé en i-éme position dans My. Il y a deux possibilités :
M,
— Soit y est avant z dans My et | (p); = p(y) = p2(y), donc dans ce
M,
cas, 'implication est vérifiée
M,
Soit y est aprés  dans My, et | (p); = 0 # 1 : Pimplication est
M,

vérifiée.
O

Lemme 58 (Equivalence et équilibre)
Soit My un mizDrec équilibré. Alors, VMy, tel que My <> My, My est équi-
libré
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Preuve. Soit z un champ défini dans My (donc dans M;). On pose p, =
M,
1 (=Mt (z)). D’aprés le lemme 56, p, est un chemin de définition de =
M,
dans My. On va montrer que si la i-éme composante de p, est un 1, alors
tout chemin de définition ¢ de  dans My a un 1 pour i-éme composante. Le
lemme 50 et la remarque 7 permettront alors de conclure.
M,
Soit ¢; un autre chemin de définition de z dans My, et g2 = | (q1).
M,
Montrons que py; = 1 = g9, = 1. Soit y 'étiquette du i-éme champ de My.
Si y est avant x dans My, alors p,; =~ (2)(y) et q2; = q1(y). Or,
d’aprés le lemme 49, M, étant équilibré, on a bien ~Mt (z)(y) =1 =
an(y) =1
sinon, py,; = q2; = 0, et 'implication reste valide.
Or d’aprés le lemme de recouvrement, pour tout chemin ¢ de définition de

M,y

x dans My, il existe ¢’ chemin de définition de z dans M vérifiant | (¢'); =
My

1 = ¢; = 1. Comme on vient de montrer que pour un tel ¢, p,; = 1 =

M,
1 ()i =1, on a bien la conclusion attendue : py; =1 = ¢ =1. O
M,

10.5.1 MixDrec générateur

Nous disposons maintenant de tous les outils permettant de relier ’envi-
ronnement minimal de typage d'une méthode définie z d’une espeéce s (def 59)
au contexte minimal de définition d’un champ d’étiquette z du mixDrec cor-
respondant. En fait, il s’agit de construire un mixDrec m a partir de I’en-
vironnement minimal X M z et du corps de z, et de montrer qu’il existe un
mixDrec M, équivalent au contexte minimal de définition de = dans <<s>>,
tel que m soit le contexte minimal de définition de z dans M. De plus, la
longueur des chemins aboutissant a z dans M est minimale : tous les mix-

Drecs équivalents a T'.gs. F x ont des chemins aboutissant & z au moins
aussi longs. C’est en ce sens qu’on peut réellement parler d’environnement
minimal de définition, qu’on peut donc aussi bien extraire d’un mixDrec que
d’'une espéce en forme normale.

Définition 98 (mixDrec générateur) Soit norm(s) une espéce en forme
normale, et x une méthode définie de norm(s). On définit le mixDrec géné-
rateur de x, noté fyn,,,,m(s)(a:) comme le mixDrec correspndant a l’environne-
ment minimal de typage de x :

Ynorm(s) (T) =<Knorm(s) Mz;z : Tg(x) = Bs(z)>>
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Théoreme 18 (mixDrec générateur et contexte minimal)
Soit norm(s) une espéce en forme normale, et x une méthode définie de
norm(s). Il existe un mizDrec M vérifiant les conditions suivantes :

1. M I‘<<7wrm(s)>> Fx

2. TmEx= ’Ynnrm(s)(m)

3. Vm, tel que m <» I‘<<7wrm(s)>> - x, H T ||M§|| T ||m

Preuve. On va commencer par construire un mixDrec M équivalent a

T norm(sy> [ X, par applications successives des regles de <». Nous mon-
trerons ensuite que le mixDrec obtenu répond aux deux autres conditions de
I’énoncé.

La construction de M se fait de la maniére suivante. On part de m =

T orm(sy> F x. On sélectionne alors la paire d’étiquettes consécutives yi, yo
vérifiant les conditions suivantes :

— ¢ (x| U{a))

191 <l

— || y1 |lm est maximum
et on échange les deux étiquettes a l'aide des régles CONSXX et SWAPXX.
Cet échange est toujours possible, car par définition de I'univers visible d’une
méthode, ni le type, ni le corps — s’il existe — de y2 ne dépendent de y; : m est
un mixDrec bien formé. Si aucun échange n’est possible, on pose M = m. La
terminaison de cette suite d’échanges peut-étre montrée en utilisant 1’ordre
lexicographique sur la paire (|| Z ||m, || Z [|m — || ¥1 |lm)- En effet, en appelant
mq et my les deux mixDrecs avant et aprés une étape de transformation, deux
cas de figure se présentent :

—yo =, et || @ lmg= @ oy —1

yo # . Alors | @ [mg=I|  lmy, mais on a | g1 o=l y1 lmy +1, et
par hypothése y; reste I’étiquette absente de 'univers visible de z telle
que || y1 ||m<|| = ||m soit maximum. Le premier élément de la paire
reste constant tandis que le second décroit.

Une fois qu’on a obtenu M, il reste & montrer qu’il vérifie bien les condi-
tions demandées. En premier lieu, toute étiquette de M située avant z est
dans l'univers visible de z. Sinon, un échange serait possible en respectant
les conditions données ci-dessus.

On peut ensuite remarquer que deux étiquettes appartenant a | | ne sont

S
jamais échangées, et que leur ordre relatif reste donc celui de ' gy (sps X,
=

donc de norm(s). De méme, les seuls nceuds manifestes de T' g (s)s = X
sont ceux dont = def-dépend, tout comme dans norm(s) M z. Les deux mix-
Drecs sont donc égaux.

Enfin, montrer que la profondeur de = est minimale dans M revient &
prouver que tous les champs d’étiquette y situés avant  dans M ne peuvent
étre échangés avec . Comme ce sont tous les champs de 'univers visible de
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x, on peut raisonner par induction sur la preuve que y €| z |. Il y a dés lors
4 cas possibles :

Y <§16f z : y doit étre présent et défini dans tout environnement de
définition de x.

y € lzf, : y doit étre présent dans tout environnement de définition de z

y €zl Nz <§16f x : z doit étre présent et défini pour qu’on puisse définir

z, et on ne peut permuter y et z, donc a fortiori y et x.

y € {Ts(2){,z €| x| : de méme, on ne peut permuter z et z, ni y et z. y
ne peut donc se retrouver apres x. [
Remarque 9. Dans le cas général, M n’est pas I'unique mixDrec équivalent

a I' <quorm(sy> - X vérifiant cette condition de minimalité : des permutations
entre les champs situés avant x sont a priori possibles. Par exemple, si on
prend l’espéce

species s —

rep = int; let un = 1;

let plus(x,y)=x+y; let succ(x)=!plus(lun,x);
end

on peut obtenir un mixDrec équivalent au mixDrec générateur en permutant
un et plus.

10.5.2 Héritage, redéfinition et effacement

il reste & voir comment le mixDrec générateur d'une méthode = se com-
porte vis-a-vis de I’héritage. Pour cela, considérons une espéce s et une mé-
thode z définie dans norm(s), telle que = 9 s = s’ # s. Par hypothese,
toutes les méthodes dont z def-dépend ont conservé la définition qu’elles
avaient dans s’ (sinon z ne serait pas défini, ou aurait une définition diffé-
rente). L'univers visible de z dans s est donc le méme que celui de s', et il
vient :

Théoreme 19 (Héritage et mixDrec générateur) Soient s une espéce
bien formée et bien typée, et x une méthode définie de s, telle que z 1s = s'.
On a alors :

Vs (T) > ’75’(33)

Preuve. Si s = s, le cas est trivial. Sinon, avec les remarques précédentes,
les deux environnements minimaux de typages, z @ s’ et = M s sont composés
des mémes méthodes, déclarées comme définies, et les méthodes définies ont
les mémes corps. Seul l'ordre des méthodes peut varier. Les deux mixDrecs
obtenus a partir de ces environnements sont donc équivalents. [J

Ainsi, la notion de mixDrec générateur est bien un invariant qui se
conserve au cours de ’héritage, tant qu’on ne change pas les méthodes dont
z def-dépend.
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~ CABST
. (x : T)((m12) +» (myx))
= 3 fo T} o {a: Toma)
_Cconc trans
(.’II . T)((ml’l‘) <> (WIQ’I‘)) M1 <> M2 M1 <> M2 MQ <> M3
fa:T =emi; M1} oo {a:T =e;mo; Mo} My «> M3

SWAPAA
(2 : Tu)(y : Tp)((m1 z y) <> (M2 y x))

fa:Tos [z - To) {b: Ths (ma 2) B} < {b: Ths [y : Ty] {a = Tus (m2 y) } }
SWAPAC
(o Ty T (s 7 3) = (mo y 7)) (22 T)(Maz) o (M 2))
fa: Ty lz: Ty {b: Ty = ep; (maz); (Myz)} J} +»
{o: T =ep;[y: To] {a: To; (may)}; {a: To; Mo} }
SWAPcA
(@ Ta)(y : Tp)((mizy) <> (mayz))  (y: Ty)(Mry) «> (May))
fa:T, =eu;[z: T, {b: Tp; (max)}; {b: Ty; Ma}} } <
{b: 1o [y : Th] fa : T = eq; (may); (May) } }

SWAPcc
(z: To)(y = Ty) ((mazy) <> (mayz))
(z: Ta)(Myz) «» (myz))  (y:Ty)((miy) «» (May)) My <> My
fa:T,=eu;[z: T){b: Ty = ep; (maz); (Maz)} ;s {b: Ty = ep;m’; M} B

{o: Ty = enily : Tl fla: To = eai (may); (May)} s fa: To = easmi; M3} )

FiG. 10.1 Regles d’ inférence pour <«



Chapitre 11

Perspectives et Conclusion

11.1 Perspectives

Les principales constructions de Foc telles qu’elles ont été décrites dans
les chapitres précédents semblent désormais bien implantées. Concernant la
partie programmation proprement dite, le compilateur FOC a pu étre testé
sur une librairie regroupant une centaine d’espéces et environ 6000 lignes de
code. En revanche, il reste a implanter un vrai langage de preuve (différent
des scripts COQ, qui sont trop dépendants de la traduction concréte en CoQ).
De plus, toutes les obligations de preuves ne sont pas générées.

11.1.1 Obligations de preuves et démonstrations

Congruences En premier lieu, il faut établir pour chaque méthode d’une
espéce qu’elle est bien compatible avec 1’égalité, ainsi qu’on 1’a décrit dans
la section 3.9.2. Toutefois, en pratique, on souhaite automatiser autant que
possible les preuves de tels énoncés. En particulier, quand 1’égalité utilisée
est I’égalité structurelle sur le type support, le compilateur doit étre capable
de synthétiser la preuve en méme temps que 1’égalité. De méme, dans notre
exemple des produits cartésiens, ot ’égalité se fait en comparant chacune des
composantes, et en utilisant 1’égalité des paramétres a et b, on souhaiterait
que les preuves soient inférées automatiquement.

Preuves de terminaison Si les preuves de terminaison des méthodes ré-
cursives simples peuvent suivre le schéma décrit dans la section 6.5, le cas
de méthodes mutuellement récursives est 1égérement plus compliqué en pra-
tique. Trés grossiérement, il est a priori possible de se ramener au cas d’une
récursion simple, en utilisant un type inductif intermédiaire, muni d’autant
de constructeurs qu’il y a de fonctions dans la récursion. Par exemple, avec
la définition suivante :

let rec £_1(x in #1) in t'_1 — e; and £_2(y in #9) in -2 — ey

203
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donnerait lieu aux définitions suivantes :

Inductive mon_type : Set :—
F_1:%; — mon_type

| F_2 : ty — mon_type.

(¥ lemmes de terminatison. *)

Definition rec_aux :—[xy mon_type|

[f : (xy’ mon_type)(xy'< xy) — T|

<T>Cases xy of

| (F_1 x) —> e

[(F2y) —> e

end

T étant le type (xy :A)Cases xy of (F_1x) =>¢'_1| (F_.2y) => t'_2 end.
Dans e et ey, les appels récursifs a £_1 (respectivement £_2) sont remplacés
par des appels & £ avec un argument de la forme (F_1 x) (respectivement
(F_2 y)). Cette méthode permet de se ramener au cas d’une seule fonction,
mais elle semble particuliérement lourde & mettre en place, et la définition
d’un ordre bien fondé sur mon_type et les preuves des lemmes intermédiaires
risquent d’étre particuliérement difficiles & mener.

Preuves A I'heure actuelle, une “preuve” FOC est un script de preuve CoQ,
qui sera donné tel quel & ce dernier dans ’environnement correspondant a
la traduction CoQ du code FOC qui I'entoure. Cette situation permet de
réaliser effectivement des preuves, mais est trés insuffisante :
Reéaliser une preuve nécessite de connaitre & la fois Foc, Coq, et le
mécanisme de traduction.
Cela rend Foc tres dépendant de CoQ, alors que les autres construc-
tions du langages sont a priori représentables dans d’autres systémes.
La validité des scripts peut étre brisée par les évolutions de Foc lui-
méme, mais aussi par celles de CoQ. Cela rend difficile la maintenance
des preuves.
Les énoncés FoC n’ont pas toujours une forme “naturelle” en CoQ,
ce qui rend les scripts d’autant plus compliqués, y compris pour des
preuves simples.
Il apparait donc nécessaire a terme de mettre en place un langage de preuve
qui soit propre a Foc, et de réaliser un prouveur, plus automatisé et plus
spécifique que CoQ. Dans ce contexte, COQ servirait exclusivement & vérifier
la validité des termes de preuves générés par ce prouveur, et de l'environ-
nement FOC sous-jacent. Une autre possibilité intéressante dans ce domaine
serait d’interfacer FOC avec des prouveurs déja existants.
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11.1.2 L’égalité : décidable ou non ?

La librairie FOC actuelle repose sur une espéce des setoides ou 1’égalité
est décidable : elle est déclarée comme une fonction & valeur dans bool, et
doit donc renvoyer true ou false pour chaque couple d’élément du type
support. Or toutes les structures algébriques ne peuvent étre munies d’une
telle égalité : 1’égalité sur R est indécidable, de méme que 1’égalité entre fonc-
tions, ... On pourrait imaginer construire une nouvelle hiérarchie de struc-
tures basée sur une espéce ou l’égalité serait un prédicat, a valeurs dans
Prop. self lequal(x,y) ne serait plus alors le résultat d’un calcul, mais un
énoncé a prouver.

Cependant, on ne souhaite pas dupliquer complétement la hiérarchie exis-
tante (ce serait en contradiction avec les principes de réutilisation du code
qui ont conduit a la construction de ladite hiérarchie). En effet, toutes les
espéces ou self lequal n’apparait pas dans le corps d’une fonction peuvent
trés bien s’accommoder d'une égalité non décidable. Deux solutions sont
possibles :

— utiliser deux méthodes différentes : equal serait déclarée comme un
prédicat au début de la hiérarchie. Dans les espéces ayant besoin de
faire des calculs utilisant 1’égalité, on déclarerait une nouvelle méthode
equal_dec, renvoyant un booléen, et on définirait equal comme étant
égale & equal_dec —modulo la coercion implicite en FOC entre bool et
Prop
n’utiliser qu’une seule méthode dont le type de retour serait raffiné de
Prop en bool lorsque c’est nécessaire.

Le premier cas est trés simple a implanter (la version actuelle du compila-
teur suffit), mais n’est pas satisfaisant du point de vue conceptuel : il n’y
a qu’une seule égalité, qu’elle soit décidable ou non. Implanter la seconde
solution nécessite de modifier légérement le compilateur pour qu’il accepte
un début de sous-typage sur les types de méthode, ce qui nécessite malgré
tout quelques précautions.

11.1.3 Invariants de représentation

Comme on I’a déja dit, dans de nombreux cas les éléments manipulés
par une espéce constituent un sous-ensemble du type support concret. Par
exemple, les entiers modulo n n’utilisent que les éléments de int compris
entre 0 et n—1. De méme, les polyndmes en représentation creuse n’ont jamais
de coefficient nul : le premier élément de chaque paire de la liste est non nul.
L’abstraction du type support dans les collections garantit qu’on n’appelle
pas les méthodes d’une collection donnée sur des éléments ne vérifiant pas
ces invariants, mais n’assure pas du tout que ces mémes méthodes respectent
ces invariants.

Pour cela, il conviendrait d’ajouter un nouveau type de méthode, per-
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mettant d’exprimer précisément ces invariants. Il s’agirait d’un prédicat sur
self, devant étre vérifié par tout élément de self (mais pas nécessairement
par tout élément de la représentation concréte). Ce prédicat pourra étre in-
décidable dans la mesure ou il n’interviendra jamais dans les calculs. Par
contre, il engendrera de nouvelles obligations de preuves : toute fonction
renvoyant un élément de self devra étre accompagné de la preuve que cet
élément vérifie bien le prédicat.

11.1.4 Collections locales

Les collections locales ont été introduites afin de pouvoir exprimer en FOC
certains algorithmes de calcul sur les polynomes. Si leur utilisation dans la
partie “programmation” de FOC semble satisfaisante, un certain travail reste
a faire pour les introduire dans la composante “preuve” du langage. En par-
ticulier, la définition de méthodes renvoyant une collection, construction es-
sentielle de certaines espéces du haut de la hiérarchie FOC, pose un certain
nombre de probléemes. Le principal d’entre eux concerne le calcul de dépen-
dance (présenté dans la section 8.4.2), ou plutot la récursion mutuelle de ces
méthodes avec d’autres méthodes de self. Outre le fait que les preuves de
terminaison de méthodes mutuellement récursives ne sont pas implantées, ce
cas particulier lie récursivement une valeur constante (la méthode renvoyant
une instance de la collection) et des fonctions. Les preuves de terminaison
risquent d’imposer qu’on “ouvre” la collection liée & la méthode pour pouvoir
s’intéresser aux récursions entre ses propres méthodes et celles de self.

11.1.5 Fonctions Partielles

Enfin, un dernier point a aborder en FOC concerne I'implantation des
fonctions partielles. Pour cela, on pourra s’appuyer sur les différentes ap-
proches proposées dans [DV98]. On peut bien entendu voir les fonctions
partielles & travers un type option, mais ce codage est relativement lourd
a manipuler, en particulier quand on veut faire des preuves sur ces fonc-
tions. Une autre approche pourrait consister a utiliser des prédicats, comme
dans le cas des invariants de représentation, et a imposer de faire la preuve,
chaque fois que 'on veut utiliser une telle fonction, qu’on lui donne bien un
argument “correct” (pour lequel elle va pouvoir renvoyer un résultat).

En pratique, il est toutefois possible qu’on soit conduit a faire coexister
ces deux approches. En effet, il n’est pas toujours facile de formaliser 1’en-
semble sur lequel une telle fonction est définie, et il est parfois plus aisé de
faire les calculs et de regarder si on obtient une valeur ou non.

11.1.6 Liens avec d’autres langages

Enfin, il pourrait étre intéressant de dépasser le cadre d’OCAML et de
CoQ pour étudier une implantation de FOC au dessus d’autres langages. En
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effet, les espéces et les collections semblent assez largement indépendantes
du langage des expressions utilisé pour les définitions de méthodes. Plus
précisément, la donnée de ’algorithme de typage d’une expression ainsi que
celle de la fonction permettant de retrouver def- et decl- dépendances d’une
expression permettent de définir I’algorithme de mise en forme normale in-
dépendamment de la forme exacte de I’expression en question.

En suivant les idées de [Ler00], on pourrait donc essayer de voir dans
quelle mesure il est possible de modulariser I’approche présentée dans cette
these, afin de pouvoir batir des espéces et des collections au-dessus d’un lan-
gage de base ayant un certain nombre de propriétés bien identifiées. Cette
approche permettrait peut-étre d’éloigner Foc de OCAML, en utilisant des
langages de base différents. D’autre part, elle constituerait une bonne base
pour I'extension de ce méme langage par de nouvelles constructions (en par-
ticulier des traits impératifs).

11.2 Conclusion

Pour résumer les travaux présentés dans cette thése, on peut revenir un
instant sur le compilateur Foc. Ce dernier reconnait le langage décrit dans le
chapitre 2, ainsi que les extensions permettant de définir des méthodes ou des
variables locales renvoyant des collections. Les analyses menées sur des pro-
grammes FOC pour déterminer leur correction peuvent étre divisées en deux
grandes catégories : le typage et ’analyse de dépendances. Cette derniére
remplit en fait deux objectifs. D’une part il s’agit de détecter d’éventuels
cycles entre différentes méthodes d'une espéce. D’autre part, il faut s’occu-
per de la résolution de 'héritage (simple comme multiple) au cours de cette
analyse, pour tenir compte d’éventuelles redéfinitions. Ainsi qu’on 'a vu, la
détection de cycle se fait en effet sur des espéces en forme normale. En ce qui
concerne le systéme de type de FOC, on peut remarquer que si les méthodes
“calculatoires” ne nécessitent qu’un systéme de type polymorphe a la ML,
les propriétés, mais surtout les espéces paramétrées entrainent la présence
de type dépendants.

La premiére sortie possible du compilateur est un fichier OCAML repré-
sentant la hiérarchie d’espéce présente en FOC. Deux représentations sont
possibles, comme on I’a vu. La premiére utilise la correspondance naturelle
qui existe entre les espéces et les classes de OCAMTI,, en particulier en ce qui
concerne les mécanismes d’héritage. De plus, le systéme de modules permet
de garantir —par l'intermédiaire du typeur de OCAMI— que les abstractions
des types supports des collections sont bien réalisées. L’autre méthode de
compilation est dérivée de la représentation en CoQ de la hiérarchie FOC et
repose en particulier sur la simulation de la liaison tardive par l'utilisation
de générateurs de méthodes. En effet, la compilation vers COQ ne peut se
baser sur des traits objets, qui n’existent pas dans ce dernier langage. Les
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générateurs de méthodes sont un moyen d’obtenir les propriétés qui nous in-
téressent dans ’héritage, c’est a dire la sélection des définitions de méthodes
les plus récentes, en évitant au maximum la duplication de code. Il pourrait
d’ailleurs étre intéressant de comparer les résultats de cette seconde traduc-
tion en OCAML avec une extraction du code CoqQ produit par Foc. Globale-
ment, le compilateur représente environ 17000 lignes de OCAML, qu’on peut
répartir de la maniére suivante :

parseur 3000
analyses statiques 4500
traduction OCAML 1 2500
traduction OCAML 2 1500
traduction CoQ 2000
prototype langage de preuve 2000
front-end et utilitaires 1500

Enfin, les correspondances entre les analyses faites sur les espéces et les
relations entre mixDrecs permettent de relier le compilateur FOcC & la forma-
lisation des différentes constructions utilisées faite par Sylvain Boulmé. C’est
ce lien qui garantit la cohérence du langage FOC dans sa version actuelle avec
les spécifications initiales. Cette cohérence est importante dans 'optique de
la certification des programmes FOC : le systéme dans lequel on compte faire
la preuve se doit d’étre lui-méme bien formé.

Par ailleurs, les espéces de base de la hiérarchie pourraient d’'un cer-
tain point de vue étre considérées comme un “cahier des charges”, exposant
les différentes opérations & réaliser, ainsi que les propriétés qu’elles doivent
respecter. A lautre extrémité de la chaine, les collections apportent des solu-
tions effectives a ce cahier des charges. Entre les deux, les différentes espéces
de la hiérarchie permettent de préciser les spécifications de départ, ou de
raffiner certaines définitions génériques pour mieux les adapter & certains
cas particuliers (précisés par de nouvelles propriétés). Enfin, I'utilisation des
espéces paramétrées offre une certaine modularité : on implante un ensemble
de fonctionnalités modulo la donnée d’un certain nombre d’autres éléments,
vérifiant des propriétés précisées par l'interface du paramétre.

Pour conclure, si I'implantation concréte du compilateur a été testée par
I'implantation d’une librairie de calcul formel dans le langage Foc tel qu’il
a été présenté ci-dessus, la compilation vers OCAML et COQ est relative-
ment indépendante de ce domaine particulier. En effet, FOC semble étre a
méme de décrire les connaissances d’un domaine d’application particulier
de maniére structurée. Une telle construction hiérarchique parait susceptible
de refléter le passage progressif de spécifications abstraites jusqu'a des pro-
grammes permettant de manipuler les données du domaine en question. Dans
ce contexte, les différentes analyses de FOC permettent de s’assurer que cha-
cune des étapes menant au programme final respecte les spécifications de
départ.



Annexe A

Performances de la librairie

Cette annexe compare les résultats, en terme de temps de calcul et d’allo-
cation mémoire, des différents mécanismes de traduction vers OCAML décrits
dans les chapitres 4 et 8. Pour ce faire, nous avons étudié la factorisation de
polynémes sur un corps fini [Man01|, en 'occurence 7 /5z. Plus précisément,
les différentes méthodes de traduction utilisées sont les suivantes :

la version “naive” de la traduction avec des objets, dans laquelle seules
les méthodes renvoyant une collection sont transformées en variable
d’instance

— la version optimisée de la traduction avec des objets (voir 4.4.3)

la traduction a base d’enregistrements.
On a par ailleurs comparé ces résultats avec la fonction correspondante
d’Axiom [WBD'95].

Les figures A.1 et A.2 représentent le temps mis pour factoriser chaque
polynéme, en secondes et en proportion du temps mis par Axiom respec-
tivement. Pour les polyndmes de degré compris entre 200 et 1000, on peut
constater que la traduction objet est environ 2 fois plus rapide qu’Axiom,
tandis que la traduction par enregistrement prend seulement 40 % du temps
d’Axiom. Pour les degrés supérieurs, ces performances diminuent 1légérement,
tout en restant nettement supérieures & Axiom. En ce qui concerne les po-
lynémes de degré inférieurs a 200, ou FocC est jusqu’a 5 fois plus rapide
qu’Axiom, les résultats sont sans doute dus au fait que Axiom précalcule un
nombre important de valeurs, ce qui a un colit important lorsque le temps
de calcul global est faible.
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