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INTRODUCTION

La notion d'un élément insécable constitutif de toute matiere surgit des I’ Anti-
quité avec le terme atome de aTopos : o négation et Toun action de couper. Admise
par Leucippe, Démocrite et surtout Epicure dans sa théorie des atomes crochus,
cette conception de la matiere qui porte en germe notre vision moderne ne peut étre
observée et n’apparait alors que comme un concept philosophique.

Il faut attendre le XIX¢ siecle, soit 25 siecles apres les philosophes grecs, pour
voir réapparaitre la notion d’atome. En 1789, Lavoisier propose l'idée d’éléments
ne pouvant étre simplifiés chimiquement. On constate alors qu’un corps quelconque
se décompose en plusieurs de ces éléments suivant des proportions bien définies.
Réciproquement les corps simples peuvent se combiner suivant des rapports de
nombres entiers pour former différents composés. Afin d’expliquer ces lois empi-
riques, Dalton suppose en 1808 que les corps simples sont constitués de particules
élémentaires identiques : les atomes.

Rapidement, I’atome moderne s’avere étre un objet plus riche que ne le laisse
supposer son sens éthymologique. Crookes en 1889 effectuant des expériences sur les
rayons cathodiques montre la nature corpusculaire de ces rayons chargés négativement
et Thomson confirme l'existence des électrons en 1897. Peu apres, Perrin observe
que les atomes peuvent émettre des électrons. Or puisqu’ils sont électriquement
neutres, les atomes doivent aussi contenir une charge positive. Ainsi I’atome n’est
pas insécable mais composite. L’expérience de Rutherford en 1910 détermine la struc-
ture de la répartition des charges : I'essentiel de la masse atomique est concentrée
dans un noyau chargé positivement autour duquel gravite des électrons liés par inter-
action électrostatique. Enfin pour expliquer la régularité des spectres de I’hydrogene
constatée par Balmer des 1885, Bohr s’appuyant sur la théorie des quanta formulée
par Planck (1900) propose en 1913 son modele planétaire de I’atome. L’étude scien-
tifique de ’atome, de ces constituants, de ces spectres c’est a dire la Physique Ato-
mique était, cette fois-ci, belle et bien née!

Des son origine, la Physique Atomique a occupé une place particuliere. Non
seulement 'examen des spectres atomiques renseignait sur la nature des consti-
tuants de la matiere, mais encore il orientait la physique vers une nouvelle approche
plus & méme de décrire et de comprendre les phénomenes observés : la Mécanique
Quantique. Parallelement une autre révolution s’opérait avec le principe de relati-
vité énoncé par Einstein en 1905. Munis de ces deux théories, la Physique Atomique
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allait alors livrer pendant pres d'un demi siecle les informations les plus diverses sur
la structure de la matiere.

Devant un tel passé, on pourrait croire que la Physique Atomique n’a aujourd’hui
plus rien a nous apprendre et d’aucuns ont d’ailleurs franchi le pas indiquant que les
spectres atomiques avaient révélés la totalité de leurs secrets. Il n’en est rien. Depuis
une vingtaine d’années, ’apparition de nouvelles sources d’ions permet d’obtenir des
mesures précises d’énergies ou de probabilités de transitions dans des ions lourds a
un, deux ou trois électrons. Il devient alors possible de tester les calculs théoriques
de la Mécanique Quantique Relativiste et de I’Electrodynamique Quantique (QED).

Dans ce cadre, nous nous sommes intéressés a 1’étude de la structure hyperfine
des ions lithiumoides. La structure hyperfine est la séparation des niveaux d’énergie
atomique en plusieurs sous niveaux du fait de l'interaction magnétique entre les
électrons du cortege et le spin du noyau. Passerelles entre la physique atomique et la
physique nucléaire, les transitions hyperfines vont nous renseigner sur les propriétés
magnétiques du noyau. Par ailleurs, il devient possible avec les ions lithiumoides
d’examiner les effets relativistes a plusieurs corps sans pour autant étre confronter
a des calculs trop compliqués du point de vue de la QED. Enfin dans les ions lourds
fortement chargés, les électrons sont soumis a des champs électriques et magnétiques
particulierement intenses. Les corrections de QED sont alors de 'ordre de quelques
pour-cents par rapport a ’énergie totale de la transition hyperfine. Cela permet de
tester les calculs de QED avec plus de facilité. De plus dans les ions lourds Za (o «v
est la constante de structure fine) se rapproche de 1, on accede ainsi & des corrections
de QED qualitativement différentes.

Dans ce mémoire, nous présenterons le calcul de I'énergie de la transition hy-
perfine du niveau fondamental de ’ensemble des ions hydrogénoides et lithiumoides
possédant un spin nucléaire non nul. Pour étudier les corrections de QED, nous
devont les différencier des autres effets en particulier des effets nucléaires. Le plus
important d’entre eux est 1'effet de Bohr-Weisskopf lié a la distribution du moment
magnétique dans le noyau. Utilisant un modele de distribution trés simple, les cal-
culs dans les ions hydrogénoides sont essentiellement destinés a évaluer la validité de
notre approche. Aprés quoi, nous avons calculé puis comparé les différentes contri-
butions a I’énergie de la transition hyperfine dans les ions lithiumoides. Cela inclut
les effets a plusieurs corps (corrélations), les corrections radiatives (polarisation du
vide et self-énergie) et 'influence du continuum négatif.

Dans un autre domaine, les accélérateurs modernes fournissent des faisceaux de
particules en tout genre. L’intensité de ces sources a gagnée environs trois ordres de
grandeurs en 'espace de quelques années. Aujourd’hui, on est en mesure de résoudre
une transition avec une précision de quelques centaines de meV, offrant ainsi de
nouvelles possibilités dans 1’étude des atomes exotiques. Un atome exotique est un
atome dans lequel un électron du cortege est remplacé par une particule plus lourde
mais de méme charge comme par exemple : =, 7—, K, ¥~ ou p. L’existence de ces
atomes a été suggérée des 1947 par Wheeler a la suite de la découverte du meson 7
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(pion). Dans la mesure ou ces particules possedent une masse plus élevée que celle
de I'électron, le rayon moyen des états liés est plusieurs ordres de grandeur plus
petit que dans les atomes ordinaires et peut devenir comparable au rayon du noyau.
Ainsi les atomes exotiques constituent un excellent outil d’étude de la structure
du noyau et de l'interaction noyau-particule. La spectroscopie des atomes exotiques
permet également la mesure des propriétés de la particule elle-méme : masse, moment
magnétique...

Nous exposerons dans ce mémoire, les calculs de haute précision de transitions
dans les atomes exotiques nécessaires a l'interprétation de deux expériences : la
mesure de parametres de l'interaction forte dans ’hydrogene anti-protonique (pH)
et la détermination de la masse du pion par les raies-X de ’azote pionique (7N). Pour
obtenir la précision souhaitée, nos calculs prennent en compte la structure hyperfine
des niveaux. Nous avons également du modifier le calcul d’une correction radiative :
la polarisation du vide. Dans les atomes exotiques, la masse des particules est plus
importante que dans les atomes ordinaires. En raisonnant avec le modele planétaire
de Bohr, cela implique que le rayon moyen des orbitales se trouve plus proche du
noyau. Or la polarisation du vide, sensible a ce parametre, devient beaucoup plus
importante que dans les atomes électroniques ordinaires. Elle ne peut plus étre
traitée au premier ordre de la théorie des perturbations. Nous avons aussi ajouté
des termes nouveaux : le g — 2 et la taille finie de la particule. La correction du
g — 2 provient de la valeur implicite ¢ = 2 du moment magnétique d’une particule
dans I’équation de Dirac. Il est nécessaire pour une particule comme I’anti-proton o
g = —b5.5856. .. de tenir compte de la correction que cela entraine. Contrairement
aux électrons, les pions et anti-protons ne sont pas des particules ponctuelles. Avec la
correction de la taille finie, nous avons inclu la distribution de charge de la particule
dans le calcul du potentiel électrostatique entre la particule et le noyau.

Dans le premier chapitre, nous commencerons par rappeler les bases et le for-
malisme des calculs de la Mécanique Quantique Relativiste. Au chapitre deux sont
exposés les problemes plus spécifiques des calculs relativistes a N-corps et les tech-
niques de résolution utilisées. Le chapitre trois présente les calculs et les résultats
de I'étude des transitions hyperfines dans les ions lithiumoides. Dans une quatrieme
partie, nous calculerons les corrections nécessaires a une évaluation correcte des
transitions dans les atomes anti-protoniques. Nous donnerons également les résultats
permettant d’établir le décalage et 1’élargissement hadroniques du niveau 2p de ’hy-
drogene anti-protonique. Enfin nous terminerons chapitre cinq par les calculs de raies
relatifs a la mesure de la masse du pion.
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1. MéCANIQUE QUANTIQUE
RELATIVISTE

1.1 Introduction

Créée au début du siecle, la mécanique quantique classique par opposition a
relativiste est entierement basée sur I’équation de Schrodinger. Cette équation d’onde
déduite du formalisme hamiltonien de la mécanique classique obéit aux propriétés
de I’hamiltonien dont elle est issue. En particulier, I’hamiltonien classique d’une
particule libre s’établit sur les exigences générales d’homogénéité et d’isotropie de
I’espace, ainsi que sur le principe d’invariance par rapport aux transformations de
Galilée. Les propriétés physiques prévues par la théorie de Schrodinger sont alors
invariantes par translations et rotations de I'espace et dans tous les changements de
repere par transformation ...de Galilée.

Or, découlant du principe de relativité énoncé par Einstein, la vitesse de propa-
gation maximale des interactions reste la méme dans tous les référentiels d’inertie.
Cette constante universelle a pour valeur la vitesse de propagation de la lumiere

dans le vide :
c = 299792458 ms™'. (1.1)

Par suite, les formules relativistes permettant de passer d’un référentiel d’iner-
tie a un autre ne sont plus les transformations de Galilée mais de Lorentz. Par
conséquent dans les phénomenes ou les vitesses des particules mises en jeu ne sont
pas négligeables devant la vitesse de la lumiere, ’équation de Schrodinger et la
mécanique quantique classique deviennent inadaptées pour décrire correctement les
phénomenes physiques. Il y a donc une nécessité a construire une nouvelle équation
suceptible d’étre la base d’'une mécanique quantique relativiste : c’est I’équation de
Dirac.

On pourrait croire que le passage a une théorie relativiste peut s’effectuer par une
généralisation plus ou moins aisée des outils de la mécanique quantique classique. Au
contraire, il est nécessaire pour batir une théorie logique et cohérente d’introduire
de nouvelles notions physiques. Nous verrons en particulier qu'une des principales
difficultés pour une théorie relativiste provient de la non conservation du nombre de
particules.
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Dans ce chapitre, nous commencerons par rappeler le formalisme des calculs re-
lativistes. Puis nous esquisserons les regles de lecture des diagrammes de Feynman,
ces derniers permettant une meilleur compréhension physique des corrections uti-
lisées par la suite. Nous examinerons alors les problemes relativistes a un corps en
commencant par établir ’équation d’une particule de spin nul. Aprés avoir observé
les particularités générées par une telle équation, nous examinerons 1’équation de
Dirac ainsi que la forme des fonctions d’onde qui lui sont associées. Puis nous don-
nerons l'opérateur de 'interaction électron-électron nécessaire aux calculs a N-corps
du chapitre suivant. Enfin nous terminerons par les corrections radiatives que sont
la self-énergie et la polarisation du vide.

1.2 Notations
Unités
Nous utiliserons comme systeme d’unités le MKSA. Cependant pour alléger
I’écriture, la plupart des expressions seront exprimées en unité atomique ou
h=m.=e=1. (1.2)

Afin de faciliter toute comparaison avec la littérature, 'annexe A regroupe les
systemes d’unité les plus fréquemment utilisés.

Quadrivecteur Position

On définit le quadrivecteur position d'un point de 1’espace-temps par la donnée
de trois coordonnées spatiales de 1'espace ordinaire (x, y, z) et d’un instant ¢. Les
composantes du quadrivecteur sont alors respectivement

P =ct, 2t=2 2*=y, 2*==2 (1.3)

ot = (2% 2t 2%, %) = (2°,2") = (ct, 7). (1.4)

Par convention, un indice constitué par une lettre grecque prend les valeurs 0, 1,
2 ou 3 et désigne une composante quelconque du quadrivecteur tandis qu'un indice
latin ne prend que les valeurs 1, 2 ou 3 et correspond aux composantes de ’espace
ordinaire.
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Métrique, Coordonnées Contravariantes et Covariantes

Du principe de relativité découle une invariance de la distance entre deux points
de I'espace-temps par rapport a un changement de reférentiel d’inertie. Par conséquent
il est commode d’utiliser une géométrie dans laquelle le carré de la distance d’un
point quelconque a l’origine est conservé par transformation de Lorentz. Cette
géométrie quadridimensionelle développée par H. Minkowski pour la théorie rela-
tiviste est dite pseudo-euclidienne. Cela signifie que la regle de formation de la
distance dans I’espace quadridimensionnel differe de la regle habituelle au sens ou la
sommation sur les carrés des coordonnées s’effectue avec des termes n’ayant pas le

méme signe. La métrique adoptée ici a pour signature (+ — ——). Avec la convention
de sommation sur les indices répétés, la norme de x* s’écrit alors :
o'z, = (20)" — (21)" — (22) — (23)" = (et)” — 7%, (1.5)

ol nous introduisons par commodité les coordonnées contravariantes x* du quadri-
vecteur et ses coordonnées covariantes x,. On a :

' =120 et 2'=—ux; (1.6)

Produit Scalaire

Avec nos conventions, le produit scalaire de deux vecteurs s’obtient en contrac-
tant les composantes contravariantes de I'un avec les composantes covariantes de
I’autre

X-Y=X"Y,=XY"=XY"-X .Y =X"Y"- XYV (1.7)

D’une maniere générale, les lettres en gras font référence au vecteur spatial
composante tridimensionnelle du quadrivecteur. Il est nécessaire d’identifier cor-
rectement vecteur classique tridimensionnel et quadrivecteur afin de pouvoir faire la
différence entre :

X;=—X" une composante spatiale d’'un quadrivecteur X,
et
X; = X" une composante d'un vecteur classique X.

Gradient et d’Alembertien

Aux dérivations partielles des coordonnées covariantes x, correspond I'opérateur

gradient contravariant noté
0
o (c—(?t’ —V) (1.8)

9
Oz,



20 1. Mécanique Quantique Relativiste

qui se transforme en composantes covariantes suivant les mémes regles (1.6) que les

autres quadrivecteurs :
0 0
— = — . 1.
Ozt (c@t’ V) (1.9)

Nous formons 'opérateur d’Alembertien par

o

— Ol — 92 2_182
0=0'0,= % -V = 55— A (1.10)

Les opérateurs nabla V et Laplacien A conservent leur sens habituel

o 9 0
= —,—. — A= - V. 1.11
v (ax’ay’az) et V-V (111)

Quadrivecteurs Impulsion et Potentiel

Les quadrivecteurs impulsion et potentiel sont définis par

P = (E,p) (1.12)

C

ou E est I'énergie de la particule, p son impulsion et

Al = <?,A) (1.13)

C

ol ¢ est le potentiel scalaire, A la potentiel vecteur. Nous utiliserons également
I'opérateur
= (p" — qAY) (1.14)

dans lequel q est la charge algébrique de la particule considérée.

Quadritenseur Champ

Les composantes X#” d'un quadritenseur d’ordre deux sont de trois types :
contravariantes X*¥, covariantes X, et mixtes X*, et X,". Elles obéissent aux
meémes regles d’élévation et d’abaissement des indices que les composantes des qua-
drivecteurs

Xoo =X  X,S0=x0%0 .
XOl :_XOI’ X01:X017 X10:_X107
Xp=X" X '=-X",

Le quadritenseur (ou plus simplement tenseur) X*” est :

symétrique ssi X* = X" don XH, =X/t =XF
(1.15)
anti-symétrique ssi X# = —X"* dou XH, =0
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Une contraction de deux indices sur un tenseur diminue celui-ci de deux ordres.
La trace du tenseur d’ordre deux X" est le scalaire

TriX®] = Xi = X0+ X{ + X3 + X3. (1.16)

Le produit scalaire de deux vecteurs X* et Y” est la contraction du tenseur
X*"Y,, soit le scalaire X*Y), trace du tenseur X*Y".

Le tenseur champ électromagnétique est défini par
Fr = 9rAY — 0" A¥, (1.17)

c’est un tenseur antisymétrique que ’on peut exprimer a l’aide des expressions du
champ électrique E et du champ magnétique B :

10A
o 104 g,

c ot (1.18)
B =VXxA.

Nous avons alors

0 —E,/c —E,/Jc —E,/c

E E./c 0 —B B
o= = — z z Yy
Fr = ( . ,B) EjJc B. 0 B, (1.19)
E./c —B, B, 0
et E
F = <—,B) : (1.20)
¢
Tenseurs Unité, Métrique et Unité Totalement Antisymétrique
On appelle tenseur unité, le tenseur o* satisfaisant
XY = XH (1.21)
d’ou
1 st p=v
no_
(51,—{0 si ptv (1.22)

En élevant ou abaissant I'un des indices de d%, on obtient (dépendant de la
signature) le tenseur métrique :

1 0 0 0
y 0 -1 0 0

"=9w=109 0 -1 o (1.23)
0 0 0 -1
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On peut alors écrire les relations (1.6) de passage des coordonnées covariantes a
contravariantes sous la forme

Xr=g"X,, X,=9uX", (1.24)

et le produit scalaire
XX, = guX'X" =g X, X,. (1.25)

Les tenseurs 0¥ et g ont la propriété d’avoir les mémes composantes dans tous
les systemes de coordonnées. Le tenseur unité complétement antisymétrique 579
bénéficie de cette méme propriété, il est défini par

+1 pour une permutation paire de {aGvd}
e®?% = { —1 pour une permutation impaire (1.26)
0 dans les autres cas (i.e. pour deux indices identiques)

avec
£ = —¢,ps (1.27)

£V 505 = —4! . (1.28)

De méme nous avons le tenseur antisymétrique spatial :

e = g = 1. (1.29)

Par exemple, on peut exprimer les composantes des champs E et B a 'aide des
tenseurs champs F*¥ et antisymétrique ¢“* par

E; = cF® soit F' = Fg = % (1.30)

1.3 Diagrammes de Feynman

Historiquement, les calculs de QED se sont développés de maniere totalement
indépendante suivant deux formulations apparemment différentes. La premiere due
a Schwinger [1, 2, 3] était basée sur une généralisation covariante des opérateurs
Lagrangiens utilisés en mécanique quantique. La seconde développée par Feynman
[4, 5, 6] repose sur la notion de propagateur. Feynman énonce alors un systéme
de regles simples permettant de calculer des corrections a partir de représentations
sous forme de diagrammes. Plus tard, Dyson [7] établira 1’équivalence exacte entre
I’approche de Schwinger et celle de Feynman.

Un diagramme donné correspond a une équation donnée et réciproquement. Fa-
cile d’utilisation, ils permettent de matérialiser la correction étudiée. Par exemple,
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o pt

Fig. 1.1: Exemple d’un diagramme de Feynman.

le diagramme de la Figure 1.1 représente la désintégration d’un électron et de son
anti-particule en paire muon positif, muon négatif : ete™ — utp~.

S’il n’est pas question ici d’introduire le calcul d'une correction a partir d'un
diagramme particulier, il est en revanche utile de rappeler les regles de lecture des
diagrammes car ils facilitent la compréhension physique des corrections traitées par
la suite.

Bien que de nombreux auteurs définissent régulierement leur propre notation, on
peut distinguer deux types différents de diagrammes de Feynman. Les diagrammes
temporels décrivant 1’évolution d’une particule libre au cours du temps et les dia-
grammes des états liés.

[ )
Vertex
I ou [VAAVAVA' S
ANNNAN
Photon
Particules Interaction

avec un champ

Fig. 1.2: Notations dans les diagrammes de Feynman.

Diagrammes Temporels

Le principe général de ces diagrammes de Feynman est de représenter la tra-
jectoire des particules par leurs lignes d’espace-temps a deux dimensions; I'une des
dimensions étant spatiale, I’autre temporelle. Ainsi une particule libre immobile sera
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représentée par une ligne droite verticale ou horizontale suivant 1’axe choisi pour axe
temporel.

Un photon est représenté par une ligne en forme d’onde comme une vague-
lette. Les points noirs aux intersections sont les vertex. Les lignes intérieures (entre
deux vertex) représentent des particules vituelles. Lorsqu’une ligne est a ”"rebrousse”
temps, elle indique une anti-particule. On peut retrouver ces notations sur la Figure
1.2.

Diagrammes d’Etats Liés

Ces diagrammes représentent les particules mais sans notion de temps; les intégrales
qu’ils décrivent sont déja intégrées en temps. Les particules libres sont représentées
par une ligne pleine et les états liés par un double trait. Les photons sont encore
matérialisés par une vaguelette et les vertex par un point. L’interaction avec un
champ est une croix (le champ) reliée a la particule par un vaguelette interne (un pho-
ton virtuel transmetteur de U'interaction). Un état 1ié est en fait un développement
infini d’interaction avec le champ (Fig. 1.3). D’une maniere générale, les diagrammes
des états liés représentent des corrections que ’on peut développer en « la constante
de structure fine. Ajouter une ligne photonique (vaguelette) supplémentaire sur un
diagramme ’augmente d’un ordre en «. La correction qui lui est attachée est donc
a peu pres d'un ordre « inférieur a la précédente.

Fig. 1.3: Développement d’un état lié en ordre d’interaction avec le champ.

1.4 Problemes Relativistes a Un Corps

La théorie relativiste de calcul des niveaux d’énergie d'un atome est basée sur
I’équation de Dirac d’un électron dans le champ Coulombien du noyau. En parti-
culier, les fontions d’onde relativistes d’'un atome a N-particules sont construites
a partir des orbitales décrivant un électron dans un potentiel central. Il est donc
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nécessaire d’examiner le probleme des calculs relativistes a un électron. Pour simpli-
fier, nous commencerons par établir I’équivalent relativiste de I’équation de Schrodin-
ger pour une particule sans spin. Puis nous passerons aux particules de spin 1/2 avec
I’équation de Dirac et la structure des fonctions d’onde relativistes de 1’électron.

1.4.1 Equation de Klein-Gordon

Rappelons que 1’équation de Schrodinger d'une particule libre s’écrit
9o B
ot 2m

et provient de la relation classique entre I’énergie E et I'impulsion p

ih A (1.31)

2
P

- 1.32
o (1.32)

a laquelle on applique le principe de correspondance de la mécanique quantique *

P — iho". (1.34)

Afin d’établir empiriquement 1’équation relativiste recherchée, il est alors naturel de
prendre pour point de départ

E = \/p?c® + m2c (1.35)

équivalent relativiste de la relation (1.32). Malheureusement, effectuer directement
la substitution (1.34) dans cette relation conduit & une équation inadaptée

maa_zf = cV —h*A +m2c2q (1.36)

ou manipuler la racine carré du second membre est source de problemes. De plus, du
fait de la dissymétrie de traitement entre les coordonnées spatiales et temporelle, I'in-
variance relativiste d’une telle équation n’apparait pas clairement. La meilleure so-
lution pour contourner ces deux difficultés consiste a élever au carré chaque membre
de I'équation (1.35) avant d’appliquer la regle de correspondance. On obtient ainsi
I'équation dite de Klein-Gordon [| pour les particules libres :

(R*0 +m?*c*)yp = 0. (1.37)

Elle est invariante relativiste et ne concerne que les particules de spin nul.

L’interprétation de 1’équation de Klein-Gordon laisse apparaitre quelques pro-
priétés tout a fait inhabituelles :

L Pour le cas d’une particule liée, il suffit d’ajouter un champ électro-magnétique décrit par son
quadripotentiel A* en remplacant p* par 7+ = p* — gA*, soit alors la substitution

p* — iho* — gAH (1.33)
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1. Contrairement a l’équation de Schrodinger, elle est du second ordre par rap-
port au temps. Ceci implique que pour suivre ’évolution de la fonction d’onde
(r,t) a chaque instant ¢, il faut connaitre a un instant inital ¢, non seule-
ment la fonction d’onde (7, t) mais aussi la dérivée 0y (r,t)/0t. L'état du
systeme n’est alors plus représenté par la seule fonction d’onde ¥(r,t) mais
par une fonction d’onde a deux composantes combinaisons linéaires de ¥ (r, t)

et oY(r,t)/0t.

2. L’équation de Klein-Gordon autorise, des solutions d’énergies négatives. Par
exemple, une solution du type onde plane

w(r,t) =expli(p-r — Et)/h] (1.38)

est solution de 1'équation (1.37) quel que soit le signe de E. En effet, par
construction de I’équation de Klein-Gordon, une solution ¢ (7, t) doit satisfaire
la condition

E? = p*c® + m*c? (1.39)

qui est plus générale que la relation (1.35). Les énergies négatives

E = —\/p*c® + m2c (1.40)

sont donc traitées de maniere équivalente aux énergies positives de la physique
habituelle.

3. Une troisieme particularité de I’équation de Klein-Gordon surgit lorsque 1’'on
souhaite interpréter la fonction d’onde (7, t). Pour cela, comme en physique
non relativiste, écrivons I’équation de continuité

o' =0 (1.41)
ou le quadrivecteur j* est ici défini par

7 = (ep.d) = o (9#4) — (0°) ). (1.42)
Classiquement, p est interprétée comme la densité de probabilité de présence
de la particule et 7 comme le courant de probabilité de présence. Or suite aux
possibilités d’énergies négatives énoncées précédemment, ces quantités ne sont
plus définies positives. Il faut alors les réinterpréter de la maniere suivante : gp
est la densité de charge électrique et ¢j le courant électrique. Dans ce cadre
e*1) devient la densité de charge et

Q= e/w*wdr, (1.43)

la charge totale invariante du systéme. Autrement dit, ce ne sont plus les
particules mais les charges qui se conservent. Les particules, elles, peuvent se
créer et s’annihiler.

L’existence des solutions d’énergies négatives liées a la construction d’une équation
relativiste modifie profondément la structure de la théorie. C’est une nouvelle phy-
sique qui apparait avec la théorie relativiste.
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1.4.2 Equation de Dirac

En tenant compte des contraintes précédentes, Dirac cherche une équation du
premier ordre en temps . Pour cela, il souhaite éviter 'apparition de la racine carré
de I’équation (1.35) en écrivant

E = ca-p+ Bmc? (1.44)

ol o et [ sont des opérateurs a déterminer n’agissant que sur les variables de spin.
Avec le principe de substitution, les fonctions d’onde solutions vérifient ’équation

[po —a'p; — Bmc} w(r,t) =0, (1.45)

et a cause du principe de correspondance, Dirac exige qu’elles vérifient également
I’équation de Klein-Gordon. Multipliant & gauche par 'opérateur [p,, + mc|, un calcul
simple donne les conditions que doivent remplir « et 3 afin que I’équation du second
ordre s’identifie a ’équation de Klein-Gordon :

{ak a”} = 26"

{a", 8} =0 (1.46)
p*=1.
En introduisant 'opérateur
"= (") (1.47)
tel que
W=3 et v=pa, (1.48)
les conditions (1.46) deviennent
{7} = 29" (1.49)

Il apparait alors que les composantes de v* sont des matrices 4 x4. La représentation
traditionnellement utilisée en physique atomique est celle de Dirac

’V°=<é_01>,7=(gg), (1.50)

dans laquelle I est la matrice unité 2x2 et ou les composantes de o sont les matrices

de Pauli
01 0 —1 1 0
0'1:<1O>,0'2:<Z. O),0'3:<0 _1>, (151)

Et I'équation de Dirac s’écrit simplement

(Y'py —me)p(r,t) =0 (1.52)
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1.4.3 Fonctions d’onde

Suite aux propriétés de 1’équation de Klein-Gordon, la fonction d’onde d’une
particule libre de spin nul passe d'une seule composante dans le cas classique, a
deux composantes dans le cas relativiste. Bien que n’étant plus du second ordre en
temps, ’équation de Dirac n’en possede pas moins une structure particuliere qui va
également induire des modifications entre la fonction d’onde classique et relativiste.
Pour une particule de spin 1/2, les fonctions d’ondes classique est le spineur

o(r) = ( z+322:§ ) , (1.53)

ou chaque composante correspond a une valeur propre du spin de ’électron. Pour
un état caractérisé par les valeurs [ pour le moment orbital I, m pour sa projection
[, et 7 pour le moment cinétique total j, ce spineur peut s’écrire sous la forme

1/}<T> = Rnl<T>lem (‘97 90) ) (1'54)

avec R, (r) une partie radiale a déterminer et x i, (@, ¢) les spineurs sphériques a
deux composantes de Pauli. Ces derniers sont parfaitement déterminés par la donnée
de j, I, m et valent [8]

lem ('97 90> = Z <l7 m — o, 1/27 0-”7 1/27.]7 m)mmio (‘97 80) (bo (155)

o=+1/2

oll nous trouvons respectivement un coefficient de Clebsch-Gordan, une harmonique
sphérique et I'un des deux spineurs de Pauli suivant

o' = ( é ) o = ( (1) ) : (1.56)

En exprimant les différents coefficients, on peut encore écrire

ey 1/2
J+m m—1/2
A ) {T} Y];1/2 (9790>
J=l+t5  Xjm= i 112
- m—+1/2
S e
] (1.57)
J+1l—m 12 m-1/2
) T[Tz e 09
J=1- ) Xjlm = . 172
7+ 14+m m+1/2 9

Dans le cas relativiste, I’hamiltonien général d'un électron se déplacant dans un
champ central V' (r)
Hp = ca-p+ fmc* +V(r), (1.58)
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Labels s12 pija p3p dsjp dspp f500

k-1 1 2 2 3 3
i 1/2 1/2 3/2 3/2 5/2 5/2
1 o 1 1 2 2 3

Tab. 1.1: Labels et nombres quantiques.

est invariant par rotation et par parité
[Hp,j] =0, [Hp,II] =0, (1.59)

avec 7 le moment angulaire total et II = (7 I’équivalent de Dirac de l'opérateur

parité 7. Nous devons donc construire une fonction propre simultanée de Hp, j2, j.
et de II. Or x,im (0, ¢) satisfait

3Xgm = G0+ DI Xjim (1.60)
PXjim = U+ DR Xjim (1.61)
8" Xjim = ZhQijm (1.62)
JzXjim = MAXjim (1.63)
et est de parité (—1)!. En introduisant Popérateur K = 3(I + o - 1) défini par
(I + 0 - U)Xjim = KXim, (1.64)

ou

2 (1.65)

k=+(j+31) powr l=j+1
ﬁ:—(jJr%) pour [=j—3,

on peut mettre la fonction d’onde sous la forme

_ 1 Pnn(T)an (07 gb)
V() = , < iQur ()X e (0, &) ) (1.66)

et

K,lvz)n/-em = K@Z)nmm' (167)
Les nombres quantiques n, k, m sont respectivement le nombre quantique principal,
le nombre x incluant a la fois la parité 7 et le moment angulaire total j, et la valeur

propre de j,. Les états propres de Hp sont alors classés comme indiqué dans le
tableau (1.1).

1.5 Interaction Electron-électron

Jusqu’a présent, nous n’avons discuté que d’hamiltonien relativiste a une seule
particule. Pour effectuer des calculs dans des systemes atomiques a N-corps, il nous
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faut maintenant un opérateur décrivant l'interaction électron-électron. Celui-ci peut
étre déduit de 1'électrodynamique quantique (QED) a partir du formalisme de la
matrice S en représentation d’états liés.

La matrice S décrit I'interaction entre deux électrons en termes de photons émis
par le premier électron et absorbés par le second. Ainsi, on peut représenter ’élément
de matrice S entre deux états |AB) et |C'D) par une somme infinie de diagrammes
de Feynman (Fig. 1.4).

Sap—cp = AN+ + + m@m

Fig. 1.4: Matrice S de l'interaction électron-électron développée en diagrammes de
Feynman.

Chaque diagramme étant d’ordre o, ol n correspond aux nombre de photons
échangés, cela équivaut a un développement en o de Sap_.cp. L’opérateur d’interac-
tion électron-électron est calculé dans I’approximation ou un seul photon est échangé
[9]. Quand on se limite au premier ordre du développement en « seul le premier dia-
gramme de la Figure 1.4 contribue. A partir des regles de Feynman appliquées sur
ce diagramme on exprime 1’élément de matrice Syp_.cp par

Sap—cp = a//@bc(m)wf:)(xz)ﬁDW(m — o)y a(@1)Yp(2e)d zyd ey (1.68)

ou ¢ sont les fonctions d’onde a un électron (1.66), v* les matrices de Dirac (1.50)
et D,, le propagateur photonique.

Pour obtenir 'opérateur recherché, il suffit d’effectuer l'intégration en temps
de 'expression précédente. Cette opération souleve cependant deux difficultés. En
premier lieu, il faut connaitre la dépendance temporelle des fontions d’onde @ pour
chaque électron. Or, en relativité chaque particule possede son temps propre. Nous
devons donc passer d'un formalisme multi-temps a une forme Hamiltonienne qui
par structure est mono-temps. La seconde difficulté provient des diverses jauges
dans lesquelles il est possible d’expliciter D,,. Examinons ces deux probleémes a
partir des résultats.

En jauge de Lorentz l'opérateur est donné par

1—ay -
gr(1,2) = e e cos(wiaria) (1.69)

T12
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et en jauge de Coulomb par

go(1,2) = L0102 o are) + (- Vi) (s vg)cos(wljm) ER)
712 WiaT12
avec a; les matrices de Dirac,
19 =| ] — P9 (1.71)
la distance interélectronique,
Wip =wac =« |€eqs—€c|=wpp=a|eg—€p| (1.72)

la fréquence du photon virtuel échangé et ¢; les énergies de liaison des électrons.
Dans les deux expressions, on reconnait le terme de Coulomb classique en 1/r15 de
I'interaction électron-électron.

Le probleme du multi-temps apparait explicitement a travers la présence de la
fréquence wqo. C’est un terme relativiste qui disparait a la limite classique lorsque
I’on fait tendre la vitesse de la lumiere vers l'infini. Il est calculé a partir de I’énergie
monoélectronique des électrons. Par suite, les équations (1.69) et (1.70) ne définissent
pas des opérateurs au sens usuel dans la mesure ou elles dépendent des fonctions
d’onde monoélectroniques par l'intermédiaire de wqs.

A priori, la QED ne dépend pas de la jauge choisie. Malheureusement ceci n’est
vrai que pour le résultat complet prenant en compte I’ensemble des termes. En re-
vanche, la dépendance de jauge des opérateurs est un probleme important dans le cas
de solutions approchées. L’indépendance de jauge de I'opérateur décrivant 'interac-
tion entre électron est conservée tant que les fontions d’onde électroniques restent
solutions d’équations différentielles locales. Par contre des que les potentiels utilisés
ne sont plus locaux, comme dans les calculs Multi-Configurationnels, la dépendance
de jauge est forte [10]. Concernant 'interaction entre électrons, il a été démontré
[11, 12, 13] que la meilleure jauge est celle de Coulomb. En effet, la jauge de Lorentz
introduit des termes supplémentaires de valeur importante qui ne s’annulent que si
I'on inclut dans le calcul des diagrammes & photons croisés. Les équations (1.69) et
(1.70) ne sont équivalentes qu’a la limite w2 = 0. Nous avons alors

1—0(1‘&2

712
dite interaction de Gaunt ou interaction magnétique.
Nous utiliserons l'opérateur en jauge de Coulomb écrit sous la forme de trois
parties bien distinctes [14, 15]

G12 :gl%oul_'_ggag_i_gget (174)
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avec
1
gt = — (1.75)
712
a Qg - O
g = - (1.76)
T12
-1 —1
R cos(wiaT12) oy V) (0 v2>COS(W12T12) .

T12 W%QTIQ
(1.77)
Coul

915" correspond a l'interaction de Coulomb classique. gg “ est I'interaction magnétique,
elle correspond aux interactions spin-spin, spin-autre orbite et orbite-orbite de I'ap-
proximation de Pauli. Enfin ¢! est appelé terme de retard car contenant wis, il
provient de ce que la vitesse de la lumiere est finie. Ces trois termes distincts sont

respectivement représentés par les diagrammes de la Figure 1.5.

Fig. 1.5: Diagrammes de Feynman représentant les trois termes de l'interaction
électron-électron.

1.6 Corrections Radiatives

D’aprés la théorie élaborée par Dirac, les niveaux d’énergies 2sy/p et 2p;/, de
I'atome d’Hydrogene sont dégénérés. Or en 1947, Lamb et Retherford [16] mesurent
avec précision un déplacement entre les deux niveaux de 1057 MHz. Connu sous le
nom de déplacement de Lamb (Lamb shift), cet effet s’explique par les corrections
radiatives.

Il existe deux contributions élémentaires de nature completement différente consti
tuant les corrections radiatives : la self-énergie et la polarisation du vide. A 'ordre le
plus bas en «, elles sont respectivement représentées par les diagrammes de Feynman
de la Figure 1.6. Ces deux contributions completent le diagramme de 'interaction
életron-électron (Fig. 1.5) et achevent ainsi la palette des briques élémentaires a une
ligne photonique utilisées pour batir I’ensemble des corrections de QED.
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O

(a) (b)
Fig. 1.6: Diagrammes de Feynman pour la self-énergie (a) et la polarisation du vide

(b).

1.6.1 La Self-énergie

Comme le montre le diagramme (a) de la Figure 1.6, la self-énergie (SE) corres-
pond physiquement a 1’émission puis la réabsorption d’un photon virtuel par une
particule liée. C’est de loin la correction radiative la plus importante dans les atomes
usuels. C’est aussi la plus difficile a calculer. En effet, cette correction est divergente
et doit donc étre renormalisée.

C’est 'utilisation de la masse observée de I’électron (mesurée expérimentalement)
a la place de la masse nue (celle d'un électron libre) dans le calcul de la self-énergie
qui est la cause des divergences. On renormalise alors avec 'idée suivante : la self-
énergie d'un électron libre est ’émission puis la réabsorption du méme photon vir-
tuel que pour I'électron lié. Cette interaction que nous désignerons par dm est déja
contenue dans la masse observable de 1’électron lié. Cette derniere peut donc s’écrire
Mops = Mpy + 0m. La self-énergie d’un électron libre est alors interprétée comme
la différence de masse entre un électron lié a un champ électromagnétique et un
électron libre. En conservant dans les équations la masse observée m,,, mais cor-
rigée par la soustraction d’un terme supplémentaire lié a dm, on obtient le calcul
non-divergent qui s’effectuerait avec m,,. En fait, comme en physique on ne me-
sure que des différences d’énergie, cela revient a considérer que la self-énergie d’un
électron libre est le zéro d’énergie de la self-énergie d’un électron lié.

Pour rendre compte du déplacement de Lamb, Bethe [17] utilise I'idée précédente
pour proposer un premier calcul non-relativiste des 1947. En développant le champ
en puissance de Za, Kroll et Lamb [18] effectue le premier traitement relativiste a
peine deux ans plus tard. Il converge lentement et donne de mauvais résultats aux 2
élevés (au dessus de I’Argon). Appliquant une méthode proposée par Brown, Langer
et Schaeffer [19, 20], Desiderio et Johnson [21] calculent la self-énergie des états
dans un potentiel central mais la résolution numérique proposée n’est utilisable en
pratique que pour les Z > 70.

Un calcul exact de la self-énergie a été effectué par Mohr [22, 23, 24] et concerne
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les systemes a un électron :

a(Za)t
T n?

AESF = F(Za)mc? (1.78)

ou

F(ZO[) = A40 + A41 11’1(20[)72 —+ A50(ZO[) + A60<ZO()2 —+
Ag1(Za)* In(Za) 2 + Age(Za)* In*(Za) 2 + Aro(Za)® + . ..
(1.79)

est une fonction variant lentement en Zco.

1.6.2 La Polarisation du Vide

La polarisation du vide (vacuum polarization : VP) est liée a la possibilité de
création et d’annihilation d’une paire virtuelle électron-positron dans le vide. D’ou le
diagramme de Feynamn en forme de boucle qui représente cette correction (Fig. 1.6).
Dans le cas d’'une particule libre cet effet n’est pas observable. En revanche, pour
une particule liée, la paire virtuelle est créée en présence d’'un champ Coulombien :
I’électron a alors tendance a étre attiré par le noyau et le positron a s’en éloigner.
Cette polarisation du vide entre la particule liée et le noyau écrante partiellement la
charge du noyau percue par la particule. Sur une distance de 'ordre de la longueur
d’onde de Compton de 1'électron (voir Eq. 1.81 ci dessous), la particule liée pergoit
la paire virtuelle électron-positron et le noyau apparait avec une charge effective
inférieure a sa charge nue. A grande distance, la paire n’est pas percue et la charge
du noyau reste celle du noyau nu. Cette correction est donc d’autant plus importante
que la fonction d’onde de la particule liée est proche du noyau. Par exemple, les effets
de la polarisation du vide sont plus grands lorsqu’a particules identiques on considere
les orbitales 1s ou 2s plutot que des orbitales plus éloignées du noyau; ou encore,
lorsqu’a orbitales identiques on considere une particule liée de méme charge que
I’électron mais de masse plus élevée (anti-proton,muon, ...).

Contrairement & la self-énergie, Wichmann et Kroll [25] ont montré que la pola-
risation du vide peut s’écrire sous la forme d’un potentiel effectif

VP = 3" Vigi (1.80)

i=1, j=0

ou V;9j41 est le potentiel d’ordre o/(Z a)j. L’ordre en o' correspond au nombre de
boucles qui écrantent le noyau vis a vis de la particule liée alors que 'ordre en (Za)?
est un développement du nombre d’interactions avec le champ. Ainsi, le diagramme
a boucle en double trait de la Figure 1.6 représente la somme sur j des potentiels
d’ordre 1 en «a (Figure 1.7).
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Fig. 1.7: Développement d’une boucle de polarisation du vide en puissance de (Za).

Le premier terme V7; s’appelle le potentiel d’Uéhling [26]. Pour une distribution
de charge nucléaire p(r), ce potentiel s’écrit en MKSA [27]

2 ave? p(r") 2r—7|
Vvll('r') = —57 | R | X1 X &’ (1.81)

avec [ p(r')d*" = Z, e la charge élémentaire et x; donné par

Xn(2) = /100 e " <1 + i) V2 —1dt. (1.82)

t 23

Etudiés pour la premiere fois par Wichmann et Kroll [25], les termes suivants
d’ordre (Za)™ pour n > 3 sont plus difficiles a évaluer [28, 29]. Notons que pour des
raisons de symétrie (théoréeme de Fury), il n’existe pas de terme en (Za)™ avec des
puissances de n paires.

Le terme V5, dit de Kallen et Sabry fait partie des corrections radiatives en o
ol deux lignes photoniques apparaissent. Nous avons regrouper sur la Figure 1.8 les
diagrammes de ’ensemble des corrections d’ordre .
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Fig. 1.8: Diagrammes des corrections radiatives d’ordre « : (a) la self-énergie; (b) la
polarisation du vide ; (¢) 'interaction électron-électron et d’ordre o? : (al),
(a2), (a3) self-énergie; (bl), (b2) polarisation du vide; (cl), (c¢2) inter-
action électron-électron; (acl), (ac2) self-énergie et interaction électron-
électron combinées; (abl), (ab2), (ab3), (ab4) self-énergie et polarisa-
tion du vide combinées; (bcl), (bc2) polarisation du vide et interaction
électron-électron combinées.



2. CALCUL RELATIVISTE a
N-CORPS : MCDF

2.1 Introduction

Nous ne reviendrons pas sur la nécessité d’effectuer des calculs relativistes no-
tament dans les ions lourds pour lesquels un développement perturbatif n’est plus
possible. En principe, deux méthodes permettent des calculs relativistes exacts quel
que soit le systeme étudié. La premiere est la QED mais cela nécessiterait d’évaluer
tous les diagrammes sans exception. Or, rapidement le calcul des diagrammes de-
vient trop compliqué ce qui rend cette approche inutilisable en 1’état. La seconde
méthode serait d’utiliser une généralisation de 1’équation de Bethe et Salpeter [30]
aux systemes complexes, mais actuellement nous ne saurions pas résoudre une telle
équation. Tout d’abord, I’équation Bethe et Salpeter qui est relativiste donc multi-
temps ne peut se mettre sous une forme Hamiltonienne sans perte d’information.
Mais surtout, en théorie relativiste, la conservation de la charge et pas des particules
ne permet pas d’écrire le noyau de I’équation de Bethe et Salpeter sous une forme
fermée. C’est une série infinie d’équations que 1’on ne sait pas résoudre, ou I’équation
décrivant le systeme a N particules contient la solution du systeme a N+1 parti-
cules. Ceci nous conduit a adopter une technique de résolution plus pragmatique :
la méthode multiconfigurationnelle de Dirac-Fock (MCDF). Cette approximation
est 1'équivalent relativiste de la méthode de Hartree-Fock [31, 32]. Elle résoud une
équation aux valeurs propres a ’aide d’un principe variationnel.

Ce chapitre décrit les techniques mises en ceuvre dans notre code baptisé MCDEF.
Nous débuterons par I’Hamiltonien et les fonctions d’onde utilisés dans le MCDF.
Puis apres avoir établis les équations intégro-différentielles de la méthode, nous exa-
minerons le processus self-consistant de résolution et le modele nucléaire choisi. Enfin
nous décrirons comment introduire le calcul du premier terme de la polarisation du
vide dans le processus self-consistant.
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2.2 Hamiltonien Sans Paire

Comme nous 'avons vu dans le chapitre précédent, il n’est pas possible de batir
une théorie relativiste sans postuler I'existence d’un continuum d’énergies négatives.
Il apparait alors une nouvelle physique qu’il est nécessaire d’interpréter. La formu-
lation actuelle utilise les propagateurs de Feynman mais nous allons examiner la
premiere description donnée par Dirac. Moins technique, elle fixe de maniere simple
et claire I'état d’esprit général d’une théorie avec continuum d’énergies négatives.

E 4
Continuum Positif
0L
—2me? |
Continuum Négatif
Non Relativiste Relativiste

Fig. 2.1: Spectres des niveaux d’énergie d’un électron dans le champ d’un atome :
classique et relativiste.

Avec le continuum négatif débutant & ¢ < —2mc?, le spectre d’énergie d'un
électron lié se trouve radicalement modifié par rapport au cas classique (Figure 2.1).
Une telle modification du spectre génere inévitablement de nombreux problemes.
Par exemple pour construire les états liés d'un atome neutre dans le cas classique,
on commence par placer un électron sur le niveau fondamental puis on remplit un
a un les niveaux suivants a 1’aide du principe d’exclusion de Pauli. Le probleme est
plus compliqué en relativité ou les électrons ont la possibilité de tomber dans le
continuum d’énergie négative puisqu’il se trouve en dessous du niveau fondamental.
Il faudrait alors commencer par remplir ce continuum avec une infinité de particules
avant de pouvoir obtenir un atome neutre !

Pour résoudre cette impossibilité, Dirac postule que tous les états d’énergies
négatives sont déja occupés par un électron. Ainsi, le vide est constitué d'un gaz de
Fermi de densité infinie et completement dégénéré : c’est la mer de Dirac. En vertu
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du principe d’exclusion, tout électron supplémentaire par rapport a la mer de Dirac
apparait effectivement comme une charge d’énergie positive. Ce concepte de mer de
Dirac rend également compte des particules d’énergies négatives et des phénomenes
de non conservation des particules. En effet, a la suite d’une fluctuation un électron
de la mer de Dirac peut effectuer une transition du continuum négatif vers un états
énergie positive. Il apparait alors en tant qu’électron et laisse derriere lui dans le
d’ t I t al tant qu’élect t 1 d lui dans 1
continuum négatif un trou de charge, d’énergie et d’impulsion opposées a 1’électron.
Dirac postule ainsi (trois ans avant son observation) 'existence du positron anti-
particule de I’électron. La transition décrite est alors interprétée comme la création
une particule et de son anti-particule a partir d’une fluctuation du vide. De méme
d’ ticule et d t ticul tir d’ fluctuation du vide. D
orsqu'un électron vien oucher” un trou du continuum négatif nous observons
1 ’ lect t ”"boucher” t d t tif b
une annihilation électron-positron.

Si le concept de mer de Dirac permet de résoudre le probleme lié a la construction
d’un atome a un électron, il induit en revanche une sérieuse difficulté pour nos calculs
d’atomes a N-corps. Ainsi, I’'Hamiltonien naturel de la méthode MCDF pour un
atome a deux électrons devrait étre

H = Hp(r1) + Hp(r2) + ¢12 (2.1)

avec Hp I'hamiltonien de Dirac pour une particule (1.58) et g12 I'interaction électron-
électron en jauge de Coulomb (1.74). Or, Brown et Ravenhall [33] ont démontré
que ce type d’Hamiltonien incluant 'interaction électron-électron ne pouvait pas
décrire correctement les états liés a cause du continuum négatif. En effet, une paire
d’électrons liés représente un état d’énergie totale €; 4+ 5. En prenant une énergie
dans le continuum positif et une dans le continuum négatif (Figure 2.2), on peut
trouver une infinité de paires dégénérées avec ’énergie des deux électrons liés. Par
I'intermédiaire de I'interaction électron-électron g;;, il est alors possible de coupler
les électrons liés avec les continuums. Cela entraine 1’autoionisation de I'atome, ce
qui est en contradiction avec la réalité puique ’atome d’Hélium est stable.

Une possibilité pour contourner cette difficulté consiste a ré-interpréter les états
d’énergies négatives comme des états d’énergies positives de positrons remontant le
temps. Malheureusement il n’est pas possible de prendre en compte ce genre d’états a
temps inversé dans les calculs MCDF. Une autre solution est de n’utiliser le terme g;;
que dans des calculs au premier ordre des perturbations. Par contre des le deuxieme
ordre

3 (e162 | g12 | €igj) (i€ | gr2 | €324) (22)
» 81"‘82—8@'—8]'

avec une énergie dans chaque continuum &; = ¥ et €, = €7, on a une infinité
de couples e~ susceptibles d’annuler le dénominateur. Pour obtenir une solution
satisfaisante, il faut attendre la dérivation par Sucher [34] et Mittleman [35] & partir
de I'électrodynamique quantique de la forme correcte de ’hamiltonien a employer.
Cet hamiltonien contient un opérateur de projection destiné a éliminer les états
positroniques. L’interaction électron-électron ne peut alors coupler que des états
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Fig. 2.2: Effet de Brown et Ravenhall.

d’énergies positives. L’idée étant qu’a priori sur des termes comme (2.2) exclure le

continuum négatif correspond a négliger des termes ot les ; + e; du dénominateur

sont au moins 2mc? (la distance entre les deux continuum) fois plus grand qu’avec
+ ot

g te&;.

L’hamiltonien correspondant s’appelle 'Hamiltonien sans paire (no-pair) et s’écrit
pour N-électrons

N

=S ) + Y6, 23
i=1 i<j

avec Hp I’hamiltonien de Dirac a un électron et G;; I'opérateur projeté de l'interac-

tion électron-électron. Il est défini par

ou l'opérateur de projection sur les états d’énergies positives A;ZJF =Af A;L est donné
par
AT = 1@ (W) | (2.5)
n
avec ¢, (i) la fonction d’onde d’un électron (lié ou dans le continuum) d’énergie po-
sitive. L’appellation sans paire provient de ce que I'on exclut toutes les contributions
des paires électron-positron.

L’utilisation d’un projecteur a fait I’'objet d’une vive discussion entre spécialistes.
S’il était clair que 'hamiltonien avec projecteur n’était qu'une approximation, le
fait d’obtenir des résultats corrects sans projecteur incitait a ne pas l'utiliser. Les
exemples de divergence des calculs étaient alors imputés aux problemes numériques.
En fait, il s’agissait de calcul dans les atomes légers pour lesquels le couplage avec
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le continuum négatif était faible pour les états de n et [ alors observés. En étudiant
les atomes lourds, Indelicato [36, 37] a montré que les calculs sans projecteur di-
vergent non pas pour des raisons numériques mais pour des raisons structurelles. La
présence du projecteur est donc obligatoire pour assurer la convergence des calculs.
En pratique, la projection dans le MCDF utilise la méthode suivante [36] : les solu-
tions du continuum négatif sont simplement exclues des systemes d’équations. Ceci
est possible grace a 'utilisation de bases finies de solutions obtenues a ’aide de "B
splines” [38].

2.3 Fonction d’onde

La fonction d’onde atomique est obtenue en résolvant

Hsans paire\I]HJ’M(.“’ r;, ) = EH,J,M\IIH,J,M<---7 r;, ), (26)

ot Wip (..., xy, ...) est fonction propre de la parité I, du moment angulaire total J?
et de sa projection sur 'axe des z : J,. Les deux derniers opérateurs ont pour valeurs
propres respectives J(J+1) et M. Comme dans toutes les méthodes variationnelles,
on résout 1'équation (2.6) en débutant avec une fonction d’essai. Dans le MCDF,
cette fonction d’onde atomique d’essai est une surperposition des fonctions d’un état
de configuration (Configuration State Functions : CSF)

(Ura) = Y e | VILIM) (2.7)

ol le label v représente toutes les valeurs nécessaires différentes de II, J et M
(nombre quantique principal...) pour définir de fagon univoque les CSF. Pour un
systeme a N-électrons, les CSF sont des produits anti-symétriques des fonctions
d’onde mono-électroniques 1 i.e. une combinaison linéaire de déterminants de Slater

Yi(r) - ()
|VILTM) =Y di| . (2.8)
i Yirn) o Py

Dans le cas relativiste, les fonctions d’onde sont les spineurs de Dirac a quatre
composantes (Eq. 1.66)

1 Puxel0.9)
V(1) = ( Qo)X (6 0) ) ' (2:9)

Les coefficients d; de I’équation (2.8) sont obtenus en imposant que les CSF soient
états propres des opérateurs J? et .J,. Tandis que P,.(7), Qn.(r) (grande et petite
composantes) et les coefficients ¢, sont déterminés dans le processus variationnel
décrit ci-dessous.
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24 Equations de Dirac Fock

A Taide de I'hamiltonien et de la base des fonctions d’onde établis dans les
deux sections précédentes, nous pouvons établir les équations fondamentales de la
méthode MCDEF en écrivant

5 B <\I;|Hsans paire|\11>

(2.10)

On applique alors un principe variationnel a E par rapport aux coefficients ¢, et
par rapport aux composantes radiales P,.(r) et Q,.(r) des fonctions d’onde. Dans
le premier cas,

OEm, m

dc,
est une matrice d’Hamiltonien que 1’on diagonalise pour obtenir les coefficients c,. Le
méme principe variationnel appliqué aux composantes radiales conduit a un systeme
composé d’une équation intégro-différentielle par fonctions d’onde ; de la base

39, 36]

—0 (2.11)

N T A P Y, ( XP0)
PR ) ()

(2.12)
ou V;(r) est la somme du potentiel nucléaire et du potentiel de Coulomb direct,
(XP(r), X2(r)) sont les potentiels d’échange de la grande et de la petite composante.
Le parametre de Lagrange diagonal ¢;; permet de normaliser 1'orbitale ); ; c’est son
énergie. Les parametres de Lagrange non-diagonaux ¢;; sont utilisés pour forcer
I'orthogonalité entre orbitales de méme x

/0 TR (7) + Qur) Qs (0] dr = 8 (2.13)

Par conséquent, la sommation sur j de I’équation (2.12) ne concerne que les orbitales
telles que x; = K;.

2.5 Processus Self-Consistant

La résolution du probleme s’effectue en optimisant les coefficients de mélange ¢,
ainsi que la grande et la petite composante radiale P,.(r) et Q,.(r) au cours d'un
processus self-consistant (SC) en plusieurs étapes.

1. A partir de fonctions radiales P, (r) et Q,.(r) hydrogénoides calculées avec un
7 effectif ou bien obtenues par une méthode de Thomas-Fermi, on détermine
avec 'équation (2.11) un premiere série de coefficients ¢, .
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2. En maintenant constant les ¢, initiaux, on résout une a une les équations
intégro-diférentielles (2.12) contenant les fonctions d’onde de départ. Cela per-
met d’obtenir une nouvelle série de fonctions radiales. Apres les avoir injectées
dans le systeme d’équations, ce dernier est a nouveau résolu en commencant
par la fonction d’onde qui a le plus varié. Ce processus se poursuit jusqu'au
moment ou les variations des fonctions d’onde entre deux étapes sont toutes
inférieures a un seuil fixé.

3. Lorsque les fonctions d’onde sont ajustées, on recalcule alors ’ensemble des
coefficients de mélange afin de les optimiser.

4. Afin d’obtenir la précision souhaitée, on recommence les deuxieme et troisieme
étapes autant de fois que nécéssaire .

Il est également utile d’examiner la maniere dont on construit numériquement
les fonctions radiales P, (1) et Q,.(7). Nous avons déja plusieurs contraintes sur les
solutions données par la structure des fonctions d’onde (2.9). Elles sont séparables et
ne dépendent pas du nombre quantique m contrairement a la partie angulaire (Dirac-
Fock restreint). Elles doivent aussi étre régulieres a l'origine et a U'infini. Enfin, elles
doivent étre continues. Pour intégrer numériquement les équations différentielles,
on calcule la valeur d’une fonction radiale en un point a partir des valeurs déja
connues des quelques points de la grille qui le précedent immédiatement. Les so-
lutions s’obtiennent en partant des deux bornes. Ainsi une des intégrations débute
a l'intérieur du noyau et se propage vers l'extérieur, inversement 1’autre part de
I'infini et progresse vers le noyau. Pour démarrer ces deux intégrations, il nous faut
estimer les valeurs de la fonction sur les premiers points. A l'origine cela est obtenu
par un développement en série des fonctions et potentiels. A 'infini, les valeurs sont
sélectionnées empiriquement de maniere a rendre compte du comportement asymp-
totique des fonctions. La valeur de I'énergie n’étant pas connue au départ, fixer le
comportement aux deux bornes n’assure pas le raccord entre les deux parties de la
solution. C’est précisément en forcant la continuité des fonctions radiales que 1'on
détermine les parametres de Lagrange et donc l'énergie ¢;; de l'orbitale ;.

Résoudre les équations intégro-différentielles et obtenir numériquement les fonc-
tions radiales peut poser des problemes de convergence. C’est particulierement le
cas pour les orbitales possédant une tres faible occupation effective. L’occupation
effective est le produit du nombre d’électrons présents dans une orbitale par le co-
efficient ¢? ; une orbitale avec une petite occupation effective est appelée orbitale de
corrélation.

2.6 Modele Nucléaire

L’approximation d’'un noyau ponctuel n’est pas satisfaisante pour les calculs
des couches internes des atomes lourds ou plus généralement pour I’ensemble des
orbitales s. Nous utilisons dans le MCDF deux modeles nucléaires plus réalistes.
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Le premier représente la distribution de charge nucléaire par une sphere uni-
formément chargée de rayon R. Le potentiel nucléaire pour un atome de nombre
atomique Z est alors donné par

Vn(r) = . (2.14)

Le second modele utilise une distribution de Fermi dans laquelle la densité de
charge est

_ Po
pn(r) = W (2.15)

ol R est le rayon moyen sphérique de la répartition de charge, ¢t le parametre
d’épaisseur de la distribution de Fermi et py la constante de normalisation définie
par

47r/ pn(r)ridr = Z. (2.16)
0

Dans les atomes usuels, la forme de la distribution de charge du noyau devient
un parametre important seulement pour les atomes lourds. Nous utilisons en général
le premier modele pour les atomes de nombre atomique Z < 45 et la distribution de
Fermi avec un parametre d’épaisseur de ¢ = 2.3 fm pour Z > 45.

Les rayons moyens sphériques R sont donnés par la table de la Ref. [40] sauf
lorsqu’il existe une valeur plus récente ou plus précise [41, 42, 43, 44]. Pour les
isotopes n’apparaissant pas dans les tables, nous avons modifié les rayons nucléaires
de ’élément avec la formule [40]

R — R =0.836(A"3 — AY/3) (2.17)

ol le ’ représente l'isotope manquant.

2.7 Polarisation du Vide Self-consistante

Comme toutes les corrections du MCDF, la polarisation du vide est calculée
au premier ordre des perturbations. Or nous désirons effectuer des calculs sur des
atomes contenant un muon, un pion ou un anti-proton. Ces particules ayant une
masse plus importante que 1’électron, les maxima de leurs fonctions d’onde sont plus
proches du noyau. En particulier, le rayon moyen des orbitales peut étre du méme
ordre de grandeur que la longueur d’onde de Compton de 1’électron. Le potentiel
d’Uéhling (Eq. 1.81 paragraphe 1.6.2) devient alors trop important pour étre traité
par une méthode perturbative. Il est nécessaire de calculer autrement la polarisation
du vide.
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Nous allons introduire le potentiel d’Uéhling dans le processus self-consistant.
Lorsque la distribution de charge est sphérique, 'intégration angulaire permet d’ob-
tenir I'expression [45]

20Za 1

Vn(?”):— 3

| b= =@ a2

ou p(r) = pn/Z la distribution de la densité de charge est normalisée par

Amr /OOO p(r)ridr = 1. (2.19)

X2 appartient a une famille de fonctions données par
OO —xtyi—n 1 1
Xn(T) = e "'t n + o Viz —1dt. (2.20)
1
Nous avons également 'expression du potentiel en r = 0

Salo

Vi1(0) = — 3

/0 (a2, (2.21)

et le développement a grande distance [27]

2 a1l 2 2
= v+ S <> v 2N+ = <1t > v s(2r) + ...
Vii(r) o T[xl('r’)—l—3<r >X1(7’)+15<7’ > x_3(2r) +
(2.22)
ou -
(r*m) = 47T/ 22 p(r)dr (2.23)
0

sont les moments de la distribution nucléaire de charge.

Pour une distribution de Fermi, nous intégrons numériquement les équations
(2.21), (2.18) et (2.22). Pour plus de précision, les intégrales sont effectuées en trois
fois:de0a R—t, R—ta R+tetde R+t al’co. Ainsi, la variation rapide de
la distribution de charge nucléaire entre R — ¢t et R + t est correctement prise en
compte.

Dans le cas d’une distribution homogene de rayon R, I'expression (2.18) peut
étre intégrée analytiquement [46] et nous avons

aZal (2

Valr) = —o28 120 4 (R + 1)~ p(2(R 1) (2.24)
r <R

Valr) = oS L p(a(r+ B) — p(2(r — B) + Rxs(2(r — B)]  (2:25)
(r > R)

0(2) = 3Rxs(2) + ). (2.26)

2 4
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De méme ’équation (2.21) donne

aZa |1

u(0) = - TR3 |5

~ Rxa(2R) ~ Jx(2R)| (2.27)

Dans tous les cas (Fermi et homogene), les fonctions x, ne sont pas calculées
par (2.20) mais par des expressions plus simples a évaluer numériquement. En effet,
elles peuvent s’écrire sous la forme de développement en fonctions de Bessel modifiées
Ky(z), Ki(2) et de la fonction intégrale de Bessel Kiq(2) :

1440x4(2) = (2252 —482° — 2°)Ky(2) — (3512% — 462* — 2°) K (2)
+(225 4 40527 — 452 — %) Ki1(2), (2.28)

240x3(2) = (3322 + 24 Ko(2) + (962 — 312° — 2°) K (2)

—(1352 — 302° — 2°)Ki(2), (2.29)
48xa(2) = —(21z 4 2*)Ko(2) + (192 + 2 Ky (2)
+(27 — 182 — 2 Ky (2), (2.30)

12x1(2) = (12+ 2 Ko(z) — (102 + 23 K1 (2) + (92 + 2*)Kiy(2), (2.31)

i) = K+ (- 3) i)+ SKie) (2.32)
x_3(z) = %Ko(z) + <g + %) Kiy(2). (2.33)

Ko(z) et K1(z) sont des fonctions évaluées a 'aide des routine du ”Numérical Reci-
pies” [47], en revanche nous calculons Kiq(z) par

Kiy(z / Ko(x)dz = Kiy(0) — /OZKO(x)dx (2.34)

et avec [48]

/OZKo(:c)d:c = —(v+mi)a Z f”/;;jl

kO
:L’/Q)Qk
”Z 2(2k + 1)2
x/22k 1 1
14+ -4 .. +- 2.
+xz 2k+1(+2+ +k) (2.35)

ou vy = 0.57721... est la constante d’Euler.
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Introduire le potentiel d’Uéhling dans le processus self-consistant permet, quel
que soit le calcul (atome exotique ou non), d’inclure tous les diagrammes y compris
ceux d’ordre supérieur a « de type boucle simple sur la fonction d’onde (Figure 2.3)

o8,
o 18-S

Fig. 2.3: Diagrammes calculés lorsque le potentiel d’Uéhling est inclu dans le pro-
cessus self-consistant
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3. STRUCTURE HYPERFINE DANS
LES LITHIUMOIDES

3.1 Introduction

Les atomes peuvent posséder un spin nucléaire non nul. La structure hyperfine
(Hfs) est la séparation des niveaux d’énergie atomique en plusieurs sous niveaux par
suite de l'interaction magnétique des électrons du cortege avec le spin du noyau.
On observe alors 'apparition de nouvelles transitions. A partir de ce véritable pont
établi entre la physique nucléaire et la physique atomique, il devient possible par la
mesure des transitions hyperfines d’obtenir un certain nombre d’informations sur le
noyau. Par exemple, c’est le cas de la déduction par Fermi [49] des valeurs du moment
magnétique nucléaire suite a la mesure des structures hyperfines du Cs et du Na.
L’étude de la séparation hyperfine est également un outil important permettant
de tester la théorie, en particulier d’acquérir une meilleure compréhension de la
partie magnétique des effets d’électrodynamique quantique (QED). Par exemple,
dans un atome comme I’hydrogene les calculs sont relativement simples et peuvent
étre aisément comparés a la grande précision des mesures.

Aujourd’hui encore, les mesures spectroscopiques les plus précises sont celles
de la transition hyperfine a 1.4 Ghz de I’hydrogene, correspondant a une longueur
d’onde de 21 cm [50]. Malheureusement dans H, les effets de QED sont de l'ordre de
107° & 1079 par rapport a la transition totale. Il sont donc petits ce qui n’en facilite
pas I'étude théorique. Il était alors naturel de s’intéresser aux ions lourds fortement
chargés dans lesquels les électrons soumis a des champs électriques et magnétiques
particulierement intenses induisent des corrections de QED de 'ordre de quelques
pour-cents. Dans de tels atomes, les calculs restent relativement simples en particu-
lier du point de vue de la QED. Pour les ions hydrogénoides, il s’agit de résoudre
I’équation de Dirac puis d’ajouter les effets dus a la taille finie du noyau et les correc-
tions de QED. Dans les ions possédant plus d’un électron, il faut également prendre
en compte les corrélations électroniques. Autre avantage des ions lourds, le recou-
vrement important des fonctions d’onde nucléaires et électroniques les désignent
directement pour une meilleure étude des effets de la structure nucléaire que sont :
la distribution de la charge nucléaire (Effet Bohr-Rosenthal []) et la répartition du
moment magnétique nucléaire (Effet Bohr-Weisskopf [51]). Malgré ces potentialités,
deux difficultés majeures interdisaient 1’étude des transitions hyperfines des ions de
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Z élevé : 1) la production et le confinement suffisant d’un ensemble d’ions fortement
chargés pour permettre une mesure précise; 2) la séparation Hfs croit en Z3, et de
ce fait, on sort rapidement du domaine de spectroscopie micro-onde utilisée pour la
mesure des transitions de I’hydrogene.

Depuis peu, grace a l'utilisation des anneaux de stockage de haute énergie [52, 53]
et aux trappes d’ions (super-EBIT) [54, 55], il est possible d’observer les transitions
hyperfines des états liés d’ions lourds. Deux techniques différentes ont déja permis
d’obtenir des résultats pour des ions hydrogénoides. Le 29Bi®?T [52] et le 207Ph3!*
[53] ont été étudiés sur 'anneau de stockage (ESR) de GSI a Darmstadt grace a une
technique de détection de fluorescence induite par laser. En balayant les fréquences
avec le laser, la fluorescence apparait lorsque l'on se trouve en résonance avec la
transition hyperfine. C’est une spectroscopie de grande précision qui se situe dans
le domaine optique ou infra-rouge. En effet, a cause de la vitesse des ions dans I'an-
neau, les énergies de transitions sont décalées par effet Doppler vers ces régions.
C’est d’ailleurs la mesure du décalage (vitesse des particules) qui limite la précision
de cette technique. La principale contrainte est la nécessité de connaitre précisément
I’énergie de résonance afin de limiter I’étendue du balayage. La deuxieme technique
avec laquelle ont été observés 1°Ho%* [54] et deux isotopes ®Re™T et 187"Re™"
[55] est développée sur la trappe d’ion super-EBIT du Lawrence Livermore Natio-
nal Laboratory (LLNL). Les transitions sont excitées par collision avec un faisceau
d’électrons et sont mesurées aprés émission spontanée. Cette technique relativement
simple permet en principe la spectroscopie dans le domaine des X d’'un grand nombre
d’ions lourds hydrogénoides. De méme il y a quelques mois, elle a permis a I'équipe
du LLNL d’effectuer de maniere indirecte la premiere mesure sur un ion lithiumoide
le 209Bi80F [56].

Stimulés par ces nouveaux résultats expérimentaux, nous avons calculé par la
méthode de Multi-Configurations Dirac Fock (MCDF') exposée au chapitre précédent
les transitions hyperfines du fondamental pour I’ensemble des ions lithiumoides.
Ces calculs a plusieurs corps nous permettent d’étudier 'importance des différentes
corrections que sont les corrélations Coulombiennes, les corrélations de Breit et le
continuum négatif. Par ailleurs, afin de pouvoir interpréter les mesures en terme
de test de la QED, il est important de bien différencier les effets nucléaires type
Bohr-Weisskopf de la QED. Nous avons donc aussi calculé la séparation hyperfine
des ions hydrogénoides afin d’étudier et de comparer avec les expériences récentes la
qualité de notre estimation de Bohr-Weisskopf. Comparer les transitions hyperfines
entre le niveau 1s d’un ion hydrogénoide et le niveau 2s du méme ion (méme Z et
A) mais lithiumoide est également une source d’information pour distinguer entre
Bohr-Weisskopf et les corrections de QED (voir Shabaev et al. [57]).

Nous commencerons ce chapitre par les principes de calcul de la structure hyper-
fine. Puis nous comparerons les transitions hydrogénoides avec les résultats expérimentaux
afin d’évaluer I’estimation de notre correction de Bohr-Weisskopf. Dans une troisieme
partie, nous étudierons l'importance des différentes corrections dans les ions li-
thiumoides. Enfin nous conclurons par une discussion sur ces résulats.
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3.2 Calcul de la Structure Hyperfine

La structure hyperfine résulte de I'interaction entre le moment magnétique nucléaire
et le moment angulaire total des électrons constituant le cortege atomique. Seuls les
atomes possédant un spin nucléaire non nul sont donc concernés. L’Hamiltonien
relativiste hyperfin peut étre représenté par un développement en multipoles

Hypo =Y M"-T" (3.1)
k

ot M* et T" sont des tenseurs sphériques de rang k, représentant respectivement la
partie nucléaire et électronique de U'interaction [58]. Seul le terme dipolaire électrique
k = 1 existe car nous ne considérons que les états fondamentaux des ions hy-
drogénoides et lithiumoides soit des orbitales 1s et 2s 1. Par conséquent, I’élément
de matrice hyperfin W j s’écrit

Wy =(I,J,F,Mp|M"-T"I,JF,Mp), (3.2)

ou [ est le spin nucléaire, J ( ou J’) le moment angulaire total d’une configuration
électronique et F' le moment angulaire total de ’atome. Nous pouvons également
écrire I’équation (3.2) en fonction des éléments de matrice réduits (Ref. [59] ou
Annexe B.4)

Wi = ol LD Db, es)

Le moment magnétique nucléaire p; est traditionnellement défini en unité de
magnéton nucléaire py soit

I 1 17
e = arpainny = (10 7)o, (3.4

avec piy = eh/(myc) et le symbole 35 donné par (Annexe B.2)

I 11 I
(-1 0 1):\/(21+1)(1+1)' (3:5)

L’opérateur atomique Té peut étre décomposé en somme d’opérateurs a un

! D’apres I'équation (3.8), les éléments de matrices de T* sont proportionnels au symbole 3]

j kg
-m q m )’

Or pour un électron 1s ou 2s : j = j' = 1/2, d’ott I'inégalité triangulaire |j — j'| < k < (j + j)
implique que tous les termes k > 2 sont nuls (voir Annexe B.2).
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électron t, [58], soit

m - Ty

(81 o; Y(0
— Z —Ze 87T ] ) (36>

dans laquelle a est la matrice de Dirac, Yg?])(ﬁj) est I’harmonique sphérique vec-
torielle [9] et oll j représente le j°™¢ électron de I’atome. L’expression explicite des
éléments de matrices de té est donnée dans l'article de K. T. Cheng et W. J. Childs
[60] et est

(kmlty|s'm') = —(—km|C |'m)(k + ') [r7?] (3.7)

ou k (k') est le nombre quantique angulaire et m (m') sa composante sur z. On
rappelle que k = F(j + 1/2) pour j =1+ 1/2) avec [ et j les moments angulaires
orbital et total d'un électron. La partie angulaire en C’; ol Cl; = /41 /(2k + 1)Y},
avec Yy, harmonique sphérique (Annexe B.5) est donnée d’une maniere générale
pour k quelconque par

K m (7 k7 K
(umlChlems)y = (=17 (I8 ) GelicHie) (33

k|, i+ . . J k j/
(wl[CHIE) = (1722 + DR+ D ( 1y 1 ) T (3.9)

2 2

1 sil+k+ 1 est pair
Tkl = { 0 sinon patt (3.10)
et la partie radiale par
[Tk} nkn'k’ - / Tk(P"“(T)Q"/“/ (T) + QnH(T)Pn'H' (T))dT (311)
0

L’opérateur T; ainsi défini n’est valable que pour une distribution ponctuelle
du moment magnétique du noyau. Afin de prendre en compte l'extension spatiale
de cette distribution (effet Bohr-Weisskopf), nous utilisons le formalisme exposé
dans la Ref. [61] pour le calcul de 'anomalie hyperfine des atomes muoniques. La
correction de Bohr-Weisskopf est alors obtenue en remplagant dans ’expression de
I’hamiltonien hyperfin I’équation (3.11) par

K] BW fine C 2
[7" ]n/@n’/@’ :A pMag(S)L r (PNH(T)QW/H/(T) + QnK(T)Pn/,@/(T))dTS dS, (312)

avec R,,. le rayon de la distribution du moment magnétique nucléaire et p Mag la
densité de moment magnétique

/ Prragr dr = M. (3.13)
0
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Compte tenu du peu d’information sur le noyau, nous faisons comme hypothese
qu’il est possible d’utiliser les mémes modeles de distribution uniforme ou de Fermi
que ceux choisis pour la répartition de la charge nucléaire et nous prenons le méme
rayon moyen sphérique :

Tcharge = Tmagnétique- (3 14)

3.3 Transitions Hyperfines dans les Ions
Hydrogénoides

Avant d’étudier le ions lithiumoides, il est nécessaire d’acquérir plus d’informa-
tions sur les propriétés magnétiques du noyau. La valeur du moment magnétique
nucléaire et la distribution de ce moment magnétique (effet Bohr-Weisskopf) sont
des éléments influant fortement sur les calculs des transitions hyperfines. Par exemple
a haut Z, Bohr-Weisskopf est une correction qui modifie la séparation hyperfine de
quelques pour-cents. En comparant nos calculs de transitions hyperfines dans les
ions hydogénoides avec les transitions mesurées, nous pouvons estimer la qualité de
notre évaluation pour Bohr-Weisskopf. Nous pouvons également tenter de déterminer
la valeur correcte du moment magnétique nucléaire lorsqu’il y a ambiguité. Enfin,
ces calculs nous seront utiles pour réduire l'incertitude sur la correction de Bohr-
Weisskopf dans les lithiumoides par la méthode de Shabaev.

Nous donnons dans la Table 3.2 en fin de section la liste détaillée des résultats
classés par éléments en fonction du numéro atomique Z puis du nombre de masse A.
Il ne peut y avoir de structure hyperfine que pour un spin nucléaire I non nul, nous
rappelons la valeur de celui-ci pour chaque noyau. Nous indiquons également les
moments magnétiques nucléaires p; utilisés pour les calculs. Sauf mention contraire,
ils proviennent de la table de Raghavan [62]. Lorsqu’il y a ambiguité sur le mo-
ment magnétique, nous effectuons un calcul pour chaque valeur proposée. Bien
évidemment nous avons séparé la partie transition purement hyperfine Ang * de
leffet de Bohr-Weisskopf AEEY que nous souhaitons étudier. La transition hyper-
fine Ang * contient déja la polarisation du vide sur la fonction d’onde V P5;¢ due &
I'introduction du potentiel d’Uéhling dans le processus self-consistant (voir chapitre
précédent). Pour la QED, il nous faut encore ajouter la polarisation du vide VPII; fs
[63] et la self énergie SEy [64]. Les transitions finales AFy sont exprimées en eV et
en longueur d’onde Ay. On peut retrouver ’ensemble de ces transitions en fonction
du numéro atomique Z sur la figure 3.16 située en fin de chapitre.

Dans la Table 3.1, nous comparons nos résultats et quelques autres prédictions
théoriques avec les transitions hyperfines mesurées. D’un maniere générale, nous
observons un bon accord entre nos calculs et les raies expérimentales.

Pour % Ho%*  nous avons le choix entre deux moments magnétiques : la premiere
valeur iy = 4.132(5) uy est établie par Nachtsheim [65] et est retenue dans la com-
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pilation de Peker [66]; la seconde 4.173 uy provient du Raghavan [62]. En calculant
la transition avec ces deux valeurs, nous obtenons par rapport a la transition me-
surée des écarts respectifs de -0.2% et +0.79%. Nous avons regroupé sur la Figure
3.1 'ensemble des écarts a la mesure expérimentale résultant des différents calculs.
Les résultats sont cohérents entre eux et nous permettent de retenir pu; = 4.132 uy
comme valeur du moment magnétique de ®Ho.

¥ 25% |
i 2% - ® Nous =

] o X Lopez-Urrutia

g 1.5% 5 shabaev ]
e 1% x
; [ ]

s 0.5% - .
w" ol
W 0% S
'g -0.5% - .
9 % | |
= 4132 4173

u

Fig. 3.1: Ecart relatif entre la raie expérimentale et les différents calculs de raies
théoriques pour '°Ho%*. Les valeurs de Lopez-Urrutia et de Shabaev
correspondent respectivement aux Ref. [54] et [67].

Nous retrouvons le méme probleme de choix pour le plomb avec deux valeurs du
moment magnétique citées dans la Ref. [62]. Notre calcul differe de +0.4% par rap-
port a la transition avec u; = 0.58219 uy et de +2.21% pour 0.592583 . Ces deux
résultats sont respectivement confirmés (Fig. 3.2) par deux calculs indépendants
[53, 68]. De méme, dans un premier calcul [69], en utilisant une moyenne des mo-
ments magnétiques donnés par Raghavan p; = 0.587 ux, Shabaev trouve une transi-
tion de 1.219 eV soit un écart de +0.27%. Ces calculs compatibles avec nos résultats
nous orientent vers un moment magnétique de 0.58219 p . Mais récemment, apres
avoir réévalué sa correction de Bohr-Weisskopf, Shabaev effectue un second calcul
[67] donnant un écart de -0.05% pour 0.592583 p. Du fait de cette contradiction,
nous ne pouvons trancher entre les deux valeurs proposées.

Pour les autres ions : le Re 185, le Re 187 et le Bi, nous obtenons un accord
satisfaisant entre nos calculs et les transitions mesurées avec des écarts respectifs de

+0.80%, +0.85% et -0.60% (Fig. 3.3 et 3.4).
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[eV] 1651166+
nous [54] [67] nous [54]
wr [un) 4.132 4.132 4.132 4.173 4.173
Premier ordre 2.1953 2.1957 2.2171 2.1987
Bohr-Weisskopf —0.0247 —0.0195 —0.0249
Polarisation du vide (VP)
sur la fonction d’onde (VP SC) 0.0063 0.0064 0.0064 0.0064
sur l'interaction Hfs (VP Hifs) 0.0029 0.0030 0.0030 0.0030
Total pour VP 0.0093 0.0094 0.0094 0.0094 0.0094
Self-énergie (SE Hfs) —0.0196 —0.0193 —0.0197 —0.0198 —0.0193
Total de la QED —0.0104 —0.0099  —0.0103 —0.0105 0.0099
Total 2.1602 2.1675 2.1659(66) 2.1817 2.1888
Expérience [54] 2.1645(6)
Différence Exp.-Tot. 0.0043 —0.003 —0.0014 —0.0172 —0.0243
[eV] 185R T4+ 18TR T4+
nous [67] nous
wr [pn] 3.1871 3.1871 3.2197
Premier ordre 2.7981 2.7977 2.8262
Bohr-Weisskopf —0.0429 —0.0341 —0.0434
Polarisation du vide (VP)
sur la fonction d’onde (VP SC) 0.0103 0.0105 0.0104
sur linteraction Hfs (VP Hfs) 0.0043 0.0044 0.0044
Total pour VP 0.0146 0.0149 0.0148
Self-énergie (SE Hfs) —0.0290 —0.0290 —0.0293
Total de la QED —0.0144 —0.0141 —0.0145
Total 2.7408 2.749(10) 2.7683
Expérience [55] 2.719(2) 2.745(2)
Différence Exp.-Tot. —0.0218 —0.030 —0.0233

Tab. 3.1: Comparaison entre les différents calculs théoriques et les mesures

expérimentales.
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[GV] 207Pb81+
nous [53] nous [68] [67]
w1 [pn] 0.58219 0.58219 0.592583 0.592583 0.592583
Premier ordre 1.2529 1.2566 1.2754 1.2752(2) 1.2751
Bohr-Weisskopf —0.0252 —0.0400 —0.0257 —0.0340 —0.0534
Polarisation du vide (VP)
sur la fonction d’onde (VP SC) 0.0057 0.0058 0.0061 0.0059
sur linteraction Hfs (VP Hfs) 0.0022 0.0022 0.0022 0.0023
Total pour VP 0.0079 0.0082 0.0080 0.0083 0.0082
Self-énergie (SE Hfs) —0.0147 —0.0142 —0.0150 —0.0148 —0.0150
Total de la QED —0.0068 —0.0060 —0.0069 —0.0065 —0.0068
Total 1.2208 1.2105(24) 1.2427 1.2347 1.215(5)
Expérience [53] 1.2159(2)
Différence Exp.-Tot. —0.0049 0.0054 —0.0268 —0.0188 —0.0009
[ev] 209Bi82+
nous [67] [68]
11 (1] 4.1106 4.1106 4.1106
Premier ordre 5.1908 5.1906 5.1917(10)
Bohr-Weisskopf —0.1087 —0.0612 —0.107(7)
Polarisation du vide (VP)
sur la fonction d’onde (VP SC) 0.0243 0.0250 0.0253
sur U'interaction Hfs (VP Hfs) 0.0093 0.0093 0.0093
Total pour VP 0.0335 0.0343 0.0346
Self-énergie (SE Hfs) —0.0619 —0.0621 —0.0614
Total de la QED —0.0284 —0.0278 —0.0268
Total 5.0537 5.101(27)  5.058(8)
Expérience [52] 5.0840(8)
Différence Exp.-Tot. 0.0303 —0.017 —0.026

Tab. 3.1: (Suite)
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Fig. 3.2: Ecart relatif entre la raie expérimentale et les différents calculs de raies
théoriques pour 2°"Pb3*. Les valeurs de Seelig, de Shabaev et de Persson
correspondent respectivement aux Ref. [53], [67] et [68].
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Fig. 3.3: Ecart relatif entre la raie expérimentale et les différents calculs de raies
théoriques pour ®Re™+ et 8"Re™*. Les valeurs de Shabaev corres-

pondent a la Ref. [67].

On peut constater dans la Table 3.1 que la différence essentielle entre les calculs
provient de la correction de Bohr-Weisskopf. La distribution du moment magnétique
nucléaire est mal connue et le calcul de Bohr-Weisskopf est tres dépendant du modele
nucléaire choisi. La plupart des calculs [69, 67] sont basés sur le modele a une
particule développé par Bohr et Weisskopf [51]. La totalité du moment magnétique
est alors portée par le nucléon impair. D’autres calculs plus complexes prennent
en compte les corrélations entre les fonctions d’onde des nucléons [70, 71]. Pour le
moment ’accord entre ces différents modeles n’est pas bon. Nos calculs utilisent une
distribution homogene (uniforme ou de Fermi) du moment magnétique nucléaire et
le rayon moyen sphérique employé est celui de la distribution de charge. Comme nous
I’avons vu au paragraphe précédent, nos calculs décrivent aussi bien les transitions
mesurées que ceux utilisant un modele plus sophistiqué. La correction de Bohr-
Weisskopf est donc raisonnablement évaluée avec notre distribution homogene du
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Fig. 3.4: Ecart relatif entre la raie expérimentale et les différents calculs de raies
théoriques pour 2*Re®?*. Les valeurs de Shabaev et de Persson corres-
pondent respectivement aux Ref. [67] et [68].

moment magnétique.
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Label I r AEHTs AEBW vphis SEy AEy Abr
1op4+ 3 1.800645 2.7674x1070%  -4.4669x1070%  2.6086x1079®  1.1206x10797  2.7683x1070%  4.4786x 10706
4t 3/2  2.688649  4.7225x107%4  _7.8116x10708  4.4515x10798  1.9122x10797  4.7241x1070%  2.6245x 10706
13C5+ 1/2  0.702412  3.2005x107%4  -6.6670x107°%  3.6089x107°%  7.9838x10798  3.2010x107 94  3.8734x10706
LANG+ 1 0403761  2.1931x107%%  -5.4423x10798  2.8766x107°%  2.0622x107%  2.1931x107%*  5.6534x 10106
15N6+ 1/2  -0.283189 2.0509x1070%  _5.1827x107%®  2.6901x107 %8  1.9285x1070%  2.0509x107°%  6.0454x 10106
7Q7+ 5/2  -1.89379  1.2297x10793  -3.7844x107°7  1.8382x107°7  -7.5211x107°%  1.2294x1079%  1.0085x 10106
198+ 1/2  2.628868  4.0559x10703  -1.4858x107%6  6.8022x10707  -8.7598x10707  4.0542x107%3  3.0582x 10105
2INe%t  3/2  -0.661797  9.3502x1070%%  -4.0386x10707  1.7379x10707  -3.4625x10707 = 9.3444x107%%  1.3268x 10106
23Nal0t 372 2217656  4.1771x107%%  -1.9480x107%  8.5200x10707  -2.1893x1070%  4.1738x107%%  2.9705x1010°
Mgl 5/2  -0.85545  1.8859x10703  -9.9815x10797  4.1870x10707  -1.2774x107%  1.8841x1079%  6.5807x 10105
27TA12+ 572 3.641507  1.0227x10702  -58177x10796  2.4545%x10706  _8.4874x107%0  1.0215x107°2  1.2138x10103
296i13+  1/2 -0.55529  3.2528x10703  -2.0701x107%0  8.3909x 10797  -3.1939x10706  3.2484x10703  3.8168x 1079
3lpld+ 1/2 1.1316 8.1710x1079%  -5.7216x10796  2.2542x10796  _9.2596x107%6  8.1583x1070%  1.5197x10103
33g15+  3/2  0.643821  3.7702x1070%  -2.9070x107%  1.1076x107%6  -4.8407x107°%  3.7636x1073  3.2943x1010°
35C116+  3/2  0.821874  5.7874x1070%  -4.8693x107%6  1.8037x10706  _8.2093x10700  5.7760x10703  2.1465x1010°
37TCI6+  3/2 0.684124  4.8172x1070%  -4.1141x107%  1.5014x10796  _-6.9080x107%0  4.8077x1070%  2.5789x 10103
39KI8+  3/2  0.391507  3.8702x10703  -3.8177x107%6  1.3446x10706  _6.7049x10706  3.8610x107%3  3.2112x1010°
4K18+  3/2  0.214893  2.1242x1070%  -2.1238x10796  7.3798x10797  -3.6801x107%0  2.1192x107%%  5.8507x 10103
BCcalt  7/2  -1.317643  1.3060x107°2  -1.4145%x107%5  4.7709x107%6  _2.4564x107%°  1.3026x107°2 = 9.5179x 10104
458¢20+  7/2  4.756487  5.4753x10702  _6.2716x107%5  2.0981x1070%  -1.1108x107%%  5.4601x10792  2.2708x 10104
47721+ 5/2 -0.78848  1.0994x10702  -1.3463x1079%  4.4099x10796  -2.3924x107%  1.0961x107°2  1.1311x10103
972+ 7/2 2110417 1.4662x10702  -1.8160x107%5  5.8813x10706  _3.1906x10705  1.4618x10702  8.4814x 10104
51v22+  7/2  5.148706  7.8403x10792  -1.0213x107%%  3.2855x1070%  -1.8212x10794  7.8152x10792  1.5865x10704
53Cr?3t  3/2 -0.47454  9.6136x10793  -1.3474x1079°  4.2015x107%0  -2.3739x107%  9.5806x107%3  1.2941x10105
55Mn24t  5/2  3.468719  7.1761x10702  -1.0682x107%%  3.2656x1070%  -1.8768x1070%  7.1499x10702 = 1.7341x10104
57TFe25t  1/2  0.090623  3.5289x1070%  -5.6000x107%6  1.6697x10796  -9.7435x107%0  3.5152x1070%  3.5270x 10103
59Co26+  7/2 4.627 1.1579x10701  -1.9449x1070%  5.6884x1079°  -3.3652x1070%  1.1531x10701  1.0752x 10104
6INi27+  3/2  -0.75002  2.4527x10702  -4.3927x1079%  1.2496x1079%  -7.4842x1070%  2.4421x107°2  5.0770x 10104
63Cu?8t+ 372 2.227346  8.1290x10702  -1.5482x107%%  4.2900x107%%  -2.5982x1079  8.0918x107°2  1.5322x107%4
65Cu?8+  3/2  2.38167  8.6918x10702  _1.6695x1070%  4.5871x1079%  -2.7781x107%*  8.6519x10702  1.4330x 10704
677Zn29t  5/2  0.875479  3.1982x10792  -6.5528x1070%  1.7465x1070% -1.0685x10794  3.1827x10792  3.8956x 10104
69Ga30t  3/2  2.016589  9.0762x10702  -1.9436x1070%  5.1238x107°  -3.1632x1079*  9.0303x107°2  1.3730x 10704
1Ga30t  3/2  2.562266  1.1532x10700  -2.4886x107%  6.5099x1070%  -4.0190x107%*  1.1473x1079%  1.0807x 10104
BGedlt  9/2  -0.879468  3.6464x1072  -8.3276x1079°  2.1260x107%°  -1.3234x107%%  3.6269x10792  3.4184x10104
SAs32t 3/2 1.439475 7.8959x10792  -1.8967x107%%  4.7507x10705 -2.9795x1070%4  7.8518x10792  1.5790x 10104
77Se33+t  1/2  0.535042  4.8410x10702  -1.2213x107%%  3.0033x1070%  -1.8965x1070%  4.8128x10792  2.5761x10+04
OBritt  3/2 2.1064 1.3938x10701  -3.6985x1070%  8.9097x1079  -56612x10704  1.3853x10701  8.9497x 10703
8134+ 3/2  2.270562  1.5024x107°!  -4.0133x107%4  9.6035x10795  -6.1021x107%%  1.4932x1079!  8.3033x 101093
83Kr35+  9/2  -0.970669 5.8585x1072  -1.6307x1079  3.8560x107%°  -2.4639x107%%  5.8214x1079%2  2.1298x10104
85Rp36+  5/2 1.357 9.6601x10702  -2.8479x1079  6.5424x10705  -4.2020x107%%  9.5962x10792  1.2920x10104
87837+ 9/2  -1.093603  7.8586x10792  -2.3874x1070%  5.4733x1070% -3.5317x10794  7.8049x10792  1.5885x10104
89y38+  1/2  -0.137415 1.9337x10792  -6.1982x1079°  1.3841x107%°  -8.9692x107%5  1.9199x10792  6.4578x 10104
91zr39+  5/2  -1.30362  1.1953x1070!  -4.0303x107%4  8.7889x1079%  _5.7171x107%%  1.1864x107°!  1.0450x 10104
93Nb10+  9/2 6.1705 5.6799x107%1  -2.0083x10793  4.2878x1070%  -2.7988x107%%  5.6361x10701  2.1998x10103
9BMotlt  5/2 -0.9142  9.8377x10792  _3.6551x1079  7.6211x1070% -4.9903x107%%  9.7588x1079%2  1.2705x10104
9Mo*t  5/2  -0.9335  1.0045x10701  -3.7525x1070%  7.7814x107%%  -5.0953x10794  9.9640x10702  1.2443x10104
P9Ted2+  9/2 5.6847  6.1214x10701  _-2.4050x10703  4.8642x107%4  -3.1942x1079%  6.0703x10701 = 2.0425x 10703
0IRu43+  5/2 -0.7188  9.0227x10702  -3.7096x107%4  7.3509x1070%  -4.8395x1070%%  8.9445x10702  1.3861x 10104
PRutt  5/2  -0.6413  8.0504x10702  -3.2028x1070%  6.5588x107%%  -4.3180x1079  7.9809x107°2  1.5535x 10704
L03Rh#4+  1/2  -0.0884  1.9934x10702  -8.5945x10795  1.6644x1070%  -1.0983x1070% 1.9755x10792  6.2762x 10104
105pg45+  5/2 -0.642 9.3538x10702  -4.2482x107%4  8.0015x1079%  -5.2908x107%%  9.2664x107°2  1.3380x 10104
107Ag46+  1/2  -0.11368  2.9678x10792  -1.4203x10794  2.5999x107%5  -1.7223x107%%  2.9390x10792  4.2187x 10104
109746+ 1/2  _0.130691 3.4116x10792  -1.6402x1079%4  2.9887x10705 -1.9799x107 %%  3.3784x1079%2  3.6699x 10104
H1cg47+  1/2  -0.594886  1.6679x10701  -8.3681x107%%  1.4958x107%% -9.9253x107%%  1.6511x10~°1  7.5093x 10103
H3Cd4™  1/2 -0.622301  1.7446x10701  _8.7915x107%4  1.5647x107%%  -1.0382x1070%  1.7270x107°1  7.1792x 10103
1348+ 9/2 5.5289 9.2392x10701  -4.8403x10793  8.4802x107 %4  -5.6350x1070%  9.1429x107°!  1.3561x 10103
5148+ 9/2 5.5408 9.2584x 10701 _4.8712x1079  8.4978x1070%  -5.6467x1079%  9.1617x10791  1.3533x10103

Tab. 3.2: Energie de transition hyperfine AEy en [eV] et en longueur d’onde Ay

[nm] en fonction de Z, A et I.
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Label

1

22

AERT®

AEEW

VPLls

SEx

AEg

AH

115Sn49+
117Sn49+
IIQSH49+
12ISb50+
1238b50+
123Te51+
125e51+
127152+

129y 53+
131353+
133 (gb4+
135,55+
137,55+
13871,456+
1397 556+
141Pr58+
143Nd59+
145Nd59+
147Sm61+
149G, 61+
151Eu62+
153,62+
155Gd63+
1553463+
15964+
IGID 654
163Dy65+
165,66+
165 1166+
16767+
169y, 68+
171Yb69+
173y H69+
1751,u70+
17671 170+
17771+
179Hf71+
180y 72+
181Ta72+
18373+
185 Re74+
187Re74+
187()g75+
189()g75+
1917,76+

1937,76+

195py 77+
197 A 78+
199 {79+
20179+
203T180+
205T180+
207 pp81+
207pp81+
209Bi82+
23591+

1/2
1/2
1/2
5/2
7/2
1/2
1/2
5/2
1/2
3/2
7/2
3/2
3/2

7/2
5/2
7/2
7/2
7/2
7/2
5/2
5/2
3/2
3/2
3/2
5/2
5/2
7/2
7/2
7/2
1/2
1/2
5/2
7/2

7/2
9/2

7/2
1/2
5/2
5/2
1/2
3/2
3/2
3/2
1/2
3/2
1/2
3/2
1/2
1/2
1/2
1/2
9/2
7/2

-0.91883
-1.00104
-1.04728
3.3634
2.5498
-0.736948
-0.888505
2.813273
-0.777976
0.691862
2.582025
0.837943
0.937365
3.713646
2.783046
4.2754
-1.065
-0.656
-0.8148
-0.6708
3.4717
1.533
-0.33726
-0.33726
2.014
-0.4803
0.6726
4.132
4.173
-0.56385
-0.2316
0.49367
-0.67989
2.2323
3.1692
0.7935
-0.6409
4.77
2.3705
0.117785
3.1871
3.2197
0.064652
0.659933
0.1507
0.1637
0.60952
0.148158
0.505885
-0.560226
1.622258
1.638215
0.58219
0.592583
4.1106
-0.38

2.9625x10~91
3.2273%x10~91
3.3761x 1001
6.9645%x 1091
5.0280% 1001
2.7206x10~91
3.2798x 1001
6.6600% 1001
3.2783x 1001
1.9434x 1001
6.6335x10~91
2.6782x10~91
2.9957x 1001
1.0432x 10100
8.1223x1091
1.4846x 10100
3.7453%x10~91
2.3067x10~01
3.2340x10~91
2.6621x10~91
1.5358x 10100
6.7807x10~01
1.7591x10~91
1.7591x10~01
1.1147x 10100
2.5355%x 1001
3.5502x 1001
2.2019% 10100
2.2238x 10100
3.1828x 1001
2.4240x10~91
5.4692x 1091
4.5187x10~91
1.4949x 10100
1.9895x10100
5.6266x 1091
4.4176x10~91
3.3064x 10100
1.7789x10100
1.6354x10~01
2.8090x 10100
2.8372x 10100
1.0039x 1091
6.8302x10~01
1.6492x 1001
1.7912x10~01
1.0579x 10100
1.8109x10~91
9.8030x10~91
7.2359% 1001
3.3212x10100
3.3532x 10100
1.2589x 10100
1.2815x 10100
5.2168x 10100
8.1170x 1091

-1.6081x10~93
-1.7592x 10703
-1.8480x10793
-4.0068x 10793
-2.9042x10~93
-1.6328x10~93
-1.9761x10793
-4.1711x10793
-2.1320x 10793
-1.2686x10703
-4.5193x10~93
-1.8959% 10793
-2.1281x10~93
-7.7300x10793
-6.0286x10703
-1.1941x10~92
-3.1431x10793
-1.9420x10~93
-2.9753x10703
-2.4566x10703
-1.4803x10~92
-6.5548x 10703
-1.7666x10~93
-1.7666x10~03
-1.1553x10702
-2.7673x10703
-3.8850% 10793
-2.4978x10702
-2.5226x 1092
-3.7712x10793
-2.9679x10703
-6.9993% 10793
-5.7968x10~03
-2.0097x10702
-2.6778x10702
-7.7861x10~93
-6.1271x10703
-4.7281x10~92
-2.5467x10~92
-2.4482x 10793
-4.3454x10~92
-4.3986x 10792
-1.6185x10793
-1.1035x10~92
-2.7614x10~93
-3.0051x10~93
-1.8348x 10702
-3.2807x10793
-1.8419x10~92
-1.3621x10~92
-6.4910x 1092
-6.5655x 10792
-2.5634x10702
-2.6071x10~92
-1.1042x 1001
-2.4435x10~92

2.7819x 1004
3.0306x10~04
3.1703x10~ 04
6.6889x 1004
4.8290x 1094
2.6717x10~04
3.2209%x 1004
6.6855%x 1004
3.3631x1004
1.9937x10704
6.9525x 1004
2.8671x1004
3.2070x10~04
1.1405x10~93
8.8797x 1004
1.6914x10~03
4.3547x1079%4
2.6820%10~04
3.9139x10~04
3.2218x 10794
1.8958x10~93
8.3701x 1004
2.2144x 1094
2.2144x 1004
1.4307x10793
3.3174x10~04
4.6450x 1094
2.9364x10~03
2.9656x 1003
4.3256x 1094
3.3567x10~04
7.7158x 10704
6.3749%x10~04
2.1482x1003
2.8590% 1003
8.2353x 1004
6.4658x 1004
4.9282x 10703
2.6514x107093
2.4819x10~04
4.3401x10793
4.3838x1003
1.5789x10~04
1.0743x10793
2.6402x 10794
2.8674x10~04
1.7235x10793
3.0021x10~94
1.6535x10793
1.2205x10793
5.6992x10~03
5.7540%x 10793
2.1975%x10~93
2.2369%10~03
9.2617x10~03
1.6707x10793

-1.8509x10703
-2.0163x10793
-2.1093x10793
-4.4553x10703
-3.2165x10703
-1.7813x10~93
-2.1474x10703
-4.4611x10793
-2.2457x10703
-1.3313x10703
-4.6453x10~93
-1.9166x10793
-2.1438x10793
-7.6271x10~93
-5.9382x10703
-1.1317x10~92
-2.9143x10703
-1.7949x10~93
-2.6197x10~93
-2.1565x10703
-1.2689x10~92
-5.6025x10~03
-1.4822x10~93
-1.4822x10~93
-9.5756x10703
-2.2201x10-93
-3.1086x10703
-1.9649x10~92
-1.9844x10~92
-2.8941x10~93
-2.2456x10~93
-5.1610x10793
-4.2641x10793
-1.4367x10~92
-1.9121x10~92
-5.5070x10~93
-4.3237x10703
-3.2951x10~92
-1.7728x10~92
-1.6593x10703
-2.9014x10~92
-2.9305%x 10792
-1.0555x10793
-7.1811x10~93
-1.7648x10703
-1.9167x10~93
-1.1521x10792
-2.0068x10~93
-1.1054x 1092
-8.1591x10~03
-3.8104x10~92
-3.8471x10702
-1.4694x10~92
-1.4958x 1092
-6.1945x10~02
-1.1226x10~92

2.9307x 1001
3.1926x 1091
3.3397x10~01
6.8866x10~01
4.9716x10~91
2.6891 %1001
3.2418%x1091
6.5804x 1001
3.2379%x 1091
1.9194x 1001
6.5488x 1001
2.6429% 1091
2.9562x 1001
1.0290x 10100
8.0115x10~91
1.4630x 10100
3.6891x10~91
2.2720x 1001
3.1819x10~91
2.6192x10~91
1.5102x 10100
6.6675x10~01
1.7289x10~01
1.7289x 1001
1.0950x 10100
2.4889x 1001
3.4849%x 1091
2.1602x 10100
2.1817x10100
3.1205%x 1091
2.3752x10~91
5.3553x10~01
4.4244%x 10701
1.4625x 10100
1.9464x 10100
5.5019% 1091
4.3195x10~91
3.2311x10100
1.7383x10100
1.5968x 1001
2.7408x 10100
2.7683x 10100
9.7873%x10~02
6.6588x 1001
1.6066x10~01
1.7448x10~01
1.0298x 10100
1.7610x10~91
9.5248x 1001
7.0303x10~91
3.2239% 10100
3.2549% 10100
1.2208x 10100
1.2427x 10100
5.0537x 10100
7.7771x10~01

4.2305%x 10103
3.8835x 10103
3.7124x10103
1.8004x 10103
2.4939% 10103
4.6106x 10103
3.8245%10103
1.8842x 10103
3.8291x10103
6.4594x 10103
1.8932x 10103
4.6912x10103
4.1941x 10103
1.2049x 10103
1.5476x10103
8.4747x10102
3.3609x 10103
5.4570x 10103
3.8965x 10103
4.7337x10103
8.2100x 10102
1.8595% 10103
7.1715%x10703
7.1715x10103
1.1322x 10103
4.9814x10103
3.5578x 10103
5.7394x 10102
5.6830x 10102
3.9732x 10103
5.2199% 10103
2.3152x10103
2.8023x10703
8.4773x10102
6.3699x 10102
2.2535x10103
2.8703x10103
3.8372x 10102
7.1323x10102
7.7647x10103
4.5236x 10102
4.4787x10102
1.2668x 10104
1.8620x 10103
7.7171x10103
7.1058x 10103
1.2040x 10103
7.0405%10103
1.3017x 10103
1.7636x10103
3.8457x10102
3.8092x 10102
1.0156x10103
9.9767x 10102
2.4534x 10102
1.5942x 10103

Tab. 3.2: (Suite)
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3.4 Transitions Hyperfines dans les Ions
Lithiumoides

La structure hyperfine des ions hydrogénoides nous permet de mieux comprendre
la partie magnétique de la QED. Cependant I’ensemble des effets a plusieurs corps
reste par définition inaccessible. Afin de pouvoir les étudier, nous avons calculé les
transitions hyperfines des ions lithiumoides. Nous souhaitons en particulier examiner
I'influence des nouvelles corrections : corrélations coulombiennes, magnétiques et
I'effet du continuum négatif.

Les résultats sont regroupés dans la Table 3.6. Cette table est similaire a celle
présentée pour les hydrogénoides (Table 3.2). Comme précédemment, nous avons
donc séparé la partie structure hyperfine AF Zf * de la correction de Bohr-Weisskopf
AEBY. Ceci permet de substituer a notre calcul une autre évaluation de cette
correction si nécessaire. AEfif * et AEBW incluent toutes les corrections dues aux
effets a plusieurs corps ainsi que la partie fonction d’onde de la polarisation du
V P5C. La partie boucle de la polarisation du vide V P}/* [63], la self énergie SEy;
[64], la transition finale AEy; en eV et en longueur d’onde Az; conservent la méme
signification que dans la table des hydrogénoides.

La seule mesure actuellement disponible de transition hyperfine pour des ions
lourds lithiumoides est celle du 2?Bi®* effectuée récemment & Livermore [56]. Aussi,
pour étudier I'influence des corrections dues aux effets a plusieurs corps, nous allons
nous appuyer sur le calcul de la transition du Bi®**. La décomposition complete du
calcul est présentée dans la Table 3.3. Nous laissons pour le moment la correction de
Bohr-Weisskopf sur laquelle nous reviendrons dans la discussion du paragraphe 3.5.

3.4.1 Premier Ordre

Notre premier ordre est 1’énergie de la transition hyperfine calculée avec 'Ha-
miltonien hyperfin de 'Eq. (3.1) et une fonction d’onde composée d’une seule confi-
guration (1s?2s). 11 contient la contribution de Coulomb (Eq. (1.75) du Chapitre 1)
qui est toujours incluse dans le processus self-consistant. En revanche la contribu-
tion magnétique (1.76) et le terme de retard (1.77) calculés au premier ordre des
perturbations sont sans effet sur la structure hyperfine.

3.4.2 Corrélations

On appelle corrélation la différence entre un calcul multi-configurationnel et le
calcul effectué avec une fonction d’onde composée d’une seule configuration. En ajou-
tant des configurations, on agrandit ’espace variationnel ce qui accroit la précision
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209Bi80+
Premier Ordre 807.046
Bohr-Weisskopf -18.675
Corrélations Coulombiennes 7.222
Corrélations Magnétiques (1) 1.212
Continuum négatif (2) 0.416
Part non additive entre (1) et (2) -0.358
Polarisation du vide sur les fonctions d’onde 4.131
Polarisation du vide sur l'interaction hfs 1.440
Self-énergie -9.631
Total 792.804
Expérience [56] 821(26)

Tab. 3.3: Décomposition du calcul complet pour 2*Bi®* (en meV).

Configurations pour le Nombre de
niveau 1s22s (LS) configurations jj

1s? 2s
1s 2s 3s
2s 3s2
1s 3s2
1s 2p 3p
2s 2p?
1s 3p>2
1s 2p2
252 3s
2s 3p?
1s 3d?
2s 3d2
1s 2s2
2s 2p 3p
1s? 3s
1s 2s 3d
1s 3s 3d
3s 3d?
3d3
3p? 3d
2s 3s 3d
3s 3p2

WHUINWKHFHFHFFFOODHF WWWHFEFWWWO R~ NK-

Nombre total (jj)

ot
=

Tab. 3.4: Liste des configurations incluses dans le calcul de I’énergie de corrélation.
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des résultats. Pour inclure les corrélations dans MCDF', nous utilisons une fonction
d’onde totale composée de toutes les configurations provenant de toutes les com-
binaisons possibles d’orbitales ayant pour nombre quantique principal n = 1 a 3.
Rappelons que ces configurations dites de corrélation doivent posséder la méme pa-
rité IT et le méme moment angulaire total j que la configuration calculée. Pour le
niveau fondamental des ions lithiumoides 1s22s, cela représente en tout 22 configu-
rations en couplage [s et 54 en couplage jj. La liste complete est donnée dans la
Table 3.4.

Les corrélations proviennent a la fois de la partie Coulomb de l'interaction
électron-électron et de la partie magnétique (Gaunt).

Coulombiennes

Avec I'interaction de Coulomb dans le processus self-consistant et un calcul multi-
configurationnel, cela permet d’inclure de plus en plus de termes représentés par des
diagrammes en échelle. Le nom d’échelle provient de la représentation caractéristique
de cette approximation (Figure 3.5). On utilise les conventions de la Figure 1.5 (page
32) pour différencier les lignes photoniques d’origine coulombienne ou magnétique,
i.e., une ligne pleine pour la partie Coulomb, une ligne hachurée pour Gaunt et une
onde hachurée pour le retard.

Le premier diagramme de la Figure 3.5 étant déja inclu dans le terme du premier
ordre, la correction Corrélations Coulombiennes de la Table 3.3 correspond aux
diagrammes suivants de la figure.

Nous avons calculé le déplacement de 1’énergie hyperfine du a la partie Coulom-
bienne de l'interation électron-électron en fonction du nombre atomique Z. L’effet
est tres important a bas Z et décroit fortement en 1/7 (Figure 3.6). Il représente

plus de 25% de la séparation hyperfine dans le “Li%", pour moins de 0.8% dans le
2093380+

En les ajoutant une a une, nous pouvons étudier la contribution de chaque confi-
guration aux calculs des corrélations. L’influence relative d’une configuration donnée
varie peu en fonction de Z. L’essentiel de la correction provient de la configuration
152s3s 7 = 1/2 qui induit & elle seule plus de 99% des corrélations pour les Z > 45
(Figure 3.7). Cette caractéristique importante des ions lithiumoides permet d’obte-
nir une bonne évaluation des corrélations coulombiennes en utilisant une base de
configurations réduite.
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r--X r--X r - -
r--X r--X r - -
boox 4

Fig. 3.5: Diagrammes de Feynman pour 'approximation en échelle de la partie
Coulomb de l'interaction électron-électron.

Magnétiques

Pour obtenir la contribution a I’énergie de corrélation des effets magnétiques,
nous allons introduire l'interaction de Gaunt dans le processus self-consistant. En
revanche, on continue de traiter le terme de retard au premier ordre des perturbations
car il contient la fréquence w2 proportionnelle a la différence 1 —ey (Eq. 1.72). Pour
la configuration étudiée les e calculés dans le processus self-consistant correspondent
aux énergies des électrons entre lesquels a lieu l'interaction. Par contre, pour les
configurations de corrélations les ¢ calculés sont des parametres de Lagrange qui
n’ont aucun rapport avec les énergies auxquelles serait liée la fréquence du photon
échangé (Cf. les parametres de Lagrange diagonaux et non-diagonaux section 2.4 et
2.5 du chapitre 2).

Introduire Gaunt dans le processus self-consistant entraine deux types de contri-
butions nouvelles aux calculs des corrélations. Nous les appelons Corrélations Magnétiques.
Premierement, comme dans la partie coulombienne nous ajoutons tout une série de
diagrammes en échelle (Figure 3.8(a)). Deuxiement, nous ajoutons une série de nou-
veaux diagrammes (Figure 3.8(b)) de types croisés entre Coulomb et Gaunt.

L’évolution des corrélations magnétiques en fonction de Z apparait sur la Figure
3.10. Elles croissent avec Z mais restent faibles puisqu’elles représentent moins de
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Fig. 3.6: Pourcentage de la part des corrélations coulombiennes dans la transition
hyperfine totale en fonction de 1/7.

0.2% de la transition hyperfine pour les ions lourds.

3.4.3 Continuum Négatif

Dans le MCDF, la structure hyperfine est un opérateur a un corps qui est traité au
premier ordre de la théorie des perturbations. Cela autorise ’absence de projecteur
ce qui modifie les fonctions d’onde déterminées dans le processus self-consistant.
La correction Continuum Négatif correspond a la différence entre un calcul avec
projecteur et sans projecteur. L’apparition des états du continuum négatif modifie
les calculs de la structure hyperfine par I'intermédiaire des diagrammes en échelle
ou deux barreaux encadrent l'interaction avec le noyau. En effet ces termes inclus
des diagrammes avec états d’énergies positives (premier diagramme de la Figure
3.9) mais aussi des diagrammes contenant un état d’énergie négative (deuxieme
diagramme de la Figure 3.9). Les calculs intermédiaires de ce type d’opérateur non-
local sont fortement dépendent de la jauge. L’influence du continuum négatif peut
alors étre importante sur les premiers termes du développement.

La part de la correction Continuum Négatif dans la structure hyperfine est tres
faible avec moins de 0.05% de la transition totale quel que soit Z.
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Fig. 3.7: Part relative en % de la contribution de la configuration (1s 2s 3s) par
rapport aux corrélations coulombiennes totales

3.4.4 Part Non Additive

Introduire Gaunt dans le processus self-consistant et prendre en compte le conti-
nuum négatif en supprimant le projecteur sont deux effets interdépendants. En effet,
cumuler deux calculs : I'un avec Gaunt self-consistant et projecteur , I'autre avec
Gaunt perturbatif sans projecteur ne permet pas d’obtenir le méme résultat qu’avec
un seul calcul ot 'on a en méme temps Gaunt self-consistant et pas de projecteur.
La différence entre ces deux manieres de procéder repésente ce que nous appelons la
Part non additive.

Nous avons reporté sur la Figure 3.10 la variation des trois dernieres corrections.

3.4.5 Corrections Radiatives

Pour le calcul des corrections radiatives de la structure hyperfine, il existe deux
types distincts de contibutions. Ce sont toutes les deux des développements au pre-
mier ordre en fonction du champ magnétique externe responsable de la structure
hyperfine. Mais les premieres résultent du développement du propagateur de la cor-
rection et les deuxiemes du développement de la fonction d’onde. On représente
respectivement ces corrections pour la polarisation du vide et pour la self-énergie
par les diagrammes de la Figure 3.11.
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Fig. 3.8: Diagrammes de Feynman pour Gaunt self-consistant

Fig. 3.9: Diagrammes avec contribution du continuum négatif
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Fig. 3.10: Comparaisons des effets des corrélations magnétiques, du continuum
négatif et de la part non additive.
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Fig. 3.11: Corrections radiatives a la structure hyperfine. Pour la polarisation
du vide et la self-energie développement du propagateur (a) et (b) ou
développement de la fonction d’onde (c) et (d).

Polarisation du vide

Nous incluons de maniere différente les deux termes de la polarisation du vide.
Ainsi dans la Table 3.3, nous avons deux corrections : Polarisation du vide sur les
fonctions d’onde et Polarisation du vide sur les boucles.

La correction sur la fonction d’onde est calculée en introduisant le potentiel
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d’Uéling dans le processus self-consistant (Paragraphe 2.7). Contrairement aux autres
corrections radiatives, nous calculons alors ce terme a tous les ordres. De plus en
introduisant la polarisation du vide dans le processus self-consistant, on modifie la
fonction d’onde. Comme pour Gaunt, cela rajoute la contribution de diagrammes
mixtes ou apparaissent simultanément deux interactions. Au total nous ajoutons des
diagrammes avec une ou plusieurs boucles de polarisation du vide seules et/ou en
présence de barreaux d’échelle 3.12.

10

Fig. 3.12: Correction a tous les ordres de la polarisation du vide.

On peut décomposer la contribution de la polarisation du vide self-consistante
(VP SC) pour chaque correction : VP SC pour Hfs, VP SC pour Gaunt self-
consistant, etc. Les effets de la polarisation du vide self-consistante pour le Bi®t se
répartissent de la manieére suivante (Table 3.5)

209B180+
VP SC pour Hfs premier ordre 4.131
Contribution des corrélations coulombiennes + 0.042

Contribution de ’ensemble des autres corrections -+ 0.007

Total 4.181

Tab. 3.5: Décomposition de la Polarisation du vide self-consistante (VP SC) pour
le 209Bi®* . On regroupe sous ” Autres corrections” : Breit self-consistant,
le continuum négatif et la partie non additive. Les énergies sont données
en meV.
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La correction pour la structure hyperfine étant de loin la plus importante, c¢’est
la seule que nous isolons sous 'intitulé Polarisation du vide sur les fonctions d’onde.
Les autres contributions dues a la polarisation du vide sont directement intégrées
dans les termes représentant les corrections successives.

Le calcul du terme lié au développement du propagateur est issu de l’article
de Schneider [63]. Ne disposant que de courbes nous avons estimé la valeur d’une
vingtaine de points. Puis nous avons ajusté I’ensemble de ces points par un polynome
en Z3 de maniere & pouvoir interpoler la correction pour tous les Z.

Self-énergie

Contrairement a la polarisation du vide, les deux types de self-énergie sont inclus
sous le méme intitulé : Self-énergie. Nous utilisons les valeurs calculées par Blundell
et al. [64] que nous interpolons a tous les Z a l'aide du développement perturbatif
en série de (Za) et In(Za) ™2 cité par Blundell [72, 73] :

AESE = SApifs {% + (an - 1743) m(Za)

+ —% In*(Za)™ (% — gln 2) In(Za) ™2 + 17.1} (Za)?
+ (g In2— %) T(Za)* In(Za) " + O((Za)3)} (3.15)

ot AEH/s est I'énergie de la transition hyperfine sans correction de self-énergie.

Avec ce développement, les valeurs calculées a haut Z divergent rapidement des
valeurs de Blundell car (Za) tend alors vers 1 et les effets deviennent de moins en
moins perturbatifs. Pour avoir malgré tout un développement correct, nous devons
ajouter des termes dans ’équation (3.15). Nous obtenons les coefficients des princi-
paux termes complémentaires en ajustant la différence entre les valeurs de Blundell
et les valeurs calculés, soit au total

O((Za)®) = —(2.95+0.109251n*(Za) ) (Za)® —19.798(Za)* + O((Za)*)
(3.16)

Le résultat permet de reproduire avec une erreur maximale inférieure a 0.4% les
valeurs de Blundell et al. et nous permet d’estimer la correction de self-énergie pour
tous les Z (Figure 3.13).
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Fig. 3.13: Valeurs calculées par Blundell et par le développement en série de (Za)

3.5 Discussions

En introduisant simultanément ou non les différentes corrections dans le proces-
sus self-consistant, nous avons étudié la part relative de chacune dans la transition
hyperfine totale.

Nous avons regroupé sur la Figure 3.14 1’évolution de toutes les corrections en
fonction de Z. Elles sont exprimées en pourcentage de I’énergie totale de la transition
hyperfine. La courbe étant tracée en échelle logarithmique, nous avons indiqué par
un signe (-) les corrections négatives. L’ensemble de ces contributions augmente
la valeur de la transition a bas Z. Puis l'influence des corrections décroit jusqu’a
changer de signe et induire une diminution de la valeur de la transition hyperfine
a haut Z. On passe ainsi d'une augmentation d’environ +6% de la transition pour
Z = 11 a une diminution de -4% de la transition a Z = 92. Le changement de signe
et par conséquent la compensation mutuelle des différentes corrections se situe vers
7 = 57. Ce résultat est plus visible sur la courbe de la Figure 3.15 ou la contribution
totale est tracée seule et en échelle linéaire.

A bas Z, les Corrélations Coulombiennes dominent fortement les autres contribu-
tions d’environ deux ordres de grandeur. Progressivement 1’écart diminue, cependant
méme a haut 7, les Corrélations Coulombiennes restent une correction essentielle.
Trois composantes augmentent fortement avec Z : leffet de Bohr-Weisskopf qui
devient la correction principale dans les ions lourds et les corrections radiatives (po-
larisation du vide et self-énergie). Etant donné que nous avons séparé la polarisation
du vide sur la fonction d’onde, de la polarisation du vide sur le propagateur, les deux
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Fig. 3.14: Ensemble des corrections exprimées en pourcentage de la valeur totale
de la transition hyperfine.

courbes doivent étre ajoutées pour obtenir I’évolution globale de la polarisation du
vide. La correction due aux corrélations magnétiques (Gaunt) varie tres peu en fonc-
tion de Z. Enfin les effets du continuum négatif, soit directs avec la correction du
Continuum Négatif, soit indirects avec la part non additive, sont faibles mais non
négligeables pour les petits Z. Notons que le "décrochement” entre Z = 45 et Z = 57
correspond tres probablement a la réduction de la taille de la base d’orbitale utilisée.
En effet, au-dela de Z = 45, nous utilisons une base réduite d’orbitale pour éviter
les problemes de convergence liés au calcul de la fonction d’onde sans projecteur.

Sil’on revient au calcul du Bi®** (Table 3.3), notre calcul est en dehors de la barre
d’erreur avec 792.8 meV pour une mesure de 821(26) meV. Lorsque 1'on examine les
calculs théoriques de Shabaev, nous avons tout d’abors la Ref. [74] ou ces résultats
sont proches des notres tout en restant dans la barre d’erreur expérimentale avec
800(7) meV. Puis apres avoir réévalué certains termes [57] Shabaev calcule 797.6(2)
meV (toujours dans la barre d’erreur), soit un écart avec notre calcul de 0.6%. Enfin
si I'on substitue la correction de Bohr-Weisskopf utilisée par Shabaev dans notre
calcul les résultats ne different que de 0.003% !

La correction de Bohr-Weisskopf est le coeur du probleme. Les différents calculs
coincident entre eux hormis concernant cette correction. Shabaev [57] propose une
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Fig. 3.15: Total des corrections par rapport a I’énergie de la transition hyperfine.

méthode permettant de réduire l'incertitude sur le calcul de Bohr-Weisskopf dans
les lithiumoides. Si I’'on possede une bonne mesure de la correction pour le niveau 1s,
Bohr-Weiskkopf pour le niveau 2s se déduit par une regle simple de proportionnalité.
Le probleme de cette approche réside dans la méthode qu’emploie Shabaev pour
obtenir Bohr-Weisskopf pour le 1s. Il s’agit juste de considérer tout ce que l'on sait
calculer, QED comprise, sauf Bohr-Weisskopf que 1'on obtient par différence avec
la mesure expérimentale. D’ol1, I'impossibilité d’étudier la partie magnétique de la
QED a l'aide de cette méthode.

Figure 3.16, nous donnons les énergie de transitions hyperfines calculées pour
les hydrogénoides et les lithiumoides sous forme de graphique. On peut constater la
grande régularité entre les deux calculs a I’aide de la courbe du rapport SAE; /AEy
(Figure 3.17).
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Fig. 3.16: Valeurs des transitions hyperfines du nivau fondamental des ions hy-
drogénoides et lithiumoides exprimées en pum en fonction du nombre
atomique Z.
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Fig. 3.17: Rapport entre ’énergie de transition hyperfine des ions hydrogénoides
et lithiumoides.
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Label

K

Hf
AEL®

BW
AELi

hf
VPrl®

SEr;

AEL;

ALi

102+
11B2+
13C3+
14N4+
15N4+
1705+
19F6+
21Ne7+
23 N8+
25Mg9+
27 A110+
298i11+
31 P12+
33g13+
35Cll4+
37Cll4+
3916+
41K16+
43017+
45SC18+
4719+
49Ti19+
51y720+
5321+
55Mn22+
57TFe23+
590024+
61 Ni25+
63126+
65 1126+
677,27+
69 (3528+
71(G3a28+
73329+
75 A g30+
77Se31+
T9R32+
81 BI‘32+
83 K33+
85 R34+
87Sr35+
89y 36+
917,37+
93NH38+
95)\[o39+
97 \[o39+
9940+
101 Ru41+
99IR 41+
103Rp42+
105Pd43+
107Ag44+
109 A p44+
111 Cd45+
1130d45+
1131,46+
115746+

3
3/2
1/2

1
1/2
5/2
1/2
3/2
3/2
5/2
5/2
1/2
1/2
3/2
3/2
3/2
3/2
3/2
7/2
7/2
5/2
7/2
7/2
3/2
5/2
1/2
7/2
3/2
3/2
3/2
5/2
3/2
3/2
9/2
3/2
1/2
3/2
3/2
9/2
5/2
9/2
1/2
5/2
9/2
5/2
5/2
9/2
5/2
5/2
1/2
5/2
1/2
1/2
1/2
1/2
9/2
9/2

1.800645
2.688649
0.702412
0.403761
-0.283189
-1.89379
2.628868
-0.661797
2.217656
-0.85545
3.641507
-0.55529
1.1316
0.643821
0.821874
0.684124
0.391507
0.214893
-1.317643
4.756487
-0.78848
-1.10417
5.148706
-0.47454
3.468719
0.090623
4.627
-0.75002
2.227346
2.38167
0.875479
2.016589
2.562266
-0.879468
1.439475
0.535042
2.1064
2.270562
-0.970669
1.357
-1.093603
-0.137415
-1.30362
6.1705
-0.9142
-0.9335
5.6847
-0.7188
-0.6413
-0.0884
-0.642
-0.11368
-0.130691
-0.594886
-0.622301
5.5289
5.5408

1.7604x 1095
3.0040x10~9%
2.3500x 10~ 0%
0.0000x 10100
0.0000x 10100
1.0574x10704
3.6608x 1004
8.7631x10~95
4.0346x 1094
1.8672x10~94
1.0338x10793
3.3469x 1004
8.5374x 1004
3.9927x 1004
6.2028 x 1004
5.1630x 1004
4.2339x10~9%4
2.3239x10—04
1.4416x 10703
6.0934x 1003
1.2329%10~93
1.6443%x10793
8.8551x10~93
1.0931x10-93
8.2115x10~93
4.0626x10~94
1.3407x10792
2.8558 x 1003
9.5160x 1003
1.0175x10792
3.7634x10~03
1.0734x10~92
1.3638x10~02
4.3339x1093
9.4302x10~93
5.8093x 10703
1.6805x10~92
1.8113x10~92
7.0961x10~03
1.1755x10~92
9.6062x10~93
2.3744x1093
1.4744x10~92
7.0377x10~02
1.2245%x 10702
1.2502x 10792
7.6536 %1002
1.1332x10~92
1.0111x 10702
2.5150x 1093
1.1855x10~02
3.7786x 1003
4.3437x10703
2.1334x10792
2.2316x10~02
1.1873x10~01
1.1898x 1001

-2.9010x10~99
-5.0747x10799
-4.9809x 1099

0.0000x 10100

0.0000x 10100
-3.2902x10~08
-1.3528 10797
-3.8071x10~98
-1.8906x10~07
-9.9180x 1098
-5.9006x10~97
-2.1368x10797
-5.9983x10~07
-3.0898x10~07
-5.2402x10~97
-4.4275%10797
-4.1982x10~97
-2.3356x10~97
-1.5704x10~06
-7.0247x10~96
-1.5204x10~06
-2.0510x10~96
-1.1624x10~95
-1.5448x 1096
-1.2333x10795
-6.5094x10~97
-2.2754x10~95
-5.1714x10~96
-1.8338x10705
-1.9774x10795
-7.8078x 10706
-2.3295x10~05
-2.9826x10~95
-1.0038x10~05
-2.2994x10~95
-1.4890x 1095
-4.5342x10~95
-4.9202x10~95
-2.0103x10705
-3.5304x10795
-2.9759x10705
-7.7686x10~06
-5.0795x10~95
-2.5452x 1004
-4.6578x10795
-4.7820x10795
-3.0820x 10704
-4.7805x10~95
-4.2433x10705
-1.1138x10795
-5.5361x10~05
-1.8615x10~05
-2.1497x10~95
-1.1031x 1004
-1.1589x10~04
-6.4175x10704
-6.4585x10~04

1.4136x10799
2.4122x10~99
2.3343x10~99
0.0000x 10100
0.0000x 10100
1.4459x 10798
5.6820% 1008
1.5209x 1008
7.7388% 10708
3.9208x 10798
2.3579x 10707
8.2376x 1098
2.2550x 1097
1.1263x10707
1.8610x10~97
1.5490x 10707
1.4220x10~97
7.8049x1098
5.0998 x 1007
2.2648x10~06
4.8037x10~07
6.4064x 10797
3.6092x 1096
4.6519%x1097
3.6426x 10796
1.8756x10~97
6.4326x 1096
1.4221x10~06
4.9125%x10~96
5.2526x 10~ 06
2.0118x10~96
5.9358 x 10~ 06
7.5416x10~96
2.4766x 1006
5.5643 %10~ 06
3.5363x1006
1.0545x10~05
1.1367x10~95
4.5872x10~06
7.8223x1096
6.5765x10~06
1.6713x10~06
1.0664x10~95
5.2281x 1095
9.3374x10~96
9.5339x 1006
5.9884x 1005
9.0936x 1096
8.1137x 1096
2.0689x 10~ 06
9.9943%x 1096
3.2632x 1006
3.7512x 1096
1.8866x10705
1.9734x10~95
1.0748x 10704
1.0770x 10704

6.0722x1099

1.0362x10~98

5.1640x 1099

0.0000x 10100

0.0000x 10100
-5.9160x 10709
-7.3172x10~08
-3.0302x10~98
-1.9885x10~07
-1.1962x10~97
-8.1533x10707
-3.1355%10~07
-9.2625x10~97
-4.9223x10~97
-8.5628x 1097
-7.1274x10707
-7.0910x10~97
-3.8920x10~97
-2.6258x 1006
-1.1990x10~95
-2.6060%10~06
-3.4754x10~06
-2.0006x10~95
-2.6284 %1096
-2.0935x10~05
-1.0945x10~06
-3.8055x10~05
-8.5177x10-96
-2.9751x10705
-3.1811x10795
-1.2307x10705
-3.6645x10~05
-4.6559x10~05
-1.5417x10795
-3.4898x 10705
-2.2331x10705
-6.7004x10~05
-7.2222x10795
-2.9311x10795
-5.0240x 10795
-4.2436x10705
-1.0830x10~05
-6.9371x10795
-3.4126x 1004
-6.1142x10795
-6.2428x10~05
-3.9324x10~04
-5.9867x10~95
-5.3416x 1095
-1.3652x10795
-6.6085% 10795
-2.1617x10795
-2.4849x10~95
-1.2518x 1094
-1.3094x10~04
-7.1417x10704
-7.1565x10~04

1.7608x10~95
3.0048x 10795
2.3503x10~ 95
0.0000x 10100
0.0000x 10100
1.0571x10704
3.6593x 1094
8.7578x 1095
4.0315x1004
1.8654x10~04
1.0326x10793
3.3424x 10794
8.5244x 10794
3.9858x 1004
6.1909%x 1094
5.1530x 10704
4.2241x10794
2.3184x10~94
1.4379x10703
6.0767x1093
1.2293x10703
1.6394x10~93
8.8271x 10793
1.0894x10703
8.1819x 1093
4.0470x1004
1.3353x10702
2.8436x1093
9.4728 %1003
1.0129x 10792
3.7453%x1093
1.0680x 1002
1.3570x 10702
4.3109%x1093
9.3779x1093
5.7756x 10703
1.6703x 10702
1.8003x10~92
7.0512x10793
1.1677x10~02
9.5406x 1093
2.3575% 10703
1.4635x10~02
6.9834x 1002
1.2146x10~92
1.2402x 10702
7.5895% 1002
1.1234x10702
1.0023x10~02
2.4923x10~03
1.1743x10702
3.7417x10793
4.3011x10793
2.1118 %1092
2.2088 %1092
1.1749x10~01
1.1773x10701

7.0413%x10107
4.1263x 10107
5.2753x 10197

KXXXX

XXXX
1.1728x10107
3.3882x 10106
1.4157x107107
3.0754x 10106
6.6464x 10106
1.2007x 10106
3.7094x 10106
1.4545%x 10106
3.1106x 10106
2.0027x10106
2.4060% 10106
2.9352x 10106
5.3478x 10106
8.6227x 10105
2.0403x 10105
1.0086x 10106
7.5629% 10105
1.4046x 10105
1.1381x 10106
1.5154x 10105
3.0636x 10106
9.2853x 10104
4.3602x 10105
1.3088x 10105
1.2241x10105
3.3104x 10105
1.1608x 10105
9.1369x 10104
2.8760x 10105
1.3221x 10105
2.1467x10105
7.4230% 10104
6.8868x 10104
1.7583x10105
1.0618x 10105
1.2995x 10105
5.2591x 10105
8.4720x 10104
1.7754x 10104
1.0208x 10105
9.9975x10104
1.6336x10104
1.1037x 10105
1.2369x10105
4.9747x10105
1.0558x 10105
3.3136x 10105
2.8826x 10105
5.8711x 10104
5.6131x10104
1.0553x 10104
1.0532x10104

Tab. 3.6: Energie de transition hyperfine AE;; en [eV] et en longueur d’onde A,

[nm] en fonction de Z, A et I.
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Structure Hyperfine dans les Lithiumoides

Label

22

Hf
AEL®

BW
AELi

hf
VP

SELi

AEL;

ALi

115947+
117Sn47+
1198n47+
121 Sb48+
1238b48+
123ed9+
125 Te49+
127750+
129y o514+
131 X651+
133 (gb2+
135,53+
137,53+
1387 454+
1397,454+
141 p 56+
143Nd57+
145 Nd57+
147GQ 59+
149 Sm59+
151,60+
153,60+
155Gd61+
155Gd61+
159Tb62+
161763+
163163+
165 1,64+
165 {64+
167 |65+
169, 66+
171 Yb67+
173Yb67+
1757 168+
1761,,68+

177Hf69+

17969+
180470+

181y 70+
18371+
185 Re72+
187TRe72+
18773+
189()g73+
191 Ir74+
193,74+
195p¢75+
197 A, 76+
199Hg77+
201 H 7T+
203T178+
20578+
207Pb79+
207 pR 79+
209RB;80+
235 U89+

1/2
1/2
1/2
5/2
7/2
1/2
1/2
5/2
1/2
3/2
7/2
3/2
3/2

7/2
5/2
7/2
7/2
7/2
7/2
5/2
5/2
3/2
3/2
3/2
5/2
5/2
7/2
7/2
7/2
1/2
1/2
5/2
7/2

7/2
9/2

7/2
1/2
5/2
5/2
1/2
3/2
3/2
3/2
1/2
3/2
1/2
3/2
1/2
1/2
1/2
1/2
9/2
7/2

-0.91883
-1.00104
-1.04728
3.3634
2.5498
-0.736948
-0.888505
2.813273
-0.777976
0.691862
2.582025
0.837943
0.937365
3.713646
2.783046
4.2754
-1.065
-0.656
-0.8148
-0.6708
3.4717
1.533
-0.33726
-0.33726
2.014
-0.4803
0.6726
4.132
4.173
-0.56385
-0.2316
0.49367
-0.67989
2.2323
3.1692
0.7935
-0.6409
4.77
2.3705
0.117785
3.1871
3.2197
0.064652
0.659933
0.1507
0.1637
0.60952
0.148158
0.505885
-0.560226
1.622258
1.638215
0.58219
0.592583
4.1106
-0.38

3.8252x1092
4.1670x10792
4.3592x1092
9.0352x 1002
6.5228 x 1092
3.5465x 1002
4.2754%x 10702
8.7239x 1002
4.3154x 10702
2.5582x10~92
8.7752x 1002
3.5607x 1002
3.9828 x 1002
1.3941x 1001
1.0854x10~01
2.0045x10~01
5.0838x 1002
3.1311x10702
4.4373x10792
3.6527x10~02
2.1188x10~91
9.3550% 1002
2.4406x 10702
2.4406x 1002
1.5554x10~01
3.5582x 1002
4.9821x10702
0.0000% 10100
3.1390x 1091
4.5195%x10~02
3.4629x 1002
7.8611x10792
6.4948 x 1002
2.1619x10~91
2.8773x10~01
8.1893x 1002
6.4296 x 1002
4.8435%x10701
2.6059% 1001
2.4112x1092
4.1693x10~91
4.2111x10791
1.5001x 1092
1.0206x 1001
2.4813x10~92
2.6949x 1002
1.6028x10~91
2.7629x10~92
1.5065x10~91
1.1120x10~01
5.1412x10~91
5.1906x 1001
0.0000x 10100
1.9985x10~01
8.1967x10~01
1.3721x10~01

-2.1446x 1004
-2.3462x10~94
-2.4646x10704
-5.3753x10704
-3.8961x10~94
-2.2037x10704
-2.6670x10~04
-5.6634x10~04
-2.9125x10~04
-1.7330x10—94
-6.2120x 1004
-2.6223x10~94
-2.9435x10704
-1.0759x10-03
-8.3912x 1004
-1.6835x10703
-4.4606x10~94
-2.7560x 10704
-4.2792x10~04
-3.5331x10~04
-2.1435x10703
-9.4915x10~04
-2.5758x10704
-2.5758x10704
-1.6961x10~93
-4.0916x10~04
-5.7442x10~94
0.0000x 10100
-3.7565x10703
-5.6566x 10704
-4.4844x10704
-1.0654x10~93
-8.8239x 10704
-3.0823x10703
-4.1069x10~93
-1.2032x10793
-9.4686x10~04
-7.3630x10703
-3.9659x10~03
-3.8423x10~04
-6.8741x10703
-6.9581x10703
-2.5809x10—04
-1.7597x10703
-4.4391x10~04
-4.8310x10~04
-2.9739x10793
-5.3617x10—04
-3.0356x10703
-2.2449x10~93
-1.0789x 10702
-1.0913x10~92
0.0000x 10100
-4.3710x10703
-1.8675x10~92
-4.4915x10703

3.5432x1095
3.8598 %1005
4.0378x1095
8.5614x10705
6.1808x 1095
3.4367x10~05
4.1431x10795
8.6431x10~ 95
4.3699x 1095
2.5906x 1095
9.0802x10~ 95
3.7640x 10705
4.2102x10795
1.5051x10~04
1.1718x10~04
2.2560% 1004
5.8398 %10~ 0%
3.5967x10~0°
5.3068 x 1005
4.3684x10705
2.5849% 1004
1.1413x10704
3.0366x 1095
3.0366x 1005
1.9733x10704
4.6022x10795
6.4440% 1095
0.0000x 10100
4.1386x 1094
6.0730x 1095
4.7417x10795
1.0967x10~94
9.0610x10~95
3.0726x1004
4.0892x 1004
1.1855x10704
9.3074x10~09%
7.1404x10~04
3.8416x1004
3.6197x10~95
6.3723%x1004
6.4363%x10~04
2.3340% 1095
1.5880x10~04
3.9297x10-95
4.2679x10795
2.5834x10~04
4.5318x10~05
2.5141x10794
1.8557x 10704
8.7292x 1004
8.8131x 1004
0.0000x 10100
3.4518x10~04
1.4400x10~93
2.7948x 1004

-2.3574x10704
-2.5681x10~04
-2.6865x10704
-5.7025x10~04
-4.1169x10~94
-2.2913x10~04
-2.7623x10~04
-5.7673x 10704
-2.9180x10~04
-1.7298x 10094
-6.0669x10~04
-2.5162x10~94
-2.8144x10704
-1.0065x10~03
-7.8366x10~04
-1.5095x10~03
-3.9081x10~04
-2.4070x 10704
-3.5520x 10704
-2.9239x 1004
-1.7302x10703
-7.6389x10~04
-2.0324x10704
-2.0324x 1004
-1.3207x10~93
-3.0799%10~04
-4.3125x10~94
0.0000x 10100
-2.7694x10~03
-4.0633x10~04
-3.1721x10704
-7.3357x10~04
-6.0608x 1004
-2.0549x10703
-2.7348x10~93
-7.9274x10704
-6.2240x 1094
-4.7742x10~93
-2.5686x10703
-2.4200x 1004
-4.2599x 10703
-4.3027x10793
-1.5602x10—94
-1.0615x10~03
-2.6268x1004
-2.8528x 10704
-1.7268x10793
-3.0293x10~94
-1.6807x10703
-1.2406x10~93
-5.8362x10703
-5.8923x10703
0.0000x 10100
-2.3082x10703
-9.6310x10~93
-1.8780x10703

3.7837x10~02
4.1218%x10702
4.3117x10792
8.9330x10~02
6.4489x 1002
3.5050% 1002
4.2253x10792
8.6182x10~02
4.2614x10702
2.5262x10~92
8.6615x1002
3.5131x10792
3.9295x 1002
1.3748x10~01
1.0703x10~01
1.9748x10~01
5.0059% 1002
3.0830x 10702
4.3643x10792
3.5925x 1092
2.0827x10~01
9.1951x10~02
2.3976x10~02
2.3976x 1002
1.5272x10~01
3.4911x10~02
4.8880x 1092
0.0000x 10100
3.0779x 1001
4.4284x10702
3.3911x10702
7.6921 %1092
6.3550x 10702
2.1136x10~91
2.8129x10~91
8.0016x10~02
6.2820% 1002
4.7292x10~01
2.5444x 1091
2.3522x10792
4.0643x10791
4.1050x 1091
1.4610x10~02
9.9399x 1002
2.4146x 1092
2.6223x10~02
1.5584x10~91
2.6835x10~02
1.4618x10~01
1.0790x10~01
4.9837x1001
5.0314x 1091
0.0000x 10100
1.9352x10-01
7.9280x10~01
1.3112x10791

3.2768x 10104
3.0080x 10104
2.8755x 10104
1.3879x 10104
1.9226x 10104
3.5374x 10104
2.9343x10104
1.4386x 10104
2.9094x 10104
4.9080x 10104
1.4314x 10104
3.5292x 10104
3.1552x 101704
9.0186x10103
1.1584x 10104
6.2782x 10103
2.4767x101T04
4.0215x10104
2.8409% 10104
3.4512x10104
5.9531x 10103
1.3484x 10104
5.1713x 10104
5.1713x 10104
8.1182x10103
3.5515x 101704
2.5365x 10104

KXXXX
4.0282x 10103
2.7998 x 10104
3.6562x 101704
1.6118x 10104
1.9510x 10104
5.8659% 10103
4.4077x10103
1.5495x 10104
1.9736x10104
2.6217x10103
4.8729x10103
5.2710x 10104
3.0506x 10103
3.0203x10703
8.4863x 10104
1.2473x10104
5.1348x 10104
4.7281x10104
7.9560% 10703
4.6202x 10104
8.4815%10103
1.1491x 10104
2.4878x10103
2.4642x10103

KXXXX
6.4069% 10103
1.5639x10103
9.4560% 10103

Tab. 3.6: (Suite)



4. CALCUL DANS LES ATOMES
ANTI-PROTONIQUES

4.1 Introduction

Grace a la mise en service de I'anneau de stockage d’anti-protons de basse énergie
(LEAR : Low-Energy Antiproton Ring), le CERN est demeuré jusqu’a la fermeture
du LEAR fin 1996 le lieu privilégié d’étude des transitions anti-protoniques. En effet,
I'intensité du faisceau d’anti-proton du LEAR constituait la seule source de rayons
X de brillance suffisante pour permettre une telle étude.

Comme dans tout atome, les expériences de spectroscopie sur les transitions
exotiques permettent d’obtenir deux types différents d’informations. C’est d’abord
une meilleure connaissance des caractéristiques de la particule elle-méme, avec par
exemple : la mesure de sa masse ou de son moment magnétique. La spectroscopie des
atomes exotiques est aussi une technique d’étude du noyau a travers l'interaction
entre ce dernier et la particule. En particulier pour les atomes anti-protoniques
formés a partir de 'hydrogene et de ces isotopes, nous avons acces a l'interaction
forte a basse énergie entre pp (pH) et pn (pD) . Il devient alors possible de déterminer
les parametres liés a I'interaction forte en vue d’une meilleure modélisation.

De nombreux modeles théoriques tentent de décrire et calculer les effets de I'in-
teraction nucléons-antinucléons (NN) [75, 76, 77, 78, 79]. Mais pour le moment
I’accord entre les différents résultats reste mauvais d’ou 'importance de pouvoir
les comparer a des mesures expérimentales. Les raies Ka du protonium ont déja
été observées a plusieurs reprises [80, 81, 82, 83] ce qui a permis de mesurer le
décalage et I’élargissement hadroniques du niveau 1s (Table 4.1)et de les comparer
aux calculs théoriques (Table 4.2). Il est méme possible d’en déduire indirectement
I’élargissement du niveau 2p. En revanche pour les raies La, bien qu’elles aient
également été observées, la résolution ne permettait pas une détermination directe
des caractéristiques de l'interation forte du niveau 2p.

En effet, I’étude des transitions-X L de I'hydrogene ou du deutérium est plus
délicate a mettre en ceuvre. Pour augmenter de maniere significative la précision des
mesures et accéder ainsi aux parametres de l'interaction forte, il est nécessaire de
développer des techniques jamais appliquées aux atomes anti-protoniques. En par-
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pH
e1s [€V]  Tis [eV] | €25 [meV] Tag [meV] Réf.
-750£60  900+180 - 45410 [80]
-730£50 1130490 - - [81]
-740£150  1600=£400 - - [82]
620£110 113070 - 32410 [83]
-726+35 1119452 - 38.5+7 | Moyenne

Tab. 4.1: Décalage et élargissement hadroniques mesurés du niveau 1ls du proto-

nium.
ﬁH 613/F13 [keV]
Hfs Poids [75] [76] [77] [78] [79] [79]
1S 1/4 | -1.60 6.34 |-0.86 1.49 |-0.59 132 |-0.60 1.14 |-0.54 1.01 |-0.50 1.26
38, 3/4 | -0.53 0.63 | -0.71 0.80 | -0.87 1.26 | -0.93 0.96 | -0.75 0.68 | -0.75 0.88
Moy. Pond. | -0.80 2.06 | -0.75 0.97 | -0.80 1.28 | -0.85 1.01 | -0.70 0.76 | -0.69 0.98
Tab. 4.2: Décalage et élargissement hadronique théoriques du niveau 1s du proto-

nium.

ticulier, il est important d’avoir une résolution suffisante pour résoudre la structure
hyperfine. C’est désormais possible grace a 1'utilisation d’un spectrometre de haute
résolution a cristal de Bragg utilisant des CCD (Charge-Coupled Device) comme
détecteur. Ainsi dans le cadre d’une collaboration internationale, notre équipe a ef-
fectué la premiere mesure directe du décalage et de ’élargissement hadronique du
niveau 2p. A chaque étape, soit pour la calibration du spectrometre, soit pour obte-
nir les résultats finaux, il est nécessaire de réaliser des calculs précis des différentes
transitions en tenant compte de la structure hyperfine. Nous avons effectué ces cal-
culs en améliorant 1’évaluation des corrections déja connues et en incluant deux
nouveaux termes : le g-2 et la taille finie de la particule. Le g-2 est un terme lié
au moment magnétique. Petit dans le cas de I’électron, il est alors calculé dans le
décalage de Lamb ce qui n’est pas possible pour 'anti-proton. La taille finie de la
particule consiste a considérer le volume de la répartition de charge de I'anti-proton
au moment du calcul du potentiel d’interaction électrostatique entre l’anti-proton
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et le noyau.

Dans la premiere partie de ce chapitre nous décrivons brievement les aspects
expérimentaux de cette mesure. Puis nous examinerons les calculs disponibles et les
améliorations nécéssaires. Les deuxieme et troisieme sections sont consacrées aux
calculs des nouveaux termes. Enfin nous terminons par les résultats du décalage et
de I’élargissement hadroniques du niveau 2p ainsi obtenus.

4.2 Position du probleme

4.2.1 Expérience

Nous n’allons pas décrire en détail I'expérience mais juste en donner le prin-
cipe général et préciser les caractéristiques importantes du spectrometre. Le lecteur
intéressé par une description plus complete de 'expérience pourra se reporter a la
these de P. El-Khoury [84] ou aux références [85, 86].

Principe Général

Le principe des expériences réalisées est tres simple. Le faisceau d’anti-protons
du LEAR est décéléré dans un piege anti-cyclotron contenant du gaz d’hydrogene
a basse pression. Les anti-protons perdent alors de 1’énergie par collision avec les
atomes du gaz en méme temps qu’ils se dirigent vers le centre de la trappe. Lors-
qu’un anti-proton atteind une énergie comparable a celle des électrons atomiques du
gaz (hydrogene, helium, etc.), il est capturé par le champ Coulombien de l'atome.
La capture s’effectue sur des niveaux tres excités, en général entre n = 40 pour I’hy-
drogene jusqu’a n = 80 pour les atomes de plus haut Z. L’anti-proton débute alors
une cascade dominée par des processus non-radiatifs. En particulier, étant donnée
la différence de masse entre anti-proton et électrons ces derniers vont tous étre
éjectés par effet Auger. Lorsque 'atome est devenu hydrogénoide anti-protonique,
il s’amorce une série de désexcitations radiatives dans le domaine des rayons X. Ce
sont ces raies X qui vont etre réfléchies par le cristal de Bragg puis détectées par les
CCD. Une fois I’énergie des transitions mesurée, on obtient le décalage hadronique
par différence entre la transition expérimentale et celle calculée sans tenir compte
de l'interaction forte.

Le spectrometre de Bragg

Le spectrometre est constitué d’un cristal de Bragg couplé a des détecteurs CCD.
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On utilise un cristal de Bragg pour assurer la dispersion en position de 1’énergie.
Un rayon-X de la transition arrivant sur le cristal est réfléchi vers les CCD dun
angle de réflexion dépendant de son énergie (loi de Bragg).

Un CCD est un détecteur solide en silicium ayant une structure en pixels. La
taille des pixels de 22.5 um x 22.5 um permet une excellente résolution en position.
Par ailleurs, les détecteurs ont une résolution en énergie de 150 eV dans la région
des 2 keV (La). Le couplage de la détection en position et de leur bonne résolution
en énergie confere aux CCD une capacité importante de rejet du bruit de fond [84].

Ce type de spectrometre présente plusieurs avantages : les détecteurs ne sont
pas directement exposés a la source ce qui contribue a atténuer le bruit de fond;
toutes les transitions sont mesurées simultanément. Au total, I'utilisation conjointe
du cristal et des CCD constitue un spectrometre capable de mesurer les raies-X La
de pH et pD (région des 2 keV) avec une résolution en énergie de AE/E = 1074

4.2.2 Calcul des Transitions

Avec une telle précision sur les mesures, on est a priori susceptible de séparer
une partie de la structure hyperfine du niveau 2p. Pour extraire les parametres de
I'interaction forte correspondant, on doit disposer d’une position précise des niveaux
hyperfins.

Les derniers calculs du niveau 2p de pH et pD incluant la structure hyperfine
dataient des années 1980 [87, 88, 89]. Plusieurs corrections n’étaient pas prises en
compte. Nous avons donc recalculé les transitions dont nous avions besoin.

La structure hyperfine des niveaux anti-protoniques est calculée de maniere iden-
tique a celle des ions lithiumoides décrite au paragraphe 3.2.

Si les atomes exotiques sont de bons outils d’étude du noyau, c’est grace au
recouvrement important entre la fonction d’onde de la particule et celle du noyau.
En effet dans les atomes exotiques et en particulier dans les atomes anti-protoniques,
la masse de la particule liée est plus importante que celle de ’électron

"' 1836.152660(83). (4.1)

Me—

La conséquence principale est de rapprocher du noyau la valeur moyenne du
maximum de la fonction d’onde. Par exemple avec le modele classique de 'atome
de Bohr, le rayon d’un atome anti-protonique est plusieurs ordres de grandeur plus
petit que dans un atome ordinaire :

L=~ 107 (4.2)
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Dans ces conditions, le rayon moyen de l'orbital d’'un atome anti-protonique
peut devenir du méme ordre de grandeur que la longueur d’onde de Compton de
I'électron. Nous avons vu (Section 2.7) qu’il était alors nécessaire d’inclure le poten-
tiel d’Uéhling dans le processus self-consistant pour obtenir une précision convenable
sur le calcul de la polarisation du vide. Tous nos calculs sont effectués avec la pola-
risation du vide self-consistante.

Nous avons également inclus le terme de recul relativiste lié au traitement non-
relativiste du noyau [90]
By

_QmN

AL, = (4.3)

avec By 'énergie de liaison de la particule et my la masse du noyau.

Enfin, nous avons ajouté deux corrections supplémentaires. La premiere corres-
pond au moment magnétique anormal de I’anti-proton. La seconde prend en compte
la taille de I'anti-proton.

L’équation de Dirac utilisée pour déterminer les états liés d’'un fermion contient
implicitement un moment magnétique g = 2 pour la particule. Lorsque le fermion
considéré possede un moment magnétique différent, la correction induite par cet
écart a 2 du moment magnétique s’appelle correction du g — 2. Pour une anti-
particule comme l'anti-proton, les regles de symétrie CPT implique ¢ = —2 dans
I’équation de Dirac. Or 'anti-proton possede un moment magnétique tres différent
puisque g; = —5.585694772(126) [62]. La correction du g — 2 correspond alors a
I'écart (g5 — (—2)). Le terme diagonal de cette correction a déja été calculé par
Jodicke [88]; il est du méme ordre de grandeur que la structure hyperfine. Cependant
Jodicke calcule un terme qui s’avere faux pour les états sy /5 et py /2 soit | k |= 1. Nous
avons calculé le terme complet quel que soit x : parties électrique et magnétique,
termes diagonaux et non-diagonaux.

Contrairement aux électrons, la distribution de charge d’un anti-proton est d’une
taille équivalente a celle des noyaux. Il est alors naturel d’imaginer que la taille de
I’anti-proton introduit un effet non négligeable. Afin d’évaluer cette correction, nous

avons modifié le potentiel électrostatique entre le noyau et la particule en incluant
la distribution de charge de I'anti-proton.

4.3 Calcul du g-2

4.3.1 Matrices de Dirac et Spineurs

Rapelons brievement quelques résultats utiles pour le calcul du g-2.
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A T’aide des matrices de Pauli

01 0 —i 1 0
01:(1()),02:(2. Ol)et ng(o_l), (4.4)

on définit les termes suivants
o _~_ (1 O 0 o
==V -1 ) o 0 )
0
o

T \ (4.5)
cone(21) 5 (12) '

Nous avons les relations de commutations

{9} =Y A = 29" (4.6)

[, = =y = 20M (4.7)
avec g le tenseur métrique (Eq. 1.23) et o le tenseur antisymétrique ! :
o = (a,iX), (4.8)
d’ou

Yy =g+t (4.9)

Les formules de contraction sont les suivantes

Vi = 4
VY = 277
VA = AgY (4.10)
VAV = =290y

T AV

PNV = 2(VV YY)

On trouve comme traces
TrlI] = 4

Triv*] = 0. (4.11)

Enfin on écrit fréquemment

¥ =vp ="p, = Bpo — YD (4.12)

L Attention nous utilisons les mémes conventions que le Landau et Lifshitz []. En revanche dans
d’autres ouvrages comme le Itzykson et Zuber [91] on trouve : o#* = (i, —X)
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4.3.2 Equation de Dirac du second ordre dans un champ
extérieur

L’anti-proton est un fermion, le point de départ de tous nos calculs est donc
I'équation de Dirac d’une particule libre pontuelle (1.52), soit

(7D — me) (r, £) = 0. (4.13)

Lorsque la particule est liée, il nous faut tenir compte du champ électromagnétique
créé par le noyau. L’équation (4.13) est alors modifiée en substituant a I'opérateur
quadri-impulsion p lopérateur p — qA ot ¢ est la charge de la particule ? et A* =
(¢/c, A) le quadripotentiel du champ :

[v(p — gA) — mcJyp = 0. (4.14)

L’Hamiltonien de cette équation s’obtient simplement en la multipliant a gauche
par 7o = 3, d’ou
H = [ca(p — qA) + g6 + Bmc?]. (4.15)

Pour établir la correction phénoménologique due au moment magnétique anormal
de I'anti-proton, il est nécessaire de passer par 1’équation du second degré. Nous
obtenons cette derniére en appliquant 'opérateur v(p — ¢A) + mc a I’équation du
premier ordre (4.14)

[V (D — 4 AL) (py — qAL) — m*Plp = 0. (4.16)

Le produit y#+” constitue un tenseur d’ordre deux qui peut étre décomposé en
partie symétrique et antisymétrique (Eq. 4.9) :

AV = g + ot (4.17)

On rappelle que tout tenseur peut étre décomposé ainsi par :

1 1
XU = 2 (X X o g (X = X, (4.18)

et que seuls les produits des tenseurs de méme symétrie sont non nuls. En effet, soit
AP et SH tenseurs antisymétrique et symétrique, nous avons par définition (1.15)

17 1 v Q,
ASy = 5 (A" S, + AP S.5) (4.19)
1 14 (o3
1 v v
= (478, = AS,,) (4.21)
. (4.22)
2 ¢ est bien la charge algébrique, soit pour un électron ou un anti-proton ¢ = —e avec e =

1.6019 x 1012 C.
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Par conséquent en multipliant (p, — qA,)(p, — ¢A,) par o*” dans I’équation
(4.16), seule la partie antisymétrique n’est pas nulle. Aussi, pouvons nous substituer
dans cette partie de I’'équation

(= aA o —aA) = Sl — a4, (b —ad)]  (429)

Sl a4, (00— A = Sa(= A+ pudy — s+ A (124)
= Ling(0,4, — DA (4.25)

= —ihgFu (4.26)

et I, = 0,A, — 0,A, le tenseur champ électromagnétique. L’équation du second
ordre est alors

qh
(s = aA) (0" = qA) — i 0" Fyy = m*c’lip = 0. (4.27)

En exprimant le produit o F),, sous forme tridimensionnelle avec
. E
o =(e,iX), F" =(—-—,B |, (4.28)
¢

nous obtenons

E
UWEW:2<9—+423>, (4.29)
C

et I’équation du second ordre s’écrit en unité MKSA

2
E
[(zhlg - q?) — (1hV + qA)* — iqha— +qhXB — m202] Y =0. (4.30)
c c

4.3.3 Equation pour g-2

I nous faut maintenant modifer 1’équation du second ordre (4.30) afin de tenir
compte de la correction du moment magnétique de I'anti-proton. Elle apparait de
maniére phénoménologique dans 1’équation du second ordre sous la forme

2
[(zhlg - q%) — (ihV 4+ qA)* + (1 + a) (—iqh% + thB) —m2c*| =0,
(4.31)

et 1+a = g/2. Ainsi défini, a est la moitié de I’écart & 2 du moment magnétique et
lorsque g = 2 on retrouve bien 1 4+ a = 1 soit ’équation de Dirac du second ordre
habituelle.
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Pour établir le coefficient correct de I'équation du premier ordre, nous allons
utiliser 1’équation 4.31 correspondant a une particule. Pour une anti-particule, le
raisonnement est bien évidemment identique mais avec une valeur de a défini par

a= # (moitié de Iécart a -2), soit pour I'anti-proton

ay = —1.792847386 . (4.32)

Introduisons un terme supplémentaire dans I’équation de départ (4.14)
(y'm, —me+ Aot F,,) ¢ =0, (4.33)

avec 7, = (p, — qA,), A une constante et déterminons le coefficient A a I'aide de
I'équation du second ordre (4.33) :

(Y7, — me+ Ao F,,) (v'm + me — Ao Fog5) ¢ = 0, (4.34)
d’ou
(fy“fy”wuw,, —m?c® — fy“m)\ao‘ﬁFag + A" F ',

+ 2mecAo" F,, — )\20“"FW0°‘6FO¢) v =0. (4.35)

On peut identifier quatre termes distincts :

VA, —mi — g =2, (4.36)
A" E,,,v'm) — 0, (4.37)
2med'F,, — g—2, (4.38)
~\0"F,,0*"F,; — Ordre sup. (4.39)

En comparant la partie g — 2 ci-dessus avec celle de I'équation (4.31), nous
obtenons

dimeA = ahg,
A= —ia——. (4.40)

Par conséquent, 'équation de Dirac (4.33) s’écrit

h
<’7“7TM —mc — ia4—qcr’“’FW> =0 (4.41)

me
ce qui correspond a I'hamiltonien

h E
H = ca(p — qA) + qb + Bmc® + a%ﬁ (zaT — ZB) ) (4.42)
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4.3.4 Partie Electrique

Comme nous allons le voir, le calcul de la partie électrique est tres simple. 11
s’agit du terme

. TLQﬁ ok 1ot
—f[— 4.43
(nwmliag 22 5% '), (1.43)
de I’équation (4.42) ou
1 Zq
E = _V47r507p (4.44)

pour un noyau de charge Zg, avec Z le numéro atomique et g, = e la charge d'un
proton. Avec la définition (1.66) de la fonction d’onde, nous avons

hqg; oFE
(nmm|z’aiﬁa—|n/4m'>
p

. hgy Ze 1 ,
- Prm ) - nKk i[{m
m2mﬁc47rso / r ( Xim ~ 1Cns X )
O o T 1 Pnli’ Xﬁlm/ 2
X ( o 0 ) g ( O ) redrdS)

h = 7 1 ) ’ -7 To!
’l.a, qp € / (an X:m - ZQn,‘Q X*—,‘Qm) _2 ( Zin{ o TX*H m ) deQ
T

Qmpc 477-80 _Pn,tg/ o - f‘X,ﬂ@’m/
(4.45)
our=r/r.
Or nous avons (par exemple voir [92])
O T Xem(T) = —X—wm(T) (4.46)
O TXowem(T) = —Xum(T) 4.47)
et par ailleurs les spineurs y,, sont normalisés
/X:’m’XRmdQ — (Sﬁn/émm/. (448)
D’ou nous obtenons
hq; E
<n/<;m\ia& a—|n/<;'m'>
D
hqg; Z 1
= 1a 9 ‘ / ) (_iPnRQnH’XZan/m/ - iQnHPnR/X*—nmxfn/m/) drdS2
2mpcdmey J 12
= VN _25nli’5mm/ nK nlid 4.49
a2mpc drey ) 12 @nddr ( )
et le résultat pour la partie électrique en MKSA est alors
hq; E hg; Z d
(nmm|z’aﬂﬁa—|n/§'m’> _ g 2C /5,,ml<5mm/ MQM—Z. (4.50)
2my mpc4meg r
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Soit encore exprimée en unité atomique ou g5 = —1 :
o o dr
(nkm| — ia—pBaE|ns'm'y = —a— /5,ml<5mm/ ok Qi — - (4.51)
2mp mp r

4.3.5 Partie Magnétique

La partie magnétique est bien plus délicate a calculer. Nous avons
K-
(nIJFMp| — aQﬁ BY - BIn/'IJ'F' ML), (4.52)
mp

avec I le spin du noyau®, J (ou J’) le moment total des antiprotons, F' = I + J (ou
F’) le moment total du sytéme noyau-antiprotons,

3y = (‘(’] _OU) et B=VxA. (4.53)

Le potentiel vecteur pour un anti-proton de vecteur position r est donné par les
équations (33.c) et (51) de la Ref. [58]

Mo k+1 g e k
- fos il ‘M >
A e k s C ) (r > R)
Y e e B 7 &
A = ym gk ’ ™R C* . -M" (r<R)

ot R est le rayon du noyau, C** est un tenseur proportionnel aux harmoniques
sphériques (Annexe B.5), M* est le tenseur moment multipolaire magnétique et ol
le produit scalaire de deux tenseurs en représentation sphérique s’écrit (Eq. (7.60)
Annexe B.4)

(4.54)

C*. M* =) (-1)CHM*,. (4.55)

q

Décomposition en éléments de matrices réduits

Comme pour la structure hyperfine, on peut mettre le terme 53+ B sous la forme
d’un développement de produit de tenseurs

pE-B=> T M (4.56)
k

3 Le noyau reste identique donc avec le méme spin I ce qui implique I’ = T
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avec T* agissant sur la partie antiprotonique J (J') et M ¥ nagissant que sur la
partie nucléaire /. Nous pouvons alors décomposer 1’élément de matrice en élément
de matrice réduit (7.61) *

hq;
IJFMg| —a—2 N "T% . M*|IJF M.) =
(LJFMy| —ag 23 (1T M)

/ g 1 hq
A HIAF s / __hq k ki| 7/
S0 s 57} (o) CIMAIDGIT) @

puis utiliser le théoreme de Wigner-Eckart (7.58) pour calculer la partie antiproto-
nique

i) = o (2 8 T e

L’opérateur total T" est la somme des opérateurs sur chaque antiproton

T =)t (4.59)
p

d’ol1 nous avons pour les éléments de matrices

(JM|TE|JM'y =" (jmltk|j'm). (4.60)

p

Avec le théoreme de Wigner-Eckart (4.58), nous obtenons la relation entre les
¢léments de matrices réduits

ey (k)
=;<—1>J‘m<j||t';uf>(_{n bO) ey

soit

—1)i—m kg
TN =3 - Ey : i )) G157 (4.62)
q

On rappelle que (Ref. [59])

I JF _(F J I (463)
J I k[ kI J [ ’
4 Sauf si nécessaire, nous omettons dans la suite l'indice n représentant I'ensemble des autres
nombres quantiques susceptibles de différencier deux états de mémes I, J, F et Mp.
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Soit avec (4.56), (4.57) et (4.62), nous avons la décomposition en éléments de
matrices réduits

ha-
(IJFMp| — aQ—SiﬁE - B|LJ'F'ML)
P

/ I J
:;(—1)I+J+F 5FF/5MFM}J{ J I

F
k
HEENT)
D3 S,

Expressions des opérateurs t*

Pour déterminer 'expressions des t*, nous utilisons les équations (4.54)
- Ho k+1 —k—1 vkk k
XA = — V X c™)-M >R
v Ml S

- o k+1 o, oy k vk k
A = ——E \/ —— \% -M
V X " k ’ R X (r*C"") , (r<R)

ou le rotationnel n’agit que sur les coordonnées anti-protoniques. Par ailleurs, on
peut démontrer les égalités suivantes (par exemple Annexe A de la Ref. [58])

VX(r e = —ik(2k+3)r " ?CiMY (r 2 R)

(4.65)

(4.66)
VX (rFCH*) = i/(k+1)(2k—1)r*'CEY (r < R)
D’ou pour un anti-proton, nous obtenons
BE-VxA=>) t" M
k
—% (k+1)(2k +3)r " 285 . C**L . M*,  (r > R)
T
- 2k —1
Z—O(k; + 1)\ T RHEE O MY, (r < R
T
(4.67)
Les tenseurs anti-protoniques sont alors donnés par
th = —Z—O (k+1)(2k +3)r 285 . C**1 (+ > R)
T
(4.68)
Mo 2k —1

t = k)T RRIEE - CML (r < R)
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Calcul de I’élément de matrice réduit pour » > R

Nous avons a calculer 1’élément de matrice réduit anti-protonique de (4.64) avec
I'expression de t* pour r > R de (4.68). D’apres le théoréme de Wigner-Eckart (4.58)
pour obtenir cet élément de matrice réduit, il nous faut calculer :

(mltglim’) =
1
B EADERED) [ 5 (Packin — Qe ) 772

" 4r
o 0 kk+1 -~ 1 Pn/@’ X&'m/ 2
X ( 0 —o ) C, O s )7 drdQ), (4.69)

soit encore
(mlthlim’) =
-§9V4k#1x2k4@Q/)f””(fzﬁxgna-cﬁk“ngXMm,
v
— Qui Xm0 OV Quur X ) drd2. (4.70)

L’élément de matrice réduit étant indépendant de m, m’ et ¢, nous pouvons
choisir arbitrairement les valeurs de ces trois termes. Afin de simplifier le calcul,
nous prenons m = j, m' = j' et ¢ = 0. Par ailleurs, nous ne calculons que le moment
dipolaire soit le cas k =1 d’ou

(Giltsli's"

\/7/ P X550 - C PP Xwrjr i = Qne X* 0 - C3’Quw X—n/j’) drdS).
(4.71)

Pour intégrer la partie angulaire, introduisons les harmoniques sphériques vec-
torielles transverses et longitudinale ® [] Cheng

( k+1 k
yW 2T ykk-l _ N ykktt
ke =\ 9117 4 +\/2k+1 a

YO _yh (4.72)

q
k [ k+1
Ykk—l_ Ykk;-i—l
2k+1 ¢ 2k+1 1

ou les Y’;)‘ sont les harmoniques sphériques vectorielles définies dans 1’Annexe B.5

et reliées aux Cl;’\ par

47 A

Ck)\: o )
1 2 +1 ¢

(4.73)

5 En effet, nous avons pour A = 0 ou 1 des composantes transverses car # - Y,(C’(\Z) (7) = 0 et pour

A = —1 une composante longitudinale avec er( )( )=20
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Nous obtenons

cl = 4W\IF(Y§{) Vay§; ) (4.74)

ce qui permet d’écrire la partie angulaire de ’équation (4.71) en fonction des Y’
avec par exemple pour le premier terme

/4 _
/Xli] g C'0 X0 A2 = X/i] %) - \/§Y§0 1)> X7 dS2. (4.75)

(M)

kq

A Taide des définitions de ’Annexe B, on peut vérifier les formules suivantes
données par Cheng |]

/XZmYJMXH’m’dQ = [ﬁmn’m’JM (476)
* (1) K — K
—emT Y R/m/dQ = 7[,,”,“{/7”/ 4.77
/X JMX T 1) JM (4.77)
/X*nma ' Y‘(]O]bxﬂ/m/dQ - &[7/{17“{/7)1/]]\4 (478)
J(J+1)
/X*—mma ’ YS;\})XH/m/dQ = —Lymwm/ IM (479)

ou

[/imn/m/JM = [7I€mflilm/JM

, (2974 1)(2 1 1
:(_1)j+J—j\/( .] + )( J+ )C< J O )C(jljj,m,Mm)HlJl’

4w (25 + 1) 272
(4.80)
avec C(j17273; mimams) des coefficients de Clebsch-Gordan et
|1 sil+J+U est pair
Moy = { 0 sinon ' (4.81)
Avec ces formules nous obtenons
* 12 n /
/XRJO' . CO anj/dQ = 539 (//u' + K+ 2) [_Hjﬁljllo (482)
et nous avons de méme pour la partie angulaire du second terme
* 12 Am
X—njo- . CO X—n’j’dQ = 53 2( I{ — K+ 2)]5]‘_,@/]‘/10. (483)

Par conséquent, ’élément de matrice intégré sur la partie angulaire s’écrit

(Giltsli'i"y =
Mo 4

R a—" / 13 (P P (1 K+ 2) + QuQur (K + 1 — 2)) dr - (4.84)
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avec
3(25"+ 1) 11 gy

I jujno = (=17 | =22~ O 415 20= ) C (5'15;5°07) ia g (485

jri0 = (=1) = C U0 (7'15:5°07) Misrav. (4.85)

Exprimons les coefficients de Clebsch-Gordan en fonction des symboles 35 a

partir de la relation (7.46)

C(j1jajs; mimamg) = (—1)77F727m3, /245 + 1 ( e ) ; (4.86)
my; Mo —MNg
nous obtenons alors
3(25"+1) a1 i’ ;
P () <2j+1><£ _ﬂ)
2 2

1
I jwino = (—1)7 1
X (1) /(25 4+ 1) (2j+1)( é JJ )Hmu, (4.87)

soit
(Giltols"s") =
fo il e . j 1 J1g
—— (=177 792 /(25" + 1) (2 1 ) )10 /
47r< ) \/(J+)(J+)(% 0 —1 JA I+111

X /7’3 (Pn,iPnH/OQ/ + R+ 2) + Qnﬁ@nn/(’%l + K= 2)) dr. (488)

Enfin, avec le théoreme de Wigner-Eckart

; AR R
. ., o . ., 4/
alely = (2o ) el (4.89)
et les regles de permutation des 3j (7.47)
/A S A NIy TRy G L S

nous pouvons en déduire 1’élément de matrice réduit pour » > R

L
0 _j% )Hz+11z'

-/

J

1
2

I =~ 22 (1) T T D D) (

X /Ts (Pnlipnlil<"{‘/ + K+ 2) + QnHQnR/(FLI + K — 2)) dr. (491)
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Calcul de I’élément de matrice réduit pour r < R

De la méme maniere, nous pouvons calculer 1’élément de matrice réduit pour
r < R. Nous avons avec (4.68)

(gmltyly'm’) =
2k — 1 1
e E e [ LR = i0u )

o 0 kk—ll Prm’ Xrk'm! 2
X ( 0 )C ( O )7 drdQ (4.92)

soit
<jm|t’;|j’m’> =
2% — 1
HO g 4 1) @2k=1) r >R‘2’“‘1 / P (P Xm0 - CE ¥ P X

X _an thma ' Cl;k_lan’ X*Iilm/) drdSQ. (493)

47

Comme précédemment, nous choisissons m = j, m’ = j’ et ¢ = 0, pour le calcul
avec k=1
<jj\té\j’ ')y =
47T °9R~ / (P X550 - Co’ Paw Xt — Qi X0+ Co Quwr X—wryr) drdS2. (4.94)

Avec

Cl — \ir—~ (Vavif + Y (), (4.95)

V3

4
/XZja O Xy = \/ % (K 4K = 1) Ixjuiino (4.96)
* 12 dm !
I T T PR T

ce qui donne pour 1’élément de matrice

nous obtenons

et

(Giltsli'i"y =
po [4Am

QE 5 I_jwino R™ / (P Prw (K + K — 1) + QuiQuw (K + £+ 1)) dr.  (4.98)
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Avec le terme I_, ;710 déja calculé dans la section précédente (Equation (4.87)),
nous avons

(Giltoli'd") =

Ho | oyt e . P iN(7 1
2— (=177 7T (277 + 1)(2 1 . )10 /
e S e R Ly ) ma

1
2

X R_?’/ (Pn,iPnH/OQI + K — 1) + anQnH’(H, + K+ 1)) dr. (499)

Et la aussi en utilisant (4.89) et (4.90), nous obtenons I’élément de matrice réduit
pour r < R

-/

. . iz 48 . . 1 g
Bl =252 o VT D@ D (] o d) ) e

1 _1
2 2

x R / (ParPow (K" + 5 = 1) 4+ QuuQny (K + £ + 1)) dr.  (4.100)

Résultats

Le moment dipolaire magnétique p; d’un noyau est défini en unité de magnéton
nucléaire py par

(T 11 1
i = ( ol ])<I||M I (4101)

avec [y = qph/2m,,.

En regroupant nos résultats, I’équation (4.64) devient

ha-
(IJFMp| — aQ—Tipﬁz - B|IJ'F'M})
P

/ I J F hq;
= Z(—l)IJrJJrF 5FF’5MFM}~{ J/ I k } (—a b
k

e S
Xz,,:(l)wé B % AJI)) GIFHLT) (4102)

avec 'expression des éléments de matrice réduits (4.91) et (4.100)

1
0 _‘7% )Hz+11z'

X / 73 (P Pt (K 4 5 4 2) + QuaQui (K + k£ —2))dr (r > R) (4.103)

/

.

Il = =42 () VBT T D@ 1 (

N[
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(It ||J>—QE(—1) /(25 + 1)(2) + 1) 0 _1 I+110
2

1
2

X R_3 / (anpnm’(/{/ + K- 1) + Qannm’(/{, + K+ 1)) dr (7" < R) (4104)

Au total, le résultat de la partie magnétique en MKSA est

ha-
(IJFMp| — a2—:£ﬁz - B|IJF'M}) =
P

. / Ba-
(-1)I+J+F5FF/5MFM;{ rrr HIlN I 1o

JoI1 } I 11 (_a2mp47r)
10 I
iz (7 1
(—1)7m+s < ) <
-m 0 m 1 g
XZ 1M J 1 J 0 _% )Hl+11l’
7=l M 0 M

X —/T_3 (Pn,@PnH/(/‘f,‘FKJ‘FQ)+an@nn’(/{/+/{_2))dr (T Z R)

-/

<

NSRS (

N[

(4.105)

ha-
(IJFMp| — a2—:§ﬁz - B|IJF'M}) =
P

/ I J F HIN hap pio
) HIHF s ) _ . Wp Ho
(=1) OFF OMp L, { J I 1 } ( 7 11 ) ( a

2my 4m
-1 0 I

; ; 1 )
V(25 +1)(25 +1) ( jl 0 ‘7; ) NIASEY?
2 2

X 2R3 / (P Poo (K 4+ K — 1) + QueQuw (K + £+ 1))dr (r < R).

(4.106)

En unité atomique nous avons g, = —¢g; = 1, ux = 1/2m,, et po/4m = o* (voir
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Annexe A), d’ou

(IJFMp| = 3% - B|IJ'F'ML) =
2mp
, I J F fir o’
_\HTHF s /

P
10 I
L
com ()
2 T 1T
7 =) (—M 0 M’)

X — / 77 (P Pt (K 4 5+ 2) + QuaQuir (K + £ = 2))dr - (r > R)

; - 1 )
V(25 + 1)(25 + 1) ( ]1 0 / ) IIESEYY
2

1
2

(4.107)
<[JFMF|L62B|[J/F/M}>:
2777,]7
, I J F 2 o
A\ [+J+F , /
(-1) 5FF5MFMF{J' I 1 } I 11 (a4m§)
-1 0 I
—m+32 j 1 j/
1) 2 ( —m 0 m/)
1

N J'
~M 0 M

X 2R_3 / (Pnnpnm’(/‘f/ + kK — 1) + anQnm’(’%/ + K+ 1)) dr (T < R)

-/

\/(2j/+1>(2j+1)<] (1) j>Hl+111/

1 _1
2 2

(_
xZ(

(4.108)
Terme diagonal pour un anti-proton
Nous pouvons vérifier notre calcul en comparant le terme diagonal avec celui de
Jodicke [88].

Nous avons (Annexe B.2)

?

N =S
O =
<
N——
I
—~
|
—_
<
+
o=
|
—_

2/ 2+ DG+ 1)j (4109
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d’ou
(]JFMF|—a%ﬁE B|IJFMy) =
1)
(_1)I+J+F I J F Uit N ath Ho Z ( ) <_m 0 m
JI1 T 11 2y dn) S (1L
-1 0 [ -M 0 M

(IJFMp| —a2 % 3% . B|IJF M) =
m

im0 '
e {19 f}<f”fn><a§;zzz;);(” E3L)

J
10 I <_1)JM< -M ]\J4)
(2]

1) 2 2
GT 1)],3 /(P (26— 1)+ Q% (26 +1))dr (r<R). (4111)

o RSO =

X_

S’il n’y a qu'un seul anti-proton J = j et M =m
(IjFMp|— a2—62 B|IjFMp) =

i I 1 <1 1 1) 2mpdn )\ (J+ 1))

-1 0 I

x/ S(PL(k+1)+ Q2 (k—1))dr (r>R) (4.112)

<IJFMF\—a2 ”52 B|IjFMy) =

i I 1 < I 1 1) 2mpdn )\ (J+ 1))
-1 0 I

X —R—3/ (P2.26—1)+ Q7. (264 1)) dr (r<R). (4.113)
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4.4 Taille Finie de la Particule

Jusqu’a présent la correction due a la taille du noyau a été prise en compte, par
contre la répartition de charge de la particule du cortege a toujours été considérée
comme ponctuelle. Cette approximation n’est pas correcte pour une particule de
rayon non-négligeable devant celui du noyau. Or le rayon de la distribution de charge
d’un anti-proton est de 'ordre du Fermi (r, = r; = 0.862 Fm) soit le méme ordre de
grandeur que le rayon de la distribution de charge nucléaire. C’est particulierement
vrai dans le cas du protonium ot le noyau composé d’un seul proton possede le méme
rayon que ’anti-proton avec lequel il forme un état lié. Le potentiel électrostatique
entre le noyau et la particule doit alors étre différent du cas électronique.

Nous avons calculé la modification du potentiel électrostatique induit par cette
répartition de charge non ponctuelle. Pour obtenir une premiere évaluation de cette
correction, nous nous sommes placés dans 'approximation d’une distribution sphérique
des charges.

4.4.1 Potentiel Electrostatique

Le potentiel d’interaction entre le noyau de charge ¢ = Ze centré en O; et une
particule de charge ¢, en Oy est donné par

MeTs

ou Vi (M) est le potentiel créé en un point M par la distribution de charge du noyau,
Ty et po sont le volume et la densité volumique de charge de la particule avec

G2 = /PQdTQ- (4.115)

T2

Lorsque la distribution de charge de la particule est une sphere homogene de
rayon Rs, la densité volumique de charge ps est une constante et nous avons pour

une particule de méme charge que 'électron (g = —e), en unité atomique
S (4.116)
P= gng' '

Par ailleurs avec des spheres homogenes, on peut calculer simplement par le
théoreme de Gauss le potentiel créé par le noyau en un point M de la distribution
de charge de la particule. V1 (M) prend deux formes différentes suivant que le point M
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est également a l'intérieur ou a l'extérieur du noyau. Nous avons en unité atomique

Vear(r1) = —  (r1 < Ra)

1Z 2 (4.117)
V;nt(rl) 2R1 (3 — ?) (Tl < Rl)

avec Ry le rayon du noyau et r; = O1M

4.4.2 Calcul du Potentiel d’Interaction

Trois configurations sont a envisager pour le calcul du potentiel d’interaction en
fonction des rayons R; du noyau, Ry de la particule et de la distance d = 010,
entre les centres du noyau et de la particule (Fig. 4.1). Le premier et le troisieme cas
correspondent a l'utilisation d’'un potentiel électrostatique unique respectivement
Vint €t Vege. La particule est alors soit completement a l'intérieur du noyau, soit
completement en dehors. Le deuxieme calcul décrit le recouvrement partiel entre le
noyau et la particule.

@ (& (FC

0<d<R1 R2<d<R1—|—R2 R1—|—R2<d<+00

Fig. 4.1: Les trois types de recouvrement en fonction de Ry, Rs et d.

Pour 0<d< (R; —R;):V;

Il suffit d’intégrer 1'équation (4.114) avec le potentiel V(M) = Vi (11)

/// int(11)p dry dfy dep. (4.118)

En utilisant les parametres définis sur la figure 4.2, on effectue le changement de
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variable suivant

r = \/d2+7’§+2dr2c0802

T2 sin 02 4.119
LT arctan {d+r2 COS@2:|

Y=

Fig. 4.2: Parametres et coordonnées utilisés dans le cas d'un recouvrement total
ou nul de la particule et du noyau.

L’équation (4.118) devient

Ro
V., = 47TR2 / / / Vint(11) 75 8in 0y dro dfy dip (4.120)

et nous obtenons aprés intégration

Z(—5d2 + 15R2 — 3R2)
_ , 4.121
v 10R3 (4.121)

Pour (R + R:) <d <L o0 :V,

Le calcul est identique au précédent mais avec le potentiel V(M) = V(1) d’ou

Ro
V. 47TR2 / / / Vit (r1) 2 8in 05 dry dBy dep (4.122)

et l'on retrouve le résultat connu

Z
-
d

(4.123)
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Pour (R — R;) <d< (R1+R) : V,,

La symétrie du probleme n’est plus sphérique mais cylindrique. Nous choisissons
de placer 'origine O a l'intersection de la droite portant les centres O; et O,, et du
plan contenant le cercle intersection des deux spheres (Fig. 4.3). Nous effectuons le
changement de variable suivant

r=+/p*+ 2>

6 = arctan [g], (4.124)

Y=

6

ce qui donne pour rq

rr=p>+ (dy + 2)2. (4.125)

Fig. 4.3: Parametres et coordonnées utilisés dans le cas d’un recouvrement partiel
de la particule et du noyau.

Ainsi, nous pouvons décomposer notre intégrale en deux parties distinctes cor-
respondant a 'utilisation de Vj,,; ou de V... L’équation (4.114) devient

V= —33 /// Vint(11) dp dz dp + /// Vewt(r1) dpdzdyp | . (4.126)
AT R

T1NT2 T2—(T1NT2)

S Ri, Ro, d, di, r1, 2 et p sont des grandeurs positives, par contre z est une coordonnée qui
1 s oy 9 ) P p y P q
peut étre de signe quelconque.
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Et a l'intérieur méme de ces deux parties, nous allons décomposer les volumes
d’intégration en deux groupes de maniere a suivre les différentes coquilles sphériques

-3

mt ext 4127
avec
] 2m Ri—dy \/ R%*(z+d1)2
Vit — / / / Vine(r1) dp dz dp
o Jo 0
27 0 VR2—(da+2)? (4.128)
i / / / Viaa(r1) dpdz dyp
0 do—Ro JO
et
Ri1—d1 —(d2 +Z)2
Vvert = / / / Vert(r1) dpdz dp
VE-Gra? (4.129)

Ro+do2 R% (d2— z)
/ / / Vewr(r1) dpdz dp.

Le résultat total doit étre indépendant de 1’origine choisie, les dépendances de
Vint et Ve en d; et do sont donc purement artificielles. Elles peuvent étre simplifiées
dans V,, a 'aide de

i, = d® + ];2 — R3
" PR R (4.130)
2d
Au final, nous obtenons
Vi, = m [(d° — 15d* (R} + R3) + 40d*(R; + R3) — 45d*(R; — R3)*

+ 24d(Ry + R2)*(R} — 3R1Ro + R3) — 5(Ry — Ro)* (R} + 4R1 Ry + R3)] .
(4.131)
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Potentiel complet

En regroupant (4.121), (4.123) et (4.131), le potentiel électrostatique complet est
donné par

(0 <d < (R; —Ry)

Z(—5d2 + 15R2 — 3R2)

V=_—
10R?

(R1 —Rg) <d < (Ra + Ra)
Z

V= T60dm e [(d® — 15d*(R} + R3) + 40d°(R} + R3) — 45d°(R; — R3)?
+24d(Ry + Ry)*(R? — 3R, Ry + R2) — 5(Ry — Ry)*(R? + 4R, R, + R2)]

(R1+Rq) <d <

V=_

z
d
(4.132)

Le potentiel électrostatique modifié par la taille finie de la particule introduit
une correction de l'ordre de AE/E = 10~* pour le niveau 1s de pH. Elle n’est pas
négligeable pour cette orbitale. L’effet di a la taille de la particule est d’autant plus
important que I'on est proche du noyau, il décroit en fonction de n et [, et augmente
en fonction de Z (le rayon moyen d’une orbitale est en 1/7). Par conséquent, dans
I’hydrogene ou le deutérium cette correction devient faible des le niveau 2p.

4.5 Résultats

4.5.1 Energies de Calibration

Afin d’extraire les parametres de 'interaction forte, la calibration en énergie et
la détermination de la fonction de réponse du spectrometre doivent étre réalisées
avec une grande précision.

Il existe deux possibilités : soit utiliser des transitions électroniques parfaite-
ment connues, soit prendre des transitions anti-protoniques mais non affectées par
I'interaction forte.

Pour calibrer en énergie, les transitions électroniques sont plus précises. Les raies
X électroniques de fluroescence Ka du Si et de S sont utilisées pour calibrer respec-



104 4. Calcul dans les atomes Anti-Protoniques

tivement les transitions 3d-2p de pH et pD. Les énergies absolues de ces raies de
fluorescence sont connues avec une précision inférieure a 1075.

En revanche, la largeur naturelle des raies Koy du Si 5244+19 meV et de S 769403
meV [93] dépasse la résolution du cristal. On ne peut donc pas les utiliser pour
extraire la largeur des raies expérimentales. Seules les transitions anti-protoniques
avec des largeurs naturelles de quelques meV sont compatibles avec la résolution du
spectrometre.

Pour le pH (3d-2p) situé vers 1.7 keV, nous prenons la transition 5g-4f de I’hélium
3 (p*He). La transition la plus proche 5f-4d est & plus de 1 eV, elle est parfaitement
résolue et ne perturbe pas la calibration. La transition 3d-2p de pD est calibrée a
'aide du néon antiprotonique p**Ne (130-12n). Nous avons regroupé ’ensemble de
ces calculs dans la Table 4.3. Les deux transitions de calibration sont suffisamment
¢loignées du noyau pour que le décalage et ’élargissement hadroniques des niveaux
considérés soient completement négligeables.

Transition Energie [eV] | Ref.
pH (3d-2p) 1736.798
p*He (5g-4f) 1686.484
p*He (5f-4d) 1687.393
Si Ka 1739.986 [93]
pD (3d-2p) 2316.483
p*Ne (130-12n) | 2444.400
S Ka 2307.89 (93]

Tab. 4.3: Energies de calibration anti-protoniques.

4.5.2 Structures des Niveaux 2p et 3d de pH et pD.

Les structures des niveaux 2p et 3d de pH et pD sont donnés Table 4.4. Nous
avons séparé la correction du g — 2. Les structures calculées sont tres différentes des
précédents résultats obtenus par Borie [87] et Barmo [89]. Notons également que
I'influence de la taille finie de I’anti-proton est de 'ordre de 10~° pour le niveau 2p
de I’hydrogene anti-protonique.

On peut suivre sur la Figure 4.4 ’évolution des niveaux avec la structure fine,
hyperfine et le g — 2. Elles sont toutes les trois du méme ordre de grandeur.
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-3124.75 - 'P
r 1
-3124.80 - 2
L ps/z 3P
— -312485 [ 2
> r
2 ,
-3124.90 - 2 - @003
g E p1/2 P1
o 312495 |
o i
s C
W 312500 |
-3125.05 °p
L - 0
-3125.10 -
Fine Hfs Hfs + g-2
-4167.00 .
- P
L 3/2
-4167.05 -
E I p3/2
o  -4167.10 l 4P
.§1 2 5/2
dC, : p1/2 2
1] + 3/2
-4167.15 4p
L 1/2
P
1/2
-4167.20 -
Fine Hfs Hfs + g-2

Fig. 4.4: Niveaux d’énergie de pH et pD.

Pour déterminer les parametres de 'interaction forte du niveau 2p du protonium,
on soustrait I’énergie des transitions calculées a celles mesurées expérimentalement.
Avec cette convention : une énergie négative correspond a un décalage hadronique
positif, le potentiel de I'interaction forte est alors répulsif; inversement une énergie
positive correspond a un potentiel attractif.

On ne tient pas compte de la structure du niveau 3d qui s’étend pourtant sur en-
viron 20 meV. Les données expérimentales n’ont pas permis de séparer completement
les quatres niveaux hyperfins 3P, 3P;, ' P, et 3Py. Cependant le triplet 3P est suf-
fisamment décalé des trois autres pour former deux groupes distincts : 3Py et (3P,
3P1, 1P1).
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En utilisant les poids statistiques des niveaux

2F +1

W, (4.133)

on détermine le centre de gravité du niveau 3d et du groupe (3P, 3P, 1P}).

A Taide de ces calculs, on peut interpréter les spectres expérimentaux. Des
résultats préliminaires [| donnent les énergies de transition 3d-2p suivantes

B papy = 1736.75340.021 eV
(4.134)
B — 1737.1324+0.021 eV

Ceci nous permet d’obtenir la premiere mesure directe du décalage hadronique
du niveau 2p du protonium. Nous obtenons

et apipy = —205+148eV
(4.135)
byl = 13954156 ¢V,

Dans la Table 4.5, nous comparons nos résultats avec les différents décalages cal-
culés théoriquement. L’élargissement hadronique est déduit directement des spectres
expérimentaux

Ll ap 1py = 55.8+88eV
(4.136)
I = 119.0 328 V.

L’analyse expérimentale des spectres du deutérium anti-protonique n’étant pas
achevée, nous n’avons pas pu calculer les parametres de I'interaction forte du niveau
2p lui correspondant.
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pH
Hfs  Poids | Egys Ef % | AEgy, AEYS [87]
[eV] [eV] [meV]  [meV]

3Py, 5/12 | -3124.808 -3124.840 | 16 -84 60

3Py 3/12 | -3124.896 -3124.904 | -T2 -148 -16

'py 3/12 | -3124.824  -3124.756 0 0 0

3Py 1/12 | -3125.036 -3125.055 | -212  -300  -249

Moy. Pond. | -3124.853 -3124.853

3Dy 7/20 | -1388.049 -1388.052 2 -7 7

3Dy 5/20 | -1388.058 -1388.060 | -7 -15 -1

Dy 5/20 | -1388.051 -1388.046 0 0 0

3Dy 3/20 | -1388.066 -1388.064 | -15 -18 -16

Moy. Pond. | -1388.054 -1388.054

pD
Hfs  Poids | Egys ES | ARy AELS[89)
[eV] [eV] [meV]  [meV]

Psp  3/9 | -4167.070 -4167.119 | 3552  -13.88  104.32

Pspn  2/9 | -4167.095 -4167.009 | 10.46  96.69  -361.80

Pyjp  2/9 | -4167.118 -4167.139 | -12.11  -33.77  194.30

Py 1/9 | -4167.115 -4167.144 | -9.41  -38.40 -353.40

Py 1/9 | -4167.199 -4167.151 | -93.86  -45.81  375.50

Moy. Pond. | -4167.106 -4167.106
Dyjy  4/15 | -1850.618 -1850.624 | 4.34  -1.33  11.46
Dyp  3/15 | -1850.621 -1850.614 | 1.46 8.48  -37.49
2Dyjy  3/15 | -1850.623 -1850.626 | -0.41  -3.74  29.06
D3 2/15 | -1850.623 -1850.621 | -0.78  1.97  -10.79
D3y 2/15 | -1850.628 -1850.628 | -5.33  -546  3.17
Dy 1/15 | -1850.631 -1850.625 | -8.31  -1.94  -5.87

Moy. Pond. | -1850.623 -1850.623

Tab. 4.4: Energies des niveaux hyperfins avec et sans correction du g-2.
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pH 521)/ Tap [meV]
Hfs Poids Nous [94] [95] [77] [75] [78] [76] [79] [79]
3p, 5/12 | -27 56 -5 45 5 32 120 49 | -15 20 3 28 6 24 3 30
3P, 3/12 -25 32 | -35 15 | -37 24 | -2 36 | -38 26 | -32 19 | -36 20 | -29 22
Py 3/12 25 29 | 28 14 | 29 26 | 32 24 -2 26| 30 28 | 26 26 | 29 26
3P, 1/12 | 140 119 | 25 194 | 69 118 | 8 130 |27 30 |-13 50 72 112 | 74 114 | 69 96
Moy. Pond. | -13 61 0 50 4 17 7 37 | 18 38 | -17 26 7 33 6 31 7 33

Tab. 4.5: Décalage et élargissement hadroniques du niveau 2p du protonium.




5. CALCUL DANS LES ATOMES
PIONIQUES

5.1 Introduction

La mesure de la masse du pion joue un role particulier en physique des particules.
En effet, en étudiant la désintégration du pion positif

™ — uty,, (5.1)
il est possible d’obtenir des informations sur la masse du neutrino. La précision sur
la masse du pion est alors le facteur limitant pour calculer m?2 et par suite une
barriere haute de m,,.

La masse du pion est déterminée a partir des raies de transition dans les atomes
pioniques. C’est alors la masse du pion négatif (7~) qui est mesurée, mais les regles
de symétrie CPT impliquent

Mg+ = My—. (5.2)

Jusqu’a présent la mesure la plus précise était celle de Jeckelman effectuée a
PSI (Paul Scherrer Institut) avec les raies de transitions pioniques 4f-3d dans Mg
[96, 97]. Malheureusement cette mesure contient une ambiguité.

Lors de la cascade pionique les électrons sont éjectés par effet Auger. Mais le
magnésium solide utilisé par Jeckelman facilite la recapture électronique. Or la
présence d’électrons en plus du pion écrante la charge du noyau. Ceci modifie la
transition. Comme seuls les électrons en couche K ont une influence significative sur
le décalage des niveaux, il y a trois configurations possibles suceptibles d’influencer
la transition 4f-3d : pas d’électron en couche K, un électron en couche K et deux
électrons en couche K.

Lors de la mesure en 1986 [96], il avait été considéré qu’un seul électron était
présent en couche K. Le résultat obtenu était alors de (solution A)

M- = 139.56782 & 0.00037MeV/c?. (5.3)
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Mais une nouvelle analyse des spectres expérimentaux en 1994 [98] semble in-
diquer que deux électrons sont présents en couche K, d’ou une nouvelle solution
(solution B)

My = 139.56995 + 0.00035MeV /2. (5.4)

La solution A conduit & une valeur négative de m? et n’est donc pas considérée
comme physique. En revanche avec la solution B, il a été calculé une limite haute
pour m, de 170 keV/c%. La solution B a alors été retenue comme masse du pion
chargé [99].

Les expérimentateurs de notre équipe ont mesuré de maniere indépendante la
masse du pion avec une précision de l'ordre du ppm. Nous pouvons ainsi lever
I’ambiguité sur la détermination entre les deux solutions et calculer une barriere
haute pour la masse du neutrino muonique.

L’expérience et les techniques de calculs de ce chapitre sont similaires a celles
utilisées dans les chapitres précédents. Dans les deux premieres parties : principe de
I’expérience et calcul, nous développerons donc essentiellement les spécificités liées
aux atomes pioniques. Nous conclurons avec les résultats sur la masse de 7~ et de

Vy.

5.2 Expérience

L’expérience est quasiment identique a celle sur les atomes anti-protoniques
(Chapitre 4) si ce n’est qu’elle a lieu sur la source de pion de I'institut Paul Scherrer
en Suisse [84]. Le spectrometre utilisé est le méme que celui décrit a la section 4.2.1.
Rappelons que grace a l'utilisation conjointe d’un cristal de Bragg et des CCD, nous
attendons une résolution inférieure a 1 eV.

Pour mesurer avec précision la masse du pion sans se heurter aux limitations
créées par le magnésium solide, les expérimentateurs utilisent la transition 5g-4f de
7N, Les avantages sont les suivants :

1. L’azote étant un gaz, a faible pression la recapture y est plus faible.

2. Cette transition est suffisamment éloignée du noyau pour ne pas étre influencée
par l'interaction forte.

3. Par ailleurs, la transition parallele 5f-4d est a plus de 2 eV, elle est donc
aisément séparable avec la résolution expérimentale de 200 meV.

4. Le décalage induit par ’écrantage d'un électron en couche K est d’environ 500
meV pour la transition 5g-4f de I'azote pionique ce qui est également détecté
grace a la résolution expérimentale. De plus, notons qu'une évaluation basée
sur le programme d’Akylas et Vogel [100] indique une probabilité inférieure a
10% d’avoir un électron résiduel en couche K pour un atome exotique dans
I’'état 5g.
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Nous avons pouvons alors pu lever I'ambiguité sur la détermination de la masse
du pion.

5.3 Calculs des Transitions

A la différence de p, le pion est un boson de spin 0. Par conséquent dans les
atomes pioniques, il n’y pas de structure fine ou hyperfine. L’équation utilisée n’est
plus celle de Dirac (1.52) mais celle de Klein-Gordon (1.37).

Dans le cas d’un calcul a plusieurs corps avec par exemple : un 7~ en 5g et un e~
en couche K, il n’y a pas de terme d’échange entre la particule exotique et 1’électron.
Ainsi les CSF (Eq. 2.8) s’écrivent

Vi(r) oo ()
| IJHJM> = Z dl e \Dexotique (55)
P Yirw) e P(rw)

ou les 1 sont les fonctions d’onde mono-électronique calculées avec ’équation de Di-
rac et Wegotique 1a fonction d’onde de la particule exotique déterminée avec I'équation
de Klein-Gordon.

Les calculs reprennent les corrections de polarisation du vide self-consistante
(section 2.7) et le recul relativiste (Eq. 4.3).

La simplicité des calculs dans les atomes pioniques fournissent une bonne vérification
de I'importance d’introduire la polarisation du vide dans le processus self-consistant.
Nous donnons dans la Table 5.1 les calculs des corrections effectuées pour I'analyse
des données de Jeckelman et nous les comparons a nos calculs avec et sans polari-
sation du vide self-consistante.

5.4 Masses du Pion et du Neutrino Muonique

Afin d’atteindre une précision de 'ordre du ppm sur la mesure de la masse
du pion, nous souhaitons utiliser comme raie de calibration la transition 5g-4f de
'oxygene muonique (1'°0). Le calcul de cette transition est présenté Table 5.2 mais
jusqu’a présent la statistique obtenue lors des séries d’expériences ne permet pas
de mesurer correctement cette raie. Aussi, il a fallu se rabattre sur la transition
électronique Kay du Cu remesurée récemment avec précision [101]. Cependant, cela
limite la précision sur la masse du pion du fait de la largeur de raie plus importante
pour Koy du Cu que pour 5g-4f de 1'°0 ; mais également du fait des raies satellites
qui limitent la précision des ajustements.
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(98] Nous [98] Nous
En [eV] Solution A VP SC VP Pert. | Solution B VP SC VP Pert.
Vii 50.070 50.071 49.964 50.072 50.073 49.966
Vo 0.365 0.364 0.363 0.365 0.364 0.363
Vis -0.039 -0.039 -0.039 -0.039 -0.039 -0.039
Autres corrections [98] 0.091 0.091 0.091 0.091 0.091 0.091
Ecrantage e~ K -0.501 -0.501 -0.501 -0.941 -0.941 -0.941
Ecrantage e~ L -0.030 -0.030 -0.030 -0.022 -0.022 -0.022
Total corrections 49.956 49.956 49.848 49.526 49.527 49.418
my [MeV/c?] 139.56782 139.56782 139.56840 | 139.56995 139.56995 139.57053

Tab. 5.1: Transition 4f-3d dans m2*Mg avec et sans Uéhling self-consistant. Solution
A : 1 électron en couche K, solution B : 2 électrons en couche K.

Transition Energie [eV] Ref.
W60 (5g-4f) | 4023.989

Cu Koy 8047.837+0.006 | [101]

CuKars | 8045.293+0.052 | [101]

Tab. 5.2: Raie de calibration pour la mesure de la masse du pion.

L’énergie de transition est une fonction quasi-linéaire de la masse du pion. Nous
avons calculé les énergies de la transition 5g-4f du 74N correspondant aux différentes
masses du pion déja mesurées (Figure 5.1 et Table 5.3). Seules sont prises en compte
les mesures effectuées ces dernieres années avec une précision sur la masse du pion
inférieure & 0.005 MeV /c?. L’incertitude sur les énergies est alors directement pro-
portionnelle a 'incertitude sur les masses. En ajustant les différents points par une
droite, nous obtenons une fonction quasi linéaire donnant la masse du pion en fonc-
tion de I’énergie de transition mesurée.

Au total, avec une raie mesurée de

Esg_4y = 4055.3977 £ 0.016eV

(5.6)
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m, [MeV/c?]

4N (5g-4f) [eV]

Assamagan 96 [102]
Jeckelman 94 B [98]
Jeckelman 94 A [98]
Daum 91 [103]
Jeckelman 86 [97]
Abela 84 ||

Lu 80 [104]

139.57022£0.00014
139.56995+0.00035
139.56782+0.00037
139.56996+0.00067
139.56752£0.00037
139.5704+0.0011
139.5664£0.0009

4055.3840£0.0040
4055.3762+0.0101
4055.3149£0.0107
4055.3765£0.0193
4055.3063+£0.0107
4055.3892+0.0317
4055.2741£0.0259

Carter 76 [105]
Marushenko 76 |]

139.5686+0.0020
139.5660£0.0024

4055.3374£0.0575
4055.2626£0.0691

Tab. 5.3:

Masses du pion déja mesurées et énergies correspondantes pour la tran-
sition 5g-4f du 7!4N.

et en utilisant la masse du noyau donnée par DiFilippo [106] nous obtenons

M- = 139.57070 & 0.00056 MeV/c? (5.7)

soit une précision de 4 ppm.

Cette mesure, affranchie de 'ambiguité liée a I’écrantage électronique corrobore,
la solution B de Jeckelman (5.4).

Nous avons reporté sur la figure 5.2 I’ensemble des mesures effectuées ces dernieres
années (précision inférieure a 0.005 MeV/c?).

Comme Daum [103, 107], on peut déterminer la masse du neutrino muonique
a 'aide de la désintégration du pion positif (5.1). En écrivant la conservation des
quadrivecteurs impulsion-énergie de la désintégration, nous obtenons la relation

2 2 2 [ 02 2
m,, = May +m, — 2M+ Mo+ Do

avec my,,, Mq+ et my,- les masses respectives du neutrino muonique, du pion positif
et du muon négatif; p,- est I'impulsion du muon apres désintégration.

(5.8)

La valeur de I'impulsion du muon est donnée par [108], elle est de

Pu- = 29.79207 4 0.00012 MeV/c. (5.9)
La masse du muon provient de la référence [99] et vaut
m,~ = 105.658389 + 0.000034 MeV/c>. (5.10)
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Fig. 5.1: Variation de 1'énergie de transition 5g-4f du 74N en fonction de la masse
du pion.

Nous déduisons de (5.8) avec (5.7), (5.9) et (5.10), le carré de la masse du neutrino

muonique
m, = 0.0231 +0.0346MeV? /¢! (5.11)

et contrairement a de nombreuses autres évaluations [99] elle est positive. Ceci nous
permet d’obtenir une barriere haute pour la masse du neutrino muonique en utilisant
simplement l'incertitude. Nous obtenons

m,, < 240keV/c. (5.12)

On peut vérifier que la précision de la mesure est limitée par la masse du pion.
L'incertitude de m?  s’écrit

2\ 2 2\ 2 2\ 2
02, = Omy, o2+ % o2+ om, o2 (5.13)
" OMm+ Mt om,,- % Op,- Pu=

avec a partir de 'équation (5.8)

om?
) =2 (e = fm2. + 92 ) ~59.6 (5.14)
om? _
(a 2 ) =2 m, — =)~ 573 (5.15)
m,, — 2 2
Iz A /mu_ +pu_
om? 2 -
(6) p | = MO e (5.16)
_ 2 2
Du \/ M- T P
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Fig. 5.2: Comparaison des différentes mesures de la masse du pion.

d’ott
02, ~ (33x107%)? 4+ (=2 x 107%)% + (=10 x 107?)? (5.17)
(1x107%) 4+ (4 x 107%) + (1 x 107). (5.18)

Q
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6. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans ce mémoire, nous avons calculé I’énergie de la transitions hyperfines des
ions hydrogénoides et lithiumoides dans I’état fondamental. Nous obtenons ainsi une
cartographie par numéro atomique Z des domaines spectroscopiques auxquels ap-
partient chaque transition. En particulier, ces calculs peuvent servir de référence lors
de la recherche de résonance dans les futures expériences de mesures des structures
hyperfines des ions lithiumoides.

Par ailleurs, sur les cas ou nous disposions de données expérimentales et ou
plusieurs moments magnétiques différents étaient en compétition, ces calculs nous
ont permis de choisir le moment magnétique correct pour le *°Ho avec p; = 4.132uy.
En revanche pour le plomb 2°"Pb, nos calculs et ceux de Shabev étant contradictoires,
il n’a pas été possible de lever I’ambiguité.

Nous avons aussi étudié 'importance relative des différentes contributions qu’il
est possible de prendre en compte. Nous disposons ainsi d'une évaluation pour
différents Z de chaque correction. Ceci permet d’estimer lors d’un calcul les cor-
rections qu’il est indispensable d’inclure de celles qui sont moins pertinentes. Par
contre I'étude des termes de QED en tant que test de 'électrodynamique quan-
tique s’avere impossible a cause de la trop grande incertitude dans I’évaluation du
terme de Bohr-Weisskopf. Assurément, l'effort essentiel doit désormais porter sur
une meilleure connaissance du modele utilisé pour décrire la répartition du moment
magnétique nucléaire dont dépend cette correction.

Afin d’obtenir des interprétations expérimentales correctes, nous avons du effec-
tuer des calculs précis des transitions atomiques dans les atomes exotiques. Cela
inclut les effets relativistes et la structure hyperfine. De plus, pour améliorer la
précision des calculs, il a été nécessaire d’augmenter le nombre de termes pris en
compte dans I'évaluation de corrections déja existantes : par exemple avec I'introduc-
tion de la polarisation du vide dans le processus self-consistant. Il a également fallu
calculer des corrections nouvelles dont on connaissait a priori I'importance comme
le terme de g-2. Nous avons aussi évalué des termes qui se sont avérés a posteriori
peu pertinents tout au moins dans le cadre de notre étude. C’est le cas de l'effet de
la taille finie de la particule qui n’intervient de fagon sensible que pour les orbitales
1s.

L’ensemble de ces calculs nous a permis de fournir la valeur des différentes raies
de calibration utilisées par les expériences. Puis avec les résultats préliminaires de
ces mémes expériences, nous avons alors calculé le décalage et 1’élargissement ha-
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droniques du niveau 2p de I’hydrogene. Nous avons également pu lever I'ambiguité
entre les deux résultats proposés par Jeckelman dans la mesure de la masse du pion.
Ceci nous a permis de donner une évaluation de la masse au carré du neutrino qui
soit positive et d’obtenir simplement, a partir de l'incertitude, une barriere haute
acceptable pour la masse du neutrino muonique.

Plusieurs pistes doivent permettre d’améliorer ces résultats. Expérimentalement,
il devrait étre possible dans un avenir proche de séparer les raies des états 3P, 3Py,
1P, du niveau 2p du protonium. On pourrait alors exploiter pleinement le calcul
de la structure hyperfine de ce niveau. Du point de vue théorique, il serait utile
d’inclure un potentiel décrivant l'interaction forte dans nos calculs. On pourrait
ainsi tenir compte d'un véritable effet d’annihilation nucléon-antinucléon qui est
jusqu’a présent traité brutalement par une simple coupure.



ANNEXE

A Unités

A.1 CGS-E, CGS-M, GAUSS (Heaviside-Lorentz) et
MKSA

Tous les systemes conservent les unités de masse M, de longueur L et de temps T.
Les unités de I'electromagnétisme sont déterminées en fixant de maniere cohérente
les constantes de proportionnalité des lois de Coulomb, Lorentz et Ampere :

F = kl‘i—%, (7.1)

F = ki x B, (7.2)

7{ B-dl = ksl (7.3)

auxquelles il convient d’ajouter : 0
- (7.4)
Nous obtenons alors :

7 = k% 75)

7] = QIZIB) (7.

B = [klL, (7.7

=4 (78)

ou [F] est la dimension de F. Ceci permet d’établir la relation dimensionnelle entre
les trois constantes de proportionnalité :

ol (k] 1
(k1] [V]2
avec [V] = LT~! la dimension d’une vitesse. C’est par la modification des valeurs

et des dimensions relatives de ces trois constantes que 'on obtient les différents
systemes d’unité.

(7.9)
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Les dimensions des différents grandeurs sont alors données par

(7.1) MLT™? = [k)[QPPL™% = [Q] = [ki) V2MY2L3 2771, (7.10)
F=qE = [E]=[Q'MLT? (7.11)
(7.2) MLT™* = [k,)[Q[BILT™" = [B] = [ko) ' [Q)'MT, (7.12)
B=rotA = [Al=[B|L = [k)]) Q] 'MLT",(7.13)
E=-V¢ = [¢|=[E|L=[Q 'ML*T™2,  (7.14)
(74) = [ =[QT* (7.15)
Les équations (7.13) et (7.14) implique que
ol 1BV o (7.16)
[A] - [B]
Enfin mentionnons la dimension de # :
[A] = ML*T . (7.17)
A partir de ’équation dimensionnelle (7.9), nous posons
koks 1
et (7.18)

Fixons les différentes constantes afin d’obtenir les quatres systémes d’unité sui-
vants : CGS-E, CGS-M, GAUSS(Heaviside-Lorentz) et MKSA.

CGS -E CGS-M GAUSS MKSA

>
2
\

1 — — ko
—4ﬂ_60,k2—16t]€3—4ﬂ_

k1:k2:1etk3:% k1162€t]€2:l€3:1 kliletk2:k3:%
:ﬁ,]@:%etkg:ﬁ)

—
e
—

Q] M1/2L3/2T71 [Q] M1/2L1/2 [Q] M1/2L3/2T71 [Q] Q

E_"] - MY2p-1/2p-1 [E_"] —  MY2pi/2p-2 [E_"] - MY2p-1/2p-1 [E_"] _ MLT72Q71
B‘] ML/21-3/2 [B‘] Mi/2p-1/2p-1 [B‘] ML/2p-1/2p-1 [E] MTlefl

"] - Ml/21-1/2 [ "] - MY/2pi/2p-1 [ "] - Ml/2pi/2p-1 [ *] = MLT-Q!
¢] — M1/2L1/2T71 [¢] — M1/2L3/2T72 [¢] — M1/2L1/2T71 [¢] — ML2T72Q71
I] — M1/2L3/2T72 [I] — M1/2L1/2T71 [I] — M1/2L3/2T72 [I] — T*lQ

Par ailleur, les valeurs des constantes en systeme MKSA sont déterminées par la
définition de I’Ampere. Par choix nous avons :
1

4meg

ki

ke =1et [Q] = Q. (7.19)
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la charge devient donc une unité a par entiere. Nous voulons également conserver
la relation
eoftoc® = 1. (7.20)

Ceci impose avec (7.18) et (7.19)

Ho

kg = —.
3 47

(7.21)

Enfin ’Ampere est l'intensité d’un courant électrique constant qui, maintenu
dans deux conducteurs paralleles rectilignes, de longueur infinie, de section circulaire
négligeable, et placés a une distance de 1m l'un de 'autre dans le vide, produirait
entre ces deux conducteurs une force de 2.10~7 newton par metre de longueur.

L, 1A.1A

F=pu—2= Am=210""N 7.22
M027m MOZW.lm m ( )
soit
po = 4m.1077 MLQ ™ (7.23)
1
0 47,1077 ¢2 Q (7.24)

A.2 Unité Atomique et Naturelle
Unité Atomique

L’unité atomique (ou Hartree) est définie par :
g=h=m,=1, (7.25)
et nous avons 4reg = 1 d’ou pg/4m = o

Soit pour unité de base :

Dimension
e=—q— charge electrique de I’électron Q
Me masse de 1’électron M
h constante de Planck divisée par 27 ML*T !
47eq 47 fois la permitivité du vide M=1L=3T2Q2.

Les autres unités sont obtenues en combinant ces quatres quantités. On trouve
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Annexe
ainsi pour unités de longueur, de temps et d’énergie :
dregh’
ay = T -~ — a=1lau; (7.26)
Meq
2
4q ap
a = — =1a.wu.; 7.27
Amegch ~ ac ’ (7.27)
2
Re =< 9heR =1 au.. (7.28)
2h
Unité Naturelle
L’unité naturelle (ou relativiste) est définie par :
c=h=m,=1. (7.29)
De méme que précédement, nous avons :
Dimension
¢ vitesse de la lumiere dans le vide LT
Me masse de I’électron M
h constante de Planck divisée par 27 ML?>T—!
4mey 4 fois la permitivité du vide M=1L=3T2(Q?
et pour unités de longueur, temps et énergie :
dmregh?
ap = €0 > — aag=1lau. (7.30)
Meq
2
q Qag
= — =1la.u. 7.31
“ 4megch - c @t ( )
meca® 2hcR.,
Ry = oh . T o mec® =1 a.u.. (7.32)

B Moments Cinétiques

B.1 Opérateurs Moments Cinétiques

On appelle moment cinétique tout opérateur J de composantes J,, J, et J,
vérifiant

[uy J,] = €ays BT, (7.33)

avec €;;;, le tenseur anti-symétrique spatial (1.29).
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Il est commode d’introduire les opérateurs suivants

JP = LA+ T (7.34)
Jio = Jy+iJ, (7.35)

et nous avons les relations de commutation

[, Ji] = +hdy, [Jo,J-]=2hJ,, [J? Ji] =[J% J.]=0. (7.36)

On peut alors construire une base de Iespace des états £(vj) avec des vecteurs
|vjm) tels que

Jlvjm) = j(+1D)R*|vjm) (7.37)
J.\vjm) = mhlvjm) (7.38)
Jelvjm) = kGG +1) —m(m£1)|vjm+1) (7.39)

ou v désigne l'ensemble des nombres quantiques nécessaires pour former un
syteme complet, j > 0 est entier ou demi-entier et m = —j, —j +1,...,7.

L’espace £(vj) est de dimension (2j5+1) et est globalement invariant sous I’action
de toutes fonctions de J.

B.2 Coefficients de Clebsch-Gordan et Symboles 3j

Soient deux moments cinétiques J; d'un espace &£ (v1j1) et Jo d'un espace
Es(12j2), on peut former le moment cinétique total par

J appartient a l'espace £(vj) de dimension (251 + 1)(2j, + 1) défini par
E(vj) = Ei(vigr) ® Ex(vaga) (7.41)
ol ® est le produit tensoriel.
De méme, les vecteurs d'une base de £(vj) sont définis par
[vjimajame) = |vjimi) & [vjama). (7.42)

Ils sont vecteurs propres de J2, J3, Ji, et Jo.. On peut en déduire une base
constituée des vecteurs propres communs a J %, J %, J? et J, a partir de la relation

‘I/jleJM> = Z |Vj1m1j2m2) <j1m1j2m2|JM> (743)

mima
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Les coeflicients de ce développement sont appelés coefficients de Clebsch-Gordan.
On peut aussi les écrire

C (Jrjed; mimo M) = (jimyjoama|J M). (7.44)

Ils sont tous réels et ils sont non-nuls ssi

my+mg =M
. . . . 7.45
{ul—mgg(ﬁm) (745)
On définit le symbole 3j par
g2 J (=1)nt
=—( J; M). 7.46
( my mo —M ) 2J +1 (rja s mima M) ( )

Les 37 sont les coefficients de couplage vectoriel pour deux moments cinétiques.
Ils sont invariants par rapport a une permutation paire de colonnes. En revanche
une permutation impaire entraine un facteur (—1)12+/ par exemple :

jl j2 J _ (_1\Jitget+J jl J jZ
<m1 mo M)_( 1> ma M Mo ’ <747)

Lorsqu’on change les signes de mq, my et M, nous retrouvons le méme facteur
multiplicatif

o2 I s (0 J2 J
<m1 = M)_( 1) k) (7.48)

Tous les 35 sont calculables, donnons juste la valeur remarquable utilisée pour
les calculs de la structure hyperfine (Chapitre 3) et du terme g — 2 (Chapitre 4) :

J 1 —_ (_1\j+m —-m
<m 0 —m)_( Y NOERE (749)

B.3 Harmoniques Sphériques

Soit l'opérateur moment cinétique orbital L de composantes L,, L, et L, les
harmoniques sphériques Y;,, (6, ¢) sont les fonctions propres communes de L? et L,
correspondant aux valeurs propres [(I 4+ 1)h* et mh :

L Yin(0,0) = I(l+1)I* Yim(6, ¢) (7.50)
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et nous avons

L:I:}/lm(ev 90) = h\/l(l + 1) - m(m + 1)Ylm:|:1(07 90)' (752)

Par ailleurs, les harmoniques sphériques sont orthonormées
/Y}f‘m,(ﬁ, QO)YEm(Q, QO)dQ = 5l’l5m’m7 (753)

on a également

Yiem(0,0) = (=1)"Y;,(0, ). (7.54)

Enfin, on rapelle le résultat de l'intégration angulaire de trois harmoniques
sphériques

/ Viooms (6, ©)Yioma (6 0)Yiuma (6, 0)d2 =

\/(2l1+1)(212+1)(213+1) L1y s L Iy Iy (7.55)
41 0 0 O my1 Mo M3 ) ’

B.4 Opérateurs Tensoriels

Les (2k + 1) opérateurs Tq"“ avec k entier > 0 et ¢ = —Fk, ..., k, constituent
les composantes d’un opérateur tensoriel irréductible d’ordre k T* 'ils vérifient les
relations de commutations suivantes avec le moment cinétique total J

[Jo,TF] = mV/k(k+1)—qlqg£1) Th, (7.56)
(.. T¥] = hqTy. (7.57)

On définit I’élément de matrice réduit a partir du théoreme de Wigner-Eckart

k. 7/ N o_ (_ J—M k ! 7/ J k J,
(WIM|TSW M) = (~1) (I/J||T||I/J><_M . ) (7.58)

Deux opérateurs tensoriels T™ d’ordre ky et U d’ordre ky peuvent former un
opérateur tensoriel X% d’ordre K, de composante

K
X =(T"@® Uk2)Q = Z (k1qikaqe| KQ) TR U2 (7.59)

q1q2

avec ‘k’l — /{?2‘ S K S (/{71 -+ ]{52)
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Pour le cas particulier k&1 = ko = k et K = 0, on définit par convention le produit
scalaire de deux tenseurs avec !

(T"-U") =) (-1)'T}Q",. (7.60)

q

Enfin, ’élément de matrice du produit scalaire est donné par
Wirj2 JM|T" - U* iy M') =

A / J/ ) ] . . . .
(17 sy {9 T G ) bl O (70

avec entre accolades un symbole 65 équivalent du 35 mais pour le couplage de trois
moments cinétiques au lieu de deux (Voir par exemple le Edmonds [59]).

B.5 Harmoniques Sphériques Vectorielles

Nous introduisons les vecteurs sphériques unitaires

e = —se; +iey)
e = e, (7.62)
e, = (e, —iey)
V2T 4

ou e, e, et e, sont les vecteurs unitaires des coordonnées cartésiennes.

Pour ¢ = 0, %1, nous avons le complexe conjugué donné par
e =(—1)%_,, (7.63)
et le produit scalaire

e ey =(—1)e_,- ey =0y (7.64)

Pour un vecteur U, nous avons de la méme maniere

U = (1)U, (7.65)

q
d’ou la décomposition
U=> (-1)Uje_g=> (-1)'U_e,=> Upe;=> Use,, (7.66)
q q q q

avec chaque composante

U,=U -e,. (7.67)

I Ceci pour conserver la définition usuelle du produit scalaire de deux vecteurs.
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On peut écrire le produit scalaire entre deux vecteurs U et V par

U-V= Z UV =) (—1)U_ gV, =) UV => UV, (7.68)
q q

q

On introduit les harmoniques sphériques vectorielles a 1’aide de la relation (7.43)

YJLo Zylm ©)e, (Imlg|l1JM) (7.69)

ou Y}, (0, ) sont les harmoniques sphériques.

On définit de la méme manicre la fonction vectorielle Cr (6, ¢) ot les harmo-
niques sphériques sont remplacées dans I'expression (7.69) par

47

m Ylm(ea 90)' (7-70)

Cl(0,¢) =
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RéSUMeé

Dans ce mémoire, nous présentons des calculs d’énergie de transition dans les
ions lithiumoides et les atomes exotiques : 1) Les nouvelles sources rendent pos-
sible la fabrication d’ions lourds fortement chargés. Nous nous sommes intéressés a
I’étude de la structure hyperfine des ions lithiumoides. Cela nous permet d’examiner
les problemes relativistes a plusieurs corps et la partie magnétique des corrections
d’Electrodynamique Quantique (QED). Dans les ions lourds, ces dernieres sont de
I'ordre de quelques pour-cents par rapport a 1’énergie totale de la transition hyper-
fine. Nous avons également évalué l'effet de Bohr-Weisskopf lié a la distribution du
moment magnétique dans le noyau. Nous avons calculé puis comparé ces différentes
contributions en incluant les corrections radiatives (polarisation du vide et self-
énergie) ainsi que l'influence du continuum négatif. 2) Un atome exotique est un
atome dans lequel un électron du cortege est remplacé par une particule de méme
charge : u=, 7=, p...Des expériences récentes ont permis de gagner trois ordres
de grandeur en précision et en résolution. Nous avons voulu améliorer la précision
des calculs d’énergies de transitions nécessaires a la calibration et a I'interprétation
dans deux cas : la mesure de parametres de I'interaction forte dans I’hydrogene anti-
protonique (pH) et la détermination de la masse du pion grace a I’azote pionique
(wN). Nos calculs prennent en compte la structure hyperfine et le volume de la dis-
tribution de charge de la particule. Nous avons amélioré le calcul de la polarisation
du vide qui ne peut plus étre traitée au premier ordre de la théorie des pertur-
bations dans le cas des atomes exotiques. Pour les atomes anti-protoniques, nous
avons également ajouté la correction du g-2. Elle provient du caractere composite
de I'anti-proton qui de ce fait possede un rapport gyromagnétique g = -5.5856 .

Abstract

In this work we present the calculations of transition energies in lithiumlike and
in exotics atoms : 1) With the use of new ions beam source, it is now possible to
produce highly charged ions. We thus have studied li-like ions hyperfine structure to
obtain information on relativistic many-body corrections and the magnetic sector of
strong field QED. In heavy ions these are of the order of a few percent of the total
transition energy. We also evaluated the Bohr-Weisskopf correction, which depends
on the magnetic moment distribution inside the nucleus. We have evaluated the
influence of the vacuum polarization and negative continuum states on these correc-
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tions. 2) An exotic atom is an atom in which one of the bound electrons is replaced
by a negatively charged heavy particle (4=, 7, p...). In recent experiments have
improvements in accuracy and resolution by 3 orders of magnitude have been obtai-
ned. We have thus improved the precision of calculation of transition energies used
for the calibration or the interpretation of experiments on antiprotonic hydrogen
(pH) and on the determination of the pion mass by the use of pionic nitrogen (7N).
Our calculations take into account hyperfine structure, and the charge distribution
of the particle. We have improved the calculation of the vacuum polarization, which
cannot be calculated in first order only for exotic atoms. For antiprotonic atoms we
have also added the g-2 correction that comes from the composite stucture of the
anti-proton, which thus has g ~ -5.5856.



