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Préambule

Le travail de thèse exposé dans le présent mémoire porte sur l’étude de solutions de la théorie
des supercordes dans des espaces-temps courbes. Les motivations de cette recherche sont pre-
mièrement de mieux comprendre la gravitation dans les espaces-temps fortement courbés en in-
corporant les phénomènes quantiques. Deuxièmement, nous souhaitons explorer le phénomène
d’holographiede la gravitation en comprenant la dynamique de certains espaces-temps, liés à des
géométries d’objets étendus. Ces deux descriptions sont extrêmement liées entre elles et complé-
mentaires.

La théorie des supercordes.L’unification de la théorie de la gravitation – la relativité générale
d’Einstein – et des théories de jauge décrivant les autres interactions fondamentales, est un pro-
blème récurrent de la physique théorique depuis près d’un siècle. En effet l’incorporation de la
gravitation à la théorie quantique des champs se heurte à des problèmes techniques et conceptuels
apparemment insurmontables, dus aux infinis non-renormalisables de la théorie ainsi obtenue.

La théorie des supercordes est la seule théorie connue de gravitation quantique ; de plus elle
contient naturellement toutes les autres interactions fondamentales d’une manière unifiée. Le pos-
tulat principal de cette théorie est de remplacer les particules fondamentales ponctuelles par des
objets étendus dans une dimension spatiale, appeléscordes fondamentales(fig. 1). L’échelle ca-
ractéristique de ces objets est naturellement choisie assez petite pour ne pas être observable aux
échelles d’énergie habituelles. Les divergences sévères qui rendent la gravitation non renormali-

FIG. 1. Comparaison entre un diagramme de Feynman représentant l’interaction de par-
ticules ponctuelles (gauche) et diagramme correspondant en théorie des cordes (droite).

sable sont de cette manière supprimées ; la théorie des cordes fournit une description cohérente
maisperturbativede la gravitation quantique. Les différentes particules de la théorie des champs
correspondent à haute énergie à différents modes de vibration de la corde fondamentale. Les fer-
mions sont introduits dans la théorie en rajoutant des partenaires fermioniques aux coordonnées
de la corde ; on obtient ainsi les diverses théories de supercordes fermées (typeIIA , IIB , hété-
rotique). Une autre extension possible de la théorie des supercordes est l’introduction decordes
ouvertes(fig. 2) qui possèdent deux extrémités, libres ou fixées – exprimées en termes deD-branes
en langage moderne – et permettent d’obtenir la théorie de supercordes dite de typeI.

La principale limite de cette théorie est sa formulation en première quantification, intrinsè-
quement perturbative. Les seules quantités accessibles sont les éléments de la matrice de diffusion
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viii Préambule

FIG. 2. Corde fermée (gauche) et corde ouverte (droite).

pour des états asymptotiques dans une vide particulier de la théorie. Pour une théorie de la gravi-
tation quantique, cela veut dire que les amplitudes sont calculées autour d’un espace-temps donné,
et que la géométrie ne résulte pas de la dynamique des degrés de liberté fondamentaux de la théo-
rie. En outre, seul le régime perturbatif – où la constante de couplage des cordes est suffisamment
faible – est a priori accessible. Cette dernière limitation a été en partie surmontée par l’introduc-
tion des dualités couplage fort/couplage faible (dites de typeS), qui relient le régime perturbatif
d’une théorie des supercordes avec le régime non-perturbatif de la même ou d’une autre théorie.
Les différentes théories des cordes apparaissent alors comme différentes limites de l’espace des
modules d’une théorie inconnue – appelée théorieM – pour lesquelles les amplitudes admettent
un développement perturbatif (fig 3). Malgré ces limitations, nous pouvons espérer, à l’aide de

IIA

Hétérotique SO(32)

Type I

IIB

Hétérotique E  X E

D=11 Sugra

8 8

Auto−dualité

Dualité T
en D=9

Limite de couplage
fort

Compactification 
      orbifold

Dualité T 
en D=9

Dualité S non−perturbative

M ?

FIG. 3. Dualités entre théories de supercordes.

cette théorie, en apprendre d’avantage sur des problèmes physiques du domaine de la gravitation
quantique, comme les trous noirs et les singularités cosmologiques, pourvu que le développement
perturbatif soit valable. Cependant, peu d’espaces-temps courbes correspondent à des solutions
connues de la théorie des cordes. Parmi ceux-ci, les variétés de groupe occupent une place parti-
culière, grâce à leur grand nombre de symétries. Ces théories peuvent être jaugées et déformées
pour générer de nouvelles solutions. Ces techniques seront utilisées de manière importante dans le
présent travail.

Une autre voie de recherche – apparemment indépendante à l’origine – a consisté à repro-
duire la physique du modèle standard (interaction électrofaible, interaction forte) ou de ses ex-
tensions (théories de grande unification, modèle standard supersymétrique) à l’aide de théories de
supercordes. Ces dernières étant définies obligatoirement en dix dimensions d’espace-temps, il est
nécessaire decompactifiersix dimensions sur un espace assez petit pour que la physique obser-
vable aux énergies accessibles à l’expérience soit de manière effective quadridimensionnelle. Les
divers choix d’espaces compacts conduisent à des théories effectives de contenus en champs, de
symétries de jauge et de supersymétries différents.
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Ces deux directions de recherche se sont rapprochées de manière très fructueuse depuis une
dizaine d’années avec la découverte desD-branes ; ces derniers objets peuvent être décrits soit
comme des objets étendus dans la théorie effective de basse énergie préservant une fraction de la
supersymétrie, soit comme les états de bord correspondant aux extrémités fixes des cordes ouvertes
(fig 4). Cette découverte a permis plusieurs avancées spectaculaires, par exemple :

D2−brane

Corde fondamentale

FIG. 4. Corde fondamentale attachée à une D2-brane ; simultanément, la masse et la
charge de la D2-brane courbent l’espace-temps.

– la description microscopique des degrés de libertés de certains trous noirs obtenus comme
états liés deD-branes ;

– la formulation des dualités non-perturbatives mentionnées ci-dessus ;
– de nouvelles possibilités pour reproduire le modèle standard.

Ces deux descriptions des mêmes objets physiques :(i) en termes de théorie de jauge effective des
degrés de liberté des cordes ouvertes attachées auxD-branes et(ii) en termes d’objets étendus des
théories de supergravité effectives associées aux théories de supercordes, sont complémentaires
pour aborder des problèmes comme celui de l’entropie des trous noirs.

De manière très spectaculaire, il a été montré que, dans certains cas, il existe une limite parti-
culière dans l’espace des modules, ditelimite de découplage– car les degrés de libertés associés
aux branes découplent de la gravitation – dans laquelle ces deux descriptions deviennentéquiva-
lentesau niveau de la théorie quantique complète. L’exemple le plus célèbre est la dualité entre la
théorie des supercordes dans l’espace-temps AdS5×S5 et une théorie de jauge superconforme de
supersymétrie maximale en quatre dimensions. Cette conjecture, qui fournit un exemple concret
de description holographique de la gravitation quantique, a surtout été utilisée pour accéder au
régime non-perturbatif des théories de jauge, avec l’espoir de décrire le confinement des quarks
à basse énergie. Un obstacle à la réussite de ce programme vient du manque de solutions exactes
de la théorie de supercordes, en particulier lorsque des champs dits de «Ramond–Ramond» de-
viennent non-triviaux, ce qui est le cas pour lesD-branes. Les seules dualités holographiques qui
peuvent être traitées au niveau de la théorie des cordes complète – mis à part la limite de Penrose
de solutions deD-branes – correspondent à des configurations de cordes fondamentales microsco-
piques (F1) et de leurs duales magnétiques, lesNS5-branes. Nous essayerons donc dans ce travail
de construire de nouveaux espaces-temps de ce type, mais aussi d’utiliser ces nouvelles idées
d’holographie pour avoir un point de vue complémentaire sur ces solutions exactes des théories de
supercordes.

Plan de cette thèse.Dans la première partie de cette thèse nous présenterons les théories de su-
percordes en partant des théories effectives de supergravité et de leurs différentes solutionsBPS.
Cette approche permet d’introduire les branes de manière naturelle. La deuxième partie sera consa-
crée à l’approche de théorie conforme de la théorie des cordes, en particulier à la description des
théories fondées sur les algèbres affines. Nous nous concentrerons ensuite dans la troisième partie
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sur l’exemple particulier de l’espace-temps anti de Sitter à trois dimensions. Le quatrième cha-
pitre traitera d’un cas particulier de dualité holographique, la théorie des petites cordes, et de la
construction de solutions exactes en décrivant certains régimes perturbatifs. Enfin, le cinquième
et dernier chapitre portera sur l’étude des champs électromagnétiques en théorie des cordes, et en
particulier à l’étude de la physique de l’univers de Gödel. Les principaux résultats de cette thèse
seront rappelés dans la conclusion.

Le travail de thèse présenté dans ce mémoire a donné lieu à plusieurs publications :
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protection,” JHEP0401(2004) 042 [arXiv : hep-th/0310158].
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I

Supergravité et cordes fondamentales

Dans ce chapitre nous allons introduire les théories desupergravitéen dimension dix et onze.
Ces théories apparaissent comme théories effectives de basse énergie des théories de supercordes
que nous allons construire par la suite. Elles possèdent un spectre très riche d’objets étendus
– stables en raison de la supersymétrie qu’ils préservent – chargés sous les différentes formes
différentielles contenues dans les multiplets de supergravité. L’un d’entre eux, étendu dans une
dimension spatiale, sera ensuite considéré comme lacorde fondamentalede la théorie, c’est à
dire comme un constituant élémentaire de la théorie, dont il sera possible de définir une théorie
quantique.

I.1. Supergravités

Les supergravités sont des théories des champs incorporant naturellement la gravitation, la
supersymétrie – locale – et dans certains cas les interactions de jauge. Nous commencerons par
certains rappels élementaires avant de les construire.

Rappels de relativité générale et de théorie de champs.Commençons par une présentation
succincte de la relativité générale (voir par exemple [1]). Considérons l’espace-temps comme
une variétéM de signature(−,+, · · · ,+), munie d’une métrique lorentzienneg. Localement,
cet espace-temps peut se décrire par son espace tangent, l’espace-temps plat de MinkowskiR1,d.
Les vecteurs tangents en chaque point définissent un espace vectoriel de dimensiond + 1, qu’il
est possible de munir d’une base orthonormale, appeléerepère mobile. Il existe une liberté dans le
choix de cette base, correspondant au groupe d’isométrie de l’espace-temps plat, c.-à.-d. le groupe
de LorentzSO(1,d). Il est possible de faire un choix différent de repère mobile en chaque point,
du moment que pour deux points infiniment proches, le repère mobile varie continuement. En
d’autres termes, nous avons rendu la symétrie de Lorentz locale. Considérons donc un système de
coordonnéesxµ surM . Les vecteurs de base de l’espace tangent dans la base orthonormale que
nous avons choisie sont donnés par :

ea = e µ
a

∂

∂xµ
,

oùe µ
a est une matrice deGL(d+1,R) définissant le changement de base, défini de telle sorte que

la nouvelle base soit orthonormale :g
(
ea,eb

)
= ηab, oùηab est la métrique de l’espace-temps de

Minkowski. Nous introduisons aussi une base duale de une-formesϑ a, telle queϑ a = ea
µdxµ . La

métrique surM peut s’écrire dans les deux bases précédemment définies :

ds2 = gµν dxµ ⊗dxν = ηabϑ
a⊗ϑ

b.

Les vecteurs de l’espace tangent peuvent se développer indifféremment sur l’une ou l’autre des
bases :V = Vµ (∂/∂xµ) = Vaea. Nous devons maintenant définir une opération de dérivation∇
sur les vecteurs de l’espace tangent, qui permettra de transporter des vecteurs tangents en un autre
point de la variété, en tenant compte du changement de base d’un point à un autre. Cette opération

1



2 Supergravité et cordes fondamentales

s’appelle letransport parallèle. Dans le repère mobile que nous avons défini plus haut, son action
sur un vecteur est donnée par :

∇aV = ∇aV
beb =

(
eb∂a +∇aeb

)
Vb≡ (∂a +Γc

abec)Vb.

Nous avons introduit la connexionΓ qui définit la façon dont les vecteurs sont transportés. Ils
permettent de définir la une-forme de connexion :ωa

b = Γa
cbϑ c, qui satisfait les équations de

structure de Cartan :

dϑ
a +ω

a
b∧ϑ

c = T a ,(I.1)

dω
a
b +ω

a
c∧ω

c
b = Ra

b.

Les équations précédentes définissent les deux-formesadetorsionT a≡ 1
2T a

bcϑ
b∧ϑ c et decour-

bureRa
b ≡

1
2Ra

bcdϑ c∧ϑ d. Nous devons maintenant faire un choix particulier de connexion sur
notre variété. Nous demandons que le transport parallèle préserve le produit scalaire entre deux
vecteurs – en d’autres termes que la dérivée covariante de la métrique soit nulle – et que la tor-
sion s’annule en chaque point. Ces conditions déterminent uniquement laconnexion Levi-Civita
en fonction de la métrique.

Considérons maintenant une théorie physique vivant dans l’espace-temps courbe précédem-
ment défini, caractérisé par sa métrique. L’action des champs de cette théorieSm(g) doit être
invariante par rapport aux changements de coordonnées, et dépend explicitement de la métrique
g. L’idée maîtresse de la relativité générale est de considérer que la géométrie de l’espace-temps
elle-même possède une dynamique propre, et correspond au champ de gravitation. Nous consi-
dérons donc le repère mobileea comme un champ à part entière de la théorie. L’action à deux
dérivées la plus générale pour ce champ, invariante par reparamétrage (c.-à.-d. par changements
de coordonnées) est donnée par l’action de Einstein-Hilbert:

SEH =
1

16πGd+1

∫
M
∗(R +Λ) ,

où nous avons introduit la courbure scalaire :R = Rbdηbd = Ra
badηbd et la constante cosmolo-

giqueΛ. Les équations du mouvement déduites de cette action sont les équations d’Einstein :

Rµν −
1
2

gµν (R +Λ) =
16πGd+1√
−detg

δSm(g)
δgµν

≡ 8πGd+1Tµν .

La dernière égalité définit le tenseur d’énergie-impulsion de la matière. La solution des équa-
tions d’Einstein du vide àd+1 dimensions, stationnaire, à symétrie sphérique est lamétrique de
Schwarzschild:

ds2 =−
(

1−
16πGd+1M

(d−1)Ωd−1 rd−2

)
dt⊗dt +

(
1−

16πGd+1M

(d−1)Ωd−1 rd−2

)−1

dr⊗dr + r2dΩ2
d−1,

où dΩ2
d−1 est une métrique sur la(d−1)-sphère unité. Cette métrique représente la solution exté-

rieure pour le champ de gravitation d’un corps de masseM à symétrie sphérique. Lorsque le rayon
de ce corps est inférieur aurayon de Schwarzschild rs = (16πGd+1M/(d−1)Ωd−1)

1/(d−2), celui-
ci est un trou noir. L’espace-temps contient alors une hypersurface nulle àr = rs, appeléehorizon,
à l’intérieur de laquelle la lumière ne peut s’échapper à l’infini. Cette solution n’est pas stable au

aNous définissions les p-formes différentielles comme des p-tenseurs complètement antisymétriques de la base

duale, de composantesωµ1...µp
munis d’un produit extérieur antisymétrisé∧ défini par :

(
ω[p]∧ρ[q]

)
µ1...µp+q

=

(p+q)!
p!q! ω[µ1...µp

ρ
µp+1...µp+q]

et d’une dérivée extérieure :(dω[p])µ1...µp+1
= (p+ 1)∂[µ1

ω
µ2...µp]

. Nous définissons aussi

le dual de Hodge d’une p-forme par :(∗ω)
µ1...µd+1−p

= 1
p!

√
−detgeµ1...µd

gµd−p+1ν1 · · ·gµdνpων1...νp
.
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point de vue quantique, à cause durayonnement de Hawking. Ce rayonnement est similaire à celui
d’un corps noir à la température

(I.2) TH =
A

4~Gd+1
,

proportionnelle à l’aireA de l’horizon du trou noir. Remarquons également que si nous étendons
la solution de Schwarzschild à tout l’espace-temps, il faut ajouter une source ponctuelle enr = 0
à cause de la singularité de la courbure en ce point.

Théories de jauge.Les théories de jauge – appelées aussi théories de Yang-Mills – sont une
généralisation de cette construction à un groupe de symétrie interne. Considérons par exemple
l’action d’un champ scalaireφ de massem à valeurs dansCN, dont l’action s’écrit :

S(φ) =
1
2

∫
dφ

†∧∗dφ +∗m2
φ

†
φ .

Cette théorie est invariante sous l’action d’une matrice unitaire sur champ scalaire :φ → U φ ,
U ∈U(N). Nous voulons maintenant imposer que cette symétrie soit locale, c.-à.-d. que la matrice
de transformationU (xµ) soit une fonction quelconque des coordonnées sur la variété. Cette opé-
ration s’appelle le jaugement d’une symétrie globale ; géométriquement, nous considérons alors
un fibré du groupe de LieU(N) sur l’espace-tempsM . Dans ce cas l’action n’est plus invariante,
à cause de la variation deU sous la dérivation : d(U φ) = U

(
d+U −1dU

)
φ . Nous introduisons

alors comme dans l’exemple précédent la une-forme de connexionA à valeurs dans l’algèbre de
Lie u(N) qui se transforme sous les transformationsU(N) locales comme :A → A−U −1dU .
Nous définissons la différentielle covariante deφ : Dφ = (d+A)φ , de telle sorte que l’action
devienne invariante sous les transformations de jauge. La courbure associée à cette connexion est
donnée parF = D∧D = dA +A∧A. De façon similaire à la relativité générale, la connexion est
considérée comme un champ dynamique. L’action de la théorie est donc donnée par :

(I.3) S(φ |A) =
1
2

∫
M

Dφ
†∧∗Dφ +m2

φ
†
φ +

1
g2

YM

Tr F ∧∗F ,

oùgYM définit la constante de couplage.
Fermions.Enfin, nous devons introduire des champs fermioniques pour décrire le secteur de

matière. Grâce au théorème spin-statistique, nous savons que ces fermions se transforment comme
des représentations spinorielles sous les transformations de LorentzSO(1,d) de l’espace tangent.
Pour obtenir leurs lois transformations, nous introduisons les matricesγ a de Dirac, vérifiant l’al-
gèbre de Clifford :

{
γ a,γ b

}
= 2ηab. Alors les générateurs du groupe de Lorentz dans la représen-

tation spinorielle sont donnés parΣab =− ı
4

[
γ a,γ b

]
. Soit doncψ unspineur de Diracappartenant

à cette représentation.b Pour coupler les théories fermioniques à la gravitation, nous devons dé-
finir un opérateur de dérivation covariante par rapport aux transformations de Lorentz locales :
∇µψ =

(
∂µ +Ωµ

)
ψ, en fonction de la connexion de spinΩ donnée parΩ = ı

2ωabΣab. De plus,
si le champ spinoriel est à valeurs dans un groupe de Lie, sa dérivée covariante par rapport aux
transformations de jauge est simplement donnée par∇a + e µ

a Aµ . En résumé une action pour un
spineur de Dirac de massem, covariante à la fois par rapport aux transformations de jauge internes
et d’espace-temps est alors :

S(ψ) =
∫

M
∗ ψ̄
[
ıγ ae µ

a

(
∇µ +Aµ

)
+m

]
ψ.

Nous avons défini tous les ingrédients nécessaires à la description dumodèle standarddes interac-
tions fondamentales. Il se compose premièrement d’une théorie de jaugeSU(3)×SU(2)×U(1)

bson spineur conjugué est donné parψ̄ ≡ ψ†γ 0.
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(partiellement brisée par un champ scalaire, le boson de Higgs) couplée à des champs de matière
fermioniques.c Cette théorie est quantifiée en considérant les champs comme des opérateurs agis-
sant dans l’espace de Hilbert des états de la théorie quantique. Dans le formalise de l’intégrale
de chemin, les quantités physiques sont données par la valeur moyenne d’opérateurs par rapport à
toutes les configurations des champs :

〈O1[φ ](xµ

1 ) · · ·On[φ ](xµ
n )〉 ∼

∫
Dφ e−

ı
~ S(φ)O1[φ ](xµ

1 ) · · ·On[φ ](xµ
n ).

Dans la limite classique~→ 0, la condition de phase stationnaire reproduit les équations classiques
du mouvement pourφ . Le calcul de telles amplitudes n’est en général possible que de manière
perturbative, c.-à.-d. en développant les termes d’interaction en puissances des paramètres qui
les contrôlent. Ils conduisent typiquement à des quantités infinies, qui doivent être régularisées.
Cependant il est possible d’en extraire des valeurs physiques de manière systématique grâce au
processus derenormalisation. En outre, le modèle standard contient une théorie classique de la
gravitation que nous avons présentée brièvement. Il est connu de longue date qu’à l’opposé des
autres interactions, la théorie d’Einstein n’est pas renormalisable, ce qui empêche de définir une
théorie quantique de la gravitation à l’aide des outils de la théorie quantique des champs.

Algèbres de supersymétrie.La construction du modèle standard peut se décrire uniquement en
termes des symétries de la théorie, qu’elles soient globales ou locales comme les symétries de
jauge. Il est dès lors intéressant de chercher à élargir ces symétries pour générer de nouvelles
théories physiques, soit pour unifier les théories existantes, soit pour tenter d’incorporer la gravi-
tation dans le formalisme quantique. Le premier type d’extension concerne uniquement le groupe
de symétrie interne de la théorie. Ce type de modèles, dits degrande unification, visent à unifier
les théories de jauge à l’aide de groupes de jauge élargis, par exempleSO(10). Par contre, l’ajout
de nouvelles symétries qui ne commutent pas avec les symétries de l’espace-temps – le groupe
de Poincaré – est interdit, dans le cadre d’hypothèses physiques raisonnables, par le théorème de
Colemann et Mandula. Cependant il existe une manière de contourner ce théorème en considé-
rant des symétries de type fermionique ; il s’agit de lasupersymétrie.d Soit donc une théorie des
champs à quatre dimensions dont le spectre de bosons et le spectre de fermions sont dégénérés en
masse – chaque particule d’un type possède un ou plusieurs «partenaires» de l’autre type. Nous
pouvons alors éventuellement construire une opération de symétrie transformant ces particules
l’une dans l’autre ; le paramètre d’une telle symétrie serait alors lui-même fermionique, c.-à.-d.
anticommutant. Considérons ainsi un ensemble deN chargesQA, qui se transforment comme des
spineurs de Majorana (des spineurs de Dirac sur lesquels est imposée une condition de réalité
Q̄= QTC), appeléessupercharges. Il est alors possible d’étendre l’algèbre de Poincaré, engendrée
par les générateurs du groupe de Lorentz et les générateurs du groupe des translationsPµ de la
façon suivante : [

Pµ ,QA

]
= 0,{

QA,Q̄B

}
= −2γ

µPµδAB−2ıZAB.(I.4)

Une théorie est dite supersymétrique si ses équations du mouvement sont compatibles avec cette
symétrie. Les différentes particules de la théorie s’organisent alors enmultiplets, de composantes
reliées par l’action des chargesQA de supersymétrie. Le multiplet générique comporte 22N états,
dont la moitié est bosonique et la moitié fermionique. La matrice antisymétriqueZ , qui com-
mute avec toute l’algèbre, est appeléeextension centrale. Nous verrons par la suite que les valeurs

cvoir par exemple [2] pour une présentation détaillée.
dUne introduction pédagogique est donnée dans [3].
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propresqi de cette matrice sont naturellement reliées aux charges des solutions supersymétriques
de la théorie sous ses symétries locales. En présence d’une telle extension centrale, toutes les repré-
sentations de l’algèbre de supersymétrie vérifient l’inégalité de Bogomolny-Pradad-Sommerfeld (BPS)
reliant leur massem et leurs chargesqi :

(I.5) m> |qi | .

En particulier, lorsque pourp chargesqi l’inégalité précédente est une égalité, la représentation
générique de supersymétrie – de dimension 22N – se décompose en représentations irréductibles
de dimensions 22(N−p), ditesp/N-BPS, préservant la fraction de supersymétrie correspondante.

La supersymétrie apparaît de manière plus naturelle dans le formalisme dusuper-espace.e

Considérons que l’espace-temps, en plus des coordonnées usuellesxµ , possède aussi des coor-
données fermioniques, données par un spineur de Majoranaθ qui est une variable de Grassmann,
c.-à.-d. anticommutante :{Q,Q} = 0. Alors, de même que l’impulsionPµ correspond au géné-
rateur des translations de l’algèbre de Poincaré, la superchargeQ correspond au générateur des
«super-translations» de l’algèbre de super-Poincaré :

(xµ ,θ)→ (xµ − ζ̄ γ
µ

θ ,θ +ζ ) ,

de paramètre fermioniqueζ . Dans ce formalisme, les champs bosoniquesφ(xµ) sont remplacés
par dessuper-champsqui sont des fonctions des super-coordonnéesΦ(x,θ). Comme la super-
coordonnéeθ est anticommutante, le super-champΦ se développe en un nombre fini de termes
en puissance deθ . L’action gauche des générateurs de translation et de super-translation sur un tel
super-champ est :

Pµ ·Φ =−∂µΦ , Q·Φ =
(

∂

∂θ
+ γ

µ
θ∂µ

)
Φ ,

où la dérivation fermionique est simplement :(∂/∂θα)θ
β

= δ
αβ

.

Supergravité à onze dimensions et réductions dimensionnelles.La supersymétrie que nous
venons d’introduire est une symétrie globale de la théorie reliant les bosons et les fermions ; il
est également possible de rendre cette symétrielocale, de façon similaire aux théories de jauge et
à la gravitation. Cependant, comme l’anticommutateur de deux transformations de supersymétrie
est une translation, équation (I.4), une supersymétrie locale est indissociable d’une symétrie de
Poincaré locale ; en d’autre termes nous sommes amenés à considérer les théories desupergravité
qui réalisent l’extension naturelle de la théorie d’Einstein compatible avec la supersymétrie. D’un
point de vue complémentaire, la particule médiatrice de la gravitation, legraviton – de spin 2 –
appartient à un multiplet de supersymétrie qui contient toujours aussi une ou plusieurs particules
de spin 3/2, médiatrices de la supersymétrie locale. Une telle particule est ungravitino.

Le nombre de supercharges d’une théorie des champs ne peut excéder 32, pour éviter que
les multiplets ne contiennent des particules de spin supérieur à deux. Ces dernières ne peuvent
en effet se coupler de façon locale à la gravitation. La dimension maximale d’espace-temps pour
laquelle il existe des représentations spinorielles de dimension 32 est onze dimensions. Nous allons
alors considérer la théorie desupergravité à onze dimensions; la plupart des autres supergravités
peuvent s’en déduire par réduction dimensionnelle et/ou brisure de supersymétrie. Le multiplet
gravitationnel se compose du graviton, d’un gravitinof ψµ , d’une trois-formeC de courbureG =

ePar simplicité nous nous restreignons au super-espaceN = 1.
f Le gravitino est une particule de spin 3/2, décrite ici comme un spineur de Dirac comportant en plus un indice

vectoriel.
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dC. L’action d’une telle théorie est [4] :

S11 =
1

2κ2
11

∫
∗R−∗ ı

2
ψ̄µγ

µνρ∇νψρ −
1
2
G ∧∗G − 1

6
C∧G ∧G

+∗ 1
96

(
ψµγ

µναβγδ
ψν +12ψ̄

α
γ

γδ
ψ

β

)(
G

αβγδ
− 3

2
ψ̄[µγνρψ

σ ]

)
.(I.6)

Dans cette action, la dérivée covariante du gravitino est définie à l’aide de la connexionω
µab+

ı
8ψ̄αγ αβ

µab
ψ

β
. Il est possible de vérifier que les équations du mouvement (et non l’action) de

cette théorie sont invariantes par transformation locale de supersymétrie. La partie non-triviale de
l’algèbre de supersymétrie de cette théorie est donnée par :

(I.7) {Q,Q̄}=−2γ
MPM−2ıγMNZMN−2ıγMNPQRZMNPQR

Les charges centrales qui apparaissent dans le membre de droite correspondent aux charges d’ob-
jets étendus comme nous le verrons plus loin.

Réduction dimensionnelle.À partir de cette théorie à onze dimensions, il est possible de défi-
nir des théories de supergravité maximales (c.-à.-d. possédant 32 supercharges) en dimension plus
basse, en utilisant la procédure deréduction de Kaluza-Klein[5]. Supposons que l’une des dimen-
sions spatiales de l’espace-temps soit compacte, c.-à.-d. identifiée périodiquement. Alors, pour
des énergies petites devant l’inverse du rayon de compactification, il est légitime de considérer
que les champs de la théorie sont indépendants de cette direction. En décomposant les champs en
représentations du groupe de Lorentz en dimensions réduite, nous obtenons alors une théorie de
supergravité maximale en plus basse dimension.

Dans l’exemple considéré, nous obtenons de la réduction de la supergravité à onze dimensions
l’action suivante, pour lasupergravité IIA en dix dimensions :

SIIA =
1

2κ2
10

∫
e−2Φ

(
∗R− 1

2
H[3]∧∗H[3] +4dΦ∧∗dΦ

)
−1

2
F[2]∧∗F[2]−

1
2
F[4]∧∗F[4]−

1
2

B[2]∧F[4]∧F[4] + fermions.(I.8)

Les différents champs de cette action apparaissent de la façon suivante lors de la réduction dimen-
sionnelle :

– la métrique à onze dimensions se décompose en une métrique à dix dimensions, un scalaire
Φ appelédilatonet une une-formeA de courbureF[2] = dA ;

– la trois-formeC se décompose en une deux-formeB[2] de courbureH[3] = dB[2] et une
trois-formeA[3] de courbureF[4] = dA[3]−A[1]∧F[3].

Cette supergravité possède deux supercharges de Majorana dans les représentations spinorielles
16et16’ du groupe de LorentzSO(1,9).

Le terme cinétique de la gravitation, c.-à.-d. la courbure scalaire, n’apparaît pas de manière
canonique dans cette action à cause du couplage au dilatonΦ. Il est possible d’obtenir une action
canonique, en transformant la métrique qui apparaît dans ce lagrangien – ditemétrique des cordes
gσ – en une autre métrique ditemétrique d’Einstein: gE = e−Φ/2gσ . La valeur observée de la
constante gravitationnelle est alorsκ̃10 = eΦ∞κ10, en fonction de la valeur asymptotiqueΦ∞ du
dilaton. Ainsi le dilaton joue le rôle de constante de couplage dynamique de la théorie.

Il existe une autre supergravité maximale à dix dimensions qui ne descend pas de la supergra-
vité à onze dimensions : lasupergravité IIB . Les deux gravitinos de cette théorie se transforment
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dans la représentation16. Son action est donnée par :

SIIB =
1

2κ2
10

∫
e−2Φ

(
∗R− 1

2
H[3]∧∗H[3] +4dΦ∧∗dΦ

)
− 1

2
F[1]∧∗F[1]

−1
2
F̃[3]∧∗F̃[3]−

1
2
F̃[5]∧∗F̃[5]−

1
2

A[4]∧H[3]∧F[3] + fermions,

avecF̃[3] = dA[2]−A[0]∧H[3] etF̃[5] = F[5]−
1
2A[2]∧H[3] +

1
2B[2]∧F[3]. De plus il faut imposer

une condition d’auto-dualité sur la courburẽF[5] au sens de la dualité de Hodge :̃F[5] = ∗F̃[5].
Une propriété importante de cette supergravité est l’existence d’une symétrie globale de la théorie
agissant sur les champs. Si nous définissons la combinaison complexe suivante des scalaires de la
théorie :τ = A[0] + ıe−Φ, alors il existe une symétrieSL(2,R) des équations du mouvement avec
l’action suivante :

τ
′ =

aτ +b
cτ +d

,(
H ′

[3]

F ′
[3]

)
=

(
d c
b a

)(
H[3]

F[3]

)
,

F̃ ′
[5] = F̃ ′

[5], g′E = gE.(I.9)

Nous verrons ensuite qu’un sous-groupe discretSL(2,Z) de cette symétrie existe dans la théorie
des supercordes correspondant à cette supergravité.

Pour finir ce tour d’horizon des supergravités à dix dimensions, nous pouvons mentionner les
supergravités de type I ou Hétérotiqueg qui contiennent uniquement seize supercharges. Leur
caractéristique principale est de contenir des champs de jauge non-abéliens, se transformant dans
le groupeSO(32) ouE8×E8. La dimension du groupe de jauge de la théorie est fixée par la condi-
tion d’annulation des anomalies dues à la présence de fermions chiraux. Dans le casE8×E8, il est
possible d’obtenir la supergravité hétérotique par une réduction dimensionnelle particulière de la
supergravité à onze dimensions. Considérons en effet une compactification de cette dernière selon
la coordonnéex10 ; nous obtenons la théorie de typeIIA . En revanche, si en plus de l’identifica-
tion : x10∼ x10+ 2πR10, nous imposons également l’identification suivante :x10∼ −x10 , nous
obtenons une compactification sur un espace singulier appeléorbifold. Le spectre des champs in-
variants par cette identification obtenu par réduction dimensionnelle est le suivant : un graviton,
un gravitino, un dilatonΦ, une deux-formeA[2]. Cependant cette théorie possède des anomalies
au niveau quantique. Comme l’ont montré Hořava et Witten [6], ces anomalies peuvent être annu-
lées par deux multiplets de jauge du groupeE8 qui «vivent» sur les locii des deux points fixes de
l’identification,x10 = 0, πR10.

Toutes les théories de supergravité que nous avons présentées comportent un secteur «univer-
sel» composé du graviton, du dilatonΦ et de la deux-formeB[2]. La courbure de cette dernière
H[3] = dB[2] peut aussi s’interpréter comme latorsionde la variété.

I.2. Solutions BPS des théories de supergravité

Nous avons considéré dans la section précédente les différentes théories de supergravité en
onze et dix dimensions d’espace-temps. Nous cherchons maintenant les solutions «élémentaires»
de ces théories correspondant à des objets étendus dans des directions spatiales.h Ce derniers,

gLa nomenclature se réfère aux théories des cordes associées.
hLes solutions présentées ici sont examinées en grand détail dans [7].
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appelés génériquement branes, par extension du mot «membrane» seront des généralisations de la
solution de Schwarzschild des théories de gravité pure mais avec deux différences majeures :

– Ces objets étendus sont chargés par rapport aux p-formes que contiennent ces théories ;
– pour certaines valeurs des paramètres qui les décrivent, ces solutions sont ditesextrémales

ou BPS, et sont stables par rapport au rayonnement de Hawking.

Les p-branes noires de la supergravité à onze dimensions.Commençons notre revue par les
solutions de branes de la supergravité à onze dimensions. Cette théorie contient une trois forme
C[3], qui peut être couplée minimalement à deux types d’objets étendus :

– la M2-brane, appelée aussimembrane, est étendue dans deux dimensions d’espace. Elle
couple à la trois forme de manière «électrique» :

SM2∼
M2

2κ 2
11

∫
S3

∗ +
e√
2κ11

∫
S3

C[3],

en intégrant la trois-forme sur levolume d’universS3 de la membrane à(2+1) dimensions.
La membrane est aussi naturellement couplée à la gravitation par le premier terme source,
proportionnel au volume. La solution des équations du mouvement venant de l’action (I.6)
est la suivante :

ds2 =
(

1−
R6
−

r6

)2/3
−
1− R6

+
r6

1− R6
−

r6

 dt2 +dx2 +dy2


+

dr2(
1− R6

−
r6

)(
1− R6

+
r6

) + r2dΩ2
7 ,

C[3] =
(R+R−)3

r6 dt ∧dx∧dy.

Cette solution correspond à une membrane de charge électrique et de masse par unité de surfacei :

e=
6Ω7√
2κ11

(R+R−)3 , M2 =
Ω7

2κ 2
11

[
7R 6

+−R 6
−
]
.

Notons que cette solution ne comporte pas de singularité nue (c.-à.-d. non protégée par un horizon
causal), si la masse et la charge obéissent à l’inégalité :

√
2κ11M2 > |e|.

Cette inégalité correspond exactement à la borneBPS, eq. (I.5) que nous avons discutée à propos
des algèbres de supersymétrie. En effet, en présence d’une membrane orientée dans les directions
(0,1,2), le calcul explicite des charges de supersymétrie donne le résultat suivant :

1
Vol(M2)

{Q,Q̄}=−2γ
0M2−2ıγ 12e.

Ainsi la première extension centrale de l’algèbre de supersymétrie, eq. (I.7) est reliée directement
à la charge de la membrane. Dans le casextrémal, κ11M2 =

√
2|e|, la moitié de la supersymétrie est

préservée par la solution ; en effet le membre de droite de l’algèbre de supersymétrie est propor-
tionnel au projecteur̂P = 1

2(1+ γ 012) qui possède seize vecteurs propres de valeur propre nulle.

iLa charge électrique de la membrane est obtenue en intégrant la courbure duale∗G sur une sept-sphère à l’in-
fini entourant la membrane dans l’espace transverse :e = 1√

2κ11

∫
S7

∞
∗G . La masse par unité de volume diteADM

est donnée par l’intégrale suivante de la perturbation de la métriquehµν := gµν −ηµν sur la sept-sphère à l’infini :

M2 = 1
2κ 2

11

∫
S7

∞
dΣm

(
∂ ahab−∂ahc

c
)
.
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La supersymétrie préservée par cette solution peut aussi être obtenue explicitement en vérifiant
que la variation de supersymétrie des champs de la théorie est nulle moyennant des contraintes sur
le paramètre fermionique de transformation :

δψµ = ∇µε +
1

288

(
γ

νρστ

µ
−8δ

ν
µ γ

ρστ

)
Gνρστε = 0.

La stabilité de la solutionBPS– c.-à.-d. extrémale – au niveau quantique est assurée en raison de
la supersymétrie. En effet sa masse est fixée par la charge, qui est une quantité topologique qui ne
peut décroître continuement.

– la M5-brane est étendue dans quatre dimensions d’espace. Elle couple à la trois forme de
manière «magnétique» : ∫

S5

C̃[6],

où la six-forme duale est définie localement par : dC̃[6] = ∗G . La solution des équations du
mouvement venant de l’action (I.6) est alors :

ds2 =
(

1−
R3
−

r3

)1/3
−
1− R3

+
r3

1− R3
−

r3

 dt2 +
5

∑
i=1

dx2
i


+

dr2(
1− R3

−
r3

)(
1− R3

+
r3

) + r2dΩ2
4 ,

G = dC[3] = 3(R+R−)3/2
ω4 ,

(I.10)

oùω4 est la forme de volume sur la quatre-sphère. De même que pour la membrane, cette solution
correspond à une M5-brane de masse volumique et de charge magnétique :

m=
3Ω4√
2κ11

(R+R−)3 , M5 =
Ω4

2κ 2
11

[
4R 3

+−R 3
−
]
,

obéissant à la borneBPS
√

2κ11M5 > |m|. La solution extrémale préserve également la moitié des
supersymétries. L’algèbre de supersymétrie est alors :

1
Vol(M5)

{Q,Q̄}=−2γ
0M5−2ıγ12345m.

Ainsi la deuxième extension centrale de l’algèbre de supersymétrie, eq. (I.7) correspond à la charge
magnétique de laM5-brane.

Quantification de la charge. Dans une théorie quantique contenant des membranes et desM5-
branes, il existe une relation entre la charge électrique et la charge magnétique de ces dernières [8].
Plaçons pour cela une membrane (fermée) plongée dans l’espace-temps courbé par uneM5-brane,
donné par l’équation (I.10). Cette membrane va être couplée minimalement à la trois-formeC[3]
comme

∫
S 3 C[3]. Considérons une déformation continue de la membrane, la ramenant à sa confi-

guration initiale. Pendant ce processus, la membrane balaie une hypersurface ferméeS ayant la
topologie d’une trois-sphère. À cause du champ magnétique généré par laM5-brane, l’intégrale de
chemin de la membrane acquerra alors la phase :

exp

{
ı

e√
2κ11

∮
S
C[3]

}
= exp

{
ı

e√
2κ11

∮
D

G

}
, C = ∂D.
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M5−brane

M2−brane
C

D

D’

FIG. I.1. HypersurfaceC balayée par laM2-brane, complétée parD ou D′, formant en-
semble une quatre-sphère.

La sous-variétéD de l’espace-temps à quatre dimensions admet l’hypersurfaceC pour bord. Il
existe bien sûr une ambiguïté dans le choix deD, mais celui-ci ne doit pas affecter les quantités
physiques, donc la phase obtenue doit s’annuler. En particulier, si nous choisissons une autre
sous variétéD′, telle queD∩D′ contienne la M5-brane (fig I.1), nous obtenons alors la condition
suivante :

(I.11)
e√
2κ11

∫
D∩D′

G = em= 2πn , n∈ Z.

Ainsi l’existence d’une seule solution magnétique quantifie toutes les charges électriques que peut
contenir la théorie.

Les p-branes à dix dimensions.Les résultats précédents se généralisent aisément aux supergra-
vités à dix dimensions [9]. Nous nous restreignons maintenant aux solutions supersymétriques
extrémales. La différence majeure avec la supergravité à onze dimensions est la présence du di-
laton Φ qui apparaîtra dans les solutions. Commençons par lesecteur universelde ces théories,
c.-à.-d. les objets chargés sous la deux-formeB[2]. La solution électrique est appeléecorde fon-
damentale (dite F1), pour des raisons qui deviendront claires par la suite. Explicitement nous
avons :

ds2
σ = H−1

1

(
−dt2 +dx2)+dr2 + r2dΩ2

7 ,

B[2] =
1
2

H−1
1 dt ∧dx,

e2Φ = g2
sH−1

1 , avec H1 = 1+
κ̃ 2

10gsN1

6πα ′Ω7

1
r6 .(I.12)

Cette solution est paramétrée de telle sorte que la charge électrique et la masse volumique soient
données par :

eF1 =
√

2κ̃10g
−1/2
s N1 τF1 , MF1 = N1 τF1 ,

en fonction de latensionde la corde fondamentale

τF1 =
1

2πα ′
,

et de la valeur asymptotique du dilatonΦ∞. Cette solution estBPS et préserve la moitié de la
supersymétrie.
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La solution magnétique est laNS5-brane, s’étendant dans cinq directions spatiales. La solu-
tion BPScorrespondante de supergravité est :

ds2
σ = ηµνdxµdxν +H5

(
dr2 + r2dΩ2

3

)
,

H = dB[2] = 2α
′gsN5ω3

e2Φ = g2
s H5 , avec H5 = 1+

α ′N5

r2 ,(I.13)

pour uneNS5-brane de tension

τNS5 =
N5π

τF1κ̃2
10

,

de manière à vérifier la quantification de la chargeeF1mNS5 = 2πN1N5. Les entiersN1 etN5 repré-
sentent ainsi le nombre de branes «élémentaires» superposées. Notons que les calculs perturbatifs
de diffusion de gravitons dans la théorie des cordes donnent la relation : 2κ̃2

10 = (2π)7g2
sα

′4. La
tension de laNS5-brane se comporte donc en fonction de la constante de couplage des cordes
commeτNS5∼ g−2

s τF1 ; elle est donc très massive lorsque la constante de couplage est faible. Elle
correspond à un objetnon-perturbatifde la théorie.

Les supergravités de typeII contiennent également d’autres p-formes ; les solutionsBPSchar-
gées sous celles-ci sont appeléesDp-branes. De façon succincte, à chaque p-forme sera associée
uneD-brane électrique étendue dans(p−1) directions spatiales et uneD-brane magnétique éten-
due dans(7− p) directions. Dans la supergravitéIIB il existe uneD3-brane à la fois électrique et
magnétique. La métrique et le dilaton d’une solution deDp-brane sont :

ds2
σ = H−1/2

p

(
−dt2 +

p

∑
i=1

dx2
i

)
+H1/2

p

(
dr2 + r2dΩ8−p

)
,

e2Φ = g2
sH(3−p)/4

p , avec Hp = 1+
2κ̃10τp

(7− p)Ω8−p r7−p ,(I.14)

en fonction de la tensionτp de laD-brane. Dans la théorie des cordes cette tension peut s’exprimer
à l’aide de la tension de la corde fondamentale comme :

τp =
1

gs(2π)p(α ′)
p+1

2

.

LesDp-branes sont donc des objets non-perturbatifs, dont la masse est grande lorsque la constante
de couplage est faible.

Les objets de masse négative : les orientifolds.Toutes les solutions que nous avons construites
jusqu’à présent correspondent à des objets de masse positive. Il est tout à fait possible de consi-
dérer le cas opposé, en remplaçantτp→−τp dans la solution (I.14) desDp-branes. Ces solutions
préservent également la moitié des supersymétries. Ce type de solutions n’est généralement pas
considéré en relativité générale car l’espace-temps contient une singularité nue à l’emplacement
de cet objet. Cependant ces solutions apparaissent naturellement dans la théorie des cordes, et sont
appeléesorientifolds[10].

Solutions cosmologiques gouvernées par des orientifolds (travail non publié).Nous allons
maintenant montrer comment, à partir d’une solution de p-brane, il est possible de générer un
espace-temps cosmologique, dont la dynamique est gouvernée par des objets de masse négative.
Pour illustrer cette construction générale à toutes p-branes, nous prendrons l’exemple de la solution
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FIG. I.2. Diagramme de Carter-Penrose des solutions cosmologiques

deNS5-brane non-extrémale :

ds2
σ = (1−R2

−/r2)−1
[

dr2

1−R2
+/r2 − (1−R2

+/r2)dt2
]
+ r2dΩ2

3 +dx2 ,

e−2Φ = 1−R2
−/r2 ,

H = R+R− sin2
θ sinφ dθ ∧dφ ∧dψ .

Les équations du mouvement de la supergravité étant analytiques, il est possible de générer une
nouvelle solution à partir d’une déjà connue par unprolongement analytiquesur les coordonnées
et/ou les paramètres. La nouvelle solution sera physique si tous les champs sont réels. Dans le cas
présent nous effectuons la continuation analytique suivante :

r = iτ , t = iy , θ = iξ ,

en même temps qu’une redéfinition des deux paramètres indépendants :

R+ = iτ+ , R− = τ−.

Nous obtenons ainsi une solution cosmologique (c.-à.-d. dépendante du temps) asymptotiquement
plate :

ds2
σ = (1+ τ

2
−/τ

2)−1
[
− dτ2

1− τ2
+/τ2 +(1− τ

2
+/τ

2)dy2
]
+ τ

2dH2
3 +dx2 ,

e−2Φ = 1+ τ
2
−/τ

2 ,

H = τ+τ− sinh2
ξ sin2

φ dξ ∧dφ ∧dψ ,

où dH 2
3 est une métrique sur l’espace hyperbolique à trois dimensions. Cette solution possède un

horizon causal enτ = τ+ et une singularité du genre espace enτ = 0. La structure de cet espace-
temps est résumée dans le diagramme causal dit deCarter-Penrose(fig. I.2). Cette solution ne
présente aucune singularité de courbure à l’origineτ = 0 ; la singularité apparente est uniquement
due au choix du système de coordonnées, dit de Rindler.

Pour mieux comprendre la nature de cette solution, examinons la limiteτ → 0 :

ds2
σ ' (τ/τ−)2[(τ/τ+)2dτ

2− (τ+/τ)2dy2]+ τ
2dH2

3 +dx2.
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Dans les nouvelles coordonnées :τ2 = (τ+τ−)1/2ρ et (τ+/τ−)y = t, la solution s’écrit dans la
métrique d’Einstein (obtenue par ds 2

E = e−φ/2ds 2
σ ) :

ds2
E =

(
τ1/2
+ ρ

τ3/2
−

)−1/4[
ηµνdxµdxν

]
+

(
ρ

τ5/6
+ τ1/6

−

)3/4[
dρ

2 +(τ+τ−)2dH2
3

]
,

e2Φ = g2
s ρ ,

H = (τ+τ−)2dH3 .

Cette solution peut s’interpréter comme une brane de tension négative délocalisée surH3. En effet,
de même que pour les solutions de p-branes, nous devons rajouter un terme source à l’action pour
un objet de tensionT0 délocalisé sur l’espace hyperboliqueH3 :

S=
1

2κ2

∫ (
∗R− 1

2
dΦ∧∗dΦ− 1

2
e−ΦH ∧∗H

)
−δ (y)VH3

TO

∫
S6

∗eΦ/2 +B[2]

D’après les équations du mouvement :Ryy ∼ −TO δ (y)gyy, et le calcul du tenseur de courbure
donneRyy∼ +δ (y), ce qui implique que la tensionT0 de la source est négative. Comme dans la
référence [11], où une solution du même type est étudiée, nous pouvons donner l’interprétation
physique suivante. Nous considérons qu’il existe une brane de masse négative, chargée, située au
bord de l’univers. Sous l’effet de sa tension, l’univers va se contracter, mais en même temps la
densité d’énergie électrique à l’intérieur de la brane augmente. La brane étant de masse négative,
elle sera finalement repoussée par cette densité d’énergie et l’univers sera en expansion, mais sans
être passé par une singularité de courbure initiale. Remarquons que seule la présence d’objets de
masse négative permet d’éviter la singularité du Big-Bang. Il serait très intéressant de construire
des modèles cosmologiques réalistes avec ce mécanisme, c.-à.-d. isotropes dans trois dimensions
et non asymptotiquement plats.

I.3. Quantification de la corde fondamentale

Dans la section précédente nous avons construit les solutions de p-branes extrémales des théo-
ries classiques de supergravité à dix dimensions. Nous souhaitons maintenant construire des théo-
ries quantiques admettant ces supergravités comme solutions de basse énergie. Comme les so-
lutions de p-branes de supergravité sont stables – en raison de la supersymétrie – elle devraient
exister dans la théorie sous-jacente. Dans la limite où la théorie est faiblement couplée,κ10→ 0,
un seul de ces objets est de masse faible : la corde couplée à la deux-formeB[2]. Pour cette raison il
est naturel de considérer cette corde comme l’objet fondamental de la théorie quantique, dont les
degrés de liberté «engendrent» la théorie effective de supergravité à basse énergie. La construction
de la théorie quantique de ces cordes fondamentales est la théorie des supercordes [12–14].

Actions de Nambu-Goto et Polyakov.Nous allons maintenant décrire la dynamique de la corde
fondamentale, au niveau de la théorie classique puis de la théorie quantique. Nous nous limiterons
pour l’instant au cas des théoriesIIA et IIB , avec une supersymétrieN = 2, et dans lesquelles les
cordes sontfermées, c.-à.-d. periodiques dans leur dimension spatiale. L’action classique de la
corde fondamentale peut se construire à l’aide des contraintes suivantes :

– cette action doit être un terme source de la supergravité compatible avec la solution (I.12)
des équations du mouvement ;

– elle doit être invariante sous les transformations de super-Poincaré.
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Une action vérifiant ces propriétés est premièrement composée d’un terme cinétique, l’action de
Nambu-Goto :

(I.15) SNG = τF1

∫
S2

dσ dt
√
−det Πµ

a Πν
b gσ

µν , avec Πµ
a = ∂aXµ − iθ̄ A

γ
µ

∂aθ
A.

Cette action, pour une supercorde de tensionτF1, correspond à l’intégrale de l’élément de surface
sur lasurface d’univers, en fonction des une-formes de la surface d’universΠµ

a , invariantes sous
les super-translations :δXµ = ı

2εAγµθ A , δθ A = εA. Les champs à deux dimensionsX(σ , t)
représentent les coordonnées de la corde dans l’espace-temps. En revanche(σ , t) sont les coor-
données sur la surface d’univers de la corde. Pour les cordes fermées nous avons l’identification
σ ∼ σ +2πR. Les spineurs de Majorana d’espace-tempsθ A(σ , t) sont les partenaires supersymé-
triques des champsXµ(σ , t), coordonnées dans le super-espace. La chiralité de ces spineurs est
la même que dans la supergravité correspondante, c.-à.-d. , dans la théorieIIA , deux spineurs de
Majorana-Weyl de chiralités opposées, combinés en un spineur de Majorana, et dans le casIIB ,
deux spineurs de Majorana-Weyl de même chiralité. Remarquons que cette action contient deux
fois plus de degrés de libertés fermioniques que le nombre attendu.

Deuxièmement, l’action contient un terme de couplage à la deux-formeB[2] sous laquelle la
supercorde fondamentale est chargée de manière électrique :

SB =
τF1

2

∫
S2

dσ dt ε
abΠµ

a Πν
b Bµν .

La charge électrique de la supercorde est choisie égale à sa tension, en accord avec la condition
BPSsur la solution de p-brane correspondante.

Troisièmement, nous introduisons le terme deWess-Zumino; considérons par exemple le cas
de la théorieIIA ; alors nous pouvons construire la trois-forme fermée suivante :

H = Πµ dθ̄ γ
ν

γ
11dθ gσ

µν , dH = 0.

Localement, nous pouvons donc définir une deux-formeb parH = db. Cela s’applique aussi dans
le cas des théoriesIIB . Le terme de Wess-Zumino s’écrit alors comme l’intégrale deb sur la surface
d’univers :

SWZ =
τF1

2

∫
S2

dσ dt ε
abbab.

Ce terme est ajouté pour que l’action totaleSNG+SWZ+SB soit invariante sous la symétrie locale
dite desymétrieκ engendrée par le-s spineur-s d’espace-tempsκA(σ , t). La fixation de la jauge
pour cette symétrie locale permet de supprimer la moitié des degrés de symétrie fermioniques
de l’action de la supercorde. Ainsi, la symétrieκ est nécessaire pour obtenir le bon nombre de
degrés de liberté. Notons que cette symétrie est présente uniquement si la tension et la charge de
la supercorde obéissent à la conditionBPS.

Les équations du mouvement déduites de cette action sont non-linéaires, à cause première-
ment du terme de Nambu-Goto (I.15), et donc difficiles à résoudre. Cependant, il est possible de
linéariser ce terme cinétique en introduisant une métrique auxiliairehab sur la surface d’univers
de la corde. Classiquement cette métrique n’est pas un champ dynamique. Nous obtenons ainsi
l’ action de Polyakov-Green-Schwarzj [15,16] :

(I.16) SP =
τF1

2

∫
S2

dσ dt
√
−deth habΠµ

a Πν
b gσ

µν .

Les équations du mouvement pour la métrique sont simplement :hab∼ Πµ
a Πν

b gσ
µν . La métrique

hab n’est déterminée qu’à une constante multiplicative près à cause de l’invariance de l’action sous

jLe nom de Polyakov est attaché à l’action bosonique, et celui de Green-Schwarz à l’action supersymétrique.
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les transformations de Weyl, c.-à.-d. la multiplication de la métrique de la surface d’univers par
une fonction quelconque des coordonnées :hab→ eφ(σ ,t)hab. Cette propriété sera centrale par la
suite dans l’étude de la théorie des cordes.

Cependant, même après cette linéarisation du terme cinétique, les équations du mouvement
restent non-linéaires, en particulier à cause du terme de Green-Schwarz. La quantification de cette
théorie n’est possible qu’en choisissant lajauge du cône de lumière. Ce choix de jauge peut être
effectué uniquement si dans l’espace-temps ambiant une direction d’espace et la direction tem-
porelles sont plates. Dans l’espace-temps plat de Minkowski nous trouvons alors une théorie de
champs libres, contenant les champs bosoniques associés aux coordonnées transverses de l’espace-
temps cible et des fermions d’espace-temps se transformant dansSO(8).

Formalisme de Ramond-Neveu-Schwarz.Le formalisme précédent, dit de Green-Schwarz, uti-
lise directement des champs se transformant dans des représentations fermioniques de l’espace-
temps. Cependant, les contraintes non-linéaires compliquées provenant de la symétrieκ ne peuvent
être résolues qu’en utilisant la jauge du cône de lumière. Nous voulons maintenant introduire
un autre formalisme dans lequel la quantification covariante est possible. Dans ce formalisme
les coordonnés de la supercorde correspondent également à des champs scalairesXµ(σ , t) de la
surface d’univers, se transformant comme des vecteurs d’espace-temps. En revanche, nous intro-
duisons des spineurs de la surface d’universψµ(σ , t) qui se transforment également comme des
vecteurs d’espace-temps. Ainsi la supersymétrie d’espace-temps n’apparaîtra que de manière indi-
recte mais somme toute logique ; les modes zéro de ces champs généreront une algèbre de Clifford
{ψµ

0
,ψν

0 } = ηµν , et le spectre de la supercorde contiendra naturellement des représentations de
cette algèbre, en d’autres termes des fermions d’espace-temps. Le défaut de ce formalisme est
qu’il ne permet pas de décrire la dynamique des supercordes dans un espace-temps dans lequel les
formesA[n] des théories de supergravité (appelées formes de «Ramond–Ramond» dans le contexte
des supercordes) ne sont pas triviales. Au contraire n’importe quel profil pour la deux-formeB[2],
appelée ici forme de «Neveu-Schwarz – Neveu-Schwarz » est autorisé.

Nous voulons maintenant écrire une action pour ces champs bosoniques et fermioniques pos-
sédant une ou plusieurs supersymétries sur la surface d’univers. Les représentations spinorielles
irréductibles du groupe de Lorentz à deux dimensions sont desspineurs de Majorana-Weyl, pos-
sédant une seule composante.k Dans le cas des supercordes de type II, cette supersymétrie sera de
typeN = (1,1), c.-à.-d. deux supercharges de la surface d’univers de Majorana-Weyl de chiralités
opposées.

Par analogie avec la discussion précédente sur la supercorde de Green-Schwarz, les champs
de la supercorde seront couplés à la gravitation bidimensionnelle, en introduisant une métrique
auxiliaire sur la surface d’univers. Comme nous désirons obtenir un formalisme supersymétrique,
nous somme naturellement amenés à considérer une théorie desupergravité à deux dimensions.
Celle-ci contient un gravitino à deux dimensionsχa, qui se transforme comme un vecteur-spineur
de Majorana. Dans un espace-temps courbe quelconque sans dilaton, nous avons l’action suivante
(γ3 = γ0γ1) :

kUn spineur de Dirac à deux dimensions possède deux composantes complexes :ψ =
(

ψ+

ψ−

)
. La condition de Weyl

s’écrit : γ0γ1ψ =±ψ, où, explicitement,γ0γ1 =
( 1 0

0 −1

)
. Il reste donc une composante complexeψ±. La contrainte de

Majorana sur un tel spineur de Weyl se réduit à
(
ψ±
)∗ = ψ±.
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SRNS = τF1

∫
d2σ

√
−h

[
1
2

hab
∂aXµ

∂bXνgµν +
i
2

ψ̄
µ

γ
aDaψ

νgµν

+χ̄aγ
b
γ

a
(

ψ
µ

∂bXν − 1
4

χbψ̄
µ

ψ
ν

)
gµν −

1
12

Rµνρσ ψ̄
µ

ψ
ρ

ψ̄
ν
ψ

σ

− ı
16π

Hµνρ ψ̄
µ

γ
a
γ3ψ

ν
∂aXρ − 1

64π
∂σHµνρ ψ̄

µ
ψ

σ
ψ

ν
γ3ψ

ρ

− 1
512π2gρυHµνρHστυ ψ̄

µ
γ3ψ

ν
ψ̄

σ
γ3ψ

τ − ı
48π

Hµνρ χ̄aγ
b
γ

a
ψ

µ
ψ̄

ν
γbγ3ψ

ρ

]
− 1

8π
ε

ab
∂aXµ

∂bXνBµν .(I.17)

Dans cette action le multiplet de supergravité(g,χ) est couplé à des multiplets scalaires de matière
(Xµ ,ψµ). Il est possible de vérifier explicitement que cette action possède bien une supersymétrie
locale, avec les transformations suivantes :

Supersyḿetrie :



δeµ
a = 2ıζ̄ γµ χa ,

δ χa = Daζ ,

δXµ = −ζ̄ ψµ ,

δψµ = −iγa(∂aXµ + χ̄aψµ)ζ +Γµ

νρ
ζ̄ ψνψρ

+ 1
16π

gµνHνρσ ψ̄ργ3ψσ ζ .

Cette action possède en outre d’autres symétries locales, lasymétrie de Weylcorrespondant aux
transformations conformes, de paramètre bosoniqueΛ(σ , t), et la symétrie de super-Weyl qui lui
est associée dans ce modèle supersymétrique, de paramètre fermioniqueη(σ , t) :

(I.18) Syḿetrie(super)−conforme :


δeµ

a = −Λeµ
a ,

δ χa = ıγaη− 1
2Λχa ,

δXµ = 0,

δψµ = 1
2Λψµ .

Dans cette action, les champs de la surface d’universXµ(σ , t) correspondent aux coordonnées
de la supercorde dans l’espace-temps. Ils définissent ainsi à une applicationX : S2→M de la
surface d’univers vers la variété d’espace-temps. Les champs fermioniques de la surface d’univers
ψµ pour leur part définissent une applicationψ : S2→ TM vers l’espace tangent à la variété. Les
champs de supergravité qui apparaissent dans cette action – la métriqueg(xµ) et la deux-forme
B[2](x

µ) – correspondent à des fonctionnelles des champsXµ de la surface d’universg[Xµ(w, w̄)]
et B[2][X

µ(w, w̄)], appelés «champs de fond». Notons également que cette action est modifiée en
présence d’un profil quelconque pour le champ du dilatonΦ(Xµ) ; la partie bosonique donne le
couplage suivant :

(I.19) Sdil =
∫

dσdt
√
−hR(2)(h)Φ(Xµ)

en fonction de la courbure scalaire bidimensionnelleR(2)(h) de la surface d’univers.
Un choix de jauge approprié permet de simplifier considérablement cette action, pour le mo-

ment au niveau classique. Tout d’abord, la symétrie de reparamétrage et la symétrie de Weyl
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peuvent être utilisées pour éliminer tous les degrés de liberté de la métrique de la surface d’univers,
en choisissant la jaugehab = ηab. Ensuite, la supersymétrie locale et la symétrie superconforme
permettent d’atteindre la jauge dans laquelleχa = 0. Néanmoins, il faudra imposer même une fois
la jauge fixée que les équations du mouvent pour le repère mobileeµ

a et pour le gravitinoχa soient
satisfaites, soit explicitement :

Tab :=
1√
−h

δLRNS

δhab = 0,(I.20)

Ga :=
1√
−h

δLRNS

δ χa = 0.

(I.21)

Modèles sigma non-linéaires.Après la fixation de la jauge conforme et superconforme dans
l’action de supergravité précédente, nous avons obtenu une théorie des champs à deux dimensions
se propageant dans une surface d’univers plate, possédant une symétrie globale de super-Poincaré.
Nous somme donc amenés a considérer des action non-linéaires à deux dimensions possédant une
supersymétrie globaleN = (1,1), c.-à.-d. possédant deux supercharges de Majorana-Weyl. De tels
modèles sont appelés modèles sigma non-linéaires à deux dimensions. Leur formulation est simpli-
fiée en utilisant le langage dusuper-espaceque nous avons déjà défini. Dans notre cas, nous munis-
sons tout d’abord la surface d’univers de coordonnées ducône de lumière: w= σ + t , w̄= σ− t.
Le super-espaceN = (1,1) est alors paramétré par les super-coordonnées(w,θ+, w̄,θ−), où θ±

sont deux spineurs de Majorana-Weyl de chiralités opposées. Ensuite nous définissons dessuper-
champs scalairescomme des fonctions scalaires arbitraires du super-espace. Le développement de
ces super-champs en puissances deθ± est fini, car ces dernières sont des variables fermioniques :

Xµ(w,θ+, w̄,θ−) = Xµ(w, w̄)+ ıθ+

√
α ′

2
ψ

µ(w, w̄)+ ıθ−
√

α ′

2
ψ̃

µ(w, w̄)+ ıθ+
θ
−Fµ(w, w̄).

En plus des champsXµ et ψµ que nous avions déjà introduit précédemment, le super-champ
contient aussi unchamp auxiliaire Fµ . Cependant ce n’est pas un champ dynamique, car il n’ap-
paraîtra que de manière polynomiale dans l’action et pourra être intégré. Cette théorie possède
deux supercharges de Majorana-WeylQ±, agissant de la façon suivante sur les super-champs :

Q+ = ∂
θ+− ı∂w θ

+ , Q− = ∂
θ−− ı∂w̄ θ

−.

Pour écrire une action du modèle sigma invariante sous le groupe de super-Poincaré, nous devons
introduire des super-dérivées covariantes anticommutant avec les supercharges :

{D+,Q±}= 0 =⇒ D+ = ∂
θ+ + ı∂w θ

+

{D−,Q±}= 0 =⇒ D− = ∂
θ− + ı∂w̄ θ

−

L’action générale du modèle sigma sans dilaton s’écrit alors comme l’intégrale suivante sur le
super-espace :

(I.22) S=− 1
2πα ′

∫
d2wdθ

+dθ
− [gµν(X)+Bµν(X)

]
D̄XµDXµ .

L’intégration sur les super-coordonnées revient à sélectionner le terme enθ+θ− de l’action :∫
dθ+dθ− = ∂

θ+∂
θ− . Après élimination des champs auxiliaires, nous obtenons l’action suivante



18 Supergravité et cordes fondamentales

en composantes :

S=
1

2πα ′

∫
d2w

(
gµν +Bµν

)
∂Xµ

∂̄Xµ + ı
α ′

2
gµνψ

µ∇̄+
ψ

ν + ı
α ′

2
gµν ψ̃

µ∇−ψ̃
ν

−1
2

(
α ′

2

)2

R+
µνρσ ψ

µ
ψ

ν
ψ̃

ρ
ψ̃

σ .

Cette action s’écrit à l’aide des dérivées covariantes impliquant la torsionH de l’espace-temps :

(I.23) ∇̄+
ψ

µ = ∂̄ψ
µ +
(

Γµ

νρ
+

1
2
H µ

νρ

)
∂̄Xρ

ψ
ν

pour les fermions de chiralité positive et pour les fermions de chiralité négative, la torsion contri-
bue avec un signe opposé :

(I.24) ∇−ψ̃
µ = ∂ψ

µ +
(

Γµ

νρ
− 1

2
H µ

νρ

)
∂Xρ

ψ
ν .

Enfin cette action fait apparaîtreR+
µνρσ , le tenseur de courbure de la variété avec torsion, qui se

déduit du tenseur de courbure sans torsion par

R+
µνρσ = Rµνρσ +∂[µH

ν ]ρσ
+H

τσ [µH τ

ν ]ρ .

Le modèle sigma que nous venons de définir est, dans un espace-temps courbe, une théorie des
champs en interaction, car les «champs de fond»gµν et B[2] sont des fonctionnelles des champs
Xµ(w, w̄). Cependant, il est possible par un développement de la métrique et de la deux-forme en
puissances deXµ d’effectuer des calculs perturbatifs ordre par ordre dans la théorie quantique,
lorsque la variété est suffisamment régulière. Ces développements font apparaître des dérivées
de la métrique et de la deux-forme, qui joueront le rôle de constantes de couplages effectives
dans la théorie quantique à deux dimensions. Enfin, comme les champsXµ sont classiquement de
dimension zéro, cette théorie quantique des champs sera renormalisable.

Considérons maintenant la cas de lacorde hétérotique[17]. La corde fondamentale hétéro-
tique est aussi une corde fermée. Rappelons que la supergravité correspondante possède la moitié
des supersymétries des supergravités de type II, et contient en outre un champ de jauge. Dans
le formalisme de Ramond-Neveu-Schwarz, la réduction de supersymétrie est prise en compte en
considérant le super-espaceN = (1,0) de coordonnées(w,θ+, w̄) ; en effet les modes zéro des
fermions n’engendreront plus qu’une seule algèbre de Clifford au lieu de deux. Les super-champs
scalaires associés aux coordonnées ont un développement simple :Xµ((w,θ+, w̄) = Xµ(w, w̄)+
ıθ+
√

α ′/2ψµ(w, w̄). Nous avons aussi besoin d’introduire des degrés de liberté correspondant au
champ de jauge. Nous utiliserons la même idée que pour la construction des fermions d’espace-
temps. Si nous ajoutons à la théorie 32 fermions de Majorana-Weyl de chiralité négativeλ i(w, w̄),
nous pouvons construire des courantsJi j = λ iλ j et nous obtenons une algèbre de Lie avec leurs
modes zéros, en particulierO(32). Du point de vue de l’espace-temps, les champsλ i sont à
valeurs dans un fibré vectoriel de dimension 32 sur la variété d’espace-temps. Dans le forma-
lisme du super-espace nous introduisons les super-champs fermioniques suivants :Λi(w,θ+, w̄) =
λ i(w, w̄)+θ+F(w, w̄). L’action du modèle sigma hétérotique s’écrit alors [18] :

Shet =−τF1

∫
d2wdθ

+ [gµν(X)+Bµν(X)
]

∂̄XµDXµ +Gi j (X)Λi
(
DΛ j +A j

µ k
DXµ Λk

)
,

oùGi j est une métrique sur la fibre, etA j
µ k

une connexion associée au fibré vectoriel. Cette action

est invariante sous les transformations localesδΛ = Ri
j(X)Λ j , correspondant aux générateursRi

j
du groupe de structure de l’espace vectoriel, qui est un sous-groupe deO(32).
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Ceci complète notre survol rapide des théories de supercordes fermées classiques. Les su-
percordes ouvertes seront évoquées également par la suite. Nous allons maintenant esquisser la
quantification de ces théories. En particulier, nous allons constater qu’un certain nombre des sy-
métries de l’action classiques deviennent potentiellement anormales.

Quantification et développement perturbatif. Le point de départ de la quantification de la théo-
rie est l’action de supergravité bidimensionnelle couplée aux champsXµ etψµ , donnée par l’équa-
tion (I.17). Cette théorie classique peut être quantifiée dans le formalisme de l’intégrale de che-
min, dite dePolyakovdans ce contexte [19]. Les amplitudes de diffusion entre des états initiaux
et des états finaux des cordes se calculent en intégrant sur toutes les configurations des champs
de la surface d’univers interpolant entre ces deux états asymptotiques. En particulier, nous devons
intégrer sur toutes les géométries de la surface d’univers – étendues aux «super-géométries» du
super-espace – ce qui se décompose en une intégrale sur la métrique (correspondant aux propriétés
localesde la surface d’univers ) et une somme sur les topologies de la surface d’univers, c.-à.-d. les
propriétésglobalesde la surface (fig. I.3). Le calcul des amplitudes s’effectue en général avec une
surface d’univers euclidienne et non Minkowskienne, obtenue par larotation de Wick: w= w̄∗. De
cette façon l’intégrale de chemin est mieux définie et la géométrie de la surface d’univers s’étudie
en termes de surfaces de Riemann dont les propriétés sont bien connues. En particulier la fonction
de partition de la théorie, qui représente l’amplitude de probabilité du vide au vide, est donnée par
l’expression suivante :

(I.25) Z∼ ∑
(super)topologies

∫
DXµ Dψ

µ DhDχ exp
{
−SRNS(X

µ ,ψµ ,hab,χa)
}

,

en fonction de l’action (I.17). Lessuper-surfaces de Riemannsur lesquelles l’action des super-
cordes est intégrée sont simplement les surfaces de Riemann étendues dans le super-espace par les
coordonnées fermioniquesθ±.

Considérons pour commencer les surfaces de Riemann bosoniques. Les topologies sur lesquel-
les l’intégrale de chemin est sommée dépendent du type de théorie des cordes étudié. Dans le cas
des cordes ferméesIIA , IIB ou hétérotique, la somme s’étend à toutes les surfacessans bordet
orientées. Celles-ci sont entièrement caractérisées par leurgenre g, qui caractérise le nombre de
«trous» de la surface. Ainsi, un tore est une surface de genre un. L’indice topologique caractérisant
ces surfaces est l’indice d’Euler χE = 2−2g. La somme sur les genres des surfaces va jouer le

+ + · · ·DXDh
∫

FIG. I.3. Somme sur les surfaces d’univers, cas bosonique.

rôle de développement perturbatif dans le calcul d’amplitudes de la théorie des cordes. Rappelons
en effet que le dilaton est couplé dans l’action des supercordes à la courbure scalaire de la surface
d’univers, eq. (I.19). Séparons maintenant la partie constante du dilaton de la partie dépendant
explicitement des champs de la surface d’univers :Φ(X) = Φ0 + δΦ(X). Alors le mode zéro
donne une contribution purement topologique à l’action :

τF1Φ0

∫
d2w
√
−hR(2)(h) = 4πτF1 Φ0 χE .
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Ainsi toutes les amplitudes des cordes sont pondérées par le facteurgχE
s , où nous avons défini la

constante de couplage des cordes fermées gs = exp4πτF1 Φ0. Comme nous l’avons vu, l’action
des supercordes possède plusieurs symétries locales, bosoniques et fermioniques :

– la symétrie de reparamétrage de la surface d’univers DiffS2
;

– la supersymétrie locale ;
– la symétrie de WeylW ;
– la symétrie superconforme.

En conséquence l’intégrale fonctionnelle sera redondante puisque nous intégrons des configura-
tions des champs reliées par une transformation de jauge. Nous devons intégrer sur le quotient
de toutes les super-géométries par toutes les symétries locales de l’action. Ce quotient s’appelle
l’ espace des super-modules. Pour cela nous allons utiliser une procédure de fixation de la jauge, en
intégrant sur une tranche de l’espace des super-géometries qui est transverse aux orbites du groupe
de symétries locales de la théorie. La mesure d’intégration sur la tranche sera obtenue par la procé-
dure de Faddeev-Popov. Considérons en effet la variation de la métrique sous un difféomorphisme
généré par le champ vectorielv et une transformation de WeylΛ infinitésimaux :

δDiff S3
nW hab = ∇avb +vbξa +2Λhab =: P(v)ab+2

(
Λ+

1
2

∇cv
c
)

hab,

où la deuxième égalité définit l’opérateur de projectionP vers les tenseurs de trace nulle. La
deuxième partie de l’égalité correspond aux déformations affectant le déterminant de la métrique
Λ̂ = Λ+ 1

2∇cvc. Nous voulons effectuer le changement de variables dans l’intégrale de chemin :

Dh = DP(v) DΛ̂→ J×Dv DΛ,

faisant apparaître le jacobienJ de l’opérateurP. Les degrés de libertév et Λ que nous avons
factorisés sont les degrés de liberté de jauge. Nous pouvons ainsi choisir tout d’abord lajauge
conforme :

hab = Λ(σ , t)δab,

après avoir supprimé l’intégration sur les difféomorphismes.
Cependant cette procédure est compliquée par l’existence demodes zérode l’opérateur de

projectionP, c.-à.-d. des champs vectoriels solution de l’équation :P(v) = 0. De tels champs
vectoriels sont appelésvecteurs de Killing conformes, qui n’affectent pas la métrique. Notons
qu’ils n’existent que sur les surfaces de genre zéro (au nombre de six) et sur les surfaces de
genre un (au nombre de deux). Dans ces deux cas il va donc subsister dans l’intégrale de chemin
une partie de la symétrie de jauge qui ne peut être éliminée. Si l’amplitude calculée contient un
nombre suffisant d’opérateurs insérés sur la surface d’univers, il suffira d’en fixer la position pour
un nombre égal au nombre de vecteurs de Killing conformes pour fixer cette symétrie résiduelle.
En outre il existe des paramètres géométriques de la surface qui ne peuvent être éliminés par
une combinaison de difféomorphismes connectés à l’identité et de transformations de Weyl. Ces
paramètres forment un espace de dimension finie, appelé l’espace de TeichmüllerTeich(Sg). La
dimension de cet espace des modules est nulle pour une surface de genre zéro, égale à deux pour
un genre un – sur le tore – et pour un genre plus élevé :

dimRTeich(Sg) = 6g−6 , g > 2.

En gardant à l’esprit ces complications, nous utilisons maintenant la représentation de Faddeev-
Popov du jacobien à l’aide d’une intégrale de Grassmann (c.-à.-d. sur des variables fermioniques),
du champ vectorielca et du tenseur de trace nullebab :

J =
∫

G
DbDc exp

{
−
∫

d2w
√
−hhab b c

a ∇cca
}

.
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Ces champs spinoriels, mais de spin entier, sont appelésfantômes de Fadeev-Popovassociés aux
reparamétrages. Dans les coordonnées complexes, nous introduisons les notationsb := bww, b̃ :=
bw̄w̄, etc := cw, c̃ := cw̄w̄. Dans cette représentation du jacobien, les vecteurs de Killing conformes
correspondent aux modes zéro du champca et les modules aux modes zéros du champbab. Le
courant associé à ces champsjw =: cb : est anormal :∂̄ j = 3

8

√
−hR(2). L’intégration de cette

anomalie conduit authéorème de Riemann-Roch: la différence du nombre de modes zéros dec et
deb est égale à 3−3g. Ces modes zéros devront être compensés dans le calcul d’amplitudes par
l’insertion des champsb,c dans la mesure.

Généralisons maintenant la discussion aux super-surfaces qui apparaissent dans le développe-
ment perturbatif de la supercorde dans le formalisme de Ramond-Neveu-Schwarz. Nous sou-
haitons faire le choix de lajauge superconformepour les transformations locales de supersy-
métrie :

χa = ıγaη(σ , t),
oùη est le paramètre fermionique des transformations superconformes, voir eq. (I.18). À ce choix
de jauge est aussi associé un jacobien, qui peut également se représenter comme une intégrale de
chemin, cette fois sur des champs bosoniques(β ,γ) de spins(3/2,1/2), les fantômes de super-
reparamétrage. Cette intégrale de chemin peut se combiner avec celle sur les fantômes de repara-
métrage en une intégrale dans le super-espace, que nous donnons dans la jauge superconforme :

Js =
∫

DBDC exp

{∫
d2wd2

θ BD̄C− B̃DC̃
}

,

en fonction des super-champs :B = β + θ+b et C = γ + θ+c, avec une définition similaire pour
les autres composantes. Cependant, il existe le même problème que pour la partie bosonique de
l’intégration sur les géométries. Premièrement, considérons une surface fermée de genreg ; celle-
ci contient 2g cycles. Lors du transport parallèle d’un spineurψµ le long de ce cycle, celui-ci
peut acquérir une phaseZ2 : ψµ → ±ψµ . Ainsi, dans le super-espaceN = (1,1), il existe en
principe 24g choix possibles, appelésstructures de spin, analogues fermioniques de la somme
sur les topologies. Enfin, les modes zéro deβ , qui correspondent aux modules fermioniques de
la super-surface, et les modes zéros deγ, qui correspondent auxspineurs de Killing conformes,
devront aussi être compensés dans les calculs d’amplitudes.

Anomalies. Un certain nombre des symétries locales de l’action classique des cordes ne sont pas
nécessairement préservées dans la théorie quantique : elles possèdent potentiellement des ano-
malies. La présence d’anomalies pour des symétries de jauge est en général désastreuse dans
une théorie quantique, car elle empêche le découplage d’états de norme négative et viole ainsi
l’unitarité.

Anomalie de Weyl.La première anomalie rencontrée dans la quantification de la théorie des
supercordes est l’anomalie de Weyl. Rappelons que l’action classique des supercordes, eq. (I.17),
est invariante sous les transformations de Weylhab→ e2Λhab, mis à part le terme de couplage
au dilaton. Ainsi le degré de liberté associé àΛ n’est pas présent dans la théorie classique. En re-
vanche, la théorie quantique contiendra des divergences ultraviolettes qui devront être régularisées,
ce qui brisera inévitablement la symétrie de Weyl. Par définition du tenseur d’énergie-impulsion,
eq. (I.20), la variation d’une amplitude quelconque sous une symétrie de Weyl sera :

δW〈O
1 · · ·On〉=− 1

2π

∫
d2wδΛ(w, w̄)〈Tww̄O1 · · ·On〉.

Il s’agit d’un exemple d’identité de Ward. Ainsi la condition d’annulation de l’anomalie de Weyl
pour toutes les amplitudes correspondra à l’annulation de la trace du tenseur d’énergie-impulsion
de la théorie :Tww̄ = 0. Lorsque la courbure de l’espace-temps est partout faible par rapport à
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l’échelle de la théorie des cordes, les «champs de fond» peuvent être développés autour de l’espace
plat, par exemplegµν = ηµν + δgµν(X). Les interactions du modèle sigma peuvent alors être
traitées perturbativement, et le développement s’organisera en puissances du paramètreα ′, relié
à la tension des supercordes parτF1 = 1/2πα ′. À cause des divergences ultraviolettes, toutes
ces constantes de couplage serontrenormaliséesdans la théorie quantique, c.-à.-d. dépendront de
l’échelle d’énergie. L’anomalie recevra des contributions de tous les couplages de la théorie :

Tww̄ = β
Φ√−hR(2) +

(
β

g
µν +β

B
µν

)
∂Xµ

∂̄Xν + · · ·

où les fonctionsβ associées aux champs de fond de la théoriegµν , B[2],... décrivent l’évolution
des constantes de couplage en fonction de l’échelle dans la théorie renormalisée. Ainsi, la condi-
tion d’annulation de l’anomalie de Weyl s’écrit :β g = β B = β Φ = 0. De façon remarquable, ces
équations d’annulation des anomalies, au premier ordre enα ′, reproduisent les équations du mou-
vement pour les champs correspondants de supergravité (dans le cas hétérotique, les équations du
mouvement pour le champ de jauge sont aussi obtenues). Le calcul à des ordres plus élevés enα ′

produit des corrections à la supergravité impliquant des termes à plus de deux dérivées. Par contre,
les champs de «Ramond–Ramond» ne sont pas inclus dans ce formalisme. Remarquons pour finir
que, dans le cas où nous aurions choisi de définir la théorie des supercordes dans une dimensiond
différente de dix, la fonctionβ du dilaton reçoit une contribution constante :

β
Φ =

τF1

24π
(d−10)+ · · · ,

et dans ce cas l’espace-temps plat, sans champ de fond, est incompatible avec la symétrie de Weyl
– ceci est une justification a posteriori pour le choix de dix dimensions pour définir la théorie –
et il faut conserver le degré de liberté associé aux transformations de Weyl dans la théorie. Nous
obtenons alors unethéorie des cordes non-critique, sur laquelle nous reviendrons par la suite, avec
la théorie de Liouville. Cependant cette théorie possède quand même la symétrie conforme comme
symétrie résiduelle, suffisante pour obtenir une théorie unitaire.

Anomalie chirale.La supergravité bidimensionnelle de la corde hétérotique contient des fer-
mions chiraux de la surface d’univers couplés à la gravitation ; nous attendons la présence d’une
anomalie gravitationnelle correspondante. Il s’avère cependant [18] que cette anomalie peut être
compensée par le terme de Wess-Zumino, mais uniquement dans le cas où les fermions se trans-
forment dans un groupe de dimension 256. Ainsi nous trouvons que le groupe de jauge de la théorie
estSO(32) ou E8×E8, en accord avec le résultat de l’annulation des anomalies d’espace-temps
dans la supergravité [20,21], bien que d’origine complètement différente.

Quantification BRST. Considérons maintenant que les conditions d’annulation des anomalies
potentielles de la théorie sont satisfaites. Les degrés de liberté associés aux transformations de
Weyl et de super-Weyl découplent de la théorie. Cependant, la théorie possède encore une symétrie
résiduelle de dimension infinie, lasymétrie superconforme. En effet l’action des supercordes est
invariante sous les transformations infinitésimales suivantes de coordonées du super-espace :

(I.26) δw = ε [ f (w)− ıθη(w)] , δθ = ε

[
1
2

θ∂ f (w)− ıη(w)
]

,

où f (w) est une fonction holomorphe bosonique – générant une transformation conforme – etη(w)
une fonction holomorphe fermionique, générant les transformations superconformes proprement
dites. Ces transformations sont générées par l’action du super-tenseur d’énergie-impulsion, dont
l’expression est la suivante dans un modèle sigma non-linéaire générique (I.22) :

(I.27) T(w,θ+) = DXµ
∂Xµgµν −

ı
3
DXµDXνDXνHµνρ =: G(w)+θ

+T(w),



I.3. Quantification de la corde fondamentale 23

soit en composantes :

T(w) = ∂Xµ
∂Xνgµν + ıψµ∇+

ψ
νgµν , G(w) = ψ

µ

(
∂Xνgµν −

ı
3

ψ
ν
ψ

ρHµνρ

)
.

Le transformations super-conformes anti-holomorphes sont générées par des opérateurs d’expres-
sion similaire. L’étude de ces symétries et leur conséquences seront abordées en détail dans le
deuxième chapitre de cette thèse.

Pour le moment nous nous intéresserons à une autre symétrie intimement liée à la première.
Cette symétrie, qui apparaît génériquement dans une théorie possédant une symétrie locale est la
symétrie BRST, pourBecchi-Rouet-Stora-Tyutin. Considèrons une théorie de jauge quelconque,
avec des générateurs de symétries localesδα , satisfaisant une algèbre[δα ,δ

β
] = f γ

αβ
δγ . Nous

voulons fixer la jauge par les conditions :FA(φ i) = 0. Avec la procédure de Fadeev-Popov, nous
pouvons réécrire l’action, une fois le choix de jauge imposé, à l’aide de champs auxiliaires, les
fantômes(bA,cα) et les anti-fantômesBA :∫

Dφ

Vjauge
e−S(φ) = =

∫
DφDBADbADcα e−S(φ)−ı

∫
BAFA−

∫
bA(δα FA)cα

.

En effet, l’intégration sur les multiplicateurs de LagrangeBA reproduit les conditions de jauge, et
l’action des fantômes le jacobien de changement de variables. Cette action est invariante sous la
transformation suivante, diteBRST, de paramètre fermioniqueζ :

δBφi =−ıζcα
δαφi , δBbA =−ζBA , δBcα =−1

2
ζcβ cγ f α

βγ
, δBBA = 0.

La transformation des champsφ i est identique à une transformation de jauge ordinaire, mais le
paramètre de transformation est associé aux fantômescα . Cette transformation est associée à une
charge conservéeQBRST. Lors du calcul d’amplitudes de diffusion entre des états physiques de la
théorie quantique, nous devons naturellement obtenir des résultats qui ne dépendent pas du choix
de jauge particulier que nous avons fait pour calculer l’intégrale de chemin. Cette condition se
traduit par la condition suivante sur tous les états physiques de la théorie :QBRST|phys〉 = 0. En
outre la symétrieBRST doît être conservée dans la théorie quantique. L’opérateurBRST doit donc
commuter avec la variation de l’hamiltonien de la théorie sous un changement de choix de jauge.
Ceci impose que l’opérateurBRST soit nilpotent :Q2

BRST = 0. En conséquence, tout état de la
formeQBRST|φ〉, appeléBRST exact, sera un état physique, mais il sera orthogonal à tous les états
physiques, car〈phys|QBRST|φ〉 = 0. Ainsi l’espace de Hilbert des états physiques de la théorie
quantique sera contenu dans lacohomologiede l’opérateurBRST, c’est à dire :

H ∈H(QBRST) =
|φ〉 , QBRST|φ〉= 0
|ψ〉 , |ψ〉= QBRST|χ〉

.

Dans le cas de la théorie des supercordes, la chargeQBRST provient du choix de jauge conforme
pour les reparamétrages et de jauge superconforme pour les super-reparamétrages. L’expression
de la chargeBRST se factorise en deux charges respectivement holomorphes et anti-holomorphes.
L’expression explicite de la chargeBRST holomorphe est donnée l’intégrale suivante du courant
JBRSTholomorphe :

QBRST =
∮

dwdθ+

2ıπ
JBRST(w,θ+)

=
∮

dwdθ+

2ıπ
C
{

T(w,θ+)+
1
2

Tgh(w,θ+)− 3
4
D [C(DC)B]

}
,(I.28)
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en fonction du super-tenseur d’énergie-impulsion des super-fantômes

Tgh(w,θ) =−CD2B+
1
2
DCDB− 3

2
D2CB.

Pour la charge anti-holomorphẽQBRST nous obtenons une expression similaire, pour les théories
de type II.l Les états physiques des supercordes doivent alors appartenir à la cohomologie de l’opé-
rateurQBRST+Q̃BRST. Cependant d’autres contraintes, comme entre autres l’unitarité de la théorie
et éventuellement la supersymétrie d’espace-temps, conduisent à des restrictions supplémentaires
sur le spectre physique. Notons enfin que l’opérateurBRSTn’est nilpotent, et donc la quantification
BRST possible, que si les conditions d’annulation des anomalies de Weyl sont satisfaites.

Cordes ouvertes.Les théories de supercordes peuvent se généraliser en leur ajoutant des secteurs
de cordes ouvertes. La surface d’univers est alors une bande, et les condititions aux bords, en
σ = 0,π doivent être spécifiées. Lorsque des conditions deDirichlet sont choisies le long de
certaines directions, les extrémités des cordes ouvertes sont partiellement localisées. Il fut ensuite
réalisé [22] que les hypersurfaces balayées par ces extrémités de cordes ouvertes ne sont rien
d’autre que lesD-branes décrites en supergravité. Il est ainsi possible d’étudier la physique de
ces objets non-perturbatifs grâce aux degrés de liberté des cordes ouvertes attachées dessus. En
particulier, les extrémités des cordes portent une charge, dite de «Chan-Patton» par rapport à un
groupe de jauge U(N) – pourN D-branes coïncidentes –, et leur théorie effective est une théorie de
jauge supersymétrique, qui ne contient pas la gravitation, associée aux cordes fermées. Cependant,
cette approche n’est exacte qu’au premier ordre des perturbations, car elle ne tient pas compte de
la déformation de l’espace-temps induite par laD-brane.

Fonction de partition à une boucle. Un exemple particulièrement utile de calcul d’amplitudes
est la fonction de partition à une boucle, c.-à.-d. l’amplitude «vide–vide» sur le tore de genre un.
Le tore posséde un paramètre de Teichmüller complexeτ. Une représentation du tore est donnée

cycle A

cycle B

τ

τ+1

cycle B

cycle A

Plan w

FIG. I.4. Tore de moduleτ, représentation dans le plan complexe.

par le plan complexe(w, w̄), avec les identifications (voir fig. I.4) :w∼w+2π(mτ +n). Cependant
il existe d’autres paramétrages équivalents du tore : ainsi, la transformationT : τ→ τ +1 conduit
à une identification de paramètre(m− n,n), voir la figure, et la transformationS : τ → −1/τ

à l’identication de paramètres(n,−m). Cette dernière transformation revient à échanger les deux

l Dans la corde hétérotique l’opérateurBRST anti-holomorphe correspond uniquement aux symétries de reparamé-
trage bosoniques, associées aux fantômes(b,c).
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cycles A et B du tore. Ces deux transformations génèrent legroupe modulaire du tore, PSL(2,Z)=
SL(2,Z)/Z2 :

τ → aτ +b
cτ +d

, a,b,c,d ∈ Z , ad−bc= 1 , (a,b,c,d)∼−(a,b,c,d).

Cette symétrie permet de choisir un représentant de l’orbite deτ dans ledomaine fondamental,
défini par :

F0 = {τ ∈ C , |ℜτ |6 1/2 , |τ|> 1} .

D’autre part, le tore possède un vecteur de Killing conforme, complexe, correspondant aux transla-
tions sur le tore. Ainsi, la mesure d’intégration doit être divisée par le volume du groupe de Killing
conforme, soit l’aire du tore(2π)2τ2.m La fonction de partition à une boucle s’exprime simple-
ment en utilisant un formalisme hamiltonien. Elle s’interprète en effet comme le processus où une
corde fermée est créée du vide, se propage selon le temps euclidient = ℑw pendant 2πτ2, et le
long de la coordonnée longitudinale de la cordeσ = ℜw de 2πτ1. Le générateur des translations
temporelles est le HamiltonienH, et le générateur des translations spatiales l’impulsionP :

H =
∫

dσ

2π

{
T(σ ,0)+Tgh(σ ,0)+ T̄(σ ,0)+ T̄gh(σ ,0)

}
=: L0 + L̄0 ,

P =
∫

dσ

2π

{
T(σ ,0)+Tgh(σ ,0)−

[
T̄(σ ,0)+ T̄gh(σ ,0)

]}
=: L0− L̄0.

Les états qui «circulent» dans la fonction de partition sont, comme en théorie des champs, tous les
états physiques de l’espace de HilbertH . Ainsi la fonction de partition peut s’écrire :

Z =
∫

F0

dτ dτ̄

4τ2
TrH e2ıπτ1Pe−2πτ2H =

∫
F0

dτ dτ̄

4τ2
TrH qL0 q̄L̄0 ,

où nous avons définiq = exp2ıπτ. L’amplitude à une boucle doît être invariante sous le groupe
modulairePSL(2,Z), qui transforme le paramétrage de la surface d’univers en un paramétrage
équivalent. Cette condition, appeléeinvariance modulaire, impose des contraintes très fortes sur
le spectre admissible de la théorie. Le spectre physique de la théorie des supercordes se lit dans la
fonction de partition en développant l’intégrande en puissances deq et q̄.

I.4. Supercordes dans Minkowski

Pour illustrer la construction générale précédente, nous allons considérer la propagation des
supercordes de typeII dans un espace-temps plat de Minkowski. Dans ce cas les champsXµ etψµ

sont simplement des champs libres sur la surface d’univers. Plaçons nous sur une surface de genre
zéro, topologiquement une sphère. Les coordonnées complexes que nous avons définiesw, w̄ pour
paramétrer la surface d’univers décrivent un cylindre, avec l’identificationw∼w+2π. Lorsque les
fermions de la surface d’universψµ , ψ̃µ sont transportés le long de ce cercle, ils peuvent acquérir
une phase :

ψ
µ(w) = ηψ

µ(w+2π) , ψ̃
µ(w̄) = η̄ψ

µ(w̄+2π),

avecη = + pour lesecteur de RamondR (a = 1), etη =− pour lesecteur de Neveu-Schwarz
NS (a = 0). Dans ces deux secteurs, nous pouvons développer en modes les champs libres de la

mIl faut aussi diviser la mesure par 2 pour tenir compte de la symétrieτ →−τ.
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théorie :

∂ ∂̄Xµ = 0 =⇒ Xµ(w, w̄) = xµ +
pµ

2
(w+ w̄)+ ı

√
α ′

2 ∑
n6=0

1
n

[
α

µ
n e−ınw+ α̃

µ
n e−ınw̄] ,

∂̄ψ
µ = 0 =⇒ ψ

µ = ı−1/2 ∑
n∈Z+ a−1

2

ψ
µ
n e−ınw ,

∂ψ̃
µ = 0 =⇒ ψ̃

µ = ı+1/2 ∑
n∈Z+ ā−1

2

ψ̃
µ
n e−ınw̄.

Cette théorie peut être quantifiée en imposant les relations de commutations canoniques :

[αµ
n ,αν

m] = [α̃µ
n , α̃ν

m] = {ψµ
n ,ψν

m}= {ψ̃µ
n , ψ̃ν

m}= mδm,−nη
µν , [xµ , pµ ] = iηµν .

L’opérateurBRSTde la théorie s’exprime à l’aide du super-tenseur d’énergie impulsion de la théo-
rie libre :

T(w,θ+) =−1
2
DXµDXµ = −1

2

[
ψ

µ
∂Xµ +θ

(
2
α ′

∂Xµ
∂Xµ +ψ

µ
∂ψµ

)]
=: ∑

n∈Z

[
e−ı( 3

2+n+ a−1
2 )wG

n+ a−1
2

+θ
+e−ı(2+n)wLn

]
,

avec une contribution anti-holomorphe similaire. L’Hamiltonien de la théorie, correspondant au
générateur des translations temporelles sur la surface d’univers, est donné par le mode zéro du
tenseur d’énergie impulsion :

H = L0 + L̄0 =
α ′

2
pµ pµ +

∞

∑
n=1

{
α

µ

−nαnµ + α̃
µ

−nα̃nµ +
(

n+
a−1

2

)
ψ

µ

−n− a−1
2

ψ
n+ a−1

2 µ

+
(

n+
a−1

2

)
ψ̃

µ

−n− a−1
2

ψ̃
n+ a−1

2 µ

}
+Lfantômes

0 + L̄fantômes
0 +(a−1) .(I.29)

Le terme constant est appelé «énergie de point zéro». L’invarianceBRST impose sur les états
physiques du secteur de matière de la théorie les contraintes suivantes :{

Ln>0 +
a−1

2

}
|phys〉= G

n> 1−a
2
|phys〉=

{
L̄n>0 +

ā−1
2

}
|phys〉= Ḡ

n> 1−ā
2
|phys〉= 0.

Secteur de «Neveu-Schwarz–Neveu-Schwarz».Dans ce secteur nous avons tout d’abord l’état
fondamental de la théorie|pµ〉⊗ |̃pµ〉⊗ |0〉NS⊗ |̃0〉NS, où le premier facteur est le vide des os-
cillateurs bosoniques, vérifiantαµ

n>0
|pµ〉 = 0 et αµ

0
|pµ〉 = pµ |pµ〉. De même le vide de Neveu-

Schwarz et anihilé par tous les oscillateurs positifs. Cet état est untachyon, car sa masse est
imaginaire. En effet, d’après la définition de l’hamiltonien des cordes, eq. (I.29), nous obtenons
p2 =−M2 = 2/α ′. La présence de cet état est catastrophique car elle signifie que l’état fondamen-
tal est instable ; nous verrons comment le supprimer du spectre. Ensuite, nous avons un premier
état excité,eµν |pµ〉⊗ |̃pµ〉⊗ψµ

−1/2
|0〉NS⊗ ψ̃ν

−1/2|̃0〉NS, cette fois-ci de masse nulle. Le tenseur de

polarisationeµν se décompose en un tenseur symétrique de trace nulle, un tenseur antisymétrique
et un scalaire, correspondant respectivement au graviton, aux fluctuations de la deux-formeB[2] et
du dilatonΦ. Ainsi le spectre perturbatif de la théorie des supercordes contient naturellement la
gravitation.
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Secteur de «Ramond–Neveu-Schwarz».Dans le secteur de Ramond, le vide des champsψ,
|α〉R, est dégénéré en raison de la présence des modes zéros. En effet, ceux-ci génèrent une algèbre
de Clifford {ψµ

0
,ψν

0 } = ηµν , et le vide possèdera un indice spinorielα de SO(1,9). L’état de
masse minimale dans le secteur de «Ramond–Neveu-Schwarz» est l’état de masse nulle suivant :
uµ

α
|pµ〉⊗ |̃pµ〉⊗ |α〉R⊗ ψ̃µ |̃0〉NS, où le tenseur de polarisation obéit à l’équation du mouvement

linéarisée du gravitino :pµ pν γµ

αβ
uν

β
= 0. Le secteur de «Neveu-Schwarz–Ramond» donne une

contribution similaire au spectre.
Secteur de «Ramond–Ramond».Dans ce cas nous obtenons le produit tensoriel de vides de

Ramond dans les deux secteurs, holomorphes et antiholomorphes. Ces états, de masse nulle, se
transforment dans le produit tensoriel de représentations spinorielles deSO(1,9), c.-à.-d. comme
des p-formes. Ces états ne sont rien d’autre que les fluctuations des formesA[n] des supergravités
de type II, lesformes de Ramond–Ramond.

Projection GSO. Le spectre que nous avons décrit jusqu’à présent ne correspond pas à une théorie
bien définie. Premièrement, le spectre contient un tachyon destabilisant la théorie. Deuxièmement,
le secteur de Ramond contient deux fois trop d’états fermioniques. Nous devons alors conserver
uniquement une partie des états physiques, en effectuant une projection compatible avec la struc-
ture de la théorie. Nous définissions pour cela le courant associé aunombre fermionique:

J = ψ
0
ψ

1− ı
4

∑
n=1

ψ
2n

ψ
2n+1 +βγ,

La charge des états de la théorie sous ce courant, le nombre fermionique, est notéeF . Nous pou-
vons alors définir un opérateurZ2 par(−)F pour classifier les états du spectre.

Secteur repr. SO(9,1) (−1)F m2

NS+ 10 +1 0

NS− 1 −1 − 1
2α ′

R+ 16 +1 0

R− 16′ −1 0

avec une classification similaire pour les opérateurs du secteur anti-holomorphe. Laprojection
GSOcorrespond à ne garder, dans le secteur de Neveu-Schwarz, que les états de nombre fermio-
nique pair. Cela élimine le tachyon (NS−) et conserve le premier niveau excité (NS+). Ensuite,
dans le secteur de Ramond, nous ne conservons que les états de parité donnée,R+ ou R−. Cette
projection s’effectue indépendemment sur les secteurs gauche et droit de la théorie. Nous obtenons
alors deux théories de supercordes bien définies.

– Supercordes de typeIIA : le spectre de cette théorie comprend les secteurs(NS+,NS+)⊕
(NS+,R−)⊕ (R+,NS+)⊕ (R+,R−). Le secteur(R+,R−) contient des états se transformant
dans les représentations16⊗16′ = [0]+ [2]+ [4], ce qui correspond au spectre des formes
A[n] de la supergravitéIIA ;

– Supercordes de typeIIB : le spectre est(NS+,NS+)⊕ (NS+,R+)⊕ (R+,NS+)⊕ (R+,R+).
Le secteur(R+,R+) contient des états se transformant dans les représentations16⊗16′ =
[1]+ [3]+ [5]+, correspondant au spectre des formesA[n] de la supergravitéIIB .
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Ce choix de secteurs est compatible avec l’invariance modulaire, et donne une théorie unitaire. En
effet, la fonction de partition pour les théories de type II est donnée par :

Z = V10

∫
F0

dτ dτ̄

4τ2

∫
d10p

(2π)10

e−πτ2α ′p2

|η(τ)|16

1
2 ∑

a,b∈Z2

(−)a+b ϑ 4
[a

b

]
(τ)

η4(τ)
1
2 ∑

ā,b̄∈Z2

(−)ā+b̄+εabϑ̄ 4
[ā

b̄

]
(τ̄)

η̄4(τ̄)
,

où, premièrement, le facteur|η |−16 représente la contribution de l’action de tous les oscillateurs
bosoniquesαµ

−n, et s’exprime à l’aide de lafonction de Dedekind:

(I.30) η(τ) = q1/24
∞

∏
n=1

(1−qn) , q = e2iπτ .

Les modes zéro des champs bosoniques génèrent l’intégrale sur l’impulsionpµ . Deuxièmement,
la contribution de chaque paire de fermions chiraux est donnée par le caractèreϑ

[a
b

]
(τ)/η(τ), à

l’aide des fonctions théta de Jacobi :

(I.31) ϑ

[
a
b

]
(τ) = ∑

n∈Z
eiπb(n+ a

2)q
1
2(n+ a

2)2
,

où (a,b) sont les structures de spin le long des deux cycles du tore. Dans le langage hamiltonien,
le secteur (NS ou R) est donné para = 0,1, et la projection GSO est implémentée dans chaque
secteur par la somme surb. Enfin la variableε distingue la théorieIIB (ε = 0) de la théorieIIA
(ε = 1). L’invariance modulaire de cette expression peut se prouver explicitement. En outre il est
possible de montrer que cette expression s’annule, en raison de la supersymétrie d’espace-temps.

Cordes hétérotiques.La corde hétérotique est construite avec un secteur holomorphe semblable
aux théories de type II, c.-à.-d. possédant la symétrie superconformeN = 1, dont la contribution à
la chargeBRST est donnée par l’intégrale (I.28) dans le super-espace. Par contre, le secteur anti-
holomorphe est purement bosonique, composé des coordonnéesXµ et des fermions «internes»
λ i(w̄). La chargeBRST antiholomorphe est alors :

Q̄BRST=−
∮

dw̄
2πı

{
c

(
−1

2
∂̄Xµ

∂̄Xµ −
1
2

λ
i
∂̄ λi

)
+ : bc∂̄c : +

3
2

∂̄
2c
}

,

dépendant uniquement des fantômes de reparamétrage et non de ceux de super-reparamétrage.
Là encore, nous pouvons constater que cet opérateur n’est nilpotent que si le nombre de fer-
mionsλ i est 32, ce qui coïncide avec la condition des anomalies d’espace-temps dans la supergra-
vité. Lorsque tous les fermions ont des conditions de periodicités identiques (Ramond ou Neveu-
Schwarz), nous obtenons le groupe de jaugeSO(32). Lorsque les fermions sont séparés en deux
groupes de seize avec des periodicités différentes, nous obtenons le groupe de jaugeE8×E8. Ce
sont les seuls choix invariants modulaires dans l’espace-temps plat.

Cordes de type I. Jusqu’à présent nous avons discuté de théories de supercordes pour lesquelles
la surface d’univers est une variétéeorientée. Nous pouvons aussi définir une théorie de super-
cordes non orientées, la théorie de type I, en ne conservant que les états invariants sous l’opé-
rateur de parité de la surface d’universΩ : w→ −w̄ ; cette projection s’appelle unorientifold .
Cette construction n’est possible que dans la théorie des supercordesIIB qui contient des fermions
d’espace-temps de même chiralité dans le secteur gauche et le secteur droit.

Dans le développement perturbatif, l’insertion de l’opérateurΩ dans le cycle correspondant
au temps Euclidien revient à ajouter dans la somme sur les topologies lessurfaces non-orientées,
par exemple, à une boucle, la bouteille de Klein. Cependant, cette théorie n’est pas stable : en effet
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le diagramme de la bouteille de Klein possède une divergence infrarouge, correspondant à l’émis-
sion de modes de masse nulle. Rappellons maintenant que, dans la supergravité, les orientifolds
correspondent à des objets de masse négative chargés sous les formes de «Ramond–Ramond».
Dans le cas présent nous avons affaire à un orientifoldO9 remplissant tout l’espace-temps, et la
divergence correspond à l’émission de gravitons et du champ de «Ramond–Ramond».

Pour compenser cette divergence, nous devons rajouter au développement perturbatif des sur-
faces d’univers avec bord, c.-à.-d. descordes ouvertes, dont les extrémités portent une charge
associée à un groupe de jaugeG. À une boucle, la divergence de la bouteille de Klein est annulée
par l’amplitude sur l’anneau (surface avec bord orientée) et l’amplitude sur le ruban de Möbius
(surface avec bord non orientée), mais uniquement si le groupe de jauge estSO(32) ; nous retrou-
vons ici aussi la condition d’annulation des anomalies de la supergravité de type I d’une manière
complètement différente. Les cordes ouvertes que nous avons introduites sont attachées à desD9-
branes remplissant tout l’espace-temps, de charges et masse opposées à l’orientifold.

I.5. Dualités

Dans la section précédente nous avons construit cinq théories de supercordes en quantifiant les
objets étendusBPS à 1+ 1 dimensions des supergravités à dix dimensions correspondantes. Une
des ambitions de la théorie des supercordes étant d’unifier les lois fondamentales de la physique,
nous pouvons nous demander si ces différentes théories sont bien distinctes, ou bien décrivent
la même physique dans des régimes différents. Nous allons maintenant évoquer l’existence de
dualitésunifiant ces différentes descriptions, et menant au diagramme de la figure 3.

Dualités perturbatives. En théorie des supercordes, les objets élémentaires ne sont plus pon-
ctuels mais étendus dans une direction spatiale. Nous attendons donc que la géométrie de l’espace-
temps ressentie par les cordes, pour des échelles petites devant

√
α ′ – l’échelle des cordes – soit

radicalement différente. Il existe en effet une dualité des modèles sigma non-linéaires, échan-
geant petites et grandes échelles, appelée génériquement «dualité T» [23]. Considérons un modèle
sigma-non linéaire bosonique, possédant une isométrie associée aux translations du champ de la
surface d’universY(w, w̄). Nous pouvons alors coupler minimalement ce champ à un champ de
jauge(A, Ā) pour rendre cette symétrie locale :

S=
1

2π

∫
d2w

[
(gi j +Bi j )∂Xi

∂̄X j +Byi(∂Y +A)∂̄Xi +Biy∂Xi(∂̄Y + Ā)

+ Gyy(∂Y +A)(∂̄Y + Ā)+ỸF − π

2
R(2)Φ

]
.

La courbureF = ∂ Ā− ∂̄A est couplée au multiplicateur de LagrangeỸ, forçant la connexion à
être plate. Sur une surface topologiquement triviale, cela impliqueA = ∂X, Ā = ∂̄X. En choisis-
sant la jaugeY = 0, nous retrouvons le modèle sigma original avec le remplacementY→ X. Par
contre, si nous intégrons le champ de jauge et non le multiplicateur de Lagrange, nous obtenons le
modèle sigma T-dual, exprimé dans les champs{Xi ,Ỹ}, avec les champs de fond :

g̃ỹỹ =
1

gyy
, g̃ỹi =

Byi

gyy
, g̃i j = gi j −

giyg jy +BiyBy j

gyy
,

B̃yi =
gyi

gyy
, B̃i j = Bi j −

giyBy j +Biygy j

gyy
, Φ̃ = Φ+ loggyy.

Le changement du dilaton vient du jacobien généré par l’intégration sur les champs de jauge.
Notons que la dérivation de la dualité est uniquement valable au premier ordre enα ′. Par exemple,
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il n’est pas certain a priori que l’isométrie de translation existe dans la théorie quantique complète.
Néamoins, comme nous le verrons plus tard, il existe un certain nombre d’exemples de théories des
cordes exactement solubles où cette dualité est exacte. Dans les modèles sigma des supercordes
de typeII , un autre effet de cette dualité est de changer le signe du fermion droit de la surface
d’universψ̃Y →−ψ̃Y associé au champ dualisé. Ainsi cette transformation va changer la chiralité
de l’état fondamental du secteur de Ramond, et donc d’échanger les théories des supercordesIIA

et IIB .

Dualités non-perturbatives. Dans ce chapitre nous avons d’abord construit les supergravités qui
constituent les théories effectives de basse énergie des théories des cordes correspondantes : types
IIA , type IIB , type I, hétérotiqueSO(32) ou E8×E8. Nous pouvons nous demander s’il existe des
relations entre ces théories des cordes distinctes ; nous avons déjà trouvé une dualité perturbative
– par rapport à la constante de couplage des cordes donnée par le dilaton – entre les théories
IIA et IIB . Nous cherchons maintenant desdualités non-perturbatives[24–26], reliant le régime
pertubatif de certaines théories des cordes avec le régime de couplage fort d’autres théories, qui
devraient se refléter dans les propriétés des supergravités.n

Auto-dualité de la théorieIIB . Nous avons vu dans la section I.1 que la supergravitéIIB

possède une symétrieSL(2,R), dont un sous-groupe échange le régime de couplage fort et le
régime de couplage faible. Une telle dualité peut-elle exister dans la théorie des cordes ? Remar-
quons tout d’abord que l’action d’une telle transformation, eq. (I.9), sur le terme de couplage
d’une corde fondamentale à la deux forme de «Neveu-Schwarz–Neveu-Schwarz» est le suivant :∫
S2

B[2]→
∫
S2

B[2] d+A[2] c, de telle sorte que nous obtenons un état lié de cordes fondamentales
et deD1-branes. Pour que la condition de quantification de la charge soit préservée, uniquement un
sous groupeSL(2,Z), à éléments de matrice entiers, peut être une symétrie de la théorie quantique.
Nous postulerons alors que cette symétrie est exacte dans la théorie quantique des supercordesIIB .
En particulier, la transformationτ → −1/τ échange la corde fondamentale, perturbative dans le ré-
gime gs→ 0, et la D1-brane, perturbative dans le régimegs→ ∞. Ces deux objets sontBPS, et
donc leur masse ne peut être renormalisée par des effets quantiques ; leur comparaison a du sens.

Dualité type I- hétérotique SO(32). Les supergravités correspondant aux théories effectives
de la théorie de type I et la théorie hétérotiqueSO(32) sont identiques, moyennant une redéfinition
des champs, en particulierΦ→−Φ, échangeant les régimes perturbatifs et non-perturbatifs. Ainsi
nous pouvons postuler que, dans un régime de la théorie, l’objet perturbatif est la corde fondamen-
tale BPS hétérotique, chargée sous la deux forme deNS-NS, et dans un autre régime, laD1-brane
chargée sous la deux-forme deR-R de la théorie de typeI joue ce rôle.

SupercordesIIA et théorieM . La supergravité de typeIIA est obtenue à partir de la super-
gravité à onze dimensions par reduction dimensionnelle. En particulier la constante de couplage
des cordes est proportionnelle au rayon de la coordonnée compactifiée :gs = R10/

√
α ′. Si nous

prenons cette construction au sérieux dans la théorie quantique complète, cela signifie que, dans
le régime de couplage fort de la théorie des supercordesIIA , une onzième dimension apparaît.
Nous obtenons une théorie quantique à onze dimensions, mystérieuse, appellée pour cette raison
– mais l’éthymologie est suspecte – lathéorie M . La corde fondamentale de la théorieIIA n’est
alors rien d’autre qu’une membrane de la supergravité à onze dimensions enroulée autour de la
dimension compacte.

Hétérotique E8×E8 et théorieM . Nous avons déjà mentionné que la supergravitéE8×E8
s’obtient par une compactification de la supergravité à onze dimensions sur un espace singulier,
un orbifold. Là encore nous postulerons que cette relation se maintient dans la théorie quantique.

nvoir [27] pour une introduction aux dualités.
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Comme dans le cas précédent, la constante de couplage des cordes est proportionnelle à la lon-
gueur de l’intervalle de compactification et une onzième dimension apparaît à couplage fort. La
corde fondamentale hétérotique correspond, à onze dimensions, à une membrane se terminant sur
les deux hyperplans singuliers.





II

Théorie des cordes en espace-temps courbe

Dans le chapitre précédent nous avons abordé les aspects généraux de la quantification des
supercordes. Cependant pour un fond général la théorie n’est pas soluble exactement ; mis à part
le cas de l’espace plat, seulement certaines classes d’ondes gravitationnelles peuvent être étudiées
sans utiliser de techniques particulières. Pourtant, la théorie des supercordes prétend fournir une
description cohérente, au moins perturbativement, de la gravitation quantique. Il est alors capital
de comprendre la dynamique des cordes dans un espace-temps courbe – qui n’est rien d’autre
qu’un état cohérent de cordes fondamentales – à la fois pour approfondir notre connaissance de
cette théorie et pour étudier la physique des phénomènes pour lesquels la relativité générale n’est
plus valable, par exemple les trous noirs.

Il existe un certain nombre de cas où nous pouvons résoudre la théorie des cordes à l’aide de
méthodes algébriques très puissantes, reposant sur lathéorie (super)conforme des champs[28,
29] et ses extensions chirales. Nous avons déjà observé dans la section précédente que, lorsque
la condition d’annulation des anomalies de Weyl est satisfaite, la théorie des champs sur la sur-
face d’univers possède une symétrie superconforme, de dimension infinie. En général les théories
conformes que nous utiliserons comme «briques» pour construire des solutions de la théorie des
cordes possèdront une algèbre chirale, ditealgèbreW , contenant comme sous-algèbre l’algèbre
conforme. Ainsi les états de la théorie se transformeront de manière bien définie par rapport aux
symétries conformes. Enfin, l’opérateurBRST de la théorie s’écrivant en termes des composantes
du tenseur d’énergie-impulsion, la cohomologieBRST du spectre physique sélectionnera dans les
représentations de la théorie superconforme totale un sous-ensemble d’états, qui seront les états
physiques de la théorie des cordes : des opérateurs primaires de dimension zéro.

II.1. Quelques notions de théorie (super)conforme

Dans cette section nous définissons brièvement les notions de théorie conforme nécessaires
pour étudier la théorie des cordes en espace-temps courbe.

Algèbres de Virasoro et représentations.Une théorie des champs à deux dimensions est inva-
riante conforme si elle posséde comme symétrie le groupe infini de transformationsw→ f (w) où
f est une fonction holomorphe arbitraire de la coordonnée complexe de la surface. L’invariance
conforme est une symétrie d’une théorie quantique si la trace du tenseur d’énergie-impulsion an-
nule tout corrélateur :〈Tww̄O1 · · ·On〉 = 0. Par conservation du tenseur d’énergie impulsion, les
deux composantes restantes sont chirales :

∂̄Tww = 0 =⇒ Tww := T(w) , ∂Tw̄w̄ = 0 =⇒ Tw̄w̄ := T̄(w̄).

Lesopérateurs primaires de la théorie sont caractérisés par leur lois de transformations simples
sous les transformations conformes :

Vi(w, w̄)→ [∂ f (w)]hi [∂̄ f̄ (w̄)]h̄i Vi( f (w), f̄ (w̄)).

33
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La dimension conformede l’opérateur primaire est la sommehi + h̄i , et son spin la différencehi−
h̄i . Les composantes du tenseur d’énergie impulsion, qui génèrent les transformations conformes
des opérateurs, ne sont pas des opérateurs primaires, mais «quasi-primaires» :

T(w) → [∂ f (w)]2T( f (w))+
c

12

∂w f ∂ 3
w f − 3

2(∂ 2
w f )2

(∂w f )2

T̄(w̄) → [∂̄ f̄ (w̄)]2T̄( f̄ (w̄))+
c̃

12

∂̄w̄ f̄ ∂̄ 3
w̄ f̄ − 3

2(∂̄ 2
w̄ f̄ )2

(∂̄w̄ f̄ )2

Les nombresc et c̃ sont appeléscharges centrales, et correspondent à une anomalie quantique.
Dans la théorie des cordes complète, incluant les fantômes,c = c̄ = 0, etT, T̄ sont de vrais opéra-
teurs primaires.

Dans le contexte de la théorie des cordes, nous avons défini la théorie de la surface d’univers
sur un cylindre, paramétré par le temps euclidienℑw et une coordonnée périodiqueℜw∼ℜw+
2π. Dans le contexte de la théorie conforme, il est plus simple d’étudier la théorie sur le plan
obtenu par la transformation conforme :z= exp−ıw. Dans ce nouveau système de coordonnées,
les translations temporelles correspondent aux dilatations radiales. L’hamiltonien de la théorie est
donc donné par le générateur des dilatations dans le plan :

H =
∮

dz
2πı

T−
∮

dz̄
2πı

T̄− c+ c̃
24

.

Dans le calcul d’amplitudes de diffusion, les états asymptotiques correspondent à des cylindres

|φ2〉

V2(z, z̄)

V3(z, z̄)

V1(z, z̄)

|φ1〉

|φ3〉

FIG. II.1. Transformation conforme des états asymptotiques aux opérateurs de vertex.

semi-infinis connectés à la surface d’univers. En utilisant la transformation précédente, les cy-
lindres sont transformés en disques dont le centre correspond àt =±∞ ; ainsi en théorie conforme
les états asymptotiques peuvent être représentés par l’insertion d’opérateurs locaux sur la surface
d’univers, ditsopérateurs de vertex(fig II.1). L’action d’une transformation conforme infini-
tésimalew→ w+ ε(w) sur un opérateur primaire est générée par l’action du tenseur d’énergie
impulsion, en étant attentif à l’ordre des opérateurs :

δεV (w, w̄) = [Tε ,V (w, w̄)]+
[
T̄

ε̄
,V (w, w̄)

]
= lim

|z|→|w|

{(∮
|z|>|w|

−
∮
|z|<|w|

)
dz
2ıπ

ε(z)R(T(z)V(w, w̄))

−
(∮
|z|>|w|

−
∮
|z|<|w|

)
dz̄
2ıπ

ε̄(z̄)R(T̄(z̄)V(w, w̄))
}

,(II.1)

où nous avons utilisé leproduit ordonné dans le temps radial: R(A(z, z̄)B(w, w̄)) = A(z)B(w) si
|z|> |w|, etB(w)A(z) sinon, pour calculer le commutateur à temps égaux.
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Une information fondamentale dans la théorie quantique des champs est le comportement
de deux opérateurs dont les positions deviennent infiniment proches. En utilisant la symétrie
conforme, leproduit local d’opérateurs (PLO) de deux opérateurs primaires peut s’écrire comme
un développement sur une base d’opérateurs primaires{Vi} :

Vi(z, z̄)V j(z
′, z̄′)∼∑

i

Ck
i j (z−z′)hk−hi−h j (z̄− z̄′)h̄k−h̄i−h̄ j

{
Vk(z

′)+(z−z′)V (1)
k

+ · · ·
}

,

où les termes sous-dominants sont des opérateurs non-primaires, appelésdescendants. En parti-
culier, pour le tenseur d’énergie-impulsion, nous obtenons :

T(z)T(z′)∼ cI
2(z−z′)4 +

2T(z′)
(z−z′)2 +

∂ T(z′)
z−z′

+ termes réguliers.

Le terme proportionnel à l’unitéI dans le développement doit avoir le même coefficientc que
l’anomalie conforme. Si nous développonsT(z) en série de Laurent :T(z) = ∑n∈Z z−n−2Ln, nous
obtenons l’algèbre de Virasoro:

[Ln,Lm] = (m−n)Lm+n +
c

12
m(m2−1)δm,−n.

Cette algèbre de dimension infinie contient une sous-algèbreSL(2,R) sans extension centrale
générée parL−1,L0,L1.a Le PLO du tenseur d’énergie impulsion avec un opérateur primaire prend
aussi une forme bien définie (voir eq. (II.1) :

T(z)Vi(z, z̄
′) =

hiVi(z, z̄
′)

(z−z′)2 +
∂Vi(z

′, z̄′)
z−z′

+ termes réguliers.

L’opérateur primaire de dimension zéro, s’il existe dans la théorie, joue un rôle particulier, car
il est invariant sous la symétrie globalesl2 ; c’est le vide de la théorie. Les états correspondant
aux opérateurs primaires s’obtiennent par l’action de l’opérateur sur le vide :|hi〉 = Vi |0〉. Les
représentations unitaires de l’algèbre de Virasoro se construisent d’une manière analogue aux
représentations d’une algèbre de Lie ; lesopérateurs de plus haut poidsannihilés par tous les
modes positifs, correspondent aux opérateurs primaires :

Ln>0|hi〉= 0 ⇐⇒
∮

dz
2ıπ

zn+1 T(z)Vi(0) = 0 , pourn > 0.

À partir de chaque opérateur de plus haut poids de dimension chiralehi est construite une repré-
sentation, de dimension infinie, en agissant avec tous les modes négatifs de l’algèbre :

L−n1
L−n2
· · ·L−nk

|hi〉 , n1 > n2 > · · ·> nk > 0.

L’ échelond’un état dans une représentation est donné par∑nk.
En général la présence de la symétrie de dimension infinie associée à l’algèbre de Virasoro

n’est pas suffisamment contraignante pour résoudre la théorie, et il faudra que la théorie possède
une algèbreW plus large. Par contre, dans le cas particulier où la charge centralec< 1, la symétrie
conforme est suffisante ; pour cette raison ces théories sont appelées desmodèles minimaux. Les
théories unitaires apparaissent uniquement lorsque la charge centrale prend des valeurs bien pré-
cises :c = 1− 6/p(p+1), p = 2,3, · · · . Dans ce cas les représentations de l’algèbre de Virasoro sont
réductibles, oudégénérées, car elles contiennent des opérateurs annihilés par une combinaison de
modes négatifs de l’algèbre, et sont ainsi eux-mêmes des opérateurs primaires de Virasoro.

ala composante anti-holomorphe du tenseur d’énergie impulsion génère une deuxième copie de l’algèbre de Vira-
soro, de telle sorte que l’algèbre globale totale estsl2.
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Algèbre superconforme N=1.La théorie des supercordes possède une symétrie plus large que
la seule symétrie conforme : la symétrie superconforme. Comme nous l’avons vu, elle apparaît
comme la symétrie résiduelle de l’action de supergravité à deux dimensions après le choix de
jauge pour les (super)reparamétrages et les (super)transformations de Weyl. Plus précisément, les
supercordes de type II possèdent une symétrie superconformeN = (1,1), c.-à.-d. deux algèbres
chirales superconformesN = 1, et la corde hétérotique une symétrie superconformeN = (1,0).

L’algèbre superconformeN = 1 s’obtient par extension de l’algèbre conforme dans le super-
espace : le super-tenseur d’énergie impulsion (voir eq. (I.27))T(w,θ) = G(w) + θT(w) génère
l’ algèbre de super-Virasoro, ou superconforme N=1via lesPLOs :

T(z,θ)T(z′,θ ′) =
ĉ

4(z−z′)3 +
3(θ ′−θ)
2(z−z′)2 T(z′,θ ′)+

DT(z′,θ ′)
2(z−z′)

+
θ ′−θ

z−z′
∂T(z′,θ ′)+ · · · ,

associée aux transformations superconformes (I.26). La charge centrale apparaissant dans cette al-
gèbre est ˆc= 2

3c. La composante fermioniqueG peut être périodique ou antipériodique après trans-
port parallèle autour du cylindre, et nous obtenons deux algèbres isomorphes. Le cas périodique
(a = 1) est l’algèbre de Ramond, et le cas anti-périodique (a = 0) l’algèbre de Neveu-Schwarz.
Dans la représentation de la théorie sur le plan, en développant en série de Laurent :

T(z,θ) =
1
2 ∑

n∈Z+ a−1
2

z−n−3/2Gn +θ ∑
n∈Z

z−n−2Ln,

nous obtenons l’algèbre superconformeN = 1 proprement dite :

[Ln ,Lm] = (m−n)Lm+n +
ĉ
8

m(m2−1) , {Gm,Gn}= 2Lm+n +
ĉ
2
(m2− 1/4)δm,−n ,

[Lm,Gn] = (
m
2
−n)Gm+n .

Une conséquence de cette algèbre est que, dans le secteur de Ramond, la dimension de tous les
états vérifieh > ĉ/16. Comme pour la symétrie conforme, les opérateurs super-primaires sont des
super-champs qui se transforment sous les transformations superconformes comme :

V i(z,θ , z̄, θ̄)→ (Dθ
′)2h(D̄θ̄

′)2h̄i V i(z
′,θ ′, z̄′, θ̄ ′) ,

et correspondent à l’état de plus haut poids d’une représentation de l’algèbre superconformeN = 1,
annihilé par tous les modes positifs :Ln>0|φi〉 = Gn>0|hi〉 = 0. Le vide de la théorie correspond
au primaire de dimension zéro, qui est dans le secteur de Neveu-Schwarz,|0〉NS. Par contre, le
«vide» de Ramond, qui est de dimension ˆc/16, est créé par un opérateur spécial, appeléchamp de
spin [29] S±(z), agissant sur le vide de Neveu-Schwarz. Cet opérateur est dégénéré en raison des
modes zéro de l’algèbre de Ramond :

|+〉R := S+(0)|0〉NS , |−〉R := G0|+〉R , G0|−〉R = (h− ĉ/16)|+〉R.

Dans le cas où l’opérateur de spin vérifieh = ĉ/16, il préserve la supersymétrie globale. La théorie
superconforme que nous venons de présenter n’est paslocale, car lesPLOs des composantes fer-
mioniques des super-champs avec les champs de spin se développent en puissances demi-entières,
ce qui crée une coupure dans le plan complexe où la théorie est définie. Pour y remédier, nous
pouvons définir un opérateur de parité(−)F anticommutant avec la composante fermionique et
commutant avec la partie bosonique des super-champs ; les deux vides de Ramond ont ainsi des
parités opposées. Laprojection GSO [30] sur les états de parité+1 permet d’obtenir une théorie
des champs locale, qui contient uniquement un des deux vides de Ramond, et les composantes
bosoniques des super-champs.
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Comme pour l’algèbre de Virasoro, la symétrie superconformeN = 1 n’est pas suffisante pour
résoudre la théorie, sauf pour lesmodèles minimaux N= 1, avec une charge centrale ˆc< 1 prenant
des valeurs discrètes.

Algèbres étendues.La symétrie apparaissant naturellement dans la théorie des supercordes est la
symétrie superconformeN = 1, comme symétrie résiduelle de la supergravité à deux dimensions.
Cependant la théorie sur la surface d’univers peut posséder «accidentellement» une symétrie glo-
bale plus large, lasymétrie superconforme étendue N= 2 ou N = 4 [31]. Ces constructions ont
une importance fondamentale dans l’étude de la théorie des supercordes. Considérons en effet une
théorie des cordes hétérotiques à quatre dimensions, c.-à.-d. composées d’une théorie(1,0) super-
conforme libre pour l’espace-temps de Minkowski à quatre dimensions, et d’une théorie conforme
«interne» représentant l’espace compactifié à six dimensions. Alors il est possible de montrer [32]
que, si cette théorie possèdeN supersymétries dans l’espace-temps – qui sont construites avec les
opérateurs de spin – alors la théorie conforme «interne» doit nécessairement posséder une symé-
trie superconforme étendue :N = 1 pour une supersymétrie d’espace-temps, et(N = 4)⊗ (N = 2)
pour deux supersymétries d’espace-temps.b Nous verrons par la suite que la réciproque de ce théo-
rème n’est pas triviale, car il faut imposer des conditions sur une théorie possédant une symétrie
superconforme étendue pour obtenir la supersymétrie d’espace-temps.

Algèbre N=2. Pour commencer, considérons un modèle sigma non-linéaireN = 1 sans tor-
sion. Lorsque la dimension de la variété de l’espace cible est paire, alors la théorie possède une
symétrie superconformeN = 2 si et seulement si la variété est Kählerienne.c Dans le cas ou le
modèle sigma possède une torsion, il possède une symétrieN = 2 si et seulement si la variété cible
possède deux structures complexes,J±, qui sont constantes de manière covariante par rapport
aux deux connexions de la variété avec torsion (voir eqs. (I.23) et (I.24)) :∇±ρ J µ

±ν
= 0. L’algèbre

N = 2 s’écrit alors à l’aide des courants suivants :

T = ∂Xµ
∂Xνgµν + ıψµ∇+

ψ
νgµν , T̄ = ∂̄Xµ

∂̄Xνgµν + ıψµ∇̄−ψ
νgµν

G1 = ψ
µ

∂Xνgµν −
ı
3

ψ
µ

ψ
ν
ψ

ρHµνρ

G2 = ψ
µ

∂XνJ+µν +
ı
3

ψ
µ

ψ
ν
ψ

ρJ σ
+µJ τ

+νJ ξ

+ρ
H

στξ

Ḡ1 = ψ̃
µ

∂̄Xνgµν +
ı
3

ψ̃
µ

ψ̃
ν
ψ̃

ρHµνρ

Ḡ2 = ψ̃
µ

∂̄XνJ−µν −
ı
3

ψ̃
µ

ψ̃
ν
ψ̃

ρJ σ
−µJ τ

−νJ ξ

−ρ
H

στξ

JR = ψ
µ

ψ
νJ+µν , J̄R = ψ̃

µ
ψ̃

νJ−µν .

Le courantJR (resp.J̄R ) génère les rotations, dites desymétrie R, entre les deux super-courantsG1

etG2 (respḠ1 et Ḡ2). En définissant des super-courants complexes :G± = 1
2(G1± ıG2), l’algèbre

bPourN = 4, la théorie interne est nécessairement aussi une théorie libre.
cUne variété de dimension paire est ditehermitiennesi elle admet une structure complexeJ agissant sur l’espace

tangent, constante par rapport à la dérivée covariante,J : TM → TM avecJ 2 = −1 et ∇ρJ µ

ν
= 0, telle que

g(A,B) = g(J A,J B). Dans ce cas la métrique en coordonnées complexes n’a que des composantes mixtes :g =
g

i j̄
dzi ⊗dz̄j̄ . Si de plus laforme de KählerJ := ıg

i j̄
dzi ∧dz̄j̄ est fermée (dJ = 0) alors la variété est Kählerienne, et la

métrique peut s’écrire localement comme :g
i j̄

= ∂i ∂̄ j̄
K(zi , z̄ī), définissant le potentiel de KählerK(zi , z̄ī).
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superconformeN = 2 proprement dite est contenue dans lesPLOs suivants :

T(z)T(0)∼ c
2z4 +

2T(0)
z2 +

∂T(0)
z

T(z)G±(0)∼ 3G±(0)
2z2 +

∂G±(0)
z

G+(z)G−(0)∼ 2c
3z3 +

2JR(0)
z2 +

2T(0)+∂JR(0)
z

G±(z)G±(0)∼ 0

JR(z)G±(0)∼±G±(0)
z

JR(z)JR(0)∼ c
3z

.(II.2)

De manière similaire aux algèbres précédentes, lorsque la charge centrale de la théorie estc < 3,
l’algèbre possède une série discrète demodèles minimaux N=2. Nous les retrouverons par la suite
dans les constructions d’espaces-temps courbes. Pour les modèles non-minimauxc > 3, l’algèbre
superconformeN = 2 possède néanmoins beaucoup de structure ; est-ce suffisant pour résoudre
la théorie ? Nous reviendrons sur cette question par la suite. Comme pour l’algèbreN = 1, il
existe une algèbreN = 2 de Ramond et une algèbre de Neveu-Schwarz, suivant la periodicité des
super-courants. Mais, dans le cas présent, ces deux algèbres appartiennent à une famille continue
d’algèbres, reliées par l’opération deflot spectral [33] :

(II.3) G±(z)→ z±ηG±(z) , T(z)→ T(z)+ηJR(z)+
cη2

6z2 , JR(z)→ JR(z)+
cη

3z
.

Ainsi, l’algèbre de Ramond correspond àη = 0 modZ et l’algèbre de Neveu-Schwarz àη =
1/2 modZ, mais l’algèbreN = 2 est définie pour toutη ∈ R.

Les opérateurs primaires de cette algèbre sont caractérisés par leur dimensionhi et leur charge
qi sous le courant de symétrie R :T(z)Vi(0)∼ hi Vi(0)/z2, JR(z)Vi(0)∼ qi Vi(0)/z. Certains opé-
rateurs primaires jouent un rôle particulier : lesopérateurs primaires chiraux (c) du secteur de
NS, définis par :G+

−1/2|χ
+〉= 0. De même les opérateurs anti-chiraux (a) sont annihilés par l’autre

supercharge :G−−1/2|χ
−〉= 0. Ces opérateurs sont l’exact analogue des étatsBPSdes algèbres de

supersymétrie ; en effet l’algèbre superconforme fixe leur dimensionh en fonction de leur charge
Q :

(II.4) h(c),(a) =
|q|
2

, Q(c),(a) =±q.

Ces opérateurs ont la propriété d’avoir des produits locaux d’opérateurs non-singuliers ; ils forment
l’anneau chiralK des opérateurs primaires chiraux. Ces opérateurs sont très importants, en par-
ticulier dans l’étude des propriétés géométriques des variétés de compactification. De manière
générale, tous les états appartenant à des représentations unitaires de l’algèbre vérifient l’inégalité
h > |q|/2, qui devient une égalité pour les opérateurs (anti)-chiraux.

Symétrie N=2 et supersymétrie d’espace-temps.Nous avons déjà mentionné dans l’introduc-
tion de cette section que la supersymétrie d’espace-temps implique l’existence d’une symétrie
superconforme étendue sur la surface d’univers de la supercorde. À l’opposé, considérons mainte-
nant une solution de la théorie des supercordes décrite par un modèle sigma non-linéaire possédant
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une symétrie N=2 superconforme.d L’opération de flot spectral, eq. (II.3), est réalisée sur l’algèbre
par un opérateur unitaireUη , qui possède naturellement une action sur les représentations de l’al-
gèbre :hη = h−ηq+ c

6η2, qη = q− c
3η . Partant d’un état dans le secteur de Neveu-Schwarz,

c.-à.-d. un boson d’espace-temps, nous obtenons par l’action deU1/2 un état du secteur de Ra-
mond, donc un fermion d’espace-temps. Ainsi cet opérateur, reliant les bosons et les fermions,
réalise la supersymétrie d’espace-temps. En particulier, l’image d’un opérateur chiral de l’algèbre
deNS sera un état fondamental du secteur de Ramond. Cependant, l’action de l’opérateurU1/2 sur
les opérateurs de vertex des états du spectre physique ne sera bien définie que si le produit local
d’opérateurs ne contient que des puissances au plus demi-entières, imposant quetoutes les charges
de symétrie R de la théorie soient des entiers impairs. Ainsi, l’opérateur de supersymétrieU1/2 in-
troduit une coupure dans la surface d’univers correspondant au changement de periodicité des
fermions de la surface d’univers, et donc à l’échange des bosons et des fermions d’espace-temps.

Nous allons maintenant montrer, en suivant [34], que la projection sur les charges de symétrie
R impaires est compatible avec l’invariance modulairede la fonction de partition à une boucle
(voir sect. I.3). Cela nous permettra d’introduire des outils indispensables pour la suite. Si la théo-
rie conforme ne possède pas de symétrie chirale plus grande que la symétrie N=2 superconforme,
alors sa fonction de partition peut s’écrire en fonction descaractèresde l’algèbreN = 2, qui
s’écrivent comme une trace dans une représentationr de l’algèbre N=2 chirale :

χr (τ,z,u) = e−2ıπuTrr e2ıπτ(L0−c/24)e2ıπzJR
0 .

Dans cette expression,τ est le paramètre modulaire du tore, et la variablezpermet de différencier
des états de même dimensionL0|φ〉 = h

φ
|φ〉 mais de charges R, données parJR

0 |φ〉 = Q
φ
|φ〉,

différentes. Les représentations sont désignées par la dimension et la charge du primaire,hr etQr .
La fonction de partition à une boucle de ce modèle s’exprime alors en fonction de ces caractères :

Z(τ) = ∑
r ,r̃

Nr ,r̃ χr (τ,0,0) χ̄r̃ (τ̄,0,0).

La matriceNr ,r̃ , spécifiant le choix de représentations chirales et leur appariement gauche-droit,
doit être telle que la fonction de partition soit invariante sous l’action du groupe modulaire. Nous
supposons que les caractèresN = 2 de la théorie forment une représentation unitaire du groupe
modulaire, c.-à.-d. qu’ils se transforment comme :

(II.5) χr

(
aτ +b
cτ +d

,
z

cτ +d
,u+

cz2

6(cτ +d)

)
= S r ′

r χr ′(τ,z,u),

où S est une matrice unitaire. L’action du flot spectral de paramètreη sur une représentation de
N=2 induit une action très simple sur les caractères de l’algèbre :

(II.6) χ
η
r (τ,z,u) = χr

(
τ,z+ητ,u− cη2

6
τ− cη

3
z

)
.

Alors, avec l’action répétée du flot spectral de paramètre1/2, nous pouvons définir des caractères
supersymétrisés,

χ
susy
r (τ,z,u) = ∑

n∈Z
(−)nUn

1/2χr (τ,z,u) = ∑
n∈Z

(−)n
χr

(
τ,z+

nτ

2
,u− n2c

24
τ− nc

6
z

)
,

dPour être plus précis, nous considérons pour l’instant que l’espace-temps est décrit par une variété du typeR1,1×
M , où le cône de lumière est factorisé ; les degrés de liberté correspondants seront compensés par les fantômes de
reparamétrage.
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pour définir une nouvelle fonction de partition dans laquelle les bosons et les fermions d’espace-
temps seront appariés,Zsusy= ∑r ,r̃ Nr ,r̃ χsusy

r χ̄susy
r̃

. Considérons maintenant l’effet de la transfor-
mationS: τ →−1/τ d’un caractère supersymétrique :

χ
susy
r (−1/τ,0,0) = S r ′

r ∑
m∈Z

(−)m
χr ′

(
τ,

m
2

,0
)

= S r ′
r ∑

m∈Z
(−)mTrr e2ıπτ(L0−c/24)eıπmJR

0

= S r ′
r χr ′(τ,0,0)δr ′,1 mod 2.

Ainsi, nous voyons que la transformation modulaire d’un caractèreχsusy
r supersymétrique donne

une somme de caractères ordinairesχr ′ , mais avec une projection sur les charges R impaires ; la
projection et la supersymétrisation des caractères sont échangés par transformation modulaireS.
L’invariance modulaire sousT : τ → τ + 1 n’introduit pas de contraintes supplémentaires. Nous
concluons qu’une fonction de partition composée de caractères supersymétrisés construits sur des
primaires de charge R impaire sera invariante modulaire, et possédera la supersymétrie d’espace-
temps.

Algèbre N=4. Une dernière algèbre superconforme étendue intervient dans les constructions
de théories de supercordes : l’algèbre N=4 restreinte, dans laquelle les courants de symétrie R
forment une algèbreSU(2) [35]. La charge centrale de ces théories est toujours un multiple de
quatre. Les quatre supercharges s’organisent alors en doublets complexes de ceSU(2) ; les repré-
sentations sont indexées par la dimension et l’isospin. Nous verrons dans les chapitres suivants
plusieurs réalisations de cette algèbre. Notons simplement que les modèles sigma possédant la sy-
métrieN = 4 superconforme, sont des solutions exactes de la théorie des supercordes ne recevant
pas de corrections perturbatives, à tous les ordres enα ′.

Théorie conforme avec bord.Les méthodes de théorie (super)-conforme peuvent être étendues
pour décrire aussi lesD-branes et les cordes ouvertes qui s’y attachent. La théorie conforme avec
bord fournit le cadre approprié à leur description. Nous définissons ainsi une théorie conforme
restreinte au demi-plan complexe supérieur,ℑz > 0, contenant les mêmes opérateurs de vertex
de cordes fermées. La physique desD-branes est alors contenue dans les conditions aux bords
imposées sur l’axe réel.e Celles-ci doivent préserver la symétrie superconforme N=1 pour être
compatibles avec les symétries locales de la théorie :

T(z) = T̄(z̄) et G(z) = Ḡ(z̄) pour z∈ R.

Cependant en général lesD-branes préservent une algèbre chirale plus large que l’algèbre de super-
Virasoro. Par exemple lesD-branes supersymétriques préservent l’algèbre superconforme N=2.

II.2. Variétés de groupe et algèbres affines

La symétrie superconformeN = 1, commune à tous les modèles sigma non-linéaires de la
théorie des supercordes, n’est en général pas suffisante pour résoudre la théorie, c.-à.-d. pour
connaître son spectre (ou de manière équivalente sa fonction de partition à une boucle) et calculer
les fonctions de corrélation entre les opérateurs de vertex. Une classe importante d’extensions de la
symétrie superconforme est donnée par lesalgèbres de courants, ou algèbres affines ; la symétrie
de la théorie est alors donnée par l’extension supersymétrique d’une algèbre de Lie affine, de
dimension infinie, contenant l’algèbre superconformeN = 1. Cette symétrie étendue est alors
suffisamment contraignante.

eLes opérateurs de vertex vivant sur le bord correspondent aux cordes ouvertes.
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Modèles de Wess-Zumino-Witten.Une classe particulière de variétés correspond auxvariétés
de groupe. Considérons un groupe de LieG compact semi-simple, etg l’algèbre de Lie associée,
[Ta,Tb] = f c

abT
c. Les générateurs sont normalisés par rapport auproduit de Killingde l’algèbre

commeκ(Ta,Tb) = δ ab. Nous pouvons définir lesune-formes de Maurer-Cartaninvariantes à
gauche associées aux générateurs de l’algèbre comme :

J a = κ(Ta,g−1dg) = J a
µdXµ ,

où g est un élément générique du groupeG . Il existe de façon similaire des une-formes inva-
riantes à droite, définies parK a = κ(Ta,dgg−1). Dans le cas des variétés de groupe, l’équation
de Maurer-Cartan (I.2) pour les formesJ a s’exprime à l’aide des constantes de structure de
l’algèbre :

dJ a +
1
2

f a
bcJ

b∧J c = 0.

Le produit de Killing surg induit naturellement un produit scalaire sur l’espace tangent au groupe
TG , permettant de définir la métrique de Cartan-Weyl sur le groupe :

ds2 = κ(g−1dg, g−1dg) =
rang(g)

∑
a=1

J a⊗J b.

Ensuite nous pouvons définir la trois forme harmonique sur le groupe (c.-à.-d. fermée, dh3 = 0,
mais non exacte,h3 6= db globalement) ditecanoniquepar

h3 = fabcJ
aJ bJ c.

Les une-formes de connexion avec torsion apparaissant dans le modèle sigma non-linéaire super-
symétrique, eqs. (I.23,I.24), s’expriment aussi en fonction des constantes de structures du groupe,
comme :

ω
a
±b c =−1

2
f a

bc±H a
bc.

Il existe un choix particulier de champB[2], en d’autres termes de torsion, quiparallélise la variété.

Concrètement nous effectuons le choix :H a
bc =−1

2 f a
bc, de telle sorte que la première connection

s’annule :ωa
−b c = 0 et que la deuxième devienne plate :ωa

+b c =− f a
bc, et les formes de courbures

s’annulent dans les deux cas :R±a
bcd = 0. Nous obtenons alors le modèle sigma non-linéaire

suivant, dit deWess-Zumino-Witten (WZW), où les fermions gauches et droits sont découplésf :

kSWZW =
k

2π

∫
S2=∂B

d2z κ(g−1dg,g−1∗dg)+J a
i J a

j

(
ψ

i∇ψ
j − ψ̃

i∇̄ψ̃
j)

+
ık

12π

∮
B

κ
(
g−1dg,

[
g−1dg,g−1dg

])
.(II.7)

Le terme de Wess-Zumino, correspondant au couplage à la deux formeB[2], est écrit comme

une intégrale de la trois-forme(g−1dg)∧3 sur un volume à trois dimensionsB dont le bord est la
surface d’univers de la corde :∂B = S2. Pour écrire ce terme l’application de la surface d’univers
vers le groupe,g : S2→ G est étendue à une application deB vers le groupe,g : B→ G .

Avec ce choix de constante de couplage à la deux-forme, non seulement la variété est paral-
lélisée, mais il s’agit de l’unique point fixe de renormalisation, en d’autre termes cette valeur de
fond pourB[2] est nécessaire pour que la théorie sur la surface d’univers soit conforme [36].

f dans cette expression,d est la dérivée extérieure sur la surface d’univers :dg = ∂gdz+ ∂̄gdz̄.
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Il existe une ambiguïté dans le choix du volumeB pour compléter la surface d’univers de la
corde. Dans l’intégrale de chemin de l’action deWZW, la différence entre deux choixB1 et B2
sera donnée par

δZ =
∫

Dg exp
ık

12π

∮
B1−B2

κ
(
g−1dg,

[
g−1dg,g−1dg

])
,

s’exprimant à l’aide d’une intégrale sur le volume tridimensionnel sans bordB1−B2∼ S3. Cette
intégrale peut se réécrire comme l’image réciproque de la trois-formeh3 sur la trois-sphère, c’est à
dire comme

∮
S3 g?h3. Clairement l’intégrale de chemin est inchangée à la condition :ık

12π

∮
S3 g?h3∈

2ıπZ. Les applicationsS3→ G de la trois sphère vers le groupe sont classifiées par le troisième
groupe de cohomologie entière de la variété,H3(G ,Z). Pour les groupes de Lie compacts, nous
avonsH3(G ,Z) = Z, ce qui implique que la constantek, appeléeniveau, est quantifiée :k ∈ N.
Par contre, pour les groupes non-compacts commeSL(2,R), le niveau ne sera pas quantifié.

Dans l’action de Wess-Zumino-Witten, eq. (II.7), les fermions chiraux ne sont pas couplés
entre eux, ce qui va permettre de réécrire leur action en termes de fermions libres [37]. Nous re-
définissons d’abord les fermions gauches comme :Ψa = J a

i ψ i . Pour les fermions droits, nous
utiliserons le changement de variables :Ψ̃a = Ad(g)a

bJ
b
i ψ̃

i , où Ad(g) désigne l’action adjointe
deg, h→ g−1hg. Dans la théorie quantique, ce changement de variables chiral introduit une ano-
malie [38]. La contribution de la mesure fermionique renormalise la partie bosonique de l’action
deWZW commek→ k− h̃g.g

Les nouvelles variables fermioniques sont alors des fermions libres, et nous obtenons l’action
découplée :

kSWZW =
k− h̃g

2π

∫
S2

d2zκ(g−1dg,g−1∗dg)+
k

2π

∫
S2

d2zΨa
∂̄Ψa + Ψ̃a∂ Ψ̃a

+ ı
k− h̃g

12π

∮
B

κ
(
g−1dg,

[
g−1dg,g−1dg

])
.

En conclusion, ce modèle sigma non-linéaire représente la propagation de supercordes sur le
groupe de LieG , avec un flux de la deux-formeB[2] donné parH = k h3.

En raison du grand nombre de symétries, cette action est exacte, c.-à.-d. que le modèle sigma
ne reçoit pas de corrections quantiques. Plus précisément, pour un modèle deWZW au niveauk,
le découplage des fermions renormalise l’action bosonique commek→ k− h̃g. Enfin, l’action
effective bosonique est renormalisée commek− h̃g→ k− h̃g + h̃g = k.

Algèbres de Kǎc-Moody. En plus du découplage des fermions, le modèle de Wess-Zumino-
Witten présente la particularité d’être invariant sous une symétrie de dimension infinie, agissant
sur le champg(z, z̄) de la surface d’univers :

(II.8) g(z, z̄)→Ω(z)g(z, z̄)Ω̃(z̄) ,

où Ω, Ω̃ sont des éléments quelconques du groupeG .h Les courants conservés, chiraux associés à
cette symétrie de dimension infinie, sont :

J(z) = TaJa(z) = (k− h̃g)g−1
∂g , J̃(z̄) = TaJ̃a(z̄) =−(k− h̃g)∂̄gg−1.

Les courants gauches sont construits à l’aide des une-formes de Maurer-Cartan invariantes à
gaucheJ a, et les courants droits à l’aide des formes invariantes à droiteK a. Chaque jeu de

gle label de Coxeter dual̃hg de l’algèbre de Lieg est défini par̃hgδ ab = ∑c,d f cd
a f cd

a.
hLa periodicité deg sur la surface d’univers doit être respectée :g(e2ıπ z,e−2ıπ z̄) = g(z, z̄).
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courants génère alors une algèbre via les produits d’opérateurs suivants :

(II.9) Ja(z)Jb(z′)∼
k− h̃g

2(z−z′)2 +
f ab

c Jc(z′)
z−z′

,

dont la forme est fixée par les symétries de la théorie. Les modes de Fourier de ces courants :J(z) =
∑z−n−1Jn, obéissent alors à unealgèbre de Lie affineĝ, dite aussialgèbre de Kač -Moody[39] :

[Ja
n,Jb

m] = n
k− h̃g

2
δ

ab
δm+n,0 + f ab

c Jc
m+n

L’extension centralek− h̃g, provenant de la normalisation de l’action deWZW, est le niveau de
l’algèbre affine.

Le découplage des fermions de l’action deWZW peut se comprendre aussi de façon algébrique.
Le modèle deWZW original, avant le découplage des fermions (eq. II.7), possède une symétrie plus
large, générée par les super-courantsJa(z,θ) = jaf (z)+θJ a(z) :

Ja(z,θ)Jb(z′,θ ′)∼ kδ a,b

2(z−z′)2 +
θ ′−θ

z−z′
f ab

c Jc(z′,θ ′).

La partie fermionique du super-courantJa s’exprime à l’aide de fermions normalisés canonique-
ment,λ a(z)λ b(0)∼ δ ab/z, comme :

ja(z) =

√
k
2

λ
a(z).

Ces fermions libres permettent de définir une algèbre de Kač -Moody au niveaũhg :

Jf (z) =
1
2

f abc
λ

b
λ

c.

Nous pouvons ainsi factoriser complètement l’algèbre en définissant des courants «purement boso-
niques» commeJa(z) = J a(z)−Jf (z) :

Ja(z)Jb(z′) ∼
k− h̃g

2(z−z′)2 +
f ab

c Jc(z′)
z−z′

,

Ja
f (z)J

b
f (z
′) ∼

h̃g

2(z−z′)2 +
f ab

c Jc
f (z
′)

z−z′
,

Ja(z)Ja
f (z
′) ∼ 0.

Ainsi l’algèbre réalisée avec les fermions est complètement découplée, comme le suggère l’ac-
tion (II.8).

Construction de Sugawara.Le modèle de (super)-WZW, possédant une symétrie de Lie affine
ĝ× ĝ de dimension infinie, est l’exemple le plus simple d’algèbre chiraleW , contentant l’al-
gèbre superconforme. En effet, à l’aide des super-courants, nous pouvons définir un super-tenseur
d’énergie-impulsion, dit de Sugawara [40], de composantes :i

T(z) =
1
k

: JaJa :−1
2

λ
a
∂λ

a(II.10)

G(z) =

√
2
k

[
Ja

λ
a− 1

6
fabcλ

a
λ

b
λ

c
]
.(II.11)

iDans cette expression apparaît le produit régularisé d’opérateurs :JaJa : (z), obtenu en soustrayant les singularités
de contact contenues dans le produit d’opérateurs.
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Ils réalisent une algèbre superconformeN = 1, de charge centrale :

ĉ =
(

1−
2h̃g

3k

)
|G | ,

en fonction de|G | la dimension du groupe. Cette algèbre superconformeN = 1 étant plus «petite»
que l’algèbre de Lie affine, le spectre de la théorie s’organisera naturellement en caractères de cette
dernière. Il est possible de construire d’autres théories conformes à l’aide d’une algèbre de Kač-
Moody, en choisissant un autre tenseur d’énergie-impulsion, qui doit cependant satisfaire certaines
contraintes [41].

Représentations et caractères.Une fois la rotation chirale des fermions effectuée, le modèle de
WZW se factorise en une théorie de 2r fermions libres (r est le rang du groupe) et d’un modèle de
WZW bosonique. Comme nous venons de le voir, ce dernier possède comme symétrie une algèbre
de Lie affine de niveau(k− h̃g). Nous rappelons maintenant quelques éléments de la théorie des
représentations de ces dernières dont nous aurons besoin pour construire le spectre de la théorie
des cordes se propageant sur le groupe. Pour le moment nous nous restreignons aux groupes de
Lie compacts. Les représentations de plus haut poids de l’algèbre affine se construisent à partir de
représentations de plus haut poids de l’algèbre des modes zéro, qui est une algèbre de Lie usuelle.
Les états de plus haut poids de l’algèbre affine|Λ,λ 〉, associés au plus haut poids de l’algèbre de
Lie Λ, vérifient :

Ja
n>0|Λ,λ 〉= 0 , Ja

0|Λ,λ 〉= R(Λ)λ ′

λ
|Λ,λ ′〉 ,

où la matriceR(Λ) correspond à la représentation de plus haut poidsΛ de l’algèbre des modes
zéro. À l’aide de l’expression du tenseur d’énergie-impulsion de Sugawara (II.10), il est facile de
vérifier que ces états sont aussi des primaires par rapport à l’algèbre conforme. Leur dimension
conforme est donnée en fonction du Casimir de l’algèbre :

L0|Λ,λ 〉= κ(Λ,Λ+2ρ)
2k

|Λ,λ 〉 , avec ρ =
1
2 ∑

α>0

α . j

De manière analogue à la construction des algèbres de Lie usuelles, les autres états de la représen-
tation sont obtenus par l’action des modes négatifs des courants,Ja

n<0. Les états de la représentation
seront caractérisés par leur poids affine,λ̂ = (λ ,k,n) en fonction de l’échelonn,k et avec le pro-
duit scalaire(λ̂ , λ̂ ′) = κ(λ ,λ ′)+kn′+k′n. Cependant en général la représentation contiendra des
vecteurs nuls et sera donc réductible.

Les représentations irreductibles de plus haut poidsΛ seront caractérisées par leur caractère,
fonction génératrice de la multiplicité des poids :

chΛ(τ,ν ,u) = e−2ıπku ∑
λ̂∈ rep(Λ)

dimV
λ̂

exp{2ıπτn+∑
i

νiκ(ei ,λ )},

où dimV
λ̂

est la multiplicité du poids affinêλ et {ei} une base orthonormale de l’espace des

racines. Nous introduisons maintenant, pour chaque poidsλ̂ , la fonctions théta associée à l’algèbre
ĝ, définie par la somme suivante sur le réseauM des racines longues :

Θ
λ̂
(τ,ν ,u) = e−2ıπku ∑

n∈M
eıπτk κ(n+ λ

k ,n+ λ

k ) e2ıπk κ(∑i νiei ,n+ λ

k ).

jDans la base de Cartan-Weyl l’algèbre affine a l’expression suivante :[Ji
m,J j

n] = k
2mδ i j δm+n,0, [Ji

m,Jα
n ] = α iJα

m+n,

et enfin :[Jα
m,Jβ

n ] = ε(α,β )Jα+β

m+n si α +β est une racine,2
α2 (αiJ

i
m+n +kmδm+n,0) si α =−β , 0 sinon.

kPour un état du typeJa1
−n1
· · ·Ja2

−n2
|Λ,λ 〉, l’échelon est défini commen = ∑ni .
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En utilisant laformule de Weyl-Kač, une expression explicite des caractères est donnée en termes
des fonctions théta de l’algèbre :

(II.12) e2ıπτ
κ(Λ,Λ+2ρ)

2k −c/24 chΛ(τ,ν ,u) =
∑

w∈W
ε(w)Θ

w(Λ̂+ρ̂)
(τ,ν ,u)

∑
w∈W

ε(w)Θw(ρ̂)(τ,ν ,u)
=: χ(τ,ν ,u).

Le facteur multiplicatif du premier terme correspond à la dimension conforme des opérateurs
primairesL0 corrigée par l’«anomalie chirale»c/24, et le deuxième terme est écrit en termes des
élémentsw du groupe de WeylW de l’algèbre de Lie, de paritéε(w) =±1.l

Les caractèresχΛ, incluant la dimension des opérateurs primaires sont les constituants naturels
du spectre de la théorie des cordes surG . Nous pouvons maintenant écrire les différents spectres
possibles pour la théorie des cordes sur le groupeG à l’aide de combinaisons de ces caractères
pour les algèbres chirales gauches et droites. Cependant pour le moment nous ne savons pas quelles
représentations de l’algèbre affine inclure dans le spectre de la théorie. Il se trouve que seulement
un nombre fini de représentations, lesreprésentations intégrables, est nécessaire [42]. Soitθ la
plus haute racine de l’algèbreg. Alors une représentation de l’algèbre de Lie affine correspondant
au plus haut poidsΛ est intégrable si :

rep(Λ) intégrable⇐⇒ 2
κ(θ ,θ)

[k−κ(Λ,θ)] ∈ N.

Une fonction de corrélation contenant au moins une représentation non intégrable s’annule tou-
jours ; en conséquence ces dernières découplent de la théorie. Une fonction de partition sur le tore
pour la propagation des cordes sur le groupeG s’écrira donc comme :

Z(τ) = ∑
Λ,κ(Λ,θ)6k

∑
Λ̃,κ(Λ̃,θ)6k

MΛ,Λ̃ χΛ(τ,0,0) χ̄Λ̃(τ̄,0,0).

La matriceMΛ,Λ̃ est choisie de telle sorte que la fonction de partition soit invariante modulaire.
Les propriétés modulaires des caractères sont connues. Notons ici simplement que les carac-
tères des représentations intégrables forment une représentation unitaire du groupe modulaire,
voir eq. (II.5). Ainsi il existera toujours une solution diagonale :MΛ,Λ̃ = δΛ,Λ̃.

Exemples.
La trois-sphère.Comme premier exemple de modèle de Wess-Zumino-Witten, nous allons

considérer le cas du groupeSU(2). En prenant par exemple un paramétrage d’angles d’Euler pour
le groupe :

(II.13) g = eı
σ2
2 φLeı

σ1
2 θ eı

σ2
2 φR ,

le modèle deWZW bosonique au niveauk s’écrit explicitement :m

S=
k

4π

∫
d2z
(
∂θ ∂̄θ +∂φL∂̄ φL +∂φR∂̄ φL +2cosθ∂φL∂̄ φR

)
.

Cette action correspond à la propagation des cordes sur la trois-sphèreSO(4)/SO(3), avec une
torsion :H = 2ksinθ dθ ∧dφL∧dφR. L’isométrieSU(2)×SU(2) de la trois sphère est réalisée

l Le groupe de Weyld’une algèbre de Lie est généré par les symétries discrètes du réseau des racines.
mNous considérons ici un modèle deWZW supersymétrique de niveauk+ 2. Alors, après le découplage des fer-

mions, le modèle deWZW bosonique sera au niveauk+2− h̃
su(2) = k.



46 Théorie des cordes en espace-temps courbe

comme une algèbre chiralêsu(2)G× ŝu(2)D :

J3(z) = k(∂φL +cosθ∂φR) , J±(z) = k(∂θ ± ısinθ∂φR)e∓ı2φL

J̄3(z̄) = k(∂̄ φR+cosθ∂̄φL) , J̄±(z) = k(∂̄ θ ± ısinθ∂̄φL)e
∓ı2φR.

Les représentations apparaissant dans le spectre de la théorie sont classifiées par les spins des
deux algèbressu(2), qui sont restreints à l’intervalle 06 j 6 k/2 pour obtenir des représentations
intégrables. Les caractères font apparaître les fonctions théta deŝu(2) données par (q = e2ıπτ ) :

θm,k(τ,ν ,u) = e−2iπku ∑
n∈Z

qk(n+ m
2k)

2

e2iπνk(n+ m
2k) ,

caractérisées par une chargem∈ Z2k. La transformation de cette function sousS: τ →−1/τ est :

θm,k(−
1
τ
,
ν

τ
,u+

ν2

2τ
) =

√
−ıτ
2k ∑

m′∈Z2k

θm′,k(τ,ν ,u).

Alors les caractères de l’algèbre affine s’expriment explicitement comme :

χ j(τ,ν ,u) =
θ2 j+1,k+2−θ−(2 j+1),k+2

θ1,2−θ−1,2
.

Dans cette expression nous pouvons comprendre la contribution du dénominateur comme prove-
nant de l’action des modes des courants de l’algèbre, alors que le numérateur prend en compte
la soustraction des vecteurs nuls. Ces caractères ont une transformation simple sousτ →−1/τ,
donnée par la matrice :

Sj
j ′

=
√

2
k+2

sin π
(2 j +1)(2 j ′+1)

k+2
.

Une classification complète des invariants modulaires est connue. En plus de l’invariant diagonal,
il existe pourk pair des solutions correspondant au groupeSO(3) = SU(2)/Z2. Enfin pour des
valeurs sporadiques dek il existe des solutions particulières, en correspondance directe avec les
algèbres de Lie exceptionnellesEn.

Le boson libre.Le cas le plus trivial de modèle deWZW correspond au groupe abélienU(1).
Dans ce cas nous considérons simplement la théorie d’un boson libreX(z, z̄). L’algèbre chirale
û(1)× û(1) est générée par les courants :n

J(z) = ı∂X , J(z)J(w)∼ 1
z2 et J̄(z̄) = ı∂̄X , J̄(z̄)J(w̄)∼ 1

z̄2 .

Le bosonX correspond à une coordonnée compactifiée, et nous avons l’identification :X(z, z̄) ∼
X(z, z̄)+2πR. La dimension spatiale de la surface d’univers de la corde étant elle aussi compacte,
le champX réalisera en général une applicationS1→ S1 du cercle sur le cercle, classifiée par le
groupe d’homotopieH1(S

1) = Z.o En d’autre termes, sur le plan complexe,

X(e2ıπz,e−2ıπ z̄) = X(z, z̄)+2ıπwR , w∈ Z.

L’entier w représente lenombre d’enroulement de la corde autour de la dimension compacte.
Dans ces secteurs nous devons considérer une algèbre chirale déformée, avec les courants :

Jw(z) = J(z)+
wR
2z

, J̄w(z̄) = J̄(z̄)− wR
2z̄

.

nNous choisissons ici la convention suivante pour l’échelle des cordes :α ′ = 2.
oNous n’avons pas rencontré de tels secteurs dans le cas précédent, carH1(S

3) = 0.
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Les caractères gauches et droits d’une représentation de momentn/R, dans le secteur d’enroule-
mentw seront donnés par :

χ
w
n (τ,ν) = e2ıπν( n

R+ wR
2 ) q

1
2( n

R+ wR
2 )2

η(τ)
, χ̄

w
n (τ̄, ν̄) = e2ıπν̄( n

R−
wR
2 ) q̄

1
2( n

R−
wR
2 )2

η(τ̄)
.

Le facteur associé à la fonction de Dedekind, définie par (I.30), représente l’action libre des modes
de création du courantJ(z). La fonction de partition de la théorie est simplement

(II.14) Z(τ) = ∑
n,w∈Z

χ
w
n (τ)χ̄

w
n (τ̄).

L’invariance modulaire peut être rendue manifeste à l’aide d’une resommation de Poisson sur la
variablen. Nous obtenons ainsi l’expression :

Z(τ) =
R√
2τ2

1
ηη̄

∑
m,w∈Z

e
− πR2

2τ2
|m−wτ|2

.

Cette expression s’obtient directement en calculant l’intégrale de chemin pour le boson libre :∫
DXeiS. Pour cette raison cette forme est appeléelagrangienne, et l’expression (II.14) la forme

hamiltonienne. Dans cette représentation les entiersm,w sont sur un pied d’égalité ; ils repré-
sentent le nombre d’enroulement de la corde pour les deux cycles A et B du tore (voir fig. I.4),
c.-à.-d. qu’ils classifient les applications :T2→ S1. Nous voyons ainsi que l’inclusion de tous
les secteurs d’enroulement est nécessaire pour garantir l’invariance modulaire. Nous pouvons re-
marquer que la théorie conforme ainsi définie est invariante sous la transformationR→ 2/R, si
nous echangeons le moment et le secteur d’enroulement simultanément :(n,w)→ (w,n). Cette
opération correspond à ladualité T, évoquée au chapitre précédent, qui échange les petites et les
grandes distances dans l’espace cible. La théorieU(1), pour une valeur générique irrationnelle du
rayon carréR2, contient un nombre infini d’opérateurs primaires désignés parn ; cette théorie est
dite irrationnelle. Par contre lorsque le rayon carré est rationnel,R2 = 2p′/p, apparaît une algèbre
chirale étendue, générée par les courants :

(II.15) J0 = ı∂X , J± = e±ı
√

2pp′X.

de dimensions conformes un pour le premier etpp′ pour les autres. Les opérateurs primaires de
cette algèbre, locaux avec les courants, sont de la forme exp(ımX/

√
2pp′), m∈ Z. Comme les

deux opérateurs de chargesmetm+2pp′ sont reliés par l’action des courantsJ±, la chargemdes
primaires est définie modulo 2pp′. Ainsi le nombre d’opérateurs primaires de la théorie est fini, et
la fonction de partition s’écrit en fonction des caractères étendus :

χm(τ) =
1

η(τ)
θm,pp′(τ,0) ,

exprimés à l’aide des fonctions théta deŝu(2) au niveaupp′.
Nous voyons que, dans le cas particulierpp′ = 1, les trois courants (II.15) sont de dimension

un et réalisent une algèbre affinêsu(2) au niveau un ; les caractères que nous venons d’écrire
sont alors identiques au caractères deŝu(2)1. Cet exemple instructif nous montre que la notion de
géométrie de l’espace cible est radicalement altérée quand la courbure de l’espace-temps devient
de l’ordre de l’échelle des cordes : ainsi dans cet exemple la propagation sur un cercle devient
équivalente à la propagation sur une trois-sphère. Ce point de symétrie étendue au rayon

√
2, est

aussi le point fixe de la dualité T. Ainsi cette symétrie peut s’interpréter de la façon suivante [43] :
pour un rayonR 6=

√
2, les «bosonsW» J± de l’algèbre chirale (II.15) deviennent massifs – par

le mécanisme de Higgs – et la symétrie SU(2) est brisée enU(1). Cependant la symétrie de Weyl
J̄0→−J̄0 est conservée et reste exacte pour toutR.
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Fermions libres.Dans la propagation des supercordes dans l’espace-temps plat ou sur une
variété de groupe, nous avons à considérer la théorie conforme de fermions libres de la surface
d’univers. À l’aide deN fermions libres du genre espace, caractérisé par le produit d’opérateurs
ψ i(z)ψ j(0)∼ δ i j /z, nous pouvons construire une algèbreŝo(N) au niveau un. Explicitement nous
avons :

J(i j )(z) = ı : ψ
i
ψ

j : (z) , J(i j )(z)J(i′ j ′)(w)∼ G(i j ) (i′ j ′)

z2 + ı f (i j ) (i′ j ′)
(kl)

J(kl)(0)
z

,

en fonction de la métrique invarianteG(i j ) (i′ j ′) et des constantes de structure deso(N). Nous consi-
dérons maintenant le cas oùN est pair, naturel dans le cadre de la théorie des cordes. Les repré-
sentation intégrables dêso(2n)1, susceptibles d’apparaître dans le spectre, sont : la représentation
triviale (0), la représentation vectorielle (v) de dimension 2n et deux représentations spinorielles
conjuguées, (s) et (c), de dimension 2n−1. Les caractères correspondant peuvent s’écrire en fonc-
tion des caractères fermioniques (I.31) :

χ(0) =
1

2ηn

(
ϑ

n
[
0
0

]
+ϑ

n
[
0
1

])
χ(v) =

1
2ηn

(
ϑ

n
[
0
0

]
−ϑ

n
[
0
1

])
χ(s) =

1
2ηn

(
ϑ

n
[
1
0

]
+ i−n

ϑ
n
[
1
1

])
χ(c) =

1
2ηn

(
ϑ

n
[
1
0

]
− i−n

ϑ
n
[
1
1

])
.(II.16)

Les représentations de spin entier apparaissent dans le secteur de Neveu-Schwarz des fermions
libres, et les représentations de spin demi-entier dans le secteur de Ramond. Dans ce langage, la
projectionGSO que nous avons introduite dans la section I.4 revient à ne garder que la représen-
tation vectorielle et une des représentations spinorielles de chaque algèbre chiraleSO(8), dans la
jauge du cône de lumière de l’espace-temps plat. Ce choix est bien sûr compatible avec l’inva-
riance modulaire.

La théorie de deux fermions libres correspond à une algèbreŝo(2)1, ce qui est équivalent à
û(1)2. Or cette théorie peut aussi se formuler avec un boson libreH au rayonR= 2.p La corres-
pondance entre les variables fermioniques et bosoniques s’appelle labosonisation:

∂H(z) = ψ
1(z)ψ2(z) ,

ψ1± ıψ2
√

2
= e±ıH .

Ce formalisme permet d’obtenir une expression explicite pour les opérateurs de spin, états fonda-
mentaux du secteur de Ramond :S±(z) = exp± ıH/2. Par rapport à l’algèbre chirale (II.15) cette
théorie possède naturellement une charges∈ Z4, correspondant aux quatre types de représenta-
tions de (II.16).

II.3. Théories de quotient

Les variétés de groupe que nous avons considérées constituent une classe importante de fonds
possibles pour la théorie des supercordes, mais finalement assez limitée ; elle ne contient que des
espaces possédant une grande symétrie, avec torsion et avec un dilaton constant. Cependant il
existe une procédure très générale, dite dequotient, qui permet d’obtenir à partir d’un modèle de

pplus précisément, deux fermions chirauxψ1, ψ2 s’expriment à l’aide d’un bosonholomorpheH(z). La factorisa-
tion holomorphe d’un boson libre est possible si celui-ci est compact.
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Wess-Zumino-Witten des variétés plus générales, possédant moins d’isométries, en gardant une
structure algébrique exacte.

II.3.1. Modèles de Wess-Zumino-Witten jaugés.Comme pour les variétés de groupe, nous al-
lons d’abord donner une construction «lagrangienne» de ces nouvelles théories – permettant de
connaître l’expression des champs de fond – avant de donner ensuite une construction algébrique
de la théorie, permettant en particulier de connaître son spectre. Pour simplifier les notations nous
considérons ici un modèle deWZW bosonique, correspondant à un groupe de LieG , au niveauk :

(II.17) kSWZW(g) =
k

2π

∫
W2

d2z κ(g−1dg,g−1∗dg)+
ık

12π

∮
B

κ
(
g−1dg,

[
g−1dg,g−1dg

])
.

Nous choissons alors deux sous-groupesH et H̃ du groupeG , et nous munissons le modèle d’une
symétrie de jauge [44,45] :

g(z, z̄)→ h(z, z̄)g(z, z̄) h̃(z, z̄) , h∈ H , h̃∈ H̃.

Contrairement à la symétrie (II.8), l’action gauche deH et droite deH̃ n’est pas chirale. Nous
ajoutons alors à l’action des champs de jaugeq A, Ā à valeurs dansh, h̃. Le couplage minimal de
ces champs à l’action deWZW (II.17) donne le terme :

S(A, Ā) =
k
π

∫
d2z
(
κ(Ā,g−1

∂g)+κ(A, ∂̄gg−1)+κ(AdgA, Ā)
)
.

Cependant cette action est anormale dans la théorie quantique [46]. Considérons en effet une
variation infinitésimaleh = 1+ εaTa, h̃ = 1+ ε̃aT̃a. L’action effective varie comme

δW ∼ k
2π

∫
ε̃

a
∂ Āb

κ(T̃a, T̃b)− ε
a
∂̄Ab

κ(Ta,Tb).

Cette anomalie peut être compensée par un contre-terme
∫

κ(A, Ā). La variation de ce dernier sous
la transformation de jauge est :

δ
k

2π

∫
κ(A, Ā)∼ k

2π

∫
ε

a
∂̄Ab

κ(Ta,Tb)− ε̃
a
∂ Āb

κ(T̃a, T̃b)−AaĀb
κ(εaT̃a + ε̃

aT̃a, [Tb, T̃c]).

Ainsi, dans le cas général, seul lejaugement vecteur, g→ h−1ghest autorisé. Dans le cas abélien, il
existe une deuxième possibilité, lejaugement axial: g→ hgh.r Dans les deux cas l’action complète
s’écrit, avecA, Ā∈ h :

(II.18) kS(g|A, Ā) = kSWZW(g)+
k
π

∫
d2z
{

κ(Ā,g−1
∂g)±κ(A, ∂̄gg−1)+κ

(
(1±Adg)A, Ā

)}
.

Le signe supérieur correspond au jaugement axial et le signe inférieur au jaugement vectoriel. En
appelantTA les générateurs deg, ta les générateurs deh, Tµ les générateurs deg/h, l’action (sans
le terme de Wess-Zumino) peut s’écrire :

kS=
k

2π

∫
d2z CABJAJ̄B +

k
π

∫
d2z
{

ĀaJa ± Aa J̄a + Aa Āb(δ
ab±Cab)

}
avecCAB = κ(g−1TAg, TB).

Les champs de jauge à deux dimensions étant non-dynamiques, ils peuvent, dans la théorie clas-
sique, être intégrés comme des multiplicateurs de Lagrange. Nous obtenons finalement l’action :

kS=
k

2π

∫
∂B

d2z
{

Cµν Jµ J̄µ +
[
C∓2(1±C)−1]

abJa J̄b
}

+
ık

12π

∫
B

fabcJ
aJ bJ c.

qplus précisément, les projections chirales des champs de jauge.
rPour le moment nous nous restreignons aux algèbres de Lie simples. Dans le cas contraire les anomalies d’un

facteur de l’algèbre peuvent être compensées par un autre facteur ; nous verrons des exemples plus loin.
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Notons que le terme venant de l’intégration des champs de jauge contient à la fois une partie
symétrique, correspondant à la modification de la métrique de l’espace cible, et un terme anti-
symétrique, correspondant à la modification de la deux formeB[2]. Dans la théorie quantique,
l’intégration sur les champs de jauge produira un dilaton venant de la mesure :

Φ =−1
2

log det(1±C).

La solution que nous avons donnée est dégénérée, en raison de l’invariance de jauge que nous
n’avons pas exploitée pour réduire le nombre de champs de dim (g) à dim(g/h). Une métrique ne
faisant apparaître que les degrés de liberté du modèle jaugé peut s’obtenir à l’aide des une-formes
suivantes, orthogonales aux directions dégénérées [47] :

Mν = Jµ

{
1± (1∓C)−1C

}µν
,

qui définissent une base orthonormale, c’est à dire telle queds2 = δµν Mµ ⊗Mν . Dans cette base
la torsion possède l’expression suivante :

H =
1
6

{
fµνρ ∓3A[µνρ]

}
Mµ ∧Mν ∧Mρ , avec Aµνρ = f σ

µν(1±C)−1
στCτ

ρ .

Les valeurs des champs de fond calculées de manière classique ne sont exactes qu’au premier
ordre en1/k – la constante de couplage du modèle sigma non-linéaire – et reçoivent des corrections
quantiques, qui peuvent être calculées par des procédures complexes [47].

Lorsque le jaugement comporte des points fixes, la matrice(1±C) n’est plus inversible et
l’intégration naïve des champs de jauge produit un modèle sigma singulier, dont la courbure et le
dilaton divergent au point fixe. En particulier, pour un jaugement vectoriel, l’identité sera un tel
point fixe. Cependant il n’est pas clair que dans la théorie conforme exacte un problème apparaisse
en ce point.

Quantification des théories de quotient.Nous venons de voir que les théories conformes cor-
respondant aux modèles de Wess-Zumino-Witten jaugés permettent de générer de nouvelles géo-
métries pour la propagation des cordes ; leur intérêt majeur est de pouvoir être quantifiées exacte-
ment à l’aide d’une procédureBRST [48]. Nous considérons ici le cas du modèle vectoriel. Pre-
mièrement, pour mettre l’action du modèle deWZW jaugé, eq. (II.18) sous la forme appropriée,
nous paramétrons les champs de jauge de la manière suivante :

A = ∂hh−1 , Ā = h̃−1
∂̄ h̃ , h, h̃∈ h.

Nous pouvons alors utiliser l’action dePolyakov-Wiegmann

SWZW(gh) = SWZW(g)+SWZW(h)− 1
4π

∫
d2zκ(g−1

∂g, ∂̄hh−1)

pour réecrire l’action du modèle deWZW jaugé commeSWZW(h−1gh̃)−SWZW(h−1h̃). Cependant
ce changement de variables induit un jacobien dans l’intégrale de chemin du modèle :∫

DgDADĀ exp{−kS(g|A, Ā)}

=
∫

DgDhD h̃ detDdetD̄ exp{−kSWZW(h−1gh̃)+kSWZW(h−1h̃)}.

Nous pouvons réecrire le jacobien de la façon suivante :

detDdetD̄ = det(∂ −A) det(∂̄ − Ā) = eh̃hSWZW(h−1h̃) det∂ det∂̄

= eh̃hSWZW(h−1h̃)
∫

DbDcD b̄D c̄ exp{−
∫

d2z κ(b, ∂̄c)+κ(b̄,∂ c̄)}.
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Dans la dernière ligne nous avons introduit, de même que pour la quantification de la corde fon-
damentale de la section I.3, des fantômes de Fadeev-Popov, cette fois de dimensions conformes
(∆b,∆c) = (1,0) et (∆̄

b̄
, ∆̄c̄) = (1,0), à valeurs dansh et de statistique fermionique. Enfin nous

pouvons changer de variables h−1gh̃→ g et fixer la jauge par la conditioñh= 1. Finalement, nous
avons obtenu la fonction de partition suivante après choix de jauge :
(II.19)

Z =
∫

DgDhDbDcD b̄D c̄ exp{−kSWZW(g)+(k+ h̃h)SWZW(h)−
∫

d2z κ(b, ∂̄c)+κ(b̄,∂ c̄)}

Ainsi nous avons réécrit l’action de manière factorisée, comme un modèle deWZW pour G au
niveauk, de courantsJ, J̄, un modèle deWZW pour H au niveau−(k+ h̃h), de courantsI , Ī , et
une action de fantômes de jauge. Cependant, les trois actions sont encore reliées par une symétrie
BRST, correspondant à une transformation de jauge dont le paramètre est le champ de fantômes :
δBRSTg = c̄g− gc, compensée par une transformation appropriée des champs de fantômes. La
chargeBRST s’écrit comme l’intégrale suivante :

QBRST=
∮

dz
2ıπ

: κ(c(z),J(z)+ I(z)) : +
ı
2

: κ(c, [b,c]) :

−
∮

dz̄
2ıπ

: κ(c̄(z̄), J̄(z̄)+ Ī(z̄)) : +
ı
2

: κ(c̄, [b̄, c̄]) : =: QBRST+ Q̄BRST.(II.20)

le spectre physique du modèle deWZW jaugé sera donné par la cohomologie de cet opérateur.
Nous voyons que là encore la chargeBRST se factorise en une charge holomorphe et une charge
antiholomorphe. Le tenseur d’énergie-impulsion de la théorie jaugée est donné par :

T(z) = TG/H(z)+T ′(z) :=

{
: JAJA :

2(k+ h̃g)
− : JaJa :

2(k+ h̃h)

}
+

{
JaJa

2(k+ h̃h)
− IaIa

2(k+ h̃h)
−ba

∂ca

}
.

La première pièce du tenseur d’énergie-impulsion, letenseur d’énergie-impulsion de Goddard-
Kent-Olive(GKO) [49] commute avec la seconde. La deuxième pièce est une quantitéBRSTexacte,
c.-à.-d. :

T ′(z) =
1

k+ h̃h

[
QBRST, : ba(Ja− Ia) :

]
.

Ainsi le spectre physique obtenu par l’analyse de la cohomologieBRST sera donné par le tenseur
d’énergie-impulsion deGKO. La charge centrale de la théorie ainsi obtenue est :

c =
k|G |

k+ h̃g

− k|H|
k+ h̃h

.

En oubliant les complications dues aux fantômes dans l’analyseBRST [50], les états physiques
devront vérifier :

(II.21) Ja
n>0|φ〉= J̄a

n>0|φ〉= 0 , et si a∈ {α+} , Ja
0|φ〉= J̄a

0|φ〉= 0.

Par ailleurs il existe une restriction sur les modes zéro deH :

(II.22)
(
Ji

0 + I i
0 +ρ

i) |φ〉= (J̄i
0 + Ī i

0 +ρ
i) |φ〉= 0.

où l’indice i désigne les courants de la sous-algèbre de Cartan, dans la base de Cartan-Weyl. Nous
voyons en particulier que les représentations des courantsJi etI i doivent avoir le même Casimir. Le
jaugement axial conduit aux mêmes contraintes, mais avec le remplacementĪ i→−Ī i dans (II.22).
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Exemple : quotients de la trois-sphère.Nous allons illustrer cette construction avec la construc-
tion des théories de quotient deSU(2)k. Explicitement l’action du modèle deWZW jaugé est :

S=
k

4π

∫
d2z
(
∂θ ∂̄θ +∂φL∂̄ φL +∂φR∂̄ φL +2cosθ∂φL∂̄ φR

)
+

k
2π

∫
d2z
{

Ā(∂φL +cosθ ∂φR)±A(∂̄ φR+cosθ∂̄φL)+(1±cosθ)AĀ
}

.

Dans le cas du jaugement vecteur (signe «-») nous pouvons faire le choix de jauge – voir (II.13) –
suivant :φL = φR. Après l’intégration classique des champs de jauge, nous obtenons le modèle
sigma :

(II.23) S=
k
π

∫
d2z

(
1
4

∂θ ∂̄θ +cotan2(θ/2) ∂φ∂̄φ

)
,

avec le dilaton :Φ(θ) = − log sin(θ/2). La symétrie apparente de translation selonφ est brisée
au niveau quantique, par des effets non-perturbatifs, àZk.

Dans le cas du jaugement axial, après le choix de jaugeφL +φR = 0, nous obtenons le modèle
sigma :

(II.24) S=
k
π

∫
d2z

(
1
4

∂θ ∂̄θ + tan2(θ/2) ∂φ∂̄φ

)
,

Ces deux actions sont évidemment les mêmes, après le remplacementθ → θ +π/2. Cette dualité
T est facile à comprendre, car les deux jaugements sont reliés par la substitution :J̄3→−J̄3, qui
est une symétrie de Weyl, exacte, du modèle deWZW original. Le raisonnement est similaire au cas
de la dualité T pour le boson libre. Le modèle sigma (II.23) a la topologie d’un disque, et possède
une singularité pourθ → π/2, à une distance géodésique finie du centre. Pourtant, dans l’action
duale (II.24) qui lui est équivalente,θ → 0 est un point parfaitement régulier. À l’approche de la
singularité de l’espace, les modes d’enroulement des cordes deviennent plus légers que les modes
d’impulsion, et ainsi la géométrique effective est radicalement transformée. Il est tentant de spé-
culer qu’un tel comportement se généralise aux autres singularités, par exemple cosmologiques.

Caractères et fonction de partition. Les règles de quantificationBRST du quotient, eqs. (II.21)
et (II.22), peuvent être implémentées au niveau des caractères de l’algèbre affine, donnés par l’ex-
pression (II.12), afin de calculer les caractères et fonctions de partition des théories de quotient.

Nous commençons par choisir une fonction de partition invariante modulaire pour le modèle
de WZW pourG : Z(τ) = ∑Λ,Λ̄ NΛΛ̄χΛ

g χ̄ Λ̄
g . Par contre, la fonction de partition pour le modèle de

WZW de H, sera composée de caractères particuliers car l’action apparaît dans l’intégrale fonc-
tionnelle (II.19) avec un niveau négatif. En conséquence, il est possible de montrer, en utilisant le
déterminant de Kač -Kazhdan[51], que les représentations deĥ satisfaisant les contraintes (II.22)
– pour des représentations deĝ intégrables – ne contiennent pas de vecteurs nuls. Les représenta-
tions sont donc générées par l’action libre des modes des courants de l’algèbre affine. Le caractère
d’une représentation de plus haut poids est alors (rh est le rang deh) :

χ
Λ̃
h (τ,za) =

eıκ(z,ρ) q
− κ(Λ̃,Λ̃+ρ)

k+h̃
h

∞
∏

n=1
(1−qn)rk ∏

α>0
(1−qn−1e−ıκ(α,z))(1−qneıκ(α,z))

Le choix des représentations dans la fonction de partition correspondante, est dicté par les contraintes (II.22)
impliquant l’égalité des Casimirs. Enfin, la contribution des fantômes est aussi donnée par l’action
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libre des modesba
n<0 etca

n<0, mais avec une statistique inversée :

χ
ϕ(τ,za) = eıκ(z,ρ)

{
∞

∏
n=1

(1−qn)rh ∏
α>0

(1−qn−1e−ıκ(α,z))(1−qneıκ(α,z))

}2

Les caractères de la théorie de quotient sont alors donnés par le produit des trois facteurs précé-
dents, contraints par la condition de neutralité (II.22) :

(II.25) χ
Λ
g/h Λ̃(τ,zµ) =

∫ 1

0
∏

a

dνa

2π
χ

Λ
g (τ,νa,νµ) χ

Λ̃
h (τ,νa) χ

ϕ(τ,νa).

Ces caractères se transforment sous le groupe modulaire avec la matriceSdes caractères dêg et la
matrice conjuguée dêh.

Théories parafermioniques.Une classe particulière de théories de quotient correspond au jau-
gement par le tore maximal [52,53], c.-à.-d. la sous-algèbre de Cartan complète ; ces théories sont
appelées génériquement «parafermioniques», par généralisation du cas deSU(2). Nous commen-
çons par exprimer les courants de la sous-algèbre de Cartan à l’aide de bosons libres holomorphes
normalisés canoniquement – c.-à.-d.φ iφ j ∼−δ i j logz – comme :

(II.26) Ji(z) = ı

√
k
2

∂φ
i .

Nous pouvons alors factoriser les courants associés aux racines de l’algèbre en une partie chargée
sous ces courants et une partie neutre, notéeϖα :

Jα(z) =

√
2k
α2 cα ϖα(z) e

ı√
k
αφ .

Les champs holomorphesϖα sont lesparafermions générateursassociés aux racines simples. Les
parafermions générateurs associés à des racinesα et β sont identifiés siα −β ∈ kM , où M est
le réseau des racines longues. Les coefficients constantscα sont appeléscocycles. Les produits
d’opérateurs entre les parafermions et les relations entre les cocycles sont déterminés en fonction
des relations de commutation de l’algèbre ; en particulier, nous avonsϖα(z)ϖ−α(0) ∼ z−2+α2/k.
Cette relation, combinée avec l’invariance conforme de la théorie, fixe la dimension des parafer-
mions générateurs :

∆α = 1− α2

2k
.

Les opérateurs primaires de la théorie de parafermions s’obtiennent directement à partir des opé-
rateurs primaires de l’algèbre affineĝ. En effet, en utilisant (II.26), nous pouvons décomposer ces
derniers en une partie chargée sous l’algèbre de Cartan et une partie neutre :

ΦΛ,λ =: ΠΛ,λ e
ı√
k
λφ

Les opérateursΠΛ,λ ainsi définis sont les opérateurs primaires de l’algèbre chirale des parafer-
mions, annihilés par les modes positifs des parafermions. Ils portent une chargeλ appartenant au
réseau des poidsM ∗ modulokM .

Les caractères des parafermions s’obtiennent à partir de la décomposition des caractères deĝ
par rapport au réseau des charges sous l’algèbre de Cartan :

(II.27) χ
Λ(τ,z) = ∑

λ modkM

cΛ
λ

Θ
λ ,k(τ,z).
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Les fonctionscΛ
λ

sont appelées «fonctions de cordes» dans la littérature mathématique ; elles sont
les fonctions génératrices de la dégénéresencepn des états de poidsλ à l’échelonn de la repré-
sentationΛ de l’algèbre affine :

cΛ
λ
(τ) := q

κ(Λ,Λ+2ρ)
k+h̃g

− κ(λ ,λ )
2k −c/24

∞

∑
n=0

pnqn , avec la symétrie cΛ
λ+km = cΛ

λ
, m∈M .

Les caractères de la théorie de parafermions sont donnés parη rgcΛ
λ

; ils se transforment avec la
matrice modulaire des caractères deĝ et le conjugué de celle deΘ

λ ,k. Ces caractères peuvent aussi
s’obtenir suivant l’analyseBRST des théories de quotient, en utilisant la décomposition (II.27)
dans la formule générale (II.25).

Exemple de SU(2). Les parafermions deSU(2)k possèdent une symétrie chiraleZk×Zk. Les
parafermions vérifient explicitement l’algèbre suivante :

ϖm(z)ϖn(0) ∼
(

Γ(k−m+1)Γ(k−n+1)Γ(m+n)
Γ(m+1)Γ(n+1)Γ(k+1)Γ(k−m−n)

)1/2

z∆m+n−∆m−∆nϖm+n , m,n > 0,

ϖm(z)ϖ−m(0) ∼ z−2(∆m−1)
(

1
z2 −

2∆m

c
T + · · ·

)
.

Les caractères de l’algèbre s’obtiennent par la décomposition en termes de fonctions théta des
caractères dêsu(2)k :

χ
j = ∑

m∈Z2k

c j
mθ

λ ,k.

Dans ce cas l’expression explicite des fonctions de cordes est connue. Une fonction de partition
générique pour cette théorie s’obtient avec un invariant modulaire deSU(2) et un invariant modu-
laire des fonctions théta :

Z(τ) =
k/2

∑
j, j̄=0

∑
m,m̄∈Z2k

Nj j̄ M
mm̄c j

m(τ)c̄ j̄
m̄(τ̄).

Un invariant modulaire générique des fonctions théta est donné par :

∑
m+m̄=0 mod 2̀
m−m̄=0 mod 2̀ ′

θm,kθ̄m̄,k , avec k = ``′.

Toutes ces solutions s’interprètent comme le quotient de la solution diagonale,m = m̄, par une
symétrie discrèteZ`, en d’autres termes unorbifold.

Extension supersymétrique.Par souci de simplicité nous avons présenté les théories de quotient
dans le cadre de la théorie conforme bosonique. L’extension au cas de théories superconformes
est relativement directe. Premièrement, nous pouvons reformuler les modèles deWZW supersy-
métriques dans le super-espace. Pour cela, l’action deWZW bosonique est remplacée par l’action
des super-champs suivants, dont la partie bosonique est à valeurs dansG et la partie fermionique à
valeurs danŝg, G= expıTaΦa, avecΦa = φa+

√
k/2θλ a+

√
k/2θ̄ λ̃ a+θθ̄Fa. L’action deWZW

supersymétrique s’écrit :

kS(g) =
k

2π

∫
d2z d2

θ Tr

(
G−1DGG−1D̄G+

∫
dt
{

G∂tG
−1(DGD̄G−1 + D̄GDG−1)})
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Ensuite nous rajoutons à cette action un super-champ de jaugeA, Ā à valeurs dansh, avec le
couplage :

kS(G|A, Ā) = kSWZW(G)

+
k
π

∫
d2zd2

θ
{

κ(Ā,G−1DG)±κ(A,D̄GG−1)+κ
(
(1±Adg)A, Ā

)}
.

La symétrie locale de cette action comprend une partie bosoniqueg→ h±1gh à valeurs dans le
groupe et une partie fermionique, à valeurs dans l’algèbre, correspondant aux composantes fer-
mioniques du champ de jauge. Le modèle sigma non-linéaire correspondant à ce modèle super-
symétrique s’obtient simplement en remplaçant dans le modèle bosonique les champs par des
super-champs et les dérivées par des dérivées covariantes du super-espace. La quantificationBRST

s’effectue de la même manière. En plus des fantômes fermioniques(b,c), nous obtenons une paire
de super-fantômes(β ,γ) bosoniques. La chargeBRSTcomprend maintenant une partie correspon-
dant à la symétrie de jauge fermionique :

QBRST=
∮

dz
2ıπ

{
: κ(c(z),Jg(z)+ Ih(z)) : +

√
k
2

: κ(γ,λg + µh) :

+
ı
2

: κ(c, [b,c]) : +
ı
2

: κ(γ,{β ,γ}) :
}

Nous pouvons aussi définir une algèbre superconformeN = 1 pour les états physiques de la théorie
de quotientg/h, commutant avec l’algèbre superconforme pourh [54] :

TG/H =
1
k

: JµJµ :−
k− h̃g

2k
: λ

µ
∂λ

µ : +
ı
k

fµνρJµ
λ

ν
λ

ρ +
1
k

fµνρ fσνρλ
µ

∂λ
σ

− 1
4k2 fµνρ fµστλ

ν
λ

ρ
λ

σ
λ

τ ,

GG/H =

√
2
k

(
Jµ

ψ
µ − ı

6
fµνρλ

µ
λ

ν
λ

ρ

)
,

générant une algèbre de charge centrale :

(II.28) ĉ =
k|G |

k+ h̃g

− k|H|
k+ h̃h

.

Théories de quotient et symétrie N=2.Les théories de quotient que nous venons de construire
possèdent génériquement une symétrie superconformeN = 1. Cependant, une certaine classe
de quotients, dits deKazama-Suzuki, possède une symétrie étendue N=2. Bien que la géomé-
trie des théories de quotient associées aux modèles deWZW jaugés soit différente des quotients
géométriquess, la condition de symétrieN = 2 se résume à une condition sur la géométrie de
ces derniers. Pour que le modèle deWZW jaugé possède une symétrie étendueN = 2, l’es-
pace quotient correspondant doit être unespace symétrique hermitien. Par exemple, les quotients
SU(n+m)/U(m)×SU(n) entrent dans cette catégorie.

Considérons le cas particulier du quotientSU(2)/U(1) supersymétrique, au niveauk, qui pos-
séde cette propriété. L’algèbre N=2 s’écrit à l’aide des courants purement bosoniquesJa de ŝu(2)

sLe quotient géométrique gauche (resp. droit) d’un groupe de LieG par un sous-groupeH est défini par les classes
d’équivalence de l’action à droite (resp. à gauche) des éléments deH : [g] = {gh,h ∈ H}. Par exemple, la n-sphère
correspond au quotientSO(n+1)/SO(n).
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et des fermionsλ a associés :

T =
1
2k

(
: J1J1 : + : J2J2 :

)
− k−2

4k

(
λ

1
∂λ

1 +λ
2
∂λ

2)+ ı
2k

λ
1
λ

2J3 ,

G± =
1√
k

(
J1∓ ıJ2)(

λ
1± ıλ 2) ,

JR = ıλ 2
λ

1− 2J 3

k
=

ı(k−2)λ 2λ 1

k
− 2J3

k
.

La charge centrale de cette théorie conforme est, d’après (II.28),

c =
3
2

ĉ =
3(k−2)

k
.

Nous observons que cette charge centrale correspond exactement à celle des modèles minimaux
unitaires de l’algèbre superconforme N=2. Ces derniers étant entièrement caractérisés par leur
charge centrale, nous concluons que le modèle deWZW jaugéSU(2)/U(1) supersymétrique cor-
respond à une réalisation de ces théories.

II.4. Déformations marginales

La formulation de la théorie des supercordes présentée jusqu’à présent est une théorie depre-
mière quantification, c.-à.-d. que nous quantifions la propagation d’une corde fondamentale «test»
dans un fond correspondant à un état cohérent de cordes. Nous ne connaissons pas de formu-
lation qui soit indépendante du fond gravitationnel, en d’autres termes unethéorie de champs de
cordesfermées.t Cette approche serait cependant nécessaire pour mieux comprendre la gravitation
quantique à l’aide des théories de supercordes.

Le mieux que nous puissions faire est d’accéder à une connaissance la plus complète pos-
sible des solutions de première quantification de la théorie des cordes, en étudiant l’espace des
solutions appeléespace des modulesde la théorie. Les modèles sigma non-linéaires acceptables
sont des théories superconformes N=1 ; à l’ordre le plus bas dans l’échelle des cordesα ′, les
champs de fond de l’action du modèle sigma sont fournis par les solutions de la supergravité cor-
respondante. Cependant, dans le cas général, il n’est pas clair que toutes ces solutions peuvent
être corrigées ordre par ordre enα ′ pour constituer une théorie véritablement superconforme sur
la surface d’univers.

Dans ce chapitre nous avons considéré certaines théories conformesexactes, c.-à.-d. possédant
la symétrie conforme au-delà de l’approximation de supergravité, et pour lesquelles le spectre et
les interactions peuvent être calculés exactement. Cependant ces modèles de Wess-Zumino-Witten
et leurs quotients constituent des points isolés très particuliers de l’espace des modules. Nous vou-
drions savoir s’il est possible de déformer ces théories, en conservant la symétrie superconforme,
pour explorer l’espace des modules et relier différentes théories déjà connues.

Les déformations des théories conformes sont ditesmarginales si elles sont générées par
des opérateurs de dimension droite et gauche(∆, ∆̄) = (1,1) ; elles préservent alors la symétrie
conforme. L’action de la théorie conforme peut ainsi être déformée par :

δS= ε

∫
d2z V1,1(z, z̄).

Par contre, lorsque la dimension des opérateurs est inférieure à un, la déformation est dite «per-
tinente», car elle devient importante aux faibles énergies. Alors, d’après le «théorèmeC» [55], la
théorie va atteindre un autre point fixe correspondant à une théorie conforme de charge centrale

tCependant des théories de champs de cordes ouvertes sont connues.
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inférieure (pour une théorie unitaire). Revenons au cas des déformations marginales. La dimen-
sionnalité de l’opérateur responsable de la perturbation assure que la déformation est marginale
au premier ordre seulement. En effet, il n’est pas garanti que, dans la théorie déformée, sa dimen-
sion soit toujours la même. Dans l’affirmative, la déformation est diteexactement marginale. Nous
allons maintenant en étudier quelques exemples.

Espace des modules des théories N=2.Les déformations marginales des théories conformes ont
été étudiées en particulier dans le cadre des compactifications supersymétriques de la théorie des
cordes. Une théorie des supercordes compactifiée sur une variété d’holonomie spéciale – dite de
Calabi-Yau – à six dimensions donne une théorie effective à quatre dimensions possédant une
ou deux supersymétries. Ses propriétés globales –par exemple le groupe de jauge ou le nombre
de familles de quarks – sont liées à la topologie de la variété. Par contre, les paramètres continus
de la théorie effective – masses, constantes de couplage – sont reliés aux détails de la géométrie
de l’espace interne. Il est aussi possible de réaliser des compactifications non géométriques, en
remplaçant l’espace de compactification par une théorie superconforme N=2 arbitraire de charge
centrale ˆc= 6. Un exemple est donné par lesmodèles de Gepner[56], obtenus en prenant le produit
tensoriel de modèles minimaux N=2, et en projetant sur les charges de symétrie R impaires.

Nous avons vu dans la section II.1 qu’il existe des classes d’opérateurs particuliers, lesopé-
rateurs chirauxet lesopérateurs anti-chiraux, pour lesquels la dimension conforme est complè-
tement déterminée par la charge de symétrie R, voir eq. (II.4). Leur dimension, étant reliée à la
charge, qui est une quantité «topologique» ne prenant que des valeurs discrètes – au moins pour les
théories rationnelles – ne peut varier continuement lors de la déformation marginale de la théorie.
Ainsi des opérateurs de ce type, marginaux au premier ordre, seront nécessairement exactement
marginaux. Le premier type d’opérateur marginal que nous pouvons construire utilise un opérateur
V1/2,1/2 de type(c,c), c.-à.-d. chiral par rapport à l’algèbre N=2 gauche et à l’algèbre droite, de

dimension∆ = ∆̄ = 1/2. La perturbation suivante est alors exactement marginale :

δS=
∫

d2z G−−1/2Ḡ−−1/2V1/2,1/2(z, z̄).

Dans le cas où la théorie N=2 est associée à un modèle sigma sur une variété de Calabi-Yau, il
est possible de montrer que ce type de deformations marginales correspond à une déformation de
la structure complexede la variété, associée à un changement de forme. Le deuxième type d’opé-
rateur marginal utilise un opérateurV1/2,−1/2 de type(c,a), c.-à.-d. chiral par rapport à l’algèbre

N=2 gauche et anti-chiral par rapport à l’algèbre droite, de dimension∆ = ∆̄ = 1/2. La perturbation
suivante est alors exactement marginale :

δS=
∫

d2z G−−1/2Ḡ+
−1/2V1/2,−1/2(z, z̄).

Ce type de déformation est associé aux changement de lastructure de Kählerde la variété. Remar-
quons pour finir qu’il existe un automorphisme extérieur de l’algèbre N=2, dit «miroir», agissant
sur le courant de symétrie R de l’algèbre droit comme :Ω(J̄R) =−J̄R. Cette symétrie, analogue à la
dualité T, est exacte en théorie des supercordes. Du point de vue de l’espace cible, elle échange la
structure complexe et la structure de Kähler de la variété. Nous sommes alors ammenés a proposer
une symétrie, lasymétrie miroir[57], appariant des variétés de Calabi-Yau a priori complètement
différentes.

Espace des modules des compactifications toroïdales.Il existe une classe de modèles pour
laquelle l’espace des modules complet est connu : les compactifications toroïdales. Ces théories
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conformes sont des théories libres correspondant à la propagation des cordes sur un espace plat
compact, avec une métrique et une deux-forme constantes.

Le cas le plus simple est bien sûr celui d’un boson libre. Nous prendrons la convention que
le champX(z, z̄) est compactifié au rayon unité, c.-à.-d.X ∼ X + 2π. Alors l’action pour une
compactification sur un cercle de rayon R est simplement :

S=
1

4π

∫
d2z R2

∂X∂̄X.

L’opérateur marginal de cette théorie est l’opérateur bilinéaire dans le courant de translation :

δS=
ε

4π

∫
d2z R2

∂X∂̄X.

Cette perturbation correspond simplement à l’opération de changement du rayon du cercle,R2→
R2(1+ ε). Cependant, comme la dualité T relie une compactification de rayon R et une de rayon
2/R, l’espace des modules doit être quotienté par cette symétrieZ2. L’espace des modules est alors
[1,+∞[.

Cette discussion se généralise aux compactifications toroïdales de dimensiond quelconque.
La seule différence qualitative est la possibilité d’ajouter une deux-forme deNS–NS constante à
l’action. Considérons alors le modèle sigma linéaire suivant :

S=
1

4π

∫
d2z Ei j ∂Xi

∂̄X j , avecEi j := Gi j +Bi j ∈GL(d,R).

En tenant compte des modes d’enroulementwi , comme dans le cas d’un boson libre unique, la
contribution des modes zéro à la fonction de partition est :

Γd,d(G,B) = ∑
{ni},{wi}∈Zd

q
1
2Gi j P

i
g P j

g q̄
1
2Gi j P

i
d P j

d ,

où les moments gauches et droits sont donnés par :

(II.29) Pi
g =

Gi j

√
2

{
ni +(G jk +B jk)w

k
}

, Pi
d =

Gi j

√
2

{
ni +(−G jk +B jk)w

k
}

.

Nous désirons maintenant connaître l’espace des modules de ces théories, c.-à.-d. les déformations
possibles du réseau des modes zéro. Ce réseau est naturellement muni du produit scalaire suivant :

P◦P′ := Gi j

(
Pi

gP j
g −Pi

dP j
d

)
,

correspondant au changement de phase d’un opérateur de momentP′ effectuant un tour complet
autour d’un opérateur de momentP. La localité mutuelle de tous les opérateurs, ainsi que l’inva-
riance modulaire de la fonction de partition à une boucle, impose les contraintes suivantes sur le
réseau de compactification :

– le réseau est pair :∀P∈ Γd,d , P◦P∈ 2Z ;
– le réseau est auto-dual :Γ ∗d,d = Γd,d.

L’espace des modules est composé de toutes les transformations préservant ces deux conditions, en
d’autres termes préservant le produit scalaire◦ ; il est donc contenu dans le «groupe de Lorentz»
O(d,d,R). Cependant, des réseaux reliés entre eux par des rotations chiralesO(d,R)×O(d,R)
agissant séparément sur les secteurs gauches et droits sont équivalents. Il faut donc prendre les
classes d’équivalence deO(d,d,R) par ces symétries. Enfin, il existe un groupe de symétries
discrètes, généralisant la dualité T, quie relie des théories équivalentes (voir [58]). Ce groupe de
symétrie, tel que l’image du réseauΓd,d est le réseau lui-même, est notéO(d,d,Z). Ce groupe est
généré par les éléments suivants :
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– les translations entières de la deux-forme,B→ B+Θ, oùΘ est une matrice antisymétrique
d×d à coefficients entiers ;

– les «difféomorphismes discrets»Xi → Λi
j X

j , avecΛ ∈GL(d,Z) ;
– la dualitéRi → 2/Ri selon une des directions.

En résumé l’espace des modules des compactifications toroïdales est :

O(d,R)×O(d,R) \ O(d,d,R) / O(d,d,Z) ,

où le groupeO(d,R)×O(d,R) agit à gauche et le groupe de dualitéO(d,d,Z) agit à droite. Dans
le cas de la corde hétérotique, cet espace des modules est élargi en raison de l’action dans le réseau
correspondant au groupe de jauge. Il faut alors considérer le réseau completΓd,d+16.

Déformations marginales des modèles de Wess-Zumino-Witten.L’étude précédente de l’es-
pace des modules des compactifications toroïdales peut être généralisée aux modèles de Wess-
Zumino-Witten. Cette étude est beaucoup plus intéressante que dans le cas toroïdal, car nous
considérons maintenant des déformations interpolant entre plusieurs espaces-temps courbes de la
théorie de cordes, pouvant posséder des propriétés physiques intéressantes.

Examinons tout d’abord quelles déformations des modèles deWZW sont exactement margi-
nales. Au premier ordre dans la perturbation, nous pouvons, pour un niveauk générique, déformer
par un opérateur bilinéaire quelconque construit à l’aide des courants de l’algèbre affine :

(II.30) δSWZW = ε

∫
d2zV (z, z̄) = εMAB

∫
d2z JA(z) J̄B(z̄).

Cependant, la déformation ne sera exactement marginale que si nous imposons des restrictions sur
la matriceMAB. Pour connaître la dimension conforme de l’opérateurV(z, z̄) dans la théorie dont
l’action est modifiée par (II.30), nous pouvons calculer sa fonction à deux points perturbativement
en ε [59]. À l’ordre zéro dans la perturbation, nous obtenons naturellement〈V (z, z̄)V (z′, z̄′)〉 ∼
|z−z′|−2. À l’ordre ε2, nous obtenons la contribution suivante à la fonction à deux points :

〈V (z, z̄)V (z′, z̄′)〉SWZW+δS =
ε2

2

∫
d2w1

∫
d2w2 〈V (z, z̄)V (z′, z̄′)V (w1, w̄1)V (w1, w̄2)〉SWZW

−ε2

2

∫
d2w1

∫
d2w2 〈V (w1, w̄1)V (w1, w̄2)〉SWZW

+O(ε3)

Le premier terme contient une divergence logarithmique qui pourrait conférer à l’opérateurV une
dimension anormale. En utilisant la forme explicite de la déformation, eq. (II.30) et les produits
d’opérateurs entre les courants du modèle deWZW, eq. (II.9), ce corrélateur peut se calculer expli-
citement. Pour que les termes proportionnels à toutes les divergences logarithmiques s’annulent,
la matriceMAB doit satisfaire aux conditions suivantes :

(II.31) ∑
a,b

MACMBD f ABE = 0 et ∑
a,b

MCAMDB f ABE = 0 , ceci ∀c,d,e.

De fao̧n équivalente, cette condition exige que la perturbation puisse être mise sous la forme
NABW AW B, où les opérateursW A – combinaisons linéaires des courantsJA – ne doivent pas
avoir de pôles simples dans leur produits d’opérateurs. Cette condition est suffisante pour assurer
que la déformation est marginale à tous les ordres.

Déformations de la sous-algèbre de Cartan.Une solution triviale aux contraintes (II.31)
consiste à déformer uniquement avec les courants de la sous-algèbre de Cartan, qui commutent
tous entre eux, et n’ont donc pas de pôles simples dans leur produits d’opérateurs. Nous pouvons
de manière explicite étudier l’effet de ces déformations au point de vue du spectre et de la fonction
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de partition ; en utilisant la décomposition parafermionique (II.27) des caractères d’une algèbre de
Lie affine ĝk, nous considérons la fonction de partition :

(II.32) Z(τ) = ∑
Λ

∑
λ ,λ̄ mod kM

cΛ
λ

Θ
λ ,k cΛ

λ̄
Θ

λ̄ ,k
.

La contribution des fonctions théta de l’algèbre est analogue à un réseau toroïdal avec une métrique
et une torsion particulières (voir II.29). En appelantαi les racines longues de l’algèbre etΛ(i) les
poids fondamentaux, la fonction de partition diagonale des fonctions théta est ainsi :

∑
λ mod kM

Θ
λ ,kΘ̄

λ ,k = ∑
{λ i} mod kM , {ni},{n̄i}∈Zrg

q k‖niαi+
λi Λ

(i)

k ‖2 q̄ k‖n̄iαi+
λi Λ

(i)

k ‖2(II.33)

Premièrement, les termes tels queni−n̄i est pair peuvent se réécrire en décomposant :ni = Ni +Wi ,
n̄i =−Ni +Wi comme :

∑
λ mod kM

∑
{Ni},{Wi}∈Zrg

q k‖ λ+kWi αi
k +Niαi‖2 q̄ k‖ λ+kWi αi

k −Niαi‖2

= ∑
λ

∑
{Ni}∈Zrg

q
1
2‖
√

2
k λ+
√

k
2(2Ni)αi‖2 q̄

1
2‖−
√

2
k λ+
√

k
2(2Ni)αi‖2.(II.34)

La contribution des termes avecni− n̄i va être similaire, avec des moments impairs 2Ni +1. Ainsi,
le réseau des nombres d’enroulement est identifié avec le réseau des poids complet et le réseau
des moments avec le réseau des racines longues. La métrique du modèle toroïdal est naturelle-
ment la métrique de Cartan-Weyl de l’algèbre de Lie. Dans la fonction de partition du modèle de
WZW, eq. (II.32) apparaissent des contributions non-diagonales pour les fonctions théta enλ , λ̄ .
Ces secteurs non-diagonaux correspondent aux secteurs supplémentaires de l’orbifold de (II.33)
suivant :

Zorb =
1
|M | ∑

γ∈M∗ , δ∈M modkM

Z

[
γ

δ

]
:=

1
|M | ∑

γ∈M∗ , δ∈M modkM

e
2ıπ
k κ(λ−γ,δ ) Θ

λ ,k Θ̄
λ−2γ,k ,

où nous avons divisé par le volume d’une cellule du réseau des racines longues|M |. Cet orbifold
est combiné avec un orbifold similaire de la fonction de partition du quotient parafermionique afin
d’obtenir la fonction de partition de modèle deWZW :

(II.35) ZWZW =
1
|M | ∑

γ∈M∗ , δ∈M modkM
∑
Λ

∑
λ

cΛ
λ
cΛ

λ−2γ ∑
λ ′

Θ
λ ′,kΘ

λ ′−2γ,k e2ıπ κ(λ−λ ′,δ )

Dans chaque secteur de l’orbifold apparaît le réseau asymétrique :

∑
λ∈M∗

∑
{mi}∈Zrg

q
1
2‖
√

2
k λ+
√

k
2miαi‖2 q̄

1
2‖
√

2
k (−λ+2γ)+

√
k
2miαi‖2 ,

donnant une torsion non nulle dans le modèle combinéG/H×H, voir eq. (II.29).
Nous pouvons maintenant appliquer à ce réseau les mêmes déformations marginales que pour

un réseau toroïdal àrg dimensions. Ainsi nous avons trouvé que l’espace des modules des modèles
deWZW comprend un sous-espace donné par :

O(d,R)×O(d,R) \ O(d,d,R) / O(d,d,Z) ,

cependant l’interprétation géométrique n’est évidemment pas la même que dans le cas plat. Par
exemple, nous pouvons généraliser la déformation de changement de rayon en remplaçant dans
l’expression (II.34)k par R2k et en couplant ce réseau déformé aux parafermions de la même
manière (II.35).
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Géométrie des modèles deWZW déformés.Pour obtenir la géométrie correspondant aux mo-
dèles deWZW déformés par le Cartan, nous allons en donner une représentation comme une théorie
de quotient et utiliser les méthodes de la sect. II.3. Considérons en effet le modèle deWZW jaugé
suivant :

(II.36) kS(g|A, Ā,E) = kSWZW(g)+
k
π

∫
d2z
{

κ(Ā,g−1
∂g)−κ(A, ∂̄gg−1)+κ

(
(1−Adg)A, Ā

)}
+

k
π

∫
d2z Eab∂ (Xa +Aa)∂̄ (Xb + Āb) ,

Les champs de jaugeA, Ā sont à valeurs dans la sous-algèbre de Cartan deg. Nous avons couplé ce
jaugement au jaugement d’un modèle toroïdal de dimensionrg, donné par la métriqueGab = E(ab)
et la deux-formeBab = E[ab]. En utilisant les techniques de la sect. II.3 nous pouvons facilement
calculer la géométrie effective de ce modèle jaugé, au premier ordre en1/k. Nous pouvons d’abord
effectuer le choix de jauge :Xa = 0, i = 1, · · · , rg, afin d’éliminer les degrés de liberté redondants.
Alors l’intégration des champs de jauge donne le modèle sigma non-linéaire suivant :
(II.37)

kS=
k

2π

∫
∂B

d2z
{

Cµν Jµ J̄µ +
[
C +2(1+E−C)−1]

abJa J̄b
}

+
ık

12π

∫
B

fabcJ
aJ bJ c ,

Ainsi que le dilaton venant de la mesure :

(II.38) Φ =−1
2

log det(1+E−C).

Ce modèle deWZW jaugé définit une famille continue de théories, qui s’obtiennent en parcou-
rant l’espace des modules du modèle toroïdal auxilliaire, à l’aide des transformations de Lo-
rentz O(rg, rg,R). Remarquons aussi que le modèle deWZW original apparaît dans la limite
Eab = Rδab , R→ ∞, qui se situe à l’infini dans l’espace des modules. Au contraire le quotient
vectoriel par le tore maximal correspond à la limiteEab→ 0. Les autres quotients maximaux s’ob-
tiennent en remplaçant dans l’action le jaugement vecteur par le jaugement axial pour un nombre
quelconque de générateurs de la sous-algèbre de Cartan. Il est aussi possible de trouver une repré-
sentation des modèles deWZW déformés, plus compliquée, dans laquelle le point correspondant
au modèle deWZW original se situe au milieu de l’espace des modules, et permettant d’interpoler
continuement entre les jaugement axiaux et vectoriels [60].

Les caractères correspondant à cette représentation s’obtiennent à l’aide de la méthodeBRST

générale de la sect. II.3. Nous obtiendrons comme résultat final l’orbifold des caractères parafer-
mioniques dêg avec un réseau de dimension(d,d) correspondant aux fonctions théta deĝ défor-
mées par le réseau toroïdal auxiliaire.

Exemple de la trois-sphère.L’exemple de la trois-sphère est particulièrement simple, car la
sous-algèbre de Cartan est de dimension un. Ainsi la seule déformation possible correspond au
changement de rayon de cette théorieU(1). Premièrement nous réécrivons la fonction de partition
deSU(2)k comme l’orbifold :

(II.39) Z(τ) =
1
2k ∑

γ,δ∈Zk

k

∑
2 j=0

∑
m∈Z2k

c j
m c̄ j

m−2γ ∑
n∈Z2k

θn,k θn−2γ,k e
2iπ
k δ (n−m).
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Nous remplaçons maintenant les contributions des secteurs déformés des fonctions théta par un
réseau toroïdal à un rayon différent :

∑
n∈Z2k

θn,k θn−2γ,k = ∑
N,W∈Z

q
1
2

(
N√
2k

+
√

k
2W
)2

q̄
1
2

(
N√
2k
−
√

k
2(W+2γ/k)

)2

−→ ∑
N,W∈Z

q
1
2

(
N√
2R2

+
√

R2
2 W

)2

q̄
1
2

(
N√
2R2
−
√

R2
2 (W+2γ/k)

)2

,

Ce qui nous permet d’écrire la fonction de partition du modèle déformé comme [61] :

Z(τ) =
1
2k ∑

γ,δ∈Zk

k

∑
2 j=0

∑
m∈Z2k

c j
m c̄ j

m−2γ

∑
N,W∈Z

q
1
2

(
N√
2R2

+
√

R2
2 W

)2

q̄
1
2

(
N√
2R2
−
√

R2
2 (W+2γ/k)

)2

e
2iπ
k δ (N−m).(II.40)

Cette fonction de partition possède deux limites remarquables, dans lesquelles le boson corres-
pondant à la sous-algèbre de Cartan découple de la théorie. Dans la limiteR→ 0, nous obtenons
la fonction de partition du modèle deWZW jaugéSU(2)/U(1)|axial, mutipliée par celle d’un bo-
son non-compact. Au contraire, dans la limiteR→+∞, nous obtenons la fonction de partition de
SU(2)/U(1)|vecteur. Il existe ainsi uneligne de déformations marginalesreliant les deux théories
de quotient. Cette observation jette un éclairage nouveau sur la dualité T [62–64]. Plaçons nous en
effet sur le point symétrique de la ligne de déformation, c.-à.-d. le modèleSU(2). Alors les défor-
mationsδS∼ +

∫
J3J̄3 et δS∼ −

∫
J3J̄3 sont équivalentes car elles sont reliées par une symétrie

de Weyl de l’algèbre affinêsu(2). Comme dans le cas du boson libre, cette symétrie discrète survit
à la brisure de la symétrieSU(2)G×SU(2)D le long de la ligne de déformation, et correspond à la
dualitéR↔ 2/R.

En suivant la méthode générale exposée précédemment, voir eqs. (II.37-II.38), nous obtenons
le modèle sigma suivant pour la théorieSU(2)k déformée, obtenu à l’aide d’un boson compact
auxillaire de rayonR̃

√
2k (nous considérons le cas du jaugement axial) :

S
R̃

=
k
π

∫
d2z

{
∂θ ∂̄θ +

(1+ R̃2)sin2
θ ∂φ∂̄φ + R̃2cos2 θ ∂ψ∂̄ψ

cos2 θ + R̃2

+
R̃2sin2

θ(∂φ∂̄ψ−∂ψ∂̄φ)
cos2 θ + R̃2

}
,

et le dilaton :

Φ = Φ0− log
cos2 θ + R̃2

R̃2
.

Ainsi ce modèle relie le modèle deWZW jaugéSU(2)/U(1)|axial tensorisé avec un boson libre de
rayon nul, pourR̃→ 0, avec le modèle deWZW SU(2)k, pour R̃→ ∞.u La famille de modèles
sigma aboutissant àSU(2)/U(1)|vecteurs’obtient à partir du jaugement vecteur deSU(2)×U(1).

Comme nous l’avons annoncé, il existe une représentation du modèle déformé valable sur
toute la ligne joignant les deux modèles deWZW jaugés, donnée par le modèle sigma suivant [64] :

(II.41) S
λ

=
k
π

∫
d2z

{
∂θ ∂̄θ +

λ 2sin2
θ∂φ∂̄φ +cos2 θ ∂ψ∂̄ψ +sin2

θ(∂φ∂̄ψ−∂ψ∂̄φ)
1+(λ 2−1)cos2 θ

}
,

ula normalisation du dilaton est choisie de telle sorte que cette limite soit bien définie.
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pour lequel l’action deWZW correspond àλ = 1 et les deux quotients àλ = 0 (axial), etλ → ∞
(vecteur). Nous voyons aisément que les paramètres de déformation des deux actions sont reliés
par :λ 2−1= 1/R̃2. Ces deux paramètres sont eux-mêmes reliés avec le paramètre de la fonction de
partition déformée, eq. (II.40), par la relation :R=

√
2kλ , en accord avec la discussion ci-dessus.





III

La théorie des supercordes dans AdS3

Les techniques que nous avons développées dans la section précédente s’appliquent aux grou-
pes compacts uniquement. Cependant cette restriction est trop contraignante pour décrire la pro-
pagation des supercordes dans des espaces-temps courbes qui contiennent génériquement des
sous-variétés non-compactes. En outre, pour obtenir des solutions de la théorie des cordes avec
une limitek→∞ bien définie (c.-à.-d. de courbure faible), il faut nécessairement compenser l’ano-
malie conforme des groupes compacts – pour lesquels la charge centrale est inférieure à l’espace
plat – par l’anomalie conforme de groupes non-compacts, de manière à obtenir une théorie des
supercordes critique (c = 15) pour toute valeur dek.

Du point de vue des modèles sigma non-linéaires, toutes les actions de modèles deWZW, de
théories de quotients et de modèles déformés décrites dans le chapitre II peuvent être utilisées,
car le passage des groupes compacts aux groupes non-compacts revient à effectuer des prolonge-
ments analytiques sur les champs, ce qui ne change pas les équations du mouvement.a Par contre,
la théorie des représentations des algèbres affines non-compactes est radicalement différente, et
en général peu connue. L’étude du spectre de ces modèles non-compacts, ou de leur fonctions de
partition, est donc un domaine relativement nouveau, qui permet d’étudier par exemple la propaga-
tion des cordes autour de p-branes, de trous noirs, ou dans des espaces-temps cosmologiques. Une
partie des résultats décrits dans ce chapitre proviennent des publications ajoutées en appendice.

III.1. L’espace-temps anti-de Sitter

Le cas le plus simple de modèle deWZW non-compact est aussi le plus utile physiquement.
Il correspond au groupeSL(2,R) des matrices bidimensionnelles réelles de déterminant unité. En
effet, la géométrie de la variété correspondant à ce groupe est un espace-temps anti-de Sitter à
trois dimensions. Cet espaces-temps, de signature(−,+,+) et à symétrie maximale, apparaît à
nombreuses reprises en supergravité et en théorie des cordes. Premièrement, il apparaît comme
vide supersymétrique de certaines supergravités, dites jaugées. Deuxièmement il est possible de
construire des solutions de trous noirs dans cet espace-temps, simplement par un quotient d’une
symétrie discrète. Enfin, cette solution a connu une recrudescence d’intérêt ces dernières années,
car elle représente un des rares exemples de théories de supercordes dans lesquelles l’holographie
est réalisée de manière concrète.

Les dualités anti-de Sitter/théorie conforme.Historiquement, la théorie des cordes est appa-
rue comme candidate pour décrire les interactions fortes ; il fut cependant montré que la théorie
de la chromo-dynamique quantique, une théorie de jauge fondée sur le groupeSU(3), décrivait
correctement ces interactions – au moins dans le domaine perturbatif à hautes énergies où les cal-
culs sont possibles – sans nécessiter la physique exotique des modèles de cordes. Les théories des
cordes sont réapparues quelques années plus tard, lorsqu’il fut réalisé par Scherk et Schwarz [65]

aCependant dans certains cas nous obtiendrons alors des valeurs imaginaires des champs de fond
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qu’elles constituaient des théories de gravitation quantique. Le lien entre les deux théories ne s’est
cependant pas rompu. Premièrement, dans la limite où la chromo-dynamique possède un grand
nombre de couleurs – c.-à.-d. une théorie de jaugeSU(N) avecN� 1 – les diagrammes de Feyn-
man planaires [66] dominent le développement perturbatif de la théorie de jauge dans la constante
de couplage effectiveλ = g2

YM N, oùgYM est la constante de couplage de la théorie de jauge (I.3).
Les termes sous-dominants s’organisent en un développement perturbatif en fonction dugenrede
la surface bidimensionnelle sur laquelle peut être tracé le diagramme ; nous observons donc une
forte analogie avec le développement perturbatif de la théorie des cordes.

De nouveaux liens furent tissés entre les théories de jauge et de cordes depuis la compré-
hension de la physique des D-branes. Comme nous l’avons montré précédemment, ces dernières
s’interprètent comme des solutions à basse énergie des champs de fond de la théorie des cordes,
mais aussi comme des «défauts» dans la théorie conforme, localisés dans certaines dimensions de
l’espace-temps, sur lesquels des cordes ouvertes peuvent finir [22]. La théorie effective de basse
énergie de ces cordes ouvertes, pourN Dp-branes empilées, n’est rien d’autre qu’une théorie de
jauge supersymétrique àp+1 dimensions, de groupeU(N). La comparaison de ces deux descrip-
tions a priori différentes est très fertile pour la compréhension des deux théories.

Toutes ces idées furent mises à profit par Maldacena [67] pour formuler la correspondance
entre théories superconformes à quatre dimensions et l’espace-temps anti-de Sitter à cinq dimen-
sions, diteAdS/CFT. Parmi les solutions deDp-branes, laD3-brane occupe une position particu-
lière. Du point de vue gravitationnel, elle apparaît comme solution de la supergravitéIIB , chargée
sous la trois-forme auto-dualeA[4]. D’après (I.14), contrairement au cas générique, cette solution
est parfaitement régulière au voisinage de la brane, c.-à.-d. dans la limite près de l’horizonr→ 0 ;
en particulier, le dilaton, donc le couplage des cordes, devient constant. En outre, la théorie sur le
volume d’univers de laD3-branes, décrite par les cordes ouvertes attachées aux branes, possède
une symétrie de jauge non abélienne à quatre dimensions ; elle est donc potentiellement utile à
l’étude des interactions fortes.

Dans lalimite de découplageα ′→ 0 nous décrivons la physique de basse énergie de cette théo-
rie, correspondant à une théorie de Yang-Mills supersymétrique à quatre dimensions, de constante
de couplageg2

YM = gs. Celle-ci possède non seulement une supersymétrieN = (4,4), mais aussi
une symétrie élargiesuperconforme.b Dans cette limite les corrections de cordes fermées à la
théorie de cordes ouvertes, c.-à.-d. le couplage de la théorie sur les branes à la gravitation, de-
viennent négligeables. Cependant, la solution de supergravité dans l’espace-temps ambiant autour
des branes ne se trivialise pas complètement ; dans la limite de découplage nous nous concentrons
sur la géométrie près de l’horizon desD3-branes, donnée par l’espace-temps AdS5×S5, où ces
deux espaces de symétrie maximale ont le même rayon. La dualité diteAdS/CFT postule que ces
deux descriptions de la physique desD3-branes dans la limite de découplage sont équivalentes.
Cette conjecture relie en effet les amplitudes de théories des cordes dans AdS5×S5, qui décrivent
la physique de la gravitation quantique dans cet espace-temps, avec les fonctions de corrélation
d’une théorie de jauge non-abélienne.

Géométrie de l’espace-temps anti-de Sitter.De manière remarquable, l’espace-temps anti-de
Sitter lui-même possède des propriétés suggerant la correspondance formulée ci-dessus, d’origine
purement géométrique.

bCette symétrie élargie est cependant de dimension finie, contrairement à la symétrie de la surface d’univers de la
supercorde.
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L’espace-temps anti-de Sitter àd dimensions,AdSd, peut être représenté de manière simple par
plongement dans un espace plat à(d+1) dimensions, de signature(−,+, · · · ,+,−), par l’équa-
tion :

(III.1) X2
0 −

d−1

∑
i=1

X2
i +X2

d+1 = R2.

Par construction, le groupe d’isométrie deAdSd est donc le groupe de Lorentz de l’espace de
plongement,SO(2,d−1). L’équation (III.1) peut être résolue par le choix de paramétrage :X0 =
Rcoshρ cosτ, Xd+1 = Rcoshρ sinτ et dXi = Rsinhρ Ωi en fonction des des coordonnéesΩi sur
la (d− 1)-sphère unité. Nous obtenons alors la métrique suivante, écrite dans lescoordonnées
globales, couvrant entièrement l’espace-temps anti-de Sitter :

ds2 = R2(dρ
2−cosh2 ρ dτ

2 +sinh2
ρ dΩ2

d−1

)
.

Notons que dans ce paramétrage le tempsτ est compact, mais ces courbes de genre temps fermées
topologiques peuvent être supprimées en considérant lerecouvrement universelde la variété. La
principale particularité de cet espace-temps par rapport à l’espace-temps plat est sa structure cau-
sale. Pour examiner la structure asymptotique de cette géométrie nous choisissons les coordonnées
tanθ = sinhρ, de telle sorte que la métrique soit maintenant

ds2 =
R2

cos2 θ

(
dθ

2−dτ
2 +sin2

θ dΩ2
d−1

)
.

Dans ces coordonnées le «bord» de anti-de Sitter – c.-à.-d. l’infini spatial de l’espace-temps –
correspond àθ = π/2. En ce point, la variété ne possède pas de métrique, à cause du pôle double
du préfacteur, mais unestructure conforme–c.-à.-d. une classe d’équivalence de métriques sous
les transformations conformes – correspondant àR×Sd. Ceci est à comparer à l’espace-temps de
Minkovski pour lequel l’infini spatial est simplement un point. Le groupe d’isométrieSO(2,d−1)
possède une action naturelle sur ce bord, qui correspond augroupe conformede l’espace-temps
de Minkowski à 4 dimensions. D’une certaine manière, la théorie de jauge superconformeN =
(4,4) des D3-branes «vit» sur le bord de l’espace-tempsAdS5. Dans la supergravité le super-
groupe d’isométrie de AdS5 induit une action du groupe superconforme. La correspondance peut
se formuler plus précisément de la manière suivante [68]. Considérons, dans la théorie des cordes,
des opérateursnon-normalisables, Ces opérateurs ont une valeur bien définie sur le bord d’anti-de
Sitter, qui agit comme unesourcepour les opérateurs de la théorie conforme duale àAdS5. Ainsi
la fonction de partition dans l’espace-temps ambiant anti-de Sitter, pour des champs possédant ce
comportement asymptotique, correspondra à lafonctionnelle génératricedes fonctions de Green
pour les opérateurs de la théorie des champs couplés à ces sources.

Cependant, la théorie conforme sur la surface d’univers correspondant aux champs de fond
AdS5×S5 avec un flux de Ramond–Ramond n’est pas soluble, malgré de récents progrès. Il existe
un régime de constante de couplage des cordes et de courbure faibles dans lequel l’approximation
de supergravité est valide ; dans le même temps, la théorie de jauge possède un grand nombre de
couleurs (N� 1) et est fortement couplée (λ � 1).

Le système D1-D5.En dehors du système deD3-branes, il existe un autre système dans lequel
cette dualitéAdS/CFT se réalise. Considérons en effet, dans la théorie de supercordesIIB , une
configuration deD5-branes, dont le volume d’univers comprend les coordonnées(t,x1, · · · ,x5),
enroulées autour d’un tore à quatre dimensions étendu dans les coordonnées(x2, · · ·x5) et de vo-
lumeV = (2π)4α ′2v. Il est possible d’ajouter au système desD1-branes parallèles auxD5-branes,
c.-à.-d. dont le volume d’univers est(t,x1), en préservant1/4 de la supersymétrie totale. Ces der-
nières ne sont pas localisées le long des dimensions du tore, mais nous considérons au contraire
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une distribution continue de cesD1-branes pour(x2, · · · ,x5), avec une densité uniforme. La solu-
tion de supergravité de cette configuration s’obtient simplement en superposant la solution pour
N5 D5-branes, voir (I.14), et celle deN1 D1-branes, mais délocalisée. Ce principe de superposition
est en général valable pour les configurations multiples de branes préservant une fraction de la
supersymétrie. Explicitement nous avons [69] :

ds2
σ =

1√
H1H5

(
−dt2 +dx2

1

)
+
√

H1H5

(
dr2 +dΩ2

3

)
+

√
H1

H5

5

∑
i=2

dx2
i ,

e2Φ =g2
s

H1

H5
,

F[3] =−
1
gs

dH−1
1 ∧dt ∧dx+2α

′N5ω3 ,(III.2)

avec

H1 =1+
gsα

′N1

vr2 , H5 = 1+
gsα

′N5

r2 .(III.3)

Le facteur conformeH1 pour lesD1-branes délocalisées s’obtient en intégrant sur le tore avec une
densité constante :H1 ∼ 1+ gsα

′N1

∫
d4x (r2 + x2)−3. Le quatre-tore peut être remplacé par une

variété de Calabi-Yau à quatre dimensions (appelée variétéK3) sans briser plus de supersymétries.
En compactifiant également la coordonnéex5, cette solution correspond à une solution de

trou noir chargé supersymétrique à quatre dimensions. Ce trou noir possède un horizon de surface
nulle, mais en superposant à cette solution une onde gravitationnelle nous pouvons lui donner une
surface arbitraire. La description en termes de branes, c.-à.-d. la connaissance des degrés de liberté
de cordes ouvertes vivant sur lesD-branes, permet de calculer l’entropie de ce trou noir de manière
microscopique [70], et le résultat coïncide avec l’approche semi-classique.

Il existe également pour cette configurationD1-D5 une limite de découplage, conduisant à une
dualité holographique. Comme dans le cas desD3-branes, nous prenons la limite de basse énergie
α ′→ 0. Dans le même temps, nous gardons fixéeU = r/α ′, la masse des cordes fondamentales
étendues entre lesD-branes. Cette dernière condition est nécessaire pour garder finie l’énergie
des configurations de la théorie sur les branes dans la phase de Coulomb, correspondant à une
séparation desD-branes dans l’espace transverse. Dans le même temps nous gardons fixé le volume
sans dimension du torev et la constante de couplage des cordes à six dimensionsg6 = gs/

√
v.

Dans cette limite, la solution de supergravité se simplifie en la solution près de l’horizon,
AdS3×S3×T4, et la supersymétrie est élargie à1/2 de la supersymétrie de l’espace-temps plat.
Alors, les mêmes arguments que pour la théorie desD3-branes s’appliquent, et conduisent à postu-
ler une dualité de typeAdS/CFT entre la théorie des supercordesIIB dans le fondAdS3×S3×T4 et
la limite de basse énergie de la théorie de cordes ouvertes vivant sur la configurationD1/D5. Cette
dernière est une théorie superconforme à deux dimensions, et, comme pour la théorie vivant sur la
surface d’univers des cordes fondamentales, cette symétrie est de dimensioninfinie (contrairement
aux dimensionnalités supérieures). L’algèbre de (super-)Virasoro de cette théorie conforme peut
se construire à l’aide de l’action du (super-)groupe de symétrie deAdS3 sur le bord conforme [71],
et correspond à une théorie de charge centralec = 6(N1N5 +1). La charge centrale ainsi obtenue
dans la supergravité peut être comparée favorablement à celle obtenue directement en étudiant la
théorie sur les branes.

Comme pour lesD3-branes, la solution de théorie des cordesAdS3×S3×T4 comporte des
flux de Ramond-Ramond et ne connaît pas de description exacte en théorie des cordes. Cependant,
en utilisant unedualité S, échangeant la deux-forme de Ramond–Ramond avec celle de Neveu-
Schwarz–Neveu-Schwarz, nous pouvons transformer ce système en une configuration de cordes
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fondamentales (F1) et deNS5-branes. La théorie des cordes dans l’espace ambiant est alors décrite
par la théorie conforme exacteSL(2,R)N5

×SU(2)N5
×U(1)4 [72]. Les deux derniers facteurs

correspondent à des théories conformes bien connues et discutées dans la section précédente. Par
contre, le modèle deWZW pour le groupe non-compactSL(2,R) comporte beaucoup de particu-
larités nouvelles et va être discuté en détail. Remarquons pour finir que le niveau des modèles de
WZW dépend seulement du nombre deNS5 branes et non de celui de cordes fondamentales. Ce der-
nier apparaît uniquement dans l’expression de la constante de couplage des cordesgs =

√
vN5/N1.

III.2. Quantification des cordes dans AdS3

La théorie des supercordes dansAdS3 avec un flux deNS-NS est donc décrite par un modèle
de WZW correspondant au groupe non-compactSL(2,R) [73,74]. Plus précisément, ce modèle
correspond à l’espace-tempsAdS3 avec un temps compact ; il est possible de décompactifier le
temps en considérant lerecouvrement universeldu groupe, noté̃SL(2,R). Pour l’instant nous nous
concentrerons sur la théorie bosonique.

Représentations de l’algèbre de Lie.Avant d’étudier l’algèbre affine du modèle deWZW, il est
nécessaire de comprendre la théorie des représentations des modes zéro, c.-à.-d. de l’algèbre de
Lie sl(2,R). La première différence avec les algèbres compactes vient du fait qu’il existe trois
sous-algèbres abéliennes inéquivalentes [75]. Ceci peut se comprendre aisément en considérant
l’algèbre isomorpheso(1,2), qui n’est rien d’autre que l’algèbre de Lorentz à trois dimensions.
Dans ce cas nous savons qu’un champ vectoriel dansR1,2 peut être genre temps, genre espace ou
genre lumière.

Base elliptique.La sous-algèbre correspondant au sous-groupe à un paramètre de genre temps
est appeléeelliptique. Elle correspond au générateur des rotations du groupe de Lorentz. Son
action est diagonalisée en paramétrant les éléments du groupe à l’aide des angles d’Eulerc :

g = e
ıσ2
2 (θ+τ) eσ1ρ e

ıσ2
2 (θ−τ) ,

dans laquelle la métrique de Cartan-Weyl sur le groupe est donnée par les coordonnées globales
surAdS3 :

(III.4) ds2 = dρ
2 +sinh2

ρ dθ
2−cosh2 ρ dτ

2.

L’algèbre elliptique, correspondant au générateurT3 =−ıσ2/2, est diagonalisée. Nous définissons
également les autres générateurs comme :T± = (σ3± ıσ1)/2. L’algèbre de Lie s’écrit alors :

[T3,T±] =±T± , [T+,T−] =−2T3.

Les représentations irréductibles unitaires de l’algèbresl(2,R) sont de quatre types différents.
Elles sont toutes classifiées par le secondCasimir de l’algèbrec2 = ∑aTaTa, paramétré comme
c2 =− j( j−1). Il s’agit :

– des représentationscontinues principalesCs, caractérisées parj = 1/2 + ıs, s ∈ R+
∗ . Le

spectre du générateur elliptique est donné par :m= α +Z, oùα ∈ {0,1/2} ;
– des représentationscontinues supplémentairesS j , caractérisées par1/2 < j < 1, avec le

même spectre pour le générateur elliptique.
– des représentationsdiscrètes principalesD±j , caractérisées parj ∈ N∗/2. Ces représenta-

tions sont de plus haut ou de plus bas poids, c.-à.-d. que le spectre du générateur elliptique
est, pourD±j , m=±( j + r), r ∈ N.

– de la représentationtriviale T , avec j = 0.

cLes matrices de Pauli sont définies par :σ1 =
(0 1

1 0

)
, σ2 =

(0−ı
ı 0

)
et σ3 =

( 1 0
0−1

)
.
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Pour le recouvrement universel du groupẽSL(2,R), ce spectre est modifié de la manière suivante.
Premièrement, pour les représentations continues, le paramètreα est un réel quelconque dans
[0,1[. Deuxièmement, le spinj des représentations discrètes prend des valeurs continues :j ∈R+

∗ .
Base hyperbolique.Cette base diagonalise le générateur de genre espace, dithyperbolique,

correspondant aux transformations de Lorentz,T2 = ıσ3/2. En définissant :U± = (−σ2± ıσ1)/2,
l’algèbresl(2,R) s’écrit :

[T2,U±] =±ıU± , [U+,U−] =−2ıT2.

Quel que soit le type de représentation – discrète ou continue – le spectre du générateur hyper-
bolique estµ ∈ R. Le paramétrage du groupe diagonalisant l’action de ce générateur est plus
compliqué, car il faut utiliser des formes différentes pour couvrir tout le groupe, voir [75]. Par
exemple, la région de la variété de groupe correspondant à l’extérieurde l’horizon deAdS3 peut
se paramétrer comme :

gext(r, t,x) = e
σ3(t+x)

2

(
coshr sinhr

sinhr coshr

)
e

σ3(t−x)
2 ,

correspondant à la métrique d’AdS3 sous la forme :

ds2 = dr2−sinh2 r dt2 +cosh2 r dx2.

Les autres paramétrages permettent de couvrir les autres régions de la variété, à l’intérieur de
l’horizon situé enr → 0 (de type Rindler).

Base parabolique.En plus des deux choix précédents de sous-algèbre de Cartan, il est pos-
sible de diagonaliser le spectre du générateurU+, dit parabolique.d Le spectre du générateur
parabolique est continu, avecp+ ∈R pour les représentations continues etp+ ∈R± pour les repré-
sentationsD±j . Le paramétrage diagonalisant son action correspond à la décomposition de Gauß.
Encore une fois, il existe plusieurs paramétrages mais nous avons, par exemple, à l’extérieur de
l’horizon :

g(u,x+,x−) =

(
1 0

x− 1

)(
1/u 0

0 u

)(
1 x+

0 1

)
,

correspondant aux coordonnées dites dePoincaré:

ds2 =
du2 +dx+dx−

u2 .

Le choix de la base la plus appropriée (elliptique, hyperbolique, parabolique) dépend du pro-
blème étudié. Ainsi, si nous souhaitons jauger ou déformer l’une de ces sous-algèbres, l’étude du
spectre et de la géométrie sera naturellement plus simple dans la base où son action est diagonali-
sée.

Solutions classiques et flot spectral.Pour étudier le spectre du modèle deWZW SL(2,R) pro-
prement dit, la base elliptique est la plus appropriée. La première raison est que le spectre du
générateur elliptique est discret, et donc l’analyse plus semblable aux groupes compacts.

La deuxième raison est plus subtile ; contrairement aux groupes compacts (c.f. chapitre pré-
cédent), le groupe fondamental deSL(2,R) est non-trivial :H1(SL(2,R)) = Z. En conséquence,
comme pour le cas du boson libre compact (section II.2), nous devons considérer dessecteurs
d’enroulementpour lesquels l’algèbre affine est déformée [76]. Or il se trouve que la direction
selon laquelle l’algèbre est déformée correspond au courant elliptique compact.

dCependant cette sous-algèbre abélienne n’est pas une sous-algèbre de Cartan.
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Dans cette base, l’algèbre des courants s’écrit (nous n’écrivons que l’algèbre gauche par sim-
plicité) :

J3(z)J3(0)∼− k
2z2 ,

J3(z)J±(0)∼±J±(0)
z

,

J+(z)J−(0)∼ k
z2 −

2J3(0)
z

.

L’action de la déformation sur les courants s’appelle leflot spectral, par analogie avec les algèbres
superconformes N=2 (voir la section II.1). Explicitement nous avons :

J3(z) = J̃3(z)+
kwG

2z
J±(z) = z∓wG J̃±(z)

J̄3(z̄) = ˜̄J3(z̄)+
kwD

2z̄
J̄±(z) = z̄∓wD ˜̄J±(z̄) ,(III.5)

où wG,wD ∈ Z sont les deux paramètres d’enroulement. Pour mieux comprendre leur significa-
tion, nous écrivons les courants elliptiques en termes des champs correspondant aux coordonnées
globales (III.4) :

(III.6) J3 = k(cosh2 ρ ∂T +sinh2
ρ ∂Φ) , J̄3 = k(cosh2 ρ ∂̄T−sinh2

ρ ∂̄Φ).

Ainsi, l’enroulement autour de la coordonnée angulaireφ est donné par(wG + wD)/2, et l’en-
roulement autour de la coordonnée temporelleτ par (wG−wD)/2. Lorsque nous considérons le
recouvrement universel du groupe, pour éviter les courbes de genre temps fermées, nous devons
imposerwG = wD, c.-à.-d. que le flot spectral soit diagonal. Le flot spectral modifie aussi le tenseur
d’énergie-impulsion obtenu par la construction de Sugawara comme :

T(z) = T̃(z)−wJ̃3(z)− kw
4z2 .

L’action du flot spectral peut se comprendre simplement en considérant son action sur les solutions
classiques du modèle deWZW [77]. Une solution générale s’écrit commeg = g+(z)g−(z̄), où
g± sont des fonctions holomorphes quelconques respectant la périodicité de la surface d’univers
sousz→ e2ıπz. En particulier, les géodésiques du genre temps :gα(z, z̄) = U(zz̄)σ2 αV, U,V ∈
SL(2,R), correspondent à des représentations discrètes, pour lesquelles la surface d’univers se
réduit à une ligne d’univers. À l’opposé, les géodésiques du genre espace :g

β
(z, z̄) = U(zz̄)ıσ3 βV

correspondent à des représentations continues principales. Le flot spectral agit sur ces solutions
classiques commee :

g(z, z̄) = zwσ2/2 g̃(z, z̄) z̄wσ2/2 .

En partant d’une représentation discrète, nous générons une surface d’univers localisée dans anti-
de Sitter, appeléescordes courtes, en contraction et expansion périodique, voir fig. III.1 à gauche.
Au contraire, en partant d’une représentation continue, nous obtenons une surface d’univers dont le
rayon (dans les coordonnées globales) croît linéairement avec le temps, et qui asymptotiquement
décrit une surface d’univers macroscopique, localisée près du bord, avec un nombre d’enroule-
mentw, appeléecorde longue, voir fig. III.1 à droite. La taille de la surface d’univers peut croître
indéfiniment, car la force de contraction due à la tension de la corde est exactement compensée
par la force répulsive due à la deux-forme deNS-NS. L’énergie d’un certain état de la corde dans
l’espace-temps est donnée, d’après (III.6), par :E = J3

0 + J̄3
0 . Le moment angulaire est lui donné

eÀ partir de maintenant, nous considérons le recouvrement universel où le flot spectral est diagonal.
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τ

φ φ

τ

FIG. III.1. Solutions classiques de cordes courtes (gauche) et de cordes longues (droite)
dans AdS3.

par` = J3
0 − J̄3

0 . Ainsi l’action du flot spectral diagonal modifie l’énergie d’une configuration mais
pas son moment angulaire.

L’inclusion de ces nouveaux secteurs d’enroulement est non seulement possible, maisobli-
gatoire, en particulier pour assurer l’invariance modulaire. Du point de vue de l’algèbre affine,
ils correspondent à un automorphisme extérieur, qui génère de nouvelles représentations dont le
spectre de dimensions conformes n’est pas borné inférieurement, notéesC w

s pour les représenta-
tions continues etD±,w

j
pour les représentations discrètes. Notons que le flot spectral d’une unité

échange les deux types de représentations discrètes :

(III.7) D+,w+1
j ∼D−,w

j .

Spectre physique.Pour bâtir le spectre physique de la théorie des cordes, nous devons faire face à
un problème particulier des groupes non-compacts. En effet, même si nous sélectionnons unique-
ment des représentations unitaires de l’algèbre des modes zéro dans le spectre, les représentations
de l’algèbre affine seront toujours non-unitaires. Par exemple, une représentationD+

j contiendra
une représentation des modes zéro de spin( j−N) à l’échelonN, qui sera non unitaire pourN > j.
Nous pouvons seulement espérer que lespectre physique, c.-à.-d. obtenu par l’application des
contraintes venant de la symétrieBRST sur les états physiques, voir sect. I.3, ne contienne que des
états de norme positive.

Considérons une théorie des cordes (bosonique) constituée du modèle deWZW SL(2,R) au
niveauk et d’une théorie conforme «interne» unitaireM . Le spectre des opérateurs primaires du
modèle bosonique est donné, dans un secteur de flot spectralw par :

L0 =
− j( j−1)

k−2
−wm̃− k

4
w2 +hM

L̄0 =
− j( j−1)

k−2
−w ¯̃m− k

4
w2 + h̄M .(III.8)

Le spectre physique s’obtient en appliquant la conditionL0 = L̄0 = 1 pour les diverses représenta-
tions de l’algèbre.

Dans le cas des représentations continues principales, il est simple de montrer l’unitarité du
spectre physique, d’une manière analogue au cas de l’espace-temps plat. Dans le secteurw = 0,
le seul état physique est le tachyon. Cette observation a motivé l’introduction de la notion de flot
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spectral car, d’après l’étude de la théorie conforme duale àAdS3, des représentations continues
étaient attendues.

Les représentations discrètes nécessitent une étude plus approfondie. Premièrement, pour les
représentations sans flot spectral, l’unitarité du spectre physique impose que le spin des représen-
tations soit tronqué [74] : 0< j < k

2. Cette condition s’applique aussi aux représentations obtenues
par flot spectral. Si nous imposons de plus que les représentations présentes dans le spectre cor-
respondent à des opérateursnormalisables, nous restreignons cet intervallef à

(III.9)
1
2

< j <
k−1

2
.

Les autres types de représentations (continues supplémentaires et triviale) n’apparaissent pro-
bablement pas dans le spectre physique car elles correspondent toutes à des états non-normali-
sables.

Cette analyse du spectre conduit à l’image suivante ; lorsque le spin d’une représentation dis-
crète, dans un secteur de flot spectralw, atteint la borne supérieure de (III.9), une corde longue
d’enroulementw est émise. Pour des énergies supérieures, nous atteignons le secteurw+ 1 des
représentations discrètes.

Comme pour les groupes compacts, il est souhaitable de connaître la fonction de partition du
modèle deWZW SL(2,R) pour vérifier que le spectre donné ci-dessus est invariant modulaire.
Cependant la nature non-compacte du groupe conduit à des complications majeures, dues à la
dégénérescence infinie des représentations de modes zéro. Nous pouvons définir des caractères
associés aux représentations discrètesχ j(τ,ν) et associés aux représentations continuesχs

α(τ,ν),
mais les premiers ne convergent pas dans tout le plan complexeν , et les derniers ne convergent
nulle part. De plus, pour écrire les caractères correspondant à des représentations discrètes avec
flot spectral, il faut soustraire des contributions infinies.

Pour calculer néanmoins une fonction de partition pour cette théorie, nous avons adopté une
stratégie différente, voir la publication no 1 [78]. Alors que pour les groupes compacts, nous avons
construit les théories de quotient à partir des modèles deWZW, nous ferons ici le chemin inverse.
Nous partirons au contraire d’un modèle jaugé euclidien, mieux défini, pour reconstruire la fonc-
tion de partition de la théorie mèreSL(2,R).

III.3. La théorie de quotient SL(2,R) /U(1)

D’après la discussion précédente, il existe plusieurs jaugements possibles du modèle deWZW

surSL(2,R), suivant que nous choisissons la sous-algèbre elliptique, hyperbolique ou parabolique.
Nous envisageons ici la première possibilité, qui consiste à jauger le générateur de genre temps,
afin d’obtenir un modèle sigma sur un espace euclidien.

Nous considérons le modèleSL(2,R)/U(1)axial [79], obtenu par le jaugement de la symétrie :
g→ exp{λ ıσ2

2 }g exp{λ ıσ2
2 }. En partant du paramétrage deSL(2,R) dans les angles d’Euler, nous

pouvons obtenir l’action du modèle jaugé (à l’ordre1/k) par les méthodes de la section II.3.1. Nous
obtenons un résultat analogue au quotient deSU(2) :

(III.10) S=
k
π

∫
d2z
(

∂ρ∂̄ρ + tanh2
ρ∂φ∂̄φ

)
,

avec de plus le dilaton :Φ = Φ0− log cosh2 ρ. Ce modèle sigma est faiblement couplé, à la fois
sur la surface d’univers (les couplages du modèle sigma sont bornés) et dans l’espace-temps, car
le dilaton est borné supérieurement parΦ0. Cette variété bidimensionnelle, en forme de cigare,

f Plus précisément, les représentations 0< j < 1/2 sont non-normalisables, et l’isomorphisme (III.7) impose de
tronquer aussi la borne supérieure.
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est interprétée comme un trou noir euclidien, c.-à.-d. le prolongement analytique, en dehors de
l’horizon, de la métrique d’un trou noir lorentzien. Ce dernier s’obtient en jaugeant le sous-groupe
hyperbolique deSL(2,R) [80].

Le spectre de cette théorie de quotient est unitaire, contrairement au modèle deWZW origi-
nal [81]. Le spectre des opérateurs primaires peut s’obtenir par la quantificationBRST, en prenant
garde toutefois à l’action du flot spectralg. Explicitement les dimensions des opérateurs primaires
sont :

L0 =− j( j−1)
k−2

+
(n−kw)2

4k

L̄0 =− j( j−1)
k−2

+
(n+kw)2

4k
,(III.11)

provenant d’états deSL(2,R), dans un secteur de flot spectralw, obéissant aux contraintes :

J3
0 + J̄3

0 = J̃3
0 + ˜̄J3

0 +kw= 0 , J3
0 − J̄3

0 = n.

Fonction de partition du modèle jaugé. De manière surprenante, la fonction de partition de
cette théorie peut se calculer directement par l’intégrale de chemin. Le point de départ de ce
calcul est le modèle sigma non-linéraire sur l’espace hyperboliqueH+

3 = SL(2,C)/SU(2)h. Ce
modèle s’obtient à partir du modèle deWZW sur SL(2,R) dans les coordonnées globales (III.4)
par le prolongement analytiqueτ→ ıτ. Ce n’est pas à proprement parler un modèle deWZW, car le
groupe d’isométries deH+

3 , qui estSL(2,C), ne se factorise pas en deux algèbres chirales. De plus,
à cause de ce prolongement analytique la deux-forme deNS-NS devient imaginaire et la théorie
conforme n’est pas unitaire. Ce modèle est néamoins étudié en détail [83–85], car contrairement
au cas lorentzien l’intégrale de chemin est bien définie. Pour calculer l’intégrale de chemin deH+

3 ,
nous remarquons que ce modèle sigma non-linéaire peut se mettre sous une forme quadratique,
après un changement de coordonnées :

S=
k
π

∫
d2z
(
∂φ∂̄φ +(∂ +∂φ)Z̄(∂̄ + ∂̄ φ)Z

)
Le déterminant venant de l’intégration sur le champZ se calcule en effectuant une rotation chirale
qui élimine la dépendance enφ , mais au prix d’une anomalie chirale, renormalisant le terme
cinétique deφ commek→ k−2 [86].

Le traitement de la fonction de partition du modèle jaugéSL(2,R)/U(1) est analogue au
traitementBRST, mais cette fois sur le tore. Il faut alors tenir compte des holonomies autour des
un-cycles dans la décomposition du champ de jauge :

(III.12) A = ∂ρL +
ı

2τ2
(u1τ̄−u2) , Ā = ∂̄ ρR−

ı
2τ2

(u1τ−u2) , u1,u2 ∈ R.

Après des manipulations analogues à celles expliquées dans la section II.3, nous obtenons une
action pourSL(2,R)×U(1), plus des fantômes venant du choix de jauge. Cependant, les modèles
de WZW pour SL(2,R) et U(1) sont couplés par les holonomies venant de l’équation (III.12).
En d’autres termes, la fonction de partition est schématiquement obtenue sous la forme :Z ∼∫

d2u
∫

d j χ j(τ,u1τ −u2)χ̄ j(τ̄,u1τ̄ −u2)∑mΘm,k(τ,u1τ −u2)Θ̄−m,k(τ̄,u1τ̄ −u2), en fonction de
caractères deSL(2,R) et deU(1)k au rayon carré 2k. Pour effectuer le calcul du terme correspon-
dant àSL(2,R), nous pouvons contourner les problèmes dus à la signature lorentzienne du modèle
et à la méconnaissance des caractères en effectuant un prolongement analytique versH+

3 ; après

gUn spectre correct fut obtenu dans [82] sans tenir compte du flot spectral, mais en ajoutant des secteurs d’enrou-
lement pour le boson supplémentaire apparaissant dans la traitementBRST.

hDans le cas présent il s’agit duquotient géométriqueet non du modèle deWZW jaugé.
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le jaugement, ce prolongement n’aura pas d’effet car la direction temporelle est enlevée. Nous
obtenons finalement l’action quasi-libre deH+

3 , déformée par les holonomies, une contribution
du boson supplémentaire, avec un réseau de modes zéro donné par les holonomies du champ de
jauge, et les fantômes enlevant deux oscillateurs.

L’analyse de cette fonction de partition [87] s’effectue en intégrant la partie non-entière des
holonomies, interprétée comme des multiplicateurs de Lagrange imposant des contraintes sur l’es-
pace de Hilbert deH+

3 ×U(1). Nous obtenons finalement le spectre (III.11), avec les représenta-
tions discrètes dans l’intervalle (III.9). Alors que les caractères des représentations discrètes appa-
raissent correctement, avec les multiplicités attendues – voir la publication no 3, ref. [88], pour un
traitement détaillé du cas supersymétrique – la contribution des représentations continues est di-
vergente, à cause du volume infini qu’elles peuvent explorer. Cette divergence infrarouge peut être
régularisée, suivant [89], au prix de l’invariance modulaire. Nous obtenons alors, à côté du terme
divergent principal, un terme fini donnant unedensité d’étatsrégularisée, liée au changement de
phase lors de la diffusion d’états asymptotiques. Mais nous avons montré [88] que si les multi-
plicités des opérateurs descendants sont prises en compte, il reste une autre contribution finie, qui
ne peut s’interpréter en termes de représentations deSL(2,R). Cette contribution, non universelle,
est probablement due à la procédure de régularisation infrarouge choisie.

Caractères et transformations modulaires.Pour étudier les caractères de cette théorie de quo-
tient, en particulier leurs propriétés modulaires, nous pouvons utiliser, à la place du plongement
dans le modèle deWZW SL(2,R), l’extension à l’algèbre superconformeN = 2 [81]. Elle pré-
sente l’avantage d’être unitaire, et de posséder des caractères finis. Considérons en effet une
théorieN = 2, de charge centralec > 3. Nous pouvons bosoniser le courant de symétrie R de
l’algèbre (II.2) comme :JR(z) = ı

√
c/3∂H(z), et factoriser la partie chargée sousJR des super-

courants :G± =
√

2c/3ϖ±exp±ı
√

3/cH. Les opérateursϖ±(z) ainsi définis sont les premiers
courants parafermionques du quotientSL(2,R)/U(1), au niveauk = 2c/(c− 3). Nous voyons
ainsi que, de même que les modèles minimauxN = 2 (c < 3) sont reliés au modèleSU(2)/U(1),
les modèles non-minimaux (c > 3) sont reliés à la théorie de quotientSL(2,R)/U(1) supersym-
métrique, qui peut se décomposer en une théorie de quotient bosonique et un boson libre supplé-
mentaire, au rayonRH = 2

√
c/3.

Cette construction permet de calculer les caractères du quotientSL(2,R)/U(1) en utilisant
ceux, connus, de l’algèbre N=2 [90]. Il suffit simplement de développer ces derniers en termes des
charges du bosonH.i

Les transformations modulaires des caractères deN = 2 sont connues, mais elles font inter-
venir un continuum de chargesN = 2. En outre, il est difficile d’en extraire la contribution venant
des caractères deSL(2,R)/U(1) bosonique. Pour remédier à ces problèmes, nous pouvons utiliser
descaractères étendusde l’algèbreN = 2, obtenus en sommant les caractères (II.6) park unités
de flot spectral :

(III.13) Chm
r (τ,z,u) := ∑

p∈Z
χ

m+kp
r (τ,z,u).

Cette construction n’est bien sûr possible que pourk entier, et peut être modifiée pour traiter le cas
k rationnel. Ces caractères, distingués par une charge 2m∈Z2k, ont la propriété d’être stables sous
transformations modulaires [92]. Leurs propriétés ressemblent alors à celles des théories ration-
nelles, qui possèdent un nombre fini d’opérateurs primaires. Dans la publication no2, nous avons
défini de manière similaire des caractéres étendus pour le quotientSL(2,R)/U(1) bosonique, en
décomposant les charges du courant elliptique deSL(2,R) commem= n+2kp, avecn∈ Z2k et

iNotons que le plongement dansSL(2,R) permet d’obtenir les mêmes résultats, voir [91].
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en sommant surp. Ces caractères proviennent naturellement de la décomposition des caractères
étendus deN = 2, dont nous avons utilisé les transformations modulaires pour trouver celles des
caractères étendus deSL(2,R)/U(1) [93].

Le résultat qualitativement le plus important de ce travail est qu’un caractère d’une représenta-
tion discrète se transforme à la fois en une contribution discrète – couvrant tout l’intervalle (III.9) –
et en une contribution des représentations continues. Ce mélange des représentations a des consé-
quences importantes pour comprendre la fonction de partition, mais aussi pour étudier lesD-branes
de cette théorie. Remarquons pour finir que nous avons montré dans [88], pour le quotient supersy-
métrique, que la fonction de partition deSL(2,R)/U(1) pourk entier se décompose naturellement
à l’aide des caractères étendus.

III.4. La fonction de partition de SL(2, R)

Après ce long détour par la théorie de quotient, nous sommes maintenant en mesure de re-
venir à notre problème initial, le calcul de la fonction de partition du modèle deWZW SL(2,R).
Celui-ci s’inscrit dans la problématique plus large du traitement des modèles de théorie des cordes
pour lesquels il n’existe pas de directions du cône de lumière plates, ce qui empêche d’utiliser la
jauge du cône de lumière ou une rotation de Wick vers l’espace euclidien. Nous proposons ici une
méthode qui s’applique aux modèles sigma non-linéaires pour lesquels la direction temporelle est
«courbée», c.-à.-d. que la composante de la métrique associée n’est pas constante. Cependant il
est nécessaire que l’espace-temps soitstationnaire, ce qui exclut par exemple les solutions cosmo-
logiques.

Nous avons vu dans la section II.4 que la fonction de partition d’un modèle deWZW surG peut,
dans le cas compact, s’écrire comme un orbifold des théoriesG/H et H, oùH est le sous-groupe
de Cartan. Nous avons donc une représentation équivalente, pour le modèle sigma non-linéaire,
par un modèle deWZW jaugéG/H et un modèle deWZW surH. Dans le cas de la trois-sphère,
cette représentation est{SU(2)k/U(1)×U(1)k}/Zk. L’action duZk, qui correspond au groupe de
symétrie discret des parafermions deSU(2), est différente si le jaugement est axial ou vectoriel.

Considérons maintenant la propagation des cordes sur une variétéM minkowskienne station-
naire, telle que la symétrie de translation temporelle corresponde à une symétrie réelle de la théorie
des cordes, associée à un courant conservé. Nous pouvons alors jauger cette isométrie et découper
le modèle enM /R×R. Ces deux modèles doivent être couplés par l’analogue de l’orbifold pour
les groupes discrets, dont l’action sur la coordonnée temporelle est uniquement sur les modes zéro.
Nous pouvons alors, pour obtenir une intégrale de chemin définie positive, séparer les modes zéro
du champ associé à la coordonnée temporelle :T(z, z̄) = T0+δT(z, z̄), et ensuite effectuer un pro-
longement analytique sur les fluctuations,δT → ıδT. Il restera alors simplement une divergence
associée à l’intégration sur les modes zéro, c.-à.-d. l’énergie. Nous obtenons ainsi la fonction de
partition sous la forme :Z(τ)∼

∫
dE Z(E;τ), où l’intégrande est bien défini.

Revenons maintenant au cas particulier de AdS3, étudié dans la publication no1. Nous pouvons
décomposer la théorie enSL(2,R)/U(1)|axial×U(1)−k. Le facteurU(1)−k est un boson de genre
temps au rayon

√
2k. Contrairement aux parafermions deSU(2), les parafermions deSL(2,R)

ont une symétrieZ, car le nombre de courants parafermioniques est infini. Il existe une certaine
liberté dans le choix du groupe discret pour l’orbifold. Les résultats du calcul de la fonction de
partition sont les suivants : le jaugement par le groupeZ entier correspond à la fonction de partition
derecouvrement universeldeSL(2,R), dans lequel le temps est non-compact [78]. Pourk entier,
nous trouvons que l’orbifold par un sous-groupeZNk correspond au recouvrement Nièmedu groupe
SL(2,R), c.-à.-d. que le temps est compact et de rayon

√
2Nk.
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L’analyse de la fonction de partition est similaire à celle du modèle jaugé, mis à part l’inté-
gration sur l’énergie, correspondant àJ3

0 + J̄3
0 . Notons qu’elle apparaît de manière linéaire dans

le spectre voir eqs. (III.8). Après le prolongement analytiqueE→ ıE, cette intégration va donner
des contraintes, réduisant la fonction de partition à celle du modèleH+

3 donnée dans [86]. Mais,
sous cette forme intégrée sur l’énergie, la structure du spectre, en particulier des représentations
discrètes, n’est plus visible.

Ce prolongement analytique deSL(2,R) versH+
3 est assez inhabituel. En effet dans l’espace-

temps plat, à la coordonnée temporelle sont associés deux courants chirauxı∂T et ı∂̄T. Le pro-
longement euclidien est défini par la rotation de Wick sur les deux courants. Au contraire, dans
SL(2,R), l’énergie correspond au mode zéro deJ3 + J̄3, et le moment angulaire àJ3− J̄3, voir
eq. (III.6). Le prolongement analytique sur la coordonnée temporelle complexifie donc les cou-
rantsJ3 et J̄3. Nous allons donner plus loin une définition alternative de l’AdS3 euclidien.

Théories de supercordes dans AdS3× S3. Nous revenons maintenant à la théorie des super-
cordes dans l’espace-temps complet AdS3× S3× T4, représentant une configuration de NS5-
branes enroulées sur un tore et de cordes fondamentales, et préservant la moitié de la supersy-
métrie. Cette solution se décrit à l’aide des modèles deWZW supersymétriquesSU(2) et SL(2,R)
au niveauk, ainsi que de quatre bosons libres, de manière à obtenir une théorie de supercordes
critique avecc = 15. Suivant la discussion générale de la section II.2, les caractères de l’algèbre
affine supersymétrique se découplent en caractères purement bosoniques, au niveauk− 2 pour
SU(2) et k+ 2 pourSL(2,R), et en caractères de fermions libres. Cependant pour comprendre
la supersymétrie d’espace-temps il est nécessaire d’analyser la symétrie superconforme étendue
de cette théorie. Premièrement, la théorie super-conforme du quatre-tore possède une symétrie
superconformeN = 4 restreinte réalisée en termes de bosons et de fermions libres. Ensuite, le
produit de modèles deWZW SU(2)×SL(2,R) possède au moins une symétrie superconforme
N = 2. En adaptant le théorème de la section II.1 – reliant la supersymétrie d’espace-temps et la
symétrie superconforme sur la surface d’univers – nous attendons que la théorie se sépare en une
théorie superconformeN = 2 de charge centralec = 3 et en une théorieN = 4 de charge centrale
c = 6. La première se réalise à l’aide des courantsJ 3 = J3+ : χ+χ− : et I 3 = I 3+ : ψ+ψ− :,
respectivement deSL(2,R) etSU(2), et des fermions associésχ3 et ψ3, commej :

(III.14) G±2 =
1√
2k

[
I 3∓J 3](

ψ
3±χ

3) , JR
2 = ψ

3
χ

3 .

La deuxième algèbre superconforme se réalise à l’aide des autres courants de l’algèbre affine.
Nous obtenons d’abord l’algèbreN = 2, c = 6 suivante :

(III.15) G±4 =
1√
k

[
I∓ψ

±−J∓χ
±] , JR

4 = ψ
+

ψ
−+ χ

+
χ
−+

2(J 3−I 3)
k

.

Pour que cette algèbre puisse s’élargir à l’algèbre superconforme N=4 restreinte, il faudrait que le
bosonH+ défini par :

√
2ı∂H+ = JR

4 , réalise une algèbre affinêsu(2) au niveau un, correspondant
aux courants :(ı∂H+/

√
2, exp±ı

√
2H+). Ceci n’est possible que si les charges du courantı∂H+

correspondent à celles d’un boson compactifié au rayonR+ =
√

2. Il faudrait pour cela imposer
sur tous les états du spectre de la théorie :J 3

0 −I 3
0 = 0 modk, ainsi qu’une condition similaire

pour le secteur droit. Cependant cette restriction n’est pas acceptable physiquement, carJ 3
0 +J̄ 3

0
correspond à l’énergie dans l’espace-temps de l’état de la supercorde considéré. La restriction aux
charges demi-entières revient à n’autoriser que certaines valeurs discrètes pour l’énergie.

jDe manière plus précise, cette algèbre n’estN = 2 qu’après un prolongement analytique pour le fermionψ3 du
genre temps
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Pour contourner ce problème, nous pouvons adopter une autre méthode [94]. Au lieu de
construire des charges de supersymétrie d’espace-temps à l’aide du flot spectral de l’algèbre su-
perconforme étendue sur la surface d’univers, nous pouvons simplement utiliser les opérateurs de
spin construit avec les fermions, voir la section II.1, car les fermions des modèles deWZW sont
libres. Cependant, par rapport à l’espace plat, seule la moitié des opérateurs de spin est comprise
dans la cohomologieBRST, à cause des termes de torsion dans les super courants (III.14). Pour ne
conserver dans la fonction de partition que les spineurs d’espace-temps physiques, le plus natu-
rel est d’utiliser l’action d’un orbifold sur les fermions deSL(2,R)×SU(2). Cependant dans ce
cas il faut agir de manière non-triviale sur les caractères des algèbres affines. Le plus simple est
de réaliser que la brisure de supersymétrie due aux torsions deSL(2,R) et SU(2) est identique
à celle imposée par une compactification sur K3 au lieu du quatre-tore, pour les supercordesIIB .
Cependant, dans la description S-duale, le couplage gravitationnel anormal desD5-branes induit
une charge deD1-branes [95], ce qui revient finalement à changer le nombre deD1-branes pré-
sentes dans le modèle. Du point de vue de la théorie conforme, la compactification sur K3 peut
être réalisée de manière simple par l’orbifoldk T4/Z2. De cette manière nous obtenons la fonction
de partition supersymétrique des supercordesIIB dans AdS3× S3 [78].

Remarquons pour finir que le flot spectral de l’algèbreSL(2,R) (III.5) doit agir sur le courant
totalJ 3 du modèle deWZW supersymétrique. Mais l’action du flot spectral sur le courantN = 2 :
χ+χ−→ χ+χ−−w/z laisse les caractères invariants, et revient seulement à redéfinir le vide de
NS des fermions.

Les déformations marginales de AdS3. Grâce à notre connaissance de la fonction de parti-
tion, nous pouvons maintenant aborder l’étude des déformations marginales du modèle deWZW

SL(2,R), en suivant et adaptant les résultats de l’étude des groupes compacts dans la section II.4.
La première différence provient de l’existence de trois sous-algèbres abéliennes inéquivalentes,
déjà décrites dans la section III.2. En se restreignant aux déformations symétriques, il existe trois
opérateurs exactement marginaux générant des lignes de déformation, elliptique, hyperbolique et
parabolique, voir la publication no1. Remarquons que les courants correspondent à des opérateurs
non-normalisablesde la théorie et changeront donc, pour n’importe quelle valeur de la déforma-
tion, la géométrie asymptotique de l’espace-temps.

Nous nous concentrons pour l’instant sur la ligne de déformationelliptique, qui s’exprime
naturellement dans la base elliptique de l’algèbre affine que nous avons utilisée pour construire la
fonction de partition. De manière similaire àSU(2), voir eq. (II.41), nous obtenons une famille de
modèles sigma, avec une isométrieU(1)×U(1), paramétrée parλ :

S
λ

=
k
π

∫
d2z

{
∂ρ∂̄ρ +

λ 2sinh2
ρ∂φ∂̄φ −cosh2 ρ ∂τ∂̄ τ +sinh2

ρ(∂φ∂̄ τ−∂τ∂̄φ)
1+(λ 2−1)cosh2 ρ

}
,

ainsi que le dilatonΦ = Φ0(λ )− log
(
1+(λ 2−1)cosh2 ρ

)
. Comme dans le cas deSU(2) cette

ligne de déformation interpole entre le modèle deWZW jaugéSL(2,R)/U(1)|axial, c.-à.-d. le ci-
gare (III.10), pourλ → ∞, et le quotientSL(2,R)/U(1)|vecteur, appelé «trompette», de modèle
sigma :

S=
k
π

∫
d2z
(

∂ρ∂̄ρ +cotanh2 ρ∂φ∂̄φ
)

.

Ces deux modèles sigma sont reliées par la dualité T présentée dans la section I.5 [96,97]. La
courbure de cet espace bidimensionnel diverge enρ → 0, ainsi que le dilaton, et l’approximation
en 1/k dans laquelle cette action effective est calculée – ou la dualité T implémentée – n’est plus
valable, comme pour le modèle sigma deSU(2)/U(1), lui aussi singulier.

kIl est aussi possible de choisir un modèle de Gepner, construit avec des modèles minimauxN = 2.
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Dans l’exemple deSU(2), nous avions remarqué que la dualité T etait une symétrieexactede
la théorie conforme, car les deux modèles jaugés étaient reliés par la symétrie de Weyl :Ī 3→−Ī 3

dans le modèle deWZW représentant leSU(2) déformé. Au contraire, l’opération de dualité T
dansSL(2,R) correspond à unautomorphisme extérieurde l’algèbrel : J̄3→−J̄3. L’indentité des
deux théories n’est donc pas garantie. Comme pour les groupes compacts, nous pouvons calculer
le spectre de ce modèle deWZW déformé, en agissant sur le réseau de la sous-algèbre affine de
Cartan, dans le cas présent par un changement de rayon du réseau de genre temps de la fonction
de partition deSL(2,R) [78].
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FIG. III.2. Ligne de déformations marginales deSL(2,R) pour différents recouvrements.

L’étude des limites de théorie de quotient conduit aux résultats suivants, voir fig. III.2. Dans
la limite λ → ∞, nous observons – après un prolongement analytique pour rendre la limite bien
définie – que leU(1) que nous déformons découple de la théorie, et nous retrouvons la fonction
de partition du quotientSL(2,R)/U(1)|axial d’où nous sommes partis. Au contraire, dans la limite
λ → 0, correspondant au jaugement vecteur, nous observons que le résultat dépend du recou-
vrement deSL(2,R) choisi. Ainsi, en partant du nième recouvrement deSL(2,R), nous obtenons
le spectre du recouvrement nième de la trompette (fig. III.2), correspondant à un orbifoldZn du
modèleSL(2,R)/U(1)|axial habituel. Ainsi, seule la ligne de déformation pour le recouvrement
simple deSL(2,R) interpole entre les deux théories reliées naïvement par dualité T [78].

Remarques sur la régularisation de SL(2,R). L’étude de cette ligne de déformation permet de
réexaminer la question de la régularisation de la fonction de partition des cordes dans AdS3. Pre-
mièrement, il est possible de régulariser l’intégration sur les modes zéro, simplement en déformant
légèrement le modèle deWZW comme précédemment, avecλ 2 = 1− ε, ε � 1. Cependant, nous
savons que la géométrie est affectée radicalement par cette déformation. Le modèle sigma (III.4)
possède désormais une singularité de courbure enρ = arccosh1/√ε, «coupant» le bord de l’espace-
temps anti-de Sitter. D’un point de vue holographique, cette régularisation d’une divergencein-
frarougede la théorie des cordes (c.-à.-d. de basse énergie) correspond à unecoupure ultraviolette
(c.-à.-d. à haute énergie) de la théorie conforme duale dans l’espace-temps. Cette coupure brise
explicitement l’invariance conforme, ce qui se manifeste par la coupure du bord d’anti-de Sitter.

l Il correspond en effet au renversement du temps dans le groupe de LorentzSO(2,1).
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Il est aussi possible de définir un espaceanti-de Sitter euclidien, non singulier, de la manière
suivante. Comme nous l’avons déjà remarqué, le prolongement analytique de AdS3 versH+

3 ne
correspond pas à un prolongement des courants, mais des coordonnées. La signification de l’al-
gèbre chiraleSL(2,R) n’est alors pas claire ; en outre la théorie obtenue est non-unitaire. Comme
alternative à cette procédure, nous pouvons définir un espace AdS3 euclidien par prolongement
analytique sur les courants chirauxJ3 et J̄3. L’espace obtenu s’obtient formellement en continuant
la ligne de déformation deSL(2,R), eq (III.4) àλ 2 = −1. L’espace euclidien obtenu n’a qu’une
isométrieU(1)×U(1) mais est non-singulier. Le spectre de la théorie est modifié par des termes
quadratiques régularisant l’intégration sur les modes zéro, commeδL0 = 2m2/k et δ L̄0 = 2m̄2/k.
Contrairement au modèle sigma surH+

3 , nous obtenons ici une théorie conforme unitaire, avec
une deux-forme deNS–NS réelle.
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‡Unité mixte du CNRS et de l’Ecole Polytechnique, UMR 7644.

c© SISSA/ISAS 2003 http://jhep.sissa.it/archive/papers/jhep102003028/jhep102003028.pdf



J
H
E
P
1
0
(
2
0
0
3
)
0
2
8

Contents

1. Introduction 2

2. A new decoupling limit for the D1/D5-brane system 4

2.1 The supergravity solution and a partial near-horizon limit 4

2.2 Exact conformal-field-theory description: a null deformation of SL(2,R) 7

3. Bosonic strings on AdS3 9

3.1 SL(2,R) from SL(2,R)/U(1)A 9

3.2 Uncovering the spectrum 12

3.3 About the structure of the partition function 14

4. Superstrings on AdS3 × S3 × T 4 17

4.1 Extended superconformal algebras 17

4.1.1 NS5 background 17

4.1.2 NS5/F1 background 18

4.2 The partition function for superstrings on AdS3 × S3 ×K3 22

5. Marginal deformations of SL(2,R) 23

5.1 The J3J̄3 deformation 23

5.2 The J2J̄2 deformation 28

5.3 The null deformation 29

6. The supersymmetric null deformation of SL(2,R) × SU(2) 32

6.1 The N = 2 algebra of the deformed theory 32

6.2 Space-time supersymmetry 34

6.3 The partition function for superstrings on deformed SL(2,R) × SU(2) 35

7. Some comments about holography 36

7.1 The D1/D5 setup and AdS/CFT 36

7.2 The null deformation of AdS3 37

7.3 A little review of little string theory 38

7.4 Low energy limit, strong coupling and fundamental strings 39

8. Discussion and conclusions 41

A. The SL(2,R) WZW model: a reminder 43

B. Free-boson conformal blocks 47

C. Derivation of the spectrum 49

C.1 The spectrum of SL(2,R) 49

C.2 The spectrum of the null-deformed SL(2,R) 52

– 1 –



J
H
E
P
1
0
(
2
0
0
3
)
0
2
8

D. Theta functions 54

1. Introduction

So far only few exact, solvable string supersymmetric backgrounds with a neat brane inter-

pretation are known. The most popular is certainly the near-horizon limit of the NS5-brane

background [1], which is an exact worldsheet conformal field theory based on SU(2)k×U(1)Q
(a three-sphere plus a linear dilaton), and preserves 16 supercharges thanks to the N = 4

superconformal algebra on the worldsheet [2]. This background includes a strong-coupling

region, that can be excised by distributing the five-branes either on a circle [3, 4] or on a

spherical shell [5].

Another well-known exact string vacuum is the near-horizon geometry of NS5-branes

wrapped on a four-torus (or on a K3 manifold) and fundamental strings [6]–[9]. In type-

IIB string theory, one can use S-duality to map this solution to the D1/D5-brane system.

The supersymmetry of this background is enhanced from 8 to 16 supercharges in the near-

horizon limit. In this case the exact conformal field theory is SL(2,R) × SU(2) × U(1)4.

However, until recently, the SL(2,R) CFT [10, 11] was poorly understood (see [12] and

references therein). Substantial progress in the determination of the correct Hilbert space

of this theory was made in [13, 14] and [15]. The key ingredient, first used in [16], was the

observation that one must add all the representations obtained by the spectral flow of the

affine algebra ŜL(2,R)L × ŜL(2,R)R. This allows to reconcile the unitarity bound on the

spin of the SL(2,R) representations (0 < j ≤ k/2) with the requirement that the operator

product algebra be closed.

A partition function for bosonic strings on thermal AdS3 (i.e. H+
3 /Z) was proposed

in [14], by using the older result by [17]. In [18], the partition function for the axial coset

SL(2,R)/U(1)A — whose target-space interpretation is a euclidean two-dimensional black

hole [19] — was analyzed in the same spirit; it allowed to extract the full spectrum in

agreement with previous semi-classical analysis. However, as a consequence of the non-

compact nature of the group, these partition functions are plagued with a divergence,

which should be handled with care in order to obtain sensible results. Finding a modular-

invariant partition function for SL(2,R) that reproduces the spectrum found in [13] is to

our knowledge still an open problem. One of the aims of the present paper is to fill this

gap, which is a first step towards the complete understanding of superstrings on SL(2,R)×
SU(2)×T 4 or K3 as well as deformations of this background. The structure of the partition

function will be understood from a different viewpoint, by using the orbifold language, and

the supersymmetrization will be discussed by considering the extended superconformal

algebra on the worldsheet.

The above two string backgrounds are in fact members of a family of conformal field

theories interpolating between them both in space-time and in moduli space. These theories

can be viewed as exact marginal deformations of the SL(2,R) WZW model, driven by a
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left-right combination of null currents (i.e. currents generating null subgroups) [20]. The

endpoint of this deformation gives the linear dilaton and two light-cone free coordinates [21].

This geometry corresponds actually to a near-horizon limit for the NS5-branes only (such

a limit was also mentioned in [22]). We explain in this paper how this background can be

obtained by a particular decoupling limit of the NS5/F1 background, actually the little-

string-theory decoupling limit in the presence of macroscopic fundamental strings. In the

D-brane picture, this limit involves also the decompactification of the torus. An important

achievement of the present work is that this model can also be viewed as a regularization

of the strong-coupling region of the NS5-brane theory, which thus provides an alternative

to [5], with a better-controlled worldsheet conformal field theory.

This class of backgrounds clearly preserves a fraction of target-space supersymmetry,

which is generically one quarter, enhanced to one half on the endpoints of the deformation.

An interesting feature of this deformation is that it is completely fixed by the requirement

of N = 2 superconformal invariance on the worldsheet. We will show that it reduces to

an orthogonal rotation between the worldsheet bosons and fermions interpolating between

the N = 2 superconformal algebras of U(1)Q × R1,1 × SU(2) and SL(2,R)× SU(2).

There has been in the last years a considerable renewal of interest for these theories

because, besides their intrinsic interest as exact string backgrounds, they enter in several

gauge/gravity dualities. The celebrated AdS/CFT correspondence [23] is a conjectured

equivalence between the near-horizon geometry of the D3- or D1/D5-brane background

(respectively AdS5 × S5 and AdS3 × S3 × T 4 ) and the extreme infra-red theory living

on their world-volume, a superconformal gauge theory with maximal supersymmetry. In

a similar fashion, a holographic duality between the decoupled NS5-brane world-volume

theory — the so-called little string theory (LST) — and the linear-dilaton background has

been conjectured in [24, 25].

The holographic interpretation of our setup is clear. The ultraviolet region of the holo-

graphic “gauge” dual corresponds to the asymptotic geometry, and is therefore the decou-

pled world-volume theory living on the NS5-branes. This theory is not a field theory, since

there is no ultraviolet field-theoretic fixed point, and contains string-like excitations [26],

hence the name “little string theory” [25]. In the type-IIB case, this theory is described in

the infra-red by a gauge theory in six dimensions with U(N5) gauge group and N = (1, 1)

supersymmetry. The standard NS5 background corresponds to a renormalization-group

flow towards a free fixed point in the infra-red, whose dual picture is a strong-coupling

region in the gravitational background.

In the case of the null deformation of SL(2,R), the addition of fundamental strings in

the background corresponds in the dual theory to a configuration of string-like instantons

of the low-energy gauge theory. Therefore the physics near the infra-red fixed point is

governed by the dynamics of the moduli space of these instantons. The effective theory in

1+1 dimensions is superconformal, hence the dilaton stops running. This CFT has been

studied intensively in the last years, in particular in the context of black-hole quantum

mechanics (see [27] for references).

The paper is organized as follows. In section 2 we present the precise decoupling limit

which leads to the background of interest, and explain why this background is an exact
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conformal theory. Section 3 is devoted to bosonic strings in AdS3, with special emphasis

to the derivation of a partition function for the SL(2,R), where the spectrum is read off

unambiguously at finite or infinite radius. Then we introduce the worldsheet fermions and

discuss in section 4 the superstrings in the background AdS3×S3× T 4/Z2 with particular

attention to the construction of extended worldsheet superconformal algebras. In section 5

we give the partition functions for the J 3J̄3 and J2J̄2 deformations of SL(2,R), and study in

detail its null deformation, which is the main motivation of this article. Null deformations

of the supersymmetric background AdS3 × S3 × T 4 are extensively discussed in section 6,

with a particular attention to the requirement of preserving N = 2 superconformal algebra.

Section 7 gives a brief outlook of the holographic interpretation of this superstring vacuum.

2. A new decoupling limit for the D1/D5-brane system

In this section, we will present a decoupling limit for the D1/D5-brane system or conversely

the NS5/F1 dual configuration. In this limit, we obtain a line of exact conformal theories,

which turn out to be connected by a marginal deformation. Supersymmetry properties and

spectra will be analyzed later.

2.1 The supergravity solution and a partial near-horizon limit

We consider the D1/D5-brane system in type-IIB string theory. The D5-branes extend

over the coordinates x, x6, . . . , x9, whereas the D1-branes are smeared along the four-torus

spanned by x6, . . . , x9. The volume of this torus is asymptotically V = (2π)4α′2v. With

these conventions, in the sigma-model frame, the supergravity solution at hand reads (met-

ric, dilaton and Ramond-Ramond field strength):

ds̃2 =
1√
H1H5

(
−dt2 + dx2

)
+
√
H1H5

(
dr2 + r2dΩ2

3

)
+

√
H1

H5

9∑

i=6

(dxi)2 , (2.1)

e2φ̃ = g2s
H1

H5
, (2.2)

F[3] = −
1

gs
dH−11 ∧ dt ∧ dx+ 2α′N5Ω3 (2.3)

(Ω3 is the volume form of the three-sphere) with

H1 = 1 +
gsα
′N1

vr2
, H5 = 1 +

gsα
′N5

r2
.

The four-torus can be replaced by a Calabi-Yau two-fold K3, provided that the charges

of the D1 and D5 branes are of the same sign. The near-horizon (r → 0) string coupling

constant and the ten-dimensional gravitational coupling constant are

g210 = g2s
N1

vN5
, 2κ210 = (2π)7e2〈φ̃〉α′4 .
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The standard decoupling limit of Maldacena, which leads to the AdS3/CFT2 corre-

spondence [23], is

α′ → 0 ,

U ≡ r

α′
fixed ,

v fixed .

In this limit, the holographic description is a two-dimensional superconformal field theory

living on the boundary of AdS3 that corresponds to the world-volume theory of the D1/D5

system compactified on a T 4 whose volume is held fixed in Planck units [9, 28].

In order to reach a decoupling limit that corresponds to the near-horizon geometry for

the D5-branes only, one has to consider the limit:

α′ → 0 ,

U =
r

α′
fixed ,

gsα
′ fixed ,

α′2v fixed .

(2.7)

The last condition is equivalent to keeping fixed the six-dimensional string coupling con-

stant:

g26 =
g2s
v
.

Since the gravitational coupling constant vanishes in this limit, the world-volume theory

decouples from the bulk. The geometrical picture of the setup is the following: as v →∞,

the torus decompactifies and the density of D-strings diluted in the world-volume of the

D5-branes goes to zero.

The string coupling remains finite in this near-horizon limit, while the asymptotic

region is strongly coupled. A perturbative description, valid everywhere is obtained by

S-duality. The supergravity solution (2.1), (2.2) in the S-dual frame reads:

ds2 = e−φ̃ds̃2 =
1

gs

{
1

H1

(
−dt2 + dx2

)
+ α′2H5

(
dU2 + U2dΩ2

3

)
+

9∑

i=6

(dxi)2

}
, (2.9)

e2φ =
1

g2s

H5

H1
(2.10)

with (in the limit (2.7) under consideration)

H1 = 1 +
gsN1

α′vU2
, H5 =

gsN5

α′U2
. (2.11)

The expression (2.3) for the antisymmetric tensor remains unchanged but it stands now

for a NS flux and we will trade F[3] for H[3].

We now introduce the new variables:

u =
1

U
, X± = X ± T =

x± t
g6
√
N1N5

,

and the following mass scale:

M2 =
gsN1

α′v
. (2.13)
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In these coordinates, the solution (2.9), (2.10) and (2.3), with (2.11), reads:

ds2

α′
= N5

{
du2

u2
+
dX2 − dT 2

u2 + 1/M2
+ dΩ2

3

}
+

1

α′gs

9∑

i=6

(dxi)2 ,

e2φ =
1

g210

u2

u2 + 1/M2
, (2.14)

H[3]

α′
= N5

{
2u

(u2 + 1/M2)2
du ∧ dT ∧ dX + 2Ω3

}
.

This is the geometry of a deformed AdS3 times an S3×T 4. Asymptotically (u→ 0), it de-

scribes the near-horizon geometry of the NS5-brane background, U(1)Q×R1,1×SU(2)×T 4

in its weakly coupled region. In the u → ∞ limit, the background becomes that of the

NS5/F1 near-horizon: SL(2,R)×SU(2)×T 4, with a finite constant dilaton. In some sense,

we are regulating the strong-coupling region of the NS5-brane background by adding an

appropriate condensate of fundamental strings. As we already advertised, this regular-

ization is an alternative to the one proposed in [5]; it avoids the spherical target-space

wall of the latter, and replaces it by a smooth transition, driven by a marginal worldsheet

deformation, as will become clear in section 2.2.

Before going into these issues, we would like to address the question of supersymmetry.

The configuration displayed in eqs. (2.14) preserves by construction one quarter of super-

symmetry. Consider indeed IIB supergravity. The unbroken supersymmetries correspond

to the covariantly constant spinors for which the supersymmetry variations of the dilatino

and gravitino vanish:

δλ =

[
γµ∂µφ σ

3 − 1

6
Hµνργ

µνρ

](
η1
η2

)
= 0 , (2.15)

δψµ =

[
∂µ +

1

4

(
w ab
µ −H ab

µ σ3
)
Γab

](
η1
η2

)
= 0 . (2.16)

where σ3 is the third Pauli matrix. The two supersymmetry generators η1 and η2 have the

same chirality: Γ11η1,2 = η1,2.

Let us for example concentrate on the dilatino variation, eq. (2.15):

δλ =
[
Γ2 eu2 ∂uφ σ

3 −Huxt e
u
1 e

x
2 e

t
0 Γ

1Γ2Γ0 +Hθϕχ e
θ
3 e

ϕ
4 eχ5 Γ

3Γ4Γ5
](η1

η2

)

=

[
1/M2

u2 + 1/M2
Γ2 σ3 − u2

u2 + 1/M2
Γ1Γ2Γ0 + Γ3Γ4Γ5

](
η1
η2

)
,

where Latin indices a, b, . . . refer to the tangent-space orthonormal bases, with {0, 1, 2}
and {3, 4, 5} corresponding to the AdS3 and S3 submanifolds. The two SO(9, 1) spinors

are decomposed into SO(1, 1) × SO(4) × SO(4)T :

16→ (+,2,2) + (+,2′,2′) + (−,2′,2) + (−,2,2′) .

The first SO(4) is the isometry group of the transverse space (coordinates x2,...,5) and

SO(4)T corresponds to the four-torus.

– 6 –



J
H
E
P
1
0
(
2
0
0
3
)
0
2
8

In the infinite-deformation limit, M 2 → 0, this equation projects out the SO(4) spinors of

one chirality:
[
σ3 + Γ2Γ3Γ4Γ5

](η1
η2

)
= 0 .

The surviving supersymmetry generators, are, for η1, (+,2,2) and (−,2,2′), and for η2,

(+,2′,2′) and (−,2′,2).
In the opposite limit of undeformed AdS3, M

2 →∞, we have instead:

[
1− Γ0Γ1Γ2Γ3Γ4Γ5

](η1
η2

)
= 0 ,

which projects out the SO(5, 1) spinor (coordinates x0,1,6,...,9 of the five-brane world-

volume) of left chirality, i.e. keeps the representations (+,2′,2′) and (−,2,2′) for both

supersymmetry generators. For any finite value of the deformation, both projections must

be imposed:

[
1/M2

u2 + 1/M2

(
σ3 − Γ2Γ3Γ4Γ5

)
− u2

u2 + 1/M2

(
Γ0Γ1 + Γ2Γ3Γ4Γ5

)](η1
η2

)
= 0 ,

which breaks an additional half supersymmetry. The remaining supersymmetries are

(−,2,2′) for η1 and (+,2′,2′) for η2. The gravitino equation gives no further restric-

tions as it should (it reduces to the Killing-spinor equation on S3 and deformed AdS3),

and we are eventually left with one quarter of supersymmetry. Supersymmetry enhance-

ment occurs only for the limiting backgrounds — AdS3 × S3 or three-sphere plus linear

dilaton, which preserve one half of the original supersymmetry.

2.2 Exact conformal-field-theory description: a null deformation of SL(2,R)

We will now show that the deformed-AdS3 factor in the background (2.14) is the target

space of an exactly conformal sigma-model.

The action for a WZW model is in general

S =
k

16π

∫

∂B
Tr
(
g−1dg ∧ ∗g−1dg

)
+

ik

24π

∫

B
Tr
(
g−1dg

)3
. (2.18)

In the case of SL(2,R), one can use the Gauss decomposition for the group elements:

g = g−g0g+ =

(
1 0

x− 1

)(
1/u 0

0 u

)(
1 x+

0 1

)
, (2.19)

which provides the Poincaré coordinate system (see appendix A). With this choice, the

sigma-model action reads:

S =
k

2π

∫
d2z

(
∂u∂̄u

u2
+
∂x+∂̄x−

u2

)
. (2.20)
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As usual, the affine symmetry ŜL(2,R)L × ŜL(2,R)R is generated by weight-one cur-

rents. Since the group is non-compact, there are null directions, easily identified in the

Poincaré coordinates. The corresponding Û(1)L × Û(1)R symmetries are linearly realized

and generated by the following null currents:1

J =
∂x+

u2
, J̄ =

∂̄x−

u2
. (2.21)

The (1, 1) operator J(z)J̄ (z̄), is truly marginal and can be used to generate a line of CFT’s.

Along this line, i.e. for finite values of the deformation parameter 1/M 2, the geometry

back-reaction must be taken into account. Integrating the corrections (much like in [29]

and [30] for compact cases) one obtains the following null-deformed SL(2,R)-sigma-model

action [20]:

S =
k

2π

∫
d2z

(
∂u∂̄u

u2
+

∂x+∂̄x−

u2 + 1/M2

)
. (2.22)

The affine symmetry ŜL(2,R)L× ŜL(2,R)R is broken down to Û(1)L× Û(1)R and only the

two null currents survive, which now read:

J =
∂x+

u2 + 1/M2
, J̄ =

∂̄x−

u2 + 1/M2
. (2.23)

The deformed target-space geometry and antisymmetric tensor are read off directly

from eq. (2.22), and turn out to coincide with the deformed-AdS3 factor in (2.14).

There is an alternative way to reach the same conclusion. As shown in [29], marginal

deformations of a WZW model correspond to O(d, d,R) transformations acting on the

abelian isometries. In order to implement the latter in the case at hand, we rewrite the

SL(2,R)-WZW action as:

S =
k

2π

∫
d2z

(
∂u∂̄u

u2
+ ∂

(
x+x−

)
· E · ∂̄

(
x+

x−

))
(2.24)

with

E =

(
0 1/u2

0 0

)
.

Acting on the corresponding background with the following O(2, 2,R) element2 (see e.g. [31]

for a review):

g =

(
I 0

−Θ/M 2 I

)
, with Θ =

(
0 1

−1 0

)
, (2.26)

we recover (2.24) with

E′ = g(E) =

(
0 1

u2+1/M2

0 0

)
,

which is precisely the null-deformed SL(2,R)-WZW action, eq. (2.22).

1Strictly speaking, these are not Cartan generators. See appendix A.
2The simplest setup for illustrating this transformation is flat background — compactified bosons: two

light-cone coordinates with a constant B-field. The original lagrangian, 4πL = ∂x+∂̄x−, transforms into

4πL̃ = M2

1+M2 ∂x
+∂̄x−; this amounts to a shift of radii.
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Notice finally that the deformed SL(2,R)-WZW model under consideration can also be

obtained as a coset by gauging a U(1) subgroup of SL(2,R)×U(1) [32]. We will come back

later to this CFT to compute the one-loop partition function, which demands a careful

treatment of global properties of the fields. The question of supersymmetry along these

deformations needs also to be recast in the present, exact CFT framework, and will be

discussed in section 6.

3. Bosonic strings on AdS3

This section is devoted to the bosonic part of the AdS3 (i.e. SL(2,R)) component of the

previous backgrounds. Despite many efforts and achievements (a short summary is given

appendix A), our understanding is not completely satisfactory. We show here how to

reach information about SL(2,R) starting from the better-understood SL(2,R)/U(1)A axial

gauging. This enables us to provide a partition function for the SL(2,R), which carries full

information about the spectrum. Under this form, the SL(2,R) WZW model resembles a

ZN freely acting orbifold of T 2 × S1 × S1 over U(1), at large-N . Spectra and partition

functions of SL(2,R) deformations will be addressed in section 5.

3.1 SL(2,R) from SL(2,R)/U(1)A

There is a tight link between the spectrum of string theory on AdS3 and the spectrum of

the axial-gauged coset SL(2,R)/U(1)A — non-compact parafermions. The states in the

coset are those of the SL(2,R) CFT with the restriction J 3
n|state〉 = J̄3

n|state〉 = 0 for n > 0,

and the conditions on the zero modes J 3
0 + J̄3

0 = −wk and J3
0 − J̄3

0 = n. It is therefore

possible to reconstruct the SL(2,R) starting from its axial gauging, much like in the case

of compact parafermions, where the SU(2)/U(1) gauging enables for reconstructing the

SU(2) WZW model [33]. In the non-compact case, however, the coset was shown to be

a unitary conformal field theory [34], whereas this holds for the SL(2,R) only if Virasoro

conditions are imposed [11, 35, 36, 37]. The physical states can be chosen, up to a spurious

state, to be annihilated by the positive modes of the time-like current J 3
n>0, J̄

3
n>0. This is

the same as for the coset, except for the zero modes.

Our aim is here to show how a partition function for the SL(2,R) can be reached

starting from the partition function of the SL(2,R)/U(1)A proposed in [18]. We start with

the WZW action (2.18) for g ∈ SL(2,R) parameterized with Euler angles (see eq. (A.8)).

We will gauge the U(1) axial subgroup g → hgh with h = eiλσ2/2. The action for the

gauged model is

S(g,A) = S(g) +
k

2π

∫
d2zTr

(
A∂̄gg−1 + Āg−1∂g −AgĀg−1 −AĀ

)
.

The gauge field is Hodge-decomposed as:

A = ∂(ρ̃+ ρ) +
i

τ2
(u1τ̄ − u2) , Ā = ∂̄(ρ̃− ρ)− i

τ2
(u1τ − u2) .

After field redefinitions, the gauged-fixed action is given by an SL(2,R) times a compact

boson, with global constraints and a (b, c) ghost system. This theory is unitary and the

corresponding target space is euclidean.
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The partition function has been computed by using path-integral techniques in [17]

and [18]. We would like to summarize the method and remind the final result. Following [18]

the model is transformed, for technical convenience, into a U(1)-gauging of the — non-

unitary — H+
3 = SL(2,C)/SU(2) CFT:

S =
k

2π

∫
d2z

(
∂φ∂̄φ+ (∂v̄ + v̄∂φ)

(
∂̄v + v∂̄φ

))
+

+
k

2π

∫
d2z∂ρ∂̄ρ+

1

π

∫
d2z

(
b∂̄c+ b̃∂c̃

)
.

The first part of the action is indeed the H+
3 = SL(2,C)/SU(2) sigma-model. The various

fields acquire non-trivial holonomies from the gauge field, and can be decomposed as:

φ = φ̂+
1

4τ2
[(u1τ̄ − u2)z + (u1τ − u2)z̄] ,

ρ = ρ̂+
1

4τ2
[(u1τ̄ − u2)z + (u1τ − u2)z̄] ,

v = v̂ exp− 1

4τ2
[(u1τ̄ − u2)z + (u1τ − u2)z̄] .

The fields v and v̄ give the following contribution to the partition function:

det

∣∣∣∣∂ +
1

2τ2
(u1τ̄ − u2) + ∂φ̂

∣∣∣∣
−2

= det

∣∣∣∣∂ +
1

2τ2
(u1τ̄ − u2)

∣∣∣∣
−2

exp
2

π

∫
d2z∂φ̂∂̄φ̂

= 4ηη̄
e

2π
τ2

(Im(u1τ−u2))2

|ϑ1(u1τ − u2|τ)|2
exp

2

π

∫
d2z∂φ̂∂̄φ̂ ,

where ϑ1(ν|τ) is an elliptic theta function (see appendix D). The periodicity properties

of this determinant allows for breaking u1 and u2 into an integer and a compact real:

u1 = s1 + w, u2 = s2 +m, si ∈ [0, 1). Taking finally into account the contributions of the

free bosons φ and ρ and that of the ghosts, leads to the result [18]:

ZSL(2,R)/U(1)A = 4
√
k(k − 2) ηη̄

∫
d2s

e
2π
τ2

(Im(s1τ−s2))2

|ϑ1(s1τ − s2|τ)|2
+∞∑

m,w=−∞
e
− kπ

τ2
|(s1+w)τ−(s2+m)|2

.

(3.3)

We can recast the latter in terms of the free-boson conformal blocks (B.1):

ZSL(2,R)/U(1)A = 4
√

(k − 2)τ2 ηη̄

∫
d2s

e
2π
τ2

(Im(s1τ−s2))2

|ϑ1(s1τ − s2|τ)|2
∑

m,w∈Z
ζ

[
w + s1
m+ s2

]
(k) , (3.4)

which meets our intuition that there are one compact and one non-compact bosons in the

cigar geometry.

A few remarks are in order here. The integration over s1, s2 should be thought of as

a constraint on the Hilbert space, which defines the non-compact parafermionic Z charge.

The allowed parafermionic charges are m = n/2, m̄ = −n/2 for the unflowed sector,

and m̃ = (n − wk)/2 and ˜̄m = −(n + wk)/2 for the w-flowed sector. Another impor-

tant issue is the logarithmic divergence originating from s1 = s2 = 0, and due to the

non-compact nature of the group. Baring this divergence, the partition function (3.3) is

modular-invariant, as can be easily checked by using the modular properties of Jacobi
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functions. Its content in terms of non-compact-parafermion discrete and continuous se-

ries can be further investigated (see [18] for details). Moreover, in the large-k (flat-space)

limit, ZSL(2,R)/U(1)A ∼ k(π
√
τ2ηη̄)

−2 up to an infinite-volume factor:3 we recover two free,

uncompactified bosons.

We will now show that it is possible to recover a partition function for the SL(2,R)

WZWmodel, starting from the above result for the coset SL(2,R)/U(1)A. In many respects

this is similar to what happens in the compact case: SU(2)k can be reconstructed as

(SU(2)k/U(1) × U(1)√2k)/Zk, where Zk is the compact-parafermionic symmetry of the

coset SU(2)k/U(1), and acts freely on the compact U(1)√2k. To some extent, however,

manipulations involving divergent expressions such as (3.3) can be quite formal, and require

to proceed with care.

As we already pointed out, the states in SL(2,R)/U(1)A are those of SL(2,R) that are

annihilated by the modes J 3
n and J̄3

n, n > 0, and have J3
0 and J̄3

0 eigenvalues (n−wk)/2 and

−(n + wk)/2. Therefore, in order to reconstruct the SL(2,R) partition function, we need

to couple the coset blocks with an appropriately chosen lattice for the Cartan generators

J3 and J̄3 corresponding to a free time-like boson. This coupling should mimic the Zk

free action that appears in the SU(2)k (see the discussion for the SU(2) in [38]), in a

non-compact parafermionic version, though. Since the non-compact parafermions have a

Z symmetry, we consider here a Z free action. By using the conformal blocks for free

bosons given in appendix B (see eq. (B.1)), we reach the following partition function for

the universal cover of SL(2,R), in the lagrangian representation4

ZSL(2,R) = 4
√
τ2(k − 2)3/2

∫
d2s d2t

e
2π
τ2

(Im(s1τ−s2))2

|ϑ1(s1τ − s2|τ)|2
×

×
∑

m,w,m′,w′∈Z
ζ

[
w + s1 − t1
m+ s2 − t2

]
(k) ζ

[
w′ + t1
m′ + t2

]
(−k) . (3.5)

Modular invariance is manifest in this expression, since it has the structure of a freely

acting orbifold (this can also be easily checked by using formulas of appendices B and D).

The extra k − 2 factor comes along with the J 3, J̄3 contribution; it ensures the correct

density scaling in the large-k limit, as explained in appendix B about eq. (B.3). We perform

a Poisson resummation5 on m and m′, which are trade for n and n′. We define n± = n±n′
and w± = w ± w′, and rewrite the partition function in the hamiltonian representation:

ZSL(2,R) = 4
√
τ2(k − 2)3/2

∫
d2s d2t

e
2π
τ2

(Im(s1τ−s2))2

|ϑ1(s1τ − s2|τ)|2
∑

n±,w±∈Z
e−iπ(n

−(s2−2t2)+n+s2) ×

×e−
πτ2
k (n+n−+k2(w++s1)(w−+s1−2t1))+iπτ1(n−(w−+s1−2t1)+n+(w++s1)) . (3.6)

3This factor comes as
∫ +∞
−∞

dxdy

x2+y2 exp−π(x2 + y2).
4To find the partition function for the N -th cover, one has to replace the Z orbifold by a ZNk orbifold:

t1 → γ/Nk, t2 → δ/Nk. Then the left and right spectral flow are wL,R
+ = w+ ±N`.

5The resummation on m′ is of course performed by means of analytic continuation, as usual when dealing

with a time-like direction.
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Expression (3.6) becomes more transparent by introducing light-cone directions with

corresponding left and right lattice momenta:

P+
L,R =

n+√
2k
±
√
k

2
w− , (3.7)

P−L,R =
n−√
2k
±
√
k

2
w+ . (3.8)

In terms of these unshifted6 momenta the partition function at hand reads:

ZSL(2,R) = 4
√
τ2(k − 2)3/2

∫
d2s d2t

e
2π
τ2

(Im(s1τ−s2))2

|ϑ1(s1τ − s2|τ)|2
×

×
∑

n±,w±∈Z
e
−iπ

√
k
2 ((P

+
L +P+

R )s2+(P
−
L +P−R )(s2−2t2)) ×

×q
1
2

(
P+

L +
√

k
2
(s1−2t1)

)(
P−L +

√
k
2
s1

)

q̄
1
2

(
P+

R−
√

k
2
(s1−2t1)

)(
P−R −

√
k
2
s1

)

. (3.9)

3.2 Uncovering the spectrum

The latter expression is formally divergent. It is in fact a generalized function, which

contains all the information about the spectrum. The integral over t2 leads to the constraint

δn−,0 and, due to the shift t1, the “winding” w− − 2t1 is continuous. The momenta P−L,R
correspond therefore to a boson X+ “compactified” at zero radius. Conversely, the other

light-cone degree of freedom is compact. This light-cone compactification (for a related

discussion, see [39]) is not so surprising. Indeed, the quantum numbers of a given state

in the SL(2,R) CFT, j = j̄, m + m̄, m − m̄, w are respectively those of a Liouville field,

a non-compact coordinate, and a compact one. Since we consider the universal cover of

SL(2,R), such that the time is non-compact, the only possibility is that one of the light-cone

directions is compactified at radius
√
2k. Note also a particular feature of a two-dimensional

lattice for two light-cone coordinates: if the radius of one light-cone coordinate shrinks to

zero, the momenta and windings of the other light-cone coordinate are exchanged. This

fact explains why the energy, as it appears in the partition function of SL(2,R), is actually

a (shifted) winding mode.

We will now proceed and analyze further the partition function given in eq. (3.9). After

integrating out t2 we obtain:

ZSL(2,R) = 4
√
τ2(k − 2)3/2

∫
d2s

e
2π
τ2

(Im(s1τ−s2))2

|ϑ1(s1τ − s2|τ)|2
∑

n+,w+∈Z
e−iπn

+(s2−τ1(w++s1)) ×

×
∫ 1

0
dt1

∑

w−∈Z
e−πτ2k(w++s1)(w−+s1−2t1) . (3.10)

6Due to the shifted-orbifold structure of the partition function the relevant quantities are actually the

shifted momenta:

P s+
L,R = P+

L,R ±

√
k

2
(s1 − 2t1) , P s−

L,R = P−L,R ±

√
k

2
s1 .
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It is straightforward to show that the large-k limit of this partition function is, up to the

usual infinite-volume factor, Z ∼ k3/2π
(
π
√
τ2ηη̄

)−3
. This was somehow built-in when

writing (3.5) out of (3.4); it meets the expectations for ordinary flat-space spectrum.

It is possible to extract the spectrum of the theory at any finite k, and trace back its

origin in terms of SL(2,R) representations. We proceed along the lines of [14] and [18].

The precise derivation of the spectrum is given in appendix C. Here we only collect the

results.

Discrete representations. The discrete representations appear in the range 1
2 < j <

k−1
2 . Their conformal weights are the following:

L0 = −j(j − 1)

k − 2
+ w+

(
−m̃− k

4
w+

)
+N ,

L̄0 = −
j(j − 1)

k − 2
+ w+

(
− ˜̄m− k

4
w+

)
+ N̄ ,

with m̃+ ˜̄m = −k(w − t1) and m̃− ˜̄m = n.

Continuous representations. The continuous spectrum appears with the density of

states:

ρ(s) =
1

π
log ε+

1

4πi

d

ds
log

Γ
(
1
2 − is− m̃

)
Γ
(
1
2 − is+ ˜̄m

)

Γ
(
1
2 + is− m̃

)
Γ
(
1
2 + is+ ˜̄m

) .

The weights of the continuous spectrum are

L0 =
s2 + 1/4

k − 2
+ w+

(
−m̃− k

4
w+

)
+N ,

L̄0 =
s2 + 1/4

k − 2
+w+

(
− ˜̄m− k

4
w+

)
+ N̄ ,

with m̃, ˜̄m as previously.

These results are in agreement with the unitary spectrum proposed in [13]. Here this

spectrum was extracted straightforwardly from a modular-invariant partition function,

constructed in the lorentzian AdS3 .

Our aim is now to better understand the coupling between the oscillators and the

zero modes of the light-cone coordinates, as appearing in the partition function. To this

end, we write the algebra ŜL(2,R)L by using the free-field representation of non-compact

parafermions [40, 41]. The currents read:

J± = −
(√

k

2
∂X ± i

√
k − 2

2
∂ρ

)
e
±i
√

2
k
(X−T )

, (3.12)

J3 = i

√
k

2
∂T , (3.13)

with the following stress tensor:

T =
1

2
(∂T )2 − 1

2
(∂X)2 − 1

2
(∂ρ)2 +

1√
2(k − 2)

∂2ρ . (3.14)
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There is a linear dilaton with background charge Q =
√

2/(k − 2) along the coordinate ρ.

It contributes the central charge, which adds up to c = 3 + 6/(k − 2). The spectral flow

symmetry can be realized by adding w+ units of momentum along T :

J3 → J3 − k

2z
w+ , J±(z)→ z∓w+J±(z) .

The primary operators are those of a free-field theory with a peculiar zero-mode struc-

ture though, which is read off directly from the lattice component of the partition function,

eq. (3.6):7

exp

{√
2

k − 2
jρ+ i

√
2

k

[
k

4
w+X

+ +

(
m̃− k

4
w+

)
X− +

k

4
w+X̄

− +

(
˜̄m− k

4
w+

)
X̄+

]}
.

One should stress, however, that even if the theory can be represented with free fields, the

descendants are constructed by acting with the modes of the affine currents: the oscillator

number and the zero modes are shifted simultaneously. We are therefore lead8 to use the

the Lagrange multipliers s1 and s2 in the partition function (3.6) to enforce this twisting.

3.3 About the structure of the partition function

Our approach has been to build a modular-invariant partition function for SL(2,R) starting

from that of the coset model SL(2,R)/U(1)A. We have reached expression (3.5) or equiv-

alently (3.9). These expressions are generalized functions which are formally divergent,

as was originally the partition function for the coset, eq. (3.4). However, the presence of

a divergence is not an obstruction for uncovering the spectrum encoded in the partition

functions, as shown in [18] for the coset and here for the AdS3. In this section, we would

like to make contact with the — not fully satisfactory — expressions found in [12] and [13],

explain why the methods used previously failed, and clarify the underlying freely acting

orbifold structure.

We start with eq. (3.10) that we regulate by shifting s1τ − s2 → s1τ − s2 + θ in the

elliptic theta function. This breaks modular invariance unless, together with τ → −1/τ , θ
transforms into −θ/τ . Then, summation over w− and integration over t1 can be merged

into an integration over the light-cone energy E = k(w− − 2t1), which is performed after

analytic continuation. A Poisson resummation over n+ finally leads to the following result:

ZSL(2,R) = 4
(k − 2)3/2

k
√
τ2

∫
d2s

∑

m+,w+∈Z
δ (w+ + s1) δ (m+ + s2)

e
2π
τ2

(Im(s1τ−s2+θ))2

|ϑ1(s1τ − s2 + θ|τ)|2

= 4
(k − 2)3/2

k
√
τ2

e
2π
τ2

(Imθ)2

|ϑ1 (θ|τ)|2
. (3.17)

This result is precisely that of [12] and [13], up to an overall normalization.

7The fact that the roles of X+ and X− are reversed between the left-moving and the right-moving

sectors will be explained in the fifth section. For the moment note that the partition function is invariant

under: X̄± → X̄∓.
8This is close to the construction of gravitational waves, see [42].
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In unitary conformal field theories, the partition function is usually decomposed in

characters of the chiral holomorphic and anti-holomorphic algebras:

Zgenus−one(τ, τ̄ ) =
∑

L,R

NL,RχL(τ)χ̄R(τ̄ ) ,

where the summation is performed over all left-right representations present in the spectrum

with multiplicities NL,R, and χ(τ) are the corresponding characters:

χ(τ) = Trrepq
L0− c

24 .

This decomposition is very powerful for classifying models (i.e. multiplicities NL,R) by

following the requirements of modular invariance. From the path-integral point of view,

different modular-invariant combinations correspond to different choices for boundary con-

ditions on the fields. However, this decomposition relies on the very existence of the

characters. This holds for WZW models on compact groups. It does not apply to the case

of non-compact groups, unless the group is abelian — free bosons. Then the zero-mode

representations are one-dimensional, the characters of the affine algebra are well-defined,

and the infinite-volume divergence decouples into an overall factor. For non-abelian groups,

unitary9 representations of the zero-modes are infinite-dimensional, and the characters of

the affine algebra diverge. This degeneracy can be lifted by switching on a source coupled

to some Cartan generator:

χ(τ, θ) = Trrepq
L0− c

24 e2iπθJ0 .

Such a regularization is not fully satisfactory because it alters modular-covariance and does

not allow to cure the characters of the continuous part of the spectrum. Moreover, the best

these generalized characters can do, is to lead (after formal manipulations) to expressions

like (3.17). The information carried by the latter is quite poor: it diverges at θ → 0 and

the divergence cannot be isolated as a volume factor; the large-k limit is obscure; only

the discrete part of the spectrum seems to contribute. These caveats are avoided in the

integral representation we have presented here (eqs. (3.5) or (3.9)), which is closer in spirit

with the work of [14] for the thermal AdS3. Although divergent, it is modular-invariant,

contains a nice spectral decomposition and has a well-defined large-k limit in agreement

with our expectations.

To close this section, we would like to comment on the freely acting orbifold structure

implemented in eq. (3.5). We consider for illustration the ZN orbifold of a compact boson

of radius R times a two-torus, presented in appendix B. The ZN acts as a twist on T 2 and

as a shift on the orthogonal S1. The partition function for this model is given by eq. (B.13).

Although it is not compatible with the symmetries of a two-dimensional lattice, we take

formally the large-N limit of this expression. The first term of (B.13) vanishes while the

9If we give up unitarity, finite-dimensional zero-mode representations do exist, but Virasoro conditions

do not eliminate all spurious states.
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sum over h, g in the second term becomes an integral over s1, s2 ∈ [0, 1]. We also drop out

the geometrical factor sin2 πΛ(h,g)
N which is meaningless here, and find:

lim
N→∞

ZZN

N
= 4

∫
d2s

e
2π
τ2

(Im(s1τ−s2))2

|ϑ1(s1τ − s2|τ)|2
∑

m,w∈Z
ζ

[
w + s1
m+ s2

] (
R2
)
. (3.21)

In order to make final contact with the partition function of the SL(2,R)/U(1)A (eq. (3.4))

we must identify R2 with k, and mod out a non-compact free boson, i.e. multiply (3.21)

by
√
τ2 ηη̄. We insist that we do not claim that the theory SL(2,R)/U(1)A is the same

as an freely acting orbifold of flat space, but only that the structure is very similar. An

important difference is that the oscillators of the field X of the free-field representation

(eq. (3.12)) are twisted and its zero modes shifted simultaneously. This is not possible in

flat space.

One can similarly understand the orbifold structure underlying the full SL(2,R) model.

To this end we consider the ZN × ZN model given in appendix B. In the formal large-N

limit, all but the last term vanish in the partition function (B.14); the sums over h1, g1 and

h2, g2 are trade for integrals over s1, s2 and t1, t2 ∈ [0, 1] × [0, 1]:

lim
N→∞

ZZN×ZN

N2
= 4

1

ηη̄

∫
d2s d2t

e
2π
τ2

(Im(s1τ−s2))2

|ϑ1(s1τ − s2|τ)|2
×

×
∑

m1,w1,m2,w2∈Z
ζ

[
w1 + s1 − t1
m1 + s2 − t2

] (
R2
1

)
ζ

[
w2 + t1
m2 + t2

] (
R2
2

)
. (3.22)

Comparison with the partition function of the SL(2,R) (eq. (3.5)) is possible provided we

identify in (B.14), R2
1 with k, R2

2 with −k, and mod out a non-compact free boson, i.e.

multiply eq. (3.22) by
√
τ2 ηη̄.

The function ϑ1(0, τ), which is identically zero, never appears in the orbifold since

its corresponds to the untwisted, unprojected sector and is replaced by the usual toroidal

partition sum:
Γ2,2(T,U)

η4η̄4
.

In the case of SL(2,R) (the N → ∞ limit), the sum on the sectors is replaced by an

integral over s1 and s2. The integration over the energy picks up precisely the untwisted,

unprojected sector, as it gives the constraint δ(2)(s1τ − s2). We can rewrite formally the

integrated partition function in terms of the functional determinant for the twisted bosons:

Z =
(k − 2)3/2

k
√
τ2ηη̄

∫
d2s δ(2)(s1τ − s2) det

∣∣∣∣∂ +
1

2τ2
(s1τ̄ − s2)

∣∣∣∣
−2

=
(k − 2)3/2

k
√
τ2ηη̄

det|∂|−2 .

Thus we find that the partition function of SL(2,R) is the same as a linear dilaton and two

light-cone free coordinates.10

10As already stressed, there is a central charge deficit coming for the other CFT’s defining the string

theory which corresponds to the lowest-weight of Liouville continuous representations [2].
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4. Superstrings on AdS3 × S3 × T 4

We develop in this section the supersymmetry tools, which are needed for studying super-

strings on NS5- or NS5/F1-brane backgrounds, as well as on the deformed AdS3 geome-

tries interpolating between them. This includes explicit realizations of extended N = 2

and N = 4 supersymmetry algebras. In principle it is possible to construct a space-time

supersymmetric string background with SL(2,R) × SU(2) ×M, where M is any N = 2

superconformal field theory with the correct central charge ĉ = 4. To make contact with

the NS5/F1 background, we can choose either T 4 or a CFT realization of K3. We finally

present the partition function of the model on AdS3 × S3 ×K3.

4.1 Extended superconformal algebras

Since the AdS3×S3×T 4 background preserves one half of the supersymmetry, the world-

sheet theory should factorize into an N = 4 superconformal theory with ĉ = 4 and an

N = 2 free theory with ĉ = 2 [43]. An explicit realization of the relevant extended algebras

is necessary in order to prove that supersymmetry survives at the string level; it is also

important for the determination of the couplings between the bosonic and the fermionic

degrees of freedom. However, as we will see, the straightforward application of the rules

of N = 2 constructions is not the correct way to implement space-time supersymmetry in

SL(2,R)× SU(2).

4.1.1 NS5 background

We would like here to remind the construction of the “small” N = 4 superconformal algebra

for the wormhole background [46], which is the simplest case beyond flat space [44]; it is

also relevant for discussing the supersymmetric null deformation of SL(2,R).

The near-horizon geometry of the NS5-brane background is the target space of an

exactly conformal sigma-model based on SU(2)k × U(1)Q × U(1)6 [1]. Let us concentrate

on the SU(2)k ×U(1)Q factor. The full algebra of this four-dimensional internal subspace

consists of the bosonic SU(2)k, the Liouville coordinate, and four free fermions:

J i(z)J j(0) ∼ k

2

δij

z2
+ i

3∑

`=1

εij`J `(0)

z
, i, j, ` = 1, 2, 3 ,

∂ρ(z)∂ρ(0) ∼ − 1

z2
,

ψa(z)ψb(0) ∼ δab

z
, a, b = 1, . . . , 4 .

The “small” N = 4 algebra is generated by twisting the “large” N = 4 algebra [45] based

on the affine symmetry SU(2)k+1 × SU(2)1 ×U(1). The generators of that algebra read:

T =
1

k + 2

3∑

i=1

J iJ i − 1

2
∂ρ∂ρ− 1

2

4∑

a=1

ψa∂ψa ,

Gi =

√
2

k + 2


−J iψ4 +

3∑

j,`=1

εij`
(
J j − ψ4ψj

)
ψ`


+ iψi∂ρ ,
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G4 =

√
2

k + 2

3∑

i=1


J iψi + 1

3

3∑

j,`=1

εij`ψiψjψ`


+ iψ4∂ρ , (4.1)

Si =
1

2


ψ4ψi +

1

2

3∑

j,`=1

εij`ψjψ`


 ,

S̃i =
1

2


ψ4ψi − 1

2

3∑

j,`=1

εij`ψjψ`


+ J i ,

where ρ is an ordinary bosonic coordinate.

The large N = 4 algebra is contracted to the required small N = 4, provided the ρ

coordinate is promoted to a Liouville field by adding a background charge Q (i.e. a linear

dilaton in the corresponding direction). The effect on the algebra (4.1) is the following:

T → T −Q∂2ρ , Ga → Ga − iQ∂ψa .

The background charge Q is such that we obtain a ĉ = 4 theory: Q =
√

2/(k + 2). The

linear dilaton background compensates the central charge deficit of the SU(2)k.

We bosonize the self-dual combination of fermions:

i
√
2∂H+ = ψ1ψ2 + ψ4ψ3 .

It defines the R-symmetry SU(2) algebra at level one generated by the currents:

(S3, S±) =

(
i√
2
∂H+, e±i

√
2H+

)
. (4.4)

The resulting “small” (N = 4)-algebra generators are combined into two conjugate

SU(2) R-symmetry doublets:

G+, G̃− =
[
QJ−e

i√
2
H−

+ i
(
Q
(
J3 + i

√
2∂H−

)
− i∂ρ

)
e
−i√

2
H−
]
e
±i√

2
H+

, (4.5)

G̃+, G− =
[
QJ+e

−i√
2
H−

+ i
(
Q
(
J3 + i

√
2∂H−

)
+ i∂ρ

)
e

i√
2
H−
]
e
±i√

2
H+

. (4.6)

4.1.2 NS5/F1 background

We now move to the AdS3×S3×T 4 background, which describes the near-horizon geometry

of the NS5/F1-brane system. Our focus is the six-dimensional SL(2,R) × SU(2) subspace

that we want to split into one ĉ = 4 system with N = 4 superconformal symmetry and one

with ĉ = 2 with N = 2. The total central charge of this factor is given by:

ĉ =
3kSL(2,R)
kSL(2,R) − 2

+
3kSU(2)

kSU(2) + 2
. (4.7)

Therefore to obtain a critical string background (ĉ = 6) for any level, we must choose

kSL(2,R) − 4 = kSU(2) = k . (4.8)
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The N = 1 algebra of the theory is generated by

T =
1

k + 2
IiIjδ

ij +
1

k − 2
JαJβη

αβ − 1

2
ψi∂ψ

i − 1

2
χα∂χ

α , (4.9)

G =

√
2

k + 2

[
ψiI

i − i

3
εij`ψ

iψjψ` + χαJ
α − i

3
εαβγχ

αχβχγ
]
, (4.10)

where I i and Jα denote respectively the bosonic currents of SU(2) and SL(2,R), ψ i and

χα the corresponding fermions, and ηαβ = (+,+,−).11

The N = 2 algebras of SL(2,R) × SU(2). The various currents provided by the SU(2)

and SL(2,R) algebras and the associated fermions allow for extracting one N = 2, ĉ = 2

algebra generated by:

G±2 =
1√

2(k + 2)

[(
I3 + ψ+ψ−

)
∓
(
J3 + χ+χ−

)] (
ψ3 ± χ3

)
, (4.11)

J2 = ψ3χ3 . (4.12)

We have combined the currents and the fermions as follows:

J± = J1 ± iJ2 , I± = I1 ± iI2 , ψ± =
ψ1 ± iψ2

√
2

, χ± =
χ1 ± iχ2√

2
.

The remaining generators form another N = 2 algebra decoupled from the first one [48]:

G±4 =
1√
k + 2

[
I∓ψ± − iJ∓χ±

]
, (4.13)

S3 =
1

2(k + 2)

(
2J3 + (k + 4)χ+χ− − 2I3 + kψ+ψ−

)
. (4.14)

The various coefficients in S3 are such that: (i) S3 is regular with respect to G±2 in order to

obtain two independent algebras, and (ii) S3(z)G±4 (0) ∼ ± G±4 (0)/2z. The normalization

of S3 follows from S3(z)S3(0) ∼ 1/2z2. Therefore we rewrite it in terms of a free boson as

follows:

i√
2
∂H+ =

1

2

(
ψ+ψ− + χ+χ−

)
+

1

k + 2

(
J3 + χ+χ− − I3 − ψ+ψ−

)

=
1

2

(
ψ+ψ− + χ+χ−

)
+

1

k + 2

(
J 3 − I3

)
. (4.15)

We have introduced the total currents, including the fermionic part:

J 3 = J3 + χ+χ− and I3 = I3 + ψ+ψ− , (4.16)

respectively for SL(2,R) and SU(2), both at level k + 2.

We would like to extend the superconformal symmetry to N = 4, as we expect from

the target-space supersymmetry. This is possible provided the R-symmetry current i∂H+

corresponds to a free boson compactified at the self-dual radius, which seems indeed the

11Indices i, j, . . . and α, β, . . . run both over 1, 2, 3, and we raise them with δij and ηαβ.
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case here since the total currents J 3 and I3 are correctly normalized in eqs. (4.15), and

can both be bosonized at radius
√

2(k + 2). However, in order to form the superconformal

characters of SU(2) and SL(2,R), the characters of these currents are coupled to the N = 2

coset theories:

SU(2)

U(1)
×U(1)

R=
√

k+2
k

and
SL(2,R)

U(1)
×U(1)

R=
√

k+2
k+4

.

The coupling acts as a Zk+2 shift in the lattice of J 3 and I3; it is similar to the discussion

about the bosonic SL(2,R). Therefore, the charges of the current S3 are not those of a

boson at self-dual radius.

Space-time supersymmetry. For a worldsheet superconformal theory with accidental

N = 2 superconformal symmetry, the space-time supersymmetry charges are obtained by

spectral flow of the R-symmetry current [49]. However, this requires that the charges of all

the physical states with respect to this U(1) current are integral. As we have seen above, the

R-symmetry current of the ĉ = 4 block, whose expression is given in (4.15) does not fulfill

this requirement, because its charges depend on the eigenvalues of I 3 and J 3. Moreover,

space-time supercharges based on the above N = 2 current lead to incompatibilities with

target-space symmetries [50]. These problems arise because, even in flat space, the space-

time supercharges are constructed with the fermion vertex operators at zero momentum.

In the present case, the space-time momentum enters directly in the N = 2 charges and

the SU(2) charges, though compact, cannot be considered as internal.

We will proceed as in [9]: we construct directly the space-time supercharges with the

spin fields of the free fermions, which are BRST invariant and mutually local. This seems

sensible, since the fermions in a critical string theory based on WZW models are free. The

N = 2 current of the theory:

J = J2 + 2S3 =
2

k + 2

(
J 3 − I3

)
+ ψ+ψ− + χ+χ− + ψ3χ3 ,

differs from the free-fermionic one by the “null” contribution (J 3 − I3)/(k + 2). We can

of course wonder whether a more appropriate choice of N = 2 structure exists. Another

choice of complex structure does exist, and is provided by decomposing the SL(2,R) as

SL(2,R)/O(1, 1) ×U(1). It suffers, however, from the same problem.

The required projections in SL(2,R) × SU(2) × U(1)4. Here we come to the full

background AdS3 × S3 × T 4. The worldsheet fermions of the T 4 are bosonized as:

λ1λ2 = ∂H3 , λ3λ4 = ∂H4 ,

and those of SU(2) × SL(2,R) as:

ψ+ψ− = i∂H2 χ+χ− = i∂H1 , ψ3χ3 = i∂H0 .

In the −1/2 picture, the spin fields are

Θε(z) = exp

{
−ϕ
2
+
i

2

4∑

`=0

ε`H`

}
, (4.20)

where e−ϕ/2 is the bosonized superghost ground state in the Ramond sector [51].
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The standard GSO projection keeps all spin fields satisfying

ε0ε1ε2ε3ε4 = 1 , (4.21)

which is required by BRST invariance. In type-IIB superstrings, the GSO projection is the

same on the spin fields from the right-moving sector, while for type-IIA it is the opposite.

In the AdS3 × S3 × T 4 background, the fields (4.20) must obey the additional relation:

ε0ε1ε2 = 1 . (4.22)

Equivalently, for type-IIB, by using the GSO projection (4.21), the restriction on the

allowed spin fields can be imposed on the fermions of the four-torus:

ε3ε4 = 1 . (4.23)

Relations (4.22) or (4.23) ensure the absence of 1/z
3
2 poles in the OPE of the spin fields

with the N = 1 supercurrent (4.10) that would otherwise appear as a consequence of the

torsion terms. Note also that in the superconformal algebra for the right-moving sector,

the torsion terms come with a negative sign in the supercurrent, but the projection remains

the same.

In order to preserve the N = 1 supercurrent, we must implement the projection (4.23)

as a Z2 orbifold on the coordinates of the four-torus. This is why we are effectively dealing

with the background AdS3×S3×K3. Then, from the S-dual viewpoint, the model we are

describing consists of D5-branes wrapped on a K3 manifold and D-strings. It is known [53]

that in this case there is an induced D-string charge which is the opposite of the total

D5-brane charge. Indeed, including gravitational corrections to the Wess-Zumino term of

the D5-brane action, generates the following D1-brane charge:

Qind
1 = N5

∫
c2(K3)

24
= −N5 .

Therefore the net number of D1-branes accompanying the D5-branes is N1 +N5. This has

little effect on the S-dual model under consideration here, because the number of D-strings

affects the value of the string coupling but not the worldsheet CFT.

In conclusion, we have seen that, in order to obtain a supersymmetric spectrum con-

sistent with the BRST symmetry, we have to project out half of the space-time spinors

from the Ramond sector. By modular invariance, this projection must act as an orbifold

on the fermionic characters and also on the bosonic part to be consistent with superconfor-

mal invariance. For simplicity we have chosen to act on the fermions associated with the

four-torus; therefore the background is now AdS3×S3×T 4/Z2. The T
4/Z2 orbifold can be

replaced by another realization of K3 in CFT, such as a Gepner model [49]. Another way

to realize the projection is to twist the fermionic characters associated with AdS3×S3. In

that case, we have to act nontrivially on the SL(2,R) and SU(2) bosonic characters. Then

the toroidal part of the background remains untwisted: the NS5-branes are wrapped on a

T 4 rather than on a K3.
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4.2 The partition function for superstrings on AdS3 × S3 ×K3

We are now in position to write the partition function for type IIB superstrings on AdS3×
S3 ×K3. We must combine the various conformal blocks in a modular-invariant way, and

impose the left and right GSO projections together with the additional projections dictated

by the presence of torsion.

The standard orbifold conformal blocks are given in appendix B. The SU(2)k partition

function is chosen to be the diagonal modular-invariant combination [54] and the SL(2,R)

factor was discussed in section 3. Putting everything together, including the conformal

and superconformal ghosts, we obtain:

ZIIB =
Imτ

η2η̄2
ZSU(2)ZSL(2,R)

1

2

1∑

h,g=0

Ztwisted
T 4/Z2

[
h

g

]
×

×1

2

1∑

a,b=0

(−)a+b ϑ2
[
a

b

]
ϑ

[
a+ h

b+ g

]
ϑ

[
a− h
b− g

]
×

×1

2

1∑

ā,̄b=0

(−)ā+b̄ ϑ̄2
[
ā

b̄

]
ϑ̄

[
ā+ h

b̄+ g

]
ϑ̄

[
ā− h
b̄− g

]
. (4.25)

We can read from the latter expression the spectrum of chiral primaries with respect

to the space-time superconformal algebra [9]. The vertex operators for such left-moving

states in the NS sector are given in the (−1) ghost picture by (see [57]):

VIj = e−ϕ λI Φ
SL(2,R)
j, m Φ

SU(2)
j−1, m′

W±j = e−ϕ
[
χΦSL(2,R)

]
j±1, m

Φ
SU(2)
j−1, m′

X±j = e−ϕ Φ
SL(2,R)
j, m

[
ψΦSU(2)

]
j−1±1, m′

where Φ
SU(2)
j′,m′ and Φ

SL(2,R)
j,m are respectively the bosonic primary fields of the holomorphic

current algebras SU(2)k and SL(2,R)k+4. They are combined with the worldsheet fermions

into representations of SU(2)k+2 and SL(2,R)k+2.

The above states live in the five-plus-one dimensional world-volume of the NS5-branes.

In order to obtain the closed string spectrum, we tensorize this left-moving spectrum with

the right-moving one, and impose the Z2 projection on the torus. Additional states localized

in one-plus-one dimensions are constructed with the twisted sectors of the orbifold:

W̃±j = e−ϕ V tw
[
ψΦSU(2)

]
j±1, m

Φ
SL(2,R)
j−1, m′ ,

X̃±j = e−ϕ V tw Φ
SU(2)
j, m

[
χΦSL(2,R)

]
j−1±1, m′

,

where V tw are the twist fields of the NS sector.
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5. Marginal deformations of SL(2, R)

The SL(2,R) geometry in Euler (global) coordinates reads:12

ds2 = dr2 − cosh2 rdt2 + sinh2 rdφ2 ,

B = cosh2 rdφ ∧ dt

and there is no dilaton. Strictly speaking the time coordinate t is 2π-periodic for the

SL(2,R), but non-compact for its universal covering (AdS3); φ is 2π-periodic and r > 0.

Conformal deformations of this background are generated by truly marginal operators

i.e. dimension-(1, 1) operators that survive their own perturbation. In the presence of

holomorphic and anti-holomorphic current algebras, marginal operators are constructed as

products JαJ̄β, not all being necessarily truly marginal. In the SU(2) WZW model, nine

marginal operators do exist. However, they are related by SU(2)×SU(2) symmetry to one

of them, say J3J̄3. Hence, only one line of continuous deformations appears.

The situation is different for SL(2,R), because here one cannot connect any two vec-

tors by an SL(2,R) transformation. This is intimately related to the existence of sev-

eral families of conjugacy classes: the elliptic and hyperbolic, which correspond to the

two different choices of Cartan subalgebra, and the parabolic corresponding to the null

subalgebra. Three different truly marginal left-right-symmetric deformations are possi-

ble, leading therefore to three families of continuously connected conformal sigma models.

Each of them preserves a different U(1)L × U(1)R subalgebra of the undeformed WZW

model.

The marginal deformations of SU(2) have been thoroughly investigated [29, 30, 56]

with respect to: (i) the identification with the (SU(2)k/U(1) × U(1)√2kα)
/
Zk, where

SU(2)k/U(1) is the gauging of the SU(2)k WZW model, and α is the deformation parame-

ter; (ii) the geometrical (sigma-model) interpretation in terms of metric, torsion and dilaton

backgrounds; (iii) the determination of the toroidal partition function and the spectrum

as functions of R. For the SL(2,R) deformations, the available results are less exhaustive,

especially concerning the spectrum and the partition function [20, 30, 55]. Our aim is to

understand the spectra — partition functions — as well as the issue of supersymmetry,

when these deformations appear in a more general set up like the NS5/F1.

5.1 The J3J̄3 deformation

The J3J̄3 deformation of SL(2,R) is the one that naturally appears by analytically con-

tinuing the deformed SU(2). It was analyzed in [30]. Much like the latter, the metric,

antisymmetric tensor and dilaton can be obtained by considering the SL(2,R)×U(1)/U(1)

coset, where the U(1) in the product is compact with a radius related to the deformation

parameter, and the gauged one is a diagonal combination of the extra U(1) with the “time-

12We systematically set the AdS3 radius to one in the expressions for the background fields. One has to

keep in mind, however, that a factor k is missing in the metric. This plays a role when performing T-dualities

by applying the Buscher rules [58] because it can affect the periodicity properties of some coordinates.
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like” U(1) in the SL(2,R), defined by h = exp i λ2σ
2. The geometry corresponding to the

J3J̄3-deformed SL(2,R), with deformation parameter α− 1 > 0, is thus found to be

ds2 = dr2 +
− cosh2 rdt2 + α sinh2 rdφ2

α cosh2 r − sinh2 r
(5.1)

B =
α cosh2 rdφ ∧ dt
α cosh2 r − sinh2 r

, (5.2)

with dilaton

e2Φ = e2Φ0
α− 1

α cosh2 r − sinh2 r
. (5.3)

The scalar curvature of this geometry is

R = 2

(
1− tanh2 r

) (
2
(
α2 − tanh2 r

)
− 5α

(
1− tanh2 r

))
(
α− tanh2 r

)2 .

Notice that the background fields are usually expected to receive 1/k corrections; hence,

they are valid semi-classically only, except when they are protected by symmetries as in

the unperturbed WZW models.

At α = 1 we recover the AdS3 metric and antisymmetric tensor. For α ≥ 1, the

geometry is everywhere regular whereas for α < 1 the curvature diverges at r = arctanh
√
α.

Similarly, the string coupling gs = expΦ is finite everywhere for α ≥ 1 and blows up at

r = arctanh
√
α for α < 1. This means that the semi-classical approximation fails for α < 1.

The string theory is however well defined. It is actually related by T-duality to the range

α > 1 as will be discussed later.

The two endpoints of the deformed background are remarkable:

The α→∞ limit. In this case the background fields become:

ds2 = dr2 + tanh2 rdφ2 − dt2

α
(5.5)

e−Φ = e−Φ0 cosh r (5.6)

with no antisymmetric tensor. This is the cigar geometry times a free time-like coordinate.

The cigar — euclidean black hole [19] — is the axial gauging (g → hgh) of the U(1)

subgroup defined by h = exp i λ2σ
2. It generates time translations (see eq. (A.9)) and acts

without fixed points. The corresponding geometry is regular and the 2π-periodicity of φ

inherited from the SL(2,R) ensures the absence of conical singularity.

The α→ 0 limit. Now we recover the trumpet plus a free time-like coordinate:

ds2 = dr2 + coth2 rdt2 − αdφ2 (5.7)

e−Φ = e−Φ0 sinh r . (5.8)

The trumpet is the vector gauging (g → hgh−1) of the same U(1), and generates now

rotations around the center (see eq. (A.9)). Throughout this gauging the time coordinate

becomes space-like and vice-versa. The subgroup acts with fixed points, and this accounts
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for the appearance of a singularity at r = 0, which is present no matter the choice for

the periodicity of t (in fact this coordinate is not periodic if we start from the universal

covering of SL(2,R)). Notice also that the time coordinate φ is compact, but infinitely

rescaled though.

A similar phenomenon occurs in the J 3J̄3 deformation line of the SU(2) WZW model.

The two endpoints are the axial and vector gaugings of SU(2) by a U(1), times a free

boson, at zero or infinite radius. Axial and vector gaugings are identical in the compact

case [38]. They are T-dual descriptions of the same CFT, whose background geometry is

the bell. Therefore, in the compact case, there is a real T-duality relating large and small

deformation parameters. The situation is quite different in the non-compact case.

We would like now to better understand the algebraic point of view and determine

the partition function of the deformed theory at any α. To all orders in the deformation

parameter, the deformation acts only on the charge lattice of the Cartan subalgebra along

which the WZW theory is deformed. Therefore, as in the SU(2) case, the deformation

at hand corresponds to a shift of the “radius” of the J 3, J̄3 lattice:
√
2k →

√
2kα. The

form (3.5) of the original SL(2,R) partition function enables us to implement this radius

shift in the time-like lattice with the modular-invariant result:

Z33̄(α) = 4
√
τ2(k − 2)3/2

∫
d2s d2t

e
2π
τ2

(Im(s1τ−s2))2

|ϑ1(s1τ − s2|τ)|2
×

×
∑

m,w,m′,w′∈Z
ζ

[
w + s1 − t1
m+ s2 − t2

]
(k) ζ

[
w′ + t1
m′ + t2

]
(−kα) . (5.9)

We can first expand the spectrum around the symmetric SL(2,R) point (i.e. for α = 1+ ε,

|ε| ¿ 1). It allows to express the spectrum in terms of the SL(2,R) quantum numbers.

Using the same techniques as in appendix C, we first perform a Poisson resummation, and

integrate over t2. We find the exponential factor:

exp

{
−πτ2ε

[
n2

k
− k(w+ − (w − t1))2

]
−

− 2πτ2w+

(
k(w − t1)−

k

2
w+

)
− 2πτ2s1(q + q̄ + 1 + k(w − t1)) +

+ 2iπs2(q − q̄ − n)− (k − 2)πτ2s
2
1 + 2iπτ1(w+ + s1)n

}
.

The second and third lines are exactly the same as the undeformed SL(2,R) and lead to the

same analysis. For ε¿ 1, the first line gives simply a shift on the weights of the operators

according to their J 3
0 ,J̄

3
0 eigenvalues:

Lε0 = L0 −
ε

k

(
m̃+

k

2
w+

)(
˜̄m+

k

2
w+

)
,

L̄ε0 = L̄0 −
ε

k

(
m̃+

k

2
w+

)(
˜̄m+

k

2
w+

)
.
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In terms of the unflowed eigenvalues: m = m̃+ kw+/2, m̄ = ˜̄m+ kw+/2, the deformation

term is

δh = δh̄ = −εmm̄
k

It breaks of course the SL(2,R)L × SL(2,R)R symmetry of the CFT.

In the limits α→ 0 or∞, the J 3, J̄3 lattice decouples. We then recover a free time-like

boson (of zero or infinite radius) times an SL(2,R)/U(1) coset. By using the large/small-

radius limits presented in appendix B, we can trace the effect of these limits at the level

of the partition function:13

Z33̄(α)−→
α→∞

k − 2√
kτ2ηη̄

ZSL(2,R)/U(1)A (5.10)

with ZSL(2,R)/U(1)A given in (3.4). This is precisely the geometrical expectation since the

large-α limit of the background (5.1)–(5.3) is the cigar, eqs. (5.5), (5.6) describing the

semiclassical geometry of the axial U(1) gauging of SL(2,R). Similarly, we find

Z33̄(α)−→
α→0

4
√
kα(k − 2)3/2

∫
d2s d2t

e
2π
τ2

(Im(s1τ−s2))2

|ϑ1(s1τ − s2|τ)|2
∑

m,w∈Z
ζ

[
w + s1 − t1
m+ s2 − t2

]
(k) . (5.11)

In terms of background geometry, this limit describes the trumpet (eqs. (5.7)and (5.8))

times a free time-like coordinate. We can therefore read off from expression (5.11) the

partition function of the vector coset:

ZSL(2,R)/U(1)V = 4(k − 2)3/2
√
τ2ηη̄

∫
d2s d2t

e
2π
τ2

(Im(s1τ−s2))2

|ϑ1(s1τ − s2|τ)|2
∑

m,w∈Z
ζ

[
w + s1 − t1
m+ s2 − t2

]
(k) .

(5.12)

The spectrum of primary fields of this coset can be computed straightforwardly, and reads:

Lvector
0 = L̄vector

0 = −j(j − 1)

k − 2
+
µ2

k
, with µ = −k

2
(w − t1) ∈ R , (5.13)

both for continuous and discrete representations. The gaussian variable w − t1 can be

integrated out, and leads to the partition function:

ZSL(2,R)/U(1)V = 4
(k − 2)3/2√

k
ηη̄

∫
d2s

e
2π
τ2

(Im(s1τ−s2))2

|ϑ1 (s1τ − s2|τ)|2
. (5.14)

The cigar and trumpet geometries are semi-classically T-dual: they are related by

Buscher duality [58]. Any two points (α, 1/α) in the above line of deformations are in fact

connected by an element of O(2, 2,R) [30]. However, recalling the spectrum of primaries

of the axial coset:

Laxial
0 = −j(j − 1)

k − 2
+

(n2 − kw
2 )2

k
, with L̄axial

0 = −j(j − 1)

k − 2
+

(n2 + kw
2 )2

k
, (5.15)

13The α→∞ limit requires analytic continuation because the lattice is time-like.
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SL(2,R) point

Axial coset: g   hgh

1
2 
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Vector coset: g   h gh−1

3 3J  J    Deformation line 

Figure 1: The T-duality for the different covers of SL(2, R).

we observe that they are different from the vector ones. Our previous discussion gives

the explanation for this apparent “failure” of T-duality. The coordinate φ in the cigar

metric (5.5) inherits the 2π
√
2k periodicity (in the asymptotic region r → ∞) from the

angular coordinate of AdS3, irrespectively of the cover of SL(2,R) under consideration;

therefore the corresponding lattice in the partition function is compact with radius
√
2k.

However, the t coordinate of the trumpet metric (5.7) is 2πN
√
2k-periodic, for the N -th

cover of SL(2,R) (see figure 1). Consequently, since our original choice was the universal

cover of the algebra, the spectrum we found — eq. (5.13) — corresponds to the “universal

cover” of the trumpet, i.e. with a non-compact transverse coordinate.

The spectrum of the above coset theories has been studied in [59]. In that work,

axial and vector cosets were argued to be T-dual, but the definition used for the T-duality

amounts to exchange the momenta and winding modes of the physical states. In the case of

SL(2,R), this is equivalent to the more rigorous definition of T-duality — residual discrete

symmetry of a broken gauge symmetry — only on the single cover of the group manifold.

Indeed, if we consider the single cover of SL(2,R), we obtain in the limits α → 0 and

α→∞ the same spectrum of primaries for the vector and axial cosets, eq. (5.15), but with

different constraints: m̃± ¯̃m = n, m̃∓ ¯̃m = −kw, where plus and minus refer to the vector

and axial cosets respectively.

Before closing this section, we would like to comment on the unitarity of the unde-

formed model. To this end, we consider a small deformation parameterized by ε:

α = 1− ε , ε > 0 .

Then the quadratic term in eq. (5.10) is space-like and enables us to perform the energy

integration without any analytic continuation (in fact, we slightly rotate the energy direc-

tion into the light-cone). In the limit ε → 0 , we obtain a delta-function that gives the
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trivial partition function previously discussed. It is possible to analyze this result from

a different perspective. We decompose the characters of the discrete representations e.g.,

by using a non-compact generalization of the Kac̆-Peterson formula [60]: χj,+SL(2,R)(τ) =
∑

m∈N c
j
mq−(j+m)2/k with the string functions cjm = q−j(j−1)/(k−2)+(j+m)2/k × (oscillators).

Changing the Cartan radius
√
2k → α

√
2k, α < 1, all characters become convergent.

5.2 The J2J̄2 deformation

The operator J2J̄2 is also suitable for marginal deformations of the theory. It is not

equivalent to J3J̄3 because it corresponds to a choice of space-like Cartan subalgebra

instead of a time-like one. Conversely the corresponding deformation can be realized as

SL(2,R) × U(1)/U(1) where the gauged U(1) is now a diagonal combination of the extra

U(1) factor with SL(2,R) elements of the type h = exp− λ
2σ

3.

Owing to the previous discussion, we easily determine the partition function at any

value of the deformation parameter. This is realized by deforming the corresponding cycle

in the Cartan torus, which amounts in shifting the radius of the space-like J 2, J̄2 lattice. In

order to present this partition function in a form closer to the one of the J 3J̄3 deformation,

we diagonalize J2 instead of J3. This is achieved by redefining the lattice variables in

eq. (3.5) as:

w + s1 − t1 → w − t1 , w′ + t1 → w′ + t1 + s1 ,

m+ s2 − t2 → m− t2 , m′ + t2 → m′ + t2 + s2 .

Then we write the following partition function for the J 2J̄2 deformation:

Z22̄(α) = 4
√
τ2(k − 2)3/2

∫
d2s d2t

e
2π
τ2

(Im(s1τ−s2))2

|ϑ1(s1τ − s2|τ)|2
×

×
∑

m,w,m′,w′∈Z
ζ

[
w − t1
m− t2

]
(kα) ζ

[
w′ + t1 + s1
m′ + t2 + s2

]
(−k) . (5.17)

Getting the effective geometry is interesting per sei but its systematic analysis goes

beyond the scope of the present work. For extreme deformations, a space-like coordinate

is factorized, and we are left with an SL(2,R)/U(1) coset with lorentzian target space: the

lorentzian two-dimensional black hole.

Again the α → 0 and α → ∞ limits are related by T-duality, which at the level of

the semi-classical geometry describe various space-time regions of the black hole [59]. For

α→∞ we obtain:

Z22̄(α)−→
α→∞

1√
kατ2ηη̄

ZBH (5.18)

with

ZBH = 4
√
τ2(k − 2)3/2 ηη̄

∫
d2s

e
2π
τ2

(Im(s1τ−s2))2

|ϑ1(s1τ − s2|τ)|2
∑

m′,w′∈Z
ζ

[
w′ + s1
m′ + s2

]
(−k) . (5.19)

There is a subtlety in the latter expression compared to the ordinary euclidean axial

black hole (3.4). In the path-integral calculation of the partition function for the euclidean
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coset, the oscillators were coupled to the full real momentum of the free boson. We used

the periodicity of the determinant to break the zero modes into an integer part and a real

compact part. The integer part was interpreted as the lattice of the zero modes of the

compact boson and the real part as Lagrange multipliers which impose constraints on the

Hilbert space. In the present case, we have to perform an analytic continuation in order

to move to the hamiltonian representation of the partition function,

ZBH = 4
√
k(k − 2)3/2 ηη̄

∫

R2

d2v
e

2π
τ2

[Im(i(v1τ−v2))]2e
− kπ

τ2
|v1τ−v2|2

|ϑ1 (i(v1τ − v2)|τ)|2
,

and read the string spectrum. Now, because the coupling is imaginary, the determinant is

no longer periodic; therefore we have a non-compact time-like coordinate coupled to the

oscillators.

5.3 The null deformation

As we already mentioned in section 2.2, the SL(2,R) WZW model allows for extra, uncon-

ventional, marginal deformations, which are not generated by Cartan left-right bilinears

such as J2J̄2 or J3J̄3. Instead, the marginal operator we will consider is the following:

JJ̄ ∼
(
J1 + J3

) (
J̄1 + J̄3

)
,

(see eqs. (2.21) and (A.11)–(A.16)).

In the holographic dual description, these null currents are the translation generators

of the conformal group acting on the boundary in Poincaré coordinates [61]. We will here

analyze their action from the sigma-model viewpoint and determine the spectrum and

partition function of the deformed model. Supersymmetry issues will be addressed in the

more complete set up of { null-deformed SL(2,R) } × SU(2), in section 6.

We recall that the metric of the deformed background is (see eqs. (2.14))

ds2 =
du2

u2
+
−dT 2 + dX2

u2 + 1/M2
.

The scalar curvature reads:

R = −2u
2
(
3u2 − 4/M 2

)

(u2 + 1/M2)2
.

This geometry is smooth everywhere forM 2 > 0. On the opposite, M 2 < 0 gives a singular

geometry, which seems however interesting, and corresponds to the repulsion solution [62].

In order to study the null deformation of AdS3, it is useful to introduce a free-field

representation of SL(2,R), in which operators J and J̄ have a simple expression. We first

introduce φ = − log u, γ̄ = x+ and γ = x−. The worldsheet lagrangian (see eq. (2.20))14

reads:
2π

k
L = ∂φ∂̄φ+ e2φ∂γ̄∂̄γ . (5.24)

14Note that the euclidean rotation from SL(2,R) to H+
3 is performed by just considering γ and γ̄ as

complex conjugate.
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It can be represented with a (β, γ) ghost system of conformal dimensions (1, 0):

2π

k
L = ∂φ∂̄φ+ β∂̄γ + β̄∂γ̄ − ββ̄e−2φ . (5.25)

Classically, β and β̄ are Lagrange multipliers. They can be eliminated by using their

equations of motion, and this gives back the action (5.24). At the quantum level, how-

ever, we must integrate them out; taking into account the change of the measure and the

renormalization of the exponent, we obtain, after rescaling the fields:

2πL = ∂φ∂̄φ+ β∂̄γ + β̄∂γ̄ − ββ̄e−
√

2
k−2

φ −
√

2

k − 2
R(2)φ . (5.26)

The last but one term is the screening charge necessary to compute correlation functions

in the presence of the background charge for the field φ (R(2)-term). The OPE of the

free fields are φ(z, z̄)φ(0) ∼ − ln(zz̄) and β(z)γ(0) ∼ 1/z. By using these free fields, the

holomorphic currents (A.11)–(A.13) are recast, at quantum level, as:

J1 + J3 = β ,

J2 = −iβγ − i
√
k − 2

2
∂φ ,

J1 − J3 = βγ2 +
√

2(k − 2)γ∂φ+ k∂γ .

They satisfy the ŜL(2,R)L OPA, eqs. (A.17). Notice finally that the holomorphic primaries

of the SL(2,R) CFT read in this basis:

Φjm = γj−me

√
2

k−2
jφ
. (5.27)

The conformal weight of this operator is entirely given by the Liouville primary, whereas the

J2 eigenvalue corresponds to the sum of the “ghost number” and the Liouville momentum.

We can use the above free-field representation to write the null deformation of the

AdS3 sigma model, eq. (2.22):

2πL = ∂φ∂̄φ+ β∂̄γ + β̄∂γ̄ − ββ̄
[

1

M2
+ e
−
√

2
k−2

φ
]
−
√

2

k − 2
R(2)φ .

For any non-zero value of the deformation parameter, the fields β and β̄ can be eliminated,

leading to two light-cone free coordinates. The energy-momentum tensor reads:

T = −1

2
∂φ∂φ− 1√

2(k − 2)
∂2φ−M2∂γ̄∂γ .

We would like to determine the partition function of the model at hand. To this end we

will follow the procedure which has by now become familiar: implement the deformation

into the twist-shift orbifold structure of the AdS3. The ghost number is no longer conserved

because the ghost-number current βγ (equal to γ∂γ̄ exp 2φ, on shell) is not a conformal field

(this means in particular that the fields (5.27) are now ill-defined). However, there is still

a global U(1)symmetry: γ → eiαγ, γ̄ → e−iαγ̄ that we can orbifoldize (this is a twist on a
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complex boson). However, with this representation it is not possible to implement spectral

flow without adding extra fields; therefore we have to find the action of the deformation

on the zero-mode structure.

Owing the above ingredients, we can construct the partition function that fulfills the

following requirements:

1. The endpoint of the deformation, M 2 → 0, should give the Liouville theory times a

free light-cone. At M 2 →∞ one should recover the undeformed SL(2,R).

2. The partition function must be modular invariant.

This enables us to propose the following partition function for the null-deformed model:

Z null
SL(2,R)

(
M2
)
= 4
√
τ2(k − 2)3/2

∫
d2s d2t

e
2π
τ2

(Im(s1τ−s2))2

|ϑ1(s1τ − s2|τ)|2
× (5.30)

×
∑

m,w,m′,w′∈Z
ζ

[
w + s1 − t1
m+ s2 − t2

](
k
1 +M2

M2

)
ζ

[
w′ + t1
m′ + t2

](
−k1 +M2

M2

)
.

which is obtained by changing the radii of both space-like (J 1, J̄1)15 and time-like (J3, J̄3)

lattices by the same amount. It is natural since these moduli correspond to the deformations

along J1 and J3. In the pure SL(2,R) theory, the spectrum is constructed by acting on

the primaries with the modes of the affine currents. The difference with the linear dilaton

model is that the shift of the oscillator number is linked to the shift of the zero modes. In

writing (5.30), which interpolates between these two models, we have implemented that this

shift should vanish at infinite deformation (i.e. M 2 = 0), which indeed happens provided

the radius of the lattice of light-cone zero-modes becomes large. We will expand on that

in the next section. In the limit of infinite deformation M 2 → 0, by using the standard

technology developed so far, we find

Z null
SL(2,R)

(
M2
)
∼ (k − 2)3/2M2

π2τ
3/2
2 (ηη̄)3

, at M2 ∼ 0 .

This coincides with the partition function for U(1)Q × R1,1.

The derivation of the spectrum goes as previously (see appendix C). Again, we con-

centrate on the vicinity of the unbroken SL(2,R) (although the spectrum is known at any

M2):
M2

1 +M2
= 1− ε , ε¿ 1 .

The deformed discrete spectrum is

L0 = −j(j − 1)

k − 2
− w+

(
m̃+

ε

2
(m̃+ ˜̄m)

)
− k

4
(1 + ε)w2

+ +N +

+
ε(1 − 2j)

2(k − 2)

(
m̃+ ˜̄m+

k

2(k − 2)
(1− 2j)

)
,

15Or equivalently (J2, J̄2) since they are exchanged by a group transformation.
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L̄0 = −j(j − 1)

k − 2
− w+

(
˜̄m+

ε

2
(m̃+ ˜̄m)

)
− k

4
(1 + ε)w2

+ + N̄ +

+
ε(1 − 2j)

2(k − 2)

(
m̃+ ˜̄m+

k

2(k − 2)
(1− 2j)

)
. (5.33)

The last terms of both equations are due to the displacement of the poles corresponding to

the discrete representations. For the continuous spectrum, we have a similar shift on the

weights:

L0 =
s2 + 1/4

k − 2
− w+

(
m̃+

ε

2
(m̃+ ˜̄m)

)
+
k

4
(1 + ε)w2

+ +N ,

L̄0 =
s2 + 1/4

k − 2
− w+

(
˜̄m+

ε

2
(m̃+ ˜̄m)

)
+
k

4
(1 + ε)w2

+ + N̄

with a deformed density of states. We observe that the deformation term is linked to the

spectral flow.

6. The supersymmetric null deformation of SL(2, R) × SU(2)

So far, we have been considering conformal deformations of the AdS3 background, realized

by marginal deformations of the corresponding SL(2,R) WZW model. In supersymmetric

NS5-brane configurations, the SL(2,R) appears usually along with SU(2). We will here

analyze the issue of supersymmetry in presence of null deformations of the SL(2,R) factor.

We will in particular show that the requirement for the worldsheet N = 2 superconformal

symmetry to be preserved, gives very tight constraints on the allowed deformations.

6.1 The N = 2 algebra of the deformed theory

We first rewrite the N = 2 algebra for SL(2,R) × SU(2), eqs. (4.11), (4.12) and (4.16) in

the free-field representation (eqs. (3.12), (3.13)). We recall that I i are the SU(2) currents,

ψi and χi the fermions of respectively SU(2) and SL(2,R):

√
2G± = i

√
2

k + 2

(√
k + 4

2
∂X ∓ i

√
k + 2

2
∂ρ

)
e
∓i
√

2
k+4

(X−T )
χ± +

+

√
2

k + 2

[
I3 ∓

(√
k + 4

2
i∂T + χ+χ−

)]
ψ3 ± χ3

2
+

√
2

k + 2
I∓ψ± , (6.1)

J = ψ3χ3 + χ+χ− + ψ+ψ− +
2

k + 2

[√
k + 4

2
i∂T + χ+χ− − I3

]
. (6.2)

The fermions χ+, χ− are bosonized as χ+χ− = i∂H1. Note also a shift k → k + 4 with

respect to the formulas for pure AdS3; k is the level of ŜU(2), and this shift ensures that

the total bosonic central charge equals six (see (4.7) and (4.8)).

In [39], a map was given between the free-field representation of the superconformal

algebra for SL(2,R) and the algebra for N = 2 Liouville times two free coordinates. As a

first step towards the supersymmetrization of the null deformation studied previously, we
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will show that there exists a one-parameter family of N = 2 algebras interpolating between

SL(2,R)× SU(2) and U(1)Q × R1,1 × SU(2).

The N = 2 generators (with a non-standard complex structure) are, for U(1)Q×R1,1×
SU(2),

√
2Ĝ± =

(
i∂X̂ −

√
2

k + 2
i∂Ĥ1 ± ∂ρ

)
e±iĤ1 +

+

(√
2

k + 2
I3 ∓ i∂T̂

)
ψ3 ± χ3√

2
+

√
2

k + 2
I∓ψ± ,

Ĵ = i∂Ĥ1 + ψ3χ3 + χ+χ− +
2

k + 2

[√
k + 2

2
i∂X̂ − I3

]
,

where T̂ , X̂, are the light-cone coordinates. This is not the usual N = 2 subalgebra of the

N = 4 superconformal algebra (eqs. (4.5) and (4.6)) of the U(1)Q × SU(2) SCFT.

We now perform the following SO(2, 1) rotation, which leaves unchanged the OPE’s:

Ĥ1 = H1 − tX− ,
T̂ = cT + sH1 ,

X̂ = cX + s(H1 − tX−) ,

where X− = X − T , and we have introduced:

c = coshσ , t = tanhσ , s = sinhσ =
s0
p
, with s0 =

√
2

k + 2
and p ≥ 1 .

For p = 1, the rotated N = 2 algebra corresponds exactly to the superconformal algebra

of SL(2,R) × SU(2), eqs. (6.1) and (6.2). Furthermore, one can check that the N = 2

superconformal structure is preserved for any p.

Coming back to the null deformation of SL(2,R)× SU(2), we conclude that the above

one-parameter family of supercurrents can be implemented along the line of deformation.

The N = 2 R-symmetry current of the deformed theory takes the form:

J = ψ3χ3 + χ+χ− + i∂H1 + ps2
(
1

t
i∂T + i∂H1

)
− s20I3 + (p− 1)t i∂X− , (6.3)

and the deformed supercurrents read:

√
2G±2 =

(
s0I3 ∓ i(c∂T + s ∂H1)

) ψ3 ± χ3√
2

+ s0I
∓ψ± +

+ i
[
c∂X − (s0 − s)

(
∂H1 − t∂X−

)
∓ i∂ρ

]
e±i(H1−tX−) . (6.4)

Clearly, the background contains both torsion (in the first line of (6.4)) and a background

charge (in the second line). The field H1 still corresponds to a free complex fermion,

provided we change the radius of the compact light-cone direction:

R̂+ =
2

t
=
√

2 (p2(k + 2) + 2) .
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The latter statement holds because the deformation is null. It therefore confirms our

assumption (section 5.3) that the null deformation corresponds to a change of the radius

of the compact light-cone coordinate. The relation between this parameterization and the

mass scale introduced in section 2 is, up to 1/k corrections:

1

M2
=
k + 2

k + 4

(
p2 − 1

)
. (6.6)

The holomorphic primary fields for the deformed SL(2,R) are recast as:

Φ
w+,def
j m = exp

{√
2

k + 2
jφ+ it

[(
m̃− 1

2t2
w+

)
X− +

1

2t2
w+(X + T )

]}
,

where, as in the undeformed theory, m̃− ˜̄m ∈ Z and m̃+ ˜̄m− 2w+/t
2 is the energy. This

gives the following N = 2 charges:

QR = q1 + q2 + q0 − w+ +
2

p(k + 2)
[m̃+ q1 − w+]−

2

k + 2

[
mSU(2) + q2

]

with qi the fermionic charges.

The worldsheet supersymmetry of the deformed theory works similarly to the unde-

formed one (p = 1). In fact, the spectral-flow charge w+ in the first bracket has to be

compensated by a shift of q1, because the spectral-flow symmetry must act on the total

current [52]. We are left with well-normalized charges for I 3 and deformed J 3.

6.2 Space-time supersymmetry

The supersymmetry generators of the original SL(2,R)×SU(2) model are given in eq. (4.20)

with a restriction on the allowed charges captured in (4.23), on top of the usual GSO

projection.

In the deformed theory, these operators are no longer physical with respect to the

supercurrent G = G+ +G− given in eq. (6.4). The physical spin fields are instead

Θdef
ε (z) = exp

{
−ϕ
2
+
i

2

4∑

`=0

ε`H` +
i

2
ε1(p− 1)tX−

}
. (6.9)

Since the only modification resides in the X− term, it changes neither the conformal

dimensions of these fields nor their mutual locality. By using the same projection as

before, we obtain a set of well-defined physical spin operators. Acting with one of these

operators on a left-moving vertex operator of the NS sector (q` ∈ Z),

V (z′) ∼ e−ϕΦw+, def
j m exp i

4∑

`=0

q`H`(z
′) ,

gives a leading term behaving like

(z − z′) 1
2{−1+

∑4
`=0 ε`q`+ε1(p−1)w+} .
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We conclude that the locality condition of space-time supercharges with respect to the

states requires the deformation parameter be an odd integer: p ∈ 2Z + 1. Note that since

this quantization condition originates from the massive states (those with w+ 6= 0), it is

not visible in the supergravity analysis. In the limit of infinite deformation, this choice

generates modified space-time supercharges, constructed with H1 − s0X−. This choice is

not the one obtained from the N = 4 algebra (see eqs. (4.5) and (4.6)), because the complex

structure for the fermions is different. An appropriate choice, though, avoids infinite shifts

in the spin fields, and allows for reaching a well-defined theory at the limit of infinite

deformation.

At this point we want to discuss the issue of supersymmetry breaking. In type-IIB,

the first projection performed in the undeformed theory keeps the spinors (+,2 ′,2′) and

(−,2,2′) of SO(1, 1) × SO(4) × SO(4)T for both supersymmetry generators. When the

AdS3 factor of the background is deformed in the null direction, the gravitino must be

right-moving in space-time (hence, it depends on X−), which picks up the spinor (−,2,2′).
So, although the number of covariantly constant spinors is reduced by a factor of two in the

deformed background, the number of transverse fermionic degrees of freedom appearing in

the spectrum is the same. A subtlety comes, however, while dealing with the right-moving

sector of the theory. As already mentioned, in WZW models, the right superconformal

algebra is written with a torsion term of opposite sign. The correct torsion for the right

movers in the SL(2,R) factor demands to rotate the fields of SU(2)R ×U(1)Q × R1,1 as:

ˆ̄H1 = H̄1 − tX̄+ ,

ˆ̄T = cT̄ − sH̄1 ,
ˆ̄X = cX̄ + s(H1 + tX̄+) .

Therefore, the right algebra is written with X̄+ rather than with X̄−. For the undeformed

model this is irrelevant since the two free-field representations are isomorphic. However,

for non-zero deformation, it makes a difference because the right-moving spin fields will be

corrected with X̄+ rather than X̄−:

Θ̄def
ε̄ (z) = exp

{
−ϕ
2
+
i

2

4∑

`=0

ε̄`H̄` + ε̄1(p− 1)t X̄+

}
.

As a consequence, gravitinos from the right- and left-moving sectors of the worldsheet CFT

propagate in opposite light-cone directions. They give space-time transverse supercharges

(2,2′) from the left and (2′,2′) from the right. In type-IIA, the same reasoning leads to

the representations (2,2′) for both generators. The conclusion is that the deformation flips

the chirality of space-time fermions from the right sector.

6.3 The partition function for superstrings on deformed SL(2,R)× SU(2)

As we have seen in the previous analysis, the only necessary modification on the fermionic

part is the flip of chirality for the right-moving fermions. It is implemented by inserting

(−)FR , where FR is the space-time fermion number for right-movers. This is an orbifold,

that projects out the Ramond states from the untwisted sector, while the twisted sector
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restores the Ramond states, with opposite chirality though. The fermionic vertex operators

are thus constructed with exp±i (H1 + (p− 1)t X−) /2. However, since this modification

has no effect on the conformal weights of the spin fields, it does not alter the fermionic

characters in the partition function. The remaining parts of the partition function have

been discussed in previous sections. Putting everything together, we find for the {null-
deformed SL(2,R)} × SU(2)× T 4/Z2:

ZIIB(p) =
Imτ

η2η̄2
ZSU(2)Z

null
SL(2,R)(p)

1

2

1∑

h,g=0

Ztwisted
T 4/Z2

[
h

g

]
×

×1

2

1∑

a,b=0

(−)a+b ϑ2
[
a

b

]
ϑ

[
a+ h

b+ g

]
ϑ

[
a− h
b− g

]
×

×1

2

1∑

ā,̄b=0

(−)ā+b̄ 1
2

1∑

h′,g′=0

(−)(1−δp,1)[āg′+b̄h′+h′g′] ϑ̄2
[
ā

b̄

]
ϑ̄

[
ā+ h

b̄+ g

]
ϑ̄

[
ā− h
b̄− g

]
,

where p ∈ 2Z + 1 and Z null
SL(2,R)(p) is given in (5.30) with k → k + 4; the relation between

p and M2 has been given by eq. (6.6). The sum over h′ and g′ flips the chirality of the

right-moving fermionic representation for any p 6= 1, according to the left-right asymmetry

discussed in the text.

This is the simplest modular invariant combination of the various ingredients, with the

correct projections dictated by the superconformal invariance. It should, by no means, be

considered as unique, and many other models do exist, which are equally acceptable.

7. Some comments about holography

In this last section of the paper, we will give some remarks about the holographic dual

of string theory in the background (2.14). Since this string theory is exactly solvable

and perturbative everywhere, we can use the gauge/gravity correspondence beyond the

supergravity approximation. The purpose here is only to identify the non-gravitational

dual of the setup and to explain its relevance to study little string theory. Although the

space-time studied in this paper is constructed as a deformation of AdS3, the holographic

interpretation is different from the undeformed case.

7.1 The D1/D5 setup and AdS/CFT

Let first review briefly the usual holographic dual of the theory of D1/D5-branes [23].

Starting with the supergravity solution of eqs. (2.1), (2.2) and (2.3), we would like to take

a limit where the theory on the branes is decoupled from the bulk modes. This is obtained

by the low-energy limit:

α′ → 0 , U =
r

α′
fixed

so that the gravitational coupling constant goes to zero. All open-string modes become

infinitely massive and only the zero modes survive; the dual theory is a field theory.
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In the above limit, the dimensionless volume of the four-torus has a fixed, finite value:

v̂(T 4) =
N1

N5
.

Therefore, the dual conformal theory is (1 + 1)-dimensional. In the low-energy limit,

the D1-branes are trapped inside the D5-brane world-volume and can be considered as

string-like instantons of the six-dimensional U(N5) gauge theory of the D5-branes. The

N = (4, 4) superconformal field theory dual to the near-horizon limit of the background

is the Higgs branch of a sigma-model on the moduli space of these instantons, of central

charge c = 6(N1N5 + 1) [23].

In regions of the moduli space where the string coupling is large, the theory is appro-

priately described in the S-dual frame. The string background is then given by the WZW

theory: SU(2)k×SL(2,R)k+4, where k = N5. Now the constant value of the six-dimensional

string coupling is g6 = N5/N1. Note that, although the number of fundamental strings do

not appear in the worldsheet CFT description, the string theory is weakly coupled only for

large values of N1.

An interesting feature of this theory is that it is possible to construct directly out of

the worldsheet currents the generators of the space-time Virasoro algebra [9], which act on

the boundary of AdS3.

7.2 The null deformation of AdS3

The null deformation of AdS3 cannot be small; regardless the value of the deformation

parameter, the causal structure of the space-time is completely changed. There is no

longer conformal boundary, but rather an asymptotic flat geometry with a linear dilaton.

Anyway, the deformation parameter can always been scaled to one (if positive) by rescaling

the non-compact coordinates of the light-cone.

From the holographic point of view, the null deformation corresponds to adding an

(infra-red) irrelevant operator in the lagrangian. It is therefore more appropriate for holog-

raphy to start with the holographic dual of the linear dilaton background and perturb it

in the infra-red by a relevant operator.

Our decoupling limit (2.7) is quite different from the standard one. We send the ten-

dimensional string coupling to infinity. Therefore in order to study this part of the moduli

space of the brane theory we have to perform an S-duality. In the dual variables, the limit

under consideration is

g̃s → 0 , α̃′ fixed ,
r

g̃s
fixed . (7.2)

This looks the same as the little-string-theory limit. However, in the case at hand, the

background contains fundamental strings, which affect the geometry in the vicinity of the

branes. In the limit (7.2) the energy of the D1-branes stretched between the NS5-branes

is kept fixed: ED1 ∼ r/(α̃′g̃s). If instead we keep the energy of the fundamental strings

fixed, EF1 ∼ r/α̃′, the contribution of the fundamental strings disappears and we are left

with the “pure” NS5-brane background (see [9]). Another important difference between

the standard near-horizon limit and the partial near-horizon limit is that the later involves
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the decompactification of the torus, in the D-brane picture (we send the asymptotic value

of the dimensionless volume v to infinity). Therefore the dual “gauge” theory should be

six-dimensional; this is again the same as little string theory.

7.3 A little review of little string theory

The little string theory is the decoupled theory living on the world-volume of the NS5-

branes (for a review, see [63]). The world-volume theory is decoupled from the bulk by

taking the limit:

g̃s → 0 , α̃′ fixed ,

This is not a low-energy limit, unlike in the AdS/CFT case. The resulting theory is

interacting and non-local, since it exhibits the T-duality symmetry. In the case of type-

IIB string theory, the low-energy limit of LST is a U(N5) gauge theory with N = (1, 1)

supersymmetry and a bare gauge coupling:

g2YM = α̃′ .

The coupling grows at large energy, and additional degrees of freedom, which are identified

as string-like instantons in the low- energy theory, appear at energies of order α̃ ′−1/2. These
instantons are identified with fundamental strings attached to the NS5-branes. In the infra-

red this theory flows to a free fixed point. In the case of type-IIA string theory, the infra-red

limit is an N = (2, 0) interacting superconformal theory. It contains tensionless strings.

The conjectured holography of [25] states that this theory is dual to string theory in

the NS5-brane background in the near-horizon limit [1]:

ds2 = dxµdxνηµν + α̃′N5

(
dρ2 + dΩ 2

3

)
,

Φ = Φ0 − ρ ,
H = 2α̃′N5 ε(Ω3) .

In this limit, r/g̃s — the energy of the D1-branes stretched between the NS5-branes — is

kept fixed. This geometry corresponds to the exact conformal field theory SU(2)k×U(1)Q,

with k+2 = N5 that was discussed in section (4.1.1). This holographic description breaks

down in the region Φ → −∞, near the branes, because the string coupling blows up. In

the type-IIB case, this is related to the fact that the infra-red fixed point is free. In the

type-IIA theory, this strong-coupling region is resolved by lifting the background to M-

theory [25]; we obtain the background AdS7×S4 of eleven-dimensional supergravity in the

vicinity of the M5-branes (distributed on a circle in the eleventh dimension).

As in the AdS/CFT correspondence, on-shell correlators of non-normalizable states

in string theory corresponds to off-shell Green functions of observables in LST. The non-

normalizable states of the NS5-brane background are constructed with the discrete repre-

sentations of the linear dilaton:

V =
(
ψψ̄ΦjΦ̄j

)
j+1

e
2j√

2(k+2)
ρ
, (7.5)

where the primary operator of spin j of SU(2) and the fermions are combined into an

operator of spin j+1. From the worldsheet point of view, the operators (7.5) are necessary
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to balance the background charge in the correlation functions. The theory contains also

delta-function-normalizable states, from the continuous representations:

V ∼ e

(
− 1√

2(k+2)
+is

)
ρ
,

but their holographic interpretation is less clear. In the bulk they are propagating fields

in the linear dilaton background. There is a third class of operators from the discrete

representations, normalizable in the ultraviolet but not in the infra-red:

V ∼ e
−2(j+1)√

2(k+2)
ρ
ΦjΦ̄j .

These operators correspond to states localized on the five-branes. When we deform the

theory towards SL(2,R), they become the discrete representations of the unitary spectrum

of SL(2,R).

7.4 Low energy limit, strong coupling and fundamental strings

The decoupling limit of the LST (7.3) does not really make sense for type-IIB superstrings

in the deep infra-red region. In fact, as the string coupling blows up here, sending its

asymptotic value to zero does not ensure that the theory living on the branes decouples

from the bulk at very low energies (see [64] for a related discussion). Since the bulk theory

is non-perturbative in this region, the resolution of this puzzle is quite conjectural.

Our background, viewed from the LST side, provides a possible mechanism to better

describe the situation. We first take the worldsheet description of the bulk physics; the

bosonic lagrangian of the theory is

2πL = ∂ρ∂̄ρ−
√

2

k + 2
R(2)ρ+ ∂X+∂̄X− + 2πLWZW

SU(2)k
+

9∑

i=6

∂Xi∂̄Xi .

Starting from this extremity of the line of marginal deformations, we add at first order the

following (1, 1) operator to the lagrangian:

δL ∼M2e
−
√

2
k+2

ρ
∂X+∂̄X− .

It provides a Liouville potential for the linear dilaton and thus regulate the strong-coupling

region. This potential adds a non-trivial “electric” NSNS flux in the background. We know

from our previous analysis that deforming the theory in this way corresponds to adding

fundamental strings in the infra-red region of the background. This operator is a singlet

of SU(2)L×SU(2)R. The brane picture is that, as we go down into the throat (the strong-

coupling region) macroscopic fundamental strings condense in the world-volume of the NS

five-branes.

Now consider the dual, non-gravitational theory living on the D5-branes. The low-

energy bosonic euclidean action is

Sgauge =

∫
1

α′gs
TrF ∧∗F +

i

α′
C0dt∧ dx∧TrF ∧F +

1

α′gs

{
DXi ∧ ∗DXi + [X i, Xj ]2 ∗ I

}
.
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Where C0 is the flux generated by the D1-branes. It is well known that for gauge theories

in dimensions higher than four, field configurations of non-zero energy (instanton-like) have

an infinite action and therefore do not contribute to the path integral. The conclusion is

different in the presence of the D1-brane flux. Starting with any instanton solution in four

dimensions,

∗4F = F ,

we can lift it to a field configuration in six dimensions which obey a generalized self-duality

condition:

∗6F = F ∧ dt ∧ dx ,

Such a solution is not really an instanton, since it is invariant under time translations.

This configuration is one-half BPS, because it imposes the following fermionic projection

on supersymmetry generators:
1

2

(
1− γ6789

)
η = 0 ,

where 6, 7, 8, 9 are the coordinates of the 4-torus in our conventions. The gauge action for

such a solution is

Sgauge =
1

α′

[
1

gs
+ iC0

] ∫
dt ∧ dx ∧ TrF ∧ F .

In the infra-red, the RR 2-form behaves as:

C0 = − i

gs

[
α′vU2

gsN1
− 1

]
→
U→0

i

gs
.

Therefore, the classical action for such a configuration vanish. The conclusion is that, in

presence of the D1-brane flux, an imaginary “theta-like” topological term is added to the

SYM action. Now stringy instanton solutions of the gauge theory are minima of the action

and contribute to the path integral; in the infra-red the theory is not the free SYM fixed

point, but rather the (1 + 1)-dimensional dynamics of these objects.

At this point one can wonder if there are other natural infra-red completions of the

perturbative string background. Another proposal, called “double-scaled little string the-

ory” has been made [4]. The idea is to describe the Higgs phase of the little string theory,

where the NS5-branes are distributed on a circle of radius r0. The double scaling limit

is defined by: g̃s → 0, r0/
√
α̃′ → 0. In this limit, the worldsheet dual background is

described by an orbifold of an N = 2 Liouville theory with a potential tensorized with the

coset SU(2)/U(1). By using a duality discussed recently in [65], this theory is argued to

be equivalent to (
SU(2)

U(1)
× SL(2,R)

U(1)

)/
ZN5 .

In this model the strong-coupling throat region of the NS5-branes background is replaced

by the tip of the cigar geometry, so the dilaton value is bounded from above. However,

because of the duality, this model is not continuously connected to the pure NS5-brane

background by a marginal deformation. The holographic interpretation of this mirror

symmetry needs further investigation.
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8. Discussion and conclusions

Let us summarize the main conclusions of this paper. We have shown that a new, inter-

esting decoupling limit for the D1/D5-brane theory (or NS5/F1 in the S-dual description)

exists. It captures not only the infra-red dynamics, but also the full renormalization-

group flow. Furthermore, this theory is free of strong-coupling problems in the bulk, in

contrast with the little-string-theory limit in the moduli space. We have studied this back-

ground mainly from the string worldsheet point of view, since the bulk background in the

NS5/F1 picture is an exactly solvable worldsheet conformal field theory: {null-deformed

SL(2,R)} × SU(2)×(T 4 or K3).

We have first analyzed the undeformed SL(2,R) theory, for which our achievement

is the construction of the partition function for the (lorentzian) AdS3, including both

discrete and continuous representations, in all the sectors of spectral flow. Our procedure

is to start from the coset theory SL(2,R)/U(1)A, and to reconstruct the SL(2,R) partition

function by coupling the former with a lattice corresponding to the time direction. The

partition function is thus obtained in a linearized form, where the energy integration is

manifest. Although formally divergent, the expression of the partition function contains

all the information about the full spectrum, and behaves as expected in the large-k limit.

Upon integrating the energy, we recover the partition function of [12, 13, 17]. An important

feature of our partition function is that one light-cone direction is compact, whereas the

other is non-compact. This allows for a natural definition of the light-cone hamiltonian.

The SL(2,R) WZW model is a building block for physically interesting backgrounds,

such as AdS3 × S3 × T 4, which preserve supersymmetry and have a brane origin. We

have written the extended worldsheet superconformal algebra for this theory, although, as

discussed in [9, 50], it is somehow problematic to define the space-time supersymmetry in

that way. In order to implement the projection that leaves unbroken one half of flat-space

supersymmetry, we have chosen to consider superstrings on the T 4/Z2 orbifold point of K3.

This implies only minor modifications in the brane interpretation of the background: the

topological sector of the orbifold corresponds to additional D1-branes with negative charge

(this is clear from the D-brane gravitational couplings), while the microscopic degrees of

freedom living on the branes are different from the T 4 case. We could instead have insisted

on keeping the T 4 as the internal manifold, but then the orbifold action acting on SU(2)×
SL(2,R) — necessary for cutting half of the supersymmetries — would have been more

complicated. The lattice interpretation of the SL(2,R) partition function is a very powerful

tool in the process of understanding marginal deformations in AdS3 backgrounds. We have

considered left-right symmetric bilinears in the currents. For SL(2,R) this amounts to

three different deformations: two marginal deformations corresponding to the two different

choices of Cartan subalgebra, and one marginal deformation along a “null” direction.

The deformation with respect to the time-like generator J 3 relates the theory to the

euclidean black hole SL(2,R)/U(1)A, on one side, and to its T-dual SL(2,R)/U(1)V on

the other side. We have found that the spectra of the two cosets do not match exactly.

This is related to the fact that we have started with a theory on the universal cover of

SL(2,R). The conclusion is different if we take the single cover instead, but then string

– 41 –



J
H
E
P
1
0
(
2
0
0
3
)
0
2
8

theory does not make sense except at the coset points, because of the presence of closed

time-like curves. The J 3 deformation gives a geometry that also interpolates between the

AdS3 geometry (in global coordinates) and the linear dilaton background. In the case at

hand, however, the brane picture — if any — remains to be understood.

Similar considerations hold for marginal deformations driven by the space-like choice

of Cartan generator, namely J 2. In the limit of infinite deformation, we obtain now the

lorentzian two-dimensional black hole.

The case of null deformation of SL(2,R) has attracted most of our attention, because of

its brane interpretation and the underlying decoupling limit. We have reached a modular-

invariant partition function for the purely bosonic case, and extended the whole set up to

the supersymmetric background. We have in particular shown that the physical spin fields,

which give the space-time supercharges, are modified asymmetrically by the background,

and are restricted by the same projection as in the absence of any deformation. The

locality condition for this charges with respect to the string states, however, gives an extra

quantization condition, on the deformation parameter. Therefore, as a superconformal

worldsheet theory, the line of deformation is continuous, but space-time supersymmetry

further selects a discrete subset of deformation points. We observe that, at least for k

large, these special points are such that the O(2, 2,R) transformations of eq. (2.26) that

give the null-deformed model belong to O(2, 2,Z), i.e. become a discrete line of dualities.

The decoupling limit of the D1/D5-brane configuration that we have presented here,

calls for further holography investigation. In the present paper, the analysis of the holo-

graphic picture of this gravitational background has been very superficial: it provides a

natural infra-red regularization of little string theory, by imposing an upper bound on

the string coupling constant, without changing the asymptotic ultraviolet geometry. More

work is needed to understand it.

There are many other issues that remain open, as for example:

• Study in more detail other realizations of the worldsheet supersymmetry that do not

involve the orbifold of the four-torus.

• Give a complete picture of the AdS3×S3 landscape by means of a systematic analy-

sis of other supersymmetry-preserving marginal deformations e.g. cosets or limiting

gravitational-wave backgrounds.

• Interpret these backgrounds in terms of brane set-ups.

• Put holography at work; the explicit calculation of correlation functions in the de-

formed theory seems at first sight rather difficult, and needs further investigation.

Finally it is worth stressing that connecting the near-horizon geometry of NS5/F1-

branes (SL(2,R) × SU(2) × U(1)4) with the near-horizon limit for the NS5-branes alone

(R1,1 ×U(1)Q × SU(2) × U(1)4) is a step towards the search of an exact CFT description

of a background which is SL(2,R) in some region of space-time and asymptotically flat in

another one.
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A. The SL(2, R) WZW model: a reminder

We collect in this appendix some well-known facts about the SL(2,R) WZWmodel, within a

consistent set of conventions. The commutation relations for the generators of the SL(2,R)

algebra are [
J1, J2

]
= −iJ3 ,

[
J2, J3

]
= iJ1 ,

[
J3, J1

]
= iJ2 . (A.1)

The sign in the first relation is the only difference with respect to the SU(2). Introducing

J± = iJ1 ∓ J2 ,

yields16 [
J3, J±

]
= ±J±

[
J+, J−

]
= 2J3 , (A.3)

which are also valid for SU(2). This is the s`(2) algebra. Its representations are the same

for both SL(2,R) and SU(2); only their unitarity properties are different (see e.g. [66]).

The quadratic Casimir for SL(2,R) is defined as:

C2 =
(
J1
)2

+
(
J2
)2 −

(
J3
)2

= −1

2

(
J+J− + J−J+

)
−
(
J3
)2
, (A.4)

and its eigenvalues parametrized by17 C2 = j(1− j).
Irreducible representations of the above algebra are essentially of two kinds: discrete

D∓(j) or continuous principal Cp(b, a) and continuous supplementary Cs(j, a). The dis-

crete ones have highest (D−) or lowest (D+) weight, whereas the continuous ones do not.

The spin j of the discrete representations is real,18 and their states are labelled by |jm〉,
m = ∓j,∓j ∓ 1,∓j ∓ 2, . . . For the principal continuous ones, j = 1

2 + ib, b > 0, and the

magnetic number is m = a, a ± 1, a ± 2, . . . , − 1
2 ≤ a < 1

2 , a, b ∈ R; for the supplementary

continuous ones, 0 < j ≤ 1
2 and − 1

2 ≤ a < 1
2 , with the constraint

∣∣j − 1
2

∣∣ < 1
2 − |a|,

a, j ∈ R. These representations are unitary and infinite-dimensional; D±(j) become finite-

dimensional when j is a negative integer or half-integer, and are non-unitary for any nega-

tive j. Notice finally that the quadratic Casimir C2 is positive for both continuous series;

for the discrete ones it is positive or negative when 0 < j < 1 or 1 < j, respectively.

16In some conventions J± = J1 ± iJ2, as for SU(2).
17There is an arbitrariness in the sign of C2, as well as on that of j. The ones we consider here are the

most popular in the community. However, the most efficient are the opposite ones both for C2 and j, since

they allow for a unified presentation of SU(2) and SL(2,R) representations.
18In order to avoid closed time-like curves, we are considering the universal covering of SL(2,R). There-

fore, j is not quantized.
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The three-dimensional anti-de Sitter space is the universal covering of the SL(2,R)

group manifold. The latter can be embedded in Minkowski space with signature

(−,+,+,−) and coordinates (x0, x1, x2, x3) — we set the radius to one:

g =

(
x0 + x2 x1 + x3

x1 − x3 x0 − x2

)
. (A.5)

The Poincaré patch introduced in the Gauss decomposition, (u, x±) ∈ R3 covers

exactly once the SL(2,R). Comparing eqs. (2.19) and (A.5) yields

x0 + x2 =
1

u
, x1 ± x3 =

x±

u
, x0 − x2 = u+

x+x−

u
.

The metric and antisymmetric tensor read:

ds2 =
du2 + dx+dx−

u2
, H = dB =

du ∧ dx+ ∧ dx−
u3

. (A.7)

The isometry group of the SL(2,R) group manifold is generated by left or right actions

on g: g → hg or g → gh ∀h ∈ SL(2,R). From the four-dimensional point of view, it is

generated by the Lorentz boosts or rotations ζab = i (xa∂b − xb∂a) with xa = ηabx
b. We

list here explicitly the six generators in the Poincaré coordinates, as well as the action they

correspond to:

L1 =
1

2
(ζ32 − ζ01) = −i

(
x−

2
u∂u +

1

2

(
(x−)2 − 1

)
∂− −

u2

2
∂+

)
, g → e−

λ
2
σ1
g,

L2 = −1

2
(ζ02 − ζ31) = −i

(
1

2
u∂u + x−∂−

)
, g → e−

λ
2
σ3
g

L3 =
1

2
(ζ03 − ζ12) = i

(
x−

2
u∂u +

1

2

(
(x−)2 + 1

)
∂− −

u2

2
∂+

)
, g → ei

λ
2
σ2
g,

R1 =
1

2
(ζ01 + ζ32) = i

(
x+

2
u∂u +

1

2

(
(x+)2 − 1

)
∂+ −

u2

2
∂−

)
, pg → ge

λ
2
σ1
,

R2 =
1

2
(ζ31 − ζ02) = −i

(
1

2
u∂u + x+∂+

)
, g → ge−

λ
2
σ3

R3 =
1

2
(ζ03 + ζ12) = −i

(
x+

2
u∂u +

1

2

(
(x+)2 + 1

)
∂+ −

u2

2
∂−

)
, g → gei

λ
2
σ2
.

Both sets satisfy the algebra (A.1). Notice also that in terms of Euler angles defined by

g = ei(t+φ)σ2/2erσ1ei(t−φ)σ2/2 , (A.8)

L3 and R3 simplify considerably:

L3 +R3 = −i∂t , L3 −R3 = −i∂φ ; (A.9)

these generate time translations and rotations around the center.
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We will now focus on the WZW model on SL(2,R). The above isometries turn into

symmetries of the action displayed in eq. (2.18), leading thereby to conserved currents. In

writing eq. (2.20), we have chosen a gauge for the B field:

B = − 1

2u2
dx+ ∧ dx− .

The two-form is not invariant under R1,3 and L1,3, and the action (2.20) leads correspond-

ingly to boundary terms which must be properly taken into account in order to reach the

conserved currents. The latter can be put in an improved-Noether form, in which they

have only holomorphic (for Li’s) or anti-holomorphic (for Rj ’s) components. These are

called J i(z) and J̄ j(z̄) respectively. Their expressions are the following:

J1(z)± J3(z) = − k

8π
Tr
(
σ1 ∓ iσ2

)
∂g g−1 , J2(z) = − k

8π
Trσ3∂g g−1 ,

J̄1(z̄)± J̄3(z̄) =
k

8π
Tr
(
σ1 ± iσ2

)
g−1∂̄g , J̄2(z̄) = − k

8π
Trσ3g−1∂̄g .

These yield in Poincaré coordinates:

J1 + J3 = − k

4π

∂x+

u2
= − k

4π
J (A.11)

J1 − J3 =
k

4π

(
2x−

∂u

u
− ∂x− + (x−)2

∂x+

u2

)
(A.12)

J2 =
k

4π

(
∂u

u
+ x−

∂x+

u2

)
, (A.13)

J̄1 + J̄3 =
k

4π

∂̄x−

u2
=

k

4π
J̄ (A.14)

J̄1 − J̄3 =
k

4π

(
−2x+ ∂̄u

u
+ ∂̄x+ − (x+)2

∂̄x−

u2

)
(A.15)

J̄2 =
k

4π

(
∂̄u

u
+ x+

∂̄x−

u2

)
, (A.16)

where J and J̄ are the null currents introduced in eq. (2.21).

At the quantum level, these currents, when properly normalized, satisfy the following

ŜL(2,R)L × ŜL(2,R)R OPA:19

J3(z)J3(0) ∼ − k

2z2
,

J3(z)J±(0) ∼ ±J
±

z
, (A.17)

J+(z)J−(0) ∼ 2J3

z
− k

z2
,

and similarly for the right movers. Equivalently on the modes of these currents generate

the affine Lie algebra:

[
J3
n, J

3
m

]
= −k

2
nδm,−n ,

19In some conventions the level is x = −k. This allows to unify commutation relations for the affine

ŜL(2,R)x and ŜU(2)x algebras. Unitarity demands x < −2 for the former and 0 < x with integer x for the

latter.
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[
J3
n, J

±
m

]
= ±J±n+m,[

J+
n , J

−
m

]
= 2J3

n+m − knδm,−n .

The Virasoro algebra generators of the conformal field theory are built out of these

currents:

L0 =
−1
k − 2

[
1

2

(
J+
0 J
−
0 + J−0 J

+
0

)
+ (J3

0 )
2 +

∞∑

m=1

(
J+
−mJ

−
m + J−−mJ

+
m + 2J3

−mJ
3
m

)
]

Ln =
−1
k − 2

∞∑

m=1

(
J+
n−mJ

−
m + J−n−mJ

+
m + 2J3

n−mJ
3
m

)
.

The central charge is c = 3 + 6/(k − 2).

Lowest-weight representation of this CFT can be constructed by using the standard

rule: start with a set of primary states annihilated by the operators J in with n ≥ 1; these

ground states fall into representations of the global algebra generated by the zero modes

J±,30 . The module is then constructed by acting with the creation operators J i−n (n ≥ 1).

Because the metric of the algebra is indefinite, the representations of the affine algebra

will contain negative norm states, and the CFT is not unitary. However, by using the Vi-

rasoro constraints it is possible to construct a unitary string theory containing the SL(2,R)

CFT. Since the level 0 generators commute with the Virasoro algebra, the spectrum of the

string theory must be constructed out of unitary representations of SL(2,R). The unitary

representations relevant here are: the discrete representations D±(j) with j > 0 and the

principal continuous representations Cp(b, a). The second step in the proof of the unitarity

of the spectrum is to show that the negative norm states obtained with the creation opera-

tors are removed at each level by the Virasoro constraints. For the discrete representations,

this is true only if the spin of the allowed representations is bounded: 0 < j < k/2. This

is not consistent with the general structure of string theory ; in fact assuming that the in-

ternal CFT contributes positively to L0, this restriction on the spin puts an absolute upper

bound on the level of string excitations: N ≤ 1+k/4. The case of continous representations

is worse: the only allowed states are tachyons.

From the representations given above, it is possible to construct new ones by acting

with an automorphism of the affine algebra called spectral flow (w ∈ Z):

J̃3
n = J3

n −
k

2
w δn,0 ,

J̃±n = J±n±w .

This solves the above consistency problem. The eigenvalues of the states are then shifted

according to:

m̃ = m− k

2
w , ˜̄m = m̄− k

2
w ,

and the Virasoro generators as:

L̃n = Ln + wJ3
n −

k

4
w2δn,0 = Ln + wJ̃3

n +
k

4
w2δn,0 .
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The flowed representations obtained from the lowest-weight representations constructed

above are generically not bounded from below ; after imposing the Virasoro constraints,

one can show that the physical spectrum of the string theory still contains only positive

norm states.

B. Free-boson conformal blocks

The generic conformal blocks for a free compactified boson are the U(1) characters,

ζ

[
ω

µ

] (
R2
)
=

R√
τ2

exp−πR
2

τ2
|ωτ − µ|2 , (B.1)

where R is the compactification radius (imaginary for a time-like boson), and ω, µ need

not be integers.

The partition function for an ordinary, free compactified boson reads (in the lagrangian

representation):

Z(R) =
Γ1,1(R)

ηη̄
=

1

ηη̄

∑

m,w∈Z
ζ

[
w

m

] (
R2
)
. (B.2)

Notice that for (ω, µ) ∈ R2 in (B.1), a modular-invariant combination is provided by

Z̃(R) =
1

ηη̄

∫

R2

dω dµR2 ζ

[
ω

µ

] (
R2
)

(B.3)

=
R√
τ2ηη̄

, (B.4)

which is the partition function of a decompactified free boson (the measure dω dµR2 ensures

the correct scaling of with R).

Bosons can also be twisted or shifted. This corresponds to ordinary or freely acting

orbifolds. We will first focus on ZN shifts, whose spectra are also captured in eq. (B.1).

The shifted-partition-function sectors read in this case:

Z

[
h

g

]
(R) =

Γ1,1

[
h
g

]
(R)

ηη̄
=

1

ηη̄

∑

m,w∈Z
ζ

[
w + h/N

m+ g/N

] (
R2
)
, h, g ∈ {0, . . . , N − 1} , (B.5)

and satisfy the periodicity conditions

Z

[
h

g

]
(R) = Z

[
h+N

g

]
(R) = Z

[
h

g +N

]
(R). (B.6)

The basic properties of the quantities introduced so far are summarized as follows:

τ → τ + 1 : ζ

[
ω

µ

] (
R2
)
→ ζ

[
ω

µ− ω

] (
R2
)
,

τ → −1

τ
: ζ

[
ω

µ

] (
R2
)
→ |τ |ζ

[
µ

−ω

] (
R2
)
,
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and

1

N

N−1∑

h,g=0

Z

[
h

g

]
(R) = Z

(
R

N

)
. (B.7)

Notice finally that the duality symmetry of the partition function (B.2), namely Z(R) =

Z
(
R−1

)
, does not survive the ZN shift. This becomes clear in the following identity,

obtained by double Poisson resummation:

∑

m,w∈Z
ζ

[
w + h/N

m+ g/N

] (
R−2

)
=
∑

y,n∈Z
e

2iπ
N

(ng−yh)ζ

[
n

y

] (
R2
)
.

As a consequence, the two limits (R→ 0 or ∞) of (B.5) are distinct:

Z

[
h

g

]
(R) −→

R→∞

{
R/
√
τ2ηη̄ for h = g = 0 ,

0 otherwise ,
(B.9)

whereas

Z

[
h

g

]
(R)−→

R→0

1

R
√
τ2ηη̄

∀h, g , (B.10)

up to exponentially suppressed terms.20

We now consider ZN twists of a two-torus, for N ≤ 4. The corresponding sums read:

Z2,2

[
2h/N

2g/N

]
=

Γ2,2(T,U)

η2η̄2
for h = g = 0 ,

= 4
ηη̄∣∣∣ϑ

[1+2h/N
1−2g/N

]
(0|τ)

∣∣∣
2 sin

2 π
Λ(h, g)

N
otherwise , (B.11)

where T,U are the usual T 2-compactification moduli. Here Λ(h, g) is an integer which is

correlated to the number of fixed points of the torus, depending of the twisted sector under

consideration. In the case of a T 4, the ZN twists give rise to twisted sectors which are the

square of the those given in eq. (B.11). The T 2/ZN twisted partition function reads:

Ztwisted
T 2/ZN

(T,U) =
1

N

N−1∑

h,g=0

Z2,2

[
2h/N

2g/N

]
. (B.12)

Shifts and twists can be combined. We will consider here two cases, which happen to

play a role in the analysis of the SL(2,R) and of its cosets. The first is a ZN orbifold of

a compact boson of radius R times a two-torus. The ZN acts as a twist on the T 2 and

as a shift on the orthogonal S1. The order of the orbifold is restricted to N ≤ 4 by the

symmetries of the lattice of the two-torus. The partition function for this model reads:

ZZN
=

1

N

N−1∑

h,g=0

Γ1,1

[h
g

]
(R)

ηη̄
Z2,2

[
2h/N

2g/N

]

20When h/N and g/N become continuous variables, δ-functions appear, which must be carefully normal-

ized.
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=
1

N

Γ1,1(R) Γ2,2(T,U)

η3η̄3
+

+
1

N

∑

(h,g)6=(0,0)

4 sin2 π
Λ(h, g)

N

e2πτ2h
2/N2

∣∣∣ϑ1
(
hτ−g
N |τ

)∣∣∣
2

∑

m,w∈Z
ζ

[
w + h/N

m+ g/N

]
(R2). (B.13)

Similarly, we can consider a ZN × ZN orbifold of four free bosons. The first ZN acts

as a shift on a compact boson of radius R1 and as a twist on a T 2; the second ZN acts as a

shift on the compact boson of radius R1 and similarly on another compact boson of radius

R2. The partition function now reads:

ZZN×ZN
=

1

N2

N−1∑

h1,g1=0

N−1∑

h2,g2=0

Γ1,1

[
h1−h2
g1−g2

]
(R1)

ηη̄

Γ1,1

[
h2
g2

]
(R2)

ηη̄
Z2,2

[
2h1/N

2g1/N

]

=
1

N2

Γ1,1(R1) Γ1,1(R2) Γ2,2(T,U)

η4η̄4

+
1

N2

∑

(h1,g1)6=(0,0)

Γ1,1

[h1

g1

]
(R1) Γ1,1(R2)

η2η̄2
Z2,2

[
2h1/N

2g1/N

]
+

+
1

N2

∑

(h2,g2)6=(0,0)

Γ1,1

[−h2

−g2
]
(R1) Γ1,1

[h2

g2

]
(R2) Γ2,2(T,U)

η4η̄4
+

+
1

N2

1

ηη̄

∑

(h1,g1)6=(0,0)

∑

(h2,g2)6=(0,0)

4 sin2 π
Λ(h1, g1)

N

e2πτ2h
2
1/N

2

∣∣∣ϑ1
(
h1τ−g1
N |τ

)∣∣∣
2 ×

×
∑

m1,w1,m2,w2∈Z
ζ

[
w1 + (h1 − h2)/N
m1 + (g1 − g2)/N

] (
R2
1

)
ζ

[
w2 + h2/N

m1 + g2/N

]
(R2

2) . (B.14)

Models based on freely acting orbifolds exhibit rich decompactification properties [67,

68, 69], which are due to the breaking of the duality symmetries. There are two limits of

interest21 here:

ZZN×ZN
−→
R2→0

1

R2
√
τ2ηη̄

Z

(
R1

N

)
Ztwisted
T 2/ZN

(T,U) (B.15)

and

ZZN×ZN
−→
R2→∞

R2

N
√
τ2ηη̄

ZZN
(R1, T, U) (B.16)

obtained by using the above equations. In the first limit the two circles decouple from the

T 2, and the only reminiscence of the second ZN shift is the rescaling R1/N . In the second

limit, only the decompactifying circle decouples.

C. Derivation of the spectrum

C.1 The spectrum of SL(2,R)

In this appendix we solve for the constraints s1 and s2 to obtain the spectrum of SL(2,R),

following the lines of [14] and [18]. The total exponential factor in (3.6) after expanding

21Similarly, for R1 → 0 or ∞, we obtain respectively (B.15) or (B.16), with R1 ↔ R2.
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the ϑ1 function and integrating t2 is

exp

{
− πτ2k(w+ + s1)(w− − 2t1 + s1)− 2iπτ1n(w+ + s1) +

+ 2iπns2 − 4πτ2
1

4(k − 2)
+ 2πτ2s

2
1 − 2πτ2 (q + q̄ + 1) s1 +

+ 2iπτ1 (q − q̄) s1 − 2iπ (q − q̄) s2 − 2πτ2
(
N + N̄

)
+ 2iπτ1

(
N − N̄

)}
,

where q is the number of J+
n<0 minus J−n<0 operators acting on the ground state, and

similarly for q̄. The integration over s2 gives simply the constraint: q − q̄ = n. The

remaining integration over s1 reads:
∫ 1

0
ds1 exp

{
−2πτ2s1 (k(w − t1) + q + q̄ + 1)− (k − 2)πτ2s

2
1

}
.

As in [18], we introduce an auxiliary variable s in order to integrate the constraint:

exp
{
−2πτ2s1 (k(w − t1) + q + q̄ + 1)− (k − 2)πτ2s

2
1

}
=

= 2

√
τ2

k − 2

∫ +∞

−∞
ds exp

{
−4πτ2

s2

k − 2
− 2πτ2 (2is+ q + q̄ + 1 + k(w − t1)) s1

}
.

We would like to emphasize that s is not just an auxiliary variable but stands for the

momentum of the Liouville field coupled to the other degrees of freedom of the theory. At

this stage, the interpretation of the partition function is clear in the free-field representation

(see section 3.2). In this case, the BRST constraint relates the Liouville momentum, the

oscillator number and the lattice of the light-cone coordinates. The integration over s1
gives finally

e−4πτ2
s2

k−2

π
√
τ2(k − 2)

[
1

2is+ q + q̄ + 1 + k(w − t1)
− e−2πτ2(2is+q+q̄+1+k(w−t1))

2is+ q + q̄ + 1 + k(w − t1)

]
.

We complete the square in the second term by shifting the integration contour of s in the

complex plane: s→ s− i(k− 2)/2. We thus pick up residues corresponding to the discrete

representations, for

Ims =
q + q̄ + 1 + k(w − t1)

2
.

These poles are located in the strip

−(k − 2) < q + q̄ + 1 + k(w − t1) < 0 ,

and correspond to the states of the discrete spectrum, obeying the constraint

m̃+ ˜̄m = 2j + q + q̄ = −k(w − t1) .

Hence, we obtain the discrete representations in the correct range given in [13]:

1

2
< j <

k − 1

2
.

We note here that due to the continuous shift t1 the spin is not quantized by the constraint.
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Putting all factors together, we obtain the following weights for the discrete spectrum:

L0 = −j(j − 1)

k − 2
+ w+

(
−m̃− k

4
w+

)
+N ,

L̄0 = −
j(j − 1)

k − 2
+ w+

(
− ˜̄m− k

4
w+

)
+ N̄ .

The remaining part of the partition function reads:

∑

w,w+

∫
ds

[
1

2is+ q + q̄ + 1 + k(w − t1)
− e−2πτ2(q+q̄+k(w−t1+1/2))

2is+ q + q̄ − 1 + k(w − t1 + 1)

]
×

× exp

{
−2πτ2

(
2

s2

k − 2
+ kw+

(
w − t1 −

w+

2

)
+N + N̄ − 2

)
+2iπτ1(N − N̄ − nw+)

}
.

In order to identify the continuous part of the spectrum, we note that the exponent of the

second term, namely

−2πτ2
(
2

s2

k − 2
+ 2(w+ + 1)

(
k(w − t1)−

k

2
− k

4
(w+ + 1)

)
+N + q + N̄ + q̄ − 2

)
,

can be seen as the spectral flow by one unit of the w+ sector of the theory: w+ → w+ +1,

m → m − k/2, m̄ → m̄ − k/2, N → N + q, N̄ → N̄ + q̄. We can then combine the first

term from the w+ sector and the second term from the flowed w+ − 1 sector to obtain:

∑

w,w+

∫
ds

[
1

2is+ q + q̄ + 1 + k(w − t1)
− 1

2is+ q + q̄ − 1 + k(w − t1)

]
×

× exp

{
−2πτ2

(
s2

k − 2
+ kw+

(
w − t1 −

w+

2

)
+N + N̄ − 2

)
+ 2iπτ1

(
N − N̄ − nw+

)}
.

The second line represents the density of long-string states, and gives a divergence while

summing over q. By regularizing the sum as explained in [14],

∞∑

r=0

1

A+ r
e−rε = log ε− d

dA
log Γ(A) ,

we obtain the density of states of the continuous spectrum:

ρ(s) =
1

π
log ε+

1

4πi

d

ds
log

Γ
(
1
2 − is− m̃

)
Γ
(
1
2 − is+ ˜̄m

)

Γ
(
1
2 + is− m̃

)
Γ
(
1
2 + is+ ˜̄m

) .

The weights of the continuous spectrum are

L0 =
s2 + 1/4

k − 2
+ w+

(
−m̃− k

4
w+

)
+N ,

L̄0 =
s2 + 1/4

k − 2
+ w+

(
− ˜̄m− k

4
w+

)
+ N̄ ,

with m̃ + ˜̄m = −k(w − t1) and m̃ − ˜̄m = n. Therefore we have identified both types of

representations, including the sectors obtained by spectral flow.
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C.2 The spectrum of the null-deformed SL(2,R)

We now derive the first-order spectrum of the null-deformed SL(2,R) theory, whose par-

tition function is given in (5.30).We expand, as previously, all oscillator terms and obtain

the overall exponential factor

exp

{
− 2πτ2αkw+(w − t1 − w+/2)− 4πτ2

s2 + 1/4

k − 2
− 2iπτ1nw+

+ 2iπs2(n− q + q̄)− 2πτ2

(
2i

√
αk − 2

k − 2
s+ q + q̄ + 1 + αk(w − t1)

)
s1

}
,

where

α =
M2 + 1

M2
.

After integrating over s1 we are left with

exp
{
−4πτ2 s

2+1/4
k−2

}

2πτ2

(
2i
√

αk−2
k−2 s+ q + q̄ + 1 + αk(w − t1)

)

−
exp

{
−2πτ2

(
2 s

2+1/4
k−2 + 2i

√
αk−2
k−2 s+ q + q̄ + 1 + αk(w − t1)

)}

2πτ2

(
2i
√

αk−2
k−2 s+ q + q̄ + 1 + αk(w − t1)

) .

As previously, we complete the square in the second term by shifting the Liouville momen-

tum:

s→ s− i

2

√
(αk − 2)(k − 2) .

The poles corresponding to the discrete representations are now

Im(s) =
1

2

√
k − 2

αk − 2
[q + q̄ + 1 + αk(w − t1)] ;

they are located in the strip:

−
√

(αk − 2)(k − 2) < q + q̄ + 1 + αk(w − t1) < 0 .

The deformed discrete spectrum, for α = 1 + ε, ε¿ 1, reads:

L0 = −j(j − 1)

k − 2
− w+

(
m̃+

ε

2
(m̃+ ˜̄m)

)
− k

4
(1 + ε)w2

+ +N +

+
ε(1 − 2j)

2(k − 2)

(
m̃+ ˜̄m+

k

2(k − 2)
(1− 2j)

)
,

L̄0 = −j(j − 1)

k − 2
− w+

(
˜̄m+

ε

2
(m̃+ ˜̄m)

)
− k

4
(1 + ε)w2

+ + N̄ +

+
ε(1 − 2j)

2(k − 2)

(
m̃+ ˜̄m+

k

2(k − 2)
(1− 2j)

)
. (C.7)
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The last terms of both equations are due to the displacement of the poles corresponding to

the discrete representations. By using the parameterization considered in the supersym-

metric model, αk = p2(k − 2) + 2, the expressions are simpler: the poles of the discrete

representations are now located at

Im(s) =
1

2p

[
q + q̄ + 1 +

(
2 + (k − 2)p2

)
(w − t1)

]
,

inside the strip

−p(k − 2) < q + q̄ + 1 +
(
2 + (k − 2)p2

)
(w − t1) < 0 .

If we define, by analogy with the undeformed theory:

2Im(s) ≡ 1− 2j ,

we find the discrete spectrum:

L0 = −j(j − 1)

k − 2
− w+

(
j + q +

1− p
2

(1− 2j)

)
− p2(k − 2) + 2

4
w2
+ +N ,

L̄0 = −j(j − 1)

k − 2
− w+

(
j + q̄ +

1− p
2

(1− 2j)

)
− p2(k − 2) + 2

4
w2
+ + N̄ .

For the continuous spectrum, we use the spectral flow as in the undeformed case:

{
1

2i
√

αk−2
k−2 s+ q + q̄ + 1 + αk(w − t1)

− 1

2i
√

αk−2
k−2 s+ q + q̄ − 1 + αk(w − t1 + 1)

}
×

exp

{
−2πτ2

(
2
s2 + 1/4

k − 2
− w+αk(w − t1)−

αk

2
w2
+ +N + N̄

)
+2iπτ1(N − N̄ − nw+)

}
.

This gives the deformed continuous spectrum at first order:

L0 =
s2 + 1/4

k − 2
− w+

(
m̃+

ε

2
(m̃+ ˜̄m)

)
+
k

4
(1 + ε)w2

+ +N ,

L̄0 =
s2 + 1/4

k − 2
− w+

(
˜̄m+

ε

2
(m̃+ ˜̄m)

)
+
k

4
(1 + ε)w2

+ + N̄ ,

with the density of long-string states:

ρ(s) =
1

π
log ε+

1

4πi

d

ds
log

Γ
(
1
2 − i

(
1 + kε

2(k−2)

)
s− m̃− m̃+ ˜̄m

2 ε
)

Γ
(
1
2 + i

(
1 + kε

2(k−2)

)
s− m̃− m̃+ ˜̄m

2 ε
) ×

×
Γ
(
1
2 − i

(
1 + kε

2(k−2)

)
s+ ˜̄m+ m̃+ ˜̄m

2 ε
)

Γ
(
1
2 + i

(
1 + kε

2(k−2)

)
s+ ˜̄m+ m̃+ ˜̄m

2 ε
) .
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D. Theta functions

We recall here the basic properties of Jacobi functions. Our conventions are

ϑ

[
a

b

]
(v|τ) =

∑

p∈Z
eπiτ(p+

a
2 )

2
+2πi(v+ b

2 )(p+
a
2 )

a, b ∈ R, so that

ϑ1 = ϑ

[
1

1

]
, ϑ2 = ϑ

[
1

0

]
, ϑ3 = ϑ

[
0

0

]
, ϑ4 = ϑ

[
0

1

]
.

We also recall that

ϑ1(v|τ) = −2q1/8 sinπv
∞∏

m=1

(
1− e2iπvqm

)
(1− qm)

(
1− e−2iπvqm

)
,

η(τ) = q1/24
∞∏

m=1

(1− qm) ,

and

ϑ′1 = −2πη3 = −πϑ2ϑ3ϑ4 ,
where the prime stands for ∂v|v=0. Notice that

|ϑ1(aτ + b|τ)|2 = e2πτ2a
2

∣∣∣∣ϑ
[
1 + 2a

1 + 2b

]
(0|τ)

∣∣∣∣
2

,

which leads in particular to the following:
∣∣∣∣ϑ
[
1 + 2h/N

1− 2g/N

]
(0|τ)

∣∣∣∣ = e−πτ2h
2/N2

∣∣∣∣ϑ1
(
hτ − g
N

|τ
)∣∣∣∣ . (D.5)

Finally, the Riemann identity22 reads:

1

2

1∑

a,b=0

(−1)a+b+µabϑ
[
a

b

]
(v0)

3∏

j=1

ϑ

[
a+ hj
b+ gj

]
(vj) =

= ϑ

[
1

1

](
(−)µ+1v0 −

∑
j vj

2

)
3∏

j=1

ϑ

[
1− hj
1− gj

](
(−)µ+1v0 + · · · − vj + · · · )

2

)
, (D.6)

where the parameter µ = 0 or 1, and
∑

j hj =
∑

j gj = 0.
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1. Introduction

A systematic theory of rational conformal field theories has been established. It includes

modular transformation properties of characters, the construction of modular invariant

partition functions, and, for example, a fairly systematic analysis of boundary conditions

consistent with the chiral algebra. The general theory has proven extremely useful in con-

structing (supersymmetric) string theory compactifications [1] and their D-branes (apart

from having applications in two-dimensional physical systems at criticality).

A similarly systematic study of non-rational conformal field theories is lacking. Recent

progress in the SL(2,C)/SU(2) conformal field theory (see e.g. [2]) as well as in Liouville

theory (see e.g. [3, 4]) and the SL(2,R)/U(1) conformal field theory indicates that such

a theory is in reach. It would seem imperative then to analyze the features of simple

non-rational conformal field theories that have proven instrumental in the theory of their

rational cousins. One such feature is the modular transformation properties of the chiral

characters of the conformal field theory. We study these transformation properties for the

SL(2,R)/U(1) conformal field theory in this paper. The SL(2,R)/U(1) conformal field the-

ory is perhaps the algebraically simplest of non-trivial non-rational conformal field theories,

and it has importance as providing a black hole background in string theory [5]–[10].

In a larger framework, it is clear that a better understanding of non-rational conformal

field theories should lead to a firmer grip on non-trivially curved non-compact string theory
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vacua, and therefore to a better understanding of the stringy theory of quantum gravity.

Particular examples directly related to our paper include cosmological backgrounds and

NS5-brane holography. Let us proceed then to lay bare some of the basic properties of a

simple non-rational conformal field theory to make a small step in this direction.

We will restrict our computations to the case where the parent SL(2,R) conformal field

theory is at integer level k. But our results are extendable at least to the case of generic

rational k. Although the WZW SL(2,R) model (and hence the SL(2,R)/U(1) coset) is well

defined for any real k, there are some settings were the case of integer k is singled out. In

string theory the occurrence of integer level k appears in the context of double scaled little

string theory, where it is the number of NS5-branes in the string background. A possible

second instance where integer level k values are special is suggested by the embedding

of SL(2,R)/U(1) into non-minimal N = 2 algebras [11]. The N = 2 Landau-Ginzburg

models with superpotentials given by the classified 14 singular polynomials of modality

one [12], flow in the infrared to N = 2 superconformal field theories with c = 3k/− 2, with
integer k [11]. An algebraic description of these models in terms of modular invariants

of non-minimal N = 2 theories would be a non-rational extension of the well-established

equivalence [13] between N = 2 LG theories with superpotentials given by the ADE series of

singular polynomials with modality 0 and the ADE modular invariants of minimal N = 2.

In section 2, we will define the extended characters of the SL(2,R)/U(1) conformal

field theory. We show in section 3 that the modular transformation properties of the con-

tinuous extended characters are derived with elementary means. The strategy we follow

for the discrete characters is explained in section 4. In section 5 we remind the reader of

the connection between the coset characters and characters for the N = 2 superconformal

algebra. We will then put to use some known modular properties of the N = 2 supercon-

formal algebra to derive the modular transformation properties of the extended discrete

SL(2,R)/U(1) coset characters. We thus construct the modular S- and T-matrices for this

simple non-rational conformal field theory and we derive general lessons from this example

in the concluding section.

2. The extended characters

In this section we define the extended characters for the bosonic coset SL(2,R)/U(1). A

motivation for defining extended characters is that the regular characters yield a continu-

ous spectrum of U(1) charges under modular transformations and this problem is avoided

for the extended characters.1 We restrict to discrete and continuous representations of the

parent SL(2,R) conformal field theory [14]. These include all normalizable (i.e. quadrat-

ically integrable) wavefunctions on the group manifold. We introduce the coset central

charge:

ccs =
3k

k − 2 − 1 = 2 +
6

k − 2 , (2.1)

corresponding to a parent SL(2,R) algebra at level k.

1The charges of the coset are defined with respect to the U(1) global symmetry that remains after

gauging the local U(1).
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Continuous representations. We label continuous representations of SL(2,R) by their

Casimir −j(j − 1) determined by j = 1
2 + is (where s ∈ R

+) and their parity α ∈
{0, 1

2}. The characters of the coset can be obtained by expanding the SL(2,R) charac-
ters χ̂j=1/2+is,α(q, z) into terms with definite U(1) charge α + r (r ∈ Z), and expressing

each such term as a character of a (time-like) U(1) boson times a character of the coset.2

This yields

χ̂j=1/2+is,α(q, z) = Tr q
L0−(ccs+1)/24 zJ

3
0

= q
s2

k−2 η(τ)−3
∑

r∈Z
zα+r

=
∑

r∈Z
zα+rζr+α(τ) λ̂1/2+is,α+r(τ) , (2.2)

with q = e2πiτ and η(τ) = q1/24
∏∞

n=1(1− qn). The U(1) and the coset characters are:

ζr+α(τ) = q−
(r+α)2

k η(τ)−1

λ̂1/2+is,α+r(τ) = Tr q
L0−ccs/24

= η(τ)−2q
s2

k−2 q
(α+r)2

k . (2.3)

It turns out to be natural to define new, extended characters (in the spirit of [21, 22])

that correspond to traces over direct sums of irreducible modules. In particular, for a

given continuous representation, we define the extended characters by summing over all

the coset modules whose U(1) charges differ by multiples of k.3 While the coset characters

λ̂1/2+is,α+r(τ) transform in a complicated fashion under modular transformations, the ex-

tended characters have nice modular transformation properties, as we will see in the next

sections.

We define the extended characters for the continuous representations as follows:

Λ̂1/2+is,α+r(τ) =
∑

n∈Z
λ̂1/2+is,α+r+kn(τ)

=
∑

n∈Z
η(τ)−2q

s2

k−2 q
(α+r+kn)2

k

= η(τ)−2q
s2

k−2Θ2(α+r),k(τ, 0) (2.4)

2There are several methods to obtain the coset characters. The method decribed here is used in [15]

(see also [16]). By embedding the parafermionic algebra into an N = 2 algebra, a similar decomposition of

the N = 2 characters into coset and U(1) characters was obtained in [17]. We make use of this method in

section 5. In [18] the characters were obtained by counting the multiplicities of the Hilbert space induced

from SL(2,R) and in [19] by applying Felder’s method to a Feigin-Fuchs representation of the parafermionic

algebra. The coset characters have also been discussed in [20].
3This is reminiscent of similar techniques used for compact bosons at rational radius squared, and for

characters of the N = 2 superconformal algebra.
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where the classical theta functions Θm,k(τ, ν) at level k are defined as:
4

Θm,k(τ, ν) =
∑

p∈Z+ m
2k

qkp
2
zkp , with z = e2iπν . (2.5)

Note that for a given s, there are 2k distinct extended continuous characters (labeled by

α = 0, 1/2 and r = 0, 1 . . . , k − 1).

Discrete representations. We consider now discrete lowest weight representations 5 of

SL(2,R) labeled by 2j ∈ Z. Only the representations with 0 < j < k
2 give unitary

representations in the coset theory.6 The U(1) charges are j+r (r ∈ Z) The decomposition

of the SL(2,R) discrete character χj(q, z) yields (see [15] for details):

χj(q, z) = Tr q
L0−(ccs+1)/24 zJ

3
0

=
q−

(j− 1
2 )2

k−2 zj−
1
2

ϑ1(τ, ν)

=
∑

r∈Z
zj+rζj+r(τ)λj,r(τ) (2.6)

where7

ϑ1(q, z) = z−
1
2 q

3
24

∞
∏

n=1

(1− qn)(1 − qn−1z)(1− qnz−1) . (2.7)

The coset characters are:

λj,r(τ) = η(τ)−2q−
(j− 1

2 )2

k−2 q
(j+r)2

k Sr(τ) , (2.8)

where the function Sr(τ) for integer r is given by:

Sr(τ) =

∞
∑

s=0

(−1)sq 1
2
s(s+2r+1) . (2.9)

For the discrete representations we similarly define extended characters:

Λj,r(τ) =
∑

n∈Z
λj,kn+r(τ)

= η(τ)−2q−
(j− 1

2 )2

k−2

∑

n∈Z
q

(j+r+kn)2

k Sr+kn(τ) . (2.10)

We now turn to analyzing the modular transformation properties of these extended char-

acters, which will occupy us for most of the rest of the paper.

4For rational k, k = p/q, we would introduce theta functions at level pq and sum over chiral momentum

sectors that differ by p units. This is as in the case of a chiral boson at rational radius squared.
5The discrete representations of SL(2,R) are actually either highest weight or lowest weight, but both

give the same modules for the coset theory.
6This restriction is further constrained to 1

2
< j < k−1

2
in the full conformal field theory [23, 14, 24].

7 Both the expression for the discrete SL(2,R) characters in the second line of (2.6) and the decomposition

into coset characters in the third line are valid only for |q| < |z| < 1.
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3. Modular transformation of extended continuous characters

The continuous extended characters in eq. (2.4) are the product of three factors, each

having good modular properties. For T-transformations (τ → τ + 1), we use the formulas

η(τ + 1) = e
iπ
12 η(τ)

Θm,k(τ + 1, ν) = e
iπm2

2k Θm,k(τ, ν) (3.1)

to show that the following T-transformation holds:

Λ̂1/2+is,α+r(τ + 1) = e
2πi

(

s2

k−2
− 1

12

)

e2πi
(α+r)2

k Λ̂1/2+is,α+r(τ) . (3.2)

Under S-transformations (τ → −1/τ), using the identities:

η

(

−1
τ

)

= (−iτ)1/2η(τ)

e−
2πi
τ

s2

k−2 =

√

−2iτ
k − 2

∫ +∞

−∞
ds′e2πiτ

s′
2

k−2 e−
4πiss′

k−2

Θm,k

(

−1
τ
,
ν

τ

)

=

√

−iτ
2k

e
πik
2τ

ν2
∑

m′∈Z2k

e−iπmm′/kΘm′,k(τ, ν) . (3.3)

we find that

Λ̂1/2+is,α+r

(

−1
τ

)

=
2

√

k(k − 2)

∫ +∞

0
ds′ cos

(

4πss′

k − 2

)

×

×
∑

2α′+2r′∈Z2k

e−
πi
k

(2r′+2α′)(2r+2α)Λ̂1/2+is′,α′+r′(τ) . (3.4)

Note that whatever the value of α is, the 2k characters with both α′ = 0, 1/2 appear in

the righthand side of (3.4), with all the possible values of the continuous parameter s ′.

We have thus derived the modular transformation properties of the extended contin-

uous coset characters. It is clear that the continuous representations transform among

themselves under modular T- and S-transformations. We can thus imagine building mod-

ular invariants using continuous representations only.

We can check, using the properties of the continuous and discrete Fourier transform

that this part of the S-matrix squares to the charge conjugation matrix. Charge conju-

gation8 is implemented for continuous representations by simply changing the sign of the

U(1) charge associated to the coset character i.e. α+ r → −(α+ r).

We now turn to deriving the modular transformation properties for the extended dis-

crete characters, which are less straightforward to compute.

8Although we haven’t explicitly introduced a variable keeping track of the U(1) charge in our computa-

tion, it can easily be done.
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4. Modular transformations of extended discrete coset characters: strat-

egy

For the extended discrete coset characters, it is still possible to derive the transformation

under the modular T-transformation τ → τ + 1 in one step:

Λj,r(τ + 1) = e2πi(−
(j−1/2)2

k−2
− 1

12
)e2πi

(j+r)2

k Λj,r(τ) , (4.1)

where again we notice diagonality despite the sum over primaries with differing conformal

weight.

To derive the transformation properties of the extended discrete coset characters un-

der a modular S-transformation τ → − 1
τ , we will follow a more involved strategy. The

idea underlying the computation is to embed the coset model into a model with a larger

symmetry, to derive the transformation properties for the more symmetrical model, then

to extract the modular transformation properties of the original extended coset characters.

Recall that the modular properties of the string functions, i.e. of the characters of the com-

pact and rational SU(2)/U(1) coset, are straightforwardly derived from the corresponding

transformation properties of the SU(2) parent Wess-Zumino-Witten conformal field theory

(which has a larger symmetry) after decomposing the SU(2) WZW model with respect to

a U(1) subgroup.

We choose to embed our model as a sub-sector of an N = 2 superconformal field

theory. It is well known [11] that the SL(2,R)/U(1) operators occur as building blocks

for the N = 2 superconformal algebra with c > 3. We will add a free boson to the

coset model at the correct radius in order to enhance the symmetry of the theory to an

N = 2 superconformal algebra. We then employ the character decomposition of N = 2

characters in terms of the compact boson characters and the bosonic SL(2,R)/U(1) coset

characters to link the modules of N = 2 to the desired coset modules. We then make use

of known [25, 26] modular transformation properties of (extended) N = 2 characters (and

of the compact boson characters) to derive the modular transformation properties of the

constituent discrete bosonic coset characters.

That is a sketch of the strategy we choose, but one can think of at least two equivalent

alternative strategies. The first would be to embed the coset into the original SL(2,R)

theory,9 but we would have to be careful with the negative weights of the time-like U(1).10

The second would be to decompose directly the lemma we prove in appendix A in terms

of U(1) charges and apply this directly to the bosonic coset characters.

Our strategy has the advantage that as a by-product, we will find useful links between

extended N = 2 characters at c > 3 and the characters of our non-compact non-rational

conformal field theory (which should be viewed as analogous to similar Gepner formulas [1]

in the compact, minimal N = 2 case). In other words, our method lays bare some of the

structure underlying computations in N = 2 models with c > 3.

9This has been done implicitly in [16].
10Care should also be taken in order not to violate the restriction mentioned in footnote 7.
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To implement our strategy, we first turn then to defining the relevant N = 2 characters

in the next section, then to decompose them in section 5, next to recall their modular

transformation properties in section 6. Finally, in section 7 we decompose these modular

transformation properties in terms of the constituent compact boson and coset character.

5. Embedding SL(2, R)/ U(1) in N = 2

The current and primaries of unitary N = 2, c > 3 theories can by obtained from those of

a bosonic SL(2,R) model by taking out the timelike boson associated to the bosonization

of J3 in SL(2,R), and introducing a spacelike boson to bosonize the N = 2 U(1) current.

We refer the reader to [11] for the details of this construction. It is shown there that the

continuous and discrete representations of SL(2,R) (with the unitarity bound 0 < j < k/2

in the discrete), give rise to all the unitary highest weight representations of the N = 2

algebra with c > 3, which were obtained in [27] from the Kac determinant. For a given

j, there is an infinite number of N = 2 representations labeled by r ∈ Z. The number r

is related to the eigenvalue m of J 3
0 in SL(2,R) in a way to be indicated below for each

representation.

This construction allows to parameterize the quantum numbers of the N = 2 repre-

sentations (the conformal dimension hj,r and U(1) charge Qj,r of the highest weights) in

terms of SL(2,R) labels, and this will be very useful to make explicit the connection be-

tween N = 2 and SL(2,R)/U(1) characters. Moreover, as we will show below, the N = 2

spectral flow (which will play a central role in our construction) just amounts to a shift in

the quantum number r.

The relation between the characters of the N = 2 representations and the characters

of the coset is similar to the embedding of the coset into SL(2,R) considered in section 2.

Namely, the N = 2 characters can be expanded into terms with definite U(1) charge

Q = Qj,r + n (n ∈ Z). Then each term is the product of a U(1) character (generated by

the modes of the R-current J(z)) with highest weight

∆ =
3Q2

2c
=
k − 2
2k

(Qj,r + n)2 ,

times a coset character. We will work in the NS sector of the N = 2 algebra, which suffices

for our purposes.

Continuous representations. From a SL(2,R)k continuous representation with param-

eters j = 1
2 + is, α we obtain the N = 2 representations

hj,r =
1
4 + s2 + (α+ r)2

k − 2 , Qj,r = Qm =
2(r + α)

k − 2 (5.1)

with r ∈ Z. The SL(2,R) state which gives rise to each representation has J 3
0 = m = r+α,

and we will use s,m to label the representations. There are no null states among the

descendents [28, 29], so the N = 2 character is obtained from the free action of the modes
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L−n, J−n, G
±
−n+1/2 on the highest weight state. This yields

chc(s,m; τ, ν) = Tr q
L0−c/24zJ0 = q−c/24qhj,mzQm

∞
∏

n=1

(1 + qn−
1
2 z)(1 + qn−

1
2 z−1)

(1− qn)2

= q−c/24q1/8qhj,mzQm
ϑ3(τ, ν)

η(τ)3
(5.2)

where

ϑ3(τ, ν) =

∞
∏

n=1

(1− qn)(1 + qn−
1
2 z)(1 + qn−

1
2 z−1) =

∞
∑

n=−∞

q
n2

2 zn . (5.3)

Plugging the above identity into the character and using in the exponent of q the identity

n2

2
+

m2

k − 2 =
(n−m)2

k
+
k − 2
2k

(

2m

k − 2 + n

)2

. (5.4)

we find the decomposition of the N = 2 characters in terms of a U(1) boson and the coset

characters as:

chc(s,m; τ, ν) = η−1(τ)
∑

n∈Z
zQm+nq

k−2
2k

(Qm+n)2 λ̂1/2+is,n−m(τ) (5.5)

where λ̂1/2+is,n−m are the characters of the continuous coset representation. We now

consider the effect of applying the N = 2 spectral flow mapping [30] by w integer units:

h → h+ wQ+
c

6
w2

Q → Q+
c

3
w , (5.6)

to both expressions (5.2) and (5.5) of the continuous characters. We find:

q
c
6
w2

z
c
3
w chc(s,m; τ, ν + wτ) = chc(s,m+ w; τ, ν)

= q−c/24q1/8qhj,m+wzQm+w
ϑ3(τ, ν)

η(τ)3
(5.7)

= η−1(τ)
∑

n∈Z
zQm+ wk

k−2
+nq

k−2
2k

(Qm+ wk
k−2

+n)2 λ̂1/2+is,n−m(τ) , (5.8)

respectively, where in the second line we used ϑ3(τ, η + wτ) = q−
w2

2 z−wϑ3(τ, η). Two

observations are in order. Firstly, we see explicitly that all the representations with fixed

Casimir labeled by j = 1/2+ is are mapped into each other under spectral flow. Secondly,

we notice that, in the last expression, eq. (5.8), summing over spectral flow sectors that

differ by k − 2 units, corresponds to summing in the bosonic coset characters over sectors
that differ by k units in the chiral momentum. We are thus led to introduce extended

N = 2 characters as follows:

Chc(s,m) =
∑

t∈Z
chc(s,m+ t(k − 2); τ, ν)

– 8 –
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= q
s2

k−2Θ2m,k−2

(

τ,
2ν

k − 2

)

θ3(τ, ν)

η3(τ)
(5.9)

= η−1(τ)
∑

n∈Z
Θ

n(k−2)+2m, k(k−2)
2

(

τ,
2ν

k − 2

)

λ̂1/2+is,n−m (5.10)

= η−1(τ)
∑

n∈Z
zQm+nq

k−2
2k

(Qm+n)2Λ̂1/2+is,n−m . (5.11)

We get three equivalent expressions. Eq. (5.9) is obtained from summing (5.7) over the

spectral flowed sectors. Eqs. (5.10)-(5.11) are obtained from two forms of summing (5.8).

These expressions show the intimate connection between extended N = 2 characters and

extended bosonic coset characters. Note that the quantum number 2m now lies in the set

2m ∈ Z2(k−2).

Discrete representations. From a SL(2,R)k discrete D+
j representation with 0 < j <

k/2, we obtain N = 2 representations with the following values of hj,r and Qj,r.

r ≥ 0 hj,r =
−j(j − 1) + (j + r)2

k − 2 Qj,r =
2(j + r)

k − 2 (5.12)

r < 0 hj,r =
−j(j − 1) + (j + r)2

k − 2 − r − 1
2

Qj,r =
2(j + r)

k − 2 − 1 . (5.13)

For r ≥ 0 (r < 0), these states are built out of a J 3 primary of SL(2,R) with J 3
0 = m = j+r

(J3
0 = m = j + r + 1). Note that the SL(2,R) state with m = j gives rise to two N = 2

representations, with r = 0,−1. These correspond to chiral and anti-chiral primaries
respectively, as follows from hj,0 = Qj,0/2 in (5.12) and hj,−1 = −Qj,−1/2 in (5.13).

Each representation has one non-degenerate null descendent at relative U(1) charge

+1 (−1) for r ≥ 0 (r < 0) and level r + 1/2 (−r − 1/2) [28, 29].11 For r = 0,−1, the null
states are clearly G+

−1/2|hj,0〉 and G
−
−1/2|hj,−1〉, while for other values of r the null states

are more complicated (see [29] for explicit expressions for the first levels).

The characters for every r ∈ Z are given by

chd(j, r; τ, ν) = Tr q
L0−c/24zJ0

= q−
(j−1/2)2

k−2
+

(j+r)2

k−2 z
2(j+r)
k−2

1

1 + zq1/2+r

ϑ3(τ, ν)

η(τ)3
, (5.14)

= q−
(j−1/2)2

k−2
+

(j+r)2

k−2
−r− 1

2 z
2(j+r)
k−2

−1 1

1 + z−1q−1/2−r

ϑ3(τ, ν)

η(τ)3
. (5.15)

It is immediate to verify that also for these representations, the spectral flow by w units is

equivalent to a shift r → r + w. Both expressions (5.14) and (5.15) hold for every r ∈ Z,

but each form reflects the structure of the representation and the null states for a particular

sign of r. For r ≥ 0 the form (5.14) shows that we have the quantum numbers (5.12) of
the primary state, and the factor (1 + zq1/2+r)−1 gets rid of the null state. An analogous

statement holds for r < 0 and the form (5.15).

11In the cases j = 0, k/2 the structure of the descendents is more involved. Modular properties of the

extended N = 2 character built from the state j = m = 0, which is both N = 2 chiral and anti-chiral, have

been described in [26].
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Another useful expression for the character is:

chd(j, r; τ, ν) =
ϑ3(τ, ν)

η(τ)3
(qsz)

2j−1
k−2 q

s2

k−2 z
2s
k−2

1 + zqs
(5.16)

where s = r + 1
2 .

Using (5.3), we can expand (5.14) into

chd(j, r; τ, ν) = q−
(j−1/2)2

k−2
+

(j+r)2

k−2 z
2(j+r)
k−2 η(τ)−3

∑

n∈Z

∞
∑

s=0

(−1)szs+nq
n2

2
+s( 1

2
+r) . (5.17)

By shifting n→ n− s and using (5.4) with m = j + r, we obtain the decomposition

chd(j, r; τ, ν) = η−1(τ)
∑

n∈Z
z

2(j+r)
k−2

+nq
k−2
2k

(

2(j+r)
k−2

+n
)2

λj,r−n(τ) , (5.18)

where λj,r−n(τ) are the characters of the discrete coset representations given in (2.8).

Summing over k−2 units of spectral flow, we again obtain three alternative expressions
for the discrete extended N = 2 characters:

Chd(j, r) =
∑

n∈Z
chd(j, r + n(k − 2); τ, ν)

=
∑

n∈Z

q−
(j−1/2)2

k−2
+

(j+r+n(k−2))2

k−2 z
2(j+r+n(k−2))

k−2

1 + zq1/2+r+n(k−2)

ϑ3(τ, ν)

η(τ)3
(5.19)

= η−1(τ)
∑

n∈Z
Θ

n(k−2)+2(j+r),
k(k−2)

2

(

τ,
2ν

k − 2

)

λj,r−n(τ) (5.20)

= η−1(τ)
∑

n∈Z
z

2(j+r)
k−2

+nq
k−2
2k

(

2(j+r)
k−2

+n
)2

Λj,r−n(τ) , (5.21)

and we have chosen the fundamental domain r ≥ 0, r ∈ Zk−2. The form (5.19) can be

easily recast into (see (5.16))

Chd(j, r; τ, ν) =
ϑ3(τ, ν)

η(τ)3

∑

s∈r+ 1
2
+Z(k−2)

(qsz)
2j−1
k−2 q

s2

k−2 z
2s
k−2

1 + zqs
(5.22)

=
ϑ3(τ, ν)

η(τ)3
1

k − 2
∑

r′∈Zk−2

e−2πi r
′(r+1)
k−2 I

(

4

k − 2 ,
r′

k − 2 −
1

2
,
2j − 1
k − 2 −

1

2
; τ, ν

)

,

where the function I(k, a, b; τ, ν) is defined in eq. (A.1).

Relation to [26]. In this subsection, we show the relation between our extended N = 2

characters with those introduced in [26]. We first recall that in [26], super-Liouville theory

was studied as an N = 2 superconformal theory with central charge c = 3ĉ = 3+3Q2 with

Q =
√

2K/N where K and N are positive integers (with greatest common divisor equal to
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one).12 To link that study to ours, we identify the central charges of the respective N = 2

algebras. For integer level k, this leads to.13

c =
3k

k − 2 = 3 +
6K

N
K = 1

N = k − 2 . (5.23)

The characters themselves are matched by identifying the quantum numbers as follows. Our

U(1) charge Qj,r of the highest weight is Q in [26]. For the continuous characters (5.9) our

quantum numbers s2

k−2 and 2m ∈ Z2(k−2) correspond to p
2/2 and j ∈ Z2NK in eq.(2.25)

of [26] (”massive characters”). For the discrete characters, our quantum numbers (j, r)

correspond to (s/2, r) in [26]. The identity between our discrete extended character (5.19)

and eq.(2.19) of [26] (”massless characters”), can be seen by rewriting (5.19) as

Chd(j, r) =
∑

n∈Z

{

zq
(k−2)

(

n+ 2r+1
2(k−2)

)}
2j−1
k−2

1 + zq
(k−2)(n+ 2r+1

2(k−2)
)

z
2
(

n+ 2r+1
2(k−2)

)

q
(k−2)

(

n+ 2r+1
2(k−2)

)2
θ3(τ, ν)

η3(τ)
. (5.24)

Several useful properties of the extended characters are listed in [26]. We now turn to the

next step in the program, which is to rederive their modular transformation properties.

Finally, we will use the decomposition formulas to dissect the modular transformation

rules.

6. The N = 2 modular transformations

The modular transformation S of the continuous extended N = 2 characters can be derived

using the same techniques as we employed for the extended continuous coset characters.

We define the formula for the (radial) momentum s in terms of the conformal dimension

and U(1) R-charge: s2/(k − 2) = h′ − [(2m)2 + 1/4](k − 2), where the U(1) charge is:
Q = 2m/(k − 2) = 2(α+ r)/(k − 2). We then find [26]:

Chc

(

s,m;−1
τ
,
ν

τ

)

=
2

k − 2e
iπ k

k−2
ν2

τ

∑

2m′∈Z2(k−2)

e−
4iπ
k−2

mm′ ×

×
∫ ∞

0
ds′ cos

(

4πss′

k − 2

)

Chc(s
′,m′; τ, ν) . (6.1)

To derive the modular transformation properties of the discrete extended N = 2 characters,

we will need a useful lemma given in appendix A.14 Using this lemma it is possible to

rederive the modular transformation properties as in [26]. We only use the restricted case

12Only in this subsection will N denote this positive number and does not refer to the number of super-

currents in the superconformal algebra.
13The N = 2 techniques of [26] can also be used to treat the case of rational values of k.
14A proof of this lemma is given in [25] for square tori and real ν. We extend the proof to the generic

case in appendix A. Note that this provides a firm backing of the results in e.g. [26, 31].
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of relevance to us in the following. The extended discrete N = 2 characters transform into

discrete and continuous characters as follows:15 ,16

e−iπ
cν2

3τ Chd

(

j, r;−1
τ
,
ν

τ

)

=
1

k − 2
∑

2m′∈Z2(k−2)

e−
2iπ
k−2

(2j+2r)m′
∫ ∞

0
ds′ ×

×
coshπ

(

s′ k−4j
k−2 + im′

)

coshπ(s′ + im′)
Chc(s

′,m′; τ, ν) +

+
i

k − 2
∑

r′∈Zk−2

k−2
∑

2j′=2

e
−2πi

(2j+2r)(2j′+2r′)−(2j−1)(2j′−1)
2(k−2) ×

Chd(j
′, r′; τ, ν) +

i

2(k − 2)
∑

r′∈Zk−2

e
−2πi

(2j+2r)(2r′+1)
2(k−2) ×

×
[

Chd

(

1

2
, r′; τ, ν

)

− Chd

(

(k − 1)
2

, r′; τ, ν

)]

(6.2)

We thus recalled the method for the derivation of the modular transformation properties

of the extended N = 2 characters, and have strengthened the backbone of the proof

by extending the lemma in appendix A to generic modular parameters. The modular

transformation properties have also been clarified slightly, by labeling the characters by

natural SL(2,R)/U(1) labels. It is appropriate here to recall that the extended N = 2

characters were introduced in [26] to have a discrete spectrum of R-charges in the right-

hand side of the modular transformation of discrete characters, eq. (6.2).

Check for N = 2. A useful check on the above modular transformation property for

discrete characters is given by computing whether the square of the modular S-matrix is

the charge conjugation matrix. We can perform this check by (artificially) distinguishing

a discrete and a continuous sector, and by viewing the S-matrix as being upper triangular:

S =

(

A B

0 D

)

, (6.3)

where A indicates the coefficients of the discrete characters contributing to the modular

transform of discrete characters, etcetera. The technical details are recorded in appendix B.

We find, after using the character identities:

Chc

(

s = 0, r +
1

2
; τ, ν

)

= Chd

(

1

2
, r; τ, ν

)

+ Chd

(

(k − 1)
2

, r; τ, ν

)

, (6.4)

15In the computation, the principal value prescription is implemented at the point where we split the

momentum integral into negative and positive momenta. In recombining the two integrals, we have elimi-

nated a possible pole contribution (which the principal value prescription in the appendix A tells us to do)

at s′ = 0. The final expression can be shown to be regular at s′ = 0.
16Note that the “partial range” of quantum numbers appearing on the right hand side, discussed in [26],

namely 1 ≤ 2j′ ≤ k − 1, coincides in the particular case under study with the full range [24] of extended

discrete characters necessary to describe all discrete representations in the coset. It is no surprise that all

relevant characters appear on the right hand side, as all characters in the unitary supersymmetric coset

model will satisfy the lower bound on the conformal dimension associated to the partial range discussed

in [26]. It is nevertheless striking that the precise bound on the discrete representation label is naturally

reproduced from an analysis of generic discrete N = 2 characters.
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Chd(j, r; τ, ν) = Chd

(

k

2
− j,−r − 1; τ,−ν

)

,

Chc(s,m; τ, ν) = Chc(s,−m; τ,−ν) , (6.5)

that the matrix S2 is indeed the charge conjugation matrix, which changes the sign of the

U(1)-charge. In the appendix we show in detail how the split into continuous and discrete

representations indeed turns out to be artificial, which can be expected on the basis of the

splitting of the continuous N = 2 representation with s = 0 and odd U(1) R-charge into

two discrete ones (see equation (6.4)). This is a faithful foreshadowing of what will happen

in the computation for the coset.

7. The modular transformations decomposed

We now wish to plug the decomposition rule for the N = 2 characters recalled in section 5

in terms of coset characters into the modular transformation rules which we rederived in

section 6.

Continuous transformations revisited. We want to start with the simple case of

rederiving the modular transformation rules for extended continuous coset characters using

N = 2 characters. The analysis of the modular transformation properties of the continuous

characters of the coset goes as follows:

Chc

(

s, α+ r;−1
τ
,
ν

τ

)

=
1√

−iτη(τ)
∑

n

√

−iτ
k(k − 2)e

πi k
k−2

ν2

τ ×

×
∑

m∈Zk(k−2)

e
−2iπm(n(k−2)+2(α+r))

k(k−2) Θ
m, k(k−2)

2

(

τ,
2ν

k − 2

)

×

×λ̂1/2+is,n−(α+r)

(

−1
τ

)

×

=
1

η(τ)
e
iπ kν2

τ(k−2)
2

k − 2
∑

q∈Z2(k−2)

e−2πiq(α+r)/(k−2) ×

×
∫ ∞

0
ds′ cos

(

4πss′

k − 2

)

×

×
∑

n

Θ
n(k−2)+q,

k(k−2)
2

(

τ,
2ν

k − 2

)

λ̂1/2+is′,n−q/2(τ) (7.1)

where the first line follows from the use of the modular transformation properties of Θ-

functions (3.3), and the second line by using the transformation property of the N = 2

characters (6.1) (which we decomposed into coset characters using (5.10)). We should

identify coefficients of truly linearly independent Θ-functions (of which there are k(k − 2)
at level k(k − 2)/2). To that end, we need to split the sums in the right hand side as
n′ = kñ+ p where n ∈ Z and p ∈ Zk, while we split q = (k − 2)q′ + t, where q′ ∈ Z2 and

t ∈ Zk−2. We then shift p+ q′ → p and find:

∑

n

e−2πimn/kλ̂1/2+is,n−(α+r)(q̃) = 2

√

k

k − 2
∑

ñ

∑

q′∈Z2

∫ ∞

0
ds′ cos

(

4πss′

k − 2

)

×
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×e−2πit/k(α+r)e4πip(α+r)/k ×
×e−2πiq′(α+r)λ̂1/2+is′,kñ+p−kq′/2−t/2(q) . (7.2)

where we have identified: m ≡ t mod k − 2 and m − t ≡ (k − 2)p where p ∈ Zk. We

can read the obtained result as a modular transformation property of continuous coset

characters. After performing a discrete Fourier transform onm (by summing over m ∈ Zk),

we recognize on the left hand side the extended continuous characters we defined; on

the right hand side the remaining constrained sum over kq ′ + t − 2p gives the sum over
2(α′ + r′) ∈ Z2k. We realize that this formula agrees exactly with the result (3.4) we

derived in another manner previously. Thus we have rederived the transformation property

of extended continuous characters of the SL(2,R)/U(1) coset in an admittedly roundabout

fashion, but we have learned useful techniques to be applied in the case of the extended

discrete characters.

Modular transformations of discrete extended coset characters. Now we have

made all the necessary preparations to calculate the modular transformation properties of

extended discrete bosonic coset characters. We follow the same reasoning as we just did

for the continuous representations. By applying on the one hand the modular transforma-

tion properties of Θ-functions (3.3), and on the other hand the modular transformation

properties of N = 2 characters (6.2), we obtain:

e−πi
k

k−2
ν2/τChd

(

j, r;−1
τ
,
ν

τ

)

=

=
1

η(τ)

1
√

k(k − 2)
∑

n∈Z

∑

m∈Zk(k−2)

e
−2iπ

m(n(k−2)+2(j+r))
k(k−2) ×

×Θ
m,

k(k−2)
2

(

τ,
2ν

k − 2

)

λ̂j,−n+r

(

−1
τ

)

=
1

η(τ)

1

k − 2
∑

q∈Z2(k−2)

e−2πiq(j+r)/(k−2)

∫ ∞

0
ds′

cosh π
(

s′ k−4j
k−2 + i q2

)

cosh π(s′ + i q2 )
×

×
∑

n′∈Z
Θ

n′(k−2)+q, k(k−2)
2

(

τ,
2ν

k − 2

)

λ̂ 1
2
+is′,n′− q

2
(τ) +

+
i

k − 2
1

η(τ)

∑

r′∈Zk−2

k−2
∑

2j′=2

e−
πi
k−2

[(2j+2r)(2j′+2r′)−(2j−1)(2j′−1)] ×

×
∑

n′∈Z
Θ

n′(k−2)+2j′+2r′,
k(k−2)

2

(

τ,
2ν

k − 2

)

λj′,−n′+r′(τ) +

+
i

2(k − 2)
1

η(τ)

∑

r′∈Zk−2

e−
πi
k−2

(2j+2r)(2r′+1) ×

×
{

∑

n′∈Z
Θ

n′(k−2)+1+2r′, k(k−2)
2

(

τ,
2ν

k − 2

)

λ 1
2
,−n′+r′(τ)−
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−
∑

n′∈Z
Θ

n′(k−2)+k−1+2r′, k(k−2)
2

(

τ,
2ν

k − 2

)

λ k−1
2

,−n′+r′(τ)

}

. (7.3)

As in the continuous case, we equate the two alternative forms of the modular trans-

form. We then fix m in the first expression and equate coefficients of linearly indepen-

dent Θ-functions. The identification of linearly independent contributions is tedious but

straightforward. As in the case of continuous characters we then perform a discrete Fourier

transform and find:

Λj,r

(

− 1
τ

)

=
1

√

k(k − 2)
∑

2(α′+r′)∈Z2k

e
4πi
k

(j+r)(α′+r′) ×

×
∫ ∞

0
ds′
cosh π

(

s′ k−4j
k−2 + iα′

)

cosh π(s′ + iα′)
Λ̂ 1

2
+is′,α′+r′ +

+
i

√

k(k − 2)

k−2
∑

2j′=2

∑

r′∈Zk

e−
4πi
k

(j+r)(j′+r′)e
4πi
k−2

(j−1/2)(j′−1/2)Λj′,r′(τ) + (7.4)

+
i

2
√

k(k − 2)
∑

r′∈Zk

{

e−
4πi
k

(j+r)( 1
2
+r′)Λ 1

2
,r′(τ)− e−

4πi
k

(j+r)(− 1
2
+r′)Λ k−1

2
,r′(τ)

}

This is the quantity we wanted to calculate, namely the modular transform of the extended

discrete character. The most important and new qualitative aspect of this formula is the

mixing between discrete and continuous representations. The method we used can be

extended to at least all rational rational values of k, albeit with some technical refinements.

Check for coset. The modular S-matrix is again upper-block diagonal, when we list the

representations as a column vector (discrete, continuous). When we name the blocks in

the S-matrix A,B and D for the left-upper, right-upper and right-lower block, we have

already checked earlier (in section 3) that the matrix D squares to the charge conjugation

matrix in the continuous sector. The calculation for S2 is done in detail in the appendix.

Using the character identity

λ̂ 1
2
, 1
2
+r = λ k−1

2
,−r + λ 1

2
,−r−1 (7.5)

one can then show that the charge conjugation matrix exchanges (j, r) with ( k2−j,−r) for all
j in the discrete sector. Again, the split of the continuous representation with odd parity

into two discrete representations turned out to be crucial in allowing for a contribution

from the “continuous” sector to the discrete sector, thus making for the expected charge

conjugation matrix.17

17Note that we have the character identity:

λj,r = λk/2−j,−r ,

which shows that charge conjugate representations have equal characters, as required.
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8. Conclusions

The main result of our paper is the formula for the modular transformation matrix S

for both extended continuous and extended discrete SL(2,R)/U(1) coset characters. We

were able to derive it by embedding the SL(2,R)/U(1) modules into modules of an enlarged

N = 2 superconformal algebra. An interesting aspect of the modular transformation matrix

is that, given the presence of discrete representations, it inevitably links those up with both

discrete and continuous representations. This is a qualitatively new and important property

of the characters of these representations.

It seems important to generalize these results to the case of generic rational and irra-

tional values of the level k, and possibly, to the case of non-extended coset characters. For

the latter , one could apply our method on the transformation rules for ordinary N = 2

characters (see e.g. [31]).

As we have argued, we also view these computations as non-rational analogues of the

derivation of the modular transformation properties of string functions, and their connec-

tion to the N = 2 characters with c < 3. We have thus laid bare a non-trivial modular

S-matrix of a non-rational conformal field theory, and its connection to N = 2 characters

with c > 3. We believe that the features of this S-matrix that we uncovered have analogues

in many other examples of more complicated non-rational conformal field theories.

At the heart of our paper lies an extension of the computation of [25] which is based

on the technique of shifting an integration contour over momenta and picking up poles

corresponding to discrete representations on the way over. This is highly reminiscent of

techniques used in other analyses of non-rational conformal field theories (see e.g. [32, 24,

33, 16]).

Given our modular S-transformation matrix one can now wonder whether an analogue

of the Verlinde-formula would hold for this non-rational conformal field theory and whether

one can classify modular invariants (in particular in the discrete sector). One can also use

the modular S-matrix to study possible boundary states [16] (even) more systematically

(as has been done for the rational case). It would indeed be interesting to study the

systematics of boundary conformal field theories that can be constructed in non-rational

conformal field theories once the modular S-matrix is known.

Finally, our study should be a useful tool to analyze the conjectured [23] / proven [34,

35] duality between the supersymmetric coset and N = 2 Liouville.
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Figure 1: Choice of contour of integration (for τ1 > 0).

A. Lemma for N = 2 transformations

We follow [25] and derive the modular transformation properties of the following function:

I(k, a, b; τ, ν) =
∑

r∈Z+ 1
2

e2πi(a+
1
2
)(r+ 1

2
) (zq

r)b+
1
2

1 + zqr
zkr/2qkr

2/4 (A.1)

where a, k ∈ R, k > 0 and b ∈ C. We parameterize ν as: ν = ν1 − τν2, ν1,2 ∈ R. Our

aim is to extend the proof of [25] — given for τ ∈ iR and ν ∈ R — to generic complex

values. We would like to rewrite the S transform of this function as a contour integral in

the following way:

B =
i

τ
e−

ikπν2

2τ I

(

k, a, b;−1
τ
,
ν

τ

)

=
eiπa

2iπ

[∫

C−ε

+

∫

C+ε

]

dZ
π

2

e−2πbZ−2iπa(iτZ−ν)+ 2iπτk
4

Z2

cosh πZ cosπ(iτZ − ν)
(A.2)

where the parameter ε is infinitesimal and positive. The contours encircles the line C : Z =
iy/τ + iν2, y ∈ R (figure 1). This equality is valid because the contour is such that we pick

up all the poles of the integrand inside the contour of integration. These are the zeroes of

cos π(iτZ − ν) which occur at iτZ − ν = −y − ν1 ∈ Z+ 1/2. At these poles, labeled by a

half-integer r:

Z =
i

τ
(r − ν)

we find residues

(−1)r+ 1
2
i

τ

e2πia(r+1/2)−2iπb(r−ν)/τ e−ikπ(r−ν)2/(2τ)

eiπ(r−ν)/τ + e−iπ(r−ν)/τ
,
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which leads to the equality quoted above. This equality is valid as long as there are no

poles coming from the cosh πZ factor on the contour of integration. These special cases

occur only for ν2 ∈ Z + 1/2. We will not consider these special cases, which occur in

the Ramond sector and are not crucial for our purposes. We now note that we have the

expansions:

1

2 cos π(iτZ − ν)
=

∞
∑

n=0

(−1)ne±(2n+1)πi(iτZ−ν) (A.3)

whenever |e±i2π(iτZ−ν)| is smaller than 1. This is true on the contours C∓ε. We then plug
these expansions into the right hand side of eq. (A.2) and find:

B =
∑

r∈Z+a+ 1
2

1

2πi

∫

C
dZ J b(r;Z) (A.4)

where

J b(r;Z) = iπeiπrzr
e−2πbZ+2πτrZ+2iπτ kZ2

4

cosh(πZ)
,

since:

B =
1

2πi

∫

C+ε

dZπ
∞
∑

n=0

(−1)ne−(2n+1)πi(iτZ−ν) e
πia−2πbZ−2πia(iτZ−ν)+2iπτ kZ2

4

cosh πZ
+

+
1

2πi

∫

C−ε

dZπ

∞
∑

n=0

(−1)ne+(2n+1)πi(iτZ−ν) e
πia−2πbZ−2πia(iτZ−ν)+2iπτ kZ2

4

coshπZ
(A.5)

and we can identify r = n + a + 1
2 and r = −n + a − 1

2 in the first and second term

respectively to obtain formula (A.4). When taking ε→ 0 we also add a minus sign to the

contour C+ε and switch its direction.

Now, in order to obtain the expression for the characters in the right hand side, we

wish to (i) shift the C contour of integration by 2ir
k − iν2, for each term indexed by r and

(ii) tilt it parallel to the real axis (figure 2). We will then eventually obtain the desired

quadratic term qr
2/k which will match onto the quadratic term of continuous characters.

The poles we pick up on this occasion arise from the zeroes of the factor coshπZ, at values

of Z such that Z = is with s ∈ Z + 1
2 . When a pole falls exactly on the shifted contour

we will count it with half its value and define the tilted integral over the real axis as a

principal value (effectively accounting for the other half of the pole). We obtain two terms

for B: one term, Ja,b
1 , corresponds to the contribution of the poles. The second term, J a,b

2 ,

corresponds to the shifted contour. This last term is easily obtained:

Ja,b
2 =

∑

r∈Z+a+ 1
2

1

2πi
P

∫

C+ 2ri
k
−iν2

dZ J b(r;Z)

=
∑

r∈Z+a+ 1
2

eiπrzrqr
2/kP

∫

R
dx

e−2π(b+ 1
2
)(x+2ri/k)qkx

2/4

1 + e−2π(x+2ri/k)
(A.6)
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X

X

X

X

2

C 2r/k

R + i2r/k

(i)

(ii)

ν

Figure 2: Change of contour of integration (case r > kν2

2
).

where in the last line the contour has been tilted to obtain an integral along the real axis.

No poles are crossed during this deformation. Thus we obtain an integral over continuous

characters of N = 2.

In the term Ja,b
1 , the poles contribute positively for r > kν2

2 , and negatively for r <
kν2
2 :

Ja,b
1 =







∑

r>
kν2
2

∑

2r/k>s>ν2

−
∑

r<
kν2
2

∑

2r/k6s<ν2






ε

(

s− 2r
k

)

jb(r, s) (A.7)

where jb(r, s) is the residue of J b(r, Z) at the pole Z = is (where s ∈ Z+ 1
2) and ε(γ) =

1
2 for

γ = 0 and ε(γ) = 1 otherwise (which takes into account the principal value prescription).

In this expression for Ja,b
1 , we wish to perform the sum over r for fixed s. Let us

begin with the case r > kν2/2. For every s > ν2 we need to determine those r > kν2/2,

r ∈ Z + a + 1
2 such that s 6 2r/k (we assume ν2 > 0, but the opposite case is treated in

the same way). There is always a number δ(a, s) ∈ [− 1
2 ,

1
2 ) such that the pole in s is picked

for the values of r given by r = R+ ks/2 + δ(a, s) where R = 1
2 ,

3
2 , . . .

Then we consider the case r < kν2/2. For every s < ν2, we have similarly to sum over

r = R+ ks
2 + δ(a, s) (where now δ(a, s) ∈ (− 1

2 ,
1
2 ] ), and R = − 1

2 ,−3
2 , . . .

We thus obtain that J1 becomes (with r, s half-integer):

Ja,b
1 =

(

∑

s>ν2

∑

R>0

−
∑

s<ν2

∑

R<0

)

ε(R+ δ(a, s))jb
(

ks

2
+R+ δ(a, s), s

)

(A.8)

=

(

∑

s>ν2

∑

R>0

−
∑

s<ν2

∑

R<0

)

ε(R+ δ(a, s))(−i)e2πi( k4−b+ 1
2
)s(eiπzqs)R+δ(a,s)z

ks
2 q

ks2

4 .
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Noting that |zqs| = e−2πτ2(s−ν2) and using the expansions:

1

(1 + x)
=

∞
∑

n=0

(−x)n for |x| < 1

1

(1 + x)
= −

∞
∑

n=1

(−x)−n for |x| > 1

we can sum on R. For the values of s such that |δ(a, s)| 6= 1
2 we get:

Ja,b
1α =

∑

s∈Z+ 1
2

|δ(a,s)|6= 1
2

e2πi(k/4−b+
1
2
)seiπδ(a,s)

(zqs)
1
2
+δ(a,s)

1 + zqs
zks/2qks

2/4 (A.9)

while for both cases δ(a, s) = ± 1
2 , we get

Ja,b
1β =

1

2

∑

s∈Z+ 1
2

|δ(a,s)|= 1
2

e2πi(k/4−b+
1
2
)se−iπ/2

1− zqs

1 + zqs
zks/2qks

2/4. (A.10)

so that

Ja,b
1 = Ja,b

1α + Ja,b
1β . (A.11)

This is the lemma of [25] extended to generic τ and ν.

For comparison with [26], note that naming the function used in [26] to obtain the

modular transformation of the discrete extended characters IES(k, a, b; τ, ν), we have

IES(k, a, b; τ, ν) = e−iπaI

(

2k, a− 1
2
, b− 1

2
; τ, ν

)

.

B. Computing S2 = C

Modular S-matrix of N = 2. The details of the computations of the square of the

S-matrices is given in this appendix. For the computation of S2 for the N = 2 extended

characters, we simplify the computation slightly, and note on beforehand that the factors

eiπc/3ν
2/τ × eiπc/3(ν/τ)2(−τ) cancel out in S2, such that we don’t need to take them along.

Next, we distinguish the following block matrices in the upper-triangular modular matrix

S:

Aj,r
j′,r′ =

i

k − 2e
− πi

k−2
((2j+2r)(2j′+2r′)−(2j−1)(2j′−1)) for 2j′ = 2, 3, . . . , k − 2

=
i

2(k − 2)e
− πi

k−2
(2j+2r)(1+2r′) for 2j′ = 1

= − i

2(k − 2)e
− πi

k−2
(2j+2r)(1+2r′) for 2j′ = k − 1

Bj,r
s′,2m′

=
1

k − 2e
− 2iπ

k−2
(2j+2r)m′

coshπ
(

s′ + im′ + 2s′(1−2j)
k−2

)

cosh π(s′ + im′)
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Ds,2m
s′,2m′

=
2

k − 2e
− 4iπ

k−2
mm′

cos
4πss′

k − 2 . (B.1)

We can then compute the squares of A and D:

A2
j,r

j′′,r′′
= δj,k/2−j′′δr,−r′′−1 for 2j′′ = 2, 3, . . . , k − 2

=
1

2
δj,(k−1)/2δr,−r′′−1 −

1

2
δ1/2,jδr,−r′′−1 for 2j′′ = 1

=
1

2
δ1/2,jδr,−r′′−1 −

1

2
δ(k−1)/2,jδr,−r′′−1 for 2j′′ = k − 1

D2
s,2m

s′′,2m′′

= δk−2
2m+2m′′δ(s− s′′) . (B.2)

Next, we calculate the off-diagonal block in the square of the modular matrix S:

(B ·D)j,rs
′′,2m′′

=
1

2(k − 2)δ
k−2
2j+2r+2m′′ [p]×

×
{

sin−1 π

k − 2(2j − 1 + 2is
′′) + sin−1 π

k − 2(2j − 1− 2is
′′) +

+ (−1)p
(

cot
π

k − 2(2j − 1 + 2is
′′) +

+ cot
π

k − 2(2j − 1− 2is
′′)

)}

for 2j = 2, 3, . . . , k − 2

=
1

4

∑

α′

δk−2
1+2r+2m′′ [p](−1)2α

′pδ+(s′′) for 2j = 1

=
1

4

∑

α′

δk−2
1+2r+2m′′ [p](−1)2α

′(p+1)δ+(s′′) for 2j = k − 1 (B.3)

where δ+ denotes the delta-function on the positive real half-line. We have also introduced

the Kronecker symbol mod k; δkm[p] means that m = kp. We also find:

(A · B)j,rs
′′,2m′′

=
1

2(k − 2)δ
k−2
2j+2r+2m′′ [p]× (B.4)

×
{

− sin−1 π

k − 2(2j − 1 + 2is
′′)− sin−1 π

k − 2(2j − 1− 2is
′′) +

+ (−1)p
(

− cot π

k − 2(2j − 1 + 2is
′′)− cot π

k − 2(2j − 1− 2is
′′)

)}

.

Combining the two, we obtain for A.B +B.D:

A.B +B.D = 0 2j = 2, 3, . . . , k − 2

=
1

2
δ−1−2r,2m′′δ+(s′′) 2j = 1

=
1

2
δ−1−2r,2m′′δ+(s′′) 2j = k − 1 . (B.5)

Combining this final result with the character identities in the bulk of the paper, one finds

the charge conjugation matrix.
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S2 computation for the bosonic coset. Details of the computation of S2 for the coset

are as follows. We have:

A =
i

√

k(k − 2)
e−

πi
k

(2j+2r)(2j′+2r′)e
πi
k−2

(2j−1)(2j′−1) for 2j′ = 2, . . . , k − 2

=
i

2
√

k(k − 2)
e−

πi
k

(2j+2r)(1+2r′) for 2j′ = 1 . . .

= − i

2
√

k(k − 2)
e−

πi
k

(2j+2r)(−1+2r′) for 2j′ = k − 1 . . .

D =
2

√

k(k − 2)
e
πi
k

(2α+2r)(2α′+2r′) cos

(

4πss′

k − 2

)

B =
1

√

k(k − 2)
e
πi
k

(2j+2r)(2α′+2r′)
cosh π

(

s′ k−4j
k−2 + iα′

)

coshπ(s′ + iα′)
. (B.6)

We can then calculate A.B and B.D respectively, which gives a matrix labeled by discrete

and continuous indices (j, r) and (s′′, α′′ + r′′). We find:

A.B =
1

2(k − 2)δ
k
2j+2r−2α′′−2r′′ [p]×

×
{

1 + (−1)p cos −i2πs′′+π(1−2j)
k−2

sin π
k−2(1− 2j − 2is′′)

+
1 + (−1)p cos i2πs′′+π(1−2j)

k−2

sin π
k−2(1− 2j + 2is′′)

}

B.D = − 1

2(k − 2)δ
k
2j+2r+2α′′+2r′′ [p]×

×
{

1 + (−1)p cos −i2πs′′+π(1−2j)
k−2

sin π
k−2(1− 2j − 2is′′)

+
1 + (−1)p cos i2πs′′+π(1−2j)

k−2

sin π
k−2(1− 2j + 2is′′)

}

for 2j = 2, . . . , k − 2
=
1

2
δ2k2r+1+2α′′+2r′′δ

+(s′′) for 2j = 1

=
1

2
δ2k2r−1+2α′′+2r′′δ

+(s′′) for 2j = k − 1 . (B.7)

Combining these results with the character identities in the bulk of our paper yields the

result S2 = C, where C is the matrix that exchanges the characters labeled (j, r) and

(k2 − j,−r) in the discrete sector and (s, α+ r) and (s,−(α+ r)) in the continuous sector.
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IV

Régularisation de la théorie des petites cordes

En dehors des dualités holographiques de typeAdS/CFT dont nous avons donné un exemple
dans le chapitre précédent, il existe une autre classe d’espaces-temps holographiques connus en
théories des cordes, reliés aux espaces deNS5-branes. Contrairement à celle des espaces-temps
anti-de Sitter, cette dualité est encore mal connue, et en particulier la nature de la théorie non-
gravitationnelle vivant sur les cinq-branes duale à la théorie des supercordes dans la géométrie
qu’elles génèrent. En outre, dans la version la plus simple de cette dualité, la théorie des cordes
est fortement couplée ce qui complique l’analyse.

L’étude de cette dualité est cependant d’un grand intérêt, car d’une part l’espace-temps courbe
créé par lesNS5-branes correspond souvent à des théories de supercordes solubles, et d’autre part
la théorie duale, six-dimensionnelle, peut être compactifiée pour construire des théories de jauge
applicables à la description du modèle standard.

Dans les publications no1 et no3, nous avons décrit des solutions deNS5-branes possédant
une description perturbative en théorie des cordes. La publication no4 concerne la construction de
D-branes dans ces géométries.

IV.1. Préambule : la théorie du dilaton linéaire

Il existe une théorie conforme exactement soluble, présentant une forte analogie avec les mo-
dèles deWZW pour les groupes non-compacts, appelée théorie dudilaton linéaire. Cette théorie
se compose simplement d’un boson libreρ(z, z̄) – et du fermion associéψ – mais le profil du
dilaton est linéaire dans cette coordonnée :Φ = Φ0 +Qρ. Dans la jauge super-conforme, l’action
de la théorie est analogue à celle d’un boson libre, mais le tenseur d’énergie-impulsion et le super-
courant de la théorie sont modifiés par la «charge du vide»Q, comme :

T =−1
2

∂ρ∂ρ− 1
2
Q ∂

2
ρ ,−1

2
ψ∂ψ , G = ıψ∂ρ + ıQ∂ψ ,

de même pour le secteur droit. La charge centrale de la théorie est déplacée par la charge du vide
commec= 3/2+6Q2. Les opérateurs primaires bosoniques de cette théorie sont du même type que
pour une théorie libre non-compacte :Vα = expQαρ(z, z̄), où nous avons normalisé l’impulsion
avec la chargeQ. Cependant, leur dimension conforme est déplacée par la charge du vide, comme

(IV.1) hα = h̄α =−Q2

2
α(α−1) , Vα = eQαρ .

Il existe deux sortes de représentations de cette théorie ; la première catégorie – les représentations
continues – correspond aux états asymptotiques, possédant une impulsion réelle déplacée par la
charge du vide,α = ıP+ 1/2, de dimension conforme strictement positive :hP = Q2

2 (P2 + 1/4).
Contrairement à l’espace plat, le profil du dilaton induit une masse minimale pour tous les états
asymptotiques de la théorie.

Cependant ces représentations ne sont pas suffisantes pour définir complètement la théorie.
En effet lors du calcul de corrélateurs, il faudra satisfaire la conservation du moment, malgré
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la présence du déplacement de l’impulsion des représentations continues, et d’une «charge du
vide», due au dilaton linéaire, et dépendant du genre de la surface d’univers. Nous devons alors
introduire un deuxième type de représentations, les représentations discrètes, correspondant à des
états localisés enρ =±∞. Leur impulsion est alors purement imaginaire :α = j ∈ R.

Du point de vue de la théorie des cordes, cette solution ne correspond pas à un bon vide
perturbatif. En effet, la constante de couplage effective des cordes, contrôlant le développement
perturbatif,gs = eΦ, diverge pourρ → ∞. Nous avions déjà rencontré des divergences de ce type
pour les modèles deWZW jaugés, voir par exemple (II.23) ; mais dans ce dernier cas nous avions
seulement une divergence de la constante de couplage dans l’actioneffectiveau premier ordre en
1/k, la constante de couplage de la théorie conforme, qui n’existe pas nécessairement dans l’action
effective exacte. Au contraire, l’action du dilaton linéaire ne reçoit pas de corrections – c’est une
théorie libre – et la divergence est réelle. Il est possible de remédier à ce problème en supprimant
la région de couplage fort de l’intégrale de chemin à l’aide d’un potentiel, correspondant à une
représentation discrète de la théorie. Ainsi, d’après (IV.1), les opérateur suivants sont marginaux :
δS= µ

∫
d2zexp(Qα±ρ), où α± sont les racines de l’équationα(α −1) + 2/Q2 = 0. Dans le

traitement perturbatif de cette théorie, le potentiel est considéré comme une «charge d’écran»,
dont le nombre d’insertions est dicté par l’annulation de la charge du vide discutée plus haut.
La théorie du dilaton linéaire avec un tel potentiel est appeléethéorie de Liouville[98–100], et
correspond à la théorie de la gravitation quantique à deux dimensions. Nous allons revenir plus
tard à l’extension N=2 superconforme de cette théorie.

Nous pouvons noter la forte analogie de ces représentations avec celles deSL(2,R) ; ce lien ce
comprend aisément en utilisant la représentation de Wakimoto de l’algèbre affineSL(2,R) [101],
dans laquelle les courants et les opérateurs primaires sont représentés à l’aide d’un dilaton linéaire,
et d’un système de «fantômes»(β ,γ) de dimension(1,0). Il est alors possible de calculer dans
cette représentations en champs libres les corrélateurs du modèle deWZW [102], à l’aide de ceux
du dilaton linéaire et des champs(β ,γ).

Près de l’horizon des NS5-branes.La théorie du dilaton linéaire est importante en théorie des su-
percordes car elle intervient dans la géométrie créée par desNS5-branes coïncidentes. Considérons
en effet la solution correspondant àN5 NS5-branes, chargées magnétiquement sous la deux-forme
B[2], donnée par (I.13). Dans la limite où nous approchons de l’horizon des cinq-branes, c.-à.-d.
r → 0, la solution se simplifie en :

ds2
σ = ηµνdxµdxν +N5

(
dr2

r2 +dΩ3

)
,

H = 2N5ω3

Φ = Φ0 +
1
2

log(N5/r2).(IV.2)

Par le changement de coordonnéesρ =
√

N5/2logr, nous obtenons alors le produit d’un modèle
de WZW supersymétriqueSU(2)N5

et d’un dilaton linéaire de charge :Q2 = 2/N5. Le produit
de ces deux théories conformes possède une algèbre superconforme étendue N=4 sur la surface
d’univers [103,104]. Les générateurs de cette algèbre s’écrivent en fonction des courantsIa de
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SU(2) comme :
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Nous voyons en particulier que les courantsSi générant l’algèbre affineSU(2)1 correspondant
à la symétrie R, s’écrivent uniquement à l’aide de fermions libres ; les contributions de la tor-
sion deSU(2) et du déplacement du dilaton linéaire se compensent exactement. Il est possible de
montrer [105] que toutes les théories superconformes N=4 avec torsion correspondent à des dis-
tributions deNS5-branes parallèles, dont l’exemple présent est le plus simple. Nous reviendrons
plus loin sur une autre configuration exactement soluble en théorie conforme.

IV.2. NS5-branes et holographie

De manière analogue à la dualitéAdS/CFT, nous sommes en présence, avec les théories de
NS5-branes de deux descriptions complémentaires de la même physique ; d’un côté une solution de
théorie des cordes représentant l’espace-temps courbé par les cinq-branes, et de l’autre les degrés
de liberté vivant sur la brane. Nous voulons maintenant trouver un régime de la théorie dans lequel
ces deux descriptions découplent, et deviendraientéquivalentespar dualité holographique.

NS5-branes et D5-branes.Examinons premièrement la théorie vivant sur lesNS5-branes.
Dans l’exemple de la théorie de supercordesIIB , nous pouvons connaître les degrés de liberté
vivant sur les cinq-branes en utilisant une dualité S, transformant lesNS5-branes enD5-branes.
Les opérateursBPS de la théorie sont conservés lors de cette opération, grâce à la supersymétrie
qu’ils préservent. La théorie vivant sur lesD5-branes est une théorie de cordes ouvertes, avec une
symétrie de jaugeU(N5) et une supersymétrieN = (1,1) à six dimensions. Cette théorie contient
un champ de jauge, quatre scalaires à valeurs dansU(N5), dont les valeurs moyennes corres-
pondent aux positions des cinq-branes dans l’espace tranverse, et leurs partenaires fermioniques.
Dans la limite de basse énergie cette théorie se réduit à une théorie de jauge. Remarquons, qu’à
l’inverse desD3-branes, cette théorie des champs est non-renormalisable, et doit être complétée à
hautes énergies par la description de cordes ouvertes.

La conjecture de dualité.Cette différence se manifeste aussi dans la limite de découplage. En
effet, alors que la limite de découplage desD3-branes est une limite de basse énergie,α ′→ 0, la
limite de découplage desNS5-branes conserve toutes les échelles d’énergie de la théorie vivant sur
les branes :

(IV.3) gs→ 0 , α
′ fixé.

Remarquons pour commencer que, dans cette limite, la dynamique de la théorie reste non-triviale
en raison de la divergence du dilaton – et donc du couplage fort – près desNS5-branes.
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La physique de basse énergie sur la brane est décrite par une théorie de jauge, de constante
de couplage nue :g2

YM = 1/α ′. [106] Comme cette théorie des champs est non-normalisable, elle
devient une théorie libre dans l’infrarouge.

L’effet de la limite de découplage (IV.3) sur la solution deNS5-branes en supergravité, équa-
tion (I.13), avecr/gs fixéa est de prendre la limite de la solution près de l’horizon desNS5-
branes, voir (IV.2), dans laquelle nous connaissons la description exacte en théorie superconforme
SU(2)k×RQ, voir la section IV.1. Nous sommes alors naturellement amenés a la conjecture sui-
vante, formulée dans [107] : la solution deNS5-branes, près de l’horizon, estdualede la théorie
vivant sur lesNS5-branes, au sens holographique. Les fonctions de corrélation impliquant des
représentations discrètes du dilaton linéaire, localisées enρ →+∞, sont identifiées avec les fonc-
tions de Green de la théorie sur les cinq-branes.

La théorie vivant sur lesNS5-branes est appelée «théorie des petites cordes», car elle possède
beaucoup de caractéristiques communes avec les théories des cordes habituelles, mais ne contient
pas la gravitation :

– elle possède une symétrie de dualité T, car lesNS5-branes ne sont pas affectées par la dualité
T de la théorie des supercordes ;

– l’étude de la théorie des petites cordes à haute température, à l’aide de la description holo-
graphique, montre que la théorie des petites cordes possède une transition de phase à haute
température de type Hagedorn, due à la croissance exponentielle de la densité d’états [108].
Ce comportement est identique a celui des théories de supercordes ;

– la théorie de basse énergie sur les cinq-branes possède des solutions de cordes, identifiées
avec les cordes fondamentales, et nécessaires à la description de la théorie à haute énergie.

Pour connaître les propriétés détaillées de cette théorie nous devons nous reposer sur la descrip-
tion holographique, dans laquelle nous pouvons en principe calculer les fonctions de corrélation
caractérisant cette théorie.

NS5-branes et couplage fort.L’obstacle majeur à l’accomplissement de ce programme vient
du problème du couplage fort près desNS5-branes, qui invalide les calculs perturbatifs d’am-
plitudes de la théorie des supercordes. Dans le cas de la théorie des cordesIIB , cette région de
couplage fort, pourρ →−∞, correspond dans la théorie duale au flot de la théorie de jauge vers
une théorie libre dans l’infrarouge extrême. Nous pouvons invoquer la dualité S pour étudier la
physique dans ce régime, mais la région intermédiairegs∼ 1 est alors inaccessible.

La situation dans la théorie des supercordesIIA est très différente. Premièrement, la super-
symétrie de la théorie des petites cordesIIA est N = (2,0) à six dimensions ; cette algèbre de
supersymétrie admet, contrairement au cas précédent, une extensionsuperconforme, ouvrant la
possibilité d’avoir un point fixe non-trivial dans l’infrarouge. Ensuite, près desNS5-branes, lorsque
le couplage devient fort, nous pouvons utiliser la description en termes de la théorieM , présentée
dans la section I.5. LesNS5-branes s’interprètent alors comme des solutions deM5-branes de la
supergravité à onze dimensions, voir (I.10), mais distribuées sur la onzième dimension compac-
tifiée. Dans la limite près de l’horizon, nous approchons de l’un des paquets deM5-branes, et la
géométrie hendéca-dimensionnelle s’approche de AdS7× S4. Dans la limite où la supergravité est
valide, nous pouvons alors étudier cette dualité avec les outils deAdS/CFT, mais nous perdons les
aspects spécifiques à la théorie des cordes.

Il est cependant possible, comme nous allons le montrer maintenant, de trouver des descrip-
tionsperturbativesde la petites théorie des cordes, en choisissant un autre point de l’espace des
modules des cinq-branes que celui, singulier, correspondant auxNS5-branes coïncidentes.

aCette condition signifie que nous gardons constante la masse desD1-branes étendues entre lesNS5-branes si
celles-ci sont séparées dans l’espace transverse
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IV.3. Déformation nulle de AdS3 et théorie des petites cordes

La première description perturbative que nous allons décrire s’obtient par déformation du
modèle deWZW surSL(2,R). Cette théorie interpole en effet entre le systèmeNS5/F1 du chapitre
précédent et la théorie deNS5-branes du présent chapitre.

Limite de découplage.Le systèmeNS5/F1 occupe une position remarquable parmi les solutions
holographiques de la théorie des cordes. Il admet en effet trois limites de découplage parfaitement
valables. Cette solution s’obtient par dualité S du systèmeD1/D5, eq. (III.3), et s’écrit, dans les
variables duales, en termes des fonctions :

H1 = 1+
g2

s α ′N1

vr2 , H5 = 1+
α ′N5

r2 .

La première limite, décrite au chapitre III, correspond à la limite de basse énergieα ′ → 0,
avecgs et r/α ′ fixés, et est duale à la théorie des supercordes dans AdS3× S3. Dans cette limite
nous approchons à la fois desNS5-branes et des cordes fondamentales, et la théorie duale dans
l’espace-temps est bidimensionnelle.

La deuxième limite, présentée au début de ce chapitre, s’obtient à partir du systèmeNS5/F1
par : gs→ 0, avecα ′ et g2

sv fixés. Dans cette limite la contribution des cordes fondamentales
devient négligeable car elles sont infiniment diluées dans lesNS5-branes. Nous obtenons alors la
géométrie des seulesNS5-branes près de l’horizon, souffrant du problème de couplage fort.

Dans la troisième limite de découplage, que nous avons étudiée dans [78], nous souhaitons
conserver la contribution des cordes fondamentales, pour régulariser la région de couplage fort.
La solution correspondante, dans laquelle nous sommes près de l’horizon desNS5-branes, mais
non des cordes fondamentales, s’obtient dans la limite suivante, en gardant constante la densité de
cordes fondamentales :gs→ 0, avecα ′ etv fixés.b
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H[3] = α
′N5

{
2u

(u2 +1/M2)2du∧dT ∧dX +2ω3

}
.

Cette géométrie se factorise en un espace-temps AdS3 déformé par le paramètreM, donné par :
M2 = α ′N1/v, en une trois-sphère et un quatre-tore.

Nous observons que cette solution est faiblement couplée dans tout l’espace-temps. Elle pos-
sède deux limites remarquables. Dans la limiteu→ 0, c.-à.-d. loin des branes, nous obtenons la
géométrie près de l’horizon desNS5-branes seules,SU(2)×RQ, mais uniquement dans la région
de couplage faible. Au contraire, en s’approchant des branes, paru→∞, la contribution des cordes
fondamentales devient significative, et nous approchons la géométrie AdS3×S3, mais uniquement
la région près de l’horizon. La valeur maximale de la constante de couplage des cordes peut être
choisie arbitrairement petite, lorsqueN1� 1.

Description en théorie conforme.L’intérêt majeur de la dernière limite de découplage vient de sa
descriptionexacteen théorie conforme, correspondant à une déformationparaboliquedu modèle
deWZW surSL(2,R).

bDans l’image S-duale de cette limite de découplage, le volume sans dimensionv est au contraire envoyé à l’infini.
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Considérons à cet effet le modèle sigma dans les coordonnées de Poincaré, adaptées à la base
parabolique.

S=
k

2π

∫
d2z

(
∂u∂̄u

u2 +
∂X+∂̄X−

u2

)
.

Les courants paraboliques :J+ = u−2∂X+ et J̄+ = u−2∂̄X− correspondent simplement aux trans-
lations le long du cône de lumière. Il est alors possible de déformer le modèle deWZW à l’aide de
l’opérateur exactement marginal :δS∼

∫
d2z J+J̄+, conduisant au modèle sigma [78,109] :

(IV.5) S=
k

2π

∫
d2z

(
∂u∂̄u

u2 +
∂X+∂̄X−

u2 +1/M2

)
,

ainsi qu’un dilaton donné plus haut (IV.4).
Ce modèle sigma correspond à la solution de supergravité (IV.4), ce qui signifie que nous

possédons une description exacte en théorie des supercordes de cette limite de découplage de la
petite théorie des cordes, compatible avec l’approche perturbative.

L’effet de cette déformation sur le spectre de la théorie conforme peut s’obtenir en déformant
le réseau apparaîssant dans la fonction de partition deSL(2,R) dans une direction nulle [78].
Cependant la compréhension détaillée du spectre de la théorie déformée nécessiterait la décom-
position de la fonction de partition en caractères paraboliques, ce qui n’est pas connu à l’heure
actuelle. Enfin, la supersymétrie de la solution, manifeste par construction en supergravité, peut
s’étudier dans la théorie superconforme à l’aide d’une représentation deSL(2,R) en champs libres.

Interprétation holographique. L’interprétation holographique de cette déformation est un peu
délicate. En effet, du point de vue de la surface d’univers de la corde, nous déformons le modèle
de WZW surSL(2,R) avec une perturbation marginale. Cependant, même pour une faible valeur
de la perturbation, la géométrie asymptotique de l’espace est changée car les courants deSL(2,R)
sont non-normalisables. Du point de vue de la théorie duale dans l’espace-temps, nous perturbons
la théorie conforme vivant sur lesNS5/F1 par un opérateurnon-pertinentdans l’infrarouge, c.-à.-d.
qui croît à hautes énergies, brisant l’invariance conforme.

Au contraire, il est plus naturel d’étudier cette perturbation du point de vue de la théorie des
petites cordes. Dans le contexte de la théorie des supercordesIIB , nous avons mentionné que la
théorie sur les cinq-branes évolue dans l’infrarouge vers un point fixe trivial ; le mouvement du
dilaton linéaire correspond à ce flot de l’ultravioletρ → +∞ faiblement couplé dans l’espace-
temps à l’infrarougeρ →−∞, fortement couplé dans l’espace-temps mais faiblement couplé sur
les branes. Pour éviter ce flot vers le point fixe libre, conduisant au couplage fort dans l’espace-
temps, nous rajoutons à la théorie un opérateur pertinent dans l’infrarouge. Du point de vue de
l’espace-temps, nous déformons la théorie conformeSU(2)k×RQ×R5,1 par le potentiel suivant :

δS∼M2
∫

d2z ∂X+
∂̄X−e−

√
2
k ρ

Ce potentiel, de manière analogue à la théorie de Liouville, régularise le problème de couplage
fort. D’après la description «miroir» de cette opération, donnée par le modèle sigma (IV.5), cette
déformation correspond à ajouter des cordes fondamentales macroscopiques dans le fond deNS5-
branes, qui modifient la solution dans l’infrarouge et arrêtent le mouvement du dilaton. Prenons
maintenant le point de vue de la théorie vivant sur les cinq-branes. Dans l’image S-duale desD5-
branes, la théorie euclidienne de basse énergie est donnée par une théorie de jauge couplée à quatre
scalairesXa ∈U(N5) :

(IV.6) SD5 =
1

α ′gs

∫
Tr

(
F ∧∗F +DXa∧∗DXa +∗

[
Xa,Xb

]2
)

+ ıgsC[2]∧Tr(F ∧F ) .
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Le dernier terme, topologique, provient des corrections à l’action effective sur lesD-branes en pré-
sence d’un fond non-trivial, dans le cas présent pour la deux-forme de Ramond-Ramond. Il s’agit
de l’analogue en dimension six du terme «théta» dans les théories de jauge quadridimensionnelles.

Dans le cas présent, lesD1-branes macroscopiques dans le fond gravitationnel sont une source
pour la deux-forme deR-R, ce qui conduit au couplage suivant pour ce terme topologique :
C[2]→

ı
gs

dx∧dt, où nous avons considéré la limite infrarouge de (IV.4). Ce terme est imaginaire
car lesD1-branes couplent de manière électrique à la deux-forme deR-R, et, en conséquence, la
contribution du terme topologique à l’action euclidienne sera réelle. Nous devons donc reconsi-
dérer les vides de la théorie de jauge à six dimensions contribuant à l’intégrale de chemin. Soit
en effet une configuration d’instanton à quatre dimensions, c.-à.-d. un champ de jauge classique
vérifiant la condition d’auto-dualité à quatre dimensions :F = ∗4F . Cette configuration peut
être «oxydée» en une configuration de la théorie de jauge à six dimensions vérifiant une condi-
tion d’auto-dualité généralisée, respectant les symétries préservées par le fond de la deux-forme
de R-R : F ∧dt ∧dx = ∗6F . Nous observons maintenant, qu’en raison du terme topologique in-
duit par lesD1-branes macroscopiques, de telles configurations du champ de jauge donnent une
contributionfinie à l’intégrale de chemin, au contraire de l’action sans terme topologique.c Ainsi,
la théorie effective de basse énergie se réduit à la théorie effective sur l’espace des modules de ces
configurations «instantoniques», qui n’est rien d’autre que la théorie conforme duale à la théorie
des cordes dans AdS3×S3. Dans le cas présent, nous possédons une description holographique du
flot de renormalisation complet de la théorie des petites cordes dans l’ultraviolet vers la théorie
conforme dans l’infrarouge. Il serait très intéressant de pouvoir calculer des amplitudes de théories
des cordes dans la géométrie AdS3 déformée pour mieux comprendre cette holographie.

IV.4. Double limite d’échelle

Nous avons étudié précédemment la limite de découplage de la théorie deNS5-branes coïn-
cidentes ; la description holographique de cette théorie est problématique en raison du couplage
fort de la théorie des supercordes près des cinq-branes. Nous avons montré qu’il était possible
d’obtenir une limite perturbative de cette dualité, en ajoutant des cordes fondamentales macro-
scopiques, parallèles auxNS5-branes. Il existe cependant une manière alternative pour obtenir un
modèle faiblement couplé.

Toute configuration deNS5-branes parallèles préserve la moitié des supersymétries ; en consé-
quence, celles-ci peuvent être séparées et déplacées dans leur espace transverse commun sans
nécessiter aucune énergie.d L’ espace des modulesdes NS5-branes correspond à l’ensemble de
ces configurations. PourN5 NS5-branes, il est isomorphe àR4N5/SN5

, où SN5
est le groupe des

permutations àN5 élements. L’origine de cet espace, qui correspond au point fixe du groupe des
permutations, représente la configuration de branes au même point. Nous désirons maintenant sé-
parer toutes lesNS5-branes. En effet, les degrés de liberté non-perturbatifs de la théorie de de
NS5-branes correspondent (dans les supercordesIIB ) auxD1-branes étendues entre elles. Lorsque
les cinq-branes sont coïncidentes, ces degrés de liberté deviennent de masse nulle, indiquant le
caractère non-perturbatif de la théorie. Au contraire, pour deuxNS5-branes situées enX i et X j , la
masse desD1-branes se comporte comme :MW

i j ∼ ‖X i−X j‖/gs. Du point de vue holographique,
une telle séparation des branes correspond aumécanisme de Higgs. Dans une configuration où
toutes les branes sont séparées, la théorie de jaugeU(N5) est brisée enU(1)N5, et les «bosonsW»

cEn effet il est connu qu’en dimension plus grande que quatre il n’existe pas de configurations non-triviales des
théories de jauge ayant une action finie.

dCeci vient du fait que, contrairement aux équations du mouvement de la supergravité, les équations de préserva-
tion de la supersymétrie sont linéaires.
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massifs, correspondant à la symétrie de jauge non-abélienne brisée, sont lesD1-branes étendues
entre différentesNS5-branes. Ces degrés de liberté non-perturbatifs (du point de vue de l’espace
ambiant) étant massifs, nous pouvons nous attendre à une description perturbative. Ce raisonne-
ment présuppose cependant que la géométrie d’une seuleNS5-brane est perturbative, comme le
suggère [110].

Pour n’importe quelle configuration deNS5-branes complètement séparées, nous pouvons
alors définir ladouble limite d’échelle[111] :

gs→ 0 , α
′ fixé et

MW
i j√
α ′

fixé , ∀ i, j = 1, · · · ,N5 , i 6= j.

Nous nous attendons à obtenir une description holographique perturbative de la théorie des petites
cordes dans cette limite, car la masse desD1-branes est maintenue à une valeur non-nulle. Cepen-
dant pour une configuration générique deNS5-branes, la description en théorie conforme sur la
surface d’univers est compliquée.

NS5-branes sur un cercle et phase de Higgs.Nous allons concentrer maintenant notre attention
sur la configuration la plus simple deNS5-branes, que nous avons étudiée dans la publication no3.
Une configuration préservant un grand nombre de symétries de l’espace transverse est en effet
donnée par une distribution uniforme deNS5-branes sur un cercle, de rayon

√
α ′r0. L’isométrie

initiale SO(4) de l’espace transverse, pour des branes coïncidentes, est brisée enZN5
×SO(2),

où le premier facteur correspond à la symétrie discrète résiduelle dans le plan du cercle (co-
ordonnéesx6,x7), et le deuxième facteur à la symétrie continue de rotation dans le plan ortho-
gonal au cercle (coordonnéesx8,x9). Cette configuration correspond à une valeur non-nulle dans
le vide du champ scalaireB = X6 + ıX7 de l’action (IV.6) de la théorie sur les cinq-branes :
〈B〉= r0 diag(1,e2ıπ/N5, · · · ,e2ıπ(N5−1)/N5). Ce vide particulier de la théorie de jauge brise le groupe
U(N5) enU(1)N5. Il est caractérísé par la valeur moyenne dans le vide de l’opérateur invariant de
jauge Tr (BN5).

Pour connaître la déformation associée dans la théorie des cordes décrivant l’epace ambiant,
nous pouvons utiliser le dictionnaire holographique [112] entre opérateurs chiraux de la théorie
sur les cinq-branes et opérateurs chiraux de la théorie superconforme de la surface d’univers des
cordes fondamentales. Dans le cas présent, l’opérateur caractérisant le vide correspond à :

(IV.7) Tr(BN5)←→ ψ
+

ψ̃
+ΦN5/2−1,N5/2−1,N5/2−1e−

√
N5
2 ρ ,

où Φ j,m,m̄ désigne un opérateur primaire deSU(2)N5−2 bosonique. L’opérateur particulier consi-
déré se décompose en un opérateur unité de la théorie parafermionique, et un terme chargé sous
le Cartan deSU(2). À l’aide de la bosonisation :I3(z) = ı

√
(N5−2)/2∂X, nous pouvons écrire

l’opérateur comme :ΦN5/2−1,N5/2−1,N5/2−1 = expı
√

(N5−2)/2X. Nous observons alors que la
déformation marginale de la théorie superconformeN = 2 à l’aide de l’opérateur chiral (IV.7),
voir la section II.4, n’est rien d’autre que l’extension N=2 de la théorie de Liouville, définie par le
potentiele :

δS= µ

∫
d2z G−−1/2Ḡ−−1/2ψ

+
ψ̃

+e

√
N5−2

2 ıX−
√

N5
2 ρ +complexe conjugué.

L’ajout de ce terme à l’action sur la surface d’univers supprime effectivement les contributions de
la région de couplage fort. Il faut néanmoins tenir compte du fait que le courantı∂X correspond

eCette forme du terme d’interaction de N=2 Liouville n’est pas la plus courante ; elle s’obtient après l’analogue de
la rotation chirale des modèles deWZW découplant les fermions.
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au Cartan deSU(2), et qu’en conséquence, cette théorie de N=2 Liouville et la théorie de quo-
tientSU(2)/U(1) supersymétrique ne sont pas indépendantes, mais couplées par un orbifoldZN5

,
voir II.39 pour l’équivalent bosonique. La description holographique de la phase de Higgs de la
théorie des petites cordes, de symétrieZN5

×SO(2), est donc donnée par la théorie superconforme :

SU(2)/U(1)× [N=2 Liouville]
ZN5

×R5,1.

Pour mieux comprendre le contenu de cette théorie il est utile d’en étudier une version duale, au
sens de la symétrie miroir.

Dualité entre N=2 Liouville et SL(2,R)/U(1) supersymétrique.Comme nous l’avons déjà
mentionné dans la section III.4, l’application naïve des règles de dualité T au modèle deWZW

jaugéSL(2,R)/U(1)|axial mène à une variété singulière appelée «trompette». Cependant, il fut
proposé par Fateev, Zamolodchikov et Zamolodchikov (non publié), l’application correcte de la
dualité (incluant les corrections perturbatives et non perturbatives du point de vue du modèle
sigma) mène à une théorie appeléeLiouville-sinus. La version supersymétrique de cette dualité re-
lie le quotient N=2SL(2,R)/U(1)|axial et la théorie de Liouville N=2 [111]. L’équivalence entre
les deux modèles sigma fut étudiée dans [113,114]. Dans la publication no4 nous avons étudié
les aspects algébriques de cette correspondance. Nous avons montré premièrement que les carac-
tères du quotient bosoniqueSL(2,R)/U(1)|axial et du courant de symétrie R se combinent, dans
la théorie de quotient supersymétrique, de telle manière qu’ils forment des caractères de l’algèbre
superconformeN = 2 pour c > 3. Nous avons également montré dans [88] que la fonction de
partition de la théorie de quotient s’exprime bien à l’aide de ces caractères, voir plus loin. Or
ces caractères de N=2 constituent les caractères de la théorie de N=2 Liouville, car elle ne pos-
sède pas d’autres symétries chirales. Nous concluons donc que ces théories ne peuvent différer
que dans le choix relatif des représentations gauches et droites de l’algèbre N=2, ou de manière
équivalente des représentations deSL(2,R) dans le quotient. En supposant que seule la combi-
naison diagonale de représentations existe, les deux fonctions de partition doivent coïncider, à un
orbifold près agissant sur les charges des opérateurs primaires de N=2. Nous pouvons formuler la
conjecture que l’orbifoldZk du quotientSL(2,R)/U(1)|axial, correspondant au quotient vecteur,
est la théorie de Liouville N=2. Une fois le spectre donné par la fonction de partition, les fonctions
de corrélation peuvent être calculées, en utilisant les contraintes de l’algèbre chirale. En effet, en
utilisant un argument inverse à celui de la section III.3, la théorie de Liouville N=2 possède une
symétrie N=2 superconforme irreductible, et peut donc être complétée, en ajoutant un boson libre
de genre temps, en une théorie possédant une symétrie affineSL(2,R) [115]. En utilisant alors les
contraintes obtenues à l’aide des représentations dégénérées deSL(2,R), les corrélateurs peuvent
être calculés [83–85].

Dérivation directe de la correspondance.Dans la discussion précédente, nous avons finalement
montré que la description holographique de la double limite d’échelle (pour les cinq-branes sur un
cercle) est donnée par la théorie superconforme :

(IV.8)
SU(2)/U(1)×SL(2,R)/U(1)

ZN5

×R5,1.

Cependant la dérivation de cette correspondance impliquait(i) une dualité holographique entre
des opérateurs de la petite théorie des cordes et des opérateurs de la théorie des supercordes de
l’espace ambiant et(ii) l’application de la symétrie miroir. Nous souhaitons maintenant montrer,
en suivant la publication no3, que le lien peut être établi directement.
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Nous commençons par la solution de supergravité correspondant auxNS5-branes distribuées
sur un cercle [116]. Cette solution généralise celle pour des branes coïncidentes, eq. (I.13), de
manière analogue à l’électrostatique :

H5 = 1+
N5

∑
n=1

α ′

‖X−Xn‖2
.

Dans le cas des branes sur un cercle, nous plaçons des cinq-branes aux positions suivantes de
l’espace transverse :X6

n + ıX7
n = r0 exp2ıπ(n−1)/N5, et X7

n + ıX8
n = 0, voir la description holo-

graphique précédente. Il est alors possible de calculer explicitement la somme sur les positions des
branes [116]. Nous pouvons prendre ladouble limite d’échelledécrite dans l’introduction de cette
section :

gs→ 0 , α
′ fixé ,

r0

gs
fixé , ui :=

Xi+5

gs
fixé.

Dans cette limite, la solution de supergravité peut s’écrire de manière simple dans les coordon-
nées :

u1 = coshρ sinθ cosψ , u2 = coshρ sinθ sinψ ,

u3 = sinhρ cosθ cosϕ , u4 = sinhρ cosθ sinϕ .

Nous obtenons alors la solution deNS5-branes sur un cercle, dans la double limite d’échelle, sous
la forme :

ds2
σ = ηµνdxµdxν +N5ΛN5

(x,ψ)
[
dρ

2 +dθ
2 +

tan2 θ dψ2 + tanh2
ρ dϕ2

1+ tan2 θ tanh2
ρ

]
B =

N5ΛN5
(x,ψ)

1+ tan2 θ tanh2
ρ

dϕ ∧dψ +
N5ΛN5

(x,ψ)sinN5ψ

tanθ sinhN5x
dϕ ∧dθ

e−2Φ =
α ′

N5
U2

0 Λ−1
N5

(x,ψ)
(
cos2 θ cosh2 ρ +sin2

θ sinh2
ρ
)

(IV.9)

Cette solution dépend de la fonction suivante :

(IV.10) ΛN5
(x,ψ) =

sinhN5x

coshN5x−cosN5ψ
, avecex = coshρ/sinθ .

Ce facteur conforme de la métrique transverse donne le caractère discret de la distribution de
branes ; en effet, dans la limite d’une distribution continueN5→∞, nous avonsΛN5

→ 1. Il modifie
la métrique près de la localisation desNS5-branes de telle sorte que la singuarité annulaire (en
ρ = 0, θ = π/2) de la limite continue de la distribution disparaisse.

Nous allons maintenant montrer que cette solution de supergravité correspond à une théorie
superconforme exacte [88]. Considérons en effet le produit des modèles deWZW supersymé-
triquesSL(2,R)N5

×SU(2)N5
. En dehors des quotients factorisables deSL(2,R) ou SU(2), nous

pouvons construire des modèles deWZW jaugés non factorisables. Pour chaque élement(g,g′) de
SL(2,R)×SU(2), nous pouvons jauger l’isométrieU(1)×U(1) suivante :

(g,g′)→ (e
ıσ2
2 λ ge

ıσ2
2 µ ,e

ıσ2
2 λ g′e

ıσ2
2 µ).

Les deux jaugements, correspondant respectivement aux isométries paramétrées parλ et µ sont
chiraux, puisqu’ils n’agissent que sur un secteur, holomorphe et anti-holomorphe de la théorie.
Cependant ce jaugement est sans anomalies, car les isométries jaugées correspondent aux cou-
rants nulsJ3 + I3 et J̄3 + Ī3 de SL(2,R)×SU(2). Ils vérifient donc les conditions d’annulation
des anomalies de la section II.3.1, car Tr (T2) = Tr (T̃2) =0 si les deux modèles deWZW sont au
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même niveau. Pour obtenir l’action effective du modèle deWZW jaugé il suffit d’intégrer classi-

ψ

ϕ

x6,x7

x8,x9

⊗
⊗ −→

Tψ dθ 2 + tan2 θ(dϕ−dψ/N5)
2

dρ2 + tanh2 ρ(dψ/N5)
2

ψ/N5

ϕ −ψ/N5

2π/N5

FIG. IV.1. Configuration de branes sur un cercle et description T-duale.

quement les champs de jauge, suivant la méthode générale. Dans le cas présent, le résultat est non
seulement valable au premier ordre en1/k, mais à tous les ordres du développement perturbatif
dans ce paramètre, grâce à la symétrieN = (4,4) superconforme du modèle sigma obtenu. Nous
obtenons alors un modèle sigma correspondant exactement à la géométrie desNS5-branes sur un
cercle, eq. (IV.9), mais dans la limiteΛN5

→ 1. Cependant, si nous remarquons que cette fonction
peut se développer comme [116] :

ΛN5
(x,ψ) = 1+ ∑

m6=0

e−N5(|m|x−ımψ),

nous pouvons supposer que ce facteur est généré par les corrections non-perturbatives sur la sur-
face d’univers à l’action effective du modèle deWZW jaugé. Ce développement ressemble en effet
à une somme de contributions d’instantons de la surface d’univers, pondérées parN5, l’inverse de
la constante de couplage du modèle sigma. Un résultat analogue fut démontré dans [117] pour une
configuration de cinq-branes différente. Pour relier cette description de la double limite d’échelle
de la théorie des petites cordes à la description précédente, nous pouvons tout d’abord remarquer
qu’une dualité T selonψ, appliquée au modèle sigma dans le fond (IV.10) obtenu comme théorie
de quotient, donne le modèle sigma dual suivant :

S =
N5

π

∫
d2z

{
∂ρ∂̄ρ +∂θ ∂̄θ + tanh2

ρ
∂ψ∂̄ψ

N2
5

+ tan2
θ

(
∂φ − ∂ψ

N5

)(
∂̄ φ − ∂̄ψ

N5

)
+R(2) ln

(
cosh2 ρ cos2 θ

)}
correspondant aux théories de quotientSL(2,R)/U(1)|axial et SU(2)/U(1)|axial, mais couplées
à travers le champψ (fig IV.1). Ce champ possède la periodicité suivante, héritée de la variété
de groupeSU(2) : ψ ∼ ψ + 2π. En conséquence, si nous découplons les modèles sigma par les
changements de coordonnées :α = ψ/N5 et β = φ −ψ/N5, ces champs doivent être identifiés
selon :(α,β ) ∼ (α + 2πn/N5,β − 2πn/N5 + 2πn′). Cette identification n’est rien d’autre que
l’orbifold Zk discuté plus haut.

Une analyse directe de la quantificationBRST du quotient nul{SL(2,R)×SU(2)}/[U(1)G×
U(1)D] conduit au même résultat [88]. En effet, l’imposition des contraintes de la cohomologie
BRST du quotient sur le spectre deSL(2,R)×SU(2), ainsi que l’ajout de la contribution des
fantômes, sont équivalents à l’orbifold (IV.8)
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Notons pour finir qu’il est possible de construire une ligne de déformations marginales, à l’aide
de l’opérateur exactement marginal(J3 + I3)(J̄3 + Ī3), interpolant entre AdS3×S3 et la géométrie
desNS5-branes sur un cercle. Explicitement, nous obtenons la métrique suivante (dans la limite
ΛN5
→ 1) :

ds2
σ = dρ

2 +dθ
2 +

(λ 2 +cosh2 ρ)cos2 θ dφ2− (λ 2−cos2 θ)cosh2 ρ dt2

cosh2 ρ−cos2 θ +λ 2

+
(λ 2 +sinh2

ρ)sin2
θ dψ2 +(λ 2 +sin2

θ)sinh2
ρ dχ2

cosh2 ρ−cos2 θ +λ 2

−2
cos2 θ cosh2 ρ dt dφ +sin2

θ sinh2
ρ dχ dψ

cosh2 ρ−cos2 θ +λ 2
.

Dans la limiteλ → 0, nous obtenons la distribution deNS5-branes sur un cercle, ainsi qu’un
cône de lumière factorisé. Au contraire pourλ → ∞ nous retrouvons l’espace-temps AdS3×S3.
La signification des situations intermédiaires n’est pas claire. Nous pouvons observer que seule la
limite λ → 0 correspond à une géométrie singulière.

Fonction de partition supersymétrique. Pour connaître le spectre complet de la théorie des su-
percordes dans la géométrie desNS5-branes sur un cercle, nous désirons calculer la fonction de
partition pour l’orbifold (IV.8). Ce résultat est obtenu dans la publication no3.Tout d’abord, nous
avons besoin de la fonction de partition de la théorie superconforme N=2SL(2,R)/U(1)|axial.
Pour l’obtenir nous sommes partis de la fonction de partition du modèle deWZW supersymétrique
SL(2,R) au niveauN5, étudiée au chapitre III. Celle-ci se compose, après rotation chirale, de la
fonction de partition bosonique au niveauN5 + 2 et de la fonction de partition de trois fermions
libres. Pour obtenir maintenant la fonction de partition du quotient, nous pouvons utiliser la dé-
formation marginale de la section III.4, sous sa forme supersymétrique. Pour cela, nous devons
factoriser dans la fonction de partition deSL(2,R) le réseau du courant totalJ 3 = J3+ : ψ+ψ− :
et ensuite le déformer par changement de rayon. Cette déformation est compatible avec la symétrie
superconforme de la théorie des cordes. Pour obtenir la théorie de quotientSL(2,R)/U(1)|axial, il
suffit de prendre, par construction, la limite de rayon nul de cette déformationf [88]. Une méthode
alternative consiste à refaire le calcul de l’intégrale de chemin de la section III.3 dans le cas super-
symétrique, voir [118]. Nous avons aussi calculé la fonction de partition de l’orbifoldZN5

de cette
théorie.

Pour constuire la fonction de partition de la configuration de cinq-branes, nous rajoutons main-
tenant la théorie de quotient supersymétriqueSU(2)/U(1)|axial au niveauN5, correspondant aux
modèles minimaux de l’algèbre N=2. Les caractères [119] et la classification complète des in-
variants modulaires [120] de cette théorie sont connus. Cependant, le produit tensoriel des deux
théories de quotient ne constitue pas encore une théorie de supercordes possédant la supersymétrie
d’espace-temps. En effet, les courants gauche et droit de symétrie R de l’algèbre superconforme
N=2 pour ces deux facteurs sont donnés par, voir (III.15) :

(IV.11) JR = ψ
+

ψ
−+ χ

+
χ
−+

2(J 3−I 3)
N5

, J̄R = ψ̃
+

ψ̃
−+ χ̃

+
χ̃
−− 2(J̄ 3− Ī 3)

N5
.

À l’inverse de la théorie des supercordes sur AdS3×S3×T4, ici nous pouvons (et devons) conser-
ver uniquement les états dont la charge de symétrie R est entière. La supersymétrie d’espace-temps

f Naturellement nous devons d’abord faire un prolongement analytique sur le rayon pour que la limite soit bien
définie.
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est alors obtenue par le flot spectral de l’algèbre N=2, voir section II.1. Or cette projection se réa-
lise naturellement sur le spectre, simultanément pour le secteur gauche et le secteur droit, par
l’orbifold ZN5

des théories de quotient (IV.8).
Ainsi cet orbifold apparaît selon trois points de vue différents. Premièrement, dans la dériva-

tion holographique de la théorie conforme des branes sur un cercle, ce couplage est hérité de la
décomposition deSU(2) en{SU(2)/U(1)×U(1)}/ZN5

. Deuxièmement, nous avons montré que
la solution de supergravité pour des branes sur un cercle correspond à une théorie de quotient de
SL(2,R)×SU(2), équivalente à l’orbifold (IV.8). Troisièmement, cet orbifold est nécessaire pour
construire les charges de supersymétrie d’espace-temps.

Nous voyons à travers cet exemple que la nécessité de projeter sur les charges entières de
symétrie R induit parfois une projection sur le spectre changeant complètement la géométrie de
la solution de l’action effective de basse énergie. En effet, dans notre exemple, l’ordre de l’or-
bifold estN5, identique au niveau des modèles deWZW, et dans la limite de basse énergieα ′→
0, α ′N5 fixé, les secteurs déformés de l’orbifold survivent, et correspondent à des champs de
fond différents. Cette remarque résout certaines contradictions apparentes entre la supersymétrie
apparente préservée par des modèles sigma du typeSL(2,R)/U(1)×SU(2)/U(1), à cause de
la symétrie superconforme étendue sur la surface d’univers, et l’absence de supersymétrie de la
solution de supergravité correspondante [121]. En effet, la description correcte à basse énergie doit
tenir compte de la projection sur les charges entières.

IV.5. D-branes dans la théorie des petites cordes

L’étude du spectre des cordes fermées dans la géométrie desNS5-branes, que nous avons dé-
velopée dans la section précédente, est utile pour comprendre les degrés de liberté des cordes se
propageant dans l’espace ambiant, et fournissent une description holographique de la théorie vi-
vant sur lesNS5-branes. Cependant, la théorie conforme peut aussi nous donner des informations
sur les degrés de liberténon-perturbatifsde la théorie des cordes autour des cinq-branes. L’étude
des théories de cordes ouvertes permet en effet d’étudier le spectre desD-branes dans cette géo-
métrie [122]. En particulier nous pouvons de cette manière comprendre la théorie des bosonsW de
la théorie des petites cordes, correspondant à desD1-branes étendues entre lesNS5-branes. Il est
possible que cette théorie de cordes ouvertes fournisse une description de la physique de la théorie
des petites cordes.

Nous commençons cette construction par l’étude desD-branes dans la théorie de quotient
N=2 SL(2,R)/U(1), ou de manière équivalente, N=2 Liouville. Ce travail est contenu dans la
publication no4. Comme pour la théorie de cordes fermées, nous pouvons utiliser, pour construire
lesD-branes, le plongement de la théorie dansSL(2,R). Cette méthode fut utilisée dans [123] pour
traiter du quotient bosonique. Dans les deux cas nous utilisons les résultats de [124], où les branes
dansH+

3 sont étudiées, en utilisant, comme pour les corrélateurs de cordes fermées, les états nuls
des représentations dégénérées deSL(2,R).

Les propriétés physiques d’uneD-brane sont contenues dans lesfonctions à un pointdes opéra-
teurs de l’espace de Hilbert des cordes fermées, en présence de laD-brane imposant des conditions
de bord sur la surface d’univers.g Cette quantité contient en effet le couplage de tous les opéra-
teurs primaires de cordes fermées à laD-brane, en particulier sa masse (couplage au graviton) et
sa charge deR-R. Les fonctions à un point pour les modes de cordes fermées, avec des conditions
au bordα, peuvent être aussi considérées comme les coefficients de l’état de bord|Bα〉 associé

gNotre description desD-branes est ici très sommaire, par souci de concision. Une introduction pédagogique
utilisant le même formalisme est donnée dans [125] et la thèse [126].
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à laD-brane, développé sur la base des solutions élémentaires des conditions aux bords, appelées
états d’Ishibashi[127].

Cette fonction à un point doit satisfaire un certain nombre de propriétés pour correspondre à
un état de bord acceptable de la théorie conforme. La première condition est la dualité cordes ou-
vertes/cordes fermées, ou condition de Cardy, fig. IV.2. Considérons en effet la surface d’univers

σ

|B 1>

B  | 2<

t σ∼

∼
t

FIG. IV.2. Amplitude sur l’anneau dans le canal des cordes fermées (gauche) et dans le
canal des cordes ouvertes (droite).

d’une cordes fermée, paramétrée par(σ , t) et se propageant entre un état de bord|B1〉, àt = 0, et un
état de bord|B2〉, à t = 2π. Nous pouvons interpréter cette amplitude différement, en échangeant
le rôle deσ et det, comme une amplitude à une boucle pour des cordes ouveres finissant sur les
D-branes, eñσ = 0,π, correspondant aux états de bord ; le changement de canal correspond effec-
tivement à la transformation modulaire sur les caractèresτ →−1/τ. Dans une théorie conforme
rationnelle, nous pouvons exiger que le spectre des cordes ouvertes contienne des caractères de
l’algèbre chirale de la théorie conforme, avec des multiplicités entières et positives. Cette condi-
tion imposant une contrainte non-linéaire sur les fonctions à un point, est appeléecondition de
Cardy[128]. Les branes obéissant à cette condition sont dites maximalement symétriques car elles
préservent une copie de l’algèbre chirale. Des branes plus générales peuvent être construites, en
imposant uniquement la préservation de la symétrie superconforme N=1 de la théorie des cordes.
D’autres contraintes, liées aux propriétés de factorisation des amplitudes d’opérateurs approchant
du bord, doivent être imposées sur les fonctions à un point.

Ces diverses contraintes furent résolues dans [124] pour les branes maximalement symétriques
de H+

3 . Les différents types de branes correspondent aux différentes conditions de collage sur
les courants de l’algèbreSL(2,R). Ainsi, en général pour des branes symétriques nous pouvons
imposer sur le bord les conditions de collage :Ja = Ω(J̄a), oùΩ est un automorphisme extérieur de
l’algèbre affine préservant le tenseur d’énergie impulsion. En utilisant l’expression des courants de
symétrie R de la théorie de quotient (IV.11), ces conditions de collage impliquent des conditions
de collage sur l’algèbre superconforme N=2, dites de type A ou de type B [115,129]. Enfin, en
utilisant la constructionBRST des théories de quotient, voir section II.3, nous construisons les
fonctions à un point dans le quotientSL(2,R)/U(1) comme le produit de fonctions à un point de
SL(2,R) et deU(1), et d’une contribution éventuelles des fantômes. Ces fonctions à un point sont
corrélées par la symétrieBRST, et nous pouvons lire de l’expression (II.20) de la chargeBRST les
conditions au bord à imposer sur le boson supplémentaire pour préserver la symétrieBRST.

En résumé, comme dans le quotient bosonique, nous trouvons trois types de branes dans
SL(2,R)/U(1)|axial supersymétrique / N=2 Liouville :

– desD0-branes, localisées à l’extrémité du cigareρ = 0. Elles possèdent un paramètre en-
tier, caractérisant la représentationfiniedeSL(2,R) apparaissant dans le spectre des cordes
ouvertes. Ces représentations ne sont pas unitaires ; par conséquent, seule laD0-brane cor-
respondant à la représentation triviale doit être physique. Dans le canal des cordes fermées,
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l’état de bord de laD0-brane couple à la fois aux représentations discrètes et continues
de SL(2,R). Nous avons aussi construit lesD0-branes dans un orbifoldZp du cigare. En
particulier, si le niveauk de SL(2,R) est entier, nous pouvons construire les branes dans
l’orbifold Zk qui doit correspondre à N=2 Liouville d’après la discussion de la section IV.4.
Notons que nos résultats coïncident alors avec ceux de [92] ;

– desD1-branesqui s’étendent à l’infini dans la direction radiale et sont localisées dans la
direction angulaire du cigare ;

– desD2-branesrecouvrant tout le cigare et possédant un champ magnétique localisé près de
la pointe du cigare, induisant une charge deD0-brane. Nous nous attendons à trouver des
états liés deD2- et deD0-branes. La fonction à un point contient effectivement un couplage
aux représentations discrètes, localisées près de la pointe du cigare, mais l’amplitude de
l’anneau contient une contribution, certes similaire à celle desD0-branes, mais avec un coef-
ficient−1/2. Il semblerait que seule l’amplitude entre deuxD2-branes de même paramètre
ait alors un sens physique.

En utilisant cesD-branes, ainsi que celles, bien connues [130], de la théorieSU(2)/U(1),
nous pouvons alors construire lesD-branes dans la géométrie desNS5-branes sur un cercle. Dans
ce travail en cours, en collaboration avec Jan Troost et Ari Pakman, nous avons tout d’abord
construit la fonction à un point pour lesD1-branes – ou bosonsW –de la théorie des petites cordes.
Nous espérons obtenir des informations sur la dynamique de la petites théorie des cordes grâce à la
théorie effective sur lesD1-branes. Ensuite, nous construisons lesD3-branes dont la géométrie est
très intéressante, en raison de l’effet «Hanany–Witten» [131–133]. Lorsque uneD3-brane traverse
uneNS5-brane, nous devons observer une création deD1-branes étendues entre elles.
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1. Introduction

Conformal field theories with an N = 2 superconformal symmetry have proven to be one of

the most important building blocks in superstring theory backgrounds. Firstly, a theorem

of Banks and Dixon [1] states than any superstring vacua with (at least) N = 1 spacetime

supersymmetry in four dimensions is built by combining internal conformal field theories

with worldsheet N = 2 superconformal symmetry.1 A large class of examples is provided

by Gepner models [3], that use the minimal N = 2 theories — constructed with the

SU(2)/U(1) coset — to obtain non-trivial supersymmetric string compactifications. The

N = 2 algebra was also used to study Calabi-Yau compactifications in general, leading in

particular to the further development of mirror symmetry [4, 5].
1See [2] for a generalization to Ads3 ×M backgrounds.
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The non-minimal N = 2 theories have been shown in [6] to be intimately related to the

(bosonic) coset theory SL(2,R)/U(1). In this paper we will elaborate on this connection

by identifying these non-minimal N = 2 representations with the coset representations of

the supersymmetric SL(2,R)/U(1) coset [8], i.e. the gauged supersymmetric WZW model.

The axial coset has a two-dimensional target space with a cigar geometry, and in two

dimensions it has an interpretation as a euclidean black hole [7]. Recent interest for this

superconformal field theory derives from the duality with the N = 2 super-Liouville theory,

conjectured in [9] and studied in [10, 11]. The present work casts some new light on this

duality, because we show explicitely that the partition function of the supersymmetric

SL(2,R)/U(1) can be decomposed in terms of (extended) N = 2 characters, which are

the buildings blocks of the N = 2 super-Liouville theory [12]. This is natural in the light

of the fact that the characters for the two models are identical. Another motivation for

this work comes from the double scaling limit of the little string theory [9], corresponding

to NS5-branes spread on a (topologically trivial) circle in the transverse space. In [9] the

worldsheet CFT corresponding to the bulk geometry was argued to be the orbifold

SL(2,R)k/U(1)× SU(2)k/U(1)

Zk
.

In this work we compute the partition function for this theory, and show explicitly that

the Zk is completely fixed by the requirement of spacetime supersymmetry, without any a

priori assumption on the bulk geometry. Then we argue that this projection changes dras-

tically the low-energy interpretation of the background, and that this orbifold is actually

equivalent to a null gauged WZW model:

SL(2,R)k × SU(2)k
U(1)L ×U(1)R

,

whose target space corresponds precisely to a configuration of five-branes on a circle in

supergravity, previously written down in [13].

Note added. When this work was near completion, the interesting work [56] appeared on

the archive with a large overlap with the present paper. Among the complementary issues

we consider are: the supersymmetric marginal deformation method, a precise analysis of

the partition function and its decomposition in characters (including multiplicities of non-

primary states) and the relationship with the background for five-branes on a circle. On

the other hand [56] has other additional and interesting material especially regarding the

elliptic genus for these non-compact models.

2. The supersymmetric coset by deformation

Our aim is to find the modular invariant torus partition function for the supersymmetric

SL(2,R)/U(1) coset conformal field theory. The strategy we will use is to deform the

supersymmetric SL(2,R)k WZW model by a marginal deformation that preserves super-

symmetry. It is a very economic way of obtaining the supersymmetric partition function

for the supersymmetric coset. As a byproduct, it is interesting on its own right since
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supersymmetric deformations of SL(2,R) have only been studied in the asymmetric case

(see [16]). In the bosonic case, the partition function of the coset has been computed in [14].

The discrete part has been also studied in [15].

2.1 Partition function for supersymmetric SL(2,R)

The partition function for the N = 1 supersymmetric SL(2,R) at level k is made of the

direct product of a modular invariant factor for the purely bosonic SL(2,R) at level k + 2

and a modular invariant2 factor for the free fermions, realizing a level -2 SL(2,R) algebra.

The purely bosonic partition function has been obtained in [17] (following methods in [32,

14]). We refer the reader to these works for more detail. Let us start with the type 0B

partition function (i.e. the partition function diagonal in fermion boundary conditions), for

the universal cover of the SL(2,R) algebra — i.e. AdS3:
3

Z =

√
kτ2
ηη̄

∫

d2s
e2πτ2s

2
1

|ϑ1(s1τ − s2|τ)|2
×

×
∫ 1

0
dt1 dt2

∑

n,w∈Z
e2iπns2q

1
4(k+2)

(n−(k+2)(w+s1−t1))2 q̄
1

4(k+2)
(n+(k+2)(w+s1−t1))2 ×

×
∑

ñ,w̃

e2iπ(n−ñ)t2q−
1

4(k+2)
(ñ+(k+2)(w̃+t1))

2

q̄
− 1

4(k+2)
(ñ−(k+2)(w̃+t1))

2

×

×1

2

1
∑

a,b=0

ϑ

[

a

b

]

(τ, 0) ϑ̄

[

a

b

]

(τ, 0) . (2.1)

The first two lines are the partition function for the bosonic coset SL(2,R)/U(1) while

the third line corresponds to the extra time-like U(1) that extends the coset theory to

SL(2,R). They are coupled through the Z orbifold given by the integral over t1 and t2.
4

The fermionic characters are defined as usual:

ϑ

[

a

b

]

(τ, ν) =
∑

f∈Z
q
1
2(f+

a
2 )

2

e2iπ(ν+
b
2 )(f+

a
2 ) .

To proceed, we first integrate over t2, and obtain the constraint n = ñ. Then we introduce

the spectral flow quantum number: w+ = w+w′. Finally we factorize the supersymmetric

J 3J̄ 3 lattice associated to the currents at level k, that will eventually be removed by the

gauging:

Z =

√
kτ2
ηη̄

∫ 1

0
ds1 ds2

e2πτ2s
2
1

|ϑ1(s1τ − s2|τ)2|2
∫ 1

0
dt1

∑

n,w∈Z
e2iπns2 ×

×q
1

4(k+2)
(n−(k+2)(w+s1−t1))2 q̄

1
4(k+2)

(n+(k+2)(w+s1−t1))2 ×
2Or modular covariant factor for superstrings.
3We have removed the contribution of the neutral fermions associated to left and right U(1) currents J 3

and J̄3 since they play no role in the following derivation.
4At least for integer level k, the partition function for the single cover is obtained by using instead a

Zk+2 orbifold. But, as it is explained in [17], any cover of SL(2,R) gives the same axial coset.
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×
∑

f,f̄ ,w+∈Z

1

2

∑

a,b∈Z2

eiπ(f−f̄)b ×

×q
k

2(k+2)

(

f+a
2
+

n−(k+2)(w−t1)+(k+2)w++2f+a

k

)2

q−
1
k(

n
2
− k+2

2
(w−t1)+ k+2

2
w++f+

a
2 )

2

×

×q̄
k

2(k+2)

(

f̄+a
2
+

−n−(k+2)(w−t1)+(k+2)w++2f̄+a

k

)2

q̄−
1
k (−

n
2
− k+2

2
(w−t1)+ k+2

2
w++f̄+

a
2 )

2

.(2.2)

The total current of the elliptic sub-algebra is given by the sum of the purely bosonic

current and the fermionic current: J 3 = J3+ : ψ+ψ− :, where the fermions have charge

±1 under the global U(1).

2.2 Deformation towards the supersymmetric coset

A marginal deformation compatible with the (local) N = 1 superconformal symmetry of

the supersymmetric SL(2,R) theory is given by the current-current operator constructed

with the total currents of the Cartan sub-algebra.5 The action is perturbed by the operator:

δS ∼
∫

d2z J 3(z)J̄ 3(z̄) .

The action of this deformation at the level of the partition function is obtained by changing

the radius of the corresponding lattice of (J 3, J̄ 3), which we call (PL, PR) in the following.

We replace:

1

2
P 2
L → − 1

4k

[

(

n+ f − f̄
)

R+

(

−(k + 2)(w − t1) + (k + 2)w+ + f + f̄ + a
)

R

]2

1

2
P 2
R → − 1

4k

[

−
(

n+ f − f̄
)

R+

(

−(k + 2)(w − t1) + (k + 2)w+ + f + f̄ + a
)

R

]2

.

The modular invariance is ensured along the line of deformation since it is a O(1, 1,R)

transformation of a toroidal lattice. This should be understood in a formal sense since it

is a divergent sum over timelike momenta. To go from the parent theory SL(2,R) to the

coset theory SL(2,R)/U(1) we have to remove all the contributions of the U(1) which is

gauged. It is known, at least for the bosonic case [18, 17], that it can be done in a modular

invariant way by taking an infinite marginal deformation, either R → 0 (axial coset) or

R → ∞ (vector coset). In those limits the contribution of the extra U(1) decouples and

can be safely removed. Here, since we would like to find the partition function for the cigar

- the axial coset, we have to take the limit where the radius goes to zero. We have to (i)

do an analytic continuation to get a well-defined sum over the momenta: R → iR and

(ii) take the limit R → 0. The validity of this procedure will be checked later by showing

explicitely the modular invariance of the resulting partition function. In the zero radius

limit (i.e. axial coset), we get the constraint:

−(k + 2)(w − t1) + (k + 2)w+ + f + f̄ + a = 0 . (2.3)

5We have chosen as a Cartan the elliptic sub-algebra, in order to obtain at the end the euclidean black

hole. For the minkowskian case one has to consider instead the hyperbolic (non-compact) one.
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We define also N = n+f− f̄ . Then we get the following partition function, after dropping

the decoupled contribution of the extra U(1):

Z =
√

kτ2
1

2

∑

a,b∈Z2

∫ 1

0
ds1 ds2

e2πτ2s
2
1

|ϑ1(s1τ − s2|τ)2|2
×

×
∑

f,f̄ ,N,w+∈Z
eiπ(f−f̄)be2iπ(N−f+f̄)s2 ×

×q
1

4(k+2)
(N−2f−a−(k+2)(w++s1))

2

q̄
1

4(k+2)(N+2f̄+a+(k+2)(w++s1))
2

×

×q
k

2(k+2) (f+
a
2
+N

k )
2

q̄
k

2(k+2)(f̄+
a
2
−N

k )
2

. (2.4)

This is the partition function for the supersymmetric coset SL(2,R)k/U(1) we wanted to

compute. The central charge of this superconformal field theory is :

c =
3(k + 2)

k
.

We recall that the N=2 R-current of the super-coset, obtained by the standard Kazama-

Suzuki procedure [19] is:

JR =: ψ+ψ− : +
2J 3

k
.

The last line of the partition function, eq. (2.4) corresponds to the lattice of this N = 2

R-current by construction. So the left and right N=2 charges of the super-coset are:

QL = f +
a

2
+
N

k
, QR = f̄ +

a

2
− N

k
. (2.5)

2.3 Modular invariance

Our result is by construction modular invariant since it has been obtained as the limiting

case of a line of modular invariant theories. Nevertheless we will check the modular invari-

ance directly, by putting the partition function in a form that will be at any rate useful in

the following.

Partition function in lagrangian form. First we factorize from the R-current lattice

the contribution that came from the free fermions in the parent theory:

Z =
√

kτ2
1

2

∑

a,b∈Z2

∫ 1

0
ds1 ds2

∑

f,f̄ ,N,w+∈Z
eiπ(f−f̄)b ×

×e2iπ(N−f+f̄)s2e−2iπτ1(N−f+f̄)s1e−2πτ2(f+f̄+a+(k+2)w+)s1e−πτ2ks
2
1 ×

× 1

|ϑ1(s1τ − s2|τ)2|2
q
1
2 (f+

a
2
+w+)

2
+

(N−kw+)2

4k q̄
1
2(f̄+

a
2
+w+)

2
+

(N+kw+)2

4k . (2.6)

Then we introduce the flowed fermionic levels, since the spectral flow also has to act on

the SL(2,R) algebra at level −2 made with the fermions, as explained in [20]:

f + w+ = f̃ , f̄ + w+ = ˜̄f .
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Recast in this form, namely eq. (2.6), the structure of the partition function is transparent.

In fact, the weights that will appear in the spectrum will have the following form:

L0 = L
SL(2,R),bosonic
0 + L

SL(2,R),fermionic
0 − LU(1)−k

0 ,

which is exactly what is expected from the standard GKO construction [21].

To prove modular invariance, we observe that the partition function, (2.6) can be

rewritten in the lagrangian form, by a Poisson resummation on the momenta N of the

compact boson as follows:

Z =
k

2

∑

a,b∈Z2

∫ 1

0
ds1 ds2

e2πτ2s
2
1

|ϑ1(s1τ − s2|τ)2|2
∑

M,w+∈Z
e
− kπ

τ2
|(w++s1)τ−(M+s2)|2 ×

×ϑ
[

a+ 2s1
b+ 2s2

]

ϑ̄

[

a+ 2s1
b+ 2s2

]

. (2.7)

The modular invariance of this expression is straightforwardly checked since it has the

structure of a freely acting (continuous) orbifold (see [17] for more details). The partition

function (2.7) is clearly understood as the constrained product of SL(2,R)k+2 × U(1)k ×
U(1)2.

The twisted super-coset partition function. The super-coset SL(2,R)/U(1) has a

discrete chiral symmetry Z2×Z. While the first factor corresponds to the usual Z2 symme-

try of the fermions, the second factor is the symmetry of the non-compact supersymmetric

parafermions. Any discrete subgroup of this Z symmetry can be gauged. We will need for

the following the Zk orbifold of this theory. Geometrically, this orbifold acts on the trans-

lational symmetry along the transverse compact coordinate of the cigar — the euclidean

compact time direction of the 2D black hole. It is obtained by acting in the lattice of U(1)k
as follows:

ZBH =
1

k

∑

γ,δ∈Zk

ZBH

[

γ

δ

]

=
∑

γ,δ∈Zk

1

2

∑

a,b∈Z2

∫ 1

0
ds1 ds2

e2πτ2s
2
1

|ϑ1(s1τ − s2|τ)2|2
×

×
∑

M,w+∈Z
e
− kπ

τ2
|(w++s1+

γ
k )τ−(M+s2+

δ
k )|2ϑ

[

a+ 2s1
b+ 2s2

]

ϑ̄

[

a+ 2s1
b+ 2s2

]

. (2.8)

The modular invariance of this expression is manifest. In the hamiltonian representation

(i.e. after Poisson resummation), we will have in eq. 2.4: (i) to do the replacement w+ →
w+ + γ/k and (ii) to insert the phase e2iπNδ/k . So we obtain the following twisted sectors:

ZBH

[

a; a

b; b

][

γ

δ

]

=
√

kτ2

∫ 1

0
ds1 ds2

e2πτ2s
2
1

|ϑ1(s1τ − s2|τ)2|2
×

×
∑

f̃ ,
˜̄
f,N,w+∈Z

eiπ(f̃−
˜̄
f)be2iπ(N−f̃+

˜̄
f)s2 ×

– 6 –
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×q
1

4(k+2)(N−2f̃−a−kw+−γ−(k+2)s1)
2

q̄
1

4(k+2)

(

N+2
˜̄
f+a+kw++γ+(k+2)s1

)2

×

×q
k

2(k+2)(f̃+
a
2
+N−γ

k
−w+)

2

q̄
k

2(k+2)

(

˜̄
f+a

2
−N+γ

k
−w+

)2

e2iπN
δ
k . (2.9)

In this expression
[a;ā
b;b̄

]

denotes the spin structures on the two-torus for the left and right-

movers. If the left and right spin structures are not the same, one has to insert an additional

phase e−iπ(b−b̄)s1 to ensure modular invariance of the orbifold.

3. The character decomposition

The analysis of the partition function we obtained for the super-coset, eq. (2.4) is carried

out by identifying the characters of the super-coset SL(2,R)/U(1) corresponding to the

different representations, and then the irreducible characters of the (non-minimal) N = 2

superconformal algebra. In the following analysis, we will improve on the analyses that are

present in the literature in the fact that we will take along multiplicities of all the states

in the partition function explicitly.

3.1 The discrete representations

The first step in this decomposition is to expand the ϑ1 factor coming from the twisted

determinant of euclidean AdS3 = SL(2,C)/SU(2) in powers of the holonomies of the gauge

field. Explicitely, we have, with y = e2iπ(s1τ−s2):

1

ϑ1(s1τ − s2|τ)
=
i y1/2q−1/12

η(τ)

1
∏∞
n=1(1− yqn−1)(1 − y−1qn)

=
i y1/2

η3

∑

r∈Z
yrSr(τ) (3.1)

where the function Sr is defined by (see [23]):

Sr(τ) =
∞
∑

n=0

(−)nq
n(n+2r+1)

2 . (3.2)

Note that the above expansion, eq. (3.1) is valid only for |q| < |y| < 1 which is indeed the

case when 1 > s1 > 0. We plug this expansion in the partition function, eq. (2.4), and we

also (i) integrate over s2 to get the constraint: N = r − r̄ + f̃ − ˜̄f and (ii) introduce a

gaussian integral over s to linearize the integral over s1, as was done in [14] for the bosonic

coset. Then we obtain the following expression:

Z = (qq̄)−
c−3
24

τ2
η3η̄3

∑

a,b∈Z2

∫ ∞

−∞
ds

∫ 1

0
ds1

∑

f̃ ,
˜̄
f,N,w+∈Z

eiπ(f̃−
˜̄
f)b ×

×
∑

r,r̄∈Z
e−2πτ2(2is+1+r+r̄+f̃+

˜̄
f+a+kw+)s1δ

r−r̄+f̃− ˜̄
f,N

SrS̄r̄ ×

×q
s2+1/4

k
+ 1

4(k+2) (−N+2f̃+a+kw+)
2
+ k

2(k+2)

(

f̃+a
2
+

N−kw+
k

)2

×

×q̄
s2+1/4

k
+ 1

4(k+2)

(

N+2
˜̄
f+a+kw+

)2

+ k
2(k+2)

(

˜̄
f+a

2
−N+kw

k

)2

. (3.3)

– 7 –



J
H
E
P
0
6
(
2
0
0
4
)
0
3
3

For the discrete representations first, we can proceed to the character decomposition. Start-

ing from (3.3), we first integrate over s1 to obtain:

Z =
1

π
(qq̄)−

c−3
24

1

η3η̄3
1

2

∑

a,b∈Z2

∫ ∞

−∞
ds

∑

f̃ ,
˜̄
f,N,w+∈Z

eiπ(f̃−
˜̄
f)b ×

×
∑

r,r̄∈Z
δ
r−r̄+f̃− ˜̄

f,N
SrS̄r̄ ×

×q
s2+1/4

k
+ 1

4(k+2)(−N+2f̃+a+kw+)
2
+ k

2(k+2)

(

f̃+a
2
+

N−kw+
k

)2

×

×q̄
s2+1/4

k
+ 1

4(k+2)

(

N+2
˜̄
f+a+kw+

)2

+ k
2(k+2)

(

˜̄
f+a

2
−N+kw

k

)2

×

× 1− e−2πτ2(2is+1+r+r̄+f̃+
˜̄
f+a+kw+)

2is+ 1 + r + r̄ + f̃ + ˜̄f + a+ kw+

. (3.4)

Discrete representations of the coset. The discrete representations of SL(2,R) are

either highest weight or lowest weight. When we parameterize the Casimir as: c2 = s2+1/4,

they are labeled by s = i(1/2 − j), where j ∈ R+ for the unitary representations. The

spectrum of the elliptic sub-algebra (i.e. J 3) is: m = ±(j + r), r ∈ N. We have also to

consider flowed representations (see [24, 25]), for which the quantum numbers m equal

m = m̃+ kw+/2.

To find the contribution of the discrete representations to the partition function, we

observe that the second term in the last line of eq. (3.4) can be completed to a square if we

shift the variable s as: s→ s− ik/2. We pick up residues between the two contours for:

2=s = 1 + r + r̄ + f̃ + ˜̄f + a+ kw+ .

These poles will correspond to the discrete representations of the coset. We find that they

are located in the interval:
1

2
< j <

k + 1

2
, (3.5)

which is precisely the improved unitarity range (for level k + 2) for the discrete represen-

tations found in [25].

Representations j = 1/2 and j = (k + 1)/2. The expression obtained after the inte-

gration over s1, eq. (3.4), has a pole for s = 0 whenever we have:

1 + r + r̄ + f̃ + ˜̄f + a+ kw+ = 0 .

This pole corresponds to the discrete representation with j = 1/2. Thus we choose to

define the integral over s with the principal value prescription (written as usual P
∫

),

taking into account half of the pole. After the contour shift in the second term in the

last line of eq. (3.4), we will find also half of the pole corresponding to the representation

j = (k + 1)/2.
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Discrete characters of the bosonic coset. To summarize, we can write the contribu-

tion of the discrete spectrum as:

ZD =
1

ηη̄

1

2

∑

a,b∈Z2

∫ (k+1)/2

1/2
dj

∑

r,r̄,f̃ ,
˜̄
f,N,w+∈Z

eiπ(f̃−
˜̄
f)b λjr(q)λ

j
r̄(q̄)×

×q
k

2(k+2)

(

f̃+a
2
+

N−kw+
k

)2

q̄
k

2(k+2)

(

˜̄
f+a

2
+

−N−kw+
k

)2

×
×δ(2j + r + r̄ + kw+ + f̃ + ˜̄f + a) δ

r−r̄+f̃− ˜̄
f,N

(3.6)

where the discrete characters of the bosonic coset SL(2,R)/U(1) are defined as (for several

derivations of these characters, see the references [26, 27, 28, 23, 29]):

λjr(q) = q−
(j−1/2)2

k
+ (j+r)2

k+2
Sr(τ)

η2(τ)
. (3.7)

Note that we have found not only the correct conformal weights for the primaries, but also

the right multiplicities for all the descendents contained in the characters. The discrete

part of the partition function is thus composed of the product of discrete characters of the

bosonic coset SL(2,R)/U(1) and U(1) characters of the N = 2 R-current, obeying some

constraints. The constraints on the N = 2 charges are those expected for the path integral

construction of the supersymmetric coset [30], namely (mt is the eigenvalue of J 3):

mt + m̄t = m̃t + ˜̄mt + kw+ = 2j + r + r̄ + kw+ + f̃ + ˜̄f + a = 0 , (3.8)

and

mt − m̄t = r − r̄ + f̃ − ˜̄f = N , (3.9)

The solution of these constraints is: mt = N/2 and m̄t = −N/2, or, for the unflowed

quantum numbers:

m̃t =
N

2
− k

2
w+ and ˜̄mt = −

N

2
− k

2
w+. (3.10)

To proceed we can solve explicitely for the constraints:

• first we trade the integral over j by a sum over half-integer values within the range

(3.5)

• then we solve the constraints for r and r̄ for a given j:

r =
N

2
− k

2
w+ −

(

f̃ +
a

2

)

− j

r̄ = −N
2
− k

2
w+ −

(

˜̄f +
a

2

)

− j (3.11)

Since r and r̄ have to be integers, we will define in the following the discrete coset characters

to be zero if the solutions of the constraints, eq. (3.11) are not integer-valued. With this
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convention in mind, we can recast the contribution of the discrete representations to the

partition function as follows:

ZD =
1

ηη̄
(qq̄)−c/24

1

2

∑

a,b∈Z2

k+1
∑

2j=1

Υ(2j, 1)
∑

N,w+∈Z
×

×
∑

f̃∈Z

eiπbf̃ λjN
2
− k

2
w+−(f̃+a

2 )−j
q

k
2(k+2)

(

f̃+a
2
+

N−kw+
k

)2

×

×
∑

˜̄
f∈Z

e−iπb
˜̄
f λ̄j

−N
2
− k

2
w+−

(

˜̄
f+a

2

)

−j
q̄

k
2(k+2)

(

˜̄
f+a

2
+

−N−kw+
k

)2

. (3.12)

In this expression we have defined:

Υ(2j, 1) =
1

2
if 2j = 1 mod k

= 1 otherwise . (3.13)

Link with extended N = 2 discrete characters. In this section we would like to

make the connection to the decomposition of N = 2 extended characters in term of the

characters of the bosonic coset [31]. In fact, from this analysis it is clear that the extended

N = 2 characters and the extended characters for the supercoset agree. First, we observe

that the partition function of the discrete representations, eq. (3.12), is written in terms of

the following (twisted) unextended N = 2 discrete characters:

chd(j, r)

[

a

b

]

(τ, ν) =
1

η3(τ)
q−

(j−1/2)2+(j+r+a/2)2

k z
2j+2r+a

k
ϑ
[a
b

]

(τ, ν)

1 + (−)bz q(1+a)/2+r

=
∑

n∈Z
eiπb(n+

a
2 )λjk

2
Qm−n− a

2
−j
q

k
2(k+2)(n+

a
2
+Qm)

2

η(τ)
zn+

a
2
+Qm (3.14)

where

Qm =
2m

k
=

2(j + r)

k

is the N = 2 charge of the primary, and z = e2iπν . Then we rewrite the discrete partition

function as:

ZD =
1

2

∑

a,b∈Z2

k+1
∑

2j=1

Υ(2j, 1)
∑

N,w+∈Z
chd

(

j,
N

2
− k

2
w+ − j

)[

a

b

]

(τ, 0)×

×c̄hd
(

j,−N
2
− k

2
w+ − j

)[

a

b

]

(τ̄ , 0) (3.15)

The extended characters of the N = 2 algebra were introduced in [12] because of their

nice modular properties. Their decomposition in terms of bosonic coset characters was

given in [31]:6

Ch (j, r)

[

a

b

]

=
∑

n′∈Z
chd(j, r + kn′)

[

a

b

]

(τ, ν) (3.16)

6From now we assume that the level k is integer.
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=
∑

n,n′∈Z
eiπb(n+

a
2 )λjk

2
Qm−n− a

2
−j+kn′

q
k

2(k+2)(n+
a
2
+Qm+2n′)

2

η(τ)
zn+

a
2
+Qm+2n′ .

They differ from the standard N = 2 characters, eq. (3.14) by a sum over even N = 2

charges. Now, starting from eq. (3.15), we define: N = e + kp. The charge e is defined

modulo k. We obtain then:

ZD =
1

2

∑

a,b∈Z2

k+1
∑

2j=1

Υ(2j, 1)
∑

e∈Zk

∑

p,w+∈Z
chd

(

j,
e

2
+
k

2
(p− w+)− j

)[

a

b

]

×

×c̄hd
(

j,−e
2
− k

2
(p+ w+)− j

)[

a

b

]

=
1

2

∑

a,b∈Z2

k+1
∑

2j=1

Υ(2j, 1) ×

×
∑

e∈Zk

{

∑

n,n̄ even

chd

(

j,
e

2
+
kn

2
− j
)[

a

b

]

c̄hd

(

j,−e
2
− kn̄

2
− j
)[

a

b

]

+

+
∑

n,n̄ odd

chd

(

j,
e

2
+
kn

2
− j
)[

a

b

]

c̄hd

(

j,−e
2
− kn̄

2
− j
)[

a

b

]

}

. (3.17)

So we get finally:

ZD =
1

2

∑

a,b∈Z2

k+1
∑

2j=1

Υ(2j, 1) ×

×
∑

e∈Zk

{

Chd

(

j,
e

2
− j
)

[

a

b

]

C̄hd

(

j,−e
2
− j
)

[

a

b

]

+

+ Chd

(

j,
e+ k

2
− j
)[

a

b

]

C̄hd

(

j,−e + k

2
− j
)[

a

b

]

}

=
1

2

∑

a,b∈Z2

k+1
∑

2j=1

Υ(2j, 1)
∑

2g∈Z2k

Chd (j, g − j)
[

a

b

]

C̄hd (j,−g − j)
[

a

b

]

, (3.18)

where the charge 2g is defined modulo 2k. In short, we have proven that, for k integer, the

discrete spectrum of the supersymmetric coset SL(2,R)/U(1) can be decomposed in terms

of extended discrete characters of the N = 2 algebra.

3.2 The continuous representations

Now we would like to identify the contributions coming from the continuous representations

of SL(2,R). These representations are labeled by the Casimir c2 = s2 + 1/4 with s ∈ R+,

and their parity 2α ∈ Z2. These representations are neither highest nor lowest weight, and

the spectrum of the elliptic operator is: m = α+n, n ∈ Z. We have flowed representations

as well.
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We start again from eq. (2.4). After extracting the poles corresponding to the discrete

spectra, we are left with the following divergent expression:

ZC =
1

πη3η̄3
1

2

∑

a,b∈Z2

P

∫ ∞

−∞
ds(qq̄)

s2

k

∑

N,w+,f̃ ,
˜̄
f∈Z

eiπ(f̃−
˜̄
f)b ×

×
∑

r,r̄∈Z
δ
r−r̄+f̃− ˜̄

f,N

{

q
1

4(k+2)(N−2f̃−a−kw+)
2
+ k

2(k+2)

(

f̃+a
2
+

N−kw+
k

)2

×

× q̄
1

4(k+2)

(

N+2
˜̄
f+a+kw+

)2

+ k
2(k+2)

(

˜̄
f+a

2
+

−N−kw+
k

)2

×

× SrS̄r̄

2is+ 1 + r + r̄ + f̃ + ˜̄f + a+ kw+

−

− q
1

4(k+2)(N−2(f̃+1)−a−k(w++1))
2
+ k

2(k+2)

(

f̃+1+a
2
+

N−k(w++1)

k

)2
+r ×

× q̄
1

4(k+2)
(N+2(

˜̄
f+1)+a+k(w++1))2+ k

2(k+2)

(

˜̄
f+1+a

2
+

−N−k(w++1)

k

)2

+r̄
×

× SrS̄r̄

2is+ 1 + r + r̄ + f̃ + ˜̄f + a+ k(w+ + 1)

}

.

(3.19)

Shifting in the second term w+ + 1 → w+, f̃ + 1 → f̃ , ˜̄f + 1 → ˜̄f (which is related to

performing spectral flow by one unit in both the bosonic and the fermionic sector) and

using the following identity:

qrSr(τ) = S−r(τ) , (3.20)

we obtain finally the expression:

ZC =
1

πη3η̄3
1

2

∑

a,b∈Z2

P

∫ ∞

−∞
ds(qq̄)

s2

k

∑

N,w+,f̃ ,
˜̄
f∈Z

eiπ(f̃−
˜̄
f)bq

1
4(k+2) (N−2f̃−a−kw+)

2

×

×q
k

2(k+2)

(

f̃+a
2
+

N−kw+
k

)2

q̄
1

4(k+2)

(

N+2
˜̄
f+a+kw+

)2

q̄
k

2(k+2)

(

˜̄
f+a

2
+

−N−kw+
k

)2

×

×
∑

r,r̄∈Z
δ
r−r̄+f̃− ˜̄

f,N

(

SrS̄r̄ − S−r−1S̄−r̄−1
) 1

2is+ 1 + r + r̄ + f̃ + ˜̄f + a+ kw+

. (3.21)

Then, to proceed, we note that we have the following identity:

Sr + S−r−1 = 1 , (3.22)

that expresses the splitting of an s = 0 (and α = 1/2) continuous representation in two

discrete representations. Using this expression we recast the last factor of eq. (3.21) in the

following form:

∑

r∈Z

(

Sr −
1

2

)

1

2is+ 1 + 2r + 2f̃ + a−N + kw+

+
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+
∑

r̄∈Z
(S̄r̄ − 1/2)

1

2is + 1 + 2r̄ + 2 ˜̄f + a+N + kw+

. (3.23)

First we would like to isolate the divergent term from this expression. By expanding

ϑ
[a
b

]

(τ, ν)/ϑ1(τ, ν) in powers of e2iπν , we can also prove the following generalized identity:

∑

n

(−)b(n+a/2)q 1
2
(n+a/2)2SN−n + (−)ab

∑

n

(−)b(n+a/2)q 1
2
(n+a/2)2S−N−1−a−n = ϑ

[

a

b

]

(τ, 0) .

(3.24)

This allows to split naturally the left-moving and right-moving contributions of eq. (3.23)

in sums over positive integers as follows:

∞
∑

r=0





(

Sr−f̃ − 1
)

+ 1/2

1 + 2r + 2is+ a−N + kw+
+

(−)ab
(

Sr−f̃−a − 1
)

+ 1/2

1 + 2r − 2is− a+N − kw+



+

+

∞
∑

r̄=0









(

S̄
r̄− ˜̄
f
− 1

)

+ 1/2

1 + 2r̄ + 2is+ a+N + kw+
+

(−)ab
(

S̄
r̄− ˜̄
f−a

− 1

)

+ 1/2

1 + 2r̄ − 2is− a−N − kw+









. (3.25)

One could have obtained naturally this decomposition by expanding directly the super-

symmetric determinant |ϑ
[a
b

]

/ϑ1|2 in powers of the holonomies from the beginning of the

computation. The first terms of the expansion of the function Sr, eq. (3.2) are:

Sr = 1− e−2πτ2(r+1)e2iπτ1(r+1) +O
(

e−2πτ2(2r+3)
)

.

Therefore, as τ2 > 0 in the fundamental domain, all the terms in the expansion of Sr−f̃ −1

are sub-leading with respect to the constant 1/2 term in the sum over r ∈ N. This leading

constant term gives a logarithmic divergence that needs to be correctly regularized. Since

this term does not depend on the modular parameter τ it can be interpreted as a density

of states.

The density of long string states. The procedure to regularize this divergent factor

was already discussed in [32] for thermal AdS3 and in a closer context in [14] for the bosonic

coset. We adopt the same “Liouville wall” regularization as in the aforementioned papers

and find contributions like:

∞
∑

n=0

e−nε

A+ n
= log ε+

d

dA
log Γ(A) +O(ε) . (3.26)

By using this regularization procedure for the four divergent pieces of (3.25) and adding

the contributions of s > 0 and s < 0 from the integral, we obtain:

ρ(s;N,w+; a) =
1

π
log ε+ (3.27)

+
1

8iπ

d

ds
log

{

Γ
(

1
2 − is+ a

2 − N
2 + k

2w+

)

Γ
(

1
2 + is+ a

2 − N
2 + k

2w+

)

Γ
(

1
2 − is− a

2 + N
2 − k

2w+

)

Γ
(

1
2 + is− a

2 + N
2 − k

2w+

) ×
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× Γ
(

1
2 − is+ a

2 + N
2 + k

2w+

)

Γ
(

1
2 + is+ a

2 + N
2 + k

2w+

)

Γ
(

1
2 − is− a

2 − N
2 − k

2w+

)

Γ
(

1
2 + is− a

2 − N
2 − k

2w+

)

}

.

The divergent factor in the first line has been argued in [32] to correspond to the divergence

due to the infinite volume available for the long strings. The second one gives the regular-

ized density of continuous representations. Thinking of the duality of the supersymmetric

SL(2,R)/U(1) coset with N = 2 Liouville, we can view this result in terms of the ratio

of the reflection amplitudes in two N = 2 Liouville theories differing by a flipping of sign

in the exponential potential. In fact, our result matches the computations of two-point

functions in N=2 Super-Liouville,7 both in the NS and R sectors [33]. This is a method

preserving N = 2 superconformal symmetry to confine the strings to a finite volume and

obtain a regularized density of states.8 If we use the parameterization (3.10) for the the

total current J 3 and J̄ 3 eigenvalues, this expression is just:

ρ(s; m̃t, ˜̄mt; a) =
1

π
log ε+

1

8iπ

d

ds
log

{

Γ
(

1
2 − is+ a

2 − m̃t

)

Γ
(

1
2 + is+ a

2 − m̃t

)

Γ
(

1
2 − is− a

2 + m̃t

)

Γ
(

1
2 + is− a

2 + m̃t

) ×

× Γ
(

1
2 − is+ a

2 − ˜̄mt

)

Γ
(

1
2 + is+ a

2 − ˜̄mt

)

Γ
(

1
2 − is− a

2 + ˜̄mt

)

Γ
(

1
2 + is− a

2 + ˜̄mt

)

}

=
1

π
log ε+

1

4iπ

d

ds
log

{

Γ
(

1
2 − is+ a

2 − m̃t

)

Γ
(

1
2 + is+ a

2 − m̃t

)

Γ
(

1
2 − is− a

2 + ˜̄mt

)

Γ
(

1
2 + is− a

2 + ˜̄mt

)

}

(3.28)

where we have used in the last line the fact that m̃t − ˜̄mt ∈ Z. To summarize, we have

obtained the continuous spectrum in the following form:

ZC =
1

2

∑

a,b∈Z2

∑

N,w+∈Z
P

∫ ∞

0
dsρ(s;N,w+; a)chc

(

s,
N

2
− k

2
w+

)[

a

b

]

c̄hc

(

s,−N
2
− k

2
w+

)[

a

b

]

.

(3.29)

We have introduced the following continuous characters of the N = 2 algebra (with 2m ∈
Z):

chc(s,m)

[

a

b

]

(τ, ν) =
1

η3
q
s2+m2

k z
2m
k ϑ

[

a

b

]

(τ, ν)

=
1

η

∑

n

eiπb(n+
a
2 ) z

2m
k
+n+a

2 q
k

2(k+2)(n+
a
2
+ 2m

k )
2

λ̂1/2+is,n+ a
2
−m(τ) . (3.30)

In the last line, we have decomposed the continuous N = 2 characters in terms of the coset

characters for the continuous representations:

λ̂1/2+is,m(τ) =
1

η2
q
s2

k
+ m2

k+2 . (3.31)

7These computations correspond to the sector m̃t = ˜̄mt.
8Note that the potential used to regularize the volume divergence is largely arbitrary and each choice

of regularization would lead to a different regularized density of states. In our case, preservation of the

extended N = 2 superconformal symmetry severely limits the choice of regularization.
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Decomposition in extended continuous N = 2 characters. We have already shown

that the discrete characters of the supersymmetric coset can be decomposed into extended

discrete characters of N = 2. Now we would like to introduce the extended continuous

characters of N = 2 [12]. They are also given by (see [31] for details):

Chc(s,m)

[

a

b

]

(τ, ν) =
∑

n∈Z
chc(s,m+ kn)

[

a

b

]

(τ, ν)

= q
s2

k
ϑ
[

a
b

]

(τ, ν)

η(τ)
Θ2m,k

(

τ,
2ν

k

)

(3.32)

where we have introduced the classical theta function at level k:

Θm,k(τ, ν) =
∑

n∈Z
qk(n+

m
2k )

2

zk(n+
m
2k ) . (3.33)

To decompose the partition function in terms of extended characters we need another

regulator compatible with them. In fact, the density of continuous representations we

obtained before, eq. (3.28), is not invariant under spectral flow shifts by k units. To obtain

a invariant regulator, we could have started our computation with the expansion of the full

determinant |ϑ
[a
b

]

/ϑ1|2 Θm,kΘ̄−m,k in powers of the holonomies. Then the sum over r can

be splitted using the the following identity:

∑

n,n′

(−)b(n+a/2)q 1
2
(n+a/2)2+k(n′+m

2k )
2

SN−n−kn′+ (3.34)

+(−)ab
∑

n,n′

(−)b(n+a/2)q 1
2
(n+a/2)2+k(n′−m

2k )
2

S−N−1−a−m−n−kn′ = ϑ

[

a

b

]

(τ, 0)Θm,k(τ, 0) .

Now we can split the variable N as for the discrete representations: N = kp + e, with

e ∈ Zk, and then we define the mod 2k charge 2g = e + kt, t = 0, 1. We obtain the

following anti-symmetric combination of extended continuous N = 2 characters:

ZC =
1

2

∑

a,b∈Z2

P

∫ ∞

0
ds

∑

2g∈Z2k

ρ(s, g,−g; a)Chc (s, g)
[

a

b

]

× C̄hc (s,−g)
[

a

b

]

(3.35)

with the following density of states:

ρ(s, g, ḡ; a) =
1

π
log ε+

1

4iπ

d

ds
log

{

Γ
(

1
2 − is+ a

2 − g
)

Γ
(

1
2 + is+ a

2 − g
)

Γ
(

1
2 − is− a

2 + ḡ
)

Γ
(

1
2 + is− a

2 + ḡ
)

}

. (3.36)

Note that the leading divergent term is modular invariant by itself, as we now from [12]

and [31]. We have learned here that different regularization procedures give different finite

parts for the density of states. Finally we would like to stress that, due to the expression

of the continuous characters, the leading contribution to the partition function is given by

a free field computation.9

9We thank the referee for this remark.
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3.3 Puzzling sectors of states

In the last subsections we have succeeded in decomposing the partition function in both

discrete and continuous representations of the supersymmetric coset theory SL(2,R)/U(1).

The contribution of the continuous representations came with an infrared divergence, that

we regularized. The regularized expression gives a non-trivial density of states. However,

the partition function contains also a piece corresponding to the the finite part of the

partition function after the extraction of the discrete representations. These new sectors

are explicitely given by:

[

∑

r∈Z

Sr
1
2 + is+ a

2 − m̃t + r
−
∑

r∈N

1
1
2 + is+ a

2 − m̃t + r

]

q
s2+m̃2

t
k

η3
ϑ

[

a

b

]

, (3.37)

and we have a similar term with non-trivial contribution from the right-moving sector.

These terms cannot be interpreted as coming from usual highest weight representations

of SL(2,R). Our regularization procedure is not obviously modular invariant and/or com-

patible with the SL(2,R) affine symmetry of the parent theory. A modular invariant

regularization is provided by using for the H3 determinant the function: 1/|ϑ1(ν|τ)|2(1−ε),
with ε > 0. However the explicit integration over the holonomies becomes challenging.

3.4 Comments on the Witten index

The twisted RR sector of the partition function: TrRR(−)F qL0(−)F̄ qL̄0 is a constant —

the Witten index [22] — and we observe that it can be computed straightforwardly, using

the lagrangian form of the un-decomposed partition function, eq. (2.7):

IW = k

∫ 1

0
ds1 ds2

1
∣

∣

∣ϑ
[1+2s1
1+2s2

]

∣

∣

∣

2

∑

M,w+∈Z
e
− kπ

τ2
|(w++s1)τ−(M+s2)|2

∣

∣

∣

∣

ϑ

[

1 + 2s1
1 + 2s2

]∣

∣

∣

∣

2

= k

∫

R2

du1 du2 e
− kπ

τ2
|u1τ−u2|2 = 1 . (3.38)

Even if the partition function for the super-coset, eq. (2.4) is divergent, as the bosonic

coset partition function [14], the Witten index is finite. However the computation is very

sensitive to the normalization of the path integral that lead to the expression (2.1). We

will explain now how the present computation is consistent with the decomposition of the

supersymmetric coset partition function into N = 2 characters.

Contribution of the extended discrete characters: we recall that the extended

discrete characters of N = 2 are given by:

Chd(j, r)

[

a

b

]

(τ, ν) =
1

η3(τ)

∑

n∈Z
q
−(j−1/2)2+(j+r+a/2+kn)2

k z
2j+2r+a

k
ϑ
[

a
b

]

(τ, ν)

1 + (−)bz q(1+a)/2+r+kn .

(3.39)

Therefore in the twisted Ramond sector we have:

Chd(j, r)

[

1

1

]

(τ, 0) =
∑

n∈Z
q
−(j−1/2)2+(j+r+1/2+kn)2

k δr+kn+1,0 = δr+1,0 mod k . (3.40)
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So the full contribution of the discrete part of the partition function to the index is:

ID =
k+1
∑

2j=1

Υ(2j, 1)
∑

m∈Z2k

Chd

(

j,
m

2
− j
)

[

1

1

]

C̄hd

(

j,−m
2
− j
)

[

1

1

]

=

k+1
∑

2j=1

Υ(2j, 1)
∑

m∈Z2k

δm−2j,0 mod 2 × δm−2j+2,0 mod 2k × δm+2j−2,0 mod 2k

= 1 (3.41)

Therefore only one primary state from the discrete representations: j = 1, m = 0 (left and

right) contribute to the Witten index in the axial coset.

The continuous representations — and the puzzling sectors as well — do not contribute

to the Witten index. So the result is in perfect agreement with the direct computation of

the Witten index using the lagrangian partition function.

4. The double scaled little string theory

The little string theory [34, 35] (LST) is the decoupling limit of the theory living on the

NS five-branes, obtained by sending the string coupling constant to zero. This theory

is non-gravitational but shares many properties with conventional string theories. An

holographic description is provided by the near-horizon geometry of the five-branes back-

ground, which is an exact superconformal field theory [36, 37, 38] based on (for k five-

branes) SU(2)k × RQ2=2/k. However, because of the linear dilaton this string background

is strongly coupled down the throat. The authors of [9] show that this strong coupling

problem can be avoided by going to the Higgs phase of the little string theory, and taking

a double scaling limit. Using the duality between N = 2 super-Liouville and the super-

symmetric coset SL(2,R)/U(1), they argue that this background (the DSLST) is given by

the following orbifold:
SL(2,R)k/U(1)× SU(2)k/U(1)

Zk
.

This worldsheet CFT also describes superstrings on a singular non-compact Calabi-Yau

space, in this case on an Ak−1 ALE manifold. [39] Another regularization of the strong

coupling problem is given by a null deformation of AdS3, corresponding to adding a stack

of fundamental strings to the five-branes setup [17]. In the following we will compute

the partition function for the superconformal field theory of the double scaled little string

theory, and show explicitely that it gives a spacetime supersymmetric string background

(related issues were considered in [40]).

4.1 N = 2 minimal models: a reminder

Here we would like to recall the partition function of the supersymmetric SU(2)k/U(1)

coset. The building blocks are the N=2 minimal models characters which are given by

(see [41, 42, 43]):

χj(s)m (τ, ν) =
∑

n∈Zk−2

cjm+4n−s(τ)Θ2m+k(4n−s),2k(k−2)
(

τ,
ν

k

)

(4.1)
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where the cjm are the SU(2)k−2 string functions. The charge s is defined modulo 4: s = 0, 2

are the NS sectors with (−)F = +1,−1 and s = 1, 3 are the R sectors with (−)F = +1,−1.
Note that in the NS sector, we have 2j+m even, while in the R sector, 2j +m is odd. We

have the following symmetry:

χ
(k−2)/2−j(s+2)
m+k (τ, ν) = χj (s)

m (τ, ν) , (4.2)

and the modular transformation:

χj (s)
m

(

− 1

τ
, 0

)

=
1

k

∑

j′,m′,s′

sin

(

π
(2j + 1)(2j ′ + 1)

k

)

e
iπ
(

mm′
k
− ss′

2

)

χ
j′ (s′)
m′ (τ, 0) . (4.3)

Grouping the NS and R states we obtain the RNS characters:

Cjm
[

a

b

]

=
(

χj (a)
m + (−)bχj (a+2)

m

)

eiπ
ab
2 (4.4)

with the symmetry:

C(k−2)/2−jm+k

[

a

b

]

= (−)bCjm
[

a

b

]

. (4.5)

Then a type 0B modular invariant is given by:

ZMM =
1

2

∑

a,b∈Z2

k−2
∑

2j,2j′=0

∑

n,n′∈Z2k

Njj′M
nn′Cjn

[

a

b

]

C̄j′n′
[

a

b

]

(4.6)

where Njj′ is any modular invariant of SU(2), for example the A-invariant: Njj′ = δj,j′.

For the modular invariant of the level k theta functions Mmm′
we can choose the

diagonal one δm,m′ . Of great importance for the following will be the Zk orbifold modular

invariant:

Z =
∑

n−n′=0 mod 2k
n+n′=0 mod 2

Θn,kΘ̄n′,k =
1

k

∑

γ′,δ′∈Zk

∑

n∈Z2k

e2iπ(n−γ
′) δ

′
k Θn,kΘ−n+2γ′,k .

Then we have the following orbifold sectors:

ZMM

[

a; a

b; b

][

γ′

δ′

]

=

k−2
∑

2j=0

∑

m∈Z2k

Cjm
[

a

b

]

C̄j′−m+2γ′

[

a

b

]

e2iπ(m−γ
′) δ

′
k . (4.7)

4.2 Combining the two cosets

From now on we consider the two coset theories together, SL(2,R)/U(1) and SU(2)/U(1)

with the same supersymmetric level k. The central charges add up to c = 6:

c = cSL(2,R)/U(1),susy + cSU(2)/U(1),susy =
3(k + 2)

k
+

3(k − 2)

k
= 6 . (4.8)

In order to obtain eventually a spacetime supersymmetric background, we have to consider

a Zk orbifold of this superconformal field theory.
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N = 2 charges. Let us begin with the SL(2,R)/U(1) part. The N=2 charges of the

twisted 2D black hole are, from eq. (2.9):

QL = f̃ +
a

2
+
N − γ − kw+

k
, QR = ˜̄f +

a

2
− N + γ + kw+

k
, (4.9)

combined with a projector: e2iπNδ/k.

Now let us consider the SU(2)/U(1) factor. From eq. (4.1), The N = 2 charges of the

twisted N = 2 minimal model are:

Q′L = −s
2
+
m

k
mod 2 , Q′R = −s

2
+
−m+ 2γ′

k
mod 2 (4.10)

combined with a projector: e2iπ(m−γ
′)δ′/k.

The Zk orbifold. If we choose to identify the two projections (i.e. we mod out by a

diagonal Zk), namely γ ′ = γ, δ′ = δ, we find the following set of total N=2 charges:

Qtot
L = f̃ +

a

2
− s

2
+
m+N − γ

k
− w+ mod 2

Qtot
R = ˜̄f +

a

2
− s

2
− N +m− γ

k
− w+ mod 2 (4.11)

with the projector:

e2iπ(m−γ+N) δ
k .

Summing over δ gives the constraint

m− γ +N = 0 mod k := kp , (4.12)

such that the left and right N = 2 charges are both integer. So the type 0B partition

function for this theory is:

Z
(0B)
SL(2,R)/U(1)×SU(2)/U(1) =

1

2

∑

a,b∈Z2

1

2k

∑

γ,δ∈Zk

ZBH

[

a; a

b; b

][

γ

δ

]

ZMM

[

a; a

b; b

][

γ

δ

]

. (4.13)

Then we conclude that the Zk orbifold of the superconformal theory SL(2,R)k/U(1) ×
SU(2)k/U(1) has an integer spectrum of N = 2 R-charges. It will then be possible to con-

struct a spacetime supersymmetric vacua using the spectral flow of the N = 2 algebra [44].

Now we consider the complete superstring background for the doubly scaled little string

theory, i.e. the orbifold of SL(2,R)k/U(1)×SU(2)k/U(1) times six dimensional Minkowski

space. In the light-cone gauge we obtain the following partition function for type 0B

DSLST:

Z
(0B)
DSLST =

1

2

∑

a,b∈Z2

1

2k

∑

γ,δ∈Zk

ZBH

[

a; a

b; b

][

γ

δ

]

ZMM

[

a; a

b; b

][

γ

δ

]

1

(8π2τ2)2η4η̄4
ϑ2
[a
b

]

η2
ϑ̄2
[a
b

]

η̄2
.

(4.14)

4.3 N = 4 structure of the double scaled little string theory

In this section we would like to study the underlying N = 4 structure of the theory, and in

particular relate the characters we obtained to the N = 4 characters of the near-horizon

geometry of coinciding NS5-branes — the SU(2)k × RQ SCFT.
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The N = 4 algebra. The superconformal symmetry of the theory SL(2,R)/U(1) ×
SU(2)/U(1) is enlarged to a small N=4 superconformal algebra, due to the Zk orbifold.

Explicitely, we have the following supercurrents and SU(2)1 currents [45]:

G± = −
√

2

k

[√
k + 2 π−e

−i
√

k−2
2(k+2)

H−
+
√
k − 2ψ−e

i
√

k+2
2(k−2)

H−
]

e
± i√

2
H+

G̃± =

√

2

k

[√
k + 2 π+e

i
√

k−2
2(k+2)

H−
−
√
k − 2ψ+e

−i
√

k+2
2(k−2)

H−
]

e
± i√

2
H+

(S3, S±) =

(

i√
2
∂H+, e±i

√
2H+

)

. (4.15)

Here ψ± are the parafermionic currents of SU(2)/U(1), π± are those of SL(2,R)/U(1) and

H± are free bosons. The boson H+ is compactified at the self-dual radius R =
√
2 — in

order to have an SU(2)1 R-symmetry — and the boson H− is compactified at the radius:

RH− =

√

2(k + 2)

k − 2
.

To exhibit the N = 4 structure in our partition function, eq. (4.13), we use the identity:

k

2(k + 2)
Q2 +

k

2(k − 2)
Q′2 =

1

4

(

Q+Q′
)2

+
k − 2

4(k + 2)

(

Q− k + 2

k − 2
Q′
)2

. (4.16)

After the Zk orbifold, the charges of the first factor are half-integer as they should be for

an SU(2)1 lattice.

On the equivalence between DSLST and LST superconformal algebras. We

rewrite the generators of the N = 4 algebra for SL(2,R)/U(1) × SU(2)/U(1), eq. (4.15),

with a free field representation for the SL(2,R)/U(1) piece [28]:

G± = −
√

2

k

[

(

√

k + 2

2
∂X − i

√

k

2
∂ρ

)

e
−i
√

2
k+2

X−i
√

k−2
2(k+2)

H−
+
√
k − 2ψ−e

i
√

k+2
2(k−2)

H−
]

×

× e
± i√

2
H+

, (4.17)

and we have a similar expression for the other SU(2) doublet. The fields X(z) and ρ(z) are

canonically normalized chiral bosons, with a background charge on ρ: Qρ =
√

2/k. Now

we perform the following O(2) rotation between the free fields X and H−:

H− = cos θ Ĥ− − sin θ X̂

X = cos θ X̂ + sin θ Ĥ− , with cos2 θ =
k − 2

k + 2
. (4.18)

And one obtains the following supercurrents:

Ĝ± = −
√

2

k

[(
√

k − 2

2
∂X̂+

√
2∂Ĥ−−i

√

k

2
∂ρ

)

e
− i√

2
Ĥ−

+
√
k − 2ψ−e

−i
√

2
k−2

X̂+ i√
2
Ĥ−
]

×

× e
± i√

2
H+

, (4.19)
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Now, if we introduce the purely bosonic current of the SU(2)k−2 Cartan sub-algebra:

I3(z) = i

√

k − 2

2
∂X̂ , (4.20)

One obtains exactly the N = 4 algebra for SU(2)k×RQ2=2/k [45], i.e. the near-horizon limit

of coincident five-branes background. The theory differs only by the N = 2 super-Liouville

potential, that breaks the SO(4) R-symmetry of the LST (the SU(2)k−1×SU(2)k−1 isospin

of the N=4 algebra) to the U(1)× Zk symmetry of the DSLST.

Matching the continuous spectra. Implementing this isomorphism, we expect that

the continuous spectrum, that correspond to asymptotic states, will be the same in

SL(2,R)/U(1) × SU(2)/U(1) — the doubly scaled LST — and in SU(2) × RQ — the

LST. Explicitely we have for the SL(2,R)/U(1) × SU(2)/U(1) (still in type 0B):

ZC =
1

4k

∑

a,b∈Z2

∑

γ,δ∈Zk

P

∫ ∞

0
ds

∑

2g∈Z2k

e4iπg
δ
k ρ(s, g; γ; a)Chc (s, g − γ/2)

[

a

b

]

×

×C̄hc (s,−g − γ/2)
[

a

b

]

×
k−2
∑

2j=0

∑

m∈Z2k

Cjm
[

a

b

]

C̄j−m+2γ

[

a

b

]

e2iπ(m−γ)
δ
k . (4.21)

With the density of states:

ρ(s, g; γ; a) =
1

π
log ε+

1

4iπ

d

ds
log

{

Γ
(

1
2 − is+ a

2 − g +
γ
2

)

Γ
(

1
2 + is+ a

2 − g +
γ
2

)

Γ
(

1
2 − is− a

2 − g −
γ
2

)

Γ
(

1
2 + is− a

2 + g − γ
2

)

}

.

(4.22)

We should only compare the leading divergent part of the density of states to match the

spectra of the two theories, because the regularized density depends on the phase shift of

the N = 2 super-Liouville potential which we used to regularize the partition function. For

the divergent part, we obtain then, after solving for the constraints:

log ε

4kπ

∑

a,b∈Z2

∑

γ,δ∈Zk

k−2
∑

2j=0

∫ ∞

0
ds

∑

m∈Z2k

{(

Chc

(

s,−m
2

)

[

a

b

]

× Cjm
[

a

b

])

×

×
(

C̄hc

(

s,−m+ 2γ

2

)[

a

b

]

× C̄j−m+2γ

[

a

b

])

+

+

(

Chc

(

s,−m
2

)

[

a

b

]

× Cjm+k

[

a

b

])

× (4.23)

×
(

C̄hc

(

s,−m+ 2γ

2

)[

a

b

]

× C̄j−m+2γ+k

[

a

b

])}

.

Now we use the decomposition of extended continuous characters, eq. (3.32), and obtain:

log ε

4kπ

∑

a,b∈Z2

∑

γ,δ∈Zk

k−2
∑

2j=0

∫ ∞

0
ds

∑

m∈Z2k











q
s2

k

η3
Θ−m,kϑ

[

a

b

]

× Cjm
[

a

b

]



×

×





q̄
s2

k

η̄3
Θ̄−m+2γ,kϑ̄

[

a

b

]

× Cj−m+2γ

[

a

b

]



+
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+





q
s2

k

η3
Θ−m,kϑ

[

a

b

]

× Cjm+k

[

a

b

]



×

×





q̄
s2

k

η̄3
Θ̄−m+2γ,kϑ̄

[

a

b

]

× Cj−m+2γ+k

[

a

b

]











. (4.24)

Using the decomposition of SU(2) characters in terms of characters of the N = 2 minimal

models:

χj(τ)ϑ

[

a

b

]

(τ, ν) =
∑

m∈Z2k

Cjm
[

a

b

]

(τ, ν)Θm,k

(

τ,−2ν

k

)

, (4.25)

and the charge conjugation symmetry of the N = 2 minimal model characters, eq (4.5),

we get finally (see also [46]):

log ε

2π

∑

a,b∈Z2

k−2
∑

2j=0

∫ ∞

0
ds(qq̄)

s2

k χjχ̄jϑ2
[

a

b

]

ϑ̄2
[

a

b

]

. (4.26)

Putting the extra factors, one obtain for the full DSLST background:

log ε

2π

∑

a,b∈Z2

k−2
∑

2j=0

∫ ∞

0
ds (qq̄)

s2

k χjχ̄jϑ2
[

a

b

]

ϑ̄2
[

a

b

]

1

(8π2τ2)2η4η̄4
ϑ2
[a
b

]

η2
ϑ̄2
[a
b

]

η̄2
. (4.27)

This is actually the type 0B partition function for the little string theory [38], i.e. the

coincident five-branes background. This result is intuitive. In fact, the spectra of the

asymptotic states -continuous representations - match because the asymptotic geometry

is insensitive to the fact that the five-branes are distributed on a circle in the transverse

space.

4.4 Spacetime supersymmetry

In the previous section we have combined the SL(2,R)/U(1) and the SU(2)/U(1) su-

persymmetric coset with a Zk orbifold, such that the N = 2 charges are all integer, or,

equivalently, such that the states of the theory belongs to representations of the small

N = 4 algebra. A spacetime-supersymmetric theory is obtained from a type 0 theory by

twisting with the operator (−)FL acting on the left worldsheet fermion number. Let us

consider separately the continuous and discrete part of the spectrum.10

Continuous representations. Starting with continuous representations of

SL(2,R)/U(1), we get the following piece of the partition function after the twist-

ing:

ZCDLST =
1

2

∑

a,b∈Z2

(−)a+b 1
2

∑

ā,̄bZ2

(−)ā+b̄+ηāb̄
k−2
∑

2j=0

P

∫ ∞

0
ds

∑

m,m̄∈Z2k

ρ(s;m, m̄; a, ā)×

10In this analysis we don’t consider the case of the new sectors of states since we don’t have a good

explanation for them — however the twisting of the theory can be done in the same way.
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×
(

Chc

(

s,−m
2

)

[

a

b

]

× Cjm
[

a

b

])(

C̄hc

(

s,−m̄
2

)

[

ā

b̄

]

× Cjm̄
[

ā

b̄

])

×

× 1

(8π2τ2)2η4η̄4
ϑ2
[a
b

]

η2
ϑ̄2
[ā
b̄

]

η̄2
. (4.28)

In this expression, η = 0 for type IIB superstrings and η = 1 for type IIA superstrings. As

we have already noticed in the type 0B partition function, the leading divergent part of

the density of states gives the partition function for the coincident NS5-brane background.

Discrete representations. We now consider the piece coming from the discrete repre-

sentations of SL(2,R)/U(1). In the same way, we obtain the following expression:

ZDDLST =
1

2

∑

a,b∈Z2

(−)a+b 1
2

∑

ā,̄bZ2

(−)ā+b̄+ηāb̄
k−2
∑

2j=0

k+1
∑

2j′=1

Υ(2j′, 1)×

×
∑

m,m̄∈Z2k

(

Chd

(

j′,−m
2
− j′

)

[

a

b

]

× Cjm
[

a

b

])

×

×
(

C̄hd

(

j′,−m̄
2
− j′

)

[

ā

b̄

]

× Cjm̄
[

ā

b̄

])

1

(8π2τ2)2η4η̄4
ϑ2
[

a
b

]

η2
ϑ̄2
[

ā
b̄

]

η̄2
. (4.29)

From this discrete spectrum we can compute the Witten index of the theory, that counts

the number of Ramond ground states, for the SL(2,R)/U(1) × SU(2)/U(1) part of the

background. We recall that the contribution to the Witten index of, respectively, the

discrete extended characters of the supersymmetric SL(2,R)/U(1) and the N = 2 minimal

model characters are:

Chd(j
′, r)

[

1

1

]

(τ, 0) = δr+1,0 mod k and Cjm
[

1

1

]

(τ, 0) = δ2j,m . (4.30)

Therefore, the Witten index for the DSLST is:

k−2
∑

2j=0

k+1
∑

2j′=1

Υ(2j′, 1 mod k)
∑

m,m̄∈Z2k

δ2j,mδ2j,m̄ × δm−2j′+2,0δm̄−2j′+2,0 = k − 1 . (4.31)

Note that our result is in agreement with [40]. It matches the cohomology of the Ak−1
ALE space, which is dual to this worldsheet CFT.

5. The NS5-branes on a circle and the exact coset CFT

In this section we would like to match the holographic description of the little string theory

in a double scaling limit — the orbifold of SL(2,R)/U(1) × SU(2)/U(1) discussed in the

last section — and the concrete supergravity description of the Higgs phase of little string

theory, i.e. a distribution of NS5-branes in the transverse space.
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5.1 The supergravity solution

Following [13], the supergravity for k NS5 branes spread over a circle in the transverse

space with Zk symmetry is (in the string frame):11

ds2 = ηµνdx
µdxν +H(ρ, ψ)(dr2 + r2dφ2 + dρ2 + ρ2dψ2) (5.1)

where the conformal factor is given by the following sum with Zk symmetry:

H = 1 +

k−1
∑

n=0

α′

r2 + ρ2 + ρ20 − 2ρ0ρ cos(2πn/k − ψ)

= 1 +
α′k

2ρ0ρ sinhx
Λk(x, ψ) (5.2)

with:

ex =
r2 + ρ2 + ρ20

2ρ0ρ
+

√

(

r2 + ρ2 + ρ20
2ρρ0

)2

− 1 (5.3)

and

Λk(x, ψ) =
sinhkx

cosh kx− cos kψ
. (5.4)

This function captures the discreteness of the distribution of five-branes with Zk symmetry.

In the large k limit, Λk(x, ψ)→ 1, and we obtain a continuous distribution of NS5-branes.

We now take the double scaling limit:

gs → 0 , α′fixed , U0 ≡
ρ0
gsα′

fixed , ui ≡
xi

gsα′
fixed . (5.5)

Then, defining the coordinates:

u1 = ρ0 sinhρ cos θ cosϕ , u2 = ρ0 sinhρ cos θ sinϕ

u3 = ρ0 cosh ρ sin θ cosψ , u4 = ρ0 cosh ρ sin θ sinψ . (5.6)

The solution is given by:

ds2 = ηµνdx
µdxν + kΛk(x, ψ)

[

dρ2 + dθ2 +
tan2 θ dψ2 + tanh2 ρ dϕ2

1 + tan2 θ tanh2 ρ

]

B =
kΛk(x, ψ)

1 + tan2 θ tanh2 ρ
dϕ ∧ dψ +

kΛk(x, ψ) sin kψ

tan θ sinhkx
dϕ ∧ dθ

e−2φ =
α′

k
U2
0Λ
−1
k (x, ψ)

(

cos2 θ cosh2 ρ+ sin2 θ sinh2 ρ
)

. (5.7)

In the double scaling limit we have: ex = cosh ρ/ sin θ.

5.2 The coset description

Our next task is to show that this supergravity background, eq. (5.7), corresponds actually

to an exact coset conformal field theory. In the following we will consider the supersym-

metric coset construction in order to compare directly with the previous results.

11We consider a special case of [13], where k stacks of N five-branes with a Zk symmetry were considered.

We restrict to the special case N = 1.
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Superspace action for the coset. We consider the SL(2,R)k×SU(2)k superconformal

theory. The supersymmetric WZW model is given by the following action for the matrix

superfield G, taking values in SL(2,R) × SU(2):

kS(G) = k

2π

∫

d2z d2θTr

(

G−1DGG−1D̄G +

∫

dt
{

G∂tG−1
(

DGD̄G−1 + D̄GDG−1
)}

)

(5.8)

and the superfield G is parameterized in Euler angles for both group factors as follows:

G = diag
(

e
iσ2
2

ΦLe
σ1
2
Se

iσ2
2

ΦR , e
iσ2
2

Φ̃Lei
σ1
2
Ωe

iσ2
2

Φ̃R

)

, (5.9)

where the superfields expanded in superspace-coordinates read:

ΦL,R = φL,R + θχL,R + θ̄χ̃L,R + θθ̄fL,R , (5.10)

and so on. We obtain the following action for SL(2,R) × SU(2) at level k:

kS(G) =
k

4π

∫

d2z d2θ
{

DSD̄S −DΦLD̄ΦL −DΦRD̄ΦR − 2 coshS DΦLD̄ΦR

+DΩD̄Ω+DΦ̃LD̄Φ̃L +DΦ̃RD̄Φ̃R + 2 cosΩDΦ̃LD̄Φ̃R

}

. (5.11)

We would like to gauge the following U(1) ×U(1) null isometry of SL(2,R) × SU(2):

(G,G′)→
(

eiΛσ2GeiMσ2 , eiΛσ2G′eiMσ2
)

. (5.12)

The isometry belongs to the elliptic subgroup of SL(2,R).12 Because the generator of

the isometries in SL(2,R) × SU(2) are null, the left and right gaugings are independent

(see e.g. [48] for examples of null gaugings). Therefore the resulting target space will

be four-dimensional. Note that in order to get a globally well-defined gauge theory, the

gauge symmetry acts on U(1) symmetries in SL(2,R) and SU(2) with the same periodicity.

Therefore, one defines this coset with the single cover of SL(2,R) rather than the universal

cover which is usually considered.13 The action of the gauged WZW model is given by

adding the chiral projections of two U(1) super-gauge fields, A and Ā:

kS(G|A, Ā) = kS(G)+ k

2π

∫

d2z d2θ
{

A
(

D̄ΦR + coshS D̄ΦL
)

+Ā (DΦL + coshS DΦR)−

− coshSAĀ+A
(

D̄Φ̃R + cosΩ D̄Φ̃L

)

+

+ Ā
(

DΦ̃L + cosΩDΦ̃R

)

+ cosΩAĀ
}

. (5.13)

Under the super-gauge transformations the superfields transform as follows:

ΦL → ΦL +Λ , ΦR → ΦR +M

Φ̃L → Φ̃L +Λ , Φ̃R → Φ̃R +M

A → A+DΛ , Ā → Ā+ D̄M (5.14)

12Another gauging involving the hyperbolic subgroup gives the Nappi-Witten cosmological solution [47].
13Since the relative normalization of the action of the gauge fields in SL(2,R) and SU(2) is fixed by

anomaly cancellation condition, the structure of the coset is rather rigid.
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Therefore, we can make the super-gauge choice ΦL,R = 0. We also define new coordinates:

Φ̃L,R = Ψ± Φ, S = 2R and Ω = 2Θ. After integrating out the super-gauge fields, we find

the following sigma-model:

S =
k

π

∫

d2z d2θ

{

DRD̄R+DΘD̄Θ+
cos2Θcosh2RDΨD̄Ψ+ sin2Θsinh2RDΦD̄Φ

cosh2R− cos2 Θ
+

+
sin2 Θcosh2R

(

DΨD̄Φ− D̄ΨDΦ
)

cosh2R− cos2Θ

}

. (5.15)

This sigma-model corresponds actually to the solution describing five-branes on a circle,

eq. (5.7), in the limit Λk → 1. A dilaton is generated by the change of the measure in

the path integral, whose expression is given in the supergravity solution. Note that this

sigma model receives no perturbative corrections, to all orders in 1/k, because of N =

(4, 4) superconformal symmetry. Non-perturbative corrections (i.e. worldsheet instantons)

can however appear. Indeed, it has been remarked in [13] that the function Λk taking

into account the discreteness of the distribution of five-branes, eq. (5.4), can actually be

rewritten as the following infinite expansion:

Λk(x, ψ) = 1 +
∑

m6=0

e−k(|m|x−imψ) , (5.16)

which resembles an expansion in worldsheet instantons contributions. Therefore, as was

done in [49] for the T-dual of ALF space (using complementary methods), it should be

possible to capture the exact supergravity metric by considering instantons of the gauged

WZW theory.

The link between this model and the SL(2,R)/U(1) × SU(2)/U(1) orbifold can be

seen as follows: let us perform a duality transformation along the U(1) isometry generated

by the superfield Ψ. Using the standard T-duality rules [50], one finds the following dual

action:

S =
k

π

∫

d2z d2θ

{

DRD̄R+DΘD̄Θ+ tanh2R
DΨD̄Ψ

k2
+ (5.17)

+ tan2Θ

(

DΦ− DΨ

k

)(

D̄Φ− D̄Ψ

k

)

+R(2) ln(cosh2R cos2Θ)

}

.

If we redefine Ψ/k = Ψ′ and shift the superfield Φ: Φ − Ψ/k = Φ′, we get exactly the

superspace action for SL(2,R)/U(1) × SU(2)/U(1). We can have an indication of the

presence of the Zk orbifold for the following reason. The coordinate ψ has a periodicity:

ψ ∼ ψ+2πn, n ∈ Z, inherited from the SU(2) group manifold. After the field redefinitions,

the new coordinates have the periodicity: ψ ′ ∼ ψ′ + 2πn/k, and ϕ′ ∼ ϕ′ + 2πm − 2πn/k.

Therefore we have an Zk orbifold whose action is given by the identifications: (ψ ′, ϕ′) ∼
(ψ′ + 2πn/k, ϕ′ − 2πn/k). This is the geometrical interpretation of the Zk orbifold per-

formed in section 4 to achieve spacetime supersymmetry. To further argue that the theo-

ries are indeed the same, we will use below the exact coset description we found to show

that the spectrum of the coset {SL(2,R) × SU(2)}/(U(1)L × U(1)R) and of the orbifold

{SL(2,R)/U(1) × SU(2)/U(1)}/Zk are explicitely the same.
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Path integral analysis. We can use the standard techniques (see [30] and [51]) to obtain

the spectrum of the CFT described by this supersymmetric coset. One starts with the path

integral for the supersymmetric coset:

Z =

∫

[dG][dA][dĀ]e−kS(G|A,Ā) . (5.18)

Then one can parameterize the super-gauge fields by superfields taking values in the gauged

U(1) subgroup H:

A = HDH−1 , Ā = H̃D̄H̃−1 , (5.19)

and using the supersymmetric generalization of the Polyakov-Wiegmann identity [52], one

can rewrite the path integral in a product form:

Z =

∫

[dG][dH][dH̃][dB][dC]e−kS(H
−1GH̃)+kS(H−1H̃)−SSG , (5.20)

with a super-ghosts action coming from the jacobian of the change of variables (5.19):

SSG =
1

π

∫

d2z d2θ BD̄C − B̄DC̄ (5.21)

with B = β + θb, C = c + θγ, and the same for the antiholomorphic superfields. Then

one change the variable H−1GH̃ → G and gauge-fix: H = 1. In the specific case of a

null gauging we are considering, the super-WZW action for the null subgroup actually

vanishes: S(H̃) = 0. In short, the path integral for the model is just given by the sum of

a SL(2,R)× SU(2) piece and a superghost action:

Z =

∫

[dG][dB][dC]e−kS(G)−SSG . (5.22)

The theory possesses two chiral BRST currents. The BRST charge for the left-moving

symmetry is, in terms of components:

QBRST =

∮

dz

2π
: c (J 3 + I3) : + : γ (ψ3 + χ3) : (5.23)

where J 3 and I3 are respectively the total SL(2,R) and SU(2) currents at level k, and ψ3,

χ3 are the associated fermions. We have a similar BRST charge for the right-movers.

5.3 The spectrum of the coset and comparison with the orbifold

The previous analysis shows that the spectrum of the coset is the spectrum of the SL(2,R)×
SU(2) supersymmetric WZW model times the super-ghosts contribution, constrained by

the BRST symmetry (5.23). For simplicity let us consider NS ground states. We recall

that we have to consider the single cover of SL(2,R). The weights of the primaries of the

coset will be then:

Lcs0 =
c2
k

+
j′(j′ + 1)

k
− wL

2
m+

k

4
w2
L

L̄cs0 =
c2
k

+
j(j + 1)

k
− wR

2
m̄+

k

4
w2
R (5.24)
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where c2 is the second Casimir of SL(2,R) and wL,R the left and right spectral flows

(see [25] for more details). In the BRST cohomology, the eigenvalues m/2 of J 3, the

SL(2,R) Cartan, are constrained to be related to m′/2, those of I3, the SU(2) Cartan:

m = −m′ ≡ j′ − r′ , r′ = 0, . . . , 2j

m̄ = −m̄′ ≡ j′ − r̄′ , r̄′ = 0, . . . , 2j . (5.25)

Now let us refresh our memory about the spectrum of the primaries for the orbifold

{SL(2,R)/U(1) × SU(2)/U(1)}/Zk considered in the previous sections. We also restrict

our attention to states that are in the ground state of the NS sector. Then we have the

following conformal dimensions:

Lorb0 =
c2
k

+
j′(j′ + 1)

k
+

(m− γ − kw+)
2

4k
− m′2

4k

L̄orb0 =
c2
k

+
j(j + 1)

k
+

(m+ γ + kw+)
2

k
− (−m′ + 2γ)2

4k
, (5.26)

and due to the Zk orbifold we have the constraint: m+m′ − γ = kp. We do the change of

variables: −m′ + 2γ → m̄′, and find the spectrum:

Lorb0 =
c2
k

+
j′(j′ + 1)

k
+
w+ − p

2
m′ +

k

4
(w+ − p)2

L̄orb0 =
c2
k

+
j(j + 1)

k
+
w+ + p

2
m̄′ +

k

4
(w+ + p)2 . (5.27)

To match the two spectra of primaries, eqs. (5.24) and (5.27), one has to identify the left

and right spectral flows as follows:

wL = w+ − p , wR = w+ + p (5.28)

and the matching of the complete spectra follows from the matching of the dimensions of

the primaries, since the structure of the characters is the same.

To summarize, we have proven that the background corresponding to NS5-branes on a

circle, eq. (5.7) is given by the worldsheet orbifold CFT {SL(2,R)/U(1)×SU(2)/U(1)}/Zk.

This was an assumption in [9], used to study little string theory in a double scaling limit.

In this section we have given strong arguments for this equivalence, using an exact coset

description of the background, and we explicitly matched the spectrum with the orbifold

theory.

6. About spacetime supersymmetry and geometry

From this specific example we can draw important conclusions for the construction of

supersymmetric string backgrounds in general. Suppose one would like to construct a

superstring background that corresponds to the spacetime geometry of the two-dimensional

euclidean black hole times some flat coordinates:

ds2 = k(dρ2 + tanh2 ρ dϕ2) + ηµνdx
µdxν , (6.1)
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described by an SL(2,R)k/U(1)×R
d,1 SCFT. Then one chooses an internal superconformal

field theory such that the total central charge is c = 15. In our example, the “internal”

CFT was simply SU(2)k/U(1), but one can choose more complicated examples as well. For

the moment this theory cannot be spacetime supersymmeterized because the spectrum of

charges of the N = 2 R-current is not integer. To achieve this goal, one has to perform

a projection on integral charges, which is realized in string theory as an orbifold, because

of the requirement of modular invariance. As in the example we studied in detail in this

paper, the order of the orbifold scales like k. Therefore the effective geometry in which the

low-energy effective theory lives is deeply altered. Let us illustrate this idea on a simple

“toy model”. We consider simply a U(1) × U(1) theory at level k. The spectrum of the

zero modes is given by:14

L0

α′
=

(n− kw)2
4α′k

+
(n′ − kw′)2

4α′k
L̄0

α′
=

(n+ kw)2

4α′k
+

(n′ + kw′)2

4α′k
.

The spectrum of the low energy effective action is obtained in the limit α′ → 0, with α′k

fixed. In this limit, the left and right contributions are equal and corresponds to states

with mass squared m2 = (n2+n′2)/(α′k). The winding sectors are very massive and hence

decouple from the low energy action. Now let us consider the Zk diagonal orbifold of this

theory. We have (i) a projection on the states with n− n′ ≡ kp (with p integer) and (ii)

new twisted sectors. The resulting spectrum is:

L0

α′
=

[n− k(w + γ/k)]2

4α′k
+

[n− k(w′ + γ/k) + kp]2

4α′k
L̄0

α′
=

[n+ k(w + γ/k)]2

4α′k
+

[n+ k(w′ + γ/k) + kp]2

4α′k
.

Then in the effective theory the contributions to the masses of the physical states will be:

m2 = 2× (n− γ)2
4α′k

m̄2 = 2× (n+ γ)2

4α′k
.

Note in particular that the twisted sectors survive to the low energy limit, precisely be-

cause the order of the orbifold is k. This is qualitatively the same behavior as in the

SL(2,R)/U(1)× SU(2)/U(1) CFT considered in this paper.

Some years ago, the following paradox was pointed out (see [53, 54, 55]): some back-

grounds of superstring theory should be supersymmetric, because of worldsheet extended

superconformal symmetry. However, the corresponding supergravity solution is manifestly

not supersymmetric. One of the most obvious examples which was considered was in fact

the SL(2,R)/U(1)×SU(2)/U(1) background. The string frame metric and dilaton for this

solution are:

ds2 = k(dρ2 + tanh2 ρ dϕ2) + k(dθ2 + tan2 θ dψ2)

14Only in this part, α′ is reinstalled in the formulas instead of having being set to two.
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e−2φ = cosh2 ρ cos2 θ . (6.2)

Let us consider for example the dilatino variation for type-IIB supergravity in this back-

ground. We have:

δλ =

[

γµ∂µφ σ3 −
1

6
Hµνργ

µνρ

](

η1
η2

)

=
√
k
[

−Γρ tanh ρ+Γθ tan θ
]

σ3

(

η1
η2

)

, (6.3)

and therefore all the supersymmetry is explicitely broken.

We now argue for a resolution of this paradox. The requirement of spacetime supersym-

metry enforces the projection on integer charges in the underlying worldsheet CFT, hence

the Zk orbifold. Therefore the supergravity solution (6.2) is not the correct low-energy

effective background for this theory, since the spectrum we would get for supergravity fluc-

tuations around the background (6.2) wouldn’t match the α′ → 0 limit (with α′k fixed) of

the {SL(2,R)/U(1)× SU(2)/U(1)} /Zk spectrum. Rather the supergravity solution corre-

sponding to this superstring background is given by the solution of five-branes on a circle,

eq. (5.7), which is manifestly supersymmetric.

7. Conclusions

In this work we have computed the torus amplitude for the SL(2,R)k/U(1) supersymmetric

coset. We have used a supersymmetric marginal deformation method to obtain this result

from the supersymmetric SL(2,R) partition function, in analogy to [18] for bosonic SU(2)

and [17] for bosonic SL(2,R). This is the first time this method is used for a supersymmetric

WZW model. Then we have performed the exact decomposition in characters — and not

only for the primary states — of the supersymmetric coset, which are the same as the

irreducible characters of the N = 2 algebra with c > 3. This last fact is an important

element in favor of the duality between the SL(2,R)/U(1) coset and the N = 2 super-

Liouville theory. Moreover we have seen that the extended characters of N = 2, which

have nice modular transformation properties, appear naturally in the decomposition. The

spectrum we have found is composed of discrete representations, filling out exactly the

improved range for the spin, and continuous representations accompanied by a divergent

factor, due to the infinite volume available for them. Upon regularization, we find a

divergent factor, corresponding to this volume divergence, and a finite part related to

the reflection amplitude in N = 2 super-Liouville theory. Apart from these two pieces

corresponding to standard characters of the coset, we find new sectors of states which may

depend on the regularization procedure. Note that this is not a particular problem of

our computation, but would also appear in the bosonic coset partition function [14] , the

SL(2,R) partition function [17] (and presumably also in thermal AdS3) if we also consider

the exact expansion in characters, with the multiplicities, rather than only the expansion

for the zero modes. This is an important open problem that deserves clarification.

Then we have considered the little string theory in a double scaling limit, corresponding

to the worldsheet CFT SL(2,R)/U(1)× SU(2)/U(1). The integrality of N = 2 charges —

necessary to achieve spacetime supersymmetry — is obtained by considering a Zk orbifold
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of this CFT, much as in Gepner models [3]. We provide the spacetime supersymmetric

partition function for this superstring background. The computation of the Witten index

agrees with the expected result for superstrings on an Ak−1 ALE space. We also give some

insight on the relationship between this theory and the theory of coincident NS5-branes,

i.e. the SU(2)k × RQ worldsheet CFT. We show in particular that the leading part of the

partition functions, proportional to the (infinite) volume agree.

We have shown that the supergravity solution for NS5-branes spread on a circle in

the transverse space with Zk symmetry, given in [13], is actually given by an exact CFT,

corresponding to the null gauging: (SL(2,R)× SU(2))/(U(1)L ×U(1)R). After integrating

out the gauge field, we obtain a sigma-model which is perturbatively exact, thanks to

N = (4, 4) worldsheet superconformal symmetry. The metric, dilaton and NS-NS two form

background fields agree with the supergravity solution, up to a multiplicative factor taking

into account the discreteness of the distribution of branes. This factor could be interpreted

as an expansion in worldsheet instantons contributions, that correct the sigma-model of

the coset. Using the standard BRST quantization of gauged WZW model, we have shown

that actually the spectrum of the null coset coincides precisely with the spectrum of the

(SL(2,R)k/U(1)× SU(2)k/U(1))/Zk orbifold. This gives further strong arguments for the

holographic duality between this worldsheet CFT and the double scaling limit of little

string theory.

Getting inspiration from this example, we have discussed the relationship between

spacetime supersymmetry of superstring backgrounds and low-energy effective geometry.

To achieve spacetime supersymmetry with the N = 2 spectral flow one has to project onto

integral charges of the N = 2 R-current, and this projection has a drastic effect on the inter-

pretation of the corresponding supergravity background. We have illustrated this idea with

a very simple U(1)×U(1) example and of course with the SL(2,R)k/U(1)× SU(2)k/U(1)

model. The correct supergravity description of the corresponding supersymmetric string

background is the solution for NS5-branes on a topologically trivial circle. Also in the

non-supersymmetric cases, it is not clear when it is possible to make sense of a string the-

ory with non-integer N = 2 charges since various OPE’s between vertex operators of the

theory will become non-local.
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1. Introduction

We have learned that it is very useful to study non-perturbative objects in string theory, es-
pecially when they are related to an implementation of holography. This study has proved
instrumental both for understanding gauge theory physics, and for getting to grips with
aspects of quantum gravity. In this paper, we will concentrate on constructing boundary
conformal field theories for theories with N = 2 supersymmetry and central charge c > 3.
These boundary conformal field theories are arguably the most important missing ingredi-
ent in the construction of D-branes in non-compact curved string backgrounds with bulk
supersymmetry.

The models we will study in detail are the N = 2 Liouville theory [1, 2], and the
SL(2,R)/U(1) super-coset [3] theory. These two theories are known to be dual [4, 5](see
also [6, 7]), and are mapped to each other by mirror symmetry.

Constructing D-branes in these superconformal field theories will not only increase
our knowledge of D-branes in non-minimal N = 2 superconformal field theories (see also
[10, 11, 12]), but it will also enable us to study holographic dualities in closer detail.
There are two conjectured instances of holography where these D-branes are expected to
be relevant. The N = 2 Liouville/SL(2,R)/U(1) background is is related to a conjectured
calculable version of holography [5] which involves a bulk closed superstring background [8]
dual to a non-gravitational non-local Little String Theory [9]. Note for instance that D1-
branes stretching between NS5-branes (which can be interpreted as the W-bosons of the
Little String Theory) can be constructed using these boundary conformal field theories.

Another natural area where the D-branes built in this model are relevant is the study
of matrix models for two-dimensional non-critical superstrings [11] and Type 0 strings in
a 2D black hole. For the latter case, it was conjectured in [13], following the ideas of [14],
that the decoupled theory of N →∞ D0 branes of ZZ type in N = 2 Liouville, leads to a
version of the matrix model of [15] with the matrix eigenvalues filling symmetrically both
sides of the inverted harmonic oscillator potential. This matrix model would be dual to
2D Type 0A string theory in the supersymmetric 2D black hole background.

Our paper is structured as follows. We first review in section 2 the bulk theories, and
the duality between N = 2 Liouville theory and the supersymmetric coset. In section 3 we
go on to discuss how to relate H+

3 (i.e. Euclidean AdS3) boundary conformal field theories
to the N = 2 theories under consideration. In the following sections, we then explicitly
construct and study D0-, D1- and D2-branes. We pause in section 5 to explain how to
extend our result to an angular orbifold of the cigar. In the appendices, we collect several
important remarks. One concerns the fact that the SL(2,R)/U(1) super-coset characters
are equal to the characters of the N = 2, c > 3 Virasoro algebra. Another treats the Fourier
transformation of the one-point functions, while a third appendix analyzes the SL(2,R)
symmetry of general N = 2 c > 3 conformal field theories.

2. The bulk

In this section we will study aspects of the bulk theory in which the D-branes studied in this
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paper will be embedded. We give original points of view on some of the topics treated in the
literature. We first discuss the spectrum of the supersymmetric SL(2,R)/U(1) conformal
field theory for concreteness. We then study the nature of the duality between the susy
coset and N = 2 Liouville (as well as its bosonic counterpart). We next review the pole
structure of the bulk correlators and comment upon the pole structure of the one-point
functions. We finish by suggesting that from the perspective of recent developments in
non-rational conformal field theories, the duality of the two theories is a case of dynamics
being completely determined by chiral symmetries.

2.1 The bulk spectrum of the supersymmetric coset

We consider a bulk theory with N = 2 supersymmetry, namely the axial SL(2,R)/U(1)
super-coset conformal field theory [3]. We review the algebraic details of this N = 2 algebra
in Appendix A. The central charge of the conformal field theory is

c = 3 +
6
k
, (2.1)

where k is the level of the parent (total) SL(2,R) current algebra. The primaries Φj
m,m̄ in

the bulk, coming from SL(2,R) primaries with spin j, can belong either to the NS or R
sector of the N = 2 algebra. They have conformal dimensions and N = 2 R-charges [13, 8]

∆j,w,n = −j(j − 1)
k

+
m2

k
+

(δR±)2

8
Qj,w,n =

2m
k

+
δR±
2
,

∆̄j,w,n = −j(j − 1)
k

+
m̄2

k
+

(δR±)2

8
Q̄j,w,n = −2m̄

k
−
δR±
2
, (2.2)

where

m =
n+ kw

2
m̄ = −n− kw

2
, (2.3)

with n,w ∈ Z. The constant δR± is zero in the NS sector and ±1 in the R sector. The
Ramond primaries appear always in pairs due to the double degeneracy of the Ramond
vacuum. The numbers m, m̄ are the eigenvalues of the left and right elliptic generators of
the SL(2,R) Lie algebra. Notice that the conformal dimension ∆j,w,n is invariant under
j → −j + 1. The two corresponding primaries are related through

Φ−j+1
m,m̄ = RNS/R

±
(−j + 1,m, m̄) Φj

m,m̄ ,

=
1

RNS/R±(j,m, m̄)
Φj
m,m̄ , (2.4)

where the reflection coefficients RNS/R
±
(j,m, m̄) are given by [13]

RNS(j,m, m̄) = ν1−2j Γ(−2j + 1)Γ(1 + 1−2j
k )

Γ(2j − 1)Γ(1− 1−2j
k )

Γ(j +m)Γ(j − m̄)
Γ(−j + 1 +m)Γ(−j + 1− m̄)

, (2.5)

RR
±
(j,m, m̄) = ν1−2j Γ(−2j + 1)Γ(1 + 1−2j

k )

Γ(2j − 1)Γ(1− 1−2j
k )

Γ(j +m± 1
2)Γ(j − m̄∓ 1

2)
Γ(−j + 1 +m± 1

2)Γ(−j + 1− m̄∓ 1
2)
,

(2.6)
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for primaries of the NS and R sectors, respectively.
The two-dimensional geometry of the axial coset theory is a cigar [16, 17], or Euclidean

2D black hole [18, 19] . It has an asymptotic radius equal to
√
kα′, and the quantum number

n is interpreted in the axial SL(2,R)/U(1) coset as the momentum around the compact
circle at infinity. The number w denotes the winding number of the closed string states [20],
but can be viewed also as the spectral flow parameter of the affine SL(2,R) algebra [21, 22].

The spectrum of the super-coset includes both continuous representations with j =
1
2 + iP (and P ∈ R+

0 ), and discrete lowest-weight representations D+
j [20] with values of

j ∈ R satisfying

1
2
< j <

k + 1
2

, (2.7)

and

j + r = m, j + r̄ = m̄ , (2.8)

where r, r̄ are integers (half-integers) for the Neveu-Schwarz (Ramond) sector. The bound
for j (2.7) is stricter than the unitarity bound on the coset representations [23] as well as
than the bound corresponding to normalizable operators [22]. The improved bound has
been shown to apply in all physical settings [5, 22, 24, 25, 26, 8]. Although coset primaries
for discrete representations appear for all values of r, r̄, only those with r, r̄ ≥ 0 correspond
to coset primaries inherited from SL(2,R) primaries, and only for them expressions (2.2)
hold. The coset primaries with r, r̄ < 0 arise from descendants of SL(2,R) discrete lowest-
weight representations D+

j , but they can be interpreted as primaries coming from discrete
highest-weight representations D−k+2

2
−j

with spin k+2
2 − j. We discuss the details of the

r, r̄ < 0 primaries in this section, in section 4.1 and in Appendix A.1

The spectrum of primaries that we have reviewed above follows from studying the
representation of the affine SL(2,R) algebra and from the analysis of the modular invariant
partition function of the model [24, 26, 8]. The reflection coefficients (2.5)-(2.6) are related
to the dynamics of the theory, i.e. the correlation functions, which we consider now.

2.2 Towards the duality with N = 2 Liouville: a bosonic ancestor

Before discussing the duality between the susy coset SL(2,R)/U(1) and N = 2 Liouville,
we will look at its bosonic counterpart. The correlators of the bosonic SL(2,R)/U(1)
theory can be obtained by free field computations in SL(2,R). For this one can use the
Wakimoto free field representation of the algebra2

j+ = β

j3 = −βγ − 1
Q
∂φ

j− = βγ2 +
2
Q
γ∂φ+ k∂γ (2.9)

1Note that when we take into account all primaries including those with r, r′ < 0, there is no need to

consider both D+ and D− representations, the D+ representations being enough to cover all the spectrum.
2We will take the SL(2,R) level k+ 2, which is more convenient in order to move to the susy case later.

We take α′ = 2.
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where

Q =

√
2
k

∆(β, γ) = (1, 0)

β(z)γ(w) ∼ 1
z − w

φ(w)φ(z) ∼ − log(z − w) (2.10)

and the energy momentum tensor of the theory is:

T = β∂γ − 1
2
(∂φ)2 − Q

2
∂2φ , (2.11)

with the central charge given by (2.1). The SL(2,R) vertex operators are represented by

Φj
m,m̄ = γj+m−1γ̄j+m̄−1e(j−1)Qφ . (2.12)

Correlators were computed in this formalism first in [27], by using the screening charge3

L1 = µ1ββ̄e
−Qφ . (2.13)

The two-point function is

〈Φj
m,m̄Φj′

m,m̄〉 = |z12|−4∆jδn+n′δw+w′
(
δ(j + j′ − 1) +RNS(j,m, m̄)δ(j − j′)

)
(2.14)

where RNS(j,m, m̄) is given in (2.5). Similar free field computations can be performed
using a dual screening charge [28, 29, 30]

L2 = µ2(ββ̄)ke−
2
Q
φ
, (2.15)

and the correlators agree under the identification [29]

πµ2
Γ(k)

Γ(1− k)
=
(
πµ1

Γ(k−1)
Γ(1− k−1)

)k
. (2.16)

The vertex operators (2.12) correspond to the SL(2,R) theory. To obtain the primaries
of the coset one multiplies them by the exponential of a free boson, which represents the
gauged coordinate. But the nontrivial part of any correlator computed is the same in
SL(2,R) or SL(2,R)/U(1) since both interaction terms L1 and L2 commute with the
gauged current j3.

The free field formalism actually allows to compute (2.14) by inserting both L1 and
L2, and only for those values of j where the anomalous momentum conservation for φ is
satisfied as

2(j − 1)Q− n1Q− n2
2
Q

= −Q , (2.17)

3Whenever we say screening charge we imply the integrated form
R
d2z L.
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where n1, n2 = 0, 1, . . . are the number of insertions of L1 and L2, respectively4. The
results are then analytically continued to arbitrary j.

In the limit φ→∞ the potential drops exponentially and the theory becomes weakly
coupled. In the cigar geometry, the dilaton becomes linear in φ, which has the interpretation
of the radial coordinate away from the tip. Following [15], it is easy to see that the relation
between L1 and L2 is that of a strong-weak coupling duality. For k →∞, L2 is supported
in the strong coupling region (φ→ −∞) and L1 has support in the weak coupling region.
This is consistent with the fact the L1 screening can be obtained from the geometry of the
parent theory, by parameterizing AdS3 with Poincare coordinates, and the geometry of the
cigar becomes weakly curved at k → ∞ since the radius tends to infinity. The relation is
inverted at the opposite limit k → 0. Notice that all this is consistent with the fact that
µ1 and µ2 are interchanged under k ↔ k−1 as follows from (2.16).

It was first observed in [4] that correlators computed in the bosonic SL(2,R)/U(1)
model coincide with those of the sine-Liouville model, whose fields are a compact boson
X at the radius R =

√
2(k + 2) of the cigar, and a non-compact one φ with background

charge. The stress tensor of the theory is

T = −1
2
(∂X)2 − 1

2
(∂φ)2 − Q

2
∂2φ , (2.18)

and the central charge is5 c = 2 + 6
k . The SL(2,R)/U(1) primaries are mapped to the

following primaries of sine-Liouville:

Φj
m,m̄ = e

im
q

2
k+2

XL+im̄
q

2
k+2

XRe(j−1)Qφ . (2.19)

The correlation functions are computed in the Coulomb formalism by using the screening
charges

L±sl = µsle
±i

q
k+2
2

(XL−XR)
e
− 1

Q
ρ
, (2.20)

which are primaries of ±1 winding in the compact boson. The relevant computations can
be found in [31] for the two-point functions and in [32] for some three point functions.6

Using L±sl as screening charges, the anomalous momentum conservation for a two-point
function is

2(j − 1)Q− (n− + n+)
1
Q

= −Q , (2.21)

where n± is the number of insertions of L±sl.
An important result of [4] is that in the computation of N -point functions, with N > 3,

the correlators can violate winding number by up to N − 2 units. This result is easily ob-
tained in the sine-Liouville side, as shown in [32], since the integrals to which the correlators

4Note that the values of j selected by (2.17) are nothing but 2j = 1 + n1 + n2k, which correspond to

degenerate representations of the affine SL(2,R) algebra.
5This central charge differs by 1 from the central charge in (2.1). This corresponds to the addition of a

trivial boson as mentioned before.
6The analytical structure of correlators computed in [32], was recently shown in [33] to agree with that

obtained in the SL(2,R) approach for winding-violating processes.
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reduce in the Coulomb formalism, to vanish when the difference n− − n+ does not have
the correct value. The same result, of course, appears in the SL(2,R)/U(1) side, though
through some hard work [29, 34]. Note that as a consequence, the perturbative computa-
tion of a two-point function requires n− = n+, and thus an even amount of insertions of
L±sl.

In terms of strong-weak coupling duality, the sine-Liouville L±sl interaction belongs to
the same side of the duality as the interaction Lagrangian L2. The relation between the
coupling constants µsl and µ1 was shown in [35] to be

(πµsl
k

) 2
k = πµ1

Γ(k−1)
Γ(1− k−1)

(2.22)

from which, using (2.16) it follows that(πµsl
k

)2
= πµ2

Γ(k)
Γ(1− k)

. (2.23)

This quadratic relation between µ2 and µsl is consistent with KPZ scaling, since it is clear
from (2.17) that any value of j which is screened with n2 insertions of L2, can be equally
screened with twice as much insertions of L±sl.

2.3 The supersymmetric case

The supersymmetric version of the equivalence between the bosonic coset SL(2,R)/U(1)
and the sine-Liouville theory, is the celebrated mirror duality between the supersymmetric
coset SL(2,R)/U(1) and the N = 2 Liouville theory. This duality was conjectured in [5]. It
was then shown in [6] that the equivalence between the actions of this two N = 2 theories
follows from mirror symmetry, using the techniques of [36]. The same equivalence was
shown in [7] to follow from an analysis of the dynamics of domain walls.

In both analyses of [6] and [7], crucial use is made of the explicit N = 2 supersymmetry
in the action. On the other hand, it is easy to see that the computational content of the
duality, i.e., the identity of the correlators, is exactly the same as that of the bosonic
version. In the supersymmetric coset SL(2,R)/U(1) side, the primaries are obtained from
the parent susy SL(2,R)k model. In the latter, one can decouple the fermions and shift
the level k → k + 2 (see Appendix B), so that the NS primary states are the product of a
bosonic SL(2,R)k+2 primary and the fermionic vacuum. Descending to the coset involves
removing a free U(1) boson, so the correlators reduce to those of a purely bosonic model
at level k + 2, with the screening charges given by (2.13) and (2.15). In the Ramond
sector, a coset primary is obtained by extracting the contribution of the gauged U(1) from
the product of an SL(2,R)k+2 primary and a spin field of the decoupled fermions (see
e.g. [13]). The computation reduces also to that of the bosonic case, but the dependence
on the quantum number m is now shifted to m± 1

2 , as can be seen in (2.6).
The N = 2 Liouville is an interacting theory for a complex chiral super-field Φ, with

a Liouville potential. For some previous works on N = 2 Liouville see [1, 2, 37, 38]. The
super-field Φ has a non-compact real component φ with background charge, a compact
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imaginary component Y , and the corresponding fermions. The stress tensor is

T = −1
2
(∂Y )2 − 1

2
(∂φ)2 − Q

2
∂2φ− 1

2
ψy∂ψy −

1
2
ψφ∂ψφ (2.24)

with a central charge given by (2.1). The compactness of Y actually allows to define the the
following chiral/anti-chiral superfields in N=(2,2) superspace of coordinates (z, θ±; z̄, θ̄±):

Φ± = φ± i(YL − YR) + iθ±(ψ̃φ ∓ iψ̃y)− iθ̄±(ψφ ± iψy) + iθ±θ̄±F± . (2.25)

Correspondingly we have the following two N = 2 Liouville chiral interactions:

L±N=2 = µ2

∫
d2θ±e

− 1
Q

Φ±

=
µ2

Q2
e
− 1

Q
[φ±i(YL−YR)](ψφ ± iψy)(ψ̃φ ∓ iψ̃y) . (2.26)

In the expansion we have set to zero the auxiliary field F±. Its presence only contributes
contact terms in the correlators, so it can be ignored [39]. At this point it is convenient to
bosonize the fermions as

ψφ ± iψy√
2

= e±iHL

ψ̃φ ± iψ̃y√
2

= e±iHR (2.27)

so that the interaction terms become7

L±N=2 = kµ2 e
− 1

Q
φ
e
±i[ 1

Q
YL+HL]

e
∓i[ 1

Q
YR+HR]

. (2.28)

We will now rotate the two bosons YL and HL as√
k + 2

2
XL =

1
Q
YL +HL√

k + 2
2

ZL = −YL +
1
Q
HL (2.29)

and similarly for XR, ZR. The two bosons XL, ZL commute and are canonically normal-
ized. Making this change of variables in the interaction (2.28), we see that ZL completely
decouples from the interaction term, and L±N=2 becomes identical to the bosonic L±sl, as
announced. This change of variables is actually the N = 2 Liouville equivalent of the chiral
rotation in susy SL(2,R) that allows to decouple the fermions by shifting the level k to
k + 2. We again arrived to a form of the screening charge without fermions, and the coef-

ficient of the compact boson in the interaction has been shifted from 1
Q =

√
k
2 to

√
k+2
2 .

The NS primaries of the model are given by (2.19). The Ramond sector is treated as in
the SL(2,R)/U(1) case with the same result.

7The interaction (2.28) is the N = 2 point in a continuous family of theories studied in [31].
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By bosonizing the fermions, we have lost explicit N = 2 supersymmetry at the level
of the action, which was so important in the approaches of [6, 7]. This is not uncommon
in conformal field theories, where fermions are typically bosonized in order to compute
correlators8. In our case it is a signal that the reason for the identity of the correlators
may not lie in the form of the action of the theory (see later).

A dual, non-chiral interaction term is also allowed by the N=2 symmetry of the N=2
Liouville theory :

L̃N=2 = µ̃2

∫
d4θ e

Q
2

(Φ++Φ−). (2.30)

We now observe [38] that this screening charge coincides with the screening charge of the
SL(2,R)/U(1) super-coset, i.e. the supersymmetric equivalent of (2.13). Using the same
steps of bosonization and field redefinitions one can reduce this equivalence to the bosonic
one already discussed. Thus this circle of ideas clarifies the fact that the N = 2 Liouville
duality proposed in [37] is nothing but the bosonic duality of [4] discussed in the previous
section.

2.4 Bulk versus localized poles and self-duality

Poles in the correlators of our model can be either of ”bulk” or ”localized” type. Bulk poles
correspond to interactions taking place along the infinite direction of the (asymptotic) linear
dilaton. On the other hand, localized poles are associated to discrete normalizable states
living near the tip of the cigar9.

In particular, in the two-point function (2.5), the first two gamma functions of the
numerator have bulk poles, and the last two gamma functions, with m, m̄ dependence,
have localized poles. We analyze here the NS two-point function, the R case being similar.

Let us consider first the bulk poles. The first gamma function has single poles at
values 2j = 1, 2, · · · . From (2.17), we see that these values of j are screened by n1 = 2j− 1
charges of type L1, and no L2 charges. In the Coulomb formalism, one first separates the
non-compact field into φ = φ0+φ̃, and then the integral of the zero mode φ0 over its infinite
volume gives the pole [41]. The second gamma function has poles at (2j−1)

k = 1, 2.... These
values of j are screened in SL(2,R)/U(1) by n2 = (2j−1)

k charges of type L2, and no L1

charges. In the sine-Liouville theory, these corresponds to having n+
sl = (2j−1)

k charges of
L+
sl, and the same amount of L−sl. This follows from (2.21) and the condition n−sl = n+

sl for
two-point functions.

The same phenomenon of having two families of bulk poles occurs in bosonic Liouville
theory, where the two-point function has two sets of poles, their semi-classical origin being
the insertion of either the Liouville interaction µLe−2bφ or its dual µ̃Le−

2
b
φ, with a relation

between µL and µ̃L similar to (2.16) [42].

8Explicit N = 2 supersymmetry at the level of the action is not necessary for a conformal field theory

to have N = 2 supersymmetry in its spectrum and in its chiral algebra. For example, an N = 2 minimal

model with central charge c = 1 can be realized through a free compact boson. We thank A.Giveon for

comments on this point.
9See [40] for a recent discussion on this double nature of poles in the context of holographic descriptions

of Little String Theories.
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The bulk poles in (2.5) are simple poles, except at the level k = 1. At this level,
corresponding to c = 9, both the first and second gamma functions in (2.5) have each a
pole at 2j = 2, 3.... This is signaled by the fact that the two dual charges L1 and L2

become equal for k = 1, including µ1 = µ2, so this the self-dual point of the theory. There
is only one single bulk pole left at k = 1, that comes from the first gamma function of (2.5)
at 2j = 1. But this is the expected result since for this j no screening charges are needed
to satisfy the anomalous momentum conservation (2.17), and the single pole comes from
the infinite volume of the zero mode of φ.10

Notice that although one can interpret L1 as being a strong-weak dual to both L2 and
L±sl, the sine-Liouville interaction remains outside the liaison between the Wakimoto pair
L1 and L2, and this becomes more manifest at the self-dual point k = 1.

As mentioned, localized poles occur in the third and fourth gamma functions of the
numerator of (2.5). They signal the presence of normalizable bound states in the strong
coupling region associated with the residue of the singularity. We will consider here the
case m = m̄ = kw/2, which is the relevant case for the D-brane analysis. At values of
r = kw/2− j > 0, corresponding to primaries of SL(2,R)/U(1) coming from primaries of
SL(2,R), the fourth gamma function in the numerator of (2.5) has a localized pole. On
the other hand, at values of r = kw/2− j < 0 corresponding to primaries of SL(2,R)/U(1)
which are descendants of SL(2,R), the two-point function has a zero from a pole in the
third gamma function in the denominator of (2.5). We will return to this issue in sect. 4.1.

A qualitative feature that we wish to stress is that, for the theories with boundary
that we will construct, the two kinds of poles naturally decouple. One-point functions of
localized D0-branes will have only poles associated to the discrete normalizable states, and
those of extended D1-branes will have only ”bulk” poles associated to the zero-mode of the
radial coordinate. Intuitively, on the one hand, the D0-branes are localized near the tip
of the cigar, as are the normalizable bound states, and on the other hand, the D1-branes
stretch along the radial direction and only couple to momentum modes, thus forbidding
the coupling to discrete bound states that all carry a non-trivial winding charge. In the
last case of D2-branes, we have both type of poles since these non-compact branes have a
induced D0-brane charge localized at the tip of the cigar [43].

A similar decoupling phenomenon can be observed for the one-point functions of
bosonic (and N = 1 [44] ) Liouville theory. In this case, the ZZ one-point functions
[45] have no poles and the FZZT one-point functions [46] have the bulk Liouville poles
mentioned above.

2.5 The conformal bootstrap approach

We have reviewed above how perturbative calculations with different screening charges
lead to the same correlators in both theories. The perturbative approach leads to physical
insights related to the nature of the poles, strong-weak coupling regimes, etc. Also, in the

10The importance of the self-dual point at k = 1 has recently been stressed in [33]. The same self-duality

phenomenon, with single poles becoming double poles, occurs in Liouville at c = 25 (b = 1). It would be

interesting to see if these features of the k = 1 point are captured in the matrix model for the 2D black hole

proposed in [15], which is an extension of a matrix model for c = 25 Liouville (coupled to c = 1 matter).
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last years a new powerful approach to compute correlators in non-rational conformal field
theories has appeared [47]. In non-rational conformal field theories the normalizable states
have a continuous spectrum (in H+

3 they correspond to the continuous representations of
SL(2,R)) and appear in the intermediate channels of the correlators. The new approach
consists in assuming that a general property of the conformal bootstrap, namely the fac-
torization constraints, can be analytically continued to primary states corresponding to
non-normalizable degenerate operators with discrete spectrum. This assumption, together
with assuming that a strong-weak coupling duality is present in the theory (of the type
between L1 and L2 above), leads to constraints for two and three point functions which
have a unique solution. We will not review this method here, and we refer the reader to
[47, 42, 46] for details.

A natural question is what new light can be shed on the equivalence between N = 2
Liouville and the susy SL(2,R)/U(1) through these methods. This question is related to
the more general issue of what role the action or the perturbative screening charges play in
this approach. The method essentially reduces to a minimum the dynamical information
needed to solve the theory. It asks as an input two pieces of information: i) the quantum
numbers of a degenerate operator, which are given by the chiral symmetries of the theory,
and ii) the value of certain fixed correlators involving one or two screenings. As an output
we get the value of arbitrary correlators. In the sine-Liouville/ SL(2,R)/U(1) context, this
method has been exploited in [35] to obtain the relation (2.22) between coupling constants
µ1 and µsl.

Now, at least in some cases, it turns out that the second piece of input, namely, the
perturbative fixed correlators, can be obtained by considering factorization constraints im-
plied by higher level degenerate operators11. This means that the chiral algebra of the
model would fully fix the correlators, through the family of its degenerate primaries. The
argument holds both for bulk and boundary theories. In this way, for example, in [48],
factorization constraints for the boundary H+

3 theory were obtained without introducing
a boundary action. In other words, under certain analyticity assumptions one could in
principle achieve for non-rational conformal field theories, what is known to hold for ratio-
nal ones, namely, that the chiral symmetries of the theory completely fix the correlation
functions (under a certain prescription as to how left and right fields are glued). Notice
that in our theory many factors of the two-point function (2.5) can be seen as the result of
Fourier-transforming the same object from a basis of primaries where the SL(2,R) chiral
symmetry is realized through differential operators (see Appendix B). So the idea would
be to push these symmetry constraints further to their very end.

Carrying this program in our case, the SL(2,R)/U(1) and N = 2 Liouville theories
would appear just as different realizations of the same chiral structure. The latter would
be nothing but the common core of their respective chiral algebras, affine SL(2,R) and
N = 2, c > 3 Virasoro, which are [23] related by a free boson which does not affect
the correlators. In appendix D we show how an N = 2, c > 3 algebra yields always an
SL(2,R) algebra by adding a free boson. Concerning the possible additional ”geometrical”

11We thank V. Schomerus for this crucial comment.
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information, namely, the way left and right chiral fields are glued, there is only one known
modular invariant with N = 2, c > 3 spectrum [26, 8], up to discrete orbifolds acting on
the N=2 charges.

That is the idea behind a central assumption of our paper, namely, that boundary
CFT quantities computed in H+

3 , which descend naturally to SL(2,R)/U(1), describe also
the boundary theory of N = 2 Liouville.

3. The boundary

The bosonic coset

Recall that for the bosonic coset we have that the one-point functions [43] are given in
terms of the product of one-point functions for H+

3 and the one-point functions for an
auxiliary boson X (at radius R =

√
α′k) which we can give the geometric interpretation of

being the angular variable in the coset. The left and right chiral U(1) quantum numbers
of H+

3 (labeled nH and pH) and X are related as:(
nH + ipH

2
,−nH − ipH

2

)
=
(
n+ kw

2
,
n− kw

2

)
(3.1)

where the relative minus sign arises because we gauge axially. We then use the factorization
of the one-point function:

〈Φj,coset
n,w 〉 = 〈Φj,H3

n,w 〉〈V X
n,w〉 (3.2)

to obtain the one-point function in the coset [43]. Since X has the geometric interpretation
of being the angular variable, Dirichlet conditions on X (i.e. Neumann conditions on the
H+

3 gauged current) have the interpretation of branes localized in the angular direction.12

Note that we have assumed the ghost contribution to the one-point function to be trivial.
(We can detect non-trivial renormalizations through the Cardy check.) Note also that our
derivation is only valid for coset primaries that are associated to primaries in the parent
theory. Coset primaries associated to descendents in the original model require special
care.

The super-coset

For the super-coset, we can tell an analogous story. We have that the one-point functions
are given by a product of one-point functions for H+

3 at level k+2, for a U(1) associated to
the fermions, and for an auxiliary boson X that has again the interpretation of the angular
direction. The one-point functions factorize, and we have:

〈Φj,supercoset
n,w 〉 = 〈Φj,H3

n,w 〉〈V X
n,w〉〈VF 〉. (3.3)

We can be more precise about the relationship between the boundary condition for the
various currents. The left and right N = 2 R-currents are given in terms of the total

12See next paragraph for a more rigorous argument based on BRST symmetry.
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currents J3, J̄3 as follows (see appendix A for conventions) :

JR = ψ+ψ− +
2J3

k
and J̄R = ψ̃+ψ̃− − 2J̄3

k
. (3.4)

The A-type boundary conditions of the N=2 algebra [49] are defined through the twisted
gluing conditions (in the closed string channel) : JR = J̄R, G± = iηG̃∓, η = ±1 being the
choice of spin structure. Thus we see from (3.4) – and the expressions for the supercurrents –
that the total currents of the SL(2,R) algebra has to satisfy untwisted boundary conditions:
J3,± = −J̄3,±. As we know from [50, 48] this corresponds to AdS2 branes in AdS3. The
axial super-coset has a BRST charge corresponding to the gauge-fixed local symmetry,
whose expression is (see e.g. [51]) :

QBRST =
∮

dz

2iπ
{
c (J3 + i∂X) + γ (ψ3 + ψx)

}
−
∮

dz̄

2iπ

{
c̃ (J̄3 − i∂̄X) + γ̄ (ψ̃3 − ψ̃x)

}
.

(3.5)
Thus the preservation of the BRST current will impose that the extra boson X has the
boundary conditions ∂X = ∂̄X in the closed string channel, i.e. Dirichlet conditions. The
net effect of the (β, γ) super-ghosts will be to remove the contributions of the fermions ψ3

associated to J3 and ψx associated to X, leaving the fermions ψ± with (relative) A-type
boundary conditions. In the cigar these are the D1-branes, extending to infinity [52, 43].

The B-type boundary conditions of the N=2 algebra [49] are defined through the un-
twisted gluing conditions (in the closed string channel) : JR = −J̄R, G± = iηG̃±. Using
the same lines of reasoning we find that these boundary conditions corresponds to twisted
boundary conditions for the SL(2,R) currents, J3 = J̄3, J± = −J̄∓. These are either H2

branes or S2 of imaginary radius. In the former case we obtain D2-branes in the cigar, and
in the latter D0-branes localized at the tip of the cigar [52, 43]. In both cases the extra
field X has to satisfy Neumann boundary conditions.

To summarize, the one-point functions for the super-coset are as in [43] (but, impor-
tantly, the basis of Ishibashi states to which they correspond is a basis of Ishibashi states
that preserves N = 2 superconformal symmetry and the level is shifted by two units), with
an additional factor corresponding to two real fermions.

We move on to apply the dictionary above to the particular cases of D0-, D1- and
D2-branes in the supersymmetric N = 2 theories. We will be using the quantum number
notations traditional for the SL(2,R)/U(1) super-coset, for convenience of comparison with
(technically similar) results in the bosonic coset [43]. But it should always be kept in mind
that the construction equally well applies to N = 2 Liouville theory, since the primaries
in one theory can be associated to unique primaries in its dual and since the characters in
both theories are identical.

4. D0-branes

The first type of branes we discuss are the B-type branes localized at the tip of the cigar
SL(2,R)/U(1) conformal field theory.

– 13 –



4.1 One-point function for the localized branes

These one point functions for the D0-branes of N=2 Liouville are similar to those of the
ZZ branes [45] for bosonic Liouville theory. Their expression is (see Appendix B) :

〈Φj
nw〉D0

u = δn,0
Ψu(j, w)
|z − z̄|∆j,w

(4.1)

where

ΨNS
u (j, w) = k−

1
2 (−1)uwν

1
2
−j Γ(j + kw

2 )Γ(j − kw
2 )

Γ(2j − 1)Γ(1− 1−2j
k )

sin π
ku(2j − 1)

sin π
k (2j − 1)

ΨgNS
u (j, w) = iwΨNS

u (j, w)

ΨR±
u (j, w) = k−

1
2 (−1)uwν

1
2
−j Γ(j + kw

2 ±
1
2)Γ(j − kw

2 ∓
1
2)

Γ(2j − 1)Γ(1− 1−2j
k )

sin π
ku(2j − 1)

sin π
k (2j − 1)

(4.2)

The normalization constant k−
1
2 (−1)uw (and iw) is fixed to satisfy the Cardy condition

(see next section).
The numbers u = 1, 2... are inherited from the one-point functions of localized D-

branes in H+
3 , and they correspond to finite dimensional representations of SL(2,R) of

spin j = − (u−1)
2 . The latter are only a subset of the degenerate representations of the

SL(2,R) affine algebra13. Remember that in the bosonic and N = 1 Liouville theory, the
localized ZZ branes [45, 44] have two quantum numbers, associated to all the degenerate
representations of the (N = 1) Virasoro algebra. This suggests that more general solutions
of the factorization constraints in [48] are expected, which in turn would imply a bigger
family of D-branes for our N = 2 model.

For a discrete state with pure winding, the numbers j and w are correlated as [8]

j + r =
kw

2
(4.3)

with r ∈ Z for the NS sector and r ∈ Z+ 1
2 for the R sector. Moreover, the unitarity bound

(2.7) for j implies that for every r there is a unique pair of j, w such that (4.3) holds.
Given a j in the unitary bound (2.7) and satisfying (4.3), the one point functions

(4.2) have poles at values of r ≥ 0, w > 0. The case r < 0 should be treated differently,
since from the point of view of the parent H+

3 – or SL(2,R) – theory, the states with
w > 0 and w 6 0 are of very different origin. Indeed in the former case, the equation (4.3)
can be solved with r > 0, hence those states descend from flowed primaries of a lowest
weight representation Dj , w+ of the SL(2,R) affine algebra, see [21, 22]. Accordingly the
formulae (4.2) are obtained from descent of the H+

3 ones – as in [43] – valid for primaries of
H+

3 . The one-point function has simple poles for all these states, coming form the second
Gamma function in the numerator of (4.2). On the contrary, in the latter case w 6 0,
the solution of (4.3) is solved with r < 0. Those states, while primaries of the coset,14

13They correspond to n2 = 0 in footnote 4.
14In fact these “diagonal” states are obtained from the lowest weight state of the representation. In a

bosonic model they are: (J−−1)
r|j, j〉. For the supersymmetric case, see appendix A.
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are descendents of the SL(2,R) flowed algebra. To use nevertheless the formulas of the
H+

3 branes, we have to use the isomorphism of representations : D+ , w
j ∼ D− , w−1

j′ , with
j′ = k+2

2 −j. Applying this mapping on the one-point functions, we find poles coming form
the first Gamma function in the numerators of (4.2).

4.2 Cardy computation for the D0-branes

In this section we will verify that the one-point functions of localized D-branes obtained in
section 4.1. satisfy the Cardy condition relating the open and closed string channels. We
distinguish between three cases for the open string spectrum: NS, R and ÑS. As usual [53],
they correspond to NS, ÑS and R sectors in the closed string channel, respectively. We will
show below the computation in detail for the NS/NS case. For the other cases, we state
the result, and defer details to Appendix C.

For the annulus partition function of a NS open string stretching between a brane
labeled by u = 1, 2... and the basic brane with u′ = 1 we consider

ZNSu,1 (τ, ν) =
∑
r∈Z

chNSf (u, r; τ, ν)

=
ϑ3(τ, ν)
η(τ)3

∑
s∈Z+ 1

2

1
1 + yqs

(q
s2−su

k y
2s−u

k − q
s2+su

k y
2s+u

k ) . (4.4)

We have taken the N = 2 NS characters (A.37) associated to the u-dimensional represen-
tations of SL(2,R) of spin j = − (u−1)

2 , and we have summed over the whole spectral flow
orbit. For an open string stretching between two branes with general boundary conditions
u and u′, we expect, as in [54, 48, 43], that the partition function is obtained by summing
ZNSu,1 over the irreducible representations appearing in the fusion of the representations
associated to u and u′. Calling the latter j = |j| and j′ = |j′|, we have

j⊗ j′ = |j− j′| ⊕ |j− j′|+ 1⊕ · · · ⊕ j + j′ . (4.5)

In terms of the u, u′ indices, this decomposition implies

ZNSu,u′(τ, ν) =
min(u,u′)−1∑

n=0

ZNSu+u′−2n−1,1(τ, ν) . (4.6)

In order to verify the Cardy condition on these branes, we will perform a modular trans-
formation of ZNSu,u′ to the closed string channel15. Let us start with the ZNSu,1 partition
function (4.4). We will parameterize ν as: ν = ν1 − τν2, ν1,2 ∈ R. The modular transform
of ZNSu,1 (τ, ν) can be expressed as

e−iπ
c
3

ν2

τ ZNSu,1 (−1
τ
,
ν

τ
) =

ϑ3(τ, ν)
η(τ)3

× 1
2iπ

[∫
C−ε

+
∫
C+ε

]
dZ (−iπ) eπZ+ 2iπτ

k
Z2 sinh(2πZk u)

cosh(πZ)
eiπ(iτZ−ν)

cosπ(iτZ − ν)
(4.7)
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Figure 1: Choice of contour of integration (for τ1 > 0).

where the parameter ε is infinitesimal and positive. The contour encircles the line C : Z =
iy/τ + iν2, y ∈ R (see fig. 1). This identity is valid because we pick up all the poles of
the integrand inside the contour. These are the zeroes of cosπ(iτZ − ν) which occur at
ν − iτZ = y + ν1 = s ∈ Z + 1/2. At these poles, the contour integral yields the residues

−2
τ

eiπ(s−ν)/τ sin(2π uk (s− ν)/τ) e−i2π(s−ν)2/(kτ)

eiπ(s−ν)/τ + e−iπ(s−ν)/τ , (4.8)

which lead to the identity (4.7). This identity is valid as long as there are no poles coming
from the coshπZ factor on the contour of integration. These special cases occur only for
ν2 ∈ Z+1/2 and we assume that ν2 does not take these values. We now note that we have
the expansions:

eiπ(iτZ−ν)

2 cosπ(iτZ − ν)
=

∞∑
w=0

(−1)we−2πiw(iτZ−ν) for |e−i2π(iτZ−ν)| < 1 (4.9)

and

eiπ(iτZ−ν)

2 cosπ(iτZ − ν)
= −

−1∑
w=−∞

(−1)we−2πiw(iτZ−ν) for |e+i2π(iτZ−ν)| < 1 . (4.10)

The expansion (4.9) is valid in C+ε and (4.10) is valid in C−ε. Plugging these expansions
into the right hand side of eq. (4.7) we get

e−iπ
c
3

ν2

τ ZNSu,1 (−1
τ
,
ν

τ
) =

ϑ3(τ, ν)
η(τ)3

∑
w∈Z

∫
C
dZ (−1)w

sinh(2πZk u)
cosh(πZ)

eπZ ywq−iwZ+Z2

k . (4.11)

When taking ε→ 0 we added a minus sign to the contour C+ε and switched its direction. To
obtain the corresponding expression for the general case (4.6) of ZNSu,u′ , we use the identity

min(u,u′)−1∑
n=0

sinh
(

2π
Z

k
(u+ u′ − 2n− 1)

)
=

sinh(2πZk u) sinh(2πZk u
′)

sinh(2πZk )
(4.12)

15The result for the NS/NS case follows as a particular case of an identity proved in [55, 56], and the other

cases considered below ( fNS/R, R/ fNS and Zp orbifold) are variations thereof. We perform the computation

here for completeness and in order to adapt the notation to our present purposes.
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so we get

e−iπ
c
3

ν2

τ ZNSu,u′(−
1
τ
,
ν

τ
) =

ϑ3(τ, ν)
η(τ)3

∑
w∈Z

∫
C
dZ (−1)w

sinh(2πZk u) sinh(2πZk u
′)

cosh(πZ) sinh(2πZk )
eπZ ywq−iwZ+Z2

k . (4.13)

Note that the exponent of q is complex. In order to get a real exponent for q we will (i) shift
the C contour of integration by iwk

2 − iν2, for each term indexed by w and (ii) tilt it parallel
to the real axis (see fig. 2). The resulting exponent of q will be that needed to get the
characters of the continuous representations. As we shift the contour we pick poles which

X

X

X

X

X

X

2

C

(i)

(ii)

ν

R + ikw/2

kw/2

Figure 2: Change of contour of integration (case w > kν2
2 ).

will make up the contributions of the N = 2 discrete representations to the closed string
channel amplitude. No poles are picked when tilting to the real axis. So the modular
transform of ZNSu,u′ is decomposed into

e−iπ
c
3

ν2

τ ZNSu,u′(−
1
τ
,
ν

τ
) = ZNS,cu,u′ + ZNS,du,u′ . (4.14)

The first term comes from the continuous integral, which after shifting and tilting the
contour, becomes

ZNS,cu,u′ =
∑
w∈Z

∫ +∞

−∞
dP

eπ( iwk
2

+P ) sinh(2πPk u) sinh(2πPk u
′)

(−1)w(u−u′) cosh(π(P + iwk2 )) sinh(2πPk )
(4.15)

× q
P2+(wk/2)2

k yw
ϑ3(τ, ν)
η(τ)3

.

In the last factor we get a continuous character chNSc (P, wk2 ; τ, ν) (see (A.20)), correspond-
ing to a pure winding state with m = kw

2 , as expected. And since chc(P, wk2 ; τ, ν) is even
in P we can rewrite this as

ZNS,cu,u′ =
∑
w∈Z

∫ +∞

0
dP

2 sinh(2πP ) sinh(2πPk u) sinh(2πPk u
′)

(−1)w(u−u′)[cosh(2πP )+cos(πkw)] sinh(2πPk )
chNSc (P,

wk

2
; τ, ν) .

(4.16)
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This expression is equal to

ZNS,cu,u′ =
∑
w∈Z

∫ +∞

0
dP Ψu

(
1
2
− iP,−w

)
Ψu′

(
1
2

+ iP, w

)
chNSc (P,

wk

2
; τ, ν) (4.17)

so we get the expected continuous spectrum from the overlap between D0 boundary
states16.

The poles picked up arise from the zeroes of the factor coshπZ in (4.13), at values of
Z such that Z = is with s ∈ Z + 1

2 . Note that for irrational k the shifted contour will
never fall on a pole, and we will assume this to be the case. The poles will contribute with
positive sign for s > ν2 and with negative sign for s < ν2. Let us consider the former case.
A given s ∈ Z + 1

2 will give a pole contribution for all the terms in (4.11) with w > ws,
where ws is the only integer satisfying

ws >
2s
k
> ws − 1 . (4.18)

For poles corresponding to s < ν2, we get contributions for all the terms in (4.11) with
w 6 ws − 1, where ws is also defined by (4.18). Summing all these residues we get

ZNS,du,u′ = −2
ϑ3(τ, ν)
η(τ)3

[∑
s>ν2

∞∑
w=ws

−
∑
s<ν2

ws−1∑
−∞

]
sin
(
2π sku

)
sin
(
2π sku

′)
(−1)w sin

(
2π sk

) ywqsw−
s2

k . (4.19)

Noting that |yqs| = e−2πτ2(s−ν2) is smaller (bigger) than 1 for s > ν2 (s < ν2), we can sum
on w for every s to get

ZNS,du,u′ = −2
∑

s∈Z+ 1
2

(−1)ws
sin
(
2π sku

)
sin
(
2π sku

′)
sin
(
2π sk

) ywsqsws− s2

k

1 + yqs
ϑ3(τ, ν)
η(τ)3

. (4.20)

This result can be recast in a more transparent fashion as follows. Calling s = r + 1
2

with r ∈ Z, a character of the N = 2 NS discrete representations corresponding to a pure
winding mode J3

0 = j + r = kw
2 is given by (see (A.31))

chNSd (j, r; τ, ν) =
ywqsw−

s2

k

1 + yqs
ϑ3(τ, ν)
η(τ)3

. (4.21)

Now, for every r ∈ Z there is only one value of w, such that j = −r + kw
2 lies in the

improved unitary bound (2.7). This is exactly the value of w fixed by the condition (4.18).
Moreover, all possible representations corresponding to pure winding states and such that
j lies inside the unitary bound are covered by taking all r ∈ Z and fixing ws as in (4.18).
Calling jr the spin of the representation associated to each r, then (4.20) is equal to

ZNS,du,u′ =
∑
r∈Z

(−1)wr(u−u′) 2 sin
(
π
k (2jr − 1)u

)
sin
(
π
k (2jr − 1)u′

)
sin
(
π
k (2jr − 1)

) chNSd (jr, r; τ, ν) (4.22)

16Note that in the ”out” boundary state we take the opposite U(1) charge, as follows from CPT conju-

gation [57].
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where ws has been renamed wr.
As shown in section 4.1, the product Ψu(−j + 1,−w)Ψu′(j, w) has a single pole for

every discrete, pure-winding state. It is natural to expect the discrete part of the annulus
amplitude (in the closed string channel) to be given by the residue of this pole. This is
indeed the case, and one can check that (4.22) is equal to

ZNS,du,u′ = 2π
∑
r∈Z

Res
[
ΨNS
u (−jr + 1,−wr)ΨNS

u′ (jr, wr)
]
chNSd (jr, r; τ, ν) , (4.23)

where the residue is computed when considering the bracketed expression as an analytic
function of j. More details about this last step are given in section 7 that treats D2-branes.
We have thus verified the Cardy consistency condition for the D0 branes in the NS/NS
sector.

The computation for the R/ÑS and ÑS/R cases is basically the same, mutatis mutandi.
We state here the results and provide the details of the computation in Appendix C for
the interested reader. For the open string sector we take the partition functions

ZRu,1(τ, ν) =
∑

r∈Z+ 1
2

chRf (u, r; τ, ν) , (4.24)

Z
gNS
u,1 (τ, ν) =

∑
r∈Z

ch
gNS
f (u, r; τ, ν) , (4.25)

and ZR/
gNS

u,u′ (τ, ν) is given by a sum as in (4.6). The modular transforms are

e−iπ
c
3

ν2

τ ZRu,u′(−
1
τ
,
ν

τ
) = (4.26)∑

w∈Z

∫ +∞

0
dP ΨgNS

u

(
1
2
− iP,−w

)
ΨgNS
u′

(
1
2

+ iP, w

)
ch

gNS
c (P,

wk

2
; τ, ν)

+2π
∑
r∈Z

Res
[
ΨgNS
u (−jr + 1,−wr)Ψ

gNS
u′ (jr, wr)

]
ch

gNS
d (jr, r; τ, ν) ,

e−iπ
c
3

ν2

τ Z
gNS
u,u′(−

1
τ
,
ν

τ
) = (4.27)∑

w∈Z

∫ +∞

0
dP ΨR

u

(
1
2
− iP,−w

)
ΨR
u′

(
1
2

+ iP, w

)
chRc (P,

wk

2
; τ, ν)

+2π
∑

r∈Z+ 1
2

Res
[
ΨR
u (−jr + 1,−wr)ΨR

u′(jr, wr)
]
chRd (jr, r; τ, ν) ,

where jr and wr are defined in the same way as for the NS/NS case, but notice that in
the the R case r is half-integer. In both (4.26) and (4.27) the residues are again computed
considering the bracketed expression as a function of j.

Some comments are in order.
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• Although the Cardy condition holds for arbitrary boundary conditions u, u′, there
are reasons to argue that only the u = u′ = 1 case corresponds to physical D-
branes. Firstly, for u, u′ 6= 1 the open string partition function is built from non-
unitary N = 2 representations. An alternative argument was given in [43], based
on comparing higher values of u to expectations for the physics of coinciding single
D0-branes.

• From the case of the D0 branes we draw an important lesson, which will remain
valid for the D1 and D2 branes. Although the open string partition function is built
out of N = 2 characters, the product of the one point functions in the closed string
channel is the same as that of the bosonic 2D black hole studied in [43] at level k+2.
Using identities developed in [56] (see also [58]) to relate sums of characters of N = 2
representations to characters of a bosonic SL(2,R)/U(1) model, one can expand the
partition function (4.4) of a string stretching between a u-brane and a basic brane as

ZNSu,1 (τ, ν) =
1

η(τ)

∑
n,r∈Z

z
(j+r)
k/2

+n
q

k/2
k+2

(
(j+r)
k/2

+n)2 [λj,r−n(τ)− λ−j+1,r−n−u(τ)] (4.28)

where j = − (u−1)
2 and

λj,r(τ) = η(τ)−2q−
(j− 1

2 )2

k
+

(j+r)2

k+2

∞∑
s=0

(−1)sq
1
2
s(s+2r+1) (4.29)

are the characters of the bosonic coset SL(2,R)/U(1) descending from bosonic SL(2,R)
primaries with J3

0 = j + r. On the other hand, the open string partition function
of a bosonic open string stretching between similar D-branes in the bosonic cigar
background is given by [43]

Zbosonicu,1 (τ, ν) =
∑
r∈Z

[λj,r(τ)− λ−j+1,r(τ)] . (4.30)

Notice that the partition functions (4.28) and (4.30) differ by characters of a U(1)
boson. This is the U(1) R-current of N = 2, who is the responsible for the extension
of the bosonic SL(2,R)/U(1) algebra into N = 2 [23]. It is a free boson, and it
is coupled in a way that is of mild consequence to the modular matrix and to the
one-point functions.

5. D0 branes in a Zp orbifold

Before proceeding to the D1 branes, we will discuss a natural and interesting generalization
of the D0 branes considered in the previous section.

In the annulus partition function (4.4) we summed over the whole infinite spectral flow
orbit, and this was essential in order to obtain a discrete spectrum of U(1) charges in the
closed string channel. But a consistent result is also obtained if the sum is taken with
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jumps of p units of spectral flow. As we will see, this correspond to D0 branes living in a
Zp orbifold of the original background, and in this framework we will be able to connect
with previous works on boundary N = 2 Liouville theory [10, 11, 12].

The orbifold acts freely as a shift of 2π/p on the angular direction of the cigar. As for
a compact free boson, we expect that the orbifold theory is equivalent to the original one
with the radius divided by p. This implies a spectrum of charges given by

J3
0 + J̄3

0 = m+ m̄ =
kw

p
, J3

0 − J̄3
0 = m− m̄ = pn. (5.1)

Moreover, since the (infinite) volume of the target space decreases now by a factor 1/p, we
expect that the one point functions should be renormalized by

√
1/p. For k integer one

can mod out the theory by Zk (see below), and we get the spectrum of single cover of the
vector coset SL(2,R)/U(1) [25], which has the target space geometry of the trumpet, at
first order in 1/k.

By applying the same method of descent from H+
3 we can compute the one-point

function for this orbifold. For simplicity, we will study here the NS/NS case, with u = u′ =
1, and we omit the NS/u/u′ labels.. The other sectors are similar.

We obtain the following one-point function for the D0-branes :

Ψp,a(j, w) =
1√
pk
e
−2πiaw

p ν
1
2
−j Γ(j + kw

2p )Γ(j − kw
2p )

Γ(2j − 1)Γ(1− 1−2j
k )

(5.2)

where a ∈ Zp is an additional quantum number of these D-branes and the phase e−2πiaw
p

is fixed by the Cardy condition.
Let us start with the open string partition function for an open string stretching

between two such D0-branes, for which we consider

Zp;a,a′(τ, ν) =
∑

r∈Zp+a−a′
chf (1, r; τ, ν)

=
ϑ3(τ, ν)
η(τ)3

 ∑
s∈Zp+a−a′+ 1

2

q
s2−s

k y
2s−1

k

1 + yqs
−

∑
s∈Zp−1+a−a′+ 1

2

q
s2+s

k y
2s+1

k

1 + yqs

 . (5.3)

We have summed over all the representations of the spectral flow with p-jumps, with the
starting point r = a− a′ coming from the additional parameters of these D0-branes.

In order to check the Cardy condition, we will perform a modular transformation of
Zp;a,a′ to the closed string channel. The computation is very similar to that of the previous
section, so we will indicate only the major steps. We start with

e−iπ
c
3

ν2

τ Zp;a,a′(−
1
τ
,
ν

τ
) =

ϑ3(τ, ν)
η(τ)3

× (5.4) 1
2iπ

[∫
C−ε

+
∫
C+ε

]
dZ

(−iπ)
p

eπZ+2πZ
k

+ 2iπτ
k
Z2

cosh(πZ)
e
−iπ(

ν−iτZ−1/2−(a−a′)
p

+ 1
2
)

2 cosπ(ν−iτZ−1/2−(a−a′)
p + 1

2)

− 1
2iπ

∫
C−ε

+
∫
C+ε

]
dZ

(−iπ)
p

eπZ−2πZ
k

+ 2iπτ
k
Z2

cosh(πZ)
e
−iπ(

ν−iτZ+1/2−(a−a′)
p

+ 1
2
)

2 cosπ(ν−iτZ+1/2−(a−a′)
p + 1

2)

 .
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The contour of integration is the same as in the previous section, but now the last factor
of the integrand has poles at values ν − iτZ = pZ + a − a′ + 1

2 in the first term, and at
ν−iτZ = pZ+a−a′− 1

2 for the second. Expanding the last factor of (5.4) as in (4.9)-(4.10),
and taking ε→ 0 in the contours C±ε, yields,

e−iπ
c
3

ν2

τ Zp;a,a′(−
1
τ
,
ν

τ
) =

ϑ3(τ, ν)
η(τ)3

∑
w∈Z

∫
C
dZ e

−2iπ(a−a′)w
p

sinh(π(2Z
k −

iw
p ))

p cosh(πZ)
eπZ y

w
p q

−iwZ
p

+Z2

k . (5.5)

In order to express (5.5) as a sum over characters we shift the contour in each term by an
amount of iwk

2p − iν2. As in the previous section, we pick poles for Z = is, with s ∈ Z + 1
2 ,

corresponding to the discrete representations. Defining ws ∈ Z as

ws >
2ps
k

> ws − 1 , (5.6)

the poles with s > ν2 (s < ν2) are picked with positive (negative) sign, by all the values
w ≥ ws (w < ws) in (5.5). The sum of all the poles is

−2
ϑ3(τ, ν)
η(τ)3

[∑
s>ν2

∞∑
w=ws

−
∑
s<ν2

ws−1∑
−∞

]
e
−2πi(a−a′)w

p sin
(

2π
s

k
− πw

p

)
y

w
p q

sw
p
− s2

k (5.7)

= −2
ϑ3(τ, ν)
η(τ)3

∑
s∈Z+ 1

2

∑
n∈Zp

e
−2πi(a−a′)ws+n

p sin
(

2π
s

k
− π (ws + n)

p

)
y

ws+n
p q

s(ws+n)
p

− s2

k

1 + yqs
.

Collecting the continuous and discrete contributions, we get finally

e−iπ
c
3

ν2

τ Zp;a,a′(−
1
τ
,
ν

τ
) = (5.8)∑

w∈Z

∫ +∞

0
dP Ψp,a′

(
1
2
− iP,−w

)
Ψp,a

(
1
2

+ iP, w

)
chNSc (P,

kw

2p
; τ, ν)

+2π
∑
r∈Z

∑
n∈Zp

Res
[
Ψp,a′(−jr,n + 1,−ws − n)Ψp,a(jr,n, ws + n)

]
chNSd (jr,n, r; τ, ν) ,

where as usual the residue is computed when considering the bracketed expression as a
function of j. The spins jr,n of the discrete representations are defined through

jr,n + r =
k(ws + n)

2p
(5.9)

where s = r+ 1
2 , and jr,n satisfies the unitary bound (2.7). Moreover, from (5.6) it follows

that the width k/2 of the unitary bound (2.7) is sliced into p intervals, and for each n ∈ Zp
we have

1
2

+
kn

2p
< jr,n <

k(n+ 1)
2p

+
1
2
. (5.10)

Finally, note that the choice of a in the open string channel, which is a statement about
the spectrum, becomes a phase in the closed string channel.
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The Zk and Z∞ cases

In this context, we can now construe previous studies of D-branes in N = 2 Liouville theory
as particular cases of the orbifold discussed here.

In [10] D-branes were built in a N = 2 model with rational central charge c = 3 + 6K
N ,

with K,N positive integers, and the D0-brane open string partition function was taken
with jumps of N spectral flow units (for u = u′ = 1). This corresponds to level k = N

K

and p = N in our case. In particular, for K = 1, the asymptotic radius shrinks from
R =

√
kα′ to R

k = α′

R , which is the T-dual radius17. Indeed, notice that for p = k, the
spectrum of pure winding modes in (5.1) becomes pure momentum in the T-dual picture.
Note that we strengthen some of the results in [10], since our construction is explicitly
based on branes which have been checked to satisfy factorization constraints in the parent
theory [48]. Moreover, our results our based on a systematic analysis of a solution to the
branes preserving the full chiral algebra in the parent theory, and do not depend on the
central charge being rational. Apart from these bonuses, we also clarified the connection
to the semi-classical geometrical (mirror) cigar-picture.

Another interesting case to consider is the limit p→∞. This corresponds to the cigar
radius shrinking to zero, so that the spectrum (5.1) of m for pure winding states becomes
continuous, thus yielding a continuum of R-charges in the closed string channel. As shown
in [25] it corresponds to the vector gauging of the universal cover of SL(2,R).

At the level of the Cardy computation, naively taking the limit p → ∞ in (5.8) gives
zero in the closed string channel, since Ψp,a(j, w) goes to zero, see (5.2). The correct way
of proceeding is to notice that equation (5.5) becomes a Riemann sum, which leads to an
integral over t = w

p ∈ R. We can moreover express t = x+ g, g ∈ Z, x ∈ [0, 1). The sum
over w in (5.5) becomes

1
p

∑
w

−→
∫ +∞

−∞
dt −→

∫ 1

0
dx
∑
g∈Z

. (5.11)

One can show that the resulting expression for the closed string channel is equivalent to
starting with

Z1,1(x; τ, ν) =
∑
r∈Z

e2πixrchNSf (1, r; τ, ν) , (5.12)

and computing ∫ 1

0
dx e−2πixde−iπ

c
3

ν2

τ Z1,1(x,−
1
τ
,
ν

τ
) , (5.13)

where d ∈ Z depends on the precise way the limit is taken in (5.11). The computation
of (5.13) itself can be performed with an identity proved in [55, 56], to which we refer for
details. The resulting expression can be found in [12].

17In the case of rational k there will be additional discrete terms in the closed string channel partition

function, coming from poles falling exactly on the displaced contour of section 4. But taking them into

account does not change the orbifold picture.
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6. D1 branes

In this section, we check the relative Cardy condition for D1-branes in the N = 2 Liou-
ville/supersymmetric coset conformal field theory. In this and the next sections, we will
work in the NS sector. The other sectors are obtained straightforwardly. Following the
general logic, we assume that the one-point functions for closed string primaries in the
presence of a D1-brane labeled by the parameters (r, θ0) is given by (see Appendix B):

〈Φj
nw(z, z̄)〉D1

r,θ0 = δw,0
Ψr,θ0(j, n)
|z − z̄|∆j,n

, (6.1)

with

Ψr,θ0(j, n) = N1e
inθ0

{
e−r(−2j+1) + (−1)ner(−2j+1)

}
ν

1
2
−j Γ(−2j + 1)Γ(1 + 1−2j

k )
Γ(−j + 1 + n

2 )Γ(−j + 1− n
2 )
(6.2)

We put a normalization factorN1 up front that will be fixed during the Cardy computation.
Note that the only poles in the one-point function originate from infinite volume diver-

gences (i.e. they are bulk poles). Thus the only contributions to the closed string channel
amplitude between two D1-branes originate from continuous representations (unlike the
D0- and D2-brane computations where poles associated to discrete representations require
special attention). The closed string channel amplitude will only contain contributions
proportional to the continuous character:

chNSc (P,
n

2
;−1

τ
,
ν

τ
) = q̃

P2

k
+n2

4k ỹ
n
k
ϑ3(− 1

τ ,
ν
τ )

η3(− 1
τ )

. (6.3)

We compute the closed string channel amplitude between two branes with identical bound-
ary conditions both labeled by (r, θ0), for simplicity. The computation can then easily be
generalized to include the case of differing boundary conditions, following [59]. For our
case, we find the partition function:

ZD1
r,θ0 =

∫ ∞

0
dP
∑
n∈Z

Ψr,θ0(P, n)Ψr,θ0(−P,−n) chc

(
P,
n

2
;−1

τ
,
ν

τ

)
(6.4)

=
4N 2

1

k

∫ ∞

0
dP

1
sinh 2πP sinh 2πP

k(∑
n∈2Z

cos2 2rP cosh2 πP chNSc (P,
n

2
) +

∑
n∈2Z+1

sin2 2rP sinh2 πP chNSc (P,
n

2
)

)
.

We modular transform the characters to obtain the annulus amplitude suitable for inter-
pretation in the open string channel:

e−
ciπν2

3τ ZD1
r,θ0 =

8N 2
1

k

∫ ∞

0
dP

∫ ∞

0
dP ′

∑
w∈ Z

2

cos
4πPP ′

k

×cos2 2rP cosh2 πP + (−1)2w sin2 2rP sinh2 πP

sinh 2πP sinh 2πP
k

chNSc (P ′, kw; τ, ν).(6.5)
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Since the transformation properties of continuous N = 2 characters are analogous to the
transformation properties of purely bosonic coset characters, we can discuss the results sim-
ilarly as for the bosonic coset [43]. To make the discussion more explicit, and in particular
to match on to the boundary reflection amplitude, we follow [48, 43] to check the relative
Cardy condition. We compare the regularized density of states obtained in the open string
channel with the one we expect from a reflection amplitude which is the natural N = 2
generalization of the reflection amplitude in [48, 59, 43] (which satisfies factorization). To
this end, we subtract a reference amplitude labeled by r∗, and use trigonometric identities
and the change of variables t = 2πP to obtain:

e−
ciπν2

3τ (ZD1
r,θ0 − Z

D1
r∗,θ0) =

8N 2
1

k

∫ ∞

0
dP ′ chNSc (P ′, kw) × (6.6)

∂

∂P ′

∫ ∞

0

dt

t

k

16π
cosh2 t

2 − (−1)2w sinh2 t
2

sinh t sinh t
k

{
sin

2t
k

(P ′ +
rk

π
) + sin

2t
k

(P ′ − rk

π
)− (r → r∗)

}
.

To link the relative density of continuous states in the open string channel to the boundary
reflection amplitude it is convenient to define the special functions:

logS(0)
k (x) = i

∫ ∞

0

dt

t

(
sin 2tx

k

2 sinh t
k sinh t

− x

t

)
,

logS(1)
k (x) = i

∫ ∞

0

dt

t

(
cosh t sin 2tx

k

2 sinh t
k sinh t

− x

t

)
. (6.7)

We can then write our ansatz for the boundary reflection amplitudes as:

R(P,w ∈ Z|r) = νiP
Γ2
k(−

1
2 − iP + k)Γk(2iP + k)S(0)

k (P + rk
π )

Γ2
k(

1
2 + iP + k)Γk(−2iP + k)S(0)

k (−P + rk
π )

R̃(P,w ∈ Z +
1
2
|r) = νiPk

Γ2
k(−

1
2 − iP + k)Γk(2iP + k)S(1)

k (P + rk
π )

Γ2
k(

1
2 + iP + k)Γk(−2iP + k)S(1)

k (−P + rk
π )
. (6.8)

For the definition of the generalized gamma-functions, we refer to e.g. [43] – they immedi-
ately drop out of the computation of the relative partition function. Using the reflection
amplitudes (and the fact that they are parity odd) we can show that the relative Cardy
condition holds:

e−
ciπν2

3τ (ZD1
r,θ0 − Z

D1
r∗,θ0) =

N 2
1

πi

∫ ∞

0
dP ′


∑
w∈Z

(
∂

∂P ′ log
R(P,w|r)
R(P,w|r∗)

)
chNSc (P ′, kw)

+
∑

w∈Z+ 1
2

(
∂

∂P ′ log
R̃(P,w|r)
R̃(P,w|r∗)

)
chNSc (P ′, kw)

 . (6.9)

To obtain agreement with the density of states expected on the basis of the boundary
reflection amplitude, we can fix N 2

1 = 1/2. Note that in the course of our computation, we
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have made use of the simple fact that the standard definition of mass in the open string
channel differs by a factor 4 from the mass in the closed string channel which leads us
to interpret the open strings as having half-integer or integer winding number which is
natural in terms of the D1-brane semi-classical geometry [43]. We have thus verified that
the relative Cardy condition is satisfied by our D1-branes. In summary, in this section we
have argued that the relative Cardy condition holds, given the one-point functions for the
D1-branes we started out with, and the extension of the boundary reflection amplitudes
of [48, 59] to N = 2 theories. The computation follows the lines of [43] due to the close
connection between (continuous) N = 2 characters and those of the bosonic coset, and
their modular properties (see comment at the end of Section 4). Note that the D1-branes
couple to continuous bulk states with zero winding only.

7. D2-branes

In this section, we analyze the Cardy condition for the D2-branes which we can construct
from the H2 branes in Euclidean AdS3. They correspond to type B branes w.r.t. the
N=2 superconformal algebra. We find some puzzling features when trying to perform the
Cardy check. Following [43] and the general logic outlined before, we propose the following
one-point function for the D2-branes parameterized by σ, in the NS sector :

〈Φj
nw(z, z̄)〉D2

σ = δn,0
Ψσ(j, w)
|z − z̄|∆j,w

, with :

Ψσ(j, w) = N2 ν
1
2
−j Γ(j + kw

2 )Γ(j − kw
2 )

Γ(2j − 1)Γ(1− 1−2j
k )

eiσ(1−2j) sinπ(j − kw
2 ) + e−iσ(1−2j) sinπ(j + kw

2 )

sinπ(1− 2j) sinπ 1−2j
k

(7.1)

This one point function has poles corresponding to the discrete representations, and there-
fore will couple both to localized and asymptotic states. This is expected on general
grounds since these D2-branes carry D0-brane charge.

The annulus partition function in the closed string channel, for general Casimir labeled
by j, in the NS sector, becomes:

ZD2
σσ′(−1/τ, ν/τ) = −kN 2

2

∫
dj
∑
w∈Z

chNS
(
j, kw2 ;−1/τ, ν/τ

)
sinπ(1− 2j) sinπ (1−2j)

k

(7.2a){
2 cos(σ + σ′)(1− 2j)− 2 cos(σ − σ′)(1− 2j) cos 2πj (7.2b)

+
2 cos(σ − σ′)(1− 2j) sin2 2πj

cosπkw − cos 2πj
− 2i sin(σ − σ′)(1− 2j) sin 2πj sinπkw

cosπkw − cos 2πj

}
(7.2c)

We can read from this expression that the different terms will contribute in a very different
fashion.
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7.1 D1-like contribution

The two terms of the second line (7.2b) will give a contribution similar to the D1-branes
(which is an expected contribution, on the basis of the fact that the D2-branes also stretch
along the radial direction), with imaginary parameter though. Explicitely, we have in the
closed channel :

Z
D2,(b)
σσ′ (−1/τ, ν/τ) = 2kN 2

2

∫ ∞

0
dP
∑
w∈Z

chNSc
(
P, kw2 ;−1/τ, ν/τ

)
sinh 2πP sinh 2πP/k[

cosh 2P (σ + σ′) + cosh 2P (σ − σ′) cosh 2πP
]
. (7.3)

As for the D1-branes, we consider the relative partition function w.r.t. the annulus ampli-
tude for reference branes of parameters (σ0, σ

′
0). Going through the same steps as in the

previous sections, we obtain the open string channel amplitude :

Z
D2,(b)
σσ′ (τ, ν) = 4kN 2

2

∫
dP ′ ∂

2iπ ∂P ′ log

{
R(P ′|iσ+σ′

2 ) R̃(P ′|iσ−σ′2 )

R(P ′|iσ0+σ′0
2 ) R̃(P ′|iσ0−σ′0

2 )

}∑
n∈Z

chNSc (P ′, n; τ, ν)

(7.4)

in terms of reflections amplitudes similar as before, see (6.8), but with imaginary parameters
i(σ ± σ′)/2 . We fix the normalization constant to N 2

2 = 1
4k .

7.2 D0-like contribution

Now we concentrate on the last two terms (7.2c) of the annulus amplitude. As we will see
this will give a contribution similar to those of D0-branes, hence with both discrete and
continuous contributions. Let’s first concentrate on the latter. Since the last term is odd
in w, it will cancel from the amplitude and we are left with :

Z
D2,(c)
σσ′, cont(−1/τ, ν/τ) = −1

2

∫ ∞

0
dP
∑
w∈Z

cosh 2P (σ − σ′) sinh2 2πP chNSc
(
P, kw2 ;−1/τ, ν/τ

)
(cosh 2πP + cosπkw) sinh 2πP sinh 2πP/k

(7.5)
Assuming that σ − σ′ = 2πm/k, m ∈ Z, we recognize a D0 amplitude for two branes of
same parameter m :

Z
D2,(c)
σσ′, cont

(
−1
τ
,
ν

τ

)
= −1

2

∫ ∞

0
dP
∑
w∈Z

(
2 sinh2(2πPm/k) + 1

)
sinh 2πP

(cosh 2πP + cosπkw) sinh 2πP/k

× chNSc

(
P,
kw

2
;−1/τ, ν/τ

)
, (7.6)

up to the constant term in the bracketed expression, that will drop from the relative
partition function. The normalization −1/2 of this expression has to be compared with
the normalization (−)w(m−m) = 1 of the D0 computation (4.16).
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Discrete representations

We can also make the identification with a D0-like contribution as follows. First we consider
the more straightforward case w > 0. Then we pick the poles of the discrete representations
in the domain : j ∈ D =

(
kw
2 − N

)
∩
]

1
2 ; k+1

2

[
. For each pole we will have a contribution

of 2π times the residue :

−1
2

∑
j∈D

∑
w>0

(−)j−
kw
2

cos 2πm2j−1
k sinπ(2j − 1)− i sin 2πm2j−1

k sinπkw

sinπ(j + kw
2 ) sinπ 2j−1

k

chNSd (j,−kw/2− j)

(7.7)
We write j = kw

2 − r, with r ∈ N. Then for every r, there is only one value of w, that we’ll
call wr such that j is in the correct range. Explicitely wr is given by: wr = b2r+1

k c+1. We
call also jr the value of j that has been picked. With this procedure we get :

−1
2

∑
r∈N

(−)wr
cos 2πm2r+1

k − i sin 2πm2r+1
k

sinπ 2r+1
k

chNSd (jr, r) (7.8)

Let us now consider the case w 6 0. In this case we have to use the isomorphism of
representations : D+,w

j ' D−,w−1
j′ , with j′ = k+2

2 − j. We have then j′ = −k
2 (w − 1)− r′,

r′ ∈ N, and the value of w is fixed to : wr′ = −b2r′+1
k c. This leads to the following

contribution to the annulus amplitude:

−1
2

∑
r′∈N

(−)w
′
r−1 cos 2πm2r′+1

k + i sin 2πm2r′+1
k

sinπ 2r′+1
k

chNSd (j′r′ ,−r′) (7.9)

Then it is possible to add the two contributions, which cancels the imaginary part, and
leaves us with :

Z
D2,(c)
σσ′, disc

(
−1
τ
,
ν

τ

)
= −1

2

∑
r∈Z

(−)b
2r+1

k
c 2 sin2 2πm r+1/2

k − 1

sin 2π r+1/2
k

chNSd

(
jr, r;−

1
τ
,
ν

τ

)
. (7.10)

This is again −1/2 of the expression of the amplitude for two D0’s of parameter m,
eq. (4.22), up to the irrelevant constant term.

Some comments on D2-branes physics

The following comments are in order:

• in the computation we assumed that the difference of the parameters of the D2 in the
annulus amplitude is quantized: σ′ − σ = 2πm/k, m ∈ Z. This relative quantization
condition is discussed in [43] for the bosonic coset. Indeed the difference of the D2-
branes parameters is the net induced D0-charge, hence it should be quantized. To be
more precise it is believed that a D2-brane with parameter σ′ is a bound state of a
brane of parameter σ with m D0-branes (for the σ′ > σ case , otherwise one has to
reverse the picture)

• as a corollary, the one-point functions for the D2-branes have poles both of the local-
ized type and of the bulk type

– 28 –



• the computation of the annulus amplitude gives a continuous spectrum of open strings
attached to the D2-branes, with a sensible density of states, and also a contribution
similar to the D0 – see the previous remark about the induced D0 charge – but
with a normalization (−1/2) which complicates the task of making sense of the open
string spectrum, and blurs the physical picture of bound states. The only open
string spectrum leading to a good physical picture would seem to correspond to two
D2-branes with the same parameter σ.

Clearly further study of the physics of D2-branes is needed to clarify their interpretation.

8. Conclusions

We constructed D-branes in N = 2 Liouville theory and the SL(2,R)/U(1) super-coset
conformal field theory, and checked the (relative) Cardy condition as well as consistency
with the proposed boundary reflection amplitudes, which were proven earlier to satisfy the
factorization constraints. The one-point functions that we constructed remarkably decou-
ple the poles in bulk amplitudes (notably the reflection amplitude) into poles associated to
infinite volume and the ones associated to normalizable discrete states. It would be inter-
esting to investigate whether the boundary decoupling phenomenon aids in understanding
more aspects of the conjectured holographic duality in the (doubly scaled) little string
theory.

We have shown (for the particular but extendable) case of the D0-branes how to
generalize the results to other sectors of the supersymmetric Hilbert space, and to orbifolds
of the cigar conformal field theory.

We have pointed out throughout this work some similarities of the one-point functions
for N = 2 Liouville with those of the N = 0, 1 cases, like the decoupling of the bulk poles.
It would be interesting to see also whether the interesting relations uncovered in [60, 61]
between the boundary states associated to localized and extended branes have also any
manifestation in the N = 2 theory.

In appendices, we argued for the general use of the SL(2,R) symmetry that can be
obtained by enhancing N = 2 theories with an orthogonal free scalar, and we suggested
that this tool provides some technical support for an attempt to interpret the variables
(x, x̄) – parameterizing the SL(2,R) quantum numbers in position space on the boundary
of AdS3 – as new worldsheet variables. We showed in great detail the fact that super-
coset characters agree with N = 2 characters, and the N = 2 spectral flow has a natural
interpretation in terms of SL(2,R) quantum numbers.

Note that we have constructed D-branes for generic values of the level k. It is known
that the conformal field theory correlators depend strongly on whether k is rational or
irrational (for instance via the shift equations, or the structure of the poles in the bulk
correlators). It seems important to further clarify the relation between the construction
of branes at rational and irrational values of k (for instance by further comparing the
techniques developed in [56] to the results of [43]), as well as the dependence of bulk
correlators on this most intriguing distinguishing feature.
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The branes we constructed form an integral part of the construction of D-branes in non-
compact non-trivially curved supersymmetric string theory backgrounds. One particular
application amongst these is the construction of D1-branes and D3-branes in the Little
String Theory background in the double scaling limit (see also e.g. [62, 63, 64]). Indeed,
when we consider the doubly scaled limit for NS5-branes which are evenly distributed over
a topologically trivial circle, we obtain a closed string background which is supposed to
represent a holographic dual of the Higgs phase of the Little String Theory living on the
NS5-branes [5], whose partition function has been studied in [26, 8]. The role of the W-
bosons in the LST is played by the D1-branes stretching between the NS5-branes. One can
construct at least the one-point functions corresponding to these D-branes by combining the
D0-brane in the SL(2,R)/U(1) theory and a D1-brane in the supersymmetric SU(2)/U(1)
coset theory, properly taking into account the discrete orbifold operation. The construction
of these one-point functions is now straightforward. We will return to some of these issues
in the near future [65].
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A. Computing N=2, c>3 characters

In this appendix we will compute the N = 2, c > 3 characters appearing in the spectrum of
the D-branes studied in the paper. We will obtain them as characters of the supersymmetric
coset SL(2,R)/U(1), through a rather standard procedure. The same characters can be
computed by subtracting the null-vectors modules from the free action of the N = 2
generators, as has been done in [66, 67, 68]. The N = 2 representations that we consider
are both unitary and non-unitary. The characters of the former have been computed in
those papers and coincide with our results, while for non-unitary representations we present
the characters for the first time. The fact that the coset yields irreducible N = 2 characters
can be traced back to the fact that the SL(2,R) characters we start with correspond to
irreducible representations of the SL(2,R) algebra.

Notice that we have here a non-minimal version of a similar situation for (N = 1, 2
supersymmetric) unitary minimal models, where the (supersymmetric) Virasoro characters
coincide with the characters of certain cosets involving SU(2) factors which realize the
minimal models [69].
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Moreover, this coincidence of the two ways of computing the characters, which was
independently noticed in [26] and [8], is central to the fact that the D-branes that we build
in this paper belong to the class of objects, such as the correlation functions [4, 35, 32]
or the modular-invariant partition function [26, 8], for which there is no distinction as to
whether we are in the N = 2 Liouville or in the supersymmetric cigar.

Let us review first how the N = 2 algebra arises in the susy SL(2,R)/U(1) coset [3].
The supersymmetric SL(2,R) model at level k has currents Ja, ψb (a, b = 1, 2, 3), with
OPEs

Ja(z)Jb(w) ∼ gabk/2
(z − w)2

+
fab c J

c(w)
z − w

,

Ja(z)ψb(w) ∼ fab cψ
c(w)

z − w
,

ψa(z)ψb(w) ∼ gab

z − w
(A.1)

where gab = diag(+,+,−), f123 = 1 and indices in the antisymmetric fabc are raised and
lowered with gab.

We first define

ja = Ja − Ĵa

Ĵa = − i
2
fa bcψ

bψc (A.2)

The currents ja commute with the three fermions and generate a bosonic SL(2,R) model
at level k + 2. The currents Ĵa, ψa form a supersymmetric SL(2,R) model at level −2.
The Hilbert space of the original supersymmetric SL(2,R)k theory is the direct product of
the Hilbert space of the bosonic SL(2,R)k+2 and that of the three free fermions.

We are interested in the coset obtained by gauging the U(1) symmetry generated by
J3, ψ3. This coset has an N = 2 algebra generated by

G± =

√
2
k
ψ±j∓

JR =
2
k
j3 +

k + 2
k

Ĵ3 =
2
k
J3 + ψ+ψ− (A.3)

T = TSL(2,R) − TU(1)

where
√

2ψ± = ψ1 ± iψ2 and

TU(1) = −1
k
J3J3 +

1
2
ψ3∂ψ3 . (A.4)

The currents (A.3) commute with J3, ψ3 and satisfy the N = 2 superconformal algebra

JR(z)JR(w) ∼ c/3
(z − w)2

,

JR(z)G±(w) ∼ ± G
±(w)

(z − w)
,

G+(z)G−(w) ∼ 2c/3
(z − w)3

+
2JR(w)
(z − w)2

+
1

(z − w)
(
2T (w) + ∂JR(w)

)
.

(A.5)
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with the central charge

c = 3 +
6
k
. (A.6)

A highest-weight representation of the N = 2 algebra with a given central charge c is
determined by the conformal dimension h and the U(1) charge Q of the highest weight
state. By building the N = 2 representations through the SL(2,R)/U(1) coset, we can
parameterize h,Q by means of SL(2,R) quantum numbers as follows from the zero modes
of J3, T in (A.3).

The states of the coset are all those states in the parent SL(2,R) theory annihilated
by the modes J3

n>0, ψ
3
n>0, and a primary state of the coset is a coset state which is also

a primary of the N = 2 algebra. Every primary state of the parent theory is clearly a
primary of the coset. In addition, for the discrete and finite-dimensional representations of
ja, there are also descendent states of the parent theory which are primaries of the coset.

The Hilbert space of the parent theory can be decomposed into subspaces with definite
J3

0 eigenvalue m. Since the N = 2 algebra commutes with J3
0 , from a given SL(2,R)

representation with spin j, we will obtain a different N = 2 representation for each value
of m. The use of j,m labels is most convenient, because performing integer spectral flow
in N = 2 just amounts to an integer shift in m, as we will see below.

For a given SL(2,R) representation, we are interested in the characters

chNSj,m(q, y) = q−
c
24 TrNS qL0yJ

R
0 (A.7)

ch
gNS
j,m(q, y) = q−

c
24 TrNS (−1)F qL0yJ

R
0 (A.8)

chRj,m(q, y) = q−
c
24 TrR qL0yJ

R
0 (A.9)

where the trace is taken on the Hilbert space of the coset. We will compute in all the cases
the NS character first. The Ramond characters will be obtained by half-spectral flow [70]
as

chR(τ, ν) = q
6
c
( 1
2
)2y

c
3

1
2 chNS(τ, ν +

τ

2
) (A.10)

where q = ei2πτ , y = ei2πν . As for the ÑS characters, it is easy to see that they are given
by

ch
gNS
j,m(q, y) = −chNSj,m(q,−y) (A.11)

The NS characters can be obtained from

χj(q, x, y) = Tr qL0− c+3/2
24 xJ

3
0 yJ

R
0 =

∑
m

xm ξm(q) chNSj,m(q, y) (A.12)

where

ξm(q) = q−
3
48
−m2

k

∞∏
n=1

(1 + qn−
1
2 )

(1− qn)
(A.13)
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The trace in (A.12) is taken on the whole NS Hilbert space of the supersymmetric SL(2,R)k
model and JR0 is well-defined even before going to the coset. We have expanded χj(q, x, y)
into terms with definite J3

0 charge m and factored in each such term a supersymmetric
U(1) character ξm(q) with highest weight ∆ = −m2

k , generated by the modes of J3, ψ3.
The computation of χj(q, x, y) itself goes as follows. In the factorized SL(2,R)k+2 ⊗

{ψa} theory we can easily compute

χj(q, z, w) = q−
c+3/2

24 Tr qL0zj
3
0 × Tr qL0wĴ

3
0 , (A.14)

and then from (A.2) and (A.3) it follows that χj(q, x, y) is given from χj(q, z, w) by the
replacements

z → xy
2
k ,

w → xy
k+2

k . (A.15)

In (A.14), the trace over the fermions NS Hilbert space is

Tr qL0wĴ
3
0 =

∞∏
n=1

(1 + qn−
1
2 )(1 + wqn−

1
2 )(1 + w−1qn−

1
2 )

=
∞∏
n=1

(1 + qn−
1
2 )

(1− qn)
∑
p∈Z

wpq
p2

2 . (A.16)

For the first factor in (A.14), we should consider the different possible representations of
the ja algebra. We take q = ei2πτ , y = ei2πν .

Continuous representations

The ja representations are built by acting with jan<0 on representations of the zero modes ja0 .
For the continuous representations we have j = 1

2 + iP , P ∈ R+. The SL(2,R) primaries
are |P,m〉, with m = r + α, r ∈ Z, α ∈ [0, 1) and conformal weight

−j(j − 1)
k

=
1
4 + P 2

k
. (A.17)

These primaries of ja are multiplied by the fermionic NS vacuum to get the full primaries,
so j30 = J3

0 = m on these states. Considered as primaries of N = 2, they give rise to unitary
N = 2 representations [23] with (see (A.3))

hP,m =
1
4 + P 2 +m2

k
, Qm =

2m
k

(A.18)

The character of the susy SL(2,R) representation is

χj(q, z, w) = q−
c+3/2

24 Tr qL0zj
3
0 × Tr qL0wĴ

3
0 ,

= q−
c+3/2

24 q
1/4+P2

k

∑
r,p∈Z

zα+rwpq
p2

2

∞∏
n=1

(1 + qn−
1
2 )

(1− qn)4
(A.19)

– 33 –



and applying the steps described above it is immediate to obtain the N = 2 characters

chNSc (P,m; τ, ν) = Tr qL0−c/24 yJ
R
0

= q
P2+m2

k y
2m
k
ϑ3(τ, ν)
η(τ)3

(A.20)

ch
gNS
c (P,m; τ, ν) = q

P2+m2

k y
2m
k
ϑ4(τ, ν)
η(τ)3

(A.21)

chRc (P,m′; τ, ν) = q
P2+m′2

k y
2m′

k
ϑ2(τ, ν)
η(τ)3

(A.22)

wherem′ = m+ 1
2 when the Ramond character is obtained by half-spectral flow from (A.20).

Discrete representations

Let us consider discrete lowest-weight representations D+
j of ja, with primaries |j, r〉, with

m = j + r and r ∈ Z, r > 0, and with j ∈ R, j > 0. For 0 < j < k+2
2 they give rise to

N = 2 unitary representations [71, 23, 72]. This bound is further constrained in physical
settings to be 1

2 < j < k+1
2 . For each value of m = j + r, r ∈ Z the N = 2 primaries are

r ≥ 0 |j, j + r〉
r < 0 (j−−1)

−r−1ψ−− 1
2

|j, j〉 (A.23)

The quantum numbers are:

r ≥ 0 hj,r = −j(j−1)+(j+r)2

k Qj,r = 2(j+r)
k

r < 0 hj,r = −j(j−1)+(j+r)2

k − r − 1
2 Qj,r = 2(j+r)

k − 1

= −( k+2
2
−j)( k+2

2
−j−1)+( k+2

2
−j−r−1)2

k = −2( k+2
2
−j−r−1)

k

(A.24)

The second line in the r < 0 case shows that these states are similar to the r ≥ 0 states
when built from D−k+2

2
−j

. Note that r = 0,−1 correspond to chiral and anti-chiral primaries

respectively, as follows from hj,0 = Qj,0/2 and hj,−1 = −Qj,−1/2. These states are mapped
to fermionic null states of relative charge ±1 along the spectral flow orbit.

To compute the characters we start with

χj(q, z, w) = q−
c
24 Tr qL0zj

3
0 × Tr qL0wĴ

3
0

=
q−

c
24
− j(j−1)

k zj∏∞
n=1(1− zqn−1)(1− z−1qn)(1− qn)

× Tr qL0wĴ
3
0 (A.25)

Using18

1∏∞
n=1(1− qn−1z)(1− qnz−1)

=
1∏∞

n=1(1− qn)2
∞∑

t=−∞
ztSt(q) , (A.26)

where

St(q) =
∞∑
s=0

(−1)sq
1
2
s(s+2t+1) (A.27)

18See [73] for a proof of this identity.
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the character (A.25) can be expanded into

χj(q, z, w) = q−
c
24
− j(j−1)

k

∞∏
n=1

(1 + qn−
1
2 )
∑
p,t∈Z

St(q) q
p2

2 zj+twp∏∞
n=1(1− qn)4

(A.28)

After the replacement (A.15), and defining r = t+p, we get the decomposition as in (A.12)

χj(q, x, y) =
∑
r∈Z

xj+r ξj+r(q) ×
q
−(j−1/2)2+(j+r)2

k y
2(j+r)

k

η(τ)3
∑
p∈Z

Sr−p(q)ypq
p2

2 . (A.29)

Using

∑
p∈Z

Sr−p(q) ypq
p2

2 =

∑
p∈Z y

pq
p2

2

1 + yqr+1/2
=

ϑ3(τ, ν)
1 + yqr+1/2

(A.30)

we get finally

chNSd (j, r; τ, ν) = Tr qL0−c/24yJ
R
0

= q−
(j−1/2)2

k
+

(j+r)2

k y
2(j+r)

k
1

1 + yq1/2+r
ϑ3(τ, ν)
η(τ)3

, (A.31)

= q−
(j−1/2)2

k
+

(j+r)2

k
−r− 1

2 y
2(j+r)

k
−1 1

1 + y−1q−1/2−r
ϑ3(τ, ν)
η(τ)3

.

We wrote the characters in two forms, each form reflecting the structure of the represen-
tation for a different range of r (see (A.23)). For the other sectors we get

ch
gNS
d (j, r; τ, ν) = q−

(j−1/2)2

k
+

(j+r)2

k y
2(j+r)

k
1

1− yq1/2+r

ϑ4(τ, ν)
η(τ)3

(A.32)

chRd (j, r′; τ, ν) = q−
(j−1/2)2

k
+

(j+r′)2
k y

2(j+r′)
k

1
1 + yq1/2+r′

ϑ2(τ, ν)
η(τ)3

(A.33)

where r′ = r+ 1
2 when the Ramond character is obtained by half-spectral flow from (A.31).

Finite dimensional representations

In this case the spin takes the values j = − (u−1)
2 , u = 1, 2.... The highest weights are

u-dimensional representations of ja0 given by |j,m〉, with m = j, j + 1, · · · − j. Only for
u = 1 the induced N = 2 representation is unitary. For every m = j + r, r ∈ Z the N = 2
primaries are

r < 0 (j−−1)
−r−1ψ−− 1

2

|j, j〉

0 ≤ r ≤ u− 1 |j, j + r〉
r > u− 1 (j+−1)

r−uψ+
− 1

2

|j,−j〉
(A.34)

with quantum numbers

r < 0 hj,r = −j(j−1)+(r+j)2

k − r − 1
2 Qj,r = 2(r+j)

k − 1
0 ≤ r ≤ u− 1 hj,r = −j(j−1)+(r+j)2

k Qj,r = 2(r+j)
k

r > u− 1 hj,r = −j(j−1)+(r+j)2

k + r − u+ 1
2 Qj,r = 2(r+j)

k + 1

(A.35)
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In order to compute the characters, we start with

χj(q, z, w) = q−
c
24 Tr qL0zj

3
0 × Tr qL0wĴ

3
0 (A.36)

=
q−

c
24
− j(j−1)

k (z−
(u−1)

2 − z
u+1

2 )∏∞
n=1(1− zqn−1)(1− z−1qn)(1− qn)

×
∞∏
n=1

(1 + qn−
1
2 )

(1− qn)
∑
p∈Z

wpq
p2

2

The expansion goes along similar lines to the discrete representations and is left as an
exercise. The resulting N = 2 characters are

chNSf (u, r; τ, ν) = Tr qL0−c/24zJ
R
0

= q−
(j−1/2)2

k
+

(r+j)2

k
−r−1/2y

2(r+j)
k

−1 (1−qu)

(1+y−1q−1/2−r)(1+y−1qu−1/2−r)

ϑ3(τ,ν)
η(τ)3

,

= q−
(j−1/2)2

k
+

(r+j)2

k y
2(r+j)

k
(1−qu)

(1+yq+1/2+r)(1+y−1qu−1/2−r)

ϑ3(τ,ν)
η(τ)3

,

= q−
(j−1/2)2

k
+

(r+j)2

k
+r+2j− 1

2 y
2(r+j)

k
+1 (1−qu)

(1+yq1/2+r)(1+yqr−u+1/2)

ϑ3(τ,ν)
η(τ)3

.

(A.37)

Again, we expressed the characters in forms reflecting the structure of the representation
for different ranges of r. These characters can also be expressed as

chNSf (u, r; τ, ν) = chNSd (j, r; τ, ν)− chNSd (−j + 1, r − u; τ, ν)

=
ϑ3(τ, ν)
η(τ)3

q
s2−su

k y
2s−u

k

[
1

1 + yqs
− 1

1 + yqs−u

]
(A.38)

with s = r + 1
2 . For the other sectors we get

ch
gNS
f (u, r; τ, ν) = q−

(j−1/2)2

k
+

(r+j)2

k y
2(r+j)

k
(1−qu)

(1−yq+1/2+r)(1−y−1qu−1/2−r)

ϑ4(τ,ν)
η(τ)3

chRf (u, r′; τ, ν) = q−
(j−1/2)2

k
+

(r′+j)2

k y
2(r′+j)

k
(1−qu)

(1+yq+1/2+r′ )(1+y−1qu−1/2−r′ )

ϑ2(τ,ν)
η(τ)3

(A.39)

where r′ = r+ 1
2 when the Ramond character is obtained by half-spectral flow from (A.37).

Spectral flow

The N = 2 algebra has the spectral flow automorphism [70]

Ln → Ln + wJn +
c

6
w2δn,0

Jn → Jn +
c

3
δn,o

G±
m → G±

m±w (A.40)

which maps a representation into another one. The spectrum of the flowed representations
is obtained by measuring the flowed L0, J0 on the original representation. The character
of the spectrally flowed representation is then given by

ch(τ, ν)→ q
c
6
w2

y
c
3
w ch(τ, ν + wτ) (A.41)
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Using (E.5), it is immediate to verify that in the characters considered above the spectral
flow by w integer units is equivalent to a shift m → m + w, thus verifying our claim that
m keeps track of the N = 2 spectral flow orbit.

Finally, notice that in the discrete and finite cases, SL(2,R) representations in which
the generators act freely give rise to an N = 2 representations with null descendents due to
the semi-infinite/finite base in SL(2,R). To get some insight into the form of the characters,
note that the free action of the modes L−n, J−n, G±

−n+1/2 on the highest weight state gives
the contribution (in the NS sector),

∞∏
n=1

(1 + qn−
1
2 y)(1 + qn−

1
2 y−1)

(1− qn)2
= q1/8

ϑ3(τ, ν)
η(τ)3

(A.42)

In the discrete and finite representations the character is further modded out by the null
descendents.

B. Changing basis in SL(2, R)

In this appendix we recall how to Fourier transform the one-point functions of [48] into the
form in which they were used in [43], and in the bulk of our paper, in our conventions.

Reflection amplitude

We use a quadratic Casimir for SL(2, R) representation of the form:

c2 = −j(j − 1) (B.1)

and we adopt conventions in which the bulk two-point functions are:

〈Φj(x1, x̄1)Φj′(x2, x̄2)〉 = |z12|−4∆j

(
δ2(x1 − x2)δ(j + j′ − 1) +

B(j)
|x12|4j

δ(j − j′)
)

B(j) =
k

π
ν1−2j Γ(1− 2j−1

k )

Γ(2j−1
k )

(B.2)

which leads after Fourier transformation

Φj
nw =

1
4π2

∫
d2xj−1+mx̄j−1+m̄Φj(x, x̄) (B.3)

to

〈Φj
nwΦj′

n′w′〉 = |z12|−4∆jδn+n′δw+w′
(
δ(j + j′ − 1) +R(j, n, w)δ(j − j′)

)
R(j, n, w) = ν1−2j Γ(−2j + 1)Γ(j +m)Γ(j − m̄)Γ(1 + 1−2j

k )

Γ(2j − 1)Γ(−j + 1 +m)Γ(−j + 1− m̄)Γ(1− 1−2j
k )

. (B.4)

In the super-coset, we identify the elliptic eigenvalues of SL(2, R) with the geometric
angular momentum and winding by:

m = (n+ kw)/2

m̄ = (−n+ kw)/2. (B.5)
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Localized branes

Starting from the one-point function for spherical branes in H3 [48]:

〈Φj(x|z)〉s = − 1
2π

(1 + xx̄)−2j Γ(1 + (−2j + 1)/k)
Γ(1− 1/k)

sin s(−2j + 1)
sin s

ν−j+1|z − z′|−2∆j ,

(B.6)

we find its Fourier transform:

〈Φj
np(z)〉s =

∫
d2xeinarg(x)|x|2j−2−ip〈Φj(x|z)〉s

=
1
2
δn,0

Γ(j − ip/2)Γ(j + ip/2)Γ(1 + 1/k)
Γ(2j − 1)Γ(1− (−2j + 1)/k)

sinπ/k sin s(−2j + 1)
sin s sinπ(−2j + 1)/k

, (B.7)

where we made use of the integral:∫ ∞

0
drr2j−1−ip(1 + r2)−2j =

1
2

Γ(j − ip/2)Γ(j + ip/2)
Γ(2j)

. (B.8)

Up to normalization, this corresponds to the one-point function in the bosonic and super-
symmetric coset.

Extended AdS2 branes

Starting from the one-point function for extended branes in H3 (where σ = sgn(x+ x̄)):

〈Φj(x|z)〉r =
Nk
π
|x− x̄|−2jν−j+1/2Γ(1 + (−2j + 1)/k)e(1−2j)rσ|z − z′|−2∆j , (B.9)

we find the transformed coset one-point function:

〈Φj
np(z)〉r =

∫
dx2einarg(x)|x|2j−2−ip〈Φj(x|z)〉r

= 2πkδ(p)Nν−j+1/2 Γ(−2j + 1)Γ(1 + (−2j + 1)/k)
Γ(−j + 1 + n/2)Γ(−j + 1− n/2)

((−1)ner(−2j+1) + e−r(−2j+1)).

(B.10)

We used the integrals:∫ π/2

−π/2
dφeinφ(2 cosφ)−2j =

π Γ(−2j + 1)
Γ(1− j + n/2)Γ(1− j − n/2)∫ ∞

0
drr−1−ip = 2πδ(p). (B.11)

Thus we have reviewed the connection between the one-point functions in [48] and the
one-point functions for the coset [43] in our conventions.
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C. Cardy condition for D0 branes in R/ÑS sectors

In this appendix we will provide some more details of the Cardy computation for D0 branes
in the R and ÑS sectors, along the lines of section 4.

Let us start Ramond sector in the open string channel. For the partition function in
the (u, 1) case we take

ZRu,1(τ, ν) =
∑

r∈Z+ 1
2

chRf (u, r; τ, ν)

=
ϑ2(τ, ν)
η(τ)3

∑
s∈Z

1
1 + yqs

(q
s2−su

k y
2s−u

k − q
s2+su

k y
2s+u

k ) , (C.1)

where we have summed over the whole spectral flow orbit of the N = 2 Ramond characters
associated with the u-dimensional representation of SL(2,R). For the general (u, u′) case
we make a sum as in (4.6). The computation is very similar to the NS/NS case, so we will
only indicate the major steps.

We start with the modular transform of ZRu,1(τ, ν), given by

e−iπ
c
3

ν2

τ ZRu,1(−
1
τ
,
ν

τ
) =

ϑ4(τ, ν)
η(τ)3

×

1
2iπ

[∫
C−ε

+
∫
C+ε

]
dZ (−iπ) eπZ+ 2iπτ

k
Z2 sinh(2πZk u)

cosh(πZ)
eiπ(iτZ−ν+ 1

2
)

cosπ(iτZ − ν + 1
2)

(C.2)

The contour of integration is the same as in section 4, and the integrand has poles at
ν − iτZ = s ∈ Z. Expanding the last factor of the integrand as a sum over w as in
(4.9-4.10), taking ε→ 0 and shifting the contour by iwk

2 − iν2 in each term, we arrive, for
general (u, u′), to a decomposition

e−iπ
c
3

ν2

τ ZRu,u′(−
1
τ
,
ν

τ
) = ZR,cu,u′ + ZR,du,u′ (C.3)

where the first term is an integral over the shifted contour and the second is the sum of
poles picked during the shift. These terms are

ZR,cu,u′ =
∑
w∈Z

∫ +∞

0
dP

2 sinh(2πP ) sinh(2πPk u) sinh(2πPk u
′)

(−1)w(u+u′+1)[cosh(2πP )+cos(πkw)] sinh(2πPk )

× q
P2+(kw/2)2

k y
2(kw/2)

k
ϑ4(τ, ν)
η(τ)3

=
∑
w∈Z

∫ +∞

0
dP ΨgNS

u

(
1
2
− iP, w

)
ΨgNS
u′

(
1
2

+ iP, w

)
ch

gNS
c (P,

wk

2
; τ, ν) (C.4)

and

ZR,du,u′ =
∑
r∈Z

2 sin
(

2π
k (2jr − 1)u

)
sin
(

2π
k (2jr − 1)u′

)
(−1)wr(u+u′+1) sin

(
2π
k (2jr − 1)

) ϑ4(τ, ν)
η(τ)3

ywrqswr− s2

k

1− yqs

= 2π
∑
r∈Z

Res
[
ΨgNS
u (−jr + 1, wr)Ψ

gNS
u′ (jr, wr)

]
ch

gNS
d (jr, r; τ, ν) (C.5)
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where jr and wr are defined in the same way as in section 4 and s = r + 1
2 as usual. We

see thus that the Cardy condition is verified.
For the open string partition function in the ÑS sector, which computes the open

string Witten index [74], we start with

Z
gNS
u,1 (τ, ν) =

∑
r∈Z

ch
gNS
f (u, r; τ, ν)

=
ϑ4(τ, ν)
η(τ)3

∑
s∈Z+ 1

2

1
1− yqs

(q
s2−su

k y
2s−u

k − q
s2+su

k y
2s+u

k ) (C.6)

Its modular transform is

e−iπ
c
3

ν2

τ Z
gNS
u,1 (−1

τ
,
ν

τ
) =

ϑ2(τ, ν)
η(τ)3

× 1
2iπ

[∫
C−ε

+
∫
C+ε

]
dZ (−iπ) eπZ+ 2iπτ

k
Z2 sinh(2πZk u)

sinh(πZ)
eiπ(iτZ−ν)

cosπ(iτZ − ν)
(C.7)

with the same contour as before, but now the integrand has poles at ν − iτZ = s ∈ Z + 1
2 .

Expanding again the last factor of the integrand as in (4.9-4.10), taking ε→ 0 and shifting
the contour by iwk

2 − iν2 in each term, we arrive, for general (u, u′), to

e−iπ
c
3

ν2

τ Z
gNS
u,u′(−

1
τ
,
ν

τ
) = Z

gNS,c
u,u′ + Z

gNS,d
u,u′ (C.8)

where

Z
gNS,c
u,u′ =

∑
w∈Z

∫ +∞

0
dP

2 sinh(2πP ) sinh(2πPk u) sinh(2πPk u
′)

(−1)w(u+u′)[cosh(2πP )−cos(πkw)] sinh(2πPk )

× q
P2+(kw/2)2

k y
2(kw/2)

k
ϑ2(τ, ν)
η(τ)3

=
∑
w∈Z

∫ +∞

0
dP ΨR−

u

(
1
2
− iP,−w

)
ΨR+

u′

(
1
2

+ iP, w

)
chRc (P,

wk

2
; τ, ν) (C.9)

and

Z
gNS,d
u,u′ =

∑
r∈Z+ 1

2

(−1)wr(u+u′) 2 sin
(
π
k (2jr − 1)u

)
sin
(
π
k (2jr − 1)u′

)
sin
(
π
k (2jr − 1)

) ywsqsws− s2

k

1 + yqs
ϑ2(τ, ν)
η(τ)3

= 2π
∑

r∈Z+ 1
2

Res
[
ΨR−
u (−jr + 1,−wr)ΨR+

u′ (jr, wr)
]
chRd (jr, r; τ, ν) , (C.10)

with jr and wr defined as in section 4, but now taking r ∈ Z + 1
2 .

In both ZR,du,u′ and Z
gNS,d
u,u′ the residues are computed when considering the bracketed

expressions as analytical functions of j.
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D. Embedding N = 2 into SL(2, R)

Our goal in this appendix is to elaborate on the relation between the N = 2, c > 3 chiral
algebra and the SL(2,R) algebra, showing how the former always lead to the latter. These
ideas go back to [23].

Consider an N = 2 algebra with c > 3. We can write the supercurrents and the U(1)
R-current in the following form:

G± =

√
2c
3
π±e

±i
q

3
c
φ

JR = i

√
c

3
∂φ

(D.1)

where we made use of a canonically normalized scalar φ and the fact that the super-
currents carry U(1) R-charge ±1. The fields π± are the first parafermionic currents of
SL(2,R)/U(1). We now observe that if we add a trivial auxiliary U(1) to the theory,
parameterized by an anti-hermitean scalar field T , we can define the following currents:

j3 = i

√
k + 2
k

∂φ+
(k + 2)√

2k
∂T = JR +

(k + 2)√
2k

∂T

j± =
√
k + 2π±e

∓
q

2
k+2

„
i
q

2
k
φ+

q
k+2

k
T

«
(D.2)

which satisfy an SL(2, R) algebra at level k + 2 :19

j3(z)j3(w) ∼ − k + 2
2(z − w)2

,

j3(z)j±(w) ∼ ± j±(w)
z − w

,

j+(z)j−(w) ∼ k + 2
(z − w)2

− 2j3(w)
z − w

.

(D.4)

To make use of the purely bosonic current algebra when solving the theory, we will need
to introduce primary fields for the N = 2 algebra combined with the U(1) that transform
as standard representations of the SL(2, R) current algebra. This can be achieved as
follows. When we denote Zj;r,r̄ a primary of the N = 2 algebra with conformal weight
∆j,r = −j(j − 1)/k + m2/k and U(1) R-charge m = j + r, we can introduce the new
primaries Ẑj,r,r̄:

Ẑj,r,r̄ = Zj,r,r̄e
αj,rTL+αj,r̄TR , (D.5)

19If we wish, we can add a super-partner for the boson T , and view the linear combination of ∂φ and ∂T

orthogonal to I3 as bosonized complex fermion:

i

r
k + 2

k
∂φ+

r
2

k
∂T =: ψ+ψ− : . (D.3)

The three fermions then complete an N = 1 supersymmetric SL(2,R)k theory, containing a purely bosonic

SL(2,R)k+2.
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where we choose αj,r such that

∆(Ẑj,r,r̄) = −j(j − 1)
k

= ∆j,r −
α2
j,r

2
(D.6)

(i.e. the momentum of the boson T is coupled to the N = 2 U(1) R-charge). The new
primaries can be checked to transform in a standard fashion as operators of SL(2, R), in
a basis labeled by the spectrum of an elliptic generator. To go to the hyperbolic basis we
can Fourier transform:

Φj(z, z̄, x, x̄) =
∑
m,m̄

Ẑj,r,r̄ x
j−1+mx̄j−1+m̄. (D.7)

We can now compute correlators of these fields, which are linear combinations of primaries
of the N = 2 algebra ”dressed” with an orthogonal and free U(1), using a full chiral
SL(2, R). Thus, if the solution of the H+

3 theory is purely based on symmetries, this holds
for any N = 2 theory with c > 3. 20

We note also that the construction above shows that the ”x-variables” basis will remain
an efficient formalism for computation as long as N = 2 supersymmetry is preserved. This
complements the remarks in [40] where it was suggested that these variables should be
interpreted as parameterizing a new worldsheet, at any point in the moduli space.

E. Conventions

We take q = ei2πτ , y = ei2πν , and we define:

η(τ) = q1/24
∞∏
n=1

(1− qn) (E.1)

ϑ2(τ, ν) = q
1
8 y

1
2

∞∏
n=1

(1− qn)(1 + qny)(1 + qn−1y−1) =
∑

n∈Z+ 1
2

q
n2

2 yn (E.2)

ϑ3(τ, ν) =
∞∏
n=1

(1− qn)(1 + qn−
1
2 y)(1 + qn−

1
2 y−1) =

∑
n∈Z

q
n2

2 yn (E.3)

ϑ4(τ, ν) =
∞∏
n=1

(1− qn)(1− qn−
1
2 y)(1− qn−

1
2 y−1) =

∑
n∈Z

(−1)nq
n2

2 yn. (E.4)

A shift in the second argument of the third theta-function can be compensated for as
follows (w ∈ Z):

ϑ3(τ, η + wτ) = q−
w2

2 y−wϑ3(τ, η). (E.5)

20We assume that the N = 2 theory does not split into subtheories with c < 3. This assumes the

irreducibility of the representations space of the N = 2, c > 3 algebra. Otherwise, a similar SU(2) algebra

would be a more appropriate tool to solve the theory.
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V

Champs électromagnétiques en théorie des cordes

L’espace des modules des théories de cordes hétérotiques est plus large que celui des super-
cordes de typeII , en raison du secteur de jauge qui peut également être déformé. Nous avons
déjà mentionné ce fait dans la section II.4 à propos des modèles toroïdaux. Dans ce chapitre nous
allons aborder l’étude des fonds électromagnétiques dans les cordes hétérotiques. Nous voulons
construire des théories conformes exactes, prenant correctement en compte la modification de la
géométrie due au champ électromagnétique. Un exemple particulièrement intéressant de telles so-
lution est l’univers de Gödel, que nous avons étudié dans la publication no5. Nous montrerons
ensuite que dans certains cas les déformations électromagnétiques possèdent une valeur critique
pour laquelle nous obtenons une variété de quotient géométrique. Cette construction est abordée
dans la publication no6.

V.1. L’univers de Gödel

L’univers de Gödel est apparu historiquement comme solution de la relativité générale, pour
une constante cosmologique négative, en présence d’un fluide parfait, en rotation et de pression
nulle [134]. La métrique à quatre dimensions de cette solution est donnée par :

CTF

p

p’

R

φ

t

FIG. V.1. Géométrie de l’univers de Gödel. Les courbes de genre temps fermées appa-
raissent au rayon critiqueRCTF. Une géodésique de genre lumière, du pointp au pointp′

est aussi tracée.

(V.1) ds2 = 2ω
−2
(
−dt2 +dr2 +(sinh2 r−sinh4 r)dφ

2 +2
√

2sinh2 r dφdt
)

+dz2 ,

avecφ ∼ φ + 2π pour éviter d’avoir une singularité conique enr = 0. La coordonnéez ne joue
aucun rôle dans l’analyse.
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La propriété principale de cet espace-temps est la présence de courbe de genre temps fermées,
le long du vecteur∂

φ
, au delà d’un rayon critique,RCTF = log(1+

√
2). En effet le cône de lumière

s’incline lorsquer augmente, jusqu’à contenir la direction compacteφ , voir la figure V.1. Notons
que cet espace-temps est homogène. Par conséquent ces courbes de genre temps fermées existent
autour de tout point. Elles ne sont cependant parcourues par aucune géodésique. Sur la figure V.1
nous avons donné l’exemple d’une géodésique de genre lumière ; un rayon lumineux émis enr = 0
décrit une hélice atteignant le rayon critiqueRCTF mais est ensuite refocalisé enr = 0. Cependant
des particules accélérées peuvent se propager le long de ces courbes de genre temps fermées,
mettant en danger la causalité. Une autre conséquence de ces propriétés est l’impossibilité de
définir une énergie dans cet espace-temps, car la variété ne peut être foliée avec des hypersurfaces
du genre espace.

Univers de Gödel en supergravité.Des solutions similaires à l’univers de Gödel sont réappa-
rues récemment en supergravité. En effet, il est apparu dans la classification complète des solutions
supersymétriques de la supergravité minimale à cinq dimensions [135] que l’existence de courbes
de genre temps fermées est générique ; en d’autres termes, les solutions supersymétriques sans
courbes de genres temps fermées sont de mesure nulle. D’autres solutions furent ensuite trouvées
dans les supergravités de typeII , qui sont reliées par dualité T à des solutions d’ondes gravita-
tionnelles avec des champs deR-R [136]. Il est finalement possible d’obtenir des courbes de genre
temps fermées en considérant des trous noirs chargés, construits à l’aide deD-branes, en rotation
très rapide [137].

La question importante que nous pouvons maintenant nous poser concerne la viabilité de telles
solutions en théorie des cordes. En effet ces solutions classiques ne sont peut être pas compatibles
avec la théorie de la gravitation quantique fournie par la théorie des supercordes. Il existe en
particulier une conjecture de «protection de la chronologie» [138] postulant l’incompatibilité des
courbes de genres temps fermées avec une théorie quantique de la gravitation. Nous pouvons
pour cela étudier la dynamique d’objets quantiques dans ces espaces-temps, perturbatifs, comme
les cordes fondamentales, ou non-perturbatifs, comme lesD-branes. Dans le premier cas il est
possible d’étudier les univers de Gödel duaux aux ondes gravitationnelles, exactement solubles.
Cependant il est nécessaire d’utiliser la jauge du cône de lumière et d’effectuer une dualité T, et il
n’est pas clair qu’alors les phénomènes liés aux courbes de genre temps fermées soient visibles.
Dans le deuxième cas, la dynamique classique deD2-branes cylindriques, appelées supertubes, fut
étudiée dans [139].

L’univers de Gödel hétérotique. Nous voulons maintenant montrer, en suivant la publication
nO5, comment construire une théorie superconformeexactedécrivant la propagation des cordes
hétérotiques dans une classe d’univers de Gödel, incluant la solution originale, eq. (V.1). Il sera
alors possible de calculer exactement le spectre, la fonction de partition ou les fonctions de cor-
rélations, dans un formalisme covariant. Nous verrons que cette solution est instable à cause des
courbes de genre temps fermées.

Construction de la solution.Comme nous l’avons annoncé dans l’introduction, l’espace des
déformations des modèles deWZW est élargi dans la théorie des cordes hétérotiques, car nous
pouvons aussi agir sur l’algèbre des courantsSO(32) ouE8×E8 au niveau un du secteur de jauge.

Dans le cas présent nous considérons la théorie des cordes hétérotiques dans AdS3×S3×K3,
c.-à.-d. la limite près de l’horizon d’un système deNS5-branes et de cordes fondamentales. Cette
solution s’obtient à partir de celles des cordes de typeII par l’application hétérotique [56] ; nous
remplaçons simplement les dix fermions du secteur droit par les trente-deux fermions du secteur
de jauge, avec les conditions de periodicités appropriées pour respecter l’invariance modulaire.
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En choisissant un courant arbitraire dans le secteur de jauge, par exempleJ̄g(z̄) = ıλ 1λ 2,
générant une algèbreU(1) au niveau 2, nous pouvons ajouter un champ magnétique dans AdS3 à
l’aide de l’opérateur exactement marginal :

δS∼ H

∫
d2zJ 3J̄g

où J 3 est le courant elliptique total deSL(2,R) supersymétrique, voir (III.6). Comme pour la
déformation symétrique déjà présentée dans la section III.4, nous pouvons intégrer cette déforma-
tion pour une valeur finie du paramètre, et nous obtenons la solution suivante, au premier ordre en
1/k [140], pour la métrique, la deux-forme deNS–NS et le champ de jauge :

ds2 = k
{

dρ
2−cosh2 ρ dt2 +sinh2

ρ dφ
2−2H2(cosh2 ρ dt +sinh2

ρ dφ
)2
}

,

B =
k
2

cosh2ρ dφ ∧dt ,

F = dA =
√

kH sinh2ρ (dt +dφ)∧dρ .(V.2)

Le dilaton reste constant tout le long de cette ligne de déformation paramétrée parH. Contrai-
rement aux déformations symétriques, la géométrie de ce type de déformation estexacte, car le
modèle sigma peut se mettre sous la forme (non factorisée) de la somme du modèle deWZW pour
SL(2,R) et pourU(1) [141].

L’espace-temps AdS3 correspond àH = 0, tandis que la métrique de l’univers de Gödel origi-
nal, voir (V.1), apparaît pour la valeurHGÖDEL = 1/

√
2, qui n’a ici rien de remarquable. Pour toute

valeur non nulle du paramètre de déformation, il existe des courbes de genre temps fermées, le
long du cercle paramétré parφ , au delà du rayon critique :RCTF = arcsinh1/

√
2H. En réécrivant la

métrique de AdS3 comme une fibration de Hopf du genre temps, nous pouvons réinterpréter ces
solutions comme un changement de rayon de la fibre.

Cette famille de métriques était déjà connue en relativité générale [142], mais nous avons
montré qu’elle correspondait à une famille de théories conformes exactes. Par construction, cette
famille de solution possède une symétrie affineSL(2,R), provenant de l’algèbre des courants du
secteur droit laissée intacte par la deformation. Il est possible de montrer que toute la supersymétrie
est brisée par cet opérateur marginal. Par contre, dans les supercordes de typeII , il est possible
de construire un univers de Gödel supersymétrique. Nous choisissons en effet un boson compact
X de la variété de compactification, et déformons par l’opérateurJ 3∂̄X. Lorsque le rayon de
cette coordonnée est petit, nous pouvons faire une réduction de Kaluza-Klein, et nous obtenons
alors la même solution (V.2), avec une supersymétrie d’espace-temps provenant du secteur droit
fermionique.

t

φ

R CTF

FIG. V.2. Cordes longues dans l’univers de Gödel, enroulées autour des courbes de genre
temps fermées.

Analyse du spectre.La description de cette famille d’univers de Gödel comme une déforma-
tion marginale deSL(2,R) permet de calculer de manière très simple la fonction de partition et
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d’en déduire le spectre. En effet, suivant la logique générale de la section II.4, cette déformation
agit comme une rotationSO(2) entre le réseau gauche du courantJ 3 et la réseau droit du courant
de jaugeU(1). Cette rotation est paramétrée comme : cos2 ξ = 1

1+2H2 .

À partir de cette fonction de partition nous pouvons étudier le spectre physique des cordes
hétérotiques dans cet univers de Gödel [140]. Nous ne présenterons ici que les résultats quali-
tatifs. Notons pour commencer que l’unitarité du spectre physique dansSL(2,R) est préservée
par la déformation. Le comportement est très différent pour les deux types de représentations de
SL(2,R) :

– le spectre decordes longues, construites avec les représentations continues deSL(2,R),
devient instable lorsque le champ magnétique est non-nul. Ce comportement se comprend
à l’aide des solutions de cordes classiques ; en effet les cordes longues peuvent toujours
devenir macroscopiques, et s’enroulent autour des courbes de genre temps fermées au bout
d’un temps fini, voir fig. V.2. Ce comportement se manifeste dans le spectre par l’apparition
d’un terme quadratique pour l’énergie avec le mauvais signe ;

– Le spectre d’états liés, construits avec les représentations discrètes deSL(2,R), ne présente
pas de modes instables ; ceux-ci n’existent pas pour les valeurs autorisées pour le spin,
données par (III.9). Ces états correspondent en effet à des surfaces d’univers localisées dans
l’espace-temps AdS3/Gödel, et elles ne ressentent pas les courbes de genre temps fermées
qui sont «topologiquement grandes».

Suppression des courbes de genre temps fermées.Cette instabilité des cordes longues dans
l’espace-temps anti-de Sitter/Gödel doit conduire à une modification de la géométrie de l’espace-
temps, par un mécanisme qui pourrait être lié à une condensation de cordes longues. Cependant
la dynamique de ce processus n’est pas accessible dans l’approche de première quantification
dans laquelle est formulée la théorie des cordes. Nous attendons cependant que cette instabilité
se résolve par une modification des champs de fond, et nous pouvons tenter de trouver la théorie
conforme sur la surface d’univers obtenue par ce processus.

Nous considérons pour cela une déformation marginale additionnelle, la déformation sy-
métriqueJ 3J̄3 étudiée dans la section III.4. Cette déformation est compatible avec la défor-
mation magnétique car chacune d’entre elles préserve les courants chiraux qui génèrent l’autre. La
solution obtenue, paramétrée par(H,λ ) est la suivante [140] :

4
k

ds2 = dr2− (λ 2 +1)2 +(8H2λ 2− (λ 2−1)2)cosh2 r

(λ 2 +1+(λ 2−1)coshr)2 dα
2

−(λ 2 +1)2 +8H2λ 2− (λ 2−1)2cosh2 r

(λ 2 +1+(λ 2−1)coshr)2 dβ
2

−2
4λ 2(1+2H2)coshr− (λ 4−1)sinh2 r

(λ 2 +1+(λ 2−1)coshr)2 dαdβ

B =
k
4

λ 2−1+(λ 2 +1)coshr
λ 2 +1+(λ 2−1)coshr

dβ ∧dα

A =
2
√

kHλ

λ 2 +1+(λ 2−1)coshr
(dβ +coshrdα)

e2Φ =
λ e2Φ0

λ 2 +1+(λ 2−1)coshr
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Nous pouvons maintnenant nous demander si la nouvelle déformation paramétrée parλ est ca-
pable de supprimer les courbes de genre temps fermées. Nous observons que les courbes de genre
temps fermées disparaissent pourλ 2 6 1

1+2H2 .
Cependant, dans ce régime, la solution développe une singularité pour la courbure, le dilaton,

le champ de jauge et la deux-forme enr = arccosh(λ 2+1/1−λ 2). Lorsque la valeur deλ dimi-
nue, cette singularité annulaire se rapproche de l’origine des coordonnées, et les courbes de genre
temps fermées disparaissent précisément lorsque cette singularité se situe au rayonRCTF pour le-
quel se développe une courbe de genre lumière fermée. Il est donc tentant de faire l’hypothèse que
cette singularité correspond à une condensation de cordes longues à l’endroit où elles enroulent
des courbes de genre temps fermées. Bien sûr, le processus de nucléation proposé ici brise l’ho-
mogénéïté de l’espace-temps de Gödel. L’étude du spectre de la théorie des cordes, en utilisant
les mêmes méthodes que précédemment, est en accord avec l’étude de la géométrie. Le terme
quadratique dans l’énergie, responsable de l’instabilité, disparaît en effet pourλ = 1

1+2H2 .
Ce processus peut aussi s’étudier d’un point de vue complémentaire. Nous pouvons commen-

cer par la théorie des cordes hétérotiques sur AdS3×S3, déformée par l’opérateurJ 3J̄3. L’espace-
temps possède alors un «mur de domaine» que nous avons discuté plus haut créant une singularité
annulaire. Nous pouvons ajouter à cette solution un champ magnétique, correspondant à un mur de
domaine chargé, mais celui-ci ne peut dépasser une valeur maximale. Cette description est proche
de la physique des supertubes discutée dans [139], mais nous avons ici l’avantage de posséder une
description exacte de la théorie des cordes dans ces espaces-temps.

V.2. Quotients géométriques

Les variétés de groupe s’écrivant comme une fibration du genre espace possèdent une propriété
remarquable, qui n’existe pas dans l’univers de Gödel. En effet, pour une valeur finie de la défor-
mation électromagnétique, la fibre se décompactifie et découple du reste de la théorie conforme ;
nous obtenons alors unquotient géométrique, par opposition aux modèles deWZW jaugés. Nous
avons commencé l’étude de ces théories dans la publication no6, pour la trois-sphère et AdS3.

La généralisation de cette construction aux autres groupes, plus compliqués mais plus riches,
est l’objet d’un travail en cours.

L’exemple de la trois-sphère.La déformation magnétique de la trois-sphère fut considérée pour
la première fois dans [143–145]. L’objectif de ces travaux était de régulariser les divergences in-
frarouges de la théorie des cordes, et d’étudier l’effet des champs magnétiques, en remplaçant
l’espace plat parSU(2)×RQ, pour que l’opérateur de champ magnétique soit exactement margi-
nal. L’effet de la déformationδS=

∫
d2zI 3J̄g s’obtient de manière très similaire au cas précédent.

Nous obtenons donc une fibration déformée sur la deux-sphère :

ds2 =
k
4

[
dβ

2 +sin2
βdα

2 +(1−2H2)(dγ +cosβdα)2] ,

B =
k
4

sinβ dα ∧dγ ,

A =
√

kH (dγ +cosβdα) .

Nous voyons clairement que dans cet exemple le pointH = 1/
√

2 est particulier. En effectuant le
changement de coordonnées :y =

√
k(1/2−H2)/2γ, nous observons que le cercle paramétré pary

se décompactifie et la métrique se factorise [141] :

S3−−−−→
H2→1/2

R×S2
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À ce point le champ électromagnétique atteint une valeur maximale [145], alors que la torsion
s’annule. Nous obtenons donc la deux-sphère comme une théorie conforme exacte, en présence
d’un flux électromagnétique. Notons que la deux-sphère correspond au quotient géométrique :
SU(2)/U(1), qui diffère du modèle deWZW jaugé. La quantification du flux magnétique à travers
la deux-sphère impose la condition suivante sur le niveau deSU(2) :

(V.3) k = 2p2 , p∈ N .

Remarquons que cette limite de décompactification peut aussi s’obtenir comme un quotient hété-
rotique [146].

Nous avons calculé la fonction de partition de la déformation magnétique de la trois-sphère,
premièrement en décomposant les caractères supersymétriques deSU(2) en fonction des ca-
ractères des modèles minimaux deN = 2, deuxièmement en effectuant une «transformation de
Lorentz»SO(1,1), de paramètre cosh2x = 1

1−2H2 . entre le réseau gauche du courant totalI 3 et
le réseau droit des fermions du groupe de jauge. Nous observons ensuite, que dans la limite de
champ magnétique critique où nous trouvons la deux sphère, le niveau deSU(2) doit prendre les
valeurs (V.3), en accord avec la quantification de la charge. Nous obtenons ainsi la fonction de
partition pour la deux-sphère, contenant dans le secteur gauche des caractères du quotientSU(2)/
U(1) et dans le secteur droit des caractères deSU(2) [141].

Remarquons pour finir que si nous considérons des champs magnétiques supérieurs à la valeur
critique – en d’autres termes nous effectuons un prolongement analytique – nous obtenons un
univers de Gödel compact, qui est un espace homogène, possédant une isométrieSU(2) et des
courbes de genre temps fermées.

Champs électriques dans AdS3. Le deuxième exemple que nous avons étudié est celui d’AdS3.
Nous considérons maintenant une déformation électromagétique utilisant le générateurhyperbo-
lique de l’algèbreSL(2,R). D’un point de vue géométrique, nous écrivons l’espace-temps AdS3
comme une fibration du genre espace sur AdS2, et nous déformons la fibre selon :

ds2 =
k
4

[
dr2−sinh2 rdt2 +(1−2H2)(dφ +coshrdt)2] .

Là encore, lorsque le champ électrique atteint sa valeur critique pourH = 1/
√

2, la géométrie se
factorise comme :

AdS3−−−−→
H2→1/2

R×AdS2

Cependant, contrairement à la variété compacteS2, la flux électrique dans AdS2 n’impose pas de
quantification du niveau de l’algèbre.

Comme nous l’avons déjà mentionné, les caractères deSL(2,R) dans la base hyperbolique
ne sont pas connnus. Cependant nous pouvons suivre la variation de la dimension des opérateurs
primaires le long de la ligne de déformation, et ainsi connaître le spectre correspondant dans
AdS2 [141]. Notons que, le spectre du générateur hyperbolique étant continu, nous n’obtenons pas
non plus dans cette analyse de restriction sur le niveau.

La connaissance de la théorie des cordes dans ces espaces de quotient est très utile, car
l’espace-temps AdS2×S2 correspond à la limite près de l’horizon d’un trou noir chargé à quatre
dimensions – dit de Reissner-Nordström – de masseM et de chargeQ :

ds2 = −
(

1−
r+

r

)(
1−

r−
r

)
dt2 +

dr2(
1− r+

r

)(
1− r−

r

) + r2dΩ2
2 ,

F =
Q
r2 dt ∧dr avec r± = G4

(
M±

√
M2−Q2

)
,
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dans la limite extrémaler− → r+. Nous pouvons construire cet espace-temps à l’aide des quo-
tients géométriques AdS2 et S2, au même niveau entierk. Cependant, il faut encore effectuer une
projection sur les charges électromagnétiques, similaire à celle de la section IV.4, pour réaliser la
supersymétrie d’espace-temps.

Nous pouvons ainsi espérer comprendre la physique des trous noirs grâce à la théorie des
cordes. En particulier, la dualitéAdS/CFT de la section III.1 peut être étendue à l’espace-temps
anti-de Sitter à deux dimensions. Nous attendons ici une dualité avec une mécanique quantique
superconforme. Cette dualité a été explorée dans le cadre des supercordesIIB , où le trou noir est
construit à l’aide deD3-branes enroulées dans des variétés de Calabi-Yau.

Nous pouvons donc utiliser notre construction hétérotique – liée à la précédente par une dualité
S – pour mieux comprendre cette holographie. En particulier le calcul de fonctions de corrélation
dans AdS2 est très intéressant.

Autres modèles.Ces méthodes peuvent être utilisées pour construire d’autres solutions intéres-
santes de la théorie des cordes hétérotiques. Premièrement, nous pouvons générer une solution
électromagnétique à l’aide du générateurparaboliquedeSL(2,R), du genre lumière. Nous obte-
nons de cette manière la superposition d’une onde plane électromagnétique et gravitationnelle
avec AdS3 :

ds2 = k

[
du2

u2 +
dx+dx−

u2 −2H2
(

dx+

u2

)2
]

.

Il serait très intéressant d’explorer les propriétés holographiques de cette solution, car à la fois
AdS3 et les ondes planes [147] ont une interprétation holographique connue.

De manière plus générale, toutes les déformations électromagnétiques deSL(2,R) préservent
l’algèbre affine chirale du secteur droit, et autorisent ainsi la construction d’une copie de l’algèbre
de Virasoro d’espace-temps. Ce phénomène indique qu’il doit exister une holographie générale de
ces espaces-temps, incluant l’univers de Gödel.

Trous noirs.Une autre généralisation de ce travail est le plongement de trous noirs dans ces
espaces-temps. En effet, les trous noirs en rotation des théories de gravitation à trois dimensions
avec une constante cosmologique négative, appelésBTZ, sont obtenus simplement par des identifi-
cations de l’espace-temps anti-de Sitter [148,149]. Du point de vue de la théorie des cordes, il faut
alors considérer un orbifold du modèle deWZW par une symétrie discrète, voir par exemple [150].
Cependant une bonne compréhension de la base hyperbolique deSL(2,R) est nécessaire pour
comprendre ces solutions.

L’identification correspondant aux trous noirs non-extrémaux – la masse est différente du mo-
ment angulaire – s’obtient par des identifications selon des isométries correspondant aux généra-
teurshyperboliquesdes algèbres chiralesSL(2,R). Cet orbifold est donc compatible avec la défor-
mation électrique interpolant entre AdS3 et AdS2×R. Cependant l’analyse précise de la structure
causale de cette solution est nécessaire pour comprendre les propriétés de ces trous noirs. Dans
le cas extrémal, la solution de trou noir est obtenue par une identificationparaboliquede l’al-
gèbre gauche et une identification hyperbolique de l’algèbre droite. Elle est donc compatible avec
la solution onde gravitationnelle/anti-de Sitter, qui préserve l’algèbre parabolique gauche et toute
l’algèbreSL(2,R) droite.
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3.2 One-loop vacuum amplitude 7

4. The fate of long strings 8

4.1 Classical analysis 8

4.1.1 Long strings in AdS3 8

4.1.2 Long strings in AdS3/Gödel 9
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1. Introduction

The fate of closed timelike curves (CTC’s) in general relativity is a long standing problem.

There is in particular a conjecture by Hawking [1] — the “Chronology Protection Conjec-

ture” — which states that, in quantum gravity, a causally safe background cannot develop

closed timelikes curves. One of the oldest known nontrivial spacetime with this pathology

is the Gödel universe [2]. Spacetimes of this kind have been recently embedded in various
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supergravity theories [3, 4, 5, 6], in the hope that string/M theory would cast a new light

on the fate of closed timelike curves in these spacetimes. All these works are based on

an analysis of the low energy effective action and therefore do not take into account the

full quantum string effects. Nevertheless some interesting observations were made while

considering extended BPS objects (branes and supertubes) as probes in these spacetimes,

which may destabilize the background [7]. Besides one type of Gödel universe is T-dual to

an exact type-IIA pp-waves background. This opened the door for exact quantization of

string probes [8, 9, 6, 10], albeit only in the lighthcone gauge.

In this note we would like to point out that a one parameter class of spacetimes

interpolating between AdS3 and the Gödel universe constructed in [11] — and recently

discussed in [12] in the context of general relativity — can actually be embedded as an exact

heterotic string background. It turns out that it is obtained as an asymmetric deformation of

the SL(2,R)L×SL(2,R)R conformal field theory (all the left-right symmetric deformations

have been considered in a previous paper [13]) and of the current algebra of the gauge

group. If we want to consider type-II superstrings — and in that case the background

will be supersymmetric — we can choose an internal compact U(1) instead. The CFT

description of this background allows us to compute the exact string spectrum and partition

function. We can also trace back the different kind of states which appear in the spectrum

in terms of SL(2,R) representations, and show that the no-ghost theorem for SL(2,R) can

be extended to the deformed theory.

Then we discuss long string states to see if something special happens due to the

closed timelike curves around which they can wind. We will show explicitly that the

long strings seems to destabilize the background, because their spectrum becomes highly

tachyonic. We propose a mechanism to solve the causality problem, by the condensation of

a ring of fundamental strings, akin to the enhancon mechanism [14]. The endpoint of this

condensation can also be realized as an exact conformal field theory, which does not contain

instabilities as we shall see. This can be interpreted as a stringy chronology protection.

The paper is organized as follows. In section 2, we study the sigma model correspond-

ing to the Gödel/AdS3 solution, i.e. the solution for the background fields. In section 3

we compute the spectrum for all the string excitations in this background, and then the

modular invariant partition function at genus one. In section 4 we consider the long string

solutions, classically and at the level of the exact string background. We propose a scenario

in section 5 to solve the instability by condensing fundamental strings. Finally in section 6

we summarize the main results of the paper and discuss holography. Appendix A is a short

review of the spectrum and partition function for AdS3; in appendix B we give several

coordinate systems on the Gödel/AdS3 spacetime. An outline of the proof of the no-ghost

theorem is given in appendix C.

2. The Gödel/AdS3 solution

2.1 The worldsheet conformal field theory

We start with the AdS3 × S3 ×K3 supersymmetric background of heterotic string theory.

It represents a configuration of wrapped NS5-branes and fundamental strings [15, 16, 17].

– 2 –
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The part of the worldsheet action which is relevant to discuss the deformation comprises

the SL(2,R)k — AdS3 — part and the worldsheet right-moving current algebra:

S =
1

4π

∫

d2z
k

2

(

∂r∂̄r − ∂α∂̄α− ∂β∂̄β − 2 cosh r∂α∂̄β
)

+ ηµνψ
µ∂̄ψν + λI∂λI (2.1)

Here the ψµ are the worldsheet fermions of the holomorphic CFT (supersymmetric side),

while the antiholomorphic fermions λI are the internal fermions of the gauge sector, with

currents: J̄IJ = i : λI(z̄)λJ(z̄) :. We would like to turn on a gauge field by switching on

the operator:

V (z, z̄) =
(

J3 + iψ+ψ−
)

J̄a , (2.2)

where

J3 = k (∂β + cosh r ∂α) . (2.3)

Such a deformation is not possible around flat space because the corresponding operator:

Vflat = F a
ij

(

1

2
xi∂xj + ψiψj

)

J̄a

is not marginal. However a magnetic deformation of the NS5-branes background has been

studied some years ago [18]. It was first introduced in the context of infrared regularization

of superstrings [19].1

Our treatment of AdS3 deformation will be close in spirit. Switching on this gauge

field in the bulk, and taking into account the back-reaction on the metric and the other

fields, we obtain the solution of the sigma-model equations:

4

k
ds2 = dr2 − (1 + 2H2 cosh2 r)dα2 − (1 + 2H2)dβ2 − 2(1 + 2H2) cosh r dαdβ

B =
k

4
cosh r dβ ∧ dα

A = −g
√
kH [cosh r dα+ dβ] . (2.4)

The metric can be also rewritten as a squashed AdS3 geometry, as was first noticed in [20]:

ds2 =
k

4

[

dr2 + sinh2 rdα2 − (1 + 2H2) (dβ + cosh r dα)2
]

. (2.5)

The propagation of scalar fields in this spacetime has been recently addressed in [12]. The

original Gödel spacetime is obtained for the special value of the deformation parameter:

HGödel =
1√
2
.

The relation with AdS3 in global coordinates becomes more obvious after the change

of coordinates:

α = t+ φ , β = t− φ , r = 2ρ .

1Other magnetic backgrounds for the heterotic string have been constructed in [9].
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Then we obtain the solution:

1

k
ds2 = dρ2 − cosh2 ρ dt2 + sinh2 ρ dφ2 − 2H2

(

cosh2 ρ dt+ sinh2 ρ dφ
)2

B =
k

2
cosh 2ρ dφ ∧ dt

F = dA = g
√
kH sinh 2ρ (dt+ dφ) ∧ dρ . (2.6)

By construction, the isometry group of this spacetime is SL(2,R)×U(1).

2.2 Causal structure

This section is a short review of the results of [20, 12] that we give for completeness. The

striking feature of the class of backgrounds (2.5) is that there are closed timelike curves

spanned by the coordinate φ above the critical radius:

Gφφ = k sinh2 ρc(1− 2H2 sinh2 ρc) = 0 → ρc = arcsinh
1√
2H

. (2.7)

These closed timelike curves are contractible, hence the spacetime is topologically trivial.

Since the spacetime is homogeneous, they are closed timelike curves going through each

point of the manifold. Although translation in the coordinate t corresponds to a globally

defined timelike Killing vector, we cannot globally define a time function because the

sections of the spacetime at constant t are not spacelike hypersurfaces, due to the closed

timelike curves. The Cauchy problem is not well-defined in this spacetime.

The analysis of the geodesics in these backgrounds has been made in hyperbolic coor-

dinates, see appendix B. The authors of [12] observed that the null and timelike geodesics

projects onto full circles of arbitrary center. For the spacelike geodesics it is true only for

those with ρ > ρc, i.e. those projecting onto closed timelike curves. In AdS3, it has been

shown [23] that the action of spectral flow on spacelike geodesics produces long strings

that can reach the boundary of anti de Sitter and wind around the φ-coordinate; in the

Gödel-deformed background, as we will see, these long string states are still present, and

can wind around the closed timelike curves, causing a potential instability.

2.3 Conformal invariance

We now have to show that the deformation of the conformal field theory is truly marginal

to all orders in the deformation. We bosonize the right-moving gauge current used for the

deformation as: J̄a = i∂̄Y . We will work in bosonic strings for simplicity; in that case J̄a

has a left-moving partner. Then Y (z, z̄) can be viewed as an internal coordinate, and the

background will be obtained by a Kaluza-Klein reduction. We write the relevant part of

the sigma-model for the deformed geometry in the Kaluza-Klein form as:

Sdef =
1

4π

∫

d2z
k

2

{

∂r∂̄r − ∂α∂̄α− ∂β∂̄β − 2 cosh r∂α∂̄β −

− 2H2
[

cosh2 r∂α∂̄α+ ∂β∂̄β + cosh r
(

∂α∂̄β + ∂β∂̄α
)]

}

+

+
[

∂Y −
√
kH (cosh r∂α+ ∂β)

] [

∂̄Y −
√
kH

(

cosh r∂̄α+ ∂̄β
)

]

. (2.8)
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To prove conformal invariance, we note, as in [18] that one may rewrite the action as:

SSL(2,R)(r, α, β) +
1

4π

∫

d2z ∂Y ∂̄Y −
√
kH

2π

∫

d2z (∂β + cosh r ∂α) ∂̄Y =

= SSL(2,R)

(

r, α, β +
2H√
k
Y

)

+
1 + 2H2

4π

∫

d2z ∂Y ∂̄Y (2.9)

where we have dropped out a total derivative:

2
√
kH

∫

d2z
(

∂Y ∂̄β − ∂̄Y ∂β
)

;

this term will however give rise to topological contributions to the spectrum. So this back-

ground is an exactly conformal invariant sigma-model, to all orders in α′. It turns out

that the last expression (2.9) is exactly the same as the sigma-model of the deformed back-

ground, eq. (2.8). In section 3 we will compute explicitely the spectrum for the heterotic

background. We get also from eq. (2.9) the modified expression for the J 3 current:

J3
d = k (∂β + cosh r∂α) + 2H

√
k∂Y , (2.10)

and the SL(2,R)L symmetry is broken down to U(1). Of course, the SL(2,R)R is preserved

by the deformation.

2.4 Target-space supersymmetry

The supersymmetry variations for the gaugino, the dilatino and the gravitino are:

δχ = Fabγ
ab ε

δλ =

(

γa∂aφ−
1

6
Habcγ

abc

)

ε

δΨa =

[

∂a +
1

4

(

ωbca −Hbc
a

)

γab

]

ε . (2.11)

From the dilatino variation we obtain:

[

Γ3Γ4Γ5 − 1√
1 + 2H2

Γ0Γ1Γ2

]

ε = 0 (2.12)

where 0,1,2 are the tangent space indices for AdS3 and 3,4,5 those of S3. Thus, the su-

persymmetry is completely broken by the deformation. The analysis of the gaugino and

the gravitino equations would lead to the same conclusion. However for the consistency

of the string theory one still has to perform the GSO projection; the possible appearance

of tachyonic modes will be addressed in section 4. If this solution is embedded in type-II

superstrings, as a Kaluza-Klein reduction — see eq. (2.8) — the background is a super-

symmetric solution of the corresponding Kaluza-Klein supergravity, as in [21]. It will be

shown in section 3.
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3. The string spectrum and one-loop partition function

The partition function for type-IIB superstring theory on AdS3 × S3 ×K3 was obtained

in [13]. The extension to heterotic case is straightforward, by using the heterotic map [22].

For concreteness, we consider an E8 ×E8 → E8 ×E7 × SU(2) ×U(1)4 compactification:

Z(τ) =
Im τ

η2η̄14
ZSU(2)ZSL(2,R)

1

2

1
∑

h,g=0

Z4,4

[

h

g

]

1

2

1
∑

a,b=0

(−)a+b ϑ2
[

a

b

]

ϑ

[

a+ h

b+ g

]

ϑ

[

a− h
b− g

]

× Γ̄E8 ×
1

2

1
∑

γ,δ=0

ϑ̄

[

γ + h

δ + g

]

ϑ̄

[

γ − h
δ − g

]

ϑ̄6
[

γ

δ

]

. (3.1)

The twisted torus conformal blocks are:

Z4,4

[

h

g

]

=
Γ4,4

η4η̄4
for h = g = 0 , and Z4,4

[

h

g

]

=
16η2η̄2

∣

∣

∣
ϑ
[

1−h
1−g
]

(0|τ)
∣

∣

∣

4 otherwise.

(3.2)

The SU(2)k bosonic conformal block is chosen to be the standard diagonal invariant:

ZSU(2) =
k
∑

l=0

χlkχ̄
l
k , (3.3)

and the SL(2,R)k+4 partition function is given in appendix A.

3.1 Exact string spectrum in the Gödel/AdS spacetime

Now we would like to perform the marginal deformation (2.2) in this CFT heterotic back-

ground. As it is known generically for conformal field theories based on affine algebras, the

deformation will act on the weight lattice of the subgroup along which the deformation is

performed (see [24] for a recent discussion):

• The abelian elliptic subgroup of the supersymmetric SL(2,R)k+2, generated by J 3 =

J3 + iψ+ψ−, for the left-movers,

• a U(1) subgroup of the gauge group for the right-movers.

The left and right weights of the relevant lattices are:

L0 = − 1

k + 4

(

m̃+
k + 4

2
w+

)2

+
1

2

(

n+
a

2

)2

= − 1

k + 2

(

m̃+
k + 4

2
w+ + n+

a

2

)2

+
k + 4

2(k + 2)

(

n+
a

2
+w+ +

2m̃

k + 4

)2

(3.4)

L̄0 = − 1

k + 4

(

¯̃m+
k + 4

2
w+

)2

+
1

2

(

n̄+
γ

2

)2
. (3.5)

Here n+a/2 corresponds to the charges of the left fermionic current ψ+ψ−, and a = 0, 1 are

respectively the NS and the R sector, as in the partition function. Also n̄+γ/2 corresponds

to the weights lattice of the gauge current which is picked out by the deformation. In the

expression for L0, eq. (3.4), we have explicitely factorized the supersymmetric weights of

SL(2,R)k+2. Then the deformation acts as a O(2) rotation between these weights and the
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right weights of the U(1) gauge field,2 parameterized by the angle ζ; we obtain then:

Ldef
0 = −

[

cos ζ√
k + 2

(

m̃+
k + 4

2
w+ + n+

a

2

)

+
sin ζ√

2

(

n̄+
γ

2

)

]2

+

+
k + 4

2(k + 2)

(

n+
a

2
+ w+ +

2m̃

k + 4

)2

(3.6)

L̄def
0 = − 1

k + 4

(

¯̃m+
k + 4

2
w+

)2

+

+

[

cos ζ√
2

(

n̄+
γ

2

)

− sin ζ√
k + 2

(

m̃+
k + 4

2
w+ + n+

a

2

)]2

(3.7)

where the relation between this parameterization and the vev of the gauge field is:

cos2 ζ =
1

1 + 2H2
. (3.8)

Note that there is no maximal value for the gauge field, unlike the magnetic NS5-brane

background [18].

In the type-II superstrings (Kaluza-Klein reduction), we replace the lattice from the

right-moving heterotic gauge sector by the right lattice of a compact internal coordinate.

In this case it is obvious that the deformation preserves 8 supercharges coming from the

right-moving fermionic sector, left untouched by the deformation.

3.2 One-loop vacuum amplitude

To compute the partition function for heterotic strings on Gödel/AdS3×S3×K3 one simply

has to combine the previous analysis of the spectrum with the remaining ingredients. Then

the partition function of the deformed model reads (see appendix A):

ZGödel(τ) =
Im τ

η3η̄15
ZSU(2)

1

2

1
∑

h,g=0

Z4,4

[

h

g

]

×

×1

2

1
∑

a,b=0

(−)a+b ϑ
[

a

b

]

ϑ

[

a+ h

b+ g

]

ϑ

[

a− h
b− g

]

×

× Γ̄E8 ×
1

2

1
∑

γ,δ=0

ϑ̄

[

γ + h

δ + g

]

ϑ̄

[

γ − h
δ − g

]

ϑ̄5
[

γ

δ

]

×

×
∫

d2t Zcigar

[−t1
−t2

]

∑

N,W,n,n̄∈Z
eiπ(2Nt2+b(n+

a
2
)−δ(n̄+ γ

2
)) ×

× q−
[

cos ζ√
k+2

(N2 + k+4
2

(W+t1)+n+
a
2 )+

sin ζ√
2
(n̄+ γ

2 )
]2
+ k+4

2(k+2)(n+
a
2
+(W+t1)+

2N
k+4)

2

×

× q̄−
1

k+4(
N
2
− k+4

2
(W+t1))

2
+
[

cos ζ√
2
(n̄+ γ

2 )−
sin ζ√
k+2

(N+ k+4
2

(W+t1)+n+
a
2 )
]2

. (3.9)

2It is of course the analytic continuation of the usual O(1, 1) transformation of toroidal lattices, but here

the lattice of J3 is timelike.
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This partition function is modular invariant by construction since it is obtained as an

O(2, 2,R) rotation of an even self-dual lattice. Due to the mixing between the fermionic

characters and the lattice of J 3, it is not possible to use a Jacobi identity to prove target

space supersymmetry; all the supersymmetry is broken in this background, as expected

from the target space analysis.

4. The fate of long strings

The long strings, corresponding to the continuous representations of SL(2,R) are the nat-

ural probes for the closed timelike curves since they can wind around the coordinate φ and

become macroscopic. Such long strings in Gödel universe T-dual to pp-waves have been

considered recently in [10], both from the classical and quantum point of view in a light-

cone gauge appropriate to this problem. No tachyons were found in that case, although the

authors pointed out a possibility of unitarity violation. Another analysis for M2-branes in

M-theory Gödel universes has been made in [25].

4.1 Classical analysis

We would like to understand the behavior of simple long strings solutions. We will consider

classical solutions to the Nambu-Goto action:

S = −T1
∫

d2ξ
√
G+ T1

∫

B[2] (4.1)

4.1.1 Long strings in AdS3

In the undeformed AdS3 geometry, we parameterize a long string wrapping w times the φ

coordinate, without angular momentum, as:










t = w+τ

φ = w+σ

ρ = ρ(τ)

(4.2)

where we have used the static gauge for the time coordinate. So the classical Nambu-Goto

action for a F1-string probe is:

S = −πkw+T1

∫

dτ

(

sinhρ
√

w2
+ cosh2 ρ− ρ̇2 − w+ cosh2 ρ

)

(4.3)

with the equation of motion:

− d

dτ

ρ̇ sinhρ
√

w2
+ cosh2 ρ− ρ̇2

=
w2
+ cosh 2ρ− ρ̇2

√

w2
+ cosh2 ρ− ρ̇2

cosh ρ− w+ sinh 2ρ .

We have a long string solution:

ρ = w+|τ | ;
so the long string reach the boundary of AdS3 for t = ±∞. Qualitatively this behavior

appears because the attractive force due to the string tension and the repulsive force due

to the NS-NS two-form cancel. This simple solution corresponds to the spectral flow of

a spacelike geodesic. More general solutions have being obtained using a group manifold

approach in [23].
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4.1.2 Long strings in AdS3/Gödel

Now we would like to examine long string solutions in the AdS/Gödel space. The crucial

feature is to check if such long strings can reach the critical radius and then wrap closed

timelike curves. We consider classical macroscopic strings which are uncharged under the

gauge group for simplicity. As in the previous case, we are looking for solutions winding

around φ, without angular momentum, eq. (4.2). Then the Nambu-Goto action is given by:

S = −πkw+T1

∫

dτ

(

sinhρ
√

(1 + 2H2)w2
+ cosh2 ρ− (1− 2H2 sinh2 ρ)ρ̇2 − w+ cosh2 ρ

)

.

(4.4)

So we obtain the equation of motion for ρ(τ):

− d

dτ

(1− 2H2 sinh2 ρ) sinhρ ρ̇
√

(1 + 2H2)w2
+ cosh2 ρ− (1− 2H2 sinh2 ρ)ρ̇2

=

=
(1+2H2)w2

+ cosh ρ(cosh2ρ+ sinh2ρ) + (4H2 sinh2ρ− 1) cosh ρρ̇2
√

(1 + 2H2)w2
+ cosh2ρ− (1−2H2 sinh2ρ)ρ̇2

cosh ρ− w+ sinh 2ρ .

We still have also long string solutions with:

ρ(τ) =
√

1 + 2H2 w+|τ | .

The radius of the worldsheet of these long strings grows linearly with time, until they even-

tually wrap the closed timelike curves. We conclude that the Gödel deformation changes

the on-shell values of the momenta, but otherwise leads to the same qualitative behavior

of the long string solutions as in AdS3: long strings can escape to infinity with a finite

energy.

4.2 Unitarity of the physical spectrum

Naively, we would expect that the string spectrum would contain ghosts for long string

solutions. In fact, the kinetic term for the field φ(z, z̄) in the Polyakov action is:

L ∼ k sinh2 r(1− 2H2 sinh2 r)∂φ∂̄φ ,

so, for r > rc it seems that the sign of the kinetic term for the fluctuations of φ become

negative. But the off-diagonal term between φ(z, z̄) and t(z, z̄) makes the analysis more

subtle; indeed, the determinant of the metric of the deformed spacetime is:

−g = (1 + 2H2)

(

k

4

)3

sinh2 r ,

which is always of the same sign.

To have a precise answer to this crucial issue, we will adapt the no-ghost theorem for

SL(2,R) , to the case of the Gödel-deformed SL(2,R). We would like to see if the modifi-

cation of the structure of the zero modes changes the conclusion about the suppression of

negative-norm states by the Virasoro conditions. A outline of the no-ghost theorem proof

is given in appendix C. The conclusion is: the spectrum doesn’t contain negative-norm

states.
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4.3 Long strings spectrum

Now we consider the exact string spectrum. We would like to see if the spectrum contains

tachyons, i.e. on-shell states with an imaginary value for the energy:3

E = J 3
0 + J̄3

0 = m̃+ ¯̃m+ n+
a

2
+ (k + 2)w+ . (4.5)

The mass-shell condition for the continuous representations reads (“other” indicates the

internal CFT):

L0 =
s2 + 1/4

k + 2
− w+

(

m̃+ ñ+
a

2

)

− k + 2

4
w2
+ +

1

2

(

ñ+
a

2

)2
+

+
sin ζ

k + 2

{[

(

m̃+
k + 2

2
w+ + ñ+

a

2

)2

− k + 2

2

(

n̄+
γ

2

)2
]

sin ζ −

−
√

2(k + 2)

(

m̃+
k + 2

2
w+ + ñ+

a

2

)

(

n̄+
γ

2

)

cos ζ

}

+N + hother −
1

2

= 0 (4.6)

L̄0 =
s2 + 1/4

k + 2
− w+

¯̃m− k + 4

4
w2
+ +

1

2

(

n̄+
γ

2

)2
+

+
sin ζ

k + 2

{[

(

m̃+
k + 2

2
w+ + ñ+

a

2

)2

− k + 2

2

(

n̄+
γ

2

)2
]

sin ζ −

−
√

2(k + 2)

(

m̃+
k + 2

2
w+ + ñ+

a

2

)

(

n̄+
γ

2

)

cos ζ

}

+ N̄ + h̄other − 1

= 0 . (4.7)

In a supersymmetric WZW model, the spectral flow must act also on the fermions, so

n = ñ − w+ in the w+-flowed sector (see [26]); it amounts to redefining the vacuum. We

also have to act with the spectral flow in the gauge sector, in order to satisfy the matching

condition L0 = L̄0. At this point we have to decide if we act on the U(1) along which

we switch on a field strength — choice (i) — or an other unbroken Cartan generator —

choice (ii). Since we have constructed the deformation such that it preserves L0− L̄0, both

choices are equally acceptable. However the spectrum is slightly different. In both cases,

the matching condition will be satisfied, provided that:

w+ (m̃− ¯̃m) = w+` = hother − h̄other ,

where ` is the angular momentum.

We take for example the “massless” state:

• left : |s, p〉 ⊗ ψother
−1/2 |0〉NS

• right: ᾱother−1 |s, p̄〉 ⊗ |0〉NS .

3As we have seen there is no globally defined notion of energy in this spacetime. At any rate, we will take

the same definition as in AdS3 — the conjugate to the t translations — since the corresponding isometry

is unbroken by the deformation.
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Then we have, with the embedding of the spectral flow (ii):

L
(ii)
0 =

s2 + 1/4 + m̃2 sin2 ζ

k + 2
− k + 2

4
w2
+ cos2 ζ − w+m̃ cos2 ζ +

1

2
p2 . (4.8)

So we have the mass-shell condition for the state under consideration:

s2 + 1/4

k + 2
+
k + 2

4
w2
+ − w+

E

2
+

sin2 ζ

4(k + 2)
E2 +

1

2
p2 = 0 . (4.9)

And

E =
k + 2

sin2 ζ



w+ ±
√

w2
+ cos2 ζ − 4 sin2 ζ

k + 2

(

s2 + 1/4

k + 2
+

1

2
p2
)



 . (4.10)

If for example we increase the mass of the state with some momentum p in the compact

internal CFT, the energy of the state will eventually become imaginary. This strange

behavior is due to the quadratic term in the energy with a positive sign. The critical

value is:
s(ii) 2 + 1/4

k + 2
+

1

2
p2 =

k + 2

4
w2
+ cotan2 ζ .

For a more general state with oscillators, the same statement holds. An infinite num-

ber of massive long string states will become tachyonic when the Gödel deformation is

turned on (other tachyonic instabilities in magnetic fields have been discussed in [9]); these

instabilities are likely due to the wrapping of closed timelike curves.

For the other embedding of spectral flow — choice (i) — we have instead:

L
(i)
0 =

s2 + 1/4 + m̃2 sin2 ζ

k + 2
− 1

2

(
√

k + 2

2
cos ζ + sin ζ

)2

w2
+ −

− cos ζ

(

cos ζ +

√

2

k + 2
sin ζ

)

w+m̃+
1

2
p2 (4.11)

and we find a correction to the critical value of momenta:

s(i) 2 + 1/4

k + 2
+

1

2
p2 =

k + 2

4
w2
+

[

cotan ζ +

√

2

k + 2

]2

,

but otherwise the conclusions are the same.

Behavior of short strings. Since the discrete representations correspond to strings

trapped in the center of the spacetime (around r = 0), we expect that the corresponding

spectrum is well-behaved. For the discrete representations, we have:

is =
1

2
− j̃ ,

and also a relation between the spin j̃ and the J̃3 eigenvalue: m̃ = j̃+q, with q ∈ N, for the

primaries of the lowest weight representations. The spin is also restricted for unitarity to

1

2
< j̃ <

(k + 3)

2
(4.12)
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We can solve the mass-shell condition for j̃:

LD
+

0 = − j̃(j̃ − 1)

k + 2
− k + 2

4
w2
+ cos2 ζ − w+(j̃ + q) cos2 ζ +

sin2 ζ

k + 2
(j̃ + q)2 + hint = 0 , (4.13)

and find:

j̃ =
1

2 cos2 ζ
− k + 2

2
w+ + q tan2 ζ +

+
1

cos2 ζ

√

1

4
+ (k + 2)

(

Nw + hint −
w+

2

)

cos2 ζ + q(q + 1) sin2 ζ , (4.14)

where Nw ≡ N −w+q is the level of the algebra after spectral flow. So we observe that the

only effect of the Gödel deformation will be that the range of values for the spin allowed

by the unitary bound (4.12) will impose different constraints on the internal weights. It

would be interesting to relate this short string spectrum with the analysis of energy levels

for a point particle in [25] and [12]. It was observed that this setup can be mapped onto a

Landau problem.

5. Can gravitational deformation cure the pathology?

We have seen that the Gödel deformation of AdS3, supersymmetric or not, completely

destabilizes the background. Then we expect some kind of closed tachyon condensation; the

description of this process is out of reach at present, but we can try to find the background

that would correspond to the endpoint of the tachyon decay. In other words we are looking

for another point in the moduli space of worldsheet conformal field theories which could

have this interpretation.

5.1 Switching on more background fields

There is an additional deformation of the background which is exactly marginal, generated

by the bilinear of the unbroken currents

Vg ∼ (J3 + iψ+ψ−)(J̄3 − iψ̄+ψ̄−) .

We would like to check if such a deformation can eliminate the closed timelike curves. This

deformation have been studied in [13] around the SL(2,R) point. Here we would like to

perform this deformation in combination with Gödel deformation. This is possible since

each deformation preserves the U(1)L × U(1)R symmetry generating the other one. The

solution of the sigma-model equations gives (see [18]):

4

k
ds2 = dr2 − (λ2 + 1)2 + (8H2λ2 − (λ2 − 1)2) cosh2 r

(λ2 + 1 + (λ2 − 1) cosh r)2
dα2 −

− (λ2 + 1)2 + 8H2λ2 − (λ2 − 1)2 cosh2 r

(λ2 + 1 + (λ2 − 1) cosh r)2
dβ2 −

− 2
4λ2(1 + 2H2) cosh r − (λ4 − 1) sinh2 r

(λ2 + 1 + (λ2 − 1) cosh r)2
dαdβ
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B =
k

4

λ2 − 1 + (λ2 + 1) cosh r

λ2 + 1 + (λ2 − 1) cosh r
dβ ∧ dα

A =
2g
√
kHλ

λ2 + 1 + (λ2 − 1) cosh r
(dβ + cosh rdα)

e2Φ =
λe2Φ0

λ2 + 1 + (λ2 − 1) cosh r
. (5.1)

The model without J3J̄3 deformation corresponds to λ = 1. The scalar curvature of this

manifold is given by:

R(H,λ) = −8

k

5λ2 − 1− λ4 − 2H2λ2 + (1− λ4) cosh r
(1 + λ2 + (λ2 − 1) cosh r)2

. (5.2)

We want to check if this spacetime has closed timelike curves. The (φ − φ)-component of

the metric is:

Gφφ = k
2λ2(1 + 2H2) cosh r + (1− λ2(1 + 2H2)) cosh2 r − (1 + λ2(1 + 2H2))

(1 + λ2 + (λ2 − 1) cosh r)2
. (5.3)

We would like to know for which values of λ the numerator is always positive. The conclu-

sion is:

No CTC’s↔ λ2 ≤ 1

1 + 2H2
. (5.4)

However, in this range, the background (5.1) becomes singular. The scalar curvature,

eq. (5.2), blows up at:

rsing = arccosh
λ2 + 1

1− λ2 .

But the worldsheet conformal field theory is well-defined. This singularity corresponds

to a ring of positive tension objects which are electrically charged under the NS-NS two

form and charged under the gauge field. To have a more precise picture, we take for λ the

limiting value that avoids closed timelike curves: λ2 = 1/(1+2H2). Then we find that the

singularity is located at:

rsing = 2ρsing = 2arcsinh
1√
2H

. (5.5)

We observe that the locus of the annular singularity corresponds exactly to the critical

radius above which closed timelike curves occurs, eq. (2.7). Furthermore the long strings

become tachyonic in the Gödel/AdS3 spacetime because they can wind around these closed

timelike curves. Therefore, it is very tempting to interpret this annular singularity as a

ring of condensed fundamental strings, protecting the causally unsafe region, in the same

spirit as the supertubes domain walls considered in [7]. It would be interesting to make

the connection with the D1/D5 black rings of [27].

5.2 Long string spectrum and chronology protection

Now we would like to know the expression of the long string spectrum as a function of the

parameters of deformation H and λ. By turning on the gravitational deformation λ, the
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mass-shell condition (4.9) becomes (see [13]):

L0 =
s2 + 1/4

k + 2
+
k + 2

4
w2
+ − w+

E

2
+

1

4(k + 2)

(

1− cos2 ζ

λ2

)

E2 + h = 0 (5.6)

and the energy will be given by:

E = (k + 2)

(

1− cos2 ζ

λ2

)−1{

w+ ±
√

w2
+

cos2 ζ

λ2
+

4

k + 2

(

cos2 ζ

λ2
− 1

)(

s2 + 1/4

k + 2
+ h

)

}

.

(5.7)

so we find that there are no tachyonic behavior any longer in the spectrum, provided that

λ2 ≤ cos2 ζ .

Comparing with the relation (3.8), this is exactly the same as the condition (5.4) required

to avoid closed timelike curves! Therefore, we see that there string theory offers a natural

mechanism for chronology protection in Gödel-like universes.

6. Discussion and conclusions

We have studied a class of string backgrounds of the Gödel type, which are homogeneous

and contain closed timelike curves. We have shown that these solutions are in fact exact

conformal field theories obtained by a truly marginal deformation of the SL(2,R) CFT. In

heterotic superstrings, this deformation switches on a non-trivial gauge field in the bulk,

and breaks all the supersymmetry. Embedded in type-II superstrings as a Kaluza-Klein

reduction, this background preserves 8 supercharges coming from the right-movers, if we

start with the AdS3×S3×K3 background describing NS5 branes and fundamental strings.

We were able to construct the exact string spectrum for this solution, as well as the modular

invariant partition function. We showed that the Gödel deformation preserves the unitarity

of the physical spectrum, by proving a no-ghost theorem.

We then discussed the issue of long strings, which can wrap the closed timelike curves,

first by showing that such classical solutions still exists in the deformed background. Then

we studied the long string spectrum, expecting some pathology due to the closed timelike

curves. We found that the spectrum of these long strings is highly tachyonic, for any

nonzero value of the deformation parameter. We are aware that since there is no good

definition of energy in this background, the notion of tachyon in this class of backgrounds

is not completely well-defined. We expect that these long strings will destabilize the back-

ground. On the contrary, the spectrum of short strings is not pathologic, as we could infer

because they are trapped in the center of the spacetime.

A possible resolution of the causality problem in this background has been proposed, by

turning on another marginal deformation. It turned out that the closed timelike curves can

be avoided, at the expense of going to a region of the moduli space where the background

becomes singular. We observed that an annular singularity occurred precisely at the radius

where the Gödel/AdS space started developing closed timelike curves, which were the source

of instability for the long string probes. We showed that the spectrum of the resulting
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background is well-behaved. Therefore, we have interpreted this curvature, NS-NS two

form and gauge field singularity as the result of the condensation of a ring of fundamental

heterotic strings, in the same spirit as the supertubes of [7]. The proper description of this

process would require a second-quantized framework — closed string field theory. If this

is indeed the proper interpretation, it would be the first example of a stringy chronology

protection in an exact string theory framework.

Since this background is continuously connected to AdS3 × S3 ×K3 — the NS5/F1

background — we can expect some holographic interpretation. This issue have already

been discussed in [5]. The authors showed that if one applies the covariant prescription of

Bousso [28], on finds that the holographic screen, which is observer-dependent, encloses a

the causally safe region; they argued that it leads to an “holographic protection” of these

spacetimes. The radius of this cylindrical screen was shown to be:

rscreen = 2arcsinh
1

2H
. (6.1)

This holographic screen is at finite distance, and the H → 0 limit gives the usual holo-

graphic screen of AdS3 at infinity. It is difficult to interpret the Gödel deformation of

AdS3 in terms of the boundary theory of AdS3, and to make the connection with the afore-

mentionned proposal. In fact, in AdS3, the currents are non-normalizable operators and

marginal current-current deformations corresponds to IR irrelevant deformations of the

dual CFT. Such an observation has been made in [4] for another class of Gödel universe.

Nevertheless, one might hope to understand the instability of the Gödel/AdS spacetime

due to long string states as some instability in the boundary theory, triggered by some

irrelevant operator, and then have an holographic picture of the bulk tachyon condensa-

tion. It have been shown [29] on a related example (BMPV black hole), that if we allow

closed timelike curves in the bulk by increasing the rotation of the black hole, the states

of the dual CFT will violate the unitarity bound. Since the spacetime we obtain after the

condensation of the ring of fundamental strings seems stable, it would be really interesting

to understand holography in this background, if any. We will address this problem in a

future work.
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A. The SL(2, R) partition function

The computation of the one-loop vacuum amplitude has been done in [13], using a mixture

of path integral and algebraic techniques. The result is, for the universal cover of SL(2,R)
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at level k + 4:

ZSL(2,R)(τ) =
4(k + 4)

√
k + 2

τ
1/2
2

∑

n,w,N,W

∫ 1

0
ds1ds2dt1dt2

e
2π
τ2

(Im(s1τ−s2))2

|ϑ1 (s1τ − s2|τ)|2
×

× e−
(k+4)π

τ2
|(s1−t1+w)τ−(s2−t2+n)|2e

(k+4)π
τ2
|(t1+W )τ−(t2+N)|2

. (A.1)

The integration over the constraints s1 and s2 gives the spectra for all the flowed and

unflowed representations (see [13] for details). The spectrum of primary states gives:

• Discrete representations representing strings trapped in the center of AdS3; they

appear in the range 1
2 < j̃ < k+3

2 . Their conformal weights are:

L0 = −
j̃(j̃ − 1)

k + 2
+ w+

(

−m̃− k + 4

4
w+

)

.

• Continuous representations with j̃ = − 1
2 + is, s ∈ R+. They correspond to long

strings that can reach the boundary of AdS3. The spectral flow quantum number

w+ = w+W represents their winding around the center near the boundary [23]. The

weights are:

L0 =
s2 + 1/4

k + 2
+ w+

(

−m̃− k + 4

4
w+

)

.

The relation between the unflowed and flowed eigenvalues follows from:

J̃3
n = J3

n −
k + 4

2
w+δn,0 ,

and the spacetime energy is given by:

E = m̃+ ¯̃m+ (k + 4)w+ = (k + 4)(W + t1) .

For latter convenience, it is useful to rewrite the SL(2,R) partition function as a twisted

product of the coset SL(2,R)/U(1) (the “cigar” 2d euclidean black hole) and a time-

like U(1):

ZSL(2,R) =
1

ηη̄

∫

d2t Zcigar

[−t1
−t2

]

× (A.2)

×
∑

N,W

q
− 1

2

(

N√
2(k+4)

−
√

k+4
2

(W+t1)

)2

q̄
− 1

2

(

N√
2(k+4)

−
√

k+4
2

(W+t1)

)2

e−2iπNt2 ,

where (see [36]):

Zcigar

[−t1
−t2

]

= 4
√

(k + 2)(k + 4)
∑

m,w

∫

d2s
ηη̄ e

2π
τ2

(Im(s1τ−s2))2

|ϑ1 (s1τ − s2|τ)|2
×

× e−
(k+4)π

τ2
|(s1−t1+w)τ−(s2−t2+m)|2

.

– 16 –



J
H
E
P
0
1
(
2
0
0
4
)
0
4
2

B. Coordinate systems and geodesics

In cylindrical coordinates, the metric of the AdS/God̈el form is (see eq. (2.5):

ds2 = dr2 + sinh2 rdα2 −
(

dτ + 4Ω sinh2
(r

2

)

dα
)2

with 2Ω =
√

1 + 2H2 .

One can go to cartesian coordinates by the coordinate transformation:



















e2x = cosh(2r) + cos
(

φ+τ
Ω

)

sinh r

ye2x = Ω
2 sinh(2r) sin

(

φ+τ
Ω

)

tan
(

T+(φ−τ)/2
Ω

)

= e−2r tan
(

φ−τ
2Ω

)

Then the metric reads:

ds2 = dx2 +
1

2
e2xdy2 −

(

dT +
√
2Ωexdy

)2
.

The last useful coordinate system corresponds to the hyperbolic coordinates. It is obtained

by:

x = − lnX , y =
√
2Y .

Then one obtains:

ds2 =
dX2 + dY 2 −

(

X2dT + 2ΩdY
)2

X2
.

In these coordinates, the geodesic equation gives [12]:

Ṫ = (1 + 2H2)E −
√

1 + 2H2Xpx

Ẋ = pxX(Y − Y0)
Ẏ = −

√

1 + 2H2EX + pxX
2

where the energy E is the charge associated to the Killing vector ∂T , and px the momentum

associated to the Killing vector ∂x.

C. No-ghost theorem for string theory on Gödel/AdS3: sketch of a proof

Here we would like to outline the main steps of the no-ghost theorem for strings on AdS3

and check whether it is still valid or not, in the case of the Gödel deformation. Unitarity for

a theory living in a spacetime containing closed timelike curves is maybe not a well-defined

concept. Nevertheless, we would like to know if, as in AdS3, the Virasoro constraints are

able to remove all the negative-norm states from the worldsheet conformal field theory. We

will follow [30, 31, 32] and the appendix A of [23].4 We consider string theory on (deformed)

SL(2,R) times a unitary “internal” CFT. The important observation is: writing the action

for the deformed model as eq. (2.9), we see that, with a field redefinition, the actions

of the deformed and the undeformed model are the same, except that the structure of

4It is also possible to use BRST methods, see [33] and [34].
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the zero modes is different. The mixing in the zero modes have been given in eqs. (3.6)

and (3.7). Note that the part of the CFT corresponding to the coset CFT SL(2,R)k/U(1)

is left untouched. Here we consider for simplicity the case of bosonic strings, and the

Gödel deformation is constructed as a Kaluza-Klein reduction along a coordinate Y (z, z̄)

compactified at the fermionic point:

Q2
y =

1

2

(

p− q

2

)2
, Q̄2

y =
1

2

(

p+
q

2

)2
.

The extension to heterotic or type-II superstrings is straightforward. Since only the zero

mode structure differs from the SL(2,R) × U(1) × CFTinternal, given a representation of

the zero modes, the structure of the Verma modules and the affine representations are

the same, provided that no new null vectors appear. For convenience we will include the

spectral flow quantum number in the parafermionic theory,5 writing, for the undeformed

SL(2,R)k:

L̃
SL(2,R)
0 = L̃

SL(2,R)/U(1)
0 − L(3)

0 ≡ c2
k − 2

+
1

k

(

m− k

2
w+

)2

− m2

k
(C.1)

where c2 is the second Casimir of the group, and:

L(3)
n ≡ − 1

2k

∑

m

: J3
mJ

3
n−m : .

The proof of the no-ghost theorem can be carried out in three steps.

Step one: we define F as the subspace of the Hilbert space H consisting in states |f〉 ∈ F
such that:

Ln|f〉 = J3
n|f〉 = 0 for n > 0 .

Then we have to show that the states of the form

L−n1 · · ·L−nNJ3
−m1

· · · J3
−mM

|f〉 with n1 ≥ · · · ≥ nN , m1 ≥ · · · ≥ mM , (C.2)

form a basis of H. First, to prove that these states are linearly independent, we use an

orthogonal decomposition of the Virasoro generators: Ln = Lcn − L
(3)
n , and the fact that

the states (C.2) are in one to one correspondence with the similar states constructed with

the Lcn’s. The Virasoro algebra corresponding to the Lcn’s has a central charge cc = 25,

and therefore the associated Verma modules will contain no null states, provided that the

conformal weights are strictly positive. The conformal weights for the “parafermionic”

theory are, from eqns (3.6) and (3.7):

Lc0 = L
SL(2,R)/U(1)
0 +

1

2
Q2 +Ny + hinternal,

L̄c0 = L̄
SL(2,R)/U(1)
0 +

1

2

(

Q̄ cos ζ −
√

2

k
m sin ζ

)2

+ N̄y + h̄internal,

5Usually the spectral flow is embedded in the J3J̄3 lattice, by expressing the spectrum in terms of m̃

rather than in terms of m. Nevertheless, our expression of the spectrum of the coset looks like in [35]

and [36].
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and it is known that the coset theory SL(2,R)k/U(1) is unitary and the weights are strictly

positive, provided that the spin of the discrete representations is restricted to: 0 < j < k/2.

So the states (C.2) are linearly independent and form a basis of H.

Step 2: we have to show that a physical state can be chosen such that it can be written

as (C.2) with no L−n.

Using the basis (C.2), we write any state |ψ〉 of H as:

|ψ〉 = |sp〉+ |ϕ〉 ,

where |sp〉 is a spurious state, i.e. with some ni’s non zero, and |ϕ〉 has all its ni’s being

zero. Then we use the fact that, for a critical string background (c = 26), if we act on a

on-shell (i.e. L0 = 1) spurious state with Ln>0, we obtain again a spurious state. So we

can map every physical state to a state |φ〉 such that Ln>0|φ〉 = 0.

Step 3: we have to show that if a physical state |ϕ〉 can be written as (C.2) with no L−n,

then J3
n>0|φ〉 = 0. First, this implies that

L
(3)
n>0|ϕ〉 = 0 . (C.3)

We want to show that the states (C.3) are such that: J 3
n>0|ϕ〉 = 0. It will be true if there

are no null states in the Virasoro descendents of L(3) for the left-movers, and L̄(3) for the

right-movers. The weights of this c = 1 conformal field theory are:

L
(3)
0 = −1

k

(

m cos ζ +

√

k

2
sin ζ Q̄

)2

L̄
(3)
0 = −1

k
m̄2 .

So, this statement would be true if L
(3)
0 6= 0 and L̄

(3)
0 6= 0 for all on-shell states. What

remains to do is to examine separately the states with J
(3)
0 = 0 or J̄

(3)
0 = 0.

• For the right algebra, the mass-shell condition (4.7) for m̄ = 0 reads:

L̄0 =
c2

k − 2
+
k

4
w2 + N̄coset +

cos ζ

2
Q̄2 + N̄3 + h̄internal = 1

where N̄coset is the grade of the state with respect to the currents J̄± and N̄3 is

the grade w.r.t. the current J̄3. So, since h̄internal > 0 there are no on-shell states

obtained by the action of J̄3
−n (i.e. with N̄3 6= 0) for the continuous representations.

It is also true for the discrete representations, provided that 0 < j̃ < k/2, as in the

undeformed SL(2,R).

• For the left algebra, we are looking for states with

m cos ζ +

√

k

2
sin ζ Q̄ = 0 . (C.4)
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We have the corresponding on-shell condition:

L0 =
c2

k − 2
+Ncoset +

1

k

(

m− k

2
w+

)2

+N3 +
1

2
Q2 +N + hinternal = 1 .

In a representation D+
j̃
, we have m̃ = j̃ + q, q ∈ Z, and, if q is negative:

−q ≤ Ncoset. (C.5)

So we have for the weights of the coset part:

Lcoset
0 =

−j̃(j̃ − 1)

k − 2
+
m̃2

k
+Ncoset

=
q2

k
+

j̃

k − 2

[

1− 2j̃

k

]

+
2

k
j̃q +Ncoset

If j̃ is taken in the range 0 < j̃ < k/2, then with the inequality (C.5) we obtain that

Lcoset
0 > 0. So there are no on-shell states with N3 ≥ 1.

This completes the proof of the no-ghost theorem.
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1. Introduction

Near-horizon geometries of NS5-branes [1, 2, 3], NS5/F1 or S-dual versions of those [4, 5]
have been thoroughly analyzed over the past years. These involve AdS3 or S3 spaces and
turn out to be exact string backgrounds, tractable beyond the supergravity approxima-
tion. They offer a unique setting in which to analyze AdS/cft correspondence, black-hole
physics, little-string theory. . .

– 1 –



An important, and not yet unravelled aspect of such configurations is the investigation
of their moduli space. String propagation in the above backgrounds is described in terms
of some exact two-dimensional conformal field theory. Hence, marginal deformations of
the latter provide the appropriate tool for exploring the moduli of the corresponding string
vacua.

A well-known class of marginal deformations for wzw models are those driven by left-
right current bilinears [6, 7]:

∫
d2z JJ̄ . These can be “symmetric” in the sense that both

J and J̄ are generators of the affine algebra of the wzw model. However, asymmetric
deformations can also be considered, where either J or J̄ correspond to some other U(1),
living outside of the chiral algebra of the wzw model. These deformations describe the
response of the system to a finite (chromo) electric or magnetic background field and since
these deformations are exactly marginal, the gravitational back-reaction is properly taken
into account at any magnitude of the external field [8, 9].

The purpose of this note is to report on the asymmetric deformations of the SL(2,R)k
heterotic string background. Since SL(2,R) has time-like, null and space-like generators,
three distinct asymmetric deformations are possible, corresponding respectively to mag-
netic, electromagnetic and electric field backgrounds. The former case has been recently
analyzed from this perspective [10] and the corresponding deformation was shown to in-
clude Gödel space–time, which is therefore promoted to an exact string background (despite
the caveats of closed time-like curves). The latter case, on the other hand, corresponds to
a new deformation, which connects AdS3 with R×AdS2.

This observation is far reaching: while symmetric deformations usually connect wzw

models to some U(1)-gauged version of them [11], asymmetric deformations turn out to
connect the original theory to some geometric coset, with electric or magnetic background
fields. This holds for the SU(2)k, where the limiting magnetic deformation has R × S2

geometry, and can be generalized to any wzw model: geometric cosets with electric or
magnetic background fields provide thus exact string vacua. Here we focus on the S2 and
AdS2 examples, previously discussed as heterotic coset constructions in [12] (see also [13]).
Moreover, they both enter in the near-horizon geometry of the four-dimensional Reissner–
Nordström extremal black hole, AdS2 × S2, which is here shown to be an exact string
vacuum. We also show how H2 appears as an exact cft, although this background is of
limited interest for string theory because of lack of unitarity.

The paper is organized as follows. First we review the magnetic deformation of S3,
appearing in the framework of the SU(2)k wzw model. The appearance of the two-
sphere plus magnetic field as exact string background is described in Sec. 2, where we also
determine the corresponding partition function. The AdS3 case is analyzed in Sec. 3, where
its asymmetric deformations are described in detail from geometrical and two-dimensional-
cft points of view. We also investigate their spectra. Limiting deformations are discussed
in Sec. 4. There, we show how to reach the AdS2 = SL(2,R)/U(1) geometric coset with
electric field. These backgrounds are consistent and exact string vacua.

The H2 geometric coset of AdS3 is also shown to appear on the line of magnetic
deformation, with imaginary magnetic field though. The near-horizon geometry of the four-
dimensional Reissner–Nordström extremal black hole is further discussed in Sec. 5. Section
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6 contains a collection of final comments, where we sort various geometries that should
be investigated in order to get a comprehensive picture of the general AdS3 landscape,
and its connection to other three-dimensional geometries. Four appendices provide some
complementary/technical support. Appendix A sets the general framework for geometric
deformations of a metric, designed to keep part of its original isometry. Appendices B and
C contain material about SU(2) and SL(2,R) groups manifolds. A reminder of low-energy
field equations for the bosonic degrees of freedom of heterotic string is given in App. D.

2. Magnetic deformation of S3

SU(2)k wzw model magnetic deformations were analyzed in [8, 9], for both type II and
heterotic string backgrounds. For concreteness, we will concentrate here on the latter case.
In contrast to what happens in flat space–time, these deformations are truly marginal
in the background of a three-sphere plus ns flux, and preserve N = (1, 0) world-sheet
supersymmetry.

Consider heterotic string on R1,3 × S3 × T 4. The theory is critical provided we have
a linear dilaton living on the R1,3, with background charge Q = 1/

√
k + 2, where k is the

level of the SU(2)L×SU(2)R affine algebra. The target-space geometry is the near-horizon
limit of the solitonic NS5-brane [1, 2, 3].

The two-dimensional N = (1, 0) world-sheet action corresponding to the S3 factor is

SSU(2)k
=

1
2π

∫
d2z

{
k

4
(
∂α ∂̄α+ ∂β ∂̄β + ∂γ ∂̄γ + 2 cosβ ∂α ∂̄γ

)
+

3∑
a=1

ψa ∂̄ψa

}
, (2.1)

where ψa are the left-moving free fermions, superpartners of the bosonic SU(2)k currents,
and (α, β, γ) are the usual Euler angles parameterizing the SU(2) group manifold (see
App. B for a reminder). In this parameterization, the chiral currents of the Cartan subal-
gebra read:

J3 = k ( ∂γ + cosβ ∂α) , J̄3 = k
(
∂̄α+ cosβ ∂̄γ

)
(2.2)

(Tab. 1) with the following short-distance expansion:

J3(z)J3(0) =
k

2z2
+ reg. (2.3)

and similarly for the right-moving one. The left-moving fermions transform in the adjoint
of SU(2). There are no right-moving superpartners but a right-moving current algebra
with total central charge c = 16 (realized e.g. in terms of right-moving free fermions). The
currents of the latter are normalized so that the Cartan generators J̄ iG of the group factor
G satisfy the following short-distance expansion:

J̄ iG(z)J̄ jG(0) =
kGh

ij

2z̄2
+ reg. , i, j = 1, . . . , rank(G) (2.4)

with hij = f ik` f
`j
k

/
g∗, f ijk and g∗ being the structure constants and dual Coxeter number

of the group G.
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The background metric and NS two-form are read off directly from (2.1):

ds2 =
k

4

[
dβ2 + sin2 β dα2 + ( dγ + cosβ dα)2

]
, (2.5)

B =
k

4
cosβ dα ∧ dγ. (2.6)

They describe a three-sphere of radius L =
√
k and a ns three-form whose field strength

is dB = 2√
k
ω[3] (ω[3] stands for the volume form given in Eq. (B.8)).

A comment is in order here. In general, the background fields Gab, Bab, . . . receive
quantum corrections due to two-dimensional renormalization effects controlled by α′ (here
set equal to one). This holds even when the world-sheet theory is exact. Conformal
invariance requires indeed the background fields to solve Eqs. (D.11) that receive higher-
order α′ corrections. The case of wzw models is peculiar in the sense that the underlying
symmetry protects Gab and Bab from most corrections; these eventually boil down to the
substitution k → k + 2 in Eqs. (2.5) and (2.6), see e.g. [14].

Notice finally that the SU(2)k plus linear dilaton background introduces a mass gap
with respect to flat space: µ2 = 1/(k + 2). This plays the role of infra-red regulator,
consistent with all string requirements including worldsheet supersymmetry.

2.1 Squashing the three-sphere

We now turn to the issue of conformal deformations. As already advertised, we will not
consider left-right symmetric ones, which are purely gravitational. Instead, we will switch
the following N = (1, 0) world-sheet supersymmetry compatible perturbation on

δSmagnetic =
√
kkGH

2π

∫
d2z

(
J3 + ıψ1ψ2

)
J̄G; (2.7)

J̄G being any Cartan current of the group factor G.
Although one may easily show the integrability of this marginal perturbation out of

general arguments (see e.g. [6]) it is instructive to pause and write an explicit proof. If
we limit ourselves to the bosonic sector, we can bosonize the J̄G current as J̄G = ı∂̄ϕ and
interpret ϕ (z, z̄) as an internal degree of freedom (see App. D for a more precise discussion).
Incorporating the kinetic term for the ϕ field, the deformed action reads:

S = SSU(2)k
(α, β, γ) + δSmagnetic +

kG
4π

∫
d2z ∂ϕ∂̄ϕ, (2.8)

where SSU(2)k
(Eq. (2.1)) now contains the bosonic degrees of freedom only. The terms in

previous expression can be recollected so to give:

S = SSU(2)k

(
α, β, γ +

√
kG
k
Hϕ

)
+
kG
(
1− 2H2

)
4π

∫
d2z ∂ϕ∂̄ϕ, (2.9)

which is manifestly an exact cft. As a corollary, we observe that in the present setting,
O (α′) solutions of Eqs. (D.11) are automatically promoted to all-order exact solutions by
simply shifting k → k + 2, just like for an “ordinary” wzw model.
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The effect of the deformation at hand is to turn a (chromo)magnetic field on along
some Cartan direction inside G, which in turn induces a gravitational back-reaction on
the metric and the three-form antisymmetric tensor. Following the previous discussion
and App. D (i.e. by using Kaluza–Klein reduction), it is straightforward to read off the
space–time backgrounds from (2.1) and (2.7). We obtain:

ds2 =
k

4

[
dβ2 + sin2 β dα2 +

(
1− 2H2

)
( dγ + cosβ dα)2

]
(2.10)

and

A =
√

2k
kG
H ( dγ + cosβ dα) (2.11)

for the metric and gauge field, whereas neither the B-field nor the dilaton are altered. The
three-form field strength is however modified owing to the presence of the gauge field (see
Eqs. (D.11)):

H[3] = dB − kG
4
A ∧ dA =

k

4
(
1− 2H2

)
sinβ dα ∧ dβ ∧ dγ (2.12)

(the non-abelian structure of the gauge field plays no role since the non-vanishing compo-
nents are in the Cartan subalgebra1).

The deformed geometry (2.10) is a squashed three-sphere: its volume decreases with
respect to the original S3 while its curvature increases. These properties are captured in
the expressions of the volume form and Ricci scalar:

ω[3] =
(
k

4

)3/2√
|1− 2H2| sinβ dα ∧ dβ ∧ dγ, (2.13)

R =
2
k
(3 + 2H2). (2.14)

The latter is constant and the background under consideration has U(1)×SU(2) isometry
generated by the Killing vectors {L3, R1, R2, R3} whose explicit expression is reported in
App. B, Tab. 1.

This situation should be compared to the symmetric deformation generated by the the
marginal operator

(
J3 + iψ1ψ2

)
J̄3. This is purely gravitational and alters the metric, the

B-field and the dilaton [11]. The isometry is in that case broken to U(1) × U(1) and the
curvature is not constant.

At this point one might wonder to what extent the constant curvature of the asym-
metric deformation is due to the large (almost maximal) residual isometry U(1)× SU(2).
This question is answered in App. A, where it is shown, in a general framework, that the
isometry requirement is not stringent enough to substantially reduce the moduli space of
deformations. In particular, the resulting curvature is in general not constant.

In the case under consideration, however, the geometric deformation is driven by an in-
tegrable marginal perturbation of the sigma-model. Combined with the left-over isometry,
this requirement leads to the above geometry with constant curvature, Eq. (2.14). From

1Similarly, the (chromo)magnetic field strength is given by F = dA.
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a purely geometrical point of view (i.e. ignoring the CFT origin), such a deformation
joins the subclass of one-parameter families described in App. A, obtained by demanding
stability i.e. integrability on top of the symmetry.

Notice finally that the U(1) × SU(2) isometry originates from an affine symmetry at
the level of the sigma-model. The asymmetric marginal deformation under consideration
breaks the original affine SU(2)L down to U(1)L, while it keeps the affine SU(2)R unbroken.

It is worthwhile stressing that this asymmetric and the previously quoted symmetric
deformations of the three-sphere background are mutually compatible and can be performed
simultaneously [8, 9].

All the above discussion about integrability, geometry and isometries of the SU(2)k
magnetic perturbation is valid for the various asymmetric deformations of SL(2,R) that
will be analysed in Sec. 3.

2.2 Critical magnetic field and the geometric coset

It was made clear in [11] that the symmetric deformation of SU(2)k wzw is a well-defined
theory for any value of the deformation parameter. For an infinite deformation, the sigma-
model becomes a gauged wzw model SU(2)k/U(1) (bell geometry) times a decoupled
boson. In some sense, the two U(1) isometries present on the deformation line act, for
extreme deformation, on two disconnected spaces: the bell and the real line.

As already stressed, the magnetic deformation of SU(2)k preserves a larger symmetry,
namely a U(1) × SU(2), and has constant curvature. We are in the framework discussed
in App. A, Eqs. (A.1) and (A.3) with h = 2H2. This deformation has an end-point where
the space is expected to factorize into a line with U(1) isometry and a two-dimensional
constant-curvature space with SU(2) isometry, which can only be a two-sphere.

These statements can be made more precise by considering the background (2.10).
The deformation parameter H2 is clearly bounded: H2 6 1/2 (the boundary H2

max = 1/2
of the moduli space is reminiscent of the Im (U)→∞ limit in a two-dimensional toroidal
compactification). In general, a three sphere can be seen as an S1-Hopf fibration over
a base S2. It is clear from expressions (2.10) and (2.13) that the effect of the magnetic
field consists in changing the radius of the fiber. At H2 = H2

max, this radius vanishes.
The corresponding dimension decompactifies, and factorizes from the three-dimensional
geometry:

S3 −−−−−−−→
H2→H2

max

R× S2, (2.15)

where S2 is the geometric coset SU(2)/U(1). The MH → SU(2)/U(1) fibration trivializes
in this limit. This can be made more transparent by introducing a new coordinate:

y =

√
k

2

(
1
2
−H2

)
γ. (2.16)

The metric and volume form now read:

ds2 =
k

4
[
dβ2 + sin2 β dα2

]
+ dy2 +2

√
k

2

(
1
2
−H2

)
cosβ dα dy+

k

2

(
1
2
−H2

)
cos2 β dα2

(2.17)
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and
ω[3] =

k

4
sinβ dα ∧ dβ ∧ dy. (2.18)

For H2 close to H2
max, the y-direction factorizes

ds2 −−−−−−−→
H2→H2

max

dy2 +
k

4
[
dβ2 + sin2 β dα2

]
, (2.19)

while the curvature (R→ 8/k) is entirely supported by the remaining two-sphere of radius√
k/4. The other background fields read:

F =
√

2k
kG
H sinβ dα ∧ dβ −−−−−−−→

H2→H2
max

√
k

kG
sinβ dα ∧ dβ, (2.20)

H[3] =

√
k

2

(
1
2
−H2

)
sinβ dα ∧ dβ ∧ dy −−−−−−−→

H2→H2
max

0. (2.21)

The above analysis deserves several comments. Our starting point was a marginal
deformation of the SU(2)k wzw model embedded in heterotic strings and induced by a
space–time (chromo)magnetic field. Our observation is here that the corresponding moduli
space has a boundary, where the background is R × S2, with finite magnetic field and
no three-form NS background. Being a marginal deformation, this background is exact,
showing thereby that the geometric coset is as good as a gauged wzw model background.
The latter appears similarly as the end-point of a purely gravitational deformation; it
carries neither magnetic field nor H[3], but has a non-trivial dilaton.

Notice also that it was observed in the past that S2 could provide part of a string
vacuum in the presence of rr fluxes [15], but as usual when dealing with rr fluxes, no
exact conformal field theory description is available.

The procedure we have developed so far for obtaining the two-sphere as an exact
background in the presence of a magnetic field is easily generalizable to other geometric
cosets of compact or non-compact groups. We will focus on the latter case is Sec. 3, and
analyze the electric/magnetic deformations of AdS3.

Our last comment concerns the quantization of the magnetic flux. Indeed the two-
sphere appears naturally as a factor of magnetic monopoles backgrounds [16]. At the
limiting value of the deformation, the flux of the gauge field through the two-sphere is
given by:

Q =
∫
S2

F =
√

k

kG

∫
S2

ω̂2 =
√

k

kG
4π, (2.22)

where ω̂2 stands for the volume form of a unit-radius two-sphere. Therefore, a quantization
of the magnetic charge is only compatible with levels of the affine algebras such that:

k

kG
= p2 , p ∈ Z. (2.23)

Actually, it was shown in [12] that the model corresponding to the critical magnetic field
can be obtained directly with the following asymmetric gauged wzw model:

SU(2)k × U(1)kG

U(1)
, (2.24)
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where the left gauging lies in the SU(2)k wzw model and the right gauging in the U(1)kG

of the gauge sector. The cancellation of the anomalies of the coset dictates a condition on
the level of SU(2)k similar to (2.23).

2.3 Character formulas and modular invariance

We will here construct the contribution of the squashed three-sphere to the partition func-
tion. This contribution is modular-covariant, and combines with the remaining degrees
of freedom into a modular-invariant result. Our computation will also include the S2

limiting geometry. We will consider the case kG = 2, i.e. a U(1) algebra generated by
one right-moving complex fermion. We begin with the following combination of SU(2)k−2

supersymmetric characters and fermions from the gauge sector:

Z

[
a;h
b; g

]
=

(k−2)/2∑
j,̄=0

M j̄ χj
ϑ
[
a
b

]
η

χ̄̄
ϑ̄
[
h
g

]
η̄

. (2.25)

where the χj ’s are the characters of bosonic SU(2)k−2, (a, b) are the Z2 boundary conditions
for the left-moving fermions2 and (h, g) those of the right-moving – gauge-sector – ones. We
can choose any matrix M j̄ compatible with modular invariance of SU(2)k−2. Furthermore,
the supersymmetric SU(2)k characters can be decomposed in terms of those of the N = 2
minimal models:

χj(τ) ϑ
[
a

b

]
(τ, ν) =

∑
m∈Z2k

Cjm
[
a

b

]
Θm,k

(
τ,−2ν

k

)
, (2.26)

where the N = 2 minimal-model characters, determined implicitly by this decomposition,
are given in [17, 18, 19, 20].

Our aim is to implement the magnetic deformation in this formalism. The deformation
acts as a boost on the left-lattice contribution of the Cartan current of the supersymmetric
SU(2)k and on the right current from the gauge sector:

Θm,k ϑ̄

[
h

g

]
=
∑
n,n̄

e−ıπg(n̄+h
2 )q

1
2

“√
2kn+ m√

2k

”2

q̄
1
2(n̄+h

2 )2

−→
∑
n,n̄

e−ıπg(n̄+h
2 ) q

1
2

h“√
2kn+ m√

2k

”
coshx+(n̄+h

2 ) sinhx
i2

× q̄
1
2

h
(n̄+h

2 ) coshx+
“√

2kn+ m√
2k

”
sinhx

i2

. (2.27)

The boost parameter x is related to the vacuum expectation value of the gauge field as
follows:

coshx =
1

1− 2H2
. (2.28)

2We have removed the contribution of the fermion associated to J3 since it is neutral in the deformation

process.
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We observe that, in the limit H2 → H2
max, the boost parameter diverges (x → ∞),

and the following constraints arise:

4(k + 2)n+ 2m+ 2
√

2kn̄+
√

2kh = 0. (2.29)

Therefore, the limit is well-defined only if the level of the supersymmetric SU(2)k satisfies
a quantization condition:

k = 2p2 , p ∈ Z. (2.30)

This is exactly the charge quantization condition for the flux of the gauge field, Eq. (2.23).
Under this condition, the constraints (2.29) lead to

m+ ph ≡ 0 mod 2p =: 2pN, (2.31a)

n̄ = 2pn+N, N ∈ Z2p. (2.31b)

As a consequence, the U(1) corresponding to the combination of charges orthogonal to (2.29)
decouples (its radius vanishes), and can be removed. We end up with the following expres-
sion for the S2 partition function contribution:

ZS2

[
a;h
b; g

]
=
∑
j,̄

M j̄
∑
N∈Z2p

eıπg(N+h
2 ) Cjp(2N−h)

[
a

b

]
χ̄̄, (2.32)

in agreement with the result found in [21] by using the coset construction. The remaining
charge N labels the magnetic charge of the state under consideration. As a result, the
R-charges of the left N = 2 superconformal algebra are:

QR = n+
a

2
− N − h/2

p
mod 2. (2.33)

We now turn to the issue of modular covariance. Under the transformation τ → −1/τ ,
the minimal-model characters transform as:

Cjm
[
a

b

](
−1
τ

)
=

1
k
eı

π
2
ab

(k−2)/2∑
j′=0

sin
(
π(2j + 1)(2j′ + 1)

k

) ∑
m′∈Z2k

eıπ
mm′

k Cj
′

m′

[
b

−a

]
(τ). (2.34)

On the one hand, the part of the modular transformation related to j is precisely com-
pensated by the transformation of χ̄̄, in Eq. (2.32). On the other hand, the part of the
transformation related to the spin structure (a, b) is compensated by the transformation of
the other left-moving fermions in the full heterotic string construction. We can therefore
concentrate on the transformation related to the m charge, coming from the transformation
of the theta-functions at level k. We have∑

N∈Z2p

e−ıπg(N+h
2 ) Cjp(2N−h)

[
a

b

]
→ 1√

2k

∑
m′∈Z4p2

∑
N∈Z2p

e
ıπ
2

“
g−m′

p

”
he2ıπ

N(m′+pg)
2p Cjm′

[
b

−a

]
;

(2.35)
summing over N in Z2p leads to the constraint:

m′ + pg ≡ 0 mod 2p := −2pN ′ , N ′ ∈ Z2p. (2.36)
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So we end up with the sum

e−
ıπ
2
hg

∑
N ′∈Z2p

e−ıπh(N
′+ g

2 )Cjp(2N ′−g)

[
b

−a

]
. (2.37)

combining this expression with the modular transformation of the remaining right-moving
fermions of the gauge sector, we obtain a modular invariant result.

In a similar way one can check the invariance of the full heterotic string cft under
τ → τ + 1.

3. Electric/magnetic deformations of AdS3

Anti-de-Sitter space in three dimensions is the (universal covering of the) SL(2,R) group
manifold. It provides therefore an exact string vacuum with ns background, described in
terms of the SL(2,R)k wzw model, where time is embedded in the non-trivial geometry.
We will consider it as part of some heterotic string solution such as AdS3 × S3 × T 4 with
ns three-form field in AdS3 × S3 (near-horizon ns5/F1 background). The specific choice
of a background is however of limited importance for our purpose.

The issue of AdS3 deformations has been raised in several circumstances. It is richer
than the corresponding S3 owing to the presence of elliptic, hyperbolic or parabolic elements
in SL(2,R). The corresponding generators are time-like, space-like or light-like. Similarly,
the residual symmetry of a deformed AdS3 has U(1) factors, which act in time, space or
light direction.

Marginal symmetric deformations of the SL(2,R)k wzw are driven by bilinears JJ̄
where both currents are in SL(2,R) and are of the same kind [22, 23]. These break the
SL(2,R)L×SL(2,R)R affine symmetry to U(1)L×U(1)R and allow to reach, at extreme val-
ues of the deformation, gauged SL(2,R)k/U(1) wzw models with an extra free decoupled
boson. We can summarize the results as follows:

(a) J3J̄3 These are time-like currents (for conventions see App. C) and the corresponding
deformations connect SL(2,R)k with U(1)× SL(2,R)k/U(1)|axial or vector. The U(1)
factor stands for a decoupled, non-compact time-like free boson3. The gauged wzw

model SL(2,R)k/U(1)|axial is the cigar (two-dimensional Euclidean black hole) ob-
tained by gauging the g → hgh symmetry with the h = exp iλ2σ

2 subgroup, whereas
SL(2,R)k/U(1)|vector corresponds to the g → hgh−1 gauging. This is the trumpet and
is T-dual to the cigar4. The generators of the affine residual symmetry U(1)L×U(1)R
are both time-like (the corresponding Killing vectors are not orthogonal though). For
extreme deformation, the time coordinate decouples and the antisymmetric tensor is
trade for a dilaton. The isometries are time-translation invariance and rotation in-
variance in the cigar/trumpet.

3The extra bosons are always non-compact.
4Actually this statement holds only for the vector coset of the single cover of SL(2,R). Otherwise, from

the n-th cover of the group manifold one obtains the n-th cover of the trumpet [23].
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(b) J2J̄2 The deformation is now induced by space-like currents. So is the residual affine
symmetry U(1)L × U(1)R of the deformed model. Extreme deformation points are
T-dual: U(1) × SL(2,R)k/U(1) where the U(1) factor is space-like, and the U(1)
gauging of SL(2,R)k corresponds to g → hgh(−1) with h = exp−λ

2σ
3 [24]. The

corresponding manifold is (some sector of) the Lorentzian two-dimensional black
hole with a non-trivial dilaton.

(c) (J1 + J3)(J̄1 + J̄3) This is the last alternative, with both null currents. The defor-
mation connects AdS3 with R × R1,1 plus a dilaton linear in the first factor. The
U(1)L × U(1)R left-over current algebra is light-like5. Tensorized with an SU(2)k
CFT, this background describes a decoupling limit of the ns5/F1 setup [23], where
the fundamental strings regularize the strong coupling regime.

Our purpose here is to analyze asymmetric deformations of AdS3. Following App. A
and the similar analysis of Sec. 2.1 for S3, we expect those deformations to preserve a
U(1)L × SL(2,R)R symmetry appearing as affine algebra from the sigma-model point of
view, and as isometry group for the background. The residual U(1)L factor can be time-
like, space-like or null depending on the current that has been used to perturb the wzw

model.
It is worth to stress that some deformations of AdS3 have been studied in the past

irrespectively of any conformal sigma-model or string theory analysis. In particular it
was observed in [25], following [26] that the three-dimensional6 Gödel solution of Einstein
equations could be obtained as a member of a one-parameter family of AdS3 deformations
that precisely enters the class we discuss in App. A. Gödel space-time is a constant-
curvature Lorentzian manifold. Its isometry group is U(1)×SL(2,R), and the U(1) factor
is generated by a time-like Killing vector ; these properties hold for generic values of the
deformation parameter. In fact the deformed AdS3 under consideration can be embedded
in a seven-dimensional flat space with appropriate signature, as the intersection of four
quadratic surfaces. Closed time-like curves as well as high symmetry are inherited from the
multi-time maximally symmetric host space. Another interesting property resulting from
this embedding is the possibility for changing the sign of the curvature along the continuous
line of deformation, without encountering any singular behaviour (see Eq. (3.2)).

It seems natural to generalize the above results to new AdS3 deformations and pro-
mote them to exact string backgrounds. Our guideline will be the requirement of a
U(1) × SL(2,R) isometry group, with space-like or light-like U(1)’s, following the pro-
cedure developed in App. A.

We will first review the time-like (elliptic) deformation of AdS3 of [25] and recently
studied from a string perspective in [10]. Hyperbolic (space-like) and parabolic (light-like)
deformations will be analyzed in Secs. 3.2 and 3.3. All these deformations are of the type
(A.1) and (A.3) or (A.4). We show in the following how to implement these deformations

5The isometry is actually richer by one (two translations plus a boost), but the extra generator (the

boost) is not promoted to an affine symmetry of the sigma-model.
6In fact, the original Gödel solution is four-dimensional, but the forth space dimension is a flat spectator.

In the following, we will systematically refer to the three-dimensional non-trivial factor.
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as exact marginal perturbations in the framework of the SL(2,R)k wzw model embedded
in heterotic string.

3.1 Elliptic deformation: magnetic background

Consider AdS3 in the (ρ, t, φ) coordinates, with metric given in (C.10). In these coordinates,
two manifest Killing vectors are L3 ∼ ∂t and R2 ∼ ∂φ, time-like and space-like respectively
(see App. C, Tab. 2).

The deformation studied in [25] and quoted as “squashed anti de Sitter” reads, in the
above coordinates:

ds2 =
L2

4

[
dρ2 + cosh2 ρdφ2 −

(
1 + 2H2

)
( dt+ sinh ρdφ)2

]
. (3.1)

It preserves a U(1) × SL(2,R) isometry group. The U(1) is generated by the time-like
vector L3 of one original SL(2,R), while the right-moving SL(2,R) is unbroken (the ex-
pressions for the {L3, R1, R2, R3} Killing vectors in Tab. 2 remain valid at any value of the
deformation parameter). The Ricci scalar is constant

R = − 2
L2

(3− 2H2), (3.2)

while the volume form reads:

ω[3] =
L3

8

√
|1 + 2H2| cosh ρ dρ ∧ dφ ∧ dt. (3.3)

For H2 = 1/2, this deformation coincides with the Gödel metric. It should be stressed,
however, that nothing special occurs at this value of the deformation parameter. The
properties of Gödel space are generically reproduced at any H2 > 0.

From a physical point of view, as it stands, this solution is pathological because it has
topologically trivial closed time-like curves through each point of the manifold, like Gödel
space-time which belongs to this family. Its interest mostly relies on the fact that it can
be promoted to an exact string solution, with appropriate ns and magnetic backgrounds.
The high symmetry of (3.1), is a severe constraint and, as was shown in [10], the geometry
at hand does indeed coincide with the unique marginal deformation of the SL(2,R)k wzw

that preserves a U(1)L × SL(2,R)R affine algebra with time-like U(1)L.
It is interesting to observe that, at this stage, the deformation parameter H2 needs not

be positive.: (3.1) solves the Einstein-Maxwell-scalar equations [26] for any H2. Further-
more, for H2 < 0, there are no longer closed time-like curves7. This statement is based
on a simple argument8. Consider a time-like curve xµ = xµ (λ). By definition the tangent
vector ∂λ is negative-norm, which, by using Eq. (3.1), translates into(

dρ
dλ

)2

+ cosh2 ρ

(
dφ
dλ

)2

−
(
1 + 2H2

)( dt
dλ

+ sinh ρ
dφ
dλ

)2

< 0. (3.4)

7As mentioned previously, the geometry at hand can be embedded in a seven-dimensional flat space,

with signature ε−−−+ + +, ε = sign(−H2) [25]. This clarifies the origin of the symmetry as well as the

presence or absence of closed time-like curves for positive or negative H2.
8This argument is local and must in fact be completed by global considerations on the manifold (see [25]).
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If the curve is closed, dt/dλ must vanish somewhere. At the turning point, the resulting
inequality, (

2H2 sinh2 ρ− 1
)( dφ

dρ

)2

> 1 (3.5)

is never satisfied for H2 < 0, whereas it is for large enough9 ρ otherwise.
This apparent regularization of the causal pathology, unfortunately breaks down at

the string level. In fact, as we will shortly see, in order to be considered as a string
solution, the above background requires a (chromo)magnetic field. The latter turns out
to be proportional to H, and becomes imaginary in the range where the closed time-like
curves disappear. Hence, at the string level, unitarity is trade for causality. It seems that no
regime exists in the magnetic deformation of AdS3, where these fundamental requirements
are simultaneously fulfilled.

In the heterotic backgrounds considered here, of the type AdS3 × S3 × T 4, the two-
dimensional N = (1, 0) world-sheet action corresponding to the AdS3 factor is

SSL(2,R)k
=

1
2π

∫
d2z

{
k

4
(
∂ρ ∂̄ρ− ∂t ∂̄t+ ∂φ ∂̄φ− 2 sinh ρ ∂φ ∂̄t

)
+ ηab ψ

a ∂̄ψb
}
, (3.6)

where ηab = diag (+ + −), a = 1, 2, 3 and ψa are the left-moving superpartners of the
SL(2,R)k currents (see Tab. 2). The corresponding background fields are the metric (Eq.
(C.10)) with radius L =

√
k and the NS B-field:

B = −k
4

sinh ρdφ ∧ dt. (3.7)

The three-form field strength is H[3] = dB = − 2√
k
ω[3] with ω[3] displayed in Eq. (C.11).

The asymmetric perturbation that preserves a U(1)L × SL(2,R)R affine algebra with
time-like U(1)L is δSmagnetic given in Eq. (2.7), where J3 now stands for the left-moving
time-like SL(2,R)k current given in App. C, Tab. 2. This perturbation corresponds to
switching on a (chromo)magnetic field, like in the SU(2)k studied in Sec. 2. It is marginal
and can be integrated for finite values of H, and is compatible with the N = (1, 0) world-
sheet supersymmetry. The resulting background fields, extracted in the usual manner from
the deformed action are the metric (3.1) with radius L =

√
k and the following gauge field:

A = H

√
2k
kg

( dt+ sinh ρdφ) . (3.8)

The NS B-field is not altered by the deformation, (Eq. (3.7)), whereas the three-form field
strength depends explicitly on the deformation parameter H, because of the gauge-field
contribution:

H[3] = dB − kG
4
A ∧ dA = −k

4
(
1 + 2H2

)
cosh ρdρ ∧ dφ ∧ dt. (3.9)

9This means ρ > ρc where ρc is the radius where the norm of ∂φ vanishes and switches to negative

(‖ ∂φ‖2 = L2
`
1− 2H2 sinh2 ρ

´
/4). This never occurs for H2 < 0.
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One can easily check that the background fields (3.1), (3.8) and (3.9) solve the lowest-
order equations of motion (D.11). Of course the solution we have obtained is exact, since
it has been obtained as the marginal deformation of an exact conformal sigma-model. The
interpretation of the deformed model in terms of background fields {Gab, Bab, FGab} receives
however the usual higher-order correction summarized by the shift k → k + 2 as we have
already seen for the sphere in Sec. 2.1.

Let us finally mention that it is possible to extract the spectrum and write down the
partition function of the above theory [10], since the latter is an exact deformation of
the SL(2,R)k wzw model. This is achieved by deforming the associated elliptic Cartan
subalgebra. The following picture emerges then from the analysis of the spectrum. The
short-string spectrum, corresponding to world-sheets trapped in the center of the space–
time (for some particular choice of coordinates) is well-behaved, because these world-sheets
do not feel the closed time-like curves which are “topologically large”. On the contrary,
the long strings can wrap the closed time-like curves, and their spectrum contains many
tachyons. Hence, the caveats of Gödel space survive the string framework, at any value of
H2 > 0. One can circumvent them by slightly deviating from the Gödel line with an extra
purely gravitational deformation, driven by J3J̄3. This deformation isolates the causally
unsafe region, ρ > ρc (see [10] for details). It is similar in spirit with the supertubes
domain-walls of [27] curing the Gödel-like space-times with RR backgrounds.

As already stressed, one could alternatively switch to negative H2. Both metric and
antisymmetric tensor are well-defined and don’t suffer of causality problems. The string
picture however breaks down because the magnetic field (Eq. (3.8)) becomes imaginary.

3.2 Hyperbolic deformation: electric background

3.2.1 The background and its CFT realization

We will now focus on a different deformation. We use coordinates (C.12) with metric
(C.13), where the manifest Killing vectors are L2 ∼ ∂x (space-like) and R3 ∼ ∂τ (time-
like) (see App. C, Tab. 3). This time we perform a deformation that preserves a SO(1, 1)×
SL(2,R) isometry. The SO(1, 1) corresponds to the non-compact space-like Killing vector
L2, whereas the SL(2,R) is generated by R1, R2, R3, which are again not altered by the
deformation. This is achieved by implementing Eqs. (A.1) and (A.3) in the present set up,
with ξ = ∂x and h = 2H2. The resulting metric reads:

ds2 =
L2

4

[
dr2 − cosh2 r dτ2 +

(
1− 2H2

)
( dx+ sinh r dτ)2

]
. (3.10)

The scalar curvature of this manifold is constant

R = − 2
L2

(
3 + 2H2

)
(3.11)

and the volume form

ω[3] =
L3

8

√
|1− 2H2| cosh2 r dr ∧ dτ ∧ dx. (3.12)
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Following the argument of Sec. 3.1, one can check whether closed time-like curves
appear. Indeed, assuming their existence, the following inequality must hold at the turning
point i.e. where dt/dλ vanishes (λ being the parameter that describes the curve):

(
2H2 − 1

)( dx
dr

)2

> 1. (3.13)

The latter cannot be satisfied in the regime H2 < 1/2. Notice that the manifold at hand
is well behaved, even for negative H2.

Let us now leave aside these questions about the classical geometry, and address the
issue of string realization of the above background. As already advertised, this is achieved
by considering a world-sheet-supersymmetric marginal deformation of the SL(2,R)k wzw

model that implements (chromo)electric field. Such a deformation is possible in the het-
erotic string at hand:

δSelectric =
√
kkGH

2π

∫
d2z

(
J2 + iψ1ψ3

)
J̄G, (3.14)

(J̄G is any Cartan current of the group G and J2 is given in App. C, Tab. 3), and cor-
responds, as in previous cases, to an integrable marginal deformation. The deformed
conformal sigma-model can be analyzed in terms of background fields. The metric turns
out to be (3.10), whereas the gauge field and three-form tensor are

A = H

√
2k
kg

( dx+ sinh r dτ) , (3.15)

H[3] =
k

4
(
1− 2H2

)
cosh r dr ∧ dτ ∧ dx. (3.16)

As expected, these fields solve Eqs. (D.11).
The background under consideration is a new string solution generated as a hyperbolic

deformation of the SL(2,R)k wzw model. In contrast to what happens for the elliptic
deformation (magnetic background analyzed in Sec. 3.1), the present solution is perfectly
sensible, both at the classical and at the string level.

3.2.2 The spectrum of primaries

The electric deformation of AdS3 is an exact string background. The corresponding con-
formal field theory is however more difficult to deal with than the one for the elliptic defor-
mation. In order to write down its partition function, we must decompose the SL(2,R)k
partition function in a hyperbolic basis of characters, where the implementation of the
deformation is well-defined and straightforward; this is a notoriously difficult exercise. On
the other hand the spectrum of primaries is known10 from the study of the representations
of the Lie algebra in this basis (see e.g. [28], and [24] for the spectrum of the hyperbolic
gauged wzw model). The part of the heterotic spectrum of interest contains the expression

10In the following we do not consider the issue of the spectral-flow representations. The spectral-flow

symmetry is apparently broken by the deformation considered here.
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for the primaries of N = (1, 0) affine SL(2,R) at purely bosonic level11 k+2, together with
some U(1) from the lattice of the heterotic gauge group:

L0 = −j(j − 1)
k

− 1
2

(
n+

a

2

)2
, (3.17)

L̄0 = −j(j − 1)
k

+
1
2

(
n̄+

h

2

)2

, (3.18)

where the second Casimir of the representation of the SL(2,R) algebra, −j(j−1), explicitly
appears. The spectrum contains continuous representations, with j = 1

2 + ıs, s ∈ R+.
It also contains discrete representations, with j ∈ R+, lying within the unitarity range
1/2 < j < (k + 1)/2 (see [29, 30]). In both cases the spectrum of the hyperbolic generator
J2 is µ ∈ R. The expression for the left conformal dimensions, Eq. (3.17), also contains the
contribution from the world-sheet fermions associated to the ıψ1ψ3 current. The sector (r
or ns) is labelled by a ∈ Z2. Note that the unusual sign in front of the lattice is the natural
one for the fermions of the light-cone directions. In the expression (3.18) we have similarly
the contribution of the fermions of the gauge group, where h labels the corresponding
sector.

We are now in position to follow the procedure, familiar from the previous examples:
we have to (i) isolate from the left spectrum the lattice of the supersymmetric hyperbolic
current J2 + ıψ1ψ3 and (ii) perform a boost between this lattice and the fermionic lattice
of the gauge field. We hence obtain the following expressions:

L0 = −j(j − 1)
k

− µ2

k + 2
− k + 2

2k

(
n+

a

2
+

2µ
k + 2

)2

+

+
1
2

[√
2
k

(
µ+ n+

a

2

)
coshx+

(
n̄+

h

2

)
sinhx

]2

,

(3.19)

L̄0 = −j(j − 1)
k

+
1
2

[(
n̄+

h

2

)
coshx+

√
2
k

(
µ+ n+

a

2

)
sinhx

]2

. (3.20)

The relation between the boost parameter x and the deformation parameter H2 is given
in Eq. (2.28), as for the case of the SU(2)k deformation. In particular it is worth to
remark that the first three terms of (3.19) correspond to the left weights of the worldsheet-
supersymmetric two-dimensional Lorentzian black hole, i.e. the SL(2,R)/O(1, 1) gauged
super-wzw model.

3.3 Parabolic deformation: electromagnetic-wave background

In the deformations of Secs. 3.1 and 3.2, one SL(2,R) isometry breaks down to a U(1) gen-
erated either by a time-like or by a space-like Killing vector. Deformations which preserve
a light-like isometry do also exist and are easily implemented in Poincaré coordinates.

11More precisely we consider primaries of the purely bosonic affine algebra with an arbitrary state in the

fermionic sector.

– 16 –



We require that the isometry group is SO(1, 1) × SL(2,R) with a null Killing vector
for the SO(1, 1) factor. Following the deformation procedure described in App. A for the
particular case of light-like residual isometry, Eq. (A.4) with h = 2H2, we are lead to

ds2 = L2

[
du2

u2
+

dx+ dx−

u2
− 2H2

(
dx+

u2

)2
]
. (3.21)

The light-like SO(1, 1) Killing vector is L1 + L3 ∼ ∂− (see App. C, Tab. 4). The re-
maining SL(2,R) generators are {R1 +R3, R1 −R3, R2} and remain unaltered after the
deformation.

The above deformed anti-de-Sitter geometry looks like a superposition of AdS3 and of
a plane wave. As usual, the sign of H2 is free at this stage, and H2 < 0 are equally good
geometries. In the near-horizon region (|u| �

∣∣H2
∣∣) the geometry is not sensitive to the

presence of the wave. On the contrary, this plane wave dominates in the opposite limit,
near the conformal boundary.

The volume form is not affected by the deformation, and it is still given in (C.17);
neither is the Ricci scalar modified:

R = − 6
L2
. (3.22)

Notice also that the actual value of |H| is not of physical significance: it can always be
absorbed into a reparameterization x+ → x+/|H| and x− → x−|H|. The only relevant
values for H2 can therefore be chosen to be 0,±1.

We now come to the implementation of the geometry (3.21) in a string background.
The only option is to perform an asymmetric exactly marginal deformation of the heterotic
SL(2,R)k wzw model that preserves a U(1)L×SL(2,R)R affine symmetry. This is achieved
by introducing

δSelectric−magnetic = −4
√
kkGH

∫
d2z

(
J1 + J3 + i

(
ψ1 + ψ3

)
ψ2
)
J̄G, (3.23)

(J1 + J3 is defined in App. C, Tab. 4). The latter perturbation is integrable and accounts
for the creation of an (chromo)electromagnetic field

A = 2
√

2k
kG
H

dx+

u2
. (3.24)

It generates precisely the deformation (3.21) and leaves unperturbed the ns field, H[3] =
dB = − 2√

k
ω[3].

As a conclusion, the AdS3 plus plane-wave gravitational background is described in
terms of an exact conformal sigma model, that carries two extra background fields: a
ns three-form and an electromagnetic two-form. Similarly to the symmetric parabolic
deformation [23], the present asymmetric one can be used to construct a space–time super-
symmetric background. The SL(2,R)k-cft treatment of the latter deformation would need
the knowledge of the parabolic characters of the affine algebra, not available at present.

As already stressed for the elliptic deformation (end of Sec. 3.1), the residual affine
symmetry leaves the possibility for an extra, purely gravitational, symmetric marginal
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deformation. Although the systematic analysis of the full AdS3 landscape is beyond the
present scope, we would like to quote the effect of such a deformation on the parabolic
line. The perturbation which is turned on is ∼

∫
d2z J+J̄+ (the currents are given in Eqs.

(C.7) and Tab. 4), with parameter 1/M2. In the absence of electromagnetic background
[23], this deformation connects the ns5/F1 background to the pure ns5 dilatonic solution.
Here it is performed on top of the asymmetric one, which introduces an electromagnetic
wave, and we find:

ds2 = k

[
du2

u2
+

dx+ dx−

u2 + 1/M2
− 2H2

(
dx+

u2 + 1/M2

)2
]
, (3.25a)

B =
k

2
1

u2 + 1/M2
dx+ ∧ dx−, (3.25b)

e2Φ = kg2
s

u

u2 + 1/M2
, (3.25c)

plus an electromagnetic field:

A = 2
√

2k
kG
H

dx+

u2 + 1/M2
. (3.25d)

At M2 → ∞, we recover the solution (3.21) and (3.24), whereas at M2 → 0 the present
solution asymptotes the linear dilaton background. Therefore, in an ns5/F1 setup, the
deformation at hand may be relevant for investigating the holography of little string theo-
ries [31].

3.4 A remark on discrete identifications

Before closing the chapter on AdS3, we would like to discuss briefly the issue of discrete
identifications. So far we have focused on continuous deformations as a procedure for
generating new backgrounds. It appeared that under specific symmetry and integrability
requirements, the moduli of such deformations are unique, and the corresponding back-
grounds are described in terms of exact two-dimensional conformal models.

In the presence of isometries, discrete identifications provide alternatives for creating
new backgrounds. Those have the same local geometry – except at possible fixed points –
but differ with respect to their global properties. Whether these identifications can be
implemented as orbifolds, at the level of the underlying two-dimensional model is very
much dependent on each specific case.

For AdS3, the most celebrated geometry obtained by discrete identification is certainly
the btz black hole [32]. The discrete identifications are made along the integral lines of
the following Killing vectors (defined in Eqs. (C.5)):

extremal case : ξ = 2ır+R2 − ı (R1 −R3)− ı (L1 + L3) , (3.26a)

non-extremal case : ξ′ = ı (r+ + r−)R2 − ı (r+ − r−)L2, (3.26b)

where r+ and r− are the outer and inner horizons, coinciding for the extremal black hole.
Many subtleties arise, which concern e.g. the appearance of closed time-like curves; a
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comprehensive analysis of these issues can be found in [33]. At the string theory level, this
projection is realized as an orbifold, which amounts to realize the projection of the string
spectrum onto invariant states and to add twisted sectors [34, 35].

Besides the btz solution, other locally AdS3 geometries are obtained, by imposing
identification under purely left (or right) isometries, refereed to as self-dual (or anti-self-
dual) metrics. These were studied in [36]. Their classification and isometries are exactly
those of the asymmetric deformations studied in the present chapter. The Killing vector
used for the identification is (A) time-like (elliptic), (B) space-like (hyperbolic) or (C) null
(parabolic), and the isometry group is U(1)×SL(2,R). It was pointed out in [36] that the
resulting geometry was free of closed time-like curves only in the case (B).

We could clearly combine the continuous deformations with the discrete identifications
– whenever these are compatible – and generate thereby new backgrounds. This offers
a large variety of possibilities that deserve further investigation (issue of horizons, closed
time-like curves . . . ). One can e.g. implement the non-extremal btz identifications (3.26b)
on the hyperbolic continuous deformation (3.10) since the isometry group of the latter
contains the vectors of the former.

Furthermore, it can be used to generate new interesting solutions of Einstein equations
by performing discrete identifications in the spirit of [36]. In the latter, the residual isometry
group was precisely the one under consideration here, so that our deformation is compatible
with their discrete identification.

Similarly, the extremal btz identifications (3.26a) are compatible with the isometries
of the parabolic deformation (3.21). One could thus create extremal black holes out of this
AdS/plane-wave solution.

4. Limiting geometries: AdS2 and H2

We have analyzed in Sec. 2.2 the behaviour of the magnetic deformation of SU(2)k, at
some critical (or boundary) value of the modulus H2, where the background factorizes as
R × S2 with vanishing ns three-form and finite magnetic field. We would like to address
this question for the asymmetric deformations of the SL(2,R)k model and show the exis-
tence of limiting situations where the geometry indeed factorizes, in agreement with the
expectations following the general analysis of App. A.

In general, exact deformations of string backgrounds as those we are considering here,
are carried by a modulus that controls the string spectrum. The modulus might exhibit
critical or boundary values, where a whole sector of states becomes massless or infinitely
massive, and decouples. Such a phenomenon corresponds to the decompactification of some
compact coordinate, which decouples from the remaining geometry. This is exactly what
happens for the magnetic deformation of SU(2)k wzw where the S3 is more and more
squashed, and eventually shrinks to a R × S2. Not only is the geometry affected, but the
antisymmetric tensor disappears in this process, and the S2 is left with a finite magnetic
field that ensures the consistency of the string theory.

What can we expect in the framework of the SL(2,R)k asymmetric deformations?
Any limiting geometry must have the generic U(1) × SL(2,R)k isometry that translates
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the affine symmetry of the conformal model. If a line decouples, it accounts for the U(1),
and the remaining two-dimensional surface must be SL(2,R)-invariant. Three different
situations may arise: AdS2, H2 or dS2. Anti de Sitter in two dimensions is Lorentzian
with negative curvature; the hyperbolic plane H2 (also called Euclidean anti de Sitter) is
Euclidean with negative curvature; de Sitter space is Lorentzian with positive curvature.

Three deformations are available for AdS3 and these have been analyzed in Sec. 3. For
unitary string theory, all background fields must be real and consequently H2 > 0 is the
only physical regime. In this regime, only the hyperbolic (electric) deformation exhibits a
critical behaviour at H2

max = 1/2. For H2 < 1/2, the deformation at hand is a Lorentzian
manifold with no closed time-like curves (see Sec. 3.2). When H2 > 1/2, detg > 0 and
two time-like directions appear. At H2 = H2

max, detg vanishes, and this is the signature
that some direction indeed decompactifies.

We proceed therefore as in Sec. 2.2, and define a rescaled coordinate in order to keep
the decompactifying direction into the geometry and follow its decoupling:

y =

√
k

2

(
1
2
−H2

)
x . (4.1)

The metric and volume form now read:

ds2 = dy2 +
k

4
[
dr2 −

(
1 + 2H2 sinh2 r

)
dτ2
]
+
√
k (1− 2H2) sinh r dτ dy (4.2)

and
ω[3] =

k

4
cosh r dr ∧ dτ ∧ dy. (4.3)

For H2 close to H2
max, the y-direction factorizes

ds2 −−−−−−−→
H2→H2

max

dy2 +
k

4
[
dr2 − cosh2 r dτ2

]
. (4.4)

The latter expression captures the phenomenon we were expecting:

AdS3 −−−−−−−→
H2→H2

max

R×AdS2. (4.5)

It also shows that the two-dimensional anti de Sitter has radius
√
k/4 and supports entirely

the curvature of the limiting geometry, R = −8/k (see expression (3.11)).
The above analysis shows that, starting from the SL(2,R)k wzw model, there is a

line of continuous exact deformation (driven by a (chromo)electric field) that leads to a
conformal model at the boundary of the modulus H2. This model consists of a free non-
compact boson times a geometric coset AdS2 ≡ SL(2,R)/U(1), with a finite electric field:

F =
√

k

kG
cosh r dr ∧ dτ (4.6)

and vanishing ns three-form background. The underlying geometric structure that makes
this phenomenon possible is that AdS3 can be considered as a non-trivial S1 fibration over
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an AdS2 base. The radius of the fiber couples to the electric field, and vanishes at H2
max.

The important result is that this enables us to promote the geometric coset AdS2 to an
exact string vacuum.

We would like finally to comment on the fate of dS2 and H2 geometries, which are both
SL(2,R)-symmetric. De Sitter and hyperbolic geometries are not expected to appear in
physical regimes of string theory. The H3 sigma-model, for example, is an exact conformal
field theory, with imaginary antisymmetric tensor background though [37, 38]. Similarly,
imaginary ns background is also required for de Sitter vacua to solve the low-energy equa-
tions (D.11). It makes sense therefore to investigate regimes with H2 < 0, where the
electric or magnetic backgrounds are indeed imaginary.

The elliptic (magnetic) deformation studied in Sec. 3.1 exhibits a critical behaviour in
the region of negative H2, where the geometry does not contain closed time-like curves.
The critical behaviour appears at the minimum value H2

min = −1/2, below which the
metric becomes Euclidean. The vanishing of detg at this point of the deformation line,
signals the decoupling of the time direction. The remaining geometry is nothing but a
two-dimensional hyperbolic plane H2. It is Euclidean with negative curvature R = −8/k
(see Eq. (3.2) with L2 = k).

All this can be made more precise by introducing a rescaled time coordinate:

T =

√
k

2

(
1
2

+H2

)
t. (4.7)

The metric and volume form now read:

ds2 = −dT 2 +
k

4
[
dρ2 +

(
1− 2H2 sinh2 ρ

)
dφ2

]
−
√
k (1 + 2H2) sinh ρdφdT (4.8)

and
ω[3] =

k

4
cosh ρdρ ∧ dφ ∧ dT. (4.9)

For H2 close to H2
min, the T -direction factorizes

ds2 −−−−−−−→
H2→H2

max

−dT 2 +
k

4
[
dρ2 + cosh2 ρdφ2

]
. (4.10)

The latter expression proves the above statement:

AdS3 −−−−−−→
H2→H2

min

R×H2, (4.11)

and the two-dimensional hyperbolic plane has radius
√
k/4.

Our analysis finally shows that the continuous line of exactly marginal (chromo)magnetic
deformation of the SL(2,R) conformal model, studied in Sec. 3.1, has a boundary at
H2 = −1/2 where its target space is a free time-like coordinate times a hyperbolic plane.
The price to pay for crossing H2 = 0 is an imaginary magnetic field, which at H2 = −1/2
reads:

F =
√
− k

kG
cosh ρ dφ ∧ dρ. (4.12)

The ns field strength vanishes at this point, and the geometric origin of the decoupling at
hand is again the Hopf fibration of the AdS3 in terms of an H2.
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5. AdS2 × S2

The AdS2× S2 geometry appeared first in the context of Reissner–Nordström black holes.
The latter are solutions of Maxwell–Einstein theory in four dimensions, describing charged,
spherically symmetric black holes. For a black hole of mass M and charge Q, the solution
reads:

ds2 = −
(
1− r+

r

)(
1− r−

r

)
dt2 +

dr2(
1− r+

r

) (
1− r−

r

) + r2 dΩ2
2 , (5.1a)

F =
Q

r2
dt ∧ dr with r± = G4

(
M ±

√
M2 −Q2

)
; (5.1b)

r+ and r− are the outer and inner horizons, and G4 is Newton’s constant in four dimensions.
In the extremal case, r+ = r− = r0 (M2 = Q2), and the metric approaches the

AdS2 × S2 geometry in the near-horizon12 limit r → r0. This solution can of course
be embedded in various four-dimensional compactifications of string theory, and will be
supersymmetric in the extremal case (see e.g. [39] for a review). In this paper we are
dealing with some heterotic compactification.

In particular the AdS2×S2 geometry appears in type IIB superstring theory, but with
rr backgrounds [15]. The black hole solution is obtained by wrapping D3-branes around 3-
cycles of a Calabi–Yau three-fold; in the extremal limit, one obtains the AdS2×S2 solution,
but at the same time the CY moduli freeze to some particular values. A hybrid Green–
Schwartz sigma-model action for this model has been presented in [40] (see also [41] for
AdS2). The interest for AdS2× S2 space–time is motivated by the fact that it provides an
interesting candidate for AdS/cft correspondence [42]. In the present case the dual theory
should correspond to some superconformal quantum mechanics [5, 43, 44, 45]. According to
some recent works [46, 47], these string theory black holes are deeply related to topological
strings on the Calabi-Yau manifold, leading to a prediction for their entropy.

5.1 The spectrum

As a first step in the computation of the AdS2 × S2 string spectrum, we must determine
the spectrum of the AdS2 factor, by using the same limiting procedure as in Sec. 2.3 for
the sphere. The spectrum of the electrically deformed AdS3, is displayed in Eqs. (3.19) and
(3.20). The AdS2 limit is reached for coshx→∞, which leads to the following constraint
on the charges of the primary fields:

n̄+
h

2
+

√
2
k

(
µ+ n+

a

2

)
= 0. (5.2)

In contrast with the S2 case, since µ is any real number – irrespectively of the kind of
SL(2,R) representation – there is no extra quantization condition for the level to make

12With the near-horizon coordinates U = (1− r0/r)
−1 and T = t/r0, the near-horizon geometry is

ds2 = r20

„
− dT 2

U2
+

dU2

U2
+ dΩ2

2

«
.

Both AdS2 and S2 factors have the same radius r0.
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this limit well-defined. In this limit, the extra U(1) decompactifies as usual and can be
removed. Plugging the constraint (5.2) in the expressions for the dimensions of the affine
primaries, we find

L0 = −j(j − 1)
k

− 1
2

(
n̄+

h

2

)2

− 1
2

(
n+

a

2

)2
, (5.3a)

L̄0 = −j(j − 1)
k

. (5.3b)

In addition to the original AdS3 spectrum, Eqs. (3.17) and (3.18), the right-moving part
contain an extra fermionic lattice corresponding to the states charged under the electric
field. Despite the absence of N = 2 superconformal symmetry due to the Lorentzian
signature, the theory has a “fermion-number” left symmetry, corresponding to the current:

J = ıψ1ψ3 +
2
k

(
J2 + ıψ1ψ3

)
. (5.4)

The charges of the primaries (5.3) are

QF = n+
a

2
−
√

2
k

(
n̄+

h

2

)
. (5.5)

5.2 AdS2 × S2 × M and space–time supersymmetry

Let us now consider the complete heterotic string background which consists of the AdS2×
S2 space–time times an N = 2 internal conformal field theory M, that we will assume to
be of central charge ĉ = 6 and with integral R-charges. Examples of thereof are toroidal
or flat-space compactifications, as well as Gepner models [48].

The levels k of SU(2) and k̂ of SL(2,R) are such that the string background is critical:

ĉ =
2(k − 2)

k
+

2(k̂ + 2)

k̂
= 4 =⇒ k = k̂. (5.6)

This translates into the equality of the radii of the corresponding S2 and AdS2 factors,
which is in turn necessary for supersymmetry. Furthermore, the charge quantization con-
dition for the two-sphere (Sec. 2.2) restricts further the level to k = 2p2, p ∈ N.

In this system the total fermionic charge is

Q = n+
a

2
− N − h/2

p
+ n′ +

a

2
− n̄′ + h/2

p
+QM. (5.7)

Hence, assuming that the internal N = 2 charge QM is integral, further constraints on the
electromagnetic charges of the theory are needed in order to achieve space–time supersym-
metry. Namely, we must only keep states such that

N + n̄′ = 0 mod p. (5.8)

This projection is some kind of generalization of Gepner models. Usually, such a projection
is supplemented in string theory by new twisted sectors. We then expect that, by adding on
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top of this projection the usual GSO projection on odd fermion number, one will obtain a
space–time supersymmetric background. However, the actual computation would need the
knowledge of hyperbolic coset characters of SL(2,R) (i.e. Lorentzian black-hole characters),
and of their modular properties. We can already observe that this “Gepner-like” orbifold
keeps only states which are “dyonic” with respect to the electromagnetic field background.
Notice that, by switching other fluxes in the internal theory M one can describe more
general projections.

6. Outlook

The main motivation of this work was to analyze the landscape of the S3 and AdS3 defor-
mation. This analysis is performed from the geometrical viewpoint with the symmetry as
a guideline. The deformations obtained in that way are then shown to be target spaces of
exact marginal perturbations of the SU(2)k and SL(2,R)k wzw models.

An important corollary of our analysis is that geometric cosets like S2 = SU(2)/U(1)
or AdS2 = SL(2,R)/U(1)space−like can be realized, with appropriate (chromo) magnetic or
electric fields, as exact conformal models, which hence provide new string backgrounds.
They appear as limiting asymmetric marginal deformations of wzw models, and are there-
fore tractable conformal field theories leading to unitary strings.

The two-dimensional hyperbolic space H2 = SL(2,R)/U(1)time−like does also appear
in the same manner, although the accompanying magnetic field is imaginary. We display
in Fig. 1 the summary of the various situations analyzed here.

We have presented the spectrum and the partition function of the SU(2)k magnetic
deformation with S2 × R as extreme target space reached at H2

max = 1/2. At this value
the fiber S1 decompactifies, as we have seen in Sec. 2.2. We can go across and explore the
deformation for H2 > 1/2. The geometry (metric given in Eq. (2.10)) is now Lorentzian
and all other fields are real. This exact solution is still a marginal deformation of S3, of
a peculiar type though: it appears after a signature flip, has positive constant curvature
(see Fig. 1) and U(1) × SU(2) isometry, where some of the SU(2) Killing vectors are
time-like13. In order to avoid trivial closed time-like curves, we must promote the angle
γ to γ ∈ R. Unfortunately this is not enough to ensure consistency, and closed time-like
curves à la Gödel appear whenever cos2 β > 1/2H2, as one can check by using standard
arguments (Sec. 3).

The space–time under consideration is a compact Gödel universe (“compact” refers
to the angle β), already discussed in the context of general relativity [49]. Our approach
promotes it to the level of exact string background, and we have in principle the tools to
investigate its spectrum. The latter may be obtained from the partition function (2.27)
with the replacement:

coshx =
ı

2H2 − 1
, sinhx = ı

√
2H2

2H2 − 1
. (6.1)

13In the regime H2 > 1/2, ∂γ is time-like since ‖ ∂γ‖2 = −k
`
2H2 − 1

´
/4, whereas ∂α becomes time-like

for cos2 β > 1/2H2.
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Figure 1: We have summarized the various regimes appearing in magnetic/electric deformations
of the SU (2)k and SL (2,R)k wzw models. Lighter bars indicate the signature, darker ones the
sign of the curvature. Regions with H2 < 0 have well-defined geometries with imaginary gauge
field. Their string interpretation is therefore questionable.

Such a straightforward approach is however questionable since it involves a sort of analytic
continuation. We will not expand further on this issue.

The hyperbolic deformation of SL(2,R)k, leading precisely to AdS2, is an important
achievement of this work. It is however technically involved: no description is presently
available for quantities like the partition function, and our handling over the spectrum
remains incomplete14. For the elliptic deformation, the partition function is available in
the “Gödel regime” (H2 > 0) where the geometry is spoiled by closed time-like curves.
The continuation to the negative-H2 region, free of closed time-like curves, is not straight-
forward since it requires an analytic continuation to imaginary magnetic field. The string
theory is no longer unitary, but it might still be useful to investigate this regime for pure
cft purposes.

Several other non-unitary regimes appear in the deformed geometries at hand, either
with Euclidean or with Lorentzian signature, and positive or negative curvature (see Fig. 1).
Whether these could be connected to the H3 or dS3 spaces is an open question. Three-
dimensional hyperbolic plane, H3, and de Sitter, dS3, are respectively negative and positive
constant-curvature symmetric spaces, with Euclidean and Lorentzian signatures. The dif-

14Much like in the compact Gödel universe quoted previously, one may try to give sense to the electric

deformation for H2 > 1/2. There, we have two times (see Fig. 1). We can however perform an overall flip

to reverse the signature {− −+} → {+ +−} and obtain a well-defined geometry. As usual, the important

issue is to implement all the sign flips and analytic continuations at the level of the cft.
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ferences with respect to the S3 or AdS3 are that they have the opposite signature/curvature
combination, and are not group manifolds: H3 and dS3 are SL(2,C) cosets. A non-unitary
conformal sigma model can be defined on H3, and considerable progress has been made to
understand its structure. In the case of dS3, nothing similar is available, despite the growing
interest for cosmological applications. Any hint in that direction could be important.

New backgrounds arise by introducing extra deformations. Since the residual affine
symmetry of the asymmetric marginal deformations is U(1)L×SL(2,R)R, there is room, at
any point, for a extra modulus generated by a U(1)L×U(1)R ⊂ U(1)L×SL(2,R)R bilinear.
This freedom has been used e.g in [10] in order to cure the causal problem of the magnetic
deformation (i.e. the Gödel universe), by slightly deviating from the pure magnetic line.
One can readily repeat this analysis in the new regimes we have presented here, as already
sketched for the parabolic deformation – end of Sec. 3.3 – and further investigate the
AdS3 landscape and its connections to other three-dimensional constant-curvature spaces
of physical interest.

Our analysis deserves some extra comments. We are in position now to describe
AdS2×S2 as the target space of a two-dimensional conformal model. This supersymmetric
setting is the near-horizon geometry of the extremal Reissner–Nordström four-dimensional
black hole. In our approach, this geometry arises as a marginal deformation of the near-
horizon geometry of the ns5/F1 set up (AdS3 × S3). The crucial question that remains to
be answered is how to deviate from this supersymmetric geometry towards a non-extremal
configuration of the charged four-dimensional black hole.

We should also stress that the new string backgrounds we have constructed may have
interesting applications for holography. For example, the AdS/plane-wave background
(3.21) is a superposition of two solutions with known holographic interpretation. The line
of geometries relating AdS3 and AdS2 (hyperbolic deformation), which are both candidates
for AdS/cft, can possibly have some holographic dual for all values of the modulus H2.
It is important to remark that all the families of conformal field theories considered in this
paper preserve one chiral SL(2,R) affine algebra, hence allow to contruct one space–time
Virasoro algebra by using the method given in [50].

Finally, concerning the general technique that we have used, it clearly opens up new
possibilities for compactifications. Asymmetric deformations can be performed on any
group-G manifold. The high residual symmetry G× U(1)rank G forces the geometry along
the line as well as at the boundary of the modulus. There, we are naturally led to the
geometric coset G/U(1)rank G times rank G decoupled, non compact, free bosons. A mag-
netic field drives this asymmetric deformation in the case of compact groups, whereas in
non-compact cases a variety of situations can arise as we showed for the SL(2,R) wzw

model.
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A. Geometric deformations

In this appendix, we would like to present some selected results about geometric defor-
mations. Since most of the material discussed in this paper deals with deformations of
backgrounds that preserve part of the original isometries, it is interesting to understand
how such deformations can be implemented in a controllable way. Whether these are the
most general, or can be promoted to exact marginal lines in the underlying two-dimensional
sigma model, are more subtle issues that we analyze in the main part of the paper for S3

and AdS3.
Consider a manifold with metric ds2 = gαβ dxα dxβ. We assume the existence of an

isometry generated by a Killing vector ξ. The components of its dual form are $α = gαβξ
β.

We will consider the following family of geometries:

gdef
αβ = gαβ + f

(
‖ξ‖2

)
$α$β (A.1)

with f an arbitrary function of the norm of the Killing vector. Each member of the family
corresponds to a specific choice of f .

Deformation (A.1) provides a simple and straightforward recipe for perturbing a back-
ground in a way that keeps under control its isometries. Indeed, the vector ξ is still an
isometry generator (Lξ‖ξ‖2 = 0; Lξ$ = 0). So are all Killing vectors which commute

with ξ, whereas for a generic f
(
‖ξ‖2

)
those of the original isometry group which do not

commute with ξ are no longer Killing vectors. Therefore, the “deformed” isometry group
contains only a subgroup of the simple component to which ξ belongs, times the other
simple components, if any. These symmetry properties hold for generic functions f

(
‖ξ‖2

)
.

Accidental enhancements can occur though, where a larger subgroup of the original group
is restored (at least locally).

The deformed dual form of ξ is computed by using (A.1):

$def
α = $α

{
1 + ‖ξ‖2f

(
‖ξ‖2

)}
. (A.2)

Clearly, the symmetry requirement is not strong enough to reduce substantially the freedom
of the deformation. We would like to focus on a specific subset of deformations for which

h = −‖ξ‖2f
(
‖ξ‖2

)
(A.3)

is a real constant. This family is interesting for several reasons. It is stable under repetition
of the deformation: by repeating this deformation we stay in the same class, but reach a
different point of it. This is a sort of integrability property that leads to a one-parameter
family of continuous deformations. The value h = 1 is a critical value of the deformation
parameter. At this value the metric degenerates. This is a sign for the decoupling of
one dimension. For h > 1, the signature flips and the decoupled dimension reenters the
geometry, with reversed signature though.

In the presence of Lorentzian geometries, light-like Killing vectors can also be used.
For those, Eq. (A.1) is necessarily of the form

gdef
αβ = gαβ − h$α$β if ‖ξ‖2 = 0. (A.4)
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The symmetry constraint is here very powerful. Furthermore, since now $def
α = $α, no

critical phenomenon occurs in this case, at least for finite values of h.
Deformations of the kind (A.1) with (A.3) arise naturally as background geometries

of integrable marginal deformations of wzw models. The integrability requirement for
the cft deformation selects the above one-parameter family of geometries. In turn, these
families exhibit limiting spaces.

It is useful to notice that deformations (A.1) with (A.3) become trivial if ξ is of the
form ξ = ∂1 with gαβ block diagonal: gα1 = g11 δα1. In this case, $ = g11 dx1, and
gαβ is unaffected for (α, β) 6= (1, 1), whereas gdef

11 = g11 (1− h). The net effect of the
deformation is a rescaling of the coordinate x1. The isometry group remains unaltered, at
least locally. In fact, if x1 is an angle (ξ is a compact generator), the deformation amounts
to introducing an angle deficit, which brakes globally the original isometry group to the
subgroup described previously and introduces a conical singularity.

We can illustrate the latter “degenerate” situation with a simple example: the case
of the two-dimensional Euclidean plane. The isometry group has three generators: one
rotation and two translations. Consider the rotation and perform the deformation as in
(A.1), (A.3). The resulting manifold is a cone. Although translation generators do not
commute with the rotation generator, translation invariance is still a symmetry, locally –
since the only effect of the rotation is to rescale the polar angle. Translation is however
broken globally. The critical value of the deformation (h = 1) corresponds to the maximal
angle deficit, where the cone degenerates into a half-line.

Many deformations driven by ξ(1), ξ(2), . . . can be performed simultaneously along the
previous lines of thought. In order to keep ξ(1), ξ(2), . . . in the isometry group of the de-
formed metric, these must commute, hence must belong to the Cartan subgroup of the
original isometry group. The full deformed group also contains those among the original
Killing vectors, which commute with the set {ξ(1), ξ(2), . . .}.

Curvature tensors (Riemann, Ricci, Gauss) can be computed for the deformed geome-
tries under consideration (Eq. (A.1)), in terms of the original ones. How much they are
altered depends on the left-over symmetry and on the function f . We will not expand
further in this direction.

B. The three-sphere

The commutation relations for the generators of SU(2) are[
J1, J2

]
= ıJ3

[
J2, J3

]
= ıJ1

[
J3, J1

]
= ıJ2. (B.1)

A two-dimensional realization is obtained by using the standard Pauli matrices15σa: Ja =
σa/2.

The Euler-angle parameterization for SU(2) is defined as:

g = eı
γ
2
σ3

eı
β
2
σ1

eı
α
2
σ3
. (B.2)

15The normalization of the generators with respect to the Killing product in su (2): κ (X,Y ) = tr (XY )

is such that κ
`
Ja, Jb

´
= 1/2 and correspondingly the root has length squared ψ = 2.
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The SU(2) group manifold is a unit-radius three-sphere. A three-sphere can be embedded
in flat Euclidean four-dimensional space with coordinates (x1, x2, x3, x4), as (x1)2 +(x2)2 +
(x3)2 + (x4)2 = L2. The corresponding SU(2) element g is the following:

g = L−1

(
x4 + ıx2 x3 + ıx1

−x3 + ıx1 x4 − ıx2

)
. (B.3)

In general, the invariant metric of a group manifold can be expressed in terms of
the left-invariant Cartan–Maurer one-forms. In the SU(2) case under consideration (unit-
radius S3),

J 1 =
1
2

tr
(
σ1g−1 dg

)
, J 2 =

1
2

tr
(
σ2g−1 dg

)
, J 3 =

1
2

tr
(
σ3g−1 dg

)
(B.4)

and

ds2 =
3∑
i=1

J i ⊗ J i (B.5)

The volume form reads:
ω[3] = J 1 ∧ J 2 ∧ J 3. (B.6)

In the Euler-angle parameterization, Eq. (B.5) reads (for a radius-L three-sphere):

ds2 =
L2

4
(
dα2 + dγ2 + 2 cosβ dα dγ + dβ2

)
, (B.7)

whereas (B.6) leads to

ω[3] =
L3

8
sinβ dα ∧ dβ ∧ dγ. (B.8)

The Levi–Civita connection has scalar curvature R = 6/L2.
The isometry group of the SU(2) group manifold is generated by left or right actions

on g: g → hg or g → gh ∀h ∈ SU(2). From the four-dimensional point of view, it is
generated by the rotations ζab = i (xa∂b − xb∂a) with xa = δabx

b. We list here explicitly
the six generators, as well as the group action they correspond to:

L1 =
1
2

(−ζ32 + ζ41) , g → e−ı
λ
2
σ1
g, (B.9a)

L2 =
1
2

(−ζ43 − ζ12) , g → eı
λ
2
σ2
g, (B.9b)

L3 =
1
2

(−ζ31 − ζ42) , g → eı
λ
2
σ3
g, (B.9c)

R1 =
1
2

(ζ41 + ζ32) , g → geı
λ
2
σ1
, (B.9d)

R2 =
1
2

(−ζ43 + ζ12) , g → geı
λ
2
σ2
, (B.9e)

R3 =
1
2

(ζ31 − ζ42) , g → geı
λ
2
σ3
. (B.9f)

Both sets satisfy the algebra (B.1). The norms squared of the Killing vectors are all equal
to L2/4.
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The currents of the SU (2)k wzw model are easily obtained as:

J i = −k tr
(
ıσi ∂gg−1

)
J̄ i = −k tr

(
ıσig−1 ∂̄g

)
, (B.10)

where L =
√
k, at the classical level. Explicit expressions are given in Tab. 1.

sector Killing vector Current

le
ft

m
ov

in
g sin γ

sinβ
∂α + cos γ ∂β −

sin γ
tanβ

∂γ

cos γ
sinβ

∂α − sin γ ∂β −
cos γ
tanβ

∂γ

∂γ

k (sinβ sin γ ∂α+ cos γ ∂b)

k (cos γ sinβ ∂α− sin γ ∂β)

k ( ∂γ + cosβ ∂α)

ri
gh

t
m

ov
in

g − sinα
tanβ

∂α + cosα∂β +
sinα
sinβ

∂γ

cosα
tanβ

∂α + sinα∂β −
cosα
sinβ

∂γ

∂α

k
(
cosα ∂̄β + sinα sinβ ∂̄γ

)
k
(
sinα ∂̄β − cosα sinβ ∂̄γ

)
k
(
∂̄α+ cosβ ∂̄γ

)
Table 1: Killing vectors {ıL1, ıL2, ıL3} and {ıR1, ıR2, ıR3}, and holomorphic and anti-holomorphic
currents (as defined in Eqs. (B.9) and (B.10)) in Euler angles.

C. AdS3

The commutation relations for the generators of the SL(2,R) algebra are[
J1, J2

]
= −ıJ3

[
J2, J3

]
= ıJ1

[
J3, J1

]
= ıJ2. (C.1)

The sign in the first relation is the only difference with respect to the SU(2) in Eq. (B.1).
The three-dimensional anti-de-Sitter space is the universal covering of the SL(2,R)

group manifold. The latter can be embedded in a Lorentzian flat space with signature
(−,+,+,−) and coordinates (x0, x1, x2, x3):

g = L−1

(
x0 + x2 x1 + x3

x1 − x3 x0 − x2

)
, (C.2)

where L is the radius of AdS3. On can again introduce Euler-like angles

g = eı(τ+ϕ)σ2/2eρσ1eı(τ−ϕ)σ2/2, (C.3)

which provide good global coordinates for AdS3 when τ ∈] − ∞,+∞[, ρ ∈ [0,∞[, and
ϕ ∈ [0, 2π].

An invariant metric (see Eq. (B.5)) can be introduced on AdS3. In Euler angles, the
latter reads:

ds2 = L2
[
− cosh2 ρ dτ2 + dρ2 + sinh2 ρ dϕ2

]
. (C.4)

The Ricci scalar of the corresponding Levi–Civita connection is R = −6/L2.
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The isometry group of the SL(2,R) group manifold is generated by left or right actions
on g: g → hg or g → gh ∀h ∈ SL(2,R). From the four-dimensional point of view, it is
generated by the Lorentz boosts or rotations ζab = i (xa∂b − xb∂a) with xa = ηabx

b. We
list here explicitly the six generators, as well as the group action they correspond to:

L1 =
1
2

(ζ32 − ζ01) , g → e−
λ
2
σ1
g, (C.5a)

L2 =
1
2

(−ζ31 − ζ02) , g → e−
λ
2
σ3
g, (C.5b)

L3 =
1
2

(ζ03 − ζ12) , g → eı
λ
2
σ2
g, (C.5c)

R1 =
1
2

(ζ01 + ζ32) , g → ge
λ
2
σ1
, (C.5d)

R2 =
1
2

(ζ31 − ζ02) , g → ge−
λ
2
σ3
, (C.5e)

R3 =
1
2

(ζ03 + ζ12) , g → geı
λ
2
σ2
. (C.5f)

Both sets satisfy the algebra (C.1). The norms of the Killing vectors are the following:

‖ıL1‖2 = ‖ıR1‖2 = ‖ıL2‖2 = ‖ıR2‖2 = −‖ıL3‖2 = −‖ıR3‖2 =
L2

4
. (C.6)

Moreover Li ·Lj = 0 for i 6= j and similarly for the right set. Left vectors are not orthogonal
to right ones.

The isometries of the SL(2,R) group manifold turn into symmetries of the SL(2,R)k
wzw model, where they are realized in terms of conserved currents16:

J1 (z)± J3 (z) = −k tr
((
σ1 ∓ ıσ2

)
∂gg−1

)
, J2 (z) = −k tr

(
σ3 ∂gg−1

)
, (C.7a)

J̄1 (z̄)± J̄3 (z̄) = k tr
((
σ1 ± ıσ2

)
g−1 ∂̄g

)
, J̄2 (z̄) = −k tr

(
σ3g−1 ∂̄g

)
. (C.7b)

At the quantum level, these currents, when properly normalized, satisfy the following
affine SL(2,R)k opa17:

J3(z)J3(0) ∼ − k

2z2
, (C.8a)

J3(z)J±(0) ∼ ±J
±

z
, (C.8b)

J+(z)J−(0) ∼ 2J3

z
− k

z2
, (C.8c)

16When writing actions a choice of gauge for the ns potential is implicitly made, which breaks part of

the symmetry: boundary terms appear in the transformations. These must be properly taken into account

in order to reach the conserved currents. Although the expressions for the latter are not unique, they can

be put in an improved-Noether form, in which they have only holomorphic (for Li’s) or anti-holomorphic

(for Rj ’s) components.
17In some conventions the level is x = −k. This allows to unify commutation relations for the affine

SL(2,R)x and SU(2)x algebras. Unitarity demands x < −2 for the former and 0 < x with integer x for the

latter.
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and similarly for the right movers. The central charge of the enveloping Virasoro algebra
is c = 3 + 6/(k − 2).

We will introduce three different coordinate systems where the structure of AdS3 as a
Hopf fibration is more transparent. They are explicitly described in the following.

• The (ρ, t, φ) coordinate system used to describe the magnetic deformation in Sec. 3.1
is defined as follows:

x0
L = cosh ρ

2 cosh φ
2 cos t

2 − sinh ρ
2 sinh φ

2 sin t
2

x1
L = − sinh ρ

2 sinh φ
2 cos t

2 − cosh ρ
2 sinh φ

2 sin t
2

x2
L = − cosh ρ

2 sinh φ
2 cos t

2 + sinh ρ
2 cosh φ

2 sin t
2

x3
L = − sinh ρ

2 sinh φ
2 cos t

2 − cosh ρ
2 cosh φ

2 sin t
2 .

(C.9)

The metric (B.5) reads:

ds2 =
L2

4
(
dρ2 + dφ2 − dt2 − 2 sinh ρdt dφ

)
(C.10)

and the corresponding volume form is:

ω[3] =
L3

8
cosh ρ.dρ ∧ dφ ∧ dt (C.11)

Killing vectors and currents are given in Tab. 2. It is worth to remark that this
coordinate system is such that the t-coordinate lines coincide with the integral curves
of the Killing vector ıL3, whereas the φ-lines are the curves of ıR2.

• The (r, x, τ) coordinate system used to describe the electric deformation in Sec. 3.2
is defined as follows:

x0
L = cosh r

2 cosh x
2 cos τ2 + sinh r

2 sinh x
2 sin τ

2
x1
L = − sinh r

2 cosh x
2 cos τ2 + cosh r

2 sinh x
2 sin τ

2
x2
L = − cosh r

2 sinh x
2 cos τ2 − sinh r

2 cosh x
2 sin τ

2
x3
L = sinh r

2 sinh x
2 cos τ2 − cosh r

2 cosh x
2 sin τ

2 .

(C.12)

For {r, x, τ} ∈ R3, this patch covers exactly once the whole AdS3, and is regular
everywhere [36]. The metric is then given by

ds2 =
L2

4
(
dr2 + dx2 − dτ2 + 2 sinh r dxdτ

)
(C.13)

and correspondingly the volume form is

ω[3] =
L3

8
cosh r dr ∧ dx ∧ dτ. (C.14)

Killing vectors and currents are given in Tab. 3. In this case the x-coordinate lines
coincide with the integral curves of the Killing vector ıR2, whereas the τ -lines are
the curves of ıR3.
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• The Poincaré coordinate system used in Sec. 3.3 to obtain the electromagnetic-wave
background is defined by 

x0 + x2 = L
u

x0 − x2 = Lu+ Lx+x−

u

x1 ± x3 = Lx±

u .

(C.15)

For {u, x+, x−} ∈ R3, the Poincaré coordinates cover once the SL(2R) group man-
ifold. Its universal covering, AdS3, requires an infinite number of such patches.
Moreover, these coordinates exhibit a Rindler horizon at |u| → ∞; the conformal
boundary is at |u| → 0. Now the metric reads:

ds2 =
L2

u2

(
du2 + dx+ dx−

)
(C.16)

and the volume form:

ω[3] =
L3

2u3
du ∧ dx− ∧ dx+. (C.17)

In these coordinates it is simple to write certain a linear combination of the Killing
vector so to obtain explicitly a light-like isometry generator. For this reason in Tab. 4
we report the {L1 + L3, L1 − L3, L2, R1 +R3, R1 −R3, R2} isometry generators and
the corresponding {J1 + J3, J1 − J3, J2, J̄1 + J̄3, J̄1 − J̄3, J̄2} currents.

sector Killing vector Current

le
ft

m
ov

in
g cos t ∂ρ +

sin t
cosh ρ

∂φ − sin t tanh ρ ∂t

− sin t ∂ρ +
cos t

cosh ρ
∂φ − cos t tanh ρ ∂t

− ∂t

k (cos t ∂ρ+ cosh ρ sin t ∂φ)

k (cos t cosh ρ ∂φ− sin t ∂ρ)

k ( ∂t+ sinh ρ ∂φ)

ri
gh

t
m

ov
in

g

coshφ∂ρ − sinhφ tanh ρ ∂φ −
sinhφ
cosh ρ

∂t

∂φ

sinhφ∂ρ − coshφ tanh ρ ∂φ −
coshφ
cosh ρ

∂t

−k
(
coshφ ∂̄ρ+ cosh ρ sinhφ ∂̄t

)
k
(
∂̄φ− sinh ρ ∂̄t

)
k
(
cosh ρ coshφ ∂̄t+ sinhφ ∂̄ρ

)
Table 2: Killing vectors {ıL1, ıL2, ıL3} and {ıR1, ıR2, ıR3}, and holomorphic and anti-holomorphic
currents (as defined in Eqs. (C.5) and (C.7)) for the (ρ, t, φ) coordinate system (elliptic base).

D. Equations of motion

The general form for the marginal deformations we have studied is given by:

S =
1
2π

∫
d2z

(
Gwzw
µν +Bwzw

µν

)
∂xµ∂̄xν +

√
kkGH

2π

∫
d2z JJ̄G. (D.1)
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sector Killing vector Current
le

ft
m

ov
in

g coshx ∂r − sinhx tanh r ∂x +
sinhx
cosh r

∂τ

∂x

− sinhx ∂r + coshx tanh r ∂x −
coshx
cosh r

∂τ

k (coshx ∂r − cosh r sinhx ∂τ)

k ( ∂x+ sinh r ∂τ)

k (cosh r coshx ∂τ − sinhx ∂r)

ri
gh

t
m

ov
in

g − cos τ ∂r +
sin τ

cosh τ
∂x − sin τ tanh τ ∂τ

(cos τ + sin τ tanh r) ∂x +
(
cos τ sinh r − sin τ

cosh r

)
∂τ

cosh r
− ∂τ

k
(
− cos τ ∂̄r + cosh r sin τ ∂̄r

)
k
(
cos τ cosh r ∂̄x+ sin τ ∂̄r

)
k
(
∂̄τ − sinh r ∂̄x

)

Table 3: Killing vectors {ıL1, ıL2, ıL3} and {ıR1, ıR2, ıR3}, and holomorphic and anti-holomorphic
currents (as defined in Eqs. (C.5) and (C.7)) for the (r, x, τ) coordinate system (hyperbolic base).

sector Killing vector Current

le
ft

m
ov

in
g − ∂−

ux− ∂u − u2 ∂+ +
(
x−
)2
∂−

u

2
∂u + x− ∂−

−2k
∂x+

u2

2k
(

2x−
∂u

u
− ∂x− + (x−)2

∂x+

u2

)
2k
(
∂u

u
+ x−

∂x+

u2

)

ri
gh

t
m

ov
in

g ∂+

−ux+ ∂u −
(
x+
)2
∂+ + u2 ∂−

u

2
∂u + x+ ∂+

2k
∂̄x−

u2

2k
(
−2x+ ∂̄u

u
+ ∂̄x+ − (x+)2

∂̄x−

u2

)
2k
(
∂̄u

u
+ x+ ∂̄x

−

u2

)
Table 4: Killing vectors, and holomorphic and anti-holomorphic currents (as de-
fined in Eqs. (C.5) and (C.7)) in Poincaré coordinates (parabolic base). The
{ıL1 + ıL3, ıL1 − ıL3, ıL2, ıR1 + ıR3, ıR1 − ıR3, ıR2} isometry generators and the corresponding
{J1 + J3, J1 − J3, J2, J̄1 + J̄3, J̄1 − J̄3, J̄2} currents are represented so to explicitly obtain light-like
isometry generators.

It is not completely trivial to read off the deformed background fields that correspond to
this action. In this appendix we will present a method involving a Kaluza–Klein reduction,
following [51]. For simplicity we will consider the bosonic string with vanishing dilaton.
The right-moving gauge current J̄G used for the deformation has now a left-moving partner
and can hence be bosonized as J̄G = ı∂̄ϕ, ϕ (z, z̄) being interpreted as an internal degree
of freedom. The sigma-model action is recast as

S =
1
2π

∫
d2z (Gmn +Bmn) ∂xm∂̄xn, (D.2)

where the xm,m = 1, . . . , 4 embrace the group coordinates xµ, µ = 1, 2, 3 and the internal
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x4 ≡ ϕ:

xm =

(
xµ

x4

)
. (D.3)

If we split accordingly the background fields, we obtain the following decomposition:

Gmn =

(
Gµν Aµ

Aµ Gϕϕ

)
, Bmn =

(
Bµν Bµ4

−Bµ4 0

)
, (D.4)

and the action becomes:

S =
1
2π

∫
dz2

{
(Gµν +Bµν) ∂xµ ∂̄xν + (Aµ +Bµ4) ∂xµ ∂̄ϕ

+(Aµ −Bµ4) ∂ϕ ∂̄xµ +Gϕϕ ∂ϕ ∂̄ϕ
}
. (D.5)

We would like to put the previous expression in such a form that space–time gauge
invariance,

Aµ → Aµ + ∂µλ, (D.6)

Bµ4 → Bµ4 + ∂µη, (D.7)

is manifest. This is achieved as follows:

S =
1
2π

∫
d2z

{(
Ĝµν +Bµν

)
∂xµ ∂̄xν +Bµ4

(
∂xµ∂̄ϕ− ∂ϕ∂̄xµ

)
+Gϕϕ (∂ϕ+Aµ∂x

µ)
(
∂̄ϕ+Aµ∂̄x

µ
)}
, (D.8)

where Ĝµν is the Kaluza–Klein metric

Ĝµν = Gµν −GϕϕAµAν . (D.9)

Expression (D.2) coincides with (D.1) after the following identifications:

Ĝµν = Gwzw
µν − kG

2
AµAν , (D.10a)

Bµν = Bwzw
µν , (D.10b)

Aµ = Bµ4 = H

√
k

2kG
Jµ, (D.10c)

Gϕϕ =
kG
2
. (D.10d)

The various backgrounds we have found throughout this paper correspond to truly
marginal deformations of wzw models. Thus, they are target spaces of exact cft’s. They
solve, however, the lowest-order (in α′) equations since all higher-order effects turn out
to be captured in the shift k → k + 2. These O (α′) equations are obtained by using the

– 35 –



bosonic action (D.2), or equivalently by writing the heterotic string equations of motion
for the fields in (D.10). They read [52]:

δc = −R+
kG
16
F µνF

µν , (D.11a)

βGµν = Rµν −
1
4
HµρσH

ρσ
ν − kG

4
FµρF

a ρ
µ = 0, (D.11b)

βBνρ = ∇µHµνρ = 0, (D.11c)

βAµ = ∇νFµν −
1
2
F νρHµνρ = 0, (D.11d)

where

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, (D.12)

Hµνρ = ∂µBνρ −
kG
4
AµFνρ + cyclic. (D.13)
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Conclusions et perspectives

Le travail de thèse décrit dans ce manuscrit visait à mieux comprendre la physique des super-
cordes dans les espaces-temps courbes. Il semble en effet impératif de connaître le comportement
de cette théorie, qui a pour ambition d’unifier la gravitation et les autres interactions fondamen-
tales, dans les régions de l’espace-temps fortement courbées.

Nous avons exploré plusieurs régions de l’espace des modules des solutions deNS5-branes,
pour lesquelles nous pouvons trouver des descriptions exactes en théorie superconforme, à l’aide
de modèles deWZW et de leurs quotients. Les déformations marginales de ces théories furent un
outil très précieux pour trouver de nouvelles solutions de ce type. Nous avons ainsi par exemple
trouvé la théorie conforme d’une nouvelle limite de découplage de la théorie des petites cordes, et
obtenu une description exacte de l’univers de Gödel en théorie des cordes hétérotiques.

Au delà de l’identification de nouveaux espaces-temps de plongement pour la théorie des
cordes, nous nous sommes efforcés d’étudier le spectre de telles théories. Ainsi, nous avons calculé
la fonction de partition de la théorie conformeSL(2,R), que nous avons ensuite utilisée pour
construire celle des autres modèles. Nous avons par exemple appliqué ce résultat à la construction
de la double limite d’échelle de la théorie des petites cordes – grâce à une description de celle-ci
comme une théorie de quotient – et à l’étude des courbes de genre temps fermées dans l’univers
de Gödel, ainsi qu’à leur résolution. De manière complémentaire, nous avons étudié les caractères
du modèle jaugéSL(2,R)/U(1), pour calculer leurs transformations modulaires et comprendre,
dans le cas supersymétrique, la dualité avec la théorie de Liouville N=2.

Une extension évidente et indispensable de ces travaux est la construction desD-branes dans
ces espaces-temps, en utilisant les méthodes algébriques de la théorie conforme avec bord. Nous
avons déjà abordé cette étude avec la théorie superconformeSL(2,R)/U(1), afin d’obtenir les
D-branes de la double limite d’échelle de la petite théorie des cordes. L’étude de ces objets non-
perturbatifs dans les autres espaces-temps décrits dans cette thèse constitue un objectif de re-
cherche intéressant pour la suite.

La compréhension de l’holographie de ces solutions est pour l’instant très incomplète. De
façon générale, nous avons discuté le lien entre ces solutions et les descriptions holographiques
connues de la théorie des petites cordes et de l’espace-temps anti-de Sitter à trois dimensions.
Une étude plus approfondie nécessiterait premièrement l’établissement d’un dictionnaire holo-
graphique entre les opérateurs primaires de la théorie des cordes dans l’espace ambiant et les
opérateurs de la théorie duale. Deuxièment, les corrélateurs de la théorie des cordes doivent être
étudiés en détail, et interprétés de manière holographique. L’exemple de AdS2 est particulièrement
intéressant, pour comprendre l’holographie des trous noirs.

Les espaces-temps les plus intéressants dans la perspective de l’étude de la gravitation quan-
tique sont évidemment les solutions de trous noirs non-extrémales, ainsi que les modèles cosmo-
logiques. Nous pouvons ainsi espérer comprendre la physique des premiers instants de l’univers
grâce à la théorie des supercordes, et éventuellement prédire l’existence de phénomènes typi-
quement «cordistes» observables dans les expériences cosmologiques futures. Cependant, dans
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le cadre que nous nous sommes assigné – la description en théorie conforme des espaces-temps
courbes – ces projets se heurtent à des obstacles techniques importants. Ainsi nombre de ces so-
lutions nécessitent une compréhension approfondie de l’algèbre affineSL(2,R) dans des bases
non-compactesqui ne sont pas encore bien maîtrisées. Nous espérons faire des progrès dans cette
direction durant les années à venir.

En outre, il faut s’assurer que la production de cordes fondamentales dans ces espaces-temps
ne diverge pas – en raison de la croissance exponentielle du nombre d’états massifs en théorie des
cordes – ce qui rendrait leur description en premìere quantification inappropriée.

De manière plus fondamentale, des problèmes importants, situés au delà du cadre de la théo-
rie des cordes, doivent être résolus pour étudier la physique des espaces-temps cosmologiques,
comme celui de la stabilité de ces solutions par rapport à de petites perturbations, ou celui du
prolongement analytique, nécessaire pour obtenir une théorie euclidienne bien définie.
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SUPERCORDES EN ESPACE-TEMPS COURBE ET THÉORIES CONFORMES

Résumé

Cette thèse est consacrée à l’étude des théories de supercordes dans les espaces-temps courbes.
Nous étudions en particulier l’espace des modules des solutions deNS5-branes et de cordes fon-
damentales, à l’aide des techniques de déformations marginales de théories conformes.

Parmi les exemples étudiés se trouvent les espaces-temps anti-de Sitter à trois ou deux dimen-
sions, différentes limites de découplage de la théorie des petites cordes et l’univers de Gödel.

Nous étudions également les fonctions de partitions de ces théories conformes, ainsi que les
D-branes de certaines d’entre elles. Les applications holographiques potentielles de ces théories
sont soulignées.

Mots-clefs. Théorie des cordes, gravitation, théories conformes, holographie,D-branes.

SUPERSTRINGS IN CURVED SPACE-TIMES AND CONFORMAL FIELD THEORY

Abstract

This thesis is devoted to the analysis of superstring theory in curved space-times. In parti-
cular we scan the moduli space ofNS5-branes and fundamental strings solutions using marginal
deformations techniques.

Among the examples we consider, are the two and three dimensional anti-de Sitter space,
several decoupling limits of little string theory and the Gödel universe.

We also consider the partition function of these theories, as well as the construction ofD-branes
for some of them. We highlight the possible holographic interpretations of these theories.

Keywords. String theory, gravitation, conformal field theory, holography,D-branes.


