N

N
N

HAL

open science

Supercordes en espace-temps courbe et theories

conformes

Dan Israel

» To cite this version:

Dan Israel. Supercordes en espace-temps courbe et theories conformes. Physique mathématique
[math-ph]. Université Pierre et Marie Curie - Paris VI, 2004. Francais. NNT: . tel-00007152

HAL Id: tel-00007152
https://theses.hal.science/tel-00007152
Submitted on 19 Oct 2004

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00007152
https://hal.archives-ouvertes.fr

P

<

2,
%, <

‘7€ prgrat®

“RIE cumie

L ABORATOIRE DE PHYSIQUE THEORIQUE - ECOLE NORMALE SUPERIEURE

THESE DE DOCTORAT DE LUNIVERSITE PARIS VI
Spécialité PHYSIQUE THEORIQUE
Présentée par
Dan Israél
pour obtenir le grade de
Docteur de I'Université Paris VI
Sujet :

Supercordes en espace-temps courbe et théories conformes.

Soutenue le 20 septembre 2004 devant le jury composé de :

MM. Luis Alvarez-Gaumé, rapporteur,

Edouard Brézin, président du jury,
Elias Kiritsis,

Costas Kounnas, directeur de thése,
Eliezer Rabinovici, rapporteur,

\olker Schomerus,
&  Arkady Tseytlin.






[ £ nous servant de /a courbure de "Univers, tout simplement. Tout §
est dans /e choix de /'angle de projection. A /'aide de calculs trop
compligues pour vos connaissances p.hy:/'_ue.r actuelles, Je peux

§ expedier n'importe qui ou n'importe quos & n'importe quelle epogue en
n'importe quel point du globe. A /2 minute et au métre prés.







Table des matieres

Préambule Vi
Chapitre .  Supergravité et cordes fondamentales 1
I.1. Supergravités 1

I.2. Solutions BPS des théories de supergravité 7
1.3. Quantification de la corde fondamentale 13
I.4. Supercordes dans Minkowski 25
I.5. Dualités 29
Chapitre Il. Théorie des cordes en espace-temps courbe 33
II.1. Quelques notions de théorie (super)conforme 33
I1.2. Variétés de groupe et algebres affines 40
I1.3. Théories de quotient 48
II.4. Deéformations marginales 56
Chapitre Ill. Lathéorie des supercordes dans AdS 65
Ill.L1. L'espace-temps anti-de Sitter 65
l1.2.  Quantification des cordes dans AQS 69
I11.3. Lathéorie de quotient SL(R) /U(1) 73
1.4, Lafonction de partition de SL(R) 76

Publication 1 : «Superstrings on NS5 backgrounds, deformed,An8 holography». 81

Publication 1?2 : «Extended SL(2,R)/U(1) characters, or modular properties of a simple

non-rational conformal field theory». 143
Chapitre IV. Régularisation de la théorie des petites cordes 171
IV.1. Préambule : la théorie du dilaton linéaire 171
IV.2. NSb5-branes et holographie 173
IV.3. Deéformation nulle de Adget theorie des petites cordes 175
IV.4. Double limite d’échelle 177
IV.5. D-branes dans la théorie des petites cordes 183

Publication 13 : «The partition function of the supersymmetric two-dimensional black hole

and little string theory». 187
Publication 4 : «D-branes in N=2 Liouville and its mirror». 225
Chapitre V. Champs électromagnétiques en théorie des cordes 275
V.1. Lunivers de Godel 275
V.2. Quotients géométriques 279



Vi Table des matieres

Publication ¥5 : «Quantization of heterotic strings in a Godel/Anti de Sitter spacetime and
chronology protection». 283

Publication 16 : «Electric/magnetic deformations of &nd AdS, and geometric cosets». 309
Conclusions et perspectives 351

References 353



Préambule

Le travail de thése exposé dans le présent mémoire porte sur I'étude de solutions de la théorie
des supercordes dans des espaces-temps courbes. Les motivations de cette recherche sont pre-
miérement de mieux comprendre la gravitation dans les espaces-temps fortement courbés en in-
corporant les phénomeénes quantiques. Deuxiémement, nous souhaitons explorer le phénoméne
d’holographiede la gravitation en comprenant la dynamique de certains espaces-temps, liés a des
géomeétries d’'objets étendus. Ces deux descriptions sont extrémement liées entre elles et complé-
mentaires.

La théorie des supercordes.L'unification de la théorie de la gravitation — la relativité générale
d’Einstein — et des théories de jauge décrivant les autres interactions fondamentales, est un pro-
bleme récurrent de la physique théorique depuis prés d'un siécle. En effet I'incorporation de la
gravitation a la théorie quantique des champs se heurte a des problémes techniques et conceptuels
apparemment insurmontables, dus aux infinis non-renormalisables de la théorie ainsi obtenue.

La théorie des supercordes est la seule théorie connue de gravitation quantique ; de plus elle
contient naturellement toutes les autres interactions fondamentales d’'une maniére unifiée. Le pos-
tulat principal de cette théorie est de remplacer les particules fondamentales ponctuelles par des
objets étendus dans une dimension spatiale, appelées fondamentalg§ig. 1). L'échelle ca-
ractéristique de ces objets est naturellement choisie assez petite pour ne pas étre observable aux
échelles d’énergie habituelles. Les divergences séveres qui rendent la gravitation non renormali-

Fic. 1. Comparaison entre un diagramme de Feynman représentant I'interaction de par-
ticules ponctuelles (gauche) et diagramme correspondant en théorie des cordes (droite).

sable sont de cette maniere supprimées; la théorie des cordes fournit une description cohérente
maisperturbativede la gravitation quantique. Les différentes particules de la théorie des champs
correspondent a haute énergie a différents modes de vibration de la corde fondamentale. Les fer-
mions sont introduits dans la théorie en rajoutant des partenaires fermioniques aux coordonnées
de la corde; on obtient ainsi les diverses théories de supercordes ferméesAfype, hété-
rotique). Une autre extension possible de la théorie des supercordes est I'introduatiumdeke
ouverteqfig. 2) qui possédent deux extrémités, libres ou fixées — exprimées en termdsalees
en langage moderne — et permettent d'obtenir la théorie de supercordes dite de type

La principale limite de cette théorie est sa formulation en premiére quantification, intrinsé-
guement perturbative. Les seules quantités accessibles sont les éléments de la matrice de diffusion

Vi



viii Préambule

FiG. 2. Corde fermée (gauche) et corde ouverte (droite).

pour des états asymptotiques dans une vide particulier de la théorie. Pour une théorie de la gravi-
tation quantique, cela veut dire que les amplitudes sont calculées autour d’un espace-temps donng,
et que la géométrie ne résulte pas de la dynamique des degrés de liberté fondamentaux de la théo-
rie. En outre, seul le régime perturbatif — ol la constante de couplage des cordes est suffisamment
faible — est a priori accessible. Cette derniére limitation a été en partie surmontée par l'introduc-
tion des dualités couplage fort/couplage faible (dites de g)pqui relient le régime perturbatif

d’'une théorie des supercordes avec le régime non-perturbatif de la méme ou d’une autre théorie.
Les différentes théories des cordes apparaissent alors comme différentes limites de I'espace des
modules d’une théorie inconnue — appelée théefie- pour lesquelles les amplitudes admettent

un développement perturbatif (fig 3). Malgré ces limitations, nous pouvons espérer, a l'aide de

Limite de couplage

fort D=11
= ugr:
/—\ S gra Compactification
orbifold
IIA

Dualité T Hétérotique EsX Eg

en D=9
Dualité T
en D=9

1B Hétérotique SO(32)
Typej\\\h\\\/l/////

Auto—dualité . X
Dualité S non—perturbative

FiGc. 3. Dualités entre théories de supercordes.

cette théorie, en apprendre d’avantage sur des problémes physiques du domaine de la gravitation
guantique, comme les trous noirs et les singularités cosmologiques, pourvu que le développement

perturbatif soit valable. Cependant, peu d’espaces-temps courbes correspondent a des solutions
connues de la théorie des cordes. Parmi ceux-ci, les variétés de groupe occupent une place parti-
culiére, grace a leur grand nombre de symétries. Ces théories peuvent étre jaugées et déformées
pour générer de nouvelles solutions. Ces techniques seront utilisées de maniére importante dans le
présent travail.

Une autre voie de recherche — apparemment indépendante a I'origine — a consisté a repro-
duire la physique du modéle standard (interaction électrofaible, interaction forte) ou de ses ex-
tensions (théories de grande unification, modéle standard supersymétrique) a I'aide de théories de
supercordes. Ces derniéres étant définies obligatoirement en dix dimensions d’espace-temps, il est
nécessaire deompactifiersix dimensions sur un espace assez petit pour que la physique obser-
vable aux énergies accessibles a I'expérience soit de maniére effective quadridimensionnelle. Les
divers choix d’espaces compacts conduisent a des théories effectives de contenus en champs, de
symétries de jauge et de supersymétries différents.
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Ces deux directions de recherche se sont rapprochées de maniére trés fructueuse depuis une
dizaine d’années avec la découverte delsranes; ces derniers objets peuvent étre décrits soit
comme des objets étendus dans la théorie effective de basse énergie préservant une fraction de la
supersymeétrie, soit comme les états de bord correspondant aux extrémités fixes des cordes ouvertes
(fig 4). Cette découverte a permis plusieurs avanceées spectaculaires, par exemple :

—

damentale

D2—-brane

Fic. 4. Corde fondamentale attachée a une D2-brane; simultanément, la masse et la
charge de la D2-brane courbent I'espace-temps.

— la description microscopique des degres de libertés de certains trous noirs obtenus comme
états liés de-branes;

— la formulation des dualités non-perturbatives mentionnées ci-dessus;

— de nouvelles possibilités pour reproduire le modéle standard.
Ces deux descriptions des mémes objets physiglilesn termes de théorie de jauge effective des
degrés de liberté des cordes ouvertes attachées-auanes efii) en termes d’'objets étendus des
théories de supergravité effectives associées aux théories de supercordes, sont complémentaires
pour aborder des problémes comme celui de I'entropie des trous noirs.

De maniére trés spectaculaire, il a été montré que, dans certains cas, il existe une limite parti-
culiere dans I'espace des modules, diitdte de découplage car les degrés de libertés associés
aux branes découplent de la gravitation — dans laquelle ces deux descriptions devdennent
lentesau niveau de la théorie quantiqgue compléte. L'exemple le plus célébre est la dualité entre la
théorie des supercordes dans I'espace-temps AB83et une théorie de jauge superconforme de
supersymétrie maximale en quatre dimensions. Cette conjecture, qui fournit un exemple concret
de description holographique de la gravitation quantique, a surtout été utilisée pour accéder au
régime non-perturbatif des théories de jauge, avec I'espoir de décrire le confinement des quarks
a basse énergie. Un obstacle a la réussite de ce programme vient du manque de solutions exactes
de la théorie de supercordes, en particulier lorsque des champs dits de «Ramond—Ramond» de-
viennent non-triviaux, ce qui est le cas pour tebranes. Les seules dualités holographiques qui
peuvent étre traitées au niveau de la théorie des cordes compléte — mis a part la limite de Penrose
de solutions d®-branes — correspondent a des configurations de cordes fondamentales microsco-
piques €1) et de leurs duales magnétiques,NesS-branes. Nous essayerons donc dans ce travail
de construire de nouveaux espaces-temps de ce type, mais aussi d'utiliser ces nouvelles idées
d’holographie pour avoir un point de vue complémentaire sur ces solutions exactes des théories de
supercordes.

Plan de cette thése Dans la premiére partie de cette these nous présenterons les théories de su-
percordes en partant des théories effectives de supergravité et de leurs différentes smgtions
Cette approche permet d’introduire les branes de maniére naturelle. La deuxiéme partie sera consa-
crée a I'approche de théorie conforme de la théorie des cordes, en particulier a la description des
théories fondées sur les algebres affines. Nous nous concentrerons ensuite dans la troisieme partie
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sur I'exemple particulier de I'espace-temps anti de Sitter a trois dimensions. Le quatriéme cha-
pitre traitera d’'un cas particulier de dualité holographique, la théorie des petites cordes, et de la
construction de solutions exactes en décrivant certains régimes perturbatifs. Enfin, le cinquiéme
et dernier chapitre portera sur I'’étude des champs électromagnétiques en théorie des cordes, et en

particulier a I'étude de la physique de l'univers de Goédel. Les principaux résultats de cette thése
seront rappelés dans la conclusion.

Le travail de thése présenté dans ce mémoire a donné lieu a plusieurs publications :

(i) D.lIsraél, C. Kounnas and M. P. Petropoulos, “Superstrings on NS5 backgrounds, deformed AdS(3)
and holography,” JHEB310(2003) 028 [arXiv : hep-th/0306053].

(i) D. Israél, “Quantization of heterotic strings in a Goedel/anti de Sitter spacetime and chronology
protection,” JHER0401(2004) 042 [arXiv : hep-th/0310158].

(i) D. Israél, A. Pakman and J. Troost, “Extended SL(2,R)/U(1) characters, or modular properties of a
simple non-rational conformal field theory,” JHPR04 043 (2004) [arXiv : hep-th/0402085].

(iv) D.lIsraél, C. Kounnas, A. Pakman and J. Troost, “The partition function of the supersymmetric two-
dimensional black hole and little string theory,” JHB®06 033 (2004) [arXiv : hep-th/0403237].

(v) D. Israél, C. Kounnas, D. Orlando, P.M. Petropoulos, “Electric/Magnetic Deformation$ afics
AdS;, and Geometric Cosets,” arXiv : hep-th/0405213.

(vi) D. Israél, A. Pakman and J. Troost, “D-branes in N=2 Liouville and its mirror,” arXiv : hep-
th/0405259.
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Supergravité et cordes fondamentales

Dans ce chapitre nous allons introduire les théoriesugergravitéen dimension dix et onze.
Ces théories apparaissent comme théories effectives de basse énergie des théories de supercordes
gue nous allons construire par la suite. Elles possédent un spectre trés riche d’objets étendus
— stables en raison de la supersymétrie qu'ils préservent — chargés sous les différentes formes
différentielles contenues dans les multiplets de supergravité. L'un d’entre eux, étendu dans une
dimension spatiale, sera ensuite considéré comnuendge fondamentalde la théorie, c’est a
dire comme un constituant élémentaire de la théorie, dont il sera possible de définir une théorie
guantique.

I.1. Supergravités

Les supergravités sont des théories des champs incorporant naturellement la gravitation, la
supersymeétrie — locale — et dans certains cas les interactions de jauge. Nous commencerons par
certains rappels élementaires avant de les construire.

Rappels de relativité générale et de théorie de champommencgons par une présentation
succincte de la relativité générale (voir par exemple [1]). Considérons I'espace-temps comme
une variété.# de signaturg—,+,---,+), munie d'une métrique lorentzienrge Localement,

cet espace-temps peut se décrire par son espace tangent, I'espace-temps plat de Mit#owski

Les vecteurs tangents en chaque point définissent un espace vectoriel de dirdendiogu’il

est possible de munir d’'une base orthonormale, appef@Eae mobilell existe une liberté dans le

choix de cette base, correspondant au groupe d’'isométrie de I'espace-temps plat, c.-a.-d. le groupe
de LorentzSQO(1,d). Il est possible de faire un choix différent de repére mobile en chaque point,

du moment que pour deux points infiniment proches, le repére mobile varie continuement. En
d’autres termes, nous avons rendu la symétrie de Lorentz locale. Considérons donc un systéme de
coordonnées* sur.Z. Les vecteurs de base de I'espace tangent dans la base orthonormale que
nous avons choisie sont donnés par :

_epn
Ca = & O
ouel estune matrice déL (d + 1,R) définissant le changement de base, défini de telle sorte que
la nouvelle base soit orthonormalg (e, ,) = 1, 0U1,, est la métrique de I'espace-temps de

Minkowski. Nous introduisons aussi une base duale de une-foffhidslle qued? = eaudx“. La
métrique sut/Z peut s’'écrire dans les deux bases précédemment définies :

ds’ = g,y I @ dx” = n,, 92 v°.

Les vecteurs de I'espace tangent peuvent se développer indifferemment sur I'une ou l'autre des
bases V =VH(d/dx*) = Ve,. Nous devons maintenant définir une opération de dérivation

sur les vecteurs de I'espace tangent, qui permettra de transporter des vecteurs tangents en un autre
point de la variété, en tenant compte du changement de base d’un point a un autre. Cette opération

1



2 Supergravité et cordes fondamentales

s’appelle Ietransport parallele Dans le repére mobile que nous avons défini plus haut, son action
sur un vecteur est donnée par :

DoV = 0aVPe, = (6,0a+ 0agy) V° = (da+ MEpec) VP.

Nous avons introduit la connexidn qui définit la facon dont les vecteurs sont transportés. lls
permettent de définir la une-forme de connexiom?, = '3 9°, qui satisfait les équations de
structure de Cartan :
(1.1) do*+of A0 = T8,

dot+ 0t 0} = %5
Les équations précédentes définissent les deux-fddaemsion 72 = .72 9° A ¥° et decour-
bure %3, = 3%2.40° A 9. Nous devons maintenant faire un choix particulier de connexion sur
notre variété. Nous demandons que le transport paralléle préserve le produit scalaire entre deux
vecteurs — en d’autres termes que la dérivée covariante de la métrique soit nulle — et que la tor-
sion s’annule en chaque point. Ces conditions déterminent uniquemeormraxion Levi-Civita
en fonction de la métrique.

Considérons maintenant une théorie physique vivant dans I'espace-temps courbe précédem-
ment défini, caractérisé par sa métrique. L'action des champs de cette t8g@)edoit étre
invariante par rapport aux changements de coordonnées, et dépend explicitement de la métrique
g. L'idée maitresse de la relativité générale est de considérer que la géométrie de I'espace-temps
elle-méme possede une dynamique propre, et correspond au champ de gravitation. Nous consi-
dérons donc le repére mobiégg comme un champ a part entiére de la théorie. L'action a deux
dérivées la plus générale pour ce champ, invariante par reparamétrage (c.-a.-d. par changements
de coordonnées) est donnée paction de Einstein-Hilbert

1 "
e — /\
SEH 167'[Gd+1 ///{*(%—i_ ) )

ol nous avons introduit la courbure scalait® = %, n"® = %3 ,,n" et la constante cosmolo-
giqueA\. Les équations du mouvement déduites de cette action sont les équations d’Einstein :

1 167Gy, 1 6Sn(9)
= A) = +1
<%/JV Zguv (‘@—I_ ) \/Tetg 59”\/
La derniére égalité définit le tenseur d'énergie-impulsion de la matiére. La solution des équa-
tions d’Einstein du vide 8+ 1 dimensions, stationnaire, & symétrie sphérique estétrique de
Schwarzschild

16nG,, M 162G, M
dSZ — _ d+1 dt dt 1— d+1
< (- 1)Qd1rd2) adr ( (d—1)Q, ,ro2

ou dQZ , est une métrique sur f@ — 1)-sphére unité. Cette métrique représente la solution exté-
rieure pour le champ de gravitation d’un corps de madsesymétrie sphérique. Lorsque le rayon

de ce corps est inférieur aayon de Schwarzschild &= (167G, ;M/(d —1)Q,_;)Y/@~2), celui-

ci est un trou noir. L'espace-temps contient alors une hypersurface nutierg appelééorizon

a l'intérieur de laquelle la lumiére ne peut s’échapper a l'infini. Cette solution n’est pas stable au

=81Gy, 1 Tuv-

-1
) dr @ dr +r2dQ3 4,

aNous définissions les p-formes différentielles comme des p-tenseurs complétement antisymétriques de la base

duale, de composantes, , munis d’'un produit extérieur antisymétrige défini par :<a) AP )
1te L C T

(p+9)! _ e .
A PlptyptpPrty 1t tyeotiyy, = (P13, @, . Nous définissons aussi

le dual de Hodge d'une p-forme pa(*:w)u1 fgrr o = é\/fdetg TN SR ACRER ¢ SUACTO NI
Mgy P

o | et d’'une dérivée extérieure(dw[p])
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point de vue quantique, a causerdyonnement de Hawkin@e rayonnement est similaire a celui
d’un corps noir a la température
o

1.2 T, =

proportionnelle a l'airez de I'horizon du trou noir. Remarquons également que si nous étendons
la solution de Schwarzschild a tout I'espace-temps, il faut ajouter une source ponctueteden
a cause de la singularité de la courbure en ce point.

Théories de jaugeles théories de jauge — appelées aussi théories de Yang-Mills — sont une
généralisation de cette construction a un groupe de symétrie interne. Considérons par exemple
I'action d’un champ scalair¢ de massen a valeurs dang€N, dont I'action s’écrit :

S(¢) = ;/de ¢ + +mPoTo.

Cette théorie est invariante sous I'action d’'une matrice unitaire sur champ scapaire Z ¢,

% €U(N). Nous voulons maintenant imposer que cette symétrie soit locale, c.-a.-d. que la matrice
de transformatior?” (x*) soit une fonction quelconque des coordonnées sur la variété. Cette opé-
ration s’appelle le jaugement d’'une symétrie globale ; géométriquement, nous considérons alors
un fibré du groupe de Lig (N) sur I'espace-temps7. Dans ce cas I'action n’est plus invariante,

a cause de la variation ¢ sous la dérivation : (7 ¢) = % (d+ % ~'d% ) ¢. Nous introduisons

alors comme dans I'exemple précédent la une-forme de connéxioxaleurs dans I'algebre de

Lie u(N) qui se transforme sous les transformatibh@®) locales comme A — A — % ~1d% .

Nous définissons la différentielle covariante ¢gle D¢ = (d+ A) ¢, de telle sorte que I'action
devienne invariante sous les transformations de jauge. La courbure associée a cette connexion est
donnée parZ7 = DAD =dA + A AA. De facon similaire a la relativité générale, la connexion est
considérée comme un champ dynamique. L'action de la théorie est donc donnée par :

(1.3) S(¢yA):1/ D¢TA*D¢+mZ¢T¢+iTrﬂ*A*3?,
2J)u 9w
ou gy définit la constante de couplage.

Fermions. Enfin, nous devons introduire des champs fermioniques pour décrire le secteur de
matiere. Grace au théoreme spin-statistique, nous savons que ces fermions se transforment comme
des représentations spinorielles sous les transformations de L&@ital) de I'espace tangent.

Pour obtenir leurs lois transformations, nous introduisons les matrfcds Dirac, vérifiant I'al-

gébre de Clifford :{ya, yb} =212, Alors les générateurs du groupe de Lorentz dans la représen-
tation spinorielle sont donnés pEt® = -3 [ya, yb} . Soit doncy un spineur de Diraappartenant

a cette représentati®nPour coupler les théories fermioniques a la gravitation, nous devons dé-
finir un opérateur de dérivation covariante par rapport aux transformations de Lorentz locales :
Ouw = (9 +Qu) v, en fonction de la connexion de sgihdonnée paf = ;02" . De plus,

si le champ spinoriel est a valeurs dans un groupe de Lie, sa dérivée covariante par rapport aux
transformations de jauge est simplement donnéd ar ef'A;,. En résumeé une action pour un
spineur de Dirac de maseg covariante a la fois par rapport aux transformations de jauge internes

et d’espace-temps est alors :

sw)= [ v lirel (Cu+ A+ y.

Nous avons défini tous les ingrédients nécessaires a la descriptinodétie standardes interac-
tions fondamentales. Il se compose premiérement d’une théorie deSali8ex SU(2) x U (1)

bson spineur conjugué est donné gax= yTyP.
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(partiellement brisée par un champ scalaire, le boson de Higgs) couplée a des champs de matiere
fermioniques: Cette théorie est quantifiée en considérant les champs comme des opérateurs agis-
sant dans I'espace de Hilbert des états de la théorie quantique. Dans le formalis¢édeale

de cheminles quantités physiques sont données par la valeur moyenne d'opérateurs par rapport a
toutes les configurations des champs :

(010104 Oulgl () ~ [ P9 e kI 01[]04) - Gafo)4).

Dans la limite classiquk — 0, la condition de phase stationnaire reproduit les équations classiques
du mouvement poud. Le calcul de telles amplitudes n’est en général possible que de maniere
perturbative, c.-a.-d. en développant les termes d'interaction en puissances des paramétres qui
les contrdlent. lls conduisent typiquement a des quantités infinies, qui doivent étre régularisées.
Cependant il est possible d’en extraire des valeurs physiques de maniére systématique grace au
processus deenormalisation En outre, le modéle standard contient une théorie classique de la
gravitation que nous avons présentée brievement. Il est connu de longue date qu’a I'opposé des
autres interactions, la théorie d’Einstein n’est pas renormalisable, ce qui empéche de définir une
théorie quantique de la gravitation a I'aide des outils de la théorie quantique des champs.

Algébres de supersymétrie.La construction du modele standard peut se décrire uniguement en
termes des symétries de la théorie, qu’elles soient globales ou locales comme les symétries de
jauge. Il est dés lors intéressant de chercher a élargir ces symétries pour générer de nouvelles
théories physiques, soit pour unifier les théories existantes, soit pour tenter d’'incorporer la gravi-
tation dans le formalisme quantique. Le premier type d’extension concerne uniquement le groupe
de symétrie interne de la théorie. Ce type de modeles, diggadele unificationvisent a unifier

les théories de jauge a I'aide de groupes de jauge élargis, par ex8@di@). Par contre, I'ajout

de nouvelles symétries qui ne commutent pas avec les symétries de lI'espace-temps — le groupe
de Poincaré — est interdit, dans le cadre d’hypothéses physiques raisonnables, par le théoreme de
Colemann et Mandula. Cependant il existe une maniére de contourner ce théoreme en considé-
rant des symétries de type fermionique ; il s’agit deu@ersymétrié Soit donc une théorie des
champs a quatre dimensions dont le spectre de bosons et le spectre de fermions sont dégénérés en
masse — chaque particule d’'un type posséde un ou plusieurs «partenaires» de I'autre type. Nous
pouvons alors éventuellement construire une opération de symétrie transformant ces particules
I'une dans l'autre ; le paramétre d’'une telle symétrie serait alors lui-méme fermionique, c.-a.-d.
anticommutant. Considérons ainsi un ensemblbl ddargesQ,, qui se transforment comme des
spineurs de Majorana (des spineurs de Dirac sur lesquels est imposée une condition de réalité
Q=Q'C), appeléesupercharged| est alors possible d’étendre I'algébre de Poincaré, engendrée

par les générateurs du groupe de Lorentz et les générateurs du groupe des tranglatienia

facon suivante :

[‘@N?(_QA] = 0,
(|-4) {QAaQB} = _27#*@/45AB_2|20AB'
Une théorie est dite supersymétrique si ses équations du mouvement sont compatibles avec cette
symétrie. Les différentes particules de la théorie s’organisent alaraiéiiplets de composantes
reliées par I'action des charg€s de supersymetrie. Le multiplet générique comporte &tats,

dont la moitié est bosonique et la moitié fermionique. La matrice antisymétrjugqui com-
mute avec toute I'algébre, est appedtension centraléNous verrons par la suite que les valeurs

Cvoir par exemple [2] pour une présentation détaillée.
dUne introduction pédagogique est donnée dans [3].
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propresg; de cette matrice sont naturellement reliées aux charges des solutions supersymeétriques
de lathéorie sous ses symétries locales. En présence d’une telle extension centrale, toutes les repreé-
sentations de 'algebre de supersymétrie vérifient I'inégalité de Bogomolny-Pradad-Somnsergeld (
reliant leur massen et leurs chargeg; :

(1.5) m> [q.

En particulier, lorsque poup chargesy; I'inégalité précédente est une égalité, la représentation
générique de supersymétrie — de dimensi®h-2se décompose en représentations irréductibles
de dimensions2N-P), ditesp/N-BPS, préservant la fraction de supersymétrie correspondante.

La supersymétrie apparait de maniére plus naturelle dans le formalismgpdtrespace
Considérons que I'espace-temps, en plus des coordonnées ustelessede aussi des coor-
données fermioniques, données par un spineur de Majéranaest une variable de Grassmann,
c.-a.-d. anticommutante{Q, Q} = 0. Alors, de méme que l'impulsio®?* correspond au géné-
rateur des translations de l'algébre de Poincaré, la supercacgerespond au générateur des
«super-translations» de 'algébre de super-Poincaré :

(x,0) — (X —£y"6,0+ (),

de paramétre fermioniqué. Dans ce formalisme, les champs bosoniggieg') sont remplacés

par dessuper-champsjui sont des fonctions des super-coordonr@és ). Comme la super-
coordonnéd est anticommutante, le super-chadse développe en un nombre fini de termes

en puissance d@. L'action gauche des générateurs de translation et de super-translation sur un tel
super-champ est :

Py O=—9,0, Q O= (;aw“eau)q:,

ou la dérivation fermionique est simplemer@t?:/&@a)eﬁ = 6aﬁ.

Supergravité a onze dimensions et réductions dimensionnelleka supersymétrie que nous
venons d’'introduire est une symétrie globale de la théorie reliant les bosons et les fermions;; il
est également possible de rendre cette symiétcade, de facon similaire aux théories de jauge et

a la gravitation. Cependant, comme I'anticommutateur de deux transformations de supersymétrie
est une translation, équation (1.4), une supersymétrie locale est indissociable d’'une symétrie de
Poincaré locale ; en d’autre termes nous sommes amenés a considérer les th&opesgtavité

qui réalisent I'extension naturelle de la théorie d’Einstein compatible avec la supersymétrie. D’'un
point de vue complémentaire, la particule médiatrice de la gravitatiayraldton — de spin 2 —
appartient & un multiplet de supersymétrie qui contient toujours aussi une ou plusieurs particules
de spin 32, médiatrices de la supersymétrie locale. Une telle particule egriawitino.

Le nombre de supercharges d’'une théorie des champs ne peut excéder 32, pour éviter que
les multiplets ne contiennent des particules de spin supérieur a deux. Ces derniéres ne peuvent
en effet se coupler de facon locale a la gravitation. La dimension maximale d’espace-temps pour
lagquelle il existe des représentations spinorielles de dimension 32 est onze dimensions. Nous allons
alors considérer la théorie depergravité a onze dimensigria plupart des autres supergravités
peuvent s’en déduire par réduction dimensionnelle et/ou brisure de supersymétrie. Le multiplet
gravitationnel se compose du graviton, d’un graviting,, d’une trois-formeC de courburey =

€Par simplicité nous nous restreignons au super-edpacd.
fLe gravitino est une particule de spin 3/2, décrite ici comme un spineur de Dirac comportant en plus un indice
vectoriel.
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dC. L'action d’'une telle théorie est [4] :

1 | — 1 1

_ IR _= _=
S 21(121/ X *21//#}/ Oy 2%/\*% 6C/\€¢/\§4

(1.6) +*i(w PPy, 1 12910 ﬁ) g 3
. A Yo+ 129y ) D5 — SV Wp Vo ) -

Dans cette action, la dérivée covariante du gravitino est définie a l'aide de la conn%'pm
lg%}’uagxﬁ Vg- Il est possible de vérifier que les équations du mouvement (et non l'action) de

cette théorie sont invariantes par transformation locale de supersymétrie. La partie non-triviale de
I'algébre de supersymétrie de cette théorie est donnée par :

(1.7) {Q.Q} = —2M2, — 2N 2, — ZIWNPQRQFMNPQR

Les charges centrales qui apparaissent dans le membre de droite correspondent aux charges d’ob-
jets étendus comme nous le verrons plus loin.

Réduction dimensionnellé partir de cette théorie & onze dimensions, il est possible de défi-
nir des théories de supergravité maximales (c.-a.-d. possédant 32 supercharges) en dimension plus
basse, en utilisant la procédurerdduction de Kaluza-Kleifb]. Supposons que 'une des dimen-
sions spatiales de I'espace-temps soit compacte, c.-a.-d. identifiée périodiquement. Alors, pour
des énergies petites devant I'inverse du rayon de compactification, il est légitime de considérer
gue les champs de la théorie sont indépendants de cette direction. En décomposant les champs en
représentations du groupe de Lorentz en dimensions réduite, nous obtenons alors une théorie de
supergravité maximale en plus basse dimension.

Dans I'exemple considéré, nous obtenons de la réduction de la supergravité a onze dimensions
I'action suivante, pour laupergravité I1A en dix dimensions :

B 1 _op 1
(1.8) —}ﬁ‘ A *F, —}9 N *F, —}B NF g\ F ,+ fermions
' 2712 2 2714 4 2712 4 (4]

Les différents champs de cette action apparaissent de la fagcon suivante lors de la réduction dimen-
sionnelle :

— la métrique a onze dimensions se décompose en une métrique a dix dimensions, un scalaire

® appelédilaton et une une-formé de courbure%*[z] =dA;

— la trois-formeC se décompose en une deux-formﬁ] de courbure%‘@ =dB

trois—formeAB] de courbure?zw = dA[s] — A[l] A ﬁ‘[g}.
Cette supergravité posséde deux supercharges de Majorana dans les représentations spinorielles
16 et 16’ du groupe de Lorent3(Q(1,9).

Le terme cinétique de la gravitation, c.-a.-d. la courbure scalaire, n'apparait pas de maniére
canonique dans cette action a cause du couplage au ditatbest possible d’obtenir une action
canonique, en transformant la métrique qui apparait dans ce lagrangiemeéttitgue des cordes
0o — €n une autre métrique ditaétrique d’Einstein gz = e ®/2g,. La valeur observée de la
constante gravitationnelle est alatg, = eP- K10, €n fonction de la valeur asymptotiqd®, du
dilaton. Ainsi le dilaton joue le réle de constante de couplage dynamique de la théorie.

Il existe une autre supergravité maximale a dix dimensions qui ne descend pas de la supergra-
vité a onze dimensions : Bupergravité 118 . Les deux gravitinos de cette théorie se transforment

2] et une
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dans la représentatidr6. Son action est donnée par :

_ 1 20 1 1
Se = 2Kfo/e (*%—Ze%fg]/\*%3]+4d¢/\*d¢>—25‘[1]/\*?[1]
P AN Y RN T I - + fermions

2713 3~ 27 5~ 2 M N )

avecF g =dA, —Ag N Ay 81T g = Fg i%A[?] Ny + %B[z] A7 4. Deplusil iaut imp9ser

une condition d'auto-dualité sur la courbuﬁ% au sens de la dualité de Hodgézfs] = *35[5].

Une propriété importante de cette supergravité est I'existence d’'une symétrie globale de la théorie
agissant sur les champs. Si nous définissons la combinaison complexe suivante des scalaires de la
théorie 1 = A[O] +1e~®, alors il existe une symétri8L(2,R) des équations du mouvement avec

I'action suivante :

o _ avtb
ct+d’
() - 6 I
Fly b a/\7, ’
(1.9) Ty = Tl =0

Nous verrons ensuite qu’un sous-groupe disBiéR, Z) de cette symétrie existe dans la théorie
des supercordes correspondant & cette supergravité.

Pour finir ce tour d’horizon des supergravités a dix dimensions, hous pouvons mentionner les
supergravités de type | ou Hétérotiqué€ qui contiennent uniquement seize supercharges. Leur
caractéristique principale est de contenir des champs de jauge non-abéliens, se transformant dans
le groupeSQ(32) ou Eg x Eg. La dimension du groupe de jauge de la théorie est fixée par la condi-
tion d’annulation des anomalies dues a la présence de fermions chiraux. DanEJexdsg il est
possible d’obtenir la supergravité hétérotique par une réduction dimensionnelle particuliere de la
supergravité a onze dimensions. Considérons en effet une compactification de cette derniére selon
la coordonnée!?: nous obtenons la théorie de type. En revanche, si en plus de I'identifica-
tion : x10 ~ x1%+ 27R, ,, nous imposons également l'identification suivanté®~ —x° , nous
obtenons une compactification sur un espace singulier appaféld. Le spectre des champs in-
variants par cette identification obtenu par réduction dimensionnelle est le suivant : un graviton,
un gravitino, un dilatord, une deux-forme!\[Z]. Cependant cette théorie posséde des anomalies
au niveau quantique. Comme I'ont montréfelea et Witten [6], ces anomalies peuvent étre annu-

Iées par deux multiplets de jauge du grodiegui «vivent» sur les locii des deux points fixes de
lidentification, x!° = 0, 7R

Toutes les théories de supergravité que nous avons présentées comportent un secteur «univer-
sel» composé du graviton, du dilatdnet de la deux—formﬁ[z}. La courbure de cette derniére

Iy = dB,,, peut aussi s'interpréter commettasionde la variéte.

3 2

I.2. Solutions BPS des théories de supergravité

Nous avons considéré dans la section précédente les différentes théories de supergravité en
onze et dix dimensions d'espace-temps. Nous cherchons maintenant les solutions «élémentaires»
de ces théories correspondant & des objets étendus dans des directions 8pgaéadesniers,

9La nomenclature se référe aux théories des cordes associées.
hLes solutions présentées ici sont examinées en grand détail dans [7].
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appelés génériquement branes, par extension du mot «membrane» seront des généralisations de la
solution de Schwarzschild des théories de gravité pure mais avec deux différences majeures :
— Ces objets étendus sont chargés par rapport aux p-formes que contiennent ces théories;
— pour certaines valeurs des paramétres qui les décrivent, ces solutions somttditesles
OUBPS et sont stables par rapport au rayonnement de Hawking.

Les p-branes noires de la supergravité a onze dimension€ommenc¢ons notre revue par les
solutions de branes de la supergravité a onze dimensions. Cette théorie contient une trois forme
C[3], gui peut étre couplée minimalement a deux types d’objets étendus :
— la M2-brane, appelée aussiembraneest étendue dans deux dimensions d’espace. Elle
couple ala trois forme de maniére «électrique» :

M e '
—2 —— | C
Si2™ 57 /( * o+ /( 3
2Ky )7 V2iy Sy B
en intégrant la trois-forme suri®lume d’univers”; de la membrane @+ 1) dimensions.
La membrane est aussi naturellement couplée a la gravitation par le premier terme source,

proportionnel au volume. La solution des équations du mouvement venant de I'action (1.6)
est la suivante :

74
75 2/3 1_j+
d$? = <1—> — | —2%% | dt?+ a4 dy?
1- 2%
-

dr?

75 70
(1-%) (=)

+ + r2dQ2,

(#.%_)°
[ 6

C dt A dx A dy.

Cette solution correspond & une membrane de charge électrique et de masse par unité te surface
_ 6%,
V2K,

Notons que cette solution ne comporte pas de singularité nue (c.-a.-d. non protégée par un horizon
causal), si la masse et la charge obéissent a I'inégalité :

V2K M, > |6l

Cette inégalité correspond exactement a la bem® eqg. (1.5) que nous avons discutée a propos

des algebres de supersymétrie. En effet, en présence d’'une membrane orientée dans les directions
(0,1,2), le calcul explicite des charges de supersymétrie donne le résultat suivant :

1 —
—_— = —2y°M, — 21y%.

Ainsi la premiére extension centrale de I'algébre de supersymétrie, eq. (1.7) est reliée directement
ala charge de la membrane. Dans leedsémal k;;M, = v/2|e], la moitié de la supersymétrie est

préservée par la solution; en effet le membre de droite de I'algebre de supersymetrie est propor-
tionnel au projecteuP = %(1+ y912) qui posseéde seize vecteurs propres de valeur propre nulle.

Q
(#,.%_), M,= ?}1 [7%° - %°] .

iLa charge électrique de la membrane est obtenue en intégrant la courbure@imle une sept-sphére a I'in-
fini entourant la membrane dans I'espace transvemse: :ﬁ% Jg *¢. La masse par unité de volume dik®m
11 bt

est donnée par l'intégrale suivante de la perturbation de la métnigue= g,,, — 1, sur la sept-sphére a l'infini :
1 .
M, = 2,2 jszc dx™ (aahab - aahcc)'
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La supersymétrie préservée par cette solution peut aussi étre obtenue explicitement en vérifiant
gue la variation de supersymétrie des champs de la théorie est nulle moyennant des contraintes sur
le parametre fermionique de transformation :
8 = Dt + 5 (1P —85,1°°) Fypoee = 0.
La stabilité de la solutioBrPs— c.-a.-d. extrémale — au niveau quantique est assurée en raison de
la supersymétrie. En effet sa masse est fixée par la charge, qui est une quantité topologique qui ne
peut décroitre continuement.
— laM5-brane est étendue dans quatre dimensions d’'espace. Elle couple a la trois forme de
maniére «magnétique» :
/ e

ou la six-forme duale est définie localement paf).[éfl: x¥. La solution des équations du
mouvement venant de I'action (I.6) estalors :

%3

%3 1/3
ds? = <1—> — il dt2+zldx
1—

9 = dC., =3(%.%_)°*? a,,

3
(1.10)

ou w, est la forme de volume sur la quatre-sphere. De méme que pour la membrane, cette solution
correspond a une M5-brane de masse volumique et de charge magnétique :

3Q, 3 Q, 3 3
B RN, M. = —4 (453 — 73],
\/EK]_]_( + ) 5 [ + }

2
2Kf;
obéissant a la borrers v/2k;; M > |m|. La solution extrémale préserve également la moitié des
supersymeétries. L'algébre de supersymétrie estalors :

Vol (|v|5) ———{Q,Q} = —2/°M; — 21y*3%m,

Ainsi la deuxiéme extension centrale de I'algebre de supersymétrie, eq. (1.7) correspond a la charge
magnétique de la15-brane.

m=

Quantification de la charge. Dans une théorie quantique contenant des membranes stsdes
branes, il existe une relation entre la charge électrique et la charge magnétique de ces dernieres [8].
Placons pour cela une membrane (fermée) plongée dans I'espace-temps courbésiabrare,

donné par I'équation (1.10). Cette membrane va étre couplée minimalement a la troisﬁg{me
commefyscp]. Considérons une déformation continue de la membrane, la ramenant a sa confi-
guration initiale. Pendant ce processus, la membrane balaie une hypersurfaceSeryaée la
topologie d’une trois-sphére. A cause du champ magnétique généréyiabiane, I'intégrale de
chemin de la membrane acquerra alors la phase :

e : e
expsl—— ¢ C, p =€X |77{€€ , € =0dD.
p{ mn?i [31} p{ V2w, Jo }
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FIG. I.1. Hypersurfac€ balayée par la12-brane, complétée p&r ou D/, formant en-
semble une quatre-spheére.

La sous-variétd de I'espace-temps a quatre dimensions admet I'hypersu@goeur bord. Il

existe bien sdr une ambiguité dans le choiXdjenais celui-ci ne doit pas affecter les quantités
physiques, donc la phase obtenue doit s’annuler. En particulier, si nous choisissons une autre
sous variétd’, telle queD N D’ contienne la M5-brane (fig I.1), nous obtenons alors la condition
suivante :

e
V2k;, JonD

Ainsi I'existence d’'une seule solution magnétique quantifie toutes les charges électriques que peut
contenir la théorie.

(1.11) ¥ =em=2zn, neZ.

Les p-branes a dix dimensions.Les résultats précédents se généralisent aisément aux supergra-
vités a dix dimensions [9]. Nous nous restreignons maintenant aux solutions supersymétriques
extrémales. La différence majeure avec la supergravité a onze dimensions est la présence du di-
laton @ qui apparaitra dans les solutions. Commencons psedesur universelle ces théories,
c.-a.-d. les objets chargés sous la deux-foBma La solution électrique est appeléerde fon-
damentale (dite F1), pour des raisons qui deviendront claires par la suite. Explicitement nous
avons :

ds2 = Hy* (—dt?+dx?) +dr?+r2dQZ,
1
B, = éHlfldt Adx,
~2
_ K{pOsN,; 1
1.12 e = geH;? avecH, =1+ 0= 1
(112) OsF 1= o, 18
Cette solution est paramétrée de telle sorte que la charge électrique et la masse volumique soient
données par :
~ 1/2
€1 = V2K100s PNy Ty, Mg =Ny g,
en fonction de laensionde la corde fondamentale

1
T, = —_—
F17 ona’”’

et de la valeur asymptotique du dilatdn,. Cette solution eskPs et préserve la moitié de la
supersymeétrie.
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La solution magnétique est MS5-brang s’étendant dans cing directions spatiales. La solu-
tion BPScorrespondante de supergravité est :

ds2 = muydxdx’ +Hg (dr? +r?dQ3),

H = dBy =20gNs
a’'N
(1.13) ® = ¢2Hg, avecH5:1+rT5,
pour unensb-brane de tension
Ny
T = —=5,
NS5 TFleO

de maniere a vérifier la quantification de la chaggemy g = 27N, N;. Les entiersN; etN; repré-
sentent ainsi le nombre de branes «élémentaires» superposées. Notons que les calculs perturbatifs
de diffusion de gravitons dans la théorie des cordes donnent la relatifg =227)’g2a. La
tension de lansb-brane se comporte donc en fonction de la constante de couplage des cordes
commer, s ~ 05 2., ; elle est donc trés massive lorsque la constante de couplage est faible. Elle
correspond a un objeton-perturbatifde la théorie.

Les supergravités de typecontiennent également d’autres p-formes ; les solutimrschar-
gées sous celles-ci sont appel®gsbranes De fagon succincte, a chaque p-forme sera associée
uneD-brane électrique étendue dgms— 1) directions spatiales et urebrane magnétique éten-
due dang7 — p) directions. Dans la supergravité il existe unep3-brane a la fois électrique et
magnétique. La métrique et le dilaton d’'une solutiorbgebrane sont :

p
dS%; _ Hgl/Z (—dt2+ ZldXF) +H€)~/2 (dr2+r2d98—p) ,
i=

2K,0Tp

.14 O _ @HEP/A Ho—1
( ) e2 gS P , avec p + (7_ p)987pr7_p7

en fonction de la tensiory, de laD-brane. Dans la théorie des cordes cette tension peut s’exprimer
a l'aide de la tension de la corde fondamentale comme :

1
gs(2m)P(a) %

LesDp-branes sont donc des objets non-perturbatifs, dont la masse est grande lorsque la constante
de couplage est faible.

Tp

Les objets de masse négative : les orientifoldsloutes les solutions que nous avons construites
jusqu’a présent correspondent a des objets de masse positive. Il est tout a fait possible de consi-
dérer le cas opposé, en remplacgnt- —1, dans la solution (1.14) desp-branes. Ces solutions
préservent également la moitié des supersymétries. Ce type de solutions n’est généralement pas
considéré en relativité générale car I'espace-temps contient une singularité nue a I'emplacement
de cet objet. Cependant ces solutions apparaissent naturellement dans la théorie des cordes, et sont
appeléewrientifolds[10].

Solutions cosmologiques gouvernées par des orientifolds (travail non publa)s allons
maintenant montrer comment, a partir d’'une solution de p-brane, il est possible de générer un
espace-temps cosmologique, dont la dynamique est gouvernée par des objets de masse négative.
Pour illustrer cette construction générale a toutes p-branes, nous prendrons I'exemple de la solution
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FiG. |.2. Diagramme de Carter-Penrose des solutions cosmologiques

deNsbh-brane non-extrémale ;

dr?

d% - (1—%3/"2)71 l—ﬁi/l‘z -

(1—222 /r?)dt?| +r2dQ3 + dx?,

e =1-%%/r%
H =R, F_sirt0singdo Ad Ady .
Les équations du mouvement de la supergravité étant analytiques, il est possible de générer une
nouvelle solution a partir d’'une déja connue pampuolongement analytiqusur les coordonnées

et/ou les parametres. La nouvelle solution sera physique si tous les champs sont réels. Dans le cas
présent nous effectuons la continuation analytique suivante :

r=it, t=iy, 6=i&,
en méme temps qu’une redéfinition des deux paramétres indépendants :
K, =it , X =1_.

Nous obtenons ainsi une solution cosmologique (c.-a.-d. dépendante du temps) asymptotiquement
plate :

dr?

2 /.2\—-1
dsg (1+T_/T ) 7?&/12

+(1— 12 /7%)dy?| + T2dHZ +dx?,

e?® = 14172/7%,
A = 1.1 sinttEsirfgdE Adp Ady,

ou d—|32 est une métrique sur I'espace hyperbolique a trois dimensions. Cette solution posséde un
horizon causal em = 7, et une singularité du genre espaceren 0. La structure de cet espace-
temps est résumée dans le diagramme causal ditadier-Penrosefig. 1.2). Cette solution ne
présente aucune singularité de courbure a l'origire0 ; la singularité apparente est uniquement
due au choix du systéme de coordonnées, dit de Rindler.

Pour mieux comprendre la nature de cette solution, examinons la imit® :

ds? ~ (t/7_)2 [(t/7,)%de?® — (7, /7)2dy?] + T2dHZ + dx?.
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Dans les nouvelles coordonnées’:= (1, 7_)%?p et (t./7_)y=t, la solution s'écrit dans la
métrique d’Einstein (obtenue pagfl= e~ ‘?’/stcz) .

~1/4 3/4

TJlr/zp P 2

0 = 5z ) [T+ | g5g | [+ (r ) °dHs],
+ —

e’ = dgp,
A = (t.7_)%dH,.

Cette solution peut s’interpréter comme une brane de tension négative délocalldgeEsueffet,
de méme que pour les solutions de p-branes, nous devons rajouter un terme source a I'action pour
un objet de tensioff, délocalisé sur I'espace hyperboligds :

S_12/<*<%’—1d¢A*dCD—1e“D,%”A*%> V)%, T, / e+ B,
2K 2 2

D’apres les équations du mouvemen#y, ~ —T, 6(Y)0yy, €t le calcul du tenseur de courbure
donneZyy ~ +48(y), ce qui implique que la tensioR de la source est négative. Comme dans la
référence [11], ou une solution du méme type est étudiée, nous pouvons donner l'interprétation
physique suivante. Nous considérons qu’il existe une brane de masse négative, chargée, située au
bord de I'univers. Sous l'effet de sa tension, I'univers va se contracter, mais en méme temps la
densité d’énergie électrique a I'intérieur de la brane augmente. La brane étant de masse négative,
elle sera finalement repoussée par cette densité d’énergie et I'univers sera en expansion, mais sans
étre passé par une singularité de courbure initiale. Remarquons que seule la présence d'objets de
masse négative permet d’éviter la singularité du Big-Bang. Il serait trés intéressant de construire
des modeles cosmologiques réalistes avec ce mécanisme, c.-a.-d. isotropes dans trois dimensions
et non asymptotiquement plats.

[.3. Quantification de la corde fondamentale

Dans la section précédente nous avons construit les solutions de p-branes extrémales des théo-
ries classiques de supergravité a dix dimensions. Nous souhaitons maintenant construire des théo-
ries quantiques admettant ces supergravités comme solutions de basse énergie. Comme les so-
lutions de p-branes de supergravité sont stables — en raison de la supersymétrie — elle devraient
exister dans la théorie sous-jacente. Dans la limite ou la théorie est faiblement cayplee),
un seul de ces objets est de masse faible : la corde couplée a la deuB{grrﬁeur cette raisoniil
est naturel de considérer cette corde comme I'objet fondamental de la théorie quantique, dont les
degrés de liberté «engendrent» la théorie effective de supergravité a basse énergie. La construction
de la théorie quantique de ces cordes fondamentales est la théorie des supercordes [12-14].

Actions de Nambu-Goto et Polyakov.Nous allons maintenant décrire la dynamique de la corde
fondamentale, au niveau de la théorie classique puis de la théorie quantique. Nous nous limiterons
pour I'instant au cas des théorigs et 1B, avec une supersymétie= 2, et dans lesquelles les
cordes sonferméesc.-a.-d. periodiques dans leur dimension spatiale. L'action classique de la
corde fondamentale peut se construire a I'aide des contraintes suivantes :

— cette action doit étre un terme source de la supergravité compatible avec la solution (1.12)

des équations du mouvement;;
— elle doit étre invariante sous les transformations de super-Poincaré.
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Une action vérifiant ces propriétés est premiérement composée d’'un terme cinétigiie ke
Nambu-Goto:

(1.15) SNG:’L'Fl/U
<2

Cette action, pour une supercorde de tensjgncorrespond a l'intégrale de I'élément de surface
sur lasurface d’universen fonction des une-formes de la surface d’univéfs invariantes sous
les super-translationsdX* = ;e*y*6” , 66" = ¢”. Les champs & deux dimensioKso,t)
représentent les coordonnées de la corde dans I'espace-temps. En réwanrisent les coor-
données sur la surface d'univers de la corde. Pour les cordes fermées nous avons l'identification
o ~ o +2nR. Les spineurs de Majorana d’espace-te®p&s,t) sont les partenaires supersymé-
triques des champ¥*(o,t), coordonnées dans le super-espace. La chiralité de ces spineurs est
la méme que dans la supergravité correspondante, c.-a.-d. , dans la théatieux spineurs de
Majorana-Weyl de chiralités opposées, combinés en un spineur de Majorana, et dansde cas
deux spineurs de Majorana-Weyl de méme chiralité. Remarquons que cette action contient deux
fois plus de degrés de libertés fermioniques que le nombre attendu.

Deuxiémement, I'action contient un terme de couplage a la deux—fBr[Epeous laquelle la

supercorde fondamentale est chargée de maniére électrique :

dcdt\/—detl'lg‘l'ltv)ggv, avec ngzgaxﬂ—ie_’*y“aaef*.

S, = %// dodt e ML MY B,,,.
I,

La charge électrique de la supercorde est choisie €gale a sa tension, en accord avec la condition
BPSsur la solution de p-brane correspondante.

Troisiemement, nous introduisons le termeVidess-Zuminpconsidérons par exemple le cas
de la théoriaia ; alors nous pouvons construire la trois-forme fermée suivante :

H=n"doy" y**deg], , dH =0.

Localement, nous pouvons donc définir une deux-fdorparH = db. Cela s’applique aussi dans
le cas des théoriess . Le terme de Wess-Zumino s’écrit alors comme I'intégralb ger la surface
d’'univers :

Swz= £ /y dodt e,
<2

Ce terme est ajouté pour que I'action tot&lg, + S,z + S soit invariante sous la symétrie locale

dite desymétriex engendrée par le-s spineur-s d'espace-terflie,t). La fixation de la jauge

pour cette symétrie locale permet de supprimer la moitié des degrés de symétrie fermioniques
de I'action de la supercorde. Ainsi, la symétkieest nécessaire pour obtenir le bon nombre de
degrés de liberté. Notons que cette symétrie est présente uniquement si la tension et la charge de
la supercorde obéissent a la condit&ms.

Les équations du mouvement déduites de cette action sont non-linéaires, a cause premiére-
ment du terme de Nambu-Goto (1.15), et donc difficiles a résoudre. Cependant, il est possible de
linéariser ce terme cinétique en introduisant une métrique auxiligireur la surface d’univers
de la corde. Classiquement cette métrique n’est pas un champ dynamique. Nous obtenons ainsi
I"action de Polyakov-Green-Schwark[15,16] :

(1.16) S, = %/y do ot v/—deth FPPM1E MY g,
<2

Les équations du mouvement pour la métrique sont simplentegt~ M4 Mgy, . La métrique
h,, n’est déterminée qu’a une constante multiplicative pres a cause de l'invariance de I'action sous

JLe nom de Polyakov est attaché & |'action bosonique, et celui de Green-Schwarz & I'action supersymétrique.
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les transformations de Weyl, c.-a.-d. la multiplication de la métrique de la surface d'univers par
une fonction quelconque des coordonnébg :— e‘i’("vt)hab. Cette propriété sera centrale par la
suite dans I'étude de la théorie des cordes.

Cependant, méme apreés cette linéarisation du terme cinétique, les équations du mouvement
restent non-linéaires, en particulier a cause du terme de Green-Schwarz. La quantification de cette
théorie n'est possible qu’en choisissanjdage du cone de lumiér€e choix de jauge peut étre
effectué uniqguement si dans I'espace-temps ambiant une direction d’espace et la direction tem-
porelles sont plates. Dans I'espace-temps plat de Minkowski nous trouvons alors une théorie de
champs libres, contenant les champs bosoniques associés aux coordonnées transverses de I'espace-
temps cible et des fermions d’espace-temps se transformanSag8s

Formalisme de Ramond-Neveu-SchwarzLe formalisme précédent, dit de Green-Schwarz, uti-

lise directement des champs se transformant dans des représentations fermioniques de I'espace-
temps. Cependant, les contraintes non-linéaires compliquées provenant de la sym&raivent

étre résolues qu’en utilisant la jauge du cone de lumiére. Nous voulons maintenant introduire
un autre formalisme dans lequel la quantification covariante est possible. Dans ce formalisme
les coordonnés de la supercorde correspondent également a des champs Xe¢dlaitgde la

surface d’'univers, se transformant comme des vecteurs d’espace-temps. En revanche, nous intro-
duisons des spineurs de la surface d’univgtgc,t) qui se transforment également comme des
vecteurs d’espace-temps. Ainsi la supersymétrie d'espace-temps n’apparaitra que de maniére indi-
recte mais somme toute logique ; les modes zéro de ces champs généreront une algebre de Clifford
{vg, w5} =n", etle spectre de la supercorde contiendra naturellement des représentations de
cette algébre, en d’autres termes des fermions d’espace-temps. Le défaut de ce formalisme est
gu'il ne permet pas de décrire la dynamique des supercordes dans un espace-temps dans lequel les
formesA[n] des théories de supergravité (appelées formes de «kRamond—Ramond» dans le contexte
des supercordes) ne sont pas triviales. Au contraire n'importe quel profil pour la deuxB%me
appelée ici forme de «Neveu-Schwarz — Neveu-Schwarz » est autorisé.

Nous voulons maintenant écrire une action pour ces champs bosonigues et fermioniques pos-
sédant une ou plusieurs supersymétries sur la surface d'univers. Les représentations spinorielles
irréductibles du groupe de Lorentz a deux dimensions sonsgiasurs de Majorana-Weypos-
sédant une seule composahi@ans le cas des supercordes de type |l, cette supersymétrie sera de
typeN = (1,1), c.-a.-d. deux supercharges de la surface d’univers de Majorana-Weyl de chiralités
opposées.

Par analogie avec la discussion précédente sur la supercorde de Green-Schwarz, les champs
de la supercorde seront couplés a la gravitation bidimensionnelle, en introduisant une métrique
auxiliaire sur la surface d'univers. Comme nous désirons obtenir un formalisme supersymétrique,
nous somme naturellement amenés a considérer une théatipdeyravité a deux dimensions
Celle-ci contient un gravitino a deux dimensigns qui se transforme comme un vecteur-spineur
de Majorana. Dans un espace-temps courbe quelconque sans dilaton, nous avons I'action suivante

(=77

kUn spineur de Dirac & deux dimensions posséde deux composantes compiexe{%ﬁ). La condition de Weyl

s'écrit : YOy y = +v, ou, explicitementy®y* = (;£9). Il reste donc une composante complexe. La contrainte de
Majorana sur un tel spineur de Weyl se réduftya®)” = y*.
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Dans cette action le multiplet de supergravydéy ) est couplé a des multiplets scalaires de matiére
(XH, yH). Il est possible de vérifier explicitement que cette action posséde bien une supersymétrie
locale, avec les transformations suivantes :

oef = 2'57“%&

5Xa = E)aCa

Supersymtrie ;. §XH = —CyH,
Syt = iy (9aXH + ZaWt) §+TE CytyP

+15: 9" Ao VP 1Y

Cette action posséde en outre d’autres symétries localegiétrie de Weydorrespondant aux
transformations conformes, de parametre bosoniuet), et la symétrie de super-Weyl qui lui
est associée dans ce modele supersymétrique, de paramétre fermipfogtie

Setl = —Net,
(1.18) Synétrie (supel — conforme : Xa Yall — 3\ Xa

SXE = 0,

Syt = %/\Vf“~

Dans cette action, les champs de la surface d’'uni¥¢nss,t) correspondent aux coordonnées

de la supercorde dans I'espace-temps. lls définissent ainsi a une applKatigh — .# de la

surface d'univers vers la variété d’espace-temps. Les champs fermioniques de la surface d’univers
y* pour leur part définissent une applicatipn ., — T.# vers I'espace tangent a la variété. Les
champs de supergravité qui apparaissent dans cette action — la métpguet la deux-forme

B (x*) — correspondent a des fonctionnelles des chaxtpde la surface d’univerg[X* (w,w)]

et B[z} [XH*(w,w)], appelés «champs de fond». Notons également que cette action est modifiée en

présence d’'un profil quelconque pour le champ du dilaboX* ) ; la partie bosonique donne le
couplage suivant :

(1.19) Sy = / dodt v—hR? (h)d(XH)

en fonction de la courbure scalaire bidimensionngifé(h) de la surface d'univers.
Un choix de jauge approprié permet de simplifier considérablement cette action, pour le mo-
ment au niveau classique. Tout d’abord, la symétrie de reparamétrage et la symétrie de Weyl



I.3. Quantification de la corde fondamentale 17

peuvent étre utilisées pour éliminer tous les degrés de liberté de la métrique de la surface d’univers,
en choisissant la jaude,, = n,,. Ensuite, la supersymetrie locale et la symetrie superconforme
permettent d’atteindre la jauge dans laquglle= 0. Néanmoins, il faudra imposer méme une fois

la jauge fixee que les equations du mouvent pour le repere negbgiepour le gravitingya soient
satisfaites, soit explicitement :

1 8%s
(1-20) Tab-:ﬁ Spab —
1 6 %ns
GW*‘jﬁ?}T*O
(1.21)

Modéles sigma non-linéaireApres la fixation de la jauge conforme et superconforme dans
I'action de supergravité précédente, nous avons obtenu une théorie des champs a deux dimensions
se propageant dans une surface d’univers plate, possédant une symétrie globale de super-Poincaré.
Nous somme donc amenés a considérer des action non-linéaires a deux dimensions possédant une
supersymétrie globald = (1,1), c.-a.-d. possédant deux supercharges de Majorana-Weyl. De tels
modéles sont appelés modéles sigma non-linéaires a deux dimensions. Leur formulation est simpli-
fiée en utilisant le langage duper-espacgque nous avons déja défini. Dans notre cas, nous munis-
sons tout d’abord la surface d’univers de coordonnéede de lumierew=oc+t, w=o0 —t.

Le super-espacH = (1,1) est alors paramétré par les super-coordonié@e®™,w, 6~ ), ou 6+

sont deux spineurs de Majorana-Weyl de chiralités opposées. Ensuite nous définissupedes
champs scalairesomme des fonctions scalaires arbitraires du super-espace. Le développement de
ces super-champs en puissance#t@st fini, car ces derniéres sont des variables fermioniques :

! !/
XA (W0, W,07) = X (W) + 16" | T M (W) 167\ T (W) +167 67 F (w ).

En plus des champX* et y* que nous avions déja introduit précédemment, le super-champ
contient aussi uehamp auxiliaire F*. Cependant ce n’est pas un champ dynamique, car il n’ap-
paraitra que de maniére polynomiale dans l'action et pourra étre intégré. Cette théorie posséde
deux supercharges de Majorana-We¥l, agissant de la fagon suivante sur les super-champs :

Qf =0y, —10w0", Q =3y —1056.

Pour écrire une action du modéle sigma invariante sous le groupe de super-Poincaré, nous devons
introduire des super-dérivées covariantes anticommutant avec les supercharges :

{9..Q°}=0 = D, =0, +1du0"
{9_,Q"}=0 = D_=09, +1956"

L'action générale du modele sigma sans dilaton s’écrit alors comme ['intégrale suivante sur le
super-espace :

1 _
- / Pwdo 8™ [guy(X) + By (X)] DXHOXH.

(1.22) S=—

Lintégration sur les super-coordonnées revient a sélectionner le ternfe @n de I'action :
fd6Tde~ =d,,d, . Apres élimination des champs auxiliaires, nous obtenons I'action suivante
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en composantes :

S—

1 = o — o
2m,/dzw (Guv +Buv) OXHOXH +15-0, y* DT yY +15-0, 407§

1/a\? o~
(S s

Cette action s’écrit a I'aide des dérivées covariantes impliquant la tovgiate I'espace-temps :

— — 1 —
(1.23) Oty* =yt + <F“vp + 2%”5,3) IXP yY
pour les fermions de chiralité positive et pour les fermions de chiralité négative, la torsion contri-
bue avec un signe opposé :

o~ 1
(1.24) O -yt =odyH + (I’“Vp — 2%5’)) oXP y.
Enfin cette action fait apparaittg,, ., le tenseur de courbure de la variété avec torsion, qui se
déduit du tenseur de courbure sans torsion par

Hivpo = Ruvpo + 0y Hoypo+ ooy

Le modele sigma que nous venons de définir est, dans un espace-temps courbe, une théorie des
champs en interaction, car les «champs de fagd»et B[z] sont des fonctionnelles des champs

XH*(w,w). Cependant, il est possible par un développement de la métrique et de la deux-forme en
puissances d¥* d’effectuer des calculs perturbatifs ordre par ordre dans la théorie quantique,
lorsque la variété est suffisamment réguliére. Ces développements font apparaitre des dérivées
de la métrique et de la deux-forme, qui joueront le réle de constantes de couplages effectives
dans la théorie quantique a deux dimensions. Enfin, comme les ch@hgmt classiguement de
dimension zéro, cette théorie quantique des champs sera renormalisable.

Considérons maintenant la cas detade hétérotique[17]. La corde fondamentale hétéro-
tique est aussi une corde fermée. Rappelons que la supergravité correspondante posséde la moitié
des supersymétries des supergravités de type Il, et contient en outre un champ de jauge. Dans
le formalisme de Ramond-Neveu-Schwarz, la réduction de supersymétrie est prise en compte en
considérant le super-espafle= (1,0) de coordonnéebwn, 6, w); en effet les modes zéro des
fermions n’engendreront plus qu’une seule algébre de Clifford au lieu de deux. Les super-champs
scalaires associés aux coordonnées ont un développement siXtfler, 6, w) = X* (w,w) +
|9+Mwﬂ (w,w). Nous avons aussi besoin d’introduire des degrés de liberté correspondant au
champ de jauge. Nous utiliserons la méme idée que pour la construction des fermions d’espace-
temps. Si nous ajoutons a la théorie 32 fermions de Majorana-Weyl de chiralité nédétiva),
nous pouvons construire des couralits= A'A} et nous obtenons une algébre de Lie avec leurs
modes zéros, en particuli€(32). Du point de vue de I'espace-temps, les charipsont a
valeurs dans un fibré vectoriel de dimension 32 sur la variété d’espace-temps. Dans le forma-
lisme du super-espace nous introduisons les super-champs fermioniques suivamtg ™, w) =
A'(W,W) + 6F (w,w). Laction du modéle sigma hétérotique s’écrit alors [18] :

A .

Shet =~ Ter [ PWAB g (X) + By (X)] XHDX + Gy (X) N (DA + A DXHAK)

ouG;; est une metrique sur la fibre,,@ltl , une connexion associée au fibré vectoriel. Cette action

est invariante sous les transformations localas= R‘j(X)/\j, correspondant aux générateE&P§
du groupe de structure de I'espace vectoriel, qui est un sous-groupde
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Ceci compléte notre survol rapide des théories de supercordes fermées classiques. Les su-
percordes ouvertes seront évoquées également par la suite. Nous allons maintenant esquisser la
guantification de ces théories. En particulier, nous allons constater qu’un certain nombre des sy-
métries de I'action classiques deviennent potentiellement anormales.

Quantification et développement perturbatif. Le point de départ de la quantification de la théo-

rie est I'action de supergravité bidimensionnelle couplée aux chxtpsy*, donnée par I'équa-

tion (1.17). Cette théorie classique peut étre quantifiée dans le formalisme de l'intégrale de che-
min, dite dePolyakovdans ce contexte [19]. Les amplitudes de diffusion entre des états initiaux

et des états finaux des cordes se calculent en intégrant sur toutes les configurations des champs
de la surface d’'univers interpolant entre ces deux états asymptotiques. En particulier, nous devons
intégrer sur toutes les géométries de la surface d’univers — étendues aux «super-géométries» du
super-espace — ce qui se décompose en une intégrale sur la métrique (correspondant aux propriétés
localesde la surface d’univers ) et une somme sur les topologies de la surface d’univers, c.-a.-d. les
propriétégylobalesde la surface (fig. 1.3). Le calcul des amplitudes s’effectue en général avec une
surface d’univers euclidienne et non Minkowskienne, obtenue patddon de Wick w=w*. De

cette facon l'intégrale de chemin est mieux définie et la géométrie de la surface d'univers s’étudie
en termes de surfaces de Riemann dont les propriétés sont bien connues. En particulier la fonction
de partition de la théorie, qui représente I'amplitude de probabilité du vide au vide, est donnée par
I'expression suivante :

(1.25) z~ Y J DX Dy Dh Dy expl —Send X v hyp 2a)

(supeitopologie

en fonction de I'action (1.17). Lesuper-surfaces de Riemasar lesquelles I'action des super-

cordes est intégrée sont simplement les surfaces de Riemann étendues dans le super-espace par les
coordonnées fermioniques’.

Considérons pour commencer les surfaces de Riemann bosoniques. Les topologies sur lesquel-
les I'intégrale de chemin est sommée dépendent du type de théorie des cordes étudié. Dans le cas
des cordes ferméas, 11B ou hétérotique, la somme s’étend a toutes les surfsaes bordet
orientées Celles-ci sont entierement caractérisées pardeuare g qui caractérise le nombre de
«trous» de la surface. Ainsi, un tore est une surface de genre un. L'indice topologique caractérisant
ces surfaces estifidice d'Euler yz = 2—2g. La somme sur les genres des surfaces va jouer le

J2X7h " < .

FiG. 1.3. Somme sur les surfaces d’univers, cas bosonique.

réle de développement perturbatif dans le calcul d'amplitudes de la théorie des cordes. Rappelons
en effet que le dilaton est couplé dans I'action des supercordes a la courbure scalaire de la surface
d’'univers, eq. (1.19). Séparons maintenant la partie constante du dilaton de la partie dépendant
explicitement des champs de la surface d'univef¥(X) = ®,+ §®(X). Alors le mode zéro

donne une contribution purement topologique a I'action :

Tqu)o/dZW\/fh R?(h) = Aty Py Xe -
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Ainsi toutes les amplitudes des cordes sont pondérées par le fgétewtl nous avons défini la
constante de couplage des cordes fermees gxp4rt-, ®,. Comme nous I'avons vu, I'action
des supercordes possede plusieurs symétries locales, bosoniques et fermioniques :

— la symétrie de reparamétrage de la surface d’universysz,iff

— la supersymeétrie locale ;

— la symétrie de Wey¥ ;

— la symétrie superconforme.
En conséquence l'intégrale fonctionnelle sera redondante puisque nous intégrons des configura-
tions des champs reliées par une transformation de jauge. Nous devons intégrer sur le quotient
de toutes les super-géométries par toutes les symétries locales de I'action. Ce quotient s’'appelle
I'espace des super-modul®®ur cela nous allons utiliser une procédure de fixation de la jauge, en
intégrant sur une tranche de I'espace des super-géometries qui est transverse aux orbites du groupe
de symétries locales de la théorie. La mesure d’'intégration sur la tranche sera obtenue par la proceé-
dure de Faddeev-Popov. Considérons en effet la variation de la métrique sous un difféomorphisme
généré par le champ vectorieet une transformation de Wes infinitésimaux :

1
6Diffy3 x%ﬂhab - I:laVb + Vb§a+ ZAhab = m(V)ab+ 2 (/\ "‘ ZDCVC) hab’

ou la deuxieme égalité définit 'opérateur de projectidrvers les tenseurs de trace nulle. La
deuxieme partie de 'égalité correspond aux déformations affectant le déterminant de la métrique
N=NA+ %Dcvc. Nous voulons effectuer le changement de variables dans l'intégrale de chemin :

Ih=DPBN) DN\ — I x DV DN,

faisant apparaitre le jacobiehde I'opérateur]d. Les degrés de liberté et A que nous avons
factorisés sont les degrés de liberté de jauge. Nous pouvons ainsi choisir tout d'ajzargela
conforme:

hap =A(0,1) 6y,
apres avoir supprimeé l'intégration sur les diffeomorphismes.

Cependant cette procédure est compliquée par I'existencaodies zérale 'opérateur de
projection’, c.-a.-d. des champs vectoriels solution de I'équatigd(v) = 0. De tels champs
vectoriels sont appelégecteurs de Killing conformegui n'affectent pas la métrique. Notons
gu'ils nexistent que sur les surfaces de genre zéro (au nombre de six) et sur les surfaces de
genre un (au nombre de deux). Dans ces deux cas il va donc subsister dans l'intégrale de chemin
une partie de la symétrie de jauge qui ne peut étre éliminée. Si I'amplitude calculée contient un
nombre suffisant d’opérateurs insérés sur la surface d'univers, il suffira d’en fixer la position pour
un nombre égal au nombre de vecteurs de Killing conformes pour fixer cette symétrie résiduelle.
En outre il existe des paramétres géométriques de la surface qui ne peuvent étre éliminés par
une combinaison de difffomorphismes connectés a l'identité et de transformations de Weyl. Ces
parametres forment un espace de dimension finie, ap@sigdte de Teichmulldieich(.7y). La
dimension de cet espace des modules est nulle pour une surface de genre zéro, égale a deux pour
un genre un — sur le tore — et pour un genre plus élevé :

dimg Teich(.7y) =6g—6, g> 2.

En gardant a I'esprit ces complications, nous utilisons maintenant la représentation de Faddeev-
Popov du jacobien a I'aide d’'une intégrale de Grassmann (c.-a.-d. sur des variables fermioniques),
du champ vectoriet® et du tenseur de trace nulg,, :

J:/ @b@cexp{—/dzwx/—hhab baCDcca}.
G
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Ces champs spinoriels, mais de spin entier, sont apfaiémes de Fadeev-Popoassociés aux
reparamétrages. Dans les coordonnées complexes, nous introduisons les rotatibpg, b :=

bsw etc:= cw, €:= Cgyy. Dans cette représentation du jacobien, les vecteurs de Killing conformes
correspondent aux modes zéro du champet les modules aux modes zéros du chayp Le
courant associé a ces chamjs=: cb : est anormal 9] = 3\/~=hR®. Lintégration de cette
anomalie conduit athéoréme de Riemann-Rocla différence du nombre de modes zérox @

deb est égale a 3 3g. Ces modes zéros devront étre compensés dans le calcul d'amplitudes par
I'insertion des champls, c dans la mesure.

Généralisons maintenant la discussion aux super-surfaces qui apparaissent dans le développe-
ment perturbatif de la supercorde dans le formalisme de Ramond-Neveu-Schwarz. Nous sou-
haitons faire le choix de lfuge superconformepour les transformations locales de supersy-
métrie :

Xa= Iyan(cvt)7
olun est le paramétre fermionique des transformations superconformes, voir eq. (1.18). A ce choix
de jauge est aussi associé un jacobien, qui peut également se représenter comme une intégrale de
chemin, cette fois sur des champs bosoniqyey) de spins(3/2,1/2), les fantbmes de super-
reparamétrage. Cette intégrale de chemin peut se combiner avec celle sur les fantbmes de repara-
métrage en une intégrale dans le super-espace, que nous donnons dans la jauge superconforme :

Jo= /@B_@c exp{/dzwdze BDC — é@é},

en fonction des super-champB = 3 + 6"b et C = y+ 8¢, avec une définition similaire pour

les autres composantes. Cependant, il existe le méme probléme que pour la partie bosonique de
I'intégration sur les géométries. Premiérement, considérons une surface fermée dg; geliee

ci contient 2y cycles. Lors du transport paralléle d’'un spinegt le long de ce cycle, celui-ci

peut acquérir une phase, : y* — +y*. Ainsi, dans le super-espade= (1,1), il existe en

principe 29 choix possibles, appelésructures de spinanalogues fermioniques de la somme

sur les topologies. Enfin, les modes zéroejui correspondent aux modules fermioniques de

la super-surface, et les modes zérosydqui correspondent auspineurs de Killing conformes
devront aussi étre compensés dans les calculs d’amplitudes.

Anomalies. Un certain nombre des symétries locales de I'action classique des cordes ne sont pas
nécessairement préservées dans la théorie quantique : elles possédent potentiellement des ano-
malies. La présence d’anomalies pour des symétries de jauge est en général désastreuse dans
une théorie quantique, car elle empéche le découplage d'états de norme négative et viole ainsi
l'unitarité.

Anomalie de WeylLa premiére anomalie rencontrée dans la quantification de la théorie des
supercordes est I'anomalie de Weyl. Rappelons que I'action classique des supercordes, eq. (1.17),
est invariante sous les transformations de Weyl— e”*h,,, mis a part le terme de couplage
au dilaton. Ainsi le degré de liberté associA a’est pas présent dans la théorie classique. En re-
vanche, la théorie quantique contiendra des divergences ultraviolettes qui devront étre régularisées,
ce qui brisera inévitablement la symétrie de Weyl. Par définition du tenseur d’énergie-impulsion,
eg. (1.20), la variation d’'une amplitude quelconque sous une symétrie de Weyl sera :

Sy (00" = —Zln/dzwél\(w,w) (TwO--- 0",

Il s’agit d'un exemple ddentité de WardAinsi la condition d’annulation de I'anomalie de Weyl
pour toutes les amplitudes correspondra a I'annulation de la trace du tenseur d’énergie-impulsion
de la théorie T,; = 0. Lorsque la courbure de I'espace-temps est partout faible par rapport a
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I'échelle de la théorie des cordes, les «champs de fond» peuvent étre développés autour de I'espace
plat, par exempl@,, = n,, + 69,y (X). Les interactions du modele sigma peuvent alors étre
traitées perturbativement, et le développement s’organisera en puissances du pargmaitée

a la tension des supercordes pgi = 1/2ra’. A cause des divergences ultraviolettes, toutes

ces constantes de couplage serenbrmaliséeslans la théorie quantique, c.-a.-d. dépendront de
I'échelle d’énergie. Lanomalie recevra des contributions de tous les couplages de la théorie :

T = BOV-NR? 4 (B2, + B2, ) 40X + -

ou les fonctionsf associées aux champs de fond de la thégyie B[Z},... décrivent I'évolution
des constantes de couplage en fonction de I'’échelle dans la théorie renormalisée. Ainsi, la condi-
tion d’annulation de 'anomalie de Weyl s'écriB9 = S8 = B® = 0. De fagcon remarquable, ces
équations d’annulation des anomalies, au premier ordrg eeproduisent les équations du mou-
vement pour les champs correspondants de supergravité (dans le cas hétérotique, les équations du
mouvement pour le champ de jauge sont aussi obtenues). Le calcul a des ordres plus éévés en
produit des corrections a la supergravité impliquant des termes a plus de deux dérivées. Par contre,
les champs de «<Ramond—Ramond» ne sont pas inclus dans ce formalisme. Remarquons pour finir
gue, dans le cas ou nous aurions choisi de définir la théorie des supercordes dans une dimension
différente de dix, la fonctiof$ du dilaton rec¢oit une contribution constante :

o _ "F1
et dans ce cas I'espace-temps plat, sans champ de fond, est incompatible avec la symétrie de Weyl
— ceci est une justification a posteriori pour le choix de dix dimensions pour définir la théorie —
et il faut conserver le degré de liberté associé aux transformations de Weyl dans la théorie. Nous
obtenons alors urthéorie des cordes non-critiqusur laquelle nous reviendrons par la suite, avec
la théorie de Liouville. Cependant cette théorie posséde quand méme la symétrie conforme comme
symétrie résiduelle, suffisante pour obtenir une théorie unitaire.

Anomalie chirale.La supergravité bidimensionnelle de la corde hétérotique contient des fer-
mions chiraux de la surface d’univers couplés a la gravitation ; nous attendons la présence d’'une
anomalie gravitationnelle correspondante. Il s’avére cependant [18] que cette anomalie peut étre
compensée par le terme de Wess-Zumino, mais uniquement dans le cas ou les fermions se trans-
forment dans un groupe de dimension 256. Ainsi nous trouvons que le groupe de jauge de la théorie
estSQ(32) ou Eg x Eg, en accord avec le résultat de 'annulation des anomalies d’espace-temps
dans la supergravité [20,21], bien que d’origine complétement différente.

Quantification BRST. Considérons maintenant que les conditions d’annulation des anomalies
potentielles de la théorie sont satisfaites. Les degrés de liberté associés aux transformations de
Weyl et de super-Weyl découplent de la théorie. Cependant, la théorie posséde encore une symétrie
résiduelle de dimension infinie, Bymétrie superconformé&n effet I'action des supercordes est
invariante sous les transformations infinitésimales suivantes de coordonées du super-espace :

(1.26) ow=¢g[f(w)—10n(w)], 660 =¢ %Oaf(w)—m(w) )

ou f(w) est une fonction holomorphe bosonique — générant une transformation conforme et

une fonction holomorphe fermionique, générant les transformations superconformes proprement
dites. Ces transformations sont générées par I'action du super-tenseur d'énergie-impulsion, dont
I'expression est la suivante dans un modéle sigma non-linéaire générique (1.22) :

(127)  T(we™)=DX X g,, ésax“@xvz)xv o = G(W) + 6T (W),
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soit en composantes .
|
T(w) =dX*oX gy + W 0Ty g,y , G(w) = y# (8><Vguv - éwvw”%’ﬁvp) -

Le transformations super-conformes anti-holomorphes sont générées par des opérateurs d’expres-
sion similaire. L'étude de ces symétries et leur conséquences seront abordées en détail dans le
deuxiéme chapitre de cette these.

Pour le moment nous nous intéresserons a une autre symétrie intimement liée a la premiére.
Cette symétrie, qui apparait génériguement dans une théorie possédant une symétrie locale est la
symétrie BRST, pour Becchi-Rouet-Stora-TyutiiConsidérons une théorie de jauge quelconque,
avec des générateurs de symétries locdlgssatisfaisant une algébféa,ﬁﬁ] = faﬁ 75,. Nous

voulons fixer la jauge par les condition§(¢') = 0. Avec la procédure de Fadeev-Popov, nous
pouvons réécrire I'action, une fois le choix de jauge imposé, a I'aide de champs auxiliaires, les
fantdmegb,,c%) et les anti-fantomeB, :

v@le—sw _ / D DB, I, T & 91 [BF* [0y3uFH)c.

jauge

En effet, I'intégration sur les multiplicateurs de Lagramjereproduit les conditions de jauge, et
I'action des fantdmes le jacobien de changement de variables. Cette action est invariante sous la
transformation suivante, digRrsT, de paramétre fermioniquég:

1
80, = —10C%8, 0, , b= —CB,, SBCO‘:—é (Pt 5By =0.

La transformation des champs est identique a une transformation de jauge ordinaire, mais le
parametre de transformation est associé aux fant@fhedsette transformation est associée a une
charge conservé@ggsr Lors du calcul d’amplitudes de diffusion entre des états physiques de la
théorie quantique, nous devons naturellement obtenir des résultats qui ne dépendent pas du choix
de jauge particulier que nous avons fait pour calculer I'intégrale de chemin. Cette condition se
traduit par la condition suivante sur tous les états physiques de la thé@gjgi/phys = 0. En

outre la symétri@RST doit étre conservée dans la théorie quantique. L'opératest doit donc
commuter avec la variation de I’hamiltonien de la théorie sous un changement de choix de jauge.
Ceci impose que l'opérate®RST soit nilpotent :Q%RST: 0. En conséquence, tout état de la
forme Qgrs7¢), appeléBRST exact, sera un état physique, mais il sera orthogonal a tous les états
physiques, cafphy§Qgrsl¢) = 0. Ainsi I'espace de Hilbert des états physiques de la théorie
gquantique sera contenu danstthomologiele I'opérateuBrsT, c'est a dire :

‘¢>v QBRST‘(M =0
W), [¥) = QgrstlX)

Dans le cas de la théorie des supercordes, la cl@gge; provient du choix de jauge conforme

pour les reparamétrages et de jauge superconforme pour les super-reparamétrages. L'expression
de la charg@RsT se factorise en deux charges respectivement holomorphes et anti-holomorphes.
L'expression explicite de la charg®RsT holomorphe est donnée l'intégrale suivante du courant
Jgrstholomorphe :

A € H(Qgrsy) =

dwdo "
Qgrst = ?{?JBRST(\MG+)

(1.28) - d";?f c {T(W, 6) 4 %Tgh(w, 6+ — 29 C®C) B]} ,
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en fonction du super-tenseur d’énergie-impulsion des super-fantdmes

Tyn(W,0) = —CD*B+ %’DC@ B-— gQZCB.
Pour la charge anti-holomorplig,<; nous obtenons une expression similaire, pour les théories
de type II' Les états physiques des supercordes doivent alors appartenir & la cohomologie de I'opé-
rateurQgrst+ Qprst CEPENdant d’autres contraintes, comme entre autres 'unitarité de la théorie
et éventuellement la supersymétrie d’espace-temps, conduisent a des restrictions supplémentaires
sur le spectre physique. Notons enfin que I'opéras®aT n’est nilpotent, et donc la quantification
BRSTpossible, que si les conditions d’annulation des anomalies de Weyl sont satisfaites.

Cordes ouvertes. Les théories de supercordes peuvent se généraliser en leur ajoutant des secteurs
de cordes ouvertesLa surface d'univers est alors une bande, et les condititions aux bords, en

o = 0, doivent étre spécifiées. Lorsque des conditiondDdehlet sont choisies le long de
certaines directions, les extrémités des cordes ouvertes sont partiellement localisées. Il fut ensuite
réalisé [22] que les hypersurfaces balayées par ces extrémités de cordes ouvertes ne sont rien
d’autre que led-branes décrites en supergravité. Il est ainsi possible d'étudier la physique de
ces objets non-perturbatifs grace aux degrés de liberté des cordes ouvertes attachées dessus. En
particulier, les extrémités des cordes portent une charge, dite de «Chan-Patton» par rapport a un
groupe de jauge U(N) — poi¥ D-branes coincidentes —, et leur théorie effective est une théorie de
jauge supersymeétrique, qui ne contient pas la gravitation, associée aux cordes fermées. Cependant,
cette approche n’est exacte qu’au premier ordre des perturbations, car elle ne tient pas compte de
la déformation de I'espace-temps induite paptarane.

Fonction de partition a une boucle. Un exemple particulierement utile de calcul d’amplitudes

est la fonction de partition a une boucle, c.-a.-d. 'amplitude «vide—vide» sur le tore de genre un.
Le tore posséde un paramétre de Teichmiller comptekine représentation du tore est donnée

Plan w

cycle A
cycle B

s

T+l 7

FiG. 1.4. Tore de module, représentation dans le plan complexe.

par le plan complexéw, w), avec les identifications (voir fig. 1.4W ~ w+ 2z (mr +n). Cependant

il existe d’autres paramétrages équivalents du tore : ainsi, la transformatiean— t 4+ 1 conduit

a une identification de paramét(en— n,n), voir la figure, et la transformatio8 : 7 — —1/z

a l'identication de paramétrés, —m). Cette derniere transformation revient a échanger les deux

'Dans la corde hétérotique 'opérat@rsT anti-holomorphe correspond uniquement aux symétries de reparamé-
trage bosoniques, associées aux fantdthes.
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cycles A et B du tore. Ces deux transformations généregitdape modulaire du totd*SL(2,7Z) =
SW2,2)/Z,:

ar+b

~ g ¥PcdeZ, ad—bc=1, (abcd)~—(abcd).

Cette symétrie permet de choisir un représentant de I'orbite dlens ledomaine fondamental
défini par :
Jo={reC, |Ot|<Y2, |t[>1}.

D’autre part, le tore posséde un vecteur de Killing conforme, complexe, correspondant aux transla-
tions sur le tore. Ainsi, la mesure d'intégration doit étre divisée par le volume du groupe de Killing
conforme, soit I'aire du tor¢2r)?z,.™ La fonction de partition & une boucle s’exprime simple-
ment en utilisant un formalisme hamiltonien. Elle s'interpréte en effet comme le processus ou une
corde fermée est créée du vide, se propage selon le temps euclidiew pendant Z,, et le

long de la coordonnée longitudinale de la coade- Ow de 2r7;. Le générateur des translations
temporelles est le Hamiltonid, et le générateur des translations spatiales I'impulBion

H — /dc{ (0,0)+T, (G,O)+T_(6,0)+T_gh(070)}:1L0+EOv
p /2 T(6,0)+T, (g,o)_[T‘(o,0)+T_gh(o,0)}}:: Lo— Lo

Les états qui «circulent» dans la fonction de partition sont, comme en théorie des champs, tous les
états physiques de I'espace de Hilbgft Ainsi la fonction de partition peut s’écrire :

d’L’d’C |, PP RITH _ drdt oo

Z= Tr qto
3 4’L’2 3, 47, H

ou nous avons défimj = expant. Lamplitude a une boucle doit étre invariante sous le groupe
modulairePSL(2,7Z), qui transforme le paramétrage de la surface d’univers en un paramétrage
équivalent. Cette condition, appelié®ariance modulaire, impose des contraintes trés fortes sur

le spectre admissible de la théorie. Le spectre physique de la théorie des supercordes se lit dans la
fonction de partition en développant I'intégrande en puissancgetig.

I.4. Supercordes dans Minkowski

Pour illustrer la construction générale précédente, nous allons considérer la propagation des
supercordes de typedans un espace-temps plat de Minkowski. Dans ce cas les chatrgigy*
sont simplement des champs libres sur la surface d’univers. Plagons nous sur une surface de genre
zéro, topologiquement une sphére. Les coordonnées complexes que nous avonsxieéfipoes
paramétrer la surface d’univers décrivent un cylindre, avec l'identificatiorw+ 2. Lorsque les
fermions de la surface d’univerg”, * sont transportés le long de ce cercle, ils peuvent acquérir
une phase :

WE (W) =yt (W-2) , G (W) = Yk T+ 2n),

avecn = + pour lesecteur de Ramondr (a= 1), etn = — pour lesecteur de Neveu-Schwarz
NS (a = 0). Dans ces deux secteurs, nous pouvons développer en modes les champs libres de la

M|| faut aussi diviser la mesure par 2 pour tenir compte de la symétrie—.
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théorie :
= p! o 1 —INW | %[ o~ INW
QIX! =0 = XH(wW) =X+ (W W)+ Egﬁ[a#e +afe™]
n#0

dyt =0 = yht=1" S whe ™,
nez+2;2
IPr=0 — =1 F e ™

nez+a;1
Cette théorie peut étre quantifiée en imposant les relations de commutations canoniques :
(o, o] =[G, O] = { W, Wi} = {WR, U} = MGy o™, [, p*] =in™".

L'opérateurBrRsTde la théorie s’exprime a I'aide du super-tenseur d’énergie impulsion de la théo-
rie libre :

1 1 2

. (3 nt +a (2w }
= ngz[e 2 2 Gn+%1—|—9 e Ln|,

avec une contribution anti-holomorphe similaire. L'Hamiltonien de la théorie, correspondant au
générateur des translations temporelles sur la surface d’univers, est donné par le mode zéro du
tenseur d’énergie impulsion :

o ® o a-1
H=Ly+Lo= jpupu +nzl{0‘”n0‘nu + 0k oy + <n+ 2) ‘Vﬁnf%lwm%lu

(|.29) + (I’] —+ a;l> IT/H lf/ } + Lfantomes+ Efantomes (a 1)

-1 Pppal
=t TS

Le terme constant est appelé «énergie de point zéro». LinvariaBReg impose sur les états
physiques du secteur de matiére de la théorie les contraintes suivantes :

a—1 —
{Liso 25 biphys =6, ohys = {Coso+ 252 biphys =G slphys —o

Secteur de «Neveu-Schwarz—Neveu-Schwddans ce secteur nous avons tout d’abord I'état
fondamental de la théorig") @ |p*) ® |0)ys @ |0),s, OU le premier facteur est le vide des os-
cillateurs bosoniques, vérifiant® [p*) =0 eto/i[p") = p*[p"). De méme le vide de Neveu-
Schwarz et anihilé par tous les oscillateurs positifs. Cet état esaalyon car sa masse est
imaginaire. En effet, d'aprés la définition de I’hamiltonien des cordes, eg. (1.29), nous obtenons
p? = —M? =2/, La présence de cet état est catastrophique car elle signifie que I'état fondamen-
tal est instable ; nous verrons comment le supprimer du spectre. Ensuite, nous avons un premier
état excitég,, |p") ® | p“> ® w“1/2\0>NS® 1//_1/2\0>NS, cette fois-ci de masse nulle. Le tenseur de

polarisatione,, se décompose en un tenseur symétrique de trace nulle, un tenseur antisymétrique
et un scalaire, correspondant respectivement au graviton, aux fluctuations de la deuRr[g?eme

du dilaton®. Ainsi le spectre perturbatif de la théorie des supercordes contient naturellement la
gravitation.
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Secteur de «Ramond—-Neveu-Schwaans le secteur de Ramond, le vide des champs
|ot) . €St dégénéré en raison de la présence des modes zéros. En effet, ceux-ci générent une algébre
de Clifford {y', g} = n*", et le vide possédera un indice spinorgelde SQO(1,9). L'état de
masse minimale dans le secteur de «<Ramond—Neveu-Schwarz» est I'état de masse nulle suivant :
Ul p) @ | pH) ® |a)r ® 1, |0) s OU le tenseur de polarisation obéit a I'équation du mouvement
linéarisée du gravitino p, p, ygﬁug = 0. Le secteur de «Neveu-Schwarz—Ramond» donne une
contribution similaire au spectre.

Secteur de «Ramond—Ramond>ans ce cas nous obtenons le produit tensoriel de vides de
Ramond dans les deux secteurs, holomorphes et antiholomorphes. Ces états, de masse nulle, se
transforment dans le produit tensoriel de représentations spinoriel®@§(de9), c.-a.-d. comme
des p-formes. Ces états ne sont rien d’autre que les fluctuations des ibﬂrrm supergravités
de type I, leformes de Ramond—Ramond

Projection GSO. Le spectre que nous avons décrit jusqu’a présent ne correspond pas a une théorie
bien définie. Premiérement, le spectre contient un tachyon destabilisant la théorie. Deuxiemement,
le secteur de Ramond contient deux fois trop d’états fermioniques. Nous devons alors conserver
uniquement une partie des états physiques, en effectuant une projection compatible avec la struc-
ture de la théorie. Nous définissions pour cela le courant assoonignalore fermionique

4
S =yt =Yy By,
n=1

La charge des états de la théorie sous ce courant, le nombre fermionique, e§t.ndtés pou-
vons alors définir un opératefr, par(—)" pour classifier les états du spectre.

Secteur repr. SQ9,1) (-1)F n?
NS+ 10 10
NS- 1 -1 -5k

R+ 16 +1
R— 16 -1

avec une classification similaire pour les opérateurs du secteur anti-holomorppmjéction
GSOcorrespond a ne garder, dans le secteur de Neveu-Schwarz, que les états de nombre fermio-
nique pair. Cela élimine le tachyong_) et conserve le premier niveau excités( ). Ensuite,
dans le secteur de Ramond, nous ne conservons que les états de parité Rlormer, . Cette
projection s’effectue indépendemment sur les secteurs gauche et droit de la théorie. Nous obtenons
alors deux théories de supercordes bien définies.
— Supercordes de typea : le spectre de cette théorie comprend les secteuss, NS, ) ®
(Ns.,R_)® (Ry,NS,) @ (R,,R_). Le secteur(Rr, ,R_) contient des états se transformant
dans les représentatiof8® 16 = [0] + [2] + [4], ce qui correspond au spectre des formes
A[n] de la supergravitéAa ;
— Supercordes de types : le spectre esfNs, NS, ) @ (NS, ,R,) ® (R, ,NS,) & (R,,R,).
Le secteur(Rr, ,R, ) contient des états se transformant dans les représentaBons6 =
[1] 4 [3] + [5],., correspondant au spectre des forres de la supergravités.
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Ce choix de secteurs est compatible avec I'invariance modulaire, et donne une théorie unitaire. En
effet, la fonction de partition pour les théories de type Il est donnée par :

drdt / dl%p e 720 [l (1)1 (@)
(

202, e 2. 2 O e

abez, abez,

ou, premiérement, le factelm |16 représente la contribution de I'action de tous les oscillateurs
bosoniques” , et s’exprime a I'aide de leonction de Dedekind
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(1.30) n(r) =g []1-d"), q=¢€""

n=1
Les modes zéro des champs bosoniques générent l'intégrale sur I'imppisi@euxiémement,
la contribution de chaque paire de fermions chiraux est donnée par le candgiéte) /n(7), a
l'aide des fonctions théta de Jacobi :

(1.31) 9|3|(r) = 5 emin g,

b nez
ou (a,b) sont les structures de spin le long des deux cycles du tore. Dans le langage hamiltonien,
le secteur s ou R) est donné paa = 0,1, et la projection GSO est implémentée dans chaque
secteur par la somme shr Enfin la variablee distingue la théorieiB (¢ = 0) de la théoriaiA
(e = 1). Linvariance modulaire de cette expression peut se prouver explicitement. En outre il est
possible de montrer que cette expression s'annule, en raison de la supersymétrie d'espace-temps.

Cordes hétérotiques.La corde hétérotique est construite avec un secteur holomorphe semblable
aux théories de type I, c.-a.-d. possédant la symétrie superconfbemg, dont la contribution a

la chargeBRST est donnée par l'intégrale (1.28) dans le super-espace. Par contre, le secteur anti-
holomorphe est purement bosonique, composé des coordoXHéesdes fermions «internes»
A'(W). La chargesrsT antiholomorphe est alors :

~ dw 1=, 1,..- = 3=

Qurst="— 9 5. {c <—Zaxﬂaxu - 2/1'87Li> +:bedc: +282c} ,

dépendant uniguement des fantbmes de reparamétrage et non de ceux de super-reparamétrage.
La encore, nous pouvons constater que cet opérateur n’est nilpotent que si le nombre de fer-
mionsA' est 32, ce qui coincide avec la condition des anomalies d’espace-temps dans la supergra-
vité. Lorsque tous les fermions ont des conditions de periodicités identigues (Ramond ou Neveu-
Schwarz), nous obtenons le groupe de jaB@32). Lorsque les fermions sont séparés en deux
groupes de seize avec des periodicités differentes, nous obtenons le groupe @8 jageCe

sont les seuls choix invariants modulaires dans I'espace-temps plat.

Cordes de type |. Jusqu’a présent nous avons discuté de théories de supercordes pour lesquelles
la surface d'univers est une variétégentée Nous pouvons aussi définir une théorie de super-
cordes non orientées, la théorie de type I, en ne conservant que les états invariants sous |'opé-
rateur de parité de la surface d’'univé®s. w — —w; cette projection s’appelle uorientifold .
Cette construction n’est possible que dans la théorie des superaerdescontient des fermions
d’espace-temps de méme chiralité dans le secteur gauche et le secteur droit.

Dans le développement perturbatif, I'insertion de I'opératutans le cycle correspondant
au temps Euclidien revient & ajouter dans la somme sur les topolog®mafases non-orientées
par exemple, a une boucle, la bouteille de Klein. Cependant, cette théorie n’est pas stable : en effet
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le diagramme de la bouteille de Klein posséde une divergence infrarouge, correspondant a I'émis-
sion de modes de masse nulle. Rappellons maintenant que, dans la supergravité, les orientifolds
correspondent a des objets de masse négative chargés sous les formes de «Ramond—Ramond».
Dans le cas présent nous avons affaire a un orientifgldemplissant tout 'espace-temps, et la
divergence correspond a I'émission de gravitons et du champ de «Ramond—Ramond>.

Pour compenser cette divergence, hous devons rajouter au développement perturbatif des sur-
faces d'univers avec bord, c.-a.-d. dewdes ouvertes dont les extrémités portent une charge
associée a un groupe de jau@eA une boucle, la divergence de la bouteille de Klein est annulée
par 'amplitude sur I'anneau (surface avec bord orientée) et I'amplitude sur le ruban de Mébius
(surface avec bord non orientée), mais uniquement si le groupe de jal®f@ 88} ; nous retrou-
vons ici aussi la condition d’annulation des anomalies de la supergravité de type | d'une maniére
complétement différente. Les cordes ouvertes que nous avons introduites sont attachéss a des
branes remplissant tout I'espace-temps, de charges et masse opposées a l'orientifold.

[.5. Dualités

Dans la section précédente nous avons construit cing théories de supercordes en quantifiant les
objets étenduspPsa 1+ 1 dimensions des supergravités a dix dimensions correspondantes. Une
des ambitions de la théorie des supercordes étant d’unifier les lois fondamentales de la physique,
nous pouvons nous demander si ces différentes théories sont bien distinctes, ou bien décrivent
la méme physique dans des régimes différents. Nous allons maintenant évoquer I'existence de
dualitésunifiant ces différentes descriptions, et menant au diagramme de la figure 3.

Dualités perturbatives. En théorie des supercordes, les objets élémentaires ne sont plus pon-
ctuels mais étendus dans une direction spatiale. Nous attendons donc que la géométrie de I'espace-
temps ressentie par les cordes, pour des échelles petites gavantl'échelle des cordes — soit
radicalement différente. Il existe en effet une dualité des modéles sigma non-linéaires, échan-
geant petites et grandes échelles, appelée génériquement «dualité T» [23]. Considérons un modele
sigma-non linéaire bosonique, possédant une isométrie associée aux translations du champ de la
surface d’'univer¥ (w,w). Nous pouvons alors coupler minimalement ce champ a un champ de
jauge(A,A) pour rendre cette symétrie locale :

1 — _ o

+ ny(aY+A)(§Y+A_\)+\?9—gR(Z)CD .

La courbureZ = dA — JA est couplée au multiplicateur de Lagranbe‘or_gant_la connexion a
étre plate. Sur une surface topologiqguement triviale, cela impkgeed X, A = dX. En choisis-
sant la jauger = 0, nous retrouvons le modeéle sigma original avec le remplaceventX. Par
contre, si nous intégrons le champ de jauge et non le multiplicateur de Lagrange, nous obtenons le
modeéle sigma T-dual, exprimé dans les chagX'sY }, avec les champs de fond :

6o - L g B g oG9 TByBy

“ Gy T Gy Y Oyy 7
~ i ~ By + By 0y ~
Oyy %%

Le changement du dilaton vient du jacobien généré par I'intégration sur les champs de jauge.
Notons que la dérivation de la dualité est uniquement valable au premier ordfeRar exemple,
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il n'est pas certain a priori que I'isométrie de translation existe dans la théorie quantique compléte.
Néamoins, comme nous le verrons plus tard, il existe un certain nombre d’exemples de théories des
cordes exactement solubles ou cette dualité est exacte. Dans les modéles sigma des supercordes
de typell, un autre effet de cette dualité est de changer le signe du fermion droit de la surface
d’univers{y” — —{r" associé au champ dualisé. Ainsi cette transformation va changer la chiralité

de I'état fondamental du secteur de Ramond, et donc d’échanger les théories des supescordes
etliB.

Dualités non-perturbatives. Dans ce chapitre nous avons d’abord construit les supergravités qui
constituent les théories effectives de basse énergie des théories des cordes correspondantes : types
A, typeliB, typel, hétérotiquesQ(32) ou Eg x Eg. Nous pouvons nous demander s'il existe des
relations entre ces théories des cordes distinctes ; nous avons déja trouvé une dualité perturbative
— par rapport a la constante de couplage des cordes donnée par le dilaton — entre les théories
IIA et 11B. Nous cherchons maintenant dglités non-perturbative24-26], reliant le régime
pertubatif de certaines théories des cordes avec le régime de couplage fort d’autres théories, qui
devraient se refléter dans les propriétés des supergravités.

Auto-dualité de la théoriaiB. Nous avons vu dans la section I.1 que la supergrawté
posséde une symétriel(2,R), dont un sous-groupe échange le régime de couplage fort et le
régime de couplage faible. Une telle dualité peut-elle exister dans la théorie des cordes ? Remar-
quons tout d’abord que I'action d’une telle transformation, eq. (1.9), sur le terme de couplage
d’'une corde fondamentale a la deux forme de «Neveu-Schwarz—Neveu-Schwarz» est le suivant :
J#,Bia = [, By d+A;c detelle sorte que nous obtenons un état lié de cordes fondamentales
et debl-branes. Pour que la condition de quantification de la charge soit préservée, uniguement un
sous group&L(2,7), a éléments de matrice entiers, peut étre une symétrie de la théorie quantique.
Nous postulerons alors que cette symétrie est exacte dans la théorie quantique des supercordes
En particulier, la transformation— —1/r échange la corde fondamentale, perturbative dans le ré-
gimegs — 0, et la D1-brane, perturbative dans le régigae— «. Ces deux objets somPs, et
donc leur masse ne peut étre renormalisée par des effets quantiques ; leur comparaison a du sens.

Dualité type I- hétérotique S@2). Les supergravités correspondant aux théories effectives
de la théorie de type | et la théorie hétéroti@@&32) sont identiques, moyennant une redéfinition
des champs, en particuligr— —®, échangeant les régimes perturbatifs et non-perturbatifs. Ainsi
nous pouvons postuler que, dans un régime de la théorie, I'objet perturbatif est la corde fondamen-
tale BPshétérotique, chargée sous la deux formendens, et dans un autre régime, td -brane
chargée sous la deux-forme Her de la théorie de typejoue ce rdle.

SupercordesiA et théorie.#. La supergravité de typea est obtenue a partir de la super-
gravité a onze dimensions par reduction dimensionnelle. En particulier la constante de couplage
des cordes est proportionnelle au rayon de la coordonnée compactifiée Rio/v’. Si hous
prenons cette construction au sérieux dans la théorie quantique compléte, cela signifie que, dans
le régime de couplage fort de la théorie des supercardesine onziéme dimension apparait.

Nous obtenons une théorie quantique a onze dimensions, mystérieuse, appellée pour cette raison
— mais I'éthymologie est suspecte —tléorie .#. La corde fondamentale de la théonie n'est

alors rien d’autre qu’'une membrane de la supergravité a onze dimensions enroulée autour de la
dimension compacte.

Heétérotique E x Eg et théorie.#Z. Nous avons déja mentionné que la supergrefgjté Eq
s’obtient par une compactification de la supergravité a onze dimensions sur un espace singulier,
un orbifold. La encore nous postulerons que cette relation se maintient dans la théorie quantique.

Mvoir [27] pour une introduction aux dualités.
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Comme dans le cas précédent, la constante de couplage des cordes est proportionnelle a la lon-
gueur de l'intervalle de compactification et une onzieme dimension apparait & couplage fort. La
corde fondamentale hétérotique correspond, a onze dimensions, & une membrane se terminant sur
les deux hyperplans singuliers.






Théorie des cordes en espace-temps courbe

Dans le chapitre précédent nous avons abordé les aspects généraux de la quantification des
supercordes. Cependant pour un fond général la théorie n’est pas soluble exactement; mis a part
le cas de I'espace plat, seulement certaines classes d’'ondes gravitationnelles peuvent étre étudiées
sans utiliser de techniques particuliéres. Pourtant, la théorie des supercordes prétend fournir une
description cohérente, au moins perturbativement, de la gravitation quantique. Il est alors capital
de comprendre la dynamique des cordes dans un espace-temps courbe — qui n'est rien d’'autre
gu'un état cohérent de cordes fondamentales — a la fois pour approfondir notre connaissance de
cette théorie et pour étudier la physique des phénoménes pour lesquels la relativité générale n'est
plus valable, par exemple les trous noirs.

Il existe un certain nombre de cas ou hous pouvons résoudre la théorie des cordes a 'aide de
méthodes algébriques trés puissantes, reposant th@dde (super)conforme des champf28,

29] et ses extensions chirales. Nous avons déja observé dans la section précédente que, lorsque
la condition d’annulation des anomalies de Weyl est satisfaite, la théorie des champs sur la sur-
face d’univers possede une symétrie superconforme, de dimension infinie. En général les théories
conformes que nous utiliserons comme «briques» pour construire des solutions de la théorie des
cordes possedront une algebre chirale, diggbre’””’, contenant comme sous-algebre I'algebre
conforme. Ainsi les états de la théorie se transformeront de maniére bien définie par rapport aux
symétries conformes. Enfin, 'opérateaRsT de la théorie s’écrivant en termes des composantes

du tenseur d’énergie-impulsion, la cohomologiesT du spectre physique sélectionnera dans les
représentations de la théorie superconforme totale un sous-ensemble d’'états, qui seront les états
physiques de la théorie des cordes : des opérateurs primaires de dimension zéro.

II.1. Quelques notions de théorie (super)conforme

Dans cette section nous définissons brievement les notions de théorie conforme nécessaires
pour étudier la théorie des cordes en espace-temps courbe.

Algébres de Virasoro et représentations.Une théorie des champs a deux dimensions est inva-
riante conforme si elle posséde comme symétrie le groupe infini de transformatienigw) ou

f est une fonction holomorphe arbitraire de la coordonnée complexe de la surface. Linvariance
conforme est une symétrie d’une théorie quantique si la trace du tenseur d’énergie-impulsion an-
nule tout corrélateur (T, ;0" --- 0") = 0. Par conservation du tenseur d’énergie impulsion, les
deux composantes restantes sont chirales :

OTaw=0 = Tuw'=TW), OTzz=0 = Tz :=T(W).

Lesopérateurs primaires de la théorie sont caractérisés par leur lois de transformations simples
sous les transformations conformes :

Hwow) — [0 F ()] [0 F (W) ( F(w), F(W)).
33
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La dimension conformede I'opérateur primaire est la somrheth;, et son spin la différendeg —
h;. Les composantes du tenseur d’énergie impulsion, qui génerent les transformations conformes
des opérateurs, ne sont pas des opérateurs primaires, mais «quasi-primaires» :

fa3f — 3(92f)2
Tw) — [af(w)]ZT(f(w))+1czaW wf —2(af)

(Awf)?
T Yy = = & o-fa3f — 3(92f)2
TW — PFWPET(IW)+ 5 ﬂa%W)

Les nombres et € sont appelésharges centralgset correspondent a une anomalie quantique.
Dans la théorie des cordes compléte, incluant les fantéeies,= 0, etT, T sont de vrais opéra-
teurs primaires.

Dans le contexte de la théorie des cordes, nous avons défini la théorie de la surface d’univers
sur un cylindre, paramétré par le temps euclidiimet une coordonnée périodiqlav ~ Ow+
2n. Dans le contexte de la théorie conforme, il est plus simple d’étudier la théorie sur le plan
obtenu par la transformation conforme = exp—iw. Dans ce nouveau systéme de coordonnées,
les translations temporelles correspondent aux dilatations radiales. L'hamiltonien de la théorie est
donc donné par le générateur des dilatations dans le plan :

dz - c+c
H= f om' Pom' 24
Dans le calcul d’'amplitudes de diffusion, les états asymptotiques correspondent a des cylindres

\&J 163)

[01)
FiG. Il.1. Transformation conforme des états asymptotiques aux opérateurs de vertex.

semi-infinis connectés a la surface d’'univers. En utilisant la transformation précédente, les cy-
lindres sont transformés en disques dont le centre correspoadtdo ; ainsi en théorie conforme

les états asymptotiques peuvent étre représentés par I'insertion d’opérateurs locaux sur la surface
d’'univers, ditsopérateurs de vertex(fig 11.1). L'action d'une transformation conforme infini-
tésimalew — w+ £(w) sur un opérateur primaire est générée par I'action du tenseur d’énergie
impulsion, en étant attentif & I'ordre des opérateurs :

5 (W) :rmVMM}[i ¥ ()

\Z\H\WI { <j§z>w| fz<w|> e R(T@V(w,w))
o <7|{z>w sz|<|w) 2" (T_@V(W"’W} :

ou nous avons utilisé Iproduit ordonné dans le temps radiaR(A(z,z)B(w,w)) = A(z)B(w) Si
|Z| > |w|, etB(w)A(z) sinon, pour calculer le commutateur & temps égaux.
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Une information fondamentale dans la théorie quantigue des champs est le comportement
de deux opérateurs dont les positions deviennent infiniment proches. En utilisant la symétrie
conforme, lgproduit local d’opérateurs (PLO) de deux opérateurs primaires peut s’écrire comme
un développement sur une base d’opérateurs primgifgs

¥(22¥,(Z,2) ~ qu (2= 2) N (Z— ) h{a//k(z) (Z_Z,>7/k(1)+"'}v

ou les termes sous-dominants sont des opérateurs non-primaires, ajgseiésdantsEn parti-
culier, pour le tenseur d’énergie-impulsion, nous obtenons :

cl 2T(Z) 9T(2)
22=2) " (z=2)2 " z-7
Le terme proportionnel & I'unité dans le développement doit avoir le méme coefficegue

I'anomalie conforme. Si nous développdhé&) en série de LaurentT.(z) = ..,z " 2Ly, nous
obtenons lalgebre de Virasoro:

T2T(Z)~ + termes réguliers.

Lo Lin) = (M= )Ly + 5T = 1), .

Cette algebre de dimension infinie contient une sous-alg8h{2 R) sans extension centrale
generée pac_,,L,,L,.% Le PLO du tenseur d’énergie impulsion avec un opérateur primaire prend
aussi une forme bien définie (voir eq. (11.1) :

— hiVi(Z,Z) a%(2,72>
- (z-2)2 R

L'opérateur primaire de dimension zéro, s'il existe dans la théorie, joue un réle particulier, car

il est invariant sous la symétrie globalg ; c’est le vide de la théorie. Les états correspondant
aux opérateurs primaires s'obtiennent par I'action de I'opérateur sur le Vige== #/|0). Les
représentations unitaires de l'algébre de Virasoro se construisent d’'une maniére analogue aux
représentations d’'une algebre de Lie; tggrateurs de plus haut poidgsnihilés par tous les
modes positifs, correspondent aux opérateurs primaires :

+termes réguliers.

Lisolh) =0 = 7{2”[2“” (2)%(0) =0, pourn> 0.

A partir de chaque opérateur de plus haut poids de dimension chiras construite une repré-
sentation, de dimension infinie, en agissant avec tous les modes négatifs de I'algébre :

Lol Lnl), n=nz--2>n>0

L' échelond’un état dans une représentation est donn&pgr

En général la présence de la symétrie de dimension infinie associée a I'algébre de Virasoro
n'est pas suffisamment contraignante pour résoudre la théorie, et il faudra que la théorie posséde
une algébrée? plus large. Par contre, dans le cas particulier ou la charge ceattalela symétrie
conforme est suffisante ; pour cette raison ces théories sont appeléredides minimaux Les
théories unitaires apparaissent uniquement lorsque la charge centrale prend des valeurs bien pré-
cises .c=1—6/p(p+1), p=2,3,---. Dans ce cas les représentations de I'algébre de Virasoro sont
réductibles, owlégénéréexar elles contiennent des opérateurs annihilés par une combinaison de
modes négatifs de I'algébre, et sont ainsi eux-mémes des opérateurs primaires de Virasoro.

3la composante anti-holomorphe du tenseur d’énergie impulsion génére une deuxiéme copie de 'algébre de Vira-
soro, de telle sorte que I'algébre globale totalesést
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Algébre superconforme N=1.La théorie des supercordes possede une symétrie plus large que
la seule symétrie conforme : la symétrie superconforme. Comme nous l'avons vu, elle apparait
comme la symétrie résiduelle de I'action de supergravité a deux dimensions aprés le choix de
jauge pour les (super)reparamétrages et les (super)transformations de Weyl. Plus précisément, les
supercordes de type Il possédent une symétrie superconférmél, 1), c.-a.-d. deux algebres
chirales superconforméé= 1, et la corde hétérotique une symétrie superconfdime(1,0).

L'algebre superconformi = 1 s’obtient par extension de I'algébre conforme dans le super-
espace : le super-tenseur d’énergie impulsion (voir eq. (I2@) 6) = G(w) + 6T (w) génére
I'algébre de super-Virasoro, ou superconforme N4d lespLOS :

¢ 3(6-0) OT(Z,6)) 60— 6
z—73 " 2z=2) 22-7) | 72-7

associée aux transformations superconformes (1.26). La charge centrale apparaissant dans cette al-
gébreest= %c. La composante fermioniqu&peut étre périodique ou antipériodique apres trans-

port paralléle autour du cylindre, et nous obtenons deux algébres isomorphes. Le cas périodique
(a=1) estl'algébre de Ramond et le cas anti-périodiqua & 0) I'algébre de Neveu-Schwarz

Dans la représentation de la théorie sur le plan, en développant en série de Laurent :

T(Z,Q)T(Zl,el): 4 T(Z’,G/)—F aT(i’9/)+’

T(z6)= % S Z"PGa+0 Yy 2",

nez+ ;1 neZ

nous obtenons I'algébre superconforihe- 1 proprement dite :

(P /a)8 .
L Gol = (5 = M)Ginin-

Une conséquence de cette algébre est que, dans le secteur de Ramond, la dimension de tous les
états vérifieh > €/16. Comme pour la symétrie conforme, les opérateurs super-primaires sont des
super-champs qui se transforment sous les transformations superconformes comme :

¢
[Ln, L] = (M=)l + gm(m’ = 1), {Gm,Gn} = 2Lmun+

Vi(2.6,26) — (96")(D6')"V(Z,6',2,6'),
et correspondent a I'état de plus haut poids d’une représentation de I'algebre supercdhiofime
annihilé par tous les modes positifs,;_;|¢;) = G,.,|h;) = 0. Le vide de la théorie correspond
au primaire de dimension zéro, qui est dans le secteur de Neveu-SctygszPar contre, le
«vide» de Ramond, qui est de dimens@iii6, est créé par un opérateur spécial, appledénp de
spin [29] S*(2), agissant sur le vide de Neveu-Schwarz. Cet opérateur est dégénéré en raison des
modes zéro de 'algébre de Ramond :

[+)r:=S"(0)[O)xs, [—)ri= Gol+)rs Gol—)r = (h—5/16)[+)r-

Dans le cas ou I'opérateur de spin vérliie- ¢/16, il préserve la supersymétrie globale. La théorie
superconforme que nous venons de présenter n'esopale car lesPLos des composantes fer-
mioniques des super-champs avec les champs de spin se développent en puissances demi-entiéres,
ce qui crée une coupure dans le plan complexe ou la théorie est définie. Pour y remédier, nous
pouvons définir un opérateur de parité)" anticommutant avec la composante fermionique et
commutant avec la partie bosonique des super-champs ; les deux vides de Ramond ont ainsi des
parités opposées. l@ojection GSO [30] sur les états de paritel permet d’obtenir une théorie

des champs locale, qui contient uniguement un des deux vides de Ramond, et les composantes
bosoniques des super-champs.
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Comme pour 'algébre de Virasoro, la symétrie superconfd¥mel n’est pas suffisante pour
résoudre la théorie, sauf pour lIm®deles minimaux N- 1, avec une charge centrale:. "l prenant
des valeurs discrétes.

Algébres étendues.La symétrie apparaissant naturellement dans la théorie des supercordes est la
symétrie superconfornid = 1, comme symétrie résiduelle de la supergravité a deux dimensions.
Cependant la théorie sur la surface d’univers peut posséder «accidentellement» une symétrie glo-
bale plus large, laymétrie superconforme étendue=\2 ouN = 4 [31]. Ces constructions ont
une importance fondamentale dans I'étude de la théorie des supercordes. Considérons en effet une
théorie des cordes hétérotiques a quatre dimensions, c.-a.-d. composées d’unéltfthaiper-
conforme libre pour I'espace-temps de Minkowski a quatre dimensions, et d'une théorie conforme
«interne» représentant I'espace compactifié a six dimensions. Alors il est possible de montrer [32]
que, si cette théorie posséedeé supersymeétries dans I'espace-temps — qui sont construites avec les
opérateurs de spin — alors la théorie conforme «interne» doit nécessairement posséder une symé-
trie superconforme étendudl:= 1 pour une supersymeétrie d’espace-tempsiNet 4) @ (N = 2)
pour deux supersymétries d’espace-tefhsus verrons par la suite que la réciproque de ce théo-
réme n’est pas triviale, car il faut imposer des conditions sur une théorie possédant une symétrie
superconforme étendue pour obtenir la supersymétrie d'espace-temps.

Algébre N=2. Pour commencer, considérons un modeéle sigma non-linBkit€l sans tor-
sion. Lorsque la dimension de la variété de I'espace cible est paire, alors la théorie posséde une
symétrie superconformi = 2 si et seulement si la variété est Kahleriefirizans le cas ou le
modele sigma posséde une torsion, il possede une syméti2 si et seulement si la variété cible
possede deux structures complexgs,, qui sont constantes de maniere covariante par rapport
aux deux connexions de la variété avec torsion (voir egs. (1.23) et (m%)ygv = 0. L'algébre
N = 2 s’écrit alors a I'aide des courants suivants :

T = OXHOX Gy +WH D Y Guy ;T = 0XHOX Gy +19*0 gy
Gl =y IX gy — 13111“ VWP Ay
G* = yHoX" 7,y + éw“wvw"/fﬂﬂv/fp%fg
Gl = FHOX" Gy + PG 5 iy
G = WHOXY J = VT IO, I I e
R=v"y' 7 0. R=TT I .

Le courantlg (res_p.J;) génére les rotations, dites ggmétrie Rentre les deux super-coura@$
etG2 (respG! et G?). En définissant des super-courants complex&s== 5(G! +1G?), I'algébre

bPour.#” = 4, la théorie interne est nécessairement aussi une théorie libre.

CUne variété de dimension paire est diermitiennesi elle admet une structure complex€ agissant sur I'espace
tangent, constante par rapport a la dérivée covariagite, T.# — T.# avec /2 =-letO, 7K =0, telle que
9(A,B) =g(_#A,_#B). Dans ce cas la métrique en coordonnées complexes n’a que des composantesgnixtes :
gijA:Izi ®dZ. Side plus lforme de Kahled := |gij{izi AdZ est fermée (@ = 0) alors la variété est Kahlerienne, et la

métrique peut s'écrire localement comn 2= 8@4&(2‘,2’), définissant le potentiel de Kahlkr(Z, 7).



38 Théorie des cordes en espace-temps courbe

superconformeN = 2 proprement dite est contenue dansHess suivants :

c  2T(0) JT(0)

T@T(O) ~ o+ 22+ 2L
Tgeo~ 2519, 2¢O
G*(2)G(0) ~ % n 2~12R2<0>+ 27(0) : 93r(0)
G*(2G*(0) ~0
K260 ~ T O
(112) Ip(2)35(0) ~ 332 .

De maniére similaire aux algébres précédentes, lorsque la charge centrale de la théati8,est
I'algeébre possede une série discrétarméles minimaux N=2Nous les retrouverons par la suite

dans les constructions d’espaces-temps courbes. Pour les modéles non-mmisausalgébre
superconforméN = 2 posséde néanmoins beaucoup de structure ; est-ce suffisant pour résoudre
la théorie ? Nous reviendrons sur cette question par la suite. Comme pour l'algebrg il

existe une algébrd = 2 de Ramond et une algébre de Neveu-Schwarz, suivant la periodicité des
super-courants. Mais, dans le cas présent, ces deux algébres appartiennent a une famille continue
d’algebres, reliées par I'opération tlet spectral [33] :

2
(1.3)  G(29—-2"G7(2), T@—-T@+nk@+ % o RE@ - RE+ S
Ainsi, I'algebre de Ramond correspondja= 0 modZ et I'algebre de Neveu-Schwarzrp=
1/2 modZ, mais 'algébreN = 2 est définie pour touy € R.

Les opérateurs primaires de cette algebre sont caractérisés par leur dineaslenr charge
g, sous le courant de symétrie R {z)#(0) ~ h, #(0)/22, Jx(2) % (0) ~ g V;(0)/z Certains opé-
rateurs primaires jouent un rdle particulier : ®érateurs primaires chiraux (c) du secteur de
NS, définis par Gjl/zyx+> = 0. De méme les opérateurs anti-chiraux (a) sont annihilés par I'autre

supercharge G:l/z|x*> = 0. Ces opérateurs sont I'exact analogue des étdsles algebres de
supersymeétrie ; en effet I'algebre superconforme fixe leur dimers@anfonction de leur charge

Q:

_d _
©@= 2 o@==a

(1.4) h
Ces opérateurs ont la propriété d’avoir des produits locaux d’opérateurs non-singuliers ; ils forment
'anneau chiral_#” des opérateurs primaires chiraux. Ces opérateurs sont trés importants, en par-
ticulier dans I'étude des propriétés géométriques des variétés de compactification. De maniére
générale, tous les états appartenant a des représentations unitaires de I'algébre vérifient I'inégalité
h > ld/2, qui devient une égalité pour les opérateurs (anti)-chiraux.

Symétrie N=2 et supersymétrie d’espace-temysus avons déja mentionné dans I'introduc-
tion de cette section que la supersymétrie d’'espace-temps implique I'existence d’'une symétrie
superconforme étendue sur la surface d’univers de la supercorde. A 'opposé, considérons mainte-
nant une solution de la théorie des supercordes décrite par un modele sigma non-linéaire possédant
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une symétrie N=2 superconforrfié.opération de flot spectral, eq. (I1.3), est réalisée sur I'algébre

par un opérateur unitaité,, qui possede naturellement une action sur les représentations de I'al-

gebre :h, = h—ng+ £n?, q, = q— $n. Partant d'un état dans le secteur de Neveu-Schwarz,

c.-a.-d. un boson d’espace-temps, nous obtenons par I’actibq/gem état du secteur de Ra-

mond, donc un fermion d’espace-temps. Ainsi cet opérateur, reliant les bosons et les fermions,

réalise la supersymétrie d’espace-temps. En particulier, I'image d’un opérateur chiral de I'algébre

deNs sera un état fondamental du secteur de Ramond. Cependant, I'action de I'opéjajeur

les opérateurs de vertex des états du spectre physique ne sera bien définie que si le produit local

d’opérateurs ne contient que des puissances au plus demi-entieres, imposantegies charges

de symétrie R de la théorie soient des entiers impaiirssi, I'opérateur de supersymétltilg/2 in-

troduit une coupure dans la surface d’'univers correspondant au changement de periodicité des

fermions de la surface d'univers, et donc a I'échange des bosons et des fermions d'espace-temps.
Nous allons maintenant montrer, en suivant [34], que la projection sur les charges de symétrie

R impaires est compatible avedénvariance modulairede la fonction de partition a une boucle

(voir sect. 1.3). Cela nous permettra d'introduire des outils indispensables pour la suite. Si la théo-

rie conforme ne posséde pas de symétrie chirale plus grande que la symétrie N=2 superconforme,

alors sa fonction de partition peut s’écrire en fonction dasactéresde l'algébreN = 2, qui

s'écrivent comme une trace dans une représentatitnl’algébre N=2 chirale :

% (T,2,U) = g 2mu Tr, e2|n'7:(L0—0/24) 2zl

Dans cette expressionest le parameétre modulaire du tore, et la variaipgermet de différencier

des états de méme dimensibgl¢) = h,[¢) mais de charges R, données o&fe) = Qy9),
différentes. Les représentations sont désignées par la dimension et la charge du griraee,

La fonction de partition a une boucle de ce modéle s’exprime alors en fonction de ces caractéres :

Z(t) = Y N 1(7,0,0) %:(7,0,0).
r,r

La matriceN, ;, spécifiant le choix de représentations chirales et leur appariement gauche-droit,
doit étre telle que la fonction de partition soit invariante sous I'action du groupe modulaire. Nous
supposons que les caracteMs= 2 de la théorie forment une représentation unitaire du groupe
modulaire, c.-a.-d. qu’ils se transforment comme :

(aﬂ—b z cZ
:

(11-5) cr+d’cr+d’u+6(cr+d)

>=$%M%%

ou S est une matrice unitaire. L'action du flot spectral de paramgtser une représentation de
N=2 induit une action trés simple sur les caractéeres de I'algebre :

2
(11.6) 1 (T,Z,u) = ¥ (r,z+nr,u—cgr—cgz>.

Alors, avec I'action répétée du flot spectral de param&enous pouvons définir des caractéres
supersymétrisés,
2
nt n“c_ nc
Susy _ _\Npgn _ _\Nn - I
r (T,Z,U)— z( )Ul/zlr("«',ZaU)*Z( )Xl’ (T7Z+ 2,U 24T 62)7

nezZ nez

dpour étre plus précis, nous considérons pour I'instant que 'espace-temps est décrit par une variétédtistype
A, ou le cobne de lumiére est factorisé; les degrés de liberté correspondants seront compensés par les fantdmes de
reparamétrage.
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pour définir une nouvelle fonction de partition dans laquelle les bosons et les fermions d’espace-
temps seront appariég?Y=y ;N ; x>"<x>" Considérons maintenant I'effet de la transfor-
mationS: T — —1/t d’un caractére supersymetrique :

P00 =8 5 ()7 (r.5.0) =8 3 ()l slems

mez mez
= Srr Xr’(1707 0) 5r’,1 mod 2

Ainsi, nous voyons que la transformation modulaire d’'un caragtg® supersymétrique donne
une somme de caractéeres ordinaiggs mais avec une projection sur les charges R impaires; la
projection et la supersymétrisation des caractéres sont échangés par transformation nfdulaire
Linvariance modulaire sou$ : T — 7+ 1 n’introduit pas de contraintes supplémentaires. Nous
concluons qu’une fonction de partition composée de caractéres supersymétrisés construits sur des
primaires de charge R impaire sera invariante modulaire, et possédera la supersymétrie d’espace-
temps.

Algébre N=4. Une derniére algébre superconforme étendue intervient dans les constructions
de théories de supercordesalfiebre N=4 restreinte dans laquelle les courants de symétrie R
forment une algébr8U(2) [35]. La charge centrale de ces théories est toujours un multiple de
quatre. Les quatre supercharges s’organisent alors en doublets complexé&tij2)cdes repré-
sentations sont indexées par la dimensionisb$pin Nous verrons dans les chapitres suivants
plusieurs réalisations de cette algebre. Notons simplement que les modeles sigma possédant la sy-
métrieN = 4 superconforme, sont des solutions exactes de la théorie des supercordes ne recevant
pas de corrections perturbatives, a tous les ordres .en

Théorie conforme avec bord. Les méthodes de théorie (super)-conforme peuvent étre étendues
pour décrire aussi les-branes et les cordes ouvertes qui s’y attachent. La théorie conforme avec
bord fournit le cadre approprié a leur description. Nous définissons ainsi une théorie conforme
restreinte au demi-plan complexe supériélz,> 0, contenant les mémes opérateurs de vertex
de cordes fermées. La physique debranes est alors contenue dans les conditions aux bords
imposées sur I'axe réélCelles-ci doivent préserver la symétrie superconforme N=1 pour étre
compatibles avec les symétries locales de la théorie :

T(2=T(z) et G(z)=G(z) pour zeR.

Cependant en général Ieshranes préservent une algébre chirale plus large que I'algébre de super-
Virasoro. Par exemple les-branes supersymétriques préservent I'algebre superconforme N=2.

II.2. Variétés de groupe et algébres affines

La symétrie superconformid = 1, commune a tous les modeéles sigma non-linéaires de la
théorie des supercordes, n’'est en général pas suffisante pour résoudre la théorie, c.-a.-d. pour
connaitre son spectre (ou de maniére équivalente sa fonction de partition a une boucle) et calculer
les fonctions de corrélation entre les opérateurs de vertex. Une classe importante d'extensions de la
symétrie superconforme est donnée pailggbres de courant®u algébres affines ; la symétrie
de la théorie est alors donnée par I'extension supersymétrique d’'une algebre de Lie affine, de
dimension infinie, contenant l'algébre superconforihe- 1. Cette symétrie étendue est alors
suffisamment contraignante.

eLes opérateurs de vertex vivant sur le bord correspondent aux cordes ouvertes.
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Modéles de Wess-Zumino-Witten.Une classe particuliére de variétés correspondvauétés
de groupe Considérons un groupe de L% compact semi-simple, gtl'algébre de Lie associée,
(T3, TP = f¢,T¢. Les générateurs sont normalisés par rappograduit de Killingde I'algébre
commex(T2 TP) = §2. Nous pouvons définir lesne-formes de Maurer-Cartaimvariantes a
gauche associées aux générateurs de I'algébre comme :

J?=k(T?% g *dg) = #5dX*,
ou g est un élément générique du grougell existe de facon similaire des une-formes inva-
riantes a droite, définies pa# @ = k(T2 dgg™?). Dans le cas des variétés de groupe, I'équation
de Maurer-Cartan (1.2) pour les formeg @ s’exprime a l'aide des constantes de structure de
I'algébre :

d/+f//\/

Le produit de Killing surg induit naturellement un produit scalaire sur I'espace tangent au groupe
T¥, permettant de définir la métrique de Cartan-Weyl sur le groupe :

rang g)

ds” = k(g 'dg, g 'dg) = Z PACT A

Ensuite nous pouvons définir la trois forme harmonique sur le groupe (c.-a.-d. fedmée Od
mais non exacte),; # db globalement) dit€anoniquepar

_ a gb zc
hy = fape. /"I
Les une-formes de connexion avec torsion apparaissant dans le modele sigma non-linéaire super-

symeétrique, egs. (1.23,1.24), s’expriment aussi en fonction des constantes de structures du groupe,
comme :

1
a _ a a
Oip = —éf be =7 be
Il existe un choix particulier de chanﬁh, en d’autres termes de torsion, gairallélisela variété.

Concrétement nous effectuons le choi# .= —1 2, , de telle sorte que la premiére connection
s'annule :0?, .= 0 et que la deuxieme devienne plate?:,) . = — 9., etles formes de courbures
s’annulent dans les deux cas%‘iad = 0. Nous obtenons alors le modéle sigma non-linéaire
suivant, dit déNVess-Zumino-Witten (wzw), ou les fermions gauches et droits sont décodplés

k
21

1 U
(1.7) 12%% dg, (g "dg,g "dg]).

Le terme de Wess-Zumino, correspondant au couplage a la deux Bﬁnest écrit comme

une intégrale de la trois-formg@dg)”® sur un volume a trois dimensiorg dont le bord est la
surface d'univers de la cord® % = .#,. Pour écrire ce terme I'application de la surface d’univers
vers le groupeg : ., — ¢ est étendue a une applicationgevers le groupeg: % — 9.

Avec ce choix de constante de couplage a la deux-forme, non seulement la variété est paral-
lélisée, mais il s’agit de I'unique point fixe de renormalisation, en d’autre termes cette valeur de
fond pouer est nécessaire pour que la théorie sur la surface d'univers soit conforme [36].

KSyzw = /y (Mdzz k(g 1dg, gfl*dg)+/ia/ja(wigwi i ﬁﬁ,j)

SHo=

fdans cette expressiothest la dérivée extérieure sur la surface d’'univetg = dgdz+ §gdz_.
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Il existe une ambiguité dans le choix du volug#epour compléter la surface d’'univers de la
corde. Dans l'intégrale de chemin de I'actionwew, la différence entre deux choi¥, et %,
sera donnée par

Ik —1 —1 —1
6Z= /@g exXpo x (g 'dg, [g dg,g 'dg]),
s'exprimant & I'aide d’'une intégrale sur le volume tridimensionnel sansfgrd %, ~ S*. Cette
integrale peut se reécrire comme I'image réciprogue de la trois-fograer la trois-sphere, c’est a

dire commefg, g*hs. Clairement I'intégrale de chemin estinchangée a la Conditi%flfs3 ghy e

21n7. Les application$s® — ¢ de la trois sphére vers le groupe sont classifiées par le troisieme
groupe de cohomologie entiére de la varié¢té(¥,7). Pour les groupes de Lie compacts, nous
avonsH3(%¢,7Z) = Z, ce qui implique que la constanke appeléeniveau, est quantifiée k € N.

Par contre, pour les groupes non-compacts cor@hi2, R), le niveau ne sera pas quantifié.

Dans I'action de Wess-Zumino-Witten, eq. (11.7), les fermions chiraux ne sont pas couplés
entre eux, ce qui va permettre de réécrire leur action en termes de fermions libres [37]. Nous re-
définissons d’abord les fermions gauches comM& = #2y'. Pour les fermions droits, nous
utiliserons le changement de variablég* = Ad(g)3,_# "', ot Ad(g) désigne I'action adjointe
deg, h — g thg. Dans la théorie quantique, ce changement de variables chiral introduit une ano-
malie [38]. La contribution de la mesure fermionique renormalise la partie bosonique de I'action
dewzw commek — k— hy.9

Les nouvelles variables fermioniques sont alors des fermions libres, et nous obtenons 'action
découplée :

k— hy
2

Sum=" 5 [ Pax(gidg.g twdg) + o [ PRIV L GG
7 ,

T )z,
k—hg -1 -1 -1
Ton ]{%K(g dg, [g~dg,g™"dg])-
En conclusion, ce modéle sigma non-linéaire représente la propagation de supercordes sur le
groupe de LiegZ, avec un flux de la deux-fornBe[z] donné pav? =k h;.

En raison du grand nombre de symétries, cette action est exacte, c.-a.-d. que le modéle sigma
ne recoit pas de corrections quantiques. Plus précisément, pour un moaétevdeu nivealk,
le découplage des fermions renormalise I'action bosonique coknnek — ﬁg. Enfin, l'action
effective bosonique est renormalisée commeh, — k—hy +h, = k.

+ 1

Algébres de Ka&-Moody. En plus du découplage des fermions, le modéele de Wess-Zumino-
Witten présente la particularité d’étre invariant sous une symétrie de dimension infinie, agissant
sur le champ(z z) de la surface d’univers :

(1.8) 9(z.2) — Q(2)9(z.2Q(2),

ot Q, Q sont des éléments quelconques du grodpeLes courants conservés, chiraux associés a
cette symétrie de dimension infinie, sont :

J2)=T%%2) = (k—hy)gl9g, J(2) =T = —(k—hy)dgg ™.

Les courants gauches sont construits a I'aide des une-formes de Maurer-Cartan invariantes a
gauche_#2, et les courants droits a l'aide des formes invariantes a degife Chaque jeu de

9le label de Coxeter dudi, de 'algébre de Lig est défini pah, 62 =y fod fod .
hLa periodicité deg sur la surface d’univers doit étre respectéée?”z, e*z'”ij =0(z2).
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courants génére alors une algébre via les produits d’opérateurs suivants :
k— hy N fabye(z)
2(z—2)? z—7 7
dont la forme est fixée par les symétries de la théorie. Les modes de Fourier de ces c(zpats :
5 z "1, obéissent alors a uradgeébre de Lie affineg, dite aussalgébre de Kat -Moodfa9] :
k—hg
2
L'extension centralé — by, provenant de la normalisation de I'action wew, est le niveau de
I'algébre affine.
Le découplage des fermions de I'actionwdew peut se comprendre aussi de fagon algébrique.
Le modéle devzw original, avant le découplage des fermions (eq. II.7), posséde une symétrie plus
large, générée par les super-courakitg, 0) = j¥(z2) + 60 _7%(2) :
k§ab N 0'—9
2(z—2)2 z-7
La partie fermionique du super-couralits’exprime a I'aide de fermions normalisés canonique-
ment,A2(2)AP(0) ~ 82°/z, comme :

RERiE]

Ces fermions libres permettent de définir une algébre de-Maody au niveaulﬁE :

(11.9) BB (2)3°(Z) ~

98,30 =n <7065, o+ 1036,

J3(2,0)3°(Z,0') ~ fa 3¢(Z,0").

Ji(2) = %fab%bv.

Nous pouvons ainsi factoriser complétement I'algébre en définissant des courants «purement boso-
niques» commé®(z) = _73(z) —J;(2) :

k— hy N fabje(z)
2(z—27)? z—7 7
hg f223(2)
2(z—2) -z 7
J2(2)33(Z) ~ O.
Ainsi I'algebre réalisée avec les fermions est complétement découplée, comme le suggeére l'ac-
tion (11.8).
Construction de Sugaward.e modele de (supemzw, possédant une symétrie de Lie affine
g x g de dimension infinie, est I'exemple le plus simple d'algeébre chivélecontentant I'al-

gebre superconforme. En effet, a I'aide des super-courants, nous pouvons définir un super-tenseur
d’énergie-impulsion, dit de Sugawara [40], de composahtes :

F@RED) ~

z

(11.10) T(2 = %:Ja\]a:—%laéﬁta
2 aja 1 aqgbgc
(1.11) G2) = /] |34~ fapcAA"2°).

iDans cette expression apparait le produit régularisé d’opérat#lis::(z), obtenu en soustrayant les singularités
de contact contenues dans le produit d’opérateurs.
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lIs réalisent une algébre superconforhe- 1, de charge centrale :

(-5

en fonction dg¥¢| la dimension du groupe. Cette algebre superconfdfmael étant plus «petite»

gue I'algebre de Lie affine, le spectre de la théorie s’organisera naturellement en caracteres de cette
derniére. Il est possible de construire d’autres théories conformes a I'aide d’'une algébré de Ka
Moody, en choisissant un autre tenseur d’énergie-impulsion, qui doit cependant satisfaire certaines
contraintes [41].

Représentations et caractéreslUne fois la rotation chirale des fermions effectuée, le modéle de
wzw se factorise en une théorie deférmions libresi( est le rang du groupe) et d’'un modéle de
wzw bosonique. Comme nous venons de le voir, ce dernier possede comme symetrie une algebre
de Lie affine de nivea(k — hy). Nous rappelons maintenant quelques éléments de la théorie des
représentations de ces derniéres dont nous aurons besoin pour construire le spectre de la théorie
des cordes se propageant sur le groupe. Pour le moment nous nous restreignons aux groupes de
Lie compacts. Les représentations de plus haut poids de 'algébre affine se construisent a partir de
représentations de plus haut poids de I'algébre des modes zéro, qui est une algebre de Lie usuelle.
Les états de plus haut poids de I'algébre affifvel ), associés au plus haut poids de I'algebre de
Lie A, vérifient :

FeolA2) =0, FBIA2) =RNMIAL),
ou la matriceR(A) correspond a la représentation de plus haut pAidie I'algebre des modes
zéro. A I'aide de I'expression du tenseur d’énergie-impulsion de Sugawara (11.10), il est facile de
vérifier que ces états sont aussi des primaires par rapport a I'algébre conforme. Leur dimension
conforme est donnée en fonction du Casimir de l'algébre :

K(/\,/2\k+2m IA\,A), avec p== Z o)
oc>0

De maniére analogue a la construction des algébres de Lie usuelles, les autres états de la représen-
tation sont obtenus par I'action des modes négatifs des coudfnysl.es états de la représentation
seront caractérisés par leur poids affihes (A,k,n) en fonction de I'échelom,X et avec le pro-
duit scalairg A,A") = k(A,1") + k' + k'n. Cependant en général la représentation contiendra des
vecteurs nuls et sera donc réductible.

Les représentations irreductibles de plus haut paideront caractérisées par leur caractére,
fonction génératrice de la multiplicité des poids :

chy(z,v,u) =e 2™ 5 dimv, exp{2lmn+2vx e, 1)},
re rep(A)

Lol A) =

ou dimV;l est la multiplicité du poids affind et {e } une base orthonormale de I'espace des
racines. Nous introduisons maintenant, pour chaque [@qildsfonctions théta associée al'algébre
g, définie par la somme suivante sur le réskhdes racines longues :

@i (‘L’, 12 u) — e—2|7rku ZA emrk K(n+%,n+%) ezmk k(3 vie,,n+%).
ne

IDans la base de Cartan-Weyl I'algébre affine a l'expression suivaield] = smé'i 8., o, (3, 3¢ = ol I%,
etenfin :[3%,38] = e(et, $)I% P si o+ B est une racine (043.n+kmd,,, ) si @ = —B, 0 sinon.
KPour un état du typéai ---J% |\, 1), I'échelon est défini comme=y n,.
Z
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En utilisant laformule de Weyl-Kadune expression explicite des caractéres est donnée en termes
des fonctions théta de I'algebre :

Sy e(w)O

ios
(11.12) 2t A5 —c/24 (7, v, ) = YW g(/wp)
Z S(W) W(ﬁ)(T,V,U)

weWw

T,V,U)

=:x(t,v,u).

Le facteur multiplicatif du premier terme correspond a la dimension conforme des opérateurs
primairesL, corrigée par I'«<anomalie chiraley24, et le deuxieme terme est écrit en termes des
élémentsv du groupe de WeylV de I'algébre de Lie, de parigw) = +1!

Les caractereg, , incluant la dimension des opérateurs primaires sont les constituants naturels
du spectre de la théorie des cordes@uiNous pouvons maintenant écrire les différents spectres
possibles pour la théorie des cordes sur le graéigel’aide de combinaisons de ces caracteres
pour les algebres chirales gauches et droites. Cependant pour le moment nous ne savons pas quelles
représentations de I'algébre affine inclure dans le spectre de la théorie. Il se trouve que seulement
un nombre fini de représentations, feprésentations intégrablesest nécessaire [42]. Sditla
plus haute racine de I'algébge Alors une représentation de I'algébre de Lie affine correspondant
au plus haut poida est intégrable si :

rep(A\) intégrable < [k—x(A,0)] € N.

2
x(6,6)
Une fonction de corrélation contenant au moins une représentation non intégrable s’annule tou-
jours ; en conséquence ces derniéres découplent de la théorie. Une fonction de partition sur le tore
pour la propagation des cordes sur le groégpgécrira donc comme :

Z(1) = z ) z M A xn(7,0,0) x5(7,0,0).
A x(N8)<K A k(A,0)<k
La matrlceM 5 est choisie de telle sorte que la fonction de partition soit invariante modulaire.
Les proprletes modulaires des caractéres sont connues. Notons ici simplement que les carac-
téres des représentations intégrables forment une représentation unitaire du groupe modulaire,
voir eg. (11.5). Ainsi il existera toujours une solution diagonald/\:j\ = 8/\77\

Exemples.

La trois-sphére.Comme premier exemple de modéle de Wess-Zumino-Witten, nous allons
considérer le cas du grouJ(2). En prenant par exemple un paramétrage d’angles d’Euler pour
le groupe :

(11.13) g—eFoeF0dF o

le modele devzw bosonique au niveaks’écrit explicitement™
= ﬁn /dzz (0096 + 99, 99, + I0z99, +2c00IP Idg)

Cette action correspond & la propagation des cordes sur la trois-spB@he SQ(3), avec une
torsion :. 77 = 2ksin@ do A d¢, A dgg. Lisométrie SU(2) x SU(2) de la trois sphére est réalisée

ILe groupe de Weyl’'une algébre de Lie est généré par les symétries discrétes du réseau des racines.
MNous considérons ici un modele dezw supersymétrique de nivedur- 2. Alors, apres le découplage des fer-
mions, le modéle de/zw bosonique sera au niveau- 2 — hﬁu(Z) =k.
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comme une algebre chirada(2) x su(2)p :

B(2)= k(d¢, +c0os8d9s) , JI5(2) =k(d0+1sin0Ips)e™?
3B(2)= k(09g+c0s899,) , JI5(2) =k(06+1sin0I¢ )eF'?R,
Les représentations apparaissant dans le spectre de la théorie sont classifiées par les spins des

deux algébresu(2), qui sont restreints a I'intervalleQ j < k/2 pour obtenir des représentations
intégrables. Les caractéres font apparaitre les fonctions théte 2ledonnées pary= €7 :

BT, V,U) =& 2P o+ 5)° @imvk(n+ &)
’ nez
caractérisées par une charge Z,, . La transformation de cette function sdbist — —1/7 est :
1v  v? —I7
emk(_77*,u+7): —_— Qm,k(T,V,U).
T TT 2t 2k mézzzk :
Alors les caractéres de I'algébre affine s’expriment explicitement comme :

01 1k2~ O_(2)41) ki2

XJ (Ta v, U) =
01,-6_15

Dans cette expression nous pouvons comprendre la contribution du dénominateur comme prove-

nant de l'action des modes des courants de I'algébre, alors que le numérateur prend en compte

la soustraction des vecteurs nuls. Ces caractéres ont une transformation simple-seus/,

donnée par la matrice :
P2 (2j+1)(2)+1)
SJJ.,_ k+2$ln7r 2 .

Une classification compléte des invariants modulaires est connue. En plus de I'invariant diagonal,
il existe pourk pair des solutions correspondant au gro&#3) = SU(2)/Z,. Enfin pour des
valeurs sporadiques deil existe des solutions particuliéres, en correspondance directe avec les
algébres de Lie exceptionnellgs.

Le boson libre.Le cas le plus trivial de modele dezw correspond au groupe abélierl).
Dans ce cas nous considérons simplement la théorie d’un bosorXijlr8. L'algébre chirale
u(1) x 11(1) est générée par les courarits :

1

J(2) = 19X, I(2)I(W) ~ 1 e () =19X, I(ZI(W) ~ =

2
Le bosonX correspond a une coordonnée compactifiée, et nous avons l'identificatianz) ~

X(z,z) + 2nR. La dimension spatiale de la surface d’univers de la corde étant elle aussi compacte,
le champX réalisera en général une applicat®n— S du cercle sur le cercle, classifiée par le
groupe d’homotopiéi, (St) = Z.° En d’autre termes, sur le plan complexe,

X(e?7z,e277) = X(z,2) + 27WR, we Z.
L'entier w représente l@mombre d’enroulement de la corde autour de la dimension compacte.
Dans ces secteurs nous devons considérer une algébre chirale déformée, avec les courants :
WR w

M=)+ @ =D 275

"Nous choisissons ici la convention suivante pour I'échelle des cowaes 2.
°Nous n'avons pas rencontré de tels secteurs dans le cas précédbﬁ(ﬁar: 0.
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Les caracteres gauches et droits d’'une représentation de mopfemtans le secteur d’enroule-
mentw seront donnés par :

wR) q%(%JFWTR)Z E ) A (3-F) ge(r—%
2) ————— , Xp(T,v)= RT2) ———————

n(7) " n(7)
Le facteur associé a la fonction de Dedekind, définie par (1.30), représente I'action libre des modes
de création du courad{(z). La fonction de partition de la théorie est simplement
(11.14) Z(n=Y WO
nwez

L'invariance modulaire peut étre rendue manifeste a I'aide d’'une resommation de Poisson sur la
variablen. Nous obtenons ainsi I'expression :

(=R L g g Bl
\/TTZ nn mwez
Cette expression s’obtient directement en calculant I'intégrale de chemin pour le boson libre :
[ 2X€S. Pour cette raison cette forme est appééégangienne et 'expression (I1.14) la forme
hamiltonienne Dans cette représentation les entiersv sont sur un pied d'égalité; ils repré-
sentent le nombre d’enroulement de la corde pour les deux cycles A et B du tore (voir fig. 1.4),
c.-a.-d. qu'ils classifient les applicationd? — S'. Nous voyons ainsi que l'inclusion de tous
les secteurs d’enroulement est nécessaire pour garantir I'invariance modulaire. Nous pouvons re-
marquer que la théorie conforme ainsi définie est invariante sous la transforiRatio?/R, si
nous echangeons le moment et le secteur d’enroulement simultanéfnemy — (w,n). Cette
opération correspond a thualité T, évoquée au chapitre précédent, qui échange les petites et les
grandes distances dans I'espace cible. La thébfig, pour une valeur générique irrationnelle du
rayon carréR?, contient un nombre infini d’opérateurs primaires désignés paette théorie est
diteirrationnelle. Par contre lorsque le rayon carré est rationRék- 2/ / p, apparait une algébre
chirale étendue, générée par les courants :

(11.15) Jp=10X, Jt=efverrx,

de dimensions conformes un pour le premiepptpour les autres. Les opérateurs primaires de
cette algébre, locaux avec les courants, sont de la form@neXp./2pp’), m € Z. Comme les
deux opérateurs de chargastm+ 2pp sont reliés par I'action des courards, la chargendes
primaires est définie modulgd'. Ainsi le nombre d’opérateurs primaires de la théorie est fini, et
la fonction de partition s’écrit en fonction des caractéres étendus :

n WR)Z

Xr\?l(fa V)= e2|7rv(%+

%m(f) = ng-f)em,pp((rvo)v

exprimés a I'aide des fonctions théta<i€2) au niveaupp'.

Nous voyons que, dans le cas particuligf = 1, les trois courants (11.15) sont de dimension
un et réalisent une algébre affise(2) au niveau un; les caractéres que nous venons d’écrire
sont alors identiques au caractéresa),. Cet exemple instructif nous montre que la notion de
géomeétrie de I'espace cible est radicalement altérée quand la courbure de I'espace-temps devient
de I'ordre de I'échelle des cordes : ainsi dans cet exemple la propagation sur un cercle devient
équivalente & la propagation sur une trois-sphére. Ce point de symétrie étendue ay2agsh
aussi le point fixe de la dualité T. Ainsi cette symétrie peut s’interpréter de la fagon suivante [43] :
pour un rayorR # v/2, les «bosonsv» J* de I'algébre chirale (I1.15) deviennent massifs — par
le mécanisme de Higgs — et la symétrie SU(2) est briséé¢(&h Cependant la symétrie de Weyl
J, — —J, est conservée et reste exacte pour Rut
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Fermions libres.Dans la propagation des supercordes dans I'espace-temps plat ou sur une
variété de groupe, nous avons a considérer la théorie conforme de fermions libres de la surface
d'univers. A I'aide deN fermions libres du genre espace, caractérisé par le produit d’'opérateurs
v'(2)y1(0) ~ 81 /z nous pouvons construire une algéseéN) au niveau un. Explicitement nous
avons :

- o . (i) (') i JED(0)

I =19yl (2), 3D (2307 (w) ~ T+|f((l'({)) ('] )77
en fonction de la métrique invarian®')) (') et des constantes de structuresdeN). Nous consi-
dérons maintenant le cas dliest pair, naturel dans le cadre de la théorie des cordes. Les repré-
sentation intégrables d#(2n),, susceptibles d’apparaitre dans le spectre, sont : la représentation
triviale (0), la représentation vectoriellg)(de dimension & et deux représentations spinorielles
conjuguées,d et (c), de dimension 2L, Les caractéres correspondant peuvent s’écrire en fonc-
tion des caractéres fermioniques (1.31) :

A
%<°)_2n”<6 o 77 H)
1 ([0 ..[0
XM_W(@ o] 77 M)
N b A R
cae o] o)

1 1] . 1
(11.16) X(c):2nn<6n o 7 nﬁnLD.

Les représentations de spin entier apparaissent dans le secteur de Neveu-Schwarz des fermions
libres, et les représentations de spin demi-entier dans le secteur de Ramond. Dans ce langage, la
projectionGso que nous avons introduite dans la section 1.4 revient a ne garder que la représen-
tation vectorielle et une des représentations spinorielles de chaque algébre2Bi{&ledans la
jauge du cbne de lumiére de I'espace-temps plat. Ce choix est bien slr compatible avec l'inva-
riance modulaire.

La théorie de deux fermions libres correspond & une algétiy,, ce qui est équivalent a
1i(1),. Or cette théorie peut aussi se formuler avec un boson Hbae rayonR = 2.P La corres-
pondance entre les variables fermioniques et bosoniques s’appetiedaisation

1/ g2 yl+iy? H
MHEA=y'@v'@. — 5 e
Ce formalisme permet d’obtenir une expression explicite pour les opérateurs de spin, états fonda-
mentaux du secteur de Ramong®(z) = exp+1H /2. Par rapport a I'algébre chirale (I1.15) cette
théorie possede naturellement une chargeZ,, correspondant aux quatre types de représenta-
tions de (11.16).

[1.3. Théories de quotient

Les variétés de groupe que nous avons considérées constituent une classe importante de fonds
possibles pour la théorie des supercordes, mais finalement assez limitée ; elle ne contient que des
espaces possédant une grande symétrie, avec torsion et avec un dilaton constant. Cependant il
existe une procédure trés générale, dit@detient qui permet d’obtenir a partir d'un modéle de

Pplus précisément, deux fermions chirapk, w2 s’expriment a I'aide d’un bosonolomorpheH(z). La factorisa-
tion holomorphe d'un boson libre est possible si celui-ci est compact.
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Wess-Zumino-Witten des variétés plus générales, possédant moins d’isométries, en gardant une
structure algébrique exacte.

11.3.1. Modeéles de Wess-Zumino-Witten jaugésComme pour les variétés de groupe, nous al-

lons d’abord donner une construction «lagrangienne» de ces nouvelles théories — permettant de
connaitre I'expression des champs de fond — avant de donner ensuite une construction algébrigue
de la théorie, permettant en particulier de connaitre son spectre. Pour simplifier les notations nous
considérons ici un modéle adezw bosonique, correspondant a un groupe de4.iau nivealk :

(117)  KSwzw(9) = o / d’z k(g *dg,g~* *dg)+12ﬂ k (g~ 'dg, [g *dg,g dg]).

Nous choissons alors deux sous-grougest H du groupe?, et nous munissons le modéle d’une
symétrie de jauge [44,45] :

9z2 —h(z29(z2)h(zZ), heH, heH.
Contrairement a la symétrie (11.8), I'action gauchetdest droite deH n'est pas chirale. Nous

ajoutons alors a I'action des champs de j&uieA a valeurs dang, h. Le couplage minimal de
ces champs a l'action dezw (11.17) donne le terme :

S(AA) = / d?z (k(A,g19g) + K(A,dgg L) + K(AdgA A)).

Cependant cette action est anormale dans la théorie quantique [46]. Considérons en effet une
variation infinitésimaldr = 1+ €3T@ h = 1+ €3T?2. L'action effective varie comme

k #
SW ~ %/ B0 APk (T2, TP) — e29AP k(T2 T),
Cette anomalie peut étre compenseée par un contre-tﬁrméﬁ). La variation de ce dernier sous
la transformation de jauge est :
k —  k = . . e s -
5o / KAA) ~ o / 29 APk (T2, TP) — §29 AP k(T2 T0) — A%APK(2F2 4 g2F2 [TP, T9)).

Ainsi, dans le cas général, seujd@gement vecteyg — h~tghest autorisé. Dans le cas abélien, il
existe une deuxieme possibilité jieigement axialg — hgh' Dans les deux cas I'action compléte
s'écrit, avecA,Ac b :

(1.18) kS(g|A A) = kSyzw(g /dzz{ k(A,g 1ag) £ k(A dgg ) + k ((1+£Adg) A, A)}

Le signe supérieur correspond au jaugement axial et le signe inférieur au jaugement vectoriel. En
appelantr® les générateurs dgt? les générateurs dg T les générateurs dg/h, I'action (sans
le terme de Wess-Zumino) peut s'écrire :

k k — — —
kS= 5 / ¢z G+ / 022 { A & A + AA(504 C) )
avecC® = k(g 1 Tg, TB).
Les champs de jauge a deux dimensions étant non-dynamiques, ils peuvent, dans la théorie clas-
sique, étre intégrés comme des multiplicateurs de Lagrange Nous obtenons finalement 'action :
k . - B
=5 | @z {Cud F[CF21£0) Y, 1 P+ o / ALY

9plus précisément, les projections chirales des champs de jauge.
"Pour le moment nous nous restreignons aux algébres de Lie simples. Dans le cas contraire les anomalies d'un
facteur de I'algébre peuvent étre compensées par un autre facteur ; nous verrons des exemples plus loin.

kS=
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Notons que le terme venant de l'intégration des champs de jauge contient a la fois une partie
symétrique, correspondant a la modification de la métrique de I'espace cible, et un terme anti-
symétrique, correspondant a la modification de la deux faBge Dans la théorie quantique,
I'intégration sur les champs de jauge produira un dilaton venant de la mesure :

b= —%Iog de(1+C).

La solution que nous avons donnée est dégénérée, en raison de l'invariance de jauge que nous
n’avons pas exploitée pour réduire le nombre de champs degdiendim(g/h). Une métrique ne

faisant apparaitre que les degrés de liberté du modele jaugé peut s'obtenir a I'aide des une-formes
suivantes, orthogonales aux directions dégénérées [47] :

MY = 7, {1+ (15C)c}*,

qui définissent une base orthonormale, c’est a dire telledgtie- §,, M* © MY. Dans cette base
la torsion possede I'expression suivante :

1
f%p:é{f,uvp:F3A[uvp]}M“/\Mv/\Mp7 avec A,y = fzv(liC);%CTp.

Les valeurs des champs de fond calculées de maniéere classique ne sont exactes qu’au premier
ordre enl/k — la constante de couplage du modéle sigma non-linéaire — et recoivent des corrections
guantiques, qui peuvent étre calculées par des procédures complexes [47].

Lorsque le jaugement comporte des points fixes, la maticeC) n’est plus inversible et
I'intégration naive des champs de jauge produit un modele sigma singulier, dont la courbure et le
dilaton divergent au point fixe. En particulier, pour un jaugement vectoriel, I'identité sera un tel
point fixe. Cependant il n’est pas clair que dans la théorie conforme exacte un probléme apparaisse
en ce point.

Quantification des théories de quotient.Nous venons de voir que les théories conformes cor-
respondant aux modeles de Wess-Zumino-Witten jaugés permettent de générer de nouvelles géo-
métries pour la propagation des cordes; leur intérét majeur est de pouvoir étre quantifiées exacte-
ment a I'aide d’une procédumrsT [48]. Nous considérons ici le cas du modele vectoriel. Pre-
miérement, pour mettre I'action du modéle Wew jaugé, eq. (11.18) sous la forme appropriée,

nous paramétrons les champs de jauge de la maniére suivante :

A=ohht | A=h19h , h, hep.
Nous pouvons alors utiliser I'action d®lyakov-Wiegmann

1 —
Swzw(9h) = Swzw (9) + Swzw(h) — / d?zk (g tag,ohh 1)

pour réecrire I'action du modéle dezw jaugé comm@,vzw(h‘lgﬁ) - SNZW(h‘lFI). Cependant
ce changement de variables induit un jacobien dans l'intégrale de chemin du modéle :

/ D9 TADA exp{—kSglA A)}
— / 99 7h Th deD detD exp{—kSyzw(hgR) +KSyzw(h 1)},
Nous pouvons réecrire le jacobien de la fagcon suivante :
detDdetD = det(d —A) det(d —A) = hSuw™ getg detd
— S () / Db P ToIT exp|— / %z (b, ac) + k(b,IT)}.
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Dans la derniére ligne nous avons introduit, de méme que pour la quantification de la corde fon-
damentale de la section 1.3, des fantdmes de Fadeev-Popov, cette fois de dimensions conformes
(B Ac) = (1,0) et (A, Ag) = (1,0), a valeurs dang et de statistique fermionique. Enfin nous
pouvons changer de variablesligh — g et fixer la jauge par la conditidm= 1. Finalement, nous

avons obtenu la fonction de partition suivante apres choix de jauge :

(1.19)

:/@g@h@b@c%%exp{—ksww( )+ (K- ) Sz (n /dzzx (b,3¢) + k(b, 9T}

Ainsi nous avons réécrit I'action de maniere factoriseée, comme un modeidepour ¢ au

niveauk, de courants),J, un modéle devzw pourH au niveau—(k+ h p): de courants, I, et

une action de fantdmes de jauge. Cependant, les trois actions sont encore reliées par une symétrie
BRST, correspondant a une transformation de jauge dont le parametre est le champ de fantémes :
Ogrs1d = CO— gC, compensée par une transformation appropriée des champs de fantdbmes. La
chargeBRsT s’écrit comme l'intégrale suivante :

Dgnsr= ZOI'i  k(0(2),3(2) +1(2)) : +12 : Kk(c,[b,]) :

(11.20) 74 oo k(62,3 +1(Z) 45 : k(& 0,8]) : = Qgrsr+ Qursr

le spectre physique du modéle dew jaugé sera donné par la cohomologie de cet opérateur.
Nous voyons que la encore la chagfesT se factorise en une charge holomorphe et une charge
antiholomorphe. Le tenseur d’énergie-impulsion de la théorie jaugée est donné par :

_ 106/ I R A g 1Mt aa
T@=T H(z)+T(Z).—{2(k+Flg) 2(k+ﬁh)}+{2(k+ﬁh) 2(k+hy) bac}'

La premiere piéce du tenseur d’énergie-impulsiorieleseur d’énergie-impulsion de Goddard-
Kent-Olive(Gko) [49] commute avec la seconde. La deuxieme piece est une quemsiteexacte,
c.-a.-d. :

1

T/
@ =i fe

[Qgrsm: ba(3%—19) ]
Ainsi le spectre physique obtenu par I'analyse de la cohomokrgr sera donné par le tenseur
d’énergie-impulsion deko. La charge centrale de la théorie ainsi obtenue est :
_ k| KH[
-~ k+ h Ck+ h

En oubliant les complications dues aux fantdmes dans l'anagsa [50], les états physiques
devront vérifier :

(1.21) B olg) = ol¢) =0, etsi ac{at}, Jo)=J]l¢)=
Par ailleurs il existe une restriction sur les modes zérdl de
(1.22) (B+1o+p")19) = (H+15+p") [¢) =

ou l'indicei désigne les courants de la sous-algébre de Cartan, dans la base de Cartan-Weyl. Nous
voyons en particulier que les représentations des coufaetts doivent avoir le méme Casimir. Le
jaugement axial conduit aux mémes contraintes, mais avec le rempladément’ dans (11.22).
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Exemple : quotients de la trois-spherdous allons illustrer cette construction avec la construc-
tion des théories de quotient 8&J(2),. Explicitement I'action du modéle dezw jaugé est :

S= 4 [ 2(2636 +29.30, +29530, + 200999, 95)

+2i; /dzz {A(09, +c0s0 d9g) £ A(9g+COSHI ) + (14 COSO)AA} .

Dans le cas du jaugement vecteur (signe «-») nous pouvons faire le choix de jauge — voir (11.13) —
suivant :¢, = ¢g. Apres l'intégration classique des champs de jauge, nous obtenons le modele
sigma :

Ko (1. = _
(11.23) S— E/d ; <4aeae+cotar%(e/2) a¢a¢> ,

avec le dilaton ®(0) = —log sin(6/2). La symétrie apparente de translation sepoest brisée
au niveau quantique, par des effets non-perturbatifg, a

Dans le cas du jaugement axial, aprés le choix de jauged, = 0, nous obtenons le modéle
sigma :

Ko (1= -
(11.24) S— E/d 2 (48989 +tarf(0,/2) a¢a¢> ,

Ces deux actions sont évidemment les mémes, apres le remplademedit- /2. Cette dualité

T est facile & comprendre, car les deux jaugements sont reliés par la substittien—+J2, qui

est une symétrie de Weyl, exacte, du modélevdgy original. Le raisonnement est similaire au cas

de la dualité T pour le boson libre. Le modéle sigma (11.23) a la topologie d'un disque, et possede
une singularité poué — m/2, & une distance géodésique finie du centre. Pourtant, dans I'action
duale (11.24) qui lui est équivalent®, — 0 est un point parfaitement régulier. A 'approche de la
singularité de I'espace, les modes d’enroulement des cordes deviennent plus Iégers que les modes
d’'impulsion, et ainsi la géométrique effective est radicalement transformée. Il est tentant de spé-
culer gu’un tel comportement se généralise aux autres singularités, par exemple cosmologiques.

Caractéres et fonction de partition. Les regles de quantificati@rsT du quotient, egs. (11.21)
et (11.22), peuvent étre implémentées au niveau des caractéres de I'algebre affine, donnés par I'ex-
pression (11.12), afin de calculer les caractéres et fonctions de partition des théories de quotient.
Nous commencgons par choisir une fonction de partition invariante modulaire pour le modéle
dewzw pour¥ : Z(t) = ZA,KNAKXQJZQ‘ Par contre, la fonction de partition pour le modéle de
wzw de H, sera composée de caractéres particuliers car I'action apparait dans l'intégrale fonc-
tionnelle (11.19) avec un niveau négatif. En conséquence, il est possible de montrer, en utilisant le
déterminant de Kac -Kazhddh1], que les représentations fisatisfaisant les contraintes (11.22)
— pour des représentations glintégrables — ne contiennent pas de vecteurs nuls. Les représenta-
tions sont donc générées par I'action libre des modes des courants de I'algébre affine. Le caractere
d’'une représentation de plus haut poids est aiq)re:{t le rang dé) :

_ k(AA+p)

. 1k(zp) k+h
xh(t,2) = SERRE

ﬂ (1 _ qn)rE I—I (1 _ qn—le—m(a,z))(l _ qnenc(a;))
n=1 a>0

Le choix des représentations dans la fonction de partition correspondante, est dicté par les contraintes (Il
impliquant I'égalité des Casimirs. Enfin, la contribution des fantdmes est aussi donnée par I'action
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libre des modeb3_, etci_,, mais avec une statistique inversée :

n<0’

29

2

%w(,c7za) _ enc(;p) |—I (1_ qn)rh I—I (1_ qnfleflk(a,z))(l_ qnenc(oc,z))
n=1 a>0

Les caractéeres de la théorie de quotient sont alors donnés par le produit des trois facteurs précé-

dents, contraints par la condition de neutralité (11.22) :

(11.25) ANGEIEY r| T AME VAV ) 205V,

Ces caracteres se transforment sous le groupe modulaire avec la iBdegearacteres deet la
matrice conjuguée dg

Théories parafermioniquedJne classe particuliere de théories de quotient correspond au jau-
gement par le tore maximal [52,53], c.-a.-d. la sous-algebre de Cartan complete ; ces théories sont
appelées génériguement «parafermioniques», par généralisation dulta@geNous commen-
cons par exprimer les courants de la sous-algebre de Cartan a I'aide de bosons libres holomorphes
normalisés canoniquement — c.-a¢tp! ~ —§" logz— comme :

(11.26) J(2) = |\/anbi.

Nous pouvons alors factoriser les courants associés aux racines de I'algebre en une partie chargée
sous ces courants et une partie neutre, n@tge

J%(z) = ,/i‘; Co By(2) €%,

Les champs holomorph@s, sont lesparafermions générateuessociés aux racines simples. Les
parafermions générateurs associés a des raairet§3 sont identifiés s — € kM, ouM est
le réseau des racines longues. Les coefficients constarasnt appelésocycles Les produits
d’opérateurs entre les parafermions et les relations entre les cocycles sont déterminés en fonction
des relations de commutation de 'algébre ; en particulier, nous avg(w®_,(0) ~ —2at/k,
Cette relation, combinée avec l'invariance conforme de la théorie, fixe la dimension des parafer-
mions générateurs :

o2

DNy =1——.
2k

Les opérateurs primaires de la théorie de parafermions s’obtiennent directement a partir des opé-
rateurs primaires de I'algébre affigeEn effet, en utilisant (11.26), nous pouvons décomposer ces
derniers en une partie chargée sous I'algebre de Cartan et une partie neutre :

A9
Dy =11 xef

Les operateurdl, , ainsi definis sont les opérateurs primaires de I'algebre chirale des parafer-
mions, annihilés par les modes positifs des parafermions. lls portent une @éhapgartenant au
réseau des poidd* modulokM.

Les caractéres des parafermions s’obtiennent a partir de la décomposition des caragtéres de
par rapport au réseau des charges sous I'algebre de Cartan :

(1.27) Nr)= 5 40,12
A modkM
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Les fonctionsc) sont appelées «fonctions de cordes» dans la littérature mathématique ; elles sont
les fonctions génératrices de la dégénéresgpales états de poids a I'échelonn de la repré-
sentatiom\ de 'algébre affine :

00

Z) png”, avec la symétrie ¢}, =4, me M.
n—

K(AA+2p) k(4,4

o (e) 1 g

Les caractéres de la théorie de parafermions sont donnéqs'qtt@r; ils se transforment avec la
matrice modulaire des caracteresjc# le conjugué de celle d@, . Ces caracteres peuvent aussi
s'obtenir suivant I'analys@RrsT des théories de quotient, en utilisant la décomposition (11.27)
dans la formule générale (11.25).

Exemple de S(2). Les parafermions d8U(2), possedent une symeétrie chirdlgx Z,. Les
parafermions vérifient explicitement I'algébre suivante :

Fk—m+Drk—n+Hr(m+n) Y2, o o

O(2)@n(0) (F(m+1)r(n+1)r(k+l)r(k—m—n)> z Omin> MN=0,
nn (1 20

On(2)®_,(0) ~ z 2Bn=D (ZZ—CT+---).

Les caractéres de I'algebre s’obtiennent par la décomposition en termes de fonctions théta des
caracteres dsu(2), :
¥ = % cﬂ'nQ;L K-
M7y, ’

Dans ce cas I'expression explicite des fonctions de cordes est connue. Une fonction de partition
générique pour cette théorie s’obtient avec un invariant modulaigtJd2) et un invariant modu-
laire des fonctions théta :

k/2 o _
2= Y NMcl(o)el (7).
j,]=0MMEZy,

Un invariant modulaire générique des fonctions théta est donné par :

6, 0m, avec k=10
mm=Omod2
m—m=0 mod 2’
Toutes ces solutions s'interprétent comme le quotient de la solution diagamalem, par une
symétrie discreté,, en d’autres termes wrbifold.

Extension supersymétrique.Par souci de simplicité nous avons présenté les théories de quotient
dans le cadre de la théorie conforme bosonique. L'extension au cas de théories superconformes
est relativement directe. Premiérement, nous pouvons reformuler les modélesvdsupersy-
métriques dans le super-espace. Pour cela, I'actionzie bosonique est remplacée par I'action

des super-champs suivants, dont la partie bosonique est a valeuf€ dalaspartie fermionique a
valeurs dang§, G = expIT3®,, avecdP, = ¢a+ /k/20A2 + | /k/20 12+ 66F2. L'action dewzw
supersymeétrique s'écrit :

kS(g) = zl;/dzzdze Tr (GlﬁDGGlﬁGJr/dt{GatG1(©G§G1+5G©Gl)}>
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Ensuite nous rajoutons a cette action un super-champ de fuye valeurs dang, avec le
couplage :

kS(GIA,A) = KSyzw(G)
+;/dzzd29 {k(A,G'DG) £ k(A,DGG )+« ((1£Adg)A,A) }.

La symétrie locale de cette action comprend une partie bosogigudi*gh & valeurs dans le
groupe et une partie fermionique, a valeurs dans l'algébre, correspondant aux composantes fer-
mioniques du champ de jauge. Le modéle sigma non-linéaire correspondant a ce modele super-
symétrique s’obtient simplement en remplacant dans le modéle bosonique les champs par des
super-champs et les dérivées par des dérivées covariantes du super-espace. La quaptfation
s’effectue de la méme maniére. En plus des fantdmes fermionigLgsnous obtenons une paire

de super-fantdomeg8, v) bosoniques. La chargRsTcomprend maintenant une partie correspon-
dant a la symétrie de jauge fermionique :

QgrsT= 2% { 1 k(c(2),3(2) +1,(2) : +\/E: K(7, Ag+ M) -
5 k(e b))+ k({87

Nous pouvons aussi définir une algébre superconfdtmel pour les états physiques de la théorie
de quotieny/h, commutant avec I'algébre superconforme pip{4] :

k—h
1
7 Tup fuoeA APATAT,

GoM = \/E (3 # = L larp A A¥20) |

générant une algébre de charge centrale :
kKIg|  KH]

(11.28) ¢= .
k+hg  k+hy

Théories de quotient et symétrie N=2.Les théories de quotient que nous venons de construire
possédent génériquement une symétrie superconfdimel. Cependant, une certaine classe
de quotients, dits d&Kazama-Suzukipossede une symétrie étendue N=2. Bien que la géomé-
trie des théories de quotient associées aux modéleszae jaugés soit différente des quotients
géométriques la condition de symétridl = 2 se résume a une condition sur la géométrie de
ces derniers. Pour que le modéle Waw jaugé posséde une symétrie étendlie- 2, I'es-
pace guotient correspondant doit étreaspace symétrique hermitidPar exemple, les quotients
SU(n+m)/U(m) x SU(n) entrent dans cette catégorie.

Considérons le cas particulier du quoti&ui(2) /U (1) supersymétrique, au niveauqui pos-
séde cette propriété. L'algébre N=2 s’écrit & I'aide des courants purement bosaiigieesi(2)

SLe quotient géométrique gauche (resp. droit) d'un groupe dé&lpar un sous-groupd est défini par les classes
d’équivalence de I'action & droite (resp. & gauche) des élémertis:dg] = {gh,h € H}. Par exemple, la n-sphére
correspond au quotie®Q(n+1)/SQ(n).
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et des fermiong.2 associés :

T = %((:Jljl:Jr:JZJZ :)_%(llall+’lza’lz)+illﬂ~]3,
¢ - d e
3 291 3
I = Ilzkl_Z{ :l(kzk),x y) _2%'
La charge centrale de cette théorie conforme est, d'aprés (11.28),

Nous observons que cette charge centrale correspond exactement a celle des modéles minimaux
unitaires de I'algebre superconforme N=2. Ces derniers étant entierement caractérisés par leur
charge centrale, nous concluons que le modélv e jaugéSU(2) /U (1) supersymétrique cor-
respond a une réalisation de ces théories.

I1.4. Déformations marginales

La formulation de la théorie des supercordes présentée jusqu’a présent est une thgrerie de
miére quantificationc.-a.-d. que nous quantifions la propagation d’'une corde fondamentale «test»
dans un fond correspondant a un état cohérent de cordes. Nous ne connaissons pas de formu-
lation qui soit indépendante du fond gravitationnel, en d’autres termethange de champs de
cordesfermées.Cette approche serait cependant nécessaire pour mieux comprendre la gravitation
guantique a l'aide des théories de supercordes.

Le mieux que nous puissions faire est d’'accéder a une connaissance la plus compléte pos-
sible des solutions de premiére quantification de la théorie des cordes, en étudiant I'espace des
solutions appelé&space des modulele la théorie. Les modéles sigma non-linéaires acceptables
sont des théories superconformes N=1; a l'ordre le plus bas dans I'échelle des @friss
champs de fond de I'action du modéle sigma sont fournis par les solutions de la supergravité cor-
respondante. Cependant, dans le cas général, il n'est pas clair que toutes ces solutions peuvent
étre corrigées ordre par ordre ehpour constituer une théorie véritablement superconforme sur
la surface d’univers.

Dans ce chapitre nous avons considéré certaines théories conforattssc.-a.-d. possédant
la symétrie conforme au-dela de I'approximation de supergravité, et pour lesquelles le spectre et
les interactions peuvent étre calculés exactement. Cependant ces modéles de Wess-Zumino-Witten
et leurs quotients constituent des points isolés trés particuliers de I'espace des modules. Nous vou-
drions savoir s'il est possible de déformer ces théories, en conservant la symétrie superconforme,
pour explorer I'espace des modules et relier différentes théories déja connues.

Les déformations des théories conformes sont ditesginales si elles sont générées par
des opérateurs de dimension droite et gaugh@) = (1,1); elles préservent alors la symétrie
conforme. L'action de la théorie conforme peut ainsi étre déformée par :

5S= e/dzz Vi 1(22).

Par contre, lorsque la dimension des opérateurs est inférieure a un, la déformation est dite «per-
tinente», car elle devient importante aux faibles énergies. Alors, d'aprés le «théosgbig, la
théorie va atteindre un autre point fixe correspondant a une théorie conforme de charge centrale

{Cependant des théories de champs de cordes ouvertes sont connues.
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inférieure (pour une théorie unitaire). Revenons au cas des déformations marginales. La dimen-
sionnalité de I'opérateur responsable de la perturbation assure que la déformation est marginale
au premier ordre seulement. En effet, il n'est pas garanti que, dans la théorie déformée, sa dimen-
sion soit toujours la méme. Dans I'affirmative, la déformation estakigetement marginal&ous

allons maintenant en étudier quelques exemples.

Espace des modules des théories N=Res déformations marginales des théories conformes ont

été étudiées en particulier dans le cadre des compactifications supersymeétriques de la théorie des
cordes. Une théorie des supercordes compactifiée sur une variété d’holonomie spéciale — dite de
Calabi-Yau — a six dimensions donne une théorie effective a quatre dimensions possédant une
ou deux supersymétries. Ses propriétés globales —par exemple le groupe de jauge ou le nombre
de familles de quarks — sont liées a la topologie de la variété. Par contre, les paramétres continus
de la théorie effective — masses, constantes de couplage — sont reliés aux détails de la géométrie
de lI'espace interne. Il est aussi possible de réaliser des compactifications non géométriques, en
remplacant I'espace de compactification par une théorie superconforme N=2 arbitraire de charge
centralec= 6. Un exemple est donné par leedeles de Gepn§s6], obtenus en prenant le produit
tensoriel de modéles minimaux N=2, et en projetant sur les charges de symétrie R impaires.

Nous avons vu dans la section II.1 qu'il existe des classes d’opérateurs particuliemséles
rateurs chirauxet lesopérateurs anti-chirauxpour lesquels la dimension conforme est complé-
tement déterminée par la charge de symétrie R, voir eq. (11.4). Leur dimension, étant reliée a la
charge, qui est une quantité «topologique» ne prenant que des valeurs discrétes —au moins pour les
théories rationnelles — ne peut varier continuement lors de la déformation marginale de la théorie.
Ainsi des opérateurs de ce type, marginaux au premier ordre, seront nécessairement exactement
marginaux. Le premier type d’opérateur marginal que nous pouvons construire utilise un opérateur
“//1/271/2 de type_(c, C), c.-a.-d. chiral par rapport & I'algebre N=2 gauche et a 'algebre droite, de
dimensiomA = A = 1/2. La perturbation suivante est alors exactement marginale :

58:/d22 G 1,G 1/271/21/2(22)

Dans le cas ou la théorie N=2 est associée a un modéle sigma sur une variété de Calabi-Yau, il
est possible de montrer que ce type de deformations marginales correspond a une déformation de
la structure complexede la variété, associée a un changement de forme. Le deuxieme type d’opé-
rateur marginal utilise un opérateizq/zﬁl/2 de type(c,a), c.-a.-d. chiral par rapport a I'algébre

N=2 gauche et anti-chiral par rapport & I'algébre droite, de dimersierh = 1/2. La perturbation
suivante est alors exactement marginale :

6S= / d*z ql/ZGjl/Zai/l/Z,fl/Z(Zi)'

Ce type de déformation est associé aux changementstieitaure de Kéhlede la variété. Remar-

quons pour finir qu’il existe un automorphisme extérieur de I'algebre N=2, dit «miroir», agissant
sur le courant de symétrie R de I'algébre droit comf2¢Jz) = —Jz. Cette symétrie, analogue ala
dualité T, est exacte en théorie des supercordes. Du point de vue de I'espace cible, elle échange la
structure complexe et la structure de Kéhler de la variété. Nous sommes alors ammenés a proposer
une symétrie, laymétrie miroir[57], appariant des variétés de Calabi-Yau a priori complétement
différentes.

Espace des modules des compactifications toroidalel$.existe une classe de modéles pour
laquelle I'espace des modules complet est connu : les compactifications toroidales. Ces théories



58 Théorie des cordes en espace-temps courbe

conformes sont des théories libres correspondant a la propagation des cordes sur un espace plat
compact, avec une métrique et une deux-forme constantes.

Le cas le plus simple est bien sir celui d’un boson libre. Nous prendrons la convention que
le champX(zz) est compactifié au rayon unité, c.-a.Xl.~ X + 2x. Alors I'action pour une
compactification sur un cercle de rayon R est simplement :

1 —
S= —/dzz R OXIX.
4
L'opérateur marginal de cette théorie est I'opérateur bilinéaire dans le courant de translation :
5S= i/dzz RIXIX.
4z

Cette perturbation correspond simplement a I'opération de changement du rayon duR2erele,
R?(1+ ¢). Cependant, comme la dualité T relie une compactification de rayon R et une de rayon
2/R, I'espace des modules doit étre quotienté par cette synigirieespace des modules est alors
[1,+oo].

Cette discussion se généralise aux compactifications toroidales de dimermgieiconque.
La seule différence qualitative est la possibilité d’ajouter une deux-formesdgs constante a
I'action. Considérons alors le modéle sigma linéaire suivant :

1 —
S= E/dzz EjoX'9X), avecE; =G +B;; € GL(d,R).

En tenant compte des modes d’enroulem&ntcomme dans le cas d’un boson libre unique, la
contribution des modes zéro a la fonction de partition est :

F4q(G.B) = q%G“Pé £ CT%G”P& P ;
' {n},{w}ezd
ou les moments gauches et droits sont donnés par :
Gl o Gl
(11.29) Pé:\ﬁ{ni—k(ij%—Bjk)wk} R=
Nous désirons maintenant connaitre I'espace des modules de ces théories, c.-a.-d. les déformations
possibles du réseau des modes zéro. Ce réseau est naturellement muni du produit scalaire suivant :

PoP :=G, (PRI —PiP)),

{ni +(—ij+Bjk)w"}.

correspondant au changement de phase d'un opérateur de miénedfiectuant un tour complet
autour d’'un opérateur de momedntLa localité mutuelle de tous les opérateurs, ainsi que l'inva-
riance modulaire de la fonction de partition a une boucle, impose les contraintes suivantes sur le
réseau de compactification :

— leréseauestpaivP el 4, PoP € 2Z;

— le réseau est auto-dudl 'y =T 4.
L'espace des modules est composé de toutes les transformations préservant ces deux conditions, en
d’autres termes préservant le produit scalaird est donc contenu dans le «groupe de Lorentz»
O(d,d,R). Cependant, des réseaux reliés entre eux par des rotations cRifdl@s) x O(d,R)
agissant séparément sur les secteurs gauches et droits sont équivalents. Il faut donc prendre les
classes d’équivalence d&(d,d,R) par ces symétries. Enfin, il existe un groupe de symétries
discrétes, généralisant la dualité T, quie relie des théories équivalentes (voir [58]). Ce groupe de
symétrie, tel que I'image du réseby , est le réseau lui-méme, est n@&d, d, Z). Ce groupe est
généré par les éléments suivants :
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— les translations entiéres de la deux-forBe; B+ ©, oU© est une matrice antisymétrique
d x d a coefficients entiers;;
— les «difféomorphismes discret¥h — A'; X!, avecA € GL(d,Z) ;
— la dualitéR. — 2/R, selon une des directions.
En résumé 'espace des modules des compactifications toroidales est :

\O(d,d,]R{)

O(d,R) x O(d,R) / 0(d,d,Z) »

ou le groupeD(d,R) x O(d,R) agit & gauche et le groupe de dualdiéd, d,Z) agit & droite. Dans
le cas de la corde hétérotique, cet espace des modules est élargi en raison de I'action dans le réseau
correspondant au groupe de jauge. Il faut alors consideérer le réseau cbgplgs.

Déformations marginales des modéles de Wess-Zumino-Witter’étude précédente de l'es-
pace des modules des compactifications toroidales peut étre généralisée aux modeles de Wess-
Zumino-Witten. Cette étude est beaucoup plus intéressante que dans le cas toroidal, car nous
considérons maintenant des déformations interpolant entre plusieurs espaces-temps courbes de la
théorie de cordes, pouvant posséder des propriétés physiques intéressantes.

Examinons tout d’abord quelles déformations des modéleszig sont exactement margi-
nales. Au premier ordre dans la perturbation, nous pouvons, pour un hkigéaérique, déformer
par un opérateur bilinéaire quelconque construit a I'aide des courants de I'algebre affine :

(11.30) 5Sumn = € / P27 (27 = eM,g / &z P2 B3

Cependant, la déformation ne sera exactement marginale que si nous imposons des restrictions sur
la matriceM,g. Pour connaitre la dimension conforme de I'opératé(z z) dans la théorie dont

I'action est modifiée par (11.30), nous pouvons calculer sa fonction a deux points perturbativement
ene [59]. A l'ordre zéro dans la perturbation, nous obtenons naturellet(e, z2) ¥ (Z,Z)) ~

|z—Z|~2. A I'ordre €2, nous obtenons la contribution suivante a la fonction & deux points :

2
V@DV D)g,, 1555 | P [ P, (V@D L2 (W)Y (W W),

€2 _ _
5 Py [ Py (7w W) H (W), + O

Le premier terme contient une divergence logarithmique qui pourrait conférer a I'opératme
dimension anormale. En utilisant la forme explicite de la déformation, eq. (11.30) et les produits
d’opérateurs entre les courants du modélavdav, eq. (11.9), ce corrélateur peut se calculer expli-
citement. Pour que les termes proportionnels a toutes les divergences logarithmiques s’annulent,
la matriceM,g doit satisfaire aux conditions suivantes :

(1.31) ZMACMBDfABE:O et EBMCAMDBfABE:O,ceci vc,d,e.
a, a,

De fagn équivalente, cette condition exige que la perturbation puisse étre mise sous la forme
Nag # A #B, ol les opérateury” — combinaisons linéaires des couradfs— ne doivent pas

avoir de pbles simples dans leur produits d’opérateurs. Cette condition est suffisante pour assurer
que la déformation est marginale a tous les ordres.

Déformations de la sous-algébre de Cartddne solution triviale aux contraintes (11.31)
consiste a déformer uniguement avec les courants de la sous-algebre de Cartan, qui commutent
tous entre eux, et n'ont donc pas de péles simples dans leur produits d’'opérateurs. Nous pouvons
de maniére explicite étudier I'effet de ces déformations au point de vue du spectre et de la fonction



60 Théorie des cordes en espace-temps courbe

de partition ; en utilisant la décomposition parafermionique (11.27) des caractéres d’'une algébre de
Lie affine g,, nous considérons la fonction de partition :
(11.32) Z(t)=y Y 49 05,

A 2,24 mod kM

La contribution des fonctions théta de I'algebre est analogue a un réseau toroidal avec une metrique
et une torsion particuliéres (voir 11.29). En appelagtes racines longues de I'algébre/et) les
poids fondamentaux, la fonction de partition diagonale des fonctions théta est ainsi :

H2

1 33 e O kHI’]'OC+ ' kHﬁ‘(xi+Ai/li(i) Hz
33 > k= > q

A mod kM {41} modkM, {n'} {n'}eZ's

q

Prem|erement les termes tels auie N est pair peuvent se réécrire en décomposanrt N' +W',
—N' +W' comme :

)L+kW o l+kW o

Kl LN 2 Rl ~Ng|?

q
A modkM {Ni} {W'}eZ's

(11.34) =y Y ¢ q 3IVEVE@ @I g3 VEAVE N a

A {Ni}eZ's

La contribution des termes avac- i va étre similaire, avec des moments impaks-2 1. Ainsi,
le réseau des nombres d’enroulement est identifié avec le réseau des poids complet et le réseau
des moments avec le réseau des racines longues. La métrique du modéle toroidal est naturelle-
ment la métrique de Cartan-Weyl de 'algébre de Lie. Dans la fonction de partition du modele de
wzw, eq. (11.32) apparaissent des contributions non-diagonales pour les fonctions tiéta.en
Ces secteurs non-diagonaux correspondent aux secteurs supplémentaires de I'orbifold de (11.33)
suivant :

1

v 1 45 1c(—,5
Zorb:M ]-: ek KA1 g

0 M| kO 2y
YeM*, 6€M modkM

yeM*, 6€M modkM [
ou nous avons divisé par le volume d’une cellule du réseau des racines Ighiju€t orbifold

est combiné avec un orbifold similaire de la fonction de partition du quotient parafermionique afin
d’obtenir la fonction de partition de modéle dew :

1 A-A"5
(I135)  Zyzw= ™ ; > 2y Y i@y €T
YeM*, M modkM A A

Dans chaque secteur de I'orbifold apparait le réseau asymétrique :

q LI/ Em o |12 —H\f —A+2y) +\[m'oc\|2
AeEM* {m}eZ's
donnant une torsion non nulle dans le modéle com@ifid x H, voir eq. (11.29).

Nous pouvons maintenant appliquer a ce réseau les mémes déformations marginales que pour
un réseau toroidalg dimensions. Ainsi nous avons trouve que I'espace des modules des modeles
dewzw comprend un sous-espace donné par :

0(d,R) x o(d,®) \ O&4R) /54 d.7) .
cependant l'interprétation géométrique n’est évidemment pas la méme que dans le cas plat. Par
exemple, nous pouvons généraliser la déformation de changement de rayon en remplacant dans
I'expression (11.34)k par R’k et en couplant ce réseau déformé aux parafermions de la méme
maniére (11.35).
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Géométrie des modéles dezw déformés.Pour obtenir la géométrie correspondant aux mo-
deles davzw déformés par le Cartan, nous allons en donner une représentation comme une théorie
de quotient et utiliser les méthodes de la sect. I1.3. Considérons en effet le modetevdauge
suivant :

(1.36) kS(g|A A E) =kSumw(g) + ; / oz {k(A,g*9g) — k(A dgg ™) + x ((1— Adg) A A) }

+;/dzz E,.0(X2 + A(XD + AP) |

Les champs de jaugk A sont a valeurs dans la sous-algébre de Cartgneus avons couplé ce
jaugement au jaugement d’un modeéle toroidal de dimengiaonné par la métriqué,, = E(ab)

et la deux-formeB,, = E ;. En utilisant les techniques de la sect. I1.3 nous pouvons facilement
calculer la géométrie effective de ce modéle jaugé, au premier ordfe &lous pouvons d’abord
effectuer le choix de jaugeX® =0,i =1,--- ,r, afin d’éliminer les degrés de liberté redondants.
Alors l'intégration des champs de jauge donne le modéle sigma non-linéaire suivant :

(1.37)

k I _ B 1k b
kS=o_ Mdzz {Cqu“ F+[C+21+E-C) 1], 3 }_'_E/%,fabc/aj 7°,

Ainsi que le dilaton venant de la mesure :
1
(1.38) d):—élog de(1+E—-C).

Ce modéle devzw jaugé définit une famille continue de théories, qui s'obtiennent en parcou-
rant 'espace des modules du modéle toroidal auxilliaire, a I'aide des transformations de Lo-
rentz O(rq,rg,R). Remarquons aussi que le modele wliaw original apparait dans la limite

E,, = Ré,,, R— o, qui se situe a l'infini dans I'espace des modules. Au contraire le quotient
vectoriel par le tore maximal correspond a la ling — 0. Les autres quotients maximaux s’ob-
tiennent en remplacant dans l'action le jaugement vecteur par le jaugement axial pour un nombre
guelconque de générateurs de la sous-algébre de Cartan. Il est aussi possible de trouver une repré-
sentation des modeles gezw déformés, plus compliquée, dans laquelle le point correspondant

au modéle devzw original se situe au milieu de I'espace des modules, et permettant d’interpoler
continuement entre les jaugement axiaux et vectoriels [60].

Les caractéres correspondant a cette représentation s’obtiennent & I'aide de la Begiode
générale de la sect. I1.3. Nous obtiendrons comme résultat final I'orbifold des caracteres parafer-
mioniques dey avec un réseau de dimensi@hd) correspondant aux fonctions thétagldéfor-
mées par le réseau toroidal auxiliaire.

Exemple de la trois-sphérd’exemple de la trois-sphére est particulierement simple, car la
sous-algébre de Cartan est de dimension un. Ainsi la seule déformation possible correspond au
changement de rayon de cette théttid). Premiérement nous réécrivons la fonction de partition
deSU(2), comme l'orbifold :

1 k o 9iz s
(11.39) Z(r) = o % Chel_, ; OOy €% M.
V,0€2, 2)=0meZy, NEZy
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Nous remplagons maintenant les contributions des secteurs déformés des fonctions théta par un
réseau toroidal a un rayon différent :

Z 9nk9n72y.k: Z q%(\/%Jr\/gW)zq-%(%—\/g(WHWk))z

NE Ly, N.WeZ
2 2
1(_N R2 1{ N R2
. q?<\/?+\/;w> (q—?(ﬁ‘\/;(mzwk)) ,
NWezZ
Ce qui nous permet d’écrire la fonction de partition du modéle déformé comme [61] :
2(t)= > 3 i S chdl
— m “m—
2k 7,0€2Zy 2]=0MeZy, m-2y
2 2
1(_N R2 1(_N R2 '
(11.40) (VW) (e VEwez) esnm
N.WeZ

Cette fonction de partition possede deux limites remarquables, dans lesquelles le boson corres-
pondant a la sous-algébre de Cartan découple de la théorie. Dans |eRimi@® nous obtenons
la fonction de partition du modéle dezw jaugeSU(2)/U (1)|,,i,» Mmutipliée par celle d’un bo-
son non-compact. Au contraire, dans la linfRe- 40, nous obtenons la fonction de partition de
SU(2) /U (1)|vecteur |l EXiSte ainsi undigne de déformations marginalesliant les deux théories
de quotient. Cette observation jette un éclairage nouveau sur la dualité T [62—64]. Plagons nous en
effet sur le point symétrique de la ligne de déformation, c.-a.-d. le m@&14(2). Alors les défor-
mationsdS~ + [J3J° et §S~ — [ J3J° sont équivalentes car elles sont reliées par une symétrie
de Weyl de I'algebre affingu(2). Comme dans le cas du boson libre, cette symétrie discrete survit
ala brisure de la symétri8U(2) 5 x SU(2), le long de la ligne de déformation, et correspond a la
dualitéR — 2/R.

En suivant la méthode générale exposée préecédemment, voir egs. (11.37-11.38), nous obtenons
le modéle sigma suivant pour la théoB&)(2), déformée, obtenu a l'aide d’'un boson compact

auxillaire de rayorRy/2k (nous considérons le cas du jaugement axial) :

K[ = (1+R)si09pa¢ +Rcof0dydy
Sﬁ_n/d Z{aeae+ cog 6 + R2
N |§2sin29(&¢ay/—ay/a¢)}
cog 0 + R2 ’
et le dilaton : 2 &
cos 0 +
®=d,—log —m

Ainsi ce modeéle relie le modele dezw jaugéSU(2) /U (1)|,, tensorisé avec un boson libre de
rayon nul, pourR — 0, avec le modéle deszw SU(2),, pourR — . La famille de modéles
sigma aboutissant@U(2) /U (1)|yecteurS'Obtient & partir du jaugement vecteur®e(2) x U (1).

Comme nous l'avons annoncé, il existe une représentation du modéle déformé valable sur
toute la ligne joighant les deux modéleswiew jaugés, donnée par le modéle sigma suivant [64] :

A2sir2 009 ¢ +coL O dydy + St 0(dpy — dwde)
1+ (A2—1)cog6 }’

(141) S, = ;/dzz{ae§e+

Yla normalisation du dilaton est choisie de telle sorte que cette limite soit bien définie.
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pour lequel I'action devzw correspond & = 1 et les deux quotientsZa= 0 (axial), etA — o
(vecteur). Nous voyons aisément que les paramétres de déformation des deux actions sont reliés
par :A2 —1=1/ke. Ces deux parameétres sont eux-mémes reliés avec le paramétre de la fonction de
partition déformée, eq. (11.40), par la relatioR = v/2kA, en accord avec la discussion ci-dessus.






La théorie des supercordes dans AdS

Les techniques que nous avons développées dans la section précédente s’appliquent aux grou-
pes compacts uniquement. Cependant cette restriction est trop contraignante pour décrire la pro-
pagation des supercordes dans des espaces-temps courbes qui contiennent génériquement des
sous-variétés non-compactes. En outre, pour obtenir des solutions de la théorie des cordes avec
une limitek — oo bien définie (c.-a.-d. de courbure faible), il faut nécessairement compenser I'ano-
malie conforme des groupes compacts — pour lesquels la charge centrale est inférieure a I'espace
plat — par 'anomalie conforme de groupes non-compacts, de maniére a obtenir une théorie des
supercordes critique & 15) pour toute valeur die

Du point de vue des modéles sigma non-linéaires, toutes les actions de modéies dee
théories de quotients et de modéles déformés décrites dans le chapitre Il peuvent étre utilisées,
car le passage des groupes compacts aux groupes non-compacts revient a effectuer des prolonge-
ments analytiques sur les champs, ce qui ne change pas les équations du moéWwRaneantre,
la théorie des représentations des algébres affines non-compactes est radicalement différente, et
en général peu connue. L'étude du spectre de ces modeéles non-compacts, ou de leur fonctions de
partition, est donc un domaine relativement nouveau, qui permet d'étudier par exemple la propaga-
tion des cordes autour de p-branes, de trous noirs, ou dans des espaces-temps cosmologiques. Une
partie des résultats décrits dans ce chapitre proviennent des publications ajoutées en appendice.

lll.1. L'espace-temps anti-de Sitter

Le cas le plus simple de modéle dew non-compact est aussi le plus utile physiquement.
Il correspond au group8L(2, R) des matrices bidimensionnelles réelles de déterminant unité. En
effet, la géométrie de la variété correspondant a ce groupe est un espace-temps anti-de Sitter a
trois dimensions. Cet espaces-temps, de signdtdre-, +) et & symétrie maximale, apparait a
nombreuses reprises en supergravité et en théorie des cordes. Premiérement, il apparait comme
vide supersymétrique de certaines supergravités, dites jaugées. Deuxiémement il est possible de
construire des solutions de trous noirs dans cet espace-temps, simplement par un quotient d’une
symétrie discréte. Enfin, cette solution a connu une recrudescence d’intérét ces derniéres années,
car elle représente un des rares exemples de théories de supercordes dans lebolmiiephie
est réalisée de maniére concrete.

Les dualités anti-de Sitter/théorie conforme. Historiquement, la théorie des cordes est appa-

rue comme candidate pour décrire les interactions fortes ; il fut cependant montré que la théorie
de la chromo-dynamique quantique, une théorie de jauge fondée sur le @0UR)e décrivait
correctement ces interactions — au moins dans le domaine perturbatif a hautes énergies ou les cal-
culs sont possibles — sans nécessiter la physigue exotigue des modéles de cordes. Les théories des
cordes sont réapparues guelques années plus tard, lorsqu’il fut réalisé par Scherk et Schwarz [65]

aCependant dans certains cas nous obtiendrons alors des valeurs imaginaires des champs de fond

65
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gu’elles constituaient des théories de gravitation quantique. Le lien entre les deux théories ne s’est
cependant pas rompu. Premierement, dans la limite ou la chromo-dynamique possede un grand
nombre de couleurs — c.-a.-d. une théorie de jeld@N) avecN > 1 — les diagrammes de Feyn-

man planaires [66] dominent le développement perturbatif de la théorie de jauge dans la constante
de couplage effectivé = g2,,N, olig,,, est la constante de couplage de la théorie de jauge (I.3).
Les termes sous-dominants s’organisent en un développement perturbatif en fongfemetie

la surface bidimensionnelle sur laguelle peut étre tracé le diagramme ; nous observons donc une
forte analogie avec le développement perturbatif de la théorie des cordes.

De nouveaux liens furent tissés entre les théories de jauge et de cordes depuis la compré-
hension de la physique des D-branes. Comme nous I'avons montré précédemment, ces derniéres
s'interprétent comme des solutions & basse énergie des champs de fond de la théorie des cordes,
mais aussi comme des «défauts» dans la théorie conforme, localisés dans certaines dimensions de
I'espace-temps, sur lesquels des cordes ouvertes peuvent finir [22]. La théorie effective de basse
énergie de ces cordes ouvertes, pupp-branes empilées, n'est rien d’autre qu’une théorie de
jauge supersymétriquet+ 1 dimensions, de groupg(N). La comparaison de ces deux descrip-
tions a priori différentes est trés fertile pour la compréhension des deux théories.

Toutes ces idées furent mises a profit par Maldacena [67] pour formuler la correspondance
entre théories superconformes a quatre dimensions et I'espace-temps anti-de Sitter a cinq dimen-
sions, diteads/cFT. Parmi les solutions dep-branes, la>3-brane occupe une position particu-
liere. Du point de vue gravitationnel, elle apparait comme solution de la supergrayithargée
sous la trois-forme auto—dua}%. D’aprés (1.14), contrairement au cas générique, cette solution
est parfaitement réguliére au voisinage de la brane, c.-a.-d. dans la limite prés de I'nerizbn
en particulier, le dilaton, donc le couplage des cordes, devient constant. En outre, la théorie sur le
volume d’univers de la3-branes, décrite par les cordes ouvertes attachées aux branes, possede
une symétrie de jauge non abélienne a quatre dimensions; elle est donc potentiellement utile &
I'étude des interactions fortes.

Dans ldimite de découplage’ — 0 nous décrivons la physique de basse énergie de cette théo-
rie, correspondant a une théorie de Yang-Mills supersymeétrique a quatre dimensions, de constante
de couplage?,, = gs. Celle-ci posséde non seulement une supersymitee(4,4), mais aussi
une symétrie élargisuperconform@ Dans cette limite les corrections de cordes fermées a la
théorie de cordes ouvertes, c.-a.-d. le couplage de la théorie sur les branes a la gravitation, de-
viennent négligeables. Cependant, la solution de supergravité dans I'espace-temps ambiant autour
des branes ne se trivialise pas complétement; dans la limite de découplage nous nous concentrons
sur la géométrie prés de I'horizon de8-branes, donnée par I'espace-temps w ou ces
deux espaces de symétrie maximale ont le méme rayon. La dualitédditerT postule que ces
deux descriptions de la physique de3-branes dans la limite de découplage sont équivalentes.
Cette conjecture relie en effet les amplitudes de théories des cordes dafpsﬁdﬁui décrivent
la physique de la gravitation quantique dans cet espace-temps, avec les fonctions de corrélation
d’'une théorie de jauge non-abélienne.

Géomeétrie de I'espace-temps anti-de SitterDe maniére remarquable, I'espace-temps anti-de
Sitter lui-méme posséde des propriétés suggerant la correspondance formulée ci-dessus, d'origine
purement géométrique.

bCette symétrie élargie est cependant de dimension finie, contrairement & la symétrie de la surface d’univers de la
supercorde.
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L'espace-temps anti-de SittedaimensionsAdS,, peut étre représenté de maniere simple par
plongement dans un espace pldda- 1) dimensions, de signatufe-,+,---,+,—), par I'équa-
tion :

d-1
(In.1) xg—_zl>q2+x§“:R2.

Par construction, le groupe d’isométrie AdS, est donc le groupe de Lorentz de I'espace de
plongementSQ(2,d — 1). L'équation (l1I.1) peut étre résolue par le choix de paramétrage=
Rcoshp cost, X, ; = Rcostp sint et dX! = Rsinhp Q, en fonction des des coordonnéessur

la (d — 1)-sphére unité. Nous obtenons alors la métrique suivante, écrite daosolennées
globales couvrant entierement I'espace-temps anti-de Sitter :

ds” = R? (dp? — costf p de? + sinff p dQF ).

Notons que dans ce paramétrage le tem@st compact, mais ces courbes de genre temps fermées
topologiques peuvent étre supprimées en considéraattaivrement universele la variété. La
principale particularité de cet espace-temps par rapport a I'espace-temps plat est sa structure cau-
sale. Pour examiner la structure asymptotique de cette géométrie nous choisissons les coordonnées
tan® = sinhp, de telle sorte que la métrique soit maintenant

d& = C(i;a (d6? —dr?+sif0dQ3_;).
Dans ces coordonnées le «bord» de anti-de Sitter — c.-a.-d. l'infini spatial de I'espace-temps —
correspond ® = /2. En ce point, la variété ne possede pas de métrique, a cause du p6le double
du préfacteur, mais urgructure conforme-c.-a.-d. une classe d'équivalence de métriques sous
les transformations conformes — corresponddhtaS”. Ceci est & comparer a I'espace-temps de
Minkovski pour lequel I'infini spatial est simplement un point. Le groupe d'isom&@e2,d — 1)
posséde une action naturelle sur ce bord, qui correspogdoape conformele I'espace-temps
de Minkowski a 4 dimensions. D’une certaine maniére, la théorie de jauge supercomoeeme
(4,4) desD3-branes «vit» sur le bord de I'espace-terdymtS,. Dans la supergravité le super-
groupe d'isométrie de AdSnduit une action du groupe superconforme. La correspondance peut
se formuler plus précisément de la maniere suivante [68]. Considérons, dans la théorie des cordes,
des opérateunson-normalisablesCes opérateurs ont une valeur bien définie sur le bord d’anti-de
Sitter, qui agit comme ungourcepour les opérateurs de la théorie conforme duahel §. Ainsi
la fonction de partition dans I'espace-temps ambiant anti-de Sitter, pour des champs possédant ce
comportement asymptotique, correspondra @etionnelle génératricees fonctions de Green
pour les opérateurs de la théorie des champs couplés a ces sources.

Cependant, la théorie conforme sur la surface d’'univers correspondant aux champs de fond
AdS x S avec un flux de Ramond—Ramond n’est pas soluble, malgré de récents progrés. Il existe
un régime de constante de couplage des cordes et de courbure faibles dans lequel 'approximation
de supergravité est valide ; dans le méme temps, la théorie de jauge posséde un grand nombre de
couleurs N > 1) et est fortement coupléd (> 1).

Le systeme D1-D5.En dehors du systeme dS-branes, il existe un autre systéme dans lequel
cette dualitéads/cFT se réalise. Considérons en effet, dans la théorie de superamdeme
configuration dep5-branes, dont le volume d’univers comprend les coordon(tégs - - - ,x°),
enroulées autour d’un tore & quatre dimensions étendu dans les coordprnées®) et de vo-

lumeV = (2r)*a’?v. Il est possible d’ajouter au systéme aedsbranes paralléles aws-branes,

c.-a.-d. dont le volume d’'univers e&tx'), en préservant/s de la supersymétrie totale. Ces der-
niéres ne sont pas localisées le long des dimensions du tore, mais nous considérons au contraire
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une distribution continue de ced-branes poufx?, - -- ,x°), avec une densité uniforme. La solu-

tion de supergravité de cette configuration s'obtient simplement en superposant la solution pour
N; D5-branes, voir (1.14), et celle d¢; D1-branes, mais délocalisée. Ce principe de superposition
est en général valable pour les configurations multiples de branes préservant une fraction de la
supersymétrie. Explicitement nous avons [69] :

ds = Hlle (—dt?+dxé) + /H;Hg (dr? +dQ3) + \/:Eidxﬁ,
=gk [

(1.2) Fy=- glsdHl—lAthdXJr 20N 05,
avec

(111.3) H, =1+ gs\‘j‘r/ZNl . Hg=1+ gs‘:;N?

Le facteur conforméd, pour lesD1-branes délocalisées s’obtient en intégrant sur le tore avec une
densité constanteH; ~ 1+ gsa’N; [d*x (r2 +x2)~3. Le quatre-tore peut é&tre remplacé par une
variété de Calabi-Yau a quatre dimensions (appelée varBtéans briser plus de supersymétries.

En compactifiant également la coordonnég cette solution correspond & une solution de
trou noir chargé supersymétrique a quatre dimensions. Ce trou noir posséde un horizon de surface
nulle, mais en superposant a cette solution une onde gravitationnelle nous pouvons lui donner une
surface arbitraire. La description en termes de branes, c.-a.-d. la connaissance des degrés de liberté
de cordes ouvertes vivant sur esranes, permet de calculer I'entropie de ce trou noir de maniére
microscopique [70], et le résultat coincide avec I'approche semi-classique.

Il existe également pour cette configuratmh-D5 une limite de découplage, conduisant a une
dualité holographique. Comme dans le casmigdranes, nous prenons la limite de basse énergie
o’ — 0. Dans le méme temps, nous gardons fi¥ée r/a’, la masse des cordes fondamentales
étendues entre les-branes. Cette derniére condition est nécessaire pour garder finie I'énergie
des configurations de la théorie sur les branes dans la phase de Coulomb, correspondant a une
séparation des-branes dans I'espace transverse. Dans le méme temps nous gardons fixé le volume
sans dimension du tokeet la constante de couplage des cordes a six dimengjoag)s//V.

Dans cette limite, la solution de supergravité se simplifie en la solution prés de I'horizon,
AdS, x S® x T4, et la supersymétrie est élargid/a de la supersymétrie de I'espace-temps plat.
Alors, les mémes arguments que pour la théoried®ebranes s’appliquent, et conduisent a postu-
ler une dualité de typeds/CFT entre la théorie des supercordsdans le fondAdS, x SxT%et
la limite de basse énergie de la théorie de cordes ouvertes vivant sur la configndatibnCette
derniére est une théorie superconforme a deux dimensions, et, comme pour la théorie vivant sur la
surface d’univers des cordes fondamentales, cette symétrie est de dimefisiefcontrairement
aux dimensionnalités supérieures). L'algébre de (super-)Virasoro de cette théorie conforme peut
se construire a l'aide de I'action du (super-)groupe de symétria@ sur le bord conforme [71],
et correspond a une théorie de charge centrales(N;N; + 1). La charge centrale ainsi obtenue
dans la supergravité peut étre comparée favorablement a celle obtenue directement en étudiant la
théorie sur les branes.

Comme pour le®3-branes, la solution de théorie des cordesS, x S* x T4 comporte des
flux de Ramond-Ramond et ne connait pas de description exacte en théorie des cordes. Cependant,
en utilisant unedualité S échangeant la deux-forme de Ramond—Ramond avec celle de Neveu-
Schwarz—Neveu-Schwarz, nous pouvons transformer ce systéeme en une configuration de cordes
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fondamentalesH(l) et dens5-branes. La théorie des cordes dans I'espace ambiant est alors décrite
par lathéorie conforme exacteSL(Z,IRi),\15 X SU(2)N5 x U(1)4 [72]. Les deux derniers facteurs
correspondent a des théories conformes bien connues et discutées dans la section précédente. Par
contre, le modéle deszw pour le groupe non-compa8i(2,R) comporte beaucoup de particu-

larités nouvelles et va étre discuté en détail. Remarquons pour finir que le niveau des modéles de
wzw dépend seulement du nombrendsb branes et non de celui de cordes fondamentales. Ce der-

nier apparait uniqguement dans I'expression de la constante de couplage deggergéaN; /N, .

l1.2. Quantification des cordes dans Adg

La théorie des supercordes dasS, avec un flux devs-Ns est donc décrite par un modéle
de wzw correspondant au groupe non-comp8tf2,R) [73,74]. Plus précisément, ce modéle
correspond a I'espace-tempsiS, avec un temps compact; il est possible de décompactifier le
temps en considérant tecouvrement universelu groupe, notéiuzr). Pour I'instant nous nous
concentrerons sur la théorie bosonique.

Représentations de I'algébre de Lie. Avant d’étudier I'algebre affine du modele dezw, il est
nécessaire de comprendre la théorie des représentations des modes zéro, c.-a.-d. de I'algebre de
Lie sl(2,R). La premiére différence avec les algébres compactes vient du fait qu'il existe trois
sous-algébres abéliennes inéquivalentes [75]. Ceci peut se comprendre aisément en considérant
I'algébre isomorpheo(1,2), qui n'est rien d’autre que I'algébre de Lorentz a trois dimensions.
Dans ce cas nous savons qu’un champ vectoriel BadRgeut étre genre temps, genre espace ou
genre lumiére.

Base elliptique.La sous-algébre correspondant au sous-groupe a un parametre de genre temps
est appeléelliptique Elle correspond au générateur des rotations du groupe de Lorentz. Son
action est diagonalisée en paramétrant les éléments du groupe a l'aide des angle$:d’Euler

|O'2 |62
20+ %29
g:ez( ) @01P g% ( 1)7

dans laquelle la métrique de Cartan-Weyl sur le groupe est donnée par les coordonnées globales
SurAds; :

(111.4) ds? = dp? + sint? p d62 — costf p dr?.

L'algébre elliptique, correspondant au généraleti= —10,/2, est diagonalisée. Nous définissons
également les autres générateurs comie == (o5 +10;)/2. L'algébre de Lie s'écrit alors :

T3, T =47, [TH,T]=-2T3
Les représentations irréductibles unitaires de I'algéf2 R) sont de quatre types différents.
Elles sont toutes classifiées par le sec@asimir de I'algebrec, = 5, T?T?#, paramétré comme
c,=—j(j—1). lls’agit:

— des représentatiormontinues principaless, caractérisées par= 1/2+1s, s€ R/. Le
spectre du générateur elliptique est donné pa= a +7Z, oua € {0,1/2} ;

— des représentatiom®ntinues supplémentaire%"j, caractérisées pdf2 < j < 1, avec le
méme spectre pour le générateur elliptique.

— des représentationliscretes principale@ji, caractérisées pgre N, /2. Ces représenta-
tions sont de plus haut ou de plus bas poids, c.-a.-d. que le spectre du générateur elliptique
est, pou@ji, m=+(j+r),reN,

— de la représentatidniviale .7, avecj = 0.

°Les matrices de Pauli sont définies pag:= (3 3), 0, = (97 etoy = (5-9)-
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Pour le recouvrement universel du grolgil€2, R), ce spectre est modifié de la maniére suivante.
Premiérement, pour les représentations continues, le paramétse un réel quelconque dans
[0,1]. Deuxiémement, le spipdes représentations discretes prend des valeurs contingeR .

Base hyperboliqueCette base diagonalise le générateur de genre espabgpditbolique
correspondant aux transformations de Lorefitz= 16,/2. En définissantU* = (-0, +10;)/2,
l'algébresl(2,R) s’écrit :

[T2,Uf]=+xiU*, [UT,U]=-2T2
Quel que soit le type de représentation — discréte ou continue — le spectre du générateur hyper-
boliqgue estu € R. Le paramétrage du groupe diagonalisant I'action de ce générateur est plus
compligué, car il faut utiliser des formes différentes pour couvrir tout le groupe, voir [75]. Par

exemple, la région de la variété de groupe correspondaakggtieurde I'norizon deAdS; peut
se paramétrer comme :

st [ coshr sinhr og(t-x)
gext(ratvx) =€ 2 . e 2 )
sinhr coshr

correspondant a la métriqueAdiS, sous la forme :
ds® = dr? —sintfr dt? + costfr dx?.

Les autres paramétrages permettent de couvrir les autres régions de la variété, a l'intérieur de
I'horizon situé err — 0O (de type Rindler).

Base paraboliqueEn plus des deux choix précédents de sous-algébre de Cartan, il est pos-
sible de diagonaliser le spectre du génératgtr dit parabolique® Le spectre du générateur
parabolique est continu, av@¢ € R pour les représentations continuepete R pour les repré-
sentation@ji. Le paramétrage diagonalisant son action correspond a la décomposition de Gauf3.
Encore une fois, il existe plusieurs paramétrages mais nous avons, par exemple, a I'extérieur de

I’horizon :
1 0 1 0 1 xt
g(u,x",x7) = & X ,
X~ 1 0 u 01

correspondant aux coordonnées dite®dmcaré:
du? 4+ dx*dx~
gg _ WP HOCEC
u
Le choix de la base la plus appropriée (elliptique, hyperbolique, parabolique) dépend du pro-
bleme étudié. Ainsi, si nous souhaitons jauger ou déformer I'une de ces sous-algébres, I'étude du

spectre et de la géométrie sera naturellement plus simple dans la base ou son action est diagonali-
sée.

Solutions classiques et flot spectralPour étudier le spectre du modéle wew SL(2,R) pro-
prement dit, la base elliptique est la plus appropriée. La premiére raison est que le spectre du
générateur elliptique est discret, et donc I'analyse plus semblable aux groupes compacts.

La deuxieme raison est plus subtile ; contrairement aux groupes compacts (c.f. chapitre pré-
cédent), le groupe fondamental 8&(2,R) est non-trivial :H,(SL(2,R)) = Z. En conséquence,
comme pour le cas du boson libre compact (section 11.2), nous devons considésactnrgs
d’enroulementpour lesquels l'algébre affine est déformée [76]. Or il se trouve que la direction
selon laquelle I'algébre est déformée correspond au courant elliptique compact.

dCependant cette sous-algébre abélienne n’est pas une sous-algébre de Cartan.
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Dans cette base, I'algébre des courants s’écrit (nous n’écrivons que 'algebre gauche par sim-
plicité) :
k
~5a"

2@t~ 2%,

I*(2)3%(0) ~

k 2330)

2z

L'action de la déformation sur les courants s’appellfddespectra) par analogie avec les algebres
superconformes N=2 (voir la section II.1). Explicitement nous avons :

J7(237(0) ~

B2=30=2+ kZV\;G JE(2) = 7% J5(2)
(111.5) B@=33+ %E F(2) =73 (2),

ou wg, Wy € Z sont les deux parametres d’enroulement. Pour mieux comprendre leur significa-
tion, nous écrivons les courants elliptiques en termes des champs correspondant aux coordonnées
globales (ll11.4) :

(111.6) I3 =k(cosRp aT +sintfpad), I3 =k(coskpdT —sintfp Id).

Ainsi, I'enroulement autour de la coordonnée angulgirest donné pafwg +wp)/2, et I'en-
roulement autour de la coordonnée temporelfgar (Wg — W )/2. Lorsque nous considérons le
recouvrement universel du groupe, pour éviter les courbes de genre temps fermées, nous devons
imposemwg =Wy, C.-a.-d. que le flot spectral soit diagonal. Le flot spectral modifie aussi le tenseur
d’énergie-impulsion obtenu par la construction de Sugawara comme :

kw

472"
L'action du flot spectral peut se comprendre simplement en considérant son action sur les solutions
classiques du modele dezw [77]. Une solution générale s’écrit comnge= g*(2)g~ (z), ou
g* sont des fonctions holomorphes quelconques respectant la périodicité de la surface d’univers
sousz — €?"z En particulier, les géodésiques du genre temgs(z,z) = U(zz)%2*V, U,V ¢
SL(2,R), correspondent a des représentations discrétes, pour lesquelles la surface d'univers se
réduit & une ligne d’univers. A I'opposé, les géodésiques du genre esglg(aeij =U(zz)'%Pv
correspondent a des représentations continues principales. Le flot spectral agit sur ces solutions
classiques comnie

T(2=T(2-wi3(2

o(z2) = 2'%/2§(z2, 7 7%/,
En partant d’'une représentation discréte, nous générons une surface d’univers localisée dans anti-
de Sitter, appeléeasordes courtesen contraction et expansion périodique, voir fig. 11l.1 & gauche.
Au contraire, en partant d’'une représentation continue, nous obtenons une surface d’univers dont le
rayon (dans les coordonnées globales) croit linéairement avec le temps, et qui asymptotiquement
décrit une surface d’'univers macroscopique, localisée prés du bord, avec un nhombre d’enroule-
mentw, appeléecorde longuevoir fig. 111.1 a droite. La taille de la surface d’univers peut croitre
indéfiniment, car la force de contraction due a la tension de la corde est exactement compensée
par la force répulsive due a la deux-formenteNs. L'énergie d’un certain état de la corde dans
I'espace-temps est donnée, d’aprés (111.6), par=: J$ + J3. Le moment angulaire est lui donné

€A partir de maintenant, nous considérons le recouvrement universel ot le flot spectral est diagonal.
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N
-

~_ 7 ¢

FiG. lll.1. Solutions classiques de cordes courtes (gauche) et de cordes longues (droite)
dans AdS.

par{ = Jg’ — J03. Ainsi I'action du flot spectral diagonal modifie I'énergie d’'une configuration mais
pas son moment angulaire.

L'inclusion de ces nouveaux secteurs d’enroulement est non seulement possibleblinais
gatoire en particulier pour assurer I'invariance modulaire. Du point de vue de l'algébre affine,
ils correspondent a un automorphisme extérieur, qui génére de nouvelles représentations dont le
spectre de dimensions conformes n’est pas borné inférieurement, @Qtéesur les représenta-
tions continues e@jiv"" pour les représentations discrétes. Notons que le flot spectral d’'une unité

échange les deux types de représentations discrétes :
(111.7) ZAaE

Spectre physique. Pour batir le spectre physique de la théorie des cordes, nous devons faire face a
un probléme particulier des groupes non-compacts. En effet, méme si nous sélectionnons unique-
ment des représentations unitaires de I'algébre des modes zéro dans le spectre, les représentations
de l'algébre affine seront toujours non-unitaires. Par exemple, une représeﬂﬁtimntiendra
une représentation des modes zéro de §pinN) a I'échelonN, qui sera non unitaire polN > j.
Nous pouvons seulement espérer qusgectre physiquec.-a.-d. obtenu par I'application des
contraintes venant de la symétarsT sur les états physiques, voir sect. 1.3, ne contienne que des
états de norme positive.

Considérons une théorie des cordes (bosonique) constituée du modelvd8L(2,R) au
niveauk et d’une théorie conforme «interne» unitaiv&. Le spectre des opérateurs primaires du
modéle bosonique est donné, dans un secteur de flot speqteal:

—j(j—1 . k
—-j(-1
k—2

Le spectre physique s’obtient en appliquant la conditigr- L, = 1 pour les diverses représenta-
tions de I'algébre.

Dans le cas des représentations continues principales, il est simple de montrer l'unitarité du
spectre physique, d’une maniére analogue au cas de I'espace-temps plat. Dans levsedleur
le seul état physique est le tachyon. Cette observation a motivé l'introduction de la notion de flot

— -k _
(11.8) Lo= —Wm—szJrh///.
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spectral car, d’apres I'étude de la théorie conforme duse 8, des représentations continues
étaient attendues.

Les représentations discretes nécessitent une étude plus approfondie. Premiérement, pour les
représentations sans flot spectral, I'unitarité du spectre physique impose que le spin des représen-
tations soit tronqué [74] : € j < 'E‘ Cette condition s’applique aussi aux représentations obtenues
par flot spectral. Si nous imposons de plus que les représentations présentes dans le spectre cor-
respondent & des opératenmsmalisablesnous restreignons cet intervdlla

1 . k-1
(1.9) 5 <j< >

Les autres types de représentations (continues supplémentaires et triviale) n'apparaissent pro-
bablement pas dans le spectre physique car elles correspondent toutes a des états non-normali-
sables.

Cette analyse du spectre conduit a I'image suivante ; lorsque le spin d’une représentation dis-
créte, dans un secteur de flot spectvahtteint la borne supérieure de (lI11.9), une corde longue
d’enroulementv est émise. Pour des énergies supérieures, nous atteignons le se¢téudes
représentations discrétes.

Comme pour les groupes compacts, il est souhaitable de connaitre la fonction de partition du
modéle dewzw SL(2,R) pour vérifier que le spectre donné ci-dessus est invariant modulaire.
Cependant la nature non-compacte du groupe conduit a des complications majeures, dues a la
dégénérescence infinie des représentations de modes zéro. Nous pouvons définir des caractéres
associés aux représentations discrgtés, v) et associés aux représentations continggs, v),
mais les premiers ne convergent pas dans tout le plan complestdes derniers ne convergent
nulle part. De plus, pour écrire les caractéres correspondant a des représentations discrétes avec
flot spectral, il faut soustraire des contributions infinies.

Pour calculer néanmoins une fonction de partition pour cette théorie, nous avons adopté une
stratégie différente, voir la publicatiof & [78]. Alors que pour les groupes compacts, nous avons
construit les théories de quotient a partir des modeleszig, nous ferons ici le chemin inverse.

Nous partirons au contraire d’'un modele jaugé euclidien, mieux défini, pour reconstruire la fonc-
tion de partition de la théorie mégi (2, R).

[11.3. Lathéorie de quotient SL(2,R) /U(1)

D’apres la discussion précédente, il existe plusieurs jaugements possibles du madele de
surSL(2,R), suivant que nous choisissons la sous-algébre elliptique, hyperbolique ou parabolique.
Nous envisageons ici la premiere possibilité, qui consiste a jauger le générateur de genre temps,
afin d’obtenir un modeéle sigma sur un espace euclidien.

Nous considérons le modét (2,R) /U (1), [79], obtenu par le jaugement de la symétrie :

g— exp{A %} g exp{l%}. En partant du paramétrage 8(2, R) dans les angles d’Euler, nous
pouvons obtenir I'action du modéle jaugé (a I'ordhg par les méthodes de la section 11.3.1. Nous
obtenons un résultat analogue au quotienbde?) :

(I11.10) S= ;/dzz (9pdp +tantf pd¢ag),

avec de plus le dilaton® = &, — log costf p. Ce modéle sigma est faiblement couplé, & la fois
sur la surface d'univers (les couplages du modéle sigma sont bornés) et dans I'espace-temps, car
le dilaton est borné supérieurement dgy. Cette variété bidimensionnelle, en forme de cigare,

fPlus précisément, les représentations P < 1/2 sont non-normalisables, et 'isomorphisme (I11.7) impose de
tronquer aussi la borne supérieure.
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est interprétée comme un trou noir euclidien, c.-a.-d. le prolongement analytique, en dehors de
I'horizon, de la métrique d’'un trou noir lorentzien. Ce dernier s’obtient en jaugeant le sous-groupe
hyperbolique d&SL(2,R) [80].

Le spectre de cette théorie de quotient est unitaire, contrairement au modederigi-
nal [81]. Le spectre des opérateurs primaires peut s’obtenir par la quantifisationen prenant
garde toutefois a I'action du flot specttaExplicitement les dimensions des opérateurs primaires
sont :

i1, (n—kwp?

k—2 2k
= 0= | (n+kw)?
(I11.11) L=

provenant d’états d8L(2,R), dans un secteur de flot spectnalobéissant aux contraintes :
R+PR=F+PB+w=0, 3B-3B=n

Fonction de partition du modéle jaugé. De maniére surprenante, la fonction de partition de
cette théorie peut se calculer directement par l'intégrale de chemin. Le point de départ de ce
calcul est le modele sigma non-linéraire sur I'espace hyperbolitjue- SL(2,C)/SU(2)". Ce

modéle s’obtient a partir du modéle tezw sur SL(2,R) dans les coordonnées globales (l11.4)

par le prolongement analytigue— 1. Ce n’est pas a proprement parler un modélevdev, car le

groupe d’isométries de, qui estSL(2, C), ne se factorise pas en deux algebres chirales. De plus,

a cause de ce prolongement analytique la deux-formesdes devient imaginaire et la théorie
conforme n’est pas unitaire. Ce modéle est néamoins étudié en détail [83—85], car contrairement
au cas lorentzien l'intégrale de chemin est bien définie. Pour calculer I'intégrale de chefjn de
nous remarquons gue ce modéle sigma non-linéaire peut se mettre sous une forme quadratique,
aprés un changement de coordonnées :

S= ;/dzz (9099 +(9+99)Z(0+09)2)

Le déterminant venant de l'intégration sur le chaznge calcule en effectuant une rotation chirale
qui élimine la dépendance an mais au prix d'une anomalie chirale, renormalisant le terme
cinétigue dap) commek — k— 2 [86].

Le traitement de la fonction de partition du modéle jagi€2,R) /U (1) est analogue au
traitementBRST, mais cette fois sur le tore. |l faut alors tenir compte des holonomies autour des
un-cycles dans la décomposition du champ de jauge :

| — - = |
(”IlZ) A:8PL+E(U17_UZ) 9 A:apR—TTZ(ulT—uz) 9 ul’UZER'

Aprés des manipulations analogues a celles expliquées dans la section 1.3, nous obtenons une
action pourSL(2,R) x U (1), plus des fantdmes venant du choix de jauge. Cependant, les modéles
de wzw pour SL(2,R) etU(1) sont couplés par les holonomies venant de I'’équation (I11.12).

En d'autres termes, la fonction de partition est schématiguement obtenue sous la rne :

JAPu [dj 2;(7,U;T — Up) X (T,Us T — Up) YO (7,Us T — Up)O_ (T, Uy T — Uy), en fonction de
caractéres d8L(2,R) et deU (1), au rayon carréR Pour effectuer le calcul du terme correspon-

dant aSL(2,IR), nous pouvons contourner les problémes dus a la signature lorentzienne du modéle
et a la méconnaissance des caractéres en effectuant un prolongement analytitilje; \apees

9Un spectre correct fut obtenu dans [82] sans tenir compte du flot spectral, mais en ajoutant des secteurs d’enrou-
lement pour le boson supplémentaire apparaissant dans la traitergent
hDans le cas présent il s’agit dotient géométriquet non du modéle dezw jaugé.
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le jaugement, ce prolongement n'aura pas d’effet car la direction temporelle est enlevée. Nous
obtenons finalement I'action quasi-libre g, déformée par les holonomies, une contribution

du boson supplémentaire, avec un réseau de modes zéro donné par les holonomies du champ de
jauge, et les fantdbmes enlevant deux oscillateurs.

L'analyse de cette fonction de partition [87] s’effectue en intégrant la partie non-entiére des
holonomies, interprétée comme des multiplicateurs de Lagrange imposant des contraintes sur I'es-
pace de Hilbert dél;” x U(1). Nous obtenons finalement le spectre (l1l.11), avec les représenta-
tions discretes dans I'intervalle (111.9). Alors que les caracteres des représentations discretes appa-
raissent correctement, avec les multiplicités attendues — voir la public&tyref. [88], pour un
traitement détaillé du cas supersymétrique — la contribution des représentations continues est di-
vergente, a cause du volume infini qu’elles peuvent explorer. Cette divergence infrarouge peut étre
régularisée, suivant [89], au prix de I'invariance modulaire. Nous obtenons alors, a cété du terme
divergent principal, un terme fini donnant udensité d’étatségularisée, liée au changement de
phase lors de la diffusion d'états asymptotiques. Mais nous avons montré [88] que si les multi-
plicités des opérateurs descendants sont prises en compte, il reste une autre contribution finie, qui
ne peut s'interpréter en termes de représentatio® (& R). Cette contribution, non universelle,
est probablement due a la procédure de régularisation infrarouge choisie.

Caractéres et transformations modulaires. Pour étudier les caractéres de cette théorie de quo-
tient, en particulier leurs propriétés modulaires, nous pouvons utiliser, a la place du plongement
dans le modéle devzw SL(2,R), I'extension a I'algebre superconfornhe= 2 [81]. Elle pré-
sente l'avantage d'étre unitaire, et de posséder des caractéres finis. Considérons en effet une
théorieN = 2, de charge centrale> 3. Nous pouvons bosoniser le courant de symétrie R de
l'algebre (11.2) comme Jx(2) = uﬁ&H , et factoriser la partie chargée salysdes super-
courants G* = /2c/3m* exp£1,/3/cH. Les opérateur@=(z) ainsi définis sont les premiers
courants parafermionques du quoti&it(2,R) /U (1), au niveauk = 2c/(c — 3). Nous voyons
ainsi que, de méme que les modéles minimiux 2 (c < 3) sont reliés au modéBU(2) /U (1),
les modéles non-minimaux ¢ 3) sont reliés a la théorie de quotiedit(2, R) /U (1) supersym-
métrique, qui peut se décomposer en une théorie de quotient bosonique et un boson libre supplé-
mentaire, au rayoRy, = 2./c/3.

Cette construction permet de calculer les caractéres du qu&ti€@tR) /U (1) en utilisant
ceux, connus, de I'algebre N=2 [90]. Il suffit simplement de développer ces derniers en termes des
charges du bosao .

Les transformations modulaires des caracterel de2 sont connues, mais elles font inter-
venir un continuum de chargés= 2. En outre, il est difficile d'en extraire la contribution venant
des caractéres &.(2,R) /U (1) bosonique. Pour remédier a ces problemes, nous pouvons utiliser
descaractéres étendude I'algebreN = 2, obtenus en sommant les caractéres (11.6)kpamités
de flot spectral :

(111.13) Ch'(z,zu):= 5 P C 2 AT))

pEZ
Cette construction n’est bien sir possible que goamtier, et peut étre modifiée pour traiter le cas
krationnel. Ces caracteres, distingués par une change?,,, ont la proprieté d’étre stables sous
transformations modulaires [92]. Leurs propriétés ressemblent alors a celles des théories ration-
nelles, qui possédent un nombre fini d’opérateurs primaires. Dans la public8Ziomaus avons
défini de maniére similaire des caractéres étendus pour le qustiéatR) /U (1) bosonique, en
decomposant les charges du courant elliptiqu&d&,R) commem = n+ 2kp, avecn € Z,, et

Notons que le plongement daBk(2,IR) permet d’obtenir les mémes résultats, voir [91].
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en sommant sup. Ces caractéres proviennent naturellement de la décomposition des caractéeres
étendus dé&\ = 2, dont nous avons utilisé les transformations modulaires pour trouver celles des
caracteres étendus &(2,R) /U(1) [93].

Le résultat qualitativement le plus important de ce travail est qu'un caractere d’'une représenta-
tion discrete se transforme a la fois en une contribution discréte — couvrant tout I'intervalle (111.9) —
et en une contribution des représentations continues. Ce mélange des représentations a des consé-
guences importantes pour comprendre la fonction de partition, mais aussi pour étudtibrdess
de cette théorie. Remarquons pour finir gue nous avons montré dans [88], pour le quotient supersy-
meétrique, que la fonction de partition 8 (2, R) /U (1) pourk entier se décompose naturellement
a l'aide des caractéres étendus.

[ll.4. La fonction de partition de SL(2, R)

Aprés ce long détour par la théorie de quotient, nous sommes maintenant en mesure de re-
venir a notre probléme initial, le calcul de la fonction de partition du modélwzde SL(2,R).
Celui-ci s’inscrit dans la problématique plus large du traitement des modéles de théorie des cordes
pour lesquels il n'existe pas de directions du céne de lumiére plates, ce qui empéche d'utiliser la
jauge du cbne de lumiére ou une rotation de Wick vers I'espace euclidien. Nous proposons ici une
méthode qui s’applique aux modéles sigma non-linéaires pour lesquels la direction temporelle est
«courbée», c.-a.-d. que la composante de la métriqgue associée n'est pas constante. Cependant il
est nécessaire que I'espace-tempsstationnaire ce qui exclut par exemple les solutions cosmo-
logiques.

Nous avons vu dans la section 11.4 que la fonction de partition d’'un modéledesurG peut,
dans le cas compact, s’écrire comme un orbifold des théGriesetH, ouH est le sous-groupe
de Cartan. Nous avons donc une représentation équivalente, pour le modéle sigma non-linéaire,
par un modele devzw jaugéG/H et un modéle devzw surH. Dans le cas de la trois-sphére,
cette représentation egdU(2), /U (1) xU (1), }/Z,. L'action duZ,, qui correspond au groupe de
symétrie discret des parafermions$ld(2), est différente si le jaugement est axial ou vectoriel.

Considérons maintenant la propagation des cordes sur une vafiéékowskienne station-
naire, telle que la symétrie de translation temporelle corresponde a une symétrie réelle de la théorie
des cordes, associée a un courant conservé. Nous pouvons alors jauger cette isométrie et découper
le modele en# /R x R. Ces deux modéles doivent étre couplés par I'analogue de I'orbifold pour
les groupes discrets, dont I'action sur la coordonnée temporelle est uniquement sur les modes zéro.
Nous pouvons alors, pour obtenir une intégrale de chemin définie positive, séparer les modes zéro
du champ associé a la coordonnée tempordllg,z) = T,+ 6T (z z), et ensuite effectuer un pro-
longement analytique sur les fluctuatiofd, — 16T. Il restera alors simplement une divergence
associée a l'intégration sur les modes zéro, c.-a.-d. I'énergie. Nous obtenons ainsi la fonction de
partition sous la formeZ(7) ~ [dE Z(E; t), ou I'intégrande est bien défini.

Revenons maintenant au cas particulier de Aé8idié dans la publicatior?h. Nous pouvons
decomposer la théorie SL(2,R) /U (1)| iz < U (1)_,. Le facteutd (1)_, est un boson de genre

temps au rayon/2k. Contrairement aux parafermions 8&(2), les parafermions d&L(2,R)

ont une symétri¢Z, car le nombre de courants parafermioniques est infini. Il existe une certaine
liberté dans le choix du groupe discret pour I'orbifold. Les résultats du calcul de la fonction de
partition sont les suivants : le jaugement par le grdzipatier correspond a la fonction de partition
derecouvrement universele SL(2,IR), dans lequel le temps est non-compact [78]. Roentier,

nous trouvons que I'orbifold par un sous-groug correspond au recouvremenf®e du groupe

SL(2,R), c.-a.-d. que le temps est compact et de ray@\k.
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L'analyse de la fonction de partition est similaire a celle du modele jaugé, mis a part l'inté-
gration sur I'énergie, correspondang@+ J3. Notons qu’elle apparait de maniére linéaire dans
le spectre voir egs. (111.8). Aprés le prolongement analytifue IE, cette intégration va donner
des contraintes, réduisant la fonction de partition a celle du maétigldonnée dans [86]. Mais,
sous cette forme intégrée sur I'énergie, la structure du spectre, en particulier des représentations
discrétes, n'est plus visible.

Ce prolongement analytique &(2,R) versH; est assez inhabituel. En effet dans I'espace-
temps plat, a la coordonnée temporelle sont associés deux courants chifaetadT. Le pro-
longement euclidien est défini par la rotation de Wick sur les deux courants. Au contraire, dans
SL(2,R), I'énergie correspond au mode zérodie+ J°, et le moment angulaire 3 — J°, voir
eq. (I11.6). Le prolongement analytique sur la coordonnée temporelle complexifie donc les cou-
rantsJ® etJ*. Nous allons donner plus loin une définition alternative de I’Adgclidien.

Théories de supercordes dans Ads« S®. Nous revenons maintenant a la théorie des super-
cordes dans l'espace-temps complet @od$3>< T4, représentant une configuration de NS5-
branes enroulées sur un tore et de cordes fondamentales, et préservant la moitié de la supersy-
métrie. Cette solution se décrit a I'aide des modelegdes supersymétriqueSU(2) et SL(2,R)
au niveauk, ainsi que de quatre bosons libres, de maniére a obtenir une théorie de supercordes
critique aveac = 15. Suivant la discussion générale de la section 1.2, les caractéres de l'algébre
affine supersymétriqgue se découplent en caractéres purement bosoniques, all #i2epour
SU(2) etk+ 2 pourSL(2,R), et en caractéres de fermions libres. Cependant pour comprendre
la supersymétrie d'espace-temps il est nécessaire d'analyser la symétrie superconforme étendue
de cette théorie. Premiérement, la théorie super-conforme du quatre-tore posséde une symétrie
superconforméN = 4 restreinte réalisée en termes de bosons et de fermions libres. Ensuite, le
produit de modeles dezzw SU(2) x SL(2,R) possede au moins une symétrie superconforme
N = 2. En adaptant le théoréme de la section Il.1 — reliant la supersymétrie d’espace-temps et la
symétrie superconforme sur la surface d’univers — nous attendons que la théorie se sépare en une
théorie superconformd = 2 de charge centrale= 3 et en une théoribl = 4 de charge centrale
c = 6. La premiére se réalise a l'aide des courapts = J3+: yty et /3 =13+ yty |
respectivement d8L(2,R) et SU(2), et des fermions associgs et w3, comme :
1
+

(I11.14) G, :ﬁ[ﬁ;/ﬂ (v¥tx®) , B=v3"

La deuxiéme algébre superconforme se réalise a l'aide des autres courants de I'algébre affine.
Nous obtenons d’'abord I'algébd= 2, ¢ = 6 suivante :
3 3

(111.15) G}:i[lwifﬁxﬂ , J§:w+w‘+x+x‘+u.

vk k
Pour gque cette algébre puisse s’élargir a I'algébre superconforme N=4 restreinte, il faudrait que le
bosonH * défini par :v/2190H" = JR, réalise une algébre affig#(2) au niveau un, correspondant
aux courants (I9H* /v/2, exp£1v/2HT). Ceci n’est possible que si les charges du couirt"
correspondent a celles d’'un boson compactifié au rag/on V2. Il faudrait pour cela imposer
sur tous les états du spectre de la théorj€2 — .7 = 0 modk, ainsi qu’une condition similaire
pour le secteur droit. Cependant cette restriction n’est pas acceptable physiquem;ﬁa?(aregsfo3
correspond a I'énergie dans I'espace-temps de I'état de la supercorde considéré. La restriction aux
charges demi-entiéres revient a n'autoriser que certaines valeurs discrétes pour I'énergie.

IDe maniére plus précise, cette algébre nist 2 qu'aprés un prolongement analytique pour le fermjcndu
genre temps
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Pour contourner ce probléme, nous pouvons adopter une autre méthode [94]. Au lieu de
construire des charges de supersymétrie d’espace-temps a l'aide du flot spectral de I'algébre su-
perconforme étendue sur la surface d'univers, nous pouvons simplement utiliser les opérateurs de
spin construit avec les fermions, voir la section 1.1, car les fermions des modélezwdesont
libres. Cependant, par rapport a I'espace plat, seule la moitié des opérateurs de spin est comprise
dans la cohomologiBRsST, a cause des termes de torsion dans les super courants (111.14). Pour ne
conserver dans la fonction de partition que les spineurs d’'espace-temps physiques, le plus natu-
rel est d'utiliser I'action d’un orbifold sur les fermions &.(2,R) x SU(2). Cependant dans ce
cas il faut agir de maniere non-triviale sur les caractéres des algebres affines. Le plus simple est
de réaliser que la brisure de supersymétrie due aux torsioB&@R) et SU(2) est identique
a celle imposée par une compactification sur K3 au lieu du quatre-tore, pour les supeneordes
Cependant, dans la description S-duale, le couplage gravitationnel anornted-tesnes induit
une charge del-branes [95], ce qui revient finalement a changer le nombmlderanes pré-
sentes dans le modéle. Du point de vue de la théorie conforme, la compactification sur K3 peut
étre réalisée de maniére simple par I’orbibed“/Zz. De cette maniére nous obtenons la fonction
de partition supersymétrique des supercordeslans Adg x S [78].

Remarquons pour finir que le flot spectral de I'algéBt&2, R) (111.5) doit agir sur le courant
total /3 du modéle devzw supersymétrique. Mais I'action du flot spectral sur le coukbst2 :
xtx~ — xtx  —w/zlaisse les caracteres invariants, et revient seulement a redéfinir le vide de
NS des fermions.

Les déformations marginales de AdS. Grace a notre connaissance de la fonction de parti-
tion, nous pouvons maintenant aborder I'étude des déformations marginales du modeie de
SL(2,R), en suivant et adaptant les résultats de I'étude des groupes compacts dans la section 11.4.
La premiére différence provient de I'existence de trois sous-algébres abéliennes inéquivalentes,
déja décrites dans la section II.2. En se restreignant aux déformations symétriques, il existe trois
opérateurs exactement marginaux générant des lignes de déformation, elliptique, hyperbolique et
parabolique, voir la publication’d. Remarquons que les courants correspondent a des opérateurs
non-normalisablesle la théorie et changeront donc, pour n'importe quelle valeur de la déforma-
tion, la géométrie asymptotique de I'espace-temps.

Nous nous concentrons pour l'instant sur la ligne de déformailptique qui s’exprime
naturellement dans la base elliptique de 'algébre affine que nous avons utilisée pour construire la
fonction de partition. De maniére similairés&)(2), voir eq. (11.41), nous obtenons une famille de
modéles sigma, avec une isométiigl) x U (1), paramétrée pak :

k[, ~  AZsintpd¢d¢ —cosip dTdT +sinp(dpat — dTI¢)
Sl_%/d z{8p8p+ 1+ (A2—1)cosH p }’

ainsi que le dilator = ®y(1) —log (1+ (A2 —1) cosH‘p). Comme dans le cas &J(2) cette
ligne de déformation interpole entre le modélevdew jaugéSL(2,R) /U (1), C--a.-d. le ci-
gare (11.10), pourA — o, et le quotientSL(2,R) /U (1) |vecteur @PPEIE «trompette», de modéle
sigma :

S= ;/d22(8p§p+cotanﬁp8¢8_¢) .

Ces deux modéles sigma sont reliées par la dualité T présentée dans la section 1.5 [96,97]. La
courbure de cet espace bidimensionnel divergp en 0, ainsi que le dilaton, et I'approximation

enl/k dans laquelle cette action effective est calculée — ou la dualité T implémentée — n’est plus
valable, comme pour le modéle sigmaSié(2) /U (1), lui aussi singulier.

KIl est aussi possible de choisir un modéle de Gepner, construit avec des modéles mMimaux
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Dans I'exemple d&U(2), nous avions remarqué que la dualité T etait une symétaetede
la théorie conforme, car les deux modéles jaugés étaient reliés par la symétrie de VeyH 3
dans le modele devzw représentant ISU(2) déformé. Au contraire, 'opération de dualité T
dansSL(2,R) correspond & uautomorphisme extériewte I'algébré : J3 — —J3. Lindentité des
deux théories n’est donc pas garantie. Comme pour les groupes compacts, nous pouvons calculer
le spectre de ce modele gezw déformé, en agissant sur le réseau de la sous-algébre affine de
Cartan, dans le cas présent par un changement de rayon du réseau de genre temps de la fonction
de partition deSL(2,R) [78].

Ligne de déformation J 3
Point SL(2,R)
Il

Jaugement axial : g—hgh Jaugement vecteur : g ~h"kh

Recouvrement

L
| - o I 1
/ 3 —

er

Fic. l11.2. Ligne de déformations marginales 8&(2,R) pour différents recouvrements.

L'étude des limites de théorie de quotient conduit aux résultats suivants, voir fig. 11.2. Dans
la limite A — o, nous observons — aprés un prolongement analytique pour rendre la limite bien
définie — que l&J (1) que nous déformons découple de la théorie, et nous retrouvons la fonction
de partition du quotierBL(2,R) /U (1)|,i, d’00 nous sommes partis. Au contraire, dans la limite
A — 0, correspondant au jaugement vecteur, nous observons que le résultat dépend du recou-
vrement deSL(2,R) choisi. Ainsi, en partant du¥"® recouvrement dSL(2,R), nous obtenons
le spectre du recouvrement™ de la trompette (fig. 111.2), correspondant & un orbifélg du
modeleSL(2,R) /U (1)| 4 habituel. Ainsi, seule la ligne de déformation pour le recouvrement
simple deSL(2,R) interpole entre les deux théories reliées naivement par dualité T [78].

Remarques sur la régularisation de & R). L'étude de cette ligne de déformation permet de
réexaminer la question de la régularisation de la fonction de partition des cordes dan®rdS
mierement, il est possible de régulariser I'intégration sur les modes zéro, simplement en déformant
légérement le modéle dezw comme précédemment, avké = 1— ¢, € < 1. Cependant, nous
savons que la géométrie est affectée radicalement par cette déformation. Le modéle sigma (l11.4)
posséde désormais une singularité de courbupe-earccosh/ e, «coupant» le bord de I'espace-
temps anti-de Sitter. D’un point de vue holographique, cette régularisation d’'une diveigence
frarougede la théorie des cordes (c.-a.-d. de basse énergie) correspondaupnee ultraviolette
(c.-a.-d. a haute énergie) de la théorie conforme duale dans I'espace-temps. Cette coupure brise
explicitement I'invariance conforme, ce qui se manifeste par la coupure du bord d’anti-de Sitter.

'l correspond en effet au renversement du temps dans le groupe de LBeEALZ).
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Il est aussi possible de définir un espacgi-de Sitter euclidiennon singulier, de la maniére
suivante. Comme nous l'avons déja remarqué, le prolongement analytique devéd$l; ne
correspond pas a un prolongement des courants, mais des coordonnées. La signification de I'al-
gébre chiraléSL(2,R) n’est alors pas claire ; en outre la théorie obtenue est non-unitaire. Comme
alternative a cette procédure, nous pouvons définir un espacgeid8dien par prolongement
analytique sur les courants chiralketJ2. L’'espace obtenu s’obtient formellement en continuant
la ligne de déformation d8L(2,R), eq (Ill.4) aA2 = —1. Lespace euclidien obtenu n'a qu’une
isométrieU (1) x U (1) mais est non-singulier. Le spectre de la théorie est modifié par des termes
quadratiques régularisant l'intégration sur les modes zéro, cobihge 2n? /k etol, = 2P /K.
Contrairement au modeéle sigma sﬂg* nous obtenons ici une théorie conforme unitaire, avec
une deux-forme des—Nsréelle.
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1. Introduction

So far only few exact, solvable string supersymmetric backgrounds with a neat brane inter-
pretation are known. The most popular is certainly the near-horizon limit of the NS5-brane
background [1], which is an exact worldsheet conformal field theory based on SU(2);xU(1)g
(a three-sphere plus a linear dilaton), and preserves 16 supercharges thanks to the N = 4
superconformal algebra on the worldsheet [2]. This background includes a strong-coupling
region, that can be excised by distributing the five-branes either on a circle [3, 4] or on a
spherical shell [5].

Another well-known exact string vacuum is the near-horizon geometry of NS5-branes
wrapped on a four-torus (or on a K3 manifold) and fundamental strings [6]-[9]. In type-
IIB string theory, one can use S-duality to map this solution to the D1/D5-brane system.
The supersymmetry of this background is enhanced from 8 to 16 supercharges in the near-
horizon limit. In this case the exact conformal field theory is SL(2,R) x SU(2) x U(1)%.
However, until recently, the SL(2,R) CFT [10, 11] was poorly understood (see [12] and
references therein). Substantial progress in the determination of the correct Hilbert space
of this theory was made in [13, 14] and [15]. The key ingredient, first used in [16], was the
observation that one must add all the representations obtained by the spectral flow of the
affine algebra §E(2, R)z x §E(2, R)r. This allows to reconcile the unitarity bound on the
spin of the SL(2,R) representations (0 < j < k/2) with the requirement that the operator
product algebra be closed.

A partition function for bosonic strings on thermal AdS; (i.e. Hy /Z) was proposed
n [14], by using the older result by [17]. In [18], the partition function for the axial coset
SL(2,R)/ U(1)a — whose target-space interpretation is a euclidean two-dimensional black
hole [19] — was analyzed in the same spirit; it allowed to extract the full spectrum in
agreement with previous semi-classical analysis. However, as a consequence of the non-
compact nature of the group, these partition functions are plagued with a divergence,
which should be handled with care in order to obtain sensible results. Finding a modular-
invariant partition function for SL(2,RR) that reproduces the spectrum found in [13] is to
our knowledge still an open problem. One of the aims of the present paper is to fill this
gap, which is a first step towards the complete understanding of superstrings on SL(2, R) x
SU(2)xT* or K3 as well as deformations of this background. The structure of the partition
function will be understood from a different viewpoint, by using the orbifold language, and
the supersymmetrization will be discussed by considering the extended superconformal
algebra on the worldsheet.

The above two string backgrounds are in fact members of a family of conformal field
theories interpolating between them both in space-time and in moduli space. These theories
can be viewed as exact marginal deformations of the SL(2,R) WZW model, driven by a



left-right combination of null currents (i.e. currents generating null subgroups) [20]. The
endpoint of this deformation gives the linear dilaton and two light-cone free coordinates [21].
This geometry corresponds actually to a near-horizon limit for the NS5-branes only (such
a limit was also mentioned in [22]). We explain in this paper how this background can be
obtained by a particular decoupling limit of the NS5/F1 background, actually the little-
string-theory decoupling limit in the presence of macroscopic fundamental strings. In the
D-brane picture, this limit involves also the decompactification of the torus. An important
achievement of the present work is that this model can also be viewed as a regularization
of the strong-coupling region of the NS5-brane theory, which thus provides an alternative
to [5], with a better-controlled worldsheet conformal field theory.

This class of backgrounds clearly preserves a fraction of target-space supersymmetry,
which is generically one quarter, enhanced to one half on the endpoints of the deformation.
An interesting feature of this deformation is that it is completely fixed by the requirement
of N = 2 superconformal invariance on the worldsheet. We will show that it reduces to
an orthogonal rotation between the worldsheet bosons and fermions interpolating between
the N = 2 superconformal algebras of U(1)g x RM! x SU(2) and SL(2,R) x SU(2).

There has been in the last years a considerable renewal of interest for these theories
because, besides their intrinsic interest as exact string backgrounds, they enter in several
gauge/gravity dualities. The celebrated AdS/CFT correspondence [23] is a conjectured
equivalence between the near-horizon geometry of the D3- or D1/D5-brane background
(respectively AdSs x S® and AdSz x S% x T* ) and the extreme infra-red theory living
on their world-volume, a superconformal gauge theory with maximal supersymmetry. In
a similar fashion, a holographic duality between the decoupled NS5-brane world-volume
theory — the so-called little string theory (LST) — and the linear-dilaton background has
been conjectured in [24, 25].

The holographic interpretation of our setup is clear. The ultraviolet region of the holo-
graphic “gauge” dual corresponds to the asymptotic geometry, and is therefore the decou-
pled world-volume theory living on the NS5-branes. This theory is not a field theory, since
there is no ultraviolet field-theoretic fixed point, and contains string-like excitations [26],
hence the name “little string theory” [25]. In the type-IIB case, this theory is described in
the infra-red by a gauge theory in six dimensions with U(N5) gauge group and N = (1,1)
supersymmetry. The standard NS5 background corresponds to a renormalization-group
flow towards a free fixed point in the infra-red, whose dual picture is a strong-coupling
region in the gravitational background.

In the case of the null deformation of SL(2,R), the addition of fundamental strings in
the background corresponds in the dual theory to a configuration of string-like instantons
of the low-energy gauge theory. Therefore the physics near the infra-red fixed point is
governed by the dynamics of the moduli space of these instantons. The effective theory in
141 dimensions is superconformal, hence the dilaton stops running. This CFT has been
studied intensively in the last years, in particular in the context of black-hole quantum
mechanics (see [27] for references).

The paper is organized as follows. In section 2 we present the precise decoupling limit
which leads to the background of interest, and explain why this background is an exact



conformal theory. Section 3 is devoted to bosonic strings in AdSs, with special emphasis
to the derivation of a partition function for the SL(2,RR), where the spectrum is read off
unambiguously at finite or infinite radius. Then we introduce the worldsheet fermions and
discuss in section 4 the superstrings in the background AdSsz x S x T*/Zy with particular
attention to the construction of extended worldsheet superconformal algebras. In section 5
we give the partition functions for the .J3.J? and J2.J? deformations of SL(2,R), and study in
detail its null deformation, which is the main motivation of this article. Null deformations
of the supersymmetric background AdSs x S x T? are extensively discussed in section 6,
with a particular attention to the requirement of preserving N = 2 superconformal algebra.
Section 7 gives a brief outlook of the holographic interpretation of this superstring vacuum.

2. A new decoupling limit for the D1/D5-brane system

In this section, we will present a decoupling limit for the D1/D5-brane system or conversely
the NS5/F1 dual configuration. In this limit, we obtain a line of exact conformal theories,
which turn out to be connected by a marginal deformation. Supersymmetry properties and
spectra will be analyzed later.

2.1 The supergravity solution and a partial near-horizon limit

We consider the D1/D5-brane system in type-IIB string theory. The D5-branes extend

6

over the coordinates z, 29, ..., z°, whereas the D1-branes are smeared along the four-torus

spanned by 28, ..., 27, The volume of this torus is asymptotically V = (2r)*a/?v. With
these conventions, in the sigma-model frame, the supergravity solution at hand reads (met-

ric, dilaton and Ramond-Ramond field strength):

9
H ‘
32 _ 2 2 2 2 2 1 1\2
3 = TH5(—dt +da?) + /Hi Hs (dr® +r%dQ3) + E;(dx) . (2.1)
~ Hl
e2¢ = QSQE ) (22)
1
Fg = ——dH ' Adt A dx + 20/ N5Qs (2.3)
9s

(Q3 is the volume form of the three-sphere) with

gsalNl

/
gs' N5
2 ) :

Hy=1+ 3

Hs =1+
ur
The four-torus can be replaced by a Calabi-Yau two-fold K3, provided that the charges
of the D1 and D5 branes are of the same sign. The near-horizon (r — 0) string coupling
constant and the ten-dimensional gravitational coupling constant are
2 V1 b

2 2 72 4
910 = 9s m ) 2k = (2m)"e oM.



The standard decoupling limit of Maldacena, which leads to the AdS3/CFTs corre-
spondence [23], is
o —0,
r
U = —; fixed,
Q@
v fixed .

In this limit, the holographic description is a two-dimensional superconformal field theory
living on the boundary of AdS3 that corresponds to the world-volume theory of the D1/D5
system compactified on a T* whose volume is held fixed in Planck units [9, 28].

In order to reach a decoupling limit that corresponds to the near-horizon geometry for
the D5-branes only, one has to consider the limit:

o =0,
U = — fixed,
[0

gs fixed ,
o?v fixed.

(2.7)

The last condition is equivalent to keeping fixed the six-dimensional string coupling con-
stant: )
9s

2
96 ="
6 v

Since the gravitational coupling constant vanishes in this limit, the world-volume theory
decouples from the bulk. The geometrical picture of the setup is the following: as v — oo,
the torus decompactifies and the density of D-strings diluted in the world-volume of the
Db5-branes goes to zero.

The string coupling remains finite in this near-horizon limit, while the asymptotic
region is strongly coupled. A perturbative description, valid everywhere is obtained by
S-duality. The supergravity solution (2.1), (2.2) in the S-dual frame reads:

9
~ 1 1 .

ds? = e %d5* = = { — (=dt® + d2®) + o Hs (dU? + U2dQ2) + ) (dz®)? 3, (2.9
e )+ s D+ 29

1 H

2¢ 5
;20 — L Hs 2.10
92 Hy (2.10)

with (in the limit (2.7) under consideration)
gSNl gsN5

H=14+—">"— Hs = . 2.11
1 + O[/’UU2 5 5 O[/U2 ( )

The expression (2.3) for the antisymmetric tensor remains unchanged but it stands now
for a NS flux and we will trade Fi3) for H).
We now introduce the new variables:

1 T+t
- XT=X4+T=-—"__
U g6/ N1 N5

u =

and the following mass scale:

N
2= 2L (2.13)
a'v




In these coordinates, the solution (2.9), (2.10) and (2.3), with (2.11), reads:

ds? du?  dX2 — dT2 1
o 5{u2 +u2+1/M2+ 3}—1_0/95;(33) )
2
2 - 1w (2.14)

E’U,Q—Fl/MQ’

Hi { 2u }
= N5 ¢ ——————5du NdT' NdX +2Q3 7.
(u? 4+ 1/M?)

This is the geometry of a deformed AdS3 times an S3 x T*. Asymptotically (u — 0), it de-
scribes the near-horizon geometry of the NS5-brane background, U(1)g x Rb x SU(2) x T4
in its weakly coupled region. In the u — oo limit, the background becomes that of the
NS5/F1 near-horizon: SL(2,R) x SU(2) x T4, with a finite constant dilaton. In some sense,
we are regulating the strong-coupling region of the NS5-brane background by adding an
appropriate condensate of fundamental strings. As we already advertised, this regular-
ization is an alternative to the one proposed in [5]; it avoids the spherical target-space
wall of the latter, and replaces it by a smooth transition, driven by a marginal worldsheet
deformation, as will become clear in section 2.2.

Before going into these issues, we would like to address the question of supersymmetry.
The configuration displayed in eqs. (2.14) preserves by construction one quarter of super-
symmetry. Consider indeed IIB supergravity. The unbroken supersymmetries correspond
to the covariantly constant spinors for which the supersymmetry variations of the dilatino
and gravitino vanish:

1
A = [ryﬂauqb o Hm,p,yl”’ﬁ’:| (Z;) o, (2.15)
1 ab ab 3 m
5, = [% +3 (wu ~H" )rab] <n2) ~0. (2.16)

where o3 is the third Pauli matrix. The two supersymmetry generators 7, and 75 have the
same chirality: FH"7L2 =12
Let us for example concentrate on the dilatino variation, eq. (2.15):

o\ = [r2 €4 0,0 0® — H,, e} e5 ef T'T°T0 + Hy , ef ef eX F3F4F5} ("1>

2
1/M? 2 3 u? 112710 3paps| (T
= | ———F=T — =01 r-rr
[u2 v 7 w21 + )’
where Latin indices a,b,... refer to the tangent-space orthonormal bases, with {0, 1,2}

and {3,4,5} corresponding to the AdS3 and S® submanifolds. The two SO(9, 1) spinors
are decomposed into SO(1,1) x SO(4) x SO(4)r:

16 — (+,2,2) + (+,2,2) + (—,2,2) + (—,2,2').

2,...,5)

The first SO(4) is the isometry group of the transverse space (coordinates x and

SO(4)r corresponds to the four-torus.



In the infinite-deformation limit, M? — 0, this equation projects out the SO(4) spinors of
one chirality:
(08 + T2T31T] <m> —0.
2
The surviving supersymmetry generators, are, for 71, (+,2,2) and (—,2,2’), and for s,
(+7 2/7 2/) and (_7 2/7 2)
In the opposite limit of undeformed AdSs, M? — oo, we have instead:

[1 _ F0P1P2P3F4F5] <?71> —0,
12

0,1,6,-.9 of the five-brane world-

which projects out the SO(5,1) spinor (coordinates x
volume) of left chirality, i.e. keeps the representations (+,2’,2’) and (—,2,2’) for both
supersymmetry generators. For any finite value of the deformation, both projections must

be imposed:

2 2
T 1/]14/ 7 (00 - TDT) - s +“1 v (T + F2F3F4F5)} <Z;> —0,
which breaks an additional half supersymmetry. The remaining supersymmetries are
(—,2,2") for g1 and (+,2',2') for ny. The gravitino equation gives no further restric-
tions as it should (it reduces to the Killing-spinor equation on S® and deformed AdS3),
and we are eventually left with one quarter of supersymmetry. Supersymmetry enhance-
ment occurs only for the limiting backgrounds — AdS3 x S3 or three-sphere plus linear
dilaton, which preserve one half of the original supersymmetry.

2.2 Exact conformal-field-theory description: a null deformation of SL(2,R)

We will now show that the deformed-AdSs factor in the background (2.14) is the target
space of an exactly conformal sigma-model.
The action for a WZW model is in general

k

5= Ton

/ Tr (g_ldg A *g_ldg) + iLa / Tr (g_ldg)3 . (2.18)
oB 241 Jp

In the case of SL(2,R), one can use the Gauss decomposition for the group elements:

9=9-909+ = (xl_ 2) (1éu 2) (éf) (2.19)

which provides the Poincaré coordinate system (see appendix A). With this choice, the
sigma-model action reads:

_ Lo
g F /sz (6“6“ Lo f‘r ) : (2.20)

o u2 U



As usual, the affine symmetry §E(2, R)z x @(2, R)g is generated by weight-one cur-
rents. Since the group is non-compact, there are null directions, easily identified in the
Poincaré coordinates. The corresponding [AJ(l) L X IAJ(l) Rr symmetries are linearly realized
and generated by the following null currents:!

J =", J = : (2.21)

:m‘ S

The (1, 1) operator J(z)J(Z), is truly marginal and can be used to generate a line of CFT’s.
Along this line, i.e. for finite values of the deformation parameter 1/M?, the geometry
back-reaction must be taken into account. Integrating the corrections (much like in [29]
and [30] for compact cases) one obtains the following null-deformed SL(2, R)-sigma-model

action [20]:
_k 5 [ Oudu OxT0x~

The affine symmetry §E(2, R)p x @(2,]1%)3 is broken down to ﬁ(l)L X I/j(l)R and only the

two null currents survive, which now read:

Ozt - ox~
_ _ O 2.2
T=wmpre YT e (2:23)

The deformed target-space geometry and antisymmetric tensor are read off directly
from eq. (2.22), and turn out to coincide with the deformed-AdSs factor in (2.14).

There is an alternative way to reach the same conclusion. As shown in [29], marginal
deformations of a WZW model correspond to O(d,d,R) transformations acting on the
abelian isometries. In order to implement the latter in the case at hand, we rewrite the
SL(2,R)-WZW action as:

S = %/aﬂz (81;;% +0 <x+x_) "E-0 <zt>> (2.24)

b (0 1/u2>'
00

Acting on the corresponding background with the following O(2, 2, R) element? (see e.g. [31]

I 0 , (o1
g_<—@/M2]I>’ with @—(_10>, (2.26)

we recover (2.24) with
0 1
Elzg(E): < u2+1/M2> ,

with

for a review):

0 0
which is precisely the null-deformed SL(2,R)-WZW action, eq. (2.22).

!Strictly speaking, these are not Cartan generators. See appendix A.
2The simplest setup for illustrating this transformation is flat background — compactified bosons: two
light-cone coordinates with a constant B-field. The original lagrangian, 4L = 0z +0z~, transforms into

4l = %&tﬁéxﬂ this amounts to a shift of radii.



Notice finally that the deformed SL(2,R)-WZW model under consideration can also be
obtained as a coset by gauging a U(1) subgroup of SL(2,R) x U(1) [32]. We will come back
later to this CFT to compute the one-loop partition function, which demands a careful
treatment of global properties of the fields. The question of supersymmetry along these
deformations needs also to be recast in the present, exact CFT framework, and will be
discussed in section 6.

3. Bosonic strings on AdS;

This section is devoted to the bosonic part of the AdSs (i.e. SL(2,R)) component of the
previous backgrounds. Despite many efforts and achievements (a short summary is given
appendix A), our understanding is not completely satisfactory. We show here how to
reach information about SL(2, R) starting from the better-understood SL(2,R)/ U(1) o axial
gauging. This enables us to provide a partition function for the SL(2,R), which carries full
information about the spectrum. Under this form, the SL(2,R) WZW model resembles a
Zy freely acting orbifold of T2 x S' x S over U(1), at large-N. Spectra and partition
functions of SL(2,R) deformations will be addressed in section 5.

3.1 SL(2,R) from SL(2,R)/U(1)a

There is a tight link between the spectrum of string theory on AdS3 and the spectrum of
the axial-gauged coset SL(2,R)/U(1)a — non-compact parafermions. The states in the
coset are those of the SL(2,R) CFT with the restriction J2|state) = J3|state) = 0 for n > 0,
and the conditions on the zero modes J3 + J3 = —wk and J§ — J3 = n. It is therefore
possible to reconstruct the SL(2,R) starting from its axial gauging, much like in the case
of compact parafermions, where the SU(2)/U(1) gauging enables for reconstructing the
SU(2) WZW model [33]. In the non-compact case, however, the coset was shown to be
a unitary conformal field theory [34], whereas this holds for the SL(2,R) only if Virasoro
conditions are imposed [11, 35, 36, 37]. The physical states can be chosen, up to a spurious
state, to be annihilated by the positive modes of the time-like current J3_,, J3.,. This is
the same as for the coset, except for the zero modes.

Our aim is here to show how a partition function for the SL(2,R) can be reached
starting from the partition function of the SL(2,R)/U(1)a proposed in [18]. We start with
the WZW action (2.18) for g € SL(2,R) parameterized with Euler angles (see eq. (A.8)).
We will gauge the U(1) axial subgroup g — hgh with h = e™92/2 The action for the
gauged model is

k 2 5,1 1 A.,—1 A.—1 1
S(g,A) = S(g) + 9 /d 2Tr (Adgg~' + Ag'0g — AgAg~' — AA) .

T
The gauge field is Hodge-decomposed as:
- { _ - =, i
A=00p+p)+—(uT—uz), A=0(p—p)——(T —u2).
T2 T2
After field redefinitions, the gauged-fixed action is given by an SL(2,R) times a compact
boson, with global constraints and a (b,c¢) ghost system. This theory is unitary and the

corresponding target space is euclidean.



The partition function has been computed by using path-integral techniques in [17]
and [18]. We would like to summarize the method and remind the final result. Following [18]
the model is transformed, for technical convenience, into a U(1)-gauging of the — non-
unitary — H; = SL(2,C)/SU(2) CFT:

5= QE / @22 (0606 + (00 + 109) (Do +vDp)) +

— /d228p8,0—|- /d2 (bgc—l— 565) .

The first part of the action is indeed the H; = SL(2,C)/SU(2) sigma-model. The various
fields acquire non-trivial holonomies from the gauge field, and can be decomposed as:

o=+ 4i (17 — uz)z + (g7 — )],

1
p=pr+t— (1T —u2)z + (u1T — u2)Zz],
T2
1
v =10exp—— [(W1T —u2)z + (u1T — u2)Z].
47‘2

The fields v and v give the following contribution to the partition function:
-2
= det

1 -2

0+ —(uﬁ — UQ)
27’2

e"'Q 27 (Im(urT—u2))?

= 4nn 7 eXp — /dzzf)qﬁf)qﬁ,

|01 (urT — ug|7)[*

det |0 + L(uﬁ — ug) + 8¢
27’2

expz / d2z8q§5q§
T

where ¥ (v|7) is an elliptic theta function (see appendix D). The periodicity properties
of this determinant allows for breaking u; and wue into an integer and a compact real:
up = 81 +w, ug = sa +m, s; € [0,1). Taking finally into account the contributions of the
free bosons ¢ and p and that of the ghosts, leads to the result [18]:

T 2

27 (Im(s17—52)) ‘fi:‘O - 72 B (51 +w)7—(s34+m)[2

m,Ww=—00

67'2

_ 2
Zsrz )/ vy, = 4V k(k —2) "n/d a7 — salm)P

(3.3)
We can recast the latter in terms of the free-boson conformal blocks (B.1):

= ¥ K (CRCX!

which meets our intuition that there are one compact and one non-compact bosons in the

e 72 27 (Im(s17—s2))2

Zargemy v, =4V =20 [ ot

cigar geometry.

A few remarks are in order here. The integration over s, ss should be thought of as
a constraint on the Hilbert space, which defines the non-compact parafermionic Z charge.
The allowed parafermionic charges are m = n/2, m = —n/2 for the unflowed sector,
and m = (n — wk)/2 and m = —(n + wk)/2 for the w-flowed sector. Another impor-
tant issue is the logarithmic divergence originating from s; = sy = 0, and due to the
non-compact nature of the group. Baring this divergence, the partition function (3.3) is
modular-invariant, as can be easily checked by using the modular properties of Jacobi

— 10 —



functions. Its content in terms of non-compact-parafermion discrete and continuous se-
ries can be further investigated (see [18] for details). Moreover, in the large-k (flat-space)
limit, Zsp,or)/ U(1)s ™~ k(w\/ﬁnﬁ)_Q up to an infinite-volume factor:3 we recover two free,
uncompactified bosons.

We will now show that it is possible to recover a partition function for the SL(2,RR)
WZW model, starting from the above result for the coset SL(2,R)/U(1) . In many respects
this is similar to what happens in the compact case: SU(2); can be reconstructed as
(SU(2)x/U(1) x U(1),/55)/Zk, where Zj is the compact-parafermionic symmetry of the
coset SU(2)x/U(1), and acts freely on the compact U(1) zz. To some extent, however,
manipulations involving divergent expressions such as (3.3) can be quite formal, and require
to proceed with care.

As we already pointed out, the states in SL(2,R)/ U(1)a are those of SL(2,R) that are
annihilated by the modes J3 and J32, n > 0, and have J$ and Jg eigenvalues (n—wk)/2 and
—(n + wk)/2. Therefore, in order to reconstruct the SL(2,R) partition function, we need
to couple the coset blocks with an appropriately chosen lattice for the Cartan generators
J? and J? corresponding to a free time-like boson. This coupling should mimic the Z;,
free action that appears in the SU(2); (see the discussion for the SU(2) in [38]), in a
non-compact parafermionic version, though. Since the non-compact parafermions have a
Z symmetry, we consider here a Z free action. By using the conformal blocks for free
bosons given in appendix B (see eq. (B.1)), we reach the following partition function for
the universal cover of SL(2,R), in the lagrangian representation*

3_—72T(Im(517'752))2

€
ZsLom) = W72k —2)%? /d25 d*t .
|’l91(817’ — 82‘7’)|

D ] Wl [OFs sl [5) (35)

—_ /
m,w,m’ w'€Z m+ 52 ta m’+ i
Modular invariance is manifest in this expression, since it has the structure of a freely
acting orbifold (this can also be easily checked by using formulas of appendices B and D).
The extra k — 2 factor comes along with the J3, J? contribution; it ensures the correct
density scaling in the large-k limit, as explained in appendix B about eq. (B.3). We perform

+

a Poisson resummation® on m and m’, which are trade for n and n’. We define n* = n+n/

and w4+ = w £ w’, and rewrite the partition function in the hamiltonian representation:

2—7"(Im(517'732))2

Zs12,r) = 4/T2(k — 2)3/2/d23 2t 5> emim(n” (s2-202)4nTs0)
[91(s17 — s2|T)|” 207

xe Ter (n+n_+k2(w++sl)(w_+3172t1))+i7r7'1 (n_(w_+3172t1)+n+(w++31)) . (36)

dad 2., .2
12152 exp —7(z* + y°).

4To find the partition function for the N-th cover, one has to replace the Z orbifold by a Zyy orbifold:
t1 — v/Nk, to — §/Nk. Then the left and right spectral flow are wi’R = w4 £ NL.
5The resummation on m’ is of course performed by means of analytic continuation, as usual when dealing

3This factor comes as [ j;o

with a time-like direction.
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Expression (3.6) becomes more transparent by introducing light-cone directions with
corresponding left and right lattice momenta:

nt k
PJR:\/?:E\/jw_, (37)

k 2
n- k
PL,R = \/—2_]{; + \/;’UH_ . (38)

In terms of these unshifted® momenta the partition function at hand reads:

3_—72T(Im(517'752))2

e
ZsLom) = W72k —2)%? /dzs d*t 5
|91 (817 — s2|T)]

" Z e_m\/g((PLuP;)52+(PL—+P1;)($2_2¢2))X

ni,wi cZ

xq%(P;w%(sr%)) (P i (FieVEe2m ) (P8 . (3.9)

3.2 Uncovering the spectrum

The latter expression is formally divergent. It is in fact a generalized function, which
contains all the information about the spectrum. The integral over ¢4 leads to the constraint
0, o and, due to the shift ¢1, the “winding” w_ — 2¢; is continuous. The momenta P g
correspond therefore to a boson X “compactified” at zero radius. Conversely, the other
light-cone degree of freedom is compact. This light-cone compactification (for a related
discussion, see [39]) is not so surprising. Indeed, the quantum numbers of a given state
in the SL(2,R) CFT, j = j, m + m, m — m, w are respectively those of a Liouville field,
a non-compact coordinate, and a compact one. Since we consider the universal cover of
SL(2,R), such that the time is non-compact, the only possibility is that one of the light-cone
directions is compactified at radius v/2k. Note also a particular feature of a two-dimensional
lattice for two light-cone coordinates: if the radius of one light-cone coordinate shrinks to
zero, the momenta and windings of the other light-cone coordinate are exchanged. This
fact explains why the energy, as it appears in the partition function of SL(2,R), is actually
a (shifted) winding mode.

We will now proceed and analyze further the partition function given in eq. (3.9). After
integrating out t5 we obtain:

2—7"(Im(‘<517'732))2

Zs12,r) = 4y/T2(k — 2)3/2 /d25 e Z e—imnt (s2=T1(wi+s1)) o

2
[D1(s17 = s2l )" e

1
X / dty Y emmmkwr et =2 (3.10)
0 w_€ZL

5Due to the shifted-orbifold structure of the partition function the relevant quantities are actually the

. k o _ [k
P =P+ \/;(sl —2t1), PEp=Ppt 551

shifted momenta:
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It is straightforward to show that the large-k limit of this partition function is, up to the
usual infinite-volume factor, Z ~ k327 (ﬂ\/ﬁm’]) 3. This was somehow built-in when
writing (3.5) out of (3.4); it meets the expectations for ordinary flat-space spectrum.

It is possible to extract the spectrum of the theory at any finite k, and trace back its
origin in terms of SL(2,R) representations. We proceed along the lines of [14] and [18].
The precise derivation of the spectrum is given in appendix C. Here we only collect the
results.

Discrete representations. The discrete representations appear in the range % <j<

%. Their conformal weights are the following:
iG—1) -k
Loz—ﬁ+w+ <—m— Zw+ +N,
- jG -1 -k G
LO = —ﬁ—F’UJ_;_ <—m— Z’UJ+ +N,
with m +m = —k(w — t1) and m — m = n.

Continuous representations. The continuous spectrum appears with the density of
states: B
I'(3—is—m)l (3 —is+m)

1 . ~ 1 . ~\
F(§+zs—m)1“(§+zs+m)

The weights of the continuous spectrum are

1 1 d
p(s) = ;loge#— mﬁlog

524+ 1/4 ok
Lozﬁ‘i‘er (—m—z’er) +N,
_ 32—|—1/4 -k =
Lozik_2 +w+<—m—1w+>+N,

with 7, m as previously.

These results are in agreement with the unitary spectrum proposed in [13]. Here this
spectrum was extracted straightforwardly from a modular-invariant partition function,
constructed in the lorentzian AdSs .

Our aim is now to better understand the coupling between the oscillators and the
zero modes of the light-cone coordinates, as appearing in the partition function. To this
end, we write the algebra §E(2, R)z by using the free-field representation of non-compact
parafermions [40, 41]. The currents read:

JE = _ <\/§6X iiq/%@p) GEVEEX-T) (3.12)
5 _ . |k
JP =iy 50T, (3.13)

with the following stress tensor:

T = %(azv)? (0X)2 — %(8p)2 P (3.14)

1
2 20k — 2)
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There is a linear dilaton with background charge @ = /2/(k — 2) along the coordinate p.
It contributes the central charge, which adds up to ¢ = 3 + 6/(k — 2). The spectral flow
symmetry can be realized by adding w4 units of momentum along 7T

J3—>J3—£w+, JE(2) = 2T+ g5 (2).

The primary operators are those of a free-field theory with a peculiar zero-mode struc-
ture though, which is read off directly from the lattice component of the partition function,
eq. (3.6):7

2 20k L, (. k N N T
GXP{\/mW“ﬁ{WX *(m‘?"*)X e *(m‘zw+>x ]}

One should stress, however, that even if the theory can be represented with free fields, the
descendants are constructed by acting with the modes of the affine currents: the oscillator
number and the zero modes are shifted simultaneously. We are therefore lead® to use the
the Lagrange multipliers s; and sg in the partition function (3.6) to enforce this twisting.

3.3 About the structure of the partition function

Our approach has been to build a modular-invariant partition function for SL(2, R) starting
from that of the coset model SL(2,R)/U(1)s. We have reached expression (3.5) or equiv-
alently (3.9). These expressions are generalized functions which are formally divergent,
as was originally the partition function for the coset, eq. (3.4). However, the presence of
a divergence is not an obstruction for uncovering the spectrum encoded in the partition
functions, as shown in [18] for the coset and here for the AdSs. In this section, we would
like to make contact with the — not fully satisfactory — expressions found in [12] and [13],
explain why the methods used previously failed, and clarify the underlying freely acting
orbifold structure.

We start with eq. (3.10) that we regulate by shifting s17 — sg — s17 — s9 + 6 in the
elliptic theta function. This breaks modular invariance unless, together with 7 — —1/7, 6
transforms into —@/7. Then, summation over w_ and integration over ¢; can be merged
into an integration over the light-cone energy E = k(w_ — 2t1), which is performed after
analytic continuation. A Poisson resummation over n™ finally leads to the following result:

_ 2 3/2 ) 2" (Im(slT—82+9))2

ZsL(2,R) = 4 s d”s Z 0 (wy +81)0 (M + s2)
(k —2)3? o (M0)?

kyTa [ (0]

This result is precisely that of [12] and [13], up to an overall normalization.

|191(517' — 89 + 9|T)\

(3.17)

"The fact that the roles of X™ and X~ are reversed between the left-moving and the right-moving
sectors will be explained in the fifth section. For the moment note that the partition function is invariant
under: X* — XTF.

8This is close to the construction of gravitational waves, see [42].
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In unitary conformal field theories, the partition function is usually decomposed in
characters of the chiral holomorphic and anti-holomorphic algebras:

denus—one (T, 7_-) = Z NL,RXL (T)XR(%) )
L,R

where the summation is performed over all left-right representations present in the spectrum
with multiplicities NV, g, and x(7) are the corresponding characters:

x(7) = TrrepqLU*i )

This decomposition is very powerful for classifying models (i.e. multiplicities N, r) by
following the requirements of modular invariance. From the path-integral point of view,
different modular-invariant combinations correspond to different choices for boundary con-
ditions on the fields. However, this decomposition relies on the very existence of the
characters. This holds for WZW models on compact groups. It does not apply to the case
of non-compact groups, unless the group is abelian — free bosons. Then the zero-mode
representations are one-dimensional, the characters of the affine algebra are well-defined,
and the infinite-volume divergence decouples into an overall factor. For non-abelian groups,
unitary” representations of the zero-modes are infinite-dimensional, and the characters of
the affine algebra diverge. This degeneracy can be lifted by switching on a source coupled
to some Cartan generator:

X(7,6) = Trepg™ 16200

Such a regularization is not fully satisfactory because it alters modular-covariance and does
not allow to cure the characters of the continuous part of the spectrum. Moreover, the best
these generalized characters can do, is to lead (after formal manipulations) to expressions
like (3.17). The information carried by the latter is quite poor: it diverges at # — 0 and
the divergence cannot be isolated as a volume factor; the large-k limit is obscure; only
the discrete part of the spectrum seems to contribute. These caveats are avoided in the
integral representation we have presented here (egs. (3.5) or (3.9)), which is closer in spirit
with the work of [14] for the thermal AdSs. Although divergent, it is modular-invariant,
contains a nice spectral decomposition and has a well-defined large-%k limit in agreement
with our expectations.

To close this section, we would like to comment on the freely acting orbifold structure
implemented in eq. (3.5). We consider for illustration the Z  orbifold of a compact boson
of radius R times a two-torus, presented in appendix B. The Z x acts as a twist on 72 and
as a shift on the orthogonal S!. The partition function for this model is given by eq. (B.13).
Although it is not compatible with the symmetries of a two-dimensional lattice, we take
formally the large-N limit of this expression. The first term of (B.13) vanishes while the

9If we give up unitarity, finite-dimensional zero-mode representations do exist, but Virasoro conditions
do not eliminate all spurious states.
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sum over h, g in the second term becomes an integral over si, sy € [0,1]. We also drop out

2 _Ah,g)
N

the geometrical factor sin® 7w = which is meaningless here, and find:

Zy, e%(lm(SIT_SQ))Q w + 81
lim —_4/d 5 ). g[ } ?). (3.21)

191 (517 — s]7)]? maez LM T 52

In order to make final contact with the partition function of the SL(2,R)/U(1)a (eq. (3.4))
we must identify R? with k, and mod out a non-compact free boson, i.e. multiply (3.21)
by /T2 n7. We insist that we do not claim that the theory SL(2,R)/U(1)4 is the same
as an freely acting orbifold of flat space, but only that the structure is very similar. An
important difference is that the oscillators of the field X of the free-field representation
(eq. (3.12)) are twisted and its zero modes shifted simultaneously. This is not possible in
flat space.

One can similarly understand the orbifold structure underlying the full SL(2, R) model.
To this end we consider the Zy x Zy model given in appendix B. In the formal large-N
limit, all but the last term vanish in the partition function (B.14); the sums over h1, g; and
ha, g2 are trade for integrals over s1,s9 and t1,t5 € [0,1] x [0, 1]:

27 2

lim ZZNXZN . 1 /d2 d2 e 2T (Im(s17—82)) y
N 2
Nooo N 7777 |01 (s17 — s2|7)|

< Y g[wl o _ﬂ (R?) g[w2 “1] (R3). (3.22)

m1+52—t2 m2+t2
my,w1,m2,w2€Z

Comparison with the partition function of the SL(2,R) (eq. (3.5)) is possible provided we
identify in (B.14), R} with k, R3 with —k, and mod out a non-compact free boson, i.e.
multiply eq. (3.22) by /72 7.

The function ¥;(0,7), which is identically zero, never appears in the orbifold since
its corresponds to the untwisted, unprojected sector and is replaced by the usual toroidal
partition sum:

Loo(T,U)
ntyt
In the case of SL(2,R) (the N — oo limit), the sum on the sectors is replaced by an
integral over s; and s. The integration over the energy picks up precisely the untwisted,
unprojected sector, as it gives the constraint (5(2)(517 — 89). We can rewrite formally the
integrated partition function in terms of the functional determinant for the twisted bosons:

(k—2)3/2/ 2. 5(2) L 2 (k=232 2
J=~—"" [ d°s ') (s17 — s9) det |0 + — (517 — s =-——<— det|0
PN (51 2) 27_2( 1 2) el |9

Thus we find that the partition function of SL(2,R) is the same as a linear dilaton and two
light-cone free coordinates.!?

10As already stressed, there is a central charge deficit coming for the other CFT’s defining the string
theory which corresponds to the lowest-weight of Liouville continuous representations [2].
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4. Superstrings on AdS; x S% x T*

We develop in this section the supersymmetry tools, which are needed for studying super-
strings on NS5- or NS5/F1-brane backgrounds, as well as on the deformed AdSs geome-
tries interpolating between them. This includes explicit realizations of extended N = 2
and N = 4 supersymmetry algebras. In principle it is possible to construct a space-time
supersymmetric string background with SL(2,R) x SU(2) x M, where M is any N = 2
superconformal field theory with the correct central charge ¢ = 4. To make contact with
the NS5/F1 background, we can choose either T4 or a CFT realization of K3. We finally
present the partition function of the model on AdS3 x S% x K3.

4.1 Extended superconformal algebras

Since the AdS3 x 52 x T background preserves one half of the supersymmetry, the world-
sheet theory should factorize into an N = 4 superconformal theory with ¢ = 4 and an
N = 2 free theory with ¢ = 2 [43]. An explicit realization of the relevant extended algebras
is necessary in order to prove that supersymmetry survives at the string level; it is also
important for the determination of the couplings between the bosonic and the fermionic
degrees of freedom. However, as we will see, the straightforward application of the rules
of N = 2 constructions is not the correct way to implement space-time supersymmetry in
SL(2,R) x SU(2).

4.1.1 NS5 background

We would like here to remind the construction of the “small” N = 4 superconformal algebra
for the wormhole background [46], which is the simplest case beyond flat space [44]; it is
also relevant for discussing the supersymmetric null deformation of SL(2,R).

The near-horizon geometry of the NS5-brane background is the target space of an
exactly conformal sigma-model based on SU(2); x U(1)g x U(1)® [1]. Let us concentrate
on the SU(2), x U(1)q factor. The full algebra of this four-dimensional internal subspace
consists of the bosonic SU(2), the Liouville coordinate, and four free fermions:

3

o k 6% €7, J4(0)
i y koY eJ70) L
J'(2)J7(0) 2224—12 P i,5,0=1,2,3,
(=1
1
0p(2)9p(0) ~ =5,
5ab
wa(2)¢b(0)N7? avbzla"'>4'

The “small” N = 4 algebra is generated by twisting the “large” N = 4 algebra [45] based
on the affine symmetry SU(2)x1 x SU(2); x U(1). The generators of that algebra read:

3 4
1 i Tl 1 1 a a
T_k—mzizl‘]‘] —§8p8p—§azlwaw ’
5 3
i: _7i,4 ijl R N l -0
G ,/—k+2 J"p +§ eV (J =) | +iy'op,

j,f:l
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2
Gl=\lrm 2 [T 3 Ze”%ww + i op, (4.1)
T =1 ]é 1
1
St — 5 wz_‘_ Zezjéw]wf ’
]é 1
g L4 0015l ;
§h=5 (vl - —Zeww +J°

j,4=1

where p is an ordinary bosonic coordinate.

The large N = 4 algebra is contracted to the required small N = 4, provided the p
coordinate is promoted to a Liouville field by adding a background charge @ (i.e. a linear
dilaton in the corresponding direction). The effect on the algebra (4.1) is the following:

T —T-Qp, G* — G —iQoyY™ .

The background charge @ is such that we obtain a ¢ = 4 theory: Q = /2/(k +2). The
linear dilaton background compensates the central charge deficit of the SU(2)y.
We bosonize the self-dual combination of fermions:

Z\/iaH—i— — wle _’_1/)41/)3'
It defines the R-symmetry SU(2) algebra at level one generated by the currents:

3 o\ _ L +eii\/§H+
(S°,S )—<\/§6H , ) (4.4)

The resulting “small” (N = 4)-algebra generators are combined into two conjugate
SU(2) R-symmetry doublets:

GG = Qe i (Q( 1 +ivaomr) —ivp) et | i (us)
at.g = [QJJFe%H_ +i(Q (J+iv20H" ) +idp) e%H‘} evif (46)

4.1.2 NS5/F1 background

We now move to the AdSs3 x S3xT* background, which describes the near-horizon geometry
of the NS5/F1-brane system. Our focus is the six-dimensional SL(2,R) x SU(2) subspace
that we want to split into one ¢ = 4 system with IV = 4 superconformal symmetry and one
with ¢ = 2 with N = 2. The total central charge of this factor is given by:

3ksy(2,R) 3ksu(2)

c= : + . 4.7
ksLer) —2  ksu) + 2 (4.7

Therefore to obtain a critical string background (é = 6) for any level, we must choose

ksLor) —4 = ksu@) = k- (4.8)
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The N =1 algebra of the theory is generated by

1 - 1 1 1]
T = ——LI;67 + ——J,Jan™ — 0" — Zxadx® 4.
p a0 e Jadn™ = 510U’ — Sxa0X”, (4.9)
2 g o i
— _c iIZ__z" [ N aa__a a. By 4.1
G \/k+2[w €YYV + Xad T = eam XXX (4.10)

where I and J® denote respectively the bosonic currents of SU(2) and SL(2,R), ¥* and
x® the corresponding fermions, and 7% = (+, 4, —).1

The N = 2 algebras of SL(2,R) x SU(2). The various currents provided by the SU(2)
and SL(2,R) algebras and the associated fermions allow for extracting one N = 2, ¢ = 2
algebra generated by:

6 = s (v o) F (P ().

Jo = 33, (4.12)

We have combined the currents and the fermions as follows:

1 + 4 2 1 + 4 2
JE=J +iJ2, IE=1'4il?, ¢i:u’ E= X T
V2 V2
The remaining generators form another N = 2 algebra decoupled from the first one [48]:
1
GF = —— [IFyF —iJFy ], 413
i= =T X (4.13)
1
3 _ 3 +.—- 3 +,/,—
= —(2J k+4 — 21 k . 4.14
2(k+2)( + (k+4)x"x + kytyT) (4.14)

The various coefficients in S? are such that: (i) S is regular with respect to G;t in order to
obtain two independent algebras, and (ii) S3(2)G+(0) ~ + GT(0)/2z. The normalization
of S3 follows from S3(2)S3(0) ~ 1/222. Therefore we rewrite it in terms of a free boson as

follows:
i8H+_1 + 0= +. - 1 J3 v 3 =
ﬁ —5(1/)1/) +XX)+I§——|—2( XX — —1/)1/1)
1 1
= 5 (1/)+1/)_ + X+X_) + k——|-2 (..73 —I3) . (4.15)

We have introduced the total currents, including the fermionic part:
TP =T4+xTx and =P 4+yty, (4.16)

respectively for SL(2,R) and SU(2), both at level k + 2.

We would like to extend the superconformal symmetry to N = 4, as we expect from
the target-space supersymmetry. This is possible provided the R-symmetry current i0H ™
corresponds to a free boson compactified at the self-dual radius, which seems indeed the

Yndices i, j,... and a, 8, ... run both over 1,2, 3, and we raise them with ¢* and n®?.
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case here since the total currents J2 and I3 are correctly normalized in eqs. (4.15), and
can both be bosonized at radius /2(k + 2). However, in order to form the superconformal
characters of SU(2) and SL(2,R), the characters of these currents are coupled to the N = 2
coset theories:

SU(2) SL(2,R)

W X U(l)R:\/% and W X U(l)R:\/w .

k44

The coupling acts as a Zj_ o shift in the lattice of 72 and Z3; it is similar to the discussion
about the bosonic SL(2,R). Therefore, the charges of the current S3 are not those of a
boson at self-dual radius.

Space-time supersymmetry. For a worldsheet superconformal theory with accidental
N = 2 superconformal symmetry, the space-time supersymmetry charges are obtained by
spectral flow of the R-symmetry current [49]. However, this requires that the charges of all
the physical states with respect to this U(1) current are integral. As we have seen above, the
R-symmetry current of the ¢ = 4 block, whose expression is given in (4.15) does not fulfill
this requirement, because its charges depend on the eigenvalues of 72 and J3. Moreover,
space-time supercharges based on the above N = 2 current lead to incompatibilities with
target-space symmetries [50]. These problems arise because, even in flat space, the space-
time supercharges are constructed with the fermion vertex operators at zero momentum.
In the present case, the space-time momentum enters directly in the N = 2 charges and
the SU(2) charges, though compact, cannot be considered as internal.

We will proceed as in [9]: we construct directly the space-time supercharges with the
spin fields of the free fermions, which are BRST invariant and mutually local. This seems
sensible, since the fermions in a critical string theory based on WZW models are free. The
N = 2 current of the theory:

2

T k+2
differs from the free-fermionic one by the “null” contribution (73 — Z3)/(k + 2). We can
of course wonder whether a more appropriate choice of N = 2 structure exists. Another

J = Jo + 25 (72 =)+t +xTx + 9%,

choice of complex structure does exist, and is provided by decomposing the SL(2,R) as
SL(2,R)/O(1,1) x U(1). It suffers, however, from the same problem.

The required projections in SL(2,R) x SU(2) x U(1)*. Here we come to the full
background AdSz x S3 x T%. The worldsheet fermions of the 7% are bosonized as:

M2 = 9H;, A\ = 9H,,
and those of SU(2) x SL(2,R) as:
T =i0H, xtx~ =i0H,, 3y =i0H, .

In the —1/2 picture, the spin fields are

.4
O.(2) :exp{—%—F%ZEKHg}, (4.20)
=0

where e~#/2 is the bosonized superghost ground state in the Ramond sector [51].
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The standard GSO projection keeps all spin fields satisfying
EQE1EQEZEY = 1, (4.21)

which is required by BRST invariance. In type-IIB superstrings, the GSO projection is the
same on the spin fields from the right-moving sector, while for type-IIA it is the opposite.
In the AdSz x S3 x T* background, the fields (4.20) must obey the additional relation:

EpE1€g = 1. (4.22)

Equivalently, for type-IIB, by using the GSO projection (4.21), the restriction on the
allowed spin fields can be imposed on the fermions of the four-torus:

€384 = 1. (4.23)

Relations (4.22) or (4.23) ensure the absence of 1/ 23 poles in the OPE of the spin fields
with the N = 1 supercurrent (4.10) that would otherwise appear as a consequence of the
torsion terms. Note also that in the superconformal algebra for the right-moving sector,
the torsion terms come with a negative sign in the supercurrent, but the projection remains
the same.

In order to preserve the N = 1 supercurrent, we must implement the projection (4.23)
as a Zso orbifold on the coordinates of the four-torus. This is why we are effectively dealing
with the background AdSsz x S x K3. Then, from the S-dual viewpoint, the model we are
describing consists of D5-branes wrapped on a K3 manifold and D-strings. It is known [53]
that in this case there is an induced D-string charge which is the opposite of the total
Db5-brane charge. Indeed, including gravitational corrections to the Wess-Zumino term of
the D5-brane action, generates the following D1-brane charge:

: ca(K3
Qind:Ns/ 2(4 ):_N5,

2

Therefore the net number of D1-branes accompanying the D5-branes is N1 + N5. This has
little effect on the S-dual model under consideration here, because the number of D-strings
affects the value of the string coupling but not the worldsheet CFT.

In conclusion, we have seen that, in order to obtain a supersymmetric spectrum con-
sistent with the BRST symmetry, we have to project out half of the space-time spinors
from the Ramond sector. By modular invariance, this projection must act as an orbifold
on the fermionic characters and also on the bosonic part to be consistent with superconfor-
mal invariance. For simplicity we have chosen to act on the fermions associated with the
four-torus; therefore the background is now AdSs3 x S3 x T*/Zy. The T*/Z; orbifold can be
replaced by another realization of K3 in CFT, such as a Gepner model [49]. Another way
to realize the projection is to twist the fermionic characters associated with AdS3 x S3. In
that case, we have to act nontrivially on the SL(2,R) and SU(2) bosonic characters. Then
the toroidal part of the background remains untwisted: the NS5-branes are wrapped on a
T* rather than on a K3.
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4.2 The partition function for superstrings on AdS; x S3 x K3

We are now in position to write the partition function for type IIB superstrings on AdS? x
S3 x K3. We must combine the various conformal blocks in a modular-invariant way, and
impose the left and right GSO projections together with the additional projections dictated
by the presence of torsion.

The standard orbifold conformal blocks are given in appendix B. The SU(2);, partition
function is chosen to be the diagonal modular-invariant combination [54] and the SL(2,R)
factor was discussed in section 3. Putting everything together, including the conformal
and superconformal ghosts, we obtain:

I Wiste
Znp = — QZSU )ZSL(2.R) 5 Z foiﬂl/%d[]

n=n th
1

1 4 2[] [a—l—h} [a—h]

X= Y (=)t 0 X

2ab:0 bl |b+yg b—g
1

1 +l_) 72& *a—i_h 7C_l—h

1 _yatb g2 (M g gl . 42

X2_50() [b] [b+g b—yg (4.25)
a,b=

We can read from the latter expression the spectrum of chiral primaries with respect
to the space-time superconformal algebra [9]. The vertex operators for such left-moving
states in the NS sector are given in the (—1) ghost picture by (see [57]):

I _ - I SL(Q,]R) SU(Q)
Vi =e P A O T O

+ _ _—p SL(2,R) Su(2)
Wi =e [X(I) L‘il, m ®jt,

+ _ .—¢ SLER) SU(2
xE = e ot [yosUe]

j—1£1, m/

U(2) (2,R)

where <I> and <I>SL
current algebras SU( ) r and SL(2,R)x4. They are combined with the worldsheet fermions

are respectively the bosonic primary fields of the holomorphic

into representations of SU(2)x42 and SL(2,R)x 2.

The above states live in the five-plus-one dimensional world-volume of the NS5-branes.
In order to obtain the closed string spectrum, we tensorize this left-moving spectrum with
the right-moving one, and impose the Zs projection on the torus. Additional states localized
in one-plus-one dimensions are constructed with the twisted sectors of the orbifold:

Mt = tw SU(2) SL(2,R)
Wi = e v [y Lﬂ N
X:t — o P V tw @SU(Q) |: @SL(Q,R)}

¢ gom X =141, m'

where V ™ are the twist fields of the NS sector.
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5. Marginal deformations of SL(2,R)
The SL(2,R) geometry in Euler (global) coordinates reads:!?

ds? = dr? — cosh? rdt® + sinh? rd¢?
B = cosh® rd¢ A dt

and there is no dilaton. Strictly speaking the time coordinate t is 2m-periodic for the
SL(2,R), but non-compact for its universal covering (AdS3); ¢ is 2m-periodic and r > 0.

Conformal deformations of this background are generated by truly marginal operators
i.e. dimension-(1,1) operators that survive their own perturbation. In the presence of
holomorphic and anti-holomorphic current algebras, marginal operators are constructed as
products J*J?, not all being necessarily truly marginal. In the SU(2) WZW model, nine
marginal operators do exist. However, they are related by SU(2) x SU(2) symmetry to one
of them, say J3.J3. Hence, only one line of continuous deformations appears.

The situation is different for SL(2,R), because here one cannot connect any two vec-
tors by an SL(2,R) transformation. This is intimately related to the existence of sev-
eral families of conjugacy classes: the elliptic and hyperbolic, which correspond to the
two different choices of Cartan subalgebra, and the parabolic corresponding to the null
subalgebra. Three different truly marginal left-right-symmetric deformations are possi-
ble, leading therefore to three families of continuously connected conformal sigma models.
Each of them preserves a different U(1); x U(1)g subalgebra of the undeformed WZW
model.

The marginal deformations of SU(2) have been thoroughly investigated [29, 30, 56]
with respect to: (i) the identification with the (SU(2),/U(1) x U(l)\/ﬂ)/Zk, where
SU(2)x/U(1) is the gauging of the SU(2);, WZW model, and « is the deformation parame-
ter; (ii) the geometrical (sigma-model) interpretation in terms of metric, torsion and dilaton
backgrounds; (iii) the determination of the toroidal partition function and the spectrum
as functions of R. For the SL(2,R) deformations, the available results are less exhaustive,
especially concerning the spectrum and the partition function [20, 30, 55]. Our aim is to
understand the spectra — partition functions — as well as the issue of supersymmetry,
when these deformations appear in a more general set up like the NS5/F1.

5.1 The J3.J? deformation

The J3.J3 deformation of SL(2,R) is the one that naturally appears by analytically con-
tinuing the deformed SU(2). It was analyzed in [30]. Much like the latter, the metric,
antisymmetric tensor and dilaton can be obtained by considering the SL(2,R) x U(1)/ U(1)
coset, where the U(1) in the product is compact with a radius related to the deformation
parameter, and the gauged one is a diagonal combination of the extra U(1) with the “time-

12We systematically set the AdSs radius to one in the expressions for the background fields. One has to
keep in mind, however, that a factor k is missing in the metric. This plays a role when performing T-dualities
by applying the Buscher rules [58] because it can affect the periodicity properties of some coordinates.
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like” U(1) in the SL(2,R), defined by h = expi3o?. The geometry corresponding to the
J3J3-deformed SL(2,R), with deformation parameter o — 1 > 0, is thus found to be

— cosh? rdt? + asinh? rd¢?
acosh? r — sinh?r
acosh? rde A dt

B = , 5.2
acosh?r — sinh?r (52)

ds® = dr® + (5.1)

with dilaton )
20 2 o —
e“r =e . 5.3
a cosh? r — sinh?r (53)

The scalar curvature of this geometry is

1 — tanh? 7“) (2 (a2 — tanh? 7“) — b (1 — tanh? T‘))

R—ol :
(a — tanh? 7“)

Notice that the background fields are usually expected to receive 1/k corrections; hence,
they are valid semi-classically only, except when they are protected by symmetries as in
the unperturbed WZW models.

At o = 1 we recover the AdSs metric and antisymmetric tensor. For o > 1, the
geometry is everywhere regular whereas for o < 1 the curvature diverges at r = arctanh/c.
Similarly, the string coupling gs = exp ® is finite everywhere for o > 1 and blows up at
r = arctanhy/a for v < 1. This means that the semi-classical approximation fails for o < 1.
The string theory is however well defined. It is actually related by T-duality to the range
a > 1 as will be discussed later.

The two endpoints of the deformed background are remarkable:

The a — oo limit. In this case the background fields become:

2 2 2 o At
ds® = dr® + tanh® rd¢p* — — (5.5)
«

e ® = e ®ocoshr (5.6)

with no antisymmetric tensor. This is the cigar geometry times a free time-like coordinate.
The cigar — euclidean black hole [19] — is the axial gauging (9 — hgh) of the U(1)
subgroup defined by h = expi%JZ. It generates time translations (see eq. (A.9)) and acts
without fixed points. The corresponding geometry is regular and the 27-periodicity of ¢

inherited from the SL(2,R) ensures the absence of conical singularity.

The a — 0 limit. Now we recover the trumpet plus a free time-like coordinate:

ds® = dr® 4 coth? rdt* — adg? (5.7)
e ® = e ®osinhr.
The trumpet is the vector gauging (¢ — hgh™!) of the same U(1), and generates now
rotations around the center (see eq. (A.9)). Throughout this gauging the time coordinate
becomes space-like and vice-versa. The subgroup acts with fixed points, and this accounts
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for the appearance of a singularity at » = 0, which is present no matter the choice for
the periodicity of ¢ (in fact this coordinate is not periodic if we start from the universal
covering of SL(2,RR)). Notice also that the time coordinate ¢ is compact, but infinitely
rescaled though.

A similar phenomenon occurs in the J3J3 deformation line of the SU(2) WZW model.
The two endpoints are the axial and vector gaugings of SU(2) by a U(1), times a free
boson, at zero or infinite radius. Axial and vector gaugings are identical in the compact
case [38]. They are T-dual descriptions of the same CFT, whose background geometry is
the bell. Therefore, in the compact case, there is a real T-duality relating large and small
deformation parameters. The situation is quite different in the non-compact case.

We would like now to better understand the algebraic point of view and determine
the partition function of the deformed theory at any «. To all orders in the deformation
parameter, the deformation acts only on the charge lattice of the Cartan subalgebra along
which the WZW theory is deformed. Therefore, as in the SU(2) case, the deformation
at hand corresponds to a shift of the “radius” of the J 3, J3 lattice: V2k — v2ka. The
form (3.5) of the original SL(2,R) partition function enables us to implement this radius
shift in the time-like lattice with the modular-invariant result:

3—;"(1111(817'—82))2

Zgz () = 4y/To(k — 2)3/2/d25 d?tS

191 (s17 — sa|T)|?
S DI RSl 1 W [ 0D (5.9

_ /
m,w,m’ w' €7 m+ 52 ta m’ + 19

We can first expand the spectrum around the symmetric SL(2,R) point (i.e. for « = 1+ ¢,
le] < 1). It allows to express the spectrum in terms of the SL(2,R) quantum numbers.
Using the same techniques as in appendix C, we first perform a Poisson resummation, and
integrate over to. We find the exponential factor:

n? 9
exp{ —mT2e [? — k(wy — (w—11)) ] -
k _
— 27wy (k(w —t) — §w+> —2rres1(q+q+ 1+ k(w—1t1)) +
+ 2imsy(q — G —n) — (k — 2)w7es? + 2imr (wy + sl)n} .

The second and third lines are exactly the same as the undeformed SL(2,R) and lead to the
same analysis. For € < 1, the first line gives simply a shift on the weights of the operators
according to their J3,J3 eigenvalues:

E_L_E 5 E 7 E
o= Lo k(m+2w+>(m+2w+>,
€
k

L5=1Lo—
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In terms of the unflowed eigenvalues: m = m + kwy /2, m = m + kw, /2, the deformation

term is

§h = 6h = —

It breaks of course the SL(2,R);, x SL(2,R)r symmetry of the CFT.

In the limits o — 0 or oo, the J2, J? lattice decouples. We then recover a free time-like
boson (of zero or infinite radius) times an SL(2,R)/ U(1) coset. By using the large/small-
radius limits presented in appendix B, we can trace the effect of these limits at the level

of the partition function:'3

k—2

Z53(9) 2, T ZSUR) U

(5.10)

with Zsr,2r)/u(1), given in (3.4). This is precisely the geometrical expectation since the
large-a limit of the background (5.1)-(5.3) is the cigar, egs. (5.5), (5.6) describing the
semiclassical geometry of the axial U(1) gauging of SL(2,R). Similarly, we find

2—7\—(11’11(817'782))

zgg(a)mwmk_z)?’/?/d?sd% e : 3 g[w“l_ﬂ k). (5.11)

‘?91(817‘—82|7‘) m + Sg — to

m,weZ

In terms of background geometry, this limit describes the trumpet (egs. (5.7)and (5.8))
times a free time-like coordinate. We can therefore read off from expression (5.11) the
partition function of the vector coset:

2w

T

_ 2
(Im(s17—s2)) Z C|:w + 51 — t1:| (k)
2 _
)’ " m + s9 — tg
(5.12)
The spectrum of primary fields of this coset can be computed straightforwardly, and reads:

B e
ZsL(2r)/ Uty = 4(k = 2)3/2\/7_27777 / & d2t‘191(817' — So|T

_ i(j—1 > k
L'(\]/ector — Lgector — _J(]j_ 2) + %’ with u= _§(w - tl) S ]R, (5.13)

both for continuous and discrete representations. The gaussian variable w — ¢; can be
integrated out, and leads to the partition function:

27 (Im(s17—52))2

k — 2)3/2 _ g €72
ZSL(Q,]R)/U(l)V == 477’]7] / d*s |,l91 (817_ _ 52|7-)|2 . (514)

The cigar and trumpet geometries are semi-classically T-dual: they are related by

Buscher duality [58]. Any two points (o, 1/a) in the above line of deformations are in fact
connected by an element of O(2,2,R) [30]. However, recalling the spectrum of primaries
of the axial coset:
(@ o kw)Q
2

G- 2
k—2 + k ’

. .
with ngial _ _](] -1) N (% 4 Tw)Q

Laxial —
0 k—2 koo

(5.15)

13The o — oo limit requires analytic continuation because the lattice is time-like.
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Figure 1: The T-duality for the different covers of SL(2,R).

we observe that they are different from the vector ones. Our previous discussion gives
the explanation for this apparent “failure” of T-duality. The coordinate ¢ in the cigar
metric (5.5) inherits the 27v/2k periodicity (in the asymptotic region 7 — co) from the
angular coordinate of AdSs, irrespectively of the cover of SL(2,R) under consideration;
therefore the corresponding lattice in the partition function is compact with radius v/2k.
However, the ¢ coordinate of the trumpet metric (5.7) is 27N V2k-periodic, for the N-th
cover of SL(2,R) (see figure 1). Consequently, since our original choice was the universal
cover of the algebra, the spectrum we found — eq. (5.13) — corresponds to the “universal
cover” of the trumpet, i.e. with a non-compact transverse coordinate.

The spectrum of the above coset theories has been studied in [59]. In that work,
axial and vector cosets were argued to be T-dual, but the definition used for the T-duality
amounts to exchange the momenta and winding modes of the physical states. In the case of
SL(2,R), this is equivalent to the more rigorous definition of T-duality — residual discrete
symmetry of a broken gauge symmetry — only on the single cover of the group manifold.
Indeed, if we consider the single cover of SL(2,R), we obtain in the limits & — 0 and
a — 0o the same spectrum of primaries for the vector and axial cosets, eq. (5.15), but with
different constraints: m 4 m = n, m F m = —kw, where plus and minus refer to the vector
and axial cosets respectively.

Before closing this section, we would like to comment on the unitarity of the unde-
formed model. To this end, we consider a small deformation parameterized by e:

a=1—¢e, >0.

Then the quadratic term in eq. (5.10) is space-like and enables us to perform the energy
integration without any analytic continuation (in fact, we slightly rotate the energy direc-
tion into the light-cone). In the limit ¢ — 0 , we obtain a delta-function that gives the

— 27 —



trivial partition function previously discussed. It is possible to analyze this result from
a different perspective. We decompose the characters of the discrete representations e.g.,
by using a non-compact generalization of the Kaé—Peterson formula [60]: X]Sf@, R) (1) =
Y omeN g~ @+m?/k with the string functions ¢, = ¢~30—D/F=2+G+m)*/k  (oscillators).
Changing the Cartan radius v2k — av2k, o < 1, all characters become convergent.

5.2 The J2.J? deformation

The operator J2J? is also suitable for marginal deformations of the theory. It is not
equivalent to J3J3 because it corresponds to a choice of space-like Cartan subalgebra
instead of a time-like one. Conversely the corresponding deformation can be realized as
SL(2,R) x U(1)/ U(1) where the gauged U(1) is now a diagonal combination of the extra
U(1) factor with SL(2,R) elements of the type h = exp —50°.

Owing to the previous discussion, we easily determine the partition function at any
value of the deformation parameter. This is realized by deforming the corresponding cycle
in the Cartan torus, which amounts in shifting the radius of the space-like J?2, J2 lattice. In
order to present this partition function in a form closer to the one of the J3.J? deformation,
we diagonalize J? instead of J3. This is achieved by redefining the lattice variables in
eq. (3.5) as:

w4+ s —t1 — w—1t1, w +t —w +t + s,
m+ sy —ty — m —to, m 4ty —m/ +ty+s9.

Then we write the following partition function for the J?J? deformation:

2 2
e% (Im(s17—52))

Znla) = 4tk -2 [ T e
1\217 — 92

w—1t w +t + 81
k —k). 1
memz’wlezc[m_tj ( a) C|:7n/+t2 +52:| ( ) (5 7)

Getting the effective geometry is interesting per sei but its systematic analysis goes
beyond the scope of the present work. For extreme deformations, a space-like coordinate
is factorized, and we are left with an SL(2,R)/ U(1) coset with lorentzian target space: the
lorentzian two-dimensional black hole.

Again the @ — 0 and @ — oo limits are related by T-duality, which at the level of
the semi-classical geometry describe various space-time regions of the black hole [59]. For
o — oo we obtain:

1

Zos(Q) — —— Zpn 5.18
2(0) = e (518)
with
27 (Im(s17—s2))> /
_ T + s1
Tp = A/ (k — 2)3/2 /d2562 3 [“’ ]—k. 5.19
BH 2( ) nm |191(817 — 32\7)\2 m! + so ( ) ( )

m! w'€Z

There is a subtlety in the latter expression compared to the ordinary euclidean axial
black hole (3.4). In the path-integral calculation of the partition function for the euclidean
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coset, the oscillators were coupled to the full real momentum of the free boson. We used
the periodicity of the determinant to break the zero modes into an integer part and a real
compact part. The integer part was interpreted as the lattice of the zero modes of the
compact boson and the real part as Lagrange multipliers which impose constraints on the
Hilbert space. In the present case, we have to perform an analytic continuation in order
to move to the hamiltonian representation of the partition function,

27 (Im (i (v1 7—v2))]2 — k—;’ o1 7—v2|?

2
em2 e T
Zpn = Wk(k — 2)%/? 7777/ d%v :
R2 |191 (1(7)17' - U2)\7')’2

9

and read the string spectrum. Now, because the coupling is imaginary, the determinant is
no longer periodic; therefore we have a non-compact time-like coordinate coupled to the
oscillators.

5.3 The null deformation

As we already mentioned in section 2.2, the SL(2,R) WZW model allows for extra, uncon-
ventional, marginal deformations, which are not generated by Cartan left-right bilinears
such as J?J? or J3J3. Instead, the marginal operator we will consider is the following:

JJ ~ (JE+ T3 (T + TP,

(see egs. (2.21) and (A.11)—(A.16)).

In the holographic dual description, these null currents are the translation generators
of the conformal group acting on the boundary in Poincaré coordinates [61]. We will here
analyze their action from the sigma-model viewpoint and determine the spectrum and
partition function of the deformed model. Supersymmetry issues will be addressed in the
more complete set up of { null-deformed SL(2,R) } x SU(2), in section 6.

We recall that the metric of the deformed background is (see egs. (2.14))

du?  —dT? + dX?

ds? = &Ly T4 T AAT
° u2+uQ—|—1/M2

The scalar curvature reads:
u? (3u® — 4/M?)

R=-2 _
(u? +1/M?)

This geometry is smooth everywhere for M? > 0. On the opposite, M? < 0 gives a singular
geometry, which seems however interesting, and corresponds to the repulsion solution [62].

In order to study the null deformation of AdSs, it is useful to introduce a free-field
representation of SL(2,R), in which operators J and J have a simple expression. We first
introduce ¢ = —logu, ¥ = 2% and v = 2~. The worldsheet lagrangian (see eq. (2.20))
reads:

2 _ _
%z = 9¢Dp + 20757 . (5.24)

14Note that the euclidean rotation from SL(2,R) to H;‘ is performed by just considering v and 7 as

complex conjugate.
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It can be represented with a (3,7) ghost system of conformal dimensions (1, 0):

2 _ _ _ _
%E = 06 + POy + BOY — BB . (5.25)
Classically, 3 and 8 are Lagrange multipliers. They can be eliminated by using their
equations of motion, and this gives back the action (5.24). At the quantum level, how-
ever, we must integrate them out; taking into account the change of the measure and the
renormalization of the exponent, we obtain, after rescaling the fields:
_ _ _ - _. /]2 2

oL = 0pd¢ + B0y + [OT — (e Vitad _ mR@)qﬁ. (5.26)
The last but one term is the screening charge necessary to compute correlation functions
in the presence of the background charge for the field ¢ (R(®)-term). The OPE of the
free fields are ¢(z,2)p(0) ~ —In(2z) and [(z)v(0) ~ 1/z. By using these free fields, the
holomorphic currents (A.11)-(A.13) are recast, at quantum level, as:

JU+ P =8,
. k-2
—ify — i/ —5—09,
JV— T3 = By + /2(k — 2)70¢ + kdy.

They satisfy the §E(2, R)1, OPA, egs. (A.17). Notice finally that the holomorphic primaries
of the SL(2,R) CFT read in this basis:

J2

oI = yimey it (5.27)

The conformal weight of this operator is entirely given by the Liouville primary, whereas the

J? eigenvalue corresponds to the sum of the “ghost number” and the Liouville momentum.

We can use the above free-field representation to write the null deformation of the

AdS3 sigma model, eq. (2.22):

- = . |1 —J24

2L = 0pd¢ + BOY + BOy — B [W +e Vits ] —/——R@¢.

For any non-zero value of the deformation parameter, the fields 5 and /3 can be eliminated,
leading to two light-cone free coordinates. The energy-momentum tensor reads:

1
T = —5000¢ - 9%¢p — M?070r .

1
V2(k —2)

We would like to determine the partition function of the model at hand. To this end we
will follow the procedure which has by now become familiar: implement the deformation
into the twist-shift orbifold structure of the AdS3. The ghost number is no longer conserved
because the ghost-number current 37 (equal to v07 exp 2¢, on shell) is not a conformal field
(this means in particular that the fields (5.27) are now ill-defined). However, there is still
a global U(1)symmetry: v — e!®y, ¥ — ¢4 that we can orbifoldize (this is a twist on a
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complex boson). However, with this representation it is not possible to implement spectral
flow without adding extra fields; therefore we have to find the action of the deformation
on the zero-mode structure.

Owing the above ingredients, we can construct the partition function that fulfills the
following requirements:

1. The endpoint of the deformation, M? — 0, should give the Liouville theory times a
free light-cone. At M? — oo one should recover the undeformed SL(2,R).

2. The partition function must be modular invariant.
This enables us to propose the following partition function for the null-deformed model:
2 (Im(s17— 82))2

23l (M%) = 4/l =22 [ st X _x (5.30)
’ [91(s17 — s2|T)]

w4+ s, —t 1+ M? w 4+t 1+ M?
k —k——).
% Z C|:m+82—t2:|< M2 >C[ml+t2 M2

m,w,m’ W' €L

which is obtained by changing the radii of both space-like (J!, J')!% and time-like (J3, J3)
lattices by the same amount. It is natural since these moduli correspond to the deformations
along J!' and J3. In the pure SL(2,R) theory, the spectrum is constructed by acting on
the primaries with the modes of the affine currents. The difference with the linear dilaton
model is that the shift of the oscillator number is linked to the shift of the zero modes. In
writing (5.30), which interpolates between these two models, we have implemented that this
shift should vanish at infinite deformation (i.e. M? = 0), which indeed happens provided
the radius of the lattice of light-cone zero-modes becomes large. We will expand on that
in the next section. In the limit of infinite deformation M? — 0, by using the standard
technology developed so far, we find

(k —2)32 M2

null 2
Zobles (M) ~ e oy
2

, at M?~0.
This coincides with the partition function for U(1)g x RbL.
The derivation of the spectrum goes as previously (see appendix C). Again, we con-

centrate on the vicinity of the unbroken SL(2,R) (although the spectrum is known at any
M?):

M2
m =1- £, e K 1.
The deformed discrete spectrum is
-1) - k
Lo = — j ( % m))—z(l—l—e)wi—i-]\f—i—
(1 - 2]) ~ k .
1-2
oy Tt g2 )

150r equivalently (J?, J?) since they are exchanged by a group transformation.
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to= =0 o ) ot
+52((1k—_ 2;’)) <m R 2(%—2) (1_2j)>_ (5.33)

The last terms of both equations are due to the displacement of the poles corresponding to
the discrete representations. For the continuous spectrum, we have a similar shift on the

weights:
241/4 - k
Loz%—w+(m+§(m+m))+Z(1+s)wi+N,
2
- +1/4 . . k _
LO:%_; —w+<m+g(m+m))+z(1+€)wi+N

with a deformed density of states. We observe that the deformation term is linked to the
spectral flow.

6. The supersymmetric null deformation of SL(2,R) x SU(2)

So far, we have been considering conformal deformations of the AdSs background, realized
by marginal deformations of the corresponding SL(2,R) WZW model. In supersymmetric
NS5-brane configurations, the SL(2,R) appears usually along with SU(2). We will here
analyze the issue of supersymmetry in presence of null deformations of the SL(2,R) factor.
We will in particular show that the requirement for the worldsheet N = 2 superconformal
symmetry to be preserved, gives very tight constraints on the allowed deformations.

6.1 The N = 2 algebra of the deformed theory

We first rewrite the N = 2 algebra for SL(2,R) x SU(2), egs. (4.11), (4.12) and (4.16) in
the free-field representation (eqs. (3.12), (3.13)). We recall that I’ are the SU(2) currents,
¥* and x* the fermions of respectively SU(2) and SL(2,R):

v2eT = Z\/ki2 <\/k;4aX F iy —k;%f’) TR

2 k+4. YR 2
— |73 T+ x" IFy* 1
2 ﬂF( 228+x><> 5 +\/k+2¢,(6)
2 k44
J:¢3x3+x+x_+¢+¢_+k—+2 ;r i0T + xtx~ =13 (6.2)

The fermions ', x~ are bosonized as x*x~ = i0H;. Note also a shift & — k + 4 with
respect to the formulas for pure AdSs; k is the level of S/I\J(Q), and this shift ensures that
the total bosonic central charge equals six (see (4.7) and (4.8)).

In [39], a map was given between the free-field representation of the superconformal
algebra for SL(2,R) and the algebra for N = 2 Liouville times two free coordinates. As a
first step towards the supersymmetrization of the null deformation studied previously, we
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will show that there exists a one-parameter family of N = 2 algebras interpolating between
SL(2,R) x SU(2) and U(1)g x R x SU(2).
The N = 2 generators (with a non-standard complex structure) are, for U(1)g x Rb x

SU(2),
R R 2 . A
+ . . . +iH;
V2GE = (mx \/—k+218H1 j:f)p) et 4
(213 ot D 42 IFy*
Vira™ T° V2 VE+2 ’

R N ) 2
J = 10H + ¢3X3 + X+X7 + m

k+2

> i0X — 13

)

where T, X , are the light-cone coordinates. This is not the usual N = 2 subalgebra of the
N = 4 superconformal algebra (eqgs. (4.5) and (4.6)) of the U(1)g x SU(2) SCFT.
We now perform the following SO(2, 1) rotation, which leaves unchanged the OPE’s:

H, = H —tX~,
T:CT+8H1,

A~

X =cX+s(H —tX),

where X~ = X — T, and we have introduced:

[ 2
c=cosho, t=tanho, s:sinhazs—o, with sp=4/—— and p>1.
D k+2

For p = 1, the rotated N = 2 algebra corresponds exactly to the superconformal algebra
of SL(2,R) x SU(2), egs. (6.1) and (6.2). Furthermore, one can check that the N = 2
superconformal structure is preserved for any p.

Coming back to the null deformation of SL(2,R) x SU(2), we conclude that the above
one-parameter family of supercurrents can be implemented along the line of deformation.
The N = 2 R-symmetry current of the deformed theory takes the form:

1
J =33 + xTx +i0H; + ps® <¥z’8T + z'am) — 3T 4+ (p— DX, (6.3)

and the deformed supercurrents read:

& _ 3 £ x° +
:F
V2Gy = (soI® Fi(cOT + s OH))) & T solT* +
+ i [cDX — (50 — ) (OH) — tdX ™) F idp] = (H—1X7) (6.4)

Clearly, the background contains both torsion (in the first line of (6.4)) and a background
charge (in the second line). The field H; still corresponds to a free complex fermion,
provided we change the radius of the compact light-cone direction:

R+:§:\/2(p2(k+2)+2).
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The latter statement holds because the deformation is null. It therefore confirms our
assumption (section 5.3) that the null deformation corresponds to a change of the radius
of the compact light-cone coordinate. The relation between this parameterization and the
mass scale introduced in section 2 is, up to 1/k corrections:

1 k+2

Y (p2 — 1) . (6.6)

The holomorphic primary fields for the deformed SL(2,R) are recast as:

wy,def / 2 . . ~ 1 _ 1
(I)j:l :exp{ m]¢+2t [(m—ﬁuq_))( +@w+(X+T):|},

where, as in the undeformed theory, m — m € Z and m + m — 2w, /t? is the energy. This
gives the following N = 2 charges:

2

[+ q —wi] — — [msue) + @]

=g+ @+ g0 —wi +
Qr=q1+q+qo—wy h o

p(k+2)
with ¢; the fermionic charges.

The worldsheet supersymmetry of the deformed theory works similarly to the unde-
formed one (p = 1). In fact, the spectral-flow charge w4 in the first bracket has to be
compensated by a shift of g1, because the spectral-flow symmetry must act on the total
current [52]. We are left with well-normalized charges for Z3 and deformed J3.

6.2 Space-time supersymmetry

The supersymmetry generators of the original SL(2, R) x SU(2) model are given in eq. (4.20)
with a restriction on the allowed charges captured in (4.23), on top of the usual GSO
projection.

In the deformed theory, these operators are no longer physical with respect to the
supercurrent G = G* + G~ given in eq. (6.4). The physical spin fields are instead

4 ,
© 3 (3 _
0% () = exp {—5 +3 ;0 ey + 551(19 -1t X } : (6.9)

Since the only modification resides in the X~ term, it changes neither the conformal
dimensions of these fields nor their mutual locality. By using the same projection as
before, we obtain a set of well-defined physical spin operators. Acting with one of these
operators on a left-moving vertex operator of the NS sector (qy € Z),

4
V() ~ ef“"<I>;U;L’ def expi Z q Hy(2'),
/=0

gives a leading term behaving like

(z — z')%{*hrzz}:o EZQZ‘FEl(p*l)’uH_} .
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We conclude that the locality condition of space-time supercharges with respect to the
states requires the deformation parameter be an odd integer: p € 27 + 1. Note that since
this quantization condition originates from the massive states (those with w4 # 0), it is
not visible in the supergravity analysis. In the limit of infinite deformation, this choice
generates modified space-time supercharges, constructed with H; — sg X ~. This choice is
not the one obtained from the N = 4 algebra (see egs. (4.5) and (4.6)), because the complex
structure for the fermions is different. An appropriate choice, though, avoids infinite shifts
in the spin fields, and allows for reaching a well-defined theory at the limit of infinite
deformation.

At this point we want to discuss the issue of supersymmetry breaking. In type-IIB,
the first projection performed in the undeformed theory keeps the spinors (+,2’,2') and
(—,2,2") of SO(1,1) x SO(4) x SO(4)r for both supersymmetry generators. When the
AdS3 factor of the background is deformed in the null direction, the gravitino must be
right-moving in space-time (hence, it depends on X ), which picks up the spinor (—, 2,2’).
So, although the number of covariantly constant spinors is reduced by a factor of two in the
deformed background, the number of transverse fermionic degrees of freedom appearing in
the spectrum is the same. A subtlety comes, however, while dealing with the right-moving
sector of the theory. As already mentioned, in WZW models, the right superconformal
algebra is written with a torsion term of opposite sign. The correct torsion for the right
movers in the SL(2,R) factor demands to rotate the fields of SU(2) g x U(1)g x RY! as:

= H —tXT,
:CT—S}_Il,
=cX +s(Hy +tXT).

Nb 'ﬂh — b

Therefore, the right algebra is written with X rather than with X . For the undeformed
model this is irrelevant since the two free-field representations are isomorphic. However,
for non-zero deformation, it makes a difference because the right-moving spin fields will be
corrected with X rather than X —:

.4
_ 1 7 Y
0 (2) = exp {—g + 5> et +e(p - 1>tX+}-
/=0

As a consequence, gravitinos from the right- and left-moving sectors of the worldsheet CFT
propagate in opposite light-cone directions. They give space-time transverse supercharges
(2,2') from the left and (2',2') from the right. In type-IIA, the same reasoning leads to
the representations (2, 2’) for both generators. The conclusion is that the deformation flips
the chirality of space-time fermions from the right sector.

6.3 The partition function for superstrings on deformed SL(2,R) x SU(2)

As we have seen in the previous analysis, the only necessary modification on the fermionic
part is the flip of chirality for the right-moving fermions. It is implemented by inserting
(—)f®, where FR is the space-time fermion number for right-movers. This is an orbifold,
that projects out the Ramond states from the untwisted sector, while the twisted sector
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restores the Ramond states, with opposite chirality though. The fermionic vertex operators
are thus constructed with exp+i(H; + (p — 1)t X ™) /2. However, since this modification
has no effect on the conformal weights of the spin fields, it does not alter the fermionic
characters in the partition function. The remaining parts of the partition function have
been discussed in previous sections. Putting everything together, we find for the {null-
deformed SL(2,R)} x SU(2) x T*/Z,:

1
Im7 nu 1 wiste h
Zup(p) = S5 Zsue) Zstiam ()5 D Z’}‘*/éf[ ] X
Ui h.g=0 g
1
1 a a+h a—h
P L I E
2 0 bl |b+yg b—yg
1 1 1 -
_\a+b _\(1=bp,1)|ag’+bh’'+h'g'| 92
A3 3 el 5|
a,b=0 h',9’'=0

SRl
Rl

o)l

where p € 2Z + 1 and ZSE‘(‘IQIR) (p) is given in (5.30) with £ — k + 4; the relation between

p and M? has been given by eq. (6.6). The sum over h’ and ¢’ flips the chirality of the

Sl

right-moving fermionic representation for any p # 1, according to the left-right asymmetry
discussed in the text.

This is the simplest modular invariant combination of the various ingredients, with the
correct projections dictated by the superconformal invariance. It should, by no means, be
considered as unique, and many other models do exist, which are equally acceptable.

7. Some comments about holography

In this last section of the paper, we will give some remarks about the holographic dual
of string theory in the background (2.14). Since this string theory is exactly solvable
and perturbative everywhere, we can use the gauge/gravity correspondence beyond the
supergravity approximation. The purpose here is only to identify the non-gravitational
dual of the setup and to explain its relevance to study little string theory. Although the
space-time studied in this paper is constructed as a deformation of AdSs, the holographic
interpretation is different from the undeformed case.

7.1 The D1/D5 setup and AdS/CFT

Let first review briefly the usual holographic dual of the theory of D1/D5-branes [23].
Starting with the supergravity solution of egs. (2.1), (2.2) and (2.3), we would like to take
a limit where the theory on the branes is decoupled from the bulk modes. This is obtained
by the low-energy limit:

o =0, U:L/ﬁxed
o

so that the gravitational coupling constant goes to zero. All open-string modes become
infinitely massive and only the zero modes survive; the dual theory is a field theory.
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In the above limit, the dimensionless volume of the four-torus has a fixed, finite value:

Ny

(T = N

Therefore, the dual conformal theory is (1 4+ 1)-dimensional. In the low-energy limit,
the D1-branes are trapped inside the D5-brane world-volume and can be considered as
string-like instantons of the six-dimensional U(N5) gauge theory of the D5-branes. The
N = (4,4) superconformal field theory dual to the near-horizon limit of the background
is the Higgs branch of a sigma-model on the moduli space of these instantons, of central
charge ¢ = 6(N1 N5 + 1) [23].

In regions of the moduli space where the string coupling is large, the theory is appro-
priately described in the S-dual frame. The string background is then given by the WZW
theory: SU(2)x xSL(2,R)k44, where k = N5. Now the constant value of the six-dimensional
string coupling is g¢ = N5/N;. Note that, although the number of fundamental strings do
not appear in the worldsheet CFT description, the string theory is weakly coupled only for
large values of Nj.

An interesting feature of this theory is that it is possible to construct directly out of
the worldsheet currents the generators of the space-time Virasoro algebra [9], which act on
the boundary of AdSs.

7.2 The null deformation of AdSj3

The null deformation of AdS3; cannot be small; regardless the value of the deformation
parameter, the causal structure of the space-time is completely changed. There is no
longer conformal boundary, but rather an asymptotic flat geometry with a linear dilaton.
Anyway, the deformation parameter can always been scaled to one (if positive) by rescaling
the non-compact coordinates of the light-cone.

From the holographic point of view, the null deformation corresponds to adding an
(infra-red) irrelevant operator in the lagrangian. It is therefore more appropriate for holog-
raphy to start with the holographic dual of the linear dilaton background and perturb it
in the infra-red by a relevant operator.

Our decoupling limit (2.7) is quite different from the standard one. We send the ten-
dimensional string coupling to infinity. Therefore in order to study this part of the moduli
space of the brane theory we have to perform an S-duality. In the dual variables, the limit
under consideration is

Go =0, & fixed,  — fixed. (7.2)
s

This looks the same as the little-string-theory limit. However, in the case at hand, the
background contains fundamental strings, which affect the geometry in the vicinity of the
branes. In the limit (7.2) the energy of the D1-branes stretched between the NS5-branes
is kept fixed: Ep; ~ r/(&'gs). If instead we keep the energy of the fundamental strings
fixed, Epy ~ r/d’, the contribution of the fundamental strings disappears and we are left
with the “pure” NS5-brane background (see [9]). Another important difference between
the standard near-horizon limit and the partial near-horizon limit is that the later involves
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the decompactification of the torus, in the D-brane picture (we send the asymptotic value
of the dimensionless volume v to infinity). Therefore the dual “gauge” theory should be
six-dimensional; this is again the same as little string theory.

7.3 A little review of little string theory

The little string theory is the decoupled theory living on the world-volume of the NS5-
branes (for a review, see [63]). The world-volume theory is decoupled from the bulk by
taking the limit:

gs — 0, a' fixed,

This is not a low-energy limit, unlike in the AdS/CFT case. The resulting theory is
interacting and non-local, since it exhibits the T-duality symmetry. In the case of type-
IIB string theory, the low-energy limit of LST is a U(Nj5) gauge theory with N = (1,1)
supersymmetry and a bare gauge coupling:

2 ~/
9ym = @ .

The coupling grows at large energy, and additional degrees of freedom, which are identified
as string-like instantons in the low- energy theory, appear at energies of order &'~/2. These
instantons are identified with fundamental strings attached to the NS5-branes. In the infra-
red this theory flows to a free fixed point. In the case of type-IIA string theory, the infra-red
limit is an N = (2,0) interacting superconformal theory. It contains tensionless strings.

The conjectured holography of [25] states that this theory is dual to string theory in
the NS5-brane background in the near-horizon limit [1]:

ds® = dx*dx’ny, + & N5 (dp® + dQy7)
¢ = QO - P,
H = 20~5/N5 6(Qg> .

In this limit, r/gs — the energy of the D1-branes stretched between the NS5-branes — is
kept fixed. This geometry corresponds to the exact conformal field theory SU(2); x U(1)q,
with k£ + 2 = N3 that was discussed in section (4.1.1). This holographic description breaks
down in the region ® — —oo, near the branes, because the string coupling blows up. In
the type-IIB case, this is related to the fact that the infra-red fixed point is free. In the
type-IIA theory, this strong-coupling region is resolved by lifting the background to M-
theory [25]; we obtain the background AdS7 x S* of eleven-dimensional supergravity in the
vicinity of the M5-branes (distributed on a circle in the eleventh dimension).

As in the AdS/CFT correspondence, on-shell correlators of non-normalizable states
in string theory corresponds to off-shell Green functions of observables in LST. The non-
normalizable states of the NS5-brane background are constructed with the discrete repre-
sentations of the linear dilaton:

25

V= (¢1E¢jci)j)j+1 e 2(k+2)p7 (75)

where the primary operator of spin j of SU(2) and the fermions are combined into an
operator of spin j+ 1. From the worldsheet point of view, the operators (7.5) are necessary
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to balance the background charge in the correlation functions. The theory contains also
delta-function-normalizable states, from the continuous representations:

1 .
<_7+’Ls>p
V ~ e\ V22 ,

but their holographic interpretation is less clear. In the bulk they are propagating fields
in the linear dilaton background. There is a third class of operators from the discrete
representations, normalizable in the ultraviolet but not in the infra-red:

—2(J+1)

V ~ev 2(k+2)pq)jfi)j .

These operators correspond to states localized on the five-branes. When we deform the
theory towards SL(2,R), they become the discrete representations of the unitary spectrum
of SL(2,R).

7.4 Low energy limit, strong coupling and fundamental strings

The decoupling limit of the LST (7.3) does not really make sense for type-IIB superstrings
in the deep infra-red region. In fact, as the string coupling blows up here, sending its
asymptotic value to zero does not ensure that the theory living on the branes decouples
from the bulk at very low energies (see [64] for a related discussion). Since the bulk theory
is non-perturbative in this region, the resolution of this puzzle is quite conjectural.

Our background, viewed from the LST side, provides a possible mechanism to better
describe the situation. We first take the worldsheet description of the bulk physics; the
bosonic lagrangian of the theory is

9
_ 2 _ L
= —/—=_R® +ax— WZW iqyi
21L = 0pdp — 4/ T 2R p+O0XTOX™ + 2Ly, + i:E6 0X'0X".
Starting from this extremity of the line of marginal deformations, we add at first order the
following (1,1) operator to the lagrangian:

OL ~ M%‘V’%ﬁp OXToxX—.

It provides a Liouville potential for the linear dilaton and thus regulate the strong-coupling
region. This potential adds a non-trivial “electric” NSNS flux in the background. We know
from our previous analysis that deforming the theory in this way corresponds to adding
fundamental strings in the infra-red region of the background. This operator is a singlet
of SU(2)r, x SU(2)g. The brane picture is that, as we go down into the throat (the strong-
coupling region) macroscopic fundamental strings condense in the world-volume of the NS
five-branes.

Now consider the dual, non-gravitational theory living on the D5-branes. The low-
energy bosonic euclidean action is

1

/
Q' gs

. .
Sgaugez/ TrF/\*F—kiC’odt/\da:/\TrF/\F-i-

: {DX"A*DX" + (X', X7]* * 1} .
Q' Gs
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Where Cj is the flux generated by the D1-branes. It is well known that for gauge theories
in dimensions higher than four, field configurations of non-zero energy (instanton-like) have
an infinite action and therefore do not contribute to the path integral. The conclusion is
different in the presence of the D1-brane flux. Starting with any instanton solution in four
dimensions,

sy F'=F,

we can lift it to a field configuration in six dimensions which obey a generalized self-duality
condition:
*6F:F/\dt/\d$,

Such a solution is not really an instanton, since it is invariant under time translations.
This configuration is one-half BPS, because it imposes the following fermionic projection
on supersymmetry generators:

1

5(1_,76789),,7:0’

where 6,7,8,9 are the coordinates of the 4-torus in our conventions. The gauge action for
such a solution is

11
Sgauge = L—+M%]/ﬁAdxAﬂFAFﬂ
Is

o
In the infra-red, the RR 2-form behaves as:

%:—i[
9s

/ 2 .
a'vU _1} L

gle U—0 gs .

Therefore, the classical action for such a configuration vanish. The conclusion is that, in
presence of the D1-brane flux, an imaginary “theta-like” topological term is added to the
SYM action. Now stringy instanton solutions of the gauge theory are minima of the action
and contribute to the path integral; in the infra-red the theory is not the free SYM fixed
point, but rather the (1 + 1)-dimensional dynamics of these objects.

At this point one can wonder if there are other natural infra-red completions of the
perturbative string background. Another proposal, called “double-scaled little string the-
ory” has been made [4]. The idea is to describe the Higgs phase of the little string theory,
where the NS5-branes are distributed on a circle of radius r¢. The double scaling limit
is defined by: gs — 0, ro/ V& — 0. In this limit, the worldsheet dual background is
described by an orbifold of an N = 2 Liouville theory with a potential tensorized with the
coset SU(2)/U(1). By using a duality discussed recently in [65], this theory is argued to

(S0 sm) s,

In this model the strong-coupling throat region of the NS5-branes background is replaced

be equivalent to

by the tip of the cigar geometry, so the dilaton value is bounded from above. However,
because of the duality, this model is not continuously connected to the pure NS5-brane
background by a marginal deformation. The holographic interpretation of this mirror
symmetry needs further investigation.
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8. Discussion and conclusions

Let us summarize the main conclusions of this paper. We have shown that a new, inter-
esting decoupling limit for the D1/D5-brane theory (or NS5/F1 in the S-dual description)
exists. It captures not only the infra-red dynamics, but also the full renormalization-
group flow. Furthermore, this theory is free of strong-coupling problems in the bulk, in
contrast with the little-string-theory limit in the moduli space. We have studied this back-
ground mainly from the string worldsheet point of view, since the bulk background in the
NS5/F1 picture is an exactly solvable worldsheet conformal field theory: {null-deformed
SL(2,R)} x SU(2)x (T* or K3).

We have first analyzed the undeformed SL(2,R) theory, for which our achievement
is the construction of the partition function for the (lorentzian) AdSs, including both
discrete and continuous representations, in all the sectors of spectral flow. Our procedure
is to start from the coset theory SL(2,R)/U(1) 4, and to reconstruct the SL(2,R) partition
function by coupling the former with a lattice corresponding to the time direction. The
partition function is thus obtained in a linearized form, where the energy integration is
manifest. Although formally divergent, the expression of the partition function contains
all the information about the full spectrum, and behaves as expected in the large-k limit.
Upon integrating the energy, we recover the partition function of [12, 13, 17]. An important
feature of our partition function is that one light-cone direction is compact, whereas the
other is non-compact. This allows for a natural definition of the light-cone hamiltonian.

The SL(2,R) WZW model is a building block for physically interesting backgrounds,
such as AdS3 x S% x T*, which preserve supersymmetry and have a brane origin. We
have written the extended worldsheet superconformal algebra for this theory, although, as
discussed in [9, 50], it is somehow problematic to define the space-time supersymmetry in
that way. In order to implement the projection that leaves unbroken one half of flat-space
supersymmetry, we have chosen to consider superstrings on the 7% /Zs orbifold point of K 3.
This implies only minor modifications in the brane interpretation of the background: the
topological sector of the orbifold corresponds to additional D1-branes with negative charge
(this is clear from the D-brane gravitational couplings), while the microscopic degrees of
freedom living on the branes are different from the T case. We could instead have insisted
on keeping the T# as the internal manifold, but then the orbifold action acting on SU(2) x
SL(2,R) — necessary for cutting half of the supersymmetries — would have been more
complicated. The lattice interpretation of the SL(2,R) partition function is a very powerful
tool in the process of understanding marginal deformations in AdSs backgrounds. We have
considered left-right symmetric bilinears in the currents. For SL(2,R) this amounts to
three different deformations: two marginal deformations corresponding to the two different
choices of Cartan subalgebra, and one marginal deformation along a “null” direction.

The deformation with respect to the time-like generator J? relates the theory to the
euclidean black hole SL(2,R)/U(1) 4, on one side, and to its T-dual SL(2,R)/U(1)y on
the other side. We have found that the spectra of the two cosets do not match exactly.
This is related to the fact that we have started with a theory on the universal cover of
SL(2,R). The conclusion is different if we take the single cover instead, but then string
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theory does not make sense except at the coset points, because of the presence of closed
time-like curves. The J? deformation gives a geometry that also interpolates between the
AdS3 geometry (in global coordinates) and the linear dilaton background. In the case at
hand, however, the brane picture — if any — remains to be understood.

Similar considerations hold for marginal deformations driven by the space-like choice
of Cartan generator, namely J2. In the limit of infinite deformation, we obtain now the
lorentzian two-dimensional black hole.

The case of null deformation of SL(2, R) has attracted most of our attention, because of
its brane interpretation and the underlying decoupling limit. We have reached a modular-
invariant partition function for the purely bosonic case, and extended the whole set up to
the supersymmetric background. We have in particular shown that the physical spin fields,
which give the space-time supercharges, are modified asymmetrically by the background,
and are restricted by the same projection as in the absence of any deformation. The
locality condition for this charges with respect to the string states, however, gives an extra
quantization condition, on the deformation parameter. Therefore, as a superconformal
worldsheet theory, the line of deformation is continuous, but space-time supersymmetry
further selects a discrete subset of deformation points. We observe that, at least for k
large, these special points are such that the O(2,2,R) transformations of eq. (2.26) that
give the null-deformed model belong to O(2,2,7), i.e. become a discrete line of dualities.

The decoupling limit of the D1/D5-brane configuration that we have presented here,
calls for further holography investigation. In the present paper, the analysis of the holo-
graphic picture of this gravitational background has been very superficial: it provides a
natural infra-red regularization of little string theory, by imposing an upper bound on
the string coupling constant, without changing the asymptotic ultraviolet geometry. More
work is needed to understand it.

There are many other issues that remain open, as for example:

e Study in more detail other realizations of the worldsheet supersymmetry that do not
involve the orbifold of the four-torus.

e Give a complete picture of the AdS3 x S? landscape by means of a systematic analy-
sis of other supersymmetry-preserving marginal deformations e.g. cosets or limiting
gravitational-wave backgrounds.

e Interpret these backgrounds in terms of brane set-ups.

e Put holography at work; the explicit calculation of correlation functions in the de-
formed theory seems at first sight rather difficult, and needs further investigation.

Finally it is worth stressing that connecting the near-horizon geometry of NS5/F1-
branes (SL(2,R) x SU(2) x U(1)%) with the near-horizon limit for the NS5-branes alone
RV x U(1)g x SU(2) x U(1)*) is a step towards the search of an exact CFT description
of a background which is SL(2,R) in some region of space-time and asymptotically flat in
another one.
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A. The SL(2,R) WZW model: a reminder

We collect in this appendix some well-known facts about the SL(2,R) WZW model, within a
consistent set of conventions. The commutation relations for the generators of the SL(2,R)

algebra are
(TN ==, (A =, [T =g (A.1)

The sign in the first relation is the only difference with respect to the SU(2). Introducing
JE=iJ' 2,

yields'®
[J3, %] = £J* [JT,J7] =277, (A.3)

which are also valid for SU(2). This is the s¢(2) algebra. Its representations are the same
for both SL(2,R) and SU(2); only their unitarity properties are different (see e.g. [66]).
The quadratic Casimir for SL(2,R) is defined as:

Cy= (I + (12 = (J*)? = —% (JrI™ 4+ 7T = (%), (A4)

and its eigenvalues parametrized by'” Co = j(1 — j).

Irreducible representations of the above algebra are essentially of two kinds: discrete
DT (j) or continuous principal Cp(b,a) and continuous supplementary Cs(j,a). The dis-
crete ones have highest (D™) or lowest (D) weight, whereas the continuous ones do not.

1718

The spin j of the discrete representations is rea and their states are labelled by [jm),

m = Fj,Fj F1,Fj F2,... For the principal continuous ones, j = % +1b, b > 0, and the

magnetic number is m =a,a +1,a +2,..., —% <a< %, a,b € R; for the supplementary
continuous ones, 0 < j < % and —% <a< %, with the constraint ‘j— %‘ < %— |al,

a,j € R. These representations are unitary and infinite-dimensional; D*(j) become finite-
dimensional when j is a negative integer or half-integer, and are non-unitary for any nega-
tive j. Notice finally that the quadratic Casimir Cs is positive for both continuous series;
for the discrete ones it is positive or negative when 0 < j < 1 or 1 < j, respectively.

16In some conventions J* = J' +iJ?, as for SU(2).

" There is an arbitrariness in the sign of C2, as well as on that of j. The ones we consider here are the
most popular in the community. However, the most efficient are the opposite ones both for C and j, since
they allow for a unified presentation of SU(2) and SL(2, R) representations.

1811 order to avoid closed time-like curves, we are considering the universal covering of SL(2,R). There-
fore, j is not quantized.
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The three-dimensional anti-de Sitter space is the universal covering of the SL(2,R)
group manifold. The latter can be embedded in Minkowski space with signature

(—,+,+,—) and coordinates (2°,z', 22 2%) — we set the radius to one:

0 2 .1 3
T +xxr +x
9:< 1_ .3 .0 2)' (A.5)

r —Tr T —

The Poincaré patch introduced in the Gauss decomposition, (u,xi) € R3 covers

exactly once the SL(2,R). Comparing egs. (2.19) and (A.5) yields

1 + + .=
I x1ix3:l’_7 R S
U U
The metric and antisymmetric tensor read:
du? + detde~ du A dx™ A dz~
ds? = +—2 , H=dB= . . (A.7)
U U

The isometry group of the SL(2, R) group manifold is generated by left or right actions
on g: g — hg or g — gh Vh € SL(2,R). From the four-dimensional point of view, it is
generated by the Lorentz boosts or rotations Cuy = i (240 — 2304) With z, = nga’. We
list here explicitly the six generators in the Poincaré coordinates, as well as the action they

correspond to:

1 Sz 1 _ u? _Agl
L1=5@32—{01):—2(71&%4—5(@ )2—1)8—78+>, g—e 27 g,

1 1 _ Ay
L2 = —§(<02—C31> = —1 <—U8U+ZC 8_>, g—e 2 3g

2
1 Sz 1 _ u? Ao
Ls = §(C03—C12)=Z<?u8u+§((x )2+1)8—78+), g—>e3 ‘g,
1 ) x+ 1 u2 N
Ri= 5 (o +Gao) =i <7u3u +3 ((z*)*=1) 0, — 75—> . pg— g3,
1 1
Ry = 5 (C31 — C(]Q) = —1 (§Uau + x+8+> , g— ge_%a3
1 + 1 2 .
Ry = 5 (Cos + C12) = —i (%uau +3 (%) +1) 04 — %(l) . g geiz®

Both sets satisfy the algebra (A.1). Notice also that in terms of Euler angles defined by

g= ei(t+¢)02/267“01ei(t*¢>)02/2 , (A8)

L3 and Rj3 simplify considerably:
L3+ Rg = —i0;, L3 — R3 = —i0y; (A.9)

these generate time translations and rotations around the center.
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We will now focus on the WZW model on SL(2,R). The above isometries turn into
symmetries of the action displayed in eq. (2.18), leading thereby to conserved currents. In
writing eq. (2.20), we have chosen a gauge for the B field:

1
— + -

The two-form is not invariant under R; 3 and L; 3, and the action (2.20) leads correspond-
ingly to boundary terms which must be properly taken into account in order to reach the
conserved currents. The latter can be put in an improved-Noether form, in which they
have only holomorphic (for L;’s) or anti-holomorphic (for R;’s) components. These are
called J%(2) and J7(2) respectively. Their expressions are the following:

k k
JH2) £ J3(z2) = —8—Tr (o' Fic*) gy, J%(2) = —8—TT0389971 ,
T T
_ _ k _ _ L _
JYUZ) £ T3 (%) = o T (o' £io?) g 'dg, J2(z) = —g’I‘rJ?’g_l@g.
These yield in Poincaré coordinates:
k Ox™ k
1 3 _ _ v -
J+J = P~ 47TJ (A.11)
k +
JL— = <2x@ — 0z~ + (:c)28i2> (A.12)
a7 U U
k +
gk (Ou 0T (A.13)
47 \ u u?
- k Ox~ k -
1 3 _ _r
J+J = 1 a2 4_7TJ ) (A.14)
- - k ou - ox~
1 3 _ + + +12
B L - e Al
J—=J 47r< x u+8:c (™) u2> (A.15)
k [ Ou oz~
2 _ K [fou +
J _47r<u +x u2>’ (A.16)

where J and J are the null currents introduced in eq. (2.21).

At the quantum level, these currents, when properly normalized, satisfy the following
SL(2,R)L, x SL(2,R)g OPA:*

P 0) ~ oy
Ji

J3(2)JE(0) ~ *—, (A.17)
3

7o~ 2L

and similarly for the right movers. Equivalently on the modes of these currents generate
the affine Lie algebra:

[Jg, ng] = _gn(sm,fn 5

19Tn some conventions the level is © = —k. This allows to unify commutation relations for the affine
SL(2,R), and SU(2), algebras. Unitarity demands x < —2 for the former and 0 < z with integer x for the
latter.
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[Jg,J%] = iJf—i—m?

[JEJn] =203, — kndp, —n .
The Virasoro algebra generators of the conformal field theory are built out of these
currents:

— _—1 1 + 7= -7+ 3\2 - —+ — — + 3 3

Lo=1—513 (Jodo + o Jg) + (Jo)" + Z (JE o + I di 4+ 202,05
m=1
1 o0

- — + g gt 313

In = 5= 2 U+ T T 2T

The central charge is ¢ =3+ 6/(k — 2).

Lowest-weight representation of this CF'T can be constructed by using the standard
rule: start with a set of primary states annihilated by the operators J¢ with n > 1; these
ground states fall into representations of the global algebra generated by the zero modes
JSE 3 The module is then constructed by acting with the creation operators J, (n > 1).

Because the metric of the algebra is indefinite, the representations of the affine algebra
will contain negative norm states, and the CFT is not unitary. However, by using the Vi-
rasoro constraints it is possible to construct a unitary string theory containing the SL(2, R)
CF'T. Since the level 0 generators commute with the Virasoro algebra, the spectrum of the
string theory must be constructed out of unitary representations of SL(2,R). The unitary
representations relevant here are: the discrete representations D¥(j) with j > 0 and the
principal continuous representations Cp(b, a). The second step in the proof of the unitarity
of the spectrum is to show that the negative norm states obtained with the creation opera-
tors are removed at each level by the Virasoro constraints. For the discrete representations,
this is true only if the spin of the allowed representations is bounded: 0 < j < k/2. This
is not consistent with the general structure of string theory ; in fact assuming that the in-
ternal CF'T contributes positively to Lg, this restriction on the spin puts an absolute upper
bound on the level of string excitations: N < 1+k/4. The case of continous representations
is worse: the only allowed states are tachyons.

From the representations given above, it is possible to construct new ones by acting
with an automorphism of the affine algebra called spectral flow (w € Z):

- k
I =J3 - S 6n.0 s
jni = JT:Ltiw .

This solves the above consistency problem. The eigenvalues of the states are then shifted

according to:
k -

m=m— -w, m=m —

o |

w,

and the Virasoro generators as:

~ k -~ k
L,=1L,+ wJS’ — Zw25n’0 =L, + wJS’ + Zw25n’0 .
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The flowed representations obtained from the lowest-weight representations constructed
above are generically not bounded from below ; after imposing the Virasoro constraints,
one can show that the physical spectrum of the string theory still contains only positive
norm states.

B. Free-boson conformal blocks

The generic conformal blocks for a free compactified boson are the U(1) characters,

w R 7TR2 2
C[] R?*) = — exp —— |wr — pl?, B.1
) = Eow-T s B.1)
where R is the compactification radius (imaginary for a time-like boson), and w, p need
not be integers.

The partition function for an ordinary, free compactified boson reads (in the lagrangian

representation ):
Fl 1(R) 1 [w] 9
Z R = ’ — = — R . B.2
R R I (G (8.
Notice that for (w,u) € R? in (B.1), a modular-invariant combination is provided by
2R) = = [ dwdy R%H (R?) (B.3)
nn Jr2 2
R (B.4)

NEYUN

which is the partition function of a decompactified free boson (the measure dw du R? ensures
the correct scaling of with R).

Bosons can also be twisted or shifted. This corresponds to ordinary or freely acting
orbifolds. We will first focus on Zy shifts, whose spectra are also captured in eq. (B.1).
The shifted-partition-function sectors read in this case:

h _Fl,l[g](R) 1 w+ h/N 9
Z[g](R)—T—n—nm%ZC[erg/N}(R), h,ge{0,...,N—1}, (B.5)

and satisfy the periodicity conditions

Zm (R) zz[hJ;N] (R)zz[ng} (R). (B.6)

The basic properties of the quantities introduced so far are summarized as follows:
Pl gﬂ (R?) — g[ o ] (R).
H M=
1 w I
—= R? R?
o2 ) - e | ),

T

w
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and
_hzo [ ] _z (%) (B.7)

Notice finally that the duality symmetry of the partition function (B.2), namely Z(R) =
Z (R_l), does not survive the Zpy shift. This becomes clear in the following identity,
obtained by double Poisson resummation:

Z obn]

m,weZ

TS (R [y] (7).

Y,NEZL

As a consequence, the two limits (R — 0 or oo) of (B.5) are distinct:

h n = =
2" (r) — R/ for h =g =0, (B.9)
g R—00 0 otherwise,,
whereas " )
Z R)— ——— Vh,g, B.10
M( Uy (B.10)

up to exponentially suppressed terms.2’

We now consider Zy twists of a two-torus, for N < 4. The corresponding sums read:

9h/N1  Too(T,U)
Z = —"— - f h == == 0
salogi] = o e nmes0,
0 A
=4 I sin® (. 9) otherwise, (B.11)
g [I+2h/N 2 N
‘ [172g/N] (0‘7)‘

where T, U are the usual T?-compactification moduli. Here A(h,g) is an integer which is
correlated to the number of fixed points of the torus, depending of the twisted sector under
consideration. In the case of a T, the Zy twists give rise to twisted sectors which are the
square of the those given in eq. (B.11). The T?/Zy twisted partition function reads:

N-1
1 2h/N
Zbwisted p oy — § 7 . B.12
TQ/Z ( ) ) Nhg:O 2,2 2g/N ( )

Shifts and twists can be combined. We will consider here two cases, which happen to
play a role in the analysis of the SL(2,R) and of its cosets. The first is a Zy orbifold of
a compact boson of radius R times a two-torus. The Zy acts as a twist on the 72 and
as a shift on the orthogonal S!. The order of the orbifold is restricted to N < 4 by the
symmetries of the lattice of the two-torus. The partition function for this model reads:

- h
2o — 1 szl Fl,l[g] (R) Zos 2h/N
YN “29/N

2OWhen h /N and g/N become continuous variables, é-functions appear, which must be carefully normal-
ized.
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iFLl(R) F272(T, U) I

N URTH
1 A 2nroh? /N2 N
+— > 4sin’x (h,g) e - g[w+h/ }(32). (B.13)
ht—g m + g/N
(h,g)#(0,0) ’01 N |7_ m,weZ

Similarly, we can consider a Zy x Zy orbifold of four free bosons. The first Zy acts
as a shift on a compact boson of radius R; and as a twist on a 7'2; the second Zy acts as a
shift on the compact boson of radius Ry and similarly on another compact boson of radius
Ry. The partition function now reads:

N-1
15 Z [gl 92](R1)F11[ 2] (Ry) 2 [2h1/N}

2 2g1/N

ZZN XZN =

h1791 0 h2,92=0 i

1 Fl,l(Rl)Fl,l(R2)F2,2(T, U)
- N2 ninl
1 L (R) T (Re) 2hi/N
+- Z [ i Z 2[ 1/ ] +
0?02 291 /N

(h1,91)7#(0,0)

1
tNE D

(h2,92)#(0,0)

IN [:Zﬂ (R1)T11 [Z;] (R2)Loo(T,U)
14 +
nmn

e27r7'2 h% /N?

11 A
+W__ Z Z 4sin’ 7 (hjl\;gl) 5 X
T (h1,9%(0.0) (h2,92)£0,0 o (Bl |
wl+(h1—h2)/N:| 9 |:QU2—|—h2/N:| 9
« R R2). (B.14
2 C[mlﬂgl—gz)ﬂv () Loy 1 goyv) ) (B14)

my,w1,m2,w2E€Z

Models based on freely acting orbifolds exhibit rich decompactification properties [67,
68, 69], which are due to the breaking of the duality symmetries. There are two limits of
interest?! here:

]. Rl t ted
7 — 7 zywered(m B.1
ENXEN g0 Ryl <N> iz (T U) (B-15)
and
27 5%, i —— 7y, (R, T,U) (B.16)
N NR HOON\/T—Q'I’] N

obtained by using the above equations. In the first limit the two circles decouple from the
T2, and the only reminiscence of the second Z y shift is the rescaling R;/N. In the second
limit, only the decompactifying circle decouples.

C. Derivation of the spectrum

C.1 The spectrum of SL(2,R)

In this appendix we solve for the constraints s; and so to obtain the spectrum of SL(2,R),
following the lines of [14] and [18]. The total exponential factor in (3.6) after expanding

21Similarly, for R; — 0 or oo, we obtain respectively (B.15) or (B.16), with Ry « Ra.

— 49 —



the 191 function and integrating to is
exp{ —mrok(wy + s1)(w— — 2ty + s1) — 2irmn(ws + s1) +

1
+ 2iTnsy — 47T7'2m + 27798t — 2wy (@ + G+ 1) 81 +

+ 2imT (@ — q) 51 — 2im (¢ — @) S2 — 27T (N-l—N)—i—Ziﬂ'Tl (N—N)},

where ¢ is the number of J <o Mminus J,_, operators acting on the ground state, and
similarly for g. The integration over sy gives simply the constraint: ¢ — ¢ = n. The
remaining integration over s; reads:

1
/ ds1exp {—2m7as1 (k(w —t1) + g+ G+ 1) — (k — 2)77asi} .
0
As in [18], we introduce an auxiliary variable s in order to integrate the constraint:

exp{ 21981 (k(w —t1) +q+q+1) — (k—Q)T['TgSl} =

+o0o
=24/ _2/ ds exp{ 47TT2k —27r72(2is+q+(j—|—1+k‘(w—t1))sl}.

We would like to emphasize that s is not just an auxiliary variable but stands for the

momentum of the Liouville field coupled to the other degrees of freedom of the theory. At
this stage, the interpretation of the partition function is clear in the free-field representation
(see section 3.2). In this case, the BRST constraint relates the Liouville momentum, the
oscillator number and the lattice of the light-cone coordinates. The integration over si
gives finally

e—47r72 ;_22 1 o~ 2772 (2is+q++1+k(w—11))
Tk —2) [2is+q+q+1+k(w—t1) 2is+q+q+1+k(w—1t)

We complete the square in the second term by shifting the integration contour of s in the

complex plane: s — s —i(k—2)/2. We thus pick up residues corresponding to the discrete
representations, for
g+ q+ 1+ k(w—1ty)

Ims =
ms 2

These poles are located in the strip
—(k—2)<q+q+1+k(w—t) <0,
and correspond to the states of the discrete spectrum, obeying the constraint
m+m=2j+q+q§=—k(w—t).

Hence, we obtain the discrete representations in the correct range given in [13]:

L k-1
5 =7 2

We note here that due to the continuous shift ¢; the spin is not quantized by the constraint.
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Putting all factors together, we obtain the following weights for the discrete spectrum:

(i1 k
LOZ_M‘FUM_ <—7’7’L——UJ+>+N,

k—2 4
T ](]_1) =~ k N7
Ly = = +w+< m— Wy +N.

The remaining part of the partition function reads:

Z/ds

w, W

1 o 2m72(q++k(w—t1+1/2))

2is+q+q+1+k(w—t) 2is+q+qg—1+k(w—t;+1)

X

2
xexp{—27T7‘2 <2k8—2 + kw,. (w—tl — w2_+> +N+N—2> —|—2z’7r7‘1(N—N—nw+)}.

In order to identify the continuous part of the spectrum, we note that the exponent of the
second term, namely

2
s k k _
—27Ty <2k—2 +2(wy +1) <k(w—t1)—§—z(w++1)> +N+q+N+q—2> ,
can be seen as the spectral flow by one unit of the w4 sector of the theory: wy — wy +1,
m—m—k/2, m —m-—£k/2, N— N+q, N — N+ ¢ We can then combine the first
term from the w,y sector and the second term from the flowed w; — 1 sector to obtain:

1 1
d — X
Z/ § [Qis—l—q-#-q—i—l—i-k(w—tl) 2is+q+q—1+k(w—t1)]

w, W4

2
xexp{—ZﬁTg <k8_2+kw+ (w—tl—w2—+)+N+N—2>+2i7r7'1(N—N—nw+)}.

The second line represents the density of long-string states, and gives a divergence while
summing over ¢. By regularizing the sum as explained in [14],

<1 d
¢ — loge — —1ogT(A
;A—Fre oge — T logT(4),

we obtain the density of states of the continuous spectrum:

1 1 d, T(3—is—m)L(5—is+m)
=1 ——1 —.
ps) 7T0g6+471'id8 OgF(%—i—is—ﬁz)F(%—i—is—{—m)

The weights of the continuous spectrum are

52+ 1/4 ok
LOZ ﬁ—i_er <—m—1w+>+N,
_ 52+1/4 -k =
Lozikl_2 +w+<—m—zw+>+N,

with m + m = —k(w — t1) and m — m = n. Therefore we have identified both types of
representations, including the sectors obtained by spectral flow.
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C.2 The spectrum of the null-deformed SL(2,R)

We now derive the first-order spectrum of the null-deformed SL(2,R) theory, whose par-
tition function is given in (5.30).We expand, as previously, all oscillator terms and obtain
the overall exponential factor

24+1/4
exp { — 2 makwy (w —ty —wy /2) — 47”_2516—1—72/ — 2iTT nwy
. _ . Jak —2 _
+ 2imsa(n — g+ q) — 27Ty (21 — s+q—|—q+1+akz(w—t1)> 51},
where
M?+1
o = W .
After integrating over s; we are left with
exp { —4mTe 2 k+1/4}

2nmy (2078 +q+a+ 1+ ak(w — 1))
exp{—27r7'2 (25 +1/4 —i—22\/ak 2s—|—q—i—q—|— 1+ ak(w —t1)>}
2717'2<2u/ 2s+q+q+ 1+ ak(w —t1)>

As previously, we complete the square in the second term by shifting the Liouville momen-

tum:

s—>s—§-\/(ak—2)(k—2).

The poles corresponding to the discrete representations are now

Im(s) = [q+q+ 1+ ak(w—t1)];

N | =

ak — 2

they are located in the strip:

—(0k—=2)(k—2) < q+q+1+ak(w—1t,) <0.

The deformed discrete spectrum, for « =1+ ¢, ¢ < 1, reads:

Ly = —j(,f%;)—m <m+%(m+ﬁz)> §(1+e)w++N+
+52((1k__25)) <m+ﬁz+ 2 2)(1 - 2j)> :
Lo = j(kj__;) +<ﬁz+%(m+ﬁz)) —%(1+6)w++N+
52((1k__2§)) (m—i—fn—i— Q(kk_2)(1—2j)). (1)

,52,



The last terms of both equations are due to the displacement of the poles corresponding to
the discrete representations. By using the parameterization considered in the supersym-
metric model, ak = p?(k — 2) + 2, the expressions are simpler: the poles of the discrete
representations are now located at

Tm(s) = % [a+a+1+ 2+ (k—2)p?) (w—t1)],

inside the strip
—p(k—2) <q+q+1+ 2+ (k—2)p%) (w—t1) <0.
If we define, by analogy with the undeformed theory:
2Im(s) =1-—2j,

we find the discrete spectrum:

i(G—1 , 1— . Yk —2)+2
LOZ_M_W—I— <J+Q+Tp(1—2j)>—uwi+N,

k—2 4
_ i(j—1 _ 1— , 2(k—2)+2 _
Loz—j(]j_2) —w, <]+Q+Tp(1—2j)> —]%wi—kN.

For the continuous spectrum, we use the spectral flow as in the undeformed case:

) 1
_ X

2+1/4 k . _
exp {—271'72 (2% —wiak(w —ty) — %wi + N + N) +2irT (N — N —nwy) ;.

This gives the deformed continuous spectrum at first order:

2+1/4 - k
Loz%—w+<m+%(m+m))+Z(1+s)wi+N,
_ 2+1/4 - - k -
LO:%—er(er%(erm))+Z(1+e)wi+N,
with the density of long-string states:
D (L—i(14 5k ) s —m— mEme
1 d 2 2(k—2) 2
p(s):—loge—i-rd— g — X
Bds 7 (L i (14 gty ) s — i — 2hoie)
XI‘(%—Z(l—i—Q(Ifo))s—i-Th—Fm;rme)
F(§+z‘(1+2(,f 2))s+fn+m;’ﬁe)



D. Theta functions

We recall here the basic properties of Jacobi functions. Our conventions are
[ :| U|7’ ZemT p+35 +27ri(v+%)(p+%)
PEZL

a,b € R, so that

We also recall that

V1(v|T) = —2q1/8 sin v H (1 e2imv m) (1—q¢™) (1 e—2i7rvqm) 7

m=1
7)=q¢" [J1-¢™
m=1

and
V) = =213 = —mda¥zly,

where the prime stands for d,|,—o. Notice that
2

|91 (a7 + b|7)|* = o2mm2a’

I

79[1—1—2(1

o) OF

which leads in particular to the following;:

lﬁ ﬁ ! ;Zﬂ (oml _ N

hr —
o)

Finally, the Riemann identity?? reads:

1
1 a+ h;

- § o a+b+#ab,l9 9

Zabzo( H 0 H [bw] i) =

(D.5)

(B ().

J=1

where the parameter = 0 or 1, and Zj hj = Zj gj = 0.
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1. Introduction

A systematic theory of rational conformal field theories has been established. It includes
modular transformation properties of characters, the construction of modular invariant
partition functions, and, for example, a fairly systematic analysis of boundary conditions
consistent with the chiral algebra. The general theory has proven extremely useful in con-
structing (supersymmetric) string theory compactifications [1] and their D-branes (apart
from having applications in two-dimensional physical systems at criticality).

A similarly systematic study of non-rational conformal field theories is lacking. Recent
progress in the SL(2,C)/SU(2) conformal field theory (see e.g. [2]) as well as in Liouville
theory (see e.g. [3, 4]) and the SL(2,R)/U(1) conformal field theory indicates that such
a theory is in reach. It would seem imperative then to analyze the features of simple
non-rational conformal field theories that have proven instrumental in the theory of their
rational cousins. One such feature is the modular transformation properties of the chiral
characters of the conformal field theory. We study these transformation properties for the
SL(2,R)/ U(1) conformal field theory in this paper. The SL(2,R)/ U(1) conformal field the-
ory is perhaps the algebraically simplest of non-trivial non-rational conformal field theories,
and it has importance as providing a black hole background in string theory [5]-[10].

In a larger framework, it is clear that a better understanding of non-rational conformal
field theories should lead to a firmer grip on non-trivially curved non-compact string theory



vacua, and therefore to a better understanding of the stringy theory of quantum gravity.
Particular examples directly related to our paper include cosmological backgrounds and
NS5-brane holography. Let us proceed then to lay bare some of the basic properties of a
simple non-rational conformal field theory to make a small step in this direction.

We will restrict our computations to the case where the parent SL(2,R) conformal field
theory is at integer level k. But our results are extendable at least to the case of generic
rational k. Although the WZW SL(2,R) model (and hence the SL(2,R)/ U(1) coset) is well
defined for any real k, there are some settings were the case of integer k is singled out. In
string theory the occurrence of integer level k appears in the context of double scaled little
string theory, where it is the number of NS5-branes in the string background. A possible
second instance where integer level k values are special is suggested by the embedding
of SL(2,R)/U(1) into non-minimal N = 2 algebras [11]. The N = 2 Landau-Ginzburg
models with superpotentials given by the classified 14 singular polynomials of modality
one [12], flow in the infrared to N = 2 superconformal field theories with ¢ = 3k/ — 2, with
integer k [11]. An algebraic description of these models in terms of modular invariants
of non-minimal N = 2 theories would be a non-rational extension of the well-established
equivalence [13] between N = 2 LG theories with superpotentials given by the ADE series of
singular polynomials with modality 0 and the ADE modular invariants of minimal N = 2.

In section 2, we will define the extended characters of the SL(2,R)/U(1) conformal
field theory. We show in section 3 that the modular transformation properties of the con-
tinuous extended characters are derived with elementary means. The strategy we follow
for the discrete characters is explained in section 4. In section 5 we remind the reader of
the connection between the coset characters and characters for the N = 2 superconformal
algebra. We will then put to use some known modular properties of the N = 2 supercon-
formal algebra to derive the modular transformation properties of the extended discrete
SL(2,R)/ U(1) coset characters. We thus construct the modular S- and T-matrices for this
simple non-rational conformal field theory and we derive general lessons from this example
in the concluding section.

2. The extended characters

In this section we define the extended characters for the bosonic coset SL(2,R)/U(1). A
motivation for defining extended characters is that the regular characters yield a continu-
ous spectrum of U(1) charges under modular transformations and this problem is avoided
for the extended characters.! We restrict to discrete and continuous representations of the
parent SL(2,R) conformal field theory [14]. These include all normalizable (i.e. quadrat-
ically integrable) wavefunctions on the group manifold. We introduce the coset central
charge:

3k 6
Ccs—m—].—2+m, (21)

corresponding to a parent SL(2,R) algebra at level k.

!The charges of the coset are defined with respect to the U(1) global symmetry that remains after
gauging the local U(1).



Continuous representations. We label continuous representations of SL(2,R) by their
Casimir —j(j — 1) determined by j = %—i— is (where s € RT) and their parity a €
{0, %} The characters of the coset can be obtained by expanding the SL(2,R) charac-
ters Xj—1/24is,a(q, 2) into terms with definite U(1) charge o+ r (r € Z), and expressing
each such term as a character of a (time-like) U(1) boson times a character of the coset.?
This yields

~ Lo—(ces+1)/24 _J3
Xj:l/2+is,a(q7z) = Trq 0= (Ceat1)/ z"0

82 b
grp(r) 0y 2
TEZ
= Z Za+r<T+a (T) 5‘1/2+is,a+r (T) ) (22)
reZ

with ¢ = €>™ and 7(1) = ¢"/?* [0, (1 — ¢"). The U(1) and the coset characters are:

_(r+a)? _
Crra(m) =g & n(r)7!

A2 tis.ate(T) = Trglomces/24

s2 (oz+'r)2

=n(r)Pqr2q F . (2.3)

It turns out to be natural to define new, extended characters (in the spirit of [21, 22])
that correspond to traces over direct sums of irreducible modules. In particular, for a
given continuous representation, we define the extended characters by summing over all
the coset modules whose U(1) charges differ by multiples of k.> While the coset characters
5\1 /2+is,a+r(T) transform in a complicated fashion under modular transformations, the ex-
tended characters have nice modular transformation properties, as we will see in the next

sections.

We define the extended characters for the continuous representations as follows:

Al/?—l—is,a—‘,—r(T) = 25\1/2+i5,a+7"+kn(7—)
neZ

2 (atrtkn)?
=S 0 g
nez

52
= 77(7—)_2qm@2(a+r),k(7_70) (24)

2There are several methods to obtain the coset characters. The method decribed here is used in [15]
(see also [16]). By embedding the parafermionic algebra into an N = 2 algebra, a similar decomposition of
the N = 2 characters into coset and U(1) characters was obtained in [17]. We make use of this method in
section 5. In [18] the characters were obtained by counting the multiplicities of the Hilbert space induced
from SL(2,R) and in [19] by applying Felder’s method to a Feigin-Fuchs representation of the parafermionic
algebra. The coset characters have also been discussed in [20].

3This is reminiscent of similar techniques used for compact bosons at rational radius squared, and for
characters of the N = 2 superconformal algebra.



where the classical theta functions ©,, x(7,v) at level k are defined as:*

Om k(T,7) Z ¢ with z = 2™ (2.5)
PEZ+57

Note that for a given s, there are 2k distinct extended continuous characters (labeled by
a=0,1/2and r=0,1...,k—1).

Discrete representations. We consider now discrete lowest weight representations® of
SL(2,R) labeled by 25 € Z. Only the representations with 0 < j < % give unitary
representations in the coset theory.® The U(1) charges are j+r (r € Z) The decomposition
of the SL(2,R) discrete character x;(q, z) yields (see [15] for details):

X;(,2) = Trghom(cest/24 205
G-5H%
q_ Jk—2-2 2]7%

I1(7,v)
=) (1) Aje(7) (2.6)

rez

where?

wl>—‘
»l“

N = 2h [T0 -0 =g -aa. (2.7)

The coset characters are:

G- G4n?

Nio(T) =n(r) g F2 g & Su(7), (2.8)

where the function S, (7) for integer r is given by:

oo

Sp(r) = Z(_l)sq%s(erZrJrl) ) (2.9)

s=0
For the discrete representations we similarly define extended characters:

T) = Z Ajntr(T)

neL

_ _(j7%>2 (j+'r+kn)2
=n(m) ¢ 2 Y gk Seka(T). (2.10)
ne”L

We now turn to analyzing the modular transformation properties of these extended char-
acters, which will occupy us for most of the rest of the paper.

4For rational k, k = p/q, we would introduce theta functions at level pg and sum over chiral momentum
sectors that differ by p units. This is as in the case of a chiral boson at rational radius squared.

5The discrete representations of SL(2,R) are actually either highest weight or lowest weight, but both
give the same modules for the coset theory.

5This restriction is further constrained to % <j< % in the full conformal field theory [23, 14, 24].

" Both the expression for the discrete SL(2, R) characters in the second line of (2.6) and the decomposition

into coset characters in the third line are valid only for |¢| < |2]| < 1.



3. Modular transformation of extended continuous characters

The continuous extended characters in eq. (2.4) are the product of three factors, each
having good modular properties. For T-transformations (7 — 7+ 1), we use the formulas

n(r+1) = 6%77(7')
i7rm2
Omi(T +1,v) = e 2 O i(T,v) (3.1)

to show that the following T-transformation holds:

. 2 2
A omi| 25— L (atr)® A
A1/2+i5704+7”(7— + 1) =€ (k_Q 12) 627” k A1/2+is,a+r(7—) : (32)

Under S-transformations (7 — —1/7), using the identities:

T

.2 - “+00 2 .
_ 27i _s —2’[,7' .8 _ 4miss
e T k—2 — d5/627m7—k—2 e k—2
k-2 )
. . ) ,

1(-2) = in o)

m/€Zoy,
we find that
A1/2+i5,a+r <_1> = 2z /+OO ds’ cos <47T—SS,> %
T \/m 0 k—2
x 3 RO (). (34)

20/ +2r' €75y,

Note that whatever the value of « is, the 2k characters with both o’ = 0,1/2 appear in
the righthand side of (3.4), with all the possible values of the continuous parameter s’.

We have thus derived the modular transformation properties of the extended contin-
uous coset characters. It is clear that the continuous representations transform among
themselves under modular T- and S-transformations. We can thus imagine building mod-
ular invariants using continuous representations only.

We can check, using the properties of the continuous and discrete Fourier transform
that this part of the S-matrix squares to the charge conjugation matrix. Charge conju-
gation® is implemented for continuous representations by simply changing the sign of the
U(1) charge associated to the coset character i.e. a + 7 — —(a+ 7).

We now turn to deriving the modular transformation properties for the extended dis-
crete characters, which are less straightforward to compute.

8 Although we haven’t explicitly introduced a variable keeping track of the U(1) charge in our computa-
tion, it can easily be done.



4. Modular transformations of extended discrete coset characters: strat-
egy

For the extended discrete coset characters, it is still possible to derive the transformation
under the modular T-transformation 7 — 7 4+ 1 in one step:

. 2 .
2wi(_%_ Ly (G+r)?

Aj(t+1)=e 12) 2T A (1), (4.1)

where again we notice diagonality despite the sum over primaries with differing conformal
weight.

To derive the transformation properties of the extended discrete coset characters un-
der a modular S-transformation 7 — —%, we will follow a more involved strategy. The
idea underlying the computation is to embed the coset model into a model with a larger
symmetry, to derive the transformation properties for the more symmetrical model, then
to extract the modular transformation properties of the original extended coset characters.
Recall that the modular properties of the string functions, i.e. of the characters of the com-
pact and rational SU(2)/ U(1) coset, are straightforwardly derived from the corresponding
transformation properties of the SU(2) parent Wess-Zumino-Witten conformal field theory
(which has a larger symmetry) after decomposing the SU(2) WZW model with respect to
a U(1) subgroup.

We choose to embed our model as a sub-sector of an N = 2 superconformal field
theory. It is well known [11] that the SL(2,R)/U(1) operators occur as building blocks
for the N = 2 superconformal algebra with ¢ > 3. We will add a free boson to the
coset model at the correct radius in order to enhance the symmetry of the theory to an
N = 2 superconformal algebra. We then employ the character decomposition of N = 2
characters in terms of the compact boson characters and the bosonic SL(2,R)/ U(1) coset
characters to link the modules of N = 2 to the desired coset modules. We then make use
of known [25, 26] modular transformation properties of (extended) N = 2 characters (and
of the compact boson characters) to derive the modular transformation properties of the
constituent discrete bosonic coset characters.

That is a sketch of the strategy we choose, but one can think of at least two equivalent
alternative strategies. The first would be to embed the coset into the original SL(2,R)
theory,? but we would have to be careful with the negative weights of the time-like U(1).°
The second would be to decompose directly the lemma we prove in appendix A in terms
of U(1) charges and apply this directly to the bosonic coset characters.

Our strategy has the advantage that as a by-product, we will find useful links between
extended N = 2 characters at ¢ > 3 and the characters of our non-compact non-rational
conformal field theory (which should be viewed as analogous to similar Gepner formulas [1]
in the compact, minimal N = 2 case). In other words, our method lays bare some of the
structure underlying computations in N = 2 models with ¢ > 3.

9This has been done implicitly in [16].
10Care should also be taken in order not to violate the restriction mentioned in footnote 7.



To implement our strategy, we first turn then to defining the relevant N = 2 characters
in the next section, then to decompose them in section 5, next to recall their modular
transformation properties in section 6. Finally, in section 7 we decompose these modular
transformation properties in terms of the constituent compact boson and coset character.

5. Embedding SL(2,R)/U(1) in N =2

The current and primaries of unitary N = 2, ¢ > 3 theories can by obtained from those of
a bosonic SL(2,R) model by taking out the timelike boson associated to the bosonization
of J? in SL(2,R), and introducing a spacelike boson to bosonize the N = 2 U(1) current.
We refer the reader to [11] for the details of this construction. It is shown there that the
continuous and discrete representations of SL(2,R) (with the unitarity bound 0 < j < k/2
in the discrete), give rise to all the unitary highest weight representations of the N = 2
algebra with ¢ > 3, which were obtained in [27] from the Kac determinant. For a given
j, there is an infinite number of N = 2 representations labeled by » € Z. The number r
is related to the eigenvalue m of J3 in SL(2,R) in a way to be indicated below for each
representation.

This construction allows to parameterize the quantum numbers of the N = 2 repre-
sentations (the conformal dimension h;, and U(1) charge @, of the highest weights) in
terms of SL(2,R) labels, and this will be very useful to make explicit the connection be-
tween N = 2 and SL(2,R)/U(1) characters. Moreover, as we will show below, the N = 2
spectral flow (which will play a central role in our construction) just amounts to a shift in
the quantum number r.

The relation between the characters of the N = 2 representations and the characters
of the coset is similar to the embedding of the coset into SL(2,R) considered in section 2.
Namely, the N = 2 characters can be expanded into terms with definite U(1) charge
Q = Qjr+n (n €Z). Then each term is the product of a U(1) character (generated by
the modes of the R-current J(z)) with highest weight

2
-2
N A

. 2
2C - 2k (Q],’V‘ + n) 9

times a coset character. We will work in the NS sector of the N = 2 algebra, which suffices
for our purposes.

Continuous representations. From a SL(2,R); continuous representation with param-
eters j = % + ts, @ we obtain the N = 2 representations

T3+ (a+r)?
k—2 ’

2(r + )

hir = k-2

Qjr = Qm = (5.1)
with 7 € Z. The SL(2,R) state which gives rise to each representation has J§ = m = r+a,
and we will use s, m to label the representations. There are no null states among the
descendents [28, 29], so the N = 2 character is obtained from the free action of the modes



L_p,J_pn,GE on the highest weight state. This yields

—n+1/2
0o _1 _1
1 n 1 n —1
che(s,m; 7,v) = Te qho=c/25%0 — q=e/2ghim .0n T (1+g¢ zlz)_( :Lr);; 2271
n=1 q
_ . U3(T, V)
_ /24 1/8 him Qm Y3\T»
= q =g g m I m 2 5.2
n(t)? (5:2)
where - -
n2
Is(rv) = [[( =g+ ¢ 2a) (1 +¢" 27 = Y gF e (5.3)
n=1 n=-—oo

Plugging the above identity into the character and using in the exponent of ¢ the identity

n_2 m? (n—m)? k-2 < 2m n>2
5 :

k—2 kT ok \r—2 " (5:4)

we find the decomposition of the N = 2 characters in terms of a U(1) boson and the coset
characters as:

— k=2 24
Chc(sa m;T, V) =n 1(7—) Z ZQm+nq 2 (Qmtn) /\1/2+is,n—m(7—) (55)
neZ

where 5\1 /2+is;n—m are the characters of the continuous coset representation. We now
consider the effect of applying the N = 2 spectral flow mapping [30] by w integer units:

h — h+wQ+§w2
Q—>Q+§w, (5.6)

to both expressions (5.2) and (5.5) of the continuous characters. We find:

q%wQ Z%u) Chc(S, m; T,V + WT) = ChC(S, m 4+ w; T, V)
. Us(r,v)
—c/24 1/8 hjmtw ,Qmtw 23\ Y] 5.7
q “*q%q z () (5.7)
. wk k=2 wk 24
— ,’7 1(7_) Z ZQm+ ) +qu 5k (Qm+ k—2 +7’Z) Al/QJ,»Zs,n*m(T) s (58)
neZ

w2

respectively, where in the second line we used V3(7,n + wr) = ¢~z z7*I3(7,n). Two
observations are in order. Firstly, we see explicitly that all the representations with fixed
Casimir labeled by j = 1/2 4+ is are mapped into each other under spectral flow. Secondly,
we notice that, in the last expression, eq. (5.8), summing over spectral flow sectors that
differ by k& — 2 units, corresponds to summing in the bosonic coset characters over sectors
that differ by k& units in the chiral momentum. We are thus led to introduce extended
N =2 characters as follows:

Che(s,m) = Z che(s,m+t(k —2);1,v)
teZ



52 2v \ Os3(7,v
= qkf2 @2m’k_2 <T, m) 3( ) (59)

n (1)
= ! o 2\ A 5.10
=1 (T) % n(k—2)+2m,k(k;2) T, m 1/2+is,;n—m ( : )
_ n k=20 1m24
= 1(7)ZZQm+ q 2k (@m+n) A1 jotism—m - (5.11)
ne”L

We get three equivalent expressions. Eq. (5.9) is obtained from summing (5.7) over the
spectral flowed sectors. Egs. (5.10)-(5.11) are obtained from two forms of summing (5.8).
These expressions show the intimate connection between extended N = 2 characters and
extended bosonic coset characters. Note that the quantum number 2m now lies in the set
2m € ZQ(k,Q).

Discrete representations. From a SL(2,R); discrete D;-r representation with 0 < j <
k/2, we obtain N = 2 representations with the following values of h;, and Q; .

—j(j— 1)+ (j +r)? 2(j +r

r=>0  hj,= ( ,2_2( ) sz%_; (5.12)
-G =1+ +r)? 1 2 +r

r<0  hy, = iU k>_2(7 )—r—§ Qj,rzigj_;—l. (5.13)

For 7 > 0 (r < 0), these states are built out of a J3 primary of SL(2,R) with J3 = m = j+r
(J8 =m =j+r+1). Note that the SL(2,R) state with m = j gives rise to two N = 2
representations, with r = 0, —1. These correspond to chiral and anti-chiral primaries
respectively, as follows from hjo = Q;0/2 in (5.12) and hj _; = —Q;—1/2 in (5.13).

Each representation has one non-degenerate null descendent at relative U(1) charge
+1 (=1) for r > 0 (r < 0) and level r + 1/2 (—r — 1/2) [28, 29].1! For r = 0, —1, the null
states are clearly GJ_rl/Q\hm) and G:1/2|hj,,1>, while for other values of r the null states
are more complicated (see [29] for explicit expressions for the first levels).

The characters for every r € Z are given by

chq(j,r;7,v) = Trghomc/24 7
_G=1/22 | G+n? 206+ 1 3(T,
— J—1/2)7 | () , Gtr — 3(T g) 7 (5.14)
1+ zq ron(r)
. 2 . 7‘2 47
R e o = NS S G L) B

1+ 2z lg 12— p(r)3

It is immediate to verify that also for these representations, the spectral flow by w units is
equivalent to a shift » — r 4+ w. Both expressions (5.14) and (5.15) hold for every r € Z,
but each form reflects the structure of the representation and the null states for a particular
sign of r. For r > 0 the form (5.14) shows that we have the quantum numbers (5.12) of
the primary state, and the factor (1 + 2q"/ 2+7)=1 gets rid of the null state. An analogous
statement holds for » < 0 and the form (5.15).

"Tn the cases j = 0,k/2 the structure of the descendents is more involved. Modular properties of the
extended N = 2 character built from the state j = m = 0, which is both N = 2 chiral and anti-chiral, have
been described in [26].



Another useful expression for the character is:

2j—1 52 2s
93(T, S2)k—2 gk—2 zk—2
cha(j,r;7,v) = s(r.v) (g72) 2 g7 2 (5.16)
n(t)3 14 2z¢*
where s = r + %
Using (5.3), we can expand (5.14) into
s 2 e
chq(j,m;71,v) = q U ) z2(f~fj+2)77 (r)~3 ZZ )Tz 7+8(%+r)' (5.17)
neZ s=0

By shifting n — n — s and using (5.4) with m = j + r, we obtain the decomposition

. 2
cha(Grimv) = (1) 30 g T () 0y (5.18)

where \j,_,(7) are the characters of the discrete coset representations given in (2.8).
Summing over k—2 units of spectral flow, we again obtain three alternative expressions
for the discrete extended N = 2 characters:

Cha(j,r) =Y cha(j,r +n(k — 2);7,v)

nez
_G=y2)? | Grtnk=2)? 20trtn(k=2))
- Z q k-2 -2 z k—2 ',_93(7-’ V) (5 19)
- 1/24r4+n(k—2 3 :
= 1+ zq!/2Hrn(k=2) n(7)
2v
= Z@ (k—2)42(j+7), k(k 2) <T, b— 2> /\jﬂ«,n(T) (5.20)
nez
2(j+r) k=2 (2(j+r) 2
-1 T)ZZ iatn, ow ( 2 +") Ajron(7), (5.21)
nez

and we have chosen the fundamental domain r > 0,7 € Zi_o. The form (5.19) can be
easily recast into (see (5.16))

2j—1 52 2s

9 S2)VE—2 gk—2 zk—2
Chq(j,r;7,v) = 3“’? > (¢z) g2z (5.22)
n(7) h 1+ 2¢°
SEr+147Z(k—2)

’193(7',1/) 1 ot D) 4 r! 1 25—-1 1
g _— k—2 I . s
n(r)3 k-2 2. k-2 k-2 22 k-2 277

' €Lk _o

where the function I(k,a,b;7,v) is defined in eq. (A.1).

Relation to [26]. In this subsection, we show the relation between our extended N = 2
characters with those introduced in [26]. We first recall that in [26], super-Liouville theory
was studied as an N = 2 superconformal theory with central charge ¢ = 3¢ = 3+ 392 with

= /2K /N where K and N are positive integers (with greatest common divisor equal to

— 10 —



one).'2 To link that study to ours, we identify the central charges of the respective N = 2
algebras. For integer level k, this leads to.!?

L3k, OK
k-2 N

K=1

N=Fk-2. (5.23)

The characters themselves are matched by identifying the quantum numbers as follows. Our
U(1) charge @, of the highest weight is @ in [26]. For the continuous characters (5.9) our

quantum numbers = and 2m € Zy(_y) correspond to p?/2 and j € Zong in eq.(2.25)
of [26] ("massive characters”). For the discrete characters, our quantum numbers (j,7)
correspond to (s/2,r) in [26]. The identity between our discrete extended character (5.19)

and eq.(2.19) of [26] ("massless characters”), can be seen by rewriting (5.19) as

2j—1
_ 2r41 k—2
ch Z{qu Vo)) (e 2ey) (b2 (e Ay ) )
',T _ . P 2(k—2 2(k—2 A S .
D T =n ‘ P 2

Several useful properties of the extended characters are listed in [26]. We now turn to the
next step in the program, which is to rederive their modular transformation properties.
Finally, we will use the decomposition formulas to dissect the modular transformation
rules.

6. The N = 2 modular transformations

The modular transformation S of the continuous extended N = 2 characters can be derived
using the same techniques as we employed for the extended continuous coset characters.
We define the formula for the (radial) momentum s in terms of the conformal dimension
and U(1) R-charge: s?/(k —2) = b/ — [(2m)? + 1/4](k — 2), where the U(1) charge is:
Q=2m/(k—2)=2(a+r)/(k—2). We then find [26]:

1 v 2 k2 4im /
. _ TS — —mm
Che <8,m,——,— = e’ k27 g e k-2 X

T T k—2
2m/€Z2(k,2)
oo 4 /
X / ds’ cos <l:882> Che(s',m';,v). (6.1)
0 _

To derive the modular transformation properties of the discrete extended N = 2 characters,
we will need a useful lemma given in appendix A.'* Using this lemma it is possible to
rederive the modular transformation properties as in [26]. We only use the restricted case

120nly in this subsection will N denote this positive number and does not refer to the number of super-
currents in the superconformal algebra.

3The N = 2 techniques of [26] can also be used to treat the case of rational values of k.

A proof of this lemma is given in [25] for square tori and real v. We extend the proof to the generic
case in appendix A. Note that this provides a firm backing of the results in e.g. [26, 31].

— 11 —



of relevance to us in the following. The extended discrete N = 2 characters transform into

discrete and continuous characters as follows:19:16

_iper? ) 1 v 1 _ 2im g5 N
e "3 Chy | jyrs——,— | = +—= Z e~z (2t 2m ds’ x
T T k—2 0
Qm’EZQ(k_Q)
cosh (s’% + im’)

cosh (s’ 4 im’)

X Che(s',m';T,v) +

o 2i+2r) (25 +2r)) — (2 =1) (25’ ~1)

. k—2
b ¥ 3 cmesmetipspme,

7€y _o 2j'=2

) 7 o 2320 (2r +1)
Chy(j',v"s7,0) + ——— E e 2= X
d(] ] 1y ) 2(]{5 - 2) ,
r'€Zk_o

foma(Lons) -on(E500m0)] oo

We thus recalled the method for the derivation of the modular transformation properties
of the extended N = 2 characters, and have strengthened the backbone of the proof
by extending the lemma in appendix A to generic modular parameters. The modular
transformation properties have also been clarified slightly, by labeling the characters by
natural SL(2,R)/U(1) labels. It is appropriate here to recall that the extended N = 2
characters were introduced in [26] to have a discrete spectrum of R-charges in the right-
hand side of the modular transformation of discrete characters, eq. (6.2).

Check for N = 2. A useful check on the above modular transformation property for
discrete characters is given by computing whether the square of the modular S-matrix is
the charge conjugation matrix. We can perform this check by (artificially) distinguishing
a discrete and a continuous sector, and by viewing the S-matrix as being upper triangular:

AB
s={435) (6.3)

where A indicates the coefficients of the discrete characters contributing to the modular
transform of discrete characters, etcetera. The technical details are recorded in appendix B.
We find, after using the character identities:

Ch, (5 =0,r+ %;T, 1/> = Chy (%,’F;T, V> + Chy (@,T;T, 1/) , (6.4)

151n the computation, the principal value prescription is implemented at the point where we split the

momentum integral into negative and positive momenta. In recombining the two integrals, we have elimi-
nated a possible pole contribution (which the principal value prescription in the appendix A tells us to do)
at s/ = 0. The final expression can be shown to be regular at s’ = 0.

6Note that the “partial range” of quantum numbers appearing on the right hand side, discussed in [26],
namely 1 < 2j' < k — 1, coincides in the particular case under study with the full range [24] of extended
discrete characters necessary to describe all discrete representations in the coset. It is no surprise that all
relevant characters appear on the right hand side, as all characters in the unitary supersymmetric coset
model will satisfy the lower bound on the conformal dimension associated to the partial range discussed
in [26]. It is nevertheless striking that the precise bound on the discrete representation label is naturally
reproduced from an analysis of generic discrete N = 2 characters.

— 12 —



Chq(j,m;7,v) = Chg <§ —j,—r—1m, —y> ,
Che(s,m;,v) = Che(s, —m; 7, —v), (6.5)

that the matrix S? is indeed the charge conjugation matrix, which changes the sign of the
U(1)-charge. In the appendix we show in detail how the split into continuous and discrete
representations indeed turns out to be artificial, which can be expected on the basis of the
splitting of the continuous N = 2 representation with s = 0 and odd U(1) R-charge into
two discrete ones (see equation (6.4)). This is a faithful foreshadowing of what will happen
in the computation for the coset.

7. The modular transformations decomposed

We now wish to plug the decomposition rule for the N = 2 characters recalled in section 5
in terms of coset characters into the modular transformation rules which we rederived in
section 6.

Continuous transformations revisited. We want to start with the simple case of
rederiving the modular transformation rules for extended continuous coset characters using
N = 2 characters. The analysis of the modular transformation properties of the continuous
characters of the coset goes as follows:

Che <5,a + 7; —l, Z) =

T T

C g 2

—T ME—= T X

1
—— > e
V—irn(r) <=\ k(k —2)
72iﬂ_m(n(k—2)j—2(a+r)) 21/
X Z e k(k—2) @m,k(k{Q) <T7 m) X

MEZg(k—2)
N 1
X)‘1/2+is,n—(a+7’) _; X
_ L mhty 2 Y et/ -2) o
n(r) k—2
qE€EZa(k—2)

0 /
x/ ds’ cos (47TSS > X
0 k—2
2v -
X2 Orh-2yiq, k2 (T =5 | Myzvistn—gpa(r)  (T.1)

where the first line follows from the use of the modular transformation properties of ©-
functions (3.3), and the second line by using the transformation property of the N = 2
characters (6.1) (which we decomposed into coset characters using (5.10)). We should
identify coefficients of truly linearly independent ©-functions (of which there are k(k — 2)
at level k(k — 2)/2). To that end, we need to split the sums in the right hand side as
n' = kn + p where n € Z and p € Zy, while we split ¢ = (k — 2)¢’ + ¢, where ¢’ € Zs and
t € Zy_o. We then shift p + ¢’ — p and find:

Z 72mmn/k}‘1/2+zsn a+r \/ Z Z / ds' cos <47T58) X

n n q'€Zs
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Xe—27rit/k(o¢+7") e47rip(a+r)/k «

e 2NN o it kitp—hat j2—t/2(q) - (7.2)

where we have identified: m = ¢t mod k — 2 and m — t = (k — 2)p where p € Z;. We
can read the obtained result as a modular transformation property of continuous coset
characters. After performing a discrete Fourier transform on m (by summing over m € Zy),
we recognize on the left hand side the extended continuous characters we defined; on
the right hand side the remaining constrained sum over kq’ + t — 2p gives the sum over
2(¢/ +1") € Zok. We realize that this formula agrees exactly with the result (3.4) we
derived in another manner previously. Thus we have rederived the transformation property
of extended continuous characters of the SL(2,R)/ U(1) coset in an admittedly roundabout
fashion, but we have learned useful techniques to be applied in the case of the extended
discrete characters.

Modular transformations of discrete extended coset characters. Now we have
made all the necessary preparations to calculate the modular transformation properties of
extended discrete bosonic coset characters. We follow the same reasoning as we just did
for the continuous representations. By applying on the one hand the modular transforma-
tion properties of O-functions (3.3), and on the other hand the modular transformation
properties of N = 2 characters (6.2), we obtain:

k2 1 v
e iR 2 /TC’hd<],r —= —) =
T
_ g mn(k—2)+2(j+7))
=)

1 i
o 2 ¢ o x
k - nGZmGZk k—2)
2v N 1
X ®m,k(k2_2) <7'7 m) )‘j,—n-i-’l‘ <—;>
k—4j |, -
cosh 7 (Slk—ZJ + z%)

11 —2riq(j+r)/(k—2) / = s -
_ Ly r d
n(t)k—2 Z ¢ 0 § coshm(s" +id) %
qE€Lo(k—2)

2u s
XZ@ '(k—2)4q, k2) <T,m>)\+w n/f%(T)_’—

n'€Z

i

_|_

1) 3 Z o 5 [23+20) (257 +2r )~ (25 =125 -1)]

r'€Zy o 2j'=2

2v
X Z ®n’(k—2)+2j’+27",k(k2_2) <7'7 m) Aj’,*'n,,‘i”]", (T) +

n'€Z
1 (25421 (20 +1) o
_|_ R Z e T k-2
EEPETe 0,
2v
{ ZE:ZQ (k—2)+1+42p7 FEZ2) (Tv [ 2) )‘— =i (T) =
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2v
- Z @n'(k 2)+k—142r, KEZ2) < "k _ 2> /\k— —n’ +w(7')} - (7.3)

n'€Z

As in the continuous case, we equate the two alternative forms of the modular trans-
form. We then fix m in the first expression and equate coefficients of linearly indepen-
dent O-functions. The identification of linearly independent contributions is tedious but
straightforward. As in the case of continuous characters we then perform a discrete Fourier
transform and find:

1 1 47i [ 2 /
A —=) = ek Gr)@+r') o
7 < r) k(k —2) 2

2(a +r")EZoy

oo coshm <s’% + io/) .
X / ds' _ A
0 cosh 7r(s’ + i)

Lot piagr T
g tis’,al+r

Z Y e EE +eiZa =12 () (7.4)

\ k 2 2]/ 27! GZk

AT G () MG
> {e Ay () = e EUMEEINL, ()

2V k 27‘€Z

This is the quantity we wanted to calculate, namely the modular transform of the extended
discrete character. The most important and new qualitative aspect of this formula is the
mixing between discrete and continuous representations. The method we used can be
extended to at least all rational rational values of k, albeit with some technical refinements.

Check for coset. The modular S-matrix is again upper-block diagonal, when we list the
representations as a column vector (discrete, continuous). When we name the blocks in
the S-matrix A, B and D for the left-upper, right-upper and right-lower block, we have
already checked earlier (in section 3) that the matrix D squares to the charge conjugation
matrix in the continuous sector. The calculation for S? is done in detail in the appendix.
Using the character identity

= Ak—1 T /\%771_1 (7.5)

one can then show that the charge conjugation matrix exchanges (j,7) with (£ 5 —J,—r) for all
j in the discrete sector. Again, the split of the continuous representation with odd parity
into two discrete representations turned out to be crucial in allowing for a contribution
from the “continuous” sector to the discrete sector, thus making for the expected charge

conjugation matrix.'”

"Note that we have the character identity:
Ajjr = Akj2—j,—r

which shows that charge conjugate representations have equal characters, as required.
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8. Conclusions

The main result of our paper is the formula for the modular transformation matrix S
for both extended continuous and extended discrete SL(2,R)/U(1) coset characters. We
were able to derive it by embedding the SL(2,R)/ U(1) modules into modules of an enlarged
N = 2 superconformal algebra. An interesting aspect of the modular transformation matrix
is that, given the presence of discrete representations, it inevitably links those up with both
discrete and continuous representations. This is a qualitatively new and important property
of the characters of these representations.

It seems important to generalize these results to the case of generic rational and irra-
tional values of the level k, and possibly, to the case of non-extended coset characters. For
the latter , one could apply our method on the transformation rules for ordinary N = 2
characters (see e.g. [31]).

As we have argued, we also view these computations as non-rational analogues of the
derivation of the modular transformation properties of string functions, and their connec-
tion to the N = 2 characters with ¢ < 3. We have thus laid bare a non-trivial modular
S-matrix of a non-rational conformal field theory, and its connection to N = 2 characters
with ¢ > 3. We believe that the features of this S-matrix that we uncovered have analogues
in many other examples of more complicated non-rational conformal field theories.

At the heart of our paper lies an extension of the computation of [25] which is based
on the technique of shifting an integration contour over momenta and picking up poles
corresponding to discrete representations on the way over. This is highly reminiscent of
techniques used in other analyses of non-rational conformal field theories (see e.g. [32, 24,
33, 16]).

Given our modular S-transformation matrix one can now wonder whether an analogue
of the Verlinde-formula would hold for this non-rational conformal field theory and whether
one can classify modular invariants (in particular in the discrete sector). One can also use
the modular S-matrix to study possible boundary states [16] (even) more systematically
(as has been done for the rational case). It would indeed be interesting to study the
systematics of boundary conformal field theories that can be constructed in non-rational
conformal field theories once the modular S-matrix is known.

Finally, our study should be a useful tool to analyze the conjectured [23] / proven [34,
35] duality between the supersymmetric coset and N = 2 Liouville.
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Z plane

Z

281

Figure 1: Choice of contour of integration (for 1 > 0).

A. Lemma for N = 2 transformations

We follow [25] and derive the modular transformation properties of the following function:

)t

I(k,a,b;T,v) = Z eQWi(‘l*%)(TJF%)i(ZqT asz/2qkT2/4 (A.1)

1+ 2q"

reZ+3 I

where a,k € R, k > 0 and b € C. We parameterize v as: v = v1 — 71, 12 € R. Our

aim is to extend the proof of [25] — given for 7 € iR and v € R — to generic complex

values. We would like to rewrite the S transform of this function as a contour integral in
the following way:

) ikmu? ].
B="le T <k,a,b;——,z>

T
e

T
/ +/ T o~ 2mbZ—2ima(itZ—v)+ 2Tk 72 ",
C_. Cye 2 coshnZ cosm(itZ — v) .

where the parameter € is infinitesimal and positive. The contours encircles the line C : Z =

ma
um

iy/T +ive, y € R (figure 1). This equality is valid because the contour is such that we pick
up all the poles of the integrand inside the contour of integration. These are the zeroes of
cosm(iTZ — v) which occur at itZ —v = —y — vy € Z + 1/2. At these poles, labeled by a
half-integer r:

Z:%(r—u)

we find residues
14 627ria(7"+1/2)—2i7rb(7"—1/)/7'e—ikﬂ(r—u)Q/(?r)

—1)rtz 2
( 1) ? T ein(r—v)/T 4 g—in(r—v)/7

)
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which leads to the equality quoted above. This equality is valid as long as there are no
poles coming from the cosh mZ factor on the contour of integration. These special cases
occur only for vy € Z + 1/2. We will not consider these special cases, which occur in
the Ramond sector and are not crucial for our purposes. We now note that we have the

expansions:
1 o »
_ _1)n +(2n+1)mi(itZ—v) A3
2cosw(itZ — v) nz_%( e (4.3)

whenever |e*?27(7Z=V)| is smaller than 1. This is true on the contours Cx.. We then plug

these expansions into the right hand side of eq. (A.2) and find:

B= > o / dz J(r; Z) (A.4)

rEZ—I—a—I——
where
b ) —27rbZ+27r7’7‘Z+2i7er%
J r: Z — Z'Trel’]TTZT
(r:2) cosh(mZ) ’
since:
1 mia—2wbZ —2mia(iTZ — 1/)+217r7'k4i2
B = dZ Z n —@n+)mi(irZz—v) € 4
2mi Jey. coshwZ
1 ema 2nbZ —2mia(itZ— 1/)+217r7'#
+— dZWZ n et 2n+1)mi(itZ—v) (A5)
2mi Je_, coshmZ
and we can identify r = n 4+ a + % and r = —n+a — % in the first and second term

respectively to obtain formula (A.4). When taking ¢ — 0 we also add a minus sign to the
contour C. and switch its direction.

Now, in order to obtain the expression for the characters in the right hand side, we
wish to (i) shift the C contour of integration by = 2 _ juy, for each term indexed by r and
(i) tilt it parallel to the real axis (figure 2). We w111 then eventually obtain the desired
quadratic term qu/ k which will match onto the quadratic term of continuous characters.
The poles we pick up on this occasion arise from the zeroes of the factor cosh w2, at values
of Z such that Z = is with s € Z + % When a pole falls exactly on the shifted contour
we will count it with half its value and define the tilted integral over the real axis as a
principal value (effectively accounting for the other half of the pole). We obtain two terms
for B: one term, J;' ’b, corresponds to the contribution of the poles. The second term, J5 ’b,

corresponds to the shifted contour. This last term is easily obtained:

Jab — —P/ dz J'(r: Z
= 5l e, D)

T€Z+a+—
—27(b+ L) (w+2ri/k) ka2 /4
_ irr _r r?/k € 2 q
= > 16 “ 4 P/Rdx 1+ e—2n(at2ri/k) (A.6)
T€Z+a+§
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(i)

R+ i2r/k

2r/k

(i) Vs

Figure 2: Change of contour of integration (case r > %2).

where in the last line the contour has been tilted to obtain an integral along the real axis.
No poles are crossed during this deformation. Thus we obtain an integral over continuous
characters of N = 2

In the term J1 the poles contribute positively for r > ]“’2 , and negatively for r < ]“’2

Job = Z o= Y e(s—%)jb(r,s) (A7)

k’/2 2r /k>2s>vs r<kve ’W2 2r /k<s<va

where 5(r, s) is the residue of .J%(r, Z) at the pole Z = is (where s € Z+1) and €(v) = 3 for
~v =0 and €(y) = 1 otherwise (which takes into account the principal value prescription).
In this expression for Jy' ’b, we wish to perform the sum over r for fixed s. Let us
begin with the case r > ko /2. For every s > 19 we need to determine those r > ko /2,
reZ+a+ % such that s < 2r/k (we assume v9 > 0, but the opposite case is treated in
the same way). There is always a number 6(a, s) € [—3, 3) such that the pole in s is picked

for the values of r given by r = R + ks/2 + 6(a, s) where R = }

5’ 2’ ...
Then we consider the case r < kvy/2. For every s < 1o, we have similarly to sum over
r=R+ " +5(a,s) (where now &(a,s) € (—3,3] ),and R = -3, -3, ...

We thus obtain that J; becomes (with r, s half-integer):

Jf:b:(zz ZZ) (R+6(a,s))s® <%+R+5(a,s),s> (A.8)

s>vo R>0 s<vz R<0

. 2
= (Z Z Z Z) R+5 CL S))( 1)627r1(%*b+%)3(61 2q )R+5(a S)Z%qkT ‘

s>vo R>0 s<vz R<0
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—2772(s—12)

Noting that |z¢°| = e and using the expansions:

1 o0
= (-x)"  for |z <1
(1 —1—23‘) n=0

1 o0
== (~x)™  forlax|>1
(1+4x) ot

we can sum on R. For the values of s such that |0(a, s)| # 3 we get:

s) %—i—é(a,s)

Jil(;lb _ Z 627ri(k/47b+%)86i7r6(a,5) (qu e st/2qk52/4 (A9)
SEZJr%
16(a,s)|#3
while for both cases §(a, s) = £3, we get
1 . o1 —2¢°
Jfbb -3 Z o2milk/A—b+5)s —im/2 - zgs st/zqksz/4_ (A.10)
sEL+3
16(a,s)|=73
so that

TPl = T+ Iy (A.11)

This is the lemma of [25] extended to generic 7 and v.
For comparison with [26], note that naming the function used in [26] to obtain the
modular transformation of the discrete extended characters 175 (k,a,b;7,v), we have

175 (k,a,bimv) = e (2k,a L 1/) .

B. Computing S5* = C

Modular S-matrix of N = 2. The details of the computations of the square of the
S-matrices is given in this appendix. For the computation of S? for the N = 2 extended
characters, we simplify the computation slightly, and note on beforehand that the factors
eime/312 /7 5 eime/3(w/T)*(=T) cancel out in 5?2, such that we don’t need to take them along.
Next, we distinguish the following block matrices in the upper-triangular modular matrix

S:

AT = L : 5¢ 3 (Q0420@ 42 ) (=D -1) g0 — 93 k2
= : — T (25+2r) (1+2r) for 27 — 1
= — ¢ k-2 _
2(k—2)° or 2
= ‘ — T (2j42r)(142r") for 947 —
= ——¢ k2 9 — 1
2(k—2)° or 2
i 2 120)
B, s — L —Emeisenm cosh (5 +im' + ==
3. k—2 cosh (s’ + im/)
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' o 2 dim o 4mss

Ds,QmS 2m/ - 26_ k—2 coSs 5 (B.l)
We can then compute the squares of A and D:
2 I S ke p O for 257 =23,k —2
1 1 .
= 305120 —r1—1 = 50123001 for 2j" =1
]. ]- 7
= —51/2,j5r,—r”—1 - 55(1671)/2,]'57",—7'”—1 for 2j" =k —1
//72 "
D2, =y, (s — "), (B.2)

Next, we calculate the off-diagonal block in the square of the modular matrix S:

// o’ 1 k—2
(B D> = 2(]{3— )62]+2r+2m”[p] x

x{sin_l %(2;’ — 1+ 2is") +sin"! %(2}' —1-2is") +

+ (—1)p<cot p i 2(2j — 14 2is") +

+cotki2(2j—l—2is”)>} for 2j = 2,3,... k — 2
=1 Z5f+§r+2m~ —1PEE(") for 2j =1
= Z 2 L Pl (—1)2 P for 2 =k — 1 (B.3)

where 61 denotes the delta-function on the positive real half-line. We have also introduced
the Kronecker symbol mod k; 6% [p] means that m = kp. We also find:

// om/! 1
(A B) = 2(/€ _ 2) 5§jf2r+2m” [p] X (B'4)

x{ —sin! %(y —1+2is") —sin~! %(2;’ —1-2is") +

i2(2j —1- 22'5”)) } .

+ (—1)p< — cot i 2(2j — 1+ 2is") — cot ?
Combining the two, we obtain for A.B + B.D:

AB+BD=0 2j=23,...,k—2
1

- 56*1,21”,2771”54_(8”) 2j=1
1 .
= 567172r,2m”5+ (8”) 2] =k—1. (B5)

Combining this final result with the character identities in the bulk of the paper, one finds
the charge conjugation matrix.
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S? computation for the bosonic coset. Details of the computation of S? for the coset

are as follows. We have:

4= ﬁe_ﬁ(%"‘%)@j/"'%/)e 75 (2j—1)(25' 1) for 2/ =2,...,k—2
- me_?@mrm“’” for 27 = 1...
= ! — T (25 42r) (—142r) g
= 5 a7 ¢ " for 2§/ =k —1...
2\ k(k — 2)
D = #e%(2a+27‘)(2a’+27~’) cos <47rss’>
k(k —2) k—2
cosh (s’ﬂ + io/)
B = ; 7L (2j42r) (20! +2r") k—2 B
= (& 7 ) ( . )
k(k —2) cosh (s’ + ia!)

We can then calculate A.B and B.D respectively, which gives a matrix labeled by discrete
and continuous indices (j,7) and (s”,a” +r"). We find:

1 k
AB = méwwr—m”qr" [p] x

—i2 //+ 1—24 12 II+ 1—24
y 14+ (=1)P cos%g(]) N 1+(—1)pcosw
sin 75 (1 — 25 — 2is”) sin 55 (1 — 25 + 2is”)

1
B.D = _m5§j+2r+2a”+2r” [p] x
y + (=1)Pco —_i2”5/;€+7;(1—2j) . 1+ (—1)P cos 4i2”5l,']i'7_7§1—2j)
sin 1755 (1 — 25 — 2is”) sin %5 (1 — 25 + 2is”)

for25=2,...,k—2

= 5%f+1+2a//+2T//5+(5'/) for 2j = 1
= (5%113 1+20//+2T//5+ (S”) for 2] =k-—1. (B?)

Combining these results with the character identities in the bulk of our paper yields the
result S? = C, where C is the matrix that exchanges the characters labeled (j,7) and
(4 — j,—r) in the discrete sector and (s, + 1) and (s, —(a +7)) in the continuous sector.
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IV

Régularisation de la théorie des petites cordes

En dehors des dualités holographiques de wg& cFT dont nous avons donné un exemple
dans le chapitre précédent, il existe une autre classe d’espaces-temps holographigues connus en
théories des cordes, reliés aux espacesstebranes. Contrairement a celle des espaces-temps
anti-de Sitter, cette dualité est encore mal connue, et en particulier la nature de la théorie non-
gravitationnelle vivant sur les cing-branes duale a la théorie des supercordes dans la géométrie
gu’elles générent. En outre, dans la version la plus simple de cette dualité, la théorie des cordes
est fortement couplée ce qui complique I'analyse.

L'étude de cette dualité est cependant d'un grand intérét, car d’'une part I'espace-temps courbe
créé par lesiss-branes correspond souvent & des théories de supercordes solubles, et d’autre part
la théorie duale, six-dimensionnelle, peut étre compactifiée pour construire des théories de jauge
applicables a la description du modéle standard.

Dans les publications®d et 3, nous avons décrit des solutions ngb-branes possédant
une description perturbative en théorie des cordes. La publicdttbaancerne la construction de
D-branes dans ces géomeétries.

IV.1. Préambule : la théorie du dilaton linéaire

Il existe une théorie conforme exactement soluble, présentant une forte analogie avec les mo-
déles dewzw pour les groupes non-compacts, appelée théoridildton linéaire Cette théorie
se compose simplement d’un boson lilarez, z) — et du fermion associgr — mais le profil du
dilaton est linéaire dans cette coordonnée= ®,+ 2p. Dans la jauge super-conforme, I'action
de la théorie est analogue a celle d’'un boson libre, mais le tenseur d’énergie-impulsion et le super-
courant de la théorie sont modifiés par la «charge du videsomme :

T= —%8p9p - %Q 82p,f%w8vf, G=1ydp +12dy,

de méme pour le secteur droit. La charge centrale de la théorie est déplacée par la charge du vide
commec = 3/2-+6.22. Les opérateurs primaires bosoniques de cette théorie sont du méme type que
pour une théorie libre non-compact&; = exp2ap(z z), ou nous avons normalisé I'impulsion

avec la charge?. Cependant, leur dimension conforme est déplacée par la charge du vide, comme

— 22 5
(IV.1) hy =hy =—= a(a-1), 7 = %%,

Il existe deux sortes de représentations de cette théorie ; la premiére catégorie — les représentations
continues — correspond aux états asymptotiques, possédant une impulsion réelle déplacée par la
charge du videpr = IP + 1/2, de dimension conforme strictement positivie,:= %2(P2+ 1a).
Contrairement a I'espace plat, le profil du dilaton induit une masse minimale pour tous les états
asymptotiques de la théorie.

Cependant ces représentations ne sont pas suffisantes pour définir complétement la théorie.
En effet lors du calcul de corrélateurs, il faudra satisfaire la conservation du moment, malgré
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172 Régularisation de la théorie des petites cordes

la présence du déplacement de I'impulsion des représentations continues, et d'une «charge du
vide», due au dilaton linéaire, et dépendant du genre de la surface d'univers. Nous devons alors
introduire un deuxiéme type de représentations, les représentations discrétes, correspondant a des
états localisés ep = +o. Leur impulsion est alors purement imaginaiwe = j € R.

Du point de vue de la théorie des cordes, cette solution ne correspond pas a un bon vide
perturbatif. En effet, la constante de couplage effective des cordes, contrélant le développement
perturbatif,gs = €®, diverge poulp — . Nous avions déja rencontré des divergences de ce type
pour les modéles dezw jaugés, voir par exemple (11.23) ; mais dans ce dernier cas nous avions
seulement une divergence de la constante de couplage dans l'efféctiveau premier ordre en
1/, la constante de couplage de la théorie conforme, qui n’existe pas nécessairement dans I'action
effective exacte. Au contraire, I'action du dilaton linéaire ne recoit pas de corrections — c’est une
théorie libre — et la divergence est réelle. 1l est possible de remédier a ce probléme en supprimant
la région de couplage fort de I'intégrale de chemin a l'aide d’'un potentiel, correspondant a une
représentation discréete de la théorie. Ainsi, d’aprés (1V.1), les opérateur suivants sont marginaux :
8S=pu [d?zexp(2a,p), ol a,. sont les racines de I'équatiam(o — 1) +2/.22 = 0. Dans le
traitement perturbatif de cette théorie, le potentiel est considéré comme une «charge d'écran»,
dont le nombre d’'insertions est dicté par I'annulation de la charge du vide discutée plus haut.
La théorie du dilaton linéaire avec un tel potentiel est appdéerie de Liouvillef98-100], et
correspond a la théorie de la gravitation quantique a deux dimensions. Nous allons revenir plus
tard a I'extension N=2 superconforme de cette théorie.

Nous pouvons noter la forte analogie de ces représentations avec cSle2dR) ; ce lien ce
comprend aisément en utilisant la représentation de Wakimoto de I'algebreSiffiaeR ) [101],
dans laquelle les courants et les opérateurs primaires sont représentés a I'aide d'un dilaton linéaire,
et d'un systeme de «fantdmeg,y) de dimension(1,0). Il est alors possible de calculer dans
cette représentations en champs libres les corrélateurs du modelendgL02], a I'aide de ceux
du dilaton linéaire et des chamf8, 7).

Pres de I'horizon des NS5-branesLa théorie du dilaton linéaire estimportante en théorie des su-
percordes car elle intervient dans la géométrie créée parsiebranes coincidentes. Considérons

en effet la solution correspondanhNa Ns5-branes, chargées magnétiquement sous la deux-forme
B[z], donnée par (1.13). Dans la limite ou nous approchons de I'horizon des cing-branes, c.-a.-d.

r — 0, la solution se simplifie en :

2
dg = nuvdx“de+N5<drr2+dQ3>,
= 2N;0g

(IV.2) o = ¢o+%log(N5/r2).

Par le changement de coordonnges /N;/2logr, nous obtenons alors le produit d’'un modele

de wzw supersymétriqu:.%U(Z)N5 et d'un dilaton linéaire de charge2? = 2/N;. Le produit

de ces deux théories conformes posséde une algebre superconforme étendue N=4 sur la surface
d’'univers [103,104]. Les générateurs de cette algebre s’écrivent en fonction des cotidmts



IV.2. NS5-branes et holographie 173

SU(2) comme :

T = 1 : Iili—}8p8p—}iwa8y/a—o@82p
N5iZl 2 2a:1 7

. 2 . 3 .
G = [ |-ly+ § (T —yPyl)y
v 2w

3

1

. 1 3
S = S(vv+5 e'”w’u/>,

Nous voyons en particulier que les couraBtgénérant I'algébre affin8U(2), correspondant

a la symétrie R, s’écrivent uniguement a l'aide de fermions libres; les contributions de la tor-
sion deSU(2) et du déplacement du dilaton linéaire se compensent exactement. Il est possible de
montrer [105] que toutes les théories superconformes N=4 avec torsion correspondent a des dis-
tributions densb-branes paralléles, dont I'exemple présent est le plus simple. Nous reviendrons
plus loin sur une autre configuration exactement soluble en théorie conforme.

+1y'op —120y,

+1yPdp —120yP

o1 3
IIWI"‘* glmwlev/é
3,2,

IV.2. NS5-branes et holographie

De maniére analogue a la dualitéls/CFT, nous sommes en présence, avec les théories de
Ns5-branes de deux descriptions complémentaires de la méme physique ; d'un cété une solution de
théorie des cordes représentant I'espace-temps courbé par les cing-branes, et de l'autre les degrés
de liberté vivant sur la brane. Nous voulons maintenant trouver un régime de la théorie dans lequel
ces deux descriptions découplent, et deviendraquivalentepar dualité holographique.

NS5-branes et D5-branegxaminons premierement la théorie vivant sur kesb-branes.

Dans I'exemple de la théorie de supercordes nous pouvons connaitre les degrés de liberté
vivant sur les cing-branes en utilisant une dualité S, transformamid&dranes em5-branes.

Les opérateurspsde la théorie sont conservés lors de cette opération, grace a la supersymétrie
gu'ils préservent. La théorie vivant sur Ie§-branes est une théorie de cordes ouvertes, avec une
symeétrie de jaugtl (N;) et une supersymétrig = (1,1) a six dimensions. Cette théorie contient

un champ de jauge, quatre scalaires a valeurs ddhg), dont les valeurs moyennes corres-
pondent aux positions des cing-branes dans I'espace tranverse, et leurs partenaires fermioniques.
Dans la limite de basse énergie cette théorie se réduit & une théorie de jauge. Remarquons, qu’a
I'inverse desb3-branes, cette théorie des champs est non-renormalisable, et doit étre complétée a
hautes énergies par la description de cordes ouvertes.

La conjecture de dualitéCette différence se manifeste aussi dans la limite de découplage. En
effet, alors que la limite de découplage @&sbranes est une limite de basse énergie;- 0, la
limite de découplage dessb-branes conserve toutes les échelles d’énergie de la théorie vivant sur
les branes :

(IV.3) gs— 0, o fixé.

Remarquons pour commencer que, dans cette limite, la dynamique de la théorie reste non-triviale
en raison de la divergence du dilaton — et donc du couplage fort — préssBdsanes.



174 Régularisation de la théorie des petites cordes

La physique de basse énergie sur la brane est décrite par une théorie de jauge, de constante
de couplage nueg?,, = 1/o/. [106] Comme cette théorie des champs est non-normalisable, elle
devient une théorie libre dans l'infrarouge.

L'effet de la limite de découplage (1V.3) sur la solution kg5-branes en supergravité, équa-
tion (1.13), avecr/gs fixé? est de prendre la limite de la solution prés de I'horizon HeS-
branes, voir (1V.2), dans laquelle nous connaissons la description exacte en théorie superconforme
SU(2), xR, voir la section IV.1. Nous sommes alors naturellement amenés a la conjecture sui-
vante, formulée dans [107] : la solution d&5-branes, pres de I'horizon, edtialede la théorie
vivant sur lesnsh-branes, au sens holographique. Les fonctions de corrélation impliquant des
représentations discrétes du dilaton linéaire, localisé@s-ent-o, sont identifiées avec les fonc-
tions de Green de la théorie sur les cing-branes.

La théorie vivant sur les s5-branes est appeléeh€orie des petites cordes, car elle possede
beaucoup de caractéristiqgues communes avec les théories des cordes habituelles, mais ne contient
pas la gravitation :

— elle posséde une symétrie de dualité T, canEsbranes ne sont pas affectées par la dualité

T de la théorie des supercordes;;

— I'étude de la théorie des petites cordes a haute température, a I'aide de la description holo-
graphique, montre que la théorie des petites cordes posséde une transition de phase a haute
température de type Hagedorn, due a la croissance exponentielle de la densité d'états [108].
Ce comportement est identique a celui des théories de supercordes;;

— la théorie de basse énergie sur les cing-branes posséde des solutions de cordes, identifiées
avec les cordes fondamentales, et nécessaires a la description de la théorie a haute énergie.

Pour connaitre les propriétés détaillées de cette théorie nous devons nous reposer sur la descrip-
tion holographique, dans laquelle nous pouvons en principe calculer les fonctions de corrélation
caractérisant cette théorie.

NS5-branes et couplage fort.obstacle majeur a I'accomplissement de ce programme vient
du probléme du couplage fort prés des5-branes, qui invalide les calculs perturbatifs d’am-
plitudes de la théorie des supercordes. Dans le cas de la théorie desimydeste région de
couplage fort, poup — —oo, correspond dans la théorie duale au flot de la théorie de jauge vers
une théorie libre dans linfrarouge extréme. Nous pouvons invoquer la dualité S pour étudier la
physique dans ce régime, mais la région intermédaire 1 est alors inaccessible.

La situation dans la théorie des supercortdesest tres différente. Premiérement, la super-
symétrie de la théorie des petites cordesestN = (2,0) a six dimensions; cette algébre de
supersymétrie admet, contrairement au cas précédent, une extsnpemonformeouvrant la
possibilité d’avoir un point fixe non-trivial dans l'infrarouge. Ensuite, presxtigsbranes, lorsque
le couplage devient fort, nous pouvons utiliser la description en termes de la th#ppeesentée
dans la section |.5. Less5-branes s’interpretent alors comme des solutionsiBdoranes de la
supergravité a onze dimensions, voir (1.10), mais distribuées sur la onziéme dimension compac-
tifiee. Dans la limite preés de I'horizon, nous approchons de I'un des paquetS-theanes, et la
géométrie hendéca-dimensionnelle s’approche de,AdS. Dans la limite ou la supergravité est
valide, nous pouvons alors étudier cette dualité avec les outdslgle FT, mais nous perdons les
aspects spécifiques a la théorie des cordes.

Il est cependant possible, comme nous allons le montrer maintenant, de trouver des descrip-
tions perturbativesde la petites théorie des cordes, en choisissant un autre point de I'espace des
modules des cing-branes que celui, singulier, correspondamisithranes coincidentes.

aCette condition signifie que nous gardons constante la masseldesanes étendues entre kes5-branes si
celles-ci sont séparées dans I'espace transverse
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IV.3. Déformation nulle de AdS, et théorie des petites cordes

La premiére description perturbative que nous allons décrire s’obtient par déformation du
modéle devzw surSL(2,R). Cette théorie interpole en effet entre le systé&ms8&/F1 du chapitre
précédent et la théorie aes5-branes du présent chapitre.

Limite de découplage. Le systemens5/F1 occupe une position remarquable parmi les solutions
holographiques de la théorie des cordes. Il admet en effet trois limites de découplage parfaitement
valables. Cette solution s’obtient par dualité S du systedie5, eq. (111.3), et s’écrit, dans les
variables duales, en termes des fonctions :
gz a'N,
vr2

La premiere limite, décrite au chapitre Ill, correspond a la limite de basse énegrgie0,
avecgs etr /o fixés, et est duale a la théorie des supercordes dan§>A6§ Dans cette limite
nous approchons a la fois dasb-branes et des cordes fondamentales, et la théorie duale dans
I'espace-temps est bidimensionnelle.

La deuxiéme limite, présentée au début de ce chapitre, s’obtient a partir du systbine
par :gs — 0, avecoa’ et g2v fixés. Dans cette limite la contribution des cordes fondamentales
devient négligeable car elles sont infiniment diluées dans$8sbranes. Nous obtenons alors la
géomeétrie des seulessb-branes prés de I'horizon, souffrant du probléme de couplage fort.

Dans la troisieme limite de découplage, que nous avons étudiée dans [78], nous souhaitons
conserver la contribution des cordes fondamentales, pour régulariser la région de couplage fort.
La solution correspondante, dans laguelle nous sommes prés de I'horizaisgtesanes, mais
non des cordes fondamentales, s'obtient dans la limite suivante, en gardant constante la densité de
cordes fondamentalegis — 0, aveca!’ etv fixésP

!
aN5
r2 -

H, =1+ , Hg=1+

du? dXx2-—dT? 9 -
_ / 2 I i\2
o aN5{ u2 +u2+1/|\/|2+d93}+wizg(dx)’
1 u?
® _ T
(IV.4) CRgE ATy
A, = o'N Ldu/\dT/\dX+2a)
(3] 5 (u2+1/|v|2)2 3(-

Cette géomeétrie se factorise en un espace-tempg déférmé par le parametid, donne par :
M2 = a/N, /v, en une trois-sphére et un quatre-tore.

Nous observons que cette solution est faiblement couplée dans tout I'espace-temps. Elle pos-
séde deux limites remarquables. Dans la linite> 0, c.-a.-d. loin des branes, nous obtenons la
géomeétrie prés de I'horizon des5-branes seule§U(2) x R ,, mais uniqguement dans la région
de couplage faible. Au contraire, en s’approchant des branes;-pas, la contribution des cordes
fondamentales devient significative, et nous approchons la géométrgeosa,s‘mais uniguement
la région prés de I'horizon. La valeur maximale de la constante de couplage des cordes peut étre
choisie arbitrairement petite, lorsqlig > 1.

Description en théorie conforme. L'intérét majeur de la derniére limite de découplage vient de sa
descriptionexacteen théorie conforme, correspondant a une déformgigwaboliquedu modéle
dewzw surSL(2,R).

bDans I'mage S-duale de cette limite de découplage, le volume sans dimesibau contraire envoyé & I'infini.
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Considérons a cet effet le modéle sigma dans les coordonnées de Poincaré, adaptées a la base

parabolique. _ _
k[ o (dudu IXTIX™
S_Zn/dz< 2 + 2 )

Les courants paraboliques* = u=29X* etdt = u 29X~ correspondent simplement aux trans-
lations le long du cone de lumiére. Il est alors possible de déformer le modelewié I'aide de
I'opérateur exactement marginadS~ [ d?z J*J*+, conduisant au modéle sigma [78,109] :

k o (dudu  IXTIX~
(V:5) S= 2ﬂ/d Z< TR u2+1/M2) ’
ainsi qu'un dilaton donné plus haut (IV.4).

Ce modéle sigma correspond a la solution de supergravité (IV.4), ce qui signifie que nous
possédons une description exacte en théorie des supercordes de cette limite de découplage de la
petite théorie des cordes, compatible avec I'approche perturbative.

L'effet de cette déformation sur le spectre de la théorie conforme peut s'obtenir en déformant
le réseau apparaissant dans la fonction de partitioSld8, R) dans une direction nulle [78].
Cependant la compréhension détaillée du spectre de la théorie déformée nécessiterait la décom-
position de la fonction de partition en caractéres paraboliques, ce qui n'est pas connu a I'heure
actuelle. Enfin, la supersymétrie de la solution, manifeste par construction en supergravité, peut
s’étudier dans la théorie superconforme a I'aide d’une représentat®in/@dR ) en champs libres.

Interprétation holographique. L'interprétation holographique de cette déformation est un peu
délicate. En effet, du point de vue de la surface d’univers de la corde, nous déformons le modéle
dewzw surSL(2,R) avec une perturbation marginale. Cependant, méme pour une faible valeur
de la perturbation, la géométrie asymptotique de I'espace est changée car les couBa(zskle

sont non-normalisables. Du point de vue de la théorie duale dans I'espace-temps, nous perturbons
la théorie conforme vivant sur less5/F1 par un opérateuron-pertinentans l'infrarouge, c.-a.-d.

qui croit & hautes énergies, brisant I'invariance conforme.

Au contraire, il est plus naturel d’étudier cette perturbation du point de vue de la théorie des
petites cordes. Dans le contexte de la théorie des superamdemus avons mentionné que la
théorie sur les cing-branes évolue dans l'infrarouge vers un point fixe trivial ; le mouvement du
dilaton linéaire correspond a ce flot de l'ultraviojet— 4o faiblement couplé dans I'espace-
temps a l'infrarougep — —oo, fortement couplé dans I'espace-temps mais faiblement couplé sur
les branes. Pour éviter ce flot vers le point fixe libre, conduisant au couplage fort dans I'espace-
temps, nous rajoutons a la théorie un opérateur pertinent dans l'infrarouge. Du point de vue de
I'espace-temps, nous déformons la théorie confoBiug2), x R , x R>! par le potentiel suivant :

5S~ Mz/dzz IXTaX e VP

Ce potentiel, de maniére analogue a la théorie de Liouville, régularise le probleme de couplage
fort. D’apres la description «miroir» de cette opération, donnée par le modele sigma (1V.5), cette
déformation correspond a ajouter des cordes fondamentales macroscopiques dans leiésad de
branes, qui modifient la solution dans l'infrarouge et arrétent le mouvement du dilaton. Prenons
maintenant le point de vue de la théorie vivant sur les cing-branes. Dans I'image S-duafe des
branes, la théorie euclidienne de basse énergie est donnée par une théorie de jauge couplée a quatre
scalairesX® € U(N;g) :

(IV.6) Sg=

2
allg /Tr <9A*9’+DxaA *DX2 + % [xa’xb] ) F1GsCy ATH(F NTF).
S
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Le dernier terme, topologique, provient des corrections a I'action effective sorlesnes en pré-
sence d’un fond non-trivial, dans le cas présent pour la deux-forme de Ramond-Ramond. |l s’agit
de I'analogue en dimension six du terme «théta» dans les théories de jauge quadridimensionnelles.
Dans le cas présent, led-branes macroscopiques dans le fond gravitationnel sont une source
pour la deux-forme de&-R, ce qui conduit au couplage suivant pour ce terme topologique :
2~ édx/\ dt, ot nous avons considéré la limite infrarouge de (1V.4). Ce terme est imaginaire
car lesbl-branes couplent de maniére électrique a la deux-fornrerleet, en conséquence, la
contribution du terme topologigue a l'action euclidienne sera réelle. Nous devons donc reconsi-
dérer les vides de la théorie de jauge a six dimensions contribuant a I'intégrale de chemin. Soit
en effet une configuration d’instanton a quatre dimensions, c.-a.-d. un champ de jauge classique
vérifiant la condition d’auto-dualité a quatre dimension% = x,.%. Cette configuration peut
étre «oxydée» en une configuration de la théorie de jauge a six dimensions vérifiant une condi-
tion d’auto-dualité généralisée, respectant les symétries préservées par le fond de la deux-forme
der-R: .7 Adt Adx = %57 . Nous observons maintenant, qu’en raison du terme topologique in-
duit par lesb1-branes macroscopiques, de telles configurations du champ de jauge donnent une
contributionfinie a I'intégrale de chemin, au contraire de I'action sans terme topolog§igiresi,
la théorie effective de basse énergie se réduit a la théorie effective sur I'espace des modules de ces
configurations «instantoniques», qui n'est rien d’'autre que la théorie conforme duale a la théorie
des cordes dans Ag883. Dans le cas présent, nous possédons une description holographique du
flot de renormalisation complet de la théorie des petites cordes dans I'ultraviolet vers la théorie
conforme dans l'infrarouge. Il serait trés intéressant de pouvoir calculer des amplitudes de théories
des cordes dans la géométrie Adfgformée pour mieux comprendre cette holographie.

IV.4. Double limite d’échelle

Nous avons étudié précédemment la limite de découplage de la théavgbdranes coin-
cidentes ; la description holographique de cette théorie est problématique en raison du couplage
fort de la théorie des supercordes prés des cing-branes. Nous avons montré qu'il était possible
d’obtenir une limite perturbative de cette dualité, en ajoutant des cordes fondamentales macro-
scopiques, paralléles ams5-branes. |l existe cependant une maniére alternative pour obtenir un
modéle faiblement couplé.

Toute configuration dss5-branes paralléles préserve la moitié des supersymétries ; en consé-
qguence, celles-ci peuvent étre séparées et déplacées dans leur espace transverse commun sans
nécessiter aucune énerdi¢’ espace des moduleesNs5-branes correspond a I'ensemble de
ces configurations. PolN; Ns5-branes, il est isomorphe]l&“’\‘s/s,\,s, ou SN5 est le groupe des
permutations & élements. L'origine de cet espace, qui correspond au point fixe du groupe des
permutations, représente la configuration de branes au méme point. Nous désirons maintenant sé-
parer toutes lesisb-branes. En effet, les degrés de liberté non-perturbatifs de la théorie de de
Nsb-branes correspondent (dans les supercard@suxD1-branes étendues entre elles. Lorsque
les cing-branes sont coincidentes, ces degrés de liberté deviennent de masse nulle, indigquant le
caractéere non-perturbatif de la théorie. Au contraire, pour desixbranes situées ef eth, la
masse depl-branes se comporte commMi‘.gV ~ [|X; — X; |l /gs. Du point de vue holographique,
une telle séparation des branes corresponthécanisme de Higgfans une configuration ou
toutes les branes sont séparées, la théorie de ja(lge) est brisée et (1)™s, et les «bosong/»

CEn effet il est connu gu’en dimension plus grande que quatre il n’existe pas de configurations non-triviales des
théories de jauge ayant une action finie.

dCeci vient du fait que, contrairement aux équations du mouvement de la supergravité, les équations de préserva-
tion de la supersymétrie sont linéaires.
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massifs, correspondant a la symétrie de jauge non-abélienne brisée, sohflemes étendues
entre différentesisb-branes. Ces degrés de liberté non-perturbatifs (du point de vue de I'espace
ambiant) étant massifs, nous pouvons nous attendre a une description perturbative. Ce raisonne-
ment présuppose cependant que la géométrie d’'une ssblerane est perturbative, comme le
suggere [110].

Pour n’importe quelle configuration des5-branes complétement séparées, nous pouvons
alors définir ladouble limite d’échelle[111] :

MY . o

ﬁflxe, Vi, j=21,---,Ng, i #].
Nous nous attendons a obtenir une description holographique perturbative de la théorie des petites
cordes dans cette limite, car la masse nlesranes est maintenue a une valeur non-nulle. Cepen-
dant pour une configuration générique nigb-branes, la description en théorie conforme sur la
surface d’univers est compliquée.

gs— 0, o fixé et

NS5-branes sur un cercle et phase de HiggNous allons concentrer maintenant notre attention
sur la configuration la plus simple des5-branes, que nous avons étudiée dans la publicaf®n n

Une configuration préservant un grand nombre de symétries de I'espace transverse est en effet
donnée par une distribution uniforme de5-branes sur un cercle, de rayofw'r,. Lisométrie

initiale SQ(4) de I'espace transverse, pour des branes coincidentes, est bri%@g esq2),

ou le premier facteur correspond a la symétrie discréte résiduelle dans le plan du cercle (co-
ordonnées®, x’), et le deuxiéme facteur a la symétrie continue de rotation dans le plan ortho-
gonal au cercle (coordonnée’ x°). Cette configuration correspond & une valeur non-nulle dans

le vide du champ scalairB = X8+ 1X” de l'action (IV.6) de la théorie sur les cing-branes :

(B) =rydiag(1,e?™/Ms, ... 2*Ns—1)/Ns) Ce vide particulier de la théorie de jauge brise le groupe
U(Ng) enU (1)™. Il est caracté&é par la valeur moyenne dans le vide de I'opérateur invariant de
jauge Tr B"s).

Pour connaitre la déformation associée dans la théorie des cordes décrivant I'epace ambiant,
nous pouvons utiliser le dictionnaire holographique [112] entre opérateurs chiraux de la théorie
sur les cing-branes et opérateurs chiraux de la théorie superconforme de la surface d'univers des
cordes fondamentales. Dans le cas présent, I'opérateur caractérisant le vide correspond a :

N ~ — k
(IV.7) Tr(B™) «— W ¥ Py o 1N o 1218 \/jp’

ou ®; ., = désigne un opérateur primaire SEJ(Z)NT2 bosonique. L'opérateur particulier consi-
déré se décompose en un opérateur unité de la théorie parafermionique, et un terme chargé sous
le Cartan deSU(2). A I'aide de la bosonisation|3(z) = 1,/(Ng — 2) /29X, nous pouvons écrire
'opérateur comme ¢N5/2717N5/2717N5/271 = exply/(Ns —2)/2X. Nous observons alors que la
déformation marginale de la théorie superconfoilthe 2 a I'aide de I'opérateur chiral (IV.7),

voir la section 1.4, n'est rien d’autre que I'extension N=2 de la théorie de Liouville, définie par le
potentief :

—_ N-—2 N,
8S= ,u/dzz G ,,,G ¥ WheV k- + complexe conjugué

L'ajout de ce terme a I'action sur la surface d’'univers supprime effectivement les contributions de
la région de couplage fort. Il faut néanmoins tenir compte du fait que le corAntorrespond

eCette forme du terme d’interaction de N=2 Liouville n’est pas la plus courante ; elle s’obtient aprés I'analogue de
la rotation chirale des modéles dew découplant les fermions.
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au Cartan d&SU(2), et qu’en conséquence, cette théorie de N=2 Liouville et la théorie de quo-
tientSU(2) /U (1) supersymeétrique ne sont pas indépendantes, mais couplées par un (prlfold
voir 11.39 pour I'équivalent bosonique. La description holographique de la phase de nggs de la
théorie des petites cordes, de syméﬂ,{gx SQ2), est donc donnée par la théorie superconforme :

SU(2)/U (1) x [N=2 Liowville] s,
ZN X .

5

Pour mieux comprendre le contenu de cette théorie il est utile d’en étudier une version duale, au
sens de la symétrie miroir.

Dualité entre N=2 Liouville et S[2,R) /U (1) supersymétriqueComme nous l'avons déja
mentionné dans la section 111.4, I'application naive des régles de dualité T au modéievwde
jaugéSL(2,R) /U(1)],,i, Mene a une variété singuliere appelée «trompette». Cependant, il fut
proposé par Fateev, Zamolodchikov et Zamolodchikov (non publié), I'application correcte de la
dualité (incluant les corrections perturbatives et non perturbatives du point de vue du modéle
sigma) méne a une théorie appéléauville-sinus La version supersymétrique de cette dualité re-
lie le quotient N=2SL(2,R) /U (1)| . €t la théorie de Liouville N=2 [111]. L'équivalence entre
les deux modeles sigma fut étudiée dans [113,114]. Dans la publicd4donaus avons étudié
les aspects algébriques de cette correspondance. Nous avons montré premiérement que les carac-
teres du quotient bosoniqit (2,R) /U (1)|,, €t du courant de symétrie R se combinent, dans
la théorie de quotient supersymétrique, de telle maniéere qu'’ils forment des caracteres de I'algebre
superconforméN = 2 pourc > 3. Nous avons également montré dans [88] que la fonction de
partition de la théorie de quotient s’exprime bien a l'aide de ces caractéres, voir plus loin. Or
ces caracteres de N=2 constituent les caractéres de la théorie de N=2 Liouville, car elle ne pos-
séde pas d'autres symétries chirales. Nous concluons donc que ces théories ne peuvent différer
gue dans le choix relatif des représentations gauches et droites de I'algebre N=2, ou de maniére
équivalente des représentations3l€2, R) dans le quotient. En supposant que seule la combi-
naison diagonale de représentations existe, les deux fonctions de partition doivent coincider, a un
orbifold prés agissant sur les charges des opérateurs primaires de N=2. Nous pouvons formuler la
conjecture que l'orbifoldZ, du quotientSL(2,R) /U (1)|,,,» COrrespondant au quotient vecteur,
est la théorie de Liouville N=2. Une fois le spectre donné par la fonction de partition, les fonctions
de corrélation peuvent étre calculées, en utilisant les contraintes de I'algebre chirale. En effet, en
utilisant un argument inverse a celui de la section 111.3, la théorie de Liouville N=2 posséde une
symétrie N=2 superconforme irreductible, et peut donc étre complétée, en ajoutant un boson libre
de genre temps, en une théorie possédant une symétrieSiffigeR ) [115]. En utilisant alors les
contraintes obtenues a I'aide des représentations dégénér8e&e ), les corrélateurs peuvent
étre calculés [83-85].

Dérivation directe de la correspondance.Dans la discussion précédente, nous avons finalement
montré que la description holographique de la double limite d’échelle (pour les cing-branes sur un
cercle) est donnée par la théorie superconforme :

(IV.8) SU(2)/U (1) ZSL(ZR) /U(1) < RS
N

5

Cependant la dérivation de cette correspondance impligijaine dualité holographique entre

des opérateurs de la petite théorie des cordes et des opérateurs de la théorie des supercordes de
I'espace ambiant €fi) I'application de la symétrie miroir. Nous souhaitons maintenant montrer,

en suivant la publication33, que le lien peut étre établi directement.
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Nous commencgons par la solution de supergravité correspondanisltixranes distribuées
sur un cercle [116]. Cette solution généralise celle pour des branes coincidentes, eq. (1.13), de
maniére analogue a I'électrostatique :

/
=1
*Z X=Xl

Dans le cas des branes sur un cercle, nous plagons des cing-branes aux positions suivantes de
I'espace transversex® + X! = r,exp2x(n—1)/N;, et X! +1X8 = 0, voir la description holo-
graphique précédente. Il est alors possible de calculer explicitement la somme sur les positions des
branes [116]. Nous pouvons prendraltauble limite d’échellelécrite dans l'introduction de cette
section :
¥ K5 fixe,

Os Os
Dans cette limite, la solution de supergravité peut s’écrire de maniere simple dans les coordon-
nées :

., g, .
gs— 0, o fixé, 22fixé, u:=

u, = coshp sinf cosy, u, = coshp sinfsiny,
Us = sinhp cosé cosg, u, = sinhp cosfsing.

Nous obtenons alors la solution H65-branes sur un cercle, dans la double limite d’échelle, sous
la forme :

a2 = Mudxdx’ +NgAy (x, ) [dp? +do2+ taﬁlidtz;;t?:fﬁp pd‘pz
Ng/An (X, NzAy (X, w) sinN
5 = 1+tan2 9( talgi?p dp dy+ = tga(e slil:hNSXSW dg .d
(IVv.9) e2® = NG LAy §AN, (%, y) (coS 6 cosit p +sin? 6sinff p)
Cette solution dépend de la fonction suivante :
(IV.10) Ang (% W) = cosH\TsizrlNg:)(stw , avece‘ = coshp/siné.

Ce facteur conforme de la métrique transverse donne le caractére discret de la distribution de
branes ; en effet, dans la limite d’une distribution contiNge- o, nous avon$\N5 — 1. Il modifie
la métrique prés de la localisation desb-branes de telle sorte que la singuarité annulaire (en
p =0, 0 =x/2) de la limite continue de la distribution disparaisse.

Nous allons maintenant montrer que cette solution de supergravité correspond a une théorie
superconforme exacte [88]. Considérons en effet le produit des modélezwesupersyme-
triquesSL(Z,R)N5 X SU(2)N5. En dehors des quotients factorisablesSii¢2, R) ou SU(2), nous

pouvons construire des modéleswlew jaugés non factorisables. Pour chaque élerfgigf) de
SL(2,R) x SU(2), nous pouvons jauger I'isométrid (1) x U (1) suivante :

(0.9) — (e74ge?H e7 ge?h).
Les deux jaugements, correspondant respectivement aux isométries parametiéespaont
chiraux puisqu’ils n'agissent que sur un secteur, holomorphe et anti-holomorphe de la théorie.
Cependant ce jaugement est sans anomalies, car les isométries jaugées correspondent aux cou-
rants nulsJ® + 12 et J° + 1° de SL(2,R) x SU(2). lIs vérifient donc les conditions d’annulation
des anomalies de la section 11.3.1, car TR\ = Tr (T2) =0 si les deux modéles dezw sont au
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méme niveau. Pour obtenir I'action effective du modelend®v jaugé il suffit d’intégrer classi-

2m/Ns

’ —y/Ns
< .
6 .7 d6?

X x +tan” (dg — dy/Ns)?

* ‘V/Ns
ar
X850

dp? +tanh? p (dy/Ns)?

FiG. IV.1. Configuration de branes sur un cercle et description T-duale.

guement les champs de jauge, suivant la méthode générale. Dans le cas présent, le résultat est non
seulement valable au premier ordre g mais a tous les ordres du développement perturbatif
dans ce paramétre, grace a la symétrie (4,4) superconforme du modéle sigma obtenu. Nous
obtenons alors un modéle sigma correspondant exactement a la géométrgddwanes sur un

cercle, eq. (IV.9), mais dans la IimitleNS — 1. Cependant, si nous remarguons que cette fonction

peut se développer comme [116] :

/\N X W 1+”§ N5 (|mix— |my/

nous pouvons supposer que ce facteur est généré par les corrections non-perturbatives sur la sur-
face d’'univers a I'action effective du modéle dew jaugé. Ce développement ressemble en effet

a une somme de contributions d’'instantons de la surface d’univers, pondérégs [averse de

la constante de couplage du modéle sigma. Un résultat analogue fut démontré dans [117] pour une
configuration de cing-branes différente. Pour relier cette description de la double limite d’échelle
de la théorie des petites cordes a la description précédente, nous pouvons tout d'abord remarquer
gu’une dualité T selony, appliqguée au modéle sigma dans le fond (IV.10) obtenu comme théorie

de quotient, donne le modéle sigma dual suivant :

N 3 B _
S = f/dzz {8p8p+8686+tanf?pal:<§w
5

+ tarf 6 (8(7) — ) (&gb — ) + 2% 1n (cositp cog o) }
Ng Ng
correspondant aux theories de quoti&hf2,R) /U (1), €t SU(2)/U(1)|.a» Mais couplées
a travers le chamw (fig IV.1). Ce champ posseéde la periodicité suivante, héritée de la variété
de groupeSU(2) : v ~ y + 2r. En conséquence, si nous découplons les modeles sigma par les
changements de coordonnées = y/N; et B = ¢ — v/N;, ces champs doivent étre identifiés
selon :(a,B) ~ (ot +27wn/Ng, B — 27n/N; + 27n’). Cette identification n’est rien d’autre que
l'orbifold Z, discuté plus haut.

Une analyse directe de la quantificat®RsT du quotient nufSL(2,R) x SU(2)}/[U(1)g x
U(1)p] conduit au méme résultat [88]. En effet, I'imposition des contraintes de la cohomologie
BRST du quotient sur le spectre d&L(2,R) x SU(2), ainsi que l'ajout de la contribution des
fantdbmes, sont équivalents a I'orbifold (1V.8)
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Notons pour finir qu’il est possible de construire une ligne de déformations marginales, a l'aide
de I'opérateur exactement margiridf + 12)(J° + 1), interpolant entre Ad$<S® et la géométrie
desNs5-branes sur un cercle. Explicitement, nous obtenons la métrique suivante (dans la limite
Ny —1):

5
(A2 4 costtp) cos 0 dp? — (A2 — cos 0) coslt p dt?
costtp —cof 0 + 12
(A2 +sint? p) sir? 8 dy? + (A2 + sir? ) sint? p dy?
costfp —co2 6 + A2
cog 6 costt p dtd¢ -+ sir? 6 sint? p dy dy
cosifp —co2 6 + A2 '

Dans la limiteA — 0, nous obtenons la distribution des5-branes sur un cercle, ainsi qu’un
cbne de lumiére factorisé. Au contraire pdur— o nous retrouvons l'espace-temps A,,d$3.

La signification des situations intermédiaires n’est pas claire. Nous pouvons observer que seule la
limite A — 0 correspond a une géomeétrie singuliére.

d2 = dp?+de?+

_l’_

-2

Fonction de partition supersymétrique. Pour connaitre le spectre complet de la théorie des su-
percordes dans la géométrie desb-branes sur un cercle, nous désirons calculer la fonction de
partition pour I'orbifold (IV.8). Ce résultat est obtenu dans la publicatit Tout d’abord, nous

avons besoin de la fonction de partition de la theéorie superconformeN£2R) /U (1)| yiar

Pour I'obtenir nous sommes partis de la fonction de partition du modalezekesupersymétrique
SL(2,R) au niveauN;, étudiée au chapitre Ill. Celle-ci se compose, apres rotation chirale, de la
fonction de partition bosonique au nivebly+ 2 et de la fonction de partition de trois fermions
libres. Pour obtenir maintenant la fonction de partition du quotient, nous pouvons utiliser la dé-
formation marginale de la section lll.4, sous sa forme supersymétrique. Pour cela, nous devons
factoriser dans la fonction de partition 8&(2,R) le réseau du courant totgh 3 = 33+ : yry~:

et ensuite le déformer par changement de rayon. Cette déformation est compatible avec la symétrie
superconforme de la théorie des cordes. Pour obtenir la théorie de q@iti@nR) /U (1) |,z il

suffit de prendre, par construction, la limite de rayon nul de cette défornig@6h Une méthode
alternative consiste a refaire le calcul de I'intégrale de chemin de la section II.3 dans le cas super-
symétrique, voir [118]. Nous avons aussi calculé la fonction de partition de I’orﬁf@laﬂe cette
théorie.

Pour constuire la fonction de partition de la configuration de cing-branes, nous rajoutons main-
tenant la théorie de quotient supersymetri@ué?2) /U (1)|,,;, au niveauNg, correspondant aux
modeéles minimaux de l'algébre N=2. Les caractéres [119] et la classification compléte des in-
variants modulaires [120] de cette théorie sont connus. Cependant, le produit tensoriel des deux
théories de quotient ne constitue pas encore une théorie de supercordes possédant la supersymétrie
d’'espace-temps. En effet, les courants gauche et droit de symétrie R de I'algébre superconforme
N=2 pour ces deux facteurs sont donnés par, voir (111.15) :

20/°-5% R

(V11)  F=yry =,
5

. 2(gB_g8
P - (/N ).
5

—

A l'inverse de la théorie des supercordes sur MS3 x T4, ici nous pouvons (et devons) conser-
ver uniquement les états dont la charge de symétrie R est entiére. La supersymétrie d'espace-temps

fNaturellement nous devons d'abord faire un prolongement analytique sur le rayon pour que la limite soit bien
définie.
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est alors obtenue par le flot spectral de I'algébre N=2, voir section Il.1. Or cette projection se réa-
lise naturellement sur le spectre, simultanément pour le secteur gauche et le secteur droit, par
I'orbifold ZN5 des théories de quotient (1V.8).

Ainsi cet orbifold apparait selon trois points de vue différents. Premiérement, dans la dériva-
tion holographique de la théorie conforme des branes sur un cercle, ce couplage est hérité de la
décomposition dSU(2) en{SU(2)/U (1) x U (1)}/ZN5. Deuxiémement, nous avons montré que
la solution de supergravité pour des branes sur un cercle correspond a une théorie de quotient de
SL(2,R) x SU(2), équivalente a 'orbifold (1V.8). Troisiemement, cet orbifold est nécessaire pour
construire les charges de supersymétrie d'espace-temps.

Nous voyons a travers cet exemple que la nécessité de projeter sur les charges entiéres de
symétrie R induit parfois une projection sur le spectre changeant complétement la géométrie de
la solution de I'action effective de basse énergie. En effet, dans notre exemple, I'ordre de I'or-
bifold estN;, identique au niveau des modéleswlew, et dans la limite de basse énergie—

0, o'Ng fixé, les secteurs déformés de l'orbifold survivent, et correspondent & des champs de
fond différents. Cette remarque résout certaines contradictions apparentes entre la supersymétrie
apparente préservée par des modeéles sigma duSifeR) /U (1) x SU(2)/U(1), a cause de

la symétrie superconforme étendue sur la surface d’univers, et 'absence de supersymétrie de la
solution de supergravité correspondante [121]. En effet, la description correcte a basse énergie doit
tenir compte de la projection sur les charges entiéres.

IV.5. D-branes dans la théorie des petites cordes

L'étude du spectre des cordes fermées dans la géométriesBdsranes, que nous avons dé-
velopée dans la section précédente, est utile pour comprendre les degrés de liberté des cordes se
propageant dans I'espace ambiant, et fournissent une description holographique de la théorie vi-
vant sur lesns5-branes. Cependant, la théorie conforme peut aussi nous donner des informations
sur les degrés de libertédon-perturbatifde la théorie des cordes autour des cing-branes. L'étude
des théories de cordes ouvertes permet en effet d’étudier le spectebdases dans cette géo-
métrie [122]. En particulier nous pouvons de cette maniere comprendre la théorie desvbalgons
la théorie des petites cordes, correspondant addsranes étendues entre les5-branes. |l est
possible que cette théorie de cordes ouvertes fournisse une description de la physique de la théorie
des petites cordes.

Nous commencgons cette construction par I'étude miésanes dans la théorie de quotient
N=2 SL(2,R) /U(1), ou de maniére équivalente, N=2 Liouville. Ce travail est contenu dans la
publication 4. Comme pour la théorie de cordes fermées, nous pouvons utiliser, pour construire
lesb-branes, le plongement de la théorie d8h§2, R). Cette méthode fut utilisée dans [123] pour
traiter du quotient bosonique. Dans les deux cas nous utilisons les résultats de [124], ou les branes
dansH;" sont étudiées, en utilisant, comme pour les corrélateurs de cordes fermées, les états nuls
des représentations dégénéeréeSde, R).

Les propriétés physiques d’unebrane sont contenues dansfi@sctions a un pointles opéra-
teurs de I'espace de Hilbert des cordes fermées, en présence-tledae imposant des conditions
de bord sur la surface d’'unive¥<Cette quantité contient en effet le couplage de tous les opéra-
teurs primaires de cordes fermées &ibrane, en particulier sa masse (couplage au graviton) et
sa charge de-Rr. Les fonctions a un point pour les modes de cordes fermées, avec des conditions
au borda, peuvent étre aussi considérées comme les coefficientgtae dle bord/B,,) associé

9Notre description des-branes est ici trés sommaire, par souci de concision. Une introduction pédagogique
utilisant le méme formalisme est donnée dans [125] et la thése [126].
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a lap-brane, développé sur la base des solutions élémentaires des conditions aux bords, appelées
états d’'Ishibash[127].

Cette fonction a un point doit satisfaire un certain nombre de propriétés pour correspondre a
un état de bord acceptable de la théorie conforme. La premiére condition est la dualité cordes ou-
vertes/cordes fermées, ou condition de Cardy, fig. IV.2. Considérons en effet la surface d’univers

FiG. IV.2. Amplitude sur I'anneau dans le canal des cordes fermées (gauche) et dans le
canal des cordes ouvertes (droite).

d'une cordes fermee, paramétrée @ayt) et se propageant entre un état de 48d, at =0, etun

état de bordB,), at = 2z. Nous pouvons interpréter cette amplitude difféerement, en échangeant

le réle deo et det, comme une amplitude a une boucle pour des cordes ouveres finissant sur les
D-branes, e = 0, 7, correspondant aux états de bord ; le changement de canal correspond effec-
tivement & la transformation modulaire sur les caractéres—1/7. Dans une théorie conforme
rationnelle, nous pouvons exiger que le spectre des cordes ouvertes contienne des caractéres de
I'algébre chirale de la théorie conforme, avec des multiplicités entiéres et positives. Cette condi-
tion imposant une contrainte non-linéaire sur les fonctions a un point, est agoeldiéon de
Cardy[128]. Les branes obéissant a cette condition sont dites maximalement symétriques car elles
préservent une copie de l'algébre chirale. Des branes plus générales peuvent étre construites, en
imposant uniquement la préservation de la symétrie superconforme N=1 de la théorie des cordes.
D’autres contraintes, liées aux propriétés de factorisation des amplitudes d'opérateurs approchant
du bord, doivent étre imposées sur les fonctions a un point.

Ces diverses contraintes furent résolues dans [124] pour les branes maximalement symétriques
de H; . Les différents types de branes correspondent aux différentes conditions de collage sur
les courants de I'algebr8L(2,R). Ainsi, en genéral pour des branes symétriques nous pouvons
imposer sur le bord les conditions de collagé = Q(J?), ouQ est un automorphisme extérieur de
I'algébre affine préservant le tenseur d’énergie impulsion. En utilisant I'expression des courants de
symétrie R de la théorie de quotient (IV.11), ces conditions de collage impliquent des conditions
de collage sur I'algébre superconforme N=2, dites de type A ou de type B [115,129]. Enfin, en
utilisant la constructiorBRST des théories de quotient, voir section 1.3, nous construisons les
fonctions & un point dans le quotie®t(2,R) /U (1) comme le produit de fonctions a un point de
SL(2,R) et deU (1), et d’'une contribution éventuelles des fantdmes. Ces fonctions a un point sont
corrélées par la symétrigrsT, et nous pouvons lire de I'expression (11.20) de la chageTles
conditions au bord a imposer sur le boson supplémentaire pour préserver la spmrgtrie

En résumé, comme dans le quotient bosonique, nous trouvons trois types de branes dans
SL(2,R) /U (1)| e SUPErsymétrique / N=2 Liouville :

— desDO-branes localisées a I'extrémité du cigape= 0. Elles possédent un paramétre en-

tier, caractérisant la représentatforie de SL(2, R) apparaissant dans le spectre des cordes
ouvertes. Ces représentations ne sont pas unitaires ; par conséquent, Séthedae cor-
respondant a la représentation triviale doit étre physique. Dans le canal des cordes fermées,
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I'état de bord de lep0O-brane couple a la fois aux représentations discrétes et continues
de SL(2,IR). Nous avons aussi construit le§-branes dans un orbifold, du cigare. En
particulier, si le niveakk de SL(2,IR) est entier, nous pouvons construire les branes dans
I'orbifold Z, qui doit correspondre a N=2 Liouville d’apres la discussion de la section IV.4.
Notons que nos résultats coincident alors avec ceux de [92];

— desD1-branesqui s'étendent a l'infini dans la direction radiale et sont localisées dans la
direction angulaire du cigare ;

— desD2-branegecouvrant tout le cigare et possédant un champ magnétique localisé prés de
la pointe du cigare, induisant une chargebdebrane. Nous nous attendons a trouver des
états liés d®2- et deD0O-branes. La fonction a un point contient effectivement un couplage
aux représentations discretes, localisées pres de la pointe du cigare, mais I'amplitude de
'anneau contient une contribution, certes similaire a celleofebranes, mais avec un coef-
ficient —1/2. Il semblerait que seule 'amplitude entre den-branes de méme parameétre
ait alors un sens physique.

En utilisant cesd-branes, ainsi que celles, bien connues [130], de la th&wi@)/U (1),

nous pouvons alors construire lesbranes dans la géométrie desb-branes sur un cercle. Dans

ce travail en cours, en collaboration avec Jan Troost et Ari Pakman, nous avons tout d’abord
construit la fonction a un point pour led.-branes — ou bosong —de la théorie des petites cordes.

Nous espérons obtenir des informations sur la dynamique de la petites théorie des cordes grace ala
théorie effective sur les1l-branes. Ensuite, nous construisonsd@sbranes dont la géométrie est

trés intéressante, en raison de I'effet «Hanany—Witten» [131-133]. LorsquxStim@ne traverse
uneNs5-brane, nous devons observer une créationldéranes étendues entre elles.
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1. Introduction

Conformal field theories with an N = 2 superconformal symmetry have proven to be one of
the most important building blocks in superstring theory backgrounds. Firstly, a theorem
of Banks and Dixon [1] states than any superstring vacua with (at least) N = 1 spacetime
supersymmetry in four dimensions is built by combining internal conformal field theories
with worldsheet N = 2 superconformal symmetry.! A large class of examples is provided
by Gepner models [3], that use the minimal N = 2 theories — constructed with the
SU(2)/U(1) coset — to obtain non-trivial supersymmetric string compactifications. The
N = 2 algebra was also used to study Calabi-Yau compactifications in general, leading in
particular to the further development of mirror symmetry [4, 5].

!See [2] for a generalization to Adss x M backgrounds.



The non-minimal N = 2 theories have been shown in [6] to be intimately related to the
(bosonic) coset theory SL(2,R)/U(1). In this paper we will elaborate on this connection
by identifying these non-minimal N = 2 representations with the coset representations of
the supersymmetric SL(2,R)/ U(1) coset [8], i.e. the gauged supersymmetric WZW model.
The axial coset has a two-dimensional target space with a cigar geometry, and in two
dimensions it has an interpretation as a euclidean black hole [7]. Recent interest for this
superconformal field theory derives from the duality with the N = 2 super-Liouville theory,
conjectured in [9] and studied in [10, 11]. The present work casts some new light on this
duality, because we show explicitely that the partition function of the supersymmetric
SL(2,R)/U(1) can be decomposed in terms of (extended) N = 2 characters, which are
the buildings blocks of the N = 2 super-Liouville theory [12]. This is natural in the light
of the fact that the characters for the two models are identical. Another motivation for
this work comes from the double scaling limit of the little string theory [9], corresponding
to NS5-branes spread on a (topologically trivial) circle in the transverse space. In [9] the
worldsheet CF'T corresponding to the bulk geometry was argued to be the orbifold

SL(2,R),/ U(1) x SU(2)x/ U(1)
Ly,

In this work we compute the partition function for this theory, and show explicitly that
the Zj, is completely fixed by the requirement of spacetime supersymmetry, without any a
priori assumption on the bulk geometry. Then we argue that this projection changes dras-
tically the low-energy interpretation of the background, and that this orbifold is actually
equivalent to a null gauged WZW model:

U(l)L X U(l)R ’

whose target space corresponds precisely to a configuration of five-branes on a circle in
supergravity, previously written down in [13].

Note added. When this work was near completion, the interesting work [56] appeared on
the archive with a large overlap with the present paper. Among the complementary issues
we consider are: the supersymmetric marginal deformation method, a precise analysis of
the partition function and its decomposition in characters (including multiplicities of non-
primary states) and the relationship with the background for five-branes on a circle. On
the other hand [56] has other additional and interesting material especially regarding the
elliptic genus for these non-compact models.

2. The supersymmetric coset by deformation

Our aim is to find the modular invariant torus partition function for the supersymmetric
SL(2,R)/U(1) coset conformal field theory. The strategy we will use is to deform the
supersymmetric SL(2,R); WZW model by a marginal deformation that preserves super-
symmetry. It is a very economic way of obtaining the supersymmetric partition function
for the supersymmetric coset. As a byproduct, it is interesting on its own right since



supersymmetric deformations of SL(2,R) have only been studied in the asymmetric case
(see [16]). In the bosonic case, the partition function of the coset has been computed in [14].
The discrete part has been also studied in [15].

2.1 Partition function for supersymmetric SL(2,R)

The partition function for the N = 1 supersymmetric SL(2,R) at level k is made of the
direct product of a modular invariant factor for the purely bosonic SL(2,R) at level k + 2
and a modular invariant? factor for the free fermions, realizing a level -2 SL(2, R) algebra.
The purely bosonic partition function has been obtained in [17] (following methods in [32,
14]). We refer the reader to these works for more detail. Let us start with the type 0B
partition function (i.e. the partition function diagonal in fermion boundary conditions), for
the universal cover of the SL(2,R) algebra — i.e. AdS3:

2
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The first two lines are the partition function for the bosonic coset SL(2,R)/U(1) while
the third line corresponds to the extra time-like U(1) that extends the coset theory to
SL(2,R). They are coupled through the Z orbifold given by the integral over t; and t.%
The fermionic characters are defined as usual:

19[2} (ryv) = Zq%(f+%)262m(y+%)(f+%) ‘

fEZ

l\’)

To proceed, we first integrate over to, and obtain the constraint n = in. Then we introduce
the spectral flow quantum number: wy = w +w’. Finally we factorize the supersymmetric
J3J? lattice associated to the currents at level k, that will eventually be removed by the

gauging:

/,IC 27‘(’7’25
Z = 2 d81 d82 i / dtl Z 2imnss X

‘ 1 817‘—82|7‘

nawe”Z

qu(n—(k-l—Q)(w—&—sl—tl)) qm(n+(/€+2)(w+sl—t1)) %

20r modular covariant factor for superstrings.

3We have removed the contribution of the neutral fermions associated to left and right U(1) currents J>
and J? since they play no role in the following derivation.

4At least for integer level k, the partition function for the single cover is obtained by using instead a
Zy+2 orbifold. But, as it is explained in [17], any cover of SL(2,R) gives the same axial coset.
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The total current of the elliptic sub-algebra is given by the sum of the purely bosonic
current and the fermionic current: J3 = J3+ : ¢4~ :, where the fermions have charge

+1 under the global U(1).

2.2 Deformation towards the supersymmetric coset

A marginal deformation compatible with the (local) N = 1 superconformal symmetry of
the supersymmetric SL(2,R) theory is given by the current-current operator constructed
with the total currents of the Cartan sub-algebra.® The action is perturbed by the operator:

55 ~ / &2z 7373 3).

The action of this deformation at the level of the partition function is obtained by changing
the radius of the corresponding lattice of (73, 72), which we call (Py,, Pg) in the following.

We replace:
—(k+2)(w—t k+2 f
%Pf—wﬁ (i f-prs CEFDW 1)+(R+ Jup + 7 +1 +a)
—(k+2)(w — k+2 f
R R L = L R ESs A AR

The modular invariance is ensured along the line of deformation since it is a O(1,1,R)
transformation of a toroidal lattice. This should be understood in a formal sense since it
is a divergent sum over timelike momenta. To go from the parent theory SL(2,R) to the
coset theory SL(2,R)/U(1) we have to remove all the contributions of the U(1) which is
gauged. It is known, at least for the bosonic case [18, 17|, that it can be done in a modular
invariant way by taking an infinite marginal deformation, either R — 0 (axial coset) or
R — oo (vector coset). In those limits the contribution of the extra U(1) decouples and
can be safely removed. Here, since we would like to find the partition function for the cigar
- the axial coset, we have to take the limit where the radius goes to zero. We have to (i)
do an analytic continuation to get a well-defined sum over the momenta: R — R and
(ii) take the limit R — 0. The validity of this procedure will be checked later by showing
explicitely the modular invariance of the resulting partition function. In the zero radius
limit (i.e. axial coset), we get the constraint:

—k+2)(w—t)+ (k+2wy +f+f+a=0. (2.3)

5We have chosen as a Cartan the elliptic sub-algebra, in order to obtain at the end the euclidean black
hole. For the minkowskian case one has to consider instead the hyperbolic (non-compact) one.



We define also N = n+ f — f. Then we get the following partition function, after dropping
the decoupled contribution of the extra U(1):

7 = \/kn'g— Z / dsy dso
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Xq4(k+2)
xqm(f +3+4)?
This is the partition function for the supersymmetric coset SL(2,R);/ U(1) we wanted to
compute. The central charge of this superconformal field theory is :

3(k +2)
===

CcC =

We recall that the N=2 R-current of the super-coset, obtained by the standard Kazama-
Suzuki procedure [19] is:

j3

k

The last line of the partition function, eq. (2.4) corresponds to the lattice of this N = 2
R-current by construction. So the left and right N=2 charges of the super-coset are:

Jr=1¢TY" 1 +=—

N -
Qu=f+5+7. Q=F+

N
- (2.5)
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2.3 Modular invariance

Our result is by construction modular invariant since it has been obtained as the limiting
case of a line of modular invariant theories. Nevertheless we will check the modular invari-
ance directly, by putting the partition function in a form that will be at any rate useful in
the following.

Partition function in lagrangian form. First we factorize from the R-current lattice
the contribution that came from the free fermions in the parent theory:

7= \kmy Y / dsidsy 3 emi=Nb
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Then we introduce the flowed fermionic levels, since the spectral flow also has to act on
the SL(2,R) algebra at level —2 made with the fermions, as explained in [20]:

frwy=F,  Ftw =F.



Recast in this form, namely eq. (2.6), the structure of the partition function is transparent.
In fact, the weights that will appear in the spectrum will have the following form:

Lo = LSL(2 R),bosonic + LSL(2 R), fermionic Lg(l),k

)

which is exactly what is expected from the standard GKO construction [21].

To prove modular invariance, we observe that the partition function, (2.6) can be
rewritten in the lagrangian form, by a Poisson resummation on the momenta N of the
compact boson as follows:
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The modular invariance of this expression is straightforwardly checked since it has the
structure of a freely acting (continuous) orbifold (see [17] for more details). The partition
function (2.7) is clearly understood as the constrained product of SL(2,R)j12 x U(1) x
U(1)2.

The twisted super-coset partition function. The super-coset SL(2,R)/U(1) has a
discrete chiral symmetry Zs x Z. While the first factor corresponds to the usual Zs symme-
try of the fermions, the second factor is the symmetry of the non-compact supersymmetric
parafermions. Any discrete subgroup of this Z symmetry can be gauged. We will need for
the following the Zj, orbifold of this theory. Geometrically, this orbifold acts on the trans-
lational symmetry along the transverse compact coordinate of the cigar — the euclidean
compact time direction of the 2D black hole. It is obtained by acting in the lattice of U(1)
as follows:
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The modular invariance of this expression is manifest. In the hamiltonian representation

(i.e. after Poisson resummation), we will have in eq. 2.4: (i) to do the replacement w —

2ir N6 /k

w4 +/k and (7) to insert the phase e . So we obtain the following twisted sectors:
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In this expression [‘Z b]

movers. If the left and right spin structures are not the same, one has to insert an additional
—im(b—b)

denotes the spin structures on the two-torus for the left and right-

phase e %1 to ensure modular invariance of the orbifold.

3. The character decomposition

The analysis of the partition function we obtained for the super-coset, eq. (2.4) is carried
out by identifying the characters of the super-coset SL(2,R)/U(1) corresponding to the
different representations, and then the irreducible characters of the (non-minimal) N = 2
superconformal algebra. In the following analysis, we will improve on the analyses that are
present in the literature in the fact that we will take along multiplicities of all the states
in the partition function explicitly.

3.1 The discrete representations

The first step in this decomposition is to expand the ¥, factor coming from the twisted
determinant of euclidean AdSs = SL(2,C)/SU(2) in powers of the holonomies of the gauge

2im(s17—s2).

field. Explicitely, we have, with y = e
1 i y1/2q—1/12 1

= = — y'Sp(t) (3.1
D1 (517 — s2|7) n(r)  ILhs =y (1 -y~ T% )
where the function S, is defined by (see [23]):
i n n(n+2r+1)
Si(r) = ("¢ = . (3.2)
n=0

Note that the above expansion, eq. (3.1) is valid only for |¢| < |y| < 1 which is indeed the
case when 1 > s > 0. We plug this expansion in the partition function, eq. (2.4), and we
also (i) integrate over sy to get the constraint: N = r — 7 + f — f and (i) introduce a
gaussian integral over s to linearize the integral over si, as was done in [14] for the bosonic
coset. Then we obtain the following expression:

Z = (qq) 767 3 Z / ds/ dsq (=D

beZ
a0t FfNwier

% Z e—27r72(2is+1+7‘+7_"+f+f+a+k:w+)515 - 5.5 x
— r—7+f—f,N
rrEL

N— kw+ 2

s +1/4+4(k+2)(7]v+2f+a+kw+) +2<k+2 (f +5+—4 ) %

xq

= 2
s +1 4 a N+tkw
G P <N+2f+“+kw+> = <f +5-0% )



For the discrete representations first, we can proceed to the character decomposition. Start-
ing from (3.3), we first integrate over s; to obtain:

1 _._c=3 1 ]. o iﬂ(f—f:)b
z = ;(qq) #7335 > ds >, e x
mn a,b€Zy ¥V T ff:N wi ez

X ) L= STSFX
rFEL rerHf=fN

2 - ~ _ 2
+1/4 1 2 k N—kw
xq B BT == (-N+2ftatkwy) + 2(kt2) (f+%+ % ) %

82 . ? . a w 2

< T <N+2f+a+kw+> + oty <f+57%> y

1— e—27r7'2(2is+1+7‘+7+f+f_+a+kw+)

X — . (3.4)
2is+1+r+7+f+f+a+kw,

Discrete representations of the coset. The discrete representations of SL(2,R) are
either highest weight or lowest weight. When we parameterize the Casimir as: co = s241/4,
they are labeled by s = i(1/2 — j), where j € R, for the unitary representations. The
spectrum of the elliptic sub-algebra (i.e. J3) is: m = %£(j +r), r € N. We have also to
consider flowed representations (see [24, 25]), for which the quantum numbers m equal
m =1+ kwy /2.

To find the contribution of the discrete representations to the partition function, we
observe that the second term in the last line of eq. (3.4) can be completed to a square if we
shift the variable s as: s — s — ik/2. We pick up residues between the two contours for:

905 =1+r+7+f+f+a+kw,.

These poles will correspond to the discrete representations of the coset. We find that they

are located in the interval:

1 k+1
— | < — 3.5
5 <J< 5 (3.5)

which is precisely the improved unitarity range (for level k 4 2) for the discrete represen-
tations found in [25].

Representations j = 1/2 and j = (k+ 1)/2. The expression obtained after the inte-
gration over s1, eq. (3.4), has a pole for s = 0 whenever we have:

l4+r+7F+f+f+a+kw,=0.

This pole corresponds to the discrete representation with j7 = 1/2. Thus we choose to
define the integral over s with the principal value prescription (written as usual P [),
taking into account half of the pole. After the contour shift in the second term in the
last line of eq. (3.4), we will find also half of the pole corresponding to the representation
j=(k+1)/2.



Discrete characters of the bosonic coset. To summarize, we can write the contribu-
tion of the discrete spectrum as:

D= —35 1 € Q) AF(q) X
nn 2 abezy V12

N.
k Fia, N—kwy 2 k <:+£+—N—kw+)2
qu(f‘i'i"r % ) q2(k+2) 2 k %

x6(2j +1+F+kwy +f+f+a)d (3.6)

r—itf—f.N
where the discrete characters of the bosonic coset SL(2,R)/ U(1) are defined as (for several

derivations of these characters, see the references [26, 27, 28, 23, 29]):

Xa) =4 iy (3.7)
Note that we have found not only the correct conformal weights for the primaries, but also
the right multiplicities for all the descendents contained in the characters. The discrete
part of the partition function is thus composed of the product of discrete characters of the
bosonic coset SL(2,R)/ U(1) and U(1) characters of the N = 2 R-current, obeying some
constraints. The constraints on the N = 2 charges are those expected for the path integral

construction of the supersymmetric coset [30], namely (m; is the eigenvalue of J3):

My + iy =g + e+ hwy =2 +r+7tkus +f+fta=0, (3.8)
and
mt—mt:'r—F—i—f—f:N, (3.9)
The solution of these constraints is: m; = N/2 and m; = —N/2, or, for the unflowed
quantum numbers:
- N k ~ N &k
My = o = SWt and my = 5 T QW (3.10)

To proceed we can solve explicitely for the constraints:

e first we trade the integral over j by a sum over half-integer values within the range
(3.5)

e then we solve the constraints for r and 7 for a given j:

S

e N k(708 an

Since r and 7 have to be integers, we will define in the following the discrete coset characters
to be zero if the solutions of the constraints, eq. (3.11) are not integer-valued. With this



convention in mind, we can recast the contribution of the discrete representations to the
partition function as follows:

k+1
1
Zo= Ll S Y v ¥ -
7777 abEZQ 2j=1 Nowy€Z
Za N*kw_‘_ 2
imbf y\J 2(k+2 (f+§+ 2 )
X Ze )\ b~ (F42)—j q X
fez
= 4, —N—kuw
« Ze—z‘wa b qﬁ<f+§+ 7 +> (3.12)
N _ k . a . ’ ’
= *?*5“’1‘*(”5)*3
fez
In this expression we have defined:
1
Y(25,1) = B if2j=1 modk
= 1 otherwise. (3.13)

Link with extended N = 2 discrete characters. In this section we would like to
make the connection to the decomposition of N = 2 extended characters in term of the
characters of the bosonic coset [31]. In fact, from this analysis it is clear that the extended
N = 2 characters and the extended characters for the supercoset agree. First, we observe
that the partition function of the discrete representations, eq. (3.12), is written in terms of
the following (twisted) unextended N = 2 discrete characters:

a 1 (i=1/2)2+(+r+a/2)?  2j+2r4a @Q[a] (7,v)
ho(i — - 3 % bir
cha(j,7) [b] (r,v) n3(7)q o 14 (—)bz gl+a)/2+r
k a 2
m(n‘i’g‘i’Qm) o
_ Z ewrb n+3 7n7ﬁ7jq zn+§+Qm (314)
nezZ 9m ? 77(7')
where
Q=22+
"k k

is the N = 2 charge of the primary, and z = €™ . Then we rewrite the discrete partition
function as:

5 IRCTRIDS cha (3.5 = Jur=3) 3] 0 x

abEZQ 27=1 N,wy€Z
- . N &k N |al,
Xchq (37 D R —J> {b} (7,0) (3.15)

The extended characters of the N = 2 algebra were introduced in [12] because of their
nice modular properties. Their decomposition in terms of bosonic coset characters was
given in [31]:

Ch (j,7) m =" cha(j,r + k) m (r,v) (3.16)

n'€Z

5From now we assume that the level k is integer.
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Z imb(n+§)\J qﬁ(nJr%JerLG')Q
= e 2

TL—|—%+Qm+27LI
k a_ i z .
5Qm—n—3—j+kn 77(7')

They differ from the standard N = 2 characters, eq. (3.14) by a sum over even N = 2
charges. Now, starting from eq. (3.15), we define: N = e + kp. The charge e is defined
modulo k. We obtain then:

k+1

1 . e k A\ |a
Zp =3 DT DY D ch <J,§+§(p—w+)—3> [b] X
a,b€Zz 2j=1 e€Zy, p,wi €L
- e k A\ |a
xchq <J, 5 §(p+w+) —3) [b]
1 k+1
=3 > > r(241) %
a,b€Zs 2j=1
e kn al - e kn a
I L N L
sl z a5 )ats- 3
ecZ;, \ n,neven

b 3 e (i 5+ =) [ ena (55 - T -3) [b]} (317)

n,nodd
So we get finally:

k+1

Zp :% > 1241 %

a,b€Zs 2j=1
. € A (A ~ . € A |a
Xy {Chd (J,§ —J) [b]Chd (J,—§ —J) M +
e€Zy
ce+k N\ |a| 5 e+k  \Ja
+Chd<J,—2 —J> MChd<J,— 5 —3) M}

k+1
= % D Y51 Y Chali g —3i) m Cha (j,—9 — ) m (3.18)

a,b€Zsz 2j=1 29€ 7ok

where the charge 2¢ is defined modulo 2k. In short, we have proven that, for k integer, the
discrete spectrum of the supersymmetric coset SL(2,R)/U(1) can be decomposed in terms
of extended discrete characters of the N = 2 algebra.

3.2 The continuous representations

Now we would like to identify the contributions coming from the continuous representations
of SL(2,R). These representations are labeled by the Casimir co = s + 1/4 with s € R,
and their parity 2ac € Zs. These representations are neither highest nor lowest weight, and
the spectrum of the elliptic operator is: m = a+n, n € Z. We have flowed representations
as well.

— 11 —



We start again from eq. (2.4). After extracting the poles corresponding to the discrete
spectra, we are left with the following divergent expression:

Zo= s 3P / dsg® S emU-Ib i
™ =
“ bEZQ N7w+7f~7fez
. 2 e, N—kwy\2
r,TEZ T T+f f’
1 (Neofrarkus ) TP
q4(k+2) +2ftatkwy +2(k+2) fAs+— %
> STSF -

2is+1+7r+7+f+f+a+kwy

- N—k(wy +1)
q4(k+2) (N=2(f+1)- a—k(w++1)) Pl <f+1+ +7+) +r

X

~ 2
. a —N—k(wy +1 _
4(k+2) (N+2(f+ )+a+k(w++1))2+ﬁ<f+1+§+%> +7"><

y S,S
2is+1+r+7+f+f+a+klwg+1)
(3.19)

Shifting in the second term w4 + 1 — wy, f +1— f, f—l— 1 — f (which is related to
performing spectral flow by one unit in both the bosonic and the fermionic sector) and
using the following identity:

qTST(T) = S*T‘(T)’ (320)

we obtain finally the expression:

Zc Z / ds(qq) QT Z eiﬂ(f_f_)qu(N*Qf*a*kw+)2

abGZ .=

Nowy,f,feL
xqzaﬁu) (f+%+N7:w+)2(j4(;f—+2) <N+2f;+a+k:w+>2q2(klj_2) <f+ LN kw+>2 )
S S 1
x T%:Z rigegay (S5 SaBon) e (321
Then, to proceed, we note that we have the following identity:
S+ S =1, (3.22)

that expresses the splitting of an s = 0 (and o = 1/2) continuous representation in two
discrete representations. Using this expression we recast the last factor of eq. (3.21) in the

following form:

1 1
Z ST_§ . = +
ez 2is+1+2r+2f4+a— N+ kwy

— 12 —



+> (S —1/2) ! (3.23)

= s +1+2F+2f +a+ N +kwy

First we would like to isolate the divergent term from this expression. By expanding
iy

) [Z] (1,v)/Y1(7,v) in powers of €™, we can also prove the following generalized identity:

Z(_)b(n+a/2)q%(n+a/2)2 Syt (_)ab Z(_)b(n+a/2)q%(n+a/2)QS_N_1_a_n -9 |:Z:| (7_’ 0) )
(3.24)
This allows to split naturally the left-moving and right-moving contributions of eq. (3.23)

in sums over positive integers as follows:

i (SH;— 1) +1/2 ()b (Srfffa - 1) +1/2
1+2r+2is+a—-—N+kwy 142r—2is—a+ N —kwy

r=0

~ <5’ ~—1>+1/2 (—)ab(g = —1)+1/2
—|—Z = F—f—a

— 14+2F+2is+a+N+kwy 142F—2is—a— N —kwy

+

(3.25)

One could have obtained naturally this decomposition by expanding directly the super-
symmetric determinant |9[}]/91]? in powers of the holonomies from the beginning of the
computation. The first terms of the expansion of the function S,, eq. (3.2) are:

S, =1 — e 2m(rtl)2inni(r+1) 4 (e—%v(%%)) .

Therefore, as 75 > 0 in the fundamental domain, all the terms in the expansion of S, _ i 1
are sub-leading with respect to the constant 1/2 term in the sum over r € N. This leading
constant term gives a logarithmic divergence that needs to be correctly regularized. Since
this term does not depend on the modular parameter 7 it can be interpreted as a density
of states.

The density of long string states. The procedure to regularize this divergent factor
was already discussed in [32] for thermal AdS3 and in a closer context in [14] for the bosonic
coset. We adopt the same “Liouville wall” regularization as in the aforementioned papers
and find contributions like:

2 e d
7;) A0 = loge + 74 logI'(A) + O(e) . (3.26)

By using this regularization procedure for the four divergent pieces of (3.25) and adding
the contributions of s > 0 and s < 0 from the integral, we obtain:

1
p(s; N,wysa) = —loge+ (3.27)
T
1 Nk 1 N _k
P . T(Goists—o+3w)l(5ois—§4+5 —5wy)
8im ds P (3+is+5— 5 +5w) D (3+is—§+ 5 — fwy)

— 13 —



D(3 =it g ¥t bwa) Db —is— § = F — bus)

F(A4+is+2+ 3+ 5w )P A +is—¢-F k) [
The divergent factor in the first line has been argued in [32] to correspond to the divergence
due to the infinite volume available for the long strings. The second one gives the regular-
ized density of continuous representations. Thinking of the duality of the supersymmetric
SL(2,R)/U(1) coset with N = 2 Liouville, we can view this result in terms of the ratio
of the reflection amplitudes in two N = 2 Liouville theories differing by a flipping of sign
in the exponential potential. In fact, our result matches the computations of two-point
functions in N=2 Super-Liouville,” both in the NS and R sectors [33]. This is a method
preserving N = 2 superconformal symmetry to confine the strings to a finite volume and
obtain a regularized density of states.® If we use the parameterization (3.10) for the the
total current J2 and J°2 eigenvalues, this expression is just:

o Ud, [T(3—is+ = m) (5 —is—§ -+ i)
p(s; g, my;a) = = loge+8 dl {F(%+i8+%_mt)I‘(%+is—%+Tht)><
XF(%—zs+%—”?t)r(%_is_%+rint)
D (g +is+§ =) T (5 +is — § + 1)
_ Ld, JU(G—is+§—m)D(5—is—§+m)
_ log6+4 dl {F(%_'_,Ls_i_%_mt)I‘(%—kz‘s—%—l-fnt) (3.28)

where we have used in the last line the fact that m; — m; € Z. To summarize, we have
obtained the continuous spectrum in the following form:

Z Y P/ dsp(s; N, w.; )ch( ——§w+> [ﬂc_hc<s,—g—§w+) [Z]

a,b€Zs N. ’UJ+€Z
(3.29)

We have introduced the following continuous characters of the N = 2 algebra (with 2m €
Z):

a 1 52+m

che(s,m) [b] (r,v) = —quzQ;cnﬂ[Z] (r,v)

: a m a kE__ a_ 2m
- _Zelwb(n+§) B o (n5+52) Ayj2tispnt2—m(T) - (3.30)

In the last line, we have decomposed the continuous N = 2 characters in terms of the coset
characters for the continuous representations:

1 32 7n2
—q R TR (3.31)

5‘ is;m\T) =
orinn() =

"These computations correspond to the sector m; = M.

8Note that the potential used to regularize the volume divergence is largely arbitrary and each choice
of regularization would lead to a different regularized density of states. In our case, preservation of the
extended N = 2 superconformal symmetry severely limits the choice of regularization.
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Decomposition in extended continuous N = 2 characters. We have already shown
that the discrete characters of the supersymmetric coset can be decomposed into extended
discrete characters of N = 2. Now we would like to introduce the extended continuous
characters of N = 2 [12]. They are also given by (see [31] for details):

Che(s,m) [ﬂ (r,v) = Z che(s,m + kn) [Z] (1,v)
nez
2 9[4](r,v) 2v
=qrF —2""20,, , — 3.32
qk s omk | T 2 ( )
where we have introduced the classical theta function at level &:
Omi(r,v) = " (n+52)" ph(n52) (3.33)

neL

To decompose the partition function in terms of extended characters we need another
regulator compatible with them. In fact, the density of continuous representations we
obtained before, eq. (3.28), is not invariant under spectral flow shifts by k units. To obtain
a invariant regulator, we could have started our computation with the expansion of the full
determinant |79[ ] /91]* O, kO k in powers of the holonomies. Then the sum over r can
be splitted using the the following identity:

Z(_)b(n+a/2)q%(n+a/2)2+k(n'+%)2 SN+ (3.34)

n,n’

! m 2
+(_)ab Z(_ n+a/2) 3 (nta/2)> +k(n' - 3) S Nl—a—m—n—kn' = q9|:z:| (T, O)@m,k(770)-

Now we can split the variable N as for the discrete representations: N = kp + e, with
e € Zj, and then we define the mod 2k charge 2g = e + kt, ¢ = 0,1. We obtain the
following anti-symmetric combination of extended continuous N = 2 characters:

Z / ds p(s,g9,—g;a)Che (s, g) [Z] x Che (8, —9) [ﬂ (3.35)
a,beEZ> 29€Z2k
with the following density of states:

I’(——zs+§—g)I’(——zs

(s} l\DIQ

+9)
— )}. (3.36)

Note that the leading divergent term is modular invariant by itself, as we now from [12]

1 d
g:a) = —1 + ——1o
p(87g7gaa) 0g e dim ds g{

QI

and [31]. We have learned here that different regularization procedures give different finite
parts for the density of states. Finally we would like to stress that, due to the expression
of the continuous characters, the leading contribution to the partition function is given by

a free field computation.?

9We thank the referee for this remark.
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3.3 Puzzling sectors of states

In the last subsections we have succeeded in decomposing the partition function in both
discrete and continuous representations of the supersymmetric coset theory SL(2,R)/ U(1).
The contribution of the continuous representations came with an infrared divergence, that
we regularized. The regularized expression gives a non-trivial density of states. However,
the partition function contains also a piece corresponding to the the finite part of the
partition function after the extraction of the discrete representations. These new sectors
are explicitely given by:

s+rh?
q F a
) 3.37
= M (3.37)

é;—i-zs—i-z mt+r_%§+zs+§—mt+r

and we have a similar term with non-trivial contribution from the right-moving sector.
These terms cannot be interpreted as coming from usual highest weight representations
of SL(2,R). Our regularization procedure is not obviously modular invariant and/or com-
patible with the SL(2,R) affine symmetry of the parent theory. A modular invariant
regularization is provided by using for the Hs determinant the function: 1/|0(v|7)[2(1=9),
with € > 0. However the explicit integration over the holonomies becomes challenging.

3.4 Comments on the Witten index

The twisted RR sector of the partition function: Trpp(—)F gk (=)F¢lo is a constant —
the Witten index [22] — and we observe that it can be computed straightforwardly, using
the lagrangian form of the un-decomposed partition function, eq. (2.7):

1 2
1 — 2wy +s1)T—(M+s2)|* | o [1 + 281
Iy = k/o dsy d8271+251 5 g e e 29 |+ 25
‘z? [1+252] M, €Z

km 2
- k/ duy duse” "7 — (3.38)
]RQ

Even if the partition function for the super-coset, eq. (2.4) is divergent, as the bosonic
coset partition function [14], the Witten index is finite. However the computation is very
sensitive to the normalization of the path integral that lead to the expression (2.1). We
will explain now how the present computation is consistent with the decomposition of the
supersymmetric coset partition function into N = 2 characters.

Contribution of the extended discrete characters: we recall that the extended
discrete characters of N = 2 are given by:

NI 1 ~(=1/2)%+(trta/24kn)?  2j42r+a ] (r,v)
Cha(j,r) M (r,v) = B %q F L (D)bz g zrr+hn
n
(3.39)
Therefore in the twisted Ramond sector we have:
. 1 —(i=1/2)%+(G+r+1/2+kn)?
Chati.r) |0 = S k rikntio =i modk.  (3.40)

nel
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So the full contribution of the discrete part of the partition function to the index is:

k+1

. .m0\ (1] 5 oom N |1
Ip =3 TCi) Y Cha(i %)) M Cha (5 = i) H
92j=1 meZap,
k1
= Z T(24,1) Z O0m—24,0 mod 2 X 0m—2j42.0 mod 2k X Om+42j—2.0 mod 2k
9j=1 meZap,
-1 (3.41)

Therefore only one primary state from the discrete representations: j =1, m = 0 (left and
right) contribute to the Witten index in the axial coset.

The continuous representations — and the puzzling sectors as well — do not contribute
to the Witten index. So the result is in perfect agreement with the direct computation of
the Witten index using the lagrangian partition function.

4. The double scaled little string theory

The little string theory [34, 35] (LST) is the decoupling limit of the theory living on the
NS five-branes, obtained by sending the string coupling constant to zero. This theory
is non-gravitational but shares many properties with conventional string theories. An
holographic description is provided by the near-horizon geometry of the five-branes back-
ground, which is an exact superconformal field theory [36, 37, 38] based on (for k five-
branes) SU(2); x Rg2_y/,. However, because of the linear dilaton this string background
is strongly coupled down the throat. The authors of [9] show that this strong coupling
problem can be avoided by going to the Higgs phase of the little string theory, and taking
a double scaling limit. Using the duality between N = 2 super-Liouville and the super-
symmetric coset SL(2,R)/U(1), they argue that this background (the DSLST) is given by

the following orbifold:
SL(2,R)y/ U(1) x SU(2),/ U(1)
Ly
This worldsheet CFT also describes superstrings on a singular non-compact Calabi-Yau

space, in this case on an A,_; ALE manifold. [39] Another regularization of the strong
coupling problem is given by a null deformation of AdS3, corresponding to adding a stack
of fundamental strings to the five-branes setup [17]. In the following we will compute
the partition function for the superconformal field theory of the double scaled little string
theory, and show explicitely that it gives a spacetime supersymmetric string background
(related issues were considered in [40]).

4.1 N = 2 minimal models: a reminder

Here we would like to recall the partition function of the supersymmetric SU(2);/U(1)
coset. The building blocks are the N=2 minimal models characters which are given by
(see [41, 42, 43]):

. . v
X Ev) = Y pan o (T)Oomik(an—s) 2k (h—2) (T’E) (4.1)

nELy_o
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where the ¢, are the SU(2)_o string functions. The charge s is defined modulo 4: s = 0,2
are the NS sectors with (=) = +1, ~1 and s = 1, 3 are the R sectors with (—)¥ = +1, —1.
Note that in the NS sector, we have 2j + m even, while in the R sector, 25 +m is odd. We
have the following symmetry:

K ETDRIEAD () =33 (7, ), (4.2)

and the modular transformation:

y U . mm! _ ss’ .7 /
(= 20) =f 3 (R SO0 s

s/ /
J,m,8s

Grouping the NS and R states we obtain the RNS characters:
ci |4 = (yi @ byd (a+2)) gir % 4.4
mip =\ Xm + (_) Xm e ( : )

with the symmetry:
k— —jla p|la
el 1] = ranly). 45)

Then a type 0B modular invariant is given by:

k—2

a,b€Z2 27,25'=0n,n' %o

where N;j/ is any modular invariant of SU(2), for example the A-invariant: N, = §; jr.

For the modular invariant of the level & theta functions M™™ we can choose the
diagonal one d,, ,,,7. Of great importance for the following will be the Zj, orbifold modular
invariant:

Z = Z @n,k:én’,k = % Z Z GQiW(niw/)%’@n,k@—n—l—Q'y’,k-

n—n’=0 mod 2k v ,0' €Ly, nELoy
n+n’=0 mod 2

Then we have the following orbifold sectors:

k—2

a;a ’YI o i Q] 55 a 2i7rm—’£
ZMM |:b’b:| |:5/:| - Z Z an |:b:|C]m+2'y’ |:b:|€ (m=1% . (47)

2j=0 meZay,
4.2 Combining the two cosets

From now on we consider the two coset theories together, SL(2,R)/ U(1) and SU(2)/ U(1)
with the same supersymmetric level k. The central charges add up to ¢ = 6:

3(k+2 3(k—2
€ = CSL(2,R)/ U(1),susy T CSU(2)/ U(1),susy — ( 5 ) ( 5 ) =6. (4.8)

In order to obtain eventually a spacetime supersymmetric background, we have to consider
a Zj, orbifold of this superconformal field theory.
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N = 2 charges. Let us begin with the SL(2,R)/U(1) part. The N=2 charges of the
twisted 2D black hole are, from eq. (2.9):

N —~v—kwy 2z a N+vy+kwy
L ; QR_f+2 k ’

2w NG /k

- a
Qu=F+g+ (4.9)
combined with a projector: e

Now let us consider the SU(2)/U(1) factor. From eq. (4.1), The N = 2 charges of the

twisted N = 2 minimal model are:

s m s —m+2y
Q’L=—§+? mod 2, Q’R=—§+T mod 2 (4.10)

combined with a projector: e2m(m=7)8"/k
The Zj; orbifold. If we choose to identify the two projections (i.e. we mod out by a

diagonal Zy), namely 7' = v, & = §, we find the following set of total N=2 charges:

Qtot_f+§_§ p —ws mod 2
=~ N -
with the projector:
eQm(mf’erN)%.

Summing over § gives the constraint
m—y+N=0 mod#k:=kp, (4.12)

such that the left and right N = 2 charges are both integer. So the type 0B partition
function for this theory is:

Zé?fé) R)/ U(1)xSU(2 Z Z ZBH[ } B} ZMMm [Z’ Z] [g] (4.13)
a b622 7 3€EZy, ’

Then we conclude that the Zj orbifold of the superconformal theory SL(2,R);/U(1) x

U(2)x/ U(1) has an integer spectrum of N = 2 R-charges. It will then be possible to con-

struct a spacetime supersymmetric vacua using the spectral flow of the N = 2 algebra [44].

Now we consider the complete superstring background for the doubly scaled little string

theory, i.e. the orbifold of SL(2,R)x/ U(1) x SU(2)/ U(1) times six dimensional Minkowski

space. In the light-cone gauge we obtain the following partition function for type 0B
DSLST:

ir=3 2w 3 i [ il e 5 7

2
abGZg Wsezk 8m21a)2nint
(4.14)

4.3 N =4 structure of the double scaled little string theory

In this section we would like to study the underlying N = 4 structure of the theory, and in
particular relate the characters we obtained to the N = 4 characters of the near-horizon
geometry of coinciding NS5-branes — the SU(2); x Rg SCFT.
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The N = 4 algebra. The superconformal symmetry of the theory SL(2,R)/U(1) x
U(2)/U(1) is enlarged to a small N=4 superconformal algebra, due to the Zj orbifold.
Explicitely, we have the following supercurrents and SU(2); currents [45]:

Gi

_\/% { Frane Vaen | pT 21/;‘6%%’{} T
Gt = \/% [ T VT _ gt H] e

($3,5%) = ( aH+, eﬂﬂﬂ*> . (4.15)

(7
Here ¢F are the parafermionic currents of SU(2)/U(1), 7% are those of SL(2,R)/ U(1) and
H* are free bosons. The boson H' is compactified at the self-dual radius R = v/2 —

order to have an SU(2); R-symmetry — and the boson H ™ is compactified at the radius:

2(k + 2)
Ry =4\/———.
- k-2
To exhibit the N = 4 structure in our partition function, eq. (4.13), we use the identity:

1 2
by K Q’2=Z(Q+Q’)2 L<Q—kig’>. (4.16)

2(k+2) 2(k — 2) 4(k +2)
After the Z; orbifold, the charges of the first factor are half-integer as they should be for
an SU(2); lattice.

On the equivalence between DSLST and LST superconformal algebras. We
rewrite the generators of the N = 4 algebra for SL(2,R)/U(1) x SU(2)/U(1), eq. (4.15),
with a free field representation for the SL(2,R)/ U(1) piece [28]:

e

x etvallh (4.17)

and we have a similar expression for the other SU(2) doublet. The fields X (z) and p(z) are
canonically normalized chiral bosons, with a background charge on p: Q, = \/2/k. Now
we perform the following O(2) rotation between the free fields X and H ~:
H™ =cos@ H™ —sinf X
k—2

X =cosfX +sinfH™, with cos?f = —— . (4.18)
k+2

And one obtains the following supercurrents:

&t = - %K,/_’“jamﬂaﬁ_i\/gap}—%ﬁwmqmwzﬁ%ﬁ‘ x

x eFvallh (4.19)
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Now, if we introduce the purely bosonic current of the SU(2);_o Cartan sub-algebra:

B(z)=i %8)& , (4.20)

One obtains exactly the N = 4 algebra for SU(2)j, x Rg2_y, [45], i.e. the near-horizon limit
of coincident five-branes background. The theory differs only by the N = 2 super-Liouville
potential, that breaks the SO(4) R-symmetry of the LST (the SU(2),_1 x SU(2),_1 isospin
of the N=4 algebra) to the U(1) x Zj symmetry of the DSLST.

Matching the continuous spectra. Implementing this isomorphism, we expect that
the continuous spectrum, that correspond to asymptotic states, will be the same in
SL(2,R)/U(1) x SU(2)/U(1) — the doubly scaled LST — and in SU(2) x Rg — the
LST. Explicitely we have for the SL(2,R)/U(1) x SU(2)/ U(1) (still in type 0B):

1 o irgl a
Zo=1r >, D, P/O ds > ™5 p(s,g;7;0)Che (5,9 — 7/2) [b] X

a,bEZo ’y,(SGZk 29€Zoy,
_ a k=2 lal = a . 5
xChe (s, —g — 7/2) M x>, >, Ch Mcﬂmm [b}ewm‘”z- (4.21)
2j:0m€ZQk

With the density of states:

1 1 N(f—is+2_grVT(L_js—2_4g_12
p(s,g;7;a) = —loge+f—log{ (2 5-9+3)I (5 2 9-3) '
™ T g g—

F(3+is+%—-g+3 T (3+is—%+g-13)

(4.22)
We should only compare the leading divergent part of the density of states to match the
spectra of the two theories, because the regularized density depends on the phase shift of
the N = 2 super-Liouville potential which we used to regularize the partition function. For
the divergent part, we obtain then, after solving for the constraints:

k-2

log € & m\ |a i |a

i 2, 2 2 o 5 (o bog) [ xaf])

a, 27 EZk 25=0 m€Z2k
(o (s -2 [ w2, [1]) +
+ <Chc (s —%) m xCl [ZD X (4.23)

- m+2vY\ [a] 5 [a

(o (o) [ [) )

Now we use the decomposition of extended continuous characters, eq. (3.32), and obtain:

k—2 52
log € & qF a - la
a,bEZa v,0€Zy, 2j=0 mEZLsgy,
52
qr = -la ; a
X F@fﬂ”ﬂr?%kﬂ [b] XLty M +
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n b b
52
gkt = -la ; a
X F@—m-ﬂ’y,kﬁ |:b:| X CJ—m—i—Q’y—l—k: |:b:| . (424)

Using the decomposition of SU(2) characters in terms of characters of the N = 2 minimal
models:

NI m (=3 ¢, m (7,1)Om <T, —2?”> , (4.25)

mEZoy

and the charge conjugation symmetry of the N = 2 minimal model characters, eq (4.5),
we get finally (see also [46]):

k—2
1 oo 2 _
2 Y [Twwtoes )] 2] (4.26)
T ez, 2j=0"0
Putting the extra factors, one obtain for the full DSLST background:

l(;ie 2 ki /OOO ds (q2) ¥ X/ m v [ﬂ i ﬁ{gg] - 42

abeZs 2j=0 (8m2m)2nint 2 q

This is actually the type 0B partition function for the little string theory [38], i.e. the
coincident five-branes background. This result is intuitive. In fact, the spectra of the
asymptotic states -continuous representations - match because the asymptotic geometry
is insensitive to the fact that the five-branes are distributed on a circle in the transverse
space.

4.4 Spacetime supersymmetry

In the previous section we have combined the SL(2,R)/U(1) and the SU(2)/U(1) su-
persymmetric coset with a Zj orbifold, such that the N = 2 charges are all integer, or,
equivalently, such that the states of the theory belongs to representations of the small
N = 4 algebra. A spacetime-supersymmetric theory is obtained from a type 0 theory by
twisting with the operator (—)Z acting on the left worldsheet fermion number. Let us

consider separately the continuous and discrete part of the spectrum.!?

Continuous representations. Starting with continuous representations of
SL(2,R)/U(1), we get the following piece of the partition function after the twist-
ing:

k—2
1 1 ot 00 -
ZSLST =3 Z (_)a+b§ Z (—)a+b+mb Z P/o ds Z p(s;m,m;a,a) x

a.b€7s 4,522 2j=0 m,meay

1071 this analysis we don’t consider the case of the new sectors of states since we don’t have a good
explanation for them — however the twisting of the theory can be done in the same way.
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1 2[5] 92 [§

X - ) 7[ ] . (4.28)
(8m2m) 2t 2 i

In this expression, 7 = 0 for type IIB superstrings and n = 1 for type ITA superstrings. As

we have already noticed in the type 0B partition function, the leading divergent part of

the density of states gives the partition function for the coincident NS5-brane background.

Discrete representations. We now consider the piece coming from the discrete repre-
sentations of SL(2,R)/U(1). In the same way, we obtain the following expression:

k-2 k+1
1 1 - ,
ZPrst = B Z (—)a+b§ Z (—)oFotmed Z Z T(25,1) x
a,bEZ2 a,bZs 2j=02j'=1
. m . a - | a
< X (omi g o) fj] <))

m,fnGZQk

<(onto3-9) ] ) s LR

8mm)Pntt n?

From this discrete spectrum we can compute the Witten index of the theory, that counts
the number of Ramond ground states, for the SL(2,R)/U(1) x SU(2)/U(1) part of the
background. We recall that the contribution to the Witten index of, respectively, the
discrete extended characters of the supersymmetric SL(2,R)/U(1) and the N = 2 minimal
model characters are:

1 -1
Cha(j',7) [1] (7,0) = 6,410 modr  and G}, [1] (7,0) = b2jm - (4.30)

Therefore, the Witten index for the DSLST is:

k=2 k+1
Z Z T(Qj/, 1 mod k) Z 52j,m52j,m X 6m72j’+2,05fn72j/+2,0 =k-—1. (431)
2j=025"'=1 m,meEZyy,

Note that our result is in agreement with [40]. It matches the cohomology of the Aj_;
ALE space, which is dual to this worldsheet CFT.

5. The NS5-branes on a circle and the exact coset CFT

In this section we would like to match the holographic description of the little string theory
in a double scaling limit — the orbifold of SL(2,R)/ U(1) x SU(2)/ U(1) discussed in the
last section — and the concrete supergravity description of the Higgs phase of little string
theory, i.e. a distribution of NS5-branes in the transverse space.
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5.1 The supergravity solution

Following [13], the supergravity for k NS5 branes spread over a circle in the transverse

space with Zj symmetry is (in the string frame):!!

ds? = nydatda” + H(p,)(dr? + r?d¢* + dp? + p*dip?) (5.1)

where the conformal factor is given by the following sum with Z; symmetry:

k—1

O/
H=1
+ nz::o 12+ p2 + pg — 2pop cos(2mn/k — 1)
o'k
=14+ ——A 5.2
+ 2p0psinhx k(wvw) ( )
with:
2 2 2 2 2 2\ 2
=P +”°+\/<T Rl +p0> —1 (5.3)
2p0p 2ppo
and bk
S11 xr

cosh kx — cos ki
This function captures the discreteness of the distribution of five-branes with Zj; symmetry.
In the large & limit, Ag(z,%) — 1, and we obtain a continuous distribution of NS5-branes.
We now take the double scaling limit:

gs — 0, o/fixed , Uy = po/ﬁxed, U; = x—/ﬁxed. (5.5)
gst gs&

Then, defining the coordinates:

u1 = po sinh pcos  cos g, us = po sinh p cos fsin @

ug = pgocosh psinf cosp, ug = pocosh psinfsin) . (5.6)
The solution is given by:

tan? 6 dip? + tanh? p dip?
1+ tan2 6 tanh? p

ds* = ndr*ds” + kAg(z,1) |dp® + do* +

kAw(2,0) k() sin ky
B = dp N d dp N db
1+ tan2 @ tanh? p pAdY+ tan 0 sinh ez 7"
/
e 20 = 2U(?A/,:l(a:, V) (0052 6 cosh? p + sin? @ sinh? p) . (5.7)

k

In the double scaling limit we have: e = cosh p/sin .

5.2 The coset description

Our next task is to show that this supergravity background, eq. (5.7), corresponds actually
to an exact coset conformal field theory. In the following we will consider the supersym-
metric coset construction in order to compare directly with the previous results.

"'We consider a special case of [13], where k stacks of N five-branes with a Zj; symmetry were considered.
We restrict to the special case N = 1.
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Superspace action for the coset. We consider the SL(2,R); x SU(2), superconformal
theory. The supersymmetric WZW model is given by the following action for the matrix
superfield G, taking values in SL(2,R) x SU(2):

k _ _ _
kS(G) = o /d2zd20Tr <g—1Dgg—1Dg - /dt {Go,G~' (DGDG™ + Dng—l)}>
T
(5.8)
and the superfield G is parameterized in Euler angles for both group factors as follows:
G = diag (ewTQ‘DLe%SewTQ@R,ewTQ&’Lei%QewTQ&’R> , (5.9)
where the superfields expanded in superspace-coordinates read:

Prr=¢rr+0XLR+OXLR+00fL R, (5.10)
and so on. We obtain the following action for SL(2,R) x SU(2) at level k:

_k
 4r

kS(G) / d*z d29{DSDS — D®;D®;, — DORDPp — 2cosh S D&, DR

+ DODO + D(i)LD‘i’L + D(i)RD(i’R + 2cos QD(i)LD(i)R} . (5.11)
We would like to gauge the following U(1) x U(1) null isometry of SL(2,R) x SU(2):

(G,G) — (eiA"QGeiM‘”,eiA"QG'eiM‘”) . (5.12)

.12 Because the generator of

The isometry belongs to the elliptic subgroup of SL(2,R)
the isometries in SL(2,R) x SU(2) are null, the left and right gaugings are independent
(see e.g. [48] for examples of null gaugings). Therefore the resulting target space will
be four-dimensional. Note that in order to get a globally well-defined gauge theory, the
gauge symmetry acts on U(1) symmetries in SL(2,R) and SU(2) with the same periodicity.
Therefore, one defines this coset with the single cover of SL(2,R) rather than the universal
cover which is usually considered.'® The action of the gauged WZW model is given by

adding the chiral projections of two U(1) super-gauge fields, A and A:

kS(G|A,A) = /-CS(Q)—F% / d*z d29{A (D®g + cosh S D®p) +A (D@, + cosh S DPp) —
—coshSAA+ A (DéﬁR + cosQDéﬁL> +
+ A(DBy +cos Q2 DBg) +cos QAL (5.13)

Under the super-gauge transformations the superfields transform as follows:

(I)L—>(I)L+A, (I’R—>(I)R—|—M
(‘Iv)L—>&)L+A, (i)R—>i)R+M
A— A+ DA, A— A+ DM (5.14)

12 Another gauging involving the hyperbolic subgroup gives the Nappi-Witten cosmological solution [47].
3Since the relative normalization of the action of the gauge fields in SL(2,R) and SU(2) is fixed by
anomaly cancellation condition, the structure of the coset is rather rigid.
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Therefore, we can make the super-gauge choice ® r = 0. We also define new coordinates:
éL,R =V 4+, §S=2R and 2 = 20. After integrating out the super-gauge fields, we find
the following sigma-model:

k 2 2 3 3
S =—|[dz2d*0 DRDR+ DODO +

s

cos? O cosh? R DU DV + sin? O sinh? R D®D® n
cosh’? R — cos?2©
N sin © cosh? R (DWD® — DU D) }

cosh? R — cos2 © (5.15)
This sigma-model corresponds actually to the solution describing five-branes on a circle,
eq. (5.7), in the limit Ay — 1. A dilaton is generated by the change of the measure in
the path integral, whose expression is given in the supergravity solution. Note that this
sigma model receives no perturbative corrections, to all orders in 1/k, because of N =
(4,4) superconformal symmetry. Non-perturbative corrections (i.e. worldsheet instantons)
can however appear. Indeed, it has been remarked in [13] that the function Aj taking
into account the discreteness of the distribution of five-branes, eq. (5.4), can actually be
rewritten as the following infinite expansion:

Ap(z, ) =14 e hlimlzmimy) (5.16)
m70

which resembles an expansion in worldsheet instantons contributions. Therefore, as was
done in [49] for the T-dual of ALF space (using complementary methods), it should be
possible to capture the exact supergravity metric by considering instantons of the gauged
WZW theory.

The link between this model and the SL(2,R)/U(1) x SU(2)/U(1) orbifold can be
seen as follows: let us perform a duality transformation along the U(1) isometry generated
by the superfield ¥. Using the standard T-duality rules [50], one finds the following dual
action:

DUDW
2

+tan? © (D‘IJ - %) (DCIJ - D—;) + R® In(cosh? R cos? @)} .

S = E/d?zcﬂe{zﬂ«z[)z«z+D@D@+tanh?1~z

s

(5.17)

If we redefine ¥/k = ¥’ and shift the superfield ®: ® — ¥/k = &', we get exactly the
superspace action for SL(2,R)/U(1) x SU(2)/U(1). We can have an indication of the
presence of the Zj, orbifold for the following reason. The coordinate 1 has a periodicity:
W ~1p+2mn, n € Z, inherited from the SU(2) group manifold. After the field redefinitions,
the new coordinates have the periodicity: ¥’ ~ ¢/ + 2wn/k, and ¢’ ~ ¢’ + 2wm — 27n/k.
Therefore we have an Zj orbifold whose action is given by the identifications: (', ¢’) ~
(' + 2mn/k, ¢’ — 2mn/k). This is the geometrical interpretation of the Zj orbifold per-
formed in section 4 to achieve spacetime supersymmetry. To further argue that the theo-
ries are indeed the same, we will use below the exact coset description we found to show
that the spectrum of the coset {SL(2,R) x SU(2)}/(U(1)r x U(1)r) and of the orbifold
{SL(2,R)/ U(1) x SU(2)/U(1)}/Zj, are explicitely the same.
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Path integral analysis. We can use the standard techniques (see [30] and [51]) to obtain
the spectrum of the CFT described by this supersymmetric coset. One starts with the path
integral for the supersymmetric coset:

7= / (G [dA[dA]e @A) (5.18)

Then one can parameterize the super-gauge fields by superfields taking values in the gauged
U(1) subgroup H:
A=HDH', A=HDH', (5.19)

and using the supersymmetric generalization of the Polyakov-Wiegmann identity [52], one
can rewrite the path integral in a product form:

7z - / [dG] [ dMI[dH][dB][dC]e—FSH SR +RS (M1 F)-Ssc: (5.20)
with a super-ghosts action coming from the jacobian of the change of variables (5.19):
1 _ _
Ssq = — / d’zd*0 BDC — BDC (5.21)
T

with B = 0+ 6b, C = ¢+ 0v, and the same for the antiholomorphic superfields. Then
one change the variable H'GH — G and gauge-fix: H = 1. In the specific case of a
null gauging we are considering, the super-WZW action for the null subgroup actually

vanishes: S(H) = 0. In short, the path integral for the model is just given by the sum of
a SL(2,R) x SU(2) piece and a superghost action:

Z- / [dG)[dB][dC]e*S(©)=S56 (5.22)

The theory possesses two chiral BRST currents. The BRST charge for the left-moving
symmetry is, in terms of components:

dz
OBRST = o e(TPHT) 4y WP+ (5.23)
where J3 and Z? are respectively the total SL(2,R) and SU(2) currents at level k, and 3,

x? are the associated fermions. We have a similar BRST charge for the right-movers.

5.3 The spectrum of the coset and comparison with the orbifold

The previous analysis shows that the spectrum of the coset is the spectrum of the SL(2, R) x
SU(2) supersymmetric WZW model times the super-ghosts contribution, constrained by
the BRST symmetry (5.23). For simplicity let us consider NS ground states. We recall
that we have to consider the single cover of SL(2,R). The weights of the primaries of the
coset will be then:

- i(j+1 k
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where ¢ is the second Casimir of SL(2,R) and wr g the left and right spectral flows
(see [25] for more details). In the BRST cohomology, the eigenvalues m/2 of J3, the
SL(2,R) Cartan, are constrained to be related to m’/2, those of Z3, the SU(2) Cartan:

m=-m'=j —1, r'=0,...,2j

m=-m=j -7, 7 =0,...,27. (5.25)

Now let us refresh our memory about the spectrum of the primaries for the orbifold
{SL(2,R)/U(1) x SU(2)/U(1)}/Zy, considered in the previous sections. We also restrict
our attention to states that are in the ground state of the NS sector. Then we have the
following conformal dimensions:

12

G+ (m—y—kwy)? m
Lorb — C_Q J (] + e
0 KTk 4k 4k
= i(G+1)  (m+y+kw)?  (—m + 2y)?
gorb _ 2, JU B 5
0 P . k 4k ’ (5.26)

and due to the Zj, orbifold we have the constraint: m +m’ —~ = kp. We do the change of
variables: —m’ + 2y — m/, and find the spectrum:

'GP+ 1) wye—p k
Lorb — ] J (] + r v )2
- (7 +1 k
Lyt = %+j(];_ )+w+2+p m'+1(w++p)2. (5.27)

To match the two spectra of primaries, egs. (5.24) and (5.27), one has to identify the left
and right spectral flows as follows:

wp=wi—p,  WR=wy+p (5.28)

and the matching of the complete spectra follows from the matching of the dimensions of
the primaries, since the structure of the characters is the same.

To summarize, we have proven that the background corresponding to NS5-branes on a
circle, eq. (5.7) is given by the worldsheet orbifold CFT {SL(2,R)/U(1)xSU(2)/ U(1)}/Zy.
This was an assumption in [9], used to study little string theory in a double scaling limit.
In this section we have given strong arguments for this equivalence, using an exact coset
description of the background, and we explicitly matched the spectrum with the orbifold
theory.

6. About spacetime supersymmetry and geometry

From this specific example we can draw important conclusions for the construction of
supersymmetric string backgrounds in general. Suppose one would like to construct a
superstring background that corresponds to the spacetime geometry of the two-dimensional
euclidean black hole times some flat coordinates:

ds?® = k(dp?® + tanh? p dp?) + 1y, datdz” (6.1)
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described by an SL(2,R)z/ U(1) x R%! SCFT. Then one chooses an internal superconformal
field theory such that the total central charge is ¢ = 15. In our example, the “internal”
CFT was simply SU(2);/ U(1), but one can choose more complicated examples as well. For
the moment this theory cannot be spacetime supersymmeterized because the spectrum of
charges of the N = 2 R-current is not integer. To achieve this goal, one has to perform
a projection on integral charges, which is realized in string theory as an orbifold, because
of the requirement of modular invariance. As in the example we studied in detail in this
paper, the order of the orbifold scales like k. Therefore the effective geometry in which the
low-energy effective theory lives is deeply altered. Let us illustrate this idea on a simple
“toy model”. We consider simply a U(1) x U(1) theory at level k. The spectrum of the
zero modes is given by:

Ly  (n-— kw)?  (n' — kw')?

9/ - 40k + 40k
Lo _ (n+kw)? N (n' + kw')?
o 4ok 4ok

The spectrum of the low energy effective action is obtained in the limit o’ — 0, with o'k
fixed. In this limit, the left and right contributions are equal and corresponds to states
with mass squared m? = (n? +n'?)/(a/k). The winding sectors are very massive and hence
decouple from the low energy action. Now let us consider the Zj diagonal orbifold of this
theory. We have (i) a projection on the states with n —n’ = kp (with p integer) and (ii)
new twisted sectors. The resulting spectrum is:

Ly _ [n—k(w+y/k)? [ k@'t /k) + kp]®

o 4a'k 4a'k
Lo _ [n+k(w+~/k) N n+ k(w' +~/k) + kp)?
o 4a'k 40’k '
Then in the effective theory the contributions to the masses of the physical states will be:
2
2 (n—7)
—ox 1
" . 4d/k
_ 92 (n+7)?
=2 X —
" x 40k

Note in particular that the twisted sectors survive to the low energy limit, precisely be-
cause the order of the orbifold is k. This is qualitatively the same behavior as in the
SL(2,R)/U(1) x SU(2)/U(1) CFT considered in this paper.

Some years ago, the following paradox was pointed out (see [53, 54, 55]): some back-
grounds of superstring theory should be supersymmetric, because of worldsheet extended
superconformal symmetry. However, the corresponding supergravity solution is manifestly
not supersymmetric. One of the most obvious examples which was considered was in fact
the SL(2,R)/U(1) x SU(2)/ U(1) background. The string frame metric and dilaton for this

solution are:

ds® = k(dp® + tanh? p dp?) + k(d6* + tan® 0 dyp?)

'4QOnly in this part, o’ is reinstalled in the formulas instead of having being set to two.
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e 2% = cosh? pcos? 0. (6.2)

Let us consider for example the dilatino variation for type-IIB supergravity in this back-
ground. We have:

N = [Y'Oup o3 — éprv“”p] <Z;> = vk [—I‘p tanh p 4+ % tan 0} o3 <Z;> , (6.3)
and therefore all the supersymmetry is explicitely broken.

We now argue for a resolution of this paradox. The requirement of spacetime supersym-
metry enforces the projection on integer charges in the underlying worldsheet CFT, hence
the Zj orbifold. Therefore the supergravity solution (6.2) is not the correct low-energy
effective background for this theory, since the spectrum we would get for supergravity fluc-
tuations around the background (6.2) wouldn’t match the o’ — 0 limit (with o’k fixed) of
the {SL(2,R)/U(1) x SU(2)/U(1)} /Zj spectrum. Rather the supergravity solution corre-
sponding to this superstring background is given by the solution of five-branes on a circle,
eq. (5.7), which is manifestly supersymmetric.

7. Conclusions

In this work we have computed the torus amplitude for the SL(2,R);/ U(1) supersymmetric
coset. We have used a supersymmetric marginal deformation method to obtain this result
from the supersymmetric SL(2,R) partition function, in analogy to [18] for bosonic SU(2)
and [17] for bosonic SL(2, R). This is the first time this method is used for a supersymmetric
WZW model. Then we have performed the exact decomposition in characters — and not
only for the primary states — of the supersymmetric coset, which are the same as the
irreducible characters of the N = 2 algebra with ¢ > 3. This last fact is an important
element in favor of the duality between the SL(2,R)/ U(1) coset and the N = 2 super-
Liouville theory. Moreover we have seen that the extended characters of N = 2, which
have nice modular transformation properties, appear naturally in the decomposition. The
spectrum we have found is composed of discrete representations, filling out exactly the
improved range for the spin, and continuous representations accompanied by a divergent
factor, due to the infinite volume available for them. Upon regularization, we find a
divergent factor, corresponding to this volume divergence, and a finite part related to
the reflection amplitude in N = 2 super-Liouville theory. Apart from these two pieces
corresponding to standard characters of the coset, we find new sectors of states which may
depend on the regularization procedure. Note that this is not a particular problem of
our computation, but would also appear in the bosonic coset partition function [14] , the
SL(2,R) partition function [17] (and presumably also in thermal AdS3) if we also consider
the exact expansion in characters, with the multiplicities, rather than only the expansion
for the zero modes. This is an important open problem that deserves clarification.

Then we have considered the little string theory in a double scaling limit, corresponding
to the worldsheet CFT SL(2,R)/U(1) x SU(2)/ U(1). The integrality of N = 2 charges —
necessary to achieve spacetime supersymmetry — is obtained by considering a Zj orbifold
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of this CFT, much as in Gepner models [3]. We provide the spacetime supersymmetric
partition function for this superstring background. The computation of the Witten index
agrees with the expected result for superstrings on an A;_; ALE space. We also give some
insight on the relationship between this theory and the theory of coincident NS5-branes,
i.e. the SU(2), x Rg worldsheet CFT. We show in particular that the leading part of the
partition functions, proportional to the (infinite) volume agree.

We have shown that the supergravity solution for NS5-branes spread on a circle in
the transverse space with Zj; symmetry, given in [13], is actually given by an exact CFT,
corresponding to the null gauging: (SL(2,R) x SU(2))/(U(1)r x U(1)r). After integrating
out the gauge field, we obtain a sigma-model which is perturbatively exact, thanks to
N = (4,4) worldsheet superconformal symmetry. The metric, dilaton and NS-NS two form
background fields agree with the supergravity solution, up to a multiplicative factor taking
into account the discreteness of the distribution of branes. This factor could be interpreted
as an expansion in worldsheet instantons contributions, that correct the sigma-model of
the coset. Using the standard BRST quantization of gauged WZW model, we have shown
that actually the spectrum of the null coset coincides precisely with the spectrum of the
(SL(2,R)r/U(1) x SU(2)x/ U(1))/Zy, orbifold. This gives further strong arguments for the
holographic duality between this worldsheet CFT and the double scaling limit of little
string theory.

Getting inspiration from this example, we have discussed the relationship between
spacetime supersymmetry of superstring backgrounds and low-energy effective geometry.
To achieve spacetime supersymmetry with the N = 2 spectral flow one has to project onto
integral charges of the N = 2 R-current, and this projection has a drastic effect on the inter-
pretation of the corresponding supergravity background. We have illustrated this idea with
a very simple U(1) x U(1) example and of course with the SL(2,R);/U(1) x SU(2)x/U(1)
model. The correct supergravity description of the corresponding supersymmetric string
background is the solution for NS5-branes on a topologically trivial circle. Also in the
non-supersymmetric cases, it is not clear when it is possible to make sense of a string the-
ory with non-integer N = 2 charges since various OPE’s between vertex operators of the
theory will become non-local.
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1. Introduction

We have learned that it is very useful to study non-perturbative objects in string theory, es-
pecially when they are related to an implementation of holography. This study has proved
instrumental both for understanding gauge theory physics, and for getting to grips with
aspects of quantum gravity. In this paper, we will concentrate on constructing boundary
conformal field theories for theories with N = 2 supersymmetry and central charge ¢ > 3.
These boundary conformal field theories are arguably the most important missing ingredi-
ent in the construction of D-branes in non-compact curved string backgrounds with bulk
supersymmetry.

The models we will study in detail are the N = 2 Liouville theory [1, 2], and the
SL(2,R)/U(1) super-coset [3] theory. These two theories are known to be dual [4, 5](see
also [6, 7]), and are mapped to each other by mirror symmetry.

Constructing D-branes in these superconformal field theories will not only increase
our knowledge of D-branes in non-minimal N = 2 superconformal field theories (see also
[10, 11, 12]), but it will also enable us to study holographic dualities in closer detail.
There are two conjectured instances of holography where these D-branes are expected to
be relevant. The N = 2 Liouville/SL(2,R)/U(1) background is is related to a conjectured
calculable version of holography [5] which involves a bulk closed superstring background 8]
dual to a non-gravitational non-local Little String Theory [9]. Note for instance that D1-
branes stretching between NS5-branes (which can be interpreted as the W-bosons of the
Little String Theory) can be constructed using these boundary conformal field theories.

Another natural area where the D-branes built in this model are relevant is the study
of matrix models for two-dimensional non-critical superstrings [11] and Type 0 strings in
a 2D black hole. For the latter case, it was conjectured in [13], following the ideas of [14],
that the decoupled theory of N — oo DO branes of ZZ type in N = 2 Liouville, leads to a
version of the matrix model of [15] with the matrix eigenvalues filling symmetrically both
sides of the inverted harmonic oscillator potential. This matrix model would be dual to
2D Type 0A string theory in the supersymmetric 2D black hole background.

Our paper is structured as follows. We first review in section 2 the bulk theories, and
the duality between N = 2 Liouville theory and the supersymmetric coset. In section 3 we
go on to discuss how to relate Hy (i.e. Euclidean AdS3) boundary conformal field theories
to the N = 2 theories under consideration. In the following sections, we then explicitly
construct and study DO-, D1- and D2-branes. We pause in section 5 to explain how to
extend our result to an angular orbifold of the cigar. In the appendices, we collect several
important remarks. One concerns the fact that the SL(2,R)/U(1) super-coset characters
are equal to the characters of the N = 2, ¢ > 3 Virasoro algebra. Another treats the Fourier
transformation of the one-point functions, while a third appendix analyzes the SL(2,R)
symmetry of general N = 2 ¢ > 3 conformal field theories.

2. The bulk

In this section we will study aspects of the bulk theory in which the D-branes studied in this



paper will be embedded. We give original points of view on some of the topics treated in the
literature. We first discuss the spectrum of the supersymmetric SL(2,R)/U(1) conformal
field theory for concreteness. We then study the nature of the duality between the susy
coset and N = 2 Liouville (as well as its bosonic counterpart). We next review the pole
structure of the bulk correlators and comment upon the pole structure of the one-point
functions. We finish by suggesting that from the perspective of recent developments in
non-rational conformal field theories, the duality of the two theories is a case of dynamics
being completely determined by chiral symmetries.

2.1 The bulk spectrum of the supersymmetric coset

We consider a bulk theory with N = 2 supersymmetry, namely the axial SL(2,R)/U(1)
super-coset conformal field theory [3]. We review the algebraic details of this N = 2 algebra
in Appendix A. The central charge of the conformal field theory is
6
=34+ - 2.1
c=3+ (2.1)
where k is the level of the parent (total) SL(2,R) current algebra. The primaries (I)in,m in

the bulk, coming from SL(2,R) primaries with spin j, can belong either to the NS or R
sector of the N = 2 algebra. They have conformal dimensions and N = 2 R-charges [13, 8]

i(i—1 2 5R 2 ) 6R
A = 2T =1 7 (02) Qs = 24 0%
k k 8 k 2
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AAwn:_ - iwn — ——— — —, 2.2
.77 k] k + k: + 8 Q]7 k] k; 2 ( )
where
_— n +2k:w _— n —2/~cw ’ (2.3)

with n,w € Z. The constant §% is zero in the NS sector and +1 in the R sector. The
Ramond primaries appear always in pairs due to the double degeneracy of the Ramond
vacuum. The numbers m,m are the eigenvalues of the left and right elliptic generators of
the SL(2,R) Lie algebra. Notice that the conformal dimension A, , is invariant under
j — —j+ 1. The two corresponding primaries are related through

04 = RN/ (—j 4 1,m,m) @),
1 .
_ J
"~ RNS/R(j.m,m) P (24)

M

where the reflection coefficients RNS/R* (j,m,m) are given by [13]
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for primaries of the NS and R sectors, respectively.

The two-dimensional geometry of the axial coset theory is a cigar [16, 17], or Euclidean
2D black hole [18, 19] . It has an asymptotic radius equal to Vka!, and the quantum number
n is interpreted in the axial SL(2,R)/U(1) coset as the momentum around the compact
circle at infinity. The number w denotes the winding number of the closed string states [20],
but can be viewed also as the spectral flow parameter of the affine SL(2, R) algebra [21, 22].

The spectrum of the super-coset includes both continuous representations with j =
% +iP (and P € RY), and discrete lowest-weight representations D;-r [20] with values of
J € R satistying

1 k+1
R —— 2.
5 <J< 5 (2.7)
and
j+r=m, j+r=m, (2.8)

where r, 7 are integers (half-integers) for the Neveu-Schwarz (Ramond) sector. The bound
for j (2.7) is stricter than the unitarity bound on the coset representations [23] as well as
than the bound corresponding to normalizable operators [22]. The improved bound has
been shown to apply in all physical settings [5, 22, 24, 25, 26, 8]. Although coset primaries
for discrete representations appear for all values of r, 7, only those with r, 7 > 0 correspond
to coset primaries inherited from SL(2,R) primaries, and only for them expressions (2.2)
hold. The coset primaries with r,7 < 0 arise from descendants of SL(2,R) discrete lowest-
weight representations D;.r, but they can be interpreted as primaries coming from discrete
k+2

highest-weight representations D@,j with spin “5= — 7. We discuss the details of the
2

r,7 < 0 primaries in this section, in section 4.1 and in Appendix A.!

The spectrum of primaries that we have reviewed above follows from studying the
representation of the affine SL(2,R) algebra and from the analysis of the modular invariant
partition function of the model [24, 26, 8]. The reflection coefficients (2.5)-(2.6) are related
to the dynamics of the theory, i.e. the correlation functions, which we consider now.

2.2 Towards the duality with N = 2 Liouville: a bosonic ancestor

Before discussing the duality between the susy coset SL(2,R)/U(1) and N = 2 Liouville,
we will look at its bosonic counterpart. The correlators of the bosonic SL(2,R)/U(1)
theory can be obtained by free field computations in SL(2,R). For this one can use the
Wakimoto free field representation of the algebra?

it=p
3 = =67- 509
iT =B+ g’y&zﬂ— kory (2.9)

'Note that when we take into account all primaries including those with r,r’ < 0, there is no need to
consider both DT and D~ representations, the DT representations being enough to cover all the spectrum.

*We will take the SL(2,R) level k 4 2, which is more convenient in order to move to the susy case later.
We take o = 2.



where
2
o
A(ﬂ, ’7) = (17 0)

Bly(w) ~ ——
Bw)(2) ~ —log(z — ) (2.10)

and the energy momentum tensor of the theory is:

Q

2
- 50%, (2.11)

T = 50y~ 5 (067
with the central charge given by (2.1). The SL(2,R) vertex operators are represented by
@Zn’m = yitm=lyitm=1(-1)Q¢ (2.12)
Correlators were computed in this formalism first in [27], by using the screening charge?
Ly = mpBPe . (2.13)
The two-point function is
(@ @ ) = [212[ 7896 O (507 + 7 — 1) + RNS(jym,m)a(j — §7)) (2.14)

where RV(j,m,m) is given in (2.5). Similar free field computations can be performed
using a dual screening charge [28, 29, 30]

Lo = pa(BB)re @2, (2.15)

and the correlators agree under the identification [29]

L), T
o - (M) 210

The vertex operators (2.12) correspond to the SL(2,R) theory. To obtain the primaries
of the coset one multiplies them by the exponential of a free boson, which represents the
gauged coordinate. But the nontrivial part of any correlator computed is the same in
SL(2,R) or SL(2,R)/U(1) since both interaction terms £; and Lo commute with the
gauged current j°.

The free field formalism actually allows to compute (2.14) by inserting both £; and
Lo, and only for those values of j where the anomalous momentum conservation for ¢ is
satisfied as

2

2(j - 1DQ —mQ — n2g = -Q, (2.17)

3Whenever we say screening charge we imply the integrated form [ d*z L.




where ni,ne = 0,1,... are the number of insertions of £; and Ls, respectively?. The
results are then analytically continued to arbitrary j.

In the limit ¢ — oo the potential drops exponentially and the theory becomes weakly
coupled. In the cigar geometry, the dilaton becomes linear in ¢, which has the interpretation
of the radial coordinate away from the tip. Following [15], it is easy to see that the relation
between £; and L is that of a strong-weak coupling duality. For k — oo, Lo is supported
in the strong coupling region (¢ — —oo) and £; has support in the weak coupling region.
This is consistent with the fact the £ screening can be obtained from the geometry of the
parent theory, by parameterizing AdS3 with Poincare coordinates, and the geometry of the
cigar becomes weakly curved at k — oo since the radius tends to infinity. The relation is
inverted at the opposite limit £k — 0. Notice that all this is consistent with the fact that
p1 and po are interchanged under k < k=1 as follows from (2.16).

It was first observed in [4] that correlators computed in the bosonic SL(2,R)/U(1)
model coincide with those of the sine-Liouville model, whose fields are a compact boson
X at the radius R = /2(k + 2) of the cigar, and a non-compact one ¢ with background
charge. The stress tensor of the theory is
1 2_Q

2 2
and the central charge is® ¢ = 2 + % The SL(2,R)/U(1) primaries are mapped to the
following primaries of sine-Liouville:

_ gy Xerimy 2 Xn (i-1)Qs (2.19)

The correlation functions are computed in the Coulomb formalism by using the screening

T=—-(0X)* - %(&b) %9, (2.18)

%

'7 —
m,m

charges

. k42
L5 = pge (X XR) e (2.20)

)

which are primaries of +£1 winding in the compact boson. The relevant computations can
be found in [31] for the two-point functions and in [32] for some three point functions.®
Using Li as screening charges, the anomalous momentum conservation for a two-point
function is

2(j —1)Q — (n~ + n+)22 =—-Q, (2.21)

where n* is the number of insertions of L’;S.

An important result of [4] is that in the computation of N-point functions, with N > 3,
the correlators can violate winding number by up to N — 2 units. This result is easily ob-
tained in the sine-Liouville side, as shown in [32], since the integrals to which the correlators

4Note that the values of j selected by (2.17) are nothing but 2j = 1 4+ n1 + n2k, which correspond to
degenerate representations of the affine SL(2,R) algebra.

This central charge differs by 1 from the central charge in (2.1). This corresponds to the addition of a
trivial boson as mentioned before.

6The analytical structure of correlators computed in [32], was recently shown in [33] to agree with that
obtained in the SL(2,R) approach for winding-violating processes.



reduce in the Coulomb formalism, to vanish when the difference n~ — n™ does not have
the correct value. The same result, of course, appears in the SL(2,R)/U(1) side, though
through some hard work [29, 34]. Note that as a consequence, the perturbative computa-
tion of a two-point function requires n~ = n™, and thus an even amount of insertions of
3.

In terms of strong-weak coupling duality, the sine-Liouville Ei interaction belongs to
the same side of the duality as the interaction Lagrangian L£o. The relation between the
coupling constants g and p; was shown in [35] to be

2 -1
THsl\ & F(k )
< k ) T kT (2:22)
from which, using (2.16) it follows that
Thtsi \ 2 o F(k)
( k ) ~ TR Ry (2:23)

This quadratic relation between ps and g is consistent with KPZ scaling, since it is clear
from (2.17) that any value of j which is screened with ng insertions of Ly, can be equally
screened with twice as much insertions of E;tl.

2.3 The supersymmetric case

The supersymmetric version of the equivalence between the bosonic coset SL(2,R)/U(1)
and the sine-Liouville theory, is the celebrated mirror duality between the supersymmetric
coset SL(2,R)/U(1) and the N = 2 Liouville theory. This duality was conjectured in [5]. It
was then shown in [6] that the equivalence between the actions of this two N = 2 theories
follows from mirror symmetry, using the techniques of [36]. The same equivalence was
shown in [7] to follow from an analysis of the dynamics of domain walls.

In both analyses of [6] and [7], crucial use is made of the explicit N = 2 supersymmetry
in the action. On the other hand, it is easy to see that the computational content of the
duality, i.e., the identity of the correlators, is exactly the same as that of the bosonic
version. In the supersymmetric coset SL(2,R)/U(1) side, the primaries are obtained from
the parent susy SL(2,R); model. In the latter, one can decouple the fermions and shift
the level £ — k + 2 (see Appendix B), so that the NS primary states are the product of a
bosonic SL(2,R)x2 primary and the fermionic vacuum. Descending to the coset involves
removing a free U(1) boson, so the correlators reduce to those of a purely bosonic model
at level k + 2, with the screening charges given by (2.13) and (2.15). In the Ramond
sector, a coset primary is obtained by extracting the contribution of the gauged U(1) from
the product of an SL(2,R)i42 primary and a spin field of the decoupled fermions (see
e.g. [13]). The computation reduces also to that of the bosonic case, but the dependence
on the quantum number m is now shifted to m + %, as can be seen in (2.6).

The N = 2 Liouville is an interacting theory for a complex chiral super-field ®, with
a Liouville potential. For some previous works on N = 2 Liouville see [1, 2, 37, 38]. The
super-field ® has a non-compact real component ¢ with background charge, a compact



imaginary component Y, and the corresponding fermions. The stress tensor is

Q

1
T =~ (0Y)? - (00 - 5

1 1 1
-3 D¢ — §¢ya¢y — 5%8% (2.24)

with a central charge given by (2.1). The compactness of Y actually allows to define the the
following chiral /anti-chiral superfields in N=(2,2) superspace of coordinates (z, #%; z, %):
Ot = ¢ +i(Yr — YR) + 05y F ithy) — i0F (g £ ithy) + i0FOFFE . (2.25)

Correspondingly we have the following two N = 2 Liouville chiral interactions:

Lyoy = H2/d29ie_@1?q>i
—Llpti(ve— . = -
— 57 QUFOLYR () 4 i ) (4 F ithy) - (2.26)

In the expansion we have set to zero the auxiliary field F*. Its presence only contributes
contact terms in the correlators, so it can be ignored [39]. At this point it is convenient to
bosonize the fermions as

¢¢ + Z'wy _ eiiHL
V2
o ity _ simy

7 = (2.27)
so that the interaction terms become’
LE_, = kps e~ @PeFilG Vet il FilgYrtHa] (2.28)
We will now rotate the two bosons Y7, and Hy, as
[k+2 1
TXL — aYL + HL
k+2 1
5 Z;, = =Y + aHL (229)

and similarly for Xgr, Zg. The two bosons X, Z;, commute and are canonically normal-
ized. Making this change of variables in the interaction (2.28), we see that Zj completely
decouples from the interaction term, and Eﬁzz becomes identical to the bosonic [,zcl, as
announced. This change of variables is actually the N = 2 Liouville equivalent of the chiral
rotation in susy SL(2,R) that allows to decouple the fermions by shifting the level k to
k + 2. We again arrived to a form of the screening charge without fermions, and the coef-

ficient of the compact boson in the interaction has been shifted from % = \/g to ,/%.
The NS primaries of the model are given by (2.19). The Ramond sector is treated as in
the SL(2,R)/U(1) case with the same result.

"The interaction (2.28) is the N = 2 point in a continuous family of theories studied in [31].



By bosonizing the fermions, we have lost explicit NV = 2 supersymmetry at the level
of the action, which was so important in the approaches of [6, 7]. This is not uncommon
in conformal field theories, where fermions are typically bosonized in order to compute

correlators®

. In our case it is a signal that the reason for the identity of the correlators
may not lie in the form of the action of the theory (see later).
A dual, non-chiral interaction term is also allowed by the N=2 symmetry of the N=2

Liouville theory :
Ly—y = ﬂg/dA‘H eF(@F+eT), (2.30)

We now observe [38] that this screening charge coincides with the screening charge of the
SL(2,R)/U(1) super-coset, i.e. the supersymmetric equivalent of (2.13). Using the same
steps of bosonization and field redefinitions one can reduce this equivalence to the bosonic
one already discussed. Thus this circle of ideas clarifies the fact that the N = 2 Liouville
duality proposed in [37] is nothing but the bosonic duality of [4] discussed in the previous
section.

2.4 Bulk versus localized poles and self-duality

Poles in the correlators of our model can be either of ”bulk” or "localized” type. Bulk poles
correspond to interactions taking place along the infinite direction of the (asymptotic) linear
dilaton. On the other hand, localized poles are associated to discrete normalizable states
living near the tip of the cigar®.

In particular, in the two-point function (2.5), the first two gamma functions of the
numerator have bulk poles, and the last two gamma functions, with m,m dependence,
have localized poles. We analyze here the NS two-point function, the R case being similar.

Let us consider first the bulk poles. The first gamma function has single poles at
values 2j = 1,2,---. From (2.17), we see that these values of j are screened by ny = 2j —1
charges of type L1, and no £y charges. In the Coulomb formalism, one first separates the
non-compact field into ¢ = ¢o—+¢@, and then the integral of the zero mode ¢y over its infinite

volume gives the pole [41]. The second gamma function has poles at % =1,2.... These

values of j are screened in SL(2,R)/U(1) by ny = @Jik_l) charges of type Lo, and no £
charges. In the sine-Liouville theory, these corresponds to having n:l = % charges of
L}, and the same amount of £;. This follows from (2.21) and the condition n_; = n}; for
two-point functions.

The same phenomenon of having two families of bulk poles occurs in bosonic Liouville
theory, where the two-point function has two sets of poles, their semi-classical origin being
the insertion of either the Liouville interaction pze 2% or its dual ﬂLe_%¢, with a relation

between uy, and fi, similar to (2.16) [42].

8Explicit N = 2 supersymmetry at the level of the action is not necessary for a conformal field theory
to have N = 2 supersymmetry in its spectrum and in its chiral algebra. For example, an N = 2 minimal
model with central charge ¢ = 1 can be realized through a free compact boson. We thank A.Giveon for
comments on this point.

9See [40] for a recent discussion on this double nature of poles in the context of holographic descriptions
of Little String Theories.



The bulk poles in (2.5) are simple poles, except at the level k& = 1. At this level,
corresponding to ¢ = 9, both the first and second gamma functions in (2.5) have each a
pole at 25 = 2,3.... This is signaled by the fact that the two dual charges £; and Lo
become equal for k = 1, including p; = o, so this the self-dual point of the theory. There
is only one single bulk pole left at & = 1, that comes from the first gamma function of (2.5)
at 25 = 1. But this is the expected result since for this j no screening charges are needed
to satisfy the anomalous momentum conservation (2.17), and the single pole comes from
the infinite volume of the zero mode of ¢.'°

Notice that although one can interpret £ as being a strong-weak dual to both L5 and
£k
L1 and L9, and this becomes more manifest at the self-dual point k& = 1.

the sine-Liouville interaction remains outside the liaison between the Wakimoto pair

As mentioned, localized poles occur in the third and fourth gamma functions of the
numerator of (2.5). They signal the presence of normalizable bound states in the strong
coupling region associated with the residue of the singularity. We will consider here the
case m = m = kw/2, which is the relevant case for the D-brane analysis. At values of
r = kw/2 — j > 0, corresponding to primaries of SL(2,R)/U(1) coming from primaries of
SL(2,R), the fourth gamma function in the numerator of (2.5) has a localized pole. On
the other hand, at values of r = kw/2 —j < 0 corresponding to primaries of SL(2,R)/U(1)
which are descendants of SL(2,R), the two-point function has a zero from a pole in the
third gamma function in the denominator of (2.5). We will return to this issue in sect. 4.1.

A qualitative feature that we wish to stress is that, for the theories with boundary
that we will construct, the two kinds of poles naturally decouple. One-point functions of
localized DO-branes will have only poles associated to the discrete normalizable states, and
those of extended D1-branes will have only ”bulk” poles associated to the zero-mode of the
radial coordinate. Intuitively, on the one hand, the DO-branes are localized near the tip
of the cigar, as are the normalizable bound states, and on the other hand, the D1-branes
stretch along the radial direction and only couple to momentum modes, thus forbidding
the coupling to discrete bound states that all carry a non-trivial winding charge. In the
last case of D2-branes, we have both type of poles since these non-compact branes have a
induced DO0-brane charge localized at the tip of the cigar [43].

A similar decoupling phenomenon can be observed for the one-point functions of
bosonic (and N = 1 [44] ) Liouville theory. In this case, the ZZ one-point functions
[45] have no poles and the FZZT one-point functions [46] have the bulk Liouville poles
mentioned above.

2.5 The conformal bootstrap approach

We have reviewed above how perturbative calculations with different screening charges
lead to the same correlators in both theories. The perturbative approach leads to physical
insights related to the nature of the poles, strong-weak coupling regimes, etc. Also, in the

%The importance of the self-dual point at k = 1 has recently been stressed in [33]. The same self-duality
phenomenon, with single poles becoming double poles, occurs in Liouville at ¢ = 25 (b = 1). It would be
interesting to see if these features of the kK = 1 point are captured in the matrix model for the 2D black hole
proposed in [15], which is an extension of a matrix model for ¢ = 25 Liouville (coupled to ¢ = 1 matter).

~10 -



last years a new powerful approach to compute correlators in non-rational conformal field
theories has appeared [47]. In non-rational conformal field theories the normalizable states
have a continuous spectrum (in H; they correspond to the continuous representations of
SL(2,R)) and appear in the intermediate channels of the correlators. The new approach
consists in assuming that a general property of the conformal bootstrap, namely the fac-
torization constraints, can be analytically continued to primary states corresponding to
non-normalizable degenerate operators with discrete spectrum. This assumption, together
with assuming that a strong-weak coupling duality is present in the theory (of the type
between £; and Ly above), leads to constraints for two and three point functions which
have a unique solution. We will not review this method here, and we refer the reader to
[47, 42, 46] for details.

A natural question is what new light can be shed on the equivalence between N = 2
Liouville and the susy SL(2,R)/U(1) through these methods. This question is related to
the more general issue of what role the action or the perturbative screening charges play in
this approach. The method essentially reduces to a minimum the dynamical information
needed to solve the theory. It asks as an input two pieces of information: i) the quantum
numbers of a degenerate operator, which are given by the chiral symmetries of the theory,
and 1) the value of certain fixed correlators involving one or two screenings. As an output
we get the value of arbitrary correlators. In the sine-Liouville/ SL(2,R)/U(1) context, this
method has been exploited in [35] to obtain the relation (2.22) between coupling constants
241 and Hsi-

Now, at least in some cases, it turns out that the second piece of input, namely, the
perturbative fixed correlators, can be obtained by considering factorization constraints im-
plied by higher level degenerate operators'!. This means that the chiral algebra of the
model would fully fix the correlators, through the family of its degenerate primaries. The
argument holds both for bulk and boundary theories. In this way, for example, in [48],
factorization constraints for the boundary ng theory were obtained without introducing
a boundary action. In other words, under certain analyticity assumptions one could in
principle achieve for non-rational conformal field theories, what is known to hold for ratio-
nal ones, namely, that the chiral symmetries of the theory completely fix the correlation
functions (under a certain prescription as to how left and right fields are glued). Notice
that in our theory many factors of the two-point function (2.5) can be seen as the result of
Fourier-transforming the same object from a basis of primaries where the SL(2,R) chiral
symmetry is realized through differential operators (see Appendix B). So the idea would
be to push these symmetry constraints further to their very end.

Carrying this program in our case, the SL(2,R)/U(1) and N = 2 Liouville theories
would appear just as different realizations of the same chiral structure. The latter would
be nothing but the common core of their respective chiral algebras, affine SL(2,R) and
N = 2,¢ > 3 Virasoro, which are [23] related by a free boson which does not affect
the correlators. In appendix D we show how an N = 2,¢ > 3 algebra yields always an
SL(2,R) algebra by adding a free boson. Concerning the possible additional ”geometrical”

1We thank V. Schomerus for this crucial comment.
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information, namely, the way left and right chiral fields are glued, there is only one known
modular invariant with N = 2,¢ > 3 spectrum [26, 8], up to discrete orbifolds acting on
the N=2 charges.

That is the idea behind a central assumption of our paper, namely, that boundary
CFT quantities computed in H3", which descend naturally to SL(2,R)/U(1), describe also
the boundary theory of NV = 2 Liouville.

3. The boundary

The bosonic coset

Recall that for the bosonic coset we have that the one-point functions [43] are given in
terms of the product of one-point functions for H;“ and the one-point functions for an
auxiliary boson X (at radius R = M) which we can give the geometric interpretation of
being the angular variable in the coset. The left and right chiral U(1) quantum numbers
of Hy (labeled ny and py) and X are related as:

ng +ipy  ng—ipg\ (n+kw n—kw
2 ’ 2 N 2 72

(3.1)

where the relative minus sign arises because we gauge axially. We then use the factorization
of the one-point function:

(@50) = (P Vi) (3.2)

to obtain the one-point function in the coset [43]. Since X has the geometric interpretation
of being the angular variable, Dirichlet conditions on X (i.e. Neumann conditions on the
H3+ gauged current) have the interpretation of branes localized in the angular direction.!?
Note that we have assumed the ghost contribution to the one-point function to be trivial.
(We can detect non-trivial renormalizations through the Cardy check.) Note also that our
derivation is only valid for coset primaries that are associated to primaries in the parent
theory. Coset primaries associated to descendents in the original model require special

care.

The super-coset

For the super-coset, we can tell an analogous story. We have that the one-point functions
are given by a product of one-point functions for H. 3+ at level k+2, for a U(1) associated to
the fermions, and for an auxiliary boson X that has again the interpretation of the angular
direction. The one-point functions factorize, and we have:

(@psapereeety = (@) (Vik,) (Vr). (3-3)

We can be more precise about the relationship between the boundary condition for the
various currents. The left and right N = 2 R-currents are given in terms of the total

12See next paragraph for a more rigorous argument based on BRST symmetry.
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currents J3, J? as follows (see appendix A for conventions) :

JE =gty + QZ?’ and JE=q¢ty — 25 (3.4)
The A-type boundary conditions of the N=2 algebra [49] are defined through the twisted
gluing conditions (in the closed string channel) : Jf = JE GF = inG¥F, n = +1 being the
choice of spin structure. Thus we see from (3.4) — and the expressions for the supercurrents —
that the total currents of the SL(2,R) algebra has to satisfy untwisted boundary conditions:
J3E = —J3*. As we know from [50, 48] this corresponds to AdS, branes in AdS3. The
axial super-coset has a BRST charge corresponding to the gauge-fixed local symmetry,
whose expression is (see e.g. [51]) :

Qprst = ]4 % {e(?+i0X) + (W +v7)} —]{Qd; (¢ =i0X) +7(* - %)}
(3.5)
Thus the preservation of the BRST current will impose that the extra boson X has the
boundary conditions X = 0X in the closed string channel, i.e. Dirichlet conditions. The
net effect of the (3, ) super-ghosts will be to remove the contributions of the fermions 1
associated to J3 and ¢ associated to X, leaving the fermions ¢ with (relative) A-type
boundary conditions. In the cigar these are the D1-branes, extending to infinity [52, 43].

The B-type boundary conditions of the N=2 algebra [49] are defined through the un-
twisted gluing conditions (in the closed string channel) : J® = —J& G* = in@i. Using
the same lines of reasoning we find that these boundary conditions corresponds to twisted
boundary conditions for the SL(2,R) currents, J® = J3, J* = —JT. These are either Hy
branes or S? of imaginary radius. In the former case we obtain D2-branes in the cigar, and
in the latter DO-branes localized at the tip of the cigar [52, 43]. In both cases the extra
field X has to satisfy Neumann boundary conditions.

To summarize, the one-point functions for the super-coset are as in [43] (but, impor-
tantly, the basis of Ishibashi states to which they correspond is a basis of Ishibashi states
that preserves N = 2 superconformal symmetry and the level is shifted by two units), with
an additional factor corresponding to two real fermions.

We move on to apply the dictionary above to the particular cases of DO-, D1- and
D2-branes in the supersymmetric N = 2 theories. We will be using the quantum number
notations traditional for the SL(2,R)/U(1) super-coset, for convenience of comparison with
(technically similar) results in the bosonic coset [43]. But it should always be kept in mind
that the construction equally well applies to N = 2 Liouville theory, since the primaries
in one theory can be associated to unique primaries in its dual and since the characters in
both theories are identical.

4. DO-branes

The first type of branes we discuss are the B-type branes localized at the tip of the cigar
SL(2,R)/U(1) conformal field theory.

~13 -



4.1 One-point function for the localized branes

These one point functions for the D0-branes of N=2 Liouville are similar to those of the
ZZ branes [45] for bosonic Liouville theory. Their expression is (see Appendix B) :

(0,20 = 0,72 (41)

where

TG+ BTG - 52 sin Fu(2j — 1)

S O T T ) sin g2 1)

N |=

U, w) = k™

U5, w) = 0P (5, w)

(4.2)

kw _ kw 1y g ™ s
I (j,w) = k_%(—l)uwu’_JF(j+ =) 2 7 z)sin fu(Zj - 1)
B3, 3

rej—-nra - sin 7(2j5 — 1)

The normalization constant k‘_%(—l)“w (and ") is fixed to satisfy the Cardy condition
(see next section).

The numbers u = 1,2... are inherited from the one-point functions of localized D-
branes in Hg“ , and they correspond to finite dimensional representations of SL(2,R) of
spin j = —@. The latter are only a subset of the degenerate representations of the
SL(2,R) affine algebral®. Remember that in the bosonic and N = 1 Liouville theory, the
localized ZZ branes [45, 44] have two quantum numbers, associated to all the degenerate
representations of the (N = 1) Virasoro algebra. This suggests that more general solutions
of the factorization constraints in [48] are expected, which in turn would imply a bigger
family of D-branes for our N = 2 model.

For a discrete state with pure winding, the numbers j and w are correlated as [8]

jH+r= kw (4.3)
2

with r € Z for the NS sector and r € Z—i—% for the R sector. Moreover, the unitarity bound

(2.7) for j implies that for every r there is a unique pair of j, w such that (4.3) holds.
Given a j in the unitary bound (2.7) and satisfying (4.3), the one point functions
(4.2) have poles at values of » > 0,w > 0. The case < 0 should be treated differently,
since from the point of view of the parent Hy — or SL(2,R) — theory, the states with
w > 0 and w < 0 are of very different origin. Indeed in the former case, the equation (4.3)
can be solved with r > 0, hence those states descend from flowed primaries of a lowest
weight representation Di’w of the SL(2,R) affine algebra, see [21, 22]. Accordingly the
formulae (4.2) are obtained from descent of the H3™ ones — as in [43] — valid for primaries of
H;' . The one-point function has simple poles for all these states, coming form the second
Gamma function in the numerator of (4.2). On the contrary, in the latter case w < 0,

the solution of (4.3) is solved with » < 0. Those states, while primaries of the coset,*

13They correspond to nz = 0 in footnote 4.
141n fact these “diagonal” states are obtained from the lowest weight state of the representation. In a
bosonic model they are: (JZ;)"|j,j). For the supersymmetric case, see appendix A.
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are descendents of the SL(2,R) flowed algebra. To use nevertheless the formulas of the

. . . — —1 .
H; branes, we have to use the isomorphism of representations : D;r’w ~ Dj, T with

. k42
J ="

the first Gamma function in the numerators of (4.2).

—j. Applying this mapping on the one-point functions, we find poles coming form

4.2 Cardy computation for the DO-branes

In this section we will verify that the one-point functions of localized D-branes obtained in
section 4.1. satisfy the Cardy condition relating the open and closed string channels. We
distinguish between three cases for the open string spectrum: NS, R and NS. As usual [53],
they correspond to NS, NS and R sectors in the closed string channel, respectively. We will
show below the computation in detail for the NS/NS case. For the other cases, we state
the result, and defer details to Appendix C.

For the annulus partition function of a NS open string stretching between a brane
labeled by u = 1,2... and the basic brane with ' = 1 we consider

Zé\fls(T, v) = Z chjcvs(u, r;T, V)

r€Z
193(7',V) 1 s2—su  2s—u s2+su 2s+u
= == —((q ® yF —q & y & ). (4.4)
n(r)? Zl 1+ yg®
s€Z+5

2

We have taken the N = 2 NS characters (A.37) associated to the u-dimensional represen-

tations of SL(2,R) of spin j = — (“;1), and we have summed over the whole spectral flow

orbit. For an open string stretching between two branes with general boundary conditions
u and u/, we expect, as in [54, 48, 43], that the partition function is obtained by summing
Zivls over the irreducible representations appearing in the fusion of the representations
associated to u and u/. Calling the latter j = |j| and j’ = |j’|, we have

jioi'=li-ile i-il+1e---® j+j. (4.5)

In terms of the w,u’ indices, this decomposition implies

min(u,u’)—1

Zqi\,/qf’ (r,v) = Z vacv—i-su’—Zn—l,l(Tv V). (4.6)

n=0

In order to verify the Cardy condition on these branes, we will perform a modular trans-
formation of fof, to the closed string channel’®. Let us start with the Zévig partition
function (4.4). We will parameterize v as: v = v; — 71, v1 2 € R. The modular transform
of ZL]X J(7,v) can be expressed as

1 2inT 2 Sinh(27r§u) ei”(iTZ*V)
2 [/6 i /C+j (mim)e ' cosh(rZ) cosw(itZ —v) (47)
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Zsi

Figure 1: Choice of contour of integration (for 71 > 0).

where the parameter € is infinitesimal and positive. The contour encircles the line C: Z =
iy/T +ive, y € R (see fig. 1). This identity is valid because we pick up all the poles of
the integrand inside the contour. These are the zeroes of cos7(iTZ — v) which occur at
v—itZ =y+uv =s € Z+1/2. At these poles, the contour integral yields the residues

2 em=/T sin(2r% (s — v) /1) e~ i2n(s=v)*/ (k)

- eim(s—v)/T + e—im(s—v)/T

: (4.8)

which lead to the identity (4.7). This identity is valid as long as there are no poles coming
from the cosh wZ factor on the contour of integration. These special cases occur only for
Vo € Z+1/2 and we assume that vy does not take these values. We now note that we have
the expansions:

e 3 ~amiw(irZ—v) —i2n(irZv)
2cost(itZ —v) MZ:O(—l)we e for [em* T <1 (4.9)
and
eim(itZ—v) - -1 - ominlinZ) s
2cosm(iTZ —v) wz—:oo( 1)%e for |e |<1. (4.10)

The expansion (4.9) is valid in C4. and (4.10) is valid in C_.. Plugging these expansions
into the right hand side of eq. (4.7) we get

e L < B S [z -y

T
wEeZ

sinh(27mZ )

T W 7in+Zf2 411
cosh(wZ) © v (@1

When taking € — 0 we added a minus sign to the contour C. and switched its direction. To
obtain the corresponding expression for the general case (4.6) of Zivf/, we use the identity

min(u,u’)—1

Z inh(27 Zu) sinh (27 £/
Y sinh <27r(u—|—u/—2n— 1)> _ sinh(@rgv) st( mEY) (4.12)
k sinh(27m%)

n=0

5 The result for the NS/NS case follows as a particular case of an identity proved in [55, 56], and the other
cases considered below (NS/R, R/NS and Z, orbifold) are variations thereof. We perform the computation
here for completeness and in order to adapt the notation to our present purposes.
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(t,v Z/dZ o smh(27r u) si h(27r u)e“Z ywq_inJrzT?. (4.13)

= cosh(mZ) sin h(QWE)

Note that the exponent of ¢ is complex. In order to get a real exponent for ¢ we will (7) shift

the C contour of integration by 5 iwk

— vy, for each term indexed by w and (i7) tilt it parallel
to the real axis (see fig. 2). The resulting exponent of ¢ will be that needed to get the
characters of the continuous representations. As we shift the contour we pick poles which

7

v (ii)
R + ikw/2

[}

kw/2

(i) v,

Figure 2: Change of contour of integration (case w > k”2)

will make up the contributions of the NV = 2 discrete representations to the closed string
channel amplitude. No poles are picked when tilting to the real axis. So the modular

ZNS

transform of is decomposed into

e—”**ZNS(—l,f) = Z)+ Z5 (4.14)

The first term comes from the continuous integral, which after shifting and tilting the
contour, becomes

NS Z / e +P) sinh(27 £ u) sinh(2r£4)
L ~u) cosh(m(P +i%)) sinh(27 L)

(4.15)
wWEZ
2 (w 2 ’19
y qP +(wk/2) S 3(7,;)
n(7)

In the last factor we get a continuous character ch® (P, %E; 7,v) (see (A.20)), correspond-
kw

ing to a pure winding state with m = %, as expected. And since ch.(P.

k .
5 T,V) is even

y 9
in P we can rewrite this as

NSC Z /+°° 2sinh(27 P) sinh(27r£u) sinh(27r£u’)
1)w(u=u)[cosh(2m P)+cos(rkw)] sinh(27 L)

héVS(Pw—k T, V).

wWEZ
(4.16)
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This expression is equal to

ZNSe Z/ dP\IJ( — P, w>\11 <;+iP,w> chfS(Pw—kTy) (4.17)

WEZL

so we get the expected continuous spectrum from the overlap between D0 boundary
states!6

The poles picked up arise from the zeroes of the factor cosh7Z in (4.13), at values of
Z such that Z = is with s € Z + % Note that for irrational k£ the shifted contour will
never fall on a pole, and we will assume this to be the case. The poles will contribute with
positive sign for s > 15 and with negative sign for s < vo. Let us consider the former case.
A given s € Z + % will give a pole contribution for all the terms in (4.11) with w > ws,
where wg is the only integer satisfying

2
ws>£>ws—1. (4.18)

For poles corresponding to s < v», we get contributions for all the terms in (4.11) with
w < ws — 1, where wy is also defined by (4.18). Summing all these residues we get

sm 27T u sin (2w 2w/ 2
2= 2B |5 5 - 5| OIS et aag

S>>V W=Ws s<vg —

—277o(s—12)

Noting that |yq°| = e is smaller (bigger) than 1 for s > 15 (s < v2), we can sum

on w for every s to get

NSd 9 Z w sm 27r u) (27r5u) yqusws_% 193(7,1/)

sin (273) L+yg  n(7)? (420

SEZ+§

This result can be recast in a more transparent fashion as follows. Calling s = r + %

with r € Z, a character of the N = 2 NS discrete representations corresponding to a pure

winding mode J3 = j +r = k—w is given by (see (A.31))

2
YT 3(T,v)

ChéVS(er T, V) 1+yqs 77(7')3

(4.21)

Now, for every r € Z there is only one value of w, such that j = —r + kw lies in the
improved unitary bound (2.7). This is exactly the value of w fixed by the Condltlon (4.18).
Moreover, all possible representations corresponding to pure winding states and such that
j lies inside the unitary bound are covered by taking all r € Z and fixing w; as in (4.18).
Calling j, the spin of the representation associated to each r, then (4.20) is equal to

. _ /
ZNSd Z(—l)wT(u_u,) 2sin ( (237’. 1) ) -Sln ( (2.7T 1) ) ChNS(jr, riT, ) (4.22)
w,u’ = Sin (%(QJT - 1)) d

16Note that in the ”out” boundary state we take the opposite U(1) charge, as follows from CPT conju-
gation [57].
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where w; has been renamed w;..

As shown in section 4.1, the product W, (—j + 1, —w) ¥,/ (j,w) has a single pole for
every discrete, pure-winding state. It is natural to expect the discrete part of the annulus
amplitude (in the closed string channel) to be given by the residue of this pole. This is
indeed the case, and one can check that (4.22) is equal to

ZNSd 27TZR€S (U5 (=g + 1, —w, )TN Gy wy)] hS Gy T0) (4.23)

w,u’
rEZ

where the residue is computed when considering the bracketed expression as an analytic
function of j. More details about this last step are given in section 7 that treats D2-branes.
We have thus verified the Cardy consistency condition for the DO branes in the NS/NS
sector.

The computation for the R/ NS and NS /R cases is basically the same, mutatis mutandi.
We state here the results and provide the details of the computation in Appendix C for
the interested reader. For the open string sector we take the partition functions

Zﬁl(T, v) = Z ch?(u,r;T, v), (4.24)
reZ+i
Zﬁ(n v) = Zchﬁyg(u,r;ﬂ v), (4.25)
reZ
R/NS o .
and Z, 7, ( ,v) is given by a sum as in (4.6). The modular transforms are
_ic? 1 v
(& 3T Z’qu/(_;7 ;) = (426)
e N (1 ~s (1 NS k
dP ONS (2 P —w | UNS (- +iPw) ehNS(P 2l 1 )
o 2 2 2
wEZ
+27TZR63 [\Ilfys(—jr +1, —wr)\I/fXS(jr,wT)} chdS GGy, v),
reZ
—iwcﬁ ﬁé 1 v

e Z, ( ) (4.27)

R 1 R, Wk

Z dP\Il —iP,—w | UE 2+1Pw chc(P,7;7',u)
wEZ
+27 Z Res (—jr+1,— )\I/f,(jr,wr)] chf(jr,r;T, v),
TEZ+—

where j, and w, are defined in the same way as for the NS/NS case, but notice that in
the the R case r is half-integer. In both (4.26) and (4.27) the residues are again computed
considering the bracketed expression as a function of j.

Some comments are in order.
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e Although the Cardy condition holds for arbitrary boundary conditions u,u’, there
are reasons to argue that only the u = u/ = 1 case corresponds to physical D-
branes. Firstly, for u,u’ # 1 the open string partition function is built from non-
unitary N = 2 representations. An alternative argument was given in [43], based
on comparing higher values of u to expectations for the physics of coinciding single
DO-branes.

e From the case of the DO branes we draw an important lesson, which will remain
valid for the D1 and D2 branes. Although the open string partition function is built
out of N = 2 characters, the product of the one point functions in the closed string
channel is the same as that of the bosonic 2D black hole studied in [43] at level &k + 2.
Using identities developed in [56] (see also [58]) to relate sums of characters of N = 2
representations to characters of a bosonic SL(2,R)/U (1) model, one can expand the
partition function (4.4) of a string stretching between a u-brane and a basic brane as

+r) (G+r)
ZY3(r,v) Z i () N (T) = Aji1renu(T)] (4.28)
anZ
. (u-1)
where j = —-—— and
g U 2> PCEILR (s+2r+1)
Ajr(T) =n(7) g 2y (—1)gas (4.29)

s=0

are the characters of the bosonic coset SL(2,R)/U (1) descending from bosonic SL(2,R)
primaries with Jg’ = j + r. On the other hand, the open string partition function
of a bosonic open string stretching between similar D-branes in the bosonic cigar
background is given by [43]

Zu3 M (rov) = Y (1) = A (7)] - (4.30)
reZ

Notice that the partition functions (4.28) and (4.30) differ by characters of a U(1)
boson. This is the U(1) R-current of N = 2, who is the responsible for the extension
of the bosonic SL(2,R)/U(1) algebra into N = 2 [23]. It is a free boson, and it
is coupled in a way that is of mild consequence to the modular matrix and to the
one-point functions.

5. DO branes in a Z, orbifold

Before proceeding to the D1 branes, we will discuss a natural and interesting generalization
of the DO branes considered in the previous section.

In the annulus partition function (4.4) we summed over the whole infinite spectral flow
orbit, and this was essential in order to obtain a discrete spectrum of U(1) charges in the
closed string channel. But a consistent result is also obtained if the sum is taken with
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jumps of p units of spectral flow. As we will see, this correspond to D0 branes living in a
Zy, orbifold of the original background, and in this framework we will be able to connect
with previous works on boundary N = 2 Liouville theory [10, 11, 12].

The orbifold acts freely as a shift of 27 /p on the angular direction of the cigar. As for
a compact free boson, we expect that the orbifold theory is equivalent to the original one
with the radius divided by p. This implies a spectrum of charges given by

J§+J3:m+m=]§1}, J—J3=m—m=pn. (5.1)
Moreover, since the (infinite) volume of the target space decreases now by a factor 1/p, we
expect that the one point functions should be renormalized by \/% For k integer one
can mod out the theory by Zj (see below), and we get the spectrum of single cover of the
vector coset SL(2,R)/U(1) [25], which has the target space geometry of the trumpet, at
first order in 1/k.

By applying the same method of descent from ng we can compute the one-point
function for this orbifold. For simplicity, we will study here the NS/NS case, with u = v/ =
1, and we omit the NS/u/u’ labels.. The other sectors are similar.

We obtain the following one-point function for the DO-branes :

1 o, w ~F(j+k7wr(‘_k7w
Bpaljow) = et 3o LU ) ﬁij) (5.2)
where a € Z, is an additional quantum number of these D-branes and the phase e~ 2miay

is fixed by the Cardy condition.
Let us start with the open string partition function for an open string stretching
between two such DO-branes, for which we consider

Zp;a,a/(7'> v) = Z Chf(lﬂ“;ﬂ v)
reZp+a—a’
95(7,v) Lo 2oL e 2o4]
3T,V q Y q Y
SUICUN R W T S G i e
77(7') SEZP-‘!'G—G’-i-% +ug sEZp—l-i—a—a’-‘r% tya

We have summed over all the representations of the spectral flow with p-jumps, with the
starting point r = @ — @’ coming from the additional parameters of these DO-branes.

In order to check the Cardy condition, we will perform a modular transformation of
Zp.a, t0 the closed string channel. The computation is very similar to that of the previous
section, so we will indicate only the major steps. We start with

v, U3(r,v)
Zpsa,a’ = 7
1
2
v—itZ+1/2—(a—a

)_
n(r)?
v—itZ—1/2—(a—a’)
L[y [ g _one 24
2T c_. e D COSh(ﬂ'Z) 2COS7T(V7iTZ+1/27(a—a/) N l)

[

;. c Vv
s

e ( (5.4)

T

1
p 2

1
7_7
[/ +/ ]dZ (—im) eritemE+2gra?  gmin( P +2)
C. Jeye P cosh(rZ) 2 cosm(Y=irZ=1/2=(aza) 4 1,
p 2
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The contour of integration is the same as in the previous section, but now the last factor
of the integrand has poles at values v — itZ = pZ +a — a’ + % in the first term, and at
v—irZ = pZ+a—a'— 3 for the second. Expanding the last factor of (5.4) as in (4.9)-(4.10),
and taking € — 0 in the contours C., yields,

-cﬁ 1 v

w sinh(m (2kZ — %))

7_ v —2im(a— a) A A
dZ e ko 5.5
Z/ AR a)

In order to express (5.5) as a sum over characters we shift the contour in each term by an

amount of “”pk — is. As in the previous section, we pick poles for Z = is, with s € Z + %,
corresponding to the discrete representations. Defining w, € Z as

P
ws>%>ws—1, (5.6)

the poles with s > 15 (s < 1) are picked with positive (negative) sign, by all the values
w > ws (w < wg) in (5.5). The sum of all the poles is

ws—1
[Z Z Z Z] —2mi(a— a');) sin <27‘r2 — 7;0) y%q%_% (5‘7)

S>>V W=Wg s<vg —

wetn  s(ws+n) _s2
Z Z —2mi(a—a’)Lstn s (ws+n) y rq ° :
P sin 27TE - oo .
SEZ+ 5 Ny v
Collecting the continuous and discrete contributions, we get finally
(o} l/2 1
e TS 7~ 77'/): (5.8)
1 1 k
Z/ AP Uy (= —iP,—w ) Uy (= +iPw | ehNS(P, 221 0)
2 A2 2p
wWEZL
+27 Z Z Res [‘I/p,a’(_jr,n +1,—ws — n)q/p,a(jr,m wWs + n)] Chilvs(jr,m T, V) )
re€Z n€Ly

where as usual the residue is computed when considering the bracketed expression as a
function of j. The spins j,, of the discrete representations are defined through

, k(ws +n

Jrn T = k(ws +n) ;p ) (5.9)
where s =7+ 1, and jy,, satisfies the unitary bound (2.7). Moreover, from (5.6) it follows
that the width £/2 of the unitary bound (2.7) is sliced into p intervals, and for each n € Z,
we have

1 kn . kE(n+1) 1
S << 1
2+2p<37< o +2 (5.10)

Finally, note that the choice of @ in the open string channel, which is a statement about
the spectrum, becomes a phase in the closed string channel.
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The Z; and Z, cases

In this context, we can now construe previous studies of D-branes in N = 2 Liouville theory
as particular cases of the orbifold discussed here.

In [10] D-branes were built in a N = 2 model with rational central charge ¢ = 3 4 S&
with K, N positive integers, and the D0-brane open string partition function was taken
with jumps of N spectral flow units (for u = «' = 1). This corresponds to level k = %
and p = N in our case. In particular, for K = 1, the asymptotic radius shrinks from
R = VEka! to % = %, which is the T-dual radius'”. Indeed, notice that for p = k, the
spectrum of pure winding modes in (5.1) becomes pure momentum in the T-dual picture.
Note that we strengthen some of the results in [10], since our construction is explicitly
based on branes which have been checked to satisfy factorization constraints in the parent
theory [48]. Moreover, our results our based on a systematic analysis of a solution to the
branes preserving the full chiral algebra in the parent theory, and do not depend on the
central charge being rational. Apart from these bonuses, we also clarified the connection
to the semi-classical geometrical (mirror) cigar-picture.

Another interesting case to consider is the limit p — oco. This corresponds to the cigar
radius shrinking to zero, so that the spectrum (5.1) of m for pure winding states becomes
continuous, thus yielding a continuum of R-charges in the closed string channel. As shown
in [25] it corresponds to the vector gauging of the universal cover of SL(2,R).

At the level of the Cardy computation, naively taking the limit p — oo in (5.8) gives
zero in the closed string channel, since ¥,, ,(j, w) goes to zero, see (5.2). The correct way
of proceeding is to notice that equation (5.5) becomes a Riemann sum, which leads to an
integral over ¢ = & € R. We can moreover express t =z +g, g €Z, x € [0,1). The sum
over w in (5.5) becomes

1 —+o00 1
Z_>/ dt—>/ dz ) . (5.11)
p w —00 0 gcZ

One can show that the resulting expression for the closed string channel is equivalent to
starting with

Zya(wsmv) =Y e eh (1, ), (5.12)
rEZ
and computing
1 . e 2 1
/ dx e—2mxde—m§721’1(x, S K) 7 (5'13)
0 T T

where d € Z depends on the precise way the limit is taken in (5.11). The computation
of (5.13) itself can be performed with an identity proved in [55, 56], to which we refer for
details. The resulting expression can be found in [12].

"Tn the case of rational k there will be additional discrete terms in the closed string channel partition
function, coming from poles falling exactly on the displaced contour of section 4. But taking them into
account does not change the orbifold picture.
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6. D1 branes

In this section, we check the relative Cardy condition for D1-branes in the N = 2 Liou-
ville/supersymmetric coset conformal field theory. In this and the next sections, we will
work in the NS sector. The other sectors are obtained straightforwardly. Following the
general logic, we assume that the one-point functions for closed string primaries in the
presence of a D1-brane labeled by the parameters (r,6p) is given by (see Appendix B):

\II’I‘,G() (]7 n)

@), 2dy = Ouw
(@hw(2, 2)) O o=z

7,00

(6.1)

with
(=25 + 1)I(1 + 152
D(—j+1+5)0(—j+1-%)
(6.2)

Uy gy, n) = Nie® {e‘r(‘zj“) + (—1)”er(—2j+1)} ya—i

We put a normalization factor N7 up front that will be fixed during the Cardy computation.

Note that the only poles in the one-point function originate from infinite volume diver-
gences (i.e. they are bulk poles). Thus the only contributions to the closed string channel
amplitude between two D1-branes originate from continuous representations (unlike the
DO0- and D2-brane computations where poles associated to discrete representations require
special attention). The closed string channel amplitude will only contain contributions
proportional to the continuous character:

]. 14 P2 n2 n'l93(_l K)
pSp L -2 Yy = gt gh T 6.3

We compute the closed string channel amplitude between two branes with identical bound-
ary conditions both labeled by (r,6p), for simplicity. The computation can then easily be
generalized to include the case of differing boundary conditions, following [59]. For our
case, we find the partition function:

= 1
ZT 00 — A dPZ \I}r,eo(Pv n)\Ijr,HO(_P7 —n) Chc <P, g, -, V) (64)

T T
neL

AN / 1
ok 0 sinh 27 P sinh %

n

< Z cos? 2rP cosh? 7P chN¥ (P, 5) + Z sin? 2r P sinh? 7P chY® (P, Z)) .
ne2Z ne2Z+1

We modular transform the characters to obtain the annulus amplitude suitable for inter-

pretation in the open string channel:

cz'TrIJ2 8 4 PPI
e e ZPL = Nl/ dP/ dP’Zcos T

7,00

cos? 2r P cosh? TP + (— )20 sin? 2r Psinh®> P ng
X Chc

5P (P, kw;7,v)(6.5)
h ==

sinh 27 P sin
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Since the transformation properties of continuous N = 2 characters are analogous to the
transformation properties of purely bosonic coset characters, we can discuss the results sim-
ilarly as for the bosonic coset [43]. To make the discussion more explicit, and in particular
to match on to the boundary reflection amplitude, we follow [48, 43] to check the relative
Cardy condition. We compare the regularized density of states obtained in the open string
channel with the one we expect from a reflection amplitude which is the natural N = 2
generalization of the reflection amplitude in [48, 59, 43] (which satisfies factorization). To
this end, we subtract a reference amplitude labeled by r*, and use trigonometric identities
and the change of variables t = 27 P to obtain:

ci7ru2 8N2
e s (ZE) - ZRYy ) = - / dP' chY3(P', kw) x (6.6)
0
0 dt k cosh®f — (—1)*”sinh*} 2t rk 2t rk
_ P/ a7 P/ R N — * .
8P// t 167 smhtsinh% { k:( + 7r)+smk( 7r) (r—r )}

To link the relative density of continuous states in the open string channel to the boundary
reflection amplitude it is convenient to define the special functions:

00 dt 2tx
logslio)(x) — Z/ _ Sln—k — { ,
o t \2sinht psinht ¢
00 dt ht 2tx
log S,(gl)(x) _ z/ av w T (6.7)
o t \2sinht rsinht ¢

We can then write our ansatz for the boundary reflection amplitudes as:

ip TH= L _iP 4+ k)T(2iP + k)SV(P + &)
T2(1 +iP + k)T(=2iP + k)S\ (P + &)
(=3 -
AChs

R(P,w € Z|r) =

T iP + k)TR(2iP 4 k)S) (P + &)
T2(1 4+ iP + k)Dp(—2iP + k)S\ (=P 4 )

- 1 .
R(PweZ+ ) = vil (6.8)
For the definition of the generalized gamma-functions, we refer to e.g. [43] — they immedi-
ately drop out of the computation of the relative partition function. Using the reflection
amplitudes (and the fact that they are parity odd) we can show that the relative Cardy
condition holds:

(ZT 00 — ZT* 90) /0 dP ZZ <8Pl lOg W h (P ]CUJ)
we

+ Y (813, ((]JDD”;”Y*))M?S(PQW) . (6.9)

wEZ—l—l

To obtain agreement with the density of states expected on the basis of the boundary
reflection amplitude, we can fix NZ = 1/2. Note that in the course of our computation, we
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have made use of the simple fact that the standard definition of mass in the open string
channel differs by a factor 4 from the mass in the closed string channel which leads us
to interpret the open strings as having half-integer or integer winding number which is
natural in terms of the D1-brane semi-classical geometry [43]. We have thus verified that
the relative Cardy condition is satisfied by our D1-branes. In summary, in this section we
have argued that the relative Cardy condition holds, given the one-point functions for the
D1-branes we started out with, and the extension of the boundary reflection amplitudes
of [48, 59] to N = 2 theories. The computation follows the lines of [43] due to the close
connection between (continuous) N = 2 characters and those of the bosonic coset, and
their modular properties (see comment at the end of Section 4). Note that the D1-branes
couple to continuous bulk states with zero winding only.

7. D2-branes

In this section, we analyze the Cardy condition for the D2-branes which we can construct
from the Hy branes in FEuclidean AdSs;. They correspond to type B branes w.r.t. the
N=2 superconformal algebra. We find some puzzling features when trying to perform the
Cardy check. Following [43] and the general logic outlined before, we propose the following
one-point function for the D2-branes parameterized by o, in the NS sector :

Vo (4, w) .
<CI)J (2, )>D2 = 5 m , with :
W (i) = Ny ph-i LT EILG = 1) U sina(j — ) + 7702 sinm(j + &)
i rej-1nra-— %) sin7(1 — 2j) mnw%

(7.1)

This one point function has poles corresponding to the discrete representations, and there-
fore will couple both to localized and asymptotic states. This is expected on general
grounds since these D2-branes carry DO-brane charge.

The annulus partition function in the closed string channel, for general Casimir labeled
by j, in the NS sector, becomes:

chNS(' kw -1/, U/T)
1-2
( k])

ZP2(—1/r,v)7T) = kN3 /dj (7.2a)

oz sinm(1 — 2]) sin

{2605 o+0d')(1—2j) —2cos(o — ') (1 — 2j) cos 2 (7.2b)

N 2cos(o — o) (1 —2j)sin? 27w 2isin(oc — o’)(1 — 2j) sin 27§ sinﬂkw}

cos mkw — cos 2mj cos mkw — cos 27)
(7.2c)

We can read from this expression that the different terms will contribute in a very different
fashion.
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7.1 D1-like contribution

The two terms of the second line (7.2b) will give a contribution similar to the D1-branes
(which is an expected contribution, on the basis of the fact that the D2-branes also stretch
along the radial direction), with imaginary parameter though. Explicitely, we have in the
closed channel :

WS (P& —1/7,0/7)
ZD2 (b) 1 — 2%k ) / dP C PR
(=1/7v/7)= N 0 Z sinh 27rPSlnh 27 P/k

[cosh 2P(0 + ¢') 4+ cosh2P (o — ¢') cosh 2w P] . (7.3)

As for the D1-branes, we consider the relative partition function w.r.t. the annulus ampli-
tude for reference branes of parameters (oo, 0(). Going through the same steps as in the
previous sections, we obtain the open string channel amplitude :

R(P' -ﬂ R / 'O'—O'/
Yy

- 0og =
2im 9P {R<P'| 2010 R(P1i%5%) | 4
(7.4)

in terms of reflections amplitudes similar as before, see (6. 8) but with imaginary parameters
i(0 £0")/2 . We fix the normalization constant to N§ = 2.

7.2 DO-like contribution

Now we concentrate on the last two terms (7.2c) of the annulus amplitude. As we will see
this will give a contribution similar to those of D0-branes, hence with both discrete and
continuous contributions. Let’s first concentrate on the latter. Since the last term is odd
in w, it will cancel from the amplitude and we are left with :

7D2,(c) (=1/r,v/7) = _/ Z cosh 2P (o — o') sinh? 2n P chN® (P kw. _q/r, V/T)
Zoo! cont (cosh 2w P + cos mkw) sinh 27 P sinh 27 P/ k

(7.5)

Assuming that o — o/ = 2rm/k, m € Z, we recognize a D0 amplitude for two branes of

same parameter m :

7 D2(¢) ( 1 y>: 1 /Oodpz (2sinh?®(27Pm/k) + 1) sinh 27 P
2 Jo

oolscont \ ' 2 # (cosh 2m P + cos mhkw) sinh 2 P/k

x  ch)s (Pkw 1/7,1//T>, (7.6)

up to the constant term in the bracketed expression, that will drop from the relative
partition function. The normalization —1/2 of this expression has to be compared with
the normalization (—)“("™~™) =1 of the DO computation (4.16).
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Discrete representations

We can also make the identification with a D0-like contribution as follows. First we consider
the more straightforward case w > 0. Then we pick the poles of the discrete representations
in the domain : j € D = (— — N) N ] %; %[ . For each pole we will have a contribution
of 27 times the residue :

1 - pw cos 2rm =L sin m(2j — 1) —isin 2rmE=L sin rkw ) ,

Y (s 2 = T chlS (G, —kw/2 - j)
SeDws0 sin7(j + 5°) sin w2 —

(7.7)

We write j = &% —r, with » € N. Then for every r, there is only one value of w, that we’ll

call w, such that 7 is in the correct range. Explicitely w, is given by: w, = LQT—IZAJ +1. We
call also j, the value of j that has been picked. With this procedure we get :

1 cos 2mrm 2L — jgin 2rm 2otl
k k NS
—— E —)wr 2T+1 chy > (jr,7) (7.8)
sin &L=

reN

Let us now consider the case w < 0. In this case we have to use the isomorphism of
representations : D+w ~ D, w1 with §/ w — 7. We have then j’ —E(w —1) -7,
" € N, and the Value of w is fixed to : wy = —L%J This leads to the following
contribution to the annulus amplitude:

1 ;4 COS2m™m
=3 D ()
5D

r’eN

!
+ ¢sin 2mm 2Tk+l

2r! +1

2r/ —|—l

chlYS (s, 1) (7.9)

sin w&=

Then it is possible to add the two contributions, which cancels the imaginary part, and
leaves us with :

D2, 1 v 1 prasy 2sin? 2rm Y2 _q ] 1 v
220 (1) =g eI s (1Y) o

T T ; T
reZ sin 27 %

This is again —1/2 of the expression of the amplitude for two DO0’s of parameter m,
eq. (4.22), up to the irrelevant constant term.

Some comments on D2-branes physics

The following comments are in order:

e in the computation we assumed that the difference of the parameters of the D2 in the
annulus amplitude is quantized: ¢’ — o = 2wm/k, m € Z. This relative quantization
condition is discussed in [43] for the bosonic coset. Indeed the difference of the D2-
branes parameters is the net induced D0-charge, hence it should be quantized. To be
more precise it is believed that a D2-brane with parameter ¢’ is a bound state of a
brane of parameter o with m DO-branes (for the ¢/ > o case , otherwise one has to
reverse the picture)

e as a corollary, the one-point functions for the D2-branes have poles both of the local-
ized type and of the bulk type
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e the computation of the annulus amplitude gives a continuous spectrum of open strings
attached to the D2-branes, with a sensible density of states, and also a contribution
similar to the DO — see the previous remark about the induced DO charge — but
with a normalization (—1/2) which complicates the task of making sense of the open
string spectrum, and blurs the physical picture of bound states. The only open
string spectrum leading to a good physical picture would seem to correspond to two
D2-branes with the same parameter o.

Clearly further study of the physics of D2-branes is needed to clarify their interpretation.

8. Conclusions

We constructed D-branes in N = 2 Liouville theory and the SL(2,R)/U(1) super-coset
conformal field theory, and checked the (relative) Cardy condition as well as consistency
with the proposed boundary reflection amplitudes, which were proven earlier to satisfy the
factorization constraints. The one-point functions that we constructed remarkably decou-
ple the poles in bulk amplitudes (notably the reflection amplitude) into poles associated to
infinite volume and the ones associated to normalizable discrete states. It would be inter-
esting to investigate whether the boundary decoupling phenomenon aids in understanding
more aspects of the conjectured holographic duality in the (doubly scaled) little string
theory.

We have shown (for the particular but extendable) case of the DO0-branes how to
generalize the results to other sectors of the supersymmetric Hilbert space, and to orbifolds
of the cigar conformal field theory.

We have pointed out throughout this work some similarities of the one-point functions
for N = 2 Liouville with those of the N = 0, 1 cases, like the decoupling of the bulk poles.
It would be interesting to see also whether the interesting relations uncovered in [60, 61]
between the boundary states associated to localized and extended branes have also any
manifestation in the N = 2 theory.

In appendices, we argued for the general use of the SL(2,R) symmetry that can be
obtained by enhancing N = 2 theories with an orthogonal free scalar, and we suggested
that this tool provides some technical support for an attempt to interpret the variables
(x, ) — parameterizing the SL(2,R) quantum numbers in position space on the boundary
of AdS3 — as new worldsheet variables. We showed in great detail the fact that super-
coset characters agree with NV = 2 characters, and the N = 2 spectral flow has a natural
interpretation in terms of SL(2,R) quantum numbers.

Note that we have constructed D-branes for generic values of the level k. It is known
that the conformal field theory correlators depend strongly on whether k is rational or
irrational (for instance via the shift equations, or the structure of the poles in the bulk
correlators). It seems important to further clarify the relation between the construction
of branes at rational and irrational values of k (for instance by further comparing the
techniques developed in [56] to the results of [43]), as well as the dependence of bulk
correlators on this most intriguing distinguishing feature.
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The branes we constructed form an integral part of the construction of D-branes in non-
compact non-trivially curved supersymmetric string theory backgrounds. One particular
application amongst these is the construction of D1-branes and D3-branes in the Little
String Theory background in the double scaling limit (see also e.g. [62, 63, 64]). Indeed,
when we consider the doubly scaled limit for NS5-branes which are evenly distributed over
a topologically trivial circle, we obtain a closed string background which is supposed to
represent a holographic dual of the Higgs phase of the Little String Theory living on the
NS5-branes [5], whose partition function has been studied in [26, 8]. The role of the W-
bosons in the LST is played by the D1-branes stretching between the NS5-branes. One can
construct at least the one-point functions corresponding to these D-branes by combining the
DO-brane in the SL(2,R)/U(1) theory and a D1-brane in the supersymmetric SU(2)/U(1)
coset theory, properly taking into account the discrete orbifold operation. The construction
of these one-point functions is now straightforward. We will return to some of these issues
in the near future [65].
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A. Computing N=2, ¢>3 characters

In this appendix we will compute the N = 2, ¢ > 3 characters appearing in the spectrum of
the D-branes studied in the paper. We will obtain them as characters of the supersymmetric
coset SL(2,R)/U(1), through a rather standard procedure. The same characters can be
computed by subtracting the null-vectors modules from the free action of the N = 2
generators, as has been done in [66, 67, 68]. The N = 2 representations that we consider
are both unitary and non-unitary. The characters of the former have been computed in
those papers and coincide with our results, while for non-unitary representations we present
the characters for the first time. The fact that the coset yields irreducible N = 2 characters
can be traced back to the fact that the SL(2,R) characters we start with correspond to
irreducible representations of the SL(2,R) algebra.

Notice that we have here a non-minimal version of a similar situation for (N = 1,2
supersymmetric) unitary minimal models, where the (supersymmetric) Virasoro characters
coincide with the characters of certain cosets involving SU(2) factors which realize the
minimal models [69].
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Moreover, this coincidence of the two ways of computing the characters, which was
independently noticed in [26] and [8], is central to the fact that the D-branes that we build
in this paper belong to the class of objects, such as the correlation functions [4, 35, 32]
or the modular-invariant partition function [26, 8], for which there is no distinction as to
whether we are in the NV = 2 Liouville or in the supersymmetric cigar.

Let us review first how the N = 2 algebra arises in the susy SL(2,R)/U(1) coset [3].
The supersymmetric SL(2,R) model at level k has currents J% ¢° (a,b = 1,2,3), with
OPEs

g*k/2 | [ To(w)
(z — w)? z—w
Ja(z)wb(w) ~ fab c¢c(w) 7

Z— W
ab

JU2)J(w) ~

YO ()" (w) ~ (A1)

zZ—w
where g% = diag(+, +, —), f'?> = 1 and indices in the antisymmetric f% are raised and

lowered with ¢?.
We first define

ja — J_ ja
7a v a c
Jo = =St (4.2)

The currents j* commute with the three fermions and generate a bosonic SL(2,R) model
at level k + 2. The currents J¢, ¢ form a supersymmetric SL(2, R) model at level —2.
The Hilbert space of the original supersymmetric SL(2, R); theory is the direct product of
the Hilbert space of the bosonic SL(2,R);42 and that of the three free fermions.

We are interested in the coset obtained by gauging the U(1) symmetry generated by
J3 43, This coset has an N = 2 algebra generated by

2 L
G+ = \/;wiﬁ

24 k+2 5 2 _
A A TAR (A.3)

T =Tsrer —Tua)
where /2y = ¢! +irp? and

1 1
Ty = —%J3J3 + ¥Ryt (A.4)
The currents (A.3) commute with J3, 93 and satisfy the N = 2 superconformal algebra
R R ¢/3
TR )~
G*(w)
R +
J 7 (2)G* (w) :t(z — )’ (A.5)

2¢/3 2JR 1
¢/s . 2J"w)

()G (w) ~
GG~ T e T o w)

(2T (w) + 0T (w)) .
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with the central charge

c=3+ 6 . (A.6)
k
A highest-weight representation of the N = 2 algebra with a given central charge ¢ is
determined by the conformal dimension h and the U(1) charge @ of the highest weight
state. By building the N = 2 representations through the SL(2,R)/U(1) coset, we can
parameterize h, Q) by means of SL(2,R) quantum numbers as follows from the zero modes
of J3,T in (A.3).

The states of the coset are all those states in the parent SL(2,R) theory annihilated
by the modes J3 >0,¢n>0, and a primary state of the coset is a coset state which is also
a primary of the N = 2 algebra. Every primary state of the parent theory is clearly a
primary of the coset. In addition, for the discrete and finite-dimensional representations of
j%, there are also descendent states of the parent theory which are primaries of the coset.

The Hilbert space of the parent theory can be decomposed into subspaces with definite
JS’ eigenvalue m. Since the N = 2 algebra commutes with Jg, from a given SL(2,R)
representation with spin j, we will obtain a different N = 2 representation for each value
of m. The use of j,m labels is most convenient, because performing integer spectral flow
in N = 2 just amounts to an integer shift in m, as we will see below.

For a given SL(2,R) representation, we are interested in the characters

_ < R
chym(@:y) = ¢ 5 Trns ¢y’ (A7)
chi3(q.y) = ¢ 3 Teys (~1)Fghoy”" (A.8)
chf(a.y) = a5 Trg ¢"oy0 (A.9)

where the trace is taken on the Hilbert space of the coset. We will compute in all the cases
the NS character first. The Ramond characters will be obtained by half-spectral flow [70]
as

chfi(r,v) = g- 3V y52ehN(rv 4 7) (A.10)
where ¢ = 2™,y = €!?™. As for the NS characters, it is easy to see that they are given
by

chim(@,y) = —chjm(d, —y) (A.11)

The NS characters can be obtained from

C+3/2 3 IR
Xi(@,,y) = Tr ghom "2 2loylo =3 "a™ & (q) chim(a,y) (A.12)
where
m? 2 (1+¢"2
Emlg) =q 5% 4 n2) (A.13)
L2 (1—q)
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The trace in (A.12) is taken on the whole NS Hilbert space of the supersymmetric SL(2,R)g
model and Jéz is well-defined even before going to the coset. We have expanded x;(q¢, z,y)
into terms with definite Jg’ charge m and factored in each such term a supersymmetric
U(1) character &,,(q) with highest weight A = —mTZ, generated by the modes of J3, 3.

The computation of x;(q,z,y) itself goes as follows. In the factorized SL(2,R)j42 ®
{1*} theory we can easily compute

c+3/2

Xi(g, 2 w) = ¢~ Tr g2 x Tr ghow” (A.14)

and then from (A.2) and (A.3) it follows that x;(q,z,y) is given from x;(g¢,2,w) by the
replacements
2
z = ayk,

k42

w—zy k. (A.15)

In (A.14), the trace over the fermions NS Hilbert space is

o0
Tr g"ow’ = TI(1+¢"2)(1 +wg" 2)(1 + w'g""2)

n=1

[e'S) _1
14" 2
T g (A.16)

For the first factor in (A.14), we should consider the different possible representations of
27T 2Ty
= '™,

the j¢ algebra. We take ¢ = e,y

Continuous representations

The j representations are built by acting with j?_ on representations of the zero modes jg.
For the continuous representations we have j = % +iP, P € RT. The SL(2,R) primaries
are |P,m), with m =r 4+ «, r € Z, a € [0,1) and conformal weight

U I i

— =i (A.17)

These primaries of j* are multiplied by the fermionic NS vacuum to get the full primaries,
so jo = J3 = m on these states. Considered as primaries of N = 2, they give rise to unitary
N = 2 representations [23] with (see (A.3))

i+ P*+m? 2
hP,m:4+ k+m ) Qm:?m (Alg)

The character of the susy SL(2,R) representation is

_ c+3/2 3 -
X](CL Z)w) =dq 22 Tr qLOZJO x Tr qLO’LUJO ,

1
_ _c43/2 1/44p? otr p 2 T (L+¢"2)
=q g )z WQQHW (A.19)

T,pEL n=1
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and applying the steps described above it is immediate to obtain the N = 2 characters

chéVS(P,m;T, v)="Tr qLO_C/24 y‘]é?'

P2im? 2m U3(T, V)

=q k Yk A .20
n(r)? (4.20)
AN Q 2 m?2 m
hIS(P,mi7,v) = F Ry 2UTY) (A.21)
n(r
2 m/2 m/
chf(PmliTv) = ¢~ F Y 19227’)5) (A.22)
T

where m’ = m—i—% when the Ramond character is obtained by half-spectral flow from (A.20).

Discrete representations

Let us consider discrete lowest-weight representations D;F of j%, with primaries |j,r), with
m=j+rand r € Z,r > 0, and with j € R,j7 > 0. For 0 < j < k—f they give rise to
N = 2 unitary representations [71, 23, 72]. This bound is further constrained in physical

settings to be % <j< % For each value of m = j + r,r € Z the N = 2 primaries are

r>0 17,7 +7)
Nl — e A.23
r<0 (=)™ LG ) (4.25)
The quantum numbers are:
20 by, = UG Q) = 20
r<0 By, = SLUZDEGET 1 Qjr = 20t 1 (A.24)
B G ) G bt e b b O _ 2Py
- k -k

The second line in the r < 0 case shows that these states are similar to the » > 0 states
when built from D}, i Note that r = 0, —1 correspond to chiral and anti-chiral primaries

2
respectively, as follows from hjo = Q;0/2 and hj 1 = —Qj,—1/2. These states are mapped
to fermionic null states of relative charge +1 along the spectral flow orbit.
To compute the characters we start with
X;i(q, z,w) = q*i Tr qLOzjg x Tr qLOwjg

c_JjG-1)

. qi 24 k. 2J . 3
I (1= zg (1 — 2 g (1 — q7) x Tr g w™® (A.25)
Using!®
; - 1 i *Si(q) (A.26)
[, (1 =g 12)(1—gmzt) o T2, (1 —q¢")? tzfooz t(q) , .

where N
Si(q) = Z(—l)sqés(sﬂtﬂ) (A.27)

s=0

18See 73] for a proof of this identity.
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the character (A.25) can be expanded into

e g1 = J+t 5P
Xj(q,z,w)zq_ﬂ_](]’“l)n Z H q2 S (A.28)

n=1 pteEZ nll_q)

After the replacement (A.15), and defining r = t 4 p, we get the decomposition as in (A.12)

—(] 1/2)2 4 (j+r)? 2(]+"”)

k
(6w y) =Y o &ra(a) X D> Srepl s (A2)
reZ 77( peL
Using
p?
S5y = el Ouny) (A.30)
r— p 1 r+1/2 7 1 r+1/2 .
= + yq + yq
we get finally
chévs(j,T;Tv v) = Tr qLo—c/24yJ§
. 2 . 7‘2 it
_ q_(, 1}6/2) +<]Jl> 2<gk+> 11 _ 193(7731/) (A.31)
1+ yqt/2tr n(7)
B S N 1)

Ty g ()
We wrote the characters in two forms, each form reflecting the structure of the represen-
tation for a different range of r (see (A.23)). For the other sectors we get

NS _G=Y2? | G4n)? 20+ 1 Va(T, V)
chY5 (4, rm,v) = TR k ’ A.32
NS(i,rimv) = q T (A.32)
G-1/2)2 | G+)?% 20+ 1 0
chi(rsrv) =gk TRy x 2(7, v) (A.33)

1+yg' /2t ()3

where r’ =7 +% when the Ramond character is obtained by half-spectral flow from (A.31).

Finite dimensional representations

In this case the spin takes the values j = —(ugl),u = 1,2.... The highest weights are
u-dimensional representations of j§ given by |j,m), with m = j,j + 1,--- — j. Only for
u = 1 the induced N = 2 representation is unitary. For every m = j 4+ r,r € Z the N =2

primaries are

r<0 (jil)_’”_lwié\%ﬁ
0<r<u-—1 |j,j+7) (A.34)
r>u—1 (L) ] =)
with quantum numbers
<0 hjy = fj(jfl)k+<r+j)2 —r—l Qjr = 20
0<r<u-—1 hj, = —j(j—l)k+(r+j)2 Q. = 2r+d) (A.35)
r>u—1 hj,,n:—_j(j_l),:(rﬂy+r—u+% QLT:@+1
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In order to compute the characters, we start with

X3(0 2, w) = g3 Tr qh02% x Tr glow (430
R - ) lo_oI (14 ¢"2) S 2
= _ — v q
[ (=211 —271g") (1 = ¢") q

The expansion goes along similar lines to the discrete representations and is left as an
exercise. The resulting N = 2 characters are

chifvs(u,r;T, v) ="Tr qLO*C/MzJé%

JECS VI ECES —r1/2) 20D (1-¢") 93(7,0)

. , . . Aty g 1/2=) (1 1y 1qu—1/2=7) 7()3 >
_— (.7—1/2) +(H;CJ) yQ(TI:'J) (1—q%) 93(r,v)

, 2 2 _ (I+ygt/24r) (14y=tqu=1/2=m) n(r)® >
_ T T gy 2 (1-¢") 93 (7.v)

(Trug 7P ) (Lryg T 17%) n(n)®
(A.37)

Again, we expressed the characters in forms reflecting the structure of the representation
for different ranges of . These characters can also be expressed as

chﬁcvs(u,r;T, v) = Ch]dvs(j,T;T, v)— chévs(—j +1,r—u;T,v)

'l9 , v s2—su s—u 1 1
n(7) 14+yg®  1+yg™
with s =7+ % For the other sectors we get

~a _G=1/2% 4?2 204) 1_qt 9

Ch?VS(U,TQ T, I/) =dq k TR y ok (1,yq+1/2+r()(1zy)—1qu—1/2—r) S((:jg)
G=1/22  ('+12 207 +i) gt

R ‘. — + (1—¢*) Ya(r,v)

chif(u,rsTv) =q Tk k e )Ly 11Ty ()
(A.39)

where 1’ = r+ 1 when the Ramond character is obtained by half-spectral flow from (A.37).

Spectral flow
The N = 2 algebra has the spectral flow automorphism [70]

L, — L,+wJ,+ %w25n,0

In — Jn + gdn,o
GE - Gt (A.40)

matw

which maps a representation into another one. The spectrum of the flowed representations
is obtained by measuring the flowed Lg, Jyp on the original representation. The character
of the spectrally flowed representation is then given by

2

ch(r,v) — q8"" y3* ch(r,v + wr) (A.41)
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Using (E.5), it is immediate to verify that in the characters considered above the spectral
flow by w integer units is equivalent to a shift m — m + w, thus verifying our claim that
m keeps track of the N = 2 spectral flow orbit.

Finally, notice that in the discrete and finite cases, SL(2,R) representations in which
the generators act freely give rise to an N = 2 representations with null descendents due to
the semi-infinite/finite base in SL(2,R). To get some insight into the form of the characters,
note that the free action of the modes L_,,, J_,, G*

“nt1/2 O the highest weight state gives
the contribution (in the NS sector),

00 n—% n—% -1 T U
1 (1+q (1y)_(1q:)2q y_) _ q1/8797?;577)3) (A.42)
n=1

In the discrete and finite representations the character is further modded out by the null
descendents.

B. Changing basis in SL(2,R)

In this appendix we recall how to Fourier transform the one-point functions of [48] into the
form in which they were used in [43], and in the bulk of our paper, in our conventions.

Reflection amplitude

We use a quadratic Casimir for SL(2, R) representation of the form:

cg=—j(j—1) (B.1)

and we adopt conventions in which the bulk two-point functions are:

(@71, 707 (%.0%) = ol (82t = 0+~ 1)+ 0t = 1)

21
YA et )

B(j) = — (B.2)
e
which leads after Fourier transformation
i 2 G—l4mj—l+meEi (o =
o) = 4772/d x’ 7’ o/ (x,7) (B.3)
to
<(I>£qu)7j1//w/> = |212|74Aj n+n’5w+w’ (5(.7 +j/ - 1) + R(], n7w)5(j _j/))
. [(—=2j + 1 L(j—m)(1+ 2

R(jun,w) = A% (=27 + VLG +m)(G —m)P(1+ =) (B.A)

I(2j — DI(—j+1+m)D(—j+1—m)I(1 - 52)

In the super-coset, we identify the elliptic eigenvalues of SL(2,R) with the geometric
angular momentum and winding by:

m = (n+ kw)/2
m = (—n+kw)/2. (B.5)
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Localized branes

Starting from the one-point function for spherical branes in Hs [48]:

' 1 DL+ (=2 +1)/k)sins(=2j +1) _. N
dJ s = ——(1 2 AL, 124
(@ (z]2) 271'( +az) I(1-1/k) sin s g l2 = 27,
(B.6)
we find its Fourier transform:
(@2 = [ e o @ a]2)),
_ 1o T —ip/2)L(j +ip/2)T'(1 + 1/k)sinm/ksins(—2j + 1) (B.7)
T2 T2 — )P — (=2j + 1)/k)  sinssinm(—2j+ 1)/k°
where we made use of the integral:
21 —oj _ 1T( —wp/2)L(j +ip/2)
25—1—ip 1 2=25 _ — . B.
/0 drr (1+7) 5 T(2)) (B.8)

Up to normalization, this corresponds to the one-point function in the bosonic and super-

symmetric coset.

Extended AdSs branes

Starting from the one-point function for extended branes in Hs (where o = sgn(z + 7)):

(@7 (2]2)), = @\x — Z|TPyIY2P (1 4 (=25 + 1) /K)o — |72 (BLY9)
T

we find the transformed coset one-point function:

@ple); = [ dtemer s a2 @i a])),

_ 12 D=2+ DA+ (=25 +1)/k) 0 n rcoi1) | —r(=2j41)
2mkd(p)Nv T +1tn/2r(—j+1-nz 1" te )

(B.10)
We used the integrals:
w2 : (=25 +1)
doe™®(2cos p)™H = . .
[ e oo™ =
/ drr= P = 2715(p). (B.11)
0

Thus we have reviewed the connection between the one-point functions in [48] and the
one-point functions for the coset [43] in our conventions.
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C. Cardy condition for DO branes in R/N\g sectors

In this appendix we will provide some more details of the Cardy computation for DO branes
in the R and NS sectors, along the lines of section 4.

Let us start Ramond sector in the open string channel. For the partition function in
the (u, 1) case we take

ijl(T,y) = Z ch?(u,r;T,V)

T’EZ""%
’192(7',1/) 1 s2—su 2s—u sZ4su 2stu

- (qkyk—qkyk)7 (Cl)
n(7)? Zélﬂ/qs

where we have summed over the whole spectral flow orbit of the N = 2 Ramond characters
associated with the u-dimensional representation of SL(2,R). For the general (u,u’) case
we make a sum as in (4.6). The computation is very similar to the NS/NS case, so we will
only indicate the major steps.

We start with the modular transform of Z£1 (1,v), given by

o2 1
Y 2 (-2 D) = o >3)
in(irZ—v+1
|:/ / :|dZ 7rZ+2'L7r‘rZ2 Slnh(27T U) (& ( Z +2) : (02)
2im Cte cosh(nZ) cos w(itZ — v+ §)

The contour of integration is the same as in section 4, and the integrand has poles at
v—1itZ = s € Z. Expanding the last factor of the integrand as a sum over w as in
(4.9-4.10), taking e — 0 and shifting the contour by “"k — iy in each term, we arrive, for
general (u,u’), to a decomposition

o v? 1 v

e ST L (—=2) = 20+ 2 (C.3)
’ 7T

where the first term is an integral over the shifted contour and the second is the sum of

poles picked during the shift. These terms are

Z /+°° 2sinh (27 P) sinh (27 £u) sinh (27 £/)
1)w(utu'+1)[cosh (27 P)+cos(rkw)] sinh (2w £)

WEZL
P2 (kw/2)?  206w/2) Yy (T, V)
X q % y k 3
n(T)
Ns (1l . o[l . NS, ., wk
— Z dP v, 5 iPw | W, 5 +iP,w | ch.”(P, 5T v) (C4)
WEZL
and
. 2 . 2
Rd _ Z 2sin (%(2.% — ) sin (?7r 25, — Du ) Va(r,v) yrg®r=F
B R Gl Ve “) sin (F (27, —1)) () 1-ye
= 27rZRes [\1137 (—jr + 1, w0,) 0N (jr,wr)} chd S(jp, T, 0) (C.5)
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where j, and w, are defined in the same way as in section 4 and s = r + % as usual. We
see thus that the Cardy condition is verified.

For the open string partition function in the NS sector, which computes the open
string Witten index [74], we start with

ZZY{S(T7 v) = Z chifvg(u, T, V)

reL
'194(7—,V) 1 s2—su  2s—u s24su  2stu
- n(T)3 Z 1_yqs(q FEy R o—q k oy k) (C.6)
s€l+5

Its modular transform is

N
53
[\
—~~
:\
X
~

v

i ZNS (- 1 5):

’LTFT h(27T 'LL) eiﬂ-(iTZiV)
dZ 7TZ+ 21 22 Sln C‘7
2im [/ /CJJ ~im) sinh(7Z) cosm(itZ — v) (C.7)

with the same contour as before, but now the integrand has poles at v —i7Z =s € Z + %

Expanding again the last factor of the integrand as in (4.9-4.10), taking ¢ — 0 and shifting

zwk

the contour by — iy in each term, we arrive, for general (u,u’), to

w,u’

o2 1 ~a
o imS NS(_i’Z) — gNSe ZNSd (C.8)
T T

where

NSc Z/+°° 2 sinh (27 P) sinh (27 £ w) sinh (27 £u’)
w(ut) [cosh(2m P) —cos(mkw)] sinh (27 L)

P24 (kw/2)?  2(kw/2) Vo(T, V)
k y k

wWEZ

X q
n(r)?
1 k
= Z/ dp vk (—ZP w) ol < +iP, w) chf(P,%;T,u) (C.9)
wEZL
and
S2
ZVsd— 3 (1) lwta) 2510 (% (25r — D) sin (F(2jr — Du’) y*o "~ F 9a(r, v)
R sin (7(27, — 1)) 1+yg® (1)
2
=27 Z Res [\I/ff(—jT +1, —wr)\I!f/+ (jr,wr)} chB(jp, 7 v), (C.10)
TEZ+%

with j, and w, defined as in section 4, but now taking r € Z + %

In both Zf ;fl, and Ziv 5,’d the residues are computed when considering the bracketed
expressions as analytical functions of j.
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D. Embedding N = 2 into SL(2,R)

Our goal in this appendix is to elaborate on the relation between the N = 2,¢ > 3 chiral
algebra and the SL(2,R) algebra, showing how the former always lead to the latter. These
ideas go back to [23].

Consider an N = 2 algebra with ¢ > 3. We can write the supercurrents and the U(1)

G* = \/ %Trieﬂ\/gd)
3 (D.1)

JR =i/
2\/;q§

where we made use of a canonically normalized scalar ¢ and the fact that the super-

R-current in the following form:

currents carry U(1) R-charge 1. The fields 7% are the first parafermionic currents of
SL(2,R)/U(1). We now observe that if we add a trivial auxiliary U(1) to the theory,
parameterized by an anti-hermitean scalar field T, we can define the following currents:

3 [k+2 (k+2) (k+2)
P = d¢ + oT = J" + oT
PN N

= — Vit 3 eV (VI 5T (D.2)

J

which satisfy an SL(2, R) algebra at level k + 2 :19

PP W) ~ — gt

P ) ~ D, D.)
o

P ()~ P -

To make use of the purely bosonic current algebra when solving the theory, we will need
to introduce primary fields for the N = 2 algebra combined with the U(1) that transform
as standard representations of the SL(2, R) current algebra. This can be achieved as
follows. When we denote Zj.,7 a primary of the NV = 2 algebra with conformal weight
Ajr = —j(j —1)/k + m?/k and U(1) R-charge m = j + r, we can introduce the new

~

primaries Zj ;. 5

~

_ o T +os 7T
Z]’?"’.7"7 - Z]7r777€ ],T L J’T R’ (D-5)

191f we wish, we can add a super-partner for the boson T', and view the linear combination of d¢ and 8T
orthogonal to I® as bosonized complex fermion:

iﬂ%(’)qﬁ—&- \/%8T =gty (D.3)

The three fermions then complete an N = 1 supersymmetric SL(2,R); theory, containing a purely bosonic
SL(2,R)k42.
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where we choose «;, such that

i 2
> Jg—1 Y
A(Zjr5) = _(k:) =A;, - % (D.6)

(i.e. the momentum of the boson 7' is coupled to the N = 2 U(1) R-charge). The new
primaries can be checked to transform in a standard fashion as operators of SL(2, R), in
a basis labeled by the spectrum of an elliptic generator. To go to the hyperbolic basis we
can Fourier transform:

Qi(z,2,2,T) = Z Zjp ad THEmgImIAm, (D.7)

m,m

We can now compute correlators of these fields, which are linear combinations of primaries
of the N = 2 algebra "dressed” with an orthogonal and free U(1), using a full chiral
SL(2,R). Thus, if the solution of the H;’ theory is purely based on symmetries, this holds
for any N = 2 theory with ¢ > 3. 29

We note also that the construction above shows that the ”z-variables” basis will remain
an efficient formalism for computation as long as N = 2 supersymmetry is preserved. This
complements the remarks in [40] where it was suggested that these variables should be
interpreted as parameterizing a new worldsheet, at any point in the moduli space.

E. Conventions

We take ¢ = €™,y = €?™ and we define:

n(r) = ¢ [ -q" (E.1)
n=1
1 1 > n2
do(r,v) = qy2 [[A =g+ ") A +¢" 'y )= > qzy" (E.2)
n=1 nEZJr%
> 1 1 n2
Os(r,v) = [JA =g+ ¢ 2p)A+q" 2y ) =D q2y" (E.3)
n=1 nes
> 1 1 n?
da(rov) = [T =g =¢"2y)(1—¢" 2y ") = > (-1)"¢ =7 y" (E.4)
n=1 neZ

A shift in the second argument of the third theta-function can be compensated for as
follows (w € Z):

w2
193(7—7 n + wT) = q77y7w193(7-7 77) (E5)

20We assume that the N = 2 theory does not split into subtheories with ¢ < 3. This assumes the
irreducibility of the representations space of the N = 2, ¢ > 3 algebra. Otherwise, a similar SU(2) algebra
would be a more appropriate tool to solve the theory.
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V

Champs électromagnétiques en théorie des cordes

L'espace des modules des théories de cordes hétérotiques est plus large que celui des super-
cordes de typel, en raison du secteur de jauge qui peut également étre déformé. Nous avons
déja mentionné ce fait dans la section 1.4 a propos des modéles toroidaux. Dans ce chapitre nous
allons aborder I'étude des fonds électromagnétiques dans les cordes hétérotiques. Nous voulons
construire des théories conformes exactes, prenant correctement en compte la modification de la
géométrie due au champ électromagnétique. Un exemple particulierement intéressant de telles so-
lution est l'univers de Gdédel, que nous avons étudié dans la publicat®nNous montrerons
ensuite que dans certains cas les déformations électromagnétiques possédent une valeur critique
pour laquelle nous obtenons une variété de quotient géométrique. Cette construction est abordée
dans la publication®.

V.1. L'univers de Godel

L'univers de Goédel est apparu historiquement comme solution de la relativité générale, pour
une constante cosmologigue négative, en présence d'un fluide parfait, en rotation et de pression
nulle [134]. La métrique a quatre dimensions de cette solution est donnée par :

Fic. V.1. Géométrie de I'univers de Gddel. Les courbes de genre temps fermées appa-
raissent au rayon critiqug.-. Une géodésique de genre lumiére, du ppiau pointp’
est aussi tracée.

(V1)  d?=20""2 (—dt2+dr2+ (sintfr —sinktr) d¢? +2v/2sintr dq)dt) +dZ,

avec¢ ~ ¢ + 2x pour éviter d’avoir une singularité conique es- 0. La coordonnée ne joue
aucun role dans l'analyse.
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La propriété principale de cet espace-temps est la présence de courbe de genre temps fermées,
le long du vecteud,, au dela d’un rayon critiquR..r = log(1++/2). En effet le cone de lumiére
s’'incline lorsquer augmente, jusqu’a contenir la direction compagteoir la figure V.1. Notons
gue cet espace-temps est homogéne. Par conséquent ces courbes de genre temps fermées existent
autour de tout point. Elles ne sont cependant parcourues par aucune geodésique. Sur la figure V.1
nous avons donné I'exemple d'une géodésique de genre lumiere ; un rayon lumineux Egi8 en
décrit une hélice atteignant le rayon critigig,r mais est ensuite refocalisé es= 0. Cependant
des particules accélérées peuvent se propager le long de ces courbes de genre temps fermées,
mettant en danger la causalité. Une autre conséquence de ces propriétés est I'impossibilité de
définir une énergie dans cet espace-temps, car la variété ne peut étre foliée avec des hypersurfaces
du genre espace.

Univers de Godel en supergravit®es solutions similaires a I'univers de Godel sont réappa-
rues récemment en supergravité. En effet, il est apparu dans la classification compléte des solutions
supersymeétriques de la supergravité minimale a cing dimensions [135] que I'existence de courbes
de genre temps fermées est générique ; en d’autres termes, les solutions supersymétriques sans
courbes de genres temps fermées sont de mesure nulle. D’autres solutions furent ensuite trouvées
dans les supergravités de typequi sont reliées par dualité T a des solutions d’ondes gravita-
tionnelles avec des champsri [136]. Il est finalement possible d’obtenir des courbes de genre
temps fermées en considérant des trous noirs chargés, construits a I'aidealees, en rotation
trés rapide [137].

La question importante que nous pouvons maintenant nous poser concerne la viabilité de telles
solutions en théorie des cordes. En effet ces solutions classiques ne sont peut étre pas compatibles
avec la théorie de la gravitation quantique fournie par la théorie des supercordes. Il existe en
particulier une conjecture de «protection de la chronologie» [138] postulant 'incompatibilité des
courbes de genres temps fermées avec une théorie quantique de la gravitation. Nous pouvons
pour cela étudier la dynamique d’objets quantiques dans ces espaces-temps, perturbatifs, comme
les cordes fondamentales, ou non-perturbatifs, comme-esnes. Dans le premier cas il est
possible d’étudier les univers de Godel duaux aux ondes gravitationnelles, exactement solubles.
Cependant il est nécessaire d'utiliser la jauge du céne de lumiére et d’effectuer une dualité T, et il
n'est pas clair qu'alors les phénomeénes liés aux courbes de genre temps fermées soient visibles.
Dans le deuxieme cas, la dynamique classiqguedibranes cylindriques, appelées supertubes, fut
étudiée dans [139].

Lunivers de Godel hétérotique. Nous voulons maintenant montrer, en suivant la publication
n°5, comment construire une théorie superconfoaxactedécrivant la propagation des cordes
hétérotiques dans une classe d'univers de Gddel, incluant la solution originale, eq. (V.1). Il sera
alors possible de calculer exactement le spectre, la fonction de partition ou les fonctions de cor-
rélations, dans un formalisme covariant. Nous verrons que cette solution est instable a cause des
courbes de genre temps fermées.

Construction de la solutionComme nous I'avons annoncé dans l'introduction, I'espace des
déformations des modéles a&ezw est élargi dans la théorie des cordes hétérotiques, car nous
pouvons aussi agir sur l'algébre des cour@®32) ou Eg x Eg au niveau un du secteur de jauge.

Dans le cas présent nous considérons la théorie des cordes hétérotiques Qar@AdS,

c.-a.-d. la limite pres de I'horizon d’'un systémenigb-branes et de cordes fondamentales. Cette
solution s’obtient a partir de celles des cordes de tygmr I'application hétérotique [56] ; nous
remplacons simplement les dix fermions du secteur droit par les trente-deux fermions du secteur
de jauge, avec les conditions de periodicités appropriées pour respecter I'invariance modulaire.
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En choisissant un courant arbitraire dans le secteur de jauge, par ex@r@)le IATA2,
générant une algébké(1) au niveau 2, nous pouvons ajouter un champ magnétique dansaAdS
I'aide de I'opérateur exactement marginal :

SSNH/dZZ 735

ou 73 est le courant elliptique total d8L(2,R) supersymétrique, voir (I11.6). Comme pour la
déformation symétrique déja présentée dans la section Ill.4, nous pouvons intégrer cette déforma-
tion pour une valeur finie du paramétre, et nous obtenons la solution suivante, au premier ordre en
1/k [140], pour la métrique, la deux-forme des—Ns et le champ de jauge :

as = k{dpz—cosﬁp dt? + sink? p dg? — 212 (costt p dt + sintf p d¢)2} ,

B = gcoshZ) do Adt,

(V2) Z# = dA=+vkHsinhD (dt+d¢)Adp.

Le dilaton reste constant tout le long de cette ligne de déformation paramétrée @antrai-
rement aux déformations symétriques, la géométrie de ce type de déformatexaestcar le
modéle sigma peut se mettre sous la forme (hon factorisée) de la somme du mosizie geur
SL(2,R) et pourU (1) [141].

L'espace-temps Adscorrespond & = 0, tandis que la métrique de I'univers de Godel origi-
nal, voir (V.1), apparait pour la valewi,, ., = 1/v2, qui na ici rien de remarquable. Pour toute
valeur non nulle du parametre de déformation, il existe des courbes de genre temps fermées, le
long du cercle paramétré par au dela du rayon critiqueR. = arcsint/v2+. En réécrivant la
métriqgue de Ad$comme une fibration de Hopf du genre temps, nous pouvons réinterpréter ces
solutions comme un changement de rayon de la fibre.

Cette famille de métriques était déja connue en relativité générale [142], mais nous avons
montré qu’elle correspondait a une famille de théories conformes exactes. Par construction, cette
famille de solution possede une symétrie affBi€2,R), provenant de 'algébre des courants du
secteur droit laissée intacte par la deformation. Il est possible de montrer que toute la supersymétrie
est brisée par cet opérateur marginal. Par contre, dans les supercordes idgiltyst possible
de construire un univers de Goédel supersymétrique. Nous choisissons en effet un boson compact
X de la variété de compactification, et déformons par I'opératgddX. Lorsque le rayon de
cette coordonnée est petit, nous pouvons faire une réduction de Kaluza-Klein, et nous obtenons
alors la méme solution (V.2), avec une supersymétrie d’espace-temps provenant du secteur droit
fermionique.

FiG. V.2. Cordeslongues dans I'univers de Godel, enroulées autour des courbes de genre
temps fermées.

Analyse du spectrela description de cette famille d’univers de Gédel comme une déforma-
tion marginale deSL(2,R) permet de calculer de maniére tres simple la fonction de partition et
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d’en déduire le spectre. En effet, suivant la logique générale de la section 11.4, cette déformation
agit comme une rotatioBQ(2) entre le réseau gauche du courght et la réseau droit du courant
de jaugeJ (1). Cette rotation est paramétrée comme 2&os T]éHZ

A partir de cette fonction de partition nous pouvons étudier le spectre physique des cordes
hétérotiques dans cet univers de Gddel [140]. Nous ne présenterons ici que les résultats quali-
tatifs. Notons pour commencer que l'unitarité du spectre physique SBf%R) est préservée
par la déformation. Le comportement est trés différent pour les deux types de représentations de
SL(2,R):

— le spectre deordes longuesconstruites avec les représentations continueSlde, R),

devient instable lorsque le champ magnétique est non-nul. Ce comportement se comprend
a l'aide des solutions de cordes classiques; en effet les cordes longues peuvent toujours
devenir macroscopiques, et s’enroulent autour des courbes de genre temps fermées au bout
d’un temps fini, voir fig. V.2. Ce comportement se manifeste dans le spectre par I'apparition
d’'un terme quadratique pour I'énergie avec le mauvais signe;

— Le spectre ditats liés construits avec les représentations discréte3ld® R), ne présente

pas de modes instables; ceux-ci n'existent pas pour les valeurs autorisées pour le spin,
données par (111.9). Ces états correspondent en effet a des surfaces d’univers localisées dans
I'espace-temps AdgG0odel, et elles ne ressentent pas les courbes de genre temps fermees
qui sont «topologiquement grandes».

Suppression des courbes de genre temps fernt@etse instabilité des cordes longues dans
I'espace-temps anti-de Sitter/Godel doit conduire a une modification de la géométrie de I'espace-
temps, par un mécanisme qui pourrait étre lié a une condensation de cordes longues. Cependant
la dynamique de ce processus n'est pas accessible dans I'approche de premiére quantification
dans laquelle est formulée la théorie des cordes. Nous attendons cependant que cette instabilité
se résolve par une modification des champs de fond, et nous pouvons tenter de trouver la théorie
conforme sur la surface d’univers obtenue par ce processus.

Nous considérons pour cela une déformation marginale additionnelle, la déformation sy-
métrique 7333 étudiée dans la section Ill.4. Cette déformation est compatible avec la défor-
mation magnétique car chacune d’entre elles préserve les courants chiraux qui générent l'autre. La
solution obtenue, paramétrée garA) est la suivante [140] :

2. 1\2 292 (22_1\2
42 _ drz_(l +1)%+ (8HA% — (A2 —1) )zcosﬁlrdoc2
k (A2+1+ (A2—1)coshr)
_()LZ+1)2+8HZAZ—()LZ—1)2cosﬁrdﬁ2
(A241+ (A2—1)coshr)®
2 2 (14 .
_247L (14 2H2) coshr — (A 1)Smhzrdocd[3

(A2+1+ (A2—1)costr)?
kA2 —1+(A%2+1)coshr

B = ZAZ+1+(7LZ—1)coshdﬁ/\da
2vkHA
A = 22711 (A2—1)cosht (dB + coshrda)
20 _ A &%

A2+1+4 (A%2—1)coshr
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Nous pouvons maintnenant nous demander si la nouvelle déformation paramétiéegpara-
pable de supprimer les courbes de genre temps fermées. Nous observons que les courbes de genre
temps fermées disparaissent padr< 5.

Cependant, dans ce régime, la solution développe une singularité pour la courbure, le dilaton,
le champ de jauge et la deux-forme er- arccosh(A*+1/1-22). Lorsque la valeur dé dimi-
nue, cette singularité annulaire se rapproche de I'origine des coordonnées, et les courbes de genre
temps fermées disparaissent précisément lorsque cette singularité se situe d&R-raypour le-
quel se développe une courbe de genre lumiére fermée. Il est donc tentant de faire I'hypothése que
cette singularité correspond a une condensation de cordes longues a I'endroit ou elles enroulent
des courbes de genre temps fermées. Bien s(r, le processus de nucléation proposé ici brise I'ho-
mogénéité de I'espace-temps de Godel. L'étude du spectre de la théorie des cordes, en utilisant
les mémes méthodes que précédemment, est en accord avec I'étude de la géométrie. Le terme
gquadratique dans I'énergie, responsable de I'instabilité, disparait en effet po%.

Ce processus peut aussi s'étudier d’'un point de vue complémentaire. Nous pouvons commen-
cer par la théorie des cordes hétérotiques sursAdB, déformée par I’opérately?’\]?’. L'espace-
temps posséde alors un «mur de domaine» que nous avons discuté plus haut créant une singularité
annulaire. Nous pouvons ajouter a cette solution un champ magnétique, correspondant a un mur de
domaine chargé, mais celui-ci ne peut dépasser une valeur maximale. Cette description est proche
de la physique des supertubes discutée dans [139], mais nous avons ici I'avantage de posséder une
description exacte de la théorie des cordes dans ces espaces-temps.

V.2. Quotients géométriques

Les variétés de groupe s’'écrivant comme une fibration du genre espace possedent une propriété
remarquable, qui n'existe pas dans I'univers de Gdédel. En effet, pour une valeur finie de la défor-
mation électromagnétique, la fibre se décompactifie et découple du reste de la théorie conforme;;
nous obtenons alors wquotient géomeétriquepar opposition aux modeles aezw jaugés. Nous
avons commence I'étude de ces théories dans la publicat@rmaur la trois-sphere et AdS

La généralisation de cette construction aux autres groupes, plus compliqués mais plus riches,
est I'objet d’un travail en cours.

L'exemple de la trois-sphére. La déformation magnétique de la trois-sphére fut considérée pour

la premiére fois dans [143-145]. L'objectif de ces travaux était de régulariser les divergences in-
frarouges de la théorie des cordes, et d'étudier I'effet des champs magnétiques, en remplacant
I'espace plat paBU(2) x Ry, pour que I'opérateur de champ magnétique soit exactement margi-

nal. L'effet de la déformatiodS= | d?z.#3J, s'obtient de maniére trés similaire au cas précédent.
Nous obtenons donc une fibration déformée sur la deux-sphere :

a2 — Zl:[dﬁ2+sin2ﬁda2+(1—2H2)(d7+0053d0‘)2}>

B = gsinﬁ da Ady,

A = VkH(dy+cosBda) .
Nous voyons clairement que dans cet exemple le poiatl/y2 est particulier. En effectuant le

changement de coordonnées=: /k(1/2— H?) /2y, nous observons que le cercle paramétréypar
se décompactifie et la métrique se factorise [141] :

S Rx&

H2~>1/2
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A ce point le champ électromagnétique atteint une valeur maximale [145], alors que la torsion
s’annule. Nous obtenons donc la deux-sphére comme une théorie conforme exacte, en présence
d’'un flux électromagnétique. Notons que la deux-sphére correspond au quotient géomeétrique :
SU(2)/U (1), qui différe du modéle devzw jaugé. La quantification du flux magnétique a travers

la deux-sphére impose la condition suivante sur le niveeside) :

(V.3) k=2p?, peN.

Remarquons que cette limite de décompactification peut aussi s’obtenir comme un quotient hété-
rotique [146].

Nous avons calculé la fonction de partition de la déformation magnétique de la trois-sphére,
premiérement en décomposant les caractéres supersymétriquitd(2leen fonction des ca-
ractéres des modeéles minimaux He= 2, deuxiemement en effectuant une «transformation de
Lorentz»SQ(1,1), de paramétre co$k = 1_—542 entre le réseau gauche du courant tofd et
le réseau droit des fermions du groupe de jauge. Nous observons ensuite, que dans la limite de
champ magnétique critique ou nous trouvons la deux sphere, le nivealu(@edoit prendre les
valeurs (V.3), en accord avec la quantification de la charge. Nous obtenons ainsi la fonction de
partition pour la deux-sphére, contenant dans le secteur gauche des caractéres dusjl(@jiént
U(1) et dans le secteur droit des caractéreSde2) [141].

Remarquons pour finir que si nous considérons des champs magnétiques supérieurs a la valeur
critique — en d’autres termes nous effectuons un prolongement analytique — nous obtenons un
univers de Godel compaajui est un espace homogéne, possédant une isorg&i(® et des

courbes de genre temps fermées.

Champs électriques dans Ad$ Le deuxieme exemple que nous avons étudié est celui ¢AdS
Nous considérons maintenant une déformation électromagétique utilisant le génidyattio-
lique de I'algébreSL(2,R). D'un point de vue géomeétrique, nous écrivons I'espace-tempg AdS
comme une fibration du genre espace sur A@Snous deformons la fibre selon :

ds? = '2‘1 [dr? —sinkPrat? + (1— 2H?)(d¢ + coshrat)?] .

La encore, lorsque le champ électrique atteint sa valeur critique ypeut/v2, la géométrie se
factorise comme :
AdS; —— R x AdS,
H2—1/2

Cependant, contrairement a la variété comp&&téa flux électrique dans AdSvimpose pas de
guantification du niveau de l'algébre.

Comme nous I'avons déja mentionné, les caractéereSLd2 R) dans la base hyperbolique
ne sont pas connnus. Cependant nous pouvons suivre la variation de la dimension des opérateurs
primaires le long de la ligne de déformation, et ainsi connaitre le spectre correspondant dans
AdS, [141]. Notons que, le spectre du générateur hyperbolique étant continu, nous n’obtenons pas
non plus dans cette analyse de restriction sur le niveau.

La connaissance de la théorie des cordes dans ces espaces de quotient est trés utile, car
I'espace-temps AdsS«<S? correspond & la limite prés de I'horizon d’un trou noir chargé a quatre
dimensions — dit de Reissner-Nordstrom — de madsst de charge) :

(1 TN 42 dr? 2112
ds® = ( r)<l r)dt +(17%>(17%)+rd§22,
F rgzdt/\dr avec ri:G4(Mi\/M2—Q2),
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dans la limite extrémale_ — r__. Nous pouvons construire cet espace-temps a l'aide des quo-
tients géometriques AdSet <, au méme niveau entiér Cependant, il faut encore effectuer une
projection sur les charges électromagnétiques, similaire a celle de la section 1V.4, pour réaliser la
supersymeétrie d’espace-temps.

Nous pouvons ainsi espérer comprendre la physique des trous noirs grace a la théorie des
cordes. En particulier, la dualiteds/cFT de la section 1ll.1 peut étre étendue a I'espace-temps
anti-de Sitter a deux dimensions. Nous attendons ici une dualité avec une mécanique quantique
superconforme. Cette dualité a été explorée dans le cadre des supenmyrdade trou noir est
construit a 'aide de3-branes enroulées dans des variétés de Calabi-Yau.

Nous pouvons donc utiliser notre construction hétérotique — liée a la précédente par une dualité
S — pour mieux comprendre cette holographie. En particulier le calcul de fonctions de corrélation
dans AdS est tres intéressant.

Autres modeéles. Ces méthodes peuvent étre utilisées pour construire d’autres solutions intéres-
santes de la théorie des cordes hétérotiques. Premierement, nous pouvons générer une solution
électromagnétique a I'aide du génératparaboliquede SL(2,R), du genre lumiere. Nous obte-

nons de cette maniére la superposition d’'une onde plane électromagnétique et gravitationnelle

avec AdSg :
2 + dy— +\ 2
d§:kh“2+dx o ZHZ(dX> ]

u? u?
Il serait tres intéressant d’explorer les propriétés holographiques de cette solution, car a la fois
AdS,; et les ondes planes [147] ont une interprétation holographique connue.

De maniére plus générale, toutes les déformations électromagnétigBe& ) préservent
I'algeébre affine chirale du secteur droit, et autorisent ainsi la construction d’'une copie de I'algébre
de Virasoro d’espace-temps. Ce phénoméne indigue qu'il doit exister une holographie générale de
ces espaces-temps, incluant I'univers de Godel.

Trous noirs. Une autre généralisation de ce travail est le plongement de trous noirs dans ces
espaces-temps. En effet, les trous noirs en rotation des théories de gravitation a trois dimensions
avec une constante cosmologique négative, appélgssont obtenus simplement par des identifi-
cations de I'espace-temps anti-de Sitter [148,149]. Du point de vue de la théorie des cordes, il faut
alors considérer un orbifold du modélewew par une symétrie discréte, voir par exemple [150].
Cependant une bonne compréhension de la base hyperboligBe(2éR) est nécessaire pour
comprendre ces solutions.

L'identification correspondant aux trous noirs non-extrémaux — la masse est différente du mo-
ment angulaire — s’obtient par des identifications selon des isométries correspondant aux généra-
teurshyperboliquesles algebres chiral&l (2,R). Cet orbifold est donc compatible avec la défor-
mation électrique interpolant entre Ag&t AdS, x R. Cependant I'analyse précise de la structure
causale de cette solution est nécessaire pour comprendre les propriétés de ces trous noirs. Dans
le cas extrémal, la solution de trou noir est obtenue par une identifigadi@boliquede l'al-
gebre gauche et une identification hyperbolique de I'algébre droite. Elle est donc compatible avec
la solution onde gravitationnelle/anti-de Sitter, qui préserve I'algébre parabolique gauche et toute
l'algebreSL(2,R) droite.
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1. Introduction

The fate of closed timelike curves (CTC’s) in general relativity is a long standing problem.

There is in particular a conjecture by Hawking [1] — the “Chronology Protection Conjec-

ture” — which states that, in quantum gravity, a causally safe background cannot develop

closed timelikes curves. One of the oldest known nontrivial spacetime with this pathology

is the Godel universe [2]. Spacetimes of this kind have been recently embedded in various



supergravity theories [3, 4, 5, 6], in the hope that string/M theory would cast a new light
on the fate of closed timelike curves in these spacetimes. All these works are based on
an analysis of the low energy effective action and therefore do not take into account the
full quantum string effects. Nevertheless some interesting observations were made while
considering extended BPS objects (branes and supertubes) as probes in these spacetimes,
which may destabilize the background [7]. Besides one type of Gddel universe is T-dual to
an exact type-IIA pp-waves background. This opened the door for exact quantization of
string probes [8, 9, 6, 10], albeit only in the lighthcone gauge.

In this note we would like to point out that a one parameter class of spacetimes
interpolating between AdSs3 and the Godel universe constructed in [11] — and recently
discussed in [12] in the context of general relativity — can actually be embedded as an ezact
heterotic string background. It turns out that it is obtained as an asymmetric deformation of
the SL(2,R) 1, x SL(2,R)r conformal field theory (all the left-right symmetric deformations
have been considered in a previous paper [13]) and of the current algebra of the gauge
group. If we want to consider type-II superstrings — and in that case the background
will be supersymmetric — we can choose an internal compact U(1) instead. The CFT
description of this background allows us to compute the exact string spectrum and partition
function. We can also trace back the different kind of states which appear in the spectrum
in terms of SL(2,R) representations, and show that the no-ghost theorem for SL(2, R) can
be extended to the deformed theory.

Then we discuss long string states to see if something special happens due to the
closed timelike curves around which they can wind. We will show explicitly that the
long strings seems to destabilize the background, because their spectrum becomes highly
tachyonic. We propose a mechanism to solve the causality problem, by the condensation of
a ring of fundamental strings, akin to the enhancon mechanism [14]. The endpoint of this
condensation can also be realized as an exact conformal field theory, which does not contain
instabilities as we shall see. This can be interpreted as a stringy chronology protection.

The paper is organized as follows. In section 2, we study the sigma model correspond-
ing to the Godel/AdS3 solution, i.e. the solution for the background fields. In section 3
we compute the spectrum for all the string excitations in this background, and then the
modular invariant partition function at genus one. In section 4 we consider the long string
solutions, classically and at the level of the exact string background. We propose a scenario
in section 5 to solve the instability by condensing fundamental strings. Finally in section 6
we summarize the main results of the paper and discuss holography. Appendix A is a short
review of the spectrum and partition function for AdSjs; in appendix B we give several
coordinate systems on the Godel/AdSs spacetime. An outline of the proof of the no-ghost
theorem is given in appendix C.

2. The Go6del/AdS; solution

2.1 The worldsheet conformal field theory

We start with the AdS3 x S3 x K3 supersymmetric background of heterotic string theory.
It represents a configuration of wrapped NS5-branes and fundamental strings [15, 16, 17].



The part of the worldsheet action which is relevant to discuss the deformation comprises
the SL(2,R); — AdSs — part and the worldsheet right-moving current algebra:

1 k = - = = =
S = o / d*z 3 (0rdr — dada — 9BIB — 2 cosh r0adB) + mu P oY’ + XoXT  (2.1)
T
Here the 9* are the worldsheet fermions of the holomorphic CFT (supersymmetric side),
while the antiholomorphic fermions A\’ are the internal fermions of the gauge sector, with
currents: JI7 =i : M(2)A\7(2) :. We would like to turn on a gauge field by switching on
the operator:

Vi(z,2) = (J* +ipTy™) Jo, (2.2)
where

J3 =k (0B 4 coshr da). (2.3)

Such a deformation is not possible around flat space because the corresponding operator:
a 1 19,.] .7\ 70
Waat = F; 57 ox? + ') J

is not marginal. However a magnetic deformation of the NS5-branes background has been
studied some years ago [18]. It was first introduced in the context of infrared regularization
of superstrings [19].1

Our treatment of AdSs deformation will be close in spirit. Switching on this gauge
field in the bulk, and taking into account the back-reaction on the metric and the other
fields, we obtain the solution of the sigma-model equations:

4
Eds2 = dr? — (1 + 2H? cosh® r)da® — (1 + 2H?)d3? — 2(1 + 2H?) cosh r dad3

B = %coshrdﬁ A da
A = —gVkH [coshrdo + df] . (2.4)

The metric can be also rewritten as a squashed AdS3 geometry, as was first noticed in [20]:
k
ds? = 3 [dr2 +sinh? rda® — (1 + 2H?) (d + coshr da)?| . (2.5)

The propagation of scalar fields in this spacetime has been recently addressed in [12]. The
original Godel spacetime is obtained for the special value of the deformation parameter:

1

Hgsdel = Nk

The relation with AdS3 in global coordinates becomes more obvious after the change
of coordinates:

Oé:t+¢, /th_¢7 7":20

!Other magnetic backgrounds for the heterotic string have been constructed in [9].




Then we obtain the solution:

%ds2 = dp® — cosh? p dt? + sinh? p d¢? — 2H? (cosh2 pdt 4 sinh? p dgb)2

k
B = §cosh2,od¢/\ dt
F = dA = gVkH sinh 2p (dt + dp) Adp . (2.6)
By construction, the isometry group of this spacetime is SL(2,R) x U(1).

2.2 Causal structure

This section is a short review of the results of [20, 12] that we give for completeness. The
striking feature of the class of backgrounds (2.5) is that there are closed timelike curves
spanned by the coordinate ¢ above the critical radius:

Gyp = ksinh? p.(1 — 2H%sinh? p.) =0 — p, = arcsinh

1
JoH (2.7)
These closed timelike curves are contractible, hence the spacetime is topologically trivial.
Since the spacetime is homogeneous, they are closed timelike curves going through each
point of the manifold. Although translation in the coordinate ¢ corresponds to a globally
defined timelike Killing vector, we cannot globally define a time function because the
sections of the spacetime at constant ¢ are not spacelike hypersurfaces, due to the closed
timelike curves. The Cauchy problem is not well-defined in this spacetime.

The analysis of the geodesics in these backgrounds has been made in hyperbolic coor-
dinates, see appendix B. The authors of [12] observed that the null and timelike geodesics
projects onto full circles of arbitrary center. For the spacelike geodesics it is true only for
those with p > pc, i.e. those projecting onto closed timelike curves. In AdSs3, it has been
shown [23] that the action of spectral flow on spacelike geodesics produces long strings
that can reach the boundary of anti de Sitter and wind around the ¢-coordinate; in the
Godel-deformed background, as we will see, these long string states are still present, and
can wind around the closed timelike curves, causing a potential instability.

2.3 Conformal invariance

We now have to show that the deformation of the conformal field theory is truly marginal
to all orders in the deformation. We bosonize the right-moving gauge current used for the
deformation as: J¢ = i0Y. We will work in bosonic strings for simplicity; in that case J¢
has a left-moving partner. Then Y (z, Z) can be viewed as an internal coordinate, and the
background will be obtained by a Kaluza-Klein reduction. We write the relevant part of
the sigma-model for the deformed geometry in the Kaluza-Klein form as:

Sdef = = / d*z E{@rér — ado — 9BIS — 2 cosh rdad —
47 2
—2H? [cosh2 rdada + 030 + coshr (8a5ﬂ + aﬁga)] } +
+ [8Y — VEH (coshrda + 65)} [5}/ —VEH (coshrda + 55)} . (2.8)



To prove conformal invariance, we note, as in [18] that one may rewrite the action as:

\/fH /d22 (0B + coshr da) OY =
0

U,
Ssrer) (1, @, B) + o /d 20Y DY —

2H 1+ 2H?
= SsL(2,R) <7”7 a,B+ —= Y> + i

Y -
7 / ?20Ydy  (2.9)

where we have dropped out a total derivative:
VkH / d*> (aY 9B — aY ap) ;

this term will however give rise to topological contributions to the spectrum. So this back-
ground is an exactly conformal invariant sigma-model, to all orders in «’. It turns out
that the last expression (2.9) is exactly the same as the sigma-model of the deformed back-
ground, eq. (2.8). In section 3 we will compute explicitely the spectrum for the heterotic
background. We get also from eq. (2.9) the modified expression for the J3 current:

J3 =k (0 + coshrda) + 2HVEY (2.10)

and the SL(2,R); symmetry is broken down to U(1). Of course, the SL(2,R) g is preserved
by the deformation.

2.4 Target-space supersymmetry

The supersymmetry variations for the gaugino, the dilatino and the gravitino are:

ox = Fuy™ e

1
o = (,ya a(b - gHabcryabc> €

— 1 bc _ rybc
SV, = [aa +4 (wa H )’yab] €. (2.11)

From the dilatino variation we obtain:

[F3F4F5 - =0 (2.12)

0112
mF rr ] €
where 0,1,2 are the tangent space indices for AdS3 and 3,4,5 those of S3. Thus, the su-
persymmetry is completely broken by the deformation. The analysis of the gaugino and
the gravitino equations would lead to the same conclusion. However for the consistency
of the string theory one still has to perform the GSO projection; the possible appearance
of tachyonic modes will be addressed in section 4. If this solution is embedded in type-II
superstrings, as a Kaluza-Klein reduction — see eq. (2.8) — the background is a super-
symmetric solution of the corresponding Kaluza-Klein supergravity, as in [21]. It will be
shown in section 3.



3. The string spectrum and one-loop partition function

The partition function for type-IIB superstring theory on AdS3 x S® x K3 was obtained
in [13]. The extension to heterotic case is straightforward, by using the heterotic map [22].
For concreteness, we consider an Eg x Eg — Eg x E7 x SU(2) x U(1)* compactification:

1

1
ImT 1 h]1 a a+h a—nh
Z(1) = ——Zsyn Z - Z - —a+bq92Hz9[ ]19[ ]

ersx_zﬁ[gig b=l o

The twisted torus conformal blocks are:

= —————— otherwise.

T
Zya [h] =2 for h=g=0, and Z474[ :
o= olm)|

h] 16n2n?
gl

(3.2)
The SU(2); bosonic conformal block is chosen to be the standard diagonal invariant:

k
Zsu(2) = Z X5 X (3-3)

and the SL(2,R)g44 partition function is given in appendix A.

3.1 Exact string spectrum in the Gédel/AdS spacetime

Now we would like to perform the marginal deformation (2.2) in this CFT heterotic back-
ground. As it is known generically for conformal field theories based on affine algebras, the
deformation will act on the weight lattice of the subgroup along which the deformation is
performed (see [24] for a recent discussion):

e The abelian elliptic subgroup of the supersymmetric SL(2,R)z 2, generated by J3 =
J3 4+ it~ for the left-movers,

e a U(1) subgroup of the gauge group for the right-movers.
The left and right weights of the relevant lattices are:

1 . k+4 S| a\ 2
Ly=————|m+ w4 +—<n—|——>

2 2 2

S U AT 2+u nt d w2 2 (3.4)
B * 2(k 4 2) 2 T k4 '

_ 1 /(- k+4 \* 1 2
LO:——<m+ ; w+> +§<ﬁ+%). (3.5)

Here n+a/2 corresponds to the charges of the left fermionic current ¢+ ~, and a = 0,1 are
respectively the NS and the R sector, as in the partition function. Also nn++/2 corresponds
to the weights lattice of the gauge current which is picked out by the deformation. In the
expression for Lo, eq. (3.4), we have explicitely factorized the supersymmetric weights of
SL(2,R)g+2. Then the deformation acts as a O(2) rotation between these weights and the



right weights of the U(1) gauge field,? parameterized by the angle (; we obtain then:

k i 2
La‘efz—[ 05 ¢ <”+Lw++ +2>+5mC <n+1>] +

VAR v

+2(k;€%42) <n+ 5 T ot ;—ﬂf (3.6)
- <m+ #u@)z +

)@ ey @

where the relation between this parameterization and the vev of the gauge field is:

1

2 _
COs"C = TogE

(3.8)

Note that there is no maximal value for the gauge field, unlike the magnetic NS5-brane
background [18].

In the type-II superstrings (Kaluza-Klein reduction), we replace the lattice from the
right-moving heterotic gauge sector by the right lattice of a compact internal coordinate.
In this case it is obvious that the deformation preserves 8 supercharges coming from the
right-moving fermionic sector, left untouched by the deformation.

3.2 One-loop vacuum amplitude

To compute the partition function for heterotic strings on Godel/AdS3 x .S3 x K3 one simply
has to combine the previous analysis of the spectrum with the remaining ingredients. Then
the partition function of the deformed model reads (see appendix A):

Imr7
Zgsdel(T) = P Zsu(2) 5 Z Z44[ } X
hg 0

1
1 atb ol qla+h] Ja—h
2 2. () ﬁ[b]ﬁ[ﬂg]ﬂ[b—g} g
1
=1 IR kI Y b
<Te x5 2 19[5+g]19[5—9}9 [5] g

X / &t Zeigar [:2] Z o (2N ta+b(n+§)—6(n+3))

N,Wn,neZ

y q{;%(%r%(w“lprmg)ﬁ% (ﬁ+%)}2+2(’ﬁ—+42)(n+%+(W+t1)+,§—ﬁl)2 "

=

ks (V) [ ()= S (NS v )

VEk+2

X q (3.9)

2It is of course the analytic continuation of the usual O(1, 1) transformation of toroidal lattices, but here
the lattice of J? is timelike.



This partition function is modular invariant by construction since it is obtained as an
0(2,2,R) rotation of an even self-dual lattice. Due to the mixing between the fermionic
characters and the lattice of J3, it is not possible to use a Jacobi identity to prove target
space supersymmetry; all the supersymmetry is broken in this background, as expected
from the target space analysis.

4. The fate of long strings

The long strings, corresponding to the continuous representations of SL(2,R) are the nat-
ural probes for the closed timelike curves since they can wind around the coordinate ¢ and
become macroscopic. Such long strings in Godel universe T-dual to pp-waves have been
considered recently in [10], both from the classical and quantum point of view in a light-
cone gauge appropriate to this problem. No tachyons were found in that case, although the
authors pointed out a possibility of unitarity violation. Another analysis for M2-branes in
M-theory Godel universes has been made in [25].

4.1 Classical analysis

We would like to understand the behavior of simple long strings solutions. We will consider
classical solutions to the Nambu-Goto action:

S=-T / P’eVG + Ty / By (4.1)

4.1.1 Long strings in AdSj3

In the undeformed AdSs geometry, we parameterize a long string wrapping w times the ¢
coordinate, without angular momentum, as:

t = w4 T
¢ = W40 (42)
p = p(T)

where we have used the static gauge for the time coordinate. So the classical Nambu-Goto
action for a F1l-string probe is:

S =—mkw Ty /dT (sinh p\/w?F cosh? p — p2 — w, cosh? p> (4.3)
with the equation of motion:
_d psinh p B wi cosh 2p — p?
dr \/w_zF cosh? p — p2 N \/w%r cosh? p — p2

We have a long string solution:

cosh p — w4 sinh 2p.

p=wiltl;
so the long string reach the boundary of AdSj3 for t = +oo. Qualitatively this behavior
appears because the attractive force due to the string tension and the repulsive force due
to the NS-NS two-form cancel. This simple solution corresponds to the spectral flow of
a spacelike geodesic. More general solutions have being obtained using a group manifold
approach in [23].



4.1.2 Long strings in AdS3;/Godel

Now we would like to examine long string solutions in the AdS/Gddel space. The crucial
feature is to check if such long strings can reach the critical radius and then wrap closed
timelike curves. We consider classical macroscopic strings which are uncharged under the
gauge group for simplicity. As in the previous case, we are looking for solutions winding
around ¢, without angular momentum, eq. (4.2). Then the Nambu-Goto action is given by:

S = —mkwiTy /dT <sinhp\/(1 + 2H2)w? cosh? p — (1 — 2H2 sinh? p)p2 — w cosh? p> :

(4.4)
So we obtain the equation of motion for p(7):

d (1 — 2H?sinh? p)sinh p p
dr \/(1 +2H2)w? cosh® p — (1 — 2H2 sinh? p)p?
(1+2H?)w? cosh p(cosh?p + sinh?p) + (4H? sinh?p — 1) cosh pp?

= cosh p — w4 sinh 2p.
V/(1+ 2H2)u? cosh?p — (1-2H2 sinh?p) 2

We still have also long string solutions with:
p(7) = V14 22 walr].

The radius of the worldsheet of these long strings grows linearly with time, until they even-
tually wrap the closed timelike curves. We conclude that the Godel deformation changes
the on-shell values of the momenta, but otherwise leads to the same qualitative behavior
of the long string solutions as in AdSs: long strings can escape to infinity with a finite
energy.

4.2 Unitarity of the physical spectrum

Naively, we would expect that the string spectrum would contain ghosts for long string
solutions. In fact, the kinetic term for the field ¢(z, Z) in the Polyakov action is:

L ~ ksinh?r(1 — 2H? sinh? 7)0¢0¢ ,

so, for r > r. it seems that the sign of the kinetic term for the fluctuations of ¢ become
negative. But the off-diagonal term between ¢(z,z) and t(z, Z) makes the analysis more
subtle; indeed, the determinant of the metric of the deformed spacetime is:

k 3
—g = (1+2H?) <Z> sinh?r

which is always of the same sign.

To have a precise answer to this crucial issue, we will adapt the no-ghost theorem for
SL(2,R) , to the case of the Godel-deformed SL(2,R). We would like to see if the modifi-
cation of the structure of the zero modes changes the conclusion about the suppression of
negative-norm states by the Virasoro conditions. A outline of the no-ghost theorem proof
is given in appendix C. The conclusion is: the spectrum doesn’t contain negative-norm
states.



4.3 Long strings spectrum

Now we consider the exact string spectrum. We would like to see if the spectrum contains
tachyons, i.e. on-shell states with an imaginary value for the energy:?

E:j03+jg:m—l—ﬁz+n+g—|—(kz+2)w+. (4.5)

The mass-shell condition for the continuous representations reads ( “other” indicates the
internal CFT):

Lo 1/d <~+~+g)_k+2 2+1<~+2>2+
A LY A A
+sin( ~+k‘—|—2 +~+g 2_u<—+1>2 in¢ —
k2] |\ T T 2 \""3) |”
k42 1
—V2(k+2) Th+iw++7~l+g <ﬁ+1)cos + N+ hother — 5
2 2 2 2
0 (4.6)
_ 52+1/4 - k+4 1/ v\2
LOZW‘“’W‘T@W(T‘W) *
+sin§ rh—i—k+2w +7~z+g 2_@<ﬁ+1>2 sin¢ —
b+ 2 2 T 2 2 2
k+2 YA
—V2(k+2) <m+%w++'ﬁ+g> <ﬁ+%)cos }+N+hother_1
o (4.7)

In a supersymmetric WZW model, the spectral flow must act also on the fermions, so
n =n — w4 in the wi-flowed sector (see [26]); it amounts to redefining the vacuum. We
also have to act with the spectral flow in the gauge sector, in order to satisfy the matching
condition Ly = Lg. At this point we have to decide if we act on the U(1) along which
we switch on a field strength — choice (i) — or an other unbroken Cartan generator —
choice (ii). Since we have constructed the deformation such that it preserves Lo — Lo, both
choices are equally acceptable. However the spectrum is slightly different. In both cases,
the matching condition will be satisfied, provided that:

w4 (’m — Th) = w+€ = hother - hother )

where £ is the angular momentum.
We take for example the “massless” state:

o left : |s,p) ®¢3t{1f2r|0>1\15

o right: a°'!’[s, p) ® [0)ns.

3 As we have seen there is no globally defined notion of energy in this spacetime. At any rate, we will take
the same definition as in AdSs — the conjugate to the ¢ translations — since the corresponding isometry
is unbroken by the deformation.

— 10 —



Then we have, with the embedding of the spectral flow (ii):

2 S92
i +1/4+m*sin“( k+2 - 1
@ _ 8 _ 2 2. 2 22 n
0 F T2 W cos ¢ — wymcos C—|—2p (4.8)
So we have the mass-shell condition for the state under consideration:
s2+1/4  k+2 E  sin®¢ 1
— > R4 2. 4.9
k+ 2 Ty Ty TP (49)
And
k+2 4sin?(¢ (s2+1/4 1
FE = + 2 2¢ — —p? ) 4.10
sin? ¢ o \/w+cos ¢ k+2 < k+2 —|—2p (4.10)

If for example we increase the mass of the state with some momentum p in the compact
internal CFT, the energy of the state will eventually become imaginary. This strange
behavior is due to the quadratic term in the energy with a positive sign. The critical
value is: @) 2
# + %p2 = #wi cotan? C.

For a more general state with oscillators, the same statement holds. An infinite num-
ber of massive long string states will become tachyonic when the Godel deformation is
turned on (other tachyonic instabilities in magnetic fields have been discussed in [9]); these
instabilities are likely due to the wrapping of closed timelike curves.

For the other embedding of spectral flow — choice (i) — we have instead:

2
; 24 1/4+m?sin?¢ 1 k+2
p) = SHAEIEe L2 s psing ) wi -
) R
—cos( | cosC + k+2sm§ w+m+§p (4.11)

and we find a correction to the critical value of momenta:

(@) 2

s +1/4 145 k+2 , /[ 2
J . _ —_— t I
) —|—2p— 1 wy |cotan ¢ + 1o

but otherwise the conclusions are the same.

2

I

Behavior of short strings. Since the discrete representations correspond to strings
trapped in the center of the spacetime (around r = 0), we expect that the corresponding
spectrum is well-behaved. For the discrete representations, we have:
s = 5 - jv
and also a relation between the spin j and the J? eigenvalue: m = j+¢, with ¢ € N, for the
primaries of the lowest weight representations. The spin is also restricted for unitarity to
~ (k+3)

1
Ll 7 4.12
9 J 9 ( )
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We can solve the mass-shell condition for j:

* G -1 k+2 ~ sin? ¢ -

Ly =~ (k+2)_ W eos’ (= wi(j+q)eos® (+ == (i + )" + hine = 0, (4.13)
and find:

~ 1 k+2 9

= - t

J 2cos? ¢ g W Tatan ¢+

1 1 w 5 -
+cos2<’ Z—I_(k—i_z) (Nw+hint—7> cos? ¢+ g(g + 1) sin* ¢, (4.14)

where N, = N —w.q is the level of the algebra after spectral flow. So we observe that the
only effect of the Godel deformation will be that the range of values for the spin allowed
by the unitary bound (4.12) will impose different constraints on the internal weights. It
would be interesting to relate this short string spectrum with the analysis of energy levels
for a point particle in [25] and [12]. It was observed that this setup can be mapped onto a
Landau problem.

5. Can gravitational deformation cure the pathology?

We have seen that the Godel deformation of AdSs3, supersymmetric or not, completely
destabilizes the background. Then we expect some kind of closed tachyon condensation; the
description of this process is out of reach at present, but we can try to find the background
that would correspond to the endpoint of the tachyon decay. In other words we are looking
for another point in the moduli space of worldsheet conformal field theories which could
have this interpretation.

5.1 Switching on more background fields

There is an additional deformation of the background which is exactly marginal, generated
by the bilinear of the unbroken currents

Vg~ (P + ity ) (JP — i)

We would like to check if such a deformation can eliminate the closed timelike curves. This
deformation have been studied in [13] around the SL(2,RR) point. Here we would like to
perform this deformation in combination with Gédel deformation. This is possible since
each deformation preserves the U(1)r x U(1)r symmetry generating the other one. The
solution of the sigma-model equations gives (see [18]):

4
%ds2 = dr? —

(A2 +1)2 + (8H?A% — (A2 — 1)?) cosh? " a2
(A2 + 14 (A2 — 1) coshr)?
(A2 412+ 8H?N — (M — 1) cosh? T
(A2 + 14 (A2 — 1) coshr)?
B 24/\2(1 +2H?)coshr — (A\* — 1) sinh? r
(A2 41+ (A2 —1)coshr)?

dadf
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B E/\2—1+(>\2+1)coshr
422+ 14+ (A2 —1)coshr

dB A do

29vVkH\
A= d h rd
)\2+1+()\2—1)coshr(ﬂ+cos rda)
23,
2 = A¢ (5.1)

A2+1+ (A2 —1)coshr’

The model without J3J3 deformation corresponds to A = 1. The scalar curvature of this
manifold is given by:

85X =1 — X' —2H%X* 4 (1 — A*) coshr
k (1 4+ A2+ (A2 —1)coshr)?

R(H,\) = — (5.2)
We want to check if this spacetime has closed timelike curves. The (¢ — ¢)-component of
the metric is:

2X2(1 + 2H?) coshr + (1 — A2(1 + 2H?)) cosh? r — (1 + A2(1 + 2H?))

=k
Goo (14 A2+ (A2 —1)coshr)?

(5.3)

We would like to know for which values of A the numerator is always positive. The conclu-
sion is:

1
) 2

However, in this range, the background (5.1) becomes singular. The scalar curvature,
eq. (5.2), blows up at:

(5.4)

A2 +1
1—X2°

But the worldsheet conformal field theory is well-defined. This singularity corresponds

Tsing = arccosh

to a ring of positive tension objects which are electrically charged under the NS-NS two
form and charged under the gauge field. To have a more precise picture, we take for A the
limiting value that avoids closed timelike curves: A2 = 1/(1+2H?). Then we find that the
singularity is located at:

Tsing = 2psing = 2 arcsinh (5.5)

1
V2H
We observe that the locus of the annular singularity corresponds exactly to the critical
radius above which closed timelike curves occurs, eq. (2.7). Furthermore the long strings
become tachyonic in the Godel/AdSs spacetime because they can wind around these closed
timelike curves. Therefore, it is very tempting to interpret this annular singularity as a
ring of condensed fundamental strings, protecting the causally unsafe region, in the same
spirit as the supertubes domain walls considered in [7]. It would be interesting to make
the connection with the D1/D5 black rings of [27].

5.2 Long string spectrum and chronology protection

Now we would like to know the expression of the long string spectrum as a function of the
parameters of deformation H and A. By turning on the gravitational deformation A, the
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mass-shell condition (4.9) becomes (see [13]):

s2+1/4 k42 E 1 <1 cos? ¢
0= -

e E* 4+ h= .
k+2 e SN T sy /\2> +th=0 (56

and the energy will be given by:

cos? ¢\ 7! cos? ¢ 4 cos2 (¢ s24+1/4
E=((k+2)(1- + 4 [w? 1) —=—2=+h]) ;.
(+)< /\2> WA +k+2<)\2 ><k+2+>

(5.7)
so we find that there are no tachyonic behavior any longer in the spectrum, provided that

A2 < cos? (.

Comparing with the relation (3.8), this is exactly the same as the condition (5.4) required
to avoid closed timelike curves! Therefore, we see that there string theory offers a natural
mechanism for chronology protection in Godel-like universes.

6. Discussion and conclusions

We have studied a class of string backgrounds of the Godel type, which are homogeneous
and contain closed timelike curves. We have shown that these solutions are in fact exact
conformal field theories obtained by a truly marginal deformation of the SL(2,R) CFT. In
heterotic superstrings, this deformation switches on a non-trivial gauge field in the bulk,
and breaks all the supersymmetry. Embedded in type-II superstrings as a Kaluza-Klein
reduction, this background preserves 8 supercharges coming from the right-movers, if we
start with the AdSs x S x K3 background describing NS5 branes and fundamental strings.
We were able to construct the exact string spectrum for this solution, as well as the modular
invariant partition function. We showed that the Godel deformation preserves the unitarity
of the physical spectrum, by proving a no-ghost theorem.

We then discussed the issue of long strings, which can wrap the closed timelike curves,
first by showing that such classical solutions still exists in the deformed background. Then
we studied the long string spectrum, expecting some pathology due to the closed timelike
curves. We found that the spectrum of these long strings is highly tachyonic, for any
nonzero value of the deformation parameter. We are aware that since there is no good
definition of energy in this background, the notion of tachyon in this class of backgrounds
is not completely well-defined. We expect that these long strings will destabilize the back-
ground. On the contrary, the spectrum of short strings is not pathologic, as we could infer
because they are trapped in the center of the spacetime.

A possible resolution of the causality problem in this background has been proposed, by
turning on another marginal deformation. It turned out that the closed timelike curves can
be avoided, at the expense of going to a region of the moduli space where the background
becomes singular. We observed that an annular singularity occurred precisely at the radius
where the Godel/AdS space started developing closed timelike curves, which were the source
of instability for the long string probes. We showed that the spectrum of the resulting
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background is well-behaved. Therefore, we have interpreted this curvature, NS-NS two
form and gauge field singularity as the result of the condensation of a ring of fundamental
heterotic strings, in the same spirit as the supertubes of [7]. The proper description of this
process would require a second-quantized framework — closed string field theory. If this
is indeed the proper interpretation, it would be the first example of a stringy chronology
protection in an exact string theory framework.

Since this background is continuously connected to AdS3 x S3 x K3 — the NS5/F1
background — we can expect some holographic interpretation. This issue have already
been discussed in [5]. The authors showed that if one applies the covariant prescription of
Bousso [28], on finds that the holographic screen, which is observer-dependent, encloses a
the causally safe region; they argued that it leads to an “holographic protection” of these
spacetimes. The radius of this cylindrical screen was shown to be:

1
T'sereen — 2 arcsinh 30 (6.1)

This holographic screen is at finite distance, and the H — 0 limit gives the usual holo-
graphic screen of AdSs at infinity. It is difficult to interpret the Goédel deformation of
AdS3 in terms of the boundary theory of AdS3, and to make the connection with the afore-
mentionned proposal. In fact, in AdS3, the currents are non-normalizable operators and
marginal current-current deformations corresponds to IR i#rrelevant deformations of the
dual CFT. Such an observation has been made in [4] for another class of Godel universe.
Nevertheless, one might hope to understand the instability of the Goédel/AdS spacetime
due to long string states as some instability in the boundary theory, triggered by some
irrelevant operator, and then have an holographic picture of the bulk tachyon condensa-
tion. It have been shown [29] on a related example (BMPV black hole), that if we allow
closed timelike curves in the bulk by increasing the rotation of the black hole, the states
of the dual CFT will violate the unitarity bound. Since the spacetime we obtain after the
condensation of the ring of fundamental strings seems stable, it would be really interesting
to understand holography in this background, if any. We will address this problem in a
future work.
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A. The SL(2,R) partition function

The computation of the one-loop vacuum amplitude has been done in [13], using a mixture
of path integral and algebraic techniques. The result is, for the universal cover of SL(2,R)

,15,



at level k 4+ 4:

(Im(syr 52))2

4k +4) Vk+2 2
Zs1, o) (T) = (k+ 1/2 +2 Z / dsydsodtydty— 5 X
D) n,w,N,W ‘ 1(817-_82‘7-)’
o~ T 1=t +w)r—(sa—ta )2 DT W)= (12 + V)P (A1)

The integration over the constraints s; and sy gives the spectra for all the flowed and
unflowed representations (see [13] for details). The spectrum of primary states gives:

e Discrete representations representing strings trapped in the center of AdSs; they
appear in the range % <j< # Their conformal weights are:

(G —1) . k+4
Ly=———""——=+ -m — —— .
0 2 5 w4 < m 4 w4
o Continuous representations with j = —% + s, s € Ry. They correspond to long

strings that can reach the boundary of AdSs. The spectral flow quantum number
w4 = w+ W represents their winding around the center near the boundary [23]. The

I —82+1/4+ . k+4
0= T o Wy m 1 wy | .

weights are:

The relation between the unflowed and flowed eigenvalues follows from:

. k+4
I =J3 — %uurdno,

and the spacetime energy is given by:
E=m+m+(k+4dw, = (k+4)(W +t1).

For latter convenience, it is useful to rewrite the SL(2,R) partition function as a twisted
product of the coset SL(2,R)/U(1) (the “cigar” 2d euclidean black hole) and a time-
like U(1):

1 —t
ZSL(Q,R) = %/th Zcigar |:—t;:| X (A2)
2

_ 2 T A
1 N k+4 k
< Zq_5<m—¢ o)) ‘(W V) i,

Y

where (see [36]):

27r( 2

_tl 777}67'2
Zcigar[_tj =4/ (k+2)(k +4) Z/cﬂ

|91 (s17 — 82\7')|

m(s17—s2))

k+4
« 677( tQ)"|(317t1+w)77(327t2+m)| '
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B. Coordinate systems and geodesics

In cylindrical coordinates, the metric of the AdS/Godel form is (see eq. (2.5):
2
ds? = dr? 4 sinh? rdo® — (dr +4Qsinh? (5 ) ) with 20 = V1 + 207,
One can go to cartesian coordinates by the coordinate transformation:

e?® = cosh(2r) + cos (%) sinh r
ye?® = %sinh(Qr) sin (”b%)

tan (L'(d)ﬂ_ﬂﬂ) = e % tan (%)
Then the metric reads:
1 2
ds? = da? + ge%dy2 — (dT + \/§Qexdy) .

The last useful coordinate system corresponds to the hyperbolic coordinates. It is obtained
by:
r=—-InX, y=+2Y.

Then one obtains:

,  dX?4+dY? - (X24T +204dY)°
In these coordinates, the geodesic equation gives [12]:
T =(1+42H*E —\/1+2H2Xp,

X = p:cX(Y - YO)

Y = -1+ 2H2EX + p, X?

where the energy F is the charge associated to the Killing vector O, and p, the momentum

S

associated to the Killing vector 0.

C. No-ghost theorem for string theory on Goédel/AdS;: sketch of a proof

Here we would like to outline the main steps of the no-ghost theorem for strings on AdSs
and check whether it is still valid or not, in the case of the Godel deformation. Unitarity for
a theory living in a spacetime containing closed timelike curves is maybe not a well-defined
concept. Nevertheless, we would like to know if, as in AdS3, the Virasoro constraints are
able to remove all the negative-norm states from the worldsheet conformal field theory. We
will follow [30, 31, 32] and the appendix A of [23].# We consider string theory on (deformed)
SL(2,R) times a unitary “internal” CFT. The important observation is: writing the action
for the deformed model as eq. (2.9), we see that, with a field redefinition, the actions
of the deformed and the undeformed model are the same, except that the structure of

“It is also possible to use BRST methods, see [33] and [34].
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the zero modes is different. The mixing in the zero modes have been given in egs. (3.6)
and (3.7). Note that the part of the CFT corresponding to the coset CFT SL(2,R);/U(1)
is left untouched. Here we consider for simplicity the case of bosonic strings, and the
Godel deformation is constructed as a Kaluza-Klein reduction along a coordinate Y'(z, Z)
compactified at the fermionic point:

Q§=1<p—g)27 Q§=%<p+g)2.

The extension to heterotic or type-II superstrings is straightforward. Since only the zero
mode structure differs from the SL(2,R) x U(1) x CFTipternal, given a representation of
the zero modes, the structure of the Verma modules and the affine representations are
the same, provided that no new null vectors appear. For convenience we will include the

spectral flow quantum number in the parafermionic theory,® writing, for the undeformed
SL(2,R)g:

2

2
IZEL(ZR) = j;gL(ZR)/ v — L(()g) = kC_Q 5 + % <m — gQU+> — % (Cl)

where co is the second Casimir of the group, and:
1 3 73
—ﬁz : JmJn_m .
m

The proof of the no-ghost theorem can be carried out in three steps.

L®)

Step one: we define F as the subspace of the Hilbert space H consisting in states |f) € F
such that:
Lolf)y =T2f)=0  forn>0.

Then we have to show that the states of the form

Loy Lo T2, T3 |f)  withng > >nn, mp > >myy, (C.2)

—m1 —mm

form a basis of ‘H. First, to prove that these states are linearly independent, we use an
orthogonal decomposition of the Virasoro generators: L, = Lf, — Lﬁ), and the fact that
the states (C.2) are in one to one correspondence with the similar states constructed with
the L¢’s. The Virasoro algebra corresponding to the L’s has a central charge ¢ = 25,
and therefore the associated Verma modules will contain no null states, provided that the
conformal weights are strictly positive. The conformal weights for the “parafermionic”
theory are, from eqns (3.6) and (3.7):

1
L = Lo 4 2Q7 4 Ny o+ hinterna,

2
- _ 1 (= 2 - T
L(C) _ LSL(ZR)/U(D + 5 <Q COSC — \/;msin C) + Ny + hinterna];

5Usually the spectral flow is embedded in the J3J° lattice, by expressing the spectrum in terms of 7

rather than in terms of m. Nevertheless, our expression of the spectrum of the coset looks like in [35]
and [36].

— 18 —



and it is known that the coset theory SL(2,R);/ U(1) is unitary and the weights are strictly
positive, provided that the spin of the discrete representations is restricted to: 0 < j < k/2.
So the states (C.2) are linearly independent and form a basis of H.

Step 2: we have to show that a physical state can be chosen such that it can be written
as (C.2) with no L_,,.
Using the basis (C.2), we write any state |¢)) of H as:

) = [sp) + 1),

where |sp) is a spurious state, i.e. with some n;’s non zero, and |p) has all its n;’s being
zero. Then we use the fact that, for a critical string background (¢ = 26), if we act on a
on-shell (i.e. Ly = 1) spurious state with L,~o, we obtain again a spurious state. So we
can map every physical state to a state |¢) such that L,~¢|¢) = 0.

Step 3: we have to show that if a physical state |¢) can be written as (C.2) with no L _,,
then J3_¢) = 0. First, this implies that

L9 le) = 0. (C.3)

We want to show that the states (C.3) are such that: J>_|p) = 0. It will be true if there
are no null states in the Virasoro descendents of L®) for the left-movers, and L) for the
right-movers. The weights of this ¢ = 1 conformal field theory are:

2
L((Jg) = —% (m cos( + \/ésinCQ)

=2

LY = ——m?.

1

k
So, this statement would be true if L(()g) # 0 and E(()g) # 0 for all on-shell states. What
remains to do is to examine separately the states with Jég) =0or jég) = 0.

e For the right algebra, the mass-shell condition (4.7) for m = 0 reads:

_ c k — cos
LOZk_22+Zw2+Ncoset+ 2C

QZ + NS + Binternal =1

where Nigeet is the grade of the state with respect to the currents J* and Nj is
the grade w.r.t. the current J3. So, since Rinternal > O there are no on-shell states
obtained by the action of J2, (i.e. with N3 # 0) for the continuous representations.
It is also true for the discrete representations, provided that 0 < j < k /2, as in the
undeformed SL(2,R).

e For the left algebra, we are looking for states with

mcosC—F\/gsinCQ:O. (C.4)
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We have the corresponding on-shell condition:

¢ 1 k) 1
Ly = k——22 + Neoset + E <’I7’L B §w+> + N3 + §Q2 + N + hinternal = 1.

In a representation D;,r, we have m = j +q, ¢ € Z, and, if ¢ is negative:
—q S Ncoset- (05)

So we have for the weights of the coset part:

-G -1  m?

e
2 ~ ~
q J 27|, 2~
S A A R TR
k +k_2|: k} +qu+ coset

If j is taken in the range 0 < j < k/2, then with the inequality (C.5) we obtain that
L&t > 0. So there are no on-shell states with N3 > 1.

This completes the proof of the no-ghost theorem.
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1. Introduction

Near-horizon geometries of NS5-branes [1, 2, 3], NS5/F1 or S-dual versions of those [4, 5]
have been thoroughly analyzed over the past years. These involve AdS3 or S? spaces and

turn out to be exact string backgrounds, tractable beyond the supergravity approxima-

tion. They offer a unique setting in which to analyze AdS/CFT correspondence, black-hole

physics, little-string theory. ..



An important, and not yet unravelled aspect of such configurations is the investigation
of their moduli space. String propagation in the above backgrounds is described in terms
of some exact two-dimensional conformal field theory. Hence, marginal deformations of
the latter provide the appropriate tool for exploring the moduli of the corresponding string
vacua.

A well-known class of marginal deformations for wzZw models are those driven by left-
right current bilinears [6, 7]: [ d®z J.J. These can be “symmetric” in the sense that both
J and J are generators of the affine algebra of the wzw model. However, asymmetric
deformations can also be considered, where either .J or J correspond to some other U(1),
living outside of the chiral algebra of the wzw model. These deformations describe the
response of the system to a finite (chromo) electric or magnetic background field and since
these deformations are exactly marginal, the gravitational back-reaction is properly taken
into account at any magnitude of the external field [8, 9].

The purpose of this note is to report on the asymmetric deformations of the SL(2,R)
heterotic string background. Since SL(2,RR) has time-like, null and space-like generators,
three distinct asymmetric deformations are possible, corresponding respectively to mag-
netic, electromagnetic and electric field backgrounds. The former case has been recently
analyzed from this perspective [10] and the corresponding deformation was shown to in-
clude Godel space—time, which is therefore promoted to an exact string background (despite
the caveats of closed time-like curves). The latter case, on the other hand, corresponds to
a new deformation, which connects AdSs with R x AdSs.

This observation is far reaching: while symmetric deformations usually connect wzw
models to some U(1)-gauged version of them [11], asymmetric deformations turn out to
connect the original theory to some geometric coset, with electric or magnetic background
fields. This holds for the SU(2), where the limiting magnetic deformation has R x S?
geometry, and can be generalized to any WzZw model: geometric cosets with electric or
magnetic background fields provide thus ezact string vacua. Here we focus on the S? and
AdS; examples, previously discussed as heterotic coset constructions in [12] (see also [13]).
Moreover, they both enter in the near-horizon geometry of the four-dimensional Reissner—
Nordstrom extremal black hole, AdSs x S?, which is here shown to be an exact string
vacuum. We also show how Hs appears as an exact CFT, although this background is of
limited interest for string theory because of lack of unitarity.

The paper is organized as follows. First we review the magnetic deformation of S3,
appearing in the framework of the SU(2); wzw model. The appearance of the two-
sphere plus magnetic field as exact string background is described in Sec. 2, where we also
determine the corresponding partition function. The AdSg case is analyzed in Sec. 3, where
its asymmetric deformations are described in detail from geometrical and two-dimensional-
CFT points of view. We also investigate their spectra. Limiting deformations are discussed
in Sec. 4. There, we show how to reach the AdSe = SL(2,R)/U(1) geometric coset with
electric field. These backgrounds are consistent and exact string vacua.

The Hs geometric coset of AdSs is also shown to appear on the line of magnetic
deformation, with imaginary magnetic field though. The near-horizon geometry of the four-
dimensional Reissner—Nordstrom extremal black hole is further discussed in Sec. 5. Section



6 contains a collection of final comments, where we sort various geometries that should
be investigated in order to get a comprehensive picture of the general AdSs landscape,
and its connection to other three-dimensional geometries. Four appendices provide some
complementary /technical support. Appendix A sets the general framework for geometric
deformations of a metric, designed to keep part of its original isometry. Appendices B and
C contain material about SU(2) and SL(2,R) groups manifolds. A reminder of low-energy
field equations for the bosonic degrees of freedom of heterotic string is given in App. D.

2. Magnetic deformation of S3

SU(2)r wzw model magnetic deformations were analyzed in [8, 9], for both type II and
heterotic string backgrounds. For concreteness, we will concentrate here on the latter case.
In contrast to what happens in flat space-time, these deformations are truly marginal
in the background of a three-sphere plus NS flux, and preserve N = (1,0) world-sheet
supersymmetry.

Consider heterotic string on R x §3 x T4, The theory is critical provided we have
a linear dilaton living on the R'3, with background charge Q@ = 1/vk + 2, where k is the
level of the SU(2)1, x SU(2)g affine algebra. The target-space geometry is the near-horizon
limit of the solitonic NS5-brane [1, 2, 3].

The two-dimensional N = (1,0) world-sheet action corresponding to the S3 factor is

1 k - _ _ _ SN
Ssu), = 2/d2z{4 (8a8a+ 0B OB+ OyOy+2cos 80487) +Zw“aw}, (2.1)

T
a=1

where ¢® are the left-moving free fermions, superpartners of the bosonic SU(2)j currents,
and (a,,v) are the usual Euler angles parameterizing the SU(2) group manifold (see
App. B for a reminder). In this parameterization, the chiral currents of the Cartan subal-
gebra read:

J? =k (0y+cosBoa) , J* =k (Oa+ cosf 0v) (2.2)

(Tab. 1) with the following short-distance expansion:

J3(2)J3(0) = % + reg. (2.3)
and similarly for the right-moving one. The left-moving fermions transform in the adjoint
of SU(2). There are no right-moving superpartners but a right-moving current algebra
with total central charge ¢ = 16 (realized e.g. in terms of right-moving free fermions). The
currents of the latter are normalized so that the Cartan generators jé of the group factor
G satisfy the following short-distance expansion:

. _ kahi
J(2)J5(0) = ;2 treg., i,j=1,...,rank(G) (2.4)

with h¥ = f”"ﬁ fzj,C / g~ fij  and g* being the structure constants and dual Coxeter number
of the group G.



The background metric and NS two-form are read off directly from (2.1):

k

ds? = = | dB% + sin? fda? + (dy + cos Bda)?], (2.5)

k
B = Zcosﬂda A dy. (2.6)

They describe a three-sphere of radius L = vk and a Ns three-form whose field strength
is dB = % wig) (wig) stands for the volume form given in Eq. (B.8)).

A comment is in order here. In general, the background fields G, Bap, - - -receive
quantum corrections due to two-dimensional renormalization effects controlled by o/ (here
set equal to one). This holds even when the world-sheet theory is exact. Conformal
invariance requires indeed the background fields to solve Eqgs. (D.11) that receive higher-
order o/ corrections. The case of WzZw models is peculiar in the sense that the underlying
symmetry protects Gg, and By, from most corrections; these eventually boil down to the
substitution k — k4 2 in Egs. (2.5) and (2.6), see e.g. [14].

Notice finally that the SU(2)x plus linear dilaton background introduces a mass gap
with respect to flat space: p? = 1/(k+2). This plays the role of infra-red regulator,
consistent with all string requirements including worldsheet supersymmetry.

2.1 Squashing the three-sphere

We now turn to the issue of conformal deformations. As already advertised, we will not
consider left-right symmetric ones, which are purely gravitational. Instead, we will switch
the following N = (1,0) world-sheet supersymmetry compatible perturbation on

Vkkc H/d2 (2 4+ wptp?) Jes (2.7)

5Smagnetic -
Jg being any Cartan current of the group factor G.

Although one may easily show the integrability of this marginal perturbation out of
general arguments (see e.g. [6]) it is instructive to pause and write an explicit proof. If
we limit ourselves to the bosonic sector, we can bosonize the Jg current as Jg = 190¢ and
interpret ¢ (z, Z) as an internal degree of freedom (see App. D for a more precise discussion).
Incorporating the kinetic term for the ¢ field, the deformed action reads:

k _
S = SSU (2);, ( ﬁa ) + 5Smagnetic + 45;/ dQZaSDaQDa (28)

where Ssy(2), (Eq. (2.1)) now contains the bosonic degrees of freedom only. The terms in
previous expression can be recollected so to give:

(1- 2H2 )
5= S8su@), |07+ Hcp / d?z 0pdep, (2.9)

which is manifestly an exact CFT. As a corollary, we observe that in the present setting,
O (/) solutions of Egs. (D.11) are automatically promoted to all-order ezact solutions by
simply shifting k — k + 2, just like for an “ordinary” wzw model.



The effect of the deformation at hand is to turn a (chromo)magnetic field on along
some Cartan direction inside GG, which in turn induces a gravitational back-reaction on
the metric and the three-form antisymmetric tensor. Following the previous discussion
and App. D (i.e. by using Kaluza—Klein reduction), it is straightforward to read off the
space-time backgrounds from (2.1) and (2.7). We obtain:

ds? = % [dﬁ2 +sin? fda? + (1 — 2H?) (dy + cos Bda)? (2.10)

and
A= \li—kH(dv—Fcosﬁda) (2.11)
G

for the metric and gauge field, whereas neither the B-field nor the dilaton are altered. The
three-form field strength is however modified owing to the presence of the gauge field (see
Egs. (D.11)):
ka k N
H[3]:dB—IA/\ dA:Z(1—2H)sdeoz/\ dg A dy (2.12)

(the non-abelian structure of the gauge field plays no role since the non-vanishing compo-
nents are in the Cartan subalgebral).

The deformed geometry (2.10) is a squashed three-sphere: its volume decreases with
respect to the original S® while its curvature increases. These properties are captured in
the expressions of the volume form and Ricci scalar:

3/2
wig = <’;"> V1 = 2H?| sinBda A dB A dv, (2.13)

2

=7

(3+2H?). (2.14)
The latter is constant and the background under consideration has U(1) x SU(2) isometry
generated by the Killing vectors {Ls, Ry, R2, Rs} whose explicit expression is reported in
App. B, Tab. 1.

This situation should be compared to the symmetric deformation generated by the the
marginal operator (J 34 i@bl@Dz) J3. This is purely gravitational and alters the metric, the
B-field and the dilaton [11]. The isometry is in that case broken to U(1) x U(1) and the
curvature is not constant.

At this point one might wonder to what extent the constant curvature of the asym-
metric deformation is due to the large (almost maximal) residual isometry U(1) x SU(2).
This question is answered in App. A, where it is shown, in a general framework, that the
isometry requirement is not stringent enough to substantially reduce the moduli space of
deformations. In particular, the resulting curvature is in general not constant.

In the case under consideration, however, the geometric deformation is driven by an in-
tegrable marginal perturbation of the sigma-model. Combined with the left-over isometry,
this requirement leads to the above geometry with constant curvature, Eq. (2.14). From

!Similarly, the (chromo)magnetic field strength is given by F' = dA.



a purely geometrical point of view (i.e. ignoring the CFT origin), such a deformation
joins the subclass of one-parameter families described in App. A, obtained by demanding
stability ¢.e. integrability on top of the symmetry.

Notice finally that the U(1) x SU(2) isometry originates from an affine symmetry at
the level of the sigma-model. The asymmetric marginal deformation under consideration
breaks the original affine SU(2)1, down to U(1)r,, while it keeps the affine SU(2)g unbroken.

It is worthwhile stressing that this asymmetric and the previously quoted symmetric
deformations of the three-sphere background are mutually compatible and can be performed
simultaneously [8, 9].

All the above discussion about integrability, geometry and isometries of the SU(2)
magnetic perturbation is valid for the various asymmetric deformations of SL(2,R) that
will be analysed in Sec. 3.

2.2 Critical magnetic field and the geometric coset

It was made clear in [11] that the symmetric deformation of SU(2); wzw is a well-defined
theory for any value of the deformation parameter. For an infinite deformation, the sigma-
model becomes a gauged wzw model SU(2);/U(1) (bell geometry) times a decoupled
boson. In some sense, the two U(1) isometries present on the deformation line act, for
extreme deformation, on two disconnected spaces: the bell and the real line.

As already stressed, the magnetic deformation of SU(2); preserves a larger symmetry,
namely a U(1) x SU(2), and has constant curvature. We are in the framework discussed
in App. A, Egs. (A.1) and (A.3) with h = 2H?. This deformation has an end-point where
the space is expected to factorize into a line with U(1) isometry and a two-dimensional
constant-curvature space with SU(2) isometry, which can only be a two-sphere.

These statements can be made more precise by considering the background (2.10).
The deformation parameter H? is clearly bounded: H? < 1/2 (the boundary HZ, = 1/2
of the moduli space is reminiscent of the Im (U) — oo limit in a two-dimensional toroidal

ax

compactification). In general, a three sphere can be seen as an S'-Hopf fibration over
a base S?. It is clear from expressions (2.10) and (2.13) that the effect of the magnetic
field consists in changing the radius of the fiber. At H? = H?

ax, this radius vanishes.

The corresponding dimension decompactifies, and factorizes from the three-dimensional
geometry:
, (2.15)

where S? is the geometric coset SU(2)/U(1). The My — SU(2)/U(1) fibration trivializes
in this limit. This can be made more transparent by introducing a new coordinate:

y = g (; - H2> 5. (2.16)

The metric and volume form now read:

2 _ Kk

1 1
ds 1 [dﬁ2 —i—sinQﬁdaQ] + dy?+2 g (2 —H2) cos 3 dozdy—i—ﬁ (2 — H2> cos? 3 da?

2
(2.17)



and

k
W = sinfda A dB A dy. (2.18)
For H? close to H2,, the y-direction factorizes
k
d52 W dy2 + Z [dﬂQ + Sin2 ﬂda2] 5 (219)

max

while the curvature (R — 8/k) is entirely supported by the remaining two-sphere of radius

\/k/4. The other background fields read:

2
F:”—kHsinﬁda/\ dﬁ-——awisinﬂda/\ dg, (2.20)
k‘G H2—H2,. k‘G
Hpy = bl H? ) sin3d d d 0 2.21
[3]— 5 5— Slnﬁ (WA ﬁ/\ y—m . ( )

The above analysis deserves several comments. Our starting point was a marginal
deformation of the SU(2);, wzw model embedded in heterotic strings and induced by a
space—time (chromo)magnetic field. Our observation is here that the corresponding moduli
space has a boundary, where the background is R x S?, with finite magnetic field and
no three-form NS background. Being a marginal deformation, this background is ezact,
showing thereby that the geometric coset is as good as a gauged wzw model background.
The latter appears similarly as the end-point of a purely gravitational deformation; it
carries neither magnetic field nor Hjz), but has a non-trivial dilaton.

Notice also that it was observed in the past that S? could provide part of a string
vacuum in the presence of RR fluxes [15], but as usual when dealing with RR fluxes, no
exact conformal field theory description is available.

The procedure we have developed so far for obtaining the two-sphere as an exact
background in the presence of a magnetic field is easily generalizable to other geometric
cosets of compact or non-compact groups. We will focus on the latter case is Sec. 3, and
analyze the electric/magnetic deformations of AdSs.

Our last comment concerns the quantization of the magnetic flux. Indeed the two-
sphere appears naturally as a factor of magnetic monopoles backgrounds [16]. At the
limiting value of the deformation, the flux of the gauge field through the two-sphere is

| k .|k
Q:/S2F: kG/s2w2_ %47@ (2.22)

where ws stands for the volume form of a unit-radius two-sphere. Therefore, a quantization

given by:

of the magnetic charge is only compatible with levels of the affine algebras such that:
k
— =p*, pel (2.23)
kq
Actually, it was shown in [12] that the model corresponding to the critical magnetic field
can be obtained directly with the following asymmetric gauged wWzw model:
SU(2)x % U(l)kc
U(1) ’

(2.24)



where the left gauging lies in the SU(2); wzw model and the right gauging in the U(1),,
of the gauge sector. The cancellation of the anomalies of the coset dictates a condition on
the level of SU(2)y similar to (2.23).

2.3 Character formulas and modular invariance

We will here construct the contribution of the squashed three-sphere to the partition func-
tion. This contribution is modular-covariant, and combines with the remaining degrees
of freedom into a modular-invariant result. Our computation will also include the S?
limiting geometry. We will consider the case kg = 2, i.e. a U(1) algebra generated by
one right-moving complex fermion. We begin with the following combination of SU(2)j_2
supersymmetric characters and fermions from the gauge sector:

. (k—2)/2 o a ) 9 h

A [Z Z] - Z MIT 53 L3 ¥ vl (2.25)
3,J=0

where the y/’s are the characters of bosonic SU(2),_2, (a, b) are the Zy boundary conditions

for the left-moving fermions? and (h, g) those of the right-moving — gauge-sector — ones. We

can choose any matrix M%7 compatible with modular invariance of SU(2);_o. Furthermore,

the supersymmetric SU(2); characters can be decomposed in terms of those of the N = 2

minimal models:

X (1) 0 m (o)=Y ¢, m O <T, —2;) : (2.26)

mEZLoy,

where the N = 2 minimal-model characters, determined implicitly by this decomposition,
are given in [17, 18, 19, 20].

Our aim is to implement the magnetic deformation in this formalism. The deformation
acts as a boost on the left-lattice contribution of the Cartan current of the supersymmetric
SU(2) and on the right current from the gauge sector:

2
O wm _ S el ) (V) gl ()
Tolg

n,n

. Z omrmg(At ) q% [(\/mw%) cosha+(n+4) sinhx]2
n.mn

X (j% [(ﬁ+%) costhr(\/ﬂTH\/%) Sinhxr. (2.27)

The boost parameter x is related to the vacuum expectation value of the gauge field as

follows:
1

S — 2.2
1—2H? (2.28)

coshx =

2We have removed the contribution of the fermion associated to J° since it is neutral in the deformation
process.



We observe that, in the limit H 2, H?

ax, the boost parameter diverges (x — o00),

and the following constraints arise:
Ak 4+ 2)n + 2m + 2V 2kn + V2kh = 0. (2.29)

Therefore, the limit is well-defined only if the level of the supersymmetric SU(2); satisfies
a quantization condition:
k=2, pel. (2.30)

This is exactly the charge quantization condition for the flux of the gauge field, Eq. (2.23).
Under this condition, the constraints (2.29) lead to

m+ph =0 mod 2p =: 2pN, (2.31a)
n=2pn+ N, N € Zy,. (2.31b)

As a consequence, the U(1) corresponding to the combination of charges orthogonal to (2.29)
decouples (its radius vanishes), and can be removed. We end up with the following expres-
sion for the S? partition function contribution:

B T e gf]e e

b;
g j:] NEZQp

in agreement with the result found in [21] by using the coset construction. The remaining
charge N labels the magnetic charge of the state under consideration. As a result, the
R-charges of the left N = 2 superconformal algebra are:
a N —h/2
Or=n+ - — N-h2 mod 2. (2.33)
2 p
We now turn to the issue of modular covariance. Under the transformation 7 — —1/7,
the minimal-model characters transform as:

¢ m <_i> :% s S (w(2j+1;(2j’+1)> S e, [_”G] (7). (2.34)

§'=0 m'€Zoy
On the one hand, the part of the modular transformation related to j is precisely com-
pensated by the transformation of ¥/, in Eq. (2.32). On the other hand, the part of the
transformation related to the spin structure (a,b) is compensated by the transformation of

the other left-moving fermions in the full heterotic string construction. We can therefore
concentrate on the transformation related to the m charge, coming from the transformation
of the theta-functions at level k. We have

—img(N+5) i ™ hgmw i [o]
S e gy ] - & Yyl e’ 1

N€Z2p m GZ P2 NEZQP
(2.35)
summing over N in Zs, leads to the constraint:
m'+pg=0 mod 2p:=—2pN’', N' € Zy,. (2.36)



So we end up with the sum

_wm —ar 119 45 b
5 3 e h(N+2)c;(2N,_g) {a] (2.37)
N'€Z2p

combining this expression with the modular transformation of the remaining right-moving
fermions of the gauge sector, we obtain a modular invariant result.
In a similar way one can check the invariance of the full heterotic string CFT under

T—7+1.

3. Electric/magnetic deformations of AdS3

Anti-de-Sitter space in three dimensions is the (universal covering of the) SL(2,R) group
manifold. It provides therefore an exact string vacuum with NS background, described in
terms of the SL(2,R); wzw model, where time is embedded in the non-trivial geometry.
We will consider it as part of some heterotic string solution such as AdSs x S3 x T* with
NS three-form field in AdS3 x S3 (near-horizon Ns5/F1 background). The specific choice
of a background is however of limited importance for our purpose.

The issue of AdS3 deformations has been raised in several circumstances. It is richer
than the corresponding S® owing to the presence of elliptic, hyperbolic or parabolic elements
in SL(2,R). The corresponding generators are time-like, space-like or light-like. Similarly,
the residual symmetry of a deformed AdSs has U(1) factors, which act in time, space or
light direction.

Marginal symmetric deformations of the SL(2,R), Wzw are driven by bilinears J.J
where both currents are in SL(2,R) and are of the same kind [22, 23]. These break the
SL(2,R),xSL(2,R)g affine symmetry to U (1), xU(1)gr and allow to reach, at extreme val-
ues of the deformation, gauged SL(2,R);/U (1) wzw models with an extra free decoupled
boson. We can summarize the results as follows:

(a) J3J3 These are time-like currents (for conventions see App. C) and the corresponding
deformations connect SL(2,R); with U(1) x SL(2,R)x/U(1)|axial or vector- Lhe U(1)
factor stands for a decoupled, non-compact time-like free boson?. The gauged WzZw
model SL(2,R);/U(1)|axial is the cigar (two-dimensional Euclidean black hole) ob-
tained by gauging the ¢ — hgh symmetry with the h = expi%o’2 subgroup, whereas
SL(2,R);/U(1)|vector corresponds to the g — hgh~! gauging. This is the trumpet and
is T-dual to the cigar*. The generators of the affine residual symmetry U (1), x U(1)g
are both time-like (the corresponding Killing vectors are not orthogonal though). For
extreme deformation, the time coordinate decouples and the antisymmetric tensor is
trade for a dilaton. The isometries are time-translation invariance and rotation in-
variance in the cigar/trumpet.

3The extra bosons are always non-compact.
4 Actually this statement holds only for the vector coset of the single cover of SL(2,R). Otherwise, from
the n-th cover of the group manifold one obtains the n-th cover of the trumpet [23].
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(b) J2J? The deformation is now induced by space-like currents. So is the residual affine
symmetry U(1)r, x U(1)r of the deformed model. Extreme deformation points are
T-dual: U(1) x SL(2,R);/U(1) where the U(1) factor is space-like, and the U(1)
gauging of SL(2,R); corresponds to g — hgh(~!) with h = exp—%a?’ [24]. The
corresponding manifold is (some sector of) the Lorentzian two-dimensional black
hole with a non-trivial dilaton.

(c) (JE+ J3)(J' + J?) This is the last alternative, with both null currents. The defor-
mation connects AdSs; with R x Rb! plus a dilaton linear in the first factor. The
U(1)L x U(1)Rr left-over current algebra is light-like’. Tensorized with an SU(2)
CFT, this background describes a decoupling limit of the Ns5/F1 setup [23], where
the fundamental strings regularize the strong coupling regime.

Our purpose here is to analyze asymmetric deformations of AdS3. Following App. A
and the similar analysis of Sec. 2.1 for S3, we expect those deformations to preserve a
U(1), x SL(2,R)g symmetry appearing as affine algebra from the sigma-model point of
view, and as isometry group for the background. The residual U(1)y, factor can be time-
like, space-like or null depending on the current that has been used to perturb the wzw
model.

It is worth to stress that some deformations of AdS3; have been studied in the past
irrespectively of any conformal sigma-model or string theory analysis. In particular it
was observed in [25], following [26] that the three-dimensional® Gédel solution of Einstein
equations could be obtained as a member of a one-parameter family of AdSs deformations
that precisely enters the class we discuss in App. A. Godel space-time is a constant-
curvature Lorentzian manifold. Its isometry group is U(1) x SL(2,R), and the U(1) factor
is generated by a time-like Killing vector ; these properties hold for generic values of the
deformation parameter. In fact the deformed AdSs under consideration can be embedded
in a seven-dimensional flat space with appropriate signature, as the intersection of four
quadratic surfaces. Closed time-like curves as well as high symmetry are inherited from the
multi-time maximally symmetric host space. Another interesting property resulting from
this embedding is the possibility for changing the sign of the curvature along the continuous
line of deformation, without encountering any singular behaviour (see Eq. (3.2)).

It seems natural to generalize the above results to new AdSs; deformations and pro-
mote them to exact string backgrounds. Our guideline will be the requirement of a
U(1) x SL(2,R) isometry group, with space-like or light-like U(1)’s, following the pro-
cedure developed in App. A.

We will first review the time-like (elliptic) deformation of AdSs of [25] and recently
studied from a string perspective in [10]. Hyperbolic (space-like) and parabolic (light-like)
deformations will be analyzed in Secs. 3.2 and 3.3. All these deformations are of the type
(A.1) and (A.3) or (A.4). We show in the following how to implement these deformations

®The isometry is actually richer by one (two translations plus a boost), but the extra generator (the
boost) is not promoted to an affine symmetry of the sigma-model.

5Tn fact, the original Gédel solution is four-dimensional, but the forth space dimension is a flat spectator.
In the following, we will systematically refer to the three-dimensional non-trivial factor.
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as exact marginal perturbations in the framework of the SL(2,R); wzw model embedded
in heterotic string.

3.1 Elliptic deformation: magnetic background

Consider AdSs in the (p, t, ) coordinates, with metric given in (C.10). In these coordinates,
two manifest Killing vectors are Lz ~ 0; and Ry ~ 0y, time-like and space-like respectively
(see App. C, Tab. 2).

The deformation studied in [25] and quoted as “squashed anti de Sitter” reads, in the
above coordinates:

2

L
ds? = T dp? 4 cosh? pd¢? — (1+ 2H2) (dt + sinh pde)?| . (3.1)

It preserves a U(1) x SL(2,R) isometry group. The U(1) is generated by the time-like
vector Ls of one original SL(2,R), while the right-moving SL(2,R) is unbroken (the ex-
pressions for the {Ls, Ry, R2, R3} Killing vectors in Tab. 2 remain valid at any value of the
deformation parameter). The Ricci scalar is constant

2
R=-203- 2H?), (3.2)
while the volume form reads:
L3

For H? = 1/2, this deformation coincides with the Gédel metric. It should be stressed,
however, that nothing special occurs at this value of the deformation parameter. The
properties of Gddel space are generically reproduced at any H? > 0.

From a physical point of view, as it stands, this solution is pathological because it has
topologically trivial closed time-like curves through each point of the manifold, like Godel
space-time which belongs to this family. Its interest mostly relies on the fact that it can
be promoted to an exact string solution, with appropriate NS and magnetic backgrounds.
The high symmetry of (3.1), is a severe constraint and, as was shown in [10], the geometry
at hand does indeed coincide with the unique marginal deformation of the SL(2,R);, wzw
that preserves a U(1)r, x SL(2,R)p affine algebra with time-like U(1)r,.

It is interesting to observe that, at this stage, the deformation parameter H? needs not
be positive.: (3.1) solves the Einstein-Maxwell-scalar equations [26] for any H?. Further-
more, for H? < 0, there are no longer closed time-like curves”. This statement is based
on a simple argument®. Consider a time-like curve z# = z# ()\). By definition the tangent
vector Jy is negative-norm, which, by using Eq. (3.1), translates into

dp\? o (dg)? oy (At dg)\?
— h — | —(1+4+2H — hp—- . A
(d)\> + cos p(dA (1+ ) Y + sin P <0 (3.4)

7As mentioned previously, the geometry at hand can be embedded in a seven-dimensional flat space,

with signature € — — — 4+ + +, & = sign(—H?) [25]. This clarifies the origin of the symmetry as well as the
presence or absence of closed time-like curves for positive or negative H?2.
8This argument is local and must in fact be completed by global considerations on the manifold (see [25]).
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If the curve is closed, dt/d\ must vanish somewhere. At the turning point, the resulting
inequality,
2
(2H?sinh? p — 1) <j¢> >1 (3.5)
P
is never satisfied for H? < 0, whereas it is for large enough® p otherwise.

This apparent reqularization of the causal pathology, unfortunately breaks down at
the string level. In fact, as we will shortly see, in order to be considered as a string
solution, the above background requires a (chromo)magnetic field. The latter turns out
to be proportional to H, and becomes imaginary in the range where the closed time-like
curves disappear. Hence, at the string level, unitarity is trade for causality. It seems that no
regime exists in the magnetic deformation of AdSs, where these fundamental requirements
are simultaneously fulfilled.

In the heterotic backgrounds considered here, of the type AdSs x S% x T, the two-
dimensional N = (1,0) world-sheet action corresponding to the AdSs factor is

1 k = - - _ _
SsLER), = o /sz {4 (0pOp — Ot Ot + 0 dp — 2sinh p ¢ Ot) + gy * 8zpb}, (3.6)

where 14, = diag (+ + —), a = 1,2,3 and ¥* are the left-moving superpartners of the
SL(2,R)j currents (see Tab. 2). The corresponding background fields are the metric (Eq.
(C.10)) with radius L = v/k and the NS B-field:

k
B = . sinh pd¢ A dt. (3.7)

The three-form field strength is Hpzp = dB = —% w3 with wig displayed in Eq. (C.11).
The asymmetric perturbation that preserves a U(1)r, x SL(2,R)R affine algebra with
time-like U(1)1, is Smagnetic given in Eq. (2.7), where J? now stands for the left-moving
time-like SL(2,R); current given in App. C, Tab. 2. This perturbation corresponds to
switching on a (chromo)magnetic field, like in the SU(2); studied in Sec. 2. It is marginal
and can be integrated for finite values of H, and is compatible with the N = (1,0) world-
sheet supersymmetry. The resulting background fields, extracted in the usual manner from
the deformed action are the metric (3.1) with radius L = v/k and the following gauge field:

2k
A=H k—(dt—l—sinhpdqﬁ). (3.8)

g

The NS B-field is not altered by the deformation, (Eq. (3.7)), whereas the three-form field
strength depends explicitly on the deformation parameter H, because of the gauge-field
contribution:

k k
Hig = dB — ZGA ndA= -3 (1+2H?) coshpdp A dg A dt. (3.9)

9This means p > pe where pc is the radius where the norm of 0y vanishes and switches to negative
(| 91> = L? (1- 2H? sinh? p) /4). This never occurs for H? <0.
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One can easily check that the background fields (3.1), (3.8) and (3.9) solve the lowest-
order equations of motion (D.11). Of course the solution we have obtained is exact, since
it has been obtained as the marginal deformation of an exact conformal sigma-model. The
interpretation of the deformed model in terms of background fields {Gp, Bap, F. acl’;} receives
however the usual higher-order correction summarized by the shift & — k 4+ 2 as we have
already seen for the sphere in Sec. 2.1.

Let us finally mention that it is possible to extract the spectrum and write down the
partition function of the above theory [10], since the latter is an exact deformation of
the SL(2,R); wzw model. This is achieved by deforming the associated elliptic Cartan
subalgebra. The following picture emerges then from the analysis of the spectrum. The
short-string spectrum, corresponding to world-sheets trapped in the center of the space—
time (for some particular choice of coordinates) is well-behaved, because these world-sheets
do not feel the closed time-like curves which are “topologically large”. On the contrary,
the long strings can wrap the closed time-like curves, and their spectrum contains many
tachyons. Hence, the caveats of Godel space survive the string framework, at any value of
H? > 0. One can circumvent them by slightly deviating from the Gddel line with an extra
purely gravitational deformation, driven by J3J3. This deformation isolates the causally
unsafe region, p > p. (see [10] for details). It is similar in spirit with the supertubes
domain-walls of [27] curing the Godel-like space-times with RR backgrounds.

As already stressed, one could alternatively switch to negative H?. Both metric and
antisymmetric tensor are well-defined and don’t suffer of causality problems. The string
picture however breaks down because the magnetic field (Eq. (3.8)) becomes imaginary.

3.2 Hyperbolic deformation: electric background
3.2.1 The background and its CFT realization

We will now focus on a different deformation. We use coordinates (C.12) with metric
(C.13), where the manifest Killing vectors are Ly ~ 0, (space-like) and Rg ~ 0. (time-
like) (see App. C, Tab. 3). This time we perform a deformation that preserves a SO(1, 1) x
SL(2,R) isometry. The SO(1,1) corresponds to the non-compact space-like Killing vector
Lo, whereas the SL(2,R) is generated by Rj, Ra, R3, which are again not altered by the
deformation. This is achieved by implementing Eqs. (A.1) and (A.3) in the present set up,
with € = 0, and h = 2H?. The resulting metric reads:
12

ds? = T [dr2 —cosh?rdr? + (1 —2H?) (dz + sinhrdr)?] . (3.10)

The scalar curvature of this manifold is constant

2 2
and the volume form
L3
) = 5 |1 — 2H2| cosh?r dr A d7 A da. (3.12)
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Following the argument of Sec. 3.1, one can check whether closed time-like curves
appear. Indeed, assuming their existence, the following inequality must hold at the turning
point i.e. where dt/dA vanishes (A being the parameter that describes the curve):

(2H? - 1) <jx>2 > 1. (3.13)

r
The latter cannot be satisfied in the regime H? < 1/2. Notice that the manifold at hand
is well behaved, even for negative H?.

Let us now leave aside these questions about the classical geometry, and address the
issue of string realization of the above background. As already advertised, this is achieved
by considering a world-sheet-supersymmetric marginal deformation of the SL(2,R); wzw
model that implements (chromo)electric field. Such a deformation is possible in the het-
erotic string at hand:

VkkaH . 7

5Selectric - 27: /dzz (J2 + Z¢1¢3) JGa (314)

(Jg is any Cartan current of the group G and J? is given in App. C, Tab. 3), and cor-

responds, as in previous cases, to an integrable marginal deformation. The deformed

conformal sigma-model can be analyzed in terms of background fields. The metric turns
out to be (3.10), whereas the gauge field and three-form tensor are

2k
A=H . (dx +sinhrdr), (3.15)
| %9

k
Hg = 7 (1= 2H?) coshrdr A dr A dz. (3.16)

As expected, these fields solve Egs. (D.11).

The background under consideration is a new string solution generated as a hyperbolic
deformation of the SL(2,R); wzw model. In contrast to what happens for the elliptic
deformation (magnetic background analyzed in Sec. 3.1), the present solution is perfectly
sensible, both at the classical and at the string level.

3.2.2 The spectrum of primaries

The electric deformation of AdS3 is an exact string background. The corresponding con-
formal field theory is however more difficult to deal with than the one for the elliptic defor-
mation. In order to write down its partition function, we must decompose the SL(2,R)y
partition function in a hyperbolic basis of characters, where the implementation of the
deformation is well-defined and straightforward; this is a notoriously difficult exercise. On
the other hand the spectrum of primaries is known'? from the study of the representations
of the Lie algebra in this basis (see e.g. [28], and [24] for the spectrum of the hyperbolic
gauged wzw model). The part of the heterotic spectrum of interest contains the expression

10T the following we do not consider the issue of the spectral-flow representations. The spectral-flow
symmetry is apparently broken by the deformation considered here.
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for the primaries of N = (1,0) affine SL(2,R) at purely bosonic level'l k+2, together with
some U(1) from the lattice of the heterotic gauge group:

LO——j(jk_l)—;<n+g)2, (3.17)
ey 2
LOZ—](Jk_l)—F; <ﬁ+g> , (3.18)

where the second Casimir of the representation of the SL(2,R) algebra, —j(j—1), explicitly
appears. The spectrum contains continuous representations, with j = % +1s, s € R;.
It also contains discrete representations, with j € Ry, lying within the unitarity range
1/2 < j < (k+1)/2 (see [29, 30]). In both cases the spectrum of the hyperbolic generator
J?% is i € R. The expression for the left conformal dimensions, Eq. (3.17), also contains the
contribution from the world-sheet fermions associated to the 21)*? current. The sector (R
or N8) is labelled by a € Zy. Note that the unusual sign in front of the lattice is the natural
one for the fermions of the light-cone directions. In the expression (3.18) we have similarly
the contribution of the fermions of the gauge group, where h labels the corresponding
sector.

We are now in position to follow the procedure, familiar from the previous examples:
we have to () isolate from the left spectrum the lattice of the supersymmetric hyperbolic
current .J? 4 2p'9)3 and (ii) perform a boost between this lattice and the fermionic lattice
of the gauge field. We hence obtain the following expressions:

=1 @ k42 a, 2u\?
Lo=— - - b cE
0 k rr2 26 \"Tatria) *
2 (3.19)
—i—} g( —i—n—l—g)cosha;—i— ﬁ—i—ﬁ sinh «
2 |Vr ¥ 2 2 ’
2
_ G-y 1|(_ .k \F ay .
Ly = : 5 n+2 coshz + k(,u—l—n+2>smhx . (3.20)

The relation between the boost parameter z and the deformation parameter H? is given
in Eq. (2.28), as for the case of the SU(2); deformation. In particular it is worth to
remark that the first three terms of (3.19) correspond to the left weights of the worldsheet-
supersymmetric two-dimensional Lorentzian black hole, i.e. the SL(2,R)/O(1,1) gauged
super-wzw model.

3.3 Parabolic deformation: electromagnetic-wave background

In the deformations of Secs. 3.1 and 3.2, one SL(2, R) isometry breaks down to a U(1) gen-
erated either by a time-like or by a space-like Killing vector. Deformations which preserve
a light-like isometry do also exist and are easily implemented in Poincaré coordinates.

H)\fore precisely we consider primaries of the purely bosonic affine algebra with an arbitrary state in the
fermionic sector.
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We require that the isometry group is SO(1,1) x SL(2,R) with a null Killing vector
for the SO(1,1) factor. Following the deformation procedure described in App. A for the
particular case of light-like residual isometry, Eq. (A.4) with h = 2H?, we are lead to

2 + dr— +\ 2
ds? — 2 | - devde —2H2<dx )] (3.21)

u2 u2 u2

The light-like SO(1,1) Killing vector is Ly + L3 ~ 0—_ (see App. C, Tab. 4). The re-
maining SL(2,R) generators are {R; + R3, R1 — R3, R2} and remain unaltered after the
deformation.

The above deformed anti-de-Sitter geometry looks like a superposition of AdS3 and of
a plane wave. As usual, the sign of H? is free at this stage, and H? < 0 are equally good
geometries. In the near-horizon region (|u| > ‘H 2‘) the geometry is not sensitive to the
presence of the wave. On the contrary, this plane wave dominates in the opposite limit,
near the conformal boundary.

The volume form is not affected by the deformation, and it is still given in (C.17);
neither is the Ricci scalar modified:

R= —%. (3.22)
Notice also that the actual value of |H| is not of physical significance: it can always be
absorbed into a reparameterization x+ — x%/|H| and x= — z~|H|. The only relevant
values for H? can therefore be chosen to be 0,41.

We now come to the implementation of the geometry (3.21) in a string background.
The only option is to perform an asymmetric exactly marginal deformation of the heterotic
SL(2,R); wzw model that preserves a U(1)1, x SL(2,R)g affine symmetry. This is achieved
by introducing

5Se1ectricfmagnetic =—4 V kkGH/ d2z (Jl + J3 +1 (1/11 + ?Pg) 1/}2) jGa (323)

(J' + J3 is defined in App. C, Tab. 4). The latter perturbation is integrable and accounts
for the creation of an (chromo)electromagnetic field

ok dat
A =2 /%HT%. (3.24)

It generates precisely the deformation (3.21) and leaves unperturbed the Ns field, H3 =
dB = —% wi3]-

As a conclusion, the AdS3 plus plane-wave gravitational background is described in
terms of an exact conformal sigma model, that carries two extra background fields: a
NS three-form and an electromagnetic two-form. Similarly to the symmetric parabolic
deformation [23], the present asymmetric one can be used to construct a space—time super-
symmetric background. The SL(2,R)-CFT treatment of the latter deformation would need
the knowledge of the parabolic characters of the affine algebra, not available at present.

As already stressed for the elliptic deformation (end of Sec. 3.1), the residual affine
symmetry leaves the possibility for an extra, purely gravitational, symmetric marginal
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deformation. Although the systematic analysis of the full AdSs landscape is beyond the
present scope, we would like to quote the effect of such a deformation on the parabolic
line. The perturbation which is turned on is ~ f d?z JTJT (the currents are given in Egs.
(C.7) and Tab. 4), with parameter 1/M?2. In the absence of electromagnetic background
[23], this deformation connects the NS5/F1 background to the pure Ns5 dilatonic solution.
Here it is performed on top of the asymmetric one, which introduces an electromagnetic
wave, and we find:

du?  dotdaz dat 2
2 _ 2
as _k[u2 Tarpe A <u2+1/M2> ] (3.252)
k
=5 det A da” 25b
2w 18 N (3.25b)

U

2P 2
S S —
S gsu2+1/M2>

(3.25¢)

plus an electromagnetic field:

[2k dz™
A=2/—H———. 3.25d
kg u2+1/M2 ( )

At M? — oo, we recover the solution (3.21) and (3.24), whereas at M? — 0 the present
solution asymptotes the linear dilaton background. Therefore, in an NS5/F1 setup, the
deformation at hand may be relevant for investigating the holography of little string theo-
ries [31].

3.4 A remark on discrete identifications

Before closing the chapter on AdSs, we would like to discuss briefly the issue of discrete
identifications. So far we have focused on continuous deformations as a procedure for
generating new backgrounds. It appeared that under specific symmetry and integrability
requirements, the moduli of such deformations are unique, and the corresponding back-
grounds are described in terms of exact two-dimensional conformal models.

In the presence of isometries, discrete identifications provide alternatives for creating
new backgrounds. Those have the same local geometry — except at possible fixed points —
but differ with respect to their global properties. Whether these identifications can be
implemented as orbifolds, at the level of the underlying two-dimensional model is very
much dependent on each specific case.

For AdSs, the most celebrated geometry obtained by discrete identification is certainly
the BTz black hole [32]. The discrete identifications are made along the integral lines of
the following Killing vectors (defined in Egs. (C.5)):

extremal case : &£ = 2w Ry —1(Ry — R3) — (L1 + L3), (3.26a)

non-extremal case : & =1 (ry +r_) Ry —1(ry —r_) Lo, (3.26b)

where 74 and r_ are the outer and inner horizons, coinciding for the extremal black hole.
Many subtleties arise, which concern e.g. the appearance of closed time-like curves; a
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comprehensive analysis of these issues can be found in [33]. At the string theory level, this
projection is realized as an orbifold, which amounts to realize the projection of the string
spectrum onto invariant states and to add twisted sectors [34, 35].

Besides the BTZ solution, other locally AdSs geometries are obtained, by imposing
identification under purely left (or right) isometries, refereed to as self-dual (or anti-self-
dual) metrics. These were studied in [36]. Their classification and isometries are exactly
those of the asymmetric deformations studied in the present chapter. The Killing vector
used for the identification is (A) time-like (elliptic), (B) space-like (hyperbolic) or (C) null
(parabolic), and the isometry group is U(1) x SL(2,R). It was pointed out in [36] that the
resulting geometry was free of closed time-like curves only in the case (B).

We could clearly combine the continuous deformations with the discrete identifications
— whenever these are compatible — and generate thereby new backgrounds. This offers
a large variety of possibilities that deserve further investigation (issue of horizons, closed
time-like curves ...). One can e.g. implement the non-extremal BTz identifications (3.26b)
on the hyperbolic continuous deformation (3.10) since the isometry group of the latter
contains the vectors of the former.

Furthermore, it can be used to generate new interesting solutions of Einstein equations
by performing discrete identifications in the spirit of [36]. In the latter, the residual isometry
group was precisely the one under consideration here, so that our deformation is compatible
with their discrete identification.

Similarly, the extremal BTZ identifications (3.26a) are compatible with the isometries
of the parabolic deformation (3.21). One could thus create extremal black holes out of this
AdS /plane-wave solution.

4. Limiting geometries: AdS; and H»

We have analyzed in Sec. 2.2 the behaviour of the magnetic deformation of SU(2), at
some critical (or boundary) value of the modulus H?, where the background factorizes as
R x S? with vanishing NS three-form and finite magnetic field. We would like to address
this question for the asymmetric deformations of the SL(2,R); model and show the exis-
tence of limiting situations where the geometry indeed factorizes, in agreement with the
expectations following the general analysis of App. A.

In general, exact deformations of string backgrounds as those we are considering here,
are carried by a modulus that controls the string spectrum. The modulus might exhibit
critical or boundary values, where a whole sector of states becomes massless or infinitely
massive, and decouples. Such a phenomenon corresponds to the decompactification of some
compact coordinate, which decouples from the remaining geometry. This is exactly what
happens for the magnetic deformation of SU(2); Wzw where the S is more and more
squashed, and eventually shrinks to a R x S2. Not only is the geometry affected, but the
antisymmetric tensor disappears in this process, and the S? is left with a finite magnetic
field that ensures the consistency of the string theory.

What can we expect in the framework of the SL(2,R); asymmetric deformations?
Any limiting geometry must have the generic U(1) x SL(2,R); isometry that translates
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the affine symmetry of the conformal model. If a line decouples, it accounts for the U(1),
and the remaining two-dimensional surface must be SL(2,R)-invariant. Three different
situations may arise: AdSs, Hs or dS;. Anti de Sitter in two dimensions is Lorentzian
with negative curvature; the hyperbolic plane Hy (also called Euclidean anti de Sitter) is
Euclidean with negative curvature; de Sitter space is Lorentzian with positive curvature.
Three deformations are available for AdSs and these have been analyzed in Sec. 3. For
unitary string theory, all background fields must be real and consequently H? > 0 is the
only physical regime. In this regime, only the hyperbolic (electric) deformation exhibits a
critical behaviour at H2, = 1/2. For H? < 1/2, the deformation at hand is a Lorentzian
manifold with no closed time-like curves (see Sec. 3.2). When H? > 1/2, detg > 0 and
two time-like directions appear. At H? = H?

2 x> det g vanishes, and this is the signature

that some direction indeed decompactifies.
We proceed therefore as in Sec. 2.2, and define a rescaled coordinate in order to keep
the decompactifying direction into the geometry and follow its decoupling:

Y= ’;@—H?)x (4.1)

The metric and volume form now read:
k
ds? = dy? + 1 [dr? — (1 +2H?sinh®r) d7°] + /k (1 — 2H2)sinhr d7 dy (4.2)

and .
Wi = coshr dr A dr A dy. (4.3)

For H? close to H?

2 ax, the y-direction factorizes

ds? T dy? + % [dr2 — cosh?r dTQ] . (4.4)

The latter expression captures the phenomenon we were expecting:

AdS; — R x AdSs. (4.5)

2 2
H*—Hz .«

It also shows that the two-dimensional anti de Sitter has radius \/m and supports entirely
the curvature of the limiting geometry, R = —8/k (see expression (3.11)).

The above analysis shows that, starting from the SL(2,R); wzw model, there is a
line of continuous exact deformation (driven by a (chromo)electric field) that leads to a
conformal model at the boundary of the modulus H?. This model consists of a free non-
compact boson times a geometric coset AdSs = SL(2,R)/U(1), with a finite electric field:

k
F =/-—coshr dr A dr (4.6)
ka

and vanishing NS three-form background. The underlying geometric structure that makes
this phenomenon possible is that AdS3 can be considered as a non-trivial S! fibration over
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an AdSy base. The radius of the fiber couples to the electric field, and vanishes at H2,..
The important result is that this enables us to promote the geometric coset AdS, to an
exact string vacuum.

We would like finally to comment on the fate of dSo and Hy geometries, which are both
SL(2,R)-symmetric. De Sitter and hyperbolic geometries are not expected to appear in
physical regimes of string theory. The H3 sigma-model, for example, is an exact conformal
field theory, with imaginary antisymmetric tensor background though [37, 38]. Similarly,
imaginary NS background is also required for de Sitter vacua to solve the low-energy equa-
tions (D.11). It makes sense therefore to investigate regimes with H? < 0, where the
electric or magnetic backgrounds are indeed imaginary.

The elliptic (magnetic) deformation studied in Sec. 3.1 exhibits a critical behaviour in
the region of negative H?, where the geometry does not contain closed time-like curves.
The critical behaviour appears at the minimum value anin = —1/2, below which the
metric becomes Euclidean. The vanishing of det g at this point of the deformation line,
signals the decoupling of the time direction. The remaining geometry is nothing but a
two-dimensional hyperbolic plane Hs. It is Euclidean with negative curvature R = —8/k
(see Eq. (3.2) with L? = k).

All this can be made more precise by introducing a rescaled time coordinate:

T = g (; + H2> t. (4.7)

The metric and volume form now read:
k
ds? = —dT? + 1 [dp? + (1 — 2H?sinh? p) d¢?] — \/k (1 +2H?2)sinhpdpdT  (4.8)

and

k
W = coshpdp A do A dT. (4.9)
For H? close to Hglin, the T-direction factorizes
k
ds? ———— —dT? + = [dp® + cosh? pde?] . (4.10)
H2—H 4

The latter expression proves the above statement:

AdS; — R x Hy, (4.11)
H2—H?

min

and the two-dimensional hyperbolic plane has radius \/k/4.

Our analysis finally shows that the continuous line of exactly marginal (chromo)magnetic
deformation of the SL(2,R) conformal model, studied in Sec. 3.1, has a boundary at
H? = —1/2 where its target space is a free time-like coordinate times a hyperbolic plane.
The price to pay for crossing H? = 0 is an imaginary magnetic field, which at H? = —1/2

[k
F= i coshp do A dp. (4.12)
G

The Ns field strength vanishes at this point, and the geometric origin of the decoupling at
hand is again the Hopf fibration of the AdSs in terms of an Hs.

reads:
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5. AdSz X S?

The AdS; x S? geometry appeared first in the context of Reissner-Nordstrom black holes.
The latter are solutions of Maxwell-Einstein theory in four dimensions, describing charged,
spherically symmetric black holes. For a black hole of mass M and charge @, the solution

reads:
2_ (1. T+ - 2 dr? 2 102
ds? = ( T)(l T)dt —1—(7%)(17%)4—1“&22, (5.1a)
F:%dt/\ dr with ri:G4(Mi\/M2—Q2); (5.1b)

r4 and r_ are the outer and inner horizons, and G4 is Newton’s constant in four dimensions.

In the extremal case, ry = r_ = rg (M? = @Q?), and the metric approaches the
AdS; x S? geometry in the near-horizon!? limit r — 7. This solution can of course
be embedded in various four-dimensional compactifications of string theory, and will be
supersymmetric in the extremal case (see e.g. [39] for a review). In this paper we are
dealing with some heterotic compactification.

In particular the AdSs x S? geometry appears in type IIB superstring theory, but with
RR backgrounds [15]. The black hole solution is obtained by wrapping D3-branes around 3-
cycles of a Calabi-Yau three-fold; in the extremal limit, one obtains the AdS, x S? solution,
but at the same time the CY moduli freeze to some particular values. A hybrid Green—
Schwartz sigma-model action for this model has been presented in [40] (see also [41] for
AdS»). The interest for AdSy x S? space-time is motivated by the fact that it provides an
interesting candidate for AdS/CFT correspondence [42]. In the present case the dual theory
should correspond to some superconformal quantum mechanics [5, 43, 44, 45]. According to
some recent works [46, 47], these string theory black holes are deeply related to topological
strings on the Calabi-Yau manifold, leading to a prediction for their entropy.

5.1 The spectrum

As a first step in the computation of the AdSs x S? string spectrum, we must determine
the spectrum of the AdSy factor, by using the same limiting procedure as in Sec. 2.3 for
the sphere. The spectrum of the electrically deformed AdSs, is displayed in Egs. (3.19) and
(3.20). The AdSs limit is reached for coshx — oo, which leads to the following constraint
on the charges of the primary fields:

_h 2 a
n—|—2+\/;(,u+n+2)—0. (5.2)

In contrast with the S? case, since p is any real number — irrespectively of the kind of
SL(2,R) representation — there is no extra quantization condition for the level to make

2With the near-horizon coordinates U = (1 — ro/r)~" and T = t/ro, the near-horizon geometry is

dr?  du?
d32:r(2) (— 2 +ﬁ+ ng)

Both AdSs and S? factors have the same radius 7.
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this limit well-defined. In this limit, the extra U(1) decompactifies as usual and can be
removed. Plugging the constraint (5.2) in the expressions for the dimensions of the affine
primaries, we find

k 2

. i —1)
Lo=-2M—2)
0 k

Loz—j(j_l)—1<ﬁ+h)2—;(n+a)2, (5.3a)
(5.3b)

In addition to the original AdS3 spectrum, Eqs. (3.17) and (3.18), the right-moving part
contain an extra fermionic lattice corresponding to the states charged under the electric
field. Despite the absence of N = 2 superconformal symmetry due to the Lorentzian
signature, the theory has a “fermion-number” left symmetry, corresponding to the current:

J =upty? + % (% + wplep®) . (5.4)

The charges of the primaries (5.3) are

a 2/ h
QF:TL+§— k<n+> (5.5)

5.2 AdS; x §2 x M and space-time supersymmetry

Let us now consider the complete heterotic string background which consists of the AdSy x
S? space-time times an N = 2 internal conformal field theory M, that we will assume to
be of central charge ¢ = 6 and with integral R-charges. Examples of thereof are toroidal
or flat-space compactifications, as well as Gepner models [48].
The levels k of SU(2) and k of SL(2,R) are such that the string background is critical:
2(k—2)  2(k+2)

¢ = 2y k= k. :
¢ 2 + P = (5.6)

This translates into the equality of the radii of the corresponding S? and AdS, factors,
which is in turn necessary for supersymmetry. Furthermore, the charge quantization con-
dition for the two-sphere (Sec. 2.2) restricts further the level to k = 2p?, p € N.

In this system the total fermionic charge is
a N-—h/2

n +h/2
O=n+— +n1+3_u

Hence, assuming that the internal N = 2 charge O, is integral, further constraints on the
electromagnetic charges of the theory are needed in order to achieve space—time supersym-
metry. Namely, we must only keep states such that

N+n'=0 mod p. (5.8)

This projection is some kind of generalization of Gepner models. Usually, such a projection
is supplemented in string theory by new twisted sectors. We then expect that, by adding on
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top of this projection the usual GSO projection on odd fermion number, one will obtain a
space—time supersymmetric background. However, the actual computation would need the
knowledge of hyperbolic coset characters of SL(2,R) (i.e. Lorentzian black-hole characters),
and of their modular properties. We can already observe that this “Gepner-like” orbifold
keeps only states which are “dyonic” with respect to the electromagnetic field background.
Notice that, by switching other fluxes in the internal theory M one can describe more
general projections.

6. Outlook

The main motivation of this work was to analyze the landscape of the S and AdSs defor-
mation. This analysis is performed from the geometrical viewpoint with the symmetry as
a guideline. The deformations obtained in that way are then shown to be target spaces of
exact marginal perturbations of the SU(2); and SL(2,R); wzw models.

An important corollary of our analysis is that geometric cosets like S? = SU(2)/U(1)
or AdSy = SL(2,R)/U(1)space—like can be realized, with appropriate (chromo) magnetic or
electric fields, as exact conformal models, which hence provide new string backgrounds.
They appear as limiting asymmetric marginal deformations of wzw models, and are there-
fore tractable conformal field theories leading to unitary strings.

The two-dimensional hyperbolic space Hy = SL(2,R)/U(1)time—like does also appear
in the same manner, although the accompanying magnetic field is imaginary. We display
in Fig. 1 the summary of the various situations analyzed here.

We have presented the spectrum and the partition function of the SU(2); magnetic
deformation with S? x R as extreme target space reached at H2, = 1/2. At this value
the fiber S! decompactifies, as we have seen in Sec. 2.2. We can go across and explore the
deformation for H? > 1/2. The geometry (metric given in Eq. (2.10)) is now Lorentzian
and all other fields are real. This exact solution is still a marginal deformation of S®, of
a peculiar type though: it appears after a signature flip, has positive constant curvature
(see Fig. 1) and U(1) x SU(2) isometry, where some of the SU(2) Killing vectors are
time-like™. In order to avoid trivial closed time-like curves, we must promote the angle
~v to v € R. Unfortunately this is not enough to ensure consistency, and closed time-like
curves ¢ la Godel appear whenever cos? 3 > 1/2H?, as one can check by using standard
arguments (Sec. 3).

The space-time under consideration is a compact Gaodel universe (“compact” refers
to the angle (3), already discussed in the context of general relativity [49]. Our approach
promotes it to the level of exact string background, and we have in principle the tools to
investigate its spectrum. The latter may be obtained from the partition function (2.27)
with the replacement:

2H?
coshx = ﬁ s Sinh[L‘ =1 m (61)

'*In the regime H? > 1/2, 0, is time-like since || 9,||*> = —k (2H? — 1) /4, whereas Oa becomes time-like
for cos® 3 > 1/2H>.
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Figure 1: We have summarized the various regimes appearing in magnetic/electric deformations
of the SU (2), and SL(2,R), wzw models. Lighter bars indicate the signature, darker ones the
sign of the curvature. Regions with H? < 0 have well-defined geometries with imaginary gauge
field. Their string interpretation is therefore questionable.

Such a straightforward approach is however questionable since it involves a sort of analytic
continuation. We will not expand further on this issue.

The hyperbolic deformation of SL(2,R);, leading precisely to AdSse, is an important
achievement of this work. It is however technically involved: no description is presently
available for quantities like the partition function, and our handling over the spectrum
remains incomplete'. For the elliptic deformation, the partition function is available in
the “Gédel regime” (H? > 0) where the geometry is spoiled by closed time-like curves.
The continuation to the negative-H? region, free of closed time-like curves, is not straight-
forward since it requires an analytic continuation to imaginary magnetic field. The string
theory is no longer unitary, but it might still be useful to investigate this regime for pure
CFT purposes.

Several other non-unitary regimes appear in the deformed geometries at hand, either
with Euclidean or with Lorentzian signature, and positive or negative curvature (see Fig. 1).
Whether these could be connected to the H3 or dS3 spaces is an open question. Three-
dimensional hyperbolic plane, Hs, and de Sitter, dSs, are respectively negative and positive
constant-curvature symmetric spaces, with Euclidean and Lorentzian signatures. The dif-

" Much like in the compact Godel universe quoted previously, one may try to give sense to the electric
deformation for H? > 1/2. There, we have two times (see Fig. 1). We can however perform an overall flip
to reverse the signature {— — +} — {+ + —} and obtain a well-defined geometry. As usual, the important
issue is to implement all the sign flips and analytic continuations at the level of the CFT.
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ferences with respect to the S% or AdS3 are that they have the opposite signature/curvature
combination, and are not group manifolds: Hz and dS3 are SL(2,C) cosets. A non-unitary
conformal sigma model can be defined on Hj, and considerable progress has been made to
understand its structure. In the case of dSs, nothing similar is available, despite the growing
interest for cosmological applications. Any hint in that direction could be important.

New backgrounds arise by introducing extra deformations. Since the residual affine
symmetry of the asymmetric marginal deformations is U(1)r, x SL(2, R)R, there is room, at
any point, for a extra modulus generated by a U(1);, x U(1)g C U(1)r, x SL(2,R)g bilinear.
This freedom has been used e.g in [10] in order to cure the causal problem of the magnetic
deformation (i.e. the Godel universe), by slightly deviating from the pure magnetic line.
One can readily repeat this analysis in the new regimes we have presented here, as already
sketched for the parabolic deformation — end of Sec. 3.3 — and further investigate the
AdS3 landscape and its connections to other three-dimensional constant-curvature spaces
of physical interest.

Our analysis deserves some extra comments. We are in position now to describe
AdS, x 52 as the target space of a two-dimensional conformal model. This supersymmetric
setting is the near-horizon geometry of the extremal Reissner—Nordstrém four-dimensional
black hole. In our approach, this geometry arises as a marginal deformation of the near-
horizon geometry of the Ns5/F1 set up (AdS3 x $2). The crucial question that remains to
be answered is how to deviate from this supersymmetric geometry towards a non-extremal
configuration of the charged four-dimensional black hole.

We should also stress that the new string backgrounds we have constructed may have
interesting applications for holography. For example, the AdS/plane-wave background
(3.21) is a superposition of two solutions with known holographic interpretation. The line
of geometries relating AdSs and AdSy (hyperbolic deformation), which are both candidates
for AdS/CFT, can possibly have some holographic dual for all values of the modulus H?2.
It is important to remark that all the families of conformal field theories considered in this
paper preserve one chiral SL(2,R) affine algebra, hence allow to contruct one space—time
Virasoro algebra by using the method given in [50].

Finally, concerning the general technique that we have used, it clearly opens up new
possibilities for compactifications. Asymmetric deformations can be performed on any
group-G manifold. The high residual symmetry G x U(1)™2¥ & forces the geometry along
the line as well as at the boundary of the modulus. There, we are naturally led to the
geometric coset G/U(1)™"¥ ¢ times rank G decoupled, non compact, free bosons. A mag-
netic field drives this asymmetric deformation in the case of compact groups, whereas in
non-compact cases a variety of situations can arise as we showed for the SL(2,R) wzw
model.
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A. Geometric deformations

In this appendix, we would like to present some selected results about geometric defor-
mations. Since most of the material discussed in this paper deals with deformations of
backgrounds that preserve part of the original isometries, it is interesting to understand
how such deformations can be implemented in a controllable way. Whether these are the
most general, or can be promoted to exact marginal lines in the underlying two-dimensional
sigma model, are more subtle issues that we analyze in the main part of the paper for S3
and AdSs.

Consider a manifold with metric ds? = g,z dz® dzf. We assume the existence of an
isometry generated by a Killing vector €. The components of its dual form are w, = gaﬁfﬁ.
We will consider the following family of geometries:

995 = 9ap + F (I1€1%) maws (A1)

with f an arbitrary function of the norm of the Killing vector. Each member of the family
corresponds to a specific choice of f.

Deformation (A.1) provides a simple and straightforward recipe for perturbing a back-
ground in a way that keeps under control its isometries. Indeed, the vector £ is still an
isometry generator (L¢||£]|? = 0; Lew = 0). So are all Killing vectors which commute
with £, whereas for a generic f (H§||2> those of the original isometry group which do not
commute with £ are no longer Killing vectors. Therefore, the “deformed” isometry group
contains only a subgroup of the simple component to which & belongs, times the other
simple components, if any. These symmetry properties hold for generic functions f (Hf ||2)
Accidental enhancements can occur though, where a larger subgroup of the original group
is restored (at least locally).

The deformed dual form of £ is computed by using (A.1):

wo = wa {1+ IIEPF (1€1%)} - (A.2)

Clearly, the symmetry requirement is not strong enough to reduce substantially the freedom
of the deformation. We would like to focus on a specific subset of deformations for which

h=—ll”*f (llEl®) (A.3)

is a real constant. This family is interesting for several reasons. It is stable under repetition
of the deformation: by repeating this deformation we stay in the same class, but reach a
different point of it. This is a sort of integrability property that leads to a one-parameter
family of continuous deformations. The value h = 1 is a critical value of the deformation
parameter. At this value the metric degenerates. This is a sign for the decoupling of
one dimension. For h > 1, the signature flips and the decoupled dimension reenters the
geometry, with reversed signature though.

In the presence of Lorentzian geometries, light-like Killing vectors can also be used.
For those, Eq. (A.1) is necessarily of the form

9a3 = Gap — hwaw it [IE]I* =0. (A.4)
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def __
ol = wq, no

The symmetry constraint is here very powerful. Furthermore, since now w
critical phenomenon occurs in this case, at least for finite values of h.

Deformations of the kind (A.1) with (A.3) arise naturally as background geometries
of integrable marginal deformations of wWzw models. The integrability requirement for
the CFT deformation selects the above one-parameter family of geometries. In turn, these
families exhibit limiting spaces.

It is useful to notice that deformations (A.1) with (A.3) become trivial if £ is of the
form § = 01 with g,3 block diagonal: g41 = g110n1. In this case, @ = g1 dz!, and
gap is unaffected for (a, ) # (1,1), whereas ¢t = g, (1 —h). The net effect of the
deformation is a rescaling of the coordinate z'. The isometry group remains unaltered, at
least locally. In fact, if ! is an angle (£ is a compact generator), the deformation amounts
to introducing an angle deficit, which brakes globally the original isometry group to the
subgroup described previously and introduces a conical singularity.

We can illustrate the latter “degenerate” situation with a simple example: the case
of the two-dimensional Euclidean plane. The isometry group has three generators: one
rotation and two translations. Consider the rotation and perform the deformation as in
(A.1), (A.3). The resulting manifold is a cone. Although translation generators do not
commute with the rotation generator, translation invariance is still a symmetry, locally —
since the only effect of the rotation is to rescale the polar angle. Translation is however
broken globally. The critical value of the deformation (h = 1) corresponds to the maximal
angle deficit, where the cone degenerates into a half-line.

Many deformations driven by &(q,(2),... can be performed simultaneously along the
previous lines of thought. In order to keep £(1),§(2),... in the isometry group of the de-
formed metric, these must commute, hence must belong to the Cartan subgroup of the
original isometry group. The full deformed group also contains those among the original
Killing vectors, which commute with the set {{1),&(2), .- -}-

Curvature tensors (Riemann, Ricci, Gauss) can be computed for the deformed geome-
tries under consideration (Eq. (A.1)), in terms of the original ones. How much they are
altered depends on the left-over symmetry and on the function f. We will not expand
further in this direction.

B. The three-sphere
The commutation relations for the generators of SU(2) are
[J1, J?] =J? [J2, %] =T [J3, ] =2 (B.1)

A two-dimensional realization is obtained by using the standard Pauli matrices'®c®: J¢ =
o?/2.
The Euler-angle parameterization for SU

—~

2) is defined as:

3
(§

1 ,a.,3
1507 gt50°

150 e

2
Sl

g=e (B.2)

5The normalization of the generators with respect to the Killing product in su (2): # (X,Y) = tr (XY)
is such that & (J“, Jb) = 1/2 and correspondingly the root has length squared ¢ = 2.
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The SU(2) group manifold is a unit-radius three-sphere. A three-sphere can be embedded
in flat Euclidean four-dimensional space with coordinates (x!, 22 23, 2%), as (x!)? + (22)%? +
(23)? + (2*)? = L2 The corresponding SU(2) element g is the following:

_ xt +ax? 23 4t
g=L" ( . o (B.3)

—3 —i—le xr* —x

In general, the invariant metric of a group manifold can be expressed in terms of
the left-invariant Cartan—-Maurer one-forms. In the SU(2) case under consideration (unit-
radius S%),

Jt= %tr (o'gtdg), T*= %tr (%9 tdg),  T*= %tr (0%~ dg) (B4

and 5
ds? =) J'eJ (B.5)
i=1
The volume form reads:
wy =T NT*NT2. (B.6)
In the Euler-angle parameterization, Eq. (B.5) reads (for a radius-L three-sphere):
) L 2 2 2
ds :Z(da + dv* + 2cos fdady + dﬁ), (B.7)
whereas (B.6) leads to
L3
W = 5 sin fda A dB A dy. (B.8)

The Levi-Civita connection has scalar curvature R = 6/L?.

The isometry group of the SU(2) group manifold is generated by left or right actions
on g g — hg or g — gh VYh € SU(2). From the four-dimensional point of view, it is
generated by the rotations (up = i (2,0p — xp0,) With x, = Sapz®. We list here explicitly
the six generators, as well as the group action they correspond to:

1 ko

Ly = B (—C32 + Ca1) g—e 2% g (B.9a)
1 ZAUQ

Ly = 5 (=Ca3 = Gi2), g—e27y, (B.9b)
1 .

L3 = B (—C31 — Ca2) g—e2%g, (B.9¢)
1 .

Ry = B (Ca1 + C32) g — ge'27 (B.9d)
1 .

Ry = 5 (—Ga3 + C2), g— ge'2? (B.9e)
1 ZAO'S

Rs = 5 (Ga1 — Gaz) s g— ge'2. (B.9f)

Both sets satisfy the algebra (B.1). The norms squared of the Killing vectors are all equal
to L%/4.
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The currents of the SU (2),, wzw model are easily obtained as:

Jb = —ktr (wi 699‘1) J'=—ktr (wig_l 59) , (B.10)

where L = vk, at the classical level. Explicit expressions are given in Tab. 1.

’ sector ‘ Killing vector ‘ Current ‘

20 sin vy . _ sin y ) )
E sin 3 Do + cosy O3 tan g k (sin (8 siny Oa + cosy Ob)
Q cosy ) cos 7y . .

—g =7 k (cosysin § da — siny 0
E 505 Do — siny dg tan 3 Dy (cosysin 3 v0B)
2 d, k(0 + cos 8 0c)
o0 sin « sin « _ _
.§ —maa+005aaﬁ+m57 k(cosa@ﬁ—!—sinasinﬁ@fy)
g @&x—l—sina@ﬂ—@% k(sinaéﬁ—cosasinﬁgfy)
5 tan 3 sin 3 B B
20 Oa k (Oa + cos B 0v)

Table 1: Killing vectors {¢L1,1L2,2L3} and {1R;,1R2,2R3}, and holomorphic and anti-holomorphic
currents (as defined in Egs. (B.9) and (B.10)) in Euler angles.

C. AdS;
The commutation relations for the generators of the SL(2,R) algebra are
[JY, J?] = —J? [J2, 73] =J? [J3, T =g (C.1)

The sign in the first relation is the only difference with respect to the SU(2) in Eq. (B.1).

The three-dimensional anti-de-Sitter space is the universal covering of the SL(2,R)
group manifold. The latter can be embedded in a Lorentzian flat space with signature
(—,+,+, —) and coordinates (z, 2!, 22, 23):

0, 2,1, .3
BT (s ol Al s i
g=1L (ml B0 :):2> , (C.2)
where L is the radius of AdS3;. On can again introduce Euler-like angles
g = UTH9)o2/2p01 (T —0)02 /2 (C.3)
which provide good global coordinates for AdSs when 7 €] — oo, +00], p € [0,00], and
¢ €0, 27].
An invariant metric (see Eq. (B.5)) can be introduced on AdSsz. In Euler angles, the

latter reads:
ds? = L2 [— cosh? p dr? 4 dp? + sinh? p dgoQ] . (C.4)

The Ricci scalar of the corresponding Levi-Civita connection is R = —6/L%.
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The isometry group of the SL(2,R) group manifold is generated by left or right actions
on g: g — hgor g — gh Vh € SL(2,R). From the four-dimensional point of view, it is
generated by the Lorentz boosts or rotations Cup = i (240, — 230,) With z, = ngpxb. We
list here explicitly the six generators, as well as the group action they correspond to:

1

Ly = 3 (¢32 = Co1) , g— e,%a1g’ (C.5a)
1 _2 g3

Ly = 3 (—C31 — Co2) g—e 27g, (C.5Db)
1 WA g2

L3 = 3 (Co3 — C12) , g—e2%g, (C.5¢)
1

Ry = B (Co1 + C32), g— 96%017 (C.5d)
1 _A,8

Ry = 3 (€31 = Co2) , g—ge 27, (C.5e)
1

R3 = 3 (Co3 + C12) , g— QGZ%JZ- (C.5f)

Both sets satisfy the algebra (C.1). The norms of the Killing vectors are the following:

L
Lo )* = [[eRa|* = |Lel* = |1Ra||* = = [liLs||* = — |lnRs]* = —-. (C.6)
Moreover L;-L; = 0 for i # j and similarly for the right set. Left vectors are not orthogonal
to right ones.
The isometries of the SL(2,R) group manifold turn into symmetries of the SL(2,R)j

wzw model, where they are realized in terms of conserved currents!'6:

JH(2) £ % (2) = —ktr ((¢! F10°) dgg™), J*(z) = —ktr (®dgg7 "), (C.7a)
JL(2) £ TP (2) = ktr ((01 + 102) gt d9) J?(2) = —ktr (039_1 dg) . (C.7b)

At the quantum level, these currents, when properly normalized, satisfy the following
affine SL(2,R); oral™:

P)P0) ~ 5, (C:80)
J:I:

J3(2)JE(0) ~ +—, (C.8b)
3

s~ (C50)

18When writing actions a choice of gauge for the Ns potential is implicitly made, which breaks part of
the symmetry: boundary terms appear in the transformations. These must be properly taken into account
in order to reach the conserved currents. Although the expressions for the latter are not unique, they can
be put in an improved-Noether form, in which they have only holomorphic (for L;’s) or anti-holomorphic
(for R;’s) components.

"In some conventions the level is # = —k. This allows to unify commutation relations for the affine
SL(2,R), and SU(2), algebras. Unitarity demands x < —2 for the former and 0 < z with integer = for the
latter.
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and similarly for the right movers. The central charge of the enveloping Virasoro algebra
isc=34+6/(k—2).

We will introduce three different coordinate systems where the structure of AdS3 as a
Hopf fibration is more transparent. They are explicitly described in the following.

e The (p,t,¢) coordinate system used to describe the magnetic deformation in Sec. 3.1
is defined as follows:

= h?2 hQ L _ ginh 2si hQ int

= cosh 5 cosh 5 cos 5 — sinh 5 sinh 5 sin 3

= —gj L g ¢ t_ L i Sqint
s.1nh2smh2<:os2 cosh251nh2sm

2
L inh @ ¢ ik £ P i t (C.9)
= — cosh 5 sinh 5 CoS 5 + sinh 5 cosh 5 sin 5

— _ginh 2<inh t_ 4 b gin t
= s.1nh2s1nh2cos2 cosh2005h281n2.

SE S oE 8

The metric (B.5) reads:
L2
ds? = - (dp* + d¢? — dt* — 2sinh pdt dg) (C.10)
and the corresponding volume form is:
3

L
W = 5 coshp.dp A do A dt (C.11)

Killing vectors and currents are given in Tab. 2. It is worth to remark that this
coordinate system is such that the ¢-coordinate lines coincide with the integral curves
of the Killing vector ¢L3, whereas the ¢-lines are the curves of 1Rs.

e The (r,z,7) coordinate system used to describe the electric deformation in Sec. 3.2
is defined as follows:

70 = cosh § cosh § cos § + sinh § sinh Z sin §

7 = —sinh 5 cosh 5 cos § + cosh 5 sinh 5 sin § (C.12)
# = —cosh § sinh § cos § — sinh § cosh  sin § ‘

7 =sinh § sinh § cos § — cosh 5 cosh 5 sin 3.

For {r,z,7} € R3, this patch covers exactly once the whole AdSs, and is regular
everywhere [36]. The metric is then given by
L2
ds? = T (dr2 + dz? — dr? + 2sinhrdx dr) (C.13)
and correspondingly the volume form is
3
W = 5 coshrdr A dz A dr. (C.14)

Killing vectors and currents are given in Tab. 3. In this case the x-coordinate lines
coincide with the integral curves of the Killing vector ¢Ro, whereas the 7-lines are
the curves of 1R3.
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e The Poincaré coordinate system used in Sec. 3.3 to obtain the electromagnetic-wave

background is defined by

0 2 L
)+ -
+ —
20— 2?2 =Lu+ Lxuz
+
ol +a? = L2

: ‘

(C.15)

For {u,r*, 2~} € R?, the Poincaré coordinates cover once the SL(2R) group man-

ifold.

Its universal covering, AdSs, requires an infinite number of such patches.

Moreover, these coordinates exhibit a Rindler horizon at |u| — oo; the conformal

boundary is at |u| — 0. Now the metric reads:

ds? = % (du® + datdz™)

and the volume form:

W) = 5,3 du A dz™ A da™.

2

3

u3

(C.16)

(C.17)

In these coordinates it is simple to write certain a linear combination of the Killing

vector so to obtain explicitly a light-like isometry generator. For this reason in Tab. 4
we report the {Ly + Ls, L1 — L3, Lo, Ry + R3, R1 — R3, R} isometry generators and
the corresponding {J; + J3, J1 — J3, Ja, J1 + J3, J1 — J3, Jo} currents.

’ sector ‘ Killing vector Current ‘
20 . Sin t o
E cost G, + cosh p O — sint tanh p 0 k (cost dp + cosh psint d¢)
Q t . .
2 _sintd, + coi1 9, — cos t tanh p k (cost cosh pd¢p — sint dp)
< costLp k (9t 4 sinh p O¢)
— _ 815
) . sinh ¢ _ _
-§ cosh ¢ 8, — sinh ¢ tanh p 9y, — cosh p t —k (cosh d)?p + cosh pﬁsinh 0] 815)
g Dy k (9¢ — sinh p Ot)
+~ _ _
= h k (cosh p cosh ¢ Ot + sinh ¢ 0
b:o sinh ¢ 0, — cosh ¢ tanh p 9y — cosh¢ " ( P ¢ * )

cosh p

Table 2: Killing vectors {¢L1,1L2,2L3} and {tRy,1R2,1R3}, and holomorphic and anti-holomorphic
currents (as defined in Egs. (C.5) and (C.7)) for the (p,t, ¢) coordinate system (elliptic base).

D. Equations of motion

The general form for the marginal deformations we have studied is given by:

1 ; : 5 VkkcH _
S= / Pz (G + BUY) datda + Y0 / 42z 1 Jg.
™

:27'('
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’ sector ‘ Killing vector ‘ Current ‘

o0 . sinh x

'§ coshz 9, — sinha tanh 7 9, + coshr T k (cosh x Or — coshrsinh z O7)

=) Oy k (0z + sinhr OT)

~+ h o

E _sinha 8, + cosh z tanhr 8, — coshx 3 k (coshr cosh z 97 — sinh x Or)
coshr

o0 sinT .

— Op + —— 0y — tanh 7 0, _ o
§ COST Or + cosh 7 SuiTtanir k (— cos T Or + coshrsmTar)
Q 4 s sin 7 _ _
= (cos7 +sinTtanhr) d, + (cos7sinhr — Z8%) O k (cosT coshr Oz + sinT dr)
ED Cisg " k ( Ot — sinh r éx)
$— T

Table 3: Killing vectors {¢L1,2Lo,2L3} and {1R1,1Rs, 2R3}, and holomorphic and anti-holomorphic
currents (as defined in Eqgs. (C.5) and (C.7)) for the (r,z,T) coordinate system (hyperbolic base).

’ sector ‘ Killing vector ‘ Current ‘
+
en —0_ ) kai
= u?
2 ou ozt
S _ N2 - - -2
g ur” Oy —u? 04 + (7)) O 2/?(21 7—5” +(z )uz)
k5 ou dx™
— u —
et - 2k | — —
9 8u +x o0_ ( u +x ug )
ox~
g . S
8 2 + 5U A .+ 442 51‘7
g —uzt 9, — (27)" 0y +u” 0 | 2k | 22 o +0x™ — (x7) PER
+
'Q — —
.20 u ou L0z~
= §8u+x+8+ 2k<u+x 7
Table 4: Killing vectors, and holomorphic and anti-holomorphic currents (as de-
fined in Egs. (C.5) and (C.7)) in Poincaré coordinates (parabolic base). The

{1L1 + 1L3,0L1 —1L3,1Lo,1Ry +1R3,1Ry —1R3,1Ry} isometry generators and the corresponding
{J1 + J3,J1 — J3, Ja, Ji+ Js, Jp — Js, jg} currents are represented so to explicitly obtain light-like
isometry generators.

It is not completely trivial to read off the deformed background fields that correspond to
this action. In this appendix we will present a method involving a Kaluza—Klein reduction,
following [51]. For simplicity we will consider the bosonic string with vanishing dilaton.
The right-moving gauge current Jg used for the deformation has now a left-moving partner
and can hence be bosonized as Jg = 19, ¢ (2, %) being interpreted as an internal degree
of freedom. The sigma-model action is recast as

1 -
S = 2/ d%z (G + Byuy) 02M0z", (D.2)
T
where the 2™, M = 1,...,4 embrace the group coordinates x*, = 1,2,3 and the internal
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ZH
M= ( i ) . (D.3)

If we split accordingly the background fields, we obtain the following decomposition:

G A B B
Gy = et L Bux = et =, D.4
MN ( A,u G(p(p ) MN < —BM4 0 ( )
and the action becomes:

S 1/ dz® {(Guw + Byw) 02" 9z” + (A, + Bua) 02" O

:27'('

+ (Ay — Bua) 0p 0zt + G 00 0} . (D.5)

We would like to put the previous expression in such a form that space-time gauge

invariance,

Ay — A+ O, (D.6)
Bua — Bus + 9,1, (D.7)

is manifest. This is achieved as follows:

S = 2171/ d2z {(éuv + BW> oxH or¥ + B ((%v”égo — Ggoéx“)
+Gyy (0p + A, 0zH) (&0 + A,ﬁx“)} , (D.8)
where CA?W is the Kaluza—Klein metric

GMV =G — GppAuAy. (D.9)

Expression (D.2) coincides with (D.1) after the following identifications:

G =GO — 7GANAV, (D.10a)
B,, = BI7, (D.10b)
k
A,U“ = BH4 = H %Jﬁ“ (DlOC)
ke

The various backgrounds we have found throughout this paper correspond to truly
marginal deformations of wzw models. Thus, they are target spaces of exact CFT’s. They
solve, however, the lowest-order (in ') equations since all higher-order effects turn out
to be captured in the shift & — k + 2. These O (o) equations are obtained by using the
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bosonic action (D.2), or equivalently by writing the heterotic string equations of motion
for the fields in (D.10). They read [52]:

where
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Conclusions et perspectives

Le travail de thése décrit dans ce manuscrit visait a mieux comprendre la physique des super-
cordes dans les espaces-temps courbes. Il semble en effet impératif de connaitre le comportement
de cette théorie, qui a pour ambition d’unifier la gravitation et les autres interactions fondamen-
tales, dans les régions de I'espace-temps fortement courbées.

Nous avons exploré plusieurs régions de I'espace des modules des solutioss ll@nes,
pour lesquelles nous pouvons trouver des descriptions exactes en théorie superconforme, a l'aide
de modéles devzw et de leurs quotients. Les déformations marginales de ces théories furent un
outil trés précieux pour trouver de nouvelles solutions de ce type. Nous avons ainsi par exemple
trouvé la théorie conforme d’une nouvelle limite de découplage de la théorie des petites cordes, et
obtenu une description exacte de I'univers de Gédel en théorie des cordes hétérotiques.

Au dela de l'identification de nouveaux espaces-temps de plongement pour la théorie des
cordes, nous nous sommes efforcés d’étudier le spectre de telles théories. Ainsi, nous avons calculé
la fonction de partition de la théorie conforn®.(2,R), que nous avons ensuite utilisée pour
construire celle des autres modeéles. Nous avons par exemple appliqué ce résultat a la construction
de la double limite d’échelle de la théorie des petites cordes — grace a une description de celle-ci
comme une théorie de quotient — et a I'étude des courbes de genre temps fermées dans I'univers
de Gddel, ainsi gu’a leur résolution. De maniére complémentaire, nous avons étudié les caractéres
du modéle jaug&L(2,R) /U (1), pour calculer leurs transformations modulaires et comprendre,
dans le cas supersymétrique, la dualité avec la théorie de Liouville N=2.

Une extension évidente et indispensable de ces travaux est la constructmtideses dans
ces espaces-temps, en utilisant les méthodes algébriques de la théorie conforme avec bord. Nous
avons déja abordé cette étude avec la théorie superconfek2eR) /U (1), afin d’obtenir les
D-branes de la double limite d’échelle de la petite théorie des cordes. L'étude de ces objets non-
perturbatifs dans les autres espaces-temps décrits dans cette thése constitue un objectif de re-
cherche intéressant pour la suite.

La compréhension de I'holographie de ces solutions est pour I'instant tres incomplete. De
facon générale, nous avons discuté le lien entre ces solutions et les descriptions holographiques
connues de la théorie des petites cordes et de I'espace-temps anti-de Sitter a trois dimensions.
Une étude plus approfondie nécessiterait premierement I'établissement d’'un dictionnaire holo-
graphique entre les opérateurs primaires de la théorie des cordes dans I'espace ambiant et les
opérateurs de la théorie duale. Deuxiement, les corrélateurs de la théorie des cordes doivent étre
étudiés en détail, et interprétés de maniére holographique. L'exemple dessiff@articulierement
intéressant, pour comprendre I'holographie des trous noirs.

Les espaces-temps les plus intéressants dans la perspective de I'étude de la gravitation quan-
tigue sont évidemment les solutions de trous noirs non-extrémales, ainsi que les modéles cosmo-
logiques. Nous pouvons ainsi espérer comprendre la physigue des premiers instants de 'univers
grace a la théorie des supercordes, et éventuellement prédire I'existence de phénomeénes typi-
guement «cordistes» observables dans les expériences cosmologiques futures. Cependant, dans
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le cadre que nous nous sommes assigné — la description en théorie conforme des espaces-temps
courbes — ces projets se heurtent a des obstacles techniques importants. Ainsi nombre de ces so-
lutions nécessitent une compréhension approfondie de I'algébre 8ffif®R) dans des bases
non-compactequi ne sont pas encore bien maitrisées. Nous espérons faire des progrés dans cette
direction durant les années a venir.

En outre, il faut s’assurer que la production de cordes fondamentales dans ces espaces-temps
ne diverge pas — en raison de la croissance exponentielle du nombre d’états massifs en théorie des
cordes — ce qui rendrait leur description en premiere quantification inappropriée.

De maniere plus fondamentale, des problémes importants, situés au dela du cadre de la théo-
rie des cordes, doivent étre résolus pour étudier la physique des espaces-temps cosmologiques,
comme celui de la stabilité de ces solutions par rapport a de petites perturbations, ou celui du
prolongement analytique, nécessaire pour obtenir une théorie euclidienne bien définie.
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SUPERCORDES EN ESPACHEMPS COURBE ET THEORIES CONFORMES

Résumé

Cette thése est consacrée a I'étude des théories de supercordes dans les espaces-temps courbes.
Nous étudions en particulier I'espace des modules des solutionssbranes et de cordes fon-
damentales, a I'aide des techniques de déformations marginales de théories conformes.

Parmi les exemples étudiés se trouvent les espaces-temps anti-de Sitter a trois ou deux dimen-
sions, différentes limites de découplage de la théorie des petites cordes et I'univers de Godel.

Nous étudions également les fonctions de partitions de ces théories conformes, ainsi que les
D-branes de certaines d’entre elles. Les applications holographiques potentielles de ces théories
sont soulignées.

Mots-clefs. Théorie des cordes, gravitation, théories conformes, holograpitisgnes.

SUPERSTRINGS IN CURVED SPACETIMES AND CONFORMAL FIELD THEORY

Abstract

This thesis is devoted to the analysis of superstring theory in curved space-times. In parti-
cular we scan the moduli space a$5-branes and fundamental strings solutions using marginal
deformations techniques.

Among the examples we consider, are the two and three dimensional anti-de Sitter space,
several decoupling limits of little string theory and the Gédel universe.

We also consider the partition function of these theories, as well as the construatitmaries
for some of them. We highlight the possible holographic interpretations of these theories.

Keywords. String theory, gravitation, conformal field theory, holograpspranes.



