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Introduction

Au carrefour de plusieurs disciplines comme les probabilités et statistiques, l'informa-
tique, les sciences cognitives, I'analyse décisionnelle (en particulier pour le diagnostic
médical), la théorie des jeux, les télécommunications (en particulier pour la transmission
des informations), etc, les réseaux bayésiens constituent aujourd’hui une possibilité effi-
cace dans la résolution de nombreux problemes. Ils sont le résultat d’une convergence entre
deux disciplines : en premier lieu les méthodes statistiques, parce qu’elles sont précisément
concues pour permettre le passage de I'observation a la loi de probabilité, ensuite les tech-
nologies de l'intelligence artificielle parce que leur vocation est de permettre aux ordina-
teurs de traiter de la connaissance [6].

Les réseaux bayésiens constituent I'un des formalismes les plus complets et les plus
cohérents pour l'acquisition, la représentation et l'utilisation de connaissances par des
ordinateurs. Encore du domaine de la recherche au début des années 90, cette technolo-
gie connait de plus en plus d’applications pratiques depuis le diagnostic de panne a la
détection de fraudes, en passant par la localisation des genes [23], [11], [45], [27]. L’intérét
que lui portent certains industriels, qui ont investi fortement sur les réseaux bayésiens, est
un signe du caractere stratégique de cette technologie.

Les réseaux bayésiens, qui doivent leur nom aux travaux de Thomas Bayes au dix-
huitieme siecle sur “la probabilité des causes”, sont le résultat de recherches effectuées
dans les années 80, par Judea Pearl [33], [34], [35], [36]. Ils ont fait 'objet de nombreuses
recherches lors de ces dernieres années et sont présents dans de nombreux articles ; on peut
citer par exemple [31], [53], [54], [52], [12], [24], [9], [18], [25], [26] et [50].

Une des caractéristiques les plus importantes des réseaux bayésiens est leur capacité a
coder les distributions jointes de familles de variables aléatoires ainsi que leurs distribu-
tions conditionnelles relativement & d’autres familles de variables aléatoires (la fixation de
valeurs conditionnantes est appelée par les praticiens des réseaux bayésiens une “instan-
tiation”).

La structure graphique d’un réseau bayésien traduit les relations d’indépendance condi-
tionnelle entre variables aléatoires (voir Annexe B) & l'aide de liens munissant 1’ensemble
des ces variables de la structure de graphe orienté sans circuits (voir Annexe A); elle
améliore la compréhension du modele du fait que les différentes relations de dépendance
entre les variables aléatoires en jeu dans le modele peuvent étre lues directement a partir
de cette structure. Initialement c’est cette structure graphique qui a rendu les réseaux

11



bayésiens tres attractifs car elle pouvait coder la structure du domaine a modéliser. La
facilité de compréhension des réseaux bayésiens est I'un des plus grands avantages des
représentations qu’ils permettent, comparées par exemple a celles obtenues par les réseaux
neuronaux qui sont plus difficiles & comprendre.

L’utilisation essentielle des réseaux bayésiens est de calculer des probabilités condition-
nelles d’événements reliés les uns aux autres; cette utilisation a été appelée par les uti-
lisateurs anglophones “inference”, d’ou 'emploi par les utilisateurs frangais des réseaux
bayésiens du terme “inférence”, quoique son sens soit ici différent de celui qu’il a en statis-
tique. Elle consiste a propager une ou plusieurs informations certaines au sens du réseau
(c’est a dire les valeurs établies par certaines variables), pour en déduire comment ceci
intervient sur les probabilités d’événements liés a d’autres variables. Certains types de
calculs ont été particulierement étudiés et implémentés dans des logiciels, parce qu’ils
peuvent correspondre a des utilisations pratiques courantes; il s’agit du calcul de la loi
marginale d’une variable ou de sa loi conditionnelle relativement a un ensemble d’observa-
tions ; ce type d’inférence, appelé “mise a jour” des probabilités est essentiel en particulier
dans les applications a I’élaboration de diagnostic, ol 'on doit reconsidérer son avis sur
la situation en fonction d’une ou plusieurs nouvelles observations. S’agissant en général
de variables aléatoires a nombre fini de valeurs, il s’agit ici essentiellement d’un probléme
d’optimisation de calcul, puisque celui-ci devient de plus en plus lourd suivant la com-
plexité du graphe relativement & la fois au nombre de variables et au nombre de valeurs
prises par ces variables.

La correspondance qui existe entre la structure graphique et la structure probabilisite
associée va permettre de ramener pour une bonne part I’ensemble des problemes d’inférence
a des problemes de graphes. Cependant ces problemes restent relativement complexes et
donnent lieu & de nombreuses recherches [60], [7], [19], [51].

L’inférence probabiliste sur les réseaux bayésiens est une tache intense et difficile ; Cooper
[10] montre que ce probleme est NP-difficile, quoique plusieurs recherches aient été dirigées
pour développer des algorithmes efficaces pour ce genre de problemes [8], [57] [44].

Nous présentons maintenant un bref historique des principales méthodes
d’inférence “exactes” (par opposition a “approchées”) existantes.

Pearl a édité dans le début des années 80 un algorithme d’inférence efficace dans des
réseaux simples [35], dit polyarbres (voir Annexe A.3) pour le calcul de la distribution
marginale d’une variable. Cet algorithme est exact et a une complexité polynomiale dans
le nombre de noeuds, mais fonctionne seulement pour les polyarbres.

Pearl a présenté également un autre algorithme dit “loop cutset conditioning” (voir [35])
d’inférence exacte pour des graphes plus généraux (orientés sans circuits). Cet algorithme
change le réseau en un polyarbre en le restreignant au complémentaire d’un sous-ensemble
choisi de variables aléatoires désigné par le nom “loop cutset”. Le calcul dans le réseau
résultant est effectué par ’algorithme des polyarbres de Pearl et ensuite les résultats
des calculs associés a chaque instantiation dans le “loop cutset” sont combinés en étant
pondérées par la loi restreinte au “loop cutset”. La complexité de I'algorithme augmente
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exponentiellement avec la taille du sous-ensemble de variables fixées. Il est ainsi important
de réduire au minimum la taille de ce sous-ensemble de variables de conditionnement ;
malheureusement, le probleme de minimisation de cet ensemble est NP- difficile.

Lauritzen et Spiegelhalter ont présenté ([39]) un algorithme dit dans la littérature “al-
gorithme LS” et qui fait usage d'un “arbre de cliques” (les cliques sont des parties remar-
quables de I’ensemble des variables aléatoires du réseau, dont on trouvera la définition en
chapitre 3). Cet algorithme est une généralisation de l’algorithme original de Pearl. L’idée
de base en est de transformer le réseau bayésien en un arbre de cliques appelé “arbre de
jonction” (en d’autres termes on établit entre certaines cliques des liens privilégiés). Asso-
ciant a ces cliques des fonctions appelées potentiels, ’algorithme modifie progressivement
ces potentiels, en passant d’une clique & une clique qui lui est liée (ce qu’on appelle “trans-
mission de messages”) de sorte qu’en fin de son déroulement le potentiel de chaque clique
soit la loi conjointe des variables aléatoires constituant cette clique. L’algorithme de pro-
pagation fonctionne efficacement pour les réseaux clairsemés, mais peut étre extrémement
lent pour les réseaux denses. Sa complexité est exponentielle par rapport a la taille de la
plus grande clique de larbre de jonction [13].

Un autre algorithme est apparu pour la premiére fois dans Zhang et Poole [65]. C’est
essentiellement I’algorithme “d’élimination de variables” de Dechter (voir [15]) ainsi appelé
parce qu’il élimine par marginalisation (c’est a dire intégration) les variables les une apres
les autres. Un ordre dans lequel les variables doivent étre marginalisées est exigé comme
entrée de cet algorithme ; on I'appelle 'ordre d’élimination. Le calcul dépend de cet ordre.
La complexité de 'algorithme d’élimination de variables peut étre mesurée par le nombre
d’opérations d’additions et de multiplications numériques qu’il exécute. Trouver un ordre
d’élimination optimal est un probleme NP-difficile [55].

IIs existe plusieurs autres algorithmes pour I'inférence exacte dans les réseaux bayésiens.
Ils sont souvent basés sur les méthodes dites de regroupements ; nous citons par exemple
Palgorithme de Shenoy-Shafer [49], Hugin [16] et ’algorithme de la propagation paresseuse
“lazy propagation” [43], [63], [64]. (Voir aussi [59], [58], [56], etc). Tous ces algorithmes
d’inférence, basés sur le regroupement de variables, partagent une complexité exponentielle
par rapport a la taille de la plus grande clique de I’arbre de jontion associé [39], [62], [61].

Indiquons maintenant comment notre travail se situe dans ce déroulement de
recherches.

Notre contribution dans cette these se situe a la fois au niveau de la formalisation des ou-
tils et au niveau algorithmique. Notre résultat essentiel est la proposition d’un algorithme
de calcul de probabilités et de probabilités conditionnelles, dans un réseau bayésien, pour
n’importe quelle sous famille de variables du réseau considéré. Cet algorithme dit “algo-
rithme des restrictions successives” est basé sur deux nouvelles notions que nous introdui-
sons également : la premiere notion est celle de réseau bayésien de niveau deux, la seconde
est celle de descendance proche. Ces deux notions seront présentées en détail dans cette
these. Nous proposons aussi, compte tenu des propriétés graphiques du réseau bayésien,
et des propriétés d’indépendance conditionnelle dans le réseau bayésien, des résultats qui
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permettent ’écriture de la loi d’une sous famille de variables d’un réseau bayésien sous la
forme d’un produit de lois. Cette factorisation est tres importante pour le calcul des lois
dans des réseaux bayésiens de grande taille puisqu’elle permet de mener plusieurs petits
calculs en parallele au lieu d’un seul grand calcul.

Ce document se compose de quatre chapitres et trois annexes.

Le chapitre 1 présente en détails la théorie des réseaux bayésiens, ainsi que leurs pro-
priétés, notamment la représentation de I'indépendance conditionnelle, nécessaire pour la
compréhension de la suite de cette these. Nous introduisons également une nouvelle notion,
celle de réseau bayésien de niveau deux, utile pour I'introduction de notre algorithme de
calcul sur les réseaux bayésiens ; nous donnons également quelques résultats fondamentaux
et nous situons dans notre formalisme un exemple d’école de réseau bayésien dit “Visite
en Asie”.

Dans le second chapitre, nous exposons une propriété graphique appelée “d-séparation”
[47], [37] grace a laquelle on peut déterminer, pour tout couple de variables aléatoires ou de
groupes de variables, et tout ensemble de conditionnement, s’il y a nécessairement, ou non,
indépendance conditionnelle. De nouvelles relations deviennent ainsi lisibles sur le graphe.
Cette notion est tres importante dans 1’étude de l'indépendance conditionnelle dans les
réseaux bayésiens, elle permet de préciser dans quelles conditions une information peut
étre traitée localement sans perturber I’ensemble du graphe. Il est important également
de signaler que, si la d-séparation est une propriété purement graphique, c¢’est-a-dire uni-
quement liée au graphe, son utilisation est liée au schéma de causalité que 'on attache a
ce graphe. Nous présentons également dans ce chapitre des résultats concernant le calcul
de probabilités ou probabilités conditionnelles dans les réseaux bayésiens en utilisant les
propriétés de la d-séparation. Ces résultats, qui concernent des écritures a notre connais-
sance originales de la factorisation de la loi jointe et de la loi conditionnée d’une famille
de variables aléatoires du réseau bayésien (en liaison avec la notion de réseau bayésien de
niveau deux) doivent trouver leur utilité pour les réseaux bayésiens de grande taille.

Le troisieme chapitre donne la présentation détaillée et la justification d’un des algo-
rithmes connus de calcul dans les réseaux bayésiens : il s’agit de 1’algorithme LS (Lauritzen
and Spigelhalter) [39], [22], [14], basé sur la méthode de l'arbre de jonction. Pour notre
part, apres avoir présenté la notion d’arbre de jonction, ou de fagon équivalente, de suite
recouvrante propre possédant la propriété d’intersection courante, nous proposons un al-
gorithme en deux versions (dont 'une est originale) qui permet de construire une suite de
parties d’un réseau bayésien possédant cette propriété, sans conditions restrictives sur les
parties comme ceci est le cas pour la méthode des arbres de jonction. Cette présentation
est accompagnée d’exemples.

Dans le chapitre 4, nous donnons une présentation détaillée de I'algorithme des restric-
tions successives que nous proposons pour le calcul de lois (dans sa premiére version), et de
lois conditionnelles (dans sa deuxieme version). Cela est présenté apres I'introduction d’une
nouvelle notion : il s’agit de la descendance proche ; ¢’est une notion purement graphique et
qui rentre dans la justification de ’algorithme des restrictions successives. Nous présentons
également une application de 'algorithme des restrictions successives sur I’exemple “Visite
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en Asie” présenté en chapitre 1, et nous comparons le nombre d’opérations élémentaires
effectuées avec celui qui intervient dans l'application de 'algorithme LS sur le méme
exemple. Le gain de calcul qui, a la faveur de cet exemple, apparait au profit de I'algo-
rithme des restrictions successives, sera comme toujours, d’autant plus marqué que la taille
des réseaux et le nombre de valeurs prises par les variables seront plus élevés. C’est ce qui
justifie I'insertion de notre algorithme au sein de “ProBT”, un logiciel d’inférence proba-
biliste, réalisé et diffusé par Kamel Mekhnacha, Juan-Manuel Ahuactzin sous la direction
de Emmanuel Mazer et Pierre Bessiere, de I’équipe Laplace localisée dans le laboratoire
Gravir a INRIA Rhone Alpes.

En annexes nous rappelons les propriétés des graphes orientés sans circuits nécessaires
pour la compréhension de la thése (Annexe A), ainsi que les notions de base sur I'indépenda-
nce conditionnelle (Annexe B). Nous terminons en Annexe C, en donnant 1’équivalence de

plusieurs définitions des réseaux bayésiens, dont certaines ne sont pas évoquées au chapitre
1.
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Chapitre 1

Présentation des Réseaux
Bayésiens et Réseaux Bayésiens de
Niveau Deux

La partie 1 de ce chapitre a pour objectif de rappeler les notions de base sur les réseaux
bayésiens. Nous présentons ces modeles ainsi que les relations d’indépendance condition-
nelle et les représentations graphiques associées. Nous introduisons dans la partie 2 un
autre modele graphique et probabiliste qui est le réseau bayésien de niveau deux ainsi que
ses propriétés.

Les notions de théorie des graphes et de probabilités conditionnelles utilisées sont rap-
pelées respectivement dans les Annexes A et B de la these.

1.1 Réseaux bayésiens

1.1.1 Notations

Soit (I,G) un graphe orienté sans circuits (voir Annexe A) dont l'ensemble des
noeuds (aussi appelés sommets) I est fini.

Pour tout i, on note :

1. pa(i) (ou p(i)) 'ensemble des parents (ou prédécesseurs) de ¢ : j est un parent de i
si et seulement si (,7) € G; un nceud dont ensemble des parents est vide est appelé
racine;

2. eq(i) (ou e(i)) I'ensemble des enfants (ou successeurs) de ¢ € I : j est un enfant
de i si et seulement si (i,7) € G (voir Annexe A); un nceud dont ensemble des
enfants est vide est appelé feuille;

3. dg(i) (ou d(i)) l'ensemble des descendants de i € I : j est un descendant de i
si et seulement s’il existe un chemin de i & j, i.e. une suite (ip,...,is) telle que
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g = i,1s = j eevVme {1,...,8} (im-1,im) € G.

Pour chaque i € I, soit M; = (€, F;, ;) un espace mesuré, ou p; est une mesure
positive o—finie sur ’espace mesurable (Qi,]:i)l; en particulier si ; est fini, p; est la
mesure de dénombrement.

Pour toute partie non vide J de I, on note M; = (s, F, y) I'espace mesuré produit
des M; = (8, Fj, ;) o j € J. Si cela ne préte pas a une confusion, on notera (€2, F, )
pour (Q, Fr,pr). Si zr € Qp, on note x; 1'élément de 27 obtenu on ne conservant dans
x1 = (z)ier que les composantes appartenant a J; autrement dit z; est la projection de
xy sur Q7 ; plus généralement, si J C J' C I, et si on consideére x; € €y, on note z s la
projection de xj sur §2;.

1.1.2 Définition

Nous serons fréquemment amenés a considérer des applications a valeurs réelles, définies
sur des espaces du types 27 = HjEJ 2, ou J C I.Si f est une telle fonction, il nous sera
utile et non génant de considérer la méme notation pour une extension aux espaces €2/, ou
J C J' C I;en particulier, en procédant & une extension a Q(= €2y) tout entier, on notera,
pour tout x € Q, f(zr) = f(xs). Grace a cette convention, étant donné k + 1 parties de I,
soit J, Ji, ..., Jy, telles que, pour tout j (1 < j < k), J; C J et, pour tout j, une application
fj de ©;; dans R, on pourra définir sur Q2 'application H?:1 fi +xg ~ H?:1 fi(x,).

Définition 1 On appelle réseau bayésien sur (I,G, (11:)icr) toute famille (f;/p)ier
otl, pour tout i, f; /) est une application mesurable de (pe), Fiup)) dans (Ry,By) (ou
B, est la tribu borélienne de R, ), notée

(i s i)~ figp) (@ Tpgy)
telle que : pour tout Ty € Qpiy 5 fispi) (- /Tp)) est une densité de probabilité par rapport
a la mesure p; (i.e. sz fis()(@i/mpy))dpi(wi) = 1) ; i est dite “dominante”.
Si p(i) = 0, la notation fi/p(iy désigne une application f; de Q; dans Ry et la condition
ci-dessus exprime que c’est une densité de probabilité par rapport a p;

Notation :

On parlera du réseau bayésien (RB) (1, G, (11:)icr, (fi/p(i))ier)- On dira que (I, G) (ou en
bref G) est le graphe (orienté sans circuits) sous-jacent au réseau bayésien. Chaque fois
que cela ne prétera pas a ambiguité, on notera : le RB (I, G, (€2;)icr, (fi/p(i))ier) ou le RB
(Ia G, (fz/p(z))zel)

1.1.3 Probabilité définie par un réseau bayésien

L’intérét de la notion de réseau bayésien, telle que nous venons de l'introduire, tient tout
d’abord au fait qu’elle définit une probabilité sur €27, relativement a laquelle toutes les

18’1 n’y a pas de risque de confusion, on omettra de rappeler F;
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interprétations probabilistes prendront leurs sens. On a en effet la proposition suivante :

Proposition 1 Soit (I,G, (1i)icr, (fi/p@))ier) un réseau bayésien ; lapplication, de 2y
(= Hz‘eIQi) dans R,

vr=(zi)icr ~ [ it @i/zpey) = frlxr) (1.1)

el
est une densité, par rapport a pr = [[,c; wi, d’une probabilité notée Pr.

Démonstration
Soit n = card(l) et soit (iy,...,4,) un ordre hiérarchique sur I, on rappelle (voir Annexe
A.2) qu'un ordre hiérarchique vérifie que, pour tout s € {1,...,n}, les parents de i
sont inclus dans {i1,...,7s—1 }. Pour montrer que f7 est une densité de probabilité, on doit
établir que
Jr(@iy, - wi,) dpay (i) - dpa, (23,) = 15
Qr

on effectuera ce calcul en intégrant successivement par rapport & iy, tn_1,. .., 1.
On va établir, par récurrence descendante sur s, que, apres intégrations relativement a
Iny .. -,1s41, ON & obtenu la fonction :

hs(xiu s 7xis) - H fit/p(it)(xit/xp(it))7

t<s

que 'on doit intégrer relativement a x;, ; or il résulte immédiatement du fait que 'ordre est
hiérarchique que, dans I'expression de hs, x;, ne figure que dans le facteur f;_/,.) (x4,/ xp(is)).
Donc, comme les variables x,,;,) sont fixées a ce stade d’intégration, 'intégrale sur €2; vaut
1, de sorte que la fonction a intégrer au pas suivant est bien :

hsfl('ril?"'axis—l) = H fit/p(it)(xit/xp(it))'

t<s—1

Ceci implique en particulier que la fonction hg est une densité, par rapport a pg;, .1, de
Pyiy....izy projection de Prsur [T, Q.

Terminologie : On pourra parler du réseau bayésien (I, G, Pr) (en sous entendant les
espaces mesurés (;, F;, f1;)).

Notation :

Pour tout J C I, on note P; la projection de Pr sur €;; en particulier si J = {i}, on
note P; la projection de Py sur €2;.

On a alors la proposition suivante qui s’applique aux parties commencgantes pour le
graphe G : J C I est commencante si les parents de tout élément de J appartiennent aussi

aJ.
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Proposition 2 Soit J une partie commencante de I ; alors l’application, de Qj(=[]
dans R,

jeJ Qj)
vy =()ies ~ I Fipo)@i/zpgy) = Frlzs) (1.2)
Jj€J
est une densité de Py par rapport a py; en particulier, si i est une racine de I, c’est-a-dire
sip(i) = 0, f;, qui est une application de Q; dans Ry, est une densité de P; par rapport
a i -
Démonstration :

Soit s = card(J). J étant une partie commencante, il est possible de choisir un ordre
hiérarchique tel que J = {i1,...,is}; le résultat a déja été fourni en fin de démonstration
de la proposition (1).

Un probleme fondamental relatif aux réseaux bayésiens est de caractériser, étant donné
une partie J de I, la probabilité Py, autrement dit d’en calculer une densité fj ; la propriété
précédente montre que, si J est commencante, la densité f; s’écrit par simple produit a
partir des données. Sinon, on a intérét a considérer la partie commencante engendrée par
J, soit J*, c’est-a-dire I'union de J et de tous les nceuds ayant un descendant dans J; J
étant ici supposée non commencante elle-méme, J* contient strictement .J, et alors

fi(xy) = /Q forv(@g,zpe_g) dpgr_g(w5e_g) -

Jt—J

La difficulté technique est alors de gérer Iintégration sur € ;+_;; dans les chapitres sui-
vants on rappellera des techniques connues et on introduira des techniques nouvelles a cet
effet.

1.1.4 Interprétation en termes de variables aléatoires et de lois condi-
tionnelles

Considérons maintenant que Pr est la loi d’une famille de variables aléatoires X; = (X;)ier
définies sur un méme espace mesurable. Alors Py est la loi de la sous famille X; = (Xj);es
et pour tout 7, P; est la loi de la variable aléatoire Xj;.

Pr étant définie par sa densité (voir équation (1.1)), on dit alors que X; est com-
patible avec le réseau bayésien (I,G, (f; /p(i))ie 7); on pourra parler du réseau bayésien
(I’ G’ (XZ)ZEI)

Remarque : Par abus de langage, si j € p(i) (respectivement j € e(i) , j € d(i)) nous
disons que la variable aléatoire X; est un parent de X; (respectivement un enfant de Xj,
un descendant de X;).

Le théoreme suivant est a la base de I'usage pratique des réseaux bayésiens. On y fait
usage de I'indépendance conditionnelle : étant donné trois variables aléatoires X7, Xo, X3,
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I'indépendance de X7 et Xo conditionnellement & X3 est notée X; 1L X, / X3 (voir
Annexe B ou sont rappelées les conventions sur la manipulation d’égalités presque stures).

Théoréeme 1 Soit (I,G, (2, Fi, ti)icr, (fi/p(i))ig) un réseau bayésien et soit (X;)ier une
famille de variables aléatoires définies sur un méme espace telle que, pour tout i, X; soit
a valeurs dans (2, F;) et de loi absolument continue par rapport a la mesure o-finie ;.

Pour que (X;)ier soit compatible avec le réseau bayésien il faut et il suffit que :

1. pour tout i, fi/p) soit une densité conditionnelle de X;, conditionnellement a X,
(en particulier une densité de X; si p(i) =0),

2. pour tout i, X; soit, conditionnellement a X, ), indépendante de X1_ g piyud(i)} -

Avant de rappeler quelle est la preuve (classique) de cette équivalence fondamentale,
précisons que la propriété (2) (dite de Markov) exprime que toute variable aléatoire est,
conditionnellement a ses parents, indépendante de toutes les variables aléatoires du réseau
autres que elle-méme, ses parents, et ses descendants. Dans le cas particulier d’une racine
i du réseau, ou p(i) = (), elle exprime que X; est indépendante de toute variable autre que
elle-méme et ses descendants; en particulier les racines sont indépendantes entre elles.

C’est cette propriété qui intervient le plus pour les applications a des si-
tuations aléatoires concrétes, lors de la phase de construction d’un réseau
bayésien a fin de modélisation d’enchainement de causalités ; elle exprime, in-
tuitivement, que les seules “causes immédiates” d’une variable aléatoire sont
représentées par ses variables aléatoires parentes, et que les ‘“causes initia-
les” sont indépendantes entre elles et représentées par les variables aléatoires
racines.

Démonstration :
1. Condition nécessaire :

Soit X7 = (X;)ier une famille de variables aléatoires compatible avec le réseau bayésien
(I, G, (fip(s))ier)- Montrons successivement les propriétés 1 et 2.

1. Soit g;/p(;) la densité de X; conditionnellement a X,;) définie par,

Y = fi U ) (@i U pi)) .
Fo) @p())

Si les parents de i sont des racines, p(i) est une partie commengante ainsi que i U p(i) et
on a, d’apres la proposition 2,

Fi 0o (@i 0 p@) = oo @i/zpw) TT Fi@) = fime@i/2om) foo) (@) 5

JEP(Z)

Gi/p(i) (xz/x

donc il est immédiat que g; /i) = fi/p(i)-

Smon soit (p(i))" la partie commengante engendrée par p(i) (et alors i U (p(i))" est
*, partie commengante engendrée par i ); posons a(i) = (p(i))™ — p(i); a(i), ensemble
des aieux de i, est non vide et i est partitionné en i U p(i) U a(4).
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Il résulte de la proposition 2 que

fie(@in) = T fimor@i/2p0)) = Fippoy@i/en) 1T Fimiy@ilenm) 1T Frsmi @n/pm)
jeit jep(i) kea(i)
et
Foty @ea) = 11 fino@i/zi) = 11 fino@ilzn) 11 fopm@e/zpm)
Je(p@)* Jj€p(i) kea(i)
Alors

fiUp(i) ( Up(s / fz Liy Tp(i)s Laf(i) )dua(z) ( a(z))
a(z)

= /Q , fz'/p(n(fﬂi/wp(i)) IT fimo@i/zo) 1T Frmmn@n/apm) diag (zae)

Jjep(i) kca(s)

= Jip) @i/ Ty / IT Fimr@itenG) TT Furme@n/anm) diag)(@ae))
i) )

Qai) jep(i kea(i
= fz/p(z ( Z/x ) fp(z ( Lp(i) ) )
d’ou, ici encore, g;/pi) = fi/p(i)-

2. Montrons que pour tout i € I, X; 1L X;_gupyudi)y / Xp), ¢'est a dire que
Jij1—{iud@yy = Jijp(i)-
On va calculer pour tout i :

fijr—givacyy (@i /T 1—givd@)y) = fiyr—giode)y (Ti/Tr—fiopiyude)y s Tpe))-
D’une part I — d(i) est une partie commencante, donc d’apres la proposition 2 on a le
résultat suivant :

Jr—awy(Tr—a@)) = H EOICTET
je I—d(i)

d’autre part, il en est de méme pour I — {i U d(i)} et alors on a,

fr—fivay (Tr—fivdayy) = 11 firpG)(@i/Tps)s

je I—{ivd(i)}
Alors
Fr—a@)(Ti, T 1 fiUp(iyuda)y s Tp(i))
Jr—giuay (@ r—fiopGyudei} Tp(i))
[ier—awy fime) (/)
B Hje I—{iud(i)} Fi1o) @5/ ()
Fippt) @i/ wpe) Tje 1—qivacyy Jime)(®5/%p())
Hje I—{iud(i)} Firo() (@i /p(5))

= fi/p@o)(@i/Tp(s)

fiy1—qivd@)y (@i /Tr—fop(iyudGyys Tpe) =
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d’ou le résultat.

2. Condition suffisante :

Soit Pr la loi de la famille de variables aléatoires X; = (X;);er. Par hypothese sa loi est
absolument continue par rapport a la mesure py sur (7, F7); soit gr une densité.

Pour tout ¢ et toute partie J de I telle que ¢ ¢ J, notons g; /7 une densité conditionnelle
de X;, conditionnellement & X ; par hypothese (1), si J = p(i), gi/p(;) coincide (p.s) avec
la fonction fj ;) du réseau bayésien (I, G, (fi/p@))ier)-

Montrer que X; est compatible avec le réseau bayésien revient a établir que g; n’est
autre (p.s) que f1 = [L;cs fi/pi)-

Soit (i1,...,4,) un ordre hiérarchique sur I. D’apres la propriété générale d’emboitement
des conditionnements, on a

n
91(902‘1, e ,Cﬂin) = H gis/il,...,is_l(xis/xila e ,Cﬂis_l) .
is=1
Comme l'ordre considéré est hiérarchique, on a , pour tout s € {1,...,n}
p(ZS) C {ila e aisfl} ;

et de plus les éléments de {i1,...,i5—1} — p(is) ne sont pas des descendants de iy ; or, par
hypothese (2), on a pour tout s

Xig W Xr_gi,uptis)udiio)y / XpGis) »

donc en particulier
Xio b Xy 1 Xp)

d’ou
iy Jirssis1 (Tig [Tiys 3 Ti 1) = iy sp(is) (Tis [Tp(i)) = fiuplis) @ie/Tp(i))-

Donc on a bien

gr(@r) = T Ffisptio@is/2pan) = filer) -
s=1

1.1.5 Commentaire et généralisation

La propriété (2) du théoreme (1) peut étre posée comme définition d'une famille de
variables aléatoires (X;);cr possédant la structure de réseau bayésien sur le graphe (I, G).
Elle permet de généraliser la notion de réseau bayésien, car la notion d’indépendance
conditionnelle a un sens en termes de probabilités sur les espaces mesurables les plus
généraux (et pas nécessairement en termes de densités comme nous venons de le faire).
Rappelons la (voir aussi Annexe B).
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Définition 2 Soient données 3 variables aléatoires définies sur un méme espace, X1, Xo
et X3. X1 et Xo sont indépendantes conditionnellement a X3 si et seulement si il existe
des versions de probabilités conditionnelles, relativement a X3 , de X1, Xo et (X1, X2),
soit Pz, Py3 et Py o3, telles que, pour tout couple de parties mesurables A1(C ) et
Ay(C Q9) on ait, pour Ps—presque tout xs € Qs,

Pyo3(Ar N Agjzs) = Prjs(Ar/zs) Pys(Az/xs)

Il est donc possible de définir en toute généralité la notion de réseau bayésien sur le
graphe orienté sans circuits (I, G) par :
Définition 3 Etant donné un graphe orienté sans circuits (I,G) et, pour tout i € I, une
variable aléatoire X; a valeurs dans (Q;, F;), on dit que (I,G, X1) (ot X1 = (X;)ier) est
un réseau bayésien si, pour tout i, X; est, conditionnellement a X, indépendante de
XI—{ipe ()uda (i)}

G (i)’

Mais dans ce travail, nous nous limiterons au cas dit “dominé”, c’est a dire ou,
pour tout i, la loi conditionnelle F;/,;) est définie par sa densité relativement
a la mesure o-finie p;. Dans les chapitres suivants, pour rester proches des
applications informatiques, nous présenterons nos résultats dans le cadre des
variables aléatoires discrétes (plus précisement les espaces (); seront finis) et
noterons P;/,;) ou P; au lieu de f;/,; ou f; et >~ au lieu de [ (les mesures y;
étant les mesures de dénombrement) :

Py (@i/zpey) = PlXi =2/ Xpe) = op(s)]

PJ(.YJJ) = P[XJZI‘J]

Remarque

On trouve parfois la terminologie “Réseaux Bayésiens Mixtes” pour désigner des réseaux
ou certaines variables aléatoires sont discretes, et d’autres “continues”, c’est-a-dire abso-
lument continues par rapport a la mesure de lebesgue sur R. Ils rentrent bien str dans
la catégorie générale des réseaux bayésiens définis par des densités introduits en 1.1.2 ci-
dessus. Mais les problemes de calcul qu’ils posent nécessitent des outils spécifiques (voir
114], [40)).

1.1.6 Complément sur 'indépendance conditionnelle

L’indépendance conditionnelle est a la base de linterprétation pratique des réseaux
bayésiens, a tel point que certains auteurs ont développé une théorie “abstraite” de gra-
phoide ([41]) ot ils manipulent des triplets (i, 7, k) vérifiant des axiomes qui se trouvent étre
des propriétés de la relation X; 1L X;/Xj. Une problématique intéressante est alors, étant
donnée la loi de (X;);er, la recherche de tous les triplets (i, j, k) tels que X; LI X;/X.
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Nous ne nous intéressons pas dans cette these a ces points de vue, mais nous rappelons
que, étant donné un réseau bayésien, il peut bien sur se produire que certaines relations
d’indépendance conditionnelle existent qui ne sont pas traduites par cette structure de
réseau. Un exemple élémentaire classique est celui du triplet (X7, X9, X3) tel que ces 3
variables aléatoires soient indépendantes deux a deux mais pas dans leur ensemble; il est
impossible de définir sur {1,2,3} un graphe orienté sans circuits tel que le réseau bayésien
associé justifie simultanément les 3 indépendances mutuelles; si on consideére le graphe
orienté 1 — 3 «— 2 qui rend compte de X; 1L X5 et laisse ouverte la possibilité que
(X1, X9, X3) ne soient pas globalement indépendantes, on doit par ailleurs indiquer que
X9 1l X3 et X7 1L X3, autrement dit que le triplet (X7, X9, X3) serait aussi compatible
avec les graphes orientés 2 — 1« 3 et 1 — 2 « 3.

Nous donnons maintenant une propriété d’indépendance conditionnelle qui résulte de la

structure de réseau bayésien.

Proposition 3 Soit (I, G, (X;)icr) un réseau bayésien et soit J une partie de I telle que
aucun élément de J ne soit descendant d’un autre élément de J. Alors les X, ot j € J,
sont indépendantes conditionnellement a l’ensemble X7y de leurs parents et, pour tout
j€J,ona

Piwry = Pjpij)-
Démonstration

Soit J C I, tel qu’aucun élément de J ne soit un descendant d’un autre élément de J;
cela signifie que a(J) N'J = (). Pour montrer que les variables aléatoires (X;);es sont
indépendantes conditionnellement a X, 5y, on doit calculer f;/,n(zs / Tp())-

Si p(J) est une partie commencgante (donc aussi J U p(J) ) on a

Fropn(@g, p1))
Fo(n (@p()
[Licoupery firm) @5/ Tp(h))
ILicpn) Ty @i/ Tp())
1T fime @i/ais)

jed

i (@r/oy) =

Sinon, considérons (p(J))", partie commengante engendrée par p(J) et posons a(J) =
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(p(I)) T —p(J); il vient que JUp(J) U a(J) est aussi une partie commencante ; alors

Frpn@s/zpr)
Fropny (@, 2p1))
Fo(n) (@p()
Sy Frop)0a() (@05 Tp(7)s Ta(n) ) Aac) (Ta(r))
Jerus, Foua) (@) Ta())dtta(r) (Ta())
Joruir, Wier Firm) @3/ %p)) Ueper) Frrme) @/ o)) Heeatry Fope) (@e/Tpe) dttary (Ta(n)
Joruir Wreptn) Frrmto @/ @pwy) Tecacsy fepo)(@e/pe) dbtac) (Ta(s)
= 11 fipw(@i/zm)

=

Or a(J)NJ = 0; pour tout j € J, le facteur f;/p(;)(2;/2p;)) ne dépend pas de a(J),
donc il sort de l'intégrale.

Dans les deux cas, on obtient que les variables aléatoires (X;);es sont indépendantes
conditionnellement a X, ).
Pour tout j € J on a

Fimn(@i/pr) = /J{,}fJ/p(J)(xJ/wpu))dMJ—{j}(xJ—{j})
—UJ

= /J T Fesot @r/ane)dis gy (- 5y)

_{j k‘eJ
k#j
Firo() @5/ p(5) / ] frermy @r/zpey) dia () 5
J_{]} keJ
[y

on intégre successivement par rapport aux variables aléatoires (Xj)es—{;}; or, pour tout
ke J—{j}, Jr/p(k) est une densité de probabilité et les parents p(k) sont fixés, donc
I'intégrale ne fait intervenir que le facteur 1, d’ou

Fitpn @5/ o)) = L) (@5/Tp0))-

1.1.7 Exemple d’un réseau bayésien

L’exemple que nous allons présenter ici est issu des travaux de Lauritzen et Spiegelhalter
[39] ; il a été cité dans plusieurs références sur les réseaux bayésiens [14], [16] et [22] ; il figure
aussi dans la présentation de plusieurs logiciels de calcul sur les réseaux bayésiens (Netica,
Hugin, Bayesia, BKD) et il a pour domaine une base de connaissances médicales. Cet
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exemple nous a servi de cas test pour notre propre algorithme des restrictions
successives (voir chapitre 4).

La dyspnée (difficulté de respiration) peut étre causée par une tuberculose, un cancer
du poumon ou une bronchite (ou par aucune ou plusieurs d’entre ces causes). Un passage
récent en Asie augmente les risques de tuberculose; fumer est reconnu comme étant un
facteur important de risque pour le cancer du poumon ou la bronchite. Une radiographie
des poumons ne permet pas de différencier le cancer du poumon et la tuberculose, ni ne
permet d’observer la présence ou non d’une dyspnée.

On voudrait que cette base de connaissances permette de résoudre des situations telles
que celle d’'un patient atteint de dyspnée, ayant séjourné en Asie, sans connaissance sur son
passé de fumeur, ni de radiographie des poumons. Le médecin voudrait pouvoir déterminer
les probabilités d’existence des 3 maladies connues; ou encore connaitre les causes apres
avoir donné les valeurs observées qui sont les symptomes.

Soient les variables aléatoires suivantes :

1. Fumer : Consommation du tabac, qui prend les valeurs {Oui, Non}.

2. V. en Asie : Visite en Asie, qui prend les valeurs {Oui, Non}.

3. Bronchite, qui prend les valeurs {Présent, Absent}.

4. Cancer : Existence d’une tumeur au poumon, qui prend les valeurs {Présent, Ab-
sent}.

5. Tuber. : Tuberculose, qui prend les valeurs {Présent, Absent }.

6. Dyspnée, qui prend les valeurs {Présent, Absent}.

7. Radiologie : Résultat radiologique, qui prend les valeurs { Anormal, Normal}.

A propos de ces variables, on fait les hypotheses de modélisation suivantes :

Les variables Fumer (consommation du tabac) et Visite en Asie sont les causes, supposées
indépendantes ; elle constituent donc les racines du réseau bayésien.

Les variables Bronchite, Cancer et Tuberculose sont les maladies, influencées par Visite
en Asie pour la Tuberculose et consommation du tabac (Fumer) pour le Cancer et la
Bronchite.

Les variables Dyspnée et Radiologie constituent les symptomes; on suppose que la
Dyspnée est influencée par les 3 maladies, alors que la Radiologie est influencée par la
Tuberculose et le Cancer. De plus, on n’est pas capable d’isoler les influences du Cancer et
de la Tuberculose sur la Radiologie et sur la Dyspnée ; c’est pourquoi une nouvelle variable
Tuber. ou Cancer (Tuberculose ou Cancer) a été introduite, elle exprime la présence de
I'une au moins des maladies Cancer et Tuberculose.

Cette base de connaissances peut étre modélisée comme sur la figure 1.1 ci-dessous.

Maintenant pour compléter 'information sur ce réseau bayésien on donne les lois de
probabilité de chacune de ses variables aléatoires ; ces lois dans ce cas de variables discretes
sont des tables de probabilités ; pour les deux variables sans parent (Fumer) et (V. en Asie)

ce sont des probabilités absolues tandis que pour les autres variables ce sont des tables de
probabilités conditionnelles, conditionnellement aux parents.
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@@@

Tuber. ou Cance

Fic. 1.1 — Exemple “Visite en Asie”.

- Pour (Fumer) : P(Fumer = Oui) = 0.5.
- Pour (V. en Asie) : P(V.enAsie = Oui) = 0.01.
- Pour (Bronchite) :

P(Bronchite = Présent/Fumer = Oui) = 0.6
P(Bronchite = Présent/Fumer = Non) = 0.3

- Pour (Tuberculose)

P(Tuber. = Présent/V.enAsie = Oui) = 0.05
P(Tuber. = Présent/V.enAsie = Non) = 0.01

- Pour (Cancer) :

P(Cancer = Présent/Fumer = Oui) = 0.1
P(Cancer = Présent/Fumer = Non) = 0.01

-Pour (“Tuberculose ou Cancer”) :
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Tuber. | Cancer | Tuber. ou Cancer = vraie
Présent | Présent 1
Présent | Absent 1
Absent | Présent 1
Absent | Absent 0

TAB. 1.1 — Loi de “Tuber. ou Cancer” conditionnellement & Tuber. et Cancer.

-Pour (Radiologie) :

Tuber. ou Cancer | Radiologie = Anormal
Vraie 0.98
Faux 0.05

TaB. 1.2 — Loi de Radiologie conditionnellement a “Tuberculose ou Cancer” .

-Pour (Dyspnée) :

Tuber. ou Cancer | Bronchite | Dyspnée = Present
Vraie Présent 0.9
Vraie Absent 0.7
Faux Présent 0.8
Faux Absent 0.1

TAB. 1.3 — Loi de Dyspnée conditionnellement a “Tuber. ou Cancer” et Bronchite.

La probabilité jointe du réseau bayésien dans ce cas s’écrit comme produit des tables de
probabilités conditionnelles associées aux variables de ce réseau.

Le calcul de la loi de chaque variable aléatoire du réseau, ainsi que des lois marginales

ou lois conditionnelles, de certaines variables du réseau, pour répondre aux questions déja
posées, peut se faire par des algorithmes de calculs qu’on verra aux chapitres 3 et 4.

1.2 Réseaux Bayésiens de niveau deux

1.2.1 Besoin d’une notion nouvelle

Un probleme fondamental sur les réseaux bayésiens est celui appelé en anglais “inference
in bayesian networks”, qui nous occupera dans la suite ; il s’agit de rechercher des proba-
bilités Py (ot J C I) et Py (o J C I, K C 1, JNK = () autrement dit, dans le
cadre dominé qui est le notre, de calculer des densités f; et f; . Plus précisement dans
le cas des variables aléatoires discretes, si, pour tout J C I le cardinal de J est noté |J|
et pour tout ¢ le cardinal de €; est n;, f; est stocké informatiquement comme un tableau
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|J|-dimensionnel & [];c; n; éléments (avec : fi((z))jes) = P[ [1je; X5 = 25] ) et fy/x
est stocké informatiquement comme [, .z 1 tableaux |J|-dimensionnels avec

Frye(@g)jer/@erex) = P [[1X5 =]/ T] (X = 2]

jeJ keK

On a vu que f; est élémentaire dans le cas ou J est une partie commencante et que
la structure de réseau bayésien reste alors totalement visible dans I'expression de f;.
Mais pour une partie J quelconque, donner f; (en particulier, dans le cas discret, le
tableau des P( [[;c;,
en général perdre de l'information par rapport a la donnée du réseau bayésien initial;
on n’y hérite pas simplement de la structure qui permettait de factoriser fr(zy) sous la
forme Hie ; fi /(i) (x4 /xp(i)) et dont une certaine trace peut cependant subsituer sur f;
a condition de s’intéresser non a ’ensemble des éléments de J considérés isolément mais
a une partition de J. C’est cette trace que nous traduisons par la mise en évidence (en
chapitre 2, section 3) et la construction algorithmique (en chapitre 4) d’une structure
de “réseau bayésien de niveau 2”7 sur J. Nous allons introduire ici cette notion en toute
généralité (sur I).

[X; = x;] ), méme si cela correspond & un besoin de calcul, fait

1.2.2 Définition

Notation

Soient I un ensemble fini, une partition Z de I, et un graphe orienté sans circuits G sur Z.
Si J € Z, notons pg(J)? 'ensemble des parents de .J, c’est-a-dire 'ensemble des J' tels que
(J',J) € G; ceci définit un sous-ensemble de parties de I (appartenant & Z), qu’on pourra,
sans risque de confusion, identifier & leur union (elle-méme partie de I), d’ou I’écriture

pg(J) = Uyer,(r,1)egd’-

Définition 4 On dira que la densité de probabilité fr est caractérisée par le réseau
bayésien de niveau deux (RB2), sur I, (Z,G,(f/p.1))sez), si, pour tout J € I, est
donnée la densité conditionnelle f/,.5) (qui, si pg(J) = 0, est la densité marginale fy),
de telle sorte que

fr@n) =TT Frmn@s/zp)-

JeT

Remarque 1 : Un réseau bayésien usuel (que nous dirons de niveau 1 : RB1) est un cas
particulier de RB2, avec la partition de I en singletons.

Remarque 2 : Les notations et propriétés détaillées en section 1 pour les RB1 s’étendent
immédiatement aux RB2. En particulier, en termes de variables aléatoires, tout X ; est,
conditionnellement & X,;(7), indépendant de X;_( 0, (1udg (1)}

2L’indice G est omis s’il n’y a pas de risque de confusion.
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Fia. 1.2 — Ezemple d’un réseau bayésien de niveau deux.

La loi jointe fr associée au RB2 de la figure 1.2 s’écrit :

fr(w1, 20,23, 24, 25,76, 77) = f1(x1) f2(22) f3,4,5/1,2(3, T4, ¥5 /71, T2) f6/3,4,5(T6 /T3, T4, T5).

fr/3.4,5(7/73, 24, 75).

Il peut arriver que, pour certains couples (J/, J), ou J' est un parent de .J (ie. (J',J) € G),
J' wétant pas un singleton dans I, on dispose de I'information selon laquelle e (la
loi de J conditionnellement a ses parents p(./)) ne fait intervenir effectivement qu’un sous-
ensemble strict, J’/, de J', parent de J; en d’autres termes, si on note p(J) = UJ’Ep(J) J’,
X et Xpn—p(n) sont indépendantes conditionnellement & X5 5 ; on représente graphi-
quement cette information par un schéma du type donné en figure 1.3 :

Fia. 1.3 — Représentation d’information sur un réseau bayésien de niveau deux.

On dira que le RB2 est renseigné.

Dans l'exemple de la figure 1.2, si on suppose que fg/34 5 (respectivement f7/3 4 5) ne fait
intervenir que les indices 3,4 (respectivement 4,5) on pourra représenter le RB2 comme
sur la figure 1.4.

A priori, il peut paraitre plus lourd de stocker en mémoire d’ordinateur un RB2 (méme
renseigné) qu'un RB1 (car dans le RB1 on utilise plus finement des informations sur
la structure de f7). Mais il est des circonstances (et ceci apparaitra naturellement pour
les RB2 obtenus pour formaliser une restriction f;) ot on ne dispose pas d’informations
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Fia. 1.4 — Réseau bayésien de niveau deuz renseigné.

permettant de construire pour un RB2 donné une décomposition autre qu’arbitraire en
RB1, qui est aussi lourde alors que le RB2 donné.

Par exemple le stockage du RB2 renseigné donné en exemple ci dessus (figure 1.4) est
exactement de méme poids que celui du RB1 figurant sur la figure 1.5 (qui graphiquement
est moins éclairant).

FiGc. 1.5 — RBI1 équivalent au RB2 renseigné de la figure 1.4.

1.2.3 Lien avec les réseaux bayésiens orientés objets

Les OOBN (“Object Oriented Bayesian Networks”, que nous traduisons en francais
“Réseaux Bayésiens Orientés Objets”) ont été introduits par D. Koller et A. Pfeffer [38]
pour modéliser des systemes complexes.

L’idée de départ de [38] est que, si un systeme (famille (X;);e; de variables aléatoires)
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est complexe, il y a souvent avantage a le découper en sous-familles, elles-méme identifiées
comme des sous-systemes, de sorte que :

- les relations de causalité entre sous-systeémes soient modélisées par un réseau bayésien
(dont les nceuds sont donc identifiés chacun a un sous-systéme) qu’on appellera ici “réseau
structurant”,

- chaque sous-systeme soit lui méme doté, pour son fonctionnement interne, d’une struc-
ture de réseau bayésien (éventuellement réduit & une variable aléatoire unique) qu’on dira
“fragmentaire”.

Il en résulte évidement une structure de réseau bayésien sur le systéme tout entier (dit
“global”) : il est indexé par I et ses liens sont :

- entre noeuds appartenant & un méme sous-systeéme, les liens du réseau bayésien frag-
mentaire correspondant,

- entre nceuds appartenant a des sous-systemes différents, les liens reliant les noeuds d’un
réseau bayésien fragmentaire et ceux des réseaux bayésiens fragmentaires qui sont enfants
de celui-ci dans le réseau bayésien structurant.

Une connaissance plus fine des relations entre sous-systeémes peut permettre d’éliminer
certains de ces liens dans le réseau global.

Voici des circonstances ou de telles suppressions sont naturelles (mais ce n’est pas nécessai-
rement le cas) : soit un couple (J,J') de sous-systemes (J et J' sont des parties de I) tel
que J’ soit un enfant de J dans le réseau bayésien structurant :

- il peut se produire qu’il existe une partition (Ji, J) de J telle que X j» soit indépendante
de X j, conditionnellement a X, ; il n’y aura alors pas de lien reliant les nceuds Jy a ceux
de J' (ceci pourra typiquement étre le cas avec J; ensemble des feuilles de J),

- il peut se produire qu’il existe une partition (J1, J5) de J telle que X J; soit indépendante
de X conditionnellement a X g il n’y aura alors pas de lien reliant les noeuds Jj & ceux
de J (ceci pourra typiquement étre le cas avec J| ensemble des racines de J').

Exemple

Réseau structurant

2

T
2’
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Réseaux fragmentaires

1 11 2 2.1 3 4 41 4.2
5 o %
1.2 / 3 |
2.4 4.4

Renseignements complémentaires (on assimile les noeuds aux variables aléatoires qu’ils
indexent)

(2.3) et (2.4) indépendants du fragment 1 conditionnellement & (2.1)
(4.3) et (4.4) indépendants du fragment 2 conditionnellement a (4.1) et (4.2)
(2.1),(2.2) et (2.4) indépendants du fragment 4 conditionnellement & (2.3)

Réseau global

Evidement, rien n’interdit de considérer qu’un sous-systeme soit lui-méme structuré en
sous-sous systemes, reproduisant a leur tour, a leur échelle, la distinction entre “réseau
structurant” et “réseaux fragmentaires”. Dans I’exemple ci-dessus, supposons que a (4.3)
soit attaché non une variable aléatoire mais le réseau suivant :

43.1

4_3.2<>4.3.3

4.3.4

Supposons aussi qu’on dispose des renseignements complémentaires suivants :

(4.4) indépendant de (4.3.1), (4.3.2) et (4.3.3) conditionnellement & (4.3.4)
(4.3.2),(4.3.3) et (4.3.4) indépendants de (4.1) et (4.2) conditionnellement a (4.3.1).
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Le réseau global serait alors

Fia. 1.6 — Réseau global.

La bonne définition pour les OOBN est donc de nature récursive : un OOBN est un réseau
bayésien aux nceuds duquel sont attachés soit des OOBN, soit des variables aléatoires, de
sorte que toute suite (Ry, Ra,...) telle que, pour tout j > 1, R; soit 'OOBN attaché
a un nceud de Rj_q, soit finie, son dernier élément étant une variable aléatoire. Soit
(R1,...,Ry) une telle suite (qui représente donc des sous-systémes emboités); Ry est
réduit a une variable aléatoire et Rjp_1 est un réseau bayésien classique; en appellera k
la profondeur d’une telle suite; la plus grande profondeur accessible dans FOOBN est
appelée son niveau (I'exemple de la figure 1.6 est celui d'un OOBN de niveau 3). Un RB
(réseau bayésien “classique”) est un OOBN de niveau 1 (on a vu qu’on disait aussi RB1)

Nos RB2 (Réseaux Bayésiens de niveau deux) sont des cas particuliers d’OOBN de niveau
2 pour lesquels les réseaux fragmentaires n’ont pas été munis de structure particuliere ;
autrement dit ce sont des réseaux bayésiens complets : on peut munir chacune des parties
de la partition définissant le RB2 d’un ordre quelconque de ses éléments et choisir pour
arcs les couples (i,i") tels que 7 soit classé avant 4'.

Mais notre objectif dans I'introduction des RB2 differe de celui de [38] dans I'introduction
des OOBN : ces auteurs visent a fournir pour des RB un schéma de construction souple,
permettant d’utiliser des RB comme “briques” pour en élaborer d’autres ; ensuite pour les
calculs d’inférence, il se réferent aux techniques d’arbres de jonction, et subissent donc les
contraintes inhérentes a ces techniques ; pour nous les RB2 ne sont pas déterminés comme
des éléments d’une modélisation mais sont des outils élaborés en fonction d’un objectif de
calcul dans un réseau bayésien donné.

En conclusion de ce paragraphe sur les OOBN, donnons un exemple d’utilisation qui
figure dans [38]. Il est relatif & I’analyse d’un accident de voiture.
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Réseau bayésien structurant

Conducteur
o L . Temps
Age Revenu Agressivité Qualité de conduite
Véhicule Route
Valeur Puissance Maniabilité Vitesse Vitesse Etat
actuelle  go freinage maximum limite

Vitesse du
véhicule
Accident
=

Gravité de
I'accident

Réseau bayésien fragmentaire (Véhicule)

Propriétaire
Age Revenu

Type|  |Ags

| Valeur d'origine

Mainten

nce

Pneus Freins
Equilibre Traction [Puissance de freinaggé

Maniabilité

D

~ Moteur N
\Qwssance labilite
Vitesse Valeur
Maximale acctuelle

enue de route

| Puissance de freinaQ¢
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Chapitre 2

Propriétés de Séparation dans les
Réseaux Bayésiens

Dans les gros réseaux bayésiens, le calcul de lois ou de lois conditionnelles peut faire
intervenir des sommations relatives a de trés gros sous-ensembles de 'ensemble I des
indices. Il y a donc intérét a s’efforcer, au préalable, de segmenter, si on le peut, ces calculs
en plusieurs calculs moins lourds et pouvant étre menés en parallele. Ces segmentations
sont liées a des propriétés du graphe définissant le réseau.

FEtant donné S C I, non vide, ce chapitre explicite ces segmentations pour le calcul de
Pg et PS‘/S? ounS=1-8.

En premiere partie, on présente certains résultats ne faisant intervenir que la structure
de graphe non orienté ; on les précise ensuite dans le cas des réseaux bayésiens, la seconde
partie étant consacrée essentiellement aux propriétés graphiques et la troisieme aux calculs
de lois.

La plupart des résultats de ce chapitre sont classiques, mais nous en donnons des démons-
trations tres explicites. La présentation que nous donnons de la segmentation de calcul de
la loi Pg est a notre connaissance originale, grace a l'usage de RB2.

2.1 Séparation dans un graphe non-orienté (I, H)

2.1.1 Définition et théoréme fondamental

Définition 5 Etant donné un graphe non orienté (I, H) et 3 parties disjointes A, B et S
de I, on dit que S sépare A et B (ou que S est un séparateur de A et B) si toute chaine
joignant un sommet a dans A a un sommet b dans B a au moins un sommet intermédiaire

dans S

Donc A et B sont non séparés par S s'’il existe au moins une chaine reliant un sommet
de A & un sommet de B sans contenir aucun sommet dans S (on dit qu’elle contourne S).
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En particulier, la séparation de A et B par () exprime qu’il n’existe pas de chaine reliant
un sommet de A & un sommet de B, autrement dit que A et B sont dans deux composantes
connexes distinctes.

Définition 6 Soit C un recouvrement de I. Nous dirons que C et la loi Pr de la famille
(X)ier sont compatibles si P; peut s’écrire sous la forme

VareQr Prlzr) = % H fe(ze) (2.1)
cec

ou, pour tout C € C, fc est une application de Q¢ dans RT connue.

Définition 7 Soit (I, H) un graphe non orienté ; on dit que la loi Pr est compatible avec
la structure H si elle est compatible avec le recouvrement de I par ’ensemble des cliques
associées au graphe (I, H).

Remarque : On rappelle qu'une partie J de I est dite compléte (pour H) si toute
paire d’éléments distincts de J est une aréte de H ; les cliques sont les parties completes
maximales (pour l'inclusion). Donc pour que P; soit compatible avec une stucture de
graphe non orienté H il suffit qu’elle soit compatible avec un recouvrement par des parties
completes ; en effet toute application définie sur Q¢, ot C' est complete, peut étre considérée
comme définie sur Qcr, ot C’ est une clique contenant C.

Théoreme 2 Soit P compatible avec la structure de graphe non orienté H, et soient A,
B et S trois parties disjointes de I, telles que S sépare A et B. Alors X4 et Xp sont
indépendantes conditionnellement a Xg (en particulier, si S est vide, X4 et Xp sont
indépendantes)

Démonstration

Pour toute partie J de I, on note C; ’ensemble des cliques de I contenues dans J.

Regardons tout d’abord le cas particulier ot S = (). Soit A’ (resp. B’) la fermeture
connexe de A (resp. B); alors toute clique de I est contenue soit dans A’, soit dans B’,
soit dans I —(A'UB’) (si A/UB’ # I). On peut donc écrire (en convenant comme d’habitude
qu’un produit portant sur un ensemble vide vaut 1)

P(xl):é H fe(zo) H fe(zo) H fe(ze)

CECA/ CGCB/ CGC(I—(A/UB/))
et alors
Paup(@aup) = Y Pl og e aup))
I—(A'UB)
k
= - II retze) 11 felzo),
CECA/ CECB/

ouwk =3 aupy Heeu—aumy) folze)-
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La loi de X/yp est donc de la forme g(xa/)h(xzp), ce qui exprime (voir Annexe B)
que X 4 etXp sont indépendants, et donc, puisque A C A’ et B C B’, X4 et Xp sont
indépendants.

Soit maintenant S différent de l'ensemble vide. Notons A’ (resp. B’) lensemble des
sommets qui soit appartiennent & A (resp. B), soit sont reliés a un sommet de B (resp.
A) par une chaine qui contourne S.

Il résulte immédiatement de la séparation de A et B par S que A’ et B’ sont disjointes,
séparées par S; en effet, s’il existait une chaine reliant 2’ € A’ & 3/ € B’ en contournant
S, en pourrait I'intégrer & une chaine reliant, en contournant S, z € A (avec z = 2’ si
e A)aye B (avecy =1y siy € B).

Notons D le complémentaire de A’ U B’ U S dans I ; par définition de A’ et B’, si D est
non vide, il est composé de sommets tels que toute chaine les reliant & A U B traverse S.
S sépare alors A’ et D (et de méme B’ et D); en effet, s’il existait une chaine reliant z
(€ D) a un sommet de A" en contournant S, en pourrait, par définition de A’, la prolonger

en une chaine reliant z & un sommet de A en contournant S, ce qui est contraire a la
définition de D.

Ces propriétés de séparation de A’, B’ et D par S impliquent que les cliques sont des
sous-ensembles de A’ U S, B"US ou DU S (si D non vide).

Il résulte alors de la compatibilité de P avec H que

P(xl)zé H fe(ze) H fe(zo) H fe(ze)

CeCyryg CeCpi,g—Cs CeCpus—Cs

(les cliques contenues dans S, s'il en existe, sont prises en compte dans Carg, et donc pas
dans Cpryg ni Cpus)

Si D est vide, autrement dit I = A’ U B’ U S, cette formule se simplifie en
1
P(zr) = Paupus(@aupus) = — I fee) JI felze)
CECA’US CECB’US

Si D est non vide, la loi de X 4/p/ug s’obtient par sommation relativement a Xp, qui
porte uniquement sur [[oec, o c. fo(zc), dot

1
Paupus(zaupus) = —k(ws) I fe@e) I folwo),
CeCarys CeCpiys

ou k(zs) = [eecp,s—cs folze)

Dans tous les cas, la loi de X4/upus est donc de la forme g(xays)h(zpus), ce qui
exprime (voir Annexe B) que X4 etXp sont indépendants conditionnellement & Xg ; il
en est a fortiori de méme pour X4 et Xp.
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2.1.2 Partition S-conditionnelle pour un graphe non orienté

Le théoréme 2 justifie 'introduction de la notion suivante (ot .S désigne le complémentaire
de S, I—-25)

Définition 8 Ftant donné une structure de graphe non orienté sur I, et une partie S de
I, distincte de I, on appele partition S-conditionnelle la partition de S en les atomes pour
la relation d’équivalence, notée ~g, définie sur S par :

i ~g i siet seulement s’il existe une chaine reliant i a i’ sans sommet intermédiaire dans

S.

On note Pg cette partition.

On remarque que sont en particulier équivalents deux éléments de S qui sont reliés par
une aréte.

La terminologie “partition S-conditionnelle” se justifie par le fait que, si la loi P est
compatible avec la structure H et si C' et C’ sont deux atomes distincts (donc disjoints)
de Pg, les variables aléaoires X¢ et X sont indépendantes conditionnellement a Xg. En
revanche la compatibilité de P; avec la structure H n’entraine pas I'indépendance des va-
riables aléatoires appartenant a un méme atome de la partition Pg, ce qui ne veut pas dire
qu’elles soient nécessairement dépendantes : elle peuvent se trouver étre indépendantes,
mais alors ceci constitue une propriété de Pr non indiquée par la compatibilité avec H
(voir [17])

Un corollaire du théoreme 2 est alors :
Corollaire 1 Si Pr est compatible avec la structure de graphe non orienté H sur I, on a

Ps;q = H Feys
CePg

Dans le cas particulier ott S = (), et donc S = I, Py est la partition de I en composantes
connexes pour H (souvent réduite a {I} dans la pratique) et Pr = [[oep,, Po-

Une conséquence pratique de ce corollaire est que le calcul de Pg /s beut se segmenter en
les calculs des Pr/g, ou C' € Pg; nous allons préciser ces calculs a I'aide de la notion de
frontiere relative a H.

Définition 9 Soit (I, H) un graphe non orienté et soit A une partie non vide de I ; on
appelle frontiere de A (pour H) et on note F(A) l'ensemble des éléments de A qui sont
reliés a au moins un élement de A par une aréte (autrement dit F(A) est [’ensemble des
voisins de A relativement a H ).

Une conséquence immédiate de cette définition est la proposition suivante.
Proposition 4 A et [ — (AU F(A)) sont séparés par F(A).

Il en résulte le corollaire (qui énonce la “propriété de Markov locale”)
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Corollaire 2 Soit Pr compatible avec la structure de graphe non orienté H sur I, et soit
D CI—-(AUF(A); alors X4 et Xp sont indépendants conditionnellement a F(A)
(autrement noté Pyup/pay = PasrayPp/ra)); donce, pour toute partie E de I, disjointe
de A et contenant F'(A), Py = Pa/p(a)

Etant donné S C I, les frontieres des atomes de la partition Pg sont particulierement
utiles & considérer, en vertu de la proposition suivante.

Proposition 5 Soit S une partie de I et C' un atome de la partition Pg ; alors la frontiére
F(C) est contenue dans S.

Démonstration : Soit ¢ qui n’est ni dans .S ni dans C'; on va démontrer qu’il n’appartient
pas & F/(C). En effet ¢ est dans un atome de la partition Pg autre que C'; donc S sépare
i de C, c’est-a-dire qu’il ne peut pas exister de chaine reliant ¢ a un élément de C' alors
que, par définition de la frontiere, pour tout élément de F'(C), il existe une aréte entre lui
et un élément de C.

|
Il résulte alors de cette proposition et du corollaire 2 ci dessus le résultat suivant.

Corollaire 3 Soit Pr compatible avec la structure de graphe non orienté H sur I, et soit
S C I ; alors, pour tout atome C' de Pg, on a

Peis = Poro)
Ce corollaire, joint au corollaire 2, fournit le :
Corollaire 4 Si Pr est compatible avec la structure de graphe non orienté H sur I, on a

Ps;s= [ Peyreo
CG'PSv

2.2 D-séparation dans un graphe orienté sans circuits

2.2.1 Graphe moral

Définition 10 Etant donné un graphe orienté sans circuits (I,G), son graphe moral as-
soci€ est le graphe non orienté (I,G™) ou G™ est I’'ensemble :

- des paires {i,j} telles que (i,7) € G ou (j,i) € G,

- des paires {i,j} telles que i et j ont un enfant en commun (il existe k tel que (i,k) € G
et (j,k) € G)

Un réle important sera joué dans la suite par la partie commencante associée a une partie
J de I, autrement dit I’ensemble des ancétres de tous les éléments de J, noté J+. Il est
élémentaire que JT est aussi un réseau bayésien car, du fait que, pour tout i € JT, p(i)
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est contenu dans JT, on a

Pre =Y 112mo =11 Prw] D (T1 Pows) 5

7T iel ie T+ TT icaT

or Y 5+ ( [l Pi/p(i)) = 1 (il suffit pour s’en assurer d’ordonner les élémgts de J*+ selon
un ordre hiérarchique et d’effectuer les sommations selon les éléments de J+ en remontant
cet ordre).

Remarquons que la restriction du graphe moral G™ & J* n’est pas le graphe moral
associé a la restriction de G & J*, qu’on notera G"4. Considérons, pour nous en assurer,
l’exemple donné par la figure suivante, ot on prend J = {5} (sommet entouré).

1

6 ©5

Fia. 2.1 -

Dans cet exemple, J© = {1,2,3,4,5}; {2,3} est une aréte dans la restriction de G™ &
JT (car 2 et 3 sont tous deux parents de 6) mais non dans G

L’intérét du graphe moral est que, pour tout ¢, la partie de I constituée de 7 et de ses
parents relativement a G est complete relativement a G™ et donc est contenue dans une
clique.

I1 en résulte que, si la famille des variables aléatoires (X;);cr est un réseau bayésien pour
G, elle est compatible avec la structure de graphe non orienté G". Donc, si trois parties
non vides de I, A, B, et S, sont telles que S sépare A et B dans le graphe moral, il en
résulte que les variables aléatoires X 4 et Xp sont indépendantes conditionnellement a Xg.

Plus précisément, considérons le réseau bayésien restreint & (AUBUS)™ ; alors, si S sépare

A et B dans le graphe moral G&U BUS)+ X 4 et Xp sont indépendantes conditionnellement
a Xg.

Il est intéressant de caractériser la séparation directement sur le graphe orienté sans
circuits G. C’est I'objet de la d-séparation (“d” pour “directed”, qui signifie orienté en
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anglais), introduite en 2.2.3 ci-dessous, apres quelques compléments de terminologie sur
les chalnes dans les graphes orientés.

2.2.2 Chaine dans un graphe orienté.

Etant donné un graphe orienté (I, G), soit une chaine (zo,...,x,) reliant les sommets
a(= xg) et b(= zy,) ; ceci signifie que (xo, ..., x,) est une chaine pour la structure de graphe
non orienté, soit H, sous jacente a G autrement dit que, pour tout ¢ (1 < i < n), on a
{xi—1,z;} € H c’est a dire soit (z;_1,x;) € G, soit (x;,z;—1) € G.

Sin > 2, les sommets x1,...,x,_1 sont dits “intermédiaires” sur cette chaine .
En un sommet intermédiaire x; la chaine est dite :
- convergente si (z;_1,2;) € G et (zj41,2;) € G

Lit1

N

Fia. 2.2 — Chaine convergente en x;.

- divergente si (z;,z,—1) € G et (z4,2i11) € G

N

Tip1
Fia. 2.3 — Chaine divergente en x;.

- en série si (z—1,2;) € G et (z;,xip1) € Gousi (xiy1,2;) € G et (v4,2i-1) € G
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Tit1

Fic. 2.4 — Chaine en série en x;.

Il est clair qu'une chalne ne peut étre convergente en deux sommets consécutifs, ni di-
vergente en deux sommets consécutifs.

2.2.3 Blocage, d-séparation

Définition 11 Soit donné un graphe orienté sans circuits (I,G) et une partie non vide
S de I. Une chaine reliant deux sommets de I non dans S est dite bloquée par S si elle
est de longueur au moins 2 et l'un au moins des sommets intermédiaires, soit x, vérifie
l'une des deux propriétés suivantes :

-x €8 et la chaine est, en x, soit en série soit divergente

-z ¢ ST et la chaine est, en x, convergente.

Une chaine reliant deux sommets non dans S est donc non-bloquée par S si elle est
constituée d’un arc unique joignant ces deux sommets ou bien si elle est convergente en
tout sommet intermédiaire appartenant a S et non convergente (i.e. en série ou divergente)
en tout sommet intermédiaire qui n’a aucun descendant dans S (i.e. qui n’appartient pas
a ST); en remarque que le non-blocage par S n’introduit aucune condition sur le compor-
tement de la chaine en les sommets qui sont ancétres de sommets de S mais non dans S
lui-méme.

Exemple
Considérons le graphe orienté sans circuits suivant [47]

1. La chaine (y,x, z, s) est bloquée par {z}, puisque elle est divergente en z; elle est
aussi bloquée par {z} puisque elle est en série en z.

2. La chaine (w,y,r,s) est bloquée par {r}, puisque elle est en série en r.

3. La chaine (w,y, 7, 2, s) est non-bloquée par {r}, puisque elle est convergente en r.

Définition 12 Soit (I,G) un graphe orienté sans circuits et soient 3 parties non vides A,
B etS del. A et B sont dites d-séparées par S si toute chaine reliant un sommet de A
a un sommet de B est bloquée par S.
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FiG. 2.5 — Ezemple de différents types de chaines.

Remarque :

Si A et B sont d-séparées par S il existe pas d’arc, dans G reliant un sommet de A & un
sommet de B, puisque toute chaine bloquée est de longueur au moins 2.

Exemple

Considérons le graphe orienté sans circuits précédent (figure 2.5)

1.

x et r sont d-séparés par {y,z} puisque la chaine (z,y,r) est bloquée en y, et la
chaine (x, z,7) est bloquée en z.

. x et t sont d-séparés par {y,z} puisque la chaine (z,y,r,t) est bloquée en y, et la

chaine (z, z,7,t) est bloquée en z, et la chaine (z, z, s,7,t) est bloquée en z et en s.

. w et t sont d-séparés par {r} puisque les deux chaines (w,y,r,t) et (w,y,z,z,7,t)

sont bloquées en 7.

. y et z sont d-séparés par {x} puisque la chaine (y,z, z) est bloquée en z, la chaine

(y,r, z) est bloquée en r, et la chaine (y,r, s, z) est bloquée en s.

. w et s sont d-séparés par {r, z} puisque la chaine (w,y,r, s) et bloquée en r, les deux

chaines (w,y,r,2,s) et (w,y,x, z,s) sont bloquées en z.

w et s sont aussi d-séparés par {y, z} puisque la chaine (w,y,,s) et bloquée en y,
la chaine (w,y,r, z,s) est bloquée en y, r et z, et la chaine (w,y, x, z, s) est bloquée
en z.

w et = ne sont pas d-séparés par {y} puisque la chaine (w,y,z) est non bloquée en
Y.

. w et t ne sont pas d-séparés par {y} puisque, malgré que la chaine (w,y,r,t) est

bloquée en y, la chaine (w,y,x,z,7,t) est non bloquée en y; elle est non bloquée
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ailleurs parce qu’il y a pas d’autres nceuds dans {y} et il n’y a aucune chaine conver-
gente en y.

L’usage de la d-séparation tient au théoreme suivant :

Théoreme 3 Soit (I,G) un graphe orienté sans circuits, et A, B et S trois parties non
vides de 1. A et B sont d-séparées par S dans G si et seulement si elles sont séparées

dans le graphe moral associé a G&UBUS)*’ restriction de G a (AUBUS)™T.

Démonstration

1. Supposons les sous-ensembles A et B non d-séparés par S dans GG. Nous allons établir
qu’ils ne sont pas séparés par S dans Gau BUS)+
Soit donc une chaine dans G, reliant les sommets a € A et b € B, qui n’est pas
bloquée par S.
On remarque tout d’abord que cette chaine est entierement contenue dans (A U
BUS)T. Cest évidemment le cas si elle est réduite a un arc joignant a & b. Sinon,
admettons qu’il existe un sommet intermédiaire hors de (AUBUS)™ ; la chaine étant
notée (xq,...,z,) (avec xg = a et z, = b) soit x; (1 < i < n) le premier tel sommet,
vérifiant x; ¢ (AUBUS)™T ; alors (w;_1,2;) € G car, 'l était vrai que (x;, ;1) € G,
x; appartiendrait & (AU BUS)T comme z;_1 ; ensuite on aurait (x;,7;11) € G, sans
quoi la chaine serait convergente en z;, ce qui est interdit car x; ¢ ST et la chaine
est supposée non bloquée par S'; il en résulte que z;11 ¢ (AU BUS)™T, car si x;11
appartenait & (AUBUS)" il en serait de méme de z;, parent de z;41 ; on établit ainsi
par récurrence que dés qu'un élément de la chaine n’appartient pas & (AU BUS)™,
il en est de méme pour tous les suivants, ce qui est absurde pour z,, = b.
On va maintenant associer a la chalne considérée dans GG, non bloquée dans S, une
chaine, pour le graphe moral réduit & (AU B U S)™, contournant S.
Pour tout sommet intermédiaire x; qui est dans S, il y a nécessairement conver-
gence en x;, mais ni en x;_1 ni en ;41 car il ne peut jamais y avoir deux sommets
consécutifs convergents ; ceci interdit donc a x;_1 et x; d’appartenir a S'; de plus la
paire {z;_1,x;41} appartient au graphe moral par définition de celui-ci. En substi-
tuant, ainsi, dans la chaine donnée, pour tout x; € S, la paire {z;_1,x;11} aux deux
paires initiales {x;_1,2;} et {z;,x;4+1}, on construit une chaine, pour GE’AUBU5>+,
contournant S.

2. Réciproquement, supposons les sous-ensembles A et B non séparés par S dans
GE’AU BUS)+* Nous allons établir qu’ils ne sont pas d-séparés par S dans G.
Soit donc une chaine pour G&UBus)ﬂ reliant @ € A et b € B en contournant S. On
va lui associer une chaine pour G, non bloquée par S, reliant un sommet de A (non
nécessairement a lui méme) a un sommet de B (non nécessairement b lui méme).
Cette construction est mise en évidence sur la figure 2.6, ou la chaine donnée est
(a,c,d,e, f,q,b).
Une premiére modification de la chaine donnée, (z, ..., x,), consiste a la remplacer,
s’il y a lieu, par une chaine pour G (et non dans le graphe moral) ; en effet toute aréte
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Le théoréme suivant est une conséquence immédiate des théoremes 2 (appliqué a G

et 3:

Fic. 2.6 — schéma de construction d’une chaine non bloquée.

qui n’est pas dans G relie, par définition du graphe moral, deux sommets x;_1 et x;
qui, sont, pour G, parents d’'un méme sommet y ; on remplace donc l'aréte {x;_1,x;}
par la succession des deux arétes {x;—1,y} et {y,x;}; dans cette nouvelle chaine les
seuls sommets éventuellement dans S sont les sommets nouveaux ainsi introduits et
la condition de convergence en tout sommet dans S (qui fait partie de la définition
d’une chaine non bloquée par S) est donc assurée; la chaine ainsi construite reste
dans (AU B U S)*", comme la chaine initiale ; notons la (yo,...,¥m), oit yo = a et
ym = b; dans la figure 2.6, c’est (a,c,d, e, h, f,i,9,b).
Il reste a assurer 'autre condition de non blocage par S, a savoir la non-convergence
en tout sommet n’appartenant pas & ST ; soit donc (cas de d et i dans le figure
2.6) un sommet intermédiaire y, sur la chaine déja construite, en lequel celle-ci est
convergente et non dans S ; y, appartient & (AUBUS)T, donc ici & (AUB)™, ce qui
implique qu’il existe une chaine (2o, ..., z;) dans G, descendante (i.e. (zj_1,2;) € G
pour tout j tel que 1 < j < k) reliant ys(= 29) & un sommet z; qui est dans
AU B, par exemple a’ dans A (voir (d, j,a’) dans la figure 2.6) ; aucun des sommets
de cette chaine n’est dans ST (sans quoi y, y serait lui-méme) ; on remplace alors
la portion de chaine (yg,...,y;) par (2, 2k+1,---,20) et, conservant la portion de
chaine (y1,...,Ym), on obtient une chaine reliant a’(= zx) & b(= y,,) et comportant
au moins un sommet de moins de type interdit, c’est & dire non dans S et en lequel
la chaine est convergente (éventuellement d’autres sommets de type interdit peuvent
avoir disparu, qui figuraient dans la portion de chaine (yg,...,y;)); si ¢’était a un
point de B, par exemple b’, qu’avait abouti la chaine descendante construite & partir
de y;, la construction d’une nouvelle chaine reliant a & b aurait été analogue (voir
(i,b") dans la figure 2.6).
Par récurrence, on arrive ainsi & construire une chaine non bloquée par S reliant A
a B.

|

m

(AUBUS)+

46

)



Théoréeme 4 Soit (I,G, Pr) un réseau bayésien et soit trois parties non vides A, B et S
telles que A et B soient d-séparées par S. Alors les variables aléatoires X4 et Xp sont
indépendantes conditionnellement a Xg.

Terminologie : Les praticiens des réseaux bayésiens expriment la circonstance décrite
par le théoreme ci-dessus en disant que la connaissance de la valeur xg prise par la variable
aléatoire Xg (ou, ce qui est équivalent, la connaissance des valeurs x; prises par toutes les
variables aléatoires X; telles que i € S) “bloque” la transmission d’information entre les
variables aléatoires X4 et Xp.

2.2.4 Couverture et frontiere de Markov

Les notions et résultats introduits en 2.1.2 s’étendent aux réseaux bayésiens en prenant
pour graphe non orienté le graphe moral ou le graphe moral associé a une restriction.

La frontiere F'(A) d’une partie A non vide de I, aussi appelée “frontiere de Markov”,
est I’ensemble des sommets voisins d’un élément de A dans le graphe moral ; autrement
dit un élément ¢ de A appartient & F'(A) s'il vérifie 'une au moins des trois propriétés
suivantes :

(7) i a un enfant dans A (i.e. 3a € A (i,a) € G)

(74) i a un parent dans A (i.e. 3 a € A (a,i) € G)

(¢97) ¢ a un enfant en commun avec un élément de A (ie. 3a€ A, 3 j€ I (a,j) € G et
(i,5) € G).

On introduit les notions et notations suivantes, toutes associées a une partie C' de I, non
vide :

couverture de Markov de C' = M(C) = CUF(C) (ou F(C) est la frontiere de Markov)

ensemble des racines extérieures de C' : R(C) est ’ensemble des éléments de F(C)
qui n’ont pas de parents dans C' (soit qu’il n’aient pas de parents, et donc sont des racines
de I, soit que leurs parents soient hors de C')

ensemble des voisins non racines de C' : T'(C) = F(C)—R(C) : les éléments de T'(C)
appartiennent & la frontiere de Markov de C' et ont au moins un parent dans C'; autrement
dit ce sont les enfants, non dans C', d’éléments de C'.

2.2.5 Partition S-conditionnelle pour un réseau bayésien

Alors que la relation ~g sur S (définition 8, en 2.1.2) est une relation d’équivalence, il
n’en est pas de méme de la relation ~zg définie sur S par :
x ~g y si et seulement s’il existe une chaine reliant  a y et non bloquée par S.
En effet, la relation ~g n’est pas transitive : soit z (€ S) tel que z ~g zet z ~g y;la
concaténée des chalnes, non bloquées par S, reliant = & z et z a y n’est pas nécessairement
non bloquée par S car il peut se produire que z ¢ ST et que la chaine concaténée soit
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convergente en z, d’ou le blocage.

En revanche, si en se limite & ST, on dispose sur ST — S de la relation d’équivalence
~gt+_g, 00 & ~g+_g ¥y peut étre défini de maniere équivalente par “il existe une chaine
de x Ay, dans ST — S, non bloquée par S” ou “il existe une chaine, pour le graphe moral
G'¢y _g, reliant z a y sans sommet intermédiaire dans S”. Cette relation d’équivalence
définit la partition Pg+_g, appelée partition S-conditionnelle de ST — S.

Le lecteur est invité a utiliser, pour la compréhension des notions, résultats et démonstrations
de la section suivante 2.3, I'exemple ci-dessous, ott ST = I et donc ST — S = S (les som-
mets appartenant a S sont entourés et les atomes de la partition Pg sont délimités par
des traits en tiretés).

//v

%
\%X\ J

{14 ©12

(o]

13
S =1{1,3,7,9,12}

Fia. 2.7 — Ezxemple de partition S-conditionnelle.

G ={2} |F(CG)={13} M(C) ={1,2,3} R(CY={1} |T(C)=

1 1 1
Cy={4,5,8} | F(Ca)={3,7,9,10,14} | M(Cs) = {3,4,5,7,8,9,10,14} | R(C2) = {3,7,9} | T(C2) = {10, 14}

Cs=1{6] | F(Cs) =137 M(Cs) = {3,6,7) R(Cy) =13} |T

( ( (
Ci={11} | F(Cy) ={7,12} M(Cy) = {7,11,12} R(Cy) ={7} | T(C4) =

TaAB. 2.1 — Différentes parties associées aux 4 atomes de la partition Pg.

La proposition suivante rassemble des propriétés, qui nous serviront dans la suite, des
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objets que nous venons d’introduire, dans le cas particulier ou toutes les feuilles de [
appartiennent & S, autrement dit 7 = S (et donc ST — 5 = 9)

Proposition 6 Soit S une partie non vide de I, telle que I = S ; soit C un atome de
Ps, la partition S-conditionnelle de S ; alors :

1. T(C)£0

2. M(C) € (T(C))*
3. Les enfants des éléments de C appartiennent a C UT(C).
4. Les parents des éléments de C' UT(C) appartiennent o M(C).
5. Les enfants des éléments de M(C) (I — M(C)) appartiennent a R(C) U M(C).
6. Les parents des éléments de R(C)U[(T(C))t — M (C)] appartiennent aussi ¢ R(C)U
(T(C)T = M(C)].
Démonstration :

1. Par hypothese I = ST : soit i € C, il est ancétre d’au moins un élément de S, et
donc il existe un chemin (iy,ids,...,1x) tel que i1 =i et i € S, donc i, & C. Soit
ir (2 < £ < k) le premier élément non dans C sur ce chemin; iy € T(C) car il est
enfant de i1 qui appartient & C, et donc i € (T'(C))*.

2. On vient d’établir que C' C (T(C))" ; pour achever la démonstration que M (C) C
(T(C))*, il faut établir que R(C) (éventuellement vide) est aussi contenu dans
(T(C))*. Soit donc r € R(C); comme il appartient a la frontiere de Markov de
C, F(C), sans étre dans T(C), il est dans I'un des cas éventuellement non exclusifs
suivants :

- ou il a un enfant dans C' (et alors r est ancétre d’un élément de 7'(C') puisque son
enfant l'est)
- ou il a avec un élément de C' un enfant en commun non dans C'; cet enfant appar-

tient & F'(C') mais non a R(C) (puisqu’il a un parent dans C') et donc est un élément
de T(C); on a la encore établi que r € (T'(C))*.

3. T(C) a été introduit comme ensemble des enfants, non dans C, d’éléments de C.

4. Il résulte immédiatement de la défnition de la couverture de Markov que tout parent
d’un élément de C est dans M (C); d’autre part, comme tout élément de T'(C) a au
moins un parent dans C, tous ses parents qui ne seraient pas dans C sont dans F'(C')
et donc dans M (C).

5. Pour prouver que tout enfant d’un élément non dans M (C') appartient & R(C) U
M (C), nous allons établir que tout parent d’un élément du complémentaire de R(C)U
M(C) , c’est adire CUT(C), appartient a M (C'). C’est le cas par définition de M (C),
pour tout élément de C'; soit par ailleurs i € T'(C) et soit j un parent de i qui ne
serait pas dans M (C'); mais ¢ a aussi au moins un parent, soit k, dans C'; k et j

ayant un enfant en commun, j doit appartenir a M (C').

6. Posons D = R(C)U ((T(C))" — M(C)); D est contenu dans (T(C))* et donc il
en est de méme de I'ensemble des parents des éléments de D. Pour démontrer que
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ces parents appartiennent a D, nous allons établir qu’ils ne peuvent pas apparte-
nir au complémentaire de D dans (T'(C))", c’est a dire C U T(C). C'est évident,
par définition méme de M (C), pour les éléments de R(C); quant aux éléments de
(T(C))t — M(C), il ne peuvent avoir de parent ni dans C, par définition de M (C),
ni dans T'(C'), par définition de (T'(C))*.
|
Soit K l’ensemble des éléments de S qui n’ont aucun parent dans ST — S (soit qu’il
n’aient aucun parent, et donc soient des racines de ST, soit que leurs parents soient tous
dans S).
(Dans 'exemple ci dessus, K = {1,9,13})
Proposition 7 L’ensemble Qs des singletons {k}, ou k € K (si K # (), et des parties
T(C)NST, ou C € Pg+_g, constitue une partition de S.

Démonstration

Qs est un recouvrement de S, car tout élément ¢ de S qui n’appartient pas a K a au
moins un parent, soit j, dans S'; j appartient donc a I'un des atomes C' de la partition
Ps+_g, et donc i est dans T'(C).

Etablissons par ailleurs que les éléments de Qs sont disjoints; on doit distinguer deux
cas :

- si C et C’ sont deux atomes distincts de Pg+_g, T(C) NT(C") N ST = 0; en effet, s’il
existait ¢ € T(C)NT(C') N ST, on disposerait d'une chaine (j,4, '), on j € C, j' € O’ et
i € S, convergente en i; cette chaine relierait dans ST, sans blocage par S, un élément de
C & un élément de C’, ce qui est contraire & la définition de la partition Pg+_g,

-sik € K et C € Pg+_g, k n’appartient pas a T(C'), puisque k n’a aucun parent dans
ST — 8, alors que chaque élément de T(C) a moins un parent dans C C S+ — S.

2.3 Factorisation des calculs de lois et lois conditionnelles

L’usage de la partition Pg+_g permet d’ordonner les calculs de Pg /s €t Ps.

2.3.1 Factorisation du calcul de Pg/g

Rappelons que, ST étant une partie commencante, on a

P =TI Puwo

€St
et donc P P
T 5+
Pyjs = 5. = | 11 P 5
S igs+ 5
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d’oll, comme S C ST,

Ps;s = [ T1 Pijv] Ps+—sys-
1gS+

Or le corollaire 4 (en 2.1.2), exprimé dans le cadre du graphe moral restreint & G, nous
apprend que

Ps+_5/5 = H Pe/rcyns+-
CePg+_g

Plus précisément, on a le théoreme suivant :

Théoréeme 5 Soit (I,G, Pr) un réseau bayésien et soit S une partie non vide de I. Soit
Pg+_g la partition S-conditionnelle de ST — S. Alors

Psis = H P /p) H Po/rcyns+

igSt CePg+t_g
o
p HieCu(T(C)msﬂ 0!
C/F(C)NnSt —
/F(©) >c HieCU(T(C)ﬂS+)Pi/P(i)
Démonstration :

La seule propriété qui reste a établir est I’égalité, pour C' € Pg+_g,

[Liccoeroyns+) it

Po/royns+ =
/Een > HieCu(T(C)msﬂ Bip(i)

On peut donc sans perte de généralité, se limiter, dans la suite de cette preuve, au cas
ou ST =1.

On va calculer successivement Py (on rappelle que C'U F(C) = M(C'), couverture de
Markov de C) puis Pp(c) et enfin Poypcy = ];f—((cc)).

1 Calcul de Py (cy.

On sait (proposition 6 (2)) que M(C) C (T(C)*. On peut donc, pour l'obtention de
Puy(cy se limiter a (T'(C))", c’est-a-dire effectuer le calcul :

Proy = > II P
(T(C)T—M(C) ie(T(C))*

Considérons la partition de (T'(C))" comme union de R(C) U ((T(C))T — M(C)) et de
CuUT(C). Alors

Puey= >, | Py 11 Pype)]-
(T(C)T-M(C)) i€CUT(C) IERC)U((T(C))F —M(C))
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Il résulte de la proposition 6(4) que les éléments de i Up(i), on i € C UT(C) ne sont pas
dans (T(C))* — M(C).
On a donc

Puey=[ ]I Pz/pm][ > 11 Pijp(i)] - (2.2)

ieCUT(C (T(C))T—M(C) €R(C)U((T(C))+—M(C))

On remarque que, dans ce produit, le deuxiéme facteur ne dépend que de R(C') (voir
proposition 6(6)).

2. Calcul de Pp ().
Comme F(C) = M(C) — C, on va effectuer le calcul

Pr) = Y Puo)-
C

Utilisant I'expression (2.2) de Py et la remarque qui la suit, il vient

=2 II 2well > I1 Pyp(i]

C ieCuT(C) (T(C))+—M(C) €R(C)U((T(C))+—M(C))

3 Calcul de PC’/F(C)

Il résulte des expressions ci-dessus de Py;(c) et Pp(c) que

[iccurc) FPirptiy
ZCHzECUT )P i/p(3)

FPore) =

2.3.2 Factorisation de calcul de Pgq

Le théoreme ci-dessous fournit la possibilité de segmenter le calcul de Pg en plusieurs
calculs menés indépendamment.

Théoréme 6 Soit (I,G, Pr) un réseau bayésien et soit S une partie de I. Soit Pg+_g
la partition S-conditionnelle de ST — S et soit K l’ensemble des éléments de S qui n’ont
aucun parent dans ST — 5. Alors

Ps = H Py /o) H Prey/re)

keK CePg+_g

ou

Pryrey = Y T By (@/70)

C ieC
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Avant de démontrer ce théoréeme, énoncons le corollaire suivant, ou Qs est la partition
de S définie a la proposition 7 et dont la démonstration est évidente.

Corollaire 5 Sous les hypothéses du théoréme 6, la partition Qs (= {{k};k € K} U
{T(C);C € Pg}) munit S de la structure de réseau bayésien de niveau deux, ot la structure
de graphe orienté, G', est définie par :

sike K et K eK,(kk)eG si(kk)eG

sike K et C € Pg, (k,T(C)) eG sikeR(C)

siC € Pget C'ePg,(T(C),T(C"))eG si T(C)NR(C")#0

(mais il n’existe pas de couple (T'(C), k) appartenant a G').

On remarque que le théoreme 6 fournit en fait une structure de réseau bayésien de
niveau deux renseigné puisqu’il précise, pour tout atome A de Qs, quels sont exactement
les éléments de I, appartenant aux parents de A (pour G’), qui interviennent comme
conditionnement de cet atome.

Dans ’exemple ci dessus, voici la représentation du réseau bayésien de niveau deux sur

S

ol 1N\L
N
10,@ \12

13

Fia. 2.8 — Réseau bayésien de niveau deuz représentant Pg.

Démonstration du théoréme 6 :
Comme ST est un réseau bayésien contenant S, on peut ici, sans perte de généralité, se
limiter au cas ott ST = 1.

Soit R 'ensemble des parties de I constitué des singletons {k}, ot k € K, et des parties
de la forme CUT(C) (= M(C) — R(C)), ou C € Pg; il est clair que Ry est une partition
de I puisqu’on peut la déduire des partitions Qg de S et Pg de S en conservant les {k}
(atomes de Qg) et en faisant, pour tout C' (atome de Pg) son union avec T'(C) (atome de

Qs)-
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On a donc, a partir de 'expression Py = [[,c; P; /(i) en regroupant les ¢ selon la partition

RI,
Pr = H P /p(k) H H Piyp(iy-

keK CEePg icCUT(C)

Notre but est de calculer Ps = Y s ][;c; P;/p(i)- Or, par définition de K, on a, pour tout
ke K, (kUp(k))nS =0; de plus par définition de T'(C'), un sommet j, appartenant a un
atome C' de Pg, ne peut intervenir comme variable de P/ (autrement dit appartenir
ai1Up(i)) que si i € CUT(C) (voir proposition 6 (3)). Il en résulte que le calcul de
Pg =g Pr s'effectue sous la forme

Ps= 11 Py 11 D2 11 P/p()

kex CePg C ieCUT(C

Il reste a démontrer que, étant fixé C' € Pg,

> I z‘/p(z‘)zPvaR(cw

C eCuT(C

On rappelle que T(C) U R(C) = F(C), frontiere de Markov de C'; le calcul de Pg(c
ayant été effectué dans le cadre de la démonstration du théoreme 5, il reste a calculer
Prc)

Prcy”

Pr(c) puis Prcy/rc) =

On sait que

=[> H Prpoll D I1 Pypa)  (23)

C iecur(C (T(C)T—M(C) €R(C)U((T(C))+—M(C))

et que, dans ce produit, le deuxiéme facteur ne dépend que de R(C).
Comme F(C) = R(C)UT(C), on va effectuer le calcul

Z Ppcy.
T(C)
Utilisant I'expression (2.3) de Pr(c) et la remarque qui la suit, il vient
Proy=[2_2> Il Pwall X 11 Pip(i)
T(C) C ieCuT(C) (T(C))+—M(C) i€R(C)U((T(C))+—M(C))

c’est-a-dire

Ppey=1 > 11 P/p()][ > 1T Pipiy)-

CUT(C) ieCUT(C (T(C))+—M(C) i€R(C)U(T(C))+—M(C))

Dans cette derniere expression, le premier facteur vaut 1; de maniere standard, il suffit
pour s’en assurer d’ordonner les éléments de C'U T(C) selon un ordre hiérarchique et
d’effectuer les sommations selon les éléments de C'UT'(C') en remontant cet ordre.
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Donc

Ppoy= ) 11

(T(C)+ =M (C) ieR(C)U((T(C)) T =M (C))

Il résulte des expressions ci-dessus de Pr(c) et Pr(c) que

C)/R(C) — Z H Pifp(i

C ieCuT(0)
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Chapitre 3

Techniques de Construction
d’Arbres de Jonction.
Applications aux calculs dans les

Réseaux Bayésiens

3.1 Introduction

Soit donné, sur un ensemble Q7 = [],.; €, la loi Pr d'une famille, indexée par I’ensemble
fini I, de variables aléatoires discretes, notée X1 = (X;);er, et soit J un recouvrement de 1,
tel que P = é HJEJ f.7, ot pour tout J, f; est une application connue de Q5 = [[,c;
dans Ry. C’est le cas si on dispose d’un réseau bayésien sur [ ; alors J est 'ensemble
des parties i U p(i) ou p(i) est l'ensemble des parents de i et Jiup@i) est la loi de X;
conditionnellement a X,,;) = (X;);ep(s) ; dans ce cas a est connu et vaut 1.

Nous nous intéressons aux techniques de calcul des probabilités Py (loi de X4 = (X;)ica
oun A C1I)et Py /B (loi de X4 conditionnellement & Xpg, ou A et B sont deux parties
disjointes de I); nous dirons que A est une cible de calcul.

Plusieurs classes d’algorithmes ont été développées pour ces calculs. Nous nous intéressons
ici & celle, classique, initiée par Lauritzen et Spiegelhalter (voir [39], [53]), qui fournit une
méthode algorithmique de calcul dans le cas particulier ot J possede la structure d’arbre
de jonction de parties de I (voir section 3.2.2). Cet algorithme calcule alors les Py (ou les
P B/ B)- Dans le cas général, son usage, pour calculer des lois Px (ou K appartient & une
famille donnée de cibles K) exige la construction préalable d’un arbre de jonction C tel
que, pour tout J € J (respectivement tout K € K) il existe une partie C' de C telle que
J C C (respectivement K C (') (nous dirons que C est un sur-recouvrement de J U K).
Cette problématique est présentée de maniere détaillée en section 3.1.1.

En section 3.2, nous fournissons des compléments sur la notion d’arbre de jonction et sur
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celle, qui lui est associée, de suite recouvrante propre possédant la propriété d’intersection
courante.

En section 3.3 nous étudions deux techniques de construction d’un arbre de jonction
qui soit un sur-recouvrement d’une famille donnée de parties de I ; en sous-section 3.3.1,
nous présentons la technique, développée dans [39], [14] et qui est implémentée dans de
nombreux logiciels (Netica, Hugin, Genie), dite de “moralisation et triangularisation”, qui
consiste & obtenir C comme ’ensemble des cliques pour une structure de graphe non orienté
déduite de J et K (nous ne reprendrons pas ici intégralement ces algorithmes classiques
de construction) ; en sous-section 3.3.2, reprenant une idée de Adnan Darwiche (voir [5])
nous présentons deux versions, dont 'une nouvelle, de construction récurrente d’un arbre
de jonction ; nous présentons plusieurs exemples d’une telle construction.

En section 3.4 nous présentons et justifions I'algorithme LS (Lauritzen et Spiegelhalter)
pour le calcul des Po et des Po_p/p, ou C' € C (arbre de jonction); son déroulement
comporte deux phases qualifiées par les informaticiens de “suites de transmissions de
messages” ; nous mettons son déroulement en évidence sur un exemple.

3.1.1 Contexte et annonce du résultat fondamental

Soit X7 = (X;)ier une famille de variables aléatoires discretes : pour tout 7, X; est a
valeurs dans ’ensemble fini ;. Pour tout J C I, on note X ; la famille (X;);cs, a valeurs
dans Q7 = [[,c; % et P; laloi de Xj; pour tout x5 = (2;)icr € €7, on note x; sa
restriction a (autrement dit sa projection sur) € ;.

Soit C un recouvrement de I. Rappelons que C et la loi Py de la famille (X;);cs sont dits
compatibles si P; peut s’écrire sous la forme

VareQ Pileg) — é I1 foteo) (3.1)
cec

ou, pour tout C, fc est une application de Q¢ dans Ry connue (i.e. mise en mémoire
d’ordinateur) et souvent appelée potentiel de C'; on pourra écrire (3.1) sous la forme

abrégée
1
P = — .
= [T 7
ceC

« est la constante de normalisation, non mise en mémoire ; elle s’exprime bien str formel-
lement comme a = Y o [[cee fo(rc), mais on désire éviter ce calcul en général treés
lourd. Le but des calculs présentés ici est justement de ne faire effectuer de sommations
que sur des ensembles 27 ou les J sont souhaités “bien plus petits” que I et convenable-
ment choisis en fonction de ce que sont les lois, ou lois conditionnelles, de sous-familles de
X7 que 'on veut effectivement calculer.

Or, si Py est compatible avec C, un algorithme fondamental, di & Lauritzen [39], fournit
une méthode de calcul pour obtenir les lois Po de familles X (= (X;)iec) sous condition
que le recouvrement C soit un arbre de jonction (voir définition en 3.2.2 ci-dessous)

o7



3.1.2 Principe du calcul de familles de lois X (ou K C [)

L’emploi du résultat fondamental ci-dessus est d’'une grande flexibilité car, si on sait que
la loi Pr est compatible avec un recouvrement 7, elle I'est aussi avec tout sur-recouvrement
C de J, c’est-a-dire tout recouvrement vérifiant

vJeg dCelC JCC;
il suffit en effet de choisir une application ¢ de J dans C telle que
vJedJ JCo(J)

et, partant de ’hypothese P = é [1;c795(xs), de poser, pour tout C' € C, fo(rc) =
HJ6¢*1(C) g7(x), ce qui a bien un sens puisque, pour tout J € ¢~1(C), J C C et z est la
projection sur 2y de z¢ (€ Q¢) ;si ¢ 1(C) = () on pose, comme il est usuel, fo(zc) = 1.

Soit donné par ailleurs un ensemble K de parties de I (parfois J lui méme) et assignons
nous pour but de calculer les lois Px pour tout K € K. Les éléments de K seront appelés
cibles.

Remarquons que, si C est un ensemble de parties de I telles que
VKeK dCeC KCC(C,

et qu’on ait été capable d’obtenir les lois Pr, on peut en déduire chaque Px en choisissant
un C tel que K C C et en effectuant une sommation sur les variables aléatoires d’indices
dans C' — K ; autrement dit, si on décompose x¢ en le couple (xx,xc—K), on a

PK(-%'K) = Z Pc(m'c).

ro_Kk€QC_K

Pr étant donné compatible avec le recouvrement 7, une méthode de calcul des lois cibles
Py (K € K) est alors la suivante :

A. Fabriquer un sur-recouvrement C de J U I qui soit un arbre de jonction.

B. Utiliser la compatibilité de P; avec C pour calculer les lois Pg.

C. Calculer les lois Pk a partir des lois Pp.

3.1.3 Calcul de lois conditionnelles

Il est essentiel de remarquer que la méthode dont nous venons de présenter le principe
s’adapte sans difficulté au calcul de lois conditionnelles ; soit en effet fixé A, partie stricte
non vide de I et une valeur x4 de la variable aléatoire X 4 (autrement dit, on connait pour
tout a € A, une valeur z, de X,). Alors la loi conditionnelle de X7_4, que nous noterons
PIgC A /A est, par application immédiate de la définition élémentaire des probabilités condi-
tionnelles, compatible avec le recouvrement de I — A constitué des parties J — A telles que
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JeJetJ—A#D ; de manicre précise , si par hypothese on a

1
P, = —
1(21) = — IT 90z
JeJg
il vient, avec une constante de normalisation «(z4),

HgJ alzg- A)

JeETA

Pt (xr-a) =

ounJa={JeT; J—A#D}etg)*, estlapplication de Q;_4 dans Ry déduite de g; en
fixant chaque variable d’indice a dans ANJ (s'il y en a) a la valeur conditionnante x,. On
pourra alors calculer les lois, conditionnellement & I’événement [X4 = xz,], de n’importe
quelle famille de cibles contenues dans I — A.

3.1.4 Application aux réseaux bayésiens et réseaux bayésiens de niveau
2

Le contexte que nous venons de présenter est en particulier celui des calculs de lois ou de
lois conditionnelles dans les réseaux bayésiens ou les réseaux bayésiens de niveau 2 (voir
[30]).

Pour un réseau bayésien, on dispose, pour tout ¢ € I, de '’ensemble de ses “parents”
(éventuellement vide) et des lois conditionnelles P;;’; (('i)), autrement dit des tableaux de
valeurs g(;up(;)) = Z/p(l) ) (z;) (en particulier, si p(i) = 0, g(x;) = Pi(z;)); on est bien
dans le cadre de la compatibilité de P; avec le recouvrement J = {i Up(i) ;i € I} car
Pr(zr) = Tlier P;’;((Zi)) (x;) (ici la constante de normalisation vaut 1; par contre elle n’est
pas donnée de maniére immédiate pour les lois conditionnelles Py ).

Dans le cas des réseaux bayésiens de niveau deux, on dispose d’une partition B de [ et,
pour tout B € B, de 'ensemble de ses parents p(B) qui est une partie, éventuellement

vide, de B, ainsi que des lois conditionnelles PB/ (B) ol zp,(py est un élément de ()

(cette notation repose sur l'identification de p(B), partie de B, avec la partie de I, (p(B))*,
qui est 'union des parties de I constituant p(B); donc la notation €2, ) signifie ,(p))~) ;

alors
Tp(B)
H PB/p ’
BeB

ce qui exprime la compatibilité de P; avec le recouvrement J = {B U p(B) ; B € B}.

3.1.5 Analyse critique de la méthode

Avant de la détailler, relevons trois difficultés inhérentes a la démarche que nous avons
présentée en 3.1.2 et 3.1.3.
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A. Lopération de “redescente” de Po (resp. Pé;‘A) a Pg (resp. P;’?A), ou K C C (resp.
K C C CI—- A), peut étre lourde si Qc_g est “gros”, ceci pouvait étre du a la fois au
cardinal des §2;, ou i € C'— K (taille intrinseque au probléme posé) et au cardinal de C'— K
(taille liée a la méthode de calcul); il peut étre intéressant, si on vise plusieurs cibles K
(€ K) de ne pas les traiter globalement (ce qui grossit les parties appartenant a C) mais
individuellement, ou “par petits paquets”.

B. L’étude de ijj‘A/A (i.e. le calcul des Pg;‘A, ou C est le recouvrement construit sur /—A)
est totalement liée au choix de x 4 dont dépend en particulier la constante de normalisation
a(ra); si on s'intéresse a la transition de conditionnement Pr_4,4 (i.e. 'application de
Q4 dans I'ensemble des probabilités sur I — A, x4 ~» Pfj‘ A/ A) cette démarche impose de

faire autant de calculs distincts qu’il y a d’éléments dans €2 4.

C. L’étape A, purement de théorie des graphes, qui consiste a construire un arbre de
jonction qui est un sur-recouvrement de J U K, peut étre lourde; deux techniques se
trouvent essentiellement dans la littérature (et dans les logiciels) :

- technique par “moralisation et triangularisation”, dont nous donnerons en 3.3.1 le
principe, mais ne détaillerons pas les algorithmes associés (voir [39], [16], [14]),

- technique par construction récurrente d’une suite recouvrante propre P.I.C. (voir
définition en 3.2.4 ci-dessous), introduite dans [14], [5] et que nous détaillerons car nous
proposons une variante qui, pensons nous, l'accélere sensiblement.

3.1.6 Plan

Nous avons introduit ci-dessus, en fin de section 3.1.2, les trois stades du calcul des lois
cibles (calcul adapté en 3.1.3 au calcul des lois conditionnelles). Nous allons les détailler
dans la suite. Voici donc le plan des sections suivantes de ce document :

3.2. Compléments sur la notion d’arbre de jonction et celle, qui lui est étroitement as-
sociée, de suite recouvrante propre possédant la propriété d’intersection courante (P.I.C.).

3.3. Techniques de construction des suites recouvrantes propres possédant la propriété
d’intersection courante.

3.4. Algorithme de calcul des lois Pg, ou C' € C (arbre de jonction sur I compatible avec
Pr).

3.2 Arbres de jonction et suites recouvrantes propres P.1.C.

3.2.1 Rappels : Arbre, arborescence, numérotation topologique d’un
arbre

Une structure de graphe non-orienté H sur un ensemble J est appelée arbre si, pour tout
couple (J, J') de sommets distincts, il existe une chaine unique les reliant (suite (Jo, . . ., Ji)
telle que Jo=J,Jy =J et VLe {1,...,k} {Jo_1, i} € H).

Une structure de graphe orienté G sur un ensemble 7 est appelée arborescence s’il existe
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un sommet sans prédécesseurs, dit racine, soit R, relié a chaque autre sommet J par un
chemin unique (suite (Jy,...,Ji) telle que Jo = R, Jy = Jet VL € {1,... .k} (Jo_1,Jy) €
G). 1l existe plusieurs définitions équivalentes de I’arborescence ; une qui nous sera utile
est que tout sommet a un unique prédécesseur, sauf un (la racine) qui n’en a aucun.

Etant donné un graphe orienté (J,G), le graphe non orienté sous-jacent est (7, H) tel
que {J,J'} € H si et seulement si (J,J') € G ou (J',J) € G et on appelle chaine pour G
toute chaine pour le graphe orienté sous-jacent H.

Il est clair que le graphe non orienté sous-jacent a une arborescence est un arbre. In-
versement, étant donné un arbre (7, H), tout choix d’un de ses sommets comme racine
implique une unique structure d’arbre a laquelle H est sous-jacent.

Toute chaine de J & J’ dans une arborescence est soit sous-jacente & un chemin de J &
J', soit sous-jacente & un chemin de J’ & J, soit telle qu’il existe J” vérifiant : la chaine
de J & J' est la concaténée de deux chaines sous-jacentes I'une & un chemin de J” & J,
Pautre & un chemin de J” a J'.

Soit (J,H) un arbre tel que card(J) = n; soit un numérotage (de 1 & n) des sommets de
cet arbre. La numérotation est dite topologique si 'arborescence construite sur cet arbre
en prenant pour racine le sommet numéroté 1 posséde la propriété suivante : pour tout
i # 1, sur le chemin joignant la racine au sommet numéroté i, les sommets intermédiaires
ont des numéros inférieurs a i; il en résulte, en raison de l'unicité des chemins dans
une arborescence, que tous les sommets joignant le sommet numéroté i a des feuilles de
Parborescence (sommets sans successeurs) ont des numéros supérieurs a i.

Les algorithmes permettant de procéder a une numérotation topologique d’un arbre
(J,H) sont aisés a décrire : on initialise en choisissant librement le sommet affecté du
numéro 1 puis, une fois affectés les numéros 1,...,4, on affecte le numéro i + 1 a 'un des
sommets vérifiant la propriété suivante : tous les sommets situés sur la chaine le reliant
a la racine ont déja été numérotés (autrement dit & un sommet dont, dans I’arborescence
définie en prenant pour racine le sommet numéroté 1, le prédécesseur a déja été numéroté)

Les numérotage “en profondeur d’abord” ou “en largeur d’abord”, classiques en théorie
des graphes, sont des cas particuliers de numérotations topologiques.

3.2.2 Arbres de jonction - Séparateurs

Définition 13 On appelle recouvrement propre d’un ensemble I tout ensemble de
parties de I, soit J tel que

UJEJJ = Ia
pour tout couple (J,J') d’éléments distincts de J, J —J # 0 ;

en d’autres termes un recouvrement est propre s’il n y a aucune inclusion (large ou stricte)
entre ses éléments.

Il est clair qu’a tout recouvrement non propre peut étre associé un recouvrement propre
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en en retirant toute partie qui est incluse strictement dans une autre et, en cas d’égalités
entre parties, en en conservant une seule.

Définition 14 Soit I un ensemble fini. On appele arbre de jonction sur I tout arbre
(C,H), ou C est un recouvrement propre de I vérifiant la propriété suivante :

pour tout couple (C,C") d’éléments de C non-adjacents, tout sommet intermédiaire C" sur
la chaine dans H joignant C a C' vérifie CNC’' C C”.

Remarque : Si card (C) < 2, la propriété intervenant dans la définition des arbres de
jonction est vide. Sont donc trivialement des arbres de jonction :
-pour k =1, C = {I} (arbre & un seul élément, et donc zéro aréte),
-pour k = 2, toute paire {C,C"} telle que CUC' =1, C —C"#£ 0, C"'—C #0.

Définition 15 Soit (C,’H) un arbre de jonction sur un ensemble I ; les séparateurs as-
sociés a cet arbre sont les intersections C N C’, ot C et C' sont deux éléments de C qui
sont adjacents pour la structure d’arbre H.

On remarque que, si le cardinal de C est k, il y a k — 1 séparateurs (nombre d’arétes dans
un arbre a k sommets).

Notons que les séparateurs ne sont pas nécessairement non vides. Par exemple, une
partition en parties non vides de I, munie de n’importe quelle structure d’arbre, est un
cas particulier d’arbre de jonction pour lequel les séparateurs sont tous vides.

Une présentation équivalente des arbres de jonction est donnée par le théoreme suivant.

Théoreme 7 Soit C un recouvrement propre de I et H une structure d’arbre sur C.
Pour que (C,H) soit un arbre de jonction, il faut et il suffit que, pour tout i € I, l’en-
semble des éléments de C auzquels appartient i, soit C;, constitue un sous-arbre de (C,H)
(autrement dit soit une partie de C connexe pour H ).

Démonstration

1. Soit (C,H) un arbre de jonction ; supposons qu'’il existe i € I tel que C; ne soit pas
un sous-arbre, c’est-a-dire qu’il existe C' € C; et C' € C; tels que la chaine reliant C' & C’
comporte au moins un sommet C” ¢ C; ; autrement dit ¢ € CNC’, mais i ¢ C”; il est alors
faux que C N C’' € C”, ce qui est contradictoire avec la définition des arbres de jonction.

2. Réciproquement, supposons que 'arbre (C,H) ne soit pas un arbre de jonction ; alors
il existe 3 éléments de C, notés C,C’ et C” tels que C” soit sur la chaine reliant C' & C’
mais que C'N C’ ne soit pas un sous-ensemble de C”; il existe alors 7 tel que i € C N C’
mais i ¢ C”; C et C' ne sont pas donc reliés par une chaine dans la restriction de H a C;.
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3.2.3 Suite recouvrante propre P.I.C.

Définition 16 FEtant donné un ensemble I, on appele suite recouvrante propre de [
toute suite (C1,...,Ck) de parties de I telle que

UleCi =1
pour tout couple (j,j') d’indices distincts, Cj — Cjy # ()

Définition 17 Une suite de parties d’un ensemble I, (Cy,...,Cy), est dite posséder la
propriété d’intersection courante (P.1.C.) si

. . i—1
Vijied{2,...,k} FLe{l,...,5—1} Cjﬁ(Uizlch)gCg
La propriété d’intersection courante s’écrit de maniere équivalente :

VjG{Q,...,k} 366{1,...,3'—1} Vh < j Cjﬁcthg

On remarque que cette propriété est toujours satisfaite pour j = 2, avec £ = 1.

Nous nous intéressons particulierement aux suites recouvrantes propres possédant la
P.I.C.; on remarque que sont dans ce cas :
- la suite & un élément (I)
- toute suite recouvrante propre a 2 éléments : couple (C1,C3) tel que C; U Cy = 1,

C1—Cy#0, Co—C1 #0.

3.2.4 Lien entre les arbres de jonction et la P.I.C.

La propriété essentielle des arbres de jonction, en ce qui concerne nos besoins, est donnée
par le théoreme suivant :

Théoreme 8 Tout arbre de jonction sur I donne maissance a autant de suites recou-
vrantes propres possédant la P.I.C. qu’il existe de numérotations topologiques sur cet arbre.
Inversement toute suite recouvrante propre possédant la P.1.C. peut étre munie d’une struc-
ture d’arbre de jonction.

Démonstration : Le théoréme est évident si &k = 1 ou k£ = 2. Soit désormais k& > 3.

1. Soit donné un arbre de jonction sur I, (C,H) et soit (C1,...,C)) une numérotation
topologique des éléments de C, associé a une arborescence G dont H est I’arbre sous-jacent.
Nous allons montrer que (C1,...,C}) posséde la P.I.C.

Définissons, pour tout i € {2,...,k}, o(i) de sorte que Cy(;) soit le prédécesseur de C;
pour Parborescence G (en particulier o(2) = 1). Il résulte du caractere topologique de la
numérotation que o(i) < i; de plus, pour tout j < i et différent de o(7), 'unique chaine
reliant Cj a C; admet Cy(;) pour sommet intermédiaire ; en effet les seuls éléments de C tels
que les chaines les reliant a C; ne passent pas par Cy(;) sont ceux situés sur des chaines
reliant C; a des feuilles de I'arborescence, et leurs numéros sont, dans la numérotation

63



topologique, supérieurs a . Il résulte alors du fait que (C,H) est un arbre de jonction que
;N Cj - Cg(i).

2. Réciproquement, soit (C1,...,Ck) une suite recouvrante propre de I possédant la
P.I.C. On définit sur C = {C,...,Ck} une structure d’arborescence en affectant a Co,
comme prédécesseur, C et, a tout C; tel que 7 > 2, un prédécesseur unique, noté Cy ;)
vérifiant, pour tout j < i, C; N C; C Cyy) (un tel o(i) existe par définition de la P.I.C.;
s’il y en a plusieurs, on en fixe arbitrairement un). Cette numérotation de I’arborescence
est évidemment topologique.

Nous allons vérifier que ’arbre sous-jacent a cette arborescence est un arbre de jonction.
Soit un couple d’indices (7,7), avec i < j, et considérons la chaine reliant C; a C; dans
I’arbre que nous venons de construire. Deux cas sont a envisager selon que cette chaine
est ou non un chemin dans 'arborescence (voir exemples ci-dessous).

a. Cas ou la chaine est un chemin; soit (Cy,,...,Cy,.) ce chemin (avec i = 2y <
x1 < ... <z, = j); par construction, pour tout s € {1,...,7}, zs_1 = o(zs) donc,
par PI1.C., C;, NCy, € Cy, N Cy, , ; on a donc la chaine d’inclusions :

CiNCj=CuyNCy, CCuNCy,._ C... CCpyNCyy,

d’ol en particulier C; N C; C Cy, pour tout s € {1,...,r —1}.

b. Cas ou la chaine n’est pas un chemin; on a vu en 3.2.1 qu’elle se compose alors,
dans ’arborescence, d'une “partie montante” et d’'une “partie descendante” ; autre-
ment dit il existe un sommet Cy (o1 £ < i et £ < j) et deux chemins, 'un de Cy
a Cj, noté (Cyy,...,Ch,) (avec £ = 29 < 21 < ... < 2, = 1), autre de Cy a Cj,
noté (Cyy,...,Cy,) (avec £ =yo < y1 < ... < Yy = j); par construction, pour tout
se{l,...,v}, xs_1 = o(xs) et, pour tout t € {1,...,w}, yr—1 = o(x¢).

Comme ¢ < j, autrement dit z, < ¥, on a

;N Cj = CJ;U N Cyw - CJ;U N Ca(yw) = va N Cyw71 - Cy

w—1

admettons, comme hypothese de récurrence, avoir établi, pour un couple (s, t) autre
que (1,1), qu’il est vrai que C; N C; € C;, pour tout s' tel que s < s’ < v, et que
CinC; € Cy, pour tout t' tel que t <t/ <w.

Alors, si xs > yy, il vient

CinC; CC,,NCyY, CCue,) NCy, € Cp, 4
et, si x5 < yq, il vient
;N Cj CCz N Cyt CCz N Cg(yt) - Cyt_l ;

on établit ainsi par récurrence que C; N C; C Oy, et C; N C; € Cy, pour tout s
(1 <s<w)ettoutt (1 <t<w), autrement dit C; N C; C Cp, pour tout sommet
(), sur la chaine reliant C; a Cj.
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Exemples

Cas a.
i1=3, j=10

o(b) =3, o(6)=5, o(10)=6
C3NCipCC3NCs CC3NCs

Y\

5

o
k/\
10

Fic. 3.1 — Cas a.
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Cas b.
i=10, j=13

o(13) =11, o(11) =3, o(3)=2
0(10) =8, o(8) =7, o(7)=2
CioNCi3 CCipNC11 CCsNC3CC3NCr CC3NCy

Fi1Gc. 3.2 — Cas b.

3.3 Deux méthodes de construction d’un arbre de jonction

3.3.1 Meéthode par moralisation et triangularisation
Principe de la méthode :

Nous rappelons ici le principe de cette méthode, qu’on trouvera développée dans [39],
[14], [2], [64], [22] et qui est en particulier implémentée dans de nombreux logiciels (Netica,
Hugin, Genie, BNT, BKD)

Elle est fondée sur la notion de clique d’un graphe non orienté (I, H) ; on rappelle quune
clique C' est une partie de I complete et maximale, c’est-a-dire telle que :

- pour tout couple (¢, ¢”) d’éléments distines de C, {¢/, "} € H,
- si C # I, il existe un couple (¢,d), ou c € C et d € C, tel que {c,d} ¢ H.

Rappelons qu'un cycle, dans un graphe non orienté, est une chaine de sommets tous
distincts, sauf l'origine et I'extrémité, qui coincident; on utilise alors la définition et le
théoréme suivants (théoreme sur la preuve duquel nous reviendrons ci-dessous)

Définition 18 Un graphe non-orienté (I, H) est dit triangulé (en anglais chordal) si et
seulement si, pour tout cycle de longueur supérieure ou égale a 4, soit (i, i1, ..., ik—1,1k),
(ou k > 4, ig = iy et, pour tout £ € {0,...,k — 1}, {ig,ip11} € H), il existe au moins
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une corde, c’est-a-dire un couple d’indices (£,0") tels que 0 < £ < V' < k, 0/ —0 > 2 et
{ig, Z'g/} € H.

Théoreme 9 L’ensemble des cliques d’un graphe triangulé peut étre muni de la structure
d’arbre de jonction.

Décrivons, pour cette méthode, le calcul des Px (ou K € K) pour une probabilité Pj
compatible avec un recouvrement 7 ; il se déroule en cinqg étapes :

1. Moralisation : Construire sur I le graphe non orienté H dont les arétes sont les
paires {i,j} telles que i et j appartiennent & un méme élément J de J ou a un
méme élément K € KC; tout J € J et tout K € K est alors une partie de I complete
pour H ; H est appelé le graphe moral associé¢ a J U K.

2. Triangularisation : Fabriquer sur I un graphe triangulé H! contenant H ; chaque
J € J et chaque K € K, étant complet pour H, I'est aussi pour H! et est donc
contenu dans une clique de H*.

3. Jonction : Ordonner I'ensemble C des cliques de H! en une suite possédant la P.I.C.
soit (C1,...,C%) et, s’ il y a lieu (k > 3), choisir pour tout i € {2,...,k},o(i) tel que
Ci N (Uj<iCj) C Cys-

4. Mise en forme de Pr : déduire, de I'écriture initiale de P; (compatibilité avec J) une
écriture mettant en évidence sa compatibilité avec C (voir 3.1.2).

5. Calcul : calculer les P pour C € C (voir 3.4) et en déduire les Px pour tout K € K.
Remarques :

1. Le nom de “moralisation” pour la premiere étape provient de ce que, dans le cas des
réseaux bayésiens, on J = {i Up(7) ; i € I}, et si on se limite a K = J, cette étape
consiste & rajouter, aux liens {4, j} tels que j € p(i), les liens {¢’,i"} dans le cas on
il existe j tel que i’ € p(j) et i € p(j) (“on marie les parents d’un enfant commun”)

2. L’étape 2 (“triangularisation”) est évidemment toujours réalisable puisque le graphe
complet construit sur I est triangulé ; mais celui-ci est sans intérét pour les calculs,
car conduisant a des sommations sur son unique clique, I lui-méme. Le probleme
délicat de théorie des graphes est ici 'optimisation de cette étape (trouver un sur-
graphe triangulé H' de H ayant “le moins possible” d’arétes et donc des cliques
“aussi petites que possible”) ; des algorithmes ont été fournis par Olmested et autres
(voir [14]) a cet effet, ainsi que pour 'étape 3 (jonction) ; ils font usage de la notion
de numérotage parfait (voir ci-dessous) ; pour leur étude, nous renvoyons le lecteur
a [14], [16], [48].

Complément sur les graphes triangulés :

Le théoreme (9) est en fait une part d’un résultat plus complet, qu’en peut trouver exposé
par exemple dans [14] [41] et qui fait Pobjet du théoreme 10 ci-dessous. Ce théoreme fait
intervenir les notions suivantes, dans I’énoncé desquelles on considere un graphe non orienté

(I,H).
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Reprenons tout d’abord la définitions 5 du chapitre 2.

Définition 19 FEtant donné 3 parties disjointes A, B et S de I, ou A et B sont non vides,
on dit que S sépare A et B (ou que S est un séparateur de A et B) si toute chaine

joignant un sommet a dans A a un sommet b dans B a au moins un sommet intermédiaire
dans S

On remarque que, si A et B sont séparés par S, il n’existe aucune aréte entre un sommet
de A et un sommet de B et, plus généralement, il n’existe aucune aréte entre la fermeture
connexe de A dans I — S (plus petite partie connexe de I — S contenant A) et la fermeture
connexe de B dans I — S. Le cas particulier ou S est vide exprime que A et B sont dans
des composantes connexes distinctes de I.

Définition 20 Une partition (A, B, S) de I est dite constituer une décomposition propre
deI si A#0, B#0, S est complet et sépare A et B.

Une décomposition propre de séparateur vide, (A, B, (), signifie que I n’est pas connexe,
A et B étant des unions de composantes connexes.

Définition 21 (I, H) est dit décomposable s’il est complet ou bien s’il existe une décom-
position propre de I, soit (A, B,S), telle que les graphes restreints a AUS et BUS soient
décomposables.

Cette définition récursive est valide car A et B sont non vides, de sorte de AU S et BU S
ont strictement moins d’arétes que 1.

Définition 22 Un numérotage des sommets de I est dit parfait si, pour tout sommet 1,
l’ensemble de ceux de ses voisins qui ont des numéros inférieurs a lui est complet.

On peut alors énoncer :
Théoréme 10  Les 5 propriétés suivantes d’un graphe non orienté (I, H) sont
équivalentes :
1. (I, H) est triangulé,
2. pour tout couple (i,i") de sommets distincts situés dans une méme composante connexe
de I, tout séparateur non vide minimal (pour Uinclusion) de {i} et {i'} est complet,
3. (I, H) est décomposable,
4. lensemble des cliques peut étre muni de la structure d’arbre de jonction,

5. 1l existe un numérotage parfait des sommets de 1.

Démonstration :

Nous donnons ici uniquement la démonstration de 'implication qui nous est nécessaire,
et qui constitue le théoreme 9 ci dessus; a savoir (1) = (4); elle se décompose en
les implications sucessives (1) = (2), (2) = (3) et (3) = (4). Pour les autres
démonstrations nécessaires pour établir I’équivalence des 5 propriétés, nous renvoyons a

[14].
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(1) = (2). Soit (I, H) triangulé, i et i’ deux sommets distincts situés dans une méme
composante connexe et S un séparateur minimal (nécessairement non vide) de {i} et {i'}.

Si S n’a qu'un sommet, il est complet.

T A

T/

Si non, soient s et s’ deux éléments distincts de S'; notre but est de montrer que {s, s’} €
H. Comme S est minimal pour l'inclusion, S — {s} n’est pas un séparateur de {i} et
{i'}, de sorte qu’il existe une chaine reliant i et ¢’ passant par s mais ne passant par
aucun autre sommet de S; de méme il existe une chaine reliant ¢ & 7 en passant par s’
mais ne passant par aucun autre sommet de S ; concaténant ces deux chaines, on obtient

un cycle (4,...,s,...,4,...,8,...,i) de longueur supérieure ou égale a 4 (car i, ', s et

s’ sont distincts) et que nous allons récrire (s,...,¢, ..., ... i,...,8) ; seuls s et s
appartiennent & S, et les deux chaines délimitées par s et s, soit T et T’, sont contenues
respectivement dans la composante connexe de ¢ dans I — S (notons la A) et dans la

composante connexe de i’ dans I — S (notons la A’).

Le graphe étant triangulé, ce cycle peut étre raccourci a ’aide de cordes, qui ne peuvent
pas relier un sommet de A & un sommet de A’ (voir la remarque suivant la définition de
la séparation).

Tout raccourcissement effectué en reliant deux sommets de 7" (voir par exemple la corde
marquée — — sur la figure), ou deux sommets de T, ou encore s (ou s’) & un sommet
de A (ou A’), crée un cycle strictement plus court que le précédent, qui reste de la forme
(s, chaine dans A, s’, chaine dans A’|s) ; apres avoir procédé a tous les raccourcissements
de ce type possible, on arrive nécessairement a un cycle de longueur 4 (s, j,s’,7’,s) ol
j € Aetj € A ce cycle possede encore une corde, qui ne peut pas étre {j,7'} et qui
donc est {s, s'}.

(2) = (3). Supposons que, pour tout couple (i,i') de sommets distincts de I situés
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dans une méme composante connexe, tout séparateur minimal de {i} et {i'} est complet.
Nous allons mettre en évidence, si I n’est pas complet, une décomposition propre (A, B, S)
telle que les graphes restreints & AU S et B U S soient décomposables.

La démonstration se fait par récurrence sur le cardinal de I.

Le plus petit cardinal de I pour lequel 'hypothese ait un sens est 3, avec le graphe
i — s — 1, ou le séparateur de {i} et {i'} est {s}; ce graphe est décomposable, car il
admet la décomposition ({i},{i'},{s}) ot {i,s} et {i’, s} sont eux-mémes décomposables
car complets.

Supposons donc satisfaite la propriété a démontrer pour card(l) < n; soit I de cardinal
n + 1, vérifiant la propriété (2), et non complet.

Soit i et i’ deux sommets non adjacents; soit S un séparateur minimal de {i} et {i'}
et soit respectivement A et A’ les fermetures connexes de ¢ et ¢’ dans I — S'; soit enfin
D=1-(AUA US) (éventuellement vide). S étant complet, (AU D, A’,S) forme une
décomposition propre de I.

Il reste a montrer que les restrictions de H aux parties, toutes deux de cardinal inférieur
ouégal an, AUDUS et A’ US sont décomposables, ce qui, en vertu de ’hypotheése de
récurrence, est assuré si la propriété (2) est assurée pour chacune de ces parties.

Etablissons cette propriété (2) pour AU D U S (la démonstration est identique pour
A" U S). Soit donc j et j° deux sommets distincts de AU D U S, et S; un séparateur
minimal de {j} et {j'}, pour le graphe restreint & AU D U S; nous allons montrer que
S1 est aussi un séparateur de {j} et {5} pour le graphe initial sur I, et alors il sera
nécessairement minimal et donc complet par hypothese. En effet, supposons que S; n’est
pas un séparateur de {j} et {j'} dans [ = (AU DU S)U A’; il existerait alors une chaine
de j & j/, évitant S et ayant nécessairement au moins un sommet intermédiaire dans A’;
plus précisément, il existerait deux couples de sommets successifs sur cette chalne, soit
(0, k) et (K',0), tels que ¢ £ 0, {¢,k} e H {K, ('} e H tc AUDUS, ke A kK € A,
e AUDUS. S séparant AU D de A’, il est impossible que f € AUD et ¢ € AUD;
donc £ € S et ¢/ € S, et comme S est complet, on pourrait raccourcir cette chaine en
utilisant Paréte {/,¢'}; on aurait alors construit une chaine reliant j & 7' dans AU DU S
en évitant S, ce qui est contraire au fait que Sy sépare {j} et {j'} pour la restriction &

AUDUS.
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(3) = (4). Supposons que H est décomposable ; nous allons construire une structure
d’arbre de jonction sur ’ensemble de ses cliques.

La démonstration se fait par récurrence sur le cardinal de I.

La propriété est évidente si card(l)= 1, ou H est décomposable car complet et 'unique
clique est I lui-méme.

Supposons la propriété démontrée pour card(l) < n.

Soit I de cardinal n+ 1, décomposable. S’il est complet, la propriété est évidente puisque
P'unique clique est I lui-méme. Si non, soit (Ag, Az, S) une décomposition propre de I, les
restrictions de H a A1 U S et Ay U S étant décomposables.

Il résulte de la décomposabilité qu'une clique ne peut contenir a la fois des éléments de
Aq et des éléments de As, puisqu’entre deux tels éléments ne peut pas exister d’aréte.
Donc toute clique C vérifie 'une au moins des deux propriétés C N A; =0 et C N Ay = 0,
autrement dit I’ensemble C des cliques vérifie C = C; U Cy ou

Ci={CeC;CCAUS={CeC; CNAy=0

et
C2:{C€C; CQAQUS}:{CEC; CﬂAlzﬁ)}.

On distingue deux cas :

(a) S est lui méme une clique ; alors C;NCy = {S} et on construit un arbre sur C en faisant
I'union des arétes des arbres de jonction déja connus sur C; et Co en vertu de 'hypothese
de récurrence.

(b) S n’est pas une clique, car non maximal parmi les parties complétes ; alors C; NCqy = ()
et il existe C7 € C1 et Cy € Co, distincts et tels que S C Cq et S C Cy; on construit un
arbre sur C en faisant I'union des arétes des arbres de jonction sur C; et Cy et d’une aréte
“nouvelle”, {Cy,Ca}.

Il reste a vérifier que 'arbre ainsi construit est bien un arbre de jonction, c’est-a-dire
(voir théoréme 8) que, pour tout i € I, 'ensemble C; des cliques auxquelles appartient i
est connexe pour cet arbre.
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Sii € Ay (resp Ay) toutes les cliques auxquelles il appartient sont dans C; (resp Cs) et
donc leur ensemble est connexe car il est dans l’arbre de jonction connu sur C; (resp Ca).

Sii e S, on doit distinguer selon les cas (a) et (b) :
(a) S est une clique : alors toutes les cliques auxquelles appartient ¢ sont S lui-méme et
éventuellement des cliques de C; et Co, constituant des sous-arbres qui se raccordent en S
en un sous-arbre de C.
(b) S n’est pas une clique : alors les cliques auxquelles appartient ¢ sont des cliques de Cy,
dont C1, et des cliques de Co, dont Cs; on a ainsi deux sous-arbres qui se raccordent, par
I'aréte créée entre C7 et Cy, en un sous-arbre de C.

3.3.2 Méthode par construction récurrente d’une suite recouvrante propre
P.I.C.

Contexte :

Soit donné un recouvrement fini de I, F. Notre but est de construire pas a pas une suite
recouvrante propre, (C1,...,Cy), qui possede la propriété d’intersection courante (P.I.C.)
et telle que tout F' € F soit contenu dans au moins I'un des C; (1 < j < p).

L’algorithme exige que soit adopté sur I un numérotage, de sorte qu’on va noter I =
{1,...,n}; on considere pour chaque F' (F' € F) son plus petit élément pour ce numérotage
et on fait I'union des parties F' qui ont méme plus petit élément ; ordonnant ces unions
selon leurs plus petits éléments, on obtient une suite recouvrante (Q1,...,Q;) (ou r < n)
telle que, si on note aj (ou 1 < k < r) le plus petit élément de Qg, la suite (aq,..., )
est strictement croissante ; la condition, imposée par I’énoncé de notre probléeme, que tout
F soit inclus dans I'un des C; équivaut évidemment a l'inclusion de chaque Q; dans I'un
des Cj.

La suite (Q1,...,Q,) n’est pas nécessairement propre et on ne change rien au probléme
posé en la “nettoyant” c’est-a-dire en en retirant tout terme qui soit contenu strictement
dans un autre; remarquons a ce sujet que, par construction, 'inclusion @); C Q)j ne peut
pas avoir lieu avec j < j’, car alors on aurait «; € Q; mais a; ¢ @Q,r, puisque tous les
éléments de (Qj sont supérieurs ou égaux a aj qui est strictement supérieurs a «;; le
nettoyage consiste donc & éliminer tous les Q; vérifiant 3 j* < j Q; C Qj. Mais les
algorithmes que nous proposons n’exigent pas que cette suite (Q1, ..., Q) soit propre.

Le probléeme que doit résoudre 'algorithme s’énonce alors :

Soit donné une suite recouvrante (Qj)1<j<, de parties non vides de I = {1,...,n} telle
que, si on note o = inf(Q;), la suite (aq,...,0n) est strictement croissante. On doit
construire une suite recouvrante propre (C1,...,Cp) qui posséde la P.1.C. et telle que,

pour tout j (1 <j <r)ileziste k (1 <k <p)vérifiant Q; C Cj.
On remarque que, nécessairement , o = 1.

Dans le cas des réseaux bayésiens, ou F contient J = {i Up(i) ;i € I}, on réalise natu-
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rellement la construction de la suite (Q1,...,Q,) de la maniére suivante :

- on adopte sur I un ordre antihiérarchique relativement a la structure de graphe orienté
sans circuits : pour tout ¢, ses parents sont supérieurs a lui (autrement dit, I étant
{1,...,n}, Vordre (n,n —1,...,1) est hiérarchique) ;

- on définit, pour tout i, Q; comme 'union de 7, de p(i) et, s’il y a lieu, de celles des parties
appartenant a F, non de la forme i U p(i), dont ¢ est le plus petit élément ; remarquons
que ceci pourrait s’énoncer aussi de la maniére suivante : Q; = i Up/ (i) ou p’ est le réseau
bayésien déduit du réseau bayésien donné en rajoutant les liens (j,4), chaque fois que j,
différent de 4, appartient & un F', non de la forme iUp(i), et dont i est le plus petit élément ;
- facultativement, on nettoie la suite (Q1,...,Qn).

Nous allons proposer deux versions de 'algorithme.

La premiere version (A) s’effectue en deux étapes : on construit d’abord une suite
(Cf,...,CF) de parties non vides de I, de longueur égale a celle de la suite donnée
(Q1,...,Qy), qui posséde la P.I.C. et telle que, pour tout j, il existe k vérifiant Q; C C} ;
celle-ci n’est pas nécessairement propre mais n’admet d’inclusions C;/ C C}‘ que si j' < j
dans un deuxieme temps, s’il y a lieu, on la “nettoie” en en retirant des éléments inclus dans
d’autres, d’ont une suite (C1, ..., Cp) qui évidemment vérifie encore V j 3k Q; C C} ; nous
verrons que ce “nettoyage” peut bien étre effectué en respectant la propriété d’intersection
courante.

La seconde version de l’algorithme (B), qui est & notre connaissance originale, construit
d’emblée la suite propre (Ci,...,C}), en éliminant au fur et & mesure de leur construction
les parties de I qui seraient incluses dans d’autres déja construites.

L’une comme 'autre des deux versions construit en fait successivement des parties, que

nous noterons Dy, ..., D, (dans la version A) ou D#, .. ,D# (dans la version B) telles que
la suite inversée (D,, ..., Dy) ou (D#, . ,D#) (selon la version) soit la suite (CF,...,C})
ou (C1,...,Cp) cherchée; en d’autres termes la suite construite vérifie la propriété d’in-

tersection courante inversée (P.I.C.I.), c’est a dire, selon la version :
Vse{l,...,r—1}y3te{s+1,...,r} DsN(UyssDy) C Dy

ou
Vse{l,...,p—1}y3te{s+1,...,p} DF N (Uy,Dff) C D¥

Version A de Palgorithme :

Phase 1 : Construction d’une suite non nécessairement propre

L’algorithme (adapté de [14], [5], [1]) a exactement 7 pas; a chaque pas 7, il construit une
partie D;, contenant (); et contenue dans Ug>;Qy, d’ou il résulte que Uy ; Dy = Ups Q.

Cette suite (D1, ..., D,) vérifie la P.I.C.I.; elle n’est pas nécessairement propre mais, par
construction, ses ¢léments sont tous non vides et distincts et les inclusions Dj C D; ne
peuvent avoir lieu que si 5’ > j.
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Notons, pour tout j, K; = {¢;,..., 11 — 1} (dans le cas particulier out 7 = n et donc,
pour tout j € {1,...,n}, aj = j, on a K; = {j}).

Rappelons que la P.I.C.I. est automatiquement assurée pour ’avant-dernier terme de
toute suite de parties; afin que la suite (Dj)i<j<, vérifie la P.I.C.I., 'algorithme met
en mémoire, pour tout j tel que 1 < j < r =2, E; = D; N (Ur»;Qe). Une condition
suffisante pour qu’une partie Dy, (avec k > j) assure la P.I1.C.I. pour D; (c’est a dire vérifie
D; N (Up=;Dg) € Dy) est que Ej € Dy. Si Ej = 0, cela signifie que D; N (Ups;Dy) = 0
et donc la P.I.C.I. est trivialement assurée pour Dj; si non, la P.I.C.I. sera naturellement
assurée pour Dj; en incluant dans Dy, outre Q, E; dés que Kj N Ej # () (autrement dit
quand oy, < inf(E;) < a4, avec la convention ;41 = r+1), ce qui n’introduit bien dans
Dy, que des éléments supérieurs ou égaux a ay, donc contenus dans Ug>;Qy.

Voici donc la description de ’algorithme.

Données : suite recouvrante (Q1,...,Q,) de parties non vides de {1,...,n};
a; =inf(Q;); a1 =1+ 1;
la suite (o, ..., q,) est strictement croissante

Objets construits : suites de parties de I : (Dy,...,D,), (E1,...,E,_2); pour tout j
tel que Ej # 0, e; = inf(E};)
Initialisation : D1 = Q1; By = Q1 — {1}
Pas courant : j > 2:
Dj = Qj U [Uk<j, a;<er<aj1 Ei]

si Dj=0,E;=0; si D;#0, E; =D;N (Up>,;Qx)

Fin de I’algorithme : j = n.

Exemple
Soit le réseau bayésien ci-dessous, muni d’un ordre antihiérarchique.
On veut calculer les lois P ;) (pour tout i € I).

On définit donc les parties :
Ql — {152,375}7 Q2 = {273}7 Q3 = {35 7}7 Q4 — {45576}
Q5 = {53 7}3 Q6 = {678}3 Q? = {7?9}’ Q8 = {8?9}’ Qg = {9}

Nous reprendrons cet exemple en 3.4.8 ci-dessous pour montrer comment les calculs de
probabilités se déroulent apres avoir obtenu une suite recouvrante propre possédant la
P.I.C..
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(a0 2
&
Fia. 3.3 — Ezemple 1.

Si on ne procéde pas a un nettoyage de la suite, on a le déroulement suivant de I’algo-
rithme

Pasi | D; E;

1 Dy =0Q1 =1{1,2,3,5} Ey =1{2,3,5}
2 DQZQQUE1:{2,3,5} E2:{3,5}

3 D3=Q3UE2={3,5,7} E3={5,7}
4 Dy =Q4 = {4, 9, 6} Ey= {5,6}

5 D5=Q5UE3UE4={5,6,7} E5={6,7}
6 D6:Q6UE5:{6,7,8} E6:{7,8}

7 D7:Q7UE6:{7,8,9} E7:{8,9}

8 Ds = Qs U E7 = {8,9} Eg = {9}

9 DQZQQUE8:{9} Ey=10

TAB. 3.1 — Déroulement de I’algorithme version A sans nettoyage préalable.

On remarque que la suite obtenue n’est pas propre (on a Dy C Dy, Dg C D7, Dy C Dg).

Si on procéde en préalable a un nettoyage de la suite donnée, on conserve
Ql = {172737 5}7 Q3 = {37 7}7 Q4 = {47576}7 Q5 = {577}
Qs = {6,8}, Q7 ={7,9}, Qs ={8,9}

d’ot1 le déroulement de 'algorithme :
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Pasj Kj Dj Ej

1 1,2 | D1 =Q1 = {1,2,3, 5} E = {2,3,5}
2 3 D2:Q3UE1={2,3,5,7} E2={5,7}

3 4 D3 =Q4= {4,5,6} Ey = {5,6}

4 5 D4=Q5UE2={5,6,7} E4={6,7}

) 6 D5:Q6UE4:{6,7,8} E5:{7,8}

6 7 D6:Q7UE5:{7,8,9}

7 8,9 | Dr = Qs ={8,9}

TAB. 3.2 — Déroulement de 'algorithme version A avec nettoyage préalable.

On remarque que, ici encore, la suite obtenue n’est pas propre (on a D7 C Dg)

Phase 2 : Nettoyage de la suite obtenue a la phase 1 :

En inversant la suite (D, ..., D,) obtenue par l'algorithme précédent, on obtient une
suite recouvrante (CF,...,Cy) a éléments tous distincts, vérifiant la P.I.C., et telle que,
pour tout couple (4, j) tel que 1 <i < j <n, il est faux que C} D CJ*. Si cette suite n’est
pas propre, la possibilité de la “nettoyer”, c’est-a-dire d’en retirer tout C; pour lequel il

existe j (> 1) vérifiant CF C C7 est donnée par le théoreme suivant

Théoréeme 11 Soit C = (Cy,...,Ck) une suite de parties non wvides distinctes de I
possédant les propriétés suivantes :

1. elle est recouvrante

2. elle vérifie la P.1.C.

3. les seuls couples (j,j') pour lesquels on puisse avoir l'inclusion C; C Cjy vérifient

i<y

4. il existe au moins un couple (j,7") tel que j < j' et C; C Cjr.
Soit p le plus petit élément de {1,...,k} tel que l’ensemble des j strictement inférieurs a
p et vérifiant C; C Cp soit non vide ; notons (vi,...,vs) (ot s> 1) la suite croissante
de ces indices j (< p) tels que C; C Cy ; alors la suite C' = (C1,...,C}_,) déduite de C en
substituant C, a C, et en en retirant le terme d’indice p ainsi que, si s > 1, les termes
d’indices va, . .., vs, vérifie les propriétés (1), (2) et (3).
Démonstration

C’ est recouvrante car, dans le passage de C & C’, les seules suppressions d’éléments sont
celles de parties contenues dans C), qui, elle, subsiste (avec déplacement & la place vy).

Le fait que C’ posséde la propriété (3) résulte immédiatement de ce que, dans le passage
de C a (', le seul déplacement d’un élément de la suite initiale est celui de C,, qui vient
occuper une place d’indice inférieur a celui de sa place initiale.

Il reste donc a établir la propriété d’intersection courante pour

I __
C'= (Cl? s 7Cv1717 Cp, Cv1+1, s 7Cv2*17 CU2+17 s acvsfly Cvs+1, s acpfly Cerl, s aCk;)
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La suite des indices (tous distincts) des termes de C’ est :
S=01,...,u1—=1,p,v1+1,...;09—1Lva+1,...,0s— Livg+1,....p—1,p+1,...,k);
pour tout j € & notons S (resp. S;’) I’ensemble des indices classés strictement avant
(resp. apres) j dans cette suite.

Prouver que cette suite vérifie la propriété d’intersection courante revient a montrer que,
pour tout j autre que 1 ou 2 dans cette suite, il existe i € S;” tel que CjN (Upes-Ce) C Ci.
J
Nous distinguons les quatre cas suivants (dont certains, sauf le numéro 3, peuvent étre
vides)

1. j €S8, ;dans ce cas S, = (1,...,5 — 1) et la PLC. est évidente puisque aucune

vy o
modification n’a été opérée sur (C1,...,C5).

2. j € S;H; dans ce cas Uy g-Cp = Upm<jCn (car les seules modifications, dans ’en-

semble initial {C1,...,Cj_1}, ont consisté en la suppression de parties contenues
dans C), qui appartient a cet ensemble ; alors, par hypothese, C; N (UZGS; Cy) C Ch,
onl<h<j—1;sihnest pas 'un des v, (1 < u < s), il appartient a S; et la
propriété d’intersection courante est établie; si h = v,, on a

Cj N (U£€S;Cg) - Cvu C Cp

et la P.I.C. est encore valable, car p € Sj_.

3. j =p; dans ce cas Sj_ ={1,...,v1 — 1} et on doit montrer I'existence de
h(e {1,...,v1 —1}) tel que S}, = C, N (C1U...UCy 1) C Cp.
Notons S, = C, N (C1 U...UCp_1); nous allons tout d’abord établir que S, = C,, .
En effet d'une part S, © C, N C,, = C,, ; d’autre part, en vertu de la P.I.C. de C, il
existe k < p tel que S, C Cj; on a donc C,,; € Ci. Or C,; C Cp. 1l en résulte que
k = vy ; en effet on ne peut avoir ni k < vy, car ceci serait contraire a I’hypothese
(3), ni v1 < k < p, car alors on aurait l'inclusion stricte C,, C Cj (car C,, # C
par hypothese) et p est par définition le plus petit élément tel qu’il existe ¢ vérifiant
Cy C Cp.
De T'égalité k = vy résulte que C,;, C S, C C,,, donc S, = C,.
Alors

S, =Cpn(CLU...UCy 1) CCN(CLU...UCy_1) =5, = Cy,
et donc, en utilisant a nouveau C,,, C C)p,
S, =8,NCy =[Cp,N(C1U...UCy 1)]NCy, = Cypy N(C1U...UCy, 1) = Sy,

d’ott 'existence de h, € {1,...,v1 — 1}, tel que S), € Cj,.

4. je S NS, , autrement dit v; < j < pet j ¢ {va,...,vs}; dans ce cas on considere

S; = Cj M (UIES;CZ) ;
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or pour tout v; < j —1, Cy, C Cp;p>jmais p € S; ; alors

UIESJ._CZ = Uh<jCh @] (Cp — Cvl)

N

d’on,
8 = 0N (Uyes-COIUIC; N (Cy = Cun)]
= S;U[CN(C = Cy)l,
et, comme C; N C, C S, = C,, (égalité établie dans le cas (3) ci-dessus), on a
CjN(Cp—Cyy) =0, et donc S; = S; ; or, en vertu de la P.I.C. de la suite C, il existe

h < j tel que S; C C}, ce qui établit la validation de la P.I.C. dans la suite C’ (le
cas ol h est 'un des v, se résolvant comme dans le cas (2) ci-dessus).

Par application réitérée de ce théoreme on arrive a une suite recouvrante propre contenue
dans C, qui posseéde la P.I.C. (la propriété 3 dans I’énoncé du théoreme était nécessaire
pour cela et est conservée dans la suite propre).

Récapitulons cet algorithme :

Donnée : suite recouvrante (C7, ..., Cy) possédant la P.I.C. et telle que C* C C]* implique
1<)
Objet courant : suite recouvrante (Cy,...,Ck) possédant les mémes propriétés que la
suite donnée
Objet construit : suite recouvrante propre (Cy,...,Cy) & 'arrét de I'algorithme
Initialisation : k =n, (C4,...,Cy) = (CT,...,C})
Pas courant : Déterminer sil existe, p = min{j ; 3i < j C; C C;}

Si p n’existe pas, fin de I’algorithme

Si p existe, soit K ={i <p; C; CCp} et k =min K ;
- retirer de la suite, s’ils existent, les C; tels que ¢ € K et i # k
- placer C), a la place de Cj,

L’algorithme s’arréte bien car a chaque pas la longueur de la suite diminue strictement.

Remarque : Tout autre algorithme de nettoyage, appliqué a la suite (CF,...,C})
conduirait & un ensemble de parties identique a {C1,...,Cy} tel qu’il est constitué a
I'arrét de l'algorithme ci-dessus, et que donc aurait la structure d’arbre de jonction. Mais

I’algorithme que nous proposons a ’avantage de 'obtenir muni d’un ordre qui assure la
P.I.C.

Exemple : la suite (C},...,Cy), trouvée dans I'exemple précédent est la suivante :

CT = {9}7 05 - {879}7 C?f = {77 879}7 CZ = {67 77 8}7 Cg = {5767 7}7
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Cg = {4’5’6}’ C; = {3a5’7}’ C§ = {253, 5}, CZ)( = {17253? 5} )

nous remarquons que C; C C3 C (3 et C§ C Cy; par application de l'algorithme ci-
dessus, nous trouvons que la suite propre vérifiant la P.I.C., (Cy,...,Cs), correspondant
a la suite (CF,...,C§), est la suivante :

Cl - {77879}7 CQ - {67 778}7 03 - {5767 7}7
C’4 - {47576}7 C5 - {37577}7 CG - {1727375} )

On reconnaitra (I'indexage de sommets étant différent) la suite utilisée ci-dessous dans les
calculs en 3.4.8.

Version B de I’algorithme :

Principe et justification de ’algorithme :

L’algorithme construit successivement r parties Dq,..., D, de telle sorte que, apres
éventuellement élimination, au fur et a mesure de leur construction, de certaines d’entre
elles, on obtienne une suite propre (Dfﬁ, . ,D;,%)(: (Dsy, ..., Ds,)), possédant la P.I.C.I.
et telle que tout Q; (1 < j <) soit contenu dans au moins un DZéé (1<k<p).

Les termes de la suite (Dy,...,D,) non éliminés seront dits “validés” ; un D; validé
pourra étre noté l~)j ; ainsi la notation, qui nous sera souvent utile, Ug>ng désigne 'union
de ceux des Dy d’indices strictement supérieurs a j qui sont validés, et eux-seul ; par
exemple, si r =5, p=3et (s1,82,83) = (1,2,5), on a :

Ugs2Dg = D5 (= Ds).

L’algorithme a exactement r pas.

Il est initialisé en construisant et validant ]jl = Q1.

Aupasj, > 1, on a en mémoire j' < j, qui est le dernier pas, avant j, ou a été construite
une partie validée (Dj/); on construit une partie D; de I (le détail de cette construction
sera donné ultérieurement) qui contient @; et qui est contenue dans Upsjr41Q¢.

On valide D; si et seulement si elle n’est pas vide et n’est pas contenue dans une partie
déja construite et validée; cette opération suffit a assurer que 'on obtient une suite re-
couvrante propre; remarquons en effet qu’il n’est pas possible qu’une partie ﬁj (7 >1)
contienne une partie Dy, antérieurement construite et validée (I1<k<j <j)carqp€ Dy,
alors que Dj C U jr41Qy, et donc oy, & Dj

Deux conséquences des conditions posées sur les D; sont les suivantes :

- pour tout j, il existe bien un Dy tel que Q; C Dy, (Clest l~)j lui-méme si celui-ci est
validé, ou un Dj, antérieurement construit et contenant D; si celui-ci n’est pas validé) ;

- pour tout j, si D; est validée, Ukzjbk = Up>jr41Qk-

A T'entrée de chaque pas j > 2 on a en mémoire I’ensemble M, éventuellement vide, des
£ < j tels que Dy ait été validé, mais que la propriété P.I.C.I. n’ait pas encore été assurée
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pour Dy, ce qui signifie que ce n’est pas avec un indice / tel que £ < h < j que I'on peut
déja affirmer que Dy N (Ugs¢Dy) C Dy,

Si M; # 0, on a aussi en mémoire, & I'entrée du pas j, pour tout ¢ € M, une partie
Ey, dépendant aussi de j, telle que, compte tenu des Dy, (ou £ < h < j) déja construits et
validés, on puisse affirmer que

Dy N (UpseDy) C B,

et ce quels que soient les Dy, (avec h > j) non encore construits et validés.

Cette partie Ey est créée pour la premiere fois au pas ¢ (ou D, avait été construite et
validée) et c’est alors
Ey = Dy 0 (Up>eQn)-

Tant que ¢ € M, E; subsiste en mémoire mais peut éventuellement, a certains pas,
étre privé d’éléments qu’il possédait a l'entrée du pas, si on acquiert une information
supplémentaire sur ce que sera Dy N (Ups¢Dy) (cette opération sera précisée ci-dessous).
Pour assurer la P.I.C.I. pour Dy, il suffit que, & un certain pas j > ¢, on construise Dj en
y incluant E, et qu’on le valide, ou bien que ’on constate que E;, = () ou encore que 1’on
constate que £ = r — 1 (car alors la P.I.C.I. est automatiquement assurée pour Dg) Une
fois effectuée la validation d’un Dy qui contient Ey, on retire £ de My, pour k > j.

Le choix fait pour l'inclusion de Ey(# @) dans D; est de tenter cette opération & partir
du premier pas j tel que {¢y,...,aj41 —1}NE; # () autrement dit, en notant e, = inf(Ey),
au premier pas j tel que aj < ey < aj41; elle sera effective si D; est validé. En d’autres
termes, au pas j, on construit

D] - Q] U ( Uaj/+1§eg<ozj/+2 EZ) U...u ( Uaj§€g<04j+1 EZ)
= Q_] U (Uaj/+1§eg<aj+1 Ef) ’

en effet, par définition de j/, il n’y a eu de validation & aucun des pas j' +1,...,5 — 1, s’ils
existent (c’est-a-dire si j' < j — 1) et donc il faut tenter & nouveau, au pas j, I'inclusion
dans D; de tous les Ey; en revanche, il n’est pas nécessaire d’inclure Q;/41,...,Q;_1 dans

Dj car la non validation a chacun de ces pas implique que ces parties étaient contenues
dans un Dy, avec k < j'.

Il nous reste a détailler la gestion des Ey et a vérifier que celle-ci assure bien la propriété
suivante : a tout j (> £), tel que £ € M;, compte tenu, s’il y a lieu, des Dy, déja construits
et validés postérieurement a l'introduction de ¢ dans les mémoires My, (c’est-a-dire les Dy,
tels que £ +1 < h < j — 1) et quels que soient éventuellement les Dy, avec h > j, non
encore construits et validés, on a bien, comme annoncé, Dy N (Uh>gDh) C Ey.

Cette inclusion est bien assurée, on ’a vu plus haut, a la création de E, au pas £ en
prenant E; = Dy N (Up¢Qp)-

Soit un pas ultérieur j (j > ¢) a 'entrée duquel £ € M ce qui signifie que, si Ey; est non
vide, il vérifie e, > aji41, ot ' est le dernier pas, strictement avant j, ot a été effectuée
une validation.
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Détaillons, de maniere arborescente, les circonstances qui peuvent se produire alors :

(1) {ajrs1,...,aj401 — 1} N Ep = 0. Alors E; ne figure pas parmi les Ej, dont en tente
I'inclusion dans D;.
(1.1) D; est validé (i.e. D; n’est pas contenu dans un Dy, déja construit et validé)

(1.1.1) E, C Dj (ceci peut se produire car, quoique Ey ne figure pas parmi les Fj, dont
en impose l'inclusion dans Dj, Dj contient également @Q); et éventuellement certains des
Ep (h # 7)). Alors la P.I.C.I. est assurée pour Dy et ¢ n’appartient plus aux mémoires My,
pour h > j.

(1.1.2) E; ¢ D;. Alors £ est maintenu dans M1, sans modification de Ej.

(1.2) D; n’est pas validé. Alors ¢ est maintenu dans M;, 1, sans modification de Ejy,
sauf si £ = 7' et j = r — 1; en effet, dans ce cas particulier, seul D, peut étre validé avec
un indice strictement supérieur & ¢, autrement dit Dy sera Pavant dernier ou le dernier
élément de la suite construite et validée et donc pour ce Dy la P.I.C.I. est vide; on ne
maintient donc pas ¢ dans M1 (= M,.).

(2) {ojrg1,..., 541 — 1} N Ep # 0. Alors Dj est construit de telle sorte que D; O Ej.

(2.1) D; est validé. La PI.C.I est alors assurée pour Dy et ¢ nappartient plus aux
mémoires M;, pour h > j.

(2.2) D; n’est pas validé; ¢ appartiendra encore & M1 ; en ce que concerne Ey deux
cas peuvent se produire :

(2.2.1) Pour tout h tel que £ +1 < h < j' et que Dy, ait été validé, i ¢ Dy (cette
condition concerne tous les Dj, construits et validés depuis I'introduction de ¢ dans les
mémoires M ; elle est en particulier satisfaite s’il n’existe pas de tel h, c’est-a-dire si
i=10.

Alors, si @ appartient a Fy, on l'en retire. Nous allons expliquer pourquoi ce retrait (qui
allege les parties Dy, & construire) ne compromet pas la condition

Dy N (UpseDy) C Ey.

Notons, s’il existe, 5 le premier pas apres j ou aura lieu une validation, et remarquons que
i ne peut figurer ni dans Ug<h<th (= Ul<h§j’]jh), en vertu de 'hypothese introductive de
ce cas (2.2.1), ni dans Uy~ j”Dh puisque, par construction des Dy, tous les éléments y seront
> ajn (on prend Uh>jnl~?h = 0 sijg” n’existe pas, c’est-a-dire qu’il n’existe plus aucune
validation apres j'); autrement dit le seul Dy, (avec h > £) auquel puisse ici appartenir i
est ]jju (et en particulier aucun l~)h si 7" n’existe pas).

On distingue deux cas, selon que j” existe ou non.

(2.2.1.1) j” existe. Alors, lors du pas j”, £ € M, car £ € M; et qu’il ne peut étre
retiré d’une mémoire My, qu’en sortie de pas ou il y a validation ; E; (éventuellement vide)
doit alors par construction étre inclus dans l~7j~, en vue d’a§surer Dg N (Uh>gDh) - Dju ;
cette inclusion sera assurée aussi bien que 4 appartienne a D;» ou ne lui appartienne pas,
car alors il n’appartient pas a Uh>gDh.

(2.2.1.2) j” n’existe pas. Alors, une fois achevé Ialgorithme, ayant comporté le retrait
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de i de Ey et aucune nouvelle validation de Dy, avec h > j, i n’appartiendra pas & Dy N
(Uh>gﬁh) (= D, N (U2<h§j/Dh))§ le retrait de ¢ de Ey ne faisait donc pas obstacle a la
validation de la P.I.C.I. pour D,.

(2.2.2) Tl existe h tel que £+ 1 < h < j', D, a été validé et i € Dy,
Alors ¢ n’est pas retiré de Ey (en effet i € Uh>gbh et donc ¢ doit appartenir au Dm qui
assurera la P.I.C.I. pour Dy ; il ne peut donc étre retiré de Ey).

Nous pouvons maintenant décrire le déroulement de cet algorithme.

Description de P’algorithme :
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Données :
suite recourante (Q1,...,Q,) de parties non vides de {1,...,n};
a; =inf(Q;); a1 =1+ 1;

Objets construits :

(D1,...,D,) parties de I

(v1,...,v,) indicateurs de validation (v; =1 si D; validé, v; = 0 si non)

M; (j <r—2)partiede {j +1,...,7}, créée au pas £ et évoluant aux pas suivants
pour tout £ € M, Ey, partie de I créée au pas j et évoluant aux pas suivants

pour tout j > 2, 5/, plus grand indice < j en lequel I'indicateur de validation vaut 1.

Initialisation : Dy = Q1, vy =1, My ={1}, E1 = Q1N (Up>1Qn), j' = 1.

Pas courant : j (>2) Dj =Q; U (Ua,,,<e,<a;4 Er)
On distingue les deux cas suivants :
1. Validation (il existe pas de Dy, tel que m < j, vy, =1, D; C Dp,)
-vj =1, J+1)'=j
- M4 se déduit de M en y opérant les retraits et ajouts indiqués ci-dessous,
- pour tout £ < j’ tel que £ € M et {ajriiy,..., 0541 —1}NE; =0
- si By C Dj, ne plus faire figurer £ dans M4
-si By € Dj, conserver £ dans M et ne pas modifier Ey
- pour tout ¢ < j' tel que £ € {ajry1,...,aj41 — 1} N Ey # 0, retirer £ de M4
- introduire j dans M1 et créer Ej = D;j N (Ups;Qn).
2. Non validation (il existe D, tel que m < j, vy, =1, Dj € Dyy,)
_vj:()’ (j+1)/:j,
- Mj11 = M; (et on ne crée pas E;) sauf dans le cas j = r — 1 (voir ci-dessous)
- pour tout £ tel que £ € Mj et {ajiy1,...,aj41 —1}NE; =0, Ey n’est pas modifié,
sauf si £ = j’' et j =r — 1, auquel cas ¢ est retiré de M,
- pour tout £ tel que £ € M; et {aji1,...,j401 —1}NE  #0
- s'il existe h € {ajq1,..., a5 — 1} tel que v, =1 et j € Dy, Ey n'est pas modifié
- sinon, Fy est modifié par le retrait de j
Fin de I’algorithme : j = r. Alors la suite des D; tels que v; = 1 est la suite recouvrante
propre possédant la P.I.C. cherchée.

Exemples :

Exemple 1 : Reprenons 'exemple traité a 'occasion de la version A de I'algorithme
Ql = {132,375}3 Q2 = {2’3}’ Q3 = {33 7}3 Q4 = {435’6}
Q5 = {53 7}3 Q6 = {678}3 Q? = {7’9}’ Q8 = {8’9}’ Qg = {9}

Voici alors le déroulement de I’algorithme :
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Pasj | j/ | Dj Validation | Ey(¢ € M;)

1 D1 = Ql = {1, 2, 3, 5} oui E1 = {2,3, 5}

2 1 | Dy=QyUE;, ={2,3,5} non Ey = {3,5}®

3 1 | D3=Q3UFE; = {3, 9, 7} oui FE3 = {5, 7}

4 3 | Dy=Q4=1{4,5,6} oui Es ={5,7}, E4, = {5,6}
5) 4 | Ds=QsUE3UFEy = {5, 6, 7} oui Es = {6, 7}

6 5 | Dg=QgUE5= {6, 7, 8} oui Eg = {7, 8}

7 6 | Dr=Q7UEs ={7,8,9} oui E; ={8,9}

8 7 | Dg= Qg UFE7; = {8,9} non Er = {9}

9 8 | Dg =Q9U E; ={9} non E; =1

TAB. 3.3 — Déroulement de I'algorithme version B.

(%) Le sommet 2 a pu étre retiré & Ej car il n’existe pas de D; validé postérieurement
a D et avant le pas 2 auquel appartiendrait 2 (en fait il n’existe pas du tout de pas
strictement entre 1 et 2)

Fia. 3.4 — Ezemple 2.

Exemple 2 : Soit le réseau bayésien dont le graphe orienté sans circuits est représenté
par le schéma ci-dessus, muni d’un ordre antihiérarchique, et donnons nous comme but de
calculer les lois des triplets (Xs, X¢, X7), (X1, X7) et (X3, Xy4).

Ceci conduit a rajouter les liens (7,2), (6,2), (7,1) et (4,3) figurés en pointillé.

Si ’on ne se préoccupe pas de faire un nettoyage préalable, on doit appliquer 'algorithme

a la suite

Q1 =1{1,4,5,6,7}, Q2=1{2,5,6,7,8}, Q3 ={3,4,5,7}, Q1= {4,5},
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@5 = {5,6}, Q¢ ={6,9}, Q7 ={7,9}, Qs ={8}, Qo ={9}.

Voici alors le déroulement de l'algorithme :

7 Dj Eg(f € Mj)

Dy =Q1=1{1,4,5,6,7} Ey = {4,5,6,7}

Ds = Qg U E; = {8,9} Mg est vide car 8 est 'avant dernier indice

J U

1 1

211 [ Dy=0Qy=1{2,5,6,7,8} 1 | E,={4,5,6,7}, By = {5,6,7,8}

312 | D3=Q3=1{3,4,5"7} 1 | By =1{4,5,6,7}, B2 = {5,6,7,8}, B5 = {5,7}
413 | Dy=QqUE; ={4,56,7} 0 | Ey=1{4,56,7}%), By ={5,6,7,8} E3 = {5,7}
513 | Ds=QsUE 1 UEUE;=1{4,56,7,8} | 1 | E5 ={6,7,8}

61|95 DGZQGUE5:{6,7,8,9} 1 E6={7,8,9}

716 D7:Q7UE6:{7,8,9} 0 E7={8,9}

8|7 0

918 0

Dy = Q9 = {9}

TAB. 3.4 — Déroulement de 'algorithme version B.

(%) A ce pas numéro 4, ou il n’y a pas de validation, le sommet 4 ne peut pas étre retiré
de F4 car il appartient a Ds, validé.

Exemple 3 : Soit le réseau bayésien dont le graphe orienté est représenté par le schéma
ci-dessous.

Fic. 3.5 — Ezemple 3.

Si le but est de calculer les lois Py, (;), on est conduit a appliquer I'algorithme a la suite

85



(ici nettoyée au préalable)
Q1 = {1,2,4,8,14}, Q> = {3,11}, Qs = {4,7,9,10}, Qs = {5,8}, Q5 = {6,10,11},
QG — {778}7 Q7 = {87 10}7 QS = {107 12}7 Qg — {117 13}7 QlO — {127 15}7

Voici alors le déroulement de l'algorithme :

i j, Dj Vj Eg(f S M])

1 Dy =Qy ={1,2,4,8,14} 1 | By ={4,8}

2 |1 | Dy=0Qy={3,11} 1 | By ={4,8}, B, = {11}

3 |2 | D3s=Q3sUFE; ={4,7,8,9,10} 1 | By={11}, E3={7,8,9,10}

4 |3 | Dy=Qq 1 | By= {11} B3 ={7,8,9,10}, B, = {8}

5 |4 | Ds=Q5={6,10,11} 1 | Ey={11} E3=1{7,8,9,10}, Ey = {8}, E5 = {10,11}
6 |5 | Dg=QeUFE3;={78,9,10} 0 | Ey={11} B3 ={8,9,10}), B, = {8}, E5 = {10,11}
7 |5 | Dr=Q;UE3UE;= {8,910} 0 | Ey={11} E3={8,10}*9), B, = ) E5 = {10,11}
8 |5 | Ds=QsUE3UEs={8,10,11,12} | 1 | Ey = {11}, Eg = {11,12}

9 |8 | Dy=QygUEyUEs=1{11,12,13} 1

10 | 1 | Dio = Q1o = {12,15} 1

TaB. 3.5 — Déroulement de I'algorithme version B.

(%) A ce pas 7 est retiré de E3 car 7 ¢ Dy (validé), 7 ¢ D5 (validé).
(#%) A ce pas 8 n’est pas retiré de E3 car 8 € Dy (validé), 9 est retiré car 9 ¢ Dy, 9 ¢ Ds.
(% *x) A ce pas 8 est retiré de Ey car 8 ¢ Ds.

3.4 Calcul de lois de sous-familles dans le cadre de la loi
d’une famille de variables aléatoires compatible avec un
arbre de jonction (algorithme LS)

3.4.1 Présentation de la méthode

Soit C un arbre de jonction sur un ensemble [ ; soit choisi un numérotage des éléments de C
tel que (C1,. .., C}) soit une suite recouvrante propre possédant la propriété d’intersection
courante (théoreme 8) et soit fixé, pour tout j (2 < j < k), o(j) tel que C; N (u{l;llch) C
Co(j)-

Soit P = Py compatible avec C; il est donc mis en mémoire, pour tout j (1 < j < k), une
application f; de Q2¢; dans R* de sorte que P = é H?Zl fj (ot le facteur de normalisation
a n’est pas mis en mémoire).

Notons, pour tout 7,

Rj=Cj - (Uf;lllCh) ;
Sj=CiN(U_1Ch) ;
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en particulier S; = () et Ry = C;. On a donc par hypothese, pour tout j > 2, .S; C Co ()
d’ou Sj = Cj N Ca(j)-
Le calcul des Pg; s’effectue en deux phases :

Phase 1 : Algorithme qui a pour effet d’écrire P sous la forme d’un produit de transitions
de conditionnement i
pP= H Prys;
j=1
en particulier Pr, /5, = Pc, ; il peut éventuellement exister des valeurs de j autres que 1
pour lesquelles le séparateur S; soit vide, et alors Pg, /5. = Pg;.
Phase 2 : Algorithme qui a pour but, partant de P = H?Zl Pr,/s; de calculer, pour
tout 7 (1 <j<k), ch et st.

3.4.2 Premiere phase, dans le cas particulier élémentaire ou k = 2

On connait les fonctions f; et fs de sorte que

P(z) = — ilwe,) falres)

R1 = 01 02

La P.I.C. est ici vide; la suite recouvrante (Cy, Cy) étant propre, on a: Ty = C; —Cy #£ ()

et Ry 2 Cy — C1 # 0; on a donc une partition de I sous la forme I = T} U Sy U Ry (on
Sy = C1 N Cy). Les calculs qui suivent, qui visent & écrire P sous la forme Pg, /g, Pr, (=
Pr, /s, Pcy), sont classiques ; on distingue selon que Sy # () ou Sy = 0.

SiSlzClﬁCgsé(Z),ona
1
P(.’E) = P(levxszvxlb) = Efl(prng)fQ(xSyng)a

forme qui, rappelons le, exprime que X7, et Xp, sont indépendants conditionnellement a
Xg, ; il vient :

PCz(x(b) = PSQ,RQ(xsmeQ) = é [Zfl(lenyQ)f2($SQ,$R2)] é éfl(wsz)fQ(xwaRz)?
PS2(x52) = ZPS27R2(xS2axR2) = é [Zfl(prng)] [Zf2($52,$}%2)] é éf1(1'52)h2($52),
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P s, (tps,) = Lozke (T80 Tha) _ folsy, 2hy)
R2/S2\T Ry /S2 PSQ(QUSQ) T (25,)

1 1
PCl ('ICI) = PTl,SQ(leaxSQ) = Efl(l‘Tl?xSQ) Zf?(xSanRz) = Ef1($T1,$52)h2($52),
TR,

ou « peut se calculer en appliquant z:vcl Po,(zcy) =1, dou

a= Z Ji(rry, zs,)he(2s,);

{L’Cl

Relevons que les calculs a effectuer pour obtenir Pg, /g, et P, se sont décomposés en 2
sommations, 'une sur Qg, (calcul de hy(zs,)), puis 'autre sur Q¢, (calcul de «).

SiS;=C1NCy=0,onaT) =C)et Ry =C ; Xo, et X, sont indépendantes et les
calculs se simplifient en

P(z) = — filze) falacy)
PCQ(xCQ) - é[Zfl(xcl)]fQ(mCQ) = éflfQ(wCQ)a

{L’Cl

PC'1($C1) = ifl(xCl)[ZfZ(x(b)] = éfl(xcﬁ)h%

Ty
et a peut se calculer par : a =3, fi(zc,)hy
1

Pour k£ > 3, l'algorithme que nous allons présenter maintenant généralise, en s’appuyant
sur la P.I.C., la succession des calculs élémentaires ci-dessus, ol en particulier la constante
de normalisation « ne se calcule qu’en fin de course.

3.4.3 Présentation de la premiere phase du calcul, de I’algorithme dans
le cas général

L’algorithme, & chaque pas, récrit P sous la forme

1 k
P:—ng
aj:l

ou, pour tout j, g; est une application de {2¢; dans R*, de telle sorte que, & Iissue du pas
C, tout g; tel que j > k — £+ 1 soit égal a P /s, .

A Tinitialisation on a, pour tout j, g; = f;.

Au pas £ (1 < ¢ < k), ne sont pas modifiés les g; tels que j > k — £+ 1 (ils auront été
définitivement calculés aux pas précédents) et les g; tels que j < k—/Cet j # o(k—L+1).
Les seules modifications sont opérées sur gx 41 €t go(x—¢41) (si £ < k—1); pour les décrire
on va distinguer selon que Sy_y11 est vide ou non vide.
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Ap—y Chr—t41

Ak—r41

Si Sg_pi1 # 0, le “l-iéme facteur de normalisation” est la fonction hy_,y1 définie sur
Qs,_,,, par la formule suivante, qui utilise le fait que (Sk—¢41, Rx—r¢+1) est une partition
de Ci_yy1 et que donc on peut écrire ze,_,., comme le couple (xsk—l+17ka—Z+l) :

, 5y .
k*é#»l(xsk_e_kl) - gk7£+1(xsk_e+1aka_e+1) )
TRy 41

on modifie ensuite gx_y1 par instruction

A Gh—t+1(TS)_ s TRy 441
Jk—t+1\TCy,_ =
+ ( k Z+1) hk:ff«fl(xsk_[_Fl)

(et alors, comme on le démontrera ci-dessous en 3.4, gy ¢11 = Pr,_, /s, ,,, ); Duis
on modifie g,(x—¢41) par l'instruction
go(kf@rl)(mca(k—ul)) = go(k‘f@rl)(mca(k—z-u))hkf@rl(msk—eﬂ)

(formule qui a un sens car, par la P.I.C., Sx_sy1 C Ca(k,gﬂ)).

Si Sk_gy1 =0, autrement dit Rg_sr1 = Cr_gy1, le “/-itme facteur de normalisation” est
la constante hg_gy1 définie par

hi—e41 = Z Gr—e11(TCy o))

TCh_py1

on modifie g_gy1 par I'instruction

) — Jk—t+1 (xC'k_e-H )

Ik—+1(TOy_gyy Tt

)

(et alors, comme on le démontrera ci-dessous en 3.4, g,_¢11 = Pc,_, +1); on modifie
ensuite gy (r—¢41) par 'instruction :

Jo(k—t+1) (TCo i) = Go(h—t11)(TCo_rir)) * -t
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Remarquons que, au dernier pas de 'algorithme (pas numéro k), on manipule S; = ()
et Ry = Cp; donc on calcule la constante hy = >, g1(zc,), g1 étant tel qu'il figure a
1

I'entrée de ce pas numéro k. Or, a 'entrée de ce pas, on a obtenu
1
P(CE) = E gl(xcl)PRQ/SQ ('ICQ) v PRk/Sk (ka)

1
- E gl(xcl)PRz/Sz ($SQ,$R2) s PB;G/S;C (xsk’ka);

donc la constante de normalisation de cette formule, «, vérifie

o = Zgl(xcl)PRQ/S2(xSQ7xR2) S PRk/S;C (xskvak) ;

T

or (C1, Ra, ..., Rg) est une partition de I, donc par sommations successives, sur
TR+ TR, 4»---> TRy, ON Vérife que :
a=> gilrc,) =hi;
l‘cl

la constante « est donc obtenue en fin d’algorithme, par une sommation sur Q¢,, et il
aurait été plus lourd de la calculer initialement par une sommation sur §2;.

3.4.4 Justification de la premiere phase du calcul de I’algorithme

Notons, pour tout j, A; = Us<; Cs (donc Ay =1).
Il s’agit de démontrer la proposition suivante :
Proposition 8 A l'entrée du pas ¢ (1 <l < k)

1 k—0+1
PAk,[+1 = a H 9s
s=1

et, dans la réalisation de ce pas, il vient

P _ Gk—t+1
Ri_g41/Sk—e41 he—rs

(c’est a dire Pg,_, , si Sg_p1=10).

Démonstration

A lentrée du pas 1, on a bien, puisque les g; sont initialisés aux f;, et que Ay = I,
éH§:1gs = PAk-

Soit donc, par hypothese de récurrence, Pa, ,., = éHE;erl Js, autrement écrit, pour
tout TAp_r41

k—t
1
PAk—£+1(xAk—£+1) = E[Hgs(wcs)] 'gk:fZJrl(ka_g_H) ;
s=1
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comme Aj_y = Us<—¢Cs, on peut définir gx_y(za,_,) = H?;f gs(zc,), d’ou :

1
Pay iy (xAksz) T Ge—e(Ta,_,) - gk—ﬁ—l—l(kaJH)

ou encore, en effectuant la partition de Ay _p11 en Rx g1 U Sk_¢y1 U Ti_p, oU
Ri—py1 = Crpp1 — A0 # 0,

Sk—t4+1 = Cr—g41 N Ag_¢ (vide ou non vide selon les cas),

Tit=Ap—t— Sk—t31 # 0,

PAk—zH(wTk—e’mSk—eHvak—eH) =

QI+

gk‘ff(ka—mek—eH) ) gk*Z‘Fl(m’Sk—e-H’ka—l-{—l) ;

ceci exprime que Xr,_, et Xpg,_, , sont indépendants conditionnellement a Xg, _, (qui
dégénere en l'indépendance de X1, et Xg, . si Sp_p11 =10).

Dans la suite de la démonstration, nous ne détaillons pas les simplifications évidentes si
Sk—r41 = 0.
On a

PCksz(kasz) = PSk—Z+1URk—Z+1(:ESk—Z+1"IRk—Z+1)

1 -
= E[ Z gk—ﬁ(ka—l’xSk—Lrl)] gk—€+1(xsk—z+l’ka—Z+1)
)

11>

§k7€+1 (xsk_g+1) 9k—0+1 (xsk_g+1 ) ka_g+1 )

QI+

et

PSk—€+1(xSk—Z+1) = E , PSk—e+1URk—z+1(mSk—e+17ka—Hl)
TRk _gy1

= agk—f-i-l(xskfzﬂ)[ Z gk—£+1(xsk—z+l’ka—Z+1)]

TRE_g41

Jk—t+1 (x5k7£+1) hk—f+1(x5k7£+1 ) ;

LI~

or
Psk—l+lka—Z+l (msk—ul ) mRk—Z-H)
PSk—Z-H (mSk—eH)

PRk—Z+1/Sk—Z+1 (ka—Z-H /xsk—ul ) =

d’oui, comme annoncé,

Jk—0+1 (xsk—z+1 ’ ka—zH)
Pr S TRy i1 /TSy pin) =
k—et1/ k—€+1( k e+1/ & z+1) hk*[‘f*l(xSk_[_’_l)

Vérifions par ailleurs la conservation de I’hypothese de récurrence, c’est a dire que, apres

initialisation des g; au cours du pas /, il vient, a 'entrée du pas £ +1, é H];;f 9gs = Pa, _,.
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Les g; étant encore tels qu’a l'entrée du pas k — £ + 1, il vient, en utilisant I’égalité
Ap—p+1 = Ap—¢ U Ri_p41 et hypothese de récurrence :

PAk—Z(xAk—e) = Z PAk—zH(xAk—mek—eH)
TR 41
1.
= a gk—ﬁ(xAkfz) Z gk—e‘Fl(xSk—ZJfl’ka—Lrl)
TRy _p41
1 k—¢
= E [Hgs(sz)] hk*f‘f*l(xsk—l-ﬁ—l);
s=1

par I'hypothese d’intersection courante de la suite (Cp)i<p<k, on sait que Sk_ry; C
Co(k—t41) ; donc en actualisant, pour £ < k — 1, g (3—¢41) sous la forme
go(k—é+1)(ﬂfco(k,“1)) “hi—e41(zs,_,,,), et en conservant tous les autres g; (avec 1 < j <
k —?¢), il vient bien

k—/¢
1
PAkfé(‘,EAk—Z) = E Hgs(sz)-
s=1

On peut alors donner le déroulement de 'algorithme comme suit
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3.4.5 Déroulement de la premiere phase du calcul de I’algorithme

Données :
Suite recouvrante propre de I, P.I.C., (Cy,...,Ck)
Pour tout j (1 < j < k), fonctions f; de Q¢; dans R* de sorte que P; soit proportionnel

s 1Tk
a Hj:l i

Objets manipulés : ‘
Fonctions g; (1 < j < k) de Q¢; dans RT et h; (1 <j<k—1)deS; (=C;N (Uil;ll))
dans RT

Probabilités conditionnelles Pg, /s, (1 <j <k) (= Pg, si Sj = 0)

Initialisation : pour tout j g; = f;
Pas courant : /(1 </ <k). Pour tout zs, , ,,2g,_,,, et z¢

o(k—0+1)
si Spop1 #0:

hk—é+1(x5k4+1) = Z gk—€+1(xsk—2+l’ka—l+1)

TR g1
_  Gr—e1(®ms TR )
gk‘*prl(xck—ul) - PRk—z+1/5k—z+1(ka—Hl/xSk—eH) = hk—e+1(@s)_gy 1) :

Yo (k—e+1) (xCU(k,_e_H)) = Yo (k—1+1) (wCU(k_g.H)) ’ hk*ZJrl

i Sp—t41 =0 (i.e. Co—pp1 = Ri—p1) :
hi—r41(Th—p41) == Zxck_m Gk—e+1(TCy_piy)

L  Ge—er1(@R, )
gk_e+1(9€ck,“1) = Pkaszl('rRk—Z«rl) = Pk—ot1

Jo(k—t+1) (TCo_piny) = o(h—t11)(TCo_gir)) * Th—t1

Fin de l’algorithme : / =k

3.4.6 Deuxieme phase du calcul
A Dentrée de cette phase on dispose d’une loi de probabilité vérifiant

k
P= H Pr;/s;,
j=1

ou les Pp, /g, sont mis en mémoire.

On obtient en sortie toutes les lois P, (1<j<k)et Ps; (2 < j < k). L’algorithme au
pas j calcule Pg; (j > 2).

Au premier pas de calcul on lit Pg, /g, qui est en fait Pe,.
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Aupas j (j > 2) :
1. on utilise le fait que S; C Cy(;), et que Po G & déja été calculé lors d’ un pas précédent
car 0(j) < j ; on a donc, posant B; = Co(j) — S

Ps;(zs;) = Z Fo,)(@p;,ws;),

B; €02,
2. on utilise le fait que C; = S; U R;, on calcule P¢; par la formule

Pe; = Ps; - Pryys; -

3.4.7 Role de ’hypotheése de propreté de la suite P.I.C. (C})1<j<x

L’hypothese de propreté de la suite P.I.C. (C})1<j<j est intervenue, dans le déroulement
de l'algorithme LS, dans chacune des deux phases :

- dans la phase 1, on effectue des sommations du type h;(zs,) = Zij gi(zs;,TR;), ce
qui suppose implicitement que R; # (), propriété mise en défaut si Cj C Cy(j), car alors
S;=0C;N Ca(j) =(Cj,dou R; =C; - 5; = 0 et hj(m'sj) = gj(.%'sj),

- dans la phase 2, on effectue des sommations du type Ps,(zs;) = >, e, e, (@B, xs;),
ce qui suppose implicitement que B; # (), propriété mise en défaut si Cs(jy C Cj car alors
Sj = Cg(j) d’ou B; = Ca(j) — Sj =0 et PS]. (xsj) = PC(,(j) (xca(].)).

De telles circonstances de “non propreté” peuvent se produire en particulier dans le calcul
de probabilités conditionnelles. En fait étant donné une suite P.I1.C. (C})1<;<k, on utilise
la suite (Cf)lgjgk ou pour tout j C]A = C; — A il résulte de la définition de la P.I.C. que
(Cf)lgjgk est P.I.C. ; en revanche, elle n’est pas nécessairement propre. Dans ce cas deux
solutions sont possibles :

1) travailler avec la suite P.I.C. (C]-Ahgjgk avec les conventions ci dessus,

2) nettoyer la suite (CjA)lstk afin d’obtenir une suite P.I.C. propre.

3.4.8 Terminologie informatique

Dans I’algorithme qui constitue la premiere phase de la méthode, au pas £ est utilisée
seulement la fonction gg 41, pour modifier elle-méme et gy(x—¢41) ; €n terminologie infor-
matique, on dit que ce pas comporte la transmission d’un “message” de Ck_p11 (ensemble
de définition de gx¢41) & Coh—ry1)-

Dans I'algorithme qui constitue la seconde phase de la méthode, au pas j sont utilisés
seulement F, ;) (défini sur Cy(j)) et Pg, /s, (défini sur R; US; = Cj), pour calculer P ;
en terminologie informatique, on dit que ce pas comporte la transmission d’'un “message”

de G5 2 Cj.
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3.4.9 Etude d’un exemple

Nous allons illuster 1'algorithme de calcul presenté ci-dessus sur un réseau bayésien dont
le graphe est représenté ci dessous, sur I = {a,b,c,d,e, f, g, h,i}.

Cd D CeD (g
D o

G
Fia. 3.6 — Ezemple 1.

L’ensemble 7, des parties de I composées chacune d’un élément et de ses parents est le
suivant :

J = {{a}, {a,b},{a, ¢}, {d, b}, {e,c}, {g, ¢}, {h, g}, {f,d; e} {i b, g, e}}

La suite obtenue (C1,...,Cs), ainsi que les séparateurs S; (2 < j < 6), les R; = C; — S
et les o(j) caractérisant la P.I.C. sont donnés dans le tableau ci-dessous.

C J S j Rj o ( ])
abe abc
bed | be | d 1
cde | cd | e 2
def | de | f 3

3

5

ceg | ce | g
eght | eg | h,t

| U | W N = (.

Voici une représentation graphique de cette arborescence.
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o o )

Cl C12

On a Pr = H?‘:1 fc;, les potentiels fe, étant choisis comme suit :

L fi = P(a)P(b/a)P(c/a)

2. fo=P(d/b)
3. f3=P(e/c)
4. fa=P(f/d.e)
5. fs=P(g/c)

6. fo = P(h/g)P(i/e, g,h)
Le déroulement de la premiere phase de I'algorithme est alors le suivant (nous indiquons
a chaque fois les modifications effectuées)
Initialisation : g1 = f1, g2 = f2, 93 = [f3, 94 = [f4, 95 = [5, 96 = Jo
Pas 1 :
hG(xea xg) = Z}m‘ gﬁ(xea LgyTh, xz)
96 (e, g, T, ;) 1= Lt
95(Te, Te, g) = g5(Xe, Te, Tg) - ho(Te, 4)  (car o(6) = 5)

qui, du fait que gs = fo = P(h/g)P(i/e,g,h), donne
he =1, g6 := g6, 95 = g5(= [5) ;

On a obtenu Pg/ss = Phije,q = 96 = f6 (qui en fait se déduit par produit a partir des
données du réseau bayésien, a savoir P(h/g)P(i/e,g,h)).
Pas 2 :
5(Te, Te) 295 (T Te, Tg)

qui, du fait que g5 = f5 = P(g/c), donne hs = 1 d’ou g5 := g5 et, comme o(5) = 3
93 = g3(= f3)

On a obtenu Pp; /g, =
mis en évidence que, conditionnellement a X., X, est indépendant de X.).

Pas 3 :

Pyjee = g5 = f5 (qui en fait est la donnée P, /. ; I'algorithme a

md,xe E g4 xd,me,xf
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qui, du fait que g4 = fy = P(f/d,e), donne hy = 1 d’out g4 := g4 et, comme o(4) = 3,
93 = g3(= [3)
On a obtenu Pg,/s, = Pf/ge = g2 = fa (qui est en fait 'une des données du réseau
bayésien).
Pas 4 :
$Ca$d Zg?) x(:axeaxd

qui, du fait que g3 = f3 = P(e/c), donne hg = 1 d’ou g3 := g3 et, comme o(3) = 2,
92 = g2(= f2)

On a obtenu Pg, /s, = P./c = g3 = f3 (qui en fait est la donnée F,.; 'algorithme a mis
en évidence que, conditionnellement & X., X, est indépendant de Xy).

Pas 5 :
xbﬂ”c E 92 xbaxaxd

qui, du fait que go = fo = P(d/b), donne h2 =1 d’ou g2 := g2 et, comme o(2) = 1,
91 :=gq1(= f1)

On a obtenu Pr, /s, = Py = g2 = f2 (qui en fait la donnée Py ; 'algorithme a mis en
évidence que, conditionnellement a X3, X, est indépendant de Xj).

Pas 6 :
Comme Sy =0, on a hy = 1 d’ovt, Pg, /s, = Pp, = Papec = g1 = f1.

Maintenant apres avoir obtenu toutes les transitions de conditionnement Pg, /s, pour
tout 1 < ¢ < 6, nous pouvons appliquer la deuxieme phase d’algorithme afin de calculer
toutes les distributions de probabilités Pr, (1 < i < 6).

Pas 1 : Nous commencgons par la racine, ' ; sa distribution de probabilité est donnée
par
Pa,b,c(xm Tp, xc) = Jg1-

Pas 2 : Comme Sy C (1, il vient que

PSQ ('ISQ) = Pb7c($b,$c) = ZPCI (iEa,iEb,,Ic)
a

d’olt Py e.d(Tp, Te, a) = Poc(To, Te) Py, c(Ta/ Ty, Ta)-
Pas 3 : Comme S3 C (s, il vient que

PSS (:CS:’,) = Pc7d(x0’ xd) = Z PCQ (xd, Ty, xc)
b

d’ou Pc,d,e(xw Td, 1'5) = Pc,d(xw xd)Pe/c,d(xe/xa xd)-
Pas 4 : Comme Sy C C3, il vient que

PS4(xS4) = Pd,e(xda xe) = Z P, (x67 Zd, xe)
C
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d’ott Pye f(2d, e, f) = Pae(Ta, Te)Prae(Ty/T4,Te).
Pas 5 : Comme S5 C C3, il vient que

Ps; (xss) = Pc76(x67 xe) = Z P, (x67 Zd, xe)
d

d’oU P g(Te; Te, Tg) = Pee(Te, Te) Pyje(y/0).

Pas 6 : Comme Sg C C5, il vient que

PSG(xSG) = PE,g(xmxg) = ZPC’g (xg,xc,we)
C

d’ou Pe,g,h,i(xm Lg, Th, xz) = Pe,g(xey xg)Ph/g(wh/xi)lji/e,g,h(xi/xea Lg, .%'h).
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Chapitre 4

Algorithme des Restrictions
Successives

4.1 Introduction

Nous avons introduit, au chapitre précédent, 1’algorithme LS (Lauritzen et Spiegelhal-
ter) destiné a calculer, pour des sous-ensembles de I que nous applelons “cibles”, la loi
marginale (ou des lois conditionnelles) et fondé sur les notions d’arbre de jonction et de
suite recouvrante propre possédant la propriétés d’intersection courante (P.I.C.). Nous
avions remarqué que cet algorithme se restreint dans sa version originale a des cibles assez
particulieres qui sont contenues dans les cliques du graphe non orienté déduit du graphe
orienté définissant le réseau bayésien par moralisation et triangularisation (voir chapitre
3 section 3.2); cet algorithme nécessite, si on s’intéresse a des cibles plus générales, une
adaptation [16] que nous avons présentée pour notre part, au chapitre 3 section 2.3, par
création de liens nouveaux par rapport a ceux du réseau bayésien ; ceci peut conduire
a des cliques trop grosses pour que ’algorithme reste efficace.

L’objectif, dans ce chapitre, est d’introduire un algorithme de calcul sur les réseaux
bayésiens dit “algorithme des restrictions successives” et qui fait usage de la notion de
réseau bayésien de niveau deux. Une premiere version de cet algorithme permet de calcu-
ler la loi marginale, hors conditionnement, d’un sous-ensemble quelconque des variables
aléatoires d’un réseau bayésien ; ceci fait I'objet de la premieére partie de ce chapitre. Dans
la deuxieéme partie nous présentons une extension de l'algorithme des restrictions succes-
sives, qui permet de calculer la loi d’un sous-ensemble de variables aléatoires conditionnée
par un autre sous-ensemble de variables du réseau bayésien initial. Dans la derniere sec-
tion nous comparons (sur quelques exemples) les résultats obtenus par 'algorithme des
restrictions successives avec ceux obtenus par l'algorithme d’arbre de jonction.
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4.2 Calcul des lois marginales

Etant donné un réseau bayésien, associé a une famille (X;);e; de variables aléatoires,
nous nous intéressons au calcul de la loi d’une sous-famille (X;);e4 o A est une partie
quelconque de I, dite “cible”. Nous ne formulons sur la cible aucune hypothese particuliere
en connexion avec la structure du réseau bayésien.

L’algorithme que nous proposons est fondé sur les notions de réseau bayésien de niveau
deux (chapitre 1, section 2), de descendance proche, et de transformation du réseau par
restrictions successives. On rappelle que, dans un RB2, sur un ensemble I, les nceuds sont
les éléments d’une partition J de I, qu’on appellera aussi “atomes”. Nous commencons
par donner la définition de la descendance proche, ensuite un exemple de calcul avant d’ex-
pliquer le principe de calcul des lois marginales, et nous terminons par une démonstration
du résultat qui justifie cet algorithme.

Comme dans les chapitres précédents, nous présentons cet algorithme dans le cas de
variables aléatoires discretes, mais cette technique reste valable dans le cas général : les
opérations de marginalisation (vocabulaire usuel des praticiens des réseaux bayésiens),
présentées ici comme des sommations, sont alors des intégrations relativement a des me-
sures dominantes o-finies.

4.2.1 Descendance proche

Nous allons introduire ici une nouvelle notion relative aux graphes orientés. Cette notion
nous sera utile dans la suite en 'appliquant a des graphes sous-jacents a des réseaux
bayésiens ou des réseaux bayésiens de niveau 2, pour introduire l'algorithme des restrictions
successives.

Définition 23 Soit (I,G) un graphe orienté sans circuits et soit i € I. dps (i) (ou dp(i))
est l’ensemble (éventuellement vide) appelé “descendance proche” de i, qui se compose des
enfants de 1 et, s’il y a lieu, des sommets situés sur un chemin entre i et l'un de ses
enfants.

Exemple de descendance proche (sur un RB2)
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(2)
(34

Fia. 4.1 — réseau bayésien de niveau deux

dp(1) = {2,{3,4},6}

qu’on pourra écrire aussi dp(1) = {2,3,4,6}.

On remarque 'abus de langage (déja indiqué en 1.2), consistant a identifier un ensemble
d’atomes de la partition avec leur union.

4.2.2 Exemple introductif a ’algorithme

Soit le graphe orienté sans circuits (I, G) donné en figure (4.2) (a).

La loi jointe associée au réseau bayésien de niveau 1 ainsi défini s’écrit sous la forme

Pr(zr) = Pi(z1) Pa(w2) Ps(z3) Pyjr(xa/1) Psjoa(s/m2, 1) Poys(e/ws5)
Py 5(w7/23,25) Pyjg(ws/x1,26) Pojog(x9/T2,76) Projo,7(T10/72, 27)

Le calcul de Py, loi jointe des variables aléatoires dans la cible A = {1,3,5,7,8,9,10},
revient a marginaliser la loi jointe totale du réseau relativement aux variables indexées
dans A = {2,4,6}, c’est-a-dire sommer sur les valeurs prises par Xo, X4 et Xg.

Nous allons choisir les variables de A I'une aprés I'autre pour la marginalisation. En
premier lieu remarquons que seule la variable Xg n’a pas de descendants dans A ; nous
commencons par marginaliser par rapport a cette variable, et, en regroupant les facteurs,
dans l'expression de Pr, ou figure Xg, nous obtenons (résultat vérifiable directement, mais
qui résulte aussi du lemme ci-dessous)

> Pyjielws/z1,w6) Pojogl(wo/z2,76) Poss(16/25) = Pagpos(as xo/T1,xa,5) ;
xe6

ceci explique que le graphe qui résulte de cette sommation doit étre muni d’une structure
de réseau bayésien de niveau 2 (figure 4.1 (b)) par suppression de 6 et création d’un sommet
Es = {8,9} dont les parents sont 1, 2 et 5, c’est-a-dire & la fois les parents initiaux de 6
et ceux de la descendance proche de 6; on a donc

Prg(zr—¢) = Pi(z1)Po(w2)P3(23)Pyjr(24/21) Py joa(5/02, 04) Prg 1 05(TEs /21, T2, T5)
Pr 3 5(x7/23, 25) Proj2,7(T10 /72, 77)
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&> GO i
&, D
CE D (7. (d) By = {E4, Es, 7,10}
= {5,7,8,9,10}

(c) Ey = {5}

F1G. 4.2 — (a) : Réseau bayésien initial (les neeuds dans le complémentaire de la cible sont
entourés). (b) : Réseau bayésien de niveau 2 obtenu aprés marginalisation sur 6. (c) :
Réseau bayésien de niveau 2 obtenu aprés marginalisation sur 4. (d) : Réseau bayésien de
niveau 2 obtenu apreés marginalisation sur 2.
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Si nous marginalisons maintenant par rapport a X4, nous effectuons le calcul suivant

Z Pyji(wa/1) Psjoa(ws/w2,04) = Ppgyjio(Te,/T1,72) ;

x4

dans ce cas Ey = {5}, et le réseau bayésien de niveau deux obtenu est celui de la figure
4.2 (¢), sur 'ensemble I — {4,6}.

Maintenant il ne reste a faire que la marginalisation par rapport a Xy qui s’effectue par
la sommation suivante

>wo PEs/1,2,8,(TE /21, %2, B,) Py 1 2(TE, /21, 22) Proja,7(T10/ T2, ©7) Pry3 5 (27 /23, 15) Pa(22)
= PEG,E4,7,10/1,3(9€E67 LBy, X7, 9010/9617 903)7

d’ott la nécessité de créer un sommet Ey = {Eg, Ey, 7,10}, qui nous donne la structure de
réseau bayésien de niveau 2 représenté sur la figure 4.1 (d) .

La loi de ce dernier réseau bayésien de niveau deux coincide avec la loi de (X;);c4 :

Pa(za) = Pi(z1) P3(x3) Py 3(TE, /21, 23).

4.2.3 Algorithme des restrictions successives version 1

Soit (I, G, (P/p(i))ier) un réseau bayésien de niveau 1. Etant donné une partie A de
I, dite cible, considérons le probleme de calcul de la loi des variables aléatoires (X;)ica.
Pour résoudre ce probleme nous proposons un algorithme de calcul dit algorithme des
restrictions successives; I'idée générale est de gérer la succession des intégrations (ici ou
les variables aléatoires sont discretes il s’agit de sommations) a effectuer relativement aux
variables aléatoires X, pour £ € A (complémentaire de A dans I). C’est cette facon de gérer
les sommations qui permet de garder une représentation sous forme de réseau bayésien de
niveau deux de la loi cible.

On suppose que toutes les feuilles du réseau donné sont contenues dans la cible; s’il
n’en est pas ainsi, on commence par supprimer du graphe tous les nceuds qui n’ont pas
de descendants dans A car ils n’interviennent pas dans le calcul de P4 ; autrement dit,
comme en l'avait déja indiqué au chapitre 1 (1.1.3), on se restreint a la partie commengante
engendrée par A, notée AT.

4.2.4 Principe de Palgorithme

Etant donné un RB1 sur 'ensemble I, I'idée générale de 'algorithme des restrictions
successives, afin de calculer Py, o A C I, est de construire une suite de parties (lo, ..., Iy)
avec ¢ = card(A), et, pour tout 0 < s < £, un réseau bayésien de niveau deux sur I, noté
Rs = (Zs,Gs, (Py/p(ry)sez. ), caractérisant Pr,, loi de X, = (X;)ier,, de telle sorte que :

1. Zy est le réseau initial (et donc Iy = I).

2. La partie I511 contient un élément de moins que I, pris dans A.

103



3. Tout atome de Z, est contenu soit dans A, soit dans I, — A; s’il est contenu dans
I, — A, c’est un singleton.
4. Toute feuille de R4 est contenue dans A.

5. A la fin de lalgorithme, I, = A et la loi de (X;);ca s’obtient simplement par produit
des lois conditionnelles dans le réseau bayésien de niveau deux obtenu sur Iy .

Précisons le pas général de cet algorithme : nous disposons en entrée de ce pas d’'un RB2,
sur L C I, R = (Z,G,(Pjp(s))Jer), caractérisant Pr, ot L = Ujez J, nous choisissons
1€ L — A, tel que aucun de ses descendants ne soit dans L. — A, nous obtenons en sortie
le RB2, sur L' = L — {i}, R' = (', ', (Py/p(s)) se1’) caractérisant Pp:.

Le déroulement de ce pas peut étre visualisé sur I'exemple de la figure 4.3 ou L =
{1,...,14} et ou on a choisi i = 6 (ce qui implique que 7,8,9,10,11,12 et 13 sont tous
dans la cible A). Dans R comme dans R’, les éléments de la partition (Z en (a) ou Z’ en
(b)) sont entourés par un trait plein; les sous-ensembles qui seront & considérer par les
besoins de la description du pas général, et du lemme qui la suit, sont entourés d’un trait
tireté.

F1G. 4.3 — (a) : Différents sous-ensembles définis a partir du sommet 6. (b) : RB2 obtenu
aprés marginalisation sur 6 : Eg = {7,8,9,10,11}.

Choisissons un élément i de A N L; d’aprés I'hypothese de récurrence, le singleton {i}
appartient a Z ; rappelons que ce choix est effectué de maniere que ¢ n’ait aucun descendant
dans A. D’apres la propriété 4 (déja vraie pour Ry), {i} n’est pas une feuille de R et donc
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la descendance proche de i est non vide ; nous la noterons FE;.

Alors le RB2 R’ a pour sommets les atomes de la partition Z’ qui sont :
1. la descendance proche de ¢ dans R, F;, qui est, en vertu du choix de ¢, contenue dans
Ay

2. tous les atomes de 7 autres que ¢ et ceux dans F;.

Il en résulte que la propriété 3 passe du RB2 R au RB2 R’ : les atomes de Z’ sont contenus
soit dans A, soit dans L' — A (et alors ce sont des singletons).

Le graphe G’ se déduit du graphe G de la mani¢re suivante :
1. on supprime tous les liens concernant ¢ et les éléments de F; dans R,
2. on conserve tous les autres liens de G,
3. on affecte & E; un ensemble de parents, p'(E;), qui comprend :
(a) tous les parents de i dans G';
(b) tous les parents des sommets appartenant & la descendance proche de i, autres
que i et ceux dans F; lui-méme.
4. on affecte a F; comme enfants tous les enfants des sommets de R regroupés dans E;,
autres que ceux dans FE; lui-méme.
Les données de probabilité assocides & R’ se déduisent de celles associées a R de la manicre
suivante :

1. on conserve la loi, conditionnellement a ses parents, pour tout sommet dont le passage
de R & R’ n’a modifié ni lui-méme ni ses parents (c’est-a-dire tout sommet autre que
i, ceux dans E; et les enfants de ceux dans E;).

2. pour tout enfant J de E; (dans (), sa loi, conditionnellement & ses parents, se
conserve en substituant E; a lensemble de ceux des parents de J (dans G) qui
appartenaient & F; (on conserve l'information que seuls ces derniers interviennent
effectivement dans pf] / Ei); en effet, conditionnellement & ses parents dans G, J est
indépendant de ceux des sommets de F; qui ne sont pas des parents de J ; ceci résulte
du fait qu’aucun de ces sommets n’est un descendant de J.

3. on crée la loi de E; conditionnellement & p/(E;), selon la formule :
P,y () @B/ (E) = [ ( 1T P @i/ann) ) Py iy (i) p(ay)
$ieQi JEE,’
Remarque

Nous pouvons écrire autrement la formule qui permet de calculer la loi de FE; condition-
nellement & p/(E;) :

Pg, o (B) (B /Ty (B) =
seriety Proon@s/apn) Saea, | (oeew Prmon@s/zp) ) Prjptey @i/pio) |

cela provient du fait que [];cp,_c;) Prsp(s)(€1/2p(s)) ne dépend pas de X;, et donc nous
pouvons le sortir de la somme, et faire le produit avec le résultat de la sommation.
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4.2.5 Justification de I’algorithme

Toutes les relations d’indépendance conditionnelle qui assurent le passage du RB2 R au
RB2 R’ (voir ci-dessus la description du pas général de 1'algorithme) sont évidentes par
construction. La seule démonstration a effectuer est celle qui justifie le calcul de la loi du
“nouveau noeud” FE; conditionnellement a ses parents.

Lemme 1 La loi de X, conditionnellement a X, (E;) vérifie :

Pp, ey (@B /T E) = D [(H PJ/p(J)(ﬂJJ/ﬂ?p(J))) /o) (T / Tp(i))

x;€Q; Jek;
Démonstration
Pour alléger les notations, notons ) _; pour > . et, pour toute partie B = {b1,...,bn}
de L, )" 5 pour Zmbl €, > o, €0, i Bous omettons d’écrire les variables (par exemple

on écrit Py ) pour Py (xJ/xp(J ).

Le lecteur peut visualiser les différents objets intervenant dans cette démonstration sur
lexemple donné ci-dessus (figure 4.3(a)) dans la description du pas général de 1’algorithme :
i = 6;les J appartenant a E; (autrement dit, avec ’abus de langage que nous commettons
entre famille de parties disjointes de I et union des éléments de cette famille, les J contenus
dans E;) sont {7,8}, {9} et {10,11}; p'(E;) se compose de 3 et 4 (car parents de i) et 5
(car parent de {10,11} qui est dans Ej;).

Le calcul de Pg, /,(g,) peut s’effectuer en se limitant a (E;)" partie commengante définie
par E; , qui contient p'(E;) par construction; décomposons (F;)* selon la partition

)
(Bi, (i}, 9/ (E:), Hy), ot (§'(E,)) " = p/(E;) U H;. Alors

Ppupey) = Z ; (IT 2ow) Pawr ( TT Prswer) ( TT Poocr ) |-

JEE; kep' (E;) heH;

L’indice ¢ n’intervient que dans <H gen Pim( J)) P; /iy alors que les ¢ appartenant a H;

ne peuvent intervenir que dans ( erp/(Ei) Pk/p(k)) < HheHi P o) ) ; donc

Ppuy e = {; HJQ PJ/p(J)> Pi/p(i)]} {Z {( H By p( k)) ( H Php(n) ) } }

H; kep'(E;) heH;
Or Py = [( erp/(Ei) Py k) > < [lhen, Ph/p(h)) } Donc
Pryjp(E:) = % = Z [(JHE PJ/p<J> Pi/p(i)]’
i €
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4.2.6 Evaluation de nombre d’opérations élémentaires dans le déroulement
de Palgorithme

Dans la présentation du pas général de ’algorithme des restrictions successives, nous
avons donné le choix suivant de la variable aléatoire, ne faisant pas partie de la cible,
relativement a laquelle s’effectue la marginalisation : celle-ci ne doit pas avoir de descen-
dants dans le complémentaire de la cible. Dans le cas ou nous disposons de plusieurs choix
entre les variables du complémentaire de la cible, nous proposons de choisir la variable qui
minimise le nombre d’opérations arithmétiques que nous avons a faire lors du calcul de la
distribution de probabilité donné en lemme 1.

Déterminons tout d’abord le nombre d’opérations arithmétiques effectuées a chaque pas
du déroulement de I’algorithme ; rappelons la formule de calcul de la probabilité condi-
tionnelle constituée lors de la marginalisation sur le noeud i :

Pp, () (@5 /Ty E)) = ) H 11 PJ/p(J)(SCJ/SUp(J))) P iy (i /T () ] (4.1)

:L‘iEQi JEEZ'

Le nombre exact d’opérations arithmétiques effectuées a chaque pas ¢ de I'algorithme est
obtenu a partir de cette formule ; pour le donner introduisons les notations suivantes :

N; : le nombre d’opérations arithmétiques effectuées a chaque pas 1.

|E;| = card(E;) : le nombre de variables aléatoires regroupées dans FE;.

|| = card(€);) : cardinal de €2;, en d’autres termes le nombre de valeurs de la variable
aléatoire X;.

|2y ot J C I : nombre de valeurs de la variables X, [€2;] = [T, [€2].

L’équation (4.1) montre que le calcul de Ppg,|,(g,) nécessite Qg (g,)| termes. Chaque
terme nécessite |Q2;| sommations et |E; 4+ 1| multiplications ; le nombre total des opérations
arithmétiques est alors donné par :

Ni = Qp,upEo) 1] |E;+1] = ( 11 1) [E: +1]
Je{i}NE;Up’' (E;)

Soit d = Card (C) et (i1, ...,iq) la suite des éléments de C' dans 'ordre dans lequel 1’al-
gorithme procede aux marginalisations ; alors le nombre total d’opérations arithmétiques

est :
d d
SN, =Y ( 11 1) |Ei, + 1.

(=1 s=1je{ig}nE;,Up'(E;i,)

4.2.7 Généralisation facile et importante

Nous avons présenté cette premiere version de I'algorithme des restrictions successives en
prenant comme point de départ un réseau bayésien de niveau 1, et de ce fait, quoique, des
le second pas, 'algorithme manipule des RB2, il se trouve que les regroupements de nocuds
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effectués ne portent que sur des noeuds qui sont dans la cible et donc les sommations ne
portent, a chaque pas, que sur des variables aléatoires encore isolées, non dans la cible.

IL n’y aurait évidemment aucune différence fondamentale si le point de départ était un
RB2 Ry et la cible une union d’atomes de la partition Zy entrant dans la définition de ce

RB2.

11 suffit de modifier la rédaction des principes 2 et 3 de I’algorithme, énoncés en 4.2.4, de
la maniere suivante :

2. Is41 se déduit de I en en retirant un atome de I, contenu dans A.

3. Tout atome de 7, est contenu soit dans A soit dans I, — A ; s’il est contenu dans I, — A,
c’est 'un des atomes de la partition initiale Z;.

Dans le pas général de I’algorithme, le passage du RB2 R au RB2 R’ se fait par sommation

sur un atome de Z, contenu dans A, choisi de maniere qu’il n’ait aucun descendant contenu
dans A.

La formule de calcul démontrée au lemme 1 aurait alors la forme suivante o, pour en
rappeler la définition, nous écrirons dp(J) (descendance proche de J dans R) pour noter
le nouveau noeud crée lors du pas général de l'algorithme :

P, e (@B, [TyE) = Y [( I Pepoo(@x/zp) ) Pyrpn 1/ Tpr) ]
T Kedp(J)

4.3 Calcul des lois conditionnelles

4.3.1 Introduction

L’objectif, dans cette section, est d’introduire un algorithme de calcul des lois condition-
nelles dans les réseaux bayésiens. Soit (I, G, (P;/p(;))icr) un réseau bayésien de niveau un.
Etant donné deux parties disjointes A et B de I , on pose le probleme de calcul de la loi
des variables aléatoires X, (ou a € A) conditionnées par les variables aléatoires Xj (ou
be B).

Rappelons que la technique liée a lalgorithme LS (voir chapitre 3, section 4) utilise
un produit de fonctions “potentiels”, proportionnel a la loi de X up quand Xp (famille
des variables aléatoires X3, ou b € B) est fixée a la valeur donnée xp, et donc aussi
proportionnel & la loi de X4 conditionnellement & [Xp = zp]; le calcul de la constante de
normalisation nécessaire pour obtenir cette loi conditionnelle est intégré a l'algorithme.

Par contre ici, nous recourons a I’emploi du théoréeme de Bayes :

PAUB(HCAUB)
Pp(zp)

donc le calcul de cette loi conditionnelle revient a calculer en premier lieu la loi de la
variable aléatoire X 4, et ensuite a calculer la constante de normalisation sous la forme de
la loi de la variables aléatoire Xp. L’idée générale est de gérer la succession des intégrations

Py/p(za/ep) =
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(sommations si les variables aléatoires sont discretes) relativement aux variables aléatoires
X, pour i € AU B, puis relativement aux variables aléatoires X; pour i € A.

Dans la section précédente nous avons introduit l'algorithme des restrictions succes-
sives, qui permet de calculer des lois marginales d’une sous famille (X;).cc, ou C est un
sous-ensemble du réseau bayésien initial. Il serait donc possible pour calculer la loi condi-
tionnelle, d’appliquer cet algorithme séparément & AU B et & B, mais ceci conduirait en
général a des calculs redondants.

Nous proposons donc ici une nouvelle version de 'algorithme des restrictions successives
qui permet de calculer Xp en utilisant le calcul préalable de X 4yp ; la différence avec la
version précédente de l'algorithme tient a ce que ce dernier était initialisé sur un réseau
bayésien ordinaire (RB1) alors que celui présenté ici est initialisé sur le RB2 représentant
de X AUB-

Il n’est pas possible d’appliquer ici directement la généralisation de la version 1 de I’al-
gorithme présentée en 4.4.7 car ceci supposerait que B soit union d’atomes du RB2 issu
du calcul de la loi de X aup et en général il n’en sera pas ainsi.

Plus généralement soit un RB2 sur un ensemble 1 (Z,Gz,(Pj/p(s))sez); on pose le
probleme de calcul de la loi jointe des variables aléatoires (X;);cc, pour C' C I (et non
nécessairement compatible avec la partition 7) ; ce calcul revient a marginaliser par rapport
aux variables aléatoires X = (X¢) e

On va voir par la suite que, par notre nouvelle version de 'algorithme des restrictions
successives, le passage d'un réseau bayésien de niveau deux a la loi jointe d’un sous-
ensemble de variables aléatoires se passe de maniere analogue au passage de la loi d’'un
réseau bayésien de niveau un a la loi d’'un sous-ensemble de variables aléatoires de ce
réseau.

Nous commencons par donner un exemple de calcul, nous expliquons par la suite le
principe de calcul des lois conditionnelles dans ces différentes phases, et nous terminons
par une démonstration du résultat.

4.3.2 Exemple introductif a 1’algorithme

Soit le graphe (I, G), orienté sans circuits donné en figure 4.4 (a).

La loi jointe associée au réseau bayésien de niveau 2 ainsi défini s’écrit sous la forme

Pr(zr) = Pi(x1)Pa(x2) Py (23/21) Pyjog(a/, 23) Ps o (w5 /22) Py 7/4 (26, 27/74)
Py j67(x8/x6, 7) Py 10,11 /4,58 (%9, T10, Z11 /%4, 5, 8) P15 /3 (215/73)

Pyyss10,13(214/75, 012, 713) Pi2 13/9,10,11 (712, 13 /9, T10, T11)

On considere la cible C' = {1,2,3,5,6,7,8,9,11, 14, 15}. Le calcul de Pc revient & mar-
ginaliser la loi jointe totale du réseau relativement aux variables indexées dans C' =
{4,10,12,13}, c’est-a-dire sommer sur les valeurs prises par Xy, X9, X12 et Xi3.

Nous allons choisir les variables de C I'une aprés 'autre pour la marginalisation.
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(b) Epiaisy = {14}

(d) By = 6,7,8, Eio}
—{6,7,8,9,11,14}

(C) Ey= {9, 11, E{12,13}}
= {9, 11, 14}

F1G. 4.4 — (a) : Réseau bayésien de niveau deux initial (les sommets non dans la cible sont signalés
par une étoile). (b) : Réseau bayésien de niveau 2 obtenu aprés marginalisation sur 12,13. (c) :
Réseau bayésien de niveau 2 obtenu aprés marginalisation sur 10. (d) : Réseau bayésien de niveau
2 obtenu apres marginalisation sur 4.
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En premier lieu nous remarquons que parmi les sommets du RB2 contenant des éléments
de C, seul {12,13} n’a pas de descendants contenant aussi des éléments de C'. 11 se trouve
que 12 et 13 sont tous deux dans C'; nous commencons par marginaliser par rapport aux
deux variables X715 et Xy3 et obtenons

Ywreays 112,13/9,10,11(T12, ¥13/T9, T10, 11) Plass 12,13 (T14/ 25, T12, T13)

= Plyss59,10,11(T14/75, 79, T10, T11);

ceci explique que le graphe qui résulte de cette intégration est muni d’une structure de
réseau bayésien de niveau 2 (figure 4.4 (b)) par suppression du sommet {12, 13} et création
d’un sommet Eyo 13, = {14} dont les parents sont 5, 9, 10 et 11, c’est-a-dire a la fois les
parents initiaux du sommet {12, 13} et ceux de la descendance proche de {12,13}.

Nous considérons ensuite I'élément de C' 10 qui, dans le RB2, appartient au sommet
{9,10,11}, alors que les autres éléments de ce sommet, 9 et 11, sont dans C'; pour margi-
naliser par rapport & Xj¢, nous effectuons le calcul suivant (résultat vérifiable directement,
mais qui résulte aussi du lemme ci-dessous)

Yoy Po1011/4,58(T9, 10, ¥11/74, 5, 8) Prass 9,10,11 (¥14/T5, B9, T10, T11)
= PE10/4,5,8(xE10/x4’ Ts, x8);
dans ce cas on crée F1g = {9,11, E{12713}}, et le réseau bayésien de niveau deux obtenu

est celui sur la figure 4.4 (c).

Maintenant il ne reste a effectuer que la marginalisation par rapport a X qui s’effectue
par la sommation suivante

Y ey PEio/as8(TEy/Ta, 25, 28) Pyer(xs/w6,27) Por/a(T6,27/74) Pysog(wa/29,73)
= PE10,6,7,8/2,3(£E10, Ze6,I7, $8/$2, $3),

d’ott la nécessité de créer un sommet Ey = {F10,6,7,8}, qui nous donne la structure de
réseau bayésien de niveau 2 représenté sur la figure 4.4 (d) .

La loi de ce dernier réseau bayésien de niveau deux coincide avec la loi de (X;)iec :

Po(ze) = Pi(o1)Pa(w2) P31 (v3/21) Ps 2 (25 /22) Py j2.3(7 5y /72, 3) Pis 315/ 73).

4.3.3 Algorithme des restrictions successives version 2

Soit (Z, G, (Pjy/p(s))ier) un réseau bayésien de niveau 2 sur un ensemble I, caractérisant
la loi de X (c’est-a-dire que Z est une partition de I); soit C' une partie de I, non
nécessairement union d’atomes de la partition; notre but est de construire un réseau
bayésien de niveau 2 sur C', caractérisant la loi de X¢.

C' désignant le complémentaire de C' dans I, on distingue deux types de sommets dans
le réseau bayésien de niveau 2 initial : ceux qui ne contiennent aucun élément de C' (dits
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“C-vides”) et ceux qui en contiennent (dits “C-non vides”); soit £ le nombre de sommets
C-non vides. L’idée générale de I'algorithme est de construire une suite de parties de I,
soit (Ip,...,I;), et pour tout 0 < s < £ un réseau bayésien de niveau deux sur I, noté Ry,
de telle sorte que :

1. Zj est le réseau bayésien de niveau 2 initial (et donc Iy = I).

2. La partie I, se déduit de I, par considération d’un sommet C-non vide, soit K ;
c’est la marginalisation par rapport a ceux des éléments de K qui appartiennent a C'
qui permet de passer de Ry & Rsy1, et Isy1 est donc égal a I privé de ces éléments.

3. A la fin de cet algorithme, I, = C' et la loi de X s’obtient simplement par produit
des lois conditionnelles dans le réseau bayésien de niveau deux obtenu sur Iy .

Es = {8,9,10,11}
/

F1G. 4.5 — (a) : Différents sous-ensembles définis a partir de {6,7}. (b) : RB2 obtenu apreés
marginalisation sur {6,7} : Es7 = {8,9,10,11}.

Précisons le pas général de cet algorithme : nous disposons en entrée de ce pas d’'un RB2,
sur L C I, R = (Z,G, (Py/p(s)) sez) et nous obtiendrons en sortie R' = (Z', G', (P /(1)) se1’)
qui est un RB2 sur une partie L' de L dont la construction est détaillée ci-dessous.

Choisissons un sommet .J de Z, C-non vide ; ce choix est effectué de maniere que J n’ait
aucun descendant lui méme C-non vide. Posons J = J; U Jy, ou J; C C et Jo C C.

Le déroulement de cette étape peut étre visualisé sur I'exemple de la figure (4.5) ou
J ={6,7} : dans R comme dans R/, les éléments de la partition (Z en (a) ou Z’ en (b)),
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et du lemme qui la suit, sont entourés par un trait plein; les sous-ensembles qui seront a
considérer par les besoins de la description du pas général de cette phase sont entourés
d’un trait pointillé.

Le réseau bayésien de niveau 2 R’ a pour sommets les atomes de la partition Z’ de
L' =L — J; qui sont :

1. 'union de Js et des atomes de 7 qui sont dans la descendance proche de J dans R,
qu’on va noter Ej,,

2. tous les atomes de Z autres que J et ceux dans E, .
Le graphe G’ se déduit du graphe G de la mani¢re suivante :
1. on supprime tous les liens concernant J et les éléments de E;, dans R.
2. on conserve tous les autres liens de G.
3. on affecte & F;;, un ensemble de parents, p'(F, ), qui comprend :
(a) tous les parents de J pour G;

(b) tous les parents des sommets appartenant a la descendance proche de J, autres
que J et ceux dans Ej, lui-méme.

4. on affecte & Fj, comme enfants tous les enfants des sommets de R regroupés dans
LEj,, autres que ceux dans Ej, lui-méme.
Les données de probabilité associées & R’ se déduisent de celles associées & R de la maniére
suivante :

1. on conserve la loi, conditionnellement a ses parents, pour tout sommet dont le passage
de R & R’ n’a modifié ni lui-méme ni ses parents (c’est-a-dire tout sommet autre que
J, ceux dans Ej, et les enfants de ceux dans Ej, ).

2. pour tout enfant (pour G) de Ej,, soit K, sa loi, conditionnellement & ses parents,
se conserve en substituant Ej, a I’ensemble de ceux des parents (pour G) de K qui
appartenaient a Fj, ; on conserve 'information que seuls ces derniers interviennent
effectivement dans p/K JE,, 5 €D effet, conditionnellement & ses parents pour G, K est

indépendant de ceux des sommets de Ej, qui ne sont pas des parents de K ; ceci
résulte du fait qu’aucun de ces sommets n’est un descendant de K.

3. on crée la loi de Ej, conditionnellement & p'(Ey,), par la formule :

Pr, jp(5,)( @B, [Ty (E,))

=20y 0y [ <HKedp(J) Prejp(r) (TK [Tp(Kc) ) Pyjp(n) (@00, %05/ Tp() ]

4.3.4 Justification de I’algorithme

Comme pour la premiere version de 'algorithme, la seule justification a fournir est celle
relative au calcul de Pg 1, /9'(Egy)
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Lemme 2 La loi de XE,, conditionnellement a XP'(EJl) se calcule comme

Pr, jp(5,) (@B, [Ty (E,))

= 2uy, €0y, [ <HKedp(J) Prc/p(re) (@5 /(i) ) Py @520,/ Tp(r)) |-

Démonstration

Considérons les mémes notations que pour le lemme 1. Nous cherchons a calculer
Y1, Pa, 1)/, (1) Prp(s) s pour cela, il suffit de considérer un réseau bayésien de niveau
deux équivalent a celui d’entrée du pas général de I’algorithme et distinguant ente J; (C C')
et Jo (C C) comme le montre la figure suivante :

Autrement dit, étant fixé J (€ Z), qui contient strictement J; sur lequel nous voulons
effectuer la sommation, nous introduisons un RB2, équivalent a R (c’est a dire qu’il est
construit sur le méme ensemble L et détermine la méme loi pour les variables aléatoires
indexées par L), noté R* = (Z*,G*, (Py/p(y))sez+) et qui se déduit de R par les opérations
suivantes :

- toutes les parties de L constituant Z* sont les mémes constituant Z, a I’exception de J
qui est remplacé par Jy et Jo (ou Jo = J — Jq)

- les parties dans R* des éléments de Z autres que J sont inchangés, sauf si un tel parent
est J, auquel cas il est remplacé par les deux parents J; et Jo

- les parents de J; dans R* sont les parents de J dans R

- les parents de Jy dans R* sont .J; et les parents de J dans R.

Les seules probabilités conditionnelles a recalculer sont donc
| Pr o) = Prjptn) = 2, Progap(a)

Priugy /)

‘ Prafpr(32) = Prafnop(n) = Py ey,

Dans le RB2 R* la descendance proche de J; est clairement dp*(J;) = Jo Udp(J).

Il résulte de la construction de R’ que celui-ci se déduit de R par sommation sur J; et
donc le lemme 2 n’est autre que 'application a R* de la remarque faite en 4.2.7. [ |
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4.4 Application

Dans cette section, nous allons comparer les résultats obtenus par 1’algorithme LS (Lau-
ritzen et Spiegelhalter) et I’algorithme des restrictions successives ; la comparaison portera
sur le nombre d’opérations arithmétiques effectuées par chaque algorithme pour calculer
la loi de probabilité d'une méme cible qu’on précisera.

Ces opérations arithmétiques élémentaires sont des additions, des multiplications et des
divisions. Notons que les variables que nous allons considérer sont binaires; pour une
telle variable X, le calcul de la loi Px peut étre effectué soit comme les calculs séparés
de P(X = 0) et P(X = 1) (qui, nous le verrons, font intervenir des multiplications)
soit comme le calcul de (par exemple) P(X = 0) puis P(X = 1) = 1—- P(X = 0);
la méme remarque s’applique aux lois conditionnelles ; nous avons choisi ici de faire le
dénombrement d’opérations en nous basant sur la premiere option ; le choix de la seconde
ne modifierait pas ’équilibre entre les nombres globaux d’opérations par les deux méthodes.

Nous allons effectuer cette comparaison sur 'exemple “Visite en Asie” déja présenté au
chapitre 1.

Rappelons le graphe orienté associé a cette application, avec le codage suivant :
: Visite en Asie

: Fumer

: Bronchite

: Cancer

: Tuberculose

: Grave maladie (Tuberculose ou Cancer)

: Dyspnée

T O OOHQwWwHI

: Radiologie

/\/\
N\

AN

Supposons, dans cette application, que nous disposions d’informations complémentaires
sur le réseau bayésien : le malade a visité I’Asie et il a des troubles de respiration (Dyspnée).

Nous allons chercher la loi de la variable “Fumer” conditionnellement a cette information.
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4.4.1 L’algorithme LS

L’application de I’algorithme LS, comme nous 'avons déja présenté au chapitre 3, com-
mence par la construction d’un arbre de jonction associé au réseau bayésien. Il s’agit d’'un
arbre construit sur un recouvrement 7 de I, qui doit étre tel que la cible est contenue
dans 1'un des éléments de 7 ; ici, comme la cible est restreinte & un seul nceud (F'), cette
condition est automatiquement satisfaite.

Les éléments de 7 sont ordonnés de maniere & constituer une suite possédant la propriété
d’intersection courante (P.I.C.) (voir chapitre 3 section 3.3); lapplication de l'un des
algorithmes de construction d’une suite P.I.C. conduit a la suite (C, ..., Cs) qui est donnée
dans le tableau ci dessous, ainsi que les séparateurs S; = C; N Up<;jC, (pour 1 < j < 6),
les Rj = Cj — S et les o(j) caractérisant la P.I.C. (S5; C Cs(;)); on rappelle que dans
'arborescence définie par la suite P.I.C. tout arc est de la forme (C,;),C;) (o 2 < j < 6)

il G | Si| B |a(h)
1| VT VT

2| TCG | T | CG 1
3| BCG | CG| B 2
4| FCB|CB| F | 3
5| DBG|BG| D | 3
6| RG G R 2

Voici une représentation graphique de cette arborescence.

Notons que nous ne prenons pas en compte le déroulement de ’algorithme de construction
de cette arborescence dans I'évaluation de la complexité du calcul de P(F/V =1,D = 1)
par la méthode LS.

Afin de pouvoir appliquer 'algorithme LS, nous mettons en évidence la compatibilité de
Pr avec le recouvrement 7 : Py = H?:1 fj ou, pour tout j, f; est une fonction de variables
constituant C, c’est a dire :
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AWV, T)=P(V)P(T/V)
[(T,C.G) = P(G/T,C)
f3(B,C,G) =1
fa(F,C, B) = P(F)P(B/F)P(C/F)

5(D,B,G) = P(D/B,G)

fe(R,G) = P(R/G).

Comme notre but est le calcul d’'une loi conditionnellement & la fixation (a la valeur
1) des variables V' et D, l'algorithme va utiliser en fait I'arborescence définie sur A =

I—{V,D}={F,T,C,B,G,R}

On constate que cette suite n’est pas propre puisque ClA C C{‘ et CgA C C:{‘.

Comme nous ’avons indiqué en section 3.4.7, nous pouvons ici soit “nettoyer I’arborescen-
ce” (c’est & dire supprimer Cf! et C£) soit faire tourner 'algorithme sur cette arborescence
non propre, en sachant qu’il y a deux pas qui ne conduiront a aucun calcul effectif : un
pas dans la premiere phase car Cg‘ C C’JA5 et un dans la seconde phase car Cf@) C CQA;
nous allons ici rédiger le déroulement de l’algorithme en conservant I’arborescence sans la
nettoyer mais préciserons les modifications qu’aurait entrainé le nettoyage, c’est a dire la
suppression de ClA et 054.

Commencgons par factoriser Pr_ry py : Pr_{v,p}/v=1,p=1 = aH?Zl fj ou, pour tout j, f;
se déduit de f; en fixant a la valeur 1 celles des variables V' et D qui appartiennent a Cj ;
de maniere précise :

A(T) = [(V=1T)=P(V=1)P(T/V =1)

f(T,C,G) = fg(T C,G)=P(G/T,C)

f3(B,C,G) = f3(B,C,G) =1

f1(F,C,B) = fi(F,C, B) = P(F)P(B/F)P(C/F)

f5(B,G) = f5(D =1,B,G) = P(D = 1/B,G)

f6(R,G) = fs(R,G) = P(R/G)

Une “phase zéro” de 'algorithme consiste & dresser les tableaux des potentiels f; (1 <
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j < 6); dénombrons les multiplications nécessaires :
Calcul de f1 : 2 multiplications.
Calcul de fy : 16 (= 8 x 2) multiplications,

soit en tout 18 multiplications.
Le déroulement de la premiere phase de l'algorithme est alors le suivant (nous indiquons

a chaque fois le nombre d’opérations effectuées)
7Initialisation t o1 (T) - fl (T)7 g2 (T7 C7 G) - f2 (T7 Ca G)7 93(B7 Ca G) - f3(B7 Ca G)v
94(F’ C’B) = f4(Fa CaB), 95(B5G) = f5(B,G), 96(Ra G) = f6(R’ G)

Pas 1 : Modification de gs et g,(6) = 92

he(G) = > r96(R,G) 2 additions

96(R,G) == ggggéc):) 4 divisions

g2 (T’ C, G) = 92(T7 C, G) ) hG(G)

8 multiplications

Pas 2 : Modification de g5 et g,(5) = g3

hs(B,G) = g5(B,G) 0 addition

95(B,G) = Iiigg:g)) =1 0 division

g3(B707 G) = g3(B7C7 G) : h5(B7G) - g3(B7C7 G)

0 multiplication

(Ce pas aurait étre absent en cas de nettoyage, mais il ne comporte aucune opération.)
Pas 3 : Modification de g4 et g,4) = g3

hy(B,C) = pga(B,C,F) 4 additions

— uBOF) g Jivisions

94(B,C, F) := Biey
93(B,C,G) := g3(B,C,G) - hy(B,C) 8 multiplications

Pas 4 : Modification de g3 et g,(3) = g2

h3(C,G) => 5 93(B,C,G) 4 additions
93(B,C,G) :== % 8 divisions
gg(T, C, G) = gg(T, C, G) : hg(C, G)

8 multiplications

Pas 5 : Modification de g2 et g,(2) = g1

ho(T) = 3 0. 92(T,C,G) 6 additions
g(T,C, Q) = % 8 divisions
91(T) .= q1(T) - ho(T) 2 multiplications

Pas 6 :
Comme S; =0, on a hy = 1.
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(Ce pas aurait étre absent en cas de nettoyage, mais il ne comporte aucune opération.)

Le nombre total d’opérations effectuées dans cette premiere phase est 16 additions, 26
multiplications, et 28 divisions.

Maintenant, apres avoir obtenu les transitions de conditionnement g; = Pg_ /s, pour tout
1 < j <6, nous pouvons appliquer la deuxieme phase d’algorithme afin de calculer toutes
les distributions de probabilités Pr, (1 <7 < 6).

Pas 1 : nous commencgons par la racine, C' ;
P(T)V =1,D =1) = (7).

donc nous effectuons 0 addition.
(Ce pas aurait étre absent en cas de nettoyage, mais il ne comporte aucune opération.)

Pas 2 : comme So C (1, il vient que
P(S;)V=1,D=1)=P(T)V=1,D=1)=q(T)

donc nous effectuons 0 addition.
P(C,T,G/V =1,D=1)=P(C,G/T,V =1,D =1)P(T/V =1,D = 1), ce qui donne
8 multiplications.

Pas 3 : comme S3 C (5, il vient que

P(S3/V=1,D=1)=P(C,G/V =1,D=1)=> P(T,C,G/V =1,D=1)
T
donc nous effectuons 4 additions.
P(B,C,G/V =1,D =1) = P(B/C,G,V =1,D = 1)P(C,G/V = 1,D = 1), ce qui
donne 8 multiplications.

Pas 4 : comme Sy C (3, il vient que

P(Sy/V=1,D=1)=P(B,C/V =1,D=1)=> P(B,C,F/V=1,D=1)
C
donc nous effectuons 4 additions.
P(B,C,F/V =1,D =1) = P(F/C,B/V =1,D = 1)P(B,C/V = 1,D = 1), ce qui
donne 8 multiplications.

Pas 5 : comme S5 C (43, il vient que
P(S;/V=1,D=1)=P(B,G/V=1,D=1)=) P(B,C,G/V =1,D =1)
C

donc nous effectuons 4 additions.

P(B,G) = P(B,G/V =1,D = 1), ce qui donne 0 multiplication.

(Ce pas aurait étre absent en cas de nettoyage, les 4 additions qu’il comporte sont effec-
tivement inutiles comme surcroit d’information.)
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Pas 6 : comme Sg C Cy, il vient que

P(S4/V=1,D=1)=P(G/V=1,D=1)=>» P(T,C,G/V=1,D=1)
e
donc nous effectuons 6 additions.
P(R,G/V =1,D =1) = P(R,G/V =1,D = 1)P(G/V = 1,D = 1), ce qui donne 4
multiplications.

Le nombre total d’opérations effectuées dans cette deuxieme phase est 18 additions et 28
multiplications

Maintenant pour le calcul de P(F/D =1,V = 1), nous effectuons encore une marginali-
sation a partir de la clique FCB de la fagon suivante :

P(F/D=1,V=1)=> P(F,C,B/V =1,D =1)
B,C

donc on effectue 6 additions.
Le nombre total d’opérations effectuées pour le calcul de P(F/D =1,V = 1) est alors :
18 4 26 + 28 = 72 multiplications
16 + 18 + 6 = 40 additions (ou 36 en cas de nettoyage préalable)

28 divisions.

4.4.2 L’algorithme des restrictions successives

Détails du calcul de la loi de F', conditionnée par D = 1, V = 1, par la méthode des
restrictions successives.
1. Calcul de P(D =1,V =1, F) pour les deux valeurs de F,
En premier lieu I’algorithme supprime la variable aléatoire R (Résultats de radiolo-
gie) puisque elle n’intervient pas dans ce calcul.
(a) Calcul de P(D =1/F,G) =) 5 P(D=1/B,G)P(B/F).
Nous avons 4 couples de valeurs de (F,G); pour chaque valeur de B nous
effectuons 2 multiplications et 1 addition, ce qui donne au total pour ce calcul
8 multiplications et 4 additions.
(b) Calcul de P(D =1/F,T,C)=> o P(D =1/F,G)P(G/T,C).
Nous avons 8 triplets de valeurs de (F,T,C); pour chaque valeur de G nous
effectuons 2 multiplications et 1 addition, ce qui donne au total pour ce calcul
16 multiplications et 8 additions.
(c) Caleulde P(D=1/V =1,F,C)=> ,P(D=1/F,T,C)P(T/V =1).
Pour les 4 couples de valeurs de (F,C) nous effectuons 8 multiplications et 4
additions.
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(d) Calculde P(D=1/V=1,F)=% ~P(D=1/V =1,F,C)P(C/F).
Pour les 2 valeurs de F' nous effectuons 4 multiplications et 2 additions.
2. Calculde P(D=1,V=1,F)=P(D=1/V=1,F)P(V =1)P(F).
Pour les deux valeurs de F' nous effectuons 4 multiplications.
3. Calculde P(D=1,V=1)=> ,P(D=1,V =1,F).
Nous effectuons 1 addition.
4. Calcul de P(F/D =1,V =1).
Pour les deux valeurs de F', nous effectuons 2 divisions.
Le nombre total d’opérations effectuées pour le calcul de P(F/D =1,V = 1) est alors :
8 + 16 + 8 + 4 + 4 = 40 multiplications
44+844+2+1=19 additions
2 divisions.
Pour chaque type d’opération, son nombre d’occurrences dans ’algorithme est nettement
inférieur a ce qu’il était pour 'algorithme LS.

4.5 Conclusion

Notre but initial, en introduisant ’algorithme des restrictions successives, étant de présen-
ter un outil de calcul de loi marginale pour un sous-ensemble de variables aléatoires quel-
conque d’un réseau bayésien ou d’un réseau bayésien de niveau deux. Cet outil permet
d’effectuer le calcul de fagon symbolique afin de trouver une représentation sous forme
d’un réseau bayésien de niveau deux dont la loi conjointe coincide avec la loi de la cible.

Cet algorithme permet aussi de calculer des lois conditionnelles et il a I'avantage de
s’adapter a n’importe quel sous-ensemble de sommets du graphe et aussi de présenter a
chaque étape de calcul des résultats interprétables en termes de probabilités condition-
nelles qu’on peut utiliser pour répondre a différentes questions dans différents domaines
de diagnostic.

Un gain essentiel par rapport aux méthodes classiques est que celles ci ne peuvent, quelle
que soit la procédure de calcul qu’elles mettent en ceuvre, qu’aboutir a former la loi d’'une
cible sous forme extensive (et de ce fait se contentent en général, dans leur mise en ceuvre,
de cibles a un élément, en passant par 'extraction de I'information relative a des cibles a
plusieurs éléments particulieres, qui sont en général les cliques de I’arbre de jonction associé
au réseau bayésien) ; dans le cas de variables aléatoires discretes, exprimer la loi sous forme
extensive signifie fournir la liste des valeurs de probabilités d’atteinte de chaque famille de
valeurs x; ol pour tout ¢ appartenant a la cible A, x; est 'une des valeurs distinctes que
peut prendre la variable aléatoire X;, comme nous 'avons déja expliqué dans I'introduction
des réseaux bayésiens de niveaux deux (le nombre de telles familles est le produit des n;
ol, pour tout ¢ appartenant & A, n; est le nombre de valeurs distinctes que peut prendre la
variable aléatoire X;). Avec 'algorithme des restrictions successives une information peut

121



rester disponible sur des causalités intérieures dans la cible (information qui est tuée par
les résultats extensifs).
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Chapitre 5

Conclusion

L’objectif que nous avons poursuivi tout au long de cette these est 'amélioration et le
développement de méthodes de calcul de lois et de lois conditionelles dans les réseaux
bayésiens.

Dans un premier temps, nous avons présenté les réseaux bayésiens, ainsi que les réseaux
bayésiens de niveau deux, leurs propriétés ainsi que leur utilité dans le calcul de lois de
probabilités. Ce calcul, comme nous ’avons déja vu, se fait grace a plusieurs algorithmes
d’inférence exacte dans les réseaux bayésiens, le plus célébre étant celui de Lauritzen et
Spiegelhalter, implémenté dans plusieurs logiciels de calcul, par exemple : Netica, Hu-
gin, Genie, BNT, Analytica, Ideal, Java Bayes, etc. Des dérivés de cet algorithme sont
également implémentés dans différents logiciels commerciaux ou académiques. La plupart
de ces logiciels sont a télécharger gratuitement sur internet, ou on trouve des versions
d’évaluation, ou des versions limitées dans le nombre de variables aléatoires.

Dans la seconde partie de la these nous avons présenté un algorithme de calcul de lois et de
lois conditionnelles dans les réseaux bayésiens (algorithme des restrictions successives) ; cet
algorithme a I'avantage de s’adapter a n’importe quel sous-ensemble de variables aléatoires
du réseau bayésien, et aussi de fournir a chaque étape de calcul des résultats interprétables
en termes de probabilités conditionnelles qu’on peut utiliser pour répondre & différentes
questions dans différents domaines de diagnostic.

L’application de ’algorithme des restrictions successives a différents problemes a montré
son efficacité. Malheureusement, pour des applications compliquées, le calcul exact est
rarement possible sous les contraintes de temps et de mémoire. C’est particulierement le
cas des problemes probabilistes impliquant un grand nombre de variables aléatoires, ou de
dépendances, ou encore qui prennent un grand nombre de valeurs. Dans ce cas l'inférence
exacte devient insurmontable et des méthodes d’approximation doivent étre employées ;
ceci est dit “Iinférence approchée”. Beaucoup de méthodes approchées sont en voie de
développement pour des calcul approchés dans les réseaux bayésiens de grandes tailles ;
nous citons a titre d’exemple les travaux de [32], [29], [42], [46], [28] et [20]. La confrontation
de nos méthodes et ces techniques d’approximation doit étre un prolongement indispen-
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sable & notre travail.

L’application de I’algorithme des restrictions successives pour le calcul de la loi marginale
d’un sous-ensemble de variables aléatoires (cible) d’un réseau bayésien nous donne, comme
nous l'avons déja présenté dans le chapitre 4 de cette these, une structure de réseau
bayésien de niveau deux représentant la loi de ce sous-ensemble de variables aléatoires.
L’algorithme des restrictions successives dans ses étapes choisit un ordre sur les variables
du complémentaire de la cible afin d’arriver a une structure d’un réseau bayésien de niveau
deux défini sur cette cible; on se pose la question de savoir si ce réseau bayésien de niveau
deux dépend de l'ordre choisi sur les variables et s’il est interprétable dans le cadre des
séparations étudiées au chapitre 2 de cette these ; nous comptons prochainement effectuer
une mise au point sur cette question.

L’algorithme des restrictions successives permet de structurer le calcul de la loi marginale
d’un sous-ensemble de variables aléatoires d’un réseau bayésien, c’est a dire le calcul dans
le cas d’'une seule cible (ou de deux cibles emboitées pour les calculs de lois condition-
nelles). Une autre question qu’on peut se poser est : pouvons nous utiliser ’algorithme
des restrictions successives pour calculer les lois marginales de plusieurs cibles a la fois en
évitant d’éventuels calculs répétitifs 7 Sur ce sujet, 'utilisation des propriétés des réseaux
bayésiens de niveau deux caractérisant une loi semble étre une voie prometteuse; nous
avons commencé a l'explorer et comptons en proposer I'implémentation a nos partenaires
informaticiens.
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Annexe A

Graphe orienté sans circuits

Dans cette section nous rappelons quelques concepts élémentaires de la théorie des
graphes nécessaires pour la compréhension de la these. L’utilisation des graphes et de
leurs algorithmes s’est généralisée pour devenir un des outils mathématiques de base pour
la modélisation et la résolution de treés nombreux problémes scientifiques et techniques.
En effet les graphes sont un outil essentiel pour représenter les modeles probabilistes
ou autres utilisations de l'intelligence artificielle et des systémes experts. Beaucoup de
résultats théoriques et algorithmiques de la théorie des graphes peuvent étre utilisés pour
analyser les différents aspects de ces domaines. On se réferera par exemple a [3], [4] et [21].

Nous nous sommes efforcés de respecter le vocabulaire francais de théorie des graphes
en évitant les transpositions a partir du vocabulaire anglais (par exemple nous parlons
de “circuit” la ou le terme anglais est “cycle”). En revanche, nous avons maintenu le
vocabulaire usuel en théorie des réseaux bayésiens, qui fait parfois double emploi avec celui
de la théorie des graphes et qui fait largement usage des analogies avec la généalogie : par
exemple nous parlons de “parent” et non de “prédécesseur” ainsi que “d’enfant” et non de
“successeur” ; de méme nous désignons par le terme “racine” un neud sans prédécesseurs,
et par le terme “feuille” un neud sans successeurs, méme si le graphe orienté considéré
n’est pas une arborescence.

A.1 Préliminaire sur les graphes orientés sans circuits

A.1.1 Graphe sans circuits

Un graphe orienté est un couple (I,G) ou I est un ensemble fini, et G est une partie
de I'ensemble des couples (i,j) d’éléments de I.

Si cela ne préte pas a confusion, nous pourons dire “le graphe G” (en précisant éventuellement
“sur I”) pour désigner “le graphe (I,G)”.
Les éléments de I sont appelés nceuds, ou sommets.

Les éléments de G sont appelés arcs.
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Un chemin, relativement & G, est une suite d’éléments, de I, (ig,...,i;) (ou k > 1)
vérifiant : V s € {1,...,k} (is—1,is) € G; ip est 'origine du chemin et i son extrémité.
Un circuit est un chemin dont 'origine et 'extrémité sont identiques.

Nous nous intéressons essentiellement dans cette these aux graphes orientés sans circuits,
et donc en particulier sans boucles : pour tout 4, (i,7) € G.

Voici un exemple sur lequel on présentera toutes les notions et notations dans la suite de

cette annexe :

Fia. A.1 — Exemple d’un graphe orienté sans circuits (I, G).

I = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
G = {(1,4),(2,5),(2,6),(3,6),(4,5),(5,7),(6,7),(6,8), (7,9)}.

Remarque : On distinguera bien le vocabulaire des graphes orientés sans circuits
de celui des graphes non-orientés : un graphe non-orienté est un couple (I, H) ou H
est un sous ensemble de I’ensemble des singletons {i} et des paires {7, j} d’éléments de I
distincts (une paire est une partie a deux éléments).

A tout graphe orienté sans circuits (I, G) on peut associer le graphe non orienté sous-
jacent (I, H) ou H est ’ensemble des paires {3, j} telles que 'un des couples (i, j) ou (j,)
appartienne a G (un seul de ces deux couples peut appartenir & G en raison de I’absence
de circuits).

Les éléments de H sont appelés arétes.

Dans un graphe non-orienté on appele chaine toute suite (ig,...,i;) (ou k > 1) vérifiant
Vse{l,....,k} {is—1,is} € H, et cycle une chaine dont l'origine et 'extrémité sont
identiques. Il peut se produire que dans le graphe non-orienté sous-jacent au graphe orienté
sans circuits existent des cycles (dans I'exemple ci-dessus, on a le cycle (2,5,7,6,2)).

On doit signaler ici un risque de confusion entre le vocabulaire francais et le vocabulaire
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anglais, ou circuit se dit “cycle” et un graphe orienté sans circuits se dit “Directed Acyclic

Graph” (DAG).

A.1.2 Parties caractéristiques associées a un noeud.

Etant donné un graphe orienté sans circuits (I, G) on associe a tout élément 7 de [ :

1. Pensemble p(i) de ses parents (aussi appelés prédécesseurs ou antécédents immédiats,
ensemble noté également, en théorie des graphes, I'" (i) ou N~ (4)) :

p(i) = {j; (4.i) € G} ;

2. 'ensemble e(i) de ses enfants (aussi appelés successeurs, ou successeurs immédiats,
ensemble noté également, en théorie des graphes, I'" (i) ou N* (7)) :

e(i) = {j; (i,7) € G} ;

3. l'ensemble (i) dit lignée ascendante de i, aussi appelé ensemble de tous ses
antécédents, qui s’obtient par itération de la relation “étre parent” :

e(l) = {]7 3(1077lk) 10:i7lk:j7vse{17"'7k} (18718—1)€G};

4. Pensemble d(i) de ses descendants, aussi dit descendance, ou lignée descendante,
de 7 qui s’obtient par itération de la relation “étre enfant” :

d(Z) = {ja El(ZO’Jk) l(]:ia lk:j,\V/SE{l,...,k?} (lsfl?lS)EG};

5. l'ensemble ¢(7) des collatéraux & i, qui est 'ensemble des éléments, autres que 7 lui
méme, qui ne sont ni dans sa lignée ni dans sa descendance :

(i) = I — ({iyue@) ud@)) ;

6. 'ensemble a(i) des aleux ou ancétres de i, qui est I'ensemble des éléments de la
lignée ascendante de i autre que ses parents :

a(i) = £(i) - p(i).

Une racine d’un graphe est un nceud sans parent (les sommets 1, 2 et 3 du graphe de
I'exemple sont ses racines) alors qu’une feuille est un nceud sans enfant (les noeuds 8 et 9
du graphe de I'exemple sont ses feuilles).

En théorie des graphes, les termes “racine” et “feuille” sont plutot réservés au cas des
arborescences ; dans le cas des graphes orientés les plus généraux, les termes correspondants
seraient alors “source” et “puits”.

Remarque : Certains de ces ensembles peuvent bien sur étre vides.
Exemple :

Dans 'exemple on a pour I’élément 5 :

127



1

2

3. a(b) ={1}.

4. e(5) ={7}.

5. d(5) ={7,9}.
6. c(5) = {3,6,8).

A.2 Numérotages des noeuds.

Soit I un ensemble fini tel que Card(I) = n.

Un numérotage des noeuds de I est une suite (i1, ...,14,) telle que {iy,...,i,} =1

A.2.1 Numérotation hiérarchique (aussi appelée ordre hiérarchique)
Définition

Une numérotation (i1,...,i,) est dite hiérarchique pour G si :

Vsed{l,....n} plis) C {i1,... is—1}.

Autrement dit tout élément est classé apres ses parents.
Remarques :
Il résulte immédiatement de la définition que :
1.
Vse{l,....,n} L(is) C{i1,... 0s5-1},

c’est a dire que tout élément est classé apres tous ceux de sa lignée.

Vse{l,....,n} d(is)N{i1,...,is—1} =0,
c’est a dire qu’avant un élément donné n’est classé aucun de ses descendants.
3. En particulier : p(i1) = 0.

4. L’absence de circuits (en anglais : acyclicity) est une condition suffisante d’existence
de numérotation hiérarchique, autrement dit, si dans un graphe il n’existe pas de
numérotation hiérarchique, il existe des circuits; c’est le cas, par exemple, du graphe
suivant :
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Fia. A.2 — Exemple d’un graphe avec circuit.

Définition
Une partie J de I est appellée “partie commencgante” si elle vérifie la propriété sui-
vante :

Vjed Lj)CJ.

Il suffit évidemment, pour que J soit commengante, que pour tout j € J autre qu’une
racine, ses parents soient aussi dans J. En effet le fait que tous les aieux de j soient encore
dans J s’en déduit par récurrence.

Il est clair que, si (i1, ...,4,) est une numérotation hiérarchique, toute partie de la forme
{i1,...,is} (c’est a dire ensemble des sommets de numéro inférieur ou égal a s) est com-
mencante, la réciproque étant fausse. Mais, si on se donne une partie commencante J de
cardinal s, il est toujours possible de fabriquer une numérotation hiérarchique telle que

J={i1, ... is}.

A.2.2 Décomposition de I en classes selon (G, Numérotation topologique
(aussi appelée ordre topologique)

Définition
Etant donné un graphe orienté sans circuits sur I, il existe une partition unique de I
dont les éléments seront appelés générations ou classes, notées (Cy,...,Cy,) et définies

de la maniére suivante :
- Cy est la classe des sommets sans antécédents, aussi appelés racines.

-Cs (1 < s <m) est l'ensemble des éléments i de I tels que le plus long chemin d’une
racine a v soit de longueur égale a s.

Il est clair que les générations autres que Cy peuvent également se définir par récurrence :
i € Cj si et seulement s’il existe un chemin (i, . .., i), is = 4, ou pour tout £ (0 < ¢ < s — 1)
ig € Cy.

Exemple :

Dans I’exemple précédent on constate la décomposition de I en cing générations : Cy, C, Co,
(s, Cy telles que :

129



Co=11,2,3}, C1 = {4,6}, Cy = {5,8}, C3 = {7}, Cy = {9}.

La décomposition en générations permet de définir un cas particulier des numérotations
hiérarchiques : les numérotations topologiques.

Définition

Une numérotation (i1, ...,1,) des éléments de I est dite topologique si, étant donné

deux générations C; et Cj, telles que j < j', tous les éléments de C;j sont numérotés avant
ceuzr de Cjr.

En d’autres termes un tel numérotage décrit successivement Cy,...,Cn,

Un graphe orienté sans circuits possede toujours au moins un ordre topologique et
contient au moins un noeud X; sans parent.

Deux ordres topologiques distincts se distinguent uniquement par des permutation in-
ternes aux générations; il existe en général plusieurs ordres topologiques sur un graphe
orienté sans circuits sauf dans le cas particulier ou celui ci est “linéaire” c’est a dire
qu’il existe un numérotage (i1,...,u,) tel que les seuls arcs soient les couples (is,i541) Ol
1<s<n-—1.

Ces ordres résultent de I'algorithme élémentaire obtenu en itérant a partir du graphe
donné 'opération qui consiste a retirer un sommet sans parents ainsi que les arcs dont il
est l'origine et a numéroter les sommets dans 'ordre de leurs suppressions.

A.3 Cas particuliers : arborescence, arbre, polyarbre

Une arborescence est un graphe orienté sans circuits dans lequel chaque noeud possede
au plus un parent ; le graphe non-orienté sous-jacent a une arborescence est appelé arbre ;
il est caractérisé par le fait qu’il ne contient pas de cycle (ou par le fait que son nombre
d’arétes est égal a celui des nceuds diminué d’une unité).

La terminologie anglaise pour arborescence est “tree”, d’ou une certaine confusion entre
les acceptions du mot “arbre” dans des textes mathématiques ou informatiques en francais.
Ces notions sont utilisées dans cette these au chapitre 3; les définitions essentielles y sont
rappelées, et les autres propriétés qui nous sont utiles y sont données en section 3.2.1.

Plus généralement, un graphe orienté tel que, s’il existe un chemin entre deux noeuds,
celui-ci est unique, est appelé polyarbre ; le mot polyarborescence serait plus conforme
aux régles de la terminologie francaise en théorie des graphes, mais & notre connaissance
il n’est jamais employé.

Le graphe orienté sous-jacent a un polyarbre est un arbre.
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Exemple : Arborescence et deux polyarbres admettant le méme arbre sous-jacent.

Arborescence Polyarbre a 2 racines Polyarbre a 3 racin

NSNS N\
2 VAN
VANVANYAN
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Annexe B

Conditionnement et indépendance
conditionnelle

Nous rappelons dans cette section les fondements du calcul de probabilités et probabilités
conditionnelles nécessaires a la compréhension de la these. Nous présentons la notion de
conditionnement et celle d’indépendance conditionnelle, et nous précisons également les
conventions particulieres ainsi que des notions adoptées pour ce travail.

B.1 Notions et notations de calcul des probabilités

Dans tout ce texte, nous manipulons des variables aléatoires X a valeurs dans des espaces
mesurables (2, F); chaque (2, F) introduit est muni d’une mesure o-finie p dite domi-
nante, relativement a laquelle toutes les lois de probabilités sont supposées absolument
continues ; les densités de ces lois sont les outils de base de nos calculs; si cela ne préte
pas a une confusion, nous parlerons de I’espace mesurable 2, en omettant la mention de
la tribu F.

On rappelle que si 2 est fini, on prend systématiquement pour tribu ’ensemble de toutes
les parties de €2 et pour mesure p la mesure de dénombrement ; nous ne le préciserons donc
pas; alors la densité de la loi d’une variable aléatoire X a valeurs dans € est I’application :

r ~ PX=ux).

Si on considere une famille d’espaces mesurables (£2;);c;, muni chacun de la mesure pu;,
I'espace produit [[;c; €; est systématiquement muni de la mesure produit [, u; :

(H Mz‘)(H 4;) = HMz‘(Az')-

el el iel
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B.2 Conditionnement

Soient deux variables aléatoires Y7 et Ya, a valeurs respectivement dans €21 (de mesure
dominante p1) et Qo (de mesure dominante fi9).

Soit P la loi de Y7, P, la loi de Y5 et Py la loi du couple (Y7,Y3). On rappelle qu’on
appelle loi de Y3 conditionnellement a Y7, notée P/, toute transition de probabilité :

i~ Pa(/yr)
vérifiant :
- pour tout yi1, P5/1(./y1) est une probabilité sur ;.
- pour tout événement Ay dans Qg, P5/1(Az/.) est mesurable,

- pour tout événement A; dans € et tout événement As dans 29, on a :
Pro(Ar x Az) = / Py (Ag/yr) Pr(dyr).
Aq

Si f1,2 est une densité de Py o par rapport a py x p2, P admet pour densité par rapport
a pp Vapplication :
fiiyn — 0 fr2(y1, y2) p2(dys).
1
et, pour tout y;, Py /1(. /y1) admet pour densité par rapport a ps 'application :

y2 ~  fap(y2/y1) = %5 (B.1)

on sait que fy/1(y2/y1) ainsi définie n’a pas de sens pour fi(y1) = 0, mais ceci n’est
pas génant car P;({y1; f1(y1) = 0}) = 0 et car la loi de Y5 conditionnellement & Y7 n’est
définie que P; presque stirement relativement aux valeurs prises par Y;. En conséquence,
dans toute la these, nous divisons par des densités sans que nous nous préoccupions de leur
nullité éventuelle et égalons des densités (conditionnelles ou absolues) sans avoir besoin
de rappeler a chaque fois qu’il s’agit d’égalités presque sures.

La formule (B.1) a dans la pratique un double usage :
- soit, connaissant fi o (densité du couple), en déduire une densité de la loi de Y5 condi-
tionnellement a Y7,
- soit, connaissant une densité marginale de Y7 (f1) et une densité conditionnelle de Y
relativement a Y (fs /1), en déduire la densité du couple :

fi2(yi,v2) = fan(ya/v1)fi(yr)- (B.2)
Dans le cas général d’une famille de variables aléatoires (X;);cs, ces variables aléatoires
étant numérotées (iy,...,i,) , la formule (B.2) se généralise en la formule des condi-
tionnements emboités :
n
JirrsinWirs -+ Yin) = Hfig/il,...,ig_l(yiz/yila e Yig1 ) (B.3)
=1

le facteur pour ¢ = 1 étant par convention la densité marginale f;, (v;,).
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B.3 Couple de variables aléatoires conditionnellement indépendantes

Soit donné trois espaces mesurés (Qy, Fi, i) ou k € {0,1,2}, et, pour tout k une variable
aléatoire Yy a valeurs dans {2, de loi absolument continue par rapport & pi.

Le théoreme ci-dessous exprime ’équivalence de six propriétés, qui expriment I'indépendance
de Y7 et Y conditionnellement & Y, ce quon note Y1 1L Y5 / Yj

Théoréme 12 Les siz propriétés suivantes (ou les égalités sont presque-sires) sont équivalentes

(1) frzo(i,y2/y0) = fi0(y1/v0)f2/0(y2/Y0)

(1") il existe deuz fonctions gy, définie sur Qo x Qq, et go, définie sur Qp x Qg, telles que
fr20W1,92/y0) = 91(%0,y1)92(v0, y2)

(2) fiy201/v2,90) = fij0(y1/y0)

(2) il existe une fonction hy, définie sur Qo x Q, telle que f1/90(y1/y2,y0) = h1(yo, 1)

(3) fayr0(v2/y1,90) = far0(y2/y0)

(3") il existe une fonction ha, définie sur Qo x Qa, telle que fa/1.0(y2/y1,90) = h2(yo,y2)

Démonstration :

(3) et (3') sont les analogues de (2) et (2') par échange de 1 et 2.

Les propriétés (1'), (2) et (3') sont des atténuations respectivement de (1), (2) et (3) (par

exemple (1) = (1). Il suffit donc, pour établir le théoreme de démontrer les implications
suivantes :

1) = (2)

Par hypothese, f12/0(y1,92/%0) = g1(%0,y1)92(¥0, y2)-
Il en résulte que

fa0(y2/v0) = /Qfl,z/o(yl,yz/yo)dm(yl)

= /Qgl(yo,yl)gz(yo,yz)dﬂl(yl)
1

= A1(y0)92(v0, y2)

ot A1(yo) = Jq, 91(y0, y1)dpa (y1) -
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Alors

Jo,1,2(%0, Y1, y2)
f2.0(y2,v0)
f1,2/0(y15y2/y0) fo(vo)
F270(y2/y0) fo(yo)
1o, y1)92(v0, y2)
 Ai(v0)g2(vo, y2)
— 1(wo,y1)

B A1(vo)

On a bien mis en évidence une fonction hy de (yo,y1) telle que

fr20W1/y2,90) =

f1/02(W1/v0,y2) = h1(yo, y1)-
2) = (2
Par hypothese, f1/20(y1/y2:%0) = h1(yo, y1)-
Alors

fipv/y) = %

_ Ja, fo1,2(y0, Y1, y2)dpa(ya)
a fo(vo)
Ja, (Yo, y1) fo2(yo, y2)dpa(y2)
fo(vo)
h1(yo,y1) Jq, fo.2(Yo, y2)dpa(y2)

Jo(vo)
h1(yo,y1) fo(yo)
fo(vo)

= hi(yo,y1)

On a bien établi que f1/20(y1/y2,%0) = fi70(y1/v0)-

2 = @

Par hypothese, f1/2.0(y1/Y2,%0) = f1/0(y1/%0)-

Alors

fo,1,2(%0, Y1, y2)

fo(vo)

f1/0,2(¥1/Y0,y2) fo.2(Y0, y2)

fo(yo)

= fl/o(yl/yo)ifo’;éi/;ﬁm

Jr20(W1,y2/y0) =

= f10(W1/v0) f2/0(y2/v0)-
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B.4 Famille de variables aléatoires conditionnellement indépendantes

Etant donné n + 1 variables aléatoires Yp,Y7,...,Y,, on doit distinguer (comme pour
I'indépendance usuelle) entre I'indépendance, conditionnellement a Yj, de tous les couples
(3,Y;) (o 1 < j < j < n) et 'indépendance, conditionnellement a Y, des variables
aléatoires (Y1,...,Y,) “dans leur ensemble”.

Nous dirons que (Y7, ...,Y,) sont indépendantes (la précision “dans leur ensemble” étant
sous-entendue), conditionnellement a Y, si on a la relation entre densités

J12,m0U1, Y25 - - Yn/Yo) = H fijo(Wi/vo)-
im1

Ceci implique, par intégration, que pour tout couple (J,K) de parties disjointes de
{1,...,n}, si on note Y; = (Y;)ics et Y = (Yi)ick, les variables aléatoires Y et Yi
sont indépendantes conditionnellement a Yj.

Une condition nécessaire et suffisante d’indépendance de Y7i,...,Y,, conditionnellement
a Yp est que, pour tout i € {2,...,n}, Y; et Y(1,.i—1) solent indépendantes conditionnel-
lement a Yj ; en effet, a partir des n — 1 égalités

JipoWis - yi/yo) = fu,.im10W1s - - Yim1/v0) fijo(yi/yo)

on reconstate immédiatement que fi _,/0(y1,---,Yn/Y0) = I, fijo(yi/yo)-

Evidemment, cette condition peut s’énoncer relativement a n’importe quel numérotage
($1,.--,8n) de {1,...,n} : Yq1,....,Y, sont indépendantes conditionnellement & Yj si et
seulement si, pour tout j > 2, Y, et Y, } sont indépendantes conditionnellement &
Yo.

5Sj—1
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Annexe C

Complément sur les réseaux
bayésiens

C.1 Notations

Cette annexe est consacrée a l’énoncé d’un certain nombre de propriétés toutes équivalentes
a la définition des réseaux bayésiens et a la démonstration de leur équivalence.

Elle se situe dans le cadre d’une famille (X;);c; de variables aléatoires définies sur un
méme espace de probabilité, I étant muni de la structure (G) de graphe orienté sans
circuits. Les notions et notations relatives aux graphes orientés sans circuits figurent en
Annexe A ci-dessus.

Pour tout 7, X; est a valeurs dans un ensemble €2; ; €2; est muni d’une structure d’espace
mesurable, c’est a dire d’une tribu (o-algebre) pour laquelle nous n’avons pas besoin de
fournir de notation. Chaque €; introduit est muni d’'une mesure o-finie y; relativement a
laquelle la loi P; de X; est absolument continue ; f; désigne une densité de X; par rapport
a

Pour simplifier 'expression, on applique aux variables aléatoires la terminologie des
graphes orientés sans circuits ; on dit par exemple que X est parent de X; pour exprimer
que l'indice j est parent de l'indice ¢ dans le graphe (I,G).

Inversement, étant donné 3 parties disjointes de I, J, K, et L, on dit que J est indépendant
de K conditionnellement & L pour exprimer que X; 1L X / Xr.

Pour simplifier 1’écriture, pour toute partie J de I, on note X; = (X;);es; c’est une
variable aléatoire a valeurs dans Q7 = [[,c; € sa loi est notée Pj et f est une densité
de Pj par rapport a p7, mesure produit des u; (i € J). Etant donné deux parties disjointes
J et K de I, on note Pg; laloi de X conditionnellement & X et, pour tout z; € Xy,
fxi(./z 1) désigne une densité de la loi de probabilité Py ;(./J).
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C.2 Théoréme fondamental

C.2.1 Théoréeme

Les cing propriétés suivantes sont équivalentes :

1
Vi el X; 1L Xeo)uae)/ Xpe)-

fr(zr) = H i) (i) Tp(i))-
i €1
3. Il existe une famille de fonctions a valeurs positives ou nulles (g;)ier telles que :
- pour tout i, g; est définie sur 2; X ;).
- pour tout i, il existe A; €]0,+oc[ tel que, pour tout zp;) € Ly,
/ 9i(Ti, vy pi(de;) = A,
Q;

- il existe A €]0,+00[ tel que fr(zr) = % [lics 9i(Ti, Tp(s))-

4. 1l existe une numérotation hiérarchique {s1,...,s,} telle que :

Vi€ {2...,n} Xg; 1L Xpo siii- p6s) [ Xps))-
5. Pour toute numérotation hiérarchique {s1,...,8,} on a :

Vi€ {2...,n} Xs; 1L Xeo siii— p6s) [ Xps))-

Avant de donner le schéma de la démonstration du théoréeme, on va faire quelques com-
mentaires, et introduire un lemme qui seront utiles pour la démonstration, ainsi que pour
la suite du travail.

Commentaires.

La propriété 1 exprime que toute variable est, conditionnellement a ses parents, indépendante
de ses aleux et de ses collatéraux ; on remarque que ses descendants ne sont pas évoqués
dans cette propriété.

Si la variable considérée est de génération 0, elle n’a ni aieux ni parents, et la propriété
1 exprime qu’elle est indépendante des variables qui ne sont pas dans sa descendance
(c’est-a~dire de ses collatéraux).

La propriété faisant intervenir une numérotation topologique, qui figure en 4 et 5, ex-
prime que toute variable autre que celle d’indice 1 est, conditionnellement & ses parents,
indépendante de celles classées avant elle dans ce numérotage, autres que ses parents;
rappelons que le fait que la numérotation soit topologique a pour effet que sont classés,
avant cette variable, tous ses parents et ses aleux si elle en a, et, éventuellement, certains
de ses collatéraux.
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C.2.2 Un résultat essentiel

Lemme

Si la propriété (3) est vérifiée, alors pour toute partie commengante J on a :

[Teer s Ak
fo(zs) = WTJ 1T 9@z
jeJ

De plus, A =T],c; Ai-

Démonstration

Choisissons un ordre hiérarchique tel que les éléments de J soient classés avant ceux de

J.

Soit Card(J) = m; on note sans perte de généralité : J = {1,.... m} J = {m+
1,...,n}.

Notons pour £ € {m,...,n} J, ={1,...,1}; on remarque que J = J,, et I = J,,.

La définition de numérotation hiérarchique implique que pour chaque ¢ € {m,...,n} la
partie Jy contient tous les parents et aleux de ¢, mais aucun des descendants de £.

Il en résulte que tous les Jy sont des parties commencgantes et on va démontrer par
récurrence descendante sur ¢ la propriété :

[T A
fr(zy,) = =02 fj{l 1T 95 (@i, )
j=1

La propriété est vraie pour ¢ =n (par hypothese).
Nous supposons qu’elle est vraie pour ¢; démontrons la pour £ — 1.

Pour calculer la densité par rapport a Hj € Jpy Mj de X, ,, on doit intégrer f,(z1,...,z¢)

par rapport a xy. On obtient, en faisant usage de I’hypothese de récurrence :
fro (@1, o) = / fr(@1, . o) pe(day)
Q

Hn: Ak; YA
&/ﬂ H 95 (x5, 2p(j) ) e (dy)

A -
Hn: Ak Z—l

= = T /Q LTI 955 mpi))] ge(@es ey pe(de).
¢ =1

La numérotation étant hiérarchique, ¢ n’appartient & aucun des ensembles j U p(j), ou
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1<j5</¢—1;donc

1% AT
Fro (@, xpy) = k= Hl H 955, p( /Q 9e(we, Tp (o)) pre(dy)

l

Ty A T
= e H 95 (%, Tp(5))-
j=1

Pour établir que A = [],.; A;, considérons le cas particulier de la partie commencante
J ={1}. On a alors

A
fia) = D=t kg, o)
d’ou - "
L= [ file)dp(dey) = 224= ’“/ g1 (z1)dps (dop) = =L
951 A O A
[ |

Corollaire

SZ la pTOPT’Zété (3) est Uém'ﬁée, on a pour tout 1 : fl/p(l) = g—z

Démonstration

Calculons f;/,(;) ; pour cela nous allons considérer les deux parties commengantes 0(i) et
{i} UL(q).

Il résulte du lemme que :

Hk¢£ Ay
Ty (Tey) = H 95 (@, Tp(j))
JEL(2)
et H A
keg{iyue(i) 1k
Fivn @) = — 5 9i(@i, 2p0) IT 9@, 20)
Jel(i)
d’ou :

1
fijey(@i/zoy) = Zigi(xi’“rp(i))'

Comme (i) = p(i) U a(i), a(i) et p(i) étant disjointes, ceci implique que :
1
fisp) (@i /) = Egi(%%(i))-

(on utilise 'implication (2') = (2) dans le théoréeme de I'annexe B, en prenant Yy =

Xpgiys Y1 = Xi, Yo = X))
[ |
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C.2.3 Démonstration du théoreme
On va établir les implications suivantes :
2 ¢ 3 etl = 5 = 4 = 2 = 1.
(2) = (3) : évident, car (3) est une atténuation de (2).

(3) = (2) : il résulte du corollaire ci-dessus que

1 1
Jr(zr) = Zgi(xi,xp(i)) =1 HAifi/p(i)(xi/xp(i))

el

d’on, comme A = [[,.; A; (voir lemme ci-dessus)

fr(zr) = H i) (i) Tp(i))-

i€l
1 =— 5 . Résulte immédiatement de ce que, par définition de la numérotation

hiérarchique, on a pour tout j (2 < j <n) p(s;) C {si,...,sj-1} et {s1,...,85-1} —
p(7) C e(sj) U a(sy).

5 = 4 . C’est une évidence.

4 = 2. D’apres la propriété générale d’emboitement des conditionnement, on a :

n
f[(wslv"wxsn) = H fsi/sl,...,sifl(xsi/xsp"'71.81'_1);
=1

qui devient par hypothese

n
fl(xsl’ s "rsn) = H fsi/p(si)(xsi/xp(si))?
i=1
et par commutativité du produit on obtient :

fr(zr) = H fisp(i) (Ti/Tpiy)-

el

2 = 1. Pour simplifier la notation, supposons que I = {1,...,n} (la numérotation
naturelle est hiérarchique) ; alors la propriété (2) s’écrit :

Jr(zy, ... x,) = H Fifp(i) (i) Tp())-
i=1
On va calculer pour tout i :f;/s(i)uc(i) (Ti/Te(iyue(s))-
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£(i) U ¢(7) est une partie commencgante, et d’apreés le lemme précédent (appliqué avec
95(x5, Tp)) = [ /i) (i /Tp(;)) et donc avec A =1 et pour tout i A; = 1)

fz(i)uC(i)(W(i)uE(i)) = H fj/p(j)(xj/xp(j))-
je £(i)Uc(i)

Il en est de méme pour {i} U £(i) U c(i) qui est une partie commencante ;

Frivueyuet) (Tiveyue)) = H Fime) @3/ ()
JEIUL()UE()
d’ou :
Friyoeayoe) (T iy Tuetyue(i))
Teoyue() (Tegiyues))

Hje{z}uz(z)uC(z) Fim) (@[ Tp(5))

Hjez(i)u(:(z‘) Fitpt) @5/ Tp(5))
Fifpo) (@i ) Tpsy)-

Fiseyoet) @i/ Teyoew)) =

C.3 Usage de la décomposition en générations

A Tlaide de la décomposition de I en générations (ou classes) (voir Annexe A.2.2) on
peut établir une nouvelle caractérisation des réseaux bayésiens. Nous supposons que [ se
compose de n + 1 générations Cy,...,Cy; la génération Cy se compose des racines de [
(individus sans parents).

Proposition 9 Pour que (I,G,(X;)icr) soit un réseau bayésien, il faut et il suffit que
soient vérifices les deux conditions suivantes :

(C1) pour tout neeud i non dans la génération 0, i est, conditionnellement a ses parents,
indépendant des neeuds, autres que ses parents, appartenant aux générations précédentes ;

(C4) tous les neeuds d’une méme génération sont indépendants conditionnellement a ceux
des générations précédentes (en particulier ceux de la génération 0 sont indépendants).

Démonstration

Sans perte de généralité, on considére que la numérotation naturelle {1,...,n} est topo-
logique.

a) Condition nécessaire.

Soit 7 € I, tel que i n’appartient pas a la génération 0; on cherche la loi de X; condition-
nellement aux (Xy)pe(1,...n}-

On suppose vérifiées les propriétés figurant dans I’énoncé du théoreme fondamental.
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(C1) en résulte immédiatement car, pour tout i, ’ensemble des nceuds appartenant aux
générations qui précédent strictement la sienne est contenu dans £(i) U a(i).

Pour assurer la condition (C%), nous munissons I d’une numérotation topologique ; nous
considérons l'ordre que ceci induit sur une génération s (0 < s < n) (la numérotation
étant topologique, les nceuds de cette génération sont consécutifs dans ce numérotage) ;
nous allons établir (voir Annexe B) que, pour tout i € Cy qui n’est pas classé premier
dans cette génération, on a, J; désignant les noeuds appartenant a C; classés avant i,
X, 1L X, / Xp,,ou Dg=CpU...UCs_1 (union des générations strictement antérieures
a Cs;sis =0, Dy =) et on considere I'indépendance usuelle) ; on remarque que J; C ¢(i)
(en fait, tous les éléments de la génération Cy autres que i sont collatéraux a 7).

Calculons f; 7,/p, (i, ., /TD,)

figips (@i, x g, 2D,)
Ip.(*D,)
= fi/Ji,Ds(‘Ti/xJiaxDs)fJi/Ds(xJi/xDs)

figyp.(@is 2y /2D,) =

Or J; U Dy C £(i) Uc(i) et donc, par définition du réseau bayésien, on a

Xi 1L X 50D, (i) /Xp(i)

et
Xi 1L Xp,—p) / Xpi)
d’ou
fiygp.@i/z52D,) = fispy(@i/Tpiy) = fiyp,(wi/TD,).
On a donc

fi,Ji/Ds (ziyxg;/TD,) = fi/Ds (mi/xDs)fJi/Ds (zs;/TD,)

ce qui établit I'indépendance des X; (i € Cy) conditionnellement a Xp..

b) Condition suffisante.

On suppose que le découpage en générations vérifie les deux conditions (C7) et (C%).
Utilisant la propriété (4) dans le théoreme fondamental et le fait qu'une numérotation
topologique est un cas particulier de numérotation hiérarchique, on va montrer que quel
que soit i (2 <7 < m) , X; est, conditionnellement & ses parents, indépendante de ceux
de ses prédécesseurs, dans la suite considérée, autres que ses parents.

Soit ¢ tel que 2 <1 < n, on distingue deux cas :

Premier cas : i est le premier de la génération Cy. Alors {z1,...,x;—1} = CoU...UCs_1
(=0 sis=0) et d’apres la condition (C) :

flxifoy, .. xic1) = f(@i/2pa))-
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Deuxiéme cas : i n’est pas le premier de sa génération. Alors, si on suppose que le
premier de cette génération est £ + 1, on peut écrire :

flxifor, . zicn) = flmi/21,. 0 20,2001, W)
f(xi/xly s ,iEg)
= fl@i/zp@)),
car X¢i1,...,X; -1 sont dans la méme génération que Xj, et, d’aprés la condition (C%) on a
I'indépendance, conditionnellement aux variables des générations précédentes (X7, ..., Xy),

de (Xg_,_l,. .. ,Xl',l) et Xz
|
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