N

N

Sur les correspondances de McKay pour le schéma de
Hilbert de points sur le plan affine

Samuel Boissiere

» To cite this version:

Samuel Boissiere. Sur les correspondances de McKay pour le schéma de Hilbert de points sur le plan
affine. Mathématiques [math]. Université de Nantes, 2004. Francais. NNT: . tel-00007177

HAL Id: tel-00007177
https://theses.hal.science/tel-00007177
Submitted on 22 Oct 2004

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00007177
https://hal.archives-ouvertes.fr

UNIVERSITE DE NANTES
FACULTE DES SCIENCES ET DES TECHNIQUES

ECOLE DOCTORALE
SCIENCES ET TECHNOLOGIES
DE L’INFORMATION ET DES MATERIAUX

Année 2004

SUR LES CORRESPONDANCES DE MCKAY

POUR LE SCHEMA DE HILBERT DE POINTS
SUR LE PLAN AFFINE

Theése de Doctorat de I’Université de Nantes

Spécialité : MATHEMATIQUES ET APPLICATIONS

Présentée et soutenue publiquement par

Samuel BOISSIERE

le 27 septembre 2004 a U’Université de Nantes
devant le jury ci-dessous

Président :  Manfred LEHN Professeur (Mayence)
Rapporteurs  : Geir ELLINGSRUD Professeur (Oslo)
Eric VASSEROT Professeur (Cergy-Pontoise)
Examinateurs : Vincent FRANJOU Professeur (Nantes)
Dmitry KALEDIN Professeur (Moscou)
Frangois LAUDENBACH Professeur (Nantes)
Christoph SORGER Professeur (Nantes)
Eric VASSEROT Professeur (Cergy-Pontoise)

Directeur de These : Christoph SORGER
Laboratoire . Jean Leray (UMR 6629 CNRS/UN)

N° E.D. : 0366-158






Je tiens a exprimer ma profonde gratitude envers Christoph Sorger, mon
directeur de these, pour ses encouragements permanents, son soutien et la
confiance qu’il m’a accordée. Nos longues discussions m’ont beaucoup appris
sur la vie d’un laboratoire de Mathématiques; j’ai pu profiter de son vaste
savoir mathématique et me laisser guider par son intuition. J’ai aussi eu grand
plaisir et grand bénéfice a enseigner les travaux dirigés de géométrie algébrique
en Maitrise de Mathématiques sous sa direction.

J’adresse des remerciements tout particuliers a Manfred Lehn pour son
aide, ses remarques judicieuses, sa disponibilité et la générosité de ses idées
mathématiques. Je suis tres honoré qu’il ait accepté de présider le jury et
le remercie aussi pour le contrat post-doctoral qu’il m’offre a 'Université de
Mayence.

Je remercie Eric Vasserot pour ses éclaircissements, ses réponses & mes nom-
breuses questions, pour avoir accepté de rapporter ma these et pour sa présence
dans le jury. Je remercie aussi Geir Ellingsrud pour l'intérét qu’il a porté a ce
travail en acceptant de le rapporter.

Je suis flatté de remercier Vincent Franjou, Dmitry Kaledin et Frangois
Laudenbach pour avoir siégé dans le jury.

Pour leurs explications, réponses ou remarques, je remercie Michel Brion,
Baohua Fu, Victor Ginzburg, Mark Haiman, Laurent Manivel, Marc Nieper-
WiBlkirchen et Miles Reid.

Pour leur relecture attentive et leurs suggestions, je remercie Laurent Evain
et Friedrich Wagemann.

Je voudrais aussi remercier les membres du Département de Mathématiques
de I’Université de Nantes, au sein duquel cette these fut préparée. Merci aussi a
I’équipe de thésards pour la bonne humeur qui régnait, spécialement a Arnaud
Sourisse, dont 'amitié m’a accompagné pendant toutes ces années et qui s’est
occupé de la reproduction de la these.

Tout ceci n’aurait pu voir le jour sans la proximité de mes relecteurs stylis-
tiques préférés, supporters inconditionnels, garants de mon moral et de mon
garde-manger, Gaby et Denise, mes parents.






.ﬂ\ mes parents






Samuel Boissiere

SUR LES CORRESPONDANCES
DE MCKAY POUR LE SCHEMA
DE HILBERT DE POINTS SUR
LE PLAN AFFINE




Samuel Boissiére
Laboratoire de Mathématiques Jean Leray, Université de Nantes,
2 rue de la Houssiniere, 44322 Nantes Cedex 03, France.

Classification mathématique par sujets (2000). — Primaire 14C05;
Secondaire 05E05,20B30,55N91.
Mots clefs. — Schéma de Hilbert, correspondance de McKay, fonctions

symétriques, cohomologie équivariante, classes caractéristiques, polynomes de
Macdonald.




SUR LES CORRESPONDANCES DE MCKAY
POUR LE SCHEMA DE HILBERT DE POINTS
SUR LE PLAN AFFINE

Samuel Boissiere

Résumé. — Le quotient d’un espace vectoriel de dimension finie par I’action
d’un sous-groupe fini d’automorphismes est une variété en général singuliere.
Sous bonnes hypotheses, la correspondance de McKay relie la géométrie de
bonnes résolutions des singularités aux représentations du groupe. Pour le
schéma de Hilbert de points sur le plan affine, nous étudions comment les
différentes correspondances (McKay, McKay duale et McKay multiplicative)
sont reliées les unes aux autres. A cette fin, nous calculons des formules com-
binatoires pour les classes caractéristiques des fibrés vectoriels usuels sur le
schéma de Hilbert de points sur le plan affine. Parallelement, nous étudions le
comportement multiplicatif du théoréme de Bridgeland, King & Reid construi-
sant la correspondance de McKay pour le schéma de Hilbert de points sur le
plan affine. Dans une derniere partie, nous calculons les classes de Chern du
fibré tangent au schéma de Hilbert de points sur le plan affine.



Abstract (On the McKay correspondences for the Hilbert scheme of
points on the affine plane)

The quotient of a finite-dimensional vector space by the action of a finite
subgroup of automorphisms is usually a singular variety. Under appropriate
assumptions, the McKay correspondence relates the geometry of nice resolu-
tions of singularities and the representations of the group. For the Hilbert
scheme of points on the affine plane, we study how the different correspon-
dences (McKay, dual McKay and multiplicative McKay) are related to each
other. For this purpose, we compute combinatorial formulas for the charac-
teristic classes of the usual vector bundles on the Hilbert scheme of points on
the affine plane. We also study the multiplicative behavior of the theorem
of Bridgeland, King & Reid constructing the McKay correspondence for the
Hilbert scheme of points on the affine plane. We finish with the computation
of the Chern classes of the tangent bundle on the Hilbert scheme of points on
the affine plane.
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INTRODUCTION

LES CORRESPONDANCES DE McKAy

Nous proposons ici un survol de certains aspects du développement des
correspondances de McKay. Cette présentation est assez personnelle mais est
issue en grande partie de la lecture de Brylinski [Bry], Gonzales-Sprinberg &
Verdier [GSV83], Craw [Cra01] et Reid [Rei97, Rei00].

Correspondance de McKay en dimension deux

e Soit G un sous-groupe fini non trivial de SL(2,C). La variété quotient
C?/G := SpecClr, y}G a un unique point singulier a 'origine. Il existe une
résolution minimale des singularités p : ¥ — C2/G ou Y est une surface
algébrique lisse dont le diviseur exceptionnel est une réunion de courbes ra-
tionnelles C1, . . ., C, d’auto-intersection —2 se coupant mutuellement transver-
salement en au plus un point. On peut alors construire un graphe de sommets
1 =1,...,r pour chaque courbe C; en reliant deux sommets par une aréte si les
courbes correspondantes s’intersectent. On obtient ainsi, d’aprés une analyse
au cas par cas de DuVal et Artin (voir Reid [Rei]), des graphes de Dynkin de
type ADE :

G graphe de la résolution
cyclique Z/nZ An
diédral binaire Dy, Dypto
tétraédral binaire Eg
octaédral binaire FEr
icosaédral binaire Eg
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e Soit {Vp, Vi,...,Vi} les représentations irréductibles de G, Vj étant la
représentation triviale, et Q la représentation de G dans C? induite par I'in-
clusion G C SL(2,C). En considérant les décompositions :

k
Qevi=Pv;,",

Jj=0

McKay [McK80]| construit un graphe de sommets j = 0,1, ...,k pour chaque
représentation irréductible V; en reliant deux sommets i et j par a;; arétes.
Il observe par une analyse au cas par cas que les graphes obtenus sont les
graphes de Dynkin complétés /Tn,l, Dy o, Eg, E7, Eg.

e En regroupant ces deux informations, on relie ainsi la géométrie de la
résolution Y aux représentations du groupe G : les classes de cohomologie des
courbes C; forment une base de H?(Y, Q) et en ajoutant la classe d’un point
on a une base de H*(Y, Q) donnant une bijection :

{représentations irréductibles de G} «— {base de H*(Y,Q)}
Vo — [pt]
Viyi=1,...,k — [C]

e Gonzales-Sprinberg & Verdier [GSV 83| interprétent ensuite géométrique-
ment cette correspondance en construisant, pour chaque représentation de G,
un fibré vectoriel sur Y de telle sorte que la correspondance de McKay soit
réalisée comme un isomorphisme entre ’anneau de représentations R(G) du
groupe G et le groupe de Grothendieck K (Y') des fibrés vectoriels sur Y :

R(Q) <> K(Y).

Généralisation de la correspondance de McKay

Jusqu’ici, tout a résulté d’études au cas par cas. On souhaite généraliser
I’étude en dimension supérieure : G est un sous-groupe fini de SL(n, C) et on
s’intéresse a des résolutions projectives crépantes Y — C™/G, i.e. a faisceau
canonique trivial. Dans cette perspective, Nakamura [NakO01], Ito & Naka-
mura [IN96] et Ito & Nakajima [INOO| introduisent le schéma de Hilbert de
G-orbites réguliéres Y := G-Hilb(C"™) paramétrant les sous-schémas Z C C"
de dimension 0, de longueur |G|, invariants sous l'action de G et tels que
H°(Oy) est la représentation réguliere de G. Ce schéma Y est muni d’une
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famille universelle :
Z
/ K
Y cn
X /
c"/G

Le morphisme p est plat de degré |G| et le fibré vectoriel R := p,Oz se
décompose sous 'action de G sous la forme :

k
R:@RZ@W
=0

Pour n = 2, Ito & Nakamura observent que Y est exactement la résolution
minimale de C2/G et les fibrés R; sont précisément les fibrés de Gonzales-
Sprinberg & Verdier. Suivant Ito & Nakajima [INO0O] et Bridgeland, King &
Reid [BKRO1], on réalise la correspondance de McKay sous la forme d’une
transformation de Fourier-Mukai au niveau des catégories dérivées :

Rg. op* : D(Coh(Y)) — D(Cohg(C")).
Ce foncteur induit une application linéaire en K-théorie :
qop: K(Y) — Kqg(C") = R(G)

telle que ¢ op!(R;Z) =V.
Le probleme est de savoir si Y est le bon candidat :

Théoréme (Bridgeland, King & Reid). — [BKRO1] Si le produit fibré

Y x Y CY XY estde dimension inférieure ou égale a n + 1, alors Y
cr/G

est une résolution crépante de C"/G et Rqs o p* induit une équivalence de

catégories.

Dans le cas plus particulier d’un espace vectoriel complexe V' de dimension n
muni d’une forme symplectique et pour un sous-groupe fini G C Sp(V') d’au-
tomorphismes respectant cette forme symplectique, d’apres Kaledin [Kal99,
Kal02], les résolutions crépantes sont exactement les résolutions symplec-
tiques. Bezrukavnikov & Kaledin [BK] ont alors démontré que, pour une
telle résolution Y — V/G, les catégories D(Coh(Y)) et D(Cohg(V')) sont
équivalentes.
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Correspondance de McKay duale

Cette correspondance a été initiée par Ito & Reid [IR94] et Brylinski [Bry].
Nous présentons la généralisation due a Kaledin [Kal99, Kal02, Kal]. En
toute généralité, si V' est un espace vectoriel de dimension finie muni d’une
action d’un groupe fini G C GL(V), notons X = V/G le quotient et sup-
posons donnée une résolution projective p : Y — X. L’espace vectoriel V
est naturellement stratifié par les sous-espaces V¥ de vecteurs H-invariants
pour divers sous-groupes H de G, induisant une stratification Xz de X. On
en déduit une stratification Yz := p~' Xy de Y. Dans le contexte oul V est
un espace vectoriel symplectique, G un sous-groupe de Sp(V) et ¥ — X
une résolution projective symplectique, Kaledin montre que la résolution est
semi-petite respectivement a cette stratification :

1
codim Yy > 3 codim X .

De plus, les strates Z de dimension maximale (i.e. codim Z = 3 codim(p(Z)))
donnent une base de I’homologie de Borel-Moore HBM (Y, C) indexée par les
classes de conjugaison dans G. En notant C(G) 'espace des fonctions classes
sur G (i.e. les fonctions sur G & valeurs complexes invariantes par conjugaison)
on obtient une bijection :

HPM(Y) < 0(@).
Correspondance de McKay multiplicative

Cette correspondance vise & décrire 'anneau de cohomologie (a coefficients
rationnels ou complexes) H*(Y') a partir d’informations sur le groupe G. Une
telle correspondance a été réalisée initialement par Lehn & Sorger [LSO01] et
Vasserot [Vas01] pour le schéma de Hilbert sur le plan affine et conjecturée par
Ginzburg & Vasserot dans le cas général. Considérons la filtration croissante
de l'algebre du groupe G :

FIC[G] := C{g € G| rg(idy — g) < d}.

Cette filtration est compatible avec la multiplication de I’algebre du groupe G.
En se restreignant au centre ZG de ’algébre, on obtient une structure d’algebre
graduée sur gr’” ZG. On se place toujours dans le cadre symplectique :

Théoréme (Ginzburg & Kaledin). — [GKO04| Soit ¥ — V/G une
résolution projective crépante. Alors les algébres graduées H*(Y) et gr¥ ZG
sont naturellement isomorphes.
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QUELQUES QUESTIONS

Parmi la quantité de questions ouvertes dans le domaine, nous nous
intéressons a trois problémes proposés par Nakajima et Ginzburg & Kaledin,
que nous présentons dans leur cadre général.

Soit V' un espace vectoriel complexe de dimension finie muni d’une forme
symplectique et G C Sp(V') un sous-groupe fini d’automorphismes. Supposons
donnée une résolution projective symplectique Y — V/G.

(i) La correspondance de McKay classique donne une équivalence de
catégories entre D(Coh(Y)) et D(Cohg(V)). En passant aux groupes de
Grothendieck on obtient un isomorphisme entre K (Y) et K (V) = R(G). Cet
isomorphisme n’est pas compatible avec la structure d’anneau induite par le
produit tensoriel de fibrés vectoriels.

Probléme de la structure d’anneau. — (Nakajima [Nak96b, Question
4.23]) Décrire le produit induit sur R(G) par la correspondance de McKay.

(ii) La correspondance de McKay duale donne un isomorphisme vectoriel
entre HPM(Y) et C(G) et la correspondance de McKay multiplicative donne
un isomorphisme d’anneaux entre H*(Y) et gr’” Z(G). La dualité de Poincaré
fournit un isomorphisme naturel D : H*(Y) — HEM(Y).

Probléme de la dualité de Poincaré. — (Ginzburg & Kaledin [GKO04,
Probleme 1.4]) Calculer lapplication composée :

ot 26 — H*(Y) 2 HEM(Y) — C(G).

(iii) Le caractere de Chern donne un isomorphisme naturel d’anneaux
ch: K(Y)— H*(Y). L’espace C(G) des fonctions classes sur G est naturel-
lement isomorphe & 'anneau R(G) en associant & chaque représentation son
caractere et on peut identifier canoniquement C(G) avec ZG.

Probléme du caractére de Chern. — (Ginzburg & Kaledin [GKO04,
Probleme 1.5]) Calculer l’application composée :

ZG = R(G) = Kg(V) — K(Y) - H*(Y) — orf ZG.



xviii INTRODUCTION

PRESENTATION DES RESULTATS

Nous étudions séparément ces questions dans le cas du schéma de Hilbert
de n points sur le plan affine, ol nous pouvons calculer completement les ap-
plications. Le groupe G := 5, agit sur C" par permutation et on considere
'action induite sur I'espace vectoriel V := C" ® C?. Le schéma de Hilbert
Hilb™(C?) fournit une désingularisation symplectique naturelle du quotient
V/G, isomorphe au schéma d’orbites S,- Hilb(C?") (théoréme de Haiman).
La correspondance de McKay est réalisée par la transformation de Fourier-
Mukai (théoreme de Bridgeland, King & Reid) et des calculs précis peuvent
étre menés en utilisant des résultats de Haiman. La correspondance de McKay
multiplicative est construite & partir des opérateurs de Nakajima sur 1’espace
total de cohomologie des schémas de Hilbert de points sur le plan affine et
réalisée par le théoreme de Lehn & Sorger ou Vasserot, tandis que la corres-
pondance de McKay généralisée est réalisée par le choix d’une base naturelle
de I’homologie donnée par certaines sous-variétés.

Dans ce cadre, modulo des isomorphismes naturels, nous pouvons remplacer
les espaces ZS,,, R(Sy) et C(Sy,) par 'espace A" des fonctions symétriques de
poids n, défini comme le sous-espace vectoriel des polynomes de poids n de ’an-
neau A des polynomes en des indéterminées py, pa, . . . telles que poids(p;) = .
On dispose de bases naturelles indexées par les partitions A de 'entier n, en
particulier les fonctions de Schur sy qui correspondent aux représentations
irréductibles et les fonctions de Newton py qui correspondent aux classes de
conjugaison. On introduit une graduation sur A" en posant degpy :=n —I(\)
ou [(\) désigne la longueur de la partition. Pour toute fonction symétrique
f € A", on note alors [f]; la composante homogene de degré k de f. On
définit deux filtrations :

FAA™ .= Q{py | degpy < d} (filtration croissante),
FyA" := Q{px | degpy > d} (filtration décroissante).

La filtration croissante sert dans la construction de la structure d’anneau dans
la correspondance de McKay multiplicative.

Nous nous intéressons tout d’abord a la question du caractere de Chern.
L’anneau de K-théorie K (Hilb"(C?)) admet une filtration topologique natu-
relle donnée par le support des faisceaux. Nos notations sont les suivantes
(Papplication ¥ est définie au §3.1.3 et 'application © au §3.3) :

A Y - H*(Hilb(C2))

F chT

AP K (Hilb™(C?))




INTRODUCTION xix

Nous calculons explicitement ’application I' et montrons qu’elle est compatible
avec la filtration décroissante. Nous en déduisons alors le fait suivant :

Théoréme. — Le morphisme © (correspondance de McKay) est compatible
avec la filtration topologique de la K-théorie et la filtration décroissante de
Uanneau des fonctions symétriques.

Il est alors naturel de passer aux gradués associés. Apres graduation on a

le diagramme :
w

grf’ A™ H*(Hilb™(C?))
A

ngé gr chT

ngz A" gr K (Hilb™(C?))

Dans ce diagramme, I’espace grf” A" désigne 1'espace gradué relativement  la
filtration croissante tandis que grp A™ correspond a la filtration décroissante.
Ces deux espaces sont des espaces vectoriels gradués isomorphes (la base
graduée ne change pas) mais nous notons gr” A" pour rappeler que la struc-
ture d’anneau faisant de ¥ un isomorphisme d’algebres graduées se voit plus
naturellement a partir de la filtration croissante.

Notons I’dge (ou degré de décalage) d’une partition A = (A1, Ag,...) de n par
age(A) :=n—1(\) et définissons son degré de complexité par (A) := [ Ai. Ces
i>1
définitions sont des cas particuliers de définitions générales associées a 'action
d’un groupe G sur un espace vectoriel V' : ’age d’un élément g € G se lit dans
la diagonalisation de I’endomorphisme tandis que le degré de complexité se
calcule par la décomposition de Frobenius.

Nous commencons par calculer des formules explicites pour le morphisme
I'. Bien que ces formules soient assez compliquées, nous observons, en méme
temps que la compatibilité de I avec la filtration décroissante, que le mor-
phisme grI' obtenu apres graduation admet ’expression tres simple suivante :

Théoréme. — Pour tout py € A" on a :

1yagey)
(@ T)(py) = (12/\?19»

L’ingrédient essentiel de nos calculs consiste en des formules combinatoires
pour les classes de Chern de tous les fibrés vectoriels sur Hilb"(C?) relevant
I’action naturelle du tore C* :
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Théoréme. — Soit F' un fibré C*-linéarisé de rang r sur Hilb"(C?) et
I, ..., f2 les poids associés a l'action sur les fibres en chaque point fize.
Alors pour tout k > 0, la k-iéme classe de Chern du fibré F' vue dans A™ sous
U vaut :

(F) =3 h(&)mfﬁ e Pl
AFn

ot les o () désignent les fonctions symétriques élémentaires.
Le k-ieme caractere de Chern du fibré F vaut :

chi(F) = % ; h(l/\) S () salk-

=1

Nous nous intéressons ensuite a la question de la dualité de Poincaré. Nos
notations sont les suivantes :

A" HPM(Hilb"(C?))
A

; |

AM = H*(Hilb"(C?))

En choisissant convenablement les signes dans la définition de ¢ nous obtenons
la formule suivante pour 'application = :

Proposition. — Pour tout py € A™ on a :
B (—1)2ee(N)
Y(pA) = oy P

Nous observons que cette application est exactement la méme que ’appli-
cation gr ' obtenue & partir du caractére de Chern apres graduation.

Ces résultats de comparaison des correspondances de McKay s’interpretent
en disant qu’il y a une seule correspondance de McKay : la correspondance
duale et la correspondance multiplicative sont les versions graduées de la cor-
respondance classique. Précisément, nos formules montrent que 1’isomorphisme
C(S,) = K (Hilb"(C?)) donné par la correspondance de McKay est compatible
avec les filtrations naturelles. En passant aux gradués associés on obtient un
isomorphisme grp C(S,) = gr K (Hilb™(C?)) = H*(Hilb"(C?)). Alors l'isomor-
phisme induit sur les espaces vectoriels duaux HZM (Hilb"(C?)) = ZS,, est
la correspondance de McKay duale (quitte a bien normaliser). La correspon-
dance de McKay multiplicative est elle aussi la méme, avec une normalisation
différente des vecteurs permettant de décrire plus naturellement la structure
d’anneau.
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Parallelement a cette question, nous nous intéressons a la structure d’anneau
induite par la correspondance de McKay (le morphisme ©), avant le passage
a la graduation qui nettoie completement ce produit. En notant B, le fibré
tautologique sur Hilb"(C?), nous obtenons le résultat suivant, qui se révele
analogue pour la K-théorie au résultat de Lehn sur ’action en cohomologie
du caracteére de Chern du fibré B,, (voir la définition de l'opérateur Z et le
théoreme 5.3.4) :

Théoréme. — Soit 'opérateur différentiel sur A :
&= rpt" | ex
St e [ 0 3
r>1 r>1

t0
Alors on a dans K(Hilb™(C?)) :
B, ®0O(y) =0(&(y)) vy A”™.

Nous nous intéressons ensuite aux formules génératrices pour les classes
caractéristiques des fibrés vectoriels usuels sur les schémas de Hilbert de points
sur des surfaces projectives. Nous démontrons des formules d’universalité que
nous utilisons pour démontrer la formule suivante donnant les classes de Chern
du fibré tangent au schéma de Hilbert de points sur le plan affine :

Théoréme. — Les classes de Chern du fibré tangent au schéma Hilb"(C?)
sont données par la série génératrice :

LR 2\ ko P2k+1
> cior(THIIL"(C?) = exp | Y (-1)"Cy, okt |
n>0 k>0

1 2k
ou Cp, := Pl ( k> est le k-ieme nombre de Catalan.

Son caractére de Chern est donné par la série génératrice :

3 ch (THID(C?)) = 21 Y P2 1

n>0 k>0 2]{? +1



xxii INTRODUCTION

PRESENTATION DU PLAN

Les chapitres 1 et 2 contiennent des rappels sur les fonctions symétriques,
les polynomes de Macdonald et les substitutions pléthystiques, avec lesquels
nous menons les calculs.

Le chapitre 3 rappelle les notions utiles sur le schéma de Hilbert de points,
le schéma de Hilbert isospectral et le schéma de Hilbert d’orbites.

Le chapitre 4 explique comment calculer les classes de Chern et le caractere
de Chern de tout fibré sur le schéma de Hilbert de points sur le plan affine
lorsqu’il existe une linéarisation naturelle de ce fibré pour ’action naturelle
du tore.

Le chapitre 5 s’intéresse a ’action d’un fibré par produit tensoriel en K-
théorie en déterminant I'opérateur qui résulte apres application de la corres-
pondance de McKay.

Le chapitre 6 traite les problemes de la dualité de Poincaré et du caractere de
Chern, en calculant explicitement les applications, puis démontre le théoreme
de comparaison des trois correspondances de McKay étudiées.

Le chapitre 7 rappelle la structure d’algebre vertex sur ’espace total de co-
homologie des schémas de Hilbert de points sur une surface projective, présente
divers opérateurs et des résultats d’universalité s’y rapportant. A titre d’illus-
tration de ces résultats, nous détaillons ensuite quelques séries génératrices de
classes de Chern et de caracteres de Chern du fibré tautologique sur le schéma
de Hilbert de points sur le plan affine, pour la plupart bien connues et re-
démontrées en utilisant les résultats du chapitre 4. Nous démontrons ensuite
la formule donnant la série génératrice des classes de Chern du fibré tangent.

Les appendices A,B,C présentent quelques rappels d’homologie et cohomo-
logie, d’homologie et cohomologie équivariantes puis de K-théorie. L’appendice
D expose quelques propriétés du degré de complexité dans le cas du groupe
symétrique, I’appendice E dresse quelques carquois de McKay pour le groupe
symétrique.



CHAPITRE 1

FONCTIONS SYMETRIQUES

Nous présentons quelques notions sur les fonctions symétriques et les
représentations du groupe symétrique. Cette présentation suit Manivel
[Man98] et Macdonald [Mac91, Mac79], a l'exception des substitutions
pléthystiques ot nous suivons Haiman [Hai99]. Nous travaillons directement
sur le corps des nombres rationnels.

1.1. L’algebre des fonctions symétriques

Soit x1,...,x, des indéterminées indépendantes. Le groupe symétrique S,
agit sur Panneau de polynomes Q|z1, ..., z,] en permutant les indéterminées
et I’ensemble des invariants est noté :

Ar = Q[xl, A ,JET]ST',

appelé algébre des polynémes symétriques en les indéterminées x1, . . ., x,. Tout
élément f € A, se décompose sous la forme :

F=> ",

n>0

ott f(™ est la composante homogene de degré n du polynéme f. Chaque f(™
est lui-méme un polyndéme symétrique et A, est une Q-algeébre graduée :

A =EP Ay,
n>0

ou A7’ est le sous-espace vectoriel formé des polynomes symétriques homogenes
de degré n en les indéterminées x1, ..., x,.
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Si I'on adjoint d’autres indéterminées x,1,...,z,» pour ' > r, on peut
former ’algebre A, disposant d’un morphisme surjectif d’algebres graduées :
Pri ot Ar/ e Ara
obtenu en posant x,41 = --- = x,» = 0. Les applications restreintes A7, — A7

sont surjectives pour tout n et on construit successivement :
A" = limA7,
pmi—
A:=EPar
n>0
L’algebre graduée A est appelée algébre des fonctions symétriques.

Si A est une Q-algebre commutative, les algebres de fonctions symétriques
a coefficients dans A sont obtenues par changement de base :

Z = A" ®Q A,
Au = A ®q A

1.2. Partitions d’un entier

Une partition d’un entier n est une suite décroissante d’entiers positifs ou
nuls :
A=A 2> A > >N 20),
k
telle que n = > A;, ce que nous écrirons par : A - n. Les entiers \; sont
i=1
appelés les parts de la partition. Si besoin, nous prolongerons les partitions

par des parts nulles. Le nombre de parts non nulles, noté [()\), est appelé la
longueur de la partition. La somme des parts, notée |A|, est appelée le poids
de la partition. Si la partition A a a; parts égales a 1, ag parts égales a 2 etc.
nous la noterons aussi sous la forme :

A= (191,292 . )).
Nous utiliserons aussi le nombre suivant :
n(A) =Y (i — DA
i>1
Le diagramme de Young de A est défini par :
D(X\):={(i,j) e NxN|j < Aiy1}.

Dans la représentation d’un tel diagramme, nous adoptons la convention ma-
tricielle : I'indice ¢ est I'indice de ligne et I'indice j est I'indice de colonne, en
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commengant toutefois en (0, 0). Pour une cellule z = (4,7) € D(A), on appelle
bras le nombre a(x) de cellules & droite de z, jambe le nombre I(x) de cellules
au-dessous de z, longueur d’équerre le nombre h(x) := 1+ a(x)+ I(x) et
contenu le nombre ¢(z) := j — i. Par exemple :

zlala] A= (4,3,1) z=(0,1)
l Al =8 a(z) =2 I(z)=1
L I(A\) =3 h(z) =4 c(x)=1

Pour une partition A, on note )\ la partition conjuguée obtenue par symétrie
sur le diagramme de Young. Par exemple :

A=(3,3,1) N =(3,2,2)
Soit P l'ensemble de toutes les partitions d’entiers et P, ’ensemble des
partitions de poids n. L’ensemble P est muni de la relation d’ordre partiel
dominant défini par :

A>pus N =|plet Ar 44+ XN > p1+ -+ p; pour tout ¢ > 1.
Proposition 1.2.1. — [MacT79, I-(1.11)] Pour toutes partitions A,y on a :
A>pe N <.

1.3. Fonctions symétriques usuelles

Nous reprenons la définition de certaines familles de fonctions symétriques
indexées par les partitions que nous utiliserons dans la suite.

1.3.1. Fonctions monomiales. — Soit une partition A = (A1, Ag,...) et
un entier r > [(A). Quitte a prolonger A\ par des parts nulles, on peut définir
le monoéme :

=ty v
Le polynome symétrique monomial m) est la somme de tous les mondémes
distincts que ’on peut obtenir en permutant les indéterminées :

ma(x1,...,2Tp) = Z i
VES,.A

g
Card{aES\aA A}le A
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ou S,.A désigne l'orbite du r-uplet (A1,...,A,) sous laction par permutation
du groupe symétrique.

Cette définition est compatible avec le systéme projectif : pour tout r’ > r
on a pp ,my(1,. .., %) = my(x1,...,2,) ce qui définit par passage a la limite
projective un élément my € A appelé fonction monomiale.

Proposition 1.3.1. —

(i) Les fonctions monomiales forment une base de l’algébre des fonctions
symétriques.

(ii) Les fonctions monomiales my pour les partitions A de poids n forment
une base de A™.

1.3.2. Fonctions de Newton. — On définit similairement la k-iéme

somme de puissances par :
. § : k

i>1
Pour toute partition A = (A; > A2 > ---) on appelle alors fonction de
Newton le produit :

DA = PAPry - € A‘)‘|
Théoréme 1.3.2. — [Mac79, 1-(2.12)]

(i) Les fonctions de Newton forment une base de l’algébre des fonctions
symétriques.

(ii) Les fonctions de Newton py pour les partitions de poids n forment une

base de A™.

L’observation suivante reviendra dans I’étude de la cohomologie équivariante
du schéma de Hilbert de points sur le plan affine :

Lemme 1.3.3. — Soit une partition A\ = (1*1,2%2,...). Dans la décomposi-
tion de la fonction monomiale my dans la base des fonctions de Newton, le

coefficient devant py est ﬁ et toute autre fonction p, intervenant corres-
!

i>1
pond a une partition de longueur strictement inférieure a celle de \.

Démonstration. — Travaillons avec r = [(\) indéterminées. Avec les notations
précédentes on observe que :

Card{o € S, |o.A = A} =[] !
i>1
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ce qui fait que :

>\U AU
Hai! my = g x W™

i>1 o€Sy
= (@M 4 M) ()2 + -+ 22?) - — mondmes excessifs
= p) — mondmes excessifs.
Les monémes en exces sont obtenus dans le développement de la fonction
de Newton lorsqu’on a choisi plusieurs fois la méme indéterminée dans
les différents facteurs. Ces monomes font donc intervenir au plus r — 1
indéterminées a la fois et se codent avec des fonctions de Newton p, pour des
partitions p de longueur au plus r — 1. O
Nous noterons w : A — A I'isomorphisme d’algébre involutif caractérisé par
WPk = —Pk-

1.3.3. Fonctions de Schur. — Prenons r indéterminées x1,...,xz,. Pour
toute suite d’entiers positifs & = (a1, ..., a,) nous posons z® := z{' .-z .
On définit :

aq = det (ﬂf?j)gi,jér

= Z g(g)x?%l) .. ‘TE:ET)’

O'ESn
ou g(o) est la signature de la permutation o. En particulier, lorsque
0= (r— 1,r— 2,...,1,0), as est le déterminant de Vandermonde :
as = H (xj —x5).
1<i<j<r

On observe que a, change de signe si I'on échange deux des «; et en par-
ticulier a,, est nul si deux des «; sont égaux. On peut donc se restreindre a
considérer des suites a telles que a; > ag > --- > a,. > 0 et écrire a; = \j+r—1
pour i = 1,...,r de telle sorte que a« = A+ ou A = (A1,..., \;) est une par-
tition de longueur au plus r. Puisque a, s’annule des que deux des x; sont
égaux, a, est divisible par le déterminant de Vandermonde as dans ’anneau
Qlz1,...,z,] et le quotient :

sx(x1, ... xp) = s
as
est un polynome symétrique de degré |\|. Sil’on passe & r+1 indéterminées, on
vérifie que s)(z1,...,2,,0) = sx(x1,...,2,). On peut donc définir une limite
projective sy € A appelée fonction de Schur.
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Théoréme 1.3.4. — [Mac79, 1-(3.3)]

(i) Les fonctions de Schur forment une base de [’algébre des fonctions
symétriques.

(ii) Les fonctions de Schur sy pour les partitions de poids n forment une
base de A™.

La formule suivante nous servira lors du calcul des classes de Chern du fibré
tautologique sur le schéma de Hilbert de points du plan affine :

Proposition 1.3.5. — [Man98, Corollaire 1.4.11] Soit A\ une partition. Pour

r > 1(\) on a par évaluation en x1 = ---=x, =1 et x; =0 pouri >r :
sa1,...,1,0,..0= ] 7”2(0()56)
r weD(y)

1.4. Relation avec les représentations du groupe symétrique

Nous les ponts naturels entre les représentations du groupe symétrique, les
caracteres et les fonctions symétriques.

1.4.1. Produit scalaire sur 1’algebre des fonctions symétriques. —
Pour toute partition A = (191,2%2,...) on pose :
Z) = Harlro"“.
r>1

On définit un produit scalaire sur A par :

(Dx,Pu) = Oxp2n YA p,

ol dy ,, désigne le symbole de Kronecker.

Proposition 1.4.1. — [Mac79, 1-(4.8)] La base des fonctions de Schur est
orthonormée :

(8x,8u) = Oxp Y, .

1.4.2. Représentations et caractéres du groupe symétrique. — Soit
C(Sy) lespace vectoriel sur Q des fonctions classes sur le groupe symétrique
Sy @ ce sont les fonctions f : .S, — Q constantes sur les classes de conjugaison
dans S,,. Ces classes de conjugaison sont en bijection avec les partitions de
I’entier n, en associant a toute permutation la liste des longueurs des cycles qui
interviennent dans sa décomposition en cycles disjoints. Si A est une partition
de n, nous notons ) la fonction classe qui vaut 1 sur la classe de conjugaison
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associée a A et 0 sur les autres classes. La famille des fonctions x) forme une

base de C(S,,). Soit R(S,) 'algebre sur Q des représentations du groupe S,

le produit étant induit par le produit tensoriel de représentations.
L’application caractére est I'isomorphisme(?) :

Xt R(Sy) — C(Sn)
obtenu en associant a chaque représentation son caractere.
Le morphisme de Frobenius est 'isomorphisme :
O :C(S,) — A"
caractérisé par :
D(x2) = 2, P
Notons x* les fonctions classes telles que ®(x*) = sy, X,)) la valeur de la

fonction x* sur la classe de conjugaison p et V? la représentation (a priori
virtuelle) du groupe S, de caractere x*.

Proposition 1.4.2 (Formules des caracteres). — [Man98, §1.6.4] Les
représentations V> de caractére x» sont les représentations irréductibles de
Sn- On a les formules de changement de base dans A™ :

Pu = Zxﬁs,\ (formule de Frobenius),
AFn

S\ = E z;lxﬁpu (formule de Frobenius inverse).
ukEn

1.5. Substitutions pléthystiques

Pour effectuer des substitutions pléthystiques, nous utilisons la description
de lalgebre A comme algebre des polynomes en les sommes de puissances :

A=Qlp1,pa, .. |.

Soit f = F(p1,p2,...) € A et E(t1,ta,...) une série de Laurent formelle.
On appelle substitution pléthystique de E dans f la série de Laurent formelle
notée f[F] définie par :

fIE] = F(E(t1,t2,...), B(t],13,...),...)
ce qui signifie que l'on remplace chaque p, par E(t¥,tk ..) dans la
décomposition de f.

W Pour un groupe général G fini, I'application caractére y : R(G) — C(G) n’est un isomor-
phisme qu’apres extension des scalaires & C; le cas du groupe symétrique est particulier.
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Autrement dit, l'identification A = Q[p1,p2,...| permet de spécialiser les
pr sur des éléments de n’importe quelle Q-algebre : la spécialisation s’étend
de manieére unique en un morphisme d’algebre sur A. Pour une série formelle
E en des indéterminées t1,ta,. .., on définit py[E] comme la série obtenue en
remplacant chaque indéterminée t; par tf et par extension de la spécialisation
a toute fonction symétrique f € A on définit f[E]. Nous conviendrons que,
dans une substitution pléthystique, X désigne la somme des indéterminées
originelles x1 + x2 + - - -, de telle sorte que px[X] = px.

Exemples 1.5.1. —
— pe[X (= 8)] = (1 = t")py;
— pe[pr] = P
- pAltX] =tRpy .

Remarquons cette subtilité : pi[tX] = t* X tandis que px[—X] = —ps. Ainsi,
il faut se garder d’évaluer en t = —1.
La substitution pléthystique induit une application A x A — A définie par

(f:9) — flgl.
Proposition 1.5.1. — [MacT79, §1.8]

(i) Pour tout g € A, Uapplication f — f[g] est compatible avec la somme et
le produit :

(f +h)lg] = flg] + hg],
(fR)lg] = (flg])(hlg))-

(ii) Pour tout n > 1, lapplication g — py[g] est compatible avec la somme
et le produit :

Pnlf + 91 = palf]+ pnlgl,
pnlfgl = pulflpnlgl.
(iii) Le pléthysme est associatif :
flglhl]l = (FlgD[n] Vf,g,h € A.

Par contre, en général flg + h] # f[g] + f[h].
Il sera utile de poser pyp = 1 et de convenir que :

po[fl=1 VfeA



CHAPITRE 2

POLYNOMES DE MACDONALD

Nous reprenons brievement la présentation des polynomes de Macdonald
([Mac91, Mac79]) donnée par Haiman [Hai99, Hai03].

2.1. L’algébre Aq(q)

On étend les scalaires sur les fonctions symétriques au corps de fractions
rationnelles Q(q,t) :

Aqgr) == A®q Q(g.t).

La substitution pléthystique s’étend naturellement a ce cadre, mais les susbs-
titutions pourront faire intervenir les indéterminées ¢,t. Le produit scalaire
est étendu par Q(q, t)-bilinéarité.
Pour toute partition A, a partir du diagramme de Young D(\) on définit le
polynome :
Bx(q,t) == Z t'e’,
(i,5)€D(A)

qui est la somme des monomes dans le remplissage du diagramme :

1]ql¢’l¢?]
A:(47271): ttq

t2

On définit aussi la série formelle :

Q= exp Z %
E>1
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Pour toutes séries formelles A, B on observe les formules :

Q[A + B] = Q[A]Q[B],

2.2. Polynémes de Macdonald

Soit A" Ag(g,) — Aq(q) Vopérateur Q(g, t)-linéaire défini par :

Af=f [X - 1;4’] QX1 — 1]

20
Proposition 2.2.1. — [Hai99, Proposition 2.2] Pour toute partition A\ on
a:
Amy = (1—(1—q)1—t)Br(g.t7))ma+ Y baumy
P<A

pour certains coefficients by , € Q(q,t).

La forme triangulaire de 'opérateur A’ conduit & la définition des polynomes
de Macdonald :

Définition 2.2.2. — On appelle polynome de Macdonald Py la fonction

) P oo A A
propre de I'opérateur A’ restreint & Aq(q, "

A'Py = (1—(1—q)(1—t")Bx(g,t™ ")) Py,

telle que :

normalisée de telle sorte que :

Py =my+ Z O My
p<A

avec ¢y, € Q(q,1).

2.3. Polynémes de Macdonald modifiés

La forme intégrale des polynémes de Macdonald est définie par :

Jy = H (1 _ qa(x)tlJrl(:p)) Py
z€D(N)
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Les polynomes de Macdonald modifiés sont alors donnés par :

X
H,\ = J)\ |:1—t:|7

Hy = t"NH,(q,t7h).

Proposition 2.3.1. — [Hai99, Proposition 2.6] Les polynomes .FNIM sont ca-
ractérisés par les trois conditions :

(H1)  pour tout p, Hy[X(1 = q)] € Qg t){sx|A = p},

(H2)  pour tout p, F[X(1—1)] € Q(g, ){sx | A > '},
(H3)  pour tout p, (Hy,s@y)) = 1.

Nous utiliserons la formule suivante au §6.2.2 :
Proposition 2.3.2. — [Hai03, Proposition 3.5.10] L’évaluation du po-
lynome de Macdonald H, ent =1/q donne :
X

Hy(q,q)=¢"® J[ 1-¢")s, [1_(1} :
z€D(u)

Soit A1 Aqg) — Aq(e,) 'opérateur Q(q,t)-linéaire défini par :
AHy = (1—(1—q)(1—1t)Bx(g,t))Hx.

Proposition 2.3.3. — [Hai99, Proposition 2.4] L’opérateur A est donné par
la formule :

Af=f X+(1_t)(1_Q)] Q[—2X]

z

20

Proposition 2.3.4. — [Hai03, §3.5 formule (53)] Les polynémes H,
vérifient la dualité :

(Hy, WHAIX (1 = q)(1 = 1)]) = 65 pan,
pour certains ay € Q(g,t) non nuls.

Les polynoémes H u se décomposent dans la base des fonctions de Schur sous
la forme :
ﬁu = Z f(/\,usx\?
AFn
pour certains Kk,u € Q(q,t) appelés q,t-polynomes de Kostka, pour la raison
suivante :
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Théoréme 2.3.5 (Conjectures de Macdonald). — [HaiOla, Théoreme
3.2] Les coefficients Ky, sont des polynomes en q,t a coefficients entiers
positifs ou nuls : Ky, € Nlg,t].



CHAPITRE 3

SCHEMAS DE HILBERT SUR LE PLAN
AFFINE

3.1. Schéma de Hilbert de points

3.1.1. Définition du schéma Hilb"(C?). — Le schéma de Hilbert de n
points sur le plan affine est la variété paramétrant les sous-schémas du plan
C? de dimension nulle et de longueur n. On peut l'obtenir par la construc-
tion de Grothendieck [Gro61] comme le schéma quasi-projectif représentant le
foncteur paramétrant les familles plates de sous-schémas du plan de polynome
de Hilbert constant de valeur n. Soit Z,, C Hilb"(C?) x C? le sous-schéma uni-
versel et B, := pri1.Oz, 'image directe du faisceau structural par la projection
sur le premier facteur. C’est un faisceau localement libre de rang n et on note
encore B,, le fibré vectoriel associé, dénommé fibré tautologique sur Hilb"(C?).
Le schéma Hilb"(C?) admet une description ensembliste tres simple :

Hilb™(C?) = {I idéal de C[z, ] tel que dimc Clz,y]/I =n}.

Théoréme 3.1.1 (Fogarty). — [Fog68] Le schéma de Hilbert Hilb"(C?)
est lisse et connexre de dimension 2n.

Soit S"C? le quotient de Mumford de (C?)" pour I’action du groupe
symétrique 5,, par permutation. Le morphisme de Hilbert-Chow :
p: Hilb"(C?* — S"C?
est défini ensemblistement par :
p(Z2) = dimc(Ozaq)r.
x€Z

Théoréme 3.1.2 (Fogarty). — [Fog68] L’application de Hilbert-Chow p
induit un morphisme projectif de variétés algébriques. C’est une résolution
des singularités.
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Nous étudions la topologie de Hilb"(C?) en considérant sa structure réelle
sous-jacente de dimension 4n. D’apres Ellingsrud & Strgmme [ES87], sa co-
homologie singuliere impaire est nulle et sa cohomologie paire est sans torsion,
engendrée par des cycles algébriques. On note H*(Hilb"(C?)) son anneau de
cohomologie singuliere a coefficients rationnels, la structure d’anneau étant
donnée par le produit cup. On note K (Hilb"(C?)) le groupe de Grothendieck
a coefficients rationnels des fibrés vectoriels algébriques sur Hilb"(C?), que
I’on munit de la structure d’anneau induite par le produit tensoriel de fibrés
vectoriels. Puisque la variété Hilb"(C?) est lisse et quasi-projective, c’est aussi
le groupe de Grothendieck des faisceaux algébriques cohérents sur Hilb"(C?).
Le caractere de Chern ch : K (Hilb™(C?)) — H*(Hilb"(C?)) induit un isomor-
phisme d’anneaux.

Nous utiliserons I'observation suivante au §6.2 :

Théoréme 3.1.3 (Beauville). — [Nak96b, Théoreme 1.10] La forme sym-
plectique naturelle sur C? induit une structure symplectique sur Hilb™(C?).

3.1.2. Stratification. — Pour toute partition A = (A,..., ;) de n,
considérons le sous-ensemble de S"C? défini par :

k
SACQ — {Z Nix; |z # T; pour % #* ]} .
=1

On constate que :
src? =[] snc?.
AFn

Proposition 3.1.4. — [Nak96b, §6.2] Chaque strate S\C? est une sous-
variété localement fermée de S"C?, lisse et connexe de dimension 21()\).

On observe que :
sac? =] s.c?,
“w
ol la réunion porte sur les partitions p que 'on peut obtenir depuis A en re-
montant des lignes dans le diagramme de Young de A. Ces propriétés justifient
le terme de stratification pour cette décomposition de S™C?.
Pour toute partition A de n, posons :

Xy = pfls/\c2,

et notons py : Xy — 5,C? la restriction du morphisme de Hilbert-Chow.
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Proposition 3.1.5. — [Nak96b, §6.2] Le morphisme py : X) — SyC? est
une fibration localement triviale pour la topologie forte.

On appelle schéma de Hilbert ponctuel la fibre du morphisme de Hilbert-
Chow a l'origine :
Hy, = p~}(n- (0,0)).
Théoréme 3.1.6 (Briancon). — [Bri02] Le schéma de Hilbert ponctuel
H,, est irréductible de dimension n — 1.

On en déduit aisément la dimension des strates :

Proposition 3.1.7. — Les sous-variétés Xy sont irréductibles et localement
fermées de dimension n 4 1(\).

Nous aurons besoin d’interpréter les résultats précédents dans le contexte
plus général suivant :

Définition 3.1.8. — Soit f : X — Y un morphisme projectif de variétés
complexes. Supposons que Y admet une stratification en sous-variétés locale-
ment fermées Y = [[ Y, et notons X, := f~!(Y,). Supposons que pour tout

a, la restriction facf X, — Y, est une fibration localement triviale pour la
topologie forte, de fibre F,. Alors f est dit strictement semi-petit pour cette
stratification si :

2dim F, = codimY, Va.

Les résultats précédents se redisent alors sous la forme suivante :

Proposition 3.1.9. — [Nak96b, Lemme 6.10] Le morphisme de Hilbert-
Chow p : Hilb"(C?) — S™C? est strictement semi-petit pour la stratification
par les sous-variétés S\C?. De plus, les fibres de p sont irréductibles.

3.1.3. Opérateurs de Nakajima. — Nakajima [Nak97] et Grojnowski
[Gro61] construisent un isomorphisme vectoriel :

U : A" — H*(Hilb"(C?)),

en définissant des opérateurs géométriques sur la somme totale de cohomologie
des schémas de Hilbert Hilb™(C?) pour tout n. Rappelons les grandes lignes
de la construction de Nakajima®. Pour tout i > 1, soit :

X,,; C Hilb"(C?) x Hilb"**(C?)

<1>L’appendice A contient quelques détails sur les notations utilisées en cohomologie.
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la sous-variété des couples (£,¢') € Hilb™(C?) x Hilb™"(C?) tels que £ est un
sous-schéma fermé de ¢ et &, ¢ different d’un point de multiplicité . Soit 7,
la projection de Hilb™(C?) x Hilb""*(C?) sur Hilb"(C?) et m,,; la projection
de X, ; sur Hilb"*(C?). On définit un opérateur :

¢; - H*(Hilb"(C?)) — H*T2~2(Hilb"™(C?))

par(? :

qi(a) = mnpir(my (@) U [Xii])-
En notant [0) € HO(Hilb?(C?)) = Q I'unité, on démontre alors que I’ensemble
des vecteurs :

@ri=qx 0 0qy,|0) € HZn*Zl()‘)(Hﬂbn(Cz)),

pour toutes les partitions A = (A,...,A\x) de n forme une base de
H*(Hilb"(C?)) et I'isomorphisme :

U : A" — H*(Hilb"(C?))

est caractérisé par : U(py) = qx.
Nous utiliserons plus tard 1’observation classique suivante concernant les
classes de cohomologie des sous-variétés X :

Lemme 3.1.10. — Pour toute partition A = (191,2%2,...) on a :

[TA} = H;!qx-

i>1

3.1.4. Anneau de cohomologie. — Lehn & Sorger [LSO01] et Vasserot
[Vas01] ont obtenu, par des méthodes différentes, une description explicite
de la structure d’anneau induite par le produit cup sur A™ par ¥. Reprenons
cette description.

Soit Q[S,] 'anneau du groupe symétrique Sy, i.e. I'ensemble des combi-

naisons linéaires ) a7 ou les ar sont des nombres rationnels, muni du
TI'ESn

(®)La formule donnée est valable au sens ot on considére une intersection avec support.
La projection de Hilb™(C?) x Hilb""*(C?) sur Hilb™"*(C?) n’est pas fermée mais sa res-
triction & la sous-variété X, ; est fermée. On peut le voir en considérant la situation iden-
tique pour le schéma projectif Hilb™ (]P%) : les projections sont alors fermées et la projection
X(PE&)n,i — Hilb"TH(PE) reste fermée. En se restreignant aux schémas de n 4 4 points ne
rencontrant pas la droite & I'infini, on obtient que la projection X, ; — Hilb" "¢ (C?) est
fermée.
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produit :

(Z aﬂw> : (Z bga) = Y axbmo.

TESn o€Sn m,0€8n
On identifie les éléments de 'anneau Q[S,,] avec les fonctions sur S, & valeurs
rationnelles : la donnée d’une fonction f : .S, — Q est équivalente a la donnée

de la combinaison linéaire Y  f(mw)w. Par cette identification, le produit sur
TES,
lanneau Q[S,,] correspond au produit de convolution sur les fonctions défini

par :
(f=g)(m) =Y f(xo N)g(o).
ogESy
Sim €S, (resp. o € S,) est identifié avec la fonction valant 1 en 7 (resp. o)
et 0 ailleurs, on a : 7-0 =7 *o0.

Considérons le sous-ensemble C(.S,,) des fonctions classes (voir §1.4.2). Si f
et g sont deux fonctions classes, leur produit de convolution f * g est encore
une fonction classe donc C(.Sy,) hérite d’une structure de sous-anneau de QI[S,,].
C’est le centre de cet anneau pour le produit de convolution.

n—1
On introduit une graduation gr’” Q[S,] = @ Q[S.](d) de la manicre sui-
d=0

vante : une permutation m est dite de degré d si elle est produit d’un nombre
minimal d de transpositions. De maniere équivalente, si 7 a une décomposition
en cycles disjoints de type A, alors deg(m) =n — I(\).

Le produit de convolution ne préserve pas la graduation mais est compa-

tible avec la filtration croissante associée F?Q[S,] :== @ Q[S.](d), i.e. qu'il
d'<d
satisfait :

F'Q[Sy] * F/Q[S,] C F*Q[S,],
puisque : deg(mo) < deg(m) + deg(o) pour tous 7,0 € Sy,
n—1
Le produit induit sur le gradué gr’” Q[S,] = @ F9QIS,]/F¥1Q[S,] est
d=0

appelé produit cup. Il est caractérisé par :

T Uo— { TxO =m0 i deg(mo) = deg(m) + deg(o)
0 sinon

pour tous m,0 € S,.

Le sous-anneau C(.S,,) est engendré par les éléments x qui sont homogenes
de degré n — I(\) donc il hérite de la graduation, de la filtration et du pro-
duit cup. Nous noterons gr” C(S,,) I'anneau gradué obtenu et gr’” A” ’'anneau
correspondant par l’isomorphisme de Frobenius, le produit restant noté U.
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L’anneau A™ est donc gradué par degpy = |A| — I(\) et nous y réfererons en
tant que degré cohomologique sur A™. La filtration qui est en jeu sur A" est
ici la filtration croissante :

FAA™ .= Q{px | degpy < d}.

Le résultat est alors :

Théoréme 3.1.11 (Lehn & Sorger, Vasserot). — [LS01, Vas01]
Le morphisme W : grf” A" — H*(Hilb"(C?)) est un isomorphisme d’an-
neaut.

3.2. Schéma de Hilbert isospectral

Le schéma de Hilbert isospectral X,, est le produit fibré réduit :

Xn f C2n

|

Hilb"(C?) —2> 5, C2

Théoréme 3.2.1 (Haiman). — [HaiOla, Théoreme 3.1]
La projection 7 : X,, — Hilb"(C?) est un morphisme plat fini de degré n!

Soit P, := m.Oyx, l'image directe du faisceau structural. C’est un faisceau
localement libre de rang n! et on note encore P, le fibré vectoriel associé,
dénommé fibré isospectral sur Hilb"(C?).

3.3. Schéma de Hilbert d’orbites

Nous avons vu précédemment, griace a I’étude d’opérateurs géométriques,
comment la cohomologie de la variété Hilb™(C?) est isomorphe & l'espace des
fonctions symétriques. Nous présentons maintenant une construction de na-
ture tres différente amenant a un isomorphisme entre la K-théorie de la variété
Hilb™(C?) et I'espace des fonctions symétriques, en faisant intervenir la cor-
respondance de McKay. Bien sir, via le caractere de Chern on obtient aussi
un isomorphisme avec la cohomologie et I'un des objectifs de cette étude sera
justement de comprendre en quelle mesure les deux constructions different.

Commencgons en toute généralité. Partant d’un espace vectoriel V' de dimen-
sion finie sur C et d’un sous-groupe fini G C GL(V), Ito & Nakamura [IN96]
construisent le schéma de Hilbert de G-orbites régulieres, noté G-Hilb(V'), de
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la maniere suivante : tout point v dans un ouvert de Zariski non vide de V' a
un stabilisateur trivial sous 'action de G. Son orbite G.v définit donc un point
dans Hilbl%!(V) et G- Hilb(V) est défini comme la cléture dans Hilb/%/(V) du
lieu de ces points. Pour tout & € G-Hilb(V), H%(O¢) est la représentation
réguliére de G. La famille universelle sur Hilbl% (V) se restreint en une famille
universelle p : Z — G-Hilb(V'). Le groupe G agit sur Z et sur le fibré tautolo-
gique p,Oyz. Ce fibré est de rang |G| et I'action du groupe G sur ses fibres est
la représentation réguliere.

On s’intéresse au cas ot V = (C?)" pour G = S, agissant par permutation
des coordonnées. On note S,,- Hilb(C?") le schéma de Hilbert de S,-orbites et
Z, C Sp-Hilb(C?") x C?" la famille universelle.

Théoréme 3.3.1 (Haiman). — [HaiOla, Théoréme 5.1] Le schéma de Hil-
bert de Sy-orbites S,-Hilb(C?") est naturellement isomorphe au schéma de
Hilbert de points Hilb"™(C?). L’isomorphisme identifie le schéma de Hilbert
isospectral X, avec la famille universelle Z,.

Par ce théoreme, le fibré P, n’est donc autre que le fibré tautologique p.Oz,
sur S,- Hilb(C?").

Considérons le diagramme :

Zn CQn

| |

S,,- Hilb(C2") —2~ gnc2

Soit D(S,- Hilb(C?")) la catégorie dérivée bornée de faisceaux cohérents sur
Sp-Hilb(C?") et Dg, (C?") la catégorie dérivée bornée de faisceaux cohérents
Sp-équivariants sur C?". Puisque Hilb™(C?) est isomorphe & S,- Hilb(C??)
et que le morphisme de Hilbert-Chow p est semi-petit, les hypotheses du
théoreme de Bridgeland, King & Reid [BKRO1] sont satisfaites (voir §6.1.2)
donc le foncteur :

T := Rq. o p* : D(Hilb"(C?)) — Dg, (C*)

est une équivalence de catégories.
Cette équivalence de catégories induit un isomorphisme de groupes de Gro-
thendieck :
T : K(Hilb"(C?)) — Kg, (C?),
ot Kg, (C?") désigne le groupe de Grothendieck de fibrés vectoriels algébriques
Sp-équivariants sur C?”. En l'identifiant avec le groupe de Grothendieck de
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A, := O(C?)-modules S,-équivariants de type fini, on observe (voir Haiman
[Hai02]) que I'isomorphisme T s’exprime par :
Y(F)=> (-1)'H (Hilb"(C?), P, ® F)
i>0
pour tout fibré vectoriel F' sur Hilb™(C?). Les groupes H* (Hilb"(C?), P, ® F)
sont vus comme des A,-modules S,-équivariants a travers les fibres de P,.
Soit © la composée d’isomorphismes d’espaces vectoriels :

0: A" 25 c(s,) X0 R(S,) Thom, kg () XL K (Hib(C?))
ol Thom désigne I'isomorphisme de Thom consistant ici a la restriction a une
fibre (voir [CG97, Théoreme 5.4.17)).

En considérant le fibré P, comme I'image directe de la famille universelle
Zn, i.e. Py, = p,.Oyz , Paction naturelle du groupe S, sur le fibré P, induit une
décomposition isotypique :

P,=Vv'er,
AFn
o V* désigne le fibré trivial de fibre V* sur Hilb™(C2), en notant
Py := Homg, (V*, P,). On note P} le fibré dual du fibré Py.

En faisant un calcul identique & celui d’Ito-Nakajima ([IN0O, Formule
(5.3)]), a cette différence pres que notre transformation de Fourier-Mukai est
écrite dans le sens inverse, on obtient :

Proposition 3.3.2. — Pour toute partition A\, on a ©(sy) = Py. En particu-
lier, les fibrés Py forment une base du groupe de Grothendieck K (Hilb™(C?)).



CHAPITRE 4

CLASSES DE CHERN DES FIBRES
LINEARISES

Nous démontrons dans ce chapitre des formules combinatoires pour les
classes caractéristiques des fibrés vectoriels sur le schéma de Hilbert de points
sur le plan affine. Nos formules s’appliquent & tout fibré vectoriel relevant
I'action naturelle du tore algébrique de dimension 1 sur le schéma Hilb™(C?)
et s’expriment en fonction de données aux points fixes de ’action. La méthode
consiste a calculer les classes caractéristiques équivariantes dans l’anneau
de cohomologie équivariante du schéma Hilb™(C?) pour récupérer ensuite
les classes caractéristiques. Cette approche s’appuie sur I'étude de Vasserot
[Vas01] que nous rappelons dans un premier temps.

4.1. Action du tore sur le schéma de Hilbert de points

Remarque 4.1.1. — Dans cette section, je reprends en détail certains as-
pects de l'article de Vasserot [Vas01]. Je remercie Eric Vasserot de son aide
dans la compréhension de ce travail.

Nous considérons la situation suivante : le tore T' = C* agit sur
C? = Spec Clx,y] par :
s =sr,sy=sly VseT.
Ceci induit une action naturelle sur Hilb"(C?). Si I € Hilb"(C?) est un idéal,
son image sous l'action de s € T est donnée par image réciproque :
s = {p(s~"z,sy) |p e}

L’action de T sur Hilb"(C?) a un nombre fini de points fixes paramétrés par
les partitions de I'entier n : ce sont les schémas supportés en l'origine de C?
et dont I'idéal est monomial. Nous notons ces points ¢y € Hilb"(C?).
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On s’intéresse & la cohomologie T-équivariante”) de Hilb™(C?). En notant
Er — Brp l'espace classifiant des fibrés vectoriels T-équivariants, nous posons
(Hilb™(C?)) := (Hilb"(C?) x E7)/T le quotient pour I'action diagonale de 7.
L’anneau de cohomologie équivariante Hj. (Hilb"(C?)) := H* ((Hilb"(Cz))T)
est une QJu]-algebre graduée pour I'isomorphisme naturel H*(Br) = Q[u] ou
u est une indéterminée de degré 2.

Nous notons j : Hilb™(C?) — (Hilb"(C?))7 I'inclusion d’une fibre dans la
projection p : (Hilbn(C2))T — By (par choix d’'un point de base) et pour tout
QJu]-module M nous notons M’ la localisation de M en I'idéal (u — 1).

Soit ¥ C C? la droite d’équation z = 0 et XEJ; la sous-variété de X, ;
(définie lors de la construction des opérateurs de Nakajima) pour laquelle le
point extrémal est sur ¥. Plus précisément, en notant p; : X,,; — SiC2 la
« variante » du morphisme de Hilbert-Chow associant & un couple (§ C ¢’) le
cycle représentant la différence entre les deux sous-schémas et ¢ : C? — SC?
I'inclusion  — i -z, on a [XEJ]T = pf1[E]7r. Définissons pour tout ¢ > 1 un
opérateur :

gl (2] : Hp(Hilb™(C?)) — H:(Hilb" T (C?))
par :
¢ [E)(@) = T (mho U [ X575 ] 7).
Vasserot [Vas01] démontre alors que ’ensemble des vecteurs :
QE\F[Z] = f1,1\11 [X]o---0 q;\Fk [E]lHﬂbO(Cz) S H%N(Hﬂbn(cz))

pour toutes les partitions A = (A,...,A\;) de n forme une base de
H2(Hilb™(C?)) et construit un isomorphisme :

¢ : H¥'(Hilb™(C?)) — A"
par® (¢} [Z]) = pa.
Pour tout ¢ > 1, définissons un opérateur :
i+ Hy(Hilb"(C?)) — H:T*~2(Hilb"(C?))
par :
g7 (@) = T (mha U [Xnil7)
et posons comme précédemment :

2n—21(\ .
0 = af, o+ 0 qf Lyno(es) € Hy' Y (Hilb"(C?)).

<1>L’appendice B contient des détails sur les notations utilisées en cohomologie équivariante.
@11 y a une imprécision dans [Vas01] : il manque un facteur z(;) dans la formule (2) (voir
Nakajima [Nak96b, Lemme 9.4]).
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En observant que [¥]7 = u.[C?]7 on déduit par Q[ul-linéarité des opérateurs :
ai 2] = u'Vqf € H" (Hilb"(C?)).

La naturalité des opérations cohomologiques utilisées fournit le lien entre la

cohomologie et la cohomologie équivariante puisque 'inclusion :
j: Hilb"(C?) — (Hilb"(C?))r
induit un morphisme d’anneaux j* : Hi(Hilb"(C?)) — H*(Hilb"(C?)) tel
que :
Jfax = ax-
Nous sommes donc dans la configuration d’un fibré :

Hilb"(C?) -1 (Hilb"(C?))r -2 By
pour lequel nous disposons de classes de cohomologie g1 € H*((Hilb"(C?))r)
telles que les restrictions j*q{ = ¢, forment une base de I'’espace de cohomo-
logie H*(Hilb"(C?)). Le théoreme de Leray-Hirsch s’applique donc et donne
un isomorphisme de H*(Br)-modules gradués :

Hj (Hilb"(C?)) = H* ((Hilb"(C?)),) = H*(Br) ®q H*(Hilb"(C?)).

Puisque Br et Hilb™(C?) n’ont pas de cohomologie impaire, il en est donc
de méme de (Hilb"(C?))r et le théoréme fournit une base en chaque degré

cohomologique :
m
HZ"(Hilb"(C?)) = @ H* 2*(Br) @ H*(Hilb"(C?))
k=0
um—kq}: PN um—k ® g

ou A désigne une partition de n telle que n — I(\) = k.
En considérant la décomposition de Q[u]-modules :

1 (Hil"(C?)) = Qlu] @q H(Hilb"(C?)),
nous voyons que la multiplication par u envoyant HX(Hilb™(C?)) sur
Hé?”(Hilb”(CQ)) est injective. Par ailleurs, puisque HY(Hilb"(C?)) = 0
pour g > 2n, ’espace vectoriel H%” (Hilb"(Cz)) contient toute l'informa-

tion sur la cohomologie équivariante et la multiplication par u devient un
isomorphisme a partir de ce niveau :

H:(Hilb™(C?)) = -+ % Hz"(Hilb"(C?)) = HF'"?(Hilb™(C?)) = - .
La décomposition obtenue par le théoreme de Leray-Hirsch munit en

particulier HZ"(Hilb™(C?)) d’une structure d’espace vectoriel gradué
nous notons gr H2"(Hilb"(C?)) I'espace vectoriel gradué correspondant et



24 CHAPITRE 4. CLASSES DE CHERN DES FIBRES LINEARISES

H2M(Hilb"™(C?))(k) le sous-espace vectoriel des éléments de degré k. Puisque
a3 = ul()‘)q?;, les vecteurs g [¥] forment une base homogene de I'espace
vectoriel gradué gr H2"(Hilb™(C?)) avec deg gl [$] = n — I(A). Par le choix de
cette base homogene, on dispose d’un isomorphisme d’espaces vectoriels :

HZ'(Hilb™(C?)) &% gr H2'(Hilb™(C?))

associant a chaque vecteur ses composantes homogenes. Nous adoptons la
notation suivante : pour o € H2"(Hilb"(C?)), gr;, a désigne la composante de
degré k de a pour la décomposition dans la base homogene q{ [>].

On dispose d’'un isomorphisme d’espaces vectoriels gradués :

J : gr H¥(Hilb"(C?)) — H*(Hilb"(C?))

défini par J(¢l[¥]) = ¢ Autrement dit, en regardant & travers la
n

décomposition HZ'(Hilb"(C?)) = @ uv* @ H?*2¢(Hilb"(C?)), Iisomor-
k=0

phisme J signifie concretement « on pose u = 1 ».

Puisque le morphisme ¢ : H2"(Hilb"(C?)) — A" fait correspondre les bases
graduées, il définit correctement un isomorphisme au niveau des espaces vecto-
riels gradués, que nous notons gr ¢ : gr H2"(Hilb™(C?)) — gr A" (voir §3.1.4).
Le diagramme suivant est donc commutatif :

(4.1a) A" o gr A"

d’T ng \

H2r (Hilb™(C?)) 225 gy H2M(Hilb™(C2)) —> H* (Hilb"(C2))

L’étape suivante chez Vasserot [Vas01] consiste & décrire les structures d’an-
neaux sur les divers espaces. Des informations précédentes on extrait un iso-
morphisme H2"(Hilb™"(C?)) = H4"(Hilb"(C?)) donné par multiplication par
u™. On peut donc définir un produit :

H2'(Hilb™(C?)) x H2'(Hilb™(C?)) — H2"(Hilb"(C?))
par l'identité :
u" - (xxy)=xUy.
Cette structure d’algebre sur H2"(Hilb"(C?)) n’est pas compatible avec la
graduation mais elle est compatible avec la filtration croissante associée :
FFHF(Hilb"(C?)) := @5 H7"(Hilb™(C?))(K),
k'<k
i.e. qu’elle satisfait :

FHZ(Hilb™(C?)) « FY H2"(Hilb"(C?)) c F* H2"(Hilb" (C?)).
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Ce produit induit donc une structure d’algébre graduée sur gr H2" (Hilb"(C?))
de produit noté . Pour cette structure, I'isomorphisme J devient un isomor-
phisme d’algebres graduées :
J: (gr HF" (Hilb™(C?)) , %) & (H*(Hilb™(C?)),U) .
Posons [\] € HZ*(Hilb"(C?)) I'élément défini par I'identité :
u" - [A] = (=1)"h(N) [,

ou h(A) désigne le produit des longueurs d’équerres sur le diagramme de Young
de A :

A =[] @)
z€D(N)

Soit S"Y C S™C? la sous-variété des O-cycles portés sur la courbe X et
S)\% la stratification de S™3 construite comme au §3.1.2. On considere les
sous-variétés :

Y\ = p_IS N2
Remarque 4.1.2. — Vasserot [Vas01] utilise une description différente de
ces sous-variétés. L’équivalence des deux définitions est expliquée dans Naka-

jima [Nak96a]. En particulier, les adhérences Yy sont des sous-variétés fermées
de Hilb"(C?) de dimension n et T-stables.

Proposition 4.1.3 (Vasserot). — [Vas01]
(i) Pour toute partition X, on a ¢([A]) = sj.
(ii) Pour toute partition \, on a ¢ ([?,\] T) = m,y.
Remarque 4.1.4. — De ces informations, Vasserot [Vas01]| déduit la struc-

ture d’anneau : gr ¢ est un isomorphisme d’algebres pour la structure cup sur
gr A" présentée au §3.1.4.

On observe le fait suivant :
Lemme 4.1.5. — On a J <grn_l(>\) [?)\}T) = [TA}

Démonstration. — D’apres le lemme 1.3.3,si A = (191,292, ...) on a :

1 . . -
mx = 37 —PA + termes de degré cohomologique supérieur.

[T !

i>1



26 CHAPITRE 4. CLASSES DE CHERN DES FIBRES LINEARISES

Puisque ¢ est compatible avec les graduations, cela signifie d’apres la propo-
sition 4.1.3 que :

__ 1 5
En—1(\) [YA]T = W%\ [%].

D’apres le lemme 3.1.10, on a :

v | = [Xi} e H2n=20) (Hilb™(C?)),

1
H Oél'!

i>1

dont on déduit avec la commutativité du diagramme :

ot [79,) = [

4.2. Classes de Chern des fibrés linéarisés

Si F est un fibré T-linéarisé de rang r sur Hilb™(C?), chaque fibre F(¢))
est une représentation de T'. Par identification de ’anneau de représentations
de T' (a coefficients entiers) avec 'anneau de polynéomes en une indéterminée
R(T) = Z[s, s '], nous notons cette représentation par :

F(&)) := Fa(s) := Zsf?,
1=1

ou les entiers relatifs f{\ sont appelés les poids de 'action de T sur F' en &,.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le résultat suivant per-
mettant de calculer les classes de Chern du fibré F' a partir de la connaissance
de ses poids en chaque point fixe pour 'action de T :

Théoréme 4.2.1. — Soit F un fibré T-linéarisé de rang v sur Hilb™(C?) et
I, ..., f2 les poids associés a action sur les fibres en chaque point fize. Alors
pour tout k > 0, la k-ieme classe de Chern du fibré F' vue dans A™ sous ¥
vaut :

Ck(F):Zh(l)\)Uk(flAvaf;\) Z Z;lxﬁpu7

AFn pEn
l(n)=n—k

ot les oy (-) désignent les fonctions symétriques élémentaires.
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Le k-ieme caractere de Chern du fibré F' vaut :

Ch’f(F):;Z/z(lA)ZU?)’“ PRSI

AFn i=1 ukn
Up)=n—k
Remarque 4.2.2. — La formule donnant les classes de Chern apparait

comme une version raffinée de la formule de Bott, calculant non pas les
nombres de Chern mais toutes les classes de Chern, utilisée ici dans un
contexte non compact.

Démonstration. — Le principe de cette démonstration consiste a calculer les
classes de Chern équivariantes de F puis a y lire convenablement I'information
qui concerne les classes de Chern usuelles.

Si A est une partition de n et £y le point fixe de Hilb™(C?) correspondant & A,
on note 'inclusion du point par iy : £y < Hilb"(C?) et la classe fondamentale
de cohomologie équivariante par [£)|7 := inle, € H7"(Hilb"(C?)). L’inclusion
du lieu des points fixes est notée :

in = @ ix : (Hilb"(C?))" — Hilb™(C?).
AFn
D’apres le théoreme de localisation en cohomologie équivariante, 'image di-
recte localisée :

int + Hp((Hilb™(C*))")" — Hp(Hilb"(C?))’

est un isomorphisme d’inverse donné par :

e
O‘HZ T ToT(C2)) L6
£ Cnax(Te, Hilb"(C?))

n max

Notons 6 la représentation de poids 1 de T' (i.e. celle pour laquelle s € T agit

par multiplication par s). L’isomorphisme H7.(pt) = H*(Br) = Q[u] étant
donné par la premiere classe de Chern, pour tout entier relatif ¢ on a :

i (0% =1+ auZ € H*(Br)|Z],
ol 'on note ainsi la classe de Chern totale :
cg;t = l—i—cer—l—chz—i—--- .
Ainsi, si F est un fibré T-linéarisé de rang r sur Hilb"(C?) et f7,..., f2 les

poids de 'action au point fixe £, de la propriété cio1(E @ G) = ciot(E)cior(G)

on déduit :
,

clot(I3F) = [ [(1 + fuz).
i=1
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En particulier, on sait (voir par exemple Nakajima [Nak96b]) que I'espace
tangent & Hilb™(C?) en un point fixe £, est une représentation de 7' donnée
par la formule suivante :

Z'KT Hﬂbn(CQ) — T£>\ Hﬂbn<02) ~ @ (Qh(x) o H—h(a:))
z€D(N)
On en déduit que :
Cior(Tey HiD™(C%) = [ (1= n(2)*?2%),
z€D(N)
et en particulier :
max(TE,\ Hllbn(C2)) ( 1)nh()\)2u2”.

De la formule de localisation inverse on déduit alors dans Hz(Hilb™(C?))'[Z] :
o 1 1
clop(F) = (=1) n Z hOV? H(1 + ffuZ) €.
AFn i=1

Puisque H?(Hilb"(C?)) = 0 pour ¢ > 2n, seules les classes de Chern c(F)
pour k < n nous intéressent, donc nous ne calculons les classes ¢} (F) que

pour k < n. En prenant dans la formule précédente le terme en Z* on obtient
I’équation suivante dans H} (Hﬂb”(C2))’ :

W (F) = ()Y e £l

AFn

ou les o(-) désignent les fonctions symétriques élémentaires. Puisque
u est inversible, on obtient 1’équation suivante dans le module localisé
H2'(Hilb"(C?)) -

u" Rl (F) = (=1)"u 7”2}1 ar (s T,
AFn
ou encore :
) = 3 et

Par définition de la localisation, cela signifie qu'il existe un polynéme Q(u)
dans QJu| tel que Q(1) # 0 pour lequel I'équation suivante a lieu dans
H:(Hilb™(C?)) :
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Cependant, le terme entre parentheses est dans H2"(Hilb™(C?)) et on a ob-
servé précédemment que la multiplication par w est un isomorphisme a partir
de ce degré cohomologique, donc on peut simplifier () dans cette équation pour
obtenir I’équation cette fois dans H. 2”(Hilb”(C2)) :

u" e (F Zh or(fR- - SO
De cette formule nous pouvons récupérer la k-ieme classe de Chern ¢y (F)
de F' en observant le fait suivant :
Lemme 4.2.3. — On a J (gr,(u" %] (F))) = cx(F).
Démonstration du lemme. — Dans la décomposition :
k
Hz¥ (Hilb"(C?)) = @5 H¥ (Br) ®q H*** (Hilb"(C?)),

J=0

on peut écrire :

k
= Z uj & ay.
§=0
Puisque l'isomorphisme du théoreme de Leray-Hirsch est un morphisme de
QJu]-modules on a donc, toujours au travers de 'isomorphisme donné par le
théoreme de Leray-Hirsch :

ut k T unfkf] ®aj7

Mw

Jj=0

done gri,(u"*cl'(F)) = u" % @ ag et ainsi :

J (gra(u"*ef (F))) = ao.

Par ailleurs, par construction de l'isomorphisme de Leray-Hirsch, on peut
écrire dans H2F(Hilb"(C?)) :

pour des classes o € H%k_Qj (Hilb™(C?)) telles que j*e; = aj;. Puisque la
composition p o j : Hilb"(C?) — Br envoie Hilb"(C?) sur le point base, on
a 7*u = 0, au sens ol u désigne en fait p*u pour cette structure de module.
Puisque j* est un morphisme d’anneaux et que j*cf (F) = ¢ (F), cela implique
que ¢, (F) = ap, d’ou le résultat annoncé. O
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La commutativité du diagramme (4.1a), la proposition 4.1.3 et le lemme
ci-dessus donnent alors ’expression des classes de Chern de F' vues sous ¥
dans A™ :

Zh fla"')f;\)[sk]k‘a

ol [s)] signifie que I'on ne conserve que la composante de degré cohomologique
k. La formule des caracteres de Frobenius inverse (proposition 1.4.2) donne
alors ’expression dans la base des fonctions de Newton :

Z fl?"'?fr)\) Z 71X2pﬂ
h(A

AFn ukn
l(p)=n—k

Similairement, on calcule les caracteres de Chern a partir des caracteres
de Chern équivariants. Sachant que pour un fibré L de rang 1 le ca-
ractére de Chern est donné par ch(L) = e“1(L) et en utilisant la propriété
ch(E® G) = ch(E)+ ch(G) on déduit (voir aussi Li, Qin & Wang
[LQWO03a)) :

chl (i3 F) = Pl Z M.

La formule de localisation inverse permet d’obtemr :

ur k hT k|zh Z k[AL

puis par naturalité j*ch] (F) = chi(F) et par le méme argument que
précédemment :

chy(F k'z Z ¥k

ou de maniere équivalente :

1 1
chi(F k;hZ FE > 2 X

=1 pukn
lp)=n—k

<

4.3. Commentaire

La méthode utilisée permet aussi de calculer les classes de Todd de ces
fibrés. Partant des formules td(L) = ﬁ pour un fibré L de rang 1 et

1—e—c(
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td(E & G) = td(E)td(G) on déduit :

! A
" (5 F) = (1 £ = f»u) ,

=1 ‘

puis :

1 1 ~ f{\u
') = 5 S s I () W

AFn i=1
Pour extraire de cette formule les diverses classes de Todd, il faut faire les
développement limités des quotients. Ce type de calcul s’inscrit dans le cadre
des suites multiplicatives de Hirzebruch [Hir66|, dont nous rappelons le prin-
cipe d’utilisation.
+00 .
Soit Q(z) := > b;jz" une série formelle et v1,...,7, des indéterminées. On

cherche une formule pour le développement :

r “+00
H Q(vz) = Z Pp2".
j=1 k=0

it 01,...,0 i dtriques €16 i indé iné
Soit o01,...,0, les fonctions symét es élémentaires en les indéterminées
Y1, - -+, définies par I'identité :

T

H(l +yiz) =1+ Zaizi.

j=1 i=1

Alors il existe des polynomes Ki(o1,...,0,) tels que :

r +o00
H Q(vj2) = ZKk(Ula A P
J=1 k=0

Ces polynomes sont uniquement déterminés (ici jusqu’au rang r). Par exemple,

pour Q(z) = {—2= on obtient les polyndmes de Todd :

1
T, = 501
1 2
T2 = E(O—Q‘i‘al),
1
T3 = —o0109,...

24
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Ainsi, pour le calcul qui nous occupe :

r

fu ~— k
H (Z_fAu> = ZTk(Ul7---7Ur)u )
1—e™h k=0

i=1

avec oy = o ff‘, ey ff‘) Par le méme procédé qu’auparavant, on en déduit
la formule combinatoire des classes de Todd de F' :

tdk(F) = Z h(l/\)Tk(Ul, . ,0'7«)[8)\]]6.
AFn

En fait, le calcul des classes de Chern a reposé sur le méme principe, d’une
maniére élémentaire puisque dans ce cas on prenait Q(z) = 1+ z et les po-
lynémes intervenant étaient simplement Ky(o1,...,0,) = ok.

Par contre, le calcul des caractéres de Chern est un peu différent car le
caractere de Chern est additif. La série formelle & considérer est Q(z) = €*
mais on utilise cette fois le développement :

r —+00
|
D QM2 =) Sk, w)2t
J=1 k=0

,
ot Sk(71,--, %) = > 7F est la k-itme somme de Newton.
i=1

4.4. Formules globales
Pour un fibré T-linéarisé F sur Hilb™(C2), F\(s) € Z[s,s '] désigne tou-

jours la représentation au point fixe £,. Introduisons une indéterminée ¢ et
posons :
k=1
WPk = t Pk,

que l'on prolonge en un morphisme d’algébres w; : A — AJt]. On a ainsi
WPy = t‘)‘|_l(’\)p,\ : cette notation permet de garder une trace du degré coho-
mologique. On obtient alors :

Z[S)\]ktk = W;S).
k>0

Les formules précédentes de caracteres de Chern se simplifient en une for-
mule globale qui nous sera utile au §6.2.2 :
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Proposition 4.4.1. — Le caractére de Chern total d’un fibré linéarisé F sur
Hilb™(C?) est donné par :

1
ch(F) = —— Coeff (%, wysyFy(e/h)).
% h(\) ( AT )

Le caractere de Chern total de son fibré dual F™* est donné par :

Z—Coeﬁ (t ,wisxEa(e l/t)).

Démonstration. — D’apres le théoreme 4.2.1 et sa démonstration, le caractere
de Chern total de F' vaut :

Zh ZZk.fz

=1 k>0

En remarquant que :

l/t Zef*/t ZZ . f’\ kt—k:

i=1 k>0
et que
wisx = Y _[salit",
k>0
on déduit la premiere formule annoncée. La deuxieme formule se démontre de
méme, en utilisant que chy(F*) = (—1)*chi(F). O

On observe une formule similaire pour la classe de Chern totale d’un fibré
linéarisé :
Proposition 4.4.2. — La classe de Chern totale d’un fibré linéarisé F de
rang r sur Hilb™(C?) est donnée par :

Ctot (F Z — Coeff (to,wtsA ﬁ <1 + fz.)‘t_1>> .
i=1






CHAPITRE 5

ACTION DES FIBRES LINEARISES

Nous considérons le probléme suivant : un fibré vectoriel F' sur Hilb"(C?)
induit un opérateur sur K (Hilb™(C?)) par multiplication : G — F ® G. Via
I'isomorphisme © : A" — K (Hilb™(C?)), on cherche & déterminer 'opérateur
que 'on obtient sur A™ :

A" K (Hilb™(C?))
b im_
A" K (Hilb™(C?))

Puisque ’espace vectoriel K (Hilb™(C?)) a une base de fibrés 72-linéarisés (pro-
position 3.3.2), il suffit de travailler avec des fibrés linéarisés. Nous reprenons
pour cela certains résultats de Haiman [Hai98, Hai99, Hai0la, HaiOlb,
Hai02, Hai03].

Le tore T? = (C*)? agit sur C? = Spec C[z, y] par :

(t,q).x = tx,
(t,q).y = qu,

et s’étend en une action sur tous les objets en jeu au-dessus de C2. En parti-
culier, I'isomorphisme Y est compatible avec cette action et induit un isomor-
phisme Y : K72 (Hilb"(C?)) — Kg _,72(A;) (rappelons que A,, = O((C?)") et
que Kg «72(Ap) désigne le groupe de Grothendieck des A,-modules de type
fini S,, x T2-équivariants).
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5.1. Formules de caracteéres

On dispose d’une généralisation de I'isomorphisme de Frobenius pour les
A,-modules de type fini S,, x T?-équivariants :

Définition 5.1.1. — Soit M un A,-module de type fini S, x T?-équivariant,

et notons M = @ M; ; sa décomposition isotypique sous T2, ou chaque M; ;
i?j

est la représentation de S, sur laquelle le groupe 72 agit par multiplication

par t'¢7. On appelle série de Frobenius de M la série formelle :

Fu = Ztiqjq)(Mm) € AQHqil’til]].
i,J

Notons par ® le produit dans A issu depuis ® o x du produit tensoriel de
représentations. On observe les formules élémentaires suivantes :

Proposition 5.1.2. —

(i) Si0 = N - M — P — 0 est une suite eracte de Ap-modules de type
fini S,, x T?-équivariants, on a :

Fyu =Fn + Fp.
(i) Pour tous Ay,-modules de type fini S, x T?*-équivariants M, N on a :
-FM®CN =Fu Fn.

Pour toute partition x de n, soit £, € Hilb™(C?) I'idéal monomial construit
sur le diagramme de Young de p (avec les conventions du chapitre 4). Les
points £, sont les points fixes pour I'action de T' 2. Si F est un fibré vectoriel
T?-linéarisé sur Hilb"(C?), chaque fibre F({,,) est une représentation de 72 et
on note F), la série correspondante par 'isomorphisme naturel entre R(T 2) et
Z[g*', t*1]. On dispose alors de la version suivante de la formule de Bott :

Proposition 5.1.3 (Formule de Bott). — [Hai02, Proposition 3.2] Soit
F un fibré vectoriel T?-linéarisé sur Hilb"™(C?). Alors :
Fud Puen)
Frp) = Z [[ (1— tiH@ga@)(1 - ¢-la)gltalz))’
pkEn
z€D(p)

ot a(x),l(x) désignent respectivement le bras et la jambe d’une case x du
diagramme de Young.

La connexion entre les schémas de Hilbert et les polynémes de Macdonald
apparait dans le résultat suivant :
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Théoréme 5.1.4 (Haiman). — [Hai02, Proposition 3.4] Pour toute parti-
tion u den, on a :
FPu(e) = Hu

Remarque 5.1.5. — En observant que les algebres P, (£,) sont des quotients
de O(C?"), on déduit les conjectures d’intégralité et de positivité de Macdo-
nald (théoréme 2.3.5) : les coefficients K A,p sont des polynomes a coefficients
entiers positifs en t, q.

5.2. Action des fibrés linéarisés

En reprenant les méthodes de Haiman puisées dans les divers articles déja
cités, nous obtenons le résultat suivant :

Théoréme 5.2.1. — Soit F un fibré T?-linéarisé sur Hilb™(C?) et notons
F, € Q[g*,t*1] les représentations associées a laction sur les fibres en
chaque point fixe §,. Soit 'opérateur Vi : Ag(q H A’é(q n défini par :

VFFIMZFMEIM Yu - n,
et soit &g : A — A" opérateur défini par :
Er = (WVpw)g=1,=1

ot V3, désigne Uopérateur adjoint de V pour le produit scalaire (-,-). Alors on

a dans K (Hilb™(C?)) :
Foo(y)=06(r(y)  VyeA™

Démonstration. — La formule de Bott (proposition 5.1.3) et le théoreme de
Haiman 5.1.4 donnent les formule suivantes pour tout fibré T2-linéarisé G :

Z F,H
el AN ~ i) a(m))(l —i@gira@)y’
x€D(p)
E, G H
T(F®Q) % H t1+l(z ( ))(1 _ t—l(:c)ql—i-a(:n)) )
z€D(p)

Par définition de 'opérateur V, cela signifie :
Fyrec) = VEFy(q)-

Les modules ou combinaisons linéaires formelles de modules dans Kg_72(A;)
Y (G) et T(F®G) admettent des résolutions libres S,, x T? -équivariantes finies
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fournissant des décompositions dans le groupe de Grothendieck, ce qui montre
que leurs séries de Frobenius satisfont des équations de la forme :

Fra) = Fa, @ Ra(q, 1),
Frrec) = Fa, @ Rra(q,t),
avec Rg(q,t), Rra(q,t) € Ag[qil pE1]- Le passage par I'isomorphisme de Thom

dans la définition de © signifie alors (on ne conserve qu’une fibre et on oublie
'action de T?) :

071(G) = Ra(1,1),
0 YF®G) = Rra(1,1).
L’équation a résoudre est :
Fa, ® Rpalq,t) = V(Fa, ® Ra(q,t)).

En utilisant la formule Fa, = s(,) [(l—t)Xﬂ} (voir [Hai02, Lemme 3.2]),

cette équation devient :
X
o [(1 —0(1—q)
De la formule py ®p,, = 210x ,pa (voir Manivel [Man98]) on déduit la relation
pléthystique suivante :

(pr ® Pp) [u_t)X(l_q)] =P (p“ [(1—5((1—@})

B (” {u—zfa—qﬂ) BB

qui s’étend par bilinéarité et fournit la résolution de 1’équation :
Rr(a,t) = (Ve (Fa, ® Ralq.1) ) [X(1 = 1)(1 = )

(puisque s, est le neutre pour le produit tensoriel).

] ® Rpa(q,t) = Vi(Fa, ® Ra(q,t)).

D’apres la formule de dualité (proposition 2.3.4), I'opérateur adjoint Vi
vérifie)
Vi(wH X1~ t)(1 —q)]) = FuwH,[X(1 —t)(1—q)].
Ainsi,

(VrH,)[X (1= 1)(1 - q)] = FHu[X(1 - q)(1 - 1)]

= @Vie) (BX(1-D0-9)).

(MW On observera que opérateur w commute aux pléthysmes utilisés.
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En étendant cette relation par linéarité on trouve :

(Vef)X(A =11 - q)] = (WVrw) (fIXA-8)(1 - g)]) V[

En appliquant & f = F4, ® Rg(q,t) on obtient, en utilisant & nouveau le
transfert de pléthysme dans le produit tensoriel :

Rra(q,t) = (wViw)((Fa, ® Ra(q,1)[X (1 —1)(1—q)])
= (wVrw)Ra(g, ).

Par évaluation en t = 1,q = 1 (voir la remarque suivant cette démonstration)
ceci nous donne finalement :

Rra(1,1) = &rRa(1,1),

soit pour tout G :
O F®G)=:8&(071a0)),

ou de maniere équivalente, puisque les fibrés linéarisés P, forment une base
de K (Hilb™(C?)) d’aprés la proposition 3.3.2 :

F ®0(y) = 0(&ry) Yy € A"

O]

Remarque 5.2.2. — Pour un opérateur Ag(q’ H Ag(q’ " défini dans la base

des polynémes de Macdonald modifiés H us la restriction « t = g = 1 » n’est
bien str pas toujours possible. Dans le cas ou l'opérateur se restreint en un
opérateur sur le sous-réseau A’é[qﬂ’ p1]> O1 peut penser utiliser, en raison du
résultat d’intégralité de Macdonald (théoréeme 2.3.5), le changement de base

H, = 3 K, s, mais cela ne fonctionne pas car le déterminant de ce change-
AFn

ment de base n’est pas inversible dans I'anneau Q[g*!, t+1] (

par exemple, pour
n = 2 ce déterminant vaut ¢ — ¢). Autrement dit, la famille des polynémes de
Macdonald modifiés H p forme une famille libre du sous-réseau Aqg+1 4+1] de
AQ(q,t), mais n’est pas une base. Dans les cas qui nous concernent, I'opérateur
V r provient déja d’'un opérateur & : A" — A™ existant, étendu d’abord en un
opérateur sur Ag[qﬂ’ p1] €N utilisant les polynomes H, 1> puis considéré comme
un opérateur sur Aa(% B Donc I’évaluation t = ¢ = 1 est possible, a condition
de simplifier convenablement les fractions rationnelles qui apparaissent.
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5.3. Cas du fibré tautologique

Nous considérons maintenant le probleme du calcul explicite d’un opérateur
&F dans la base des fonctions de Schur ou dans la base des fonctions de Newton.

Un entier n étant fixé, en notant K la matrice de passage de la base des
fonctions de Schur & la base des polynéomes de Macdonald modifiés H, on
observe que la matrice de 'opérateur & dans la base des fonctions de Schur
s’exprime comme :

Mat(ér, (s))) = w(K - Diag(F),) - K_l)tT:Lq:lw.

ot ()T désigne la matrice transposée (cette formule n’est évaluable qu’avec
précaution, voir la remarque au-dessus).

Concernant l'opérateur &p, associé au fibré tautologique, nous pouvons
obtenir une expression explicite. La définition de l'opérateur Vp, étant iden-
tique pour tout entier n, nous abrégeons ici la notation en posant simplement
V := Vp, pour tout n : on obtient un opérateur défini globalement sur Aqq.¢)-
Similairement, nous notons simplement & 'opérateur &p, pour chaque n.

On observe que la représentation B, (§,) est le polynome B,, défini au §2.1
donc l'opérateur V est défini par :

VH, = B,H,.
Puisque lopérateur A (voir au chapitre 2) est caractérisé par :

AH, = (1-(1—q)(1 - t)B,) A,

ona: X
Vea—ga-nT
donc d’apres la proposition 2.3.3 :
_ 1 (1-t)1—-q)
Vi = gy (0 [ e

Nous commengons par calculer une formule pléthystique pour 'opérateur
wV*w :

Proposition 5.3.1. — L’opérateur wV*w est défini par :

@ = =g (£ -1 [X+ 2] al-exa-na-a)

20
Démonstration. — La formule de dualité (proposition 2.3.4) entraine :

VH(wHLX (1= 1)(1 = )]) = BuwH,[X (1 = )(1 - q)].
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En posant S, := H,[X (1 —t)(1 — ¢)] on a donc :
(WV*w) Sy = BuS),
= (BuH,)[X(1 - t)(1 - q)]-
Par définition de V on a :

@m:u_&hwczqzh+“4f‘ﬂmﬁm>

On effectue la substitution pléthystique [X (1 —¢)(1 —q)] :

20

ByuSu= =gy (Su— i [ X+ 320 (X (1) (1—-q) | Q=2 X]IX 1-0)(1=0)]) | -

Par associativité du pléthysme on obtient :
BuSu= =gy (Su—Hu[ X 1= (1-0)+ L=20=2].0[—=X][X (1-H) (1—-0)] ) | ,-
On observe que :

Q-2 X|[X(1 - 1)1 - )] = Q[-2X(1 - ¢)(1 - q)].

En reprenant H w=3Su [%] on trouve :

I:'IM {X(l_t)(l_q)_;’_(lfﬂz(lfq)] :SH[(I—t))flfq)] [X(l—t)(l—q)—‘,-(lit)z(liq)}

=Su[X+1].
Ainsi,
(WV*w)S, = SR (SM - S, [X + 1] Q[—2X(1—t)(1 - q)]) 7
1-H(1—q) 2 0
dont le résultat découle par linéarité. ]

Nous déduisons alors une premiere formule pour 'opérateur & :

Proposition 5.3.2. — Pour toute partition A = (A1,..., i),

Em = D IMlppgpas
IC{1,...1(\)}
140
ou I désigne un choix de parts, A\; la partition obtenue en conservant ces parts,
A7 la partition complémentaire et |A;| la somme des parts.

Démonstration. — Partant de ’expression pléthystique de 'opérateur wV*w :

(1= [ - -0)

W= a—ga-n

’
0

z
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on calcule dans la base {p)}. Pour une partition A = (A1,...,\;»)) on a:

L) T (1 4TN(1_ T
(wV*w)p)\ = 4(1_”1(14_{1) <p>\_‘1_‘[1 (pAi_i_Z/l\i ) exp g 2 (1 tr>(1 q )pr>

1= r>1 )

1 jl;]iﬂ)\j ns (=) 2T (1T (1 gy
=aoa—qg | P2~ — . pr "
(1—-t)(1—q) e o0y _lg[z)\] FS1 %0 myp e
J »0

Pour I = (), on obtient p) dans la somme, donc ce terme s’annule avec le py
présent, d’ou :

@V'Opa=— > D (1)l L 11 (1—¢)m (1 - qT)m’“pm

I} =T =TS
140

en notant p = (1™1,2™2 . ). Quand on évalue en t = g = 1, si la partition
 a plus de deux parts non nulles le terme correspondant est nul. Il ne reste
donc que le cas ou u est la partition (|A7]) et ainsi :

1
Epa= > pay—IMlPppy
rc{aeyy Ml
140

= > Ml

Ic{1,...1(\)}
I#£0
La formule précédente peut encore étre améliorée :

Corollaire 5.3.3. — Soit lopérateur différentiel sur A :

& = errtr exp Z

r>1 r>1

0
opy

t—’l’
+0

Alors on a dans K(Hilb™(C?)) :

B,®0(y) =06(&(y)) VyeA"

Démonstration. — Seul est a montrer que cette nouvelle formule pour
lopérateur & est équivalente a la précédente. Développons 'expression de
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I’énoncé :

k
£ (jijrpry= DI DO C

r>1 E>1 07 \r>1
20

r>1 E>1 0 n,.ng>1

1
>

k>1 0 np,eng>1

50
0 0
(ng+---+ nk)pn1+--.+nk% T

T 1 8 8 n n
_ quwzw S g g
= >

Opn,,

Soit A = (A1,..., \yy) = (1%1,2%2,...) une partition. Dans le calcul de
&(py) avec cette derniere formule, seuls les k-uplets (nq,...,ny) formés de
parts de A répétées avec une multiplicité moindre dans ce k uplet que dans A

contribuent a la somme : pour les autres, on a ai px = 0. On peut

Pny o apn
donc indexer les k-uplets par les choix de k lignes dans A :

I={iy,...,ix} C{1,...,l(\)} sous-ensemble & k éléments,

et on pose : n1 = Ajy,...,nE = A;,. On parcourt ainsi tous les k-uplets in-
tervenants mais il faut multiplier par k! pour permuter les parts (les k-uplets
ne sont pas ordonnés) et diviser par le défaut d’injectivité de ’association
I — X; ou A; désigne la sous-partition de A obtenue en ne conservant que les
parts sélectionnées par I. En notant A\; = (10‘{, 20‘5, ...) on voit que ce défaut
d’injectivité est :
H Oéj!

1 )! :

S (o — %

Ainsi,
0 0
=y > H \)\I\P\AI\ DA
k>1|T|=k j>1 Opa Opx,

On calcule alors :
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En notant I les parts non sélectionnées dans I, on a donc :

0 0 Oéj!
T b = T 1 /Prps
Ipx,, Op,, ]1;[1 (o — ozjl-)! T

et finalement la formule obtenue dans la proposition 5.3.2 :

)= > |Mlppgpar
IC{L, (N}
I#£0

O]

Ce résultat est comparable au théoréeme de Lehn sur I'isomorphisme W :

Théoréme 5.3.4 (Lehn). — [LS01, Théoreme 4.1 Soit ['opérateur
différentiel sur A :

‘s 8 -r
9 = —Zprt exp —Zra Tt
r>1 r>1 40
Alors on a dans H*(Hilb™(C?)) :
ch(Bn) U¥(y) =¥(2(y)) VyeA™

Un calcul identique a celui présenté pour l'opérateur & (corollaire 5.3.3)
donne :

Proposition 5.3.5. — Pour toute partition A = (A1,..., \));

PD(pr) = Z (D)= )pp, oA
Ic{1,. 10}
10

ot |I] désigne le cardinal de I et (A1) le produit des parts.

Considérons la situation suivante :
T

A — H*(Hilb™(C?))
A

T chTN

AR K (Hilb"(C2))

Le fibré B, agit sur K(Hilb"(C?)) par produit tensoriel et ch(B,) agit
sur H*(Hilb"(C?)) par produit cup. Les opérateurs 2 et & jouent des roles
identiques dans la compréhension du produit induit par le produit cup via ¥
(résolu par Lehn-Sorger [LSO01]) et ’étude du produit induit par le produit
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tensoriel via ©, apportant un début de réponse a la question de Nakajima
[Nak96b, Question 4.23].
Terminons cette étude par I’observation élémentaire suivante :

s An L Ao

Proposition 5.3.6. — L’opérateur I conjugue les opérateurs I et & :
Fro&=920T.
Démonstration. — D’apres le corollaire 5.3.3 :

©(&(y) =B, ®O6(y)  VyeA,
donc puisque le caractere de Chern est un morphisme d’algebres :
(ch 0 ©)(&(y)) = ch(Bn) U (cho ©)(y).
Puisque ch o ©® = ¥ oI' on obtient en utilisant le théoreme 5.3.4 :
(T o) (&(y)) =ch(Bp) U (¥el)(y)
= U(9Ty).

Puisque V¥ est un isomorphisme, cela signifie : o & = P oI O

5.4. Application : résolution des anneaux de polygraphes

On peut découvrir I'opérateur & en cherchant une résolution libre de cer-
tains A,-modules de type fini : les anneaux de coordonnées des polygraphes.

5.4.1. Polygraphes. —

Définition 5.4.1. — Soit E un ensemble et n, ¢ deux entiers positifs, n > 1.
Le polygraphe Z(n,!) est le sous-ensemble de E™ x E’ défini par :

Z(n, ) :={(Pp,...,Pp,Q1,...,Q) | Qi € {P1,...,Py}Vi=1,... (}.
On convient que Z(n,0) = E".
Soit une application f :{1,...,¢} — {1,...,n}. On construit une applica-
tion :
p: BT — E*
définie par :
7 (Pr, ..o, Pa) = (Prays - -5 Pry)-
Son graphe est le lien Wy C E™ X E! défini par :

Wf:{(Pla;Pn7Q177Q£)’QZ:PJ£(1)VZ:1’7£}
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Ainsi, on voit que :
- U Wy,
!

ol la réunion porte sur toutes les applications f. Ceci explique le terme poly-
graphe.
Prenons E = C? et fixons sur E" x E* = (C?)" x (C?)* les coordonnées
suivantes :
X, y,a,b=2x1,y1,...,Tn,Yn,a1,b01,...,0as, by

ol zj,y; sont les coordonnées du j-ieme facteur dans E" et a;,b; les coor-
données du i-ieme facteur dans Ef. Dans ces coordonnées, un graphe Wy
est un sous-ensemble de C?**+2¢ défini par des équations linéaires, d’idéal
Iy =1(Wy) C C[x,y,a,b| défini par :

If:<ai—:1:f(~) b—yf(2)|’L:1,,€>

_Z a; — Tf( z)a yf(z’)>*
On a alors :
V(Iy) =V(I(Wy)) = Wy.
Ainsi, puisque Z(n,¢) = [JWy, Z(n,f) est une sous-variété algébrique de
f

C?+2 de 1a forme Z(n,t) = V(J(n,£)) ot J(n,£) est I'idéal de C[x,y,a,b]
donné par :
0=T1]1
!

En effet, on a :

:UWf:UV(If) =V [[IZ
f

f

L’idéal de la sous-variété Z(n, ) est donné par :

I(n,0) = UWf = IWs) =1y
!

f

En général, les idéaux I(n,¥) et J(n,£) sont distincts.

Définition 5.4.2. — On appelle anneau de polygraphe I'anneau des coor-
données sur le polygraphe Z(n, ) :

R(n,t) = O(Z(n,0)) = C[x,y,a,b]/I(n,?).
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Soit 7 : Z(n,£) — (C?)" la projection canonique. Elle induit un morphisme
d’anneaux 7* : Clx,y| — R(n,f) qui fait de R(n,f) un C[x,y]|-module de
type fini. En effet, il est équivalent de voir que I'extension donnée par 7* est
entiere : pour tout polynéome P et toute fonction f: {1,...,¢} — {1,...,n},
en notant Py € C[x,y] la substitution a; = xy;),bi = ysu) dans P, on a
[[(P—Pf) € I(n, ) qui induit une équation polynomiale unitaire dans R(n, ¢).
f

Problématique, premiére version. — Calculer une résolution libre de
R(n, ) par des C[x,y]-modules libres de type fini.

En fait, on cherche plus. Le groupe symétrique S,, agit sur C[x,y] par
permutation sur les indéterminées z; et y;, et sur C[x,y, a, b] en laissant inva-
riantes les indéterminées a;, b;. L’idéal I(n,¢) est invariant pour cette action,
ce qui munit anneau R(n, /) de l'action de S,, induite. La projection 7 est
Sp-équivariante, donc finalement R(n,¢) est un C[x,y]-module de type fini
Sp-équivariant.

Problématique, deuxiéme version. — Calculer une résolution libre S,-
équivariante de R(n, ).

On va chercher en fait des résolutions encore plus précises. On munit I’an-
neau C[x,y,a,b] d’une bigraduation par le degré en x,a d’une part et le
degré en y, b d’autre part. De maniere équivalente, on peut considérer I'action
du tore T? = (C*)? telle que (t,q) € T agit par multiplication par ¢ sur les
indéterminées x, a et par multiplication par ¢ sur les indéterminées y, b. Les
idéaux I sont doublement homogenes, donc I(n,¢) aussi et 'anneau R(n, /)
hérite de la double graduation. Finalement, R(n, /) est un C[x,y]-module de
type fini Sp-équivariant et bigradué, ou de maniére équivalente un Clx,y]-
module de type fini S,, x T?-équivariant.

Problématique, troisiéme version. — Calculer une résolution libre S,-
équivariante bigraduée de R(n,l).

Dans les deux sous-sections qui suivent, a titre d’exemple, nous traitons a
la main deux cas simples pour lesquels je tiens a remercier Duco Van Straten.
La derniere section explique le role joué par I'opérateur & dans ce travail.

5.4.2. Etude de R(2,1). — Puisque [ = 1, on note a = ay,b = by. L’anneau
C[x,y,a,b] = C[x,y][a, ] est engendré, comme C|[x,y]-module, par tous les
monomes a"b’. L’idéal 1(2,1) est ici :

I1(2,1) = (z1 —a,y1 — b) N (2 — a,y2 — b).
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Cet idéal a 4 générateurs :

ce qui donne dans ’anneau R(2,1) les relations suivantes :

E1:a2—a(x1+x2)+x1x2:0

FEy =ab—ays —bxy +x1y2 =0

FEs =ab—ay; —bxo+xoy1 =0
Ei=0—b(y1+y2) +y1y2 =0

Ces relations montrent que tous les ménomes a“b? se réduisent dans le module
R(2,1) dés qu'ils contiennent a?, b? ou ab, donc R(2,1) est engendré par 1,a, b

sur C [x,y].

Notons Ay := C[x,y] = C[x1,y1, T2, y2]. On a donc un morphisme surjectif

de As-modules :
Ay ® C3
1®e;
1® e
1®es

—

—

—

—

R(2,1) — 0

oil {e1, 2,3} désigne la base canonique de C3. Puisque les générateurs 1, a, b

sont invariants sous Se, ce morphisme est So-équivariant si ’on fait agir So

trivialement sur C3. Autrement dit, en notant Vj la représentation triviale de

So, on a un morphisme surjectif de As-modules So-équivariants :

Ay @V — R(2,1) — 0

La seule relation entre les générateurs 1, a, b est obtenue en faisant Ey — E7 :

Ey — B3 =a(y1 —y2) +b(z2 — 1) + (192 — 2291)

ce qui fournit la présentation :

A0 C -2 Ay @ CP — R(2,1) — 0

ou le morphisme ¢ est défini par la matrice :

((z1y2 —m2y1) (y1—w2) (w2 —m1) ).
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Soit € le vecteur de base de C et notons Sy = {id, 71 2}. Sil'on fait agir Sy sur
C par les formules :

id.e = €,
T1,2€ = —¢€,
le morphisme ¢ devient So-équivariant puisque 712¢ = —¢. Ainsi, I'action

que 'on obtient sur C est la représentation alternée V; de So. Puisque ¢ est
injectif, on a trouvé la résolution Ss-équivariante de R(2,1) suivante :

0— AoV — Ao V» — R(2,1) — 0
La représentation virtuelle de Sy associée au module R(2,1) est donc :
RY:=3Vy — V1 € R(Sy).

C’est une représentation de rang 2.

5.4.3. Etude de R(3,1). — Dans l'anneau C [z1,y1, 22, Y2, 23,¥3,a,b],
Pidéal I(3,1) est :

I(3,1) = (1 —a,y1 —b)N (22 —a,y2 —b) N (x3 —a,y3 — b)

et admet pour générateurs :

Ey = (y1—b) (y2—b) (y3 — b)

Ey=(z1—a)(y2 —b) (y3 = b)
B3 = (z2—a)(y1 —b) (y3 — )
Ey=(z3—a)(y1 —b) (y2—b)
Es = (z1—a)(z2—a)(y3s —b)
Eg = (z1—a)(z3—a)(y2 —b)
Er = (z2 —a) (z3 —a) (y1 — b)
Eg = (1 —a) (z2 — a) (x3 — a)
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En développant, on trouve les relations dans R(3,1) :

Ep = b +b%(y1 +y2 +y3) — b(y1y2 + y1y3 + y2y3) + yiyays = 0
Ey = —ab® + ab (y2 + y3) + b*z1 — ayays — b (z1y2 + 21y3) + 2192y3 = 0

Es = —ab® + ab(y1 + y3) + b°w2 — ayrys — b (vay1 + 22y3) + w2193 = 0
Ey = —ab® + ab(y1 + y2) + b°ws — ayryz — b (v3yy + w3y2) + w3192 = 0
Es = —a®b+ ab (x1 + x2) + a’y3 — brize — a (21y3 + 22y3) + x122y3 = 0
Ee = —a’b+ ab (x1 + x3) + ayo — br123 — a (x1y2 + 23Y2) + 2123y = 0
Er = —a’b+ ab(zz + x3) + a’y1 — braws — a (x2y1 + T3y1) + T223y1 = 0

i
[

—a® + a? (1 + 22 + x3) — a(x122 + 123 + T223) + T12223 = 0

On en déduit que R(3,1) est engendré sur Az := C [z1,y1, T2, Y2, X3, y3] par
1,a,b,a>, ab,b? :

A3®C% — R(3,1) —0
l1®er +— 1
1®ey +— a
l1®ez b
1®es +—— a?
1®€5 — ab
1®Reg +— b2

ou {&;};_; ¢ désigne la base canonique de CS. Puisque les générateurs sont
Ss3-invariants, ce morphisme est équivariant si ’on fait agir S3 trivialement sur
CY : en notant Vj la représentation triviale de S3, on a donc un morphisme
surjectif de Asg-modules S3-équivariants :

A3 @ VP — R(3,1) — 0

Le premier module de syzygies est obtenu en regardant les relations entre
les générateurs 1, a,b,a?, ab, b. Ces relations sont engendrées par les diverses



5.4. APPLICATION : RESOLUTION DES ANNEAUX DE POLYGRAPHES

expressions de a?b et ab?, donc par :

Fy = Ey— E3 = ab(y2 — y1) + b° (z1 — 22) — a (Y23 — y193)
— b (z1y2 + 21y3 — Tay1 — T2y3) + (T12Y3 — T2y1Y3)
Fy = B3 — By = ab(y3 — y2) + b° (22 — x3) — a (1193 — 192)
— b(w2y1 + T2y3 — T3y1 — T3y2) + (T2y1Y3 — T3Y1Y2)
F3 = F5 — Eg = ab(x3 — x3) + a® (y3 — y2) — b(z129 — 21273)
(r122y3 — T173Y2)
Fy = Eg — E7 = ab(z1 — x2) + a” (1

)
(
—a(z1ys + T2ys — T1Y2 — T3Y2)
(
— a(r1y2 + T3y2 — Tay1 — T3Y1)

+
Y2 — y1) — b (w123 — T273)
+

(z173Yy2 — T273Y1)
ce qui fournit la présentation :
AP M 496, R(3,1) — 0

ou Mj est la matrice suivante :

T1Y2Y3 —T2Y1Y3

T2Y1Y3—T3Y1Yy2

T1T2Y3—T1T3Y2

T1T3Y2—T223Y1

T1Y2+x3Y2 T2Y1+T3Y1
Y1Y3—Yy2y3 Y1Y2—Y1Y3
—X1Y3—T2Y3 —T1Y2—T3Y2
T2y1+T2y3 T3Y1+T3Y2
T1T3—T1T2 ToT3—T1T3
—ZI1Y2—x1Y3 —X2Y1—X2Y3
0 0 Y3—y2 T2L3—T1T3
Y2—u Y3—y2 T2—T3 xr1—T2
xr1—x2 To—x3 0 0

ou de facon équivalente :

Ay C* M 430 C8 — R(3,1) — 0

Le groupe S5 agit sur les vecteurs I}, Fs, F3, Fy de la maniére suivante :

H Fy Fy ‘ F3 ‘ Fy
id Fy Fy F3 Fy
T = (12) —F Fy + Fy F3+ Fy —Fy
(13) —F —F —Fy —F3
(23) i+ B - —F3 Fs+ Fy
o= (123) F —F —Fy | —F3— F}y F;
(231) —F — Fy Fi Fy —F3— Fy4

)

51



52 CHAPITRE 5. ACTION DES FIBRES LINEARISES

Cela définit une action S5 — GL (C4) qui rend 'application M; équivariante.
Pour déterminer cette représentation on calcule les traces :

tr(id) =4
-1 1 0 O
0O 1 0 O

tr(r) =tr 0 01 0 =0
0O 01 -1
0O -1 0 0
1 -1 0 O

tr(o) =tr 000 -111° -2
0O 0 -1 0

ce qui signifie que la représentation obtenue est V2®2, ou V5 désigne la
représentation standard de S3 (i.e. la sous-représentation irréductible non
triviale de la représentation par permutation).

Pour le calcul du deuxieme module de syzygies, le logiciel MACAULAY?2
[GS] fournit la résolution :

0— Ag 22 494 M 46 R(3,1) — 0

ou 'application M5 est donnée par la matrice :

xr3 — T2
Tr1 — T2
Y2 — Y1
Y2 — Y3

Cela signifie que F1, Fy, F3, Fy sont liés par 'unique relation :
G = (3 —x2) Fi + (21 — 22) Fo + (y2 — y1) F3 + (y2 — y3) Fu.

En tenant compte de I’action de S5 sur les Fj, on trouve alors que ’action de
Ss sur G est donnée par :

dG =G
7.G=-G
oG =G
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Par exemple,
7.G = (.Tg — .CC1) (—Fl) + (xg — 1?1) (Fl + FQ)
+ (Y1 —y2) (F3 + Fu) + (y1 — y3) (— L)
= (w2 —x3) F1 + (w2 —21) Fo + (y1 — y2) F5 + (Y3 — y2) Fl
= —G.

Cela signifie que ’action est la représentation alternée V; de S3. Finalement,
on a obtenu la résolution Ss-équivariante :

0—A3®@Vi — Ag® V3" — A3 ViP® — R(3,1) - 0
La représentation virtuelle de S3 associée au module R(3,1) est donc :
RY :=6Vp — 2Vh + Vi € R(S3).

C’est une représentation de rang 3.
L’algebre A := A3 = C|[x1,y1, X2, Y2, T3, y3] est bigraduée en degrés totaux
(i,7) en x et y. On note la décomposition en bidegré :

A= P A
4,70
et les décalages sont définis par :
A [U, v]i,j = Au+i,v+]'.

L’action du groupe S5 respecte la bigraduation.
En étant plus précis dans la résolution calculée, on voit que la résolution du
module R(3,1) est bigraduée par :

0
!
A[-2, -]
!
Al-1,-2] @& A[-1,-2] & A[-2,-1 & A[-2,-1]
!
A @ A[-1,00 ® A[0,~-1 & A[-2,0] @ A[-1,-1 @& A[0,-2]

=
—
O — W
R
S—

ou dans la ligne du bas, les décalages sont posés pour que I'image dans R(3,1)
fournisse les générateurs 1,a,b,a?, ab,b? avec les bons degrés, ensuite, dans
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la ligne au-dessus, les décalages sont calculés par rapport aux bidegrés des

entrées des matrices My et Mo, et ainsi de suite en remontant la résolution.
Puisque le groupe S5 préserve la bigraduation, et puisque la résolution est

Ss-équivariante, on en déduit une résolution bigraduée Ss-équivariante :

0
!
A [—2, —2] &® ‘/271
!
(A[-1,-2]®@Vi1) @ (A[-2,-1]®@Vi2)
!

(A Vp1) @ (A[-1,00 @ Vo 2) ® (A[0, —1] @ Vo3)
D(A[-2,0] @ Vou) @ (A[-1,-1] @ Vo5) @ (A]0,-2] ® Vo 6)
!

R(3,1)

!

0

ou Va1 est une représentation de S3 de rang 1, Vi1 et Va1 sont de rang 2 et
Vo,1,---, Vo6 sont de rang 1. Les calculs précédents ont montré que Va1 est la
représentation alternée de Sz, Vi1 et Vi 2 sont les représentations standards,
et les Vp; sont les représentations triviales. On note pg le caractere de la
représentation triviale, p; celui de la représentation alternée et py celui de la
représentation standard. Alors, en utilisant les formules sur la manipulation
des séries de Frobenius formelles et en remarquant que :

Fapup) =t "¢ "Fa
on obtient que :
Friay = (I+t+q+t°+tg+¢") Fa® @ (po)
— (tg* +t2q) Fa @ @ (p2)
+2PFA R P (p1)
= Fa® ((L+t+q+t>+tg+d) po— (t* +t2q) p2 + 2¢*p1)

ol (1+t+q+t*+tq+q*) po— (tq® + t2q) p2 +t2¢*p1 € C (Sn) ® Q (g, 1) est
une représentation dont ’évaluation en ¢t = ¢ = 1 fournit : 6pg — 2p2 + p1 qui
est le résultat précédent.

5.4.4. Cas général. — Dans le cas général, le procédé consiste a
décomposer le module R(n,¢) dans le groupe de Grothendieck de A,-
modules de type fini S, x T?-équivariants comme combinaison linéaire de
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modules libres. On note alors RY € R(S,) la représentation associée en ne
conservant que l’action sur une fibre et en oubliant I'action de T2. Ceci est
achevé en utilisant le résultat suivant :

Théoréme 5.4.3 (Haiman). — [Hai02, Théoreme 2.1] Pour tout entier
£>0ona:

H'(Hilb™(C?), P, ® B®*) =0 pour i > 0,
H(Hilb™(C?), P, ® B®Y) =R(n,1).

Il en résulte que Y(BZY) = R(n,l) € Kg,(C*") et la démonstration du
théoreme 5.2.1 donne :

Proposition 5.4.4. — On a les formules de caractéres suivantes :
Frmg = @Vw)(s0)):
R! = é"e(S(n)) (vu dans A™).

On vérifie aisément ces formules sur les premiers exemples calculés a la
main.






CHAPITRE 6

CORRESPONDANCES DE MCKAY

6.1. Généralités sur les correspondances de McKay

6.1.1. Action d’un groupe sur un espace vectoriel. — Soit V' un espace
vectoriel complexe de dimension n et G un groupe fini d’automorphismes de
V. Pour tout g € G, on note V9 le sous-espace vectoriel des points fixes de V'
sous l'action de g :

VI :={veV]|gv=ruv}=Ker(g—id).
Puisque le groupe G est fini, chaque endomorphisme g : V' — V est diagona-
lisable et dans une base appropriée sa matrice est de la forme :

€2i7rr1 0

0 €2i7r7‘n

en convenant que 7; € [0,1[. On définit alors I’age de g par :

n

age(g) = Zri € Q.

i=1
L’age est invariant par conjugaison dans G. On vérifie aisément la formule
suivante :
age(g) + age(g~") = codimy (V7).
Si 'espace vectoriel V' est muni d’'une forme symplectique et si le groupe G

agit en respectant cette forme symplectique (i.e. G C Sp(V)) on en déduit
que :

1
age(g) = B codimy (V9).
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Parallelement a la diagonalisation d’un élément g € G, on peut procéder a

sa réduction de Frobenius : si P, ..., P sont les invariants de similitude de g,
il existe une base de V' dans laquelle la matrice de g est de la forme :
C(P) 0
0 C(Py)
ou C(P;) désigne la matrice compagnon du polynéme P;. En notant \; sa
k
dimension, on a n = »_ A;. Nous notons le produit des dimensions de ces
espaces par : =
k
(9) = H Ai-
i=1

En d’autres termes, partant d’'un vecteur v € V non nul, on considere le sous-
espace vectoriel engendré par v, g(v), g?(v), ... dont la dimension est la dimen-
sion du bloc associé dans la décomposition de Frobenius. Alors, le nombre (g)
peut s’interpréter comme la généralisation a ce contexte du produit des car-
dinaux des orbites (dans le cas d’une action d’un groupe fini) : la notion de
cardinal d’une orbite est remplacée par la notion équivalente de dimension de
I’espace vectoriel engendré par une orbite.

La décomposition de Frobenius étant invariante par conjugaison, ces
nombres sont invariants par conjugaison dans G. Nous proposons la termino-
logie suivante :

Définition 6.1.1. — On appelle degré de complexité de I'action de g sur V'
le nombre (g).

Par exemple, la complexité de I'identité est (id) = 1. L’appendice D contient
quelques propriétés du degré de complexité pour le groupe symétrique dans le
contexte suivant :

Exemple 6.1.2. — Considérons l'action naturelle du groupe symétrique S,
sur C™. Les valeurs propres de I'action d’un cycle de longueur j sont les racines
j-iemes de I'unité, donc son age est %(j — 1). Plus généralement, si une per-
mutation o se décompose en cycles disjoints s1,...,s; de longueurs \; avec
k
Aj = n, alors age(o) = %(n — k). En notant A = (\q,...,\;) la parti-
j=1
tion de n associée, on a donc age(o) = 3(|A| — [(A)). On observe aussi que la
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décomposition de Frobenius de ¢ = s71 - - s; contient k£ blocs, le bloc associé

k
au cycle s; étant de longueur A;. Ainsi, (o) = [[ \;.
i=1

La définition de la graduation de 'anneau Q[S,] présentée au §3.1.4 se
généralise. Dans ce cadre plus général, suivant Ginzburg & Kaledin [GK04]
nous travaillons sur C et nous considérons la filtration croissante :

FIC[G) := C{g € G| rg(idy — g) < d}.

Cette filtration est compatible avec la multiplication de ’algebre du groupe
G. En se restreignant au centre ZG de l'algebre, on obtient une structure
d’algebre graduée sur grf” ZG.

6.1.2. Les correspondances de McKay. — Soit V un espace vectoriel
complexe de dimension finie et G C SL(V) un sous-groupe fini d’automor-
phismes de V préservant le volume. L’espace quotient V/G admet une struc-
ture de variété algébrique affine, en général singuliere. D’apres le théoreme
d’Hironaka, il existe des résolutions des singularités 7 : ¥ — V/G ou Y est
une variété algébrique lisse et m un morphisme birationnel. La correspondance
de McKay est un principe selon lequel, pour certaines résolutions Y — V/G
« naturelles », la géométrie de la variété Y peut se lire dans 'action de G sur
V. Ce principe recouvre trois aspects que nous présentons en nous inspirant
de Reid [Rei97, Rei00] comme suit :

(i) Lire les fibrés vectoriels sur Y avec les représentations de G :

correspondance de McKay

K(Y) R(G) ;

classique

(ii) Lire 'anneau de cohomologie de Y avec le centre de I’algebre sur G :

correspondance de McKay

H(Y)

multiplicative 2G5
(iii) Lire I'homologie de Y avec les fonctions sur G invariantes par conju-
gaison :

correspondance de McKay

HPM(Y) C(G) .

duale

La question d’une résolution « naturelle » 7 :Y — V/G s’est orientée vers
la recherche de résolutions projectives crépantes, ce qui signifie ici que le fibré
canonique Ky := AMMYT*Y est trivial. Cependant, dans les cas ol une telle
résolution existe, elle n’est pas toujours unique.
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Dans notre cadreM)| la correspondance de McKay classique s'énonce comme
suit :

Théoréme 6.1.3 (Bridgeland, King & Reid). — [BKRO1] Soit Y le
schéma de Hilbert de G-orbites de Nakamura, Z C Y X V le sous-schéma
universel et p, q ses projections respectives sur Y et V. Considérons le
diagramme commutatif :

77— v

pi i
Yy —=V/G
ot o est Uapplication quotient et 7 le morphisme de Hilbert-Chow. Soit D(Y')

la catégorie dérivée des faisceaur algébriques cohérents sur Y et Dg(V) la
catégorie dérivée des G-faisceaur algébriques cohérents sur V. Soit le produit
fibré :

Vxx Y ={(y1,52) €Y xY |7(y1) = 7(y2)} -
Sidim(Y xx V) < dim X + 1, alors le foncteur de Fourier-Mukai :

T:=Rg.op*: DY) — Dg(V)

est une équivalence de catégories et Y est une résolution crépante de V/G. En
particulier, les groupes de Grothendieck K(Y') et Kg(V') sont isomorphes.

L’isomorphisme de Thom induit une identification naturelle de K (V') avec
l’anneau de représentations R(G) du groupe G. La correspondance de McKay
est donc réalisée par la variété Y sous la forme d’un isomorphisme :

K(Y) = R(G).

On considere un contexte plus restrictif ou l'espace vectoriel V' est muni
d’une forme symplectique et ou le groupe G agit en respectant la forme sym-
plectique. D’apres un résultat de Kaledin [Kal02], toute résolution projective
crépante Y de V/G est symplectique et 'application Y — V/G est semi-petite
pour la stratification naturelle du quotient. Si le schéma de Hilbert de G-
orbites de Nakamura est lisse, I’hypothese du théoréeme de Bridgeland, King
& Reid est alors automatiquement vérifiée.

Nous énoncons la correspondance de McKay duale ainsi :

(Wle théoréme de Bridgeland, King & Reid est valable dans une plus grande généralité.
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Théoréme 6.1.4 (Kaledin). — [Kal02] Il existe une base de l’espace d’ho-
mologie de Borel-Moore de Y indexée par les classes de conjugaison dans G,
induisant une bijection naturelle HPM (V') 2= C(G).

La correspondance de McKay multiplicative réside dans le théoréeme suivant :

Théoréme 6.1.5 (Ginzburg & Kaledin). — [GKO04] Il existe un isomor-
phisme naturel d’algébres graduées H*(Y) = grl” ZG.

Reid [Rei97, Rei00] et Ginzburg & Kaledin [GKO04, Probleme 1.4,
Probleme 1.5] posent alors les questions de 'interprétation de la dualité de
Poincaré et du caractere de Chern sous ces correspondances de McKay :

correspondance de McKay

HPM(Y) duale c(@)

J ]

correspondance de McKay

*
H (Y) multiplicative 2G
ch 71\
K(Y) correspondance de McKay R(G)

classique

Remarquons que tout ce qui précede doit étre compris avec des coeflicients
complexes. Cependant, dans notre cadre d’étude il suffit de travailler avec des
coeflicients rationnels.

6.2. Le cas du schéma de Hilbert de points

Le plan C? étant muni de sa forme symplectique naturelle, I'action du
groupe symétrique S, sur (C?)" respecte la forme symplectique induite. La
résolution des singularités du quotient S™C? par le schéma de Hilbert re-
monte cette forme symplectique (théoréme 3.1.3), donc rentre exactement dans
le cadre d’étude et fournit une famille d’exemples en toute dimension, pour
chaque valeur de ’entier n.

6.2.1. Le « probléeme de la dualité de Poincaré ». — Avec nos nota-
tions usuelles, le « probléme de la dualité de Poincaré » signifie le calcul de la
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fleche pointillée ~ :

A" HPM(Hilb"(C?))
A

3 DT

A" v H*(Hilb™(C?))

Ainsi que nous 'avons vu précédemment, les classes fondamentales d’homo-
logie des sous-variétés fermées X, de Hilb"(C?), notées U, forment une base
de ’homologie de Hilb™(C?), ce qui donne un exemple concret du théoreme de
Kaledin 6.1.4. L’identification naturelle qu’il propose comme correspondance
de McKay duale consiste a faire correspondre la classe d’homologie ﬁXfA avec la
fonction classe sur .S,, valant 1 sur la classe A et 0 ailleurs. Vue dans 'anneau
des fonctions symétriques, cette bijection ¢~ : HEM (Hilb"(C?)) — A" est
donc caractérisée par :

¢7119X7>\ = Z;lp)\.
D’autre part, nous avons vu (lemme 3.1.10) que les classes fondamentales
de cohomologie de ces variétés valent :
— 1
[XA} = WQA7
i>1

pour \ = (1%1,292 . ),

donc dans la correspondance de McKay multiplicative :
o~ g (Hilb"(C?)) — A™,
on a : .
v =
A 1—[ Oéz'!pA
i>1
Puisque par dualité de Poincaré on a D [TA] = ﬂx, il en résulte que 'appli-
cation composée :
—1
v A" L g (HIbY(C2)) 2 HBM (Hilb"(C2)) £ An

est caractérisée par :

1
Px= | =~ | Px
IT A
i>1
Pour des raisons qui apparaitront plus loin, nous proposons d’introduire un
signe dans cet isomorphisme de correspondance de McKay duale :

¢ g = (1) N2 py.
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de telle sorte que la composée soit maintenant définie par :

1
n—=l(\)__ -
™
i>1

pa (—1)

Le signe proposé est naturel puisque codim Xy = n — I(\).
En résumé, la dualité de Poincaré vue a travers les correspondances de
McKay est I'isomorphisme :

v: A" — A"

1
pr o (=1 D
i>1
6.2.2. Le « probléeme du caractére de Chern ». — Avec nos notations

usuelles (I'application ¥ a été définie au §3.1.3 et I'application © au §3.3), le
« probleme du caractere de Chern » signifie le calcul de la fleche pointillée T :

A" H*(Hilb"(C?))
A

F chT

AT O K(HIb(C?))

Cette fleche est caractérisée d’apres le théoreme 3.3.2 par :
[(sx) = ch(P5).

Nos résultats précédents nous disent que la représentation de T' = C* d’une
fibre Py(¢,) est calculée par K ,(q, t)‘ et le caractére de Chern total

t=s,q=s"1
est calculé par la proposition 4.4.1. En calculant 'application I' dans la base

des fonctions de Newton nous obtenons le résultat suivant :

Théoréme 6.2.1. — Pour toute partition u de n, on a :
(_1)n—l(u)
U(pp) = —F—pu+ GuvPu
( M) H i I ; 12
izl 1) <l(p)

pour certains coefficients g, € Q.

Démonstration. — Nous conservons nos notations usuelles. Si F' = P,,, on sait

que Fy(s) = KM,\(q,t)‘ donc :
t

=S,q=s~

1 -
F(SH) = Ch(PIjj) = § W Coeﬁ <t07(,dt8>\K,u7>\(el/t’ e_l/t)) .
AFn
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La base de Schur étant orthonormée, on a f{;w\ = <IEI,\, s,) donc :

Z —Coeﬂ? (t ,wisx(H(e 1/t,e_1/t),s#>> :

)\I—n

Par linéarité, cette formule reste vraie en toute base et en particulier :

Z hOx Coeff (to wisy(Hy(eMt, e 1/t)7pu>) .
AFn

D’apres la proposition 2.3.2 :
~ X
-1y _ () _ @) =
H\(q.q ) =q¢"™ ] qI)SA[l_q],
xz€D(N)

donc en insérant dans la formule on trouve :

z€D(N)

r(m)zgnh(&)Coeﬂ(to,wm)q—nw I (1="®)(sx [ 5] pu)

qel/t) .

En observant que :

X X
SX 1 q yPu ) = X Pu ﬁ
B U(p) 1 R
- =1 (1 - q,ui)XN’

on obtient finalement :

Puisque 'on a par définition :
wisy =z, xoput" ),
vkn

la décomposition de I'(p,,) dans la base {p, } est (aprés changement de variable
u=1/t):

[ (1—q¢"®)
P(p) = X 2" 3 i Coeff | un=i®), gzt .
vkn AFn -Hl(l_qui)

q=e*

On observe alors le développement suivant :
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Lemme 6.2.2. —
(1—¢"®) "
—n(X\) z€EDXN) _ (O WRA) 1) : -
q ) = ) U + puissances supérieures .
IT (1—g*%) IT pi
i=1 g=et i=1
Démonstration du lemme. — En effet, on a les développements limités :

=" = —pu(l +u(...)),
1= PO = ayu(l 4 u.. ),

donc en remontant les quotients on voit que le premier terme du développement

L T (—h()u)
—nN\x)u
z€D(N) _ (_1)n—l(u)h()\) un—l(u)
() () '
11 (=piv) 11 1

O]

On en déduit que si I(v) > I(u), alors le coefficient de I'(p,) devant p, est
nul. Si l(v) = I(u), alors le coefficient de F(pu) devant p,, est :

(— )
g/”ﬁl/ = " ZXI/XH

H L AFn
=1

Partant de la formule de Frobenius :
A
b= D X
AFn
en faisant le produit scalaire par p, on trouve l'identité :
Oy = Z Xo X
AFn
ce qui permet de conclure que g,,, = 0 si p # v et que :

(—1)—Hw)
Gu.u = T;
[T wi
i=1
ce qui acheve la démonstration. O

Nous avons défini au §3.1.4 une graduation sur l'algebre A™ en posant pour
toute partition A de n :
degpyr =n —1I()N).
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Pour définir le cup-produit, nous nous sommes alors servis de la filtration
croissante :
FIA™ = Q{px | degpy < d},
et nous avons noté grf” A” le gradué associé.
Nous considérons maintenant la filtration décroissante :

FaA" = Q{py| degpy > d},

et nous notons grp A" le gradué associé. Bien siir, gr’” A” 2 gr A™ mais cette
derniere filtration n’est plus compatible avec le produit de convolution.
Par ailleurs, 'anneau de K-théorie K (Hilb"(C?)) admet une filtration to-

pologique décroissante :
FyK (Hilb"(C?)) = Q{F| codim Supp F > d},
ou pour tout faisceau cohérent F le support est le fermé :
Supp F = {z € Hilb"(C?)| F, # 0}.

Le produit de faisceaux dans K (Hilb™(C?)) est compatible avec cette filtra-
tion(®. L’anneau gradué gr K (Hilb™(C?)) est isomorphe & I'anneau gradué de
cohomologie H*(Hilb"(C?)) par le caractere de Chern gradué, donné alors
simplement par grchF = [Supp F| (voir [CG97, §5.9] en considérant le ca-
ractere de Chern de cohomologie au lieu du caractere de Chern homologique
qui y est présenté).

Le calcul de I’application I' mene a la conclusion suivante :

Corollaire 6.2.3. — Le morphisme © (correspondance de McKay) est com-
patible avec la filtration topologique de la K-théorie et la filtration cohomolo-
gique décroissante de l'anneau des fonctions symétriques.

Démonstration. — Nous avons vu que les classes de cohomologie [TA} forment
une base homogene de I'anneau de cohomologie. Nous en déduisons que les
faisceaux structuraux Ox- forment une base graduée de gr K (Hilb"™(C?)) telle
que deg O =n — [(\) puisque :

(6.2a) ch (O)TA) = [K} + termes en degré supérieur.
Partons de :
(_1)n—l(>\)
(Pocho®)(py) =T(py) = Tm + degrés supérieurs.
i>1

<2>L’appendice C contient quelques détails sur ces notions.
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D’apres le lemme 3.1.10, pour une partition A = (Ay, Ag,...) = (1%1,292 .. ))
on a :

1
71—[ ai!m

i>1

V%)=
donc :
|
(cho©)(py) = (—1)""N H % [YA} + degrés supérieurs
i>1
ce qui entraine (en utilisant (6.2a)) :
|
O(py) = (71)71—1()\) H %OTA + degrés supérieurs,
i>1
d’ou le résultat. ]

Puisque 'application © est compatible aux filtrations, il est naturel de pas-
ser aux gradués associés et 'application I' devient alors exactement 1’applica-
tion de dualité de Poincaré. En effet, aprés graduation, on a le diagramme :

\

grf’ A™ H*(Hilb”(C2))
grrT grchT
grp A" — 2 g K (HIID"(C?))
et :
(@ T)) = (-1 L
i>1

ce qui est exactement le morphisme obtenu pour la dualité de Poincaré.
Nous pouvons aussi schématiser la situation ainsi :

dualité

H*(Hilb"(C?)) ————— HM (Hilb"(C?))
McKay

duale

McKay

multiplicative

Probleme de la dualité de Poincaré

\“\
gr A" O gr A"

Probléme du caractére de Chern

McKay

graduée

gr K (Hilb™(C?))

McKay

multiplicative
caractere

* N 2
de Chern H (Hﬂb (C ))



68 CHAPITRE 6. CORRESPONDANCES DE MCKAY

6.3. Commentaire

Nous avons obtenu que les deux questions du calcul de la dualité de Poincaré
et du caractere de Chern au travers des correspondances de McKay (apres
graduation naturelle pour ce dernier) se résolvent en les applications :

1
Py — (_1)117[(/\)

i>1

Dans notre cadre d’étude, le groupe symétrique S,, agit par permutation
sur C" et nous considérons I’action induite sur (C?)" = C" @ C? muni de la
structure symplectique naturelle, qui via cet isomorphisme naturel est simple-
ment le produit tensoriel du produit scalaire canonique sur C" et de la forme
volume canonique sur C2. Pour définir les dges, nous considérons I’action de
S, sur (C?)" et nous voyons que age(\) = n — [(A) (car c’est le double de la
valeur calculée dans l’exemple 6.1.2). Par contre, pour calculer les degrés de
complexité, nous considérons 'action de S;, sur C" (car dans la décomposition
(CH"n = C" ® C?, le groupe S, n’agit que sur le premier facteur) et nous ob-
tenons (A) = [[ A;. Ainsi, Papplication s’interpréte comme :

i>1

age(A 1
ge( )Wp’\'

On peut relire cette application dans C(.S,). En désignant toujours par x la
fonction classe valant 1 sur la classe A et 0 ailleurs, ’application est déterminée

pa (—1)

par :
1
X — (—1)% )y,
(A)
Question 6.3.1. — Dans le cadre symplectique général exposé initialement,

nous sommes conduits a considérer l'application suivante de C(G) dans C(G)
(ici avec des coefficients complexes) :

age 1
X[g] > (=1)® (g)@x[g}v

ou x[g désigne la fonction classe valant 1 sur la classe de conjugaison [g] de
g et 0 ailleurs. Se pourrait-il que ce soit encore l'application de dualité de
Poincaré vue au travers des correspondances de McKay ? Se pourrait-il que
I’isomorphisme de correspondance de McKay en K-théorie soit encore compa-
tible avec les filtrations et qu’apres graduation I'isomorphisme de caractere de
Chern soit aussi cette application ?



CHAPITRE 7

FIBRE TANGENT DU SCHEMA DE HILBERT
DE POINTS

Dans ce chapitre, nous démontrons des formules de séries génératrices pour
la classe de Chern totale et de caractere de Chern du fibré tangent au schéma
de Hilbert de point sur le plan affine. La méthode consiste a établir I'existence
de formules universelles d’un certain type pour le schéma de Hilbert de points
sur une surface projective quelconque, puis a déduire les formules pour le plan
affine.

7.1. Cohomologie des schémas de Hilbert de points

Nous introduisons maintenant dans leur généralité les schémas de Hilbert de
points et divers opérateurs exploitant la structure d’algebre vertex de leur es-
pace total de cohomologie. Nous reprenons les présentations de Lehn [Leh99]
et Li, Qin & Wang [LQW02, LQWO01, LQWO03Db]. Nous conservons des nota-
tions compatibles avec les chapitres précédents : en particulier, nous n’utilisons
pas les notations usuelles de la théorie des algebres vertex ni leurs conventions
de signe pour les opérateurs de Heisenberg et de Virasoro (nous suivons en
cela Lehn [Leh99)).

7.1.1. Généralités. — Soit S une surface projective complexe lisse de classe
canonique Kg et de classe d’Euler eg. On note S := Hilb"™(S) le schéma de
Hilbert de points sur S, paramétrant les sous-schémas fermés de dimension
0 et de longueur n dans S. La variété S est projective, lisse de dimension
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complexe 2n. Notons les espaces de cohomologie singuliere a coefficients ra-
tionnels :

4n
S . ) [n]
HS - Q:%H <S )
1 = HHS.

n>0
Lunité de Hf = Q est appelée vecteur vide et est notée |0) (ou |0)4 si
besoin). L’espace HY est bigradué en (n,i) : entier n est le poids conforme,
Uentier i le degré cohomologique que nous noterons aussi | - |.
Un opérateur linéaire f € End(H®) est dit homogéne de bidegré (u,v) si
f(H i (S ["])) C Htv (S[”“L}). Le super-commutateur de deux opérateurs ho-
mogenes f, g € End (HS ) est défini par :

[f, 0] := fog — (~1)Melg oy,

La forme d’intersection (a, 3), = fS[n] a- B pour a, 3 € H s’étend na-
turellement en une forme bilinéaire anti-symétrique non-dégénérée sur HY
notée (-,-). Pour tout opérateur linéaire homogene f € End (]HIS), on note
§t Popérateur adjoint défini par :

(f(a), B) = (=DMl 11(8)).

7.1.2. Opérateurs de Heisenberg. — Pour tous n > 0 et k£ > 0, soit
Stk < gl x § x SIHH 1a sous-variété fermée définie ensemblistement
par :

Sttt = {(€,2,€) |€ C € et Supp (T¢/Te) = {x}},
ou Z¢ désigne le faisceau d’idéaux du sous-schéma § (on convient que
Sl = (). Les projections sur les divers facteurs sont notées ainsi :

Sl % § x §ln+k]
/ l K
p
S[n} S S[n+k}

Définition 7.1.1 (Nakajima). — [Nak96a] Définissons des opérateurs
linéaires :

ar : H*(S) — End (H%), ke Z,
comme suit : si k > 0, pour « € H*(S) et z € H* (S[”]) on pose :

k(@) (@) = ([ ] - o (2) - (@)
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Les opérateurs d’indice négatif sont définis par adjonction :
q_i(@) :== (-DFqr(a)’, Vk>o0.

Par construction, q(«) est un opérateur homogene de bidegré (k, 2k— 2+ |«|)
et qo = 0. Les opérateurs q; sont appelés opérateurs de création si k > 1 et
opérateurs d’annihilation si k < —1.

Théoréme 7.1.2 (Nakajima). — [Nak96a, Nak96b| Les opérateurs q
vérifient la relation de commutation suivante :

[9: (), q;(0)] Zi'5i+j,0'/saﬁ'idHS-

Il résulte de ce théoréme que l'espace total de cohomologie H® admet une
base de vecteurs de la forme :

S S
dny (ul ) © lny (uk) |0>7
avec n; > 1 et ol les classes uf parcourent une base vectorielle de H*(S) (voir

[EG99, Théoréme 5.6)).

7.1.3. Opérateurs de Virasoro. — Pour tout & > 1, nous notons
e : H*(S) —  H*(S*) l'application induite par Iinclusion diagonale
7 : S — Sk, Par décomposition de Kiinneth, on note :

T =Y a1 @ @aj € H(S)® - @ H*(S)
j

et on pose :

Qir -+ iy (TR10) := D iy (1) 0 -+ 0 g ()
i

Le produit bien ordonné de deux opérateurs q est défini par la convention :

. L Qndm Sin>m
Sqnlm = Qmn Si7 < m

Définition 7.1.3 (Lehn). — [Leh99] Définissons des opérateurs linéaires
L, H*(S) — End (HS) pour n € Z par :

1
L= 5 Z L qun—v T2
VEZ

Par construction, £, () est un opérateur homogene de bidegré (n, 2n+ |«|).
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Théoréme 7.1.4 (Lehn). — [Leh99] Les opérateurs £ vérifient les rela-
tions de commutation suivantes :

[Sn(a)v qm(/@)] =—m:- qn—l—m(aﬁ);

3 _
[20(0), En(B)] = (0 —m) - Lusm(aB) — "G imo /S e - idys

7.1.4. Dérivations. — En conservant dans ce cadre général les nota-
tions que nous avons utilisées dans les chapitres précédents, nous notons
=25 ¢ S x § la famille universelle et BS := p«Ogzs le fibré tautologique sur
shnl,

Définition 7.1.5 (Lehn). — [Leh99] Soit o € End(H®) l'opérateur
linéaire défini par :

oz):=c1(BY) -z Yxe H (S["]> .
La dérivée d’'un endomorphisme f € End (]H[S) est f := [0,f]. Les dérivées
supérieures sont notées f™ := (ad d)"(f).

L’opérateur d est homogene de bidegré (0,2).

Théoréme 7.1.6 (Lehn). — [Leh99] Les dérivées des opérateurs q
vérifient les formules :

[CI;L(OZ), qm(ﬁ)} = —-nm: (qn+m(aﬁ) + ‘n|2_ 15ner,O : /SKSO‘ﬁ ! idHS> ;

A (@) =n - Ln(a) + an(Ksa).

7.1.5. Fibrés tautologiques. — Considérons le diagramme suivant :
ESC—> gl § —> 9
|
Sl

Soit F' un faisceau localement libre sur S. Pour tout n > 0, le fibré tautologique
associé sur S est défini par :

Flinl = p, ((955 ® q*F) )

Puisque la projection p est un morphisme plat fini de degré n, FI"l est un fibré
de rang n - rg(F) et on convient que FI°) = 0. Par exemple, BS = O[;].
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La construction s’étend naturellement en un morphisme de groupes :

Il Kk (S) - K (S[”]> .

Définition 7.1.7 (Lehn). — [Leh99] Pour u € K(S5), soit les opérateurs
linéaires ¢(u) et ch(u) dans End (H®) agissant pour tout n > 0 sur H* (S[”])
respectivement par multiplication par la classe totale de Chern ¢yt (u["]) et
par le caractere de Chern ch (u[”}).

Théoréme 7.1.8 (Lehn). — [Leh99] Soit v € K(S) de rang r et
a e H*(S). Alors :

(1), 91 (0)] = exp(ad 2)(an ch{u)o):
ctwom(@) e = 3 (7l eutwa)

v,k>0

7.1.6. Classes tautologiques. — Par analogie avec la construction des
fibrés tautologiques, on construit un opérateur —[" : H *(S) — H* (S ["]) ainsi :

Définition 7.1.9 (Li, Qin & Wang). — [LQWO02]| Pour toute classe de
cohomologie v € H*(S), on pose :

N <ch (OZS) L qtd(S) - q*’y) .

On définit un opérateur linéaire &(y) € End (]HIS ) agissant sur H* (S ["]) par
multiplication par 7[”].

Cette définition est telle que, d’aprés le théoreme de Riemann-Roch-
Grothendieck, le diagramme suivant est commutatif :

H*(S) = B+ (51")

chT chT
[n]

K(8) — K (SI)

Théoréme 7.1.10 (Li, Qin & Wang). — [LQWO02] Soit v, € H*(S).
Alors :

[&(7), q1(a)] = exp(ad d)(q1(yar)).
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7.2. Formules universelles

Remarque 7.2.1. — Le contenu de cette section développe des idées de Man-
fred Lehn ([Leh]). Toute erreur éventuelle serait uniquement de mon fait !

7.2.1. Définition d’une formule universelle. — Nous exprimons 1'idée
de formule universelle en nous inspirant de la notion de combinaison linéaire
universelle définie par Li, Qin & Wang [LQWO03b, Définition 3.1].

Pour toute variété projective X, le mot UX désigne une classe de cohomo-

logie dans H*(X) fonctorielle en X : si Y 4, X est une application réguliere,
alors UY = f*UX. Pour toute surface projective lisse S, on pose Z/lf = st

et :
us =y U em.
n>0

Définition 7.2.2. — Une classe US € H* (S [”]) admet une formule univer-
selle sil existe un polynéme P € Q[Z1,. .., Z,] indépendant de la surface S,
des entiers ki,...,k, > 1, des indices n;; > 1 pour 1 <i <pet 1 <j <k
ainsi que des classes de cohomologie u;g € H*(S) appartenant au sous-anneau
engendré par lg, Kg,es (et dépendant éventuellement des données construi-
sant U~) avec lesquels on puisse écrire :

uqf =P ((qn1,1 “ o Ong g, )(Tkﬂuf)v oy (U qnpvkp)(Tkp!ug)) 0

Si le polynoéme est homogene de degré 1, on dira que la formule est une com-
binaison linéaire universelle.

Remarque 7.2.3. — Les classes US> que nous avons en vue sont les classes
caractéristiques de fibrés vectoriels naturels sur le schéma de Hilbert SM.

7.2.2. Opérations sur des opérateurs vertex. — Nous présentons ici
quelques méthodes de calcul sur les opérateurs vertex que nous allons utiliser.
Bien que le langage et les notations s’inspirent de Ben-Zvi & Frenkel [BZF01]
et Kac [Kac97|, les conventions de signe dans les opérateurs different des
conventions usuelles.

Soit V' un espace vectoriel de dimension quelconque sur Q. L’algebre
End(V) des endomorphismes sur V' est associative unitaire mais non com-
mutative. On considere l’algebre des séries formelles End(V)[[t]]. Pour un
élément f € End(V)[[t]] (que nous appellerons un opérateur vertex) noté :

f=Y_ftF, fr€End(V),

k>0
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on appelle valuation de f 'entier :
v(f) == min{k > 0| fi # 0},

en convenant que v(f) = +oosi f =0. Si v(f) > 1 on peut définir [’exponen-
tielle et le logarithme suivants :

exp(f) ==Y %f”,

n>0
) (_1)77,—1
1 = D i
og(idy +f) = ———f",
n>1
et on a les relations habituelles pour deux opérateurs vertex f, g de valuation
strictement positive et tels que fog=go f:
exp(f 4 g) = exp(f) o exp(g);
exp (log(idy +f)) = idy +f;
log (exp(f)) = f;
log ((idy +f) o (idy +g)) = log(idy +f) + log(idy +g).
SiV =V ® Vs, on a une application naturelle :
End(V1) @ End(V2) — End(V}) ® End(V2) C End(V)
f1D fa — fi ®idy, +idy; ® fo
qui s’étend aux opérateurs vertex en un morphisme d’algebres graduées, en
supposant que idy; est en degré t° :
End(V1)[[t]] © End(V2)[[t] — End(V1)[[t] ® End(V2)[[t] € End(V)][¢]

On vérifie alors aisément que si fi; € End(V))[[t]] et fo € End(V2)[[t]] sont
deux opérateurs vertex de valuation strictement positive, ils commutent en
tant qu’opérateurs vertex sur V et on a :

exp(fi1 @ f2) = exp(f1) ® exp(fa2):
log ((idv; +f1) ® (idy, +f2)) = log(idv; +f1) @ log(idy, +f2).

7.2.3. Principe d’utilisation. — Soit 57,52 deux surfaces projectives
lisses et S7 II Sy leur réunion disjointe. Le schéma de Hilbert de points se
décompose sous la forme :

(Simsy = T i« sp

ni1+ns=n
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(voir [EGLO1, Formule (0.1)]). Il en résulte que :

m((sns)l) = @ w (s en (i),

ni+n2=n
et donc :
HSlHSQ ~ Hsl ® HSQ.

En particulier, puisque ces espaces gradués sont tels que Hgi = Q, on a une
inclusion bigraduée :

H @ H% c H5 152,

Nous allons utiliser les opérations sur les opérateurs vertex expliquées
précédemment avec V = HS, V; = H5 et Vi = H%. L’indéterminée ¢ sera le
plus souvent omise car elle est implicite : un opérateur q,,(-) signifie, si I'on

veut préciser, qu,(-)t"

: on garde trace du poids conforme de 'opérateur.
Lemme 7.2.4. — Soit U° € H® une classe admettant une formule univer-
selle et telle que :

Z/{Sl @USQ — USIHSQ

pour toutes surfaces projectives lisses S1,Sa. Alors la formule universelle pour
US est une combinaison linéaire universelle (infinie).

Démonstration. — Par hypothese, on a pour tout n > 0 I’équation
U @ U2 = U152, Soit o, (Tu®) et o G, (To10®) deux
n n n : an; On, (Tp! Imq Jmg\Tq!

opérateurs apparaissant dans le polynéome universel de la classe Z/IS . Puisque
w52 = 51 492 et 51192 = 951 £ %2 pour les classes pouvant in-
tervenir dans une expression universelle (si ces classes font intervenir
des données supplémentaires, ainsi qu’il est autorisé dans la définition,
nous supposons qu’elles se décomposent aussi, ce qui sera le cas dans
nos utilisations), si le polynéme universel contient un produit du type

Gny * Gy (Tp1W5) © Gy =+ iy, (Tgrv°), en décomposant les opérateurs comme :

S1 HSQ)

Ong " - qnp (Tp]’LL =(p; - qnp (Tp!usl) + Ony - qnp (Tp[’LLS2)7

des termes en trop apparaissent. Donc il ne peut pas y avoir de produits dans le
polynéme universel, qui est donc homogene de degré 1 et la formule universelle
est une combinaison linéaire. O

Lemme 7.2.5. — Soit U° € HY une classe admettant une formule univer-
selle vérifiant U5 = |0) et telle que :

u5'1 ®Z/{SQ — uSﬂ_ISQ
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pour toutes surfaces projectives lisses S1,Sy. Alors la formule universelle pour
US est une exponentielle d’une combinaison linéaire universelle (infinie).

Démonstration. — Notons U° € End (]HIS ) lopérateur défini par la formule
universelle de U* (cet opérateur est tres différent de 'opérateur agissant par
multiplication par 4%). Par construction, U = U |0) g et 'équation signifie :

YIS0y ¢ o= (U1 [0)g,) ® (U52]0)g,)
= (U5 @ U%) (|0)g, ®10)g,),

avec [0)g g, = [0)g, ®]0)g,. Puisque l'opérateur 4% ne contient que des
opérateurs q; avec ¢ > 1, cette équation implique 1’égalité des opérateurs :

uSﬂng — usl ®u52‘

Puisque U5 = |0), on a U° = idys +--- donc opérateur 4% admet un loga-
rithme. L’équation précédente entraine :

log 4511192 — 1og §151 @ Jog U472,

L’opérateur log {4° ne contient que des opérateurs de création, donc on peut
appliquer le lemme 7.2.4 aux classes log 4% |0) g ce qui acheve la démonstration
puisque 4% = exp(log U%). O

7.2.4. Résultats généraux sur I'universalité. — Nous rappelons
quelques résultats d’universalité démontrés par Li, Qin & Wang dont nous
aurons besoin pour étudier les classes caractéristiques des fibrés tautologiques
et du fibré tangent. Le type de formules que nous allons énoncer differe de
notre notion de formule universelle puisqu’ici les indices seront des entiers
relatifs.

Lemme 7.2.6 (Li, Qin & Wang). — [LQWO03b, Lemme 3.2] Tout com-
mutateur [qn, - - G, (Tp1Q), Gmy - - Gm, (Tq18)] est une combinaison linéaire uni-
verselle d’opérateurs qi, - - - q;, (Tri(a3)) (tous les indices d’opérateurs sont ici
des entiers relatifs).

Lemme 7.2.7 (Li, Qin & Wang). — [LQWO03b, Lemme 3.3(i)] Tout
opérateur dérivé q%y) (a) est une combinaison linéaire universelle d’opérateurs
Any = g (T (KGav)) pour 0 < r <2 et n; € Z.
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Lemme 7.2.8 (Li, Qin & Wang). — [LQWO03b, Lemme 3.4] Pour tout
ac H(S),njeZ, k>2etl1<j<kona:

Jni " Clnj qnj+1 © o Ony (Tk!OZ) —Ony * - qnj+1 qn]’ © Oy (Tk’!a)
= Nj02n,;41,00n1 = An;_1nyn " Ony (T(e—2)1(€5))

Lemme 7.2.9 (Li, Qin & Wang). — [LQWO03b, Lemme 4.2] Tout com-
mutateur [&(), qn, - qn, (T1F)] est une combinaison linéaire universelle
d’opérateurs qum, - - - qm, (Tp1 (K5a3)) (tous les indices sont des entiers relatifs
et 0<r<2).

Lemme 7.2.10 (Li, Qin & Wang). — [LQWO03b, Théoréeme 5.1] Le pro-
duit cup de deuw classes qn, - - qn, (Tp1c) [0) el Gy - -~ G, (T413) |0) est une
combinaison linéaire universelle de classes qi, - - - q;, (Tr17y) |0) ot v dépend de
a, B, Kg,eg (ici tous les indices sont positifs).

7.2.5. Formules universelles pour les fibrés tautologiques. —

7.2.5.1. Caractére de Chern des fibrés tautologiques. — Nous montrons ici
qu'il existe une formule universelle pour U5 := ch (ul") ott u € K(S).

Lemme 7.2.11. — Soit u € K(S). Le caractére de Chern ch (ul™) admet
une formule universelle de la forme :

> ch (ul) = exp(a(15))§(w)0)

n>0

ot F(u) |0) est une combinaison linéaire universelle faisant intervenir ch(uw).

Démonstration. — Dans une premiere approche, nous montrons l’existence
d’une formule universelle par récurrence sur n, le résultat étant clair pour
n = 0. Nous reprenons ensuite la méthode plus finement pour préciser le type
de la formule universelle obtenue. Partons de la formule de commutation du
théoreme 7.1.8 : .
eh(w),ar(1s)] = Y —ay” (ch(uw)),
v>0
que nous évaluons en 14, 1) pour n > 1. Puisque 1gp) = %ql(ls)” |0), on a :

e (4) = o150 (47) 32 G et 0

Par hypothese de récurrence, le premier terme a droite est une formule univer-

selle. D’aprés le lemme 7.2.7, chaque opérateur qu) (ch(u)) est une combinaison

linéaire d’opérateurs g, - - - gy, (Tk1 (Kgch(u))), pour des indices n; € Z. Nous
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n’avons donc pas tout-a-fait fini puisqu’il faut encore expliquer comment une
composée Gy, - - - dny (Tit (K5ch(u))) 0 q1(1s)"~1|0) se met sous la forme d’une
combinaison linéaire universelle au sens de notre définition, i.e. ne faisant in-
tervenir que des opérateurs de création. On écrit :

Gy~ g (T (Ksch(w) 0 q1(15)" ™!
= [dn, + =~ Ao, (7 (K5 ch(w)), a1(1s)]an (15)" 2
+41(15) © dny + -~ dn, (T (K5 ch(w)) © a1 (15)" 2.

D’apres le lemme 7.2.6, le commutateur est une combinaison linéaire univer-
selle faisant intervenir Kgch(u). De proche en proche, on fait ainsi passer a
droite tout opérateur gy, - - - qn, (741 (—)) contenant des indices n; < 0. Dans un
tel opérateur, on peut ensuite pousser a droite tous les indices négatifs grace
au lemme 7.2.8, en conservant une formule universelle. Par évaluation sur le
vide, chaque terme commencant par un opérateur d’annihilation disparait et il
ne reste dans la formule universelle qu'une combinaison linéaire d’opérateurs
de création, ce qui est la forme voulue dans notre définition d’une formule
universelle.
Plus précisément, partant a nouveau de la formule :

e (47) = aisien (4 ) + 3 gyl 07 0

posons F(t) := 3" ch (ul") t* (la somme commence en n = 1 puisque ull = 0)
n>1
et sommons pour tout n > 1. On obtient :

F(t) ~ m(15)F(1) = | 3 ol (ch(w)) | explai (15)1)[0).

v>0

Nous devons montrer que ’on peut passer ’exponentielle a gauche de la for-
mule, de telle sorte qu’a droite on ait seulement une combinaison linéaire uni-
verselle ; apres application sur le vide, le lemme 7.2.8 justifiera que I'on puisse
se ramener a une combinaison d’opérateurs de création. Puisque les opérateurs
dérivés qu) (—) sont des combinaisons linéaires universelles d’opérateurs, il suf-
fit de traiter le cas :

Gny *** Gy, (Tr1) 0 exp(q1(1s)) |0) -

Si aucun des n; n’est égal a —1, il n’y a aucun probleme car I’exponentielle
commute avec qp, - - - qn, (Tg1). Sinon, quitte a utiliser le lemme 7.2.8, nous
supposons que ny = —1. On commence en observant le lemme suivant :
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Lemme 7.2.12. — Pour tout a € H*(S), tout v € H® et tout n >0 on a :

4-1(@)1(1s)"z = —n [5 o qu(19)" e + 41 (Ls) g1 (a)a:

q-1(c) exp(au(ls))z = —/Sa ~exp(ai(ls))z + exp(qi(ls))g-1(@)z.

Démonstration du lemme. — La deuxieme formule résulte immédiatement de
la premiere, qui pour sa part se voit par récurrence :

q-1(a)qi(1s)" 'z = [q-1(a), a1 (1s)]q1(1s)"z + a1 (1s)a-1(a)aq(1s)"x
= —/Sa ~q1(1lg)"x

Fa1s) (< [ s e+ m(15)"0 (e )

=—(n+1) /Sa ~q1(1g)"z + ql(ls)”+1q_1(a)x.
]

Nous pouvons maintenant étudier la situation gy, - - - qn, (Te1)oexp(qi1(1g)) |0)
pour ni = —1. Notons la décomposition :

TRIO = E ;1 Q@ Q.
i

Alors d’apres le lemme précédent appliqué a = = |0) :

ns o (7130)0 €xp(1 (1)) 0) = D dny(@6) @+ © o (@4) 0 exp(a (Ls)) [0)

= — Z /s ik Gny (05,1) © - 0y (i k—1) 0 exp(q1(Ls)) |0) .
On utilise alors le fait suivant (voir [LQWO03b, Lemme 3.1, formule 2]) :

T(k—1)1¢ = Z/ Qjf - Q1 Q- @ Qi g1,
qui permet de conclure que pour n = —1 on a :

Qo+ Gy (Trr) 0 exp(q1(1s)) [0) = —dny -~ Ay, (Tr—1)10) © exp(qu(1s)) [0) -

En recommencant 'opération si d’autres indices sont égaux a —1 ou sinon en
faisant commuter, on fait ainsi passer ’exponentielle a gauche.
On est finalement ramené a une équation différentielle :

F'(t) — a1(15)F(t) = exp(a1(15)t)(w) [0)
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o F(u)|0) est une formule universelle (avec seulement des opérateurs de
création). Cette équation se résout aisément en :

F(t) = exp(aq1(15)t)F(u)t |0),

ce qui acheve la démonstration. ]
7.2.5.2. Classes de Chern des fibrés tautologiques. — Nous nous intéressons
maintenant & des formules universelles pour des classes US = ¢yor(ul™) ot
u e K(5).

Lemme 7.2.13. — Soit u € K(S). Les classes de Chern totales cio (u[”])
admettent une formule génératrice universelle de la forme :

Z Ctot (U[n]> = exp (F(u))|0)

n>0

ot F(u) est une combinaison linéaire universelle (ne contenant que des
opérateurs de création) dont 'argument dépend de ciot(u), Kg et eg.

Démonstration. — Nous commencons par montrer qu’il existe une formule
universelle, puis nous en déduisons que cette formule est de la forme indiquée.

Premiére étape. Nous avons montré dans le lemme 7.2.11 qu’il existe une
formule universelle pour les caracteres de Chern des fibrés tautologiques. Les
formules de passage entre classes de Chern et caracteres de Chern sont trian-
gulaires. Par exemple :

Ch1:61,

1
ChQZCQ*§C%,
hs = +1(2 3c1c2)
03—203 601 C1C2),

Il en résulte, en procédant de proche en proche et en utilisant le lemme 7.2.10
disant que les produits cup sont des combinaisons linéaires universelles, que
puisque les caracteres de Chern sont universels, les classes de Chern aussi.
Cependant, cet argument ne précise pas si ce sont bien exactement les classes
de Chern de u qui interviennent dans la formule (on voit plutot apparaitre les
caracteres de Chern). Pour ceci, on peut raisonner en partant de la deuxieme
formule du théoréme 7.1.8 dont il résulte facilement (voir par exemple [Leh,
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Corollaire 4.3]) :

Ctot (u[n]) =ex (rg(u) B k) @) (ep(u 0
> o X (7 )at e o
En développant l'exponentielle et en remplacant les opérateurs dérivés
par leurs formules universelles, on obtient une formule universelle faisant
précisément intervenir les classes de Chern cj(u). Par évaluation sur le vide,
en faisant passer a droite les opérateurs d’annihilation ainsi qu’il a été expliqué
plus tot, on récupere une formule universelle conforme a la définition, fonction
des classes de Chern de u.

Deuziéme étape. Notons U° la formule universelle pour la classe totale de
Chern d’une classe tautologique ul™ pour v € K (S). Soit S1, Se deux surfaces
projectives lisses, ni,no des entiers positifs et pr; : ng} X Sgnz} — SZ-[M les
projections. Pour uj ®ug € K(S11152) = K(S1)® K (S2), on a la décomposition
suivante (voir [EGLO1, Théoreme 4.2](1) :

(u1 & UQ)[erm} gl glno] = pry (U[1m]> ® prs (u[2n2]> )
1 X5
dont il résulte :
Z/{SIHSZ — Z/{Sl ® Z/{SQ-
On peut alors appliquer le lemme 7.2.5 pour conclure. O
La premiere formule explicite ayant été obtenue dans ce sens et qui a motivé

toute ’étude des formules universelles est le résultat suivant, qui illustre bien
ce que nous cherchons :

Théoréme 7.2.14 (Lehn). — [Leh99, Théoréme 4.6] Soit L un fibré en
droites sur S. Alors :

]y — =yt
thot(L ) = exp Z dm(c(L)) ‘0>

n>0 m>1

7.2.6. Formules universelles pour le fibré tangent. — Par analogie
avec les résultats obtenus pour les fibrés tautologiques, il est raisonnable d’at-
tendre des formules universelles pour le fibré tangent au schéma de Hilbert.

Un résultat a déja été obtenu dans cette direction. Pour toute partition
A= (A1,..., ;) de 2n, on note les nombres de Chern de S par :

ex(TSM) = ¢y (TSI ... ¢y (TSM) € HA (S = Q.

W 1a formule qui y figure est écrite avec un produit - au lieu de la somme directe ®.
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On a le résultat suivant :

Théoréme 7.2.15 (Ellingsrud, G6ttsche & Lehn)

[EGLO1, Proposition 0.5] Pour tout entier n et toute partition A de 2n, il
existe un polynéome universel Py € Q[z1, 22| tel que pour toute surface projec-
tive S on a :

ex(TSM) = Py(c1(9)2, c2(9)).

Nous allons démontrer des énoncés plus précis au niveau des classes de Chern
et, en suivant le méme schéma que pour les fibrés tautologiques, nous com-
mencons par montrer ’existence d’une formule universelle pour le caractere
de Chern, puis nous en déduisons 1’énoncé correspondant pour les classes de
Chern (en fait, nous pourrions aussi bien démontrer directement ’existence de
formules universelles pour les classes de Chern sans passer par les caracteres
de Chern, en suivant le plan de démonstration de [Leh99, Corollaire 4.3] que
nous avons déja utilisé, mais les formules sont plus difficiles a étudier).

7.2.6.1. Caractére de Chern du fibré tangent. —

Lemme 7.2.16. — Il existe une formule universelle pour le caractére de
Chern total du fibré tangent au schéma de Hilbert S d’une surface projective
lisse S, de la forme :

> ch (751 = explar(15))510)
n>0
ot §|0) est une combinaison linéaire universelle.
Démonstration. — Nous commengons par rappeler quelques résultats

géométriques (voir [Dan01, Leh99, EGLO1]). Considérons le diagramme
commutatif suivant :

glnn+1] v, gln+1]

N

sl x s

//J\

Sln]

Alors 0 = (g, p) : St Sl xS est éclatement de S x S le long
de la famille universelle Z,, i.e. S+ =~ Blz (S x §). On note E le
diviseur exceptionnel et £ := Ognni1)(—F). En notant T;, la classe du fibré
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tangent T'S" dans K(S!™), on a alors la formule suivante dans K (Sn+1)
(voir [EGLO1, Proposition 2.3]) :

¢!Tn+1 ch!Tn +L—-L- UI(OEn)V + LV p!w\s/
—LY-0'(0z,) - pw§ — p'(Os — Ts + wg).

Soit {b;} une base de H*(S) telle que [qb;ibjtd(S) =
décomposition de Kinneth H*(S" x §) = H*(S") @ H*

écrire :
=Y @b =Y poi-qb
i i

pour certaines classes a; que nous allons déterminer. Par définition des classes

;. Dans la
(S), on peut

tautologiques et en utilisant la formule de projection, on trouve :
W = b1 (ch(0=,) - "b; - " 1d(S)
= p(p*ai-q*bi - q*b; - g*td(S))

= ai - pg(bibjtd(S))

= aj?

car puisque la composée pig* : H(S) — H*~*(S") diminue le degré cohomo-
logique de 4, seules les composantes cohomologiques de degré maximal ¢ = 4
interviennent et pig*(b;b;td(S)) = 6; ;. On obtient donc :

=Y b= S

De meéme, en définissant de maniere analogue des classes tautologiques
« duales » par :

v =y (ch(OF,) - a™y - ¢td(S)) |
on trouve :
ch(0%) = Z b;-{n} ® b = Zp*b;.{n} - q"b;.
Notons ¢hT € End(H®) I'opérateur agissant par multiplication par ch(T},)
en chaque poids conforme n. Par analogie avec la notation &(v) pour

lopérateur agissant par multiplication par 'y["] en chaque poids conforme,
on note &V (y) l'opérateur multipliant par ’y{”}. Alors, en remarquant les
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formules :

o*ch(Oz,) Zcp*b[n] “b;
o*ch(0Z,) Z(p b{n} P b;

et en calculant comme dans la demonstratlon de [Leh99, Théoreme 4.2] (la
seule différence étant qu’il y a plus de termes dans les formules) on obtient :

T, a1(0)] = 0 (a)
-3 i) o 6V (b)

i,V

+ 30 E 0 ehwia)

v

-3 E e o 00

i,V

+ ql(ch(OS —Ts + wg)a).
Puisque ¢1(Ts) = —Kg,c2(Ts) = eg,c1(ws) = Kg, on déduit les caracteres
ch(ws) = 1+ Kg+ 3K2 et ch(Og — Ts +wY) = es + K2. Nous reprenons
alors la méme méthode que pour le lemme 7.2.11. Nous devons montrer que
les classes de la forme suivante sont des formules universelles pour lesquelles
on peut passer I'exponentielle a gauche de la formule :

(7.2a) qi”(1s) exp(ql(ls)) 10),
(7.2b) Zq(” bi) exp(di(1s)) |0),

(7.2¢) q& N(exp(—Ks)) exp(ai(1s)) |0),
(7:2d) D a1 (b exp(—K5))® () exp(ar (15))[0),
(7.2¢) q1(es + K3) exp(qi(1s)) [0) .

Les formules (7.2a) et (7.2¢) ont été traitées précédemment et dans la formule
(7.2€) il n’y a rien a faire. Restent les formules (7.2b) et (7.2d). Nous traitons
en détail la formule (7.2 d), puis nous expliquerons comment la formule (7.2Db)
s’en déduit.

D’apres le lemme 7.2.7, on peut supposer que qu)(bi exp(—Kg)) est sim-
plement un opérateur ¢y, - - - qn, (7k1(bja)) ol a est un polynéme en Kg. On
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calcule alors :

s+ g (71 (0i0)) B (b) exD(a1(15)) 0) = iy~ Gy (702 (bi)) Y B,
n>0

Or, bgn] = ch ((ch_lbi)[n}) donc d’apres le lemme 7.2.11, bgn} admet une
n>0

formule universelle de la forme exp(qi(1s))F(b:)]0) (voir aussi & ce sujet

[LQWO03b, Théoreme 4.1]) ou §(b;)|0) est une combinaison linéaire uni-

verselle faisant intervenir la classe b; (i.e. qu'elle intervient linéairement

comme argument). Le lemme 7.2.12 appliqué a x = F(b;) |0) montre alors, en

raisonnant comme dans la démonstration du lemme 7.2.11, que ’expression :

Any -~ Gy (Tht (bir)) exp(a1(15)) T (bi) |0)

peut se mettre sous une forme similaire avec ’exponentielle a gauche, en fac-
teur d’une combinaison linéaire de termes de la forme :

iy~ Qi (71 (0:3))F (0i).

Par linéarité de la formule universelle §(b;), supposons qu’elle soit simple-
ment un opérateur q;, - - - q;, (74 (b;y)). Pour se débarrasser des classes b;, qui
empéchent de voir la formule universelle, on ré-introduit la somme sur les
indices i qui avait été laissée de coté :

D (i -+ iy (71 (0:8))) (a5, - -+ 45, (71 (867))

=iy - 9i, b5, 0 Ay, (Z 71 (bif) ® Tq!(bz"Y)>

En utilisant les regles de calcul sur les inclusions diagonales (issues de la for-
mule de projection : voir par exemple [LQWO03b, Lemme 3.1]), partant de :

Tortd(S) = sz’ ® b;

on déduit :

Ta(td(S)3y) = Y (biB) @ (bi)

(2

puis :

T(p+q) (td(S)BY) = ZTpx(biﬁ) @ 7q1(biy)
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avec quoi on conclut :

> (@i 9, (50 (0:8)) (a5, -+ 43, (71 (867))
i
= iy iy gy Gy (T(pqt (0A(5) 7)),
ce qui montre que l'on a une formule universelle.

Pour traiter la formule (7.2b) il suffit de remarquer que ch(Oz,) et ch(OZ )
different seulement par leurs signes dans certains degrés, donc les opérateurs
&(7y) et 8Y(y) se comportent similairement vis-a-vis de tous les lemmes que
nous utilisons, les formules universelles étant simplement différentes relative-
ment a certains signes. O

7.2.6.2. Classes de Chern du fibré tangent. —

Lemme 7.2.17 — Il existe une formule universelle pour la classe totale de
Chern du fibré tangent au schéma de Hilbert S d’une surface projective lisse
S, de la forme :

Z Ctot (TSM> = exp (§) |0)

n>0
ot § est une combinaison linéaire universelle dont [’argument dépend de
1s, Kg,es (ne contenant que des opérateurs de création,).

Démonstration. — La démonstration est identique & la démonstration du
lemme 7.2.13 puisque, si S1, 59 sont deux surfaces projectives lisses, on a la
décomposition :

T(S) T1 §p)m+m2] = pri (Ts")) @ prs (TSE).

Sgnl] XS&nQ]

7.3. Séries génératrices pour le fibré tautologique sur Hilb"(C?)

7.3.1. Classes de Chern. — La fibre du fibré tautologique B,, en un point
fixe £, pour 'action de T est isomorphe & l'algébre quotient Clx,y]/I) ou I
est I'idéal monomial construit sur le diagramme de Young de A : une base du
quotient Clz,y]/I est donc formée des mondémes(? :

By = {2"y’ | (i,j) € DV}

(2)Ces conventions précises sont nécessaires & la cohésion de I’ensemble. Ce sont les mémes
que Nakajima [Nak96a] et Haiman [Hai98].
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Par exemple, pour la partition A = (4,3,1) :

1y v P
r zy xy’
x?

Le tore T agit sur les indéterminées par s.z = sz, s.y = s~ 'y donc les poids

de l'action sont les opposés des contenus des cellules z € D(X) : i —j = —c(z).
Dans notre exemple, les poids sont :

0 -1 -2 -3

1 0 -1

2

La k-ieme classe de Chern du fibré tautologique est alors donnée par la
formule :

Proposition 7.3.1 (Lehn & Sorger). — [LS01, Proposition 5.2]

(Bn) = (D" Y 2 'pu
pukn
l(p)=n—k

Démonstration. — Nous allons donner une nouvelle démonstration de cette
formule en utilisant le théoreme 4.2.1 :

Z 0 (@) |z e DV} Y. 2 'xpou

AFn ukn
U(p)=n—Fk
=(=DF > 2 (quak cx )IwGD(A)})> Py
zm’f:z k

Pour simplifier le terme entre parentheéses, partons de la formule de caracteres
de Frobenius (proposition 1.4.2) :

A
pM = Z Xu‘S)\?
AFn

et prenons r > [(\) indéterminées x1, ..., x, que nous évaluons en 1. D’apres
la proposition 1.3.5, on a l'identité :

B N T+ c(x)
- Z Xu H hz)

AFn x€D(N)
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C’est une identité polynomiale en r et en prenant dans le membre de droite le
coefficient devant 7/#) on obtient la formule suivante, avec k = n — I(u) :

- in‘th(l)\)ak({c(a:) 1z € DOV)).
AFn

Ainsi,

Il en résulte immédiatement :
Corollaire 7.3.2 (Lehn & Sorger). — [LSO01]

Crot(Bn) = Y _(=1)""" Nz Tpy.
AFn

On en déduit aisément (voir Lehn & Sorger [LS01, Proposition 5.2] et la
référence indiquée) la série génératrice des classes de Chern du fibré tautolo-

gique :

Proposition 7.3.3 (Lehn). — [Leh99, Théoreme 4.6]

Z Ctot(Bn) = exp Z(_l)m—ﬂ?ﬂ

m
n>0 m>1

Démonstration. — Nous rappelons la démonstration usuelle. Notons h) les
fonctions symétriques completes et ey les fonctions symétriques élémentaires.
Partant de la formule :

Pr

Q= —=

o (32

k>1
on déduit que Q[z] = X puis :
Otx) =] —2t) ™ =) hat™.
i>1 n>0

On sait par ailleurs (voir dans Manivel [Man98]) que :

why =€, = Z(_l)n_l(k)'z;lpka
AFn
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donc en utilisant la proposition 7.3.2 :

= Z ent”

n>0

-X (T i)

n>0 \AFn
- Z Ctot(Bn t

n>0

Par ailleurs on vérifie aisément, puisque wpy = (—1)*"1py :

wQtX] = exp Z(—l)k_l% ,
k>1

d’ou la formule. O

7.3.2. Caractere de Chern. — Une conséquence du théoreme 5.3.4 donne
la série génératrice du caractere de Chern total du fibré tautologique, dont on
vérifie qu’elle est du type prédit dans le lemme 7.2.11 :

Proposition 7.3.4. —

Z _eplz k lpk’

n>0 k>1

Démonstration. — D’apres le théoreme 5.3.4, on a la formule :
1 7
ch(B,) =92 P

L’opérateur & est défini par :

t*?"

—ZprtT exp —Zra
r>1 r>1 Opr

0
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ce qui donne en développant :

k
(—1)F o
p— _ T o r
7= 2 mrt 1+ k! Zrc?prt
r=>1 k>1 r>1
2 0
T‘Zl k’Zl : nl,...7nk21 Pnq p”k
(—1)Ft o 9
- Z T Z ny - NePni+dny o " )
k>1 kit Ny >1 apru 8pnk

On en déduit que :

208) = Y0 () )t
=1

k
donc :
— (=D*! k
— n—
k=1
dont on déduit la série génératrice annoncée. O

7.4. Séries génératrices pour le fibré tangent sur Hilb"(C?)

7.4.1. Classes de Chern. — Les poids du fibré tangent & Hilb™(C?) en un
point &y sont les longueurs d’équerres et leurs opposées :

{h(x), =h(z) |z € DA)}.

Soit 1,..., Ty, Tn+1,- .., Loy des indéterminées. Les fonctions symétriques
élémentaires oy (z1,...,To,) sont définies par I'identité :
2n 2n
H(l + $it) = Zak(xl, “en ,Ign)tk.
i=1 k=0
Si 'on pose z,1; = —x; pour tout ¢ = 1,...,n on obtient :
2n n
[[t+at) =] -a22)
i=1 i=1

ce qui donne les formules suivantes :
O2k4+1(T1, —T15 -+, Tpy, =) = 0

ok (T1, —T1, ..y Ty, —Tp) = (—1)kak(az%, ... ,x%)

+0
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Il en résulte les formules suivantes pour les classes de Chern du fibré tangent :

o1 (T Hilb™(C?)) =0

caT R (C%) = (-1)* 3 h(&)m{hm)? |z € DO [salk-

Remarque 7.4.1. — L’annulation des classes de Chern impaires du fibré tan-
gent T Hilb"(C?) est bien connue : on peut le voir en utilisant la structure
symplectique sur Hilb”(C?) (théoreme 3.1.3) qui entraine un isomorphisme
du fibré tangent avec son dual, ce qui force 'annulation des classes de Chern
impaires.

Proposition 7.4.2. —

. N kv P2k+1
> e (THIID(C?) = > (—1) Cogpit
n>0 k>0

1 [/2k
ou Cp, := P < k:) est le k-ieme nombre de Catalan.
Remarque 7.4.3. — Les nombres de Catalan apparaissent déja dans le

contexte du schéma de Hilbert de points sur le plan affine dans 'article de
Haiman [Hai98].

Démonstration. — Si n est pair, nous savons que c,_1(7 Hilb"(C?)) = 0.
Supposons donc que n = 2k + 1 et posons ay := cor(T Hilb2k+1 C?). Nous

P2l Ty hppes PN .
orq1- D’apres le théoreme 4.2.1, on a :

allons démontrer que ag = (—1)kCy

— 1 2k 2,2 A -1
o = Z WCoeﬁ =", H (1 — h(x)“t?) Z Xp?n Pu-

A-2k+1 z€D(N) p-2k+1
U(n)=1

Dans la deuxieme somme, seule la partition p = (2k + 1) intervient d’ou :

— 1 2k 242 A P2k+1
QR = Al—; W Coeff | ¢ 5 H (1 — h(fE) t ) X(2k+1)2]€7_'_1
+1 2€D())

D’aprés Fulton & Harris [FH91, Exercice 4.16], I’évaluation d'un caractere x*
en un cycle maximal suit la formule suivante :

\ _{(—1)8 sid=(2k+1—s1,...,1),0<s<2k

X(2k+1) 0 sinon
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Pour une telle partition A = (2k+1—s,1,...,1), on constate que les longueurs
sk {Ll,...,2k — s} et 2k+ 1 d’ou :
P2k41

2k s s 2k—
1) Coeﬁ(t%,]_[(l—iQtz) 1 (-2 —(2k+1)2t2)> S
_ 13

d’équerres sont les entiers {1, ..

Ok =2, GRFDsER-) L
1-(2k+1)%12) 28 . -
= Coeft (t% D) ot [0 - ) 11 - %2)) B
s=0 :
Etudions le polynoéme :
2k 2k—s
. 242
Pk._ZS'%_S,H JHI(1 32t2).

Introduisons les symboles de Pochhammer

(a)y :=ala+1)---(a+r—1) pourr>1

et modifions I'expression de P, de maniere a les faire apparaitre

2k 2k—s
2 2 242
Pk—zs|2k |H t 1_[1(Jt1)
]:
( 1)3 s 1 2k—s 1
__ 44k B 2 - 2 -
=1 Z:(S!(Qk—s)!l_l(z tz) H<] t2)
s=0 =1 j=1
2k—s

2k s s
—ey e T 6+ p ITG- 6+ )

s=0 i=1 j=1
(-1 O+ 1), (O Do (L)

2k
Z( ) s! (2k — s)!
s=0
On observe alors le lemme suivant :
Lemme 7.4.4. — Pour tous a,b et tout entier k > 0 on a l'identité
2k
Sy (@)s(b)s (@)or—s(b)2k—s _ 1 (a+b)ar(a)r(b)k
~ s! (2k — s)! k! (a+b)g.
Démonstration du lemme. — Rappelons la définition d’une fonction hy-
pergéométrique généralisée :
al)n R (ap)n on

3
v
o
—~
S
S
2
SN—
3
2|

qu(al,...,ap;bl,... ,bq
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Nous utilisons l'identité produit suivante, que 'on trouvera dans [MOS66,
§11.2.9, p. 63, 4¢ formule] :

at+b at+b+1
2 7 2 ’

oFu(a,b; —2)2Fy(a,b; z) = 4 F) <a, b, a + b; 4z2> )

En développant et en comparant les coefficients devant z2*, on obtient la for-
mule voulue. En effet, on a :

JFolabi2) = Y

s>0

(a)S(b)st

s!

donc en développant, puisque le terme de gauche est pair, il ne contient que
des termes pairs en z et il vaut :

2%
2Fo(a, by —z)2Fp(a, by 2) = Z (Z(_l)s (a)ng)s (@)(25128_(2;;‘?—5> 2k

k>0 \s=0

tandis que le terme de droite vaut :

a+b a+b+1 ) p(@r0)k (%52), (S5, o
4F1 (a,b, , ;a+b;4z>— 4 | z
2 2 Z; kl(a+ b)x
et on constate aisément que (“T%)k (“+g+1)k = 4%(& + b)ok. O

Ainsi, avec a =1 — % etb=1+ % nous obtenons :

_ t4ki(2k +1)! (1 B %)k (1 + %)k

B k! (k+1)!
2k + 1) rr,. 1., 1
_ Mﬂk};{l(% - D6+ )

k
= (~1)F@k+ DOt (1 - 262,
=1

Il en résulte immédiatement :

DP2k+1
= (-1*C
ap = (—1) Mok 1

ce qui acheve la démonstration. ]

Remarque 7.4.5. — Je remercie Marc Nieper-Wilkirchen pour son
alde dans la formulation hypergéométrique du lemme au centre de cette
démonstration.
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Remarque 7.4.6. — L’énoncé précédent a été obtenu initialement par
quelques expérimentations et un peu de numérologie, grace a l’aide inspirée
de Manfred Lehn qui a aussi permis de deviner la série génératrice des classes
de Chern du fibré tangent :

Théoréme 7.4.7. — Les classes de Chern du fibré tangent sur Hilb"(C?)
admettent la formule génératrice suivante :

S crot(THIlD™(C?)) = exp | S (—1)FC 224 )|

k
n>0 k>0 2k + 1

1 2
ot C := Tl ( :) est le k-ieme nombre de Catalan.

Démonstration. — D’apres le lemme 7.2.17, les classes totales de Chern du

]

sont données par une formule universelle de la forme :

Z Ctot (T]P)[gn]> = €xp (3) |0>

n>0

fibré tangent sur P[Zn

ou § est une combinaison linéaire universelle d’opérateurs g, - - - qn, (Tp1)
dont I'argument dépend de 1p,, Kp, et ep,. 'inclusion C? C P, induit une
immersion ouverte Hilb"(C?) C ]P’[Qn} qui donne une surjection HF2 — HC”.
Puisque les restrictions au plan affine des classes Kp, et ep, sont nulles et
que les morphismes d’inclusion diagonale 7gy sont nuls dés que k > 2 (car la
cohomologie du plan affine est triviale), la formule pour la classe de Chern
totale du fibré tangent se simplifie et, en notant q., := g (1c2) et en utilisant
I’identification entre q,, et la fonction de Newton p,,, on voit que la formule
s’écrit simplement sous la forme :

> cior(THIL(C?) = exp | Y fmbm

n>0 m>1

En comparant les degrés cohomologiques pouvant intervenir, on constate que :

> en 1 (THIL(C?) = > fnpm

n>0 m>1
Ainsi, la formule résulte directement de la proposition 7.4.2. ]
7.4.2. Caractéere de Chern. — En utilisant le méme procédé que pour

le calcul des classes de Chern, nous calculons le caractére de Chern du fibré
tangent :
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Proposition 7.4.8. —

n/ 2\ _ p2k+1
n>0 k:>0

Démonstration. — La démonstration est similaire a la démonstration de la
formule de classes de Chern. Puisqu’il existe une formule universelle de la
forme exp(q1(15))3 |0) ot F est une combinaison linéaire, dans le cas du plan
affine cette formule est simplement du type :

> ch(THIL™(C?) = " > fnpm.

n>0 m>1

En regardant les degrés cohomologiques maximaux pouvant apparaitre, on
constate alors que :

> chn 1 (THIID™(C?)) = > frpm.

n>1 m>1

D’apres le théoreme 4.2.1, on a :

chp— 1(THllbn(Cz))*(n 01 Z h(*)( > (1+(_1)"1)h($)"1> > ZJIXQPW

z€D(X) /.L'*TL
l(p)=1

dont on déduit que ch,_1(T Hilb"(C?)) = 0 si n est pair. On suppose donc
que n = 2k + 1. Alors :

ot 1= chay (T Hilb™1(C?)) (2k) IZ h(x Z h(z)* X(A2k+1)§%ill’
x€D(N)

Par le méme argument que précédemment, seules contribuent les partitions A
qui sont des équerres et :

2k 2k—s
( 2k 2k DP2k+1
=9 2 1 —_—
h Z(Qk—i—l)s‘ % — 5)! ZZ +Z] k1) (2k + 1)!

2k

Il est clair que (_1)5)' = 0 donc le troisieme terme dans la parenthése ne
s=0 )

s!(2k—s
contribue pas dans «y.
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Nous calculons le premier terme :

2%k 2k 2k 532k
2k
Zs'Qk—s'Z ;;S'Qk—s

2% i—1 (—1)5i%

_ZZS' 2k — s)!

i=1 s=0
e (
= - 7 _
(2k)! 4 s
i=1 s=0
p

En utilisant la formule kz_:o(—l)k(@ = (—1)7’(";1) (immédiate par
récurrence sur p) puis la formule élémentaire (Zj) = %(;), on obtient

alors :
2k
Z s!( Qk —3) Z = 27{ (2k)! Z <2’Lk__11>Z
_ W ;(_1)1‘ <2Zk> ;2k+1
_ M Zk<_1> (%) ey

On observe alors le lemme suivant :

Lemme 7.4.9. — Pour toutn >0, on a :
n
S (M) = (M
, J 2
7=0
Démonstration du lemme. — Rappelons des propriétés élémentaires des

nombres de Stirling de deuziéme espéce. S(n,k) est le nombre de partitions
en k blocs d'un ensemble & n éléments et on a la formule suivante (voir par
exemple [Com70]) :

En particulier, on déduit (en ré—indexant) :

S(n+1,n) = — Z < > et
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et par ailleurs S(n+1, n) est le nombre de manieres de partitionner un ensemble
a n + 1 éléments en n blocs, ce qui revient a choisir deux éléments que 1’on
met dans la méme partition, les autres blocs étant des singletons. Autrement
dit, S(n+1,n) = ("H) d’ott le résultat. O

En appliquant ce lemme on trouve enfin :

2k
(—1)° 1 (2% +1
Z 3'(2k —s) Z = - 2k - (2k)! ( 2 >(2k)

_2k+1
=5
Le deuxieme terme est identique :
2k s 2k—s 2k 2k—j s ok
2 —

—1)$ 2k
- _Z Z 35(214)35)!

j=1 s=2k—j+1

2k j—1 S ok
; Sz% s!( 2k —s)
2k +1
==
De ces formules, on déduit immédiatement que ap = 2 (gi’f:f),, ce qui acheve
la démonstration. ]

On en déduit 'observation suivante :

Corollaire 7.4.10. — Dans K (Hilb"(C?)), on a Uidentité :
T Hilb"(C?) = B, + B;.
Démonstration. — Pour montrer cette identité, il suffit de montrer que

ch(T Hilb™(C?)) = ch(B,,) + ch(B}), ce qui est immédiat d’apres les formules
données dans la proposition 7.3.4 et la proposition 7.4.8. 0

Remarque 7.4.11. — L’intérét de cette identité est que, pour une surface
projective lisse S, ainsi qu'il est expliqué dans la démonstration de [EGLO1,
Proposition 2.2], on a la décomposition suivante :

TS = BS + (BS)" — p(OY; - Osy).

Ainsi, pour S = C?, le terme superflu est nul.



APPENDICE A

HOMOLOGIE ET COHOMOLOGIE

Nous expliquons ici les notations et les conventions utilisées en cohomologie
tout au long des pages précédentes. Elles viennent pour I'essentiel de Chriss
& Ginzburg [CG97], Fulton [Ful97, Appendice B] et Manivel [Man98, Ap-
pendice].

Soit X un espace topologique séparé localement compact. Nous notons
HPM(X) ’homologie de Borel-Moore & coefficients rationnels : c’est ’homo-
logie de chaines singulieres infinies & support fini sur tout compact, ou de
maniére équivalente, I’homologie relative H,(X,{oc}) pour la compactifica-
tion & un point X = X U {oc}. Si X est compact, 'homologie de Borel-Moore
est simplement ’homologie. Nous notons H*(X) la cohomologie singuliere a
coefficients rationnels. Le produit cup :

U: HP(X) x HY(X) — HPTI(X)
fait de H*(X) une Q-algebre graduée d’unité notée 1y € H°(X). Le produit
cap :
N:HY(X) x HPM(X) — HP' (X)

fait de HPM(X) un H*(X)-module gradué.

Une application continue f : X — Y induit une image réciproque
f*: H*(Y) — H*(X) qui est un morphisme d’anneaux; si f est fermée, elle
induit aussi une image directe f, : HPM(X) — HEM(Y) vérifiant la formule
de projection :

L(f (@) Ny) =20 fu(y).
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Si X est une variété topologique orientée de dimension réelle n, elle admet
une classe fondamentale en homologie ¥ x € HPM (X) permettant la construc-
tion de la dualité de Poincaré :

Dx : HY(X) — HPM(X)
définie par Dx(z) = = N Y¥x. La dualité de Poincaré est un isomorphisme
et permet de définir des classes fondamentales de cohomologie : si'Y <X
est I'inclusion d’une sous-variété topologique fermée de dimension k, on note
Y] := Dy!judy € H"*(X). En particulier, [X] = 1x.

Si f : X — Y est une application fermée entre variétés topologiques
orientées, la dualité de Poincaré permet de définir une image directe en coho-
mologie :

fi: H(X) — H*(Y)

donnée par f := D;,lf*DX et vérifiant la formule de projection :

H(ff (@) Uy) =2 U fi(y).



APPENDICE B

COHOMOLOGIE EQUIVARIANTE

Nous expliquons maintenant les notations et les conventions utilisées en
cohomologie équivariante tout au long des pages précédentes. Elles viennent
pour U'essentiel de Brion [Bri98, Bri00].

Soit T' = C* le tore algébrique. Pour tout entier m > 1 posons :

Erp = C™ — {0} et Br,, :=Pg.

Le quotient 7, : B, — Bt pour I'action naturelle de 7" est un T-fibré
principal. Pour les inclusions évidentes on obtient un systeme inductif :

..C Er.mC Ermi1— -

J/Wm iﬂ'n’H—l

..C BrmS Brmi1 -

dont les limites inductives sont notées :
ET = h_H)lETm,
By :=limBr p,
7 = lmmy,.

La limite inductive 7 : Er — By est encore un T-fibré principal (la trivialité
locale n’est pas immédiate et résulte de [MS74, Lemme 5.4]) et vérifie la
propriété universelle suivante : pour tout espace paracompact X et tout T-
fibré principal F' sur X, il existe une application continue f : X — Bp unique
a homotopie pres telle que F' = f*Erp.

Soit X un espace topologique séparé muni d’une action de T'. Le groupe T
agit diagonalement sur le produit X x Ep. Cette action est libre et on note le
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quotient :
X7 := (X x E7)/T (ou encore X xp Er).

L’algebre de cohomologie de Xt est notée H}.(X) et est appelée algébre de
cohomologie équivariante de X. Le produit cup est noté :

U: HY(X) x HL(X) — HETI(X)

et le neutre est noté 1y € HX(X).

La fonctorialité de la construction X +— Xp permet d’étendre les
constructions usuelles au cadre équivariant. Toute application T-équivariante
[+ X — Y induit une image réciproque f* : H7(Y) — H7(X) qui est un
morphisme d’anneaux.

En vertu de la projection naturelle X7 — By, H}.(X) est naturellement une
algebre graduée sur H*(Br) = H7(pt) et les morphismes d’image réciproque
f* sont H*(Br)-linéaires.

Si F' est un fibré vectoriel T-équivariant sur X, Fr est un fibré vectoriel sur
X7. On définit les classes de Chern équivariantes de F' comme les classes de
Chern du fibré Frp :

CZ(F) = Ck(FT) S H%k(X)
et de méme les caractéres de Chern équivariants chl (F) := chy(Fr). Le lien

avec les classes de Chern usuelles est fourni ainsi : si X <2 X7 est I'inclusion
d’une fibre dans la projection X7 — By, on a par fonctorialité des classes de
Chern : j*(cI(F)) = cx(F) et j*(chi(F)) = chy(F).

Supposons que X est une variété topologique de dimension réelle n. Pour
calculer la cohomologie équivariante de X on peut remplacer ’espace clas-
sifiant par son approximation algébrique Ert,, — DBr,,. De fait, puisque
HZ(ETm) =0 pouri=1,...,2m on a en utilisant la suite spectrale de Serre :

HL(X) = HYX x7 Ep,) Vg < 2m.

En se servant des approximations algébriques on peut construire 1’homologie
équivariante en posant HI (X)) := Hﬁ%fm (X X7 E7,,) pour tout g < 2m (cette
définition ne dépend pas de m s’il est assez grand : on trouvera les détails dans
[Bri00, p.3], [Lus88, Lemme 1.2]). Puisque X X7 E7,, est de dimension réelle
n+2m, la dualité de Poincaré usuelle HY(X x1Er,,) — Hf%m_q(X X1 E7m)
donnée par le produit cap avec la classe fondamentale d’homologie de
X xp Er,;, devient une opération D : HL(X) — HnT_q(X) qui tient lieu de
dualité de Poincaré pour la théorie équivariante. On note alors 19§ la classe

fondamentale d’homologie équivariante par laquelle D opeére par produit cap,
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lui-méme noté :
N: HY(X) x H (X) — H]_(X)

et faisant de HI (X) un H;(X)-module gradué.
Une application fermée T-équivariante f : X — Y induit une image directe
fe s HI(X) — HI(Y) vérifiant la formule de projection :

[ (7 (@) Ny) =z 0 fuly).
La dualité de Poincaré est un isomorphisme et permet de définir des classes

fondamentales de cohomologie équivariante : siY <5 X est linclusion d’une
sous-variété topologique T-stable fermée de dimension k, on note :

V]r = Dylju0% € Hp*(X).

Si f: X — Y est une application fermée T-équivariante entre variétés
topologiques orientées, la dualité de Poincaré permet de définir une image
directe en cohomologie équivariante :

fr: Hp(X) — Hp(Y)
vérifiant la formule de projection :

H(ff (@) Uy) =2 U fi(y).

En particulier, cette formule implique que fi est H}(Br)-linéaire.

On connait lisomorphisme d’algebres H*(Br) = Q[u] ou w est une
indéterminée de degré 2. Par ailleurs, 'anneau de représentations R(T") est
isomorphe a I’anneau des caracteres sur T', i.e. les morphismes algébriques
C* — C*. IIs sont tous de la forme yj : s — s* pour k € Z. En notant Ly, la
représentation de rang 1 de caractere xg, on a Ly = L?k. Une représentation
L de T permet de construire un fibré de rang 1 sur Br noté Lp. En lui
associant sa classe de Chern, on construit une application R(7') — H*(Br),
L — ¢1(Ly) telle que Ly est envoyé sur u et par les formules classiques sur la
premiere classe de Chern, L est envoyé sur ku.

L’outil essentiel que nous utilisons est le théoreme de localisation dont nous
présentons ici une version suffisante pour notre contexte. Soit X une variété
algébrique complexe (non supposée compacte) sur laquelle le groupe T' agit
algébriquement. Soit X7 le lieu de X des points fixes sous 7', que nous sup-
posons fini. L’inclusion ¢ : X7 < X induit un morphisme d’image directe en
cohomologie équivariante :

v Hy(XT) - HA(X).



104 APPENDICE B. COHOMOLOGIE EQUIVARIANTE

Ainsi qu'il a été rappelé, c’est un morphisme de Q[u]-modules. Le théoréme
de localisation affirme que u devient un isomorphisme apres localisation.
Précisément, en chaque z € X7, I'espace tangent 7, X est une représentation
de T et admet des classes de Chern équivariantes dans H*(Br) = Q[u]. Sil’'on
rend inversibles les classes d’Euler équivariantes ¢! (T,X), alors 1 devient
inversible et son inverse est :

a— Z cT 1 € @ Hi(x) = H*(XT) (localisés)
=54 mam IGXT

ou i : {x} — X désigne l'inclusion d’un point et 1, la classe fondamentale
de cohomologie dans H7.(z).



APPENDICE C

K-THEORIE

Nous reprenons ici quelques notions classiques autour de la K-théorie et du
caractere de Chern, en suivant Borel & Serre [BS58] et Chriss & Ginzburg
[CG97]. Une référence pour tout ce contenu est Grothendieck [Gro, exp. 0,
appendice, ch. II].

Soit X une variété algébrique complexe quasi-projective lisse et connexe,
de dimension n sur C. Soit Coh(X) la catégorie abélienne des faisceaux
algébriques cohérents sur X et K(X) son groupe de Grothendieck & coef-
ficients rationnels, i.e. le quotient du Q-espace vectoriel engendré par les
classes d’isomorphisme [F] de faisceaux algébriques cohérents F sur X par les
relations [F'] — [F]+ [F"] = 0 pour toute suite exacte 0 — F' — F — F" — 0
dans Coh(X). On munit l'espace K (X) d’une structure d’algebre commutative
en définissant pour tous faisceaux F,G sur X le produit dans K(X) :

[F]- 6] = F @0y G+ > _(~1)P Tord* (F,G).
p>1

Puisque X est lisse et quasi-projective, tout faisceau cohérent sur X admet
une résolution finie par des faisceaux localement libres. L’algebre K (X) est
donc isomorphe a I’algebre de K-théorie construite a partir des fibrés vectoriels
algébriques sur X (voir [BS58]).

Le caractére de Chern est le morphisme Q-linéaire :

ch: K(X) — H*(X),

défini comme suit : pour tout fibré vectoriel F' sur X, de rang r et de classes
de Chern ¢; € H*(X) pour tout i > 1, on pose :

h[F] = r.[X] + 3 %Qk (crs . cx)
k>1
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ou @ désigne le k-ieme polynéome de Newton en les fonctions symétriques
élémentaires et [X] € HY(X) désigne le cycle fondamental cohomologique de
la variété X. On étend ensuite cette définition par linéarité a tout faisceau
algébrique cohérent sur X.

On suppose que la cohomologie de X est engendrée par des cycles
algébriques. Alors la cohomologie impaire de X est nulle et on a le théoréme
suivant :

Théoréme. — Le caractére de Chern ch : K(X) — H*(X) est un isomor-

phisme de Q-algébres.

Pour tout faisceau algébrique cohérent F sur X, on appelle support de F
le fermé algébrique :

Supp F := {z € X|F, # 0},

ol F, désigne le germe de F en z.
On construit une filtration décroissante :

0=F,K(X)CF,K(X)C-- C FbK(X)=K(X)

en définissant Fj K (X) comme le sous-espace vectoriel de K (X) engendré par
les faisceaux F tels que codim(Supp F) > k.

Proposition (Dévissage). — [CG97, Proposition 5.9.3] Soit F un faisceau
algébrique cohérent sur X tel que codim(Supp F) = d et Si,...,Sp les com-
posantes irréductibles de codimension d de Supp F. Alors [F| € FyK(X) et il
existe des entiers positifs mult (F,S;) € N tels que dans K(X) :

[F] = Zmult (F,Si)[0s,] mod (Fy1K(X)).
i=1
L’entier mult (F,S;) est appelé la mutiplicité de F en S; et le cycle
algébrique :

[Supp F] = > _mult (F, ;) [Si] € H*(X)
i=1
est appelé le cycle support de F.

Proposition. — [CG97, Proposition 5.9.7, Lemme 5.9.13] Pour tout k,

(i) ch: FLK(X) — H*(X) est a valeurs dans @ HY(X);
izk
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LN 79 . . . . . 2%k .
: +
(ii) Uapplication induite ch : FK(X)/ Fp1K(X) — H*(X) est donnée
par :
[F] mod (Frp41K(X))+— [Supp F].

Le gradué associé a la filtration est noté :
n
gr K(X) =P RK(X)/FrnK(X).
k=0

Le comportement du produit par rapport a la filtration est donné par la
proposition suivante :

Proposition. — Si [F| € F;K(X) et [G] € F;K(X) alors pour tout p >0 :
TOI'SX (f, g) S E+]+pK(X)

Démonstration. — La proposition découle directement des deux arguments
suivants :
—si F,G sont deux faisceaux algébriques cohérents sur X, il existe un
ouvert de Zariski non vide inclus dans I'intersection des supports de F et
G sur lequel les deux faisceaux sont localement libres de rang non nul. On
en déduit que le support de Tor?x (F,G) est de codimension au moins 1
dans le support de F ® G.
— il existe une suite spectrale Torl? X (F, Toer (F,9)) = Torf 2 (F.G),
donc le support de I’aboutissement est contenu dans le support du terme
initial.
O
On en déduit que le produit induit sur le gradué associé munit ’espace
gr K(X) d’une structure d’algebre commutative graduée. On obtient enfin le
résultat suivant :

Corollaire. — Le caractére de Chern ch : gr K(X) — H?**(X) est un iso-
morphisme de Q-algébres graduées donné explicitement par [F| — [Supp F].






APPENDICE D

DEGRE DE COMPLEXITE

Rappelons la définition du degré de complexité (voir le chapitre 6). Soit G un
groupe fini agissant linéairement sur un espace vectoriel de dimension finie V.
Tout élément g € G est un endomorphisme de V' et admet une décomposition
de Frobenius : partant d’'un vecteur non nul v; € V, Porbite vy, g(v1), g%(v1) . . .
engendre un sous-espace vectoriel V; de dimension finie A\;. En recommencant
sur le supplémentaire, on obtient une décomposition V= Vi &- - - @V}, telle que
la matrice de g est une diagonale d’endomorphismes cycliques (dont la matrice
est la matrice compagnon de leur polynoéme caractéristique). On définit alors
le degré de complexité par :

Puisque la décomposition de Frobenius est invariante par conjugaison, ce
nombre est invariant par conjugaison. Par exemple, (idg) = 1. Ce nombre
reflete la complexité de I'action de g sur V, en un sens que nous allons préciser
dans le contexte du groupe symétrique .S, agissant par permutation sur C"
(dans la base canonique).

Soit 0 € S,. A conjugaison pres, on peut supposer que o se décompose
comme produit de cycles disjoints :

o= (1,...,)\1)0(}\14—1,...,)\1—|—)\2)O-'-O()\l-i—"'—l—)\k_l—l—l,...,)\1—1—--~—|—)\k)

k
ou les cycles sont de longueur Aj,...,A;. Alors (o) = [[ A\ tandis que
=1

1=
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Pour comprendre mieux ce degré de complexité, nous allons calculer sa
valeur maximale et nous posons pour tout n > 1 :

k
Ky := max H i
i=1

On calcule aisément les premieres valeurs :

(/\1,...,)\k)|—n}.

1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 27, 36
54, 81, 108, 162, 243, 324, 486, 729, 1458, 2187,
2916, 4374, 6561, 8748, 13122, 19683,

Selon que l'entier n a été décomposé en k+(n—k) puis partitionné encore ou
pas, ou n’est pas décomposé, on conclut la récurrence suivante (en commencant
avec k1 = 1) :

Kp = max {n,{kk - kn-k|k=1,...,n—1}}.
La valeur de k,, est donnée par :

Proposition D.0.1. — Soit n > 1. Alors :
- Sin = 3a, alors k, = 3%;
- Sin=3a+1, alors k, =2%-3%"1;
- Sin=3a+2, alors k, =2 - 3%.

Ainsi, une permutation a un degré de complexité maximal lorsqu’elle
contient un nombre maximal de 3-cycles. Toutefois, cette décomposition ne
doit pas laisser un point fixe : si cela devait étre, le dernier 3-cycle et le point
fixe résiduel doivent étre changés en 2 transpositions (ou, certes, un 4-cycle)
pour atteindre la complexité maximale. Les décompositions les plus complexes
sont donc (3,3,...,3) ou (2,3,...,3) ou (2,2,3,...,3).

Démonstration. — Nous procédons par récurrence forte, en supposant n > 6
(la formule est aisément vérifiable pour n = 1,2,3,4,5), en étudiant la division
euclidienne de n par 3, notée n = 3a + b,0 < b < 2 et en utilisant la formule
récurrente.

— Si n = 3a, supposons une décomposition n = k + (n — k), k > 1. Par

division euclidienne, on a 3a = (3aj + b1) + (3az + b2) avec by + by = 0[3].

Les cas possibles sont :

— by = by =0. Alors a = a; + az (ceci suppose a > 2) et :

R - Kpn—k = 391.3% = 3a;
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—by=1letby=2. Alorsa=a; +as+1et:
Ki - Fop_p = 22 - 3171 . 9. 302 — 93 . 30-2,
— by =2 et by =1. De méme, ki, - fip_j = 2° - 3¢72.
Puisque 23 < 32, on a 3¢ > 23.3%"2 donc k,, = max{n, 3%}. En supposant
n > 6 on a donc k, = 3.
Les deux autres cas se traitent de méme. Nous les faisons brievement.
- Sin=3a+1,3a+ 1= (3a1 + b1) + (3az + b2) avec by + by = 1[3].
—by=by=2 Alorsa=aj; +as+1et:

Kk Kpog = 239232 =22. 3971,
— by =0et by = 1. Alors a = a1 + ag (ceci suppose a > 1) et :
K - Kp_g = 391 - 2239271 = 92 . ga-1,

— by =1 et by =0. De méme, Kk, - kip_j = 2% - 3% L.
Pour n > 4 on a donc &, = 22 - 3% L.

- Sin=3a+2,3a+2=(3a1 + b1) + (3az + b2) avec by + by = 2[3].
— by =by=1. Alorsa=aj +as et :

Kl - K = 22 . 30,171 . 22 . 30,271 — 24 . 30,72;
— by =0et bg =2. Alors a =aj +ag (avec a > 1) et :
Kk Kp—g = 391 -2-3%2 =2.3%

— by =2et by =0. De méme, Kk - Ky = 3% -2-3%2 =2.3%
Pour n > 5 on a donc k,, = 2 - 3% car 23 < 32.






APPENDICE E

CARQUOIS DE MCKAY POUR LE GROUPE
SYMETRIQUE

Dans cette note, nous décrivons le carquois de McKay pour 'action par
permutation du groupe symétrique S, sur C”, afin d’imaginer quelle pourrait
étre une généralisation de la correspondance de McKay « géométrique » , i.e.
comprendre ce qui pourrait remplacer 1’observation fondatrice en dimension
2 disant que le carquois de McKay et le graphe de la résolution des singula-
rités sont les mémes. En effet, dans les cas que nous étudions, une résolution
projective crépante des singularités Y — V/G fournit un isomorphisme des
groupes de Grothendieck K (Y) = R(G) (voir Bezrukavnikov & Kaledin [BK]
et Bridgeland [Bri02]). Cependant, deux résolutions projectives crépantes
différentes peuvent avoir un comportement tres différent vis-a-vis de la corres-
pondance géométrique de McKay, ainsi que le montre Térouanne [Tér04] sur
des exemples en dimension 3.

Soit @) la représentation par permutation de S, sur C" :

Q =Indg"  C.

Rappelons les régles de branchement (ce sont des conséquences de la regle
de Littlewood-Richardson : voir Manivel [Man98, (1.6.13)] et Kerber [Ker,
(4.52)]). Pour une partition A de n, on a :

S A
Indg™' VA= )" Ve
BEARL
Sn )\_ 14
Resg»  V7© = Z v,
AEr®1

ol A ® 1 désigne I'ensemble des partitions que ’on peut obtenir a partir de A
en rajoutant une cellule a son diagramme de Young.
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En particulier, () = Indgzil v — y() g (=1L On calcule alors le
carquois de McKay en utilisant la formule de projection (voir Fulton & Harris
[FH91, Exercice 3.16)) :

VA@Q=V"®ndy C
= Indé:_1 <Res§:_l VA C)

-y e

Aev®1 pevel

Ainsi, VA ® Q contient exactement les représentations V* pour les partitions
1 que 'on peut obtenir a partir de A en bougeant exactement une cellule dans
le diagramme de Young de A. En notant les décompositions par :

VA RQ = @CL)\VMV“
pukn

on a donc ay , = 0 si les diagrammes de A et p different de plus d'une cellule,
ay  est le nombre de partitions distinctes que 'on peut obtenir a partir de A
en retirant une cellule (ce nombre compte les boucles du carquois) et dans les
autres cas ay, = 1 : toute autre représentation que V? intervenant dans la
décomposition arrive avec une multiplicité 1. En effet, si v,/ sont deux parti-
tions différant d’une cellule exactement, alors (v®1)N (' ®1) est un singleton.
Il est alors facile de dresser les carquois de McKay (nous ne dessinons pas les
boucles). Il apparait naturel de lister les partitions par longueur décroissante
(i.e. par degré cohomologique croissant).

Carquois de McKay pour n = 2 :

0 (1,1)

1 (2)
Carquois de McKay pour n = 3 :

0 (1,1,1)
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Carquois de McKay pour n =4 :

Carquois de McKay pour n =5 :

(3,1)
(4)
(1,1,1,1,1)
(2,1,1,

115
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Carquois de McKay pour n =6 :

APPENDICE E. CARQUOIS DE MCKAY POUR LE GROUPE SYMETRIQUE

0 (1,1,1,1,1,1)
1 (2,1,1,1,1)
P (3,1,1,1) (2,2,1,1)
3 (4,1,1) —— (3,2,1) —— (2,2,2)
4 (5,1) ——— (4,2) ——— (3,3)
5 (6)
Carquois de McKay pour n =7 :
0 (1,1,1,1,1,1,1)
1 (2,1,1,1,1,1)
P (3,1,1,1,1) (2,2,1,1,1)
3 (4,1,1,1) — (3,2,1,1) \ (2,2,2,1)
4 (5,1,1) —— (4,2,1) } (3,2,2)
| T
5 (6,1) (5,2) (4,3)
6 (7)
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Sur les correspondances de McKay pour
le schéma de Hilbert de points sur le plan affine

Mots clés.— Schéma de Hilbert, correspondance de McKay, fonctions
symétriques, cohomologie équivariante, classes caractéristiques, polynémes de
Macdonald.

Résumé.— Le quotient d’un espace vectoriel de dimension finie par I’action
d’un sous-groupe fini d’automorphismes est une variété en général singuliere.
Sous bonnes hypotheses, la correspondance de McKay relie la géométrie de
bonnes résolutions des singularités aux représentations du groupe. Pour le
schéma de Hilbert de points sur le plan affine, nous étudions comment les
différentes correspondances (McKay, McKay duale et McKay multiplicative)
sont reliées les unes aux autres. A cette fin, nous calculons des formules combi-
natoires pour les fibrés vectoriels usuels sur le schéma de Hilbert de points sur
le plan affine. Parallelement a ces questions, nous étudions le comportement
multiplicatif du théoréeme de Bridgeland, King & Reid construisant la corres-
pondance de McKay pour le schéma de Hilbert de points sur le plan affine.
Dans une derniere partie, nous calculons les classes de Chern du fibré tangent
au schéma de Hilbert de points sur le plan affine.

On the McKay correspondences for
the Hilbert scheme of points on the affine plane

Keywords.— Hilbert scheme, McKay correspondence, symmetric func-
tions, equivariant cohomology, characteristic classes, Macdonald polynomials.

Abstract.— The quotient of a finite-dimensional vector space by the ac-
tion of a finite subgroup of automorphisms is usually a singular variety. Under
appropriate assumptions, the McKay correspondence relates the geometry of
nice resolutions of singularities and the representations of the group. For the
Hilbert scheme of points on the affine plane, we study how the different cor-
respondences (McKay, dual McKay and multiplicative McKay) are related to
each other. For this purpose, we compute combinatorial formulas for the usual
vector bundles on the Hilbert scheme of points on the affine plane. We also
study the multiplicative behavior of the theorem of Bridgeland, King & Reid
constructing the McKay correspondence for the Hilbert scheme of points on
the affine plane. We finish with the computation of the Chern classes of the
tangent bundle on the Hilbert scheme of points on the affine plane.



