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Représentations des algèbres affinisées quantiques

Algèbres de Kac-Moody quantiques Uq(g)

Générateurs de Uq(g) : kh (h ∈ h), x±i (i ∈ I).

Relations de Uq(g) (i 6= j) :

khkh′ = kh+h′ , k0 = 1

khx±j k−h = q±αj(h)x±j

[x+
i , x−j ] = δi,j

ki−k−1
i

qi−q−1
i

∑

r=0...1−Ci,j

(−1)r

[

1 − Ci,j
r

]

qi

(x±i )1−Ci,j−rx±j (x±i )r = 0

(où ki = kriα
∨
i
)
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Représentations des algèbres affinisées quantiques

Algèbres de Kac-Moody quantiques Uq(g)

Coproduit de Drinfeld-Jimbo :

∆(kh) = kh ⊗ kh

∆(x+
i ) = x+

i ⊗ 1 + k+
i ⊗ x+

i

∆(x−i ) = x−i ⊗ k−i + 1 ⊗ x−i
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Représentations des algèbres affinisées quantiques

Algèbres affines quantiques Uq(ĝ)

Réalisation de Drinfeld :

Générateurs : x±
i,r (i ∈ I, r ∈ Z), kh (h ∈ h), hi,m

(i ∈ I, m ∈ Z− {0}), éléments centraux c±1/2

Relations :

khkh′ = kh+h′ , k0 = 1 , [kh, hj,m] = 0

[hi,m, hj,m′] = δm,−m′
[mBi,j]q

m

cm − c−m

q − q−1

khx±j,rk−h = q±αj(h)x±j,r

[hi,m, x±j,r] = ±
1

m
[mBij]qc

∓|m|/2x±j,m+r

[x+
i,r, x

−
j,r′

] = δij

c
r−r′

2 φ+
i,r+r′

− c
r′−r
2 φ−

i,r+r′

qi − q−1
i
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Représentations des algèbres affinisées quantiques

Algèbres affines quantiques Uq(ĝ)

x±i,r+1x±
j,r′

− q±Bijx±
j,r′

x±i,r+1

= q±Bijx±i,rx
±
j,r′+1

− x±
j,r′+1

x±i,r

Relations de Serre affines quantiques :

∑

π∈Σs

∑

k=0..s

(−1)k

[

s
k

]

qi

x±i,rπ(1)
...x±i,rπ(k)

x±
j,r′

x±i,rπ(k+1)
...x±i,rπ(s)

= 0

où dans Uq(ĝ)[[z]] (resp. dans Uq(ĝ)[[z−1]]) :
∑

m≥0

φ±
i,±mz±m = k±riα

∨
i
exp(±(q−q−1)

∑

m′≥1

hi,±m′z±m′
)
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Représentations des algèbres affinisées quantiques

q-caractères

χq : Rep(Uq(ĝ)) → Z[Y ±
i,a]i∈I,a∈C∗

V =
⊕

γ
Vγ

Vγ = {v ∈ V/∃p ≥ 0, ∀i ∈ I, m ≥

0, (φ±
i,±m − γ±

i,±m)p.v = 0}

∑

i∈I,m≥0
γ±
i,±mz±m

= q
deg(Qi)−deg(Ri)
i

Qi(zq−1
i )Ri(zqi)

Qi(zqi)Ri(zq−1
i )

Qi(z) =
∏

a∈C∗
(za − 1)qi,a, Ri(z) =

∏

a∈C∗
(za − 1)ri,a

mγ =
∏

i∈I,a∈C∗
Y

qi,a−ri,a
i,a

χq(V ) =
∑

γ
dim(Vγ)mγ
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Représentations des algèbres affinisées quantiques

q-caractères : g = G2, m = Y2,0
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Représentations des algèbres affinisées quantiques

q, t-caractères : g = A2, m = Y1,0Y 2
1,2
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Représentations des algèbres affinisées quantiques

Construction de Yt à partir de Uq(ĥ)

ai[m] = (q − q−1)hi,m, yj[m] =
∑

i∈I
C̃i,j(q

m)ai[m]

Dans Uq(ĥ)[[h]] :

Ai,l = exp(
∑

m>0

hmai[m]qlm)exp(
∑

m>0

hmai[−m]q−lm)

Yi,l = exp(
∑

m>0

hmyi[m]qlm)exp(
∑

m>0

hmyi[−m]q−lm)

tl = exp(
∑

m>0

h2mqlmcm)

(où cm = (cm − c−m)/m).

Yu = Z[Ai,l, Yi,l, tl]i∈I,l∈Z

Yt = Yu/ < tl = 1/l 6= 0 >
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Représentations des algèbres affinisées quantiques

t-analogues des opérateurs d’écrantage

Pour i ∈ I, l ∈ Z, on définit dans Uq(ĥ)[[h]] :

Si,l = exp(
∑

m>0
hm ai[m]

qm
i −q−m

i

qlm)

exp(
∑

m>0
hm ai[−m]

q−m
i −qm

i

q−lm)

Si,t : Yt → Yi,t tel que pour λ ∈ Yt :

Si,t(λ) =
1

t2 − 1

∑

l∈Z

[Si,l, λ]

Yi,t est le sous Yt-module de
Uq(ĥ)[[h]]/ < tl = 1/l 6= 0 > engendré par les Si,l.
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Représentations des algèbres affinisées quantiques

Propriétés axiomatiques des q, t-caractères

χq,t : Rep(Uq(ĝ)) ⊗ Z[t±] → Z[Y ±
i,a, t±]i∈I,a∈C∗

1) χq,t est Z[t±]-linéaire

2)Im(χq,t) =
⋂

i∈I
Ker(Si,t)

3)Pour L(Yi,a) une représentation fondamentale,
Yi,a est le seul monôme dominant de χq,t(L(Yi,a))

4)χq,t(
→
⊗

l∈Z

⊗

i∈I
(L(Yi,aql))

⊗ni,l)

=
→
∏

l∈Z

∏

i∈I
χq,t(L(Yi,aql))

ni,l
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Représentations des algèbres affinisées quantiques

t-déformation de l’algorithme de Frenkel-Mukhin

m est fixé, et D(m) = (mr)r≥0.

On définit par récurrence sur r ≥ 0 les suites
(s(mr)(t))r≥0 ∈ Z[t±]N,

(sJ(mr)(t))r≥0 ∈ Z[t±]N (J  I) :

s(m0)(t) = 1 , sJ(m0)(t) = 0

et pour r ≥ 1, J ( I :

sJ(mr)(t) =
∑

r′<r

(s(mr′)(t)−sJ(mr′)(t))[FJ,t(mr′)]mr

si mr /∈ BJ , s(mr)(t) = sJ(mr)(t)

si mr ∈ B, s(mr)(t) = 0

(FJ,t(mr′) est l’unique élément de
⋂

j∈J
Ker(Sj,t) dont

mr′ est l’unique monôme J-dominant).
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Représentations des algèbres affinisées quantiques

Exemple d’analogue des polynômes de
Kazhdan-Lusztig

C = B2 et m = Y2,0Y1,5. On a :

Et(m) = Lt(m) + t−1Lt(m
′) , Pm′,m(t) = t

avec

m′ = tY2,0Y1,5A−1
2,2A−1

1,4 = Y1,1

et :

Lt(m
′) = Ft(m

′)

= m′(1 + tA−1
1,2(1 + tA−1

2,4(1 + tA−1
1,6)))
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Représentations des algèbres affinisées quantiques

La preuve de la décomposition triangulaire de
Uq(ĝ) implique les formules de Jing

On a pour s ≥ 0 dans C[z, w1, ..., ws] :

0 =
∑

π∈Σs

ε(π)
∑

k=0...s

[

s
k

]

q

(z−qs−1wπ(1))...(z−qs−1wπ(k))

(wπ(k+1) − qs−1z)...(wπ(s) − qs−1z)

∏

1≤r<r′≤s

(wπ(r) − q2wπ(r′))
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Représentations des algèbres affinisées quantiques

Déformation du coproduit de Drinfel’d

u paramètre de renormalisation, C = C((u)).
Ũ ′

q(ĝ) = U ′
q(ĝ) ⊗ C, sans les relations de Serre.

∆u : Ũ ′
q(ĝ) → Ũ ′

q(ĝ)⊗̂Ũ ′
q(ĝ)

morphisme de C-algèbres tel que pour i ∈ I, r ∈ Z,
m ≥ 0, h ∈ h :

∆u(x
+
i,r) = x+

i,r ⊗ 1 +
∑

l≥0

u
r+l(φ−

i,−l ⊗ x+
i,r+l)

∆u(x
−
i,r) = u

r(1 ⊗ x−i,r) +
∑

l≥0

u
l(x−i,r−l ⊗ φ+

i,l)

∆u(φ
±
i,±m) =

∑

0≤l≤m

u
±l(φ±

i,±(m−l)
⊗ φ±

i,±l)

∆u(kh) = kh ⊗ kh
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Représentations des algèbres affinisées quantiques

Catégorie OR(U ′
q(ĝ))

Pour R ≥ 0, OR(Ũ ′
q(ĝ)) est la catégorie des

modules V ∈ O(Ũ ′
q(ĝ)) tels que pour λ ∈ h∗, on a

une C-base (vλ
α)α de Vλ satisfaisant :

i) pour m ∈ Z, α, β, le coefficient de x+
i,m.vλ

α sur

v
λ+αi
β (resp. de x−i,m.vλ

α sur v
λ−αi
β ) est dans C[[u]] si

m ≥ 0, dans uRmC[[u]] pour m ≤ 0.

ii) pour m ≥ 0, α, β le coefficient de φ−
i,−m.vλ

α sur vλ
β

est dans u−mRC[[u]]

iii) pour m ≥ 0, α, β le coefficient de φ+
i,m.vλ

α sur vλ
β

est dans C[[u]]
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Représentations des algèbres affinisées quantiques

Exemple de la procédure de fusion

V = L(1 − za) = Cv0 ⊕ Cv1,
W = L(1 − zb) = Cw0 ⊕ Cw1 dans Oint(Uq(ĝ)).

X = i(V ) ⊗0 i(W ) = Ce1 ⊕ Ce2 ⊕ Ce3 ⊕ Ce4

e1 = v0 ⊗ w0 , e2 = x−0 .e1

e3 = −a−1x−1 .e1 + e2 , e4 = qx−0 .e2

X ⊃ X̃ = C[u±]e1⊕C[u±]e2⊕C[u±]e3⊕C[u±]e4

X̃ stable par l’action de Uq(ĝ)

(X)u=1 = X̃/(1 − u) est toujours généré par e1. Il
est simple pour ab−1 6= q±2.

Si ab−1 = q2 (resp. ab−1 = q−2), Ce3 (resp.
C((q2 − 1)e2 + e3)) est un sous module propre.
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