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Représentations des algebres affinisées quantiques

Algébres de Kac-Moody quantiques U, (g)
Géneérateurs de Uy (g) : ky, (b € b), a:,jt (i € I).

Relations de U, (g) (i # j):

k‘hk‘h/ — k‘h_l_h/ , k‘O =1

khxick_h = qio‘j(h)xj-E
1

+ -1 5. kick
x| = 0; i —L1
LORL “I gi—q;

%0, [1 _rCi’j] ()12 (@) = 0
?“:O...].—Ci’j q;

(Ou kz = k’r‘ioz;/)




Représentations des algebres affinisées quantiques

Algébres de Kac-Moody quantiques U, (g)
Coproduit de Drinfeld-Jimbo :
A(kp) = kp @ ky,
AN =zt @1+ kT @zt

Alx;))=z; @k, +1Qx;




Représentations des algebres affinisées quantiques

Algébres affines quantiques U, (g)
Réalisation de Drinfeld :

Générateurs : a; L (tel,rcZ),ky(heh) hm
tel,meZ-— {O}), éléments centraux ct1/2

Relations :
k’hk'h/ — kh_l_h/ , k?o =1 ; [k‘h, h]7m] — O

[mBi,j]q c't — c—m

[hi,ma hj,m/] — 5m,—m’ —1
m q—dq
k‘hx] ?“k_ q:l:a](h) ;I:T
s s 35,1 = £ [ Bl gcT ™I/ 2
i,m> L — m q J,m—r

7“—27'/ _|_ 7"/2—7" _
¢ (’bz',r—l—r’ — ¢ (’bz',r—l—r’

1
q; — 4;

_|_

[ s 2 0] = 04




Représentations des algebres affinisées quantiques

Algebres affines quantiques U, (§)

+ 4+ 4B, + &
Tigp41Tjm — 4 T 0T g

_ *B;; .+ _* + +
pr— q zsz,rx],rl+1 - x]’,r/_l_lxz’,r

Relations de Serre affines quantiques :
> ¥ o)l
me2 sk=0..s d;
+ + + + + __
xiﬂ“wu)"'x@?“w(k)xjﬂ“’x’iﬂ“w(k+1)"'x’iﬂ“w(s) 0
ot dans U(8)[[=1] (resp. dans Uy (&) [[= 1)

+ —1 !
Z qbiimzim = kiria\/exp(:l:(q—q ) Z hi,im/zim )
m>0 ‘ m/'>1




Représentations des algebres affinisées quantiques

g-caracteres

Xq : RepUy(8)) — ZIY;L)ier aecs
V =@V,
Y

Vy={veV/3p>0,Vie l,m2>
0, (@Z;I,:im — W/Z;I,::l:m)p.v = 0}
) t Em

’y.
el m>0 bEM

deg(Q;)—deg(R;) Qi(zq; HRi(2q;)

o Qi(z4)) Ri(zq; 1)
Q;(z) = I (za—1)%a R,(z) = ][] (za—1)"a
aEC* ae@*
Qi.a—Ti.a
my= 1l Yia
i€l,acC*

xq(V) = Zdim(ny)my
Y




Représentations des algebres affinisées quantiques

g-caracteres : g = Go,m = Y5 g
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Représentations des algebres affinisées quantiques

\ . _ _ 2
g, t-caractéres : g = Ap,m = Y7 oY7 5
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2.4
t2Y, 5 Y21
2,2
t2Y, 5 Y, 3 Yo

2
Y170Y1,2

1,3

(14 t2)Y23Y10Y1 2Y

11

7

1,3

1,3

—2y2
Y1,0Y1,4 Y273

—1y,—2y/2
Y1,2 Y1,4 Y2,3Y2,1

2.4

2.4

(1 + tz)Y1’0Y172Y2_’51

o

(1 +t3)Y ;Y2 3Y25Y21

1,3

th_51Y !

2,4

B, |
Y2,5 Y2,3

\

1,3

(1+t2)Y1,0Y 'Y, 1Y23

2.4

7

2
Y25

11

1Y 2Y2 .




Représentations des algebres affinisées quantiques

Construction de Y; a partir de U,(H)

a;[m] = (¢ — ¢ Dhim yjiml = X C; j(¢™)a;[m]
el

Dans Uy (h)[[A]] :
A =exp( Y. h™Ma;[m]g"™)exp( Y. h™a;[—m]qg™!™)
m>0 m>0
Y =exp( Y My [mlg"™)exp( Y ™y [—m]q ™)
m>0 m>0
t; =exp( > h?"q"Me)
m>0

(oU ¢ = (™ — ¢~ ™) /m).
Vu=Z[A; 1, Y1 tilier 1e7

Ve=W/<t;=1/l#0 >




Représentations des algebres affinisées quantiques

t-analogues des opérateurs d’ecrantage
Pour i € I,1 € Z, on définit dans U, (h)[[h]] :

S; ;= exp( ¥ hm—alml_qim)
m>0 qi qz

exp( O RBm a;[— mlnq—lm)
m>0 qz —9;

Sit - Ve — Vi telque pour A € Yy

Si,t()\) — — 12[ zl7>\]

leZ

Y t est le sous YVi-module de
Ug(h)[[R]]/ < t; = 1/l # 0 > engendré par les S; ;.
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Représentations des algebres affinisées quantiques

Propriétes axiomatiques des g, t-caracteres

Xa,t : RepUy(8)) ® Z[tE] — Z[Y;, tF)ier e

1) x4+ est Z[tT]-linéaire

2)Im(xq,t) = N Ker(S; )
el

3)Pour L(Y; ,) une représentation fondamentale,
Y; o, est le seul monéme dominant de x4 ¢+(L(Y; 4))

Hxt(® @ (L(Y; )"t
leZiel ’

= I I Xqu(L(Y; 1))
leZael ’
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Représentations des algebres affinisées quantiques

t-deformation de I'algorithme de Frenkel-Mukhin
m est fixe, et D(m) = (my),>o0.

On définit par récurrence sur r» > 0 les suites
(s(mr)(#))r>0 € Z[F]N,
(s7(mr)(#))rz0 € ZIEFIN (J & 1) :
s(mo)(t) =1,s;(mg)(t) =0
etpourr > 1,J C I:

sj(mr)(t) = ) (s(mp) () —s,(mu) () F i (mp)]lm,

r'<r
simp ¢ By, s(m)(t) = s;(mr)(t)
sim, € B,s(my)(t) =0
(Fj¢(m,s) est I'unique élément de (N Ker(S; ;) dont

jeJ
m,. est 'unique mondéme J-dominant).
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Représentations des algebres affinisées quantiques

Exemple d’analogue des polyndmes de
Kazhdan-Lusztig
C =DByetm= Y2 0Y15-Ona:
Ey(m) = Ly(m) + t 71 Ly(m") , Py () =1
avec
m’ = tY270Y1,5A5’£Ai}L — Yl,l
et:

Li(m’) = Fy(m/)

= m'(1+ tA7 5(1 + tA5 (1 + A §)))
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Représentations des algebres affinisées quantiques

La preuve de la décomposition triangulaire de
Uq(g) implique les formules de Jing

On a pour s > 0 dans C[z, w1, ..., ws] :

0= Z e(7r) [Z] (Z—qs_lwwu))---(Z_qs_lww(k))
TED ¢ k=0...s q

(Wr (k1) — qs_lz)...(wﬁ(s) — ¢ 1)

[1  (ongy = wn(en)

1<r<r/<s
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Représentations des algebres affinisées quantiques

Déformation du coproduit de Drinfel’d

u parametre de renormalisation, C = C((u)).
U, (8) = Uy(g) ® C, sans les relations de Serre.

Ay U (G) — U () RUL(E)
morphisme de C-algebres tel que pouri € I, r € Z,
m>0,heb:

Au(zlh) =af @1+ Zurﬂ(qa;_l 2 x$+l)
[>0

Au(z;,) =u"(1®z;,)+ > ul(z;,_, ®¢7)
[>0

D9 i) = ; ; u G iy @ D)
<I<m

Ay (ky) = kp ® kp,
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Représentations des algebres affinisées quantiques

Catégorie OF(14/(§))

Pour R > 0, OR(ZIIC’I(’gj)) est la catégorie des
modules V' € O(U,(§)) tels que pour X € h*, on a
une C-base (v2). de V, satisfaisant :

) pour m € Z, «, 3, le coefficient de :cj_m.vé sur
vg‘_"o‘i (resp. de :c,;m.vé sur vg_o‘i) est dans C[[u]] si
m > 0, dans u*™C[[u]] pour m < 0.

ii) pour m > 0, «, 3 le coefficient de ¢; _ v sur fvé‘

est dans u~™LC[[u]]

iii) pour m > 0, a, 3 le coefficient de ¢;" v sur vg
est dans C[[u]]
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Représentations des algebres affinisées quantiques

Exemple de la procédure de fusion

V = L(1 — za) = Cvg @ Cuq,
W = L(1 — zb) = Cwg & Cwy dans Ojn(Uy(3) ).

X =i(V)®gi(W) =Ce1 ®Cer P Cez P Cey
e1 = vg ®wg , e = xg.€1

ez = —a_lxl €1+ €2, e54 = qx(.€2
X D X = Clu*t]e1 @ CluT]es ® Clut]es @ Clut]ea
X stable par I'action de U4, (g)

(X)u=1 = X /(1 — u) est toujours généré par e;. Il
est simple pour ab—1 # ¢*2.

Siab~™1 = ¢2 (resp. ab~1 = ¢=2), Ces (resp.
C((g? — 1)en + €3)) est un sous module propre.

17



