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IntroductionEn raison de l'exigence croissante des clients en terme de sécurité et de confort(notamment vibratoire et acoustique), la masse des véhicules automobiles est enconstante augmentation depuis 1980. Cette dérive pondérale présente des e�ets né-gatifs sur la consommation, sur la performance et plus généralement sur l'agrémentde conduite. Ainsi, la plupart des constructeurs automobiles, et notamment Renault,mène des études a�n d'alléger les véhicules tout en respectant un cahier des chargesgarant des exigences de confort et de sécurité.L'objectif de l'optimisation topologique est de déterminer, très en amont desprojets, les caractéristiques d'une pièce ou d'une structure mécanique. Il s'agit dedé�nir dans l'espace disponible (place que la pièce peut occuper dans le véhicule) oùil est avantageux de mettre de la matière. Le calcul est introduit su�samment tôtdans le processus de conception a�n d'envisager et de tester des solutions originaleset non pas forcément de reconduire des solutions adoptées sur des projets véhiculesprécédents, pour lesquelles les possibilités d'amélioration sont limitées.Aujourd'hui l'optimisation topologique d'un organe mécanique n'est possiblequ'à partir d'un cahier des charges simpli�é car toutes les contraintes déclinées sur lesprojets véhicules (notamment celles concernant le comportement vibro-acoustique dela pièce) ne peuvent être prises en compte dans les solutions logicielles actuellementdisponibles sur le marché. Ceci est un frein important à l'utilisation de l'optimisationtopologique dans le processus de conception d'un constructeur automobile commeRenault.Ainsi, l'enjeu principal de la thèse est de développer une méthodologie d'optimi-sation topologique et une solution logicielle associée, permettant la prise en compted'un cahier des charges intégrant des contraintes dynamiques et conforme à ceuxutilisés chez Renault.Dans le chapitre 1 de ce document, nous développerons la problématique d'allé-gement et ses enjeux pour Renault. Nous décrirons à l'aide d'exemples, les méthodesactuelles de conception, leurs limitations et la problématique à laquelle nous nousintéressons (prise en compte de critères dynamiques, primordiaux dans la conceptionde composants automobiles).Le chapitre 2 concernera les notions de mécanique nécessaires à la compréhension5



des termes utilisés par la suite. Après avoir rappelé la théorie de l'élasticité linéaire,nous introduirons les critères dynamiques que les ingénieurs de Renault utilisentpour la conception de pièces automobiles.Nous ferons dans le chapitre 3 un état de l'art des méthodes d'optimisationtopologique. Nous comparerons ces di�érentes techniques et nous justi�erons le choixde la méthode des matériaux �ctifs appelée SIMP, qui nous paraît la plus adaptéeà la résolution de notre problème particulier.Cette méthode d'optimisation topologique conduit à un problème d'optimisa-tion continue de grande dimension. Nous discuterons donc dans le chapitre 4 desméthodes d'optimisation numérique adaptées à la résolution d'un tel problème, etnotamment de la méthode FSQP que nous avons retenue. Nous terminerons ce cha-pitre par un bref état de l'art des méthodes d'optimisation globale.Les deux derniers chapitres concerneront l'application et l'évaluation de la mé-thodologie d'optimisation topologique que nous proposons.Plus précisément, le chapitre 5 concernera nos choix algorithmiques pour la miseen oeuvre de la maquette logicielle DynamiTO que nous avons développée : réglagesdes paramètres de la méthode SIMP et de l'algorithme d'optimisation FSQP.L'architecture et le principe de fonctionnement de DynamiTO seront décrits dans lechapitre 6. Nous donnerons également dans ce dernier chapitre les résultats obtenuspour la conception d'une pièce du moteur automobile : la face accessoires.
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Chapitre 1Motivations pratiques et applicationsRenaultNous décrivons dans ce chapitre la problématique de conception des pièces au-tomobiles.A�n d'illustrer notre propos et de mettre en évidence la di�culté de résolutionde tels problèmes, nous citerons l'exemple de deux composants automobiles. Nousparlerons alors des techniques actuelles de résolution et de ce que peuvent apporterles méthodes de conception sans a priori. En�n, pour terminer, nous expliqueronsles limitations actuelles de l'optimisation topologique et les solutions apportées parce travail de recherche.1.1 L'allégement chez les constructeurs automobilesLa réduction des gaz à e�et de serre et plus particulièrement la réduction desémissions de CO2 fait partie des principaux challenges environnementauxmondiaux.L'accumulation de ces gaz dans l'atmosphère est en e�et considérée comme une descauses du réchau�ement climatique observé depuis plusieurs années.Les véhicules automobiles étant en partie responsables des émissions de ces gaz(17% des émissions de CO2 provenant de la combustion des énergies fossiles - étuderéalisée par Booz, Allen et Hamilton), l'Association des Constructeurs Européensd'Automobiles (ACEA) a proposé en 1997, suite à la conférence de Kyoto, de réduireen Europe les émissions moyennes de CO2, sur un cycle de conduite normalisé, à140g par kilomètre en 2008, ce qui représente une réduction de 25% par rapport àla valeur de référence en 1995.Dans un véhicule, les émissions de CO2 sont directement corrélées à la consom-mation. Ainsi, hormis les gains liés à l'amélioration du rendement du moteur, l'aé-rodynamique et le poids du véhicule in�uent sur les quantités émises. Par exemple,si on prend un véhicule du type Scénic Essence émettant environ 160g de CO2 par7



Chapitre 1 : Motivations pratiques et applications Renaultkilomètre, une réduction de masse de 10kg permet un gain d'environ 1g de CO2 parkilomètre. Sachant, de plus, que les réductions de poids permettent des économiesde matière première, une amélioration de la performance et plus généralement unmeilleur agrément de conduite, construire des véhicules les plus légers possible estun thème prépondérant dans l'industrie automobile.Or, en parallèle les exigences en confort acoustique et vibratoire, en niveau d'équi-pement règlementaire ou de confort et surtout en matière de sécurité n'ont cesséd'augmenter, ce qui s'est traduit par un alourdissement croissant des véhicules. Parexemple, 225kg séparent une R19 de 1989 et une Mégane2 berline de 2002, soit 22%d'augmentation de masse en 13 ans, équivalent à environ 17kg par an (cf. �gure 1.1).
Fig. 1.1 � �Evolution de la masse des véhicules en fonction de l'année de sortie.L'allégement des véhicules est donc devenu une problématique cruciale chez lesconstructeurs automobiles. L'objectif poursuivi est de minimiser la masse des véhi-cules tout en améliorant les prestations 1 sécurité, acoustique et confort.Aussi, la conception de chaque composant mécanique consiste souvent à trouverun compromis entre des objectifs contradictoires : diminuer la masse et améliorerles niveaux de di�érentes prestations (acoustique, sécurité, : : : ). Nous illustreronscette problématique au travers d'exemples donnés dans la partie 1.2 et nous mon-trerons dans la partie 1.3 comment un outil de conception sans a priori peut faciliterl'obtention de solutions.1. La prestation client est l'ensemble de ce qu'attend une personne d'une automobile, de cequ'elle peut ressentir en regardant ou en utilisant un véhicule, ce dont elle peut parler en bien ouen mal à son propos. 8



1.2 Exemples de composants automobiles1.2 Exemples de composants automobilesDans un véhicule, quatre zones représentent plus de 80% de la masse. Il s'agitpar ordre d'importance décroissante, de la caisse 2, du groupe moto-propulseur 3, dessièges et du châssis (liaison au sol).Dans la conception des véhicules, des objectifs d'allégement sont déclinés au ni-veau de la conception de très nombreuses pièces. A�n d'illustrer le type de cahierdes charges pris en compte et notamment de montrer l'importance des critères dy-namiques (réponses aux excitations du moteur), nous allons présenter le cas de deuxcomposants automobiles : une pièce de la caisse, appelée face avant technique et unepièce du groupe moto-propulseur appelée face accessoires.Ces deux exemples nous permettront également de décrire les méthodes actuellesde conception et d'introduire celle qui est proposée dans cette thèse.1.2.1 Une pièce de la caisse : la face avant techniqueLa face avant technique d'un véhicule automobile (cf. �gure 1.2) est une pièce dela caisse du véhicule qui se trouve en avant du bloc moteur et qui a pour fonction desupporter di�érents organes comme l'éclairage principal et auxiliaire, le système derefroidissement moteur (radiateur), les systèmes d'absorption de chocs et les pare-chocs, les guides d'air, l'électronique embarquée, les serrures et butées de capot,divers réservoirs et autres équipements traditionnellement présents dans cette partiedu véhicule (cf. �gure 1.3).
Fig. 1.2 � Une face avant technique.2. Tout le véhicule sauf les trains, les roues, le moteur, les échappements et les ouvrants.3. Moteur, boîte de vitesse et transmission. 9



Chapitre 1 : Motivations pratiques et applications Renault
Fig. 1.3 � La face avant technique dans la caisse.La face avant technique est une pi�ece impactant les prestations vibro-acoustiqueset endurance de la caisse puisque sa position est transversale (elle relie les deux côtésde caisse).Aujourd'hui, cette pièce est souvent en plastique pour des raisons d'allégementet de facilit�e d'accrochage des accessoires, ou composite (plastiques et acier). Ellepèse en général entre 3 et 4kg.La problématique de conception d'une face avant technique consiste ainsi à trou-ver une pièce de masse minimale qui respecte les contraintes suivantes (les notionsmécaniques évoquées sont dé�nies dans le chapitre 2) :Contraintes de résistance : raideurs dites statiques� Contrainte de raideur au niveau des but�ees de capot et de la serrure,qui est essentielle pour �eviter que la face avant technique ne s'a�aisse etque les optiques ne cassent si on claque le capot trop fort. On contraintla raideur statique, c'est-à-dire la déformation sous un e�ort donné, auniveau des deux but�ees de capot et au niveau de la g�ache de la serrure.� Contrainte de r�esistance du capot �a l'arrachement pour �eviter que laserrure ne se rompe et le capot ne se soul�eve �a cause d'une forte prise auvent, par exemple lorsqu'on roule sur autoroute.Prestations en vibro-acoustique : raideurs dites dynamiquesLa face avant technique joue un rôle primordial dans les prestations vibro-acoustiques de la caisse. Elle doit permettre de (( �ltrer )) le bruit et les vibra-tions li�es au fonctionnement du moteur, a�n qu'ils ne soient pas répercutés sur10



1.2 Exemples de composants automobiles
Fig. 1.4 � Mesures de raideurs dynamiques sur la caisse.

Fig. 1.5 � Inertance mesurée sur le support moteur.le pare-brise, ce qui se manifesterait par un bruit dans l'habitacle perceptiblepar le conducteur et les passagers.La face avant technique permet de rigidi�er la caisse en vue de diminuer l'im-pact des excitations du moteur. On évalue sa raideur selon deux types decritères (cf. �gure 1.4) :� L'inertance du support moteur : On trace les courbes d'inertance 4 dusupport moteur (point d'entrée des excitations du moteur vers la caisse)a�n de véri�er que la face avant technique joue bien son rôle de (( �ltre )).On pourra voir un exemple de courbe d'inertance sur la �gure 1.5.Sur une telle courbe, on peut voir plusieurs pics correspondant aux grands4. On appelle inertance ou raideur dynamique (en un point et dans une direction de l'espace)la décomposition en fréquences de la réponse de la structure à une excitation (cf. chapitre 2).11



Chapitre 1 : Motivations pratiques et applications Renault
Fig. 1.6 � Transfert acoustique entre le support moteur et le pare-brise.modes propres de la caisse. On note qu'ici il ne servirait �a rien d'augmen-ter la fréquence du (ou des) premier(s) mode(s) car le spectre d'excitationdu moteur (lorsque le régime varie) est tr�es grand et les modes d�ecal�es se-raient quand m�eme excit�es. Il s'agit ainsi d'abaisser les pics de la courbed'inertance, c'est-à-dire d'imposer que la courbe soit au-dessous d'unecourbe de référence donnée.� Le transfert acoustique entre le support moteur et le pare-brise : Ontrace les courbes de transfert 5 entre le point d'entrée des excitationsdu moteur et le pare-brise (un exemple de transfert est donn�e sur la�gure 1.6). Le cahier des charges impose que la courbe calcul�ee reste,pour toutes les fr�equences, au-dessous d'une courbe de r�ef�erence donn�ee(appelée calibre). Le but recherché est que les excitations du moteur nese répercutent pas comme une vibration du pare-brise, ce qui conduiraità un bruit perceptible par les occupants du véhicule.Prestations endurance et sécuritéDans le processus actuel, une fois que l'on a trouvé la face avant technique demasse minimale et respectant le cahier des charges, on véri�e a posteriori lesprestations liées à l'endurance et à la sécurité.Ainsi, dans la conception de la face avant technique, les aspects dynamiques(inertances et transferts acoustiques) sont essentiels pour assurer les bonnes perfor-mances vibratoires et acoustiques du véhicule.Pourtant, il est di�cile et peu intuitif de comprendre quelle est l'in�uence de laface avant technique sur les inertances et les transferts de la caisse. On verra dans lapartie 1.3 comment des procédures automatiques d'optimisation et notamment les5. On appelle transfert acoustique d'un point A à un point B (dans une direction donnée del'espace) la décomposition en fréquences de la réponse de la structure au point B à une excitationau point A (cf. chapitre 2). 12



1.2 Exemples de composants automobilesméthodes d'optimisation topologique peuvent aider les ingénieurs à aborder un telproblème de conception.1.2.2 Une pièce du groupe moto-propulseur : la face acces-soiresLe groupe moto-propulseur est une source de bruits et de vibrations importantedont on cherche à r�eduire l'impact.La r�esolution de ce probl�eme passe par un travail en r�eponse forc�ee : on si-mule sur banc l'excitation du groupe moto-propulseur (au niveau des quatre pis-tons sur le vilebrequin) �a certaines fr�equences (correspondant aux di�érents régimes� tours/minute du moteur), puis on mesure les acc�el�erations qui en r�esultent. Leprobl�eme consiste �a minimiser ces acc�el�erations.Sur le graphique obtenu (ensemble de courbes repr�esentant les acc�elérations dugroupe moto-propulseur pour di��erents régimes du moteur), les fortes accélérationscorrespondent soit aux modes propres du groupe moto-propulseur, soit à ceux depièces particulières (comme la face accessoires). Pour réduire tous les pics de lacourbe, on recherche quelles sont les pi�eces excit�ees qui sont entrées en résonance.Un cahier des charges est alors d�eclin�e pi�ece par pi�ece, a�n d'élever leurs fr�equencespropres et d'améliorer leur comportement dynamique (optimisation d'inertances).On prend ici l'exemple d'une face accessoires qui fait partie du groupe moto-propulseur. Elle est �xée au moteur par le carter-cylindres et permet l'accrochage aumoteur du compresseur d'air et de l'alternateur (cf. �gure 1.7). La face accessoires estune petite pièce légère (environ 2kg) qui doit supporter des accessoires relativementlourds : le compresseur et l'alternateur pèsent chacun environ 6kg. La raideur et larésistance de la face accessoires sont donc primordiales.Il s'agit de minimiser la masse tout en s'assurant que la premi�ere fr�equencepropre soit au-dessus d'une valeur donnée. Il est également nécessaire que la faceaccessoires �ltre les excitations du moteur et puisse supporter les accessoires, ce quirevient à imposer que les inertances (raideurs dynamiques) au niveau de tous lespoints d'accrochage (points d'accrochage de la face accessoires au compresseur et àl'alternateur) soient sup�erieures �a une valeur de référence.Dans ce cas, le cahier des charges ne comporte que des contraintes dynamiques.On note ainsi, comme pour la face avant technique, l'importance de telles contraintespour assurer les prestations vibratoires et acoustiques du véhicule.Nous avons illustré, au travers de ces deux exemples, les objectifs qui guidentla conception dans l'industrie automobile. Nous expliquons dans la partie suivantequelles sont les méthodes actuelles de résolution et le rôle que peut jouer l'optimi-sation topologique. 13



Chapitre 1 : Motivations pratiques et applications Renault
Fig. 1.7 � Une Face Accessoires.1.3 Apports de l'optimisation topologique pour laconceptionTraditionnellement, l'ingénieur de bureau d'étude résout de tels problèmes deconception en procédant par essais successifs. �A partir de son expérience et de sonsavoir-faire, il dessine une première pièce, puis véri�e par le calcul qu'elle respectele cahier des charges. Si ce n'est pas le cas, il modi�e son dessin et ainsi de suitejusqu'au respect des contraintes. Dans la plupart des cas, plusieurs itérations sontnécessaires. Cette façon de faire est ainsi souvent très coûteuse en temps et imprécise.Elle est actuellement de plus en plus souvent remplacée par l'utilisation de logi-ciels de modélisation numérique et d'optimisation (logiciels d'optimisation de forme(( classique ))) qui permettent d'analyser de nombreuses possibilités et qui automa-tisent la recherche de la forme optimale. Il existe de nombreux logiciels qui per-mettent d'optimiser un composant sous di�érents critères en modi�ant itérative-ment une forme de départ. Comme expliqu�e dans [12] ou [26], l'inconv�enient de cesm�ethodes est que le résultat obtenu dépend fortement du choix de la g�eom�etrie ini-tiale. En e�et, au cours des itérations, les formes successives ne peuvent varier quepar leur frontière, tandis que leur topologie reste �xe : la structure garde le mêmenombre de composantes, de bords et de trous (cf. �gure 1.8).Fig. 1.8 � Optimisation de forme classique.14



1.3 Apports de l'optimisation topologique pour la conceptionCes méthodes peuvent par ailleurs �etre coûteuses en temps de calcul car si uneforme s'éloigne trop de la géométrie initiale au cours des itérations, il sera nécessairede remailler la structure.L'optimisation de forme est devenue dans les années 80 un outil répandu pouroptimiser la forme des structures et elle est utilisée dans l'industrie automobile de-puis ces années-l�a. Dans les années 90, l'optimisation de forme a gagné en popularité(voir [18] pour plus de d�etails). Toutefois, même si c'est devenu un outil facilementaccessible aux ing�enieurs grâce à l'existence de logiciels performants, comme évoquéprécédemment, les caractéristiques des formes obtenues sont limitées. Le calcul in-tervient lorsque la forme géométrique de la pièce est déjà avancée, les modi�cationsapportées sont mineures et l'architecture de la pièce reste quasiment la m�eme. Ainsi,comme on part souvent de solutions connues ou expérimentées sur des véhicules pré-cédents, on reste dans des schémas classiques.L'optimisation topologique remet en cause la topologie de la pi�ece (c'est-à-dire le nombre de composantes, de bords et de trous) et permet ainsi de béné�cierd'un potentiel d'optimisation plus élevé. Elle consiste �a e�ectuer, avant l'optimisa-tion proprement dite de la structure, une optimisation de sa topologie (cf. �gure1.9). Fig. 1.9 � Optimisation topologique.Dans cette optique, il s'agit d'un outil de conception sans a priori, permettantde choisir une topologie initiale adéquate. Cela intervient, en avant-projet, commeune aide objective pour la sélection des caractéristiques générales de la structure.Le calcul �etant introduit très tôt dans le processus de conception, l'optimisationtopologique permet d'éviter de reconduire les solutions adoptées sur des projetsvéhicules précédents.D'apr�es [18], l'industrie automobile a commencé à s'intéresser à l'optimisationtopologique à la �n des années 80 - début des années 90. Les exemples que l'ontrouve dans la littérature du milieu des années 90 restent toutefois assez théoriqueset l'optimisation topologique n'est pas aujourd'hui utilisée à son plein potentiel dansl'industrie automobile (aussi bien chez les constructeurs que chez les équipementiers),notamment à cause des limitations que nous décrirons dans la partie suivante, autravers de l'exemple de la face avant technique.Parmi les logiciels d'optimisation topologique existants, on peut citer le logicielOPTISTRUCT de la société ALTAIR. Il est utilisé chez Renault et a permis de15



Chapitre 1 : Motivations pratiques et applications Renaultrésoudre divers problèmes de conception. Nous présentons ici celui concernant laforme d'un support de boîte de vitesse. Il s'agissait dans ce cas de minimiser la massetout en respectant un cahier des charges à la fois statique (compliance à minimiser) etdynamique (fréquence propre à élever). On a représenté sur la �gure 1.10 le domained'encombrement maximal de la pièce qui est le point de départ de l'algorithmed'optimisation topologique. La �gure 1.11 représente la topologie préconisée par
Fig. 1.10 � Encombrement maximal d'un support de boîte de vitesse.OPTISTRUCT. La dernière étape consiste à générer un modèle CAO de la pièce

Fig. 1.11 � Topologie préconisée par le logiciel OPTISTRUCT.préconisée (cf. �gure 1.12 droite) qui peut-être comparé à la version antérieure (cf.16



1.3 Apports de l'optimisation topologique pour la conception�gure 1.12 gauche). Cet exemple illustre bien l'intérêt de l'optimisation topologiquecar on obtient une forme qui n'était pas intuitive (à cause de sa dissymétrie) et quiest conforme au cahier des charges.
Fig. 1.12 � Exemple d'application du logiciel OPTISTRUCT.Toutefois, comme nous le verrons dans la partie suivante, les logiciels actuelle-ment disponibles (comme OPTISTRUCT) ne permettent de traiter que partielle-ment la plupart des cahiers des charges exigés chez Renault. En e�et, par exemple, lelogiciel OPTISTRUCT ne peut résoudre, dans sa version actuelle, que les problèmesd'optimisation dont la fonction objectif et les contraintes correspondent à :� la masse,� le volume,� la compliance,� un des modes propres,� le déplacement d'un noeud,� une combinaison pondérée des fonctions précédentes.Il n'est donc pas possible de travailler avec par exemple le tenseur des contraintes ouavec les raideurs dynamiques (inertance ou transfert), qui sont pourtant essentiellespour garantir les prestations vibratoires et acoustiques du véhicule comme nousl'avons montré dans la partie précédente. Notons de plus, que toutes les grandeursdoivent être calculées sur le même modèle de calcul, ce qui est une autre limitationproblématique.Nous illustrons dans la partie suivante, sur le cas de la face avant technique(présenté en détail dans la partie 1.2.1), les limitations de l'optimisation topologiqueet di�érentes méthodes déjà envisagées pour s'e�orcer de prendre en compte lescritères vibratoires dans la conception d'une telle pièce.17



Chapitre 1 : Motivations pratiques et applications Renault1.4 Limitations actuelles de l'optimisation topolo-gique pour la conceptionLe cahier des charges de nombreuses pièces automobiles (comme celui de la faceavant technique et celui de la face accessoires) n'entrent pas dans le cadre des logi-ciels d'optimisation topologique actuels. Il n'est en e�et pas possible, par exemple,de prendre en compte des raideurs dynamiques, pourtant primordiales dans de nom-breux problèmes de conception de pièces automobiles.Nous allons illustrer cette limitation et les contournements envisagés sur l'exem-ple de la conception de la face avant technique. Ceci nous amènera à la problématiqueretenue dans cette thèse.Pour rigidi�er la face avant technique, on utilise un réseau de nervures (cf. �gure1.13). Une première approche possible pour concevoir ces nervures consiste à utiliserun outil d'optimisation (( classique )) (de forme ou paramétrique) permettant deprendre en compte le cahier des charges complet.
Fig. 1.13 � Réseau de nervures de la face avant technique.Cette technique a été utilisée dans le cadre d'un stage de �n d'études [34] pouroptimiser les épaisseurs des nervures de la face avant technique (minimisation de lamasse tout en respectant les contraintes statiques et dynamiques décrites dans lapartie 1.2.1). Le but de cette étude était principalement de déterminer les nervuresin�uentes sur le comportement vibratoire de la caisse et de trouver ainsi le nervurageoptimal. Pour cela, la démarche adoptée consistait à créer une surface de réponse àl'aide d'une méthode de krigeage puis à utiliser le modèle obtenu, dont les évaluationssont peu coûteuses, a�n d'optimiser les épaisseurs des nervures.La �gure 1.14 représente les écarts au cahier des charges dynamique, obtenuspour l'ensemble des épaisseurs des nervures testées dans un plan d'expériences. Cegraphique nous permet d'évaluer le potentiel d'amélioration, à géométrie �xée, enoptimisant l'épaisseur des nervures (l'optimum trouvé est en noir). On constate ainsique les performances que l'on peut espérer atteindre restent limitées. En l'occurrence,il est impossible pour la topologie des nervures étudiée de véri�er le cahier des18



1.4 Limitations actuelles de l'optimisation topologique pour laconceptioncharges. On peut au mieux essayer de s'en approcher.
Fig. 1.14 � �Ecarts au cahier des charges dynamique obtenus pour l'ensemble desépaisseurs des nervures testées dans un plan d'expériences.Dans ce cas, on peut prendre en compte l'intégralité du cahier des charges (ilest en e�et possible d'optimiser des critères dynamiques) et on travaille avec unmodèle mécanique représentatif de la réalité. Toutefois, le potentiel d'optimisationà géométrie �xée reste limité. La topologie de la pièce n'est pas remise en cause eton reste dans des schémas classiques. Il serait donc intéressant de pouvoir utiliserl'optimisation topologique pour concevoir le nervurage (combien de nervures, où etquelle épaisseur ?).Il est aujourd'hui possible de déterminer un nervurage optimal vis à vis du cahierdes charges statique par optimisation topologique, ce qui fait partie du processusactuel de conception chez Renault. C'est un premier pas intéressant mais ce n'estpas satisfaisant car les contraintes dynamiques, pourtant essentielles, ne sont pasprises en compte (elles ne peuvent qu'être évaluées a posteriori). On peut ensuiteappliquer une optimisation paramétrique telle que celle décrite dans le paragrapheprécédent. Nous avons vu cependant que le potentiel d'amélioration est réduit.Deux solutions sont actuellement envisageables pour prendre en compte le cahierdes charges dynamique dans le choix de la topologie.Une première solution consiste à essayer de traduire les contraintes dynamiquesen un ensemble de contraintes statiques équivalentes qui pourront être prises encompte par un logiciel comme OPTISTRUCT. La technique utilisée consiste à iden-ti�er les modes qui posent problèmes en dynamique (par exemple une torsion ou une�exion particulière) et à les contraindre par un ensemble de contraintes statiques.Cette approche, qui a été étudiée par les ingénieurs concepteurs, s'est avérée peusatisfaisante car elle repose sur des a priori métier forts et le lien avec les contraintesinitiales (inertances et transferts) est mal établi.19



Chapitre 1 : Motivations pratiques et applications RenaultUne alternative consiste à utiliser un modèle simpli�é de la face avant techniquecomposé d'un réseau d'éléments de type poutre. Un algorithme d'optimisation per-met ensuite de sélectionner les poutres les plus in�uentes, c'est-à-dire, d'obtenir letreillis de poutres minimal améliorant les performances de la structure. On pourravoir sur la �gure 1.15 un exemple de treillis de poutres pouvant être utilisé pourla modélisation de la face avant technique. Dans ce cas, les variables d'optimisation
Fig. 1.15 � Treillis de poutres utilisé pour la modélisation de la face avant technique.sont les raideurs des poutres (une raideur nulle correspond à l'absence de la poutre).Le cahier des charges dynamique peut être pris en compte dans sa totalité maisl'approche n'est pas satisfaisante car le modèle poutre ne se comporte pas forcémentcomme la vraie pièce (modélisation grossière). Par ailleurs, il est très souvent di�ciled'interpréter les résultats, c'est-à-dire de savoir comment générer une pièce réelle àpartir des résultats obtenus.Nous avons vu que les di�érentes méthodes de conception disponibles aujourd'huipour une telle pièce ne sont pas entièrement satisfaisantes puisque soit on travaille àtopologie �xée (et donc avec un potentiel d'amélioration réduit puisque les caracté-ristiques générales de la pièce ne sont pas remises en cause et il peut arriver qu'unepartie du cahier des charges ne soit pas réalisable), soit on cherche à optimiser latopologie mais les contraintes portant sur des raideurs dynamiques ne peuvent êtreprises en compte.Le but de notre travail de recherche est de construire une méthodologie d'op-timisation topologique utilisable par les secteurs opérationnels et supprimant ceslimitations, c'est-à-dire permettant la prise en compte de critères dynamiques, pri-mordiaux dans la conception des pièces automobiles. Ce travail nous a amené àproposer une méthode et une solution logicielle que nous décrivons dans ce docu-ment. 20



Chapitre 2Notions préalables en mécanique desstructuresNous pr�esentons dans ce chapitre les notions de m�ecanique des structures quinous seront n�ecessaires pour expliciter math�ematiquement les contraintes de notreprobl�eme d'optimisation topologique. Aussi, après avoir décrit la th�eorie de l'�elastici-t�e lin�eaire, dont le succès vient du fait qu'elle fournit un modèle réaliste du compor-tement d'une grande classe de matériaux, nous expliciterons des notions mécaniquesintervenant dans la dé�nition des cahiers des charges Renault. Nous termineronsen décrivant la méthode de calcul de la base modale d'une structure donnée, puiscomment à partir de cette base modale il est possible de prévoir le comportementde la pièce lorsqu'elle est soumise à des e�orts dynamiques sinusoïdaux.Les démonstrations des résultats présentés et des d�etails supplémentaires concer-nant ce chapitre pourront �etre trouv�es dans [21] ou [28] par exemple.2.1 La th�eorie de l'�elasticit�e lin�eaireCette partie est consacrée à la description du problème de l'élasticité linéaire.Nous expliciterons ainsi la formulation variationnelle qui en découle et la méthodeéléments �nis permettant sa résolution.Les notions présentées dans cette partie ne concernent que des problèmes à l'équi-libre, la variable temps n'interviendra pas.2.1.1 D�e�nitions préalablesLes d�e�nitions m�ecaniques décrites dans ce paragraphe, sont nécessaires �a l'�ecri-ture et à la compréhension des �equations de l'�elasticit�e lin�eaire.Soit 
 la con�guration du corps étudié non déformé dans R3, on note21



Chapitre 2 : Notions préalables en mécanique des structures� ' : 
! R3; x 7! '(x) la déformation,� 
D = '(
) la con�guration déformée,� F' = r' le gradient de la déformation,� u : 
! R3; x 7! u(x) = '(x)� x le champ des déplacements de 
.On appelle E = 12(F'F T' � I) le tenseur des déformations (E est une (( me-sure )) de la déformation) et on aE(u) = 12(ru+ruT +ruTru) avec ru = �@ui@xj�1�i;j�3i.e. Eij(u) = 12�@ui@xj + @uj@xi + 3Xk=1 @uk@xi @uk@xj�; 1 � i; j � 3:On remarque que E est symétrique mais non linéaire par rapport �a u.Si on note � la partie linéaire de E :�ij(u) = 12�@ui@xj + @uj@xi�; 1 � i; j � 3;on a Eij(u) = �ij(u) + o(jruj); 1 � i; j � 3:On dit que � est le tenseur des déformations linéarisées et lorsqu'on fait l'hy-pothèse des petites déformations (jruj � 1), on a Eij(u) ' �ij(u).Dé�nition 2.1 (Conditions aux limites) Soient u le déplacement dé�ni à l'in-térieur du domaine 
 et sur sa frontière @
 et n la normale unitaire extérieuredé�nie sur @
. On dit qu'on a des conditions aux limites de Dirichlet si la valeurde u est connue sur @
. Dans le cas particulier où les conditions de Dirichlet sonthomogènes, on a u = 0 sur @
. En revanche, les conditions aux limites sont deNeumann si @nu = ru:n (avec : le produit scalaire) est donné sur @
 et les condi-tions de Neumann sont dites homogènes si @nu = 0 sur @
.22



2.1 La th�eorie de l'�elasticit�e lin�eaire f s
D!D nDfvFig. 2.1 � Représentation du domaine de travail 
D.La con�guration d�eform�ee 
D est soumise à des forces appliquées sur sa frontière@
D (forces de contact) ou à l'intérieur (forces de gravité). On note f s et fvles forces appliquées en un point X de 
D respectivement sur la frontière et dans levolume, !D un domaine de 
D et nD la normale unitaire extérieure dé�nie sur @!D,la fronti�ere de !D (cf. �gure 2.1).L'action sur !D exercée par le reste du corps, 
D n!D, peut être représentée parune densité surfacique des forces dé�nie sur @!D. On fait ici l'hypothèse de Cauchy,c'est-à-dire on suppose que cette densité en X 2 @!D ne dépend que de X et dela normale nD en ce point. On la note t(X;nD) et on dit que t(X;nD) 2 R3 est levecteur contraintes au point X et dans la direction nD.Théorème 2.1 (Théorème de Cauchy) Pour tout X 2 
D, il existe un opéra-teur linéaire �(X) de R3 dans R3, tel que t(X;nD) = �(X)nD. Ce tenseur �, appel�etenseur des contraintes de Cauchy au point X, est représenté par la matrice(�ij(X))1�i;j�3.On a alors les propriétés fondamentales suivantes :Propriété 2.1 Le torseur de l'ensemble des forces s'exerçant sur tout sous-domaine!D de 
D est nul, c'est-�a-dire� la résultante est nulle : Z@!D �nD dS + Z!D fvdX = 0;� le moment résultant est nul :Z@!D X ^ (�nD) dS + Z!D X ^ fvdX = 0;avec ^ le produit vectoriel. 23



Chapitre 2 : Notions préalables en mécanique des structuresPropriété 2.2 A l'intérieur de 
D, le tenseur des contraintes � véri�e les équationsd'équilibre : �div � = fv sur 
D �divi� = 3Xj=1 @�ij@Xj�; (2.1)�n = f s sur @
D; (2.2)�ij = �ji 1 � i; j � 3: (2.3)2.1.2 Introduction à l'élasticité linéaireAprès quelques dé�nitions, nous explicitons dans ce paragraphe le problème del'élasticité linéaire. La théorie de l'élasticité linéaire recouvre de nombreux cas réelsconcernant des matériaux divers (métaux, bois, plastiques, ...)Dé�nition 2.2 (�Elasticité) On dit qu'un matériau est élastique s'il peut se dé-former sans casser et s'il revient à sa forme initiale quand on relâche un e�ortappliqué.Dé�nition 2.3 (Loi de comportement) On appelle loi de comportement, larelation entre contraintes et déformations spéci�ques du milieu.Si le milieu est élastique la loi de comportement est de la forme :�(X) = �(x;E(u)) (2.4)avec X = '(x), x 2 
 et � : 
 � S ! S, S étant l'ensemble des matrices 3 � 3réelles symétriques.Si de plus le milieu est homogène, on a :�(X) = �(E(u)); indépendant de x:Le problème de l'élasticité consiste à trouver le champ de contraintes � dé-�ni dans 
D (con�guration déformée) et le champ de déplacements u dé�ni dans
 (con�guration non déformée) véri�ant les équations d'équilibre (équations (2.1),(2.2) et (2.3)), la loi de comportement (équation (2.4)) et des conditions aux limitesconvenables.Lors de la résolution de ce problème nous sommes confrontés à deux di�cultés.Tout d'abord, � est dé�ni dans la con�guration déformée a priori inconnue. De plus,nous avons à résoudre un problème d'équations aux dérivées partielles non linéaires.24



2.1 La th�eorie de l'�elasticit�e lin�eaireOn fait alors l'hypothèse des petites perturbations, c'est-à-dire des petites défor-mations (jruj � 1) et des petits déplacements (juj � 1), puis on linéarise le pro-blème de l'élasticité (approximation au premier ordre) a�n d'obtenir un problèmelinéaire posé dans la con�guration initiale (non déformée).Nous n'explicitons pas ici la démarche de linéarisation et nous posons directe-ment le problème linéaire.Le probl�eme d'�elasticit�e linéaire se formule de la fa�con suivante :Trouver � = (�ij)1�i;j�3 et u = (ui)1�i�3 dé�nis dans 
 véri�ant :� les équations de l'équilibre :�div � = fv dans 
; (2.5)� la loi de comportement : �(x) = A(x)�(u) 8x 2 
; (2.6)où A(x) : S ! S est une application linéaire. Pour simpli�er, on supposeradans la suite que le milieu est homogène, c'est-�a-direA(x) = A indépendant de x:� les conditions aux limites sur � = �
 :� du type forces imposées sur un sous-ensemble donn�e �F � � :�n = f s sur �F ; (2.7)� du type déplacements imposés sur �D = � n �F :u = d sur �D; (2.8)avec d : �D ! R3 donné.On remarque que la loi de comportement de l'élasticité linéaire (2.6) se réécrit�ij = 3Xk;h=1 aijkh �kh(u) sur 
et on appelle les coe�cients aijkh (1 � i; j; k; h � 3), les coe�cients d'élasticité.Ces derniers véri�ent les propriétés de symétrie suivantes :aijkh = ajikh = aijhk:Remarque : Si l'on identi�e S à R6 (les matrices 3� 3 réelles symétriques sontcaract�eris�ees par 6 coe�cients) alors A s'identi�e à une matrice 6 � 6.25



Chapitre 2 : Notions préalables en mécanique des structuresDé�nition 2.4 (Isotropie) On dit qu'un milieu est isotrope au point x si soncomportement est (( le même dans toutes les directions )). Dans ce cas, on montreque la loi de comportement de l'élasticité linéaire (2.6) s'écrit� = �tr(�(u))I + 2��(u);où �, � 2 R sont les coe�cients de Lamé, tr est l'opérateur trace (somme destermes diagonaux) et I la matrice identité (de dimension 3).Dé�nition 2.5 Le coe�cient � = �(3�+2�)�+� , appelé module de Young et le coe�-cient � = �2(�+�), appelé coe�cient de Poisson, caractérisent un matériau.Le module de Young caractérise l'élasticité ou la raideur d'un matériau. C'est unmodule de rigidité à l'allongement : pour une force F par unité de surface donnée,l'allongement relatif �LL est d'autant plus petit que � est grand. Le module de Younga la dimension d'une force par unité de surface, c'est-à-dire d'une contrainte ou d'unepression. On l'exprime en Newton par m2 ou en Pascal (1 Pascal = 1 Newton/m2).Le module de Young � est toujours positif. Par exemple, pour l'acier �=200 GPa etpour l'aluminium �=70 GPa.Le module de Poisson permet de déterminer la capacité de rétrécissement de lasection par rapport à l'étirement. Il est sans unité et tel que 0 < � < 0:5.2.1.3 La méthode variationnelle en élasticitéLe problème de l'élasticité linéaire, décrit dans la partie précédente, peut se ré-écrire sous la forme d'un problème d'�equations aux d�eriv�ees partielles dont découlela formulation variationnelle en élasticité. Ce nouveau problème, du type ellip-tique à 9 équations scalaires, peut alors être facilement résolu à l'aide de méthodesclassiques, comme la méthode des éléments �nis décrite dans le paragraphe 2.1.4.Dans la suite on suppose que le domaine 
 est su�samment régulier. On note� = @
 et n la normale unitaire extérieure dé�nie sur �.Soient l'espace de SobolevH1(
) = fv 2 L2(
) j rv 2 L2(
)gavec L2(
) l'espace des fonctions dé�nies sur 
, de carré intégrable etV = H1(
)3:Les champs de déplacements u = (ui)i=1;2;3 et de contraintes � = (�ij)i;j=1;2;326



2.1 La th�eorie de l'�elasticit�e lin�eairesatisfont les équations et les conditions aux limites suivantes :3Xj=1 @�ij@xj + fvi = 0 dans 
; 1 � i � 3; (2.9)�ij = 3Xk;h=1 aijkh�kh(u) dans 
; 1 � i; j � 3; (2.10)�kh(u) = 12�@uh@xk + @uk@xh�; 1 � k; h � 3; (2.11)3Xj=1 �ijnj = f si ; 1 � i � 3 sur �F ; (2.12)ui = di; 1 � i � 3 sur �D: (2.13)Les équations (2.9) et (2.10) sont appelées respectivement équation d'équilibreet équation de comportement.Soit Uad = fv 2 V j v = d sur �Dgl'ensemble des solutions admissibles du problème (2.9)-(2.13) et v un élément quel-conque de Uad.En multipliant (2.9) par (vi � ui) et en intégrant sur 
, il vientZ
� 3Xj=1 @�ij@xj + fvi �(vi � ui)dx = 0 8v 2 Uad;c'est-à-dire (après une intégration par parties)Z
 3Xj=1 �ij @@xj (vi � ui) dx = Z
 fvi (vi � ui) dx + Z�
 3Xj=1 �ijnj(vi � ui) dS:Le tenseur �ij étant symétrique, on a�ij @@xj (vi � ui) = �ij �ij(v � u)et comme @
 = �F [ �D, Pj �ijnj = f si sur �F et vi = ui = di sur �D,Z
 3Xj=1 �ij�ij(v � u) dx = Z
 fvi (vi � ui) dx+ Z�F f si (vi � ui)dS 8v 2 Uad:On a ainsi démontré la proposition suivante :27



Chapitre 2 : Notions préalables en mécanique des structuresProposition 2.1 Si u est solution du problème (2.9)-(2.13), u est solution de laformulation variationnelle suivante :Trouver u 2 Uad tel quea(u; v � u) = L(v � u) 8v 2 Uadavec, pour 1 � i � 3ai(u; v) = Z
 3Xj=1 3Xk;h=1 aijkh�kh(u) �ij(v) dxet Li(v) = Z
 fvi vi dx+ Z�F f si vi dS:2.1.4 Méthode des éléments �nis en élasticitéNous décrivons dans ce paragraphe, la méthode la plus souvent utilisée pour larésolution de la formulation variationnelle en élasticité.Par souci de simplicit�e, on pr�esente ici un cas en deux dimensions (
 � R2,x 2 
 : x = (x1; x2)). On suppose également que d = 0 et que le matériau utiliséest isotrope et homogène.On note �ij = � 1 si i = j0 sinon, le symbole de Kronecker.Le problème d'élasticité linéaire s'écrit alors :Trouver u = (ui) et � = (�ij) (i; j = 1; 2) dans 
 tels que :�ij = �(�11 + �22)�ij + 2��ij dans 
; (2.14)�Xj @�ij@xj = fvi dans 
; (2.15)Xj �ijnj = f si sur �F et ui = 0 sur �D: (2.16)et la formulation variationnelle devient :28



2.1 La th�eorie de l'�elasticit�e lin�eaireTrouver u 2 V tel que : a(u; v) = L(v) 8v 2 V;V = fv = (vi)i=1;2 j vi 2 H1(
) et vi = 0 sur �D; i = 1; 2gavec, pour i = 1; 2ai(u; v) = Z
(�(�11 + �22)(�11 + �22) + 2� 2Xj=1 �ij�ij) dxet Li(v) = Z
 fvi vi dx+ Z�F f si vi dS:Dans tout ce qui suit, on écrit u, � et � sous forme de vecteurs colonnes :u = � u1u2 � ; � = 0@ �11�22�12 1A ; � = 0@ �11�22
12 1A ; avec 
12 = 2�12:Remarque : Pour des problèmes en trois dimensions, � et � sont représentés pardes vecteurs colonnes de dimension 6.On a ainsi 0@ �11�22
12 1A = 0@ @u1@x1@u2@x2@u1@x1 + @u2@x2 1A = 0@ @@x1 00 @@x2@@x2 @@x1 1A� u1u2 �et on peut écrire � = Du;où D est l'opérateur de dérivation sous forme de matrice, appel�e matrice des dé-formations.La loi de Hooke (2.14) peut s'écrire sous la forme matricielle suivante :0@ �11�22�12 1A = H0@ �11�22
12 1A ;o�u H est une matrice 3 � 3 qui s'exprime à l'aide de � et �, appelée matrice deHooke (en déformations planes). Elle décrit les propriétés physiques du matériau29



Chapitre 2 : Notions préalables en mécanique des structuresen ce point.Supposons, pour simpli�er, 
 polygonal et considérons une triangulation �h de
 (h > 0) : �h = N[k=1Tk;avec N le nombre d'éléments du maillage.Soient am les sommets des éléments Tk n'appartenant pas �a �D (1 � m � p,avec p le nombre de sommets). On note C0 l'ensemble des fonctions continues et P1l'ensemble des polynômes de degré 1. On dé�nit alors l'espace des fonctions éléments�nis scalaires :Xh = f	 : 
! R; 	 2 C0; 	=Tk 2 P1 8k 2 f1; : : : ; Ng; 	 = 0 sur �Dget on note Vh l'espace des fonctions éléments �nis à valeurs vectorielles :Vh = (Xh)2:Soient �1; : : : ; �m les fonctions de base éléments �nis de Xh :�j 2 Xh et �j(am) = �jm; 1 � j;m � p;on note �j (1 � j � 2p) les fonctions :�1 = � �10 � ;�2 = � 0�1 � ;�3 = � �20 � ; : : : ;�2p = � 0�p � ;qui constituent une base de Vh et qui sont appelées fonctions de forme de la mé-thode éléments �nis choisie.On cherche ainsi un déplacement éléments �nis uh tel que8x 2 
; uh(x) = 2pXj=1 qj�j(x):Les qj sont les degrés de liberté du déplacement éléments �nis uh etq = 0B@ q1...q2p 1CAest appel�e vecteur des déplacements nodaux.30



2.2 Quelques critères m�ecaniques utilisés chez RenaultOn peut donc �ecrire 8x 2 
; uh(x) = N(x)0B@ q1...q2p 1CA ;avec N(x) = (�j)1�j�2p une matrice 2� 2p, appel�ee matrice d'interpolation.Le tenseur des déformations du champ de déplacement s'�ecrit alors8x 2 
; �(x) = DN(x)q = B(x)q;où B(x) = DN(x) est une matrice 3 � 2p, qui s'exprime à l'aide des dérivées par-tielles des �j et appel�ee matrice des déformations éléments �nis.Ainsi, le problème éléments �nis associé à la formulation variationnelle s'écritTrouver uh 2 Vh; a(uh; vh) = L(vh) 8vh 2 Vh:Ce problème équivaut à r�esoudre le syst�eme lin�eaire Rq = F , oùq = (qj) est le vecteur des degrés de liberté;R = (Rjl) est une matrice 2p � 2p; Rjl = Z
 �BT (x)HB(x)�jl dx;F = (Fj) 2 R2p; Fj = Z
 �NTfv�j dx + Z�F �NTf s�j dS:R est la matrice de rigidité (pour la méthode éléments �nis choisie), F est levecteur des forces extérieures (ou appliquées connues) et Rq est le vecteur desforces intérieures (forces dues aux déformations élastiques).Le système linéaire Rq = F exprime le fait que le vecteur des forces résiduellesest nul à l'équilibre. Cela traduit l'équilibre de la structure discrète.La méthode présentée ici en deux dimensions, se généralise aisément en troisdimensions. C'est cette méthode qui est utilisée dans la plupart des logiciels decalcul des structures comme le logiciel MSC/NASTRAN que nous avons utilisé etdont nous parlerons plus tard.2.2 Quelques critères m�ecaniques utilisés chez Re-naultNous présentons dans cette partie quelques critères couramment utilisés dans lescahiers des charges Renault et auxquels nous ferons référence par la suite.31



Chapitre 2 : Notions préalables en mécanique des structuresNous avons choisi de séparer les notions présentées en deux classes distinctes.Ainsi, dans le premier paragraphe, nous parlerons de critères statiques dans lesquelsla variable temps n'intervient pas, par opposition aux critères dynamiques décritsdans le second paragraphe.2.2.1 Critères statiquesNous présentons ici un critère statique couramment utilisé pour l'étude des ca-ractéristiques d'une structure.ComplianceLa compliance permet de mesurer la raideur globale d'une structure déformée(pour un cas de chargement donné), puisque minimiser la compliance revient àmaximiser la raideur totale de la structure sous un e�ort donné. Pour une pi�ece,mesurer la compliance est �equivalent �a mesurer le travail des forces ext�erieures oul'�energie �elastique.Plus pr�ecisément, la compliance est dé�nie par :c = Z�
 f s:u dS = Z
A�(u):�(u) dx = Z
A�1�:� dx;avec � et u solutions du problème (2.9)-(2.13).2.2.2 Critères dynamiquesFréquence propreLes fréquences propres correspondent à des fr�equences d'excitation caractéris-tiques de la structure consid�er�ee. On cherche généralement à les éviter (c'est-à-direà les repousser ou en diminuer l'impact) car elles entraînent des déplacements im-portants et donc des risques de rupture de la structure.Les fréquences structurales sont très importantes dans l'industrie automobile. Ene�et, par exemple, si un des harmoniques générés par le moteur coïncide avec unefréquence structurale, cela va entraîner des problèmes de résonance, c'est-à-dire dubruit et des vibrations à l'intérieur de l'habitacle.La méthode de calcul des fréquences propres et des modes propres associés estdonnée dans la partie 2.3.Inertance et transfert vibratoireNotons tout d'abord que les termes dé�nis dans ce paragraphe sont ceux employéschez Renault. Ils peuvent ainsi être di�érents de ceux plus usuellement utilisés.32



2.2 Quelques critères m�ecaniques utilisés chez Renault
Fig. 2.2 � Calcul d'une inertance.Une courbe d'inertance représente le comportement (dit comportement dyna-mique) d'une structure soumise à des excitations de di�érentes fréquences. On ditparfois aussi qu'un calcul d'inertance permet de mesurer la raideur dynamique glo-bale d'une pièce.On calcule l'inertance en un point P d'une structure en procédant comme suit(cf. �gure 2.2). On applique une force F unitaire (par exemple un coup de marteau)au point P de la structure au temps 0. On mesure la force appliqu�ee et l'acc�el�eration
 au m�eme point P pendant un certain temps t. On transforme ensuite les courbesobtenues (force et acc�el�eration en fonction du temps) dans le domaine fr�equentiel(transformation de Fourier). La courbe d'inertance est alors obtenue en tra�cant 
̂̂F(avec 
̂ et F̂ les transformées de Fourier de 
 et de F ) dans le domaine fr�equentiel.Si le point de mesure de la force est di��erent de celui de l'acc�elération, on parlede transfert.Dans le cas où on mesure la vitesse ou le déplacement (au lieu de l'accélération)au point P , on utilise respectivement les termes mobilité et compliance dyna-mique. Dans le dernier cas, les pics de la courbe correspondent aux fr�equencespropres de la pi�ece.Le calcul d'une de ces courbes n'est pas réalisable directement à l'aide d'unlogiciel. On procède alors par calcul de r�eponses forc�ees (cf. partie 2.3). On excitela pi�ece au point P avec une force unitaire fr�equentielle et on mesure l'acc�el�eration(ou la vitesse ou le déplacement) maximum au point P . On fait cela plusieurs fois,en pratique sur une plage de fr�equences avec un pas donn�e. Si on trace le modulede l'acc�elération (ou la vitesse ou le déplacement) maximum mesur�ee en fonction33



Chapitre 2 : Notions préalables en mécanique des structuresde la fr�equence d'excitation, on obtient la courbe d'inertance (ou de mobilité ou decompliance dynamique) correspondante.Montrons ce résultat dans le cas de la compliance dynamique et considérons pourcela l'�equation du second ordre �a coe�cients constants suivante :d2dt2u(t) + c ddtu(t) + bu(t) = F (t); 8t 2 R (2.17)donnant le déplacement u de la structure pour une force d'excitation F .Si on note �1 et �2 les racines (distinctes ou non) de l'�equation caract�eristique�2 + c�+ b = 0, l'�equation (2.17) peut s'�ecrire :( ddt � �1)( ddt � �2)u(t) = F (t):Pour F continue et �a support limit�e �a gauche (c'est-à-dire nulle pour t inférieurà un certain t0), il existe une et une seule solution u �a support limit�e �a gauche etcelle-ci est donn�ee par : u(t) = G(t) � F (t) (2.18)avec G(t) la réponse impulsionnelleG(t) = [H(t)e�2t] � [H(t)e�1t] = � H(t) e�1t�e�2t�1��2 pour�1 6= �2H(t)te�1t pour�1 = �2et H(t) la fonction de HeavisideH(t) = � 0 si t < 01 si t � 0.Par propriété de la transformation de Fourier, la relation (2.18) devient :û(!) = bG(!) bF (!)avec û, bG et bF les transform�ees de Fourier respectives de u, G, et F .La courbe de compliance dynamique ûbF est donc �egale �a la courbe de Ĝ(!).Dans le cas d'une r�eponse forc�ee, F (t) = ei!t et donc d'apr�es (2.18)u(t) = G(t) � ei!t: (2.19)Remarque : La fonction t 7! ei!t n'étant pas à support limité à gauche, onne peut pas en principe écrire (2.19). Toutefois, on peut rendre le calcul précédentraisonnable en prenant pour t > 0 la fonction d'excitation F (t) = H(t + N)ei!t34



2.3 Calcul d'une base modale et méthode de recomposition(c'est-à-dire le signal sinusoïdal qui a commencé au temps �N). Le support étantlimité à gauche, on peut alors écrireu(t) = G(t) � (H(t+N)ei!t) = Ĝei!t + rN (t);où l'erreur rN tend vers 0 avec N .Par propriété de la convolution, (2.19) se réécritu(t) = bG(!)ei!t:On retrouve alors le résultat énoncé plus haut, c'est-à-dire que la courbe du mo-dule du déplacement maximum correspond à la courbe de bG(!) et donc à la courbede compliance dynamique.Nous avons présenté dans cette partie quelques critères utilisés dans les cahiersdes charges Renault. Nous avons vu que le calcul des courbes de compliance dyna-mique est réalisé à partir d'un calcul de réponses forcées. Nous allons voir ci-dessousune méthode (dite méthode de recomposition modale) permettant, à partir de la basemodale de la pièce (c'est-à-dire de ses fréquences propres et de ses modes propresassociés), de connaître sa réponse quelle que soit la force fréquentielle d'excitation.2.3 Calcul d'une base modale et méthode de recom-positionAprès avoir expliqué comment sont calculés les modes et les fréquences propresd'une pièce donnée, nous décrivons dans cette partie la méthode de recompositionmodale permettant de connaître le comportement dynamique de la structure lors-qu'elle est soumise à une force sinusoïdale quelconque.On assimile ici la structure étudiée à un système mécanique discrétisé, composéde n degrés de liberté (correspondant aux degrés de liberté des noeuds du maillage decalcul) et on considère l'équation matricielle qui régit le mouvement de la structure :M d2dt2u(t) + C ddtu(t) +Ku(t) = F (t); 8t 2 R (2.20)avec M la matrice de masse de la structure, C la matrice d'amortissement, K lamatrice de rigidité, u(t) le vecteur des déplacement et F (t) le vecteur des forcesextérieures appliquées.La force appliquée F (t) est une force sinusoïdale et s'écrit donc sous la forme :F (t) = F (!)ei!tavec F (!) un vecteur à n composantes complexes indépendantes de t.35



Chapitre 2 : Notions préalables en mécanique des structures2.3.1 Calcul de la base modaleExplicitons tout d'abord comment est calculée la base modale d'une structuredonnée, c'est-à-dire ses fréquences propres et ses modes propres associés.Considérons le système homogène associé à (2.20) sans amortissement :M d2dt2u(t) +Ku(t) = 0: (2.21)Les solutions de cette équation sont de la forme u(t) = �ei!t, où ! est la pulsationet � un vecteur à n composantes réelles indépendantes de t.Si on calcule les dérivées première et seconde de u par rapport à t :ddtu(t) = �i!ei!t et d2dt2u(t) = ��!2ei!tet qu'on remplace ces expressions dans l'équation (2.21), on obtient :�M�!2ei!t +K�ei!t = 0c'est-à-dire (K � !2M)� = 0:Pour trouver les solutions autres que triviales de cette équation, on résout jK ��M j = 0. Les solutions �j (1 � j � n) sont les fréquences propres de la struc-ture étudiée et les vecteurs �j (1 � j � n) tels que (K � �jM)�j = 0, sont lesmodes propres associés. On appelle pulsations propres les !j tels que �j = !2j(1 � j � n) et matrice de la base modale la matrice � de taille n � n dont lescolonnes sont constituées des modes propres.Une fois la base modale calculée (c'est-à-dire la matrice� connue), la méthode derecomposition modale permet de prévoir le comportement dynamique de la structurequelle que soit la force d'excitation sinusoïdale appliquée. C'est ce que nous allonsmontrer dans le paragraphe suivant.2.3.2 Méthode de recomposition modaleLa méthode de recomposition modale, utilisée dans les logiciels de mécaniquedes structures, permet de calculer simplement à partir de la base modale la réponsede la structure à une excitation quelconque.Remarquons tout d'abord que les modes propres �j sont orthogonaux à K et M ,c'est-à-dire que dans la base modale les matrices K et M sont diagonales. On note36



2.3 Calcul d'une base modale et méthode de recompositionfM = �TM� et eK = �TK�, les matrices diagonales réelles de taille n � n et decoe�cients diagonaux mj et kj.On peut écrire le vecteur des déplacements u(t) dans la base des modes propres :u(t) = �Q(t)où Q(t) est un vecteur de taille n.Si l'on dérive deux fois u(t) et qu'on remplace les expressions dans l'équation(2.20), on obtient :M� d2dt2Q(t) + C� ddtQ(t) +K�Q(t) = F (t);c'est-à-dire en multipliant à gauche par �T :fM d2dt2Q(t) + �TC� ddtQ(t) + eKQ(t) = �TF (t):A�n de simpli�er les calculs, on choisit alors d'approcher �TC� par une matricediagonale eC. Les termes diagonaux de eC s'expriment sous la forme cj = 2mj!j�j(1 � j � n) avec �j un coe�cient d'amortissement, et l'équation (2.20) devientfM d2dt2Q(t) + eC ddtQ(t) + eKQ(t) = �TF (t): (2.22)Considérons maintenant le vecteur F (t) à n composantes complexes :Fj(t) = 0 si le degré de liberté j est non excité;Fj(t) = fjei(!t+�j) sinon;avec 1 � j � n, ! la pulsation et �j le déphasage entre la force d'excitation surle degré de liberté j et celle exercée sur le degré de liberté de référence (degré deliberté de phase nulle appelé référence de phase).On peut donc écrire F (t) = Fei!t, et si on note eF = �TF , on a�TF (t) = �TFei!t = eFei!t:Revenons au vecteur des déplacements u(t). On cherche les solutions Q(t) sousla forme Q(t) = Qei!t avec Q un vecteur indépendant du temps et exprimé dans labase modale. En dérivant, on obtient :ddtQ(t) = i!ei!tQ et d2dt2Q(t) = �!2ei!tQet l'équation (2.22) devient�!2fMQ+ i! eCQ+ eKQ = eF:37



Chapitre 2 : Notions préalables en mécanique des structuresComme les matrices fM , eC et eK sont diagonales on a, pour tout 1 � j � n :�!2mjqj + i!cjqj + kjqj = fjavec fj la jème composante de eF .Comme kj = mj!2j et cj = 2mj!j�j , on a(�!2mj + 2imj!!j�j +mj!2j )qj = fjc'est-à-dire qj = hjfj;avec hj = 1mj(�!2 + 2i!!j�j + !2j ) : (2.23)Si on note H =0BBB@ h1 0h2 . . .0 hn 1CCCAla matrice diagonale de taille n � n dépendante de !, on a Q = H eF , u = �H eF etdonc, comme eF = �TF , on a �nalementu = �H�TF: (2.24)D'après (2.23), H ne dépend que de la pulsation !, des masses modales mj, desamortissements modaux �j et des pulsations propres !j , tandis que la matrice debase � dépend uniquement des modes propres �j.Ainsi, d'après (2.24), le calcul de réponse est applicable pour toute structure donton connaît la base modale (c'est-à-dire ses fréquences propres et ses modes propresassociés) ainsi que ses masses et amortissements modaux.Rappelons toutefois que ceci n'est valable que dans le cas où C est diagona-lisable (base modale réelle). Dans le cas d'une base modale complexe, le vecteurdéplacement est donné par la formule :u = ��G�T + � bG�T�F;avec u le vecteur déplacement de chaque degré de liberté, F le vecteur des forcesd'excitation, � la base modale complexe,� la conjuguée de �, G et bG deux matricesdiagonales qui dépendent de la pulsation ! et telles que :Gj = 1Aj(i! � �j) et cGj = 1Aj(i! � �j) ;38



2.3 Calcul d'une base modale et méthode de recompositionavec Aj = 2i!jmj et �j = ��j!j + i!j 1p1��j .Nous avons montré dans cette partie comment, à partir du calcul de la base mo-dale d'une structure donnée, il est aisé de connaître le comportement dynamique dela structure lorsqu'elle est soumise à une force d'excitation fréquentielle quelconque.En raison de sa simplicité, cette méthode (dite de recomposition modale) est utiliséedans les logiciels de calcul des structures (dont MSC/NASTRAN) pour l'évaluationdes réponses forcées.
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Chapitre 2 : Notions préalables en mécanique des structures
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Chapitre 3Méthodes d'optimisation topologiqueComme nous l'avons vu au chapitre 1, un problème d'optimisation topologiquepeut être vu comme un problème de distribution de matière.On dispose au départ d'un domaine de référence 
 � R3, choisi en fonctionde l'encombrement maximal possible, et de l'ensemble des conditions aux limites(chargements et �xations) du composant mécanique à optimiser. Il s'agit de répartirde façon optimale, un matériau de densité �0 et de propriétés A0 dans 
, c'est-�a-direde d�eterminer le sous-domaine ! de 
 rempli de mati�ere [12, 11].Mathématiquement, le probl�eme d'optimisation topologique est de la formemin!�
 f(!) (3.1)sous les contraintes gi(!) � 0 i 2 I;hi(!) = 0 i 2 E;avec I et E des ensembles �nis d'indices, f la fonction objectif, gi et hi les fonctionsd�e�nissant les contraintes (à valeurs réelles).Notons qu'en pratique, la fonction objectif et les contraintes représentant le plussouvent une masse, un d�eplacement, une compliance ou une fréquence propre, cesont dans la plupart des cas des fonctions implicites et non linéaires en !. Leur�evaluation n�ecessite alors la r�esolution d'une �equation d'�etat et le probl�eme (3.1) estde la forme min!�
 f(u(!); !) (3.2)sous les contraintes gi(u(!); !) � 0 i 2 I;hi(u(!); !) = 0 i 2 E;41



Chapitre 3 : Méthodes d'optimisation topologiqueavec u la solution de l'équation d'état e(u(!); !) = 0.Dans le cas de l'élasticité linéaire, il s'agit du système (2.9)-(2.13) qui sera enpratique résolu par une méthode d'éléments �nis (voir paragraphe 2.1.4).Nous présentons dans ce chapitre di�érentes méthodes d'optimisation topolo-gique, que l'on trouve dans la littérature et permettant de résoudre le problème(3.1). Ainsi, nous décrirons dans la première partie, les méthodes de distribution dematière qui consistent à discrétiser le domaine 
 en un maillage dit de (( conception ))et à décider quels éléments seront vides ou pleins. Nous parlerons ensuite des ap-proches utilisant le gradient de forme. En�n, nous présenterons d'autres techniques,peut-être moins utilisées que les précédentes : les méthodes évolutives. Au delà d'unsimple état de l'art, cet inventaire nous permettra d'expliquer notre choix. C'est ceque nous ferons à la �n de ce chapitre.3.1 Les méthodes de distribution de mati�ere sur unmaillage de conceptionLe problème (3.1) est continu en espace puisqu'on cherche une forme quelconquedans 
.Une idée naturelle pour sa résolution, consiste à discrétiser le domaine 
 à l'aided'un maillage dit de (( conception )), de telle sorte que le problème (3.1) se reformulecomme un problème de distribution de matière dans les éléments du maillage deconception (problème d'optimisation discrète). Cette approche est détaillée dans lapartie 3.1.1. La limitation principale de cette approche est que, comme elle conduità un problème d'optimisation discrète dont la résolution est coûteuse en calcul, lemaillage de conception doit être grossier.Une famille importante de méthodes alternatives permet de se ramener à unproblème d'optimisation continue pour lequel on dispose d'algorithmes beaucoupplus e�caces. Ces méthodes consistent à relaxer le problème (3.1), c'est-à-dire àne plus choisir le matériau dans un ensemble discret (vide ou plein) mais dans unensemble continu (on autorise une solution composée d'une in�nité de matériauxentre le vide et le matériau plein). La �gure 3.1 illustre le principe de ces approchesqui consistent à relaxer puis à discrétiser en espace et en�n à pénaliser les densitésintermédiaires a�n d'obtenir une solution (( fabricable )) (composée de vide et deplein).D'un point de vue mécanique, la relaxation consiste à ne plus considérer unmatériau plein isotrope mais un matériau composite poreux. Il est alors nécessaire dedé�nir les propri�et�es A du mat�eriau anisotrope utilisé pour des densités � comprisesentre 0 et �0, dans le but d'�evaluer la fonction objectif et les contraintes. Pour cela,deux types de m�ethodes existent : les méthodes d'homogénéisation et la méthode42



3.1 Les méthodes de distribution de mati�ere sur un maillage deconceptionForme continueMat�eriau discret Forme discr�ete(Probl�eme (3.3))(Probl�eme (3.1))Relaxation P�enalisationMat�eriau discret(partie 3.1.1)Discr�etisation en espace
Discr�etisation en espace

Mat�eriau continuForme discr�eteMat�eriau continuForme continueFig. 3.1 � Principe des méthodes de distribution de matière.SIMP.Les m�ethodes d'homog�en�eisation, décrites dans la partie 3.1.2, consistent àconsidérer qu'un matériau avec une densité � 2 ]0; �0[ est un matériau compositeavec une microstructure particulière et d'en déduire ses propriétés macroscopiques.Quant à la m�ethode SIMP (Simpli�ed Isotropic Material with Penalisa-tion), décrite dans la partie 3.1.3, elle permet de supprimer le concept délicat de lamicrostructure en utilisant un matériau �ctif, c'est-à-dire en faisant un choix arbi-traire de la valeur des propriétés du matériau pour � 2]0; �0[. L'étape de p�enalisation,contrairement aux m�ethodes d'homog�en�eisation, est dans ce cas implicite.3.1.1 Méthodes conduisant à un problème d'optimisation dis-crèteL'idée la plus simple pour la résolution du problème (3.1) consiste à passer dudomaine continu 
 à un domaine discret : on discrétise l'espace de conception 
 àl'aide d'un maillage. Il s'agit alors de répartir de façon optimale de la matière dansles éléments de conception.Le maillage de conception utilisé pour la discrétisation du domaine 
, sera not�e� co;h, avec h la plus grande distance entre deux noeuds adjacents du maillage (hreprésente la �nesse du maillage) et tel que
 = [j2f1;::: ;Ng(� co;hj )avec N le nombre d'éléments de conception.Ce maillage peut être identique ou di�érent de celui de calcul, not�e � ca;h0 , permet-tant la r�esolution de l'�equation d'�etat. Le plus souvent, les maillages de conceptionet de calcul sont confondus, mais pour r�eduire le nombre de variables d'optimisation,43



Chapitre 3 : Méthodes d'optimisation topologiqueon utilise couramment des maillages di��erents : un �el�ement de conception peut alorscontenir plusieurs �el�ements du maillage de calcul (� ca;h0 � � co;h) (cf. �gure 3.2) oubien être complètement di�érent (voir les méthodes décrites à la �n de cette partie).
�ca;h0j� co;hh� co;h1

Fig. 3.2 � Exemple d'un maillage de conception et d'un maillage de calcul.Considérons maintenant le vecteur� = (�i)i=1;::: ;N ; �i 2 f0; 1g 8i;qui indique la présence ou non de matière dans chaque élément du maillage deconception.On note alors !� = [k2f1;::: ;Ngj�k>0(� co;hk );la forme discrète associée, et le problème (3.1) devientmin�2f0;1gN f(!�) (3.3)sous les contraintes gi(!�) � 0 i 2 I;hi(!�) = 0 i 2 E:Ce problème peut être résolu par un algorithme d'optimisation discrète.44



3.1 Les méthodes de distribution de mati�ere sur un maillage deconception

NON Solution optimale ?

D�etermination du volume (ou surface) disponible
R�esolution de l'�equation d'�etat (calcul �el�ements �nis)Discr�etisation du domaine :

OUIMise �a jour des param�etres �i FIN OPTIMISATION
Choix d'une forme initiale (initialisation de �)Cr�eation des maillages de conception et de calcul

�Evaluation de la fonction objectif et des contraintes
Fig. 3.3 � Déroulement classique d'un algorithme d'optimisation topologique pardistribution de matière. 45



Chapitre 3 : Méthodes d'optimisation topologiqueLe schéma donnant le principe d'un tel algorithme d'optimisation topologiquepar distribution de matière est décrit sur la �gure 3.3.Remarques :� On initialise en général avec une forme pleine (
) mais d'autres choix sontpossibles.� Le problème (3.3) est g�en�eralement de très grande taille (le nombre de variablesde conception étant très important) et chaque �evaluation de la fonction objectifou des contraintes est co�uteuse (car impliquant une analyse �el�ements �nis).� On peut vouloir �ger (vides ou pleines) certaines parties du domaine 
, cequi revient à restreindre l'ensemble des formes ! admissibles dans le problèmecontinu (3.1) ou à �xer certaines composantes de � à 0 ou 1 dans le problèmediscret (3.3).Di�érents algorithmes peuvent être utilisés pour résoudre le problème (3.3) telsqu'un algorithme de Branch and Bound, la méthode du recuit simulé, les algorithmesgénétiques (ou �evolutionnaires) etc. Une description de ces m�ethodes est donn�eeau chapitre 4 et on pourra voir des exemples d'applications (notamment sur desprobl�emes de l'industrie automobile) dans [29], [30] ou [50].La résolution du problème (3.3) présente des di�cultés bien connues. Il a �et�ed�emontr�e (voir [1] et [12] par exemple) que si l'on considère une suite de maillagesde conception de plus en plus �ns (h! 0), la suite des solutions du problème (3.3)associé ne converge pas. En e�et, lorsqu'on ra�ne le maillage, on obtient en pratiquedes solutions comportant de plus en plus de trous de petite taille, au lieu d'obtenirune repr�esentation plus pr�ecise d'une m�eme structure optimale. La solution du pro-blème (3.3) est ainsi fortement d�ependante du maillage de conception. Ce problèmede dépendance de la solution au maillage intervient aussi lors de l'utilisation de mé-thodes d'optimisation topologique di�érentes. On en verra plus loin (partie 3.1.2)les raisons.En plus de la di�culté évoquée ci-dessus, cette formulation du problème, bas�eesur un maillage donn�e et un tableau de bits, pose surtout un probl�eme de tempsde calcul et montre ses limites lorsqu'on a�ne le maillage de conception. En e�et,lorsque le nombre de variables d'optimisation est important, les m�ethodes discr�etesdeviennent excessivement coûteuses en temps de calcul. Il est ainsi expliqu�e dans [8]et [29] que leur utilisation est limit�ee �a l'emploi d'un maillage grossier. Pourtant, unmaillage su�samment �n est souvent n�ecessaire pour que la forme obtenue fournissesu�samment d'information au concepteur.Ainsi, a�n de pallier cette di�culté, des �etudes ont �et�e faites sur l'utilisation deparam�etrisations ind�ependantes de la discr�etisation �el�ements �nis. Ces approchessont d�ecrites dans [29] et [30] : 46



3.1 Les méthodes de distribution de mati�ere sur un maillage deconceptionDiagrammes de Vorono�� : Consid�erons un nombre �ni de points V0; : : : ; VN (lessites de Vorono��) dans un domaine born�e donn�e de 
 (le domaine de travail).�A chaque site Vi (cf. �gure 3.4), on associe l'ensemble de tous les points dudomaine de travail pour lesquels le site de Vorono�� le plus proche est Vi. Onnomme cet ensemble Ci = fx 2 
 tel que jjx� Vijj < jjx� Vj jj 8j 6= ig (avecjj:jj la norme euclidienne) cellule de Vorono��. Le diagramme de Vorono��est la partition du domaine d�e�nie par les cellules de Vorono�� (cf. [47] pourune description d�etaill�ee des diagrammes de Vorono��).Dans le cas d'un probl�eme d'optimisation topologique, le maillage de concep-tion peut �etre d�e�ni par un diagramme de Vorono��. Les variables d'optimisa-tion sont alors la densit�e de mati�ere (0 ou 1) �a l'int�erieur de chaque cellule.Le maillage de calcul est �x�e au d�epart (maillage �el�ements �nis classique).L'�evaluation des fonctions se fait par projection du diagramme de Vorono��sur le maillage de calcul (un �el�ement �ni appartient �a l'une ou l'autre descat�egories (mat�eriau ou vide) en fonction de la valeur de la cellule de Vorono��dans laquelle se trouve son centre de gravit�e). L'avantage d'une telle approcheest que l'on peut facilement choisir le nombre d'éléments de conception désirés.
Fig. 3.4 � Diagramme de Vorono�� avec ses sites et ses cellules.Dip�oles : Un dip�ole est un ensemble de deux sites de Vorono��, l'un �etiquet�e 0et l'autre 1, situ�es au m�eme point du domaine de calcul, avec une m�edianeassoci�ee rep�er�ee par son angle directeur. Un dip�ole est donc d�e�ni dans R2 partrois variables r�eelles : ses coordonn�ees (x; y) et l'angle � de sa m�ediane avecl'axe x. La �gure 3.5 donne un exemple de dip�ole. Dans ce cas, le maillage de

Fig. 3.5 � Dip�ole de Vorono��.47



Chapitre 3 : Méthodes d'optimisation topologiqueconception est un ensemble de dip�oles (cf. �gure 3.6). Comme pr�ec�edemment,on dispose d'une partition du domaine de travail en deux sous-ensembles, et on�evalue les fonctions en projetant le maillage de conception sur celui de calcul(maillage �el�ements �nis �x�e).Cette repr�esentation tente de pallier la di�cult�e d'ajustement des fronti�eres dela solution lorsqu'on utilise les diagrammes de Vorono�� classiques. Il est en e�etdi�cile de modi�er une portion de fronti�ere sans toucher aux portions adja-centes. Toutefois, dans ce cas aussi des situations d�elicates peuvent apparaîtrenotamment pour le contr�ole de la m�ediane entre deux dip�oles.
Fig. 3.6 � Dip�oles de Vorono�� et maillage de conception.Barres de Vorono�� : Une barre de Vorono�� est d�e�nie par quatre variables r�eelles :ses coordonn�ees (x; y), l'angle � de la barre avec l'axe x et sa largeur (cf. �gure3.7). Pour une repr�esentation en barres, on trace dans un premier temps undiagramme de Vorono��, puis on place dans chacune des cellules une barreayant une largeur et une direction donn�ees. Le maillage de conception estainsi constitu�e d'un ensemble de barres (cf. �gure 3.7), et il su�t de projeterce maillage sur celui de calcul, en sachant qu'un �el�ement �ni est consid�er�ecomme plein de mati�ere si et seulement si son centre de gravit�e est dans lapartie pleine d'une barre de Vorono��.
Fig. 3.7 � Barre de Vorono�� et maillage de conception.48



3.1 Les méthodes de distribution de mati�ere sur un maillage deconceptionCette repr�esentation aide �a l'apparition de structures en treillis (solution op-timale dans certains cas particuliers), en introduisant des formes �el�ementairesqui sont d�ej�a des barres. Elle permet par ailleurs d'�eviter les di�cult�es decontr�ole des fronti�eres qui apparaissent dans les deux approches pr�ec�edentes.Il faut toutefois noter qu'il est souvent di�cile d'utiliser cette param�etrisationdans un cas en trois dimensions.Syst�emes de fonctions it�er�ees (IFS) : Dans les trois m�ethodes de param�etrisa-tion d�ecrites pr�ec�edemment, les blocs �el�ementaires permettant de construirela structure sont d�e�nis par l'utilisateur. Au contraire, dans la repr�esentation�a base de syst�emes de fonctions it�er�ees, aucune hypoth�ese n'est faite, ce quipermet d'�eviter des choix inad�equats.Un IFS est un ensemble de transformations contractantes (cf. [29] pour uned�e�nition plus d�etaill�ee). Le principal int�er�et d'un tel objet math�ematiqueest qu'il d�e�nit de mani�ere unique un ensemble particulier, appel�e son (( at-tracteur )). Les attracteurs d'IFS furent �a l'origine utilis�es pour d�e�nir desensembles fractals (tapis de Sierpinski, foug�ere de Barnsley, etc.), mais denombreuses autres applications existent en analyse d'image ou de signal.En optimisation topologique, on r�esout le probl�eme inverse suivant : soit uneforme optimale !, trouver l'IFS dont l'attracteur est !. Comme expliqu�e dans[29], la r�esolution de ce probl�eme est complexe et l'utilisation des IFS en op-timisation topologique n'en est qu'�a ses premi�eres exp�erimentations. De nom-breux probl�emes se posent encore (temps de calcul important, qualit�e et ad-missibilit�e de la solution, etc.).On peut trouver dans [29], des exemples d'application de ces m�ethodes de pa-ram�etrisation coupl�ees avec un algorithme �evolutionnaire, notamment un cas entrois dimensions.Une autre méthode d'optimisation topologique conduit également à un problèmed'optimisation discrète de taille réduite. Il s'agit des méthodes d'optimisation topo-logique utilisant des structures en treillis.L'optimisation topologique de structures en treillis consiste à chercher la solutiondu problème (3.3) parmi des structures composées de barres (ou (( poutres ))).On dispose ainsi au d�epart d'un ensemble de n noeuds et de m connections pos-sibles (repr�esent�ees par des barres) entre les noeuds et on cherche la sous-structureoptimale de cet (( univers structural )). Les variables de conception du probl�eme d'op-timisation sont les sections des barres, qui ne peuvent prendre que les valeurs �� 1(et non pas z�ero pour �eviter des probl�emes de singularit�e de la matrice de raideur)et 1. On utilise alors un algorithme d'optimisation discr�ete (comme un algorithmeg�en�etique [50] ou le recuit simul�e [48]) et la topologie (( optimale )) est obtenue enne consid�erant �a l'optimum que les sections signi�catives (à valeur 1). Cette ap-proche peut donc �etre vue comme de l'optimisation param�etrique avec un nombre49



Chapitre 3 : Méthodes d'optimisation topologiquede variables �elev�e (nombre de barres). Lorsque tous les noeuds sont joints, le nombrede barres est proportionnel au carr�e du nombre de noeuds et devient consid�erablelorsque le r�eseau est dense. De plus, comme on ne supprime pas de barre au fur et�a mesure (on met seulement la valeur de leur section �a �), la taille du syst�eme reste�xe et le co�ut en temps de calcul tr�es �elev�e. On retrouve donc le problème de tempsde calcul déjà rencontré avec l'approche discrète bas�ee sur un maillage donn�e et untableau de bits.Il existe cependant pour la r�esolution de ce probl�eme des méthodes plus adaptées,comme celles d�ecrites dans [12] ou celle proposée par Beckers et Fleury dans [6, 5]et utilisant une approche primale-duale. Ces m�ethodes de r�esolution permettent ene�et de traiter des applications pr�esentant un grand nombre de variables (jusqu'�aplus de 130000 barres potentielles dans [6]), mais restent limitées à des problèmesparticuliers où notamment le nombre de contraintes est très faible (1 ou 2).En fait, la véritable limitation de ces approches est la di�culté d'interprétationdu treillis proposé pour dessiner la pièce à fabriquer.D'autres m�ethodes permettant de pallier les problèmes de temps de calcul de l'ap-proche discr�ete, consistent �a relaxer le probl�eme (3.3). Ces méthodes de relaxation,d�ecrites dans les deux parties suivantes, sont les plus connues et les plus utilisées enoptimisation topologique.3.1.2 Les méthodes d'homogénéisationIl est juste de considérer les travaux de Murat et Tartar à la �n des années 70 etau début des années 80 (voir [61] par exemple) comme fondateurs de la théorie del'homogénéisation appliquée à l'optimisation de forme. D'autres travaux théoriquesfondamentaux sur les liens entre l'optimisation de forme et l'homogénéisation onteu lieu en Russie et aux �Etats-Unis (voir par exemple [33] ou [38]). De façon surpre-nante, les premiers calculs numériques réalistes en ce domaine ne sont arrivés queplus tard (citons en particulier le travail pionnier de Bendsøe et Kikuchi en 1988 [9]).Ces méthodes sont jusqu'à présent limitées à l'élasticité linéaire et la plupart desrésultats théoriques ne concernent que l'optimisation de fonctions bien particuli�eres[2].Nous présenterons les méthodes d'homogénéisation dans le cas particulier du pro-blème d'optimisation de forme qui consiste à minimiser, sur l'ensemble des formesadmissibles !, la somme pondérée de la compliance (notée c) et du poids (propor-tionnel au volume noté j!j). Autrement dit, on cherchera une forme optimale quiminimise une fonction objectif particulière notée F (!) :inf!�
(F (!) = c(!) + �j!j): (3.4)50



3.1 Les méthodes de distribution de mati�ere sur un maillage deconceptionC'est en e�et dans ce cas particulier que la plupart des résultats théoriques ont étéétablis.Il est montré dans [1] qu'en l'absence de contrainte supplémentaire sur les formesadmissibles !, le problème (3.4) est mal posé, c'est-à-dire qu'il n'existe pas de formeoptimale. Dans ce cas, pour n'importe quelle forme admissible !1 � 
 donnée, ilexiste une forme admissible !2 � 
 telle que F (!2) < F (!1). La raison mécaniquede ce phénomène de non-existence d'une solution au problème (3.4) est qu'il estsouvent avantageux de faire beaucoup de petits trous (plutôt que quelques grandstrous) dans une structure donnée a�n d'améliorer sa performance par rapport à uncompromis masse/raideur.En revanche, on peut construire une suite (!�) de formes telle que !� soit lasolution minimale de (3.4) parmi toutes les formes n'ayant pas de trou d'un diamètreinférieur à � (avec une telle restriction sur le diamètre minimal d'un trou, le problème(3.4) a bien une solution).Par conséquent, comme expliqu�e dans [1] et [2], atteindre le minimum de (3.4)peut faire appel à un processus de passage à la limite � ! 0 (lorsque les trous de-viennent de plus en plus petit et de plus en plus nombreux) conduisant au matériaud'origine in�niment perfor�e. On est alors en pr�esence d'un mat�eriau composite (ouh�et�erog�ene) car constitu�e d'un m�elange de deux phases (ici vide et mat�eriau). Leminimum du problème (3.4) n'est donc pas réalisé par une forme stricto sensu maispar un matériau composite.L'id�ee des m�ethodes d'homog�en�eisation est ainsi d'élargir l'espace des formesadmissibles en autorisant, dès le départ, les matériaux h�et�erog�enes obtenus par unmélange �n de ce matériau et de vide.D'apr�es la th�eorie de l'homog�en�eisation, un mat�eriau composite (caract�eris�epar une certaine microstructure - m�elange mat�eriau/vide) se comporte comme unmat�eriau homog�ene de densité volumique locale � (fonction dé�nie sur 
, prenantses valeurs entre 0 et 1 et indiquant le taux de matériau plein au point x 2 
) etde loi de Hooke A� (fonction dé�nie en tout point de 
). On dit alors que �(x) etA�(x) sont les propri�et�es e�ectives (ou homog�en�eis�ees) du mat�eriau composite aupoint x. Il s'agit de d�eterminer, toujours gr�ace �a l'homog�en�eisation, la valeur de A�pour une microstructure donnée.Ainsi, si on note G� l'ensemble des propriétés e�ectives possibles A� pour desmatériaux composites ayant pour densité e�ective � (pour une valeur de �, il existeplusieurs propriétés A� possibles correspondant à des microstructures di�érentes),le probl�eme (3.4) devient (problème homogénéisé) :min0���1A�2G� � eF (�;A�) = ec(�;A�) + �Z
 �(x) dx�: (3.5)51



Chapitre 3 : Méthodes d'optimisation topologiqueRemarquons ici que les algorithmes numériques qui résolvent le problème (3.5)vont fournir des solutions généralisées (composites) comportant des densités inter-médiaires (entre vide et plein). Elles devront alors être post-traitées a�n d'obtenirdes solutions (( fabricables )) sans densité intermédiaire. On pourra comparer sur la�gure 3.8 (provenant de [2]) la solution optimale du problème (3.5) réalisée avec unmatériau composite et une forme voisine (( fabricable )) sans densité intermédiaire(sous-optimale).Fig. 3.8 � Solution composite (gauche) et solution (( fabricable )) (droite).Les propriétés e�ectives A� et donc l'ensembleG� pour une microstructure quel-conque ne sont pas connus. Les approches proposées dans la littérature consistentà faire des hypothèses sur la microstructure utilisée. Les variantes les plus connuessont celles utilisant des mat�eriaux lamin�es s�equentiels, d�evelopp�ees par Allaire etal. (voir [1], [2] et [12]), et celles utilisant des microstructures p�eriodiques perfor�ees,introduites par Bendsøe et Kikuchi (voir [9], [8] et [62, 63]). Pour chacune des deuxapproches, décrites ci-dessous, on présentera l'algorithme et la méthode de pénali-sation associés.Les matériaux laminés séquentielsA�n d'être utilisée en optimisation topologique, une classe particulière de com-posites doit être assez riche pour pouvoir espérer approcher aussi bien que possibleles composites optimaux et ainsi entraîner de bonnes propriétés de stabilité et deconvergence pour les algorithmes numériques. Elle doit également permettre unedescription assez simple et explicite de ses membres a�n de préserver l'e�cacité desméthodes numériques.Comme on peut voir dans [1], [2] ou [4], la classe des matériaux laminés séquen-tiels satisfait ces critères : leur description nécessite un petit nombre de paramètreset leurs propriétés macroscopiques sont données par des formules explicites. De plus,ils sont optimaux pour les cas particuliers des crit�eres du type compliance ou fré-quences propres.Nous revenons ici au problème (3.4) et au problème homogénéisé (3.5) corres-pondant. Dans ce cas, la valeur de la compliance est donnée par le principe de52



3.1 Les méthodes de distribution de mati�ere sur un maillage deconceptionminimisation de l'énergie élastique complémentaire :ec(�;A�) = mindiv �=0 dans 
�n=f sur �
 Z
A�(x)�1�� dx : (3.6)Ainsi, l'ordre des minimisations en � et en (�,A�) étant indi�érent, on cherche :min0���1A�2G� eF (�;A�) = mindiv �=0 dans 
�n=f sur �
 (Z
 min0���1A�2G�(A�(x)�1�� + ��(x))dx): (3.7)Désignons par L� � G� l'ensemble des propriétés e�ectivesA� possibles pour uneclasse particulière de matériaux composites qu'on appelle les laminés séquentiels.En chaque point, la microstructure locale de ces matériaux est obtenue par miseen couches successives du matériau plein et du vide dans des directions et avecdes proportions données. Une microstructure laminée est déterminée par un entierp � 1, le rang du laminé (c'est-à-dire le nombre de laminations successives qu'il fautfaire pour le construire), les vecteurs de directions des laminations (ei)1�i�p et laproportion vide/plein dans la direction ei à chaque étape de lamination (mi)1�i�p(0 � mi � 1 et Ppi=1mi = 1) (cf. �gure 3.9). e2e1Fig. 3.9 � Repr�esentation d'une microstructure lamin�ee s�equentielle de rang 2.Il est alors montré dans [1] queminA�2G� A��1�� = minA�2L� A��1�� : (3.8)c'est-à-dire que le problème (3.5) réalise son minimum dans L�.�Etant donn�e un tenseur des contraintes � , on montre aussi dans [1] que pour leproblème (3.5), la microstructure laminée séquentielle optimale au point x est derang N (dimension de l'espace) avec comme directions de lamination (ei)1�i�N , les53



Chapitre 3 : Méthodes d'optimisation topologiquevaleurs propres de � (x) et des proportions (mi)1�i�N s'exprimant en fonction de cesmêmes valeurs propres :A��1 = A�1 + 1 � �� � pXi=1 mif cA(ei)��1;où f cA(ei) est un tenseur d'ordre 4 dé�ni, pour toute matrice �, par la forme quadra-tique f cA(ei)�:� = A�:� � 1� jA�eij2 + �+ ��(2� + �) ((A�)ei:ei)2;avec � et � les coe�cients de Lamé de A.Dès lors, une fois A� optimal connu, on trouve facilement le minimum de (3.7)par rapport à la densité �, ce qui termine le calcul explicite des paramètres de laforme composite optimale pour un tenseur des contraintes donné � . Seul le calculde � reste à faire numériquement par une méthode d'éléments �nis.Le problème homogénéisé d'optimisation de forme (3.7) est donc, comme on l'avu, une double minimisation par rapport aux paramètres (�;A�) et au tenseur descontraintes � .Rappelons ici que les problèmes (3.5) et (3.7) sont continus. Il est donc nécessairepour leur résolution numérique de discrétiser en espace et de chercher non pas uneforme continue mais discrète. On considère ainsi le maillage de conception � co;h etdans chaque élément, �i et Ai pour i = 1; : : : ; N , tels que�(x) = �i et A�(x) = Ai 8x 2 � co;hi :L'algorithme proposé par Allaire et al. dans [2] est alors le suivant :Initialisation : Choisir la forme initiale c'est-à-dire �0i et A0i pour i = 1; : : : ; N .Répéter jusqu'à convergence :1. �Etant donné une forme (�k�1i ; Ak�1i ), i = 1; : : : ; N , on calcule le tenseur descontraintes �k par résolution d'un problème d'élasticité linéaire (par une mé-thode d'éléments �nis).2. �Etant donné ce tenseur des contraintes �k, on calcule les nouveaux paramètresde forme (�ki ; Aki ), i = 1; : : : ; N , avec les formules explicites d'optimalité fai-sant intervenir �k. 54



3.1 Les méthodes de distribution de mati�ere sur un maillage deconceptionComme d�ej�a pr�ecis�e, nous obtenons �a la �n de l'algorithme une forme g�en�eralisée(ou relax�ee), c'est-�a-dire une pi�ece constitu�ee de densit�es interm�ediaires et donc non(( fabricable )). Notre but est alors d'obtenir une forme quasi-optimale constitu�eeuniquement de matériau plein et de vide (non composite), ceci gr�ace �a une tech-nique de post-traitement qui permet de p�enaliser les densit�es interm�ediaires. End'autres termes, la solution du probl�eme relax�e est projet�ee sur l'espace des formesnon composites. La strat�egie propos�ee dans [2] est la suivante : on e�ectue quelquesit�erations suppl�ementaires de l'algorithme, au cours desquelles on force les densit�es�a prendre des valeurs proches de 0 ou 1. En pratique, au lieu de mettre �a jour la(( vraie )) densit�e optimale �opt, on utilise la valeur �pen = (1� cos(��opt))=2.La plupart des résultats théoriques de cette m�ethode ont été obtenus pour leproblème (3.4) et pour l'optimisation des fréquences propres ou des d�eplacementsd'une structure (pour un ou plusieurs chargements). En e�et, la microstructureoptimale n'est connue explicitement que pour ces fonctions particuli�eres. Toutefois,cette technique peut �etre �etendue d'un point de vue num�erique �a l'optimisationd'un tenseur des contraintes. On utilise pour cela des microstructures sous-optimales(mais toujours caract�eris�ees par une formule explicite), comme expliqu�e dans [1].Par rapport au travail initial de Bendsøe et Kikuchi (cf. paragraphe suivant)qui utilisent comme microstructure une cellule périodique carrée percée d'un trourectangulaire, cette approche se distingue (entre autres) par l'utilisation de micro-structures optimales, à savoir les laminés séquentiels (�equation (3.8)). Les laminésséquentiels ne sont pas la seule classe connue de microstructures optimales, maisc'est la plus facile à utiliser.Les microstructures périodiques perforéesComme expliqué dans [9], [63] ou [39], un autre type de microstructures peutêtre considéré. Il s'agit des microstructures périodiques perforées. La microstructureen un point x du matériau est alors caractérisée par la r�ep�etition p�eriodique d'unecellule unitaire (in�niment petite) composée du matériau initial et d'un trou (cf.�gure 3.10). Quatre modèles de cellule unitaire, repr�esent�es sur la �gure 3.11, sontusuellement considérés : (a) une cellule avec un trou carré ((( modèle S ))), dans cecas la densité de la cellule est prise comme variable de conception, (b) une celluleavec une cavité rectangulaire ((( modèle R ))), dans ce cas les variables sont les côtésdu rectangle, (c) le (( modèle SR )) et (d) le (( modèle RR )) similaires respectivementau (( modèle S )) et au (( modèle R )) avec la rotation du trou comme degré de libertésupplémentaire.Dans ce cas, la principale hypothèse de la théorie de l'homogénéisation est queles cellules microscopiques ont une période et des dimensions in�nitésimales com-parées aux variables (( macroscopiques )) et au volume de départ. On peut doncsupposer que les propriétés du matériau sont des fonctions périodiques des variables55



Chapitre 3 : Méthodes d'optimisation topologique
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Fig. 3.10 � Exemple de microstructures périodiques perforées.

a
a b(d) mod�ele RR(c) mod�ele SR (b) mod�ele R(a) mod�ele S �

ba a
�aaFig. 3.11 � Mod�eles de cellule unitaire perfor�ee.56



3.1 Les méthodes de distribution de mati�ere sur un maillage deconceptionmicroscopiques et la théorie mathématique de l'homogénéisation permet de rem-placer le matériau hétérogène périodique par un (( équivalent )) homogène ayant lem�eme comportement. Elle est ainsi utilisée pour calculer les coe�cients d'élasticitéhomogénéisés pour des tailles de trous variées.En chaque point x du matériau, la microstructure locale est donc caractériséepar les paramètres a, b, � de la cellule unitaire considérée.Comme expliqu�e dans [9], [12] et [63], le problème est résolu en deux étapes :1re étape : Pré-calcul des coe�cients d'élasticité homog�en�eis�es.Pour certaines tailles de trou données (c'est-à-dire pour certaines valeurs deparamètres a, b et �), on discr�etise la microstructure et on obtient, à l'aide d'unschéma éléments �nis, les déformations caractéristiques de la cellule. Les coe�cientsd'�elasticit�e homog�en�eis�es A� (n�ecessaires à l'expression de la fonction objectif et descontraintes) sont ensuite calculés �a partir des valeurs de ces déformations microsco-piques. Les valeurs des coe�cients pour toutes les autres tailles de trou (c'est-à-direpour toutes les autres valeurs des paramètres) sont ensuite calculées par interpola-tion.Notons que contrairement au cas des laminés séquentiels, il n'y a pas ici d'ex-pression explicite des coe�cients homog�en�eis�es. Le calcul de A� pour une valeur desparamètres nécessite la résolution de plusieurs schémas éléments �nis.2e étape : Algorithme de r�esolution.Dans chaque élément de conception, les valeurs des propriétés Ai du matériauet de �i sont données par la valeur des paramètres ai, bi et �i correspondants (pré-calcul). Un algorithme d'optimisation est alors utilisé pour résoudre le problème (3.4)discrétisé (c'est-à-dire trouver les paramètres ai, bi et �i optimaux dans chaque élé-ment du maillage de conception). Rappelons qu'à chaque it�eration, l'évaluation dela fonction objectif et des contraintes se fait par la r�esolution d'un sch�ema �el�ements�nis.En�n, il est dans ce cas aussi n�ecessaire a posteriori de p�enaliser les densit�es inter-m�ediaires de la structure optimale obtenue. On utilise ici une proc�edure it�erative(voir [9]) permettant de d�eterminer si �i dans chaque �el�ement de conception vaut 0ou 1, sans que le volume de la pi�ece optimale ne soit modi��e.Cette m�ethode d'homog�en�eisation, comme la pr�ec�edente, est limit�ee �a l'�elasticit�elin�eaire. De plus, la plupart des r�esultats concernent l'optimisation d'une compliance(un ou plusieurs chargements) (voir [9], [12] ou [62] par exemple) ou des fr�equencespropres (voir [40], [41], [39] ou [63]), c'est-�a-dire l'optimisation d'une fonction parti-culi�ere.Nous présentons dans le paragraphe suivant une méthode alternative aux mé-57



Chapitre 3 : Méthodes d'optimisation topologiquethodes d'homogénéisation.3.1.3 La m�ethode SIMPLes méthodes d'homog�en�eisation d�ecrites dans les sections pr�ec�edentes peuventparaître di�ciles �a mettre en oeuvre et inadapt�ees aux probl�emes r�eels. On passe ene�et beaucoup de temps à introduire la théorie de l'homogénéisation, à dé�nir unemicrostructure optimale et des formules complexes pour mettre à jour les di�érentesvariables, alors qu'à la �n on oublie tout ce qu'on a fait précédemment puisqu'onpénalise et on élimine le matériau composite.Bendsøe [7], puis Rozvany, Zhou et Sigmund [49] et en�n Yang et Chuang [66],ont alors introduit une méthode plus simple, la m�ethode SIMP (Solid Isotropic Ma-terial with Penalization), appelée aussi méthode des matériaux �ctifs, qui s'av�erebien fonctionner en pratique.La m�ethode SIMP consiste aussi �a utiliser une densité continue plutôt qu'uneforme réelle. Toutefois, on supprime dans ce cas le concept délicat de la microstruc-ture (puisqu'à la �n toutes les densités intermédiaires doivent �etre éliminées parla pénalisation) et on travaille avec un matériau �ctif, en prenant en un point xde 
, une valeur A�(x) arbitraire pour une densité volumique �(x) 2 [0; 1], qui necorrespond pas forcément à un matériau composite existant. Plus précisément, onconsidère, pour tout x 2 
, A�(x) = [�(x)]pA0; (3.9)0 � �(x) � 1; (3.10)avec p > 1.Ainsi, si on discrétise en espace (utilisation du maillage de conception), la densité�i et les propriétés Ai du matériau �ctif utilisé dans chaque élément de conceptionsont données, pour i = 1; : : : ; N , par�i = �i�0; (3.11)Ai = �ipA0; (3.12)avec 0 � �i � 1; i = 1; : : : ; N , �0 et A0 les propriétés du matériau de d�epart. Leproblème (3.1) se réécrit alors sous la forme :min�2[0;1]N f(�) (3.13)sous les contraintes gi(�) � 0 i 2 I;hi(�) = 0 i 2 E:58



3.1 Les méthodes de distribution de mati�ere sur un maillage deconceptionContrairement aux m�ethodes d'homog�en�eisation présentées dans la partie pré-cédente, il n'est pas n�ecessaire de p�enaliser a posteriori les densit�es interm�ediairesde la structure optimale obtenue pour la classe large des problèmes consistant àminimiser la masse en maximisant la raideur. On peut en e�et montrer que, lorsquep > 1, les densit�es interm�ediaires auront naturellement tendance �a prendre les va-leurs 0 ou 1. Pour expliquer cela, on a repr�esent�e sur la �gure 3.12 la masse et laraideur du mat�eriau �ctif en fonction de �i, la masse �etant proportionnelle �a la den-sit�e �i et la rigidit�e proportionnelle �a �pi . On peut voir que pour p > 1 les densit�esinterm�ediaires ne sont pas favorables dans le sens o�u elles correspondent �a une ri-gidit�e faible compar�ee à la masse du mat�eriau (situation oppos�ee �a notre objectifqui est, dans la plupart des cas, la maximisation d'une raideur avec minimisation dela masse de la structure). Avec cette formulation du probl�eme d'optimisation topo-logique, un algorithme d'optimisation locale cherchera �a d�eplacer vers du mat�eriauplein les �el�ements de conception tels que la valeur �i correspondante est proche de 1pour l'it�eration courante (gain signi�catif en rigidit�e pour une petite perte du pointde vue masse) et, de la m�eme fa�con, cherchera �a d�eplacer vers du vide les �el�ementstels que la valeur �i correspondante est proche de 0 pour l'it�eration courante (faibleperte de rigidit�e pour un gain signi�catif du point de vue masse).On peut d�es lors supposer que la qualit�e de la solution obtenue sera fortementd�ependante de la solution initiale. Nous �etudierons cet aspect par la suite.
Rigidit�eMasse0 1Fig. 3.12 � Repr�esentation de la masse et de la rigidit�e de la structure en fonctionde la densit�e �i.Remarque : Nous avons vu, que contrairement aux m�ethodes d'homog�en�eisa-tion, le mod�ele SIMP utilise les propri�et�es d'un mat�eriau �ctif et ne peut donc pastoujours �etre interpr�et�e physiquement. On peut alors se demander si en choisissantune puissance p particuli�ere, on ne pourrait pas trouver un mat�eriau, par exemplecomposite, dont les propri�et�es v�eri�ent (3.9) et (3.10). Il est d�emontr�e dans [10] et[12] que le mod�ele SIMP peut �etre consid�er�e comme un mod�ele de mat�eriau si la59



Chapitre 3 : Méthodes d'optimisation topologiquepuissance p satisfaitp � max� 21� �0 ; 41 + �0	 (en 2D);p � max�15 1� �07 � 5�0 ; 32 1 � �01 � 2�0	 (en 3D); (3.14)o�u �0 est le module de Poisson du mat�eriau de d�epart.Rappelons que nous devons �egalement tenir compte, dans le choix de p, du faitqu'une forme bien pénalisée (sans densit�e interm�ediaire) n'est obtenue qu'avec unevaleur de p assez grande (d'apr�es [12], en g�en�eral p > 3). On observe toutefois dansles tests qu'une p�enalisation trop s�ev�ere des densit�es interm�ediaires peut conduire �ades minima locaux et �a des formes tr�es sensibles au choix du point initial. Il est doncconseill�e dans [12] d'utiliser une suite de valeurs croissantes pour p et de démarrerl'optimisation pour une valeur de p donnée, à partir de la solution optimale trouvéepour la valeur précédente de p. On recommande de plus d'utiliser une m�ethode aucours de laquelle la valeur de p est augment�ee lentement, a�n qu'elle atteigne lavaleur souhait�ee (satisfaisant nos crit�eres) aux derni�eres it�erations. Cette stratégiene garantit pas une forme sans densité intermédiaire, m�eme si elle donne de bonsrésultats dans la plupart des cas [12].L'approche SIMP, bien que moins sophistiquée que les méthodes d'homogénéisa-tion du point de vue de la théorie physique sous-jacente, est tr�es simple �a mettre enoeuvre et a l'avantage d'�etre g�en�erale car aucune hypothèse sur la forme du problèmen'est nécessaire (contrairement aux méthodes d'homogénéisation). On peut ainsi voirdans [12] (ou [67] pour des exemples dans l'industrie automobile) qu'elle permet detraiter des objectifs multiples et des probl�emes multidisciplinaires. Un exemple estaussi donn�e dans [11] et [54] sur la prise en compte de plusieurs mat�eriaux pourl'optimisation de la forme d'une structure m�ecanique. En�n, notons que Bendsøeet Sigmund proposent dans [12] un critère (généralisation en dynamique du critèrestatique de compliance dé�ni au chapitre 2) permettant de prendre en compte descontraintes dynamiques de type réponses forcées.D'autres méthodes, utilisant également un matériau �ctif mais un autre schémad'interpolation pour l'expression (3.9) des coe�cients A�, sont décrites dans [12,pages 60 à 67]. Ces techniques, moins utilisées et moins faciles à mettre en oeuvreque la méthode SIMP, peuvent toutefois présenter des avantages pour la résolutionde certains problèmes spéci�ques. 60



3.1 Les méthodes de distribution de mati�ere sur un maillage deconception3.1.4 Di�cultés fréquemment rencontrées avec les méthodesde distribution de matièreComme évoqué au paragraphe 3.1.1, un probl�eme de d�ependance de la solutionau maillage peut se poser avec toutes les méthodes de distribution de matière (nonconvergence de la solution discrète lorsqu'on ra�ne le maillage de conception). Deuxautres di�cultés, que nous décrivons ci-dessous, peuvent également apparaître avecces méthodes : le problème des damiers et le problème des modes locaux. Le but decette partie est de décrire les techniques permettant de pallier ces di�cultés. Cetteliste n'est pas exhaustive et nous conseillons [12] pour plus de détails et un inventaireplus complet.Le probl�eme de d�ependance de la solution au maillageA�n d'éviter le probl�eme de d�ependance de la solution au maillage, un traitementcompl�ementaire est n�ecessaire. Il existe pour cela trois grands types de m�ethodes(d�ecrites et compar�ees dans [12] et [55]).� Ajout d'une contrainte sur le p�erim�etre de la structure. Le p�erim�etre d'unestructure 
 est �egal �a la somme des longueurs de toutes ses frontières (int�e-rieures et ext�erieures). Contraindre le p�erim�etre limite donc le nombre detrous qui peuvent appara��tre dans le domaine. L'avantage de cette méthodeest qu'elle n'entra��ne aucune modi�cation de l'algorithme. L'inconvénient estque le choix de la borne pour la contrainte peut �etre di�cile �a faire.� Ajout d'une contrainte sur la variation locale de la densit�e. Il su�t ici d'im-poser des bornes sur la variation de � : j @�@xi j; i = 1; 2; 3. Cette contrainteest malheureusement souvent inexploitable �a cause du trop grand nombre decontraintes suppl�ementaires �a consid�erer. On rapporte dans [12] et [55] que lam�ethode est trop lente pour des probl�emes pratiques d'optimisation topolo-gique. Une autre id�ee consiste alors �a cr�eer une contrainte (( globale )) sur legradient, portant sur la norme de Sobolev H1(
) :jj�jjH1 = � Z
 �2 + jjr�jj2 d
� 12 :Le choix de la borne de la contrainte peut être dans ce cas aussi problématique.� Filtres sur la densité. Cette m�ethode, similaire au �ltrage d'image, consisteà limiter la variation des densit�es en modi�ant l'expression des coe�cientsd'�elasticit�e. Plus précisément, ce �ltre impose que la raideur en un point x de
 d�epende de la densit�e de tous ses voisins. Il emp�eche ainsi la formation depetits trous (et assure donc l'indépendance de la solution au maillage).� Filtres sur les sensibilités. Des tests, pr�esent�es dans [55], ont montr�e que cettem�ethode est la plus e�cace pour assurer l'ind�ependance de la solution au61



Chapitre 3 : Méthodes d'optimisation topologiquera�nement du maillage. Elle consiste �a modi�er la sensibilit�e de la fonctionobjectif pour un �el�ement donn�e en utilisant une moyenne pond�er�ee de sessensibilit�es par rapport aux �el�ements voisins.Le problème des damiersEn plus de la dépendance de la solution au maillage, une autre di�culté peut ap-paraître aussi bien avec la m�ethode SIMP qu'avec les m�ethodes d'homog�en�eisation :le probl�eme des damiers. Il s'agit d'un probl�eme li�e �a la formation de r�egionso�u alternent des �el�ements vides et solides ordonn�es en damiers (cf. �gure 3.13).Ces con�gurations sont dues au sch�ema �el�ements �nis et plus particuli�erement �ade mauvaises mod�elisations num�eriques qui surestiment la raideur des damiers. Lesdamiers peuvent en e�et avoir une grande raideur arti�cielle si on les analyse avecune discr�etisation inappropri�ee [55, 20].Fig. 3.13 � Exemple d'une solution avec damiers.L'utilisation d'�el�ements �nis de plus haut degr�e pour le calcul du d�eplacement(notamment des �el�ements de 8 ou 9 noeuds) permet d'�eviter les probl�emes de damierspour les m�ethodes d'homog�en�eisation. Avec l'approche SIMP, il faut de plus que lavaleur de p soit su�samment petite. Le principal inconv�enient de l'emploi d'�el�ements�nis de plus haut degr�e est l'augmentation du temps de calcul, rendant l'approcheimpraticable pour les problèmes réels.Comme pour �eviter la d�ependance de la solution au maillage, on peut soit ajouterune contrainte au probl�eme d'optimisation a�n de limiter l'apparition des damiers(une heuristique est ainsi d�ecrite dans [12]), soit utiliser une technique de �ltres. Lesr�esultats rapport�es dans [12] semblent indiquer que cette dernière m�ethode est tr�ese�cace.Le problème des modes locauxCette di�culté intervient lorsqu'on utilise la méthode SIMP pour la résolutionde problèmes dynamiques. En e�et, lors du calcul de la base modale (calcul desfréquences et des modes propres de la pièce � cf. partie 2.3), de nombreux modeslocaux, faisant intervenir un petit nombre d'éléments, apparaissent dans les régionsoù le rapport masse/raideur est très grand.62



3.2 Les méthodes basées sur le gradient de formeAinsi, dans le cas de la méthode SIMP, cela se produit lorsque la densité �i estfaible puisque, lorsque la densité �i tend vers 0, le rapport masse/raideur (égal à �i�pi ,p > 1) tend vers l'in�ni. Ces modes (( arti�ciels )) sont donc dus à la modélisationdes trous dans la pièce par un matériau (( mou )) ayant une densité (et donc unemasse) non pas nulle mais faible.Le nombre de ces modes locaux pose problème puisqu'il augmente le temps decalcul et rend di�cile l'identi�cation des modes réels de la pièce que l'on cherche àoptimiser.Une solution consiste à faire en sorte que le rapport masse/raideur reste tou-jours �ni lorsque la densité diminue, c'est-à-dire, dans le cas de la méthode SIMP,à utiliser un autre schéma d'interpolation pour l'expression (3.9), par exemple ceuxdes méthodes décrites dans [12, pages 60 à 67] et dont on a déjà évoqué l'existenceprécédemment.D'autres m�ethodes d'optimisation topologique, bas�ees sur un concept di��erentde celui de distribution de matière, ont �et�e d�evelopp�ees en parall�ele. Nous d�ecrivonsbri�evement dans les deux parties suivantes certaines d'entre elles. Cette liste est loind'�etre exhaustive et l'on pourra voir [12] ou [23] pour un inventaire complet.3.2 Les méthodes basées sur le gradient de formeAprès avoir donné la dé�nition du gradient de forme et expliqué comment lecalculer, nous décrivons dans cette partie deux méthodes basées sur son expression :la méthode des lignes de niveau puis celle utilisant le gradient topologique.3.2.1 Le gradient de formeLes méthodes d'optimisation de forme (( classique )), décrites au chapitre 1, re-posent sur la dé�nition du gradient de forme. Ce dernier donne en e�et l'in�uencedu mouvement des frontières du domaine sur la fonction considérée.Des détails sur les notions de ce paragraphe peuvent être trouvés dans [57] ou[43] par exemple.Soit ! � Rd (d = 2 ou 3) un ensemble ouvert et born�e. On suppose que lafronti�ere de ! est divisée en trois parties : @! = �S�N S�D, avec les conditionsaux limites de Dirichlet sur �D et de Neumann sur �S�N . On suppose de plus queles frontières �D et �N sont �xées et donc que seule � peut varier.Soit !0 un domaine de référence, on considère les domaines du type! = (Id + �)(!0) avec � 2 C1(Rd;Rd):63



Chapitre 3 : Méthodes d'optimisation topologique(Pour � véri�ant jj�jjC1(Rd;Rd) < 1, (Id + �) est un di�éomorphisme de Rd).On appelle dérivée de forme d'une fonction J(!) en !0 la di�érentielleJ 0(!0)(ausens de Fréchet) de � 7! J((Id + �)!0) en 0 :J((Id + �)(!0)) = J(!0) + J 0(!0)(�) + o(�);avec lim�!0 jjo(�)jjC1jj�jjC1 = 0 et � 7! J 0(!0)(�) est une forme linéaire continue:Exemple : Soient ! un ouvert de Rd (d = 2 ou 3), f(x) 2 C1(Rd) etJ(!) = Z! f(x) dx:J est di�érentiable en !0 etJ 0(!0)(�) = Z!0 div(�(x)f(x)) dx = Z@!0 �(x):n(x)f(x) dxpour tout � 2 C1(Rd).Cette dérivée est bien dé�nie et nous décrivons dans ce qui suit la méthode dulagrangien de Céa permettant de la calculer (on pourra voir [43] pour le détail descalculs).Méthode du lagrangienSupposons que ! soit rempli d'un matériau élastique, linéaire et isotrope de loide Hooke A et que l'on souhaite minimiser la fonctionJ(!) = Z! j(u) dx;où j 2 C1(!) et u est solution du problème d'élasticité (cf. chapitre 2) suivant8>><>>: �div(A�(u)) = 0 dans !u = 0 sur �D(A�(u))n = f s sur �N(A�(u))n = 0 sur �:Considérons !0 � Rd et sa frontière @!0 divisée en trois parties : @!0 = �0 [�0N [ �0D. Céa montre dans [16] que la dérivée de forme de J en !0 est donnée parla formule J 0(!0)(�) = Z�0(j(u) +A�(u):�(p0))�:n ds;64



3.2 Les méthodes basées sur le gradient de formeavec � = 0 sur �0N S�0D, u solution du problème d'élasticité8>><>>: �div(A�(u)) = 0 dans !0u = 0 sur �0D(A�(u))n = f s sur �0N(A�(u))n = 0 sur �0et p0 l'état adjoint dans !0, solution du problème8<: �div(A�(p0)) = �j 0(u) dans !0p0 = 0 sur �0D(A�(p0))n = 0 sur �0N S�0:Ainsi, par exemple, dans le cas où J est égal à la complianceJ(!) = Z�N f s:u ds = Z! A�(u):�(u) dx;sa dérivée de forme est égale àJ 0(!0)(�) = Z�0 �A�(u):�(u)�:n ds:Notons ici que le gradient de forme n'est pas toujours facilement calculable.Son expression est bien connue dans le cas de fonctions particulières (comme lacompliance) mais ce n'est pas toujours le cas, notamment lorsque le calcul de l'étatadjoint n'est pas immédiat.3.2.2 La m�ethode des lignes de niveauxL'id�ee d'utiliser une m�ethode de lignes de niveaux en optimisation topologiquea �et�e propos�ee r�ecemment par Sethian et Wiegmann [53] et s'inspire des m�ethodesde lignes de niveaux d'Osher et Sethian [45] utilis�ees en m�ecanique des �uides, entraitement d'image, etc.Nous avons choisi de décrire ici le travail d'Allaire et al. [3], qui se distingue decelui de Sethian et Wiegmann [53] du fait qu'il utilise le gradient de forme et unmat�eriau mou pour repr�esenter le vide. Cette méthode permet de prendre en comptedes fonctions objectifs très générales. De plus, comme les formes ! considérées nesont pas maillées mais capturées sur le maillage �xe d'un domaine 
 avec ! � 
, lecoût en temps de calcul reste modéré (pas de remaillage nécessaire).Supposons (comme dans [3]) que l'on ait à minimiser la fonctionnelle J(!) avecJ repr�esentant par exemple une compliance et ! � Rd un ensemble ouvert, born�e,65



Chapitre 3 : Méthodes d'optimisation topologiquerempli d'un mat�eriau lin�eaire, �elastique et isotrope de loi de Hooke A (on se placeici en �elasticit�e lin�eaire mais il n'y a aucune di�cult�e �a choisir un autre mod�ele).Supposons encore une fois que la fronti�ere de ! est divisée en trois parties : @! =�S�N S�D, avec les conditions aux limites de Dirichlet sur �D et de Neumann sur�S�N . On suppose toujours que les frontières �D et �N sont �xées et donc queseule � peut varier. On introduit le domaine de travail 
 � Rd dans lequel toutesles formes admissibles ! sont incluses et on suppose que �D et �N font partie de lafronti�ere de 
 (@
). On utilise aussi un maillage régulier de 
, �xé une fois pourtoutes.On va alors capturer une forme ! � 
 sur ce maillage �xe comme une ligne deniveaux d'une fonction  . En d'autres termes, on décrit les frontières de ! �a l'aided'une fonction de lignes de niveaux  d�e�nie sur 
 telle que :8<:  (x) = 0() x 2 @!T
; (x) < 0() x 2 !; (x) > 0() x 2 (
 n !):La fronti�ere � de ! (repr�esent�ee par la ligne de niveau  (x) = 0) est ainsi uneinterface s�eparant la partie pleine de mati�ere, !, de la partie vide, 
 n ! (remplied'un mat�eriau mou de loi de Hooke B = 10�3A).Au �l du processus d'optimisation, la forme va évoluer selon un temps �ctif quicorrespond à un pas de descente.Supposons maintenant que la forme ! = !(t) évolue suivant le temps t avec unevitesse normale V (t; x). Dans ce cas, si on dérive l'équation (x(t); t) = 0 8x(t) 2 @!(t);on obtient @t + ddtx(t):rx = @t + V n:rx = 0: (3.15)Or, comme n = rx jjrx jj , (3.15) s'�ecrit :@t + Vrx : rx jjrx jj = 0: (3.16)Il vient donc que  doit satisfaire l'�equation d'Hamilton-Jacobi suivante :@t + V jjrx jj = 0: (3.17)(Cette �equation est posée sur tout 
 et pas seulement sur le bord @!, à conditionque la vitesse soit partout connue). 66



3.2 Les méthodes basées sur le gradient de formePour améliorer la forme !, on va alors transporter ses frontières (c'est-à-dire laligne de niveau  = 0) suivant la direction opposée au gradient de forme, la variablede temps t jouant le rôle de pas de descente. Il su�t ainsi de résoudre (3.17) avecV = �J 0(!). On utilise pour cela un sch�ema aux di��erences �nies inspir�e de ceuxutilis�es pour les �equations hyperboliques non lin�eaires (voir [52] pour plus de d�etailset l'exemple du sch�ema de Crandall-Lions).Remarques :� La normale n donn�ee par rx jjrx jj est calcul�ee par di��erences �nies.� M�eme si n n'est d�e�nie que sur �, la m�ethode des lignes de niveaux permetd'�etendre sa d�e�nition �a tout le domaine 
.La proc�edure it�erative (d�ecrite dans [3]) pour la r�esolution d'un probl�eme d'op-timisation topologique �a l'aide d'une m�ethode de lignes de niveaux, est structur�eecomme suit :Initialisation : Choisir la fonction lignes de niveaux  0 correspondant au choixinitial 
0 (a�n d'avoir de nombreux trous on pourra choisir un produit de sinus parexemple).Répéter jusqu'�a convergence :1. Calcul de uk (solution du problème d'élasticité linéaire) et de pk (état adjointcorrespondant). L'analyse �el�ements �nis est e�ectu�ee sur un maillage quadran-gulaire �xe.2. Calcul du gradient de forme correspondant à la vitesse normale Vk.3. Transport de la forme à la vitesse Vk a�n d'obtenir une nouvelle forme  k+1.Il est important de noter que dans le cas o�u le pas de temps �tk v�eri�e la condi-tion de Courant-Friedrichs-Levy pour (3.17) (condition n�ecessaire �a la convergencedu sch�ema aux di��erences �nies choisi), cet algorithme ne permet pas la cr�eationde nouveaux trous. Toutefois cette m�ethode entraîne des changements de topologiecomme la disparition ou la fusion de trous. Elle reste donc une m�ethode d'optimisa-tion topologique �a condition que le nombre de trous dans la con�guration de d�epartsoit su�samment important.On remarque également que l'algorithme d�ecrit ci-dessus conduit �a un minimumlocal qui d�epend fortement du choix de la topologie initiale. Dans [3], les r�esultatsobtenus avec une topologie initiale bien choisie sont similaires �a ceux obtenus avecles techniques d'homog�en�eisation utilisant les laminés séquentiels d�ecrites au para-graphe 3.1.2 mais avec une convergence moins rapide. Bien que l'on soit au stade67



Chapitre 3 : Méthodes d'optimisation topologiqueinitial de d�eveloppement de cette technique, on trouvera des exemples d'applicationint�eressants dans [3] ou [53].3.2.3 Le gradient topologiqueLe gradient topologique d'une fonctionnelle (comme la compliance par exemple)donne une information sur l'opportunité de créer des trous de taille in�nit�esimale àcertains endroits de la structure.Les premiers �a introduire la notion de gradient topologique furent C�ea [16] et Céaet al. [17] en 1973. Ils utilisaient alors une extension du gradient de forme classique(cf. partie 3.2.1) �a l'ensemble du domaine de conception. Plus tard, Schumacherintroduisit dans [51], la premi�ere d�e�nition du gradient topologique. Sa m�ethode,r�ef�erenc�ee sous le nom de (( bubble method )) [22], consiste �a introduire un petittrou dans le domaine de conception et �a l'�elargir �a l'aide d'une m�ethode d'optimi-sation de forme classique. Sokolowski et al. donn�erent dans [56], une justi�cationmath�ematique �a cette technique et Masmoudi a développé dans [42], une méthodeadjointe permettant de prendre en compte une fonction objectif très générale. C'estcette dernière formulation que nous donnons ici.Consid�erons un domaine 
 � Rd, d = 2 ou 3, de fronti�ere �. Soient u
 la solutiond'une �equation aux d�eriv�ees partielles d�e�nie sur 
 et J(
) une fonction co�ut de laforme : J(
) = j(
; u
).Pour r > 0, on dé�nit l'ensemble 
r = 
n(x0 + r!), obtenu en supprimant lapartie x0 + r! de 
, où x0 2 
 et ! � Rd.Dans [42], Masmoudi dé�nit alors le développement asymptotique de la fonctionJ sous la forme suivante :J(
r) = J(
) + f(r)g(x0) + o(f(r)); (3.18)où g(x0) est le gradient topologique et f une fonction à valeurs réelles telle quelimr!0 f(r) = 0 et f(r) > 0:Il utilise pour cela deux outils mathématiques : une méthode de lagrangien géné-ralisée et la troncature du domaine (on trouvera des détails dans [26] par exemple).L'avantage de cette méthode est qu'elle permet de donner la valeur de g(x) pourtout x en fonction de u
 et de son état adjoint p
 qui, eux, ne dépendent pas de x.Numériquement, cela signi�e que seule la résolution de deux systèmes (ceux donnantles valeurs de u
 et de p
) est nécessaire pour connaître la valeur de g(x) pour toutx 2 
.On notera que le sens physique de la création d'un (( trou )) (si on se place dansle contexte de la mécanique des structures) dépend des conditions aux limites impo-sées sur les frontières de ce trou. Par exemple, dans le cas de conditions aux limites68



3.2 Les méthodes basées sur le gradient de formede Neumann homogènes, x0 + r! représente une perforation alors que dans le casde conditions aux limites de Dirichlet homogènes, x0 + r! représente une soudure.Ainsi, l'expression du gradient topologique va dépendre aussi bien de ces conditionsaux limites que du problème traité (le gradient topologique pour un problème d'élas-ticité linéaire sera en e�et di�érent de celui calculé pour la résolution des équationsde Maxwell).Si on revient à l'expression (3.18), on remarque que la variation de la fonctionnelleJ est donn�ee par le signe de g(x). Donc, si on veut minimiser la fonction coût J(
),on doit créer un trou là où g est négative. On obtient ainsi (cf. [16]) la conditiond'optimalit�e suivante : g(x) � 0 dans 
; (3.19)qui peut être utilisée dans un algorithme d'optimisation. On trouve par exempledans [16], l'algorithme suivant :Initialisation : Choisir un domaine initial 
0 et poser k = 0.R�ep�eter (tant que la cible n'est pas atteinte) :1. Calculer uk et pk les solutions directes et adjointes d�e�nies sur le domaine 
k.2. Calculer le gradient topologique gk.3. D�e�nir le nouveau domaine 
k+1 = fx 2 
k; gk(x) � 0g.4. Faire k := k + 1.En pratique, le gradient topologique est calculé sur chaque élément d'un maillage�xe. Les éléments sont ensuite classés suivant la valeur de leur sensibilité, puis ceuxpour lesquels elle est la plus faible, sont supprimés. Le nombre d'éléments supprimésà chaque étape est donné par la valeur du quotient du volume d'éléments suppriméssur le volume de la structure précédente. On peut prendre par exemple la valeur 15ou 110.En�n, on note que la méthode du gradient topologique a l'avantage de permettrede traiter des fonctions objectifs très générales (on pourra trouver des exemples d'ap-plication en m�ecanique (�elasticit�e lin�eaire) et en électromagnétisme dans [15] et [25])et n'est généralement pas très coûteuse en temps de calcul. Elle présente cependantl'inconvénient non négligeable d'être di�cilement mise en oeuvre puisque l'expres-sion du gradient topologique n'est pas toujours calculée aisément. En e�et, le calculde l'état adjoint n'est pas toujours facile surtout lorsque l'opérateur n'est pas auto-adjoint ou, pire, s'il n'est pas linéaire. On peut toutefois utiliser une approximationdu gradient topologique et obtenir de bons résultats.69



Chapitre 3 : Méthodes d'optimisation topologique3.3 Les m�ethodes �evolutivesDe nombreuses m�ethodes de r�esolution n'utilisant ni la programmation math�e-matique ni l'analyse de sensibilit�es ont �et�e propos�ees (voir [23] pour un inventaire).Ces techniques sont appel�ees m�ethodes �evolutives, mais n'ont aucun lien avecl'utilisation des algorithmes �evolutionnaires (ou g�en�etiques). L'id�ee principale estsimilaire �a celle des m�ethodes de (( fully stressed design )), c'est-�a-dire que l'on vaajouter de la mati�ere l�a o�u la valeur du tenseur des contraintes � est �elev�ee et ensupprimer l�a o�u elle est faible (en pratique, on ajoute ou on supprime des �el�ementsdu maillage).Ainsi, la proc�edure it�erative d�evelopp�ee par Xie et Steven [65] (détaillée dans[32]), consiste, comme d�ecrit précédemment, �a supprimer pas �a pas les parties de lastructure o�u les contraintes sont les moins �elev�ees (c'est-�a-dire celles où la matièreest utilis�ee ine�cacement) jusqu'�a ce qu'un crit�ere d'arr�et soit atteint. La topologiede la structure �evolue ainsi lentement et la distribution des contraintes devient deplus en plus uniforme. Pour que cet algorithme se comporte bien numériquement,il est en e�et n�ecessaire que la quantit�e de mati�ere supprim�ee �a chaque �etape soitfaible. Il est important de maintenir une �evolution r�eguli�ere.Au d�epart, un domaine de conception (occupant tout l'espace disponible), lesconditions aux limites et les propri�et�es mat�eriau sont d�e�nies. Le domaine de r�ef�e-rence peut comporter des parties (( non design )) c'est-�a-dire que l'on ne peut pasmodi�er au cours de l'optimisation.La premi�ere �etape consiste �a discr�etiser le domaine continu �a l'aide d'un maillage�el�ements �nis assez �n. Le tenseur des contraintes initial �e est ensuite calcul�e surchaque �el�ement �ni (analyse en �elasticit�e lin�eaire) et tous les �el�ements qui remplissentla condition suivante sont supprimés :�e < r0�max; (3.20)où le coe�cient r0 est le taux de rejet et �max est la valeur maximale des tenseurs�e. En d'autres termes, on impose une valeur faible aux coe�cients d'�elasticit�e A deces éléments. Une autre analyse �el�ements �nis est alors r�ealis�ee et d'autres �el�ementssont supprim�es en fonction de la valeur de leur tenseur des contraintes. Si pour untaux de rejet donn�e ri, la situation n'�evolue pas (peu d'�el�ements sont supprim�es),on incr�emente : ri+1 = ri + rev; i = 0; 1; 2; 3; : : :Cette proc�edure it�erative est r�ep�et�ee jusqu'�a ce qu'il y ait convergence, c'est-�a-direjusqu'à ce que tous les tenseurs des contraintes aient atteint un certain seuil.Remarques : 70



3.4 Choix d'une méthode adaptée à notre problématique� En g�en�eral, on prend r0 = rev = 1%.� Lorsqu'on veut supprimer un �el�ement, on impose �a ses coe�cients d'�elasticit�eune valeur faible qui est typiquement :A = 10�6A0;avec A0 les coe�cients d'�elasticit�e initiaux.� Concernant le nombre d'�el�ements supprim�es au cours d'une it�eration, le crit�ere(3.20) peut �etre remplac�e par un pourcentage d'�el�ements �a supprimer (ceuxdont la valeur du tenseur des contraintes �e correspondant est la plus faible).� On a donn�e ci-dessus un crit�ere d'arrêt particulier mais les possibilit�es sontnombreuses (voir [32] ou [64] pour une liste plus compl�ete).L'avantage de ces m�ethodes est qu'elles peuvent être utilisées aussi bien avec desfonctions coût simples (mais g�en�erales) qu'en optimisation multi-crit�eres. On pourravoir des exemples d'application dans [32, 65] ou encore dans [31] pour l'optimisationde composants m�ecaniques. Toutefois, la suppression d'éléments (ne pouvant êtreréintégrés à la structure) conduit souvent à des résultats erronés. De plus, cet algo-rithme reste une heuristique et un choix judicieux des paramètres (comme le tauxde rejet) peut être di�cile.3.4 Choix d'une méthode adaptée à notre problé-matiqueNous avons décrit dans les parties précédentes les di�érentes méthodes d'optimi-sation topologique permettant de résoudre le problème (3.1). Pour chacune d'entreelles, nous avons évoqué les avantages et les inconvénients rencontrés lors de leurutilisation.Dans cette partie, nous allons expliquer pourquoi nous avons choisi la méthodeSIMP comme méthode d'optimisation topologique pour la résolution de nos pro-blèmes particuliers. Pour cela, rappelons tout d'abord les caractéristiques de nosproblèmes d'optimisation topologique (on pourra également pour cela revoir le cha-pitre 1) :� Le cahier des charges et donc les contraintes à prendre en compte sont trèsdivers (notamment lorsqu'il s'agit d'inertance ou de transfert). Il est doncnécessaire que la méthode utilisée soit générique c'est-à-dire qu'elle permetteque le cahier des charges initial soit pris en compte dans sa totalité.� Le logiciel de calcul des structures devra être utilisé en (( boîte noire )) dans lesens où nous ne souhaitons pas modi�er le code, mais simplement récupérerla valeur des fonctions et de leur sensibilités par rapport aux densités. Nous71



Chapitre 3 : Méthodes d'optimisation topologiqueavons en e�et, pris le parti de ne pas redévelopper un solveur éléments �nismais d'utiliser le logiciel commercial Nastran, qui est performant, largementutilisé (notamment chez Renault) et qui permet de modéliser des problèmesmécaniques très généraux, ce qui aurait été impossible avec notre propre code.� Le temps d'évaluation de la fonction objectif, des contraintes et de leurs sensi-bilités étant important, il est nécessaire que le coût de résolution du problèmed'optimisation qui découle de la méthode choisie soit peu élevé.Plusieurs critères permettent de comparer les di�érentes méthodes d'optimisationtopologique. A�n que celle que nous allons choisir soit la plus adaptée à la résolutionde notre problème, nous avons retenu les trois critères suivants : la généralité desfonctions (objectif et contraintes) pouvant être prises en compte dans l'optimisation,la faisabilité du couplage avec un logiciel commercial de calcul des structures eten�n les di�cultés connues. Le tableau 3.1 résume les caractéristiques de chacunedes méthodes en fonction des critères sélectionnés.La possibilité que des contraintes dynamiques, du type inertances et transferts,soient prises en compte dans l'optimisation est pour nous le critère le plus important.Il apparaît ainsi, au vue du tableau 3.1, que nous devons utiliser soit la méthodeSIMP, soit une méthode discrète. Ces deux types de méthodes peuvent être couplésavec Nastran. Or, comme nous l'avons évoqué précédemment le coût d'évaluationde la fonction objectif et des contraintes est trop important pour que la résolutionde notre problème par un algorithme d'optimisation discrète soit envisageable. Il estdonc clair que choisir la méthode SIMP constitue pour nous le meilleur compromis.
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3.4 Choix d'une méthode adaptée à notre problématiqueGénéralité des fonctions(objectif, contraintes) Faisabilité ducouplage avec unlogiciel de calculde structurescommercial Di�cultés connuesMéthodes discrètes + al-gorithme d'optimisation dis-crète Aucune hypothèse Oui Temps de calcul impor-tantDépendance de la solutionau maillageApparition éventuelle dedamiersMéthodes d'homogénéisationLaminés séquentiels ouMicrostructures périodiques+ algorithme d'optimisationcontinue Uniquement la com-pliance, un déplace-ment, une valeur propreou un tenseur descontraintes Oui Obtenir une solution fa-bricable (pénalisation)Apparition éventuelle dedamiersMéthode SIMP + algorithmed'optimisation continue Aucune hypothèse Oui Dépendance de la solutionau maillagePénalisation des densitésintermédiairesApparition éventuelle dedamiersProblème de modes locauxen dynamiqueMéthode des lignes de ni-veaux Le gradient de formedoit être calculable L'état adjoint doitêtre disponible Pas de création de nou-veaux trousGradient topologique Résultats théoriquesdisponibles que pourdes cas particuliers L'état adjoint doitêtre disponible Les éléments supprimés nepeuvent être réintégrés àla structureMéthodes évolutives Adaptée à l'optimisa-tion d'un tenseur descontraintes Oui La méthode d'optimisa-tion est une heuristique :di�culté de réglage desparamètresLes éléments supprimés nepeuvent être réintégrés àla structureTab. 3.1 � Comparaison des méthodes d'optimisation topologique.73
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Chapitre 4Optimisation numérique en vue del'optimisation topologiqueL'objectif de ce chapitre est de présenter les méthodes d'optimisation numériquepouvant permettre la résolution de notre problème d'optimisation topologique, c'est-à-dire pouvant être couplées avec la méthode SIMP. Aussi, après avoir rappelé lescaractéristiques de notre problème, nous parlerons de méthodes d'optimisation lo-cale particulières, les méthodes de descente. Nous décrirons en détail la méthodeFSQP, qui utilise une séquence de sous-problèmes approchés pour l'approximationdu problème initial et qui semble, comme nous le verrons par la suite, bien adaptéeà la résolution de notre problème d'optimisation topologique. Pour une plus grandeclarté dans la présentation des méthodes de descente, nous parlerons tout d'aborddes problèmes d'optimisation sans contrainte, puis nous aborderons le cas plus géné-ral avec contraintes. Nous terminerons ce chapitre en décrivant les di�érents typesd'algorithmes d'optimisation globale existants en insistant sur ceux déjà utilisés pourla résolution d'un problème d'optimisation topologique (cf. chapitre 3).L'utilisation des algorithmes de programmation mathématique pour résoudre lesproblèmes d'optimisation de forme (en général) est bien établie et décrite en détaildans la littérature (cf. [12] par exemple). Le problème d'optimisation de forme estalors un problème d'optimisation classique sur les variables de forme qui, dans notrecas, correspondent aux densités à l'intérieur des éléments de conception.Ainsi, si l'on reprend les notations utilisées au chapitre 3, notre problème d'op-timisation (qui est sans contrainte d'égalité) s'écritTrouver (�i)i=1;2;::: ;N avec �i 2 [0; 1], qui minimise f(�),sous les contraintes gi(�) � 0 i 2 I; (4.1)75



Chapitre 4 : Optimisation numériqueavec I = f1; 2; : : : ;mg.Les caractéristiques de ce problème rendent di�cile sa résolution. En e�et :� la fonction objectif f et les contraintes gi sont le plus souvent implicites en�. Leur évaluation nécessite alors la résolution d'une équation d'état à l'aided'un schéma éléments �nis et est donc très coûteuse en temps de calcul. Cesmêmes fonctions sont, de plus, non linéaires en � ;� le problème d'optimisation (4.1) est de (très) grande taille puisque le nombre devariables (correspondant au nombre d'éléments de conception et donc souventau nombre d'éléments �nis du maillage) est important (de plusieurs centainesà plusieurs milliers) ;� la plupart des problèmes d'optimisation topologique ne sont pas convexes. Lanon convexité signi�e qu'un problème peut avoir plusieurs minima locaux etque l'on peut obtenir avec des méthodes d'optimisation classiques plusieurssolutions pour le même problème, quand on choisit des valeurs de paramètresou des solutions initiales di�érentes. Nous montrerons l'existence de plusieursminima locaux aux chapitres 5 et 6 de ce document, au travers des di�érentsexemples traités.La grande taille du problème ainsi que le coût d'évaluation de la fonction objectifet des contraintes rendent di�cile l'utilisation des algorithmes d'optimisation n'uti-lisant que la valeur de la fonction objectif et des contraintes et pas celle des dérivéescorrespondantes (méthodes (( sans dérivée ))). En e�et, d'une part, ces méthodesnécessitent de nombreuses évaluations de la fonction objectif et des contraintes, trèscoûteuses ici ; et d'autre part, la grande taille du problème rend nécessaire l'informa-tion fournie par les dérivées. Pour les mêmes raisons, les algorithmes d'optimisationglobale semblent inadaptés à la résolution des problèmes d'optimisation topologique(cf. partie 4.4 de ce chapitre).Notons, de plus, qu'il serait dommage d'utiliser dans notre cas une méthode(( sans dérivée )) puisque les dérivées premières, calculées à l'aide de l'état adjoint,sont disponibles et peuvent être évaluées en même temps que la fonction objectif etles contraintes (même calcul Nastran).Au vu de toutes ces caractéristiques, les méthodes qui nous ont semblé être lesplus adaptées à la résolution de notre problème sont les méthodes d'optimisation lo-cale non lin�eaire, dites de descente. Nous nous sommes ainsi intéressée à la m�ethodeappel�ee Programmation Quadratique Successive (PQS), connue en anglaissous le nom Sequential Quadratic Programming (SQP), et plus particulièrement àune de ses variantes appelée en anglais Feasible SQP (FSQP) que nous avonschoisie pour résoudre notre problème. 76



4.1 Méthodes d'optimisation locale dans le cas d'un problème sanscontrainteNotation : Dans la suite de ce chapitre, pour plus de clarté et conformément àla tradition en optimisation numérique, nous noterons x notre vecteur de variablesd'optimisation, c'est-à-dire le vecteur de RN représentant les densités à l'intérieurdes éléments de conception (noté � jusqu'à présent).Ainsi, nous considèrerons dans la suite de ce chapitre le problème d'optimisationsous la forme générale : Trouver x 2 RN qui minimise f(x)sous les contraintes gi(x) � 0 i 2 I; (4.2)où I = f1; 2; : : : ;mg.4.1 Méthodes d'optimisation locale dans le cas d'unproblème sans contrainteNous considérons dans cette partie le problème sans contrainte :Trouver x 2 RN qui minimise f(x): (4.3)Après avoir donné quelques dé�nitions, nous décrirons les méthodes les plusutilisées pour sa résolution : les méthodes de descente. Nous parlerons notammentdes méthodes newtoniennes.4.1.1 Dé�nitionsNous décrivons dans ce paragraphe, les dé�nitions et rappels nécessaires à lacompréhension des méthodes d'optimisation décrites par la suite.Dé�nition 4.1 On dit que� x� 2 RN est un minimum local de f si f(x�) � f(x) pour tout x dans unvoisinage de x�.� x� 2 RN est un minimum local strict de f si f(x�) < f(x) pour tout x 6= x�dans un voisinage de x�.� x� 2 RN est un minimum global de f si f(x�) � f(x) pour tout x.77



Chapitre 4 : Optimisation numériqueDé�nition 4.2 (Convexité) L'ensemble C � RN est convexe si 8x; y 2 C on a�x + (1� �)y 2 C pour tout � 2 [0; 1].La fonction f : C ! R est convexe si C est convexe et si 8x; y 2 C (x 6= y) on af(�x + (1� �)y) � �f(x) + (1� �)f(y) pour tout � 2 [0; 1].Proposition 4.1 (Conditions d'optimalité du premier ordre) Soit f : R !R de classe C1. Si x� est un minimum local de f alors rf(x�) = 0 (Conditionnécessaire).Si rf(x�) = 0 et f est convexe alors x� est un minimum global de f (Conditionsu�sante).Proposition 4.2 (Conditions d'optimalité du second ordre) Soit f : R! Rde classe C2. Si x� est un minimum local de f alors rf(x�) = 0 et r2f(x�) estsymétrique semi-dé�nie positive (Condition nécessaire).Si rf(x�) = 0 et r2f(x�) est symétrique dé�nie positive alors x� est un minimumlocal strict de f (Condition su�sante).4.1.2 Méthodes de résolution : les méthodes de descenteCe paragraphe est consacré à la description des méthodes de descente, couram-ment utilisées pour résoudre le problème (4.3).Pour la résolution du problème d'optimisation (4.3), si l'on procède par itérationssuccessives, on cherche un point xk+1 ((k+1)ème itération) tel que f(xk+1) � f(xk).Ainsi, si l'on prend xk+1 = xk + �d avec d 6= 0 et � positif petit, on af(xk+1) = f(xk) + �dTf(xk) + o(�) (formule de Taylor tronquée) (4.4)et on va choisir d tel que f(xk+1) < f(xk) pour � assez petit. D'après (4.4), il su�tpar exemple que dTf(xk) < 0.On a ainsi la dé�nition suivante :Dé�nition 4.3 On dit que d 2 RN est une direction de descente pour f à partir dupoint xk si dTrf(xk) < 0.Les méthodes de descente reposent sur cette dé�nition et l'algorithme de bases'écrit sous la forme :1. Initialiser le point x0.2. �Etant donné xk, calculer une direction de descente dk.78



4.1 Méthodes d'optimisation locale dans le cas d'un problème sanscontrainte3. Rechercher un pas de descente � > 0 tel que f(xk + �dk) < f(xk).4. Test d'arrêt et boucle : xk+1 = xk + �dk et k = k + 1.La valeur de � détermine le pas que l'on peut faire dans la direction de descentedk. Plusieurs méthodes permettent de la calculer. Le plus souvent on utilise la règled'Armijo, celle de Goldstein et Price ou bien celle de Wolfe. Nous avons choisi de nepas les décrire ici et on pourra voir [13] pour plus de détails.4.1.3 Méthode de NewtonDans le cas sans contrainte, chaque itération de la méthode de Newton consisteen la minimisation du développement de Taylor de f tronqué à l'ordre 2 autour dupoint courant xk :q(x) = f(xk) + (x� xk)Trf(xk) + 12(x� xk)Tr2f(xk)(x� xk):Ainsi, on va prendre comme point xk+1 le minimum de q(x) qui, lorsqu'il existe,est donné par le xk+1 solution de rq(xk+1) = 0, c'est-à-dire solution derf(xk) +r2f(xk)(xk+1 � xk) = 0:Donc, en supposant r2f(xk) dé�nie positive,xk+1 = xk � [r2f(xk)]�1rf(xk):Autrement dit, la méthode de Newton est une méthode de descente avec un pas� toujours égal à 1 et avec comme direction de descente dk (en supposant toujoursr2f(xk) dé�nie positive), la solution du système d'équations linéaires :r2f(xk)dk = �rf(xk);appelée la direction de Newton. On note que dk est unique seulement si r2f(xk) estdé�nie positive.L'algorithme de Newton s'écrit :1. Initialiser le point x0.2. �Etant donné xk, résoudre r2f(xk)dk = �rf(xk) pour déterminer la directionde descente dk.3. Test d'arrêt et boucle : xk+1 = xk + dk et k = k + 1.79



Chapitre 4 : Optimisation numériqueMéthodes quasi-newtoniennesLes méthodes newtoniennes décrites précédemment calculent toute l'informationrelative à la courbure de f à chaque itération (en calculant r2f(xk)). Dans le casdes méthodes quasi-newtoniennes, l'information est construite au fur et à mesure(d'une itération à l'autre) en n'utilisant que f(xk) et rf(xk).Ainsi, à l'itération k, une approximationHk de l'inverse de r2f(xk) est supposéedisponible. La matrice Hk contient l'information cumulée relative à la courbure def . En pratique, on démarre avec H0 = IN . Après le calcul de xk+1, Hk+1 est obte-nue en mettant à jour Hk en y intégrant l'information nouvellement acquise sur lacourbure de f : Hk+1 = Hk + Ukoù la matrice de mise à jour Uk est dé�nie par la méthode de quasi-Newton spéci�queutilisée. Par exemple, si on utilise l'approximation dite du type BFGS (Broyden,Fletcher, Goldfarb, Shanno) :Hk+1 = Hk � 1sTkHkskHksksTkHk + 1yTk sk ykyTkavec sk = xk+1 � xk et yk = rf(xk+1)�rf(xk).L'algorithme de quasi-Newton est ainsi le suivant :1. Initialiser le point x0 et prendre H0 = I (k = 0).2. �Etant donné xk, résoudre dk = �Hkrf(xk).3. Rechercher un pas de descente � solution demin� f(xk + �dk):4. Test d'arrêt et boucle : xk+1 = xk + �dk, Hk+1 = Hk + Uk et k = k + 1.Les méthodes dites newtoniennes et quasi-newtoniennes sont à la base des al-gorithmes de descente les plus performants pour les problèmes d'optimisation non-linéaire, notamment l'algorithme PQS que nous décrirons par la suite pour le casplus général d'un problème avec contraintes.4.2 Méthodes d'optimisation locale dans le cas d'unproblème avec contraintesNous généralisons dans cette partie l'utilisation des méthodes de descente pour larésolution des problèmes avec contraintes. Nous aborderons dans un premier temps80



4.2 Méthodes d'optimisation locale dans le cas d'un problème aveccontraintesdes problèmes comportant seulement des contraintes d'égalité avant de passer aucas plus général des problèmes avec contraintes d'inégalité.4.2.1 Problèmes avec contraintes d'égalitéNous considérons dans ce paragraphe le problème avec contraintes d'égalité sui-vant :Trouver x 2 RN qui minimise f(x),sous les contraintes gi(x) = 0 i 2 E; (4.5)où E = f1; 2; : : : ; pg et les fonctions f et gi supposées de classe C2.Dé�nition 4.4 On dit que� x� 2 RN est un minimum local du problème (4.5) si f(x�) � f(x) pour toutx dans un voisinage de x� tel que gi(x) = 0 8i 2 E.� x� 2 RN est un minimum global de f si f(x�) � f(x) pour tout x tel quegi(x) = 0 8i 2 E.Proposition 4.3 (Conditions d'Euler-Lagrange) Si x� est un minimum localde (4.5) et si les contraintes sont quali�ées en x� (cf. [44] par exemple), alors9�� 2 Rp tel que rf(x�) + (��)Trg(x�) = 0.Dé�nition 4.5 On appelle L : RN � Rp ! R avec L(x; �) = f(x) + �T g(x) lelagrangien du problème (4.5).On va donc s'intéresser à la résolution du système rL(x; �) = 0. On peut alorsutiliser la méthode de Newton (en tant que méthode pour résoudre un systèmed'équations non linéaires) qui dans ce cas s'écrit (cf. [13] pour plus de détails) :�Etant donné des poids positifs !i; i 2 E,1. Initialiser (x0; �0).2. �Etant donn�e (xk; �k), résoudre le système� r2xxL r2x�Lr2�xL 0 �� �xk��k � = �� rf(xk) + �Tkrg(xk)g(xk) �81



Chapitre 4 : Optimisation numériquepour � �xk��k �la direction de Newton.3. Rechercher un pas de descente � dans la direction �xk (recherche lin�eaire),par exemple avec la fonction de m�erite�(x) = f(x) +Xi2E wijgi(x)j:4. Test d'arr�et et boucle : xk+1 = xk + ��xk , �k+1 = �k + ���k .Cette méthode de Newton peut être interprétée comme une méthode dite PQS(Programmation Quadratique Successive) appliquée à la résolution de (4.5).L'id�ee de base de cette méthode est de transformer le probl�eme d'optimisationnon lin�eaire avec contraintes en une suite de sous-probl�emes quadratiques (crit�ere �aminimiser quadratique sous contraintes lin�eaires).Soient xk 2 RN l'itéré courant et �k 2 Rp l'estimé courant des multiplicateursde Lagrange. Consid�erons le probl�eme quadratique suivant :Minimiser q(�xk) = rf(xk)T�xk + 12�Txkr2xxL(xk; �k)�xk (4.6)sous les contraintes gi(xk) +rgi(xk)T�xk = 0; i 2 E;appel�e probl�eme quadratique tangent. La fonction objectif est une approxima-tion quadratique du lagrangien autour du point courant alors qu'on considère uneapproximation a�ne des contraintes.L'algorithme PQS repose sur le lemme suivant (démontré dans [13]) :Lemme 4.1 Soit (�xk ; �) une solution du problème (4.6). Alors� xk+1�k+1 � = � �xk��k �+� xk�k �est le pas de l'algorithme de Newton pour la r�esolution du problème (4.5) avec� = �k +��k . 82



4.2 Méthodes d'optimisation locale dans le cas d'un problème aveccontraintesLe principe général de l'algorithme PQS est ainsi le suivant :1. Initialiser (x0; �0).2. �Etant donn�e (xk; �k), r�esoudre (4.6) pour obtenir la direction �xk et le multi-plicateur de Lagrange � associ�e.3. Rechercher un pas � dans la direction �xk à partir du point xk, �a l'aide d'unefonction de m�erite.4. Test d'arr�et et boucle : xk+1 = xk + ��xk , �k+1 = �.L'avantage de l'interprétation PQS de la méthode de Newton est qu'elle se gé-néralise aisément dans le cas d'un problème avec contraintes d'inégalité comme onle verra par la suite.4.2.2 Problèmes avec contraintes d'inégalitéConsidérons maintenant le problème général (4.2) :Trouver x 2 RN qui minimise f(x),sous les contraintes gi(x) � 0 i 2 I;où I = f1; 2; : : : ;mg.On dit que x est un point de KKT du problème d'optimisation (4.2) et(x; �) 2 RN � Rm une paire de KKT avec multiplicateur de Lagrange associ�e,si les conditions suivantes (dites de Karush, Kuhn et Tucker) sont satisfaites :rf(x) + Xi2I �irgi(x) = 0 (4.7)gi(x) � 0 (i 2 I) (4.8)�i � 0 (i 2 I) (4.9)�igi(x) = 0 (i 2 I): (4.10)Proposition 4.4 (Conditions d'optimalité du premier ordre) Dans le cas oùles contraintes sont quali�ées en x� (cf. [44] par exemple), les conditions de KKTsont des conditions nécessaires pour que x� soit un minimum local du problème (4.2).Pour la résolution de (4.2), la méthode PQS nécessite de considérer à chaqueitération le problème quadratique tangent suivant :83



Chapitre 4 : Optimisation numériqueMinimiser q(�xk) = rf(xk)T�xk + 12�Txkr2xxL(xk; �k)�xk (4.11)sous les contraintes gi(xk) +rgi(xk)T�xk � 0; i 2 I:L'algorithme est analogue à celui utilisé dans le cas d'un problème sans contrainted'inégalité : à l'itération k, on prend pour direction de descente en xk et pour nouvelestimateur des multiplicateurs, une paire de KKT (d; �) du problème quadratique(4.11). Plus précisément, l'algorithme s'écrit :1. Initialiser (x0; �0).2. Trouver un point de KKT (d; �) du sous-problème quadratique (4.11).3. Rechercher un pas � > 0 dans la direction d à partir de xk, en utilisant unefonction de m�erite.4. Test d'arr�et et boucle : xk+1 = xk + �d, �k+1 = �.Il existe de nombreuses variations de l'algorithme PQS permettant de r�esoudrele problème (4.2), en construisant les it�er�es tels qu'ils soient tous admissibles, c'est-à-dire qu'ils appartiennent tous �a l'ensemble X = fx 2 RN j gi(x) � 0; i 2 Ig. Cesm�ethodes sont appel�ees Feasible SQP (FSQP).Ces méthodes sont adaptées à la résolution de problèmes pratiques pour lesquelsil est souvent important d'avoir tous les it�er�es admissibles. En e�et :� f(x) peut ne pas �etre d�e�nie hors du domaine admissible ;� si l'�evaluation de f est co�uteuse, il n'est pas souhaitable de l'�evaluer en unpoint non admissible ;� si on veut arr�eter pr�ematur�ement l'algorithme, l'it�er�e courant sera toujoursune solution admissible.Nous nous sommes ainsi int�eress�ee �a ce type de m�ethodes pour la r�esolution denotre probl�eme. Nous d�ecrivons ici une mise en oeuvre particulière de l'algorithmeFSQP, d�evelopp�ee par Panier et Tits [46] et impl�ement�ee en C dans le solveur CF-SQP [36, 35].Précisons tout d'abord, qu'une direction de descente admissible en un pointx 2 X est d�e�nie comme un vecteur d 2 RN tel que x + td appartienne �a X pourtout t 2 [0; t�], pour un certain t� positif.L'algorithme PQS standard calcule la direction de descente d0 (qui d�epend dex et de H, avec H la hessienne (r2xxL) du lagrangien associ�e au problème (4.2)),84



4.2 Méthodes d'optimisation locale dans le cas d'un problème aveccontraintessolution du probl�eme quadratique QP (x;H) :Minimiser 12�d0:Hd0�+rf(x):d0sous les contraintes bl � x+ d0 � bugj(x) +rgj(x):d0 � 0 j = 1; : : : ;mavec bl et bu les contraintes de bornes et en notant : le produit scalaire euclidien.Dans FSQP, on remplace la direction d0 par la combinaison convexed = (1 � �)d0 + �d1;avec d1 une direction admissible, solution d'un certain probl�eme quadratique (quenous pr�eciserons plus tard) et 0 � � � 1. Pour pr�eserver les propri�et�es de convergencelocale de l'algorithme SQP, � est choisi comme une fonction de d0, de telle sorte que dapproche d0 su�samment vite (en particulier �(d0) = O(jjd0jj2) quand on approchede la solution).De plus, pour �eviter l'e�et de Maratos, qui peut remettre en cause la bonneconvergence de l'algorithme (voir par exemple [13, page 150] ou [19]) et garantirune convergence superlin�eaire, une correction du second ordre ~d est utilis�ee pour(( courber )) la direction de recherche.On fera ainsi une recherche d'un pas t > 0 (par exemple de type Armijo) lelong de l'arc xc + td + t2 ~d. Des conditions sur d1, � et ~d permettant d'obtenir uneconvergence locale superlin�eaire sont donn�ees dans [46].Remarque :Soit I(x) = �j : gj(x) = 0	, les indices des contraintes actives. Pour conserverune convergence globale et locale (superlin�eaire), l'algorithme FSQP construit lasuite des directions de recherche fdkg satisfaisant les propri�et�es suivantes :dk = 0 si xk est un point de KKT pour (P ) ; (4.12)rf(xk):dk < 0 si xk n'est pas un point de KKT ; (4.13)rgj(xk):dk < 0 8j 2 I(xk) si xk n'est pas un point de KKT ; (4.14)dk = d0k +O(jjd0kjj2): (4.15)La propri�et�e (4.12) indique la convergence de l'algorithme et la propriété (4.13)que dk est une direction de descente. 85



Chapitre 4 : Optimisation numériqueDescription de l'algorithmeDonn�ees :x0 2 RN; � > 0.Param�etres :� = 0:1� = 0:01� = 0:1� = 0:5� = 2:1�1 = �2 = 2:5t = 0:1.Notation :Igk (dk) = �j 2 f1; : : : ;mg : jgj(xk)j � 0:2jjdkjj � jjrgj(xk)jj	 [ �j 2 f1; : : : ;mg :�k;j > 0	.�Etape 0 : InitialisationOn pose k = 0 et H0 = IN .Si le point initial x0 fourni par l'utilisateur n'est pas admissible, on commencepar r�esoudre le probl�eme minx2RN maxj=1;::: ;mfgj(x)gsous les contraintes bl � x � bu;jusqu'�a ce que l'objectif maxfgj(x)g � 0 soit atteint. Le x admissible ainsiobtenu est le point de d�epart de l'algorithme.�Etape 1 : Calcul de la direction de recherche1. Calculer d0k, la solution du probl�eme quadratique QP (xk;Hk). Si jjd0kjj � �stop.2. Calculer d1k en r�esolvant le probl�eme quadratique strictement convexemind12RN;
2R �2�(d0k � d1):(d0k � d1)�+ 
sous les contraintes bl � xk + d1 � burf(xk):d1 � 
gj(xk) +rgj(xk):d1 � 
; j = 1; : : : ;m:86



4.2 Méthodes d'optimisation locale dans le cas d'un problème aveccontraintes3. dk = (1� �k)d0k + �kd1kavec �k = (jjd0kjj)�(jjd0kjj)� + �k et �k = max(0:5; jjd1kjj�1):4. Calculer ~dk en r�esolvant le probl�eme quadratique strictement convexemin~d2RN 12�(dk + ~d):(Hk(dk + ~d))�+ f(xk + dk)� f(xk) +rf(xk): ~dsous les contraintesbl � xk + dk + ~d � bugj(xk + dk) +rgj(xk): ~d � �min(�jjdkjj; jjdkjj�2); j 2 Igk (dk):Si le probl�eme quadratique n'a pas de solution ou si jj ~dkjj > jjdkjj, ~dk = 0.�Etape 2 : Calcul du pas de descenteSoit �k = rf(xk):dk.Calculer tk, le premier t dans f1; �; �2; : : :g v�eri�antf(xk + tdk + t2 ~dk) � f(xk) + �t�k;gj(xk + tdk + t2 ~dk) � 0; j = 1; : : : ;m:�Etape 3 : Mises �a jour1. Si le pas de descente est tr�es petit (tk < t) et que la mise �a jour a d�epass�e5n it�erations, on r�einitialise la hessienneHk+1 = H0. Sinon on calcule unenouvelle approximation Hk+1 de la hessienne du lagrangien en utilisantune formule de type BFGS.2. xk+1 = xk + tkdk + tk2 ~dk.3. Incr�ementer k.4. Retour �a l'�etape 1.Nous avons vu que l'idée de base des méthodes PQS (et donc FSQP) est detransformer le problème d'optimisation non linéaire en une suite de sous-problèmesquadratiques. D'autres méthodes dites de programmation séquentielle convexe, sontsimilaires dans le sens où elles utilisent une séquence de sous-problèmes commeapproximation simple du problème initial.Les méthodes de programmation séquentielle convexeDans le cas des méthodes de programmation séquentielle convexe, les sous-problèmes sont convexes et séparables (c'est-à-dire pouvant s'écrire comme la somme87



Chapitre 4 : Optimisation numériquede fonctions ne dépendant que d'une seule variable). Pour chaque itéré, le sous-problème peut alors être résolu avec une méthode duale ou un algorithme des pointsintérieurs (algorithme primal-dual) [24].L'avantage des méthodes duales est que l'optimisation est réalisée non plus dansl'espace des variables mais dans l'espace dual, dont la dimension est relativementfaible et dépend du nombre de contraintes actives à chaque itération.A�n d'illustrer les méthodes de programmation séquentielle convexe, nous décri-rons dans ce paragraphe l'algorithme CONLIN (CONvex LINearization) [24] puisnous parlerons de l'algorithme MMA (Method of Moving Asymptotes) [59][60] quien découle. Pour une description plus générale des méthodes de programmation sé-quentielle convexe, on pourra également voir [14].La méthode CONLIN procède par linéarisation de la fonction objectif et de toutesles contraintes dé�nissant le problème d'optimisation et permet ainsi de générer uneséquence de sous-problèmes convexes et séparables. Pour cela on utilise le schémad'approximation suivant :~c(x) = c(x0) +X+ c0i (xi � x0i )�X� (x0i )2c0i ( 1xi � 1x0i ) (4.16)avec c0i = @c@xi (x0);et les symbolesX+ (respectivementX� ) signi�ant (( sommation des termes pourlesquels c0i est positive (respectivement négative) au point courant x0i )). On peut, ene�et, facilement prouver que si la fonction c : x 7! c(x) est di�érentiable, le schéma(4.16) donne une approximation convexe de c autour de x0.Ainsi, suivant le signe de la dérivée, on utilisera comme variables de linéarisationsoit les variables directes x soit les variables réciproques 1x . D'après [24], l'utilisationdes variables réciproques aurait dans de très nombreux cas un e�et béné�que sur lespropriétés de convergence de l'optimisation.Dans MMA, on remplace dans le schéma d'approximation les variables directeset réciproques par les variables 1Ui�xi et 1xi�Li avec Ui et Li des constantes �xées parl'utilisateur : ~c(x) = c(x0) +X+ riUi � xi �X� sixi � Li ;avec les nombres ri et si choisis tels que :si c0i > 0 alors ri = (Ui � x0i )2c0i et si = 0 ;si c0i < 0 alors ri = 0 et si = �(x0i � Li)2c0i :88



4.3 Calcul des sensibilit�esLa forme des fonctions d'approximation dépend des valeurs choisies pour lesconstantes Ui et Li, qui permettent de contrôler le seuil pour lequel l'approximationest raisonnable (les paramètres Ui et Li donnent des asymptotes verticales, d'où lenom de l'algorithme - cf. �gure 4.1). On remarque que l'on retrouve la méthodeCONLIN si Li = 0 et Ui = +1 et que les valeurs Li = �1 et Ui = +1 conduisentà la méthode SLP (Sequential Linear Programming) [44]. Notons de plus, que cesvaleurs peuvent être modi�ées d'une itération à l'autre.f(x) c(x)
c(x)f(x)

Ux0x0LFig. 4.1 � Illustration (en dimension 1) de l'approximation MMA. Cas d'une dérivéenégative (gauche) et positive (droite).Ces méthodes sont bien adaptées et couramment utilisées pour la résolution deproblème d'optimisation de forme en général et d'optimisation topologique en parti-culier. Ceci est dû au fait qu'elles permettent de réduire le temps de calcul nécessaireà la résolution des sous-problèmes approchés, surtout pour les problèmes ayant peude contraintes. Toutefois, dans notre cas, cette partie (c'est-à-dire le temps passédans l'algorithme d'optimisation numérique) est négligeable par rapport au tempsd'évaluation des fonctions comme on le constatera lors de nos essais numériques(cf. chapitres 5 et 6). Notons, de plus, qu'ici l'approximation est linéaire et doncmoins riche que l'approximation quadratique utilisée par un algorithme du typeSQP. En�n, nous remarquons que les méthodes décrites précédemment comportentde nombreux paramètres à �xer par l'utilisateur, le réglage des paramètres de CF-SQP étant beaucoup plus automatique.4.3 Calcul des sensibilit�esLes gradients n�ecessaires �a l'utilisation des algorithmes d'optimisation d�ecritsdans les paragraphes pr�ec�edents sont facilement calculables pour la fonction objec-tif et les contraintes lorsqu'elles d�ependent uniquement de la densit�e. Lorsqu'ellessont implicites (elles d�ependent du d�eplacement par exemple), les sensibilit�es sontobtenues �a l'aide de dérivations de fonctions composées (r�egle de la chaîne).89



Chapitre 4 : Optimisation numériqueEn optimisation topologique, comme on travaille souvent avec peu de contrain-tes, la m�ethode la plus e�cace pour le calcul des d�eriv�ees est l'utilisation de l'�etatadjoint.4.3.1 Calcul de l'�etat adjointSoit l'�equation d'�etat suivante :A(x)u(x) = B(x) (4.17)avec par exemple,A(x) la matrice de rigidit�e,B(x) un vecteur repr�esentant la charge,u(x) le d�eplacement correspondant et x = (x1; x2; :::; xN) un vecteur de param�etres(densités, propri�et�es de mat�eriaux, ...).Si on d�erive cette �equation par rapport �a xi; i = 1; ::; N , on a@xiA(x)u(x) +A(x)@xiu(x) = @xiB(x)et donc A(x)@xiu(x) = @xiB(x)� @xiA(x)u(x): (4.18)Soit J(x; u(x)) la fonction co�ut �a minimiser. On veut calculer (si elle existe) ladi��erentielle de j(x) = J(x; u(x)) :rxj(x) = @xJ(x; u(x)) + @uJ(x; u(x))rxu(x): (4.19)Pour cela on doit calculer rxu(x). Deux m�ethodes existent :La m�ethode directeOn r�esout les N syst�emes lin�eaires suivants :A(x)@xiu(x) = @xiB(x)� @xiA(x)u(x); 1 � i � N:Il y a donc dans ce cas, N r�esolutions de syst�emes d'�equations lin�eaires suppl�emen-taires.La m�ethode inverse ou adjointeD'apr�es (4.18) on aA(x)rxu(x) = rxB(x)�rxA(x)u(x) (4.20)90



4.4 Algorithmes d'optimisation globaleet donc l'�equation (4.19) s'�ecritrxj(x) = @xJ(x; u(x)) + @uJ(x; u(x))[A�1rxB(x)�A�1rxA(x)u(x)]c'est-�a-direrxj(x) = @xJ(x; u(x)) + [@uJ(x; u(x))A�1](rxB(x)�rxA(x)u(x)):Dans ce cas, le calcul de rxu(x) ne n�ecessite plus que la r�esolution d'un seulsyst�eme d'�equations lin�eaires suppl�ementaire, celui de l'�etat adjointP TA(x) = @uJ(x; u(x));avec P T = @uJ(x; u(x))A�1 et P appel�e l'�etat adjoint de la m�ethode.Remarque : les expressions de @xiA(x) et @xiB(x) ne sont en g�en�eral pas dispo-nibles explicitement. On approche alors ces d�eriv�ees par di��erences �nies. Soit pardi��erences �nies d�ecentr�ees �a droite@xiA(x) � A(x+�x)�A(x)�xou �a gauche @xiA(x) � A(x)�A(x��x)�x :L'erreur est alors de l'ordre de �x.Soit par di��erences �nies centr�ees@xiA(x) � A(x+�x)�A(x��x)2�x :L'erreur est dans ce cas de l'ordre de �2x. Cette approximation est plus pr�ecise queles pr�ec�edentes mais deux fois plus co�uteuse (en termes d'�evaluations de A).4.4 Algorithmes d'optimisation globaleComme nous le verrons aux chapitres 5 et 6, notre problème d'optimisation to-pologique est non convexe, c'est-à-dire que si on choisit une solution initiale ou desparamètres di�érents, on obtiendra des solutions di�érentes correspondant à desminima locaux. Il est ainsi nécessaire d'utiliser une méthode d'optimisation globalea�n d'obtenir le minimum global (correspondant au meilleur des minima locaux).Toutefois, comme indiqué plus haut, la grande taille du problème et le coût d'éva-luation de la fonction objectif et des contraintes rendent di�cile l'utilisation des91



Chapitre 4 : Optimisation numériquealgorithmes d'optimisation globale. Nous nous contenterons ainsi dans cette partied'un bref état de l'art des méthodes existantes.Les méthodes pour la résolution d'un problème d'optimisation globale peuventêtre divisées en deux classes : les méthodes déterministes et les méthodes stochas-tiques.4.4.1 Les méthodes déterministesLes méthodes déterministes regroupent toutes les méthodes qui ne comportentaucun aspect aléatoire ni stochastique, telles� la séparation et évaluation progressive,� les méthodes de plans de coupe,� l'analyse par intervalles,� l'homotopie (méthode de lissage),� les méthodes lipschitziennes,� les méthodes de décomposition.Chacune de ces méthodes est adaptée à une classe très particulière de problèmesd'optimisation globale, mais requiert systématiquement des temps de calcul exces-sifs pour les problèmes pratiques. Elles sont ainsi très peu adaptées aux problèmesd'optimisation topologique (déjà très coûteux en temps de calcul). Aussi, nous nedétaillerons ici qu'une seule de ces méthodes, utilisée comme on l'a vu précédem-ment (cf. paragraphe 3.1.1) pour résoudre les problèmes d'optimisation topologiquenon relaxés.Méthode de Branch and Bound.Nous décrivons ici comment est utilisée cette technique dans le cas particulierdu problème d'optimisation topologique discret.Cette méthode d'�enum�eration implicite est basée sur la r�esolution de sous-pro-blèmes continus. On associe tout d'abord le problème discret initial à un problèmeéquivalent qui permet aux variables de prendre des valeurs continues. Ce problèmeconstitue le n÷ud situé à la base de l'arbre de décision. Après résolution, si toutesles variables de la solution sont entières, on arrête car le problème discret est résolu.Dans le cas contraire, la valeur de la fonction objectif constitue une borne infé-rieure fi, car l'ajout d'une contrainte qui impose que les variables soient discrètes nepeut que faire augmenter la valeur de la fonction objectif. On crée alors deux sous-problèmes en ajoutant au problème précédent une contrainte sur une des variablesnon entières : l'un des deux sous-problèmes impose à la variable considérée d'êtreinférieure ou égale à la valeur entière immédiatement inférieure et l'autre imposequ'elle soit supérieure ou égale à la valeur entière immédiatement supérieure. Dans92



4.4 Algorithmes d'optimisation globalele cas où toutes les variables de la solution de l'un des deux problèmes sont entières,la valeur de la fonction objectif correspondante devient une borne supérieure fs duproblème. C'est-à-dire qu'à partir de ce moment-là, tous les n÷uds ayant une valeurde fonction objectif supérieure à fs seront abandonnés, et seulement les n÷uds ayantune valeur de fonction objectif comprise entre fi et fs seront développés. S'il n'y apas d'autre solution de valeur inférieure à fs, alors le n÷ud correspondant à fs estoptimal. S'il y en a, il se peut qu'elles comprennent des variables non entières, lesn÷uds correspondants sont alors développés à leur tour et les solutions résultantessont étudiées jusqu'à ce que tous les n÷uds soient abandonnés.Remarquons par ailleurs, que souvent, les ingénieurs confrontés aux problèmespratiques se contentent de solutions approximatives (c'est-à-dire réalisables et ayantune (( bonne )) valeur de la fonction objectif). Ils ont ainsi recours à des heuristiques,dont les plus connues sont citées ci-dessous.� L'algorithme glouton ;� Les améliorations locales ;� Les initialisations multiples ;� Les méthodes directes dont la plus connue est sans doute la méthode du po-lytope mouvant, connue aussi sous le nom de simplexe non linéaire ou encorede Nelder-Mead, du nom des auteurs d'une des premières versions.4.4.2 Les méthodes stochastiquesCette deuxième classe de méthodes d'optimisation globale regroupe les méthodescomportant une forme de recherche aléatoire, généralement un échantillonnage dela fonction objectif en des points choisis aléatoirement dans le domaine réalisable.Nous distinguons trois types de méthodes stochastiques : les méthodes à deuxphases, les heuristiques stochastiques permettant de s'échapper d'optima locaux et,en�n, les méthodes basées sur les surfaces de réponse.Les méthodes à deux phasesIl s'agit de méthodes stochastiques dans lesquelles deux phases peuvent êtredistinguées : une phase globale qui évalue la fonction objectif en un nombre de pointsengendrés aléatoirement et une phase locale qui manipule ces points, par exemplepar l'entremise d'améliorations locales.La plus simple de ces méthodes est la recherche aléatoire pure qui ne consisteen fait qu'en la phase globale. On engendre une suite de points dans le domaineréalisable et on garde en mémoire le meilleur point trouvé. On note qu'engendrerces points aléatoirement dans le domaine réalisable n'est pas une tâche facile dansle cas de contraintes plus générales que les contraintes de bornes.93



Chapitre 4 : Optimisation numériqueLa façon la plus simple d'utiliser une stratégie d'amélioration locale L est via laméthode d'initialisations multiples (multistart). Il s'agit d'appliquer la procédurede recherche L à chaque point engendré aléatoirement et de garder en mémoire lemeilleur point trouvé. Beaucoup plus attrayante que la recherche aléatoire pure,elle a néammoins un gros désavantage. En e�et, inévitablement, la recherche localetrouvera souvent le même minimum local. Idéalement, la procédure L ne serait pasappelée plus d'une fois dans chaque bassin d'attraction (le bassin d'attraction d'unminimum local x� étant l'ensemble des points du domaine réalisable S à partirdesquels L convergera vers x�).C'est ce que permettent les méthodes de regroupement en grappes (cluste-ring method), qui cherchent à regrouper les points de l'échantillon qui sont prochesles uns des autres, a�n de n'initialiser la procédure de recherche locale qu'une seulefois dans chaque région d'attraction. La méthode à deux phases qui semble la plussatisfaisante, combinant une bonne performance numérique avec des propriétés théo-riques solides, est la méthode Random Linkage (RL) [37].Notons en�n qu'en pratique des critères d'arrêt doivent être mis en oeuvre et quedans de nombreuses applications il n'est pas concevable de tenter de trouver tousles minima locaux.Les heuristiques stochastiques permettant de s'échapper d'optima locauxLes trois méthodes présentées ici sont souvent considérées avec un certain méprispar une partie de la communauté mathématique, en raison du manque de fondementthéorique pour expliquer leur succès. Elles sont cependant toutes massivement ap-pliquées dans de nombreux domaines.Leur performance dépend fortement de l'ajustement de paramètres correspon-dant à un bon compromis entre intensi�cation (exploitation des meilleures solutionstrouvées) et diversi�cation (exploration de l'espace de recherche). De plus, leur miseen oeuvre devra exploiter au maximum la structure particulière du problème d'op-timisation globale considéré. Rappelons que les deux algorithmes décrits ci-dessoussont, comme la méthode de Branch and Bound, utilisés pour résoudre des problèmesd'optimisation topologique sous forme discrète (non relaxé).� Recherche avec tabous : Cette méthode est basée sur un concept d'intelli-gence arti�cielle utilisant une mémoire adaptative de l'histoire de la recherche.Le principe de base consiste à poursuivre la recherche même si la valeur de lafonction objectif se détériore, a�n de s'échapper des optima locaux, avec desmécanismes évitant le cyclage en interdisant certains retours (rendus tabous).� Recuit simulé : Cette méthode émule la technique du recuit simulé en mé-tallurgie, qui consiste à chau�er une pièce de métal jusqu'à son point de fu-sion, puis à la refroidir très lentement jusqu'à température ambiante, a�n queles atomes du métal aient le temps de prendre des positions qui minimisentl'énergie. �A une température T, on perturbe la position des atomes de manière94



4.4 Algorithmes d'optimisation globalealéatoire et on calcule la variation d'énergie qui en découle,�E. Si �E � 0, lanouvelle con�guration d'atome est acceptée avec la probabilité 1. Au contrairesi �E � 0, le nouvel état est accepté avec la probabilité P (�E) = e��EkbT oùkb est la constante de Boltzmann. �A chaque température, plusieurs structuresatomiques sont ainsi générées, jusqu'à ce qu'un état d'équilibre énergétiquesoit atteint. Ensuite, la température est réduite et l'on réitère jusqu'à ce qu'onobtienne un état d'énergie minimale.En optimisation topologique, la fonction objectif est assimilée à l'énergie etles variables de conception aux positions des atomes. La température T est unparamètre de contrôle de la convergence du processus.� Algorithmes génétiques : Ces méthodes sont inspirées de la théorie de l'évo-lution de Darwin. La population d'une génération donnée est représentée parun ensemble de conceptions di�érentes (individus). Ces derniers sont autorisésà se reproduire tout en favorisant les meilleures caractéristiques (la progénituredoit être plus forte que les parents), c'est-à-dire a�n que la nouvelle concep-tion soit meilleure que la précédente. Chaque variable est constituée d'un bitcorrespondant à un gène et un individu est constitué d'une chaîne de bits re-présentant un chromosome. Au départ, la taille de la population initiale est�xée et on génère de manière aléatoire les individus qui la constituent (choixaléatoire de 0 et de 1). On utilise pour la création d'une nouvelle populationdes opérateurs génétiques qui modi�ent la composition des enfants (c'est-à-dire des solutions codées). On itère ce procédé et après plusieurs générations,la qualité des conceptions doit augmenter.Les méthodes basées sur les surfaces de réponseCes méthodes, qui sont particulièrement adaptées aux cas de fonctions objectifsdu type boîte noire, sont apparues en optimisation globale par l'entremise du krigeageen géostatistiques. (Le terme krigeage vient du nom de l'ingénieurminier sud-africainD. G. Krige qui a développé cette méthode pour prédire la localisation des réservesde minerai de fer). Cette méthode s'appuie sur l'hypothèse suivante : les valeurs de lafonction objectif en des points rapprochés ont un certain degré de corrélation spatialealors qu'en des points éloignés les valeurs de la fonction objectif sont statistiquementindépendantes. De manière plus générale, les méthodes basées sur les surfaces deréponse supposent que la fonction objectif peut être modélisée par la réalisation d'unprocessus stochastique gaussien. En conséquence, on suppose que la valeur, f(x), dela fonction objectif en un point non encore échantillonné (non encore évalué) peutêtre interprétée comme une variable aléatoire Y (x) ayant une certaine distribution.Avant tout, on évalue la fonction objectif en un ensemble q de points initiauxxi, i = 1; � � � ; q. On interpole ensuite les données (xi; f(xi)) avec une combinaisonlinéaire de fonctions de base (fonctions de régression), a�n d'obtenir un modèle pourf , c'est-à-dire, une fonction approchant la fonction objectif. Les fonctions de base95



Chapitre 4 : Optimisation numériquecomportent des paramètres à ajuster. Une fonction d'erreur re�ète l'incertitude dumodèle qui, en n'importe quel point x du domaine de f , peut être interprétée commeétant la variance de Y (x).Un judicieux compromis entre la minimisation du modèle (intensi�cation de larecherche) et la maximisation de la fonction erreur (diversi�cation de la recherche -aspect global) constitue une fonction critère permettant de déterminer un nouveaupoint candidat pour l'évaluation de la fonction objectif.Nous avons tenté de présenter dans cette partie un large éventail de méthodespratiques pour la résolution d'un problème d'optimisation globale. Notons qu'iln'existe pas vraiment de méthode générale permettant la résolution d'un problèmed'optimisation globale quelconque. Il est, en e�et, toujours nécessaire d'exploiter laconnaissance propre au domaine particulier d'application et la structure particulièredu problème d'optimisation globale traité.Notons aussi que ces méthodes d'optimisation globale sont, le plus souvent, plu-tôt adaptées aux problèmes d'optimisation sans contrainte ou avec uniquement descontraintes de bornes. Elles sont, de plus, surtout e�caces dans le cas où la taille duproblème est limitée (pas au-delà d'une centaine de variables) et où le coût d'éva-luation de la fonction objectif est faible. Ces caractéristiques expliquent la di�cultéde leur utilisation pour la résolution de problèmes d'optimisation topologique. Onpourrait toutefois envisager d'utiliser un algorithme à deux phases permettant delancer des optimisations locales à partir de di�érents points initiaux et ainsi diver-si�er notre recherche.
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Chapitre 5Mise en oeuvre de la méthode :Choix algorithmiquesComme nous l'avons expliqué au chapitre 1, le but de notre travail de rechercheest de construire une méthodologie d'optimisation topologique permettant la prise encompte de critères à la fois statiques et dynamiques, primordiaux dans la conceptiondes pièces automobiles.Plus précisément, le problème type que nous souhaitons résoudre consiste à mini-miser la masse d'une pièce tout en respectant des contraintes statiques (déplacementmaximal imposé en un ou plusieurs points pour un cas de chargement donné) et descontraintes dynamiques (compliance dynamique maximale imposée sur une plage defréquences d'excitation donnée).Nous avons vu au chapitre 3 que la méthode d'optimisation topologique que nousavons choisie pour résoudre notre problème est la méthode SIMP. Elle permet en ef-fet de prendre en compte des critères dynamiques (inertances, transferts) et peut êtrecouplée avec un logiciel commercial de mécanique des structures tel que NASTRAN.Réutilisons les notations du chapitre 3 pour donner une formulation mathéma-tique plus précise du problème que l'on souhaite résoudre. Supposons pour cela quel'on doive concevoir une pièce dans un domaine d'encombrement maximal 
, quel'on a discrétisé à l'aide du maillage de conception (� co;hi )i=1;::: ;N avec N le nombred'éléments de conception. On note � ca;h0 le maillage de calcul (permettant la ré-solution de l'équation d'état) et � 2 [0; 1]N le vecteur représentant les variablesd'optimisation (densités à l'intérieur des éléments de conception).La densité �i et les propriétés Ai du matériau �ctif (SIMP) utilisé dans chaqueélément de conception sont données, pour i = 1; : : : ; N , par les équations (notées97



Chapitre 5 : Mise en oeuvre de la méthode : Choix algorithmiques(3.11) et (3.12) dans le chapitre 3) �i = �i�0; (5.1)Ai = �ipA0; (5.2)avec �0 et A0 les propriétés du matériau de d�epart.Notre problème d'optimisation topologique discrétisé s'écrit alors :min� �0 NXi=1 �i Z�co;hi d!sous les contraintes� statiques : jud;j(�)j � �d;j; d 2 f1; 2; 3g; j 2 J (5.3)où J est un ensemble d'indices de noeuds du maillage de calcul, ud;j est ledéplacement au noeud j dans la dième direction de l'espace et �d;j 2 R unevaleur maximale imposée par le cahier des charges de conception de la pièce.Chacune de ces contraintes peut être associée à un cas de chargement di�érent.� et dynamiques : maxf2[fmin;fmax]ud;k(�; f) � 
d;k; d 2 f1; 2; 3g; k 2 K (5.4)où K est un ensemble d'indices de noeuds du maillage de calcul, f est lafréquence d'une force d'excitation périodique (d'amplitude 1N) appliquée aunoeud k ou en un autre noeud, fmin et fmax dé�nissent la plage de fréquencesétudiée, ud;k est l'amplitude du déplacement associé du noeud k dans la dièmedirection de l'espace, 
d;k 2 R est une valeur maximale imposée par le ca-hier des charges de conception de la pièce. Le point d'application de la forced'excitation peut être di�érent pour chaque contrainte.Notons en�n, que les déplacements ud;j et ud;k sont calculés par éléments �nis(utilisation du logiciel de calcul des structures NASTRAN) et que le problème d'op-timisation est résolu à l'aide de l'algorithme CFSQP (cf. chapitre 4).L'objet de ce chapitre est de décrire les choix algorithmiques e�ectués pour larésolution de ce problème et intégrés dans la maquette logicielle DynamiTO présentéedans le chapitre suivant. Nous les illustrerons à travers plusieurs tests numériques.Plus précisément, la première partie de ce chapitre sera consacrée à la mise enoeuvre de la méthode SIMP. Nous étudierons notamment l'in�uence du paramètrede pénalisation p et nous proposerons des variantes à la formule (5.2). Nous parlerons98



5.1 �Etude et choix algorithmiques pour la méthode SIMPdans la partie suivante de la formulation mathématique des contraintes dynamiques,c'est-à-dire des di�érentes approximations possibles pour la fonction maximumutili-sée dans l'équation (5.4). En�n, la troisième partie sera dédiée à l'aspect optimisationglobale du problème (existence de nombreux minima locaux) et à son lien avec laméthode SIMP.5.1 �Etude et choix algorithmiques pour la méthodeSIMPDans cette partie, nous décrivons notre mise en oeuvre de la méthode SIMP.Nous étudierons ainsi dans le premier paragraphe l'in�uence du paramètre p puisnous proposerons dans le second un nouveau type de matériau �ctif a�n de pallierl'apparition de modes locaux (cf. partie 3.1.4).Pour ces études, nous avons utilisé l'exemple d'une plaque console (cantilever)présenté ci-dessous.Considérons un parall�el�epip�ede de tailleDx�Dy�Dz mm3 avec une face bloqu�ee(cf. �gure 5.1).
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Fig. 5.1 � Représentation du cas test.Dans un premier temps, on applique sur la face de la pièce, opposée à la face �xée,sur deux noeuds sym�etriques, une force F et on impose des contraintes statiques a�nque le déplacementmesuré aux points d'application des forces soit inférieur en valeurabsolue à �. En utilisant les notations décrites plus haut, cela revient à poser les deuxcontraintes statiques suivantes : ju2;1(�)j � �; (5.5)ju2;2(�)j � �: (5.6)Par la suite, on applique sur le noeud 1, une force de 1N à la fréquence f eton impose des contraintes dynamiques a�n que la courbe de compliance dynamique99



Chapitre 5 : Mise en oeuvre de la méthode : Choix algorithmiquesmesurée sur le noeud d'application de la force soit au-dessous de la droite d'équationy = 
. Ainsi, on pose la contrainte dynamique suivante :maxf2[fmin;fmax]u2;1(�; f) � 
: (5.7)�A titre d'exemple, on a représenté sur la �gure 5.2 une courbe de compliancedynamique avec une droite de référence associée.
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u(�; f )Fig. 5.2 � Représentation d'une courbe de compliance dynamique et de droite deréférence associée.Nous choisissons d'utiliser ici un maillage de conception et un maillage de cal-cul confondus. Ce maillage est r�egulier, compos�e de nx el�ements cubiques dans ladirection X, ny dans la direction Y et nz dans la direction Z. Nos variables d'opti-misation, correspondant aux densit�es �a l'int�erieur des �el�ements de conception, sontdonc au nombre de nx�ny�nz. Rappelons que ces variables sont représentées par levecteur � = (�i)i=1;::: ;N avec pour tout élément de conception i, �i 2 [�; 1], la valeur� correspondant de fait au vide. En pratique, nous utiliserons la valeur � = 0:001au lieu de 0 pour éviter les problèmes de conditionnement de matrice. De plus, onconsidèrera la plupart du temps nz = 1 pour pouvoir faire des représentations endeux dimensions (plan (X,Y )). Notons toutefois qu'il s'agit bien d'un exemple entrois dimensions d'espace.Nous avons étudié ce cas test de géométrie simple a�n de pouvoir réaliser denombreux tests en un temps raisonnable. Rappelons qu'il s'agit néammoins d'uncas en trois dimensions qui présente toutes les di�cultés d'une pièce réelle.5.1.1 Réglage du paramètre p de la méthode SIMPCommençons par mesurer l'in�uence du paramètre de pénalisation p de la mé-thode SIMP (intervenant dans la formule (5.2)) sur la qualité de la solution obtenue100



5.1 �Etude et choix algorithmiques pour la méthode SIMP(p�enalisation des densit�es interm�ediaires, valeur de la fonction objectif, etc.).Pour tous les tests décrits dans cette partie,Dx = Dy = 100, Dz = 10, nx = ny =20, nz = 1 (N = 400) et �0 = 7800kg=m3. Le point de départ de l'algorithme d'opti-misation correspond à toutes les densités égales à 0.9 (�0i = 0:9; i = 1; : : : ; 400), samasse étant égale à 7:02� 10�1kg. Nous nous limitons ici aux contraintes statiques,c'est-à-dire qu'on applique une force F = 1000N et on veut que le déplacementassocié soit inférieur à � = 12:8 � 10�3mm. Le temps CPU d'un calcul NASTRAN(évaluation de la masse, des déplacements et de leurs sensibilités) est d'environ uneminute sur une station SUN ULTRA 10.On r�ealise plusieurs tests en faisant varier le param�etre p et on compare la valeur�nale de la masse, le nombre d'�evaluations de la fonction objectif et/ou des con-traintes (nombre d'appels �a NASTRAN) requises pour la convergence de l'optimi-sation, le nombre d'it�erations de l'algorithme CFSQP et en�n le nombre d'�el�ementsde conception pour lesquels la densit�e de mati�ere est di��erente de � ou de 1 à 10�6près (nombre de densités intermédiaires). Ces valeurs sont données dans le tableau5.1.Test p Masse�nale(10�1kg) Nombred'�evaluations(appel NASTRAN) Nombred'it�erationsde CFSQP Nombre de densit�esinterm�ediaires1 1 3.654361 257 58 3182 2 4.162881 91 29 543 3 4.206229 224 72 174 3.5 4.208084 77 24 65 4 4.254976 100 32 186 5 4.316577 79 26 167 6 4.353124 69 21 16Tab. 5.1 � Résultats des tests réalisés avec di�érentes valeurs de p.Au vu de ces résultats, nous remarquons :� Même si l'évolution est moins probante pour p � 4, on note que plus onaugmente la valeur de p, moins la solution comporte de densités intermédiaires.Ceci est une des caractéristiques connues de la méthode SIMP (cf. partie 3.1.3).Concernant les densités intermédiaires, on remarque (cf. �gure 5.3) qu'il y atoujours plus de valeurs proches de 1 que de 0 : ces densités intermédiaires sontstrictement supérieures à 0.5 pour p > 2 et à 0.8 lorsque p > 3. Ce phénomèneest dû à la forme particulière de la fonction fp : x 7! xp intervenant dans lemodèle SIMP (équation (5.2)). Nous en donnerons plus précisément les raisonsdans la partie 5.1.2 et nous proposerons une autre fonction.101



Chapitre 5 : Mise en oeuvre de la méthode : Choix algorithmiques
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5.1 �Etude et choix algorithmiques pour la méthode SIMPAu vu de ces résultats et sachant que l'on souhaite obtenir une solution sansdensité intermédiaire (densités en 0/1) pour laquelle la masse est la plus faiblepossible, les choix p = 3:5 ou p = 4 (tests 4 et 5) semblent être de bons compromis.On pourra visualiser les formes obtenues (valeurs des densités) sur la �gure 5.4 enutilisant ces valeurs de p.
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Fig. 5.4 � Solutions obtenues avec p = 3:5 et p = 4.5.1.2 �Etude de la forme de la fonction de pénalisation de laméthode SIMPLa forme particulière de la fonction fp : x 7! xp (p > 1) semble être la cause decertaines di�cultés rencontrées au cours de la résolution de notre problème d'opti-misation topologique, comme l'apparition de modes locaux ou l'aspect optimisationlocale/globale du problème. Nous illustrerons ces phénomènes dans les paragraphessuivants, et proposons une variante de la fonction fp ayant de meilleures propriétés.Les modes locauxRappelons tout d'abord (cf. partie 3.1.4) que l'utilisation de la fonction fp en-traîne l'apparition de nombreux modes locaux, lorsqu'on calcule la base modaled'une solution comportant des densités intermédiaires. Le nombre de ces modes(( parasites )) pose problème puisqu'il augmente le temps de calcul NASTRAN etla place mémoire nécessaire, et rend di�cile l'identi�cation des modes réels de lastructure étudiée. Comme expliqué dans [12], ces modes locaux apparaissent dansles régions où le rapport masse/raideur est très grand, c'est-à-dire, dans le cas dela méthode SIMP, lorsque la densité �i tend vers 0. En e�et, dans ce cas le rapportmasse/raideur, égal à �i�pi (p > 1), tend vers l'in�ni lorsque �i tend vers 0. Ces modeslocaux sont donc dus à la modélisation des trous dans la pièce par un matériau103



Chapitre 5 : Mise en oeuvre de la méthode : Choix algorithmiquesmou ayant une densité faible, pour éviter la suppression des éléments du maillagede calcul correspondants.Illustrons l'apparition de modes locaux en considérant la solution obtenue au test4 (p = 3:5). La base modale de cette solution comporte sur la plage de fréquence0-500Hz, 798 modes propres locaux (compris entre 0 et 2Hz) et 12 modes propresréels. On peut donc constater sur cet exemple le nombre considérable de modeslocaux obtenus. On a représenté sur la �gure 5.5, le premier mode local de la pièce(gauche) et le dernier mode global (droite). Cette �gure illustre bien la di�érenceentre un mode propre local qui correspond à une déformation locale et un modepropre réel qui correspond à une déformation globale de la structure.
Fig. 5.5 � Mode propre local (gauche) et mode propre réel (droite).L'utilisation de la fonction fp provoque non seulement l'apparition de modeslocaux mais a aussi un impact sur l'aspect optimisation locale/globale de notreproblème. On illustre ce phénomène dans le paragraphe suivant, avant de proposerune solution à ces deux di�cultés.Aspect optimisation locale/globale du problèmeNous avons représenté sur la �gure 5.6 les courbes des fonctions fp pour p allantde 1 à 5. Nous remarquons que lorsque p > 1 la courbe est tangente à l'axe desabcisses en x = 0 (la dérivée est nulle en x = 0). La forme de la courbe est totalementdi�érente en x = 1.Supposons que p > 1 et que la densité à l'intérieur de l'élément de conception iest faible (�i proche de 0). Dans ce cas, une augmentation de la densité �i aura un104



5.1 �Etude et choix algorithmiques pour la méthode SIMP
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Fig. 5.6 � Représentation de la fonction xp pour p allant de 1 à 5.impact négligeable en raideur (�pi a toujours une valeur proche de 0) mais conséquenten masse (la courbe y = x a une pente positive à l'origine). Cette variation dela densité étant très défavorable, l'algorithme va rarement augmenter les densitésfaibles au cours de l'optimisation. Ainsi, lorsque p > 1, la plupart des densités faiblesou nulles au début de l'optimisation reste inchangée (on véri�era empiriquement cephénomène dans la partie 5.3). Ainsi, selon le point de départ considéré (par exempleselon qu'il comporte ou non des densités nulles), la solution �nale sera di�érente. Ils'agit donc dans ce cas d'un problème d'optimisation globale.C'est pour cette même raison que les densités intermédiaires de la solution �nalesont souvent proches de 1 et non de 0.Les deux problèmes précédents sont liés au fait que la limite de f 0p(x) pour p > 1est égale à 0 lorsque x tend vers 0. Ainsi, a�n de pallier ces di�cultés, une idéeconsiste à remplacer dans l'expression (5.2), la fonction fp par une fonction ayantles mêmes propriétés de pénalisation (fonction convexe), valant 0 en x = 0 et 1 enx = 1, mais ayant une dérivée non nulle en x = 0. Le comportement en x = 1 étantsatisfaisant, la nouvelle fonction aura un comportement (( symétrique )) en x = 0,c'est-à-dire une dérivée en x = 0 inverse à celle en x = 1. En�n, pour la nouvellefonction utilisée, le rapport masse/raideur ne devra pas tendre vers l'in�ni dans leszones de faible densité, a�n d'éviter l'apparition de modes locaux.La fonction f� : x 7! 1� (x+ (� � 1)x�+1)105



Chapitre 5 : Mise en oeuvre de la méthode : Choix algorithmiquesrépond à ces critères. En e�et, ses dérivées sont égales àddxf�(0) = 1�;ddxf�(1) = �:Nous avons tracé sur la �gure 5.7 la courbe correspondante pour � allant de 1 à 4.�A titre de comparaison nous avons également tracé la courbe de la fonction fp pourp égal à 4.
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Fig. 5.7 � Représentation de la nouvelle fonction pour � allant de 1 à 4.Toujours sur le cas de la console (mêmes conditions initiales et mêmes valeurs deparamètres), on teste la fonction f� pour � valant 2:5, 3 puis 4. Les résultats sontdonnés dans le tableau 5.2.Test � Masse �nale (10�1kg) Nombre de densit�esinterm�ediaires8 2.5 4.171648 649 3 4.186335 2410 4 4.252974 20Tab. 5.2 � Tests avec di�érentes valeurs �.On remarque tout d'abord, comme avec la fonction fp, que la masse augmente etle nombre de densités intermédiaires diminue quand � augmente. Cette similitudeétait prévisible puisque pour un � donné, le terme dominant de f� est en xp avecp = � + 1. 106



5.2 Formulation mathématique des contraintes dynamiquesLes résultats sont donc comparables avec ceux obtenus avec le modèle SIMP.Toutefois, un avantage important des fonctions f� par rapport aux fonctions fp estqu'aucun mode local n'apparaît dans la base modale des solutions, même pour cellescomportant des densités intermédiaires (dans ce cas, le rapport masse/raideur netend pas vers l'in�ni lorsque la densité tend vers 0). Ainsi, si l'on reprend l'exemplede la solution obtenue au test 4 et que l'on calcule sa base modale en remplaçant lafonction fp par f� dans l'expression (5.2), la solution ne contient plus que des modespropres globaux.Par ailleurs, l'utilisation de cette fonction a une in�uence sur l'aspect optimi-sation locale/globale du problème d'optimisation topologique. En e�et, les densitésnulles au départ devraient être modi�ées au cours de l'optimisation. Ainsi, mêmesi l'on considère des solutions initiales di�érentes (comportant ou non des densitésnulles), on peut obtenir la même solution �nale. Cet aspect sera étudié dans la partie5.3.Notons pour conclure que nous avions tout d'abord considéré la fonctionf� : x! f1(x) + f2(x) + jf1(x)� f2(x)j2 ;avec f1 : x ! 1 + 2(3 + �)(1 � �)(� �p3 � 2� � (3 + �)(1 � �)x);f2 : x ! (3 + �)(1 � �)x24 + x�;qui, en plus de satisfaire au critère de symétrie de la courbe entre x = 0 et x = 1,est également symétrique par rapport à l'axe y = 1�x (cf. �gure 5.8) et donc traitela présence/absence de matière de façon totalement symétrique. Nous n'avons pasretenu cette forme de pénalisation pour des di�cultés de codage dans la mise enoeuvre de f� dans le logiciel NASTRAN.5.2 Formulation mathématique des contraintes dy-namiquesNous rappelons que les contraintes dynamiques (cf. chapitre 2) concernent lecomportement de la pièce soumise à une excitation périodique (réponse forcée). Ilva s'agir d'abaisser les pics de courbes de compliance dynamique (on veut qu'ellessoient au-dessous d'une droite de référence donnée), comme exprimé par l'équation(5.4).Une courbe de compliance dynamique donne une réponse en fréquences. On ex-cite la pièce à une fréquence et en un point donnés et on calcule le module du107



Chapitre 5 : Mise en oeuvre de la méthode : Choix algorithmiques
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Fig. 5.8 � Représentation de la fonction f� (� = 0) et comparaison avec la fonctionf� (� = 4).déplacement maximum correspondant en ce même point. On réitère cela pour plu-sieurs fréquences (en pratique sur une plage de fréquences avec un pas donné). Lacourbe de compliance dynamique est la courbe représentant la valeur du déplace-ment mesuré sur toute la plage de fréquences d'excitation. La contrainte dynamiqueimpose que la courbe obtenue soit au-dessous de la droite de référence sur toutela plage de fréquences considérée, c'est-à-dire que le maximum de la courbe soitinférieur à une certaine valeur.Notons ici que la seule publication traitant ce type de contrainte est celle deSoto [58]. Toutefois, il ne s'agit pas dans son cas, d'être au-dessous d'une droite deréférence, mais d'être le plus proche possible (au sens de la norme l2) d'une autrecourbe de compliance dynamique donnée correspondant, par exemple, au compor-tement d'une pièce existante déjà éprouvée.Tous les résultats de cette partie seront présentés pour l'exemple précédent de laplaque console sur laquelle on applique une excitation au noeud 1 (Dx = Dy = 100,Dz = 10, nx = ny = 20, nz = 1 (N = 400) et �0 = 7800kg=m3). Le point dedépart de l'algorithme d'optimisation correspond à toutes les densités égales à 0.9(�0i = 0:9; i = 1; : : : ; 400), sa masse étant égale à 7:02 � 10�1kg. On a tracé sur la�gure 5.9 la courbe de compliance dynamique correspondante qui nous servira deréférence. Si l'on fait l'analyse modale de cette pièce, on peut voir que ses principaux108



5.2 Formulation mathématique des contraintes dynamiquesmodes se situent entre 0 et 500Hz. C'est donc sur cette plage de fréquences que nousferons nos tests.
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Fig. 5.9 � Courbe de compliance dynamique de la solution initiale.�A titre de comparaison, on a tracé sur la �gure 5.10, la courbe de compliancedynamique de la solution obtenue dans le cas où le problème comporte uniquementdes contraintes statiques et avec p = 3:5 (test 4 décrit dans la partie précédente).On voit que cette courbe présente un pic à 7:57 � 10�5mm pour une fréquenced'excitation de 188Hz.Supposons maintenant que l'on souhaite améliorer les performances dynamiquesde la solution precédente. On impose pour cela la contrainte (5.4) avec 
 = 6 �10�5mm. Dans ce cas, aucune des deux solutions précédentes (solution initiale etsolution obtenue lorsque le problème ne comporte que des contraintes statiques) nevéri�e cette contrainte.Concernant le problème des modes locaux évoqué dans la partie précédente, no-tons qu'excepté leur in�uence sur le temps d'un calcul dynamique, ils n'interviennentpas dans nos calculs. En e�et, nous ne considérons le déplacement qu'au point d'ap-plication de la force (élément où il y a toujours de la matière). Les déplacements liésaux modes locaux étant très petits et localisés sur les zones où la densité est faible(et donc pas aux endroits où on applique les forces), ils n'ont aucune in�uence surnos résultats. Nous utiliserons ainsi pour les tests de cette partie, le modèle SIMP,c'est-à-dire la fonction fp.Une des di�cultés de la résolution de ce problème est de traduire la contrainte109



Chapitre 5 : Mise en oeuvre de la méthode : Choix algorithmiques
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Fig. 5.10 � Courbes de compliance dynamique de la solution du test 4.dynamique (5.4) sous la forme d'une contrainte mathématique pouvant être prise encompte par un algorithme d'optimisation.Cette di�culté est liée au fait que nous n'avons pas accès au maximum (( réel ))de la courbe, c'est-à-dire au maximum des déplacements pour toute fréquence f 2[fmin; fmax] mais seulement au maximum des évaluations de la courbe discrétisée,c'est-à-dire au maximum des déplacements calculés pour certaines fréquences del'intervalle [fmin; fmax]. Or, le nombre de fréquences pour lesquelles on calcule ledéplacement doit être le plus petit possible pour des raisons de temps de calcul etde place mémoire.Nous avons ainsi envisagé di�érentes formulations que nous allons décrire etcomparer dans les parties suivantes.5.2.1 Discrétisation et agrégationUne façon simple de discrétiser la contrainte (5.4) consiste à imposer que tous lesdéplacements mesurés soient au-dessous de la valeur de référence 
. La contraintedynamique (5.4) se réécrit alors :u2;1(�; f) � 
;8f 2 ff1; f2; : : : ; fNfg (5.8)où Nf est le nombre de fréquences d'excitation considérées, c'est-à-dire le nombrede déplacements calculés.Il est nécessaire dans ce cas de choisir le pas de discrétisation des fréquencesd'excitation, c'est-à-dire de trouver une valeur convenable pour le paramètre Nf .En e�et, si le pas de fréquence est trop grand, le maximum (( réel )) sera mal estimé.110



5.2 Formulation mathématique des contraintes dynamiquesIl est alors probable que l'algorithme converge vers une solution ne respectant pas lacontrainte imposée : tous les déplacements calculés seront au-dessous de la valeur deréférence, mais pour un déplacement (non calculé) correspondant à une fréquenceentre deux points de mesure la contrainte ne sera plus respectée (la courbe discrétiséeplus �nement aura un pic passant entre les points de mesure).Essayons tout d'abord (test 11) un pas de discrétisation égal à 25Hz (Nf = 20).On peut voir sur la �gure 5.11 la courbe de compliance dynamique de la solution,tracée avec une discrétisation plus �ne (pas égal à 2Hz) que celle utilisée pour poserles contraintes. On constate que le pic de la courbe (intitulée solution en statique +dynamique) passe au-dessus de la droite de référence (le pic passe entre deux pointsde discrétisation, marqués d'une croix sur la droite de référence).
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Fig. 5.11 � Comparaison de la courbe de compliance dynamique obtenue au test 11avec celles de référence.Pour bien modéliser le maximum (( réel )) et réduire ce phénomène, il est donc né-cessaire que le pas de fréquence soit su�samment petit. Or, plus le pas de fréquenceest petit, plus le nombre de contraintes à inclure dans le problème d'optimisation estimportant (par exemple si le pas est égal à 2Hz nous avons 250 contraintes à prendreen compte). Dans ce cas, les premières itérations de l'algorithme FSQP permettantde trouver un itéré admissible seront très nombreuses, tout comme le nombre néces-saire d'évaluations des contraintes, et cela est di�cilement compatible avec un tempsde calcul raisonnable. Pour illustrer ce phénomène, on a représenté sur la �gure 5.12l'évolution de la masse en fonction du nombre d'évaluations (appels à NASTRAN)pour le test 11. En bleu sont représentés les points correspondant à une solutionadmissible, en rouge ceux correspondant à une solution non admissible et en�n lespoints sont verts lorsqu'une contrainte est saturée. Sachant qu'une évaluation est111



Chapitre 5 : Mise en oeuvre de la méthode : Choix algorithmiques
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Fig. 5.12 � �Evolution de la masse en fonction du nombre d'évaluations pour le test11.très coûteuse en temps de calcul (car nécessitant la résolution d'un problème d'élas-ticité linéaire), il est problématique d'imposer autant de contraintes dynamiques.Une alternative serait d'utiliser l'option (( many sequentially related constraints ))de l'algorithme FSQP décrite dans [46]. Toutefois, nous proposons ici de pallier ceproblème en agrégeant toutes ces contraintes en une seule qui porte sur le maximumdes déplacements calculés (les déplacements ont été calculés pour chaque fréquencemarquée d'une croix sur la droite de référence). Nous n'avons plus dans ce cas qu'uneseule contrainte dynamique : le maximum de déplacements (parmi ceux associés àchaque fréquence) doit être inférieur à 
 = 6 � 10�5mm. La contrainte dynamique(5.4) se réécrit alors : maxf2ff1;f2;::: ;fNf gu2;1(�; f) � 
: (5.9)Il est évident, comme précédemment, que plus le pas de discrétisation sera faible,meilleure sera l'approximation. Cette solution ne résout pas le problème du pic quipasse entre deux points de mesure. Cependant, ce critère a l'avantage de limiterà un seul le nombre de contraintes à prendre en compte, quel que soit le pas dediscrétisation utilisé. Ainsi, la convergence de l'algorithme sera plus rapide. Pourvéri�er cela, on pourra comparer la �gure 5.13 (évolution de la masse en fonctiondu nombre d'évaluations pour le test suivant) à la �gure 5.12.Testons ce critère avec un pas de discrétisation égal à 10Hz (test 12). Nouspouvons visualiser la courbe de compliance dynamique de la solution obtenue (tra-cée avec une discrétisation beaucoup plus �ne) sur la �gure 5.14. Nous constatons,112



5.2 Formulation mathématique des contraintes dynamiques
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Fig. 5.13 � �Evolution de la masse en fonction du nombre d'évaluations pour le test12.
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Fig. 5.14 � Courbe de compliance dynamique de la solution obtenue avec le maximumdiscrétisé (test 12). 113



Chapitre 5 : Mise en oeuvre de la méthode : Choix algorithmiquescomme au test précédent, que le pic de la courbe de compliance dynamique de lasolution obtenue passe au-dessus de la droite de référence. Le même problème qu'autest précédent se pose : tous les déplacements calculés (et donc le maximum) sontinférieurs à 
 mais la contrainte n'est pas respectée pour une fréquence compriseentre deux points de mesure.De plus, l'inconvénient principal de la contrainte (5.9) est qu'elle est non di�éren-tiable. En e�et, la fréquence correspondant au maximum des déplacements calculéspeut changer brutalement d'une itération à l'autre. Nous avons illustré ce problèmede non di�érentiabilité de la contrainte (5.9) sur la �gure 5.15.
Fig. 5.15 � Illustration du problème de di�érentiabilité intervenant avec le maximumdiscrétisé.Supposons que pour une valeur donnée des variables d'optimisation (densités àl'intérieur des éléments de conception) on obtienne la courbe représentée en noir. Lavaleur de la contrainte (maximumdiscrétisé) correspond à la fréquence fi. Supposonsmaintenant que la courbe bleue en pointillés corresponde à une petite variation desvariables. Dans ce cas le maximum discrétisé est atteint à la fréquence fi+1. Ainsi,le fait de choisir d'agréger toutes nos contraintes (une par fréquence discrétisée) enune seule contrainte exprimée sous la forme d'un maximum (norme l1) introduit lanon di�érentiabilité de la contrainte.De plus, un autre cas de non di�érentiabilité a lieu lorsque le maximum estatteint en deux valeurs de fréquences d'excitation distinctes.Agrégation avec la norme lqPour pallier cette di�culté de non di�érentiabilité nous proposons d'utiliser unenorme lq, avec q �ni. Plus précisément, si on note uk(�; f) l'amplitude du déplace-114



5.2 Formulation mathématique des contraintes dynamiquesment au noeud k calculé pour la fréquence d'excitation f :jjuk(�; :)jjq = � Xf2ff1;f2;::: ;fNf guk(�; f)q� 1q ;et la contrainte (5.4) se réécrit : jjuk(�; :)jjq � 
k: (5.10)Dans ce cas, nous nous a�ranchissons du problème de dérivabilité et nous avons lapropriété suivante :limq!1 jjuk(�; :)jjq = jjuk(�; :)jj1 = maxf2ff1;f2;::: ;fNf guk(�; f);c'est-à-dire que si la valeur de q utilisée est su�samment grande, la norme lq estpratiquement le maximum.L'utilisation de la norme lq nécessite de choisir une valeur pour le paramètre q.Pour nous guider dans ce choix, nous avons calculé (cf. tableau 5.3) la valeur dela norme lq pour la courbe de compliance dynamique (discrétisation �ne avec unpas de 2Hz) de di�érentes solutions et ce, pour di�érentes valeurs du paramètreq. Les trois solutions étudiées sont : le point de départ de l'optimisation (toutesles densités égales à 0.9), la solution obtenue dans le cas où le problème comporteseulement des contraintes statiques (test 4 décrit dans la partie suivante) et en�n lasolution obtenue lorsque le problème comporte des contraintes à la fois statiques etdynamiques (test précédent avec utilisation du maximum discrétisé).q Point de départ Solution en statique pur(Test 4) Solution en statique etdynamique (Test 12)1 8:6690 � 10�5 7:5699 � 10�5 7:1288 � 10�52 2:1345 � 10�4 2:3211 � 10�4 2:2755 � 10�45 1:0418 � 10�4 9:5512 � 10�5 9:0635 � 10�56 9:8977 � 10�5 8:9938 � 10�5 8:5313 � 10�58 9:3615 � 10�5 8:4218 � 10�5 7:9963 � 10�510 9:0997 � 10�5 8:1379 � 10�5 7:7344 � 10�520 8:7360 � 10�5 7:7089 � 10�5 7:3355 � 10�530 8:6825 � 10�5 7:6191 � 10�5 7:2406 � 10�5Tab. 5.3 � Valeur de la norme lq pour di�érentes solutions et di�érentes valeurs deq. On souhaite une valeur de q su�samment grande pour permettre de modéliser lanorme l1 mais pas trop élevée pour éviter les problèmes de di�érentiabilité (( numé-rique )) potentiels que posent la norme l1 et que nous avons évoqué précédemment.115



Chapitre 5 : Mise en oeuvre de la méthode : Choix algorithmiquesNotons tout d'abord que la norme l2 n'est pas satisfaisante puisque ses valeurs pourles trois solutions ne sont pas du tout en adéquation avec celles obtenues avec lemaximum. En e�et, dans ce cas, la valeur la plus faible est celle de la solution ini-tiale et la plus élevée celle de la solution avec seulement des contraintes statiques.Or, cette dernière n'a ni le pire ni le meilleur comportement en dynamique. Onremarque également qu'au delà de la valeur q = 8, la di�érence entre les valeursdevient faible. La norme lq converge lentement vers la norme l1. Nous nous sommesbasée sur ces observations empiriques pour choisir la valeur q = 6 pour les testsdécrits par la suite.Il nous faut maintenant adapter la valeur seuil à prendre pour la borne 
 de lacontrainte. Nous avons lancé un premier test avec 
 = 8 10�5mm et un pas de dis-crétisation égal à 10Hz (test 13). Comme on peut le voir sur la �gure 5.16, la solutionobtenue est non admissible (pour la valeur réelle de la contrainte) puisque la courbede compliance dynamique passe au-dessus de la droite de référence y = 6 10�5. La
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Fig. 5.16 � Courbe de compliance dynamique de la solution obtenue en utilisant lanorme 6 (test 13).norme l6 ne permet donc pas de résoudre les problèmes liés à la discrétisation.Une solution (utilisable aussi bien avec la norme l6 qu'avec le maximum discré-tisé) peut être d'imposer à l'algorithme d'optimisation une contrainte plus sévèreque la contrainte (( réelle )), c'est-à-dire baisser la valeur du seuil 
 de la contrainte(5.4). On verra un exemple d'application dans le chapitre 6.Notons, par ailleurs, que lorsqu'on utilise la norme l6, il est souvent nécessaired'adapter la valeur 
, pour chaque problème particulier. En e�et, par exemple, dansle cas où la courbe comporte deux pics de même hauteur, la borne utilisée avec la116



5.2 Formulation mathématique des contraintes dynamiquesnorme l1 ne convient plus.Pour éviter d'utiliser une heuristique permettant d'adapter la valeur de la borne
 au problème traité, on peut envisager de modéliser la courbe de compliance dyna-mique. C'est une méthode de modélisation que nous décrivons dans le paragraphesuivant.5.2.2 Modélisation de la courbe de compliance dynamiqueA�n de pallier le problème dû à la discrétisation de la courbe de compliancedynamique, nous avons envisagé de la modéliser, par exemple à l'aide d'une ap-proximation polynomiale par morceaux, à partir des déplacements calculés. On auraainsi une expression explicite approchant au mieux la courbe discrétisée �nement etle maximum de cette expression approchera le maximum (( réel )) de la courbe.La question est alors de savoir quelle classe de fonctions d'approximation utiliser.Il est en e�et nécessaire de savoir calculer les sensibilités du maximummodélisé parrapport aux variables d'optimisation et de pouvoir modéliser une courbe avec despics hauts et étroits.Les fonctions cardinal splines nous ont paru intéressantes parce que particulière-ment bien adaptées à la modélisation des pics. Le calcul des dérivées du maximumdela courbe modélisée par rapport aux variables d'optimisation (densités à l'intérieurdes éléments de conception) est immédiat et dépend, comme nous allons le montrer,uniquement des dérivées aux points de contrôle de la spline, c'est-à-dire des dérivéesdes déplacements calculés (on pourra voir [27] pour plus de détails).Les cardinal splines sont dé�nies par les valeurs de la fonction à approcher encertains points (noeuds) ainsi que par les dérivées directionnelles de la fonction ences mêmes noeuds. Nous donnons ci-dessous la forme usuelle des cardinal splines,permettant d'obtenir une représentation approchée de notre courbe de compliancedynamique.Soit Nf le nombre de fréquences discrétisées, fu0; u1; : : : ; uNfg les déplacementscalculés aux points de discrétisation et ui�1, ui, ui+1, ui+2 quatre déplacements consé-cutifs de cet ensemble. Ces déplacements dépendent des variables d'optimisation �,densités à l'intérieur des éléments de conception.Soit l'intervalle de fréquences I = [fi; fi+1], on se ramène pour plus de simplicitémais sans perte de généralité à l'intervalle [0; 1] et on considère une fréquence f decet intervalle.On impose alors que la courbe approchée Ci(f; �) interpole les valeurs ui et ui+1et sa tangente en ces points est contrainte à être égale à un certain multiple de lapente de la sécante aux points voisins : @Ci@f (fi; �) = �(ui+1 � ui�1) (respectivement@Ci@f (fi+1; �) = �(ui+2 � ui)) (cf. �gure 5.17), où � est un paramètre à ajuster.117



Chapitre 5 : Mise en oeuvre de la méthode : Choix algorithmiquesC1(f)
u0 u2 = C1(1) = C2(0)u3 = C2(1)C2(f)u1 = C0(1) = C1(0)C0(f)Fig. 5.17 � Modélisation d'un pic à l'aide de cardinal splines.On cherche donc un polynôme Ci(:; �) de degré 3 satisfaisant les quatre con-traintes : Ci(0; �) = ui;Ci(1; �) = ui+1;@Ci@f (0; �) = �(ui+1 � ui�1)et @Ci@f (1; �) = �(ui+2 � ui):On peut ainsi écrire : Ci(f; �) = FMUTavec F = [f3 f2 f 1]U = [ui�1 ui ui+1 ui+2]et M = 0BB@ �� 2� � � � 2 �2� � � 3 3� 2� ���� 0 � 00 1 0 0 1CCA :Pour ne pas trop augmenter le temps de calcul, nous nous sommes restreinte à lamodélisation du pic de la courbe de compliance dynamique (et non pas à la courbe118



5.2 Formulation mathématique des contraintes dynamiquesentière). Pour cela, on recherche le maximum discrétisé qui correspondra pour lamodélisation à ui ou ui+1.Nous nous sommes contentée de cette modélisation locale car toutes les courbesobservées au cours de nos tests possédaient un pic prépondérant. Dans le cas où il yaurait plusieurs pics de hauteur comparable, on peut imaginer modéliser ces di�é-rents pics et utiliser une norme lq pour conserver les propriétés de di�érentiabilité.Explicitons la valeur du maximum de la courbe modélisée :maxf Ci(f; �) = Ci(f�; �)avec f� telle que @Ci@f (f�; �) = 0;c'est-à-dire af2 + bf + c = 0avec a = 3(��ui�1 + (2� �)ui + (� � 2)ui+1 + �ui+2);b = 2(2�ui�1 + (� � 3)ui + (3� 2�)ui+1 � �ui+2);c = �ui�1 + �ui+1:Le maximum local de notre polynôme de degré 3 (s'il existe, ce que l'on peutraisonnablement supposer ici) est atteint au point�b�pb2 � 4ac2a ;avec les paramètres a; b; c des polynômes en ui(�). Si ce maximum existe, on ab2 � 4ac > 0 et a 6= 0 et dans ces conditions la fonction maximum est di�érentiableen �.Le paramètre � mesure l'amplitude des vecteurs tangents aux points de contrôle,c'est-à-dire la hauteur du maximum dans le cas de la modélisation d'un pic. Nousavons illustré cette propriété sur la �gure 5.18. Nous avons représenté en bleu, surles deux graphiques, une courbe de compliance dynamique discrétisée avec un pasde fréquence égal à 5Hz. Le rond rouge représente le maximum de la courbe splineobtenue à partir des déplacements calculés et avec � = 1:8 sur la courbe de gaucheet � = 2:5 sur la courbe de droite. Cette valeur maximum est à comparer avec lemaximum de la courbe discrétisée plus �nement avec un pas de fréquence égal à119



Chapitre 5 : Mise en oeuvre de la méthode : Choix algorithmiques
Fig. 5.18 � In�uence de la valeur du paramètre � sur la hauteur du pic modélisé.1Hz (que l'on suppose proche du maximum (( réel ))) et représenté par une étoilemagenta.Le point faible de cette approche est le réglage du paramètre �. En e�et, lahauteur du pic de la courbe de compliance dynamique dépend de la valeur desdensités et change donc au cours de l'optimisation. Or, le paramètre � doit être �xéau début de l'optimisation en fonction de la forme du pic de la solution initiale.Cette approximation du maximum par des splines s'avère toutefois bien fonc-tionner en pratique et nous montrerons les résultats dans le chapitre suivant sur lecas réel d'un composant automobile.Pour terminer cette partie sur la modélisation des contraintes dynamiques, re-marquons que la valeur de l'amortissement (utilisé dans la résolution du problèmed'élasticité linéaire) a une in�uence sur la forme de la courbe de compliance dyna-mique. En e�et, on peut véri�er que plus la valeur de l'amortissement est petite plusles pics sont hauts et étroits.5.3 Un problème d'optimisation globaleIl est intuitif que notre problème d'optimisation topologique est non convexe(ni même quasi-convexe), c'est-à-dire qu'avec le même algorithme d'optimisationon peut obtenir di�érentes solutions lorsqu'on change les valeurs des paramètresdé�nissant l'algorithme ou qu'on prend un point de départ di�érent pour l'algorithmed'optimisation.C'est cet aspect optimisation locale/globale que nous étudions dans cette partie.Ainsi, après avoir mis en évidence l'existence de plusieurs minima locaux, nous par-lerons de di�érentes stratégies pour le choix du paramètre de pénalisation p de laméthode SIMP. Pour tous nos tests, nous utiliserons l'exemple de la plaque console.120



5.3 Un problème d'optimisation globaleUne façon simple d'évaluer cet aspect optimisation locale/globale est d'optimiserà partir de di�érents points de départ et pour di�érentes valeurs de p.On utilise ainsi les points de départ suivants :� Point de départ numéro 1 : �0i = 0:9 8i = 1; :::; 400 ;� Point de départ numéro 2 (cf. �gure 5.19) : cette solution est identique à laprécédente sauf que les 48 éléments au centre de la pièce sont vides (la densitécorrespondante est nulle : �i = 0:001) ;� Point de départ numéro 2b : cas identique au précedent sauf qu'au centre lesdensités sont égales à 0.2 et non à 0.001 ;� Point de départ numéro 2c : comme pour le point numéro 2b les densités aucentre ne sont pas nulles mais valent 0.5 ;� Point de départ numéro 3 (cf. �gure 5.19) : nous avons, dans ce cas, créé 9trous (constitués de 9 éléments chacun) à l'intérieur de la pièce. La densité deces éléments est égale à 0.001.
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Fig. 5.19 � Point de départs 2 et 3.Commençons par étudier l'aspect optimisation globale de notre problème dansle cas où nous avons seulement des contraintes statiques. Les tests réalisés et lesrésultats obtenus sont résumés dans le tableau 5.4.Au vu de ces résultats, on peut faire les remarques suivantes :� Pour p = 1, on obtient la même solution quel que soit le point initial choisi(la forme de cette solution est donnée sur la �gure 5.20). Il semble donc quel'on obtient dans les trois cas un minimum global du problème d'optimisationrelaxé (c'est-à-dire en tolérant les densités intermédiaires).� Lorsque p > 1, les solutions obtenues dépendent du point initial utilisé. Onremarque également que les variables égales à 0.001 (densités nulles) au début121



Chapitre 5 : Mise en oeuvre de la méthode : Choix algorithmiquesTest p Point de départ Masse �nale(10�1kg) Nombre de densit�esinterm�ediaires1 1 1 3.654361 31814 2 3.654360 31615 3 3.654381 3182 2 1 4.162881 5416 2 4.758421 165 4 1 4.254976 1817 2 4.7785 218 2b 4.495989 1019 2c 4.270954 10Tab. 5.4 � Résultats obtenus avec di�érents points de départ et plusieurs valeursde p.
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Fig. 5.20 � Solution obtenue avec p = 1.de l'optimisation (la pièce initiale comporte des trous), restent inchangées (cf.�gure 5.21). Ceci est dû, comme nous l'avons vu précédemment, à la formeparticulière de la fonction fp utilisée dans la formulation SIMP. Notons ainsique lorsque la solution initiale comporte des trous, une partie de la forme dela pièce est �gée dès le début de l'optimisation. Cela peut expliquer le fait quela masse des solutions obtenues avec le point initial 2 est plus élevée que celledes solutions obtenues avec le point initial 1. Ceci n'est vrai, rappelons-le, quepour les densités très faibles, puisqu'avec p = 4 et le point initial 2b, certainesvariables dont la valeur initiale est 0.2 peuvent augmenter (cf. �gure 5.22)et qu'avec le point initial numéro 2c, la solution obtenue est proche de celleobtenue avec le point initial 1. 122



5.3 Un problème d'optimisation globale
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Fig. 5.21 � Solution obtenue avec p = 4 et le point de départ 2.
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Fig. 5.22 � Solution obtenue avec p = 4 et le point de départ 2b.123



Chapitre 5 : Mise en oeuvre de la méthode : Choix algorithmiquesA�n de véri�er ces résultats lorsque le cahier des charges comporte aussi descontraintes dynamiques, on réutilise les conditions du test 13 (utilisation de la normel6) avec le point initial numéro 2. Les résultats sont résumés dans le tableau 5.5. NousTest Point de départ Masse�nale(10�1kg) Nbd'éval. Nbd'itér. Nb de densitésintermédiaires13 1 4.221339 70 21 2020 2 4.819617 165 40 20Tab. 5.5 � Comparaison des tests réalisés en dynamique avec p = 3:5 et di�érentspoints de départ.remarquons que la solution obtenue avec le point initial numéro 2 (test 20) a unemasse plus élevée et un comportement dynamique di�érent (cf. �gure 5.23) que celleobtenue avec le point initial 1 (test 13). De plus, lorsqu'on débute l'optimisationavec le point initial 2, la convergence de l'algorithme est plus lente (le nombred'évaluations et d'itérations est plus élevé). En�n, comme on le véri�e sur la �gure
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Fig. 5.23 � Comparaison des courbes de compliance dynamique obtenues avec p = 3:5et di�érents points de départ (tests 13 et 20).5.24, lorsqu'on utilise le point initial 2, les densités nulles au début de l'optimisationrestent inchangées et la solution est donc di�érente de celle obtenue avec le pointinitial 1. Tous ces résultats sont identiques à ceux obtenus dans le cas où le problèmecomporte seulement des contraintes statiques. Notre problème relève donc bien dansce cas aussi de l'optimisation globale.Qu'en est-il en dynamique lorsque p = 1 ? Remarquons tout d'abord que pourp = 1, la courbe de compliance dynamique de la pièce a la même forme que celleobtenue avec p = 3:5 mais que ses pics sont moins hauts (cf. �gure 5.25). La solutioninitiale évaluée avec p = 1 sera donc (( plus admissible )) que la même solution initialeévaluée avec p = 3:5. 124



5.3 Un problème d'optimisation globale
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Fig. 5.24 � Solution obtenue en dynamique avec p = 3:5 et le point de départ 2.
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Fig. 5.25 � Comparaison des courbes de compliance dynamique évaluées avec p = 1et 3.5. 125



Chapitre 5 : Mise en oeuvre de la méthode : Choix algorithmiquesA�n d'étudier l'aspect optimisation globale de notre problème lorsque p = 1,on réalise les tests 13 et 20 avec p = 1. Les résultats obtenus (en terme de masse,nombre d'évaluations et d'itérations, etc.) sont résumés dans le tableau 5.6. LesTest Point de départ Masse�nale(10�1kg) Nbd'éval. Nbd'itér. Nb de densitésintermédiaires21 1 3.753139 301 65 32822 2 3.753213 379 75 339Tab. 5.6 � Comparaison des tests réalisés en dynamique avec p = 1 et di�érentspoints de départ.solutions obtenues (cf. �gure 5.26) semblent identiques. Cela con�rme les résultats
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Fig. 5.26 � Solutions obtenues en dynamique avec p = 1 et deux points de départdi�érents.obtenus dans le cas où le problème comporte seulement des contraintes statiques.La formulation (( SIMP )) du problème d'optimisation topologique conduit lorsquep > 1 à un problème d'optimisation globale et ce, même dans le cas très simple duproblème test que nous traitons ici.Ainsi, toute la pertinence de l'approche proposée par Bendsøe dans [12], consis-tant à débuter l'optimisation avec une valeur de p faible (p = 1 par exemple) etde l'augmenter au cours de l'optimisation, apparaît ici. En e�et, en démarrant l'op-timisation avec p = 1, nous évitons une pénalisation trop forte qui conduirait àun minimum local médiocre. Par la suite, en augmentant de façon progressive lavaleur de p au cours de l'optimisation, nous assurons la pénalisation des densitésintermédiaires de la solution �nale qui sera en 0/1.Nous nous sommes dès lors interrogée sur la manière de modi�er p au cours del'optimisation : quand ? (au bout de combien d'itérations ?) et comment ? (avec quel126



5.3 Un problème d'optimisation globalepas augmenter p ?). A�n de répondre à ces questions, nous avons réalisé les testsdécrits dans le tableau 5.7. Nous avons fait varier p de 1 à 4 (lorsque p = 4, nousattendons que l'algorithme converge). La manière d'incrémenter p (de 1, 2, ... parexemple) et le nombre d'itérations au bout desquelles on modi�e sa valeur, varientd'un test à l'autre. Nous comparerons les résultats à ceux obtenus dans le cas oùp = 4 tout au long de l'optimisation (point initial numéro 1) et donnés dans lapremière ligne du tableau.Test Nb iter. avant in-crémentation Valeur incré-mentation Masse �nale(10�1kg) Nb de densitésintermédiaires5 0 (p = 4) 0 4.254976 1823 10 + 0.5 4.247776 2724 20 + 1 4.228301 2425 20 + 2 4.228298 2426 30 + 3 4.224911 1027 25 + 3 4.241911 1028 ! cv + 3 4.217065 18Tab. 5.7 � Résultats lorsque p varie au cours de l'optimisation (p initialement égalà 1).Il est di�cile de tirer une conclusion de ces résultats, les valeurs de masse étantassez similaires.On remarque toutefois, que pour les trois premiers tests, les solutionsobtenues comportent plus de densités intermédiaires. Ainsi, si l'on tient compte ducompromis nécessaire entre le petit nombre de densités intermédiaires et une valeurde masse réduite, les tests 26 et 28 sont les plus performants. La forme des solutionsobtenues avec ces deux tests sont en fait très proches (cf. �gure 5.27), ce qui étaitprévisible puisque lorsque p = 1 la solution obtenue au bout de 30 itérations esttrès proche de la solution (( optimale )) (obtenue après convergence de l'algorithme),notamment du point de vue de la masse (cf. �gure 5.28).A�n de savoir si le fait de débuter l'optimisation avec p = 1 est réellementavantageux, on réalise deux tests supplémentaires : on optimise le problème avecp = 4 ; à partir du point (( optimal )) obtenu avec p = 2, puis à partir du point(( optimal )) obtenu avec p = 3. Nous pouvons visualiser les formes des solutionsobtenues sur la �gure 5.29 et comparer les résultats dans le tableau 5.8.Du point de vue de la masse et du nombre de densités intermédiaires, les résultatsdu test 29 sont meilleurs. On peut ainsi penser que le point (( optimal )) obtenu avecp = 2 est un bon point initial pour p = 4, c'est-à-dire qu'en débutant l'optimisationen ce point, l'algorithme se dirige vers un (( bon )) minimum local. On peut con�rmercela en représentant sur la �gure 5.30 l'évolution de la valeur de la masse en fonctiondu nombre d'évaluations (appels à NASTRAN) dans le cas du test numéro 24. Nousavons représenté en bleu les points correspondant à une solution admissible, enrouge ceux correspondant à une solution non admissible et en�n le point est vert127
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Fig. 5.27 � Représentation des solutions des tests 26 et 28 (lorsque p varie au coursde l'optimisation).
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Fig. 5.28 � Tracé de la masse pour chaque itération lorsque p = 1.lorsqu'une contrainte est saturée. Les traits verticaux séparent les évaluations pourchaque valeur de p (p variant de 1 à 4). Nous remarquons que la valeur de la massepour le point (( optimal )) obtenu avec un p donné est très di�érente de celle du premierpoint admissible pour le p suivant. Il y a un (( saut )) entre les deux points. Nousnotons aussi que ce (( saut )) est moins important entre le point (( optimal )) obtenuavec p = 2 et le premier point admissible avec p = 4 qu'entre le point (( optimal ))obtenu avec p = 1 et ce même point. On peut ainsi penser qu'en réduisant le (( saut ))apparaissant lors du changement de valeur de p, on améliore les résultats.A�n de véri�er cela, réalisons le test suivant : on fait varier p de 1 à 2 trèslentement (+ 0.1 toutes les 5 itérations) puis p est égal à 4 jusqu'à la convergence.128



5.3 Un problème d'optimisation globale
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Fig. 5.29 � Représentation des solutions obtenues avec p = 4 et di�érents points dedépart (tests 29 et 30).Test p initial Masse �nale(10�1kg) Nombre de densit�esinterm�ediaires5 4 4.254976 1828 1 4.217065 1829 2 4.162884 1030 3 4.212885 15Tab. 5.8 � Autres résultats avec p qui varie au cours de l'optimisation.
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Fig. 5.30 � Valeur de la masse à chaque évaluation (test 24).Les résultats obtenus sont résumés dans le tableau 5.9.Ces résultats (notamment au vu de la valeur �nale de la masse) semblent con�r-129



Chapitre 5 : Mise en oeuvre de la méthode : Choix algorithmiquesTest Masse �nale (10�1kg) Nombre de densit�esinterm�ediaires31 4.166552 20Tab. 5.9 � Test avec une variation lente de p.mer notre idée. Toutefois, lorsqu'on visualise la solution, on se rend compte quedes damiers apparaissent (cf. �gure 5.31). La solution n'est dès lors pas vraimentintéressante.
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Fig. 5.31 � Représentation de la solution lorsqu'on fait varier p lentement (test 31).Nous pouvons conclure ici que les résultats les plus satisfaisants ont été obtenusavec les tests 26, 28 et 29. Il semble donc que la meilleure façon de modi�er la valeurde p au cours de l'optimisation est de prendre au départ p = 1 ou 2, de réaliserun certain nombre d'itérations, puis lancer une optimisation avec p = 4 à partir dupoint (( optimal )) obtenu.A�n de véri�er ces résultats dans le cas où le problème comporte également descontraintes dynamiques, nous avons repris le test 13 mais en utilisant comme pointde départ de l'optimisation, la solution (( optimale )) obtenue avec p = 1 (test 32).Nous pouvons comparer les résultats obtenus avec ceux du test 13 dans le tableau5.10.Les résultats obtenus en terme de masse et de densités intermédiaires sontproches. Il n'est donc pas forcément pertinent dans le cas dynamique de faire varierp au cours de l'optimisation.Nous avons vu dans la partie 5.1, que remplacer la fonction fp : x ! xp parla fonction f� : x 7! 1�(x+ (� � 1)x�+1) présentait l'avantage d'éviter l'apparition,130



5.3 Un problème d'optimisation globaleTest Masse�nale(10�1kg) Nbd'éval. Nbd'itér. Nb de densitésintermédiaires13 4.221339 70 21 2032 4.231032 70 18 14Tab. 5.10 � Comparaison des tests réalisés en dynamique avec di�érents points dedépart.dans les calculs dynamiques, de nombreux modes locaux. Nous pouvons dès lorsnous interroger sur l'aspect optimisation globale du problème dans le cas où onutilise cette même fonction f�. Pour répondre à cette question, on réalise un testsimilaire aux tests 8, 9 et 10 (cf. tableau 5.2) mais en utilisant plutôt le point dedépart 2. Les résultats obtenus sont résumés dans le tableau 5.11.Test Point de départ � Masse �nale (10�1kg) Nombre de densit�esinterm�ediaires8 1 2.5 4.171648 6433 2 4.142157 449 1 3 4.186335 2434 2 4.244400 5210 1 4 4.252974 2235 2 4.296032 12Tab. 5.11 � Tests avec di�érentes valeurs � et di�érents points de départ.Les résultats obtenus dépendent du point de départ utilisé. Il s'agit donc biendans ce cas aussi d'un problème relevant de l'optimisation globale. Toutefois, onremarque sur la �gure 5.32 que contrairement aux résultats obtenus avec p > 1, lesdensités nulles au départ peuvent être modi�ées lorsqu'on utilise la fonction f� etce, même lorsque la valeur de � est élevée.Il est en outre di�cile de conclure sur la qualité des solutions obtenues puisquecette dernière dépend de la valeur de � et du point de départ utilisé.On note néammoins que la fonction de pénalisation f� apporte un potentiel dediversi�cation dans notre contexte d'optimisation globale : elle permet des directionsde descente qui ajoutent de la matière dans les éléments à densités au départ trèsfaibles. Par ailleurs, rappelons qu'un avantage certain de ces fonctions par rapportà celle habituellement utilisée avec le modèle SIMP, est le fait qu'il n'y a pas appa-rition de mode locaux dans le cas d'un calcul dynamique.Nous avons évoqué à plusieurs reprises dans les parties précédentes, l'utilisationde l'algorithme CFSQP. Nous allons dans la partie suivante décrire la mise en oeuvrede cet algorithme d'optimisation, notamment le réglage des paramètres.131
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Fig. 5.32 � Comparaison des solutions obtenues avec le point de départ 2, la fonctionf�, � = 4 (gauche) et fp, p = 4 (droite).5.4 �Etude et choix réalisés pour l'algorithme CF-SQPRappelons tout d'abord que la méthode FSQP fait partie des méthodes d'opti-misation locale non linéaire dites de descente. Il s'agit en fait d'une des nombreusesvariantes de l'algorithme PQS, dont elle se distingue par le fait que tous les itéréssont admissibles. Nous avons vu dans le chapitre 4 que cette méthode est particuliè-rement bien adaptée à la résolution de notre problème d'optimisation topologique.CFSQP est l'algorithme écrit en C, permettant la mise en oeuvre de la méthodeFSQP.L'utilisateur de CFSQP a le choix entre deux options : il peut soit demander àce que la valeur de la fonction objective décroisse à chaque itération (une fois quel'admissibilité des contraintes est véri�ée), on parle alors de décroisssance monotone ;soit se contenter d'une décroissance sous au plus quatre itérations (décroisssance nonmonotone). On s'autorise ainsi à détériorer temporairement la valeur de la fonctionobjectif. Dans le premier cas, une recherche linéaire de type Armijo est utilisée. C'estcette version de l'algorithme que nous avons décrite dans le chapitre 4.Nous avons toutefois testé la recherche linéaire non monotone, en relançant letest 5. On peut comparer les résultats obtenus avec les deux options dans le tableau5.12. Les résultats obtenus sont comparables, excepté en nombre d'évaluations quiest plus élevé avec la décroissance monotone. Ainsi, en terme de temps de calcul,la décroissance non monotone donne sur cet exemple de meilleurs résultats. Cepen-dant, ceci n'est plus vrai pour les tests 1 et 2. En e�et, pour le test 1, si on utilisela décroissance non monotone, au bout de 333 évaluations l'algorithme n'a toujourspas convergé et la valeur de la masse de l'itéré courant est plus élevée (et donc lasolution moins satisfaisante) que dans le cas de la décroissance monotone. Les résul-132



5.4 �Etude et choix réalisés pour l'algorithme CFSQPMasse�nale(10�1kg) Nombred'�evaluations(appel NASTRAN) Nombred'it�erationsde CFSQP Nombre de densit�esinterm�ediairesDécroissancemonotone 4.254976 100 32 18Décroissancenon monotone 4.230231 58 35 12Tab. 5.12 � Comparaison des résultats obtenus avec les deux options de CFSQP.tats nous semblant satisfaisants avec la recherche monotone (notamment en termede temps de calcul), nous avons choisi d'utiliser cette méthode dans tous les testsdécrits dans ce document.Notons que, sans aucun réglage particulier des paramètres, le temps de conver-gence (avec les deux versions de l'algorithme) était excessivement long. L'algorithmene s'arrêtait pas, bien qu'au bout d'un certain nombre d'itérations, la variation entredeux valeurs successives de la fonction objectif était in�me. Autrement dit, les condi-tions d'arrêt par défaut n'étaient pas satisfaisantes. Nous avons alors utilisé un desparamètres intégrés dans l'algorithme CFSQP et permettant un arrêt (( prématuré ))de l'algorithme. Nous imposons ainsi que l'algorithme s'arrête si la di�érence entreles valeurs de la fonctions objectif pour deux itérations consécutives est inférieure à10�15. On note que de ce fait, l'algorithme peut s'arrêter bien que la norme de Kuhnet Tucker jjr�Ljj (avec L le lagrangien et � le vecteur des variables � cf. chapitre4) ne soit pas aussi petite que la valeur exigée par l'algorithme.Par ailleurs, a�n d'économiser en temps de calcul, nous avons utilisé la variablelogique x_is_new qui permet d'indiquer si le point courant (valeurs des densitésdans chaque élément de conception) est le même que celui évalué précédemment.Dans ce cas, on ne relance pas un calcul NASTRAN mais on réutilise les valeurs defonctions (objectifs, contraintes et dérivées correspondantes) précédentes qui avaientété stockées dans un �chier.En�n, notons que nous avons dû normaliser la valeur de la fonction objectif, descontraintes et de leurs gradients respectifs. En e�et, dans le cas où nous ne le faisionspas, la convergence était extrêmement lente (le progrès de la recherche linéaire étaitin�me). Ainsi, si l'on note rf et rgi (i = 1; : : : ;m) les gradients respectivement dela fonction objectif f et des gradients gi, on utilise plutôt :133



Chapitre 5 : Mise en oeuvre de la méthode : Choix algorithmiquesf := f � 1jjrf jj1 ;rf := rf � 1jjrf jj1 ;gi := gi � 1jjrgijj1 ;et rgi := rgi � 1jjrgijj1 :Nous avons vu dans les parties précédentes que ces réglages de paramètres nousont permis d'obtenir des résultats satisfaisants avec un temps de convergence del'algorithme raisonnable.Nous avons expliqué dans ce chapitre les choix algorithmiques réalisés et intégrésdans le code DynamiTO que nous présentons dans le chapitre 6. Nous avons utilisédans ce chapitre un exemple basé sur une géométrie simple (plaque console). Nouscon�rmerons la pertinence de ces choix dans le chapitre suivant sur le cas d'unepièce automobile réelle : la face accessoires (présentée dans le chapitre 1).
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Chapitre 6La maquette logicielle DynamiTO :application à une pièce automobileLe but de notre travail de recherche est de proposer une solution logicielle pourl'optimisation topologique de composants mécaniques, facilement utilisable par lessecteurs opérationnels chez Renault et permettant la prise en compte de contraintesdynamiques primordiales dans la conception de pièces automobiles.Nous avons expliqué dans le chapitre précédent les choix algorithmiques quenous avons faits pour la mise en oeuvre de notre méthode d'optimisation topolo-gique, c'est-à-dire le réglage des paramètres de la méthode d'optimisation topolo-gique SIMP et de l'algorithme d'optimisation numérique CFSQP.Nous allons décrire dans la première partie de ce chapitre le fonctionnement dela maquette logicielle DynamiTO que nous avons développée et qui couple la méthodeSIMP et l'algorithme CFSQP. Nous expliquerons ainsi son architecture généraleainsi que les paramètres à fournir par les utilisateurs. Nous illustrerons son utilisa-tion à l'aide de l'exemple de la console en trois dimensions. La seconde partie duchapitre sera consacrée aux résultats obtenus avec DynamiTO sur le cas réel d'unepièce automobile : la face accessoires (que nous avons présentée dans le chapitre 1).6.1 La maquette logicielle DynamiTOLa maquette logicielle DynamiTO couple le logiciel de calcul des structures NAS-TRAN pour l'évaluation des fonctions (objectif et contraintes) et l'algorithme d'op-timisation numérique CFSQP, écrit en C. Ce couplage est réalisé à l'aide de pro-grammes écrits en MATLAB. Nous décrivons plus précisément son fonctionnementdans le paragraphe suivant. 135



Chapitre 6 : La maquette logicielle DynamiTO : application à une pièceautomobile6.1.1 Architecture de DynamiTOLe fonctionnement général de la maquette DynamiTO, c'est-à-dire le couplageentre les di�érents programmes est décrit sur la �gure 6.1.
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NASTRANFig. 6.1 � Schéma du fonctionnement de DynamiTO.Le programme principal de DynamiTO est écrit en langage MATLAB. Il contient lavaleur des paramètres de la session d'optimisation dé�nis par l'utilisateur (conditionsinitiales et dé�nition des contraintes).L'appel de l'algorithme d'optimisation CFSQP, c'est-à-dire l'interface entre leprogramme principal et CFSQP, est réalisé à l'aide d'une fonction (( mex )) écriteen langage C. Les évaluations de fonctions (objectif et contraintes) nécessaires aufonctionnement de CFSQP sont faites à l'aide du logiciel commercial de calcul desstructures NASTRAN. L'interface entre CFSQP et NASTRAN passe par la lectureet l'écriture de �chiers texte.La méthode SIMP intervient simplement lors de l'appel au logiciel NASTRAN136



6.1 La maquette logicielle DynamiTOpour l'évaluation des fonctions. Rappelons qu'elle consiste à �xer les propriétés ma-tériau dans chaque élément de conception à partir de la valeur de la densité (compriseentre 10�3 et 1) correspondante. Ainsi, dans DynamiTO, utiliser la méthode SIMP,consiste à considérer dans NASTRAN des cartes matériau pour lesquelles la densitéet le module d'Young sont donnés par les équations (3.11) et (3.12).Rappelons que pour les exemples traités dans le chapitre précédent, la visuali-sation de la solution (densités optimales) était e�ectuée en deux dimensions. Pourla visualisation des pièces réelles (cas en trois dimensions), cette méthode n'est plusadaptée. Nous avons donc réalisé un programmeMATLAB permettant de transcrireles données �nales de CFSQP (densités optimales) en langage compréhensible parHypermesh (logiciel de pré et post-traitement de la société ALTAIR) et de visualisernotre solution à l'aide de ce logiciel.Le fonctionnement de DynamiTO est (( transparent )) pour l'utilisateur, dans lesens où le couplage entre les di�érents programmes est automatique. Il en est demême pour l'écriture et la modi�cation des cartes matériau nécessaires à l'utilisationde la méthode SIMP. L'utilisateur doit simplement fournir des �chiers de calculNASTRAN et �xer la valeur de paramètres. C'est ce que nous expliquons plusprécisément dans le paragraphe suivant.6.1.2 Entrées - Sorties de la maquettePour la mise en oeuvre de DynamiTO, l'utilisateur doit fournir en entrée :� Un �chier de calcul dans le formalisme NASTRAN (calcul.dat) contenant letype de calcul, les cas de chargement et la dé�nition des fonctions de l'opti-misation (objectif et contraintes). Un exemple de ce type de �chier est donnésur la �gure 6.2 ;� Un autre �chier NASTRAN (maillage.dat) contenant la dé�nition du maillage(éléments et noeuds) et inclus dans le précédent ;� La valeur des paramètres nécessaires à l'optimisation, renseignée dans le pro-gramme principal, c'est-à-dire les conditions initiales, la valeur des bornes descontraintes imposées à l'algorithme d'optimisation, la valeur des coe�cients p(SIMP) et � (cardinal spline) s'il y a lieu ;� Les contraintes mécaniques, également �xées dans le programme principal,c'est-à-dire le numéro des noeuds sur lesquels sont mesurés les déplacements,les directions correspondantes et en�n, dans le cas où le problème comportedes contraintes dynamiques, la plage et le pas de fréquence.Notons ici que nous avons choisi le formalisme NASTRAN car il est connu etlargement utilisé par les ingénieurs et en particulier chez Renault.137



Chapitre 6 : La maquette logicielle DynamiTO : application à une pièceautomobile

Fig. 6.2 � Exemple d'un �chier de calcul NASTRAN calcul.dat.138



6.1 La maquette logicielle DynamiTOAu cours de l'optimisation, seules les cartes nécessaires à l'utilisation de la mé-thode SIMP (�chier NASTRAN cartes_SIMP.dat) sont modi�ées avant chaqueappel à NASTRAN (c'est-à-dire à chaque nouvelle évaluation demandée par l'al-gorithme d'optimisation), en fonction des valeurs des variables d'optimisation. Le�chier cartes_SIMP.dat est inclus dans le �chier maillage.dat.Les sorties de l'algorithme CFSQP sont :� Un �chier contenant la valeur optimale des variables (densité dans chaqueélément de conception) ;� Un �chier résumant chaque itération de l'algorithme (valeur de la fonctionobjectif, valeurs des contraintes, itéré courant) ;� Un �chier résumant chaque évaluation c'est-à-dire chaque appel à NASTRAN(valeur de la fonction objectif, valeur des contraintes, point évalué).Le contenu de ces trois �chiers permet d'observer le comportement de l'algorithmedurant la session d'optimisation. Nous pouvons ainsi, par exemple, étudier l'admis-sibilité des points évalués, la vitesse de convergence, etc.Après avoir décrit le fonctionnement de DynamiTO, nous allons montrer, dans lapartie suivante, son application à l'optimisation topologique d'une console cubique.Ainsi, avant de traiter le cas réel d'un composant automobile, nous allons illustrer lepost-traitement et le bon fonctionnement de la maquette sur un exemple plus simpleà étudier.6.1.3 Exemple d'application à une console cubiqueNous illustrons ici l'utilisation de la maquette sur le cas d'une console (cube).On considère ainsi l'exemple donné dans le chapitre précédent avec Dx = Dy =Dz = 100, nx = ny = nz = 10 (N = 1000) et �0 = 7800kg=m3. Comme auchapitre précédent, nous repr�esenterons les variables d'optimisation (correspondantaux densit�es �a l'int�erieur des �el�ements de conception), sous la forme du vecteur� = (�i)i=1;::: ;1000.Pour les deux tests réalisés sur cet exemple, nous avons pris comme point dedépart de l'algorithme d'optimisation toutes les densités égales à 0.9 (�0i = 0:9; i =1; : : : ; 1000). La solution initiale ainsi dé�nie a une masse égale à 7:02kg. Nous avons�xé le paramètre de pénalisation p de la méthode SIMP à 3:5 (constant).Pour le premier test, le cahier des charges porte uniquement sur des contraintesstatiques. Un des six c�ot�es de la pi�ece est bloqu�e et on applique au centre de la faceopposée une force F (cf. �gure 6.3). Le cahier des charges impose que le déplacementmesuré au point d'application de la force soit inférieur en valeur absolue à �. Onimpose ainsi la contrainte statique suivante :ju2;j(�)j � �; (6.1)139



Chapitre 6 : La maquette logicielle DynamiTO : application à une pièceautomobile
Y

Z

XFig. 6.3 � Représentation du cas test utilisé.où j est le numéro du noeud d'application de la force F . Le temps CPU d'un calculNASTRAN est dans ce cas d'environ deux minutes sur une station SUN ULTRA10. Pour notre test, on utilise F = 1000N et � = 1:5 � 10�3. On peut visualiserla forme de la solution obtenue sur la �gure 6.4. On note que cette solution est
Fig. 6.4 � Solution obtenue lorsque le problème comporte uniquement des contraintesstatiques (représentation des densités supérieures à 0.9).admissible, c'est-à-dire qu'elle respecte les contraintes imposées. Pour montrer le boncomportement de l'algorithme, on a représenté sur la �gure 6.5 (gauche) l'évolutionde la masse en fonction du nombre d'évaluations (appels à NASTRAN). Comme au140



6.1 La maquette logicielle DynamiTOchapitre précédent, on a représenté en bleu les points correspondants à une solutionadmissible, en rouge ceux correspondants à une solution non admissible et en�n lespoints sont verts lorsqu'une contrainte est saturée (et la solution admissible). Sur lamême �gure (droite), on peut également observer l'évolution de la masse mais cettefois en fonction du nombre d'itérations.On observe la bonne convergence de l'algorithme avec une diminution de la masse
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seFig. 6.5 � Illustration du comportement de l'algorithme pour le test du cube lorsquele problème ne comporte que des contraintes statiques.e�ective et régulière.Pour le second test, on ajoute des contraintes dynamiques. Un des six c�ot�es dela pi�ece est toujours bloqu�e et on applique sur le côté opposé, sur le même noeud,une force fréquentielle F . On veut que la courbe de compliance dynamique mesuréesur le noeud d'application de la force (et dans la même direction) soit au-dessous dela droite d'équation y = 
. On impose ainsi la contrainte dynamique suivante :maxf2[fmin;fmax]u2;j(�; f) � 
; (6.2)avec j le numéro du noeud d'application de la force F .Nous avons tracé sur la �gure 6.6 la courbe de compliance dynamique de lasolution initiale (toutes les densités égales à 0.9) ainsi que celle de la solution obtenuelorsque le problème ne comporte que des contraintes statiques (test précédent). Cesdeux solutions nous serviront de référence. On pourra comparer ces deux courbesà celle de la solution obtenue lorsque le problème comporte aussi des contraintesdynamiques, sur la �gure 6.7. Pour ce dernier test, nous avons utilisé F = 1N,
 = 1:3 � 10�4, la norme l6 et un pas de discrétisation égal à 10Hz. Notons quedans ce cas (avec cette discrétisation) le temps CPU d'une évaluation (appel àNASTRAN) est d'environ une heure sur une station SUN ULTRA 10.On véri�e que la solution obtenue en statique et dynamique respecte les con-traintes dynamiques puisque sa courbe de compliance dynamique est au-dessous de141
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Fig. 6.6 � Courbes de compliance dynamique de la solution initiale et de celle obtenuelorsque le problème ne comporte que des contraintes statiques.
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Fig. 6.7 � Comparaison des courbes de compliance dynamique des solutions obtenues.142



6.2 Optimisation topologique d'une face accessoiresla droite de référence. De plus, son comportement est bien meilleur que celui dela solution obtenue lorsque le problème ne comporte que des contraintes statiques.Pourtant, si on compare les résultats obtenus en terme de masse (cf. tableau 6.1),on constate que ces deux solutions sont très proches.Test Masse�nale(kg) Nbd'éval. Nbd'itér. Nb de densitésintermédiairesStatique 3.091631 90 29 8Statique +Dynamique 3.103334 126 45 4Tab. 6.1 � Détails des résultats des deux tests précédents
Fig. 6.8 � Solution obtenue lorsque le cahier des charges comporte des contraintesstatiques et dynamiques (représentation des densités supérieures à 0.9).Ces tests réalisés sur la console cubique, nous ont permis non seulement de validerle fonctionnement de la maquette mais aussi d'illustrer le post-traitement.Nous pouvons à présent tester la maquette pour l'optimisation topologique de laface accessoires, composant automobile dont le cahier des charges est décrit dans lechapitre 1.6.2 Optimisation topologique d'une face accessoiresNous décrivons dans cette partie les résultats obtenus sur la face accessoires.Comme pour l'exemple précédent, nous avons tout d'abord réalisé un premier test143



Chapitre 6 : La maquette logicielle DynamiTO : application à une pièceautomobile
Fig. 6.9 � La Face Accessoires et le maillage de conception.avec un cahier des charges comportant uniquement des contraintes statiques. Cetype de cahier des charges peut être pris en compte dans les logiciels commerciauxd'optimisation topologique comme OPTISTRUCT. Nous avons ainsi, a�n de lesvalider, comparé nos résultats sur la face accessoires (fournis par DynamiTO) à ceuxobtenus avec le logiciel OPTISTRUCT.Par la suite, nous avons pris en compte le cahier des charges (( réel )), c'est-à-direcomprenant des contraintes portant sur des compliances dynamiques, qui ne peutêtre traité par le logiciel OPTISTRUCT. Notons que nous ne nous intéresserons pasici à la maximisation de la première fréquence propre.Il est important de noter que pour tous les tests décrits dans cette partie, lescalculs ont été réalisés en modélisant les accessoires par des masses. Ainsi, toutes lesvaleurs de masse données par la suite comprennent la masse des accessoires.Le maillage de conception correspond au maillage de calcul excepté quelqueséléments (( non design )), c'est-à-dire dont la densité est �xée à 1 et qui ne peut êtremodi�ée au cours de l'optimisation. Ces éléments sont représentés en rouge sur la�gure 6.9. Le nombre d'éléments de conception est ainsi égal à 1354.Dans ce cas aussi, nous avons choisi comme point de départ de l'optimisationtoutes les densités égales à 0.9 (�0i = 0:9; i = 1; : : : ; 1354). Cette solution a unemasse égale à 14:58kg. Le paramètre de pénalisation p de la méthode SIMP vaut 3:5.Dans le cas statique, nous appliquons une force F sur les points de �xationdes accessoires, dans le sens de la gravité pour modéliser la force exercée par lepoids des accessoires. Ces points de �xation, au nombre de deux dans le cas étudié,sont notés point 1 et point 2 par la suite. Le cahier des charges impose que lesdéplacements correspondants soient inférieurs en valeur absolue à �. Nous imposons144



6.2 Optimisation topologique d'une face accessoiresainsi les contraintes suivantes : ju3;1(�)j � �; (6.3)ju3;2(�)j � �: (6.4)Pour nos tests, on utilise F = 1N et � = 1:25�10�5mm. La solution obtenue estreprésentée sur la �gure 6.10. Elle est admissible et sa masse est égale à 13:01kg.
Fig. 6.10 � Solution obtenue avec DynamiTO pour la face accessoires avec un cahierdes charges purement statique (représentation des densités supérieures à 0.2).Nous pouvons comparer la forme de la solution obtenue avec celle obtenue avecle logiciel OPTISTRUCT représentée sur la �gure 6.11. On constate que les formesdes deux solutions sont très proches. De même, les masses sont quasiment iden-tiques, puisque la solution obtenue avec le logiciel OPTISTRUCT a une masse égaleà 12:99kg. En résumé, nous obtenons pour cet exemple, les mêmes résultats queceux du logiciel OPTISTRUCT.Intéressons nous maintenant au cas dynamique, puisqu'il n'est pas possible de lerésoudre avec le logiciel commercial OPTISTRUCT. Dans ce cas, nous appliquonsaux mêmes noeuds (points d'accrochage des accessoires) une force fréquentielle (dansles trois directions d'espace) et on mesure les courbes de compliance dynamiquecorrespondantes. On impose ainsi les contraintes dynamiques suivantes :maxf2[fmin;fmax]u3;1(�; f) � 
; (6.5)maxf2[fmin;fmax] u3;2(�; f) � 
: (6.6)On a représenté sur la �gure 6.12, les courbes de compliance dynamique de lasolution initiale (dans les trois directions d'espace).145



Chapitre 6 : La maquette logicielle DynamiTO : application à une pièceautomobile
Fig. 6.11 � Solution obtenue avec le logiciel OPTISTRUCT pour la face accessoiresavec un cahier des charges purement statique (représentation des densités supérieuresà 0.2).Pour l'optimisation, on utilise F = 1N, 
 = 1:2 � 10�3mm, la norme l6 et unpas de discrétisation égal à 10Hz. La solution initiale ayant un mode principal àla fréquence 353Hz, nous nous sommes restreinte à la plage d'étude [fmin; fmax] =[0; 500Hz]. Dans ce cas, le temps CPU d'un calcul NASTRAN est d'environ deuxheures sur une station SUN ULTRA 10.Pour notre premier test, la contrainte imposée à l'algorithme d'optimisation estégale à 
 = 1:2�10�3. Comme on peut le voir sur la �gure 6.13, la solution obtenueest non admissible puisque dans la direction Y, la courbe de compliance dynamiquepasse au-dessus de la droite de référence.Une solution pour tenter d'obtenir une solution admissible peut être d'imposerune contrainte plus sévère à l'algorithme d'optimisation, c'est-à-dire par exemple uneborne égale à 
 = 1:1 � 10�3. La solution obtenue n'étant toujours pas admissible,on durcit encore la contrainte et on utilise une borne égale à 
 = 1� 10�3. Commeon peut le voir sur la �gure 6.14, la solution obtenue est cette fois admissible. Nousl'avons représentée sur la �gure 6.15.Nous pouvons comparer plus précisément les résultats obtenus avec les di�érentescontraintes imposées à l'algorithme d'optimisation, dans le tableau 6.2.On véri�e que la solution obtenue avec la contrainte égale à 1�10�3 a une masseplus élevée que celles obtenues avec des bornes inférieures. Ceci est bien sûr dû àla sévérité de la contrainte et au fait que la solution obtenue est admissible en dy-namique. On remarque par ailleurs que la solution obtenue, toujours avec la borne146



6.2 Optimisation topologique d'une face accessoires
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Fig. 6.12 � Courbes de compliance dynamique de la solution initiale.
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Chapitre 6 : La maquette logicielle DynamiTO : application à une pièceautomobile
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Fig. 6.13 � Courbes de compliance dynamique de la solution obtenue avec lacontrainte d'optimisation égale à 1:2 � 10�3.
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6.2 Optimisation topologique d'une face accessoires
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Fig. 6.14 � Courbes de compliance dynamique de la solution obtenue avec lacontrainte d'optimisation égale à 1 � 10�3.
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Chapitre 6 : La maquette logicielle DynamiTO : application à une pièceautomobile
Fig. 6.15 � Solution obtenue avec un cahier des charges dynamique et la contrainteégale à 1 � 10�3 (représentation des densités supérieures à 0.9).Contrainte(10�3mm) Masse�nale(kg) Nbd'éval. Nbd'itér. Nb de densitésintermédiaires1.2 12.833 379 46 13301.1 12.789 171 33 4501 13.973 128 37 22Tab. 6.2 � Détails des résultats obtenus en faisant varier la contrainte imposée àl'algorithme d'optimisation.égale à 1 � 10�3, comporte peu de densités intermédiaires. Cette solution est doncsatisfaisante.A�n d'évaluer le potentiel d'amélioration de la solution admissible obtenue pré-cédemment, on réalise, comme au chapitre 5, une optimisation avec p = 3:5 à partirde la solution obtenue avec p = 1. On impose de la même façon à l'algorithmed'optimisation une borne égale à 1 � 10�3.Nous pouvons comparer les résultats obtenus avec ceux obtenus précédemment(c'est-à-dire avec p = 3:5 directement) dans le tableau 6.3.Comme on peut le voir sur la �gure 6.16, la solution obtenue n'est pas admissible.Ainsi, bien qu'ayant une masse plus faible, elle est moins satisfaisante que celle obte-nue avec p = 3:5 directement. Nous remarquons aussi que les densités intermédiairessont beaucoup trop nombreuses.On note par ailleurs que les deux solutions obtenues sont di�érentes et donc qu'ils'agit d'optimisation globale (la solution obtenue dépend de la solution initiale). A�n150



6.2 Optimisation topologique d'une face accessoires
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Fig. 6.16 � Courbes de compliance dynamique de la solution obtenue lorsqu'on utilisecomme point de départ de l'optimisation la solution obtenue avec p = 1.
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Chapitre 6 : La maquette logicielle DynamiTO : application à une pièceautomobileValeur de p Masse�nale(kg) Nbd'éval. Nbd'itér. Nb de densitésintermédiaires3.5 13.973 128 37 221 puis 3.5 12.736 360 59 1306Tab. 6.3 � Détails des résultats obtenus en faisant varier p.de con�rmer cette observation nous avons relancé une optimisation avec p = 3:5 etcomme point de départ de l'algorithme d'optimisation, la solution obtenue avec uncahier des charges purement statique. Si on compare la solution obtenue (représentéesur la �gure 6.17) à celle obtenue avec comme point de départ de l'optimisationtoutes les densités égales à 0.9 (cf. �gure 6.15), on constate que les deux solutionssont di�érentes. Ce résultat con�rme donc qu'on est aussi, dans le cas de la face
Fig. 6.17 � Solution obtenue pour la face accessoires avec comme point de départla solution obtenue lorsque le problème ne comporte que des contraintes statiques(représentation des densités supérieures à 0.8).accessoires, dans un contexte d'optimisation globale.On peut comparer plus précisément les résultats obtenus dans le tableau 6.4 etconstater sur la �gure 6.18 que la solution du dernier test est non admissible.Par ailleurs, comme au chapitre 5, nous avons réalisé des tests en remplaçant dansl'expression (3.11), la fonction fp : x 7! xp par la fonction f� : x 7! 1�(x+(��1)x�+1)(avec � = 4). Rappelons que cette fonction présente l'avantage d'éviter l'apparitionde modes locaux lors du calcul de la base modale d'une solution comportant desdensités intermédiaires.On peut visualiser les courbes de compliance dynamique de la solution obtenue152



6.2 Optimisation topologique d'une face accessoires
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Fig. 6.18 � Courbes de compliance dynamique de la solution obtenue lorsqu'on utilisecomme point de départ de l'optimisation la solution obtenue lorsque le problème necomporte que des contraintes statiques.
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Chapitre 6 : La maquette logicielle DynamiTO : application à une pièceautomobilePoint de départ Masse�nale(kg) Nbd'éval. Nbd'itér. Nb de densitésintermédiairesToutes les densitéségales à 0.9 13.973 128 37 22Solution obtenueavec p = 1 12.736 360 59 1306Solution obtenueavec des contraintesstatiques 12.795 185 65 14Tab. 6.4 � Détails des résultats obtenus avec di�érents points de départ de l'opti-misation.sur la �gure 6.19 puis comparer ces résultats avec ceux obtenus avec la fonction fp,p = 3:5 dans le tableau 6.5.Masse�nale(kg) Nbd'éval. Nbd'itér. Nb de densitésintermédiairesp = 3:5 13.973 128 37 22� = 4 13.987 187 51 54Tab. 6.5 � Comparaison des résultats obtenus en utilisant fp et f�.On constate que les résultats obtenus sont assez similaires, excepté le nombre dedensités intermédiaires qui est moins élevé dans le premier cas. Du point de vue dela forme, ces deux solutions sont également très proches (cf. �gures 6.15 et 6.20).Nous pouvons conclure ici, qu'abaisser la borne imposée à l'algorithme d'optimi-sation, permet d'obtenir une solution admissible et constitue donc dans ce cas unesolution au problème de discrétisation (c'est-à-dire au problème de pic qui passeentre deux points de mesure).Toutefois, une étape préliminaire permettant de trouver la valeur adéquate pourla borne des contraintes est nécessaire et peut être laborieuse. Aussi, comme nousl'avons évoqué au chapitre 5, la modélisation, à l'aide de fonctions splines, du picdes courbes de compliance dynamique obtenues au cours des évaluations permetd'obtenir une approximation du maximum réel des courbes.Nous avons testé cette approche sur le problème de la face accessoires. Notonsque pour une plus grande précision dans la modélisation, nous avons utilisé un pasde discrétisation égal à 5Hz. La borne imposée à l'algorithme d'optimisation est dansce cas égale à la borne (( réelle )), c'est-à-dire à 
 = 1:2� 10�3.Concernant le paramètre � permettant de contrôler l'amplitude des vecteurs154



6.2 Optimisation topologique d'une face accessoires
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Fig. 6.19 � Courbes de compliance dynamique de la solution obtenue en utilisant lafonction f�.
Fig. 6.20 � Solution obtenue lorsqu'on utilise la fonction f� (représentation desdensités supérieures à 0.9). 155



Chapitre 6 : La maquette logicielle DynamiTO : application à une pièceautomobiletangents aux points d'interpolation, nous l'avons �xé de telle sorte que le pic de lasolution initiale soit bien modélisé. Nous avons ainsi utilisé la valeur � = 1:8.Malgré la pénalisation imparfaite (cf. tableau 6.6) de la solution obtenue, lesrésultats en terme de masse et de respect des contraintes dynamiques (cf. �gure6.21) sont excellents.
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Fig. 6.21 � Courbes de compliance dynamique de la solution obtenue avec les splines.Masse�nale(kg) Nbd'éval. Nbd'itér. Nb de densitésintermédiairesNorme l6 13.973 128 37 22Splines 12.874 283 34 1207Tab. 6.6 � Détails des résultats obtenus avec di�érentes modélisation du maximum.Pour conclure ce chapitre, rappelons que les résultats obtenus avec DynamiTO surle cas réel de la face accessoires sont satisfaisants, puisqu'on a gagné jusqu'à 1:5kgen respectant parfaitement les contraintes.156



6.2 Optimisation topologique d'une face accessoiresNous avons véri�é dans ce chapitre la pertinence des choix et des astuces pro-posés dans le chapitre précédent, permettant de pallier les di�érentes di�cultésrencontrées.Ainsi, la di�culté liée à l'aspect optimisation globale du problème (existencede nombreux minima locaux) peut être atténuée en faisant varier le paramètre depénalisation p de la méthode SIMP ou bien en remplaçant la fonction fp par lafonction f�.Par ailleurs, dans le cas dynamique, abaisser la valeur de la borne des contraintesimposées à l'algorithme d'optimisation ou bien modéliser la courbe de compliancedynamique permet d'éviter les problèmes de discrétisation (pic qui passe entre deuxpoints de mesure).Nous disposons ainsi d'une palette de réglages permettant de s'adapter à larésolution d'un problème d'optimisation topologique comportant aussi bien des con-traintes statiques que dynamiques.
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ConclusionNous avons évoqué à plusieurs reprises dans ce document à quel point l'allé-gement est important dans la conception de composants automobiles. Nous avonségalement vu que cet allégement ne peut se faire au détriment des exigences desclients en matière de sécurité et de confort. Nous avons présenté les notions de mé-canique fondamentales, nous avons fait une synthèse de l'état de l'art des méthodesd'optimisation topologique et nous avons présenté les idées à la base des méthodesd'optimisation numérique par programmation quadratique séquentielle.Nous avons également montré comment les méthodes de conception sans a priori,comme l'optimisation topologique, peuvent aider à la résolution des problèmes deconception de composants automobiles. Or, l'optimisation topologique n'est pas uti-lisée à son plein potentiel dans l'industrie automobile (notamment chez Renault).Ceci est dû à la faible généralité des cahiers des charges pouvant être pris en compteet plus précisément au fait que les contraintes dynamiques (de vibro-acoustique) nepeuvent être intégrées dans le processus d'optimisation.Nous avons donc proposé dans cette thèse, une méthodologie d'optimisationtopologique et une solution logicielle associée (DynamiTO) permettant la prise encompte d'un cahier des charges intégrant des contraintes dynamiques, primordialesdans la conception automobile.Nous avons montré le potentiel de notre méthode sur le cas réel de la face ac-cessoires (pièce du groupe moto-propulseur). Les résultats obtenus sont satisfaisantsaussi bien en terme de masse que du point de vue du respect des contraintes. Les dif-férentes astuces, proposées dans le chapitre 5, permettent de trouver un compromisentre pénalisation (solution en 0/1), temps de calcul, valeur de la masse et respectdes contraintes.De par sa généralité et sa simplicité d'utilisation, la maquette logicielle DynamiTOque nous avons développée, constitue un outil d'aide à la conception des composantsmécaniques et permet de proposer des solutions originales répondant au cahier descharges. Son utilisation entraîne également un gain précieux en délai de conception.Notons ici que les tests réalisés sur la face accessoires étaient préliminaires, dansle sens où des tests plus intensifs de di�érentes combinaisons des paramètres, depoints de départ, etc. peuvent être envisagés. Cet ajustement de notre méthodepourrait notamment être réalisé à l'aide d'outils d'optimisation globale (méthodes159



directes, sans dérivée).Une autre piste de recherche future pourrait viser à l'amélioration du temps decalcul dédié à l'optimisation numérique, par exemple, en faisant en sorte que seule lafonction objectif (ou une contrainte particulière) soit évaluée et non pas que toutesles fonctions et leurs dérivées respectives soient calculées à chaque appel NASTRAN.En�n, rappelons que cette méthodologie générale d'optimisation topologique,dont on a montré le potentiel dans le cadre de l'industrie automobile, peut égalementêtre avantageusement utilisée dans d'autres domaines d'application et notammenten aéronautique où la minimisation de la masse est un enjeu majeur.
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Application of topology optimizationin automotive component designABSTRACTIn car manufacturing, designing mechanical components of low mass is critical inorder to save on raw materials and in order to produce cars that consume less fuel.However, it is also important that comfort (mainly acoustic aspects) and securityrequirements are satis�ed. In such a context, the aim of topology optimization isto determine, at the beginning of engineering projects, the main features of a com-ponent.Existing commercial software cannot deal with all the constraints relevant to a ve-hicle project, in particular dynamical constraints. We propose in this thesis a metho-dology and a software solution which can take into account such speci�cations andnamely those required by Renault. It combines the topology optimization methodSIMP and the mathematical programming algorithm FSQP.We tested the potential of our method, �rstly on a simplistic academic problem, andthen on the design of an engine accessories support.
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