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Introduction

Les catégories de foncteurs entre A-modules permettent d’exprimer comme groupes
d’extensions certaines théories cohomologiques, telles la cohomologie de MacLane [McL2,
JP], la cohomologie de Hochschild topologique [Bo, PW], la K-théorie stable, ou la coho-
mologie des groupes algébriques. Dans le cas A = [F),, ces catégories sont également liées
aux modules instables sur I’algébre de Steenrod (voir, par exemple, [Sc|). Cette approche
a permis de nombreux calculs ([FFSS], pour une référence récente).

Pour I'étude de ces catégories on définit le degré polyndémial d’un foncteur. Cette
notion produit une filtration de la catégorie de tous les foncteurs par les sous-catégories
de foncteurs polynéomiaux de degré inférieur ou égal a n. Celles-ci vérifient des conditions
de “recollement”, qui ont déja été utilisées pour 1’étude des foncteurs simples.

Dans la suite, on s’intéresse a I’approximation, sous forme de localisation, d’un foncteur
par une suite de foncteurs “polynomiaux & homotopie pres”, selon les idées introduites par
J. Smith. Ces idées ont été utilisées dans [F'S] pour obtenir un théoréme de dualité.

On considere d’abord une catégorie abélienne (localement petite) A possédant assez de
projectifs, et B une sous-catégorie colocalisante telle que .4/B possede assez de projectifs.
La catégorie B est une sous-catégorie épaisse de A et le foncteur quotient T possede un
adjoint a gauche G :

G
T

B A

A/B

Apres prolongement simplicial, la paire (G,T") induit une adjonction entre catégories ho-
motopiques :
L(G)
Ho(sA) — Ho(s(A/B))
T

telle que I'unité de 'adjonction : Id — (T o L(@G)) soit un isomorphisme. On appelle h3
la classe des morphismes induisant un isomorphisme via les foncteurs [—, ¥¢B], o ¢ € N
et B € B. Une hB-acyclisation &/(X) — X de X est un morphisme terminal parmi
les morphismes de but X et de source un objet annulé par les foncteurs [—, X9B]. Une
hB-localisation X — Z(X) de X est un morphisme terminal parmi les morphismes de
hB et de source X. On vérifie : (cf. théoreme 1.1.6, p.11)

Théoréme 0.0.1 La co-unité d’adjonction : (L(G) o T) — Id est la hB-acyclisation
(0).

Il existe une hBB-localisation (<£m), et on a, pour tout X € sA, une suite de cofibration :
HX) — X — AX). De plus, L est hB-local si et seulement si m(L) € B.
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Si la catégorie A est une catégorie de Grothendieck possedant un ensemble de petits
générateurs projectifs, la hB-localistion s’inscrit dans le cadre d’une structure de catégorie
de modele, avec les définitions suivantes. On appelle hB-équivalence faible (resp. hB-
cofibration) un morphisme de s.A appartenant a A3 (resp. une cofibration) et hB-fibration
un morphisme ayant la propriété de relevement a droite par rapport a toute cofibration
de hB. On montre alors : (cf. théoréeme 1.2.8, p.16)

Théoréme 0.0.2 La catégorie sA et les classes de hB-équivalences faibles, hB-cofibrations,
et hB-fibrations définies ci-dessus constituent une catégorie de modéle fermé.

On applique ensuite ces remarques a la catégorie F des foncteurs de source une petite
catégorie additive £ et de but la catégorie des A-modules.

Soit F'™ 1a catégorie des foncteurs a n variables, nuls dés qu'une variable est nulle.
La restriction du foncteur diagonale : A¥ : F’ 5 F possede un adjoint a gauche et
a droite : cry : F — F' (n), appelé n-ieme déviation (ou cross-effect). Les foncteurs cry,
mesurent le défaut d’additivité des foncteurs de F. Un foncteur F' € F est dit polynomial
de degré inférieur ou égal & n si cry,+1(F) = 0, et on note F, la sous-catégorie de F formée
de ces foncteurs.

La filtration Fg C F1 C ... C Fp-1 C Fnn C Fpy1 C ... C F induit une tour de
localisation :

Fn1(X) Fn(X) F1(X)
! ! !
X — .. LX) — LX) — LX) ... 4AX) — LX)
ou
ﬂn:%flogn
et

Fn(X) — ZL0(X) — L1 (X)
est une suite de cofibration.
Pour étudier les fibres de localisations .%,,, on utilise les foncteurs symétriques, c’est-a-

dire a valeur invariante par permutation des variables. On peut voir les foncteurs symétriques
comme les algebres sur la monade Sym de F’ ") 4éfinie par :

Sym(G)(V1, ..., V) = @EnG(VU(l), oo Vi)

ou X, désigne le n-itme groupe symétrique, et (V4,...,V,,) € ™. On note &’ ™ 1a catégorie
des Sym-algebres, et S’ 51”) la sous-catégorie des foncteurs linéaires en chaque variable.
La n-itme déviation cry est a valeur dans &', D’autre part, la diagonale AY(G) d'un
foncteur symétrique G est munie d’une action de X,,. En notant S,, le foncteur :

Colimgn o A: : Sl(n) — f’En - F

on a une adjonction :

Ho(sF) @ Ho(sSl(n))

Crp,
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(n)

»-localisation), notée .,

Par ailleurs, il existe une multilinéarisation homotopique (hS’

dans Ho(sS' (")). Avec ceci, on peut donner une description de la n-ieme fibre de localisa-
tions, obtenue par B. Johnson et R. McCarthy [JMcC2] : (cf. théoreme 2.3.5, p.34)

Théoréme 0.0.3 Pour tout F dans sF, la fibre de localisation %, (F') est naturellement
isomorphe au foncteur obtenu en prenant les co-invariants homotopiques de la multi-
linéarisation homotopique de la n-ieme déviation de F :

Fn(F)V) = (M (Fn)) (Vs oos V))ix, -

La catégorie des n-iemes fibres de localisations, i.e. : des objets hF,-locaux et hF,_1-
acycliques de Ho(sF), est équivalente a celle des hS’ fzn)-locaux de Ho(sS' (n)).

On suppose désormais que 'anneau A est commutatif et que &£ est la catégorie des A-
modules libre de rang fini. La catégorie des foncteurs symétriques multilinéaires S’ ,(1") est
alors équivalente a la catégorie des A[%,]-modules Modsy,,. On peut exprimer la catégorie
des n-iemes fibres de localisations comme catégorie homotopique de modules simpliciaux
sur un anneau simplicial de Modsy;,.

Soit Q™ un modele cofibrant de la hS’ ,(In)—localisation du foncteur :

PR (Vi, .. Vi) = P(V) ® ... @ P(Vy)

oll P désigne le foncteur “idéal d’augmentation” A[—] de F. Pour QM on peut par exemple
choisir la construction cubique de MacLane [McL]. L’espace fonctionnel Map(—,—) de

sF'™ permet de définir un foncteur :
M™ = Map(Q™, —) : ss' sMods,, (R™)

avec R = Map(Q™, Q™). Ce foncteur possede un adjoint & gauche 7™ et on vérifie :
(cf. théoréme 3.3.5, p.43)

Théoréme 0.0.4 L’adjonction :

L(T™)
Ho(sMods, (R™)) ——
o

Ho(sS’(n))

se restreint en une équivalence de la catégorie des multilinéaires homotopiques de HO(SS/(n))
avec la catégorie Ho(sMods,, (R™)).

La catégorie des n-iemes fibres de localisations est donc équivalente & Ho(sMods;, (R™)).

La structure explicite des anneaux simpliciaux R n’est pas connue. Néanmoins dans
le cas A = [F),, les groupes d’homotopie ont été calculés. Un résultat de J. Smith montre
que lalgebre 7, (RM) est isomorphe & A,, I’algebre duale de P’algebre de Steenrod. On
peut alors vérifier que (R(")) est isomorphe & 1'algébre A®", ot ¥, agit par permutation
des facteurs.






Chapitre 1

Sous-catégorie colocalisante et
localisation homotopique

Les premiers paragraphes sont des rappels sur la notion de localisation, en particulier
dans les catégories abéliennes. Le but de la premiére section est de vérifier I’existence de cer-
taines localisations et acyclisations dans la catégorie homotopique associée & une catégorie
abélienne. La deuxieme section indique que, sous certaines conditions, on a également une
structure de catégorie de modele fermée, ou les équivalences faibles sont les morphismes
localisants de la premiére section. La troisieme section décrit la construction d’une suite
spectrale a partir de la tour de localisations produite par une suite de sous-catégories co-
localisantes. Enfin, la quatrieme section signale comment la localisation peut étre utilisée
pour la vérification de certaines dualités entre groupes d’extensions.

1.1 Localisation

1.1.1 Localisation relativement a une classe de morphisme
Soit C une catégorie et VW une classe de morphisme de C.

Définitions : Un objet L € C est dit W-local si tout morphisme X — Y de W induit un
isomorphisme Hom(Y,L) = Hom(X,L).

Un objet C' € C est dit W-colocal si tout morphisme X — Y de W induit un isomor-
phisme Hom(C, X) = Hom(C,Y).

Une localisation d'un objet X € C est la donnée d’un morphisme X — L de W ou L
est W-local.

Une colocalisation d'un objet X € C est la donnée d’un morphisme C' — X de W ou
C est W-colocal.

Une monade (resp. comonade) idempotente (E,n) [A, B1] est constituée d’un foncteur
E :C — C et d’une transformation naturelle n : Ide — E (resp. n : E — Idc¢) tels que :
En=ng : E— E? (resp. En=ng : E? - E).

Comme il est indiqué dans [B1], la donnée d’une localisation (resp. colocalisation) pour
tout objet de C est équivalente a la donnée d’'un foncteur localisation (resp. colocalisation),
c’est a dire une monade (resp. comonade) idempotente (F,n) telle que, pour tout objet
X deC:nx € W et E(X) W-local (resp. W-colocal).
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1.1.2 Localisation et colocalisation dans une catégorie abélienne

Il s’agit de rappels de définitions et résultats ([G, Ch.3] ou [P, Ch.4]) concernant les
situations localisantes et colocalisantes dans une catégorie abélienne.

Dans toute la suite, les catégories abéliennes seront supposées localement petites, i.e. :
pour chaque objet, la classe des sous-objets forme un ensemble.

Définition : Soient A une catégorie abelienne, I3 une sous-catégorie épaisse de A. On dit
que B est localisante (resp. colocalisante) si le foncteur passage au quotient : T : A — A/B
posseéde un adjoint a droite, noté R (resp. a gauche, noté S).

Dans [G, p.371], il est montré que le foncteur R est alors section de T, au sens ou la
co-unité d’adjonction est un isomorphime, si bien que 'unité : v : Ide — R o T constitue
une monade idempotente. C’est une localisation relative a la classe Wg des morphismes
ayant noyau et conoyau dans B. On appelle B-isomorphisme les morphismes de Wg.

Les propositions suivantes donnent des caractérisations des sous-catégories localisantes.
La premiere sera utilisée dans le chapitre suivant.

Proposition 1.1.1 /G, p.372] Soit B une sous-catégorie épaisse d’une catégorie abélienne
A. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) B est une sous-catégorie localisante de A

(ii) Tout objet A de A contient un sous-objet maximal parmi les sous-objets de A
appartenant o B; de plus, si tout sous-objet de A appartenant a B est nul, il existe un
monomorphisme de A dans un objet B-local. O

Proposition 1.1.2 [P, p.182] Soit B une sous-catégorie épaisse d’une catégorie abélienne
A possédant des enveloppes injectives. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) B est une sous-catégorie localisante de A

(ii) Tout objet A de A posséde un sous-objet maximal dans B.

Si, de plus, la catégorie A posséde des sommes quelconques, ces assertions sont équivalentes
a [P, p.186] :

(iii) B est stable par somme. O

Les énoncés ci-dessus se dualisent, permettant de caractériser les sous-catégories colo-
calisantes.

Définitions : Un objet U de A est générateur si le foncteur Hom(U, —) est pleine-
ment fidele. Une catégorie abélienne est une catégorie de Grothendieck si elle possede
un générateur et des colimites filtrantes exactes.

Exemple : Pour tout anneau A, la catégorie des A-modules Mod 4, et la catégorie de
foncteurs (Mod ), ott I désigne une petite catégorie quelconque, sont des catégories de
Grothendieck.

On a dans ce cadre une caractérisation tres simple des sous-catégories localisantes :

Proposition 1.1.3 [NT] Soit une catégorie de Grothendieck A bicompléte. Toute sous-
catégorie colocalisante est alors localisante.

Démonstration : Soit B une sous-catégorie colocalisante de A. Elle est épaisse et stable par
produits. Dans une catégorie de Grothendieck, la somme d’un ensemble d’objets est un
sous-objet du produit de ces objets. La catégorie B est donc également stable par sommes.
O
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1.1.3 Objets simpliciaux, chaines, catégorie de modele fermée

Etant donnée une catégorie C, sC désigne la catégorie des objets simpliciaux sur C. Le
prolongement simplicial d’un foncteur F' : C — D est le foncteur sC — sD obtenu par
postcomposition, c’est-a-dire en appliquant F' en chaque degré. 1l sera également noté F
dans la suite.

Soit A une catégorie abélienne localement petite, possédant assez de projectifs, et B
une sous-catégorie colocalisante :

B— AL A/B.

On note S l'adjoint & gauche du foncteur quotient 7' : pour tout objet X de A/B, et pour
tout Y de A, il existe un isomorphisme naturel :

Hom(S(X),Y) ~ Hom 4,5(X, T(Y)).

L'unité d’adjonction : Id 4/ — T o S est alors un isomorphisme [G, p.371].
Cette situation se prolonge simplicialement :

sB e sA - s(A/B),

T et S désignant également les prolongements simpliciaux.

On note Ch(A) la catégorie des complexes concentrés en degrés positifs. Le foncteur
normalisation N : sA — Ch(A) associe & un objet simplicial A € sA un complexe
N(A) tel que, pour n € N, N(A),, = Ni=1._ Ker(d; : Apt1 — Ay) et de différentielle
do : Apy1 — Ap. Selon le théoreme de Dold-Kan [D], c¢’est une équivalence de catégorie.
On définit, pour n € N, les foncteurs 7, : sA — A par m,(A) = H,(N(A)), 'homologie
du complexe.

On rappelle ci-dessous la définition d’une catégorie de modele fermée de [DS].

Définition : [DS, p.83] Une catégorie de modele fermée est une catégorie C avec trois
classes distinguées de morphismes : les équivalences faibles, les fibrations et les cofibra-
tions, chacunes fermées pour la composition et contenant les morphismes identités. Un
morphisme qui est & la fois une fibration (resp. cofibration) et une équivalence faible est
appelée fibration triviale (resp. cofibration triviale). Ces donnés doivent vérifier les axiomes
suivant :

MC1 La catégorie C possede toute limite finie et toute colimite finie.

MC2 Si f et g sont des morphismes de C tel que gf est défini et si deux des trois
morphismes f, g et gf sont des équivalences faibles, il en est de méme de la troisieme.

MC3 Si f est un retracte de g et bsi g est est une fibration, une cofibration, ou une
équivalence faible, il en est de méme de f.

MC4
A Lox
il Ip
B % v

Un relevement : B — X existe dans le diagramme ci-dessus dans chacune des deux situa-
tions suivantes : (i) 7 est une cofibration et p est une fibration triviale, ou (ii) ¢ est une
cofibration trivialeet p est une fibration.
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MC5 Tout morphisme f peut étre factorisé de deux manieres : (i) f = pi, ot i est une
cofibration et p est une fibration triviale, et (ii) f = pi, ou ¢ est une cofibration triviale et
p est une fibration.

Le fait que la catégorie sA ait assez de projectifs permet de la munir d’une structure
de catégorie de modele simpliciale fermée [Q, Ch.II, =A7 4].

Les équivalences faibles sont les morphismes transformés en isomorphismes par les
foncteurs 7, (n € N). Les cofibrations sont les injections de conoyau projectif en chaque
degré. Les fibrations peuvent étre caractérisés comme les morphismes induisant par le
foncteur normalisation des surjections en degrés strictement positifs.

Ceci assure l'existence de Ho(s.A), la catégorie homotopique associée a s.A. L’ensemble
des morphismes X — Y de Ho(sA) est désigné par [X,Y]. Le foncteur suspension est noté
>, son adjoint a droite §2, et on notera éventuellement, pour n < 0 : X" = Q™ ",

Le diagramme de Ho(sA) : X — Y — Z, est appelé suite de cofibration [Q, Ch.I, =A7
3] §’il est isomorphe a un diagramme A — B — C de sA, ou A — B est une cofibration
entre cofibrants, de cofibre C, c’est-a-dire une suite exacte de cofibrants. Toute suite exacte
de sA est faiblement équivalente & une suite exacte de cofibrants.

1.1.4 Construction de la localisation

Le but de cette section est de vérifier ’existence de localisation et acyclisation homo-
topique associées a une sous-catégorie colocalisante.

Dans toute ce chapitre, on fait I’hypothese suivante :

(H) A/B posséde assez de projectifs.

Elle assure 'existence de la structure de catégorie de modele fermée sur s(.A/B), et
donc 'existence de Ho(s(A/B)).

Cette hypothése est vérifiée pour toute sous-catégorie colocalisante si A possede des
revétements projectifs [P, p.182]. Elle le sera également dans le cadre des catégories de
foncteurs considerées dans le chapitre suivant.

Proposition 1.1.4 La paire de foncteurs adjoints (S,T) induit une paire
d’adjoints :

L(S)
Ho(sA) ? Ho(s(A/B))

telle que l'unité de Uadjonction : Id — (T o L(S)) soit un isomorphisme.

Démonstration : L’exactitude de T implique que son prolongement simplicial préserve les
équivalences faibles. Cela implique également que 1" préserve les fibrations. D’une part,
ceci assure l'existence de T. D’autre part, il s’ensuit, par adjonction, que S préserve les
cofibrations et les cofibrations triviales. Ce dernier point justifie Pexistence de L(S), par
le lemme de Brown [DS, p.114] [DHK, p.13]. La préservation des fibrations par 7" et des
cofibrations par S donne ’adjonction (L(S),T) [Q, p.4.6].

Pour que l'unité de ’adjonction soit un isomorphisme, il suffit [Q, p.4.6] que 'adjointe

d’une équivalence faible S(X) EN Y, X € s(A/B), Y € sA, soit une équivalence faible
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x4 T(Y). Or, le foncteur T préserve les équivalences faibles, et on a : f = T'(f) o u ou
u est I'isomorphisme unité : Id — (T'0 §). O

Définitions :

1) On appelle 7B-équivalence un morphisme f de s.A tel que 7. (f) soit un B-isomorphisme.
La classe des wB-équivalences est notée wl5.

2) On appelle hBB-équivalence un morphisme f de s.A tel que, pour tout B € B, [f, ¥*B]
soit un isomorphisme. La classe des hB-équivalences est notée h3. Un objet A est dit hB3-
acyclique si, pour tout B € B : [A,¥*B] =0

Proposition 1.1.5 La co-unité d’adjonction : (L(S) o T) — Id constitue une colocalisa-
tion par rapport a wB. Les objets colocauz sont les hB-acycliques.

Démonstration : L'unité de Padjonction (L(S),T) étant un isomorphisme (proposition
1.1.4) la co-unité (L(S) o T) — Id est une comonade idempotente.

Elle définit une colocalisation, par rapport aux morphismes de Ho(s.A) transformés en
isomorphisme par L(S)oT, donc ceux transformés en isomorphisme par T, car T o L(S) ~
1d. 11 s’agit donc bien d’une colocalisation par rapport a wl3 car 7, o T ~Ton,.

Si A est colocal, A ~ (L(S)oT)(A), et donc :

[A,5*B] ~ [L(S) o T(A), ©*B] ~ [T(A), £*T(B)] = 0

soit A hB-acyclique.

Réciproquement, soit A un hB-acyclique. Par définition, A est colocal si et seulement
si, pour tout f € 7B, [A, f] est un isomorphisme. Il suffit alors de considérer le cas ou
[ € 7B est une cofibration de s.A. Sa cofibre Cy vérifie alors : 7,(Cy) € B. Comme A est
hB-acycliques, en particulier pour tout n, k € N, [A, ¥"m,(Cr)] = 0. Notons Py, le k-ieme
étage de la tour de Postnikov de Cy. Par récurrence, la suite exacte longue associée a la
suite de cofibration : ¥¥m(Cy) — P, — Pr_1 montre, pour tout k € N, [4,%"P;] = 0.
Comme Cy ~ Lim}, Py, une suite exacte courte de Milnor :

0 — Limi[A, X" ' P] — [A,X"Cy] — Limg[A, X" Pg] — 0

montre que pour tout n € Z : [A,X"Cy] = 0. La suite exacte longue associée a la suite
exacte courte : 0 —» X LY - ¢ + — 0 montre enfin que [A, f] est un isomorphisme. O

Définition : Une hBB-acyclisation d’un objet X de Ho(s.A) est la donnée d’un hBB-acyclique

A et d'un morphisme A — X terminal parmi les morphismes de source hB-acyclique et
de but X.

La donnée d’une hB-acyclisation pour tout X de Ho(s.A) est équivalente & la donnée
d’un foncteur hB-acyclisation, soit un couple (7,0), ol 6 est une transformation naturelle :
o — Id, tel que, pour tout X de Ho(sA), o/(X) — X soit une hB-acyclisation de X.

Le théoreme suivant donne l'existence de la hB-acyclisation et de la hB-localisation,

et donne une caractérisation des objets hB3-locaux.

Théoréme 1.1.6 La co-unité d’adjonction : (L(S)oT) — Id est la hB-acyclisation (<7,0).
Il existe une hBB-localisation (<£n), et on a, pour tout X € sA, une suite de cofibration :
HAX) — X — AX).
De plus, L est hB-local si et seulement si m(L) € B.
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Démonstration : D’aprés la proposition 1.1.5, (L(S) o T) — Id est la wB-colocalisation, et
vérifie donc, pour tout X de Ho(s.A), la propriété universelle : (L(S) o T)(X) — X est
terminal parmi les morphismes de source w5-colocal et de but X. En utilisant I’équivalence
entre 7B-colocaux et hB-acycliques, celle-ci devient : (L(S) o T)(X) — X est terminal
parmi les morphismes de source hBB-acyclique et de but X, ce qui démontre la premiere
assertion.

On suit la méthode de [B3] pour construire la localisation. Soit L la cofibre homotopique
de (L(S) o T)(X) — X. La suite exacte longue induite par la suite de cofibration :
(L(S)oT)(X) — X — L montre que X — L est hB-localisante.

Une suite de cofibration peut étre représentée par une suite exacte courte. Par la suite
exacte longue d’homotopie et la proposition 1.1.5 : 7. (L) € B. Soit f € hBB. Par définition
, pour tout B € B, pour tout n € N [f, £"B] est un isomorphisme. Donc, par les tours
de Postnikov, [f, L] est un isomorphisme pour tout L € Ho(s.A) vérifiant m,(L) € B. Ceci
implique que L est hB-local. Le morphisme X — L est donc bien une h3-localisation. Ceci
permet de définir la pair (.Z)n).

On vient de voir que si 7.(L) € B, alors L est h3-local. Réciproquement, le foncteur hB3-
localisation .Z ainsi construit prenant comme valeurs les objets A tel que m,(A) € B, les
objets hB-locaux vérifient cette propriété. O

Remarque : Les considérations ci-dessus sont également valables dans la catégorie
Ch(A) des complexes de chaines bornés inférieurement.

1.2 Structure de catégorie de modele localisée

Il s’agit d’obtenir une structure de catégorie de modele fermée avec hB comme classe
d’équivalence. L’essentiel de la section est consacré a la construction d’une factorisation.
Ceci sera effectué sous les hypotheses détaillées ci-dessous.

1.2.1 Hypotheses et remarques

A désigne une catégorie de Grothendieck bicomplete, possédant assez de projectifs. De
plus, A possede un ensemble {U;},;.; de petits générateurs projectifs, U; petit signifiant
que Hom(U;, —) commute avec toute colimite. En particulier, toute fleche de U; dans une
somme se factorise par une sous-somme finie. On note U = @;U;; c’est un générateur
projectif de A.

Soit B une sous-catégorie colocalisante de A, tel que .A/B possede assez de projectifs.

Toutes les hypotheses de la section precédente sont ainsi vérifiées.

Comme A est une catégorie de Grothendieck, B est également localisante, d’apres la
proposition 1.1.3, et le foncteur T préserve générateurs et toute colimite [P]. Soit U’ un
générateur projectif dans A/B, et V = S(U’). L’objet V est projectif, B-colocal.

Les foncteurs : E; = (Hom(U;, —) o m.) : sA —Ab commutent donc aux colimites, et
procurent une caractérisation des équivalences faibles :

ﬂIEi_l({isomorphismes}) = {équivalences faibles}
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Définition : Soit A un objet de A. Un projectif de A est dit A-libre s’il est isomorphe a
une somme de A. Un cofibrant de sA est dit A-libre s’il est A-libre en chaque degré. Une
cofibration de s A est dite A-libre si sa cofibre est libre.

Lemme 1.2.1 Toute cofibration (resp.dans hi3) de sA est rétracte d’une cofibration U-
libre (resp.dans hBB). O

Proposition 1.2.2 Soit V' le projectif B-colocal défini ci-dessus. Un cofibrant C' de sA
est hB-acyclique si et seulement s’il existe une équivalence faible : C' — C dans sA, o
C' est un cofibrant V -libre.

Démonstration : D’apres le théoreme 1.1.6, C' € sA est hB-acyclique si et seulement si
(L(S) o T)(C) — C est un isomorphisme dans Ho(s.A). 1l existe C' € A/B cofibrant U'-
libre, ainsi quune équivalence faible C’ — T/(C'), et donc tels que : L(S)(T(C)) ~ S(C").
Posant ¢’ = S(C"), le morphisme entre cofibrants : €’ ~ (L(S) o T)(C) — C de Ho(s.A)
provient donc de sA, et ¢/ — C est une équivalence faible si et seulement si C est hBB-
acyclique. O

1.2.2 Factorisation

Définition : Soit § un cardinal. Un objet A € A est dit §-petit s’il est quotient de I'objet
libre : (B ;U), avec | J|< . Un complexe A €Ch(A) est B-petit s’il 'est en chaque degré.
Un morphisme de Ch(A) est B-petit si sa source et son but le sont.

Soient « le plus petit cardinal infini superieur a | I |, et v tel que V' soit ~-petit. Les
fleches de U; dans une somme se factorisant par des sous-sommes finies, celles de source
U se factorisent par des sous-sommes de cardinal inférieur a «, et donc celles de source V
se factorisent par des sous-sommes de cardinal inférieur & max(a,7).

Soit p le cardinal max(c,y).

Soit {4;}ier un ensemble d’objets de s.A. On appelle sous-somme de @;c;A; un objet
de la forme @®;c s A;, ou J est un sous-ensemble de I. On a un injection évidente : ®;cyA; —
DierA;-

Lemme 1.2.3 Tout morphisme C’ L. ¢ avee C' V-libre et C U-libre est colimite filtrante
de ses sous-morphismes p-petit, de source et but sous-somme en chaque degré.

Démonstration : Soit, pour tout n € N, C,, >~ (;c; U), un isomorphisme fixé. Soit A,
I'ensemble des parties finies de I,,, et A = ([[,,cnAn)- Soit, pour tout a € A, le sous-
complexe de C' :

0 n>k
Stae A4, : Cy =< (DU) n==k
plus petite sous-somme contenant I'm(dx) n < k

ol dy, : Cxqq1 — C} désigne la différentielle. Avec ces définitions : C' ~ Colimac 4C“.
De méme, en utilisant des notations similaires, on a : C" ~ Colimge gC’ 8,
Soit, pour tout 3 € B, f8 = f|C,g O ICP, ot ICP désigne le plus petit sous-complexe

de C sous-somme en chaque degré contenant f(C"° ).
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Les complexes C’O‘,C’B ,ICP ainsi constitués sont p-petits par construction. Soit, pour
tout a € A, f¢ : 0 — C®. Le diagramme de sous-morphismes {f*};c(aup) a les propriétés
requises. O

Soit do = sup{card(E;(A)) /i € I, A U-libre ou V-libre, a-petits}.
On definit par récurrence, pour k € N :

- Qo =p

-ap =oa_1 +a.(pde, ,),sik>0
Soit c=sup{ay/ k € N}

Proposition 1.2.4 Soit C' un cofibrant libre non nul de Ch(A), hB-acyclique. Il existe
un sous-complexe non nul D c-petit, cofibrant libre, hB-acyclique, et en chaque degré sous-
somme de C.

Démonstration : Le principe de cette démonstration est du a Jeffrey Smith.

Pour construire D, on considere le diagramme donné par le lemme 1.2.3 pour la fleche
associée a C par la proposition 1.2.2.
Soit un sous-morphisme f% : C'“ — C%, tel que : C% # 0. Il s’inscrit dans le diagramme
commutatif, o, pour tout ¢ € I, E;(f) est un isomorphisme :

Ei(#)

E;(C") — Ei(C)
Ei(jao) T T Ei(ioéo)
B P e

iq, : C% — C (resp. jo, : C'*° — C') désignant I'injection canonique.

Soient i € I et x € E;(C'*) tels que : E;(f*)(z) = 0.
Comme E;(f) 0 Ei(Ja,) = Ei(ia,) 0 Ei(f*) et E;(f) est injectif, E;(ja,)(z) = 0.
Par I'isomorphisme : E;(f) ~ ColimaE;(f®), il existe C"?* et j& . ¢'* — "% factorisant
Ja, tels que : E;(jaz)(z) = 0.

Soient i € I et y € E;(C%) tels que : y & Im(E;(f*)).
Comme El(fg est surjectif, il existe z € E;(C”) tel que : E;(f)(2) = Ei(ia,)(y). 1 existe
donc f0 :C” — € et 2/ € C"° tel que : E;(js)(2)) = 2.
Dlou : Bx(is) (Bi(f°)(2)) = Ea(is) (Ba(i,) ().
Donc il existe v, tel que : E;(i)*)(E;(f2)(2")) = Ei(i3*)(Ei (i, )(y)) = Ei(id%)(y). Donc :

Ei(i) () = Ea(f ) (B2 (=), soit : Ba(id?)(y) € Im(Es( ).

Soit f1 : D} — Dy = COlimjejl{fj} ot J1 = {aw, B, Vytay

De facon similaire, on construit par récurrence, pour k > 0 : f; : D) — Dy a partir
de fr_1. Soit foo = Colimy fx.

foo : DL, — Dy est c-petit, de par les constructions de D/ et Do, et la définition de c.
De plus, fs est une équivalence faible, car, pour tout i € I, E;(foo) est un isomorphisme.
D = D, est le sous-objet annoncé. O

Corollaire 1.2.5 Soit A — B une cofibration libre de hB tel que B/A # 0. Il existe un
objet c-petit S € Ch(A) tel que S C B, S ¢ A. De plus, le morphisme SN A — S est une

cofibration libre de hBB tel que S/(S N A) s’identifie en chaque degré a une sous-somme de
B/A. O
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Lemme 1.2.6 Soit f : X — Y un morphisme de Ch(A) ayant la propriété de relévement
a droite par rapport a toutes les cofibrations libres de hI3 entre objets c-petits. Alors f a
la propriété de relevement a droite par rapport a toute cofibration de hB.

Démonstration : C’est essentiellement une démonstration de [B1].
D’apres le lemme 1.2.1, il suffit de vérifier la propriété de relevement par rapport aux
cofibrations libres de hB. Soit i : A <— B une cofibration libre de hB3, et une fleche :

A4 5 x
il Lf
B 4L v

Fixons, pour chaque ¢ € N, un isomorphisme : (B/A), ~ (,.;4U). Soit P I’ensemble des
paires (M, kM) de Ch(A) telles que :
(i) A — M et M — B soient des cofibrations libres de hB,
(ii) Pour tout ¢ € N : (B/A), ~ (@ieIfMU) 2 (BicraU) =~ (B/M)g, avec I}, C I,
est la projection canonique,
(iii) le diagramme commute : A — M — B
kL 11
X £, 1%
L’ensemble P est non vide car il contient (A4, k).
P est muni d’une relation d’ordre : (M, k™) > (N,kN) si N ¢ M (I}, C I},) et
k“% = kN,
Soit C une chaine dans P et M,; = ColimcM, k,; = ColimekM.
On a : (B/Mqy;)q ~ (By/ColimeMy) ~ Colim(B/M), ~ (@,;c;cU) C (B/A)g, on
J1 = ﬂcIX/f C I?. Donc B/Mjg; est cofibrant et M,; — B une cofibration libre. De plus,
B/M,;j est h3-acyclique comme colimite hB3-acycliques, d’ott M,; — B est une cofibration
libre de hBB. A — M,; en est donc une également. Ainsi, (Mg;, kq;) est un majorant de C.
Donc P possede un élément maximal (Mgy, Koz )-
Si My, # B, le corollaire 1.2.5 implique 'existence d’une cofibration libre de hB :
SN Mgz — Mg, et donc, par hypothese, d’une fleche : kg : S — X faisant commuter le

diagramme :
SNM,, < S
kaz|SﬂMax l 1/ l l|S

x Ly

Donc (S U Myz, k% Ukyy) € P et (S U Mag, k5 U kaz) > (Mg, kaz). Cette contradiction
montre que : M,, = B. O

Théoréeme 1.2.7 [B1] Soit f : X — Y un morphisme de Ch(A). Il existe une factorisa-

tion naturelle de f : X < Ly LY ot i est une cofibration de hB, et u a la propriété de
relévement a droite par rapport a toute cofibration de hi3. O

1.2.3 Catégorie de modele
Définitions : Soit f un morphisme de sA :

- f est une hB-cofibration si f est une cofibration
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- [ est une hB-équivalence faible si f € hB, c’est-a-dire : pour tout B € B, [f,¥*B]|
est un isomorphisme.

- f est une hB-fibration si et seulement si f a la propriété de relevement a droite par
rapport a toute cofibration de hB.

Les cofibrants sont donc encore les objets projectifs en chaque degré.

Théoréme 1.2.8 La catégorie sA et les classes de hB-équivalences faibles, hB-cofibrations,
et hB-fibrations définies ci-dessus constituent une catégorie de modéle fermé.

Démonstration : L’existence de la factorisation (axiome MC5(ii) de la liste de [DS] rappelé
a la section 1.1.3) est assurée par le théoreme 1.2.7, et le reste est standard [B1, B2]. O

1.3 Filtration et suite spectrale

Pour cette section, on revient aux hypotheses de la section 1 : A est une catégorie
abélienne (localement petite) avec suffisament de projectifs.

1.3.1 Préliminaire

Soient B et C deux sous-catégories colocalisantes de A vérifant les hypotheses de la
section 1. En particulier, A/B et A/C possedent assez de projectifs.

Si C C B C A, la catégorie B/C est une sous-catégorie colocalisante de A/C. La
catégorie quotient est alors équivalente & .A/B. On note (Sg/c,Tp/c) la paire d’adjoints
associée. On a un diagramme :

Ho(sA)

L(Sgz/c)

Ho(s(A/C)) Ho(s(A/B))

Ts/c

Ceci produit une h(B/C)-acyclisation «z,c = L(Sg/c) o TB/C et une h(B/C)-localisation
Lac-

Proposition 1.3.1 Soit A € Ho(sA). L’image par Te : Ho(sA) — Ho(s(A/C)) de la
suite de cofibration : W5(A) — A — LB(A) est la suite de cofibration : g /c(Te(A)) —
Te(A) — Lpe(Te(A)).

En particulier, on a des isomorphismes naturels :

Tc @) JZ{B ~ JZfB/C OTC et TC ] .,%B ~ gB/C @) Tc.

Démonstration : Le foncteur T transforme les suites de cofibration en suites de cofibration.
Il suffit de vérifier qu’il préserve locaux et acycliques.

D’une part, m.((Te o Z5)(A)) ~ Te(m.(L5(A))) appartient & 'image de B par Tg,
c’est-a-dire (B/C). D’autre part, on a les isomorphismes : . . )
Teoals =TeoL(Sp)oTs ~TcoL(Sc)oL(Sg/c)oTs ~ L(Sgyc) oTpjcoTs = Apcole.
O
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1.3.2 Suite spectrale de localisation

Soit { A, }nen une suite croissante de sous-catégories de A telle que, pour tout n € N :
A, — A soient colocalisantes, A/ A, possédant assez de projectif.

Les foncteurs o7, et %, désignent respectivement la h.A,-acyclisation et la hA,-
localisation. Soit %, le foncteur composé o7, _1 0 .%,.

Pour tout X € sA, %, 1(X) est isomorphe dans Ho(s.A) & la cofibre homotopique
de F,(X) — Z,(X), ce qui permet de construire une tour de fibrations :

Fn1(X) Fn(X) F1(X)
l l l
X — . LX) — LX) — LX) .. LX) — LX)

o, pour tout n € N, %, (X) — Z,(X) — Z,-1(X) est une suite de cofibration.

Proposition 1.3.2 Soient X,Y € sA. La situation ci-dessus donne lieu a une suite spec-
trale a deux quadrants :

EY? = 17,(X), 2] = Colim,[-Z,(X), 2]
de différentielle d, de bidegré (—r,1).

Démonstration : On note : L, = £,(X), F, = F,(X).
Via les suites exactes longues de cohomologie produites par les suites de cofibration,
la tour de localisation géneére un couple exact :
pra Y pptla DP4 = [L,, $9Y]
1 EP1 = [F,, XY
pratl E o prtla g —jok 1 (-1,1)

et donc une suite spectrale, avec : EP? = (EP49)(") d. = j" o k" : (—r,1).

On utilise les notations de [McC, p.39].
On a une suite exacte courte :
0 — DP9/(Ker(i" : DP9 — DPFT™a) 4 §(DP~14)) — EP
— Im(i" : DP—m+l — DpLatly o Kep(i : DP-hatl — pratl) g

Sir>p, DP7™% =0 et donc :
- d'une part, Z%7 = k=1(N, Im(i"~1 : Dp~matl  pp=latly)
=k71(0) = Ker(k) = j(DP1);
- d’autre part, pour tout r > p : Im(i" : DP9t — pp=Latly = d’ou :

DP4/(Ker(i" : DP4 — DPT7a) 4 j(DP~La)) = Effr

Ainsi : B! ~ Colim, s, {EV, — EP?} ~ DP1/(U, Ker(i") 4 i(DP~11)).

Soit : D> = Colim{DP1 2 DPTLay = Colim{[L,, XY, I'aboutissement de la suite
spectrale. On définit la filtration (®,(D°9)),en de D9 par (D) = Im(DP? —
D%1). C’est une filtration croissante et exhaustive : Colim,®,(D>9) ~ D9,

19



Soit K = Ker(DP4 — D*9) ~ U, Ker(i" : D7 — DP*"1). On a alors un diagramme
de suite exacte :

0 — Kg_l — Dp—l,q — (Pp—l(Doo’q) =0

0 — K(I; — Dp7q s (pp(Doo’q) N O

0 — KJ/i(KY™) — DPofi(Dr=10) — (D)@, 1 (D) — 0
0 0 0

Celui-ci montre que : ®,(D>9)/®,_1(D*?) =~ DP4/(i(DP~59) + KF) et donc :
BRI~ &,(D%9)/®,_1(D%49). O

Remarque : On note I, la h(Ap/Ap—1)-localisation de Ho(A/Ap—1) : ZL(a,/4, ,)-
La section précédente donne un isomorphisme :

EP = [Fp(X), 2] = [I,(Tp-1(X)), qupfl(y)}(A/Apfl)'

1.4 Dualité

Dans cette section, on reproduit une application (cf. [F'S]) des méthodes de localisations
aux questions de dualités entre groupes d’extensions.

A nouveau, on considere dans cette section une catégorie A vérifiant les hypothéses
de la section 1 : A est une catégorie abélienne (localement petite) avec suffisament de
projectifs.

Soient D un objet de A, et B(D) une sous-catégorie colocalisante de A contenant D,
telle que A/B(D) possede assez de projectifs.

Soient R un anneau, et R un R-module injectif.

Soient D € s.A, N un entier naturel et un morphisme de R-module [D, %V D] — R.
On considere, pour tout A € sA : [A,X*D] — ([D,XV~*A])*, le morphisme adjoint de la
composée :  [D,XN"FAl® [A,¥¥D] — [D, 2V D] — R.

Théoreme 1.4.1 Les assertions I et Il sont équivalentes :
(I)(a) Pour tout k € Z, pour tout B € B(D), on a : [B,X*D] = ([D,xN~-*B])*
(b) et pour tout A € s A, hB(D)-acyclique, pour tout k € N, on a : ([S*D, A])* =0

(IT) Pour tout k € Z, pour tout A € sA, on a : [A,X*D] = ([D, =Nk A])*

Démonstration : 11 s’agit d’une partie de la démonstration du principal résultat de [FS].
L’assertion (Ia) implique, pour tout i € N, k € Z et tout A € B(D) :

(274,55 D] 5 ([D, =N+ A))*

Les suites exactes courtes : 0 — (X"m,(A4)) — P,(A) — P,—1(A) — 0 associées a la tour
de Postnikov d'un objet A B(D)-local induisent des suites exactes longues qui entrainent,
par le lemme des cing, pour tout n € N, k € Z et tout B(D)-local A :

[Pa(4), 55 D] = ([D, =N " P ()
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Soit la suite exacte courte : 0 — Kp(A) — A — P,(A) — 0; Kn(A) est (n-1)-connexe et
B(D)-local si A 'est. D’ott [K,,(A), £*D] = 0 pour n > k et, par (Ia), ([D, VN FK,(A)])* =

0 pour n > k+ 1. Ainsi, pour n assez grand, pour tout A € Ho(s.A) les fleches horizontales
du premier carré sont des isomorphismes :

[Po(AA), D] —  [AA4),ZD] - [ASD]
! ! !
([D, SV HP(AAD)" — (D, 2N *AA))* — (D, 2VFA)"

Les fleches horizontales du second carré sont des isomorphismes par définition de la
localisation et (Ib). Ceci démontre (/7). O

21



22



Chapitre 2

Catégorie de foncteurs et
foncteurs symétriques

Il s’agit d’appliquer certaines des considérations du premier chapitre au cas d’une
catégorie de foncteurs de source une petite catégorie additive et de but une catégorie
de module. Dans la premiere section, on rappelle quelques propriétés de la filtration po-
lynémiale de ces catégories et on vérifie que 1'on peut utiliser les résultats du premier
chapitre. Dans la deuxieme section, on fait essentiellement le méme travail sur la catégorie
des foncteurs symétriques, c’est-a-dire des foncteurs a plusieurs variables de valeurs inva-
riantes par permutations des variables. Dans la troisieme section, on utilise ces résultats
pour donner une description des fibres de localisations du a B. Johnson et R. McCarthy.

2.1 Catégories de foncteurs

2.1.1 Filtration polynomiale

Définition : Soit £ une petite catégorie additive et A un anneau. F(&; A) désigne la
catégorie des foncteurs de £ dans Mod 4.

La catégorie F(&; A) est une catégorie de Grothendieck, localement petite. Pour un
objet E dans &£, on note Pg le foncteur A[Hom(E,—)]. La famille {Pr}gecs forme un
ensemble de petits générateurs projectifs dans F(E; A).

Il est commode de disposer aussi de la catégorie des foncteurs a plusieurs variables.
Pour tout n € N, on notera F™ (&) ou F™ (F(E) ou F quand n = 1) pour F(E™; A)

lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité.
Les foncteurs A, : £ — E™ et V,, : E" — &, définis par :
A,(V)=(V,...,V) et V,(V,..,V,) =@,V

sont adjoints a droite et a gauche I'un de 'autre. Ils induisent, par précomposition, des
paires d’adjoints : A¥ : F) e F: V¥ et Vi F e FV L A%

ALG)(V) =GV, ..., V) et Vo(F)(Vi,..., Vo) = F(SiL Vi) -

Soit, pour 1 < j < n, le foncteur e¢; : £ — £™ défini par :

ej(Vl, ,Vn> = (Vl,...,()j, ...,Vn) .
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C’est un facteur direct de Idgn et les transformations naturelles :
ij L€ — Idgn et pj - Idgn — €5

désignent respectivement l'injection et la projection. On pose : €; = i; o p;. Ces transfor-
mations naturelles du foncteur Idge» dans lui-méme sont idempotentes et commutent entre
elles.

Par précomposition, on obtient e;'f c F) o F) et 5; : Idgpmy — Idgm). Les
transformations naturelles 5}‘ sont idempotentes et commutent entre elles.

On désigne par F’ ") 1a sous-catégorie pleine de F(™ constituée par les foncteurs G
vérifiant pour tout j € {1,...,n} : €;(G) = 0, et on note i I'inclusion F o ),
Définition : Un foncteur est dit n-diagonalisable s’il appartient a (A} o )(F’ (")). Un
foncteur simplicial est dit n-diagonalisable s’il appartient & (A¥ o4)(sF’ (”)). En particulier,
un foncteur simplicial n-diagonalisable est n-diagonalisable en chaque degré.

Soit la transformation naturelle idempotente : e = (¢'1 0...0€'y) : Idpm) — Id g,
oue;=1Id— J, transformations naturelles 1dempotentes commutant entre elles.

Pour tout G € F™, on pose I1,(G) = Im(e(Q)).

Proposition 2.1.1 [Pi] Le foncteur inclusion F L F) posséde un adjoint a droite
et & gauche : M, : F® —s F'™ B outre, I, 00 = Id gy, i 011, est idempotent et 11,
est facteur direct de Idp(n).

Démonstration : Pour tout 1 < j <mn, on a : e;-‘(a;(G)) ldex ) 1 e5(G) — €}(G). Ceci

implique que €}(¢';(G)) = 0 et donc : €}(e(G)) = €}(e'1(G)) o ... o €}(e'n(G)) = 0. D’ott

e;(IIn(@)) = 0, soit IL,,(G) € F'™ Par naturahte de e¢(G) en G, on a donc défini un

foncteur I, : £ — Frn),

Soit G € F'™. Pour tout 1 < j < mn, e;(G) = 0, donc 5;(6*) = 0, soit encore
¢/;(G) = Idg. 1l s’ensuit que e(G) = &'1(G) o ... 0 &', (G) = Idg, et donc (E, 01)(G) = G.
Ceci implique que ¢ o I, est idempotent et II,, facteur direct de Idz().

Enfin, ces propriétés de II,, assure l'existence des adjonctions (II,,1%) et (¢,11,). O

Cette derniere proposition indique également que la catégorie F’ ) est une catégorie
de Grothendieck, localement petite, possédant un ensemble de petits générateurs projectifs
{IL,(PE)}peen-

Définition : On appelle n-ieme déviation et on note cr,, le foncteur : IT,,oV} : F — F’ ),
On note : F,y (Vi | ... | Vi) pour ery,(F)(VA, ..., V,,). Un foncteur F' est dit polynomial de
degré inférieur ou égal & n si crp41(F) = 0. On désigne par F,, la sous-catégorie pleine de
F formée des foncteurs polynémiaux de degré inférieur (ou égal) a n.

Proposition 2.1.2 Le foncteur : (Af o) : F' N s F défini par
(A} 0d)(G)(V)=G(V,...,V)

est adjoint a droite et a gauche au foncteur : crp : F — Fr deﬁm par :
(Vi ooy Vi) = Fiy(Va | | Vi)

Ceci induit les adjonctions :

(A%07) 1 Ho(sF' "y —— Ho(sF) : ¢ et cip : Ho(sF) — Ho(sF' "V : (A% 07).
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Démonstration : L’adjonction (A oi,cry) (resp. (cryn, Al 01i), s’obtient en composant les
adjonctions (AY,V*) et (i,I1,) (resp. (V},Ar) et (IL,,1)).

Le passage aux catégories homotopiques est immédiat car les foncteurs considérés sont
les prolongements simpliciaux de foncteurs exacts. O

Soient : Idgn-1 x Ag : E" — E"L et Idgn-1 x Vo : ETL — £7, définis par :
(Idgn—l X A2)(V17 ceey Vn) = (‘/17 ceey Vn—17 an Vn)
et
(Idgnfl X Vz)(Vl, . Vn+1) = (Vl, s Vo @ Vn+1) .
Ces foncteurs sont adjoints & droite et a gauche, et induisent les adjonctions :
((Idgn—1 x Ag)*, (Idgn-1 x Va)*) et ((Idgn-1 x Va)*, (Idgn—1 X Ag)*), ol :
(Idgn-1 X D) (F)(V1y s Vi) = F(V1, ooy Vi1, Vi, Vi)

et (Idgn-1 x Vo) (F)(Vi, ..., Vas1) = F(Vi, o, Vi @ Viy1)

De plus, on a : Ay = A} o (Idgn-1 x Ag)* et V}, | = (Idgn-1 x V3)* o V7.

On note également (Idgn—1 x Ag)* sa restriction : F/" ) — 7/,

Le foncteur : I1,, 11 0 (Idgn—1 X V3)* : F ) gt adjoint & droite et & gauche de
ce dernier. On en déduit un isomorphisme : I, 41 o (Idgn—1 X Va)* 0 cry >~ crp41.

Le résultat classique suivant permet de calculer les déviations par récurence (cf. [JP],
par exemple)

Proposition 2.1.3 Pour tout n € N*, pour tout F € F et (Vi,...,Vy1) € EL, on a un
isomorphisme naturel en F et en (V1,..., Vpt1) -

FoyVi | [ Va@®Vaq1) = Fiy(Vi | o [ VR)@F ) (Vi | oo | Vo)) B F (i) (Vi | oo | Vi | Vi) -

Démonstration : On reprend les notations de la proposition précédente et de sa démonstration.
Les foncteurs ey et e, | sont idempotents et e oe’ ;o (Idgn-1 x Vg) = 0 sur 7™ Pour

tout G € 7™ il existe donc un objet S € F'™*Y ot un isomorphisme :
(Idgn-1 x V2)*(G) ~ ey (Idgn-1 x V2)"(G)) ® ey 1 (Idgn-1 x V2)*(G)) & S .

Pour i =n,n+1, on a: &/;(ef ((Idgn-1 x V2)*(G))) =0,

donc : IT, 11 (ef (Idgn-1 x V2)*(G))) = 0.

D’ ou: S ~1,41((Idgn-1 X V2)*(G)). En prenant : G = cr,,(F'), on obtient la proposition.
O

La proposition précédente indique en particulier que cry,4+1(F) = 0 dés que cr,,(F) = 0.
La suite croissante de sous-catégories épaisses de F (resp. Fy) :

fo cCHC..CcF,1CF,C fn-&-l C...

définit la filtration polynomiale de F.

Pour les foncteurs a n variables, on note : Agn)* et ng les foncteurs induits respec-
tivement par : (Ag)" : E™ — (ED" = (EM)d et (V)" : (E)" = (EM)? — &™.

25



Proposition 2.1.4 Soient, pour d,n € N, crgn) (resp. crq) la d-iéme déviation de F(E™)
(resp. F(E)). Pour tout G € F(E™), on a un isomorphisme naturel dans F(%)

(A" 0 er)(G) = (erao A7)(G) -
En particulier : (AX) ™Y (F4(E))Fa(EM).

Démonstration : 11 suffit de vérifier la commutativité du diagramme suivant :

(n)* (n)
\Y% II
V% II

La commutativité du carré gauche provient de I'égalité : Vé”) o A%d) = A, o Vy, et celle
du carré droit s’obtient par adjonction. O

Corollaire 2.1.5 Les foncteurs exacts : A, : ]:én) — Fq etV : Fqg— ]:C(ln) sont bien
définis, et forment deux paires de foncteurs adjoints : (A, V7)) et (VI ,AY). O

Le résultat suivant de T. Pirashvili [BP, Appendix| permet de distinguer une classe
utile de hF,-acycliques.

Proposition 2.1.6 Soient F' et G des foncteurs simpliciauzx. Si I’homotopie de F' est de
degré inférieur ou égal an—1 et si G est n-diagonalisable, alors : [G,F] ~ 0 et [F,G] ~ 0.

En particulier, tout foncteur simplicial n-diagonalisable en chaque degré est hJF,_1-
acyclique.

Démonstration : Les deux annulations résultent des adjonctions : (AX o4, ¢iy) et (¢, AX o
i). En effet, si "homotopie de F est de degré inférieur ou égal & n — 1, m,(cin(F)) ~
crn(me(F)) =~ 0, soit ¢y, (F) ~ 0 dans Ho(sF). D’autre part, si G est n-diagonalisable,
il existe H € sF'™ tel que G ~ (A% 04)(H). On a donc : [G, F] ~ [H, cin(F)] ~ 0 et
[F, G| ~ [cFp(F), H] ~ 0.

La dernitre remarque s’obtient en prenant F = XFB, avec k € N et B € F,,_1, et par
récurrence sur le squelette d’un foncteur simplicial n-diagonalisable en chaque degré. O
Remarque : Une réciproque est montrée en 2.1.12.

Corollaire 2.1.7 Tout foncteur de F (d+ 1)-diagonalisable est Fq-local et Fq-colocal. O

2.1.2 Localisations dans les catégories de foncteurs
On pose : cr(‘;rl = (A}, 01)ocryy1, soit, pour tout F' dans F et V dans & :
g (F)(V) = Farny(V | . | V)

et on note ¢ la co-unité de l'adjonction : (A* o4, crgr1). Pour tout F dans F, on a une
suite exacte naturelle en F :

erf 1 (F) - F — my(F) — 0.
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De méme, I'unité de I'adjonction : (cryi1,Aj, | o)) donne une suite exacte :
0 —t4(F) — F — crle(F) .

L’objet crle(F) est d-local et d-colocal par le corollaire 2.1.7.

Lemme 2.1.8 [Pi/ L’injection : Fy X oF posséde un adjoint a gauche (resp. a droite),
noté : mq (resp. tq). En particulier, pour F € F, mq(F) (resp. tq(F)) est le plus grand
quotient (resp. sous-objet) de F' dans Fy.

Démonstration : Notant v 'unité de I’adjonction (AZH 01i,crgs1), la composée :

(cras1(cr) © teny, (1)) : cras1 (F) = (crag o ergy,)(F) — craqa (F)

est l'identité de cryyq1(F). Cela montre, par exactitude de crgiq1, que crgyq(mg(F)) =0,
soit mg(F) € Fy.

Soit @ un quotient de F', de degré inférieur ou égal a d. La composée : crfl 1 (F) SN
F — @ est nulle car crgH(F) est d-colocal, si bien que F — @ se factorise par mgy(F).
Le quotient my(F') est donc maximal parmi les quotients de F' appartenant a Fy, ce qui

implique D'existence de ladjonction : (mg,iq). O

Corollaire 2.1.9 On a des isomorphismes naturels de foncteurs de F vers chn) rerp o

myg >~ m&n) ocry et de foncteurs de F™) yers Fy : A} o m((in) ~mgo Ay.

Démonstration : Le résultat se déduit de I’adjonction a droite et & gauche de cry, et A},
et des adjonctions (mg,iq) et (mén),ifin)) données par la proposition précedente. O
Proposition 2.1.10 Pour chaque entier positif d, les sous-catégories Fyq sont localisantes
et colocalisantes.

Démonstration : On utilise la caractérisation donnée par la proposition 1.1 du chapitre I.
Soit F' € F. Le lemme précédent assure que F' possede un quotient maximal dans Fy :
mq(F), et la suite exacte : crfl+1(F) —~ F — my(F) — 0 montre que si celui-ci est
nul, F' est quotient d’un colocal. O

Proposition 2.1.11 Pour chaque entier positif d, les catégories Fq et F/Fq sont des
catégories de Grothendieck bicomplétes. La catégorie Fyq posséde un ensemble de petits
générateurs projectifs {mqy(Pg)}gpcs. La catégorie quotient F|Fy posséde un générateur
projectif de la forme Taz/(crgJrl (Q)), ot Q est un générateur projectif quelconque de F (par
exemple : Q = @gPg) et Ty désigne le foncteur : F — F/Fy.

Démonstration : La premiere partie découle du fait que Fy est localisante [G, P].

L’ensemble {Pg}pee est un ensemble de petit générateur projectif de F. L’isomor-
phisme d’adjonction : Homg,(mq(Pg), —) ~ Homz(Pg,—) montre que {mq(Pg)}pecs est
un ensemble de petit générateur projectif dans Fy.

La catégorie F possédant suffisament de projectifs, il existe pour tout F' € F un pro-
jectif P € F et un épimorphisme P — F. La composée : crg 1 (P) 5 P — F induit
un épimorphisme par Ty : F — F/Fy. 1l reste & vérifier que Ty(cr§ +1(P)) est projec-
tif dans F/Fy. L'adjonction (Sg,Ty) et le fait que crg+1(P) est d-colocal entrainent les
isomorphismes :

Hom(Ty(cr,,(P)), =) o Ty ~ Hom((Sq 0 Ty)(crd, (P)), =) ~ Hom(cry ,(P),—).
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Ceci assure que Hom(Td(crgH(P)), —) est exact. O

Les propriétés observées dans les propositions précédentes assurent que ces mémes
propositions s’adaptent aux inclusions : F, — Fy4, pour n < d, F4 en place de F, par
restriction des foncteurs cry, et Ay o4.

En particulier, ces propositions assurent ’existence des catégories homotopiques et des
adjonctions :

(A% 01) : Ho(s]-"’iln)) —— Ho(sFy) : ¢y et ¢y : Ho(sFg) «—— Ho(s}"’gln)) : (A% 01),
ce qui permet d’obtenir la proposition 2.1.6 dans sFy.

L’ensemble des hypotheses considérées dans le chapitre I sont vérifiées par les situation
colocalisantes : F,, < F (resp. F, — Fy, pour n < d), justifiant l'existence de hF,-
acyclisation 7, (resp. &) et de hFp-localisation %, (resp. £%) dans Ho(sF) (resp.
Ho(sFy)).

On rappelle que F' € sF est dit hF,-acyclique si, pour tout B € F,, : [F,X*B] =0 et
que les foncteurs simpliciaux (n + 1)-diagonalisables en chaque degré sont hJF,-acycliques
(cf. la proposition 2.1.6).

Théoréme 2.1.12 Dans Ho(sF) (resp. Ho(sFy)), un objet est hF,-acyclique si et seule-
ment s’il est isomorphe a un objet (n + 1)-diagonalisable en chaque degré, qui peut étre
choisit cofibrant.

Démonstration : On reprend les notations du chapitre I, section 1.2.

Par la proposition 1,2.2, un hF,-acyclique est isomorphe a un objet V-libre (somme de V/
en chaque degré), ou V = S, (U’), U’ un générateur projectif de F/F,. Il suffit de vérifier
que 'on peut choisir V' (n 4 1)-diagonalisable et projectif.

D’apres la proposition 2.1.11, U’ peut étre choisit de la forme : Tn(cerl(P)), avec P
projectif, et alors V = (S, o Tp,)(crd, (P)) =~ er,,(P) convient. O

Corollaire 2.1.13 Soient n < d des entiers positifs et F' dans Ho(sFy). L’image par
iqg : Ho(sFy) — Ho(sF) de la suite de cofibration : dg(F) — F — .,fnd(F) est la

suite de cofibration : oy (ig(F)) — ig(F) — Zu(ig(F)).

En particulier, on a des isomorphismes naturels : iqo.aly ~ @lyoiy et z':io(,?,f ~ L oiy.

Démonstration : Comme iy préserve les suites de cofibrations, il s’agit de montrer que
ig(AY(F)) est hFy-acyclique et que ig(-Z2(F)) est hFp-local. Le premier point provient
de ce que Phomotopie : m, (ig(LL(F))) ~ ig(me (LL(F))) est dans F,.

D’apres la proposition précédente, on peut supposer que ,fo (F') est un objet (n + 1)-
diagonalisable en chaque degré. C’est alors aussi le cas de ig(<Z(F)), ce qui établit le
second point. O

Ce corollaire justifie que 'on note par la suite ., (resp. 7,) pour .,2’,? (resp. ,fo )

2.2 Foncteurs symétriques

On considere dans cette section une certaine catégorie de foncteurs a plusieurs variables
de valeurs invariantes par permutations des variables, introduite et étudiée par L. Piriou
dans [Pi].
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2.2.1 Définitions

Soit ¥, le n-iéme groupe symétrique.

Soient, pour o € X, t; : E" — &7, tel que : to(Eh, ..., En) = (Ey1)s s Eony), et
o F () — F() e foncteur induit par précomposition.

On a t, ot = tr4, et donc t} oty = t_. En particulier, ¢} est un isomorphisme de
catégorie, d’inverse et d’adjoint a droite et a gauche ¢” _,.

Soit I'endofoncteur : Sym = (Py, t5) : F) — F),

On définit une unité n : Id = t] — Sym comme l'injection du facteur direct, et une
multiplication p : Sym? — Sym comme la composé :

2 _ * LA * *\
Sym - @Uta(@‘rt‘r) - (@(U,T)EE%tUT) - (@ata) - Sym
ot la fleche est la somme (sur ¥,, x ¥,,) des injections t},. — & t5.

Proposition 2.2.1 Le triplet (Sym, u,n) constitue une monade de F™  De plus, Sym
est exact et auto-adjoint.

Démonstration :
S S
Sym? 4>ym(u) Sym?> Sym TSym Sym? « ym() Sym
-
HSym K 2% H 5
“ B
Sym? Sym Sym

Les axiomes d’associativité et d’unité [McL| pour le triplet découle de ce que ces mémes
propriétés sont vérifiés par le groupe X,,.
Les foncteurs ¢ sont des précompositions, donc exacts, ce qui entraine l'exactitude de

Sym. L’auto-adjonction de Sym découle des adjonctions : (¢;,t%_;). O

Définition : On note S et on appelle catégorie des foncteurs symétriques la sous-
catégorie (non pleine) de F (") des Sym-algebres. Sym! désignera le foncteur libre : F(W —
S adjoint & gauche de oubli : S™ — F(),

Un foncteur symétrique est donc la donnée dun objet de F(™ muni d’une action
a® : Sym(G) — G. Ceci est équivalent & la donnée d'un ensemble de morphisme : {a$ :
t:(G) — G}yex, vérifiant les équations [Pi] :

(1) a? = Idgq,

(2) Pour tout 0,7 € £, a$ o t:(a%) = aS, : t: (G) — G.

En particulier, on a : a& o t;(af_l) = Idg.
Un morphisme de foncteurs symétriques est la donnée d’un morphisme f € Hom g (F, Q)
vérifiant les équations : pour tout o € ¥,,, aS ot:(f) = foal.

Proposition 2.2.2 La catégorie S est une catégorie de Grothendieck bicompléte, sous-

catégorie abélienne de F, possédant un ensemble de petits générateurs projectifs { Sym!(Pg)} peen.

De plus, le foncteur oubli préserve les projectifs, et Sym! est adjoint & droite de ’oubli.
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Démonstration : Le fait que S est une sous-catégorie abélienne de F (") et assuré par
'exactitude de Sym. De plus, Sym commutant avec toute limite et colimite, S possede
toute limite et colimite.

La catégorie F(™) posséde un ensemble de petits générateurs projectifs : {Pg}peen.
L’isomorphisme d’adjonction : Homg) (Sym!(Pg), —) ~ Hom zu) (Pg,0—) montre que
{Sym!(Pg)}peen est un ensemble de petits générateurs projectifs dans S™.

En outre, comme Sym est auto-adjoint et exact, on a un isomorphisme naturel :

Hom z) (0 Syml(PE), —) =~ Hom g (Pg,—) o Sym

ce qui montre que 'oubli préserve les projectifs.

En particulier, S™ posséde un générateur et des colimites filtrantes exactes. C’est
donc une catégorie de Grothendieck.

Pour vérifier la derniere assertion, on considere, pour chaque G dans S’ (n), une présentation
libre : Sym!(oP;) — Sym!(oPy) — G — 0, ot Py et P, sont des projectifs de S, pour
se ramener a une vérification sur les objets Sym-libres de &’ (") Celle-ci découle de Iauto-
adjonction de Sym dans F™. O

On note F>» la catégorie des algebres sur la monade standard de F : ((Z[%,]®z—), m, u),
ol m et u sont induit par la multiplication et 'unité de 3,. On désigne également par
(Z]%,]®z—) I'adjoint & gauche de I'oubli : F>» — F.

Proposition 2.2.3 Le foncteur diagonal : A}, : F) — F transforme la monade (Sym, p1,m)
en la monade ((Z[X,)®z—),m,u) et donc les Sym-algébres en (Z[L,|®z—)-algébres .

En particulier, on a un isomorphisme naturel : AXoSym ~ (Z[S,])@z—)oAk : FM) —
FEn soit pour tout G dans F™ et tout V dans E :

(Sym(G))(V,...,V) ~ Z[E,]@zG(V, ..., V)

Démonstration : Pour tout o € ¥,,, on a : t, 0 A, = A,, et donc A¥ ots = A¥. D’ou les
isomorphismes naturels en V et en G :
AL (Sym(@)(V) = @y, ALE(G) (V) = B, GV, s V) = ZIS,]02G(V, o0 V).
Par définition, un objet G de F™ appartient & S s’ est muni d’une action a
Sym(G) — G. En appliquant A, on obtient une action Z[%,|®z (A (G)) — Ak (G). O

G .

Proposition 2.2.4 (i) Le foncteur V¥ : F — F™ se factorise par loubli en un fonc-
teur : F — S, également noté VY, qui a F dans F et (V1,...,V,) dans E™ associe :
V:L(F)(Vi’ 7Vn) = F(Vl D...D Vn)

(ii) Le foncteur composé A¥ o0 : 8™ — F se factorise par Uoubli en un foncteur :
S — F=n également noté AY, qui a G dans F™ etV dans £ associe : A5 (G)(V) =
G(V,..,V).

Démonstration : (i) Pour tout o € ¥, on a un isomorpisme naturel : (3, ik © po(r)) :
Vi, — V, ot,, ol ig et pi désigne respectivement l'injection et la projection du k-ieme
facteur direct. Celui-ci induit un isomorphisme : a, : ¢t} o Vi — V. Pour tout F de F,
la fleche : @y, ao(F) : Sym(V;(F)) — V;,(F) définit alors sur Vj (F') une structure de
foncteur symétrique.

(ii) Cette assertion découle de la proposition précédente. O
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Les considérations qui précedent s’adaptent aux foncteurs s’annulant des qu’une va-
riable est nulle.

On définit '™ = ™ N F ("), la catégorie des foncteurs symétriques a n variables,
nul lorsqu’une variable est nulle. C’est également la catégorie des Sym—algebres de F '),

Soit G € 8. Comme facteur direct, II,,(G) hérite de la structure de Sym—algebre de
G, si bien que I, : F® — 7 induit un foncteur : S® — S et le carré gauche
du diagramme est completement commutatif.

c
s Frn - F
i A Colimy,,

On désigne par Colimy,, : F>» — F, ou (—)y,, le foncteur “co-invariants”. On note
encore cry, le foncteur déviation : II,,0V,,* oc: F — S’("), qui & F dans F et (V1,..., V3,)
dans £M™ associe Fy(Vi | ... | V). On désigne par S, le foncteur : Colimy, o A} o :
S'™ . F, qui a G dans &' et V dans € associe (G(V,...,V))s, .

2.2.2 Adjonctions
Proposition 2.2.5 Les foncteurs : Sy, : S F crn, forment une paire d’adjoints.

Démonstration : Par ’adjonction : (Colimy,,, c), il suffit d’obtenir une adjonction : (A¥, V),
soit pour F € F, G € &' Hom g,y (G, V;,(F)) =~ Homgs, (A (G), F).

On considere d’abord le cas ot G est Sym-libre, soit G = Sym!(G’), ou G’ € F™ . On
a alors les isomorphismes suivants :

Homgin (G, V'(F))

~ Hom zm) (G, V5 (F)) par I’adjonction (Sym!, o)

~ Homr(A:(G), F) par I'adjonction (A%, V) usuelle

~ Hom rx, (Z[3,]27(A%(G")), F) par l'adjonction ((Z[X,]®z—),0)

~ Homrs, (AL (Sym(G)), F) par la proposition 2.2.3.
Pour tout G € S'™, il existe un début de résolution : Sym(P;) — Sym(Py) — G — 0,
qui permet de déduire le cas général. O

Proposition 2.2.6 L’ adjonction précédente engendre la paire d’adjoint :
L(S,) : Ho(s8'"™) «— Ho(sF) : cip.

Démonstration : Le foncteur : cry, : sF — sS’ M) est le prolongement simplicial d’un fonc-
teur exact. Il préserve donc les équivalences faibles et les fibrations. Ceci assure I'existence
de crp, de L(S,), et de 'adjonction. O

On a les équivalences : F>n ~ F(£ x B3 A) ~ F(€; A[X,]). La catégorie F>» est donc
de Grothendieck, avec suffisament de projectifs. Par les mémes arguments que ci-dessus,
on a les adjonctions :

L(Colimsy,) : Ho(sF>") «— Ho(sF) : ¢,
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et A% o1 : Ho(sF>r) «—— Ho(sF>) : E, o V5.
En particulier, on a : L(S,) ~ L(Colims, ) o (A% 01).

Suivant [BK, p.303] ou [DHK], on peut définir la colimite homotopique :
(—)ns, = hocolims, : F*» — F, via le remplacement simplicial : soit X € sF,
(X)ns, = diag(Z[X,]®*®7X.). Le foncteur hocolimsy,, préserve les équivalences faibles,
et induit donc : hocolimy,, : Ho(F*") — Ho(F). Selon [DHK], pour tout X € Ho(F) :
L(Colimsy,,)(X) =~ hocolimy,, (X).

Proposition 2.2.7 L(S,,) est a valeur dans les (n-1)-acycliques.

Démonstration : Soient G € Ho(sS’(n)) et F € Fr_1. On a : cry(F) = 0, donc par
adjonction : [L(S,)(G),X*F]| ~ [G,X*cr(F)] ~ 0. O

2.2.3 Foncteurs symétriques polynémiaux

Définition : La catégorie des foncteurs symétriques polynomiaux de degré inférieur ou
égal & d est la sous-catégorie pleine de S : Sc(ln) =SMnF C(ln).

On forme une adjonction : (Sym! o A, i) S ]—"’(dﬂ)(c‘:”) : (crg_?l ©0), en

d+1
composant les adjonctions (Sym!,0) et (Ag_?i‘ o1, crc(li)l).

Soit ¢ sa co-unité : (Sym! o cré@f) — Id. On note smgn) le foncteur Coker(c).

Des arguments identiques a ceux employés pour la démonstration du lemme 2.1.8

montrent que smén) est un foncteur a valeur dans Sc(ln), adjoint a gauche de iq : Sc(ln) —

S,

) est sous-catégorie localisante et colocalisante de
S et Sén) et (S(”)/S(gn)) sont des catégories de Grothendieck bicomplétes. De plus,
Slgn) posséde un ensemble de petits générateurs projectifs {smén)(PE)}Eeg, et (S(")/Sc(ln))
possede un générateur projectif de la forme Td(Syml(crg_ff(P))), ot P est un projectif de
Fm,

Proposition 2.2.8 La catégorie Sc(ln

Démonstration : Avec les remarques ci-dessus, le fait que Sc(ln) est sous-catégorie colocali-

sante se vérifie de la méme maniére que pour F, dans la proposition 2.1.10. Comme S

est une catégorie de Grothendieck, S{gn) est également une sous-catégorie localisante.

Le reste de la propositon s’obtient comme la propositon 2.1.11. O

Les propriétés observées dans les propositions précédentes assurent que ces mémes
propositions s’adaptent aux inclusions : ST(:LL ), Sc(ln), pour m < d, Sc(ln) en place de S,
par restriction des foncteurs cr,(ff ) et Ag,’f)* 0 19.

En particulier, ces propositions assurent I'existence des catégories homotopiques.

L’ensemble des hypotheses considérées dans le chapitre I sont vérifiées par les situation
colocalisantes : 87(7? ) s st (resp. 87(77 ) S((in) , pour m < d), justifiant l'existence de
hS{ -acyclisation A2 (vesp. 59 et de S ) localisation 250 (resp. £ dans
Ho(sS8™) (resp. Ho(sSc(l"))).

Conformément aux notations de la section 1.2, la h&(:’ )—acyclisation et la hSq(fL1 ) localisation
de Ho(sF™) sont notées respectivement 7™ et £
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Proposition 2.2.9 Dans Ho(sS™) (resp. Ho(sSc(ln))), un objet est h&(,?)—acyclique si et
seulement s’il est isomorphe a un objet qui est en chaque degré le symétrisé d’un (m+1)-
diagonalisable. Cet objet peut étre choisit cofibrant.
Démonstration : Cette proposition découle de la proposition 2.2.8, de la méme maniere
que pour la proposition 2.1.12. O
Corollaire 2.2.10 Soient m < d et F € Ho(sS™). L’image par 6 : Ho(sS™) —
Ho(sF™) de la suite de cofibration : 2™ (F) — F — L3W(F) est la suite de
cofibration : ™ (6(F)) — 6(F) — L™ (5(F)).

En particulier, on a des isomorphismes naturels :

60 e ™Mos et 0L~ LMo5,

De plus, o refléete les acycliques.

On a un résultat similaire avec Sy~ml - Ho(sF™) — Ho(sS™).

Démonstration : Comme 0 préserve les suites de cofibrations, il s’agit de montrer que
6(AM(F)) est hFa-acyclique et que 6(Z5M (F)) est hFa)-local.

Ce dernier point releve de la définition de 87(,? .

D’apres la proposition précédente, on peut supposer que JMTZ(")(F) est un objet en
chaque degré le symétrisé d'un (m+1)-diagonalisable. C’est alors aussi le cas de 5(%;1(") (F))
qui est donc en chaque degré un (m + 1)-diagonalisable de F (™),

Enfin, en appliquant 6 & 'acyclisation Mé(")(F) — F et en utilisant le fait que o
reflete les isomorphismes, on constate que o reflete les acycliques. O

Ce corollaire justifie que 'on note par la suite £ (resp. &™) pour Z5™ (resp.
%Wsl(n)).

Corollaire 2.2.11 Soient m < d et F € Ho(sSén)). L’image par iq Ho(sS{S{n)) —
Ho(s8™) de la suite de cofibration : ™Y F) — F — L2WYUFE) est la suite de
cofibration : M (iy(F)) — ig(F) — LM (iy(F)).

En particulier, on a des isomorphismes naturels :

igo il oMW o iy et iy LW~ s o

Démonstration : Ce corollaire se s’obtient de la méme maniere que le corollaire 2.1.13, grace
a la proposition 2.2.9. Il découle également du corollaire 2.1.13 et du corollaire précédent.
O

Ce corollaire justifie que I'on note par la suite 2™ ou 2™ pour LM% et o735
ou ™ pour o754,

Toutes les considérations de cette section s’appliquent également & S’ ) ot 4 S &") , par
simple restriction des foncteurs.
2.2.4 Foncteurs symétriques multilinéaires
Définition : Les objets de S’ ™) de degré n sont dits multilinéaires.

On désigne désormais par .4, la hS’ ;”)-localisation (ou multilinéarisation homoto-

pique) gén) de Ho(sS’(n)) (resp. Ho(sS’fi"))).
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Soit G € &'™. A I'unité de I'adjonction (A crp) : uoq 1 0G — (cry o AY)(0G),
de ]-"(n), correspond, par I'adjonction (Sym!, o), le morphisme de s Sym(G) —
(crp o AZX)(0G).

Lemme 2.2.12 (i) On a un isomorphisme : Sy o Sym ~ A¥ : F) — F| soit, pour tout
G dans F™ et tout V dans & :

(Sym(G)(V,...,V))s, ~G(V,...,V)

(ii) Pour tout foncteur G multilinéaire, le morphisme ci-dessus est un isomorphisme :

Sym(G) =~ (cry o A%)(G).
Démonstration : (i) Par la proposition 2.2.3, on a :

Sn(Sym(G))(V) ~ (Z[Z,]@2G(V, ..., V))s, — AL(G)(V)

(ii) Soit (V1,..., Vi) € E™. D’apres la proposition 2.1.3, on a :
GV, .y Vi) = G(VA, oy Vi 1,0) 8 G(O, ..., 0, V) @ erS (G) (VA ..., Vi1, 0), (0, ..., 0, V),
et donc : G(V4,..., V) ~ crén)(G)((Vl, ey Vie1,0), (0, ...,0,V4,)) car G € S,

En utilisant récursivement la proposition 2.1.3, sur la premiere variable du foncteur
er™, k <n, on obtient : G(VA, ..., Vi) =~ eri (G) (11,0, ..., 0), ..., (0, ..., 0, Vin)).

D’autre part, G € S’;”) et donc crg_fl
pour V2 e &™ j=1,...n+1:
(G (VY ..., VL VgVl o oG (VY . Ve VM @er( (G (VD ., Vit v,

Par récurrence, les deux remarques qui précede impliquent ’isomorphisme, naturel en

V1,0, Vo) €&
@feEnd(n)G(Vf(l)’ s Vi) — G(@Vi, .., ©V;) = (V}, 0 A7)(G)

ou End(n) désigne I’ensemble des endomorphismes de {1, ...,n}.
Si f & Xy, il existe ¢ & Im(f), donc tel que : €;(t}(G)) = t3(G). D’ou 1L, (13(G)) = 0,
et I'isomorphisme voulu s’obtient comme facteur direct du précédent. O

(G) = 0. A nouveau la proposition 2.1.3 donne,

Proposition 2.2.13 [Pi/ La paire d’adjoints (Sy,cry) se restreint en une paire d’ad-
joints :
Sp: 8 Fp i orp.

De plus, lunité : Id — (cry 0 Sy) est un isomorphisme.

Démonstration : La proposition 2.1.4 donne : (AX)~1(Fy) = fén), et implique donc la
restriction de 5,, et de cr,. Pour tout G multilinéaire, on a un diagramme commutatif :

Sym(G) —— (crn 0 5n)(Sym(G))

(ern 0 A3)(G)

ou les fleches verticales sont induites par les isomorphismes du lemme précédent. On
conclut alors en utilisant un début de résolution : Sym(Q) — Sym(P) — G — 0, et
lexactitude & droite de (cry, 0 Sy,). O
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2.3 Fibres de localisations

Le but de cette section est d’obtenir une identification des fibres de localisations d’un
foncteur (théoreme 2.3.5).

2.3.1 Plongement

Lemme 2.3.1 Pour tout hS'™-local G de Ho(sS'"™), lunité d’adjonction :
ug : G — (crp 0 L(Sy))(G) est un isomorphisme.

Démonstration : On peut supposer G cofibrant. Le diagramme de la démonstration de
la proposition 2.2.13 (ci-dessus) est défini également pour G € sS’ M §i G est hS’gL")—
local, 'exactitude de Sym assure que le morphisme : Sym(G) — (cr, o A%)(G) est
une équivalence faible. Il en va donc de méme de I'unité ugym,(q) : Sym(G) — (ery o
Sn)(Sym(G)), ce qui montre 1’énoncé pour les objets Sym-libres et (S’gln))—locaux de
Ho(sS'™).

On considere la résolution bisimpliciale Sym®(G) € 28’ (n), produite par le cotriple
Sym! o 0, et on note D(Sym*(G)) I'objet simplicial diagonal associé. Pour tout ¢ € N,
I'augmentation : eg, : Sym®(Gy) — G, est une équivalence faible [W, p.282] entre
cofibrants, donc une équivalence d’homotopie forte de sS’ (M), Cest alors aussi le cas de
(crn 0 Sp)(eq,)- Les fleches horizontales du diagramme commutatif sont induites par les

augmentations des résolutions monadiques, via la diagonale, et sont donc des équivalences
faibles :

G

D(Sym*(G))

uG D(uSym' (G))

(crp 0 Sp)(G) <— D((ery 0 S,)(Sym®(G)))

Par les suites spectrales de diagonales, le morphisme : 7. (D (ugyms())) est 'aboutissement
de morphismes : E} , = m.(SymP*(G)) — E} , = m.((crn 0 Sp)(SymPT1(G))), qui sont
des isomorphismes d’apres le début de la démonstration. O

Proposition 2.3.2 La (n-1)-acyclisation : 9,1 — Id et la co-unité : ¢ : (L(Sy)octy,) —
Id sont isomorphes sur la sous-catégorie des hJFy-locauxr de Ho(sF).

Démonstration : Soit X dans Ho(sF). Suivant les considérations du chapitre I, il suffit de
vérifier que la co-unité cx est la (wF,_1)-colocalisation.

D’une part, d’apres la proposition 2.2.7, (L(S,,) o cf,) est a valeur dans les (n — 1)-
acycliques.

D’autre part, cx est un (7wF,_1)-isomorphisme si et seulement si ¢7,(cx) est un iso-
morphisme. Or, par I’exactitude de cr, et la proposition 2.2.13, si X est hF,-local, alors
e (X) est (hS’gLn))—local. Par le lemme 2.3.1, ., (x) est un isomorphisme de HO(SS’(")),
et comme :

Id = (cFn(cx) © Ues,(x)) : €Fn(X) — (cFn 0 L(Sy) 0 cFn)(X) — cin(X),

crn(cx) est alors un isomorphisme. O
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Remarque : Si F € Ho(sF) est hF,-local, la suite spectrale d’hyperhomologie associée
a L(Sy) [W, p.148], s’écrit :
Tprq(n-1(F)) <= Eg,q = Hq(zmcrg(ﬂp(F)))-

Théoréme 2.3.3 Soit X,Y dans Ho(sF), X hF,-local et hF,_1-acyclique. Le foncteur

ety Ho(sF) — Ho(sS’(”)) induit un isomorphisme :

Cfn(X,Y) : [Xv Y] — [Cfn(X)’Cfn(Y)]

En particulier, la paire (L(Sy,), cfy) se restreint en une équivalence de la catégorie des
hFy,-locaur et hF,_1-acycliques de Ho(sF) avec la catégorie des multilinéaires homoto-
piques de HO(SS’(")).

Démonstration : La composée : [X,Y] <% [c(X), cin(Y)] = [(L(Sy) o ¢in)(X),Y] est
égale au morphisme induit par la co-unité : cx : (L(Sp)ocip)(X) — X. La fleche ¢y, x y)
est donc un isomorphisme pour tout Y si et seulement si cx est également un isomorphisme.
Or, sous I’hypothese : X hJF,-local, cela équivaut, par la proposition 2.3.2, & : X hF,_1-
acyclique. O

2.3.2 Compatibilité de la déviation et de la localisation

Proposition 2.3.4 Soient m,n appartenant a N et F' dans Ho(sF). L’image par ciy, :
Ho(sF) — Ho(sS'™) de la suite de cofibration : L (F) — F — L (F) est la suite
de cofibration : G\ (cFn(F)) — cin(F) — L (¢ (F)).

En particulier, on a des isomorphismes naturels :

CTp © Gy =~ Jz%,ff‘) ocr, et crpo Loy .,f,sLn) o CTy,.

Démonstration : Comme ci, préserve les suites de cofibrations, il s’agit de montrer que
CFn (i (F)) est hS'M-acyclique et cip hS'™M-local.

La proposition 2.1.4 et I'exactitude de cr,, assure que crp,(X)(Z,(F)) est bien hS’ $,7;)-
local.

Soit A un hJF,,-acyclique. Par la proposition 2.1.12, A peut étre supposé (m + 1)-
diagonalisable en chaque degré. Par la proposition 2.1.4, on a : cr,o0A}, | ~ Ag:l*locrr(lm+1),
(n)

ce qui montre que cry,(A) est (m + 1)-diagonalisable en chaque degré dans sF"*". Comme

(n)

Poubli reflete les acycliques, ¢y, (A) est un hS',-acyclique. O

Selon les notations du chapitre I, le foncteur .%,, désigne la fibre de la transforma-
tion naturelle .Z, — .£,_1 de Ho(sF). Le foncteur multilinéarisation homotopique est
noté .#,. Le foncteur S, associe & G dans F™ et V dans £ le module S,(G)(V) =
(G(V;...,V))s, La n-itme déviation cry,(F') d’'un foncteur F' de F est noté F(,).

Théoréme 2.3.5 [JMcC2] Pour tout F' dans sF et V dans &, il existe un isomorphisme
naturel en F' et en V' :

Fn(F)V) = (M (Fi) ) (Vo V)i, -

Démonstration : En utilisant les isomorphismes des proposition 2.3.2 et 2.3.4 , on a :
Fn = 1 0Ly, = L(Sy) o cip o %, ~ L(Sy) o My 0 ciy. O

Corollaire 2.3.6 Pour tout X,Y € Ho(sF), on a un isomorphisme :

~

(Fn(X), Y] — [Mp(cFn(X)), cPn(Y)].
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Démonstration : Le résultat découle directement des théoremes 2.3.3 et 2.3.5, et de ’ad-
jonction (L(Sy,),cfy). O

Les énoncés de cette section sont également vérifiés si on remplace les catégories
Ho(sF) et Ho(sS'™) par, respectivement, Ho(sF,) et Ho(sS’Eln)).
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Chapitre 3

Fibres de localisations et modules
simpliciaux

La premiere section est constituée de rappels concernant les modules simpliciaux. La
deuxieme section fait le lien entre les foncteurs symétriques et les ¥,,-modules simpliciaux.
Dans les troisieme et quatrieme sections, on relie la catégorie homotopique des foncteurs
symétriques a celle de certains modules simpliciaux.

A compter de ce chapitre, A est un anneau commutatif.
On utilise les considérations du chapitre précédent dans le cas ou £ est la catégorie des
A-modules libres de rang fini.

3.1 Modules simpliciaux sur un anneau simplicial

3.1.1 Rappels

On désigne par Mody la catégorie des A-modules et par Mody, la catégorie des
A[¥,]-modules. Si M, N € Modsy,,, on considere M@4N et Homa(M,N) comme des
A[¥,]-modules via l'action diagonale. La catégorie Mody,, est ainsi munie d’une structure
de catégorie monoidale symétrique fermée (Mods, , —®@s—, Homa(—, —)).

Soit sMody,, la catégorie des A[%,]-modules simpliciaux Le bifoncteur Mapa(—,—) :
sMods,, x sMods,, — sMods,, est défini par : Mapa (M, N) = Homgpod, (M @ A®, N),
muni de laction diagonale. La catégorie sMody, possede également une structure de
catégorie monoidale symétrique fermée (sMods,, , —®@4—, Mapa(—,—)).

De plus, sMody,, (resp. sModa) possede la structure de catégorie de modele fermée
usuelle (cf. Ch I).

On appelle anneau simplicial un objet monoide dans sModsy,,. Soit R un tel anneau
simplicial : on note T, le triple associé. La catégorie des R-modules simpliciaux (& gauche),
notée sModsy, (R), désigne alors la catégorie des Tr-algebres, et on a une adjonction :
Tr : sModsy,, < sMods,,(R) : o.

D’apres [SS, p.15], sMody,, (R) possede une structure de catégorie de modele fermée.
L’objet chemin requis ést donné par : Mapa(A[A'], —). Les fibrations et les équivalences
faibles de sModsy,, (R) sont celles de sMody,, via l'oubli. Les cofibrations sont les mor-
phismes possedant la propriété de relevement a gauche par rapport aux fibrations triviales.
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Comme dans sMods,,, tous les objets de sModsy,, (R) sont fibrants. Avec ces structures,
l’adjonction (T'r,0) induit une adjonction :
L(Tg) : Ho(sMods, ) < Ho(sMaody, (R)) : o.

On note Hompx (M, N) 'ensemble des morphismes dans sModsy,, (R).

Via l'oubli, R est aussi un anneau simplicial de sMod 4. On note sMod 4(R) la catégorie
des R-modules simpliciaux et Hompg(M, N) 'ensemble des morphismes. Si M et N ap-
partiennent a sModsy, (R), Homgr(M,N) hérite d’une action (diagonale) de ¥, et on a
un isomorphisme : Hompg(M, N)*" ~ Homps (M, N).

On a un produit tensoriel : (—®g—) : sModa(R) x sModa(R) — sModa. Pour
tout R-module & droite N, on a une adjonction : (—®grN) : sModa(R) «—— sModa :
MapA(N’ _)‘

La structure de catégorie monoidale symétrique de Mods,, s’étend a la catégorie Gry,,
des A[X,]-modules N-gradués. Si II est un anneau de Gry,,, on note Gry, (II) la catégorie
des II-modules (7ir-algebres).

Les groupes d’homotopie définis sur s Mody,, induisent un foncteur m, : sMody,, (R) —
Grs, (.(R)).

3.1.2 Suite spectrale d’Adams
Dans cette section, on note : m, pour m.(R), grams la catégorie Gry, (7,) et on pose :
MapRz(—, —) = Hong(— ® A°, —).
Les spheres de sMody,, (R) sont définies par [Q, 11.6.12] :
RST = A[%,] ® Coker(R® A[AY] — R® A[AY)
~ Coker(R ® A[X,][AY] — R ® A[L,][A]).
On a 7. (RSY) ~ A[X,] ® ¥i7,.

La catégorie grym, est une catégorie abélienne avec un ensemble de générateurs pro-

jectifs : {m(RSY)}qen.

Proposition 3.1.1 Soient M, N € sMods, (R). Il existe une suite spectrale a deuzs qua-
drants :

Ey™" = Extgrgn, (me(M), m(N)) = [M, $*N]
de différentielle d, de bidegré (r,1 —r), qui converge lorsque m,(N) =0 pour * > 0.

Démonstration : Par [Q, 11.6.15], il existe une résolution de M :
=P, —->P,1—--—>P—>PFP—M—0

telle que : Ko = M, Kqp1 = Ker(P, =t K,) avec uq et m,(uq) surjectifs, et m,(P;) module
gradué libre de grym,. Les suites exactes longues de cohomologie associées aux suites
exactes courtes : 0 — Ky — Py % K, — 0 induisent un couple exact : (s €N, t € Z)

pstli=l L pst pst— [k, SIN]
1 Est = [P, SN
D+t E o pst g=jok:(1,0)

Avec les notations de la proposition 3.2 du chapitre 1 (cf. [McC, p.39]) :
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Pour r > s, By' = j(Ker(i"! : D% — Dt"1)) est indépendant de r, donc : EZ ~
Limr>sEf’t. D’ou la suite exacte courte :
0— Ds’t/(Ker(is - DSt DO,tJrs) +Z‘(Ds+1,t71)) _ Ecé;gf
— (M Im (" : D=L DSHLO) A Ker(i : DS™1 — DSty — 0

Soit la filtration de D% = [M,X!N] : U5 = Im(D%!=5 — DO,
et Kj = Ker(D*'=% — DUt).
Ceci donne : \Ilf/‘lff+1 ~ D38 [(KP + Z’(Ds-f—l,t—s—l)).

Avec I’hypothese : m.(N) = 0 pour * > 0, la filtration est finie et on a :
(NG Im(i" . DsPIAnt=L o DstLOY A Kep(i: DL — DSt ~ 0,
dot : EZ ™ ~ W3 /w5t

D’autre part, Ey = [Ps, X'N], et la surjectivité de m,(u,) entraine que la suite exacte :
o T(P) = T (Po1) — - = i (P1) — m(Po) — me(M) — 0

est une résolution libre dans grsm,. Par construction, Ps ~ @, RS™ dans Ho(sMaods,, (R)).

On a les isomorphismes :
E} ~ [@, RS™,%N] ~ [[; mo(Mapgs(RS™, XIN)) = [, 7n, (BN)

= Hz Homgrzm (ﬂ-*—ni(A)v W*(EtN)) = HomgTEW* (@z ﬂ-*—m(R)’ Etﬂ-*(N))
EPY ~ Hom?, . (m.(Py), me(N)).

gre T
Ces isomorphismes font correspondre & d; = jo k : [Ps, 2'N| — [Ps_1, X' N] I'image par
Hom! (—, m«(N)) de la composée : 9 : Py *% K — P_.

greTx

Dot : By* = Extyior. (m.(M), m(N)). O

3.2 Foncteurs symétriques et Y,-modules

Soit le foncteur X : (F)" — S qui, au n-uplet (F1, ..., F;,) associe le foncteur :
(Er, ... Ep) — F1(E)®..QF,(Ey,).
Par restriction, on a un foncteur de (F)" dans S§'™_On note F= le foncteur FIX...XF,
avec n facteur.

Soit P = Ker(Py — Py) (cf. Ch II). On note : A" le foncteur n-iéme puissance
exterieure, TX" pour Id™" et T™ = A% (T™") le foncteur n-itme puissance tensorielle.
Dans S'™, on a les isomorphismes [Pi] : erp,(P) ~ P&, er,, (T™) ~ Sym(T="), erp (A™) ~
sgn@T®" o sgn est le ¥,,-module A muni de Paction signature (la stucture symétrique
est précisée au paragraphe 3.2.3).

Le corollaire 1.9 du chapitre II donne un isomorphisme de F’ ) crn(mg(P)) ~
m&n) (crp(P)). On muni m((in) (PXn) de la structure de foncteur symétrique rendant cet

isomorphisme symétrique.

3.2.1 Aspects discrets

Soient F,G € S’ En utilisant les structures symétriques de F' et (G, on définit un
ensemble d’automorphismes de Hom £, (F,G) : {mg’G}oezn par :
F
mEC = (), ot 0 (aF )"

Hom]:/(")(F7 G) - Hom]:/(n) (tZ—l(F)7 G) — Hom]_.,(n)(F, tj;(G)) - Hom]:/(n) (F, G)
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Proposition 3.2.1 [Pi] Soient F,G € S'™  Les morphismes {mg’G}Uegn sont des trans-

formations naturelles en (F,G) € S « '™ qu A-module Hom i) (F,G) dans lui-

méme, qui le munissent d’une structure de A[Y,|-module, compatible avec la composition.
De plus, on a un isomorphisme naturel : (Hom ,u) (F, Q) ~ Hom g, (F,G).

Démonstration : On remarque avant tout que 'on a les égalités suivantes :
mEC = (a§) ot 0 (). = (%), o (t5(aF-1))* o £ = (t5(aF-1))* 0 (a€) o 5.

o—1

On montre que les automorphismes : {mf’G}aegn constituent une action de %, sur
Hom ) (F, G).
D’une part, pour c =1, on a : mf’G = Id. D’autre part, on a :
mo @ om = (aS). o (th(al_)) o th o (aS). o (ti(al,))* o t:
= (aF)« o (ty(al1))" o (t5(af))x o (t5(t5(al1)))* oty o 8
= (ag o t5(af))s o (ty-(a]y) o ty(al1))" oty

= (a’g{r)* o t:’T(af—l © t;k-—l (ag—l)) © t:;‘r

= (agT)* © t:’T ° (CL{(;T),l)*
G FG G
Mg OMr = Mgor

On vérifie que l'action est donc bien compatible avec la composition. Soient f €
Hom z,(n)(F,G) et g € Hom z,m) (G, H).
mg (g o f) = ((af)* o (t(al_1))" o t3)(g 0 f)
= all oti(g) oty (f) ots(al 1)
= all ot}(g) o t5(al ) 0 aF oty (f) o ty(al )
mg (g f) = m5"(g) o mz®(f)

La derniere assertion ce montre comme suit. Un morphisme f € Hom z,m) (F,G) est
un morphisme de foncteurs symétriques si et seulement si, pour tout o € ,, : aS ot (f) =
foal. Cest équivalent & :

f=aSoty(f)ots(al ) = ((a§). ot} o (al))(f)f =msC(f),
soit : f € (Hom g (F,G))>".

Pour vérifier la naturalité, on considere g € Homgwm (G, @), et la fleche induite :
gx : Hom 2,y (F, G) — Hom ,n) (F, G").

F.G / G
geomEC = (goa€).otsoal , = (al'ots(g))wotsoal , = (al).otiog.0al , = mb og.
Des égalités similaires pour la variable contravariante acheévent de vérifier la naturalité

annoncée. O

Proposition 3.2.2 Pour tout G € S’("), on a un isomorphisme Xy, -équivariant :
Hom o) (PX",G) ~ A%(G)(A).
Démonstration : En composant l'isomorphisme de I’adjonction (cry, AY) et I'isomorphisme

de Yoneda, qui sont équivariant, on obtient :
Hom gy (PP, G) ~ Homz (P, A(G)) ~ A%(G)(A), D

3.2.2 Aspects simpliciaux

La catégorie sS’ () (resp. sF' (")) possede une structure de catégorie de modele simpli-
cial fermée [Q]. En particulier, on a un foncteur : Map, g/ ) : 58 x 8™ s s Mod,
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vérifiant I'axiome S.M.7 , explicitement : Map_g ) (F,G) = Hom g, (F' ® A, G). On a
une composition : o : Map g (F,G) ® Map, g (G, H) — Map g (F, H).

On peut définir un ensemble d’automorphismes de Map, ) (F,G) : {mf’G}aezn de
la méme maniere que dans le paragraphe précédent.

Proposition 3.2.3 Soient F,G € sS8'" ™ Les morphismes {mg’G}gegn sont des transfor-
mations naturelles en (F,G) € (35’("))010 x s8'"™ du A-module simplicial Map, g (F, G)
dans lui-méme, qui le munissent d’une structure de A[X,]-module, compatible avec la com-
position.

De plus, (Map, zw) (F, G))>n ~ Map g (F,G). O

3.2.3 Foncteurs symétriques multilinéaires

Le foncteur de F™ dans Mod, défini par : F + A% (F)(A) induit un isomorphisme
entre les catégories fén) et Mod,. On identifie ces deux catégories.

Pour M € Mody, on a, pour tout o € %, : t5(M) = M, et donc Sym(M) ~
Z[%,]®7M, ce qui permet d’identifier Sén) et Mody,, .

Soient F, G € 8™ Le foncteur F @ G est muni d’une structure de foncteur symétrique
diagonale donnée par le morphisme : a"®% : Sym(F @ G) — F ® G induit par af" ® a© :
BFG) =t(F)oti(G) — F®dG.

On définit la paire de foncteur :

M™) :S/;n) «—— Mody, : T™  (resp. Min) S Mody,, : TJ(:L))
par :

M™(F) = Hom g, (T®", 0F) et  TMW(M) = (M & T™).

(resp. M\ (F) = Hom ) (PR, 0F) et T (M) = (M ® PEY).

Proposition 3.2.4 La paire (T™, M™) (resp. (T_E_n), _s_n))) est une paire d’adjoint.

Démonstration : Soient M € Mody,, et G € 8’7(1”). Pour tout L € £", la proposition 3.2.1
et ’évaluation en L munissent Hom (T®"(L), G(L)) et Hom (M @ T®*(L), G(L)) d’une
action du groupe symétrique, et on vérifie que I'isomorphisme d’adjonction :

Homa(M @ T®(L),G(L)) ~ Homa(M, Homa(T®*(L),G(L)))
est Y,-équivariant. Celui-ci induit un isomorphisme équivariant :

Hom gy (M @ T%" G) ~ Hom (M, Hom gz, (T%", Q).
En prenant les co-invariants, on obtient :

Hom g,(n)(M ® %" @) ~ Homsy, (M, Hom z/n) (T®",G)). O

Par la proposition 3.2.2, on a, pour tout G € S’Eln) : Mj(Ln)(G) ~ MM (G) ~ AL (G)(A).

Proposition 3.2.5 [Pi] L’adjonction : T : Mody, «—— 8’7(1") . M) constitue une
équivalence de catégorie.
Démonstration : Soit G € S g”). Par multilinéarité, la co-unité cg est un isomorphisme si et
seulement si A* (cg)(A) en est un également. Par I'isomorphisme : M (cq) ~ A% (cq)(A),
et comme : upsm) g © M®™ (cg) = Idysm) (), on est ramené & montrer que pour tout
M € Modsy,,, 'unité ups est un isomorphisme. Or :

(M®) o T (M) = Hom g,y (T®", M @ T®) ~ Af (M @ T®")(A) ~ M. O
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3.3 Plongement

Soit P — Q™ une hS’;”)—localisation de PE" dans Ho(sS'™) tel que Q™ soit un
cofibrant de sF'™. En particulier, Q) ~ My (PP). Un tel morphisme existe bien, car
on peut prendre Q™ cofibrant dans sS’ () et I'oubli préserve les cofibrants.

Via l'oubli, c’est également une F'-localisation de P dans Ho(sF'™). Comme
PP et cofibrant dans s7'™ , cette localisation peut étre représentée par un morphisme
de sF'™.

On note R™ = M aps]_./(n)(Q("), Q(")). Au vu du paragraphe précédent, R(™ est un
anneau de sMody,, , et, pour tout G € 3.7-"'("), Mapsj_.,(n)(Q(”),G) est un R"™-module &
gauche.

Définition : On note M le foncteur : Mapsf/m)(Q(”), 0—): 58§ sMods, (R™).

L’anneau simplicial R = M apsf/m)(Q(”), Q™) peut étre considéré comme un mo-

noide de s8'™. Ceci munit Q™ d’une stucture de R™-module & droite.

Définition : Le foncteur : 7 : sMody, (R™) — s8'™ | est définit, pour tout M €
sMods, (R™), par :

TW(M) = M& pny Q™ = Coker(M @ R™ @ Q"W — M o Q™) |
avec l'action diagonale sur le produit tensoriel.

Lemme 3.3.1 Les foncteurs M™ : F — Maps]_.,m)(Q(”), oF) et T™ : M+ M® g Q™
forment une paire d’adjoints (T, M™).

Démonstration : Soient M € sModgn(R(”)) et G € s8'™. Pour tout L € E™, la proposi-
tion 3.2.3 et Pévaluation en L munissent Hompod,, (M® poy Q™ (L), G(L)) et
Map(Q™(L),G(L)) d’une action du groupe symétrique, et on vérifie que l'isomorphisme
d’adjonction :

Homgptod, (M® e QU (L), G(L)) ~ Hom gy (M, Map4(Q™ (L), G(L)))
est X,-équivariant. Celui-ci induit un isomorphisme équivariant :

Hom]:/(n> (T(n) (M)v G) = HomR(n) (M7 M(n) (G))
En prenant les co-invariants, on obtient :

Homg,y(T™ (M), G) = Hompnys,(M, M™M(G)). O

Proposition 3.3.2 La paire d’adjoints (T(” ")) mduit une adjonction :
L(T™) : Ho(sMods, (R™)) s Ho(sS'™) : M.

Démonstration : Comme Q™ est cofibrant, on a :

T (M (n)) = F*(Maps_']:/(n) (Q(n)a O_)) = [Q(n)a Q*O_]'
Le foncteur M préserve donc les équivalence faibles, ce qui assure existence de M (™).
Par ailleurs, & nouveau car Q™ est cofibrant, ’axiome S.M.7 montre que M (™ préserve les
fibrations et les fibrations triviales. Ceci implique I’existence de L(7T ™) et de 'adjonction.
O

Lemme 3.3.3 Le foncteur L(T™) est d valeur dans les hS’gn)—loca,ux.

44



Démonstration : Soit M un cofibrant de sMods,, (R™). Tl suffit de vérifier que 7™ (M)
est hFy-local, soit 17)7(1721(7 (")(M)) est faiblement équivalent & zéro.

Or, on a un isomorphisme : [)7(;:_)1(M®R<n)@(”)) ~ M®R(n>l~)7(:_?1(@(”)), le foncteur
(M® pny—) préserve les équivalences faibles, et Q" est hF,-local. O

Lemme 3.3.4 Soit G hS’,(ln)—local. Le morphisme PB* — Q) induit une équivalence
faible naturelle et ¥, -équivariante : M (G) = Map /) (QM, @) — Map /) (PX @).

Démonstration : Comme P®" et Q(™ sont cofibrants, le morphisme :

W*(Maps]-"(n) (Q(n)7 G)) - W*(Mapsf’(”) (plZn’ G))
est isomorphe au morphisme : [Q, 0*G] — [P®*, Q*G]. La fleche P — Q™ étant
une hS’ gl")—localisation, et G hS’fzn)-local, ce dernier morphisme est un isomorphisme. O

Théoréme 3.3.5 Soit X,V € Ho(sS'™), X hS'™-local.

n

Le foncteur M™ HO(SSl(n)) — Ho(sMods, (R™)) induit un isomorphisme :
ME ) X Y] 5 MO (0, MO ()]

De plus, la paire (L(T™), M™) se restreint en une équivalence de la catégorie des mul-
tilinéaires homotopiques de HO(SS/(n)) avec la catégorie Ho(sMaods, (R™)).
VIG)

) . , XY) [ A5(n) ~((n) (") Yo A ()
Démonstration : La composée : [X,Y] — " [M"(X), M"(Y)] = [(L(T'")oM"™)(X),Y]
est égale au morphisme induit par la co-unité : cx : (L(7™) o M™)(X) — X. La fleche

~(n)
Mxy) :
D’apres le lemme 3.3.4, il est équivalent de montrer que M) (cx) est un isomorphisme.
Comme l'adjonction (L(T™), M(’i)) donne : ) )

Id = (M™(cx) 0 u g x)) : MM (X) = (M™ 0 L(T™) 0 MM)(X) — M™(X),
on est ramené & vérifier que, pour tout M € sMods, (R™) cofibrant, I'unité d’adjonction :
upr : M — (M o TM) (M) est une équivalence faible.

On a un diagramme commutatif :

est donc un isomorphisme si et seulement si cx 'est également.

~ M oy Map iy (Q, QM) —+ M® oy Map, ) (PF", QM) — M@ g A%(QM)(A)

% ~

Map o (Q, M® oy QM) —= Map i) (P, M@ iy Q) — A%(M® ey QM) (A)

Le carré de droite est constitué d’isomorphismes, les fleches horizontales provenant essen-
tiellement des isomorphismes de Yoneda (cf. proposition 3.2.2). Les fleches horizontales
du carré central sont des équivalences faibles par le lemme précédent (3.3.4), et car M est
cofibrant pour la fleche du haut. L’unité u,s est donc équivalence faible. O

Corollaire 3.3.6 La sous-catégorie pleine de Ho(sF) formée par les foncteurs de la n-

ieme fibre (i.e. : n-locauz et (n—1)-acycliques) est équivalente a la catégorie Ho(sMods, (R™)).
O
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3.4 Cas des foncteurs polynomiaux

A Tinstar du plongement considéré au chapitre II, les considérations des sections
précédentes s’adaptent au cadre des foncteurs polynomiaux de degré inférieur ou égal
ad.

Soit m((in)(P&”) — Q4 une hS'™-localisation de m((in)(P&”) dans Ho(sS’&n)) tel que
Q™D soit un cofibrant de S]:’Eln). En particulier, Q%) ~ ///n(mgln)(P®”)).

On note R4 = Mapsj_.,(n) (Q("’d), Q(”’d)). A nouveau, R% est un anneau de sMods,,,

d
Q9 @) est un R"™D-module.
e QD o) : 58" — sMody, (RM™).

Considérant R™® = M apsf,m)(Q(”’d), Q%) comme un monoide de sS’ Ein), celui-ci
munit Q" d’une stucture de R™-module & droite.

On définit un foncteur 74 : sMods, (R™9) — sS’Eln), en posant, pour tout
M € sMods, (R™D) : T0D (M) = M& pn.a) Q™% avec action diagonale sur le produit
tensoriel.

et, pour tout G € sF'™ MGPSF&M

On note M™% le foncteur : Map

Théoréme 3.4.1 Soit X,Y € HO(SS/&H)), X hS'™-local.

n

Le foncteur M4 HO(SS’(S”)) — Ho(sMods, (R™)) induit un isomorphisme :
- n,d ~ ~“(n ~“(n
MG, X Y] 25 0D (0, MO (Y]

De plus, la paire (L(T™D), MDY se restreint en une équivalence de la catégorie des
multilinéaires homotopiques de Ho(sS’Eln)) avec la catégorie Ho(sMods,, (R™%)). O
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Chapitre 4

Quelques calculs

Dans un premier temps, on rappelle une construction particuliere de la linéarisation
homotopique, nommée stabilisation. On ['utilise ensuite pour expliciter, dans le cas du
corps o, quelques algebres et modules définis dans le chapitre 3.

Dans ce chapitre, 'anneau A est un corps commutatif.

4.1 Préliminaires

4.1.1 Stabilisation

On rappelle dans cette section une construction décrite dans [FS].

Soit le foncteur B : sF' — sF’ obtenu en précomposant par la suspension de 1'iden-
tité : BF = F o XI. Pour tout entier n, on a un morphisme : ¥B"F — B"1F. Comme
I'unité de I’adjonction (3,) est un isomorphisme, en appliquant le foncteur Q"' & ce
morphisme, on obtient le systeme :

F—-QBF — ... - Q"B"F — Qufiprtlip ...

Définition : Le foncteur stabilisation st : sF' — sF’ est défini par : st(F') = Colim, Q2" B"F.

Ce foncteur préserve les degrés et se restreint donc en : st : sF' g — sF'4. Le foncteur
stabilisation préserve les cofibrants, les suites exactes, et induit en particulier un foncteur
st: Ho(sF') — Ho(sF') (vesp. st : Ho(sF'q) — Ho(sF'y)).

Théoréme 4.1.1 [FS] La transformation naturelle de Ho(sF') (resp. Ho(sF'q)) : F —
st(F) est la linéarisation homotopique, i.e. : la hF'y-localisation Ay. O

On note 75 (F') pour m.(st(F))(A). Il est également indiqué dans [FS] que pour n > k,
i (st(F)) =~ Tpqn(B"F).
4.1.2 Constructions d’objets “spheres”

Le foncteur stabilisation fournit des modeles d’objets locaux permettant de définir les
anneaux simpliciaux et catégories de modules considérés au chapitre 3 (dont on reprend
les notations).
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On pose : Q) = st(P) et QUY = st(my(P)). Comme le foncteur stabilisation
préserve les cofibrants, QM) et Q% sont bien cofibrants, respectivement dans sF’ et
sF'4. Le théoréme 4.1.1 assure que se sont les localisés requis.

On pose également : Q) = (Q(l))gn. Ce choix est justifié par la proposition 4.2.1.

Comme dans le chapitre 3, on note : R(™) = Map(Q("), Q(")) et R(md) = Map(Q(”’d), Q(”’d)).
On note les A[¥, ]-algebres graduées : A = 7, (RM), A, = AW et A™D = T (RD).

4.2 Produit tensoriel et multilinéarisation homotopique

On désigne encore par ., (resp. Wfln)) la localisation (resp. acyclisation) par rapport
aux multilinéaires dans Ho(sF'™).

Proposition 4.2.1 Soient (Fy,--- ,F,) € (F)" et, pour tout i =1, ...,n, la linéarisation
homotopique :n; : F; — M1\ (F}). La fleche : Rn; : FiX - -RE, — 1 (F1)RX--- XA (F,)
est la hF'™ -localisation dans Ho(sF'™).

En particulier, on a un isomorphisme : My(F1R - -XF,) ~ 4 (F)X - KA (F),).
Démonstration : 1l faut montrer que 41 (F)X---X.#1(F},) est h]:’;n)—local et que Xn;
est une hF'™-équivalence.

Par exactitude du produit tensoriel, on a un isomorphisme de Kunneth :

7o (M (F))R R (F)) = 7o (M (FL))R - - R (M (F)).

Ceci assure que 1 (F1)X - - K., (Fn)) est hF'"™-local.

Pour montrer que Xr; est une hF’ 5[‘ -équivalence, il suffit, par composition, de montrer

que chaque :
[ARyRId : (RG24 (Fy))RER (G 41 Fy) — (240 (Fy)RA (F)R(G_ 4, F)

(n—1)

est une h}"/;”)-équivalence. Soient F' dans sF' et G dans sF’ . Par exactitude du

produit tensoriel, on a une suite de cofibration :
A (F)IXG — FXG — M1(F)XG

et on est donc ramené & montrer que %7 (F)XG est hF’ Sln)—acyclique. Par récurrence sur le
squelette, il suffit de vérifier que @4 (F)XG est hf’,(ln)—acyclique en chaque degré. Or,
comme &7 (F) peut-étre supposé diagonalisable en chaque degré, o7 (F)XG peut-étre
supposé dans 'image du foncteur (Ag x Id)*. En utilisant la paire d’adjoints ((Ag X
Id)*, 11,41 o (Vg x Id)*) considérée au chapitre 2 (proposition 1.3), les arguments de la
démonstration de la proposition 1.6 du chapitre 2 assurent que 27 (F)XG est bien hF’ 7(1”)—
acyclique. O

Remarque : La proposition ci-dessus implique en particulier que : P — (QM))¥" est
est une hS’;n)—équivalence, soit (QUW)Er = #,(P®r) dans Ho(sS'™). En effet, d’apres
le corollaire 2.10 du chapitre 2, le foncteur oubli reflete la localisation. Comme (Q(l))&"
est cofibrant, ceci justifie le choix Q™ = (QUM)®" fait & la section 4.1.2.

Corollaire 4.2.2 On a un isomorphisme X, -équivariant d’algébres graduées : .Afkn) ~
AC™ o4 le groupe X, agit par permutation des facteurs.
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Démonstration : Comme, par définition, Q) = (Q(l))&”, la tensorisation des morphismes
induit une fleche :

(R(l))@m — (Map(Q(l),Q(l)))®n N Map(Q(”),Q(”)) — p™

La compatibilité de la tensorisation avec la composition des morphismes montre que celle-ci
est un morphisme d’anneaux simpliciaux. L’anneau simplicial R(™ étant muni de Paction
de ¥, induite par la structure de foncteur symétrique de Q™ = (QM)®¥" décrite au cha-
pitre 3, et (R(l))®” de P’action de ¥,, obtenue par permutation des facteurs, ce morphisme
est également Y,-équivariant. On a un diagramme commutatif :

(Map(Q@™M,QW))®" — (Map(P,QW))=» = (QW(A4))®"

Map(Q™, Q™) —— Map(P®", QM) = Q™ (4, ..., A)

Les deux fleches verticales de gauche sont données par la tensorisation des morphismes. Les
deux fleches horizontales de gauche sont induites par les hS’ ;n)-équivalences . pXn ),
D’apres le lemme 3.4 du chapitre 3, et par la formule de Kunneth pour la fleche du haut,
ce sont donc des équivalences faibles, car, pour tout n, Q™ est cofibrant. Le morphisme :

(R(l))®” — R™ est ainsi une équivalence faible, et induit 1’isomorphisme annoncé. O

4.3 Foncteurs exponentiels

4.3.1 Définition et exemples

Définition : [FFSS| Un foncteur exponentiel de F est la donné d’un foncteur gradué
E = (E")ien, d’un isomorphisme gradué dans F) : Vi(E) ~ EKE et d’un isomorphisme
E0 ~ A.

En particulier, on a pour tout i >0 : E*(0) = 0.

On a : cry(E) ~ E® ot E = E/E(0). La proposition 4.2.1 donne I’isomorphisme :
My (crn(E)) ~ (M (E))E dans Ho(sS'"™). Avec le corollaire 4.2.2, ceci induit un iso-
morphisme : 7, (M (crn(E)))(4, ..., A) =~ (75t(E))®" faisant correspondre & la structure
de A™-module de 7, (M (crn(E)))(A, ..., A) la structure de AY™"-module de (7$(E))®™.

L’algebre extérieure, 'algebre symétrique et ’algebre a puissance divisée fournissent
des exemples de foncteurs exponentiels gradués, notés respectivement : A*, S* et T'*.

4.3.2 Deécalages et annulations

Proposition 4.3.1 [Q2, I] Pour toutd > n > 1, on a deuz isomorphismes de A.-module
(resp..AS}’d)—module) :
mEH(A™) = XTI (S) et w(T) ~ XA (A7),
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Démonstration : Soit le complexe de Koszul exact :
0—-A" A" TSt . . S ATT RS .. s Ale STl 58 =0
En lui appliquant le foncteur stabilisation, on obtient le complexe exact de sF' :
0 — st(A") — st(A" '@8") — - = st(A"'®SY) — - — st(A' @S — st(S™) — 0

Pour 1 < i < n, le foncteur A"~* ® ' = A3(A""" X S%) est diagonalisable, d’ot1 st(A" ™% ®
S%) ~ 0 dans Ho(sF'). On a donc un isomorphisme de Ho(sF’) : ¥ 1st(S™) ~ st(A™). Son
image par M) : Ho(sF') — Ho(sMaod 4(RM)) est 'isomorphisme de Ho(sMod(RW)) :
Y= 1st(S™)(A) ~ st(A™)(A) qui induit le premier isomorphisme de la proposition.

Le second isomorphisme s’obtient de la méme maniere a partir du complexe de Koszul
dual. O

Proposition 4.3.2 [DP, 10.9, p.294] Soit un entier premier p > 0. Si le corps A est
de caractéristique p, on a : wH(T™) ~ 7SH(A") ~ 75(S™) ~ 0 dés que n n'est pas une
puissance de p. O

4.4 Calculs
A compter de cette section, on se restreint au cas du corps Fa.

4.4.1 L’algébre A,

On rappelle brievement certaines constructions de [I, Br|, dont on utilise quelques
résultats.

Pour tout Fa-espaces vectoriels V, W, le morphisme : V& W — P(V @ W), ou P =
Fo[—], défini par : (v,w) — [v ® w], induit une fleche : P(V) @ P(W) — P(V ® W), qui
se restreint en un morphisme, naturel en Vet en W : P(V) ® P(W) — P(V @ W).

On désigne par P?*! le foncteur (d + 1)-puissance de 1'idéal d’augmentation. On a une
suite exacte courte [P1i] :

0— P P — my(P)—0
On obtient, par le passage au quotient, un morphisme naturel en V et en W : mg(P)(V)®
ma(P)(W) — mgq(P)(V @ W). ) )

D’apres [Br, p.70], ces fleches induisent les multiplications : st(P)(F2) ® st(P)(F2) —
st(P)(Fq) et st(mg(P))(F2) @ st(mg(P))(Fa) — st(mgy(P))(Fs), compatible avec le mor-
phisme st(P) — st(mg(P)).

Théoréme 4.4.1 [S] Le morphisme RV = Map(QW, QW) — st(P)(Fy) (resp. R =
Map(QUD, QD) — st(my(P))(Fy)) est un morphisme d’anneauz simpliciauz, et une
équivalence faible.

Proposition 4.4.2 L’algébre A, = m,(RW) est Ualgébre duale de l’algébre de Steenrod.

En particulier, d’apres [M], 'algebre A, est isomorphe a I’algébre polynémiale graduée
Folo, &1, o0&y o], 00 & est de degré | & |[= 2" — 1 et & = 1.

Démonstration : D’apres le théoréme précédent, on a un isomorphisme : A, ~ 7w5(P)
d’anneaux gradués. Comme X"y est un n-ieme espace d’Eilenberg-MacLane K (Fy;n),
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on a m,(P(X"Fy)) ~ H,(K(Fy;n)) ot H, désigne I'homologie réduite & coefficient dans 5.
Dot : 78 (P) ~ Colimy,myyn(B"P) ~ Colimy, H,n(K (Fa;n)), Ialgébre duale de I'algebre
de Steenrod. La vérification, plus délicate, de la compatibilité de cet isomorphisme avec
les structures produits est détaillée dans [Br]. O

4.4.2 L’algebre A" et le module 75(A*)

On a un diagramme d’anneaux simpliciaux :
RW — st(P)(F3) — st(mg(P))(Fy) — RMD

ou les fleches de droite et de gauche sont des équivalences faibles. Au niveau des groupes
d’homotopies, on obtient un morphisme d’algebres : A, = W*(R(l)) — Ty (R(l’d)) = .Afkl’d).

(1,d)

Proposition 4.4.3 Le morphisme d’algébres graduées : A, — A est surjectif.

Démonstration : 11 faut vérifier que 7sf{(P) — 75 (mgy(P)) est surjectif. On a une suite
exacte courte de sF' :

0 — st(P™1) = st(P) — st(mg(P)) — 0

Par la suite exacte longue d’homotopie associée a cette suite exacte courte, il suffit de
montrer que : 7P — 7%(P) est injectif. Pour cela, il suffit que, pour tout n,
Toin(B" P (Fy) — 7y (B"P)(IF3) soit injectif, et donc que, B P4*1(Fy) — B"P(IFs)
possede un rétract d’ensembles simpliciaux.

Pour montrer cela, on considere également P = [F3|—] comme foncteur de la catégorie
des ensembles pointés dans celle des [Fo-espaces vectoriels. On note encore P le noyau du
morphisme : P(—) — P(x). Pour tout ensemble pointé A, on note r 4 le rétract ensembliste,
naturel en A, de Iinjection P4T1(P(A)) — P(P(A)), valant 0 sur le supplémentaire de
PI(P(A)). Soit X un ensemble pointé simplicial. La naturalité du rétract r entraine
que, pour tout n, rx, est compatible avec les opérateurs simpliciaux. On obtient donc un
rétract d’ensemble simpliciaux 7x de l'injection P¥1(P(X)) — P(P(X)). Avec X = S",

la n-ieme sphere, et les isomorphismes P(S™) ~ I%[f? ~ ¥"[Fy, on a ainsi un rétract
2%

d’ensembles simpliciaux rg» de linjection : B"P™1(Fy) = P1(¥"F,) — P(X"Fy) =
BnP(Fz) O

On note P, la série de Poincaré de m5'(A*"), soit P, (X) = Y- dimp, (75 (A*")) X 1.

Lemme 4.4.4 Pour tout n >0, on a : Pp(X) <

Démonstration : Soit le complexe de [F, p.510] :
AZ” N A2”—1 ® Al e Az ® A2”—7Z NN Al ® A2"—1 N AQ"

C’est un complexe dont I'homologie est nulle sauf en degré 27~ ou elle vaut A2 En lui
appliquant le foncteur stabilisation, on obtient le complexe de sF’ :

n

02 _>02"71_>.”_>0i_)”__>01_>00
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o1 C* = st(A'®A?"~%). D’une part, par exactitude du foncteur stabilisation, on a H;(C*®) ~
0 pour tout i # 2" ! et Hyn 1(C®) = st(Azn_l). D’autre part, pour 0 < i < 2", C°
est diagonalisable, et donc m5'(C?) ~ 0. Les suites spectrales associées au bicomplexe se
résument alors a la suite exacte longue :

-1

o o (ATT) = T (A) = il (A7) — g (AT = el (AT — -

Soit la série R(X) = > r¢X? ol r4 = dimp, (Im(ﬂ;ern_l(Azn_l) — miH(A?"))). La suite
exacte longue donne alors : (1—X2""1)P,(X)—X2"'P, 1 (X)+(1+X) X2 1R(X) = 0.

Il s’en déduit que : (1 — X2" 1P, (X) < X" 'P,_;(X) et donc :

X2n—1

Comme Py(X) = 1, on obtient par récurrence la majoration voulue. O

Proposition 4.4.5 L’algébre ALY = T (RYY) et le module 7r;ft(A2h) ont pour série de
Poincaré respectivement :

1 X2h71

= et P, X) =
[Ty (1 - X2 et () [Ty (1 - X2

PAS,d) (X)

ou N est Uentier déterminé par : 2N < d < 2N+1,

Démonstration : D’apres [Pi], pour tout d > 0, on a une suite exacte courte :
0 — A% — mg(P) — mg_1(P) — 0

qui induit une suite exacte courte dans sF’ : 0 — st(AY) — Qd) — QLd=1) _, 0. Par
la proposition 4.4.3, la suite exacte longue associée se réduit a une suite exacte courte de
modules gradués :

0— Wit(Ad) — Afkl’d) — Ail’d_l) —0
D’une part, les annulations de la proposition 4.3.2 impliquent les isomorphismes d’algebres,
pour tout k = 0,...,2" — 1 : .AS}’Qthk) ~ AS}’Qh). D’autre part, en notant Qp la série de
Poincaré de .AS}’Qh), on obtient : Qp = Py, + Op_1.

Soit k un entier. Par le lemme 4.4.4, on sait que 73/(A%"1) est nul pour d suffisament
grand par rapport & k. Pour une telle valeur de d, on a un isomorphisme : 73! (mg4(P)) —
7 (ma—1(P)), et donc un isomorphisme : T, (B "mag(P))(F2) — min (B mg—1(P))(F2)
pour n > k. Par la suite exacte courte de Milnor, on a alors, pour n > k, I'isomorphisme :

Than(Limg B"mg(P))(F2) ~ Limg mpyn(B"mg_1(P))(FF2)
Or : Limg mg(P) ~ P. Dot : mit(P) ~ mt(mg(P)) pour d suffisament grand par rapport
ak.

On note Ps la série de Poincaré associée a A, ~ 7i(P). Comme Q4 = ZZ:O P, le

paragraphe précédent montre que Pog = >~ Py, d'olt :

oo [ee) h

1 X2 —1

Pr(X) = k =1+ h
2P0 = e T A e e
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Avec les inégalités du lemme 4.4.4, on tire :

x2"-1 ¥ 1
- HZ=1(1 - X2k_1) ()= HZ:1(1 - XQk_l)

Pr(X)
OdJ
Corollaire 4.4.6 [S] L’algebre Agﬁl’d) = 7, (R est isomorphe & Ualgébre polynoémiale

graduée Fal&o, &1, ..., EN] ot N est Uentier déterminé par : 2N < d < 2Nt Pour tout
h >0, le module ﬂ';ft(AQh) est isomorphe au A-module gradué &on Fa[€o, &, ..., Eon]. O
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