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commandes Latex pour dessiner les schémas d’algorithmes quantiques dans ma thèse.
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et particulièrement, Iosif Khriplovich.
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1.3 Ordinateurs quantiques et decohérence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
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Introduction

L’information a une place de plus en plus importante dans le monde moderne. Les
moyens de traitement et de transmission de l’information (les ordinateurs et leurs réseaux,
les moyens divers de communication, etc.) ne cessent de se développer à une cadence
rapide. Sans l’aide de la physique, ce développement serait impossible. La mécanique
quantique est nécessaire à la description de la structure interne de plusieurs composants
électroniques qui constituent les moyens modernes du traitement de l’information, même
si jusqu’à présent un traitement au niveau classique suffisait à décrire ce dernier.

Cependant, au cours de ces dernières années, de sérieuses raisons ont poussé à réfléchir
au traitement de l’information au niveau quantique et à examiner la théorie de l’informa-
tion du point de vue de la mécanique quantique :

– Premièrement, selon la loi de Moore, on peut doubler le nombre de transistors
sur une surface donnée tous les dix-huit mois. La réduction constante des tailles
des composants électroniques des ordinateurs amènera dans un futur proche ces
éléments à travailler en régime quantique. Le progrès technologique permet déjà de
manipuler des petits systèmes quantiques (avec l’espace de faible dimension) sans
perdre la cohérence.

– Deuxièmement, l’utilisation des systèmes quantiques permet d’obtenir dans certains
cas des résultats qui restent inaccessibles par des moyens classiques. De nombreux
exemples l’ont illustré au cours des deux dernières décennies. Dans le champ du
calcul, la notion d’ordinateur quantique a été introduite pour décrire un système
quantique qui fait des calculs. Les applications les plus importantes des ordinateurs
quantiques sont aujourd’hui l’algorithme quantique de factorisation de Shor et la
simulation des systèmes quantiques par les ordinateurs quantiques, proposée pour
la première fois par R. Feynman. Une autre découverte importante a eu une forte
influence sur le développement de la théorie quantique de la communication : la
cryptographie quantique, proposée pour la première fois par Bennett et Brassard en
1984. Cette découverte permet de transmettre à distance des données confidentielles
en toute sécurité. De plus, deux grands piliers de la communication quantique ont
aussi joué un rôle majeur : les effets de téléportation quantique et de codage supra-
dense.

– Troisièmement, le rôle croissant de l’information nous amène à réfléchir aux restric-
tions fondamentales imposées par la mécanique quantique sur nos possibilités de
traiter et de transmettre l’information. Un travail considérable a été réalisé dans
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8 INTRODUCTION

cette direction avec l’étude des capacités de transmission des diverses catégories de
l’information par les canaux quantiques.

– Quatrièmement, une reconsidération des bases de la mécanique quantique du point
de vue de la théorie de l’information pouvait aider à mieux comprendre la mécanique
quantique même, dont l’interprétation soulève encore certains questions (en parti-
culier, en ce qui concerne la théorie de la mesure).

En vertu de toutes ces raisons, la théorie quantique de l’information a vu le jour (pour
une introduction au domaine de l’information quantique, voir [1]).

Il s’est avéré que le phénomène quantique le plus important pour l’information quan-
tique qui rend possible toutes ses applications est l’intrication quantique. Cependant,
malgré la grande attention portée ces dernières années au phénomène de l’intrication, plu-
sieurs de ses propriétés restent encore insuffisamment étudiées. Le seul cas complètement
clarifié est le cas de l’état pur à deux parties. Mais en ce qui concerne l’état mélangé
à deux parties, il existe déjà plusieurs problèmes non résolus. Jusqu’à présent, il existe
plusieurs mesures de l’intrication pour les états mélangés qui pour chacune d’entre elles
possède ses propres applications et propriétés utiles. Cependant, on ignore encore les for-
mules mathématiques qui permettent le calcul explicite de ces mesures de l’intrication.
Par ailleurs, les plus importantes de ses propriétés n’ont pas encore été prouvées, notam-
ment les réponses aux questions d’additivité de l’intrication ne sont pas encore connues.
Par exemple, si on dispose de deux copies d’un état intriqué, a-t-on deux fois plus d’in-
trication ? On suppose que l’intrication est additive, mais la preuve de cette hypothèse
nous échappe encore. Dans cette thèse, nous montrons l’équivalence de deux hypothèses
importantes de ce type.

Les ordinateurs quantiques envisageables dans la pratique seraient influencés par des
perturbations diverses telles que les interactions avec l’environnement, les interactions
résiduelles à l’intérieur de l’ordinateur et les effets de la précision finie des implémentations
des portes quantiques. Les influences de ces imperfections sont différentes entre elles et
dépendent aussi fortement du caractère de l’algorithme exécuté sur l’ordinateur qui peut
induire une dynamique complexe et chaotique ou une dynamique simple et intégrable.
Nous examinerons l’influence des perturbations statiques (qui ne dépendent pas du temps)
sur l’ordinateur quantique qui exécute deux algorithmes différents : simulation de la transi-
tion d’Anderson dans le modèle de rotateur pulsé et recherche quantique dans une base de
données non structurée (l’algorithme de Grover). Ces deux algorithmes nous donnent des
exemples des deux types d’algorithmes quantiques mentionnés ci-dessus. La simulation du
rotateur pulsé donne l’exemple d’un algorithme à la dynamique complexe chaotique, tan-
dis que l’algorithme de Grover donne l’exemple d’une dynamique simple intégrable. Ces
algorithmes sont aussi d’un intérêt non négligeable du fait que le rotateur pulsé représente
un des modèles les plus populaires de la théorie de chaos quantique et que l’algorithme
de Grover représente le deuxième algorithme quantique le plus important après celui de
Shor.

Dans le premier chapitre, nous présentons une introduction pédagogique à l’ensemble
des problèmes abordés dans cette thèse : l’intrication, le calcul quantique, la transi-
tion d’Anderson et le rotateur pulsé. Le deuxième chapitre est consacré à la preuve de
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l’équivalence des deux propriétés conjecturées de l’intrication de formation : son additi-
vité et sa superadditivité forte. Dans le troisième chapitre, nous proposons une nouvelle
mesure de l’incertitude du résultat d’une mesure quantique pour les états mélangés et
trouvons la formule explicite de cette mesure. Nous étudions aussi les plus importantes de
ses propriétés. Dans le quatrième chapitre, nous considérons l’exécution par l’ordinateur
quantique avec les imperfections statiques de la simulation du modèle de rotateur pulsé
qui permet d’étudier la transition d’Anderson. Dans le cinquième chapitre, nous étudions
l’algorithme quantique de Grover de recherche dans une base de données non structurée
en présence des imperfections statiques. Les résultats de notre recherche présentés dans
cette thèse ont été publiés dans [2, 3, 4, 5]. Mon travail pendant la thèse a été entièrement
soutenu par NSA et ARDA sous le contrat ARO No. DAAD19-01-1-0553 et aussi partiel-
lement par le projet EDIQIP de EC IST-FET. Je remercie également CalMiP à Toulouse
et IDRIS à Orsay pour l’accès à leurs super-ordinateurs.
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Chapitre 1

Intrication, ordinateurs quantiques
et chaos

1.1 Ordinateurs quantiques

1.1.1 La notion d’ordinateur quantique et de qubit

Feynman [6] fût l’un des premiers à proposer l’emploi de la mécanique quantique
pour accomplir les tâches encore inaccessibles par les systèmes classiques. Il a noté que
la croissance exponentielle de la dimension de l’espace de Hilbert avec le nombre de
degrés de liberté, rend impossible la simulation des grands systèmes quantiques par les
ordinateurs classiques. Il proposa donc en 1982 d’employer des systèmes quantiques pour
simuler d’autres systèmes quantiques. On peut considérer ceci comme la naissance de
l’idée de l’ordinateur quantique. Mais c’est seulement douze années après, en 1994, que
de sérieuses recherches sur le sujet ont commencé après la découverte de P.W. Shor sur
l’algorithme quantique de la factorisation [7] qui déclencha une véritable avalanche de
recherches dans le domaine du calcul quantique et de l’information quantique en général.
Cette grande impulsion donnée par la découverte de P.W. Shor au développement de
la théorie quantique de l’information va surtout se révéler dans l’importance réelle que
pouvait avoir une réalisation de cet algorithme exponentiellement plus rapide que tous
les algorithmes classiques connus. Une des méthodes de cryptographie les plus souvent
utilisées est appelée RSA d’après les initiales de ses inventeurs, R. Rivest, A. Shamir et
L. Adleman. Cette technique de cryptage est basée sur la complexité exponentielle des
algorithmes connus de factorisation des nombres entiers. C’est pourquoi la découverte de
l’algorithme quantique avec sa complexité polynomiale a soudainement suscité chez les
chercheurs un vif intérêt pour le domaine de l’information quantique.

Dans la théorie quantique de l’information, on considère généralement les systèmes
physiques comme les ensembles des systèmes à deux niveaux quantiques, les qubits. Cette
approche convient bien aux physiciens, pour qui le système à deux niveaux est un modèle
habituel et souvent utilisé, tout comme aux informaticiens, avec la notion de bit d’in-
formation. Le plus important est que cette approche permet la comparaison directe des
capacités des systèmes quantiques et classiques grâce à cette analogie entre le bit et le
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12 CHAPITRE 1. INTRICATION, ORDINATEURS QUANTIQUES ET CHAOS

qubit. On utilise la notation |0〉 et |1〉 pour les états de ce système à deux niveaux, cor-
respondants aux états 0 et 1 d’un bit classique. Un exemple important de système à deux
niveaux est le spin 1/2. Tous les systèmes à deux niveaux étant isomorphes, on peut tous
les considérer comme les spins 1/2. Les matrices de Pauli σx, σy et σz sont utilisées pour
la description des opérations sur les qubits.

Nous examinerons ensuite les systèmes composés de nq qubits, avec l’espace de Hilbert
à N dimensions, N = 2nq . Ces systèmes sont appelés les registres quantiques.

Le calcul quantique comprend la préparation de l’état initial du registre quantique, le
calcul proprement dit qui consiste en l’application vers ce registre d’une certaine trans-
formation unitaire et la mesure de l’état final. La succession de ces opérations est décrite
par l’algorithme quantique. L’ensemble de ces trois étapes de calcul quantique ont de
nouvelles propriétés essentielles, grâce à l’existence d’ un certain nombre de phénomènes
caractéristiques de la mécanique quantique.

Le premier d’entre eux est le principe de superposition qui permet à un système
quantique d’être dans une superposition de différents états. Le principe de superposition
est la cause du parallélisme quantique : on peut préparer un registre quantique dans un
état initial qui est une superposition de plusieurs différents états et on peut effectuer des
opérations unitaires sur ce registre. Ces opérations agissent simultanément sur tous les
états dans la superposition, ainsi plusieurs opérations de calcul sont faites en parallèle. La
possibilité d’avoir des superpositions de différents états d’un registre quantique constitue
un contraste frappant avec les propriétés d’un registre classique qui ne peut être que
dans un seul état à la fois. Le nombre des états de base différents dans une superposition
peut être de l’ordre de la dimension de l’espace d’Hilbert, N = 2n

q . Le nombre N étant
exponentiellement grand, il est évident que le parallélisme quantique peut augmenter dans
certains cas l’efficacité de calcul de manière significative.

Les opérations quantiques utilisées dans le calcul ont aussi des propriétés très différentes
de celles de ses contreparties classiques. Tout d’abord, les opérations quantiques sont des
opérations unitaires, elles sont donc nécessairement réversibles. Cela peut sembler être
une restriction très étroite, car les opérations irréversibles sont largement utilisées dans le
calcul classique. En réalité, on sait bien depuis les années soixante-dix, que les opérations
irréversibles ne sont pas nécessaires pour le calcul, elles peuvent toujours être remplacées
par des opérations réversibles.

Un autre phénomène caractéristique de la mécanique quantique très important pour
le calcul quantique est le théorème de non clonage. On peut toujours copier un état de
registre classique, mais cette opération est impossible avec un registre quantique car elle
est interdite par ce théorème. Le théorème de non clonage [8, 9] est une simple implication
du principe de superposition. A titre d’illustration, supposons qu’un opérateur unitaire
U peut cloner deux états d’un qubit : U |ψ1,2〉 = |ψ1,2〉|ψ1,2〉. Mais l’opérateur U ne peut
cloner aucune superposition de |ψ1〉 et |ψ1〉. Par exemple, en utilisant la linéarité de U
nous avons :

U(|ψ1〉 + |ψ2〉)/
√

2 = (|ψ1〉|ψ1〉 + |ψ2〉|ψ2〉)/
√

2) 6= (|ψ1〉 + |ψ2〉)(|ψ1〉 + |ψ2〉)/2. (1.1)

La partie la plus subtile d’un algorithme quantique est son étape finale : la mesure de
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l’état du registre quantique. Il est important d’effectuer cette mesure de manière à ce que
l’efficacité gagnée grâce au parallélisme quantique ne soit pas perdue pendant cette étape.
Imaginons que le registre soit préparé dans une superposition de plusieurs états puis, tout
en appliquant une séquence d’opérations unitaires, on fait le calcul en parallèle pour tous
les états dans la superposition. Alors, si on fait simplement la mesure de l’état final, on
obtient le résultat de calcul pour un état initial choisi de façon aléatoire. Cela peut aussi se
faire avec un ordinateur classique tout en obtenant la même efficacité et par conséquent
le parallélisme quantique n’est pas utilisé dans cette procédure. Dans les algorithmes
quantiques particuliers, cette difficulté est surmontée par des procédés spécifiques. Par
exemple, l’algorithme de Shor utilise la transformation de Fourier quantique pour amplifier
l’information utile avant la mesure. Néanmoins, il n’existe encore aucune méthode générale
connue.

1.1.2 Ensemble universel de portes quantiques.

La transformation unitaire qui réalise le calcul quantique est construite comme une
succession de transformations unitaires élémentaires que l’on appelle les portes quantiques.
Il suffit d’un ensemble de portes fixe pour exécuter n’importe laquelle de ces transforma-
tions unitaires ; chacun de ces portes agissant sur un petit nombre de qubits seulement. On
appelle cet ensemble de portes, l’ensemble universel. Il existe des ensembles universels qui
ne comprennent que des portes à un et deux qubits. Nous décrirons un de ces ensembles
universels qui nous servira par la suite. L’ensemble des portes universelles le plus simple
(voir [10] et les références auxquelles il se rapporte) comprend les rotations d’un qubit
et les opérations NOT contrôlées (CNOT). En plus de ces opérations, nous utiliserons
la porte de phase contrôlée C(φ) et les portes de Toffolli à trois qubits pour réduire le
nombre d’opérations dans l’algorithme, bien qu’il soit possible de les exprimer comme des
combinaisons des portes de l’ensemble universel. Dans notre études des différents algo-
rithmes quantiques ci-dessous, nous emploierons la porte d’Hadamard :

H H|0〉 = (|0〉 + |1〉)/
√

2,

H|1〉 = (|0〉 − |1〉)/
√

2. (1.2)
C’est un exemple de porte à un qubit.

la porte de phase contrôlée :

b

a

φ

φ

b

a

C(φ)|11〉 = eiφ|11〉, C(φ)|00〉 = |00〉,
C(φ)|01〉 = |01〉, C(φ)|10〉 = |10〉.(1.3)

Cette porte à deux qubits fait la multiplication par la phase eiφ l’état |11〉 et ne change
pas les autres états.

l’opération NOT contrôlée (ou CNOT) :
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b

a

b

a

CN |00〉 = |00〉, CN |01〉 = |01〉,
CN |10〉 = |11〉, CN |11〉 = |10〉,

C’est l’analogue quantique de la porte NOT contrôlée classique bien connue. Elle fait
inversion du qubit cible, si le qubit de contrôle est en état |1〉.

et la porte de Toffolli (opération NOT doublement contrôlée) :

c

b

a

c

b

a

CCN |000〉 = |000〉, CCN |001〉 = |001〉,
CCN |010〉 = |010〉, CCN |011〉 = |011〉,
CCN |100〉 = |100〉, CCN |101〉 = |101〉,
CCN |110〉 = |111〉, CCN |111〉 = |110〉.

Cette porte est l’analogue quantique de la porte de Toffoli (la porte NOT doublement
contrôlée) classique. Elle fait inversion du qubit cible, si les deux qubits de contrôle sont
en état |11〉.

Le nombre d’opérations quantiques élémentaires nécessaire pour faire une transfor-
mation unitaire générale, est exponentiel en nombre de qubits nq. Elle est d’ordre de
O(N2), où N = 2nq est la dimension de l’espace d’Hilbert du système. Les réalisations
des ces transformations unitaires sont peu utiles pour le calcul car cela nécessiterait
trop d’opérations élémentaires. Mais, heureusement, le nombre polynomial d’opérations
élémentaires est suffisant dans des situations très importantes, et c’est uniquement ces
algorithmes quantiques qui peuvent être utiles en pratique. Dans la sous-section suivante,
nous décrivons un exemple d’algorithmes pareil, la transformation de Fourier quantique.

1.1.3 Transformation de Fourier quantique

La transformation de Fourier quantique (TFQ) est probablement l’algorithme quan-
tique le plus utile, parce que cette transformation fait partie de presque tous les algo-
rithmes quantiques, notamment l’algorithme de factorisation de Shor et des algorithmes
de simulation des systèmes quantiques. La TFQ est une traduction directe dans le langage
des opérateurs quantiques de la transformation de Fourier rapide bien connue. Dans la
forme utilisée ici, la TFQ a été présentée dans [12] et [13] (voir aussi [7]).

Commençons par décrire la transformation de Fourier rapide classique. Soit une fonc-
tion complexe f(x), définie dans les points discrets sur un cercle : x = 2πl/N, l =
0, 1, ..., N − 1. La transformée de Fourier de cette fonction f(x) est une autre fonction
fk, k = 0, 1, ..., N − 1, qui est définie comme

fk =
1√
N

N∑

x=0

e−ikxf(x), k = 0, 1, ..., N − 1. (1.4)

L’ensemble de toutes les fonctions f(x) est un espace d’Hilbert de dimension N et la
transformation de Fourier est une transformation linéaire de cet espace. L’exécution
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|a2〉

|a1〉 H

π

π

H |a2〉

|a1〉

Fig. 1.1 – Le circuit pour la transformée de Fourier pour nq = 2

d’une transformation linéaire par un ordinateur classique sur un vecteur de dimension
N nécessite généralement un ordre de N2 opérations élémentaires. Mais la transforma-
tion de Fourier peut être réalisée seulement avec un ordre de N log N opérations grâce à
l’existence de l’algorithme de transformation de Fourier rapide. Nous considérerons le plus
simple et le plus intéressant des cas, quand N est une puissance de 2 : N = 2nq . Écrivons
l’angle x divisé par 2π dans la forme binaire : x/2π = 0.a1a2...anq

. On peut considérer
l’espace d’Hilbert des fonctions f(x) comme un produit tensoriel de nq espaces à deux
dimensions, correspondants aux deux valeurs des bits ai = 0, 1.

Pour nq = 1, N = 2 la transformation de Fourier discrète (1.4) est :

f0 = (f(0) + f(1/2))/
√

2,

f1 = (f(0) − f(1/2))/
√

2.

On peut vite constater que cette transformation est en effet la transformation d’Hadamard
(1.2) qui est appliquée au vecteur (f(0), f(1/2)).

Dans le cas un peu plus complexe de nq = 2, N = 4, la transformation de Fourier
discrète (1.4) va comprendre les étapes suivantes, illustrées sur la Fig.1.1. On commence
par la transformation d’Hadamard dans l’espace bidimensionnel qui correspond au bit a1.
Ensuite, la transformation de phase qui consiste à multiplier par −1 la composante f(3/4)
est appliquée. Il n’est pas difficile de reconnâıtre dans cette transformation l’opération de
phase contrôlée (1.3) avec les bits de contrôle a1 et a2 et la phase égale à π. Finalement,
la transformation d’Hadamard dans l’espace bidimensionnel correspondant au bit a2 est
appliquée. Le résultat est un vecteur fk, k = 0, 1, 2, 3. L’index k a la forme binaire k =
a2a1. Notons que l’ordre de bits dans la forme binaire de k est inverse de celui de x/2π =
0.a1a2 !

Dans le cas général, la transformation de Fourier rapide est aussi composée de trans-
formations d’Hadamard et d’opérations de phase contrôlées comme dans le cas nq = 2,
et elle peut être présentée sous la forme itérative suivante. On commence par l’applica-
tion de la transformation d’Hadamard dans l’espace bidimensionnel, correspondant au
bit a1. Puis, on fait nq − 1 opérations de phase contrôlées avec un des bits de contrôle
a1, l’autre bit de contrôle ai, i = 2, 3, ..nq et la phase égale à 22−iπ. Ces opérations de
phase contrôlées peuvent être aussi exécutées comme une seule opération, parce qu’elles
ne changent pas la base. Finalement, la transformation de Fourier rapide pour nq − 1
bits est appliquée dans l’espace d’Hilbert correspondant aux bits 2, 3...nq. Le résultat
de cette transformation est un vecteur fk, k = 0, 1, ...2nq . L’index k a la forme binaire
k = anq

anq−1...a2a1 (l’ordre de bits dans la forme binaire de k est, comme ci-dessus, inverse



16 CHAPITRE 1. INTRICATION, ORDINATEURS QUANTIQUES ET CHAOS
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〉
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π
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π H |anq
〉
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Fig. 1.2 – Le circuit pour la transformée de Fourier rapide et la TFQ

de celui de x/2π = 0.a1a2...anq
). L’exécution de la transformation nécessite nq transforma-

tions d’Hadamard et opérations de phase, soit O(nqN) opérations élémentaires au total.

La construction de l’algorithme quantique est maintenant simple et directe. Pour appli-
quer la TFQ à un registre de nq qubits, il faut exécuter l’algorithme de transformation de
Fourier rapide comme ci-dessus (voir Fig.1.2), à la différence près que les transformations
d’Hadamard et les opérations de phase contrôlées sont maintenant les opérations quan-
tiques élémentaires, à savoir les portes quantiques. Par conséquence, dans le cas quantique,
le nombre d’opérations nécessaires est d’ordre n2

q = (log N)2, ce qui est exponentiellement
plus petit que dans le cas d’ordinateur classique.

1.1.4 L’algorithme de Grover

L’algorithme quantique de recherche dans une base de données non structurée a été
proposé par Grover [14] en 1997. Imaginons, par exemple, un annuaire téléphonique qui
contiendrait N noms arrangés dans un ordre aléatoire. Il faudrait examiner l’annuaire en
moyenne N/2 fois pour trouver le numéro de téléphone d’une personne avec une probabilité
de 50%. Grover proposa un algorithme quantique qui permet de trouver le résultat avec
le nombre d’opérations d’ordre de

√
N seulement. On réalisa plus tard que la meilleure

application de cet algorithme n’était pas la recherche dans la base de données, mais la
recherche des solutions aux problèmes NP-complètes [1]. Les traits caractéristiques des
problèmes NP-complètes réside dans la grande difficulté à trouver une solution et la facilité
à vérifier sa validité, une fois cette solution trouvée.

La base de données (ou l’espace des solutions d’un problème NP-complète) est présentée
par N = 2nq des états d’un registre quantique avec nq qubits : {|x〉}, x = 0, . . . , N − 1.
L’état recherché |τ〉 peut être identifié par la fonction d’oracle g(x), définie par g(x) = 1
si x = τ ou g(x) = 0. L’algorithme de Grover est un algorithme itératif, qui consiste en
l’application alternée au registre quantique de deux de certains opérateurs. L’opérateur
d’évolution Ĝ pendant une itération d’algorithme de Grover est un produit de l’opérateur
d’oracle Ô et de l’opérateur D̂ dit de diffusion : Ĝ = D̂Ô. L’opérateur d’oracle a la forme
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Fig. 1.3 – Le circuit pour l’opérateur de phase nq fois contrôlée R de l’algorithme de
Grover

Ô = (−1)g(x̂) et sa réalisation concrète dépend du problème considéré. L’opérateur d’oracle
peut être réalisé avec un nombre polynomial de portes élémentaires, grâce à la facilité de
vérification de la validité des solutions aux problèmes NP-complètes (le calcul de la fonc-
tion g(x̂)) et grâce au parallélisme quantique qui permet de faire cette vérification pour
tous les nombres 0, 1, ..., N simultanément. L’opérateur de diffusion D̂ est universel pour
tous les problèmes, il est donné par la matrice : Dii = −1 + 2

N
et Dij = 2

N
(i 6= j). On

commence avec la préparation de l’état initial |ψ0〉 =
∑N−1

x=0 |x〉/
√

N . Ensuite, l’opérateur

Ĝ est appliqué plusieurs fois. t applications de cet opérateur à l’état initial donnent [1] :

|ψ(t)〉 = Ĝt|ψ0〉 = sin ((t + 1/2)ωG)|τ〉 + cos ((t + 1/2)ωG)|η〉 , (1.5)

où la fréquence de Grover ωg = 2 arcsin(
√

1/N) et |η〉 =
∑(0≤x<N)

x 6=τ |x〉/
√

N − 1. Par
conséquent, l’algorithme idéal donne une rotation dans un plan à deux dimensions (|τ〉, |η〉).
L’état du registre quantique de π/2ωG itérations est l’état recherché |τ〉.

La représentation de l’opérateur D comme une séquence des portes élémentaires exige
un qubit supplémentaire. Par conséquent, l’espace de Hilbert devient une somme de deux
sous-espaces {|x〉} et {|x + N〉}, qui sont différenciés seulement par la valeur du (nq + 1)-
ème qubit. Ces sous-espaces sont invariants par rapport aux opérateurs O et D : O =
1−2|τ〉〈τ |−2|τ +N〉〈τ +N |, D = 1−2|ψ0〉〈ψ0|−2|ψ1〉〈ψ1|, où |ψ1〉 =

∑N−1
x=0 |x+N〉/

√
N

et |ψ0,1〉 correspond aux états |0〉, |1〉 du qubit supplémentaire.
La transformation D peut être réalisée comme D = WRW [14]. Ici, la transformation

W = Wnq
. . . Wk . . .W1 est composée de nq portes d’Hadamard à un qubit Wk et R

est l’opération de phase nq fois contrôlée, définie comme Rij = 0 si i 6= j, R00 = 1 et
Rii = −1 si i 6= 0 (i, j = 0, . . . , N − 1). A son tour, cet opérateur peut être exprimé
comme R = Wnq

σx
nq−1 . . . σx

1 ∧nq
σx

nq−1 . . . σx
1Wnq

comme l’illustre la Fig.1.3, où ∧nq
est la

porte de Toffoli généralisée à nq qubits, qui fait l’inversion du nq-ème qubit si les nq − 1
qubits précédents sont dans l’état |1〉. La construction de ∧nq

à partir des portes de Toffolli
à trois qubits avec l’aide d’un seul qubit supplémentaire est illustrée par la Fig.1.4 et la
Fig.1.5 comme cela était proposé dans [10]. Cette procédure permet de réaliser l’opérateur
de Grover G avec ng = 12ntot − 42 portes élémentaires, à savoir les rotations d’un qubit,
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=

Fig. 1.4 – Le circuit pour l’opération NOT avec le contrôle multiple et un qubit
supplémentaire

les portes NOT contrôlée et les portes de Toffoli. Ici, ntot = nq +1 est le nombre de qubits
total.

1.2 Modèles chaotiques et localisation

1.2.1 L’application ”dent de scie”

l’application ”dent de scie” quantique est la version quantique d’application ”dent de
scie” classique donnée par

n = n + k(θ − π), θ = θ + Tn, (1.6)

où (n, θ) sont les variables action-angle conjuguées (0 ≤ θ < 2π) et les quantités surlignées
dénotent les variables après une itération de l’application.

En introduisant une variable nouvelle pour le moment p = Tn, on peut voir que
la dynamique classique dépend seulement d’un paramètre unique K = kT . On peut
considérer l’application (1.6) sur le cylindre (p ∈ (−∞, +∞)). De plus, ce cylindre peut
être fermé pour former un tore de la longueur 2πL, où L est un nombre entier. Pour
K > 0, le mouvement est complètement chaotique et manifeste la diffusion normale :
< (∆p)2 >≈ D(K)t, où t est le temps discret mesuré en unités d’itérations d’application
et la moyenne < · · · > est réalisée sur un ensemble de particules avec le moment initial
p0 et les phases aléatoires 0 ≤ θ < 2π. Pour K > 1, le coefficient de diffusion est assez
proche de la valeur trouvée dans l’approximation de phase aléatoire, D(K) ≈ (π2/3)K2.
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Fig. 1.5 – Le circuit pour l’opération NOT avec le contrôle multiple et un registre
supplémentaire

L’évolution quantique pendant une itération de l’application est décrite par l’opérateur
unitaire Û , appelé opérateur de Floquet qui agit sur la fonction d’onde ψ :

ψ = Ûψ = e−iT n̂2/2eik(θ̂−π)2/2ψ, (1.7)

où n̂ = −i∂/∂θ et ψ(θ+2π) = ψ(θ) (nous imposons la condition ~ = 1). La limite classique
correspond à k → ∞, T → 0 et K = kT = const. L’application (1.7) a été étudiée dans
Refs. [15, 16, 17] dans le régime semiclassique. Elle est réalisable en augmentant le nombre
de qubits nq = log2 N (N est le nombre total de niveaux), avec T = 2πL/N , K = const.
De cette façon, le nombre de niveaux à l’intérieur de la “maille primitive” −π ≤ p < π
(L = 1) crôıt exponentiellement avec le nombre de qubits (−N/2 ≤ n < N/2) et la
constante de Planck effective ~eff ∼ ~/k ∼ 1/N → 0 quand N → ∞.

Dans ce modèle, on peut observer des phénomènes physiques importants tels que la
localisation dynamique (voir [18] et les références auxquelles il se rapporte). En effet, grâce
aux effets de l’interférence quantique, la diffusion chaotique dans le moment est supprimée
de manière semblable à la localisation d’Anderson en solides désordonnées. Au voisinage
d’un tore de KAM détruit, la localisation de cantores (cantori en anglais) a lieu car un
cantore commence à agir en tant que barrière parfaite à l’évolution de paquet d’onde
quantique, si le flux qui traverse le cantore devient moins que ~.

La manière la plus efficace de simuler la dynamique quantique (1.7) sur un ordinateur
classique est basée sur la transformation de Fourier rapide entre les représentations θ et
n. C’est avantageux parce que l’opérateur d’évolution Û est le produit de deux opérateurs
unitaires, Ûk = exp(ik(θ̂ − π)2/2) (le pulse) est ÛT = exp(−iT n̂2/2) (la rotation libre),
qui sont diagonales en représentations de θ et n, respectivement. Par conséquent, pour
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Fig. 1.6 – La fonction d’Husimi pour l’application ”dent de scie” en variables action-
angles (p, θ), avec −π ≤ p < π (l’axe vertical) et 0 ≤ θ < 2π (l’axe horizontal), pour
K = −0.1, T = 2π/2nq , n0 = p0/T = [0.38 × 2nq ], avec le moyen calculé dans l’intervalle
950 ≤ t ≤ 1000. De haut en bas : nq = 6, 9, 16 et la dernière figure montrent l’espace
de phase classique avec la couleur correspondante à la probabilité, obtenu d’un ensemble
de 108 trajectoires, avec le moment initial p0 = 0.38 × 2π et les angles aléatoires. La
couleur est proportionelle à la densité : bleu pour la densité zéro et rouge pour la densité
maximale.

un système à N niveaux, une itération de l’application (1.7) exige deux transformations
de Fourier et deux multiplications diagonales. Elle peut être exécutée avec O(N log2(N))
opérations.

La dynamique (1.7) peut être simulée exponentiellement plus vite sur un ordinateur
quantique avec nq = log2 N qubits au moyen de l’algorithme quantique suivant :

(i) la fonction d’onde |ψ〉 =
∑N−1

n=0 an|n〉 (donnée en représentation de n) est multipliée

par ÛT , de sorte que ÛT |ψ〉 =
∑

n an exp(−iTn2/2)|n〉. Cette étape peut être faite
avec n2

q portes d’opération de phase contrôlée, comme on l’a expliqué dans [19] ;

(ii) on peut obtenir la fonction d’onde dans la représentation de θ via la TFQ (voir la
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sous-section 1.1.3), ce qui exige nq portes à un qubit (d’Hadamard) et nq(nq − 1)/2
portes à deux qubits (opérations de phases contrôlées) ;

(iii) l’action de Ûk est diagonale dans la représentation d’angle et peut être simulée de
manière semblable à (i) avec n2

q portes à deux qubits (on note que c’est possible

grâce à la forme particulière de Ûk pour l’application ”dent de scie”) ;

(iv) on retourne à la base de moment en exécutant la QFT inverse avec nq(nq + 1)/2
portes.

Par conséquent, l’algorithme exige au total ng = 3n2
q + nq portes quantiques pour une

itération de l’application.

Dans [15], l’application ”dent de scie” a été étudiée dans le régime de diffusion anomale,
avec K = −0.1, −π ≤ p < π (la géométrie de tore). La limite classique a été obtenue
en augmentant le nombre de qubits nq, avec (k = k/t, −n/2 ≤ n < N/2). L’état initial
au temps t = 0 a été pris pour être un état propre de moment angulaire, |ψ(0)〉 = |n0〉,
avec n0 = [0.38N ]. Cet état peut être préparé dans O(nq) rotations d’un qubit à partir
de l’état fondamental |0, . . . , 0〉. La dynamique de l’application ”dent de scie” indique
la complexité de la structure de l’espace de phase, comme le montre les fonctions de
Husimi dans la Fig.1.6, prises après 1000 itérations de l’application. nq = 6 qubits suffisent
pour observer la localisation quantique de la propagation diffusive anomale par les ı̂les
intégrables hiérarchiques. On peut voir la création des ı̂les intégrables avec nq = 9 et avec
nq = 16, la fonction de Husimi quantique explore la structure hiérarchique complexe de
l’espace de phase classique.

1.2.2 Transition d’Anderson

Le problème de la transition métal-isolant dans les systèmes électroniques sans inter-
action a été considéré pour la première fois en 1958 par P.W. Anderson [20]. Depuis, ce
problème continue d’éveiller un vif intérêt chez les chercheurs du monde entier (voir, par
exemple, [21, 22, 23] et les références auxquelles il se rapporte). En plus des études ana-
lytiques et expérimentales du problème, une importante contribution à la compréhension
de ses propriétés a été faite avec l’aide des simulations numériques basées sur diverses
méthodes informatiques adaptées à la physique de ce phénomène. En effet, les études
numériques ont permis d’obtenir des valeurs des exposants critiques à proximité de la tran-
sition et d’étudier certaines caractéristiques de système au point critique comprenant des
statistiques d’espacement de niveaux et des fluctuations de conductibilité pour les cases de
différentes symétries et de dimensions de système (voir, par exemple, [22, 23, 24, 25, 26]).
Ces simulations numériques sont effectuées à l’aide d’énormes ordinateurs modernes et
sont à la frontière de leur capacité informatique.

Le modèle d’Anderson décrit le mouvement d’une particule quantique sur un réseau
d-dimensionnel. L’équation de Schrödinger stationnaire a la forme suivante :

∑

m

w
m

ψ
m+n

+ v
n
ψ

n
= Eψ

n
,
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où vn sont le nombres aléatoires et wm diminuent rapidement avec m, l’index m court
sur tous les ensembles de d nombres entiers. Le premier terme dans l’hamiltonien décrit
l’énergie cinétique d’une particule, c’est la partie régulière de l’hamiltonien. Le deuxième
terme est l’énergie potentielle de la particule qui dépend de façon aléatoire du noeud du
réseau, c’est la partie désordonnée. En l’absence de désordre, les solutions de l’équation de
Schrödinger sont les ondes de Bloch quasipériodiques. En présence de désordre, un nouveau
phénomène de localisation complètement quantique peut apparâıtre. Les solutions de
l’équation de Schrödinger dans le régime localisé ont une décroissance exponentielle avec
la distance et par conséquent, la particule ne peut pas se déplacer loin sur le réseau. Ce
régime insulant est impossible dans le cadre de la mécanique classique parce qu’il n’y a
aucune barrière potentielle et que tout le réseau est classiquement accessible. En d ≥ 3
dimensions, les fonctions d’ondes sont exponentiellement localisées pour vn suffisamment
grands et delocalisées pour vn plus petits (P.W. Anderson (1958)). Cette transition entre
le deux régimes est appelée la transition d’Anderson. En d ≤ 2 dimensions, les fonctions
d’ondes sont toujours localisées (E. Abrahams et al. (1979)) et la transition d’Anderson
n’a pas lieu.

Dans le quatrième chapitre de cette thèse, nous étudierons un algorithme quantique
qui permet la simulation numérique efficace de la transition d’Anderson. Cet algorithme
est fondé sur une analogie entre la localisation d’Anderson et la localisation dynamique
dans le modèle de rotateur pulsé. La sous-section suivante est consacrée à la description
de ce modèle.

1.2.3 Le rotateur pulsé

Le rotateur pulsé est un des modèles les plus importants dans la théorie du chaos
quantique. C’est la quantification de l’application standard de Chirikov. L’application
standard (pour une revue, voir [27]) est une transformation d’espace de phase (I, θ) :

Ī = I + K sin θ

θ̄ = θ + Ī . (1.8)

Ici, I est le moment angulaire (variable d’action) et θ est l’angle, 0 ≥ θ < 2π, Ī et θ̄ sont
les nouvelles variables après une itération de l’application. La dynamique du modèle peut
être décrite par l’hamiltonien

H =
I2

2
+ K cos θ

∑

m

δ(t − m), (1.9)

qui est composé de la rotation libre et de courtes impulsions périodiques. L’application
(1.8) lie les coordonnées du système dans l’espace de phase dans les deux moments avant
deux impulsions consécutives.

Le système est intégrable pour K = 0 (c’est simplement une rotation libre), pour
K > 0 le système montre une transition vers le chaos qui suit le théorème de Kolmogorov-
Arnold-Moser. Les régions chaotiques sont séparées par les trajectoires régulières restantes
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et le mouvement dans l’espace de phase est restreint par ces trajectoires. Quand K aug-
mente au-dessus de la valeur critique K ≈ 0.9716, la dernière trajectoire régulière qui
séparait l’espace de phase disparâıt et le mouvement devient illimité ; on a la diffusion
vers les valeurs du moment angulaire toujours plus grandes. Les simulations numériques
montrent que pour K ∼> 5, le mouvement est complètement chaotique : il y a l’instabilité
locale, le mélange, la décroissance rapide des corrélations et l’entropie de Kolmogorov-
Sinai positive. Dans ce régime chaotique pour les grandes valeurs de K, la dynamique se
réduit à la diffusion dans l’espace de phase, avec une croissance linéaire avec le temps du
carré moyen de moment angulaire : 〈I2〉 = Dt. Il est facile de calculer le coefficient de
diffusion D dans l’approximation de phases θ indépendantes, valide pour les valeurs de K
assez grandes. On obtient dans ce cas

D =
1

2π

∫ 2π

0

(sin θ)2dθ =
1

2
. (1.10)

Ensuite, la quantification de l’ hamiltonien (1.9) conduit à l’évolution unitaire suivante
(n = I/~) :

ψ̄ = e−i~n2/2e−iK cos θ/~ψ. (1.11)

Ce système quantique a déjà été étudié via des méthodes numériques dans [28, 29, 30]
(pour une revue, voir [31]). Dans ces simulations numériques, il a été découvert, que dans
ce système quantique la diffusion n’est pas perpétuelle ; elle s’arrête une fois la longueur
de localisation atteinte. Il existe une seule exception pour les valeurs spéciales de K qui
correspondent aux résonances quantiques pour lesquelles la diffusion ne s’arrête pas. Dans
ce qui suit, nous regarderons seulement les valeurs génériques, quand la localisation a lieu,

L’effet de la localisation se manifeste dans la forme de vecteurs propres de l’opérateur
d’évolution temporelle (1.11) (vecteurs propres de quasiénergie). Deux exemples typiques
des fonctions propres localisées sont montrées dans la Fig. 1.7. Les vecteurs propres sont
localisés exponentiellement dans la représentation de moment angulaire : ils tombent vers
le zéro comme ∼ exp(−|n − n0|/l), où n0 est la position du centre du paquet d’onde (le
moment angulaire moyen). Il est facile de voir que la localisation exponentielle des fonc-
tions propres de quasiénergie mène à son tour à la localisation dans l’évolution temporelle
des paquets d’ondes. En effet, il y a seulement un nombre fini de vecteurs propres dans
la décomposition de n’importe quel paquet d’onde au commencement localisé. Puisque
chaque vecteur propre est localisé dans un intervalle de la longueur ∼ l, le paquet d’onde
ne peut donc pas acquérir une diffusion plus grande que ∼ l.

On a montré dans [29, 32] que la longueur de localisation est proportionelle au co-
efficient de diffusion classique D : l = αD, avec une constante numérique α de l’ordre
de l’unité. L’argument est le suivant. Le paquet d’onde est effectivement composé d’un
nombre fini de vecteurs propres de quasiénergie (soit perturbés ou non-perturbés). Cepen-
dant, le principe d’incertitude de temps-énergie mène à l’existence d’une énergie minimale
qui peut être résolue dans un intervalle donné de temps ; cette résolution d’énergie est in-
versement proportionnelle au temps. Par conséquent, le spectre de quasiénergie peut être
considéré comme continu, jusqu’à ce que la résolution d’énergie atteigne la séparation
moyenne de niveaux dans le paquet d’onde. Finalement, la diffusion classique s’arrête.
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Fig. 1.7 – La localisation des fonctions propres de quasiénergie dans le modèle de rotateur
pulsé (k=2.8, T=4.867) selon [32]. Les disques blancs et noirs représentent les données
numériques de [33]. Les droites correspondent à la valeur de l obtenue par la méthode
d’exposante de Lyapunov minimale.

La taille du paquet d’onde augmente grâce à la diffusion comme racine carrée de temps :
n ∼

√
Dt. En conséquence, le nombre efficace de composants avec les valeurs de moment

angulaire différentes dans le paquet d’onde augmente également comme
√

Dt. La moyenne
séparation de niveaux de quasiénergie non-perturbés δE (ici, nous considérons le ”pulse”
comme une perturbation) est inversement proportionnelle au nombre de ces états de mo-
ment angulaire : δE ∼ 1/

√
Dt. En comparant la résolution d’énergie 1/t à la séparation

de niveaux 1/
√

Dt, nous pouvons constater que la diffusion s’arrête dans le moment de
temps tD = D et que la longueur de localisation correspondante est également égale à D.
Cette relation est illustrée dans la Fig. 1.8.

1.2.4 Le rotateur pulsé et le modèle d’Anderson

Le phénomène de localisation dynamique a été expliqué dans [33] où une correspon-
dance exacte avec le modèle d’Anderson a été établie. Pour montrer ce lien, nous com-
mencerons par généraliser le modèle puis nous étudierons un système avec le nombre de
dégrés de liberté d quelconque et les énergies cinétiques potentielles arbitraires décrites
par l’hamiltonien :

H = H0 + kV
∑

m

δ(t − mT ). (1.12)

L’opérateur d’évolution pour une itération est maintenant le produit U = U2U1 de
l’opérateur de ”pulse” U1 = e−iKV/~ et de l’opérateur de rotation généralisé U2 = e−iTH0/~.



1.2. MODÈLES CHAOTIQUES ET LOCALISATION 25

Fig. 1.8 – La dépendance de la longueur de localisation du coefficient de diffusion D0

de l’application standard classique selon [32]. Les disques blancs représentent les données
numériques pour la longueur de localisation des distributions stationnaires, c’est-à-dire
des distributions moyennes par rapport au temps. La ligne tiretée correspond au moyen.
Les disques noirs montrent les longueurs de localisation obtenues des fonctions propres de
quasiénergie par la méthode d’exposante de Lyapunov minimale. La ligne continue montre
la localisation théorique l = D/2. L’encart montre la dépendance de D0 de ∆K = K−Kcr,
Kcr = 0.971635.

L’équation de Schrödinger pour les états propres de quasiénergie (l’équation de Flo-
quet)

Uψ′ = U2U1ψ
′ = e−iνψ′ (1.13)

peut être réécrite dans la forme U1ψ
′ = e−iνU−1

2 ψ′ ou d’une manière équivalente,

(1 ± U1)ψ
′ = (1 ± e−iνU−1

2 )ψ′. (1.14)

En introduisant la notation ψ = (1 + U1)ψ
′ = (1 + e−iνU−1

2 )ψ′, on peut transformer
l’équation précédente vers la forme

(1 − U1)

(1 + U1)
ψ = − (1 − U2e

iν)

(1 + U2eiν)
ψ. (1.15)

Après la substitution de U1 et U2 par les expressions explicites, on obtient

tan(
1

2
(ν − TH0))ψ + tan(

k

2
V )ψ = 0. (1.16)
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C’est l’équation de Schrödinger pour le modèle d’Anderson, où le premier terme joue le
rôle de (vn − E)ψn et où le deuxième joue le rôle de

∑
m

wmψm+n avec wm qui sont les
composantes de Fourier de tan(k

2
V (θ, θ1, θ2)). Le choix particulier du potentiel

V =
2

k
arctan(E −

d∑

j=1

cos θj) (1.17)

mène à un modèle avec les transitions entre les sites voisins seulement. Ce modèle, avec
la statistique de désordre résultante de Eq. (1.16), est connu sous le nom de modèle de
Lloyd.

On peut considérer plus particulièrement le cas d’une application quantique à trois
dimensions : H0 = H0(n, n1, n2), V = V (θ, θ1, θ2), qui correspond au modèle d’Anderson
tridimensionnel avec la transition de phase. L’étude numérique de ce modèle à trois di-
mensions est compliqué, mais il existe heureusement une méthode qui permet de réduire
ce modèle à un système unidimensionnel avec la modulation temporelle [34, 35]. Il faut,
pour cela, choisir H0 qui est une fonction linéaire de n1 et de n2 :

H0(n, n1, n2) = H0(n) + Ω1n1 + Ω2n2,

. En passant par le système de coordonnées en rotation avec des fréquences angulaires
Ω1 et Ω2 autour des directions respectives, on obtient dans cette représentation nouvelle,
l’hamiltonien suivant :

H = H0(n) + kV (θ, θ1 − Ω1t, θ2 − Ω2t)
∑

m

δ(t − mT ) (1.18)

Maintenant, les angles θ1 and θ2 sont bien évidemment conservés et le système devient
unidimensionnel. Ce modèle avec sa transition entre les régimes diffusifs et localisés a
été étudié en détail dans [34, 35, 36]. Les résultats de ces simulations numériques sont
présentés dans la Fig.1.9(a) pour le modèle de Lloyd avec le potentiel (1.17) et dans la
Fig.1.9(b) avec le potentiel

V = k(1 + ǫ cos θ1 cos θ2) cos θ . (1.19)

Dans le quatrième chapitre, nous présenterons un algorithme quantique efficace pour la
simulation de ce modèle, ce qui donnera le moyen d’étudier la transition d’Anderson.

1.3 Ordinateurs quantiques et decohérence

1.3.1 La decohérence. Les portes avec bruit aléatoire

L’obstacle principal à la réalisation pratique de l’information quantique est la perte
de cohérence provoquée par les interactions avec l’environnement et par les interactions à
l’intérieur du système. On peut mettre en relief les trois sources majeures de la decohérence
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(a) (b)

Fig. 1.9 – (a) Le coefficient de diffusion D (points) et la longueur de localisation inverse
γ = 1/l (cercles) en fonction du paramètre de perturbation k pour le modèle de Lloyd
Eq.(1.17) selon [34]. (b) La même chose pour le modèle (1.18), avec le potentiel de (1.19)
selon [36].

dans les ordinateurs quantiques. Premièrement, il y a l’interaction avec l’environnement
(pour une revue, voir [37]). Dans ce cas-ci, la simulation numérique directe est difficile car
le système de l’ordinateur quantique et l’environnement ont une dimension trop grande
de l’espace d’Hilbert, ce qui exige une quantité importante de mémoire et un temps
de calcul prolongé. C’est pourquoi l’effet de l’environnement est souvent modélisé par
application au registre quantique des transformations unitaires aléatoires. Cette approche
ne permet pas de reproduire exactement l’effet d’environnement mais, en règle générale,
elle reproduit ces traites qualitativement. En pratique, il est convenable d’introduire ce
bruit unitaire comme les erreurs aléatoires dans les portes [38, 39, 40, 41]. Par exemple, on
peut ajouter des petits décollages dans les phases de valeurs propres des portes. Outre la
decohérence dûe à l’environnement, ce modèle peut être interprété comme une description
de la précision finie de la réalisation des portes, ce qui amènera des erreurs aléatoires.

La mesure naturelle de la précision de reproduction d’un état pur quantique est sa
fidélité, définie comme la probabilité de trouver le système en état désirable :

f(t) = |〈ψ0(t)|ψǫ(t)〉|2. (1.20)

Alors que cette quantité reste proche de l’unité, l’état réel reste proche de l’état idéal. Dans
la majorité des cas, la fidélité d’ordre de l’unité est encore acceptable car la probabilité



28 CHAPITRE 1. INTRICATION, ORDINATEURS QUANTIQUES ET CHAOS

de trouver le système en état désirable est aussi de l’ordre de l’unité. Quand la fidélité
chute considérablement vers le zéro, le travail de l’ordinateur quantique devient inutile.
La condition qui demande que la fidélité doit rester de l’ordre de l’unité, impose une
restriction sur le nombre de portes maximales que l’ordinateur quantique peut exécuter.
Comment s’ajoutent les erreurs qui proviennent des différentes portes ? Dans la mesure
où les erreurs sont aléatoires et indépendantes, c’est de celles-ci au carré qui s’ajoutent et
l’erreur après le nombre ng des portes a l’ordre de grandeur de

√
ngǫ. Alors, la condition√

ngǫ ∼ 1 amène au nombre des portes qui peuvent être exécutées avant la perte de la
cohérence égale à ng ∼ 1/ǫ2. Dans le cas opposé où des erreurs statiques indépendantes
du temps apparaitraient, les erreurs s’ajoutent simplement et l’erreur après l’exécution de
ng portes est ngǫ. Par conséquent, le nombre maximal de portes sera dans ce cas précis

de l’ordre de ng ∼ 1/ǫ. Évidemment, les erreurs statiques sont plus dangereuses que le
bruit aléatoire de même magnitude. Nous étudierons plus en détail les effets des erreurs
statiques dans la prochaine sous-section.

1.3.2 Imperfections statiques

Les effets des imperfections statiques peuvent être étudiés dans le modèle présenté
dans [42]. Dans ce modèle, le matériel d’ordinateur quantique est décrit par l’hamiltonien
H :

H =
∑

i

∆

2
σz

i + HS, HS =
∑

i

aiσ
z
i +

∑

i<j

bijσ
x
i σx

j . (1.21)

Ici, σi sont les matrices de Pauli pour les qubits i et ∆ est la différence moyenne entre les
niveaux d’énergie d’un qubit. Tous les ntot qubits sont placés sur un réseau rectangulaire
et la deuxième somme dans HS est sur les qubits proches voisins avec les conditions au
bord périodiques. Les différences des niveaux d’énergie ai et les couplages entre qubits bij

sont distribués de façon aléatoire et uniformément dans les intervalles [−α, α] et [−β, β],
respectivement. Après [15, 43, 44, 4], nous supposons que la différence moyenne de ni-
veaux δ est compensée par des impulsions de laser particulièrement appliquées de sorte
qu’entre les portes élémentaires consécutives, l’évolution de la fonction d’onde soit donnée
par le propagateur Us = exp(−iHStg). Ainsi, toutes les erreurs statiques sont exprimées
par l’intermédiaire de ce propagateur tandis que les portes élémentaires sont considérées
comme parfaites. Le changement approprié des paramètres ai et bij laisse mettre tg = 1
sans aucune perte de généralité. Nous concentrons nos études sur le cas α = β ≡ ε où les
couplages entre qubits mènent au chaos quantique développé [42, 15].

Pour commencer, on peut tout d’abord étudier les effets des imperfections statiques sur
une mémoire quantique, c’est-à-dire sur un ordinateur quantique sans aucun algorithme,
d’après [42]. Dans ce cas-ci, l’évolution temporelle de l’ordinateur est entièrement décrite
par l’hamiltonien (1.21). Avec le couplage entre qubits égal à zéro β = 0, les vecteurs de la
base de calcul sont les vecteurs propres de l’hamiltonien et par conséquent sont préservés
par l’évolution temporelle. Pour la constante de couplage β suffisamment petite , on peut
traiter l’interaction comme une petite perturbation et les vecteurs propres à l’hamiltonien
restent voisins des valeurs non perturbées. La théorie de perturbation peut être appliquée
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quand les éléments de matrice de perturbation sont bien plus petits que les différences
d’énergie entre les niveaux correspondants. Le régime de la perturbation suffisamment
forte, si la théorie de perturbation n’est pas applicable, est connu sous le nom de chaos
quantique et la transition correspondante entre les régimes s’appelle la transition au chaos.

Estimons la distance moyenne entre les niveaux d’énergie. Dans le cas de ∆ différent
de zéro, la taille de l’intervalle qui inclut toutes les valeurs propres est de l’ordre de nq∆.
Si ∆ est zéro, alors la taille d’intervalle est de l’ordre de

√
nqα. Le nombre de niveaux

dans cet intervalle est la dimension de l’espace d’Hilbert N = 2nq . La séparation moyenne
∆nq

des niveaux d’énergie est le rapport de l’intervalle de l’énergie avec le nombre de
niveaux dans celle-ci. On a ∆nq

= nq∆/N avec ∆ différent de zéro et ∆nq
=

√
nqα/N

si ∆ = 0. En raison de la dimension de l’espace d’Hilbert exponentiellement grande, la
séparation des niveaux augmente exponentiellement avec le nombre de qubits. Si on le
compare aux éléments de matrice de perturbation, on pourrait penser que la validité de la
théorie de perturbation se termine déjà pour des perturbations exponentiellement petites.
Cependant, comme on l’a précisé dans [42], le problème n’est pas aussi simple, puisque
l’interaction est toujours de nature de deux-corps et que tous les états multi-qubits ne
sont pas directement couplés. En fait, le nombre d’états directement couplés à un état de
registre quantique n’augmente pas plus vite que quadratiquement avec nq. Ce problème
existe déjà dans d’autres systèmes physiques à plusieurs corps avec interaction, tels que
les noyaux, les atomes complexes, les points quantiques et les verres de spin quantiques.

On a réalisé que l’interaction suffisamment forte mène au chaos quantique et à la ther-
malisation interne (dynamique), où les propriétés d’états propres suivent les prévisions
de la théorie des matrices aléatoires (RMT). La frontière de chaos quantique pour cette
thermalisation dynamique a été établie tout récemment et il a été démontré que la ma-
gnitude de couplage dans le régime chaotique devrait être plus grande que la distance
moyenne entre les niveaux d’énergie d’états directement couplés ∆c. Puisque ∆c tombe
algébriquement avec nq, elle est exponentiellement plus grande que ∆n ∼ n2−n∆0 et il est
donc nécessaire d’avoir une force de couplage relativement grande pour l’apparition du
chaos et de l’ergodicité quantique. La valeur critique de la constante de couplage βc peut
être trouvée selon la condition suivante :

βc ≈ ∆c ≈ Cα/
√

nq, (1.22)

où C est une constante. Une telle frontière pour les systèmes de qubits avec l’interaction
permettrait un régime raisonnable de la stabilité de la ”mémoire quantique”.

Dans le domaine du chaos quantique, il est bien connu que la transition aux états
propres ergodiques est reflétée dans la transition dans la statistique de séparations des
niveaux entre la distribution de Poisson pour les états non-ergodiques et la distribution
de Wigner-Dyson (WD) PW (s) = (πs/2) exp(−πs2/4), correspondant à RMT, pour les
états ergodiques. Ici, s est la distance mesurée entre les niveaux les plus proches dans
les unités de la distance moyenne où P (s) est la probabilité de trouver deux niveaux
adjacents dont la séparation est dans l’intervalle [s, s + ds]. La statistique de séparations
des niveaux pour l’hamiltonien (1.21) a été étudiée dans [42]. On peut voir un exemple de
la transition dans la statistique spectrale dans Fig.1.10. Le modèle (1.21) a deux classes
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Fig. 1.10 – Transition de la statistique de Poisson vers la statistique WD dans le modèle
(1.21) pour les états au milieu de la bande d’énergie selon [42] (±6.25% autour du centre)
pour nq=12 : J/∆0 = 0.02, η = 1.003 (l’histogramme à ligne tiretée) ; J/∆0 = 0.48, η =
0.049 (l’histogramme à ligne complète). Les lignes complètes montrent PP (s) et PW (s) ;
NS > 2.5 × 104, ND = 100, δ = ∆0.

de symétrie caractérisées par le nombre de qubits en état |1〉 pair ou impair et les données
sont présentées pour une classe de symétrie. Les valeurs propres et les vecteurs propres ont
été calculés par la diagonalisation exacte de la matrice hamiltonienne (1.21) pour chaque
réalisation.

1.4 Intrication quantique

L’intrication quantique est un phénomène exclusivement quantique, qui n’existe pas
en mécanique classique. On dit qu’il y a intrication entre différentes parties d’un système
quantique si l’état du système ne peut être représenté comme un produit des états de ses
sous-systèmes ou comme un mélange statistique des produits. Par exemple, on dit que
l’état singulet de deux spins 1/2

Ψ− =
1√
2
(| ↑↓〉 − | ↓↑〉) (1.23)

est intriqué. Les spins dans cet état peuvent être considérablement éloignés l’un de l’autre
en espace, mais ils auront toujours des directions opposées, une fois qu’il auront été
mesurés par rapport à un axe quelconque. C’est le célèbre effet d’Einstein-Podolsky-Rosen
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[45]. Bell [46] et Clauser et al. [47] ont prouvé que les statistiques de cet état violent
les inégalités qui doivent être satisfaites dans tous les modèles avec variables cachées.
La confirmation expérimentale répétitive [48] des corrélations non-locales prévues par la
mécanique quantique est considérée comme une évidence qui renforce sa nécessité.

L’intrication quantique permet de réaliser un grand nombre de nouvelles applications
de la mécanique quantique dans les domaines du calcul, de la communication et de la
cryptographie. Pour donner un exemple de ce type d’applications, décrivons brièvement
l’effet de téléportation quantique. Cet effet consiste à envoyer d’un lieu vers un autre lieu
un état inconnu quantique sans le mesurer préalablement. Pour être capable d’effectuer
la téléportation on doit auparavant partager un état intriqué entre l’expéditeur et le
récepteur et être aussi en mesure de pouvoir envoyer l’information classique. Dans la
situation la plus simple, on veut transmettre l’état d’un spin 1/2 en utilisant une paire
intriquée de particules de spin 1/2 dans l’état singulet ψ− (1.23). D’abord, l’expéditeur
effectue la mesure dans la base de Bell sur sa paire de particules de spin 1/2 (une de
ces deux particules est la particule dont l’état doit être envoyé et l’autre est la moitié
d’expéditeur de la paire intriquée partagée). La base de Bell se compose de l’état singulet
ψ− et des trois états du triplet

Ψ+ =
1√
2
(| ↑↓〉 + | ↓↑〉) (1.24)

Φ± =
1√
2
(| ↑↑〉 ± | ↓↓〉). (1.25)

Ensuite l’expéditeur communique le résultat de sa mesure au récepteur. Si le résultat
de mesure était que la paire est dans l’état de singulet, alors la particule de récepteur
sera déjà dans l’état qu’on a voulu transmettre par la téléportation. Dans l’autre cas, si
la paire était trouvée dans un des états de triplet, le récepteur doit alors appliquer une
certaine transformation unitaire à sa particule, selon laquelle des états de triplet ont été
trouvés. Finalement, après cette transformation, la particule du récepteur sera dans l’état
téléporté.

Une des tâches de base de la théorie de l’information quantique est de définir les
caractéristiques quantitatives appropriées de combien un état est intriqué. Une mesure
simple et universelle existe uniquement dans le cas de deux sous-systèmes dans un état
pur. Pour un état pur ψ d’un système composé de sous-systèmes A et B, l’intrication
E(ψ) est donnée par l’entropie de sa matrice de densité réduite :

E(ψ) = S(TrB(|ψ〉〈ψ|)) = S(TrA(|ψ〉〈ψ|)), (1.26)

où S est l’entropie de von Neumann : S(ρ) = −Trρ log2 ρ. Ici et plus loin, le symbole
Tr avec des indices inférieurs signifie la trace partielle de sous-système correspondant (le
sous-système B ou A dans ce cas-ci) en considérant uniquement des systèmes avec les
espaces d’Hilbert de dimension finie.

Contrairement au cas d’état pur, les différents aspects de l’intrication des mélanges sta-
tistiques sont caractérisés par des mesures différentes. Par exemple, le coût d’intrication,
soit la quantité d’intrication nécessaire pour préparer un état indiqué, diffère généralement
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de l’intrication distillable, soit la quantité d’intrication qui peut être extraite à partir d’un
état indiqué. Une des mesures les plus importantes et les plus répandues est l’intrication

de formation (IDF). Il a été présenté dans la [49] comme l’intrication moyenne minimum
de tous les ensembles d’états purs réalisant ρ :

EF (ρ) = min
{pi,ψi}

∑

i

piE(ψi), (1.27)

où un ensemble {pi, ψi} réalise ρ si ρ =
∑

i pi|ψi〉〈ψi|, c’est-à-dire si l’état pur ψi peut être
trouvé dans ρ avec la probabilité pi. Nous appellerons ensemble optimal de ρ un ensemble
pour lequel le minimum est atteint.

Une autre mesure d’intrication, proposée pour la première fois dans [50] est basée sur
l’idée que l’intrication devrait être zéro pour l’ensemble des matrices de densités séparables
et devrait augmenter tandis que nous nous éloignons de cet ensemble. Une telle fonction
pourrait être regardée comme une fonction qui mesure un certain genre de distance de
l’état à l’ensemble d’états séparables. Si on prend cette idée littéralement et que l’on
emploie l’entropie relative [51]

S(ρ, σ) = Trρ(log ρ − log σ) (1.28)

pour mesurer la ”distance”, on arrive à l’entropie relative d’intrication

ERE(ρ) = inf{S(ρ, σ), σ est séparable}. (1.29)

On employait aussi d’autres fonctions de distance auparavant pour définir des mesures
d’intrication. Cependant, celle basée sur l’entropie relative est la seule proposition qui
cöıncide avec le choix ”canonique” décrit dans Eq. (1.26)sur les états purs. Puisque ERE

s’avère facilement convexe, il doit être plus petit que la plus grande fonction convexe avec
cette propriété, à savoir Ef .

L’interprétation physique de l’IDF dépend du fait qu’elle soit additive ou non. Étant
donné deux états ρ1 et ρ2 de deux systèmes séparés 1 et 2 (chacun étant un système
bipartite avec les parties respectives 1A, 1B et 2A, 2B, en continuant de considérer l’in-
trication entre A et B), on peut se demander quelle est l’IDF de l’état ρ1 ⊗ ρ2 du système
composé. On a conjecturé que l’IDF est additive :

EF (ρ1 ⊗ ρ2)
?
= EF (ρ1) + EF (ρ2), (1.30)

c’est à dire l’IDF du système composé égale la somme des IDF de ses pièces. Cela est
évidemment vrai dans le cas des états purs ρ1 et ρ2. Cette conjecture d’additivité a été
prouvée pour quelques classes particulières d’états (voir [52]). De plus, la conjecture est
soutenue par un certain nombre de calculs numériques et aucun contre-exemple n’a été
jusqu’à présent trouvé.

Il est connu [53], que le coût d’intrication EC d’un état ρ est égal au rapport asymp-
totique de l’IDF des n copies de l’état ρ au nombre de copies n, c’est à dire EC =
limn→∞ EF (ρ⊗n)/n. Si la conjecture d’additivité est vraie, alors l’IDF nous donne le coût
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d’intrication (EC = EF ), ce qui simplifierait considérablement le problème du calcul pra-
tique de EC .

Il est naturel de considérer un problème plus général qui consiste à comparer l’IDF
d’un système à la somme des IDF de ses sous-systèmes. De plus, il a été conjecturé [54, 55]
que le précédent n’est pas moins que le dernier :

EF (ρ)
?

≥ EF (Tr2ρ) + EF (Tr1ρ). (1.31)

On appelle cette propriété la superadditivité forte. Elle est intéressante non seulement
pour ce qu’elle représente mais aussi parce qu’elle implique l’additivité de l’IDF [54, 55].

Il est bien connu [55], que la superadditivité forte de l’IDF implique aussi l’additivité
de la capacité classique de Holevo-Schumacher-Westmorland d’un canal quantique. Le
problème de l’additivité de cette quantité est d’importance considérable pour la théorie
de communication quantique [56], mais reste encore sans solution dans le cas général, bien
que l’additivité a été prouvée pour quelques classes particulières de canaux quantiques
(pour un exemple important, voir le [57]). Ici, nous découvrons un lien encore plus étroit
entre le superadditivité forte de l’IDF, l’additivité de l’IDF et l’additivité de la capacité de
canal classique : nous prouvons que l’additivité de l’IDF implique la superadditivité forte

et que, par conséquent, ces deux conjectures sont équivalentes et impliquent l’additivité
de la capacité de canal classique.
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Chapitre 2

L’équivalence des conjectures de
l’additivité et de la superadditivité
forte de l’intrication de formation

2.1 Convexité et fonction conjuguée

Nous avons vu don le chapitre précédent que l’intrication de formation est une des
mesures les plus utilisées de l’intrication. Une des plus importantes propriétés de l’IDF
est sa convexité. La convexité signifie que pour un ensemble de matrices de densité ρi et
de probabilité pi quelconque, l’IDF de la matrice de densité moyenne ρ =

∑
i piρi n’est

pas plus grande que l’IDF moyenne :

EF (ρ) ≤
∑

i

piEF (ρi). (2.1)

Pour se convaincre de la convexité de l’IDF, on peut considérer l’état ρ comme si ce
dernier était préparé selon le procédé suivant : prendre avec la probabilité pi un index
i puis préparer le système dans un état pur choisi d’un ensemble optimal de ρi, avec la
probabilité correspondante à cet état pur dans l’ensemble. L’intrication moyenne pour
l’ensemble d’états purs résultant est égale au membre droit de l’Eq. (2.1) et l’intrication
moyenne minimale Ef (ρ) ne peuvent être plus grandes que cela.

Introduisons la notion indispensable de la fonction conjuguée de l’IDF suivant [58]. La
transition d’une fonction à sa conjuguée est une opération standard de l’analyse convexe
[61] et en ce qui concerne l’IDF, nous obtenons la fonction d’une matrice hermitienne H
suivante :

E∗(H) = max
ρ

[Tr(ρH) − EF (ρ)] , (2.2)

où la maximisation est exécutée sur toutes les matrices de densité ρ. Au lieu de cela, on
peut maximiser sur tous les états purs seulement [58] :

E∗(H) = max
ψ

[〈ψ|H|ψ〉 − E(ψ)] , (2.3)

35
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parce que l’expression Ef (ρ) est l’intrication moyenne pour un ensemble d’états purs ψi ;
le membre droit entier (2.2) est donc également une moyenne :

Tr(ρH) − EF (ρ) =
∑

i

pi [〈ψi|H|ψi〉 − E(ψi)] (2.4)

et une moyenne ne peut pas être plus grande que ces nombres qui entrent dans la moyenne.
L’opération de conjugaison qui s’applique deux fois à une fonction convexe laisse cette
fonction inchangée [58, 61]. Pour l’IDF, cela signifie que

EF (ρ) = max
H

[Tr(ρH) − E∗(H)] , (2.5)

où le maximum est cherché parmi toutes les matrices hermitiennes H.
Rappelons maintenant quelques faits bien connus liés aux conjectures d’additivité et de

superadditivité forte. Considérons un système déjà étudié dans l’introduction, composé
de deux sous-systèmes bipartites 1 et 2 : le sous-système 1 est composé des pièces 1A
et 1B et le sous-système 2 est composé des pièces 2A et 2B. Nous considérons toujours
l’intrication entre les sous-systèmes A et B. Une des raisons pour lesquelles la conjecture de
superadditivité forte (voir la section 1.4) est intéressante, est qu’elle implique l’additivité
de l’IDF [52, 55]. Il est facile de le voir si on considère une décomposition optimale pour
ρ1 :

ρ1 =
∑

i

p
(1)
i |ψ(1)

i 〉〈ψ(1)
i |, EF (ρ1) =

∑

i

p
(1)
i E(ψ

(1)
i )

et une décomposition optimale analogique pour ρ2. Nous avons une décomposition du
produit tensoriel suivante :

ρ1 ⊗ ρ2 =
∑

ij

p
(1)
i p

(2)
j |ψ(1)

i 〉|ψ(2)
j 〉〈ψ(2)

j |〈ψ(1)
i |. (2.6)

La moyenne IDF de cette décomposition ne peut pas excéder EF (ρ1 ⊗ ρ2) :

EF (ρ1 ⊗ ρ2) ≤
∑

ij

p
(1)
i p

(2)
j E(|ψ(1)

i 〉|ψ(2)
j 〉) = EF (ρ1) + EF (ρ2), (2.7)

où nous avons employé l’additivité de l’IDF pour les états purs. La propriété ci-dessus
s’appelle la sous-additivité. Combinée avec la superadditivité conjecturée, (Eq. (1.31) avec
ρ = ρ1 ⊗ ρ2) elle donne l’additivité Eq. (1.30).

Eq. (1.31) est vérifiée pour tous les états ρ si et seulement si elle est vérifiée pour les
états purs, c’est-à-dire si pour tous les états purs ψ [52] :

E(ψ)
?

≥ EF (Tr1(|ψ〉〈ψ|)) + EF (Tr2(|ψ〉〈ψ|)). (2.8)

Considérons une décomposition optimale de ρ :

ρ =
∑

i

pi|ψi〉〈ψi|, EF (ρ) =
∑

i

piE(ψi). (2.9)



2.1. CONVEXITÉ ET FONCTION CONJUGUÉE 37

Si Eq. (2.8) est satisfaite pour tous les états purs ψi, alors

EF (ρ) =
∑

i

piE(ψi)

≥
∑

i

pi [EF (Tr2(|ψi〉〈ψi|)) + EF (Tr1(|ψi〉〈ψi|))] .

En utilisant la linéarité de trace :
∑

i piTr1(|ψi〉〈ψi|) = Tr1ρ (idem pour le système 2) et
en utilisant la convexité de l’IDF Eq. (2.1), nous obtenons Eq.(1.31) pour l’état ρ.

La conjecture de la superadditivité forte peut être redite en termes de fonction conjuguée
E∗(h). À cette fin, faisons la substitution de l’Eq. (2.5) dans le membre droit de l’Eq. (2.8) :

E(ψ)
?

≥ max
H1

[Tr1(Tr2(|ψ〉〈ψ|)H1) − E∗(H1)] + max
H2

[Tr2(Tr1(|ψ〉〈ψ|)H2) − E∗(H2)]

= max
H1

[〈ψ|H1 ⊗ 1|ψ〉 − E∗(H1)] + max
H2

[〈ψ|1 ⊗ H2|ψ〉 − E∗(H2)] . (2.10)

Une proposition équivalente est que pour tous les ψ, H1 et H2

E(ψ)
?

≥ 〈ψ|(H1 ⊗ 1 + 1 ⊗ H2)|ψ〉 − E∗(H1) − E∗(H2). (2.11)

On peut le réécrire plus en profondeur comme

〈ψ|(H1 ⊗ 1 + 1 ⊗ H2)|ψ〉 − E(ψ)
?

≤ E∗(H1) + E∗(H2).

L’inégalité ci-dessus est vraie pour tous les ψ si et seulement si elle est vraie pour la valeur
maximale du membre gauche de l’équation :

max
ψ

[〈ψ|(H1 ⊗ 1 + 1 ⊗ H2)|ψ〉 − E(ψ)]
?

≤ E∗(H1) + E∗(H2),

c’est-à-dire [58] :

E∗(H1 ⊗ 1 + 1 ⊗ H2)
?

≤ E∗(H1) + E∗(H2). (2.14)

D’autre part, considérons les vecteurs ψ1 et ψ2, optimaux (dans le sens de la définition de
la fonction conjuguée dans Eq. (2.2)) pour H1 et H2 respectivement. En employant leur
produit |ψ1〉|ψ2〉 comme une fonction d’essai pour la recherche de E∗(H1 ⊗ 1 + 1 ⊗ H2),
nous avons

E∗(H1 ⊗ 1 + 1 ⊗ H2) ≥ 〈ψ2|〈ψ1|(H1 ⊗ 1 + 1 ⊗ H2)|ψ1〉|ψ2〉 − E(|ψ1〉|ψ2〉)
= 〈ψ1|H1|ψ1〉 − E(ψ1) + 〈ψ2|H2|ψ2〉 − E(ψ2)

= E∗(H1) + E∗(H2). (2.15)

Pris ensemble, Eqs. (2.14) et (2.15) permettent de reformuler la conjecture de superad-
ditivité forte comme la conjecture d’additivité pour les fonctions conjuguées suivantes
[58] :

E∗(H1 ⊗ 1 + 1 ⊗ H2)
?
= E∗(H1) + E∗(H2). (2.16)
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2.2 Propriétés des vecteurs optimaux

Dans cette section, nous étudions les propriétés des vecteurs pour lesquels le maximum
est atteint dans l’Eq. (2.3). Ces propriétés ont été trouvées dans [59] et également dans
[60] dans un arrangement légèrement différent. Considérons dans un système bipartite

A − B, un opérateur hermitien H et un vecteur optimal ψ̃ (dans le sens de la définition
de E∗(h), Eq. (2.3)) :

E∗(H) = 〈ψ̃|H|ψ̃〉 − E(ψ̃). (2.17)

Dénotons par f(ψ), la fonction dont le maximum est E∗(H) :

f(ψ) = 〈ψ|H|ψ〉 − E(ψ). (2.18)

La condition nécessaire pour que la fonction f(ψ) ait un maximum au point ψ est que ses
dérivées soient égales a zéro : δf(ψ) = 0. Pour calculer ces dérivées, nous devons retourner
à la définition de E(ψ) et la réécrire plus explicitement dans les termes des composants ψij

du vecteur |ψ〉, où le premier index se rapporte au sous-système A et le deuxième index se
rapporte au sous-système B. On peut considérer ψij comme les composants d’une matrice
ψ. Pour cette matrice, la définition de E(ψ) devient

E(ψ) = −Tr(ψψ† log2(ψψ†)) = −Tr(ρ log2(ρ)),

où ρ = ψψ†. On a aussi

〈ψ|H|ψ〉 =
∑

ijkl

ψ∗
ijHij|klψkl.

Notons que puisque la trace d’un produit des matrices est invariante sous les permutations
cycliques, nous avons δTrF (ρ) = Tr(F ′(ρ)δρ) pour une fonction quelconque d’une variable
F (x) et pour sa dérivée F ′(x). Afin de le prouver, on peut employer l’expansion de F (x)
en série de Taylor. Dans notre cas, F (x) = −x log2 x et F ′(x) = − log2 x − 1/ ln 2 ; ce qui
donne

δE(ψ) = −Tr((log2 ρ + 1/ ln 2)δρ) = −Tr(δρ log2 ρ).

En faisant la substitution ρ = ψψ† nous obtenons :

δE(ψ) = −Tr(ψ† log2(ψψ†)δψ + log2(ψψ†)ψδψ†).

Pour la variation de f(ψ), nous avons maintenant

δf(ψ) =
∑

ijkl

(δψ∗
ijHij|klψkl + ψ∗

ijHij|klδψkl) − δE(ψ).

La variation du vecteur |δψ〉 est orthogonale à |ψ〉 dûe à la condition de normalisation
〈ψ|ψ〉 = 1, mais hormis cette condition, la variation est arbitraire. A la place des parties
réelles et imaginaires de ses composants Re(δψij) et Im(δψij), on peut considérer comme
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indépendantes leurs combinaisons linéaires complexes δψij et δψ∗
ij. Alors, la condition

nécessaire pour le maximum prend la forme :

∑

kl

Hij|klψ̃kl + (log2(ψ̃ψ̃†)ψ̃)ij = Cψ̃ij.

En calculant les produits scalaires des deux membres de cette équation avec 〈ψ̃|, nous
constatons que la constante C est égale à E∗(h). En tenant compte de cela, nous avons
finalement ∑

kl

Hij|klψ̃kl = −(log2(ψ̃ψ̃†)ψ̃)ij + E∗(H)ψ̃ij. (2.25)

Cette équation détermine comment l’opérateur H agit sur les vecteurs optimaux et com-
ment cet opérateur agit sur n’importe quelle combinaison linéaire des vecteurs optimaux.
L’hermiticité de H exige que pour une paire de vecteurs optimaux quelconques ψ̃α et ψ̃β

la condition suivante soit vérifiée [59, 60] :

Tr
{

ψ̃αψ̃†
β

[
log2(ψ̃αψ̃†

α) − log2(ψ̃βψ̃†
β)

]}
= 0. (2.26)

2.3 Lien entre additivité et superadditivité forte

Nous pouvons à présent établir le lien suivant entre l’additivité et la superadditivité
forte de l’intrication de formation. Pour un état quelconque du système entier (composé de
quatre parties : 1A, 1B, 2A et 2B) avec la matrice de densité correspondante ρ, calculons
ses matrices de densité partiellement réduite ρ1 = Tr2(ρ) et ρ2 = Tr1(ρ). Si, pour ces deux
matrices de densité ρ1 et ρ2, l’IDF est additive, c’est-à-dire si

EF (ρ1 ⊗ ρ2) = EF (ρ1) + EF (ρ2), (2.27)

alors, l’IDF est fortement superadditive pour l’état ρ :

EF (ρ) ≥ EF (ρ1) + EF (ρ2). (2.28)

Nous prouverons cette proposition en quatre étapes.

Étape I. Considérons une matrice hermitienne H, optimale pour ρ1 ⊗ ρ2 dans le sens
d’Eq. (2.5), c’est-à-dire

EF (ρ1 ⊗ ρ2) = Tr [H(ρ1 ⊗ ρ2)] − E∗(H). (2.29)

De la définition de fonction conjuguée (Eqs. (2.2) et (2.3)), nous avons aussi :

E∗(H) ≥ 〈ψ|H|ψ〉 − E(ψ),

E∗(H) ≥ Tr(Hρ′) − EF (ρ′), (2.30)
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pour tous les états purs ψ et toutes les matrices de densité ρ′. Soit

ρ1 =
∑

m

p(1)
m |ψ(1)

m 〉〈ψ(1)
m |,

p(1)
m > 0, EF (ρ1) =

∑

m

p(1)
m E(ψ(1)

m ) (2.31)

une décomposition optimale pour ρ1, soit {p(2)
n , ψ

(2)
n } une décomposition optimale analo-

gique pour ρ2. Alors, pour tous les m et n, les produits |ψ(1)
m 〉|ψ(2)

n 〉 sont les états purs
optimaux pour H dans le sens de Eq. (2.3) :

E∗(H) = 〈ψ(1)
m |〈ψ(2)

n |H|ψ(1)
m 〉|ψ(2)

n 〉 − E(|ψ(1)
m 〉|ψ(2)

n 〉). (2.32)

En effet, en substituant les décompositions optimales dans Eqs. (2.29) et (2.30), nous
avons

E∗(H) =
∑

mn

p(1)
m p(2)

n (〈ψ(1)
m |〈ψ(2)

n |H|ψ(1)
m 〉|ψ(2)

n 〉

− E(|ψ(1)
m 〉|ψ(2)

n 〉)),
E∗(H) ≥ 〈ψ(1)

m |〈ψ(2)
n |H|ψ(1)

m 〉|ψ(2)
n 〉 − E(|ψ(1)

m 〉|ψ(2)
n 〉),

avec toutes les probabilités strictement positives :

p(1)
m p(2)

n > 0,
∑

mn

p(1)
m p(2)

n = 1. (2.33)

Cela est évidemment possible seulement si Eq. (2.32) se tient pour tous les m et n.

Étape II. Dénotons par V1 le sous-espace engendré par les vecteurs ψ
(1)
m puis dénotons

par V ⊥
1 son complément orthogonal et enfin dénotons par V2 et V ⊥

2 les sous-espaces ana-
logiques pour le sous-système 2. Notons que l’état ρ doit être un ensemble de combinai-
sons linéaires des vecteurs optimaux |ψ(1)

m 〉|ψ(2)
n 〉, c’est-à-dire un ensemble d’états purs de

V1 ⊗ V2 :
ρ =

∑

k

pk|φk〉〈φk|, φk ∈ V1 ⊗ V2. (2.34)

En effet, nous avons φk ∈
[
(V ⊥

1 ⊗ V2) ⊕ (V ⊥
1 ⊗ V ⊥

2 )
]⊥

, car pour chaque vecteur |v〉 ∈ V ⊥
1 ,

la relation d’orthogonalité
∑

i φ
k∗
ij vi = 0 (le premier index i correspond ici au sous-système

1 et le second index j correspond au sous-système 2) résulte de

∑

jk

pk

∣∣∣∣∣
∑

i

φk∗
ij vi

∣∣∣∣∣

2

= 〈v|ρ1|v〉 = 0. (2.35)

De manière analogique, on a φk ∈
[
(V1 ⊗ V ⊥

2 ) ⊕ (V ⊥
1 ⊗ V ⊥

2 )
]⊥

et par conséquent

φk ∈
[
(V ⊥

1 ⊗ V2) ⊕ (V1 ⊗ V ⊥
2 ) ⊕ (V ⊥

1 ⊗ V ⊥
2 )

]⊥
= V1 ⊗ V2. (2.36)
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Étape III. Maintenant,démontrons que pour la matrice H de Eq. (2.29), on a

Tr [(ρ1 ⊗ ρ2)H] = Tr(Hρ). (2.37)

À cette fin, on ne doit connâıtre que les éléments de matrice H entre les états de V1⊗V2 (ces
éléments matriciels ne sont présents que dans Eq. (2.37)). On peut trouver ces éléments à

partir d’Eq. (2.25), en l’écrivant pour un vecteur optimal |ψ(1)
s 〉|ψ(2)

t 〉 et en calculant les pro-

duits scalaires des deux membres de cette équation avec un vecteur optimal 〈ψ(1)
m |〈ψ(2)

n | :

〈ψ(1)
m |〈ψ(2)

n |H|ψ(1)
s 〉|ψ(2)

t 〉 = −Tr
[
ψ(1)

s ψ(1)†
m log2(ψ

(1)
s ψ(1)†

s )
]
Tr(ψ

(2)
t ψ(2)†

n )

− Tr
[
ψ

(2)
t ψ(2)†

n log2(ψ
(2)
t ψ

(2)†
t )

]
Tr(ψ(1)

s ψ(1)†
m )

+ E∗(H)Tr(ψ(1)
s ψ(1)†

m )Tr(ψ
(2)
t ψ(2)†

n ). (2.38)

Ici, nous avons écrit les produits scalaires comme les traces des produits de matrices, par
exemple 〈ψ(1)

m |ψ(1)
s 〉 = Tr(ψ

(1)
s ψ

(1)†
m ) et nous avons considéré le fait que le logarithme d’un

produit tensoriel des matrices est la somme de logarithmes de ces matrices : log2(X⊗Y ) =
log2(X)⊗1+1⊗ log2(Y ). Nous avons également employé la multiplicativité de l’opération
de trace : Tr(X ⊗ Y ) = Tr(X)Tr(Y ). Il est facile de voir à partir d’Eq. (2.38), que les
éléments matriciels de H entre les états de V1 ⊗ V2 ont la forme :

〈ψ′|H|ψ〉 = 〈ψ′|(H1 ⊗ 1 + 1 ⊗ H2)|ψ〉, (2.39)

pour certaines matrices H1 et H2. Alors Eq. (2.37) résulte de cette formule appliquée à la
moyenne Tr(Hρ).

Étape IV. Maintenant, nous avons tous les moyens nécessaires pour le prouver. En
remplaçant ρ′ par ρ dans la deuxième inégalité dans Eq. (2.30), nous obtenons l’inégalité
suivante :

E∗(H) ≥ Tr(Hρ) − EF (ρ), (2.40)

Si on utilise Eqs. (2.29) et (2.27) pour trouver E∗(H), cette inégalité prend la forme
suivante :

Tr [H(ρ1 ⊗ ρ2)] − EF (ρ1) − EF (ρ2) ≥ Tr(Hρ) − EF (ρ).

Finalement, en prenant en compte Eq. (2.37), on obtient l’inégalité (2.28) qui conclut
notre preuve.

Le théorème ci-dessus montre que la superadditivité forte de l’IDF est vérifiée pour
un état ρ si l’additivité se tient pour ses matrices de densité réduite ρ1 et ρ2. Alors, il
devient clair que la superadditivité forte de l’IDF pour tous les états du système résulte de
l’additivité de l’IDF pour tous les états ρ1 et ρ2 des sous-systèmes 1 et 2. Si la conjecture
d’additivité n’est généralement pas vraie, le théorème ci-dessus sera encore utile car il
relie la superadditivité forte d’un état à l’additivité pour ses matrices de densité réduite
ρ1 et ρ2 seulement et n’exige pas d’additivité pour tous les états.

Ce travail a été publié et correspond à la référence [2] (voir article I en appendice).
Après que ce travail a été terminé, le preprint [62] par P.W. Shor est apparu, qui contient
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entre autres résultats une preuve de l’équivalence de l’additivité et de la superadditivité
forte de l’IDF qui est le résultat principal de ce chapitre. Notre preuve est analogique à
celle de [62] mais utilise un langage différent. Ce deux preprints sont apparus sur le base
de données arXiv à quelques jours d’intervalle (quant-ph/0305035 et quant-ph/0305056).



Chapitre 3

Entropie moyenne informationnelle
des états quantiques

3.1 Définition et propriétés de l’entropie information-

nelle

En mécanique classique, l’état statistique d’un système est décrit par la fonction de
probabilité, alors qu’en mécanique quantique, il est décrit par une matrice de probabilité.
L’entropie informationnelle S est la quantité d’information supplémentaire nécessaire pour
prévoir les résultats d’une mesure. Si aucune information supplémentaire n’est nécessaire,
nous disons que le système est dans un état statistique défini avec l’entropie égale à zéro.
Si un système classique est préparé dans un état défini, on peut prévoir le résultat de
n’importe quelle mesure. Mais, cela n’est pas vrai pour un système quantique. Chaque état
pur est un état défini pour certaines mesures, mais pas forcément pour les autres. Même
si le système est préparé dans un état pur, il reste une incertitude inhérente concernant les
résultats d’une mesure générique. Par conséquent, l’entropie informationnelle d’un état
quantique est plus grande que zéro pour une mesure générique.

Il est clair que la définition usuelle de l’entropie de Von-Neumann en mécanique quan-
tique ne reflète pas l’incertitude inhérente généralement associée aux états quantiques.
Pour un état pur, elle donne S = 0. Supposons que nous avons préparé deux spins 1/2
dans l’état singulet. Dans ce cas précis, l’entropie de Von-Neumann d’un seul spin est
S = ln(2), alors que l’entropie du système entier est S = 0. Si on pouvait fournir à ces
résultats une interprétation dans le cadre de la théorie de l’information, cela suppose-
rait que la quantité d’information nécessaire pour déterminer les résultats d’une mesure
d’un sous-système serait plus grande que la quantité d’information qui est exigée pour
déterminer les résultats d’une mesure du système entier. Cette conclusion ne semble pas
avoir de sens.

Ainsi, nous sommes confrontés à la nécessité de donner une définition appropriée pour
l’entropie informationnelle d’un état quantique. Comme dans le cas de l’entropie de Von-
Neumann, elle peut être considérée comme une mesure pour le manque de pureté d’un
état (mélangé) général. Mais, à la différence de l’entropie de Von-Neumann, elle ne donne
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pas S = 0 pour les états purs et elle ne cöıncide pas avec l’entropie thermodynamique en
cas d’état thermique.

Dans ce chapitre, nous présentons une définition de l’entropie informationnelle quan-
tique qui est basée sur la définition de Shannon dans le cas classique, dérivons les expres-
sions explicites pour le calcul de cette entropie et discutons de certaines de ses propriétés.
Pour une revue de la définition de l’entropie traditionnelle dans le contexte du calcul
quantique et de l’information quantique, voir [63].

L’état statistique d’un système classique, qui peut être trouvé dans N états possibles
r, est caractérisé par les probabilités correspondantes pr, avec la normalisation

∑
pr = 1.

La quantité d’information exigée pour prévoir les résultats d’une mesure quantique est
fournie par la formule de Shannon : S = −

∑
r pr ln(pr). Notez que S = 0 si le système

est dans un état défini, tandis que S = ln(N) dans le plus mauvais cas d’une distribution
uniforme. Cette définition cöıncide avec la définition de l’entropie de Boltzmann, si r sont
considérées comme les cellules dans l’espace de phase.

En mécanique quantique, l’état statistique d’un système est décrit par une matrice de
densité ρ. Une mesure est spécifiée par une base des états (purs) |a〉. Sans aucune perte de
généralité, on peut définir cette base en indiquant un opérateur hermitien A. Notons que
dans le contexte semi-classique, la base A peut être considérée comme une partition de
l’espace de phase par les mailles. La probabilité d’avoir a comme le résultat d’une mesure
est 〈a|ρ|a〉. Par conséquent, l’entropie informationnelle pour cette mesure est

S[ρ|A] = −
∑

a

〈a|ρ|a〉 ln(〈a|ρ|a〉) (3.1)

Notre notation souligne le fait que cette définition est celle d’une d’entropie conditionnelle.
Ceci signifie que nous connaissons déjà la base de mesure. Plus particulièrement, il y a
une base H dans laquelle ρ est diagonale : ρ = diag{pr}. L’entropie de Von-Neumann est
définie comme

SH[ρ] = S[ρ|H] = −
∑

r

pr ln(pr). (3.2)

Ainsi, nous pouvons voir que la définition de Von-Neumann assume une pré-connaissance
d’une base préférée pour laquelle l’entropie d’information (conditionnelle) est minimale.
En mécanique statistique d’équilibre, l’intérêt se porte sur les états stationnaires. Cela
signifie que ρ est diagonal dans la base qui est déterminée par l’hamiltonien H. Par
conséquent, si nous mesurons l’énergie du système, l’entropie informationnelle est effecti-
vement SH[ρ]. Ceci est particulièrement vrai pour l’état canonique ρ ∝ exp(−βH), où elle
se réduit à la définition de l’entropie thermodynamique.

Pour un état quantique pur ρ = |Ψ〉〈Ψ|, la définition de Von-Neumann donne SH[ρ] =
0. Cela semble impliquer qu’il manquerait une nature statistique pour un état quantique
pur. Naturellement, cela n’est pas correct. Pour une mesure générale, nous avons l’incerti-

tude. La définition d’entropie informationnelle quantique ne devrait assumer aucune base
spéciale. Par conséquent, nous suggérons la définition la plus naturelle suivante :

S[ρ] = S[ρ|A] = S0(N) + F (p1, p2, ...) (3.3)
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où la quantité surlignée est la moyenne de toutes les bases possibles avec la mesure uni-
forme (aucune base préférée) de GUE (ensemble unitaire gaussien). La deuxième égalité
dans l’Eq.(3.3) (que nous allons dériver ci-dessous) indique que le résultat peut être écrit
comme la somme de deux termes. Le premier terme est l’entropie d’incertitude minimale

d’un état quantique qui est attenit par un état pur, alors que le deuxième terme donne la
déviation de la pureté. Nous appellerons le deuxième terme, l’entropie statistique excessive
et nous emploierons la notation

SF[ρ] = S[ρ] − S0(N) = F (p1, p2, ...) (3.4)

De manière conceptuelle, il est significatif de se demander dans quelle mesure SF[ρ] est
corrélée avec SH[ρ].

Supposons que ρ = diag{pr} est diagonale dans une base H. On peut considérer toutes
les bases possibles A comme les ”rotations” unitaires de H. Par conséquent,

S =
∑

a

f

(
∑

r

pr|〈r|a〉|2
) A

(3.5)

=
∑

s

f

(
∑

r

pr|〈r|U |s〉|2
) U

(3.6)

= Nf

(
∑

r

pr|〈r|Ψ〉|2
) Ψ

(3.7)

= Nf

(
∑

r

pr(x2
r + y2

r)

) sphere

(3.8)

= N

∫ ∞

0

f(s) P (s)ds (3.9)

où nous utilisons la notation f(s) = −s ln(s). Dans Eq.(3.5), la moyenne s’applique à
toutes les bases possibles A, tandis que dans Eq.(3.6), la moyenne s’applique à toutes
les transformations unitaires possibles U . Chaque terme dans Eq.(3.6) est équivalent à la
moyenne sur tous les Ψ possibles. Cela mène à Eq.(3.7). Dans Eq.(3.8), nous définissons
xr et yr comme les parties réelles et imaginaires de Ψr = 〈r|Ψ〉, avec la condition de
normalisation

∑
r(x

2
r + y2

r) = 1. Dans Eq.(3.9), nous introduisons la notation

s =
∑

r

pr|Ψr|2 (3.10)

et nous dénotons la distribution de probabilité P (s).
Dans le cas d’un état mélangé de manière maximale f(s) = ln(N)/N , l’entropie infor-

mationnelle est S[ρ] = ln(N) comme on pouvait s’y attendre. Si l’état n’est pas mélangé
de manière maximale, alors nous avons besoin de trouver la distribution de probabilité
P (s). En cas d’état pur, la distribution de s bien connue [64] est

P (s) = (N − 1)(1 − s)N−2 (3.11)
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Alors, nous obtenons l’expression pour ”l’entropie de l’incertitude minimale” qui dépend
de N :

S0(N) =
N∑

k=2

1

k
≈ ln(N) − (1−γ) +

1

2N
(3.12)

En utilisant l’approximation asymptotique dans la dernière égalité, nous voyons que la
différence entre S d’un état mélangé de manière maximale et S d’un état pur approche
une valeur universelle (1 − γ), où γ est la constante d’Euler. En utilisant un langage
différent, nous voyons que l’entropie statistique excessive est limitée :

SF[ρ] < 1 − γ (3.13)

Obtenir une expression concrète pour l’entropie statistique excessive, dûe au manque
de pureté, exige encore plus d’effort. La première étape est de calculer P (s), ce qui nous
amène à (voir l’annexe) :

P (s) = (N−1)
∑

(pr>s)




∏

r′(6=r)

1

pr−pr′


 (pr − s)N−2 (3.14)

La seconde étape consiste à calculer l’intégrale Eq.(3.9) en utilisant

∫ p

0

(p−s)N−2s ln(s)ds =
pN

N(N − 1)

[
ln(p) −

n∑

k=2

1

k

]

puis à employer l’identité (voir l’annexe)

∑

r

pN
r

∏

r′(6=r)

1

pr−pr′
=

∑

r

pr = 1 (3.15)

De cette façon, on obtient :

F = −
∑

r




∏

r′(6=r)

pr

pr − pr′


 pr ln(pr) (3.16)

On peut noter que cette expression est indépendante de N . En effet, les valeurs propres
supplémentaires égales à zéro n’ont aucun effet sur le résultat. Il existe quelques cas qui
représentent un intérêt tout particulier. Pour un mélange de deux états, nous obtenons

F = − 1

p1 − p2

(p2
1 ln(p1) − p2

2 ln(p2)) (3.17)

Pour un mélange uniforme de n états, on obtient :

SF[ρ] = ln(n) −
n∑

k=2

1

k
(3.18)
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Fig. 3.1 – L’entropie informationnelle excessive d’un état quantique mélangé SF selon
l’entropie de Von-Neumann SH. La ligne solide est pour les mélanges uniformes, alors
que les points sont pour les mélanges (non-uniformes) choisis de manière aléatoire. l’en-
cart : L’entropie informationnelle d’un état quantique pur selon la dimension de l’espace
d’Hilbert N (voir Eq.(3.12)). La ligne tirée correspond à l’approximation asymptotique.

S[ρ] = ln(n) +
∑

n<k≤N

1

k
(3.19)

SF[ρ], tout comme SH[ρ] peut servir comme mesure de manque de pureté. La Fig.3.1
montre les résultats du calcul de SF[ρ] selon SH[ρ] pour un ensemble d’états représentatifs,
mélanges uniformes et non-uniformes. Nous voyons qu’il y a une corrélation très forte entre
ces deux mesures de pureté différente.

Notre définition de l’entropie a quelques propriétés mathématiques intéressantes. Une
propriété simple est la concavité : soit avec 0 < λ < 1, soit avec deux ensembles de
probabilités, nous avons

F (λpr + (1 − λ)qr) ≥ λF (pr) + (1 − λ)F (qr) (3.20)

C’est une conséquence de la concavité de f(s) dans Eq.(3.9). La concavité et la symétrie
par rapport aux variables pi impliquent que S[ρ] atteigne son maximum pour les états
mélangés au maximum et atteigne son minimum pour les états purs. Cette propriété
est utile pour la justification des argumentations qui sont basées sur les calculs dans le
”plus mauvais cas”. Nous énumérons ci-dessous quelques propriétés moins évidentes qui
représentent un intérêt physique.
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Considérons un système dans un état ρ et son sous-système dans un état σ. Tech-
niquement, la matrice de densité réduite σ est obtenue à partir de ρ en traçant sur les
index non pertinents. Pour les considérations générales de la théorie de l’information, nous
attendons d’avoir la propriété suivante :

S[σ] < S[ρ] (3.21)

Cela signifie que la détermination de l’état de sous-système exige moins d’information.
Comme on l’a déjà vu dans l’introduction, cette inégalité n’est pas vraie pour l’entropie de
Von-Neumann. Par contre, elle se révèle être vraie avec notre définition S[ρ] ≥ S0(MN) ≥
S0(2N) > ln(N) > S[σ], où N et MN sont les dimensions de σ et de ρ respectivement.

Une autre situation physique fréquente est d’avoir un état ρ = σA⊗σB où σA et σB sont
les états des sous-systèmes qui ont été préparés de manière indépendante. Évidemment,
on a la propriété

S[ρ|A ⊗ B] = S[σA|A] + S[σB|B] (3.22)

Mais pour l’entropie informationnelle absolue, on s’attend à

S[ρ] ≥ S[σA] + S[σB] (3.23)

Si cette inégalité apparait c’est parce que certaines bases ne sont pas des ”produits tenso-
riels externes” de la base A et de la base B. Ainsi, cette inégalité reflète une plus grande
incertitude quant à la détermination d’état du système combiné. On note que si notre
monde était classique, nous obtiendrions une égalité ; ce qui est le cas avec l’entropie de
Boltzmann et avec celle de Von-Neumann.

Afin de mieux établir Eq.(3.23), nous pouvons considérer le scénario du plus mauvais
cas où N et M sont les dimensions de σA et de σB respectivement. Supposons que ces
états sont les mélanges uniformes de n et m états respectivement, alors ρ sera un mélange
uniforme des nm états dans la dimension NM . En utilisant Eq.(3.19) et l’inégalité

NM∑

k=nm+1

1

k
=

mN∑

k=nm+1

1

k
+

NM∑

k=mN+1

1

k

=
N∑

k1=n+1

m−1∑

l1=0

1

k1m − l1
+

M∑

k2=m+1

N−1∑

l2=0

1

k2N − l2

>

N∑

k=n+1

1

k
+

M∑

k=m+1

1

k

nous pouvons confirmer que Eq.(3.23) est vraiment satisfaite.
Un cas particulier de l’inégalité de Eq.(3.23) est quand l’entropie d’incertitude mini-

male satisfait

S0(NM) > S0(N) + S0(M) (3.24)
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Mais qu’en est-il de la situation avec l’entropie statistique excessive ? Notre conjecture est
que

SF[ρ] ≤ SF[σA] + SF[σB] (3.25)

Nous pouvons encore établir cette inégalité pour les mélanges uniformes de n et m états
dans les dimensions N et M respectivement : En utilisant Eq.(3.18), nous pouvons obser-
ver que

SF[ρ] − SF[σA] − SF[σB] = S0(n) + S0(m) − S0(nm)

qui est négatif selon Eq.(3.24). Il est important de réaliser que Eq.(3.24) surcompense
l’inégalité Eq.(3.25), ce qui amène à Eq.(3.23).

Il est bien connu que pour l’entropie de Von-Neumann, nous avons l’inégalité générale

SH[ρ] ≤ SH[σA] + SH[σB] (3.26)

qui est vérifiée pour toute sous-division d’un système en deux sous-systèmes (corrélés).
Nous avons déjà observé (Fig.3.1) que SF [ρ] est fortement corrélé avec SH [ρ]. De plus,
cette corrélation est sous-linéaire. Il en suit que nous attendons de l’inégalité plus facile
Eq.(3.25) qu’elle soit généralement vérifiée en cas de sous-systèmes corrélés.

L’effet des mesures quantiques sur l’entropie représente un intérêt particulier. Soit
Pi, un ensemble complet de projecteurs orthogonaux (

∑
i Pi = 1). L’état obtenu après

une mesure projective est σ =
∑

i PiρPi. Par conséquent, l’état du système devient plus
mélangé. Cela se peut effectivement se voir à travers une augmentation de l’entropie
de Von-Neumann des systèmes. Notre entropie est aussi une mesure pour le manque de
pureté. Par conséquent, il est raisonnable d’attendre que S[σ] ≥ S[ρ]. Nous ne pouvons
pas prouver cette affirmation.

3.2 Annexe : calcul de la distribution de probabilité

En passant aux variables sr = x2
r + y2

r , la définition de P (s) prend la forme

P (s) =

〈
δ(s −

∑

r

pr(x
2
r + y2

r))

〉

sphere

= (N−1)!

∫ ∞

0

ds1..dsN δ(1−
∑

r

sr)δ(s−
∑

r

prsr)

= (N−1)!

∫ ∞

0

ds1..dsN

∫
dωdν

(2π)2
e(1−

P
r sr)(iν+0)+i(s−

P
r prsr)ω

où le 0 infinitésimal a été introduit pour assurer la convergence une fois l’ordre de
l’intégration changé. Ainsi, après l’intégration sur ds1...dsN , nous avons

P (s) = (N−1)!

∫
dωdν

(2π)2
eiν+iωs

∏

r

1

iωpr + iν + 0
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=

∫
dω

2π

(N−1)!

(iω)N−1

∑

r

eiω(s−pr)
∏

r′(6=r)

1

pr′ − pr

On peut montrer (voir ci-dessous) qu’il n’y a aucune singularité dans l’intégrale à ω = 0.
Par conséquent, on peut déformer le contour de l’intégration de manière à ce que ce
contour aille légèrement au-dessus du point ω = 0. Alors, on peut faire l’intégrale terme
par terme, ce qui mène au résultat final Eq.(3.14). Plus précisément, si pr < s, le contour
doit être fermé dans le demi-plan supérieur, ce qui mène au résultat égal à zéro ; par
contre, si pr > s, le contour doit être fermé dans le demi-plan inférieur, ce qui mène à une
contribution du pôle à ω = 0 différente de zéro.

Nous avons observé que la fonction à intégrer doit être non-singulière pour réaliser la
manipulation ci-dessus : la singularité 1/ωN−1 des termes individuels est annulée dans la
somme sur tous r. Cette annulation peut être établie en développant l’exposant dans les
puissances de ω et en employant l’identité

∑

r

(s − pr)
n

∏

r′(6=r)

1

pr − pr′
= 0 for n ≤ (N−2)

Cette identité ainsi que Eq.(3.15) peuvent être prouvées par le procédé suivant :

∑

r

g(pr)
∏

k( 6=r)

1

pr − pk

=

∮
dz

2πi
g(z)

∏

k

1

z − pk

=

∮
dz

2πi
zN−2g(1/z)

∏

k

1

1 − pkz

où dans la dernière étape, z 7→ 1/z est changé.



Chapitre 4

Calcul quantique de la transition
d’Anderson en présence
d’imperfections statiques

4.1 Algorithme quantique

Les progrès récents survenus dans le domaine du calcul quantique ont permis de mon-
trer qu’en raison du parallélisme quantique certaines tâches peuvent être exécutées beau-
coup plus rapidement sur un ordinateur quantique que sur un ordinateur classique (voir [1]
ainsi que les références se trouvant à l’intérieur). L’exemple le plus connu est l’algorithme
de Shor pour la factorisation des grands nombres premiers [7] qui est exponentiellement
plus rapide que tous les algorithmes classiques connus. Un certain nombre d’algorithmes
quantiques ont également été proposés pour simuler de façon efficace l’évolution quantique
de certains hamiltoniens que cela soit ceux décrivant les systèmes à plusieurs corps [67, 68]
ou les problèmes de chaos quantique [69, 19, 15]. Il a été montré dans [19] que le pro-
pagateur d’évolution d’un système possédant un régime de localisation dynamique ou de
localisation d’Anderson peut être simulé de manière efficace sur un ordinateur quantique.
Cependant, l’algorithme proposé [19] exige un nombre de qubits supplémentaires trop
importants pour pouvoir être implémenté expérimentalement avec la première génération
d’ordinateurs quantiques composés de 5 à 10 qubits.

Dans ce chapitre, nous considérons un algorithme quantique permettant de simuler
la dynamique quantique dans le régime d’Anderson. Cet algorithme n’exige aucun qubit
supplémentaire, utilisant les nq qubits disponibles d’une manière optimale. La propagation
d’un vecteur N = 2nq , sur un intervalle de temps unité, exige O(n2

q) opérations entre les
portes quantiques contre O(2nq) opérations pour tous les algorithmes classiques connus.
Grâce à ces propriétés, la transition d’Anderson peut être déjà mise en évidence sur un
ordinateur de 7 à 10 qubits. Les éléments de base de l’algorithme incluent des rotations
d’un qubit, des portes de phases controlées C(φ) et des opérations NOT controlées CN . La
composante primordiale de l’algorithme est la bien connue transformée de Fourier quan-
tique (QFT) décrite dans [1]. Toutes ces opérations quantiques ont été déjà implémentées
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sur des ordinateurs quantiques de 3 à 7 qubits basés sur la RMN [70, 71]. Les obstacles
principaux à la détection de la transition d’Anderson dans le calcul quantique sont les
effets dus à la décohérence externe [39] et ceux dus aux imperfections statiques résiduelles
[42]. Les résultats obtenus pour des algorithmes quantiques fonctionnant correctement
[15, 43] montrent que les imperfections statiques affectent la précision du calcul quan-
tique d’une manière plus forte que les erreurs provoquées par le bruit aléatoire dans les
portes. C’est pour cette raison que nous allons concentrer notre étude sur le cas des im-
perfections statiques en étudiant leur impact sur les propriétés de systèmes quantiques à
proximité de la transition d’Anderson.

Pour étudier les effets des imperfections statiques dans la détermination de la transition
quantique d’Anderson, nous choisissons le modèle du rotateur pulsé généralisé décrit par
l’évolution unitaire de la fonction d’onde ψ

ψ̄ = Ûψ = exp(−iV (θ, t)) exp(−iH0(n̂))ψ . (4.1)

Ici, ψ̄ est la nouvelle valeur de ψ après une itération, c’est-à-dire après l’application de
l’opérateur unitaire Û , H0(n) est la phase correspondant au rotateur pulsé dans la base
du moment angulaire n̂ = −i∂/∂θ, le pulse (ou kick) est décrit par le potentiel V (θ, t)
qui dépend de la phase du rotateur θ et du temps t mesuré en nombre de pulses (kicks),
ψ(θ + 2π) = ψ(θ). Pour V (θ, t) = k cos θ et H0 = Tn2/2, le modèle du rotateur pulsé
est décrit en détail dans [31]. L’évolution donnée par (4.1) est engendrée par l’hamil-
tonien H = H0(n) + V (θ, t)δ1(t), où δ1(t) est une fonction δ périodique de période 1
et où (n, θ) sont des variables conjuguées. Dans ce cas, lorsque le potentiel V (θ, t) =
−2 tan−1(2k(cos θ+cos ω1t+cos ω2t)) dépend du temps t d’une manière quasi-périodique,
le modèle peut être exactement réduit au modèle de Lloyd tridimensionnel (3D) [34, 35].
En effet, la dépendance temporelle de V (θ, t) peut être éliminée en introduisant un espace
de phase étendu en utilisant le remplacement suivant H0 → H0(n) + ω1n1 + ω2n2. Ainsi,
la dépendence linéaire par rapport aux nombres quantiques n1,2 donne des fréquences
de rotations fixes pour les phases conjuguées respectives θ1,2 = ω1,2t. Les études appro-
fondies publiées dans [35] montrent que ce modèle possède une transition métal-isolant
d’Anderson pour k = kc ≈ 0.5 avec une valeur de l’exposant critique proche des valeurs
trouvées dans d’autres modèles 3D de physique du solide. En suivant [36], nous allons
choisir dans (4.1) V (θ, t) = k(1 + 0.75 cos ω1t cos ω2t) cos θ avec ω1 = 2πλ−1, ω2 = 2πλ−2

et λ = 1.3247..., la racine réelle de l’équation cubique x3 − x − 1 = 0. Les phases de
rotation H0(n) sont complétement distribuées dans l’intervalle (0, 2π). Ce modèle possède
une transition d’Anderson pour kc ≈ 1.8 [36] avec des caractéristiques similaires à celles
du modèle de Lloyd étudié dans [34, 35].

L’algorithme quantique simulant l’évolution temporelle de ce modèle est construit de
la manière suivante. Les états quantiques n = 0, ..., N − 1 sont représentés par un re-
gistre quantique de nq qubits ainsi N = 2nq . L’état initial choisi, n0 = 0, correspond
à l’état |00...0 > (Le moment n peut prendre N valeurs discretes sur le cercle). La ro-
tation de phase UT = exp(−iH0(n)) dans la base du moment n est effectuée à l’aide
d’un générateur de phases quantiques aléatoires construit à partir de deux opérateurs
unitaires U

(1)
T et U

(2)
T . L’opérateur U

(1)
T =

∏nq

j=1 eiφjσz
j effectue la rotation du qubit j
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Fig. 4.1 – Evolution temporelle de la distribution de probabilité |ψn|2 dans la phase de
localisation (colonne de gauche, k = 1.2) et dans la phase de délocalisation (colonne
de droite, k = 2.4) pour nq = 7 qubits (N = 2nq), avec 0 ≤ t ≤ 400 (axe vertical)
et −N/2 < n ≤ N/2 (axe horizontal) ; kc = 1.8. La couleur est proportionnelle à la
probabilité : bleu/noir pour zéro et rouge/blanc pour les valeurs maximales. L’intensité
des imperfections statiques est ǫ = µ = 0 pour la ligne supérieure et ǫ = µ = 10−4 pour
la ligne inférieure.

d’une phase aléatoire φj. Ici et ci-dessous, σx, σy, σz sont les matrices de Pauli. Pour

améliorer l’indépendance des phases quantiques, nous appliquons alors l’opérateur U
(2)
T =∏M

k=1 CN(iM−k, jM−k)
∏M

k=1 eiφ′

jk
σz

jk CN(ik, jk). Cette transformation est composée d’une

séquence aléatoire avec M rotations de qubits eiφ′

jk
σz

jk et de portes controlled-NOT CN(ik, jk)
suivies par la séquence inverse de portes controlled-NOT CN(iM−k, jM−k). Ici, CN(ik, jk)
bascule le qubit jk si le qubit ik est 1 ; les indices ik, jk et les phases φ′

jk
sont choisies

aléatoirement. Le générateur de phases quantiques aléatoires UT = U
(2)
T U

(1)
T génère des

phases aléatoires de plus en plus indépendantes à mesure que M crôıt. Nous utilisons
M ≈ 2nq (avec nq ≈ 10), ce qui selon nos tests permet de générer des phases aléatoires
correctes. Cette étape implique 3M + nq portes quantiques. Ensuite, l’opérateur de pulse
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Uk = exp(−ik(t) cos θ) est simulé de la manière suivante. D’abord, à l’aide de la QFT,
la fonction d’onde est amenée de la représentation du moment n vers la représentation
de la phase θ avec O(n2

q/2) gates. Alors, θ peut être écrit en représentation binaire
comme θ/2π = 0.a1a2..anq

avec ai = 0 ou 1. Il est alors judicieux d’utiliser la nota-
tion θ = πa1 + θ̄ pour isoler le qubit de poids plus élevé. Ainsi, en utilisant la relation
cos θ = (−1)a1 cos θ̄ = σz

1 cos θ̄, l’opérateur de pulse prend la forme Uk = e−ik(t) cos θ =

e−iσz
1k(t) cos θ̄, où σ

(z,x)
1 agit sur le premier qubit. Cette opération peut être approximée avec

une précision arbitraire par une séquence de portes monoqubits appliquées au premier
qubit et par les opérateurs diagonaux Sm = eima1θ̄. Les opérateurs S sont donnés par le
produit de nq − 1 portes à deux qubits, Sm =

∏nq

j=2 C1,j(πm2−j+1) où la porte de phase

controllée Cj1,j2(φ) génère un déplacement de la phase eiφ si les deux qubits j1,2 sont 1.
Nous introduisons alors l’opérateur unitaire Rγ(θ̄) = HS1H e−i γ

2
σz
1 HS−2H e−i γ

2
σz
1 HS1H

où H = (σz
1 + σx

1 )/
√

2 est la porte de Hadamard. Cet opérateur peut-être exactement
réduit sous la forme Rγ(θ̄) = cos2 γ

2
− sin2 γ

2
cos(2θ̄) − iσz

1 sin γ cos(θ̄) + iσx
1 sin2 γ

2
sin(2θ̄),

ainsi pour γ petit nous avons Rγ(θ̄) = e−iσz
1γ cos θ̄ + iσx

1
γ2

4
sin(2θ̄) + O(γ3). Le terme conte-

nant γ2 peut être éliminé en utilisant la repésentation symétrique Rγ/2(θ̄)Rγ/2(−θ̄) =

HS1H e−i γ
4
σz
1 HS−2H e−i γ

2
σz
1 HS2H e−i γ

4
σz
1 HS−1H = e−iσz

1γ cos(θ̄) + O(γ3). L’opérateur
de pulse est donc donné par Uk = (Rγ/2(θ̄)Rγ/2(−θ̄))l + O(lγ3) où le nombre d’étapes est
l = k/γ. Nous avons utilisé dans nos simulations numériques un paramètre γ petit, γ =
k/l ≈ 0.2. Cela correspond à l ≈ 5−10 pour k ∼ 1−2. Après cela, l’état est transféré dans
la représentation du moment à l’aide de la QFT. Ainsi, une itération (4.1) est effectuée
pour 2nq états à l’aide de ng portes élémentaires avec ng = 2[k/γ](nq+2)+n2

q+6nq+3M+9
où [k/γ] est la partie entière de k/γ. Cet algorithme est optimal pour le modèle du rotateur
pulsé avec des valeurs modérées du paramètre k donnant des valeurs de ng raisonnables.
Tout ceci est facilement généralisable pour d dimensions.

4.2 Effets des imperfections : résultats des simula-

tions numériques

Au travers de nos simulations numériques nous avons étudié les effets des imperfections
statiques qui peuvent exister au sein d’un ordinateur quantique [42, 15, 43]. Dans ce cas,
toutes les portes sont parfaites, cependant entre l’action de chaque porte l’état ψ acquiert
un facteur de phase eiϕ̂ où ϕ̂ =

∑
j(ηjσ

z
j + µjσ

x
j σx

j+1) (voir la sous-section 1.3.2, où
nous avons utilisé des notations légèrement différents). Ici, les paramètres ηj et µj sont
aléatoires avec j = 1, ..., nq. Le paramètre ηj représente la déviation d’énergie statique du
qubit j, −ǫ/2 ≤ ηj ≤ ǫ/2, et µj représente le couplage statique inter-qubit sur une châıne
circulaire, −µ/2 ≤ µj ≤ µ/2.

Un exemple de l’évolution temporelle de la distribution de probabilié dans la repré-
sentation du moment est montré à la Fig.4.1. En-dessous de la transition de Anderson
(k < kc), la probabilité reste confinée proche de sa valeur initiale n0, tandis qu’au-dessus
de la transition (k > kc), un étalement diffusif prend place suivant n. En comparant au
calcul quantique idéal, les imperfections statiques mènent à un transfert de probabilité
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Fig. 4.2 – Ligne supérieure : logarithme de la probabilité, log10 |ψn|2, en fonction du
moment n après t = 10000 itérations ; les courbes grises foncées sont décalées vers le
bas de 5 (colonne de gauche) et 2 (colonne de droite) unités. Ligne inférieure : IPR ξ en
fonction du temps t. La colonne de gauche (droite) correspond à la phase de localisation
(délocalisation) pour k = 1.2 (k = 2.4). Les trois courbes correspondent à ǫ = 0; 2 ×
10−5; 6× 10−5, la couleur de celles-ci changeant du gris clair au noir à mesure que ǫ crôıt ;
µ = ǫ, nq = 10.
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vers des niveaux situés très loin du centre du paquet d’onde. Cet effet est lié à la structure
de la QFT où une erreur dans les portes quantiques génère des harmoniques. Ainsi, les
imperfections statiques créent un plateau dans la distribution de probabilité dont le niveau
crôıt avec l’augmentation de ǫ et µ (voir Fig.4.2). Ceci mène à une diffusion artificielle
du second moment de la distribution < n2 >=< ψn|(n − n0)

2|ψn >. Puisque le plateau
de probabilité s’étend sur tous les N niveaux, le taux de cette diffusion crôıt avec nq de
manière exponentielle, les paramètres ǫ, µ étant fixés (données non montrées). Un effet
similaire a été l’objet de discussion dans [72] pour le calcul quantique du rotateur pulsé
en présence de bruit dans les portes. La quantité la plus appropriée pour cette étude
est l’inverse du taux de participation (IPR) ξ qui est largement utilisé pour étudier les
systèmes avec localisation [22, 23]. L’IPR détermine le nombre de niveaux sur lesquels la
fonction d’onde est construite (

∑
n |ψn|4 = 1/ξ). Contrairement à < n2 >, l’IPR ξ reste

stable en présence de bruit dans les portes pendant des temps larges au sens polynomial
[72].

La variation de ξ avec le temps, ǫ et µ est montrée à la Fig.4.2. Pour des imperfections
modérées, ξ reste, pendant un long intervalle de temps, proche de la valeur obtenue avec
un algorithme exact. Cependant, pour de très long temps t ≥ 105, ξ converge vers une
valeur qui dépend de k, ǫ et µ. Un exemple typique d’un tel comportement est dépeint à la
Fig.4.3. Ici, ξ passe abruptement d’une valeur petite (ξ ∼ 1) à une valeur grande (ξ ∼ N)
et cela dans un intervalle de valeur de k étroit. Ceci est la manifestation de la transition
d’Anderson, c’est-à-dire la transition d’un état localisé vers un état délocalisé. Le point
critique kc peut-être numériquement défini comme étant la valeur de k pour laquelle ξ
atteint la valeur médiane de ces deux valeurs limites. Les données de la Fig.4.3 montrent
que le point critique kc(ǫ) décrôıt avec l’augmentation de l’intensité des imperfections.
L’origine physique de cet effet est lié aux transitions additionnelles induites par les im-
perfections statiques qui naturellement mènent à la délocalisation pour une valeur de k
plus basse comparé au calcul idéal. Une autre méthode permettant de détecter la position
du point critique kc(ǫ) en présence d’imperfections consiste à mesurer les deux qubits de
plus grands poids qui codent la valeur du moment n. Après une dizaine de mesures des
deux premiers qubits, nous déterminons la probabilité W =

∑
n=(N/4,3N/4) |ψn|2. Pour des

temps t suffisamment grand, cette probabilité passe abruptement de la valeur W = 0 à la
valeur W ≈ 0.5 lorsque k varie. Ceci permet de déterminer le point critique et donne des
valeurs de kc(ǫ) proche de celles obtenues avec l’IPR ξ (voir Fig.4.3).

La déviation par rapport au point critique, ∆kc(ǫ) = kc−kc(ǫ), dépend de ǫ, µ et nq. A
partir des données de l’IPR obtenues pour plusieurs valeurs des paramètres ǫ, µ, nq (voir
Fig.4.4) nous obtenons la relation d’échelle suivante

∆kc(ǫ) = Aǫ̃ α, ǫ̃ = ǫng
√

nq. (4.2)

Les données extraites des régressions linéaires nous donnent A = 3.0, α = 0.64 pour
µ = 0 et A = 4.8, α = 0.68 pour µ = ǫ. Ce résultat peut être compris utilisant les
arguments suivants. D’après [15, 43], l’échelle de temps tf , pendant laquelle la fidelité du
calcul quantique est proche de l’unité, est déterminée par le paramètre ǫ̃ (tf ∼ 1/ǫ̃). Ainsi,
l’élément de matrice effectif, entre deux états propres idéaux, induit par les imperfections
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Fig. 4.3 – IPR ξ (courbes pleines, ordonnées lues sur l’axe de gauche) et probabilité
d’excitation W (courbes hachurées, ordonnées lues sur l’axe de droite) en fonction de
l’intensité k du pulse pour nq = 10 et pour (de droite à gauche) t ≥ 105, ǫ = 0; 10−5; 2 ×
10−5; 4 × 10−5; 8 × 10−5 ; µ = 0.

statiques peut être estimé à Uef ∼ ǫ̃Q ∼ ǫ̃/lβ, où Q est le recouvrement typique des états
propres localisés. Pour la localisation d’Anderson en dimension d, ce recouvrement peut
être estimé à Q ∼ l−β où β = d/2 et où l est la longueur de localisation pour l’algorithme
exact (voir [18] pour le cas d = 1). La délocalisation induite par les imperfections survient
lorsque Uef excède l’écart de niveau dans un bloc de taille l (Uef > ∆l ∼ 1/ld). En prenant
en compte le fait que près du point critique, la longueur de délocalisation se comporte
comme l ∼ ∆k−ν avec ν ∼ 1.5 (voir [22, 34, 35, 36]), nous obtenons α = 1/(ν(d − β)) =
2/νd. La valeur de α obtenue donnerait une valeur raisonnable de ν ≈ 1.0, cependant,
dans notre modèle (4.1), la situation est plus compliquée. En effet, la dynamique décrite
par (4.1) est unidimensionnelle et on s’attend donc à β = 1/2 et ν ≈ 0.6. Cette dernière
valeur diffère notablement de la valeur habituellement attendue [22, 34, 35, 36]. Cette
divergence peut être due au fait que les perturbations au sein de l’algorithme donnent lieu
à des transitions vers des états lointains (voir Fig.4.1) qui diminuent considérablement
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Fig. 4.4 – Déviation par rapport au point critique ∆kc(ǫ) = kc − kc(ǫ) en fonction de
l’intensité des imperfections ǫ̃ = ǫng

√
nq pour ǫ = 2×10−5 (diamants), 4×10−5 (triangles)

et 8 × 10−5 (carrés) ; les symboles ouverts/pleins correspondent respectivement à µ = 0,
8 ≤ nq ≤ 13 et µ = ǫ, 8 ≤ nq ≤ 11 ; kc = 1.8. Les lignes hachurées illustrent la relation
d’échelle (4.2).

la valeur de β . Aussi, à proximité du point critique les correlations entre les éléments
de matrice jouent un rôle important. Des études plus poussées seront nécessaires afin de
clarifier ce point.

Finalement, nous comparons le nombre d’opérations nécessaires pour le calcul classique
et quantique de la transition d’Anderson dans le cas d-dimensionnel. Pour cela, nous
prenons note qu’à proximité du point critique du système réel en dimensions d, le nombre
d’états crôıt avec le temps suivant la relation Nd ∼ t [22, 23, 26]. Ainsi, jusqu’au temps t,
le calcul classique peut utiliser seulement N niveaux dans chaque direction, le nombre de
niveaux est alors nd ∼ t. Les autres niveaux ne sont que très peu peuplés sur cette échelle
de temps et par conséquent ils peuvent être éliminés avec confiance. Ainsi, le nombre
d’opérations classiques pour t pulses peut être estimé à ngcl ∼ tNd logd N ∼ t2 logd t.
Au même moment, l’algorithme quantique nécessitera ng ∼ dn2

qt ∼ t log2 t portes avec
d registres quantiques de Nd = 2dnq ∼ t états. Les caractéristiques coarse-grained de
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la distribution de probabilité peuvent être déterminées à partir de quelques mesures sur
les qubits de poids les plus élevés, à partir par exemple de W comme sur la Fig.4.3.
Ainsi, même si chaque étape de (4.1) est efficace, le gain en rapidité n’est seulement que
quadratique à proximité du point critique. Au dessus de celui-ci, nous avons une croissance
diffusive avec Nd ∼ td/2 et le gain en rapidité est plus important : ngcl ∼ n

(1+d/2)
g pour

d > 2.
Ainsi les résultats présentés dans ce chapitre montrent qu’il est possible de simuler

la transition d’Anderson sur un ordinateur quantique d’une manière efficace. Des effets
intéressants peuvent être vus avec 7-10 qubits, ce qui pourrait être à la portée d’expériences
dans les prochaines années. Le calcul est robuste en présence de niveaux modérés d’im-
perfections. Ce travail correspond à l’article publié [4] (voir Article III en appendice).



60 CHAPITRE 4. CALCUL QUANTIQUE DE LA TRANSITION D’ANDERSON



Chapitre 5

Algorithme quantique de recherche
de Grover en présence
d’imperfections

Le calcul quantique ouvre de nouvelles perspectives et de nouvelles possibilités pour
traiter de manière plus efficace les problèmes calculatoires complexes par rapport aux
algorithme basés sur la logique classique [1]. Les deux plus fameux algorithmes quantiques
sont l’algorithme de Shor pour la factorisation des nombres premiers [7] et l’algorithme
quantique de recherche de Grover [14]. L’algorithme de Shor est exponentiellement plus
rapide que n’importe quel algorithme classique connu, tandis que l’algorithme de Grover
donne un gain de rapidité quadratique.

Dans les calculs quantiques réels, les portes élémentaires ne sont pas parfaites, par
conséquent, il est très important d’analyser les effets que peuvent engendrer les imperfec-
tions et les erreurs quantiques sur la précision de l’algorithme. Un modèle usuel permettant
de traiter les erreurs quantiques consiste à faire l’hypothèse que les angles des rotations
unitaires fluctuent, aléatoirement au cours du temps, pour chaque qubit, à l’intérieur d’un
petit intervalle ε proche de la valeur exacte de l’angle déterminée par l’algorithme idéal.
Dans ce cas, un calcul quantique réel reste proche du calcul idéal jusqu’à un nombre de
portes utilisées, Ng ∼ 1/ε2. Par exemple, la fidélité f du calcul, définie comme le carré
du produit scalaire entre la fonction d’onde quantique de l’algorithme idéal et celle de
l’algorithme perturbé, reste proche de l’unité si le nombre de portes utilisées est plus
petit que Ng. Ce résultat a été établi analytiquement et numériquement dans des études
approfondies de divers algorithmes quantiques [38, 39, 40, 73, 43, 41, 44].

Une autre source d’erreurs quantiques provient des imperfections internes générées par
le couplage statique résiduel entre qubits et par les déviations des niveaux d’énergie qui
fluctuent d’un qubit à l’autre mais restent statiques au cours du temps. Ces imperfections
statiques peuvent mener à l’apparition du chaos quantique, qui modifie radicalement les
propriétés de l’ordinateur quantique réel [42, 74, 75]. Les effets de ces imperfections sta-
tiques sur la précision du calcul quantique ont été étudiées sur des exemples d’algorithmes
quantiques pour des modèles de dynamiques quantiques complexes [15, 4, 43, 44]. Une loi
universelle, pour la décroissance de la fidélité induite par les imperfections statiques, a
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été établie [44] pour les algorithmes quantiques simulant des systèmes dynamiques dans
le régime du chaos quantique. Egalement, il a été montré que les effets des imperfections
statiques pour les sytèmes dynamiques dans le régime intégrable n’ont pas de propriétés
universelles et sont plus compliqués. Il est, par conséquent, important d’étudier les ef-
fets des imperfections statiques sur un exemple de l’algorithme bien connu de Grover.
Une première tentative a été réalisée récemment [76], mais la compréhension globale du
phénomène reste obscure. Ici, nous présentons une étude numérique et analytique appro-
fondie qui établie le diagramme global de stabilité de l’opérabilité fiable de l’algorithme
de Grover.

L’algorithme de Grover [14, 1] et les détails de son implémentation sont décrits à la
section 1.1.3.

Fig. 5.1 – Probabilité d’état cherché wG(t) (panneau supérieur) et fidélité f(t) (panneau
inférieur) en fonction des pas d’itération t dans l’algorithme de Grover pour ntot = 12
qubits. Les courbes pointillées montrent les résultats pour l’algorithme idéal (ε = 0), les
courbes hachurées et pleines correspondent respectivement à des intensités d’imperfections
ε = 4 · 10−4 et 10−3.

Ici, nous étudions comment l’algorithme de Grover est affecté par les imperfections
statiques dans le modèle introduit dans [42] et décrit à la section 1.2.2. . Un exemple
typique des effets des imperfections sur la précision de l’algorithme de Grover est montré
à la Fig. 5.1 pour une réalisation donnée du désordre de HS (1.21) sur un réseau 3× 4 de
qubits. On peut constater clairement que les imperfections suppriment la probabilité wG de
trouver l’état cherché. wG est donné par la somme des probabilités des états |τ〉 et |τ +N〉.
Contrairement au cas des erreurs quantiques aléatoires dépendantes du temps, étudiées
dans [73], les oscillations de la probabilité wG ne décroissent pas avec le temps t pour le cas
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d’imperfections statiques. Une autre caractéristique intéressante est la nette décroissance
de la période des oscillations de Grover en comparaison avec le cas de l’algorithme idéal
où TG = π/2ωG. Cet effet est aussi absent dans le cas d’erreurs aléatoires. La fidélité
du calcul quantique f(t) possède également des oscillations non atténuées pour les longs
temps. Cependant, en moyenne le maximum de la fidélité correspond au minimum de
la probabilité wG plutôt qu’à son maximum. Par conséquent, f(t) n’est pas une mesure
appropriée pour tester la précision de l’algorithme.

D’après [77], une représentation graphique de l’évolution dynamique de l’algorithme
de Grover peut être obtenue à l’aide de la fonction de Husimi [78] (Fig.5.2). Dans cette
représentation, la base de calcul x peut être considérée comme étant une coordonnée dans
l’espace de représentation de la fonction d’onde ψ(x) (x = 0, . . . , 2N − 1), tandis que la
base conjuguée obtenue par transformation de Fourier correspond à la représentation du
moment p (p = −N+1, . . . , N). De cette façon, l’état initial de l’algorithme de Grover |ψ0〉
donne une distribution piquée avec p = 0. Pour l’algorithme idéal, la probabilité totale est
distribuée entre deux états |τ〉 et |η〉 (voir Eq.(1.5)), ce qui donne deux lignes orthogonales
dans l’espace des phases de la fonction de Husimi (voir Fig.5.2, ligne supérieure). Après
une période TG ≈ 34, tout le poids de la probabilité est transféré sur l’état cible |τ〉
(wG ≈ 1). En présence d’imperfections modérées, le basculement des qubits auxiliaires
devient possible, ce qui met en jeux deux états additionnels dans la dynamique. Ainsi, la
probabilité est principalement distribuée sur quatre états correspondant à quatre lignes
droites dans l’espace des phases (Fig.5.2, ligne centrale) :

|τ0〉 = |τ〉 |τ1〉 = |τ + N〉
|η0〉 = |η〉 |η1〉 =

∑(0≤x<N)
x6=τ |x + N〉/

√
N − 1.

(5.1)

La probabilité w4 contenue dans ces états est proche de l’unité (w4 = 0.998 pour ε =
10−3 sur la Fig.5.2). Au-dessus d’un seuil critique εc, cette structure simple disparâıt
complétement (w4 = 6 · 10−4), et la fonction de Husimi n’est plus qu’une distribution
aléatoire (Fig.5.2, ligne inférieure).

La contribution dominante de ces quatre états peut être aussi observée au travers
de la densité spectrale S(ω) de la fonction d’onde ψx(t). Cette densité est définie par

S(ω) =
∑

x |ax(ω)|2, où ax(ω) =
∑Tf

t=0 ψx(t) exp(iωt)/
√

Tf et où Tf est une échelle de
temps grande sur laquelle le spectre est fixé (nous avons typiquement utilisé Tf ≈ 5TG ≫
TG). Le diagramme de phase de la densité spectrale S(ω) dépendant de l’intensité des
imperfections ε est montré à la Fig.5.3. Deux phases sont clairement présentes : pour ε < εc

, le diagramme contient quatre lignes correspondant aux quatre états (5.1), tandis que pour
ε > εc, ces lignes sont détruites et le spectre devient continu. Ces phases correspondent
au changement qualitatif de la distribution de Husimi montrée sur la Fig.5.2.

Pour étudier la transition entre ces phases d’une manière plus quantitative, nous allons
analyser comment les probabilités wG et w4 dépendent de l’intensité des imperfections ε
pour un grand nombre de réalisation du désordre dans HS (1.21) en changeant aussi le
nombre de qubits ntot. Le nombre de réalisation varie de 50 à 1000 selon les valeurs de
ε et ntot. Puisque la fréquence des oscillations de Grover varient fortement avec ε et le
désordre, nous faisons la moyenne de wG et w4 sur un grand nombre d’intervalles de temps
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Fig. 5.2 – Evolution de la fonction de Husimi pour l’algorithme de Grover aux temps
t = 0, 17, et 34 (de gauche à droite), et pour ε = 0, 0.001, et 0.008 (de haut en bas).
Le réseau de qubits et la réalisation du désordre sont les même que ceux utilisés pour
la Fig.5.1. L’axe vertical désigne la base de calcul x = 0, . . . , 2N − 1, tandis que l’axe
horizontal désigne la base du moment conjugué. La valeur de la fonction de Husimi est
proportionnelle à la couleur variant du maximum (rouge) à zéro (bleu).

Tf afin de supprimer les fluctuations temporelles. Les résultats obtenus sont synthétisés à
la Fig.5.4. Pour une valeur fixe de ntot, le comportement de wG(ε) change fortement d’une
réalisation du désordre à l’autre (Fig.5.4a). Par contre, la probabilité w4 reste proche de
l’unité, se montrant insensible aux variations du désordre tant que ε < εc (Fig.5.4b).
Uniquement pour ε > εc, lorsque w4 ≪ 1, cette dernière devient sensible au désordre. Les
probabilités moyénnées sur le désordre, w̄G et w̄4, sont montrée aux Figs.5.4 a et b. Elles
entreprennent également un changement de comportement à proximité de εc, ceci est le
cas plus particulièrement de w̄4. Ces résultats confirment le fait que la transition de phase
à lieu aux alentours d’un certain εc pour un ensemble de réalisations du désordre.

Les valeurs de εc peuvent être obtenues à partir de l’estimation suivante. Le taux de
transition induit par les imperfections après une itération de Grover est donné par la règle
d’or de Fermi : Γ ∼ ε2n2

gntot, où ntot apparâıt en raison de la contribution aléatoire des
couplages de qubits ε, tandis que le facteur n2

g prend en compte l’accumulation cohérente
de perturbations sur les ng portes utilisées pour une itération (voir par exemple [44]).
Dans l’algorithme de Grover, les quatre états (5.1) sont séparés de tous les autres par un
écart d’énergie ∆E ∼ 1 (cela est dû au changement de signe introduit par les opérateurs
O et D). Ainsi, ces quatre états sont mélangés avec les autres pour

ε > εc ≈ 1.7/(ng

√
ntot) (5.2)
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Fig. 5.3 – Diagramme de phase de la densité spectrale S(ω) en fonction de l’intensité des
imperfections ε, ntot = 12, la réalisation du désordre est la même que celle utilisée à la
Fig.5.2. La couleur est proportionnelle à la densité S(ω) (jaune pour le maximum et bleu
pour zéro).

avec Γ > ∆E. Ici, le facteur numérique est obtenu à partir des données numériques. Ces
résultats sont confirmés pour w̄4 (voir Fig.5.4d).

La variation de la probabilité de Grover w̄G avec ε et ntot est montrée à la Fig.5.4c. Sa
dépendance par rapport aux paramètres du système peut être comprise à partir du simple
modèle du rotateur avec un seul pulse. Dans ce modèle, l’action des imperfections statiques
dans toutes les portes impliquées dans une itération de Grover est remplacé par un simple
opérateur unitaire de pulse Ueff = exp (−iHsngR) agissant après chaque itération. Ici, R
est un facteur de renormalisation sans dimension qui prend en compte le fait que les portes
ne commutent pas avec HS. Les Figs.5.4 a et b montrent que cette approximation à un
seul pulse donne une bonne description des données originales moyénnées avec R = 0.56.
Ainsi, les effets de la normalisation jouent un rôle non négligeable et par conséquent ce
modèle ne doit pas décrire la variation de probabilité pour une réalisation donnée du
désordre. Cependant, la dépendance moyénnée est correctement reproduite.

Dans le régime où la dynamique de l’algorithme de Grover est dominée par le sous
espace des quatre états (5.1), le modèle à un pulse peut être traité analytiquement. Les
éléments de matrices du hamiltonien effectif dans cet espace sont

Heff =




A + a 0 −iωG 0
0 A − a 0 −iωG

iωG 0 B b
0 iωG b B


 , (5.3)

où A = −Rng

∑nq

i=1 ai〈τ |σ(z)
i |τ〉, B = Rng

∑nq

i<j bi,j−b, a = −Rnganq+1 et b = Rng(bnq+1,nq+2−Lx
+
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Fig. 5.4 – Probabilités wG (a,c) et w4 (b,d) en fonction de l’intensité des imperfections
ε/εc, avec εc obtenu à partir de (5.2). Pour les panneaux (a,b) ntot = 12, les carrés et
les signes + désignent des données provenant de deux réalisations typiques différentes
du désordre, les zones vertes/grises désignent les régions de variation de probabilité pour
différentes réalisations du désordre (voir texte), les courbes en gras désignent les moyennes
w̄G et w̄4. Les zones hachurées délimitées par des très fins désignent la région de variation
de probabilité du modèle à un pulse, les cercles vides désignent les données dans ce modèle
avec le facteur d’échelle R = 0.56. Les panneaux (c,d) présentent w̄G et w̄4 pour ntot = 9
(triangles), 12 (cercles pleins), 15 (carrés vides) et 16 (carrés pleins). Sur le panneau (c),
les courbes pleines sont données par l’Eq.(5.4).

bnq+1,Lx
+ bnq ,nq+1 + bnq+1−Lx,nq+1). Les qubits sont ordonnés sur un réseau Lx × Ly, et

numéroté par la formule i = x + Lx(y − 1), avec x = 1, . . . , Lx, y = 1, . . . , Ly. Dans la
limite de nq grand, les termes a, b sont plus petits que A, B d’un facteur 1/

√
nq et Heff

esr réduit à une matrice 2 × 2, ce qui donne wG = 2ω2
G/[(A − B)2 + 4ω2

G]. Pour une va-
leur large de nq, la difference A − B possède un distribution gaussienne avec une largeur

σ = Rng

√
nq/3

√
α2 + 2β2 = εRng

√
nq. La convolution de wG avec cette distribution

donne

w̄G =
√

π/2(1 − erf(
√

2ωG/σ)) exp (2ω2
G/σ2) ωG/σ. (5.4)

Cette formule donne une bonne description des données numériques montrées à la Fig.5.4,
ce qui confirme la validité du modèle à un pulse. Pour σ ≫ ωG et pour une réalisation
typique du désordre avec (A−B) ∼ σ, la fréquence des oscillations de Grover est fortement
renormalisée, ω ≈ (A − B) ∼ σ ≫ ωG, et en accord avec la Fig.5.3, ω ∼ ε/εc. Dans ce
cas typique, wG ∼ ω2

G/σ2 ≪ 1 (presque tout le poids de la probabilité se trouve sur
les états |η0〉,|η1〉). Ainsi, le nombre total d’opérations quantiques Nop requisent pour la
détection de l’état recherché |τ〉, peut être estimé à Nop ∼ NM/ω ∼ σ/ω2

G ∼ εN/εc, où
NM ∼ 1/wG ∼ σ2/ω2

G est un nombre de mesures requises pour la détection de l’état
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cherché. 1 Par conséquent, en présence de fortes imperfections statiques, le gain efficace
paramétrique de l’algorithme de Grover est de l’ordre de εc/ε en comparaison avec un
algorithme classique. Pour ε ∼ ωG, l’efficacité est comparable à celle de l’algorithme de
Grover idéal, tandis que pour ε ∼ εc, il n’y a pas de gain en comparaison avec le cas
classique.

Dans ce chapitre nous avons montré que l’algorithme de Grover reste robuste en
présence d’imperfections statiques, cela à l’intérieur d’un domaine bien défini. Nous avons
également déterminé quelles sont les influences de l’intensité des imperfections statiques
sur l’efficacité de l’algorithme de Grover. Ce travail a ete publié dans [5] (voir article IV
en appendice).

1Ici nous considérons seulement le sous-espace (5.1), une petite fuite de probabilité dans tous les autres
états n’étant pas crucial parce que il sera aléatoirement distribués parmis ces 2N − 4 états.
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Conclusion

Dans cette thèse, nous avons abordé certains problèmes liés au domaine de l’informa-
tion quantique.

Nous avons montré l’équivalence des deux propriétés conjecturées de l’intrication de
formation : son additivité et sa superadditivité forte. Les conjectures qui déclarent que
l’intrication de formation et la capacité classique d’Holevo-Schumacher-Westmorland d’un
canal quantique sont additives, n’ont pas été démontrées dans le cas général, mais elles
sont soutenues par un certain nombre de simulations numériques et elles ont été prouvées
pour certains cas particuliers. Aucun contre-exemple n’a été trouvé. On a montré dans
[55], que les deux conjectures sont vraies si l’IDF a la propriété de superadditivité forte.
Le but du présent travail a été d’approfondir ce raccordement en établissant le fait que
la superadditivité forte de l’IDF est suivie de son additivité et que les deux conjectures
sont donc équivalentes. Ce fait rend encore plus important l’étude supplémentaire de ces
deux conjectures. La conjecture de superadditivité forte qui jusqu’ici a semblé plutôt
spéculative, devient aussi plausible que la conjecture d’additivité. Trouver un contre-
exemple à la première donnerait immédiatement un contre-exemple à la seconde. Il ap-
parâıt clairement que ce n’est pas un hasard si toutes les preuves connues de l’additivité
de l’IDF pour des sous-espaces quantiques particuliers [52] sont basées sur des preuves de
la conjecture de superadditivité forte pour ces sous-espaces. L’étude du problème de l’ad-
ditivité de l’IDF revêt maintenant un caractère bien plus important qu’auparavant, car
sa preuve fournirait automatiquement la preuve de l’additivité de la capacité d’un canal
classique. La résolution du problème de l’additivité sera une des tâches les plus urgentes
pour les prochaines années.

Nous avons proposé une nouvelle mesure pour l’incertitude du résultat d’une me-
sure quantique pour les états mélangés. Nous avons trouvé une formule explicite pour
cette mesure et nous avons étudié les les plus importantes de ses propriétés. Les résultats
d’une mesure quantique ont généralement une distribution de probabilité avec l’entropie
de Shannon différente de zéro. Cette distribution ainsi que son entropie dépendent de
la base de la mesure quantique choisie. La valeur minimale de l’entropie est donnée par
l’entropie de Von-Neumann de cet état quantique. Notre proposition est de considérer la
valeur moyenne de l’entropie sur toutes les bases possibles. Dans le dernier cas, l’entropie
d’un état pur est généralement différente de zéro. Nous avons dérivé une expression ex-
plicite pour l’entropie informationnelle moyenne. Cette expression peut être partagée en
deux parties d’une manière naturelle. La première partie donne l’entropie d’incertitude
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minimale des états purs S0(N). Elle peut être associée à l’ moyenne incertitude minimale
entropique [66]. La seconde partie est l’entropie statistique excessive des mélanges SF[ρ].
Elle peut être employée comme une mesure pour le manque de pureté des états quantiques
et elle peut être fortement corrélée avec l’entropie de Von-Neumann SH[ρ]. Elle est limitée
au-dessus par (1 − γ), où γ est la constante d’Euler. L’entropie informationnelle totale
S[ρ], a les propriétés prévues du point de vue de la théorie de l’information. Etant donné
l’élégance mathématique de la définition de l’entropie informationnelle et de ses agréables
propriétés, nous aurions tout intérêt à lui trouver des applications physiques concrètes.

Nous avons considéré l’algorithme quantique de recherche dans une base de donnée
non-structurée (algorithme de Grover) en présence des imperfections statiques. Nous avons
montré que l’algorithme de Grover reste robuste en présence des erreurs statiques, dans le
cadre d’un domaine de paramètres bien définis. Nous avons également déterminé quelles
sont les influences de l’intensité des imperfections statiques sur l’efficacité de l’algorithme
de Grover.

Nous avons étudié l’exécution par l’ordinateur quantique avec les imperfections sta-
tiques de la simulation du modèle de rotateur pulsé qui permet d’étudier la transition
d’Anderson. Nous avons proposé un nouvel algorithme quantique pour la simulation de
modèles du type du rotateur pulsé. Le rotateur pulsé est le modèle du chaos quantique
le plus populaire. Notre algorithme est efficace du point de vue du nombre d’opérations
et ne demande aucun qubit supplémentaire. Ensuite, nous avons étudié la stabilité de cet
algorithme en présence des erreurs statiques qui représentent la source de decohérence la
plus dangereuse. Ces résultats montrent que des systèmes aussi complexes que ceux qui
présentent un certain chaos peuvent être simulés avec une bonne précision sur des ordina-
teurs quantiques réalistes, même avec un nombre modéré de qubits et ce de manière beau-
coup plus efficace que sur un ordinateur classique. On peut s’attendre à ce que le progrès
expérimental dans la construction des ordinateurs quantiques permettra l’implémentation
des algorithmes quantiques abordés dans le présent travail ; ce qui exigera une étude en-
core plus approfondie des effets des imperfections statiques tout comme des autres sources
de la decohérence dans les réalisations concrètes des ordinateurs quantiques.
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