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Introdu
tion
La 
ara
téristique prin
ipale d'un �uide est 
ertainement de pouvoir prendre la forme du ré
i-pient qui le 
ontient. Il n'est don
 pas rare d'observer dans la nature des é
oulements de �uidesdans des volumes réduits. L'étude de tels é
oulements est très importante 
ar ils peuvent se trouverextrêmement utiles ou bien nuisibles. Pour 
iter quelques types d'é
oulements 
on�nés, on a parexemple les é
oulements dans les �ssures qui peuvent provoquer des dommages très importants dans
ertaines 
onstru
tions. Dans le monde du vivant les é
oulements �uides sont le prin
ipal moyend'é
hanges de matière entre di�érentes parties d'un organisme. Dans 
haque organisme animal ouvégétal, il existe don
 des é
oulements 
on�nés jouant un r�le primordial. L'étude des é
oulementsde �uides en milieux 
on�nés s'ins
rit dans un grand nombre d'appli
ations, relativement an
iennes,ou toutes nouvelles ave
 le développement de la mi
ro�uidique.Certains é
oulements peuvent parfois être 
omposés de plusieurs �uides de natures di�érentes.Ces é
oulements sont dit multiphasiques. En e�et, il n'est pas rare d'observer dans un même vo-lume aussi étroit soit-il, plusieurs types de �uides qui s'é
oulent simultanément. Ces �uides sedistinguent généralement par des propriétés physiques di�érentes (densité, vis
osité...). Dans lesé
oulements géologiques par exemple, il est fréquent d'observer plusieurs phases aux propriétésphysiques très di�érentes 
omme de l'eau, du gaz ou du pétrole. Pour reprendre l'exemple desé
oulements biologiques, on pourra 
iter l'exemple du sang s'é
oulant dans les veines. Celui-
i estsouvent 
omposé de deux phases, l'une 
onstituée de plasma et de globules et l'autre de plasmaseul. Les globules s'é
oulent généralement au 
entre des veines. Comme autres appli
ations d'é
ou-lements multiphasiques, on peut également 
iter les transports de polluants dans les sols ou bien lespro
édés d'endu
tion multi
ou
hes. Dans 
e mémoire, nous allons essentiellement nous intéresserà des é
oulements de systèmes 
on�nés, multiphasiques et mis
ibles. Les di�érents �uides ne sedistingueront que par leur vis
osité.D'une manière générale, un é
oulement est dit 
on�né lorsqu'il s'é
oule dans un volume dontune des dimensions est faible par rapport aux autres. Les fra
tures, les veines ou les milieux po-reux sont don
 des milieux 
on�nés, la dimension petite étant respe
tivement, la largeur de lafra
ture, le diamètre des veines et la taille des pores. Pour de tels systèmes, il est rare d'avoira

ès expérimentalement aux détails stru
turels de l'é
oulement sur les petites é
helles. La des-
ription de tels systèmes se fait don
 généralement en étudiant des 
omportements de grandeursd'ensembles observables à plus grande é
helle (�ups
aling"). Ces grandeurs dites �mésos
opiques"ou "ma
ros
opiques" sont en fait des moyennes d'autres grandeurs dé�nies sur les petites é
helles�mi
ros
opiques" ina

essibles. Dans l'exemple de l'é
oulement sanguin, il est par exemple di�
ilede 
onnaître le 
hamp de vitesses dans 
ha
une des deux phases, par 
ontre les quantités qui sont



2 Introdu
tionutiles et plus fa
ilement a

essibles sont les débits de 
ha
une d'entre elles.Toutefois, pour pouvoir 
omprendre et modéliser l'évolution d'un é
oulement 
on�né, il est par-fois indispensable de 
onnaître les stru
tures sur les petites é
helles. C'est le 
as par exemple, lorsquedes instabilités sont générées à 
es petites é
helles. L'apparition d'instabilités dans un é
oulementpeut en e�et en modi�er radi
alement les 
omportements ma
ros
opiques. Ainsi, un é
oulementd'eau et de pétrole donne lieu à l'apparition d'émulsion entre 
es deux phases, dans 
ertaines
onditions d'é
oulement. Un des intérêts majeurs des simulations numériques est qu'elles donnentjustement a

ès dans un système donné à toutes les quantités physiques qui seraient di�
ilementmesurables expérimentalement. Elles sont don
 un atout dans la 
ompréhension et la des
riptionde tels systèmes.Dans 
e mémoire, nous allons étudier plusieurs systèmes 
on�nés. Dans la première partie,nous nous intéresserons au problème très important du mélange de deux �uides dans un milieuporeux. Les milieux poreux illustrent bien le problème du manque d'information sur de petitesé
helles. Dans un milieu poreux, les é
helles ina

essibles sont bien sûr 
elles des pores mais d'unpoint de vue géologique il y a souvent d'autres é
helles, plus grandes, également mal 
onnues. Pourétudier des é
oulements souterrains sur des distan
es de l'ordre de la 
entaine de kilomètres, il estimpensable de vouloir déterminer le détail stru
turel du terrain sur des é
helles de l'ordre du mètre.Une méthode souvent utilisée 
onsiste à modéliser la stru
ture aux é
helles mal 
onnues. Une tellemodélisation est faite pour rendre 
ompte au mieux des propriétés d'ensemble (ma
ros
opiqueset don
 mesurables) du milieu étudié. Dans notre 
as du dépla
ement d'un �uide par un autredans un milieu poreux, la grandeur mesurable est par exemple la quantité de 
ha
un des �uidessortant du milieu. Par 
ontre, 
ette grandeur va fortement dépendre de la stru
ture interne de
e milieu. Si 
elle-
i est très désordonnée, on se doute qu'il va falloir attendre très longtempsavant que le premier �uide soit 
omplètement éva
ué du milieu (s'il y a des zones stagnantesnotamment). L'appro
he utilisée dans 
e mémoire est de modéliser le désordre aux petites é
helles(é
helles mésos
opiques) a�n d'étudier les propriétés ma
ros
opiques du milieu. La modélisation auxé
helles mésos
opiques se fait en supposant que l'é
oulement satisfait une loi de Dar
y lo
alementmais ave
 une perméabilité distribuée de façon aléatoire. La propriété ma
ros
opique étudiée estessentiellement la loi d'étalement (ou loi de mélange ma
ros
opique) de �uides mis
ibles, qui sedi�éren
ient physiquement par leur vis
osité.Dans la se
onde et troisième partie de 
e mémoire, nous étudierons le dépla
ement d'un �uidepar un autre à l'é
helle mi
ros
opique du pore. La se
onde partie est 
onsa
rée à 
e type d'étudelorsque la loi de vis
osité de mélange est non-monotone. La modélisation de 
e système nous a enparti
ulier amenés à étudier un type d'équations que l'on retrouve souvent lorsque l'on 
her
he àdé
rire des grandeurs moyennées : les équations de 
onservations. L'appro
he utilisée pour étudier
e système peut don
 se généraliser fa
ilement à d'autres systèmes.Finalement, dans la troisième partie, nous sommes revenus à l'étude plus 
lassique du dépla-
ement d'un �uide par un autre ave
 une loi de vis
osité monotone dans un tube. Bien que 
esystème ait été beau
oup étudié expérimentalement dans le 
as de �uides non-mis
ibles [6, 50℄ou ave
 un 
ontraste de densités [60℄, nous avons 
onstaté numériquement et expérimentalementque dans notre 
as simple il demeure des problèmes non résolus. Nous nous sommes en parti
ulierintéressés au problème de séle
tion de la forme et de la vitesse du doigt de dépla
ement.



Introdu
tion 3Ce mémoire 
ommen
e par un bref exposé de la méthode numérique utilisée : la méthode BGKsur réseau.
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La méthode BGK sur réseau
Dans 
es travaux, la méthode numérique utilisée pour étudier les di�érentes situations physiquesest la méthode de BGK sur réseau. Cette méthode développée par Qian, d'Humières et Lallemand[74℄ permet de simuler les équations de Navier-Stokes (faiblement 
ompressible) et de 
onve
tion-di�usion sur un réseau dis
ret. Notre utiliserons i
i le maillage bidimensionnel du type D2Q9 (voir�gure 1). Cette méthode numérique a été 
hoisie essentiellement pour sa souplesse et sa fa
ilité demise en oeuvre. Nous verrons qu'elle permet de simuler aussi bien les équations de Dar
y que 
ellesde Navier-Stokes.Prin
ipeLes équations de Boltzmann permettent de dé
rire l'évolution des probabilités de présen
e (etde vitesse) des parti
ules 
onstituant le �uide. Le prin
ipe de la méthode BGK peut être vu 
ommela dis
rétisation sur un réseau d'une équation de relaxation de type Boltzmann. Sur un réseau, onpeut dé�nir la densité de probabilité Ni(~x, t) qu'aurait une parti
ule de �uide située en ~x de sepropager dans la dire
tion ~ei. A partir d'une telle dé�nition, la densité et la quantité de mouvementlo
ale du �uide s'expriment par :

ρ(~x, t) = ρ0

8∑

i=0

Ni(~x, t) et ρ(~x, t)~u(~x, t) = ρ0

8∑

i=0

Ni(~x, t)~ei (1)où ρ0 est la densité moyenne de parti
ules du système.PSfrag repla
ements
~e1

~e2~e3~e4

~e5

~e6 ~e7 ~e8

~e0

Fig. 1. Dé�nition des 9 ve
teurs vitesses d'un réseau du type D2Q9.



6 La méthode BGK sur réseauIl est possible d'é
rire l'équation d'évolution de 
es densités de probabilité sous la forme :
Ni(~x + ~ei, t + 1) − Ni(~x, t) = δc(~x, t) ave
 i ∈ [0; 8] (2)où ~ei sont les ve
teurs vitesses de base du maillage (voir �gure 1) et δc(~x, t) est un terme prenanten 
ompte les 
ollisions entre les parti
ules. Ce terme 
ollisionnel, qui rend 
ompte de toutes lespropriétés physiques du �uide est supposé être sous une forme relaxative :

δc(~x, t) = −Ni(~x, t) − N eq
i (~x, t)

τ
(3)où N eq

i (~x, t) est une "densité de probabilité d'équilibre" (pour 
ha
une des dire
tions i). τ 
ara
térisele temps de relaxation de retour à l'équilibre. Les propriétés physiques du �uide dépendent ainsi duparamètre τ et de la fon
tion de distribution à l'équilibre N eq
i (~x, t). La méthode 
onsiste à 
hoisir
es distributions à l'équilibre N eq

i (~x, t) pour retrouver les équations de Navier-Stokes :
N eq

i (~x, t) = tiρ






1 +

∑

α,β

[
eiαuα

c2
s

+
uαuβ

2c2
s

(
eiαeiβ

c2
s

− δαβ)

]





(4)où eiα et uα sont les 
omposantes des ve
teurs ~ei et ~u suivant l'axe x ou y, cs = 1/3 est la vitessedu son et les 
oe�
ients ti valent respe
tivement 4/9, 1/9 et 1/36 pour la dire
tion "nulle", lesdire
tions x et y, et les dire
tions diagonales. Dans de telles 
onditions, on peut montrer que le �uide
onsidéré obéit aux équations de Navier-Stokes [74℄. Le 
hoix du paramètre τ dé�nit la vis
osité
inématique :

ν =
1

6
(2τ − 1) (5)Notons que le terme 
ollisionel δc est un opérateur redistribuant les probabilités de parti
ulesdans 
ha
une des dire
tions en une position donnée. En pratique, dans l'algorithme, l'étape deredistribution des dire
tions est dé
ouplée de 
elle de propagation.Dans de telles 
onditions, on peut montrer [74℄ que les quantités dé�nies en (1) satisfont l'équa-tion de Navier-Stokes faiblement 
ompressible (si u/cs ≪ 1) :

∇~u = 0 (6)
∂~u

∂t
+ ~u.~∇~u = − 1

ρ0

~∇P + ν∆~u (7)ave
 P = c2
sρ (8)Il est possible d'ajouter une for
e volumique ~F (~x) dans 
ette équation de mouvement [19, 33, 84℄.Pour 
ela, il su�t de rempla
er dans l'équation (4) le 
hamp de vitesses ~u par :

~U(~x) = ~u(~x) +
τ

ρ
~F (~x) (9)Ainsi, une telle méthode permet de simuler l'équation de Navier-Stokes ave
 une for
e volumiquequel
onque :

∂~u(~x)

∂t
+ ~u(~x).~∇~u(~x) = − 1

ρ0

~∇P (~x) + ν∆~u(~x) + ~F (~x)/ρ0 (10)La méthode BGK permet également de simuler une équation de 
onve
tion-di�usion d'un 
olo-rant quel
onque. Pour 
ela, on dé�nit la densité de probabilité Ci(~x) qu'une parti
ule de 
olorant



La méthode BGK sur réseau 7située en ~x a de se propager suivant la vitesse ~ei. Ces densités de probabilité sont soumises égalementà une loi de propagation du type :
Ci(~x + ~ei, t + 1) − Ci(~x, t) = − 1

τc
(Ci(~x, t) − Ceq

i (~x, t))ave
 Ceq
i = ti(1 +

~u.~ei

c2
s

)Le paramètre τc dé�nit le 
oe�
ient de di�usion D0, selon : D0 = 1
6 (2τc − 1). Dans 
es 
onditionson peut montrer [32℄ que le 
hamp C(~x) =

∑

i Ci obéit à une équation de 
onve
tion-di�usion :
∂C

∂t
+ ~u.~∇C = D0∆C (11)La méthode BGK nous permet ainsi de simuler les équations né
essaires à l'étude des dépla-
ements de �uides mis
ibles qui sont les équations de Navier-Stokes (ave
 for
e volumique) et de
onve
tion-di�usion. Notons également que les paramètres ν et D0 peuvent éventuellement varierspatialement. Il est en parti
ulier possible de faire dépendre la vis
osité ν de la 
on
entration en
olorant C.Conditions limitesLes simulations numériques qui vont être présentées utilisent des parois horizontales, en y = 1et y = Ly qui sont les bords du réseau1. Pour simuler la présen
e d'une paroi située entre deuxnoeuds, il su�t de modi�er l'étape de propagation des densités de probabilité qui se propagent endire
tion de 
ette paroi. Ces parois peuvent être :

• Non-glissantes : la modi�
ation à e�e
tuer est un ré�exion dite "boun
e-ba
k" : une densitése dirigeant en dire
tion de la paroi, se retrouve après l'étape de propagation au même point maisdans la dire
tion opposée (voir �gure 2 à gau
he). Dans de telles 
onditions, on peut montrer quele �uide véri�e ~u = 0 au niveau de la paroi.
• Glissantes : la modi�
ation est du même type. Par 
ontre, la propagation selon la dire
tionparallèle à la paroi n'est pas modi�ée (voir �gure 2 à droite). Dans 
es 
onditions, le �uide véri�eà la paroi uy = 0.
• Périodique : pour simuler un milieu in�niment large, on peut également prendre des 
onditionsde bords périodiques. Les parti
ules sortant d'un 
�té se retrouvent à l'instant d'après de l'autre
�té (sans modi�
ation des dire
tions).La 
ondition d'entrée et de sortie du �uide suivant la dire
tion x sera du type périodiqueégalement mais ave
 un forçage de débit à l'entrée. Cette méthode, utilisée par P. Watzky [95℄dans ses travaux de thèse, 
onsiste à enlever des densités se propageant dans la dire
tion −x pour1En fait, les parois sont situées en y = 1

2
et y = Ly + 1

2
.
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t

t

t+1 t+1

Fig. 2. Propagation des densités de probabilité ren
ontrant une paroi (en pointillés). La �è
he enpointillés représente la dire
tion de la distribution se propageant vers la paroi. La �è
he noirereprésente la dire
tion après l'étape de propagation. A gau
he, la paroi est non-glissante. Adroite, la paroi est glissante.les rajouter dans la dire
tion x a�n d'obtenir le débit souhaité. Plus pré
isément, le débit totaltraversant la se
tion x = 1, s'é
rit :
Q =

∑

y

∑

Ni(x = 1, y)~ei.~exAinsi, on peut don
 for
er le débit total en x = 0 à valoir Q0, en rajoutant ǫ = (Q0 − Q)/2Ly à ladensité N1 et en retran
hant la même quantité à la densité N5 (voir �gure 3). Ave
 un tel forçage,si on impose le débit en x = 1, il est né
essaire d'attendre un 
ertain temps avant que le débit soituniforme sur tout le réseau. Ce temps d'attente, né
essaire à l'établissement du 
hamp de pressionsdoit permettre plusieurs allers/retours d'ondes de pression. Dans 
haque simulation numérique, ilsera né
essaire d'attendre que le débit soit uniforme. Cette méthode permet don
 d'imposer undébit �xé Q0, en maintenant la "masse totale" dans le système 
onstante. Notons que l'on auraitpu également imposer une pression à l'entrée et à la sortie pour for
er l'é
oulement. Une autreméthode possible, que nous aurons l'o

asion d'utiliser au 
hapitre II.4.2, est d'appliquer une for
evolumique uniforme dirigée suivant l'axe des x.Les 
onditions d'entrée et de sortie pour le 
olorant sont plus simples : on impose le pro�l de
on
entration qui nous intéresse à l'entrée et à la sortie du réseau.La méthode BGK nous permet don
 de simuler fa
ilement les équations de Navier-Stokes et de
onve
tion-di�usion dans une 
ellule ave
 des parois glissantes ou non, le débit total traversant lesystème pouvant être imposé. De plus, la vis
osité peut être dépendante de la 
on
entration lo
ale
e qui nous permet de simuler un mélange de �uides mis
ibles ave
 
ontraste de vis
osités. Onpeut également ajouter une for
e volumique (uniforme ou non) dans l'équation de Navier-Stokes.L'ajout d'une telle for
e volumique va nous permettre, en parti
ulier, de simuler l'équation deDar
y-Brinkman.Comme nous l'avons déjà dit, l'avantage majeur de 
ette méthode numérique réside dans sasouplesse. On peut non seulement rajouter des for
es volumiques dans les équations de Navier-Stokes, mais également des termes de 
réation du 
olorant ou d'une espè
e 
himique dans l'équationde 
onve
tion-di�usion. Cette méthode présente également l'avantage de pouvoir être très fa
ilementparallélisée. En 
e qui 
on
erne la vitesse de 
al
ul, la simulation sur un réseau de dimension
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Première partie
Modélisation d'é
oulements mis
ibles enmilieu poreux hétérogène





Introdu
tion
L'étude des milieux poreux possède un vaste 
hamp d'appli
ations. Dans la nature, on trouvetrès fréquemment des matériaux 
ontenant des pores. Comme exemple de milieux poreux, on peut
iter les sols, le bois, le béton ou les tissus biologiques. D'un point de vue industriel, les stru
turesporeuses peuvent être utilisées 
omme �ltres, ou 
atalyseur (pour leurs grandes surfa
es d'é
hange),ou en
ore en 
hromatographie. Ces stru
tures peuvent également être nuisibles, dans le béton armépar exemple, elles permettent son invasion par de l'eau, fa
ilitant la dégradation de l'armature. Lesmilieux poreux sont par 
onséquent le sujet d'un grand nombre d'études s
ienti�ques et industrielles.Ces études peuvent être subdivisées en un 
ertain nombre de 
atégories selon que l'on s'intéresseaux propriétés mé
aniques, hydrodynamiques, a
oustiques ou physi
o-
himiques du milieu. Dans 
emémoire, nous nous intéresserons essentiellement aux propriétés des é
oulements en milieu poreux.Le 
hamp d'appli
ations des é
oulements en milieu poreux est aussi extrêmement vaste. Onpeut 
iter l'étude des 
ourants d'eau dans les sols ou les é
oulements de �uides biologiques (sang,eau...) dans les tissus 
ellulaires, le 
artilage ou les os. Nous nous intéresserons en parti
ulier auxaspe
ts de transport que peuvent impliquer 
es é
oulements. Lorsqu'un �uide s'é
oule dans unmilieu poreux, il permet en e�et de véhi
uler un 
ertain nombre de 
onstituants dans 
elui-
i. Leproblème est de savoir 
omment un milieu poreux va favoriser ou non le transport d'une substan
edonnée.Ce type d'étude permet par exemple de déterminer jusqu'à quelle profondeur, dans un intervallede temps donné, un polluant va se propager dans les sols. Notons qu'il a été remis d'a
tualité parles projets de sto
kage de dé
hets polluants en sous-sol (en parti
ulier le CO2). Les phénomènesde transport en milieu poreux intéressent également les industriels dans le domaine de l'extra
tionpétrolière.Du fait de la stru
ture extrêmement 
omplexe de 
es milieux, il semble vain de tenter de déter-

PSfrag repla
ements ld

Fig. 4. Exemple de stru
ture d'un milieu poreux. Les pores du milieu ont une taille typique ld.



14 INTRODUCTIONminer la stru
ture exa
te de l'é
oulement dans les milieux poreux. En parti
ulier, la résolution desé
oulements de Stokes dans les pores n'est pas envisageable. Comme nous l'avons dit pré
édem-ment, les grandeurs physiques qui nous intéressent sont souvent des grandeurs moyennes. Dans unmilieu poreux, on s'intéresse en général à la moyenne du 
hamp de vitesses et du gradient de pres-sion sur un grand nombre de pores. La loi de Dar
y permet de relier entre elles 
es deux grandeursmoyennes.La loi de Dar
yOn suppose que le �uide intersti
iel obéit à la loi de Stokes :
η∆~u = ~∇P (12)où ~u et P sont les 
hamps de vitesses et de pressions et η est la vis
osité du �uide. On s'intéresseaux moyennes de 
es grandeurs sur un volume V , dé�nies par :

< ~u >=
1

V

∫∫∫

V

~u dv (13)
< ~∇P >=

1

V

∫∫∫

V

~∇P dv (14)où V dénote l'espa
e o

upé par le �uide dans le volume V . Pour une taille su�samment grandedu volume d'intégration dans un milieu poreux, 
es valeurs moyennes atteignent une valeur asymp-totique. Le volume limite 
orrespondant est en général su�samment grand pour 
ontenir un grandnombre de pores. Dans un milieu poreux, 
e sont les valeurs moyennes ainsi dé�nies qui nous in-téressent parti
ulièrement. Une loi 
ouramment utilisée, qui relie 
es 
hamps moyennés dans unmilieu poreux est 
elle de Dar
y :
η < ~u >= −K. < ~∇P > (15)où K est le tenseur de perméabilité 
ara
térisant le milieu poreux. Il est fréquent que le milieuporeux soit isotrope, auquel 
as la perméabilité est un simple s
alaire. Si la perméabilité 
ara
tériseles propriétés d'é
oulement d'un milieu poreux, il est possible de trouver dans la nature des milieuxdont les propriétés varient sur des é
helles en
ore plus grandes que 
elle sur laquelle la moyennevolumique a été e�e
tuée. Ainsi, lorsque la perméabilité varie spatialement au-delà de 
ette é
helle,on parle de milieu poreux hétérogène. A nouveau, lorsqu'un milieu poreux est hétérogène, on peuts'intéresser uniquement aux 
omportements des grandeurs moyennées sur des é
helles plus grandesque 
elle de l'hétérogénéité. L'obje
tif des travaux présentés dans 
e mémoire s'ins
rit dans 
e typed'étude. On va tenter de déterminer des lois de 
omportements moyens à partir d'un milieu véri�antla loi de Dar
y, mais dont la perméabilité varie spatialement. On s'est en parti
ulier 
on
entré surl'étude du mélange de deux �uides mis
ibles en milieu poreux.Dans la suite de 
e mémoire, nous allons distinguer trois é
helles spatiales 
ara
téristiquesdi�érentes :

• L'é
helle mi
ros
opique : elle est 
omparable aux tailles des pores. A 
ette é
helle, l'é
ou-lement obéit à l'équation de Stokes.
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• L'é
helle mésos
opique : à 
ette é
helle, les volumes sont su�samment grands et 
ontien-nent un nombre su�samment grand de pores pour que la loi de Dar
y soit appli
able. Si onobserve un milieu poreux sur des é
helles plus grandes que l'é
helle mésos
opique, le 
hampde perméabilités peut éventuellement varier spatialement.
• L'é
helle ma
ros
opique : un volume 
ara
téristique à 
ette é
helle 
ontient su�sammentde �u
tuations de la perméabilité pour pouvoir déterminer un 
omportement moyen d'évolu-tion du �uide. Un des obje
tifs de 
e mémoire est de déterminer 
ette loi de 
omportementaux grandes é
helles.Dans 
es travaux nous allons nous intéresser au problème du mélange en milieu poreux. Lors-qu'on dépla
e un �uide par un autre, la grandeur physique qui nous intéresse est en général laproportion moyenne d'un �uide par rapport à l'autre (nommée également 
on
entration moyenneou saturation). La loi d'évolution de 
ette variable peut également se di�éren
ier selon l'é
helle
ara
téristique de la moyenne. On distingue don
 également des lois de mélange mi
ros
opique,mésos
opique et ma
ros
opique.Loi de mélange mésos
opiqueLorsque deux �uides se mélangent dans un milieu poreux, nous savons dé
rire la loi d'évolutionà l'é
helle du pore de 
e mélange (l'é
helle est don
 mi
ros
opique). Pour deux �uides mis
ibles,in
ompressibles, le mélange suit une loi de 
onve
tion-di�usion :

∂c

∂t
+ ~u.~∇c = Dm∆c (16)où Dm est le 
oe�
ient de di�usion mi
ros
opique et c la 
on
entration d'un des deux �uides.Cependant, il est souvent utile de 
onnaître la loi d'évolution des grandeurs moyennées. Il existe ungrand nombre de lois permettant de dé
rire le mélange à l'é
helle mésos
opique. Ces lois dépendentfortement de la stru
ture mi
ros
opique du 
hamp de vitesses et don
 de 
elle du milieu poreux(voir [11, 46℄ par exemple). Dans le 
adre de notre étude, nous supposerons que les grandeursmésos
opiques suivent également une loi de type 
onve
tion-di�usion :

∂C

∂t
+ ~U.~∇C = D0∆C (17)ave


~U =
1

V

∫∫∫

V

~u dv et C =
1

V

∫∫∫

V

c dvoù D0 est un 
oe�
ient de dispersion mésos
opique. Il est important de souligner que 
e 
oe�
ientde dispersion peut être (et 
'est même le 
as le plus probable) di�érent du 
oe�
ient de di�usionmolé
ulaire. En e�et, un 
omportement di�usif peut être dû à des �u
tuations d'un transport
onve
tif du tra
eur sur les petites é
helles. Ce transport peut augmenter ainsi le 
oe�
ient dedi�usion mésos
opique. Nous reverrons 
e type de mé
anisme tout au long de 
ette partie. Unexemple typique est illustré par la 
élèbre dispersion de Taylor [90, 3℄.



16 INTRODUCTION
PSfrag repla
ements u0
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Fig. 5. S
héma du transport d'un tra
eur dans un tube de rayon R. La vitesse débitante est u0. Al'intérieur de 
e tube, le pro�l du 
hamp de vitesses est parabolique. Le tra
eur (représentéen bleu) est inje
té à l'entrée du tube.La dispersion de TaylorG.I. Taylor [90℄ a étudié la loi de mélange moyen d'un 
olorant inje
té à l'entrée d'un tube derayon R, de longueur in�nie (que l'on pourrait éventuellement assimiler à un pore) et dans lequels'é
oule un �uide à vitesse moyenne u0 suivant l'axe z du tube (voir �gure 5). En supposant une loimi
ros
opique de 
onve
tion-di�usion du type Eq. (16) et un pro�l parabolique (loi de Poiseuille)pour la vitesse du �uide, on 
her
he à déterminer les équations d'évolution de la 
on
entrationmoyennée sur la se
tion S du tube :
c̄(z) =

1

S

∫

c(r, θ, z)rdrdθPour 
ela, l'appro
he utilisée par Taylor est 
elle dite du développement aux faibles perturbations.On dé
ompose la 
on
entration et la vitesse autour de leurs valeurs moyennes :
c(r, θ, z) = c̄(z) + c′(r, θ, z)

~u(r, θ, z) = u0~ez + u′(r, θ, z)~ezoù c′ et u′ ont leur moyenne nulle. L'équation de 
onve
tion-di�usion Eq. (16) devient :
∂

∂t
(c̄ + c′) + (u0 + u′)

∂

∂z
(c̄ + c′) = Dm∆c̄ + Dm∆c′ (18)Si l'on moyenne 
ette équation sur la se
tion (i.e. en intégrant suivant r et θ), on obtient alors :

∂c̄

∂t
+ u0

∂

∂z
c̄ +

1

S

∂

∂z

∫

u′c′rdrdθ = Dm
∂2

∂z2
c̄ (19)On 
onstate que la 
on
entration moyenne suit presque une loi de type 
onve
tion-di�usion, la
onve
tion se faisant à la vitesse moyenne ~u0. Il apparaît 
ependant un terme intégral qui 
orrèle les�u
tuations de vitesses ave
 
elles de 
on
entrations. Ce terme peut modi�er de façon signi�
ativela loi de mélange moyen. Si l'on suppose que dans le référentiel se déplaçant à la vitesse u0, le
hamp de 
on
entrations est stationnaire, l'équation (18) à l'ordre 1 en c′ permet de déterminerune équation di�érentielle de c′(r, θ, z) :

u′
∂c̄

∂z
= Dm∆c′ (20)



INTRODUCTION 17On remarque que c′ est proportionnel à ∂c̄
∂z . La détermination de c′ nous permet don
 de 
al
ulerle terme intégral de l'équation (19). Celui-
i est proportionnel au gradient de 
on
entration moyen,
e qui nous permet de déduire que la 
on
entration moyenne satisfait une loi de type 
onve
tion-di�usion :

∂c̄

∂t
+ u0

∂c̄

∂z
= (Dm + DTaylor)

∂2c̄

∂z2
(21)ave


DTaylor = − 1

S ∂c̄
∂z

∫

u′c′rdrdθ =
R2u2

0

48Dm
(22)Ce résultat permet de 
omprendre 
omment on peut passer d'une loi mi
ros
opique à une loimésos
opique. Pour déterminer les lois d'évolution des grandeurs mésos
opiques, il est né
essairede 
al
uler une fon
tion de 
orrélation spatiale mi
ros
opique des é
arts du 
hamp de vitesses et du
hamp de 
on
entrations à leurs 
hamps moyennés respe
tifs. Le passage d'une loi mésos
opique àune loi ma
ros
opique se fait suivant une démar
he similaire.Loi de mélange ma
ros
opique en milieu poreuxDans 
e mémoire, nous nous sommes intéressés au problème du mélange ma
ros
opique dansles milieux poreux. A partir du dépla
ement d'un �uide à la vitesse débitante ~u0 dans un milieuporeux bidimensionnel, si on inje
te un autre �uide à l'entrée, on peut étudier l'évolution de la
on
entration moyenne C̄ au 
ours du temps (i
i, la moyenne se fait sur la largeur du poreux).Une démar
he du type Taylor nous montre qu'un régime de 
onve
tion-di�usion, ave
 un 
o-e�
ient de di�usion autre que 
elui molé
ulaire, peut résulter du 
ouplage entre des �u
tuationsspatiales de 
on
entration et des �u
tuations spatiales de vitesse. Cela né
essite don
 des �u
tua-tions de vitesses dans 
e milieu. On peut le 
omprendre aisément dans la mesure où les �u
tuationsde vitesses auront pour e�et de déformer le front. Une déformation du front produit alors unétalement à l'é
helle ma
ros
opique.Les origines physiques de telles �u
tuations peuvent être de natures di�érentes. Si le mélangeest passif (i.e. la 
on
entration n'a�e
te pas l'é
oulement), les �u
tuations de vitesses ne peuventprovenir que des �u
tuations de la perméabilité. Par 
onséquent, 
e sont les hétérogénéités du milieuporeux qui sont responsables du mélange ma
ros
opique. Dans un milieu poreux homogène, il nepeut don
 pas y avoir de mélange ma
ros
opique. Par 
ontre, les 
hoses peuvent 
hanger lorsque lemélange est a
tif et en parti
ulier lorsque les deux �uides ont des vis
osités di�érentes. Il est en e�et
onnu qu'une telle 
on�guration peut être instable (instabilité dite de Sa�man-Taylor [80℄). Unefaible �u
tuation de 
on
entration peut générer des �u
tuations de vis
osité et don
 une �u
tuationde vitesse. Il se 
rée alors un 
ouplage entre les �u
tuations de 
on
entrations et de vitesses, 
e qui
rée un mélange à l'é
helle ma
ros
opique. Dans un milieu poreux homogène, un dépla
ement dedeux �uides mis
ibles ave
 
ontraste de vis
osités peut entraîner un mélange ma
ros
opique. Cetteinstabilité se dé
len
he uniquement lorsque le �uide déplaçant est moins visqueux (et don
 plusmobile) que 
elui dépla
é.Les di�érents mé
anismes de mélange ma
ros
opique qui vont nous intéresser sont résuméssur la �gure 6. Cha
un des milieux est o

upé par un �uide de vis
osité η1 s'é
oulant à la vitesse



18 INTRODUCTIONdébitante u0. A un instant initial t0, on inje
te à l'entrée à la même vitesse débitante, un autre �uidemis
ible de vis
osité η2. On s'intéresse dans 
e système à l'évolution temporelle de la 
on
entrationmoyenne (transverse) : C̄(x, t) =
∫ Ly

0 C(x, y, t)dy, où C(x, y, t) est le 
on
entration de mélangeet x et y sont respe
tivement les dire
tions parallèle et transverse à 
elle de l'é
oulement moyen
~u0. A l'instant initial C̄(x, t = 0) = 1 − H(x) est une fon
tion de Heaviside. L'étude du mélangema
ros
opique 
onsiste à étudier l'évolution de 
ette fon
tion au 
ours du temps. En haut de la�gure, la perméabilité du milieu est homogène (le front initial est par 
ontre légèrement bruité pourpermettre l'apparition d'une instabilité). On 
onstate dans 
e 
as que, lorsque le �uide déplaçant estplus visqueux ou passif, il n'y a presque pas de mélange ma
ros
opique. En e�et, la 
ourbe C̄(x, t)reste très pro
he d'une fon
tion de Heaviside. Cela est dû au fait qu'il n'y a pas de �u
tuationsdu 
hamp de vitesses. Le front de dépla
ement reste plat. Le faible mélange ma
ros
opique estuniquement dû à la di�usion mésos
opique du front. Par 
ontre, lorsque le 
ontraste de vis
ositésdevient déstabilisant, le front de dépla
ement est déformé, il en résulte un étalement de la 
ourbe
C̄(x, t) (voir 
ourbes en haut à droite de la �gure 6). L'instabilité de Sa�man-Taylor mélange don
ma
ros
opiquement les deux �uides. En bas de la �gure, le 
hamp de perméabilités est hétérogène.Les �u
tuations de perméabilités 
réent des 
hemins préférentiels dans lesquels le �uide s'é
ouleplus fa
ilement, 
e qui induit des hétérogénéités du 
hamp de vitesses. Ces �u
tuations de vitessesdéforment le front de mélange quel que soit le 
ontraste de vis
osités. Il en résulte don
 également unmélange ma
ros
opique des deux �uides. Notons que 
e mélange dépend du rapport de vis
osités ;lorsque le 
ontraste est déstabilisant le mélange ma
ros
opique est plus important.Le 
hapitre 1 de 
e mémoire détaille les 
ara
téristiques des milieux poreux hétérogènes utilisés,ainsi que l'équation d'é
oulement, de Dar
y-Brinkman, simulé. Dans le 
hapitre 2, nous exposonsla méthode de 
al
ul de la ma
rodispersion d'un tra
eur a
tif dans un tel milieu poreux, dans le
adre d'un développement aux faibles perturbations. Les 
hapitres 3 et 4 
on
ernent la simulationnumérique de la ma
rodispersion et la 
omparaison ave
 les prédi
tions théoriques du 
hapitre2, dans le 
as du tra
eur passif et d'un rapport de vis
osités stabilisant, respe
tivement. Dans le
hapitre 5, 
onsa
ré aux simulations numériques dans le 
as d'un rapport de vis
osité déstabilisant,nous étudierons l'in�uen
e des hétérogénéités du milieu et du 
ontraste de vis
osités sur la loi demélange ma
ros
opique. Nous analyserons en parti
ulier le 
ouplage éventuel entre 
es deux e�ets.
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Fig. 6. Exemple de dépla
ement d'un �uide par un autre en milieu poreux. Le dépla
ement se fait àvitesse 
onstante. La 
arte de 
ouleur représente le 
hamp de perméabilités. Les niveaux degris 
orrespondent au 
hamp de 
on
entrations du �uide déplaçant (noir pour C = 1). Enbas de 
haque 
on�guration, ont été tra
és la 
on
entration moyenne C̄ ainsi que le gradientmoyen 
orrespondant : −∂C̄
∂x (x). Dans la 
olonne de gau
he, le �uide noir est plus visqueuxque 
elui en pla
e. Au 
entre, les deux �uides ont la même vis
osité (tra
eur passif). Dansla 
olonne de droite, le �uide déplaçant (noir) est moins visqueux. En haut, la perméabilitéest homogène. En bas, la perméabilité est hétérogène.
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Chapitre 1
Modélisation de milieux poreuxhétérogènes et équation deDar
y-Brinkman
1.1 L'équation de Dar
y-BrinkmanNous avons vu au 
hapitre introdu
tif que la des
ription d'un é
oulement en milieu poreux sefait en général en utilisant l'équation de Dar
y :

< ~u >= −K

η
< ~∇P > (1.1)ou η est la vis
osité du �uide, K la perméabilité du milieu poreux et < ~u > la moyenne volumiquedu 
hamp de vitesses sur un grand nombre de pores. Cette équation permet aussi de dé
rire uné
oulement dans une 
ellule de Hele-Shaw, < ~u > est alors la moyenne du 
hamp de vitesses surl'épaisseur de la tran
he (voir la se
onde partie de 
e mémoire). Dans 
ertaines 
on�gurations,l'équation (1.1) n'est plus appropriée. Par exemple, un 
as qui nous intéresse tout parti
ulièrementest 
elui où un milieu présente une dis
ontinuité de perméabilité. L'équation de Dar
y impliqueraitune dis
ontinuité du 
hamp de vitesses 
e qui n'est pas physiquement a

eptable. Pour régulariserle 
hamp de vitesses, il est 
ourant d'ajouter un terme de di�usion visqueuse, 
e qui 
onduit àl'équation de Dar
y-Brinkman [12℄ :

< ~∇P >= − η

K
< ~u > +ηe∆ < ~u > (1.2)où ηe est un terme qui dépend du milieu et du �uide. Les situations physiques dans lesquelles uneéquation du type Dar
y-Brinkman devient né
essaire sont relativement variées. D'une manière gé-nérale, on peut 
onsidérer que l'équation de Dar
y n'est plus valable lorsque la perméabilité variesur des é
helles de longueurs trop 
ourtes pour qu'une moyenne volumique puisse s'appliquer 
onve-nablement. Ce 
as nous intéresse parti
ulièrement 
ar nous voulons introduire des hétérogénéitésdans notre milieu poreux, qui varient sur des é
helles de longueur typique λ. Nous pouvons prévoirque la loi de Dar
y ne sera plus valable lorsque 
ette longueur typique λ sera plus petite que lataille des pores. D'autre part, nous savons que la longueur √K est 
omparable à la taille des pores.



22 1. Modélisation de milieux poreux hétérogènesDans un milieu poreux hétérogène, la loi de Dar
y ne peut plus être valable si λ <
√

K. La loide Dar
y-Brinkman sert généralement pour dé
rire de tels milieux. Nous verrons de plus dans 
e
hapitre que dans les 
as où λ ≫
√

K, on retrouve les mêmes résultats qu'en utilisant l'équationde Dar
y.On peut 
iter d'autres appli
ations de l'équation de Dar
y-Brinkman. Elle permet également dedé
rire une interfa
e entre un milieu poreux et un �uide libre ou une paroi [69℄ ou des milieux poreux�dilués" 
omme les suspensions [30℄. Elle permet de rendre 
ompte de la présen
e d'une interfa
eentre deux �uides de densités di�érentes [68℄ ou bien de 
orre
tions dues aux termes inertiels dansune 
ellule de Hele-Shaw.Dans 
ette partie, on se propose d'étudier des é
oulements dans des milieux poreux hétérogènesqui satisfont l'équation de Dar
y-Brinkman. Les hétérogénéités sont introduites par une dépendan
espatiale de la perméabilité. Pour des raisons de 
ommodité dans les notations, nous supprimerons les
< > de la moyenne volumique. Par ailleurs, nous supposerons que la vis
osité e�e
tive ηe est égaleà la vis
osité du �uide (i.e. η = ηe). Cette hypothèse ne modi�e en rien la physique du problème 
arelle revient juste à un adimensionnement de la pression et de la perméabilité. L'équation régissantle 
hamp de vitesses dans le milieu poreux est don
 :

~∇P = − η

K(~r)
~u + η∆~u (1.3)où K(~r) est la perméabilité au point ~r, η la vis
osité du �uide et ~u et P les 
hamps de vitesses etpressions (en moyenne volumique).Pour simuler l'équation de Dar
y-Brinkman, nous avons utilisé la méthode BGK. Nous avonsvu qu'elle nous permet de simuler l'équation de Navier-Stokes faiblement 
ompressible ave
 unefor
e volumique ~F (~r) :

ρ0

[
∂~u

∂t
+ (~u.~∇)~u

]

= −~∇P + ~F (~r) + η∆~u (1.4)Si on se pla
e dans des 
onditions quasi-statiques et à bas nombre de Reynolds, le terme de gau
hepeut être négligé. L'équation 1.4 devient don
 :
~0 = −~∇P + ~F (~r) + η∆~u (1.5)Cette dernière équation est l'équation de Dar
y-Brinkman si on impose la for
e volumique :

~F (~r) = −η~u/K(~r)où K(~r) est la perméabilité lo
ale sur le réseau. Pour rendre 
ompte des hétérogénéités naturelles,il a été 
hoisi de distribuer de façon aléatoire le 
hamp de perméabilités. Nous nous sommes de plusrestreints à l'étude de milieux poreux bidimensionnels. La se
tion suivante présente la statistiqueutilisée ainsi que la méthode employée pour l'obtenir.1.2 Génération du milieu poreuxNous nous intéressons dans 
ette partie à l'étude du mélange dans un milieu poreux. Nous avonsvu dans le 
hapitre introdu
tif que, pour avoir des phénomènes de mélange, il était né
essaire d'in-troduire des �u
tuations de perméabilités 
orrélées spatialement. Pour étudier de façon 
onvenable



1.3 Analyse aux faibles perturbations 23les lois de mélange par des méthodes sto
hastiques, il est de plus né
essaire d'utiliser une statistiquedont les propriétés sont 
onnues et fa
ilement paramétrables. Une statistique 
ouramment utiliséeest la distribution log-normale [44, 34, 23℄. Nous avons naturellement 
hoisi 
ette distribution a�nde pouvoir 
omparer nos résultats ave
 
eux de la littérature :
ln K = f̄ + f ′ (1.6)ave

p(f ′) = e

−
f ′2

2σ2
f (1.7)où f̄ = ln Kl et σf sont respe
tivement la moyenne et l'é
art quadratique de ln K(~r). De plus,une fon
tion de 
orrélation 
ouramment utilisée est l'exponentielle dé
roissante qui est dans le 
asisotrope :

Rff (~ζ) =< f ′(~r + ~ζ)f ′(~r) >= σ2
f exp (−|

~ζ

λ
|) (1.8)où λ dé�nit la longueur de 
orrélation du milieu. Les 
ro
hets < > représentent une moyenne spa-tiale sur ~r. La méthode la plus simple trouvée pour générer une telle distribution fut de 
onvoluer un
hamp de bruit blan
 ave
 une fon
tion de 
orrélation adéquate. Après un 
ertain nombre d'essais,il est apparu que la fon
tion g(~r) ∝ exp(−(r2/δ2)1/3) 
onvenait le mieux à nos besoins, δ étant unparamètre ajustable qui 
ontr�le la longueur de 
orrélation. Sur un réseau dis
ret le 
hamp de ln Kse 
al
ule de la façon suivante :

fx,y = f̄ +
σf

α

∑

i0,j0

hx+i0,y+j0.gi0,j0 ave
 


gi0,j0 = exp(−(
i20+j2

0
δ2 )1/3)

α =
(
∑

i0,j0
g2
i0,j0

)1/2où hij est un 
hamp de bruit blan
 de moyenne nulle et d'é
art quadratique égal à 1. Un 
hampde perméabilités ainsi généré est représenté sur la �gure 1.1 et sa fon
tion d'auto-
orrélation surla �gure 1.2. Pour déterminer la longueur de 
orrélation λ, un ajustement exponentiel dé
roissantest utilisé. Il est apparu que λ était une fon
tion linéaire du paramètre δ. Cette méthode permetdon
 de générer un milieu poreux suivant une distribution log-normale ave
 une valeur moyenne
Kl = exp(f̄), un é
art quadratique σf et une longueur de 
orrélation λ donnés.1.3 Analyse aux faibles perturbations : méthode spe
traleLorsque l'amplitude des �u
tuations de perméabilité (σf ) est su�samment faible, il est possiblede 
al
uler au se
ond ordre en σf le 
hamp de vitesses dans un tel milieu poreux. On peut de
ette façon étudier analytiquement les propriétés du milieu poreux 
onsidéré. Ce 
al
ul permet enparti
ulier de déterminer la perméabilité e�e
tive du milieu généré ave
 les propriétés statistiquesdé
rites pré
édemment. Le �uide qui s'é
oule dans le milieu poreux a une vitesse moyenne ~u0uniforme et dirigée suivant l'axe des x. La méthode 
onsiste à développer les 
hamps de vitesses,de pressions et de perméabilités autour de leurs valeurs moyennes a�n de linéariser l'équation deDar
y-Brinkman. La linéarisation respe
tive du 
hamp de vitesses, de perméabilités et de pressions
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Fig. 1.1. Exemple de 
hamp de perméabilités. Les paramètres utilisés pour générer 
e 
hamp sont :
Kl = exp(−2), σf = 0.8, λ = 2.25.
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Fig. 1.2. Statistiques du 
hamp de perméabilités de la �gure 1.1. A gau
he : fon
tion de distributionde la perméabilité. A droite : fon
tion d'auto-
orrélation Rff (~ζ) =< f ′(~r+~ζ)f ′(~r) >. Lespoints 
orrespondent aux résultats numériques. La 
ourbe représente la régression linéaireave
 une exponentielle dé
roissante permettant de déterminer λ.
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rit : 





~u = ~u0 + ~u′

K(~r) = exp(f̄ + f ′) = Kl(1 + f ′)

P = P0 + p′
(1.9)où ~u0, f̄ et P0 sont les valeurs moyennes spatiales respe
tives du 
hamp de vitesses, du logarithmede la perméabilité et de la pression. L'équation de Dar
y-Brinkman

~u = −K(~r)

η
~∇P + K(~r)∆~u (1.10)devient don


(~u0 + ~u′) = −Kl(1 + f ′ + f ′2/2)

η
~∇(P0 + p′) + Kl(1 + f ′ + f ′2/2)∆(~u0 + ~u′) (1.11)En prenant la valeur moyenne de l'équation pré
édente et en ne gardant que les termes inférieursà l'ordre 2, on obtient :

~u0 = −Kl

η




∂P0

∂x



1 + < f ′2/2 >
︸ ︷︷ ︸

1



~ex + < f ′~∇p′ >
︸ ︷︷ ︸

2



+ Kl < f ′∆~u′ >
︸ ︷︷ ︸

3

(1.12)On peut remarquer qu'un développement jusqu'au premier ordre nous aurait simplement donnéune perméabilité e�e
tive,−ηu0/
∂P0
∂x , égale à Kl. La prise en 
ompte des hétérogénéités du milieuné
essite de 
al
uler les 
orrélations entre les di�érentes perturbations p′, u′ et f ′. Pour 
ela, ilest pratique de passer par les transformées de Fourier de 
es quantités. Les termes d'ordre 1 del'équation (1.11) nous donnent :

~u′ = −Kl

η
(~∇p′ + f ′

∂P0

∂x
~ex) + Kl∆~u′ (1.13)Notons p̂(~k), û(~k) et f̂(~k) les transformées de Fourier respe
tives de p′(~r), u′(~r) et f ′(~r), et exprimons

p̂ et û en fon
tion de f̂ .̂
ui = −Kl

η
(ikip̂ + δix

∂P0

∂x
f̂) − Klk

2ûi ave
 i = x, y (1.14)où δij est la fon
tion de Kroene
ker. D'où
(1 + Klk

2)ûi = −Kl

η
(ikip̂ + δix

∂P0

∂x
f̂) ave
 i = x, y (1.15)De plus on sait que le �uide est in
ompressible, on a don


~∇.~u′ = 0 (1.16)Ave
 l'équation pré
édente (1.15), on obtient :
0 = −Kl

η

∑

i=x,y

(−k2
i p̂ + ikiδix

∂P0

∂x
f̂) (1.17)D'où,

p̂ =
∂P0

∂x

ikx

k2
f̂ (1.18)



26 1. Modélisation de milieux poreux hétérogènesD'après l'équation (1.15), on obtient :
(1 + Klk

2)ûi = −Kl

η

∂P0

∂x
(
−kikx + k2δix

k2
)f̂ (1.19)Maintenant que l'on 
onnaît les transformées de Fourier de nos 
hamps de perturbation, il ne resteplus qu'à 
al
uler les trois moyennes spatiales de l'équation (1.12). Pour 
ela, on a besoin d'utiliserla relation suivante : soient g(~r) et h(~r) deux fon
tions de l'espa
e et ĝ(~k) et ĥ(~k) leurs transforméesde Fourier respe
tives, la moyenne spatiale du produit f(~r)g(~r) peut se 
al
uler par :

< g(~r)h(~r) >=

∫∫

ĝ(~k) ĥ∗(~k)dkxdky (1.20)Connaissant la transformée de Fourier de la fon
tion de 
orrélation,
R̂ff (k) = f̂ f̂∗ =

λ2σ2
f

2π

1

(1 + λ2k2)3/2
(1.21)on en déduit que :

< f ′2 >= σ2
f (1.22)

< f ′
∂p

∂x

′

>= −1

2

∂P0

∂x
σ2

f (1.23)
< f ′∆u′

x >=
Kl

η

∂P0

∂x

λ2σ2
f

2π

∫
∞

−∞

1
2k2

y

(1 + Klk2)(1 + λ2k2)3/2
d~k (1.24)Nous en déduisons �nalement la perméabilité e�e
tive du milieu poreux

Keff =̂ − ηu0
∂P0
∂x

= Kl

(

1 −
σ2

f

4

Kl

λ2

∫
∞

0

y

(1 + Kl

λ2 y)(1 + y)3/2
dy

) (1.25)Gelhar et Axness [34℄ dé�nissent une perméabilité adimensionnée γ (�ow fa
tor) à partir de 
etteperméabilité e�e
tive :
γ=̂Keff/KlIl est né
essaire de faire un 
ertain nombre de 
ommentaires à propos de 
ette équation. La premièreremarque est que le terme de Brinkman ne modi�e les résultats de la littérature qu'à travers leterme Kl

λ2 . On 
onstate de plus que dans la limite Kl

λ2 → 0, on retrouve bien la relation prédite parGelhar et al. , à savoir que γ = 1. En d'autres termes, le terme de Brinkman ne modi�e les résultats
lassiques que lorsque la ra
ine 
arrée de la perméabilité moyenne devient 
omparable à la longueurde 
orrélation du milieu (λ ∼
√

K). L'équation de Dar
y-Brinkman est don
 bien une équation deDar
y plus générale puisqu'elle permet de retrouver les mêmes résultats dans le 
as limite Kl

λ2 → 0.On peut 
onstater que le terme de Brinkman a aussi pour e�et de diminuer la perméabilitée�e
tive du milieu poreux. Ce résultat se 
omprend fa
ilement dans la mesure où le prin
ipal r�lede terme de Brinkman est d'é
ranter les fortes perméabilités.Un e�et inattendu du terme de Brinkman est que la perméabilité e�e
tive diminue ave
 l'ampli-tude des �u
tuations alors que la loi de Dar
y nous donnerait simplement γ = 1. Il faut 
ependantnoter que 
e résultat dépend de la dimension du système. Si on s'était pla
é dans un milieu poreux
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Fig. 1.3. Champ de la 
omposante de vitesse ux 
orrespondant au milieu poreux de la �gure 1.1.Les paramètres sont σf = 0.8, λ = 2.25 et Kl = 0.13.à trois dimensions, on aurait eu une augmentation de la perméabilité en fon
tion de σf (dans le 
asde Dar
y) :
γ = 1 +

σ2
f

6
(1.26)Il faut signaler de plus que l'on peut trouver dans la littérature des développements à des ordressupérieurs et pour des fon
tions d'auto-
orrélation de 
hamps de perméabilité variées. [26, 20, 44, 45℄Le 
al
ul pré
édent permet également de relier les �u
tuations de vitesse aux �u
tuations deperméabilité :

σ2
ux

u2
0

=̂
<u′2

x >

u2
0

=
3

8
σ2

f

∫
∞

0

ydy

(1 + y2)3/2(1 + Kl

λ2 y2)2
(1.27)

σ2
uy

u2
0

=̂
<u′2

y >

u2
0

=
1

3

<u2
x >

u2
0

(1.28)Ces formules montrent que le terme de Brinkman a pour e�et de diminuer les �u
tuations devitesse. La pro
haine se
tion a pour but d'étudier le 
hamp de vitesses obtenu numériquement dansle milieu poreux et de le 
omparer aux résultats de l'analyse aux faibles perturbations.1.4 Comparaison simulation-théorieLa méthode pour étudier le milieu poreux généré est relativement simple. On génère d'abordle milieu poreux ave
 l'algorithme dé
rit dans la se
tion 1.2. On résoud ensuite l'é
oulement enutilisant la méthode BGK (ave
 une for
e volumique) dans laquelle on �xe le débit total u0. Unefois que le régime stationnaire est atteint, on mesure alors le gradient de pression total du système(qui est relié au 
hamp de densités P = c2
sρ) ainsi que son 
hamp de vitesses. Un 
hamp devitesses est représenté sur la �gure 1.3. On est don
 en mesure d'étudier l'in�uen
e des di�érentsparamètres sur notre milieu poreux. On a tout d'abord véri�é que le gradient de pression moyenétait uniforme. On s'est assuré ensuite que l'on avait bien une dépendan
e linéaire du gradient de
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Fig. 1.4. Perméabilité e�e
tive mesurée Keff = −ηu0/
∂P0
∂x , normalisée par Kl, en fon
tion del'amplitude des hétérogénéités σf . Les points 
orrespondent à une simulation ayant un
oe�
ient Kl

λ2 = 0.09. Les 
arrés 
orrespondent au 
as où Kl

λ2 = 1. Les 
ourbes 
ontinues
orrespondent aux valeurs prédites par l'équation (1.25). La ligne en pointillés représentele 
as sans le terme de Brinkman (Kl

λ2 = 0).pression en fon
tion du débit moyen imposé, 
e qui permet de 
on
lure que le milieu obéit bienà une loi du type Dar
y à l'é
helle ma
ros
opique. La �gure 1.4 montre l'in�uen
e de l'amplitudedes hétérogénéités σf sur la perméabilité e�e
tive normalisée γ. Les simulations montrent un bona

ord ave
 les prédi
tions théoriques de la partie pré
édente. Il est même assez surprenant quel'équation (1.25) semble valable pour des hétérogénéités aussi grandes que σf = 0.8, dans la mesureoù elle repose sur une hypothèse de faibles perturbations. La deuxième remarque est que dans leslimites Kl

λ2 → 0 ou σf → 0, l'in�uen
e du terme de Brinkman devient négligeable 
omme l'on s'yattendait.On peut également s'intéresser aux distributions de vitesses dans le milieu poreux. La �gure 1.5montre la densité de probabilité de la 
omposante ux de la vitesse. On peut 
onstater que 
elle-
isuit relativement bien une loi log-normale, 
e qui est assez intuitif dans la mesure où la distributionde perméabilité est elle-même log-normale. Une autre grandeur intéressante du 
hamp de vitessesest l'amplitude des �u
tuations de 
elui-
i. La �gure 1.6 montre le lien entre les �u
tuations σux et
σuy des 
omposantes ux et uy et les �u
tuations de perméabilité. On observe bien une dépendan
elinéaire de σux et σuy en fon
tion de σf . Les deux pentes sont bien dans le rapport√3. On 
onstate, ànouveau, que les prédi
tions théoriques données par les équations (1.27) et (1.28) sont en bon a

ordave
 les résultats numériques. Notons également sur la �gure 1.3 que la longueur de 
orrélation du
hamp de vitesses est di�érente suivant l'axe x ou l'axe y. La longueur de 
orrélation est plus petitesuivant l'axe y.Maintenant que nous 
onnaissons mieux les prin
ipales propriétés du milieu poreux généré, noussommes en mesure d'étudier l'évolution du front de mélange de �uides mis
ibles dans 
e milieu.Dans 
e mémoire nous nous sommes restreints aux 
on�gurations où les propriétés des deux �uides
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30 1. Modélisation de milieux poreux hétérogènesne di�èrent que par leur vis
osité. De plus, 
ette étude peut se diviser en trois 
as distin
ts : le 
asdu tra
eur passif (les deux �uides ont la même vis
osité), le 
as stable (le �uide déplaçant est plusvisqueux que 
elui dépla
é) et en�n le 
as instable (le �uide déplaçant est moins visqueux que 
eluidépla
é).D'un point de vue analytique, les résultats les plus quantitatifs que l'on trouve dans la littératuresont fondés sur un développement aux faibles perturbations. Nous venons déjà de voir que 
etteméthode permet de retrouver 
ertains résultats de simulations 
on
ernant la stru
ture du 
hampde vitesses. Pour le 
as du tra
eur, on peut 
iter les travaux Gelhar et Axness [34℄ qui nous ontservis parti
ulièrement, ainsi que 
eux de Dagan [23, 24, 25℄.Le pro
hain 
hapitre a pour but d'étudier analytiquement les phénomènes de 
ouplage entre leshétérogénéités et la vis
osité par un développement spe
tral aux faibles perturbations.



Chapitre 2Étude analytique de la ma
rodispersion
2.1 Prin
ipeNous avons déjà vu qu'un développement aux faibles perturbations permet de retrouver 
ertainespropriétés du milieu poreux, observées numériquement. Cette méthode permet également de fairedes prévisions sur l'évolution d'un front de mélange lorsqu'il y a un 
ouplage entre la vis
osité etles hétérogénéités.Ce développement a été utilisé entre autres par Gelhar et al. [34℄ et Welty et al. [96℄ pour 
al
ulerun 
oe�
ient de di�usion ma
ros
opique dans le 
as du tra
eur et ave
 un 
ontraste de vis
osités.Pour pouvoir trouver des résultats exploitables, nous verrons qu'il est né
essaire de faire un 
ertainnombre d'hypothèses qui sont parfois très restri
tives dans notre 
on�guration. Par 
onséquent, les
on
lusions qui en dé
oulent peuvent don
 à priori sembler 
ontestables dans notre 
as.Cependant, les résultats numériques ont montré un régime à 
ara
tère di�usif dans le 
as stableet le 
as stabilisant. Nous avons don
 été amenés naturellement à 
omparer nos 
oe�
ients dedi�usion à 
eux prédits par 
e type d'analyse. De plus, nous avons repris 
ette analyse pour in
lurele terme de Brinkman et pour tenir 
ompte de notre géométrie (2D).Il faut aussi souligner que le 
al
ul dans le 
as du tra
eur est beau
oup plus simple et demandemoins d'hypothèses. Nous ferons 
ependant le 
al
ul dans le 
as général, le 
as du tra
eur pouvantse retrouver dans le 
as limite η2/η1 → 1.Nous supposerons que les �uides in
ompressibles obéissent à l'équation de Dar
y-Brinkman età 
elle de 
onve
tion-di�usion, on a don
 :

~∇.~u = 0 (2.1)
~u = −K(~r)

η
~∇P + K(~r)∆~u (2.2)

∂C

∂t
+ ~∇.(C~u) = D0∆C (2.3)où ~u, P et K(~r) sont les 
hamps de vitesses, de pressions et de perméabilités. C est la 
on
entrationdu �uide déplaçant et η(C) est la vis
osité du �uide. Nous supposerons que la loi de vis
osité dumélange suit une loi exponentielle :

η(C) = η1e
βC , ave
 β = ln(

η2

η1
) (2.4)
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rodispersionoù η1 et η2 sont les vis
osités des �uides dépla
é (C = 0) et poussant (C = 1), respe
tivement.On remarquera que si β = 0, il n'y a pas de 
ontraste de vis
osités. Si β > 0, le dépla
ement eststabilisé par vis
osité. Par 
ontre, si β < 0, le dépla
ement est alors instable par vis
osité.Le prin
ipe de la méthode, nous l'avons déjà vu, 
onsiste à développer les 
hamps de vitesses,pressions, 
on
entrations, perméabilités et vis
osités autour de leurs valeurs moyennes transverses :
~u = ~u0 + ~u′

P = P0 + p′

C = C0 + c′

K = Kl(1 + f ′)

η(C) = η(C0 + c′) = η(C0) +
dη

dC

∣
∣
∣
∣
C0

c′ = η0(1 + βc′)où η0 = η(C0) et où les moyennes sont 
al
ulées transversalement à l'é
oulement. Avant de pour-suivre, il est né
essaire de faire une première hypothèse. On supposera que ~u0 est uniforme et égaleà la vitesse débitante imposée (~u0 = u0 ~ex). Une fois linéarisées, les équations (2.1), (2.2) et (2.3)deviennent :
~∇.~u′ = 0 (2.5)
~u0 + ~u′ = −Kl

η0
(1 + f ′)(1 − βc′)(~∇P0 + ~∇p′) + Kl(1 + f ′)∆u′ (2.6)

∂(C0 + c′)

∂t
+ ~∇.

[
(C0 + c′)(~u0 + ~u′)

]
= D0

∂2

∂x2
C0 + D0∆c′ (2.7)Le but de 
ette analyse est de résoudre 
es équations, a�n de déterminer l'évolution du 
hamp de
on
entrations et d'en déduire un 
oe�
ient de di�usion ma
ros
opique.2.2 Ma
rodispersionDans 
e mémoire nous nous intéressons prin
ipalement aux évolutions d'un front de mélangeet des grandeurs ma
ros
opiques en supposant les lois d'évolution mésos
opiques 
onnues. Un dé-veloppement aux faibles perturbations permet d'apporter quelques éléments de réponse. En e�et,l'évolution ma
ros
opique d'un front de mélange sera de type di�usif si la moyenne transverse du
hamp de 
on
entrations satisfait une loi de 
onve
tion-di�usion du type (21) (page 17) de di�usionma
ros
opique DM .Une analyse aux faibles perturbations permet de déterminer 
e 
oe�
ient de di�usion ma
ro-s
opique. En e�et, si l'on moyenne transversalement l'équation (2.7), 
elle-
i devient :

∂C0

∂t
+

∂

∂x
(u0C0 + u′c′) = D0

∂2

∂x2
C0 (2.8)où u′ = u′

x est la 
omposante suivant x de ~u′. Pour obtenir 
ette expression, on a utilisé le fait que
~u′ = ~0, c′ = 0. L'équation pré
édente peut se réé
rire de la façon suivante :

∂C0

∂t
+ u0

∂C0

∂x
=

∂

∂x
(D0

∂C0

∂x
− u′c′) (2.9)
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trale 33Il apparaît don
 
lairement que le terme u′c′ va déterminer la loi de mélange ma
ros
opique. Dansnotre 
as, il représente en parti
ulier le 
ouplage vis
osité-hétérogénéités et est à l'origine du mélange
onve
tif des �uides à l'é
helle ma
ros
opique. Pour évaluer 
e terme, il est né
essaire de 
onnaîtrela stru
ture des 
hamps de vitesses et de 
on
entrations à l'é
helle mésos
opique. On peut de plus
onstater que si u′c′ est proportionnel au gradient de 
on
entration moyen, alors le front va suivreune loi du type 
onve
tion-di�usion. Ce
i nous permet alors de dé�nir un 
oe�
ient de dispersionma
ros
opique :
Ddisp=̂DM − D0 = −u′c′/

∂C0

∂x
(2.10)D'une manière générale, 
'est 
e terme qui nous intéressera. D'autre part, il est 
onnu que 
e
oe�
ient de di�usion est généralement proportionnel au débit moyen [34, 46℄. Dans la littérature,on dé�nit souvent un 
oe�
ient de ma
rodispersivité ou longueur de dispersion :

α =̂
Ddisp

u0
(2.11)Dans l'équation de 
onve
tion-di�usion à l'é
helle mésos
opique, le 
oe�
ient de di�usion peutaussi résulter d'un mélange 
onve
tif dû à des �u
tuations de vitesses sur des é
helles en
ore pluspetites. C'est pourquoi on peut dé�nir aussi un 
oe�
ient de dispersivité mésos
opique :

α0 =̂
D0

u0
(2.12)Le prin
ipe de la démar
he e�e
tuée par Welty et al. est de 
al
uler un 
oe�
ient de dispersionma
ros
opique à partir des 
hamps moyens C0 et u0 supposés 
onnus.La suite de 
ette analyse a pour but d'évaluer 
e 
oe�
ient de ma
rodispersion.2.3 La méthode spe
tralePour déterminer le 
oe�
ient de ma
rodispersion Ddisp, une méthode possible est de passer dansl'espa
e de Fourier de la même façon que dans le 
hapitre pré
édent. Cependant, 
ontrairement au
as pré
édent, il est né
essaire de faire un 
ertain nombre d'approximations. La première 
onsisteà �geler" l'état de base. Cela signi�e que les quantités moyennes (ou état de base) varient peutemporellement1. De plus, nous verrons aussi qu'une autre hypothèse, né
essaire dans le 
as d'un
ontraste de vis
osités, est un gradient de 
on
entration moyen uniforme.Soient ûi(~k), p̂(~k), f̂(~k) et ĉ(~k) les transformées de Fourier respe
tives des 
hamps u′

i, p′, f ′et c′. De la même façon que pré
édemment, si on 
onsidère les termes d'ordre 1 de l'équation deDar
y-Brinkman (2.6) et en utilisant u0 = −∂P0
∂x Kl/η0, on obtient :

ûi = (f̂ − βĉ)u0δix − iki
Kl

η0
p̂ − Klk

2ûi (2.13)d'où :
(1 + Klk

2)ûi = (f̂ − βĉ)u0δix − iki
Kl

η0
p̂ (2.14)1Cette hypothèse est appelée 
ommunément QSSA (Quasi-Steady-State Approximation).
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rodispersionLa non-
ompressibilité de l'é
oulement (Eq. (2.5)) nous donne alors :
Kl

η0
k2p̂ = −ikx(f̂ − βĉ)u0 (2.15)Finalement, de 
es deux équations, on peut déterminer les transformées du 
hamp de vitesses :

ûx =
k2

y

k2(1 + Klk2)
(f̂ − βĉ)u0 (2.16)

ûy = − kxky

k2(1 + Klk2)
(f̂ − βĉ)u0 (2.17)On peut 
onstater que les équations (2.16) et (2.17) sont une généralisation de l'équation (1.19),aux 
as où le 
ontraste de vis
osités est quel
onque (β 6= 0). Pour déterminer le 
oe�
ient dema
rodispersion, il est en
ore né
essaire de déterminer la transformée du 
hamp de 
on
entrations.A 
e stade, on suppose que le gradient de 
on
entration moyen ∂C0

∂x est uniforme spatialement pourpouvoir se pla
er dans l'espa
e de Fourier. D'après l'équation de 
onve
tion di�usion (2.7) on aalors :
∂ĉ

∂t
+ ûx

∂C0

∂x
+ ikxu0ĉ = −D0k

2ĉ (2.18)On s'intéresse à la solution asymptotique quasi-stationnaire de 
ette équation. Pour résoudre tem-porellement 
ette équation une méthode serait d'utiliser les transformées de Lapla
e. Cette méthodealourdit 
onsidérablement les 
al
uls, nous supposerons qu'un tel état stationnaire existe2. L'étatstationnaire nous donne :
ĉ = − 1

u0

∂C0

∂x

1

ikx + α0k2
ûx (2.19)si on note D0 = αu0. En utilisant la relation (2.16), on en déduit :

ûx = u0f̂
ikx + α0k

2

(1 + Klk2)(ikx + α0k2)k2

k2
y
− β ∂C0

∂x

(2.20)On 
her
he à évaluer le 
oe�
ient de ma
rodispersion,
Ddisp=̂ − u′c′/

∂C0

∂x
= − 1

∂C0
∂x

∫∫

ĉû∗

xd~k (2.21)Don
, d'après les équations (2.19) et (2.20), en ne 
onservant que la partie réelle de l'intégrale, onen déduit :
α =

∫∫

f̂ f̂∗
α0k

2k4
y

[

(1 + Klk2)α0k4 − β ∂C0
∂x k2

y

]2
+ (1 + Klk2)2k4k2

x

dkxdky (2.22)D'où :
α =

λ2σ2
f

2π

∫∫
1

(1 + λ2k2)3/2

α0k
2k4

y
[

(1 + Klk2)α0k4 − β ∂C0
∂x k2

y

]2
+ (1 + Klk2)2k4k2

x

dkxdky (2.23)2En passant par les transformées de Lapla
e, on peut montrer qu'un tel état stationnaire existe dans les 
as passifet stable. En revan
he, dans le 
as instable la solution diverge.



2.3 La méthode spe
trale 35On peut simpli�er 
ette dernière expression si on suppose3 kx ≪ ky. On a alors k2
y ∼ k2. L'intégra-tion suivant kx nous donne �nalement :

α = λσ2
f

∫
∞

0

y2

[

(1 + Kl

λ2 y2)y2 + b
] [

1 + Kl

λ2 y2
]

[1 + y2]3/2
dy (2.24)ave
 b = −βλ2

α0

∂C0
∂x .L'équation 
i-dessus est une généralisation du résultat obtenu par Welty et al. dans le 
as àdeux dimensions et en tenant 
ompte du terme de Brinkman. En
ore une fois, l'in�uen
e du termede Brinkman est 
ontenue dans le terme Kl

λ2 . Le résultat le plus surprenant de 
ette analyse est sansdoute la dépendan
e du 
oe�
ient de ma
rodispersion en fon
tion du paramètre b, 
e paramètreétant proportionnel au gradient de 
on
entration moyen. Ce résultat semble montrer que la loi demélange n'est pas de type di�usif lorsqu'il y a un 
ontraste de vis
osités, on verra par la suite quesi on observe un régime di�usif, 
elui-
i ne peut être que transitoire.Dans le 
as du tra
eur (b = 0), la loi est di�usive, 
e qui est en bon a

ord ave
 les résultats dela littérature. Nous tenterons dans le pro
hain 
hapitre de véri�er 
ette relation.Par 
ontre, lorsqu'il y a un 
ontraste de vis
osités, 
e résultat montre que le 
oe�
ient de dis-persion dépend du gradient de 
on
entration. Dans le meilleur des 
as, si 
e résultat est appli
able,on doit don
 avoir une dispersion non-linéaire. Il est de plus intéressant de noter que 
e régime n'estpossible qu'en présen
e d'un 
oe�
ient de dispersivité mésos
opique4 (α0 6= 0). La limite α0 → 0nous donne α → 0. Une autre limite intéressante 
on
erne les temps in�nis, en e�et, si le front demélange s'étend au 
ours du temps, on doit avoir
lim
t→∞

∂C0

∂x
= 0 don
 lim

t→∞
b = 0 (2.25)Don
, pour les temps très longs, le 
oe�
ient de dispersion doit tendre vers 
elui du tra
eur ; lavis
osité ne joue plus au
un r�le. Qualitativement, 
e résultat peut se justi�er par le fait qu'auxtemps longs la di�usion (transverse) e�a
e les 
ontrastes de 
on
entrations (et don
 de vis
osités).Nous venons de voir que 
ette méthode analytique permet de prévoir un 
oe�
ient de ma
ro-dispersion dans 
ha
un des 
as qui nous intéresse. Il faut 
ependant souligner à nouveau que 
etteanalyse repose sur des hypothèses relativement fortes (faibles perturbations, gradient uniforme,état stationnaire), 
e qui ne permet pas de tran
her a priori sur la loi de mélange. Les 
hapitressuivants sont 
onsa
rés à l'étude numérique de 
ha
un des 
as. Ces résultats numériques pourrontéventuellement être é
lairés par 
ette analyse.

3Cette hypothèse revient à supposer que la longueur de 
orrélation des �u
tuations suivant l'axe x est grandedevant 
elle suivant l'axe y, 
e qui est le 
as pour le 
hamp de vitesses.4C'est en fait le 
oe�
ient de dispersion transverse qui joue un r�le important.
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Chapitre 3
Cas du tra
eur passif
3.1 Introdu
tionNous avons 
ommen
é notre étude sur le mélange en milieu poreux par le 
as le plus simplequi est 
elui où on inje
te un tra
eur passif à l'entrée. Les équations d'évolution du tra
eur etdu �uide sont alors totalement dé
ouplées. L'étude de la propagation d'un tra
eur dans un milieuhétérogène peut trouver des appli
ations dans un grand nombre de domaines. On peut 
iter parexemple l'étude du transport de polluants dans les sols.Il nous est apparu né
essaire de 
ommen
er notre étude par 
ette 
on�guration pour plusieursraisons. La première est que 
'est un 
as qui a été relativement bien étudié, il est en e�et 
ourammentadmis que la loi de mélange est du type di�usif. On trouve de plus dans la littérature un 
ertainnombre de résultats de simulations numériques [1, 93, 79℄. L'autre est que les hypothèses de l'analysenumérique sont beau
oup moins restri
tives que dans les autres 
as. L'étude du tra
eur nous permetdon
 de nous assurer que nos appro
hes numérique et analytique sont bien appropriées à 
e genrede problème.3.2 Méthode de mesureLe déroulement de 
ette étude se divise en deux parties. Dans un premier temps on génèrele milieu poreux dans lequel on résoud le 
hamp de vitesses par la méthode BGK en imposantle débit total. Un fois que le régime stationnaire est atteint, on peut alors inje
ter le 
olorant etsimuler son évolution1. Il existe deux méthodes pour étudier la dynamique d'un front de mélange.La première 
onsiste à mesurer la 
on
entration du tra
eur à la sortie de l'é
hantillon en fon
tiondu temps. Un traitement de 
e signal permet ensuite de déterminer le 
oe�
ient de di�usion. Lase
onde méthode 
onsiste à mesurer le pro�l de 
on
entration moyen à 
haque pas de temps. Un
ertain nombre de traitements permet ensuite de déterminer la loi de mélange et, si 
elle-
i est dutype di�usif, le 
oe�
ient de di�usion. Dans 
e mémoire, nous appliquerons les deux appro
hes.La première méthode est 
elle appliquée généralement expérimentalement, où l'on a peu souvent1Étant donné que les dynamiques du �uide et du 
olorant sont dé
ouplées, il n'est pas né
essaire de faire tournerles deux algorithmes simultanément.
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eur passifa

ès à tout le 
hamp de 
on
entrations à tout instant. De plus, elle présente l'avantage d'êtretrès fa
ile à utiliser puisqu'il n'y a qu'une 
ourbe à traiter. Par 
ontre, il apparaît assez 
lairementqu'une grande partie des informations est perdue dans 
e traitement. Cette méthode n'est de plusappli
able que lorsque l'on 
onnaît par avan
e la loi de mélange. En�n, le signal en sortie dépendde l'historique du dépla
ement du front, elle n'est don
 appli
able que pour des lois stationnaires(les e�ets d'entrée doivent par 
onséquent être négligeables).Dans la 
on�guration qui nous intéresse pour l'instant, nous supposerons que la loi de mélangeest du type di�usif et nous prendrons un milieu su�samment long pour que les e�ets d'entrée soientnégligeables2. Nous avons don
 utilisé la première méthode. Nous avons 
ependant véri�é que la loiétait bien du type di�usif en étudiant l'évolution de la 
on
entration moyenne.Le prin
ipe de 
ette méthode 
onsiste à étudier les moments de la probabilité du temps de séjourde la 
on
entration dans l'é
hantillon. En supposant que la 
on
entration moyenne véri�e une loidu type 
onve
tion-di�usion :
∂C0

∂t
+ u0

∂C0

∂x
= DM

∂2C0

∂x2
(3.1)la densité de probabilité P (t) du temps de séjour d'une parti
ule de tra
eur dans l'é
hantillon estégale au �ux de 
on
entration à la sortie x = L. Soit J(x, t) = u0C0 − ∂C0

∂x le �ux de 
on
entration,on a alors : P (t) = J(x = L, t). On peut quanti�er les moments de la fon
tion P (t) en utilisant lestransformées de Lapla
e :
C̃0(x, s) =

∫
∞

0
C0(x, t)e−stdt

J̃(x, s) =

∫
∞

0
J(x, t)e−stdtLes moments d'ordre k de P (t) peuvent se déterminer par la relation suivante :

tk=̂

∫
∞

0
tkP (t)dt =

∫
∞

0
tkJ(L, t)dt = (−1)k

∂k

∂sk
J̃(L, s = 0) (3.2)La résolution de l'équation de 
onve
tion-di�usion donne la relation suivante :

J̃(x = L, s) =
Mse

M

M sinhMs + Ms cosh Ms
ave
 





M = u0L
2DM

Ms =
√

M2 + s L
DMDans la limite M ≫ 1, on a alors :







t = L
u0

− DM

u2
0

t2 = L2

u2
0
− 2

D2
M

u4
0La mesure des deux premiers moments de P (t) nous permet don
 de déterminer le 
oe�
ient dema
rodispersion dans la limite M ≫ 1 :

t2 − t
2

=
2LDM

u3
0

(3.3)2Il est admis que le mélange devient di�usif lorsque le front a par
ouru une dizaine de longueurs de 
orrélationsoit environ trente noeuds.
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Fig. 3.1. Dispersivité α, normalisée par λ, en fon
tion de la distan
e x à l'entrée. Les paramètressont u0 = 0.004, f̄ = −1, σf = 0.4 et λ = 2.2.Nous venons de voir que 
ette méthode ne fon
tionne que si l'on mesure la 
on
entration à unedistan
e su�samment éloignée de l'entrée, d'une part 
ar l'on doit véri�er M ≫ 1 et ensuite 
arle régime n'est pas for
ément de type di�usif aux temps 
ourts. Pour s'assurer que l'on prend unedistan
e L su�samment grande, nous avons mesuré le 
oe�
ient de di�usion pour des distan
es àl'entrée di�érentes. On peut ainsi voir sur la �gure 3.1 que, lorsque l'on se pla
e à une distan
e del'ordre de L ∼ 20λx, on a atteint un régime permanent. D'une façon générale, nous avons e�e
tuénos mesures à une distan
e L ∼ 100λ. Nous sommes don
 en mesure de 
al
uler le 
oe�
ient dedi�usion ma
ros
opique en fon
tion des paramètres du milieu poreux. De plus, il semble naturelde 
omparer nos résultats à la prédi
tion analytique du 
hapitre pré
édent dans le 
as parti
ulier
β = 0 :

α=̂
Ddisp

u0
= λσ2

f

∫
∞

0

1
(

1 + Kl

λ2 y2
)2

(1 + y2)3/2
dy =̂ λσ2

f g(Kl

λ2 ) (3.4)Pour 
ela, nous analyserons su

essivement l'in�uen
e du terme de Brinkman Kl/λ
2, de la longueurde 
orrélation λ et de l'amplitude des hétérogénéités σf .3.3 In�uen
e de la perméabilité moyenne KlNous avons vu dans le 
hapitre pré
édent que la perméabilité moyenne Kl n'intervient qu'àtravers le terme de Brinkman. Celui-
i devient négligeable lorsque Kl/λ

2 → 0. Nous avons enparti
ulier observé que 
e terme a pour prin
ipal e�et de diminuer les �u
tuations de vitesses. Pourvéri�er 
ette prédi
tion, nous avons fait une série de simulations dans lesquelles seul 
e paramètrevarie. On 
onstate sur la �gure 3.2 que α dé
roît ave
 Kl/λ
2 et que

lim
Kl/λ2→0

α

λσ2
f

= 1
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Fig. 3.2. Dispersivité α divisée par λσ2
f , en fon
tion de la perméabilité Kl, normalisée par λ2. Lesparamètres sont u0 = 0.004, λ = 2.2 et σf = 0.8. La 
ourbe pleine représente les valeursdonnées par l'équation (3.4).De plus, on peut 
onstater que la 
ourbe prédite analytiquement (Eq. (3.4)) 
on
orde raisonna-blement ave
 nos résultats. Les �u
tuations autour de la 
ourbe peuvent s'expliquer par le faitque l'amplitude des �u
tuations des hétérogénéités est assez importante (σf = 0.8) et que l'é
han-tillon 
onsidéré n'est pas assez grand pour donner une bonne moyenne statistique. On peut de plus
onstater que pour Kl/λ

2 < 1, le terme de Brinkman ne diminue au maximum la dispersivité qued'environ 40%. On voit par exemple sur la �gure 3.2 que pour Kl/λ
2 ∼ 0.4 la dispersivité estdiminuée de 25% ; pour Kl/λ

2 ∼ 0.1 elle n'est diminuée que de 5%. D'une manière générale, pourla suite de nos simulations, nous nous pla
erons dans des 
as où Kl/λ
2 < 0.1.3.4 In�uen
e de la longueur de 
orrélation λOn s'intéresse maintenant à l'in�uen
e de la longueur de 
orrélation du 
hamp de perméabi-lités. L'expression analytique de la ma
rodispersivité α devrait, en première approximation, êtreproportionnelle à la longueur de 
orrélation. Mais on a vu 
ependant dans la se
tion pré
édentequ'elle dépendait du terme de Brinkman Kl/λ

2. D'après la 
ourbe obtenue pré
édemment, on peuts'attendre à une dépendan
e linéaire en λ pour Kl/λ
2 . 2. La �gure 3.3 montre 
ette dépendan
epour Kl ∼ 0.36. On peut 
onstater que 
elle-
i est raisonnablement une droite pour λ ∈ [0.3, 2], l'in-�uen
e du terme de Brinkman varie alors dans l'intervalle Kl/λ

2 ∈ [0.09, 4]. On 
onstate égalementque 
ette dépendan
e s'é
arte d'une droite pour λ & 3. Ce dernier 
onstat s'explique aisément par lefait que le milieu est trop petit pour pouvoir 
ontenir un nombre su�samment grand d'hétérogénéi-tés et don
 pour mesurer 
orre
tement un e�et moyen. Pour diminuer 
ette �u
tuation statistique,il aurait fallu augmenter la taille du milieu. Pour les longueurs de 
orrélation inférieures à 3, ilparaît surprenant d'observer un 
omportement linéaire. Le système se 
omporte en e�et 
ommesi g(Kl/λ
2) ∼ 1 alors que pour λ ∈ [0.3, 1] on a g(Kl/λ

2) ∈ [0.3, 0.8]. Cette variation de la pente
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Fig. 3.3. Dispersivité α, divisée par σ2
f , en fon
tion de la longueur de 
orrélation λ, pour Kl = 0.36.La droite d'équation α/σ2

f = λ est donnée par l'équation (3.4) dans le 
as où Kl ≪ λ2.n'est peut-être pas observable également du fait des �u
tuations statistiques. Notons égalementque le modèle utilisé n'est sûrement plus valable pour des longueurs de 
orrélations inférieures à lamaille du réseau. On peut par 
ontre 
onstater que pour des longueurs de 
orrélation inférieures à
3 (et un réseau de taille 256× 256), les prédi
tions théoriques sont en bon a

ord ave
 les résultatsnumériques.3.5 In�uen
e de l'é
art quadratique moyen σfLe paramètre qui 
ara
térise le plus les hétérogénéités est sans doute σf 
ar il représente l'am-plitude des hétérogénéités. D'après l'équation (3.4), on s'attend à 
e que, pour les faibles amplitudesde �u
tuations de la perméabilité, le 
oe�
ient de dispersion 
roisse quadratiquement ave
 σf . La�gure 3.4 montre la dépendan
e de α en fon
tion de σf pour les paramètres Kl/λ

2 = 0.074 et
D0 = 10−4. On 
onstate sur 
ette �gure que l'on a e�e
tivement une dépendan
e quadratique nonseulement pour les faibles valeurs de σf mais aussi pour des valeurs allant jusqu'à σf ∼ 1.5. Deplus, un ajustement quadratique de la 
ourbe nous donne α/λσ2

f = 0.8, la prédi
tion théoriqueprévoirait un 
oe�
ient g(0.074) ∼ 0.84. Les prévisions analytiques sont en très bon a

ord ave
nos résultats. Il est de plus assez remarquable que 
ette prévision reste valable pour de grandesvaleurs de σf . Par ailleurs, 
e résultat nous amène à faire une remarque 
on
ernant les 
al
uls deGelhar et al.. En e�et, si on avait suivi la même démar
he analytique que dans [34℄, on aurait trouvéune relation du type :
α =

λσ2
f

γ2
g(

Kl

λ2
) (3.5)où γ est le 
oe�
ient de perméabilité e�e
tive mesuré au 
hapitre 1.4. Pour une valeur de σf = 1.5et Kl/λ

2 = 0.0074, on a mesuré γ ∼ 0.6. Dans 
e 
as, la dispersivité normalisée devrait don
 êtred'environ
α/λ ∼ 0.84

(0.6)2
σ2

f ∼ 2.3 σ2
f
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Fig. 3.4. Dispersivité α, normalisée par λ, en fon
tion de l'amplitude des hétérogénéités σf . Lesparamètres 
onstants sont Kl = 0.36, λ = 2.2 (Kl/λ
2 ≃ 0.074), u0 = 0.004 et D0 =

0.0001. La 
ourbe pleine représente l'expression donnée par l'équation (3.4).Ce 
oe�
ient est nettement trop important 
omparé aux résultats de nos simulations (α/λ ≃ 0.8 σ2
f ,voir �gure 3.4). En fait, la présen
e de γ dans l'équation (3.5) repose sur une erreur de raisonnement.En e�et, pour 
al
uler la valeur de γ nous avons dû faire un développement au se
ond ordre en

f ′. Par 
ontre, lorsque nous avons 
al
ulé le 
oe�
ient de dispersion nous nous sommes limitésaux termes d'ordre 1. In
lure l'expression de γ dans l'équation de dispersion revient don
 à in
lure
ertains termes d'ordre 2 dans un développement d'ordre 1. Il est aussi à noter que l'appro
he deDagan [23℄ aboutissait à un résultat qui ne di�érait de 
elui de Gelhar que par la présen
e de 
e
oe�
ient γ2.3.6 Con
lusionL'étude du 
as du mélange passif nous a permis, sur un 
as su�samment simple, de testernotre méthode de 
al
ul et notre appro
he analytique. Les résultats obtenus nous ont montré quela méthode BGK nous permet de résoudre l'équation de 
onve
tion-di�usion et 
elle de Dar
y-Brinkman. De plus, il s'est avéré que l'appro
he du développement aux faibles perturbations étaitappropriée pour de tels é
oulements. Les résultats obtenus sont en e�et en très bon a

ord ave
l'analyse.Cette étude pourrait se poursuivre dans plusieurs dire
tions. Il serait par exemple intéressantd'étudier l'e�et de l'anisotropie du milieu. Il est en e�et possible de générer ave
 l'algorithmepré
édent des milieux poreux anisotropes. On peut mentionner aussi l'étude de 
hamps de per-méabilités plus 
omplexes, telles que les distributions auto-a�nes pour lesquelles il n'y a plus delongueur 
ara
téristique [70, 29℄.Nous allons maintenant nous intéresser aux mélanges a
tifs. Nous avons vu au début de 
emémoire que la méthode BGK permet de modéliser 
e type de système en faisant dépendre la



3.6 Con
lusion 43vis
osité du �uide de la 
on
entration. Le pro
hain 
hapitre a pour obje
tif d'étudier l'in�uen
ed'un 
ontraste de vis
osités stabilisant.
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Chapitre 4
Cas du 
ontraste de vis
osités stabilisant
4.1 Introdu
tionDans 
e 
hapitre nous nous intéresserons à un dépla
ement de �uides mis
ibles dans la même
on�guration que pré
édemment. On introduit une di�éren
e de vis
osité entre les �uides. Ce
ontraste de vis
osités est pris de façon à 
e qu'il stabilise le front. Autrement dit, la vis
osité du�uide en pla
e est inférieure à 
elle du �uide déplaçant. Nous avons dans 
e 
as une 
ompétitionentre deux e�ets opposés. D'un 
�té, nous avons un milieu poreux qui 
rée des 
hemins préférentielspour les �uides. Cet e�et 
ontribue à déformer le front de mélange. Nous venons d'étudier 
et e�etseul dans le 
as du tra
eur. D'un autre 
�té, nous avons un gradient de vis
osité stabilisant qui apour prin
ipal e�et d'aplanir le front de mélange. Ces deux e�ets sont mis en éviden
e sur la �gure4.1, qui montre, à un instant parti
ulier, les fronts d'invasion obtenus dans le 
as du tra
eur et dansle 
as stabilisé par vis
osité, pour un même milieu poreux. Le but de 
ette étude est d'étudier le
ouplage entre 
es deux e�ets 
ontraires. Dans un premier temps, nous 
her
herons à déterminer letype de la loi de mélange ma
ros
opique. Une fois 
ette étude faite, nous 
her
herons à déterminer
omment varie 
ette loi en fon
tion des paramètres de notre système. Nous tenterons en�n de
omparer nos résultats numériques à 
eux de l'analyse du 
hapitre 2.4.2 Cara
térisation de la loi de mélange ma
ros
opiqueDans le 
hapitre pré
édent nous avons présenté une méthode de mesure du 
oe�
ient de di�usionma
ros
opique. Nous avons vu que 
ette méthode né
essite par avan
e de savoir si la loi est du typedi�usif ou non. Si dans le 
as du tra
eur, nous pouvions prévoir un 
omportement di�usif 
ommenous le suggère la littérature, 
e n'est malheureusement plus le 
as pour notre 
on�guration. Ontrouve très peu de résultats dans la littérature 
on
ernant le 
as stable. On peut 
iter les travauxré
ents de Artus et al. [4℄ et bien sûr 
eux de Welty et al.. Dans le premier 
as, les auteurs observentnumériquement un front dont l'étalement sature au bout d'un 
ertain temps. Il faut noter 
ependantque dans leurs simulations, la di�usion mi
ros
opique est absente. Nous verrons que dans notre
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0.02Fig. 4.1. En haut : deux fronts typiques d'invasion. Les niveaux de gris 
orrespondent à la 
arte deperméabilité. Le noir
issement est proportionnel à la 
on
entration du �uide déplaçant.Les deux 
as ont été réalisés ave
 le même milieu poreux (paramètres : Kl = 0.135,
σf = 0.8 et λ = 2.2). La �gure de gau
he 
orrespond au 
as du tra
eur (β = 0) et
elle de droite 
orrespond au 
as ave
 
ontraste de vis
osités stabilisant (β = 0.2). Enbas : les gradients de 
on
entration moyenne 
orrespondants −∂C̄

∂x (x). Les 
ourbes rouges
orrespondent à un ajustement gaussien.
as elle joue un r�le prédominant. Les travaux de Welty et al., dont la démar
he analytique aété présentée plus haut, prévoient un régime di�usif transitoire moyennant un 
ertain nombred'approximations. Le 
oe�
ient de di�usion obtenu dépend alors du gradient de 
on
entrationmoyen, 
e qui semble a priori en 
ontradi
tion ave
 l'hypothèse d'un régime di�usif.Le première problème qui nous intéresse est don
 de déterminer le type de loi qui régit l'évolutiondu pro�l de 
on
entration moyen C(x, t) = 1
Ly

∫
Cdy. La méthode dé
rite au 
hapitre pré
édentne s'applique évidemment plus. Une méthode plus générale pour résoudre 
e type de problème estd'étudier l'évolution des di�érents moments de la 
ourbe du gradient de 
on
entration moyenne enfon
tion du temps. Les deux premiers moments sont dé�nis par :

M1(t) =

∫ L

0
x

∂C̄

∂x
dx (4.1)

M2(t) =

∫ L

0
x2 ∂C̄

∂x
dx − M1(t)

2 (4.2)Cependant, dans notre 
as, nous avons utilisé une méthode plus simple. En e�et, nous avons 
onstatéque la dérivée de la 
on
entration moyenne pouvait être dé
rite de manière très satisfaisante par unegaussienne. La �gure 4.1 (en bas) nous montre 
ette dérivée ainsi que son ajustement gaussien. Deplus, à partir de 
et ajustement, nous pouvons déterminer la varian
e de la 
on
entration moyenne.Le fait que la dérivée de la 
on
entration moyenne se dé
rive ave
 une gaussienne semble suggérerque l'évolution du front est du type di�usif. Pour s'en assurer, il su�t de tra
er la varian
e σ2(t) enfon
tion du temps. La loi est di�usive si σ2(t) varie proportionnellement au temps. Le 
oe�
ient
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tFig. 4.2. Demi-varian
e 1
2σ2 du gradient de 
on
entration moyen en fon
tion du temps. La droitereprésente la régression linéaire permettant de déterminer le 
oe�
ient de di�usion. Ontrouve i
i DM = 5.10−3.de di�usion est alors donné par :

DM =
1

2

dσ2

dt
(4.3)La �gure 4.2 montre une 
ourbe typique de 1

2σ2(t). On 
onstate que 
ette 
ourbe devient bienlinéaire à partir d'un 
ertain temps. Nous pouvons don
 en 
on
lure que le front de mélange peutraisonnablement être dé
rit par une loi du type 
onve
tion-di�usion. Le 
oe�
ient de di�usion estmesuré à partir d'une régression linéaire de la 
ourbe pré
édente.On remarque que pour les temps initiaux, la loi n'est pas di�usive, et qu'il faut attendre que lefront se soit su�samment étalé pour qu'elle le devienne. Typiquement, il est né
essaire que le fronts'étale sur une dizaine de longueurs de 
orrélation. Sur la �gure 4.2, par exemple, la loi n'est pasdi�usive durant la moitié de la simulation. La méthode dé
rite dans le 
hapitre pré
édent ne peutdon
 pas s'appliquer pour mesurer le 
oe�
ient de di�usion.
4.3 Résultats numériquesDans 
ette partie, nous nous proposons d'étudier l'in�uen
e des di�érents paramètres de 
ontr�lesur le 
oe�
ient de di�usion. Les paramètres que nous avons fait varier sont σf ∈ [0; 1], λ ∈ [0; 10],
D0 ∈ [5.10−5; 5.10−3], β ∈ [0; 1] et u0 ∈ [10−4; 10−3]. De plus, nous avons pris une valeur de Klsu�samment faible pour que la 
ontribution du terme de Brinkman soit négligeable. Dans tout 
equi suit, nous avons �xé Kl = 0.135. Dans de telles 
onditions, la dispersivité dans le 
as du tra
eurest : α ∼ 0.9 λ σ2

f .
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βFig. 4.3. Dispersivité α, normalisée par λσ2
f , en fon
tion du rapport de vis
osité β.4.3.1 In�uen
e de la vis
ositéLa �gure 4.3 montre la dépendan
e de la dispersivité α, normalisée par la dispersivité λσ2

fobtenue dans le 
as du tra
eur, en fon
tion du rapport de vis
osités β = ln(η2

η1
). On 
onstate queplus le 
ontraste de vis
osités est grand, plus la dispersivité est faible. On retrouve de plus, lesdeux 
as limites que l'on pouvait prévoir. Pour β → 0, le 
oe�
ient de dispersion tend bien vers
elui obtenu dans le 
as du tra
eur, les �u
tuations de perméabilité dominent alors la dynamiquedu front. Pour β → ∞, le 
oe�
ient de dispersion tend vers 0, le 
ontraste de vis
osités domine leshétérogénéités et le front de mélange n'est plus dispersé par les hétérogénéités.

4.3.2 In�uen
e des hétérogénéitésUn paramètre qui nous intéresse plus parti
ulièrement est l'amplitude des �u
tuations de laperméabilité. Les 
ourbes sur la �gure 4.4 montrent la dépendan
e de la dispersivité en fon
tionde σf pour deux valeurs de β : β = 0.2 pour les points noirs et β = 0.5 pour les losanges rouges.On peut 
onstater sur la �gure de gau
he que, 
omme on s'y attend, α augmente bien ave
 σf .De plus, le 
ontraste de vis
osités stabilisant diminue l'e�et des hétérogénéités (les losanges sontau-dessous des points). Cependant, on peut remarquer sur la �gure de droite que la tendan
e n'estplus quadratique 
omme 
'était le 
as pour le tra
eur. Il semblerait qu'une loi 
ubique soit plusappropriée. L'e�et du 
ontraste de vis
osités, qui est de diminuer la dispersivité par rapport au 
asdu tra
eur, est ainsi d'autant plus important que σf est petit. De plus, on peut raisonnablementpenser que le 
oe�
ient α
λσ2

f

est borné par 
elui du tra
eur (α/λσ2
f < 0.9 pour tout σf ). Par
onséquent, on peut penser que dans la limite σf → ∞ on a α

λσ2
f

→ 0.9.
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σfFig. 4.4. Dispersivité α, normalisée par λ, à gau
he et par λσ2
f , à droite, en fon
tion de l'amplitudedes hétérogénéités σf . Les points rouges 
orrespondent à un rapport de vis
osités β = 0.5,les points noirs à un rapport de vis
osités β = 0.2. Les 
ourbes en pointillés, α = 0.9λσ2

f ,
orrespondent au 
as du tra
eur (β = 0).4.3.3 In�uen
e du 
oe�
ient de di�usion mésos
opiqueDans l'analyse aux faibles perturbations, on a vu que le 
oe�
ient de di�usion mésos
opiquejouait un r�le important sur le 
oe�
ient de dispersion 
ontrairement au 
as du tra
eur. Sur la�gure 4.5, nous avons tra
é l'évolution de la dipersivité en fon
tion du 
oe�
ient de di�usionmésos
opique D0. On 
onstate sur 
ette 
ourbe que la dispersion augmente ave
 D0. En d'autrestermes, la di�usion semble réduire l'e�et de la vis
osité. De plus, nous avons vu analytiquement que
ela est essentiellement dû à la di�usion transverse, qui tend à gommer les 
ontrastes de vis
osité.4.4 Comparaison ave
 le développement aux faibles perturbationsNous avons vu au Chapitre 2 qu'il était possible de déterminer analytiquement un 
oe�
ientde di�usion dans le 
as où le 
ontraste de vis
osité est stabilisant. La dispersivité est donnée par :
α = λσ2

f

∫
∞

0

y2

[

(1 + Kl

λ2 y2)y2 + b
] [

1 + Kl

λ2 y2
]

[1 + y2]3/2
dy (4.4)ave
 b = −βλ2

α0

∂C0
∂x .Cependant, nous avons aussi vu que 
e 
oe�
ient de dispersion peut paraître assez paradoxaldans la mesure où il dépend d'un gradient de 
on
entration moyen supposé uniforme. Si on tra
e legradient de 
on
entration moyen −∂C0

∂x en fon
tion de x (voir �gure 4.1), on 
onstate immédiatementque 
e gradient est loin d'être uniforme. Ce qui devrait aboutir à deux 
on
lusions possibles : soitl'analyse est inappli
able dans notre 
as 
ar elle repose sur des hypothèses non véri�ées, soit onpeut admettre qu'elle est valable lo
alement, auquel 
as le front devrait suivre une loi de di�usionanormale (le 
oe�
ient de di�usion varie spatialement). Il faut noter que l'hypothèse d'un gradient
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ient de di�usion mésos
opique

D0.de 
on
entration moyen uniforme et quasi-stationnaire est souvent utilisée dans les analyses destabilité linéaire [88℄ (QSSA, Quasi-Steady-State Approximation).Pour 
omparer nos résultats ave
 les prédi
tions analytiques, nous avons estimé le 
oe�
ient
b = −βλ2

α0

∂C0
∂x de la manière suivante. Nous avons dé
idé arbitrairement de mesurer le gradient de
on
entration à son maximum au milieu du front. Ce
i nous dé�nit un 
oe�
ient bM maximummesuré dans notre simulation, et tel que :

bM =̂ − βλ2

α0

∂C0

∂x

∣
∣
∣
∣
maxCe paramètre est mesuré en général à la �n de la simulation. Il dépend a priori du temps auquel onle mesure, 
ependant il s'est avéré qu'il varie assez peu sur les é
helles de temps de nos simulations.Le temps auquel on mesure 
e 
oe�
ient ne modi�e pas drastiquement les résultats présentés 
i-dessous.La �gure 4.6 montre la dépendan
e de la dispersivité, normalisée par λσ2

f , en fon
tion duparamètre bM . Les valeurs de α sont obtenues pour di�érentes valeurs des paramètres β, σf , D0 et
u0. On peut 
onstater que tous les points se regroupent sur une même 
ourbe. Ce résultat montrebien que le paramètre b, mis en éviden
e par l'analyse, permet de dé
rire 
orre
tement l'état denotre système. De plus, à partir de 
e résultat, on peut 
omparer 
ette 
ourbe de tendan
e ave
 laformule analytique (Eq. (4.4)). Sur la �gure 4.6, la 
ourbe pleine représente la loi analytique tra
éeen prenant b = bM . On 
onstate que si l'analyse prédit une tendan
e 
omparable aux résultats,elle sous-estime le 
oe�
ient α. Cela peut se 
omprendre aisément. En e�et, 
omme nous avonspris le maximum de gradient possible, nous avons surestimé le 
oe�
ient b et don
 sous-estimé le
oe�
ient de dispersion (α(b) est une fon
tion dé
roissante).Sur la �gure 4.6, nous avons tra
é la même formule analytique mais en prenant b = bM/2(
ourbe en pointillés) et b = bM/3 (
ourbe en trait-points). On 
onstate que la formule analytiqueest en très bon a

ord ave
 les résultats des simulations numériques si on prend b = bM/2. Ce
i
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tion du paramètre mesuré bM . Lesdi�érents symboles 
orrespondent à des séries de simulations dans lesquelles β, σf , u0 ou

D0 varient. Les 
ourbes représentent l'expression analytique donnée par l'équation (4.4)en prenant b = bM pour la 
ourbe 
ontinue, b = bM/2 pour la 
ourbe en pointillés et
b = bM/3 pour la 
ourbe en tiré-points.peut s'interpréter physiquement par le fait que le front voit un gradient de 
on
entration e�e
tif del'ordre de la moitié du gradient maximal.Le fait que la loi de mélange suive 
elle prédite par l'analyse est assez paradoxal. En e�et, on adéjà mentionné le fait qu'il était 
ontradi
toire d'obtenir un 
oe�
ient de di�usion qui dépend dugradient de 
on
entration moyen. Pour 
omprendre pourquoi on peut observer un régime di�usifqui suit la loi analytique dans laquelle le 
oe�
ient de di�usion DM dépend de la valeur de b (enprenant b = bM/2), il su�t d'utiliser la relation d'évolution de la varian
e du gradient :

dσ2

dt
= 2DM (

bM

2
) (4.5)Le gradient de 
on
entration étant une gaussienne, on a alors

− ∂C0

∂x

∣
∣
∣
∣
max

=
1√
2πσLa varian
e du gradient devrait suivre l'équation di�érentielle :

dσ2

dt
= 2DM (

βλ2

2α0

1√
2πσ

) (4.6)Il n'est 
ependant pas né
essaire d'intégrer 
ette équation di�érentielle pour 
omprendre pourquoion observe un régime di�usif. En e�et, notre traitement numérique repose sur la mesure de dσ2

dt etdon
 de DM (σ). La �gure 4.7 montre la variation théorique du 
oe�
ient de di�usion en fon
tionde l'é
art-type σ. On 
onstate (�gure de gau
he), que pour σ variant de 100 à 200, DM ne varieque de 0.14 à 0.18. Du fait du bruit inhérent à nos mesures, une si faible variation de la pente de
σ2(t) n'est pas déte
table.
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σFig. 4.7. Dispersivité α transitoire théorique, normalisée par λσ2
f , en fon
tion de l'étalement dugradient de 
on
entration σ donné par l'équation (4.6), en supposant D0 = 0.00005,

σf = 0.8, β = 0.5, u0 = 0.004 et λ = 2.2. Les deux 
ourbes représentent la mêmefon
tion pour des intervalles de σ di�érents.Pour observer une variation notable du 
oe�
ient de di�usion, il faudrait que l'é
art quadratiquevarie de plus d'un fa
teur 2 à partir du moment où la loi devient valable (nos mesures sont e�e
tuéessur des intervalles typiques σ ∈ [15, 20] ). Il faudrait attendre des étalements (σ(t)) de l'ordre de
100 pour pouvoir mesurer une variation de la di�usion. Malheureusement, pour pouvoir observer
e genre de phénomène, il faudrait faire des simulations ave
 des dimensions irréalisables.De plus, à partir de 
ette 
ourbe, on peut prévoir à partir de quel é
art-type on retrouve le
oe�
ient de di�usion du tra
eur. On 
onstate que pour obtenir un 
oe�
ient de di�usion égal à
elui du tra
eur, il faudrait avoir des é
art-types de l'ordre de 106 (voir �gure 4.7 à droite).Dans 
e 
hapitre, nous avons étudié l'évolution d'un front de mélange de deux �uides ave
un 
ontraste de vis
osités stabilisant. Nous avons montré dans un premier temps que la loi demélange semblait être du type di�usif. Dans un se
ond temps nous avons montré que le 
oe�
ientde di�usion mesuré était, de manière surprenante, en bon a

ord ave
 les résultats de l'analyse.Cet a

ord né
essite de prendre un gradient de 
on
entration e�e
tif égal à la moitié du gradientmaximum. En toute rigueur, si on en 
roit l'analyse, le 
oe�
ient de di�usion devrait varier enfon
tion du temps. Cependant, nos mesures ont été faites sur des tailles trop petites pour permettrel'observation d'une telle dépendan
e.



Chapitre 5
Cas du 
ontraste de vis
ositésdéstabilisant

Nous allons maintenant nous intéresser au problème du dépla
ement d'un �uide par un autremoins visqueux dans un milieu poreux hétérogène. Depuis les études de Hill en 1952 [39℄, Sa�manet Taylor [81℄ et Chouke et al. [21℄, 
ette 
on�guration a été extrêmement étudiée. La raisonprovient à la fois de sa 
omplexité analytique et de ses nombreuses appli
ations industrielles. Labran
he industrielle la plus engagée dans 
e type d'étude est bien entendu la bran
he pétrolière.La méthode numérique présentée i
i permettant de modéliser 
e type de 
on�guration, nous allonstenter d'apporter une 
ontribution à 
e type d'étude.5.1 Introdu
tionÉtant donné le grand nombre d'études sur le sujet, il n'est pas question de présenter l'ensembledes résultats de la littérature. Nous verrons uniquement les prin
ipaux résultats (une bonne réfé-ren
e générale est 
elle de Homsy [43℄). Nous avons déja vu que lorsqu'on dépla
e un �uide par unautre moins visqueux, il se développe une instabilité de digitations. Pour étudier la dynamique etla stru
ture de 
es instabilités, on distingue généralement deux types de régimes (voir �gure 5.1) :
• le régime non-développé. Il 
orrespond aux instants initiaux pour lesquels l'interfa
e entre lesdeux �uides est faiblement perturbée par rapport à une droite. Ce régime est dé
rit par deséquations linéaires, 
e qui explique que les résultats les plus quantitatifs sont obtenus dans 
erégime.
• Le régime développé. Il 
orrespond aux instants plus grands pour lesquels l'interfa
e est trèsfortement perturbée. Ce régime est généralement 
ara
térisé par l'apparition des doigts. Lesvariations de l'interfa
e entre les deux régions de mobilités di�érentes font qu'il existe un
ouplage très fort entre les 
hamps de vitesses et de pressions. Le système est alors régi pardes équations non-linéaires. Ce régime est le moins bien 
ompris. La plupart des travauxré
ents 
on
ernent 
e régime.Nous allons 
ommen
er par présenter les résultats qui 
on
ernent les états initiaux dans le 
asqui nous 
on
erne (dépla
ement mis
ible en milieu poreux bidimensionnel). Insistons sur le fait que
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Fig. 5.1. Di�érents régimes de l'instabilité. A gau
he : régime non-développé. Au 
entre : régimeintermédiaire. A droite : régime développé.la plupart de nos simulations numériques ont été e�e
tuées pour des milieux poreux hétérogènes,
e qui 
onfère à notre travail son orginalité.5.2 Analyse de stabilité linéaireL'analyse de stabilité linéaire dans le 
as de deux �uides mis
ibles en milieu poreux homogènea été e�e
tuée par Tan et Homsy [88℄. Le prin
ipe de 
ette analyse est de perturber faiblementet harmoniquement le front d'un état de base uniforme suivant l'axe transverse à la dire
tion del'é
oulement moyen (y) (voir �gure 5.2). Dans la dire
tion de l'é
oulement(x), l'interfa
e di�use estdé
rite par un pro�l de 
on
entration :
C0(x, t0) =

1

2
(1 − erf(

x

2
√

D0t0
)) (5.1)où D0 est le 
oe�
ient de di�usion e�e
tif mésos
opique, supposé isotrope et t0 est un tempsmesurant le 
ara
tère di�us de l'état de base. Dans 
e type d'analyse, l'état de base est 
onsidéré
omme statique. C'est l'hypothèse dite QSSA déjà dis
utée. Cette approximation suppose que lesperturbations du front évoluent plus rapidement que l'état de base.Les équations du mouvement de 
e système sont les équations de Dar
y et de 
onve
tion-di�usion :

~∇P +
η(C)

K
~u = ~0 (5.2)

~∇.~u = 0 (5.3)
∂C

∂t
+ ~u.~∇C = D0∆C (5.4)Un développement aux faibles perturbations permet de linéariser 
e système d'équations. Tan etHomsy ont ensuite 
al
ulé numériquement1 , pour di�érentes épaisseurs d'interfa
e (t0) de l'étatde base, le taux de 
roissan
e σ des instabilités en fon
tion du nombre d'onde k (voir �gure 5.3).Cette 
ourbe de stabilité montre qu'il existe toujours une bande de nombres d'ondes instables.Elle montre également qu'il existe un nombre d'onde 
ritique kc qui 
roît plus rapidement que les1La méthode numérique utilisée est 
elle dite du �mat
hing asymptote".
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Fig. 5.2. S
héma de l'analyse de stabilité linéaire. L'état de base est symbolisé par la droite enpointillés. Cet état de base est perturbé harmoniquement, 
e qui est représenté par la
ourbe pleine.autres. Il existe don
 une largeur de doigt préférentiellement instable. Par ailleurs, si t0 augmente,la longueur d'onde séle
tionnée sera plus grande. Ce résultat paraît intuitif dans la mesure où plusl'interfa
e est épaisse, moins le moteur de l'instabilité est e�
a
e aux petites é
helles. Lorsque
t0 = 0, 
'est-à-dire lorsque le pro�l de 
on
entration est une fon
tion de Heaviside, il est possiblede 
al
uler analytiquement la 
ourbe de stabilité [88℄ :

σ =
1

2
k u0 ln M − D0k

2 ave
 M =
η1

η2Cette relation de dispersion montre que la 
roissan
e des instabilités dépend linéairement du nombred'onde (pour les grandes longueurs d'ondes).Lorsque le milieu poreux est hétérogène, l'analyse de stabilité linéaire devient plus 
omplexe,dans la mesure où il est né
essaire de prendre en 
ompte les 
hemins préférentiels du milieu. Pourtenir 
ompte des hétérogénéités, Tan et Homsy [89℄ ont suggéré qu'il devrait exister une résonan
eentre le milieu poreux et l'instabilité lorsque la longueur de 
orrélation des hétérogénéités est dumême ordre de grandeur que la longueur d'onde la plus instable. Malheureusement, 
e résultat n'ajamais été mis en éviden
e de façon satisfaisante [27, 28, 17℄. Signalons également que le développe-ment aux faibles perturbations e�e
tué par Welty et al. [96℄ et présenté dans 
ette partie, permetde 
al
uler un taux de 
roissan
e aux temps 
ourts. Cette appro
he montre qu'aux temps 
ourts, la
roissan
e du front est entièrement gouvernée par les hétérogénéités. Il n'y a alors au
un 
ouplageentre les hétérogénéités et les e�ets visqueux.Si les études aux temps 
ourts peuvent se révéler très instru
tives, les études aux temps longssont les plus pertinentes pour leurs appli
ations. En 
e qui 
on
erne les milieux poreux homo-gènes, Homsy [43℄ a étudié phénoménologiquement la dynamique des doigts observés. Il a 
onstatéqu'il apparaissait naturellement des doigts de largeur sensiblement égale. L'étude de l'évolutionde 
es doigts montre qu'ils subissent trois types d'intera
tion. Ces mé
anismes sont le �Spreading�(un doigt s'étend), le �Shielding� (l'expansion d'un doigt peut é
ranter un autre) et le �Splitting�
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Fig. 5.3. Extrait de Tan et Homsy [88℄. A gau
he : taux de 
roissan
e en fon
tion du nombred'onde et pour di�érents états de base, en milieu poreux homogène. A droite : états debases pour di�érents temps t0. I
i, β = −3. La variable temporelle est normalisée par
D0/u

2
0 et la variable spatiale par D0/u0.(un doigt peut se diviser en deux). Signalons que 
e dernier mé
anisme n'apparaît que lorsque lenombre de Pé
let est su�samment grand. En 
e qui 
on
erne les études quantitatives du régimedéveloppé (toujours en milieu poreux homogène), les auteurs de telles études (voir par exemple[102℄) 
ara
térisent le système par une longueur d'étalement (ou de mélange) :

Lδ = xC̄=δ − xC̄=1−δave
 δ = 0.1. Zimmerman et Homsy [102℄ ont pu 
onstater deux régimes di�érents. Aux temps
ourts, la longueur d'étalement se 
omporte 
omme Lδ ∝ t1/2. Aux temps longs, elle se 
omporte
omme Lδ ∝ t. La loi de mélange est don
 initialement de type di�usif puis de type 
onve
tif.Le régime développé peut don
 être 
ara
térisé par une vitesse d'étalement (normalisée) : 1
u0

d
dtLδ.En milieu poreux homogène, Zimmmerman et al. ont 
onstaté que 
ette vitesse d'étalement se
omporte 
omme

1

u0

d

dt
Lδ ∼ −1

2
β ave
 β = ln(

η2

η1
) (5.5)Lorsque le milieu poreux est hétérogène, il est assez 
ourant de 
ara
tériser le système par 
ettevitesse d'étalement [89, 16, 17℄. Les expérien
es de Ba
ri et al. [5℄ ont d'ailleurs montré que 
ettevitesse d'étalement gardait une dépendan
e linéaire en β.Pour dé
rire le dépla
ement en milieu poreux hétérogène, il existe également un grand nombrede modèles empiriques. Ces modèles, utilisés par les industriels (essentiellement les pétroliers),permettent de dé
rire le milieu poreux par un 
ertain nombre de paramètres ajustables. A�n dedé
rire une zone de mélange 
roissant proportionnellement au temps, les modèles les plus 
onnusutilisent des équations de 
onservation2 :

∂S

∂t
+

∂

∂x
f(S) = 0 (5.6)où S est la saturation du �uide inje
té (i.e. la moyenne transverse ma
ros
opique de la quantitéde �uide inje
té : S = C̄ = 1/Ly

∫ Ly

0 C(x, y)dy) et f est une fon
tion de �ux à déterminer. Cettedernière dépend a priori des vis
osités et des densités des deux �uides ainsi que des propriétés du2Ce type d'équation va être étudié en détail dans la partie suivante.



5.2 Analyse de stabilité linéaire 57milieu poreux. Comme exemples de modèles de 
e type, on peut 
iter 
eux de Koval [57℄, Fayers[31℄ ou Todd et Longsta� [92℄. La fon
tion de �ux est du type :
f(C̄) = u0

C̄

C̄ + (1 − C̄)/Me
(5.7)où Me est un rapport de vis
osités e�e
tif. Ce modèle n'a don
 qu'un paramètre ajustable. Le pointde départ de tous 
es modèles est l'hypothèse dite d'équilibre transverse. Cette approximation
onsiste à supposer que le gradient de pression est uniforme transversalement et dirigé dans lesens de l'é
oulement3. Notons que 
ette hypothèse est essentiellement valable pour les régimes trèsdéveloppés 
ar les 
hamps de vitesses et de 
on
entrations doivent varier faiblement suivant ladire
tion de l'é
oulement [101℄. On a alors :

ux(x, y) = −K(x, y)

η(C)

∂P

∂x
(5.8)La vitesse moyenne s'é
rit don
 :

u0 = −∂P

∂x

1

Ly

∫ Ly

0

K(x, y)

η(C)
dy (5.9)
e qui permet de réé
rire l'équation (5.8) sous la forme :

ux(x, y) = Lyu0
K(x, y)

η(C)

1
∫ Ly

0
K(x,y)
η(C) dy

(5.10)Plaçons-nous maintenant dans le 
as parti
ulier d'un milieu poreux homogène et d'un front dedépla
ement non-di�us. La 
on
entration vaut C = 0 ou 1. On a alors :
1

Ly

∫ Ly

0

1

η(C)
dy = C̄η−1

2 + (1 − C̄)η−1
1 (5.11)La fon
tion de �ux s'é
rit don
 (pour une perméabilité homogène) :

f(C̄)=̂
1

Ly

∫ Ly

0
Cuxdy = u0

C̄

C̄ + (1 − C̄)η2/η1
(5.12)Cette dernière équation montre que dans le 
as d'un poreux homogène et d'un front non-di�us,l'équation (5.7) s'applique ave
 Me = M = η1/η2. Dans le 
as plus général d'un milieu poreuxhétérogène, la fon
tion de �ux s'é
rit :

f(C̄) = u0

∫�uide 2 K(x,y)
η2

dy
∫�uide 1 K(x,y)

η1
dy +

∫�uide 2 K(x,y)
η2

dy
= u0

<K>�uide 2 /η2

<K>�uide 1 /η1+ <K>�uide 2 /η2
(5.13)De plus, le �uide 2 développera des digitations préférentiellement sur les 
hemins de plus grandeperméabilité. On aura don
 :

H=̂
<K>�uide 2

<K>�uide 1
>1Ainsi, l'équation (5.7) s'applique ave


Me =
<K>�uide 2

<K>�uide 1
M = HM > M3Cette hypothèse est similaire à 
elle dite de lubri�
ation dans les é
oulements 
on�nés.
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osités déstabilisantoù H est un 
oe�
ient d'hétérogénéité qui dépend a priori de λ, σf et M . La détermination dufa
teur H est très 
omplexe. Des tentatives théoriques ont été faites pour expli
iter 
e terme, entenant également 
ompte de la di�usion [101, 99℄, mais on préfère souvent en pratique utiliserun 
oe�
ient Me ad ho
, qui permet une des
ription simple (1 paramètre) d'un phénomène très
omplexe. Rappelons que 
ette des
ription simple suppose quoi qu'il en soit un gradient de pressionuniforme suivant x.Notons également que 
ette démar
he est assez di�érente de 
elle de Gelhar et al., dans lamesure où elle aboutit à des régimes de type 
onve
tif plut�t que di�usif. Cependant, les étudesexpérimentales et numériques [43, 5, 89, 91, 17℄ sur 
es systèmes s'a

ordent sur un régime de type
onve
tif pour le régime développé.Dans 
e 
hapitre, nous allons étudier la digitation visqueuse en utilisant le milieu poreux modèleutilisé jusqu'à présent. Nous essaierons 
omme dans les 
hapitres pré
édents d'identi�er une loid'évolution des grandeurs moyennes et de l'étudier en fon
tion des paramètres de notre système.5.3 Cara
térisation du mélange ma
ros
opiqueJusqu'à présent dans 
e mémoire, nous avons prin
ipalement étudié des lois de type di�usif. Pourdes rapports de vis
osités importants, la totalité des expérien
es et des simulations s'a

ordent pour
on
lure que le régime est du type 
onve
tif [43, 91, 17℄. Par 
ontre, lorsque le rapport de vis
ositésest faible 
omparé à un paramètre typique des hétérogénéités, il est souvent admis que le régimeest de type di�usif [2℄. En e�et, dans un tel 
as, la dynamique du système est dominée par lemilieu poreux et non par le 
ontraste de vis
osités. Il semble don
 primordial de 
ara
tériser la loid'étalement de la zone de mélange. Lorsque le rapport de vis
osités était stabilisant, nous avionsexploité le fait que la dérivée de la 
on
entration moyenne était 
omparable à une gaussienne pouren déduire qu'après un temps transitoire, la loi de mélange devenait de type di�usif.Malheureusement, lorsque le rapport de vis
osités est déstabilisant, la dérivée de la 
on
entrationmoyenne devient très bruitée (voir �gure 5.4). Celle-
i est alors très di�
ilement 
omparable àune gaussienne (même pour de faibles valeurs de β). L'ajustement de la dérivée de 
on
entrationmoyenne ne permet don
 plus de 
ara
tériser notre système. Le 
al
ul des moments de la dérivée dela 
on
entration moyenne ne permet pas non plus d'obtenir des résultats exploitables. Nous avonsdon
 dé
idé de suivre la démar
he de Homsy et al. [43℄, [103℄, qui 
onsiste à étudier l'évolutionde la longueur de mélange Lδ(t) (nous avons pris également δ = 0.1). En étudiant 
ette longueurde mélange, on devrait en prin
ipe pouvoir être en mesure de 
onnaître la loi de mélange suivantque Lδ ∝ t ou Lδ ∝
√

t. En milieu poreux homogène, Zimmerman et al. [103℄ ont par exemple
onstaté que la loi était de type di�usif aux temps 
ourts (Lδ ∝ t1/2) tandis qu'aux temps longs,le régime devenait 
onve
tif (Lδ ∝ t). Toutefois, dans la pratique, il nous a été di�
ile de 
hoisirentre les deux régimes, en raison du fait que nos milieux sont trop petits pour pouvoir observer des
omportements aux temps longs. Ce problème, illustré par la �gure 5.5, montre trois 
ourbes Lδ(t)en fon
tion du temps pour des simulations dont le rapport de vis
osités est 
roissant. La simulationde gau
he 
orrespond au 
as du tra
eur (β = 0), la loi de mélange est don
 de type di�usif. La
ourbe 
entrale et 
elle de droite 
orrespondent à des rapports de vis
osités très faibles (β = −0.05et β = −0.1 respe
tivement). On 
onstate sur la 
ourbe de droite, un 
hangement assez notable de
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∂xFig. 5.4. Exemple de dépla
ement pour di�érents rapports de vis
osités. A gau
he : 
as stable β =

0.4. Au 
entre : 
as du tra
eur β = 0. A droite : 
as instable β = −0.4. Les autresparamètres sont : u0 = 4.10−4, D0 = 10−4, σf = 0.4 et λ = 2.2. La 
arte de 
ouleurreprésente le 
hamp de perméabilités. Celui-
i est identique pour 
ha
une des réalisations.Les niveaux de gris 
orrespondent au 
hamp de 
on
entrations (noir pour C = 1). En bassont tra
és les gradients de 
on
entration moyens 
orrespondants : −∂C̄
∂x (x).
omportement de la 
ourbe vers les temps t0 ∼ 50000. Ce 
hangement 
orrespond à la transitionentre un régime di�usif et un régime 
onve
tif déjà observée par Homsy et al.. Ce 
onstat nous poseun problème majeur : pour di�éren
ier un régime en t d'un régime en √

t aux temps longs, il fautobserver à partir d'un temps t0 et jusqu'à des temps beau
oup plus longs que 2t0. En e�et, entre t0et 2t0, le 
as β = 0 semble linéaire, or nous savons qu'il est di�usif. Pour pouvoir déterminer unevariation notable de la pente, il faudrait attendre un temps au moins deux fois plus long.Dans le 
hapitre pré
édent, lorsque le 
ontraste de vis
osités était stabilisant, nous avions eule même type de problème. Toutefois, le fait que la dérivée de la 
on
entration moyenne étaitde type gaussien nous avait permis de déterminer que la loi était di�usive4. Nous ne pouvons4En étudiant la variation temporelle de l'é
art quadratique moyen.
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Fig. 5.5. Longueur de mélange Lδ en fon
tion du temps. A gau
he : β = 0, au 
entre β = −0.05,à droite β = −0.1. Les autres paramètres sont u0 = 0.004, D0 = 0.00005, σf = 0.8et λ = 2.2. Sur la 
ourbe de droite, on peut observer un 
hangement de régime di�usif- 
onve
tif. Une telle transition n'est pas observée dans les deux autres 
as. La droite
ontinue représente la régression linéaire permettant de 
al
uler d
dtLδ.
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ontraste de vis
osités déstabilisantmalheureusement plus utiliser 
ette démar
he, 
ar la dérivée de la 
on
entration moyenne n'estplus gaussienne.Pour la suite de 
ette étude, nous avons pris le parti de traiter tous les résultats dans le 
adredu modèle 
onve
tif. Nous nous sommes don
 intéressés prin
ipalement à la variable d
dtLδ appeléetaux de mélange. La mesure de 
ette variable a été e�e
tuée par régression linéaire à partir del'instant où le front a par
ouru la moitié de la 
ellule (t0 ∼ 50000, voir �gure 5.5).Une autre appro
he aurait été possible pour 
ara
tériser notre système. En e�et, nous aurionspu 
her
her le 
oe�
ient Me qui ajuste au mieux nos pro�ls de 
on
entration moyenne ave
 une loidu type :

∂C̄

∂t
+

∂

∂x
f(C̄) = 0

f(C̄) = u0
C̄

C̄ + (1 − C̄)/MeL'avantage de 
ette forme est qu'elle dé
rit l'évolution de 
ha
une des 
on
entrations C̄(x, t) etnon pas uniquement 
elle de la largeur globale du pro�l Lδ. Cependant, il s'est avéré que dans denombreux 
as, l'ajustement ave
 un tel modèle n'était pas a

eptable. Notons également qu'un telmodèle peut également être dis
uté à partir des mesures de d
dtLδ. En e�et, ave
 une telle fon
tionde �ux, nous avons :

d

dt
Lδ = f ′(C = δ) − f ′(C =1−δ) ∼ 1 − Me

M2
e

(5.14)Nous ne présenterons don
 que les résultats qui 
on
ernent d
dtLδ.5.4 In�uen
e du rapport de vis
ositésLa �gure 5.6 montre la dépendan
e de la vitesse d'étalement normalisée d

dtLδ/u0 en fon
tiondu rapport de vis
osités β = ln(η2/η1). Sur 
ette �gure, deux séries de points ont été tra
ées.La première 
orrespond à des hétérogénéités faibles (σf = 0.2) et la se
onde à des hétérogénéitésplus importantes (σf = 0.8). On 
onstate que la dépendan
e est linéaire. On peut faire plusieursremarques importantes sur 
es 
ourbes.La première est que les deux séries de 
ourbes ont sensiblement la même pente. Autrement dit,les hétérogénéités n'ont qu'un e�et additif sur la loi de mélange. Ce premier 
onstat invalide les des-
riptions du type Koval dans lesquelles les hétérogénéités sont prises en 
ompte par la multipli
ationdu rapport de vis
osités Me par un fa
teur d'hétérogénéité (Me → HMe).Pour 
omparer nos résultats ave
 les prédi
tions issues de la littérature, on pourrait se demanders'il existe des 
hangements de régime selon que le 
ontraste de vis
osités prédomine ou non surles hétérogénéités. A partir de 
es séries de 
ourbes, il semble impossible de distinguer plusieursrégimes. La 
ourbe est 
ontinue lorsque β → 0. Si le système se trouve dans un même régime danstout l'espa
e de paramètres exploré, 
e régime est don
 né
essairement 
elui où les hétérogénéitésdominent. Le 
ontraste de vis
osités n'est toutefois pas négligeable puisque la vitesse de l'étalementaugmente linéairement ave
 |β|. On a vu de plus dans la se
tion pré
édente qu'il donnait une loide mélange de type 
onve
tif pour un rapport de vis
osités aussi petit que β = −0.1.
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Fig. 5.6. Vitesse d'étalement normalisée en fon
tion du rapport de vis
osités −β. Les ronds noirs
orrespondent à σf = 0.2, les 
arrés rouges 
orrespondent à σf = 0.8. Les autres para-mètres sont u0 = 0.004, λ = 2.2 et D0 = 5.10−5. Les deux séries de points sont ajustéespar des droites de pente 1/2.On remarque également que la pente de 
es droites est de 1/2, 
e qui 
orrespond également àla pente obtenue par Zimmerman et Homsy [103℄ dans le 
as homogène (et don
 pour σf = 0). Cerésultat est également en a

ord ave
 la dépendan
e linéaire observée expérimentalement par Ba
riet al. [5℄.Maintenant que nous avons déterminé l'in�uen
e du rapport de vis
osités, nous allons étudier
elle des hétérogénéités.5.5 In�uen
e de l'amplitude des hétérogénéitésLa �gure 5.7 montre la dépendan
e de la vitesse d'étalement en fon
tion de l'amplitude deshétérogénéités σf , pour deux 
ontrastes de vis
osités di�érents, β = −0.2 (points noirs) et β = −0.8(
arrés rouges). On 
onstate que la dépendan
e est également linéaire. De plus, il semble que la pentede 
es droites soit identique pour les deux rapports de vis
osités utilisés. Il est assez remarquablede 
onstater qu'en
ore une fois, les deux e�ets semblent purement additifs. Ce résultat suggèrequ'il n'y a au
un 
ouplage entre les e�ets visqueux et les hétérogénéités puisqu'une loi du type :
dLδ

dt = Aβ + Bσf semble 
onvenir. Un autre point remarquable est la 
ontinuité de 
ette 
ourbelorsque σf → 0. Le régime en milieu poreux homogène (σf = 0) semble don
 peu di�érent durégime en milieu hétérogène (σf = 0.8), au
une transition n'est en tout 
as visible sur nos 
ourbes.
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Fig. 5.7. Vitesse d'étalement normalisée en fon
tion de l'amplitude des hétérogénéités σf . Les rondsnoirs 
orrespondent à β = −0.2, les 
arrés rouges 
orrespondent à β = −0.8. Les autresparamètres sont : u0 = 0.004, λ = 2.2 et D0 = 5.10−5. Les deux séries de points sontajustées par des droites de pente 0.22.5.6 In�uen
e de la longueur de 
orrélationUn autre paramètre qui 
ara
térise le milieu poreux est sa longueur de 
orrélation. La �gure5.8 montre l'in�uen
e de 
ette dernière sur la vitesse d'étalement. De la même manière que pré-
édemment, nous avons utilisé deux rapports de vis
osités di�érents : β = −0.2 (ronds noirs) et
β = −0.8 (
arrés rouges). On peut 
onstater également que la dépendan
e est à nouveau linéaireave
 un 
oe�
ient dire
teur indépendant du rapport de vis
osités. Une autre série de simulationsave
 un σf di�érent nous a montré que la vitesse d'étalement pouvait se mettre �nalement sous laforme : dLδ

dt /u0 = −Aβ + Bλσf . Une régression linéaire nous donne ainsi : A ∼ 0.5 et B ∼ 0.1.Notons également que la présen
e d'une résonan
e entre la longueur de 
orrélation et la largeurdes doigts en milieu homogène aurait pu se manifester par une non-monotonie de la 
ourbe. Unetelle résonan
e n'est don
 pas apparente dans nos simulations. Il est 
ependant possible que nousn'ayons pas exploré des gammes de longueurs de 
orrélation su�samment étendues.On remarquera également que pour des longueurs de 
orrélation assez importantes, les mesuressont assez bruitées. Ces �u
tuations viennent du fait que j'ai pris une taille de milieu �xe pourl'ensemble des réalisations. Il aurait fallu ustiliser une taille de milieu proportionnelle à la longueurde 
orrélation. Cela n'a pas pu être fait 
ar il aurait fallu utiliser des réseaux beau
oup trop grands(une longueur de 
orrélation doublée implique un nombre de noeuds quadruplé). Ce
i expliqueégalement pourquoi nous n'avons pas voulu explorer des longueurs de 
orrélation plus grandes.
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Fig. 5.8. Vitesse d'étalement normalisée en fon
tion de la longueur de 
orrélation λ. Les rondsnoirs 
orrespondent à β = −0.2, les 
arrés rouges à β = −0.8. Les autres paramètressont : u0 = 0.004, σf = 0.8 et D0 = 5.10−5.5.7 In�uen
e du 
oe�
ient de di�usion mésos
opiquePour 
ompléter 
ette étude, nous avons étudié l'in�uen
e du 
oe�
ient de di�usion mésos
o-pique. La �gure 5.9 montre la dépendan
e du taux de mélange en fon
tion du 
oe�
ient D0 pourdeux rapports de vis
osités di�érents (β = −0.2 et β = −0.8). On 
onstate sur 
ette �gure que
dLδ

dt /u0 dé
roît ave
 D0 pour les faibles valeurs de D0, et semblent avoir une valeur asymptotiquepour les valeurs de D0 assez grandes : la di�usion diminue la vitesse d'étalement. Ce résultat estintuitif dans la mesure où la di�usion mésos
opique a pour e�et de �gommer" les 
ontrastes devis
osités qui sont le moteur du mélange. Remarquons toutefois que le 
ontraste de vis
osités jouetoujours un r�le non négligeable : il y a toujours un rapport de l'ordre de deux entre les deuxséries. Cette �gure peut se 
omparer à la 
ourbe 4.5 (page 50) obtenue dans le 
as du 
ontrastede vis
osités stabilisant. On avait obtenu un 
oe�
ient de dispersion normalisé qui était 
roissantave
 le 
oe�
ient de di�usion mésos
opique : la di�usion mésos
opique favorisait le mélange. Ene�et, lorsque le 
oe�
ient de di�usion était su�samment grand, le système se 
omportait 
ommedans le 
as du tra
eur passif. I
i, le 
ontraste de vis
osités reste toujours le moteur du mélange.5.8 CommentairesDans 
e 
hapitre nous nous sommes intéressés au problème de la digitation visqueuse en milieuporeux hétérogène. Nous avons montré que pour la gamme de paramètres utilisés, les e�ets devis
osité et d'hétérogénéité étaient dé
ouplés. Ce résultat est assez surprenant 
ar on aurait pu
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Fig. 5.9. Vitesse d'étalement normalisée en fon
tion du 
oe�
ient de di�usion mésos
opique D0.Les ronds noirs 
orrespondent à β = −0.2, les 
arrés rouges à β = −0.8. Les autresparamètres sont : u0 = 0.004, λ = 2.2 et σf = 0.8.s'attendre au 
ontraire à un 
ouplage entre les 
hemins préférentiels du milieu poreux et le 
ontrastede vis
osités. Les e�ets visqueux restent i
i les mêmes quelles que soient les hétérogénéités. Il n'y adon
 au
un régime dans lequel un des deux e�ets prédomine sur l'autre. Ce
i est en 
ontradi
tionave
 
ertaines prédi
tions de la littérature, 
omme le 
ouplage ave
 les longueurs de 
orrélation [89℄ou bien une di�éren
e de 
omportement [2℄ selon que β ≪ λσ2
f ou β ≫ λσ2

f . Ce résultat invalideégalement les modèles du type Koval, dans la mesure où les hétérogénéités ne peuvent pas êtreintroduites par un fa
teur multipli
atif.Il est toutefois né
essaire de relativiser 
es résultats par plusieurs remarques. La première est quenous nous sommes restreints dans notre étude à un 
ontraste de vis
osités faible. Un grand nombred'études numériques ou expérimentales portent sur des rapports de vis
osités plus élevés (Homsy[43℄ utilise prin
ipalement β ∼ 3 ). Toutefois, notre dépendan
e en β est en bon a

ord ave
 
elle deHomsy (en homogène). Un autre point restri
tif de notre étude est l'impossibilité de déterminer laloi d'évolution moyenne (
onve
tive ou di�usive). Même si la vitesse d'étalement apparaît 
lairement
omme linéaire au 
ours du temps (pour |β| & 0.2), il nous est impossible de déte
ter une transitionentre un régime 
onve
tif et di�usif. Une telle transition devrait apparaître au moins lorsque β → 0.Ce problème provient d'une part du fait que la dérivée de la 
on
entration moyenne est rarementune gaussienne, 
omme 
'était le 
as pour les rapports de vis
osités stabilisants. D'autre part, nousavons étudié le système sur des temps trop 
ourts pour pouvoir observer des variations signi�
ativesde dLδ

dt (t) (né
essaires pour 
ara
tériser les régimes di�usifs). Une solution possible pour pallier 
eproblème serait d'augmenter signi�
ativement la longueur du milieu (d'au moins un fa
teur 4).Le fait que la dérivée de la 
on
entration moyenne soit si mal dé�nie nous empê
he également
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omparer quantitativement nos résultats ave
 les prévisions sto
hastiques 
omme dans le 
as du
ontraste de vis
osités stabilisant. Il semble en e�et vain de vouloir mesurer un 
oe�
ient bmax surnos pro�ls de 
on
entration moyenne.Soulignons également que, 
omme pour la plupart des travaux issus de la littérature, nous noussommes restreints à l'étude de la vitesse d'étalement. On peut penser que l'on pourrait mettreen éviden
e des régimes di�érents ou même des phénomènes de 
ouplage si on avait 
ara
térisénotre système par d'autres grandeurs physiques, le problème prin
ipal étant évidemment le 
hoixdes grandeurs pertinentes. Des tentatives non fru
tueuses ont été e�e
tuées ave
 des grandeursgéométriques de l'interfa
e (longueurs, transformées de Fourier...).
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Chapitre 6Con
lusion
Dans 
ette partie, nous nous sommes intéressés au problème des é
oulements de �uides mis
iblesen milieu poreux. Ce problème, nous l'avons vu, possède un vaste 
hamp d'appli
ations. Pour mo-déliser des milieux su�samment réalistes, nous avons introduit des hétérogénéités de perméabilité(appro
he de milieu poreux 
ontinu). Dans une telle appro
he, les hétérogénéités sont introduitesave
 une loi de distribution su�samment 
ontr�lée pour permettre une étude quantitative (ap-pro
he sto
hastique). L'évolution des �uides dans 
e milieu poreux a été simulée par la méthodeBGK sur réseau. Cette méthode possède l'avantage de pouvoir simuler fa
ilement les équations deDar
y-Brinkman dans un milieu poreux hétérogène. Elle permet également d'introduire un se
ond�uide mis
ible dans notre système. Nous avons pu ainsi étudier le 
omportement ma
ros
opique dedeux �uides mis
ibles ayant des vis
osités di�érentes.Nous avons étudié les trois 
as possibles suivant que le 
ontraste de vis
osités est nul, stabilisantou déstabilisant. Ce dernier 
as donne lieu au phénomène de digitation visqueuse [81℄. Cette étudenous a permis de tester les lois d'évolutions établies par un développement aux faibles perturba-tions. Les résultats semblent en très bon a

ord dans le 
as du tra
eur ou lorsque le 
ontraste devis
osités est stabilisant. Dans le 
as d'un système déstabilisé par la vis
osité, les résultats obtenusne permettent pas de 
omparer nos résultats à l'analyse sto
hastique présentée dans 
e mémoire.De plus, 
es résultats ont montré que dans la gamme de paramètres explorés, il n'y avait au
un
ouplage entre les hétérogénéités et la vis
osité. Ce
i 
ontredit 
ertaines prévisions intuitives trou-vées dans la littérature. Pour poursuivre 
ette étude, il serait utile d'étudier des milieux poreuxplus larges et d'explorer des gammes de paramètres plus étendues et sur des temps plus longs.Comme autres perspe
tives de 
ette étude, on pourrait étudier l'in�uen
e de la gravité pour des�uides de densités di�érentes. Un appli
ation intéressante qui se rappro
he de la digitation visqueuseest l'étude des phénomènes de dissolution en milieu poreux. En e�et, si dans un milieu poreux oninje
te à l'entrée une espè
e 
himique qui le dissout (et don
 qui le rend plus perméable), on peuts'attendre à observer des phénomènes de digitations [36℄. Le �uide inje
té pénètre préférentiellementles zones les plus perméables, qu'il rend en
ore plus perméables par le phénomène de dissolution.Ainsi, une ex
roissan
e de �uide inje
té ne 
essera de se développer, dans un phénomène similaireà la digitation visqueuse. La �gure 6.1 montre un exemple de front de dissolution dans notre milieuporeux modèle. Ce type de système se ren
ontre par exemple dans les sols lorsqu'une espè
e a
ideattaque un sol 
al
aire.
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Fig. 6.1. Front de dissolution d'un milieu poreux. La perméabilité du milieu poreux est en bleu(fon
é pour les zones les plus perméables). L'espè
e 
himique dissolvante est représentéeen rouge. On 
onstate que l'attaque du milieu poreux par l'espè
e 
himique donne desmotifs similaires à la digitation visqueuse.
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Introdu
tion
Nous avons vu dans la partie pré
édente 
omment modéliser un milieu poreux à l'é
helle ma-
ros
opique en supposant des lois d'évolution de l'é
oulement et du mélange à l'é
helle mésos
o-pique (loi de Dar
y-Brinkman et loi de 
onve
tion-di�usion). Si 
es lois sont très souvent uti-lisées dans la littérature pour dé
rire des mélanges en milieu poreux ou en 
ellule de Hele-Shaw[43, 16, 17, 27, 28, 88℄, elles peuvent 
ependant parfois paraître 
ontestables. Un exemple est la loi deDar
y homogène. Nous avons vu dans la partie pré
édente qu'elle dé
rit di�
ilement un véritablemilieu poreux. En parti
ulier, elle est in
apable de rendre 
ompte de la dispersivité ma
ros
o-pique du milieu. La loi de Dar
y homogène semble a priori plus adaptée pour dé
rire l'é
oulementmoyenné dans la tran
he d'une 
ellule de Hele-Shaw. Malheureusement, même dans 
e 
as, 
etteloi paraît limitée. Dans le 
as de la digitation visqueuse en 
ellule de Hele-Shaw par exemple, lors-qu'on dépla
e un �uide par un autre moins visqueux, les expérien
es montrent que la taille de doigttypique séle
tionnée par le système est 
omparable à l'épaisseur de la 
ellule [71, 59℄. Les équationsde Dar
y (ave
 un 
hamp de perméabilités bidimensionnel et uniforme) et de 
onve
tion-di�usion
onduisent à une séle
tion qui est 
omplètement di�érente d'après l'analyse de Tan et Homsy [88℄.En e�et, la taille de doigt (i.e. la longueur d'onde la plus instable) prédite par l'analyse de stabilitélinéaire est indépendante de la perméabilité du milieu (et don
 de l'épaisseur de la 
ellule). Laraison d'une telle di�éren
e est évidemment que le modèle du milieu poreux ne rend au
un 
omptede la stru
ture tridimensionnelle de l'é
oulement dans une 
ellule de Hele-Shaw [59℄. Ce problèmepeut également se ren
ontrer au niveau des pores d'un milieu poreux. Pour dé
rire 
orre
tementun milieu 
on�né, il est parfois né
essaire d'étudier plus en détail les 
omportements du systèmeà l'é
helle mi
ros
opique a�n d'établir des lois de 
omportements des grandeurs moyennes plusappropriées.Nous allons nous intéresser désormais à la stru
ture de l'é
oulement dans l'épaisseur d'une 
ellulede Hele-Shaw. Les équations du mouvement de notre système sont 
elles de Navier-Stokes au lieude Dar
y. L'obje
tif des travaux présentés i
i était initialement de poursuivre 
eux de Hi
kernel etYortsos [37℄ et de Mani
kam et Homsy [66℄, dans lesquels les auteurs étudient l'in�uen
e d'un pro�lde vis
osité non-monotone1 sur la stabilité du dépla
ement d'un �uide par un autre dans un milieuporeux homogène. Les auteurs ont montré en parti
ulier qu'une telle 
on�guration était toujoursinstable quel que soit le pro�l de vis
osité dès lors qu'il est non-monotone.Nous étudierons le dépla
ement, dans l'épaisseur de la 
ellule de Hele-Shaw, de deux �uidesdont la loi de vis
osité de mélange est non-monotone. Insistons sur le fait que dans tout 
e qui suit,les �uides sont mis
ibles, par 
onséquent il ne sera jamais question de tension de surfa
e.1Une exemple de mélange dont la loi de vis
osité est non-monotone est le mélange eau - propan-2-ol.
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héma du dépla
ement d'un �uide par un autre dans la tran
he d'une 
ellule de Hele-Shaw. A gau
he : il n'y a pas de mélange entre les deux �uides. A droite : le mélange entreles deux �uides fait intervenir une zone de 
on
entration intermédiaire (cM ). Cette zone,dans le 
as d'une loi de vis
osité non-monotone, 
orrespond à une vis
osité extrêmale(ηM ) dans le système.Étude d'un é
oulement triphasique 
on�néL'étude d'é
oulements de �uides mis
ibles dont la loi de vis
osité de mélange est non-monotoneest a priori assez 
omplexe. Nous avons don
 essayé de modéliser le problème le plus simplementpossible. Nous allons voir que 
ette modélisation nous a 
onduit à 
onsidérer 
e système 
ommeétant 
omposé de trois phases distin
tes sans tension de surfa
e.Lorsque deux �uides de vis
osités di�érentes η1 et η2 se mélangent, la loi de vis
osité lo
ale du�uide est une fon
tion de la 
on
entration de mélange c. Dans la plupart des 
as, 
ette fon
tionest monotone. Citons 
omme exemple la loi exponentielle, très répandue dans la littérature etutilisée dans la première partie de 
e mémoire : η(c) = η1 exp (c ln(η2/η1)). Il existe par 
ontredes 
as2 où 
ette loi de vis
osité n'est pas monotone. La vis
osité présente don
 un extrêmumpour une 
on
entration intermédiaire de mélange cM , 
omme le montre la �gure 6.2. Ce type de
omportement peut modi�er radi
alement la dynamique d'un système.Le dépla
ement mis
ible d'un �uide par un autre dans une 
ellule de Hele-Shaw a déjà étéétudié en partie dans le 
adre d'une loi de vis
osité monotone [75, 15℄. Ces études ont montré quela di�usion molé
ulaire a peu de r�le sur la dynamique du système lorsque le débit est assez grand.La dynamique dépend essentiellement du rapport de vis
osités des deux �uides et notamment dufait que la vis
osité est 
roissante ou dé
roissante dans la dire
tion de l'é
oulement.Lorsque la loi de vis
osité est non-monotone, on 
omprend aisément que le 
omportement seraplus 
omplexe, et pourra 
ette fois-
i être in�uen
é de manière 
ru
iale par la di�usion molé
ulaire,qui va faire apparaître une zone de vis
osité exrêmale entre les deux �uides poussant et poussé. La�gure 6.2 s
hématise 
et e�et. Elle montre le dépla
ement d'un �uide de vis
osité η1 par un �uidede vis
osité η2, au débit volumique imposé u0. Lorsque les deux �uides se mélangent, il apparaîtdans la zone de mélange toutes les 
on
entrations intermédiaires entre 0 et 1. Si la loi de vis
ositéde mélange est non-monotone, le mélange va ainsi entraîner l'apparition d'une zone où la vis
ositéest extrêmale. La question qui se pose alors est de déterminer 
omment l'apparition de 
ette zone2Dans le mélange du propanol et de l'eau par exemple.
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ontinue. A droite, la loiest en 
réneau. Cette dernière loi nous permet de modéliser le système par un é
oulementtriphasique. Les phases sont séparées par les iso-
on
entrations c = 1/4 et c = 3/4.va modi�er la dynamique du système.D'un point de vue quantitatif, nous avons 
hoisi pour simpli�er 
e système une loi de vis
ositéde mélange en 
réneau (voir �gure 6.3). Une telle loi permet de dé�nir trois régions de vis
osité
onstante. Les interfa
es entre 
es régions seront repérées par les iso-
on
entrations c = 1/4 et
c = 3/4. Un tel 
hoix explique le titre de 
ette partie. En e�et, notre système va être dé
rit 
ommeun é
oulement triphasique. Les �phases" seront en pratique les régions de même vis
osité. Bien sûrles di�érentes phases restent mis
ibles et surtout ne présentent pas de tension de surfa
e. Cetteanalogie entre notre système et un système triphasique explique que nous parlerons aussi en termesde saturations (la saturation est dé�nie 
omme la proportion d'une des phases par rapport auxautres). Nous allons également donner arbitrairement des noms à 
es �phases" : w (
omme Water)à la phase 
orrespondant à c ∈ [0; 0.25], o (
omme Oil) pour la �phase" c ∈ [0.25; 0.75] et g (
ommeGas) pour la �phase" c ∈ [0.75; 1]. Ce type de modèle nous permet entre autres de dé
rire notresystème par un système d'équations de 
onservations (en 
onsidérant que 
ha
une des espè
es se
onserve).Nous verrons que le système d'équations de 
onservations présente l'intéressante propriété dedevenir elliptique dans 
ertains 
as. L'étude de 
e système s'est don
 révélée intéressante sur leplan analytique, dans la mesure où nous ne 
onnaissons pas de solutions à 
e problème. En outre,il se trouve que 
e type d'équations se retrouve dans des systèmes physiques très variés. Citonsles exemples des é
oulements supersoniques [22℄, des modèles d'é
oulements triphasiques en milieuporeux [8, 52, 10, 47℄, des modèles d'élasti
ité à deux phases [48℄ ou de la sédimentation de suspen-sions bidisperses [7℄. L'étude de systèmes elliptiques peut don
 se révéler fort utile dans d'autres
ontextes physiques.Cette partie du mémoire va être divisée en plusieurs 
hapitres. Dans le premier 
hapitre nousferons un bref rappel de la théorie des ondes 
inématiques. Ce 
hapitre n'a pas pour obje
tif d'êtreexhaustif mais seulement de présenter 
ertaines notions qui nous serviront par la suite. Pour unapprofondissement sur le sujet, le le
teur est invité à 
onsulter des ouvrages spé
ialisés sur 
e vastesujet [97, 41, 42℄. Nous verrons en parti
ulier le 
as à une et à deux variables. Le 
hapitre 2 est
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onsa
ré à l'étude analytique, dans le 
adre de la théorie des ondes 
inématiques et dans l'hypothèsede lubri�
ation, des é
oulements triphasiques 
on�nés. Dans les 
hapitres 3 et 4, nous 
her
heronsnumériquement, à l'aide de la méthode BGK sur réseau, des solutions au problème de Riemann,dans l'hypothèse de lubri�
ation puis en utilisant les équations 
omplètes d'é
oulement. Le 
hapitre5 
on
lut 
ette deuxième partie.



Chapitre 1
Théorie des ondes 
inématiques

Dans 
e 
hapitre nous nous intéressons aux solutions d'équations di�érentielles de 
onservations.Un système d'équations di�érentielles d'ordre n est dit 
onservatif s'il peut se mettre sous la forme :
∂~u

∂t
+

∂ ~f

∂x
= ~0 (1.1)où ui(x, t) sont les quantités 
onservées et fi(x, t) leur fon
tion de �ux, et les ve
teurs sont de di-mension n. Dans 
e 
hapitre, nous étudierons le 
as parti
ulier où les fon
tions de �ux ne dépendentque de l'état ~u. Il est en parti
ulier ex
lu qu'elles dépendent des gradients de ~u. Cette hypothèseest importante dans la mesure où, dans notre 
as, 
ela ne sera vrai que lorsque les gradients serontfaibles. L'équation (1.1) peut alors se mettre sous la forme :

∂~u

∂t
+ A

∂~u

∂x
= ~0 (1.2)ave
 les n2 
oe�
ients de la matri
e A dé�nis par aij=̂

∂fi

∂uj
.Le problème qui nous intéresse est 
elui dit de Cau
hy : on 
her
he l'évolution temporelle desquantités ui(x, t) qui ont un pro�l ~u(x, t = 0) 
onnu à l'instant initial et satisfont l'équation (1.2).Pour des raisons de simpli
ité, nous étudierons dans un premier temps les systèmes d'équationsde 
onservations à une seule dimension (une quantité u est 
onservée). Le 
as à une dimension nouspermettra d'introduire les prin
ipales notions né
essaires à la résolution de tels systèmes 
omme
elles des invariants de Riemann [78℄ et des ondes 
inématiques. Nous verrons ensuite le 
as à deuxdimensions qui nous servira plus parti
ulièrement tout au long de 
ette deuxième partie.1.1 Cas à une variableDans 
ette se
tion, l'évolution d'une fon
tion u(x, t) est dé
rite par l'équation de 
onservation :

∂u

∂t
+

∂f(u)

∂x
= 0 (1.3)Cette équation se met sous la forme :

∂u

∂t
+ f ′(u)

∂u

∂x
= 0 (1.4)



76 1. Théorie des ondes 
inématiquesLe pro�l initial u(x, t = 0) est supposé 
onnu. Pour simpli�er 
ette étude, nous supposerons par lasuite que 
ette fon
tion est dé
roissante spatialement.Pour étudier l'évolution d'un tel pro�l une méthode 
ouramment utilisée 
onsiste à 
her
her desgrandeurs 
onservées dans le plan spatio-temporel. De telles grandeurs sont appelées invariants deRiemann.1.1.1 Les invariants de RiemannLe prin
ipe de la méthode des invariants de Riemann dans le 
as à une dimension 
onsiste àdéterminer les 
ourbes d'iso-valeurs de la grandeur u(x, t) dans le plan spatio-temporel. Si on sedépla
e suivant la dire
tion (dx, dt), la variation de u vaut :
du =

∂u

∂x
dx +

∂u

∂t
dt (1.5)D'après l'équation (1.4), la quantité u est don
 
onservée si :

dx

dt
= f ′(u) (1.6)La 
ourbe solution de l'équation (1.6) est appelée 
ara
téristique de u. Dans le 
as de systèmes àune dimension, il apparaît 
lairement que f ′(u) est la vitesse de propagation de la quantité u. La
ara
téristique de u est don
 sa �traje
toire� dans le plan (x, t).Il faut rappeler que la fon
tion f(u) n'est pas for
ément linéaire, 
e qui implique que les dif-férentes valeurs de u peuvent se dépla
er à des vitesses di�érentes. L'évolution du pro�l va don
dépendre du 
omportement de f ′(u). On peut en e�et envisager deux 
as di�érents :

f ′(u) est une fon
tion monotone dé
roissante. Dans une telle 
on�guration, le pro�l vas'étaler au 
ours du temps. En e�et, les faibles valeurs de u(x) qui se trouvent à l'avant du pro�linitial u(x, t = 0), allant plus vite que les fortes valeurs (à l'arrière du pro�l), elles vont don
s'éloigner (voir �gure 1.1) de 
elles-
i. Ce 
omportement s'appelle auto-étalement.
f ′(u) n'est pas une fon
tion monotone dé
roissante. Les 
hoses 
hangent radi
alement dèslors qu'il existe des domaines sur lesquels la fon
tion f ′(u) est dé
roissante. On peut en e�et
onstater sur la �gure 1.2 que 
ertaines valeurs de u en amont (u2 par exemple) se dépla
ent plusvite que d'autres en aval (u4). Ce
i entraîne alors un auto-raidissement lo
al du front. Le front nepeut 
ependant pas se raidir indé�niment. Il va en e�et arriver un moment où une quantité en amont(u2) rattrapera une quantitié en aval (u4). Cet instant est fa
ilement prévisible 
ar il 
orrespond au
roisement de deux 
ara
téristiques (voir �gure 1.2). Mathématiquement, 
ela se traduit par unedis
ontinuité lo
ale de u(x, t). Cette dis
ontinuité s'appelle un 
ho
. Cette solution dis
ontinuen'est évidemment pas a

eptable physiquement. L'apparition d'un 
ho
 traduit simplement le faitque le système physique ne peut plus être dé
rit uniquement par des équations de 
onservations.Pour obtenir la stru
ture �réelle� du 
ho
 il est alors né
essaire de modi�er lo
alement la des
riptiondu système pour rendre 
ompte des 
omportements aux petites é
helles spatiales. Les 
onséquen
eset le traitement d'un 
ho
 dépendent de la physique du système parti
ulier auquel on s'intéresse. Sion prend l'étude de la dynamique d'une vague, un 
ho
 se traduit par l'apparition d'une déferlante.Nous reviendrons sur l'étude des 
ho
s dans la se
tion suivante.
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entre : 
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ette fon
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ara
téristiquesde u1, u2, u3 et u4. On note que les 
ara
téristiques u2 et u3 se 
roisent, on doit avoirl'apparition d'un 
ho
.



78 1. Théorie des ondes 
inématiquesRemarque : pour un pro�l initial u(x, t = 0) 
roissant, on pourrait montrer que le 
omportementd'auto-étalement apparaît lorsque f ′(u) est 
roissante et 
elui d'auto-raidissement lorsque f ′(u) estdé
roissante.La nature des solutions du problème de Cau
hy 
hange radi
alement suivant que la fon
tion
f(u) est 
onvexe ou non, elle dépend également de la nature du pro�l u(x, t = 0). La méthode des
ara
téristiques permet de prédire l'évolution temporelle d'un pro�l donné à 
ourt terme. Pour lestemps très longs, la méthode s'applique dans le 
as parti
ulier de l'auto-étalement, mais ne permetpas de déterminer l'évolution d'un pro�l quel
onque (elle ne permet pas de prédire, notamment,l'évolution d'un 
ho
). Les invariants de Riemann sont toutefois utilisés 
omme s
héma numériqued'intégration. Il existe un 
as générique au problème de Cau
hy pour lequel un grand nombred'études analytiques ont été faites et pour lequel on peut déterminer analytiquement un ensemblede solutions. Il s'agit du problème de Riemann qui 
onsiste à prendre 
omme pro�l initial u(x, t = 0)une fon
tion é
helon.1.1.2 Le problème de RiemannOn 
her
he des solutions de l'équation de 
onservation (1.4) dont le pro�l initial est de la forme :

u(x, t = 0) =







ug si x < 0

ud si x > 0
(1.7)

ug et ud sont don
 respe
tivement en amont (à gau
he) et en aval (à droite) de l'é
oulement.De la même façon que pré
édemment, nous supposerons que ug > ud. La méthode générale pourdéterminer les solutions satisfaisant le problème de Riemann 
onsiste à 
her
her des pro�ls auto-similaires, 
'est-à-dire des fon
tions U(ζ) de la variable ζ = x/t. Ces solutions auto-similaires sontappelées ondes 
inématiques. Le 
hangement de variable dans l'équation (1.4) nous donne alorsl'équation suivante :
(f ′(U) − ζ)

dU

dζ
= 0 (1.8)Les solutions 
ontinues du problème de Riemann doivent don
 véri�er soit dU

dζ = 0, soit (f ′(U) −
ζ) = 0. Nous avons vu 
ependant qu'il était important de 
onsidérer également les solutions dis-
ontinues (
ho
s).Les trois types d'ondes sont :L'onde 
onstante (C) : 
ette solution UC est triviale, 
ependant elle intervient très souvent.On verra par exemple qu'elle intervient dans les 
ho
s qui ne sont pas de 
onta
t.L'onde de raréfa
tion (R) : 
ette solution UR 
orrespond à une solution qui s'auto-étale dansle temps. Cette solution est 
ontinue et non 
onstante, d'après (1.8), elle véri�e don
 :

f ′(UR(ζ)) = ζPour qu'une telle solution existe, f ′ doit être inversible sur l'intervalle [ug;ud] 
onsidéré. Onretrouve don
 la 
ondition de monotono
ité de la fon
tion f ′. De plus, UR(ζ) étant dé
rois-sante, on retrouve également que f ′ doit être une fon
tion dé
roissante sur [ug;ud].
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Fig. 1.3. S
héma traduisant la 
onservation de u dans la région limitée par x1 et x2 durant l'inter-valle de temps ∆t. Le 
ho
 se dépla
e à la vitesse Σ. L'a

roissement ∆u de la quantité
u pendant ∆t 
orrespond à la zone ha
hurée.L'onde de 
ho
 (S) : 
ette solution US est une solution U(ζ) dis
ontinue. Si la dis
ontinuitéde U se fait en ζ = Σ, 
ela signi�e que le 
ho
 se propage à la vitesse Σ. Étant donné que lasolution est dis
ontinue, l'équation (1.4) ne permet pas de déterminer la vitesse de 
e 
ho
.Cependant, 
elle-
i doit satisfaire la relation de Rankine-Hugoniot :

f(ug) − f(ud) = Σ(ug − ud) (1.9)Cette relation traduit la 
onservation de la quantité u entre l'amont et l'aval du 
ho
. Ene�et, si l'on 
onsidère deux points x1 et x2 (voir �gure 1.3) su�samment éloignés du 
ho
pour que l'expression du �ux soit valable (u est 
ontinue), on peut alors exprimer de deuxmanières di�érentes l'a

roissement ∆u de u entre x1 et x2 durant le laps de temps ∆t. D'unepart, étant donné que le 
ho
 se dépla
e à la vitesse Σ, on a : ∆u = Σ∆t(ug − ud). Cettevariation est aussi la quantité de u entrant dans 
ette région pendant ∆t. On en déduit :
Σ∆t(ug − ud) = (f(ug) − f(ud))∆t.Il faut noter que les solutions au problème de Riemann peuvent parfois être 
onstituées d'unesu

ession de plusieurs types d'ondes. Pour relier un état ug à un état ud, il est alors né
essaired'introduire des états intermédiaires reliés entre eux par des mor
eaux de divers types d'ondes. Onpeut s
hématiser une solution de la façon suivante :

ug
R−→ u1

S−→ u2
S−→ udNotons de plus que 
ette appro
he permet uniquement de déterminer un ensemble de solutions auproblème de Riemann. Elle ne permet en au
un 
as de déterminer la solution physique du problème.L'indétermination de la solution provient essentiellement du fait que l'on peut introduire un nombrein�ni d'états intermédiaires :

ug
W1−−→ u1

W2−−→ u2
W3−−→ . . .

Wn−−→ ud ave
 Wi = R,S ou CCependant, il est fréquent que le système adopte la solution la plus simple possible, 
'est-à-direfaisant intervenir le moins d'états intermédiaires. Le problème de l'indétermination de la solution
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inématiquesse pose surtout lorsqu'on ne peut pas 
onne
ter l'état de gau
he à 
elui de droite par une simpleonde de raréfa
tion. Il est alors né
essaire d'introduire au moins une onde de 
ho
. Ce 
ho
 vaêtre déterminé par sa vitesse (ou de façon équivalente par ses états amont/aval). Celle-
i ne peutpas être déterminée a priori à partir des seules équations de 
onservations. Pour la déterminer, ilest né
essaire de ra�ner la des
ription du système au niveau des dis
ontinuités. De plus, on peutsignaler un 
ertain nombre de 
ritères de séle
tion introduits dans la littérature, qui permettent derestreindre l'ensemble des solutions, 
omme la 
ondition d'entropie de Lax [61℄ et 
elle de Liu [65℄(qui est une généralisation de la pré
édente). La 
ondition d'entropie de Lax impose pour un 
ho
reliant ug à ud que sa vitesse Σ véri�e l'inégalité f ′(ud) ≤ Σ ≤ f ′(ug). Un autre 
ritère de séle
tiontrès largement répandu dans la littérature 
onsiste à imposer un 
ho
 de 
onta
t, pour lequel :
f ′(ug) = Σ.Il apparaît 
ependant que les 
ritères de séle
tion dépendent fortement du système physique
onsidéré. Il semble don
 vain d'essayer de trouver la solution physique d'un problème donné uni-quement en 
onsidérant l'équation de 
onservation.Il existe un grand nombre d'appli
ations de la théorie des ondes 
inématiques à une variable. Onl'a déjà vu, 
e type d'équations a beau
oup été utilisé pour dé
rire les lois de mélange diphasiqueen milieu poreux (e.g. [57℄). Les ondes 
inématiques servent également pour dé
rire par exemple letra�
 routier, l'évolution de l'épaisseur d'un �lm min
e sur un plan in
liné [73, 64℄, ou les suspensionsmonodisperses [67℄. Le 
élèbre problème du doigt de Sa�man-Taylor [81℄ peut aussi être vu 
ommeun problème de séle
tion de vitesse de 
ho
 d'une équation de 
onservation.1.1.3 Un exemple d'appli
ation : le dépla
ement de deux �uides mis
ibles vis-queux en 
ellule de Hele-ShawPour illustrer la se
tion pré
édente nous allons 
onsidérer le 
as parti
ulier d'un dépla
ementmis
ible d'un �uide par un autre entre deux plaques. Les deux �uides ont des vis
osités di�érentes.L'appro
he par des équations de 
onservations de 
e système, utilisée par Yang et al. [98℄,Rakotomalala et al. [75, 95℄ et Lajeunesse et al. [60, 59℄ s'est révélée fru
tueuse. Ce
i nous a amenésà l'utiliser dans le 
as à trois phases. Le 
hoix de 
e système est dû au fait que nous utiliserons 
esrésultats dans la troisième partie de 
e mémoire.On 
onsidère une 
ellule de Hele-Shaw in�nie dans laquelle s'é
oule à vitesse débitante 
onstante
u0 un �uide de vis
osité η1. A un instant donné, on dépla
e le �uide en pla
e par un se
ond �uidede vis
osité η2. Le s
héma du dépla
ement est présenté sur la �gure 1.4. Si l'on note c(x, t) laproportion de �uide 2 en x, et f(c) la fon
tion de �ux normalisée, c satisfait une équation de
onservation :

∂c

∂t
+ u0

∂f(c)

∂x
= 0 (1.10)En supposant que les e�ets de di�usion sont négligeables, on peut 
al
uler la fon
tion de �uxdans l'approximation d'un é
oulement quasi-parallèle (hypothèse de lubri�
ation). Cette hypothèserevient en fait à supposer que les gradients ∂c

∂x sont très faibles. On a alors :
f(c) =

1

2

(2M − 3)c3 + 3c

1 + (M − 1)c3
(1.11)
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u0

x

x

η1

η1

η2

η2

0

0Fig. 1.4. Dépla
ement d'un �uide de vis
osité η1 par un �uide de vis
osité η2, à vitesse débitanteimposée u0. La �gure du haut représente la 
on�guration initiale du dépla
ement, 
elledu bas représente un état ultérieur.Ave
 M = η1

η2
. Le problème qui nous intéresse i
i est bien du type Riemann. En e�et, la 
elluleétant initialement remplie de �uide 1 (c = 0), à l'instant t = 0, on inje
te à l'entrée le se
ond �uide

2 (c = 1). La 
ondition initiale s'é
rit don
 :
c(x, t = 0) =







1 si x < 0

0 si x > 0
(1.12)Pour trouver les solutions, il faut étudier les variations de f ′(c). Une simple étude de fon
tion nousmontre qu'il existe deux 
omportements distin
ts, illustrés dans la �gure 1.5.Si M < 3/2 : la fon
tion f(c) est 
on
ave et f ′(c) est stri
tement dé
roissante sur [0; 1]. La solu-tion du problème est don
 une onde de raréfa
tion.Si M > 3/2 : f(x) est 
onvexe-
on
ave et la fon
tion f ′(c) est dé
roissante sur un intervalle [cM ; 1]et 
roissante sur l'intervalle [0; cM ]. La solution ne peut être 
omposée seulement d'une ondede raréfa
tion. La �gure 1.6 montre des solutions possibles faisant intervenir une onde deraréfa
tion (R), une onde de 
ho
 (S) et une onde 
onstante (C) :

cg = 1
R−→ c∗

C−→ c∗
S−→ cd = 0Les trois solutions de la �gure 1.6 
orrespondent à des valeurs intermédiaires c∗ di�érentes.Dans la mesure où le 
ho
 satisfait la relation de Rankine-Hugoniot (Σ = f(c∗)/c∗ dans le
as de la �gure 1.6), la valeur de c∗ est liée à la vitesse du 
ho
. Remarquons sur la solutionen rouge de la �gure 1.6, que la détermination graphique du 
ho
 (vitesse et hauteur) estobtenue en égalant les aires ha
hurées 
ontenues entre la 
ourbe f ′(c) et le segment de droite

Σ de hauteur c∗. La question qui se pose à partir de 
ette des
ription est de déterminer quellevitesse de 
ho
 (ou quelle largeur c∗) le système va séle
tionner.La 
ourbe en bleu représente la solution pour laquelle le 
ho
 est de 
onta
t : le 
ho
 et lararéfa
tion ne sont pas 
onne
tés par une onde 
onstante. La 
ourbe en noir représente la
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c

cM

f ′(c)Fig. 1.5. Fon
tion de �ux f(c) (en haut) et vitesse de propagation f ′(c) (en bas) de la proportion cde �uide inje
té pour deux 
ontrastes de vis
osités di�érents. A gau
he : M = 0.1, le �uidedépla
é est moins visqueux. f(c) est 
on
ave, f ′(c) est dé
roissante. A droite : M = 10,le �uide dépla
é est plus visqueux. La fon
tion f(u) est 
onvexe-
on
ave, f ′(c) est non-monotone, par 
onséquent, la solution du problème de Riemann né
essite la présen
e d'un
ho
.
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Fig. 1.6. A gau
he : Di�érentes solutions du problème de Riemann dans le 
as M = 10. Cha
unedes 
ourbes 
orrespond à une vitesse de 
ho
 di�érente. La solution en bleu 
orrespond àun 
ho
 de 
onta
t. La solution en noir 
orrespond à la solution numérique obtenue parP. Watzky [95℄. Pour la solution en rouge, la vitesse Σ est déterminée graphiquement enégalant les aires ha
hurées 
ontenues entre la 
ourbe f ′(c) (en pointillés) et la droite Σ, etqui se trouvent de part et d'autre de la droite Σ. A droite : Représentation d'une solution(en rouge) à partir de la fon
tion de �ux (en noir). La vitesse du 
ho
 est la pente de ladroite reliant f(c∗) à f(0) (en pointillés).solution observée numériquement par P. Watzky [95℄. Nous aurons l'o

asion d'étudier plusen détail 
ette solution numérique dans la troisième partie.Maintenant que nous avons vu 
omment se 
omporte une équation de 
onservation s
alaire,nous sommes en mesure d'étudier le problème plus 
omplexe dans lequel deux grandeurs obéissentà une équation de 
onservation.1.2 Cas à deux variablesNous nous intéressons maintenant au problème de Cau
hy pour un système à deux variables.Soient u1(x, t) et u2(x, t) satisfaisant des équations de 
onservation :

∂

∂t

(

u1

u2

)

+
∂

∂x

(

f1

f2

)

=

(

0

0

) (1.13)où f1 et f2 sont des fon
tions de u1 et u2. Cette équation se met sous la forme :
∂~u

∂t
+ A(~u)

∂~u

∂x
= ~0 (1.14)où ~u =

(

u1

u2

) et la matri
e A =

(
∂f1

∂u1

∂f1

∂u2
∂f2

∂u1

∂f2

∂u2

). De la même façon que pré
édemment, on 
her
heen général à résoudre le problème de Cau
hy. La résolution d'un tel problème dépend des propriétésde la matri
e A et notamment de ses valeurs propres. La matri
e A ayant des 
oe�
ients réels,trois 
as peuvent se présenter :
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inématiquesSystème hyperbolique : les valeurs propres de la matri
e A sont réelles et distin
tes. C'est le 
asle plus fa
ile à résoudre 
ar la démar
he analytique est similaire à 
elle dé
rite pré
édemment1 .Système elliptique : les deux valeurs propres de A sont 
omplexes et 
onjuguées l'une de l'autre.Ce 
as nous intéressera parti
ulièrement 
ar il n'existe pas de solutions analytiques 
onnuesà 
e problème.Système parabolique : A possède une valeur propre double. Tout 
omme le système elliptique,il n'existe pas de solution générale pour dé
rire 
e système.La matri
e A(~u) dépend des variables (u1, u2), le type d'équation (hyperbolique, elliptique ouparabolique) peut varier suivant les valeurs de (u1, u2). Il est don
 né
essaire de 
ara
tériser lesystème dans l'espa
e (u1, u2).1.2.1 Système hyperboliqueLa matri
e A est diagonalisable, soient λ− et λ+ ses deux valeurs propres (telles que λ− < λ+).On dé�nit de plus ~l± = (l±1 , l±2 ) et ~r± = (r±1 , r±2 ) les ve
teurs propres respe
tivement à gau
he et àdroite de A.Comme nous l'avons dit, la méthode de résolution de 
e type d'équations est similaire à 
elledu 
as à une seule variable. L'évolution d'un pro�l ~u(x, t) est déterminée à l'aide des invariants deRiemann. Pour déterminer des quantités qui se 
onservent temporellement, il su�t de multiplierl'équation (1.14) à gau
he par ~l+ (ou ~l−), 
e qui donne les deux équations suivantes :
∂

∂t
(l+1 u1 + l+2 u2) + λ+ ∂

∂x
(l+1 u1 + l+2 u2) = 0 (1.15)

∂

∂t
(l−1 u1 + l−2 u2) + λ−

∂

∂x
(l−1 u1 + l−2 u2) = 0 (1.16)On 
onstate sur 
es équations que les 
ombinaisons linéaires de u1 et u2, (l+1 u1 + l+2 u2) et (l−1 u1 +

l−2 u2), se propagent respe
tivement aux vitesses λ+ et λ−. Ces deux 
omposantes sont appelées
ara
téristiques. Il est important de noter que la vitesse de 
haque 
ara
téristique dépend de (u1, u2)et don
 de l'autre 
ara
téristique au même point. Dans le plan (x, t), les 
ourbes 
ara
téristiquesne sont don
 plus linéaires. Il devient beau
oup plus 
omplexe d'étudier analytiquement l'évolutiond'un front en utilisant 
ette méthode. En fait, la méthode des 
ara
téristiques n'est utilisée que
omme méthode numérique ([35℄).De la même façon que pour le problème à une variable, il est plus aisé d'étudier les solutionsdu problème parti
ulier de Riemann.Le problème de RiemannNous rappelons que le problème 
onsiste à étudier l'évolution d'un pro�l initial :
(u1, u2)(x, t = 0) =







~ug = (ug1, ug2) si x < 0

~ud = (ud1, ud2) si x > 01L'équation de 
onservation à une dimension est une équation hyperbolique.
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onsiste à 
her
her des solutions auto-similaires dépendant de la variable ζ = x/t. A 
eniveau, il est important de pré
iser quelques points. Les solutions du problème de Cau
hy étant dela forme ~u(x, t), la solution peut être représentée à un instant t par une �traje
toire" dans le plan
(u1, u2), paramétrée par x. Ce 
hemin est orienté et va de lim

x→−∞
~u(x, t) = ~ug à lim

x→+∞
~u(x, t) = ~udet dépend a priori du temps. Par 
ontre, les 
hemins 
orrespondant aux solutions auto-similairessont stationnaires dans le temps.Un 
hangement de variable ζ = x/t dans l'équation (1.14) nous donne :

−ζ
d~U

dζ
+ A

d~U

dζ
= ~0 (1.17)On 
onstate immédiatement que ~U est solution dérivable (et don
 
ontinue) seulement si d~U

dζ estve
teur propre (à droite) de la matri
e A. Il doit don
 être 
olinéaire à un des deux ve
teurs ~r+ ou
~r−. Soit d~U

dζ ∝ ~r±, on a alors
(λ± − ζ)

d~U

dζ
= 0
e qui implique λ± = ζ ou d~U

dζ = ~0. De la même façon que pré
édemment, la 
onnexion d'un état
~ug à un état ~ud se fait par l'intermédiaire de trois types d'ondes 
inématiques.L'onde de raréfa
tion : elle 
orrespond aux solutions dérivables (i.e. d~U

dζ est �ni). Ces solutionsdoivent véri�er deux 
onditions :
• d~U

dζ est 
olinéaire à ~r+(~U) ou à ~r−(~U). La tangente en tout point du 
hemin doit don
 être
olinéaire à ~r+ ou à ~r−. Il en résulte que le 
hemin doit être situé sur une 
ourbe (dansl'espa
e (u1, u2)) issue de l'intégration suivante :
(

dU1

dU2

)

∝
(

r+
1

r+
2

)

dζ ou (

dU1

dU2

)

∝
(

r−1
r−2

)

dζ (1.18)le fa
teur de proportionnalité étant quel
onque. A partir d'un état ~ug = (ug1, ug2) donné,on peut don
 tra
er deux 
ourbes, l'une pour les vitesses rapides et l'autre pour les lentes,déterminant l'ensemble des états qui peuvent être 
onne
tés par une onde de raréfa
tion.
• λ±(U1, U2) = ζ, don
 l'état ~U se propage à la vitesse λ±. De la même façon que dans le
as à une variable, il est né
essaire que la vitesse sur l'onde de raréfa
tion soit 
roissantesur le 
hemin suivi (un état à gau
he ne peut pas aller plus vite qu'un état à droite).Mathématiquement, 
ette 
ondition se traduit par :

~∇λ±. ~dU ≥ 0 (1.19)Sur 
haque 
ourbe de raréfa
tion, il n'y a don
 en général qu'une seule dire
tion possiblepour une onde de raréfa
tion, l'autre dire
tion 
onduisant généralement à un 
ho
. La �gure1.7 (gau
he) montre un exemple de 
hemins de raréfa
tion 
onstruits à partir de l'état ~ug,dans le plan (u1, u2). Les 
hemins de vitesses rapides et lentes y sont notées R+ et R−,respe
tivement. Sur 
ette �gure, les portions de 
ourbes qui ne véri�ent pas la relation(1.19) ont été tra
ées en pointillés.L'onde 
onstante : 
ette solution est représentée par un simple point dans le plan (u1, u2).
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Fig. 1.7. Exemple de solutions pouvant être 
onne
tées à l'état ~ug par une onde de raréfa
tion (àgau
he) et par un 
ho
 (à droite). Les portions de 
ourbe en pointillés sur la �gure degau
he 
orrespondent à des 
hemins de raréfa
tion interdits depuis l'état ~ug 
ar la vitessedé
roît le long de 
es 
hemins.L'onde de 
ho
 : 
omme dans le 
as à une variable, il est possible d'avoir une solution dis
onti-nue reliant l'état ~ug à l'état ~ud. Si 
ette dis
ontinuité se propage à la vitesse Σ, 
ette vitessedoit satisfaire la relation de Rankine-Hugoniot :
(

f1(~ug) − f1(~ud)

f2(~ug) − f2(~ud)

)

= Σ

(

ug1 − ud1

ug2 − ud2

) (1.20)A partir d'un état ~ug donné, nous pouvons tra
er dans l'espa
e (u1, u2) l'ensemble des états
~ud qui peuvent être 
onne
tés par un 
ho
. Cette 
ourbe, appelée 
ourbe de Hugoniot, estl'ensemble des points pour lesquels il existe Σ tel que l'équation (1.20) soit véri�ée. On peutremarquer sur l'exemple de la �gure 1.7 (droite) que les 
ourbes de Hugoniot ressemblent à
elles des raréfa
tions. En fait 
es 
ourbes sont tangentes 2 à 2 en ~ug.Les solutions du problème de Riemann peuvent faire intervenir su

essivement plusieurs ondes pourrelier un état ~ug à un état ~ud. Si les deux états ne sont pas sur une même 
ourbe de raréfa
tion oude Hugoniot, il est né
essaire d'introduire au moins un état intermédiaire :

~ug
W1−−→ ~u∗

W2−−→ ~ud ave
 Wi = R±,S± ou C±Cet état intermédiaire doit se trouver à l'interse
tion de 
ourbes de raréfa
tion (ou de Hugoniot)issues de ~ug et de ~ud. La �gure 1.8 montre une 
onstru
tion de solution du type :
~ug

R−−−→ ~u∗

R+−−→ ~udOn notera qu'un autre état intermédiaire ~u♯ aurait pu être introduit :
~ug

R+−−→ ~u♯
R−−−→ ~ud



1.2 Cas à deux variables 87PSfrag repla
ements

0

1

1u1

u2

~ug

~ud

~u∗

~u♯

R−

R+

Fig. 1.8. Exemple de solution du problème de Riemann, 
onstituée de deux ondes de raréfa
tion.Ces deux ondes sont 
onne
tées au point ~u∗ qui est l'interse
tion de la 
ourbe de raréfa
-tion R− issue de ~ug et de R+ issue de ~ud.Cependant 
ette solution n'est pas a

eptable 
ar la vitesse n'est pas 
roissante sur le 
hemin. Ene�et la vitesse en ~u♯ passe alors de λ+(~u♯) à λ−(~u♯). De la même façon que dans les systèmes à unedimension, les solutions peuvent faire intervenir un ensemble in�ni de solutions. Il existe égalementun 
ertain nombre de 
ritères de séle
tion (Lax [61℄, Liu [65℄, 
ho
 de 
onta
t...).1.2.2 Système elliptiqueNous avons vu dans la se
tion pré
édente une méthode de résolution du problème de Riemannqui né
essite l'existen
e de valeurs propres réelles. Il arrive 
ependant que le système d'équationsaboutisse à des valeurs propres 
omplexes.Comme exemple de système pouvant impliquer des équations de 
onservation de type elliptique,on peut 
iter la dynamique molé
ulaire ave
 des équations d'état du type van der Waals [62℄, lapropagation du son, le mélange triphasique en milieu poreux ou la dynamique de milieux élastiques[94℄.Malheureusement, il n'existe pas de méthode analytique générale pour résoudre 
e genre desystème. Nous ne pouvons don
 qu'énumérer 
ertaines appro
hes adoptées dans la littérature. Ontrouve notamment :Patzek et al. [52℄ : dans le 
adre de la modélisation du mélange triphasique en milieu poreux.La présen
e d'une zone elliptique dans l'espa
e des phases est su�sante selon les auteurs pourrejeter le modèle qui y aboutit. Cette démar
he est éventuellement 
ompréhensible dans desmodèles de systèmes très 
omplexes né
essitant un très grand nombre d'approximations. Dansnotre 
as, nous verrons qu'il n'y a au
une raison de penser que nos hypothèses sont moinsvalables dans une région que dans une autre.Blunt et al. [10℄ : en résolvant numériquement des équations de mélange en milieu poreux, lesauteurs montrent qu'une solution stable est possible, à 
ondition d'ajouter numériquement
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inématiquesune 
ertaine quantité de di�usion. Nous verrons dans le 
hapitre suivant que l'augmentationde la di�usion permet e�e
tivement de trouver une solution 
ar elle permet d'éviter la zoneelliptique.Key�tz et al. [53℄ : 
ertains mathémati
iens 
onsidèrent que les seules solutions admissibles sont
elles dans lesquelles le système entre ou sort d'une zone elliptique par l'intermédiaire d'un
ho
. La relation de Rankine-Hugoniot est en e�et valable quelle que soit la nature du sytèmed'équations.Bat
helor et al. [7℄ : une démar
he intéressante a été proposée par Bat
helor et al. . En étudiantla sédimentation bidisperse (sédimentation d'un mélange de deux types de parti
ules), lesauteurs interprètent la présen
e d'une instabilité par le fait que le système d'équations de
onservations des deux espè
es de billes devient elliptique. Cette démar
he est su�sammentintéressante pour que nous la détaillions un peu plus. En e�et, si on reporte 
et argument ànotre système, 
ela signi�erait qu'un état parallèle (autrement dit une onde 
onstante) seraittoujours instable dans la zone elliptique (même ave
 Re = 0).L'appro
he de Bat
helor 
onsiste à faire un développement aux faibles perturbations autour d'unétat de base ~u0. En posant :
~u(x, t) = ~u0 + ~u′(x, t) (1.21)l'équation de 
onservation (1.2) devient :
∂~u′

∂t
+ A(~u0)

∂~u′

∂x
= ~0 (1.22)En prenant des perturbations de la forme

~u′(x, t) =

(

a1

a2

)

exp i(kx − ωt) (1.23)on obtient l'équation de dispersion :
ω

k

(

a1

a2

)

= A(~u0)

(

a1

a2

) (1.24)Si la matri
e A possède deux valeurs propres 
omplexes, 
elles-
i sont 
onjuguées l'une de l'autreet sont don
 de la forme : λ = α± iσ. En notant ~u+ et ~u− les ve
teurs propres dont la partie imagi-naire est respe
tivement positive et négative, on 
onstate que ~u+ satisfait la relation de dispersionsuivante :
ω

k
= α + iσ, ave
 σ > 0 (1.25)Le mode ~u+ 
roît don
 exponentiellement ave
 le temps. On en déduit qu'un état uniforme ~u0 situédans une zone elliptique est toujours instable, le mode instable est alors ~u+, le taux de 
roissan
e de
e mode est la partie imaginaire de la valeur propre. Il est à noter que dans la plupart des situationsphysiques les fon
tions de �ux ne dépendent seulement de ~u0 que dans la mesure où les gradientsrestent faibles (et où les termes di�usifs, par exemple, peuvent être négligés). En 
onséquen
e, 
etteanalyse ne peut s'appliquer qu'aux �grandes� longueurs d'onde. Ce 
al
ul montre don
 qu'un étatuniforme (onde de type C) dans une zone elliptique est toujours instable. Il ne nous permet pas,
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lusion 89toutefois, de résoudre le problème de Riemann (ni 
elui de Cau
hy). Plus pré
isément, 
et argumentmontre qu'un point dans le plan (u1, u2) sera instable s'il 
orrespond à des gradients nuls (
as d'unpoint unique). En revan
he, l'argument n'est pas né
essairement extrapolable au 
as d'un pointdans la zone elliptique appartenant à un 
hemin (et 
orrespondant don
 à des gradients �nis). Auplus peut-on penser que dans le 
as d'une onde de raréfa
tion (pour laquelle les gradients dé
roissentave
 le temps), les états de la zone elliptique pourraient devenir instables aux temps longs.1.3 Con
lusionNous avons vu dans 
e 
hapitre, la méthode pour obtenir des solutions du problème de Riemannpour des systèmes d'équations de 
onservations. Nous avons étudié le 
as à une et deux variables.On pourrait aisément généraliser 
ette méthode à des dimensions supérieures. Nous avons vu enparti
ulier que dans le 
as à deux dimensions, les solutions du problème de Riemann sont relative-ment fa
iles à déterminer lorsque les équations sont purement hyperboliques. Le problème devientdi�
ile à résoudre dès lors qu'une zone elliptique (ou parabolique) se développe. Dans le 
hapitresuivant, nous allons étudier un système parti
ulier qui obéit à des équations de 
onservations. Sidans 
ertains 
as, le système est de type purement hyperbolique dans l'espa
e (u1, u2), nous ver-rons que dans d'autres 
as, il peut apparaître des régions parabolique ou elliptique. Nous nousintéresserons essentiellement à deux problématiques. La première sera de 
her
her numériquementdes solutions du problème de Riemann véri�ant les équations du modèle. La deuxième sera dedéterminer 
omment un système physique va se 
omporter lorsqu'il ren
ontre une zone elliptique.
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Chapitre 2
É
oulement triphasique quasi-parallèle

Dans 
e 
hapitre nous nous proposons de modéliser un dépla
ement de �uides dont le pro�lde vis
osité est non-monotone. La modélisation 
onsiste essentiellement à 
onsidérer un pro�l devis
osité en �
réneau". Le système se 
omporte alors 
omme un mélange à trois �uides mis
ibles.Nous allons présenter dans 
e 
hapitre le système d'équations de 
onservations régissant l'évolutionde 
ha
une des �phases".2.1 Position du problèmePour fa
iliter la modélisation d'un dépla
ement de �uides dont la loi de vis
osité de mélange estnon-monotone, on s'intéresse i
i à un pro�l de vis
osité en 
réneau. Si l'on note c la 
on
entrationdu �uide déplaçant, le pro�l de vis
osité est supposé de la forme :
η(c) =







ηw = η1 si c < 0.25 �phase w�
ηo = η1Λ

−1 si 0.25 ≤ c ≤ 0.75 �phase o�
ηg = η1M

−1 si 0.75 < c �phase g� (2.1)où Λ et M sont les mobilités relatives (par rapport au �uide de 
on
entration c = 0).Il est possible alors de traiter le système 
omme étant 
omposé de trois �uides mis
ibles devis
osités di�érentes. La �gure 2.1 montre les frontières entre 
es trois �uides, repérées par les
on
entrations c = 0.25 et c = 0.75. Pour permettre une 
omparaison aisée ave
 le traitement dessystèmes triphasiques, nous appellerons abusivement �phases" 
es trois �uides, et nous les identi�e-rons par w (Water) : c < 0.25, o (Oil) : 0.25 < c < 0.75 et g (Gas) : 0.75 < c. Dans la suite de 
ettemodélisation nous supposerons que la di�usion molé
ulaire est négligeable. Cette hypothèse nouspermet de traiter notre problème 
omme un système de trois �uides immis
ibles sans tension desurfa
e. L'avantage de 
ette des
ription est d'aboutir à des équations de 
onservations admettantdes solutions d'ondes 
inématiques. Les e�ets de la di�usion ne sont 
ependant pas toujours négli-geables dans notre 
as. En e�et, si on met en 
onta
t le �uide w (c = 0) et le �uide g (c = 1), ladi�usion a pour e�et de �gommer" les dis
ontinuités de 
on
entration. Il apparaît entre w et g des
on
entrations intermédiaires et don
 une nouvelle phase : o. La di�usion peut don
 transformer
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Fig. 2.1. S
héma de l'é
oulement triphasique de vitesse débitante u0.un système diphasique en un système triphasique. Nous aurons l'o

asion dans la suite de montrerà quel point 
es deux systèmes peuvent être di�érents.Le prin
ipe de notre modélisation est d'étudier l'évolution des pro�ls de 
es phases. Les prin
i-pales hypothèses sont d'une part que le système est symétrique par rapport au 
entre de la 
ellule,d'autre part que les di�érentes phases s'étendent sur des longueurs grandes devant l'épaisseur dela 
ellule (i.e. les gradients de 
on
entration sont faibles) et en�n que les e�ets inertiels sont né-gligeables. Ces deux dernières hypothèses 
onstituent l'hypothèse de lubri�
ation (ou d'é
oulementquasi-parallèle).Considérons une 
ellule de Hele-Shaw in�nie d'épaisseur b, initialement remplie de �uide w. Le�uide s'é
oule ave
 une vitesse débitante u0. On note y1(x, t) et y2(x, t) les positions respe
tives desinterfa
es g − o et o − w (voir �gure 2.1). On s'intéresse aux proportions de 
ha
une des phases,dé�nies par :
Sg(x, t)=̂2y1(x, t)/b

So(x, t)=̂2(y2(x, t) − y1(x, t))/b

Sw(x, t)=̂1 − (So + Sw) = 1 − 2y2(x, t)/bCes proportions, toujours par analogie ave
 les systèmes triphasiques, seront également appeléessaturations. Pour pouvoir é
rire une loi de 
onservation pour 
ha
une des phases, nous avons besoinde dé�nir le �ux de 
ha
une d'entre elles. En notant ~u(x, y, t) la vitesse lo
ale du �uide, on dé�nitalors les �ux normalisés respe
tifs des phases g, o et w par :
fg(x, t)=̂

2

bu0

∫ y1

0
ux(x, y, t)dy

fo(x, t)=̂
2

bu0

∫ y2

y1

ux(x, y, t)dy

fw(x, t)=̂
2

bu0

∫ b/2

y2

ux(x, y, t)dyLes équations de 
onservation de 
ha
une des phases s'é
rivent don
 (en négligeant l'e�et de la



2.2 Cal
ul des fon
tions de �ux 93di�usion molé
ulaire) :
∂Sg

∂t
+

∂(u0fg)

∂x
= 0

∂So

∂t
+

∂(u0fo)

∂x
= 0

∂Sw

∂t
+

∂(u0fw)

∂x
= 0Toutefois les trois variables Sg, So et Sw ne sont pas linéairement indépendantes. En e�et, nousavons toujours la relation Sg + So + Sw = 1. Le système peut don
 être totalement dé
rit ave
deux variables : nous prendrons Sg et Sw. Les proportions des �uides g et w obéissent au systèmed'équations de 
onservations :

∂

∂t

(

Sg

Sw

)

+
∂

∂x

(

u0fg

u0fw

)

= ~0 (2.2)Nous retrouvons don
 bien un système d'équations du type étudié au 
hapitre pré
édent. Pour pou-voir dé
rire l'évolution des proportions de 
ha
un des �uides par la théorie des ondes 
inématiques,il nous su�t d'exprimer les �ux des di�érentes phases, en fon
tion des saturations (Sg, Sw).2.2 Cal
ul des fon
tions de �uxLa vitesse lo
ale ~u du �uide satisfait les équations d'in
ompressibilité et de Stokes (quasi-statique) :
∂ux

∂x
+

∂uy

∂y
= 0 (2.3)

∂

∂x

(

η(x, y)
∂~u

∂x

)

+
∂

∂y

(

η(x, y)
∂~u

∂y

)

= ~∇P (x, y) (2.4)On suppose maintenant que l'é
oulement véri�e les hypothèses de lubri�
ation. Cela implique quela pression P (x, y) est uniforme sur la tran
he, et don
 que ~∇P (x, y) est dirigé suivant l'axe des
x. Cette hypothèse suppose de plus que ~u varie faiblement suivant l'axe des x (et don
 qu'il en estde même pour les interfa
es entre les �uides). Dans de telles 
onditions, la 
omposante ux(x, y, t)satisfait l'équation (en posant y = bξ) :

∂

∂ξ

(

λ−1(ξ)
∂ux

∂ξ

)

=
b2

η1

∂P

∂x
(x, t) ave
 λ(ξ) =







M si 0 < |ξ| < y1/b

Λ si y1/b < |ξ| < y2/b

1 si y2/b < |ξ| < 1/2

(2.5)En posant α = b2

η1

∂P
∂x et en intégrant suivant ξ, on obtient :

∂

∂ξ
ux(ξ, t) = αλ(ξ)ξ + βλ(ξ) (2.6)où β est une 
onstante d'intégration. L'intégration et les 
onditions de non-glissement aux parois(ξ = ±1/2) nous donnent :

ux(ξ, t) = α

∫ ξ

−1/2
λ(ξ′)ξ′dξ′ + β

∫ ξ

−1/2
λ(ξ′)dξ′ (2.7)
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0 = α

∫ 1/2

−1/2
λ(ξ′)ξ′dξ′ + β

∫ 1/2

−1/2
λ(ξ′)dξ′ (2.8)Les symétries du système nous imposent de plus que λ(ξ) soit une fon
tion paire, don
 que ξλ(ξ)soit une fon
tion impaire. Il s'ensuit que la première intégrale de l'équation (2.8) est nulle. Par
onséquent, nous avons β = 0. Le 
hamp de vitesses s'exprime don
 par une simple intégrale :

ux(ξ, t) = α

∫ ξ

−1/2
λ(ξ′)ξ′dξ′ (2.9)La 
onstante α s'exprime en fon
tion de la vitesse débitante de �uide u0 :

∫ 1/2

−1/2
ux(ξ, t)dξ = α

∫ 1/2

−1/2

∫ ξ

−1/2
λ(ξ′)ξ′dξ′dξ = u0 (2.10)En intégrant par mor
eaux la fon
tion ξλ(ξ), on peut expli
iter les fon
tions de �ux :

fw =
S2

w
(3 − Sw)

2[1 + (Λ − 1)(1 − Sw)3 − (Λ − M)S3
g
]

(2.11)
fg =

Sg[3 + 3(Λ − 1)(1 − Sw)2 + S2
g(2M − 3Λ)]

2[1 + (Λ − 1)(1 − Sw)3 − (Λ − M)S3
g
]

(2.12)On peut don
 mettre l'équation (2.2) sous la forme :
∂

∂t

(

Sg

Sw

)

+ u0

(

q1 q2

q3 q4

)

∂

∂x

(

Sg

Sw

)

= ~0 (2.13)Les 
oe�
ients qi sont donnés par :
q1(Sg, Sw) =

∂fg

∂Sg

, q2(Sg, Sw) =
∂fg

∂Sw

(2.14)
q2(Sg, Sw) =

∂fw

∂Sg

, q4(Sg, Sw) =
∂fw

∂Sw

(2.15)Le système obéit à un système d'équations de 
onservations à deux dimensions. Pour pouvoirdéterminer l'évolution des pro�ls de saturations, nous avons vu qu'il est né
essaire d'étudier lamatri
e (qi) dans l'espa
e (Sg, Sw). Il faut de plus noter que les 
oe�
ients qi dépendent égalementdes rapports de vis
osités M et Λ.2.3 Étude du système de 
onservationDans 
ette se
tion, nous allons étudier les propriétés de la matri
e (qi) dans l'espa
e des para-mètres (Sg, Sw). Avant de 
ommen
er 
ette étude, il est né
essaire de faire quelques remarques surla représentation de l'espa
e (Sg, Sw). Chaque état de notre système est 
ara
térisé par un triplé
(Sg, So, Sw) qui doit satisfaire les 
onditions :

Sg + So + Sw = 1

0 ≤ Sg, So, Sw ≤ 1Il semble ainsi logique de représenter les états du système sur un diagramme ternaire. Si on tra
e untriangle équilatéral de sommets G, O et W , l'état (Sg, So, Sw) est alors représenté par le bary
entre
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O

G

W

A (Sg, So, Sw)

Fig. 2.2. Diagramme ternaire. La ligne en pointillés représente l'ensemble des points qui ont lamême proportion de G que l'état A (Sg = 
onstante).de G, O et W ave
 les poids respe
tifs Sg, So et Sw. L'ensemble des états qui ont la même proportion
Sg est ainsi une droite parallèle à l'axe OW (voir Fig. 2.2). Cette remarque étant faite, nous pouvonsétudier notre système dans l'espa
e des paramètres (Sg, Sw).La première étape 
onsiste à déterminer les régions dans lesquelles le système est hyperbolique,elliptique ou parabolique. Nous avons vu dans le 
hapitre pré
édent que pour résoudre le problèmede Riemann dans le 
as hyperbolique, nous avions besoin des 
hemins de raréfa
tion. Lorsquele système sera hyperbolique, nous tra
erons les deux fais
eaux de 
ourbes, un pour les valeurspropres lentes et l'autre pour les valeurs propres rapides. Nous ne ferons pas une étude exhaustivedu système pour l'ensemble des paramètres (M = ηw/ηg,Λ = ηw/ηo) mais nous dis
uterons troissituations types.Système hyperbolique : le système d'équations est hyperbolique quelles que soient les valeursde Sg et Sw (voir �gure 2.3). On notera que lorsque le pro�l de vis
osité est monotone, lesystème est toujours hyperbolique. Ce 
as devrait être a priori plus fa
ile à étudier dansla mesure où nous 
onnaissons des solutions au problème de Riemann. Pour la suite de 
estravaux nous avons pris M = 1 et Λ = 0.1 
omme 
as typique de système hyperbolique.Ce 
as 
orrespond à un pro�l de vis
osité non-monotone pour lequel g et w ont la mêmevis
osité, plus faible que 
elle de la phase intermédiaire o.Système mixte hyperbolique-elliptique : le système présente un domaine dans lequel les équa-tions sont elliptiques (voir �gure 2.4). Cette région est unique et est délimitée par un 
ontoursur lequel le système d'équations est parabolique (système dégénéré). Comme 
as typiquede système mixte nous prendrons les paramètres M = 1 et Λ = 10. Ce 
as nous intéresseparti
ulièrement d'un point de vue physique et analytique du fait que nous ne 
onnaissonspas les solutions du problème de Riemann.Système hyperbolique-parabolique : 
e 
as n'est qu'un 
as parti
ulier du système pré
édentlorsque la région elliptique se réduit à une simple 
ourbe (voir �gure 2.5). Il apparaît lorsque

M = Λ > 1, 
'est-à-dire lorsque les phases g et o ont une même vis
osité, inférieure à 
elle
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M = 1,Λ = 0.5
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M = 1,Λ = 0.1

Fig. 2.3. Exemple de systèmes purement hyperboliques pour di�érents 
ouples de paramètres
(M,Λ). Les 
hemins de raréfa
tion 
orrespondant à la vitesse lente (resp. rapide) sontreprésentés en bleu (resp. rouge).
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M = 1,Λ = 10

Fig. 2.4. Exemple de systèmes mixtes hyperbolique - elliptique. Les 
ourbes en bleu (resp. rouge)représentent les 
hemins de raréfa
tion 
orrespondant à la vitesse lente (resp. rapide). Lazone blan
he 
orrespond à la zone elliptique. La 
ourbe en gras 
orrespond aux points oùle système est parabolique (dégénéré linéairement).
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M = 0.2,Λ = 0.2
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M = 3,Λ = 3

Fig. 2.5. Exemple de systèmes parti
uliers. A gau
he toutes les phases ont la même vis
osité. Au
entre et à droite, g et o ont la même vis
osité. On peut noter l'apparition d'une 
ourbede dégénéres
en
e sur la �gure de droite.
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Fig. 2.6. Champ de valeurs propres du système et 
hemins de raréfa
tion dans le 
as hyperbolique
M = 1 et Λ = 0.1. Les diagrammes de gau
he et de droite 
orrespondent respe
tivementaux valeurs propres lentes et rapides.de w.Maintenant que nous avons identi�é les di�érents types de systèmes, nous allons nous intéresserparti
ulièrement à deux 
as représentatifs :� M = 1 et Λ = 0.1 pour le 
as hyperbolique,� M = 1 et Λ = 10 pour le 
as mixte hyperbolique-elliptique.Nous avons vu au 
hapitre pré
édent que pour étudier le système, nous avions également besoindes valeurs propres dans le plan (Sg, Sw). Ces 
hamps de valeurs propres sont représentés, ainsique les 
hemins, sur la �gure 2.6 pour le 
as hyperbolique et sur la �gure 2.7 pour le 
as mixte.Rappelons que les 
hemins de raréfa
tion doivent être par
ouru dans le sens des valeurs propres(vitesses) 
roissantes. En parti
ulier, les 
hemins lents doivent être par
ouru de gau
he à droitedans les deux 
as.Une fois le système 
lairement dé�ni, on est 
apable d'étudier les solutions du problème deRiemann.2.4 Solutions analytiques du problème de RiemannOn s'intéresse i
i au dépla
ement d'un �uide w par plusieurs autres. Les 
onditions de Riemannque l'on va utiliser sont don
 :

(Sg, Sw)(x, t = 0) =







(Sg, Sw)g si x < 0

(0, 1) si x > 0
(2.16)Le problème est de savoir 
omment relier un état initial (Sg, Sw)g quel
onque, que l'on notera Asur le diagramme ternaire, à l'état (0, 1), représenté par le point W . Le point de départ sera engénéral pris sur l'axe OG, 
e qui 
orrespond aux états tels que Sw = 0. On note au passage que ledépla
ement mis
ible d'un �uide par un autre ave
 un pro�l de vis
osité non-monotone 
orrespond
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Fig. 2.7. Champ de valeurs propres et 
hemins de raréfa
tion dans le 
as mixte M = 1 et Λ = 10.Les diagrammes de gau
he et de droite 
orrespondent respe
tivement aux valeurs propreslentes et rapides.à l'état initial pour lequel le point A est 
onfondu ave
 le point G. En e�et, à l'instant initial, iln'y a pas de phase o dans le système 
ar il n'y a pas de 
on
entration intermédiaire entre 0 et 1.Celle-
i n'apparaît qu'ultérieurement du fait de la di�usion.2.4.1 Cas purement hyperbolique (M = 1 et Λ = 0.1)Dans le 
as d'un système purement hyperbolique, il est relativement aisé de trouver un 
heminreliant A à W . Il su�t pour 
ela de suivre le 
hemin de raréfa
tion lent (voir �gure 2.8). Ce 
heminse termine sur l'axe GW au point B. On peut terminer le 
hemin en reliant B à W par une droite. Lepro�l des saturations (Sg, Sw)(x, t) s'obtient en propageant 
haque 
omposition (Sg, Sw) ave
 unevitesse égale à la valeur propre 
orrespondante. La solution du problème de Riemann, en fon
tionde x/t est don
 un pro�l stationnaire donné par le pro�l des valeurs propres. Sur la �gure 2.8 a ététra
ée la solution prédite analytiquement qui 
orrespond au 
hemin :
A

R−−−→ B
R−−−→ WOn 
onstate que les pro�ls de saturation peuvent être non-monotones : So dé
roît en fon
tion de

x, dans notre exemple, alors que Sg 
ommen
e par 
roître spatialement pour dé
roître ensuite.En 
e qui 
on
erne les vitesses de 
e pro�l, 
ette solution étant 
omposée de deux raréfa
tions,il n'y a au
une indétermination. Le �front avant� du dépla
ement se dépla
e à la vitesse 3u0/2 quiest la vitesse maximale du pro�l de vitesse de Poiseuille. Ce résultat semble logique, étant donnéqu'en �n de 
hemin, la phase o a disparu, la vis
osité est don
 uniforme sur l'axe des y (M = 1),et le pro�l de vitesse est du type Poiseuille. La phase g, avant de disparaître, est lo
alisée en y = 0.Il faut 
ependant faire une remarque qui sera très importante pour la suite 
on
ernant 
ette partiedu 
hemin (B − W ). Cette solution prévoit en e�et que la phase o doit disparaître 
omplètementen �n de 
hemin. Dans un modèle de �uides non-monotones, 
ela signi�e que les 
on
entrationsintermédiaires entre 0.25 et 0.75 sont absentes. Ce phénomène n'est évidemment pas possible dansun système physique dans lequel il y a de la di�usion molé
ulaire.



2.4 Solutions analytiques du problème de Riemann 99D'où la remarque suivante : dans un modèle de �uides non-monotones, la di�usionmolé
ulaire aura pour prin
ipal e�et d'interdire les 
hemins qui se terminent sur l'axe
GW . Dans le 
as présent, on pourrait penser qu'une solution possible se termine sur l'axe OW parl'intermédiaire d'un 
ho
.
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Fig. 2.8. Solution analytique du problème de Riemann dans le 
as d'un système hyperbolique :
M = 1 et Λ = 0.1. Le point de départ A 
orrespond à Sg = 0.25 et So = 0.75. Lasolution relie le point A au point B par une onde de raréfa
tion lente. Le point B estensuite 
onne
té au point W par une autre raréfa
tion. Sur la �gure du haut est représentéle 
hemin dans le plan (Sg, Sw). En bas à gau
he sont représentées les saturations de
ha
une des phases en fon
tion de la variable x/t. En bas à droite sont représentées lespositions des interfa
es g − o (ligne 
ontinue) et o − w (ligne pointillée) en fon
tion de
x/t. Notons que l'axe x/t a été normalisé par u0.



2.4 Solutions analytiques du problème de Riemann 1012.4.2 Cas mixte hyperbolique-elliptique (M = 1 et Λ = 10)Dans le 
as d'un système mixte, il devient beau
oup plus 
omplexe de trouver une solutionreliant le point A (Sg = 0.25, Sw = 0) au point W . La �gure 2.9 montre que le 
hemin initialest une onde de raréfa
tion lente, il ren
ontre immanquablement la région elliptique (au point Bsur la �gure). Il devient alors di�
ile de terminer le 
hemin simplement. La 
ondition de Rankine-Hugoniot n'étant pas restreinte au 
as hyperbolique, nous avons vu (voir Key�tz et al. [53℄) qu'ilétait possible de traverser la zone elliptique par l'intermédiaire de 
ho
s. Le problème prin
ipal
onsiste à déterminer les points intermédiaires de 
e(s) 
ho
(s).Les 
ourbes de Hugoniot (reliant deux états par un 
ho
) qui partent de W ne 
roisent pas la
ourbe de raréfa
tion lente (AB) issue de A. En e�et, les 
ourbes de Hugoniot (et de raréfa
tion)issues de W se réduisent à la droite GW . Par 
onséquent, il n'existe pas de solution du type :
A

R−−−→ C
S±−−→ WOn peut alors 
her
her des solutions du type :

A
R−−−→ C

S±−−→ D
R±−−→ WLa re
her
he d'une telle solution devient alors très fastidieuse. La méthode 
onsiste à tra
er les
ourbes de Hugoniot partant de divers points C de la 
ourbe de raréfa
tion AB. Quelques exemplesde telles 
ourbes ont été tra
és sur la �gure 2.10. On peut 
onstater sur 
ette �gure que, seul le 
asde gau
he pourrait éventuellement être solution, 
ar sa 
ourbe de Hugoniot 
roise la droite GW . Ilexiste une in�nité de tels points, C, qui permettent de faire un 
ho
 jusqu'à l'axe GW . Cependant,il faut rappeler que dans le 
as d'un �uide non-monotone, 
e type de solution n'est pas a

eptable.Il faudrait don
 plut�t 
her
her les 
ourbes de Hugoniot qui se terminent sur l'axe OW .Sur la �gure 2.11 ont été tra
és d'autres exemples de 
ourbes de Hugoniot 
onne
tées à unpoint C 
ontenu dans la zone elliptique. Ces 
ourbes illustrent bien la 
omplexité du problème dela re
her
he de solutions. En e�et, un état situé dans la zone elliptique est fa
ilement 
onne
tableà un autre état situé à gau
he de la zone elliptique. Toutefois, il existe très peu d'états de la zoneelliptique qui sont 
onne
tables à la zone hyperbolique voisine du point W . Pour 
onne
ter le point

A à un point pro
he de W , il semble don
 né
essaire d'introduire une su

ession de 
ho
s.2.4.3 Remarque : dépla
ement de deux �uides ave
 une loi de vis
osité non-monotoneUn 
as parti
ulier de solution qui nous intéresse parti
ulièrement est 
elui où le point de départdu 
hemin A est 
onfondu ave
 le point G. Comme on l'a déjà vu, il 
orrespond au 
as du dépla
e-ment d'un �uide par un autre ave
 un pro�l de vis
osité de mélange non-monotone. La 
onditioninitiale d'inje
tion s'é
rit :
c(x, t = 0) =







1 si x < 0

0 si x > 0
(2.17)En l'absen
e de di�usion molé
ulaire, l'interfa
e entre les �uides va rester bien dé�nie. Le systèmene 
omportera que des 
on
entrations égales soit à 0 soit à 1. Sur le diagramme ternaire, la solution
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Fig. 2.9. Solution analytique du problème de Riemann dans le 
as d'un système mixte : M = 1 et
Λ = 10. Le point de départ A 
orrespond à Sg = 0.25 et So = 0.75. La solution relie lepoint A au point B par une onde de raréfa
tion lente. Le point B est situé sur la frontièrede la zone elliptique. Sur la �gure du haut est représenté le 
hemin dans le plan (Sg, Sw).En bas à gau
he sont représentées les saturations de 
ha
une des phases en fon
tion dela variable x/t. En bas à droite sont représentées les positions des interfa
es g− o (ligne
ontinue) et o − w (ligne pointillée) en fon
tion de x/t.
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oulement triphasique quasi-parallèleà 
e problème est l'onde de raréfa
tion allant de GW . On peut 
ependant essayer de prévoir l'e�etde la di�usion molé
ulaire sur une telle solution. Si l'on 
onsidère la solution en absen
e de di�usion,les deux �uides sont délimités par une interfa
e bien dé�nie. Si l'on suppose que la di�usion a poure�et, au temps t, d'étaler 
ette interfa
e sur une longueur l ∝
√

D0t, il en résulte l'apparition dela phase o ave
 une saturation So ∼
√

D0t/b. Sur le diagramme, le 
hemin d'une telle solution estune droite parallèle à l'axe GW , d'autant plus pro
he de l'axe GW que le 
oe�
ient de di�usionest faible, ou que les temps sont 
ourts.Remarquons pour �nir qu'une telle droite traverse la zone elliptique. Ainsi le 
hemin de ra-réfa
tion GW du problème de Riemann est né
essairement �dévié� vers la zone elliptique par ladi�usion. Ce phénomène soulève la question intéressante de la stabilité d'un tel 
hemin.2.5 Con
lusionOn a vu dans 
e 
hapitre les équations d'évolution d'un système 
onstitué de trois �uides mis-
ibles de vis
osités di�érentes sous les hypothèses de lubri�
ation. Ces équations sont égalementvalables dans le 
as parti
ulier d'un mélange de deux �uides mis
ibles ave
 une loi de vis
osité demélange non-monotone. Nous avons vu que dans 
ertaines 
onditions, le système d'équations d'évo-lution des saturations devient mixte hyperbolique-elliptique. Une telle situation survient lorsque lavis
osité du �uide intermédiaire o est plus faible que les deux autres (i.e. Λ > M). Lorsque lesystème d'équations devient elliptique, nous avons vu qu'il était alors di�
ile de déterminer unesolution du problème. Ce problème peut de plus se 
ompliquer ave
 les e�ets de la di�usion molé-
ulaire.Le système présenté dans 
e 
hapitre soulève deux problèmes à mon avis intéressants. Le pre-mier 
onsiste à déterminer l'existen
e d'une solution analytique au système d'équations mixtes(hyperbolique-elliptique). Le se
ond problème 
onsiste à étudier le 
omportement du système �réel�,
'est-à-dire lorsque 
ha
une des phases obéit à l'équation de Navier-Stokes. Il est en e�et envisa-geable que, pour traverser la région elliptique, le système �brise" les hypothèses analytiques, quisont prin
ipalement 
elles de lubri�
ation et d'auto-similarité.Dans la suite de 
ette deuxième partie, nous avons traité numériquement 
es deux problèmes.Dans un premier temps, nous avons étudié un système dans lequel les hypothèses de lubri�
ationsont imposées. Dans un se
ond temps, nous avons étudié le problème 
omplet, dans lequel au
uneapproximation n'a été faite.



Chapitre 3
Étude numérique en 
ondition delubri�
ation imposée
3.1 Prin
ipeOn se propose dans 
ette partie d'étudier numériquement le problème du dépla
ement de �uidesnon-monotones en forçant l'é
oulement à respe
ter les 
onditions de lubri�
ation. Cettese
tion a pour but de déterminer si le système d'équations présenté dans le 
hapitre pré
édentpossède une solution simple. On s'intéressera en parti
ulier aux systèmes dans lesquels le 
hemindoit traverser une région elliptique. On étudiera également l'in�uen
e de la di�usion molé
ulairesur un tel système.Nous avons vu dans le 
hapitre pré
édent que le 
hamp de vitesses sous les 
onditions delubri�
ation est aisément 
al
ulable à partir du 
hamp de mobilités λ(ξ, t), ave
 ξ = y/b, par larelation :







ux(ξ, t) = α

∫ ξ

−1/2
λ(ξ′)ξ′dξ′

α−1 = u−1
0

∫ 1/2

−1/2

∫ ξ

−1/2
λ(ξ′)ξ′dξ′dξ

(3.1)Dans 
ette se
tion, nous simulerons l'équation de 
onve
tion-di�usion par la méthode BGK. Le
hamp de vitesses sera déduit du 
hamp de 
on
entrations, et don
 de vis
osités, en utilisantl'équation (3.1). De plus, 
omme 
ette équation ne donne que la 
omposante suivant x de la vitesse,la 
omposante uy sera 
al
ulée à partir de la relation d'in
ompressibilité :
uy(x, y, t) = −

∫ y

−b/2

∂ux

∂x
(x, y′, t)dy′ (3.2)Cette méthode permet d'obtenir un système qui obéit aux mêmes lois que 
elles utilisées dansl'analyse pré
édente. Ce système 
onsiste à dépla
er trois �uides mis
ibles entre deux parois àla vitesse débitante imposée (u0). Comme 
onditions aux bords, nous imposerons le 
hamp de
on
entrations (et don
 les saturations des phases) à l'entrée et à la sortie.



106 3. Étude numérique en 
ondition de lubrifi
ation imposéeNotons 
ependant la présen
e de la di�usion molé
ulaire dans la simulation, dont l'in�uen
epeut entraîner des 
omportements intéressants (e�et stabilisant ou dépla
ement dans une zoneelliptique).Il faut remarquer que dans l'équation (3.2), la présen
e de la dérivée de la vitesse peut rendrele système très instable. Ce terme a en e�et tendan
e à diverger numériquement dès lors que legradient de mobilité moyen est trop important. Ce point est assez 
ontraignant dans notre étude
ar une telle situation survient en présen
e d'un 
ho
. Physiquement il faut noter que lorsque noussommes en présen
e d'un 
ho
, les hypothèses de lubri�
ation ne sont généralement plus valables.Pour 
ette même raison, l'état initial de notre système ne peut pas être du type Riemann. Une telle
ondition impose en e�et un pro�l de vis
osité en mar
he d'es
alier (et don
 ∂ux

∂x est in�ni).Dans la suite du 
hapitre nous allons étudier ave
 
ette méthode les deux types de systèmespurement hyperbolique et mixte.3.2 Cas hyperboliqueNous étudierons deux états initiaux parti
uliers. Le premier 
orrespond à un 
hemin qui relie unétat A quel
onque sur l'axe OG à l'état W . Le se
ond 
orrespond au 
as où le point A est 
onfonduau point G. Cette dernière situation modélise le dépla
ement de deux �uides non-monotones.Cas A 6= G :La �gure 3.2 montre l'évolution du 
hamp de 
on
entrations d'une simulation ave
 les para-mètres M = 1, Λ = 0.1, u0 = 8.10−4 et D0 = 5.10−5. Comme nous l'avons signalé plus haut,la 
ondition initiale ne peut pas être du type Riemann. Nous l'avons 
hoisie arbitrairement de laforme (voir �gure 3.1) :
c(x, y, t = 0) =







1 si |y| < α(x) b Sgg

0.5 si α(x) b Sgg < |y| < α(x) b (Sog + Sgg)

0 si α(x) b (Sog + Sgg) < |y|
(3.3)ave


α(x) = e−x/10 et (Sgg, Sog, Swg

)

= (0.25, 0.75, 0)De 
ette façon, le 
hemin dé
rivant la 
ondition initiale est une droite joignant le point initial Aau point W . Le problème qu'on résoud est don
 plut�t du type Cau
hy. Nous verrons que 
ela ne
hange pas beau
oup les prédi
tions analytiques dans la mesure où la solution 
onverge vers unesolution auto-similaire.On peut distinguer plusieurs 
ara
téristiques de l'évolution du système à partir de la �gure 3.2.On 
onstate que la phase G (au 
entre en rouge sur la �gure) a tendan
e à gon�er 
omme on pouvaitle prévoir par la solution présentée sur la �gure 2.8, page 100. Ce gon�ement semble persister au
ours du temps. On peut de plus 
onstater que la 
ondition initiale d'entrée, remarquable parsa forme en pointe, ne disparaît que très lentement au 
ours du temps. Cette pointe ne sembledisparaître que sous l'e�et de la di�usion. Un autre point important à noter est l'apparition d'unezone de saturations uniformes en Sg et So à l'entrée.
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Fig. 3.1. Condition initiale du 
hamp de 
on
entrations. Les 
ouleurs rouge, verte et bleue 
or-respondent respe
tivement aux phases g, o et w. Les 
ourbes en noir 
orrespondent auxinterfa
es entre les di�érentes phases ( i.e. les iso-
on
entrations c = 0.25 et c = 0.75).Observons maintenant l'évolution temporelle du 
hemin sur les diagrammes (Sg, Sw) de la�gure 3.3. On peut noter que très rapidement la partie amont du 
hemin s'aligne sur une 
ourbede raréfa
tion. La partie aval du 
hemin semble elle aussi s'aligner sur un 
hemin de raréfa
tion(t = 101000), mais di�érent du pré
édent. Ces deux 
hemins semblent être reliés par un 
ho
. Ilfaut noter que si un 
ho
 est théoriquement 
ara
térisé par une dis
ontinuité du 
hemin, 
ela n'estjamais observable en pratique du fait de la di�usion molé
ulaire. Celle-
i régularise en e�et toujoursles dis
ontinuités. Ce 
ho
 est également visible sur la �gure 3.2 (t = 101000), il 
orrespond à ladé
roissan
e rapide de Sg à l'avant du nez. Comme attendu, on peut 
onstater que le 
hemin, avantd'arriver en W , est d'abord 
onfondu ave
 l'axe OW . Cet e�et est dû à la di�usion molé
ulaire quiimpose que la 
on
entration varie 
ontinûment de 1 à 0. Dans notre 
as, en 
haque 
ote y = cte,l'iso-
on
entration c = 0.75 se situe en amont de l'iso-
on
entration c = 0.25 dans la dire
tion del'é
oulement. En 
onséquen
e, le front avant de la phase g est pré
édé par le front avant de la phase
o dans le dépla
ement de la phase w. Né
essairement, l'avant du doigt se termine ave
 les deuxseules phases présentes : So et Sw. On peut de plus 
onstater que la longueur du 
hemin situé surl'axe OW augmente lentement au 
ours du temps.Le 
hemin s'alignant e�e
tivement le long d'une 
ourbe de raréfa
tion, les prédi
tions théoriquespermettent de déterminer les vitesses de 
haque état (Sg, So, Sw) sur le 
hemin de raréfa
tion. Soient
t0 et x0 l'instant et la position d'apparition d'un état donné. La vitesse de 
et état sera égale à
(x−x0)/(t− t0). Ainsi, les états représentés en fon
tion de la variable x/t (normalisée par la vitessedébitante) doivent s'aligner sur la 
ourbe des vitesses 
al
ulées pour 
es états, si l'on suppose quetous les états sont apparus à t0 = 0 en x0 = 0. Notons que 
ette supposition est fausse pour lesétats déjà présents à l'instant initial. Ainsi, les états de la 
ondition initiale (
ontenus dans lesexponentielles dé
roissantes situées en x > 0 et t = 0) apparaissent toujours sur les 
ourbes en x/t,
omme allant plus vite que leur vitesse réelle. La 
ourbe des états obtenus par simulation numériqueest tra
ée sur la �gure 3.4 en fon
tion de la variable x/t (normalisée par la vitesse débitante). Sur
ette 
ourbe ont été également tra
és les états en fon
tion de leur vitesse prédite par la théoriedes ondes 
inématiques. On peut 
onstater que les résultats numériques sont en bon a

ord ave
les vitesses prédites. Des di�éren
es, dues à la di�usion molé
ulaire, sont notables à l'avant et à
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ation imposéel'arrière du doigt :A l'arrière du doigt, on 
onstate que l'état de l'entrée (Sg, So, Sw) = (0.25, 0.75, 0), 
orres-pondant aux saturations 
onstantes observées sur la �gure 3.2, s'étale sur l'intervalle de vitesses
[0; 0.35u0]. La propagation, à la vitesse 0.35u0 de l'état 
orrespondant à Sw = 0 peut être at-tribuée à la di�usion qui a pour e�et de faire disparaître la phase w qui se retrouverait im-mobile et en faible épaisseur à la paroi. De plus, le fait que sur la �gure 3.4, l'état de l'entrée
(Sg, So, Sw) = (0.25, 0.75, 0) soit 
onne
té aux pro�ls aval ave
 des pentes quasiment verti
alessemble indiquer que 
et état se 
onne
te à la 
ourbe de raréfa
tion par l'intermédiaire d'un 
ho
.A l'avant du doigt, la di�usion molé
ulaire semble avoir pour e�et de diminuer la saturation en
w et en g 
omme l'on pouvait s'y attendre. L'a
roissement brutal de la saturation en o à l'avantdu dépla
ement est dû à l'e�et 
onjugué de 
e phénomène et de l'état initial exponentiel.Dans le 
as qui vient d'être présenté, les prédi
tions analytiques et les simulations numériquessemblent être en bon a

ord, hormis aux endroits où la di�usion molé
ulaire joue un r�le important.On s'attend évidemment à 
e que 
elle-
i ait une grande in�uen
e dans les régions où la saturationd'une des trois phases est faible. Il est don
 intéressant d'étudier un 
as où les e�ets de la di�usionmolé
ulaire sont toujours présents, à savoir le 
as A = G.Cas A = G :On s'attend à 
e que 
ette 
ondition initiale a

entue les e�ets de la di�usion molé
ulaire. La�gure 3.5 (page 111) montre le 
hemin des saturations et les iso-
on
entrations d'une telle situation.On 
onstate sur le diagramme que le 
hemin est une droite (sauf en �n du 
hemin). L'épaisseur dela phase o est don
 quasiment 
onstante dans tout le système. Il est de plus évident que, plus ladi�usion molé
ulaire va être importante, plus 
ette droite va être éloignée de l'axe GW . Le 
heminsemble ensuite se terminer tangentiellement à une 
ourbe de raréfa
tion rapide. Notons en�n que sil'on zoome sur une partie du 
hemin, on 
onstate qu'il est 
onstitué d'un ensemble de raréfa
tionset de 
ho
s.Maintenant que l'on a étudié les solutions du système purement hyperbolique, on peut s'intéres-ser au 
as où une région elliptique se développe. Notons sur la �gure 3.5 que la di�usion molé
ulaireavait dépla
é le 
hemin pré
isément vers la région où va se développer une zone elliptique. La dif-fusion molé
ulaire peut don
 jouer un r�le très important dans notre système.
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t = 1000 t = 101000

t = 201000 t = 301000

t = 401000 t = 501000

Fig. 3.2. Évolution des 
on
entrations au 
ours du temps pour un système purement hyperbolique.Les paramètres du système sont : M = 1, Λ = 0.1, u0 = 8.10−4, D0 = 5.10−5 et
Pe =

u0Ly

D0
= 4096. Les 
ourbes en noir 
orrespondent aux interfa
es entre les di�érentesphases ( i.e. les iso-
on
entrations c = 0.25 et c = 0.75).
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Fig. 3.5. Chemin et 
on�guration des �uides pour la 
ondition initiale A = G à l'instant t =

401000. Les paramètres sont : u0 = 16.10−4, D0 = 10−4 et Pe = 2048.
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ondition de lubrifi
ation imposée3.3 Cas mixte hyperbolique-elliptiqueComme auparavant, nous allons distinguer deux types de 
onditions initiales : A 6= G ou A = G.Cas A 6= G :La 
ondition initiale est la même que dans la se
tion pré
édente. Le point A 
orrespond à l'état
(Sg, So, Sw) = (0.25, 0.75, 0), le pro�l initial dé
roît exponentiellement et le 
hemin initial est unedroite joignant le point A au point W .Sur la �gure 3.6 ont été tra
és des 
hamps de 
on
entrations su

essifs. On peut 
onstater sur
es images que le doigt 
ommen
e à se déstabiliser dès l'instant t = 81000. Ces instabilités 
roissentrapidement et 
onduisent à des gradients de saturation moyens très importants. Le système devientalors en général instable numériquement. Il faut noter 
ependant que lorsque la di�usion molé
ulaireest su�samment grande, 
omme 
'est le 
as i
i, les instabilités sont très nettement diminuées. Onverra par la suite des 
as où le nombre de Pé
let est plus important. On notera également qu'au boutdu doigt, il peut y avoir plus de trois �phases" strati�ées, 
e qui rend 
aduque l'étude analytiquedu 
hapitre pré
édent.Si on regarde les 
hemins 
orrespondant à 
ette simulation sur la �gure 3.7, on 
onstate immé-diatement que l'instabilité se développe au 
entre de la zone elliptique. En dehors de 
ette zone le
hemin suit un 
hemin de raréfa
tion. Cette instabilité est 
ohérente ave
 les prédi
tions d'instabi-lité �à la� Bat
helor (voir Ch.1 page 88). Bat
helor prévoit dans la zone elliptique une instabilitéayant un taux de 
roissan
e proportionnel à la partie imaginaire des valeurs propres de la matri
edu système et au nombre d'onde k. Le fait que le nombre d'onde séle
tionné de l'instabilité ne soitpas in�niment grand est peut-être dû à la présen
e de la di�usion molé
ulaire qui peut stabiliserles 
ourtes longueurs d'ondes (par un terme en −Dk2 dans l'expression du taux de 
roissan
e).Sur la �gure 3.8 ont été tra
ées les 
ourbes de saturation en fon
tion de la variable x/t (nor-malisée par la vitesse débitante). Sur 
ette même 
ourbe ont été tra
ées les vitesses de raréfa
tion
orrespondant à la 
ourbe de raréfa
tion notée AE sur la �gure 3.7. On 
onstate qu'il y a un bona

ord ave
 les prédi
tions théoriques lorsque le système est hyperbolique. On notera à l'arrière dudoigt un e�et de la di�usion molé
ulaire identique au 
as pré
édent.On pourrait se demander à partir de 
ette simulation s'il est possible de stabiliser par di�usion lesystème dans la zone elliptique. En fait, les simulations ont montré que si l'on augmente la di�usionmolé
ulaire, le système devient stable uniquement lorsque la di�usion molé
ulaire est su�sammentimportante pour sortir rapidement le système de la zone elliptique (
ette stabilisation est fa
ile àvoir lorsque A = G sur la �gure 3.9).Cas A = G :Le 
as où l'état initial est situé au point G est intéressant à étudier. En e�et, la di�usionmolé
ulaire a deux e�ets opposés. Si elle amène le système dans une région elliptique, elle peutégalement atténuer les instabilités qui peuvent s'y développer. La �gure 3.9 montre une simulationpour laquelle la di�usion molé
ulaire est su�samment forte pour que le système puisse se stabiliser.
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t = 41000

t = 61000 t = 81000

t = 101000 t = 121000

Fig. 3.6. Évolution du 
hamp de 
on
entrations au 
ours du temps pour un système mixtehyperbolique-elliptique. Les paramètres sont : M = 1, Λ = 10, D0 = 10−4, u0 = 8.10−4et Pe = 2048.
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x/tFig. 3.8. Courbes des saturations Sg, So et Sw en fon
tion de la variable x/t (normalisée) pour lasimulation de la �gure 3.6.On 
onstate alors que 
ette stabilisation ne se produit que lorsque le système quitte la régionelliptique. Il ne semble don
 pas possible de stabiliser le système à l'intérieur de la zone elliptiquepar une augmentation de la di�usion molé
ulaire.3.4 Con
lusionDans 
e 
hapitre, nous avons étudié des solutions numériques du problème dans le 
as où leshypothèses de lubri�
ation sont imposées. Nous avons vu que le système devient instable dès lorsqu'il traverse la zone elliptique, 
omme prévu par l'étude de stabilité linéaire. Nous avons égalementvu que la présen
e de la di�usion molé
ulaire n'était pas un fa
teur su�sant pour stabiliser lesystème à l'intérieur de la zone elliptique. Dans le 
hapitre suivant nous allons étudier un systèmeplus physique dans lequel le �uide obéit aux équations de Navier-Stokes. En e�et, si les équationsde lubri�
ation 
onduisent à une instabilité dans la zone elliptique, il est possible que le systèmetrouve un 
hemin en rompant les hypothèses de lubri�
ation (par l'intermédiaire d'un 
ho
 parexemple). Il faut de plus noter la présen
e d'un terme inertiel qui pourra éventuellement jouer unr�le.
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Fig. 3.9. Diagrammes de phase et 
on�gurations des �uides obtenus à deux instants di�érents d'unesimulation. La 
ondition d'inje
tion est du type A = G. Le nombre de Pé
let est beau
oupplus faible que dans le 
as pré
édent. On 
onstate une stabilisation dès que le 
heminquitte la région elliptique. Les paramètres sont : u0 = 16.10−4, D0 = 5.10−4 et Pe = 410.



Chapitre 4
Résolution numérique du problème
omplet

Dans le 
hapitre pré
édent, les 
onditions de lubri�
ation permettaient d'appro
her les prédi
-tions théoriques (solutions en ondes 
inématiques, instabilités dans la zone elliptique). Cette étudenous a également permis d'identi�er les e�ets de la di�usion molé
ulaire sur le système.Dans 
e 
hapitre, nous allons aborder le problème de l'é
oulement triphasique 
on�né en résol-vant les équations de Navier-Stokes entre les deux plaques par la méthode BGK. Les 
onditions delubri�
ation ne seront don
 plus imposées. Nous nous intéresserons aux deux 
as parti
uliers étudiésau 
hapitre pré
édent, le 
as purement hyperbolique (représenté par le système M = 1 et Λ = 0.1)et le 
as mixte (représenté par M = 1 et Λ = 10). Notre attention se portera plus parti
ulièrementsur le 
as mixte, plus ri
he physiquement.Il est né
essaire également de noter que si dans le 
hapitre pré
édent il était souvent di�
ile deprendre une 
ondition initiale de type Riemann, 
e problème ne se pose plus dans le 
as présent.4.1 Cas purement hyperboliqueDe la même façon que pré
édemment, nous pouvons faire la distin
tion entre deux états initiauxparti
uliers : lorsque le départ du 
hemin se situe sur l'axe OG ou lorsqu'il est 
onfondu ave
 lepoint G, 
e dernier 
as se distinguant par une di�usion molé
ulaire prédominante.La 
ondition initiale sera i
i de la forme :
c(x = 0, y, t = 0) =







1 si |y| < b Sgg

0.5 si b Sgg < |y| < b (Sog + Sgg)

0 si b (Sog + Sgg) < |y|
(4.1)Cas A 6= G :Sur la �gure 4.1 a été tra
ée l'évolution du 
hamp de 
on
entrations au 
ours du temps. Onpeut 
onstater une très grande similitude ave
 les pro�ls obtenus dans le 
hapitre pré
édent (voir
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omplet�gure 3.2 page 109). On 
onstate une région en amont où les saturations Sg et So sont 
onstantes.Cette région est ensuite suivie d'un gon�ement de la phase g (la phase o est dé
roissante sur 
etterégion). La grande di�éren
e ave
 le 
as pré
édent se situe essentiellement en aval du doigt. Ledoigt ne se termine plus par une pointe, mais plut�t par un 
ho
. On pourrait penser que 
ettedi�éren
e résulte uniquement de 
onditions initiales di�érentes. En fait, il n'en est rien : si on partd'une 
ondition initiale identique à 
elle du 
hapitre pré
édent, les deux pro�ls di�èrent égalementà l'aval du doigt. La 
ondition initiale ne 
hange que les états transitoires. La raison prin
ipale dela di�éren
e entre les deux systèmes est, qu'au bout du doigt, les 
onditions de lubri�
ation nesont plus valables. La solution du problème présentant un 
ho
 ne peut pas être retrouvée ave
 lemodèle de lubri�
ation. La forme du 
ho
 ainsi que sa vitesse sont i
i déterminées par les équationsde Navier-Stokes (é
oulement bidimensionnel). Il n'est don
 pas étonnant d'obtenir des résultatsdi�érents lorsque l'on résoud les équations de Navier-Stokes ou 
elles de lubri�
ation.On peut également 
omparer l'évolution temporelle du 
hemin dans le diagramme de phases dela �gure 4.2. On 
onstate que si les états transitoires sont di�érents de 
eux du 
hapitre pré
édent,le 
hemin �nal semble identique hormis en �n de 
hemin. La solution aux temps longs est don
bien 
omposée prin
ipalement d'une onde de raréfa
tion (notée AB sur le diagramme) 
omme dansle 
hapitre pré
édent. On peut également remarquer que le 
hemin se termine parallèlement à un
hemin rapide. Notons que la valeur propre λ+ diminue dans le sens du par
ours de la portion de
hemin ra

ordant l'onde de raréfa
tion à l'axe OW , 
e qui est 
ompatible ave
 le 
ho
 observé surla �gure 4.1.On pourrait s'étonner de la di�éren
e entre les états initiaux des deux systèmes aux temps
ourts. En e�et, dans le 
hapitre pré
édent, le 
hemin des saturations s'alignait très rapidementselon un 
hemin de raréfa
tion. On avait vu que les é
arts au 
hemin de raréfa
tion étaient dus à ladi�usion et à la 
ondition initiale di�érente de 
elle de Riemann. Dans le 
as présent, on a toujoursla di�usion molé
ulaire, par 
ontre la 
ondition initiale est du type Riemann. On se serait don
attendu à observer le développement d'une onde de raréfa
tion dès les instants initiaux. Le problèmeprovient à nouveau des 
onditions de lubri�
ation. En e�et, notre état initial étant dis
ontinu, leshypothèses de lubri�
ation ne sont plus valables aux temps 
ourts, par 
onséquent, les équationsde 
onservations présentées dans les 
hapitres pré
édents ne permettent pas de prédire l'évolutiondes pro�ls aux temps 
ourts. La prédi
tion analytique des états initiaux né
essiterait égalementla résolution 
omplète des équations de Navier-Stokes. Il apparaît don
 
lairement qu'utiliser des
onditions initiales de type Riemann pour entrer dans le 
adre de la des
ription analytique n'apas beau
oup de sens dans notre 
as. Cependant, il est remarquable qu'ave
 une telle 
ondition, lasolution se rappro
he de plus en plus de la solution auto-similaire prédite par l'analyse.Un tel 
omportement limite est mis en éviden
e sur la �gure 4.3, qui montre la superpositiondes pro�ls des saturations (en fon
tion de la variable auto-similaire x/t) et des vitesses préditespar l'onde de raréfa
tion (notée AB sur le 
hemin de la �gure 4.2). On 
onstate, 
omme dansle 
hapitre pré
édent, un é
art à la prédi
tion théorique en amont et en aval du dépla
ement. Ladi�usion est responsable de l'é
art en amont du dépla
ement. Le 
hemin initial 
ommen
e par uneonde 
onstante (due à la disparition de la phase w) qui se ra

orde ensuite ave
 l'onde de raréfa
tion
AB (par l'intermédiaire d'un 
ho
).En �n de 
hemin, les saturations quittent le 
hemin prédit analytiquement par l'intermédiaire
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t = 124000 t = 244000

t = 364000 t = 484000

t = 604000 t = 724000

Fig. 4.1. Évolution du 
hamp de 
on
entrations en fon
tion du temps pour un système hyperbolique.La 
ondition d'entrée est du type A 6= G. Les paramètres sont : M = 1, Λ = 0.1,
u0 = 16.10−4, D0 = 5.10−5, Pe = 4096.
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Fig. 4.2. Représentation de la simulation de la �gure 4.1 sur le diagramme ternaire. On 
onstateque le 
hemin s'aligne sur le 
hemin de raréfa
tion AB.
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ompletd'un 
ho
 pour se 
onne
ter à l'axe OW .
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Fig. 4.4. Diagramme de phases et 
on�gurations des �uides d'une simulation dont l'inje
tion 
or-respond au 
as A = G. Les paramètres sont : M = 1, Λ = 10, u0 = 16.10−4, D0 = 5.10−5,
Pe = 4096.Cas A = G :Comme nous l'avons déjà signalé, le 
as A = G est intéressant 
ar les e�ets de la di�usionmolé
ulaire sont prédominants. L'étude analytique ne permet pas de prévoir l'évolution d'un telsystème. Nous avons 
ependant vu dans le 
hapitre pré
édent (voir �gure 3.5 page 111) que ladi�usion molé
ulaire aboutissait à un 
hemin parallèle à l'axe GW . On 
onstate sur la �gure 4.4que le 
omportement est quasiment identique. Cela s'explique par le fait que, dans le 
as présent,l'é
oulement satisfait les 
onditions de lubri�
ation.Nous avons vu dans 
ette se
tion que lorsque le système est purement hyperbolique, les solutionsdu problème sont très similaires aux solutions du 
hapitre pré
édent. Les hypothèses de lubri�
ationsont don
 valables dans l'ensemble du système (hormis à l'avant du dépla
ement). Nous allonsmaintenant étudier le 
as plus intéressant du système d'équations elliptique, pour lequel la résolutiondu dépla
ement dans les hypothèses de lubri�
ation aboutissait à des solutions non-physiques.4.2 Cas mixte hyperbolique-elliptiqueComme pré
édemment nous allons étudier la solution reliant l'état à gau
he A, 
orrespondantà (Sg, So, Sw) = (0.25, 0.75, 0), à l'état à droite W , 
orrespondant à (Sg, So, Sw) = (0, 0, 1) pour

M = 1 et Λ = 10. Les 
li
hés d'une telle réalisation sont présentés sur la �gure 4.5. On 
onstatesur 
ette �gure que la stru
ture de la solution est di�érente du 
as purement hyperbolique. Dès lespremiers instants, la phase G montre nettement un besoin de s'évaser pour former deux pointeslatérales à l'avant du dépla
ement. Après un temps plus long, le bout du doigt possède une formeen �
lo
he". Contrairement à la se
tion pré
édente, on n'observe pas d'instabilité à l'avant de 
e



124 4. Résolution numérique du problème 
ompletdépla
ement.Les 
hemins 
orrespondant à 
ette solution ont été tra
és pour di�érents instants sur la �gure4.6. On peut 
onstater un 
omportement radi
alement di�érent de 
eux observés jusqu'i
i. Enparti
ulier, le 
hemin de raréfa
tion prédit par l'analyse dans la zone hyperbolique (
hemin AE surla �gure) est ignoré en grande partie. La solution �nale étant beau
oup plus 
omplexe à détaillerque les pré
édentes, nous allons dis
uter de 
ette solution par mor
eaux. Sur la �gure 4.7, nousavons tra
é le 
hemin de 
ette solution ainsi que les pro�ls de saturations en fon
tion de la variableauto-similaire x/t. Nous pouvons de plus dé
omposer la solution �nale en plusieurs mor
eaux enintroduisant les états intermédiaires notés de H à M . Le pro
hain paragraphe détaille une telledé
omposition.



4.2 Cas mixte hyperbolique-elliptique 125
t = 124000 t = 244000

t = 364000 t = 484000

t = 604000 t = 724000

Fig. 4.5. Évolution du 
hamp de 
on
entrations au 
ours du temps pour un système mixte. Lesparamètres sont : M = 1, Λ = 10, u0 = 16.10−4, D0 = 5.10−5, Pe = 4096.
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Fig. 4.6. Évolution temporelle du diagramme ternaire 
orrespondant à la �gure 4.5. Le début du
hemin semble s'aligner sur la 
ourbe de raréfa
tion AE.
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uliers de la solution.
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omposition de la solution (voir �gure 4.7)Chemin AH : 
e 
hemin suit la 
ourbe de raréfa
tion (lente) issue de A et se dirigeant vers E
omme prévu (voir diagramme en haut à gau
he). On note de plus que les 
ourbes de saturationstra
ées en fon
tion de la variable x/t sont également en bon a

ord ave
 les 
ourbes des vitessesthéoriques (
ourbes en traits �ns sur les �gures de droite). Cependant, au lieu de 
ontinuer jusqu'aupoint E, le 
hemin de raréfa
tion s'arrête au point H pour repartir en sens inverse.Chemin HI : 
e 
hemin semble en
ore suivre une 
ourbe de raréfa
tion. Si l'on 
onsidère l'évo-lution des valeurs propres dans le sens du 
hemin HI, 
elui-
i doit 
orrespondre à un 
ho
. Ce 
ho
est fa
ilement observable sur la �gure en bas à droite, 
ar il 
orrespond à une variation très rapidede la saturation So. On remarque que le point I, fa
ilement repérable sur le diagramme ternaire, estdi�
ilement identi�able sur les 
ourbes de saturations. Cet état 
orrespond à une onde 
onstante.Chemins IJ et JK : 
es 
hemins 
orrespondent à une forte augmentation de la saturation
Sg, asso
iée à une forte diminution de So. Cette augmentation s'e�e
tue de plus en gardant Sw
onstante. Le point J n'a été introduit que pour marquer l'endroit où le 
hemin traverse la zoneelliptique. Bien que 
ela ne soit pas tra
é sur la �gure, le point K se trouve être sur un 
heminde Hugoniot issu de I. La 
ondition de Rankine-Hugoniot appliquée à 
es deux points donnerait
omme vitesse de propagation d'un tel 
ho
 : Σ = 1.38. Ce résultat est en bon a

ord ave
 lesobservations (�gure de droite). En e�et, le saut de saturation de Sg semble se produire à l'abs
isse
x/t ∼ 1.4. On remarquera que l'appli
ation de la 
ondition de Rankine-Hugoniot suppose que nosfon
tions de �ux soient valables en I et en K, 
e qui né
essite don
 la validité des hypothèses delubri�
ation en 
es deux points.Chemin KL et LM : sur 
e 
hemin, la saturation So reste pratiquement 
onstante. Par 
ontrela saturation Sg varie beau
oup. Ce 
hemin aurait pu être dé
omposé en trois parties. En e�et, Sg
ommen
e par dé
roître brusquement pour former la pointe observée sur les 
li
hés de la �gure 4.5,page 125. Cette saturation reste ensuite 
onstante sur l'intervalle de vitesses [1.4, 1.5]. Elle dé
roîtà nouveau très rapidement jusqu'à la disparition totale de la phase g (point M). On peut penserraisonnablement que 
ette partie est 
onstituée d'un 
ho
 (de vitesse Σ ∼ 1.4), suivi d'une onde
onstante qui est à nouveau suivie d'un 
ho
 (Σ ∼ 1.6). Comme nous l'avons signalé plus haut, ladi�usion est responsable de la présen
e d'une région où la saturation So est uniforme. Cependant,il est assez remarquable que 
ette di�usion molé
ulaire �n'e�a
e" pas la pointe formée en K. Deplus, il faut remarquer que le 
hemin KL parallèle à l'axe GW semble stationnaire au 
ours dutemps, 
e qui n'est pas intuitif. En e�et, on aurait pu s'attendre à 
e qu'il s'éloigne progressivementde l'axe GW (en ∼

√
t). Il semblerait en fait que le système �séle
tionne" une épaisseur de o quireste 
onstante. Cette séle
tion résulte d'une 
ompétition entre les e�ets 
onve
tif et di�usif.Chemin MW : une fois que la phase g a disparu, la phase o disparaît très rapidement parl'intermédiaire d'un 
ho
 (Σ ∼ 1.6). On peut faire un rappro
hement intéressant entre la vitesse de
e 
ho
 et 
elle obtenue dans le 
as du dépla
ement de deux �uides présenté au Chapitre 1, page80 : elles sont pratiquement identiques.
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ompletCommentaires : on peut 
onstater ave
 
ette solution que la présen
e d'une région elliptiquemodi�e grandement le type de solution séle
tionné. Cela montre qu'une appro
he similaire à 
ellede Patzek et al. n'est pas envisageable. En e�et, nous voyons i
i que le modèle utilisé ne peutpas être rejeté ave
 
omme seul argument qu'il existe une zone elliptique. La présen
e d'une zoneelliptique permet entre autres de prévoir un 
hangement de 
omportement. On pourrait par 
ontrese demander si le 
hemin �traverse� e�e
tivement une zone elliptique. En e�et, nous avons vu que
elle-
i n'a de sens que dans le 
adre des hypothèses de lubri�
ation. Pour déterminer si des états setrouvent e�e
tivement dans une région elliptique, il est né
essaire de trouver les états pour lesquelsles 
onditions de lubri�
ation sont véri�ées. Pour 
ela, nous avons tra
é sur la �gure 4.8 l'é
art(normalisé par la vitesse moyenne) de la vitesse à la vitesse 
al
ulée ave
 les hypothèses de lubri-�
ation. Sur 
ette �gure, les zones bleues 
orrespondent à des é
arts inférieurs à 6%. On 
onstatequ'entre K et L, il existe une zone pro
he du point K qui véri�e les 
onditions du lubri�
ation etqui se trouve e�e
tivement dans une région elliptique. Sur 
ette même �gure, on peut 
onstaterque les autres régions pour lesquelles les 
onditions de lubri�
ation ne sont pas valables sont : le
hemin I → K et une petite portion à l'entrée, 
es deux 
hemins 
orrespondent à des 
ho
s. Le faitqu'une partie pro
he du point K véri�e les 
onditions de lubri�
ation explique que la relation deRankine-Hugoniot est valable entre les points I et K1. On remarquera que la 
ondition de Rankine-Hugoniot n'est par 
ontre pas valable entre les points K et M . Un tel résultat peut se 
omprendresi on observe les vitesses des états K et M . En e�et, la relation de Rankine-Hugoniot né
essite queles états amont et aval aient la même vitesse. Sur la �gure 4.7, on peut 
onstater 
lairement que 
en'est pas le 
as (le point K a une vitesse de 1.4 et le point M une vitesse de 1.6). Cette di�éren
eest sûrement liée aux e�ets de la di�usion molé
ulaire2.La solution présentée dans 
ette se
tion s'est révélée être très 
omplexe. La solution débutee�e
tivement par une onde de raréfa
tion. Le 
hemin rentre dans la zone elliptique par l'intermé-diaire d'un 
ho
 (
hemin IK) 
omme 
ela aurait était prévu par les mathémati
iens (voir Key�tzet al.). Cependant, le 
hemin quitte ensuite la région elliptique et la sortie de 
ette région ne se faitpas par l'intermédiaire d'un simple 
ho
 
omme 
ela aurait été prévu théoriquement. En e�et, poursortir de 
ette région, le système invalide les hypothèses de lubri�
ation (et de Rankine-Hugoniot),en parti
ulier du fait des e�ets de la di�usion molé
ulaire.Sur la �gure 4.8, on 
onstate que les é
arts à la lubri�
ation dépassent les 10% à trois endroitsdi�érents. Tout d'abord, l'é
art est important au niveau de l'entrée. Il était assez prévisible quedes e�ets d'entrée soient présents dans la mesure où nous n'imposons à l'entrée qu'un débit et desproportions de �uides 
onstantes. Sur le 
hemin, 
es e�ets d'entrée 
orrespondent uniquement aupoint A3. Le fait que les 
onditions de lubri�
ation ne soient pas valables au niveau de l'inje
teurexplique de plus que le 
hemin de raréfa
tion 
hoisi sur le diagramme ne soit pas exa
tement 
eluiissu de A. L'é
oulement n'est quasi-parallèle qu'à partir d'une distan
e de quelques noeuds (10sur la �gure). Au-delà de 
ette distan
e, l'é
oulement est e�e
tivement quasi-parallèle, mais lessaturations Sg et So ne sont plus 
elles imposées à l'entrée. Les deux autres régions où l'é
art estimportant sont le 
hemin IK et l'avant du doigt. Le premier 
orrespond au 
ho
 qui va dans la1Pour que la relation de Rankine-Hugoniot soit valable il su�t en e�et que les 
onditions de lubri�
ation soientvéri�ées aux points de départ et d'arrivée du 
ho
.2Rappelons qu'elle est responsable du fait que le point M soit sur l'axe OW .3Il n'y a au
une saturation en w.
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Fig. 4.8. É
art du 
hamp de vitesses à 
elui obtenu ave
 les hypothèses de lubri�
ation, ǫ(x, y) =
ux(x,y)−ul(x,y)

u0
en pour
entage, au temps t = 604000, pour la simulation de la �gure 4.5.Les valeurs sont en pour
entages.zone elliptique. Le se
ond 
orrespond à la disparition de la phase g, puis 
elle de o.On remarquera qu'il existe également un é
art non négligeable (∼ 3%) à la 
ondition de lubri-�
ation dès qu'il existe des gradients de saturations. Cela est visible sur les pro�ls de saturations
orrespondant à la raréfa
tion (
hemin AH).Cette solution soulève un 
ertain nombre de questions. La résolution du problème repose prin-
ipalement sur la détermination des états I, K et M . Les mé
anismes physiques responsables de laséle
tion de 
es états intermédiaires sont la di�usion molé
ulaire, qui semble jouer un r�le prédo-minant et peut-être l'inertie. Les états intermédiaires devraient dépendre également de la 
onditiond'inje
tion (le point A).Un autre problème 
on
erne le point K. En e�et, nous avons vu qu'au voisinage de 
e pointles 
onditions de lubri�
ation sont véri�ées. Ce point 
orrespond de plus à une solution 
onstante.D'après les résultats de l'analyse de stabilité linéaire, on a vu dans le 
hapitre pré
édent qu'unetelle solution devrait être instable.Nous étudierons dans 
e qui suit les e�ets de la 
ondition d'inje
tion, de la di�usion molé
ulaire,de l'inertie et nous testerons la stabilité d'un état uniforme dans la zone elliptique.E�ets de la 
ondition d'inje
tionLa �gure 4.9 montre di�érentes solutions du problème dans les mêmes 
onditions que pré
é-demment, mais pour di�érents points d'inje
tion A, dont l'un en A = G. On peut 
onstater sur
ette �gure qu'il existe une partie du 
hemin 
ommune à 
ha
un des 
as. Cette solution identiquesemble 
orrespondre à la partie de 
hemin KW . En parti
ulier, si l'on 
onsidère le 
as A = G, on
onstate immédiatement que la solution est di�érente du 
as purement hyperbolique. En e�et, dans
e dernier 
as, on avait vu que le 
hemin était une droite parallèle à l'axe GW . Ce 
hemin pouvaits'interpréter par le fait que la di�usion molé
ulaire 
réait une épaisseur uniforme de saturation

So. Dans le 
as mixte, le 
hemin suivi à partir du point A, n'est e�e
tivement parallèle à l'axe
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Fig. 4.9. Diagramme ternaire et 
on�gurations des �uides au même temps de simulations pour des
onditions d'inje
tion di�érentes. Les paramètres pour 
ha
une des simulations sont :
u0 = 16.10−4, D0 = 5.10−5, Pe = 4096.

GW que jusqu'au point K. A partir de 
e point, le 
hemin se 
onfond ave
 le 
hemin KM dé
ritdans le paragraphe pré
édent. Cet ensemble de résultats nous indique don
 que, quel que soit lepoint de départ, le système privilégie un 
hemin de sortie de la zone elliptique. Pour déterminerles mé
anismes physiques qui permettent de séle
tionner la solution, il est don
 né
essaire de se
on
entrer sur le problème de la séle
tion du 
hemin KM .Cette partie de la solution est assez 
omplexe à étudier analytiquement. Nous allons i
i étudiernumériquement l'in�uen
e du 
oe�
ient de di�usion et de l'inertie.
E�ets de la di�usion molé
ulaireSur la �gure 4.10, la vitesse débitante est identique à 
elle des simulations pré
édentes, mais la
oe�
ient de di�usion est plus grand. On 
onstate que, 
omme l'on pouvait s'y attendre, la di�usionmolé
ulaire modi�e le 
hemin de sortie. En parti
ulier, le 
hemin KM s'éloigne de l'axe GW lorsquele 
oe�
ient de di�usion augmente. Sur la �gure à gau
he, on 
onstate qu'e�e
tivement l'avant dudépla
ement est 
ara
térisé par une proportion de So plus grande que pré
édemment (voir �gure4.9 à droite en bas).
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 Fig. 4.10. Diagramme ternaire et 
on�guration des �uides d'une simulation pour un système mixtehyperbolique-elliptique. Les paramètres sont : u0 = 16.10−4, D0 = 2.10−4, Pe = 1024.E�ets inertielsSur la �gure 4.11, nous avons fait varier le nombre de Reynolds4 (Re) en gardant le nombre dePé
let (Pe = 1024)
onstant. On 
onstate que les e�ets inertiels ne se traduisent sur le diagrammeternaire que par l'extension du 
hemin HI. Ce 
hemin 
orrespond sur les pro�ls de saturations àune os
illation de l'interfa
e entre les phases o et g d'amplitude 
roissante ave
 Re. Il est assezsurprenant de 
onstater sur le diagramme que les os
illations des saturations So et Sg 
orrespondentà un 
hemin qui s'aligne suivant les 
ourbes de raréfa
tion. En e�et, on aurait pu s'attendre à 
e queles prédi
tions théoriques ne soient plus valables, dans la mesure où les 
onditions de lubri�
ationne sont plus respe
tées.Remarquons aussi que les e�ets inertiels ne jouent pas un r�le important à l'avant du nez,bien que les gradients de vitesses à 
et endroit ne soient plus for
ément négligeables par rapportaux e�ets visqueux. Le(s) 
ho
(s) en aval du dépla
ement ne dépend(ent) don
 pas du nombre deReynolds.Remarquons aussi que l'on aurait pu avoir des instabilités de type Kelvin-Helmholtz dans notresystème. En e�et, un 
ertain nombre d'études analytiques (voir par exemple [100, 63, 77℄) montrentqu'un é
oulement uniforme 
omposé de deux �uides de vis
osités di�érentes est toujours instablequel que soit le nombre de Reynolds. Il semble 
ependant que 
es e�ets ne soient pas su�sammentimportants pour être observés dans le 
as présent : les taux de 
roissan
e de telles instabilités sontsans doute trop faibles5. Nous reviendrons sur 
e type d'instabilité dans la troisième partie de 
emémoire, dans le 
as plus simple du dépla
ement de deux �uides mis
ibles.4Le nombre de Reynolds dans les simulations pré
édentes était Re = 4.5Il est également probable que dans notre 
as, la di�usion molé
ulaire diminue le taux de 
roissan
e de 
e typed'instabilité.
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Fig. 4.11. Diagrammes ternaires pour des systèmes ayant des paramètres identiques à 
eux de lasimulation de la �gure 4.5, mais ave
 un nombre de Reynolds 
roissant.
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 Fig. 4.12. Diagramme ternaire et 
hamp de 
on
entrations d'un système M = 1, Λ = 2 à l'instant
t = 724000. Les paramètres sont : u0 = 16.10−4, D0 = 5.10−5, Pe = 4096 et Re = 4.Autres rapports de vis
ositésJusqu'à présent, nous n'avons étudié que deux 
ouples de paramètres (M = 1,Λ = 0.1) ou

(M = 1,Λ = 10) représentatifs de notre système. Dans 
ette se
tion, nous allons montrer quelquessolutions obtenues ave
 des paramètres di�érents.La simulation présentée sur la �gure 4.12 a été réalisée pour des rapports de vis
osités (M =

1,Λ = 2). Pour 
es valeurs, une région elliptique se développe également. On remarquera quedans 
e 
as, il n'y a plus la petite région hyperbolique aux alentours du point W . Dans de telles
onditions, on observe que la solution est similaire à la pré
édente. Le 
hemin 
ommen
e par uneonde de raréfa
tion. A un point donné, il quitte 
e 
hemin par l'intermédiaire d'un 
ho
 pour allerdans la zone elliptique. La sortie de 
ette région se fait par l'intermédiaire d'un 
hemin parallèle àl'axe GW . On notera que l'avant du doigt se dépla
e à une vitesse (Σ ∼ 1.55) légèrement inférieureau 
as pré
édent. Le système se 
omporte don
 de façon très similaire au 
as M = 1 et Λ = 10.Remarquons également que pour 
ette solution, il n'y a pas de 
hemin HI 
e qui semble suggérerque les e�ets du nombre de Reynolds sont moins importants (
f. �gure 4.11 pour Re = 4).Un 
as parti
ulier intéressant est le 
as M = Λ. En e�et, dans un tel 
as les vis
osités de g etde o sont identiques. Ainsi les phases g et o se 
omportent 
omme dans un mélange passif. On peutvoir sur la �gure 4.13 qu'il existe une 
ourbe dégénérée et que la région elliptique se réduit à unesimple 
ourbe. Il n'y a don
 pas d'état uniforme situé dans une région elliptique. Le problème destabilité ne se pose don
 plus. La �gure 4.13 montre également la solution, similaire aux solutionspré
édentes.Stabilité d'un état uniformeDans 
ette se
tion nous allons nous intéresser à la stabilité d'un état uniforme de notre système.Nous avons vu en e�et dans le 
hapitre 1 qu'un tel état devrait être instable lorsqu'il est situé dansla zone elliptique. Le taux de 
roissan
e est alors proportionnel au nombre d'onde : σ ∝ k.
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 Fig. 4.13. Diagramme ternaire et 
hamp de 
on
entrations d'un système M = 3, Λ = 3 à l'instant
t = 724000. La 
ourbe en gras (reliant GW à OW ) 
orrespond à une zone de dégénéres-
en
e. Les autres paramètres sont : u0 = 16.10−4, D0 = 5.10−5, Pe = 4096 et Re = 4.Pour étudier un système uniforme suivant la dire
tion de l'é
oulement nous avons utilisé des
onditions aux limites périodiques pour les 
hamps de vitesses et de 
on
entrations. Dans les simu-lations présentées jusqu'i
i, nous utilisions des 
onditions de débit imposé à l'entrée. Il en résultaitun gradient de pression dans notre système, 
e qui est in
ompatible ave
 des 
onditions aux limitespériodiques selon l'axe des x. Pour obtenir un système parfaitement périodique, la méthode utiliséei
i 
onsiste à appliquer une for
e volumique uniforme à l'équation de mouvement du �uide. Unetelle méthode permet d'imposer une pression uniforme, tout en produisant les mêmes e�ets qu'ungradient de pression uniforme.Dans de telles 
onditions, il est don
 possible d'étudier l'évolution d'un état uniforme perturbéharmoniquement. La �gure 4.14 montre deux 
on�gurations à des temps di�érents d'un tel système.Dans 
ette simulation, nous avons perturbé harmoniquement les deux interfa
es. On 
onstate sur
ette �gure qu'une telle 
on�guration est e�e
tivement instable. Le 
hemin 
orrepondant à la so-lution s'élargit de plus en plus. Notons également qu'une partie du 
hemin �nit par sortir de larégion elliptique. Si on prend un état de base en dehors d'une zone elliptique (en prenant Λ = 0.1par exemple), 
ette instabilité n'est pas observée.Il a été assez di�
ile de déterminer un taux de 
roissan
e de 
ette instabilité. En e�et, les
ourbes des saturations en fon
tion du temps sont di�
ilement ajustables ave
 une exponentielle
roissante. Cette di�
ulté semble provenir du 
ara
tère fortement non-linéaire de l'instabilité6.Elle provient également du fait que le déphasage entre les deux interfa
es varie au 
ours du tempsalors que l'analyse de stabilité linéaire prévoit un déphasage 
onstant. Pour déterminer le tauxde 
roissan
e des saturations Sg et Sw, nous avons e�e
tué une régression linéaire de la 
ourbe

ln(Si(t)) sur l'intervalle de temps pour lequel 
elle-
i paraissait linéaire. Ce 
ritère subje
tif permetnéanmoins d'étudier la variation du taux de 
roissan
e en fon
tion du nombre d'onde. Les 
ourbesdes taux de 
roissan
e normalisés en fon
tion du nombre d'onde normalisé sont tra
ées sur la �gure4.15. Un 
omportement linéaire est observé aux petits nombres d'onde (grandes longueurs d'ondes).6La perturbation ne reste pas harmonique sur des temps assez longs.



4.2 Cas mixte hyperbolique-elliptique 137

O

G

WO

G

WO

G

W

0 1000 2000
0

100

127

 

 

0.25 0.25

0.25 0.25 0.25

0.75 0.75 0.75

0.75 0.75 0.75

O

G

WO

G

WO

G

W

0 1000 2000
0

100

127

 

 

0.25 0.25

0.25

0.25 0.25

0.75 0.75
0.75

0.75 0.75 0.75

Fig. 4.14. Diagramme et 
on�guration d'un état uniforme dans la zone elliptique, perturbé harmo-niquement. En haut, le temps est 
ourt : t = 40000, la perturbation est peu développée.En bas, le temps est long t = 720000, la perturbation est développée et n'est plus harmo-nique. Les paramètres sont : M = 1, Λ = 10, D0 = 5.10−5 et u0 = 15.10−4. La longueurd'onde de la perturbation est λ = 1024.Ce
i est en a

ord raisonnable ave
 notre analyse prédisant un taux de 
roissan
e variant 
omme
σ ∝ k pour les grandes longeurs d'ondes. Toutefois, les taux de 
roissan
e ne se 
omportent pas
omme prévu. En e�et, aux grandes longueurs d'onde, on mesure σg = 0.37 ku0 et σw = 0.14 ku0alors que l'analyse de stabilité linéaire prévoit i
i : σg = σw = 0.30. Cette di�éren
e est sans doutedue au déphasage non-
onstant entre les deux interfa
es.Ce résultat montre qu'un état uniforme dans la zone elliptique est instable aux grandes lon-gueurs d'ondes. Il faut noter que dans la littérature, les études de stabilité de �uides strati�és (sanstension de surfa
e) ont montré que la présen
e de termes inertiels était né
essaire pour qu'une telle
on�guration soit instable [50, 51℄. Une analyse de stabilité linéaire aux grandes longueurs d'onde(voir par exemple [63, 50, 13℄) montre que le taux de 
roissan
e σ des instabilités dues aux e�etsinertiels devrait se 
omporter 
omme : σ ∝ k2. Les e�ets inertiels sont don
 négligeables par rapportà l'instabilité due à l'ellipti
ité (dont le taux de 
roissan
e est σ ∝ k) aux grandes longueurs d'onde.Il est assez surprenant que 
ette instabilité de trois �uides 
on�nés soit aussi rarement men-
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Fig. 4.15. Taux de 
roissan
e (normalisé) de la saturation Sg (à gau
he) et Sw (à droite) enfon
tion du nombre d'onde normalisé kb = 2πb/λ, où b est la largeur de la 
ellule. Lespoints noirs 
orrespondent aux résultats des simulations. Les droites 
orrespondent àune régression linéaire sur les premiers points : σg/u0 = 0.37 k et σw/u0 = 0.14 k.tionnée dans la littérature, elle a pourtant été étudiée analytiquement par Li7 [63℄. Cette instabilitéqui peut s'interpréter physiquement par un 
ouplage entre les deux interfa
es est souvent ignorée,notamment par Joseph et al. [51℄ qui extrapole le 
as à trois �uides à partir de 
elui à deux. La�gure 4.16 extraite de [51℄ montre ainsi la superposition, en géométrie 
ylindrique, de deux 
on�gu-rations 
on
entriques de deux �uides (voir �gure du bas), qui produit un é
oulement 
on
entriquede trois �uides (voir �gure du haut). Or, un é
oulement uniforme à deux �uides est instable à
ause des e�ets inertiels. Dans un é
oulement triphasique, lorsque le système est dans une régionelliptique, les e�ets inertiels deviennent négligeables aux grandes longueurs d'ondes. L'instabilitéprédominante est don
 
elle due à l'ellipti
ité. Par 
onséquent, un système 
omposé de trois �uidess'é
oulant 
on
entriquement peut être instable sans que 
elui à deux �uides le soit. Nous avonstenté d'observer expérimentalement 
e type de système en géométrie 
ylindrique8. Pour 
ela, nousavons réalisé un montage dans lequel on inje
te trois �uides 
on
entriques de vis
osités di�érenteset de même densité dans un tube. Dans un tel système, nous avons e�e
tivement 
onstaté uneinstabilité lorsque l'épaisseur du �uide intermédiaire était su�samment min
e (voir �gure 4.17).

7L'appro
he de Li est un peu di�érente de la n�tre. Elle se fonde sur un développement aux grandes longueursd'ondes des équations d'Orr-Sommerfeld. L'ordre le plus bas du développement est 
ependant l'équation de 
onser-vation.8Expérimentalement, il est beau
oup plus simple d'inje
ter trois �uides 
on
entriques dans un tube que dans une
ellule de Hele-Shaw.
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Fig. 4.16. Extrait de Joseph et al. [51℄. En géométrie 
ylindrique, le système de trois �uides peutprésenter des régions elliptiques. Par 
onséquent, un système à trois phases peut se
omporter de façon radi
alement di�érente d'un système à deux phases.

Fig. 4.17. Expérien
e d'é
oulements de trois �uides 
on
entriques de vis
osités di�érentes. Les�uides 
entral (vert) et extérieur (jaune) ont la même vis
osité. Le �uide intermédiaire(rouge) a une vis
osité 15 fois inférieure. Une analyse de 
onservation montre qu'un telsystème est elliptique, et don
 instable aux grandes longueurs d'ondes.
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Chapitre 5
Con
lusion - Perspe
tives

Dans 
ette partie nous avons étudié un système permettant de modéliser des é
oulements de�uides dont la loi de vis
osité est non-monotone. L'appro
he utilisée 
onsiste à les assimiler à desé
oulements de �uides 
on
entriques en 
ou
hes. Nous avons vu que 
e type d'appro
he permet unedes
ription par un système d'équations de 
onservations.Il s'est avéré que dans 
ertaines 
onditions (�uide intermédiaire moins visqueux et de faibleépaisseur), le système d'équations devient elliptique. L'intérêt de 
e type de système devient alorsplus vaste dans la mesure où, analytiquement, il n'existe pas de théorie permettant de prévoir lasolution de tels sytèmes.Les résultats numériques ont montré que le système est e�e
tivement plus fa
ilement interpré-table dans le 
as purement hyperbolique que dans le 
as mixte. En e�et, dans 
e dernier 
as, lesystème semble briser un grand nombre de fois les hypothèses majeures de notre modèle (hypo-thèses de lubri�
ation), rendant ainsi la solution très di�
ilement prédi
tible. Pour 
omprendre lemé
anisme de séle
tion de la solution, un élément important a été mis en éviden
e dans 
e 
hapitre.En e�et, il semble que pour un nombre de Pé
let donné, le système 
hoisisse un 
hemin parti
ulierdans la zone elliptique, qui reste �xe dans le temps, et ne dépend pas des 
onditions d'inje
tion.Ce résultat est d'autant plus étrange que nous avons montré qu'un système ne peut pas demeurerdans une région elliptique sans être sujet à des instabilités. Pour poursuivre la 
ompréhension de
e système, il paraît né
essaire de se 
on
entrer sur les mé
anismes de séle
tion de l'avant du doigtde dépla
ement (i.e. du 
hemin stationnaire dans la région elliptique). Une appro
he possible pouraméliorer la modélisation du système pourrait 
onsister à 
al
uler les 
orre
tions aux équationsde lubri�
ation dans les fon
tions de �ux des trois phases, en prenant en 
ompte les e�ets de ladi�usion molé
ulaire.Une piste qui me semble intéressante à explorer 
onsiste à faire le parallèle entre 
e type desystème et 
elui présenté dans le 
hapitre 1 
on
ernant le dépla
ement de deux �uides mis
ibles devis
osités di�érentes. Dans 
e type de système en partie étudié par P. Watzky [95℄ et Chen et al.[15℄, il apparaît également que la séle
tion de la solution du système d'équations de 
onservationsest liée à la stru
ture du nez du dépla
ement. Il est apparu que 
e nez (
e 
ho
) séle
tionne unevitesse parti
ulière qui dépend essentiellement du nombre de Pé
let (et du rapport de vis
osités)
omme dans notre 
as. Un fait notable à signaler est que la vitesse séle
tionnée dans 
e système



142 5. Con
lusion - Perspe
tivessemble 
oïn
ider ave
 
elle du doigt de notre système. La méthode d'appro
he 
onsistant à évaluerdes termes 
orre
tifs à la fon
tion de �ux semble également pertinente.Le dépla
ement de �uides mis
ibles à loi de vis
osité monotone apparaît nettement plus simpleque notre modèle de �uides à loi de vis
osité non-monotone. Il nous est don
 apparu judi
ieux derevenir sur 
e 
as, pour approfondir notre 
ompréhension de tels systèmes. Cette étude est le sujetde la troisième partie de 
e mémoire.



Troisième partie
É
oulements diphasiques 
on�nés





Introdu
tion
Dans 
ette partie, nous allons nous intéresser au dépla
ement d'un �uide par un autre mis
ibleet visqueux. Ce système a déjà été présenté dans le 
hapitre analytique de la partie pré
édente(voir Partie II, Chapitre 1, page 80). Dans 
e 
hapitre nous avons vu 
omment une appro
he detype �ondes 
inématiques� permettait de déterminer un ensemble de solutions a

eptables. Cette
on�guration à deux �uides, bien qu'elle soit plus simple à étudier, soulève des problèmes trèsintéressants, 
omme nous allons le voir. De plus, 
es problèmes présentent de très fortes similitudesave
 le 
as à trois �uides étudié pré
édemment. Nous verrons en parti
ulier (
f. Chapitre 1, page149) que la détermination de la solution de 
e problème semble être également 
onditionnée parl'avant du dépla
ement. Le retour sur une 
on�guration plus �
lassique� nous est don
 apparu utilepour améliorer notre 
ompréhension des é
oulements mis
ibles visqueux.Il 
onvient également de souligner que l'étude de 
e problème n'est pas en
ore a
hevée. Cettepartie ne présente don
 qu'un ensemble de résultats numériques, analytiques et expérimentauxpermettant d'aborder 
e problème. Ce type de 
on�guration ayant déjà fait l'objet d'un 
ertainnombre d'études, il est né
essaire de rappeler 
ertains résultats fondamentaux que l'on trouve dansla littérature et qui vont nous servir par la suite.Prin
ipaux résultats de la littératureLe dépla
ement visqueux de deux �uides mis
ibles a été étudié essentiellement dans deux géo-métries : la 
ellule de Hele-Shaw observée dans la tran
he et le tube 
ylindrique en symétrie axiale(voir �gure 1). Les équations dans une 
ellule de Hele-Shaw présentent l'avantage d'être fa
ilesà manier (équations de Stokes ou Navier-Stokes bidimensionnelles en 
oordonnées 
artésiennes).Il est par 
ontre plus di�
ile de réaliser expérimentalement 
ette 
on�guration. Pour 
ette rai-son, la 
on�guration en tube est toujours préférée dans les expérien
es. Les équations régissant
e système sont par 
ontre plus lourdes (équations de Navier-Stokes en 
oordonnées 
ylindriques).Cela explique que la première 
on�guration a été prin
ipalement le sujet d'études analytiques (voir[98℄ ou [76℄ par exemple) et numériques (voir [95℄ ou [75℄ par exemple). Par 
ontre, la 
on�gura-tion axisymétrique a été le sujet d'études analytiques ([100, 98℄), d'études numériques ([76, 15℄) etexpérimentales ([6, 72, 58℄). Nous ne présenterons que les prin
ipaux résultats.Ces deux 
on�gurations sont en fait très similaires et peuvent par 
onséquent être abordées parle même type d'appro
he. Nous avons vu dans la partie pré
édente qu'un tel système peut être
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u0

x

x

η1

η1

η2

η2

0

0Fig. 1. S
hémas d'un dépla
ement à vitesse débitante imposée u0 d'un �uide par un autre pourdeux 
on�gurations di�érentes. A gau
he : 
on�guration dans la tran
he d'une 
ellule deHele-Shaw. A droite : 
on�guration 
ylindrique.dé
rit (dans l'hypothèse de lubri�
ation) par une équation de 
onservation :
∂C

∂t
+

∂(f2d(C))

∂x
= 0 ou ∂C

∂t
+

∂(ftube(C))

∂x
= 0 (1)la quantité 
onservée étant la 
on
entration moyennée transversalement du �uide déplaçant C =

∫
c(x, y)dy ou C =

∫
c(x, r, θ)rdrdθ. Ce problème peut don
 en partie être traité par des ondes
inématiques. Il faut souligner que toutes les simulations et expérien
es e�e
tuées dans la littératureprennent pour 
ondition initiale (de type Riemann) :

C(x, t = 0) =







Cg = 1 si x < 0

Cd = 0 si x > 0
(2)Les solutions à 
e type de problème sont de natures di�érentes selon que M = η1/η2 < 3/2 ou

M > 3/2 (resp. 2 pour le tube). Dans le premier 
as, la solution est 
omposée d'une simple ondede raréfa
tion. Dans le se
ond 
as, la solution est du type :
Cg = 1

R−→ C∗

C−→ C∗

S−→ Cd = 0Nous avons vu alors que 
ette solution est 
omplètement déterminée par la 
onnaissan
e de C∗ ou,de façon équivalente, de la vitesse du 
ho
 Σ. Cette vitesse a été étudiée par Rakotomalala et al.[75℄ dans le 
as bidimensionnel et par Chen et Meiburg [15℄ dans le 
as du tube1. Cette vitesse estpro
he de la vitesse maximale du pro�l de Poiseuille (qui vaut 1.5 u0 pour le 
as bidimensionnelet 2 u0 pour le tube). Chen et Meiburg ont de plus montré que 
ette vitesse de 
ho
 dépend trèspeu du nombre de Pé
let. Elle ne dépend également que très faiblement du rapport de vis
osités2.La solution du problème ne semble don
 varier que très faiblement en fon
tion des paramètres du1Chen et Meiburg parlent essentiellement de vitesse de doigt sans utiliser le formalisme des ondes 
inématiques.2P. Watzky [95℄ a montré que 
ette vitesse varie de Σ = 1.6 u0 à 1.8 u0 lorsque le rapport de vis
osités varie de
M = 10 à 1000.



INTRODUCTION 147système. De plus, il faut souligner que dans leurs travaux, Chen et Meiburg n'ont pas de termesinertiels dans leur équation du mouvement (Re = 0). Ainsi, la similitude entre les deux types detravaux semble suggérer que la séle
tion de la vitesse du doigt n'est pas liée aux termes inertiels.On peut également rappeler un point important de la partie pré
édente : la vitesse de l'avantdu dépla
ement que l'on a observée dans le 
as triphasique (ave
 Λ = 10) est 
omparable à 
elledans le 
as diphasique (ave
 M = 10) : Σ ∼ 1.6 u0.Dans 
ette partie, nous nous proposons de poursuivre 
e type d'étude. Nous tenterons d'aborder
e problème d'un point de vue numérique, analytique et expérimental. Le 
hapitre 1 est 
onsa
réà l'étude numérique de la vitesse du 
ho
 dans di�érents régimes et 
onditions aux limites. Le
hapitre 2 résume su

in
tement une appro
he analytique permettant d'améliorer la des
ription enonde 
inématique pour pourvoir justi�er la présen
e d'un 
ho
 non-
lassique. Le 
hapitre 3 dé
ritdes expérien
es préliminaires d'é
oulements de deux �uides en géométrie 
ylindrique. Le 
hapitre4 présente la 
on
lusion et les perspe
tives de 
e travail.
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Chapitre 1
Résultats numériques
1.1 Position du problèmeDans 
e 
hapitre, nous allons étudier numériquement le 
as bidimensionnel. Le système est trèssimilaire à 
elui de la partie pré
édente. On 
onsidère la tran
he d'une 
ellule de Hele-Shaw delargeur b, dans laquelle s'é
oule un �uide de vis
osité η1 (la 
on
entration de mélange vaut C = 0).A l'instant initial, on inje
te à l'entrée un autre �uide de vis
osité η2 (la 
on
entration de mélangevaut C = 1). On impose une loi de vis
osité de mélange en fon
tion 
réneau :

η(C) =







η1 si C < 0.5

η2 si C > 0.5Les deux �uides sont don
 séparés par l'iso-
on
entration C = 0.5. La proportion d'inje
tion àl'entrée est variable et sera notée Cg. La 
ondition initiale est du type Riemann :
C(x, t = 0) =







Cg si x < 0

Cd = 0 si x > 0
(1.1)De plus, le 
hamp de 
on
entrations à l'entrée est maintenu 
onstant au 
ours du temps, ave


C(x = 0, t) = Cg. La vitesse débitante à l'entrée est imposée et égale à u0. Pour toute la suite de
ette partie, nous dé�nissons le nombre de Pé
let par Pe = u0b/D0 et le nombre de Reynolds par
Re = u0b/ν1.1.2 In�uen
e de la 
ondition d'inje
tionNous avons déjà évoqué dans l'introdu
tion de la partie pré
édente la solution numérique auproblème lorsque Cg = 1. Cette solution, étudiée antérieurement par P. Watzky [95℄, est montréedans la �gure 1.1 en fon
tion de la variable auto-similaire x/t. Comme nous l'avons dit pré
édem-ment, elle est 
omposée d'une onde de raréfa
tion (le pro�l est 
onfondu ave
 f ′(C)), d'une onde
onstante et d'un 
ho
 (de vitesse Σ = 1.62 u0). La partie pré
édente nous montre qu'il peut êtreinstru
tif de faire varier les 
onditions d'inje
tion.
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x/tFig. 1.1. Pro�l de saturation C en fon
tion de la variable auto-similaire x/t (normalisée par u0). La
ondition d'inje
tion 
orrespond à Cg = 1. Les points noirs 
orrespondent à la simulation.La 
ourbe rouge 
orrespond à la dérivée de la fon
tion de �ux. Les paramètres de lasimulation sont M = 10, u0 = 16.10−4, Pe = 4096 et Re = 10.La �gure 1.2 montre l'évolution du 
hamp de 
on
entrations pour une 
ondition d'inje
tion

Cg = 0.85. Sur 
ette �gure, on 
onstate que le saturation du �uide intérieur dé
roît de l'amont versl'aval. Cette dé
roissan
e semble 
orrespondre à une raréfa
tion (elle semble s'étaler). Nous verronsun peu plus loin que 
ette solution est e�e
tivement du type : Cg
R−→ C∗

C−→ C∗

S−→ Cd.On peut noter également un e�et de la 
ondition d'inje
tion à l'entrée de la 
ellule. Cet e�etd'entrée se 
ara
térise par une légère dé
roissan
e de la saturation. Cette dé
roissan
e se fait surune longueur 
ara
téristique 
onstante (d'environ une vingtaine de noeuds).Sur la �gure 1.3, nous avons utilisé les mêmes paramètres (M , D0, u0, Pe, Re), ave
 une
ondition d'inje
tion inférieure à la pré
édente Cg = 0.4. On 
onstate que l'évolution d'un telsystème est radi
alement di�érente. De gau
he à droite, la saturation dé
roît dans un premier tempssur une longueur qui reste 
onstante au 
ours du temps. La saturation devient ensuite uniforme (lesinterfa
es sont parallèles) sur une distan
e que l'on notera Lu, et qui 
roît au 
ours du temps. Cettesaturation semble ensuite se déstabiliser ave
 l'apparition d'os
illations. Ces os
illations saturentensuite en amplitude. La saturation devient à nouveau uniforme sur une 
ertaine longueur1 et setermine par le doigt.Sur la �gure 1.4 est représenté le diagramme spatio-temporel de la 
on
entration moyenne
orrespondant à 
ette simulation. Les fortes saturations sont représentées en 
lair. Les saturationsnulles sont en noir. La position (traje
toire) de l'avant du doigt est ainsi repérée par la 
ourbedélimitant la zone noire de la zone 
laire. Cette 
ourbe est une droite, la vitesse de l'avant du doigtest don
 
onstante. On 
onstate que la longueur Lu 
roît ave
 le temps, apparemment de façonlinéaire ave
 le temps. Les di�érentes raies blan
hes de largeur �nie 
orrespondent aux traje
toiresdes di�érents maxima de saturation. La dernière raie (en partant de la gau
he), 
orrespond à larégion uniforme pré
édant le bout du doigt. Celle-
i se distingue des autres par le fait que sa1Cette longueur semble 
roître également au 
ours du temps.



1.2 In�uen
e de la 
ondition d'inje
tion 151largeur augmente au 
ours du temps. Les autres extrêma semblent par 
ontre avoir une vitesse etune largeur 
onstante.Pour étudier plus quantitativement 
es solutions, nous avons tra
é sur la �gure 1.5 di�érentessolutions en fon
tion de la variable auto-similaire x/t, pour des 
onditions d'inje
tion di�érentes
Cg. Chaque 
ourbe représente une simulation e�e
tuée ave
 les mêmes paramètres. Il est assezremarquable de 
onstater sur 
ette �gure que toutes les parties aval des pro�ls de saturation sesuperposent exa
tement (hormis 
elle qui 
orrespond à Cg = 0.12). Cet ensemble de 
ourbes peutse diviser selon la valeur de Cg en trois sous-ensembles. On peut en e�et distinguer :Les inje
tions larges : elles 
orrespondent sur la �gure aux 
as Cg = 1 et Cg = 0.85. On
onstate que 
es deux solutions (si on ne tient pas 
ompte des e�ets d'inje
tion) sont du type
Cg

R−→ C∗

C−→ C∗

S−→ Cd, ave
 C∗ = 0.55 et Σ = 1.62 u0.Les inje
tions de largeur moyenne : elles 
orrespondent aux 
as Cg = 0.4, Cg = 0.5 et
Cg = 0.65 sur la �gure. Ces solutions sont 
ara
térisées par une zone de saturation uniforme (d'uneonde 
onstante), suivie d'os
illations d'amplitude plus ou moins importante. Ces os
illations seterminent par un ra

ord à l'onde 
onstante et au 
ho
 du 
as pré
édent. L'onde 
onstante a unesaturation C∗ = 0.55 et le 
ho
 a une vitesse Σ = 1.62 u0.Les inje
tions de largeur faible : 
e type de solution 
orrespond au 
as Cg = 0.12. Cettesolution ressemble fortement aux pré
édentes, sauf qu'elle ne se termine pas par une onde 
onstante,mais dire
tement par un 
ho
 de vitesse inférieure à 1.62 u0.On peut montrer (
f. partie pré
édente) qu'une appro
he du type ondes 
inématiques peut
onduire à des solutions du type représenté sur la �gure 1.6 :

Cg
C−→ Cg

R−→ C∗

C−→ C∗

S−→ Cd = 0 (1.2)Les inje
tions larges satisfont bien 
e type de solution. Les deux autres types de solutionssemblent être d'une toute autre nature. Notons que les 
onditions de lubri�
ation ne sont plussatisfaites sur toute la région os
illante. En e�et, la longueur d'onde de l'os
illation n'est pasin�niment grande puisqu'elle est de l'ordre de la largeur de la 
ellule b. Par 
onséquent, 
ette régioné
happe au 
adre de la théorie des ondes 
inématiques. On remarquera par 
ontre que l'avant dudépla
ement se termine par un 
ho
 de vitesse Σ = 1.62 u0 qui véri�e la 
ondition de Rankine-Hugoniot. Le 
as Cg = 0.12 se distingue par le fait que l'avant du doigt ne 
orrespond pas à unesaturation 
onstante. La relation de Rankine-Hugoniot n'est par 
onséquent pas valable.Il est important de signaler que des solutions du type (1.2) pour des valeurs de C∗ ∈ [0.14; 0.55]
onduisent né
essairement à des vitesses de 
ho
s supérieures à Σ = 1.62 u0.Il semble don
 que le système préfère �briser� les hypothèses de lubri�
ation plut�t que de 
hoisirune solution qui ne se termine pas par un 
ho
 de vitesse Σ = 1.62 u0. Il existerait don
 une vitesse(ou une largeur) intrinsèque au système qui 
onditionne la solution. Cette vitesse 
orrespond à 
elleétudiée dans la littérature dans le 
as d'un dépla
ement 
omplet (Cg = 1). Nous allons maintenantnous intéresser à l'in�uen
e des autres paramètres qui sont les nombres de Reynolds et de Pé
let.
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Fig. 1.2. Évolution du 
hamp de 
on
entrations en fon
tion du temps. La 
ondition d'entrée est
Cg = 0.85. Les paramètres sont : M = 10, u0 = 16.10−4, D0 = 5.10−5, Pe = 4096 et
Re = 1.
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Fig. 1.3. Évolution du 
hamp de 
on
entrations en fon
tion du temps. La 
ondition d'entrée est
Cg = 0.4. Les paramètres sont : M = 10, u0 = 16.10−4, D0 = 5.10−5, Pe = 4096 et
Re = 1.
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PSfrag repla
ements t
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LuFig. 1.4. Champ de 
on
entrations et diagramme spatio-temporel de la 
on
entration moyenne,pour la simulation de la �gure 1.3. En haut, le 
hamp de 
on
entrations est représentéen rouge, il 
orrespond au temps t = 484000. En bas, diagramme spatio-temporel de la
on
entration moyenne. Les fortes saturations sont représentées en 
lair. La ligne en bleu
orrespond au temps de la 
on�guration 
i-dessus (t = 484000). La longueur uniformeest notée Lu.
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onditions d'inje
tion di�érentes. Les paramètres de la simulation sont M = 10, u0 =

16.10−4, Pe = 4096 et Re = 1.
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Fig. 1.6. Exemple de solution du type : Cg
C−→ Cg

R−→ C∗

C−→ C∗

S−→ Cd = 0. La 
ourbe rouge
orrespond à la dérivée de la fon
tion de �ux.1.3 In�uen
e du nombre de ReynoldsDans 
ette se
tion, nous allons étudier l'in�uen
e du nombre de Reynolds sur le système. Rap-pelons que les études numériques de Reinelt et Sa�man et de Chen et Meiburg, faites à Re = 0 (enrésolvant les équations de Stokes), ont abouti aux mêmes vitesses de 
ho
 que nous. Par 
onséquent,on s'attend à 
e que la vitesse du 
ho
 ne varie pas ave
 Re. La �gure 1.7 montre deux 
li
hés desimulations ave
 Re = 2.56 en gardant les mêmes autres paramètres que les �gures 1.2 et 1.3. Sur
ette �gure, on 
onstate que la solution pour Cg = 0.85 ne 
hange pas, pour un même dépla
ementmoyen que dans la �gure 1.2 au temps t = 724000. La mesure de la vitesse du 
ho
 donne également
Σ = 1.62 u0. Par 
ontre, lorsque la 
ondition d'inje
tion est Cg = 0.4, on 
onstate une di�éren
enotable dans les os
illations alors même que la vitesse de l'avant du dépla
ement est identique.On 
onstate que les os
illations sont plus nombreuses et apparaissent un peu plus en amont dudépla
ement, aux environs de Lu ∼ 750, au lieu de Lu ∼ 800 pour Re = 1.1.4 In�uen
e du nombre de Pé
letChen et Meiburg ont montré que la vitesse du doigt de dépla
ement était indépendante dunombre de Pé
let. Toutefois, il faut rappeler qu'ils utilisaient une loi de vis
osité de type exponentiel.I
i, notre loi est en 
réneau. La vitesse du doigt ne semble pas dépendre de la loi de vis
osité.Il est par 
ontre possible que le 
oe�
ient de di�usion modi�e les os
illations éventuelles dusystème. La �gure 1.8 montre des simulations identiques à 
elles présentées sur la �gure 1.7, maisave
 un nombre de Pé
let plus important (Pe = 10240 au lieu de Pe = 4096). On 
onstate que le
hamp de 
on
entrations est modi�é pour Cg = 0.4. On remarque par exemple la présen
e d'une
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Fig. 1.7. Champ de 
on
entrations pour des 
onditions d'entrée Cg = 0.85 (à gau
he) et Cg = 0.4(à droite). Les paramètres sont : M = 10, u0 = 4.10−3, D0 = 125.10−5, Pe = 4096 et
Re = 2.56. A 
omparer ave
 les �gures 1.2 et 1.3 au temps t = 724000.
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Fig. 1.8. Champ de 
on
entrations pour des 
onditions d'entrée Cg = 0.82 (à gau
he) et Cg = 0.4(à droite). Les paramètres sont : M = 10, u0 = 4.10−3, D0 = 5.10−5, Pe = 10240 et
Re = 2.56. A 
omparer ave
 la �gure 1.7.re
ir
ulation à l'avant du doigt. Par 
ontre, il est assez remarquable que la ligne d'iso-
on
entrationseuil c = 0.5 soit quasiment identique sur les deux 
li
hés. La vitesse du doigt et sa largeur sontidentiques. Le nombre de Pé
let n'a don
 au
une in�uen
e sur �l'interfa
e� de notre système.Dans 
e 
hapitre, nous avons vu que le système diphasique présente des similitudes ave
 
eluitriphasique. En parti
ulier, nous venons de voir que la solution séle
tionnée est totalement 
ondi-tionnée par la vitesse du 
ho
 (ou sa largeur) à l'avant du dépla
ement. Les autres paramètresn'in�uen
ent que la manière d'arriver à 
e 
ho
. Nous avons vu qu'il existe deux façons d'arriverau 
ho
. La première solution, qui n'est possible que lorsque l'inje
tion à l'entrée est su�sammentlarge, arrive au 
ho
 par l'intermédiaire d'une onde de raréfa
tion. La se
onde, lorsque l'inje
tionest plus étroite, arrive au 
ho
 par l'intermédiaire d'os
illations. Pour les inje
tions très min
es, le�ux initial imposé à l'entrée est trop faible pour que le doigt se termine 
omme les autres inje
tions.La vitesse du doigt de dépla
ement est alors plus faible que les autres.La 
onséquen
e de 
ette étude est que, si l'on veut approfondir notre 
onnaissan
e de 
e système,il paraît né
essaire d'étudier en parti
ulier les phénomènes qui séle
tionnent 
ette taille du 
ho
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let 157(ou 
ette vitesse). D'un point de vue analytique, le premier problème qui se pose pour interpréterla séle
tion de 
e 
ho
 est qu'il est du type non-
lassique, à savoir qu'il ne véri�e pas la 
onditiond'entropie de Lax [61℄. Pour étudier 
e type de 
ho
, nous allons présenter une démar
he proposéepar Le�o
h [62℄ qui pourrait permettre de prévoir une séle
tion de Σ. Cette méthode 
onsiste àprendre en 
ompte dans l'expression de la fon
tion de �ux des termes dus au gradient de saturation.
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Chapitre 2Une appro
he analytique : systèmesdynamiques
Dans 
e 
hapitre, nous allons étudier une démar
he proposée par Le�o
h1 [62℄ qui permetd'améliorer notre des
ription en allant au-delà des simples ondes 
inématiques. Sa démar
he nousa paru intéressante 
ar elle montre 
omment, en prenant en 
ompte des ordres plus élevés d'unefon
tion de �ux 
ubique, on peut prévoir une séle
tion d'une vitesse de 
ho
 déterminée. Notonségalement que 
ette démar
he est appli
able essentiellement pour les fon
tions de �ux de type
onvexe-
on
ave ou 
on
ave-
onvexe. Elle semble adaptée à notre 
as dans la mesure où la fon
tionde �ux qui nous intéresse est justement de type 
onvexe-
on
ave (lorsque M > 3/2).Cette appro
he pourrait nous permettre de déterminer des vitesses de 
ho
 a

eptables. Mal-heureusement, nous n'avons pas en
ore réussi à aboutir par 
ette méthode au résultat es
ompté.La démar
he est présentée dans 
e 
hapitre 
ar, à mon avis, elle mérite d'être approfondie par destravaux ultérieurs.La méthode 
onsiste à aborder le problème par une appro
he du type système dynamique. Lasolution du problème peut être dé
rite 
omme une traje
toire hétéro
linique reliant l'arrière du
ho
 à l'avant. Nous ne présenterons i
i que très brièvement 
e type d'appro
he.Nous avons vu dans la partie pré
édente qu'une onde de 
ho
 était une solution dis
ontinuedont la dis
ontinuité se dépla
e à une vitesse 
onstante Σ. Une propriété intéressante du 
ho
observé dans notre système est qu'il est non-
lassique. Un 
ho
 est dit 
lassique lorsqu'il véri�ela 
ondition d'entropie de Lax. Pour un 
ho
 reliant l'état ug à l'état ud, la 
ondition d'entropie deLax s'é
rit :

f ′(ug) ≤ Σ ≤ f ′(ud)ou
f ′(ud) ≤ Σ ≤ f ′(ug)Le prin
ipe est de 
her
her des solutions sous la forme d'onde propagative 
ontinue, 
'est-à-direde la forme u(x − λt), où λ est la vitesse de l'onde. Une telle solution est 
ara
térisée par des1Voir notamment le Chapitre III intitulé Di�usive-dispersive traveling waves.
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Fig. 2.1. Exemple de 
ho
 se déplaçant à la vitesse λ et reliant l'état ug à l'état ud.gradients dé�nis. Il est né
essaire d'in
lure dans la fon
tion de �ux des termes tenant 
ompte dese�ets des gradients de u.Autrement dit, pour étudier un 
ho
 reliant un état ug à ud (voir �gure 2.1), nous 
her
honsdes solutions de la forme :
U(ξ) = u(x − λt) ave
 ξ = x − λt (2.1)ave
 



lim
ξ→−∞

U(ξ) = ug

lim
ξ→+∞

U(ξ) = ud

(2.2)Plus parti
ulièrement nous prendrons : ud = 0. La variable u(x, t) véri�e une équation de 
onser-vation :
∂u

∂t
+

∂F

∂x
= 0 (2.3)La fon
tion de �ux est prise de la forme :

F = f(u) + ǫ(u)
∂u

∂x
+ δ(u)

∂2u

∂x2
+ γ(u)

∂3u

∂x3
. . . (2.4)Cette dernière expression de la fon
tion de �ux peut se voir 
omme un développement (linéaire) dela fon
tion de �ux pour des gradients faibles (ou de grandes longueurs d'ondes). Il est possible demontrer que si l'on ne tient 
ompte que du terme d'ordre 1 (i.e en gardant le terme di�usif et ennégligeant les termes δ, γ...), l'ensemble des solutions de 
e type est 
onstitué uniquement de 
ho
sdu type 
lassique. Par 
onséquent, il est né
essaire de tenir 
ompte des termes au moins d'ordre 2pour dé
rire le 
ho
 qui nous intéresse. Dans la suite de 
e 
hapitre, nous nous intéresserons don
à l'équation :

∂u

∂t
+

∂f(u)

∂x
+

∂

∂x
(ǫ(u)

∂u

∂x
+ δ(u)

∂2u

∂x2
) = 0 (2.5)Un 
hangement de variable ξ = x − λt nous donne :

−λ
dU

dξ
+

df(U)

dξ
+

d

dξ
(ǫ(U)

dU

dξ
+ δ(U)

d2U

dξ2
) = 0 (2.6)
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Fig. 2.2. Détermination des trois points stables (ud, ua et ub) pour une fon
tion de �ux 
onvexe-
on
ave. La 
ourbe rouge représente la fon
tion de �ux f(U). La droite 
ontinue a pouréquation λU et les deux droites en pointillés λmU et λMU . On remarquera que f ′(ud) < λ,
f ′(ua) > λ et f ′(ub) < λ.En intégrant 
ette dernière équation sur l'intervalle [ξ,+∞[ , on obtient :

−λ(U − ud) + f(U) − f(ud) + ǫ(U)
dU

dξ
+ δ(U)

d2U

dξ2
= 0 (2.7)ave


lim
ξ→+∞

d2U

dξ2
= lim

ξ→+∞

dU

dξ
= 0 et ud = 0En dé�nissant la fon
tion g(U, λ) = f(U) − λU , 
ette dernière équation s'é
rit :

g(U, λ) − g(0, λ) + ǫ(U)
dU

dξ
+ δ(U)

d2U

dξ2
= 0 (2.8)Elle peut se mettre sous la forme ve
torielle :

d ~X

dξ
= ~K( ~X, λ) ave
 ~X =

(

U
dU
dξ

) (2.9)et
~K( ~X, λ) =

(
dU
dξ

− 1
δ(U)

[

g(U, λ) − g(0, λ) + ǫ(U)dU
dξ

]

) (2.10)Ainsi, pour une onde de vitesse λ donnée, la solution apparaît 
omme une 
ourbe intégrale dansl'espa
e des phases (U, dU
dξ ) partant d'un point ~Xg et se terminant en ~Xd. Ce type de 
ourbes'appelle une traje
toire hétéro
line. Les points de départ ~Xg, et d'arrivée ~Xd doivent être despoints d'équilibres :

lim
ξ→+∞

dU

dξ
= 0 et lim

ξ→−∞

dU

dξ
= 0D'après l'équation (2.9), 
es 
onditions impliquent2 : g(ug, λ) = g(ud = 0, λ) = 0. De plus, la
ourbe de �ux 
hange de 
ourbure. Comme elle est de type 
onvexe-
on
ave, lorsque la vitesse λ est2Cette 
ondition d'équilibre est identique à 
elle de Rankine-Hugoniot : f(ug) − λug = f(ud) − λud.
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omprise entre deux valeurs3 λm et λM , il existe deux solutions pour ug à l'équation g(ug , λ) = 0,
omme le montre la �gure 2.2. On les notera ua et ub (telles que ua < ub). Dans 
e 
as, on a deplus :
f ′(U = 0) < λ (2.11)

f ′(U = ua) > λ (2.12)
f ′(U = ub) < λ (2.13)Pour une vitesse de 
ho
 donnée λ, il existe deux valeurs possibles pour ug pouvant être reliées àl'état ud = 0 par un 
ho
 :

• un 
ho
 reliant ua à ud. Ce 
ho
 est du type 
lassique 
ar : f ′(ua) > λ > f ′(ud).
• Un 
ho
 reliant ub à ud. Ce 
ho
 est du type non - 
lassique 
ar : λ > f ′(ub) et λ > f ′(ud).Le 
ho
 qui nous intéresse est évidemment le se
ond puisqu'il est non-
lassique. Le�o
hdémontre, dans le 
as parti
ulier d'une fon
tion de �ux 
ubique et pour des 
oe�
ients

ǫ et δ 
onstants, qu'il existe une traje
toire hétéro
line reliant ub à ud pour une valeurde la vitesse λ bien déterminée. En d'autres termes, un 
ho
 ne peut être de typenon-
lassique que pour une vitesse bien déterminée. Une démar
he équivalente nouspermettrait de déterminer la vitesse du 
ho
 séle
tionnée. Mais, une telle étude né
essitela 
onnaissan
e des fon
tions ǫ(u) et δ(u) (et surtout de leur signe). Ces deux 
oe�
ients peuventêtre 
al
ulés par un développement aux grandes longueurs d'ondes (aux faibles gradients). Nous neprésenterons pas i
i en détail 
e type d'analyse. Le prin
ipe est de développer asymptotiquement leséquations de Orr-Sommerfeld en fon
tion du gradient de saturation. Ce type d'analyse a été utilisépar exemple par Yih [9, 100, 64, 13℄. Dans notre 
on�guration (ave
 M = 10), un tel développementdonne :
• un 
oe�
ient ǫ(u) qui est proportionnel au nombre de Reynolds. Ce 
oe�
ient est négatifpour u . 0.5 et positif sinon.
• Un 
oe�
ient δ(u) qui ne dépend pas du nombre de Reynolds, il est toujours positif.A partir des signes de 
es 
oe�
ients, on peut étudier la stabilité de 
ha
un des points d'équilibresen étudiant les valeurs propres de la matri
e d ~K

d ~X
. Le résultat d'une telle étude (illustré sur la �gure2.3) montre que :

• les points ud = 0 et ub sont toujours des points selles.
• le point ua est un point instable si ǫ(ua) < 0, 
e qui 
orrespond à ug . 0.5, et stable sinon.Pour déterminer la solution d'un 
ho
 non-
lassique, il est don
 né
essaire de trouver la valeur de

λ pour laquelle il existe une traje
toire reliant un point selle à un autre.Cette étape est di�
ile à mettre en oeuvre du fait de la forte non-linéarité des 
oe�
ients
ǫ(u) et δ(u). La détermination d'une traje
toire hétéro
line entre deux points est également unproblème di�
ile né
essitant des méthodes numériques assez 
omplexes. Dans le 
as de Le�o
h,
ette démar
he a été fru
tueuse du fait de la simpli
ité de la fon
tion de �ux et des 
oe�
ients(qui sont 
onstants). Dans notre 
as, nous n'avons pas réussi à déterminer l'existen
e d'une telletraje
toire et don
 la stru
ture du 
ho
. Toutefois, 
ette méthode nous permet de justi�er l'existen
e,dans 
ertains problèmes, de 
ho
s �non-
lassiques�, 
omme 
elui que nous avons observé.3Dans notre 
as, il existe deux solutions si λ ∈ [1.5; 2.1].



163

PSfrag repla
ements
U

ua ubud

dU
dξ

Fig. 2.3. Exemple de traje
toire hétéro
line reliant l'état ub à l'état ud. Les points ub et ud sontdes points selles et ua est un point instable.
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Chapitre 3
Appro
he expérimentale

Le dernier 
hapitre de 
ette partie (et de 
e mémoire) est 
onsa
ré à la présentation de tra-vaux expérimentaux préliminaires sur l'étude d'un é
oulement diphasique, mis
ible et 
on�né. Lamotivation initiale de 
es travaux était d'étudier les propriétés du doigt de dépla
ement lorsquele �uide moins visqueux o

upe partiellement la surfa
e d'inje
tion à l'entrée de la 
ellule, 
ommele montre l'inje
tion s
hématisée des deux �uides de la �gure 3.1. Pour des raisons de fa
ilité deréalisation, nous avons 
hoisi une géométrie 
ylindrique. Notre intérêt s'est également porté surl'étude de l'instabilité observée aux temps longs.Dans la littérature, il existe un grand nombre d'études analytiques de stabilité d'é
oulementsuniformes, strati�és et visqueux. Il est désormais 
onnu que de tels systèmes sont instables à 
ausedu 
ouplage entre l'inertie et le 
ontraste du taux de 
isaillement (voir par exemple [100, 38, 40,49, 50, 51, 13, 14℄). Toutefois, et de façon surprenante, nous nous sommes rendu 
ompte qu'ilexiste très peu d'expérien
es d'instabilités d'é
oulements 
on
entriques de deux �uides mis
iblesde même densité. Nous trouvons dans la littérature, pour des é
oulements en tube, des étudesd'instabilités ave
 tension de surfa
e et di�éren
e de densités [6℄. Pour les dépla
ements de �uidesmis
ibles, on trouve des expérien
es ave
 des e�ets de gravité [72, 60, 82℄. Il y a don
 toujoursun e�et supplémentaire stabilisant ou déstabilisant (gravité, tension de surfa
e) dans 
es expé-rien
es. Par 
onséquent, l'instabilité d'é
oulement due uniquement au 
ontraste de vis
osités età l'inertie n'a jamais été 
lairement étudiée. I
i, nous ne nous sommes pas uniquement intéres-sés aux temps 
ourts et à la stru
ture du doigt, mais également au régime développé dans lequelPSfrag repla
ements
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η1

η2

Fig. 3.1. S
héma d'un dépla
ement d'un �uide (o) par un autre (w) en inje
tion 
o
ourante. Lesdébits respe
tifs sont QO et QW .
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he expérimentalel'avant du doigt a disparu, mais des instabilités persistent. En
ore une fois, 
e 
hapitre a poursimple but de présenter les premiers résultats d'une étude qui fera l'objet de travaux à venir.
3.1 Des
ription du montage expérimentalLa �gure 
i-
ontre montre une photographie du dispositif expérimental réalisé.Le montage est 
onstitué d'un tube verti
al de rayon 1 cm, immergé dans une
uve pleine d'eau de se
tion re
tangulaire (pour des raisons d'optique). Oninje
te par le bas du tube les deux �uides de manière 
on
entrique (ave
 uninje
tuer 
entral de rayon 0.7 cm).Le �uide blan
 (noté o) est un mélange d'eau et de natrosol, utilisé pour varierla vis
osité du mélange. Le natrosol est un polymère qui présente l'avantage dene modi�er que très faiblement la densité du mélange, il est de plus Newtoniendans la gamme de vis
osités utilisée. Le �uide bleu (noté w) est de l'eau 
olorée.Sa densité est ajustée à 
elle de o (ave
 une pré
ision de 10−4 g.cm−3) enajoutant un sel de CaCl2 . Les deux inje
teurs sont alimentés par deux pompespéristatiques permettant d'imposer le débit de 
ha
un des �uides (variant entre
0 et 1 cm3.s−1). Comme un rapport de débits donné 
orrespond à une largeur du�uide 
entral uniforme (notée Ru sur la �gure 3.3), 
e montage nous permet don
d'imposer un débit total et une largeur de saturation de façon indépendante.La pro
haine se
tion a pour but de présenter les di�érents régimes observés.PSfrag repla
ements

QW
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3.2 Résultats expérimentauxLa �gure 3.2 montre deux 
li
hés di�érents. Le 
li
hé du haut représente une simulation dansla 
on�guration Hele-Shaw (2D). Le 
li
hé du bas représente une photographie de l'expérien
epour un temps assez 
ourt (∼ 30s). On 
onstate une grande similitude entre les deux 
li
hés, bienque les deux 
on�gurations ne soient pas les mêmes. Sur la photographie, on 
onstate qu'il seforme e�e
tivement un 
ho
. A l'arrière de 
e 
ho
, il se forme également une série d'os
illations
ara
téristiques.La �gure 3.3 montre, pour 
haque expérien
e, les deux grandes grandeurs mesurées : la distan
e
Lu sur laquelle la saturation est uniforme, et le rayon Ru de �uide intérieur (bleu) 
orrespondant à
ette région de saturation uniforme. Rappelons que la valeur de Ru est imposée par le rapport desdébits des deux �uides.Si on mesure la vitesse de 
e 
ho
 (i.e. la vitesse de l'avant du dépla
ement), on 
onstate qu'ellene dépend e�e
tivement pas du rayon d'inje
tion, elle vaut environ Σ ∼ 2.4 u0, où u0 est la vitesse
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Fig. 3.2. Exemple d'expérien
e en début d'inje
tion. A titre de 
omparaison, une simulation numé-rique est présentée. Bien que les 
on�gurations ne soient pas les mêmes (en tube pour lesexpérien
es et en 
ellule de Hele-Shaw pour les simulations), on 
onstate une similitudeassez remarquable. La 
on
entration de w a été représentée en rouge dans la simulation.Elle 
orrespond au bleu dans l'expérien
e.débitante. Les expérien
es semblent 
on�rmer les simulations 
on
ernant l'apparition d'un 
ho
 detaille et de vitesse prédéterminées.Une autre di�éren
e ave
 l'expérien
e vient du 
omportement de la longueur uniforme Lu. Nu-mériquement, on avait observé que Lu était 
roissante temporellement. On 
onstate expérimentale-ment que 
ette longueur augmente au 
ours du temps, jusqu'à atteindre une valeur asymptotique.Cette di�éren
e peut être due aux géométries di�érentes (Hele-Shaw ou 
ylindrique), mais elle s'ex-plique plus vraisemblablement par des simulations trop 
ourtes, ou par la présen
e d'un bruit dansles expérien
es qui entretiendrait les instabilités.Une étude de la longueur de stabilisation (Lu) en fon
tion des paramètres montre qu'elle nedépend pas du débit total. Elle dépend uniquement du rapport des débits des deux �uides (etdon
 de la largeur du pro�l initial) 
omme le montre la �gure 3.4. Sur 
ette �gure a été tra
ée lalongueur uniforme en fon
tion du rayon uniforme Ru pour des débit totaux di�érents (variant de
0.1 à 1 cm3.s−1). On 
onstate que tous les points se regroupent sur une même 
ourbe. La longueuruniforme dépend don
 uniquement du rapport des deux débits et pas du débit total.Un autre phénomène observé, et qui n'apparaît pas numériquement, est la formation de �
ha-pelets� pour 
ertaines 
onditions d'inje
tions (voir �gure 3.5). D'une manière très approximative, ilsemble que 
e type de régime apparaît lorsque le débit total est faible et que la largeur d'inje
tionde w (�uide 
entral bleu) est faible. Ce type d'instabilité ressemble étrangement à l'instabilité dite�jet - goutte� que l'on obtient lorsque les deux �uides sont immis
ibles (et don
 lorsqu'il y a unetension de surfa
e).Ces résultats expérimentaux préliminaires soulèvent des problèmes à mon avis très intéressants.Ils montrent en e�et que la largeur et la taille du doigt d'inje
tion semblent être séle
tionnéesde la même manière que dans les simulations numériques. Ils montrent de plus l'instabilité del'é
oulement uniforme. Cette instabilité, bien que prévisible analytiquement [38℄, n'avait jamaisété observée expérimentalement. En e�et, les expérien
es ave
 des �uides mis
ibles étaient toujoursstables [82, 72℄. Une propriété intéressante de 
ette instabilité est qu'elle peut parfois apparaître trèsloin de l'inje
tion (entre 1 cm et 90 cm). Un autre phénomène intrigant observé est l'apparitionde �
hapelets� qui n'ont jamais été observés à ma 
onnaissan
e dans des é
oulements de �uides
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Fig. 3.5. Formation de �
hapelets�. Les débits respe
tifs du �uide w et o sont : 0.03 cm3.s−1 et
0.20 cm3.s−1. Cette instabilité se forme à Lu = 15 cm en aval de l'inje
tion.
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ibles. Cette étude expérimentale est l'objet de travaux en 
ours. Il faut signaler également quedes tentatives d'expérien
es d'instabilités d'é
oulements triphasiques ont été réalisées sur le mêmetype de montage (voir Partie II, 
hapitre 4, �gure 4.17).
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Chapitre 4
Con
lusion

Dans 
ette dernière partie, nous nous sommes intéressés aux é
oulements 
on�nés diphasiques(mis
ibles), plus simples d'appro
he d'un point de vue analytique et expérimental. Cependant, lesétudes préliminaires e�e
tuées sur 
ette 
on�guration soulèvent un grand nombre de problèmes inté-ressants auxquels on ne s'attendait pas. Une étude beau
oup plus approfondie de 
ette 
on�guration�simple� semble être né
essaire pour améliorer notre 
ompréhension des é
oulements 
on�nés.Soulignons également qu'un système diphasique peut également obéir à un système d'équationselliptiques si on modi�e les 
onditions limites. Un exemple d'un tel système 
onsisterait à inje
terle �uide moins visqueux par l'extérieur, le deuxième �uide étant au 
entre (voir �gure 4.1 dans le
as à 2D). A une position donnée, l'iso-
on
entration c = 0.5 permet de distinguer trois phasesdi�érentes notées g, o et w, et le système se dé
rit alors ave
 le formalisme de la partie pré
édente.Un autre exemple de système de 
e type est 
elui étudié ré
emment par Chen et Meiburg [18℄.Un �uide est dépla
é par un autre entre deux plaques, dans le 
as où il existe initialement un�lm de �uide déplaçant aux parois. On 
onstate sur la �gure 4.2 qu'un tel système peut très biense dé
rire ave
 notre formalisme d'équations de 
onservations. La di�éren
e essentielle ave
 notresystème réside dans les positions des états de gau
he et de droite dans le problème de Riemann. Le
hemin sur le diagramme a pour point de départ un point en haut sur l'axe GW et se termine enbas sur l'axe OW . Notons que les auteurs n'ont étudié que le 
as purement hyperbolique.Une autre appli
ation 
on
erne également le 
as du dépla
ement d'un �uide par un autre, maisdans le 
as où le �uide déplaçant est désaxé. Un tel sytème est également des
riptible par un systèmede deux équations de 
onservations. L'analyse de stabilité linéaire d'un tel système a été faite parKliakhangler et al. [54℄. Il semble également intéressant dans 
e 
as-là d'étudier les solutions auproblème de Riemann.
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WFig. 4.1. Dépla
ement de deux �uides mis
ibles. Le �uide rouge (o) est inje
té par l'extérieur, le�uide bleu (w, g) étant au 
entre. En haut, le �uide rouge est plus visqueux que le bleu.En bas, le �uide rouge est moins visqueux. Ce système peut être dé
rit par un modèletriphasique, similaire au 
as M = 1 et Λ = 0.1 pour la simulation du haut et M = 1et Λ = 10 pour 
elle du bas. Les autres paramètres sont : u0 = 16.10−4, D0 = 5.10−5,
Pe = 4096 et Re = 4.
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O

G

WFig. 4.2. Dépla
ement de deux �uides mis
ibles ave
 une épaisseur de �uide inje
té pré-existanteà la paroi. Cette 
on�guration peut être dé
rite par un modèle triphasique. I
i, le �uiderouge (g, w) est moins visqueux que le bleu o. Cette 
on�guration est similaire au 
as
M = 1 et Λ = 0.1.
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Fig. 4.3. Dépla
ement d'un �uide mis
ible (blan
) par un autre (bleu) en 
ellule de Hele-Shaw.Lorsque le système n'est pas symétrique, il est dé
rit par deux variables indépendantes :
u1(x, t) et u3(x, t) qui sont les distan
es aux parois du �uide poussant. Les équations de
onservations de 
es deux variables peuvent devenir elliptiques.
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Con
lusion
Dans 
e mémoire nous avons abordé l'étude de plusieurs systèmes d'é
oulements 
on�nés. Dansla première partie, nous avons étudié le problème de l'étalement de la zone de mélange entre deux�uides dans un milieu poreux hétérogène. Nous avons essayé de 
omprendre l'in�uen
e d'éventuelleshétérogénéités de 
e milieu sur l'étalement du front de mélange, lorsque les deux �uides ont desvis
osités di�érentes. Nous avons observé deux 
omportements di�érents selon le rapport des vis
o-sités. Dans le premier 
as, lorsque le 
ontraste de vis
osités est stabilisant [85℄ ou passif [86℄, nousavons montré que le mélange moyen était de type di�usif. Dans 
e 
as-là, nous avons vu qu'il étaitpossible de prévoir quantitativement 
ette loi de mélange ma
ros
opique par un développementaux faibles perturbations. Dans le se
ond 
as, lorsque le 
ontraste de vis
osités est déstabilisant,nous avons observé un 
omportement de type 
onve
tif. Ce résultat est en a

ord ave
 la plupartdes autres études sur le sujet. Par 
ontre, nous n'avons pas observé de 
ouplage entre les e�etsvisqueux et les hétérogénéités. On aurait pu penser que les hétérogénéités ampli�ent fortement lavitesse d'étalement de l'instabilité de digitation. En fait, il est apparu qu'elles ne font qu'ajouterun terme supplémentaire au taux de 
roissan
e observé dans le 
as homogène. Nous n'avons pasobservé un éventuel 
hangement de régime dans les gammes de paramètres explorées. Ce résultatmérite d'être approfondi en élargissant la gamme des paramètres explorée.Cette étude pourrait se poursuivre dans plusieurs dire
tions. On pourrait étudier l'in�uen
ed'autres 
hamps de perméabilités. Comme autre exemple de distribution, on peut penser à un
hamp hétérogène anisotrope ou à une autre fon
tion de distribution, auto-a�ne ou fra
tale, quise trouve dans 
ertains milieux géologiques (dans les fra
tures par exemple), dans un tel 
hamp,on ne peut plus dé�nir une longueur 
ara
téristique de 
orrélation. La loi de mélange devrait don
être radi
alement di�érente de 
elles que nous avons observées.La méthode BGK permettant également de rajouter un terme de réa
tion 
himique dans l'équa-tion de 
onve
tion-di�usion, on pourrait poursuivre 
ette étude en étudiant des phénomènes dedissolution 
himique d'un milieu poreux. On pourrait également envisager d'étudier le mélanged'é
oulements d'un plus grand nombre de �uides.Dans la se
onde partie de 
e mémoire, nous avons étudié 
omment se 
omporte un dépla
ementde deux �uides mis
ibles dont la loi de vis
osité est non-monotone. Si 
e système peut paraîtredi�
ile à étudier, nous avons vu qu'une modélisation par un système triphasique non-mis
iblepermet de retrouver quantitativement la stru
ture du dépla
ement par des ondes 
inématiques[83℄.Il est apparu que dans les é
oulements triphasiques des phénomènes très intéressants physique-ment pouvaient se produire. Partant du 
onstat que le système d'équations de 
onservations pouvaitdevenir elliptique, nous avons analysé le 
omportement du système dans une telle situation. Nous
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lusionavons 
onstaté que 
elui-
i préfère rompre les 
onditions de lubri�
ation par une su

ession de
ho
s. De plus, le système 
hoisit un 
hemin parti
ulier pour entrer et sortir de la zone elliptique,qui semble être séle
tionné par le front avant de dépla
ement [87℄. De manière surprenante, 
etteséle
tion passe par un état au milieu de la zone elliptique. En e�et, on pouvait s'attendre à 
e que lesystème 
hoisisse un 
hemin 
ontournant 
ette région, 
ompte-tenu des observations d'instabilitésdans 
ette région. Nous avons en e�et mis en éviden
e un type d'instabilité rarement évoqué dansla littérature. Cette instabilité apparaît justement lorsque le système est uniforme dans la zoneelliptique. Elle n'est au
unement due aux e�ets inertiels 
omme l'on pourrait s'y attendre, mais àun 
ouplage entre les deux interfa
es.Notons également que des systèmes d'équations elliptiques apparaissent dans d'autres é
oule-ments 
on�nés. La poursuite de 
es travaux pourrait don
 se faire par l'étude d'autres systèmeselliptiques. Citons par exemple, la modélisation d'é
oulements triphasiques en milieu poreux et le
as d'un dépla
ement diphasique non-symétrique. Ils interviennent également dans des é
oulementsde plusieurs 
ou
hes de �lms min
es [55℄ ou bien dans les suspensions de billes bidisperses [7℄. Unapprofondissement analytique des solutions d'équations de 
onservations, ave
 une fon
tion de �uxtenant 
ompte des e�ets des gradients semble être une piste intéressante pour la 
ompréhension dusujet.Dans la troisième partie de 
e mémoire, nous avons 
ommen
é à étudier un système plus simpleque le pré
édent. Remarquant qu'il y avait de grandes similitudes entre le 
as triphasique et dipha-sique, nous avons dé
idé d'approfondir l'étude de 
e dernier. Nous avons ainsi établi numériquement(et également par des expérien
es préliminaires) qu'il y avait une séle
tion de la largeur du doigtet de sa vitesse. Nous avons montré que 
ette séle
tion était indépendante de la 
ondition d'inje
-tion, du nombre de Pé
let et du nombre de Reynolds. L'in�uen
e de 
es paramètres se manifesteuniquement dans la façon d'arriver à 
ette séle
tion. Nous avons également analysé quelques pistespermettant de rendre 
ompte de 
ette séle
tion. Une méthode possible serait de tenir 
ompte dansla fon
tion de �ux des gradients de saturations. En�n, nous avons 
ommen
é à étudier expérimenta-lement 
ette 
on�guration. Bien que 
e type de 
on�guration soit 
onnu pour être instable du fait dela variation du taux de 
isaillement et de l'inertie, il est apparu que le système reste stable sur unelongueur importante (jusqu'à 
inquante fois la largeur du tube). Nous avons également observé uneinstabilité similaire à 
elle dite �jet - goutte", qui à notre 
onnaissan
e, n'avait jamais été observéepour des �uides mis
ibles. Cette similitude ave
 les instabilités immis
ibles peut éventuellementfaire penser à la tension de surfa
e e�e
tive d'un mélange entre deux �uides mis
ibles prévue parKorteweg [56℄. L'étude du dépla
ement diphasique mérite des approfondissements futurs.
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