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Résumé

Ce travail présente quelques contributions a la modélisation et a la simulation de genese
de bassins sédimentaires.

Nous présentons tout d’abord les modeles mathématiques et les schémas numériques mis
en ceuvre a l'Institut Francais du Pétrole dans le cadre du projet Temis. Cette premiere
partie est illustrée a 'aide de tests numériques portant sur des bassins 1D/2D.

Nous étudions ensuite le schéma amont des pétroliers utilisé pour la résolution des équations
de Darcy, et nous établissons des résultats mathématiques nouveaux dans le cas d’'un
écoulement de type Dead-Oil. Nous montrons également comment construire un schéma
a nombre de Péclet variable en présence de pression capillaire. La encore, nous effectuons
une étude mathématique détaillée et nous montrons la convergence du schéma dans un cas
simplifié. Des tests numériques réalisés sur un probleme modeéle montrent que 1'utilisation
d’un nombre de Péclet variable améliore la précision des calculs.

Enfin nous considérons dans une derniére partie un modele d’écoulement ou les change-
ments de lithologie et les changements de courbes de pression capillaire sont liés. Nous
précisons la condition physique que doivent vérifier les solutions en saturation aux in-
terfaces de changement de roche et nous en déduisons une formulation faible originale.
L’existence d’une solution a ce probleme est obtenue par convergence d’un schéma vol-
umes finis. Des exemples numériques montrent I'influence de la condition d’interface sur
le passage ou la retenue des hydrocarbures.

Mots-clés : Bassins sédimentaires, Ecoulements en milieu poreux, Capillarité, Equa-
tions paraboliques non linéaires, Volumes finis.






Abstract

This work presents some results concerning the modelling and the simulation of sedimen-
tary basins.

We first describe the mathematical models and the numerical schemes used in the Institut
Francais du Pétrole within the framework of the Temis project. This first part is illus-
trated by numerical tests dealing with 1D/2D basins.

We then study an upwind scheme commonly used for the resolution of Darcy’s equations
and we establish new mathematical results for a Dead-Oil model. We also show how to
design a scheme with a variable Péclet number in presence of capillary pressure. Again,
we complete a mathematical study and we prove the convergence of the scheme for a sim-
plified case. Numerical tests achieved on a model problem show that the use of a variable
Péclet number improves the precision of the calculations.

Finally, in a last part, we consider a flow problem where the rock changes and the changes
of capillary pressure curves are coupled. We precise the physical condition that the so-
lutions in saturation must satisfy on the interfaces where the type of rock changes and
we deduce from this condition an original weak problem. The existence of a solution to
this problem is obtained by proving the convergence of a finite volume scheme. Numerical
examples show the effects of the interface condition on the capillary trapping.

Keywords :Sedimentary basins, Flows in porous media, Capillarity, Nonlinear PDE
of parabolic type, Finite volume methods.
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Chapitre |

Introduction

I.1 Exploration pétroliere et modeles numériques

L’exploration pétroliere vise a reconstituer 1’historique de formation des bassins
sédimentaires afin de détecter la présence d’hydrocarbures, de préciser leur localisation et
de détailler les especes présentes dans les réservoirs. La prospection s’appuie tradition-
nellement sur

e la géologie,

e la sismique réflection qui fournit des images 2D ou 3D du sous-sol sur plusieurs
centaines voire quelques milliers de metres de profondeur,

e les données de forage qui fournissent des informations sur I'age et la nature des
roches présentes, leurs porosités, leurs perméabilités, les pressions, les températures
régnant dans le sous-sol mais aussi, dans certains cas, des renseignements sur la
matiere organique et les hydrocarbures présents.

A partir de ces données, les géologues recensent les pieges, les réservoirs, les roches meres
potentiels et essaient d’élaborer des scénarios de formation des bassins qui s’inspirent, dans
certains cas, d’études antérieures.

Au cours des trente derniéres années, une meilleure compréhension de 1’évolution géologique
des bassins, des lois géochimiques de maturation de la matiere organique ainsi que des
phénomenes de migration ont permis de préciser les mécanismes de genese de bassins.
Pour les géologues, est alors apparue la nécessité de créer un outil capable d’intégrer
toutes ces lois physico-chimiques afin de synthétiser rapidement 1’ensemble des données
disponibles.

Le premier modele numérique de bassin sédimentaire a été introduit par Yiikler et Welte
en 1978 (Yiikler, Cornford & Welte 1978) sous une forme monodimensionnelle puis tridi-
mensionnelle en 1981 (Yiikler & Welte 1981). Depuis cette époque, la simulation de geneése
de bassin a connu un développement croissant.
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Chapitre I. Introduction

Toutefois, les connaissances en géologie, géochimie, géophysique, mécanique... semblent
encore trop imparfaites aujourd’hui si bien que les simulateurs actuels ne peuvent étre
utilisés comme des outils de prédiction fiables au cours des campagnes d’exploration. Ils
constituent plutét des outils de synthese permettant de tester la validité de certaines
hypotheses et de vérifier la cohérence des données.

1.2 Le modele Temis

A T'Institut Frangais du Pétrole, le premier modele complet de geneése de bassin date du
milieu des années 1980 (Ungerer, Bessis, Chenet, Durand, Nogaret, Chiarelli, Oudin &
Perrin 1984), (Ungerer, Doligez, Chénet, Burrus, Lafargue, Giroir, Heum & Eggen 1987),
(Ungerer, Burrus, Doligez, Chénet & Bessis 1990). Ce modele, nommé Temis, a été, depuis
cette époque, étendu a des bassins 3D et a subi de nombreuses évolutions aussi bien au
niveau du modele physique que des méthodes numériques mises en ceuvre (Schneider, Wolf,
Faille & Pot 2000a). Il comprend actuellement

e un module de calcul de la géométrie du bassin basé sur un algorithme de backstrip-
ping,

e une résolution couplée des équations de Darcy triphasique (eau + huile + gaz) et
des équations liée a la rhéologie du milieu poreux de type viscoélastoplastique,

e un module de calcul de la température basé sur la résolution de I’équation de la
chaleur ou sur la donnée d’un gradient géothermique.

Ce modele aboutit & un systeme d’équations couplées, non linéaires, instationnaires sur un
domaine hétérogene, anisotrope et dont la géométrie, variable au cours du temps, constitue
elle aussi une inconnue du probleme...

I.3 Amélioration des modeles et des schémas numériques
existants

Les équations du modele Temsis sont résolues a l'aide de schémas numériques de type
volumes finis centrés. Quelques-uns de ces schémas sont utilisés depuis de nombreuses
années dans des codes industriels développés pour la simulation de bassin ou de réservoir.
Cependant ils font ’objet de peu de résultats mathématiques dans des cas réalistes. Notre
objectif est donc ici d’étendre 1’étude des schémas existants a des modeles plus complexes.
Notre travail de recherche s’oriente essentiellement selon deux axes.

1. Vérifier que les schémas utilisés a I'heure actuelle présentent de bonnes propriétés
sur le plan mathématique : stabilité, existence et unicité de la solution discrete,
convergence et précision des calculs.

2. S’assurer que les schémas mis en ceuvre respectent la physique liée a la geneése de
bassins.
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Chapitre I. Introduction

Nous considérons donc, au début, des modeles de bassins simplifiés que nous enrichissons
progressivement par l'introduction de nouveaux phénomeénes physiques. A chaque fois
nous nous assurons que les schémas étudiés vérifient les objectifs énoncés ci-dessus.

Une premieére étude porte sur le schéma amont des pétroliers. Ce schéma est utilisé depuis
de nombreuses années pour la résolution des équations de Darcy en simulation de bassin
ou de réservoir. Sur le plan mathématique, de nombreuses études ont déja été publiées a
son sujet mais, dans la plupart des cas, elles n’integrent pas le terme de gravité ou alors
uniquement dans des cas monodimensionnels. Or, dans les bassins, la gravité est le moteur
principal de migration des hydrocarbures. Il est donc important d’intégrer ce terme dans
notre étude. Les résultats que nous présentons ont donné lieu a la publication d’un article
paru dans la revue Computational Methods In Applied Mathematics (Enchéry, Eymard,
Masson & Wolf 2002).

Nous nous intéressons ensuite aux effets capillaires qui jouent également un réle
prépondérant lors de la migration. Sur ce théme, notre travail se divise en deux parties.

Dans un premier temps, nous nous limitons a des lois ou les pressions capillaires ne
dépendent que des saturations. L’introduction des pressions capillaires fait alors ap-
paraitre un terme de diffusion dans I’équation de conservation hydrocarbure qui, sur le
plan numérique, peut étre utilisé pour contruire un schéma a nombre de Péclet variable.
Sur ce schéma, nous présentons quelques résultats mathématiques ainsi que quelques tests
numériques qui ont fait I’objet d’un second article en cours de rédaction (Enchéry soumis).

Nous considérons ensuite le cas ou les pressions capillaires sont a la fois des fonctions
dépendant de la saturation et de la variable d’espace. Cette dépendance en espace est
due aux changements de lithologies et permet de reproduire numériquement les pieges
capillaires. En effet certaines couches géologiques possédent une forte pression capillaire
d’entrée qui retarde voire, dans certains cas, bloque completement la progression des hy-
drocarbures, entrainant la formation de gisements.

Des tests numériques montrent que le schéma amont des pétroliers peut, dans ce cas, don-
ner une tres mauvaise estimation des réservoirs présents. L’introduction d’une nouvelle
condition d’écoulement au niveau des interfaces de changement de roche nous permet de
préciser les mécanismes de passage des hydrocarbures. A partir de la, nous construisons
un nouveau schéma en saturation qui satisfait cette condition et qui converge vers une
solution faible du probléeme.

Ces résultats ont fait également 1’objet d’un article, actuellement en cours de relecture
(Enchéry, Eymard & Michel soumis).

Tous les schémas étudiés, a 'exception du dernier, ont été intégrés et testés dans un pro-
totype reproduisant quelques-unes des fonctionnalités des simulateurs actuels.

La suite de ce document s’organise de la facon suivante.

e Le chapitre IT décrit les principaux phénomenes physico-chimiques qui contribuent
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a la formation d’un bassin et présente les modeles mathématiques qui ont été mis
en ceuvre dans le cadre du projet Temsis et, en particulier, dans le prototype.

Le chapitre III propose une discrétisation volumes finis des équations introduites
dans le chapitre précédent et présente quelques tests numériques réalisés avec le
prototype.

L’étude mathématique du schéma amont des pétroliers et du schéma a Péclet variable
est détaillée au chapitre IV.

Enfin les problemes mathématiques liés a la dépendance en espace des courbes de
pressions capillaires sont abordés au chapitre V.
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Chapitre 11

La modélisation de bassin
sedimentaire

Cette premiere partie est une présentation générale de la modélisation de genese de bassins
sédimentaires telle qu’elle est ou a pu étre mise en ceuvre dans le cadre du projet Temis.
Nous précisons, en particulier, les équations du modele utilisées pour la conception de
notre prototype.

Nous débutons ce chapitre par quelques généralités sur la formation des bassins
sédimentaires (§ II.1.1), le craquage des hydrocarbures et leur migration (§ II.1.2). Nous
revenons ensuite plus en détail sur les principaux phénomenes physico-chimiques qui inter-
viennent. Pour cela, nous commencgons par une description des roches et des écoulements
a 1’échelle du pore (§ I1.2.1), puis nous adoptons un point de vue plus macroscopique (§
I1.2.2) ou nous précisons les lois associées aux écoulements (§ 11.2.4), aux transferts ther-
miques (§ I1.2.5) et aux déformations du milieu poreux (§ II.2.6). Pour chacun de ces
phénomenes, nous présentons les modeles mathématiques associés (§ I1.2.3— 11.2.7). Enfin
nous précisons les différentes conditions aux limites et initiales possibles (§ I1.2.7).

II.1 Bassins sédimentaires et hydrocarbures

I1.1.1 Formation des bassins sédimentaires

Pour comprendre les mécanismes de formation des bassins sédimentaires, quelques rappels
sur la structure du globe terrestre sont nécessaires.

Notre planete se compose d’un certain nombre d’enveloppes concentriques et en partic-
ulier de ’asthénosphere et de la lithosphere qui sont les deux enveloppes les plus externes.
La premiere se situe a des profondeurs allant de 150 km a 700 km et la seconde de 0 a
150 km. La lithosphere est fragmentée en plaques se déplagant les unes par rapport aux
autres a des vitesses de l'ordre de quelques centimetres par an. Ces déplacements sont
dis a des mouvements de convection de matériaux en fusion au sein de I'asthénosphere.
Lorsque des mouvements de convection divergents apparaissent au dessous d’une plaque
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lithosphérique (voir figure II.1) ceci entraine un étirement de la plaque qui s’amincit,
voire se fragilise et se fracture. Il apparait alors une dépression, appelée aussi rift et des
matériaux a température élevée issus de ’asthénosphere peuvent remonter en surface. Ce
type d’affaissement est appelé subsidence tectonique. Le rift formé constitue une premiere
forme de bassin sédimentaire composé de zones hautes a sa périphérie et de zones basses au
centre. Les intempéries, le vent, les rivieres vont éroder les parties élevées et les produits
issus de ’érosion vont étre transportés par gravité, par le vent ou les cours d’eau et se
déposer au centre. Si I’étirement cesse, progessivement le rift va se combler et disparaitre.
On estime que la durée de vie d’un rift est de 'ordre de quelques millions voire quelques
dizaines de millions d’années. Il arrive parfois que le rift s’affaisse & nouveau par contrac-
tion thermique lorsque la lithospheére se refroidit suite a l'interruption de la remontée de
matériaux asthénosphériques chauds. On parle alors de subsidence thermique.

Parfois 1’étirement se poursuit jusqu’a la rupture complete de la lithosphere continentale
(voir figure I1.2). Des matériaux asthénosphériques peuvent alors faire surface dans une
zone appelée ride médio-océanique . Ces matériaux vont combler progressivement 1’espace
présent entre les deux plaques continentales et les éloigner I’'une de I’autre. Leur refroidisse-
ment entraine une subsidence thermique et ’apparition de dépressions. La jonction en-
tre les lithospheres continentales et océaniques, appelée aussi marge passive, constituent
généralement des zones de fortes dépressions et donc des bassins sédimentaires importants.
Sur ces marges, comme dans le cas précédent, des sédiments vont s’accumuler, puis étre
transportés vers les parties plus basses du bassin.

Nous avons donc essentiellement deux types d’environnement de dépot : un environnement
de type continental et un environnement de type marin. Suite aux variations du niveau de
la mer, un bassin peut connaitre différentes périodes d’immersion et d’émergence au cours
de son histoire et la nature des sédiments va évoluer en fonction de ’environnement de
dépot. Cette accumulation peut s’étendre sur plusieurs dizaines voire quelques centaines
de millions d’années et donne lieu, a ’age actuel, a des structures tres hétérogenes com-
posées de différents types de matériaux (ou lithologies ).

I1.1.2 Craquage et migration des hydrocarbures

Les hydrocarbures sont générés a partir d’une roche solide et insoluble appelée kérogene
dans laquelle de la matiére organique est piégée. Le kérogeéne se forme au cours des
dépots de sédiments a partir d’organismes plus ou moins altérés présents dans le milieu
de sédimentation (organismes autochtones) ou tranportés par des fleuves ou des courants
marins (organismes allochtones). Un certain nombre de conditions doivent étre réunies
pour qu'une accumulation de kérogene se produise. Tout d’abord la biomasse doit étre
importante sur le site de sédimentation ou a proximité. La matiere organique ne doit pas
avoir été transportée sur de trop longues distances de fagon a éviter toute altération ou
dispersion. Enfin 'environnement de dépét doit étre pauvre en oxygene de fagon a ce
que la matiere organique ne soit pas détruite pas des bactéries aérobies et que le carbone
ne disparaisse pas sous forme de COs. Une fois le dépot de kérogene formé, la roche est
recouverte par d’autres sédiments et s’enfonce progressivement a l’intérieur du bassin :
c’est la subsidence. Avec la profondeur la température des sédiments augmente. Ceci est
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rift

(a) : mouvements de convection au sein de ’asthénosphere.
(b) : remontée de matériaux asthénosphériques.
(c) : étirement de la plaque lithosphérique.

Figure I1.1: Etirement de la lithosphere continentale.

1ithpsphére marge
océanique passive

ride médio océanique

(d) : subsidence thermique.

Figure I1.2: Rupture de la lithospheére continentale et formation de la lithosphere
océanique.
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da a la présence de sources de chaleur présentes dans 1’asthénosphere et la lithosphere.
Sous leffet de la température le kérogene ”cuit” mais ne se consumme pas du fait de
I’absence d’oxygene. Apparaissent alors les premieres traces d’hydrocarbures liquides puis
gazeux, aux profondeurs plus élevées. Lorsque les quantités d’huile et de gaz générées
sont suffisament importantes, les hydrocarbures sont expulsées hors du kérogene mature
appelé aussi roche mere (voir figure I1.3). Cette expulsion est appelée migration primaire.
Sous l'effet de la pression du fluide, de la gravité et de la capillarité, ces hydrocarbures
vont migrer jusqu'a des pieges ou ils s’accumulent. Un piege se compose d'une roche
perméable, typiquement un sable, et d’une roche imperméable bloquant la progression des
hydrocarbures. Cette seconde étape constitue la migration secondaire. Enfin, il arrive
parfois que les hydrocarbures arrivent au bout d’un certain temps a franchir le piege pour
gagner d’autres zones d’accumulation ou parvenir en surface. On parle alors de migration
tertiaire ou de dismigration.

2. Migration secondaire
3. Migration tertiaire

Gaz [ socle ] Roche méere [ 1. Migration primaire

|| Huile E=3 Couverture === Faille

Figure I1.3: Migration des hydrocarbures

Dans le paragraphe qui suit, nous détaillons ces différents mécanismes et nous présentons,
a chaque fois, les modeles mathématiques qui leur sont associés.
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I1.2 La modélisation de bassins sédimentaires

11.2.1 Description microscopique d’une roche sédimentaire
Le réseau poreux

Une roche sédimentaire se compose d’un ensemble de particules minérales solides séparées
par des espaces vides, les pores. Ces particules peuvent étre de géométries tres variées. Par
exemple, pour les sables, il s’agit de grains aux formes arrondies tandis que les argiles ou
les marnes sont constituées d’'un empilement de feuillets. Des fissures peuvent également
apparaitre lorsque les roches sont soumises aux contraintes tectoniques.

D’une fagon générale, la porosité ¢ d’une roche est définie par

6= Volume de vide

~ Volume de solide”

Nous verrons au paragraphe § 11.2.2 comment définir plus rigoureusement cette notion.
En regle générale, la porosité diminue avec la profondeur. En effet, lorsqu’une roche
s’enfouit, la contrainte exercée en un point par les couches susjacentes augmente. Ceci a
pour effet un réarrangement des particules solides et une diminution de I’espace poreux.
C’est le phénomene de compaction. Si la roche s’enfouit encore plus profondément,
des phénomenes de compaction mécano-chimiques apparaissent suite a la dissolution-
reprécipitation des minéraux et entrainent une réduction supplémentaire de la porosité.
Une autre notion importante, dont nous aurons besoin par la suite, est celle de surface
spécifique, notée Sgpec et définie par

Surface totale des vides interstitiels

Sspec =

Volume total du milieu

Elle permet d’évaluer la surface de contact qu’offre un réseau poreux a un fluide qui circule
au travers. Elle est de I’ordre de 10° m?.m ™2 pour un gres fin et de I'ordre de 10® m?.m=3
pour une argile.

Intéractions entre les fluides et le milieu poreux

Dans un bassin sédimentaire, les pores sont en grande partie envahis par de ’eau. Au voisi-
nage des grains, des forces d’attraction moléculaires existent entre 1’eau et les particules
solides. Ceci se traduit par la présence d’une fine pellicule d’eau autour des grains appelée
eau liée et qui reste immobile. Ces forces d’attraction diminuent lorsque la distance entre
les molécules d’eau et les particules solides augmentent et donc en dehors de cette zone
d’attraction ’eau peut circuler. Méme si ces zones de retenue sont relativement fines, elle
réduisent le volume poreux disponible pour le déplacement des fluides. Ainsi, lorsque les
porosités sont faibles et les surfaces spécifiques importantes, la circulation des fluides est
plus difficile. C’est notamment le cas des argiles.

Des hydrocarbures peuvent également circuler & l'intérieur du réseau poreux (voir figure
I1.4).
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Figure I1.4: Réseau poreux

Ils peuvent étre de différentes especes et migrer sous une forme gazeuse ou liquide en
fonction des conditions de température et de pression. Il arrive parfois que certains hy-
drocarbures gazeux comme le méthane se dissolvent dans l’eau et se déplacent en solu-
tion dans cette phase (voir (Lamoureux-Var, Wolf, Schneider & Prinzhofer 1998)). Nous
n’aborderons pas ce probleme ici et nous considererons que le déplacement des hydrocar-
bures s’effectue uniquement en phase constituée, liquide ou gazeuse, indépendamment de
la phase aqueuse.

Dans la plupart des cas, ces trois phases sont supposées immiscibles. Cela signifie qu’une
tension superficielle existe au niveau de 'interface de contact entre deux phases. Con-
sidérons par exemple le cas de I'huile liquide et de ’eau et notons par v, , la tension su-
perficielle entre ces deux fluides. Elle correspond au travail a fournir pour élargir I'interface
de contact d’une unité de surface. De la méme fagon il existe une tension superficielle entre
I’eau (resp. I’huile) et une particule solide quelconque que nous noterons par Jsed (resp.
Ysed,o)- A Iéquilibre, ces grandeurs sont reliées entre elles par la loi de Young (voir figure
I1.5) donnée par

COS(H) _ Vsed,o — Vsed,w
Yw,o

ou 0 désigne 'angle de mouillage . En modélisation de bassin, il est généralement admis
(Schowalter 1979) que 0 < 6 < § autrement dit ’eau constitue la phase mouillante. Nous
admettons que c’est encore le cas en présence de gaz.

De part et d’autre de 'interface séparant deux phases, les pressions d’équilibre ne sont
pas les mémes. Cette différence est appelée pression capillaire . Si nous reprenons le cas
d’un écoulement eau-huile, nous avons

To,w = Po — Pw
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Roche R, Roche

Figure I1.5: Interface eau-huile dans un pore

ol Po, @ € {w, 0} désigne la pression de la phase a et m,,, la pression capillaire entre les
deux phases. La loi de Laplace établit que la pression capillaire est une fonction dépendant
a la fois de la tension superficielle v, ,, de I’angle de mouillage 6 et du rayon de courbure
r de l'interface eau-huile (voir figure I1.5), suivant la relation

2
oy = o 08(6), (1.1)

r

Nous constatons en particulier que plus le rayon de courbure est faible plus la pression
capillaire est importante. C’est par exemple le cas des roches a faible porosité.

En dehors des forces capillaires, une goutte d’hydrocarbure est soumise aux forces de
gravité et de pression du fluide environnant. Les hydrocarbures étant en général plus
légers que l'eau, la poussée d’Archimede constitue avec la capillarité un des principaux
moteurs au cours de la migration.

Origine des hydrocarbures

Dans la nature, le carbone évolue principalement selon un cycle biologique et météorique.
En effet, le CO- présent dans I'atmosphere permet, via la photosynthese, la formation de
végétaux qui eux-mémes participent a la constitution de la faune. Lorsqu’ils disparais-
sent, ces organismes vivants forment des résidus de matiére organique qui peuvent étre
directement réutilisés par leur milieu naturel ou se décomposer. En présence d’oxygene
cette décomposition, die a I’action de bactéries ou sous I'effet d’une oxydation météorique,
géneére du C'O4y qui retourne dans ’atmosphere.

Mais il arrive parfois que la matiere organique partiellement transformée par des bactéries
ne réintegre pas le cycle précédent et reste piégée dans des sédiments. Les quantités sont
relativement faibles : elles représentent en moyenne 1% de la masse des sédiments et
excédent rarement les 5%. En regle générale, ce sont dans des roches & grains fins et
peu perméables (typiquement des argiles et des marnes) que se trouvent les teneurs les

25



Chapitre II. La modélisation de bassin sédimentaire

plus élevées. La fraction de carbone présent sous une forme organique a l'intérieur des
sédiments constitue ce qu’on appelle le TOC (Total Organic Content). Cette fraction se
décompose en une fraction soluble (aux solvants organiques type chloroforme ou chlorure
de méthylene) appelée bitume et en une fraction insoluble appelée kérogene . Le bitume est
a la fois un mélange d’hydrocarbures et de produits lourds, les résines et les asphalténes,
formés de carbone et d’hydrogene mais aussi de soufre, d’azote et d’oxygene. Le kérogene
est la fraction la plus intéressante d’un point de vue pétrolier puisqu’il constitue en quelque
sorte la matiere premiere nécessaire a la génération des hydrocarbures. Comme pour le bi-
tume, sa composition est tres complexe et comprend des atomes de carbone, d’hydrogene,
et d’oxygene et parfois méme de soufre. En fait il existe différents types de kérogenes
classiquement divisés en trois catégories selon ’environnement de dépét.

Type I : Il est constitué essentiellement de bactéries issues de lacs évaporitiques ou de
lagunes. Ce type n’est pas tres fréquent mais peut produire jusqu’a 80 —90% de son
poids en hydrocarbures.

Type II : 1l s’agit 1a d’un kérogene tres courant composé de restes de phytoplancton
marin. Il peut parfois contenir de fortes proportions de soufre et produit jusqu’a
60 — 70% de son poids en hydrocarbures.

Type III : Ce type, également tres fréquent, correspond a des restes de végétaux
supérieurs. Son rendement est de 30 — 40%.

D’un point de vue chimique, nous observons une diminution de la proportion d’atomes
d’oxygene par rapport aux atomes de carbone (ratio O/C) et une augmentation de la
proportion d’atomes d’hydrogene par rapport aux atomes de carbone (ratio H/C') lorsque
nous passons des kérogenes de type I — I puis I1 — I11.

Au fur et a mesure de son enfouissement, le kérogéne va progressivement monter en
température du fait de la présence, a l'intérieur du bassin, d’un gradient thermique com-
pris entre 15 et 50 °C.km~!. Le kérogene subit alors une sorte de cuisson, une pyrolyse !
qui se déroule en trois temps. La premiere étape est la diagenese au cours de laquelle se
forment des composés mobiles riches en oxygene comme 1’eau, le COo, les résines et les as-
phaltenes. A ce stade aucun hydrocarbure n’apparait. C’est au cours de la seconde étape,
la catageneése , que ’essentiel des hydrocarbures se crée. Sous l'effet du craquage ther-
mique, les molécules organiques se transforment en hydrocarbures liquides. Les molécules
obtenues se cassent en chaines de plus en plus courtes avec 1’élévation de la température
pour donner du gaz humide et finalement un gaz sec. Nous passons alors successivement
de ce qu’on appelle la fenétre a huile, comprise entre 1000 et 3000 m de profondeur, a la
fenétre a gaz pour des profondeurs supérieures a 3000 m. Avec la formation de gaz, le
kérogene s’appauvrit énormément en hydrogene et un composé aromatique tres riche en
carbone, le pyrobitume , apparait dans la roche mere. Ce composé est insoluble, immobile
et s’apparente au coke. Au cours de la derniere étape, la métagenese , peu d’hydrocarbures
sont générés. Il se forme du méthane a partir des hydrocarbures existants et la proportion
de pyrobitume augmente. L’ensemble de ces réactions produisant les premiers hydrocar-
bures a l'intérieur de la roche mere constitue ce qu’on appelle le craquage primaire .

1A ne pas confondre avec une combustion qui a lieu en présence d’oxygene.
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Lorsque ces hydrocarbures ont été générés en quantité suffisante, ils sont expulsés hors
de la roche mere, passent dans le réseau poreux et commencent a migrer. Au cours de la
migration, la composition des hydrocarbures évoluent encore en fonction des conditions
de température et de pression. C’est le craquage secondaire.

11.2.2 Nécessité d’un changement d’échelle

Le paragraphe précédent nous a donné un apercu des principaux phénomenes physiques
intervenant a I’échelle du pore. Mais, pour décrire les écoulements et les déformations de
la matrice solide, nous devons nous placer a une échelle plus grande.

En effet, reprenons la définition de la porosité que nous avons introduite précédemment.
Si nous considérons un volume élémentaire de roche inférieur a la taille des grains ou des
pores, nous obtenons ¢ = 1 a l'intérieur d’un pore et ¢ = 0 sur une particule solide.
Autrement dit la porosité ne peut étre mesurée ni méme définie ponctuellement.

Une premiere fagon de définir la porosité consiste a travailler avec un Volume Elémentaire
Représentatif (VER) (voir (Bear 1972)) : la porosité en un point correspond alors a la
porosité moyenne sur un volume centré en ce point. Ce volume doit étre suffisament
grand pour regrouper plusieurs pores mais aussi suffisament petit pour ne pas perdre de
précision.

Une autre approche consiste & imaginer qu’en chaque point de 1’espace la porosité est la
réalisation d’un phénomene aléatoire (¢ = 1 si le point est dans un pore, ¢ = 0 sinon) et
de définir la porosité comme la moyenne des réalisations du phénomene en ce point.
Dans tous les cas, quelle que soit ’approche utilisée, les grandeurs physiques que nous
manipulerons par la suite correspondent a des grandeurs moyennées et les lois qu’elles
vérifient ne sont valables que sur un plan macroscopique. I1 a été établi que la loi de
Darcy (voir §1) relative & un écoulement monophasique au travers d’un milieu poreux
idéalisé, peut étre obtenue a partir des équations de Navier-Stokes écrites a 1’échelle du
pore puis réexprimées sur un VER (voir (de Marsily 1981)). Nous ne sommes toutefois pas
en mesure d’étendre cette étude a des milieux poreux de géométrie complexe car nous ne
connaissons pas suffisament ’ensemble des phénomeénes physiques intervenant a 1’échelle
du pore. La loi de Darcy et son extension aux écoulements multiphasiques reste donc
avant tout une loi fondée sur I'expérience (voir (Marle 1972)).

11.2.3 Cadre de la modélisation et inconnues du probleme

Considérons un bassin sédimentaire (pour simplifier cette présentation, nous nous plagons
dans une coupe verticale en dimension d = 2) muni d’un repére Eulérien (O, Ox,Oz).
L’origine O se trouve en un point fixe situé a I'extérieur du bassin & une hauteur corre-
spondant au niveau moyen de la mer a I’age actuel et 'axe (Oz) est orienté dans le sens
du vecteur gravité g . Sous l'effet de la compaction et de la sédimentation, la géométrie
du bassin évolue au cours du temps mais cette évolution est supposée uniquement ver-
ticale. La base du bassin reste fixe. A l’intérieur, nous supposons que les écoulements
sont diphasiques (eau, huile), immiscibles et que la phase hydrocarbure est composée d’un
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constituant léger et d’un constituant lourd.
Au cours d’une simulation de bassin, nous devons déterminer, a chaque instant,

la géométrie ou, plus précisément, les hauteurs de sédiments présentes dans chaque
colonne du bassin,

la porosité ¢,

la contrainte verticale o, que subit un point du bassin sous le poids de la colonne
constituée des fluides et des sédiments susjacents,

la pression de I’eau p,,, la pression de ’huile p,,

la saturation s égale a la proportion de volume poreux occupé par la phase hydro-
carbure sur le volume poreux total,

la concentration massique ¢ de composé léger présent au sein de la phase hydrocar-
bure,

la température T .

Dans les paragraphes § I1.2.4— I1.2.6, nous proposons des lois macroscopiques qui aboutis-
sent a un systeme fermé permettant de calculer ces grandeurs.

I1.2.4 Lois d’écoulements

Sur le plan mathématique, la conservation des masses de sédiments, d’eau, d’huile et de
composé léger est donnée par

ou

%(ﬂ - ¢)Psed) + diV((l - qﬁ)psed?sed) =0, (11.2)
%@(1 ~ $)pu) +div (épu(1— )T ) =0, (IL3)
%((bsm) + div(¢pos Vo) = Polo, (I1.4)

9 (Gespe) + Av(0pucs o) = potoe (11.5)

I'indice soq indique la phase solide, I'indice , la phase hydrocarbure, l'indice ., la
phase aqueuse,

pa la densité de la phase «, o € {sed, 0, w},
U o la vitesse de la phase a,

le terme source du au craquage d’une roche mere (craquage primaire
o
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® Go.c = (o1t qo.c2 désigne la masse de composé léger générée par craquage primaire
(terme g, 1) et par craquage secondaire suite a la transformation du composé lourd
en composé léger (terme g, c2) -

Considérons maintenant un volume V(t) de milieu poreux et intégrons les équations (I1.2)—
(IL.5) sur ce volume. Rappelons qu’ici le domaine est mobile et se déplace a la vitesse U seds
d’ou la dépendance de V par rapport a t. En utilisant la dérivée particulaire d’une intégrale
de volume, nous obtenons

d
7 | (1= ®)psea dv =0, (IL6)
V()
d .
dt V(t)(¢(1 = 8)pw) dv+ /V(t) div <¢ﬂw(1 —8)(Vw — 7sed)) dv =0, (IL.7)
at (¢spo) dv + / div((bpos(?() - 7sed)> dv = / Polo v, (IL8)
V(t) V(t) V(o)
% (¢C$p0) d'U +/ le <¢p068(70 - 7sed)> d'U = / quo,C de' (119)
V(t) V(t) V(o)

Remarque 1 : Dans certains cas, les équations (I1.6)—(IL.8) peuvent étre exprimées dans
un repere dit ”fully compacted” (voir (Nakayama 1987), (Wangen, Antonsen, Fossum &
Alm 1990)) ou les hauteurs de sédiments sont exprimées non pas en hauteurs réelles
(hauteur de roche + pores) mais en hauteurs solides (hauteur de roche uniquement).

En effet supposons que la base du bassin soit horizontale et considérons un point C tel
que T = xo et ol z¢ correspond a la base du bassin. On note £(z,t) la hauteur solide
déposée sur une colonne d’abscisse x a une date t. On considere alors le repere (C, Cz, C¢€)
ou laxe (C§) est orienté dans le sens opposé a 'axe (Oz). Soit dv un volume élémentaire
de roche situé autour d'un point (z,z(t),t) € R? x RT. Les formules de changement de
repere entre (O, Oz, Oz) et (C, Cx, C¢) aboutissent a

dv = dxdz = det(J)dxd¢ (I1.10)

ou la matrice Jacobienne J est donnée par

7 10
= 1 .
0 E

Ici ¢ correspond a la porosité dans le nouveau repere, autrement dit

¢(£If, 2, t) = ¢(£If, fa t)'
La notation utilisée pour les autres variables dans ce repere est identique.
Les regles de dérivation dans le repere (C, Cx, C€) sont les suivantes

) ) )
9 ~ 9 9
S| 0z || 02| _ Oz , (IL.11)
0 = G-
0z o8 29
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L’application aux équations (II.6)-(I1.8) du changement de variable (I1.10) et des regles
de dérivation (I.11) aboutissent &

d

- feed did€ =0,

dt Vsed(t) > .

d ¢ s

- ——=(1 = 8)py | drdé+

&t [yt <g g ) ot y
(30l = (T = Tot)) dr-2- =0,

- §¢p (1-3)( ) da =

d ¢ = dé

N =SPo de‘df—l—/ J V. ¢pos(’uo— 0 d) dx S

dt Vsed(é) {1 - ¢ ) Vsed(t) ( 5 ) 1 — ¢
poQo~ dwdé

\ Vsed(t) 1 - ¢

ol Vged(t) correspond au volume solide de roche contenu dans V(t). Dans le repere
(C, Cx, C¢), la vitesse solide est nulle. Nous pouvons donc permuter les dérivées en temps
et les signes somme dans les égalités précédentes. Comme ces égalités ont été obtenues a
partir d’un volume de roche quelconque, nous pouvons supprimer les signes somme et nous
obtenons ainsi les équations de conservation des phases solide, aqueuse et hydrocarbure
exprimées dans le repere (C, Cz, C§) :

AVsed _0

dat 7

£%<$é:(1—-§ﬂﬁwf-—ﬁ&ﬂé)>-—0 (I112)
\ a—g(é 10 (Tog — o) ) = f e

O
Les vitesses de filtration U, = ¢s(0y — Used) €t Wy = d(1 — 8)( 0y — VUsed) introduites
dans les équations (I1.6)—(I1.9) sont estimées & 1’aide de la loi de Darcy.

Loi de Darcy

Cette loi est & l'origine une loi expérimentale (voir (Darcy 1856)) qui établit que le débit
d’eau @) au travers d’une colonne de sable de hauteur L et de section A est reliée a la perte
de charge Ah entre le sommet et la base de la colonne, suivant la relation

Ah
=KA—.
@ L
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K désigne la mobilité du milieu. En remarquant que les pertes de charge, dans un
écoulement monophasique eau, sont en fait dues aux gradients de pression et de gravité et
que la mobilité est inversement proportionnelle & la viscosité nous avons (voir (de Marsily
1981))

T
Ww - (b(?w - 7sed) = M_(va - Pw?)

ou T désigne le tenseur de perméabilité intrinseque du milieu, ., la viscosité dynamique de
I’eau, p,, sa pression. La généralisation de cette loi & un écoulement diphasique eau-huile
aboutit alors a

?k’rw —
7111 = ¢(1 - 3)(?111 - 7sed) = 1 (va — pw§>) (11.13)
Ykr,
UWo=¢s(Vo — VUsed) = MT (?po — 0o g) (I1.14)

ou kry est la perméabilité relative de la phase a. 1l s’agit la d’un terme de correction du
tenseur de perméabilité. En effet, deux fluides immiscibles présents dans le méme réseau
poreux se génent mutuellement puisque I'espace poreux disponible pour 'une ou I’autre
des deux phases est réduit.

Détaillons maintenant un peu plus les différentes grandeurs introduites. Les lois et les
approximations faites dans le paragraphe qui suit sont issues de (Themis 1986) et (Wolf
1995).

Lois de comportement

Densités

Les densités de chacun des composés solides ou liquides dépendent normalement de la
pression et de la température. Ici nous supposerons que :

e la densité pgeq de la roche ne dépend que de la nature de la lithologie,
e la densité de 1’eau, p,,, est constante,

e la densité de I’huile est calculée a partir de la densité de chacun de ses composés
grace a la relation

1 c 1—c
+
Po Po,l Po,h

ol o1, Po,n, désignent respectivement les densités en composé léger et lourd dans la
phase hydrocarbure. L’huile est supposée faiblement compressible. Pour chacun de
ses constituants, nous avons
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Pory = Pory(1+ Cony(Po = 1)), v € {1, R}

p- est une pression de référence et oy, , (exprimée en MPa~!) désigne la
compressibilité du composé .

Viscosités

Les viscosités dépendent de la température. Pour 1’eau, la formule de Bingham donne une
approximation suffisamment précise dans la gamme de températures considérées, i.e.,

1
21.5 ((T — 8.4 —273.15) + /8078 + (T — 8.4 — 273.15)2) ~ 1200

Ly (I.15)

La température T' est ici exprimée en degrés Kelvin. Pour ’huile, nous devons également
tenir compte de la composition du mélange. Notons 1, p, et j1,; les viscosités des composés
lourds et 1égers. Ces viscosités peuvent étre estimées par la formule d’Andrade

ot = o (1519
o,l = Ho,l,a )

,g:),h,b (IL.16)
Ho,h = Ho,h,a €XP (T) .

La température est ici exprimée en degrés Kelvin et, pour a € {l, h}, nous avons 1078 Pa.sec <
Ho,aa < 10~° Pa.sec et Ho,abp = 2700 K. La viscosité de ’huile p, se déduit des viscosités
de ses deux constituants et de leur composition grace a la formule

—C

Ho = (Mo,l)c(ﬂo,h)l

Tenseur de perméabilité intrinséque

Ce tenseur caractérise la perméabilité de la roche selon les directions de 'espace. 1l
dépend de la nature de la lithologie et de la porosité. Chacune de ses composantes est
homogene & une surface et s’exprime en Darcy (D) (1 D = 0.987.107'2m?2). Dans les
bassins sédimentaires les perméabilités rencontrées sont plutot de 'ordre du pD.

Pour d > 1 ce tenseur est diagonal dans un repere lié a la stratification.

Par exemple, pour d = 2, dans ce type de repere, il s’écrit sous la forme

— T, 0
T=7(o" %)

ou T4 et T, sont des constantes dépendant du milieu. Afin d’obtenir une expression
simple de la vitesse de filtration, on suppose en pratique qu’il reste diagonal dans le repére
(O,0x,0z). Cette hypothese est fausse dans le cas d’un pendage (voir figure 11.6). Ici
nous supposerons que son expression est indépendante de la direction de I’espace. Il s’agira
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Figure I1.6: Repere lié a la stratification

donc simplement d’une fonction scalaire T dépendant de la lithologie et de la porosité.
Une approximation de cette fonction est donnée par la loi empirique dite de Kozeny-
Karman qui a été modifiée pour étendre son domaine de validité (initialement les sables)
aux domaines de faibles porosité et en particulier aux argiles (voir (Ungerer et al. 1984)).
Ainsi

3
0.2¢ 5 s ¢ > 0.1,
| et 0)
- 20¢° ,
Sinon.

(Supect )

La dépendance par rapport a la lithologie vient de la surface spécifique Sgpec (voir § I11.2.1) .
Pour Sgpec = 5.10m2.m =3, la courbe II.7 donne I’évolution de la perméabilité en fonction
de la porosité.

Lorsque la pression du fluide devient importante, il arrive que la roche se fracture hy-
drauliquement (voir (Boutéca & Sarda 1987), (Schneider, Boutéca & Sarda 1999)). Dans
les modeles numériques, cette fracturation se traduit par une augmentation de la
perméabilité (voir (Schneider & Wolf 1997)) mais nous ne tiendrons pas ici compte de ce
phénomene.

Perméabilités relatives
Nous avons vu que les perméabilités relatives ont été introduites dans la loi de Darcy
diphasique pour exprimer la géne mutuelle qu’occasionne la présence de fluides immiscibles

dans le méme réseau poreux. Ainsi, lors d’un écoulement eau-huile, plus la saturation
d’huile est importante plus la perméabilité relative de 'huile est élevée alors que celle
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3 x10™" Loi de Kozeny-Karman
T T

25F

Changement de courbure

I I I I I
0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
phi

1
0.06

Figure IL.7: Loi de Kozeny Karman pour Sgpe. = 5.10m2.m=3

de I’eau est faible, et inversement pour la phase aqueuse. Par conséquent la perméabilité
relative kr, (resp. kry,) est une fonction croissante de la saturation s (resp. de la saturation
1 —s). Nous avons vu aussi que 'immiscibilité des deux fluides entrainait ’apparition de
phénomenes capillaires. Les perméabilités relatives dépendent donc également de la nature
des deux fluides en présence et du type de roche.

En modélisation de bassin, nous considérons géneralement que la perméabilité relative,
krq g, de la phase a lorsqu’elle se déplace en présence de la phase (3, est une fonction
croissante de la saturation de la phase « et dépend de la nature de la lithologie. Comme,
ici, nous ne considérons qu’un écoulement diphasique, nous n’avons qu’un seul couple
(kro, kry) dépendant de la variable d’espace et de la saturation s.

Pour un échantillon de roche donné, le calibrage de ces courbes se fait en laboratoire grace
a des injections fluides. Nous obtenons alors des courbes sembables a celles données par
la figure IL.8.

Nous constatons que ces courbes ne sont définies que sur un intervalle [s,, s;]. Pour s < s,,
I’huile n’apparait dans les pores que sous la forme de petites gouttelettes isolées qui ne
forment pas encore une phase continue. Dans ce cas, ’huile est immobile. Inversement,
lorsque s > s;, c’est ici I’eau qui constitue une phase discontinue et immobile. Ces deux
valeurs montrent que méme dans un réservoir rempli d’huile il reste toujours une fraction
d’eau irréductible et qu’apres avoir traversé une couche de sédiments, les hydrocarbu-
res laissent toujours quelques gouttelettes d’huile résiduelles derriere eux. Remarquons
également que quelque soit la valeur de la saturation, la somme kr, + kr,, est inférieure
ou égale a 1. Cela signifie que lors d’un écoulement multiphasique la capacité maximale
de circulation des fluides qu’offre le milieu poreux est rarement atteinte.

En pratique les courbes kr, et kr,, ne sont pas uniques. Lors d’une expérience d’injection,
on constate que les courbes de perméabilités relatives dépendent du sens dans lequel nous
parcourons la gamme des saturations. Il s’agit 1a d’un phénomene d’hystérésis . La figure
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1.2 - n

Figure I1.8: Perméabilités relatives de I’eau et de I’huile en fonction de la saturation de
Ihuile

I1.9 montre le type de courbes que 'on peut obtenir dans le cas d’'un drainage (I’huile
chasse ’eau) ou d’une imbibition (I’eau chasse ’huile). En modélisation de bassin, ce
phénomene n’est pas pris en compte et I'on se place exclusivement en situation de drainage.

Figure I1.9: Hystérésis des perméabilités relatives
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Remarque 2 : Pour une phase a € {o,w}, le rapport 7, = ]Z’—a est appelé mobilité de

(o3

la phase a. O
Pressions capillaires

D’apres la loi de Laplace (II.1), la pression capillaire a 1’échelle microscopique dépend
du rayon de courbure, de la tension superficielle a l'interface entre les deux fluides, et
de ’angle de mouillage. Le rayon de courbure dépend de la taille des pores et de la
saturation s. Dans les modeles de bassin, pour un couple de phases (o, 3) et pour un type
de roche donnés, la pression capillaire 7, g est définie comme une fonction croissante de la
saturation et décroissante de la porosité. En pratique, ces courbes ne sont pas uniques :
a une saturation et une porosité données peuvent correspondre différentes valeurs de la
pression capillaire suivant la fagon dont les fluides envahissent le milieu poreux. Ainsi,
comme pour les perméabilités relatives, il existe un phénomene d’hystérésis . Mais la
encore nous supposons que nous sommes toujours dans une situation de drainage.

Dans le cadre d’un écoulement diphasique, nous n’avons qu’une seule fonction 7(zx, ¢, s)
vérifiant

T = Po — Pw-

La dépendance par rapport a la variable d’espace indique ici un changement de courbe
suivant la lithologie. Cette dépendance est a ’origine de la formation des pieges capillaires.
Nous reviendrons plus en détails sur ces phénomenes au chapitre V.

Craquage des hydrocarbures

Dans les bassins, le kérogene se compose d'un ensemble de molécules tres variées elles-
mémes formées d’un grand nombre de liaisons chimiques (par exemple des liaisons carbone-
carbone, carbonyle, carboxyle....). Dans notre modele, nous nous limitons & un unique
composé comportant un seul type de liaison chimique. Des modeles de craquage plus
élaborés peuvent étre envisagés (voir (Tissot & Espitalié 1975), (Waples 1984), (Wolf
1995)). Nous admettons que, sous leffet de la température, les liaisons chimiques peuvent
se rompre pour donner un composé léger en proportion « et un composé lourd en propor-
tion 1 —a« (craquage primaire). Notons u(t) la fraction massique de roche solide intervenant
dans cette réaction & un instant ¢ (ou encore la proportion en masse de kérogene réactif
par rapport & la masse solide totale) et v(¢) la fraction massique d’huile présente dans le
fluide. Le degré de maturité de la roche meére est donné par le taux de transformation,
également appelé TR (Transformation Ratio) et défini par

TR:uo—u

Up

ou l'indice 0 désigne la fraction massique prise a I'instant initial. Nous supposons qu’au sein
du composé lourd il peut encore y avoir des ruptures de liaisons produisant du composé
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léger (craquage secondaire). Nous notons w(t) la fraction massique de composé léger
obtenue par cette réaction. Nous avons, donc, en résumé, le schéma réactionnel suivant.

kérogene L a composé léger + (1 — a) composé lourd

h;ﬁle

, 2 s 12
composé lourd — composé léger

En supposant que la probabilité de rupture d’une liaison est indépendante du temps et
qu’elle suit une loi de Poisson, nous aboutissons a (voir (Tissot & Espitalié 1975))

du
R I1.17
i 1 (IL.17)
ou k; est la vitesse de réaction dépendant de la température. Le craquage primaire évolue
donc selon une cinétique du premier ordre. Nous admettons que c’est également le cas
pour le craquage secondaire. Ainsi

e k(1 —c)v.

Une bonne approximation des vitesses de réactions k;, ¢ € {1,2} (voir (Tissot 1969)) est
donnée par la loi d’Arrhenius , i.e.,

_E

ou E; désigne I'énergie d’activation moyenne en kcal.mol™!, A; la vitesse maximale en
sec”! R la constante des gaz parfaits exprimée en J.mol L. K~! (R = 8.31441) et T la
température en degrés Kelvin. Le tableau II.1 (source (Tissot & Espitalié 1975)) donne
quelques valeurs de ces parametres dans le cas ou le kérogene comporte six types de liaisons
chimiques distinctes.

Energies d’activation Types de kérogene
Classe Valeur moyenne Type 1 Type 11 Type II1
(kcal.mol ™) Ui 0 Ay Ui0 Ay Ui0 Ax
Fi. 10 0.024 | 4.75.10* | 0.022 | 1.27.10° | 0.023 | 5.20.10°
Eio 30 0.064 | 3.04.10'° | 0.034 | 7.47.10'® | 0.053 | 4.20.10%°
Eis 50 0.136 | 2.28.10%° | 0.251 | 1.48.10%" | 0.072 | 4.33.10%°
Ei4 60 0.152 | 3.98.10*° | 0.152 | 5.52.10*° | 0.091 | 1.97.10*2
Eis 70 0.347 | 4.47.10*" | 0.116 | 2.04.10% | 0.049 | 1.20.10%
Fig 80 0.172 | 1.10.10** | 0.120 | 3.80.10*° | 0.027 | 7.56.10
6
Potentiel pétrolier ug = Z u;0 | 0.895 0.695 0.313
i=1

Table II.1: Distribution des parametres cinétiques selon le type de kérogene
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Ces parametres cinétiques sont mesurés en laboratoire a I’issue de manipulations portant
sur quelques jours voire quelques mois. Nous sommes donc loin des échelles de temps
associées a la genese de bassin, de 'ordre du million d’années. Le calibrage de ces lois
s’effectue a I’aide de pyrolyses Rock Eval a hautes températures et on considére en pratique
que de fortes températures permettent de compenser les durées d’expériences. (Ungerer &
Pelet 1987) ont montré que cette transposition aux modeles géologiques était acceptable.
Nous allons maintenant préciser ’expression des termes sources g, et ¢,.. Dans de nom-
breux modeles (et c’est également le cas pour le modele qui nous intéresse ici) nous
n’assurons pas la conservation de la matiere : méme si des hydrocarbures sont générés
et que la fraction u diminue au cours du temps nous supposons, pour simplifier, que la
masse de roche seche reste constante. Ainsi nous avons

Poqo = psed(1 - ¢)uk17
PoYo,c,1 = CPoqo,
PoYo,c,2 = pok2¢s(1 - C)'

Si nous voulons assurer la conservativité des masses, il faut intégrer la fraction massique u
aux inconnues du probleme et ajouter ’équation de conservation de la masse de kérogene
réactif

%((1 - qb)psedu) + div((l — qﬁ)psedu7sed> = —psed(1 — P)uky

aux équations (I1.2)—(IL5).

11.2.5 Calcul de la température

Le paragraphe précédent nous a montré que la température constituait un parametre
déterminant dans les réactions de craquage et qu’elle permettait de calculer des grandeurs
physiques telles que les viscosités. Nous allons donc maintenant voir comment reconstituer
I’histoire thermique d’un bassin lors d’une simulation.

Dans un bassin, les transferts de chaleur s’effectuent par conduction et convection . La
conduction correspond & une diffusion de chaleur au travers des fluides et des sédiments.
Le flux conductif Fcond est donné par la loi de Fourier

— ——
Feona=—WVT.

)\:b désigne la conductivité thermique du sédiment qui dépend, dans la réalité, de nom-
breux parametres physiques tels que la porosité, la densité, la saturation, la pression et la
température. Dans le repere associé au bassin, ce tenseur est supposé diagonal, i.e.,

0 0
Ay O
0 A

T

A
M= 0
0
Les parametres \;, i € {z,y, z}, sont donnés, de maniére empirique, par

38



Chapitre II. La modélisation de bassin sédimentaire

A= MO0y s0

i,sed

ou encore

A — )\i,w ¢ )\i,sed
"\ Nised) 14T
(voir (Woodside & Messmer 1961)). Les parametres \; o, a € {o,w,s}, désignent les

conductivités de la phase o et s’expriment en W.m~ ' .K~!1. A 0 °C, nous avons, par
exemple,

Ased ¢ e charbon, matiere organique : 0.2, 0.3,
e argile: 1.2 a 1.8,
e carbonate : 2.5 a 3.5,

e quartz, sel : 7,
Aw ¢ 0.6.

La convection correspond aux transferts de chaleur liés aux déplacements des fluides et
—
des sédiments. Si F'.ony désigne le flux convectif, nous avons

N
Foony = pw¢(1 - S)CwTﬁw + po¢SCoT70 + psed(1 - ¢)CsedT?sed

oll pacq désigne la capacité calorifique de la phase o € {0, w, sed} exprimée en J.K~1. On
note pcy = Psed(l — @) Csed + Pwd(1 — 8)cw + poPsc, la capacité calorifique du milieu.

A lintérieur d’un bassin, il existe différentes sources de chaleur. Tout d’abord le dépdt
ou 1’érosion des sédiments entrainent des apports ou des pertes de chaleur en fonction
de la température qui regne au toit du bassin. Certaines lithologies peuvent également
contenir des éléments radioactifs. Enfin, les volumes d’hydrocarbures introduits dans le
réseau poreux suite au craquage, constituent eux aussi une source de chaleur potentielle.
Ainsi I’équation de conservation de 1’énergie est donnée par

% + diV(F)conv + F1>comd) ={Tsed T 9T + Q70 (11'18)
ol g7 seds qT,r> qT,0 désignent respectivement les termes sources liés au dépot ou a 1’érosion
des sédiments, a la radioactivité et au craquage des hydrocarbures. L’équation est souvent
résolue sous une forme simplifiée dans les simulateurs actuels (voir (Agelas, Faille & Wolf
2001)). On suppose, par exemple, que le bassin est en régime hydrostatique ou encore que
la convection est négligeable devant la conduction.

Dans certaines simulations, I’équation (II.18) n’est pas résolue du tout. On fixe simplement
I’évolution de la température au toit du bassin et du gradient géothermique moyen, en
fonction du temps. Ce gradient peut varier de 25 & 80 °C.km~!. 1l arrive qu’il reste
constant dans le temps. C’est le cas des bassins ou les derniers phénomenes tectoniques et
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magmatiques sont antérieurs aux dépots des sédiments. Mais, inversement, il peut aussi
subir de fortes variations. En effet, les sédiments déposés a proximité des dorsales sur un
fond océanique relativement jeune sont exposés intialement a des gradients géothermiques
importants de 'ordre de 80 °C.km~'. Avec 1’éloignement des marges continentales, ces
gradients peuvent ensuite diminuer de 40 °C.km~" en 20Ma. En pratique, les géologues
ne disposent que des données de forage prises a I’age actuel qui ne rendent pas forcément
compte de ces variations. L’histoire du gradient géothermique doit donc étre estimé a
I'aide d’autres outils en utilisant, par exemple, des propriétés chimiques de la matiere
organique comme la réflectance de la vitrinite (voir (Tissot & Espitalié 1975)).

I1.2.6 Evolution du squelette et compaction
Rhéologie du milieu poreux

Aux équations de conservation (II.2)-(IL.3)-(I1.4)-(IL.5), il faut ajouter une loi de com-
portement du milieu poreux qui décrive 1’évolution de la porosité.

Les premieres relations proposées par (Athy 1930) exprimaient simplement la porosité en
fonction de la profondeur. Malheureusement ces lois ne sont valables que dans des condi-
tions hydrostatiques. Les travaux de Terzaghi (Terzaghi 1923) puis, un peu plus tard, ceux
de Biot (Biot 1941) introduisirent une dépendance par rapport a la contrainte effective o.
Dans notre cas, nous supposons que la contrainte subie par les sédiments est uniquement
verticale. La contrainte effective est donc égale a

o=0,—Dpy (IL.19)

ou py désigne la pression du fluide. Cette dépendance signifie que la charge exercée par une
colonne de sédiments est a la fois absorbée par la pression du fluide qui s’échappe et par le
milieu poreux qui se compacte. Ces travaux ont été repris plus tard pour la modélisation
de bassin. En supposant le milieu poreux élastique, (Yiikler et al. 1978) aboutirent & une
relation de la forme

d¢

—— = —vdo

16

ou v est le coefficient de compression isotherme du milieu poreux. Cette hypothese
d’élasticité du milieu poreux n’est pas tres réaliste, car, la compaction dans les bassins est
un phénomene irréversible ou faiblement réversible. En effet, lorsque la charge diminue, les
sédiments compactés ne retrouvent pas leur géométrie initiale et la porosité ne réaugmente
que tres légerement. (Schneider 1993) a amélioré ce formalisme en supposant que la
compaction s’effectue sous la forme d’un réarrangement des grains selon une rhéologie
élastoplastique . Mais, en réalité, ce type de compaction n’a lieu qu’aux faibles pro-
fondeurs dans les zones peu consolidées et en supposant les grains indéformables. En fait,
dans les zones les plus profondes, les phénomenes diagénétiques telles que la dissolution-
reprécipitation des minéraux deviennent prédominants. Un second modele intégrant les
deux types de compaction, élastoplastique et viscoplastique , fut alors mis au point (voir
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(Schneider, Potdevin, Wolf & Faille 1993)). Dans ce modele, la loi rhéologique du milieu
poreux est donnée par

15) 5]

= —(6.0) 5~ al,0)

B(6,0) = %em—b%) 42 exp(— ) si 0 2 o,

B¢, 0) = F si o <om, (I1.20)

7

(
(
alp,0) = o sio>0et ¢ >,
(¢,0) =0sio <0oup <™,
(t=0)=¢r + da + oo

@Q

\

La composante élastoplastique correspond au terme (¢, o) 88—‘; et la composante viscoplas-
tique au terme (¢, 0)o. Eq, ¢u, Eb, Ob, Fe, ¢r sont des constantes dépendant de la nature
de la roche. Ces parameétres sont calibrés en laboratoire a ’aide de test oedométriques. oy,
est la contrainte effective maximale atteinte au cours de I'histoire du bassin. En pratique
nous avons F, < Ej et ¢, < ¢p < ¢,. Ainsi, dans le cas d’'une compaction (o > o,,),
la premiere exponentielle permet de compacter les couches superficielles ou la contrainte
est plus faible et la seconde assure la compaction des couches plus profondes. Si la con-
trainte se relache (o < o,,), la porosité peut augmenter mais tres faiblement (de l’ordre
de quelques pourcents). Il faut donc que la porosité soit peu sensible a la variation de la
contrainte et donc que 3 soit pratiquement nulle. Ainsi F, < Ep << FE,. Les parametres
iy et o™ liés & la compaction viscoplastique sont plus difficiles & obtenir et sont calibrés
numériquement.

La contrainte effective est donnée par la relation (I1.19) ou py = (1 — $)pw + spo. La
contrainte verticale est égale au poids des sédiments et des fluides susjacents et vérifie
donc

8;; _ ((1 — ¢)Psed + ¢<(1 — 5)pw + spo))g. (I11.21)

Remarque 3 : Dans le repere (C, Cx,C¢) (voir Remarque 1) les équations (I1.20) et
(I1.21) deviennent

ot . (I1.22)

Principe du backstripping

Il nous reste maintenant a préciser comment estimer les vitesses de sédimentation. Ces
vitesses sont obtenues grace a un algorithme de backstripping. Cet algorithme permet de
calculer I’évolution de la géométrie du bassin a partir des hauteurs réelles de sédiments
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des séries actuelles et de la durée de dépot de ces séries.

Dans la nature, la géométrie d’'un bassin dépend a la fois des dépots ou des érosions de
sédiments et des déformations du socle. Nous avons vu que ’accumulation de sédiments
récents entralnait la compaction des couches plus anciennes et donc une déformation
du squelette. En pratique, les géologues ne disposent que de données relatives a 1’age
actuel (images sismiques, données forage...). Ces données permettent certes de recon-
stituer la succession des dépots mais, pour donner une image précise du bassin a une
date antérieure, il faut étre capable d’inverser les processus de compaction et d’érosion.
Plus précisément il faut pouvoir remonter le temps en dépilant les différentes couches de
sédiments de la plus récente a la plus ancienne. A chaque événement, il faut redonner aux
couches érodées le volume solide perdu et calculer le volume poreux présent dans chacune
des couches. L’évolution de la porosité pour une lithologie ¢ est en pratique déterminée
par des courbes ¢;(z) reliant la porosité a la profondeur. Dans des conditions hydro-
statiques, ce type de données est équivalent & la loi de compaction élastoviscoplastique
décrite précédemment. Nous présentons en annexe (voir §A.1) un algorithme de back-
stripping 1D simplifié s’inspirant des travaux de (Perrier & Quiblier 1974), (Bessis 1986),
(Demeter 1993).

Une simulation de bassin se déroule donc globalement en deux temps. On calcule tout
d’abord les vitesses de sédimentation et la géométrie du bassin par la procédure de back-
stripping. La résolution des équations (II.2)—(I1.5)-(II1.18)—(I1.21) nous permet ensuite de
reconstituer toute 'histoire du bassin du premier dépot de sédiments jusqu’a l’age actuel.
Malheureusement, il arrive que la géométrie finale obtenue a I’issue de la seconde étape
ne corresponde pas a la géométrie calculée par la procédure de backstripping. Ceci est di
au fait que ’algorithme de backstripping suppose le bassin hydrostatique au cours de son
histoire alors que la simulation directe peut faire apparaitre des surpressions. Il faut alors
réajuster les lois ¢;(z) ou bien les parametres de la loi de compaction élastoviscoplastique
et relancer une simulation. Ces itérations peuvent étre couteuses en temps de calcul en
particulier lors de simulations 3D. Une solution peut étre de calculer, au cours d’une
simulation directe, les hauteurs réelles et donc les volumes des mailles a ’aide des courbes
¢;(z) utilisées précédemment par I’algorithme de backstripping. Ceci revient & imposer la
géométrie du bassin puisqu’elle ne dépend désormais plus de la porosité calculée par la loi
de compaction. Il n’y a alors plus besoin de résoudre ’équation (II.2). L’inconvénient est
que, dans ce cas, nous n’assurons plus nécessairement la conservation de la masse solide,
excepté en régime hydrostatique.

Précisons maintenant les conditions aux bords et les conditions initiales de dépot.

11.2.7 Conditions aux bords et conditions initiales de dépot
Conditions aux bords

Interface supérieure eau-sédiments

La pression est imposée et correspond au poids de la colonne d’eau qui surplombe le bassin
ou a la pression atmosphérique. Du fait de 'absence de sédiments, la pression et la con-
trainte verticale coincident. On suppose qu’il n’y a que de ’eau et la température est
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imposée.

Sur le plan numérique, cette interface pose quelques problemes de mise en oeuvre. En
effet, c’est a ce niveau qu’apparaissent ou disparaissent les sédiments. Une maille située
sur ce bord est intégrée au systéme lorsqu’elle a atteint une hauteur suffisante. Entre
temps, les conditions aux limites peuvent varier progressivement pour rendre compte de
l’apparition de cette maille ou rester constantes.

Interfaces latérales

Au niveau des écoulements, deux types de conditions sont possibles : flux nul ou, dans le
cas de circulations régionales, pression et saturation (généralement s = 0) imposées. Sur
le plan thermique, nous utilisons, dans le premier cas, un flux nul et, dans le second, une
température imposée.

Interface socle-sédiments
Les flux d’eau ou d’hydrocarbures sont nuls. Une température ou un flux de chaleur
peuvent étre imposés.

Conditions initiales de dépot

Lorsque débute la plupart des simulations, le bassin n’existe pas encore. C’est avec
l’accumulation progressive des sédiments que celui-ci va se construire. Pour initialiser les
variables du systeme, nous devons fixer les conditions initiales vérifiées par les sédiments
en cours de dépot. En pratique, on considere qu’ils se déposent a une température égale
a celle imposée au toit du bassin et dans des conditions hydrostatiques.
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Chapitre 111

Aspects numériques en simulation
de bassin

Les équations présentées au chapitre précédent ne possedent pas en général de solutions
explicites. En pratique, elles peuvent étre résolues de fagon approchée a I'aide de méthodes
numériques de type éléments finis ou volumes finis.

Dans ce chapitre, nous ne nous intéressons qu’ a des schémas de type volumes finis (§I1I.1).
Nous décrivons tout d’abord les différents maillages possibles (§II1.2), puis nous précisons
les schémas associés aux équations d’écoulement (§II1.4) et de rhéologie (§III.5). Nous
introduisons, en particulier, le schéma amont des pétroliers lors de la discrétisation des
équations de conservation des phases liquides. Ce schéma, tres utilisé en simulation de
réservoir ou de bassin, fera l'objet d’'une étude mathématique détaillée au chapitre IV.
Nous ne présentons pas ici de schéma pour l’équation de conservation de 1’énergie. Le
calcul de la température n’a pas été abordé au cours de ce travail. Nous supposerons, par
la suite, la température connue et donnée.

Dans une seconde partie, nous présentons quelques tests numériques qui illustrent le fonc-
tionnement des schémas introduits. Nous montrons, en particulier, 'influence de la taille
du maillage sur le passage des barrieres capillaires par les hydrocarbures (§ II1.10.3). Ces
tests ont constitué un point de départ aux travaux du chapitre V.

II1.1 Choix de la méthode de discrétisation

Deux approches sont possibles pour la résolution des équations (II.2)—(IL.5)- (I1.19)-
(IL.21) : une approche de type éléments finis (Bouvier 1989) ou volumes finis (Faille 1992).
La premiere ne privilégie aucune direction de I’espace et permet donc un bon traitement
des anisotropies, notamment au niveau des perméabilités (voir § 11.2.4). Elle permet de
plus de travailler sur des géométries relativement complexes. Malheureusement, sa mise
en ceuvre dans le cas d’équations de type hyperbolique reste tres délicate. Les volumes
finis sont par contre tres bien adaptés a ce type de problémes et assurent ”naturellement”
la conservation des flux. D’un point de vue pratique, ils sont aussi beaucoup plus simples
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a mettre en ceuvre. Meéme si cette méthode présente elle aussi quelques inconvénients
(pour certains schémas, des contraintes sur le maillage doivent étre respectées pour une
discrétisation consistante des flux (§ II1.2.4)), elle est actuellement tres largement utilisée
en simulation de réservoir ou de bassin. Nous allons donc, dans tout ce qui suit, nous
concentrer exclusivement sur des schémas de ce type.

II1.2 Maillages

II1.2.1 Caractéristiques des maillages de bassins

Les maillages de bassins sont choisis en relation avec la méthode volumes finis. Pour
que cette méthode soit suffisamment précise, méme sur des maillages grossiers, plusieurs
principes doivent étre respectés (Aziz & Settari 1979), (Faille 1992).

Tout d’abord, le maillage doit suivre les bancs sédimentaires et chaque maille ne doit
contenir qu'une seule lithologie. Un banc, épais, monolithologique, peut étre divisé en des
bancs plus petits correspondant a des ages géologiques intermédiaires. La taille des mailles
correspond alors a la taille de ces couches. Au voisinage des hétérogénéités ou dans les
zones ou la solution évolue rapidement, le maillage doit étre affiné.

Le maillage doit également suivre les évolutions du bassin. L’apparition d’une nouvelle
couche de sédiments au sommet entraine la création d’une nouvelle rangée de mailles.
Inversement, si la couche située au toit s’érode, certaines mailles peuvent disparaitre. Le
nombre de mailles est donc variable. Mais leur taille varie également au cours du temps.
En profondeur, la compaction entraine un tassement des couches les plus anciennes et,
en surface, une couche peut s’éroder ou au contraire gonfler avec ’apport de nouveaux
sédiments.

I11.2.2 Cas d’une simulation monodimensionnelle

Considérons dans un premier temps un modele monodimensionnel. Supposons que la simu-
lation porte sur un intervalle de temps [—T', 0]. Cette période est découpée en événements
[tk, tk+1] correspondant & des dges géologiques avec [—T,0] = UN_[tg, tkt1], to = =T et
tny+1 = 0. La procédure de backstripping décrite au § 11.2.6 permet de déterminer la
longueur des événements [tg, tx+1], £ = 0...N et les hauteurs solides hgeq ; déposées en fin
d’événement. Au début de la simulation, le bassin n’existe pas. Si hgeq0 > 0, la ou les
premiere(s) maille(s) vont apparaitre au cours de 1’événement 0. Pour tout ¢ € [tg, 1],
nous supposons que la hauteur solide hgeq o(t) déposée a cette date, varie linéairement en
fonction du temps et vérifie

t—1o
hsed,O(t) - t hsed,O'
1— 1o
La hauteur réelle, h,(t), est alors donnée par
hsed O(t)
Bpo(t) = 240
o0 = T 600

ou ¢g(t) correspond & la porosité de la couche. La figure III.1 montre 1’évolution de la
premiere cellule. Si, au cours de I’événement 1, une seconde lithologie se dépose, une
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t=tg to<t<t t=t
— —
h =h t
hsed,o (t) sed,0 sed,O( 1)
socle
Figure II1.1: Dépdt de la premiere cellule
t=1t t1 <t <ty =1t
hsed,l(t) hsed,l = hsed,l(tQ)
Psed,0 Nsed,0 hsed.0
Figure I11.2: Dépodt de la seconde cellule
seconde cellule apparait et la premiere commence & se compacter (figure I11.2). Le

processus se poursuit de la méme fagon au cours des événements qui suivent jusqu’a 1’age
actuel. Dans cet exemple, nous nous sommes uniquement placés dans le cas hgeq r > 0 mais
nous pouvons également avoir hgeq x = 0 ou hged r, < 0. L’événement [y, tjx41] correspond
alors a un événement de non-dépot ou a un événement d’érosion.

Lors d’une sédimentation ou d’une érosion, une maille peut étre de taille tres petite.
Ceci peut entrainer des instabilités numériques (pertes du principe du maximum pour
les schémas explicites (voir, par exemple, la condition CFL (IV.29)) et nécessiter une
diminution du pas de temps . Une maille doit donc avoir une taille minimale pour étre
intégrée a la résolution du systéme discret (voir équations (II1.1)—(II1.6)). Si ce n’est pas le
cas, cette maille est supposée étre en conditions hydrostatiques. Il peut également arriver
qu’une maille disparaisse en cours de simulation. La maille qui se dépose au dessus et celle
située en dessous deviennent adjacentes.

111.2.3 Cas d’un modele en dimension d = 2,3

Nous allons maintenant voir les différentes extensions possibles du maillage précédent a
des modeles de dimension d = 2, 3.

La base du bassin correspond a un axe dans le cas d = 2 et a un plan dans le cas d = 3.
Elle est discrétisée a 1’aide d’une grille cartésienne fixe au cours du temps. A partir de
cette grille, plusieurs maillages sont possibles.

Maillage ”»MultilD”

Une premiere idée consiste a construire des colonnes dont la base s’appuie sur la grille hori-
zontale. Comme les vitesses de sédimentation et la compaction ne sont pas nécessairement
identiques d’une cellule a I’autre de la grille, les lithologies peuvent étre décalées entre deux
colonnes voisines (voir figure I11.3) et les interfaces verticales, correspondant & une méme
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O (Ox)
—

socle

Figure II1.3: Maillage MultilD

série sédimentaire, ne coincident pas toujours. Ce premier maillage est appelé maillage
MultilD. Dans les schémas d’écoulement, les flux sur les arétes verticales sont calculés
entre deux mailles de méme age de dépot et I'aire de la surface d’échange est une moyenne
des aires des interfaces situées entre les deux cellules.

Maillage coincidant : jere approche

Dans le maillage précédent, les interfaces verticales peuvent étre partagées entre trois
mailles. Ce type de maillage est dit non-coincidant. Pour obtenir un maillage coincidant
ou une aréte verticale est I'intersection de deux mailles uniquement, il faut pouvoir calculer
la hauteur de cette aréte connaissant la hauteur des mailles voisines. V. Bouvier (Bouvier
1989) a montré que, dans plusieurs cas, ce probleme était mal posé. En effet, lorsque 'on
pose le systeme exprimant le volume de chaque maille en fonction des hauteurs d’arétes
et de la largeur de la colonne, ce systéme est sur- ou sous- déterminé. Des algorithmes
basés sur des méthodes d’optimisation ont été mis au point mais ne garantissent pas des
résultats satisfaisants dans tous les cas. Certains donnent des maillages non physiques ou
des mailles se croisent, d’autres n’assurent pas la conservativité de la matiere solide.
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socle

Figure I11.4: Maillage bassin coincidant

Maillage coincidant : géme approche

Une autre approche est de raisonner en hauteurs d’arétes et non pas en hauteurs de
mailles : la procédure de backstripping définit, dans ce cas, les hauteurs solides des arétes
verticales et la simulation directe utilise ces données pour déterminer leurs hauteurs réelles
en utilisant les porosités calculées par la loi de compaction au centre des mailles ou au
centre des arétes. Toutes les déformations que nous avons mentionnées précédemment
(sédimentation, compaction, érosion...) agissent alors directement sur la taille des arétes
verticales. Nous obtenons dans ce cas un maillage analogue a celui de la figure II1.4.
Mentionnons enfin un dernier probleme apparaissant en dimension d = 3. Dans un mail-
lage 3D, les faces horizontales sont définies par quatre points qui ne sont pas nécessairement
coplanaires en raison des déformations subies par le bassin. Les volumes, les hauteurs
réelles des mailles et les surfaces des interfaces doivent étre calculés de fagon approchée
(voir (Temis 2002)).

I11.2.4 Conclusions

Les contraintes imposées (suivi des bancs sédimentaires, déformations des mailles sous
leffet de la compaction...) aboutissent & des maillages pour lesquels les schémas volumes
finis & 3 (resp. 5, 7) points pour d = 1 (resp. d = 2, d = 3) ne donnent pas une
approximation consistante des flux (voir (Faille 1992)). Ceci est di au fait que la droite
joignant les centres de deux mailles n’est pas toujours orthogonale a 'interface située
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entre ces mailles (pour la définition d’un maillage Volumes Finis admissible voir Définition
IV.2.1). Malgré cela, ces maillages restent tres utilisés dans les simulateurs actuels.
L’idéal serait de travailler avec un maillage fixe au cours du temps au travers duquel les
sédiments et les fluides se déplaceraient. Mais il est, dans ce cas, tres difficile de définir les
propriétés physiques d’une maille puisqu’elle peut contenir différents matériaux. Ce type
de maillage ne permet pas non plus de suivre les déformations des séries sédimentaires
indépendamment les unes des autres.

Une autre approche consiste a écrire les équations (I1.2)—(IL.5)-(I1.19)—(I1.21) dans un
repere de type (C,Cz,C¢) (voir Remarque 1). Le maillage associé a ce repere présente
I'avantage d’ étre fixe au cours du temps. Mais, comme nous 'avons déja vu, ceci impose
quelques contraintes géométriques sur la forme du bassin, en particulier que sa base soit
horizontale.

Nous présentons, dans ce qui suit, une discrétisation volumes finis des équations (I1.2)—
(IL.5)- (I1.19)—(11.21). Comme conditions aux limites, nous supposons que les flux sont
nuls sur les bords latéraux et sur l'interface socle-sédiments et que la pression de 1’eau, la
température et une saturation nulle sont imposées au sommet du bassin.

Nous introduisons tout d’abord quelques notations.

II1.3 Notations

I11.3.1 Discrétisation en temps

Soit [T, 0] l'intervalle de temps sur lequel porte la simulation. Cet intervalle est découpé
en événements qui sont eux-mémes subdivisés en intervalles [t,, t,+1] correspondant aux
pas de temps effectués par les schémas. Nous avons UY_; [, tnr1] = [T, 0], avec tg = —T
et ty+1 = 0. Nous notons & = t,+1 — t,. Le calcul des pas de temps &" est détaillé au
8I11.9.

I11.3.2 Discrétisation en espace

Plagons-nous a un instant précis de I'histoire d’un bassin qui occupe un espace 2. Pour
simplifier, nous supposerons que € est un rectangle de R? avec des séries sédimentaires ho-
rizontales. On suppose également que la compaction est telle que, malgré ses déformations,
le bassin conserve cette structure au cours de la simulation. Soit 7 un maillage cartésien
de Q. Pour une maille K € 7, xx désigne son centre et m(K) sa mesure. L’ensemble
des interfaces du maillage est noté £. Il se décompose en deux sous-ensembles Eiyt et Eoxt
qui regroupent respectivement les faces intérieures et les faces situées sur le bord 92 du
domaine. Du fait des conditions aux limites que nous avons choisies, nous supposons que
Eoxt Ne contient que les interfaces situées sur le bord supérieur puisque les interfaces situées
sur les autres bords n’interviennent pas dans les calculs. On note m(o) la mesure d’une
interface 0. Une interface intérieure au domaine et qui sépare deux cellules K et L est
notée K|L. dg|, désigne alors la distance séparant les centres des deux mailles et 7x7,
la transmissivité, égale a még'f)

désigne la distance entre o et le centre de la cellule K située sur ce bord. Dans ce cas, la

. Pour une interface o située sur le bord supérieur, dg -
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transmissivité est égale a m(a) . Enfin, N(K) désigne I’ensemble des cellules voisines d’une
maille K.

Au cours d’une simulation, nous suivons 1’évolution de chacune des mailles depuis leur
apparition jusqu’a I’age actuel ou elles peuvent éventuellement avoir disparu. Les hau-
teurs solides sont mises a jour en début de pas de temps et restent constantes jusqu’au
pas de temps suivant. On note alors par 7" et £” ’ensemble des mailles et des interfaces
présentes au cours de l'intervalle de temps [t,,, tyn11].

D’un pas de temps a l'autre les mailles subissent des déformations sous ’effet des change-
ments de porosité. Quelques-unes des grandeurs géométriques que nous avons introduites
(position entre les centres des mailles, mesures des interfaces verticales...) peuvent étre
mises a jour en début de pas de temps grace a la porosité calculée au pas de temps
précédent ou bien dépendre des nouvelles valeurs des porosités. Considérons, par exem-
ple, la distance, dg , entre le centre d’une cellule K et une de ses interfaces horizontales
o. Pour un pas de temps [ty,t,t1], cette distance dépend de la hauteur solide hged’K
déposée en t = t, et de la porosité ¢x prise aux dates ¢ = ¢, ou t = t,41. Dans le
premier cas, cette distance sera notée d7 et dans le second cas, d} ”+1 Pour éviter de
faire systématiquement la distinction entre les mailles horizontales et les maﬂles verticales,
nous utiliserons également la notation di ; ou d?(jfj
si ces quantités ne dépendent pas du temps.

pour les faces o horizontales méme

I11.3.3 Conventions d’écriture

Si u désigne 'une des variables du probleme (py, s, ¢, 02, @), (u?(+ )kern désigne

I’approximation constante par morceaux de u sur le maillage 7" pour l'intervalle de temps
|tn, tn+1]. Nous utiliserons également par la suite la notation u)x 1 = ur, — uk.

Nous allons maintenant détailler la discrétisation des équations d’écoulement et de rhéologie
pour des mailles situées a l'intérieur du bassin et en 1’absence de phénomenes d’érosion.
Le cas des mailles situées sur 'interface eau-sédiments est traité au paragraphe §1711.6 et
les érosions au §111.7.

I1I.4 Discrétisation des équations d’écoulement

Soient n = 0...N et K € 7™ une maille ne se situant pas au sommet du bassin. En prenant
VY = K et en utilisant la formule de Green, les équations (I1.6)—(IL.9) se réécrivent sous la
forme
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d
% (1 - ¢)ps dr =0,
d ) d (1 V) Mg d(x) =0
r RCCEDIAEEEDS / Spull = 8)(Tw = 7)) Wi de(w) =0,
LEN(K
¢3po ) dz + pos 75) -WK,L dé(z) = Podo d,
P ) b
(¢C$po ) dz + ¢p068 75) 'WK,L dé(z) = Podo,c dx
Ll ) b

olt T 1, désigne le vecteur normal & K|L, unitaire et orienté de K vers L. En approchant
les dérivées en temps par un schéma d’Euler, en utilisant la loi de Darcy (I1.13)-(I1.14) et en
discrétisant les gradients par un schéma de type différences finies centré, une approximation
des équations précédentes est donnée par

m(K)"HH (1 = @) = m(K)"(1 - ¢), (IIL1)
m(K)"" M (pup(1 = 8)) 7 — m(K) (pud(1 — )i +&" Y (Fu)i} =0, (I1.2)
LEN(K)
m(K)"" (pods) i — m(K) (pods) ke +&" > (Fo)i} = &"m(K)™™ (pogo) 1,
LEN(K)
(I11.3)
m(K)"" M (poges) it — m(K) " (podes)c + & Y (Foo) it = &"m(K)"" (pogoe) i
LEN(K)
(I11.4)
ou
h? h?
e m(K)" = A sedK’men_H: sed, K :

Ap désigne 'aire de la base de la cellule K,

(Fu)it = Trin(umo) it (o) 98"k = X0 ),
(Bt =T pomo) it (00598 = b3 e,
(Foe) it = Trein(ocno) it (05 98" k. — 5<p”+1>K,L),

d?qL 1 <d7;(,K|L d’i,mL)

Top i \X@R) ' T0p)
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mn mn dTL
K|IL KK|L n L,K|L

(Pw)ie \ PPl ) Py, L)
[ ]
A, A KL A} kL
(pO)?qL Po(Cl, pZK) po(ct, pZL) 7

n+1 n+l __ n+1
Dok — Pu,k _T((SK )7

_—
902"k, = g k.

Remarque 4 : Le choix d’'une moyenne harmonique pour le calcul de la perméabilité
sur une interface K|L peut étre remis en question (voir (Seguin & Vovelle 2003)). Dans
le cas d'un écoulement monophasique et en I’absence de gravité, cette moyenne apparait
”naturellement” lorsque 1’on exprime la continuité du flux au travers de 'interface. O

Nous présentons maintenant quelques décentrages couramment utilisés pour le calcul des
termes pana, o € {0, w}. Nous précisons ensuite le calcul des termes sources.

111.4.1 Décentrage amont des pétroliers

Le schéma amont des pétroliers décentre les termes p, 1, en fonction du sens d’écoulement
de la phase. Ainsi, pour tout o € {o, w},

si (Pa) i) L9X=" )KL — p kL >0,

sinon.

1 )
alla -
KL palol T ma(sT™ )

111.4.2 Décentrage causal

Le décentrage causal effectue un traitement différent entre le terme de gravité et le terme

en pression. Pour o € {o,w}, le produit (pana)7}(+L1 en facteur du moteur en pression est

donné par

1 1 .
(Patte)™SL = Pa(PZ’f? )7704(371157I+ ) si Ap2t kL > 0,
alla) KL pa(pZ:7z+1) a(s%n—kl) sinon

et celui en facteur du terme de gravité vérifie

s 1 s 1 .
(para)H = pa(tak Ma(sK™) st (pa)f 98" KL 2 0,
> KL pa(pg’;fl) a(SZ’n—H) sinon.
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Ces décentrages assurent la monotonie et donc la stabilité des schémas (voir chapitre IV).
Mais ils introduisent une diffusion numérique qui diminue la précision des calculs. Nous
essaierons, au chapitre suivant, de quantifier cette diffusion au travers de tests numériques
dans le cas du schéma amont des pétroliers. Nous présenterons également d’autres schémas
(MUSCL, Péclet variable...) moins diffusifs.

I11.4.3 Calcul des termes sources

Nous avons

1 1 1
(Poo) i = ps(1 = FFHRT eu”
ol
o kT i = ki(T%), Tk correspondant a la température au point ',

. u}?q est calculé a partir de I’équation (I1.17) en utilisant un schéma d’Euler implicite

en temps, i.e.

n
un+1 — U
Ko 1+ ke

La quantité de composé léger créée par craquage primaire est donnée par
+1 _ +1
(Goc1)c ™ = qo) -

L’approximation, (CJo,c,2)7}<+1, liée au craquage secondaire, est définie par
(do,c2) i = K5 i (9s(1— )

II1.5 Discrétisation des équations de rhéologie

Soient n = 0...N et K et L deux cellules adjacentes situées sur une méme verticale.
Notons z}t et 2} (2] < z}) leurs cotes respectives. Pour tout ¢ € [t,, t,+1[, 'intégration
de I'équation (II.21) sur [z}, z}.| donne

n
K

0o 2 t) — (o 2 1) _/

2L

((1 — 0oy +6(sp0 + (1 s)pw)> (.2 t)dz.

Dans le membre de droite, si nous remplagons les différentes quantités par leur approxi-
mation sur les cellules K et L pour le pas de temps [t,, t,+1[, nous obtenons

dn,n—l—l

L,K|L
e A AR R (AR (R s)pwrz“)) +

n,n+1
dK,K|L

2 <<1— o+ O (o) 4 (1= 9)pu)i)

(I1L5)
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D’autre part, en intégrant 1’équation (II.20) sur une maille K et en approchant les dérivées
en temps par un schéma d’Euler nous avons

n+1 — Pk 1 1 U}?Ll 0K 1 1 1
5 T B0k Ok ok ok )T a(@h, pit, o, oY = 0 (I11.6)

ou

Ox = U?,K - pZ,K — (sm(o, 9))k

correspond a la discrétisation de ’équation (IL.19),

1 1
/6( 7}(7¢7}(+ 7JK70?(+ ) -

—oHl b _gntl .
% exp EK + g—b exp EIZ si Op Zon et Pk > b,
a a
1 .
Ee S1 0'?( < 0-77::7,7K et ¢7I—L( Z ¢r’
/ sinon,
°
1— <bn—i—l '
Oé(¢?( ¢?<+1 0'?( 0'?(+1) — T si J?( >0 et ¢7}< > ¢mm’
) 5 s

0sio <0ou¢h < p™in,

Dans le calcul des fonctions « et 3, les tests sur la porosité et la contrainte sont ex-
plicites. Cela permet d’éviter des discontinuités qui pourraient entrainer une divergence
de 'algorithme de Newton (voir paragraphe §II1.8).

I11.6 Traitement des mailles situées sur I’interface
eau-sédiments
Les mailles situées sur le bord supérieur sont intégrées au systeme (II11.1)—(IIL.6) lorsqu’elles

ont atteint une hauteur solide suffisante. Lorsque cette valeur est trop faible, les variables
liées & la maille (py, s, ¢, ¢, 0,) sont calculées en conditions hydrostatiques.

Pour o € £7,,, les flux sont égaux a
(Fu)id = Tre(puma) i (ow) ko8 =" i — Ao ).
(P = Trclpono) ity ((po)icod =" o — o)
(Fo)ids = Trclpoeno) s ((po)egd =" i = Xp5 i)
N el TL n T n n T
ou Ty = 7,Y(d%), (pw)i = pw(pw,K)v (Po)ic = pO(CKvpo,K)v pour tout a € {o,w}
ko = Poo — pgﬁ, Pu.o désigne la pression imposée sur la face o, §2")k, =
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—

7:);”}(:);’3, x» désigne I'intersection avec la face o de sa perpendiculaire passant par le point

z'k. Pour tout a € {0, w}, les produits (pana)?(T; peuvent étre calculés par un décentrage

amont ou causal. Dans le cas de flux entrants, il faut tenir compte des conditions imposées
R o no ,

sur ce bord, a savoir s; = 0 et py, , imposée.

I’équation sur la contrainte verticale est ici égale a

n,n+1
K,
oTR — ol = L ((1 = ) pac + 03 ((spo)ic + (1 - s)pw>’;<“)>
ou o7, est la contrainte verticale liée a la colonne d’eau qui surplombe le bassin.
Remarque 5 : En dimension d = 1, en suivant la méme démarche, la discrétisation
volumes finis des équations (I1.12)-(I1.22) intégrées sur des volumes solides aboutit au
schéma (IIL1.1)—(IIL.6). O

I11.7 Traitement des érosions

Lorsqu’une érosion intervient, chaque colonne qui compose le bassin perd une partie de
sa hauteur solide. Les couches sont alors translatées a porosité constante vers le sommet
du bassin et une nouvelle géométrie, tenant compte des nouvelles valeurs des hauteurs
solides, est calculée. On résoud ensuite le systeme (II1.1)—(II1.6) sur ce nouveau domaine.

I11.8 Résolution du systeme couplé

Le systeme (II1.1)—(II1.6) est un systéme d’équations non linéaires du type

ol X7n = (pZ‘FI%, s’}(+1, c’}(ﬂ, qb’}(ﬂ, U?—}—(l)}(e']’n. Il est résolu & l'aide d’un algorithme de

Newton sous-relaxé donné par 1’Algorithme 1.

Algorithme 1: Newton

Entrée : (pZ,Kv Stk Cros Pres U,ZK)KET"

Sortie : X7»

Déroulement :

Mise a jour des données géométriques

i=0

Xn = (pZ,Kv ST Clor Pk JZK)KET"

”AXT"”oo = 400

Tant que [|AX7n |l > €1 ou [|FUXE) |l > €
Début
Mise a jour des données géométriques dépendant de qﬁZT’TLl
Résolution du systéme linéarisé : AX7n = (JF" (X}n))_1 Fr(XEn)
1=1+1
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X = X5 = AMAX 70

Fin
_ i
. 3 1 N . N . € 2 .
Ici qbZT’TL correspond a la solution obtenue pour gb?‘t a lissue de la i®™M€ ijtération,

JF" (X’Tn) désigne la matrice jacobienne de F"™ calculée en X%n. €1 et €9 sont des réels
positifs permettant de controler la convergence de 'incrément AX 7, et du second membre
F"(X%.). Le parametre A est donné par

\=min (1 (SpN,opt (SSN,opt
- VgLt gntLi |0
max max
ntli _ n+1,i nili—1
Winas" = Max (P, 5" — Py D,
nt+li _ n+1,i ntli—1
Bmax” = max (s " —sg ).

DN ,opt €6 05N opt correspondent aux variations maximales en pression et saturation, I’ ex-
posant i fait référence aux valeurs calculées au cours de l'itération courante pour A = 1.
L’utilisation du parametre A facilite dans de nombreux cas la convergence de ’algorithme
de Newton (par exemple, lorsque le pas de temps &" est important).

En sortie de 'algorithme, nous nous assurons que les pressions sont positives et que les
saturations et les compositions sont comprises entre 0 et 1.

II1.9 Calcul du pas de temps

Pour assurer la stabilité des schémas explicites et garantir la convergence des itérations
de Newton, les pas de temps &" ne doivent pas étre trop importants. D’un point de vue
numérique, nous fixons les variations maximales des variables en pression et saturation
que l'on veut observer au cours d’un pas de temps. Ainsi, en sortie de 1’algorithme de
Newton, nous parcourons 1’ensemble des mailles et calculons les quantités

1 _ +1
&pg—l— Jmax = maXKET"(‘pZJl( - pgj(‘)v
1
A" ) max = maXKET"(‘S?(—F — skl)-
Ces valeurs doivent étre proches des seuils en pression, dpept, et dsqps en saturation. Ces
valeurs sont fixées en début de simulation. On calcule alors le pas de temps &" ! suivant
la formule
antt = min(max(Csd", dmin ), Emax)

ou

C§ — min < (Spopt 630pt ) )

1.2, ,
&p%—f—l )max 6(8n+1 )max

Gmin €t dmax correspondent ici aux valeurs minimale et maximale du pas de temps. Si
lalgorithme de Newton échoue (divergence, variables non physiques...), le pas de temps
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courant est annulé et nous reprenons 1’ensemble des calculs avec un pas de temps &" divisé
par deux.

II1.10 Tests numériques

Nous allons maintenant présenter quelques tests numériques qui illustrent le fonction-
nement des schémas que nous avons introduits. Nous précisons tout d’abord les données
associées aux différents cas que nous allons traiter.

I11.10.1 Caractéristiques du Test 1
Structure et géométrie du bassin

Le Test 1 correspond a un bassin de dimension d = 1 d’environ 5500 m de profondeur. Le
test débute alors que le bassin existe déja et nous supposons qu’il ne subit aucune évolution
dans le temps. La figure II1.5 précise sa géométrie et sa structure. Les hauteurs réelles
ont été calculées a partir des hauteurs solides et d’une courbe ¢(z) reliant la porosité a la
profondeur (voir figure I11.6).

—100 0
| I I I I
L 1T T 1T [ T 1
T T T T [ 1
T T T T T 1 | I | I | Couverture
L 1T T 1T [ T 1 ———
—1657 41 - __ [ T T T T T ____1 1000
Sable
_———| Argile
— — — | Roche mere
—4167 N 3000
—4623 T - - - — r 3400
—5070 Y U | [ 3800
—5510 1 - __ — — - 1____1 | 4200
\

Profondeur (m) Hauteur solide (m)

100 m

Figure I11.5: Géométrie et structure du bassin
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0.4 .

0.3 E

0.1 B

T T T T T T T T T T T
-5822 -5000 -4000 -3000 -2000 -1000 0

z

Figure II1.6: Evolution de la porosité en fonction de la profondeur

Lithologies

Les caractéristiques des différentes lithologies qui composent cette colonne sont précisées
dans le tableau suivant.

Couverture | Sable | Argile | Roche meére
ps (kg.m=3) 3000 3000 | 3000 3000
Sspec(m?.m=3) 107 10° 107 107
Teed (MPa) 10 0 1 1
U - - - 0.03

Concernant le craquage, nous avons By = Fy = 52 kcal.mol ™', A = Ay =102 s, a = 0.
Les hydrocarbures produits par craquage primaire ne contiennent donc que du composé
lourd. A l'intérieur du bassin on suppose qu’il régne un gradient thermique de 30 °C.km ™!
et qu’en surface (z = 0) la température est nulle.

Fluides et composés

Nous avons
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Eau Composé lourd Composé léger
Densité (kg.m~=3) 1100 700 700
Hoha = 107° Pa.s Ho,ha = 107° Pa.s
Viscosité voir Formule (I1.15) to b = 2700 K Ho b = 2700 K

voir Formule (I1.16)

voir Formule (I1.16)

Les perméabilités relatives ne dépendent ici que de la saturation et sont données par
kro(s) = s et kry(s) =1 —s. Les pressions capillaires m; dépendent de la saturation et de
la lithologie via le parametre mq : m(s) = 1%5 + Teed-

Conditions aux bords et initiales

Les flux sont nuls sur les bords latéraux et a la base de la colonne. Au sommet, la hauteur
d’eau est de 100 m. La simulation porte sur 100 Ma. A l'instant initial, le bassin est en
conditions hydrostatiques.

I11.10.2 Caractéristiques du Test 2

Le Test 2 est un cas bidimensionnel. La encore, nous supposons que la géométrie du bassin
n’évolue pas au cours du temps. La figure II1.7 précise ses caractéristiques. Les hauteurs
réelles ont été calculées a partir des hauteurs solides et de la courbe ¢(z) donnée par la
Figure 111.6).

—100

—766

—1372
—1657

—2203
—2456

—2973

Profondeur (m)

T
|
|
200 m 1000 m 300m 200m

Figure II1.7: Géométrie

1000 m

et structure du bassin

Couverture

—400 11

—800 Sable

—1000

Argile

—1400
—1600

Roche meére

—2000

Hauteur solide (m)

Pour le reste, nous conservons les mémes données que pour le Test 1, a I’exception de
la température au sommet qui vaut ici 100 °C. Ceci nous permet d’avoir une chaleur
suffisante au fond du bassin pour assurer le craquage.
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111.10.3 Influence du pas du maillage sur le franchissement des barrieres
capillaires

L’ensemble des résultats qui suivent ont été obtenus en utilisant le schéma amont des
pétroliers dans sa forme implicite.

Test 1

Nous débutons ces tests avec le Test 1 o nous allons montrer I'influence du pas du mail-
lage sur le passage des hydrocarbures au niveau de la barriere d’argile.

0 /\\ T T T T 0 T T T T T
-5503 -5000 -4000 -3000 -2000 -1000 -108.8 -5503 -5000 -4000 -3000 -2000 -1000 -108.8

Figure III.8: Saturations (gauche) et pressions capillaires (droite) pour ¢ = 1.0. L’huile
est retenue. La pression capillaire est discontinue au niveau de la barriere d’argile.

L

0 T T T T A T 0 T T T T T
-5503 -5000 -4000 -3000 -2000 -1000 -108.8 -5503 -5000 -4000 -3000 -2000 -1000 -108.8

Figure II1.9: Saturations (gauche) et pressions capillaires (droite) pour ¢t = 4.0. L’huile a
franchi la barriere d’argile et la pression capillaire est continue.
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T T T T T T T T T T
-5000 -4000 -3000 -2000 -1000 -108.8 -5000 -4000 -3000 -2000 -1000 -108.8

Figure II1.10: Saturations (gauche) et pressions capillaires (droite) pour ¢ = 100.0.

Sur cet exemple, ’huile générée au niveau de la roche mere monte par gravité jusqu’a la
barriere d’argile (Figure IT1.8). La elle est momentanément ralentie sous l'effet du gradient
de pression capillaire et des plus faibles valeurs des perméabilités. Elle poursuit ensuite
son ascension jusqu’a la couverture ou elle s’accumule (Figures I11.9 et II1.10). Au cours
de la migration, I’huile initialement riche en composé lourd se transforme en composé léger
par craquage seccondaire.

Discrétisons maintenant l’ensemble de la colonne a ’aide de mailles de hauteurs solides
égales a 100 m a I'exception de la barriere d’argile ot nous utilisons différents pas d’espace.
Pour des mailles de hauteurs solides égales a 400, 200, 100, 20 et 1 m, la Figure ITI.11 donne
les saturations obtenues au bout de 100 Ma.

Pour des mailles de 400 m, la discrétisation est trop grossiere et aucun hydrocarbure n’est
retenu au niveau de la barriere d’argile. Par contre, pour des discrétisations plus fines,
nous constatons qu’une partie des hydrocarbures reste piégée en dessous. Les quantités
ne sont pas tres importantes car les porosités sont faibles a cette profondeur et cela a en
fait peu d’incidence sur les quantités présentes dans le réservoir supérieur. Par contre si
nous regardons les masses de composé léger présentes dans ce réservoir, nous remarquons
qu’elles varient sensiblement en fonction du pas d’espace. Nous avons en effet

hsolia en m | masse (en t)
400 185
200 238
100 278
20 289

1 290

En fait les barrieres capillaires présentes au niveau de la couche d’argile et de la couverture
ont deux effets. La premiére a un effet de retard : avant de traverser la couche d’argile, les
hydrocarbures doivent s’accumuler en quantité suffisante pour rendre la pression capillaire
continue. Nous avons en effet meeq = 0 dans la couche de sable et mgeq = 1 dans la
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Saturation pour t = 100 Ma

1 T T T T T T T T T

hs = 400m
hs =200m
hs = 100m
hs=1m

hs =20m

T T T T T T T T T T
-5000 -4000 -3000 -2000 -1000 0

Figure II1.11: Etat final en saturation obtenu pour différentes discrétisations de la barriere
argileuse

couche d’argile. Il faut donc attendre que la saturation sous la barriere atteigne la valeur
s* = 0.75 pour que les hydrocarbures poursuivent leur ascension (Figures III.8 et II1.9).
Au niveau de la couverture, la discontinuité des pressions capillaires est trop forte et les
hydrocarbures sont retenus dans tous les cas (Figure I11.10).

Lorsque le pas du maillage est trop important, la discrétisation du gradient de pression
capillaire est trop grossiere et les hydrocarbures franchissent la barriére sous leffet de la
gravité avant que la continuité de la pression capillaire ne soit satisfaite. Ainsi, en présence
de grosses mailles, les hydrocarbures sont retenus moins longtemps dans les zones chaudes
du bassin et donc de plus faibles quantités de composés lourds se transforment en composé
léger.

Nous constatons ainsi, sur ce premier exemple, que les barrieres capillaires jouent un réle
prépondérant en simulation de bassin car elles ont une influence a la fois sur la localisation
et sur la composition des réservoirs finaux.

Nous allons maintenant reprendre le Test 1 en tenant compte, cette fois de la sédimentation
et du mécanisme de compaction.

Test 1 avec compaction

Au début de la simulation, le bassin n’existe pas et les couches se déposent au fur et a
mesure 3 une vitesse vgeq = 100m.Ma~"!. La loi de rhéologie est donnée par
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03e p( U)+03 (- J) >

—_— — ——exp sio Om,

Oé(¢, J) =0, ﬁ(¢v J) = QP 60 60 or = 0.
107 si o < o,

et ceci pour toutes les lithologies qui composent le bassin. La Figure II[.12 donnent
les porosités obtenues apres le dépdt de chacune des couches et les Figures II1.13-111.15
montrent 1’évolution des saturations et des pressions capillaires au cours du temps. Nous
constatons que ces résultats sont analogues au cas sans compaction. Lorsque le maillage
est trop grossier, nous constatons également un passage prématuré des hydrocarbures.

Test 2

Le bassin comporte ici une roche mere et deux réservoirs potentiels séparés entre eux par
une cloison étanche (Figure II1.16). Apres expulsion hors de la roche mere, I’huile monte
par gravité jusqu’a la barriere d’argile (Figure II1.18). La, & la différence du cas monodi-
mensionnel, ’huile ne s’accumule mais contourne la barriere et remplit progressivement le
réservoir de gauche (Figures I11.19 et I11.20). Si la discrétisation n’est pas assez fine I’huile
poursuit son ascension et remplit le réservoir de droite. C’est en particulier le cas si nous
discrétisons le domaine avec des mailles de hauteur solide égale a 200 m (Figure II1.17).
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#(2) #(2)

Q//ﬂ/

-900 -800 -700 -600 -500 -400 -300 -200 -1125 -1649 -1000 -1125

z z
(a) (b)
(2) (2)
< / <
-2256 72(‘700 71(‘)00 -1125 —~4766 74(‘)00 73(‘100 72(‘]00 711‘)00 -112.4
z z
(c) (d)
(2)
©
-5802 751‘700 74(‘]00 73(‘)00 721‘)00 fl‘DOO -102.9
z
(e)

Figure II1.12: Porosités calculées ent =4 Ma (a), t =8 Ma (b), t =12 Ma (c), t = 32 Ma
(d), t =42 Ma (e)
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1 15
10 B
»
O T T T T 0= T T T T
-5000 -4000 -3000 -2000 -1000 -112.4 -5000 -4000 -3000 -2000 -1000 -112.4

Figure II1.13: Saturations (gauche) et pressions capillaires (droite) pour ¢t = 35.0.

1 T T T T T 15 T T T T T
10 B
»
0 T \ T T T T 0 T T T T T
-5777 -5000 -4000 -3000 -2000 -1000 -1125 -5777 -5000 -4000 -3000 -2000 -1000 -1125

Figure III.14: Saturations (gauche) et pressions capillaires (droite) pour ¢t = 41.0.

1 T T T T T 15 T T T T T
10 B
»
0 T T T T T 0 T T T T T
-5803 -5000 -4000 -3000 -2000 -1000 -102.9 -5803 -5000 -4000 -3000 -2000 -1000 -102.9

Figure III.15: Saturations (gauche) et pressions capillaires (droite) pour ¢t = 49.0.
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-186.9
10.6

10
9.4

8.2
7.6

-1000

6.4
5.8

-2000 46

34
2.8

16

-2911
50 1000 2000 2650

Figure II1.16: Barrieres capillaires a I’instant initial.
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Figure III.17: Saturations obtenues en ¢ = 10.0 avec des mailles de hauteur solide égale a
200 m.
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Figure II1.18: Saturations obtenues en ¢t = 0.2 avec des mailles de hauteur solide égale a
100 m.
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Figure II1.19: Saturations obtenues en ¢t = 0.4 avec des mailles de hauteur solide égale a
100 m.
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Figure II1.20: Saturations obtenues en ¢ = 10.0 avec des mailles de hauteur solide égale a
100 m.
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Chapitre IV

Etude mathématique du schéma
industriel

Le schéma amont des pétroliers est apparu dans les années 60-70 suite aux travaux de D.
W. Peaceman (Peaceman 1977) et de K. Aziz (Aziz & Settari 1979) pour la simulation
de réservoir. De nombreuses études mathématiques ont été publiées a son sujet mais,
dans plupart des cas, I'influence de la gravité n’est pas prise en compte dans les équations
d’écoulement ou alors uniquement dans des cas simplifiés. Ici nous proposons une étude
générale de ce schéma dans le cadre d’'un écoulement de type Dead-Oil. Nous négligeons,
dans un premier temps, les effets capillaires et montrons des estimations en pression et
saturations ainsi que ’existence d’une solution discrete. Nous reprenons ensuite la méme
étude en tenant compte, cette fois, de la capillarité. Nous introduisons alors un nouveau
schéma a nombre de Péclet variable. L’idée est ici de décomposer la partie convective du
flux en une combinaison linéaire entre le flux décentré du schéma amont des pétroliers et le
flux centré. Le parametre de cette combinaison linéaire est ajusté localement, sur chaque
face, en fonction de la diffusion introduite par la pression capillaire de fagcon a rendre
le schéma L°°-stable. Nous montrons alors, pour ce schéma, des résultats analogues a
la premieére partie. En supposant le flux total suffisament régulier, nous montrons la
convergence du schéma a Péclet variable vers une solution faible du probléme. Quelques
tests numériques présentés en fin de chapitre montrent une amélioration de la précision
des calculs.

IV.1 Modele mathématique

Nous considérons ici un modele Dead-Oil ou un fluide diphasique immiscible et incompres-
sible s’écoule au travers d’un milieu poreux isotrope 2. La géométrie du domaine est fixe
au cours du temps. La porosité et la perméabilité du milieu ne dépendent que de la variable
d’espace et nous notons 7' la durée de I’écoulement. Sous ces hypotheses, la loi de Darcy,
généralisée aux écoulements multiphasiques, établit que la saturation s : 2 x [0,7] — R
et la pression de l'eau p,, :  x [0,7] — R sont solutions du systéme :
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0s . — - —
o + div (T M0(8)(po g — Vpo)> =0,

L.
ds . =1 V.1
—qﬁa + d1V<T Nw(8)(pw g — pr)> =0, ( )
77(3) = Po — Pw
Nous supposons les bords du domaine imperméables :
Va € {o,w}, T ('na(s)(pa?> — ?pa))ﬁ = 0. (Iv.2)

La pression de ’eau p,, est donc définie a une constante prés. Nous pouvons, par exemple,
supposer que, pour tout ¢t € [0, 77,

/pw(a:,t) dx = 0.
Q
La condition initiale est donnée par

8(., 0) = Smi(.). (IV.3)
Tout au long de ce chapitre, nous supposerons les hypotheses suivantes vérifiées.
Hypotheses IV.1.1

Hi1-1. §Q estun ouvert borné polygonal connexe de RY (avec en pratique d = 1,2 ou 3)
et T est un réel positif donné.

H1-2.
peL®(Q)et 0 < d(x) <1p.p. xe,
T eL®() et 0<Cring <YT(x) <Crsup Pp- ¢ €Q,

ot Cying et Cy sup dépendent des propriétés de la roche.

H1-3. Nous supposons que, pour tout a € {o,w}, N : R — R est une applica-
tion continue Lipschitzienne. Plus précisément, la fonction n, est croissante sur R,
strictement croissante sur [0, 1] et vérifie

Vs < 0, ?70(3) =0,
Vs > 1, 770(8) = 770(1)'

Inversement la fonction n,, est décroissante sur R, strictement décroissante sur [0, 1]
et vérifie

Vs <0, nw(s) = %(0%
Vs > 1, nw(s) =0.

De plus nous supposons que la mobilité totale est bornée inférieurement, i.e.,
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38>0, 8= seir[éfu nr(s).

H1-4. La pression capillaire, w, est une fonction ne dépendant que de la saturation
(pour le cas 7(x, s) voir le Chapitre V). Elle est définie sur R a valeurs dans RY,
continue Lipschitzienne, C et strictement croissante sur [0,1]. Nous supposons de
plus que

o pour tout s > 1, T(8) = Tmax, Tmax € R,

e pour tout s <0, 7(s) = w(0).
HI1-5. Sini € L®(Q) et 0 < sipi(z) <1 p.p. = € Q.
H1-6. Pour tout a € {o,w}, les densités p, sont constantes et p, < pu.
Nous utiliserons également les notations suivantes :

Notation IV.1.1

Cy, = sup . , Vo € {o,w},
s,s €R, s#s’ ‘8 —8‘
"7T(8) = 770(3) +77w(3)7
v = supnr(s),
seR
boL oy =T
5,5 €R, s#s’ ‘8 —8‘

L’existence et 1'unicité d’une solution faible au probleme (IV.1) a été établie dans (Kroener
& Luckhaus 1984), (Alt & di Benedetto 1985), (Chavent & Jaffré 1986), (Antontsev,
Kazhikhov & Monakhov 1990), (Langlo & Espedal 1992), (Feng 1995), (Chen & Ewing
1999), (Chen 2001) sous différentes hypotheses.

Sur le plan numérique, de nombreuses méthodes de résolution ont été mises en oeuvre au
cours des dernieres décennies : différences finies (Peaceman 1977), (Aziz & Settari 1979),
éléments finis mixtes hybrides (Ewing & Heinemann 1984), (Ewing & Wheeler 1984),
(Chavent & Jaffré 1986), (Arbogast, Wheeler & Zhang 1996) et volumes finis (Forsyth
1989a), (Forsyth 1989b), (Eymard, Gallouét & Herbin 2000).

Dans ce chapitre nous nous intéressons a un schéma volumes finis centrés appelé schéma
amont des pétroliers (voir équations (IV.9)-(IV.10)-(IV.11)-(IV.12)). A la fin des années
80 des études mathématiques ont été réalisées sur ce schéma en dimension d = 1 (Pfertzel
1987), (Sammon 1988), (Brenier & Jaffré 1991). Quelques-unes de ses propriétés ont
été étendues a des espaces de dimension d = 2,3 (Vignal 1996), (Eymard et al. 2000),
(Eymard, Herbin & Michel 2003) mais, dans tous les cas, le terme de gravité n’était
pas pris en compte. En fait, en ’absence de pression capillaire, de nombreux probléemes
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mathématiques apparaissent. Nous ne sommes, par exemple, pas encore en mesure de
montrer 'existence et I'unicité d’une solution faible au systeme (IV.1).

Notre étude s’organise de la fagon suivante. Nous étudions tout d’abord le schéma amont
des pétroliers (IV.9)-(IV.10)-(IV.11)-(IV.12) en l'absence de pression capillaire et nous
montrons des estimations a priori en pression (Proposition IV.4.1, Corollaire IV.4.1), sa-
turation (Proposition IV.4.3) et 'existence d’une solution discréte (Proposition IV.4.2).
Pour clore cette premiere partie, nous mentionnons quelques-unes des difficultés qui appa-
raissent dans la preuve de convergence (voir § IV.4.4). Puis, dans un deuxiéme temps, nous
effectuons une étude en présence de pression capillaire et nous introduisons un nouveau
schéma dit a nombre de Péclet variable (voir équations (IV.9)-(IV.19)-(IV.20)- (IV.22)-
(IV.23)-(IV.24)). Nous effectuons sur ce schéma une étude mathématique semblable & la
premiere partie (estimations en pression (Proposition IV.5.1, Corollaire IV.5.1), stabilité
L des saturations (Proposition IV.5.2), existence d’un couple de solutions discret (Propo-
sition IV.5.3)). Nous montrons ensuite la convergence de ce schéma dans un cas simplifié

(Théoreme IV.5.1). Nous présentons quelques résultats numériques en fin de chapitre (voir
§IV.6).

IV.2 Discrétisation volumes finis admissible

Nous précisons tout d’abord les notions de maillage et de discrétisation admissibles pour
les méthodes de type volumes finis centrés (Eymard et al. 2000).

Définition ITV.2.1 (Maillage volumes finis admissible) Soit Q un ouvert de R? sa-
tisfaisant les Hypothéses H1-1. Une discrétisation admissible de €, que mous noterons
M, est un triplet (T,E,P) ot

e 7 est un ensemble de volumes de contréle correspondant o des ouverts disjoints

de Q polygonaux et connexes. Ces éléments vérifient U K = Q. Nous notons
_ KeT
0K = K\ K la frontiére du volume K, m(K) sa mesure (sa longueur pour d =1,

son aire pour d = 2, son volume pour d = 3).

o & désigne ’ensemble des faces du maillage. Nous supposons que, pour tout o € &, il
existe un hyperplan E de R? et un volume de contréle K € T tel que 6 = ENoK
ot o est un ouvert non vide de E. Nous notons Ex le sous-ensemble de £ composé
des faces du volume K. Ainsi 0K = U &. Pour tout o € £, nous avons

o€l

— s0it o € Ey = {0 € €, I(K,L) € T?, K # Ltel que 6 = K (L} (dans ce
cas, nous désignons également par K|L la face o),
— $0it 0 € Eeyy = {0 € &, tel que o € IN}.

L’ensemble des volumes voisins d’un volume K est noté N(K)={L € 7T,0 =K|L €
Ex}. Le vecteur normal unitaire a une face K|L € &y extérieur a K est noté WK,L-
Pour une face o € Eepr nous désignons par . le vecteur normal unitaire extérieur
au domaine Q. L’aire d’une face o est notée m(o).
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e P est un ensemble de points (v )keT satisfaisant les propriétés suivantes :

- VKeT,zg €K,

— pour (K, L) € T2, la droite (zf, v1) joignant les points v et xy, est orthogonale
a la face K|L,

— pour o € &, d, désigne la distance entre xx et xp sio = K|L € Ep ou la
distance entre xy et la face o si 0 € Egpy,

— pour K|L € &y, la transmissivité T|L @ travers la face K|L est égale a
m(K|L)
dg|L
— pour tout K € T et pour tout 0 € £k, di o, désigne la distance entre le point
rxi et la face o,

m(o)

dK,J

— pour 0 € Eezt (€K, la transmissivité Ti » a travers la face o est égale a

Nous notons Dy, la réunion des deuzr cones de sommet xy et xy et ayant pour base
commune linterface K|L. Pour une face 0 € gy telle que o € Ex, D, désigne le cone
de sommet xg et de base o.

Nous posons size(M) = sup{diam(K), K € T}. La régularité regul(M) du maillage M
est définie par
diam(K)

regul(M) = max PP (Iv.4)

Remarque 6 : Remarquons que, pour tout K € 7, il existe a > 0 ne dépendant que de
regul(M) et de la dimension du domaine tel que

> m(o)diam(K) < am(K).

o€l

En effet nous avons

Z m(o)diam(K) < regul(M) Z m(o)dk,s < dregul(M)m(K) = am(K).

o€l o€l

O
Pour simplifier les notations, nous ne considérerons dans ce qui suit (y compris au chapitre
V) que des pas de temps constants. Les résultats établis peuvent étre facilement étendus
a des pas de temps variables.

Définition IV.2.2 (Discrétisation en temps) Une discrétisation de l'intervalle de
temps [0, T est donnée par un entier M € N tel que T = (M + 1)&. La suite des dates
(tn)nE{O..M—l—l}; ot nous calculerons une solution discrete, est alors donnée par t,, = ndt.
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Définition IV.2.3 (Discrétisation admissible en espace et en temps) Une
discrétisation admissible D du domaine Q x [0,T] se compose d’un couple (M, M) oi
M est une discrétisation du domaine Q0 au sens de la Définition 1V.2.1 et ou M € N

définit une subdivision réguliére de lintervalle [0, T] (voir Définition IV.2.2). Nous notons
size(D) = max(size(M), &).

IV.3 Définition des schémas

IV.3.1 Notations préliminaires

Soit D une discrétisation admissible du domaine 2 x [0, 7] (Définition IV.2.3), K € 7 et

n € {0...M}. Pour une variable u, nous notons u’}(ﬂ son approximation sur 1’élément K

et sur lintervalle de temps |nd, (n + 1)&], u}, désignant une approximation constante par
morceaux de la condition initiale. Nous désignons par

X(7T) 'ensemble des fonctions constantes par morceaux sur le maillage 7 : uy €
X(T) est définie, pour tout x € Q, par ur(z) =ug siz € K,

e X (D) l'ensemble des fonctions constantes par morceaux sur la discrétisation D :
up € X(D) est définie, pour tout n € {0...M} tel que t €]nd, (n + 1)&] par
up(.,t) = uftt € X(T) et up(.,0) =uy € X(T).

Nous utilisons également la notation dug 1, = ur, — uk.
Il s’agit maintenant de définir un couple de fonctions (sp, pyp) € X (D)2 qui constitueront
une approximation des fonctions (s, py).

IV.3.2 Le schéma amont des pétroliers

Construction du schéma

En intégrant formellement les équations du systeme (IV.1) sur le volume K et 'intervalle
de temps |nd, (n + 1)&], nous obtenons

( )( (xvtn—f—l) — S(x,tn)>d3:—|—
/ oot / T(z) (no(S)(pﬁ - ?po))(a:,t).ﬁ(a:)dg(g;)dt =
" (IV.5)
/(b s(x, tpy1) — (a:,tn)>da:—|—

(n+1
/ /dK w($)(pu T = Vpu) ), 1).7 (@) de ()t =

ot 7 (x) désigne le vecteur normal unitaire extérieur au point € K. En tenant compte
des conditions aux limites et en utilisant une formulation implicite en temps pour la
pression et explicite ou implicite en temps pour la saturation dans les termes de flux, nous
obtenons
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/ 0() (s(2. trr) — s(a 1) )+
00 ((6) 0 trer) (7 = Tl ) ) T rcadle) =0

(IV.6)

LEN(K) K|L

/ 0() (s(. ) — sl 1) )t
/K Y6 (el o) (0T = Tralotrn)) ) Trcadela) =0

\ LEN(K)

Enfin, en discrétisant les gradients par un schéma de type différences finies centré et en
remplagant les différents termes par leur approximation discrete, nous obtenons

Vne{0...M},VK €T,
n+1

S s
m(K)oxE—— + " Y (n0) 11 (g — 4 ) =0
& LEN(K) (IV.7)
87;(+1 — SK n+1
—’m(K)(bKT + Z TK|L("7w)K|L(pw953KL 5pw KL) 0
LEN(K)

ou

— T 5
g .-TKTL = JXZK,L,

n+1 n+1 n+1
pOK _pr+7T(sK )7

* ¢ox = /(b

1 <dKK|L dL,K|L)
TK|L ’m(K‘L) T(zk) T(@“L)'

Pour tout a € {0, w}, les mobilités (14 )" KIL ! sont calculées en fonction du sens d’écoulement
de la phase «, i.e.,

N .
(n )n+1 (Ua)”+1 = 7704(3711(“4— ) sipagder,L — @Z?’;L >0 (IV.8)
*KIL ('na)”+ = na(sznﬂ) sinon.

Remarque 7 : Nous utilisons I'exposant "*! pour les mobilités (1) K|L car leur ex-
pression dépend de 5pg'§% ;- L’exposant nntl utilisé pour les saturations indique que ces
valeurs peuvent étre prises explicites ou implicites. O

La condition initiale discrete est donnée par

1
0
= - ini ) . V.
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Expression du schéma a 1’aide du flux total

En sommant les équations du systeme (IV.7), nous obtenons

Z ("70)K|Lpog + (nw)}quwg) KL~ 0
KL n+1 n41) 5 ntl ntle ntl |
LEN(K) (nO)K|L + (nw)K|L> Do e, = (10 )K|L57T

Nous pouvons réécrire cette égalité sous la forme

Vne{0.. M} VKeT, > QF}=0 (IV.10)
LEN(K)

ol Q”+1 désigne le flux total discret égal a la somme des flux des deux phases :

(77 )K|Lpog + (nw)K|LPw9> KL~

Q¥ = TkiL n " " il e n (Iv.11)
(o)t + ()i )Wt — (o) iomic

Remarque 8 : VK]|L € &;,;, nous avons Q7}(+L1 = —Q”+1 O

Notons Gr,r = YkiL(po — puw)9dzk . Grace a I’ égalité (IV.11) nous pouvons exprimer
5pZ K. en fonction de Q”+1 et le systeme (IV.7) se réécrit sous la forme

s}z{ﬂ _ ("70)7;;,% (Q?QL,% + (nw)K|L(GKL TK|L57T7I’L(—S—L1)>
N D R+ ()i -0
LEN(K) No) k|, T \Thw) k|1,
(IV.12)
s?(—"l — 37}( (nw)?(T[l, (Qn+1 (770)1(|L(GKL TK|L57Tn+1)>
—m(K)¢KT+ Z o) 4 ()] =0
LEN(K) No) g T \Tho) k|1,
(IV.13)

Définition IV.3.1 Compe tenu des relations (IV.8), nous introduisons la fonction F'

e R* — R
' (a7 b’ Q7 R) — F(a7 b’ Q7 R)7

définie par
1.si@>0et R<O0:

Fla.b,QR) = { el Tl

sinon, (i)
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2.85iQ>0et R>0:

Pour Q < 0, nous posons

F(aa b,Q, R) = _F(ba a,—@Q, _R) (IV14)

Remarque 9 : F est une fonction continue Lipschitzienne et croissante (resp.
décroissante) par rapport a son premier argument (resp. son second argument). Ce
résultat reste valable lorsque R est défini par

R(a,b) = G — 7(n(b) — n(a)), (IV.15)

pour G € R et 7 € RS (voir Lemme B.1.1). Les constantes de Lipschitz de F' sont bornées
par Cp(|Q| + |R|). La constante C), est introduite dans le Lemme B.1.1. O

En utilisant cette nouvelle fonction, I’équation (IV.12) se réécrit sous la forme

s gn
m(K)gbK% + Z F(S?én—’—l SZ’R—H, ?(—t—llﬂ GK,L — TK|L57T?(—S—[1/) =0. (IV.16)
LeN(K)

Le schéma amont des pétroliers définit ainsi des fonctions sp et py, p solutions des équations
(IV.7)-(IV.9) ou de fagon équivalente solutions de (IV.9)-(IV.10)-(IV.11)-(IV.16).

Remarque 10 : Les équations de conservation du systeme continu (IV.1) peuvent
—
également étre reformulées grace au flux total Q défini par

Zj =7 <<"70(3)Po + nw(s)pw>7 - ?7T(8)€pw - 770(3)6)77(3)> .

— —
En exprimant Vp,, en fonction de @, le systéme est équivalent a

dg@ -0 (IV.17)
05 +div(f(s. G, G) = 1(9)Vee(s)) = 0. |

ou

-a—ram@m+%@mgv—w@?@,
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e D désigne laspression globale introduite par (Chavent & Jaffré 1986) et définie par

P=pu+ / %o (o) (v) do,
o Nr

¢ [(5,Q,G)=2(5Q + 2 (5)@,
nr nr

! o "70(8)"711;(8) 7T/ s
)= )t ()" )

C’est a partir des équations de conservation de I'huile et de ’eau exprimées sous la forme
(IV.17) que nous allons définir le schéma & nombre de Péclet variable. O
IV.3.3 Le schéma a nombre de Péclet variable

Construction du schéma

Considérons a nouveau une discrétisation admissible D du domaine 2x[0, T'] (voir Définition
IV.2.3), un volume K € 7 et un entier n € {0...M}. Comme pour le schéma amont des
pétroliers, nous intégrons formellement les équations du systeme (IV.17) sur le volume K
et l'intervalle de temps |[nd, (n + 1)&] :

(n+1)d N
/ G (). 70 (@) d (2)dt =
nét OK

/ P(x )( (@, ths1) —S(IL’,tn)>d:J:—|— (IV.18)

/(n+1 /dK ( H)(xvt) - T(x)vw(é’)(x,t)).ﬁ(x)dg(x)dt =

Compte tenu des conditions aux limites, nous avons pour la premieére équation du systeme
(IV.18),

(n+1)d .
/ Z Q(z,t). Wk, rd{(z)dt = 0.

o LeN (k) EIE

En discrétisant les gradients par un schéma de type différences finies centré et en calculant
les mobilités sur les interfaces grace a une moyenne harmonique, nous obtenons

dSoQpl= (IV.19)
LeN(K)
ol
°
QK L — TK|L <<770 K|L po + 77:] %pr>g(szK,L 77; 7;(—7[1/5]7”—’—1) ) (IV'QO)
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1 1 dr K|L dr.k|L
Va € {o,w, T} = < ’ + ’ )
» ’ nn+l ,n+1 ,n+1
"72;1(“; dr|L Na(sk ) malsy )

Déterminons maintenant le schéma associé a la seconde équation du systeéme (IV.17). Dans
cette équation, nous approchons la partie convective du flux a ’aide de la fonction F' (voir
Définition IV.3.1) et nous utilisons un schéma aux différences finies centré pour le terme

—
V(s). Nous avons alors

n+1 n nn+1l  nn+l n+1
m(K) g KK < Flsk oL, KL fﬁ’L)_ > =0.  (IV.21)
& renio \ Trin(e(sy™ ) —elsg™ )

En 'absence de pression capillaire, le décentrage opéré au niveau de la fonction F introduit
une diffusion numérique permettant de stabiliser le calcul des saturations. Ici il n’est pas
nécessaire de décentrer systématiquement le schéma pour rester stable : lorsque la diffusion
liée a la capillarité est suffisante, nous pouvons augmenter la précision du schéma en
recentrant la partie convective du flux. Pratiquement, nous écrivons le terme de transport
comme une combinaison linéaire entre le terme centré et le terme décentré. Le parametre
0< H”KTLI < 1 intervenant dans cette combinaison linéaire dépend de la face du domaine
et du gradient de pression capillaire sur cette face. Le flux convectif est alors donné par la

Définition IV.3.2 Soit :

. RS — R
' (07 a7 b7 Q7 G) = F(07 a7 b7 Q7 G)7

définie par

a+b a+b
2 7 927

F(0,a,0,Q,G) = <0F(a, b,Q,G)+ (1— 0)F( 0, G)) (IV.22)

ot F(a,b,Q,G) est donnée par la Définition IV.3.1.

Grace a cette nouvelle expression du flux, I’équation (IV.21) devient

gt — gn
m(K)px=—eto 3 F(OT s s QL G-
LEN(K) (Iv.23)
TK|L(<P(SZ’R+1) - @(3?(’““)) =0
ou
* +1 +1

T sn,n N sn,n
01— max [ 0,1 — LlPlr” ) Zelsg 7)) ) (IV.24)

K|L An+1 n,n+1l nmn+l

K,L(SK sp )
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a+b a+bd
5 g Q%1 Grr) — Fla,b, Q% Gk 1)

A7t (a,b) = F(
A Dinstant initial la solution discrete est donnée par la relation (IV.9).

Dans ce qui suit nous effectuons une premiere étude du schéma amont des pétroliers en
l’absence de capillarité. Autrement dit, nous supposons que, pour tout s € R, 7(s) = 0.
Remarquons que, dans ce cas, les équations (IV.12) et (IV.23) coincident.

IV.4 Etude du schéma amont des pétroliers en ’absence de
capillarité

Dans ce paragraphe, nous travaillons uniquement avec la forme explicite du schéma (IV.9)—
(IV.12). Les résultats que nous montrons restent valables dans le cas implicite.

Nous commencons par démontrer quelques estimations a priori sur la pression de 1’eau
et en particulier une borne sur sa norme dans L?(Q2). Cette estimation nous permettra
de montrer 'existence d’une solution discrete au systeme (IV.9)—(IV.12). Nous montrons
également la stabilité du calcul des saturations. Nous ne sommes, par contre, pas encore
en mesure de montrer la convergence du schéma dans le cas général. Nous détaillons, a la
fin de cette premiere partie, quelques-unes des difficultés rencontrées.

IV.4.1 Estimations sur la pression

Nous montrons, dans un premier temps, que la semi-norme H!-discrete de la fonction pZ‘}l

est uniformément bornée pour tout n € {0...M}. Nous déduisons ensuite une majoration
de sa norme dans L?(Q) grace a I'inégalité de Poincaré-Wirtinger.
La définition qui suit précise la notion de semi-norme H'-discrete.

Définition IV.4.1 Soient un domaine 2 vérifiant H1-1 et M un maillage admissible au
sens de la Définition IV.2.1. La semi-norme H'-discréte d’une fonction u € X(T) est
définie par

1

\uh,M:( Z TK|L(5UJK,L)2>§

KlLegint
Pour tout n € {0...M}, la fonction pZ‘}l vérifie alors la proposition suivante :

Proposition IV.4.1 Supposons les Hypotheses IV.1.1 vérifiées. Soit D une discrétisation
admissible du domaine Q x [0,T] au sens de la Définition IV.2.3. Pour tout n € {0...M},

soient (pPE, s"H) € (X(T))? un couple de solutions des équations (IV.9)-(IV.12). Alors
w,T1°T

il existe une constante C1 indépendante de la discrétisation D et de la solution (pZ+71, sgﬂ)

telle que

PLFim < Ch (IV.25)
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(Pour tout n € {0...M}, lexistence d’une solution (s ”+1,pZ+71) au systéeme (IV.9)-
(IV.12) est établie dans la Proposition IV.4.2.)

Preuve :
Nous montrons tout d’abord qu’il existe une constante Cy telle que, pour tout K € 7 et

ne{0...M}, p”+1 vérifie

Z TriLir K|L(6pZ+I;L)2 <Gy (IV.26)
K|LEEint

En multipliant I’équation (IV.10) par p”+1 et en sommant sur ’ensemble des volumes du
maillage, nous aboutissons a

ST s (O e+ Low)abicn — w0 )Pt = 0.
KeT LeEN(K]

Ceci équivaut a

El=FE2
avec
_ n+1 n+1 n+1
B = Z Z YRILN7 1)L P, K, LPw K
KeT LeN(K)
_ n+1 n+1 n+1
By = Z Z T k07 k. Vi L P K
KeT LeN (K]
ou
n+1 n+1
("70 K|Lp0 + Nw K|pr)g52K,L . n+1 0
Bl Tl St T K|L 7# 0,
K,L N K|L
0 sinon.

En regroupant les termes par face dans Fq, nous obtenons

n+1 2
Z TK|L?7TK|L(5pw K,L) .
KlLEgznt
De la méme fagon, nous avons
n+1 n+1¢ nt1l
Z T L7 K|LhK LWPu KL
KlLegint

En appliquant ’inégalité de Cauchy Schwarz, nous obtenons
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|~

1 1 2\2
| | S( ) Y i1 (M) ) ( ) T i, ey (P, ) ) '
KlLEgznt KlLEgznt

Compte tenu des Hypotheses IV.1.1 et de I'inégalité
S m(E|L)dg, <> m(o)d, = dm(Q),
K|LEE;nt o€l

nous pouvons majorer le premier terme du membre de droite par

1 1
( Z TK|Lr'7T K|L(hn+1) ) (CT,sup’)/dm(Q)> prg = C2 .
K|LEEin:

En utilisant I'inégalité, ¥(z,y) € R?, zy < “”7 + %, nous majorons Fy par
1 2 1 n+1 n+1 2
‘E2‘ S §C2 + 5 Z TK|L77T7K|L(5pw7K7L) .
KlLegint

Enfin, en regroupant les majorations obtenues pour les termes F; et Fo, nous obtenons la
majoration (IV.26).

Maintenant considérons une face K|L € &;;. Si le choix de la maille amont (IV.8) sur
cette face est le méme pour les deux phases, alors nous avons, d’apres H1-3

n+1
k| = B.

Dans le cas contraire, les sens d’écoulement des deux phases sont opposés et nous avons
soit

0 < pogdzk,r < 5pw KL S PwdOZK,L
soit
PwgOZK, L < 5pw KL < Pogdzr,L < 0.

Nous en déduisons alors que

(@h%.0)? < (pwgdr,)?. (IV.27)

Notons

. 1
€o,K|L = sign(pogder, — 5pZ—f—K,L)7

. 1
Ew,K|L = sign(pwgdzk, L — 5pZ+KL)

En sommant (IV.27) sur ’ensemble des faces intérieures du domaine, nous obtenons
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Z TK|L/8X{5O,K\L7£5U;,K\L}(@)Z—,’};L)2S Z TK|Lﬁ(pwg5'szL)2
KlLEgint KlLegint

ou x4 = 1 si la condition A est vérifiée, 0 sinon. Or

> YTrinBpugdix,L)? < CrsupBlpwg)*dm(Q) = Cs.
KlLegint

De plus, nous avons

CrangBIPEFEM S D YL (B ey i ew e} T M) (@i 1)? < Ca + Co ™.

KlLegint
N
Nous obtenons alors I'inégalité (IV.25) avec C1 = (%) ’ [ |
De l'inégalité (IV.25) nous pouvons maintenant déduire une majoration de ‘ pZ‘}l .

Corollaire IV.4.1 Supposons les Hypothéses IV.1.1 vérifiées. Soit D une discrétisation
admissible du domaine Q x [0, T] au sens de la Définition IV.2.3. Pour tout n € {0...M},
une solution (sgﬂ,pg}l) € X(T)? du systeme (IV.9)-(IV.12) vérifie

L2(Q)

ot Cy est une constante indépendante de (S”M'H,pgb\l/l) et de D.

n+1
pw,’T‘

<0y (IV.28)

Preuve :
Avec des conditions de type Neumann sur le bord, la pression est connue a une constante
pres. Nous pouvons donc imposer

/ P (z)dx = 0.
ol w

Nous appliquons ensuite I'inégalité de Poincaré-Wirtinger démontrée dans (Eymard et al.
2000) et que nous rappelons ci-dessous :

Lemme IV.4.1 Soient Q vérifiant H1-1 et T un maillage volumes finis admissible au
sens de la Définition IV.2.1. Pour toutu € X(7T), il existe C5 € Rt dépendant uniquement
de Q) telle que

9 2
< Coluft b 2 ([ as)’
lull 2q) < Cs |uli ag+ m(Q) Qu(x) x
Nous obtenons le résultat en prenant Cy = Cs Cy 2. |

Une autre conséquence importante de la Proposition IV.4.1 est le Corollaire IV.4.2 qui
garantit I’existence d’un pas de temps & > 0 satisfaisant la condition CFL (IV.29) assurant
la stabilité L> du schéma (§ IV.4.3).
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Corollaire IV.4.2 Supposons les Hypothéses IV.1.1 vérifiées. Soit D une discrétisation
admissible du domaine Q x [0,T] au sens de la Définition IV.2.3. Alors il existe une
constante Ct dépendante du maillage M et des données du probleme mais pas de & et ni
d’une solution (s ”'H,pg'}l) de (IV.9)-(1V.12), telle que

K
Vne{0...M}, inf m 3
KeT Z c, Qn—f— |+ |Gl

LEN(K)

>CM7

ou Cy, est définie dans le Lemme B.1.1.

Preuve :
De l'inégalité (IV.25), nous déduisons que

a

Vne{o...M},VK\Le&nt,\dp” 2l < )
TK|L

Par conséquent,

VHG{OM},VK‘LGgZTLt, ECK|L207 ‘ n—l—l‘ <CK|L

ol C 1, dépend entre autres du maillage M. Finalement, nous avons

: m(K)
3Cp >0, inf > Cwnm,
KeT Z c, Qn—f—l‘ + |Gkl
LEN(K)
ot Cp dépend des mémes parametres que Cp. |

IV.4.2 Existence d’une solution discréete au systeme couplé

Nous sommes maintenant en mesure de prouver l'existence d’une solution au systeme
(IV.9)-(IV.12). La démonstration repose sur l'utilisation du degré topologique (voir
(Deimling 1980), (Kavian 1993)).

Proposition 1V.4.2 Supposons les Hypotheses IV.1.1 vérifiées. Soit D une discrétisation
admissible du domaine Q x [0,T] au sens de la Définition IV.2.3. Pour tout n € {0...M},
il existe au moins une solution (s ”'H,pg'}l) au systéeme (I1V.9)-(I1V.12).

Preuve :
Pour tout n € {0...M}, Pexistence d'une solution s5 découle dlrectement de (IV.9)-

(IV.12). Le probleme se limite donc ici & montrer I'existence de pw ou s est considéré
comme une donnée. Dans ce qui suit, nous supprimons les indices "t et ™ : Pw, T désignera
p”+1 et sT, sit.

Notons N = card(7) et w = {pr € RY,[|p712() < Cs +1}.
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Soit K un élément arbitraire de ’ensemble 7. Considérons I’homotopie ¥, définie pour
tout A € [0, 1] par

@ - — APagd2K L)+—
VK € T\ {Ko}, (Vr)k = — Z Z Ty ( n ,/\,K(pL_ pK_ ) |
LEN(K) ae{o,w} NaL(PL — PK — Apagd2K,L)

KeT

ou

xt = max(x,0), x~ = max(—z, 0),
Va € {07 ’U)}, Na K = 7704((1 - )\) + )\SK).

Comme les applications ™ et 2~ sont continues, 1’application v, est continue par rapport
a pr. Elle est également continue par rapport a A d’apres H1-3. De plus Ogny ¢ 9 (0w).
En reproduisant la preuve de la Proposition IV.4.1, nous obtenons ’estimation (IV.28)
sur la solution du systeme ¥, = Opn. Nous pouvons donc définir le degré topologique
d(x, w,0pn). Pour A =0, le systéme 1y = Op~ se rameéne a

VK € T\{Ko}, Y Yxnr(1)(pr—pr)=0
LeN(K)
Z m(K)pk = 0.
KeT
Le déterminant de ce systeme linéaire est non nul.
En effet, supposons que ce systeme s’écrive sous la forme

Ap =0

et qu’il admette une infinité de solutions. Notons pg I’'une d’entre elles. Alors, pour tout
A € R, le vecteur Apg est solution du systeme précédent. Mais

[Apoll 2() — 400 lorsque A — +o0.

Ce dernier résultat est en contradiction avec la borne L? obtenue sur la pression. Ogn est
donc 'unique solution.
Enfin 'invariance du degré topologique par une homotopie nous donne

YA € [0,1], d(to, w, Ogn) = d(1bx, w, Ogn) # 0.

Pour A = 1, nous retrouvons le systeme (IV.10)-(IV.11). Ce systeme admet donc au moins
une solution. |
Remarque 11 : Nous ne sommes pas encore en mesure de montrer 'unicité d’une
solution discrete au systeéme couplé (IV.9)—(IV.12). Par contre si nous supposons le flux
total connu et donné, nous pouvons montrer I'unicité de la solution en saturation. Pour le
schéma explicite, ce résultat découle directement de la relation (IV.12). Pour le schéma im-
plicite, I'unicité s’obtient grace a la monotonie des flux. En effet, pour tout n € {0... M},
soient sgﬂ et §§+1 deux solutions de 1’équation (IV.12). Posons, pour tout K € 7,
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Ak = > (C Q”+1\+\GKL\)>

( K Len(k)

et considérons la fonction Hg(a, (ar)rer) définie par

1 &
a+Agag — ——— Flak,ar, Q% 7, Gk 1)
14+ A\g qbK'm(K) LE;(K) ( K,L

Hi(a, (ap)rer) =

Compte tenu de la définition de Ag, Hg est clairement croissante par rapport a cha-
cun de ses arguments et les solutions sgﬂ et sgﬂ satisfont respectivement 87;(+1 =

Hpc (%, (87 per) et 351 = Hye(s%, (377 Ler). Nous avons alors

max(s?(—"ll 7}(+11) < Hg(s%, (maX(S’itl 37]1—; ))LeT);
min(sie !, 55 > Hic (s, (min(s) ™, 577) er).

En retranchant ces deux inégalités, en multipliant le résultat obtenu par ¢xm(K)(1+ k)
et en sommant sur ’ensemble des volumes du maillage nous obtenons

> oxm(K)|si =5 <o,

KeT
d’ou 'unicité. O

IV.4.3 Stabilité L>

Nous allons maintenant montrer que quels que soient la maille et le pas de temps considérés
les saturations calculées sont nécessairement comprises entre 0 et 1.

Proposition 1V.4.3 Supposons les Hypothéses IV.1.1 vérifiées. Soient D une
discrétisation admissible du domaine Q x [0,T] au sens de la Définition IV.2.3 et

(s ”+1,pg+71) € X(T)%, n € {0...M}, une solution du systéme (IV.9)-(IV.12). Nous
supposons que le pas de temps & vérifie la condition de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL)

& < inf ’m(Ki
KeT | 3" ColQp ]+ 1Gk.Ll)

LEN(K)

(IV.29)

ou C, est définie dans le Lemme B.1.1. (Compte tenu du Corollaire 1V.4.2, pour un
maillage M donné, il suffit de prendre & < Cnq pour s’assurer qu’une solution (s ”'H,pZ'FTl)
au systéeme (IV.9)—(1V.12) satisfait (IV.29). L’existence de cette solution est établie dans

la Proposition IV.4.2.) Alors s”+1 vérifie

VK €T, 0< st <1. (IV.30)
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Preuve :
Soit H définie par

&
vne{0...M},VK € T, s%t = s% — e Z F(s%,sg,Q%TLl,GK,L)
K LEN(K)

— H(skish, LeN(K)).

En utilisant le Lemme B.1.1 et la condition (IV.29), H est une fonction croissante par
rapport a chacun de ses arguments.

Nous démontrons alors (IV.30) par récurrence sur n.

Pour n = 0, étant données I'Hypothese H1-5 et la définition de s% (voir (IV.9)), nous
avons

VK €T, 0<% <1.

Supposons qu’au rang n, (IV.30) soit vérifiée. Alors

s’}(‘H < H(I}?éi%(s?(; 7%13%(8?() < H(L..51) =1,

car
« F(1,1,Q}, Gr) = Q3

° Z Q?S’g =0.

LEN (K]

Nous avons aussi

0=H(0;..;0) < I—I(Ir(neerl87}(7 s ?ér%s?() < st

en utilisant I'égalité (0,0, Q"}, Gx.r) = 0. n

Remarque 12 : Plus généralement, nous avons pour tout s € R et pour tout volume
de controle K tel que m(0K NoQ) =0

Z F(S, S, Q?S—g, GK,L) =0.
LEN(K)

L’égalité ci-dessus n’est plus vérifiée pour un élément K tel que m(9K NON) # 0 car, dans
ce cas,

Z Gk, #0.

LEN(K)
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IV.4.4 Quelques remarques sur la convergence du schéma

A T’heure actuelle, nous ne sommes pas encore en mesure de montrer la convergence du
schéma amont des pétroliers vers une solution faible du probleme (IV.1). En fait comme
nous allons le voir dans ce paragraphe, deux difficultés apparaissent.

Soit (D, )men une suite de discrétisations admissibles (voir Définition IV.2.3) telle que

size(Dy,) — 0 lorsque m — +o0.

Soient (Sgilapiflm)ne{o...Mm} € X(7,,)? une suite de solutions aux équations (IV.9)-
(IV.12) (sous la condition CFL (IV.29) pour le schéma explicite). Nous avons montré que

cette suite vérifiait

vn € {0... My}, VK € T,,, 0 < st < 1. (IV.31)

Ainsi, il existe une fonction 5 € L (2x]0,T[) et une sous-suite (s%‘f(}n))ne{ome(m)} con-
vergeant dans L (£2x]0,T[) vers s pour la topologie faible-*. De la méme fagon, compte
tenu de 'hypothese H1-3, pour a € {o, w}, il existe une fonction kr, € L (Qx]0,T]) et

une sous-suite (k'ra(s%(m) ))nefo... My} CODVeErgeant vers krq au sens faible-*. En général,

nous n’avons pas kr, = kro(5) du fait de la nonlinéarité des mobilités.
La seconde difficulté est liée a la convergence en pression. Nous avons établi que

Vm e N, VnE{O---Mm}a‘

n+1
pw,Tm‘

< (IV.32)
L2(Q)
ou C est une constante qui ne dépend pas de la suite D,,. Ainsi, pour presque tout
t €]0,T7, il existe une fonction p,,; € L?(Q) et une sous-suite pij(m)(., t) qui converge
dans L*(Q2) vers P, ; pour la topologie faible. A partir de la semi-norme H?, nous mon-

.
trons que p,,, € H 1(Q) et qu’a une sous-suite pres, Vpuwz, (., t) converge également dans

L%(Q) vers 61_9111,1‘ au sens faible. Ainsi, dans les termes de transport, les mobilités et le
gradient de pression convergent faiblement mais nous ne pouvons rien dire sur leur pro-
duit. En fait nous ne pouvons montrer la convergence du schéma qu’en dimension d = 1 ou
la, la monotonie des flux implique directement la convergence du schéma vers la solution
entropique (Pfertzel 1987), (Sammon 1988), (Brenier & Jaffré 1991).

En supprimant le terme de gravité et en utilisant des mobilités linéaires de facon a ce
que la mobilité totale reste constante, nous pouvons montrer la convergence du schéma
en dimension quelconque (Vignal 1996), (Eymard et al. 2000). Dans le cas général, le
probleme reste ouvert.

Dans le paragraphe qui suit, nous nous placons a nouveau en présence de pression capil-
laire et nous présentons un nouveau schéma dont la construction s’inspire a la fois du
schéma amont des pétroliers et du schéma des mathématiciens (Michel 2001). Moyennant
une hypothese de régularité sur le flux total nous allons pouvoir montrer que ce schéma
converge en saturation vers une solution faible du probleme (IV.17).
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IV.5 Etude du schéma a nombre de Péclet variable sur le
modele complet

Comme précédemment, nous débutons notre étude par quelques estimations en pression
et saturation.

IV.5.1 Estimations sur la pression

Proposition IV.5.1 Supposons les Hypotheses IV.1.1 vérifiées. Soit D une discrétisation
admissible du domaine Q x [0, T] au sens de la Définition IV.2.3. Pour tout n € {0...M},
soit Pt € X(T) telle que (st pitt) sont solutions de (IV.9)-(IV.19)-(IV.20)- (IV.22)-

(IV.24). Alors il existe une constante Cg indépendante de la discrétisation D et de la

solution (s ”'H,}_ogﬂ) telle que

P37 < Cs. (IV.33)
(Pour tout n € {0...M?}, Uexistence d’une solution (si',5at') au systéme (IV.9)-
(IV.19)-(1V.20)- (IV.22)—(IV.2}) est établie dans la Proposition IV.5.3.)

Preuve :
Comme pour la Proposition IV.4.1, nous démontrons dans un premier temps qu’il existe
une constante C7 telle que, pour tout K € 7 et n € {0...M},

Z Trniy K|L(6pn+1) < Cr? (IV.34)
K|LEEint

Puis, grace a H1-3, nous remarquons que
TK|L > CT janf et "7TK|L > mln(nT( e )777T(87£+1)) > ﬁ

1
Ainsi, en prenant Cg = (%) nous obtenons 'inégalité (IV.33). |

En supposant par exemple que

/ P (2)da = 0,
Q

I'inégalité de Poincaré-Wirtinger (voir Lemme IV.4.1) et le résultat précédent nous per-
mettent de déduire le corollaire suivant.

Corollaire IV.5.1 Supposons les Hypothéses IV.1.1 vérifiées. Soit D une discrétisation
admissible du domaine Q x [0,T] au sens de la Définition IV.2.3. Pour tout n € {0...M},
une solution (si', pit) € X(T)? du systéme (IV.9)-(IV.19)-(IV.20)- (IV.22)~(IV.24)
vérifie

—n41

157 | 12y < Cs (IV.35)

ou Cg ne dépend pas de D ni de (s, phtt).
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L’inégalité (IV.33) nous assure également qu'il est toujours possible de calculer un pas de
temps & > 0 qui satisfait (IV.38).

Corollaire IV.5.2 Supposons les Hypotheses IV.1.1 vérifiées. Soient D une discrétisation
admissible du domaine Q x [0, T] au sens de la Définition IV.2.3. Alors il existe une con-
stante Cr dépendant uniquement du maillage M et des données du probleme et non de &
ni d’une solution (si ', Pty de (IV.9)-(IV.19)-(IV.20)- (IV.22)~(IV.24), telle que

inf m(K)

Kerl Y (2077(\@’}&1\ +[Gr.Ll) + TK|LL¥,>
LEN(K)

> Cpm.

IV.5.2 Stabilité L*

Nous montrons maintenant la stabilité L°° du schéma en saturations.

Proposition IV.5.2 Supposons les Hypothéses IV.1.1 vérifiées. Soient D une
discrétisation admissible du domaine Q x [0,T] au sens de la Définition IV.2.3, n €
{0... M} et (s2th, 5ot une solution du systeme (IV.9)-(1V.19)-(1V.20)- (IV.22)-(IV.23)
oti, pour tout K € T et L € N(K), le paramétre 07 satisfait

K|L
T S — (st
1_ kiL(p(sp) — o(sk ) <ol <1, (IV.36)
An+1(sn+1 s K|L
K,.L\Sk 5[

((IV.24) et le schéma décentré satisfont la condition (IV.36).)
Nous avons alors

Vne{0.. M}, VKT, 0< sk <1. (IV.37)

Le schéma explicite satisfait les inégalités (IV.37) sous la condition CFL

& < inf prm(K)

KT S (20,0Q5 1+ Gl + T L )
LEN(K)

(IV.38)

(Compte tenu du Corollaire IV.5.2, il suffit de prendre, pour un maillage M donné et
ne{0...M}, & < Cr pour s’assurer que la solution (sgﬂ,ﬁgﬂ) au systéeme (IV.9)-
(IV.19)-(1V.20)- (IV.22)—(IV.24) satisfait (IV.38).)

Preuve :

Nous effectuons la preuve dans le cas implicite.

Nous procédons par récurrence. Pour n = 0, compte tenu de H1-5 et de la définition
de 9 donnée par (IV.9), la relation (IV.37) est vérifiée. Supposons les inégalités (IV.37)
vérifiées jusqu’au rang n. Nous réécrivons tout d’abord 1’équation (IV.23) sous la forme
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a
o= o 30 IR )+ PR QR )
LEN(K)

ou

n 1 n n n n n n
Wit = g (( — i) (AR (s s;l))—TmL(@(sL“)—so(sK“))).

S’il existe K € 7 tel que s”+1 < 0 alors nous avons

Le choix (IV.38) fait pour H”KTLI et la monotonie du flux F suffisent a assurer la monotonie
du schéma. Ainsi

o
sy D DL P CARR A R G L AL/ SAVALCE SR
min T L e N(Kmin)

hn+1

En utilisant la décroissance de F(a, ., Q” +1 1. GK Kuinl L

mmv minvL)

et en remarquant que <0,

nous avons :
a 1 1 1
o < e 3 PR Qg Crar): (V39
Kmin min LEN (Kmin)
Mais, d’apres H1-3, nous avons

No(8) = 0 et Ny(s) = 1, (0), Vs < 0.
Ainsi F(s; n+1 S n+1 aQn—H 1 GKonn) = 0 et donc I'inégalité (IV.39) se réduit a

Kmin,
n
sKmin < 0

qui est en contradiction avec 'hypothese de récurrence.
De la méme fagon, suppposons qu’il existe K € 7 tel que s”+1 > 1. Nous avons alors

1
Sg = rIElg%(s?}j ) > 1.

Un raisonnement analogue au précédent donne

o § 1 1 1
s?{max >1 + K F(S?{Tﬂax, ?{—:—nax’ Q?(Tnax,l/’ KmamL)'
¢Kmaxm( maX) LEN(Kmax)
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Mais remarquons que

F(S}’L{—:—nﬁx’ ?{Tnlax7 Q?(TnIaX7L7 GKmaX7L) = Q?(—tnlenml/’
car, pour tout s > 1, 1,(s) = n,(1) et ny(s) = 0.
Or, d’apres (IV.19),

+1 _
> el =0

LeN(Kmax)

D’ou

n
sKmax > 1.

Cette derniére inégalité est encore en contradiction avec I’hypothese de récurrence.
Nous sommes donc assurés que

VK €T, 0<% <1,

ce qui correspond au résultat annoncé. |

Une conséquence immédiate du résultat précédent est que la pression discrete de 'eau,
p”+1 est bornée dans L?(Q) pour tout n € {0...M}. En effet nous avons le

Corollaire IV.5.3 Supposons les Hypothéses IV.1.1 vérifiées. Soit D une discrétisation
admissible du domaine Q x [0,T] au sens de la Définition IV.2.3. Pour toutn € {0...M},
une solution (s, pitt) du systeme (IV.9)-(IV.19)-(IV.20)- (IV.22)~(I1V.24) est telle que

ot Cqy est une constante indépendante du maillage M et de la solution (s gﬂ,pgﬂ).

n+1

DT < Cy (IV.40)

Q) ~

I1V.5.3 Existence d’une solution discréete au systeme couplé

Pour tout n € {0...M}, a l’aide des estimations précédentes sur la pression 1‘99“ (Corol-
laire IV.5.1) et sur la saturation s I (Proposition IV.5.2), nous montrons maintenant

I’existence d’un couple de solutions (p?“, ”+1).

Proposition 1V.5.3 Supposons les Hypotheses IV.1.1 vérifiées. Soit D une discrétisation
admissible du domaine Q x [0, T] au sens de la Définition IV.2.3. Pour tout n € {0...M},
il eiste au moins une solution (s, pitt) au systeme (IV.19)-(IV.20)- (1V.22)~(IV.24).

Preuve_:

Rappelons que compte tenu des conditions aux limites, la pression p”+1 est connue a une
constante pres. Pour une maille Ky € 7, nous pouvons par exemple remplacer I’équation
(IV.19) par
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> m(K)ppt =o0. (IV.41)
KeT

Soit N = card(7). Considérons I’ensemble

w={@" 57" ) ERY X RY /B | o) < Cs + 1 et [|s77| i) < 2}
Soit 1y l'application définie sur w et pour tout A € [0, 1] par
y .{RNXRN — RN xRN
* e I R Ry
avec, pour tout K € 7 et \ € [0, 1],
At o+ i Lo )90 .~
Wax)x = Y. T GRILTE TR N ey |5 pour K # Ko,
LEN(K) <(1 = Mnr(1) + )‘nT,K|L> K,L
(Ur1)r = Zm(K)To’}QLl, pour K = K,
KeT

G?‘}iF(SnKH, s QU G )+
_ ol 2 R AN A L AT n
(Ur2)K = sk (i) ) (=0 P (E e L Q) Grr ) - | — Ash
LEN(K) T ( ntly n+1
KiLle(T) — (s )

L’application ¢y est continue par rapport a A, 1_9?“, sgﬂ. En procédant de la méme fagon

que dans le Corollaire IV.5.1 et la Proposition IV.5.2, nous montrons que

VA € [0, 1], Ogen ¢ p(Ow).

Le degré topologique d(¢x,w, Ogan) est donc bien défini. Pour A = 0, le systeme linéaire
1y = Ogav admet une unique solution. En effet, nous obtenons de fagon immeédiate que
s?ﬂ = 0. Quant au champ de pression, Og~ est clairement solution et cette solution est
unique. 11 suffit en effet d’utiliser I'inégalité (IV.35) et de reprendre l’argument utilisé
dans la preuve de la Proposition IV.4.2. Ainsi, pour A = 0, le systeme linéaire ¢y = Oga~
admet une unique solution et d(vg,w, Ogan) # 0. L’invariance du degré topologique par
une homotopie donne

YA e [0, 1], d(?ﬂ)n w, ORQN) = d(¢0, w, ORQN) # 0.
Pour A = 1, nous retrouvons le systeme composé des équations (IV.19)-(IV.20)- (IV.22)-

(IV.24) en remplacant pour la maille K = K I’équation (IV.19) par ’équation (IV.41).
Comme d(1, w, Og2n) # 0, ce systeme admet donc au moins une solution. ]
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IV.5.4 Convergence du schéma dans un cas simplifié

Nous nous proposons, ici, de montrer la convergence du schéma implicite en saturation
(IV.9)-(IV.22)-(IV.23) dans le cas ou le flux total est donné et régulier. Ainsi, tout au
long de cette preuve, nous supposerons que

Hypotheses IV.5.1
H5-1.  La vitesse totale Zj est donnée dans C1(Q x [0,T)]) et vérifie

V(z,t) € Qx [0,T], div(Q(z, 1)) =
V(z,t) € 0 % [0,T], Q(x,t).7(z) =

7

H5-2.  La porosité ¢ et la perméabilité T sont constantes et égales a 1.

H5-3.  Soit D une discrétisation admissible du domaine Q x [0,T]. Nous supposons
que

Vne{0...M}, VKI|L € Eipy,

n (1—e)min(o(sP™) — (s ) V.42
HKTII, =max | 0,1~ An|+1 ntl ntl K ( )
K,L (k' st)

avec 0 < e < 1.

Notation IV.5.1 Nous notons
Qmaac = ”Q”Lw(ﬁx[oj]) )

1 (n+1)d

¥n € {0... M}, VK|L € &, Qi) = Q (2, 8). k., dC(z)dt

& Jog K|L

Ce résultat de convergence s’applique également au schéma explicite mais sous une con-
dition CFL légerement plus sévere que (IV.38), a savoir

& < inf em(K)

KT | 3™ (20, (1@ +1Gk ) + 7 L)
LEN(K)

(IV.43)

La démonstration s’appuie essentiellement sur le théoreme de Kolmogorov grace auquel
nous extrayons une sous-suite de solutions en saturation convergeant fortement dans
L2(2x]0,T[). Du fait du caractere non-linéaire du terme de diffusion, nous n’obtenons
pas directement de la compacité a partir de la suite de (sp,,)men mais a partir de la
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suite (¢(sp,,))men. La fonction ¢ étant continue strictement croissante, la convergence
de (¢(sp,,))men implique celle de (sp,, )men. Pour appliquer le théoreme de Kolmogorov,
nous devons établir un certain nombre d’estimations. La stabilité du calcul des saturations
dans L®°(£2x]0, T'[) nous assure déja que (o(sp,, )) reste bornée dans L?(2x]0, T[). 11 faut
ensuite montrer que les translations en temps et en espace de cette méme fonction tendent
uniformément vers 0 lorsque le pas de la translation tend vers 0. La derniere étape consiste
alors a montrer que la limite obtenue est solution du probleme faible associé a la premiére
équation du systeme (IV.17). Nous avons ainsi le

Théoréme IV.5.1 Sousles Hypotheéses IV.1.1 et IV.5.1, considérons une suite, (Dp,)men,
de discrétisations admissibles (voir Définition IV.2.3). Nous supposons qu’il existe o > 0
tel que pour tout m € N, regul(M,,) < « et que size(D,,) — 0 lorsque m — +oo. Soit
sp,, = Sm € X(Dp) une solution des équations (IV.9)-(1V.22)—(IV.24) pour D = D,,.
Alors il existe une sous-suite de solutions approchées que nous désignerons également par
(Sm)men et telle que

¢ (Sm)men converge dans L1(Q2x]0,T[) pour tout 1 < q < oo wvers une fonction s €
L>®(Qx]0,T) telle que p(s) € L?(]0,T[, HY(R)).

e s est solution du probleme faible

V'¢ € Ctesta
T - = = — —

/ / (swt + f(s,Q,G).Vip — V(p(s).vw> dzdt —I—/ Sini®(.,0)dx =0
e N (IV.44)

0t Chesr = {10 € HY(Q x (0,T)) / (., T) = 0}.

Translations en espace

Pour pouvoir majorer les translations en espace ou en temps de la fonction ¢(sp), nous
devons tout d’abord montrer que sa semi-norme L%(0, T, H'(2)) discréte est bornée
indépendamment de la discrétisation utilisée. Nous précisons ci-dessous la définition de
cette semi-norme.

Définition IV.5.1 Soit Q x [0,T] un domaine vérifiant H1-1 et D une discrétisation
admissible de ce domaine au sens de la Définition IV.2.3. La semi-norme L?(0, T, H())
d’une fonction up € X (D) est définie par

M
‘UD‘%,D:Z& Z TK|L(&I’?(—S—[1,)2'

n=0 KlLegint

La fonction ¢(sp) vérifie alors :
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Proposition 1V.5.4 Supposons les Hypothéses IV.1.1 et IV.5.1 vérifiées et considérons
une discrétisation admissible, D, du domaine 2 x [0,T] (voir Définition IV.2.3). Soit
sp € X (D) donnée par les équations (IV.9)-(IV.22)-(1V.24). 1l existe alors une constante
Cio indépendante de D telle que la fonction p(sp) vérifie

lo(sp)lfp < Cio- (IV.45)

Preuve_:

En multipliant I’équation (IV.23) par 5155’}(+1 et en sommant sur ’ensemble des éléments
du maillage 7 et sur n € {0...M}, nous obtenons

Ei+FEy+FE3=0

avec
M
Bo= Y S w5 - s
n=0 KeT
1 M+1y2 L 0v2, I ntl ona2
-9 Zm(K)( K )T~ 5 Z m(K)(sk) ‘1‘52 Z’m(K)(sK —sT)
1 KeT KeT n=0 KeT
M+1 2
Z 3 > mE) (s - 5 il z2o) »
KeT
M G%T]iF(Sn+1752+1 n+1 Gr.n)+ N
Ey = o ntl gt gL g gnel Pl
7; KeTLE;(K) (1= O DR (K 2SL : QSL wl Grp) °K
M
Es = Z Z TK|L (i) — (s st
n=0 Ke7T LeN(K
M
= Z Z Tr|L(® +1) - @(STI))(S?(H - STLI)

ﬁ
o

K|LeEint

1
ZL—Z& Y () = e(sth)?
n=0 KlLegint

Minoration du terme Eoy : .
Remarquons tout d’abord que 'hypotheése H5-1 et la relation div(G) = 0 impliquent que

Vue0,1],VK €T, Y  Flu,u, QW Grr)+ > Flu,u,0,Gk,) =0 (IV.46)
LEN(K) 0€€eat €K

ou
o Gro= To(po - pw)g(za — 2K),

e 2, est la cote du point d’intersection de la droite perpendiculaire a la face o passant
par k.
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Prenons u = 37}<+1 et multiplions (IV.46) par cette valeur. En retranchant a Es la relation
obtenue et en regroupant les termes selon les faces intérieures nous obtenons

M
—Z&[ > (%( P SN R ST+

= KlLEgznt

n+1 _|_sn+1 n+1 _|_sn+1 ) . . . .
(FCE— i, P Q4 Gren) — P55 i, QL Gien) )i =

n+1 n+1 n+1 n+1

+ St + sy
(F( 2 ) 2 7Q7;(—t—[1,7 GK,L) - F(87£+1 il Q;L(—F[l,a GK,L)>87£+1> -
> 5 raocest)]
KeT O'Egextﬂg}{
Posons

M
Bpp=Y & >

n=0 K|L€&nt

2 2
+52+1 Sv;(-%—l +S7£+1

1 1 141 141
st 4+ s7t 5711<+ +s7t nt1 ntl nil gnil nt1
(P2 QI Gr,n) — FGETL ST QT G ) s -

n+t
SK 141 41 n41 1 1
(P > : > QWL Gre ) = F(sE s QR Gre ) sE T )

et considérons une primitive, ®%'7 (.), de la fonction (.)F (., ,QKL, Gk,r). En intégrant
par partie, nous avons

M
IO (‘I’?«T ) — BREGR

n=0 KlLegint

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
L + St + sy
/n+1 ( (s,5, Q%1 Gr.L) — F( 5 ; 2 7Q7}1(—3—[1/aGK,L))d3>-
SK

Pour obtenir une minoration du membre de droite, nous utilisons le lemme suivant. (Pour
une démonstration de ce lemme voir (Eymard et al. 2000).)

Lemme IV.5.1 Soit f : R — R une fonction monotone, continue Lipschitzienne de
constante de Lipschitz ' > 0. Alors

Ve,d € R, \/ (c))dz| > 2ip(f(d) — f(e))*.

Appliquons ce lemme & une fonction g(., .) croissante (resp. décroissante) par rapport a
son premier argument (resp. son deuxiéme argument) et de constantes de Lipschitz G et
(G2 pour son premier et son deuxieme argument :

\%

[ (565, gtea)is > 2(}1( o(d,d) ~ g(c,d))?

E(g(cv c) —g(c,d))>

A%
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L . . 1 Go
En multipliant la premiere inégalité par ————— et la seconde par —————, nous obtenons
P P & P G1+ Gy P G1+ Gy ’

/ "(g0s.5) — gle.))ds = 56 G (900 D)= gle. )+ (gfec) = gle.d) ).

En remplagant la fonction g(.,.) par la fonction F(.,., Q7}<+L1, Gk,1), nous avons

M
Epr>> & Y. <<<I’7}<TL1(32+1) - @7;gg(sy<+1))+

n=0 K|L€gint

1 ( 2
F sn-l—l n+1 Qn+1,GK L) _F sn-l—l 7’L+1 Qn+1,GK L)) +
C(‘ n+1‘+‘GKLD< (K K,L ) (K K,L )
2
(F(STI n+17 Q?(—F/%v GK,L) - F(S?(—Hv 7]1+17 Q?(—F/%v GKL)) )> :
Mais, en utilisant & nouveau les relations (IV.46), nous remarquons que

Vne{0...M}, VK € T,

1 1 1 1 1
Z (I’KL s?}(—f— _ Z n+ F( n+ n+ Q?(—FL,GK,L)—

LEN(K) LEN(K)
n+1

/ (8 s, QKLaGKL) ds) — Z <n+1F( n+1 n+1 0 GKO’)
0

0€Eext ﬂ gK
n+1

/K F(s,5,0,Gk) ds).
0

D’ou

R Lt

1 2
C (‘ n+1‘+‘GKLD (F(S?(—i—l, 7}(4—1 Q}I("'III,GK,L) —F(s?(‘f'l, ?,—H Q}?"}/,GK,L)) +

2
(F(szﬂ n+1 Q?:[l,’GK’L) —F(s?l’ oz+1 Q’}QLLI,GK,L)) )>_

I;( > / ss,o,GK,(,)ﬂ.

o€Eext ﬂgK

Notons que

sign( AR (55, 51 H1)) = sign (s 1) — (s (IV.47)
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et que, compte tenu du choix (IV.42) fait pour G”KTLI, nous avons

(1 - Aptsn )| < (1= eyl — o(sp™]. (IV.48)

Ainsi, en regroupant les majorations et minorations obtenues, en utilisant les deux égalités
précédentes (IV.47) et (IV.48) et en remarquant que ¢ est Lipschitzienne nous aboutissons
a

M 1
€ o
2 [ 2 ( G IaET +1Gra)

K|Le&int
2
((FPess s, Qi Gin) — FISE™ o7 QR Gea))

2
(F(sz—i—l n+1 Q?(—FLI,GK,L) —F(s}?’l, z—f—l Q?(—F]i’GKL)) )_|_

%(w(sz—i—l) —@(87;(+1)>2> _ Z < Z / F(s s,O,GKVJ)dc?)]

i’ KeT \oc€eutNEx
2
< §HsiniHL2(Q)'
D’ou
M 1
L_W D ‘11) F(s,s,0,Gk o)ds §HSWHL2(Q
® n= KETJESextﬂé‘K

Le terme intégral dans le membre de gauche peut-étre majoré de la facon suivante

Z&f Z Z / F(s,5,0,Gko)ds

n=0 Ke€T 0€€eat(EK

< 2TCy(pw — po)gm(09).

Grace a cette majoration, nous avons

L_‘(P(SD)‘ID HszmHL2(Q + 2TCy(pw — po)gm(092).
@

Nous obtenons alors le résultat en prenant

L, (1
Cro = f <§ ”Sim‘”%Q(Q) +2TCy(pw — po)gm(59)>v

CQFD. (]

Remarque 13 : Dans le cas explicite, la démonstration est légerement plus longue
puisque le terme E; vaut
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avec

M
1 n n
Bii=3 SO mE) (s = sk)?

n=0 KeT

E; 1 doit ici étre majoré. En utilisant les Hypotheses H5-1, les relations (IV.42), (IV.43),
(IV.47), (IV.48) nous obtenons

M
€ 1
Ein< ) & m
47;) [ 2 <4C77(‘QK—3—[1,‘ +1Gk L)

KlLegint

1 1
<<F(87}(7 8?{7 Q?(—f—[,a GK,L) - F(S}’L(, 8?,7 Q?(—S—La GK,L)

2
(F(s}f, st Qp ], Gron) — F(sh, 57, Q7 GK,L)) )-1—

ZTHIE (g (s) - so(s’z))Z)

)

2
+

+ 2<TC77(po - pw)gd>2m(ﬂ).

La majoration (IV.45) s’obtient en prenant

L 2
Cio = =2 ( Isinila0) +4(TCalpo — pu)gd) m(Q) +4TCy(pus ~ po>gm<aﬂ>>.

O

Considérons maintenant le domaine Q privé d’une couronne de largeur ¢ € R%. Sur ce
domaine noté (), le lemme qui suit donne une majoration des translations de la fonction
¢(sp) de vecteur €. Cette majoration nous permet de déduire une borne dans L?(2) sur
les translations de ¢(sp) et de montrer que la limite ¢(s) obtenue lorsque size(D) — 0
appartient & L2(0, T, H'(Q)). Ce lemme est démontré dans (Eymard et al. 2000) p.44-45.

Lemme IV.5.2 Supposons les Hypothéses IV.1.1 et IV.5.1 vérifiées et considérons une
discrétisation admissible, D, du domaine Q x [0,T] au sens de la Définition IV.2.3. Soit
sp € X(D) donnée par les équations (IV.9)-(IV.22)-(1V.23)-(IV.42). Soit & € RY et
considérons le domaine Q¢ défini par

Qe={2reQ/[z,z+& CQ}.

Alors il existe une constante C11 dépendant uniquement du nombre de faces de ) telle que
la fonction ¢(sp) vérifie

T
/0 /Q lo(sp(@ + &, 1) — p(sp(a, t)|2dzdt < |¢ (\g\ +Ch size(./\/l)) ()2 p.  (IV.49)
3

Grace aux inégalités (IV.45) et (IV.49) nous sommes maintenant en mesure de prouver
que les translations en espace de ¢(sp) restent bornées dans L?(Q2x]0, T7).
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Proposition IV.5.5 Supposons les Hypothéses IV.1.1 et IV.5.1 vérifiées et considérons
une discrétisation admissible, D, du domaine Q x [0,T] au sens de la Définition IV.2.5.
Soit sp € X(D) donnée par les équations (IV.9)-(IV.22)-(IV.23)- (IV.42). Si nous
étendons le domaine de définition de la fonction sp a 0 pour (z,t) ¢ Q2x]0,T| et si nous
considérons un élément &€ € R?, alors la fonction ¢(sp) vérifie

(5p(-+€)) = (5D DI 2y < Cra €](J€] + size(M) +1) (IV.50)
ou Cra dépend des constantes Cg, C11, T, L, et du domaine 2.

Preuve_:
Nous avons

H(AO(SD(' +¢&, )) - 90(31)('7 '))H%Q(Rd-&-l) <

T
/ / |o(sp(@ +&,t) — p(sp(, t)Pdzdt+
OT {z€Q / [z,z+&]ZQ}
/ / lo(sp(z +§,t) — @(Sp(x,t)\2dxdt.
0 JO

Dans I’ inégalité précédente la premiere intégrale du membre de droite peut étre majorée
par T[£|LZm(09Q) grace a la stabilité L du schéma (voir inégalités (IV.37)). Cette
majoration associée aux inégalités (IV.45) et (IV.49) nous donne
le(sn(-+ &) = (sp(, [F2@ary < [€] ( (\5\ +Cn Size(M)>C1o +
TLim(@Q)).
En prenant Cip = max(TLim(@Q), C10C11,Chp ), nous obtenons l'inégalité (IV.50). W

Intéressons nous maintenant aux translations en temps.

Translations en temps

Grace a la semi-norme L2(0,T, H'(Q)) discréte nous pouvons majorer les translations en
temps de la fonction ¢(sp). En effet :

Lemme 1V.5.3 Supposons les Hypothéses IV.1.1 et IV.5.1 vérifiées et considérons une
discrétisation admissible, D, du domaine Q x [0,T] au sens de la Définition IV.2.3. Soit

sp € X(D) donnée par les équations (IV.9)-(1V.22)-(1V.23)-(1V.42). Soit T €]0,T[ alors
la fonction ¢(sp) vérifie

T—r ,
/0 /Q (@(SD(:B, t+7)— o(sp(z, t)) drdt < Ci37 (IV.51)

ou Ci3 est une constante dépendant de L, Cy, Cio, d, Q, T, Qmaz, pa, @ € {0, w} et g.
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Preuve :
La fonction ¢ étant croissante et Lipschitzienne, nous avons

T (sptat+ 1) — ospn) drdt <p, [ A
0 Q 0

A(t) —/Q((p(sD(:):,t—l—T))—@(sD(:):,t))><sD(:):,t—|—T)—sD(:):,t)> dz.

L’expression ci-dessus peut encore s’écrire sous la forme

Aty = Y m) (el ) = (s ) (s — 50
KeT
ny (t)
= S ) (RO o) Y (5 - sk)
KeT (041

ol ng(t) et ny(t) sont tels que ng(t)d < t < (no(t) +1)& et ny(t)d < t+7 < (n1(t) +1)d.
Posons

1 si ndt € [t,t + 7],
Xn(t’t—I_T)_{ 0 sinon. | |

Nous avons alors

M
A(t) < ) m(K) (@(8}?(”“) - @(s’}f(t)”Ll)) S At t+ T)( nt1 87}()

KeT n=0

En inversant les deux sommes puis en utilisant 'expression du schéma (IV.23), nous
obtenons

M
A < Y X+ Y (i = (50T ) x

n=0 KeT
( > ORLFGET sET QL Gren) + (1= 031
LEN(K)
n+1 n+1 n+1 n+1
+ s + s
F( 5 L 5 L Q?Q’LLlj GrL) — TK|L<‘P(3?,+1) - @(37}?1)))-

Un regroupement des termes par face nous donne
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M
A < St nd Y (el = o) — (s O + (s 0T
n=0 KlLegint

HnKTll,F( st gntl Q?QLle Grpr)+(1- H”KTLl)

n+1 n+1 n+1 n+1
F(°K SR R Q51 GrL) — TK|L<<P(8L+1) - @(SKH)))
3 3
< §A0(t) + §A1(t) + Ao(t) + As(t) + Aa(t)
ou
M 2
D> Xt t+ 1) TK|L( (570 — (s }?(t)“)) :
n=0 KlLEgznt
2
M= S xttnr S ( SO — (s )
=0 KlLEgznt
M 2
B = Subirne Y ( (55 2 QR Gren))
n=0 K|L€Em: KL
M (1— H%TLI)
A= Y airne Y
n=0 K|Le€ TK|L
int
n+1 n+1 n+1 n+1
+ 87 +s n 2
(F( 2 ) 2 7QK—3—[1/7 GK,L)) )
M 2
A= P Xt ttnE > (el - eli)
n=0 KlLegint

T—1 T—1
Majoration des termes / Ap(t)dt et/ Aq(t)dt -
0 0

Soit m € {0...M}. Si md <t < (m+ 1)& alors ng(t) = m ce qui nous donne

T—7 (m+1)d 2
/ t)dt < Z / ZX (t,t+ 1) Z TK|L<<p(sTL”+1) - @(STI?'H)) dt.
0

K|Le&int

En effectuant le changement de variable ¢ = s + (n — m)d&, nous avons, pour tout m €

{0...M},

(m+1) (2m—n+1)&
/ X (t,t+7)dt = / Xo(s+ (n—m)&, s+ (n—m)d + 7)ds
mdt (2m—n)d

(2m—n+1)&
= / X (s, 8+ 7)ds.
(2m—n)dt
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Ainsi

(m+1)& M
/ ZXn(t,t—l—T)dt < / X (s, s +7)ds = T.
mét n—0 R

Grace a cette inégalité nous obtenons la majoration

T—1
/ Ao(t)dt < 7lo(sp) 2 p.
0

De la méme fagon nous avons
T—1
/ Ay (t)dt < T“P(SD)‘%,D'
0
T—1
Magjoration du terme / Ay(t)dt -
0
T—1
Comme / X, (t,t 4+ 7)dt < 7, nous avons a nouveau
0
T—1
| A < rleten)l o
0

T—1 T—1
Majoration des termes / Ao(t)dt et / As(t)dt :
0 0

Nous avons

M ( nK+£)2 9
an(t,wm)dt Z %(F(sggl’sﬁl’ %‘t’g,GK,L)> <
n=0 K|L€gint KlL
M 2
8C
Sattrne > —L(1QEE+IGkL).
- ,
n=0 KlLEgint KlL
Or
Q%L < Qhaa(m(K|L))?, , ,
G2 < (00 = pu)gtri) (i) < (00— pu)g) (mKIL))?,
donc

CQ
Z 78. . (‘ ?(TLI 2+ ‘GK,LP) < 8ngm(ﬂ)< %m + ((po - pw)9>2>'

K|Le&int K|L

T—1
En utilisant & nouveau 'inégalité / X, (t,t + 7)dt < T, nous avons
0

106



Chapitre IV. Etude mathématique du schéma industriel

/ T daltyde < SC3Tam(©) ( 2 e+ (o - pw>g)2> .
0

En effectuant le méme raisonnement nous aboutissons a

/T_T Az(t)dt < 8CTTdm(S) < mmaz + ((po - pw)g)2> :
0

Finalement, en prenant

2
Cs = L, (4010 + 16CgTdm(Q)< 2 4 ((po - pw)g> ))
nous obtenons 'inégalité (IV.51). [ |

Nous concluons cette partie consacrée aux translations en temps par la

Proposition IV.5.6 Supposons les Hypothéses IV.1.1 et IV.5.1 vérifiées et considérons
une discrétisation admissible, D, du domaine Q x [0,T] au sens de la Définition IV.2.5.
Soit sp € X (D) donnée par les équations (IV.9)-(IV.22)-(IV.23)-(IV.42). En dehors du
domaine Q x [0,T], nous posons sp = 0. Pour tout T € R, nous avons alors

l[p(sp(.s - +7) = p(sp(., ')H%Q(Rd-&-l) < Ciy |7l (IV.52)
o, C14 dépend des mémes parameétres que la constante Ci3 .

Preuve :
Nous distinguons deux cas.

7| < T :
Si0<7<T alors

0
l[p(sp(-s -+ 7)) —@(sp(., '))H%Q(Rd-&-l) S/ /‘90(81)(33,75-1-7))‘2 dxdt+
T—1 -7 /0 T
/ /\w sp(z,t+ 7)) — p(sp(,1))[? dwdt+/T_ /Q\<p(sp(:):,rf))\2 dadt <

7C13 —|—27L2 Q)

grace a la stabilité L> du schéma (voir inégalités (IV.37)). Le cas —T < 7 < 0 se
traite de la méme fagon a un changement de variable pres.

|7| > T :
Supposons par exemple 7 > T. Nous avons
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2
[ [, (etontast 7))~ elsn(a. 1)) dodt =
Ry e
/ / (o(sp(x,t+ 7))2dzdt+
—T Q
T
/ /(@(sD(:r,t))2d:rdt < 2frlm(Q) L2
0 JQ
Nous obtenons la méme majoration pour 7 < —T'.

Finalement, en prenant C4 = C13 + QL?Dm(Q) nous obtenons 'inégalité (IV.52). [ |

Munis des relations (IV.45), (IV.49), (IV.50), (IV.52), nous sommes maintenant en mesure
de démontrer le Théoreme IV.5.1.

Preuve du Théoréme IV.5.1

Convergence d’une sous-suite de (Spy)meN -

Posons 3, = sy, sur 2x]0,T[ et 3, = 0 sur R\ (2x]0, T[). Comme la fonction ¢ est
continue et que §,, vérifie (IV.37) sur 2x]0,T[ pour tout m € {0...M}, la suite p(5,,)
est donc bornée dans LI(R4T1), 1 < ¢ < 4o0. Des inégalités (IV.50) et (IV.52), nous
déduisons que, pour tout & € R? et 7 € R, il existe une constante C(&, 1) — 0 lorsque
& —0et 77— 0 telle que

lp(Em (- + &+ 7)) = @(Em s NTaggarny < CE, 7).
pour 1 < q < oo. Nous sommes donc dans les conditions d’application du théoreme de

Kolmogorov que nous rappelons ci-dessous.

Théoréme IV.5.2 Soit w un ouvert borné de RN, N > 1,1 < q < oo et A C Li(w).
Alors A est relativement compact dans L9(w) si et seulement si {p(u),u € A} C LI(RY)
tel que

e p(u) =u p.p. surw, pour tout u € A,
o {p(u) =u, u € A} est borné dans LI(RY),
e |[p(u)(.+¢) — p(u)HLq(RN) — 0 lorsque £ — 0 uniformément par rapport a u € A.

En effet, en prenant N = d+ 1, w = Qx]0,T[, 1 < ¢ < o0 et p(¢(sm)) = ¢©(8m),
nous en déduisons que la suite ¢(s,,) est relativement compacte dans L9(Q2x]0,7T7[). 11
existe donc une sous-suite que nous noterons toujours (¢(s,,)) convergeant fortement
dans L7(Q2x]0, T[). Comme la fonction ¢ est C* strictement croissante, nous en déduisons
également la convergence de la suite (s,,) vers une fonction s € LI(Q2x]0, T[)NL>*(2x]0, T'[).

Montrons que p(s) € L2(0,T, HY(Q)) :
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Rappelons tout d’abord que, formellement, nous avons

T
e ooy = [ st Dl ot
T 0p(s(.,t
= [ (1etstetlig + |225D

2

)at

L2(Q)
- Oo(s(,t) e : o
o ———== désigne la dérivée en espace de la fonction ¢(s(.,t)) au sens des distributions.
Comme ¢(s) € L2(Q2x]0,T]), il suffit de démontrer que
dp(s) 2
L7(Q2x]0,T).
1) ¢ 12(@x)0.71)

Soient m € {0... M}, ¢ € C°(Q2x]0,T), et € > 0 tel que ¥ (z,t) = 0 pour tout ¢ €]0,T[
si la distance entre le point z € Q et le domaine R? \ Q est inférieure & . En utilisant
I'inégalité de Cauchy-Schwarz et 'inégalité (IV.49), nous obtenons

C hm
Y(x, t)dzdt < \/ 12‘5“2‘5‘ ) ”¢”L2(Qx]0,T[).

€]

Comme h,,, — 0 lorsque m — oo, nous avons

/ <p(s(:1:—|—f,t)) —@(s(x,t))
Qx0T €]

Un changement de variable permet d’écrire cette inégalité sous la forme

/ @(sm(:):—l—f,t)) — (P(sm(xvt))
Qx]0,7[

Y(x, t)drdt < /Cha WHLQ(Qx]O,T[)'

/ ¢(x_£vt)_w(xvt)
Qx]0,T[

7 p(s(e, 0))dadt < v/Cra ||| 2o r)- (IV.53)

Notons {e;,i = 1...d} la base cannonique de R?. Prenons ¢ = \e;, i € {1...d},|\| < ¢
dans (IV.53), nous avons alors, quand € — 0,

op(x,t o
_ / D) s, 1))t < A/Crg 8] 2(cango s Y40 € C2(@X]0, TY).
axjo,r] 0

De cette inégalité, nous déduisons que

8?—:(;) € L*(Qx]0,T)).

Montrons que s est solution du probléeme (IV.44) :

Considerons I’ensemble Crest = {h € C?(Qx[0,T)) / h(.,T) = 0} dense dans Cyes;. Soient
Y € Ciest €t (Sm)men la suite donnée par les équations (IV.9)-(IV.22)-(IV.23)-(IV.42).
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Pour tout n € {0...M} et pour tout K € 7, nous multiplions I’ équation (IV.23) par
Y = (xk, ndt). Nous sommons ensuite les égalités obtenues sur I’ensemble des volumes :

M

DD mU) (s = sfovk+

n=0 KeT

& 3 (FORL S QL Gren) — (e (sE ) — w(sit) vk =
LeEN(K)

El,m + E2,m + E3,m =0

ou

M
=D > mE) (K" = siovik,

n= OKE’T

YR Y (RO 0k G vk

n= 0 KeT LeN(K)

Z&Z > i (e = el ) vk

n=0 KeT LEN(K)

Convergence du terme Ey p, :

Le terme E ,, peut se réécrire sous la forme

M+1 nét
—3 S m(K)s / eles, it — 3 m(K) sk (i, 0)+
n=1 KeT (n—1)& KeT
S m(K)s (e, (M + 1))
KeT
— Y m / S, (e, Ot — 3 m(K) st (e, 0),
KeT KeT

car ¢(z, (M + 1)&) = (z,T) = 0.

Comparons maintenant ce terme avec F1 ,, défini par

A R Ty A

Quand m — 400 , S, — s dans LY (Q2x]0, T[) et s¥ — sip; dans LY(2), d’ont
m

T
Fl,m—>—/0 /Qs(x,t)m(x,t) dxdt—/ﬂsim(x)¢(x,0)dx.

Comme s, € L®(2x]0,T[), sm(.,0) € L*(Q) et que la fonction 1 est suffisament
réguliere, nous avons
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lim ‘Elm_Flm‘ =0.

m—-—+oo
Convergence du terme Eo , :
Soit
T - = =
Fam= [ [ $(50. @. @) Fudoar
0o Jo

Comme, d’apres H5-1,

—

div(Q) = 0 sur 2x]0,T7,

-

Q.7 =0 sur 92x]0,T7, (IV.54)
div(G) = 0,

ce terme peut se réécrire sous la forme

n+1 ~ ., ntl

Zét(Z( S mEID AR, Q) s (08 i)+

KeT LeN(K)

> w0 wd, )

o€l ﬂgext

ou

W= g [ [ 0.7 acton

Considérons maintenant le terme F’@Zm donné par

. n+1 Qn+1 Gk ntly
Fin=32a( 5 (3 mRIDIGR et St v

KeT  LeN(K)

> mlo) (s 0, ke :“))

m(o)
o€l ﬂ Eewt

L (n+1)d
g &m / /wtdc

Nous montrons dans un premier temps que la différence |F,,, — ngm\ tend vers 0 lorsque
m — +o0o. Pour cela nous avons besoin du Lemme B.2.1. En effet, en regroupant les
termes selon les faces intérieures, la différence dF5 ,, entre les termes Fy ,, et Fh , est telle
que

avec

dFQ,m - dF2,m,int + dFQ,m,ext
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avec

M
Ay int = Z < > m(K|L)x

n= K|Le&int
“ Q! il =" Grr . =
(f , K‘L)%L—w@)m, i — (G ) -
Q " — ntl @ " ~, ntl
7, (K‘L)wﬁg (¥ Q)x.c: LYK~ wG)KL)))

M
dF2,m,ext = o
0

o€l ﬂgext

Z < Z m(o)x
KeT
£(s50, m%) o wé)zﬂ)»'

Nous avons alors

M

‘dFQ,m,int‘ < Z o < Z m(K‘L)‘sz—I—l n+1 ‘ %
n=0 KlLegint

i n+1

2Cn<| Cf;;)w;qg - wﬁﬁi\ +| fg‘g)wxﬁ - wG)K,LD).

.
Les fonctions ¢ et @ étant suffisament régulieres, il existe une constante Ci5 telle que

|dFy m,int| < Cl5 Z&f Z Z m(K|L)diam(K)|s}+! — g7
n=0 KeT LEN(K)

et le Lemme B.2.1 nous assure que

‘dFQ,m,int‘ — 0 lorsque m — +o0.

N
Pour le terme restant, la régularité des fonctions ¥ et @ et la stabilité L™= du schéma
nous donnent

‘dFQ,m,ext‘ S Cl6 Size(/\/l).

Nous sommes donc assurés que

‘Flm - F2,m\ — 0 lorsque m — +oo.

D’autre part, Zj et G étant bornés dans L>(Qx]o,T)), f(., Zj, 6) est donc Lipschitzienne.
De plus, comme s, — s dans L!(Qx]0, T[), nous avons alors

T — = =
Fo o — / / f(s, Q, G).Vpdxdt lorsque m — +oo.
0o Jo
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En utilisant & nouveau les relations (IV.54), nous pouvons réécrire le terme Fj ,, sous la
forme

Fom Z (Z ( Yo S QR Gro) (Wi — i)+
n=0

KeT  LeN(K)

S 0GR - uk) )

O'EgK mgext
Mais remarquons que
n+1 n+1 n+1 n+1 __
Z Z ) S QKLaGKL)¢K|L
KeT LeEN(K)

Es ,,, peut alors se mettre sous la forme

Z&Z Z ( Sl gkl Q7}<+L17GK7L)><¢?<_¢?<TL1>'

n=0 KeT LEN(K)

Nous avons alors

M
| B+ Foal <3 & (Z Y ClQE+ Gk LDIsp™ = $i lWgk — i+

n=0 KeT LeN(K)

SO (s 0, Gt - w%\).

KeT 0€fK ﬂ Eext

Il existe donc une constante Cy, telle que

M
Byt Fop| <3 a0 (Z S Co( Qs + (0w o) )m(KIL) 7 — 52

n=0 KeT LeN(K)

Cydiam(K) + Z Z 2C,(pw — po)gm(J)C¢diam(K)).

KETO’EgK ﬂgext

De plus

M
S S Colpw — podgm(o)Cudiam(K) < Tm(99)Cy(pu — po)gCysize(M).

n=0 KT 0€Ex () Eent
T - —=
Donc, finalement, nous avons Es ,, — — fo fQ f(s, Q, G).Vipdzdt lorsque m — +o0.

Convergence du terme E3 , :
En regroupant les termes de Ej3 ,, par face, nous avons
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P SIS miee (e (i) = o) ) (v — i)

n=0 K|Le&n:

Remarquons que la fonction yq définie par

1 si x € €,
0 sinon,

xa(z) = {

est un élément de LQ(Qi). Nous pouvons alors appliquer le Lemme B.2.2 avec vp,, =
o(sp,,), v = ¢(s), h = xq. Nous obtenons ainsi

T - T r_, —
Fypm = / / wp, (2, 1) da dt "=, / / Vo(s) (@ t). Vos(a, ) dedt  (IV.55)
0 Q 0 Q

ou

’U)'Dm(ilf,t) _ { ;I;“]; (80(8?(—’—1) - @(32+1))(¢?< - wz)v V(:):,t) € DK|L><]n5t7 (n + 1)&]7
0, V(2,t) € Dy x]nd, (n+1)d], o C OQ.

CQFD (]

IV.6 Tests numériques

IV.6.1 Données numériques

Précisons, tout d’abord, les données relatives aux tests qui suivent.
e Gravité : g =9.81m.s~2

e Propriétés des fluides : p, = 5 cP, py = 1 cP, p, = 800kg.m™3, p, =
1100 kg.m~3.

e Propriétés de la roche : T donnée par la loi de Kozeny-Karman avec Sgpec =
5.109m2.m=3.
e Propriétés communes a la roche et aux fluides : kr,(s) = s, kry(s) =1 — s,

No(s) = krﬁis)a Nw(s) = kru(s) m(s) = 0.3s.

Hw

IV.6.2 Tests sur le schéma amont des pétroliers en ’absence de pression
capillaire

Test 1

Considérons un domaine ©Q =] — 500,0[ and D =] — 500, —400[. Les bords sont im-
perméables, la porosité vaut ¢ = 0.1 et nous supposons ici la pression capillaire nulle.
Sini est donné par
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sini(2) = 1.0 sixeD,
T 0.0 sinon.

La colonne est discrétisée a ’aide d’une grille réguliere de pas d’espace Az.

Dans ce test, ’huile monte simplement par gravité jusqu’en z = 0 ou elle s’accumule. Les
Figures IV.1 et IV.2 donnent les surpressions p — pnydro €t les saturations obtenues en
t = 0.1 Ma pour différents pas d’espace. Rappelons que les surpressions sont définies par
Pw — Pwgz. Pour chaque pas d’espace, nous avons ensuite calculé 1’erreur commise sur la
pression (Figure IV.3) et la saturation (Figure IV.4). Ces erreurs ont été estimées a ’aide
d’une solution de référence correspondant a un pas d’espace Az = 0.5m.

0 L)
Az =100m
Az =50m
Az =20m
Az=10m
o Az=5m
8
° ]
Z Az =2m
& [
| Az=1m
2
Az =0.5m
-0.1 E
-0.1096 T T T T T T T T T
-499.8 -400 -300 -200 -100 -1.25

Figure IV.1: p — puydro & t = 0.1 Ma pour différents pas d’espace

Test 2

Soit ©2 =]0, 6000[x] — 3000, 0[. Nous supposons que 1’axe (0z) fait un angle § = 0.5 radian
avec le vecteur gravité g. Soit D; =]2000,4000[x]—2000, —1000[ et Do =]4000, 6000[x] —
3000, —2000[, deux sous-ensembles de Q. La porosité est ici donnée par

] 0.05 size Dy,
¢(z) = { 0.1 sinon.

Sini est définie par

simi(2) = 1.0 siz € Dy,
T 0.0 sinon.
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0.7 T T T T T T T T T 3
1 ] Az =100m
0.6 4 dz=50m
3 1 Az=20m
059 Jaz=10m
5 E 3 Az =5m
e
o 3 ] Az=2m
Z
(;]G 0.3 4 Az=1m
E {Az2=05m
0.24 E
0.14 E
0 T T T T T T T T T
-499.8 -400 -300 -200 -100 -0.75

Figure IV.2: Saturation a t = 0.1 Ma pour différents pas d’espace

Erreur en pression (Norme L2)

100 T T T T T T T
% Vi, .
i Expérience

Erreur

0.1 Régression linéaire : pente = 2.039%

0.014

0.001 T T T T T T
0.1 1 10 100 1000
Az

Figure IV.3: Convergence numérique en pression
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Erreur en saturation (Norme L)

1000 T T T T T T
% V...
xpérience
100+ e p
.
3
o
3
m
104 4
Régression linéaire : pente = 0.8614
\
1 T T T T T T T
0.1 1 10 100 1000

Az

Figure IV.4: Convergence numérique en saturation

La encore, nous ne tenons pas compte de la capillarité. Le domaine est discrétisé a ’aide
d’une grille cartésienne réguliere de pas d’espace égal a 100 m (60 x 30). La figure IV.5
donne un apercu (plus grossier) du maillage et des différentes zones qui constituent le
bassin.

La situation que nous étudions ici est proche de cas rencontrés en genese de bassin : apres
génération, les hydrocarbures migrent au travers du bassin sous 'effet de la gravité et des
hétérogénéités de la roche. Au début de la simulation, I'huile se concentre dans le coin
inférieur droit du domaine que nous avons noté Dsy. Sous 'effet de la gravité, I'huile se
déplace vers le coin supérieur gauche en contournant la zone D; ol les perméabilités sont
plus faibles. Une petite partie de ’huile traverse cette zone. A 1’état final, toute ’huile
s’est accumulée dans le coin supérieur gauche. Les Figures IV.6, IV.7, IV.8, IV.9, TV.10,
IV.11 montrent I’évolution de la saturation au cours du temps. Les calculs ont été effectués
avec la forme implicite en saturation du schéma amont des pétroliers.

IV.6.3 Tests sur le schéma a nombre de Péclet variable en présence de
pression capillaire

Test 1

Nous comparons ici I’évolution de la saturation au cours du temps pour différents schémas
a savoir : le schéma a Nombre de Péclet Variable dans sa forme implicite et explicite, les

schémas décentrés explicite et implicite (ou G”KTLI = 1) et un schéma explicite muni d’un
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Figure IV.5: Maillage et zones particulieres du domaine €2

Figure IV.6: Saturation en ¢t = 0.0 Ma

limiteur de pente sur les mobilités (schéma MUSCL).
Soient © =]0,3000] et D =]2600, 3000]. La porosité est constante dans le domaine et égale
a 0.1. La condition initiale est donnée par
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Figure IV.7: Saturation en ¢t = 0.3 Ma

sini () = 1.0 six e D,
A7 0.0 sinon.

L’axe (Oz) est & nouveau orienté dans le méme sens que le vecteur gravité g. Comme le
domaine est monodimensionnel et que les bords sont imperméables, la vitesse totale est
égale & 0 sur Q x [0,7]. Le domaine est discrétisé a 'aide d’une grille réguleére de pas

d’espace Az. Soit N = card(7).

Le schéma a limiteur de pente que nous utilisons pour discrétiser (IV.17) est défini, pour

tout i € {1...N}, par
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Chapitre IV. Etude mathématique du schéma industriel

o G="(po— puw)g et Q?:ll est donné par (IV.20),
2

e pour Q;::l <0
2

~n+1 _  ~n+l+
Toitt = Toitd
~n+1,— . ntl _ centl
gl = nw,i—f—% o1 QH—% Gno,i—l—% 20,
wyit3 7"T1T sinon,
w,z+§
pour Q" >0
’L+§
nt+l . antl—
Myt = il
~n+1,— . n+1 ~n+1 >
,ﬁn-l—l _ nOﬂ‘f’% o1 QH—% + an,i-f—% 20,
o)+ ﬁnﬂ’f sinon,
o,z+§

e pour tout o € {w, 0}

ntl+
" = na(3?+1) - d(zzq-%v zi+1)5772,i+17

.1 =
a,z+§

n+1,>
"72,@% = Na(si') + d(zi, zz+%)5'72zv

[ ]
ey min ), eS) 1o )~ ()
no_ o aty d(2i, zi41) ’ d(2i-1, zi)
it si ces trois quantités ont meme signe,
0 sinon,
[ ]
o "’704(3?—1—1) - "704(3;‘1—1)‘
o d(zi-1,2zi41)

Pour Az = 50m, les Figures IV.12, IV.13, IV.14 montrent la montée de I’huile par gravité
le long de la colonne ) a différentes dates. Pour chacune de ces dates nous indiquons les
saturations calculées par les différents schémas. Nous constatons sur ce premier test que la
précision atteinte par le schéma a nombre de Péclet variable est proche de celle du schéma
avec limiteur de pente. La forme implicite diffuse un peu plus mais la solution obtenue
reste quand méme meilleure que celle obtenue avec les schémas décentrés.

Test 2

Nous allons maintenant essayer d’estimer la vitesse de convergence du schéma a nombre
de Péclet variable explicite. Nous nous plagons dans les mémes conditions que le test
précédent en considérant un domaine plus petit on © =] — 500, 0[ et D =] — 500, —100[.
Les autres données sont inchangées. Pour évaluer la vitesse de convergence nous avons
calculé une solution de référence en ¢t = 0.1 pour un pas d’espace Az = 0.5 m. La Figure
IV.15 montre 'erreur obtenue pour différents pas d’espace.
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Chapitre IV. Etude mathématique du schéma industriel

Figure IV.8: Saturationen ¢t = 1.0 Ma

Figure IV.9: Saturation en ¢t = 2.0 Ma
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Chapitre IV. Etude mathématique du schéma industriel

Figure IV.10: Saturation en t = 3.7 Ma

Figure IV.11: Saturation en t = 10.0 Ma
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Figure IV.12: Saturations obtenues par les différents schémas en t = 0.5
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Figure IV.13: Saturations obtenues par les différents schémas en t = 1.0
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Figure IV.14: Saturations obtenues par les différents schémas en t = 1.5
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Figure IV.15: Convergence numérique en saturation

124



Chapitre V

Pressions capillaires et
changement de type de roche

Ce chapitre aborde le cas ou la pression capillaire et les perméabilités relatives sont des
fonctions dépendant a la fois de la variable d’espace et de la saturation. Cette situation est
tres fréquente en genese de bassin ou les changements de lithologie induisent des change-
ments de courbes de pressions capillaires et de perméabilités relatives. Ces hétérogénéités
jouent un réle important au cours de la migration des hydrocarbures puisqu’elles condi-
tionnent leur passage ou leur retenue au niveau de certaines couches et donc la formation
de réservoirs.

Nous considérons ici a nouveau un écoulement de type Dead Oil au travers d’un mi-
lieu poreux composé de deux types de roche. Dans un premier temps, nous établissons
précisément les conditions que doit satisfaire la solution en saturation sur l'interface mar-
quant le changement de roche. Nous déduisons ensuite une formulation faible originale
qui généralise des études menées précédemment sur des cas simplifiés dans un cadre fonc-
tionnel plus restreint. Sur ce probleme, nous montrons ’existence d’une solution faible
obtenue par convergence d’un schéma volumes finis. Nous énongons quelques-unes des
propriétés de ce schéma et nous illustrons son fonctionnement en fin de chapitre a ’aide
de quelques tests numériques.

V.1 Introduction

Comme nous ’avons vu au chapitre 11, les changements de roche induisent des changements
de géométrie du réseau poreux, de mouillabilité... Les courbes de pression capillaire et
de perméabilités relatives peuvent donc dépendre, dans certains modeles (voir (Schneider,
Wolf, Faille & Pot 2000b)), a la fois de la saturation et de la variable d’espace. Ce type
de dépendance est tres important en simulation de bassin puisqu’il est a l'origine des
phénomenes de barrieres capillaires qui conditionnent en grande partie la formation des
réservoirs.
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Chapitre V. Pressions capillaires et changement de type de roche

Nous considérons ici un écoulement diphasique, incompressible et immiscible au travers
d’un milieu poreux ) hétérogene et isotrope. Ce domaine peut étre de dimension d =
1...3. En tenant compte du fait que les perméabilités relatives et les pressions capillaires
dépendent de la variable d’espace, la conservation des phases aqueuse et hydrocarbure
s’écrit
0s . =
057 = div(1o(5)(Vpo = 9o 7)) = 0,
0s . =

—qﬁa - d1v<nw(., S (Vpw — pw7)> =0,
Po — Pw = (., ).

(V.1)

Nous détaillerons un peu plus tard les hypotheses faites sur les données. Pour le moment,
nous supposons simplement que, pour z €  fixé, les fonctions w(x,.) et 7,(x,.) sont
strictement croissantes sur [0, 1], que la fonction 7, (z,.) est strictement décroissante sur
[0, 1] et que ny(z,0) = ny(z,1) = 0.

Dans ce chapitre, nous portons une attention particuliere a la modélisation des écoulements
intervenant sur les interfaces de changement de roche. Aussi nous supposerons que notre
milieu poreux 2 se compose de deux domaines homogenes €;, 7 € {1, 2} correspondant cha-
cun a une roche particuliere. Nous notons I' 'interface séparant ces deux sous-domaines.
Les fonctions ¢, ng, 8 € {o,w} et 7 sont telles que, pour tout ¢ € {1, 2}, il existe des réels
0 < ¢; <1 et des fonctions ng; et m; vérifiant pour tout x € €; et pour tout s € R

¢(x,5) = dils), np(x,s) =npi(s), w(x,s)=mi(s).

Les phénomenes de retenue observés au niveau des barrieres capillaires apparaissent des
lors que les courbes 7; sont ”décalées” (voir figure V.1).

m2(1)

m1(1)

m2(0)
71(0)

Figure V.1: Exemple de courbes de pression capillaire
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Chapitre V. Pressions capillaires et changement de type de roche

Supposons, par exemple, que les courbes 71 et my sont telles que 71(0) < m2(0) < 71(1) <
m2(1) et notons s} la valeur de la saturation d’huile telle que m(s}) = m2(0) et s5 la
saturation telle que ma(s3) = m1(1).

Sur linterface I' deux conditions doivent étre satisfaites. Tout d’abord la conservation
des masses des deux phases implique la continuité du flux. Ainsi en notant s;r, pg;r et

— —
(Vp)g,ir les traces respectives des fonctions s;, pg; et Vpg,; sur I' x (0,T"), nous avons

—

.
ng.1(s1,r) ((Vp),@,l,r - Pﬂ?) Wir = —ng2(s2r) ((Vp),@,zr - Pﬂ?) M. (V.2)

D’autre part, si le flux d’une des deux phases sur l'interface est non nul alors la pression
de la phase doit étre continue au passage de I'interface (voir (Bear 1972)). Si ce n’est pas
le cas, la mobilité amont de la phase (car la saturation n’est pas nécessairement continue
de part et d’autre de I') doit étre nulle. Nous avons alors

)+

na1(s1,0)(pa,1,r — pe2r) T — na2(sar)(Pa2r — pear) T =0 (V.3)

avec pour tout i = 1,2 poir — Pwir = Ti(sir), et pour tout a € R, a™ = max(a, 0). Du
fait de la stricte monotonie des mobilités, les relations (V.3) s’expriment simplement en
fonction de s; r et pg;r, pour tous 8 = o,w et i = 1,2. En effet :

1. Si0 < sy < sy alors ny1(s1,r) > 0 dott pyir < pwer. Comme m(s1r) < m(0) <
mo(s2,), nous avons po1r < Po2r, d'0U 72(s2r) = 0 et donc sar = 0. Ainsi
Nw,2(s21) > 0, et pyor < pwir. Par conséquent py,or = py1,r. Dans ce cas, la
phase hydrocarbure est bloquée en €2y et I’eau s’écoule au travers de I'.

2. Si 87 < sir et sar < s alors m(0) < mi(sir) et ma(ser) < mi(1l). Comme
No,1(s1,0) > 0 alors po1r < Poar €t Mo2(s2r) = 0 ou P11 = Po2,r- De la méme
facon, comme 7, 2(s2.1) > 0 alors py, 1.1 > Pwar €t Ny 1(s1,1) = 00U Py 1.1 = Puw2,T-
Ainsi, nous avons po1,r — Pw,1,1 < Po2,T — Pw2,; ce qui donne mi(s1,r) < ma(s2r).
Si nous envisageons le cas 1,2(s21) = 0, nous avons sy = 0 et donc m2(0) =
m1(s1,r). De méme 1, 1(s1r) = 0 implique m2(s2r) = m1(1). Si nous avons a la
fois no2(s2,0) > 0 et My,1(s1,r) > 0 alors po1,r = Po2,r €t Pu1r = Puw2r et ainsi
m1(s1,r) = ma(s2,r). Par conséquent dans tous les cas nous avons 71 (s1,r) = ma(S2r),
et donc po 1,1 = Po2r €t Pu,1,r = pwar. Ici les deux phases traversent 'interface I'.

3. Sis5 < sar <1, une discussion identique aboutit a s =1 et p, 1.1 = po 2. Dans
ce cas I'eau reste bloquée en )y et seule ’huile est mobile.

Dans tous les cas, nous constatons que 71(s1r) = 72(s2,r) out 1 = max(mi(s), m2(0)) et
7o = min(ma(s), m1(1)). En utilisant la pression globale introduite par Chavent (Chavent
& Jaffré 1986) et définie par

s

_ ‘ No,i(a) /

p~—p;—|—/ ’ m;(a)da
’ o mei(@) + nwaila) (@)

le systeme (V.1) se réécrit sur §2; x (0,7") sous la forme
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Chapitre V. Pressions capillaires et changement de type de roche

¢1E - le(no,z(sz)(vPi —Po 9 )) - A‘Pz(sz) =0,
. . (V.4)
—div [ > mpils) VP, — > mpa(si)psg | =0
no,i(s)nw,i(s)

S
avec \;(s) = ) et pi(s) = / Ai(a)wi(a)da. Dans la premiere équation du
0

No,i(8) + Mw,i(s
systeme (V.4) nous négligeons le terme div [1,(s:)(VP; — po g )] par rapport & Agp;(s;)
afin d’alléger notre étude. Mais ’ensemble des résultats qui suivent s’étendent facilement
a des écoulements soumis aux gradients de pression et a la gravité. Sous ces hypotheses,
le systéeme composé des équations (V.2)—(V.4) se réécrit en un systéme ou les inconnues
sont les saturations s;, ¢ = 1, 2 et donné par

0s;
2 Awi(s) = .
o ot 4,02(82) 0, (V 5)
?(,01(81;‘).717{‘ = —?@2(82;‘).727{‘ (V6)
et
71(s1r) = a(s2r). (V.7)

Nous ne tenons donc plus compte que de 1’équation de conservation de la phase hydrocar-
bure. Afin d’alléger les notations, nous notons désormais n les mobilités 7,.

L’équation (V.7) découle de la discussion soulevée par la condition (V.3).

Sur les bords nous imposons des conditions de Neumann homogenes, i.e.

0., 8)Vr(.,s). 7 = 0. (V.8)
La condition initiale sur s est donnée par
8(., 0) = Sini- (Vg)

Pour définir rigoureusement une solution faible du probleme (V.5)—(V.9), nous faisons les
hypotheses suivantes.

Hypotheses V.1.1

H1-1. Les domaines €21 et Qo sont des ensembles ouverts, disjoints bornés et con-
neves de R? (d=1,2,3). Le domaine ) est défini par Q = Q1 |JQq et leur frontiére
commune T' par T = 0 ﬂ@ﬁg. Nous supposons que T' a une mesure (au sens de
Lebesgue dans R™1) strictement positive. La durée T de I’écoulement est un réel
strictement positif.

H1-2. Sur chaque domaine Q;, i = 1,2 nous avons ¢ = ¢; avec 0 < ¢; < 1.
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Chapitre V. Pressions capillaires et changement de type de roche

H1-3. Pouri=1,2, la fonction \; : R — R est continue et vérifie \;(s) = X\;(0)
pour tout s < 0, \i(s) = Ni(1) pour tout s > 1 et \i(s) > 0 pour tout s €]0,1[. La
fonction X : QxR — Ry est alors définie par (z,s) — X\i(s) pour tous x € U,
i=1,2 et s € R. Nous notons C\ = max;—1 2 Sup,cp |Ai(s)].

H1-4. Pouri= 1,2, la fonction m;(s) € CO(R,R) est telle que sa restriction T4([0,1]
a Vintervalle [0, 1] est strictement croissante et vérifie ;1) € C*([0,1],R), mi(s) =
m;(0) pour tout s < 0 et mi(s) = mi(1) pour tout s > 1. Nous supposons de plus
que 71(0) < mo(0) < m(1) < mo(1). La function m : Q xR — R est alors définie
par (z,s) — m(s) pour tous x € Q;, i = 1,2 et s € R. Nous notons si le réel
appartenant a [0, 1] et vérifiant mi(s7) = m2(0). Ainsi, pour tout s € [0, s}], nous
avons m1(s) < ma(s). De la méme fagon nous notons si le réel appartenant a [0, 1]
et vérifiant wo(s3) = m1(1). Ainsi, pour tout s € [s5,1], nous avons m1(s) < ma(s).

H1-5. La condition initiale sini vérifie sini € L) and 0 < sipi(x) < 1 pour presque
tout x € Q.

Avant de préciser la formulation faible du probleme, nous avons besoin de définir quelques
fonctions de la saturation.

Définition V.1.1 Sous les hypothéses V.1.1 et pour tout i € {1,2}, considérons les ap-
plications

R — R+
i s »—>/ Ai(a);(a)da
0

strictement croissante sur [0,1] et

. J R—=R . J R—=R
T s max (7 (s), m2(0)), 2 s min(ma(s), m1(1)).
Nous notons L, une constante de Lipschitz commune aux fonctions ;, 1 = 1,2. Nous
introduisons également la fonction VU strictement croissante définie par
[m2(0), m(1)] = R
P

pe [ min(u(riY(0), Aa(xS " (a))da.
m2(0)

U

La fonction ¥ a été définie de facon a ce que les fonctions W o 7; o @E_l), i = 1,2 soient
Lipschitziennes et de constantes de Lipschitz inférieures a 1. Cette propriété est démontrée
dans le Lemme qui suit.

Lemme V.1.1 Sous les Hypothéses V.1.1, la fonction ¥ introduite dans la Définition
V.1.1 est Lipschitzienne et sa constante de Lipschitz est inférieure a 1.

129



Chapitre V. Pressions capillaires et changement de type de roche

Preuve :

Soit a un réel tel que pi(s7) < a < p1(l)sii =1et 0 < a < @a(s3) si i = 2. Sous
cette condition, nous avons ﬁi(wg_l (a)) = Wi(wg_l)(a)) pour tout ¢ = 1,2. Examinons
maintenant la dérivée de la fonction 7rio<p§_1). Soit b # a un réel tel que ¢1(s7) < b < ¢1(1)
sii=1et 0<b< py(sh) sii= 2. Sinous posons A = @E_l)(a) et B = @E_l)(b), nous
avons

Tl (1) = mi(e (@) mi(B) = mi(A)
b—a @i(B) — pi(A)
Notons I(A, B) lintervalle [A, B] si B > A, [B, A] le cas échéant. La définition de la
fonction ¢; implique que

(camin, MO ) () = m(4) < i(B) — () < (e M(O)) (m() (),

Il existe donc C € I(A, B) tel que ;(B) — vi(A) = \i(C)(mi(B) — mi(A)). Ainsi

mil TV 0) —miel @) 1
b—a )\z(C) ’

et, donc, lorsque b — a, nous obtenons (7; o @E_l))’(a)

-1 L , .
<p§ ) a donc une dérivée en a égale a

= —+—. La fonction ¥ o #; o
Ai(ﬁpi (a)

(Woiiop VY (a) = ¥ (m(p! (@) (miop! VY (a) =

Compte tenu de I'expression de ¥, ¥/ (7;(y)) < \;(y) pour y = @E_l)(a). Donc, finalement,
1

pour tout a € R vérifiant p1(s7) < a < ¢1(1) et 0 < a < p2(s3) nous avons

(Woi;op V) (a) <1
Remarquons que sii=1et 0 < a < ¢i(s]) ousii=2 et ga(s5) < a < 1 alors la fonction
(-1)

Vomiop, ~ estconstante, donc de dérivée nulle. ]

Le systéme composé des équations (V.5)—(V.9) est un probleme parabolique non linéaire
défini sur un domaine hétérogene. Dans le cas général, ce type de probleme n’admet pas
de solution classique. La définition qui suit précise donc la notion de solution faible.

Définition V.1.2 Sous les Hypothéses V.1.1, une solution faible s au probléme (V.5)-
(V.9) est définie par

1. pour tout i € {1,2}, s = s; sur Q; x (0,T) avec

S € Loo(Qz X (OvT))v 0<s;<1let (Pz(sZ) € LQ(OvT; Hl(Qz))a
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2. pour tout P € Cyeqr = {1b € HY(Q2x]0,T|), ¥(.,T) =0},

T ~ -
2 /0 /Qz [@isi(m, t)b(z,t) — Vi(si(x,t).V(z,t)] dedt+

> |
i=1 ¢isini(xv OW(% O)dx
Q;

3. la fonction w : Qx (0,T) — R définie, sur Q; x (0,T), par w = ¥(7;(s;)) appartient
a L?(0,T; HY(Q)).

Remarque 14 : Cette formulation faible suffit & imposer (V.5)-(V.6)-(V.8)- (V.9) pour
des solutions régulieres. La derniere condition est une méthode fonctionnelle pour imposer
(V.7). 0

Remarquons que, pour le cas homogene ol ¢; = ¢, M1 = 72 et N1 = 19, l'existence et
I'unicité d’une solution a déja été établie (voir, par exemple, (Alt & Luckhaus 1983) et
(Carrillo 1999)). Un cas particulier de (V.5)—(V.9) a déja été traité dans (van Duijn,
Molenaar & de Neef 1995), (van Duijn & de Neef 1998), (Bertsch, Passo & van Duijn
2003) pour un milieu hétérogene ou d = 1, Q1 = (—00,0), Q2 = (0,+00), et ol, pour
i=1,2,¢; =1, ni(s) = ks et mi(s) = (1 +5)/vki (0 < ky < k1). En ajoutant quelques
hypotheéses de régularité sur les données initiales dans (Bertsch et al. 2003), les auteurs
ont montré I'existence et 1'unicité d’une solution au probleme (V.5)—(V.9).

Ici nous nous intéressons plus particulierement a la convergence d’un schéma volumes finis
qui calcule une approximation de la solution en saturation s sous les Hypotheses V.1.1. A
une sous-suite pres, nous montrons (voir Théoreme V.2.1) la convergence du schéma défini
par les équations (V.10)—(V.12) vers une solution faible au sens de la Définition V.1.2. Une
conséquence immédiate de ce résultat est 'existence d’une solution au probleme (V.5)-
(V.9) (voir Corollaire V.2.1). Sur ce type de probleme, des résultats de convergence ont
déja été obtenus dans (Eymard, Gallouét, Hilhorst & Slimane 1998), (Michel 2001) mais
pour un milieu homogene. L’originalité du probleme (V.5)—(V.9) tient ici a la présence
des deux sous-domaines € et Qj reliés entre eux par les équations (V.6)-(V.7) (ou par les
équations (V.12) dans le cas discret).

La suite de ce chapitre s’organise donc de la fagon suivante. Nous présentons tout d’abord
un nouveau schéma de type volumes finis discrétisant le modele (V.5)—(V.9) (voir équations
(V.10)—(V.12)) et nous montrons que ce schéma est stable (Proposition V.2.1), admet une
unique solution discréte (Lemme V.2.1, Proposition V.2.2) et converge vers une solution
faible (Théoreme V.2.1). Nous obtenons ainsi I’existence d’une solution au probléme faible
(Corollaire V.2.1). L’unicité de cette solution reste encore un probléme ouvert. Nous
pouvons ’établir dans un cas particulier en ajoutant quelques hypotheses de régularité sur
la solution (voir Annexe C, Proposition C.1). Nous terminons ce chapitre par quelques
tests numériques illustrant le fonctionnement du schéma et des conditions d’interface que
nous avons introduites (§V.3).
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V.2 Etude du schéma volumes finis

Dans ce paragraphe, nous présentons et étudions un schéma volumes finis discrétisant les
équations (V.5)—(V.9). Tout d’abord, nous rappelons rapidement la notion de discrétisation
admissible au sens des volumes finis.

Définition V.2.1 (Discrétisation Admissible) Soit Q un ouvert de R? satisfaisant les
Hypothéses V.1.1. Une discrétisation admissible de 2, que nous noterons M, se compose
d’un triplet (T,&,P) oi

o T:7—1U7—2;
L4 g:gIUgQ;
° P:PIUPQ;

o les triplets (7;,&,Pi), i = 1,2 et (T,E,P) constituent respectivement des maillages
volumes finis admissible des domaines §; et 0 au sens de la Définition IV.2.1.

Nous notons

e Sr=ENE et Tr ={(K,L), K€, LeQ K|LE€Eér},
Eint = Eint,1 U Eimt2 U Er,
Eext = (Eeatn U Eeat2) \ Er,

e pouri=1,2, N(K)={L€e7T;, K|L€&k},

o size(M) = zIgzli);(size(/\/li)), regul(M) = gzli)é(regul(/\/li)).
Définition V.2.2 (Discrétisation admissible du domaine Q2x]0,7[) Une
discrétisation admissible D du domaine Qx]0,T[ se compose d’un couple (M, M) ot M
est une discrétisation admissible du domaine Q0 (voir Définition V.2.1) et ou M € N
définit une discrétisation réguliere de l’intervalle 10,T[ (voir Définition IV.2.2). Nous
notons size(D) = max(size(M), &).

V.2.1 Un schéma implicite
La discrétisation de la condition initiale est donnée par

1 /
0
S = —= [ Swmi(z)dr, VK € T. (V.10)
Pour les pas de temps suivants, le schéma en saturation qui définit une solution discrete
sp € X (D) (voir Notations Préliminaires § IV.3.1) est donné, pour tousi = 1,2 et K € 7;

par
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il gn
m(K)¢zKTK + Z TK|L (@z‘(s?(ﬂ) - w(s’i“)) +
LEN(K) (V.11)
S e (il —alsith) =o.
O'Eg[‘ﬂgK
Pour tout (K, L) € 7r, et pour 37}(+1 et s}zﬂ données, les valeurs s’};}q I s%ﬁé . €10,1]

sont les solutions (pour l'existence et 1'unicité voir le Lemme V.2.1) du systeme

{7Kma@w?w—ww%b>— T rin(02(sH) = oa(sit)),

R . V.12
() = w(smH). (V.12)

Lemme V.2.1 Sous les Hypothéses V.1.1, soient a; > 0, i = 1,2, deux réels donnés.
Soit (a,b) € R2. Alors il existe un et un seul couple (c,d) € [0, 1]? tel que

a1(p1(a) — pi(c)) = az(p2(d) — p2(b))
et

7AT1(C) = ﬁQ(d)

Si nous notons ¢ = Uy(a, b, a1, as) et d = Us(a, b, a1, o) alors les fonctions Uy et Uy sont
continues et croissantes par rapport a a et b. De plus nous avons les inégalités suivantes

0 < (p1(a) = p1(c))(m(a) —mi(c))

(p1(a) = p1(c))(mi(a) — m(b)),
0 < (pa(d) — pa(b))(ma(d) — ma(b)) (V.13)

(p2(d) — p2(b))(m1(a) — m2(b)).

IAIN

Preuve :
Prenons comme inconnues les valeurs C' = ¢i(c) et D = ¢y(d) et notons A = p1(a) et
B = ¢y(b). Alors (C, D) est solution de

a1C+asD = a1A+ asB, (V.14)
(@) = malel (D)) (V.15)

Considérons tout d’abord le cas ot 1A + e B < ajp1(s]). Comme C < p1(s}), nous
avons donc D = 0 d’apres (V.15). Ainsi la solution est donnée par D = 0 et C =
(1A + a2B)/a;. Dans ce cas, comme D < B, nous avons C' > A et comme ma(b) >
m2(0) > m1(c) > m1(a) nous obtenons (V.13). Considérons maintenant le cas ott a1 (s7) <
a1A 4+ B < aijpi(1) + agpa(ss). Ces inégalités impliquent ¢1(s}) < C and D <
p2(s3) (d’apres (V.15)) et donc C' = <p1(7r§_1)(7r2(<p(2_1)(D)))). Comme la fonction D +—
a1<p1(W(_l)(m(@g_l)(D)))) + oD est continue strictement croissante, le systeme admet
une et une seule solution (C, D). Nous avons donc dans ce cas 71(c) = ma(d) et comme
m1(a) —m1(c) a le méme signe que mo(d) — w2 (b), les inégalités (V.13) sont vérifiées. Enfin
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le cas a1p1(1) + aopa(shy) < a1 A + agB est le symétrique du premier et nous avons
C=pi(l)et D= (a1(A—pi1(1)) + aaB)/ay. Ainsi C > A et donc D < B et comme
ma(b) > mo(d) > m1(1) > m1(a) nous obtenons a nouveau (V.13).

Dans tous les cas, C' et D (resp. cet d) sont des fonctions continues croissantes par rapport
a Aet B (resp. a et b). [ |

Remarque 15 : A partir de 1’étude précédente nous pouvons également montrer que C
et D, vues comme des fonctions de A = p1(a) et B = ¢y(b), satisfont, pour presque tout
(a,b) € R?,

a1 oC oD
<—0 —<—t0<—<1
o 0B

<
0= ~ 0B

<1, 0<

Q|
NI
Q|
NS

O

Nous allons maintenant établir la stabilité L°° du schéma ainsi que I’existence et 'unicité
d’une solution discrete aux équations (V.10)—-(V.12).

V.2.2 Stabilité L=

Si 2 était un domaine homogene nous pourrions montrer que la solution discrete en satu-
ration satisfait un principe du maximum ou intervient la donnée initiale (Eymard et al.
1998). Ici, en présence d’une hétérogénéité, ce résultat n’est plus vérifié et nous montrons
que les saturations restent comprises entre 0 et 1.

Proposition V.2.1 Sous les Hypotheses V.1.1, soient D une dicrétisation admissible du
domaine Qx]0,T[ (voir Définition V.2.2) et, pour tout n € {0...M}, sit! € X(M) la
solution du systeme (V.10)-(V.12) (l ‘existence et l'unicité de cette solutwn sont établies
dans la Proposition V.2.2). Alors SM satisfait

VK €T, 0<spt <1 (V.16)

Preuve :
Compte tenu des équations (V.10)—(V.12), pour tout K € 7;, i = 1,2, la saturation 37}(+1
est donnée par

si ' = Hi (s, (s )rer)

avec

> i (pilar) — ¢iax)) +

1 & .
H = A —— | &
kx(a,(ar)Ler) Y a+ Akag + (K)o S rie (pilaxa) — wilax) )

cefrN€éxk

)\K—% Z TK|L T Z TK,o

LeEN(K) cefrNEéx
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et oli, pour tout (K, L) € Tr, ag | est donné par ag x| = Urlak, ar, T k|1, 7L, K|L)
et ar k|, = Us2(ak, ar, T k|1, 7L, k|z) (les fonctions Uy et Uz ont été introduites dans le
Lemme V.2.1). Une des conséquences du Lemme V.2.1 est que la fonction Hg (a, (ar)reT)
est croissante par rapport & a et ar, pour tout L € 7 (y compris pour L = K).
Démontrons maintenant l'inégalité (V.16) par induction sur n. Cette inégalité est claire-
ment vérifiée pour n = 0. Supposons maintenant qu’elle soit vérifiée jusqu’a un rang n et
qu’il existe Kpax € 7 tel que Kpax = maxKeT(s}?H) et s%‘fnlax > 1. La monotonie de la
fonction Hp entraine

1
1 + )\Ks?(—tnax

1< st < Hp(1, (spt! =
Siomax = HE (1, (8%, ) LeT) o

9

ce qui est en contradiction avec le fait que s?{fnlax > 1. De la méme facon nous montrons

qu’il ne peut y avoir un élément K, € 7; tel que Ky, = minKeT(s?jl) et s’}(fnlin <0. 1

V.2.3 Existence et unicité de la solution discréte

Proposition V.2.2 Sous les Hypothéses V.1.1, soit D une discrétisation admissible du
domaine Qx]0,T[ (voir Définition V.2.2). Alors, pour tout n € {0...M}, il existe une et
une seule solution s € X(T) au systéme (V.10)-(V.12).

Preuve :

Le systeéme composé des équations (V.10)—(V.12) peut étre vu comme un systéme dépendant
uniquement des inconnues (87}<+1) Ke7 compte tenu du Lemme V.2.1. Posons N = card(7)

et considérons I'application ¢ : RY x [0,1] — RY définie par ((sx)rxer,\) — (VK)KeT

avec, pour tout K € 7T,

SKg — AST
VK = m(K)@% + A Z Tz (Pi(sk) — @i(sL)) +
LEN(K)
A Y TR (pilsk) — eilske) s
O'Eg[‘ﬂgK

ot1, pour tout (K, L) € 7Tr, nous prenons sk x|r, = U1(sk, 8L, Tk, k|1, TL,K|L) €t Sp k|1 =
Us(sk, 5Ly Ti, k|1, TL, k| 1) (les fonctions Uy et U ont été introduites dans le Lemme V.2.1).
La fonction 1 est continue par rapport a chacun de ses arguments. De plus, en reprenant
la preuve de la Proposition V.2.1, nous pouvons montrer que, pour tout A € [0,1],
Iégalité ¥ ((sx)rker, A) = (0)ker implique sk € [0, 1] pour tout K € 7. Ainsi, comme
Y((sk)ker,0) est linéaire, un argument de type degré topologique (voir (Eymard et al.
2000) et les références qui y sont citées) nous permet de conclure que le systéme
Y((sk)ker,1) = (0) ker admet au moins une solution.

Montrons I'unicité de cette solution et supposons que, pour un entier n € {0...M} donné,
nous disposions de deux solutions (sx)ke7 et (§x)xeT aux équations (V.10)—-(V.12). En
utilisant les fonctions Hg, K € 7T, définies dans la preuve de la Proposition V.2.1, nous
avons

max(sK, §K) S HK(S?(, (max(sL, §L))L€7’)

135



Chapitre V. Pressions capillaires et changement de type de roche

et

min(sg, 8x) > Hg (8§, (min(sg, 31))LeT)-

Si nous multiplions les inégalités ci-dessus par (1+ Ax)m(K)@;, si nous soustrayons la se-
conde a la premiere et si nous sommons les inégalités obtenues sur ’ensemble des éléments
K € T, nous constatons que les termes d’interface s’annulent mutuellement (en particulier
les termes relatifs & A\x) et nous obtenons

Z Z K)¢i|sk —5k| <0,

=12 KeT;

d’ou 'unicité de la solution. [ |

V.2.4 Convergence

Nous allons maintenant nous intéresser a la convergence du schéma (V.10)-(V.12). La
premiere étape consiste a montrer 'existence d’une sous-suite de solutions approchées
qui soit relativement compacte dans L?(Q2x]0,T[). Pour cela nous appliquons la méme
méthodologie qu’au paragraphe IV.5.4 et nous montrons que les translations en espace et
en temps de la fonction ¢(sp) restent bornées et tendent uniformément vers 0 lorsque le
pas de la translation tend vers 0. Ces deux résultats font I’objet des Propositions V.2.4 et
V.2.5.

Majoration des translations en espace

Tout d’abord, nous montrons que, dans chacun des sous-domaines §2;, la semi-norme
L2(0,T, HY(£)) de la fonction ¢(sp) reste bornée indépendamment de la discrétisation.

Proposition V.2.3 Sous les Hypothéses V.1.1, soit D une discrétisation admissible du
domaine Qx]0,T] (voir Définition V.2.2). Soit sp € X(D) la solution des équations
(V.10)-(V.12). Sous ces hypotheéses, il existe une constante C17 > 0 dépendant unique-
ment de n;, m;, Q;, j € {1,2} telle que

M
0 < Z(St Z TK,K|L<<P1(S?<+1)—4,01(3?(—3—}1(@))< 1(37}(4'1) 7T2(87£+1)> —

n=0 (K,L)e&r

M
Z (St Z TL,K|L <802(87I’T—I%|L) — @2(82—’—1)) < 1( 7}(+1) 7'('2(82—’—1))

n=0 (K,L)efr

IN

Ci7
(V.17)

et, pour tout i € {1,2}, il existe une constante C1g > 0 dépendant de C17 et de Cy telle
que

|pi(sp ‘11)@ Z Z A SL b <Pz(3?<+1)‘2§c'18' (V.18)
n= 0K|L€gmt,z
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Preuve_:
Pour tous n € {0...M} et K € 7T;, nous multiplions 1’équation (V.11) par m;(s%) et
nous sommons sur ’ensemble des éléments de la discrétisation D. Nous aboutissons alors

a

< (K)¢i(s ”+1—8’}<)+5t< > TK|L<¢i(8’}<+1) %(s’£+1)>+

2 M
Z Z LEN(K) —o.

i=1 n=0 KeT; > Tke <<Pz(s7;(+1) <Pz(8?<+01)>>> (%)
O'Eg[‘ﬂgK

Terme d’accumulation
La fonction m;(.) étant croissante, la fonction g; définie par g;(s fo m;i(a) da est donc
convexe. Nous avons alors

(55" = si)mi(s™) > gi(sg™) — gi(sk)-

D’ou

M
Yo > mE)Gilsit = simi(sih) = Y0 mE)dulgi(sy ) — gilsk)).

n=0 KeT; KeT;

De plus nous constatons que

|3 ma )~ a0 < m@) ([ (o)),

KeT;

Terme de diffusion

b
Comme ¢;(b) — pi(a) < C,\/ 7; (1) du, nous avons

M
Z&f Z TK|L<<Pz‘(8?<+1) %(82“)) <7Tz(3?(+1) (Szﬂ))

n=0 K|L€gint,i

CAZ& > TK|L<()02~(37I"<+1) (pz(sz—f—l))%

n=0 K|L€gint,i

AV

Pour (K, L) € 7r, les inégalités (V.13) donnent

T (P1(s5) — 1l (m(s5) = ma(sp™)) > 0.

Ainsi, en regroupant les majorations et les minorations obtenues, nous avons

2 2 1
> lei(so) ps < On > m(@)( [ Imila)]da) = Cus
i=1 i=1 0
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et
M
0< Z&f Z TK,o <<P1(3?<+1) - @1(37}:01)) <7Tl(3?(+1) - 7T2(3T1)> <
n=0 o=K|Le&r
2 1
> m@)( [ Im(@lda) = Crr,
i=1 0
d’ou le résultat. ]

La proposition qui suit est une conséquence directe de la Proposition V.2.3. Pour la
démontrer, il suffit de reprendre les preuves du Lemme IV.5.2 et de la Proposition IV.5.5.

Proposition V.2.4 Sous les Hypothéses V.1.1, soit D une discrétisation admissible du
domaine Qx]0,T] (voir Définition V.2.2). Soit sp € X(D) donnée par les équations
(V.10)~(V.12),i=1,2, £ € R et Q¢ le domaine défini par

Qig={z e/ [r,z+¢ CQ}.

Alors il existe une constante Cig dépendant uniquement du nombre de faces de €); telle
que la fonction @;(sp) vérifie

T
[ [ teitsnta+ .0~ pilsn(e ) Pdadt < [¢]([€] + Crasize(M)) [os(sp) i (V-19)
0 Q¢

Considérons maintenant, pour tout i = 1,2, un ouvert w; borné de ; muni d’une frontiére
suffisament réguliére. Soit op, la fonction définie par op ., (z,t) = @i(sp(x,t)) pour
presque tout (z,t) € w; X (0,T) et op,(z,t) =0 pour (x,t) ¢ w; x (0,T). Alors, pour
tout £ € RY, il existe Cag > 0 dépendant de T, n;, m;, Q;, j € {1,2} et de w; telle que

19D (- + &) = D oy < Coo €1(J€] + size(Mi) +1). (V.20)

Majoration des translations en temps

Nous démontrons maintenant que les translations en temps restent bornées. Ce résultat
est également une conséquence de la Proposition V.2.3. Nous commencgons par démontrer
ce premier Lemme.

Lemme V.2.2 Supposons les Hypothéses V.1.1 vérifiées et considérons une discrétisation
admissible, D, du domaine Q2x]0,T[ au sens de la Définition V.2.2. Soit sp € X(D)
donnée par les équations (V.10)-(V.12). Soient T €]0,T[, i € {1,2} et ©; € CX(Q,R)
telle que

e supp O; C Q; ge(m) = {7 € Qi / [z, 2+ size(M)] € i},

e 0<0Q; <1.
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Alors la fonction ¢;(sp) vérifie

T—1 2
/ / @z (sp(w,t + 1)) — @i(sD(:r,t))> dzdt < Coy 7 (V.21)
ou Co1 est une constante dépendant de O;, ¢;, w;, Cig, d, Q, T.
Preuve :
1
Soient i € {1,2} et K € 7;. Posons ©; g = —/ ©;(z) dx. La fonction ¢; étant

Lipschitzienne, nous avons

/T T/ s(z,t+7)) - @i(s(x,t))>2d:rdt < Ly, /OT_T A(t) dt

avec

At) = / ©;(x) (goi(s(x, t+ 7)) — @i(s(z, t))) (s(:r, t+7)—s(z, t)) dx.

i

A(t) peut étre réécrit sous la forme

Aty =Y ’m(K)@zK<<pz(s?(1(t) ) — @i(s’;g(”“)) ST Xt t 1) (s - )
KeT; n=0

ol
e ny(t) et ny(t) sont tels que

no(t)ét <t< (no(t) + 1)515,
ni(t)d <t+7 < (ni(t) +1)&,

1 si nd € [t,t+ 7],
0 sinon.

Xn(t,t—I—T)—{

La définition du schéma donne

)= 3 O (Wil ) — s ”0““)226 (bt +7)x

IgtET n=0
> S (iR — el
LEN(K)

En regroupant les termes par face, nous avons

M
At) = Z %Xn(t,t +7) Z TKIL [@Z K((p,(s}?(t)“) _ (pi(s?(()(t)—kl))_

n=0 "" K|LEEint,;
O: (9157 ) = @il ) (wilsi) = il )
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Décomposons A(t) en

avec
M ng (t)+1 ng (t)+1 O,k +0; 1
& (‘Pz ) —wilsg ) 7>+
Ao(t) = Zo E‘)(n(t 4+ 7) |Z TK|L (@K ®'L> pi(sTOF )+wi(sﬁ“(%)+1) X
n= K LEgintﬂ' LK T, 2
(wilsih) = oilsi™).
(90 (Snl(t)+1) oils nl(t)+1) (91 K +0;, L>+
Z¢ t t—I-T Z TK|L GD(Sm(t)Jrl)_HD(Snl<2)+1 X
K|LEEnt i (Gi’K - 91"]“> 2
\ (wilsi) = witsz™).

2 2 2
Considérons par exemple le terme Ag. En utilisant I'inégalité 2y < % 4 %, nous avons

|[4o0(t)] < 5 (Ao 1(t) + A0,2(t)> + Ao 3()

avec

2
T
WE
pSaIEY

i
o

2
Xn(t t+7) Z TK|L<<¢ (sKo(tHl) @i(SLO(t)H)) K ,L) 7

2
K|L€gint,i

no(t)+1 no(t)+1y \ 2
i(S 0 + ;s
Xt t+7) Y TK|L<<@i,K_@i,L>(p( ) hels )> ;

2
K|L€gint,i

2
T
NE
pSal=Y

i
o

s
()
w
=
I
3
1Mz
SaIEY

2
Xn(t t+ 7') Z TK|L <(Pz(3}(+1) %(82“)) :

K|L€gint,i

Simd <t < (m+ 1)& alors ng(t) = m, d’ou

/OTTAOI t<2/ Xy (t,t+7)x
2
> TKlL((%(SK) %(%))w> dt.

2
K|L€gint,i

Mais comme (voir preuve Lemme IV.5.3)

(m+1)& M
/ an(t,tJrT)dth
mét n=0
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nous en déduisons que

T—1
]
(A Aoa(t)dt < T 1041 (o0 o

Pour les termes restants nous utilisons le fait que

T—1
/ Xp(t,t+7)dt <.
0

Ainsi nous obtenons

T—71 T
(A Aoa(t)dt < o2, Tdm(s) [V

o0

et
T—7 T 5
; Aps(t) dt < g‘@i(SD)‘l,D,i'

T—1
Ceci nous permet de majorer / |Ao(t)| dt. Nous procédons de la méme fagon pour
0

T—1
/O Ay (8)] dt. n

Grace au Lemme V.2.2, nous sommes maintenant en mesure de montrer que, dans chaque
sous-domaine ;, les translations en temps de la fonction ¢(sp) restent bornées.

Proposition V.2.5 Supposons les Hypotheses V.1.1 vérifiées et considérons une
discrétisation admissible, D, du domaine Qx]0,T[ au sens de la Définition V.2.2. Pour
chaque i € {1,2} soit w; un ouvert borné de ;. Supposons de plus que size(M) est
suffisament petit et vérifie pour tout i € {1,2}

Wi C Q; sie(m) = 17 € Qi / [z, 2 4 size(M)] C Q;}.
Soit sp € X(D) donnée par les équations (V.10)—(V.12). Posons

B (pz‘(S'D) sur wj X]Ov T[?
PDwi =9 sur R\ (w; x]0, T7).

Pour tout 7 € R, nous avons l’inégalité

oD, (r -+ 7) = oD l[72(garr) < Coz 7] (V.22)
( )

ot Cyo dépend des mémes parameétres que la constante Coyq .

Preuve :
Soit ©; € C°(Q, R) telle que

e suppO; C Qz‘,size(M)’

e 0<0O; <1sur Qi,size(/\/l)v
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e O, =1 sur w;.

Nous avons

2
604 7) = epanlaguanny < [ [ 00)(pilon (@147~ ilonte 7)) dea

L’inégalité (V.21) nous permet alors de conclure de la méme fagon que pour la Proposition
IV.5.6. |

Majoration de la semi-norme L?(0,7; H!(f2)) de la fonction wp

Avant d’aborder la convergence du schéma vers la formulation faible, nous montrons une
derniere estimation concernant la fonction discrete wp associée a la fonction w.

Soit sp la solution des équations (V.10)-(V.12). La fonction wp est définie par wii™! =
\I/(m(s’}(ﬂ)) pour tous ¢ = 1,2 et K € 7;. Nous avons alors la Proposition suivante.

Proposition V.2.6 Sous les Hypothéses V.1.1, soit D une discrétisation admissible du
domaine Qx]0,T] (voir Définition V.2.2). Soit sp € X(D) la solution des équations
(V.10)-(V.12). Alors il existe Coz > 0 dépendant de n;, 7j, ;, j € {1,2} telle que

‘U)D‘%D S 023 . (V.23)

Preuve :
Pour tous K € 7; et L € N(K), le caractere Lipschitzien de la fonction Wo7; 0 @E_l) (voir
Lemme V.1.1) nous assure que

(Wi —with? < (@i(sE) — i(s)?
et, par conséquent, grace a (V.18), nous avons
lwplip; < Cis.-

Considérons maintenant le cas ou (K, L) € 7r. Comme 7%1(3’;(+I1(|L) = fo(s"T,
avons

T (U () = (rs(sE))2 € s (U () — U (554 ))?
1 (PR (s7E ) — W (s ))2,

du fait de la convexité de la fonction x — z2 et de la relation 1/7K|L = 1/TK7K|L—|—1/TL7K|L.

A nouveau les propriétés de la fonction ¥ o 7; o @E_l) (voir Lemme V.1.1) impliquent que

(W) = W (s ) < (o1 (s37) = (s )

et que
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(U (o (s i) — Wia(sE)))? < (2(sp™) — walsin)’.

Si nous tenons compte maintenant des inégalités (V.13), nous avons pour tout (K, L) € 7r,

2
(15 —er(siihn)) < (21lsk™) = er(si,) ) On(mlsit) = msiii,)
< (215 = o1t ) ) Oa (M) = ma(st) )

(V.24)
Les inégalités (V.17) et (V.24) donnent

NE

2
& > micwn (VE(E) = Wi (si,))) < OnCr,
(K,L)eTr

I
=)

n

et de la méme fagon, nous avons

M

2
D8 3 e (VR - W) < o
n=0 (K,L)eTr

Ainsi, nous obtenons

M
Z(St Z TK|L(’U)nK+1 —w2+1)2 S 2017C>\.
n=0 (K,L)eTr

Les majorations précédentes impliquent donc ’existence d’une constante Cy4 > 0 dépendant
de nj, mj, 5, j € {1,2} et telle que

lwplip < Coa

d’ou le résultat. [ ]

Convergence du schéma vers la formulation faible

Les Propositions V.2.4 et V.2.5 nous permettent d’appliquer le théoreme de Kolmogorov.
Nous montrons alors que la sous-suite obtenue converge vers une solution faible du probleme
(V.5)—(V.9).

Théoréme V.2.1 Sous les Hypothéses V.1.1, considérons une suite, (Dy,)men, de
discrétisations admissibles au sens de la Définition V.2.2. Nous supposons qu’il existe
a > 0 tel que pour tout m € N, regul(My,) < a et que size(My,) — 0 lorsque m —
+oo. Soit sp,, = sm € X(Dy,) solution des équations (V.10)-(V.12) pour D = D,,.
Alors il existe une sous-suite de solutions approchées que nous désignerons également par
(Dins Sm)men telle que sy, — s dans L1(Q2x]0, T[) pour tout 1 < g < co. La limite obtenue
s+ Qx]0,T[— R définie par
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g ] s osur 0y x]0, 77,
| s2 sur Q9x]0,T7,

est une solution faible du probléme (V.5)—-(V.9) (voir Définition V.1.2).

Preuve_:

Tout au long de cette preuve, D désigne D,,.

Convergence d’une sous-suite de (Sm)meN-
€

Soient i € {1,2}, w; un ouvert borné de Q; et vp . (x,t) I'application définie sur R par

[ @i(sm) sur w;x]0,T7,
PDwi =\ sinon.

La suite (8im)me{o..ary vérifie (V.16) sur 2x]0,T[. La suite pp ., est donc bornée dans
LI(R1), 1 < ¢ < +o0. Supposons size(M) suffisament petit pour que w; C Q; size(M)-
Des inégalités (V.20) et (V.22), nous déduisons que, pour tous & € R? et 7 € R, il existe
une fonction C(&,7) — 0 lorsque £ — 0 et 7 — 0 telle que

|’90D7wi(' + 57 -+ T) - @D,wi”iq([@d-&-l) < C(f, T)'

Nous sommes donc en mesure d’appliquer le Théoreme de Kolmogorov IV.5.2. En effet,
en prenant N = d+ 1, w = wix]0, T[, 1 < g < 00, u = (¢i(5m)) et p(i(5m)) = PP
nous en déduisons que la suite (p;(sy,)) est relativement compacte dans L?(w;x]0,T7).
Considérons maintenant une suite (wj ,)nen de sous-domaines de §2; convergeant vers €2;.

Par un procédé diagonal, nous pouvons extraire une sous-suite toujours notée (D, sp,)

telle que (p;(sm)) MZHO, &, dans L9(w; »nx]0,T[) pour tout n € N. Par conséquent la

suite extraite (@;(s;,)) converge vers ¢; dans L9(9;x]0,T[). Comme la fonction ¢; est
continue strictement croissante, ceci implique que la suite (s,,) converge elle-méme vers
une fonction s; € L(;x]0, T'[) (L (Q;x]0, T).

Montrons que, pour tout i € {1,2}, @;(s;) € L2(0,T; H()).
En utilisant I'inégalité (V.2.4) et en reprenant la preuve du Théoreme IV.5.1 nous mon-
trons que, pour tout i € {1,2}, ;(s;) € L2(0,T; H(Q;)).

Montrons que s est une solution faible.

Considérons ensemble Cegy = {10 € C2(Qx [0,T]) / (., T) = 0} dense dans Cyes. Soient
¥ € Chest €t (Sm)men la suite donnée par les équations (V.10)—(V.12). Pour tout n €
{0...M} et pour tout K € 7, nous multiplions I’ équation (V.11) par ¥} = ¢(xk, nd).
Nous sommons ensuite les égalités obtenues sur I’ensemble des volumes :

2

Z(Ei,l,m + Ei2m) + Eyjom =0
i—1

ou, pour i € {1,2},

144



Chapitre V. Pressions capillaires et changement de type de roche

zlm—zz¢z n+1_8?()'¢?(7

n= OKE’T

z2m = Z& Z Z TK|L<‘P1 8L+1) (Pz(s?(—’—l))"ﬂ?(a

n=0 KeT; LEN(K)

Erjom = Z a Z TK,K|L <<P1(3?<+1) - @1(3?:11(@)) <¢?< - ¢?<|L + ¢?<|L - ¢z>-

n=0 (K,L)eTr

Comme dans la preuve du Théoreme IV.5.1, nous montrons que

T
lim FEip, = —/0 /Q'qﬁz‘sz‘(x,t)%(%t)dxdt—/Q'qﬁz‘sim(flfﬁﬂ(fl’,o)dflfa

m——+00

T — —
Jim Eﬂm_/ / Von(s1) (@, £). Vo (, 1) da .
0 Q;

m——+00

Examinons plus en détail le terme Ey|o p,.
Nous avons

E2

2m =

2
& TKK|L<<P1 s — ‘P1(3?<+11<|L)> X
(K,L)eTr

M w _wn 2 wn_¢n 2
Z& Z m(K|L) | dr kL <M> +drK|L <ﬂ>

M:

I
=)

n

n=0 (K.L)eTr dK KL dr,Kk|L
avec
1 (n+1)&
VL = (KD ). K|L¢(xat)dCdt-

Mais remarquons que, puisque la fonction 1 est suffisament réguliere, il existe une con-
stante Cyy > 0 telle que |15 — ¥ K|L\ < Cydg k|1, et nous obtenons alors

Y ~ Vi kiL ’
m(K|L)dg g | ———= ] <Tm(T)C3size(M).
| Y

d
n=0 (K,L)eTr K.K|L

De plus, compte tenu de (V.17), nous avons

M
2

E & E TK,K|L<‘P1‘(S?(+1)_Soi(s?(—t—jlql,)) < C\Cry

n=0 (K,L)eTr

d’ou
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hm E1|2 m = 0
m— 400 ’

Montrons que w € L*(0,T; HY(R)).
Nous obtenons ce résultat en adaptant les preuves du Lemme IV.5.2 et de la propriété
o(s;) € L0, T; HY(£;)) (voir Etape 2) et en utilisant la majoration (V.23). |

Une conséquence immédiate du Théoreme V.2.1 est le

Corollaire V.2.1 Sous les hypothéses V.1.1, le probléeme (V.5)-(V.9) admet au moins
une solution faible au sens donné par la Définition V.1.2.

Remarque 16 : Nous ne sommes pas encore en mesure de démontrer ['unicité de cette
solution dans le cas général mais, en supposant que la solution est suffisament réguliere,
nous pouvons quand méme montrer ce résultat. La démonstration suit la méthode pro-
posée par (Bertsch et al. 2003) (voir Annexe C Proposition C.1). O

V.3 Tests numériques

V.3.1 Testl

Considérons un domaine Q2 tel que €y =]0, 1] et Q9 =]1,2[. Les porosités sont telles que
¢1 = ¢2 = 1. Les mobilités vérifient n,(s) = s et n,(s) = 1 — s. Les pressions capillaires
sont données par m(s) = 5s? et ma(s) = 552 + 1. Dans ce cas, s7 = %, sy = % La

condition initiale vérifie

{ 0.9 si x < 0.9,
Sini(7) =

0 sinon.

Les domaines €2; sont discrétisés & I'aide d’'une grille réguliere de pas dx = size(M) = 1072
pour i € {1,2}. Nous utilisons un pas de temps constant & = %.10_3. Les Figures V.2
donnent les fonctions s(.,t), m(., s(.,t)), ¢(., s(.,t)) aux dates t = 0.007 et t = 0.05. Dans le
premier cas 'huile est bloquée sous 'interface I' située en x = 1 et la pression capillaire est
discontinue alors que, dans le second cas, I’huile traverse l'interface et la continuité de la
pression capillaire est assurée. La Figure V.4 donne I’évolution du flux et des saturations
de part et d’autre de l'interface.

V.3.2 Test2

Considérons maintenant la condition initiale

@y~ [ 09 5 w>12
M1 0 sinon

ou 'huile est déja présente dans la barriere. Les Figures V.3, V.5 montrent les résultats
obtenus. Remarquons que, méme si la pression capillaire est discontinue 1’huile peut
circuler au travers de I'interface, du domaine €25 vers le domaine €2y, tout en vérifiant les
conditions (V.12) car pour tout ¢t € [0,0.05], so(t) = 0.
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u(.,0.0067)
1 T
05F 4
O 1 1
0.6 0.8 1 1.2 1.4
pi(.,u(.,0.0067))
10 T
sk i
. \ ‘
0.6 0.8 1 1.2 1.4
phi(.,u(., 0.0067))
1.5 T
1k i
05 \ ]
0 1 1
0.6 0.8 1 1.2 1.4
(a)
u(.,0.0500)
1 T
0.5F 4
O 1 1 1
0.6 0.8 1 1.2 1.4
pi(.,u(.,0.0500))
10 T
sk i
0 1 1 1
0.6 0.8 1 1.2 1.4
phi(.,u(., 0.0500))
1.5 T
1k i
05 \‘\ .
0 1 1 1
0.6 0.8 1 1.2 1.4

Figure V.2: Testl : u(.,t), (., u(.,t)), ¢(.,u(.,t)) pour t = 0.007 (a) et t = 0.05 (b)
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u(.,0.0067)
1 T
0.5 b
0 I I I
0.6 0.8 1 1.2 1.4
pi(.,u(.,0.0067))
10 T
5L B
0.6 0.8 1 1.2 1.4
phi(.,u(., 0.0067))
15 T
1k B
0.5 b
0 I I I
0.6 0.8 1 1.2 1.4
(a)
u(.,0.0500)
1 T
0.5 b
0 I I
0.6 0.8 1 1.2 1.4
pi(.,u(.,0.0500))
10 T
5L B
0 I I I
0.6 0.8 1 1.2 1.4
phi(.,u(., 0.0500))
15 T
1k B
0.5
0 | /\.//
0.6 0.8 1 1.2 1.4

(b)

Figure V.3: Test 2 : u(.,t), 7(., u(.,t)), ¢(.,u(.,t)) pour t = 0.007 (a) et t = 0.05 (b)

148



Chapitre V. Pressions capillaires et changement de type de roche

Fluxlyz(t)

0.8

0.6

0 1 I I

0 0.01 0.02 0.03

Saturations on the interface

0.04 0.05

1 T T

0.8

0.6

0.4

0.2+ -

_ ul(t)
__u,M |

0 0.01 0.02 0.03

0.04 0.05

Figure V.4: Test 1 : Evolution du flux et des saturations sur l'interface

Fluxlvz(t)

~15F

-2 I I I
0 0.01 0.02 0.03

Saturations on the interface
1 T T

0.04 0.05

0.4

0.2

0 1 1 1

_ ul(t)
—_u,® |

0 0.01 0.02 0.03

Figure V.5: Test 2 : Evolution du flux et des
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Chapitre VI

Conclusions et perspectives

Les modeles de genese de bassins qui sont actuellement mis en ceuvre dans le cadre du pro-
jet Temis, aboutissent a des problemes mathématiques difficiles et I’analyse mathématique
des schémas utilisés pour leur résolution est encore tres incomplete.

Cette these nous a toutefois permis de compléter des travaux existants en étudiant des
modeles d’écoulement plus complexes et plus proches des modeles de bassins actuels.

Nous avons tout d’abord considéré un modele de type Dead-Oil incompressible défini sur
un domaine fixe isotrope. En négligeant dans un premier temps les effets capillaires mais,
en tenant compte des effets conjugués de la pression et de la gravité, nous avons établi des
résultats nouveaux concernant le schéma amont des pétroliers.

L’introduction de la pression capillaire nous a permis ensuite de définir un nouveau schéma
a nombre de Péclet variable plus précis que le schéma amont des pétroliers. Le schéma
a Péclet variable présente de bonnes propriétés mathématiques mais aussi l’avantage de
pouvoir étre facilement mis en ceuvre sous une forme implicite ou explicite en temps.

Sur ces deux modeles, quelques résultats doivent encore étre établis. Le tableau qui suit
dresse un bilan des travaux réalisés et présentés dans ce mémoire.
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Dead-Oil incompressible
sans pression capillaire
(Amont des pétroliers)

Dead-Oil incompressible
avec pression capillaire
(Péclet variable)

Stabilité L saturations.

A

v

Estimations a priori pressions. V ?
Existence solution discrete Vv Vv
au systeme couplé.

Unicité solution discrete ? ?

au systeme couplé.

Convergence schéma en

saturation. (Flux total régulier v Vv
donné.)
Convergence systeme couplé. ? ?

Ces deux modeles possedent de nombreuses extensions qui pourraient a I’avenir faire 'objet
d’autres travaux tres intéressants. Citons, par exemple, les cas ou

e la phase hydrocarbure est compressible : la densité d’huile dépend de la pression de
la phase,

e I’écoulement est compositionnel : la densité et la viscosité de ’huile dépendent des
compositions,

e la sédimentation et la compaction du domaine sont pris en compte : la porosité n’est
plus une donnée mais une variable dépendant de la contrainte effective.

Une grande partie de ce travail a également été consacrée au phénomene de barriere capil-
laire. Des tests numériques ont montré que, dans ce cas, le schéma amont des pétroliers
peut donner une tres mauvaise estimation des réservoirs en place lorsque le pas du maillage
est trop grossier. Nous avons ainsi été amenés a définir une nouvelle condition d’écoulement
au niveau de ces barrieres. Nous avons ensuite congu un nouveau schéma qui satisfait cette
condition et converge vers la solution faible du probléme. Par souci de clarté, nous n’avons
ici présenté que le cas ou 1’écoulement subit uniquement les effets capillaires. Mais nous
avons pu montrer des résultats identiques dans le cas ol les deux phases migrent sous
I’influence des trois moteurs, i.e. d’un flux total, de la gravité et de la pression capillaire.
Dans tous les cas I'unicité de la solution obtenue reste & démontrer.

Parallelement & ces travaux, une réflexion sur une amélioration des modeles de bassins
existants doit étre menée. En effet, il n’est pas exclu que certains phénomenes physiques,
qui ne sont pas pris en compte actuellement, aient une influence non négligeable sur le
processus de migration. Des tests numériques préliminaires peuvent permettre de mesurer
leur impact sur les solutions calculées. Parmi ces phénomenes, mentionnons

e I’hystérésis des courbes de pression capillaire et de perméabilités relatives,

e la diffusion et la dispersion des especes hydrocarbures,
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e la dissolution dans I’eau d’hydrocarbures gazeux comme le méthane et leur migration
par diffusion au sein de cette phase,

e la diminution des pressions capillaires d’entrée pour les couches géologiques subissant
une fracturation hydraulique.

Enfin, sur un plan purement numérique, des solutions doivent étre mises en place afin
de diminuer les temps de calcul. Certaines simulations peuvent en effet durer plusieurs
heures voire plusieurs jours. Ceci est en partie dii aux faibles valeurs des pas de temps,
de 'ordre de 1072, 102 millions d’années alors que la durée totale des simulations porte
sur des dizaines voire quelques centaines de millions d’années. Quelques tests réalisés avec
notre prototype ont montré que la sous-relaxation de 'algorithme de Newton permettait
d’augmenter sensiblement ces valeurs. Des algorithmes de type Quasi-Newton peuvent
aussi étre envisagés pour diminuer le colit de résolution des systemes discrets.
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Annexe A

La modélisation de bassin
sedimentaire

A.1 Un exemple d’algorithme de backstripping

Données connues :

Durée des événements : [t;, ti+1], 1 =0...N.

Un événement correspond au dépot d’une couche monolithologique, a une absence
de dépot ou encore a une érosion qui peut affecter éventuellement plusieurs couches.
Si [—T,0] correspond & la période de formation du bassin, nous avons [—7,0] =
N

It tigal.

=0

Données de l’eustatisme et de la paléobathymétrie.

Pour un événement i, la paléobathymétrie b; correspond a 1’épaisseur d’eau, sup-
posée constante, qui recouvre le bassin au cours de cet événement. L’eustatisme, e;,
correspond & la variation du niveau de la mer par rapport au niveau actuel (négatif
si supérieur, positif si inférieur). L& encore cette donnée est supposée constante au
cours d’un événement.

Hauteurs réelles des séries sédimentaires.

On suppose que le bassin a subi M dépots de lithologies différentes ou non. Chacune
de ces couches a une hauteur réelle h,;, i = 0...M, dépendant du temps. Ces données
sont connues a l’age actuel par 'intermédiaire des données de terrain ou des images
sismiques. Elles peuvent étre nulles en ’absence de dépot ou apres une érosion qui
aurait effacé toute la série. On note hgeq i, ¢ = 0...M la hauteur solide totale d’une
couche ¢ déposée avant érosion.

Hauteurs réelles de sédiments disparus.

On suppose que le bassin a connu L érosions. On note A, ¢ = 0...L les hauteurs
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réelles érodées. Ces données dépendent normalement du temps mais sont ici sup-
posées constantes (voir Hypothéses). On note hged.ei, ¢ = 0...L, les hauteurs solides
érodées.

Courbes ¢;j(z).
Pour chaque lithologie j = 0...K, la courbe ¢;(z) donne I’évolution de la porosité
d’un sédiment de type j en fonction de la profondeur.

Hypotheses :

Hauteurs réelles.

Nous supposons que le socle ne se déforme pas, que seule I’accumulation des sédiments
a une influence sur la géométrie et que ces dépots sont verticaux. Ainsi, seule la hau-
teur du bassin varie au cours du temps. Nous négligeons également les phénomenes
de diagenese. En ’absence d’érosion, la hauteur solide dhgeq d’un volume élémentaire
de roche reste donc constante au cours du temps. Soient ¢ la porosité de ce volume
supposée constante a l'intérieur de ’échantillon et dh, sa hauteur réelle (i.e. la
hauteur associée au volume de roche et au volume poreux). Nous avons

dhseq = (1 - ¢)dhr

ou encore

hy
heea = /O (1— 6(2))dz. (A1)

Courbes ¢;(z).

Dans une colonne de sédiments, les courbes ¢;(z) different d’une lithologie a I’autre.
Nous supposons que la hauteur réelle d’une couche de lithologie 5, 7 = 0...M se déduit
de la relation (A.1) et de la courbe ¢;(z). En pratique, I’estimation de ces courbes
est tres délicate. Pour certaines lithologies, nous disposons de données de puits
donnant la valeur de la porosité a une certaine profondeur et sur quelques dizaines
de metres. Si, en plus, nous disposons en surface du méme type de sédiments avec
le méme environnement de dépot, nous pouvons compléter ces données a ’aide de
points proches de la surface. Une interpolation permet alors de déduire une évolution
de la porosité en fonction de la profondeur pour un sédiment particulier. Mais ce
calcul reste tres approximatif et nous ne disposons généralement pas de données pour
tous les types de dépot. De plus, le fait de choisir une loi de porosité dépendante
de la profondeur présente quelques inconvénients. Elle suppose en particulier que
I’évolution de la porosité d’un sédiment est la méme pour une colonne composée
d’une seule roche ou de roches différentes.

Erosions.
Lors d’une érosion, la couche érodée et les couches sous-jacentes conservent leur
porosité. Les couches sont simplement translatées vers le sommet de la colonne (voir
Figure A.1 courbe de gauche).
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Figure A.1: Translation courbe [BC] en [B'C'] suite & I’érosion de [AB] (courbe de gauche).
Translation courbe [B'C'] en [B”C"] suite au dépét de [DE] (courbe de droite).

On suppose de plus que les hauteurs réelles érodées correspondent aux hauteurs
réelles érodées observées a I’age actuel. En toute rigueur, ceci est faux puisque ces
couches se sont généralement compactées entre temps. Mais la prise en compte de la
compaction donne lieu a des calculs relativement lourds et il n’est pas certain, vu les
approximations précédentes, que cela améliore sensiblement la qualité des données
(voir (Demeter 1993)).

Vitesses de sédimentation.
Les vitesses de sédimentation sont supposées constantes au cours d’'un événement.

Déroulement de l’algorithme :

L’algorithme se déroule en trois temps. On calcule tout d’abord les hauteurs solides érodées
(Algorithme 2), puis les hauteurs et les vitesses solides de chaque couche avant érosion
(Algorithme 3). Enfin on détermine les hauteurs réelles et les cotes des couches présentes
a chaque événement (Algorithme 4). L’Algorithme 4 constitue, dans une certaine mesure,
une validation des deux algorithmes précédents puisque, a l'issue du dernier événement,
nous devons retrouver la géométrie actuelle.

Précisons un peu le calcul des hauteurs réelles et placons nous, dans un premier temps,
dans une situation sans érosion. Lors du premier dépot, la hauteur réelle de la premiere
couche h, o est donnée par

hro = 20

)

ou zg se déduit de

20
Fedo = / (1— o) dz.
0
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0 0.5 1.0
26 =0 1 %
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|
|
hsed,Q !
|
z2 | o
|
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|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Figure A.2: Calcul des hauteurs réelles a partir d’une courbe ¢;(z)

Lorsque la seconde couche se dépose, la premiere couche commence a s’enfouir et donc a
se compacter (voir figure A.2). Nous avons alors

hr71 =2z et hﬁo =20 — %1

ol 2y et 21 sont donnés par

20

hsed,O - / (1 - ¢0) dz,
Z]zl

hsed,l = / (1 — ¢1) dz.
0

Et nous procédons de la méme fagon pour les dépots suivants. Lorsqu’intervient un
phénomene d’érosion, les couches restantes dans le bassin sont translatées d’une hau-
teur correspondant a la hauteur réelle érodée. Leurs porosités et leurs hauteurs réelles
restent identiques et la hauteur réelle érodée s’ajoute au cumul de leurs translations (noté
tr, dans I’Algorithme 4). Si, par la suite, des sédiments viennent a se redéposer au-dessus,
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ces couches vont a nouveau s’enfouir. Il faut alors regarder si elles retrouvent leur en-
fouissement maximal (voir Figure A.1, courbe de droite). Si c’est le cas, le processus de
compaction peut reprendre et les hauteurs réelles diminuent a nouveau. Dans le cas con-
traire (cas ou try > 0), ces couches s’enfouissent sans se compacter.

Conclusion et autres approches possibles

Certaines de nos hypotheses (vitesses de sédimentation constantes au cours d’un événement,
non prise en compte de la transformation des minéraux ou de la subsidence tectonique...)
sont, dans certains cas, trop simplificatrices et il peut arriver qu’en sortie de 'algorithme
les hauteurs réelles calculées ne correspondent pas aux hauteurs réelles observées. 11 faut
alors modifier les courbes ¢;(z) et relancer la procédure. Cette méthodologie reste tres
approximative et nous n’avons aucune garantie qu’il existe, dans tous les cas, des courbes
solutions du probleme.
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Algorithme 2: Calcul des hauteurs solides érodées
Entrée : (hyci)o<i<r, (¢i)o<i<k
Sortie : (hsed,e,i)o<i<L
Déroulement :
Initialement la colonne ne contient aucun sédiment.
Pourt=0a N :
Si ¢ = 7dépdt couche 57 :
e Dépot couche j.
Fin Si
Si ¢ = ”érosion j” :
e Boucle sur les couches érodées et calcul de hgeq e,
grace a (A.1), hyc j et aux données (Pr)o<k<k -
Fin Si
Fin Pour

Algorithme 3: Calcul de (hsed,i)OSiSM et (Used,i)OSiSN

Entrée : (h,;(0))o<i<m, (hrei)o<i<i, (Psed,ei)o<i<r (¢i)o<i<is ([ti, tit1])o<i<n
Sortie : (hsed,i)o<i<M; (Vsed,i)o<i<N

Déroulement :

Initialisation de la colonne avec les hauteurs réelles actuelles (A, ;(0))o<i<ns-
Pouri=Nao0:

Si i = "érosion j” :
_ hsed,e,j
L4 Used,z - ti+1_ti
Fin Si
Si ¢ = ”dépot couche j de lithologie [” :
Sii+4 1= "érosion k” :

e Dépot couches érodées correspondant a hy. e k.
Soit h la hauteur réelle obtenue pour la couche j.
Fin Si
e Calcul hgeq,; grace a (A.1), het ¢; .

e Retrait de la couche j.

hsed,j
tit1—t;

® Used,; =
Fin Si
Fin Pour
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Algorithme 4: Calcul de (hy;(t))o<i<m, (zi(t))o<i<m pour t = {to,...,tn}
Entrée : (hsed,i)o<i<i, (hrei)o<i<r, (¢i)o<i<i, (€i)o<i<n, (bi)o<i<n
Sortie : (hr,i(t))OSiSMa (Zi(t))OSiSMa t= {to, ceey tN}
Déroulement :
Initialement la colonne ne contient aucun sédiment.
Initialisation du cumul des translations des couches, (trg)o<k<nr, & 0.
Pouri=0a N :
Si i = 7dépdt couche ;7 :
e Dépot de la couche 5 de lithologie .
Boucle sur les couches (indicées k et m pour leur lithologie)
présentes dans le bassin :
Sitr,=0:
e Calcul de h, i (t;) grace & (A.1), a la donnée ¢,, et
a la hauteur solide restante dans la couche.
Sinon
® hyp(ti) = hrp(tiz1)-
Fin Si
e Calcul de la cote z(t;) grace a e;, b;, hy k(t;) et aux hauteurs
réelles des couches susjacentes.

Sitry >0:
e Déduire h, ;(t;) de try.
Fin Si
Fin Boucle
Fin Si
Si ¢ = 7érosion j” :

e Erosion des couches concernées et mise a jour de leur

hauteur solide.

Boucle sur les couches (indicées k et m pour leur lithologie)

restantes dans le bassin :
® hy i (ts) = hyp(tiz1)-
e Translations vers le haut de la couche k : trp+ = h;.. ;.
e Mise a jour de zx(t;) grace & e;, b;, hyx(t;) et aux hauteurs
réelles des couches susjacentes.

Fin Boucle

Fin Si
Fin Pour
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Annexe B

Etude du schéma industriel

B.1 Propriétés de la fonction F(.,.,Q, R)

Il s’agit ici de démontrer quelques-unes des propriétés de la fonction F'(., ., @, R) introduite
dans le chapitre IV. Nous considérons ici le cas ou 'argument R regroupe a la fois les
moteurs de gravité et de pression capillaire (voir équation (IV.15)). Les résultats qui
suivent restent, bien entendu, valables en ’absence de capillarité.

Lemme B.1.1 Plag¢ons nous sous les Hypotheéses IV.1.1 et considérons un triplet
(Q,G, 1) € R? x Rf. Pour tout (a,b) € R?, posons

R(a,b) = G — 7(7(b) — 7(a)).
Soit H la fonction définie, pour tout (a,b) € R%, par

H(a,b) = F(a,b,Q, R(a,b))

ou F(.,.,Q,R(.,.)) est donnée par la Définition IV.3.1. Sous ces hypotheses, H(.,.) est
continue Lipschitzienne et croissante (resp. décroissante) par rapport a son premier (resp.
son second) argument. Ses constantes de Lipschitz sont majorées par Cy(|Q|+|G|+7|Lx|)
ou Cy, est une constante ne dépendant que des fonctions 1, et 1.

Preuve :

Soit b € R. La fonction H(.,b) est continue sur R et C* par morceaux . Pour montrer que
cette fonction est Lipschitzienne, il suffit de calculer ses dérivées la ou elles sont définies
et de s’assurer qu’elles restent bornées. Nous procédons de méme pour la fonction H (a, .).
Soient a,b € R%. On distingue plusieurs cas.

1. Q>0 et R(a,b)<0:

'Une fonction f est C' par morceaux s'il existe une suite de réels {ao,a1,...,as}, J € N telle que
fe Cl([ah ai+1]), 1 =0...J.
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l.a. Q+ R(a,b)ny(a) >0 :

8H(a, b) o % ! . .
da Eno(a) J(r?gw(a)i (@Q + R(a,b)nw(a)) +
To\Q / ,
?70(@) + "7w(a) <nw(a)R(a’ b)+7m (a)’nw(a)> > 0,
0H (a,b) 0
ob ’

Lb. Q+ R(aa b)nw(a) <0:

OH(a,b) 0 No(b) 0 no(b)nw(a) .
da  da (no(b) +?7w(a)) " % (no(b) +?7w(a)) Rla.b)+

o(O)nwl@) \ @3>0,

o(b wla ’
8H(a, b) _ é'?é ) +7?770(§7)) ) (Q + R(a b)"? (a)) - 7'7T/(b) no(b)nw(a) <
Ob 0b \ 1,(b) + nw(a) T No(b) + nw(a) ~

2. Q>0et R(a,b)>0:

2.a. Q — R(a,b)no(a) >0 :

Remarquons que

)(Q — R(a, b)no(a))

No(@) + nw(a) + R(a, b)no(a).

F(a,b,Q, R(a,b)) = To(@

Ainsi

5H(a, b) . % / ) ) )
2 Em(aw(n)w(a)i {Of? R(a, b)o(a)) +
Nw\a 9 " .
(@) + (@) ) 8a FLaDmela) 2 0,
8H(a7 b) _ 0
ab

2.b. @ — R(a,b)n,(a) <0 :

aHa(? 2= % (L)(b) (Q + R(a, b)mu(b)) +

"706@) +"7u(1 ))
_Mela)
7 (a) 'no(a)+nw(b)) > 0.

Ici, aussi, remarquons que

)(Q — R(a, b)no(a))

10(@) + 1 (b) + R(a, b)no(a).

Fla,b,Q. R(a, b)) = "
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Ainsi

dH(a,b) O Mo(a)
T = o ) (@ Rt +

_ ()
(et (2O <o

9
5]

S

Dans tous les cas, nous constatons que la fonction H (., .) est croissante (resp. décroissante)
par rapport a son premier argument (resp. son second argument) et que ses constantes de
Lipschitz sont majorées par Cy,(|Q|+|G|+7|Lz|) ot C;, est une constante ne dépendant que
des fonctions 7, et n,,. En 'absence de capillarité, L, = 0 et les constantes de Lipschitz
de F' sont majorées par C,(|Q|+ |G]). [ |

B.2 Lemmes de convergence

Lemme B.2.1 Supposons les Hypothéses IV.1.1 et IV.5.1 vérifiées. Soit (Dp)men une
suite de discrétisations admissibles du domaine Q x [0,T] au sens de la Définition IV.2.3
telle que size(Dy,) — 0 lorsque m — +oo et telle qu’il existe o > 0 vérifiant regul(My,) <
S. Soit s, € X(D) donnée par les équations (1V.9)-(1V.22)-(1V.28)-(1V.42). Nous avons
alors

M
Z&f Z m(K|L)diam(K)|s7 — s | — 0 lorsque m — +oc. (B.1)
n=0 KeT LeN(K)

Preuve :
Comme la suite (s,,)men converge vers s dans L'(Q x (0,7)), il existe une fonction § €
C>*(Q x [0,T7]) telle que, pour un réel v > 0 donné, on ait

s — §”L1(Qx(o,T)) <.

Considérons ensuite un entier mg vérifiant

VYm > my, ”sm - s”Ll(Qx(O,T)) <v

Vm > mg, Tdm(Q)size(M.,,) H€§HL°°(Qx]o,T[) <v

Sous les hypotheses du lemme B.2.1, nous avons

Z&Z 3" m(K|L)diam(K)|s} — s%| <

n= 0 KeT LeEN(K)

Z&Z 3" m(K|L)diam(K )(\s’i—?ﬂ+\§7£—§7}(\+\§7}(—87}<\>

n=0 KeT LEN(K)

(B.2)
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ou

1 (n+1)d )
_— §(x,t)dxdt.
am(K) /n& /K (

Or, compte tenu des propriétés du maillage M,,, nous avons

M
DoAY |5k —sk| D, m(K|L)diam(K) <

n=0 KeT LEN(K)
M

d &) am(K)|5 — skl
n=0 KeT

De plus, pour tout m > mg,

Z&Z K|Sk — sk| <

n 0 KeT

Z& > am( (‘SK_SK‘"i"sK ?{\) <
n=0 KeT

o115 = sl axoy + 15 = smlzsxoiry ) <
2av

ou

1 (n+1)d
Sy =——— s(x, t)dxdt.
K %m(K) /n& /K (1)

De la méme fagon, nous montrons que

Z(St Z Z m(K|L)diam(K)|s} — §7| < 2aw.

n=0 KeT LEN(K)

Concernant le second terme dans le membre de droite de (B.2), nous avons

Z&Z > m(K|L)diam(K)[5} — 5| <

n= 0 KeT LeN(K)

Z& Z Z dgiLm (K|L)size(M,,) H§>§HLC’°(QX]07T[) <

n=0 KeT LEN(K

T'size(M,,)dm HVSHLoo(Qx]O,TD

et donc, finalement pour tout m > my,

Z&Z > m(K|L)diam(K)|s} — si| < (4o + Dv.

n=0 KeT LEN(K)
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D'ou (B.1). |

Lemme B.2.2 Sous l’hypothése H1-1, soit (Dy,)men, une suite de discrétisations ad-
missibles du domaine Q x [0,T] au sens de la Définition IV.2.3. Soit vp,, € X(D,,) telle
que

e il existe Ca5 > 0 avec, pour tout m € N, K € Tp, et n € {0...M,,},

‘1}?(+1‘ S C’257

e il existe Coq > 0 telle que, pour tout m € N,

lvp,, [1,D,, < Cog,

m——+00

e vp, ——— v dans LY(Qx]0,T[), 1 < q < oo avec v € L*(0,T, H'(Q)).

Soit 1 € C?(Q x [0,T]). Considérons la fonction wp,, définie par

TEL (it — o) (W — %), V(@) € Dy xndt, (n + 1)&],
€

) = m(Dg )
WD (@,1) { 0, V(x,t) € Dy x|nd, (n + 1)&), o C 9.

Alors, pour tout £ € C°(Q), nous avons
T T
/ / &(x)wp,, (z,t) dx dt m/ / E(x)w(z, t) dx dt
0o Ja 0o Ja
avec
w(z,t) = —?v(:):,t).ﬁw(:r,t).
Preuve :

Soient m € N et £ € C°(Q). (Au cours de cette démonstration D désignera D,,.) Posons

T
Ap —4[ /Qﬁ(x)wp(x,t)dxdt
1 n+1 n+1 n n
:Z& Z m(Dg 1) </D &(x) df’:) (Vg — v ) (g — YL,
K|L

n=0 K|L€&nt

T -
Bp — /0 /Q vp (@, 8)div(E(z) Vo (z, 1)) da dt

M 1 (n+1) — N n+l n+1
DS E/n& K|Lf($)V¢(w,t)-nK,Ld7dt (Vg™ =)

n=0 KlLegint

Remarquons, tout d’abord, que
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YR —YE (nt+1)& o
drcizm (D)) /DKLf( @) da - dm( K\L / () V. Wi dy(w)dt| <

(s 52l + 9] [, ) seton

ol V21 désigne la matrice hessienne de 1. Ainsi, en utilisant I'inégalité de Cauchy-
Schwartz et la semi-norme L2(0, T, H'(R2)) de la fonction vp, nous obtenons

|Ap = Bp| < VTdm(@)Cas (I [IV20 ], + | Ve[ _ [V ) sizetr):
D’ou

lim ‘A'D - B'D‘ = 0.

m——+00

. . , , N m——+0o0
Par ailleurs les fonctions £ et ¢ étant suffisament régulieres et comme vp ——— v dans

LY (2x]0,T[), nous avons

m—-4o0o T . =
Bp e, /0 /Q o(@, £)div(E (@) Ve (e, £)) da dt.

Mais, comme v € L2(0, T, HY(2)) et que £ € C2°(£2), nous pouvons rééerire cette derniere
intégrale sous la forme

T — T p—d p—d
/ / o(@, £)div(€ (@) Ve (e, £)) da dt = — / / (@) Vo(e, 6). V() da dt,
0 Q 0 Q
d’ou le résultat. ]

Lemme B.2.3 Sous les hypothéses du Lemme B.2.2, soit h € L?(2). Alors

/ / x)wp,, (x,t) dx dt ——— metoo / / (z,t) dz dt.
Preuve :

Soient € > 0 et £ € C°(1) tels que

1h =&l <€

Nous avons

Y(wp,, (z,t) — (x,t))d:):dt‘ < /OT/Q‘h(x) —&(z)||wp,, (z,t)|dx dt+
‘/O /Qﬁ z)(wp,,(x,t) —w(x,t))dxdt‘+/0T/Q\h(x) — &(@)||w(z, t)|dx dt.
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Remarquons que

//\wpmxt\d:rdt—z& Z TK|L"U?( — oMYk — Yl <

n=0 KlLegint

2% v/ 1'dm(2) H unoo size(M

Donc wp,, € L'(2x]0,T[). De méme w € L'(2x]0,7T]) du fait de la régularité des
fonctions v et ¢. Par conséquent, nous avons

/ / Ih(z) — £)][wp (2, )l dt < € [wp |11 o

/ / (h(z) — )l [z, Bldz dt < e o] 11 ooy -

De plus, en utilisant le Lemme B.2.2, nous montrons qu’il existe un entier mg tel que pour

tout m > my,
T
/ /f(flf)(me(flfat)—w(x,t))d:rdt <e.
0 Ja

En regroupant les inégalités précédentes, nous obtenons finalement, pour tout m > my,

)(wp,, (x,t) — w(z,t))dz dt' < e(llwll rxjo,rp + 10D | L1 (@xjo.7p +1)-
Donc
T T
/ /h(:):)wpm(x,t) dx dtm/ /h(m)w(m,t) dz dt,
0o Jo 0 Ja
CQFD. m

169



Annexe B. Etude du schéma industriel

170



Annexe C

Pressions capillaires et
changement de type de roche

C.1 Unicité de la solution

Proposition C.1.1 Sous les hypothéses V.1.1, soit s une solution aux équations (V.5)-
(V.9) presque partout sur Q;x]0,T[, i € {1,2} avec

S; € Co(ﬁz X [O,T]), (Cl)
[ ]
pi(s:) € CVO(Qy x [0,T)), (C.2)
[ ]
Os:
Sh e LA(Qux]0,TY), (C.3)
ot
[ ]
Api(si) € L*(Q:x]0, TY). (C.4)
Sous ces hypotheéses, s est unique.
Preuve :
Cette preuve est une adaptation de la preuve d’unicité établie dans (Bertsch et al. 2003).
On se place dans le cas d = 1 avec Q; =| — L, 0] et 3 =]0, L[. (La preuve est identique

pour les cas d = 2,3.) Soient u et v deux solutions vérifiant les équations (V.5)-(V.9)
presque partout sur €;x]0, 7, i € {1,2} et les conditions (C.1)-(C.2)-(C.3)-(C.4). Pour
0 <6 < L, considérons les fonctions

e {(x) € CH(R,RT) paire avec
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0 si u S 07
SE(’U’) = u .
————  SINon.
Vu? + €2

Remarquons que la fonction Se¢(u) — Xyso(u) lorsque € — 0 avec

0 si u <0,
Xyso(u) = { 1 sinon. a

Pour ¢ € {1, 2}, nous multiplions I’équation (V.5) par {(z)S.(p;(u;) —vi(v;)) nous intégrons
I’égalité obtenue sur €2;x]0, T[ et nous ajoutons les deux égalités ce qui nous donne

- g O(u; —v;) . .
ZZI/O /Qz ¢iT£Se(9@z(uz) - 4,01(’01)) dxdt—
T
/0 /Q Api(ui) — pi(vi))ESe(pi(ui) — wi(v;)) dedt = 0.

Une intégration par partie du deuxieme terme intégral nous donne

2 .7 i
Zl/o /Q @%f&m(ui) — i(vy)) dzdi+
/T/ A(pi(us) — i(v3)) D(ESe(pi(ui) — i(v7))) .
0 Joy

ox ox

Comme

T () — o () — o (0
[ [ el o) 950 o)y 5,

il nous reste

SVl I I
121/0 /Q ¢inSe(<ﬁz(uz) — i(vy)) dadt+

/T /—5 I(p1(ur) — <P1(U1))SE(¢1(UJ1) — <p1(v1))f/ dxdt+
o Jos Ox

/T /6 a(@(m)a— <p2(v2))se((p2(u2) _ @2(1)2))5/ dzdt < 0.
o J¢ r

Lorsque € — 0 le théoreme de convergence dominée donne
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Z/ / qbz f 01 () >pi (vy) dTdl+-

: o( <P1(u1) — ¢1(v1)) )
/ / ox X‘Pl(ul)>g01(v1)f dxdt+

0o J-
T ré
O(p2(u2) — p2(v2)) /
/ A ox Xy (uz)>pa(v2)§ dzdt < 0.
0 9

Posons, pour tout ¢ € [0, 7],

Loy = [ FHEbD Ay (. 8) = a0 d,
g us\ . — Val. ’
() = [ Heetal D=l ool t)) = a(uats )E da

Soient t € [0, T] et, pour i € {1,2}, 4; = u;(0,t) et v; = v;(0, ). Deux cas sont & envisager.
Si g # U9, par exemple uy > Uy alors comme 7o(tz) = 71(U1) et Ta(v2) = 71(01) nous
avons @; > 1. Donc, pour § suffisament petit, nous avons ¢1(u1) > ¢i1(vy) sur [0, —g]
et wa2(ug) > @a(vy) sur [g, d]. Ainsi

A(p1(ur) — p1(v1)) I(pa(uz) — p2(va))
1 lax 1\V1 (O,E)— 2 289j 202 (

par continuité du flux en z = 0. Si us = ’U2, la il faut distinguer trois sous-cas. Tout
d’abord supposons que %( 0,t) = dwg(vg (0,t). Alors

limI_5—1—15: 075):0

lim Iy = 0
5200

et par continuité du flux en x = 0 nous avons aussi

lim I_5 = 0.
500

Si dwg(ug 0,%) > dwg(vg (0,%), comme ¢(iiz) = p(v2) alors pour § suffisament petit nous
avons <p2(u2) > <p2(v2) sur [3,6]. De l'autre c6té de linterface nous avons également
78“’})(;1)(0,5) > —8%;7’1)(0,5), donc

NI

72 9(p1(u1) — p1(v1))
s> / 5 - ¢ dz,

I /;_8«02(@) —ealva)) sy,

ox

ce qui implique

liminf I_5+ I5 > 0.
6—0
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Inversement si %(0, ) < %(0, t) alors Is = 0. De Pautre coté de l'interface nous

avons également %(0, ) < %(0, t), donc & nouveau pour ¢ suffisament petit nous
déduisons que dw?di(xul)(:):,f) < dwé—ffl)(:):,f) sur [0, —g]. De plus rappelons que & () <0
pour z < 0 donc finalement I_s > 0. De cette discussion, il ressort que lorsque § — 0, par

le théoreme de convergence dominée nous avons

2 T 2 T

8(’11,1 — 'Ui) 8"11,1 — ’Uz“+
S S X (> (on) A = j/ / i dadt < 0.
il/o /Q 5r Lei(u)>ei(v) 2. )y Jo, N

Maintenant, supposons que les données initiales soient telles que u;(.,0) < v;(.,0) sur ;
pour i € {1,2}. Alors u;(.,T) < v;(.,T) sur Q;, i € {1,2}. De ce principe de comparaison
découle 'unicité d’une solution aux équations (V.5)—(V.9) et vérifiant les conditions (C.1)-

(C.2)-(C.3)-(C.4). n
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Nomenclature

Notations maillage

(u7}<+1) xeT Approximation constante par morceaux de la variable u sur le maillage 7
pour intervalle de temps |ty ty41]

T Ensemble des volumes du maillage

Nu)r L Différence u;, — ux

& Pas de temps

D Discrétisation volumes finis admissible

E Ensemble des faces du maillage

Ex Ensemble des faces de la maille K

Eext Ensemble des faces situées sur le bord du domaine
Eint Ensemble des faces situées a 'intérieur du domaine
diam(K)  Diametre d’une maille K

regul(M)  Régularité du maillage

size(M) Diametre maximal des mailles du maillage
e Normale unitaire extérieure au domaine pour une face o située sur le bord
n KL Normale a K|L, unitaire et orientée de K vers L
P Ensemble des points du maillage
Sy Saturation d’huile imposée sur une face o C 952
p
SK.o Saturation sur I'interface o pour la maille K dans le schéma pression capillaire
; p p p

et changement de type de roche
o Une face

M Maillage
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Nomenclature

TK|L Transmissivité face K|L

TK,o Transmissivité d’une maille K et d’une face o situées sur le bord

Ay Aire de base d’une cellule K

D, Coéne de sommet g et de base 0, 0 € Eept

D1, Réunion des deux cones de sommet xx et z; et ayant pour base commune

I'interface K|L

dg|L Distance entre les centres des cellules K et L

dx o Distance entre la cellule K et la face o

Nsed, K Hauteur solide cellule K

K|L Une face intérieure située entre les mailles K et L
K Une maille

M Discrétisation en temps

m(o) Mesure (aire) face o

m(K) Mesure (Volume) maille K

N(K) Ensemble des mailles voisines de la maille K

Da,o Pression phase o imposée sur une face o C 02

tn Instant ou est calculé une solution discrete

Ty Intersection d’une face o C 9€) et de sa perpendiculaire passant par le point

rg, K volume voisin de o
TK Centre maille K
2K Cote du centre d’une cellule K

Grandeurs Physiques

« Proportion composé léger généré par craquage primaire
ala, o) Composante viscoplastique de la loi de compaction
oy Compressibilité composé ~y

B(¢,0) Composante élastoplastique de la loi de compaction

N Mobilité phase «

T Interface de changement de roche
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Nomenclature

Yew,o Tension superficielle eau-huile

Ysed,o Tension superficielle solide-huile

Ysed,w Tension superficielle solide-eau

Az Composante selon (0x) du tenseur )\:b

Ay Composante selon (0y) du tenseur )\:b

Az Composante selon (0z) du tenseur )\:b

L Parametre composante viscoplastique

Hony,a Parametre viscosité composé 7 (loi de Bingham)
Hon,b Parametre viscosité composé 7 (loi de Bingham)
Ho,h Viscosité composé lourd

Ho,l Viscosité composé léger

Lo Viscosité de 1'huile

Lo Viscosité de ’eau

v Coeflicient de compression isotherme

)\:b Conductivité thermique de la roche

T Tenseur perméabilité intrinseque

Q Le domaine d’étude

Q; Sous-domaine de 2 correspondant a un type de roche
-

\% Gradient dans repere solide

q Vecteur gravité

U, Vitesse de filtration huile

U w Vitesse de filtration eau

Vo Vitesse huile

T w Vitesse eau

U sed Vitesse solide

01} Frontiere de 2

T Facteur intervenant dans la définition de T
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Nomenclature

T, Composante tenseur T dans la direction orthogonale & la stratification
T, Composante tenseur T dans la direction de la stratification
10) Porosité du milieu

pmin Parametre composante viscoplastique

Da Parametre composante élastoplastique

Db Parametre composante élastoplastique

O Parametre composante élastoplastique

T Pression capillaire (écoulement diphasique)

Tow Pression capillaire eau-huile

pCh Capacité calorifique du milieu

PaCa Capacité calorifique de la phase «

Por Parametre densité d’un composé v

Po,h Densité composé lourd

Po,l Densité composé léger

Po Densité huile

Pw Densité eau

Psed Densité solide

S Saturation d’huile

S; Saturation critique

Sy Saturation résiduelle

ST Trace fonction s sur I' du coté €;

o Contrainte effective

Om, Contrainte effective maximale

o, Contrainte verticale

0 Angle de mouillage

U Notation grandeur u dans repére fully compacted

& Cote exprimée en hauteur solide dans le repere fully compacted
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Nomenclature

krea
kras
Dy

pf

Po

Pw
do,c,1
do,c,2
do
dT,o

4T sed

qr,r

Coefficient préexponentiel dans la loi d’Arrhénius
Concentration massique composé léger

Parametre composante élastoplastique

Parametre composante élastoplastique

Parametre composante élastoplastique

Energie d’activation

Hauteur solide de sédiment

Hauteur réelle

Vitesse de réaction craquage primaire

Vitesse de réaction craquage secondaire

Perméabilité relative de la phase a (écoulement diphasique)
Perméabilité relative entre phases a et 0

Parametre densité d’un composé v

Pression du fluide

Pression de ’huile

Pression de I'eau

Terme source composé léger dii au craquage primaire
Terme source composé léger dii au craquage secondaire
Terme source dii au craquage primaire

Terme source lié au craquage d’hydrocarbures dans 1’équation de la chaleur

Terme source lié au dépot ou a 1’érosion de sédiments dans 1’équation de la
chaleur

Terme source lié a la radioactivité dans 1’équation de la chaleur
Constante des gaz parfaits

Rayon de courbure

Surface spécifique

Durée de la simulation

Température
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Nomenclature

Fraction massique de kérogene réactif
Fraction massique d’huile dans le fluide

Fraction massique de composé léger produite a partir de composé lourd
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Index

algorithme
de backstripping, 151-157
de Newton, 54

angle de mouillage, 22

backstripping, 39-40, voir algorithme de
backstripping

barriere capillaire, 58-61

bitume, 24

catagenese, 24
compaction, 21, 38-40

élastoplastique, 38

élastoviscoplastique, 38
conditions

aux bords, 4041

initiales, 41
conduction thermique, 36
convection thermique, 36
craquage

primaire, 24, 26

secondaire, 25, 27

Darcy, voir loi de Darcy
unité, 30
degré topologique, 82
densité
eau, 29
huile, 29
diagenese, 24
discrétisation
en temps, 71
volumes finis admissible, 71
dismigration, voir migration tertiaire
drainage, 32

eustatisme, 151

187

formule
d’Andrade, 30
de Bingham, 30

gradient géothermique de température, 37

hystérésis
perméabilité relative, 32
pression capillaire, 34

imbibition, 32
inégalité de Poincaré-Wirtinger, 81

kérogene, 18, 24, 34

lithologie, 18
loi
d’Arrhenius, 35
de Darcy, 25, 28-29
de Fourier, 36
de Kozeny-Karman, 31
de Laplace, 23

métagenese, 24
méthode numérique
éléments finis, 43, 69
différences finies, 69
volumes finis, 43, 69
maillage, 44
coincidant, 46—47
multilD, 45
volumes finis admissible, 70
marge passive, 18
migration
primaire, 20
secondaire, 20
tertiaire, 20
mobilité, 33



Index

modele Dead-Oil, 67

paléobathymétrie, 151
perméabilité
intrinseque, 29-31
relative, 29, 31-34
potentiel pétrolier, 35
pression capillaire, 22, 34
pyrobitume, 24

réflectance de la vitrinite, 38
rayon de courbure, 23
repere fully compacted, 27
rhéologie, voir compaction
ride médio-océanique, 18
rift, 18

roche mere, 20

schéma
a nombre de Péclet variable, 7678,
87-110
amont des pétroliers, 51, 72-76, 78—
86
causal, 51

MUSCL ou & limiteur de pente, 115
pression capillaire et changement de
roche, 128-142
subsidence, 18
tectonique, 18
thermique, 18
surface spécifique, 21, 31

tension superficielle, 22
théoreme de Kolmogorov, 104
TOC, 24

TR, 34

VER, 25

viscosité
eau, voir formule de Bingham
huile, voir formule d’Andrade
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