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Résumé

Les travaux présentés dans cette these concerne I’équation de Schrodinger avec puissance simple
comme non-linéarité. Dans une premiere partie, on étudie des solutions globales en temps possédant
un état de diffusion dans un espace de Sobolev a poids. Puisque le groupe de Schrédinger n’est pas une
isométrie sur cet espace, on cherche a savoir si de telles solutions convergent vers leur état de diffusion.
La réciproque est également étudiée. Dans une deuxiéme partie, on montre que la vitesse maximale de
décroissance en temps des solutions est celle des solutions du probleme linéaire associé. Une troisieme
partie traite de conditions suffisantes et de conditions nécessaires pour ’existence globale en temps de
solutions dans le cas surcritique. Dans une quatrieme partie, on simplifie la démonstration du résultat
de Kenji Nakanishi qui montre que dans le cas dissipatif et sous des hypotheses adéquates sur la
non-linéarité, on peut établir une théorie de la diffusion dans 'espace d’énergie en petite dimension
d’espace. La simplification consiste & ne pas utiliser les espaces de Besov, puisque le résultat se pro-
duit dans I’espace d’énergie. Dans une derniére partie, on regarde la régularité de certaines solutions

auto-similaires.

Mots-clés : équation non-linéaire de Schrodinger, état de diffusion, théorie de la diffusion, vitesse

maximale de décroissance, explosion, existence globale, solution auto-similaire.

Abstract

The work presented in this thesis deals about the Schrodinger equation with single power of
nonlinearity. In a first part, we study global solutions which have a scattering state in a weighted
Sobolev space. Since the free operator of Schrédinger is not an isometry on this space, we would like
to know if such solutions converge to their scattering state. The converse is also studied. In a second
part, we show that the solutions decay at most as those of the linear Schréodinger equation. A third
part gives necessary conditions and sufficient conditions to obtain global solutions in the supercritical
case. In a fourth part, we simplify the result of Kenji Nakanishi. He shows in the dissipative case
that under suitable conditions on the nonlinearity, each solution with finite energy has a scattering
state. In this part, we give a proof which does not require the Besov spaces, unlike the original proof,
since the result occurs in the energy space. A last part deals about the regularity of some self-similar

solutions.

Key words : nonlinear Schrédinger equation, scattering state, scattering theory, maximum decay rate,

blow-up, global existence, self-similar solution.
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Notations

Pour p € [1,00], p’ € [1,00] 'exposant conjugué de p défini par % + ]% =1

Z le nombre complexe conjugué de z.

Re(z) la partie réelle du nombre complexe z.

Im(z) la partie imaginaire du nombre complexe z.

Q un ouvert de RY non vide.

B(a,R) = {ac ERY; |z —a| < R}, pour a € RN et R € (0,00), la boule ouverte de R de centre a
et de rayon R.

B(a,R) = B(a,R) = {z €eRY; |z —a| <R}, pour a € RN et R € (0,00), la boule fermée de RV de

centre a et de rayon R.

a multi-index de longueur |af si & = (a,...,an) avec a; € N, pour tout j € {1;...; N} et si
N
Zaj = |af.
j=1
ou
U = O = —.
t ¢ ot
ou
6ju = —
ﬁxj
0%u 0%u
8J2»ku = =
Oz, Ox;0my
ou 1
Oru = up = — = —x.Vu, o r = |z|.
ar r
o o*N
D¥ = —— ... ———, o multi-index.
oz Oz}
0 0
V=|—,...,—— ], lopérateur gradient.
31‘1 al‘N

, Vopérateur laplacian.

>
Il
M=
Q

<



II

F la transformée de Fourier sur RY définie par!| Fu(¢) = /e_zim'fu(x)dx.
RN
F~1 la transformée de Fourier inverse sur RY définie par F~1u(z) = / 2Ty (€)dE.

RN
E’ le dual topologique de I'espace E.

Pour E espace de Banach, E, 'espace vectoriel £ muni de sa topologie faible.

Pour E et F espaces topologiques, £ — F si E C F et si I'injection de E dans F' est continue.

Si E est un espace de fonctions de € & valeurs dans C, on notera F,,q ’espace des fonctions de E a
symétrie radiale. Si de plus E est un espace vectoriel normé, on munit F,,q de la norme de E.

Pour E espace topologique et F' espace vectoriel normé, C'(E; F') 'espace des fonctions continues de
E vers F, noté aussi CO(E; F).

C(B: F) = CY(E: F) = {f € CE:F): |fllcqim < 00} oit leqzim = sup 1£(a)r-

Ck(Q) = CH(;C) = {f € C(Q;C); D*f € C(Q;C), Yo multi-index tel que |a| < k}, k € N.

CH(Q) = CH(4C) = {f € C*X.C); (| fllon) < oo o[ fller) = I fller @) = max [[D*fllew@;r),

0<o|<k
keN.

C>®(Q) = C>®(Q;C) = ) Ck(;C).
keN
CH(Q) = C*(C) = {f € C(%C); D*f € C(Q;C), Va multi-index tel que |a| <k}, k € N.
k() — OF(O- C) — k(Q. ) _ ; _ _ afl|
Cy () = Gy (€)= {f € C"(Q; C); ||chk(Q) < OO} ou ||chk(Q) = ||f||c;;(9) = oéﬁﬁ’ék 1D f||C(Q;F)v

Cke(Q) = Cho(0;C) = {f € Ck(Q;C); [fllora @ < oo} , les espaces de Holder munis de la norme

z) = D f(y)|

|z —yl®

Dﬁf
Hﬂmwm=|ﬂmmﬁﬂw{| ( ;<awenx@x¢ymﬁ=k}

oukeNetO<a<l.

D(Q) = D(Q; C) lespace des fonctions de C*°(£2; C) & support compact dans €.

D'(Q) = D'(Q; C) l'espace des distributions sur €2, qui est le dual topologique de D(Q; C).

SRY) = S(RY;C) = {f € C®(RY;C); sup (1+ |z|™)|D*f(z)| < 0o,¥m € N, Va multi—index} ,
Iespace de Schwartz. e

S'(RY) = S'(RV;C) l'espace des distributions tempérées sur R, qui est le dual topologique de
S(RYN:C).

LP(Q) = LP(;C) = {f : Q — C mesurables; || f||lrr < o0}, pour 1 < p < oo, les espaces de Le-

1 avec cette définition de la transformée de Fourier, 1Fllzen2y = 1, Fluxv) = FuFv et Va = (ai,...,an) € NV

N .
multi-index, F(D%u) = (2mi)lel j1:[1 z? Fu.
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besgue munis de la norme

Pd ’ i
Ifllzr) = </Q|f(x) x) ’ =

supess {|f(z)]; x € 2}, sip=occ.
Pour F et F' deux espaces topologiques, A C E une partie non vide de E et f : E — F une appli-
cation, f|4 'application f restreinte aux valeurs de A a valeurs dans F.

P (Q) = (C) = {f : Q@ — C mesurables; fix € LP(K;C), VK C Q, K compact de RN},

loc loc

pour 1 <

Re/f g(z)dz, le produit scalaire sur L(RY;C), f € L>(RV;C), g € L*(RN;C).
WmP(Q) = Wm’p(Q C)={feLr(C); D*f € LP(;C), V|a| < m, Df pris au sens de D'(Q)},
pour m € N et 1 < p < o0, les espaces de Sobolev munis de la norme

1
m P

Z HDaf”Lp(Q ) Si p < o,
I fllwme@) = 71?‘ =0
> ID* fllz= (o), sip=o0.
|| =0

WeP(RN) = WsP(RN;C) = {f € LP(RY;C); || fllwer@y) < o0}, pour s € RT\Net 1 <p < oo, les

espaces de Sobolev a indice fractionnaire o s =m + o0 avecm € N, 0 < o < 1 et ou

| D f(z) = D*f(y)[

|z —y|N+op

||f||W§”(]RN) = Hf”Wm P (RN) + Z

lal=m pN RN

dxdy |

avec D f pris au sens des distributions.

WOoP(RN) = WOP(RYN;C) = LP(RY) = LP(RY;C), pour 1 < p < 00

H*(Q) = H*(Q;C) = W*2(Q) = W*2(Q; C), pour s € [0, 00), les espace de Hilbert munis de la norme
I e @) = - lwe2@)-

HO(RN) = HORY;C) = WORY) = WOERY; C) = L2(RY) = L2(RY; C).

W= (RV) = W= (RV;C) le dual topologique de W*?(RN;C) et H*(RYN) = W~*2RN;C),
s€[0,00) et 1 <p<oo.

Dans tous les espaces fonctionnels précédents, on pourra oublier de noter €2 lorsque ce dernier sera
égal A RN,

CE( F) = {f € C(; F); Df € C(; F) pour tout multi-index a tel que |a| < k}, k € Net F es-
pace vectoriel normé.

CHLF) = {f € CHQ F); | fller @) < oo} ot | fller@sr) = Ifllerqur) = Ogla‘ﬁkHD fllex@iry,



v

k € N et F' espace vectoriel normé.

CH; F) = {f € C(; F); D*f € C(Q; F) pour tout multi-index a tel que |a| <k}, k € Net F es-
pace vectoriel normé.

LP(Q; F) = {f:Q — F mesurables; | f||Lr(o;p) < o0}, pour 1 < p < oo et F espace vectoriel

normé, les espaces de Lebesgue munis de la norme

1
B < / ||f<z>||%dx) , s p < o0,
I fllLeosr) = Q

supess{||f(z)||r; z € Q}, sip=oc.

(Q; F) = {f:Q — F mesurables; fix € LP(K;F), VK C , K compact de RV}, 1 < p < o0

loc

et F espace vectoriel normé.

Y = {f € L2®RY;C); |flly < oo} avee (f,g)y = Re/f dx+Re/|x| F@)g(@)dz et ot

Iflly = /(f, Py
X ={f e H'(RY;C); || fllx < oo} avec

(f.9 X—Re/f da:+Re/Vf ).Vyg(z )dm—l—Re/\ﬂf g(x)dzx

RN
et ot [[fllx = /(f, f)x
(T(t))¢er est le groupe d’isométries de Schrodinger (e™2);cg engendré par iA dans L?(RY;C).
On désignera par C' les constantes strictement positives susceptibles de changer d’une ligne & une
autre et on notera C(ay,ag, ..., ay,) pour préciser que C' ne dépend que des paramétres aj,as,...,a,

et que la dépendance est continue.



Introduction

Motivations

Les travaux présentés dans cette these concernent I’équation de Schrodinger non-linéaire étudiée
sur RY. Plus précisément, on regarde iu; + Au + Au|%u = 0. On s’est intéressé essentiellement au
comportement asymptotique des solutions. Cependant, une partie traite de I’existence globale tandis

qu’une autre, plus modeste, porte sur la régularité.

Le Chapitre|l| concerne la théorie de la diffusion dans I’espace de Sobolev a poids X o HY(RM)N
L?(|z|?; dx). Une telle théorie existe dans I'espace d’énergie, & savoir que sous certaines hypothéses,
il existe uy € H'(RY) tel que Jim (| T(=t)u(t) — ui | =0, ot (T(t))ser est le groupe d’isométries
de Schrédinger (e¥2)icr engendré par iA. Et puisque (T'(t))ter est une isométrie sur H'(RY), on
a donc de facon équivalente tliglo lu(t) — T(t)uy||gr = 0. Ainsi, on peut dire qu’au voisinage de
Iinfini, la solution de I’équation de Schrédinger non-linéaire se comporte comme une solution du
probléeme linéaire associé. On sait aussi que sous des hypotheses adaptées, il existe uy € X tel que
t1i>I£o IT(=t)u(t) — ut]lx = 0. Mais (T'(t))ter n’ est pas une isométrie sur X. Ceci a motivé les
questions suivantes. Si 1tlg(r)lo (IT(=t)u(t) — ut||x = 0, que peut-on dire de |lu(t) — T(t)ut| x lorsque
t — oo ? Que peut-on dire de la réciproque ? Le Chapitre [1| répond en partie & ces questions (voir
également []). Les démonstrations reposent essentiellement sur des estimations a priori, obtenues a

partir des hypotheses faites sur le comportement a l'infini, et sur les inégalités de Strichartz.

Dans le Chapitre [2] on considere des solutions globales en temps et on donne leur vitesse maximale
de décroissance vers 0 dans les espaces de Lebesgue. Sil’on considere certaines équations non-linéaires
de la chaleur ou de Ginzburg-Landau, on peut montrer que ces dernieres admettent des solutions qui
décroissent vers 0 plus vite que les solutions du probléme linéaire correspondant. Il est donc naturel de
se poser la question de savoir si un tel phénomene est vrai pour I’équation de Schrédinger non-linéaire.
Contrairement & ce que I’on pourrait penser, dans [6] on montre que toute solution non identiquement

nulle de I'équation de Schrodinger décroit vers 0 au plus comme les solutions du probleme linéaire.



Les démonstrations sont basées sur la transformée pseudo-conforme de la solution de I’équation non-

linéaire de Schrodinger (on utilise notamment article de Cazenave et Weissler [25]).

Le Chapitre [3] porte sur l'existence de solutions globales en temps et sur 'explosion en temps
fini. Dans le cas critique, Weinstein [77, [78] a établi un critére optimal pour obtenir des solutions
globales. Mais qu’en est-il dans le cas surcritique ? Existe-t-il un tel résultat 7 Dans le cas critique,
on sait qu'’il existe une constante explicite C, > 0 telle que si la donnée initiale ¢ € H'(RY) vérifie
lellre < C., alors la solution correspondante est globale en temps. En particulier, |[Vpl||rz peut
étre prise aussi grande que 'on veut. De plus, cette condition est optimale. Dans [5], on prolonge
partiellement ce résultat au cas surcritique. On montre qu’il existe une fonction positive v, telle que
si |lellz < v ([[Ve|lL2), alors la solution correspondante est globale en temps. On montre également
que l'on peut choisir ||¢||g1 aussi grande que l'on veut, comme dans le cas critique. En revanche, on
ne peut monter que le résultat est optimal. Cependant, dans le cas critique on retrouve les résultats
de Weinstein [77, [78]. La démonstration est basée sur une méthode d’énergie et 'obtention de la

meilleure constante dans une inégalité de Gagliardo-Nirenberg, comme pour Weinstein [77].

Dans le Chapitre [d] on considére de nouveau des solutions globales en temps. Il traite du résultat
principal de Kenji Nakanishi [62] (voir aussi Nakanishi [63]). Ce dernier montre qu’en dimension
d’espace N < 2, on peut établir une théorie de la diffusion dans I’espace d’énergie, comme 'ont fait
Ginibre et Velo dans [39] pour N > 3. Cependant, la démonstration utilise fortement les espaces de
Besov alors que le résultat obtenu est dans H'(R™). Le but de ce chapitre est donc de s’affranchir
de l'utilisation de ces espaces en expliquant comment procéder. Dans un premier temps, on donnera
une démonstration simplifiée du résultat de Nakanishi [62]. Grace & ces simplifications, on pourra
établir un résultat du méme type que celui de 'auteur dans un cas critique. Puis, dans un deuxieme
temps, on fera le parallele avec les solutions radiales. On verra comment, grace a cette hypothese

supplémentaire, on peut obtenir facilement un comportement asymptotique pour de telles solutions.

Le dernier chapitre traite de la régularité des solutions auto-similaires. Cela change complétement
le cadre dans lequel on travaille puisque de telles solutions ne peuvent avoir une énergie finie et ne
peuvent méme pas prendre leurs valeurs dans L?(R™). A toute solution auto-similaire, on peut lui
associer un profil qui vérifie une équations aux dérivées partielles. Dans [20], Cazenave et Weissler
obtiennent des solutions auto-similaires qui, par construction, sont dans L¥+2(R¥), avec 0 < a < oc.
Par conséquent, il en est de méme pour le profil f. Et puisque ce dernier vérifie une équation aux
dérivées partielles elliptique, il est naturel de se demander si 'on a f € L>(R"). Dans le Chapitre [5]

on montre que pour cette classe de solutions auto-similaires, la régularité obtenue est plus forte que
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prévue, bien que I'on ne puisse pas obtenir de maniére générale une borne L°°(R¥). Curieusement,
les techniques classiques de régularité sur les équations elliptiques ne donnent rien. Ceci est di & deux
difficultés. D’une part, le profil f est a valeurs complexes et donc ’équation vérifiée par f est en fait
un systeme que 1’on ne peut totalement découpler. D’autre part ’équation considérée est posée dans
RY tout entier. Les résultats obtenus se déduisent alors directement de I’équation d’évolution, via les

inégalités de Strichartz.

Présentation des résultats

On considere I’équation de Schrodinger non-linéaire suivante.

ou
— + Au+ Nul®u=0, (t,z) € (T, T*) x RN,
% ul*u =0, (t,2) € (-T.,7T°) "

u(0) = ¢, dans RV,

i

olAeR, 0<a< (0 < a<oosi N=1) et ¢ une donnée initiale.

N -2
Rappelons quelques propriétés bien connues de ’équation . Pour tout ¢ € H'(RY), il existe une
unique solution maximale u € C((=T%,T*); HY(RY)) de qui satisfait les lois de conservation de

la masse et de I’énergie. En effet, on a pour tout ¢ € (=14, T™), ||u(t)|| L2 = |l¢llL2 et E(u(t)) = E(p),

ou E(y) wf 2IVel2. — %ﬁngpﬂiﬁz La solution u est maximale dans le sens ot si T* < oo alors
tl/lnTl u(t)||g1 = oo. De méme, si T, < oo alors t{imT [lu(®)||g1 = co. Et pour toute paire admissible

(q,7), u € LL ((=T,, T*); WET(RY)). De plus, si ¢ € X alors u € C((—=Tk, T*); X) et u satisfait la

loc
loi de transformation pseudo-conforme suivante. Pour tout ¢ € (=T, T*),

¢
8At2 o 4—- Na o
eI = llaelze - 4/\7/8||u(8)||Li32d8~

x + 2itVu(d) |2 —
II§ itV)u(t)|7 9
0

Enfin, si A < 0, si @ < 4 ousi ||| est suffisamment petite, alors T* = T, = 00 et ||ul| po ;1) < 00
(Cazenave [19] ; Cazenave et Weissler [21], 23] ; Ginibre et Velo [33], [34] 35 37, [38] ; Hayashi, Nakamitsu
et Tsutsumi [46] ; Kato [50, 51]). Pour des résultats de régularité de type C™(RY), on pourra consulter
Hayashi, Nakamitsu et Tsutsumi [44] [45] et pour d’autres non-linéarités, Ginibre et Velo [36]. On
rappelle aussi que si 0 < a < 4 alors pour tout ¢ € L?(R"), il existe une unique solution maximale
uwe C((-T,, T*); LA(RN)) N L ((=T,T*); L*T2(RY)) de , ol q= 4%722), qui satisfait également

la loi de conservation de la masse ci-dessus. De plus, u € L{ ((—=T%,T*); L"(R")), pour toute paire

admissible (¢,r). Enfin, si o < + alors T* = T}, = oo (Cazenave et Weissler [22} 24], Tsutsumi [75]).

On rappelle également les inégalités de Strichartz et de Gagliardo-Nirenberg, souvent utilisées dans

cette these.



On dira que (g,7) est une paire admissible si 'on a les propriétés suivantes.

2N
(1) 2<r<ﬁ 2<r<oosi N=2, 2<r<o0 si N=1),

2 1 1
(i) :N(—).
q 2 r
Voici les inégalités de Strichartz.

Pour tout ¢ € L2(RY) et pour toute paire admissible (q,7), 'application 7 : t — T'(t)¢, définie
pour tout t € R, vérifie 7 € C(R; L2(RY)) N LY(R; L™ (RY)). De plus,

VQO € LQ(RN)v ||T( . )‘PHLQ(R;I/‘) < C||<P||L2,

ou C =C(N,r).
Soient I un intervalle de R (borné ou non), J = I, ty € J, (7, p) une paire admissible et soit
fe LV,(I, L (R™)). Alors pour toute paire admissible (g, ), 'application

t

/T(t —8)f(s)ds, pour t €I,

to

vérifie T € C(J, L2(RY)) N L9(I, L™ (RY)). De plus,

L Ty E

vf e LY (I, L7 (RY)), (1 T¢llzocr,ery < CUFllp (1,00

ot C = C(N,r,p). On dira alors que L4 (I, W™"(RY)) est un espace de Strichartz (avec m € {0;1}).

Pour la démonstration, voir Keel et Tao [55].

On rappelle maintenant les inégalité de Gagliardo-Nirenberg.

2N
Soient2gp<r<N 2(2<p<r<oosiN:2,2§p<r<oosiN:1).Posons

1 2N(r-—
a= r2N—§:(Npi>2)' Alors pour tout f € HY(RY),

£l < CIA IV I,

ou C =C(N,r,p).

Chapitre [1} Convergence vers les états de diffusion

On fait les hypotheses suivantes.

2
)\ER\{O},N< 2<a<ocosiN=1), pe X,

P
SN2
u € C((—=Tx,T%); X) est la solution associée de , (2)
T* = oo et il existe uy € X tel que tlim 1T (—t)u(t) — uil|x =0.

On voudrait alors savoir si l'on a tlim [lu(t) — T'(t)uy||x = 0. Le résultat obtenu est le suivant.
— 00
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Théoréme 0.1. On suppose que N < 5. Sous les hypothéses , on a le résultat suivant.
1. (a) SiN <2etsia> % alors tlim |lu(t) — T(t)uyl]x =0.
(b) Si N >3 et sia> 55 alors tlirrolo llu(t) — T(t)us]|x = 0.
2. (a) SiN =1 etsia=4 alorssup ||u(t) — T(t)us|x < oco.
>0

(b) Si N >3 etsia= NLH alors sulg llu(t) = T(t)uy|lx < oo.

=

On définit le réel suivant.

si N =1,

Y= B (3)
alN+2) -4 nso

A Tl'aide des inégalités de Strichartz et des estimations a priori obtenues a partir de lj on montre

la proposition suivante.

Proposition 0.2. Soit v* défini par . Sous les hypotheses 7 on a les estimations suivantes.
1. Si N =1 alors on a pour tout t > 0, || T(—t)u(t) — uy|m < Ct=7.
2. 8t N =2 alors on a pour tout v < v* et pour tout t > 0, [|T(—t)u(t) — us| g < Ct7.

3. Si N >3 alors on a pour tout t > 0, |T(—t)u(t) — uy|m < Ct=7.

De celle-ci, on démontre aisément le Théoreme [0.1]

On remarque que le Théorémel[0.1]est trés restrictif du point de vue de « et de la dimension d’espace
N. On peut remédier a ceci de la fagon suivante. En faisant essentiellement des développements
asymptotiques au voisinage de l'infini sur les termes ||zu(t)| 2 et ||2T(t)u ||z, on montre que ces
deux quantités se compensent lorsque t — oo.

Théoréme 0.3. Sous les hypothéses , on asup | lu(t)|lx — |1T{t)ut]|x | < 0.
>0

>

Ensuite, on étudie la réciproque. On fait donc les hypotheses suivantes.

2 4
)\ER\{O},N<a< _2(2<a<oosil\/':1)7<p€X7

N
u € C((=Tx,T*); X) est la solution associée de , (4)
T* = oo et il existe uy € X tel que tlim lu(t) = T(t)uy|lx = 0.

On voudrait savoir si, sous ces hypotheses, on a 26lim IT(=t)u(t) — uy||x = 0. Voici ce que 'on
—00

obtient.



Théoréme 0.4. Soit ag = 7<N72)+2'1{,VQ+12N+4. Sous les hypothéses , on a le résultat suivant.

1. SiA<0etsia>ay (a>a si N=2) alors tlggo IT(=t)u(t) — uy|lx = 0.

2. SiA>0etsia> % alors tli)rgo IT(=t)u(t) — uy|lx =0.

Pour démontrer le Théoreme on commence par remarquer que I’hypothese implique que
t1i>r£c [lw(t)|| Lotz = 0. De ceci, on montre qu’en fait u satisfait

VE> 0, [[u(t)||pese < Ct 58D

A Taide de I’équation intégrale vérifiée par u et de cette derniere estimation, on démontre facilement
le Théoreme [0.41

Bien entendu, tous ces résultats s’adaptent au cas t < 0.

Chapitre 2] Vitesse maximale de décroissance

Enongons le principal résultat pour les solutions & valeurs dans X, dans le cas dissipatif. Dans le

cas attractif, on a un résultat similaire.

4
N -2
u € C(R; HY(RY)) l'unique solution associée de . Sia < % alors on suppose de plus que ¢ € X.

Théoreme 0.5. Soient A < 0,0 < a <

(0 < a<oosi N=1), soit o € H{(RY) et soit

Si v #£ 0 alors pour tout r € [2, 0],

min [{N(3—2)
tim inf |11 (52 u(p)

> 03 (5)
ou 'on a utilisé la convention ||[¢||p- = oo sip € HY(RN) et sitp ¢ L"(RN).

L’idée générale de la démonstration est la suivante. Si était faux, alors pour un r > 2 satisfaisant

(N — 2)r < 2N et pour une suite ¢, ——» 0o, on aurait
lim {|o(tn)Lr =0, (6)
n—oo

ou v est la transformée pseudo-conforme de u. Ensuite, a partir des estimations sur v, on déduit que

sup |lv(ts)|ly < oo, sipe X,
neN

(7)

4
nll_}IIOlO lo(tn) —w|lgz =0, sia> N’

pour un w € L*(RY), ot Y «

L2(RN) N L?(|x|?; dx). Ainsi, (El) et impliquent que ¢ = 0.
On peut remarquer que lorsque o > %, I’hypothese sur la donnée initiale est optimale. Tandis que
sia < %, on doit supposer cette derniere dans X. On peut réduire cette condition, comme le montre

le théoréme suivant.
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N +2 N

4 4
Théoréme 0.6. Soient A € R\ {0}, —— <a< = (2<a<4s N=1), soit p € L2RY) et soit
4
u € C((=T,,T*); L*(RN)) l'unique solution associée de 1) Sia =

alors on suppose de plus que

N
T* = co. Supposons que pour tout r € {2, —ﬁﬁ%) (re2,0) st N=1),
vt >0, [Ju®)| - < O NG5, 8)

Alors on a pour tout r € [2,00],

liminf|t\N(%7%)
t—o0

|u(®)||L- > 0,

ot lon a utilisé la convention ||[¢| - = oo si € L2(RN) et si¢p ¢ L™(RN). On un résultat similaire

lorsque t — —oo dés que Ty = oo.

La démonstration repose encore sur la transformation pseudo-conforme. Grace a ’hypothese (),
on montre qu’il existe uy € L?(RY) tel que tlim IT(—t)u(t) — uy|l2 = 0 ce qui implique, via la
—00

transformation pseudo-conforme, le résultat.

Chapitre[3] Conditions nécessaires et conditions suffisantes d’exis-
tence globale

Dans ce chapitre, on considere 1’équation dans le cas attractif et surcritique. On fait donc les
hypotheses suivantes.
—— (d<a<oosi N=1), p € H'(RY)
N -2 ’ ’ (9)
u € C((=T., T*); HY(RY)) est la solution associée de 1)

4
)‘>O’N<a<

On considere aussi ’équation aux dérivées partielles suivante.

_ — (e N
{ AR+ R = |R|°R, dans RY, (10)

R e HY(RN;R), R #0.

On rappelle que si A > 0, si a = %, si R est la solution fondamentale de et si o € HY(RY)
vérifie [|¢]| > < A~#||R| 12, alors la solution associée u de (1)) est globale en temps, c’est-a-dire que,
T* =T, = oo. De plus, ce critére est optimal (Weinstein [77, [78]). Pour le cas surcritique, on obtient

le résultat suivant.



Théoréme 0.7. Soient les hypothéses @D et R la solution fondamentale de . On définit pour tout
a >0,

Na—4
No 2(4-a(N=2)) 1 % __Na-4
o) = (st AR ) Tty
O ) (3# 121 a ,

No — 4\ T a—2)
V«(a) = (Na) r«(a).

1. Si g€ H\RY) vérifie ollz2 < 7.(IVllz2) alors T* = T, = ox.

2. Pour tout a > 0 et pour tout b > 0 vérifiant a > r.(b), il existe pqp € HL(RY) avec ||papllrz = a
et |VasllLz = b telle que la solution associée u,p, € C((=Ty, T*); HY(RY)) de (1)) explose en

temps fini pourt <0 ett > 0. Autrement dit, T, < 0o et T* < oo.

Le Théoréme [0.7] offre donc une condition nécessaire et une condition suffisante d’existence globale.

Cependant, comme -y, < 7, on sait pas si I'une des deux conditions de [I| ou de [2] est optimale. On

. aNF 1 aNF 1 .
remarquera tout de méme que v, ——— A"« ||R||2 et r. ——— A~ a||R||12. Par conséquent, notre

résultat prolonge celui de Weinstein [77), [78]. De plus, comme pour le cas critique, on peut prendre
||l g1 aussi grande que l'on veut du moment que la condition |1| du Théoreme est satisfaite.

La démonstration du [1] du Théoréeme est simple. Comme pour le cas critique, on utilise la
conservation de ’énergie. Dans cette identité, on applique une inégalité de Gagliardo-Nirenberg avec
la meilleure constante ce qui donne le résultat voulu. Pour la démonstration de[2] on utilise la méthode
employée par Berestycki et Cazenave [7]. Ces derniers ont montré que la solution fondamentale R de
(10) est instable. En faisant des dilations et multiplications sur R, on obtient pour tout réel w > 0, la

solution fondamentale R,, de

—AR, +wR, = \|Ry|*R,,, dans RY,
R, € H'RY;R), R, #0.

Puis, en faisant varier le parameétre w dans (0, 00), on remarque que R, parcourt la ligne de niveau
IRullL2 = m«(||[VR, | L2). Sachant que R, est instable pour tout w > 0, on en déduit [2} C’est aussi ce
qui est fait dans le cas critique mais la situation est plus simple car les solutions R, ainsi construites ont
une énergie strictement négative alors que notre cas, on doit construire des solutions de explosant
en temps fini et dont 1'énergie est strictement positive. En particulier, les résultats de Glassey [41] ne
s’appliquent pas.

En outre, on améliore aussi un résultat de condition suffisante d’explosion en temps fini. Il est
bien connu que toute solution d’énergie strictement négative explose en temps fini, pourvu qu’elle

appartienne a espace X ou bien qu’elle soit & symétrie radiale (Glassey [41], Ogawa et Tsutsumi
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[68] ; & cet effet, on pourra consulter Martel [59] pour des hypothéses moins restrictives sur la donnée
initiale). On a légerement réduit cette hypothése en montrant que le résultat restait vrai pour toute

solution non triviale d’énergie nulle.

Théoréme 0.8. Soient les hypotheses @ On suppose que l'une des trois conditions est satisfaite.
(p € X) ou bien (N = 3 et ¢ est a symétrie sphérique) ou bien (N = 2,2 < a < 4 et ¢ est a symélrie
sphérique). Si o £ 0 et si E(p) <0 alors Ty, < 00 et T* < 0.

La démonstration repose toujours sur une identité de type virielle.

Chapitre (4. Simplification d’une démonstration de théorie de
la diffusion en dimension d’espace N < 2

Dans ce chapitre, il est question de simplifier la démonstration du résultat obtenu par Kenji

Nakanishi dans [62] dans le cas dissipatif. Soient les hypothéses suivantes.

(0<a<oosi N=1), p€ HY(RY),
N -2 (11)

u € C(R; HY(RY)) est la solution associée de 1)

A<0, 0<a<

Théoréme (Kenji Nakanishi). Soient les hypothéses . On suppose de plus que N < 2 et que

4 1 N
o> N Alors il eviste uy € HY(RN) et u_ € HY(RY) tels que T(—t)u(t) iI (f ) Ut-
— =00

Pour cela, il lui a suffit de démontrer le résultat suivant.

Proposition (Kenji Nakanishi). Soient les hypothéses . On suppose de plus que N < 2 et

N +2
70[( 2+ ) Alors u € L*(R; L*(RM)).

4
o> N On pose a =
Dans ce chapitre, on verra comment Kenji Nakanishi procede pour démontrer sa proposition, qui
s’effectue par récurrence sur la taille de Er(p) o 2E(¢) + |l¢||22. On cite ici I'un de ses lemmes
car son résultat s’étend au cas critique, apres en avoir légerement modifié 1’énoncé. Ceci a permis
4

d’obtenir un résultat sur le comportement asymptotique des solutions lorsque o = .

4
Lemme. On se donne les hypotheses et on suppose que o = N Soit (v, p) la paire admissible
telle que p = o + 2. Soient wy € H'(RN) et w solution de avec w(0) = wy. On suppose que

w=wy+vy. Siwe€ L%(R;LP(RN)) alors il existe n > 0 tel que si ||vo|lz <1 on a
e LI(R; W (RY)) N L72 (R; L (RY)),

pour toute paire admissible (q,r).
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A Torigine ce lemme n’a pas été établi pour a = %. Grace a cette extension, on a pu en déduire

le corollaire suivant.

4
Corollaire 0.9. On se donne les hypothéses l| et on suppose que o = N Pour tout € > 0, 1l existe
€ HY(RN)\ Xpaq avec || — ||z < e telle que v € LI(R; WET(RN)), pour toute paire admissible
(g,7), ot v désigne la solution de de donnée initiale . De plus, il eviste vy € H*(RN) tel que

Jim [ T(=t)o(t) = vi ]l = 0.

Pour démontrer le Lemme de Nakanishi, on a besoin d’'un résultat de dépendance continue dans

L?(RY) pour les solutions & valeurs dans H*(RY).

Théoréme 0.10. Soient les hypothéses (11). Pour o, € HY(RY), on note u,, la solution de telle
L* (RN
que u,(0) = @p. Si @, LR, @ et sisup ||lonllm < oo alors pour tout intervalle borné [—S,T] C R,

C([-S,T;L? (RY))
Uy ———————5 U,

Remarquons au passage que lorsqu’une solution possede un état de diffusion, cela signifie qu’elle
se comporte “tres bien” au voisinage de 'infini. Cela & une conséquence sur la dépendance continue

par rapport a la donnée initiale, comme le montre le corollaire suivant.

4
Corollaire 0.11. Soient les hypotheses 1' On suppose de plus que o > N Pour ¢, € H'(RN),

on note uy, la solution de telle que un(0) = @y
Si lim || — onllgr@eyy =0 alors Im |[u — up||pa@wrry =0,
n—oo n—oo
pour toute paire admissible (q,r) (avec r < % st N > 3). En particulier,

lim sup [[u(t) — un(t)|| g1 @yy = 0.

n—oo teR

Enfin, en faisant une hypotheése supplémentaire de symétrie sphérique, on peut obtenir facilement

le comportement asymptotique suivant.

Théoréme 0.12. Soient les hypothéses . On suppose de plus que N = 3. Si ¢ est a symétrie
sphérique alors u € LPo(R; L“T2(RN)), ot py = %(a +2). En particulier, si a < 2X=2 alors

u € LY(R; L"(RY)), pour toute paire admissible (q,r) telle que 2 < r < a + 2.

Le Théoreme qui sert dans la simplification de la Proposition de Nakanishi, se démontre
simplement & partir des inégalités de Strichartz. Le Corollaire[0.11]se déduit du Théoréme de Nakanishi
et de la théorie de la diffusion dans le cas dissipatif (Ginibre et Velo [39], Nakanishi [62} [63]). Quant au
Théoréme il se montre en utilisant les propriétés des fonctions de H'(RY) & symétrie sphérique

et de 'inégalité de Morawetz (Morawetz et Strauss [61]).
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Chapitre [5} Régularité de certaines solutions auto-similaires

Le principal résultat de ce chapitre est le suivant.

4
N_2(4<a<oosiN:1),pe(Ctel
que Re(p) = % et u est une solution auto-similaire positivement globale de 1| de donnée initiale

4
Théoréme 0.13. Soient A € R\ {0}, N <a<

¢ € S'(RY) et de profil f € LoF2(RN). On pose 2* = 255 si N > 3, 2* n'importe quel réel dans
Vintervalle [ + 2,00) si N = 2 et 2* = 00 si N = 1. 8i T(1)p € L* (RN) alors pour tout t > 0,

u(t) € L¥ (RN)NC2(RN). En particulier, pour tout r € [a42,2*] avec r < oo, u € C((0,00); L" (RN)).

Le résultat suivant montre que de telles situations existent.

4
N 2(4<a<oosiN:1),p€(Ctelque

Re(p) = 2 et ¢ une combinaison linéaire finie de fonctions de la forme Py(z)|z|~P+%) on Py est

Corollaire 0.14. Soient A € R\ {0}, % <a<

un polyndme harmonique homogéne de degré k (y compris k = 0). On suppose que |T(1)pl||pa+z est
suffisamment petite, de sorte qu’il existe une unique solution auto-similaire u de de donnée initiale
. On pose 2* = % si N > 3, 2* n’importe quel réel dans Uintervalle [a+2,00) si N = 2 et 2* = 0o
si N = 1. Alors pour tout t > 0, u(t) € L*" (RYN) N C*(RN). En particulier, pour tout r € o 4 2,2*]

avec r < 00, u € C((0,00); L"(RY)).

Notons que le Théoréme [0.13] signifie que toute information d’intégration sur I’équation linéaire
de Schrédinger se transmet, en partie, sur ’équation non-linéaire. La démonstration de ces résultats

est une conséquence directe des inégalités de Strichartz.
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Abstract

In this paper, we consider global solutions of the nonlinear Schrédinger equation fu: + Au + A|u|*u = 0,
in RY, with A € R, a € (0, v%5) (a € (0,00) if N = 1) and u(0) € X, where X = H'(RY) N L?(|z|*; dz).
We show that, under suitable conditions, if the solution u satisfies e~ "*“u(t) — u+ — 0 in X as t — 400 then
u(t) —e"®uyr — 0in X as t — +oo. We also study the converse. Finally, we estimate | ||u(t)||x — ||e"* u+||x |
under some less restrictive assumptions.

1.1 Introduction and notations

We consider the following Cauchy problem,

ou
— 4+ Au+ Nu|*u =0, (t,z) € (=T, T*) x RV,
o o (t,2) € (-T., T") oy

u(0) = ¢, in RY,

i

where A e R, 0 < a <

N3 (0<a<ooif N=1)and ¢ a given initial data.

4
It is well-known that if A < 0, o > N and ¢ € H'(R™), then there exists uyx € H'(R"Y) such that
lim le=#*Au(t)—u| g = 0 (Ginibre and Velo [39], Nakanishi [62,[63]). Since (e**2);cg is an isometry
—(N—2)+\2/]1V\/2+12N+4 and

on H'(RY), we also have . lirin lu(t) — e*Aus|| g1 = 0. Furthermore, if o >
—+oo
if o € X = H'(RN) N L?(|x|?;dx), then there exist u+ € X such that lim lle= "2 u(t) —us||x =0

(Tsutsumi [74]). The same result holds without assumption on the \’s sign if the initial data is small

13
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4
N2 (Cazenave and Weissler [25]). Note that to have these limits, we
have to make a necessary assumption on « (Barab [3], Strauss [70} [72], Tsutsumi and Yajima [76]),

2
—<a< 2<a<cif N=1).

N N -2
The purpose of this paper is to study the asymptotic behavior of ||u(t) — e®®u||x under the

enough in X and if a >

assumption , ligl le"#*Au(t) — us|x = 0, and the converse. In the linear case (i.e. : A = 0) or if the
— =00
initial data is 0, the answer is trivial since e~ u(t) — us = u(t) — e®uy = 0, for all t € R. Since

itA) g is not an

(€"*A)cr is an isometry on H(RY), the equivalence on H!(RY) is trivial. But (e
isometry on X and so it is natural to wonder whether or not we have t_ligloo u(t) — e®Puy]x =0
when  lim le=#Au(t) — us|x = 0 and conversely.

This paper is organized as follows. In Section [1.2] we give the main results. In Section we es-
tablish some a priori estimates. In Section we prove Theorems [1.2.1] [[.2.4] [T.2.5] and Proposition
In Section we prove Theorem [1.2.10

Before closing this section, we give some notations which will be used throughout this paper and

we recall some properties of the solutions of the nonlinear Schrédinger equation.

Z is the conjugate of the complex number z; Re z and Im z are respectively the real and imaginary
part of the complex number z; A = §:1 8872?; for 1 < p < oo, p’ is the conjugate of the real number p de-
fined by %Jr}% =1land LP = LP(RN;_: LP(RY; C) with norm ||.||zs; H* = HY(RYN) = HY(RY; C) with
norm || . || g for all (f, g) € L? x L?, (f,g) = Re {V f@)g(@)dz; X = {¢ € H'(RY;C); [[¢]x < oo}
with norm [ = 161 v, + [ (2[2[0(2) s (T(2))ser s the group of isometries (¢#4),cn ge-
nerated by iA on L?(RY;C); C aﬂie auxiliary positive constants and C(aq,as,...,a,) indicates that
the constant C' depends only on parameters aj,as,...,a, and that the dependence is continuous.

It is well-known that for every ¢ € X, has a unique solution v € C((—T%,T*); X) which
satisfies the conservation of charge and energy, that is for all ¢t € (=T%,T%), ||u(t)||L2 = |l¢llLz and
E(u(t)) = E(p) & sIVel2. — Z5llellsiZ.. Moreover, if A < 0, if a < 3 or if [¢] g is small
enough then 7" = T, = oo and |[ul| e (r;r1) < 00 (see for example Cazenave [19], Ginibre and Velo

133, 34, 135, 138], Kato [50]).

Definition 1.1.1. We say that (q,r) is an admissible pair if the following holds.

(i) 2<7r<-E 2<r<xif N=2,2<r<o0if N =1),

N-2
(i F=N(G-3)

4r

Note that in this case 2 < ¢ < oo and ¢ = m
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Definition 1.1.2. We say that a solution u € C'((—T,T*); X) of (1.1.1) has a scattering state uy
at +o0o (respectively u_ at —oo) if T* = oo and if uy € X is such that tlim IT(—t)u(t) —uy|lx =0
—00

(respectively if T, = oo and if u_ € X is such that , lim [ T(—t)u(t) —u—|x =0).

We recall the Strichartz’ estimates. Let I C R, be an interval, let ¢y € I, let (¢,r) and (v, p)
be two admissible pairs, let ¢ € L2(RN) and let f € LY (I; L (RY)). Then the following integral
equation defined for all t € I, u(t) = T(t)p + i /t T(t — s)f(s)ds, satisfies the following inequality
lullaz,Lry < Collellz+Cill fll v (1.107y, Where Cotoz Co(N,r) and C; = C1(N,r, p). For more details,
see Keel and Tao [55].

1.2 The main results

2
Th 1.2.1. Let A\ #0, —
eorem € #’N<a<N—2
of (1.1.1) such that u(0) = . We assume that u has a scattering state uy at oo (see Definition
11.1.2)). Then the following holds.

4
1. (a) If N <2 and if a > N thentli? [lu(t) = T(t)usl|lx = 0.

2<a<o0if N=1), p€ X and let u be the solution

(b) If 3< N <5 and if a >

2 then tllgznoo lu(t) = T(t)usl|x = 0.

N
8
2.If N=1and a=4 0rif3<N<5anda:mthenwehcwe,

sup ||[u(t) — T(t)ut||x < oo and supllu(t) —T({t)u_|x < oo.
>0 t<0

Remark 1.2.2. Remark that in Theorem [1.2.1} no hypothesis on the X’ s sign is made.

4 6 4
R k1.2.3. N 3,4,5 - < —< =< —/—.
emar ; 6{8”}:>N<N+2<N<N—2
N>26= —— < ——.
0 N—-2 " N+2

8
Despite the fact we do not know if . lirin lu(t) — T(t)us|x = 0 when o < I (o < 4/N if

+2

N < 2) or when N > 6, we can give an estimate of the difference of the norms, as shows the following

theorem, without any restriction on the dimension space N and on « (except @ > %) Since under the

scattering state assumption we always have . liin [lw(t) = T(t)us| gr = 0, it is sufficient to estimate
—0o0

| |Jzu(t)|| Lz — ||zT(t)us] L2] as t — Foo.

2
Theorem 1.2.4. Let A < 0, v <a< N3 2<a<o00if N=1), ¢ € X and let u be the

associated solution of (1.1.1]). Assume that u has a scattering state uy at +oo (see Definition|1.1.2)).
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We define for allt € R, Ay (t) = ||zu(t)||p2 — [|[#T(t)ur]|r2 and h(t) = ||zu(t)||2.. Then we have the

following result.

Sl>1pl [u@®)llx = ITHurllx | < oo and Sl<1p\ Ju®)]x = T(#)u-|lx | < o0,

t > X

with the following estimates.

4 C . K (0) + 4(zux,iVusy)
1. If o < — then ———— < liminf A limsup A4 (t) < £
! N [Vus|pe — i—too (1) < PR £() 4)|Vug| 2
4 R(0) + 4(zuy,iVuy) . . . c
2. If « > — then + . <liminf A4 (¢) < limsup A4+ (t) < ———.
ez y Vsl minf As (1) < limsup A+ (1) < g,

h/(O) +4(zug,iVug)
4 Vuy ||z

4 .
3 Ifa= i then tllinooAi(t) ==

Furthermore, h'(0) = 4Im/go(x)x.Vgo(x)dx and C = C(sup | T(—t)u(t)||x, N, a, A).
teR

RN

2
Th 1.2.5. Let —
eorem 5 e)\>O,N<a<N_2

2<a<ooif N=1), ¢ € X and let u be the

associated solution of (1.1.1]). Assume that u has a scattering state uy at oo (see Definition|1.1.2)).
We define for allt € R, Ay (t) = ||zu(t)||r2 — [|[2T(t)ur]|z2 and h(t) = ||zu(t)||3:. Then we have the

following result.

sup | [lu(t)llx — [[T(H)us|x | <oo and sup|[lu(t)]x — [T ()u—|lx | < oo,

t= t<

with the following estimates.

4 R'(0) + 4(2us,iVuy) .. . . c
1. If a < — then £+ <liminf A4+ (¢) <limsup A4+ (t) < ———.
f N 4HV’U/iHL2 t—+oo i( ) t*):toop i( ) ||Vui||L2
4 C . W(0) + 4(zux,iVug)
2. If o > — then ———— < liminf A limsup A4 (t) < £
! N HVU:I:HL2 t—Foo i( ) t—>:toop i( ) 4Hvu:|:||L2
4 . h(0) + 4(zuy,iVuy)
. Ifa=—th 1 t) ==+
S lfa =1y then lim As(t) 4| Vu]| 2
Furthermore, h'(0) = 4Im/<,0(x)x.Vgo(x)dsc and C = C(sup ||[T(—t)u(t)|| x, N, a, \).
teR

RN

4
Remark 1.2.6. By Theorem [1.2.1| and |2| of Theorems [1.2.4| and |1.2.5} if o > ~ when N <

8
hen N 4 h
a>N+2wen € {3,4,5}, we have
Im/ ). Vu_ Im/ x)z.Vo(z)dr < Im/u+ x)x.Vuy (z)dz, if A <0,
Im/uJr z)x.Vuy(z Im/ x)x.Vo(z Im/ z)x.Vu_(z)dz, if X > 0.

RN

2 or if
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Remark 1.2.7. If ¢ € HY(RY;C) satisfies ¢ = atp with ¢ € H'(RY;R) and a € C, then we have
d _
R(0) = £||xu(t)|\%2‘t:0 = 4Im/g0(x)x.Vg@(x)da: =0.
RN

The following proposition offers others estimates.

4
N3 2<a<ooif N=1), p € X and let u be the
solution of (1.1.1) such that u(0) = . Assume that u has a scattering state uy at +oo. Then the

2
Proposition 1.2.8. Let A # 0, ~ <a<

following estimates hold.
[rus]lre[|Vugl e £ (vus,iVuy)
[Vug| 2
lzus|p2l|Vuslrz F (vus,iVuy)
IVut L2

1. I A < 0, timsup(lau()ll 2 — o7 (uz] 1) <
t—too

2 1A > 0, iminf(lwu(t)] 2 — 4T (us ) > —

4
Remark 1.2.9. Byof Theorems |1.2.4{ and |1.2.5| and by Proposition [1.2.8] if o = N then we have,

1d .
—llzu_|lr2Vu-llr < 7 lleu®)fe—o < lougllzz|Vuillze, if A <0,
|

—Jleupllze [Vagllze < 5= low®)lZe o < lou_llz|Va_llzz, it A> 0.

Now we give the result concerning the converse.

2
Theorem 1.2.10. Let A # 0, v <a< 2<a<ooif N=1),¢ec X andu be the associated

N -2
solution of (1.1.1). Assume that u is global in time and there exists uy € X and u— € X such that
—(N—-2)+VN2+ 12N 114

. T j
5N hen, we have the following

lim |u(t) — T(t)us]lx = 0. Let ag =
t—+oo
result.

1. IfA<0and if a > ap (o> o if N =2) then . lig IT(—t)u(t) — us|lx = 0.
4

2. If x>0 and if « > — then lim ||T(—t)u(t) —uy||x =0.
N t—+too

4 . ‘ .
3 If a> N2 and if |||l x is small enough then tllrinoo IT(=t)u(t) —uslx =0.

Remark 1.2.11. Note that in the case [2} no hypothesis on the ||¢| x’ s size is made.

Remark 1.2.12. Assume there exists uy,vy € X such that , ligl IT(—t)u(t) — us|lx = 0 and
, liim |lu(t) — T(t)v| x = 0. Then we have, u; = vy and u_ = v_. Indeed, since X < L?(RY) and
—+o0

T(t) is an isometry on L?(RY), we have . ligl IT(=t)u(t) —usllp2 = , lig1 1T (—t)u(t) —vsl|r2 = 0.

Hence the result.

Remark 1.2.13. o € (Niwv %) (ap € (%, %) if N=1).
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1.3 A priori estimates

Throughout this section, we make the following assumptions.

2 4
A#£0, N<oz<N7‘)(2<a<oo)ifN:1),cpEX,uEC(R;X)isthe

y (1.3.1)
associated solution of (|1.1.1)) and has a scattering state ux € X at 4 oco.
We define the following real.
Na—2
- it N =1,
N* = (1.3.2)
N+2)—4
%—%%—a it N> 2.

Proposition 1.3.1. Assume u satisfies (1.3.1)) (we can suppose instead of u has a scattering state

that we only have sup |T(—t)u(t)||x < o00). Let (q,7) be an admissible pair (see Definition [1.1.1)).
teR

Then the following holds.

1. For allt #0, |Ju(t)||rr < C|t\7%, where C' = C(sup ||T(—t)u(t)|| x, N, r).
teR

4
2. If furthermore o > N then u € LY(R; WL (RN)).

+2
Proof. We follow the method of Cazenave [19] (see Theorem 7.2.1 and Corollary 7.2.4). We set
w(t,x) = eﬂ%u(tﬂfv) and f(u) = Au|*u. We already know that for every admissible pair (g,7),

u € LI _(R;WHT(RY)) (see for example Cazenave [19]; Theorem 5.3.1 and Remark 5.3). We only

loc

prove the case t > 0, the case t < 0 following by applying the result for ¢ > 0 to u(—t) solution of
(1.1.1]) with initial value B. We proceed in 2 steps.
Step 1. [lu(t)|lL- < C(sup [|[T(=t)u(t)| x, N, r)|t|_%, for every admissible pair (¢, r) and for all ¢ # 0.
teR
z)2
We have ||2T(—=t)u(t)||r2 = || (z+2itV)u(t)| L2 < C. Moreover, (z+2itV)u(t,x) = 2ite‘l%Vw(t,x).

Using the Gagliardo-Nirenberg’s inequality, we obtain

CETIVNTER e
o < V@ ) N3

[[u(?)]

r = [Jw(?)]

< C (Il + 20tV )u(t) | 1) V)

<CNGE=),

Hence the result.
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Step 2. u € LY(R; WL (RYN)) for every admissible pair (g,r).

By the Strichartz’ estimates and by Holder’s inequality (applying twice), we have

1 @)l ocymwy < C (el sy 1 gz, + 1l o ) ullzaoooywnys (13:3)

[ullLa((s,00)m1m) < O+ Cllu ||a 225 (soeyin 2 1l Ea(S 000w 10), (1.3.4)

for all S > 0 and for every admissible pair (q,r).

Case N>3. We set r = ﬁ](\;\f—@' Since a € (O 4 ) , we have r € (2 ﬁ—N) So we can take ¢

? N=2

such that (¢,r) is an admissible pair. For this choice of 7, we have % = Jg—N and -4 = m.

2 qEZ
By (1.3.4) and the first step we have for all S > 0,

—2
o0 4

_ 4o a
[ullLa((s,00yw2m) S C+C (/ e dt) [l La((s,00);W1)-
S

4o 4
And — 2 51—
I aN -2~ “ N2

o 4o ﬁ ]_
C / t T—a(N=2) dt < =,
So 2

lull a((50,00);71m) < 2C.

. Thus, there exists Sy > 0 large enough such that

and then,

For this choice of (¢, 7), we deduce from (1.3.3) that || f(w)|| 5+’ ((0,00);w2.) < 00. Hence the result for
every admissible pair by the Strichartz’ estimates.

Case N=2. Since a > 1 is fixed, we take r > 2 sufficiently close to 2 to have a > . So, in

2(r—1)

> 2. Moreover,

Holder’s inequality (twice), (1.3.4) and the first step, we have for all S > 0,

r
particular, =3 where ¢ is such that (¢,7) is an admissible pair. So by

2
o0 _ra— 2(7 2) G
[ull La((s,00);w1m) < C+C(/s t dt) ]l La (5,009 W17 -

And ra—22(r—2)

r
Case N=1. We take (1.3.3) with the admissible pair (oo, 2) and apply the first step. So,

2(r—1)

>1 <= a> . And we conclude exactly as the case N > 3.

(@)1 0.00):m1) < C ([lull Lo (0,1):25) + [1ull Lo ((1.00):2))  ull Lo (0,00): 1)

<O+ Ollullfa(1.00).0) S C + C/t’%dt < 0.

Hence the result for every admissible pair by the Strichartz’ estimates. O
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Remark 1.3.2. We set v(t,x) = (z + 2itV)u(t,z). In the same way as the above proof, we can

4
Nio then for every admissible pair
(q,7), v € LI(R; L™ (RY)) (follow the step 2 of the proof of Corollary 7.2.4 of Cazenave [19] ; consider

show under the assumptions of Proposition [1.3.1| that if o >

separately the three cases N =1, N =2, N > 3 and replace the admissible pairs therein by the proof

of Proposition one).

Proposition 1.3.3. Let v* be defined by (1.3.2)). Assume u satisfies (1.3.1) and o >

4
. Th
N2 en,

the following estimates hold.
1. If N =1 then for all t # 0 we have ||T(—t)u(t) — us|m < CJt|~7".
2. If N =2 then for allt # 0 and for any v < v*, we have ||T(—t)u(t) — ux|m < CJt|77.

3. If N >3 then for all t # 0 we have |T(—t)u(t) — ux| g < CJt|™7.
Proof. Denote f(u) = Alu|*u. We only prove the case ¢t > 0, the case t < 0 following by applying the

result for ¢ > 0 to v(t) = u(—t) solution of (1.1.1)) with v(0) = @. In this case, v; = u_ and the result

follows. By applying the Strichartz’ estimates and Holder’s inequality (twice), we have

Ju(t) = T (Ol < ONF @)t ooty < Ol gy oo [lzaey

for every admissible pair (g,7) and for all ¢ > 0. Thus, by Proposition we have

) = T s < Cllal ey, oy
for every admissible pair (¢,r) and for all ¢ > 0.
Now, we conclude by the same way than for the step 2 of the proof of Proposition [[.3.1] using [I] of

this proposition, considering separately the three cases N = 1, N = 2, N > 3, and using the same

admissible pairs. This achieves the proof. O

1.4 Proofof Theorems|1.2.1}(1.2.4}[1.2.5{and Proposition|(1.2.8

Throughout this section, we assume that « satisfies ([1.3.1)).

Proof of Theorem [1.2.1} Since , liim |T(—t)u(t) — us]x = 0 and T'(t) is an isometry on H', we
— o0

have , ligl |lu(t) — T(t)ux|| g = 0. Thus, it is sufficient to prove that , liim lzw(t) — 2T (t)utlz =0

to obtain [l and that sup ||zu(t) — 2T (t)u| L2 < oo and sup ||zu(t) — 2T (t)u_||L2 < oo to obtain
<
L.1.1)

t= x

Suppose that the result is proved for ¢ > 0. Then we apply it to v(t) = u(—t) solution of (|

with initial data v(0) = . Then vy = w_ is the scattering state at +o0o0 of u(—t). And using the
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identity T'(t)y) = T(—t)y which holds for all t € R and for every 1 € L?, we obtain the result for

t < 0. So to conclude, it is sufficient to prove that tlim lzu(t) — 2T (t)ut |2 = 0 to obtain [1] and
—00

sup ||zu(t) — 2T (t)uy || L2 < 0o to obtain We have

>

=

zu(t) — 2T () uy = zu(t) — T(t)xus + 2itT () Vuy

zu(t) + 2itVu(t) — T(t)zus + 2T (t) Vuy — 2itVu(t)

=T@) [(2T(=t)u(t) — vuy) + 2it(Vuy — T(=t)Vu(t))],
for all ¢t > 0. With Proposition we obtain

[zu(t) = 2T ()urllLe < 2T (=t)u(t) — zuyrz + 20 T(=t)Vu(t) = Vuy |2

< 2T (=t)u(t) — zuy || + Ct=O7,

for all ¢ > 0 and for all v € (0,7*] if N # 2 and for all v € (0,7*) if N = 2, where v* is defined by
l} And by assumption, lim [T (—t)u(t) — zuy |2 = 0 and 4* — 1> 0 if and only if a > 5 if
N >3 and a > % if N < 2. Thus, in the above expression, it is sufficient to choose v = v* if N # 2,
and v € (0,7*) close enough to v* if N = 2. Hence the result. O

Remark 1.4.1. Since we do not have the estimate [2] of Proposition for v = ~*, we do not know

4
whether or not sup ||u(t) — T(¢)ut||x < oo and sup ||u(t) — T(t)u_||x < oo when N =2 and a = N
> <

We define the following function h by

vt € (=T., T*), h(t) = [Jzu(t)|2.. (1.4.1)

Lemma 1.4.2. Let u satisfying (1.3.1) and let h be defined by (1.4.1). Then h € C*(R), and we have

W) = 4Im/ (t,x)z.Vu(t,z)dx
vVt € R,
R'(t) = 2J\fozIIVuHILz —2(Na — 4)[[Vu(t)|7--
Furthermore, if A <0,
vVt e R, ||[Vu(t)| 2 < ||Vus] e, (1.4.2)

and if A >0,

Vt € R, |[Vau(t)|r2 > |[Vug||ze. (1.4.3)
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Proof. See Ginibre and Velo [35] or Cazenave [19], Proposition 6.4.2 to have h € C?(R), the expression
of / and Vt € R, h”(t) = ANaE(p) — 2(Na — 4)||Vu(t)||3.. Furthermore, using the conservation of

energy and . ligl [u(t)||La+2 = 0 (Proposition [1.3.1)), we obtain ||[Vu, |32 = 2E(p). Which gives, with

the above identity, the desired expression of h”. Finally, with the equality ||[Vu, |3, = 2E(p) and the
conservation of energy, we obtain (1.4.2]) if A < 0 and (1.4.3) if A > 0. O

Now, we establish 2 lemmas which will be used to prove Theorem [1.2.4

Lemma 1.4.3. Let u satisfying (1.3.1)) and let h be defined by (1.4.1). Assume that A < 0. Then the
following holds.

4 ! 4 ;
i) If a< i then limsup(||lzu(t)|rz — [T () uy|2) < PO + (xu+,zVu+).

o AV
4 R'(0) +4 )

(i) If > then lminf(ou(t)|z: — |eT(us2) > ( >L|V(ﬁﬁ;zv“+).
4 R'(0) + 4 )

) 15 0= then Jim (eu()]s [T O] 2) = O V)

Proof. We proceed in 4 steps.

Step 1. (a) Ifa< % then V¢ > 0, 1/ (t) > h/(0) + 2Na||[Vuy||2,t.
(b) Ifa> % then Vt > 0, 2'(t) = 1'(0) + 8||Vu||7.t.

(c) fa= % then Vt € R, 1/(t) = h'(0) + 8| Vu||2.t.

We integrate between 0 and ¢ > 0 the function h” of Lemma [1.4.2

4

a < N = —2(Na—4) > 0= (a).
4

a > — = —2(Na—4) <0 with (1.4.2) = (b).
4

a=5 = —2(Na —4) =0 =(c).

4
Step 2. (a) Ifa< N then V¢ > 0, b/ (t) < h'(0) + 8| Vu||2.t.
4
(b) If a> N then V¢ > 0, /(t) < 1/(0) + 2Na|Vug ||3.t.
We integrate between 0 and ¢ > 0 the function h” of Lemmam

4
a< = —2(Na—4) >0 and (1.4.2) =(a).

4
a> = (D).

4
Step 3. (a) Ifac< N then Vt > 0,

2|32 + A (0)t + Na||Vug [|326% < h(t) < ||zp||32 + B/ (0)t + 4] Vuy |32
4
(b) Ifa> N then Vt > 0,

2|22 4+ A (0)t 4 4| Vuy||2:t2 < h(t) < ||lzel2s + B/ (0)t + Na||Vuy |22
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(¢) fa= % then Vt € R, h(t) = [|zp||32 + B/ (0)t + 4| Vuy |32

It is sufficient to integrate between 0 and ¢ > 0 the formulas of steps 1 and 2 to obtain the step 3.
Step 4. Conclusion.

We set : g(t) = \/||xtp||2L2 + h'(0)t + 4| Vug ||2.t2, t > 0 large enough.

Then for ¢ > 0 large enough, we have the following asymptotic development :

' (0) 2ol 22 1
t)=2|V t - . 1.4.4
9(0) = 2V ll2t + e o+ e o (5 (1.4.4)
In the same way, for ¢t > 0 large enough, we have :
(zuy,iVuy) - lzus 7 1
T(t =2||V t— -. 1.4.5
I @ 2 = 2 1t = STEEE L o (] (1.4.5)

And, applying the step 3 (a), (1.4.4) and (1.4.5) and taking lim sup, we get (i). Indeed,

t—o0

Jau(t)|| > — [T (¢)uy ]l L2

W (0) [zl (zug,iVuy) [z 7 <1>
A Vupllz A4 Vuy| 2t [Vui 2 4[Vuy |2t t

_ Mo 23 (rus,iVuy)  flouy|Zs 0<1>
4| Vuyllpz ~ AVuyllpzt — ([Vuglze 4 Vug|pet t

< 2| Vuyllret + = 2[[Vuy |2t +

Hence (i) by taking limsup in the above expression.
t—o0

By applying the step 3 (b), 1] and 1' and taking lig g}f, we get (ii) by the same way.
By applying the step 3 (c), (L.4.4) and (1.4.5) and letting ¢ — oo, we get (iii) by the same way. O

Lemma 1.4.4. Let u satisfying (1.3.1). Assume that A < 0. Then the following holds.

4 c
i) I — then liminf t — ||2T'(t > .
(i) If o< then liminf([lzu(t)l|z — [l2T(#)u+[|z2) Vsl
(i) If o>~ then I (lou(®)]lz2 = laT (s l12) < o
ii o > — then limsup(||zu 2 — ||z Uyl|r2) € s——.
N it 8 TS Vug

Furthermore, C = C(sup | T(—t)u(t)||x, N, o, A).
teR

Proof. We proceed in 2 steps. Let h be defined by (1.4.1)).

Na—4

t s
1
Step 1. Vi > 1, —//||Vu(a)||2L2dads <O+ O 4 Ot 4 [VuslPt — 5V [t where

11
C= C’(suﬂg IT(=t)u(t)||x, N, a, A).
te

By Proposition |1.3.1} we have ||u(cr)||‘zif2 < C(sup | T(—t)u(t)|| x, N,a)o~ 2", for all ¢ > 0. With the
teR

conservation of energy and the formula ||Vuy|/2, = 2E(y), we deduce that for all ¢ > 0,
Na
2

IVuilz: = [IVu(o)llf: < C<§‘;§ 1T (=t)u(®)llx, N, o, A)o~

(since A < 0). Integrating this expression over [1,¢] x [1, s], we obtain the desired result.
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Step 2. Conclusion.
(i) Lemma implies that for every ¢ > 0,

t s
h(t) = oplZe + B (0)t + Na|[Vuy |22t — 2(Nor — 4 //Hw I dods. (1.4.6)
0

By (|1.4.6) and step 1, we obtain,

VE> 1, h(t) > C+R(0)t+ Na|Vuy | 242+ Ct 2 —Ct+2(Na—4)||Vug |22t — (N — 4)||Vu |24

4Na

And so for all ¢ > 1, h(t) > C + Ct + (R'(0) — 2(4 — Na)||[Vuy |2, — C)t + 4| Vuy||2,t2. By an

asymptotic development on this last inequality, we obtain

a2 h'(0)—2(4— Na)|Vug|?, - C 1
lzu(t)|| e > 2| Vuy |2t + Ot + Ot "5 + ©) = 2( ) [Vt |2 +0< )

4| Vuy| 2 t

for all ¢ > 0 large enough. From this last expression and (L.4.5)), we obtain (i) (see the end of the
proof of (i) of Lemma [1.4.3)).

(ii) From (|1.4.6) and step 1, we obtain, for all ¢ > 1,

h(t) < C + f'(0)t + Na||Vuy|:t2 oS (Nao — 4)||Vug |22t — (Na — 4)||Vuy |22

4Na

And so, for all t > 1, h(t) < C + Ct + (W' (0) + 2(Na — 4)[Vug |72 + O)t + 4[| Vug ||326%. By an

asymptotic development on this last inequality, we obtain

lzu(t)] L2 < 2| Vuyllp2t + Ct + Ct™ -

na—z  K(0) =24 — Na)||Vul|?2, +C 1
2 W(0) = 2(4— No) | Vuy|[f. + +()
4||VU+||L2

for all ¢ > 0 large enough. With this last expression and (1.4.5), we obtain (ii) (see the end of the
proof of (i) of Lemma [1.4.3)). O

Now, we are able to prove Theorem [1.2.4]
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Proof of Theorem As for the proof of Theorem |[1.2.1] it is sufficient to show that
| Jlzw(®)||L2 — 2T (t)us | L2| remains bounded as ¢ — oo. Lemmas and achieve the proof

and give the desired estimates. O

Now, we establish 2 lemmas which will be used to prove Theorem [1.2.5] The proof is very similar

to the Theorem [[.2.4] one.

Lemma 1.4.5. Let u satisfying (1.3.1)) and let h be defined by (1.4.1). Assume that A > 0. Then the
following holds.

R(0) + 4(zuy, iVuy)

4
() If o< then liminf(zu(t)]|z2 — 2T (D |r2) >

N 4| Vuy| 2
. 4 : R(0) + 4(zuy, iVuy)
i) If o> — then limsup(||lzu(t — |l2eT(t)u < .
(@) 1f > 5 then Tmsup(leu(t)]zs — [T (O |1) < “O LS
4 Rh'(0) + 4 )
(i) If a= then Jim (ou(t)z: ~ o0l ) = O,
Proof. We proceed as for the proof of Lemma [1.4.3] using (|1.4.3]) instead of (1.4.2]). O

Lemma 1.4.6. Let u satisfying (1.3.1). Assume that A > 0. Then the following holds.

4 C
i) I < — then li t — ||zT(t < ——.
() If o< then lmsup(jlau(t)|re — 2T ®)us|z2) Vaurles
(i) If a> L then limi f(llzu(®)lL> — [T (t)ug ] L2) = ¢
ii a > — then liminf(||zu — |zT(t)u >
N o0 L i [V
Furthermore, C' = C(sup ||T(—t)u(t)||x, N, a, A).
teR
Proof. We proceed in 2 steps.
t s
a— 1
Step 1. Vt > 1, —/ Vu(o)||22dods > —C — CtF — Ct+ [Vauy |32t — §||VU+H%2t2, where

11
C= C(suﬂlg IT(—t)u(t)||x, N, o, A).
te

By Proposition 1.3.1} we have [[u(0)||$$2, < C(sup |T(—t)u(t)| x, N, a)o~ 2", for all ¢ > 0. With the
teR

conservation of energy and the equality ||Vug||2, = 2E(p), we deduce that for all o > 0,
_Na
IVullze = IVu(o)ll7. > —C(ilelﬂg IT(=t)u(t)llx, N, o, o~ 2

(since A > 0). Integrating this expression over [1,¢] x [1,s], we get the desired result.
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Step 2. Conclusion.

First, note that we have for all ¢t > 1,

// V(o) |22dods
/ / V()2 dods + / [ Ivuto) dods + / | Ivu(o)3adods
/ / V()2 dods + / [ 19u(o)3adods.

And so,
t s t s
/ / IVu(o)3adods < Cllmn,N.a N+ [ [ 19u(0) 2adods,
0 11
for all ¢ > 1. And we proceed as for the proof of Lemma O

Now, we are able to prove Theorem |1.2.5

Proof of Theorem As for the proof of Theorem it is sufficient to show that
| lzu(t)|| L2 — ||#T (t)u4 || 12| remains bounded as t — oo. Lemmas and achieve the proof

and give the desired estimates. O

Proof of Proposition [1.2.8] By Cauchy-Schwarz’ inequality, we have
Hlzu@)llzz = 2t Vu(t)|| 2] < [#T(=t)u(t)| L2, (1.4.7)

for all t € R and for every A # 0.

We have also the following estimate.

(e iVuy) | Jeul3e (1
T(t =2t|V - -, 1.4.8
T o 1 = 20 Voo = SR L o (2 (1.4.8)

for all ¢ > 0 large enough and for every A # 0.
We first establish [I] in the case ¢t > 0 that we note in this proof [[]. [I] in the case ¢ < 0 is obviously

noted [I]-. By (1.4.7), (1.4.8) and (1.4.2)), we have

leu(@)le = 2T (t)ur |2

< 2 Vu®)| e + l2T(=t)u()ll L2 — 2t Vuy |2 +

(zug,iVuy) g7 <1>
[Vuy || g2 4| Vuy[ g2t

(zuy,iVuy)  [lzug]l7e +0<1>
V]2 4| Vuy |2t

< aT(-tu®) 2 + t

for all ¢ > 0 large enough.

Hence by taking lim sup in the above expression. follows by applying|l];. to v solution of (1.1.1

t—o0
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such that v(0) = @. Indeed, by uniqueness v(t) = u(—t) and so vy = u_. Then, using and the
identity T'(t)1) = T'(—t)3 which holds for all ¢ € R and ¢ € L2, we obtain .

Using (1.4.3)) instead of (1.4.2)), we obtain [2| by the same way. O

1.5 Proof of Theorem 1.2.10

Proof of Theorem We proceed in 2 steps.

Step 1. We have [I] and [3]

It is well-known that there exist vy € X such that T(—t)u(?)
[25]). The result follows from Remark

Step 2. We have

We set v(t,z) = (z + 2itV)u(t,x), w(t,z) = e’i%u(t,x) and f(u) = Mu|*u. Since T'(¢) is an

2 N
isometry on H!(RY), we only have to show that 2T (—t)u(t) i—ilt—)e zus. We have X — Lt2(RV),

——— vy (Cazenave and Weissler
t—Foo

thus u(t) — T(t)us % 0 and so lim lu(t)||pat+2 = im T (t)us || pa+2 = 0. Therefore, since
4
a > N,
u € LYR; WH(RY)), (1.5.1)
v e LYR; L™ (RY)), (1.5.2)

for every admissible pair (g,r) (see for example Cazenave [19], Theorem 7.5.3 for ([L.5.1]); following
the proof of this theorem with v instead of u, yields (L.5.2)).

From (1.5.2) we have in particular, v € L>=(R; L?(R")) and so by Proposition
_2
Ju()ll- < CJt]" 7, (1.5.3)

for every admissible pair (¢, ) and for all ¢ # 0.

We have the following integral equation. For all t € R,

+oo

u(t) =T{t)ug — i / T(t —s)f(u(s))ds,

from which we deduce,

+oo
vt e R, T(t)(zT(—t)u(t) — zuy) = —i / T(t — s)(x+ 2isV) f(u(s))ds. (1.5.4)
We also have (z + 2itV)u(t,x) = 2itei%Vw(t,x). Moreover, e_i%f(u(t,x)) = f(w(t,x)). Thus,
(x4 2itV) f(u(t,z)) = 2it6i%Vf(w(t,x)), and so |(x + 2itV) f(u(t, z))| = 2|t||V f(w(t, z))|. Finally,
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[(x42itV) f ()|~ =2tV f(w)] .~ < ClE||||w|*Vw]| .. From this inequality, by using the Hélder’s

inequality twice, we deduce that (note that |w| = |ul)

ro |[(z + 2itV)ul[ Lo, L), (1.5.5)

qo
q—2 (I7L r—2 )

I +2aV) f () po 1,1y < Cllull?

for every admissible pair (¢, r) and for any interval I C R. From (|1.5.4)), from the Strichartz’ estimates,
from ([1.5.5) and from (|1.5.2), we have
[T (=t)u(t) — zuyl|p2 = |T(#) (2T (=t)u(t) — zuy)l|L>

< Cll(z +2isV) f (Wl L (1,000 1)

(e}
< OHUHL% ((t,00);L ) ) Hq}HLq(R:LT)

< C”u”aﬂ ra_
La=2((t,00);L7=2)

for every admissible pair (¢,r) and for all ¢ > 0.
We use this inequality with the admissible pair (g, r) such that » = o+ 2 and we apply (1.5.3)). Then,

q—

20—(9=2) t 500

leT(=t)u(t) — zuy|e < C (/ s_tf%ds) ’ <Ct™— « /20,
t

4
since a > ~ =—> 2a > q — 2. Hence the result. The case ¢ < 0 follows with the same method. O
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Abstract
In this paper, we consider global solutions for the following nonlinear Schrédinger equation
e + Au + Au|*uw = 0, in RY, with A e Rand 0 € a < ﬁ (0 € a < 0o if N = 1). We show that
no nontrivial solution can decay faster than the solutions of the free Schrodinger equation, provided that «(0)
lies in the weighted Sobolev space H'(R™)N L2(|z|?; dz), in the energy space, namely H'(R™), or in L*(RY),
according to the different cases.

2.1 Introduction and notations

We consider global solutions of the following nonlinear Schréodinger equation,

ou
LN Oy = RY
o T AuFAul"u =0, (t,7) € [0,00) x R, (2.1.1)

u(0) = ¢, in RY,

1

where A\ e R, 0 < a < (0L a<ooif N=1) and ¢ a given initial data.

N -2
Tt is well-known that if we denote by T'(¢) the Schrodinger’s free operator, then for every r € [2, 00]

and for every ¢ € L (RN),

vt € R\ {0}, [Tl < (@nlt) ™) |gll,, (2.1.2)

—1- P N-2

then ¢ € L™ (RY) and ||¢|| . < C(ll¢ll2, [|¢] L2). Furthermore, the estimate (2.1.2) is optimal in

where 7’ = —Z—. Note that for every r € {2 N ) (r € [2,00) if N = 1), if p € L2(RY) N L?(|z|?; dx)

29
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the following sense. For every r € [2, 00| and for every ¢ € S’(RY), if ¢ # 0 then

1timi1nf|t|N(%*%) IT()¢|| 1 > 0. (2.1.3)

For the proof, see Strauss [70]. See also Kato [52]. In the same way, there exist some solutions of
the nonlinear Schrédinger equation which have a linear decay (in the sense of ) See for
example Cazenave [19], Theorem 7.2.1; Hayashi and Naumkin [47]. In particular, these solutions lie in
HY(RM)NL2(|z|?; dz). On the other hand, we know that there exist solutions of some heat, Ginzburg-
Landau and Schrédinger type equations which have a decay rate faster than the corresponding linear
problem (Hayashi, Kaikina and Naumkin [42] [43]). Take an example. Let u be a classical solution
of the heat equation u; — Au + |u|®u = 0, (t,z) € [0,00) x RV, with initial datum uy € L>(RY),
ug Z 0 and ug > 0 a.e. Then we have by the maximum principle, ||u(t)|| L~ < (ozt)_é, for every t > 0,
whereas for every t > 1, |[e/®uq||p~ > Ct~ 7, for some constant C' > 0. Thus, if 0 < a < 2 then u(t)
decays faster than e*®ug. So, it is natural to wonder if some solutions of the nonlinear Schrédinger
equation may have faster decay than the solutions of the linear equation. We will see that such
solutions do not exist (except the trivial solution). There exist partial results in this direction. This
is the case for « = 2 and N = 1 (Hayashi and Naumkin [47]), or for @ > a, where ayg is given by

ap = 7(N72)+2”JJ\>72+12N+4 (Cazenave and Weissler [28], Corollary 3.9).

This paper is organized as follows. In Section [2:2] we give the main results concerning the solutions
lying in H*(RY) N L%(|x|%;dx) and in H'(RY). In Section we give the main results concerning
the solutions lying in L?(RY). In Section we give several estimates for large times and establish
Lemma which asserts that the existence of a scattering state in L2(R") implies a maximum
rate decay which is linear (in the sense that the solution satisfies (2.1.3)). Lemmal[2.4.5]is at the heart
of the results of this paper. Finally, we will prove the results for solutions in H*(RY) N L?(|z|?; dx)
and H'(RY) in Section and those for solutions in L?(R") in Section

We finish this section by giving some notations and we recall an embedding property of the
weighted Sobolev space L?(R™) N L2(|z|?;dx), which will be used to prove the results for solutions
lying in this space, and some results of the solutions of the nonlinear Schrédinger equation .

We design by Z the conjugate of the complex number z and A = g:l 8872?' For p € [1, 0], we denote
by p’ the conjugate of p defined by 1% + 1% = 1 and by LP(RY) i_LP(RN;(C), with norm || . || s,
the Lebesgue spaces. H'(RY) = H*(RY;C) with norm || . || 51, is the well-known Sobolev space and
we use the convention WOP(RN) = LP(RY) and HO(RY) = WO2(RY) = L2(RY). We define the
Hilbert spaces Y = {¢ € L*(RY;C); [¢|ly < oo} with norm |[¢||3 = 11172 @y +R[V |lz|2)ep(z) |2 d
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and X = {¢ € H'(RY;C); |[¢|x < oo} with norm [[¢|% = ||1/J||§{1(RN) + ujf\]|x|2|¢(x)|2dx. For a
functional space E C S'(RY) with norm || . ||z, we write || f||zr = co if f € S’HERN) and if f ¢ E. We
design by (T'(t))ier the group of isometries (e™?);cr generated by iA on L?(RY;C) and by C the
auxiliary positive constants. Finally C(a,aq,...,a,) indicates that the constant C' depends only on
parameters ai,as,...,a, and that the dependence is continuous.

It is clear that Y is a separable Hilbert space and that ¥ — L (RM) with dense embedding, if
re28%) (re2od if N =1).

We recall that for every ¢ € HY(RY), has a unique solution u € C((—=T,T*); H'(RY))
which satisfies the conservation of charge and energy, that is, for all t € (=T%,T*), ||u(t)|lL2 = ||¢llL2
and E(u(t)) = E(p), where E(p) e 1|Vel2, — a%rzHcpH%ﬁg Moreover, for every admissible pair
(g,7) (see Definition below), u € LL ((=Ty,T*); Wh"(RY))). In addition, if A <0, if a < +
or if |¢||g1 is small enough then T* = T, = oo and ||u||peom;z1) < oo. Finally, if ¢ € X then
then u € C((=T%,T*); X). See Ginibre and Velo [33 B4, B35, B7, [38], Kato [50, BI]. See also
Cazenave and Weissler [21, 23]. We are also interested by solutions in L2(RY™). We recall that if
0 < ac< % and if ¢ = 4(%22), then for every ¢ € L?(RY), equation has a unique solution
u € C((=T\, T*); L*(RN)) N L ((=T%, T*); L*T2(RY)), which satisfies the above conservation of
charge. In addition, for every admissible pair (¢,7), u € LL ((~=T%,T*); L"(R")). Finally, if a < &
then T = T, = co. See Tsutsumi [75]. See also Cazenave and Weissler [22] 24].

Definition 2.1.1. We say that (g, r) is an admissible pair if the following holds.

(i) 2<r<E 2<r<>if N=2,2<r<cif N=1),

S w2
== 2 _ 1 1
(i) 2=N(z-7) \

-
Note that in thi 2<¢g< dg= —F——.
ote at 1In 1S case q o0 and q N(',"_Z)

Finally, we recall the Strichartz’ estimates. Let I C R, be an interval, let to € I, let (¢,7) and

(7, p) be two admissible pairs, let ¢ € L2(RN) and let f € LY (I; L?' (RN)). Then the following integral
¢

equation defined for all ¢t € I, u(t) = T(t)p + z/ T(t — s)f(s)ds, satisfies the following inequality
to

llullLacr,ry < Collell L2 —|—C1||f||mr(I;L,J/), where Cy = Cy(N,r) and C; = C1(N,r, p). For more details,
see Keel and Tao [55].

2.2 Sharp lower bound

Theorem 2.2.1. Let A < 0,0 < a <

N3 0<a<ooif N=1), p € H(RY) and u be the

4
corresponding solution of (2.1.1). If a < N then assume further that ¢ € X. If ¢ # 0 then for every
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r € [2,00],

lim inf [¢/¥ (2 =5 |u(t)[| .- > 0.
t—o0

Theorem 2.2.2. Let A > 0,0 < a <

N5 (0<a<ooif N=1) and ¢ € HY(RY) be such that

4
the corresponding solution u of (2.1.1) is positively global in time. If o < N then assume further that

p € X. If o £Z0 then for every r € [a + 2, 00],

4
litminf|t\N(%_%)||u(t)||Lr >0, if a< 4,

4
L7'>O, ’Lf Oé>ﬁ.

limsup [¢[¥ (2 =7) u(t)]
t—o0
And if there exists p € [a + 2, 00| such that limsup |t‘N(%_%)HU(t)||Lp < 00 then for every r € [2,00],
t—o0

htminf|t\N(%*%) 1> 0.
—00

u(®)]

Remark 2.2.3. Theorems and assert that if u is a solution of (2.1.1) with A € R, a =0
and initial data ¢ € X, then for every r € [2, o0, litminf |t\N(%_%)||u(t)||Lr > 0.
— 00

4

Ntz (a > 2 if N = 1), we may obtain an optimal lower

In the attractive case and when o >

bound. Tt is sufficient to choose ||| x small enough (see corollary below).

4
11 2.2.4. Let _— 2 if N =1 X be th
Corollary e/\>O,N+2<a<N_2(<oz<oozf ), p € and u be the

corresponding solution u of (2.1.1). If ¢ # 0 and if ||p||x is small enough then u is global in time and

for every r € [2, 00,

liminf |¢[Y G =) |Ju(t)[| - > 0.
t—oo

When o = %7 we may suppose that ¢ € H'(RY) instead of ¢ € X, as shows the following

proposition, provided that |||/ g1 is small enough.

4
N PE HY(RYN) and u be the associated solution of (2.1.1)).

If ¢ £ 0 and if ||¢|| g1 is small enough then u is global in time and for every r € [2, 00],

Proposition 2.2.5. Let A € R\ {0}, a =

liminf|t\N(%7%)
t—oo

|u(t)|| - > 0.

Remark 2.2.6. The lower bounds obtained in Theorems and are optimal with respect to
the decay. In particular, if u is any nontrivial solution of (2.1.1), then the following estimate never

occurs.

Ve > 0, [Ju(t)l|z- < Cle NG ()2, (2.2.1)
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for some r > 2 and § > 0. This is very surprising since some above results are established for solutions
of some heat or Ginzburg-Landau equations (see the beginning of Section [2.1)). For example, such

estimates are obtained for the solutions u of the Schrodinger equation
Up — Upy +ilul’u =0, (t,2)€[0,00) xR,

if ||u(0)||x is sufficiently small (Theorem 1.1 of Hayashi, Kaikina and Naumkin [43]). Furthermore, if
o> % then Theoremsandare optimal with respect to the assumption on the initial data ¢,
that is o € H'(RY), in the sense that H!(RY) is the smallest functional space in which we must take
¢ to have a solution. On the other hand, when a < %, we have to make the additional assumption
on initial data ¢, that is ¢ € X. This request is very reasonable since this is in this functional space

that we obtain solutions of (2.1.1)) which have a linear decay (see the references cited in Section [2.1)).

Remark 2.2.7. Note that all the results of this section and Section hold for t < 0 as soon as the
solution u is negatively global in time. Indeed, it is sufficient to apply the case ¢ > 0 to the solution
positively global in time @ solution of (2.1.1)) with initial data %. Since @(t) = u(—t), the result for

t < 0 follows.

2.3 Main results in the Lebesgue space

As show the results of Section [2.2] if we suppose a suitable asymptotic behavior of the initial
value (u(0) € X if @ < +, u(0) € HY(RY) if a > %), then we have a sharp lower bound. In
particular, under the hypotheses of Section such results do not allow estimates of type ,
for any nontrivial solution of , for some r > 2 and 6 > 0 (see Remark . In this section, we
establish some lower bounds which eventually allow estimates on the above type, only if a is small
enough (see Theorem below). The loss of sharp estimate is compensated by a weaker assumption
on u(0), that is u(0) € L*(RY) if a < +. As we can see, this hypothesis is optimal with respect to
the integrability of the initial data, in the sense that we make the minimal assumption on «(0) to
have existence of a solution. But when o > %, Theorems and are optimal with respect to
the lower bound and to the assumption on u(0). So we only have to consider the case o < %. On the
other hand, if a > %ﬂ (a > 2if N =1), then the sharp estimate still holds (see Theorems and
below). However, we have to make an additional decay assumption on the solution u (v must

satisfy (2.3.1)).
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4 4
Theorem 2.3.1. Let A € R\ {0}, ) <a< N 2<a<4if N=1), p€ L2RY) and u be the

corresponding solution of (2.1.1). If a = N then assume further that u is positively global in time.

Suppose that for every r € |2, %) (re[2,00) if N=1),

Vit >0, [u@)|]- < Ol NG), (2.3.1)
Then we have for every r € [2, 0],

ligrninf|t\N(%_%)||u(t)||Lr > 0.

—(N—=2)+vN2+12N 11 4
Theorem 2.3.2. Let A € R\ {0}, let g = = 2)+2]J\>/2+12N+4, ap < a < N e L2(RYN) and u

4
be the corresponding solution of (2.1.1). If a = N then assume further that w is positively global in

time. If there exists r € [ + 2, 00| such that u satisfies (2.3.1)) then for every r € [2, 0],

ligrninf|t\N(%_%)||u(t)||Lr > 0.

Remark 2.3.3. When ¢ € L?(RY), the condition (2.3.1)) makes sense. Indeed, we have by the
Strichartz’ estimates that u € L{. ([0, 00); L"(RY)), for every admissible pair (g, ). This yields, u(t) €

loc

L"(RY), for almost every ¢t > 0 and for all r € [2, 1\2,—1_\]2] (ref2,00)if N=2,r€[200]if N=1).

Remark 2.3.4. As shows Lemma[2.4.3] Theorem [2.3.2]has less restrictive assumptions than Theorem
when a > «g. Indeed, we do not have to suppose that u satisfies for all . We may only
assume that it is satisfied for r = « + 2. Furthermore, estimates of type do not occur. This
lightly improves the result given by Cazenave and Weissler [28] (see Corollary 3.9 of this reference).
Finally, Theorem 2.3.2]can be extended for a = ay in the following sense. If there exists r € [ag+2, <]
and € > 0 such that for all ¢ > 0,

lu(®) |- < Clt|~NE=7) e, (2.3.2)
then for all ¢ € R, u(t) = 0. See the proof of Theorem for the justification.
Remark 2.3.5. In the case where a < %ﬂ (a < 1if N = 1), we have the following result. Let
4
AeR\{0},0<a< N2 (0<a<1if N=1),p¢c L*RY) and u be the corresponding solution
of (2.1.1). Let r € [2, 00]. If there exists € > 0 such that

4—a(N+42) +€)

()] an < Ot~ (4 . if N>3,

r(l—a)4o

- < O|t|_2(§_?)_7_5 if N=2, (2.3.3)

3
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for all t > 0, then for all £ € R, u(t) = 0. See the proof of Theorem for the justification. When

4
N >3 and a = N1 the result is the same if we have (2.3.3]) for some r € [%,oo} . Indeed,
by Lemma this hypothesis leads to l) with r = ﬂ When a < N+2 (a <1iHN=1),

estimate (2.3.3)) is a very strong assumption since it implies that u decays faster than the solution

of the linear equation. Furthermore, there is a gap between the admissible and the non-admissible

powers of decay (compare (2.3.1)) with -

2.4 Estimates at infinity

Proposition 2.4.1. Let A € R\ {0}, m € {0;1}, 0 < a < O<a<oif N=m=1 and

4
N —2m
if N >2and m = 1), p € H*(RY) and u € C((=T., T*); H™(RY)) be the unique

0< < 1
a
N -2
corresponding solution of (2.1.1). Assume that T* = oo. If there exist to > 0 and (v, p) an admissible

L% L oo if N =1) such that

pazrwzth 5 < 00 and 2 < <ﬂ(2§%<ooif]\7:2,2§p_2

p 2 N N-2
uwe L2 ((to, 00); L7-2 (RN)), then the following properties hold.

1. uw e L((0,00); W™ (RN)), for every admissible pair (q,r),
2. There exists uy € H™(RN) such that tlirglo IT(=t)u(t) — us| gm = 0.
A similar result holds for t < 0.
Proof. By remark we only have to show the case t > 0. We proceed in 2 steps. Set f(u) = AMu|*u.
Step 1. f(u) € LY ((to, 00); W™ (RN)).
We first show that u € L7((0,00); W™?(R"Y)). We already know that u € L ([0,00); W™ (RY)),

for every admissible pair (g,r). We have the following integral equation.
VS >0, Vt>0, ut) =T — S)u(S) + i/T(t —8)f(u(s))ds.

So we have by the Holder’s inequality (applied in space-time) and Strichartz’ estimates,

1L L (20,8, wm ety < Cllu H; 2 ((to,00)i L2 2)||“||L7((0 £);Wme), (2.4.1)
lull 2 (5,6 wmo0) < 04-00||UH23112 0o);L 22 Nl v ((s,6); Wm0, (2.4.2)

for every tp < S <t < oc0. Since u € L%((to, 00); L2 (RY)), there exists Sp > to large enough such

that CO||u|| o < 1/2, where Cj is the constant in (2.4.2). So with ([2.4.2)), we obtain
77 (So,00)iL77)

||u||L’y((SO,t)’Wm,p) 20, for every t > Sp. It follows that ||ul| 1 ((sy,00);wmey < 2C and so we have

u € L7((0,00); W™*(RM)). Hence the result by letting ¢ / oo in (2.4.1)).
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Step 2. Conclusion.
By Step 1 and Strichartz’ estimates, u € L%((0,00); W™ (RY)), for every admissible pair (g, 7). Then
follows. From the Strichartz’ estimates and by the fact that 7'(¢) is an isometry on H™(RY), we

obtain for every 7 >t > t,

t,7—00

[T (=t)u(t) = T(=)u(r)lam < CIF (W)l (@rywmery — 0,
by Step 1. Hence [2| This concludes the proof. O

Remark 2.4.2. Note that by assumption, one always have % > 0. However, it may happen that
% < 1. This is clearly not a problem since the above proof still holds and that we do not use the

triangular inequality.

4
N —2m

N3 if N >2andm = 1), ¢ € H*(RY) and u € C((—T,,T*); H"(RN)) be the
corresponding solution of . Assume that T* = co. If there exist r € (2,00], € 2 0 and a constant
C = C(t) > 0 such that u(t) satisfies for some t > 0, then for every p € (2,r], there exist

e(p) = 0 and Cy(t) > 0 such that

Lemma 2.4.3. Let A € R, m € {0;1}, 0 € a < O<a<©if N=m=1 and

0 <ac<

()|l e < Co(t)tN(3=3) =), (2.4.3)

where the function p — e(p) is continuous from (2,7] to [0,00) and satisfies e(p) >0 < &> 0. If
C' is independent on t then Cy is also independent on t. Finally, if (2.3.2)) is satisfied for every t >0
then 1) is satisfied for every t > 0, and if htrEg)lfC(t) =0 then htrgg)lf Co(t) = 0.

rp—2

Proof. Let p € (2,7]. Set 0 = or 2’ e(p) = €6 and Cy(t) = C(t)?. Then 6 € (0,1] and 0 satisfies
1 1-0

= + —. By Hélder’s inequality and conservation of charge, we obtain

p r

1 1

u(®)| 2o < [Ju@®)| 228 lu@)]|S. < C@)°|tNGE=DA=O=NG=00-20 < gy (1)[¢| =Nz =5)==0),

Hence the result. O
_4
N —2m
if N>2andm=1), p € H'"(RY) and u € C((-=T.,T*); H™(RY)) be the

Lemma 2.4.4. Let A € R\ {0}, m € {0;1}, 0 < o < O<a<ooif N=m=1

do < <
an a< 55

corresponding solution of (2.1.1f). Assume that T* = oco. If u satisfies (2.3.1)) for every r € [2, %)

(ref2,00)if N=1) andif a > ﬁ (a > 2 if N = 1), then there exists an admissible pair (v, p) with

1< 15 <ooand2 < L5 < = (2< 255 < oo if N =1) such that u € L7-2((1,00); L7-2 (RN)).
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Proof. We distinguish 3 cases : N >3, N=2and N = 1.
Case N =23. Set p, = m Since 0 < a < — then 2 < p, < 2N . Let v, > 2 be such that

(Y, p«) is an admissible pair. For this choice of p,, we have ﬁ = 1\27N2 and ,in2 = = a(N 57 When

N+2 2N

a < , we have p, < NT2)-Na  a> N+2 Let p > p., p sufficiently close to p. to have
p L5 >2. Ifa < N+2 , then we also choose p < ﬁ Since p > p. then % < 72 and so there

exists v > 2 such that (v, p) is an admissible pair. Then m = m By (2 we have,

o0 o0
el a—2(p—2)
72, ey = [ N7 2, de < c/thﬁmﬁ<m
L7 (1,000,177
1 1
Indeed, if a < 232 then N% >1 <= p< ﬁ and if o > 2F2 then we always have
N%m > 1. So, for this choice of (v, p), u € L7-2((1,00); L7-2 (RY)).
Case N=2. Since a > 1 is fixed, we can choose p > 2 sufficiently close to 2 to have a > 2(‘77;1).
In particular, this implies that % > 2. Moreover, ﬁ = £ where v > 2 is such that (v, p) is an

admissible pair. By (2.3.1) we have,

oo oo
e oo a—2(p—2)
i ol e S
L372 (1,00)5L7-2 ) L#=
1 1

since w >1 = a> 2(p Y. Sow e L3%((1,00); L7-2 (R2)) for this choice of (v, p).
Case N=1. Since o > 2 is fixed, we can choose p > 2 sufficiently close to 2 to have o > 3’)—;2. In
(7

particular, this implies that pp_2

admissible pair. By (2.3.1)) we have,

> 2. Moreover, ﬁ = m where v > 2 is such that (v, p) is an

(oo}
2 +2 pa—2(p—2)
[|u ||W ||u |” At < C [ 7R dt < oo,
)L" 2)
1

L 2((1

pa

since %(32) >1 < a> Spp 2 So for this choice of (v, p), u € L7-2((0,00); L7-% (R)). O

As seen in Section the crux of the proof of results of this paper is based on the following

lemma.
4
Lemma 2.4.5. Let A € R\ {0}, m € {0;1}, 0 < a < N _—am O<a<ooif N=m=1
4
and 0 < a < N3 if N >2andm = 1), o € H*(RY) and v € C((~T,,T*); H"(RY)) be the

corresponding solution of (2.1.1)). Assume that T* = oco. If ¢ # 0 and if there exists u, € L?*(RY)
such that tlim IT(=t)u(t) — utl|lpz =0, then for every r € [2, 0],

tim inf [£¥ (=) u() - > 0.
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The proof of Lemma [2.4.5|is based on the pseudo-conformal transformation.
For every positively global solution u of (2.1.1)) with initial data ¢ € L?(R"), we define the function
v € C(0,1); L2(RV)) by

t i e
vt €[0,1), a.e.z € RN, v(t,z) = (1 — t)_%u <1t’ T z t> e '1a-1, (2.4.4)

A straightforward calculation gives for every p € [1,00] and for all ¢ € [0, 1),

),

lv(®)llz2 = llellL2s (2.4.6)

=

o(®)]| = (1 — )~ NG- (2.4.5)

where the last identity comes from (2.4.5) and from conservation of charge for u. Note that (2.4.5))
makes sense as soon as u (%_t) € LP(RY). When ¢ € X, we obviously have v € C(]0,1); X) and so

we may define for all ¢ € [0, 1),

1 4—Nao )\ a+2
E(t) = 5(1—t) = [Ve@®)]7: - m””(f)llﬁu,
1 . )\ Na a-+2
By(t) = gli(@+2i(1 = )V)o(0)ll7: = —= (1 =0 F o) 3%
Then for all ¢ € [0, 1),

d Na—4 2-Na

4w = X0 = e, (2.47)
d
—FEs(t) = 0. 2.4.
4 Byt =0 (2.48)

For the proof, see Proposition 3.8 and formulas (3.20) and (3.21) of Cazenave and Weissler [25].

Proof of Lemma We argue by contradiction. Let v € C([0,1); L>(RY)) be the function
defined by (2.4.4). Assume that there exists r > 2 such that

tim inf ¢ (=% |lu(t)]| - = 0,

Then, we shall show that ¢ = 0.
By conservation of charge and Lemma we may assume that 2 < r < % 2<r<oif N=1).
Since u(t) € L"(RY) for almost every ¢ > 0, it follows that v(t) € L"(RY), for almost every ¢ € (0, 1).

By (2.4.5), we have

lim inf » = 0. 2.4.
im in [o()|| - =0 (2.4.9)

By hypothesis, there exists u; € L?(RY) such that tlim IT(—t)u(t) — uy||r2 = 0. From Proposition
3.14 of Cazenave and Weissler [25], this implies that there exists w € L?(R") such that

lim [[u() — w2 = 0. (2.4.10)
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From (2.4.9) and (2.4.10]) we deduce that }% lv(t)]| 2 = 0, from which it follows with the conservation

of charge (2.4.6)), |||z = 0. This is absurd since ¢ # 0. Hence the result. O

2.5 Proof of the results of Section 2.2

Our strategy is the following. We show that if a solution u of has a decay rate too fast,
then the corresponding function v given by the pseudo-conformal transformation must converge to 0
in a Lebesgue space LP(RY), for some 2 < p < co. But these functions also satisfy the conservation
of charge. And by using the embedding Y < LP'(RY) or the existence of a strong limit for v(t) in
L*(RYN) ast /' 1, we deduce that v(t) = 0, that is u(t) = 0, for all ¢ € R.

In order to show Theorems and we split the proof in 2 cases, which are a < % and

4
o> 5

4
Lemma 2.5.1. Let A € R, 0 < o < N P € X and let uw € C((—Tx,T*); X) be the corresponding

4
solution of (2.1.1). If a« = N then we suppose that T* = oo. If ¢ £ 0 then

liminf |¢[¥ G =) Ju(®)||- > 0,
t—o0
for every r € [2,00] if A <0, and for every r € [a + 2,00] if A > 0.

Proof. We argue by contraposition. Let v € C([0,1); X) be the function defined by (2.4.4]). Assume

there exists r > 2 if A <0, and r > o+ 2 if A > 0, such that

1itminftN(%*%)|\u(t)|

1 = 0.

Then, we have to show that ¢ = 0.
By conservation of charge, if r = 2 then ¢ = 0. So we may assume that r > 2. Furthermore, by Lemma

we also may assume that r < 225 (r <ocoif N=1)if A< Oorifa=0,andr =a+2,ifA >0

and if o > 0. Since lipinftN(%7%)||u(t)||Lr = 0, it follows from (2.4.5) that 11£I1/i{1f||v(t)||Lr = 0.

Thus, there exists a sequence (t,)nen C (0, 1) satisfying t,, ——» 1 such that

lim [Ju(t,)]|z- = 0. (2.5.1)

n—oo

If A <Oorif o =0 then by (2.4.6) and (2.4.7)), we have sup (1—¢)||Vo(t)||L2 < oo, which leads with
te[0,1)
2.4.8)) and (2.4.6), sup |[v(t)]y < oo.If A > 0 and if @ > 0 then by (2.4.7) and (2.5.1)), we have for
tel0,1)
Na—4

alln e N, ||Vo(ty)|lrze < C(1 —t,)" 1 . It follows that,

o

(1= ta)[Vota)ll 12 < C(1 = t,) % 2220,
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and with (2.5.1) and (2.4.8)), we deduce that sup ||zv(t,)||Lz < oco. This last estimate yields with

neN
(2:2.9),

sup |[v(tn)]y < oo. (2.5.2)
neN

It follows that for A € R and for a € [O, %] , we have 1) From |) Holder’s inequality, from
the embedding Y — L (RN), from (2.5.2) and (2.5.1), we obtain

1 1 1 n—oo
lellze = lottlize < ol eIl < Clloa) ¢ et < Cllo)lF. 2= 0.
So |l¢]lLz = 0 which is ¢ = 0. Hence the result. O

Proof of Theorem m Ifa< % then the result comes from Lemma So we may assume that
o> +. Since A < 0 and a > 4, there exists uy € H'(R"Y) such that tlim IT(=t)u(t) — uy|lgr =0
(Glmbre and Velo [39], Nakanishi [62] 63]). The result comes from Lemma [2.4.5] O

Proof of Theorem We proceed in 4 steps. Let v € C([0,1); L2(RY)) be the function defined

by @0,

Step 1. If @ > + and if limsup N (- a5) |lu(t)|| a+2 < C then there exists u, € H*(RY) such that

t—oo
Jlim [ T(=t)ut) = u | = 0. (2.5.3)

4(a+2) Then (¢, + 2) is an admissible pair. Since u € C([0,00); H*(RY)) and that

(
([O,oo);Lo‘“(RN)). Since o > +, then % > 1 and

Let ¢ =
HY(RY) — LO‘H(RN) then u € L7

loc

it follows that

=2 ((1, LC““)

o0
Q- 2 [ *%
el Hu JiZ,dt < C [ 0D dt < oo,
1

Therefore, u € L2 ((0,00); L*2(RN)) and the result comes from Proposition m
Step 2. If o # 0 and if @ < + then for all 7 > a + 2, litrglrolftN(%_%)Hu(t)HLr > 0.
The result comes from Lemma 2571

Step 3. If ¢ # 0 and if @ > + then for all 7 > a + 2, limsuptN(%_%)Hu(t)HLr > 0.
We argue by contraposition. Assume that there exists rt;)(jz + 2 such that

limsup £ (2= [|u(t)[| - = 0.

t—o00

Then, we have to show that ¢ = 0.
By Lemma we may assume that r = « + 2. Step 1 implies that there exists uy € HY(RY)
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satisfying (2.5.3)). Then ¢ = 0 by Lemma which is the desired result.
Step 4. If p # 0 and if there exists p > « + 2 such that lim sup tN(%7%)||u(t)||Lp < 0o then

t—oo

liminf ¢V (=) |u(t)|| - > 0,

t—oo

for all r € [2, 0]

If @« = 0 then Step 2 gives the result and so we consider the case a > 0. By Lemma we
may assume that p = a + 2. We argue by contradiction. Suppose that there exists r > 2 such that
liminf ¢V (=) u(t)]
t—o0

conservation of charge and Lemma We obtain with (2.4.5)),

- =0.Then 2 < r < 2% (2 < r < 0o if N = 1). Indeed, this comes from

sup |[v(t)]|pete < 00, (2.5.4)
te[0,1)
hrtnflflf lv(@)|lz- = 0. (2.5.5)

Note that since u € C([0,00); H'(RY)) and that the embedding H*(RY) — L"(RN) N Lo+2(RN)
holds, then we have v € C([0,1); L™(RY) N LoT2(RY)).

Case]:0<a<%.

From (2.4.6), (2.4.7), (2.4.8) and (2.5.4), sup ||v(t)|ly < co. From (2.4.6), from Holder’s inequality
t€[0,1)

and the embedding Y < L" (RN), we have for all t € [0, 1),

1 1 1 1 1
lellze = lo@llzz < lv@IZ lv@OIE < Cllo@l$ lv@IE- < Cllo@] £

1
Thus ||¢]|rz < Clign/ilnf llv(t)]|7- = 0 by (2.5.5)) and so ||¢| L2 = 0, which is absurd.

Case 2 : a > %.
By Step 1, there exists uy € H'(RV) satisfying (2.5.3), which gives ¢ = 0 by Lemma [2.4.5 This
result being absurd, Step 4 is true. This concludes the proof. O

Proof of Corollary By Cazenave and Weissler [25], we know that if ||¢|| x is sufficiently small,

then w is global in time and there exists uy € X such that T'(—t)u(t) % t4. Then, Lemma [2.4.5

gives the result. O

Proof of Proposition It is well-known that if ||¢|| g1 is sufficiently small then u is global in

1 N
time and u € L*2(R; L*t2(RY)) (Remark 7.7.6 of Cazenave . Then T(—t)u(t) 2-E2L 4 , for
p +

some uy € H'(RY) (Proposition [2.4.1)), and the result comes from Lemma m O
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2.6 Proof of the results of Section 2.3

Our strategy is the same as for Section [2.5] However, we could give an other proof as follows,
without requiring the pseudo-conformal transformation. We would show that if a solution u of
had a decay rate too fast, then v would have a scattering state u., whose corresponding solution of
the linear problem (that is with A = 0) would have a decay rate of the same order of u. In
particular, o > 2 otherwise uo, = 0 (Barab [3], Strauss [70, [72]). This rate being too fast, we would
have uo, = 0 (by ) And from conservation of charge, we would deduce that u(t) = 0, for all
t € R. Furthermore, in the case N = 1, we would have to make the additional assumption p € X
when 1 < a < 2 (in order to apply the result of Barab [3]). But this case falls into the scope of
Theorems and where there is a better result. It follows that in this case, the result would

not be interesting.

Proof of Theorems [2.3.1] and [2.3.2] and Remarks [2.3.4] and [2.3.5] We proceed in 2 steps.
Step 1. There exists uy € L2(RY) such that tlim IT(=t)u(t) —uyllrz = 0.

Case of Theorems|2.3.1|. Since u satisfies (2.3.1]) for every r € [2, J\%NQ) (r € [2,00) if N = 1), it follows

from Lemma [2.4.4] that there exists an admissible pair (v, p) such that u € L7-2 ((1,00); L2 (RN)).
The result follows from Proposition

Case of Theorems and Remark . Set g = %. Thus (¢, « + 2) is an admissible pair. By
Lemma we may assume that r = a+ 2 in and in . Let ¢ > 0 as in (e=0

in ) We set g9 = q”%e. And since % >1 < a > a, it follows from 1’ or )

that,
oo o0
g0 qo
ol o = [Tt < 0 [T < o
- ,00); L
1 1

Then u € La-2((1,00); L*T2(RN)) and the result comes from Proposition m
Case of Remark- 12.3.5, Let r > 2 and &€ > 0 be as in . By conservation of charge, r > 2. Further-

more when N = 2, we may assume that r < oo (Lemma [2.4.3). Let (v,p) = (a(N 5y IN= i](VN 2)>
i N >3, (,p) = (20[7) if N =2 and (v, ):( ,2) if N = 1. Then, £% = 2V if N > 3,

L% =rif N =2 and p”TO‘Q = o0 if N = 1. Applying (2 , it follows that for these choices of (v, p),
u € L%((L 00); L7z (RM)). The result comes from Proposition m

Step 2. Conclusion.

The result comes from Step 1 and Lemma [2.4.5] This achieves the proof. O
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Abstract

In this paper, we consider the nonlinear Schrédinger equation with the super critical power of nonlinearity
in the attractive case. We we give a sufficient condition and a necessary condition to obtain global or blowing
up solutions. These conditions coincide in the critical case, thereby extending the results of Weinstein [77, [78].
Furthermore, we improve a blow-up condition.

3.1 Introduction and notations

We consider the following nonlinear Schrédinger equation,

ou
i— + Au+ AMul[®u =0, (¢ ~T.,T*) xRN,
Z@t + Au + Mu|u , (t,x) e ( ) x (3.1.1)

u(0) = ¢, in R,

where A e R, 0 < a<

N3 (0<a<ooif N=1)and ¢ a given initial data.
We recall that for every ¢ € HY(RY), (3.1.1) has a unique solution u € C((~T%,T*); H(RY))
which satisfies the blow-up alternative and the conservation of charge and energy. In other words, if

T* < oo then tl/lnTl [lu(®)||g1 = oo. In the same way, if T < oo then t\limT lu(®)||gr = co. And for

* def o
all t € (=T, T%), [u(®)|[z2 = llllzz and E(u(t)) = E(p), where E(p) = 3[[Vel7. — g2z lleliit.

If o € X ¥ HY(RN) N L3(|2%;dx) then u € C((—T,,T*); X). Moreover, if A < 0, if a < + orif
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|| 1 is small enough then T* = T, = oo and ||u|| e (r,fr1) < 00. Finally, is a > + then there exist
initial values ¢ € H'(R") such that the corresponding solution of (3.1.1)) blows up in finite time. See
Cazenave [19], Ginibre and Velo [33] 34] 35] [38], Glassey [41], Kato [50].

In the attractive and critical case (A > 0 and o = %), there is a sharp condition to obtain global
solutions (see Weinstein [77, [78]). It is given in terms of the solution of a related elliptic problem. But
in the super critical case (a > %)7 we only know that there exists € > 0 sufficiently small such that

if ||o|| g1 < e, then the corresponding solution is global in time.

In this paper, we try to extend the results of Weinstein [77, [78] to the super critical case a > %.
As we will see, we are not able to establish such a result, but we can we give two explicit real values
functions 7, and r, with 0 < v, < 7, such that if ||¢||z2 < (|Ve|r2), then the corresponding
solution is global in time. Furthermore, for every (a,b) € (0,00) x (0,00) such that a > r.(b), there
exists pqp € HY(RY) with ||¢apllz2 = a and | Va2 = b such that the associated solution blows
up in finite time for both ¢ < 0 et ¢ > 0 (see Theorem below). Despite of the fact we do not
obtain a sharp condition (since v, < r.), we recover the results of Weinstein [77, [78] as a ™\ %.
Setting A = {¢ € HY(RM); [|¢llzz < v ([[VepllL2)}, it follows that for every ¢ € A, the corresponding
solution of (3.1.1) is global in time and uniformly bounded in H'(R¥). It is interesting to note that

A is an unbounded subset of H'(R") as for the case a = %. We also improve some results about

blow-up (Theorems and [3.2.2)).

This paper is organized as follows. In Section [3.2] we give a sufficient blow-up condition. In Section
we recall the best constant in a Gagliardo-Nirenberg’s inequality. In Section [3.4] we give the main
result of this paper, that is necessary conditions and sufficient conditions to obtain global solutions.

In Section [3.5] we prove the result given in Section [3.4]

aéf? and we denote by by
J

The following notations will be used throughout this paper. A = %
B(0,R), for R > 0, the ball of RY of center 0 with radius R. Forjilg p < oo, we design by
LP(RYN) = LP(RY;C), with norm ||.||z», the usual Lebesgue spaces and by H'(RY) = H*(RY; C), with
norm ||.|| 1, the Sobolev space. For k € NU{0} and 0 < v < 1, we denote by C*7(RY) = C*7(RY; C)
the Holder spaces and we introduce the Hilbert space X = {1 € H'(RY;C); [¢||x < oo} with norm
lvl% = ||w||§11(RN) —I—R[V |z|?|4)(z)|?dz. For a normed functional space E C LL _(RY;C), we denote
by E,aq the space of functions f € E such that f is spherically symmetric. E,,q is endowed with the

norm of E. Finally, C' are auxiliary positive constants.
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3.2 Blow-up

The first two results are an improvement of a blow-up condition (see Glassey [41], Ogawa and
Tsutsumi [68]). We know that if a solution has a negative energy, then it blows up in finite time. We

extend this result for any nontrivial solution with nonpositive energy.

4
Theorem 3.2.1. Let A > 0, v <<y d<a<ocoif N=1)andpe X, op#0. If E(p) <0
then the corresponding solution u € C((—=Ty, T*); X) of (3.1.1) blows up in finite time for both t < 0

and t > 0. In other words, T, < oo and T < co.

4 4
Theorem 3.2.2. Let A > 0, N > 2 N <<y 2<a<4ifN=2)and p € H. (RY),

0 # 0. If E(p) < 0 then the corresponding solution u € C((=T., T*); HY(RY)) of (3.1.1) blows up in

finite time for both t < 0 and t > 0. In other words, T, < co and T < co.

4
Remark 3.2.3. When F(¢) = 0, the conclusion of Theorems [3.2.1] and [3.2.2| is false for a@ = N
Indeed, let p € X;aq, ¢ Z 0, be a solution of —Ap+ ¢ = )\|<p|%<p, in RN. Then E(p) = 0 from (3.3.5)
but u(t, z) = ¢(z)e is the solution of (3.1.1)) and so T* = T}, = co.

Similar results exist for the critical case. See Nawa [64, [66]. It is shown that if ¢ € H'(RY) satisfies

/g a2

E(p) < W, when N = 1, or if E(¢) < 0, when N > 2, then the corresponding solution of ((3.1.1
Pl T2

blows up in finite time or grows up at infinity, the first case always occurring when N = 1. Here, (,

denotes the scalar product in L2(RY). See also Nawa [65] 67]. Note that in the case N = 1, the result
of Nawa [66] slightly improves that of Ogawa and Tsutsumi [69], since it allows to make blow-up some

solution with nonnegative energy.
Proof of Theorem We argue by contradiction. Set for every t € (=T}, T*), h(t) = ||zu(t)|..
Then h € C?((—T,, T*); R) and

Vt € (=T, T*), ' (t) = ANaE(p) — 2(Na — 4)||Vu(t)||32 (3.2.1)

(Glassey [1]). Since E(¢) < 0, we have by Gagliardo-Nirenberg’s inequality (Proposition [3.3.1)

Na
and conservation of energy and charge, |[Vu(t)|[2, < ;—i‘zﬂu(t)H%ﬁQ < C||Vu(t)|| 2 , for every

4
t e (—T.,T). Since a > N e deduce that ( ing : IVu(t)||rz > 0 and with (3.2.1)), we obtain
te (=T, T

vt e (=T, T"), h'(t) < —C.

So, if T, = oo or if T* = co then there exists S € R such that h(S) < 0 which is absurd since h > 0.
Hence the result. O
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Proof of Theorem For ¥ € W4 (RY;R), ¥ > 0, we set

Ve (—T.,T%), V() = /\Il(m)|u(t,x)\2da:.
]RN
We know that there exists ¥ € W4>°(RV;R), ¥ > 0, such that V € C?((-~T,, T*); R) and
Vt e (—~T.,T*), V"(t) < 2NaE(p) — 2(Na — 4)||Vu(t)]|2,

(see the proof of Theorem 2.7 of Cazenave [I8] and Remark 2.13 of this reference). We conclude in

the same way that for Theorem [3.2.1] O

3.3 Sharp estimate

In this section, we recall the sharp estimate in a Gagliardo-Nirenberg’s inequality (Proposition
3.3.1)) and a result concerning the ground states.

Let A>0,w>0and 0 < a <

(0 < o < 0 if N =1). We consider the following elliptic

N -2

equations.
—~AR+ R =|R[°R, in RV, (3.3.1)
R e H'(RY;R), R#0, h
—AD + wd = \[D[*®, in RV, (3.3.2)
© € H'(RY;R), @ #0. h

It is well-known that the equation ([3.3.2) possesses at less one solution . Furthermore, each
solution v of (3.3.2) satisfies 1» € C27(RN)NW3P(RN), Vy € (0,1), Vp € [2,00), |1(x)] < Ce 1 for

all z € RN, where C and § are two positive constants which do not depend on z, ‘ lim |D%y(z)| =0,

z|—00
V|B| € 2 multi-index. Finally, ¢ satisfies the following identities.
N
IVelEs = T 1013, (3.3.3)
4—a(N —2)
2w(a+2)
ate _ _ 2wlat2) o 24
152 = S gy 91 (33.4)
a 2(a+2
ligts = 25D o)z, (335)
AN«

Such solutions are called bound states solutions. Furthermore, (3.3.2)) has a unique solution ® satisfying
the following additional properties. ® € Spaq(RY;R); ® > 0 over RY; & is decreasing with respect to
r = |z|; for every multi-index 3 € NV there exists two constants C' > 0 and § > 0 such that for every

z € RN, |®(z)| + |DP®(x)| < Ce017l. Finally, for every solution v of (3.3.2), we have

@[z < (|92 (3.3.6)
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Such a solution is called a ground state of the equation .

Equation is studied in the following references. Berestycki, Gallouét and Kavian[§];
Berestycki and Lions [9, [10] ; Berestycki, Lions and Peletier [11] ; Gidas, Ni and Nirenberg [31] ; Jones
and Kiipper [49] ; Kwong [57] ; Strauss [71]. See also Cazenave [19], Section 8.

Proposition 3.3.1. Let 0 < a <

(0 <a<ooif N=1) and R be the ground state solution

N -2
of (3.3.1). Then the best constant Cy > 0 in the Gagliardo-Nirenberg’s inequality,
1 N 19 4—a(N—2) Na
Vie H'(RY), [fllgad < Cullfll. = IVAILE, (3.3.7)
is given by
2a+2) (4—a(N-2)\ T
a+ —a(lN — o
C. = Na ( Na ) | Rl 75" (3.3.8)

See Weinstein [77] for the proof in the case N > 2. See also Lemma 3.4 of Cazenave [18] in the
4
case o = N But for convenience, we give the proof. It makes use of a compactness result which is
an adaptation of the compactness lemma due to Strauss (Strauss [71]).

Proof of Proposition We define for every w € H'(RY), w # 0, the functional

4—a(2N—2) %
o= 15
||w||La+2
and we set 0 = inf  J(w). Then o € (0,00) by (3.3.7). We have to show that o = C; ! where C,

weH\{0}
is defined by (3.3.8)). Let (wp)nen € HY(RY) be a minimizing sequence. Let

N-2
w 2
_ || nHL2N Ay = ||wn||L2 and Vz RN7 Un(l') — ,U/nwn()\nx)
1V, 22 [Vwn|| L2
Then [|vn 22 = [[Vonllz = 1 and J(w,) = J(vn) = [[oa]| 755 2= 0. Let v}, be the symmetriza-

n—00

tion of Schwarz of |v,| (see Bandle [2] ; Berestycki and Lions [9], Appendix A.III). Then J(v}) —— o
a+2

: L
and by compactness, v, — v in H},(RY) as | — oo and v}, P for a subsequence (vy,); C (V5)n
, T

and for some v € H}

La(RN). Indeed, setting w; = v}, —v, it follows that w; — 0 in HL(RY) as | — oco.

Since (w;)en is bounded in HY j(RY) and nonincreasing with respect to |z, then VI € N and Vo € RV,
lwi(|z|)] < C|z|~%, where C' > 0 does not depend on [ and z (Berestycki and Lions [9], Appendix
A.II, Radial Lemma A.IV). From this and Hélder’s inequality, we deduce that Vi € N and VR > 0,
lwil| Lat2m™\B(0,R)) < CR_%, for a constant C' > 0 which does not depend on [. The strong
convergence in L*+2(RY) follows easily from the above estimate and from the compact embedding

HY(B(0,R)) — L**2(B(0, R)), which holds for every R > 0. Since ||v,||pa+2 = [|v}]|pa+2, it follows

n
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that [|v[|$77, = o~! and then v # 0. Thus, J(v) = o and |jv||f2 = ||[Vv|[z2 = 1. It follows that

d —a(N—
vYw € HYRYN), $J(v + tw);—o = 0. So v satisfies —Av + 2 O‘]S;Z 2y = 02(;‘,'22)|v|“v, in RY. Set
a= (%)E , b= (% * and Vz € RN, u(z) = bv(ax). Then u € HL ;(RY) is a solution
of (3.3.1) and J(u) = 0. By (3.3.3)—(3.3.4), we obtain J(u) = C;! "l‘;"‘lgz =cand J(R)=C; ' >0
L
(since R also satisfies (3.3.1)). Then ||u||z2 < ||R||r2 and so with (3.3.6)), ||u||L2 = ||R||z2. Hence the
result. O

3.4 Necessary condition and sufficient condition for global
existence

4
Theorem 3.4.1. Let A > 0, N <a< (A< a<ooif N=1) and R be the ground state

N -2

solution of (3.3.1). We define for every a > 0,

Na % 1 R 4704%?\‘172) ___Na—4 3.4.1
= S —— T i—a(N-2) 4.

(@) <4—a(N—2)> Oy ¢ ! (3.4.1)

No— 4\ 50—
v.(a) = ( ;‘\‘[; ) r.(a). (3.4.2)

1. If p € HY(RYN) satisfies

lellz: < 7 (VellL2), (3.4.3)

then the corresponding solution u € C((=T.,T*); HY(RY)) of (3.1.1)) is global in time, that is
T* =T, = oo, and the following estimates hold.

2N«
t)]|2 E
V()2 <7t (el z2),
Na—4
where v is the function defined by (3.4.5). In particular, E(yp) > QC;Va Vell3..

2. For every a > 0 and for every b > 0 satisfying a > r.(b), there exists v, € HY(RY) with
l0asllzz = a and ||Vpapl|L: = b such that the associated solution ug,p, € C((—Ty, T*); HY(RY))
of (3.1.1) blows up in finite time for both t < 0 et t > 0. In other words, T, < 0o and T™* < occ.

Furthermore, E(pqp) >0 <= r.(b) < a < p«(b) and E(pap) =0 <= a = p.(b), where for
every a > 0,
2
Na\ F=av=2
p«(a) = <4) ri(a). (3.4.4)

Na —4
2N«

Finall% E(‘Pa,b) < ”V(pa,bHQL?'
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Remark 3.4.2. Let 7, be the function defined by (3.4.2). Set
A={p e H'RY); |lollzz < (IVelL2)}-

By Theorem for every ¢ € A, the corresponding solution of (3.1.1)) is global in time and
uniformly bounded in H*(R¥). It is interesting to note that A is an unbounded subset of H!(RY).
So Theorem gives a general result for global existence for which we can take initial values with

the H'(RY) norm large as we want.

Remark 3.4.3. Let 7., 7., and p, be the functions defined respectively by (3.4.2)), (3.4.1) and (3.4.4)).

It is clear that since a > %, Yas Vi L, Ty 72 L, ps and p; ! are decreasing and bijective functions from

(0,00) to (0,00) and for every a > 0,

B Na—4\? _
o= (M) @,
Na B 1 Nara 4—a(N-2)
1)y =(— —a ) T Na-1 4.
0= (oo =y ) (VHIRIZ) T , (345

o= (20

So the condition condition (3.4.3)) is equivalent to the condition ||Vel|z2 < v t(||¢||lz2). Furthermore,

Ve < Ty < py and v <7t < pot

Remark 3.4.4. Let 7., r., and p, be the functions defined respectively by (3.4.2)), (3.4.1)) and (3.4.4).
L L L

Then 7. o, ~%||R||z> and 7, SNW, ~%||R||z> (and even, p. o, ~%||R||z2). So we obtain

the sharp condition for global existence, ||¢||z> < A& ||R||.> which coincide with the results obtained

by Weinstein [77, [78]. However, we do not know if v, or r, are optimum.

3.5 Proof of Theorem [3.4.1]

In order to prove the blowing up result (2[of Theorem , we need of several lemmas. We follow
the method of Berestycki and Cazenave [7] (see also Cazenave [17] and Cazenave [19], Section 8.2). A
priori, we would expect to use Theorem [3.2.1] that is to construct initial values in X with nonpositive
energy, which is the case for a = % But it will not be enough because we have to make blow-up

some solutions whose the initial values have a positive energy.
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4
We define the following functionals and sets. Let A > 0, w >0, 3> 0,0 < a < N
if N =1) and v € HY(RY).
was _ 2a+2) VY

2(O<oz<oo

7w Wa folgiz TV

_ 2 AN« at2
Q(¢) - quwbHL2 2(a+2)||¢”[}x+27

_ } 2 A a+2 w 2
S0) = 51613 — 5 Il + Sl

P(3,v)(x) = 82 ¢(Bz), for almost every z € RN,

M= {y e H'RY); ) #0 and Q(v) =0},

A={pec H'RN); ¢ 20 and — A +wip = Al|*p, in RN},
G={pec A VpecA S(¥)<S()}.

Note that by the discussion at the beginning of Section and (3.3.3)-(3.3.6), M # 0, A # () and
G # 0.

Lemma 3.5.1. We have the following results.
1.VB>0, B#6°(¥), S(P(B,¢)) < S(P(B* (), ¥))-

2. The following equivalence holds.
Y e M,
VEG == { S(¢)=minS(),

peM
3. Letm ™ gél}\} S(¢). Then Vo € HY(RYN) with Q(¢) <0, Q(¢) < S(¢) —m.

See Cazenave [19], Lemma 8.2.5 for the proof of; Proposition 8.2.4 for the proof of; Corollary
8.2.6 for the proof of [3] There is a mistake in the formula (8.2.4) of this reference. Replace in this expres-
sion A\*(u) 2t a2 (o [Vul?) (Jfan u|°‘+2)_1 with \*(u) et % (Jan IVU?) (Jfon

The proof of [I] of Theorem [3:4.1] relies on the following lemma.

u|°‘+2)_1.

Lemma 3.5.2. Let I C R, be an open interval, to € [, p>1,a>0,b> 0 and ® € C(I;RT). We
p—1

set, Ve 2 0, f(z) =a— x4+ baP, x = (bp)fp%l and by, =
p

that fo® > 0. Then, Vt € I, ®(t) < z.

x. Assume that ®(tg) < z, a < by and

Proof. Since ®(ty) < z and ® is a continuous function, there exists n > 0 with (to —n,to+n) C I such
that, Vt € (to —n,to +n), ®(t) < z. If ®(t.) = z for some t, € I, then fo®(t,) = f(z) =a— b, <0.
But fo® > 0. Then, Vt € I, ®(t) < z. O

The proof of [2| of Theorem makes use the following lemma.
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4
Lemma 3.5.3. Let A > 0, w > 0 and N <a< (4 <a<ooif N=1). We set for every

N -2
B >0 and for every » € HY(RYN), o5 = P(B,¢). Let ug € C((—T,T*); HL(RYN)) be the solution of

(3.1.1)) with initial value pg. Then we have, Vip € G, V3 > 1, T, < 0o and T* < oco.

Proof. Let ¢ € G. By (3.3.5)), we have

oy 2a+2) BIVeE,
B (@ﬁ) ~ " ANa Bﬁngw”a+2 )

Lo+2

_ 2 2 AN Na—d a+2
Qo) = 8 (V01 - 5™ 0322 ).
AN« at2

—_— = 22'
o gy 1S = IV

Na—4 Na—4 Noa—4

So, B*(0s) "5 = 85, Qes) = — B2 VY2, (ﬂ i 1) and 4*(¢) = 1. From these three last
equalities, from [1| and [2| of Lemmas and by conservation of charge and energy, we have

VG > 1, Q(ps) <0, (3.5.1)
VB #1, S(pg) < S(¢) =m, (3.5.2)
VB >0, Vt e (=T, T"), S(ug(t)) = S(ps). (3.5.3)

By continuity of ug, by (3.5.1)—(3.5.3]) and from [3| of Lemma we have for every 8 > 1,
vVt e (=T, T"), Qus(t)) < S(pg) —m < 0. (3.5.4)

Set Vt € (=Ty,T*), h(t) = |lzug(t)||2.. Then we have by Glassey 1], h € C*((~T,T*);R) and
Vi€ (=T, T), h'(t) = 8||Vus(t) |7 — 285 lus ()| 347, = 8Q(us(t)). So with (3.5.4),

Vt e (T, T%), 1 (t) < 8(S(pg) —m) < 0,

for every 8 > 1. It follows that T, < oo and T™* < co. Hence the result. O

Proof of Theorem We proceed in two steps.

Step 1. We have [T}

We set : [ = (—To,T"), to = 0, p = X2 0 = Vgl b = ZCelln * oz = (bp) 7T,
b, = %g, vt €I, ®(t) = ||Vu(t)||2, and Vz > 0, f(2) = a—z +bzP. Then by conservation of energy,

by Proposition [3.3.1] and by conservation of charge, we have

2
el [Vu) = 2B(p)+ etk

—2)

2>\ % Na
< IVelz: + 5 Ol (IVu(@®)ll7=) "



52 Advances in Mathematical Sciences and Applications, Vol. 12, No. 2 (2002) 817-827
Andso, Vt € I, a—||Vu(t)||2.+b(]|[Vu(t)||22)P > 0, that is fo® > 0. Furthermore, ®(to) = a < by < z.
Indeed, by Remark we have
B(to) < b <= [Vollze < (lgllz) = el < %(IVellr2).
So by Lemma ®(t) <z =[r; (||lellr2))?, vt € I. Thus, I = R and for every ¢ € R,
IVu®)llze <t (lellz2)-

It follows from conservation of charge and energy, (3.3.7)), (3.3.8), and the above inequality, that

1
2

2\ N-2)

4—a(
IVu®)|7: = —=Cullell > *
o+ 2

WER, Bp) > Vo) )

— %HVu(t)H%z (1 [r*1(||<p|L2)|vU(t)||Z;]N‘E“)

- Na
1 9 4
Z (1 - —

Noa—4
= S VU .

Hence [1
Step 2. We have
Let R be the ground state solution of (3.3.1]). Let first remark from the assumptions and from Remark

we have b > r_!(a). We set
Noti

N
v = @) (S2) T PRI, @ = @RS a = (A Rfeat) T

and for every x € RV, 9(x) = vR(\/wz). Then ¥ € S;aq(RY) N A. Since R satisfies (3.3.1)(3.3.6), it
follows that v € G. Furthermore, ||1)||z2 = a and |V)||z2 = 7, (a). Let § = —2— > 1. Set for every

ri(a)

r € RN, v, 4(x) = pp(x) = P(B,v)(x). In particular, ¢, € Sraa(RY) and ¢, satisfies
2 —Na=4 @ . N
—A@ap +wB Pap = A8 7 |@ap|*Pap, in RT.

Denote uqp € C((=Ts, T*); H*(RY) N Xyaq) the solution of (3.1.1]) with initial value ¢, ;. Then by
Lemmam7 T, < oo and T* < co. Moreover, |[@qslr2 = a, || V@apll2 = b and by (3.3.5),

1 5 A at2
E(Soa,b) = §||v90a,b||L2_m”@a,bnmw
1 2 A Noa a+2
= §||V<Pa,b||L2 - mﬂ 2 ||1/}||La+2
[V@aplli N4
= ——= (Na—4 )
2Na ( o — 47

Va3 ( No-a
— WVanllz2 (o y )
2N o @ s
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By Remark it follows that

Hence the result.
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Chapitre 4

Simplification d’une démonstration
de théorie de la diffusion en
dimension N <2

Ce chapitre est dédié a la simplification de la démonstration du principal résultat obtenu par
Kenji Nakanishi dans [62] (voir le Théoréme ci-dessous). L’inconvénient de la démonstration
du Théoreme est que Pauteur utilise fortement les espaces de Besov Bj  (RY;C) (avec s € R,
1 <p<ooetl g < o), alors que le seul espace fonctionnel mentionné dans ce théoreéme est
H'(RY). Il semble donc naturel de tenter de simplifier cette démonstration. Dans son article, I’auteur
utilise principalement les espaces fonctionnels suivants.

(B.I) = L*(I, B o (RY)), (X, I)=L(I, L*(RY)),
(K1) = L"(I, B ,(RY)),  (K',I)=L"(I, B}, ,(R")),
(Y1) = LI B3 (RY)), (Y, 1) =L¥ (I, By, (RY)),

N+2 2(N +2 1 1
ou I C R est un intervalle, 0 = —, a = ne _ oV + ),n: (W + ),Uy:N ———] et
Na n—2 2 N n a
-1 1 1
p + — = —. On rappelle que « est la puissance de la non-linéarité de I’équation de Schrédinger
a non

4.1.1)) et donc 0 < a <

(0 < a < o0 si N =1). La démonstration que l'on offre ne requiére

N -2
que 'utilisation des 3 espaces de Sobolev suivants.

(Bo,I) = LI, W~ W+Deo®NY)) (X, 1) = L7 (I, L7 (RY)), (K.,I)=L"(I,W'""(RY)),

pour un certain py € (2, + 2) et ot (v, p) est la paire admissible (%, o+ 2) . On peut dire que

les espaces F, que l'on a pris correspondent aux espaces F de Kenji Nakanishi. Les espaces que 1'on

a choisis sont ceux qui semblent étre les plus naturels pour I'équation de Schrodinger (4.1.1)), alors

95
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que ceux qui n’avaient qu’une utilité technique ont été abandonnés. En effet, I'espace (K, I) est un
espace de Strichartz, alors que (K, 1) n’en est pas un B L’espace (K, I) est celui qui apparait dans
les estimations de Strichartz. En effet, en utilisant ces dernieres et 'inégalité de Holder, on obtient

pour toute solution u de (4.1.1) de donnée initiale ¢ € H™(RN) avec m € {0;1},

l[ull Loz, wm.ry,

«
oy < Cliglam + Clul ge, | o,

pour toute paire admissible (gq,r). Dans larticle [62], Kenji Nakanishi a choisi la paire admissible
(g,r) = (n,n) = (w, 2(N+2)) , et donc 1% = M = a. D’olt le choix pour 'auteur de (X, I).

N N n—2
Dans cette thése, notre choix s’est porté sur la paire admissible (g,r) = (vy,p) = (%,a + 2) )

Quant a espace (B, I), c’est le seul espace un peu abstrait que l'on utilise. Cependant, il ne sert
qu’une seul fois (pour démontrer le Lemme et est le dual topologique de 1'espace de Sobolev
LY (I, WN+1Lpo (RN)) (Appendice de Brezis et Cazenave [16]). Tandis que les espaces (K, I), (Y, I) et
(}7, T) ne sont dans I’article que pour I’aspect technique. Dans ce chapitre, on va donc considérablement
simplifier le cadre fonctionnel dans lequel on se place puisque 'on utilisera essentiellement que les
espaces (X, I) et (K, I).

Pour éviter toute confusion, les différents lemmes, propositions et théoremes démontrés par Kenji
Nakanishi dans [62], et non par Pauteur de cette thése, porteront son nom. De plus, afin d’alléger les
notations, les parametres N, o et A étant donnés et fixés, on ignorera la dépendance des constantes

vis-a-vis de ces derniers.

4.1 Introduction et notations

On rappelle que I’'équation que nous étudions est la suivante.

ou
i— + Au+ Nu|®u =0, (t,z) € (T, T*) x RV,
o Jul (t.2) € ( ) L)

u(0) = ¢, dans RV,

4
Ou\AERO «
9 < <N

5 (0 <a<oosi N=1) et ¢ une donnée initiale.
Dans tout ce chapitre, les notations suivantes seront utilisées. Soient A € R, a > 0, p € H*(RN)

et u € C. Alors on pose,
Er(p) = 2B(p) + llel2-,

4 2
(v, p) est la paire admissible <(a—;), a+ 2) , (4.1.2)

f(u) = Au|*u.

mals presque, puisque — ) et que s ’ est un espace de Strichartz.
Imai i B} (RN win (RN LI, WHn(RN) est de Strich
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Le résultat obtenu par Kenji Nakanishi dans [62] est le suivant (voir le Théoréme 11.2 de cet
article).
4
Théoréme 4.1.1 (Kenji Nakanishi). Soient A < 0, N € {152}, o > N P € HY(RYN) et soit
u € C(R; HY(RY)) la solution associée de (4.1.1). Alors il eviste u, € H'(RYN) et u_ € HY(RN) tels

que
Jlim [ T(—t)ut) —us s = 0.
Un tel résultat en dimension d’espace N > 3 est également valable (avec a < —) et fut établi

par Ginibre et Velo dans [39]. Remarquons qu’une telle démonstration ne peut en aucun cas étre
analogue a celle du cas de la dimension N > 3. En effet, comme mentionné par 'auteur dans son
article, la différence essentielle réside dans la non-intégrabilité en temps des solutions de I’équation
linéaire de Schrodinger. Une deuxieme difficulté était que I'inégalité de Morawetz n’était pas établie
pour N € {1;2}. Cette derniére fut contournée par Pauteur qui obtient une inégalité de type Morawetz
valable en toute dimension d’espace N. A cet effet, voir le Lemme 5.2 de Nakanishi [62] (ainsi que
Pestimation de cette these).

Afin de démontrer le Théoréme I’auteur a constaté qu’il suffisait d’établir le résultat suivant

(voir la Proposition 10.1 de Nakanishi [62]).

4
Proposition 4.1.2 (Kenji Nakanishi). Soient A < 0, N € {1;2}, a > N P E HY(RYN) et soit
u € C(R; HY(RN)) la solution associée de l) On pose a = a<N+2 . Alors u € L*(R; L*(RY)) et

lull a(®;zay < C(lloll a1, N, o, A).

En effet, a I’aide de cette proposition, la Proposition permet de conclure. Cependant, nous
montrerons un résultat analogue qui se démontre de facon identique et meéene a la méme conclusion,
toujours grace a la Propositionm (voir Prop051t10n . Remarquons auparavant que l’estimation
de la Proposition a été démontrée dans le cas dissipatif pour N = 3 par Bourgain dans [13].
Dans [63], Nakanishi a donné une démonstration pour cette estimation (toujours dans le cas dissipatif)

valable en toute dimension d’espace N > 1.

4
Proposition 4.1.3. Soient A <0, N € {1;2}, a > N PE HY(RYN) etu € C(R; HY(RY)) la solution
associée de - Soit (v, p) la paire admissible telle que p = oo+ 2. Alors u € L7-2 (R; LP(RYN)) et

lall, 22, ., < Clligllan, Ny, ).

De plus, pour toute paire admissible (q,7), u € LI(R; W17 (RN)) et

||UHL‘1(R;W1>T) < C(”(p”leNrO‘vrv >‘)
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La démonstration de la Proposition se fait par récurrence sur la taille de Ep(p) (voir les
notations ) Cette méthode fut employée d’abord par Bourgain [I4]. Puis Kenji Nakanishi I’a
appliquée aux équations de Schrodinger et Klein-Gordon non-linéaires dans [62].

Le fait de simplifier certaines démonstrations des lemmes de Kenji Nakanishi dans [62] a permis
de les étendre au cas critique et a conduit a un nouveau résultat sur le comportement asymptotique
des solutions (voir le Corollaire de cette these).

Avant de passer aux différentes étapes qui permettent de démontrer la Proposition [£.1.3] on va
donner une norme équivalente & la norme usuelle de W™P(RY;C) pour m € Z et 1 < p < oo. Elle
ressemble fortement aux normes des espaces de Besov B;’q(RN; C)(seR,1<p<oo,1<qg<o0)
et le lecteur intéressé pourra consulter Bergh et Lofstrom [12], Triebel [73]. De méme voir Adams [IJ,
Bergh et Lofstrom [12], Gilbarg et Trudinger [32], Maz’ja [60] et Triebel [73] pour plus de détails sur
les espaces de Sobolev W*P(RY) (s € R, 1 < p < 00).

Soit h € C*(R;R), 0 < h < 1, telle que A(t) > 0 pour tout ¢ > 0 et A'(t) > 0 pour tout t € (0,1)
et telle que

(4.1.3)

11 suffit de poser, par exemple, h(t) = e~1¢ ' pour tout ¢ € (0,1). On pose pour tout n € N et

pour tout & € RN,
hn(€) = h(2 = 27"[¢]),
/(/)n = -F_lhna
$n = wn *'l/}n—la n 2 ]-7
o = to.
On a donc pour tout n € N et pour tout £ € RY,

By ¥y o € S(RY),

Fon 20,

supp hy, = supp Fob,, = {£ € RY; [¢] < 271},

supp Fipp, = {€ € RY; 2771 g < 2"}, n > 1.
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On rappelle un résultat concernant les normes de W*P(RY; C). Avec les notations ci-dessus, on a

les équivalences suivantes. Soient s € R, 1 < p < co et f € W*P(RYN:C). Alors

P 1
5 P

1w @y ~ / (Z (2°™|(on * f)(z )|)2> dey ,sisc, (4.1.4)

1
1 lwep @y ~ {Z (27" [lon fILp)p} , sis €R\Z. (4.1.5)
n=0
De plus, un simple calcul donne

Vn €N, |lgnl2: < C(N)2™V, (4.1.6)

Pour la démonstration de (4.1.4) et de (4.1.5)), voir Triebel [73].

Remarque 4.1.4. 11 faut bien noter la différence pour WP (R”) lorsque s est entier et lorsqu’il ne
'est pas. Si s est entier alors la définition pour W*P(R™) est la définition classique (voir page m
des notations de cette these). Cette convention est utilisée & I'unanimité. Mais lorsque s n’est pas
entier alors les espaces W*P(R™) ont une définition différente selon les auteurs. Certains choisissent
la définition que nous utilisons dans cette these (page V des notations), c’est-a-dire que f € W*P?(RY)

avec l <p<oo,s=m+o0, meNet0<o <1sietseulement si || f|lwsr < co avec

p

Da D P
1 llwer = [ 1A gy + 3 // | |$_y|N+;;< D joay | . (4.1.7)

laf= =M pN RN

Cette définition est notamment utilisée dans Brezis [I5] et ces espaces sont appelés espaces de Sobolev
a indice fractionnaire. Or cette norme est équivalente a celle des espaces de Besov B, (R™N) définie par
(4.1.5) (toujours pour s non-entier). D’autres choisissent comme définition WP (RY) = H*P(RN),

pour tout s € R, o1

5= |F=H(1+].12)3 F f}||z». Cette définition est notamment utilisée dans
Bergh et Lofstrom [12] et est équivalente & celle des espaces de Triebel FS’Q(RN ), pour tout s € Rt
(voir ou Triebel [73] pour plus de détails), et coincide avec celle des W*P(R™) classiques, lorsque
s € N. Mais lorsque s & N, les normes des W (RY) (= H*?(RY) = F; ,(RY)) ne sont pas équivalentes
a celles des W*P(RV)(= Bj ,(RY)), sauf si p = 2. Comme le montre , on peut prendre dans
cette thése comme définition équivalente des espaces W*P(RY) lorsque s ¢ Z et 1 < p < oo les
espaces de Besov B | (R™M). Signalons néanmoins que nous n’utiliserons pas 1’équivalence mais
que nous avons voulu souligner la différence entre le cas s entier et la cas s non-entier. L’équivalence

(4.1.4) ne sera utilisée qu’une seule fois, pour démontrer le Lemme m
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Remarque 4.1.5. Notre choix sur les espaces de Sobolev a indice fractionnaire s’est porté sur la
définition plutdt que celle donnée par Bergh et Lofstrom [12] car elle semble plus naturel. En
effet, on peut faire une analogie des extensions des espaces de Fréchet C*(R”) aux espaces de Holder
CHP(RN) (k € Net 0 < 8 < 1) avec celles des espaces de Sobolev W™P(RY), pour m € N, aux

espaces de Sobolev & indice fractionnaire W*?(R™), pour s € RT \ N.

4.2 Autre démonstration des lemmes de Kenji Nakanishi

Dans cette section, on va donner une autre démonstration aux lemmes de Kenji Nakanishi qui
permettront de démontrer la Proposition de celui-ci. On aura aussi besoin d’un résultat de
dépendance continue dans L2(RY) pour des solutions H!(RY). Ce résultat (Théoreme sera
temporairement admis et démontrer a la Section [4.4

Le premier lemme est une estimation basique, conséquence directe des inégalités de Strichartz

(voir le Lemme 3.1 de Nakanishi [62]). On a retiré les estimations sur les normes d’espaces de Besov.

et

4
Lemme 4.2.1 (Kenji Nakanishi). Soient A < 0, 0 < a < N3 O<a<oosiN=1

)
(7, p) la paire admissible telle que p = o + 2. Pour ¢ € H*(RY), on note u € C(R; HY(RY)) la
solution de (4.1.1) de donnée initiale . Alors il existe ny € (0,1) tel que pour tout p € H'(RN

);
st lon a Hu||L%(I - < 1o pour un intervalle I C R, alors pour toute paire admissible (q,r)

u€ LYWL (RN)) et

b
lullLacr,wrry < C(ll@l s ).

Remarque 4.2.2. Le résultat est encore vrai pour A > 0 et I C (=T, T*), ou (—T%, T*) est 'intervalle

de temps maximal d’existence de u. De plus, 9 = no(N, a, A).

Démonstration du Lemme Rappelons que I'on a déja pour toute paire admissible (g,7r),
uw e LL (R;WET(RN)). On pose I = (S,T) et v(t) = T(t — S)u(S). On suppose donc que S > —oc. Si
S =—c0etT < oo, il suffit d’appliquer la démonstration en échangeant les roles de S et T. Si I = R,
on démontre le résultat d’abord sur (0,00) puis on 'applique & w(t) = u(—t) solution de avec
w(0) = ®. On obtient donc le résultat sur (—oo,0) et donc sur R. On pose f(u) = Au|*u. Alors par
I'inégalité de Holder, on a

9@ gy < Clul? 2 il rawss (121)

[ull ey < CUlellan) + Cong l[ull v rwrey (4.2.2)
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ol 2)) provient des inégalités de Strichartz, de et de ’hypothese ||u|| L7 (1. 10) < M- Soit

1o € (0,1) tel que Con < 1/2. Alors , via , devient
1f @z wrey < Cll@l ). (4.2.3)

Soit (g, 7) une paire admissible quelconque. En utilisant les inégalités de Strichartz, ) et -,

on obtient, |lullparwiry < C(llellmr,r) + CON (W 1wy < C(||<pHH1,1"). Dot le résultat.
O

On va maintenant donner un autre démonstration au lemme suivant. Dans cette preuve, on s’affran-
chit de I'utilisation des espaces de Besov (voir Nakanishi [62], Lemme 4.1). En effet, la démonstration
originale repose fortement sur ces derniers alors que ni 'hypothese et ni la conclusion n’en contiennent.

Dans cette nouvelle preuve, on a gardé 'idée générale, tandis que 'on a changé le co6té technique.

4 4
Lemme 4.2.3 (Kenji Nakanishi). Soient E > 0, A <0, N <a< N2
(7, p) la paire admissible telle que p = a + 2, ¢ € HY(RY) et u € C(R; HY(RY)) la solution associée
de (4.1.1) telle que ||ul|por,m1y < E. Soient ng donné par le Lemme n € (0,m0] et s € [1,00).

Si lon a g < |l

d<a<oosiN=1),

ya_ < n pour un intervalle I C R alors il existe un sous-intervalle J avec
Lv=2(1,L°)

J C I, il existe R > 0 et il existe c € RN avec |J| = C(E,n) et R < C(E,n) tels que

vte, / min{[u(t, 2)|, [u(t, z)[*}dz > C(E,n, s).

B(c¢,R)

Remarque 4.2.4. Le résultat est encore vrai pour A > 0, si ||ul|fe(r,z1) < E pour un intervalle

L C(-T.,T%),etsiIC L. Ici, (T4, T*) désigne l'intervalle de temps maximal d’existence de u.

Démonstration du Lemme On procede en 5 étapes.
Etape 1. C(E,n,7) < llullpacr,ory < lJwllpacr,wrry < C(r)|l@ll a1 pour toute paire admissible (g, 7).
La derniére inégalité provient du Lemme La condition o > 4/N est équivalente & la condition

p > 7. Par I'inégalité de Holder,

= =2 y=2
/2 < ull 22 oy S MUl g lull 5,y < CENUNLS 1,20y,

et donc |ul|pv(r,.) = C(E,n), d’ott 'on tire la premiere inégalité grace a I'inégalité de Holder et au
Lemme [£2.7]
Etape 2. 3ty € I, Ipy € (2, p) avec po = po(N, av), tels que |[u(to)||yy—v+1m0 = C(E, 7).

Puisque % > v, on peut écrire % =y+doud= ﬁ(p — ) > 0. Soit ng = no(V, a) le plus
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petit entier non nul tel que v+ § > ’Y%

. Soit alors (g,r) une paire admissible telle que ¢ < ~
soit suffisamment proche de v pour avoir qw > v et r = r(N,a). Soit enfin ¢ € (0,4) tel que
Y+e= qw Alors € = ¢(N, «). Puis, en interpolant I'espace LYt9 avec les espaces LY et L™,

on obtient ||u|zv+e(s,z0) = C(E,n). Par interpolation complexe, on a alors

1 _N4ng
pptel, fu®)l < c||u(t>\|;;t'z9vtzo),po ()15 (4.2.4)

(vt _ /
ou pg = p7(7+€) ” On pose f()—rp . Alors f(y) =2et f(y+¢€) =po. De plus, f/ >0

sur [y, + 4]. Onadon62<po<p<r<oo(etr<—7281N23).De 1) on tire

N+ng

C(B.n) < lullzre(r.ney < CHU T T vy N oty (4.2.5)
et par I’Etape 1, on tire de 1)

wll oo (1w~ 4m0)p0y = C(E, ).

Le résultat vient alors de l'injection de Sobolev W~(V+1:po(RN) s W —(N+4n0).00(RN) et de Pesti-

mation ci-dessus.

On introduit maintenant les fonctions h, h,, pn, ¥, pour n € N définies en Section pour
I’équivalence (4.1.4).
Etape 3. 3J un sous-intervalle avec J C I, 3ng € N et 3¢ € RN avec |J| > C(E,n) et ng < C(E,n)
tels que Vt € J, |(ion, * u(t))(c)] = C(E,n).

1
0 2
On pose pour tout t € R, v(t) = | 3 (2-WN+D7|p, *u(t)|)2] . Notons que d’apres (4.1.4), v est
n=0

définie presque partout et mesurable sur R x RY. D’apres I’Etape 2, 1) I'inégalité de Holder et

la conservation de la masse, on a

2 2

1—2
C(E,n) < |lulto) llw-av-0.00 = [[v(to)l[Lro < le\ 2 lo(to)llp " < CUB) [o(to)] ="

Donc il existe ¢ € RY tel que Z(Q*WH)”K@” *u(to))(c))? = C(E,n). Alors
n=0

o0

OB < 3N ulto) (@) < 5 sup (27N (g ulto)) (0)?)

n=0 neN
d’ou
Ing € N tel que |(@n, * u(to))(c)]? = C(E,n)20V+Dme > C(E, n). (4.2.6)
Or d’apres l'inégalité de Young, (4.1.6) et la conservation de la masse, on a

¥ € N, [lpn * ulto)li~ < 2"V C(E),
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ce qui donne avec , 210 L 270N C(E, )| (¢n, *u(to))(c)|? < C(E,n), et donc ng < C(E,n). Or
par ’équation , 1wt || ooy -1y < C(E). En interpolant, il vient alors
Vi, s € R, ||lu(t) —u(s)||2 < C(E)|t — s|'/2. (4.2.7)
De plus, de I'inégalité de Young, on obtient I’estimation
V5 € R, oy * (u(t) — ()l < lpnollzeliult) — uls)llzs,

de laquelle on tire avec [4.1.6), le fait que no < C(E,n) et ([{£.2.7),

Vt, s € R, ||@ng * (u(t) —u(s)) ||~ < C(E,n)|t — s|*/2. (4.2.8)

Or par UEtape 1, on a C(E,n) < ||ullz+(1.00y < |V ||ull g gozry < C(E)|IV7 et donc |I| > C(E,n).

De cette derniere inégalité, de lb et de l) on obtient I'Etape 3.
Etape 4. 3R € (0,C(E,n)) tel que Vt € J, lu()ll 1 (Be,r)) = C(E,n).
De I’Etape Jon a,

vt e J, C(E,n) < |(pn, * u(t))(c)] < / |ono ()] |ult, ¢ — )|d
RN

< @nollLoe @y [u(t) | L1 (B(e,rR)) + €m0l L2 ()= B) W ()] L2 (R N)
< C(no)lu®)llLr(B(e.r)) + lnollL2(2>r) 0l L2 (®Y)
< C(E,n) (lul)lLr(Be.ry) + lenollL2(z1>R)) »
d’ou
vt e J, [[u(t)llLrBe,r) = C(E,n) = lnollL2 (/> R)- (4.2.9)

Or ¢, € S(RY) et ng < C(E,7n) donc

C(E,n)
2 )

R > 0 avec R < C(E,n) tel que ||on, || £2(j2|>R) < (4.2.10)

ou C(E,n) est la constante de (4.2.9)). Ainsi on conclut a Paide de (4.2.9)) et de (4.2.10).

Etape 5. Conclusion. Soit s € (1, 00).
On pose 1 = {z € B(c,R);|u(z)] < 1}, Qo = {x € B(e,R);|u(z)] > 1} et pour tout ¢ € R,

A@:/MWWM%B@:/MmMmMm,
[oF Qo

Vi e R, A(t) + B(t) = / min{|u(t, )|, |u(t, z)|* }ds. (4.2.11)

B(c,R)
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D’apres 1’Etape 4, (4.2.11) et I'inégalité de Holder, on a

weT, CEn) < /ﬂutm|¢z B(t) + (CRN)YS Ap)V/s

<C@mﬁﬂM®+BW%HMO+BWWﬂ-

Ainsi A(t) + B(t) > C(E,n,s), Vt € J, ce qui avec (4.2.11)) permet de conclure. O

Le lemme suivant est une estimation de type Morawetz qui est valable en toute dimension d’espace
N =1 (voir Nakanishi [62], Lemme 5.2). On redonne aussi l'inégalité originale (4.2.14) qui fut établie

en premier par Morawetz et Strauss [61] (voir aussi Ginibre et Velo [39], [40], Lin et Strauss [58]).

Lemme 4.2.5 (Estimations de type Morawetz — Kenji Nakanishi). On se donne les notations

5 0<a<oosiN=1),pec HRY) etue CR;H (RN)) la

4
4.1.2). Soient A < 0,0 < a < N

solution associée de (4.1.1). On a les estimations suivantes.

12itVu(t, x) + zu(t, z) / / (1 + %) |u(t, z)|>T2
i + dedt < C, 4.2.12
/ / T+ ol T+ o + ol -

—OO]RN —OORN

ot C(|lellgr, N,a, A), et

2 r
/ /t DN gt < CBr(e)5, (4.2.13)

P+ |zl
—0o0 RN
4 2N 4 . . .

pour tout r € [2—!— N’N—Q] (7“ € {2—&- N,oo) si N < 2) , o0 C = C(N,r,\). Si de plus N >3
alors on a,

o t a+2

//WKﬁPMﬁgaMmMWhm@ﬁ (4.2.14)

— 0o RN

Démonstration. On ne démontre pas I'estimation car ce sera I'inégalité que I'on
utilisera. Voir le Lemme 2.6 de Nakanishi [63] pour . Pour , voir Morawetz et Strauss
[61]. Voir aussi Ginibre et Velo [39, 40], Lin et Strauss [58]. Pour (4.2.12), on ne donne que les grandes
lignes puisque la démonstration est standard. En effet, elle repose sur la méthode des multiplicateurs,
comme pour 'inégalité de Morawetz originale. On remarque d’abord que, par dépendance continue,
il suffit de montrer le résultat pour des données initiales dans H?(R™) et sur l'intervalle de temps

(1,00). On multiplie I’équation (4.1.1)) par

2r N—1-—1t 2
\/t2+r2ur+ V2 +r2 +(t2+7“2)3/2 "
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(contre u, + %u pour lestimation originale (4.2.14])), puis l'on integre par parties en (¢,z) sur
(1,00) x RN. D’ou le résultat. O

Le résultat suivant est une conséquence directe de I'inégalité de Holder et de ’estimation de type

Morawetz (4.2.12)) (voir le Lemme 5.3 de Nakanishi [62]).

4
Lemme 4.2.6 (Kenji Nakanishi). Soient A < 0, 0 < a < N

© € HY(RN) et soit u € C(R; HY(RN)) la solution associée de (4.1.1)). On a l’estimation suivante.

at2

2(0<oz<oosiN:1),soit

Ju(t, )|”

V142 1+ [z[?
—00 RN

dx dt<0(|‘§0||H17N7OZ,)\)

Démonstration. D’apres 'inégalité de Holder, on a pour tout ensemble mesurable A C R,

a5 at ==
t o
e / el | [aren el <ol [ueartel
A A
2 2
car M >N < «a(N —2) < 4. Ceci implique avec (4.2.12)),
«@
at2
2
Ju(t, )|?
——=dzx dt < C . 4.2.15
—oo {lz[<t}
De plus,
at2
T o, | 7
u €T a+3
—_— e d dt < C(E 1+t)""2 dt<C . 4.2.16
| == | o ®) [a+e) (el (4216)
—oo {lz[>t} —o0
En mettant ensemble (4.2.15)) et (4.2.16)), on obtient le résultat voulu. O

Une autre conséquence de (4.2.12) est le lemme suivant. Il correspond au Lemme 6.1 de Nakanishi
[62] dont I’énoncé et la démonstration ne contiennent qu’un seul espace de Sobolev. Par conséquent,

on ne donne que les grandes lignes de la preuve.

4
Lemme 4.2.7 (Kenji Nakanishi). Soient E >0, A <0, N<oc<N_ d<a<oosiN=1),

¢ € H'(RY), u € C(R; H*(RY)) la solution associée de (4.1.1)) telle que ||ul| Lo r, g1y < E et o donné

par le Lemme4.2.1} Soient 0 =Ty <T1 < - < T, < Tpy1 < -+, I, = (Th-1,T) et 0 < n < ng tels

n
que pour tout n, 2 < ||u||L%(In+1,LP)

S Uensemble (fini ou infini) des indices n. Alors pour tout n € S, il existe t,, € I, tel que

1
7;5(75 T, 7o) S OB

<1, ot (v, p) est la paire admissible telle que p = o + 2. Soit
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La démonstration de ce lemme requiert 1'utilisation du suivant (Lemme 6.2 de Nakanishi [62]).

4
N3 0<a<oosiN=1),
¢ € H'(RY), u € C(R; H(RY)) la solution associée de (4.1.1) telle que ||ul| g my < E et K un
sous-ensemble compact de R™. On pose pour R > 0, K(R) = {x €RY; Jy € K tel que |z —y| < R} )

Lemme 4.2.8 (Kenji Nakanishi). Soient E >0, A <0,0< a <

Alors pour tout R > 0, pour tout t € R et pour tout s < t,

t—s

R

/ lu(t, )Pz > /|u(s,x)|2dx _C(B) (4.2.17)
K

K(R)

Démonstration. On pose pour tout z € RY, d(z) = 1£1;f(|$ —yl et x(x) = h(l — @)7 ol
Y ,

h € C=(RN;[0,1]) vérifie (4.1.3). Alors d € WH*(RN), x € H'(RYN) n WhH(RN), ||Vd||L~ < 1,

IVxllL= < § et

0, sizeRY\K(R),
xla) = {0 S e RTAKUY
1, size K.

Par ’équation (4.1.1), I'inégalité de Cauchy-Schwarz et les estimations sur x, on a

d , .
T Ixe®7e = 20, xw) v = 200w, x(1Au +if (W) v 1
C(E)
Z —Alxllz=Vxlr=llelc [Vu@®)lre > ===
En intégrant ainsi entre s et ¢ et en utilisant les estimations sur y, on obtient

t—s
R b

)72 (s (ryy = ()75 — C(E)
ce qui est le résultat voulu. O

Démonstration du Lemme La démonstration originale de ce lemme, bien que technique,
ne contient pas d’espace de Besov. Cependant, par soucis de clarté, on redonne preuve. On note
Cy = C1(E) la constante dans (4.2.17)). D’apres le Lemme pour tout n € S, il existe un sous-
intervalle J,,, ¢, € RN et Ry > 1 avec J,, C I,, |Ju| = C(E,n) et Ry < C(E,n) tels que

Vn €S, Vt € J,, / min{|u(t, )|?; ju(t, 2)|* 2 dx > Co(E, 7). (4.2.18)
B(cn,Ro)
. Cy _ C1 . -
Soit M = M(E,n) > 1 tel que — > On pose pour tout n € S, t,, = min{¢t; ¢t € J,}. Pour n € S

2 7 M
et k € S, on considere les assertions suivantes.
len — ek < M|t, — tk| + 2Ry, (4.2.19)

e — k| > M|t, — t| + 2Ry. (4.2.20)
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On pose p; = 1 et on définit par récurrence p,41 de la fagon suivante. Pour tout n € {p1,...,pa},
Pa+1 st le plus petit entier k € S satisfaisant (4.2.20). On pose ensuite P = {p1,p2, ..., Pa;s Pat1s---} -
Puis pour n € P, on pose A, = {k € S; k > n et k satisfait (4.2.19)}. Alors par définition de P, on a

S = |J A,. Enfin, pour k € P, on pose P, = {n € P; n < k}. D’une part, a l'aide de (4.2.12) et de
necpP

(4.2.18]), on obtient

e |u(t, z)|**
Card(P)C(E,n) / / - dxdt
7;3 {|z— cn\<M|t—tn|+3R0} C(M, Ro)(|t —tn] + 1) In(|t —t,| +2)

>3 Z/ t+1 lnt+2)dt

neP keA,

C(E,n)
> % (e + Din(te £ 2)°

Ensuite, pour k € P on applique le Lemme [4.2.8| avec
K = B(en, Ry), K(R)= Bl(cn,Ro+ M|ty —t,|), t=1tr et s=ty,

pour tout n € Py. Alors en utilisant la conservation de la masse, (4.2.18) et I'inégalité sur C; et Cy,

on obtient pour tout k € P,

lol> [ lutoPds

U B(en,Ro+Mltr—t,])
nepP

>3 / (b, 7) 2 — Ajlg)card(zak)

"GP’“B(CH,RU)

> %CQ(E, n)Card(Py).

Ainsi, Vk € P, Card(P) < C(E,n) et donc Card(P) < C(E,n), ce qui termine la démonstration. [

Le lemme suivant correspond au Lemme 7.1 de Nakanishi [62]. Si la solution de ( est suffi-
samment grande pour une norme en espace-temps, alors il existe un intervalle de temps aussi grand
que 'on veut sur lequel la solution possede une norme espace-temps aussi petite que ’on veut, d’une

part, et inférieure a I’énergie localisée, d’autre part.

4
Lemme 4.2.9 (Kenji Nakanishi). Soient E > 0, A <0, N <<y (

o € HY(RY), u € C(R; HY(RYN)) la solution associée de (4.1.1)) telle que ||ul|p® m1) < E et (v,p) la

d<a<oosiN=1),

paire admissible telle que p = a4+ 2. Pour tout v > 0, ¢ > 0 et tout M > 0, il existe v; = v1(E) >0 et

Ny = N1(E,v,M,e) > 0 ayant les propriétés suivantes. Si v < vy et si Hu|| 2% 1 1e) > Ny pour un
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intervalle I C R, alors il existe un intervalle (S,T) C I, c € RN et R > 1 tels que |T — S| > MR et

2) .
lull | 2= s (sT)Le) T ull L (s.rywrey < V2 < )3 ser)) — m” u(t )||Lﬁz (Ble.r)) (4:2.21)
1
H“)2 <e (4.2.22)
Vitlz—cf|,,
ot t. € {S;T}.

L’énoncé orignal de ce lemme ainsi que sa démonstration ne contiennent qu'un seul espace de
Besov, 'espace (K, I) et l'espace de Lebesgue (X, I), donnés au début de ce chapitre. Cependant, en
remplagant ces derniers par les ndtres (les espaces (K, I) et (X4, I)) et en procédant de la méme
fagon que I'auteur de ce lemme, on aboutit au méme résultat. C’est plus un exercice de forme qu’un

travail de fond. Par conséquent, on ne donne que les éléments nécessaires a la preuve.

Démonstration du Lemme m On divise l'intervalle I en Ny sous-intervalles I, = (Tj,—1,T},)

@ N 3
(1 < Ny < 0), tels que pour tout n, ||u||L7 S (1.L) < 1g, ot g est donné dans le Lemme
Alors, d’apres le Lemme pour tout n € {1;...; No}, il existe t,, € I,,, ¢, € RN et Ry € (1, C(E)],

tels que

vn € {1;...s No}, [[utn)lZ2 (s, Ry = CL(E). (4.2.23)

On pose alors vy = GE) Par le Lemme [4.2.8, on a pour tout n € {1;...; Npo} et pour tout t > t,,

2
Ca(E)
to

)72 (B(en. Rotpolt—tnl)) = N0t Z2(B(en o)) — (4.2.24)

Cy(E) < C(E)
Ho 2
sur C1(E) et Co(E), on en déduit que pour tout n € {1;...; Np},

o po = p1o(E) > 1 est une constante telle que . De (4.2.23)), (4.2.24) et de I'inégalité

2\ o
vtel, ”u(t)”%P(B(cn,RonL,uo\tftn\)) || (t )”Ljfz (B(cn,Ro+piolt—tn])) ~ V1 (4.2.25)

On divise maintenant chaque intervalle I,, en sous-intervalles J = (Sj_,,Sy) avec k € P, C Z, tels

que ||u|| + [lull . (gp wey < v? et Card(P,) < C(E,v). Ensuite, & partir du Lemme 4.2.6

772 (Jp, L)
on obtlent qu'il existe L € (0,C(FE,¢)) et un T} vérifiant

Ty € (Spoy S+ Ly1+1Sp, —tal?), sik >0,

€ (Sp — L1+ 1S} —tal?, SE) sik <0,

tels que pour tout n € {1;...; No},

(4.2.26)

||\/1+J;—cn|2
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Soit My = Mo(E, M,e) > 1 tel que Mopo—L > Mpuo(L+1) et MoRo—L > M(Ro—+uo(L+1)). Alors en
raisonnant par ’absurde et en utilisant le Lemme on montre qu’il existe Ny = Ny (E,v, M,e) >0
tel que si ||uHL%(I’LP) > Ny, alors la propriété suivante NE tient PAS. Pour tout n € {1;...; Ny} et
tout k € P,

1SE_1 — S| < Mo(Ro + pol Sy —tul), sik >0,
(4.2.27)
1Sp — SP| < Mo(Ro + 110]S —ta]),  sik <O0.

Il existe alors ng € {1;...; No}, ng < 00, et ko € P,, tels que (4.2.27) NE tient PAS. On pose alors

t.=S=1T, T=8", si ko > 0,
S=S80 .,  t=T=T", sik <0,

¢ =,y et R = Ro+ 10| T}, —tn,|. On vérifie ensuite que ces valeurs satisfont bien (4.2.21) et (4.2.22)),

notamment grace a (4.2.25)—(4.2.27)). O

Le lemme suivant (Lemme 8.1 de Nakanishi [62]) peu s’adapter au cas critique. Malheureusement,

aucune application n’a été trouvée dans ce cas.

4
Lemme 4.2.10 (Kenji Nakanishi). Soient les notations (4.1.2), E > 0, A <0, N € {1;2}, a > N’
o € HY(RY) et u € C(R; HY(RY)) la solution associée de (4.1.1)) telle que Ep(p) < E. On suppose

qu’il existe v > 0,6 >0, c € RN, R>1 et T > S > 0 tels que u satisfait (4.2.21)) et (4.2.22) en

t. = S. Alors il existe vo = vo(E) > 0 et ea(E,v) > 0 tels que si v < vy et si e < g2, alors il existe

vo € HY(RYN) satisfaisant les propriétés suivantes.

2\ o V2
Ja(T) = oD — =22 (D) ~ oD% < B - 2, (12.28)
ool 7 < 202, (4.2.29)
R* 7
||U||LW((T,oo);Lp) < C(E,V) (M) s (4230)

ot pour tout t € R, v(t) uf T(t)ve. Si u satisfait d4.2.21|) et d4.2.22b en t, =T, alors on a le méme

résultat en remplagant T par S dans (4.2.28) et Uintervalle (T,00) par lintervalle (—o0,S) dans

(-2.30).

Si I’énoncé originale ne contient qu’un seul espace de Besov (Iespace (K, I) donné au début de
ce chapitre), la démonstration en utilise abondamment (B;%, By, BY, o, Bgo‘?g et bien-str (K,I)).
En travaillant sur les estimations originales, on peut se passer de tous ces espaces pour n’utiliser que

ceux citer au début de ce chapitre.
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Démonstration du Lemme [4.2.10] La preuve de ce lemme est trés technique.
Etablissons (4.2.29). Puisque I'énergie est finie, il existe ¢/ € RN avec d «f e = | < C(E,v) tel que

2\ V2
||U(S)||§{1(B(c/,2)) - m||u(s)“zj_-¢2—2(3(cl72)) < o (4.2.31)

Soit h € C°(R;R) satisfaisant (4.1.3). On pose alors pour tout z € RY, xr(z) = h (2 - @) et
vo = T(=S)(xru(S)), ou T € (1, R + d) est tel que

[ (1R +19u(s)R - 2 juts)e?) s =2 (12)
RN

On vérifie qu’un tel choix est possible grace a (4.2.31)) et (4.2.21)), en regardant ce qu'il se passe pour

I =1et = R+d. On pose pour tout t € R, v(t) = T(t)vg. A l'aide de (4.2.22) et (4.2.32), on

montre que

[o(S)|3 < v* + C(E,v)e.
Par conséquent, il existe ea = e3(FE,v) > 0 tel que 'on ait (4.2.29)).

On pose ensuite w = v — v. Alors de la méme fagon que ci-dessus, on montre que

2\ a+2

[ — 5 llw(S)[5E < B—v* + C(B,v)es.

Quitte & choisir 5 = e3(F, v) plus petit, on obtient alors.
2

2A v
2 2
w7 — m”w(S)H%Lz < FE- Ch (4.2.33)

Etablissons (4.2.30). En utilisant la propriété de dispersion du groupe de Schrodinger, on obtient

oo

19017 ((.00y:20) < /(t —8)2|Jo(S)II7, dt. (4.2.34)
T

Puis, en utilisant le fait que ||xr|r~ < 1 et suppv(S) C B(c/,2I), on obtient avec 'inégalité de
Holder,

lv(S)||7, < C(E,v)R*. (4.2.35)

HZp’

Ainsi ([#.2.34) et ([£.2.35) donnent (4.2.30).

Etablissons (4.2.28). On pose I = (S, T) et pour tout ¢t € (S,T), E(u,t) = Er(¢). On alors

E(w,T) = E(w,S) +2 /(f(w) F(w), —ilw — if (w) + iw)dt. (4.2.36)
S
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En utilisant les inégalités de Holder, Strichartz et 'estimation (4.2.21f), on obtient

T
[ ) =it i) + i)t < OBl gy (1.2.37)
s
T
[ =@, ~itvw)de < CE) Ty (4.2.38)
S
Soient (a, b) une paire admissible telle que p < b < p(p—1), 0 = £ et p € (p(p — 1),00) tel que

1
p(p—1) —

p = p(N, a) soit possible. Par les inégalités de Holder et de Strichartz, il existe Co = Co(N,a) > 1

=0 4+ % On choisit b = b(N,«) suffisamment proche de p( — 1) pour qu'un tel choix de
telle que 'on ait

=2 =7
ol 2y gy < il 22 oy 05y 01y < Nl 25, )+ Collvolla.

On peut supposer que 3Cory < 19, ou 7y est donné par le Lemme Alors par (4.2.21)), (4.2.29)
et le Lemmeﬂ ||w|| L2 1oy S <o et done ||wl[par, w1y < C(E,7), pour toute paire admissible

(g,7). Ainsi avec I'inégalité de Holder, on obtient donc

T
/ ) —ifw))dt < C / (I w1250 d

S
*a)( —1) a
5 (p— 1) 5
< / 1 @l o)l / o e

-1
F(p 11) K
CE Nl s 1o, /nu i dt
or. 1P =1 4 . : NPT iy
r, - —1 Zy = a2 N Par conséquent, on obtient avec I'inégalité de Holder,
N —
T
=@, =irwpldt < CE) el 1oy (4.2.39)
s
T
[ 1i=f.iwde < CET: oyl (4.2.40)
s

En mettant ensemble les estimations (4.2.36))—(4.2.40]) et en utilisant 'inégalité de Strichartz, (4.2.21]),
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[@2.29) et ([X.2.33), il vient

B(w,T) < B(w, )+ CE)[ul 5 yyis + CE)vol 1
2
<E- % + C(E)20Y 4 OB
1/2
< E — ? + C(E)Z/A/
1/2
<E- -+ Co(E)W?v) 2.

Soit alors vy = 1o(E) > 0 tel que Co(E)v) 2 < i 1l vient donc,
2
VR
qui est . Ceci termine la démonstration. O

Ew,T)< E —

Voici maintenant une autre démonstration du Lemme 9.1 de Nakanishi [62]. Ce lemme est intéressant

car il s’étend au cas critique et ’on en donnera une application a la Section (Corollaire [4.3.1)).

4
Lemme 4.2.11 (Kenji Nakanishi). Soient les notations (4.1.2), E > 0, A < 0, N <a< N3

(4 < a<oosiN=1),w solution de (4.1.1)) de donnée initiale wy avec wy € H*(RY) et Er(wy) < E,
v(t) = T(t)vy avec vg € HY(RYN) et u solution de (4.1.1)) de donnée initiale ug = wo + vo. On a alors

le résultat suivant.
Pour toute solution w de (4.1.1)) vérifiant les hypothéses ci-dessus et pour tout L > 0, il existe

k> 0 tel que si ||vollr2 < Kk et si ||w||wa < L alors

772 (RLP)

we L2 (R; LP(RY)) et < C(E,L).

HUHL%(RLP)

De plus, pour toute paire admissible (q,r),
ue LIR;WH(RY)) et ull pawrry < C(E, L,7).

En particulier, w € LI(R; W (RN)).

On le méme résultat si l'on remplace R par Uintervalle (0,00) ou par Uintervalle (—o0, 0).

Démonstration. II suffit de démontrer le résultat sur (0, c0) et de 'appliquer & @ solution de
telle que @(0) = Wy = Wo + To. Par unicité, () = u(—t) et alors on obtient le résultat sur (—oo,0).
De plus, on admettra temporairement un résultat de convergence uniforme dans L?(R™) pour des
solutions d’énergie finie (Théoréme . Soient 0 =Ty <1 < ... < Ty, = o0 tels que pour tout
n e {l;...; No},

Mo
- <wll

! <m0, (4.2.41)

ya
Ly=2((Tn-1,Tn); L")
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ol 1y est donné par le Lemme|4.2.1] En particulier, NOw 7720 L et donc Ny < C(L, o). Alors d’apres
le Lemme (4.2.1) w € L7((0,00); WP (RN)) et [[w] 1+ ((0,00);w1.0) < C(E, L). On démontre d’abord la

seconde partie du lemme. On peut supposer que E > 1. On a I’équation intégrale suivante.

VS > 0,V > S, u(t + S) = T(t)(v(S) — w(S)) + w(t + )

+i/T(t—s)(f(u(s+S)) — f(w(s+9)))ds

0

En appliquant les inégalités de Strichartz et de Holder a 1’équation ci-dessus, il vient

”u”LW(I,LP)
< Nwllzv,zey + 1TC- ) (w(S) = w(S) v (0,7-5);e) + Cll f(u) — f(w)Hm’(I,Lp’)
< lwllpr(r,pey + Cllu = wllp (0,8);22) + Cllull] Doy 10ll37 1 1oy + Clwll gy 10175 )
ot l'on a posé I = (S,t). On en déduit alors que pour tout S > 0, et pour tout ¢t > S,

lwllo ((s.):00) < Wl ((s.6):0)+Collu — w|| Lo ((0,5):L2)

. . (4.2.42)
+C1(E) (”“HZw((s’t);Lp) + Hw”zw((s,t);mﬂ :
De méme,
l[ull L~ ((0,5);20)
< Cllvollzz + Cllwollze + llwll v esLey + CllF (W) = f (W)l v (0,5):207)
<CE,L)+C (HUHZ;’Y(R;LP)HUL'Y((O sy T llw ||2W 2 (& LP)> lw —w|l v ((0,00):20)
et donc
VS >0, [[ullLv(0.9):20) < C(E, L)+C2(E, L)|lu — w|| L+ ((0,5);L¢)
» (4.2.43)
O (Bl f2 05,0yl = Wl (0,320
Puisque v > 2, il existe € = ¢(F, L) > 0 tel que
27O (E)e 2 < 1, (4.2.44)
e(2(Co(E,L) +1))""2 < Cy(E, L) + 1, (4.2.45)
ou C1(F) est la constante de (4.2.42)) et Cy(F, L) celle de (4.2.43)).
Puisque w € LY (R; LP(RY)), on peut trouver Sy > 0 suffisamment grand pour avoir
€
lwll v ((Sg,00);L0) < 3 (4.2.46)
Y €
1wl (59,000 10) S 3C,(E)’ (4.2.47)
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ou C1(F) est la constante de (4.2.42). Enfin, d’apres le Théoréme il existe k > 0 suffisamment

petit tel que si ||vg||rz < & alors

HU - wHLOO((O,So);LZ) < ﬁa (4248)
€
lu = wllLv((0,50);L0) < Co(E) (4.2.49)
1
—wl|,n ey < 4.2.
lu = w7 ((0,50); L) (B D) (4.2.50)
ou Cj est la constante de (4.2.42)) et C5(F) et Co(E, L,) celles de (4.2.43)).
On applique (4.2.46)—(4.2.48) a (4.2.42)) avec S = Sy, ce qui donne
vt > So, llullpr((so.eiLey < &+ CrE)ul)5((s0.00:10): (4.2.51)
De (4.2.51)) on déduit aisément que
u € L7((0,00); LP(RM)) et |Jul| .+ ((s0,00):00) < 26 < C(E, L). (4.2.52)

Sinon, par continuité de I"application ¢ —— [|u|| 1~ ((s,,0);0) Sur (Sop, 00), on peut trouver Ty > Sp tel

que |[ul v ((so,10);:0) = 2€. Ce qui donne dans (4.2.51)) avec t = Tj et (4.2.44)),

2 < e+ 27710 (E)e" % < 2,

ce qui est absurde. D’ou (4.2.52)). Dans (4.2.43) on applique (4.2.49) et (4.2.50)). Alors pour tout
S e (0, So),

-2
||u||L7((O,S);LP) < C(E, L) +1+ 5”“’”2*{((073);[1;:);

et donc en procédant comme ci-dessus et en utilisant (4.2.45)),

l[ull v (0,502 < 2(C(E, L) +1). (4.2.53)

Ainsi, de (4.2.52) et (4.2.53)) on en déduit que u € LY((0,00); L?(RY)) et

||UHL’Y((O,OO);LP) < C(EvL)
En utilisant cette derniere inégalité et 'inégalité de Holder, on obtient

e
uwe L2 (0,00 LARY)) et ull 2oy < C(B, L),

Soit alors 0 = Ty < T7 < ... < T} = oo tels que u satisfasse (4.2.41)) pour tout n € {1;...; Ng}. Alors
N} < O(E, L) et d’aprés le Lemme[d.2.1] pour toute paire admissible (g, ), u € L((0, 00); W (RN))
et ||'U;||Lq((0,oo);wl,r) < C(E,L,’I’). O
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Remarque 4.2.12. La formulation du lemme que 1’on a donnée est plus faible que la version originale.
En fait, on peut montrer que x = k(FE, L). Les idées sont les mémes (argument de continuité et
inégalités de Strichartz) sauf que ’on utilise le découpage et l'on travaille sur les IV intervalles
(T—1,Ty), au lieu de n’utiliser que (0, Sp) et (Sp, 00). La preuve que ’on donne s’en trouve simplifiée.
De plus, on peut supposer v petite seulement dans L%(R; LP(RY)) au lieu de L?(R™), ce qui, par
les inégalités Holder et de Strichartz, est plus faible. En revanche, cette version du lemme est valable
pour o = 4/N ce qui ne 1’était pas & lorigine. Cependant, par soucis de rigueur, on donne le lemme
sous sa version originale (sauf que 'on travaille avec LY(R; LP(RY)) au lieu de L7-2 (R; L?(RYN))).
Dans cette démonstration, on n’utilise pas bien-siir les espaces de Besov (Y, 1) et (Y, I) (donnés au

début de ce chapitre) qui sont trés présents dans la preuve originale.

4
Lemme 4.2.13 (Kenji Nakanishi). Soient les notations (4.1.2), E > 0, A < 0, v <a< N3

(4 < a<oosiN=1),w solution de (4.1.1)) de donnée initiale wy avec wy € H*(RY) et Ep(wy) < E,
v(t) = T(t)vy avec vg € H*(RYN) et ||vo|lgn < E et soit u la solution de (4.1.1) de donnée initiale

ug = wo + vg. On pose pour tout t € R, v(t) = T(t)vg. On a alors le résultat suivant.
Pour toute solution w de (4.1.1) vérifiant les hypothéses ci-dessus et pour tout L > 0, il existe

k= rK(E,L) >0 tel que si [|v]|1v((0,00);00) < K €t 50 ||wHL%((O,OO);Lp) < L alors

uwe L77((0,00); LP(RN)) et |ul < C(E,L).

e
L7=2((0,00);L°)
On le méme résultat si l'on remplace Uintervalle (0,00) par un lintervalle (—o0,0) ou par R.

Démonstration. Comme pour la démonstration du Lemme |4.2.11] il suffit de considérer le cas t > 0.
Soit 79 donné par le Lemme Soit 17 € (0,70) & choisir plus tard. Puisque ||w||L$%((O7OO);LP) < L,

il existe 0 =Ty < Ty < ... < Tn,+1 = 00 tels que pour tout n € {1;...; Ng+ 1},

n =21
<l <ot (No+ 1) < L (4.2.54)

Ainsi, No = No(L,n).

On pose g =u— (w+v) et ¥n € {0;...;No}, Vt = T,,, gn(t) =T(t — T,,)g(T},). Alors on a,

t

Vit > To, g(t) = galt) + / Tt — 5)(f(u(s)) — flw(s)))ds,

Tn+ 1

Vt 2> Ty gn1(t) = gn(t) + / T(t = s)(f(uls)) = f(w(s)))ds.

Tn
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En appliquant les inégalités de Strichartz et de Holder aux deux équations intégrales ci-dessus, on

montre que les estimations suivantes sont satisfaites.

9l 2~ (T ,t):0) < N GnllLv((T 0)sL0)

§ (4.2.55)
40 (gt wt ol ol Yl ol
||gn+lHlﬂ (Tnt1,00);LP) X ”gn”L”f ((T,00);LP)
(4.2.56)
@
(Ilg +w+of? L7 (T Ton)iLe) T ||w||LW’Y‘12((Tn,Tn+1)§LP)) o+l 2o

On pose alors py, = ||gn || L7 (1, ,00):10) €t VE € [T, Trt1], @n(t) = 119l 27 (70 ,2);10)- Alors gy, est continue
sur [T, Tht1], po = 0 et pour tout n € {0;...; No}, ¢.(T,,) = 0. En utilisant respectivement (4.2.55))
t (4.2.56]) puis I'inégalité de Holder, on a pour tout n € {0;...; Np},

Yt € [T, Tot1], @n(t) < o+ Co(B)((ga(t) 2 + 1% + £772)(gn(t) + 5), (4.2.57)
Prt1 < Pa + Co(B)((¢n(Tnr1))" ™% + 0% + £772)(qn(Tnr1) + k). (4.2.58)
Soit € (0,1) suffisamment petit pour avoir Co(E)(2n7~2 + n%) < i Soit alors k € (0,n) tel que

2Nog < . Tl est clair que n = n(E), Ng = No(E, L) et k = x(E, L).
Soit n € {0;...; No}. On va montrer que si p,, < g alors
Vit € [Th, Tnt1], ¢n(t) < max{x;2py}. (4.2.59)

On a ¢,(T,,) = 0. Par continuité de g,, il existe tg € (T, Tn+1) tel que pour tout ¢t € [T),,t),
0 < gn(t) < K. Supposons qu'il existe Ty € [tg, Tht1] tel que ¢, (Tk) > k. Alors par continuité de gy,
on peut supposer que ¢, (T%) < n. En appliquant alors avec t = T, on obtient g, (T%) < 2py.
De plus, s'il existait Ty € (T, Tni1] tel que q,(To) = 7, alors par avec t = Ty on aurait

Pn > g, ce qui est absurde. D’ou (4.2.59).

Soit n € {0;...; Ng — 1}. Supposons que p,, < Q. Alors ¢, (Th+1) < max{k;2p,} par (4.2.59), ce qui

donne avec (4.2.58)), pn+1 < max{,‘i 2p,}. Or pg = 0. On obtient donc par récurrence que pour tout

n € {0;...; No}, pn < 2No—1p < 5 Ainsi on a par (4.2.59),

No

||g||m (0,00);LP) — Z ||g||Lw (T, Tpg1);LP) — Z( n(Tn-i-l))fY < (NO + 1)777 < C(E,L).
n=0

Par (4.2.54), le Lemme et U'estimation ci-dessus, il vient ||u||z~((0,00);20) < C(£,L). Puis, par
I'inégalité de Holder, on obtient

=2 el
Hu||L$_%((O7OO);LP) < ||U||L$((o,oo);p)||UHL3c((0,OO);Lp) < C(E,L).
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D’ou le résultat. O

Maintenant, tous les éléments nécessaires & la démonstration de la Proposition sont réunis.

Elle se fait par récurrence sur la taille de ’énergie totale de la donnée initiale.

Démonstration de la Proposition Soient les notations . On procede par récurrence
sur Er(ug), ol ug est la donnée initiale de la solution u de . Pour les petites données initiales,
le résultat vient des inégalités de Strichartz. Soit E > 0. Soit alors v = min {11 (E); v2(E); g}, ol
v1(E) et vo(E) sont donnés respectivement par les Lemmes et On pose ensuite § = ”72.
On fait alors 'hypothése de récurrence suivante. Pour toute solution 4 de de donnée initiale

U vérifiant Ep(tg) < E— 6, on a

ie L2 (R LP(RN)) et |l < Cy(E). (4.2.60)

L“f 72 (R;LP)

Soit u une solution de (4.1.1) de donnée initiale ug vérifiant Ep(ug) < E. Soit alors k = k(E, C1(F))

donné par le Lemme 3l Supposons alors que ||u|| 7% (R, L) > 3B. Alors il existe Ty < 17 tels
que ||u|| 25 OOT)LP) B, ||lu HL7 S (To TP > B et Hu”Lﬁ((n;m);Lv) > B. Dans le Lemme

on choisit I = (Tp,T1). Ainsi, il ex1ste M = M(E) tel que le membre de droite de (4.2.30]) soit
plus petit que &, si |T — S| > MR. Soit € = e2(F, v(F)) donné par le Lemme [4.2.10} On peut utiliser
alors le Lemme si I'on suppose que B > Ny (E,v(E), M(E),e(E)). Supposons alors que dans

(@.2.21)—(4.2.22), t, = S. D’aprés le Lemme |4.2.10] il existe v; € H'(RY) tel que

Er(u(T) —v(T)) < E =6,
llvi]3: < 2% < E?,

lvell o ((7,00)520) < K5

ou pour tout t € R, v¢(t) = T(¢t)v1. On peut alors appliquer 'hypothese de récurrence (4.2.60|) avec
@ = w telle que 4y = u(T) — ve(T). On utilise ensuite le Lemme |4.2.13| avec wg = u(T) — v¢(T) et
vo = ve(T"). On obtient alors,

l[ull, 2= < Co(E).

L= B ((T,00);LP)

Et puisque T' < T, on obtient

[l < Bo(E) = 3max{Ny; Ca}.

L‘Y 72 (R;LP)

Et si U'on a t, =T dans (4.2.21))—(4.2.22)), alors on obtient de fagon similaire,

l[ull, 2= < Ca(E),

L7 ((—00,8);LP)



78 Applications des résultats de Kenji Nakanishi

avec S > Ty. D’ou le résultat.
Soient 79 donné par le Lemme {21 et —co =T_pgy < ... <T_; <To < Ty < ... < T, = 00 tels

que pour tout n € {—Mo;...; No},

Tlo
- <l

< 1.
9 Mo

o
Lv=2((Th-1,Tn);LP)

En particulier, (Mg + NO)%% < C(E) et done My + Ny < C(E). Alors d’apres le Lemme [4.2.1

pour toute paire admissible (g,7), u € LI(R; WH"(RY)) et lull oW1y < C(E, 7). Ceci termine la

démonstration. O
Démonstration du Théoréme Les Propositions et permettent de conclure. [

En suivant pas a pas la démonstration de la Proposition on constate que la seule obstruction a

4
Pextension au cas a = N est le Lemme 4.2.3| (Lemme 4.1 de Kenji Nakanishi [62]). Malheureusement,

nous n’avons pas réussi a améliorer la démonstration originale. Par conséquent, si une théorie de la

diffusion dans ’espace d’énergie n’est pas possible dans ce cas, cela veut dire que I’on peut trouver un

contre exemple au Lemme [4.2.3] Remarquons néanmoins que les opérateurs d’onde sont bien définis et
4 R

continus de H'(RY) vers H!(RY), lorsque o = i (et ce en toute dimension d’espace N). A cet effet,

voir par exemple le Théoréeme 7.6.5 de cazenave [19]. Bien que les hypotheses de ce théoréme soient
4

N -2

4 4 4
avec N > 3 et N <e<y—% la démonstration est valable pour N € N\ {0} et N <a<

d<a<oosi N=1).

4.3 Applications des résultats de Kenji Nakanishi

Dans cette section, on donne une application du Lemme de Kenji Nakanishi. Grace & l'ex-
tension de ce dernier au cas critique, on peut donner un début d’étude asymptotique des solutions de
I’équation de Schrodinger . Malheureusement, on ne peut obtenir ce résultat que pour “beau-
coup” de solutions, et non pour toutes. Ceci est dii au fait que le Lemme 4.1 de Kenji Nakanishi [62]
n’a pu étre démontré dans le cas critique. Par conséquent, on ne sait pas si, dans ce cas, un résultat

tel que celui du Théoréme [£.1.1] est encore vrai.

4
Corollaire 4.3.1. Soit A < 0. On suppose que o = e Soit E un sous-espace fonctionnel strict

de HY(RN). Pour tout ¢ € H*(RY) et pour tout e > 0, il existe 1 € H'(RN) \ E satisfaisant les
propriétés suivantes.
Lol =dllur <e,

2 N[l > Nl
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3. Pour toute paire admissible (q,7), v € LY(R; WL (RYN)), ou v désigne la solution de (4.1.1)) de

donnée initiale 1,

4. Il emiste v, € HY(RYN) et v_ € HY(RYN) telles que . ligl IT(=t)v(t) — vi||gr = 0.

Remarque 4.3.2. Ce corollaire veut dire que I'on peut approcher des solutions aussi grandes que ’on
veut en norme H!(R™) par des solutions possédant un état de diffusion dans H*(RY) en +oc0 et —oco
La nouveauté est que ces solutions peuvent étre aussi irrégulieres que l'on veut, du moment qu’elles
sont dans H'(RY). Le résultat est évident si 1 € X. On peut donc choisir par exemple E = X,,q, ce

qui donne un résultat non trivial.

Démonstration du Corollaire Soient ¢ € HY(RY), e > 0 et (¢,r) une paire admissible. On

pose p = a+2 de sorte que (p, p) est une paire admissible Par densité, il existe (¢, )neny C X telle que

LN 1 Gny st Gulla > (ol ae,
On H®), . Pour tout n > 1, on pose A, nt M et ¥, = " ) !
n—o0 n | énllm An@ns 8| @nllm < [l mr

HY(R _por_
Alors (¢Yn)nen C X, ¥y (—> &, |[Unllmr > llellar et uy, € LP(R; LP(RM)) = L=z (R; LP(RY)),

pour tout n > 1, oll uy, des1gne la solution de (4.1.1)) de donnée initiale v, (Ginibre et Velo [35],

Tsutsumi [74] ; voir aussi le Corollaire 7.2.4 de Cazenave [19]).

Soit ng tel que ||, — @l < g D’apres le Lemme [4.2.11} il existe & € (0, %) tel que pour tout

vo € H'(RN), si [lugllgr < & alors uy, 4v, € LIYR;WET(RY)), olt uy,, v, désigne la solution de
de donnée initiale 1,,, + vo.

Soit vg € HY(RN) \ E telle que |lvg|lgn < & et (¥nolvo) g1 o = 0, 00 (. | . ) désigne le
produit scalaire dans H'. On pose alors ¥ = 1, +v9 € H'(RY) \ E et on appelle v la solution
de telle que v(0) = v. D’apres ce qui précede, u, € LI(R; WL (RY)), [l — o[ < € et
161210 = b 20 + 2 (o)1 s + 0llZ > g2 > 9121 On a done montré ] zetﬁ

Et puisque u € LP(R; LP(RN)) = L7-2 (R; L7-2 (RY)), 4 v1ent alors de la Proposition Ceci

termine la démonstration. O

Remarque 4.3.3. Comme on I’a vu a la section précédente, 'inégalité de Morawetz est nécessaire

pour établir la théorie de la diffusion le cas dissipatif. Lorsque IV > 3, cette estimation est suffisante

(x+2
puisqu’elle permet de montrer que u(t) # 0, ce qui implique l'existence d’un état de diffusion

dans H(RY) en +o0 et —oo (Cazenave [19], Théoremes 7.5.1, 7.5.3, 7.6.1, 7.6.5 et 7.6.7). Alors que
dans le cas N < 2, a cause de la non-intégrabilité en temps des solutions de I’équation linéaire de
Schrédinger, I'inégalité de Morawetz ne suffit plus. On peut cependant constater une conséquence

immédiate de cette derniere. Soient A < 0,0 < o < 55 (0 <a<oosi N =1), ¢ € H'(RY) et u la
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solution associée de (4.1.1)). Soit r € (2, J\QINQ) (r € (2,00] si N = 1). Pour tout € > 0 et pour tout

A >0, il existe (t,)nez C R avec lim ¢, =oco et lim ¢, = —oco telle que

n—oo n——oo

Vne€Z, max |u(t)]
[tn—A,tn+A]

L <e. (4.3.1)

En particulier, cela implique

lim jof [[u()]- =0,

pour tout r € (2, %) (re (2,00 si N=1).

Remarquons d’abord que sous les hypotheses ci-dessus, on a le résultat suivant.

T+6
Ve >0, V8 > 1, VA > 6, 3T > A tel que / [u(®)]|$42.dt < e. (4.3.2)
T-0

La démonstration est & peu de choses pres identique & celle du Théoreme 7.5.1 de Cazenave [19]. On
procede en 4 étapes.

) =0.

Etape 1. Pour tout r € [2, 2 (r € [2,00) si N = 1), 75lim [l (%)

Cette étape est identique a I’Etape 1 de la démonstration du Théoréme 7.5.1 de Cazenave [19]. Soit

[
—, si|z| <M,
M > 0. On pose Oy (x) = M l«

1, si|z] > M.

Opru € C(R; HY(RM)). On prend alors le produit de dualité de (4.1.1) avec i@y u. Alors

1
Alors 0y € WH(RYN) et [|[VOps||pe < v Donc

(tug + Au + Au|u, ZHMu Ya-1. 11 =0,

<iut,i9Mu>H—17H1 = 2dt /9M|u| dx
<)\|u|au7i9Mu)H71,H1 =0 et

[(Au, i0pru) g1 1| = ‘Im/ uVu.VOydx g
’ R M

1
< —|lult <
) )l

De ces 4 dernieres relations, on obtient

/GM(x)|u(t,J;)|2dx < %H— /GM(x)|<p(x)|2dx.
RN RN

On choisit dans cette derniere inégalité M = t(Int)'/3 et on fait tendre ¢ vers oo (dans la démonstration

originale, M = tInt). En utilisant le fait que tlim / Or(in4)1/3 (z)|¢(x)[*dz = 0 (Théoreme de conver-

RN
gence dominée de Lebesgue), on obtient donc

tlim lu(t) || L2 (23> 10 t) = 0.
—00
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Le cas général s’obtient en utilisant les inégalités de Holder et Gagliardo-Nirenberg et le fait que
||u||Loo(R;H1) < 0.

S4-0
Etape 2.Ve; >0,V0 > 1, 3T; > 6 tel que VS > 17, / ||u(t)\|%ﬁz(|x|3>t3 lnt)dt < e1.

5—0
Ceci se déduit immédiatement de la 1 étape.
T+6

Etape 3. Vey >0, V0 > 1, Va > 0+ 1, 3T > a tel que / ||u(t)H%ﬁz(|x|3<t3 mpdt < 2.
T-6
Ici encore, on suit 'Etape 2 de la démonstration du Théoreme 7.5.1 de Cazenave [19].

Soient €5 > 0,6 > 1 et a > 6+ 1. On peut supposer sans perte de généralité que a est entier. On pose

pour tout k € N, ¢, = 1+ 2k6. Par 'inégalité de type Morawetz (4.2.12)), on a

+oo
142 X
e / 1163+t / lu(t, z)|* T2 dzdt
! {lz[3<t3 Int}
= 14y, ri
P Z 1+ 3] / |U(t7$)|a+2dmdt,
i L G T G Incep
¢k {|z|*<t3Int}
et donc
o) 1 Ck+1
Z 1 / / lu(t, z)|* 2dadt < co. (4.3.3)
=g Cr In cg
ek {|z|3<t® Int}
Or,
=1
reet - 4.3.4
’ kz:: celncy (4.3.4)
Donc de (4.3.3) et (4.3.4), on en déduit,
Chkq+1

Va € Naveca > 6+1, 3k, € N, k, > a tel que / / lu(t, x)|*T2dedt < e5.  (4.3.5)

Ckq {|z[3<t3Int}

Dot le résultat en utilisant (4.3.5) avec T =1+ 0(2k, + 1) car alors T — 0 = ¢y, et T+ 60 = ¢k 41.
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Etape 4. Conclusion.
Soient € >0, § > 1 et A > 6. On applique la 2°™¢ étape avec £ = % Alors,

S+6

o €
37y > 0 tel que VS > T3, / 0015 oo < 5 (4.3.6)
)
Puis on applique la 3%™¢ étape avec g = g et a = max{Ty, A + 1}. Alors,
T+6
€
AT > max{T1, A + 1} tel que / ||u(t ||La+2(\m\3<t3 1ngydt < 7 (4.3.7)
T—9

On obtient alors (4.3.2)) en choisissant S = T dans (4 et en sommant cette expression avec (4.3.7).

Puis, on constate que est une conséquence directe de . En effet, en utilisant I'inégalité
de Gagliardo-Nirenberg, il suffit de démontrer ) pour 7 = a + 2. On ne montre également le
résultat que pour ¢ > 0. Il suffira de 'appliquer a u( ) solution de - de donnée initiale @
pour obtenir le cas t < 0. On obtient par 1’équation que |lu||poo(r;z-1) < 0o et donc par
interpolation, [|u(t) —u(s)|| > < |[u(t) —u(s)| 12 |lu(t) —u(s )Hm < C|t—s|~1/2. Ainsi avec I'inégalité
de Gagliardo-Nirenberg, on a

41— (N—2)
Vt, s € R, ||u(t) — u(s)||pat+e < Clt — 5| 1D

Dot (E3.1) grace & (32).

Remarque 4.3.4. On rappelle que lorsque o > % alors on a . ligl llu(®)||- = 0. Mais on ne sait
— =00
pas si oui ou non . ligl |u()||L- = 0 lorsque a < +. Cependant, si ¢ est & symétrie sphérique et si
— =00

.~ = 0 lorsque a < % (voir la Section .

N > 3 alors on peut montrer que , ligl [lu(t)]|
—+oo

4.4 Deux résultats de dépendance continue

Dans cette section, on montre que lorsqu’une théorie de diffusion peut étre établie, alors on peut
améliorer les résultats classiques de dépendance continue, dans le sens ou cette derniere a lieu sur un

intervalle de temps non borné.

Définition 4.4.1. Pour toute donnée initiale p € H*(RY), on note u € C((—=Ts, T*); H*(RY)) la

solution associée de (4.1.1)).
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1. On dira que opérateur U, : ¢ — u, est bien défini sur un voisinage non vide O de H(R")

si pour tout ¢ € O, T* = cc et s'il existe un unique uy € H'(RY) tel que

lim || T(—t)u(t) — up | m = 0.

t—o0

2. On dira que l'opérateur U_ : ¢ — u_ est bien défini sur un voisinage non vide O de H!(R")

si pour tout ¢ € O, T, = oo et 'l existe un unique u_ € H'(RY) tel que

lim ||T(—t)u(t) —u_||g =0.

t——o0

4
Théoréme 4.4.2. Soient A € R\ {0}, 0 < a < ) (0 <a<oosi N=1), O un ouvert non

vide de HY(RN), ¢ € O et u € C((=T., T*); HY(RN)) la solution de (4.1.1)) telle que u(0) = ¢. Pour
€ HY(RY), on note v la solution de (4.1.1)) telle que v(0) = .

1. On suppose que l'opérateur Uy : o — uy est bien défini et continu de O dans H'(RY). On a

le résultat suivant.
VT < T,, Ye >0, In > 0 tel que Vip € HY(RY), |l — 9¥||m <= ||u— vllc((=T,00);H1) < E-

2. On suppose que l'opérateur U_ : ¢ — u_ est bien défini et continu de O dans H*(RN). On a

le résultat suivant.

VT < T*, Ve >0, 3n > 0 tel que Vip € H'(RY), |lo — ¢l <n=>|[u—v|lc(-T,00):m1) <&

4 4
Corollaire 4.4.3. Soient A € R\ {0}, N <<y A<a<oosiN=1),¢c H(RN) et

u la solution de (4.1.1) de donnée initiale p. Pour v € HY(RYN), on note v la solution de (4.1.1) de

donnée initiale 1. Soit (q,r) une paire admissible (r < co et ¢ > 2). On a le résultat suivant.

1. 8i A <0 alors Ve > 0, In > 0 tel que V1p € HY(RV),
I =¥l <n=llu—vlle@mnr) +llu = vlLe@wrr) <e.
2. SiA>0 etsil|o||lgr <9 avec § >0 assez petit alors

Ve >0, 3n > 0 tel que Voo € H'(RY),

le —Yllm <n=llu—vllcwmar) + v —v||Le@wiry <e.
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Remarque 4.4.4. Il est clair que dans le cas linéaire (i.e. A = 0), la situation est plus simple car

alors ||u — v||ar;w1.ry < C(N,7)|l¢ — 2| g1, pour toute paire admissible (g,7).

Démonstration du Théoréme On ne montre que s’obtenant en appliquant [I] avec
Uy = U_ a1 et © de donnée initiale respective @ et . D’ou [l puis que @(t) = u(—t) et 9(t) = v(—t).
D’apres les résultats classiques de dépendance continue, on peut démontrer [I] avec T = 0. Il est
évident que [1] signifie que 'opérateur A : p — u est continu de O vers C([0,00); H(RY)) pour la
topologie forte. Puisque C([0, c0); H(RY)) est un espace métrique, il suffit de démontrer la continuité
séquentielle de 'opérateur A. Soient ¢ € O, (¢n)neny € HY(RY), u € C(R; HY(RY)) la solution de
telle que u(0) = ¢ et u, la solution de telle que u,(0) = ¢,,. Il s’agit de montrer que
si o ——25 o dans HY(RVN) alors u,, —— u dans C([0,00); H'(RY)). On procede en 2 étapes. On

fixe £ > 0. On note u,} = U4 (py,) et up = Uy (p). Par hypothese,

3Ty > 0 tel que Yt > Ty, || T(—t)u(t) — uy | m < % (4.4.1)
/
Ve' > 0, Yn € N, 3T, > 0 tel que ¥ > T, | T(—t)un(t) — ul ||m < % (4.4.2)

De plus, par continuité de U,

/

Ve’ >0, 3Ng € N tel que Vn > No, |Ju,; — uy || < % (4.4.3)
Etape 1. T sup | T(—t)un(t) — us|m < .
n—00 4> T, . 2
Solent €’ € (0,¢) et (t),),en C [To,00) tels que
Vn > No, lim || T(=t2)un(t2) — uy|| g = sup [|[T(=)un(t) — uy|/ g (4.4.4)
j—o0 t>To
On peut supposer que
My > Ny tel que Vn > My, supt! < oo, (4.4.5)
JEN

ot Ng € N est donné par (4.4.3). Sinon, c’est qu'il existe deux sous-suites (ny)ren et (j;i)leN avec
g . — -1 N
,iannk > Ny, nyg h7eo, o et ],lC LN o0, pour tout k € N, telles que t7% LR oo, pour tout k € N,
€
Ainsi,
/

. iL -1 €
Vi € N, I 7= un, (8) — welln = i, — il < 5,

par (4.4.3). Puis, on passe a la limite supérieure sur k. On a donc par I'inégalité ci-dessus et par

Exd),

!
T sup [[T(—tun, () — usllm < 5 <

)
k—oo t>T,

IS
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qui est le résultat voulu. D’ou (4.4.5)). Par (4.4.5), il existe une sous-suite (£!);en C (t));en telle que

! LN tn, pour tout n > M. Par conséquent, cela donne avec 1)

Vn > Mo, || T(=tn)un(tn) — uyg|lgr = tS>uql? IT(—t)un(t) — uyll g (4.4.6)
=40

On peut aussi supposer qu’il existe une sous-suite (tn,)ien C (tn)nen telle que t,, /' oo lorsque

! — o0. Sinon c’est que Ty < supt, < A < 0o, et donc par (4.4.6
neN

T sup [ T(—t)un(t) — s
n—oo t}TO

= lim [|[T(—tn)un(tn) —us|lgr < lim  sup ||T(=t)un(t) — ut|m
n—oo n—oo tE[To,A]

< lim sup || T(—t)un(t) — T(=t)u(t)||gr + max ||T(—=t)u(t) — uy| g
00 ¢e(To, Al te[To,M]

< Tm osup |fua(t) —u()|m + 5 < o
N0 te [Ty, A) 2 2

par dépendance continue et par (4.4.1)), ce qui est le résultat voulu.

Ainsi, il existe une sous-suite (t,,;)ien C (tn)nen telle que lianI tn, > My et t,, /" o0, lorsque | — oo.
€

Ceci donne avec (4.4.6)),

VI €N, | T(=tn,)un, (tn,) = ugllerr = sup [T(=t)un, (t) — wi|lar.

=10

1 1 1
.. . , ;1 , ,
On choisit successivement ¢’ = 1, ¢/ = 5’ s, E = o e = ST
puisque t,, /" oo lorsque [ — 00, on construit une injection strictement croissante ¢ : N — N

...dans (4.4.3)) et (4.4.2). Alors,

telle que llim 1T (—ty(n)) e (ny) (Eyp(ny)) — Ut [l = 0. Puis, par un argument classique d’unicité de la
— 00
limite, on montre que nan;O IT(=tn)un(tn) — uy||gr = 0. D’ou le résultat par 1’

Etape 2. Conclusion.

Tim sup [|un () — ()] = T sup [ T(—t)un (t) — T(~t)u() s

n—00 4> T, =0 ¢>Ty

< lm sup [|T(=t)un(t) — ug ||l gr + sup |luy — T(—=t)u(t)|| g <,

N=0L>Ty 2To

d’aprés IEtape 1 et d’aprés (4.4.1). D’ot, Tim sup |Jun(t) — u(t)|| g2 < e. Par dépendance continue

n—oo t>T0

sur le compact [0, Tp], on en déduit que

lim sup ||un,(t) — u(t)|| g <e.
>0

n—oo t
=

Or € > 0 est arbitraire. On obtient donc le résultat en faisant € \ 0. O

Démonstration du Corollaire Etant données les hypotheses sur «, on sait que si A < 0

alors les opérateurs U_ et U, sont bien définis et continus de H1(RY) vers H!(RY). Dol le résultat
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en appliquant le Théoreme |4.4.2
Etant données les hypotheses sur «, on sait que si A > 0 alors les opérateurs U_ et U, sont bien
définis et continus de O vers H*(RY), o1 O est un voisinage ouvert non vide de 0 dans H'(R"). D’ott

le résultat en appliquant le Théoreme [1.4:2] O

En appliquant la démonstration du Théoréme en utilisant les résultats de Cazenave et
Weissler [25], Tsutsumi [74] et en utilisant le fait que les espaces de Strichartz s’interpolent, on

obtient le résultat suivant.

4
Corollaire 4.4.5. Soient A ¢ R\ {0}, 0 < a < ) O<a<oosiN=1), peX etula solution

de (4.1.1) de donnée initiale p. Pour v € X, on note v la solution de (4.1.1)) de donnée initiale 1.
—(N—=2)+V/N2F12N 4
2N

Soit ag = et soit (q,r) une paire admissible (cwec r< 1\%—]_\72 si N > 3) )

1. Sid<Oetsiag<a< (g <a<oosiN=2 ay<a<oosiN=1) alors

N -2
Ve > 0, dn > 0 tel que VY € X,

||<,D - QﬂHX <n=—= ||u — ’U”C(]R;Hl) + ||u — U”Lq(R;Wl,r) < €.

4 4
2. Sim<a<m 2<a<oosiN=1)etsi|ol|lx <& avec § > 0 assez petit alors

Ve > 0, dn > 0 tel que Yy € X,

le —Yllx <n=|lu—vlcwn) +llu—vlLa@wrr) <e.

Le théoréme de convergence uniforme est, en général, faux si A > 0, méme dans L?(R") et méme

si les données initiales sont réguliéres avec une décroissance raisonnable & 1’infini.

Proposition 4.4.6. Pour tout A > 0 et pour tout 0 < a < (0 < a<oosi N=1), il existe

N -2
¢ € Srad(RY;R) et (n)nen C Sraa(RY;R) avee ¢, —— ¢ dans X N H™(RN)NCFRN), pour tout
m € N et pour tout k € N, telles que

lim inf sup ||u(t) — wn(t)|| 22 > 0,
R

n—oo e

ot u, u, € CFR; XNH™(RY; C))NCE(RNTL C), pour tout m € N et pour tout k € N, sont solutions

rad

de (4.1.1) telles que u(0) = ¢ et u,(0) = @p.
Si de plus o < = (respectivement a < ﬁ) alors on peut choisir ||| g (respectivement ||| x)

aussi petite que [’on veut.
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Démonstration. Soit ¥ € S;aq(RY;R), ¢ > 0, solution de
— AP+ = Ap|“¢, dans RY,
avec 1 strictement décroissante par rapport & |x| et vérifiant,
VB € NV multi-index, 3C > 0, 36 > 0 telles que Vz € RY, | DBy (z)] < Ce 01! (4.4.7)
(voir le début de la Section [3.3). On pose
Yw > 0, Vz € RY, ¢ (z) = w9y (Vo).

Alors, on a pour tout w > 0, 1, > 0, ¥, € Sraa(RY;R) et 1), vérifie

— APy, + wiby, = Athu|*,, dans RY.

En utilisant (4.4.7) et le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on montre facilement que,

Vw > 0, Vm € N, Vk € N, lim [[¢, — Yol xngmncr = 0. Soient w > 0 et (wp)nen C (0,00) telle
p—w

que w, == wet Vn €N, w, # w. On pose, Vt € R, Vn € N, ¢ = 9y, on = Yo, , u(t) = pet et

un(t) = pre®nt. On a alors pour tout n € N, pour tout m € N et pour tout k € N,

Uy upy € CP(R; X N :Zd(RN; )N CI?(RN-H;(C)

et u et u, sont solutions de (4.1.1) de donnée initiale respective ¢ et ¢, . Soit ¢, = . Alors,

Wnp — W

Ym e N, Vk e N, lim |[¢, — SOHXnHmmC{; = 0, par ce qui précede. Cependant,
n—oo
Vn €N, sup [u(t) = un(D)llL2 = llu(tn) = un(tn)ll2 = llen + ¢l L2,
te
et donc
lim inf sup ||u(t) — un (t)] L2 = 2||llzz > 0.

5 4 . o 4 . o 4
D’ou le résultat. De plus, ierlo||¢w||H1 =0 &= a< et ilgbﬂwwﬂx =0 <= a< 351
suffit donc de choisir w > 0 suffisamment petit pour avoir ||| aussi petite que 'on veut dans lespace
désiré. 0

Le résultat suivant concerne la dépendance continue dans L?(R™), utile pour donner une autre

démonstration au Lemme 4.2.11| de Kenji Nakanishi.

Théoréme 4.4.7. Soient £ >0, A < 0,0 < a < N2 (0 < a<oosiN=1). Pour p € H'(RY)

et pour ¢ € HY(RYN), on note u € C(R; HY(RY)) la solution de (4.1.1)) telle que u(0) = ¢ et v la
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solution de (4.1.1)) telle que v(0) = 1. Alors pour tout p € HY(RY) et v € H*(RY) satisfaisant
max{||¢|lg1, |¥]| g1} < E, pour tout intervalle borné I C R et pour toute paire admissible (q,r), on a
lu—vllc@ 2y + lu—vllLag,ory < Cllo = ¥llre,

ou C=C(E,N,|I|,r,a,A) > 0.

Démonstration. D’apres les Théorémes 6.3.1 de Cazenave [19] et 3.5 de Cazenave [18], on peut suppo-
ser a > 1 oucw = 0. Soient E > 0, ¢ € H'(RY) et ¢ € H'(R") satisfaisant max{|||| g1, ||| g2 } < E.
Alors max{||ul| oo (r;m1); |V]| Lo r;m1) } < C(E, N, i, A). Soient (g, r) une paire admissible, S € (0, c0),
T € (0,00) et soit tg > 0 & choisir plus tard. On pose I = (=S, T) et f(u) = A|u|*u. Traitons d’abord

le cas a # 0. Soit (a,b) la paire admissible ( , o+ 2) D’apres I’équation 1) et 'inégalité de

Holder, on a pour tout £,

u,v € L°(I, H* RY)) n Wt (I, H=}(RY)), (4.4.8)

[f(w) = FO) o’ (0,0010):22")

. (4.4.9)
[|u HLQ 3 ((0,0+t0):LY) + [lv ||La 2 ((0,04t0);Lb) ||U_U||La((é,€+to);Lb)7
ou C = C(N ! /\).
De et (| apres avoir appliqué 'inégalité de Holder a , on déduit que
1S (w) = F @)l Lo’ ((e,0440)52)
Cto (HUHLOO((E t+to);Lb) T ||UHL°°((Z O4t0); Lb)) flu— U||La ((£,641t0);LY)
Cto (HUHLOO(I ary T 0l Tee 1 ) lu = vl La((e,04t0);L0)5
et ainsi pour tout £,
1f(w) = FO o ((0,04010): 12" Cto ||U =V L ((t,0440);L0)5 (4.4.10)

oun C=C(E,N,a,\).
On applique ensuite I'inégalité de Strichartz et (4.4.10) avec £ = 0. On obtient

[l = vll Lo ((o,t0)izt) < Clle = Pllez + CHf(U) = F) e ((0,80);27)

<Clle =92 + Coto ||U — V| La((0,t0);L)-

et donc

DO =

a=2
Donc il existe tg = to(E, N, o, A) > 0 assez petit pour avoir Cpt,® <

lu — vl Lego,t0);Lt) < 2Clp — P 2.
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En utilisant cette derniere inégalité, (4.4.10) et en appliquant de nouveau I'inégalité de Strichartz, on

obtient
= vllzaqosarr) < Clle = Vlles + ClLF@) — FOl sy < Clle — Bllze
ou C =C(E,N,r a,\). Et donc par récurrence finie on en déduit que
3C > 0 telle que |lu — vl|La(o,7);2) < Clle — Y| 22,
on C=C(E,N,T,r,a,\). Le résultat sur (—S,0) s’obtient de fagon identique. Ainsi,
3C > 0 telle que [lu — v[|pa(r,Lr) < Cllo = Y[z,

ou C =C(E,N,|I|,r,a,\). D’ou le résultat.

Si a = 0 alors la démonstration est plus facile. On a

£ (w) = f()|lL1((0,t0);£2) < Clollu — 0| Lo ((0,t0);£2)

et donc (apres avoir utilisé I'inégalité de Strichartz),

lu —vl|Les((0,t0):2) < Cllo — Yllz2 + Cotollu — vl Lo ((0,t0);2)-

Par récurrence finie en utilisant de nouveau l'inégalité de Strichartz (aprés avoir choisi tg = =& ) , on
0 2C, )

obtient
|u = vllpar,zry < Clle = PllLe,

ou C = C(N,|I|,r, ). Ceci termine la démonstration. O

4.5 Solutions radiales dans le cas dissipatif

Le but de cette section est d’étudier le comportement asymptotique des solutions radiales dans
le cas dissipatif (i.e. A < 0). Dans le cas attractif et lorsque o > 4/N, les données initiales radiales
permettent de construire des solutions explosant en temps fini, autant pour les t < 0 que pour les
t > 0 (Ogawa et Tsutsumi [68]). Il en est de méme pour 'espace X (Glassey [41]). On peut donc

faire une analogie entre HL ;(R™) et X. On connait également des résultats d’intégrabilité en temps

rad
dans le cas dissipatif, lorsque les solutions sont & valeurs dans X (voir par exemple le Théoréme 7.2.1
de Cazenave [19]). De facon similaire, on va obtenir un résultat du méme genre pour les solutions
radiales.

La démonstration du principal théoreme de cette section n’utilise essentiellement que deux es-

N

timations : une estimation concernant le comportement asymptotique des fonctions de H'(RY) &
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symétrie radiale et 'inégalité de Morawetz . En dimension N = 1, les fonctions de H!(R)
a symétrie radiale n’ont pas de comportement asymptotique particulier. C’est pourquoi on suppose
dans un premier temps que N > 2. De plus, l'inégalité de Morawetz n’est vraie que pour N > 3.
1l existe cependant une inégalité plus faible de type Morawetz pour N > 1 (voir ) Mais elle
n’est pas utilisable & cause d’un terme en 1/t alors que dans I'inégalité originale ce terme est constant.
C’est pourquoi on suppose dans un deuxieme temps que N > 3. Enfin, on pourra remarquer que I’hy-
pothese supplémentaire de symétrie sphérique permet considérablement de simplifier la démonstration
“TPRY)

. . L . . .-
qui permet d’obtenir que wu(t) i 0. On pourra comparer les démonstrations de la Proposition
— OO

(Section [1.2] de cette these) et du Théoreme 7.5.1 de Cazenave [19] avec celle du Théoreme [£.5.1]

ci-dessous.

4
Théoreme 4.5.1. Soient A <0, N >23,0<a< ~_5 € HY(RYN) et u € C(R; HY(RY)) l'unique
solution de ({4.1.1)) telle que u(0) = . Si @ € HL (RN) alors on a les résultats suivants.

rad

1. On pose py = %(a +2). Alors u € LP°(R; L*t2(R™N)) et on a l'estimation suivante.

”u”LT’O (R;L>+2) < C(”QD”H1 N a, >‘)'

2. Side plus 0 < a < Tj alors v € LA(R; L™ (RN)), pour toute paire admissible (q,r) telle que
l

2
N
al’

2<r<a+2eton estimation suivante.

[l LaqLry < Clellar, Nya, A).

2N ; _
3. Vr e (2 )  dim u(t)| - = 0.

? N=-2

Remarque 4.5.2. On a toujours pour tout N > 2, %% < % Par conséquent, I’hypothese faite

dans [2 sur « est trés restrictive car on suppose que ce dernier est “tres petit”. Ceci est d’ailleurs
surprenant car, moralement, il faut supposer o “grand” pour obtenir ce type de résultat. Ainsi, on

: : 2 N-2 4
ne sait pas sl pour x7—7 < & < 7

u € LY(R; L"(RY)), pour au moins une paire admissible (g,)
telle que r > 2. Remarquons néanmoins que les résultats donnés par [1] et [2 sont tres intéressants dans
le sens ot 'on a un résultat d’intégrabilité pour tout « (suffisamment petit si 'on se place dans les
espaces de Strichartz). Encore un fois, on peut faire une analogie entre les espaces H_ , (RM) et X on,

pour des données initiales & valeurs dans ce dernier, de tels résultats existent.

On rappelle que pour tout ¢ > 0, H! (RY) — C%Y/2(RN \ B(0,¢)). De plus, on a pour tout
fe  H4(RY),

rad

No1 . No1
Vr >0, [f(n) < CN)r™ = [flm@~\Bos e lmr = [f(r)] =0,

r—00
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ot l'on a noté r = |z|. Enfin,

—(N-1) —(N-1)
2

v,y € RN\ {0}, [f(2) = f(y)] < Cmax (Jo] =5yl

VIV Fllzel fa] =yl 1%,

ou C = C(N) et ou f=fpp.
Voir par exemple Kavian [53], Strauss [71]. Et puisque [|ul o ®;z1) < C([|@|| a1, N, o, A), on déduit

immédiatement un corollaire de ces propriétés.

Corollaire 4.5.3. Soient A < 0,0 < a < (0 < a< oo, si N=1), soit p € H' (RN) et soit

N -2
u € C(R; HY(RYN)) la solution de (4.1.1)) telle que u(0) = ¢. Si p € HL ;(RN) alors pour tout r > 0,
N-1

sup |u(t,r)| < Cr~ "2,
teR

ot C = C(||¢ll g1, N, a, N).
On va voir maintenant que les solutions radiales sont “presque” dans X.

4
Proposition 4.5.4. On suppose que N > 2. Soient A < 0, 0 < a < N3’ soit o € HY(RYN) et
soit u € C(R; HY(RY)) l'unique solution de (4.1.1) telle que u(0) = p. Si ¢ € HL ;(RYN) alors on a le
résultat suivant.

2(N — 1) 25 2N o

Sup/ P lut, 2)[Fdz < C(ll@llm, N, o b, A).
teR
RN

Démonstration. En utilisant I'injection de Sobolev H'(RY) — L¥(RY), on obtient,

sup / |x|5|u(t7w)\kdx < C(N,k) su}fI)V ||u(t)||’}{1 < C(lellgr, N, a, k, ). (4.5.1)
teR

De plus, d’apres le Corollaire [£.5.3]

2| u(t, z)[Fdx = / || fu(t, )[* 2 u(t, z)[da
RN\B(0,1) RN\B(0,1)
|z|°

(E—=2)(N—-1)
2

]

< C(H‘pHHlaN’av)‘)

RN\B(0,1)

lu(t, z)|*dx

1
= C(H(pHHlaN’aa)‘) / ‘ |(k72>(N71)75|u(t’$)|2dl"
T 2

RN\B(0,1)

2
5 — 6020 << k>2+ N_1 Donc on obtient avec la conservation de la masse

sup / P lut, 2)[Fdz < C(ll@llm, N, o, ). (4.5.2)

RN\B(0,1)
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Ainsi ) et - 4.5.2]) permettent de conclure.

20 2N 2(N -1)
N N > 1 < < —= i N > 1
otons qu(e si | 3 alors 2+N71 N2 = ¢ N 2 et donc si 3 alors
2(N -1 20 2N

On va maintenant démontrer le Théoréeme La démonstration repose essentiellement sur deux
résultats : la Proposition et le Lemme (inégalité de Morawetz). On donnera aussi une autre
démonstration plus courte du[3]du Théoréme [£:5.1] qui ne nécessite pas de démontrer d’abord le[T]de ce

théoreme comme on va le voir. Cependant, la démonstration requiert encore I'inégalité de Morawetz.
p » q

Démonstration du Théoréme On procede en 3 étapes.
Etape 1. On a
Par hypothese, (a4 2) € (2 2N ) On pose 6 = N al¥=1) Alors § € ( %V:Ql)> eta+2=2+ %

) N—2

D’apres la Proposition [4.5.4] on a donc

sup / /P u(t, 2)|**2dz < C(lpllar, N, a, ). (4.5.3)
te]RNRN

1
On pose p = d+ 1. Donc p’ = et d’apres l'inégalité de Holder, (4.5.3) et 'inégalité de Morawetz

(4.2.14), on a

- (a+2)
Juteazae = [ (afu a3 (HEDE ) 0
J o]

RN

1 S
Ess at+2 75
<U |m|5|u(t,x)a+24m] [/ W(t’m)'dx}
RN RN ||
S
a+2 3+1
Ul N, a, A) U de] ,
RN |x|

pour presque tout ¢ € R, ce qui donne donc

i a+2
/Hu A < el Ny, A) //'“ N et

—OO]RN

C(||SO||H17N7047A)'

D’oﬁen posant py = 2t (a+2) = %(a +2).

Etape 2. On a

Soit o tel que (go, +2) soit une paire admissible. Notons d’abord que puisque H'(RY) — LO‘Jr2 (RM),
N —

N -1

, on a par

2\10

alors [[ul| poo (r;pat+2y < C(|l¢llgr, N,a, A). Ensuite, comme gy > pp <= a <
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l'inégalité de Holder et par la 1% étape,
1— 2o Po
q
l[ull oo (ry otz < lull o, parey Ul o0 (g, parey < CUlellar, Ny a, A).

Le cas général s’obtient en utilisant 'inégalité de Holder et la conservation de la masse L2.

Etape 3. On a

Puisque |[u|pe®;m1) < 00, on obtient par I'équation que |lu||poer;m-1) < 00 et donc par
interpolation, ||u(t) — u(s)||rz < |lu(t) — u(s)HL/lQHu(t) - u(s)Hzgl < C|t — s|'/2. Ainsi avec 'inégalité

de Gagliardo-Nirenberg, on a
4—a(N=2)
Vi, s € R, ||u(t) — u(s)||pat+e < Clt — s| 1@+,

Donc . liin [[u(®)||a+2 = 0 grace a Puis, en utilisant ce résultat, le fait que [|ul| Lo ®;m1) < 00 et
— 00

I’inégalité d’interpolation,

Ve H'®RY), | fller <IflZasell £

pour un certain v € (0,1] et un certain p > 2 tel que H'(RY) — LP(RY), on obtient alors

t—too

[u@zr < Cllu®)||za+: —— 0.

Autre démonstration de [3} D’apres I'inégalité de Morawetz (4.2.14)), on a u(t) — 0 dans H}(RY)
lorsque ¢ — +oo (Corollaire 7.4.6 de Cazenave [19]). Or, l'injection H}  ;(RY) — L"(RY) est com-

pacte (Strauss [71]) et donc , liim lu(®)|l- = 0. D’otu le résultat. O
—+o0
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Chapitre 5

Régularité de certaines solutions
auto-similaires

Le but de ce chapitre est d’établir la régularité du profil des solutions auto-similaires a valeurs
dans L¥T2(RY), o > 0 (voir les Définitions et |5.1.4). Avant d’aller plus loin, faisons quelques

rappels sur les solutions auto-similaires.

5.1 Rappels

On rappelle que I’équation que nous étudions est la suivante.

z@ + Au+ Nul*u =0, (t,z) € (-T%,T*) x RV,

ot (5.1.1)
u(0) = ¢, dans RV,

ot ANeR 0<ax< (0 < @< o00si N=1) et p une donnée initiale. On rappelle aussi la valeur

N -2
de ay.

—(N—-2)++VN?2+12N +4
2N '

ap = (5.1.2)

Parfois, on aura a considérer des solutions de ’équation intégrale associée.

t

u(t) =T(t — e)ule) + iA / T(t — s){|u(s)|*u(s)}ds, (5.1.3)

£
pour tout ¢t € (0,7%] et tout € € (0,7*], ou bien pour tout ¢ € [T, 0) et tout ¢ € [T, 0).
Considérons la transformation suivante. Soient v > 0, p € C et I C R un intervalle ouvert. Pour

tout u € S(I x RY), on pose pour tout (t,r) € I x RV,

{ul,(tm) = vPu(v’t, vz), sit >0, (5.1.4)
u,(t,x) =v

(t,z) = vPu(—v2t,vx), sit<O.
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Par dualité, on peut encore définir la transformation (5.1.4) pour u € S'(I x RY), pour tout v > 0.

2
Si Re(p) = — alors ’équation de Schrodinger (5.1.1)) est invariante par le groupe de transformation
e

u — u,,. Autrement dit, si v est une solution de (5.1.1)), alors pour tout v > 0, u, est aussi une

solution de (5.1.1]). Ceci motive la Définition

Définition 5.1.1. Soit p € C. Une fonction f € S(RY) est dite homogéne de degré —p ou p-homogéne

si pour tout v > 0, f, = f, ou f, est définie par

fu(z) =vP f(ve), (5.1.5)

pour tout z € RY. Si f € S/(RV) alors f, se définit par dualité.

2
Définition 5.1.2. Soit A € R, soit & > 0 et soit p € C tel que Re(p) = — si A # 0. Une solution
@
u € S'(I xRY) de (5.1.1) ou de (5.1.3), sur un intervalle ouvert I C R avec 0 ¢ I, est dite auto-
stmilaire si pour tout v > 0, u,, = u, ou u, est définie par (5.1.4]). Si de plus ¢ est la donnée initiale

de u alors ¢ est homogene de degré —p.

Pour un étude précise des solutions auto-similaires de (5.1.3]), voir Cazenave et Weissler [26], 27] 28].
Dans tout ce qui suit, on ne considérera que des solutions définies sur un intervalle de temps ouvert
I C (0,00). Toutes les définitions et tous les résultats sont transposables sur un intervalle de temps

ouvert I C (—o0,0) en remplagant chaque fonction ¢t — g(¢) par t — g(—t).

Si u est une solution auto-similaire, alors un rapide calcul permet d’établir la proposition suivante.

2
Proposition 5.1.3. Soient A € R, a > 0, p € C tel que Re(p) = = si A # 0 et u € S'(I x RY) une
e!
solution de (5.1.1) ou de (b.1.3)), sur un intervalle ouvert I C (0,00). Alors u est auto-similaire si et
seulement si u satisfait

u(t,z) =t~ 5 f (\2) , (5.1.6)

ot f(.)=u(l,.).
Si de plus il existe 1 <r < oo tel que f € L"(RY) alors pour tout t € I, u(t) € L"(RN) et l'on a
pour tout t € I,

lu(t)l|zr = t3 == | fllor si A #0,

Re(p)

N (5.1.7)
Ju@)ller =t =" || -, siA=0.

Enfin, si 1 <r < oo alors u € C(I, L"(RY)).
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Démonstration. Il reste & voir la continuité. Soit 1 < r < co. Soit ¢ € I et soit (t,)nen C I telle que
tn “=2% . Par (5.1.6), on montre facilement que u(t,) ——= u(t) dans D'(RN). Puisque (u(tn))nen
est bornée dans L"(RY) (par (5.1.7)), on en déduit que u(t,) — u(t) dans L7, (RY) lorsque n — oo.

I8 N
Par (5.1.7), [u(tn)l|r 222 u(t)||Lr. Or L™ (RN ) est uniformément convexe, donc u(ty) — s u(t).
D’olt la continuité de u en t. Ainsi, u € C(I, L"(RY)). O

2
Définition 5.1.4. Soient A € R, a > 0, p € C tel que Re(p) = = si A # 0, u € S'(I x RY) une
@
solution auto-similaire de (5.1.1]) ou de (5.1.3)), sur un intervalle ouvert I C (0,00), et f(.) =u(1, .).
On dit que f est le profil de u. En particulier, si A = 0 et si ¢ est la donnée initiale alors f = T'(1)¢p.

Remarque 5.1.5. Remarquons que si A € R\ {0} et si u est une solution auto-similaire de profil

f € LA(RY) alors par (5.1.7), [|u(t)||L> = T || 2. Par conséquent, & cause de la conservation de

4
la masse des solutions L2(RY), si o # N alors toute solution auto-similaire de ([5.1.1) non triviale ne

peut pas étre une solution classique L?(RY).

Rappelons que le but de ce chapitre est de gagner de la régularité en espace de certaines solutions
auto-similaires de , dont les profils sont dans L*T2(RY), o > 0. Ces solutions vérifiant I'’équation
aux dérivées partielles , dans un sens a préciser, nous aurons également besoin de considérer
I’équation intégrale associée ([5.1.3]). Réciproquement, il nous faudra utiliser le fait que les solutions
auto-similaires de ’équation intégrale construites dans les articles de Cazenave et Weissler
[26] 28], sont également solutions de I’équation aux dérivées partielles , toujours dans un sens

a préciser. Par conséquent, nous avons besoin d’établir les deux lemmes suivants.

4
Lemme 5.1.6. Soit A € R\ {0}, s0it 0 < o < N3 (0 <a<oosiNe{1;2}), soit T* € (0,00),
soit p € S'(RYN) et soit u € C((0,T*]; L>T2(RYN) satisfaisant

W€ (0,77, u(t) = T(t)p + i / T(t — s){[u(s)|®u(s)}ds, dans S'(RM). (5.1.8)
0

Alors u est également solution de
u € C((0,T; L**(RY)) N CH((0, T7; S'(RY)),

zg—ltt + Au+ Mu|%u =0, Vt € (0,T7].

Remarque 5.1.7. L’hypothese (5.1.8)) peut étre remplacée par

Vit € (0,T*], Ve € (0,e0], u(t) =T(t —e)u(e) + i/\/T(t — s){|u(s)|“u(s)}ds, (5.1.9)
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pour un €9 € (0,7*]. En effet, I'hypothese (5.1.8) implique (5.1.9) (avec eg = T*). Puis l'on utilise
cette identité pour démontrer le lemme. En particulier, il n’est pas nécessaire de supposer 'existence

d’une donnée initiale ¢.

Lemme 5.1.8. Soient A € R\ {0}, 0 < a <

4_2 (0<a<oosiNe{l;2}), T € (0,00) et u une
solution de

w e O((0, 77 Lo*2(RM) 1 (0,77 8 (RY)),

gt + Au+ Mu|*u =0, dans S'((0,T*] x RY).

Alors on a
Vit € (0,T*], Ve € (0,T7], u(t) =T(t — e)u +2)\/ (t — s){|u(s)|“u(s)}ds.

Si de plus u € X, de donnée initiale p € S'(RY) et si @ > ag alors ¢ € W, u € C([0,T*]; S (RY))

et u est solution de
t
Vit € [0, T*], u(t) =T(t)p + i/\/T(t — s){|u(s)|“u(s)}ds,
0

ot X, est défini par (5.1.18), W, par (5.1.17) et ag par (5.1.2).

Pour démontrer ces deux lemmes, nous avons besoin de la théorie sur les opérateurs non-bornés.
Pour o > 0, on pose X = H~ Tatn - (RN) et I'on définit 'opérateur non-borné suivant.
_ _Na N
D(A) = H =39 (RT),

(5.1.10)
Au = iAu, Yu € D(A).

Alors (A, D(A)) est un opérateur non-borné de domaine dense dans X et est anti-adjoint. En parti-
culier, (A, D(A)) est m-accrétif et m-dissipatif. On notera toujours 7'(¢) l'isométrie e** engendré sur
X, puisqu’il coincide sur L?(R¥Y) avec I'opérateur de Schrédinger usuel, que I'on étend par dualité sur
S’(RY). On rappelle aussi que pour « > 0, on a I'injection dense H7etn (RN) — LoF2(RY) et par

conséquent, Latt (RN) — H™ Tt (RN) = D(A).

Démonstration du Lemme Soient les notations (5.1.10). Soit e € (0,7*) arbitrairement
petit. On pose g(u) = i\|u|*u. Par (5.1.8) (ou (5.1.9)), on a

t—e

vt e [, T, u(t) = T(t - e)u +/Tt—5—s g(u(s +2))ds.
0
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On fait le changement de variable 7 = ¢ —e. Alors t € [¢,T*] <= 7 € [0,7* —¢]. On pose

T

vt € [e,T7], V1 € [0,T" — &, ve(t) = T(t — e)u(e), us(r) = u(r +¢), we(7) = /T(T — 5)g(uc(s))ds,

0
we(t) = We(t — €) = W (7). Alors
Vit € e, T7], u(t) = ve(t) + we(t). (5.1.11)

Notons d’abord que v, est solution de

ve € C([e,00); 8'(RY)),

Ov,

i+ Ave =0, ¥t > e, (5.1.12)

ve () = u(e).

Puisque u € C((0,T*]; L4t2(RY), il est clair que g(u.) € C([0,T* — €]; D(A)) et par conséquent
g(us) € LY((0,T* —€); D(A)). Ainsi d’apres la Proposition 4.1.6 de Cazenave et Haraux [20], w. est

solution de
w. € C([0,T* —¢]; D(A)) N CH([0,T* — ¢]; X),

i
i 8“;5 + Ao + Mue|*ue = 0, ¥t € [0,T* — €],
@(0) = 0,

ce qui se donne pour we,

we € C([e, T"}; D(A) N CH([e, T"); X),

ia(;): + Awe + AMul®u =0, Vt € [e,T7], (5.1.13)
we(e) = 0.

En sommant les équations ([5.1.12))—(5.1.13|) et en utilisant (5.1.11]), on obtient que u est solution de
u € C((0,T*]; L*T2(RM)) n C*([e, T*]; S'(RY)),

Ou

i

ot

D’ou le résultat lorsque € Y\, 0. O

+ Au+ Mu|%u =0, Vt € [¢,T"].

Démonstration du Lemme Soient les notations (5.1.10)). Soit € € (0,7*]. On pose pour tout
te (—e,T" —¢], ve(t) =T(t)ule), us(t) = u(t +¢) et

Vi€ (—e, T" — ], we(t) = ue(t) — ve(t). (5.1.14)

On pose également g(u) = iA|u|*u. D’apres les équations satisfaites par ve et ue, we est solution de

w. € C'((—¢,T* — ¢]; S'(RY)),
Qwe
ot
we(0) = 0.

i + Aw, + Muz|“ue = 0, Y(t,x) € (—&, T* —¢] x RY, (5.1.15)
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Or g(ue) € C((—&,T* — ¢€]; D(A)). Donc d’apres la démonstration du Lemme 4.1.1 de Cazenave et
Haraux [20], w. € C((—e, T* —¢]; D(A)) et 'on a

VEe (—e,T* — &), w.(t) = /T(t _ 8)g(ue(s))ds,
0
ce qui donne avec ,
Vit e (—e, T — €], us(t) = ve(t) + /T(t — 5)g(ue(s))ds.
0

On obtient alors .

YVt e (0,T%], u(t) =T —e)ule) + /T(t — 8)g(u(s))ds.

D’ot le résultat. Pour la derniére partie du lemme, voir la démonstration de la Proposition 3.3, (iii),

de Cazenave et Weissler [28]. Ceci termine la demonstration. O

On rappelle maintenant un résultat d’existence et d’unicité. Soit a > 0. Pour obtenir des solutions
auto-similaires, 1’espace dans lequel sont prises les données initiales est W, et I’espace des solutions

est X,. En voici leur définition. On définit le réel 5 par

4—a(N -2)

= 5.1.16
b 20(a + 2) ( )
On définit les espaces fonctionnels suivants.
Wo={ € S®Y): sup | T(0)¢lors < 0 (5117
>0
muni de la norme,
lellw., = supt’| T ()| pas2,
t>0
et
Xo = {u € L.((0,00); LAT2(RN)Y); sup t?||u(t)|| Lotz < oo} , (5.1.18)
t>0

muni de la norme,
ullx, = supt”[[u(t) oz
>0

Les espaces W, et X, munis de leur norme respective sont des espaces de Banach. De plus, une

condition nécessaire pour que W, # {0} est ap < a < N

défini par (5.1.2)). Voir la Remarque 2.2 de Cazenave et Weissler [28] pour la justification.

5 (o L a < oo si N €{1;2}), ot ag est

Dans le cas linéaire (A = 0), on a le résultat suivant.
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Proposition 5.1.9. Soit p € S'(RY). On pose pour tout t € R, u(t) = T(t)¢. Si ¢ est homogéne
de degré —p, p € C, alors u est l'unique solution auto-similaire de l’équation de Schrodinger linéaire
(i.e. de (5.1.1) avec A = 0) de profil f = T(1)p. Et s’il eviste 1 < 1 < oo tel que f € L"(RY) alors
pour tout t > 0, u(t) € L"(RN) et l'on a

Re(p)

vt >0, |lu@®)lle =t 2 ||fllL-. (5.1.19)
Si de plus 1 < r < 0o alors u € C((0,00); L™ (RN)).

Démonstration. L’unicité de la solution vient de la Proposition (5.1.6)), et de la définition du
profil. Un simple calcul sur T'(¢) montre que si ¢ est homogene de degré —p, alors u(t) = T(¢t)p
est une solution auto-similaire de 1’équation de Schrodinger linéaire. La régularité et la continuité

viennent de la Proposition [5.1.3] O

Remarque 5.1.10. Remarquons que si ¢ #Z 0 et p € L (RM), pour un 2 < r < oo, alors d’apres
(2.1.2) et (2.1.3), il existe une constante C' > 0 telle que pour tout ¢ > 0,

NG <T@l < VDl

En particulier, || f|z- = [|T(1)¢|l- < |l¢ll;~ < oo, et donc f € L"(RY). Par conséquent, par (5.1.19)

REQ(”) — X <N (2 -1), ce qui est équivalent & & <Re(p) < N

r

r—1

r

on doit avoir 0 <

. Cela implique
que p doit vérifier 0 < Re(p) < N.

Pour plus de détails sur les solutions linéaires auto-similaires, voir Cazenave et Weissler [26],

Section 3.

Théoréme 5.1.11 (Cazenave et Weissler). Soient A € R\ {0} et ap < a < (g <a< o

4
N -2
st N =1), ot ag est défini par (5.1.2)). Alors il existe p >0 et M = M(p, N, , \) > 0 satisfaisant les
propriétés suivantes.

Pour tout ¢ € W, tel que ||¢llw., < p, il existe une unique solution positivement globale u € X,

de ’équation intégrale (5.1.8)), définie pour tout t > 0, de donnée initiale v. De plus, u satisfait les

propriétés suivantes.
1 lullx, < M,

2. u(.) = T(.)p € C([0,00); H™ 57 (RN)),
S'(RM)

3. u(t) ~



102

2
Sip € C est tel que Re(p) = — et si de plus ¢ est homogéne de degré —p, alors u est l'unique solution
@

auto-similaire de (5.1.1)) et
u € C((0,00); L*F*(RM)).

n
On peut choisir p(z) = . urPr(x)|z|~ %), avec n € N, ot pp € C, ot Py est un polynome
k=0

harmonique homogéne de degré k et ot 1T (1)l pate < p.

Démonstration. Sous les hypotheses du Théoréeme [5.1.11] et d’apres le Théoreme 2.1 de Cazenave
et Weissler [20], il existe une unique solution v € X, de , définie pour tout ¢t > 0, satisfaisant
les propriétés [} 2] et [3]

Si de plus ¢ est homogene de degré —p avec Re(p) = %, alors par unicité u est auto-similaire. Et
puisque u € X,, on en déduit de que u € C((0,00); L4T2(RY)) (voir la démonstration de
la Proposition . D’apres le Lemme u est donc une solution de ’équation aux dérivées
partielles .

Voyons maintenant ['unicité pour . Soit u et v deux éléments de X, solutions auto-similaires de
de méme donnée initiale p € W, satisfaisant les hypotheses du Théoréme Alors d’apres
le Lemme u et v sont solutions de . Par unicité pour cette équation intégrale, on a alors
u(t) = v(t), pour tout t > 0.

La derniére assertion du théoréme vient de la Proposition 4.3 de Cazenave et Weissler [26]. Ceci

termine la démonstration. O

Si u est une solution auto-similaire de (5.1.1)) de profil f, alors on déduit de (5.1.6) et de (5.1.1)

que f satisfait une équation aux dérivées partielles.

2

Proposition 5.1.12. Soient A € R, a > 0, p € C tel que Re(p) = — si A # 0 et u une solution
a

auto-similaire de (5.1.1)) de profil f € S'(RYN). Alors f est solution du probléme suivant.

~af+ Pry tevi= g, (5.1.20)

dans D'(RY).

5.2 Régularité de certaines solutions auto-similaires

4
L’équation (5.1.20) a été étudiée dans les cas suivants (avec A € R\ {0}, 0 < a < N

0<a<oosi Ne{l;2} et peC tel que Re(p) = 2).

e

4
1. f € C?(RY) est solution de (5.1.20)) avec A > 0 et v = N
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4
2. feC? (RY) est solution de (5.1.20) avec A > 0, N > 3 et a > N

Dans les deux cas, il a été démontré que 'on avait

|f(r)| < Cr3,

£/ (r)| < Crat,
pour tout r > 0, ol 'on a utilisé la convention f(r) = f(|z|) avec r = |z|. A cet effet, voir Johnson
et Pan [48]; Kavian et Weissler [54] ; Kopell et Landman [56]. Remarquons qu’aucune hypothese de
comportement asymptotique n’est faite alors que 1'on obtient | 1‘1Ln |f(x)| =0et f € LP(RYN), pour
toute une famille de p > 2. Pour I’équation de la chaleur, il a été Iflonz;é (sous des conditions adéquates)
que les profils ainsi que leurs dérivées premieres ont une décroissance exponentielle (Escobedo et
Kavian [30]). De plus, il n’est pas nécessaire de supposer ces profils & symétrie sphérique.

En utilisant la démonstration de (i) et (iii) du Théoréme 8.1.1 de Cazenave [19] qui montre que

toute solution de (3.3.2)) est W3P(RY), pour tout 2 < p < 0o, on peut établir un résultat de régularité

locale pour les profils. Cependant, par soucis de clarté, on redonne la démonstration.

Proposition 5.2.1. Soient A € R, 0 < a <

4 2
¥ 2(O<a<oosiN:l),pE(CtelqueRe(p):—

— «
si A # 0 et u une solution auto-similaire de (5.1.1)) de profil f € S'(RN).

1. SiX#0 et si fe LET2RN) alors pour tout v € [1,00), f € W?”T(RN). En particulier, pour

loc loc

tout v € (0,1), f € C’fo’g(RN) et [ est une solution classique de ([5.1.20)).
2. SiA=0 et s’il existe 1 <1y < oo tel que f € L1° (RN) alors f € C®(RN). En particulier, f
est une solution classique de (|5.1.20)).

Démonstration. On pose f1 = Re(f), fo = Im(f), p1 = Re(p) et p2 = Im(p). De (5.1.20), on en
déduit que fi et fo satisfont

1 1 1
—Afi — sp2fi — =pifo — sz Vfa = N f|*f1, dans D'(RY),

f f f (5.2.1)
—Afa — §p2f2 + §P1f1 + §9C~Vf1 = Af|*f2, dans D'(RV).

S Jz)2

Puis, en posant pour presque tout z € RV, g(x) = f(z)e "5, g1 = Re(g) et go = Im(g), on déduit
de (5.1.20)) que g, g1 et go satisfont

—Ag — %6\:1:|2g — i(N —2p)g = Ng|%g, dans D'(RY), (5.2.2)
et
~Agi— Spagn — el + gy = AglPgn,  dans DY(RY), s
~Ags — %p292 - %6le292 - %91 = Agl®g2, dans D'(RY).
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Traitons le cas A # 0. On sait que si ¢ € L (RY) pour un oo +1 < a < oo alors par (5.2.3)),

loc

Agj € L2TH(RY), pour tout j € {1;2}, et donc g € Wli’T“ (R™) (voir par exemple Chen et Wu [29],

loc c

Gilbarg et Trudinger [32]). En utilisant les injections de Sobolev, on obtient donc

1 1 2 1 2
g € Ll (RN), pour tout g € [1,00) tel que = > atl_ —, si atl_ =2 >0,
q a N a N (5.2.4)
q N .a+1 2
g€ L] (RY), pour tout g € [1,00], si - —=<0.
a N
Soit (gn)nen la suite définie par go = o+ 2 et
1 1 2 2
VneN, —= N — — - )
" n (a+1) <a—|—2 Noz+Na(a—|—1)")
On pose § = — (%ﬁ — %) . Puisque a(N — 2) < 4 alors § > 0. On a pour tout n € N,
1 2 1
orl o2 (5.2.5)
dn N qn+1
1 1 B
- — =—ala+1)" < —ad.
qn+1 dn
- . 1 . I . 1 . .
En particulier, la suite (q—) est strictement décroissante et lim — = —oo. Et puisque gg > 0, il
n ’I'LGN n—oo qn
existe ng € N\ {0} tel que
1 1
Vn € {0;...;n0}, — >0 et <0.
dn qno+1
Montrons par récurrence finie que pour tout n € {0;...;n0}, g € LfgC(RN).

En effet, par hypothese g € LL (RY) (on rappelle que f € L (RY) et que |g| = |f]). Supposons

loc loc

alors que pour un j € {0;...;n0 — 1}, g € LY (RN). Alors par (5.2.3)-(5.2.5), g € L{ (RY), pour

tout g € [1,00) tel que
1 > a+1 2 _ 1 .
9 4 N gn

Par conséquent g € L?+" (RY), ce qui est le résultat voulu.

En particulier, g € Lﬁ;‘f (RN). Par ibi ,onadonc g € LL_(RY), pour tout g € [1,00) tel que

1
% > ‘Ioﬁ Or . < 0 et donc g € L (RYN), pour tout g € [1,00). Par (5.2.3)), cela implique que
no+1

g€ Wlicq (RN), pour tout g € [1,00). En utilisant cette derniere estimation, les injections de Sobolev

et le fait que |V|g|%g;| < C|g|*|Vg|, pour tout j € {1;2}, on obtient que |g|*g; € W22 (RN), pour

loc

tout j € {1;2}. Donc par |) g € W2YRN), pour tout ¢ € [1,00). En particulier, g € C2(RN)

loc

et donc f € C*(RN). Ainsi |f|°f; € WL (RN), pour tout j € {1;2}, ce qui donne avec (5.2.1)),

loc

Afj € WhS(RN), pour tout j € {1;2}. Donc pour tout r € [1,00), f € WP (RN). Ceci implique

loc

avec les injections de Sobolev que pour tout v € (0,1), f € CQ’V(RN).

loc
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Traitons le cas A = 0. Par I'inégalité de Holder, on peut supposer sans perte de généralité que ry < co.

Par hypothese et par (5.2.3), Ag; € LI (RN), pour tout j € {1;2}, et donc g € W2 °(RN). Puis

loc

2m

par bootstrap, on montre que g € W o""° (RM), pour tout m € N. Par les injections de Sobolev, cela

implique que g € C*®°(RY) et donc f € C>(RY). Ceci termine la démonstration de la proposition. [J

Remarque 5.2.2. Faisons quelques commentaires sur la Proposition [5.2.1

1. Soient (a,b,\) € C3, 0 < a < N4 5 (0<a<oosi N=1)et feD(RY) une solution de
—Af+4af +bx.Vf=\fl*f, dans D'(RY). (5.2.6)

Alors il est clair que les conclusions de la Proposition [5.2.1] sont encore valables pour f.

2. La démonstration de la Proposition [5.2.1| montre que si A € C\ {0}, N >3, a = et si

4
N -2
(RN). Mais le gain de

at2
f € LET2(RN) est solution de (5.1.20), (ou de (5.2.6)) alors f € Wf’““

loc

ocC

régularité est faible puisque les injections de Sobolev ne donnent que Wifjﬁ (RN) c LEP(RY).

On va maintenant étudier l'intégrabilité des solutions auto-similaires. Remarquons tout d’abord
que d’apres la formule , étudier I'intégrabilité (en x) d’une solution auto-similaire u ou celle de
son profil f sont deux choses équivalentes. Comme on va le voir, on ne va pas utiliser des techniques de
régularités elliptiques mais on va se servir directement de I’équation intégrale. En effet, les techniques
de régularité ont bien fonctionné pour obtenir de la dérivabilité, comme on I’a vu dans la Proposition
Mais pour l'intégrabilité, cela ne fonctionne pas, et ce pour deux raisons. La premiére est que
le profil f d’une solution auto-similaire est a valeurs complexes, et par conséquent on obtient un
systeme de deux équations qu’on ne peut totalement dissocier. La seconde est que f est définie sur
RY tout entier, et méme si 'on appliquait les résultats d’estimations intérieures, on aurait des normes
sur .V f, dont on ne sait absolument rien au voisinage de 'infini. Le probléme est le méme si 'on
considere I’équation plutot que . Notons aussi que, formellement, en multipliant
par f et en intégrant par parties, il vient les quatre normes || f||r2®n~y, IVfllz2@y), [|2f]lr2@y) et
| fllLo+2@ny, dont on sait que la premiere et, au moins dans certains cas, la seconde sont infinies. La
situation est pire si ’on applique (toujours formellement) 'identité de Pohozaev (on multiplie (5.1.20))
par 2.V f et I'on intégre par parties). En effet, & cause du caractére complexe de I’équation, il apparait
des parties imaginaires d’intégrale sur R"V dont on ne sait rien dire. Le seul moyen que 'on ait trouvé

est de travailler directement sur ’équation intégrale vérifiée par la solution auto-similaire.
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Le résultat suivant fait le lien entre I’équation linéaire (i.e. (5.1.1) avec A = 0) et non-linéaire.

Auparavant, définissons le réel suivant. Soit « > 0. Soit alors r € [ + 2,00). On pose,

2N
2% = m7 si N 2 3,
2 =, siN =2, (5.2.7)
2* = o0, si N =1.

4
Théoréme 5.2.3. Soient A € R\ {0}, v <a< (4<a<oosiN=1),2% défini par (5.2.7),

4
N -2
p € C tel que Re(p) = % et u est une solution auto-similaire positivement globale de 1' de donnée
initiale ¢ € S'(RN) et de profil f € L*t2(RN). Si T(1)p € L*> (RN) alors on a le résultat suivant.

1. uw € C?((0,00) x RY). En particulier, f € C?*(RN) et u est une solution classique de I’équation
de Schridinger .

2. Pour tout r € [ + 2,2*%] et pour tout t > 0, u(t) € L"(RY). En particulier, f € L"(RY). Si de
plus 7 < oo, alors u € C((0,00); L™ (RY)).

Démonstration. Remarquons tout d’abord que ¢ est homogene de degré —p et que, puisque 'on
a f € LoT2(RN), alors f € C2(RYN) (Proposition [5.2.1). Ainsi, [1] est une conséquence de I'identité
(5.1.6). 11 reste donc a établir [2} On sait que u vérifie I’équation intégrale suivante (Lemme [5.1.8)).

t

YVt >0, u(t) =T()e + i)\/T(t — s){|u(s)|“u(s)}ds.
0

En lui appliquant les inégalités de Strichartz, on obtient

lelzer sz < ITC e opsesey + Ol el s

pour tout ¢ > 0, ol g est tel que (g, a + 2) est une paire admissible et ou

q- =2, si N > 3,
4r
e — iN=2
q* =4, si N =1.
Cela donne avec (5.1.7)),

N

ds | +C|If)1%E,

s~ Blat) gg

V]

o

t
—_ag*(L—
[wll Lo~ (0,0;227) < IIT (Dl e /3 " (&
0
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2*2

pour tout ¢ > 0, ou [ est défini par (5.1.16)). Or ¢* (é — N) <1l << a> % et de méme,
¢Bla+1) <1 < o> 3. Par conséquent, u € L?;C([O,oo);Lz* (R™)) et donc pour tout ¢t > 0,

u(t) € L (RN) (on rappelle que u € C((0,00) x RY) par . Par l'inégalité de Holder, f € L"(RY),
pour tout r € [a + 2,2*]. La Proposition permet de conclure. O

Le résultat suivant montre que de telles situations existent.

4
Corollaire 5.2.4. Soient A € R\ {0}, v <a< (d<a<oosiN=1),2% défini par (5.2.7),

N -2
n

p € C tel que Re(p) = 2 et p(z) = > i Pr ()| x|~ P+R) qvec n € N, oty € C et ot Py est un
k=0

polynéme harmonique homogéne de deg;ré k. On suppose que | T(1)pl|pat+z < p, ot p est donné par le
Théoréme|5.1.11} de sorte qu’il existe une unique solution auto-similaire u € C((0,00); L*T2(RYN)) de
(5.1.1) de donnée initiale ¢ et de profil f. On a alors le résultat suivant.

1. u € C?((0,00) x RYN). En particulier, f € C*(RN) et u est une solution classique de I’équation

de Schrédinger (5.1.1)).
2. Pour tout r € [a+ 2,2*%] et pour tout t > 0, u(t) € L"(RN). En particulier, f € L"(R™). Si de
plus 1 < 0o, alors u € C((0,00); L™ (RY)).

Démonstration. Notons d’abord que d’apres le Théoreme et la Proposition 4.3 de Cazenave
et Weissler [26], on a T(1)p € L"2(RYN) et si [|T(1)¢| a2 < p alors il existe une unique solution
auto-similaire u € C((0, 00); L2T2(RY)) de de donnée initiale ¢. Or, par la Proposition 3.9 de
Cazenave et Weissler [26], T(1)¢ € L?" (RY). Le Théoréme permet de conclure. O

On peut remarquer que le Théoréemel[5.2.3]signifie que toute information d’intégration sur 1’équation
de Schrédinger linéaire (respectivement, sur ’équation avec A = 0) se transmet, en partie, sur
P’équation non-linéaire (respectivement, sur 'équation ((5.1.20) avec A # 0). La démonstration
de ce résultat est une conséquence directe des inégalités de Strichartz. Cependant, on ne sait pas ce
qu’il se passe pour 0 < o < %. En revanche, I'hypothese o > % ne provient pas du choix de la
paire admissible (voir le démonstration du Théoréme . En effet, comme le montre le calcul pour
N = 2, le probleme vient de I'intégrabilité en temps des termes linéaires et non-linéaires au voisinage
de 0. Or

1 4
t*q(af%)dt< = a> —
/ o0 o N
0

pour toute admissible (g,r) avec (q,r) # (00,2), et ce indépendamment de la dimension d’espace
N. Remarquons enfin que le cas a < «ag n’est pas élucidé contrairement a ce qui est dit dans la

Proposition 3.3 et la Remarque 3.5 de Cazenave et Weissler [28]. Il n’est pas évident que dans ce cas,
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toute solution auto-similaire de (5.1.1)) & valeurs dans L*t2(RY) soit identiquement nulle. En effet,

le fait que @ < oy pose un réel probléeme pour établir la convergence du terme intégral.
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