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Introduction

Les travaux que nous présentons dans ce mémoire se situent dans deux domaines
connexes de I'informatique, la combinatoire, et plus précisément la combinatoire énuméra-
tive, et 'algorithmique. Nous nous sommes intéressés a divers problémes ayant en commun
le fait de manipuler des structures arborescentes.

Si la notion de structure arborescente n’a été formalisée, en termes mathématiques, que
tardivement (au XIX®™€ siecle), la présentation arborescente d’un ensemble de données
est une pratique bien antérieure. On peut par exemple citer les arbres généalogiques, mais
aussi la représentation de vertus par des arbres de la sagesse dans certains livres médiévaux,
ou encore les arbres de classification d’espéces animales des naturalistes des XVII®™¢ et
XVIII®™ siecles.

La premiere formalisation mathématique du concept d’arbre est généralement attribuée
a Kirchhoff et est issue de travaux portant sur ’étude des circuits électriques.

Un arbre est un graphe connexe acyclique.
Une arborescence est un arbre ayant un sommet distingué .

La figure suivante représente un arbre (a gauche) et une arborescence (a droite).

sommet distingué

e

C’est cependant Cayley qui a introduit le terme d’arbre, dans une série d’articles (le pre-
mier datant de 1857), portant principalement sur 'énumération d’arbres et d’arborescences

en relation avec I'étude de formules algébriques [30]. A la suite de ces premiers travaux
de Cayley, ’étude des propriétés des structures arborescentes s’est rapidement imposée
comme un domaine classique et fécond de la combinatoire, notamment de la combina-
toire énumérative (on peut se reporter aux ouvrages de Moon [120], Harary et Palmer [88,
chapitre 3], Stanley [148, chapitre 5], Bergeron, Labelle et Leroux [16]).

Cet intérét pour les structures arborescentes a ensuite connu un nouvel essor avec le
développement de I'informatique. Selon Knuth, les arborescences sont en effet “les plus im-
portantes structures non linéaires apparaissant en algorithmique” [102, page 308]. De nom-
breux algorithmes manipulant des arborescences (notamment cette structure de donnée

1. On peut noter que cette terminologie, issue des travaux de théorie des graphes (voir par exemple
le livre de Berge [14]), est différente de la terminologie utilisée couramment dans les travaux traitant
d’algorithmique des structures arborescentes, ol on appelle arbre (resp. arbre non enraciné) ce que nous
appelons arborescence (resp. arbre).
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fondamentale qu’est I'arborescence binaire de recherche), I'analyse des performances en
temps de ces algorithmes (en moyenne ou dans le cas le pire) nécessite souvent une connais-
sance fine de propriétés combinatoires de ces structures (voir les ouvrages de Knuth [102,
section 2.3] et Sedgewick et Flajolet [139, chapitre 5]).

Finalement, on peut noter que de nombreux probléemes (mathématiques, biologiques,
etc) pouvant étre exprimés (ou modélisés) en termes d’arborescences, la question de la
résolution algorithmique de ces problemes implique la mise au point d’algorithmes effi-
caces manipulant des structures arborescentes. On peut citer par exemple le probleme
de la reconstruction phylogénétique source de nombreux travaux algorithmiques récents
manipulant des arborescences phylogénétiques (voir 'ouvrage de Gusfield [86, chapitre 17]
ou la theése de Berry [19]).

Notre travail se situe dans ces deux domaines, a savoir ’étude des propriétés combina-
toires de structures arborescentes et la mise au point d’algorithmes manipulant de telles
structures. Bien que ces deux types problémes aient comme point commun de manipuler
des structures arborescentes, les problématiques, tout comme les méthodes employées, sont
de natures différentes, ce qui nous a conduit & séparer ce mémoire en deux parties, une
premiere partie consacrée aux problemes combinatoires et une seconde partie consacrée
aux problemes algorithmiques.

Terminologie et conventions. Nous reprenons la terminologie classique composée de
termes provenant essentiellement du vocabulaire de la généalogie et de la botanique.

Soit A une arborescence. On appelle racine de A son sommet distingué. Soient x et y
deux sommets de A. Si le chemin allant de la racine & y passe par x, on dit que z est un
ancétre de y et que y est un descendant de z. Si de plus z et y sont reliés par une aréte,
on dit alors que z est le pére de y et que y est un fils de z. Si deux sommets ont le méme
pere, on dit qu’ils sont fréres. On appelle degré d’un sommet x de A le nombre de fils de
z. On dit que z est une feuille si son degré est nul, et que = est un neud sinon.

Il existe de nombreuses fagons de représenter une structure arborescente, mais dans
ce mémoire, nous convenons, a l'instar de ce qui est le plus courant dans la littérature,
de dessiner une arborescence en placant le sommet distingué en haut, toutes les arétes
s’éloignant de ce sommet (dessin de droite de la figure ci-dessous).

sommet distingué

Enumération de structures arborescentes. La premiere partie de ce mémoire est
consacrée a I’énumération de diverses familles de structures arborescentes, en général selon
le nombre de sommets. La plupart des articles initiaux de Cayley traitant de structures
arborescentes étaient consacrés a leur énumération. Dans un article célebre [29], ce der-
nier s’est notamment intéressé aux arborescences étiquetées (chacun des n sommets est
muni d’un étiquette entiére appartenant a [n], deux sommets ne pouvant avoir la méme
étiquette) libres (seules les relations d’adjacence entre sommets sont prises en compte) et
a montré le résultat suivant ?:

le nombre d’arborescences libres & n sommets et de racine 1 est n" 2,
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le corollaire suivant en découlant immédiatement :

le nombre d’arborescences libres & n sommets est n™ .

Ces arborescences, qui sont parfois appelées arborescences de Cayley, plutot que libres,
sont un objet central apparaissant dans de nombreux problemes combinatoires, comme par
exemple les factorisations minimales de permutations circulaires en produit de transpo-
sition [53], 'étude des fonctions de parking ou, plus récemment, le dénombrement des
régions de la famille d’arrangements d’hyperplans défini par Shi [147, 124].

Cette partie débute par un chapitre d’introduction, dans lequel nous fixons des no-
tations et définitions que nous utilisons dans les chapitres ultérieurs. Puis, toujours dans
ce chapitre introductif, nous présentons deux preuves du résultat de Cayley utilisant des
outils que nous reprenons dans les chapitres suivants: le codage de Priifer, qui illustre
I’approche bijective et le codage des arborescences par des mots, et la formule d’inversion
de Lagrange, qui illustre I’approche formelle et 'utilisation de séries génératrices.

Le chapitre suivant est consacré a 'étude combinatoire de la famille A, ;, des arbores-
cences de Cayley & n sommets telles que la racine possede exactement k fils qui lui sont
inférieurs. Nous montrons notamment de maniére bijective le résultat suivant (théoréme
16).

n _
Le nombre d’arborescences de A, 1 est (k) n" k.

Dans le cas £ = 0, ce résultat implique que le nombre d’arborescences de Cayley a n + 1
sommets telles que la racine est inférieure a tous ses fils est n'. Nous poursuivons par
Iétude de divers parametres classiques sur les structures arborescentes (I'étiquette de la
racine, le degré de la racine ou encore le nombre d’arétes décroissantes) pour la famille
Ay, i, qui permet de donner des explications combinatoires pour plusieurs identités faisant
intervenir n”, nouvelles pour la plupart & notre connaissance. Nous proposons ensuite
une nouvelle description de la bijection due & Moszkowski [122] prouvant que le nombre de
factorisations de la permutation cyclique (1,2,... ,n) en produit de n — 1 transpositions est
n" 2, description qui nous permet de raffiner ce résultat et de relier un sous-ensemble de
ces factorisations a A, o. Finalement, nous concluons ce chapitre en proposant un lemme
général pour I'énumération d’arborescences telles que la racine est inférieure a ses fils,
que nous appliquons aux arborescences ordonnées, planes et cycliques. Les résultats de ce
chapitre ont été obtenus en collaboration avec Serge Dulucq et Olivier Guibert [36].

Dans le chapitre 3, nous poursuivons ’étude combinatoire de la famille d’arborescences
Ay, 0- Nous nous intéressons au polynéme énumérateur des inversions de cette famille (une
inversion dans une arborescence est un couple (z,y) de sommets tels que z est un ancétre de
y et x > y). Dans le cas des arborescences de Cayley de racine 1, ce polynome a été étudié
par Kreweras [106], qui démontre une formule de récurrence qu’il satisfait (permettant par
exemple de calculer le nombre d’arborescences ayant un nombre fixé d’inversions) et relie
son évaluation en 0, 1, 2 et —1 & des objets combinatoires classiques (graphes et nombres
d’Euler). Nous proposons une généralisation des résultats de Kreweras pour la famille des
arborescences de A, o de racine r fixée (en posant r = 1 dans nos résultats, nous obtenons
ceux de Kreweras). Les résultats de ce chapitre ont été obtenus en collaboration avec
Philippe Duchon et Serge Dulucq [34].

Le troisieme chapitre est consacré & I'énumération d’arborescences alternantes. Une
arborescence est alternante si toute suite zq,z9,x3... de sommets successivement reliés

2. Bien que ce résultat soit en général attribué a Cayley, il avait été auparavant découvert par Sylvester
en 1857.
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par une aréte dans cette arborescence vérifie 11 < z9 > 13 < --- oux > 29 < T3 > ---.
Les arborescences de Cayley alternantes ont été introduites par Postnikov [124, 125] en
relation avec la famille d’arrangements d’hyperplans de Linial. Dans ce chapitre, nous
donnons une preuve bijective de la formule dénombrant le nombre d’arborescences de
Cayley alternantes, répondant ainsi & une question de Postnikov [125]. Nous poursuivons
en montrant que le nombre d’arborescences ordonnées alternantes a n+1 sommets est 2n™.
Nous donnons deux preuves de ce résultat : une preuve formelle basée sur la composition
de séries génératrices et la formule d’inversion de Lagrange, suivie d’une preuve basée sur
une bijection avec les arborescences de A, o. Les résultats de ce chapitre ont été obtenus
en collaboration avec Serge Dulucq et Andrew Rechnitzer [37].

Les deux derniers chapitres de cette partie sont centrés autour de I’extension aux séries
multivariées de la formule d’inversion de séries formelles de Lagrange, particulierement
adaptée & ’énumération de structures arborescentes coloriées (chaque sommet est muni,
en plus de son étiquette, d'une couleur choisie parmi un ensemble de couleurs fixé). La
formule de Lagrange est un outil particulierement utile pour traiter de nombreux problémes
d’énumération de structures arborescentes caractérisées par des séries génératrices a une
variable [16, section 3.1]. L’énumération de structures arborescentes coloriées faisant appel
a des séries génératrices multivariées, Good [72] a proposé en 1960 une extension de la
formule de Lagrange permettant de prendre en compte le cas de séries multivariées. Parmi
les différentes formes équivalentes de la formule de Good (voir [16, section 3.2]), il en est
une, introduite indépendamment par Goulden et Kulkarni [80] et Bender et Richmond [11],
qui est particulierement intéressante car elle ne fait pas intervenir de calcul de déterminant
(contrairement & toutes les autres formes) et s’interpréte naturellement en termes d’objets
combinatoires classiques (arborescences coloriées et endofonctions coloriées). Goulden et
Kulkarni utilisent cette propriété pour donner une preuve bijective de cette formule. Dans
les chapitres 5 et 6 nous proposons une approche bijective de cette formule, approche qui
nous permet de clarifier et d’expliquer combinatoirement certains résultats obtenus par
application des formes classiques de la formule de Good, et de déduire de ces explications
des algorithmes de génération aléatoire uniforme pour les structures considérées. Ces deux
aspects représentent, a notre avis, un point de vue intéressant sur la formule de Good et
I’énumération de structures arborescentes coloriées.

Dans le chapitre 5 nous présentons différentes formes de la formule de Good, dont la
forme due a Goulden-Kulkarni et Bender-Richmond, que nous appelons forme arborescente
car basée sur la notion de dérivée d’un vecteur de séries formelles multivariées relativement
& une arborescence. Nous proposons ensuite une nouvelle preuve bijective de cette formule,
plus simple que la seule preuve bijective connue (due & Goulden et Kulkarni [80]), basée
sur une variante de la preuve de la formule de Lagrange pour les séries a une variable due
a G. Labelle [108]. Comme la preuve de Goulden et Kulkarni, notre preuve repose sur une
bijection entre arborescences coloriées et endofonctions coloriées. Nous illustrons ensuite
un premier intérét d’une telle preuve en proposant des explications combinatoires pour
plusieurs formules dénombrant des arborescences coloriées dont la partition des arétes est
fixée. Si la plupart de ces formules étaient déja présentes dans la littérature, les preuves que
nous en donnons sont, & notre connaissance, les premieres a étre purement combinatoires.
Nous poursuivons en expliquant deux formules dénombrant des cactus planaires, une fa-
mille de graphes coloriés reliés aux factorisations minimales de permutations cycliques en
produit de permutations [22, 21] et & la classification topologique des polyndmes complexes
[87, 58]. Nous déduisons de ces preuves des algorithmes de génération aléatoire uniformes
de cactus planaires selon le nombre de sommets de chaque couleur ou selon la partition des
degrés. Les résultats de ce chapitre ont été obtenus en collaboration avec Michel Bousquet,
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Gilbert Labelle, Pierre Leroux et Gilles Schaeffer [23, 24].

Le dernier chapitre de cette partie est consacré a l’énumération et a la génération
aléatoire de constellations planaires. Une m-constellation planaire est une carte planaire
obtenue en collant des polygones & m sommets de sorte que pour chaque face de la carte
ainsi obtenue, le nombre d’arétes la bordant soit un multiple de m. Ces objets sont en
relation avec les factorisations minimales de permutations en produits de permutations et
ont été notamment étudiés par N. Hanusse [87], et M. Bousquet-Mélou et G. Schaeffer
[135, 25]. Ces derniers montrent notamment, & l'aide de la conjugaison d’arborescence,
technique introduite dans [135], que les m-constellations sont en bijection avec une famille
particuliere d’arborescences: les arborescences eulériennes. Nous montrons alors que 'on
peut mettre ces arborescences en bijection avec une famille d’arborescences pour lesquelles
on peut appliquer la formule de Good. Nous obtenons ainsi une formule dénombrant le
nombre de m-constellations ayant n sommets et f faces et en déduisons un algorithme de
génération aléatoire pour ces structures. Dans le cas m = 2, nous obtenons de plus une
nouvelle formule dénombrant les cartes biparties selon le nombre de sommets et de faces.

Recherche de motifs. Dans la seconde partie de ce mémoire, nous nous intéressons
au probléme algorithmique constitué par la recherche de motifs dans une arborescence.
Le probléme de la recherche de motifs (“pattern matching”) est un probléme classique en
algorithmique (voir par exemple le récent livre édité par Apostolico et Galil [7]) que I'on
peut définir de la facon suivante.

Etant données deux structures de méme type, un texte T' et un motif M, on
cherche & repérer toutes les occurrences (cette notion dépendant des structures
considérées) de M présentes dans T'.

Dans le cas des mots, lorsque par exemple, T" = bacacbacbabc et M = acba, on a deux
occurrences de M dans T' débutant respectivement en position 4 et 7. Dans le cas des arbo-
rescences, on considere habituellement des arborescences ordonnées (pour chaque sommet,
on impose un ordre linéaire sur ses fils) telles que tout sommet est muni d’une étiquette
appartenant & un alphabet ¥, deux sommets pouvant ici avoir la méme étiquette. Intuiti-
vement, on dit qu’on a une occurrence de M (le motif) en un sommet z de T' (le texte) si
en plagant la racine de M en z, on arrive a une situation (que 'on devra préciser) dans
laquelle tout sommet (resp. aréte) de M recouvre un sommet (resp. aréte) de T ayant la
méme étiquette.

Dans nos travaux, nous nous sommes plus particulierement intéressés au probléeme de la
recherche de motif dans un texte statique. Revenons aux mots et considérons par exemple
le cas d’une encyclopédie sur CD-ROM. Une des fonctionnalités indispensables & un tel
logiciel est une procédure permettant de repérer toutes les occurrences d’un mot M dans le
texte de cette encyclopédie. En remarquant que dans toute instance (7,M) de ce probléeme
le parameétre 7" est le méme (le texte de I'encyclopédie), il est naturel de vouloir traiter ces
problémes de recherche de motifs de la maniére suivante : prétraiter le texte 7" une fois pour
toute lors de la création du CD-ROM et utiliser les informations de ce prétraitement pour
rechercher rapidement les occurrences d’un motif?. La solution généralement employée
dans ce cas consiste a construire une structure de données annexe indexant les suffixes

3. Parmi les nombreuses autres applications ou ’on retrouve la situation d’un texte statique, on peut
citer la recherche de motifs dans des banques de données regroupant des milliers de séquence issues de
Panalyse des génomes (une fois qu'une séquence est ajoutée dans la banque, elle n’est plus modifiée et elle
peut donc étre prétraitée lors de cette insertion).
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du texte T': en remarquant que toute occurrence du motif M dans T est préfixe d’un des
suffixes de T', cet index permet de déterminer rapidement les occurrences de M dans T'
(en général en temps proportionnel & la seule taille du motif, c’est & dire indépendamment
de la taille du texte). Dans le cas des mots, les principales structures de données utilisées
pour indexer les suffixes d’un texte sont 'automate des suffixes, le tableau des suffixes et
larborescence des suffixes [52, chapitres 5 et 6].

Notre but est de traiter le probleme de la recherche de motifs dans une arborescence
statique en nous inspirant essentiellement de l'utilisation de 'arborescence des suffixes
dans le cas des mots. Dans un premier chapitre, nous définissons formellement la notion
d’occurrence d’un motif M dans une arborescence T' et une restriction de cette notion (que
nous appelons occurrence compacte). On peut cependant noter que la notion générale d’oc-
currence est équivalente a la notion d’occurrence compacte si les arborescences considérées
sont des termes (encore appelés arborescences d’expression). Nous poursuivons par une ra-
pide présentation du probleme de la recherche de motifs dans les mots, en nous intéressant
surtout & une structure de données souvent utilisée dans le cas d’un texte statique: [’ar-
borescence des suffizes d’un mot, qui est a la base des résultats que nous proposons par la
suite. Nous effectuons ensuite une revue des principaux articles traitant de recherche de
motifs dans une arborescence. Cette étude nous améne notamment & faire les remarques
suivantes :

le sujet a été relativement peu étudié, notamment d’un point de vue pratique, la
plupart des algorithmes proposés étant assez complexes,

— tous les algorithmes proposés recherchent les occurrences compactes du motif dans
le texte et ne semblent pas pouvoir étre aisément étendus pour rechercher les occur-
rences générales,

— aucun des algorithmes proposés ne se place dans le cas d’un texte statique.

Nous concluons ce chapitre par une adaptation simple d’un algorithme proposé Hoffmann
et O’Donnell [91] pour la recherche des occurrences compactes qui nous permet de recher-
cher les occurrences générales du motif dans le texte.

Le second chapitre propose une approche du cas statique pour les termes reposant sur
le codage d’un terme par un mot et I'utilisation de I'arborescence des suffixes de ce mot.
La complexité dans le pire des cas de ’algorithme que nous proposons n’améliore pas les
résultats théoriques connus, mais des résultats expérimentaux nous laissent penser qu’il
est trés intéressant d’'un point de vue pratique. Nous proposons aussi une variante de cet
algorithme pour la recherche des occurrences compactes du motif dans le texte.

Le dernier chapitre de cette partie propose une approche plus théorique du probleme
que nous considérons, dans laquelle nous étendons la notion d’arborescence des suffixes
des mots aux arborescences. En effet, étant donnée une famille de structures de données
et une notion de suffixes de ces structures, il est naturel de vouloir définir une notion
d’arborescence des suffixes pour ces structures. Giancarlo et Grossi ont par exemple suivi
cette démarche dans le cas des matrices carrées [66, 67]. Récemment, Kosaraju [105] a
introduit une notion d’arborescence des suffixes d’une arborescence, dans laquelle un suffixe
est un chemin allant d’'un sommet vers la racine. Dans ce chapitre, nous introduisons
une nouvelle notion de suffixe, inspirée de la notion de suffixe d’un mot : un suffixe d’une
arborescence T est une sous-arborescence maximale de T'. On a donc exactement un suffixe
par sommet z de T' (la sous-arborescence de T' de racine ), ce qui permet de définir une
notion d’arborescence des suffixes d’'une arborescence T occupant un espace linéaire par
rapport au nombre de sommets de 7. Nous proposons ensuite un algorithme permettant
de construire une telle arborescence des suffixes, dérivé de I’algorithme de McCreight pour
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Parborescence des suffixes d’un mot [118]. Nous concluons en évoquant les applications de
de cette structure en termes de recherche de motifs dans une arborescence.
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Chapitre 1

Enumeération d’arborescences

Dans cette premiere partie, nous considérons les arborescences d’un point de vue com-
binatoire, en nous attachant a énumeérer plusieurs familles d’entre elles. Dans ce premier
chapitre, nous présentons quelques résultats classiques sur ce sujet.

1.1 Définitions

Dans ce premier paragraphe, nous introduisons les définitions et notations nécessaires.
On rappelle tout d’abord la définition la plus générale d’une arborescence.

Une arborescence a n sommets est un graphe conneze sans cycle ayant n sommets
(et donc (n — 1) arétes) dont on a distingué un sommet, appelé la racine.

Définition 1. Une arborescence est dite étiquetée si chacun de ses sommets est muni
d’une étiquette de sorte que 'ensemble des sommets est totalement ordonné. En général,
on étiquette une arborescence & n sommets avec les entiers de 1 & n (on parle alors d’une
arborescence sur [n]).

Notation. Sauf mention contraire, toutes les arborescences que nous considérons sont
étiquetées et nous omettons donc de le préciser.

DO
D

(2) (b)

F1a. 1.1 — (a) Une arborescence étiquetée sur [8] - (b) Une arborescence non étiquetée

11
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Dans la suite de cette partie, pour introduire la notion de famille d’arborescences, nous
nous inspirons de la théorie des espéces de structures [16], développée par I’école montré-
alaise de combinatoire & la suite des travaux d’André Joyal [96], particulierement adaptée
a ’énumération de structures arborescentes.

Définition 2. Soit A une arborescence et  un sommet de A. On appelle fibre de x 'en-
semble des fils de z.

Nous considérons diverses familles d’arborescences qui se distinguent par la structure
combinatoire (étiquetée) dont on munit la fibre de chaque sommet.

Définition 3. Soit F une famille (ou classe) d’objets combinatoires étiquetés et F,, 'en-
semble des objets de F sur [n]. On appelle F-arborescences I’ensemble des arborescences
telles que pour tout sommet z, si sa fibre comporte n sommets, elle est munie d’une
structure de F,, (on dit alors que la fibre de z est munie d’une F-structure).

Par exemple, les familles d’arborescences les plus couramment étudiées dans la littérature
sont
— les arborescences de Cayley, pour lesquelles seules comptent les relations d’adjacence
entre sommets (la fibre de chaque sommet est munie d’une structure d’ensemble et
il y a donc plusieurs fagons de dessiner une arborescence de Cayley),
— les arborescences ordonnées, pour lesquelles les fils d'un sommet sont totalement
ordonnés (la fibre de tout sommet est munie d’une structure de liste ordonnée).

Fig. 1.2 Deux arborescences ordonnées différentes, mais identiques si on les considere
comme arborescences de Cayley

Notation. Nous notons A (resp. O) l'ensemble des arborescences de Cayley (resp. or-
données), A,, (resp. O,) I'ensemble des arborescences de Cayley (resp. ordonnées) a n
sommets et ap (resp op) le nombre d’arborescences de Cayley (resp. ordonnées) a n som-
mets.

On peut bien entendu utiliser toute classe de structures combinatoires étiquetées pour
définir une famille d’arborescences (rien n’interdit par exemple de munir la fibre d’un
sommet d’une structure d’arborescence ordonnée binaire, structure que I'on retrouve dans
diverses structures de données), ou d’utiliser diverses structures pour définir une famille
d’arborescences (on peut par exemple munir la fibre des sommets pairs d’une structure de
liste ordonnée et la fibre des sommets impairs d’une structure d’ensemble).

Notation. Les principales classes de structures que nous utilisons pour définir des familles
d’arborescences sont celles d’ensemble, notée &£, celle de liste ordonnée, notée L et celle
de liste circulairement ordonnée, notée C. Les arborescences de Cayley sont donc les &£-
arborescences et les arborescences ordonnées les L-arborescences.
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Définition 4. Soient F et G deux familles de structures combinatoires. On appelle G-
assemblée de F-arborescences tout ensemble de F-arborescences muni d’une G-structure.
Si les étiquettes des arborescences présentes dans une G-assemblée sont deux & deux dis-
tinctes et correspondent & 'ensemble [n], on parle alors de G-assemblée de F-arborescences
sur [n]. On appelle forét de F-arborescences les E-assemblées de F-arborescences.

13 8 6 10

Fic. 1.3 Une forét a 13 sommets

Bien que la structure de la fibre des sommets soit la principale condition permettant de
définir des familles d’arborescences, on peut bien entendu imposer d’autres conditions. Par
exemple, on peut considérer des arborescences croissantes (pour tout sommet différent de
la racine, son étiquette est supérieure a celle de son pere) [41, 15, 132], des arborescences
alternantes (chapitre 4), etc.

1.2 Enumération d’arborescences de Cayley

Le premier - et le plus fameux - résultat concernant I'énumération d’arborescences de
Cayley est généralement attribué & Arthur Cayley [29] et donne une formule étonnement
simple pour le nombre de telles arborescences a n sommets.

Théoreme 5. Le nombre d’arborescences de Cayley ¢ n sommets est n™ 1.

11 existe de nombreuses preuves du théoréme 5 (voir notamment les travaux de Moon
[119, 120] pour un récapitulatif des preuves connues a la fin des années 60, la preuve de
Joyal [96] ou encore Shor [142] pour une nouvelle preuve récente). Dans cette section,
nous présentons successivement deux preuves de ce résultat, qui illustrent deux approches
différentes dans la résolution de problemes d’énumération: 'approche bijective et I'ap-
proche formelle par la manipulation de séries génératrices.

1.2.1 L’approche bijective: le codage de Priifer

Le principe de 'approche bijective est le suivant. Soit F une classe d’objets combina-
toires dont on veut déterminer le cardinal |F| et G une autre classe d’objets combinatoires
dont on connait le cardinal. Si on peut décrire deux algorithmes AlgoF et AlgoG tels que

AlgoF' transforme tout objet de F en un objet de G,
— AlgoG transforme tout objet de G en un objet de F,
— pout tout objet F' € F, AlgoG(AlgoF(F)) = F,

pout tout objet G € G, AlgoF(AlgoG(G)) = G,
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on a établi une bijection entre les ensembles F et G, et on obtient alors une preuve du fait
que || = |g].

Le théoreme 5 suggere l'existence d’une bijection entre les arborescences de Cayley a
n sommets et les mots de longueur (n — 1) sur l'alphabet [n]. Dans [129] Priifer propose
une telle bijection, & la fois simple et élégante. Nous commencons par décrire cette bijec-
tion, puis nous montrons son intérét pour affiner le résultat du théoréme 5 et engendrer
aléatoirement et uniformément des arborescences de Cayley.

Dans un premier temps, examinons la transformations des arborescences en mots. Soit
A une arborescence de A,,. On construit alors un mot my4 de (n — 1) lettres sur 'alphabet
[n] par Ialgorithme suivant.

Algorithme 1: Codage de Priifer: des arborescences vers les mots
Données : A € A,
Résultat : m4: mot de (n — 1) lettres sur alphabet [n]
début

m4 := € (le mot vide);

tant que A n’est pas réduite & sa racine faire
soit z la plus grande feuille de A et y le pere de z;

ma :=ma.y (ajouter y a la fin de my);
supprimer le sommet z et Paréte (y,z) de A;

retourner my

fin

Dans la figure suivante, nous donnons un exemple détaillé d’exécution de cet algo-
rithme. A chaque étape, la plus grande feuille (qui sera retirée de A) est indiquée par un
sommet blanc.

14

7 7 7 7 7
3¢ 2 4 3¢ 2 4 342 4 2 4 4
Y 6 5 1 1 1 1

my: 4 4.3 4.3.7 4377 4.3.7.7.4 4.3.7.7.4.7
En raisonnant par induction sur le nombre de sommets de A, on vérifie immédiatement
que deux arborescences de Cayley différentes ne peuvent donner le méme mot. De plus,
par construction, on vérifie les propriétés suivantes.

7 To

Propriété 6. La derniere lettre de m 4 est la racine de A.

Propriete 7. La lettre x apparait k£ fois dans my4 si et seulement si le sommet z a k fils
dans A. En particulier, les feuilles de A n’apparaissent pas dans m 4.

Ces deux propriétés prouvent alors que I'algorithme 2 que nous donnons ci-dessous,
est bien l'inverse du précédent et reconstruit I’arborescence A a partir du mot m 4.

Il n’est pas difficile de vérifier que cet algorithme produit toujours une arborescence et
que deux mots ne peuvent donner la méme arborescence, ce qui établit la bijection entre
mots et arborescences, et par conséquent le théoreme 5.

Un des intéréts des preuves bijectives réside dans le fait qu’elles impliquent souvent une
meilleure compréhension de la structure des objets que I'on compte et qu’elles permettent



1.2. ENUMERATION D’ARBORESCENCES DE CAYLEY 15

Algorithme 2: Codage de Priifer: des mots vers les arborescences

Données : m: mot de (n — 1) lettres sur 'alphabet [n]

Résultat : 4,, € A,
début
soient A, la forét vide et F' ensemble des lettres de [n] non présentes dans m;
pour i allant de 1 & (n — 1) faire
soient x le plus grand élément de F' et y la premiere lettre de m;
ajouter 'aréte (y,z) a la forét A,;
supprimer z de F et la premiére lettre (y donc) de m;
si y n’apparait plus dans m alors ajouter y a F’;

retourner A,,

fin

donc d’obtenir des raffinements de résultats d’énumération et des preuves élégantes de
certaines identités combinatoires. Nous allons en voir maintenant quelques exemples.

Corollaire 8. Soit r € [n]. Le nombre d’arborescences de Cayley sur [n] de racine r est
n—2
ne.

Preuve. On déduit directement de la propriété 6 que, les arborescences de Cayley sur [n]
ayant pour racine k € [n] sont en bijection avec les mots de (n — 1) lettres sur Palphabet
[n] dont la derniére lettre est 7, d’ou le résultat. 0

Théoréme 9. [44] Le nombre d’arborescences de Cayley sur [n] telles que la racine a d
fils est
n—2
, — 1)
n(d B 1) (n—1)

Preuve. Des propriétés 6 et 7, on déduit qu'une arborescence de Cayley A dont la racine
possede exactement d fils correspond & un mot de longueur (n — 1) sur [n] qui contient
exactement d occurrences de sa derniere lettre et le résultat en découle. O

On peut déduire immédiatement du résultat précédent une formule pour le nombre de
foréts d’arborescences de Cayley.

Théoréme 10. Le nombre de foréts de Cayley sur [n] comportant k arborescences (k > 0)
est

(1) (r o))
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Preuve. Une forét de Cayley sur [n] comportant k arborescences correspond & une arbo-
rescence de Cayley sur [n + 1] dont la racine (n + 1) a k fils:

Le résultat découle directement de la formule pour le nombre d’arborescences dont la
racine a degré k. O

Le résultat de Cayley [29] est en fait le suivant (voir aussi Takacs [154, 153] pour deux
preuves récentes de ce résultat), que nous utiliserons dans le chapitre 2.

Théoréme 11. Soit {ry,--- ,r} C [n]. Le nombre de foréts de Cayley sur [n] comportant
k arborescences de racines respectives ry,--- ;v (k> 0) est

k nnfkf] )
Preuve. Ce résultat découle directement du théoréme 10, en divisant (1.1) par (Z) O

Un autre intérét des preuves bijectives réside dans leur application & la mise au point
d’algorithmes de génération aléatoire de structures combinatoires, qui s’averent souvent
utiles pour I'étude expérimentale d’algorithmes ou l'obtention de propriétés asympto-
tiques des objets engendrés. Pour engendrer aléatoirement une arborescence de Cayley
a m sommets, uniformément parmi toutes les arborescences de A,, il suffit d’engendrer
aléatoirement et uniformément un mot de longueur (n — 1) sur [n], ce qui ne pose aucun
probléme et se fait efficacement, puis d’appliquer I'algorithme 2 transformant un mot en
une arborescence.

1.2.2 L’approche formelle: séries génératrices et formule de Lagrange

Il n’est pas toujours facile d’exhiber une preuve bijective pour un résultat énumératif.
De plus, 'approche bijective telle que présentée ci-dessus a le défaut de ne pas étre tres
générale : il faut trouver une bijection pour chaque probleme traité. Le principal outil
permettant, si ce n'est “d’automatiser” la résolution des problémes d’énumération, tout
au moins d’en traiter une vaste classe est la série génératrice.

Définition 12. Soient F une famille d’objets combinatoires munis d’un parameétre entier
positif p : F — N (appelé la taille). On note f,, le nombre (fini) d’objets de F de taille
n. On appelle série génératrice ordinaire de F la série formelle

n
E Jnz",
n>0
et série génératrice exponentielle de F la série formelle

S

n>0
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Notation. On utilise la notation [z"]F(z) pour désigner le coefficient de z" dans la série
formelle F(x), c’est-a-dire le coefficient de ™ dans le développement de Taylor de la série
F(z) au voisinage de 0.

Il existe d’autres familles de séries formelles utilisées en combinatoire énumérative,
comme par exemple les séries de Dirichlet. On peut également, comme on le verra & partir
du chapitre 5, considérer plusieurs parametres sur une famille d’objets combinatoires, ce
qui se traduit par 'introduction de séries formelles multivariées (& chaque parameétre est
assignée une variable).

On utilise habituellement les séries génératrices exponentielles pour traiter les struc-
tures étiquetées et les séries génératrices ordinaires pour traiter les structures non étique-
tées. Comme par la suite, nous nous intéressons a des objets étiquetés (les arborescences
par exemple), sauf mention contraire, nous emploierons le terme série génératrice pour
désigner une série génératrice exponentielle.

Remarque 13. Les séries génératrices exponentielles associées respectivement a £ (la famille
des ensembles), £ (la famille des listes ordonnées) et C (la famille des listes circulairement
ordonnées) sont E(z) =e®, L(z) =1/(1 —z) et C(z) =1+ In(1/(1 — z)).

Un des intéréts des séries génératrices réside dans le fait que 'on peut traduire les
opérations usuelles de construction combinatoire en termes d’opérations sur les séries
génératrices des objets considérés (cela vaut aussi bien pour les séries génératrices or-
dinaires qu’exponentielles).

Par exemple, soient F et G deux familles d’objets combinatoires, de séries génératrices
respectives F'(z) et G(z). Si H = F UG (on suppose cette union disjointe: un objet H de
‘H est soit un objet de F soit un objet de G, la taille de H étant sa taille dans F si H € F
ou sa taille dans G si H € G), la série génératrice H(x) de H est

H(z) = F(z) + G(z).

SiH = F x G (un objet de H € H est un couple (F,G) formé d’un objet de F' € F et d’un
objet de G € G, sa taille étant la somme des tailles de F' et ), la série génératrice H ()
de H est

Mais 'opération qui s’avere la plus utilisée dans le cas des structures arborescentes est la
composition de séries. Soit G une classe de structures donnée, de série génératrice G(x).
Pour une famille H d’objets combinatoires, de série associée H(x), la série associée aux
G-assemblées d’objets de H (la taille d’une telle assemblée étant la somme des tailles des
objets présents dans cette assemblée) est alors

G(H(z)).

Cette opération est particulierement adaptée a I'’énumération de structures arbores-
centes. En effet, pour une classe G donnée (de série génératrice G(x)), une G-arborescence
peut se décomposer en deux parties: un sommet isolé (la racine) et une G-assemblée de
G-arborescences (figure 1.4). La série génératrice Ag(z) de la famille des G-arborescences
(dans ce cas le parameétre taille est le nombre de sommets) vérifie alors I’équation fonc-
tionnelle

(1.2) Ag(z) = 2G(Ac(z)).
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Fic. 1.4 Décomposition d'une arborescence de Cayley

Dans certains cas, on peut déduire directement d’une telle équation fonctionnelle une
expression pour la série considérée. Par exemple, pour la série génératrice O(z) des arbo-
rescences ordonnées O, on déduit de I'équation fonctionnelle

O(z) = zL(O(x)),

ou

1
L(x) =
(#) =

est la série associée a la famille des ordres linéaires, que

_17\/174.77
S —

et un rapide calcul permet d’extraire les coefficients de cette série et de montrer que le
nombre d’arborescences ordonnées sur [n] est

n! (2n
=n/!
n—l—l(n) niCn

ot C,, est le n®™ nombre de Catalan (voir [148] pour une présentation de ces nombres,
que 'on rencontre tres souvent en combinatoire).

On ne peut cependant pas toujours obtenir une forme close pour la série génératrice
recherchée. C’est notamment le cas des arborescences de Cayley, dont la série A(z) vérifie
I’équation fonctionnelle

(1.3) O(z)

(1.4) A(z) = zeA®).

C’est 1a qu’intervient un outil fondamental en combinatoire énumérative pour traiter les
séries vérifiant des équations de la forme (1.2) (que nous désignons par le terme d’équations
lagrangiennes) : la formule de Lagrange pour 'inversion de séries formelles (sur la formule
de Lagrange et ses applications a I’énumération de structures arborescentes, on peut se
reporter & [77, 146, 16]).

Théoréme 14. Soit F(z), G(x) et H(z) trois séries formelles telles que G(0) # 0. L’équa-
tion

(1.5) F(z) = zG(F(z))

(1.6) [z"|H (F(z)) =

2 2 (F@)"
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En appliquant cette formule aux arborescences de Cayley (G(z) = e et H(z) = z),
on obtient alors immédiatement le résultat du théoréme 5.

De méme, en posant H(z) = z¥/k!, c’est-a-dire la série génératrice des ensembles de
taille &k (cette série se réduit donc & un seul terme) on obtient le résultat du théoréme 10
sur les foréts d’arborescences de Cayley.

Pour une description détaillée de I'utilisation des séries génératrices pour I’énumération
de structures décomposables on peut se reporter aux ouvrages de Goulden et Jackson [77],
Wilf [165], Stanley [146, chapitre 5] ou Bergeron, Labelle et Leroux [16]. Ces séries sont
aussi tres utilisées en analyse d’algorithmes, et dans ce domaine, on peut se reporter au
livre de Flajolet et Sedgewick [139] ou & Darticle de Steyaert et Flajolet [149] qui présente
une trés belle illustration de ces techniques dans ’analyse d’un algorithme de recherche
de motifs dans une arborescence.

Pour conclure ce chapitre, il faut cependant mentionner que, contrairement a ce que
peut laisser supposer le titre de cette section (“Iapproche formelle”), I'utilisation de séries
génératrices et de la formule d’inversion de Lagrange n’est pas purement formelle. En ef-
fet, 'obtention d’une équation “lagrangienne” (de la forme de I’équation (1.5)) pour une
série implique une compréhension de la structure des objets correspondants. De plus, il
existe plusieurs preuves combinatoires de cette formule qui permettent souvent de traduire
de maniere bijective les résultats obtenus par application de l'inversion de Lagrange. La
premiére preuve combinatoire de la formule de Lagrange est due & Raney [131], qui montre
que le membre droit de (1.6) énumere les mots du langage de Lukasiewicz pondéré par
les coefficients de la série G(z). En utilisant le principe de la conjugaison de mots, il en
déduit une preuve combinatoire de la formule d’inversion de Lagrange. Cette preuve est
basée sur I’énumération de mots d’un langage algébrique, et donc sur la manipulation d’ob-
jets non étiquetés et de séries génératrices ordinaires en variables non commutatives. La
premiere preuve bijective de la formule de Lagrange manipulant des structures étiquetées
et des séries génératrices exponentielles apparait dans les deux premiers articles fondant la
théorie des espeéces de structures [96, 108] (voir aussi [77] et [16, section 3.1]), et est basée
sur une élégante bijection entre certaines familles d’arborescences et certaines familles
d’endofonctions, que nous présentons au chapitre 5. Parmi les travaux portant sur I'in-
terprétation combinatoire de I'inversion de Lagrange, on peut aussi mentionner les travaux
de Chen [38, 39], basés sur 'utilisation d’arborescences de Schroder et dans lesquels Chen
réunit sous un méme formalisme une preuve manipulant des structures non étiquetées et
une preuve manipulant des structures étiquetées.
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Chapitre 2

Arborescences de Cayley et fils de

la racine

A Torigine des problémes abordés dans ce chapitre se trouvent deux identités concer-
nant respectivement (n + 1)” et n™. La premiére n’est autre qu’'une application de la
formule du binéme:

(2.1) (n+1)" = i <:> n"k.

k=0

De maniere surprenante, nous n’avons trouvé dans la littérature aucune interprétation
simple et directe de I'identité (2.1) en termes d’arborescences de Cayley de racine non fixée
(on explique en effet facilement cette identité en distribuant les arborescences de Cayley
de racine étiquetée 1 et telles que le plus grand sommet est une feuille suivant le paramétre
“degré de la racine”, comme on le verra dans le paragraphe 2.1.1). La seconde identité
qui a motivé cette étude est un cas particulier d’un résultat di & Goulden et Jackson [79,
proposition 3.1], relié & un probléeme de factorisations dans le groupe symétrique :

(2.2) n"=nn-1""+Y" (Z) EF (n—1—k)" 1k
k=1

Pour aborder ces deux problemes, nous avons été amenés a étudier les arborescences de
Cayley selon un parametre nouveau, le nombre de fils de la racine qui lui sont inférieurs.

Remarque 15. Récemment, la famille des arborescences de Cayley telles que la racine est
inférieure a ses fils a été introduite par Gessel dans le cadre de travaux (non publiés mais
cités par Athanasiadis et Linusson [9]) sur '’énumération de régions de certains arrange-
ments d’hyperplans (voir la section 2.5 de ce chapitre). Gessel montre, de maniére formelle,
qu’il y a n™ arborescences de Cayley sur [n + 1] telles que la racine est inférieure a ses fils.
La démonstration du lemme 17 fournit une preuve bijective de ce résultat.

Dans la premiere section, nous montrons de maniére bijective que ’énumération des
arborescences de Cayley distribuées suivant le parametre “nombre de fils de la racine qui lui
sont inférieurs” donne une explication de I'identité (2.1). On peut noter que si cette identité
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et Pexplication que nous en proposons sont simples, la preuve passe par une construction
nécessitant ’examen de plusieurs cas non triviaux, ce qui explique sans doute que cette
interprétation n’ait pas été trouvée plus tot. La section suivante est consacrée a une étude
combinatoire des arborescences de Cayley suivant ce parametre. Cette étude permet de
donner des preuves combinatoires d’identités, la plupart nouvelles & notre connaissance, et
notamment de (2.2). Dans une troisiéme section, nous relions la famille des arborescences
de Cayley telles que la racine est inférieure a tous ses fils & un probléme de factorisation
de permutations circulaires en un nombre minimal de transpositions. Nous concluons par
I'utilisation de I'inversion de Lagrange pour compter les arborescences ordonnées, cycliques
et planes dont la racine est inférieure a ses fils.

Notation. Dans les sections 2.1, 2.2 et 2.3, toutes les arborescences considérées sont des
arborescences de Cayley et nous nous contentons donc de parler d’arborescences.

2.1 Arborescences de Cayley

Dans cette section, nous proposons une interprétation de l'identité (2.1) en termes
)
d’arborescences, via le résultat suivant.

Théoréme 16. Le nombre d’arborescences sur [n + 1] telles que la racine a exactement k
fils qui lui sont inférieurs est
n n—k
n"r.
k

Dans le cas k = 0, ce résultat, qui montre que le nombre d’arborescences sur [n] telles
que la racine est inférieure a ses fils est (n —1)" !, peut étre vu en fait comme un résultat
intermédiaire entre les formules donnant le nombre d’arborescences de racine 1 (n" 2) et
le nombre d’arborescences sans restriction (n”!).

La suite de cette section est consacrée a une preuve bijective du théoreme 16. Nous
procédons en deux étapes. Dans un premier temps, nous prouvons le cas particulier £ = 0
(i.e. nous montrons que le nombre d’arborescences sur [n + 1] telles que la racine est
plus petite que tous ses fils est n™). Dans un second temps, nous étendons la bijection
précédente au cas général pour prouver le théoreme 16.

Notation. On note A, j la famille des arborescences sur [n] telles que la racine a exacte-
ment k fils qui lui sont inférieurs.

2.1.1 Arborescences dont la racine est inférieure a ses fils

Soit B, la famille des arborescences sur [n] telles que n est une feuille. On déduit
immédiatement de la formule de Cayley (théoréme 5), que |B,,| = (n—1)""! (pour obtenir
une arborescence de B, il suffit en effet de considérer une arborescence de Cayley sur
[n — 1] ayant un sommet distingué et d’insérer n comme fils du sommet distingué).

Lemme 17. Il eziste une bijection ¢ entre B, et Ay .

Définition 18. Soit A une arborescence, z et y deux sommets de A tels que z est le pére de
y. L’aréte (z,y) est décroissante (resp. croissante) siz > y (resp. ¢ < y). Une arborescence
est décroissante (resp. croissante) si toutes ses arétes sont décroissantes (resp. croissantes).
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La bijection ¢ se décompose en trois étapes, que nous illustrons au fur et a mesure
avec un exemple. Soit A une arborescence de B,,, de racine r. On cherche a construire une
1 _ \
arborescence A" = ¢(A) appartenant a A, o.

Considérons par exemple 'arborescence A sur 13 sommets suivante, de racine r = 8.

12 13

Etape 1. La premiere étape de la bijection ¢ consiste & décomposer A en un ensemble
non ordonné d’arborescences (Ag,A1,... ,Ag) défini comme suit:

— Ap est la sous-arborescence décroissante maximale de A enracinée en r,

Aq,... ,A; sont les arborescences ayant au moins deux sommets et obtenues a partir
de A par suppression de toutes les arétes appartenant a Ag.

A, Ay
8 4

As

3
11 7 I

5

10

On obtient alors un ensemble d’arborescences telles que les racines des A;, pour i =
0,... .k, sont toutes des sommets de Ay. Par construction, on peut dire que, pour i =
1,... .k, chacune des arborescences A; est telle que la racine est inférieure & ses fils. De
plus, si 'arborescence décroissante Ay a m sommets, elle peut étre codée par un couple
(A(),S) ou Aj est une arborescence décroissante sur [m] et S C [n] est le sous-ensemble de
[n] formé des étiquettes de Ay.

Dans notre exemple, nous avons m = 6, S = {1,2,3,4,6,8} et A{, est 'arborescence suivante.
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Etape 2. Soit A 'arborescence contenant le sommet étiqueté n, et 7; sa racine. On définit
un ensemble S’ en remplacant r; par n dans S (S’ = {n} U S/{r;}). Dans notre exemple,
j=2,r;=4et S ={1,23,6,813}). On considére alors 'arborescence décroissante A"
codée par le couple (A7,S") (qui a donc n pour racine). Cette arborescence A" est greffée
a l'arborescence A; (par identification du sommet n) pour donner I'arborescence A;.

Ay A
4 4
7
12
On dispose ainsi d'un ensemble de k arborescences, (4q,... , Aj,l,A"j,AjH, oL Ag), tel

que la racine de A; est inférieure a ses fils et A;’ contient toutes les étiquettes de Ay. On
va alors rassembler ces arborescences en une seule arborescence.

Etape 3. Chacune des arborescences restantes A; (i > 0, i # j), est greffée a A en
identifiant la racine de ’arborescence avec le sommet de méme étiquette dans A;, ce qui
donne par construction une arborescence appartenant a A, o. '

4 4
7
13
12
2
11
co3 %
1 5 9
Al Az Ay Al

Cette construction possede clairement la propriété suivante, que nous utilisons dans la
section suivante.
Propriété 19. Le nombre d’arétes décroissantes dans ¢(A) est égal au nombre d’arétes
décroissantes dans A.

Pour prouver le lemme 17, il suffit alors de décrire 'inverse de la construction précéden-
te, qui consiste & reprendre ses 3 étapes. Soit A’ une arborescence de B,, de racine r.

1. Dans A’, soit A” la sous-arborescence décroissante maximale enracinée en n. En sup-

primant toutes les arétes de cette sous-arborescence, on obtient ’ensemble (A" Ay,
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CAj Ay,
2. Si A” est codée par le couple (A;,S’), on considére arborescence Ay correspondant
au couple (A},S), ou S = {r}uUsS’/{n}.

3. Finalement, la construction de A & partir de (Ao,... ,A4;,... ,A;) est immédiate.

2.1.2 Le cas général

Soit F,  'ensemble des foréts sur [n] constituées de k arborescences dans lesquelles
n est une feuille. Le cardinal de F,, ;. est clairement égal au nombre d’arborescences sur
[n + 1] dont la racine d’étiquette 1 a k fils, et dans lesquelles n + 1 est une feuille.

Par application du codage de Priifer, on sait que ces arborescences sont codées par des
mots de longueur n sur 'alphabet [n + 1] possédant k occurrences de 1 (dont une comme
derniere lettre du mot) et aucune occurrence de n + 1 (qui est une feuille). On a donc:

n—1
2.3 Fokl =  — 1)k,
(2.3 Faal = (32 1)
La preuve du théoréme 16 est alors une conséquence directe du lemme suivant et de (2.3).

Lemme 20. 1] existe une bijection ® entre F, 11 et Ay, j.

La suite de ce paragraphe est consacrée a la preuve de ce lemme. Soit F' € F,, 41, ¢’est-

a-dire une forét de (k + 1) arborescences (A1,Ag, ... ,Axy1) sur [n], de racines respectives
T1,T2, - - Th41, avec 11 < 19 < --- < rpyq. Soit A; Parborescence de F' contenant la feuille
étiquetée n. On distingue alors deux cas.
Cas 1. Si

— Th41 # T,
ou

rp+1 = r; et le chemin allant de r; a n débute par une aréte croissante,

alors ®(F) est obtenue, & partir de F', en greffant sous la feuille n toutes les sous-
arborescences de Ag1q dont les racines sont les fils de ri 1 qui lui sont inférieurs, puis
en greffant sous le sommet ;1 les k arborescences restantes, a savoir Ay,As,... ,Ax. On
obtient alors une arborescence appartenant a A, ;.. Les deux exemples qui suivent illustrent
ces deux situations et la transformation résultante.

A Ay As
- [

SR
8
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Ay Ay
./3\’;/ il
5 2 10

Propriété 21. Dans I'arborescence ®(F') ainsi obtenue, tous les fils de n sont inférieurs a
la racine r.

Cas 2. r41 = r; et le chemin allant de r;; & n commence par une aréte décroissante.

Dans un premier temps, n étant une feuille, on applique & A1 la bijection ¢ définie
précédemment pour le cas £ = 0, et on note A;H] I’arborescence ainsi obtenue et ’I“;€+]
sa racine qui, par construction, est plus petite que tous ses fils. On distingue alors deux
sous-cas.

Sous-cas 2.a. Sir,_, >r; pour i = 1,2,... k, alors ®(F) est obtenue, & partir de F, en
greffant sous 7, | les k arborescences A1,4s,... ,Ag.
A Ay A O(F)
2 7 2
A\ 3 9
1 4 6 1 4 6 5)
8 5) 7 1 4 6

Propriété 22. Soit r la racine de 'arborescence ®(F) ainsi obtenue. Au moins un fils de n
est supérieur a r. De plus, le chemin allant de r & n débute par une aréte croissante.

Sous-cas 2.b. Sinon, r; > T‘;H_l, et ri est donc la plus grande racine de la forét constituée

de Al,AQ, e ’Ak’A;c—l—l‘

A, A, Ay A, Ay Ay = ¢(A;)
7 9 11 7 9 3
I 4 3 — I 4 12
6 10 1 9 6 10 1 9 5
8 5 12 8 11

On procede en deux étapes. Soit Ay la sous-arborescence décroissante maximale de Ay
enracinée en rp. Comme on l'a vu dans la description de ¢, on peut coder A; par un

couple (A},S). On définit alors S = {r}_,} US/{r} et A} comme I"arborescence Ay ol

les arétes de Ay ont été supprimées et la sous-arborescence décroissante codée par (A4},S’)
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a été greffée sous ry, les autres arétes restant inchangées. Dans notre exemple, on a donc
S =1{1,2,4,9}, S’ = {1,2,3,4} et on effectue les transformations suivantes.

Ay Aly Al
9 4 9
N N
4
1 2 4 1 2 3 10
1 2 3 8
Dans un deuxiéme temps, on greffe I’arborescence A;H_l sous T‘;H_l (dans A} donc) et,
toujours dans A}, on greffe sous 7 les arborescences restantes, & savoir Aj,As, ... Ax_1.
On obtient alors une arborescence de A, .
!
A, Al

Propriété 23. Soit r la racine de arborescence ®(F') ainsi obtenue. Cette racine possede
k fils qui lui sont inférieurs et au moins un fils de n est supérieur & r. De plus, le chemin
allant de » & n débute par une aréte décroissante.

Pour définir la construction inverse ® ', il suffit de remarquer que toute arborescence
vérifie une et une seule des propriétés 21, 22 ou 23. Soit donc A une arborescence de A,, j,
de racine r.

Cas 1. Si A vérifie la propriété 21, en supprimant les arétes entre r et ses fils qui lui sont
inférieurs, puis en transférant les fils de n sous r, on obtient la forét F' = &~ 1(A).

Cas 2. Si A vérifie la propriété 22, on commence par supprimer les arétes reliant r et ses
fils qui lui sont inférieurs. On obtient alors une forét dont I'arborescence de racine r est
telle que cette racine est inférieure & tous ses fils. 11 suffit alors d’appliquer ¢~ & cette
arborescence pour obtenir ' = & 1(A).

Cas 3. Si A vérifie la propriété 23, on commence par supprimer les arétes reliant r et ses
fils qui lui sont inférieurs, sauf celle menant vers n (on note z le fils de r extrémité de
cette aréte). Ensuite, soit y le premier sommet sur le chemin de z & n tel que tous ses
fils lui soient supérieurs. On extrait la sous-arborescence de racine y. Ensuite on applique
la transformation décrite dans le sous-cas 2.b & I’arborescence de racine r puis ¢~ ' a
I’arborescence de racine y.
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2.2 Quelques identités

Dans cette section, nous utilisons les résultats précédents pour donner des interpréta-
tions combinatoires de plusieurs identités, la plupart nouvelles & notre connaissance.

Etiquette de la racine. Le corollaire 8 nous a permis de rappeler que, pour un entier
r € [n] fixé, le nombre d’arborescences sur [n] de racine r est n™ 2. Nous proposons
maintenant un résultat analogue pour les arborescences de A,, .

Théoreme 24. Le nombre d’arborescences de A1) de raciner+1 (r=kk+1,... n)
est
-1 - -k
(2.4) (n+ 1) " Iprk-t <Z 1) <("r)k# +n(n + 1)) , 81k >0,
(2.5) (n+ 1" "™ Y(n—7r), sik=0.

Preuve. Nous prouvons ce résultat par une variante du codage de Priifer. Le codage de
Priifer, présenté au chapitre précédent, met en correspondance une arborescence sur [n] et
un mot de longueur (n — 1) sur Palphabet [n]. Dans la variante que nous proposons, nous
mettons en correspondance une arborescence sur [n] et un couple (m,M) de deux mots sur
I’alphabet [n], de longueurs cumulées (n—1). Dans un premier temps, nous décrivons cette
variante du codage de Priifer, puis nous énumérons les couples de mots en correspondance
avec une arborescence A, 1 de racine r + 1.

Le principe guidant notre variante du code de Priifer (voir algorithme 1) est que lorsque
lon retire une aréte d’une arborescence (l'aréte (y,z) contenant la plus grande feuille
restante ), on insere y dans le mot m si x est inférieur & la racine et dans le mot M sinon.

m = 8.6.8.2.6
M =2.10.4.6

Pour une arborescence de A, 41 de racine r + 1, le couple (m,M) obtenu en appliquant
cet algorithme vérifie les propriétés suivantes (pour k > 0):
(a) l/m|=ret |M|=n—r,
(b) il y a exactement k occurrences de r 4+ 1 dans m (car r + 1 a exactement k fils qui
lui sont inférieurs),
(c) siz est la derniere lettre de m, z > r+1 (x > r+ 2 si kK =0 car dans ce cas r + 1
n’apparait pas dans m),
(d) r+1 est la derniere lettre de m ou la derniere lettre de M (éventuellement des deux
mots), et uniquement la derniere lettre de M si k = 0.
Pour construire une arborescence A de A,,1; j de racine r +1 & partir d'un couple (m,M)
vérifiant ces propriétés, on applique le principe de I'algorithme 2. Soit F' I’ensemble des
éléments de [n + 1] n’apparaissant ni dans M ni dans m: tant que 'un des deux mots M
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ou m n’est pas vide, retirer le plus grand élément x de F et siz > r+1 (resp. z < r+1),
retirer de M (resp. m) sa premiere lettre y, 'ajouter & F' si y n’apparait plus ni dans M
ni dans m, et ajouter une aréte de y vers xz dans A.

Il reste alors & compter les couples de mots vérifiant les propriétés ci-dessus. On dis-

tingue deux cas:

1. si la derniere lettre de m est r + 1, il faut choisir £ — 1 positions dans m, parmi r — 1
(cf. (a)), recevant les k — 1 occurrences restantes de r + 1 (cf. (b)), puis remplir les
positions restantes de m avec la seule contrainte que r + 1 n’y apparait pas et il n’y
a aucune contrainte sur le mot M (cf. (d)), ce qui donne

(2.6) (; - Dnr’“(n + 1)

couples (m,M) possibles dans ce cas la;

2. si la derniere lettre de m est différente de r + 1, il faut choisir k£ positions dans m,
parmi r — 1, recevant les k£ occurrences de r + 1, puis choisir la derniére lettre de m
parmi {r +2,... ;n 4+ 1} (cf. (c)), remplir les positions restantes de m sans y faire
apparaitre r + 1 et enfin la seule contrainte sur M est que sa derniere lettre est r+ 1,
ce qui donne

-1
(2.7) <T § ) (n—r)n™ k1 (n4 1)
couples (m,M) possibles dans ce cas.

La formule (2.4) s’obtient en sommant les deux expressions (2.6) et (2.7). Pour obtenir
(2.5), il suffit de remarquer que seul le cas 2 intervient lorsque k& = 0. 0

En considérant le cas £ = 0 du théoreme 24 et en sommant sur les valeurs possibles
pour r, on obtient alors une preuve combinatoire de I'identité suivante.

Corollaire 25.

|
-

n
n" =Y (n—r)n+1)" "Iyl

ﬁ
Il
=}

Degré de la racine. Dans le méme esprit, on peut étudier la distribution des arbores-
cences de A,, 11 selon le degré de la racine.

Proposition 26. Le nombre d’arborescences de Ay y1 ) dont la racine a d fils (d > k) est

1 A n—d
(2.8) (Z I 1>k(d k) <" )(s + k) Y n—s— k)" sik >0,
L S
s=0

1
(2.9) (Zj;1>d nm L gk = 0.

Preuve. Une arborescence de A, de racine r de degré d peut étre décomposée en 3
parts:

un sommet isolé (la racine ),
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un ensemble de k arborescences, comportant s + k sommets, de racines r; < -+ <
ry <7,
— un ensemble de d — k arborescences, comportant n — kK — s sommets, de racines

rt < <tg_g-
On a vu (théoreme 11) que le nombre de foréts de Cayley & n sommets et k arborescences
de racines fixées est k n” %71 si k > 0. On en déduit qu’apres avoir choisi les d+1 sommets
correspondant aux r;, aux ¢; et la racine r, et s sommets différents des r;, des t; et de r
pour les arborescences de racines rq,... ,rg, on a deux foréts a construire:

— une forét de k arborescences de racines r1,... ,r% a s + k sommets,
une forét de d — k arborescences de racines tq,... ,ty_r a n — s — k sommets,

ce qui prouve (2.8). Lorsque k = 0, le méme raisonnement permet d’obtenir (2.9): choix
de d + 1 sommets et construction d’une forét de d arborescences sur n sommets. O

Remarque 27. En comparant le résultat pour £ = 0 avec son analogue pour les arbores-
cences sans condition sur la racine (théoréme 9), on remarque la relation suivante, quelque
peu surprenante & premiére vue, entre n™ et (n+1)":

(n+1)" = i@ <Z> )

d=1
n

(n+1) (n —d-1
n — d n L .
" Za(@+1) \a) "

Nombre d’arétes décroissantes. Nous nous intéressons maintenant successivement
au nombre d’arétes décroissantes dans A, 11, puis aux arborescences de A, ayant
exactement k arétes décroissantes, ce qui nous permet d’obtenir une identité, semble-t-il
nouvelle, concernant les nombres de Stirling de premiére espéce. Pour une présentation
détaillée des nombres de Stirling, on pourra se reporter a [82, section 6.1].

Définition 28. Les nombres de Stirling de premiere espece s(n,m) (pour n,m > 0) sont
définis par
S(nm) = (—1)"™e(n,m),

ot ¢(n,m) est le nombre de permutations de [n] comportant m cycles.

Proposition 29. Le nombre d’arborescences de Api10 ayant k arétes décroissantes (k =
0,1,... ,m—1) est

n

(2.10) (—DF (le) s(n+1;n+1—m)n™ ™

m=k+1

Preuve. Pour prouver ce résultat, nous introduisons les notions d’endofonction et de des-
cente dans une endofonction :

— une endofonction sur [n] est une fonction de [n] dans [n];

une descente dans une endofonction f est un entier z € [n] tel que f(z) > z.
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Dans [100], Khidr et El-Desouky prouvent (bien que le résultat ne soit pas exprimé en
termes d’endofonctions, mais en termes de chemins dans des matrices carrées a valeurs
dans {0,1}) que le nombre d’endofonctions sur [n] & k descentes est

LY (Z’) s(n+1n+1—m)n™ ™,

m=Fk

Dans [96] (voir aussi G. Labelle [108]), Joyal décrit une bijection entre les endofonctions
sur [n] et les arborescences sur [n] ayant un sommet distingué (ou de maniere équivalente
les arborescences sur [n + 1] telles que le sommet n 4+ 1 est une feuille), cette bijection
ayant la propriété que le nombre de descentes d’une endofonction est égal au nombre
d’arétes décroissantes de l’arborescence correspondante plus 1. La proposition découle
alors directement de ces deux résultats, de la bijection ¢ (lemme 17) et de la propriété 19.
O

Proposition 30. Le nombre d’arborescences de A, 41 ayant k arétes décroissantes (tou-
tes les arétes décroissantes partent donc de la racine), pour k =0,1,... ,n, est

(2.11) (—1)" % s(n+ 1L,k +1).

Preuve. La preuve repose sur les résultats classiques suivants:

— le nombre d’arborescences croissantes sur [n+ 1] est égal au nombre de permutations
de [n+1] ayant un seul cycle, c’est-a-dire n! (dans une arborescence croissante sur [n]
on peut greffer le sommet n + 1 comme feuille en exactement n positions différentes,
ce qui, par induction, prouve que le nombre d’arborescences croissantes sur [n + 1]
est n!);
~ le nombre de permutations sur [n+ 1] ayant m cycles est donné par (—1)"+1"™s(n +
1,m) (définition 28).
Il suffit alors de remarquer qu'une arborescence de A, ayant exactement k arétes
décroissantes est équivalente a une forét de k + 1 arborescences croissantes sur [n + 1] (en
supprimant les arétes reliant la racine a ses fils qui lui sont inférieurs) et le résultat en
découle directement.

En posant £ = 0 dans les propositions 29 et 30, on obtient alors I'identité suivante.

Corollaire 31.

n
(D" Ts(n+11) =Y ms(n+ln+1—m)n" ™ =nl

m=1
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Sur une identité de Goulden et Jackson. Dans ce dernier paragraphe, nous nous
intéressons a 'identité (2.2). Dans [79], Goulden et Jackson démontrent un résultat de
Hurwitz [92] (voir aussi les travaux de V. Strehl [151]) exprimant le nombre de factori-
sations minimales transitives, en produit de transpositions, d’'une permutation de type
cyclique donné. Ce résultat a été étendu par M. Bousquet-Mélou et G. Schaeffer [25, 135].

La preuve de Goulden et Jackson est basée sur une utilisation astucieuse de la formule
d’inversion de Lagrange, et fait notamment apparaitre une identité intrigante concernant

n',

Proposition 32. Soit T, (k > 1 et m > 1) donné par la formule suivante (dans laquelle
on suppose que 00 = 1) :

- B k.k+] m 71 (m77)m i 1
BTURD Sl (m— ) km—
On a alors
(2.12) (k +m)*™ = (K 4+ m)! (Tem + Trnp)-

La preuve de cette identité exposée dans [79] étant purement formelle (voir le mémoire
de D. Poulalhon [126] pour un exposé plus détaillé de cette preuve), la question d’une
explication combinatoire de cette identité est toujours ouverte. Une telle preuve serait
notamment utile pour espérer obtenir une preuve bijective du résultat d’Hurwitz. Dans ce
paragraphe, nous donnons une preuve combinatoire pour le cas m = 1, avant de reprendre
la preuve de Goulden et Jackson pour mettre en évidence une propriété de T}, ,, pouvant
mener a une preuve bijective du cas général.

Dans le cas m = 1, I'identité (2.12) se simplifie et on obtient I'identité (2.2):

n—1
n" =n(n—-1)"""+ Z (Z) ¥ (n—1—k) 1k
k=1

Preuve de lidentité (2.2). On rappelle que le membre gauche de cette identité est le car-
dinal de An+170.

Le membre droit de cette expression se compose de deux parties que nous traitons
séparément: n(n — 1)""! et la sommation.

D’apres le théoreme 16, le nombre d’arborescences de A, 11 telles que n + 1 est une
feuille est clairement égal & n(n —1)""!, ce qui fournit un explication de la premiére partie
de (2.2).

Considérons maintenant les arborescences de A,, ;1,9 pour lesquelles n+1 est un nceud.
On note Ry 41 k+1 'ensemble des couples (A1,A42) d’arborescences telles que:

— la racine de Ay (resp. As) est plus petite que ses fils,

— les ensembles Sy et Sy des étiquettes de A; et Ay forment une partition de [n + 1],

avec |S1|=k+1,|S2=n—ketn+1€S; (n+1 est donc un sommet de A;).

Le théoréme 16 nous permet d’affirmer que, pour k =1,... .n — 1,

n

Rot1 k1| = (k) K (n—1— k)1,

Pour prouver (2.2), il suffit donc d’établir une bijection entre les arborescences de A, 419
telles que n + 1 est un nceud et 'union des Ry, 41 p41, pour bk =1,... ,n — L.
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Nous décrivons maintenant une telle bijection, qui utilise la notion de branche décrois-
sante mazimale issue d’un sommet : la branche décroissante mazimale d’un sommet x
appartenant a une arborescence A est 'ensemble des sommets (20,21,22,... ,z;) tels que
xg = = et x; est le plus grand fils de z;_1 inférieur & z; 1 (pour i = 1,... ,j). Dans la
figure suivante par exemple, les arétes de la branche décroissante maximale de 13, sont
hachurées, et cette branche est constituée des sommets (13,8,5).

11 7 9

Soient A une arborescence de A, 11 ¢ telle que n+1 est un nceud et (zo, ... ,z;) la branche
maximale décroissante de o = n + 1 dans A. En supprimant l'aréte reliant z; & son pére
zj—1 (comme n 4+ 1 est un nceud, on a toujours j > 1), on obtient un couple (A4;,A4)
d’arborescences (ou A; est arborescence contenant le sommet n+1). Si A; contient £+ 1
sommets (k > 1 car Ay contient n + 1, qui ne peut étre racine, et &k < n — 1 car Ay est
non vide), il est clair que (A1,A42) € Ryq1 ky1-

A A

L

1
2
\13
10 4 //x‘

Ay

/5\
79

6
10
3
1 12
11 7 9 11
La construction inverse, permettant de reconstruire A & partir de (A;,45) est tres simple.
Soit (zg,... ,x;) la branche maximale décroissante de £y = n + 1 dans A;. En parcourant

cette branche de z( vers z;, on greffe Ay comme fils du premier sommet z; tel que la racine
ro de Ay est supérieure & x;, et inférieure & z; (si z; = x;, on greffe A, sous ;). Cette
construction bijective conclut la preuve de (2.2). 0

Pour conclure ce paragraphe consacré a I'identité (2.12), nous proposons une “relectu-
re” de la preuve de Goulden et Jackson, qui suggére une “piste” pour une preuve bijective
de cette identité.

On peut réécrire T}, ,,, de la fagon suivante.

NN e+
7. 1. Ki K
i+j=m, i1, j>0 " Mg
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On introduit alors la série génératrice ordinaire bivariée des coefficients T}, , :

Z Tk,mxkym

k,m>1

Considérons

y ./i
u(z) = Z 1}7‘717,1—',
il

i>1

la série génératrice exponentielle des arborescences de Cayley non vides,

la série génératrice exponentielle des arborescences de Cayley pointées (un deuxiéme som-
met, qui peut étre la racine, est distingué) non vides, et

'./i
=3 i = L)
i>0 ’

Le terme “génant” dans T}, ,, est le facteur W Pour I’éliminer, on introduit une nouvelle
variable formelle ¢ et on considére la série T'(zq,yq). On a alors

quq Z Tkmxk m k—!—m
km>1

k k Y 3 nd 1
T q Y4 y'q
= Tloqyq) = Y K== [ D5 || Do

il
k>1 ) i>1 ’ §>0 J: k+‘7

— T _ kk+1 LE ]y q
(zq.yq) = u(yq) k>;>0 EA kﬂ
2LJjz

_ AT A
= T(wq.yq) = a(yq) Y, K175 ,/t’“” 'dt
k>T,7>0 AL

k+1~73k-‘7/j k+j—1
= T'(zq,yq) = uq/ — g = T
0

k>1,5>0

q zk
= T(vq.yq) = ﬂ(yq)/ afyt) | Y Rt |t
0 k>1 "

T(zq,yq) = u(yq) /0 qa(yt) %g':t)dt.

On peut alors relier cette expression & une construction classique sur les séries génératrices
exponentielles, le bozed product (voir par exemple [61]).
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Lemme 33. SoientU etV deuz familles d’objets étiquetés de séries génératrices exponen-
tielles respectives U(x) et V(z), et W la famille des objets W = (U,V)) (W est un couple
de deuz objets U et V appartenant respectivement a U et V) tels que la plus petite étiquette
de W appartient ¢ U. La série génératrice W(x) de W vérifie alors la relation

T aU(t)
W(:r)'/o V()= dt.

Souhaitant montrer que

(k + m)k+m

2"y " (T (2q,y9) + T(yq.zq) = Gt )]

3

une preuve combinatoire de cette identité nécessiterait de mettre en évidence deux familles
F et G d’objets vérifiant les propriétés suivantes.
— Pour k,;m > 1, on a (k +m)**™ objets de F étiquetés sur [k +m] et pour chacun de
ces objets F', il existe une partition canonique de ses étiquettes en deux ensembles,
notés Fy(F') et E9(F), de tailles respectives k et m: la série génératrice trivariée de

F est alors
k, m k+m

Yy q
(k +m)ktmZ 9 4
) (k)

— Il existe deux familles Gy et Go de structures étiquetées, de séries génératrices res-
pectives u(x) et a(x), telles que

— tout objet G € G sur [k + m] est un triplet (X,Y,Z) vérifiant X,Z € G; et
Y €eG
on peut partitionner les étiquettes de G en deux ensembles notés E;(G) et
E5(G), de tailles respectives k et m,

les étiquettes de E;(G) sont les étiquettes de X et Y et celles de Eq(G) celles
de Z,

la plus petite étiquette de X et Z appartient a Z.

Il faudrait alors établir une bijection entre F et G vérifiant la propriété suivante: si F' € F
est en bijection avec G € G, alors |F (F)| = |E1(G)| et |[Eo(F)| = |E2(G)|.

2.3 Factorisations du grand cycle

Dans [53], Dénes a établi une correspondance entre arborescences de Cayley sur [n]
de racine 1 et factorisations minimales de la permutation circulaire (1,2,... ,n) (que nous
appelons le grand cycle) comme produit de transpositions. Dans cette section, nous pro-
posons une relecture de la preuve du résultat de Dénes due & Moszkowski [122] qui nous
permet de relier la famille A,, 11 & ce probleme. On rappelle qu'une transposition sur
[n] est une permutation sur [n] qui échange exactement deux éléments, c’est-a-dire une
permutation comportant n — 1 cycles (et donc un cycle de longueur 2 et (n — 2) cycles de
longueur 1, les points fizes).

Définition 34. Soit o une permutation circulaire sur [n]. Une factorisation minimale de
o en produit de transpositions est un (n — 1)-uplet (7q,... ,7,—1) de transpositions sur [n]
tel que 7y --- 7,1 = 0q, le produit étant effectué de gauche a droite.
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Dans la suite de cette section, nous utilisons le terme factorisation pour désigner une
factorisation minimale en produit de transpositions. Par exemple, le produit 71.79.73.74
avec 71 = (3,5), 79 = (3.4), 73 = (2,4), 74 = (1,2), est une factorisation de o = (1,2,4,3,5).

Théoréme 35. [53] Le nombre de factorisations minimales de (1,2,... ,n) est n" 2,

La preuve donnée par Dénes repose sur la représentation d’un produit de transpositions
par un graphe. Soit 71 - - - 7, un produit de k transpositions sur [n]. On peut le représenter
par un graphe & n sommets étiquetés dans [n] et k arétes étiquetées dans [k]: si ; = (z,y),
on a alors une aréte étiquetée ¢ reliant = a y.

DO
@~
[ J&x

F1G. 2.1 — Graphe associée a (2,6).(4,5).(1,2).(2,3)

Dans [53] (voir aussi les travaux d’Eden et Schiitzenberger [56]), Dénes montre que la
permutation ¢ = 71 -+ 71,_1 est un cycle de longueur n si et seulement si ce graphe est
une arborescence (on prend 1 pour racine). Par exemple, le produit des 5 transpositions
(4,5).(1,6).(2,4).(3,6).(1,4) est une factorisation de (1,3,6,4,5,2) et correspond & I'arbores-
cence représentée dans la figure suivante.

F1G. 2.2 Arborescence associée a (4,5).(1,6).(2,4).(3,6).(1,4)

On a donc une correspondance entre les factorisations de permutations circulaires sur
[n] et les arborescences doublement étiquetées, sur [n] pour les sommets et [n — 1] pour
les arétes, de racine 1. Clairement, ces arborescences sont au nombre de (n — 1)n" 2.
D’autre part, le nombre de permutations circulaires sur [n] est (n —1)!. Le résultat découle
directement de ces deux observations.

Alors que le théoreme 35 suggere qu’il existe une bijection directe entre les factori-
sations du grand cycle et les arborescences de Cayley de racine 1, la preuve précédente
est basée sur une correspondance entre deux ensembles plus larges (factorisations des n-
cycles et arborescences doublement étiquetées). La premiére preuve bijective directe du
théoréme 35 est due & Moszkowski [122] (voir aussi les travaux de Goulden et Pepper [81]).
Nous proposons une nouvelle description de la bijection de Moszkowski, qui présente les
avantages suivants.

Elle est plus intuitive, car basée uniquement sur des manipulations d’arborescences :
la preuve de sa validité est immédiate contrairement & la preuve originale de Mosz-
kowski.
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Elle permet de donner une interprétation de n” en termes de factorisations du grand
cycle.

La bijection de Moszkowski. Cette bijection s’appuie sur la propriété suivante que
vérifie une arborescence représentant une factorisation de (1,2, ... ,n) (propriété découlant
directement de la définition d’une factorisation du grand cycle).
Propriété 36. Soit A une arborescence sur [n] doublement étiquetée et de racine 1. Pour
un sommet z de A, on note C, = (ag,... ,ax) la suite des arétes croissantes constituant
le plus long chemin issu de z ol ag est la plus petite aréte incidente & 2 (éventuellement
l'aréte reliant = & son pere) et, si l'aréte a; (j < k) joint y & 2, alors a;y1 est la plus petite
aréte incidente & z supérieure a a;. Ainsi A représente une factorisation du grand cycle si
et seulement, pour tout sommet x de A, le sommet terminal de C, est z + 1.

Cette propriété des arborescences associées & une factorisation du grand cycle induit la

description suivante de la bijection de Moszkowski, basée sur un réétiquetage des sommets
de A.

Algorithme 3: Des arborescences vers les factorisations

Données : A: arborescence de racine 1

début

pour chaque sommet x de A différent de 1 faire
| étiqueter 'aréte reliant = a son pere par = — 1;

=1
pour i allant de 2 &4 n faire
déterminer le chemin C;
réétiqueter le sommet terminal y de C, par 4;
x =1y (z est le sommet que l'on vient d’étiqueter i);

Fic. 2.3 Transformation d’une arborescence en factorisation du grand cycle

Pour prouver la validité de cet algorithme, il suffit de s’assurer qu’il n’existe pas deux
sommets x et y tels que C; et Cy ont méme sommet terminal. Supposons qu'il existe deux
sommets z et y tels que C, et C, aient au moins un sommet en commun, et soit z leur
premier sommet commun. Supposons de plus que C, (resp. C}) arrive en z par l'aréte a
(resp. b).

z ne peut étre le sommet terminal des deux chemins C;, et Cy, : en effet si a > b (resp.
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b > a), Cy (resp. Cy) ne s’arréte pas en z.

Si z n'est le sommet terminal d’aucun des deux chemins, C, et C, ne quittent pas
z par la méme aréte ¢ (sinon, ¢ > a et ¢ > b, et on a donc soit ¢ > a > b, ce qui
implique que C,, (resp. Cy) se poursuit par une aréte d’étiquette comprise entre a +1
et ¢ (resp. b+ 1 et a)), soit ¢ > b > a, ce qui implique que C,, (resp. C,) se poursuit
par une aréte d’étiquette comprise entre a + 1 et b (resp. b+ 1 et ¢)), et A étant
acyclique, il ne peuvent avoir le méme sommet terminal.

On a donc réétiqueté tous les sommets de A, et par construction, A’ est bien une fac-
torisation du grand cycle. De plus, le réétiquetage des sommets de A étant induit par
I’étiquetage des arétes de A, et ce dernier étant donné par I'étiquetage des sommets de A,
deux arborescences différentes ne peuvent produire la méme factorisation du grand cycle.

La construction inverse est immédiate. Soit A’ une arborescence doublement étiquetée
représentant une factorisation de (1,2,... ,n). Pour obtenir 'arborescence de racine 1 en-
gendrant A’ par I'algorithme précédent, il suffit de remplacer chaque sommet z différent
de 1 par I'étiquette de 'aréte menant a son pere, augmentée de 1 (I’étiquette de la racine
reste donc 1).

Interprétation de n" en termes de factorisations du grand cycle. Il découle de
ce qui précede que le nombre de factorisations de (1,2,... ,n) ne comportant qu’une seule
occurrence de 1 (c’est-a-dire une seule transposition agissant sur 1) est égal au nombre
d’arborescences sur [n] de racine 1 n’ayant qu’'un fils, c¢’est-a-dire au nombre d’arbores-
cences sur [n — 1], soit (n — 1)" 2. On peut alors déduire de I’algorithme précédent le
résultat suivant, concernant les factorisations du grand cycle ne comportant qu'une seule
transposition contenant 1.

Proposition 37. Soit f, , (k € [n] et k # 1) le nombre de factorisations de (1,2,... ,n)
ne comportant qu’une seule transposition contenant 1 et de la forme (1,k).

fn,2 = fn,n = (n - 2)71727

et si(n—1)>k>3

o = HZ] Zl: (" , 1) (Z::;D (r— )27 (1= ) (n — k)" R

=1 r=1

Preuve. On a vu précédemment qu’une factorisation de (1,2,... ,n) ne comportant qu’'une
seule transposition contenant 1 est représentée par une arborescence sur [n] de racine 1
n’ayant qu’un seul fils (ce qui est équivalent & une arborescence sur [n — 1]). Par définition
de la représentation d’une factorisation du grand cycle par une arborescence, I'image k de
1 dans la transposition contenant 1 correspond a I'étiquette du fils de la racine dans cette
arborescence, apres application de l'algorithme de réétiquetage. Soit = le fils de 1 dans
Parborescence initiale A (qui sera ensuite réétiqueté par k) et X; (resp. Xy) 'ensemble
des sommets y de A tels que le chemin de z vers y commence par une aréte croissante
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(resp. décroissante).

Xy

En se souvenant que I'étiquetage des arétes de A est donné par celui des sommets et de
la, définition des chemins €y, on obtient les propriétés suivantes.

Tout chemin Cy passant par un sommet de X; a son sommet terminal dans X, U{z}:
si Cy passe par z, soit il se termine en x, soit il arrive en = par une aréte d’étiquette
supérieure ou égale & x et ne peut donc pas se poursuivre par une aréte menant a
un sommet de X5 ou au sommet 1.

On en déduit que le sommet terminal de C; est soit x, soit un sommet de Xy, car la
premiere aréte suivie apres 'aréte x — 1 ne peut mener qu’a un sommet de Xj.

— Pour tout y € Xy, le sommet terminal de C,, appartient & Xy U {1}: si C} passe par
x, il se poursuit obligatoirement par 'aréte menant de z & 1 (étiquetée par z — 1) et
se termine ainsi. Il ne peut donc passer par un sommet de X;.

— On en déduit que si Xy # ), le sommet terminal de C, est dans X, car la premiére
aréte de C, méne vers un sommet de Xy (si Xo = (), C, est constitué de la seule
aréte reliant z & la racine 1).

De ces propriétés, on déduit que la nouvelle étiquette du sommet 2 fournie par 'algorithme
précédent est la valeur 2 + | X |. Ainsi, la seule transposition contenant 1 est (1,2) si tous
les fils de = sont inférieurs & = dans A. Le théoréme 16 implique alors que f, 2 = (n—2)""2.
Inversement, x est réétiqueté n par l'algorithme si tous les fils de = sont supérieurs a z
et on a bien f,, = (n —2)" 2. Pour k # 2 et k # n, fn.k est le nombre d’arborescences
sur [n] de racine 1 ayant un seul fils noté z et telles que | X;| = k. On construit une telle
arborescence de la facon suivante:

— choisir un ensemble L = (z1, ... ,2;) de [ sommets différents de 1 qui correspondront
au sommet z et a ses fils (on explique ainsi la somme sur [) ;

— pour chacun des sommets z, de L, considérer le cas des arborescences telles que
x = x, et les fils de = sont L/{z,} (on explique ainsi la somme sur r et on remarque
que le sommet z a alors exactement r — 1 fils qui lui sont inférieurs et [ — r fils qui
lui sont supérieurs) ;

— en rappelant qu’on énumere les arborescences telles que | X;| = k, il reste a choi-
sir (k —r 4+ 1) sommets parmi les (n — 1 —[) restants, a greffer sous les sommets
(z1,... ,x,_1) une forét de k sommets comportant (r — 1) arborescences de racines
respectives z1,... ,x, 1, et a greffer sous les sommets (z,11,...,x;) une forét de
n—1—k sommets comportant (I—r) arborescences de racines respectives x, 11,... ,x;:
le résultat découle directement de cette construction et du théoréeme 11.
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2.4 Arborescences ordonnées, cycliques et planes

La simplicité du résultat établissant que le nombre d’arborescences de Cayley sur [n+1]
dont la racine est inférieure a ses fils est n' incite a penser qu’il existe une preuve formelle,
qui devrait pouvoir s’appliquer a d’autres familles d’arborescences. C’est le sujet de cette
section. Dans un premier temps, nous énongons un lemme général pour traiter ce probleme,
avant de I'appliquer aux arborescences ordonnées, cycliques et planes.

2.4.1 Un lemme général

Soient U et V deux familles d’objets combinatoires étiquetés, de séries génératrices
exponentielles respectives

k

Zuk— etV ) ka%,

k>0 k>0

et ug # 0. On introduit alors la série formelle W (z) définie par

k

W (x) :/0 V(t) dt = Z”k”ﬁ

E>1

et les familles suivantes de structures arborescentes.
k

— T est la famille des U-arborescences, de série génératrice T'(z) = 3 4o tr7r-
R est la famille des arborescences telles que les fils d'un sommet sont munis d’une
V-structure si ce sommet est la racine et d’une U-structure sinon.
Ry est la famille des arborescences de R telles que la racine est inférieure a ses fils.

k ’_. ’ ’ .

On note Ro(z) = Y 450 Tko77 Sa série génératrice.

Lemme 38. La série génératrice exponentielle des arborescences de Ry vérifie I’équation

fonctionnelle
x

Ry(z) = (@)

Preuve. On veut donc prouver que Ro(z)T(z) = xW (T (z))'. Pour cela, on interpréte les
deux membres de cette identité de la fagon suivante.

Une (Ry.T)-structure sur [n] est un couple (A4,B) tel que A est une arborescence dont
la racine r est inférieure a ses fils, ces derniers, structurés en une V-assemblée, étant les

racines d’arborescences de T Ay, ... ,Ag, et B est une arborescence de T.
T
P <
B

1. La preuve que nous donnons ici, différente de la preuve présentée dans [35], nous a été indiquée par
Volker Strehl.
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Pour les structures comptées par la série zW (T'(z)) (on note W la famille de structures
comptées par W (zx)), on peut tout d’abord déduire du lemme 33 (boxed product) qu’'une

Wh-structure sur [n] est un couple (1,C) ot C est une V-structure sur {2,... ,n}. On en
déduit que W (T'(z)) est la série génératrice des triplets (z,D,E) tels que = € [n], E est
une arborescence de T et D une V-assemblée d’arborescences de T (Dq,... ,Dy) et que la

racine y de F est inférieure aux racines des D;.

X r

° A Aly
/Dx /Dx r<ry < Ty

E

Pour prouver le résultat voulu, il suffit alors de remarquer les faits suivants:

— dans (z,D,E), en échangeant les sommets z et r du triplet (z,D,F) et en enracinant
la V-assemblée Dq,... Dy en r, on obtient le couple (A,B) (avec A; = D;);

dans (A,B), en déracinant A et en échangeant les sommets z et r, on obtient le
triplet (z,D,FE) (avec D; = A;).
O

Corollaire 39. Le nombre d’arborescences de Rg a n sommets est

" ota) = Ham 1 (Vo) - w0 252 ) w2

Preuve. En remarquant que

on en déduit que

11 suffit alors d’appliquer la formule d’inversion de Lagrange (théoréme 14, page 18), avec
F(z) =T(z), G(z) =U(z) et H(z) = (W/U)(z). O

2.4.2 Application aux arborescences ordonnées, cycliques et planes

Prenons par exemple les arborescences de Cayley. On a alors U(z) = V(z) = e” et
W(xz) = €” — 1. On déduit alors du Corollaire 39 que le nombre d’arborescences de Cayley
a n sommets telles que la racine est inférieure a ses fils est

!
%[.’I}nf]]e(nf])w — (n - 1)"7]

Proposition 40. Le nombre d’arborescences ordonnées a n sommets telles que la racine
est inférieure a ses fils est

(2n — 2)! "ZQ (n+k—1)!
nfl k,onfkflk'



42 CHAPITRE 2. ARBORESCENCES DE CAYLEY ET FILS DE LA RACINE

Preuve. Dans le cas des arborescences ordonnées de racine inférieure a ses fils, on a

Ule) = Via) = - iT e W(z) = —In(1 — ).

On déduit du Corollaire 39, que le nombre d’arborescences ordonnées & n sommets (n > 1)
de racine inférieure a ses fils est

] ( : ) (1+1In(l —2)) =

n 1—=x

(n— 1! ([&" (1 —2) "+ [&" (1 —2) "In(1 — z)) =

n—2
2n — 2 1 n+k—-1
(n )<<n—1> kZ_Un—l—k< k ))
(2n — 2)! ”ZQnJrkl)
nfl k,onfkflk'

O

C désignant la famille des listes circulairement ordonnées, on appelle arborescences cy-
cliques les arborescences C-enrichies et on note AC(z) leur série génératrice exponentielle.

Proposition 41. Le nombre d’arborescences cycliques sur [n] telles que la racine est infé-
rieure a ses fils est

n n—1
(kz U s k)) (; %(1)"’%%)) ,
ot les s(n,k) sont les nombres de Stirling de premiére espéce.
Preuve. On a (voir [16] par exemple)

Uz)=V(z)=1-In(l —z) = W(z) = (1 —z)In(1 —z) + z.

On déduit alors du Corollaire 39, que le nombre d’arborescences cycliques & n sommets
(n > 1) de racine inférieure a ses fils est

n!

(2.13) — [z Y] {(1 —In(1 —z))" —

n

(1 —In(1 — z))" 2
)

En remarquant que

1 0((1 —In(1 —z))" 1) _ (1 —In(1 — z))" 2
n—1 Ox (z-1) ’

on a

n—1 (1 B ln(l B :E))n72 _ n n n—1
(2.14) [" ] @—1) = 1[:10 J(1 —In(1 —x))" .
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11 suffit maintenant de rappeler (voir [82, Table 351] par exemple) que

(o (55)) -

pour obtenir

n
n—1 - - n __ n 1(_1\n—1-k o 1
(2.15) [z" (1 — In(1 — z))" = ;} <k>k( 1) s(n l,k)r Tt
et le résultat est une conséquence directe de (2.13), (2.14) et (2.15). O

On appelle arborescences planes les arborescences plongées dans un plan orienté [16].
Cette famille est caractérisée par I’enrichissement suivant : la fibre de la racine est munie
d’une C-structure et la fibre de tout autre sommet est munie d’une L-structure. On note
P la famille des arborescences planes et P(z) leur série génératrice.

Proposition 42. Le nombre d’arborescences planes sur [n] a n sommets telles que la
racine est inférieure a ses fils est

n—2
m—2+k)! n-1 (2n — 3)!
(2];) k! nlk)(nQ)!'

Preuve. On a

U(z) = -2 Viz)=1-In(1 —z) = W(z) = (1 —z)In(l —z) + z.

On déduit alors du Corollaire 39, que le nombre d’arborescences planes & n sommets
(n > 1) de racine inférieure a ses fils est

%![mnfl] {T <l1m>" L <llx>nlln(1 T)}
e (25) e () --(0)

D’autre part,

Ly = (n—2+k 1
:>*[.’L'n71] <1 > 177’ Z(ﬂ + )ﬁ
—x k n—1—k

et on obtient le résultat voulu. O
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2.5 Conclusion

Le principal résultat de ce chapitre a trait a la prise en compte d’'un parametre sur les
arborescences qui n’a pas été considéré jusqu’a présent, le nombre de fils de la racine qui
lui sont inférieurs. Son étude s’avere intéressante du point de vue énumératif, notamment
pour la famille A, , car ce parametre permet d’expliquer combinatoirement plusieurs
identités faisant intervenir n'".

Deux questions. Parmi les principales questions relatives a ’étude que nous avons
menée dans ce chapitre, il serait intéressant de trouver une explication combinatoire de
I'intrigante identité (2.2), due & Goulden et Jackson. Il nous semble que les éléments que
nous avons apportés dans ce chapitre peuvent permettre de résoudre ce probléeme.

Le lemme 38 permet d’exprimer la série génératrice d’une famille d’arborescences telles
que la racine est inférieure a ses fils en fonction de la série de la méme famille d’ar-
borescences sans conditions sur la racine. Il serait intéressant d’étendre ce résultat aux
arborescences dont le nombre de fils de la racine qui lui sont inférieurs est fixé.

Arrangements d’hyperplans. Nous avons rapidement mentionné en introduction que
la famille A, ¢ apparaissait dans des travaux de Gessel sur les arrangements d’hyperplans
(non publiés mais cités par Athansiadis et Linusson dans [9]), et plus particulierement
dans l'arrangement d’hyperplans défini par Shi dans [140] :

on note S, (n > 0) larrangement d’hyperplans de R™ définis par les équations
zi—xz;j=0etz; —z; =1, pour 1 <i <7< m.

Une région de S, est une composante connexe de I’espace obtenu en supprimant de
R™ les hyperplans de S,. Stanley [145, 147] (voir aussi [9]) a montré que le nombre de
régions de S, est (n + 1)~ ! en établissant une bijection entre ces régions et les fonctions
de parking sur [n] que I'on sait étre au nombre de (n + 1)"~ !,

Gessel a introduit la notion de région bornée: une région de S, est bornée si son
intersection avec I’hyperplan défini par 1 +x9 +- - -+, = 0 est bornée en tant que région
de l'espace Euclidien. 11 a établi une bijection entre ces régions et un sous-ensemble des
fonctions de parking, les fonctions de parking premiéres sur [n] et a montré, de maniére
formelle que ces fonctions sont au nombre de n” (Kalikow a donné une preuve bijective de
ce résultat [97]). Il a de plus établi une bijection entre les fonctions de parking premieres
et les foréts d’arborescences de Cayley sur n 4+ 1 telles que la racine de la plus petite
arborescence n’a aucun fils. Ces foréts sont clairement équivalentes a A, 11 et la preuve
du lemme 17 fournit donc une preuve bijective de la formule énumérant les régions bornées
de S,,.

De plus, si on note Ry 'unique région de S, telle que £1 > 29 > -+ > xp et 1 — 2y <
1, Stanley a introduit une notion de distance d’une région R de S, par rapport a Ry
et a montré que le nombre de régions de S,, a distance d de Ry est égal au nombre
d’arborescences de Cayley de racine 1 ayant (g) —d inversions. Dans le chapitre suivant, qui
poursuit I’étude combinatoire de A,, o, nous nous intéressons a I’énumération des inversions
dans les arborescences A, o, que I'on peut donc interpréter en termes de distance des
régions bornées de S,, par rapport a Ry.

Cependant, tous les résultats sus-cités établissent un lien indirect entre régions de
Sn et arborescences de Cayley, car ils sont basés sur des bijections entre ces régions et
les fonctions de parking (il existe plusieurs bijections classiques entre arborescences et
fonctions de parking [103, pages 732-733]). Il serait donc intéressant d’établir un lien
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combinatoire direct entre arborescences et régions de S,,, qui fasse naturellement apparaitre
le lien entre les régions bornées et la famille A, o et de regarder comment sont transportés
les parametres classiques des arborescences (racine, degré de la racine, arétes décroissantes,
etc) sur les régions de S,,.
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Chapitre 3

Polynome énumérateur des

inversions

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au polynome énumérateur des inversions des
arborescences de Cayley dont la racine est inférieure a ses fils. Nous obtenons plusieurs
généralisations de résultats de Kreweras, concernant le polynéme énumérateur des inver-
sions des arborescences de Cayley de racine 1, en particulier une nouvelle interprétation
combinatoire des nombres d’Entringer et des nombres d’Euler.

Notation. Tout au long de ce chapitre, nous considérons des arborescences de Cayley que
nous nommons simplement arborescences.

3.1 Inversions et arborescences

Définition 43. Une inversion dans une arborescence A est un couple (z,y) de sommets
tels que x > y ol y est un descendant de z. On note inv(A) le nombre d’inversions de A.

Par exemple, 'arborescence de la figure suivante comporte 6 inversions: (7,2), (7,3), (4,1),
(4,2), (4,3), (9,6).

Fic. 3.1 Une arborescence a 6 inversions

47
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Mallows et Riordan [116] ont été les premiers & considérer ce parameétre, dans le cas
des arborescences de racine 1, et a introduire la notion de polynéme énumérateur des
INVersions.

Définition 44. Soit F,, une famille d’arborescences sur [n]. Le polynoéme énumérateur des
inversions de JF,, est défini par

A€F,

On note P, (q) le polyndéme énumérateur des inversions des arborescences de racine 1.

Le polyndme énumérateur des inversions des arborescences de racine 1 est relié a de
nombreux problémes combinatoires, comme le polynome de Tutte pour certaines familles
de graphes [63], les fonctions de parking [106, 121] et les fonctions de k-parking [166],
Pactivité externe d’une arborescence [10], ou les arrangements d’hyperplans [147, 145],
comme nous l'avons déja mentionné en conclusion du chapitre précédent. Pour des familles
autres que les arborescences de Cayley, il existe peu de résultats. On peut essentiellement
citer les travaux de Gessel, Sagan et Yeh [64] et de Chen [40] pour les arborescences
ordonnées, cycliques et planes de racine 1.

La premiere étude détaillée du polynome P, (q) est due & Kreweras [106] qui obtient
notamment la formule de récurrence suivante.

Proposition 45. Le polynome énumérateur des inversions des arborescences de racine 1
vérifie la relation de récurrence :

(3.1) Pi(g) = 1,

n n—1 m—1 '
(32) Pn+1 (q) = (m - 1) (Z ql> Pm(q)Pn+]fm(q)
i=0

m=1

[a—y

Cette formule est obtenue en supprimant ’aréte reliant la racine 1 au fils qui contient le
plus grand sommet dans la sous-arborescence qui en est issue. Nous reprenons cette tech-
nique dans la section suivante pour I'étendre au cas des arborescences de A, g. Kreweras
montre qu’évalué en ¢ = —1,0,1,2, le polynéme P, (¢q) prend des valeurs remarquables, qui
font notamment intervenir les nombres d’Euler et le nombre de graphes étiquetés simples
connexes.

Définition 46. On note e, le n®"° nombre d’Euler; ces nombres sont donnés par la série
génératrice

" 1+ sin(z)
> 2 < Ltint

n! cos(z)
n>0

ou par la récurrence
[n/2] n
eo =1, epy1 = Z (2 >82men2m-
m=0 m
Proposition 47. Soit n > 0.
(3.3) Pn(0) = (n—1),
(3.4) Pu(l) = n" 2
(3.5) Pn(—=1) = e, 1.
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Les preuves des identités (3.3) et (3.4) sont immédiates:
Pr(0) est le nombre d’arborescences sur [n] ne comportant aucune inversion, c¢’est-a-
dire le nombre d’arborescences croissantes: (n — 1)! (voir la preuve de la proposition
30),
~ P, (1) est le nombre d’arborescences sur [n] de racine 1, c’est-a-dire n™ 2 (Corollaire
8).
La preuve de I'identité (3.5) donnée par Kreweras est basée sur les récurrences satisfaites
par P,(q) et par les nombres d’Euler. Or les nombres d’Euler énumeérent de nombreux
objets combinatoires, comme par exemple les permutations alternantes [107] ou les arbo-
rescences croissantes paires [162]. Pansiot [123] a utilisé ce dernier point pour donner une
preuve combinatoire de (3.5), basée sur la technique suivante :

exhiber une sous-famille B,, de A,, (les arborescences sur [n] de racine 1) de cardinal
en—1 telle que toute arborescence de B, a un nombre pair d’inversions (B,, est la
famille des arborescences croissantes paires, que nous définissons dans la section
suivante),

définir une involution v sur A, privé de B, telle que le nombre d’inversions de A et
P(A) differe de 1.
Nous utilisons une technique similaire dans le section suivante pour prouver un résultat
analogue pour le polynéme associé aux arborescences de A, .

Définition 48. On appelle graphe simple étiqueté sur [n] un graphe & n sommets étiquetés
par {1,... ,n}, n’ayant ni boucle ni aréte multiple. On note G, 'ensemble de tels graphes
connexes sur [n] et g, = |Gy|.

Proposition 49. Soit n > 0.

(3.6) Poll+q) =Y ¢!
GeGn

ot a(G) est le nombre d’arétes de G. On en déduit alors que

(3.7) Pn(2) = gn-

La premiere preuve de ce résultat est due & Kreweras qui montre que le nombre de
graphes connexes simples étiquetés sur [n] satisfait une récurrence similaire a celle de P, (2)
et en déduit (3.7). Dans [65], Gessel et Wang proposent une preuve bijective de (3.6) basée
sur la notion de parcours en profondeur d’un graphe. Nous reprendrons ce principe pour
prouver un résultat analogue pour le polynéme associé aux arborescences de A, g.

Finalement, on peut relier le polynome des inversions des arborescences au polynome
de Tutte des graphes complets.
Définition 50. Soit G un graphe aux arétes totalement ordonnées et A une arborescence
couvrante de GG. Une aréte (z,y) de G n’appartenant pas & A (resp. appartenant a A) est
externe (resp. interne) si elle est la plus grande aréte de I'unique cycle du graphe AU (z,y)
(resp. cocycle de {G — A} U (z,y)) contenant (z,y). On note FAg(A) (resp. TAg(A))
I’ensemble des arétes externes (resp. internes) de G relativement a A.

Le polynéme de Tutte de G est alors défini par

A

ol la somme est sur toutes les arborescences couvrantes A de G.
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Tutte [156] a notamment montré que ce polynome ne dépendait pas de 'ordre choisi
sur les arétes de G. Si on note K,, le graphe complet & n sommets, on a alors le résultat
suivant [10, 63].

Proposition 51. Soit n > 0.

(3-8) Tk, (1,q) = Pn(q)

3.2 Polynome des inversions de A, g

Dans cette section, nous nous intéressons au polynome des inversions des arborescences
dont la racine est inférieure a ses fils, que nous notons P,(q). Plus précisément, nous
étudions la famille A, ¢, des arborescences de A, ¢ ayant pour racine r € [n — 1], dont
nous notons P, ,(q) le polynéme énumérateur des inversions (on a donc Py, 1(q) = Pn(q)).
Pour ces polynomes, nous obtenons des généralisations des propositions 45, 47, 49 et 51
(en posant r = 1 dans nos résultats, on retrouve les résultats de Kreweras).

Dans un premier temps, nous nous intéressons & une formule de récurrence pour ce
polynome et a son évaluation en 0, 1 et 2. Nous relions notamment cette derniere valeur
Pp.r(2) a I'énumération de graphes simples connexes étiquetés sur [n] tels que le sommet
r est inférieur & ses voisins. Nous concluons ce paragraphe en reliant 75n7T au polynome
de Tutte de certains graphes dérivés du graphe complet. Dans un deuxiéme temps, nous
montrons que la valeur de ce polynome en —1 est liée aux nombres d’Entringer (qui
raffinent les nombres d’Euler). On peut noter que la plupart des résultats de Kreweras
sur Pp,(q) s’interprétent en termes de graphes étiquetés, et que les généralisations que
nous proposons pour 75n(q) s’interpretent naturellement en termes de graphes tels que le
sommet r est inférieur & tous ses voisins.

3.2.1 Récurrence pour ﬁw, évaluation en 0, 1 et 2 et lien avec le po-
lynéme de Tutte

Proposition 52. Le polynome énumérateur des inversions des arborescences de Ay o,
vérifie la relation de récurrence :

(3.9) ,ﬁm(q) _ { 1sir=1,

0 sinon,
~ n+l—rr—1 n—r r—1 m—1 A\ ~
310 s = > X (22)(7 )(Z q%“) Bt (0) P (0)
m=1 k=0 i=0

oun'=(Mn+1-—m—k)etr' =(r—k).

Preuve. La preuve de ce résultat est basée sur le méme principe que la démonstration du
cas 7 = 1 exposée par Kreweras dans [106]. Tout d’abord, la preuve de (3.9) est immédiate.
Ensuite, soit A une arborescence de A, ;1,0 et z le seul fils de la racine r situé sur le
chemin allant de r & n 4+ 1. En supprimant I’aréte reliant r et z, on obtient une forét a
deux arborescences (A1,A9) telle que r est la racine de A; et est inférieure a ses fils, z est
la racine de Ay et n + 1 appartient a As (on peut avoir x = n + 1).
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4 4
\ 5
7 ‘5 7 /\9
— 8
1 9 1
(8/\ /L 6
9 3 6 9 3
A A, A,

Si on note, pour une arborescence A et un entier r, |A|s, (resp. |A|<,) le nombre de
sommets de A supérieurs (resp. inférieurs) a r, on a alors

inv(A) =inv(Ar) + inv(Ag) + |Ag| <.

En posant k& = |As|<, et m = |Ag|s, (m > 1), on peut dire que A; comporte n’ =
(n +1 —m — k) sommets, dont exactement r’ = (r — 1 — k) sont inférieurs & la racine
r, ce qui explique ainsi le terme ﬁn/,r,k(q) de (3.10), polynéme énumérant les inversions
de A;. Soient 1 < 9 < --- < Tpy, les sommets de As et z; sa racine. En échangeant
successivement les sommets z; et x; 1, puis xz; 1 et z;_o, ..., puis z9 et z1, on obtient
une arborescence A/, de racine z; (c’est-a-dire dont la racine est le plus petit sommet).
En remarquant que chaque échange de deux sommets consécutifs z; et z;_; diminue le
nombre d’inversions de 1 (z;, situé a la racine, est échangé avec z;_; qui lui est inférieur),
on constate que inv(A}) = inv(Ag) + i — 1, les valeurs possibles pour i étant comprises
entre k + 1 et k + n car la racine z; de Ay est supérieure a r et k = |As|.,. En rappelant
que le nombre d’inversions de la forme (r,z) avec z dans Ay est k = |Ag|<,, on obtient

I’explication du terme
m—1
(S ) Pt

=0

et donc du résultat annoncé. 0
En posant » = 1, on a alors £ = 0 et on retrouve bien le résultat de la proposition 45.

Proposition 53. Soientn >0 et 0 <r < mn.

(3.11) Bor(0) = { (n f DEsir=1,
0 sinon,
(3.12) Purll) = (m—r)n" " n—1)2.

Preuve.  Pp,(0) est le nombre d’arborescences croissantes de racine r inférieure a ses
fils. Une arborescence croissante étant obligatoirement de racine 1, on a immédiatement la
preuve de (3.11). Py, (1) est le nombre d’arborescences de A, o ,. L’identité (3.12) découle
alors du théoreme 24. O

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du fait que |A, ol = (n — 1)
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Corollaire 54. Soit n > 0.

(3.13)
(3.14)

Pu(0) = (n—1),
P,(1) = (n—1)""".

On note G, , l'ensemble des graphes simples connexes étiquetés sur [n] tels que le
sommet r est inférieur & tous ses voisins (sommets reliés & r par une aréte), et g, ,» = |Gy, »

Proposition 55. Soientn >0 et 0 <7 < mn.

(3.15) Pup(l+4) = (L4010 3 go@-ntt
Gegn,r

ot a(G) est le nombre d’arétes de G. Il s’en suit que

(3.16) Por(2) =40 Vg, .

Preuve. Nous étendons la méthode utilisée par Gessel et Wang [65] pour prouver combina-
toirement la proposition 49. Soit G un graphe de G,, .. On appelle arborescence couvrante
mazimale de G, notée T(G), 'arborescence obtenue en réalisant un parcours en profondeur
de G a partir du sommet r de la maniére suivante: si z est le dernier sommet rencontré
lors du parcours, le sommet que ’on visite ensuite est le plus grand voisin de x non encore
rencontré. Dans I'exemple suivant, les arétes pleines sont les arétes empruntées lors d’un
tel parcours du graphe G lorsque r = 4.

5 3 2 6

Soit A une arborescence de racine r inférieure a ses fils. On note C(A) l'ensemble des
arétes que I'on peut ajouter & A pour obtenir un graphe de G, , d’arborescence couvrante
maximale A. Formellement, C'(A) est ’ensemble des couples (z,y) ne correspondant pas &
des arétes de A tels que

si x = r alors (r,y) ne constitue pas une inversion et le fils z de r situé sur le chemin
menant a y est tel que (z,y) est une inversion,

— si o # r alors il existe z tel que (z,z) est une aréte de A et (z,y) est une inversion.

Dans 'exemple, C(T'(G)) = {(4,5),(4,6),(8,2),(8,3),(8,5)}. On constate que chaque inver-
sion (u,v) de A induit un couple de C(A) sauf lorsque

— u=r:r —1 inversions sont de cette forme

u est un fils de la racine r et v < r (les couples (r,v) ot v > r ne constituant pas
une inversion sont dans C'(A)):ily a r — 1 couples de cette forme puisque u > r.
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Dans notre exemple, les inversions (8,5), (7,6), (9,2), (9,3) et (9,5) correspondent respecti-
vement a (4,5), (4,6), (8,2), (8,3) et (8,5). On en déduit donc que |C(A)| = inv(A)—2(r—1).
Soit G4 l'ensemble des graphes G tels que T(G) = A. Par définition de l'arborescence
couvrante maximale d’un graphe et de C(A), on peut dire que, pour une arborescence A
donnée, un graphe G appartient & G 4 si et seulement si toutes les arétes de G non présentes
dans A appartiennent & C'(A). On en déduit que, si |A| = n,

Z qa(G) — q"i](l _i_q)inv(A)fQ(rfl)’
GeGa

1 inv(A)—2(r—1)

le terme ¢" " correspondant aux arétes de A et le terme (1+q) correspondant
aux autres arétes choisies dans C'(A). En sommant sur toutes les arborescences couvrantes
maximales, c’est-a-dire sur toutes les arborescences de A, o,, on obtient le résultat at-
tendu. O

La preuve du corollaire suivant est alors immédiate.
Corollaire 56. Soit n > 0.
(3.17) Pa(l+q) =Y, ¢"9"1Qu(1+q)
GeGn
ou, si on note S(G) l’ensemble des sommets de G inférieurs a leurs voisins,

Qa(q) = Z g

z€S(QG)

Sion note K, , le graphe complet privé des arétes entre r et les sommets 1,2,... ,r—1,
on relie alors P, ,(q) & Tk, ,(1.q).

Proposition 57. Soientn >0 et 0 <7 < mn.

(3.18) ¢ Tk, (1,9) = Pnr(q)

Preuve. Soit G un graphe & n sommets et F' une forét couvrante de G. On note C¢(F')
I’ensemble des couples (z,y) tels que

— y est un descendant de x dans F', mais pas un fils de =z,

— si le chemin allant de z & y dans F' commence par 'aréte (z,z) alors z > y.
Dans [63], Gessel et Sagan ont montré que

To(l+u,q) = ZUC(F)*lq\CG(F)\’
F

ot ¢(F) est le nombre d’arborescences de F', la somme portant sur toutes les foréts cou-
vrantes de G. En posant u = 0, on en déduit que

TG(laq) = Z q‘CG(A)‘u
A

la somme portant sur toutes les arborescences couvrantes de G. De la méme maniére que
dans la preuve précédente, il suffit alors de remarquer que si G = K, ,, toute arborescence
couvrante de K, , vérifie |Cq(A)| = inv(A) —r + 1. Comme toute arborescence de A, o ,
est une arborescence couvrante de K, ,, on en déduit le résultat annoncé. O
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3.2.2 Evaluation de ?Enyo,r(—l)

L’évaluation de P, (—1) fait apparaitre des nombres bien connus, les nombres d’Euler.
Il existe plusieurs spécialisations des nombres d’EKuler, dont la suite des nombres d’Entrin-
ger [59], qui ont de nombreuses interprétations combinatoires en termes de permutations
alternantes ou d’arborescences [107, 127, 128].

Définition 58. Les nombres d’Entringer e, ; sont définis par la récurrence.
lsin=1
€n,n = .
0 sinon,

En+1,k+1 = €nt1k — Cnntl—k-

et, pour k=1,... n,

Ils sont reliés aux nombres d’Euler par la relation

n
(3.19) €n = €nt1,1 = Z €n k-
k=1
Proposition 59. Soientn >0 et 0 <71 < mn.
(320) ﬁn,r(_l) = en,T"

Avant de présenter la preuve de cette proposition, on remarque qu’en posant 7 = 1 on
retrouve le fait que P,(—1) = e, 1. De plus, en utilisant la relation (3.19), on obtient le
corollaire suivant.

Corollaire 60. Soit n > 0.

(3.21) Pn(—1) = ey

Tout le reste de cette section est consacrée a la preuve de la proposition 59, pour
laquelle nous allons nous inspirer de la preuve de I'identité (3.5) due & Pansiot [123]. Nous
allons procéder en trois étapes:

1. exhiber un sous-ensemble B,, o , de A, o, de cardinal e, ,, dont chaque arborescence

a un nombre pair d’inversions,

2. partitionner A, o, en sous-familles C, ... ,C] telles que pours = 1,... ,[, C; contient

au plus une arborescence de B, o, (on aura alors P, ,(—1) = 22:1 Pc,(—1)),

3. montrer que pour ¢ = 1,... I, Pg,(—1) = 1 si C; contient une arborescence de B, o,

et Pc,(—1) = 0 sinon, ce qui prouvera la proposition 59.

Une sous-famille B, , de A, o, de cardinal e, ,. Pour définir la famille d’arbores-
cences By, o r, il est nécessaire d’introduire la notion d’arborescence paire, utilisée notam-
ment par Pansiot [123], Viennot [162] ou Kuznetsov, Pak et Postnikov [107].

Définition 61. Une arborescence est paire si tout sommet différent de la racine a un
nombre pair de fils. On note B, o, la famille des arborescences A de A, o, telles que, si
T1,T2,... ,T sont les fils de r et A1,As,... ,A; les sous-arborescences de A de racines res-
pectives x1,x9,... ,xk, les A; sont des arborescences décroissantes paires contenant chacune
un nombre impair de sommets supérieurs a r.
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F1G. 3.2  Une arborescence de Bis,9.

Lemme 62. Pour tout arborescence A de By, o, inv(T) est pair.

Preuve. Soit A € B, o,. Les A; étant des arborescences décroissantes paires, chaque som-
met z tel que z # r et  # x;, a un nombre pair de descendants, et est supérieur a tous ses
descendants. L’arborescence possede donc un nombre pair d’inversions de la forme (z,y)
avec = # r et © # ;. La parité de inv(A) est donc celle du nombre d’inversions de la forme
(ryy) ou (z;,y), pour i = 1,2,... k. Les A; étant décroissantes, le nombre d’inversions de
la forme (z;,y) est égal & n — k — 1. De plus, le nombre d’inversions de la forme (r,y) est
égal a
k
rflznfle|A,;|>,«.

i=1
Il s’en suit que la parité de inv(A) est celle de

k k
2n — 2~k — Z |Aj|sr =21 — 2 — Z(|Ai|>r +1).
i—1

=1

11 suffit alors de rappeler que par définition de I'ensemble B, ¢ ,, |4;|>, est impair pour

1 =1,2,... ,k, pour conclure la preuve de ce lemme. O
Soit By, o,r la famille des arborescences A telles que, si z1,72,... ,z) sont les fils de la ra-
cine r et A1,Ao, ... Ay les sous-arborescences de A de racines respectives x1,%o,... ,z, les

A; sont des arborescences croissantes paires contenant chacune un nombre impair de som-
mets supérieurs a r. Il existe une bijection immédiate entre En,o,r et By o, (elle consiste,
pour chaque A;, & échanger son plus grand sommet et son plus petit sommet, puis son
second plus grand et son second plus petit, etc). La figure 3.3, page suivante, représente
une arborescence de By, o, et 'arborescence correspondante de Bn’gm. On constate qu'une
arborescence de En,o,r n’appartient pas en général a A, o .

Soit Cp, la famille des arborescences croissantes paires sur [n] telles que le pere du
sommet n (nécessairement une feuille) est le sommet r. Kuznetsov, Pak et Postnikov ont
montré bijectivement le résultat suivant.

Théoréme 63. [107, théoreme 4] Soient n >0 et 0 < r < m.

‘Cn+1 r| = €En,r-
b b
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13 8 7 5

Fic. 3.3 La correspondance entre En’gm et Bno,r

Pour prouver que By, o, = ey, il suffit donc d’établir une bijection entre C,, 11, et Bn’gm.
Lemme 64. Il existe une bijection ¢ entre Cpqq, et Bn,gyr.

Preuve. Soit A une arborescence de C,,41,. On distingue deux cas.

Cas 1. Dans un premier temps, on traite le cas ou r = 1 (et donc la racine de A). Dans
ce cas ¢(A) est obtenue en supprimant le sommet n + 1 de A. Du fait que A est une
arborescence croissante et paire, on a bien ¢(A) € Bn,o,r- On a donc dans ce cas une
bijection entre les arborescences de C, 11 et les arborescences de E":O;]'

Cas 2. On suppose maintenant que r # 1. La bijection ¢, qui se décompose alors en 4
étapes que nous illustrons au fur et & mesure par un exemple, est basée sur les notions de
de r-forét paire et de r-forét impaire d’'une arborescence.

Soient B une arborescence quelconque, 1, ... ,zy les fils de la racine de B et By,... ,By

les sous-arborescences de B de racines respectives 1, ... ,x;: pour un r donné, la r-forét
paire (resp. impaire) de B est le sous-ensemble des B; ayant un nombre pair (resp. impair)
de sommets supérieurs a r.
Etape 1. On supprime dans A la feuille n + 1, puis toutes les arétes du chemin allant de la
racine 1 & r, ce qui donne une forét ordonnée F' = {Fy,Fy, ..., Fi} de k+ 1 arborescences
de racines respectives zo(= 1) < 21 < --- < (= r). La construction inverse, produisant
A a partir de F', est immédiate du fait de I'ordre sur les racines des Fj.

Dans notre exemple, on considere une arborescence de Cy5 9. La figure suivante illustre
cette décomposition de A en F (les arétes en pointillées représentent le chemin de la racine
1 au sommet ). La forét F' vérifie alors la propriété suivante.

(a) Pour i = 0,1,... k, F; est une arborescence croissante paire. De plus, si i > 0, la
racine x; de F; a un nombre impair de fils.



3.2. POLYNOME DES INVERSIONS DE Ano o7

Etape 2. On partitionne F = {Fy,Fy,..., Fi} en trois sous-ensembles: 'arborescence
Fy. Vensemble F' = {Fy,F{,... ,F/} et I'ensemble F"" = {F{',... \F}' , |} ol les F] (resp.
F]”) sont les arborescences de F' autres que Fy (resp. que Fj) ayant un nombre pair (resp.
impair) de sommets supérieurs & r. On peut avoir F” vide (notamment lorsque k = 2).
Dans notre exemple, on a F' = {Fy,Fy} et F" = {F;}. La construction inverse, produisant

F & partir de F,, F' et F" est immédiate, et F’ vérifie les propriétés suivantes.

(b) Pour tout i > 0, la r-forét impaire (resp. paire) de F} contient un nombre pair (resp.
impair) d’arborescences.

En effet, comme F] contient un nombre pair de sommets supérieurs a r, la r-forét impaire
de F! ne peut contenir qu'un nombre pair d’arborescences. Et comme la racine de F] a
un nombre impair de fils (propriété (a)), la r-forét paire de F; contient un nombre impair
d’arborescences.

¢) Pour tout i, la r-forét impaire (resp. paire) de F)' contient un nombre impair (resp.
)
pair) d’arborescences.

On prouve (¢) de la méme maniere que (b).

Etape 3. La troisieme étape consiste a construire de maniére incrémentale une arbores-
cence A" & partir de Fj en “insérant” les arborescences de F' de la maniére suivante. On
commence par poser A;’H = F}, puis pour ¢ allant de [ & 0, on échange les r-foréts impaires
de F} et A}, (les arborescences de la r-forét impaire de Fj sont insérées sous la racine
de A}, | pendant que, simultanément, les arborescences de la r-forét impaire de Ay, ; sont
insérées sous la racine z de F}) et enfin on insére 'arborescence F ainsi modifiée sous la
racine de A, (zj devient un fils de cette racine) pour obtenir Aj. Finalement, on pose
AH — AH.
0
Sur notre exemple, on effectue donc les opérations décrites par la figure suivante (on
entoure les r-foréts impaires qu’on va échanger). On rappelle que F' = {F,F5} et F, = Fj.

On vérifie alors les propriétés suivantes.
(d) Pouri=0,....,l+1, la racine de A est r.
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En effet, la racine de Fj = A;'H est 7, par définition de Fj, et aucune des opérations
effectuées lors du passage de A}, ;| & A} ne modifie cette racine.

() Pour i = 1,...,01+ 1, la racine v de Al a a un nombre impair de fils et pour
i=0,....,l+1, la r-forét paire de Al est vide.

Pour le cas i = [ + 1, cela découle directement de la définition de Fjy, = AE’H, qui est une
arborescence croissante paire de racine r, et de la propriété (a). Pour le cas général, cela
découle de la transformation de A, en A} :

on remplace la r-forét impaire de F}, qui contient un nombre pair d’arborescences,

sauf éventuellement si i = 0 (propriété (b)), par celle de Aj,;, qui en contient un
nombre impair (par induction), ce qui entraine que parmi ses descendants, z, a
maintenant un nombre impair de sommets supérieurs a r,

— on remplace la r-forét impaire de r (par induction, cela revient & enlever tous les
fils de r) par celle de F (qui contient un nombre pair d’arborescences) et on greffe
ensuite une arborescence ayant un nombre impair de sommets supérieurs & r comme

on vient de le voir.
(f) Pouri=0,...,l, le plus petit fils de la racine r de Al est x} (la racine de F}).

Les fils de 7 dans A!' sont les racines de la r-forét impaire de F] (c’est-a-dire des sommets
supérieurs a x; car F est une arborescence croissante) et z, lui-méme.

(g) Pour i =0,...,l+1, les sous-arborescences de A} ayant pour racines les fils de r
sont croissantes paires.

Cette propriété découle directement de la construction de A? et de la propriété (a) qui
assure que les F] sont des arborescences croissantes paires.

La propriété (f) permet de définir la construction inverse, donnant Fj et F' A partir
d’une arborescence A" de r-forét paire vide: tant que le plus petit fils = de la racine r
de A" vérifie z < r (on note A, la sous-arborescence de A” de racine z), on supprime
laréte reliant r et z, on échange simultanément les r-foréts impaires de A” (privé de A;)
et de A,, puis on ajoute I'arborescence A, ainsi modifié & F’; la derniére arborescence A”

restante pour laquelle r est inférieur a tous ses fils est Fj.

Etape 4. Finalement, la derniere étape consiste & insérer sous la racine r de A” toutes
les arborescences de F'. On déduit des propriétés (c), (d), (e) et (g) que I'arborescence A’
ainsi obtenue appartient bien a By, g ..

Al

La construction inverse, donnant F" et A" & partir de A, est basée sur les propriétés (c) et
(e) et sur le fait que Fy est de racine 1 et n’appartient pas & F". Elle consiste 4 déterminer
toutes les sous-arborescences de A’ de racine autre que 1 ayant une r-forét paire contenant
un nombre pair d’arborescences. Les arborescences ainsi déterminées de A’ forment F”. O



3.2. POLYNOME DES INVERSIONS DE Ano 99

Nous avons donc achevé la premiere étape de la preuve de la proposition 59, en exhibant
un sous-ensemble de A, o, de cardinal e, , ne contenant que des arborescences ayant un
nombre pair d’inversions.

Partition de la famille A, (,. Cette deuxieme étape a pour objectif de partitionner
Ap o, en sous-ensembles Cf, ... ,C; contenant chacun au plus une arborescence de B, ¢ -
Nous allons définir cette partition en termes de classes d’équivalence d’une relation basée
sur la notion de sommets échangeables, notion introduite par Pansiot [123].

Définition 65. Soit A une arborescence, = et y deux sommets de A tels que y est un
descendant de z. On dit que = et y sont échangeables si il n’existe pas de sommet z
descendant de z vérifiant z < z < youy < z < .

Par exemple, dans 'arborescence Ay de la figure 3.4 ci-dessous, les sommets 5 et 6 sont
échangeables, alors que les sommets 5 et 8 ne le sont pas, ni les sommets 1 et 3. Il est clair
qu’échanger deux sommets échangeables inverse la parité du nombre d’inversions.

Définition 66. Soient A et A’ deux arborescences de A, ,. On dit que A et A’ sont
équivalentes pour l’échange racine-contraint siil existe k arborescences Ay, ... ,Aj de A, o,
telles que A1 = A, Ay = A et, pour 0 < i < k, A; et A;; different par I'échange de deux
sommets échangeables (racine-contraint signifie ici que la racine reste inchangée et toujours
inférieure & ses fils).

Notation. Pour une arborescence A de A, ,. on note C,(A) la cloture transitive de A
pour la relation d’équivalence définie par I’échange racine-contraint.

[\
w
o e

A1:A 3 A4:A,

FiG. 3.4 — Nlustration de I’équivalence pour ’échange racine-contraint

La relation d’équivalence ainsi définie a partir de la notion d’échange racine-contraint in-
duit donc une partition de A,, o, en classes d’équivalence, les classes C, (A) pour toutes les
arborescences A de A, o . Pour vérifier que toute classe contient au plus une arborescence
de By, o, on introduit une deuxieme relation d’équivalence.

Définition 67. Soit k& € [n]. On dit que deux arborescences A et A’ sont équivalentes pour
I’échange k-contraint si il existe m arborescences A1, ... A, telles que A; = A, A, = A’,
pour tout 7 la racine de A; est supérieure ou égale a k et, pour 0 < i < m, on passe de A;
a A;y1 par I'échange de deux sommets échangeables.
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Fi1c. 3.5 Illustration de I’équivalence pour ’échange 4-contraint

Notation. Pour une arborescence A donnée, on note C*(A) la cloture transitive de A pour
la relation d’équivalence définie par ’échange k-contraint.

Lemme 68. Soient k et n deuz entiers tels que k € [n], et A une arborescence sur [n]
de racine supérieure ou égale a k. Alors C*(A) contient une et une seule arborescence
décroissante.

Preuve. 11 est clair que la classe C*(A) contient au moins une arborescence décroissante.
En effet, par une série d’échanges k-contraint, on peut faire “remonter” n & la racine:
échange de la racine z avec = + 1, puis z 4+ 1 avec = + 2, etc et on réitere ce procédé pour
chacune des sous-arborescences en “remontant” le plus grand sommet, ... jusqu’a obtenir
une arborescence décroissante.

Il reste alors & montrer qu’il n’y en a qu’une seule. Pour cela prenons A’ et A” deux
arborescences décroissantes (de racine n donc) équivalentes pour ’échange k-contraint.
Supposons qu’il existe deux sommets x, y > k tels que le plus proche ancétre commun
de z et y est la racine n dans A’, et un sommet différent de n dans A”. 1l existe donc
A=A, .. AL, = A telles que A} et A} different par un échange k-contraint. Du fait
que y doit étre “transporté” dans la sous-arborescence de la racine contenant x, on en
déduit qu'’il existe I < m tel que la racine de A] est y et y + 1 n’est pas dans la sous-
arborescence contenant z. En effet, y devant passer par la racine, n doit la quitter et ne
peut étre échangé qu’avec n — 1, puis n — 1 seulement avec n — 2, ..., et enfin y + 1 avec

Y.

m» un raisonnement analogue conduit a affirmer qu’il faudra
effectuer de nouveau ’échange (y,y+1) et donc extraire y de la sous-arborescence contenant
z. Donc, si A’ et A” sont deux arborescences décroissantes appartenant a C*(A), le plus
proche ancétre commun du couple de sommets (z,y) dans A’ est n si et seulement si le

Comme n est la racine de A’
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plus proche ancétre commun du couple de sommets (z,y) dans A” est n. En répétant
récursivement ce raisonnement sur les sous-arborescences de A’ et A” ayant pour racines
les fils de n, on montre que tout couple de sommets (z,y) a méme plus proche ancétre
commun dans A’ et A”, et donc que A’ = A”. 0

Notation. Pour une arborescence A, de racine supérieure ou égale a k, on note Dec*(T)
I'unique arborescence décroissante de C*(T).

Lemme 69. Soit A € A, o,. C;,(A) contient une et une seule arborescence A’ telle que sa
racine 1 est inférieure a ses fils x1,... .y et ses sous-arborescences AY, ... A} de racines
respectives x1,... ,x sont décroissantes.

Preuve. Comme on effectue seulement des échanges racine-contraints, si deux arbores-
cences A" et A” appartiennent & C,(A), le plus proche ancétre commun de (z,y) dans A’
est r si et seulement si le plus proche ancétre commun de (z,y) dans A” est r. En appli-
quant le lemme 68 aux sous-arborescences de A’ et A” ayant pour racines les fils de r, on
prouve bien qu’au plus une des deux arborescences A’ et A” peut vérifier les conditions du
lemme. Le fait qu’il en existe une s’obtient par un raisonnement identique a celui employé
dans la preuve précédente. O

Notation. Pour une arborescence A € A, o, on note Dec,(A) I'unique arborescence de
C,(A) vérifiant les propriétés du lemme 69.

Nous avons donc complété la deuxieme étape de la preuve de la proposition 59, en
décrivant une partition de A, o, en ensembles tels que chacun d’entre eux contient au
plus une arborescence de By, o, (chacun contient une seule arborescence dont la racine est
inférieure a ses fils et les sous-arborescences sont décroissantes).

Evaluation en —1 du polynéme énumérateur des inversions des classes C,(A).
Dans cette derniére partie de la preuve, pour toute arborescence A on note P, (4) (q) (resp.
Per(ay(q)) le polynome énumérateur des inversions de I'ensemble d’arborescences C(A)

(resp. C*(A)). Comme précédemment, on s’intéresse d’abord aux classes d’équivalence
pour I’échange k-contraint.

Lemme 70. Soit A une arborescence sur [n] de racine n et B = Dec"(A). Pon(ay(=1) =0

si B est une arborescence décroissante paire et Pon(a)(—1) = (=1)"(B) sinon.

Preuve. Dans [123], Pansiot établit une involution 1) sur les arborescences non décroissan-
tes paires et de racine n telle que A et ¢ (A) different par un échange n-contraint (inv(A)
et inv(1y(A)) n’ont donc pas méme parité). Pour toute arborescence de racine n, la classe
C"(A) contenant au plus une arborescence décroissante (lemme 68), le lemme est une
conséquence directe du résultat de Pansiot. O

Lemme 71. Soient k € [n], A une arborescence sur [n] de racine k et B = DecF(A).
PCk(A)(_l) = PCn(A)(—l) X (|B‘2k mod 2).

Preuve. On note D; la classe des arborescences de C¥(A) de racine i (pour i = k,... ,n).
On a alors D, = C™(B) et on construit D; & partir de D;;1 en échangeant les som-
mets ¢ et 2 + 1 dans toutes les arborescences de D;y;. Par construction des D;, on
vérifie immédiatement que Pp,(—1) = —Pp,,,(—1). Le lemme découle alors du fait que

Peray(—1) = 30, Poi(—1). O
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Lemme 72. Soit A € Ano,. Pe,ay(—1) = 1 si Dec,(A) € Bpoy et Poa)(—1) =0

Sinon.

Preuve. Soient z1,... .z les fils de r dans Dec,(A) et A, ... A} les sous-arborescences
de Dec,(A) de racines respectives zp,... ,zx. On note D; (resp. D!) I'ensemble d’arbo-
rescences C"(A}) (resp. C%i(Al)). Toute arborescence A” de C,(A) est constituée d’une
racine 7 et de k arborescences AY,... A} appartenant respectivement & Di,... ,Di. On a

donc
k

i=1

On en déduit que

Pe,ay(—1)

K
()" x [ [ Perqan (1)
i1

ou de maniere équivalente (lemme 71)

k
Pe,ay)(—1) = (1)1 x (H Powi(ary(—1) x (|Ajl>,  mod 2)) ;
i1

ce qui est aussi équivalent a

k
(322)  Po,ay(~1) = (—1)m(Pee (A) (H [Possan (~1)] x (|45, mod 2)) ,

i=1

On a donc P, (a)(—1) = 0 si et seulement si il existe i € [k] tel que Poe;(ar(—1) =
0 ou (|Af|>, mod 2) = 0, ce qui est équivalent & dire que Dec,(A) ¢ By,. Donc si
Dec,(A) € Bnoyr on a Pe,ay(—1) =1 ou Pg,a)(—1) = —1, et si Dec,(A) ¢ By, on a
Pc,(a)(—1) = 0. Or si Dec,.(A) € By o, les A} sont des arborescences décroissantes paires.
Donc, d’apres le lemme 70, qui permet d’affirmer que pour tout i, |Pcmi(A/i)(—l)\ =1, et
le lemme 62, qui permet d’affirmer que inv(Dec,(A)) est pair, on a bien Pg, (4)(—1) = 1.
O

Ceci conclut la preuve de la proposition 59, qui est une conséquence du théoréme 63,
des lemmes 64, 69 et 72, et par la-méme ce chapitre consacré au polynome énumérateur
des inversions des arborescences de Cayley dont la racine est inférieure a ses fils.



Chapitre 4

Arborescences alternantes

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a ’énumération d’arborescences alternantes,
définies de la maniére suivante.

Définition 73. Une arborescence A est dite alternante si pour tout chemin z1,z9, x3, x4,
...dans A,ona xy <xo>x3<Ty>---oublenzy >To < xTg>Ty < 0.

F1G. 4.1 — Une arborescence alternante

Les arborescences de Cayley alternantes ont été introduites par Postnikov [125, 124],
qui montre que le nombre de telles arborescences sur [n — 1] et de racine 1 est égal au
nombre de régions de I'arrangement d’hyperplans de R™ défini par Linial. Postnikov prouve
notamment, a l'aide de 'inversion de Lagrange, une formule donnant le nombre de ces
arborescences, et pose la question d’une preuve bijective de ce résultat.

Dans un premier temps nous répondons a cette question. Dans la section suivante,
nous nous intéressons aux arborescences ordonnées alternantes et nous relions ces objets
aux arborescences de la famille A, g.

4.1 Arborescences de Cayley alternantes

4.1.1 Les résultats de Postnikov

On note F,, la famille des arborescences de Cayley alternantes sur [n] et f, = |F,|.

63



64 CHAPITRE 4. ARBORESCENCES ALTERNANTES

Théoréme 74. [125, 124] Le nombre f, d’arborescences de Cayley alternantes sur [n] est

1 < (n 1
(4.1) FZ <k> k"
k=1

Pour prouver ce résultat, Postnikov considere les arborescences de Cayley alternantes
de racine étiquetée 1 (nous notons cette famille F,,) et la série génératrice exponentielle
(décalée) de F,

~ ~ xk
F(z) = ka+lﬁ-
k>0 ’

Il montre que cette série vérifie I’équation fonctionnelle

(4.2) F(z) = e2 @+

et en déduit (4.1) a 'aide de la formule d’inversion de Lagrange.
D’autre part Postnikov relie ces arborescences et les arborescences LBS (LBS pour
Local Binary Search), introduites par Gessel.

Définition 75. Une arborescence LBS est une arborescence ordonnée binaire (chaque
noeud a un ou deux fils, un fils droit et/ou un fils gauche) telle que pour chaque noeud z,
son fils droit, s’il existe, a une étiquette supérieure a x et son fils gauche, s’il existe, a une
étiquette inférieure a z.

F1G. 4.2 Une arborescence LBS a 9 sommets.

Remarque 76. Dans le cas des arborescences binaires de recherche, la contrainte sur I'ordre
des sommets est globale: un sommet est supérieur (resp. inférieur) a tous les sommets de
sa sous-arborescence gauche (resp. droite). Ici cette contrainte n’est que locale.

On note LBS,, la famille des arborescences LBS sur [n] pour lesquelles la racine n’a
qu’'un seul fils. Dans [125], Postnikov établit le résultat suivant.

Proposition 77. Il existe une bijection ¢ entre F,, et LBS,,.

La bijection ¢ procede comme suit. Soit A € F,. Pour chaque sommet = de A, soient
1 < - < x les fils de . Si x < z1, alors on place 1,29, ... ,z; consécutivement sur une
branche droite issue de z. Sinon, £ > xk, et on place z1,z9,... ,xp consécutivement sur
une branche gauche issue de z. La construction inverse est claire.

Dans le paragraphe suivant nous décrivons une preuve bijective du théoreme 74,
répondant ainsi & la question posée par Postnikov.
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Fi1c. 4.3 Illustration de la bijection ¢

4.1.2 Une preuve bijective du théoreme 74

Soit LBSY, la famille des arborescences LBS bicoloriées sur [n] telles que la racine a un
seul fils: tout sommet autre que la racine est soit noir, soit blanc, la racine étant toujours
noire. Une conséquence directe de la proposition 77 est:

(4.3) ILBSE| =2""1f,.

Soit A la famille des arborescences de Cayley sur [n] dont les feuilles sont bicoloriées
(blanches ou noires), tous les noeuds étant noirs. Pour une arborescence A de AS, on
note n(A) son nombre de noeuds, fy(A) (resp. fp(A)) son nombre de feuilles noires
(resp. blanches). En utilisant le codage de Priifer, une arborescence A de A¢ vérifiant
n(A) + fn(A) = k (1 < k < n) est codée par un couple (S;m) ou S C [n] est un sous-
ensemble de [n] de taille £ (les noeuds et les feuilles noirs) et m un mot de longueur n — 1
sur alphabet S (les feuilles noires sont les lettres de S n’apparaissant pas dans le mot m,
les feuilles blanches étant les lettres de [n]/S). On en déduit que

(4.4) =3 (2) .

k=1

F1G. 4.4 Une arborescence de LBS§ et une arborescence de Ag

Proposition 78. [l existe une bijection 1) entre LBSS, et AS.
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Preuve. Nous commencons par introduire une construction intermédiaire, & savoir une
involution # sur LBS],. Soit A une arborescence de LBS® sur l'ensemble d’étiquettes
{z1,22,... 21}, avec 1 < mg < --- < 1. L’arborescence LBS bicoloriée #(A) est ob-
tenue en effectuant les opérations suivantes:
— pour 1 < ¢ < k, échanger les étiquettes x; et zp ;1 1, les couleurs restant attachées
aux sommets;
pour chaque noeud, échanger les sous-arborescences droite et gauche (I'ordre sur les
étiquettes ayant été inversé, il est nécessaire de procéder a cet échange gauche-droite
pour obtenir une arborescence LBS).

La figure suivante illustre cette involution.

Soit A € Af. On transforme récursivement A de maniére a obtenir une arborescence
de LBS;, de la facon suivante.

Cas 1. Si A est réduite & un sommet, alors 1)(A) = A, quelle que soit la couleur de ce
sommet.

Cas 2. Si A a deux sommets, une racine et une feuille, on distingue deux cas:

si la racine z de A est inférieure & son fils y, alors 1(A) est I'arborescence binaire de
racine z ayant un fils droit y (la couleur de y restant inchangée et z restant noir),

— si la racine x de A est supérieure a son fils y, alors 1)(A) est 'arborescence binaire
de racine z ayant un fils gauche y (la couleur de y restant inchangée et = demeurant
noir).

Propriété 79. Dans le cas ou A a au plus deux sommets, la racine de 9(A) a au plus un
fils et a la méme étiquette que la racine de A. Si A a deux sommets, la racine de 1(A) est
noire.

Cas 3. Supposons que A ait plus de deux sommets. Soient r sa racine, z1,... ,z; les fils
de r et Ay,... A les sous-arborescences de racines respectives z1,... ,z;. On procede
récursivement de la maniére suivante. Pour chaque A;, soit B; = 1(A;). Par hypothese
d’induction (propriété 79), la racine de B; est x;, cette racine ayant au plus un fils. On
transforme alors les B; en B; en utilisant les régles suivantes:

si B; a un seul sommet z;, alors B,’: = B;;

— si z; a un fils droit (qui, par hypothese, est son seul fils), alors B; est obtenue & partir

de B; en coloriant la racine, étiquetée x;, en noir;

sinon z; a seulement un fils gauche: on pose B} = 6(B;) et on colorie sa racine (qui

peut alors avoir une étiquette différente de z;) en noir.
On a alors un ensemble de k arborescences LBS telles que chaque racine a un seul fils, qui
est un fils droit, et chaque sommet est colorié en noir ou en blanc. On note y;,ys, ... Yk
leurs racines respectives, avec y; < yo < --- < yg. On conclut alors la construction de
1(T) de la maniére suivante, qui s’inspire de la bijection ¢ de la proposition 77:

si yp < r, alors y, devient fils gauche de r, y,_1 fils gauche de y, etc;
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si yp > r, alors y, devient fils droit de r, yp_; fils gauche de yg, yr_o fils gauche de

Yk—1, ete.
On vérifie immédiatement I'invariant (propriété 79) selon lequel la racine de A, de couleur
noire, est aussi la racine de ¢ (A) et que cette derniére a un seul fils. 0

Nous illustrons maintenant cette construction par un exemple détaillé. Soit A ’arbo-
rescence de A§ suivante.

4
o | 5 7
1 3
9
Av A 8 || 2
A
6
Ay

On a alors, pour Ay, As et Az,
B{:B]:; Bé:BQZ% Bé—Bg—-E)\.
8

et pour Ay :
7
WA) = 9 ‘ 2
9 N — Bi=g — B = 7
Al 1 — 9
6 Vi) / 2 9 2 9
Al 8

4.1.3 Deux résultats supplémentaires

Pour conclure cette section, nous donnons deux résultats d’énumération sur les arbo-
rescences que nous venons de considérer.

Corollaire 80. Le nombre f,, d’arborescences LBS sur [n] telles que la racine a un seul
fils x et la branche gauche issue de z (le chemin débutant en x et n’empruntant que des
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arétes gauches) comporte p sommets est

no(n—2\e2/n—1 n—1—p
2n—1\p—1 Z k K '
k=0

Preuve. On déduit immédiatement de la définition de ¢ que 27! fn,k est le nombre d’ar-
borescences de A telles que la racine a exactement k£ fils. Le codage de Prifer de telles
arborescences de racine 7 € [n] est un mot de longueur n — 1, sur un alphabet S C [n] (de
taille k£ et comportant la lettre r), tel que la lettre r apparait exactement p fois dont une
fois en derniere position. Le résultat en découle directement. O

Corollaire 81. Le nombre d’arborescences de Cayley sur [n] telles que chaque noeud a
au moins un fils qui lui est supérieur (en d’autres termes, pour tout noeud x, il existe un
chemin croissant allant de x a une feuille) est

f_":i ~(n Lt
2 on k)
k=1

Preuve. On déduit de la bijection ¥ que ces arborescences sont en correspondance avec les
arborescences de LBS;, telles que le fils de la racine est un fils droit et que tout sommet
est colorié en noir. Le résultat provient alors de la proposition 77. On reconnait ici la
correspondance classique entre arborescences binaires et arborescences. O

4.2 Arborescences ordonnées alternantes

Dans cette section, nous nous intéressons a I’énumération des arborescences ordonnées
alternantes. On note IC, la famille des arborescences ordonnées alternantes sur [n] et ky,
leur nombre. Nous présentons deux preuves, I’'une formelle et I’autre bijective, du résultat
suivant.

Théoréme 82. Le nombre d’arborescences ordonnées alternantes sur [n] est

2(n — 1)L

4.2.1 Une preuve formelle

Pour prouver ce résultat nous nous intéressons a la famille X, o des arborescences
ordonnées alternantes sur [n] telles que la racine est inférieure a ses fils (on note ko le
nombres de telles arborescences) et nous montrons que ky, o = (n — 1)" L. Soit Ky(z) la
série génératrice de ces arborescences:

"
KU(’I‘) = Z kn,O_'-
n>1 n:

Lemme 83. La série génératrice Ko(x) satisfait I’équation fonctionnelle

Ko(z) — 1= —eo07 71,



4.2. ARBORESCENCES ORDONNEES ALTERNANTES 69

Preuve. Soient P, la famille des arborescences planes (voir la section 2.4 pour une défini-
tion des arborescences planes) alternantes sur [n] (on pose p, = |P,|) et L, la famille des
arbres ordonnés (graphes - dessinés au sens des cartes - connexes sans cycles non enra-
cinés) alternants sur [n] (on pose I, = [£,])'. On note L(z) et P(z) les séries génératrices

Fi1G. 4.5 Deux arbres ordonnés alternants différents

exponentielles respectives des arbres ordonnés alternants £ et des arborescences planes
alternantes P. On rappelle de plus que C désigne la famille des listes circulairement or-
données.

En remarquant qu'une arborescence de £, peut se décomposer en une liste circulaire-
ment ordonnée d’arborescences de KC,,_1 o reliées au sommet n et que la série formelle

OL(x) x"
e~ 2l

est en fait la série génératrice exponentielle des arbres ordonnés alternants dans lesquels
le sommet maximal n’est pas “compté” par la variable formelle z, on en déduit que

81{;&;%) ~—Tn (ﬁ) .

Comme on obtient une arborescence de P, en pointant un sommet d’'un arbre de £,, on
a alors

(4.5) P(x) = xaL(m) =zln (%) .

D’autre part, une arborescence plane alternante de P,, est équivalente a un arbre de
L, si sa racine est n, et & une arborescence de K, si sa racine est inférieure a n (il
suffit d’ordonner linéairement les fils de la racine en considérant comme fils le plus a
gauche le seul fils de la racine situé sur le chemin allant de la racine au sommet n). En
remarquant que dans le cadre de cette correspondance, si n = 1, on considére deux fois
la seule arborescence de P; (en tant qu’arbre de £; et arborescence de K ), on obtient
I'identité suivante :

(4.6) P(z) = Ko(z) + L(z) — .
En dérivant (4.5) et (4.6), on obtient alors

x 0Ko(z)  0Kq(x)
1 Ko(z) 0z Oz

1. La preuve que nous donnons ici, différente de la preuve présentée dans [37], nous a été indiquée par
Volker Strehl.

1+
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En multipliant les deux membres de 'identité précédente par 1/(1— Ky(z)) et en intégrant,
on obtient alors

T | T
— = |n - @@
1— KU(’I‘) 1-— K()(’I‘) ’
le lemme en découlant immédiatement. O

Cette équation permet d’exprimer la série Ky(z) en fonction de la série génératrice
A(z) des arborescences de Cayley. En effet, on déduit du lemme 83 que

—m = g eFolT,
Comme A(z) = z @), on en déduit que
T
CKy(z) -1 Al@)
ce qui entraine immédiatement que
Kofa) 1= —
eAlx)

On peut alors applique U'inversion de Lagrange (théoréeme 14) avec G(z) = e¢* et H(z) =

—e T

[z"](Ko(z) — 1) = %[xnfl]e(nﬂ)x
n — 1)kzk n — 1)n1

Ceci termine la preuve du théoréeme 82.

4.2.2 Une preuve bijective

Le nombre d’arborescences ordonnées alternantes sur [n] telles que la racine est inférieu-
re & ses fils étant (n—1)" "1, les résultats du chapitre 2, et notamment le lemme 17, incitent
a chercher une bijection entre K, o et A, ¢. Dans ce paragraphe, nous décrivons une telle
correspondance.

Définition 84. Soit A une arborescence et z un sommet de A, différent de la racine et
ayant y pour pere: z est une double-descente (resp. double-montée siy > x (resp. y < x)
et z a un fils z < z (resp. z > ).

Propriété 85. Une arborescence est alternante si et seulement si elle ne possede ni double-
descente, ni double-montée.

Définition 86. Un parcours en profondeur préfize d’'une arborescence A est un parcours
récursif débutant a la racine de A et dans lequel, apres avoir visité un sommet z (ayant k
fils ordonnés (de gauche & droite) z1,... ,x), on visite successivement A,,, puis 4,,, etc.
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Algorithme 4: De A, o vers K, ¢

Données : A: arborescence de A, o

Résultat : A’: arborescence de K, o

début
pour chaque sommet z de A faire
| ordonner ses fils en croissant de gauche a droite;

tant que A n’est pas une arborescence ordonnée alternante faire

effectuer un parcours en profondeur préfixe de A et soit z le premier sommet
visité tel que son pere y est double-montée (resp. double-descente);

soient 1, ...,z les fils de z tels que x; > x (resp. z; < z) et Aq,... ,Ag les
sous-arborescences de racines respectives x1,... ,Tg;

placer les A; & gauche (resp. droite) de y: z devient le frere gauche de z,
xg_1 celui de xg, etc (resp. z7 devient le frere droit de z, zo, celui de zy,
etc);

fin

Cet algorithme consiste donc a éliminer les doubles-descentes et les doubles-montées
jusqu’a obtenir une arborescence ordonnée alternante. La figure qui suit présente une
exécution de cet algorithme, ou a chaque étape les arétes reliant  aux sommets z; mis en
jeu sont données en pointillé.

FiGg. 4.6 Exemple d’exécution de 'algorithme 4
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Algorithme 5: De K, o vers A, g

Données : A: arborescence de K, o

Résultat : A’: arborescence de A,,

début

pour chaque sommet z de A différent de la racine faire

si le pére de z est inférieur (resp supérieur) a z alors

soient y le premier frére de x situé a sa gauche (resp. droite) tel que

y <z (resp. y > x), r1 < -+ < 7} les sommets situés entre y et = (resp.
entre = et y) et Ay,... Ay les sous-arborescences de racines respectives
T1y. .. Tk

déplacer les A; a la droite du dernier (resp. gauche du premier) fils de
x: xy, est le dernier fils de z, zy_1 le frére gauche de xy, etc (resp. 1 est
le premier fils de z, 29 le frere droit de z, etc);

fin

On vérifie aisément que ces deux algorithmes définissent bien une bijection entre X, o
et Ay 0, ce qui prouve le théoreme 82.

4.2.3 Arbres ordonnés et arborescences planes alternants

Si on considére les arbres (arborescences non enracinées) ordonnés alternants, on ob-
tient le résultat suivant.

Corollaire 87. Le nombre d’arbres ordonnés alternants non enracinés sur [n] est
(n —1)" 2,

Preuve. On rappelle que k,, est le nombre d’arborescences ordonnées alternantes et /,, le
nombre d’arbres ordonnés alternants. On a une bijection entre les triplets (A,(z,y),z) ou
A est un arbre ordonné alternant sur [n], (z,y) une aréte de A, et z un des sommets de
cette aréte (soit z, soit y), et les arborescences ordonnées alternantes sur [n]: pour obtenir
une arborescence ordonnée & partir de (A,(z,y),z), on enracine A en z et on impose que
son premier fils est autre sommet de 'aréte (z,y).

On en déduit I'identité
kh=L=1k,= 2(n - 1)ln (n > 1),
qui, combinée au théoreme 82 conclut la preuve. O

Considérons maintenant les arborescences planes alternantes. Tout arbre ordonné al-
ternant détermine, par le choix d’'un sommet racine, une arborescence plane alternante. Il
s’ensuit le corollaire suivant.
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Corollaire 88. Le nombre d’arborescence planes alternantes sur [n] est
n(n — 1)" 2.

Il est alors naturel de se poser la question suivante.

Question 89. Quel est le nombre d’arborescences cycliques alternantes sur [n]? Pour n = 9,
on obtient les premiéres valeurs suivantes calculées expérimentalement.

1 2 6 30 216 2026 23406 321678 5097760

La consultation de 'ouvrage classique de Sloane et 'interrogation du serveur Web associé,
[144, 143], ne donnent aucune information supplémentaire sur cette suite de nombres.
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Chapitre 5

La formule de Lagrange

multidimensionnelle

Dans ce chapitre, nous présentons une extension de la formule de Lagrange aux struc-
tures combinatoires coloriées et aux séries multivariées, connue sous le nom de formule
de Good. Apres une présentation de cette formule et d’une de ses variantes (section 5.1),
nous proposons une nouvelle preuve combinatoire de cette variante (section 5.2). Nous
concluons en illustrant I'intérét des preuves combinatoires de la formule de Lagrange mul-
tidimensionnelle, qui permettent de fournir des explications simples de formules obtenues
par application de la formule de Good (sections 5.3 et 5.4), et de déduire de ces explications
des algorithmes de génération aléatoire (section 5.4).

5.1 Introduction

Dans les chapitres précédents, nous avons utilisé la formule d’inversion de Lagrange
pour énumérer des structures arborescentes selon un seul parametre, a savoir le nombre
de sommets. Il est cependant fréquent de vouloir énumérer des structures combinatoires
selon plusieurs parametres. Pour les arborescences, on peut par exemple penser au nombre
de sommets et au nombre de feuilles. On peut aussi considérer des arborescences dont les
sommets sont de diverses sortes, que 1’'on représente habituellement par des couleurs (&
chaque sorte de sommets correspond une couleur), la sorte d’un sommet pouvant influencer
la structure de sa fibre. On parle alors d’arborescences coloriées (ou multisortes).

Par exemple la famille des arborescences de Cayley bichromatiques est la famille des
arborescences telles que

chaque sommet est colorié avec une couleur choisie parmi 2 (blanc ou noir, par
exemple),

— la fibre de chaque sommet est munie d’une £-structure (structure d’ensemble),
— la fibre d’un sommet blanc (resp. noir) ne contient pas de sommet blanc (resp. noir).

Si une telle arborescence a n; (resp. ny) sommets blancs (resp. noirs), on étiquette ces
sommets par {1,2,... n1} (resp. {1,2,... ,n9}), la couleur permettant de distinguer les
sommets ayant méme étiquette.

75
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Fic. 5.1 Une arborescence de Cayley bichromatique

Il est alors naturel de vouloir énumérer ces arborescences non plus seulement selon le
nombre de sommets (le nombre d’arborescences bichromatiques & n sommets est 2n” !, la
couleur de la racine déterminant celle de tous les autres sommets), mais suivant le nombre
de sommets de chaque couleur. Pour cela, on associe a une telle famille d’arborescences
une série génératrice multivariée: si ay, n, est le nombre d’arborescences de Cayley bi-
chromatiques ayant ny (resp. ms) sommets blancs (resp. noirs), la série génératrice de ces
arborescences comptées selon le nombre de sommets de chaque couleur est

ny ,.n2
A(zy.22) = . .
T1,L2) = anl,nz

ny! nol’
ni,n2>0 1 2
Si on note Aq(x1,29) (resp. Ag(x1,29)) la série génératrice des arborescences de Cayley
bichromatiques de racine de couleur blanche (resp. noire), les séries A(z1,z2), A1(x1,22),
Ag(x1,m9) vérifient le systéme d’équations fonctionnelles suivant :

(5.1) A(zy,z0) = A(z,@0) + Ag(z1,22),
(5-2) Ay(z1,20) = wpet 0,
(5.3) Ao(1,39) = moehr (@),

5.1.1 La formule de Good

Pour traiter ce type de problemes d’énumération de structures arborescentes coloriées,
on peut utiliser la généralisation suivante de la formule de Lagrange, communément ap-
pelée inversion de Lagrange multidimensionnelle ou formule de Good, puisqu’elle est due

a Good [72].

Théoréme 90. [72] Soient m un entier, x le vecteur (x1,... ;) de variables formelles,
H(x),G1(x),... ,Gn(x) des séries formelles multivariées telles que G;(0,... ,0) # 0 pour
1 =1,... ,m. L’ensemble d’équations

(5.4) Fi(x) = z;Gi(F1(x),... ,Fip(x)),i=1,... ,m

détermine alors la série formelle H(Fy(x),... ,Fy,(x)) par:

53)  [r)g ) —[x“]{H(x) (H(Gxxnm)},
det <5z’,j_$z’ 8:’,17] ) i=
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ot [x*] = [z} - xlm] et 6; ;=1 sii=j et 0 sinon, ou bien
(5.6)
“ z; 0G;(x)
{X"H(Fy(x),... \Fn(x)} = x"H(x) | [[(Gi(x))™ | det (‘S e 7)
" 1H1 7 YGix) Oz ) e
On remarque alors que dans le cas m = 1, les deux identités (5.5) et (5.6) sont

équivalentes, et on retrouve, aprés un rapide calcul, le théoréeme 14. Les identités (5.5)
et (5.6), qui sont appelées respectivement forme implicite et forme explicite de la formule
de Good, sont en fait équivalentes (cf [16, section 3.2]). Dans les probléemes d’énumération,
la forme explicite est la plus fréquemment utilisée.

Revenons & notre exemple des arborescences de Cayley bichromatiques. Le systeme
d’équations fonctionnelles (5.1), (5.2) et (5.3) satisfait les conditions du théoreme 90 et on
peut donc appliquer la forme explicite de la formule de Good avec H (z1,x2) = 271 + o,
Gi(z1,x9) = €™ et Go(z1,29) = €"'. Le déterminant du membre droit de (5.6) vaut
1 — z1z9, et le nombre d’arborescences de Cayley bichromatiques & n; sommets blancs et
n9 sommets noirs, avec ni,no > 0 est donc

nilng! ([27 5% (z1 + z2)e™2e™"1 (1 — z129)) ,

ce qui donne
(n1 +ng)n tnl 1,
un résultat dit & Scoins [138].

Le théoreme 90 est dit & Good [72], qui I'a utilisé dans le cadre de I’énumération d’ar-
borescences [73, 74] (I'exemple des arborescences de Cayley bichromatiques est d’ailleurs
tiré de [73]). Il a ensuite été suivi par plusieurs auteurs, notamment Tutte [158], Knuth
[101], Goulden et Jackson [95, 76, 77], qui ont introduit une nouvelle forme de la formule
de Lagrange multivariée (dont nous proposons une preuve bijective dans la section 5.2)
permettant d’énumérer diverses familles d’arborescences dont la partition des arétes est
fixée, ou encore certaines familles de chemins dans des graphes [75]. Récemment, cette
technique a été utilisée dans le cadre de I’énumération de cactus planaires par Goulden et
Jackson [78] et Bona, Bousquet, Labelle et Leroux [21].

Comme nous l'avons mentionné dans le chapitre 1, il existe plusieurs preuves de la
formule de Lagrange unidimensionnelle dues notamment & Raney [131] et Labelle [108].
La premiére preuve combinatoire d’une formule de Lagrange multidimensionnelle est due
a Chottin [42]. Cette preuve est une extension de la preuve de Raney, dans le cas m = 2
(c’est-a-dire des séries bivariées). Chottin a été le premier a faire le lien entre cette preuve
(et donc celle de Raney) et I’énumération d’arborescences planes non étiquetées dont
les sommets sont pondérés par les coefficients des séries G1(x1,22) et Go(z1,z2) [43] (on
pourra se référer a Cori [49] pour un exposé de synthése présentant les résultats de Raney
et Chottin). La premiére preuve combinatoire de la formule de Good pour un nombre
quelconque de variables est due & Gessel [62]. 11 propose une extension de la preuve de
Labelle de la formule unidimensionnelle et démontre ainsi la forme implicite de la formule
de Good. Cette preuve de Gessel, basée sur une bijection entre arborescences coloriées et
endofonctions coloriées a été reprise dans la cadre de la théorie des especes par Bergeron,
Labelle et Leroux [16, section 3.2]. La premiére preuve combinatoire de la forme explicite
est due & Ehrenborg et Méndez [57], mais cette preuve n’est pas directe. On peut aussi
citer les travaux de Strehl [150] (voir aussi [16, exercice 3.2.16]). Goulden et Kulkarni [80]
en ont une nouvelle preuve en introduisant une nouvelle expression de la formule de Good,
que nous présentons maintenant.
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5.1.2 La forme arborescente de la formule de Good

Pour prouver la forme explicite de la formule de Good, Goulden et Kulkarni [80]
introduisent une formule d’inversion appelée forme arborescente de la formule de Good,
car basée sur la notion de dérivée d’un vecteur de séries formelles par rapport a une
arborescence orientée.

Définition 91. Soient G un graphe orienté étiqueté ayant pour ensemble de sommets
S ={1,..., m} et ensemble d’arcs A, x = (z1,--- ,z,,) un vecteur de variables formelles
et R(x) = (R1(x), -+ ,Rp(x)) un vecteur de séries formelles en les variables x. On définit
la dérivée de R(x) par rapport & G par

OR(x) 0
JGS (Z,])EA

ou (1,j) € A fait référence a un arc allant du sommet i vers le sommet j.

Par exemple, si m = 4 et GG est le graphe suivant,
1 @<c—0?)

J

o~ (aman) P50 H (B ) 10 )

Goulden et Kulkarni, utilisant cette notion, ont montré que la forme explicite de la for-
mule de Good (5.6) est équivalente & la formule (5.7) qui suit, dans laquelle le déterminant
du membre droit de (5.6) est remplacé par une somme de termes positifs définis a partir
de dérivées selon des arborescences orientées.

alors,

Théoréme 92. [80] Soient m un entier, x le vecteur (1, ,oy) de variables formelles,
H(x),G1(x),..., Gn(x) des séries formelles multivariées telles que G;(0,... ,0) # 0 pour
i1 =1,... ,m. L’ensemble d’équations

Fi(x) = ;G (F1(x),... ,Fip(x)),i=1,... ,m

détermine alors de maniére unique la série formelle H(Fy(x),... ,Fi(x)) par: .
(5.7)
m
1 - O(H (x),(G1 ()™, ... (Gm(x))"™)
(X"H(F (), ()} = (H —.) x 1Y v
Ty
i=1 T
oivn—1=(ny—1,... ny, — 1) et la somme porte sur toutes les arborescences orientées
T ayant {0,1,... ;m} pour ensemble de sommets, 0 pour racine et dont tous les arcs sont

orientés vers la racine.
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On remarque que si m = 1, il y a une seule arborescence T (de racine 0 ayant un
seul fils, étiqueté 1) et on retrouve la formule d’inversion de Lagrange unidimensionnelle
(théoreme 14).

Revenons encore & notre exemple des arborescences bichromatiques (équations (5.1),
(5.2) et (5.3)). On a m =2 et il y a 3 arborescences sur les sommets {0,1,2} de racine 0
dont tous les arcs sont orientées vers 0:

AL
R

En appliquant (5.7), le nombre d’arborescences bichromatiques ayant n; (resp. ng) som-
mets blancs (resp. noirs) est

a 0
(n1 — 1)!(ng — 1)z b2 <——(’I‘1 + T2)> R

8.’E1 8.’E2
_ _1,0(z1 + 72) ge™21
ny — Dl(ng — DIz g2 ! e +
(n1 = Dl ng — Dlfzy" 257 o, o
_ _1,0(x1 + x9) Oe™™?
ny — 1)!(ng — [z a2 ! en2r
(n1 = Dl(ng = Dlay" "25* 7] . 07s
ce qui donne immédiatement
9—1 mni1—1

(n1 + no)ni? "ny

Goulden et Kulkarni [80] proposent une preuve bijective de la formule 5.7, basée sur une
extension de la bijection de Labelle entre arborescences et endofonctions, ce qui constitue
la premiere preuve bijective directe de la forme explicite de la formule de Good. On peut
noter qu'une preuve du théoréme 92 restreint au cas des séries a deux variables avait
été ébauchée par Leroux [110] et que le théoréme 92 a été obtenu indépendamment par
Bender et Richmond [11]. Ces derniers ont notamment utilisé le fait que le membre droit
de (5.7) est constitué d’une somme de termes positifs (contrairement au membre droit de
(5.6) faisant intervenir un déterminant) pour en déduire des propriétés asymptotiques de
structures “lagrangiennes” coloriées [12].

5.2 Preuve de la forme arborescente de la formule de Good

Dans cette section, nous proposons une nouvelle preuve combinatoire du théoreme 92.
Cette preuve est basée sur le méme principe que celle de Goulden et Kulkarni, & savoir une
bijection entre arborescences coloriées et endofonctions coloriées, mais présente ’avantage
d’étre plus simple & présenter et a prouver.

Nous considérons ici des structures combinatoires m-coloriées. Soient ¢ = (cy,... ,¢m)
un vecteur de m couleurs et x = (z1,...,2y) un vecteur de m variables formelles. On intro-
duit une classe H de structures m-coloriées, de série génératrice multivariée H (x) (z; comp-
tant les éléments de couleur ¢;), et un vecteur G = (Gy,... ,Gy,) de m classes de structures
combinatoires m-coloriées de séries génératrices multivariées respectives G1(x), ... ,Gp(X).
On note [n] = [n1]U---U[ny], n! = [[[2, n;!, et on appelle structure sur [n] une structure
m-coloriée ayant n; sommets de couleur ¢;, pour 7 =1,... ,m.



80 CHAPITRE 5. LA FORMULE DE LAGRANGE MULTIDIMENSIONNELLE

5.2.1 Arborescences et endofonctions coloriées

(H,G)-arborescences. On a vu au chapitre 1 que, lorsque m = 1, le nombre de H-
assemblées de Gp-arborescences sur [ni] est égal & ni![z]'|H(Ag, (21)), ot Ag, (z1) est
la série génératrice exponentielle des Gi-arborescences, qui vérifie I’équation fonctionnelle
Ag, (z1) = 21G1(Ag, (z1)). On peut donc, dans le cas m = 1, interpréter le membre gauche
de la formule (5.7) en termes de 7-assemblées de G;-arborescences sur [n;]. Pour traiter
le cas général (m > 1) on introduit les notions de G-arborescences et (H,G)-arborescences.

Définition 93. Une G-arborescence A sur [n] est une arborescence m-coloriée sur 1'en-
semble de sommets [n] telle que, pour i = 1,... ;m, la fibre de tout sommet de couleur ¢;
est munie d’une G;-structure.

Définition 94. Une (H,G)-arborescence sur [n] est une H-assemblée de G-arborescences.
Une (H,G)-arborescence sur [n] est représentée par une arborescence sur ’ensemble de
sommets {0} U [n], noté [0,n], de racine 0, telle que la fibre de cette racine est munie d’une
‘H-structure et, pour 1 = 1,... ,m, la fibre de tout sommet de couleur ¢; est munie d’une
G;-structure.

Par exemple, la figure 5.2 représente une (#,G)-arborescence avec m = 3 (les sommets
sont blancs, gris ou noirs). Dans cette figure, on représente la structure de la fibre d’'un
sommet par un arc de cercle indicé par la structure dont est munie cette fibre. Par la suite,
on omettra cet arc de cercle, la structure étant implicitement déterminée par la couleur
du sommet.

2 2 ecouleur ¢
Gs g, ecouleur ¢,
1 3
G 52 IQQ ocouleur cj
ol 3 1
N\ N\ N\
Go G Gs

Fi1Gc. 5.2 (#H,G)-arborescence a trois couleurs (m = 3)

Sion note A(g g (x) (resp. Ag,(x), pouri = 1,... ;m) la série génératrice exponentielle
des (#H,G)-arborescences (resp. des G-arborescences de racine de couleur ¢;), on obtient par
une application directe de la composition de séries génératrices (cf section 1.2.2)

Ae) (%) = H(Ag, (%), Ag,, (%))

Ag, (x) = 2,Gi(Aqg, (%), ... ,Aq,, (X)), 1 =1,... ,m,

et on en déduit le lemme suivant, interprétant le membre gauche de (5.7) en termes de
(H,G)-arborescences.

Lemme 95. Le nombre de (H,G)-arborescences sur [n] est

(5.8) n![x"|H(Aq, (x),... ,Aq,, (%)),
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(H,G)-endofonctions restreintes. On peut interpréter combinatoirement le membre
droit de (5.7) a l'aide d’une généralisation de la notion d’endofonction, que nous avons
déja vue au chapitre 2 (preuve de la proposition 29).

Définition 96. Une (#H,G)-endofonction partielle sur [n] est une fonction f de [n] dans
[0,n] telle que la préimage de 0, f~'(0), est munie d’une H-structure et, pouri =1,... ,m,
la préimage de tout élément u de couleur ¢; (u € [n;]), f~'(u), est munie d'une G;-structure.

On représente habituellement une endofonction f par un graphe orienté dans lequel un
arc de u vers v indique que f(u) = v. Tout comme pour les arborescences, on peut indiquer
la structure des préimages par un arc de cercle indicé par la structure dont est munie une
préimage. Par la suite, on omettra cet arc de cercle, la structure étant implicitement
déterminée par la couleur du sommet image.

Gi
M

O ¥
Mg
1 H 9 3 Gs ® couleur ¢
N 5 e couleur ¢y
2 /%}1\1 G> 34 G o couleur c3
4 N
G1 Go Go g3

Fi1c. 5.3 (H,G)-endofonction avec m = 3

Définition 97. Soit f une (H,G)-endofonction partielle sur [n]. On appelle graphe des
couleurs de f le graphe orienté & (m + 1) sommets étiquetés par {0} U [m], ayant un arc
de i vers 0 (resp. j) si et seulement si 'élément 1 de couleur ¢; a pour image 0 (resp. un
élément de couleur c¢;).

Le graphe des couleurs d’une endofonction est donc déterminé par les sommets d’éti-
quette 1 de chaque couleur.

Définition 98. Une (H,G)-endofonction restreinte sur [n] est une (H,G)-endofonction par-
tielle f dont le graphe des couleurs est une arborescence de racine 0 ayant tous les arcs
orientés vers la racine 0.

L’endofonction de la figure 5.3 est une (#,G)-endofonction restreinte comme le montre
la figure qui suit.

N\

o 03

Fic. 5.4 Graphe des couleurs de I’endofonction de la figure 5.3
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Dans la suite, on considére les endofonctions comme des graphes orientés et, pour
tout élément u, on appelle parfois fibre sa préimage f~!(u). On relie ces endofonctions au
membre droit de (5.7) par le résultat suivant [80].

Lemme 99. Le nombre de (H,G)-endofonctions restreintes sur [n] est

- O(H (x),(G1(x)", ... ,(Gm(x))"")
5.9 —1)lx"t ’ ARl LL
(59) (0 - 1) 1Y = ,
T
la somme portant sur toutes les arborescences orientées T ayant {0,1,... ,m} pour en-

semble de sommets, O pour racine et dont les arcs sont tous orientés vers la racine 0.

Preuve. Si C est une classe de structures combinatoires m-coloriées telle que ¢, est le
nombre de C-structures sur [n], C a pour série génératrice exponentielle

xl'l

C(x) = Z Cn—r.

n!

ni,...,Nm >0
En notant C;(x) la série C(x)/0z;, on a

P! il phm
Ci(x) = Z C“ﬁ“'(n.z,l)f”nml‘
N1y M1, 415000 N 20,0 21 A N ' m

C;(x) représente donc la série génératrice exponentielle des C-structures ayant au moins
un élément de couleur ¢;, 'un de ces éléments de couleur ¢; n’étant pas “compté” par la
variable z;. On peut, sans perte de généralité, supposer que 1’élément non pris en compte
est le plus petit élément de couleur ¢;, et on en déduit que le nombre de C-structures sur
[n] telles que n; > 1 est

0C;(x)

Une endofonction peut aussi étre représentée comme la liste ordonnée des préimages de
ses éléments, ces éléments étant ordonnés par couleurs croissantes (¢; > ¢; si et seulement
si i > j), puis par ordre croissant des éléments d’'une méme couleur, 0 étant inférieur a
tout autre élément, comme l'illustre la figure suivante.

;.“*1 ezl

il (ng — D ong 2t -

1 222 1 3 295 1 4

VYL Y Y

F1G. 5.5 — Représentation de I'endofonction de la figure 5.3

e{eoe<e
1 <23

w.é
—O=——@ W

On en déduit donc qu'une (H,G)-endofonction partielle (non forcément restreinte) sur
[n] est une (H[[", G;')-structure sur [n] (voir [16, section 3.2]) et, par application des
résultats classiques sur la multiplication de séries génératrices (voir chapitre 1), que le
nombre de (#H,G)-endofonctions partielles sur [n] est
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Le graphe des couleurs d’une endofonction étant déterminé par les éléments 1 de chaque
couleur, en appliquant les résultats précédents aux endofonctions restreintes (le graphe
des couleurs est une arborescence orientée de racine 0 aux arcs orientés vers la racine), on
en déduit le résultat voulu. O

Il découle de (5.7), (5.8) et (5.9), que 'obtention d’une bijection entre les (H.G)-
arborescences sur [n] et les (#,G)-endofonctions restreintes sur [n] induit une preuve bi-
jective du théoreme 92. Goulden et Kulkarni ont proposé une telle bijection. Dans la suite
de cette section, nous présentons une nouvelle bijection plus simple que la leur.

5.2.2 Le cas unidimensionnel: la formule de Lagrange

Nous commencons par traiter le cas unidimensionnel, c’est-a-dire la formule de La-
grange classique. Nous présentons dans un premier temps la preuve de Labelle [108], qui
sert de base a la preuve de Goulden et Kulkarni dans le cas multidimensionnel. Nous en
proposons ensuite une variante, que nous étendons a notre tour au cas multidimensionnel
dans le paragraphe suivant.

Dans le cas unidimensionnel (m = 1), le vecteur G se réduit a G;. Les (H,G)-arborescen-
ces sur [n] se réduisent alors & des arborescences sur [0,n;] de racine 0 telles que la fibre
de 0 est munie d’'une H-structure et la fibre de tout autre sommet est muni d’une G-
structure. Les (H,G)-endofonctions restreintes sur [n] se réduisent aux fonctions f de [n4]
dans [0,n1] telles que f(1) = 0 (cette condition est due & la contrainte sur le graphe des
couleurs de f qui doit étre dans ce cas 'arborescence 1 — 0), la fibre de 0 est munie d’une
H-structure et la fibre de tout autre élément est munie d’une Gi-structure.

La bijection de G. Labelle. Soit A une (#,G)-arborescence. On définit tout d’abord
une endofonction f/y en orientant toutes les arétes de A vers la racine 0 (la structure
dont est munie la fibre d’un élément se transporte évidemment de A vers f',). f/ est
donc une endofonction partielle, mais n’est pas forcément restreinte (on n’a pas en général

Fa(1) = 0).

19
10 6 20 5 18 106205118
8

/L Al
’ %A

12 17 12 17
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On appelle colonne vertébrale de f', le chemin dans Parborescence reliant le sommet 0 au
sommet 1. On note (ug,u1,... ,ug) ce chemin (ug = 0, ux = 1 et u; est fils de u;_1, pour
1 <1 < k). La colonne vertébrale de I’exemple ci-dessus est le chemin suivant.

° o o ) ° o o
0 9 11 4 19 8 1

Pour 1 < i < k, on dit que u; est un minimum a droite de 'ensemble ordonné (ug, ... ,ux_1)
si il n’existe pas d’entier j tel que 0 < i < j < k et u; < u;. On note | le nombre de
minima a droite et (vg = 0,... ,u;_1) 'ensemble des minima & droite. Dans notre exemple,
I = 3 et (vg,v1,02) = (0,4,8). Soit w; le successeur de v; sur le chemin allant de 0 & 1
((wo,w1,w2) = (9,19,1)). On transforme alors f’; en une endofonction restreinte f4 en
permutant circulairement les w; : pour ¢ allant de 0 & [ — 1, on remplace, dans la fibre de
v; (c’est-a-dire dans la H-structure ou G;-structure correspondante), w; par w; 1 si i > 0
et wy par w;_1. Cela revient & modifier la colonne vertébrale de la fagon suivante (ces
modification s’effectuant donc dans I'arborescence de départ) :

et on obtient I'’endofonction suivante:

0
IGAI 4 '/</.—\\°9 5;»@19

12 21
AN
SN

10 6 20
L’endofonction f4 ainsi obtenue est bien une endofonction restreinte car f4(1) = 0. De

plus, les cycles (il y en a exactement [ — 1) sont constitués uniquement des éléments
u1,... ,ur_1, chacun contenant exactement un minimum & droite différent de 0.

—_
DO
—
EN

5 18 713 3

La construction inverse, transformant f4 en A, se déduit immédiatement de ces cons-
tats. Soient [ — 1 le nombre de cycles de f4, v1 < --- < v;_1 les éléments minimaux de
chaque cycle et, pour 1 < ¢ <[ — 1, w; I’élément de la fibre de v; situé sur son cycle. On
pose de plus vg = 0 et wg = 1. Pour obtenir une arborescence, il suffit alors d’effectuer la
transformation suivante: pour ¢ allant de 0 & [ — 1, remplacer, dans la fibre de v;, w; par
wj ou j = (i+1) mod .

Une variante de cette bijection. La variante que nous proposons est basée elle aussi
sur une transformation de la colonne vertébrale de ’endofonction obtenue en orientant
les arétes de A vers la racine. Soient (ug = 0,uq,... ,ur = 1) cette colonne vertébrale et
ug < --- < up ces mémes sommets en ordre croissant. Pour i allant de 0 & £ — 1, on
remplace, dans la fibre de u;, u;11 par u;H. Dans I’exemple, on peut représenter cette
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construction par le schéma suivant,

1 4 8 9 11 19 !
I I I I I I L4 U,
0 9 11 4 19 8 1

ce qui donne ’endofonction f4 suivante.

0
IGA'I 158:>@ -

l 21
2
/\ 12 1
14 DY
8
N ]
22

10 6 20

La encore, du fait que f4(1) = 0, fa est bien une endofonction restreinte. On vérifie
de plus que les cycles de f4 sont constitués des seuls éléments w1, ... ,ug_1.

La construction inverse consiste elle aussi a modifier les fibres de 0, 1, et des éléments
des cycles de fa. Soient uy < --- < uj, ces éléments (uy = 0 et uj = 1). Pour ¢ = 1,... k,
on note u; le sommet f4(u;). On remplace alors, dans la fibre de u;, le sommet u} par u;
(uj, par 1 dans la fibre de uy).

o

1 4 8 9 11 19 u;
* % 0 0
S

° ® ® ® ° L ® U;
0 9 11 4 19 8 1

On peut illustrer cette construction par le schéma précédent, qui montre qu’on transforme
les cycles de f4 en un chemin commencant en 0 et se terminant en 1 et qu’on obtient ainsi
une arborescence de racine 0.

5.2.3 Le cas multidimensionnel

L’extension de la bijection précédente au cas multidimensionnel repose sur la notion
de squelette, une généralisation de la notion de colonne vertébrale:
le squelette d’une (H,G)-arborescence est constitué par ’ensemble des chemins allant
de 0 a chaque sommet 1 des m couleurs;
le squelette d'une (#H,G)-endofonction f est constitué par 'ensemble des cycles de f
et I’ensemble des chemins allant des sommets 1 de chaque couleur vers un sommet
d’un cycle ou vers le sommet 0.

Notation. Dans la suite de cette section, on note k; le sommet k£ de couleur ¢;.

Transformation d’une (H,G)-arborescence en une (H,G)-endofonction restreinte.
Soit A une (#H,G)-arborescence. On commence par orienter toutes ses arétes vers la racine
0, pour obtenir une endofonction partielle non forcément restreinte. Dans la figure suivante
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(m=4,n, =7 ny =6, n3 =9 et ng =2), on a représenté en pointillés les arétes du
squelette de A.

e couleur ¢
e couleur ¢y
o couleur cj

® couleur ¢4

On dit alors que le sommet 1; est initial si la restriction de sa fibre au squelette de A est
vide.

7 9 1
Q=9
0< i 6 1
2 5 - Q=20
<—o<<:1> 1
- Q

Comme on le voit sur 'exemple, les sommets initiaux sont 11, 1o et 14.

La premiere étape de la transformation consiste a assigner un chemin C; a chaque
sommet initial 1;: pour ¢ allant de 1 & m, si 1; est initial, on note C; le chemin (dans le
squelette) allant du sommet 1; au premier de ses ancétres appartenant déja & un chemin
Cj avec j < i (ou & 0 si aucun sommet n’a déja été obtenu). Pour I'exemple considéré, on
obtient :

C, = o) O ®

1=0T T
C, =0 O @ o) 6]
2 5) 1 1

C,=— o o) ° ®

) 4 6 1

Remarque 100. Les C; constituent ce que l'on pourrait appeler les branches (ou les fila-
ments) du squelette prises relativement a 1'ordre sur les couleurs.

Pour chaque chemin Cj, on note f; 'extrémité finale de C; (I'extrémité initiale est le
sommet 1;). On vérifie alors la propriété suivante, conséquence de la définition des C;.

(a) Tout sommet u # 0 appartenant a plusieurs chemins C; est Uextrémité finale de tous
ces chemins excepté du premier. Le sommet O est pour sa part lextrémité finale de
tous les chemins auxquels il appartient.

Soit P; I’ensemble des sommets de couleur ¢; appartenant au squelette de A:
P, ={1,6}, P, ={1,4,5}, P; = {1,257}, Py = {1}.
On effectue alors la transformation suivante: pour ¢ allant de 1 & m, si 1; est initial, poser

u = f; et tant que u # 1;, si v est le prédécesseur de u dans Cj et ¢; la couleur de v,
remplacer, dans la fibre de u, I'élément v par le plus petit sommet de P; (que I'on retire
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de P;) puis poser u = v. Cela revient a dire que I'on parcourt les C; a contre-sens et que
j i
les préimages sont déterminées en prenant les sommets de ces couleurs en ordre croissant.

1 2 1 2 1 7 4 oy 6 1
UT I l ° 0T l I l 6) I I T ®
7 ) 1 2 5t 1 1 5 4 6 1
C 1 02 C14

On obtient de cette maniere 1’endofonction f4 suivante (les arcs en pointillé sont les arcs
modifiés).

Il reste a vérifier que le graphe des couleurs de ’endofonction ainsi construite est une
arborescence orientée de racine 0 dont tous les arcs sont orientés vers la racine. Cela
découle du raisonnement suivant :

si le prédécesseur u de 0 dans le premier chemin Cj suivi est de couleur c;, alors on
remplace u par 1; dans la fibre de 0,

— lorsqu’on remplace, dans la fibre d’un sommet u de couleur ¢;, le prédécesseur v de
u par un sommet 1; (v est le premier sommet de couleur ¢; rencontré), cela implique
que 1; ¢ P; (on a retiré 1; de P; lorsqu’on a rencontré le premier sommet ayant un
successeur de couleur ¢;, qui est soit u soit un sommet rencontré avant u) et que
dans le graphe des couleurs le sommet j a pour image le sommet 7.

On en déduit que pour toute couleur ¢;, il existe k tel que ff‘(L) = 0, et par conséquent
que le graphe des couleurs de f4 est une arborescence de racine 0 dont tous les arcs
sont orientés vers la racine. De plus, on vérifie immédiatement les propriétés suivantes
satisfaites par f4.

(b) Pour tout sommet u de fa, u appartient au squelette de fa si et seulement si u
appartient au squelette de A.

(c) Le sommet 1; est initial dans fa si et seulement il ’est dans A.

(d) Pour tout élément non initial v du squelette de fa, la restriction de la fibre de u
au squelette de fa comporte k éléments si et seulement si il existe un ensemble
{i1, ... sig} € [m] mazimal tel que u appartient a chaque chemin C;;, pour j =
1,... k.

Pour I'exemple considéré, le squelette de I’endofonction f4 obtenue est le suivant.




88 CHAPITRE 5. LA FORMULE DE LAGRANGE MULTIDIMENSIONNELLE

Transformation d’une (H,G)-endofonction restreinte en une (#,G)-arborescence.
Soit f une (H,G)-endofonction restreinte. En se référant & la propriété (b), pour obtenir
une arborescence Ay telle que f = f4,, il suffit de reconstruire les chemins C; du squelette
de Ay a partir du squelette de f. Soit R le multi-ensemble comportant, pour chaque
élément u, k occurrences du sommet u si et seulement si la restriction de la fibre de u au
squelette de f comporte k éléments (R ne contient donc que des éléments du squelette de
f). Pour I'exemple précédent, nous avons

R ={0,0,61,42,52,52,13,23,53,73}.
Pour i = 1,... ;m, soit S; 'ensemble des sommets de couleur ¢; du squelette de f:
S1 ={1,6}, Sy ={1,4,5}, S5 = {1,2,5,7}, Sy = {1}.

On peut maintenant construire les chemins C;. Pour i = m, ... .1, si le sommet 1; est
initial dans f, on construit C; de la facon suivante.

poser u = 1;;

répéter
soit ¢; la couleur de u et v le plus grand élément de S;(f);
remplacer, dans la fibre de f(v), v par u;
retirer f(v) de R et v de S;, puis poser u = f(v);

tant que u # 0 et u n’apparait pas dans R;

Dans notre exemple, pour ¢ = 4, on effectue les opérations suivantes pour reconstruire

041

1 6 5

v @ v @ v @
1 puis ~ puis 5
Y U Y U ) U
0O —R o-——0 (O O)

f(y)6 . f(y)4 : f(y)5 °

retirer 6 de R retirer o4 de R retirer @5 de R
retirer 91 de Sy retirer @6 de S retirer @5 de Sy

on a alors R = {0,0,59,15,23,55,73} et on s’arréte car 59 apparait encore dans R. On
retrouve bien Cy de cette fagon.
— e ° ° 0
Ci= 570§
Pour vérifier qu’on obtient bien une arborescence, il suffit de constater qu’on a transformé
le squelette de f en une arborescence de racine 0, ce qui découle directement de la condition
d’arrét de la boucle construisant les C;: on s’arréte lorsque 'on arrive sur 0 ou sur un
élément qui sera présent dans un autre chemin car il apparait encore dans le multi-ensemble
R. Le fait que fa, = f est une conséquence des propriétés (a), (b), (c) et (d).
Cette bijection vérifie de plus la propriété suivante, que nous appelons conservation de
la structure des fibres.

Propriété 101. Pour tout sommet u et toute couleur ¢;, la fibre de u dans A comporte k
éléments de couleur ¢; si et seulement si la fibre de v dans f4 comporte aussi k£ éléments
de couleur c;.

Dans les deux derniéres sections de ce chapitre, nous appliquons cette bijection entre
arborescences et endofonctions restreintes a 'énumération d’arborescences et de cactus.
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5.3 Arborescences dont la partition des arétes est fixée

Dans deux articles parus au début des années 80 [95, 76], Goulden et Jackson se sont
intéressés aux arborescences dont la partition des arétes (voir définition 102 ci-dessous) est
fixée, en utilisant une variante de la formule de Good dont ils ne donnent pas de preuve
combinatoire. Dans cette section, nous reprenons certains de leurs résultats, notamment
la variante de la formule de Good, et nous en donnons une preuve combinatoire basée sur
la bijection entre arborescences et endofonctions présentée précédemment. Ces preuves
illustrent le fait que, selon nous, les endofonctions restreintes sont des structures souvent
plus faciles a décrire et a compter que les arborescences, car la structure arborescente a
considérer est réduite au graphe des couleurs.

Définition 102. Soit A une arborescence & m couleurs sur [0,n], de racine 0. La partition
des arétes de A est une matrice carrée P de taille (m + 1) x (m + 1) (P = (pij)o<ij<m)
telle que p; ; (resp. p;o), est égal au nombre d’arétes reliant, dans A, un sommet u de
couleur ¢; & un sommet v de couleur ¢; (resp. y = 0), v étant le pere de u. La partition
des arétes d’une arborescence sur [0,n] de racine 0 vérifie pg; = 0 pour 1 < j < m et
ZT:U pij =ni pour 1 <i<m.

e couleur ¢
e couleur ¢y
ocouleur cs
® couleur ¢y

oON O =O
—_— W o NN O
ON NN O
ON = DN O
_o O OO

F1G. 5.6 — Une arborescence et sa partition des arétes

Remarque 103. On étend naturellement cette notion de partition des arétes aux endofonc-
tions en les considérant comme des graphes orientés (p; ; est le nombre d’arcs allant d’un
sommet de couleur ¢; vers un sommet de couleur ¢;).

Notation. On note pj le vecteur correspondant a la §¢™¢ colonne (P0,jsP1,js - - - Dm,j) de la
matrice P et P! =[], ;p; ;! (par convention 0! = 1).

Pour énumérer les (#,G)-arborescences dont la partition des arétes P est fixée il suffit
d’énumérer les (H,G)-endofonctions restreintes de partition des arétes P, compte-tenu de
la bijection entre arborescences et endofonctions et de la propriété de conservation des
fibres (propriété 101). Pour prendre en compte la contrainte sur le graphe des couleurs des
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endofonctions, on utilise le théoreme “Matrix-Tree” pour les graphes orientés (voir [77,
section 3.3.24] ou [31]).

Théoréme 104. Soit A = (A j)i1<ij<n la matrice d’adjacence d’un graphe orienté G éti-
queté a n sommets (X; ; est le nombre d’arcs allant de i vers j). Le nombre d’arborescences
couvrantes orientées de G de racine ¢ € [n] dont tous les arcs sont orientés vers c est €gal

n
det ({57’] Z Ai,k} — Aivj) .
k=1 1<i,j<n,ifc,j#c

Pour une famille d’objets combinatoires étiquetés F et un entier k, on rappelle que
F*[n] désigne la famille des objets étiquetés sur [n] constitués d'une liste ordonnée de k
F-structures. On note alors H[n] (resp. G;" [n]) 'ensemble des H-structures (resp. G;"-
structures) sur [n].

Théoréme 105. Soit P une matrice vérifiant les conditions de la définition 102 et §(P)
la matrice (6; jn; — pij)i<ij<m- Le nombre de (H,G)-arborescences sur [n] admettant P
comme partition des arétes est

(5.10) det(3(P)) "5 (H g [pin) Hipol .

Preuve. Comme nous 'avons déja mentionné, il suffit de montrer que le nombre de (H,G)-
endofonctions restreintes sur [n] admettant P comme partition des arétes est égal a (5.10).

On dit qu'une arborescence orientée T sur [0,m] est compatible avec P si le fait qu’il
existe dans 7' un arc reliant ¢ & j, 4 étant le fils de j implique que p;; # 0 (une telle
arborescence a donc forcément 0 pour racine, par définition de P).

Soit T" une arborescence orientée compatible avec P. On cherche dans un premier
temps a calculer le nombre de (#,G)-endofonctions restreintes f sur [n] admettant 7'
comme graphe des couleurs. On remarque que si 7' posseéde un arc reliant i a j (avec i
fils de 7 et donc i > 0), le nombre de fagons de répartir les n; — 1 éléments de couleur
¢; ('élément 1; a pour image un élément de couleur c;) en respectant la partition des
couleurs de leurs images est

( n; — 1 ) _ Diy ( n; )
Di0s- -+ Dij—1.Pij — LPij41,. - Pim n; \Di,0y--- Pijs- -+ Pim

Pour I'élément 1; la couleur de son image est fixée par I’arc reliant 7 et j dans T': ¢; si j > 0,
0 si 7 = 0. On en déduit que le nombre d’endofonctions f admettant une arborescence T'
compatible avec P comme graphe des couleurs est

.11 11 » (ﬁ G 0) g;“mm}) Hpoll-

(i)eT i=1

Soit Tp I'ensemble des arborescences sur [0,m] de racine 0 compatibles avec P. Le théoréme
104 donne

det 5(P) = > | [ »ii].

TeTp \(i,j)€T
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ce qui, combiné & (5.11), permet de déduire que le nombre de (#H,G)-endofonctions res-
treintes admettant P comme partition des arétes est

det (§(P)) (ﬁ {ni (pw’ " 7pi7m> G [pil] }) H[poll ,

i=1
et conclut la preuve de la proposition. O

En rappelant que |H[po]| = po![xP°]H(x) et, que pour i = 1,... ,m, |G/ [pi]| =
pi![xPi](G;(x))"™, on a, compte-tenu du lemme 95 et de la proposition précédente, une
preuve combinatoire immédiate de la variante suivante de la formule de Good, due &
Goulden et Jackson [95] (voir aussi [77, section 1.2.13]).

Corollaire 106. Soient m un entier, x le vecteur (z1,... ,oy,) de variables formelles,
H(x),G1(x),... ,Gmn(x) des séries formelles multivariées telles que G;(0,... ,0) # 0 pour
i1 =1,... ,m. L’ensemble d’équations

Fi(x) = ;G (F1(x),... ,Fip(x)),i=1,... ,m

détermine de maniére unique alors la série formelle en x H(Fy,... ,Fy,) par:

P H{H(F (%), - Fn (%))} =

(H ni) 2 {det (9(P)) (H[x‘"l {(Gi(x))"i}) [xPo] {H(x)}},

i=1 P i=1
la somme portant sur toutes les matrices P vérifiant les conditions de la définition 102.

Pour terminer, nous nous intéressons aux arborescences de Cayley et ordonnées sur
[n], m-coloriées, dont la racine est de couleur ¢y fixée et dont la partition des arétes P est
fixée. Nous aurons besoin du résultat (immédiat) suivant.

Lemme 107. Soient S un ensemble de k éléments indistinguables et | un entier. Le
nombre de partitions de S en | parts, éventuellement vides, ordonnées entre elles, est

E+1—-1
()

Des arborescences sur [n], on se raméne aux arborescences sur [0,n] considérées précé-
demment dans ce chapitre en ajoutant un sommet (0 devenant racine et pére de ’ancienne
racine de couleur cj. Ainsi, la partition des arétes P vérifie py o = 1 et pour tout ¢ # k,
pio = 1. Dans les deux corollaires qui suivent, on suppose que la matrice P vérifie ces
conditions. On note ¢; = ;% p;;j le nombre de sommets présents dans les fibres des

sommets de couleur ¢;, et on rappelle que pour tout 1 < ¢ < m, le nombre de sommets de
couleur ¢; est n; = > 1" p;;. Pour une matrice M = (m; j)i<i j<i, on note cofy (M) le

déterminant de la matrice M privée de sa k"¢ ligne et de sa k®™ colonne.
Corollaire 108. Le nombre d’arborescences ordonnées m-coloriées sur [n] dont la racine
est de couleur cp et admettant P pour partition des arétes est

(n+q—1)!

cofy 1 (6(P)) P ,
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Le nombre d’arborescences de Cayley m-coloriées sur [n] dont la racine est de couleur cy,
et admettant P pour partition des arétes est

(n—1)!
P!

n9.

cofy k(0(P))

Preuve. Elle résulte de la preuve du théoreme 105 en remarquant les points suivants.

Les arborescences A considérées (sur [0,n] aprés ajout du sommet 0) étant telles
que la racine 0 a un unique fils de couleur ¢, il leur correspond des endofonctions
restreintes f4 pour lesquelles fa(1;) = 0 et fa(1;) # 0 pour i # k (ce constat résulte
immédiatement de la construction du paragraphe 5.2.3). Il s’ensuit que le graphe des
couleurs de ces endofonctions est une arborescence de racine 0 n’ayant qu’un seul
fils 1. En utilisant cette propriété dans la preuve du théoréme 105 et en appliquant
le théoreme 104, on en déduit que le terme det(d(P)) de (5.10) vaut cofy x(6(P)).
Le lemme 107 nous assure que pour les arborescences ordonnées, le nombre de fagons
d’ordonner les ¢; sommets présents dans la fibre des n; sommets de couleur ¢; (ou,
de maniére équivalente, le nombre de L"i-structures sur [p;i]) est

” (nz +qi — 1)
Z ai

Pour les arborescences de Cayley, ce nombre (ou le nombre de £™i-structures sur
[pi]) est n!* (chacun des g; sommets se trouve dans la fibre de I'un des n; sommets
de couleur ¢;). 0

Nous nous intéressons maintenant aux arborescences dont la couleur de la racine et
la partition des arétes sont fixées, ainsi que la partition des degrés, que nous définissons
ci-dessous.

Définition 109. Soit A une arborescence sur [0,n] de racine 0. La partition des degrés
de A est une matrice D = (d,;vj)lg’j de taille m x oo, ol d; ; est le nombre de sommets
de couleur ¢; ayant 57 — 1 fils. Une telle matrice vérifie pour 1 < 1 < m, ij] d;; =mn; et
qi = Zj>] (4 — 1)d; 5, q; désignant le nombre total de sommets présents dans les fibres des
sommets de couleur ¢;.

e couleur ¢
e couleur ¢
ocouleur c3
® couleur ¢y

O Wk &
—_ D = =
OO = O
OO = O
o O OO

1 03 o2 o6 02 Of

Fi1G. 5.7 Une arborescence et sa partition des degrés
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Corollaire 110. Le nombre d’arborescences ordonnées m-coloriées sur [n], dont la racine
est de couleur c, admettant P pour partition des arétes et D comme partition des degrés,
est
q'n!/(n — 1)!

P!D!

Le nombre d’arborescences de Cayley m-coloriées sur [n], dont la racine est de couleur cy,
admettant P pour partition des arétes et D comme partition des degrés, est

cofy 1 (6(P))

gn!(n —1)! 1
cofr ik (O(P))—pipr— 7!;[1 (G — 1)Hdis

Preuve. La preuve de ces deux formules est similaire & la preuve du Corollaire précédent.
La seule différence réside dans le fait que le nombre de facons d’ordonner les g; éléments
présents dans les fibres des sommets de couleur ¢; en respectant la partition des degrés
(c’est-a-dire le nombre de L™i-structures sur [p;] telles que d; ; sommets ont degré j — 1)

est
! i
qi;: .
din, dio, di3,...

La formule pour les arborescences de Cayley est une conséquence directe de la formule
pour les arborescences ordonnées (en effet, le nombre de fagons d’ordonner les fils d'un
sommet de degré d est d!). 0

5.4 Enumération et génération aléatoire de cactus m-aires

Nous nous intéressons maintenant aux cactus planaires. Nous montrons comment la
bijection entre arborescences et endofonctions permet d’expliquer combinatoirement deux
formules d’énumération relatives a ces objets, qui n’avaient pas recu a ce jour d’explica-
tion combinatoire!, et nous en déduisons un algorithme de génération aléatoire pour ces
structures.

5.4.1 Généralités sur les cactus.

Définition 111. Un m-cactus est un graphe simple connexe dans lequel chaque aréte
appartient & exactement un cycle élémentaire de taille m. De facon équivalente, chaque
composante 2-connexe d’un cactus est un cycle élémentaire & m sommets, c’est-a-dire un
m-gone (un polygone & m cotés).

Dans cette section, nous nous intéressons aux m-cactus plongés dans le plan (les poly-
gones adjacents a un sommet sont circulairement ordonnés), nommés m-cactus planaires,
et plus particulierement aux cactus m-aires.

Définition 112. Un cactus m-aire est un m-cactus planaire tel que les sommets autour
de chaque m-gone sont coloriés successivement par les couleurs cy,co, ... ,¢,, dans le sens
trigonométrique, et dans lequel un polygone est distingué (ou de maniére équivalente une
aréte reliant un sommet de couleur ¢; et un sommet de couleur ¢y). On parle parfois de

1. Nous avons récemment appris que D. Zvonkin a obtenu une autre preuve combinatoire de ces formules
[168].
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Fia. 5.8 — Un 3-cactus

cactus m-aire enraciné. Un cactus m-aire sur n = (nq,... ,ny,) est un cactus m-aire ayant
n; sommets de couleur i (pour i =1,... ,m).

e couleur ¢
e couleur cy

o couleur cs3

Fi1G. 5.9 — Un cactus ternaire

Les premieres études concernant ces graphes sont dues & Harary et Uhlenbeck [89] et
Harary et Palmer [88], suite & un article de Husimi [93]. Les cactus m-aires apparaissent
dans plusieurs champs des mathématiques, comme par exemple la classification topolo-
gique des polynomes complexes [58, 87] ou encore les factorisations transitives minimales
de permutations circulaires [78] (voir chapitre 6 de cette these).

5.4.2 Enumérations de cactus m-aires

Cactus, arborescences et endofonctions. Dans ce paragraphe, nous mettons en
évidence la structure arborescente des cactus m-aires, ce qui, combiné a la bijection entre
arborescences et endofonctions, nous permettra de mener a bien leur énumération.

Définition 113. Une arborescence m-cactacée sur n est une arborescence m-coloriée non
étiquetée ayant n; sommets de couleur ¢; (i = 1,... ,m), de racine un sommet de couleur
c1, et telle que la fibre de tout sommet u de couleur ¢; est structurée en une liste ordonnée
de i-blocs, un i-bloc étant un ensemble (non ordonné donc) de (m — 1) sommets dont les
couleurs sont les m — 1 autres que ¢;. La figure 5.10 présente une arborescence 3-cactacée.

Lemme 114. 1l existe une bijection entre les arborescences m-cactacées sur n et les cactus
m-aires Sur n.

Il s’agit d’un résultat classique concernant les cactus m-aires enracinés, basé sur un
parcours en profondeur des polygones d’un cactus, en commencant par le polygone conte-
nant l'aréte racine (son sommet de couleur ¢; est la racine de 'arborescence créée), au
cours duquel on remplace chaque polygone rencontré par un i-bloc si on est arrivé sur
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ce polygone par un sommet de couleur ¢;. On associe ainsi un bloc a chaque polygone.
La figure suivante, dans laquelle on a représenté les blocs par des rectangles et on a “fu-
sionné” les arétes joignant les sommets d’un bloc & leur pere en une seule aréte, illustre
cette construction (on remarque que le polygone racine du cactus correspond au premier
fils de la racine de I'arborescence).

—
/. ?\ @ O
/

F1Gc. 5.10 Cactus ternaire et arborescence 3-cactacée

On appelle degré d’un sommet dans une arborescence cactacée le nombre de blocs
présents dans sa fibre, et degré d’'un sommet dans un cactus le nombre de polygones
auxquels ce sommet est incident. On vérifie alors immédiatement la propriété suivante.

Propriété 115. Soit C un cactus m-aire. Si u est un sommet de C autre que le sommet
distingué (appartenant & l’aréte racine) de couleur ¢y, et u est incident & k polygones dans
C (k > 0), alors u a degré (k — 1). Le sommet distingué de couleur ¢; de C' et la racine de
I’arborescence cactacée associée ont, pour leur part, méme degré.

Pour énumérer les cactus m-aires, on se rameéne donc a ’énumération des arborescences
m-cactacées. Pour cela nous allons utiliser la bijection entre arborescences et endofonctions
apres avoir étiqueté les sommets de ces arborescences: les n; sommets de couleur ¢; d’une
arborescence m-cactacée sur n sont étiquetés sur [n;] et on parle alors d’arborescence
m-cactacée étiquetée sur [n] (ou d’arborescences m-cactacées sur [n]).

Remarque 116. Si ay, (resp. by) est le nombre d’arborescences m-cactacées sur n (resp.
étiquetées sur [n]), alors b, = nla,. Ainsi un algorithme engendrant aléatoirement et
uniformément les arborescences m-cactacées étiquetées sur [n] induit un algorithme en-
gendrant aléatoirement et uniformément les arborescences m-cactacées sur n.

En appliquant la bijection entre arborescences et endofonctions de la section 5.2, on
obtient une bijection entre arborescences cactacées étiquetées et endofonctions cactacées,
dont la définition est la suivante.

Définition 117. Une endofonction cactacée sur [n] est une endofonction restreinte m-
coloriée telle que la fibre de tout sommet u de couleur ¢; est structurée en une liste
ordonnée de i-blocs, la fibre de 0 comportant un seul sommet, le sommet 1 de couleur ¢;.

Remarque 118. Le fait que la fibre de 0 est constituée du seul sommet 1 de couleur ¢y est
une conséquence directe de la construction permettant de passer d’une arborescence a une
endofonction restreinte (paragraphe 5.2.3).
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Nous nous intéressons dans un premier temps au nombre de cactus m-aires ayant n;
sommets de couleur ¢;, pour un vecteur n donné. On peut commencer par remarquer que
ce vecteur doit vérifier certaines conditions.

Lemme 119. Soient n donné et n = Y..", n;. Il existe au moins un cactus m-aire sur
n si et seulement si (n — 1) = p(m — 1) (p est alors égal au nombre de polygones) et
1<n; <p, pouri=1,... m.

Preuve. La condition est clairement nécessaire car chaque polygone comporte m sommets.
Pour prouver qu’elle est suffisante, on raisonne par induction sur p. Sip =0, n = 1 et
on a le cactus & un seul sommet. Sinon, si p = 1, alors n; = 1 pour s = 1,... ,m et on
a le cactus a un seul polygone. Sinon (p > 1), il existe i tel que n; < p. Supposons que
Ny, < p et définissons le vecteur n' par n;, = n,, et n; = n; — 1 pour i # m. Il suffit alors
de construire un m-cactus de distribution des couleurs n’ et d’y attacher en un sommet
de couleur c¢,, un polygone pour obtenir un m-cactus de distribution des couleur n. O

Le résultat suivant, donnant le nombre de cactus m-aires selon le nombre de sommets
de chaque couleur, est di & Goulden et Jackson [78] (voir aussi [21, 22]).

Théoréme 120. Soit n = (n1,... ,ny) un vecteur d’entiers positifs vérifiant les condi-
tions du lemme 119. Le nombre de cactus m-aires sur n est

(5.12) %f{l (7’;)

otin =3 " n; etp=(n—1)/(m—1) estle nombre de polygones.

Preuve. 11 suffit de dénombrer les endofonctions cactacées sur [n]. Afin de prendre en
compte les contraintes du graphe des couleurs de ces endofonctions restreintes, on com-
mence par remarquer que le codage de Priifer, présenté au chapitre 1, induit un étiquetage
des arétes d’une arborescence de Cayley : si lors de la i®™¢ étape du codage (algorithme 2)
on crée une aréte entre les sommets u et v, on étiquette cette aréte par 1.

2.5.1.21 >

4 6 3

Nous réalisons I’énumération des endofonctions cactacées en trois étapes : partition des
blocs, placement des éléments minimaux (éléments 1;) et enfin placement des éléments
non minimaux. On rappelle qu'une endofonction cactacée ayant n; sommets de couleur
1 comporte exactement p blocs, et que la préimage de I'élément 0 est constituée du seul
élément 1. Un i-bloc étant constitué de m — 1 sommets de couleurs deux a deux distinctes
et autres que ¢;, on en déduit la propriété suivante.

(a) Le nombre de 1-blocs est p — ny + 1, et le nombre de i-blocs, pour i > 1, est p — n,.

Etape 1. Partition des blocs. Elle consiste a répartir les p —nq + 1 1-blocs en nq parts
(les mq fibres des sommets de couleur ¢1) et les p —n; i-blocs (i > 1) en n; parts (les fibres
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des sommets de couleur ¢;). On déduit du lemme 107 que le nombre de fagons de répartir
les blocs dans les endofonctions cactacées sur [n] est

b () gt i)

i=

Maintenant, étant donnée une partition des blocs, (on connait, pour chaque sommet,
le nombre de blocs que contient sa fibre) il nous faut déterminer le nombre de fagons de
répartir les sommets dans les blocs de maniére & ce que la contrainte sur le graphe des
couleurs d’une endofonction cactacée soit satisfaite.

Etape 2. Placement des sommets minimaux. On considére dans un premier temps
les sommets minimaux 1;, i = 2,... ;m (1, le seul sommet présent dans la fibre de 0,
n’appartient & aucun bloc), qui sont les sommets déterminant le graphe des couleurs de
I’endofonction. Le nombre facons de placer les sommets minimaux afin que le graphe des
couleurs soit une arborescence orientée de racine 0 dont tous les arcs sont orientés vers (
est

(5.14) P (p — 4 1).

En effet, supposons les p blocs numérotés de maniére arbitraire de 1 & p et considérons
un mot w de longueur (m — 1) sur Palphabet [p]: & toute lettre de w correspond un des
p blocs de 'endofonction. A partir de w, on construit le mot w’ en remplacant chaque
numéro de bloc par son type: si le bloc a dans w est un i-bloc, on remplace a par ¢ dans
w'. Ce mot w' est alors un mot de longueur (m — 1) sur 'alphabet [m]. La justification
de cette construction transformant w en w’ est due au fait que le graphe des couleurs est,
comme son nom l'indique, seulement fonction des couleurs: ainsi, le fait que le sommet
1; soit dans un quelconque des i-blocs se traduit par un arc unique j — ¢ dans le graphe
des couleurs. En appliquant le codage de Prufer au mot w' tel que décrit précédemment,
on obtient une arborescence sur [m] dont les arétes sont étiquetées sur [m — 1] (on les
oriente vers la racine et on parle donc d’arcs). On peut alors associer & cette arborescence
le placement suivant des éléments minimaux: si on a un arc de i vers j étiqueté k, on
place le sommet 1; dans le bloc correspondant & la k°™¢ lettre de w. Ce bloc, donné par
la k™ lettre de w ne peut étre un i-bloc: en effet, 'arc d’étiquette k allant de i & j
(i # 7), la k°™€ lettre de w' est donc j et ce bloc est un j-bloc. Par exemple, pour m = 4
et n = (3,3,3,4), soit la partition suivante des blocs (les 4 blocs sont numérotés de 1 a 4
de gauche a droite).

valii

o O ©) ® ® ® ®

el o
12 123 <1234

Pour w = 2.4.1, on obtient w’ = 1.3.1 et le codage de Prifer appliqué & w’ donne 'arbo-
rescence suivante.
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On place alors le sommet 1o dans le bloc 4, le sommet 13 dans le bloc 1 et le sommet 14
dans le bloc 2.

Pour que la contrainte sur le graphe des couleurs soit vérifiée par ce placement des
éléments minimaux, il faut et il suffit que sa racine soit le sommet 1, ce qui équivaut a
imposer que la derniere lettre de w' est la lettre 1 (on obtient ainsi une arborescence de
racine 1 que l'on relie & 0 par un arc joignant 1 & 0) et donc que le bloc associé & la derniere
lettre de w est un 1-bloc. On a donc p choix pour chacune des (m — 2) premieres lettres
de w et (p — n1 + 1) pour sa derniére lettre, ce qui prouve (5.14).

Etape 3. Placement des éléments non minimaux. Une fois que les éléments mini-
maux sont placés, la partition des n; — 1 autres sommets dans les blocs ne pose aucun
probléeme. On déduit le résultat voulu de (5.13), (5.14) et du fait qu’il y a (n —1)! =
[T:%,(n; — 1)! facons de répartir les éléments non minimaux (en tenant compte de la
remarque 116). 0

La distribution des degrés d’'un cactus est une matrice D = (d; j)1,<;,j, de taille m x oo,
ou d; ; est le nombre de sommets de couleur 7 et degré j. On considere chaque ligne
(di1,d; 2, ...) comme un vecteur d;. Par définition de D, onan = ZU dijetn; = Zj d; j,
pour ¢ = 1,... ;,m. Par exemple, la distribution des degrés du cactus de la figure 5.9 est
donnée par la matrice

3 10
D=1]13 10
2 01

o o O

Théoreme 121. [78, 21| Soit D = (d; ;) une matrice d’entiers positifs ou nuls de taille
m X 00 avec n; =) ;s dijj et n=(ny,... .ny) vérifiant les conditions du lemme 119. Le
nombre de cactus m-aires sur n ayant D pour distribution des degrés est

"1 [n;
5.15 ml | | —(").
(5.15) P T (di>

oun=>y." netp=(n—-1)/(m-1).

Preuve. La preuve de ce résultat repose sur le méme principe que la précédente, compte-
tenu de la bijection entre arborescences cactacées et endofonctions cactacées. Si le degré
d’un élément d’une endofonction cactacée est le nombre de blocs présents dans sa fibre,
grace & la propriété 101 de conservation de la structure des fibres et & la propriété 115,
I’ensemble des cactus m-aires ayant pour partition des degrés D et une racine de degré [
(le sommet de couleur ¢; du polygone racine est incident a [ polygones) est en bijection
avec l'ensemble des endofonctions cactacées ayant

d;,; éléments de couleur ¢; et de degré j —1sii>1ou (i=1,7#1let j# (I+1)),
dy; — 1 éléments de couleur ¢y et de degré [ — 1 et
— dy 41 + 1 éléments de couleur ¢; et de degré [.

Etape 1.a. Partition des i-blocs pour ¢ > 1. Pour chaque couleur ¢;, avec i > 1, le
nombre de facons de répartir les i-blocs dans les fibres des n; sommets de couleur 7 est

(dr)
di,]adi,Qa"' .
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On place en effet j — 1 i-blocs dans chaque fibre de d; ; éléments de couleur ¢;, choisis
parmi n;, et ce pour tout 57 > 1.

Etape 1.b. Partition et pointage des 1-blocs. En ce qui concerne la couleur ¢;, on
commence de la méme maniere que pour les autres couleurs: on place 5 — 1 1-blocs dans
chacune des fibres de d; ; éléments de couleur ¢; choisis parmi n;, pour chaque valeur
de 5 > 1. On obtient alors la méme expression que précédemment avec ¢ = 1. Mais ici,
il reste encore un 1-bloc a placer dans la fibre d’un élément de couleur c;, bloc que 'on
distingue. Comme il y a exactement d + 1 facons de placer un bloc distingué dans la fibre
d’un élément de degré d, on a donc

m+Y (G-Ddij—1l=m+@p-n+1)-1=p
i>1

facons de placer ce 1-bloc distingué dans la fibre d’un élément de couleur ¢;.
On en déduit que le nombre de facons de placer ’ensemble des p-blocs et de distinguer
un 1-bloc est donné par

g

(5.16) r]] <d.] dia >
2,1507,25 - - -

=1

Etape 2. Placement des éléments minimaux. De la méme maniére que pour la preuve
précédente, le nombre de fagons de placer les éléments minimaux 1; (i > 1), en respectant
la contrainte sur le graphe des couleurs, est donné, aprées numérotation arbitraire des
blocs sur [p], par le nombre de mots de longueur (m — 1) sur I'alphabet [p] pour lesquels
la derniere lettre est le numéro du 1-bloc distingué. Il y’en a donc

(5.17) P2

Etape 3. Placement des éléments non minimaux. Finalement, comme précédem-
ment, il y a (n — 1)! fagons de placer les éléments non minimaux.

Ce dernier point, combiné a (5.16), (5.17) et & la remarque 116 donne la formule (5.15).
O

5.4.3 Génération aléatoire de cactus m-aires

Les preuves précédentes, outre le fait qu’elles donnent la premiere explication combi-
natoire, a notre connaissance, des formules d’énumération de cactus m-aires, induisent des
algorithmes efficaces de génération aléatoire uniforme de cactus m-aires, selon la distribu-
tion des couleurs ou des degrés.

Pour énumérer les endofonctions cactacées selon la distribution des couleurs ou des
degrés, nous avons suivi un cheminement en trois étapes qui sous-tendent les grandes lignes
d’un algorithme de génération aléatoire de cactus m-aires. Pour engendrer aléatoirement
et uniformément une telle structure selon la distribution des couleurs (resp. des degrés),
on peut appliquer l'algorithme suivant.
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Algorithme 6: Génération aléatoire de cactus m-aires

Donnée : distribution n (resp. D) des couleurs (resp. des degrés)
Résultat : cactus m-aire
début
génération d’une endofonction cactacée ayant distribution des couleurs n (resp.
des degrés D) par les 3 étapes suivantes;
1. partition des blocs;
2. placement des éléments minimaux;
3. placement des éléments non minimaux;
application de la bijection entre endofonctions cactacées et arborescences cac-
tacées étiquetées;
application de la bijection entre arborescences cactacées et cactus m-aires;

Lemme 122. L’Algorithme 6 permet d’engendrer aléatoirement et uniformément un cac-
tus m-aire a n. sommets selon la distribution des couleurs ou des degrés, en temps et espace

O(n).

Preuve. Par les preuves des théoremes 120 et 121, il est clair que cet algorithme engendre
un cactus m-aire. Il reste & vérifier que cette génération est uniforme et que les complexités
en temps et en espace sont linéaires.

1. Génération uniforme. Le fait que cet algorithme engendre uniformément les cactus
m-aires, c’est-a-dire que tous les cactus ayant une distribution des couleurs n (resp. des
degrés D) ont la méme probabilité d’étre engendrés, provient du fait que lors de I'étape
de génération aléatoire d’'une endofonction cactacée :

— toutes les partitions des blocs ont la méme probabilité d’étre engendrées,

— le nombre de facons de placer les éléments minimaux ne dépend pas de la partition
des blocs (et tous ces placements sont donc équiprobables),

le nombre de facons de placer les éléments non minimaux ne dépend ni de la partition
des blocs, ni du placement des éléments minimaux (et tous ces placements sont donc
équiprobables).

2. Complexité linéaire en temps et en espace. Dans les deux cas, la phase de
partition des blocs consiste essentiellement & partitionner un ensemble de taille fixée de
i-blocs en mn; parts, ce qui se fait en temps et espace linéaires. Le placement des éléments
minimaux consiste a choisir un mot de longueur fixée sur un alphabet fixé, puis a appliquer
le codage de Priifer, ce qui 1A aussi se fait en temps et espace linéaires. Le placement des
éléments non minimaux consiste a choisir aléatoirement une permutation sur les éléments
non minimaux, ce qui se fait également en temps et espace linéaires.

La transformation d’une arborescence cactacée en un cactus s’effectuant en temps
et espace linéaires par un parcours de I'arborescence, la complexité de l'algorithme est
donc déterminée par la complexité de la transformation d’une endofonction cactacée en
arborescence cactacée.

Supposons qu’on code les sommets s des endofonctions cactacées et des arborescences
cactacées avec la méme structure de donnée, comportant les informations suivantes: la
couleur ¢ et ’étiquette e du sommet s, I’adresse p de son pere, un tableau F' stockant sa
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fibre, et la position de s dans le tableau F, de son pere. La transformation se décompose

en trois étapes.
On marque tout d’abord les sommets du squelette et on calcule le degré de la restric-
tion de leur fibre dans ce squelette, ce qui se fait en au plus deux parcours effectués
en remontant le long des chemins de I’endofonction.
Une fois les sommets du squelette marqués, en utilisant un tableau de taille n; pour
chaque couleur, on parcoure une nouvelle fois tous les sommets de ’endofonction
pour construire les ensembles S;.
On transforme finalement le squelette en modifiant les fibres de ses éléments, ce qui
ne pose pas de difficulté car chaque sommet connait sa position dans le tableau F'
de son peére.

Cette transformation s’effectue donc en temps et espace linéaires. O

Remarque 123. La preuve de la forme arborescente de la formule de Good due & Goulden
et Kulkarni [80] a les mémes propriétés algorithmiques que la preuve présentée ici et peut
étre utilisée de la méme maniere pour obtenir un algorithme linéaire de génération aléatoire
et uniforme de cactus m-aires.

5.5 Conclusion

Nous terminons ce chapitre en présentant quelques problémes liés & la formule de
Lagrange multidimensionnelle et qui nous semblent intéressants & examiner.

Enumération d’arborescences chromatiques ordonnées. Une arborescence m-co-
loriée est dite m-chromatique si toute aréte relie deux sommets de couleurs différentes.

L’énumération d’arborescences de Cayley (la fibre de chaque sommet est munie d’une
E-structure) m-chromatiques selon la distribution des couleurs est simple & mener. Le
nombre d’arborescences de Cayley m-chromatiques sur [n] est

m m-1 [ m m ni-l
2om ) I 2 m
i=1 i=1 \j=1, j#i

On explique aisément cette formule en termes d’endofonctions correspondant aux arbores-
cences de Cayley m-chromatiques: le premier terme de cette expression exprime le nombre
de facons de choisir les images des éléments 1; de sorte que ’endofonction soit restreinte
(par une technique utilisant le codage de Priifer analogue a la technique employée dans
Pénumération de cactus planaires), le deuxiéme terme exprime le nombre de fagons de
choisir les images des éléments non minimaux.

Dans le cas des arborescences ordonnées m-chromatiques, le probleme est plus difficile.
Soit OC la famille des arborescences ordonnées m-chromatiques. Dans le cas m = 2, on
déduit de la propriété 101 de conservation de la structure des fibres que les endofonc-
tions correspondant a ces arborescences sont telles que la fibre d’un sommet de couleur
c¢1 ne comporte que des éléments de couleur cy et inversement. On en déduit presque
immédiatement que le nombre d’arborescences 2-chromatiques ordonnées ayant nj (resp.
ny) sommets de couleur ¢; (resp. ¢s) est

1 I (n—1! (n—1)! 1 (n—1)! (n—1)!
ﬁ(n_l(ngl)!(n12)!+n_2(n11)!(n22)!>’
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ol n =nj + ng.

Cependant, dés que m > 2, il devient plus difficile de décrire les endofonctions res-
treintes correspondant aux arborescences de OC, et il n’existe pas, a notre connaissance,
une formule d’énumération pour ces arborescences. On peut toutefois utiliser le Corollaire
108 et sommer sur toutes les partitions des arétes. Le résultat suivant, qui est le meilleur
que nous ayons pu établir pour ce probléeme, est basé sur ce principe, avec l'avantage
d’avoir éliminé le calcul du cofacteur.

Proposition 124. Le nombre d’arborescences ordonnées m-chromatiques sur [n] est

m

) n — 1!
[Ten i) ;%’

=2

ou la somme est sur toutes les matrices P = (p; j)mxm telles que p;; = 0, ) Tzl Dij =
m Zm
TL,;*I,TL: E 1=1 n’i th]: l:]p77]

Preuve. On énumere les endofonctions restreintes correspondant aux arborescences or-
données m-chromatiques en considérant la matrice P donnant la partition des arcs ex-
cluant ceux ayant les éléments minimaux pour origine (p;; est le nombre d’arcs allant
d’un sommet de couleur ¢; différent de 1; & un sommet de couleur (:j). Ainsi, g; est le
nombre d’éléments non minimaux présents dans la fibre des éléments de couleur ¢;. On a

p’/:,l’ R 7pi,m

facons de choisir la couleur des images des éléments non minimaux de couleur ¢;. On déduit
du lemme 107 qu’une fois ces choix faits pour i = 1,... ,m (chaque élément non minimal
connait la couleur de son image), on a

” ni+¢q —1
v nifl

facons de choisir les préimages (hors éléments minimaux) des éléments de couleur ¢; et de
les ordonner linéairement. Il reste alors & déterminer les images des éléments minimaux de
sorte que l'on ait une endofonction restreinte. On utilise le codage de Priifer exactement
de la méme facon que pour I'énumération de cactus m-aires, et obtient ainsi le résultat
voulu. O

Dans le cas m = 3, cette proposition fournit la formule suivante pour le nombre
d’arborescences ordonnées 3-chromatiques sur [ny,n9,n3] (n = nq 4+ ng +mn3), certes lourde,
mais programmable pour calculer les premiéres valeurs plus rapidement que par extraction
de coefficients de séries définies par des équations lagrangiennes :

ni—1ns—1ng—

(5.18) (2n-2)2n-3) Y Y Z n1+n2 kot ks — 2!

— k=1
k1—=0 ko—0 k3—0 m 1 )

(n2+n3*k3+k1 *2)! (TL1+TL3*/€1 + ko *2)!
k‘Q!(’I’LQ*kQ*l)! k“;'(ﬂ‘;*k‘g*l)'
Cependant, lorsque m croit, ce mode de calcul devient rapidement trop lourd, en raison
notamment du grand nombre de matrices P & considérer.
Le probléme de déterminer (de calculer) le nombre d’arborescences ordonnées m-
chromatiques (m > 2) selon la distribution des couleurs se pose et semble étre difficile.
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Formule de Lagrange multidimensionnelle et objets non étiquetés. La preuve
de la formule de Lagrange multivariée que nous avons présentée, comme celle de Goulden et
Kulkarni [80], est basée sur une bijection entre deux ensembles d’objets coloriés étiquetés.
Comme on 'a vu, cela ne cause pas de difficulté pour la génération aléatoire de cactus
m-aires car les arborescences m-cactacées sont des structures plongées dans le plan, et
donc asymétriques.

On peut cependant vouloir engendrer les cactus (ou d’autres structures “lagrangien-
nes” coloriées) non pas aléatoirement, mais ezhaustivement, ¢’est-a-dire engendrer tous les
cactus ayant une distribution des couleurs (ou des degrés) donnée. Ce probléme, apparait
notamment dans le cadre de la classification topologique des polynomes complexes [58, 87]
et revient a engendrer exhaustivement toutes les arborescences m-cactacées de partition
des couleurs (ou des degrés) donnée (lemme 114). Dans ce contexte, le fait que pour une
distribution des couleurs donnée n, il y ait n! fois plus d’arborescences m-cactacées sur
[n] que d’arborescences m-cactacées non étiquetées sur n entraine un surcout prohibitif.

Dans cette optique, il serait intéressant d’avoir une preuve combinatoire de la for-
mule de Good basée sur la manipulation d’objets non €tiquetées et utilisant des séries
génératrices ordinaires.

Comme nous ’avons déja mentionné, il existe pour le cas unidimensionnel deux preuves
de la formule de Lagrange manipulant des arborescences non étiquetées et dérivées de
preuves “étiquetées”. Elles sont dues a Chen [38, 39] et Joyal [96]. La preuve de Joyal
est particulierement intéressante car elle est basée sur le méme principe que la preuve de
Labelle [108] (Joyal utilise la théorie des especes linéaires, voisine de la théorie des especes
classiques utilisée par Labelle pour sa preuve “étiquetée”).

Dans le cas multidimensionnel, la seule preuve “non étiquetée” que nous connaissons
est due & Chottin [42, 43], mais se limite au cas m = 2. Si la technique employée ne
semble pas pouvoir s’étendre au dela, les objets considérés dans cette preuve fournissent
cependant une piste intéressante. En effet, on déduit aisément des travaux de Chottin les
points suivants.

Le membre gauche de (5.7) est le nombre d’arborescences non étiquetées m-coloriées
ayant n; sommets de couleur ¢;, ayant pour racine 0, et telles que

— la fibre de chaque sommet (y compris la racine) est munie d’une structure
d’ordre linéaire,
pour tout sommet de couleur ¢;, aucun de ses fréres gauches ne peut étre de
couleur c; avec j > 1,
un sommet de couleur ¢; (resp. la racine 0) possédant dans sa fibre fi,... . fm
fils de couleurs respectives ci, ... ,c;, est pondéré par le coefficient de [xf] dans
Fj(x) (resp. H(x)).

— On peut interpréter le membre droit de (5.7) en termes d’esquisse d’'une (H,G)-
endofonction restreinte. Soit f une telle endofonction: son esquisse est obtenu en
“oubliant”, pour chaque élément u, les étiquettes de sa fibre de f~'(u), pour n’en
conserver que la structure (le nombre de sommets de chaque couleur) et, si la fibre
de u comporte f; éléments de couleur ¢;, on pondére u par le coefficient de [xf] dans
Fi(x) siu#0 et de H(x)) si u=0.

Remarque 125. Cette présentation de la formule de Lagrange due a Chottin souligne le fait
que les arborescences de Cayley sont le modele naturel pour la formule de Lagrange dans le
cadre des séries génératrices exponentielles, alors que les arborescences ordonnées semblent
étre le modele naturel pour la formule de Lagrange dans le cadre des séries génératrices
ordinaires.
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Cela suggere une piste séduisante pour tenter établir une preuve combinatoire “non
étiquetée” de la formule de Good. Si on note Ag 3 (resp. Sg %) les arborescences ordonnées
(resp. esquisse d’endofonctions) définies précédemment, il faudrait définir deux algorithmes
étiquetant canoniquement les arborescences de Ag 3 et les esquisses d’endofonctions de
Sg . (on disposerait alors de structures étiquetées permettant d’appliquer la bijection ®
entre arborescences et endofonctions). Ces algorithmes devraient étre tels que pour toute
arborescence A obtenue en étiquetant une arborescence de Ag 3 (resp. toute endofonction
f obtenue en étiquetant une esquisse d’endofonction de Sg ), il existe une esquisse d’en-
dofonction de Sg 3 tel que son étiquetage donne ®(A) (resp. il existe une arborescence de
Ag  telle que son étiquetage donne ®(f)).



Chapitre 6

Enumération de m-constellations

Ce dernier chapitre est & nouveau consacré a ’énumération et a la génération aléatoire
de structures arborescentes coloriées a l'aide de la formule de Lagrange multidimension-
nelle. Plus précisément, nous nous intéressons & une famille de cartes planaires m-coloriées,
appelées m-constellations, qui généralisent les cactus m-aires étudiés dans le chapitre
précédent et apparaissent notamment lors de I’énumération des factorisations minimales
transitives de permutations [87, 25, 135]. Le but de ce chapitre est de donner une formule
pour le nombre de m-constellations ayant n sommets et f faces, et d’en fournir une preuve
combinatoire permettant d’obtenir un algorithme de génération aléatoire pour ces cartes.
Dans le cas m = 2, nous obtenons une nouvelle formule dénombrant les cartes biparties,

différente de celle due & Walsh [163].

Ce chapitre se décompose en trois parties.

Dans une premiere section, nous présentons les m-constellations et leurs duales, les
cartes m-eulériennes, ainsi que leur interprétation en termes de factorisations de

permutations.

Nous poursuivons par la présentation des arborescences m-eulériennes et de 'opéra-
tion de cloture, une technique introduite par Schaeffer et Bousquet-Mélou (voir
[25, 135]!) qui établit une bijection entre arborescences m-eulériennes équilibrées

et cartes m-eulériennes.

— Finalement, nous introduisons une famille d’arborescences lagrangiennes, les arbo-
rescences constellées, qui généralisent les arborescences cactacées introduites lors de
I’énumération de cactus m-aires, et nous établissons une bijection entre arborescences
m-~eulériennes et arborescences constellées. Nous terminons en appliquant la formule
de Lagrange multivariée, afin d’énumérer les m-constellations ayant n sommets et
f faces et nous déduisons de la preuve de ce résultat un algorithme de génération

aléatoire.

1. La cloture d’arborescences, non limitée aux seules arborescences eulériennes et constellations, a été
introduite par Schaeffer dans sa these [135, 136]. Elle permet d’énumérer et d’engendrer efficacement de

nombreuses familles de cartes planaires.

105
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6.1 Constellations et cartes eulériennes

On rappelle qu'une carte planaire C' (cf. Cori [48] par exemple) est un plongement
propre d’'un graphe connexe sur la sphére et vérifie la relation suivante (formule d’Euler
pour les cartes planaires) :

(6.1) s(C) + f(C) —a(C) =2,

ou s(C) est le nombre de sommets de C, f(C) le nombre de faces de C et a(C) le nombre
d’arétes de C'. On appelle degré d’une face de C' le nombre d’incidences d’arétes a C.

6.1.1 Généralités sur les constellations

Nous reprenons la définition des m-constellations donnée dans [135].

Définition 126. Soit m > 2. Une m-constellation est une carte planaire dont chaque face
est coloriée en noir ou en blanc de sorte que

les faces adjacentes & une face blanche (resp. noire) sont noires (resp. blanches),
les faces noires (resp. blanches) sont de degré m (resp. multiple de m).

Une m-constellation est enracinée si une de ses arétes est distinguée.

Dans la suite de ce chapitre, on considére uniquement des m-constellations enracinées
(on omet donc le qualificatif enracinée) et on désigne par le terme polygones les faces noires.
De méme que pour les cactus, les sommets situés autour de chaque polygone (& m cotés)

sont coloriés successivement par les couleurs cy,co,... ,¢,;, dans le sens trigonométrique,
avec la convention que ’aréte racine relie un sommet de couleur ¢, 1 & un sommet de
couleur ¢,,. On appelle m-constellation sur n = (nq, ... ,n,,) une m-constellation ayant n;
sommets de couleur ¢; (i =1,... ,m).

Remarque 127. Un cactus m-aire ayant p polygones est une m-constellation ayant p poly-
gones et une seule face blanche.

Notation. Dans les figures présentant des m-constellations, on représente les polygones en
grisé et l'aréte racine est en pointillés.

e couleur ¢;
5 e couleur ¢
o couleur c3

Fic. 6.1 Une 3-constellation
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Enumération de m-constellations. Dans [25, 135], Bousquet-Mélou et Schaeffer prou-
vent bijectivement les résultats suivants.

Théoréme 128. [25, 135] Le nombre de m-constellations C ayant d; faces blanches de
degré mi, pour i =1,... ,m est

ol "L (i 1)
m{m = 1) 1[(m1nf+2'71—1d7;!<731) ’

=1

. _xm g _xm .
oun = Y." id; est le nombre de sommets de C et f =", d; est le nombre de faces
blanches de C.

Corollaire 129. [25, 135] Le nombre de m-constellations ayant p polygones est

(m + 1)mP~! <pm>
= Dp+2[im— Dp+ 11\ p /)
De plus, dans [135], Schaeffer déduit de la preuve du théoréme 128, basée sur la cloture d’ar-
borescences eulériennes, un algorithme de génération aléatoire uniforme de m-constella-
tions ayant p polygones.
Dans la suite de ce chapitre nous nous intéressons aux m-constellations distribuées

suivant le nombre de sommets et le nombre de faces (blanches) et nous prouvons combi-
natoirement le résultat suivant.

Théoréme 130. Soient m, n, [ des entiers tels quen+ f —2=p(m —1) et 1 < f < p.
Le nombre de m-constellations ayant n sommets et f faces blanches est

o ()R I )

k=0
si f>1et
1 mp
03) (m—l)p+1<p>
si f=1.

On déduit de la remarque 127 que le cas f = 1 correspond en fait a la formule dénombrant
les cactus m-aires suivant le nombre de sommets (voir [22, section 4.1] par exemple).

Nous déduirons alors de la preuve de ce résultat un algorithme de génération aléatoire
uniforme de m-constellations ayant n sommets et f faces.

Avant de donner la preuve du théoréme 130, nous pouvons rapidement justifier les
conditions imposées & m, n et f dans I’énoncé du théoreme 130. Soit C' une constellation
ayant n sommets, f faces blanches et p polygones (C' a donc f + p faces et pm arétes).
Par la formule d’Euler (6.1), on a alors n + f +p — pm = 2, ce qui est équivalent a
n+ f —2=p(m —1). De plus si on associe & chaque polygone la face blanche & laquelle
est incidente son aréte reliant les sommets de couleur ¢; et co (par exemple), on en déduit
qu’on associe chaque polygone a une seule face blanche, et on a donc bien 1 < f < p.

Remarque 131. Une m-constellation ayant n sommets et f faces blanches (avec (n+f—2) =
p(m — 1)) a p m-gones (et donc p + f faces).
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Définition 132. Une m-constellation est dite réguliére si et seulement si toutes ses faces
blanches ont degré m.

Proposition 133. [25, 135] Il existe une bijection entre les m-constellations ayant n;
sommets de couleur ¢; (1 < i < m), et f faces blanches, et les (m + 1)-constellations
réguliéres ayant n; sommets de couleur ¢; (1 <i <m) et f sommets de couleur cp1.

La construction reliant m-constellations et (m+ 1)-constellations régulieres est la suivante.
Soit C' une m-constellation : on ajoute au centre de chaque face blanche de C' un sommet x
de couleur ¢, 1 et on transforme chaque aréte adjacente a cette face reliant un sommet y
de couleur ¢; et un sommet z de couleur ¢, en deux arétes reliant respectivement x a y et
z & z. On obtient de cette fagon une (m+1)-constellation réguliére, aréte distinguée étant
I’aréte joignant le sommet de couleur ¢, distingué dans C au sommet de couleur ¢y,
ajouté au centre de la face blanche incidente & ’aréte distinguée de C'. La transformation
inverse est immédiate (voir figure 6.2).

® couleur ¢y

F1G. 6.2 — Bijection entre m-constellations et (m + 1)-constellations réguliéres

Observation 134. Ainsi, pour énumérer (resp. engendrer) les m-constellations sur n ayant
f faces, il suffit d’énumérer (resp. d’engendrer) les (m + 1)-constellations réguliéres sur

(n,f) = (n1,-.. i, f)-

Factorisations minimales transitives de permutations. Les constellations appa-
raissent notamment lors de I’énumération des factorisations minimales de permutations
dans le groupe symétrique, probléme que nous avons abordé au chapitre 2 (section 2.3)
dans le cas particulier des factorisations d’une permutation circulaire en produit de trans-
positions.

Définition 135. Soit oy une permutation sur [n]. Une factorisation minimale transitive
de ¢ est un ensemble ordonné (oy,... ,0,,) de m permutations sur [n] telles que

— 09 = 010y, (le produit étant effectué de gauche a droite),

— le groupe engendré par o1, ... ,0p, agit transitivement sur [n],

- Y, z(0i) =n(m —1)+ 2, olt z(0;) est le nombre de cycles de o;.

Par exemple, si o1 = (1,3)(2), 02 = (1,2,3) et o3 = (1)(2,3), alors (071,09,03) est une
factorisation minimale transitive de o¢ = (1)(2)(3).

Remarque 136. On vérifie alors que la définition 34 définit en fait les factorisations mini-
males transitives de permutations circulaires en produit de transpositions. De plus, I'iden-
tité (2.2) que nous avons démontrée combinatoirement au chapitre 2 apparait dans le
cadre des factorisations minimales transitives de permutations quelconques en produit de
transpositions [79].
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Proposition 137. [25, 135] Soient p > 1 et m > 2. Il existe une bijection entre

les m-constellations C ayant p polygones étiquetés par {1,... p} telles que le poly-
gone incident a l’aréte racine soit étiqueté par 1, et

les ensembles (og, ... ,om) de permutations sur [p] tels que (o1,... ,0m) est une fac-
torisation minimale transitive de oy.

De plus, si C a d; faces (blanches) de degré m x i, alors og a d; cycles de longueur i.

Compte-tenu de la remarque 127, on déduit de ce résultat que les cactus m-aires
étiquetés ayant p polygones sont en bijection avec les factorisations minimales transitives
des permutations circulaires sur [p].

6.1.2 Cartes m-eulériennes

Définition 138. Soit C une carte ayant s sommets, f faces et a arétes. La carte duale de
C est la carte C* ayant f sommets, s faces et a arétes telle que

les sommets de C* correspondent aux faces de C,
les faces de C* correspondent aux sommets de C,

a toute aréte e de C' correspond une aréte de C* joignant les deux sommets associés
aux deux faces incidentes a e.

Ainsi, la carte duale C* de C décrit les relations d’adjacence entre les faces de C. On
remarque que pour la carte duale d’une carte planaire la formule d’Euler (6.1) reste vraie
que que cette carte duale est donc elle aussi planaire. Dans la figure suivante, nous avons
superposé a la carte C' sa carte duale en pointillés (partie gauche de la figure), avant de
la redessiner sous une forme plus esthétique (partie droite de la figure).

C*

F1G. 6.3 — Deux cartes duales I'une de 'autre

Définition 139. Une carte m-eulérienne est une carte planaire bipartie (ses sommets sont
de deux types?, notés A et B, et toute aréte relie un A-sommet & un B-sommet) telle que

— le degré de chaque A-sommet est égal & m,
— le degré de chaque B-sommet est un multiple de m.

Une carte m-eulérienne est dite enracinée si une de ses arétes est distinguée.

Dans la suite de ce chapitre on ne considere que des cartes m-eulériennes enracinées, que
I’on appelle donc simplement cartes m-eulériennes. La dénomination de carte m-eulérienne
provient du fait que si m = 2, en lissant les A-sommets d’une carte m-eulérienne, on obtient
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une carte pour laquelle tout sommet a un degré pair, ce qui en fait une carte eulérienne

(157, 134].

Notation. Dans les figures présentant des cartes m-eulériennes, on représente les A-som-
mets par des carrés et les B-sommets par des triangles et ’aréte distinguée en pointillés.

Fi1G. 6.4 — Une carte 3-eulérienne

On vérifie immédiatement que toute carte m-eulérienne E est la carte duale d’une
m-constellation C': on fait correspondre aux polygones (resp. faces blanches) de C' les A-
sommets (resp. B-sommets) de E. De plus, dans le cas d’une m-constellation C sur n, la
coloration des sommets de C induit une coloration des faces de la carte m-eulérienne E.
On dit alors que E est une carte m-eulérienne sur n.

Fic. 6.5 Une 3-constellation et la carte 3-eulérienne duale

Propriété 140. Si E est une carte m-eulérienne, 'aréte racine de F sépare une face f’ de
couleur ¢, 1 et une face f de couleur ¢, (en parcourant cette aréte de son A-sommet vers
son B-sommet, f est située & gauche et f’ & droite).

Définition 141. Une carte m-eulérienne est dite réguliére si tous ses sommets ont degré
m.

On vérifie que la carte duale d’une m-constellation réguliere est une carte m-eulérienne
réguliere. On a de plus la propriété suivante.

Propriété 142. Tout A-sommet (resp. B-sommet) z d’une carte m-eulérienne réguliére est
adjacent a exactement m faces et en tournant dans le sens trigonométrique autour de z,
les couleurs des faces rencontrées sont successivement ¢1,¢a, . .. ¢y (T€SP. CyyC1, -+ - ,C1)-

2. Habituellement, les sommets d’une carte bipartie sont coloriés en blanc ou en noir. Nous utilisons ici
la terminologie A-sommets et B-sommets pour éviter toute confusion avec une notion de coloration que
nous introduisons section 6.2.
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On déduit des propriétés 140 et 142 que la coloration des faces d’une carte m-eulérienne
réguliere est completement déterminée par son aréte racine.

Fi1G. 6.6 Une 4-constellation réguliere et la carte 4-eulérienne réguliere duale

Observation 143. On déduit alors de ce paragraphe et de la proposition 133 que pour
énumérer (resp. engendrer) les m-constellations sur n ayant f faces, il suffit d’énumérer
(resp. d’engendrer) les cartes (m + 1)-eulériennes régulieres sur (n,f) = (n1,... m,f).

6.2 Arborescences m-eulériennes régulieres

La preuve du théoréme 128 donnée dans [25, 135] est basée sur une bijection entre cartes
m-eulériennes (non nécessairement réguliéres) et arborescences m-eulériennes. Dans cette
section, nous donnons un apercu de cette correspondance dans le cas particulier des cartes
m-eulériennes régulieres et des arborescences m-eulériennes réguliéres.

Arborescences m-eulériennes régulieres. Une arborescence est dite plantée si et
seulement si sa racine a un seul fils. Dans ce cas, on considére habituellement que le
sommet racine est une feuille et non un nceud, et nous adoptons cette convention: une
feuille d’une arborescence plantée est soit la racine soit un sommet sans fils, et un nceud
est un sommet différent de la racine ayant au moins un fils.

Définition 144. Une arborescence m-eulérienne réguliere est une arborescence plantée
ordonnée non étiquetée dont les sommets peuvent étre de deux sortes (A-sommets et
B-sommets) telle que:

toute aréte relie un A-sommet et un B-sommet,
sa racine est une A-feuille,
tout noeud a m — 1 fils,

— tout A-nceud a un et un seul B-nceud pour fils (les m — 2 autres sont des B-feuilles).

Notation. Dans les figures présentant des arborescences m-eulériennes, on conserve la
convention utilisée pour les cartes m-eulériennes, a savoir des carrés pour représenter
les A-sommets et des triangles pour les B-sommets.
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/\

A

F1G. 6.7 Une arborescence 4-eulérienne réguliere

Cloture d’une arborescence m-eulérienne réguliere. On rappelle que le parcours
préfize en profondeur d’une arborescence ordonnée T dont la racine a k fils consiste en la
visite de la racine de A suivie, récursivement, du parcours des k sous-arborescences de T
ayant pour racine les fils de . On définit alors 'opération de cléture d'une arborescence

m-eulérienne de la maniére suivante.

Algorithme 7: Cloture d’une arborescence m-eulérienne
Donnée : T': arborescence m-eulérienne réguliére
Résultat : C(T): carte planaire
début
soient P une pile vide et C(T) := T}
pour tout sommet z visité lors du parcours préfixe en profondeur de T faire
si z est une B-feuille alors empiler z;
si z est une A-feuille et P est non vide alors
soit y le sommet de la pile P que 'on dépile;
relier x et y par une aréte que 'on ajoute & C(T') (les feuilles z et y sont

dites appariées);

ant que P est non vide faire

soit y le sommet de la pile P que 'on dépile;

relier la premiére (relativement au parcours préfixe en profondeur) A-feuille
x non encore appariée a y par une aréte que l'on ajoute & C(7T);

[

La figure suivante donne un exemple d’exécution de cet algorithme (les arétes ajoutées
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sont représentées en pointillés).

Définition 145. Une A-feuille z d’une arborescence m-eulérienne est dite libre si et seule-
ment si, a l'issue de sa cloture, 2 n’est reliée (appariée) a aucune B-feuille.

Sur la figure précédente, les A-feuilles libres sont entourées d’une cercle. On vérifie
la propriété suivante, conséquence de la définition des arborescences m-eulériennes et de
I'opération de cloture d’une arborescence m-eulérienne (voir [25, 135]).

Propriété 146. Une arborescence m-eulérienne réguliére T' a exactement m A-feuilles libres,
toutes situées sur la méme face de C(T).

Définition 147. Une arborescence m-eulérienne réguliere est dite équilibrée si et seule-
ment si sa racine est une A-feuille libre.

Proposition 148. [25, 135] Il existe une bijection entre les arborescences m-eulériennes
régulieres équilibrées ayant k A-neceuds et | B-neeuds et les cartes m-eulériennes réguliéres
ayant k + 1 A-sommets et | B-sommets.

Cette correspondance est basé sur la construction suivante. Soient 7' une arborescence
m-eulérienne réguliére équilibrée et C'(T') la carte planaire obtenue par cloture de T'. Dans
un premier temps, on ajoute dans la face de C(T) contenant les m A-feuilles libres un
A-nceud relié & m B-feuilles (cet ensemble de sommets est appelé une étoile) et on apparie
ces B-feuilles avec les m A-feuilles libres, dans un ordre circulaire de sorte que les arétes
ainsi créées ne se croisent pas. On obtient ainsi une carte planaire notée C'(T'). Dans un
second temps, pour chaque paire (z,y) de feuilles appariées, on remplace les trois arétes
(u,z), (x,y) et (v,y) par une aréte (u,v) (u et v étaient les peres respectifs de z et y dans
Parborescence T' ou I'étoile). Pour terminer, on distingue Paréte reliant le A-sommet ajouté
au fils de la racine de T' et passant par la racine. On obtient ainsi une carte m-eulérienne
réguliere F.

Propriéte 149.
1. Les A-sommets de E (et donc les polygones de la m-constellation réguliére duale de

E) correspondent aux A-nceuds de T' et au A-nceud de I'étoile (ce dernier correspon-
dant au polygone contenant aréte racine).
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Fia. 6.8 Cloture puis transformation d’une arborescence 4-eulérienne réguliere équilibrée
en une carte 4-eulérienne réguliere

2. Les B-sommets de E (et donc les faces blanches de la m-constellation réguliere duale
de FE) correspondent aux B-neeuds de T

On remarque que pour toute face f de C'(T), il existe une et une seule aréte (z,y) la
bordant o x est une A-feuille et y est une B-feuille et telle que son parcours de = vers y
laisse la face f & main droite: on dit dans ce cas que la A-feuille = ferme la face f. On en
déduit la propriété suivante.

Propriété 150. Soient T' une arborescence m-eulérienne réguliere équilibrée et E la carte
m-eulérienne réguliere réguliere lui correspondant. La fermeture des faces de E par les
A-feuilles de T' induit une correspondance entre faces de la carte E et A-feuilles de 'ar-
borescence T'.

La construction inverse est plus complexe & décrire et, comme elle ne nous est pas utile
par la suite, nous renvoyons le lecteur intéressé aux travaux [25, 135].

Coloration d’une arborescence m-eulérienne réguliére. Dans ce paragraphe, nous
décrivons un algorithme affectant une couleur de {ci,... ,c;,} & chaque sommet d’une
arborescence m-eulérienne réguliére (non nécessairement équilibrée) de sorte que, dans
le cas d’une arborescence équilibrée, la couleur d’'une A-feuille est la couleur de la face
fermée par cette A-feuille dans la carte m-eulérienne réguliére lui correspondant. Nous en
déduisons que I’énumération (resp. la génération) des cartes m-eulériennes réguliéres ayant
n; faces de couleur ¢; (pour i =1,... ,m) se rameéne a '’énumération (resp. la génération)
des arborescences m-eulériennes réguliéres (non nécessairement équilibrées) ayant n; A-
feuilles de couleur ¢;.
Soit T" une arborescence m-eulérienne réguliere. On colorie les sommets de 7' de la
maniére suivante (la figure 6.9 présente un exemple de cette construction):
— la racine r et son fils sont coloriés par la couleur c,,,
— si un A-sommet (resp. B-sommet) x autre que la racine est colorié par la couleur ¢;,
ses m — 1 fils sont successivement coloriés de gauche & droite (resp. droite a gauche)
par les couleurs ¢;41,... ,Cm,C1,Ci—1.

Une arborescence m-eulérienne réguliere sur n est une arborescence ayant n; A-feuilles
de couleur ¢;.
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=
m A couleur ¢
B A couleur ¢,y
oA couleur c3
A

R A couleur ¢4

F1G. 6.9 — Coloration d’une arborescence 4-eulérienne réguliere

Lemme 151. Soit E une carte m-eulérienne réguliére et ' ’arborescence m-eulérienne
réguliére équilibrée correspondante, coloriée par 'algorithme défini ci-dessus. Pour chaque
face f de E, la couleur de la A-feuille de T fermant f est la couleur de f.

Preuve. Considérons tout d’abord la A-feuille r racine de T'. Apres cloture de T' et ajout
de ’étoile (dont on note u le A-nceud), laréte e racine de E est 'aréte joignant le A-nceud
u au fils v de la racine de T (voir figure ci-apres).

/KA face f_.--7~
.- "face f

S

La A-feuille r ferme la face distinguée notée f sur la figure (située a droite lorsque 1'on
parcourt l'aréte de la A-feuille r vers s), cette face f étant située a gauche de I'aréte e
dans F lorsque cette aréte est parcourue du A-sommet u vers le B-sommet v. La propriété
140 nous assure que cette face f est coloriée par c¢,,, ce qui justifie le choix de la couleur
¢m pour la A-feuille racine de T effectuée dans I’algorithme de coloration.

Considérons maintenant une A-feuille z de T" autre que la racine r et soient y le B-nceud
pere de z et f la face de C'(T) fermée par x (voir figure ci-apres).

L L

La face f fermée par la A-feuille = est la face située & main gauche lorsque I'on remonte
laréte (z,y) de z vers y. Compte-tenu de la définition de P'algorithme de coloriage de T,
conséquence directe de la propriété 142 et du fait que les A et B-noeuds de T' correspondent
aux A et B-sommets de F, il est clair que f et x ont méme couleur puisqu’il en est ainsi
pour la A-feuille racine de T et la face distinguée de FE. O

Soit T une arborescence m-eulérienne réguliére de racine r. On dit qu'on “repique” T’
en une de ses feuilles = si on plante T en z (z devient la racine) de la fagon suivante: si
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le parcours préfixe en profondeur de 1" visite les sommets dans 'ordre zg = r,zq,... ,2; =
T,...,Tyn, alors ce méme parcours sur I'arborescence T repiquée en z visite les sommets
) —_ J—
dans l'ordre z; = x,2;11,... ,Zn,To = "T1,. .. ,Ti—1.
1 AT

m A couleur ¢
B A couleur ¢y
oA couleur cs
R A couleur ¢y

b

Fic. 6.10 Repiquage d’une arborescence 4-eulérienne réguliére en la B-feuille 7, conser-
vation des A-feuilles libres (entourées d’un cercle) et des couleurs des feuilles

Compte-tenu des principes des algorithmes de cloture et de coloration, on obtient la
propriété suivante.

Lemme 152. Repiquer une arborescence m-eulérienne réguliére de racine r en une feuille
T ne modifie
1. ni les appariements de feuilles,
2. ni la coloration de ses feuilles (en coloriant bien sir x a l’identique a linitialisation
de lalgorithme).

Preuve. Le premier point est immédiat, le repiquage conservant 'ordre préfixe des feuilles
et les appariements de feuilles étant obtenus par un parcours préfixe en profondeur de
I’arborescence.

Pour le second point, supposons que la couleur d’une aréte (z,y) de Parborescence soit
donnée par la couleur du sommet y fils de z. Ainsi, I’algorithme de coloration est tel que,
lorsque 1'on tourne autour d’un A-sommet (resp. B-sommet) dans le sens trigonométrique
positif (resp. négatif), les arétes sont coloriées ci.co, ... ,cp. Le repiquage d’une arbores-
cence ne modifie évidemment pas cette coloration des arétes de I'arborescence et donc celle
des feuilles (il n’en est pas exactement de méme pour les nceuds). 0

Il s’ensuit le résultat suivant.

Lemme 153. Soit T une arborescence m-eulérienne réguliére (non nécessairement équili-
brée) coloriée par l’algorithme décrit précédemment. Pour tout i = 1,... ;m, il existe une
et une seule A-feuille libre de T de couleur c;.

Preuve. Lors de la construction de la carte m-eulérienne réguliére associée a I’arborescence
T, chacune des faces incidentes au A-nceud de I'étoile est fermée par une A-feuille libre
de T'. Compte-tenu du lemme 151 et de la propriété 142, le résultat est donc vrai si T est
équilibrée.

Supposons que T' ne soit pas équilibrée. Soient z une feuille libre de T' et T" I'arbo-
rescence obtenue en repiquant 7' en z. On déduit du lemme 152 que que T” est équili-
brée, que ses A-feuilles libres sont celles de T' et que leurs couleurs sont inchangées. T’
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étant équilibrée, ses A-feuilles libres sont coloriées ci,co,... ¢, d’aprés le raisonnement
précédent. Ceci conclut la preuve du lemme. O

Lemme 154. Si ay, est le nombre d’arborescences m-régulieres sur n et b, le nombre
d’entre elles équilibrées, alors
an = Ny X by.

Preuve. Soit T une arborescence m-eulérienne réguliere sur n. On note F(T) 'ensemble
des arborescences obtenues en repiquant 7 en une des ses A-feuilles de couleur ¢, >. On
constate alors que

— F(T) comporte exactement n,, arborescences (les appariements des feuilles étant
conservés, on ne peut avoir deux arborescences identiques de cette fagon),

— toutes les arborescences de F/(T') sont des arborescences sur n (lemme 152),

seule 'arborescence de F(T') repiquée en la A-feuille libre de couleur ¢, (le lemme
153 assure qu'une telle A-feuille existe) est équilibrée,

T appartient & F(T) et pour toute arborescence T" de F(T), F(T'") = F(T).
Le résultat découle de ces points. O

Observation 155. On déduit ainsi de l'observation 134 et des lemmes 154 et 151 que
pour énumérer (resp. engendrer) les m-constellations sur n ayant f faces blanches, il
suffit d’énumérer (resp. engendrer) les arborescences (m + 1)-eulériennes réguliéres (non
nécessairement équilibrées) dont les A-feuilles sont coloriées sur (n,f).

6.3 Enumération et génération aléatoire de constellations

Dans cette derniére section, nous commencgons par montrer que les arborescences m-
eulériennes réguliéres sont en bijection avec une famille d’arborescences qui généralisent les
arborescences cactacées et que nous appelons arborescences m-constellées. On en déduit
que I'’énumération de m-constellations se ramene & ’énumération d’arborescences (m + 1)-
constellées. Cela ne nous a malheureusement pas donné la possibilité d’établir une formule
satisfaisante résolvant le probleme général, & savoir I’énumération suivant la distribution
des couleurs des sommets et le nombre de faces blanches. Toutefois, cette construction
reliant arborescences eulériennes régulieres et arborescences constellées nous a permis de
résoudre une version simplifiée du probleme, I’énumération et la génération de constella-
tions suivant le nombre n de sommets et le nombre f de faces blanches.

6.3.1 Arborescences constellées

Définition 156. Une arborescence m-constellée sur n est une arborescence non étiquetée
m-coloriée sur n (ayant donc n; sommets de couleur ¢;, pour i = 1,... ;m), de racine de
couleur ¢, telle que
la fibre de la racine comporte m — 1 fils, de couleurs respectives ¢p,_1,... ,c1, ainsi
ordonnés de gauche & droite par couleur décroissante,

3. Cette opération consistant a repiquer une arborescence, apres sa cloture, en une de ses feuilles libres
est a la base de la conjugaison d’arborescences, introduite par Schaeffer [135]. Pour une arborescence T,
on peut en effet considérer 'ensembles F'(T') comme une classe de conjugaison d’arborescences.
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la fibre de tout sommet z de couleur ¢; est structurée en une liste ordonnée de (7,5)-
blocs, avec i # j, un (4,7)-bloc étant un ensemble (non ordonné) de (m — 2) sommets
de couleurs deux a deux distinctes et autres que ¢; et c;.

Dans les figures, on représente les blocs par des rectangles et on “fusionne” les arétes
)
joignant les sommets d’un bloc & leur pére en une seule aréte.

e couleur ¢
@ couleur ¢y
® © e o couleur ¢4
® couleur cy4

FiG. 6.11 — Une arborescence 4-constellée

Proposition 157. Il existe une bijection entre les arborescences m-eulériennes réquliéres
dont les A-feuilles sont coloriées sur n et les arborescences m-constellées sur n.

Preuve. Le principe de cette bijection consiste a supprimer peu & peu tous les nceuds et
toutes les B-feuilles d’une arborescence m-eulérienne réguliére. La construction se compose
de 3 étapes. Soit T une arborescence m-eulérienne réguliére aux A-feuilles coloriées sur n
(on a n; A-feuilles de couleur ¢;, pour i =1,... ,m).

Etape 1. Suppression des B-feuilles. On construit une arborescence 77 a partir de T’
en supprimant toutes les B-feuilles de T'. Comme la fibre de tout A-nceud de T' comporte
exactement un B-nceud (définition 144), la fibre de tout A-nceud (ainsi que celle de la
racine) de T est donc réduite & un B-nceud. La construction inverse, donnant T' & partir
de T; est immédiate, la position et les couleurs des B-feuilles a ajouter & la fibre d’un
A-nceud z de Ty se déduisant de la couleur de z, de la couleur du B-noeud fils de z et de
I’algorithme de coloration d’une arborescence m-eulérienne réguliére.
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Etape 2. Suppression des B-nceuds. Chaque B-noeud z, situé dans la fibre d’un A-
sommet y (z est donc le seul fils de y) est supprimé et sa fibre est greffée a son pere
y qui conserve sa couleur. On obtient ainsi une arborescence Ty ne comportant que des
A-sommets (on parle alors simplement de sommets, noeuds et feuilles, que 1'on représente
par des cercles). L’arborescence Ty n’étant plus plantée, on considére sa racine comme un
neeud et non plus comme une feuille.
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L’arborescence de notre exemple devient :

L’arborescence T vérifie alors les propriétés suivantes, conséquences de l'algorithme de
coloriage.

— La racine r est de couleur ¢, et sa fibre est composée de m — 1 sommets de couleurs
Cm—1,--- ,C1, ainsi ordonnés de gauche a droite par couleur décroissante.

— Tout nceud = # r de couleur ¢;, a sa fibre composée de m — 1 sommets de couleurs
deux & deux distinctes, cg,cx—1,--. ,€1,Cm,Cm—1,-- - ,Ck+2 ainsi ordonnés de gauche a
droite par couleur décroissante, une couleur autre que ¢; étant absente (ainsi x de
couleur ¢; posséde un fils de couleur ¢;).

L’arborescence Ty a m; feuilles de couleur ¢;, pour s =1,... ,m — 1, et n,, — 1 feuilles
de couleur ¢y,.

La construction inverse consiste a “dilater” tout noeud z de couleur ¢; en une aréte reliant
z a un B-noeud y, a greffer la fibre de z sous y et & donner & y la couleur qui n’apparaissait
pas dans la fibre de z.

Etape 3. Suppression des nceuds de T5. Soient z de couleur ¢; un neeud de T, autre
que la racine, y le fils de z de méme couleur ¢; et ¢; la couleur non présente dans la fibre
de z. On supprime alors y en greffant sa fibre & gauche des autres fils de x qui, privés de
y forment un (i,7)-bloc. En répétant cette opération pour chaque noeud de Ty, on obtient
ainsi une arborescence m-constellée T' sur n.

Pour reconstruire T5 & partir de A’, il convient de parcourir les sommets de T” en ordre
2 3

préfixe (parcours en profondeur). Pour chaque nceud z (de couleur ¢;) autre que la racine,

il suffit de supprimer de sa fibre tous les blocs & Pexception du dernier (situé le plus a
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droite), d’ajouter un sommet y de couleur ¢; a la fibre de z et de transférer les blocs
supprimés de la fibre de z a celle de y.

e
— /O\.
I B PN
e e © ® O
Ceci termine la preuve de la proposition. O

La propriété suivante est une conséquence immédiate de la construction précédente.
On la vérifie en suivant les étapes une a une.

Propriété 158. Soit k le nombre de blocs d’une arborescence m-constellée sur n. L’arbo-
rescence m-eulérienne réguliere coloriée sur n lui correspondant a alors k£ + 1 B-nceuds.

La proposition précédente peut étre considérée comme une généralisation du lemme
114, reliant cactus m-aires et arborescences m-cactacées. En effet, un cactus m-aire étant
une m-constellation comportant une seule face blanche (remarque 127), il lui correspond
une arborescence (m + 1)-eulérienne réguliere ayant exactement une A-feuille de couleur
¢m+1- On déduit du lemme 153 que toute arborescence (m + 1)-eulérienne réguliére ayant
une seule A-feuille de couleur ¢y, est équilibrée (cette unique A-feuille de couleur ¢, 41
étant libre et constitue donc la racine). Ainsi, compte-tenu de la proposition précédente,
les cactus m-aires sont en bijection avec les arborescences (m + 1)-constellées ayant un
et un seul sommet de couleur ¢p,11, qui par définition est la racine. Or, si T est une
arborescence (m + 1)-constellée sur (n,1) (comportant donc exactement un sommet de
couleur ¢,,11, qui est sa racine), tous ses blocs sont nécessairement des (i,m + 1)-blocs.
Considérons alors le fils « de la racine de couleur ¢;. En regroupant les m — 1 autres fils
de la racine (différents de z), on constitue un (1,m + 1)-bloc. En transférant ce bloc dans
la fibre de z, a droite de tous les blocs déja présents dans cette fibre, et en supprimant le
sommet racine, on obtient alors une arborescence m-cactacée sur n.

F1G. 6.12 — Une arborescence 4-constellée ayant un sommet de couleur ¢4 et I’arborescence
3-cactacée correspondante
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On peut cependant remarquer que pour un cactus m-aire donné, ’arborescence m-
cactacée obtenue en appliquant la construction du lemme 114 n’est en général pas la
méme que I'arborescence m-cactacée obtenue en appliquant la construction précédente.

6.3.2 Enumération et génération aléatoire de m-constellations

Tous les éléments étant maintenant réunis, nous pouvons aborder le probléeme de
I’énumération des m-constellations suivant le nombre de sommets et le nombre de faces.
Plus précisément, nous allons démontrer le résultat énoncé lors de la présentation des
constellations (théoreme 130) et que nous rappelons ici.

Soient m, n et f des entiers tels que n+ f —2=p(m — 1) et 1 < f < p. Le nombre de
m-constellations ayant n sommets et f faces blanches est

(m-1)7NL o pk-1\[p+tn—k-2\[(k+f 2
( nf )Zm+<f1)< n—1 )(f2 )

k=0
1 (pm)
(m—-—1p+1\ p
si f=1.

Nous allons donner une preuve combinatoire de cette formule, faisant intervenir la
preuve combinatoire de la formule de Lagrange multidimensionnelle. Nous en déduirons
un algorithme de génération aléatoire de m-constellations ayant un nombre de sommets
et de faces blanches fixés.

sif>1et

6.3.2.1 Enumération de constellations

On déduit
de la correspondance entre m-constellations et (m+ 1)-constellations réguliéres (pro-
position 133),
— de la correspondance entre m-constellations régulieres et cartes m-eulériennes régu-
lieres (dualité, observation 143),
de la correspondance entre cartes m-eulériennes réguliéres et arborescences m-eulé-
riennes réguliéres équilibrées (proposition 148) et de la relation entre leurs colorations
(lemme 151)
— du lemme 154 exprimant le nombre d’arborescences m-eulériennes régulieres équili-
brées en fonction du nombre d’arborescences m-eulériennes réguliéres,
— de la correspondance entre arborescences m-eulériennes régulieres et arborescences
m-constellées (proposition 157),
que, si a, s est le nombre d’arborescences (m + 1)-constellées sur (m,f), le nombre de
m-constellations ayant m sommets et f faces blanches est

4 n.f
(6.4) 7

Pour énumérer les arborescences m-constellées selon les deux seuls parametres n et f,
nous introduisons une famille d’arborescences bicoloriées qui constituent une restriction
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des arborescences constellées. Nous les appelons squelettes d’arborescences m-constellées,
ou de maniére plus concise m-squelettes.

Définition 159. Soit [ > 3. Un [-squelette est une arborescence non étiquetée dont les
sommets sont de deux types (A-sommets et B-sommets) telle que

la racine est un B-sommet, dont la fibre, qui comporte [ — 1 A-sommets, est munie
d’une structure de liste ordonnée,

la fibre de tout A-sommet est structurée en une liste ordonnée de A-blocs et de B-
blocs, un A-bloc (resp. B-bloc) étant une liste ordonnée de (I —2) A-sommets (resp.
(I — 3) A-sommets et 1 B-sommet, qui est alors le dernier élément du bloc),

la fibre de tout B-sommet est structurée en une liste ordonnée de A-blocs (un B-
sommet n’a pas de B-sommet dans sa fibre).

Dans les figures, comme précédemment, nous représentons les A-sommets par des
carrés, les B-sommets par des triangles et nous identifions toutes les arétes joignant les
sommets d’un bloc & son pére en une seule (une aréte d’un I-squelette relie donc un sommet
a un bloc de sa fibre). On distingue de plus quatre types d’arétes dans un squelette:

1. les arétes de type 1 reliant la racine a un de ses fils,

2. les arétes de type 2 reliant un A-sommet & un A-bloc,

3. les arétes de type 3 reliant un A-sommet & un B-bloc,

4. les arétes de type 4 reliant un B-sommet & un A-bloc.

D;"/ O ““‘D rarete de type 1

Earéte de type 2

E aréete de type 3

| aréte de type 4

F1aG. 6.13 — Un 4-squelette

Remarque 160. Soit T' une arborescence [-constellée ayant n sommets de couleur ¢y, ... ,
c;—1 et n' sommets de couleur ¢;. En en remplacant chaque sommet de couleur ¢q,... ,¢;_4
par un A-sommet et chaque sommet de couleur ¢; par un B-sommet, on obtient un I-
squelette S ayant n A-sommets et n’ B-sommets. On appelle alors S le squelette de A.

Lemme 161. Soient [ > 3 et S un l-squelette ayant f B-sommets et k arétes de type 4.
Le nombre d’arborescences l-constellées dont S est le squelette est (I —2)/=1(1 — 1)k,

Preuve. Pour obtenir une arborescence [-constellée & partir de S, on peut utiliser I’algo-
rithme suivant. Tout d’abord on colorie la racine par la couleur ¢, les fils de la racine, de
gauche a droite, par les couleurs ¢;_1,... ,c;. On effectue ensuite un parcours en profon-
deur de S et pour chaque bloc b rencontré, dont le pére z a été précédemment colorié ¢;
(i # 1) 8’il s’agissait d’'un A-sommet, ¢; dans le cas d’'un B-sommet :
si Daréte reliant z & b est de type 2 (z était un A-sommet et b ne contient pas de
B-sommet), colorier les I — 2 sommets de b par les [ — 2 couleurs ¢; autres que ¢; et
¢, de gauche a droite par couleur croissante,
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si laréte reliant = & b est de type 3 (z était un A-sommet et b contient un B-sommet
y), choisir un entier k € [ — 1] différent de i, colorier y par ¢; et les [ —3 A-sommets de
b par les couleurs c¢; autres que c;, ¢; et ¢;, de gauche a droite par couleur croissante,

si 'aréte reliant = & b est de type 4 (z de couleur ¢; était un B-sommet) choisir un
entier k£ € [l — 1] et colorier les | — 2 A-sommets de b par les couleurs ¢; autres que
¢, et ¢;, de gauche a droite par couleur croissante.

La preuve du lemme découle directement de cet algorithme de coloration du squelette S.
O

Lemme 162. Soient ] > 3, n et f > 1 trois entiers tels qu’il existe un entier p vérifiant
(n+f—2) =p(l—2) et f <p. Le nombre de l-squelettes ayant n A-sommets, f B-sommets
et k arétes de type 4 est

(I—1)(p—k—1\(p+n—k—2\[k+f—2
000

Preuve. Tout d’abord, on peut remarquer qu’il existe un /-squelette ayant n A-sommets
et f B-sommets si et seulement si il existe un entier p tel que (n+f —2) =p(l—1),p—1
étant alors le nombre de blocs de ce squelette (donc de Pendofonction correspondante), et
1< f<p

Ensuite, pour prouver le lemme, nous allons considérer des I-squelettes étiquetés, les A-
sommets sur [n] et les B-sommets sur [f]. De méme que pour les arborescences [-cactacées
(remarque 116), si ), (vesp. by, r) est le nombre de I-squelettes sur (n,f) (resp. étiquetés
sur [n,f]), nous avons alors

(65) bl,n,f =n! x f' X Aln,f-

Considérons les endofonctions sur des éléments de deux types (les A-éléments étiquetés
sur [n] et les B-éléments étiquetés sur [f]) et notons ¢; s le nombre de fonctions g de [0,n, f]
dans [n,f] telles que

— lafibre g '(0) de 0 comporte exactement [—1 A-éléments linéairement ordonnés, dont
I’élément étiqueté 1 (ces endofonctions sont donc restreintes), et aucun B-élément,

la fibre g~ ' (z) de tout A-élément z est structurée en une liste ordonnée de A-blocs
et de B-blocs (définition 159),

la fibre de tout B-sommet est structurée en une liste ordonnée de A-blocs.

On déduit alors de la preuve bijective de la formule de Lagrange bivariée que

(6.6) bin,f = [ Xcinf1,

le terme f X ¢, y—1 provenant du fait que pour pouvoir appliquer la bijection entre ar-
borescences et endofonctions restreintes, on doit transformer le B-sommet racine (dont
létiquette appartient & [f]) en un sommet 0, ce qui donne une endofonction ayant f — 1
B-éléments.

Il nous reste maintenant & énumérer ces endofonctions. Plus précisément, il nous
faut déterminer le nombre d’endofonctions ¢, r—1 ayant & A-blocs dans les fibres des
B-éléments. En effet, pour ce dernier point, on utilise le fait que la bijection entre arbo-
rescences et endofonctions préserve exactement le nombre d’éléments de chaque couleur
(type) dans toutes les fibres (propriété 101). Procédons par étapes.
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1. La fibre de 1’élément 0. Examinons dans un premier temps la fibre g~ '(0) de 0:
elle doit comporter | — 1 A-éléments, dont le A-élément étiqueté 1, ordonnés linéairement.
L’élément 0 peut donc avoir

(6.7) (1—1)! (7;)

fibres différentes.

2. Répartition des blocs. Les endofonctions considérées ont k A-blocs dans les fibres
des f —1 B-éléments. Ainsi, les p— 1 —k autres blocs sont dans les fibres des n A-éléments,
f — 1 étant des B-blocs (on rappelle que f > 1). En utilisant le lemme 107 on a

& (5%7)

facons de répartir les k A-blocs dans les fibres des f B-éléments et

69) (R | iy

fagons de répartir les p — 1 — k autres blocs dans les fibres des n A-éléments, f — 1 parmi
ces p — 1 — k blocs étant des B-blocs.

3. Placement des éléments dans les blocs. La fibre de I’élément 0 ayant été construite,
il reste a placer n — (I — 1) A-éléments et les f — 1 B-éléments, ce qui se fait de

(6.10) (n— 1+ D)I(f —1)!

facons.
Le nombre d’endofonctions ¢; ;, ;1 s’obtient en effectuant le produit des quatre termes
(6.7), (6.8), (6.9), (6.10). Combiné a (6.5) et (6.6), on en déduit la formule du lemme. O

Preuve du théoréme 130. La formule (6.2) du théoréeme 130 est une conséquence des lem-
mes 162 et 161, de (6.4), en remplacant [ par m + 1 et du fait que, si f > 1, le nombre
d’arétes de types 4 d’un squelette ayant p — 1 blocs et f — 1 B-sommets varie de 0 (les
f — 1 B-sommets sont des feuilles) & p — f (tous les A-blocs sont des fils des B-sommets).

Pour le cas f = 1 et la formule (6.3) du théoréme, qui dénombre les cactus m-aires
suivant le nombre de sommets (remarque 127), on applique le méme raisonnement, en
remarquant toutefois que les squelettes correspondant ne peuvent avoir d’aréte de type 4
(f =1 et k=0 dans le lemme 162). O

Remarque 163. Compte-tenu de la formule d’Euler liant les trois parametres nombre de
sommets n, nombre de m-gones p et nombre de faces blanches f par n+ f —2 = p(m — 1)
le théoreme 130 exprime le dénombrement des m-constellations selon deux quelconques de
ces trois parametres.

Le cas m = 2: les cartes biparties. Une carte bipartie est une carte planaire enracinée
dont les sommets sont de deux types (A-sommets et B-sommets), telle que que toute aréte
relie un A-sommet & un B-sommet. Walsh [163] a prouvé le résultat suivant.

Théoréme 164. [163] Le nombre de cartes biparties ayant n (n > 2) sommets et f (f > 1)

faces est
n+ff3 — (2n+2f —4\ (f+k
2 l'n'z(n2 )( k )

k=0
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Or, en remplacant chaque A-sommet (resp. B-sommet) d’une carte bipartie par un som-
met de couleur ¢; (resp. ¢3), et chaque aréte par un 2-gone, on obtient une 2-constellation.

0 A-sommet

\ A A B-sommet
«— - ® couleur ¢;
\,v @ couleur ¢y

Fi1Gc. 6.14 Une carte bipartie et la 2-constellation correspondante

En posant m = 2 dans le théoreme 130 et en remarquant que p = n+ f — 2, on obtient
immédiatement le corollaire suivant, qui donne une formule différente de celle obtenue par
Walsh pour I’énumération de cartes biparties.

Corollaire 165. Le nombre de cartes biparties ayant n (n > 2) sommets et f faces (f > 1)
est

jindy n4+f—3—k\/2n+f—k—4\[k+f—2

n f P f-1 n—1 f-2 )

6.3.2.2 Génération de constellations

Dans ce paragraphe, nous déduisons de la preuve du théoreme 130 un algorithme de
génération de m-constellations ayant n sommets et f faces. Le principe de cet algorithme
est similaire & celui de l'algorithme de génération aléatoire de cactus présenté dans le
chapitre précédent et comporte 4 étapes:

engendrer une endofonction,
— appliquer la bijection entre endofonctions et arborescences, pour obtenir un squelette
— colorier ce squelette pour obtenir une arborescence constellée,

appliquer le transformation entre arborescences constellées et constellations.

Cependant, il y a deux différences majeures qui compliquent I’application de ce principe.
La premiere réside dans le fait que les endofonctions définies dans la preuve du lemme
162 le sont non seulement en fonctions des parametres m, n et f, mais aussi en fonction
du nombre k d’arétes de type 4, qui influe lui-méme sur le nombre de facons de colorier
le squelette correspondant. Cette contrainte oblige, comme on le verra dans I'algorithme
8 & manipuler des nombres entiers longs. La seconde est liée & la transformation d’une
arborescence constellée en constellation, qui est moins directe que dans le cas des cactus,
sans toutefois alourdir la complexité asymptotique de I'algorithme.
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Algorithme 8: Génération aléatoire de m-constellations

Données : trois entiers m, n et f

Résultat : m-constellation ayant n sommets et f faces blanches
début

p:=(n+f—2)/(m-—1),1t:=0;

pour k allant de 0 & p — f faire

(= k=1\(p+n—k=2\(k+f-2\
R AT [ [ (S|

t:=1+tg;
tirer un entier 0 < k < p — f avec probabilité ¢ /t;
engendrer une endofonction g sur [n,f — 1] ayant k arétes de type 4 (lemme
162);

1. engendrer la fibre de 0;

2. répartir les p — 1 blocs;

3. placer les éléments dans les blocs;
transformer g en (m + 1)-squelette S (par application de la bijection entre
endofonctions et arborescences);
choisir I'étiquette = € [f] de la racine du (m + 1)-squelette S;
transformer S en une arborescence (m + 1)-constellée A en le coloriant
aléatoirement (lemme 161);
transformer A en une arborescence (m + 1)-eulérienne réguliere B (proposition
157);
transformer B en carte (m + 1)-eulérienne réguliere E (proposition 148);
transformer F en (m + 1)-constellation réguliére D;
transformer D en m-constellation C' (proposition 133);
retourner C

fin

Lemme 166. L’Algorithme 8 permet d’engendrer aléatoirement et uniformément une m-
constellation & n sommets et f faces blanches,en temps et espace O*(n + f) (la notation
O*(n + f) indiquant que la complexité est linéaire en terme d’opérations manipulant des
entiers arbitrairement longs).

Preuve. 11 est clair que cet algorithme engendre une m-constellation ayant n sommets et
f faces blanches. Il reste & vérifier que cette génération est uniforme et que les complexités
en temps et en espace sont linéaires.

1. Génération uniforme. L’uniformité de la génération est assurée par les premieres
étapes consistant & choisir le nombre k d’arétes de type 4 de 'endofonction (et donc du
squelette) que l'on va engendrer ensuite. En effet, on remarque immédiatement que t/t
est la probabilité qu’une arborescence constellée ait un squelette ayant k arétes de type
4. De plus, pour un squelette S donné, I'algorithme de coloration aléatoire d’un squelette
(lemme 161) produit chaque arborescence constellée ayant S pour squelette avec la méme
probabilité (qui est 1/((m — 1)/~!m*)). Finalement, de la méme maniere que dans la
preuve du lemme 122, on montre aisément que la génération aléatoire des endofonctions
ayant sur [n,f — 1] et k arétes de type 4 (étapes 1, 2 et 3) est uniforme.

2. Complexité linéaire en temps et en espace. La premiere partie de I'algorithme,
consistant & choisir l'entier k, nécessite d’effectuer O(p — f) opérations sur des entiers
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arbitrairement longs, ou p — 1 est le nombre de polygones de la constellation finale, et est
donc inférieur & (n + f). Le choix de k se fait donc en temps, O*(n + f). Comme dans la
preuve du lemme 122, on montre aisément que la complexité de la génération du squelette
S se fait en temps O(n). La coloration de S se fait lors d’un parcours de ce squelette en
temps O(n + f). Chaque étape de la transformation de I'arborescence constellée A ainsi
obtenue en arborescence eulérienne réguliere B s’effectue en un parcours en profondeur
de A et en temps O(n). La transformation de B en carte eulérienne réguliere E se fait
en cloturant B, opération linéaire en temps et espace [25, 135]. Finalement, calculer la
carte duale de E et appliquer la transformation entre (m + 1)-constellations réguliéres et
m-constellations ne pose aucun probléme algorithmique et s’effectue en temps linéaire. O

6.4 Conclusion

L’intérét de ce chapitre est de combiner deux constructions combinatoires intéressantes,
la bijection entre arborescences et endofonctions et la conjugaison d’arborescences. 1l reste
cependant plusieurs questions que nous n’avons pu résoudre.

Enumération de constellations selon la distribution des couleurs. La premiere
est une généralisation naturelle du théoreme 130: quel est le nombre de m-constellations
ayant n; sommets de couleur ¢; (i = 1,... ,m) et f faces blanches? Dans le cas f = 1, c’est-
a-dire les cactus me-aires, le théoreme 120 répond & cette question. Cependant, des que
f > 1, nous n’avons pas pu étendre de maniére satisfaisante la construction utilisée dans le
cas des arborescences cactacées aux arborescences constellées. En effet, si on peut définir,
de maniére analogue aux endofonctions cactacées, une famille d’endofonctions constellées
correspondant aux arborescences constellées, le fait que dans ces endofonctions il “manque”
deux couleurs parmi les (m + 1) possibles (dans les blocs des endofonctions cactacées il ne
manque qu’'une couleur), introduit un degré de liberté difficile & gérer :

— dans le cas des endofonctions cactacées, un i-bloc est forcément dans la fibre d’un
sommet de couleur ¢; (voir la propriété (a) de la preuve du théoreme 120), et on
déduit ainsi de n le nombre de blocs présents dans les fibres des sommets de chaque
couleur,

dans le cas des endofonctions constellées, un (i,7)-bloc peut appartenir & la fibre
d’un sommet de couleur ¢; ou ¢; et, pour une distribution (n,f) donnée, le nombre
de blocs présents dans les fibres des sommets de couleur ¢; n’est donc pas unique.

Une des voies permettant de résoudre ce probleme consiste peut-étre a étudier le cas
non trivial le plus simple, c’est-a-dire le cas des constellations & 2 faces (f = 2). On peut
aussi noter que dans le cas m = 2 (c’est-a-dire les cartes biparties), les blocs des arbores-
cences 3-constellées (on rappelle qu’énumérer les 2-constellations revient & énumérer les
arborescences 3-constellées) se réduisent 4 un seul sommet, et ces arborescences sont donc
tres proches des arborescences 3-chromatiques ordonnées, introduites en conclusion du
chapitre précédent. Plus précisément, une arborescence 3-constellée est une arborescence
3-chromatique ordonnée telle que la racine est de couleur csg et a deux fils, un de chaque
couleur c3 exceptée, ordonnés par couleur décroissante. En utilisant 1a méme technique que
pour la formule (5.18) (technique basée sur la proposition 124), on peut ainsi obtenir une
formule, particulierement lourde et inélégante, pour le nombre de cartes biparties ayant
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n1 A-sommets, no B-sommets et n3 faces:

ni—1ns—2n3—1

(mi+a)n-3 > > 3 (n1 + —(nl)!(n2 g — 2)(ng + g3 — 1)!+
k

1=0 k2=0 k3=0 2 — 1)k!(n_k_ 1)!

ni1—2ns—1nz—1

D M M B |
k1=0 ko=0 k3=0

ni—1lns—1n3—1

(n1 + 1) (n2 + q2) Z Z Z (m 0 = Dinz g2 — Dina +q3)!,

kl(n -k —1)!
k1=0 ka=0 k3=0

oun=mn;+n+n3, q =ks+ ks, gg=m3+ki —ks—1,q9g3 =n1+mn9 — ki — ko — 3,
n = (ni,n2,n3) et 4 = (q1,92,q3)-

Distribution des degrés. Il serait aussi intéressant d’interpréter la distribution des
degrés des sommets de chaque couleur et des degrés des faces d’une constellation en termes
d’arborescences constellées, comme on peut le faire dans le cas des cactus.

Constellations non enracinées. Finalement, il est naturel de vouloir énumérer les

seule face blanche), Bousquet [22] a remarqué qu’'une méthode introduite par Liskovets
[111] permettait de résoudre ce probléeme. Il semble que 'on puisse appliquer la méthode
de Liskovets aux constellations [25, Théoreme 3.1].
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Recherche de motifs dans une
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Chapitre 7

Recherche de motifs dans une

arborescence

Ce chapitre est une introduction au probléeme de la recherche de motifs dans une
arborescence. Apres quelques définitions (section 7.1), nous nous intéressons au cas des
mots et nous présentons deux structures de données classiques, 'automate de Aho-Corasick
et I'arborescence des suffixes, que nous utilisons par la suite. Nous poursuivons par une
rapide revue des principaux articles parus sur le sujet de la recherche de motifs dans une
arborescence, avant de conclure par 'extension d’un de ces algorithmes diu & Hoffmann et
O’Donnell [91].

Notation. Dans la suite, toutes les complexités considérées, sauf mention contraire, sont
relatives a la complexité dans le pire des cas.

7.1 Introduction

Dans cette seconde partie de notre mémoire, nous considérons des arborescences or-
données et étiquetées sur un alphabet . fixé, que nous désignons par le terme arborescences
sur 3, définies récursivement de la maniére suivante.

Définition 167. Une arborescence A sur X est constituée d’un sommet, appelé racine
de A, muni d’une étiquette appartenant & 3, relié & un ensemble totalement ordonné
(éventuellement vide) d’arborescences sur Y.

On remarque que contrairement aux arborescences considérées dans la premiere partie
de ce mémoire, une méme étiquette peut apparaitre plusieurs fois dans une arborescence
sur 2.

Définition 168. Soit A une arborescence et z un noeud de A. Si z est relié & la liste
Aq,... A, d’arborescences de racines respectives xy,... , T, on appelle z; le ™€ fils de
z. On dit que z; est un frere gauche (resp. droit) de z; si et seulement si i < j (resp.
i> 7).

133
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Recherche de motifs dans une arborescence quelconque. Soient M et T deux
arborescences. Intuitivement, on dit que T' (le texte) possede une occurrence de M (le
motif) en un sommet z si, en plagant la racine de M en z, on arrive a une situation dans
laquelle tout sommet (resp. aréte) de M recouvre un sommet (resp. aréte) de T ayant la
méme étiquette. On traduit formellement cette notion de la fagon suivante.

Définition 169. Soient M et T' deux arborescences sur 3, et  un sommet de 7. Le texte
T possede une occurrence de M en x si et seulement si il existe une correspondance entre
les sommets de M et ceux de T telle que:
1. tout sommet de M est en correspondance avec un sommet de T';
2. la racine de M est en correspondance avec x ;
3. si un sommet y de M est en correspondance avec un sommet z de T', y et z ont la
méme étiquette ;
4. un noeud y de M est en correspondance avec un noeud z de T', alors chaque fils de
y correspond a un fils de z;
5. si y; et yo sont deux sommets de M tels que y; est un frére gauche (resp. droit) de
ya, et si z1 et zo sont les sommets de T correspondant respectivement a y; et ys,
alors z; est un frére gauche (resp. droit) de zs.

Par exemple, dans la figure suivante, le texte T° comporte une seule occurrence du
motif M (“matérialisée” par les arétes en pointillé).

Fic. 7.1 Illustration de la notion d’occurrence d’un motif dans un texte

Définition 170. Le probleme de la recherche de motifs dans une arborescence, que nous
appelons probleme RMA, consiste, étant données deux arborescences T' et M, & trouver
tous les sommets = de T tels que T" admette au moins une occurrence de M en ce sommet
T.
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Fi1Gc. 7.2 Le motif M apparait deux fois dans le texte (en les sommets encadrés)

Cependant, comme nous le verrons dans la section suivante, les différents travaux
traitant de recherche de motifs dans une arborescence s’intéressent a une restriction de ce
probleme, basée sur la notion d’occurrence compacte d’un motif dans un texte.

Définition 171. Soient M et T deux arborescences sur ¥, et  un sommet de 7. On dit
que le texte T possede une occurrence compacte de M en x si et seulement si il existe une
correspondance entre les sommets de M et ceux de T telle que:

1. tout sommet de M est en correspondance avec un sommet de 7T';
2. la racine de M est en correspondance avec x ;

3. si un sommet y de M est en correspondance avec un sommet z de T', y et z ont la
méme étiquette ;

4. si le nceud y de M correspond au noeud z de T, alors le i fils de y correspond au
i°me fils de z.

On appelle alors recherche de motifs compacts dans une arborescence (noté RMCA)
le probleme RMA dans lequel on ne cherche a détecter que les occurrences compactes du
motif dans le texte. Par exemple, dans la figure 7.2 seule la 'occurrence de M dans T' (de
racine le sommet encadré indicé 2) est une occurrence compacte.

Cette version restreinte du probléeme de la recherche de motifs a requ plus d’atten-
tion que le probleme général, en partie car elle peut étre reformuler immédiatement en
termes d’arborescences binaires, qui se prétent mieux a un traitement algorithmique que
les arborescences quelconques.

Définition 172. Une arborescence binaire A sur X est une arborescence dans laquelle
tout noeud a un ou deux fils, appelés ses fils gauche et droit: dans le cas ou un sommet x
de A n’a qu’un seul fils, ce dernier est soit fils gauche de z, soit fils droit de z.

Il existe une bijection classique entre les arborescence sur ¥ & n sommets et les arbores-
cences binaires sur 2 & n sommets telles que la racine n’a qu’un fils gauche. Etant donnée
une arborescence A sur 3, cette bijection consiste & disposer la liste des fils {y1,y2,... ,yp}
d’un sommet z sur une méme branche droite de sorte que

— 1 soit fils gauche de x,

yi+1 soit fils droit de y; pour 1 < i < p.
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b

Fi1a. 7.3 — La transformation fondamentale de Knuth

La construction inverse est immédiate et le caractére bijectif de cette transformation
(souvent appelée transformation fondamentale de Knuth [102, section 2.3.2]) se vérifie sans
difficulté, tout comme la propriété suivante.

Propriété 173. Soient T et M deux arborescences sur 3, 7" et M’ les arborescences binaires
sur Y correspondantes, z un sommet de T et 2’ le sommet correspondant de 7". 1l y a une
occurrence compacte de M en z si et seulement il y a une occurrence compacte de M’ en

Y.

Cette propriété permet de ramener le probleme RMCA pour les arborescences quel-
conques au probléeme équivalent pour les arborescences binaires telles que la racine a un
fils gauche. Par contre, on vérifie immédiatement que le probleme RMA ne possede pas de
traduction directe en termes d’arborescences binaires.

Recherche de motifs dans un terme. La notion de terme (ou arborescence d’ex-
pression) est une extension de la notion d’arborescence, qui apparait notamment dans les
langages de programmations, les systémes de preuve automatique, ou plus généralement
les systémes de réécriture. On considere dans ce cas chaque symbole s de 3 comme un
symbole fonctionnel auquel est associé une arité notée v(s).

Définition 174. Un terme sur (X,v) est une arborescence sur X telle que chaque sommet

z a un nombre de fils qui est exactement égal & l'arité v(e(z)) de son étiquette e(x)
appartenant a .

a d a

F1G. 7.4 — Un terme avec v(a) = v(d) =0, v(c¢) =1, v(e) =2 et v(b) =3
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Dans le cas des termes, on le fait que I'arité d’un sommet est fixée par son étiquette
implique que le probleme RMA est équivalent au probleme RMCA moyennant 'ajout
d’une étiquette dite “variable” pour le motif M.

Définition 175. Un motif sur (X,v) est un terme sur (XU{v},v) (on appelle v la variable),
avec v(v) = 0, et un texte sur (3,v) est un terme sur (3,v).

On définit alors la notion d’occurrence d’un motif M dans un terme 7" en remplacant
la condition 2 de la définition 169 (ou de la définition 171, les deux définitions devenant
alors équivalentes pour les termes) par

2. si un sommet y de M est en correspondance avec un sommet z de T, soit y et z ont

méme étiquette, soit 'étiquette de y est v.

Dans la figure suivante, on a ¥ = {a,b,c,d} et v(a) =4, v(b) =1 et v(c) =v(d) =0.

F1G. 7.5 — Une occurrence de M dans T (en la racine)

7.2 Recherche de motifs dans un mot

Soient M et T deux mots sur un alphabet 3. Rechercher les occurrences du motif
M dans le texte T' consiste a repérer I'ensemble des facteurs de 1" identiques & M. Du
fait de ses nombreuses applications pratiques (logiciels pour I'édition de texte, analyse
de séquences biologiques, commandes de systémes d’exploitation, etc), ce probléme a été
largement étudié comme lillustre 'ouvrage de synthése de Crochemore et Rytter [52].

Un mot de longueur n pouvant naturellement étre considéré comme une arborescence
a n sommets dont chaque noeud a exactement un fils (une telle arborescence comporte
donc une seule feuille), le probléeme de la recherche de motifs dans une arborescence est une
extension naturelle du probléeme restreint aux mots. Comme il existe plusieurs manieres
de coder une arborescence par un ensemble de mots, la plupart des algorithmes résolvant
le probleme RMA sont basés sur des algorithmes ou des structures de données issus du
probleme de la recherche de motifs dans les mots.

On peut diviser les algorithmes opérant sur les mots en deux familles. La premiére
regroupe les algorithmes basés sur un prétraitement du motif M qui permet d’accélérer
le parcours du texte T'. Ce principe est notamment adapté au cas ou le texte n’est pas
fixé et ne peut donc étre prétraité. On dit alors que le texte est dynamique. Ce sont
des algorithmes appartenant & cette famille qui sont implantés dans les logiciels d’édition
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de texte ou la commande grep du systéme UNIX par exemple (les algorithmes les plus
célebres de cette nature sont dis & Knuth, Morris et Pratt [104], Aho et Corasick [1],
Boyer et Moore [26] et permettent, aprés un prétraitement en temps et espace O(|M|) du
motif M, de détecter les occurrences de ce motif en temps O(|T| + |M|)).

La seconde famille regroupe les algorithmes opérant sur un texte fixé (dit statique).
Ils sont basés sur un prétraitement du texte 7', consistant a construire une structure de
données (occupant un espace en O(|T])) indexant les suffixes de T', & partir de laquelle
on peut rechercher rapidement (en temps linéaire ou quasi-linéaire par rapport a |M]) les
occurrences du motif M dans T'. Les structures de données classiques utilisées dans ce cas
sont I'arborescence des suffixes [118], automate des suffixes [20, 51] ou encore le tableau
des suffixes [117].

Dans les deux paragraphes qui suivent, nous présentons deux structures de données
utilisées pour résoudre le probleme de la recherche de motifs dans les mots. Nous utili-
serons ces structures de données dans les algorithmes de recherche de motifs dans une
arborescence décrites dans la derniere section de ce chapitre et dans les deux derniers
chapitres.

On rappelle qu’on appelle préfize (resp. suffize) d'un mot M tout mot M tel qu’il
existe un mot My vérifiant M = M; My (resp. M = MyM;). Si My # M, on dit que
M, est un préfixe (resp. suffixe) propre de M. Par exemple, abca est un préfixe propre de
abcacba et un suffixe propre de acbabca.

7.2.1 Le cas dynamique et Pautomate de Aho-Corasick

Cet algorithme aborde le probleme plus général consistant & se donner un ensemble

{My,... My} de mots sur ¥ (les motifs) et & rechercher toutes les occurrences de 1'un
des motifs My, ... ,M} dans le texte T' (voir [52, Section 7.1] et [1]). Le prétraitement des
motifs {My,... , My} est basé sur une structure de donnée classique, appelée arbre digital

de recherche (que nous notons ADR).

Définition 176. Soit {My,... ,M}} un ensemble de mots sur ¥. L’arborescence digitale de
recherche (ADR) associée a {M1, ... , My} est 'arborescence dont les arétes sont étiquetées
par des lettres de X et vérifiant :

deux arétes issues d’'un méme sommet ont des étiquettes différentes,

— tout chemin dans ’ADR débutant & la racine est étiqueté par un mot préfixe de I'un
des mots {M,... My},

— tout mot de {M;,... ,M} étiquette un chemin débutant a la racine de I’ADR.

Pour chaque sommet u de cette ADR, on note m(u) le mot formé des étiquettes des
arétes du chemin allant de la racine & u (on dit alors que le sommet u reconnait m(u) et
que u est un sommet final si il existe 7 tel que M; = m(x)). De plus, en orientant les arétes
de la racine vers les feuilles, on transforme cette ADR en un automate déterministe (mais
non forcément complet ou minimal) reconnaissant le langage formé des mots My, ... My :
on parle d’état au lieu de sommets (la racine devient 1’état initial et les sommets finaux,
les états finaux) et de transitions au lieu d’arétes.

Le prétraitement de {My,... ,My} comporte deux étapes. Tout d’abord, on construit
Pautomate correspondant & I’ADR associée & {M;,... ,My}, que 'on compléte ensuite.
Ainsi, pour chaque état u et pour chaque lettre a € 3 telle qu’aucune transition étiquetée
a ne quitte u, on ajoute une transition (étiquetée a) de u vers I'état reconnaissant le
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plus long suffixe propre du mot m(u).a (qui est donc aussi préfixe d’'un des M;). On note
AC(M;, ... ,My) I'automate ainsi construit.

Dans la figure suivante, on représente 'état de AC(My,... ,My)) (resp. le sommet de
I’ADR associé a {My,... ,My}) reconnaissant M, par un carré contenant ’entier i et les
transitions ajoutées lors de la seconde phase de prétraitement en pointillé.

F1G. 7.6 — L’ADR de (abab, abb, aba, baba) et 'automate AC(abab, abb, aba, baba)

Pour rechercher les positions des occurrences des motifs (My,... ;M) dans un texte
T, il suffit d’appliquer 'algorithme suivant (on note 7[i] la “™¢ lettre d’'un mot T').

Algorithme 9: Recherche de motifs avec I'automate de Aho-Corasick.
Données : AC(M;,... , M) et T de longueur n
début
Soit r I'état initial de AC(My,... ,My) et u:=r;
pour i allant de 1 & n faire
u = 6(u,Ti]);
si z est un état final étiqueté j alors
| Afficher “Occurrence de M; en position i — |M;| + 17

fin

I reste & étudier la complexité en temps et en espace de cet algorithme (on pose |T'| = n
et Y .|M;| = m). La phase de recherche de motifs s’effectue clairement en temps O(n)
(Pautomate étant complet, on peut stocker les transitions quittant un état par un tableau
indexé par les lettres de Y assurant ainsi un accés en temps O(1) & chacun de ces arcs).
L’automate AC(My,... ,M}) occupe un espace en O(m x |X]), et Aho et Corasick ont
proposé un algorithme permettant de construire cet automate temps O(m x |X|) [1].

Remarque 177. Pour étre plus précis, on remarque que si ’ADR associée a { M, ... , My}
comporte p sommets, la transformation de cette ADR en l'automate AC (M, ... ,My)
s’effectue en temps O(p x |X|).

Remarque 178. Dans le cas d’un alphabet X de taille importante, un automate complet
occupe souvent trop de place. On peut cependant ramener cet espace & O(m) en ne
complétant pas 'automate correspondant & PADR et en organisant les transitions quit-
tant un sommet dans une arborescence binaire de recherche équilibrée par exemple (voir
[50] pour une présentation de cette structure de données). En calculant pour chaque état
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x une transition spéciale (car non étiquetée) reliant u & D'état v tel que m(v) est le plus
grand suffixe propre de m(u) reconnu par 'automate, on peut alors effectuer la phase de
recherche de motifs en temps O(n x log(|X|)). Cependant, cette technique ne peut étre
employée efficacement dans le cas de la recherche de motifs dans une arborescence, comme
nous le verrons dans les deux prochaines sections. Pour cette raison nous privilégions cette
version utilisant un automate complet.

Notation. Dans la suite de ce mémoire, nous appelons structure de branchement la struc-
ture de données utilisée pour stocker des transitions étiquetées sur ¥ dans un automate ou
une arborescence aux arétes étiquetées, cette structure pouvant étre de deux types (dans
les applications qui nous intéressent) :

— des tableaux indexés par les lettres de ¥ (chaque état/sommet nécessite un espace en
O(]X|) pour stocker les transitions/arétes le quittant et 'acces & une transition/aréte
s’effectue en temps O(1)),

— des arborescences binaires de recherche équilibrées (un état/sommet ayant % tran-
sitions/arétes le quittant nécessite un espace en O(k) et Pacceés a chaque transi-
tion/aréte s’effectue en temps O(log(|X]))).

7.2.2 Le cas statique et ’arborescence des suffixes

Arborescence des suffixes. Soit 7' un mot de longueur n sur X. On note Suf(T) =
{T[1,n],... T[n,mn]} (ou T[i,7] est le facteur de T' commencant en position i et finissant en
position j) I'ensemble des suffixes de T', ordonnés par longueur décroissante. Par exemple,
pour T' = acbab, on a Suf(T) = {acbab,cbab,bab,ab,b}.

Définition 179. L’arborescence des suffixes (AS) d’'un mot T', notée AS(T), est obtenue
en comprimant chaque chemin de ’ADR de Suf(T) ne comportant que des sommets non
finaux ayant un seul fils en une seule aréte étiquetée par le facteur de T correspondant au
chemin ainsi comprimé. On obtient ainsi une arborescence dans laquelle chaque aréte est
étiquetée par un facteur T'[i,j] de T' qui peut donc étre codée par le couple d’entiers (i,7)
appelé désormais I'étiquette de I'aréte.

FiG. 7.7 — De 'ADR de Suf(aabbabb) & Parborescence des suffixes de aabbabb
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Recherche de motifs. Dans le cas statique, le prétraitement de l'algorithme de re-
cherche d’un motif dans un mot 7' (le texte fixé) consiste alors & construire 'arborescence
des suffixes AS(T'). La phase de recherche consiste, étant donné un motif M, & appliquer
I’algorithme suivant.

Algorithme 10: Recherche de motif avec I’arborescence des suffixes.
Données : T, AS(T) et M
début
soit r la racine de AS(T), u :=r et i := I;
tant que i < |M| faire
si il existe une aréte (j,k) (allant de u vers v) telle que T'[j] = M[i] alors

b= 7;
tant que i < |M|, [ < ket T[l] = M[i] faire | :==1+ 1 et i:=1i+1;
1 si s > |M| alors parcourir la sous-arborescence de AS(T') de racine v

pour obtenir toutes les positions des occurrences de M dans T (elles
sont données par les sommets finaux de cette sous-arborescence);
sinon si [ > k alors u := v sinon sortir;

| sinon sortir;

fin

En remarquant que I'arborescence des suffixes comporte exactement n = |T'| sommets
finaux et que tout nceud non final posséde au moins deux fils, on peut affirmer que AS(T)
a au plus 2n sommets. Tout comme pour 'automate AC introduit précédemment, la com-
plexité en espace de AS(T') dépend de la structure de branchement utilisée. L’utilisation de
tableaux indexés par les lettres de ¥ implique une complexité en espace en O(n x |X|), alors
qu’utiliser des arborescences binaires de recherche équilibrées entraine une complexité en
espace en O(n)'. La phase de recherche de motifs proprement dite (I’algorithme 10) ne
nécessite aucun espace additionnel et, si il y a k occurrences de M dans T, elle s’effectue
clairement en temps O(m + k) ou O(m x log(|X|) + k) selon la structure de branchement
utilisée (le terme k provient du fait qu'une fois un mot reconnu, la sous-arborescence de
AS(T) parcourue lors de 'étape 1 a au plus k sommets finaux et donc au plus 2k som-
mets). Il reste & examiner la complexité en temps du prétraitement du texte 7', ¢’est-a-dire
la complexité en temps de la construction de I'arborescence des suffixes AS(T'). 1l existe
plusieurs algorithmes permettant de construire ’arborescence des suffixes d’un mot de
longueur n sur ¥ en temps O(n x log(|X])) si on utilise des arborescences binaires de
recherche équilibrées, comme nous le verrons dans le paragraphe suivant et le chapitre 9).

Quelques rappels sur ’arborescence des suffixes. L’arborescence des suffixes, in-
troduite par Weiner [164], s’est imposée comme une structure de données fondamentale en
algorithmique des mots (comme le montrent par exemple les articles de synthese d’Apos-
tolico [5, 6]). Dans le paragraphe précédent, nous avons vu son utilité dans le cadre de
la recherche de motifs dans un mot. L’arborescence des suffixes s’aveére aussi utile pour

1. Gusfield [86] remarque que, dans la plupart des cas, les noeuds situés a faible distance de la racine
peuvent avoir un degré important alors que les autres noeuds ont un degré faible. Il semble donc intéressant
de mélanger les structures de branchement au sein d’'une méme arborescence pour obtenir un compromis
entre espace et temps de branchement.
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résoudre un probléme proche, la recherche de motifs approchés [32, 159, 45, 109]. On peut
aussi remarquer que ’arborescence des suffixes d’un mot 7' permet de trouver les facteurs
de T qui se répetent : si un noeud u de AS(T') a, parmi ses descendants, k sommets finaux,
on en déduit que le facteur m(u) apparait k fois dans T' (ces occurrences pouvant cepen-
dant se chevaucher). Cette propriété peut s’averer extrémement utile pour la compression
de textes [133].

Le premier algorithme non trivial pour la construction de l'arborescence des suffixes
d’un mot 7" de longueur n est dit & Weiner [164]. Cet algorithme construit ’arborescence des
suffixes AS(T) incrémentalement en insérant les suffixes de 7' dans une ADR initialement
vide, du plus petit au plus long suffixe, en temps et espace O(n x |X|). Par la suite,
McCreight [118] a proposé un nouvel algorithme, basé sur un principe analogue a celui de
Weiner, mais en insérant les suffixes de T' du plus long au plus petit, ce qui a pour effet de
construire AS(T) en temps O(n x log(|X])). Nous présentons en détail cet algorithme dans
le prochain chapitre. Plus récemment, Ukkonen [160] a proposé un algorithme élégant,
linéaire en temps, qui présente 'avantage d’étre “en ligne”: I'arborescence des suffixes
AS(T) est construite incrémentalement au fur et & mesure que I'on lit le texte T. Dans
un article de synthese, Giegerich et Kurtz [71] ont unifié la présentation de ces trois
algorithmes. Enfin, parmi les algorithmes de construction d’une arborescence des suffixes,
on peut aussi noter les travaux d’Apostolico et al. [8] proposant un algorithme parallele de
construction de AS(T'), qui, dans le cas séquentiel, est linéaire en temps (modulo le temps
de branchement), et de Farach [60], qui donne le premier algorithme indépendant de la
taille de I'alphabet ¥ & condition que 3 soit I'alphabet constitué des symboles {1,2,... ;n}.

Plus récemment, plusieurs auteurs se sont intéressés aux propriétés pratiques de cette
structure de données. En effet, bien qu’elle ait des propriétés théoriques optimales, I'arbo-
rescence des suffixes s’avere souffrir de certaines limitations pratiques. Par exemple, pour
un texte anglais classique, I’espace occupé en moyenne par I'arborescence des suffixes est
d’environ 15 octets par lettre du texte initial. Le tableau des suffixes, proposé par Manber
et Myers [117] et le cactus des suffixes défini par Karkkdinen [98] semblent étre des al-
ternatives a I’arborescence des suffixes ayant un intérét d’un point de vue pratique. Dans
ce méme domaine, on peut aussi se référer aux travaux d’Andersson [4], qui propose une
implantation efficace de arborescence des suffixes, ou a ceux de Giegerich et Kurtz [70].
Toujours dans une optique d’optimisation de I'espace occupé par I'arborescence des suf-
fixes, certains auteurs se sont intéressés au cas ou on ne veut indexer qu’un sous-ensemble
des suffixes d’un texte (par exemple dans le cas d’un texte composé de mots) et ont proposé
des algorithmes efficaces pour ce probleme [3, 99].

7.3 Reésultats connus pour les arborescences

Dans ce paragraphe, nous passons rapidement en revue les principaux travaux et
résultats obtenus pour le probleme de la recherche de motifs dans une arborescence. Le
but de cette section n’est pas tant de décrire dans le détail les algorithmes connus, ces
derniers étant souvent assez complexes, mais de mettre en avant les principes sur lesquels
ils reposent.

Notation. Par la suite, n représente le nombre de sommets du texte T et m le nombre de
sommets du motif M. De plus, pour un sommet z d’une arborescence A, on note A, la
sous-arborescence de A de racine z et e(x) son étiquette.
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L’algorithme naif. L’algorithme le plus naturel (aussi appelé algorithme naif pour
détecter les occurrences d’'une arborescence M dans une arborescence T' est basé sur une
procédure récursive de comparaison d’arborescences.

Algorithme 11: Algorithme naif

Données : M et T
début

pour Chaque sommet z de T faire
| si Comparer(M, T,) = Vrai alors afficher “Occurrence de M en z”;

fin

Algorithme 12: Comparer

Données : deux arborescences A et A’

début
1 soient z la racine de A et y celle de A’;
si e(z) # e(y) alors retourner Faux;
sinon
2 soient x1,... ,xp les filsde z et y1,... ,y; ceux de y, 1 :=1et j:=1;

tant que i < k et j < faire
L si Comparer(A4,,, A;/]_) = Vrai alors i:= i+1;
ji=g+1

si i = k + 1 alors retourner Vrai sinon retourner Faux;

fin

Pour traiter le probleme RMCA, on peut simplifier la procédure Comparer en rem-
placant le bloc situé entre les lignes 2 et 3 par le bloc suivant.

soient x1,... ,x) les fils de =, y1,... ,y; ceux de y et 1 :=1;
tant que i < k, i <[ et Comparer(A,,, A),) = Vrai faire i := i + 1;

La complexité en temps de cet algorithme est déterminée, dans les deux cas, par le
nombre d’appels a la procédure Comparer, ou de maniere équivalente, par le nombre de
comparaisons entre les étiquettes des sommets de T et celles des sommets de M (ligne 1
de T'algorithme 12).

Définition 180. Soient A une arborescence et  un sommet de A. On appelle hauteur de
x, noté h(x), le nombre de sommets situés sur le chemin allant de la racine de A 4 z. On
appelle hauteur de A, noté h(A), le nombre de sommets présents sur le plus long chemin
reliant la racine de A & une de ses feuilles.

Proposition 181. [54] Soient T et M deux arborescences de tailles respectives n et m.
L’algorithme naif détecte toutes les occurrences (compactes ou non) de M dans T en temps

O(n x h(M)).

Flajolet et Steyaert [149], dans un article illustrant I'utilisation de techniques de combi-
natoire analytique pour ’analyse en moyenne d’algorithmes, ont prouvé le résultat suivant.
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Proposition 182. Soient T' et M deux termes de tailles respectives n et m. L’algorithme
naif détecte toutes les occurrences (compactes ou non) de M dans T en temps O(n + m)
en moyenne.

Remarque 183. Dans le probléme restreint qui consiste a rechercher 'occurrence de M en
un sommet donné x de T, la complexité en temps de 'algorithme naif dépend fortement de
la notion d’occurrence prise en compte (compacte ou non). Pour le cas d’une occurrence
compacte, ’algorithme naif résoud ce probléme en temps O(m), alors que dans le cas d’une
occurrence quelconque, la complexité en temps est en O(|T,]).

L’algorithme montant de Hoffmann et O’Donnell. Les premiers algorithmes non
triviaux pour la recherche de motifs dans une arborescence sont dis & Hoffmann et O’Don-
nell [91]. Dans cet article, les auteurs proposent deux algorithmes, aux performances tres
différentes.

Le premier est dédié aux termes, et plus précisément au probleme de la recherche
de motifs dont au moins une des feuilles est étiquetée par la variable v (le cas ot M
ne comporte aucun sommet étiqueté v peut étre résolu en temps linéaire en utilisant le
codage d’un terme par un mot [115]). Le principe de cet algorithme consiste & considérer
Pensemble F'(M) des sous-arborescences de M (pour chaque arborescence A de F(M) il
existe au moins un sommet y de M tel que M, = A) et a associer & chaque sommet z
de T le sous-ensemble des arborescences de F(M) ayant une occurrence en z. On note
M S(z) cet ensemble d’arborescences. Pour une feuille z d’étiquette a, ’ensemble M S(x)
comporte les deux arborescences réduites & un seul sommet, étiqueté v (la variable) ou a.
Partant de cette constatation, I'algorithme détermine les ensembles M S(z) récursivement
(en remontant des feuilles vers la racine): si z est un sommet de degré k (ayant k fils
notés x1,... ,ry, dont on suppose connaitre les ensembles M S(xz;)), M S(z) comprend
Parborescence réduite au sommet étiqueté v et toutes les arborescences de F(M) de la
forme

telles que A; appartient & M S(z;). En repérant les ensembles M S(x) pour lesquels M
appartient & M S(x), on réduit ainsi la phase de recherche & un parcours de T', qui s’effectue
en temps O(n). Le point crucial consiste donc a calculer, pour tout noeud z, MS(z) a
partir de 1'étiquette a de x et des ensembles M S(z;) de ses fils ;. Pour cela, 'algorithme
d’Hoffmann et O’Donnell nécessite la calcul, pour chaque symbole a de 3., d’une table de
dimension k si a est d’arité k, indexée par des sous-ensembles de F/(M). La principale tache
réside dans le calcul de ces tables, qui peuvent cependant occuper un espace en O(2™).
Hoffmann et O’Donnell introduisent une sous-classe de I’ensemble des motifs possibles,
appelée classe des motifs simples, pour lesquels le calcul de ces tables peut étre effectué en
temps O(m? x d +m*! x |S|) et en espace O(m? + |3| x m?), ou d est I'arité maximale
des symboles de 3. Hoffmann et O’Donnell affirment de plus que dans les applications
pour lesquelles ils ont utilisé cet algorithme (notamment 1'implantation d’un interpréteur
LISP), le fait de se restreindre a cette classe des motifs simples n’est pas contraignant. Cet
algorithme a ensuite suscité plusieurs articles donnant une amélioration de la complexité
en espace du prétraitement, travaux diis notamment & Chase [33], Cai, Paige et Tarjan
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[28] ou Thorup [155]. Les techniques mises en ceuvre sont cependant toujours complexes,
et il est clair qu’elles sont étroitement liées & la notion d’arité d’un sommet fixée par son
étiquette et ne peuvent donc étre appliquées qu’aux termes.

L’algorithme descendant de Hoffmann et O’Donnell. Le second algorithme pro-
posé dans [91] aborde le probleme de la recherche des occurrences compactes d’un motif
dans un texte. Il suit un principe différent du précédent et privilégie un prétraitement plus
léger au détriment, bien sur, de la phase de recherche. Dans un premier temps, chaque
sommet = de M autre que la racine est dédoublé de la maniére suivante : si z est le 1¢™€ fils
de son pére, on remplace x par deux sommets étiquetés i et e(x), et reliés par une aréte
(voir figure 7.8). On construit ensuite, a partir de cette arborescence, 'ADR des mots
correspondant aux chemins allant de la racine vers les feuilles. Dans un second temps, a
partir de cette ADR (dédoubler les sommets assure notamment que deux de ces mots ne
peuvent étre égaux), on construit 'automate de Aho-Corasick de cet ensemble de mots
en le complétant, avec toutefois la restriction que pour chaque état wu, si la derniere lettre
de m(u) est un entier (resp. une lettre de X), on ne compléte les transitions issues de u
que par les lettres de X (resp. les entiers) nécessaires. Le fait d’avoir dédoublé les sommets
assure que I'automate ainsi obtenu est déterministe. Finalement, dans une derniére phase
de prétraitement, on associe a tout état final u la longueur du mot m(u) reconnu en ce
sommet et une transition non étiquetée vers I’état final v reconnaissant le plus long suffixe
propre de m(u) (vers I'état initial si aucun suffixe propre de m(u) n’est reconnu par I'au-
tomate) et on note s(u) cette transition. Dans la figure suivante, on a représenté les états
finaux par des carrés (I'entier situé a l'intérieur indiquant la longueur du mot reconnu),
les transitions ajoutées & 'ADR associée & M par des pointillés longs et les transitions
s(u) par des pointillés courts. On note AC (M) I'automate ainsi obtenu.

Fic. 7.8 Une arborescence et 'automate correspondant

La construction de ’ADR se fait en temps O(m), puisqu’elle repose uniquement sur
une modification de M. Cette ADR comportant 2m sommets on déduit de la remarque 177
que le calcul des arcs complétant cet automate se fait en temps O(m x |X|). Finalement le
calcul des liens s(u) s’effectue en temps O(m) et le prétraitement nécessite donc un espace
O(m x |X|) et un temps O(m x |X2|).
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La phase de recherche de motif consiste, apres avoir dédoublé les sommets du texte
T de la méme maniere que pour M, a “lire” 'arborescence T' dans I'automate AC(M)
(tout comme on lisait un texte 7" dans 'automate AC(M)). On associe cependant & tout
sommet de 7" un compteur (initialisé a4 0) enregistrant le nombre de chemins issus de ce
sommet et correspondant & un chemin racine-feuille du motif. On a ainsi une occurrence
de M en z si et seulement si a la fin de la phase de recherche de motifs, le compteur associé
a x est égal au nombre de feuilles de M. On lit T' dans AC(M) en effectuant un parcours
en profondeur de T' (dont on a dédoublé les sommets) et en suivant, & chaque sommet x
visité, la transition correspondant & son étiquette. On maintient de plus une pile contenant
les couples (y,u) ol y est un ancétre de z et u 'état de 'automate atteint aprés avoir visité
y (on utilise un tableau pour stocker cette pile, notée P). La principale opération concerne
les états finaux de AC(M): si en lisant le sommet x de T, on arrive sur un état final
u de AC(M), pour tous les sommets finaux v de AC(M) reconnaissant un suffixe (non
forcément propre) de m(u) (on acceéde a ces sommets par les transitions s), si m(v) est
de longueur k, on incrémente le compteur associé au k™ ancétre de z (on accede & ce
sommet en temps O(1) a aide de la pile P). On appelle cet algorithme HOD. Hoffmann
et O’Donnell ont montré que l'algorithme HOD détecte les occurrences compactes de M
dans T en temps O(n x [(M)), ou I[(M) est la taille du plus grand ensemble de feuilles
{fi,.-.,fx} de M telles que le mot porté par le chemin menant de la racine a f; i < n)
est un suffixe du mot associé a la feuille f;; 1. En remarquant qu’il existe des motifs & m
sommets tels que [(M) est en O(m), on constate que cet algorithme n’améliore en fait pas
la borne quadratique en O(n x m) dans le pire des cas de 'algorithme naif.

Le fait que HOD soit limité aux occurrences compactes de M provient de la facon
dont on dédouble les sommets de M lors du prétraitement, qui fait intervenir I’ordre des
fils d’'un sommet de maniére trop stricte. Dans la section suivante, nous proposons une
adaptation de cet algorithme au cas des occurrences quelconques du motif.

Les algorithmes de Kosaraju et Dubiner-Galil-Magen. La premieére amélioration
de la borne quadratique pour la recherche de motifs dans une arborescence est due a
Kosaraju [105], qui propose un algorithme en temps O(n x m3/* x log(m)) pour le probleme
RMCA. En reprenant le méme principe que I'algorithme de Kosaraju, Dubiner, Galil et
Magen [54] (voir aussi la présentation de cet algorithme par Crochemore et Rytter [52,
section 15.2]) ont amélioré cette borne et obtenu un algorithme en temps O(n x /m X
log(m)).

Ces deux algorithmes nécessitent que 1'étiquette de chaque sommet (du texte et du
motif) contienne I'information “ordre parmi ses fréres” : si le sommet z, étiqueté a, est le
i®™€ fils de son pére, on transforme I'étiquette de z en un couple (a,i). Si M est un motif
a k feuilles f1,...,fr, on note m(f;) le mot correspondant au chemin allant de la racine
de M a f;. On a ainsi une occurrence de M en un sommet x de T, si et seulement si il
existe k descendants x1,... ,z; de z tels que le mot allant de z & x; est m(f;).

Pour obtenir une borne en O(n x ¢ x log(m)) (¢ = m*/* chez Kosaraju [105] et ¢ =
v/m chez Dubiner et al [54]), ces auteurs proposent des algorithmes opérant en trois
étapes. La premiere consiste a calculer un ensemble d’arborescences My, ... ,M; obtenues
en restreignant M aux sommets présents sur les chemins allant de la racine a un sous-
ensemble des feuilles f1, ... ,fr de facon a ce que les M; vérifient des propriétés permettant
de détecter les occurrences des M; dans T en temps O(n X ¢) en utilisant un algorithme
simple (Palgorithme naif si h(M;) est faible, ou I'algorithme HOD si [(M;) est faible, on
I(M;) est le paramétre défini dans la description de l'algorithme HOD). Si on note M’
I’arborescence obtenue & partir de M en supprimant les sommets dont tous les descendants
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appartiennent aux M/, la deuxiéme étape consiste & rechercher les occurrences de M’ dans
T. 1l s’agit 1a de I'étape difficile de ces deux algorithmes, nécessitant de faire appel a un
algorithme de recherche de motifs dans un mot avec symboles “don’t care” et, dans le cas
de l'algorithme de Dubiner et al, & des propriétés de périodicité des chemins racine-feuilles
de M’ (intuitivement, il est naturel de jouer sur cette information car les chemins de faible
longueur ont été traités avec les M/). Finalement,comme l'information “ordre parmi ses
fréeres” a été ajoutée aux étiquettes des sommets, on peut dire qu’on a une occurrence de M
en un sommet x de 7" si et seulement si on a une occurrence de chacune des arborescences
M; et M' en zx.

On peut noter que pour calculer 'ensemble des arborescences M;, Kosaraju introduit
une notion d’arborescence des suffixes d’une arborescence dans laquelle un suffixe d’une
arborescence M est le mot formé des étiquettes du chemin reliant la racine de M & I'une de
ses feuilles. Kosaraju calcule cette arborescence des suffixes en temps O(m X log(m)), en
utilisant la version séquentielle de I’algorithme paralléle mis au point dans [8] (la construc-
tion de cette arborescence des suffixes a ensuite été améliorée par Breslauer [27] et Shibuya
[141]).

Comme dans le cas de I'algorithme HOD, il ne semble pas possible de pouvoir étendre
ces algorithmes au probléeme RMA du fait de la présence nécessaire de I'information “ordre”
dans I'étiquette des sommets de M et T.

Les algorithmes de Cole, Hariharan et Indyk. Dans [46], Cole et Hariharan em-
pruntent une nouvelle voie, en proposant un algorithme probabiliste permettant de résou-
dre le probleme RMCA en temps O(n x log®(m)). Dans un premier temps, Cole et Hari-
haran introduisent le probleme de la recherche de motifs dans les arborescences binaires
vertébrées, c’est-a-dire les arborescences binaires dans lesquelles un chemin reliant la ra-
cine & un sommet ayant au plus un fils est distingué, ce chemin étant appelé la colonne
vertébrale de I’arborescence. Ainsi, pour ces arborescences binaires vertebrées, I'existence
d’une occurrence de M en un sommet x de T, nécessite que la colonne vertébrale de
M corresponde & une partie de la colonne vertébrale de T' (z doit donc appartenir &
cette colonne). Les auteurs montrent ensuite que 'on peut réduire le probleme RMCA
a un ensemble d’instances du probleme de la recherche de motifs dans des arborescences
binaires vertébrées de tailles cumulées O(n + m), cette réduction s’effectuant en temps
O(n 4+ m). Cole et Hariharan introduisent ensuite une généralisation du probléme de la
recherche de motifs dans des mots, appelé probleme du “subset matching” que I'on peut
définir comme suit. Soit P(X) l'alphabet constitué de tous les sous-ensembles de X, al-
phabet sur lequel on définit la notion de mot généralisé. Par exemple, si ¥ = {a,b,c,d},
le mot M = (a,c)()(a,c)()(b) est un mot généralisé sur Y. Ainsi, si M et T sont deux
mots généralisés sur X, tels que M est constitué de m sous-ensembles de > (M est de
longueur m), on a une occurrence de M en TJi] si et seulement si, pour 1 < j < m,
M][j] C T[i+j —1]. Par exemple, si T' = (¢,d)(b,d)(a,b,c)()(a,c)()(b,c)()(a,b,c)(a,d)(a,d)(b),
on a une seule occurrence de M en T', située en position 3. Cole et Hariharan montrent alors
que la recherche de motifs dans des arborescences binaires vertébrées se réduit en temps
linéaire au probléme précédent. Finalement, ils proposent deux algorithmes pour résoudre
le probléme “subset matching” : un algorithme déterministe en temps O(n x v/m x log(m))
et un algorithme non déterministe en temps O(n x log®(m)). En utilisant des résultats al-
gorithmiques sur le codes superimposés [94], Cole, Hariharan et Indyk [47] ont ensuite
proposé un algorithme déterministe permettant de résoudre le probleme “subset mat-
ching”, et donc le probléeme de la recherche de motifs dans une arborescence, en temps

O(n x log®(n)).
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On peut noter que la notion de colonne vertébrale introduite dans cette approche
impose que chaque sommet de la colonne vertébrale d’une arborescence a au plus un fils
n’appartenant pas a cette colonne vertébrale, cette condition étant nécessaire lors la phase
de recherche de motifs. Cet algorithme semble donc limité aux arborescences binaires et
au probleme RMCA.

Coder une arborescence par des mots. Dans une série de trois articles [112, 113, 114]
(voir aussi les travaux de Grossi, Luccio et Pagli [85]), Luccio et Pagli introduisent une
notion de distance entre deux arborescences A; et Ao, correspondant au nombre d’arbo-
rescences & insérer ou supprimer dans A; pour obtenir As. Ils proposent un algorithme
simple, qui, étant donnés deux arborescences T et M et un entier k, détecte tous les som-
mets  de T pour lesquels T}, est a distance au plus k& de M 2. Cet algorithme se compose
de trois étapes.

La premiére étape consiste & coder T (resp. M) par trois mots®Sy, Fr et Pr (resp.
Swnr, Far et Pyy), chacun de taille O(n) (resp. O(m)), puis a concaténer les deux mots Sp
et Syr en un seul mot S, et a calculer 'arborescence des suffixes AS(S) de ce mot.

La deuxiéme étape consiste a prétraiter AS(S) de sorte qu’étant donnés deux sommets
u et v de AS(S), on puisse calculer le plus proche ancétre commun de u et v en temps O(1)
(et donc le plus long préfixe commun de m(u) et m(v)). Harel et Tarjan [90] ont montré
que ce prétraitement peut étre effectué en temps et espace linéaire, soit en O(n + m) dans
notre cas.

Remarque 184. Ce résultat, désormais classique, est souvent utilisé pour la mise au point
d’algorithmes sur les mots utilisant I'arborescence des suffixes (voir par exemple [86, partie
I1]). 11 est di & Harel et Tarjan [90], et a été ensuite amélioré par Schieber et Vishkin [137]
et Berkman et Vishkin [17]. Récemment, Bender et Farach-Colton [13] ont proposé une
nouvelle technique dont la mise en ceuvre est plus aisée.

Finalement, la phase de recherche de motifs proprement dite consiste a lire n fois en
paralleéle un suffixe de Sy et Sy, en utilisant AS(S), Fp, Pp, Fy et Py pour éviter de
parcourir des facteurs identiques, ce qui permet d’effectuer chacun de ces parcours en
temps O(k). Cette phase a une complexité en temps en O(k x n).

On peut noter que I'idée du codage d’une arborescence par des mots a été utilisée
notamment par Ramesh et Ramakrishnan [130] pour le probléme de la recherche de motifs
dans des termes, ou par Mékinen [115] (voir aussi les articles de Dublish [55], Grossi [84, 83]
et Verma [161]).

Quelques commentaires. Pour conclure ce rapide tour d’horizon des travaux abordant
le probleme de la recherche de motifs dans une arborescence, on peut souligner trois points
essentiels.

Premiérement, il n’existe pas, & notre connaissance, d’algorithme traitant le probleme
RMA dans le cas des arborescences générales. Tous les algorithmes proposés portent soit
sur les termes, soit sur le probleme RMCA. Dans la section suivante, nous proposons une
adaptation de l'algorithme descendant de Hoffmann et O’Donnell pour le probleme RMA.

2. Cette notion de distance est une simplification de la notion de distance entre deux arborescences
introduite par Tai [152] et Zhang et Shasha [167].

3. Nous décrivons ce codage dans le chapitre suivant, dans lequel nous présentons un algorithme utilisant
cette approche.
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Deuxiémement, on remarque que méme le probléeme RMCA a recu peu d’attention
(comme nous venons de le voir, les travaux sur ce sujet sont peu nombreux), ce qui
s’explique sans doute par sa difficulté. Ainsi les techniques employées pour obtenir un
algorithme en temps quasi-linéaire (le seul algorithme ayant une complexité de cet ordre
est celui de Cole, Hariharan et Indyk) sont complexes et lourdes & implanter. C’est pour-
quoi, bien qu’aucune étude expérimentale sur ce sujet n’ait été réalisée, on peut penser
que ces algorithmes sont peu compétitifs, relativement au temps d’exécution moyen, en
comparaison avec 'algorithme naif qui se caractérise par sa simplicité et son bon com-
portement en moyenne (les résultats expérimentaux que nous fournissons dans la section
suivante semblent indiquer un comportement linéaire en moyenne). C’est ainsi que dans
la plupart des applications nécessitant d’effectuer une recherche de motifs dans une arbo-
rescence, 'algorithme implanté est d’ailleurs ’algorithme naif (a plus forte raison lorsque
le probléme traité est le probleme RMA et non le probleme RMCA).

Finalement, on peut remarquer qu’aucun des algorithmes proposés dans la littérature
ne semble adapté au cas statique. En effet, comme nous ’avons vu dans la deuxiéme sec-
tion de ce chapitre, on peut, dans le cas des mots, prétraiter “une fois pour toute” le texte
(en construisant son arborescence des suffixes, ou son tableau des suffixes qui possede de
meilleures propriétés pratiques), en temps et espace linéaires, et effectuer ainsi une re-
cherche du motif en temps quasi-linéaire. Cette technique est particulierement utile pour
rechercher rapidement un ou des motifs dans une banque de données de textes statiques
(comme des séquences biologiques par exemple). Dans le chapitre suivant, nous proposons
une adaptation de I'algorithme naif basée sur le codage d’une arborescence par des mots
et I'utilisation de 'arborescence des suffixes, qui si elle ne modifie pas la complexité qua-
dratique de l’algorithme naif, semble posséder de bonnes propriétés pratiques dans le cas
des termes et du probleme RMCA.

7.4 Adaptation de I’algorithme HOD

Dans cette section, nous décrivons une modification de l'algorithme HOD (qui traite
le probleme RMCA) afin de résoudre le probleme RMA. Cette modification, bien que tres
simple, ne semble figurer dans aucun article antérieur sur le sujet. Nous commencons par
rappeler la définition du parcours en profondeur préfize d'une arborescence.

Définition 185. Le parcours en profondeur préfixe d’une arborescence A est le parcours
consistant & visiter la racine de A, puis & parcourir récursivement chacun des sous-
arborescences issues de cette racine dans l'ordre ou ils apparaissent. Lors de ce parcours,
on associe un indice & chaque sommet lors de ce parcours (indice i pour le i sommet

visité).

On suppose ici que tout sommet z du texte T connait la taille |T,| de la sous-
arborescence dont il est racine et I'indice qui lui est associé lors d’'un parcours en pro-
fondeur préfixe (on note cette information ind(z)). Ce prétraitement du texte s’effectue
en temps et espace O(n).

Dans un premier temps, on associe a toute feuille z du motif les informations suivantes
(voir figure 7.9) :

— si z est la 1*™¢ feuille visitée lors d’un parcours en profondeur préfixe de M, on note

num(z) =i (on dit que z est la i*"¢ feuille de M) ;
on note [1(z) le nombre d’arétes du chemin allant de z & la racine de M ;



150 CHAPITRE 7. RECHERCHE DE MOTIFS DANS UNE ARBORESCENCE

si num(z) =i et i > 1 (z n’est pas la premiére feuille), on note [2(z) le nombre
d’arétes du chemin allant de = au plus proche ancétre commun de z et de la (i —1)™¢
feuille de M (on a donc 12(z) > 0); sinon, [2(z) = 0, pour la premiere feuille de =
(num(z) = 1).

(num(z),l1(x) 12(z))

\ua,é,m

Fi1c. 7.9 Informations associées aux feuilles du motif

(2,2,1)(3’2’2) (4,2,1)

Notation. Soient A une arborescence et x, y deux sommets de A tels que y est un descen-
dant de z. On note Ca(z,y) (Ca(y) si z est la racine de A) le mot formé des étiquettes
des sommets du chemin allant de = & y, les sommets z et y inclus (si z est le k*™® ancétre
de y, ce mot comporte donc k + 1 lettres).

On construit ensuite automate de Aho-Corasick de I’ensemble des mots Ch/(f;) as-
sociés a chaque feuille f; de M (f; désignant la i*™ feuille de M). On associe de plus &
tout état final v de cet automate (représenté par un carré dans la figure suivante) I'en-
semble des triplets (i,l1(f;),l2(f;)) tels que le mot correspondant au chemin allant de la
racine de M a la feuille f; est égal & m(u). Finalement, on ajoute les transitions s(u) de
la méme manieére que pour 'automate AC calculé par I'algorithme HOD, et on obtient
ainsi un automate que I'on note aussi AC(M). Dans la figure 7.10, on n’a pas représentée
les transitions s(u), celles-ci reliant chaque état final & I'état initial (pour cet exemple).

Fic. 7.10  Un motif M et automate AC(M) correspondant

Définition 186. Soit M une arborescence ayant k feuilles. On note M; l'arborescence
associée a la feuille f; et obtenue en supprimant de M tous les sommets n’ayant, parmi



7.4. ADAPTATION DE HOD 151

leurs descendants, aucune feuille f; telle que 7 < 4. On appelle M; le :“™¢ préfixe de M
car cette arborescence correspond a la suppression dans M de tous les sommets ayant un
indice supérieur a celui de la feuille f;.

On peut remarquer que, pour un sommet = de 7', on détecte une occurrence de M; en
x si et seulement si il existe un descendant y de z tel que Cp(z,y) = Cp(f1). Supposons
maintenant que l'on ait trouvé une occurrence de M; en un sommet 2 de T' (on note z le
sommet de T' correspondant & f;), et qu’il existe un descendant y de z tel que Cp(x,y) =
Crr(fix1). On a alors une occurrence de M, en x telle que y corresponde & la feuille f; 4
si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites (voir figure 7.11) : si k = 12(fj41),
si g1 est le k¢ ancétre de y et yy le (k — 1)°™¢ ancétre de y (y; est le pere de yy) alors
z appartient a la sous-arborescence T, et le chemin allant de y; & z passe par un frere
gauche de y9, ce qui se traduit formellement par

(7.1) ind(y1) <ind(z) <ind(y1) + |Ty, | — 1 et ind(y2) > ind(z).

Fig. 7.11 - Cr(z,y) = Car(fiv1)

Le principe de la phase de recherche de motifs consiste & parcourir en parallele I’arbo-
rescence T (par un parcours en profondeur préfixe) et 'automate AC(M) de sorte qu’apres
avoir visité un sommet s de T, on se trouve dans un état ¢ de 'automate AC (M) corres-
pondant a la lecture du mot Cr(s). Durant ce parcours , on maintient une pile P (gérée
a I'aide d’un tableau) telle qu’a tout instant, le sommet de pile contienne le quadruplet
(s,7,k,t) tel que

— s est le sommet courant de T' (le dernier sommet visité lors du parcours en profondeur

préfixe de T'),

— j est 'indice du plus grand préfixe de M (définition 186) reconnu en s,

— k est P'indice du sommet z de T correspondant & la j°™¢ feuille de M (ind(z) = k),

— t est I'état de AC' (M) atteint apres avoir visité le sommet s,
et on maintient dans ce tableau (cette pile) les informations correspondant aux ancétres du
dernier sommet s visité (le quadruplet correspondant & s est le dernier élément du tableau
alors que la quadruplet correspondant & la racine de T en est le premier élément). On en
déduit que P contient & tout instant au plus h(7T") quadruplets (on rappelle que h(T') est la
hauteur de 7'). Finalement, pour détecter les occurrences de M dans T, on maintient les
informations données par les quadruplets de P de la maniére suivante : si, apres avoir visité
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le sommet s on arrive sur un état final ¢ de AC (M), pour chaque triplet associé a un état
final de 'automate reconnaissant un suffixe de longueur & de m(t) (on parcourt ces états
finaux grace aux transitions s(¢) de 'automate), on modifie le quadruplet de P associé
au k¢ ancétre de s lorsque la condition (7.1) est vérifiée. On obtient ainsi 'algorithme
suivant, que nous appelons HOD2.

Algorithme 13: HOD2 : recherche du motif M dans T avec 'automate AC(M).
Données : AC(M) et T
début

soient init I'état initial de AC(M) et r la racine de T’

top := 1, t := d(init,e(z)) et P[top] := (r,0,0,t);

tant que top > 0 faire

(s5,4.11) = Pltop];

si tous les fils de s ont été visités alors

top 1= top — 1;
si j est égal au nombre de feuilles de M alors afficher “Occurrence de
| M en s”;
sinon

soit y le premier fils de s non visité;

top :=top + 1, t := §(t,e(y)) et Pltop] := (y,0,0,t);

si t est un état final alors

tant que t # init faire

pour chaque triplet (i,l1,k) associé a I'état ¢ faire
1 (.’L‘,jl,kl,tl) = P[top - ll];

(yl,jQ,kQ,tQ) = P[top - k] )

(yg,jg,kg,tg) = P[top —k+ 1];

si (ji=1i—1)et ((k1 =0)ou (ind(y1) < k1 < ind(y1) +
Ty,| — 1 et ind(y2) > k1)) alors

2 | Pltop — 1] := (z,j1 + Lind(y).t1);

fin

La complexité du prétraitement est identique a celle du prétraitement de I'algorithme
descendant de Hoffmann et O’Donnell: la transformation de M en ADR est réalisée en
temps O(m), la complétion de cette ADR pour obtenir un automate complet s’effectue en
temps O(m x |X]) et le calcul des transitions s(¢) se fait en temps O(m). Lors de la phase
de recherche du motif, le nombre d’opérations effectuées lorsque I'on visite un sommet z
de T est proportionnel au nombre d’exécutions du bloc situé entre les lignes marquées 1
et 2, qui vaut au plus [(M). On obtient alors le résultat suivant.

Proposition 187. Soient T' et M deux arborescences de tailles respectives n et m. L’al-
gorithme HOD2 détecte toutes les occurrences de M dans T en temps O(n x [(M)).

Nous donnons maintenant quelques résultats expérimentaux qui laissent penser que cet
algorithme est malheureusement moins efficace que I'algorithme naif. Nous avons mis en
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ceuvre ces deux algorithmes en C et nous avons procédé de la maniére suivante pour réaliser
des tests. Nous avons engendré aléatoirement et uniformément une arborescence T' sur X
[2], puis une centaine d’arborescences M sur 3 de taille comprise entre 5 sommets et 20
sommets, et enfin, pour chacune d’entre elles, nous avons recherché les occurrences de M
dans T en utilisant I'algorithme naif, puis 'algorithme HOD?2. Les statistiques suivantes
ont été mesurées: nombre Compl de comparaisons entre les étiquettes d’'un sommet de
T et d’'un sommet de M effectuées par 'algorithme naif, nombre Comp2 d’exécutions du
bloc situé entre les lignes marquées 1 et 2 de HOD2, temps #; pris par l'algorithme naif
et temps to pris par 'algorithme HOD2. Nous obtenons les résultats suivants, synthétisés
par le tableau suivant. On peut de plus ajouter qu’en nous limitant & des motifs ayant peu
de feuilles, nous avons obtenu des résultats semblables.

| 7] | IZ] || Comp2/Compl || t2/t: |

100 | 1 2,73 2,68
100 | 3 2,52 3,04
100 | 5 3,60 3,71
100 | 7 4,79 3,84
1000 | 1 2,15 2,93
1000 | 3 2,05 3,85
1000 | 5 2.97 4,57
1000 | 7 3,99 4,82

10000 | 1 1.97 4,03

10000 | 3 1,92 4,79

10000 | 5 2,80 4,88

10000 | 7 3,76 5,52

TAB. 7.1 Comparaison de l'algorithme naif et de 'algorithme HOD2
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Chapitre 8

Coder une arborescence par des

mots

Comme nous ’avons mentionné dans le chapitre précédent, en conclusion de la revue
des principaux travaux traitant de probléme de la recherche de motifs dans une arbores-
cence, aucun des algorithmes proposés n’est dédié au cas statique (le texte T est fixé).
Dans ce chapitre, nous nous intéressons a ce probleme et nous proposons une adaptation
de l'algorithme naif basée sur le codage d’une arborescence par des mots et 'utilisation
de T'arborescence des suffixes. Si la complexité en temps (toujours dans le pire des cas)
de Plalgorithme que nous proposons en O(n x m), les résultats expérimentaux que nous
obtenons, dans le cas de termes binaires ou du probléeme RMCA, semblent indiquer des
performances en moyenne intéressantes (d'un point de vue pratique et théorique).

Dans la premiére section nous nous intéressons au cas des termes. Nous poursuivons en
décrivant un algorithme pour le probleme RMCA dans le cas des arborescences générales
basé sur le méme principe mais utilisant un codage d’une arborescence par des mots
légerement différent. Nous concluons en exposant quelques résultats expérimentaux.

Remarque 188. On peut noter que le codage d’une arborescence par des mots que nous
utilisons dans les deux prochaines sections ci-dessous provient des travaux de Luccio et
Pagli [112, 113, 114]. Ces auteurs I'utilisent pour résoudre certains problemes de recherche
de motifs dans une arborescence légerement différents des problemes que nous considérons
dans ce mémoire.

8.1 Le cas des termes

Définition 189. Soit A un terme de taille n sur 'alphabet de symboles .. On note S4
et L, les mots de longueur n sur les alphabets respectifs ¥ et [n] définis de la maniére
suivante: si z est le i®™ sommet visité lors du parcours en profondeur préfixe de A, alors
Sali]) = e(x) et Lali] =i+ |T|.

On remarque que si z est le ¢ sommet visité lors du parcours en profondeur de A,
L 4[i] donne la position dans S4 du symbole associé au sommet rencontré immédiatement
apres que toute la sous-arborescence de racine z ait été visitée.
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c e Si4 = b.ca.a.ed.a
a L,=84458.78

a d a

F1G. 8.1 — Codage d’un terme par 2 mots

Observation 190. Soit z un sommet de T' et i I'indice du symbole e(z) de St associé & z. On
a une occurrence de M en x si et seulement si il existe m entiers i1 =1 <9 < -+ <4y, <N
tels que, pour 1 < 5 < n,

— si Sar[j] # v alors Stli;] = Smlj).
— si Sy[j] # v alors 4541 =4 + 1, sinon ¢j41 = Loli;].

On en déduit la version suivante de I'algorithme naif. Comme nous nous placons dans
le cas statique, nous supposons que le texte T a été prétraité de sorte que pour chaque
symbole de ¥, on connait ses occurrences dans S7. On rappelle qu’on note n la taille du
texte T' et m la taille du motif M.

Algorithme 14: Algorithme naif amélioré (pour les termes)

Données : Sr, L1, Sy

début

pour chaque 1 < i < n tel que Sr[i] = Sys[1] faire
j:=2et k: =14+ 1;

tant que ;7 < m faire

si St[k] = Swm|[j] alors

| ji=7+1letk:=k+1;

1 sinon si Sy/[j] = v alors
| j:=j+1letk:=Lglk];

| sinon sortir de la boucle tant que;

si j =m + 1 alors
| afficher “Occurrence de M en 4”;

fin

On peut cependant remarquer que si il existe i; et i9 tels que Sr[ii,n] et Sr[ig,n] ont
un préfixe commun égal a un préfixe de Sy, ces deux facteurs identiques de St seront
lus par cet algorithme. Le principe de 'amélioration que nous proposons consiste a éviter
cette lecture multiple de certains facteurs identiques en utilisant I’arborescence des suffixes
de St. Notre algorithme repose sur la définition de la reconnaissance d’un préfixe de Sy,
dans AS(St), que nous énongons ci-dessous avant de 'illustrer par la figure 8.2.

Définition 191. Soient (d,f) I'étiquette d’une aréte de AS(Sr) allant d’un sommet u
vers un sommet w (4 cette aréte correspond le facteur Sp[d,f]) et [ un entier tel que
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0 <1< f—d. Ondit que ((d,f),l) reconnait le k™€ préfixe de Sy si il existe k indices
(d—|m(u)]) =41 <ig < -+ <ig = (d+1) tels que, pour 1 < j <k,
si Sum(j] # v alors Sylij] = Salj],
— si Sapr[j] # v alors 441 =i + 1, sinon 4,41 = Lp[i;].

Dans la figure suivante, on a représenté de maniére abstraite les symboles de 3 par de
petits carrés blancs.

ST ST
ol 1';'
AS(Sr) : Su
;7|:|+ EI d — ‘m(71)| =1 D\D 1
7 |mr M/ EES
e am Sd—1 o
U ad ?
141 e = Lelilo

: om
< §d+l = (!

an no

Fi1Gc. 8.2 Illustration de la définition 191

Le principe de notre algorithme est de lire Sy; dans AS(S7), la seule difficulté étant
de gérer efficacement le cas ot Sy/[j] = v (on dit alors qu’on effectue un saut). Pour cela
on s’appuie sur I'observation suivante, que 'on illustre par la figure 8.3.

Observation 192. Soient k < m tel que Sy[k + 1] = v et ((d,f),l) un couple reconnaissant
le k™€ préfixe de Syy (au sens de la définition 191). On suppose que (d,f) est I'étiquette
d’une aréte de AS(Sy) allant d'un sommet 4 & un sommet w. Soient (d',f') 1'étiquette
d’une aréte de AS(Sy) allant d’un sommet u' descendant de u & un sommet w' descendant
de w, h la longueur du mot étiquetant le chemin allant de ((d,f),l) 4 v’ (h=0siu = u et
1 =0, et h=|m(u')| — |m(u)| — I sinon) et I' un entier tel que 0 < 1" < f' —d'. ((d',f"),l')
reconnait le (k + 1)¢™¢ préfixe de Sy si et seulement si

Lr[d —h+1]=d +1'+1.
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) ST ST
0

AS(Sy) h
g
4§@ | k'

U : o :
j : v :
d+1 i :
] ; z

: : 0 d-—h

w e |h : om ol d—h+1
44@ 5 |

H [m]
od
&5w+l

od +1'+1=Ly[d — h+1]

n o

Fic. 8.3 — Illustration de ’observation 192

On définit alors deux procédures pour parcourir AS(Sy). La premiére, appelée Lec-
ture, est une modification de la procédure de recherche d’un mot dans une arborescence
des suffixes, tant que le caractére courant de Sp; est différent de v et fait appel & une
procédure récursive Sauts des que le caractére courant de Sy, est la variable v (on com-
pare Sy[j] = v avec le (I+1)™¢ caractére de I'arc (d,f)). La procédure Sauts cherche alors
tous les couples ((d',f’),l') reconnaissant le (j + 1)¥™ préfixe de Sy (on dit alors qu'on a
effectué un saut de ((d,f),l) vers ((d',f'),l')). Dans les procédures décrites ci-dessous, on
suppose que Paréte (d,f) (resp. (d',f")) va du sommet u (resp. u') vers le sommet w (resp.
w').

Algorithme 15: Recherche de motifs accélérée (pour les termes)
Données : Sy, L1, Sy et AS(ST)
début
soit r la racine de AS(St);

si une aréte (d,f) telle que Sp[d] = Sp[1] quitte r alors
L Lecture(1, ((d.f),0));

fin
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Algorithme 16: Lecture (pour les termes)
Données : j, ((d,1),])

1 | tant que k <m, [ < (f —d) et Sp[d+1] = Sy[k] faire
| k:=k+1letl:=1+1;
si k > m alors

2 parcourir la sous-arborescence de AS(Sr) de racine w, tous les sommets
| finaux correspondant & une occurrence de M dans T

2}

inon sil > (f — d) alors
pour chaque aréte (d',f’) quittant w faire
| Lecture(k, ((d',f),0));

sinon si Sy/[k] = v alors
L Sauts(k, ((d,f).l), 0) sinon Echec;

fin

Algorithme 17: Sauts (pour les termes)
Données : j, ((d,f),l) et h (voir figure 8.3
début

g:=Lypld+1—h+1];

si g < f+1 alors

| Lecture(j + 1, ((d.f),g — d));

sinon pour toute aréte (d',f') quittant w faire

L Sauts(j, ((d,f'),0), h+ (f —d+1) = 1);

fin

Proposition 193. Soient T et M deuz termes de tailles respectives n et m. L’algorithme
15 détecte toutes les occurrences de M dans T en temps O(n X m) dans le pire des cas.

Preuve. La complexité en temps de cet algorithme dépend de trois parameétres : le nombre
de comparaisons entre les caractéres de St et Sys (nombre d’itérations de I'étape marquée 1
de Lecture), le nombre d’appels & Sauts et le parcours des sous-arborescences de AS(Sr)
en cas de succes (étape marquée 2 de Lecture). Le nombre de comparaisons de caractéres,
étant clairement au plus égal a celui de l'algorithme naif, est en O(n x m). Le nombre
de sommets de AS(Sy) visités lors de I’étape marquée 2 de Lecture est en O(k) si on a
k occurrences de M dans T', et kK < n. Finalement, en remarquant qu’il ne peut y avoir
deux appels & Sauts concernant la méme aréte (d,f) que si on a effectué une comparaison
entre un caractére de Sy et un caractére de Sy, entre ces deux appels, on a bien O(n x m)
appels & Sauts. O

Nous donnons en fin de chapitre des résultats expérimentaux qui semblent indiquer
que sur des termes aléatoires, cet algorithme est sensiblement plus rapide que ’algorithme
naif.
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8.2 Le cas des arborescences quelconques

On peut bien entendu appliquer le méme principe aux arborescences quelconques, mais
le codage par des mots doit étre modifié. On utilise en effet 3 mots de longueur 2n chacun
pour coder une arborescence & n sommets.

Définition 194. Soit A une arborescence de taille n sur . On définit les trois mots S 4,
L4 et Py de longueur 2n sur I'alphabet ¥ U {0} comme suit :
le mot S4 est obtenu en codant, lors d’'un parcours en profondeur préfixe de A, le
premier (resp. dernier) passage sur le sommet = par e(z) (resp. 0): on dit que = est
le sommet associé a Sali] = e(z);
— 81 Sali] = 0 alors La[i] = 0; sinon, z étant le sommet associé & Sali], Lali] =
i+ 2|Azl;
si Sali] =0 oui =1, alors P4[i] = 0; sinon, = étant le sommet associé a Sali] et y
le pere de z (qu’on suppose associé a S4[j]), on pose P4li] = j.

1 23 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
Sa4= b b ¢c 00 b a 00 a ¢ 0 a b 0 0 0 O
Ly= 19 6 5 0 0 10 9 0 0 18 13 0 17 16 0 O 0 O
Pr= 012001 6 00 1 10 0 10 13 0 0 0 O

Fi1G. 8.4 — Codage d’une arborescence quelconque par des mots

Observation 195. Soient x un sommet de T et i I'indice du symbole e(z) de St associé a
z. On a une occurrence de M en z si et seulement si il existe 2m entiers i1 = 1 < 19 <
con < g < 2n tels que

— pour 1 <j <2m, S7[ij] = Sm[j],

sij<2met Sylj+1]#0alorsijp =i;+1
—sij<2met Sy[j+1]=0:
— si Splij+1] =0alors 441 =14; + 1,
sinon, 441 = Ly[Prli; +1]] — 1.

Par exemple, si T est 'arborescence A de la figure précédente et M est I'arborescence
suivante,
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alors
Sy=bb0b0a00,

et on a une occurrence de M a la racine de T, correspondant aux symboles de St entourés
de crochets ci-dessous

] [b] ¢ 0 [0] [6] @ 0 [0] [a] ¢ 0aboo[0][0].

On remarque que les lettres 0 du motif jouent un réle analogue a la variable v pour
les termes et on peut traduire l'algorithme naif pour le probleme RMCA de la maniére
suivante.

Algorithme 18: Algorithme naif amélioré (probleme RMCA et arborescences quel-
conques)

Données : ST, LT, PT et SM

début

pour chaque 1 < i < 2n tel que St[i] = Sy[1] faire
j:=2et k: =14+ 1;

tant que j < 2m faire

si St[k] = Swm|[j] alors

| ji=7+1letk:=k+1;

1 sinon si Sy/[j] = 0 alors
| j:=j+1etk:=Ly[Pr[k]];

| sinon sortir de la boucle tant que;

si j =2m + 1 alors
| afficher “Occurrence en i”;

fin

Nous pouvons procéder par analogie au cas des termes en considérant AS(Sy) pour
accélérer cet algorithme en évitant la comparaison de préfixes communs. On définit la no-
tion de reconnaissance d’un préfixe de Sy; dans AS(Sy) de la maniére suivante, conséquen-
ce de ’observation 195.

Définition 196. Soient (d,f) une aréte de AS(Sr) (allant d’un sommet u vers un sommet
w) et [ un entier tel que 0 <[ < f — d. On dit que ((d,f),l) reconnait le k"¢ préfixe de
Sir si il existe k entiers (d — [m(u)|) = i1 <ig < --- < i = (d+1) tels que:
pour 1 < j <k, St[i;] = Snj],
—sij<ketSylj+1] #0alorsij =i;+1
~sij<ketSylj+1=0:
si Spli; + 1] =0 alors 441 = i; + 1,
- sinon, ij+1 = LT[PT[’i_j + 1“ — 1.

Observation 197. Soient k < m tel que Sy[k + 1] =0 et ((d,f),l) un couple reconnaissant
le k™€ préfixe de Syr. On suppose que (d,f) est Iétiquette d'une aréte de AS(S7) allant
d’un sommet u & un sommet w. Soient (d',f') 1'étiquette d’une aréte de AS(Sy) allant
d’un sommet u' descendant de w & un sommet w' descendant de w, h la longueur du
mot étiquetant le chemin allant de ((d,f),l) A v (h = 0siv' =uetl =0, et h =
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|m(u')| — |m(u)| — [ sinon) et I" un entier tel que 0 <" < f' —d'. ((d',f'),l') reconnait le
(k + 1)°™e préfixe de Sy si et seulement si
d=dl'=1+1et Sp[d +1'1=0
ou
u =w,l'=0et Spld]=0
ou
Ly[Ppld —h+1]]=d +1'+ 1.

En s’appuyant sur cette observation, on obtient, de la méme facon que pour les termes,
les procédures suivantes. On suppose que laréte (d,f) (resp. (d',f')) va du sommet u (resp.
u') vers le sommet w (resp. w').

Algorithme 19: Recherche de motifs accélérée (probleme RMCA et arborescences
quelconques)
début
Soit r la racine de AS(St);
si une aréte (d,f) telle que Sp[d] = Sp[1] quitte r alors
| Lecture(l, ((d,f).,0));

fin

Algorithme 20: Lecture (probleme RMCA et arborescences quelconques)
Données : j, ((d,f),l)
début

k= J;

tant que k < 2m, [ < (f —d) et Spld + 1] = Sy k] faire

| k:=k+1letl:=1+1;

si kK > 2m alors

parcourir la sous-arborescence de AS(Sr) de racine w, tous les sommets
| finaux correspondant & une occurrence de M dans T

sinon

sil > (f —d) alors

si il existe une aréte (d',f') quittant w telle que Sp[d'] = Sy [k] alors
| Lecture(k +1, ((d',f'),0));

sinon si Sy/[k] = 0 alors

pour toute aréte (d',f') quittant w faire
| Sauts(j, ((d',f),0), d' — Pr[d']);

sinon si Sy[j] = 0 alors
| Sauts(j, ((df).), d+1 — Pyld+1]);
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Algorithme 21: Sauts(probleme RMCA et arborescences quelconques)
Données : j, ((d,f),l) et h
début
g:=Lyp[Prld+1—h+1]];
si g < f alors
| Lecture(j + 1, ((d.f),g — d));

sinon
pour toute aréte (d',f') quittant y faire
| Sauts(j, ((d',f'),0), h+ (f —d+1) —1);

fin

Proposition 198. Soient T' et M deuzx arborescences de tailles respectives n et m. L’al-
gorithme 19 détecte toutes les occurrences compactes de M dans T en temps O(n x m)
dans le pire des cas.

Preuve. La preuve de ce résultat est identique & celle de la proposition 193.

8.3 Résultats expérimentaux

Nous avons implanté les algorithmes 14 et 15 (en C sur un PC-Linux) et les avons
expérimentés sur des termes binaires. Pour cela nous avons suivi un processus expérimental
analogue & celui du chapitre précédent. Nous avons engendré aléatoirement et uniformé-
ment un terme binaire 1" sur Y, puis une centaine de motifs binaires M sur X de taille
comprise entre 5 sommets et 20 sommets, et enfin, pour chacun d’entre eux, recherché leurs
occurrences dans 1" en utilisant ’algorithme 14, puis par ’algorithme 15. Nous avons alors
réalisé les statistiques suivantes: nombre Compl de comparaisons entre les étiquettes de
deux sommets de T" et M effectuées par I'algorithme naif, nombre Comp2 de comparaisons
effectuées par 'algorithme 15, nombre Sauts d’appels a la procédure Sauts, temps ¢ pris
par lalgorithme 14 et temps t9 pris par 'algorithme 15. Dans la table 8.1, mult désigne
le nombre d’étiquettes possibles pour un nceud (resp. feuille) de T et de M (on a donc
|2 = 2 xmult). Nous présentons ces statistiques en comparant Compl & Comp2 et Sauts,
et t] a tg.

On remarque alors que I'algorithme 14 effectue effectivement beaucoup moins de com-
paraisons entre caracteres de St et Sy; que lalgorithme 15 (on rappelle que Steyaert et
Flajolet ont montré que Compl est en O(n) [149)]), et que le nombre d’appels a la procédure
Sauts est en O(n). Cela se traduit en pratique par le fait que dés que mult > 1, notre
algorithme semble étre sensiblement plus intéressant, en termes de temps d’exécution, que
I’algorithme 14. En remarquant de plus que l'algorithme 15 est tres simple & implanter, il
nous semble naturel de considérer cet algorithme comme un bon candidat “en pratique”
pour traiter le probleme de la recherche de motifs dans des termes statiques. Il serait
cependant intéressant de vérifier cette affirmation non plus seulement sur des termes bi-
naires aléatoires, mais sur des jeux de test issus de problemes réels. Il serait également
intéressant d’essayer de caractériser le comportement en moyenne des parametres Comp2
(en utilisant des techniques analogues a celles utilisées par Steyaert et Flajolet dans [149])
et Sauts (méme si pour cette derniére statistique, les techniques de Steyaert et Flajolet
ne semblent pas pouvoir étre utilisées).
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| 17| | mult || Compl/Comp2 | Compl/Sauts | t1/ts |

100 1 13 5.3 0,6
100 2 23,9 13,9 1,2
100 3 24,4 21,5 1,6
100 5 26,4 33,9 2,2
100 7 17,5 44,3 3.4
1000 | 1 18,1 6,2 0,76
1000 | 2 60,6 17,7 2,2
1000 | 3 92,9 27,2 2.4
1000 | 5 104,1 44,4 3
1000 | 7 110 62,6 3,3

10000 | 1 20,9 7.1 0,8

10000 | 2 90,2 20,9 2,2

10000 | 3 185,2 32,2 3,1

10000 | 5 3714 54,9 48

10000 | 7 483.6 74,1 7.1

TAB. 8.1 — Comparaison de I’algorithme naif et de l'algorithme utilisant ’arborescence
des suffixes - Cas des termes

Dans le cas des arborescences quelconques et du probleme RMCA, nous avons obtenu
un facteur d’accélération similaire pour I'algorithme utilisant 'arborescence des suffixes
par rapport a l'algorithme naif. On peut naturellement modifier 1égerement 1’algorithme
utilisé dans le cadre du probleme RMCA pour traiter le probleme RMA. Cependant, les
premieres expérimentations réalisées sur des arborescences aléatoires semblent indiquer
cet algorithme est légerement plus lent que I’algorithme naif.



Chapitre 9

Arborescence des suffixes d’une

arborescence

Nous avons vu au chapitre précédent une premiere approche du probleme de la re-
cherche de motifs dans une arborescence (texte) statique, basée sur le codage de cette
arborescence par un mot et l'utilisation de 'arborescence des suffixes de ce mot. Dans ce
chapitre, nous proposons une autre approche de ce probleme en introduisant le concept
d’arborescence des suffixes d’une arborescence.

d’une arborescence, la structure de données que nous proposons occupant un espace en
O(n) pour une arborescence A ayant n sommets. Dans la seconde section, nous rappelons
l'algorithme de construction de I'arborescence des suffixes d’un mot da & McCreight [118],
dont nous nous inspirons pour définir un algorithme de construction de l'arborescence
des suffixes d’une arborescence telle que nous 'avons définie. L’analyse de la complexité
en temps de cet algorithme permet d’affirmer qu’il construit l'arborescence des suffixes
d’une arborescence ayant n sommets en temps O(n?), mais nous conjecturons que cette
complexité est en O(n xlog(n)). Cette structure de donnée nous permet ensuite de résoudre
certains problemes de recherche d’un motif M de taille m dans un texte T de taille n en
temps O(m x log(n)).

9.1 La structure de données

Arborescence des suffixes d’une structure abstraite. Dans ce paragraphe, nous
adoptons un point de vue général et nous considérons une structure abstraite T apparte-
nant & une famille F de structures possédant les propriétés suivantes:

— on peut définir une notion de suffize sur les structures de F,
— on peut associer & chaque suffixe 7" de T' un mot sur un alphabet T", noté S(T").

On peut ainsi définir arborescence des suffixes AS(T) de T' comme étant ’ADR com-
pressée des mots S(T") associés aux suffixes 77 de T, ou de maniére équivalente par le fait
que AS(T) est la seule arborescence vérifiant les propriétés suivantes.

165
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Propriété 199.
1. Chaque aréte de AS(T) est étiquetée par un mot sur I' ; pour un sommet u de AS(T),
on note m(u) le mot porté par le chemin allant de la racine de AS(T) & w.
2. Pour tout suffixe T" de T, il existe un et un seul sommet u de AS(T) tel que m(u) =
S(T") (on dit que u est le sommet final acceptant T").

3. Soient u et v deux sommets de AS(T), ayant pour plus proche ancétre commun le
sommet w. Le mot m(w) est alors le plus long préfixe commun de m(u) et m(v) (on
en déduit que deux arétes quittant un méme nceud ne peuvent commencer par la
méme lettre de I et que tout noeud non final a au moins deux fils).

4. Pour tout sommet v de AS(T), il existe au moins un suffixe 7' de T tel que m(u)
est préfixe de S(T").

On déduit immédiatement de cette propriété 199 le résultat suivant, qui exprime I'ef-
ficacité en espace de cette structure de données (moyennant un codage efficace de ses
arétes).

Proposition 200. Soit T appartenant a F. Si T comporte n suffizes, ’arborescence des
suffizes AS(T) de T comporte au plus 2n sommets.

On qualifie “d’algorithme simple de recherche dans AS(T)” I'algorithme recherchant
un mot sur I' dans AS(T') de maniere similaire & Palgorithme 10 (page 141). Le résultat
suivant montre l'intérét de cette notion d’arborescence des suffixes pour la recherche de
motif dans une structure 7" statique ou pour la compression de F.

Proposition 201. Soient T appartenant a F, M un mot de longueur m sur I' et AS(T)
larborescence des suffizes de T. L’algorithme simple consistant a “lire” M dans AS(T)
permet de déterminer en temps O(m x log(min{n,|T'|})) si il existe un suffize T' de T tel
que M est un préfive de S(T").

Mots, matrices et arborescences. Comme nous I’avons vu lors du chapitre précédent,
la notion d’arborescence des suffixes a été introduite a l'origine pour les mots par Weiner
[164].

Dans les années 90, Giancarlo et Grossi [66, 67, 68] ont défini la notion d’arborescence
des suffixes pour une matrice carrée, afin de détecter toutes les occurrences d’une matrice
carrée m X m dans un texte (matrice carrée n x n) en temps quasi-linéaire 'relativement a
m?, apres avoir construit Iarborescence des suffixes du texte. Ils utilisent cette approche
pour I'analyse d’images représentées par des matrices de pixels (voir aussi article récent
de Giancarlo et Guaiana [69]).

La premiere notion d’arborescence des suffixes d’une arborescence présente dans la
littérature est due & Kosaraju [105]. Elle repose sur la notion suivante de suffixe d’une
arborescence : pour une arborescence A sur X et z un sommet de A, le suffixe A, de A
correspond au mot porté par le chemin allant de z a la racine de A. Pour une arborescence
A ayant n sommets, Breslauer [27] a proposé un algorithme construisant I’arborescence
des suffixes de A en temps O(n x log(|X])) (Shibuya [141] donne un algorithme en temps
O(n x log(log(n))) si 'alphabet ¥ = {1,... ,n}). Cette structure de données permet en
particulier de trouver les k£ occurrences d’un mot ayant m lettres dans une arborescence
ayant n sommets en temps O(m xlog(|2|)+k). Cependant il ne semble pas qu’elle permette

1. Par quasi-linéaire, nous entendons une complexité en temps linéaire pondérée par un facteur loga-
rithmique, souvent dii au temps de branchement.
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de résoudre des problemes de recherche de motifs autre que des mots de facon plus efficace
que l'algorithme naif (c’est-a-dire en temps O(n x m)).

Tres récemment, Shibuya [141] a introduit la notion de B-arborescence des suffixes
d’une arborescence k-aire A (chaque nceud a exactement k fils), reposant sur la notion
suivante de suffixe: le suffixe de A enraciné en un de ses sommets z est la plus grande
sous-arborescence de A complete (les sommets situés & la méme hauteur sont soit tous
des neeuds, soit tous des feuilles) de racine z. En se référant a la proposition 201, on peut
alors détecter un motif M ayant m sommets dans un texte 7' (une arborescence k-aire) en
temps O(m x log(|X|)) si M est une arborescence k-aire compléte sur X.

Dans la derniere section du chapitre précédent, nous avons en fait déja introduit une
notion d’arborescence des suffixes d’une arborescence, basée sur les définitions suivantes:

— un suffixe d’une arborescence A est une sous-arborescence maximale de A (les feuille

de cette sous-arborescence sont des feuilles de A): on a donc un suffixe A, pour
chaque sommet z de A,

— le mot associé a un suffixe est obtenu par un parcours en profondeur de A,.

Si, comme nous 'avons vu, cette structure de données semble s’avérer utile, en pratique,
pour accélérer I'algorithme naif de recherche de motifs dans une arborescence, son utilisa-
tion ne permet pas d’avoir un résultat analogue a la proposition 201 et n’améliore pas la
complexité théorique de 'algorithme naif (complexité quadratique).

Dans la suite de ce chapitre, nous proposons une nouvelle définition de ’arborescence
des suffixes (conforme & la propriété 199), reposant sur la méme notion de suffixe que
précédemment (& savoir une sous-arborescence), mais utilisant le codage d’un suffixe par
un mot calculé lors d’un parcours en largeur de ce suffixe. La structure de données ainsi
obtenue permet de traiter en temps quasi-linéaire certains problémes de recherche de motifs
dans une arborescence.

Suffixe et préfixe d’une arborescence, et mots associés. Le principe guidant la
définition de D’arborescence des suffixes d’une arborescence que nous proposons est de
considérer un mot de longueur h comme une arborescence de hauteur i ayant un seul
sommet par niveau (arborescence filiforme). Une arborescence de hauteur h (voir définition
180) peut donc étre vue comme un “mot généralisé” (chaque niveau comporte non plus
un sommet, mais un ensemble de sommets).

Définition 202. Soient A une arborescence de hauteur h et 1 <3 < h.

On note A[i] 'ensemble des sommets z de A situés & hauteur i: on qualifie A[i] de
1“™¢ niveau de A.

Si Afi] comporte k sommets, on note Afi,j] le j4™¢ sommet (1 < j < k), & partir de
la gauche (ou par ancienneté), de A[i].

Définition 203. Soient A une arborescence et = = A[i,j] un sommet de A.
On appelle suffize de A enraciné en x, noté Suf(A,z) ou A,, la sous-arborescence
maximale de A de racine z.
— On appelle préfize de A finissant en xz, noté Pref(A,x), la sous-arborescence de A

constituée des sommets z’' = A[i’,j'] de A tels que soit 7' < i, soit ' =i et j' < j.

Il reste & définir I'alphabet I des mots S(A;) associés aux suffixes A, d’une arbores-
cence A. Pour cela, nous introduisons la notion de décalage d’un sommet et de T-lettre
associée & un sommet.
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F1G. 9.1 — Illustration de la notion de suffixe et de préfixe d’une arborescence

Définition 204. Soient A une arborescence sur ¥ et z = A[i,j] un sommet de A. On
appelle décalage de x dans A, noté D 4(z), entier défini par

si z = A[1,1] est la racine de A, alors Dy(z) = 1,
si j =1, alors Da(z) = j' ott A[i — 1,5'] est le pere de z,
— sinon, Da(z) = j'—j" ou A[i—1,5'] est le pere de z et A[i—1,5"] le pere de A[i,j —1].

. .

niveau i — 1 @"

! niveaui — 1 o .

T Da(w) f’ ! IJ DA(x)IJ'
niveau 17 niveau 7 ) )
T /1 J— lT /]

Fi1Gg. 9.2 Le décalage d’'un sommet

Définition 205. Soient A une arborescence sur X et z = A[i,j] un sommet de A. La
T-lettre associée & x dans A, notée x4, est le triplet (a,,Da(z).e(x)) ot ay, =1sij=1et
a; = 0 sinon, et e(z) est 'étiquette de z.

[’alphabet I' correspondant & une arborescence A est alors I'alphabet des T-lettres
associées a A, c’est-a-dire des triplets (a,b,c) ot a est un booléen, b un entier positif ou
nul et ¢ une lettre de .

Définition 206. Le parcours en largeur d’'une arborescence ordonnée A de hauteur h est
le parcours consistant & visiter d’abord la racine, puis les sommets & hauteur 2 (on visite
successivement A[2,1], A[2,2], ..., A[2,k],...), puis les sommets & hauteur 3, ..., et pour
finir les sommets & hauteur A.

Définition 207. Soit A une arborescence sur ¥ ayant n sommets. On note S(A) le mot

de longueur n sur I' tel que, si = est le 1 sommet visité lors du parcours en largeur de

A, la i lettre de S(A) est la T-lettre x4 associée & z dans A.
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Notation. Par la suite, étant donnée une arborescence 1" sur Y ayant n sommets, on note
x; le 14™¢ sommet visité lors du parcours en largeur de 7T'. De plus on désigne par S le mot
S(T) associé a T et, pour chaque sommet z; de T, on note T; 'arborescence suffixe Ty, et

Si le mot S(T5).

S = (1,1,b)(1,1,a)(0,0,a)(1,1,¢)(0,0,6)(0,1,¢)(0,0,b)(0,0,a)(1,1,a)(0,4,c)

Sz = (1,1,a)(1,1,¢)(0,0,0)(0,0,a)(1,3,c)

Fic. 9.3 Exemples de mot associé a une arborescence

L’arborescence des suffixes d’une arborescence. I’arborescence des suffixes d’une
arborescence T ayant n sommets, notée AS(T), est obtenue en compressant ’ADR des
mots S; pour i = 1,... ,n. Comme plusieurs suffixes (mots S;) d’'une méme arborescence
peuvent étre identiques, on associe a chaque sommet final u la liste des indices i tels que
m(u) = S;. Dans la figure suivante, on représente le sommet final acceptant le mot S; par
un rectangle contenant 1.

Fi1c. 9.4 TL’ADR compressée des suffixes d’une arborescence

Si la proposition 200 nous assure que AS(T') comporte au plus 2n sommets, lorsque T'
en comprend n, pour obtenir une structure de donnée occupant un espace en O(n), il est
nécessaire de coder chaque mot sur I" associé & une aréte en espace O(1). Dans le cas des
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mots, le codage d’un arc par un couple d’entiers vérifie cette condition tout en permettant
de déterminer le facteur correspondant & une aréte (d,f) en temps O(f — d + 1).

Dans le cas des arborescences, on peut remarquer que pour tout sommet z; de T', tout
facteur S;[I..l'] de S; peut étre codé par le triplet (z;,z',2") ott ' (resp. z") est le sommet
de T; correspondant & la T-lettre S;[I] (resp. S;[l']).

S3 = (1,1,a)(1,1,¢)(0,0,b)(0,0,a)(1,3,c)

S3[2..4] = (1,1,¢)(0,0,0)(0,0,a) est codé par (z3,z¢,73)

Fia. 9.5 Codage d'un facteur par un triplet de sommets

On peut donc représenter le facteur associé a4 une aréte de AS(T) par un tel triplet,
ce qui, dans le cas de notre exemple, donne ’arborescence représentée figure 9.6.

F1G. 9.6 — L’arborescence des suffixes d’une arborescence

On obtient ainsi une structure de données occupant un espace en O(n). Les deux
sections suivantes présentent un algorithme permettant de construire cette structure.

Remarque 208. Nous verrons dans la section 9.3 un prétraitement de l'arborescence T
permettant, étant donnés trois sommets x, ' et 2" codant un mot comportant k T-lettres,
d’obtenir ce mot en temps O(k).

Notation. Par la suite, on considére tout sommet final associé 4 au moins deux suffixes
comme un neeud.

Notation. Dans la suite de ce chapitre, on utilise la notation (z,z’,z") pour représenter
indifféremment un mot composé de T-lettres et I’ensemble de sommets de I’arborescence
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T, lui correspondant. De plus, lorsqu’il n’y a pas ambiguité, on identifie un sommet de cet
ensemble avec la T-lettre correspondante.

9.2 L’algorithme de McCreight

Dans cette section, nous présentons l'algorithme de construction de ’arborescence des
suffixes d’'un mot T' (de longueur n sur un alphabet ) da & McCreight [118], algorithme
que nous reprenons dans la section suivante pour construire I'arborescence des suffixes
d’une arborescence. La présentation que nous en donnons est inspirée du livre de Croche-
more et Rytter [52, section 5.3].

Un algorithme simple mais non optimal. Le principe de cet algorithme est de
débuter avec 'ADR correspondant au seul mot 7' (on note cet ADR AS;), puis de
construire incrémentalement AS(7T') en insérant les suffixes propres de T' dans cette ADR
par ordre de longueur décroissante (on note AS; 'ADR compressé ainsi obtenu apres
insertion du suffixe T'[i..n] et f; le sommet final correspondant au suffixe T'[i..n]).

AS, AS, ASs AS, AS5

F1G. 9.7 Les arborescences successives créées par I'algorithme de McCreight si T = aabba

Pour insérer le mot T[i.n] dans AS;_;, une solution simple consiste & utiliser une
procédure qui, étant donnés un sommet u de AS; 1 (normalement la racine) et un mot
W, suit lettre a lettre le plus long préfixe de W correspondant & un chemin issu de u et
renvoie le couple (v,k) ol v est le sommet final de ce chemin (v est créé si nécessaire) et k
est la longueur du suffixe de W non reconnu. On appelle cette opération la procédure de
recherche lente, notée ChercherL(u, W).
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NN

U U

a a Le résultat de
¢ = ChercherL(u,IV)
a W = acabaca a est (v,3)
b b 1,
a
a

sommet créé
Fi1c. 9.8 La procédure ChercherL

En effectuant les mémes remarques que celles faisant suite a ’algorithme 10, il apparait
clairement que la complexité en temps de cette procédure est en O((|m(v)| — |m(u)|) x
log(|X])). Pour construire 'arborescence des suffixes AS(T'), on peut alors utiliser 1’algo-
rithme suivant, qui a une complexité en temps en O(n?).

Algorithme 22: Construction de 'arborescence des suffixes de T": algorithme simple

Donnée : mot T sur X de longueur n
début
créer AS; (ADR & deux sommets, la racine r et la feuille f; dont laréte est
étiquetée (1,n));
pour : allant de 2 & n faire
(v,k) := ChercherL(r, T[i..n]);
si k =0 alors f; := v;
sinon créer f; comme fils de v relié a celui-ci par 'aréte (n — k + 1,n);

Une premiére amélioration: les liens suffixes.
Notation. Dans la suite de cette section, on note g; le premier nceud ancétre de f; (f; est
le sommet correspondant au suffixe T'[i..n]) dans AS; (g; = fi si f; est un neeud et g; est
le pere de f; si f; est une feuille) et h; le pere2de g; dans AS;.

Pour accélérer ce premier algorithme, on s’appuie sur les résultats suivants.

Lemme 209. Soient 1 < i <n et u un neud de AS; autre que g;. Il existe dans AS; un
sommet v tel que m(u) = a.m(v) ot a est une lettre de ¥ (m(v) est le plus long suffize
propre de m(u)).

Preuve. Posons m(u) = a.s, avec a € X et s € ¥*. Si u # ¢g;, u étant un noeud de AS;,
il existe deux suffixes T'[j1..n] et T[js..n] avec j1 < jo < i tels que m(u) est le plus long
préfixe commun de ces deux mots. On en déduit que le plus long préfixe commun des deux
suffixes T'[j1 +1..n] et T[jo+ 1..n] est le mot s et, par définition de AS;, il existe un sommet
v de AS; tel que m(v) = s. 0

2. Dans la suite de cette section, nous ne prenons pas en compte les cas g; = r ou h; = r, ou r est la
racine de AS;. Ces deux cas alourdissent la présentation de I’algorithme de McCreight, bien que leur prise
en compte ne pose pas de probleme particulier.
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Propriété 210. Pour 2 < i < n, AS; a au plus un ou deux sommets de plus que AS; 1, les
sommets f; et g;, qui peuvent étre confondus.

On peut utiliser ces résultats et supposer ainsi qu’aprés avoir inséré le suffixe T'[i +
1..n] dans AS; (et donc construit AS;;1), tout sommet u, autre que la racine, qui était
présent dans AS; posséde une aréte spéciale (non étiquetée) reliant u au sommet v tel
que m(u) = a.m(v). On appelle cette aréte le lien suffize de u, noté v = LS(u). Pour que
cette hypothese soit vérifiée, compte-tenu de la propriété 210, il suffit d’ajouter lors de la
construction de AS;;1 un seul lien suffixe, & savoir LS(g;).

On représente les liens suffixes en pointillés sur la figure suivante.

F1G. 9.9 — Les liens suffixes lors de la construction de AS(aabaabab)

Pour insérer le suffixe T'[i + 1..n] dans AS;, on peut alors suivre un schéma Remonter-
Traverser-Descendre :

1. remonter jusqu’au pere h; de g; (h; possede un lien suffixe d’apres le lemme 209),
2. suivre ce lien suffixe (fraverser) pour aboutir au sommet u = LS(h;),
3. insérer depuis u le suffixe T'[i + 1 + |m(u)|..n] (descendre).

Ce schéma permet ainsi d’éviter d’avoir a relire le préfixe m(u) de T'[i..n] comme cela
était le cas dans I'algorithme simple présenté auparavant. Il nécessite cependant, comme
on 'a remarqué précédemment, qu’aprés U'insertion de T[i + 1..n] dans AS;, le nceud g;
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posséde un lien suffixe. De plus, pour un mot 7' composé de n occurrences de la méme lettre
de Y, on remarque que la complexité en temps reste quadratique en n. Pour améliorer cela,
on combine I'utilisation des liens suffixes avec le recours a une procédure de “recherche”
d’un mot dans un ADR plus efficace que ChercherL.

Une seconde amélioration: la recherche rapide. Cette amélioration repose sur le
résultat suivant.

Lemme 211. Dans l’arborescence AS;, si m(g;) = a.s, avec a € 3 et s € X*, alors il
existe un sommet u tel que s est un préfive de m(u).

Preuve. Si g; est un sommet déja présent dans AS; 1, le sommet v = LS(g;) vérifie cette
propriété et on a méme m(v) = s. Sinon, g; a été créé lors de l'insertion de T[i..n]. Comme
g; est par définition un nceud, il existe un suffixe T[j..n] de T avec j < i tel que m(g;) est
un préfixe de T'[j..n]. En prenant pour u le sommet f;;; de AS;, alors on constate que s
est un préfixe de m(u). 0

Corollaire 212. Soient (k,l) ’étiquette de l’aréte reliant h; a g; dans AS; et w = LS(h;).
Il existe un descendant v de u tel que le mot correspondant a (k,l) est un préfize du mot
correspondant au chemin allant de u a v.

fi v

Fic. 9.10 Illustration du Corollaire 212

Pour déterminer, lors de la partie descendre, le préfixe de T[i + 1 + |m(u)|..n] corres-
pondant a (k,l), il n’est donc pas nécessaire de le chercher en le lisant lettre & lettre car on
sait qu’il sera entiérement reconnu a partir du sommet v = LS(h;). On utilise plutot la
procédure suivante de recherche rapide a partir d’'un sommet u d’un mot W que 'on sait
a priori étre reconnu. Cette procédure renvoie comme résultat le sommet v (en le créant
si nécessaire) tel que le chemin de u & v correspond au mot W.
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Algorithme 23: ChercherR

Données : AS;, un sommet u de AS; et un mot W de longueur p

début
soit (i,7) aréte quittant u (vers un sommet v) telle que T'[i] = W1];
si j —i1+ 1 = p alors retourner v;
sinon sij —i+ 1 < p alors ChercherR (v, W[j — i + 2..p]);
sinon insérer un sommet z entre u et v de sorte que 'aréte reliant u & = (resp.
z A v) est étiquetée (i,i +p — 1) (resp. (2 + p,j));

fin

Propriété 213. La complexité d’'un appel & ChercherR(AS;, u, W) renvoyant comme
résultat un sommet v est en O(k x log(|X|)), ot k est le nombre de nceuds situés sur le
chemin allant de u a v.

Ainsi, McCreight [118] a pu proposer I'algorithme suivant pour construire AS(T),
basé sur I'utilisation des liens suffixes et de ChercherR (rappelons que nous passons sous
silence les cas particuliers g; = r ou h; = r).

Algorithme 24: Algorithme de McCreight
Donnée : mot 7' sur ¥ de longueur n
début
créer AS; (ADR & deux sommets, la racine r et la feuille f; dont laréte est
étiquetée (1,n));
pour i allant de 2 & n faire
soit (I1,l}) Paréte reliant g; 1 & f; 1;
soit (Ig,l) Varéte reliant h;—1 & ¢;—1;

u = LS(h;1);
r :=ChercherR.(u, T[ly..15]);
LS(gi—1) := x;

(gi,k) :=ChercherL(v, T[l1..lI1]);

si k =0 alors f; := g;;

sinon créer f; comme fils de g; relié a celui-ci par une aréte étiquetée (n —
k+1n);

fin

Observation 214. Si lors de I'étape de recherche rapide le noeud z est créé, il est clair
que la seule aréte quittant ce noeud ne commence pas par T[l3] et il n’est pas nécessaire
d’effectuer la phase recherche lente. On peut de suite poser g; = z et insérer f; comme fils
de g;, relié a ce dernier par une aréte étiquetée (Io,l}).



176 CHAPITRE 9. ARBORESCENCE DES SUFFIXES D’'UNE ARBORESCENCE

, )”’"z‘?fﬁ(zg,zg)

AT =W = g;

() N 4
o ol ¢ 1

x n’est pas créé T est créé

Fia. 9.11 — Illustration de 'observation 214

Proposition 215. Soit T' un mot de longueur n sur l’alphabet 3. L’algorithme de Mc-
Creight calcule l’arborescence des suffizes AS(T') en temps O(n x log(|2])).

Preuve. La complexité en temps d’'un appel & ChercherL est proportionnelle au nombre
de comparaisons entre un caractére du mot cherché et un caractére de 7. On peut re-
marquer que, lors de l'insertion de T'[i..n] dans AS;_1, le nombre de caractéres lus par
ChercherL est |m(g;)| —|m(gi—1)|+ 2. On en déduit que le nombre total de comparaisons
réalisées par les appels & ChercherL est exactement

n

> (Im(g)| = Im(gi-1)| +2) = [m(ga)| = Im(g1)| + 2(n — 1) = 3n.
=2

La complexité totale des appels & ChercherL est donc en O(n x log(|3])).

Examinons maintenant la procédure ChercherR. La complexité de 'appel & Cher-
cherR lors de la construction de I'arborescence AS; est proportionnelle au nombre de
sommets de AS; traités lors de cet appel, nombre que nous notons int;. On remarque que
chaque sommet rencontré (sauf éventuellement le dernier) depuis le sommet v = LS(h;_1)
est un ancétre de h;. On en déduit que

int; —1 < m(hi)| = [m(u)| < |m(hi)| = (jm(hi-1)] = 1)

(on ne peut transformer le second < en = car h; et h; 1 peuvent étre égaux a la racine).
Ainsi

int; < |m(h;)| — |m(h;)| + 2.
Un calcul similaire au précédent permet d’affirmer que la complexité des appels & Cher-
cherR est en O(n x log(|X])). 0

9.3 Le cas des arborescences

Nous présentons maintenant une extension de 'algorithme de McCreight pour construi-
re l'arborescence des suffixes AS(T') d’une arborescence T
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Prétraitement de 7. Comme nous I'avons mentionné en présentant la structure de
données, nous considérons une arborescence 1" de hauteur A comme un “mot généralisé¢” de
longueur h. Dans ce paragraphe, nous décrivons un prétraitement permettant de manipuler
efficacement T' et notamment de décrire un mot (z,2',2") de k T-lettres en temps O(k)
(remarque 208). Dans un premier temps, on s’inspire de la représentation d’un mot par
un tableau pour coder T' (voir figure 9.12) :
— chaque sommet z = T[i,j] autre que la racine est codé par le couple (e(z),j') si le
pere de z est le sommet T[i — 1,5'], la racine étant codée (e(x),0) ;
— si le niveau T'[i] comporte k sommets (1 <7 < h(T)), il est représenté par le tableau
des couples associés aux sommets de T'[i] (ce tableau comportant k& éléments) ;
larborescence T' est représentée par le tableau des h tableaux T[i].

On suppose de plus qu’on connait le nombre de sommets n; présents sur chaque niveau 4
(m = 1)

T
T(1] [+ (5,0)
T[2] - (b,1){(a,1)
T3] B (e,1)[(c,2)](5,2)|(c,2)
T[4] B (¢,1){(a,1)[(b,3

Fic. 9.12 Codage d’une arborescence par des tableaux

Ce codage d’une arborescence est une généralisation de la représentation d’un mot
sous forme de tableau (en considérant un mot comme une arborescence ayant une seule
feuille, chaque niveau comporte exactement un sommet). Cependant, pour pouvoir se
“déplacer” rapidement dans les tableaux codant T', nous avons besoin du résultat suivant
da & Berkman et Vishkin [18].

Définition 216. Soient z = T'[i,j] un sommet de T, p un entier tel que 0 < p < i —1 et
g un entier tel que 1 < g < h(T) — i. On note Anc(z,p) I'ancétre de z situé sur le niveau
T[i — p] et Succ(z,k) le premier sommet y, 8'il existe, du niveau T'[i + ¢] tel que le sommet
Anc(y.q) = TT[i.j'] vérifie j > j.

Ainsi, on peut noter que le successeur d’un sommet n’est pas toujours un de ses des-
cendants.

Théoréme 217. [18] Soient T une arborescence a n sommets, © = T[i,j] et Anc(x,k) =
T[i',5']. On peut prétraiter T en temps et espace O(n) de sorte que, connaissant i, j et k,
la détermination de i' et j' s’effectue en temps O(1).

L’algorithme de Berkman et Vishkin [18] étant extrémement complexe (& décrire et a
mettre en ceuvre), il ne nous est pas possible, dans le cadre de ce mémoire, d’en faire une
présentation synthétique.

Corollaire 218. Soient T' une arborescence a n sommets, x = T[i,j] un sommet de T et
Suce(z,k) = T[i',5']. On peut prétraiter T en temps et espace O(n) de sorte que, connais-
sant i, j et k, la détermination de i’ et j' s’effectue en temps O(1).
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Preuve. Lors d’un parcours en profondeur de 7', on associe a chaque sommet z = T'[4,5] de
T le sommet s, = T[i+1,5'] dont le pere T'[,5"] vérifie 5" > j, lorsqu’un tel sommet existe
(ces associations sont matérialisées par les arétes en pointillées sur la figure ci-dessous).
Puis on construit une arborescence T ayant n + 1 sommets (les sommets de 7' et une
racine r) de la maniére suivante (illustrée par la figure ci-dessous dans laquelle nous avons
numéroté les sommets de T'):

— si, pour un sommet x, s, n’est pas défini, on crée une aréte entre r et x,
— sinon on crée une aréte entre s, et .

02

T o] T

Par construction, on a alors y = Succ(z,k) dans T si et seulement si x = Anc(y,k) dans T".
La construction de T" s’effectuant en temps O(n), on déduit du théoreme 217 le résultat
annonce. O

Lemme 219. Soient T' une arborescence a n sommets, et x et ¢’ deux sommets de T'. On
peut prétraiter T en temps et espace O(n) de sorte qu’il est possible de déterminer si x’
est un ancétre de © en temps O(1).

Preuve. 11 suffit d’associer a tout sommet y son indice ind(y) lors d’un parcours en pro-
fondeur de T et la taille |T,| de la sous-arborescence Tj dont il est racine (voir section
7.4). 0

Lemme 220. Soit T' une arborescence a n sommets. Aprés avoir appliqué les prétraite-
ments des théoreme 217, Corollaire 218 et lemme 219, on peut effectuer les opérations
suivantes en temps O(1) :

1. étant donnés un sommet x = T|i,j] et deuz entiers k et |, déterminer i’ et j' tels que
Tkl =T ,5'") ;

2. étant donnés un sommet x = T[i,j] et y = T[k,l] un ancétre de x, calculer la T-lettre
ITy, ;

3. étant donnés un sommet x = T|i,j] et y = T[k,] un ancétre de =, déterminer i’ et
g tels que x' = T[i',j'] soit le sommet suivant (resp. précédant) x lors d’un parcours
en largeur de T ;

4. étant donnés un sommet x = T[i,j] et un entier k, calculer le nombre de sommets
présents dans le k€™ piveau de T.

Preuve. Examinons la premieére opération. Pour calculer ' et j', il suffit de déterminer
le sommet y = T,[k,1] = T[i",j"] = Succ(z,k) (Corollaire 218) et si z est ancétre de ce
sommet (lemme 219), alors i’ =" et j' = 7" + 1.

Pour la seconde opération, notons z7, = (as,Dr,(z),e(z)). Pour calculer a,, il suffit de
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tester si Succ(y,i — k) = z (Corollaire 218). Pour calculer Dy, (), si x = Succ(y,i — k)
(et donc a, = 1) alors Dy, (x) = j' ot T'[i — 1,5'] est le pere de z = T'[i,j] (théoréme 217).
Sinon (a; = 0), Dy, (z) = j' — 7" ot T'[i — 1,5'] est le pere de x = T[i,j] et T[i —1,5"] est
le pere de Ti,j — 1] (théoreme 217).

Pour la troisieme opération, si 2 est le dernier sommet de son niveau dans T, (ce qui
équivaut a j = n; ou ind(T[i,j + 1]) > ind(y) + |Ty|), le sommet suivant z est z’ =
Suce(t,i — k+1) et on peut déterminer ' et j' en temps constant grace au Corollaire 218.
Le raisonnement dans le cas ot 2’ précéde z est similaire.

Finalement, pour calculer le nombre de sommets présents dans le niveau T, [k], on déter-
mine Succ(z,k) = T[i+k,j']. Si j = n; (z est le dernier sommet de son niveau dans T') ou
Ti + kmiy k] est un descendant de z, il y a n;y — j' + 1 sommets dans T, [k]. Sinon z’ =
T[i,j + 1] étant le sommet suivant z sur son niveau, on détermine Succ(z’,k) = T[i+ k,j"].
Iy a alors 5" — j' sommets dans T, [k]. 0

Le principe de I’algorithme de construction de ’arborescence des suffixes AS(T)
d’une arborescence. L’algorithme que nous décrivons par la suite est basé sur le méme
principe que I'algorithme de McCreight présenté section précédente, & savoir une construc-
tion incrémentale de AS(T') basée sur un schéma “Remonter-Traverser-Descendre”. Elle
utilise une notion de liens suffixes et une procédure de recherche rapide d’un mot a partir

d’un sommet de 'arborescence des suffixes. Rappelons les notations suivantes:

z; est le 1°*¢ sommet de 'arborescence 1" visité lors d’un parcours en largeur, 7; la

sous-arborescence suffixe de T' de racine z; et S; le mot de T-lettres S(7;);
— AS; est TADR compressé des mots de T-lettres Sy,... ,S;;

— f; est le sommet final de AS; correspondant a la lecture du mot S;, g; le premier
noeud ancétre de f; dans AS; (g; est égal & f; si f; est un nceud) et h; le pere de g;
dans AS;.

Sommets implicites et liens suffixes. Dans ce paragraphe, nous étendons la notion
de lien suffixe a I'arborescence des suffixes d’une arborescence. Dans un premier temps,
nous introduisons la notion de sommet implicite.

Notation. Pour tout sommet u de AS;, il existe une sous-arborescence de T', notée T'(u),
telle que m(u) = S(T'(u)) (il peut y avoir plusieurs occurrences de T'(u) dans T').

Définition 221. On appelle sommet implicite de AS; un couple (u,l) ot u est un sommet
de AS; autre que la racine et [ un entier tel que, si T'(u) est de hauteur h, alors 0 <[ < h.
On note T'(u,l) Varborescence obtenue en supprimant les I derniers niveaux de T'(u) et
m(u,l) le mot associé a T'(u,l).
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T(u)

m(u) = (1,1,a)(1,1,6)(0,0,a)(1,1,a)(0,1,¢)(0,0,a)
m(u,1) = (1,1,a)(1,1,0)(0,0,a)

F1a. 9.13 — Tllustration de la notion de sommet implicite

On remarque alors immédiatement que si [ = 0, le sommet implicite (u,l) correspond
en fait au sommet u (T'(u,0) = T(u)). De plus, plusieurs sommets implicites pouvant
représenter la méme arborescence, on introduit la notion de sommet implicite minimal.

Définition 222. Un sommet implicite (u,l) de AS; est minimal si et seulement si il n’existe
pas de sommet implicite (u',l') ol v’ est un ancétre de u tel que m(u',l') = m(u,l).

Par exemple, soient u, u’ et u” trois sommets de AS; tels que u’ est le pére de u et u”
le pere de v/, correspondant aux arborescences T'(u), T'(u') et T(u") représentées par la
figure suivante.

AS;

(1,1,a)
1,1,) |
(0,0,0) |
(111a0) T(U,’)
(0,1,¢)
(0.0.0) Tt
(1,1,¢)
(0,0,¢)
(0,2,b)
ou

Les sommets implicites (u',1) et (u,2) correspondent & la méme arborescence (T'(u',1) =
T(u,2)), mais (u,2) n’est pas minimal, alors que (u',1) Pest.

On associe naturellement & la notion de sommet implicite minimal une procédure de
minimisation d’'un sommet implicite (u,l), qui consiste, étant donné (u,l) & déterminer
I'unique sommet implicite minimal (u',l') tel que T'(u',l') = T'(u,l). Son principe consiste
simplement & remonter depuis le sommet u & son ancétre u' en calculant, pour chaque
aréte suivie le nombre de niveaux remontés lors de cette étape.
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Algorithme 25: Minimiser

Donnée : AS, et un sommet implicite (u,!)

début
ui=uetl =1
soient v le pere de u' et (z = T[i,j],T[i',7'],T[i",5"]) le mot de T-lettres porté
par aréte reliant v & u';
tant que i’ > i — [’ faire

u' =

si T'[i',7'] est le premier sommet du niveau i’ — i + 1 de T, alors

| V=1 — (" = +1);
sinon ' := 1" — ("' —i');
solent v le pere de u' et (z = TV[i,j],T[i',5'],T[i",5"]) Varéte reliant v & u';

retourner (u',l');
fin

Pour deux sommets de T, z = T[i,j] et y = T[i',5'] ot y est un descendant de z, le
sommet y est le premier sommet du niveau ' — i + 1 de T, si et seulement si la T-lettre
yr, = (ay,Dr,(y),e(y)) vérifie a, = 1. 11 suffit donc de calculer cette T-lettre yy, pour
déterminer si y est le premier sommet d’un niveau dans 7T, ce qui peut étre fait en temps
constant (lemme 220). Le nombre d’itérations de la boucle tant que étant égal au nombre
de sommets situés sur le chemin allant de v’ & u, on en déduit la propriété suivante.

Propriété 223. La complexité en temps d’un appel Minimiser((u,/)) renvoyant comme
résultat un sommet implicite (u',l") est en O(k), ou k est le nombre de sommets présents
dans AS), sur le chemin allant de u' & w.

Nous introduisons maintenant la notion de restriction d’une aréte, illustrée par la figure
9.14.

Définition 224. Soient (z,z',z"”) un mot de T-lettres et {2’ = z1,... ,z; = 2"} les som-
mets de la sous-arborescence T, correspondant & ce mot. Supposons que le sommet z
possede d fils {y1,... ,yq}. Pour 1 < k < d, on appelle k¢ restriction de (z,z',z"), notée
Rest(k,(z,2', 2")), le facteur (éventuellement vide) de S(T},) composé des sommets de
{z1,... ,z} présents dans T}, .

Propriété 225. Pour un mot (z,z’,x2") donné, on calcule le triplet (y,y’,y") correspondant
a Rest(k,(z,z’,z")) en temps O(1).

En effet, soient (z = T[i,j],«’ = T[i',5'],2" = T[i"5"]) et y le k*™° fils de z:

si 2’ est un descendant de 1y, alors 3y’ = 2/,

si ' est un descendant d’un frére gauche (resp. droit) de y, alors y' = T,[i' — 4,1]

(resp. y' =Ty[i' —i+1,1]),
et on détermine y” de la facon similaire. Les lemmes 219 et 220 assurent que I'on peut
réaliser ces calculs en temps O(1).

Le lemme suivant est analogue du lemme 209 pour larborescence des suffixes et

permet d’introduire la notion de lien suffixe. On peut cependant noter une différence
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(z,2",2") = (0,0 a)(O,O,G)(0,?,6)(172?5)(0,1,b)(0,0,6)(0,2,6)
Rest(l,(m z',2")) = € (le mot vide)

Rest(2,(w.2",5")) = (0,0,0)(0,0,0)(1,1,¢)(0,1,b)(0,0,¢)
Rest(3,(x,2’,z")) = (1,1,¢)(1,1,¢)

FiG. 9.14 — Restrictions d’un mot de T-lettres

fondamentale par rapport aux mots: le lien suffixe d’'un sommet peut ne pas correspondre
a un sommet de AS;, mais & un sommet implicite.

Lemme 226. Soient x; un sommet de T et x; son pére (j < i) possédant d fils. Pour
tout neeud u de AS; autre que la racine et déja présent dans ASj, et tout entier k tel que
1 <k < d, il existe un sommet implicite (v,l) dans AS; tel que m(v,l) = Rest(k,m(u)).
On dit alors que le couple (u,k) admet un lien suffize valide, noté LS(k,u).

Preuve. Siu est un neeud de AS;, il existe j1 < j tel que le préfixe de longueur |m(u)| de
Sj, est égal & m(u). z;, a donc degré d, et, si x, est son £ fils, on aura inséré S, avant
Si. Comme Rest(k,m(u)) est préfixe de Sp, on en déduit qu’il existe un sommet v de AS;
tel que le mot Rest(k,m(u)) est préfixe de m(v). 0

Lemme 227. Soit T une arborescence a n sommets. Le nombre de couples (u,k), ot u est
un sommet de AS(T) et k un entier, qui admettent un lien suffize valide est au plus de
2(n —1).

Preuve. Comme dans le cas des mots, on peut remarquer que lors de I'insertion du suffixe
S; (de racine x;) dans ’ADR compressé AS; 1, on crée au plus deux sommets. Supposons
que l'on associe a z; 'ensemble des sommets de AS(T) créés lors de I'insertion de S;. On
a donc, pour tout 7 € [n], au plus deux sommets associés a z;. Soit u 'un de ces éventuels
sommets et supposons x; de degré d. Le nombre de couples (u,k) admettant un lien suffixe
valide est au plus d, c’est-a-dire le nombre d’arétes quittant z; dans T'. On a donc au plus
2d couples (u,k) admettant un lien suffixe tels que u est un sommet de AS(T') associé a
z;, ce qui implique le résultat annoncé. O

Nous avons maintenant un des éléments indispensables au schéma “Remonter-Traver-
ser-Descendre”, a savoir les liens suffixes, et nous avons montré que 'espace additionnel
nécessaire au stockage de ces liens est linéaire. Dans le paragraphe suivant, nous nous
intéressons aux procédures de recherche d’'un mot dans AS;.
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Les procédures de recherche lente et rapide. La procédure de recherche lente d’'un
mot de T-lettres (z,z',z") dans AS; est similaire & la procédure correspondante dans le
cas des mots (la procédure ChercherL). Elle présente les caractéristiques suivantes :

le point de départ de la recherche est un sommet implicite (u,l),

— le résultat retrouvé est le couple (v,z) ol v est un sommet (créé si nécessaire) tel que
m(v) est le plus long préfixe de m(u,l).(z,x',2") reconnu dans AS;, et z le premier
sommet de (z,2',z") n’appartenant pas a ce préfixe reconnu (z = NULL, si (z,2',z")
est entierement reconnu).

On note A-ChercherL((u,l), (z,z',2")) cette procédure. En remarquant que
pour un sommet implicite (u,l) donné, le prétraitement de T permet d’obtenir en
temps constant la premiére T-lettre de 'aréte reliant u a son pére n’appartenant pas
a m(u,l),
on peut lire un mot (z,z’,z") de k T-lettres en temps O(k) (conséquence du lemme
220),
on obtient le résultat suivant.
Propriéte 228. Soit T une arborescence & n sommets. La complexité en temps d’un appel &
A-ChercherL lors de la construction de AS(T) est en O(k xlog(n)), ou k est la longueur
du plus long préfixe de (z,z’,z") reconnu lors de cet appel.

La procédure de recherche rapide d’'un T-mot (z,z’,z") dans une sous-arborescence
de AS;, sachant que ce T-mot est reconnu, suit le méme principe que dans le cas des
mots (procédure ChercherR). Toutefois, cette recherche débute en un sommet implicite
(u,l) et elle renvoie comme résultat le sommet implicite minimal (u',l') tel que m(u',l") =
m(u,l).(z,z’,2"). On la note A-ChercherR((u,l), (z,2’,2")). Elle s’appuie sur le résultat
suivant.

Propriété 229. Soient deux mots W = (z,2",2") et W' = (y,y',y") dont on sait que 'un est
préfixe de 'autre. On peut, en temps O(1), déterminer

— 81 W est préfixe de W' et quel est le suffixe (y,2z,y") de W’ non présent dans W ;
si W' est préfixe de W et quel est le suffixe (z,2,2") de W non présent dans W';
siw =Ww'"

En effet, on déduit du point 4 du lemme 220 que pour un mot (z = T[i,j],2' = T[¢',j'],2" =
T[i".5"]) donné et pour i’ < k < 4", on peut calculer le nombre de sommets de T, [k] en
temps O(1). La propriété découle de ce constat et des faits suivants:

— W = W’ si et seulement si ces deux mots comportent le méme nombre de niveaux
et le méme nombre de sommets sur leurs derniers niveaux ;

W (resp. W') est préfixe de W' (resp. W) si et seulement si W (resp. W') “possede
moins de niveaux” que W' (resp. W) ou le méme nombre de niveaux mais moins de
sommets sur son dernier niveau.
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Algorithme 26: A-ChercherR
Données : AS,, un sommet implicite (u,l) de AS, et un mot (z,z’,z")

début
si [ =0 alors
L soit (y,y',y") Varéte quittant u (vers un sommet v) telle que ¢y = z’ et

u' = g

sinon
solent (y,z,y") aréte reliant u & son pere ', (y,3',y") le suffixe de ce mot
correspondant aux [ derniers niveaux et v := u;
. ;oo ’on
si (z,2",2") = (y.y',y") alors
| retourner (v,0);

sinon

si (y,y',y") est préfixe (z,2',2") alors
soit z le premier sommet de (z,z’,z") n’appartenant pas a (y,y',y");

| A-ChercherR((v,0), (z,z,2"));

sinon
soit z = T'i,j] le premier sommet de (y,y',y" = T[i",5"]) n’appartenant
pas a (z,z’,z");

| retourner (v,j" —j + 1);

fin

Comme dans le cas des mots, on vérifie aisément la propriété suivante.
Propriété 230. Soit T une arborescence a n sommets. La complexité en temps d’un appel
a A-ChercherR lors de la construction de AS(T') est en O(k x log(n)), ou k est le nombre
de sommets de AS), visités lors de cet appel.

L’algorithme final et sa complexité en temps. Nous disposons maintenant de
presque tous les éléments permettant de décrire I'algorithme de construction de AS(T).
Cet algorithme suit le méme schéma que I'algorithme de McCreight, excepté sur le point
suivant : les fils z; d’'un sommet z; n’étant pas,en général, traités immédiatement apres z;,
si gj désigne le pere de f; dans AS;, de nouveaux sommets étant insérés dans AS; 1,...,
AS; 1, le pére de f; dans AS; 1 peut étre différent de g;. On doit donc associer & tout
sommet z; de T" les informations suivantes :

— le sommet f; acceptant T, ,

— le pere g; de f; dans AS; et I'aréte (:Ej,:r;,:v"j’) reliant g; & f;,

— le pere h; de g; dans AS; et l'aréte (y;,y;,y;) reliant h; & g;.
Comme dans le cas de Palgorithme 24, pour simplifier la présentation de notre algorithme,
nous passons sous silence le traitement des cas ol g; = r ou h; = r, r désignant la racine.
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Algorithme 27: Construction de AS(T)
Donnée : T
début
créer AS; (ADR compressé & deux sommets, la racine r et la feuille f; associée
au T-mot S = S(Th));
pour chaque sommet z; de T autre que la racine visité lors d’un parcours en

largeur faire

solent z; le pere de x; (x; est le keme fils de z;) et, tels que définis
précédemment les sommets f;, g; et hj, et les arétes (:vj,:v"j,:v"j’ ) et (yj,y"j,y;' )E
1 LS(k,hj) :== Minimiser(LS(k,h;));

(u,l) := LS(k,h;);

(v,l') :=A-ChercherR((u,l), (v;,¥;.9;));

LS(k‘,gj) = (Ual’);

(w,z) :=A-ChercherL((v,l'), (z;,7,77));

si x = NULL alors f; := w;

sinon créer f; comme fils de w relié & celui-ci par une aréte (:Ej,:v,:r’j’);
5 LS(k,g;) :== Minimiser(LS(k,g;));

fin

Pour terminer, nous cherchons a déterminer la complexité en temps de cet algorithme,
qui nécessite de calculer la complexité des appels & A-ChercherL, la complexité des
appels & Minimiser et la complexité des appels & A-ChercherR.

Dans les figures suivantes, un sommet blanc correspond a un sommet éventuellement
implicite, les arétes en pointillés & un chemin dans I’arborescence et les fleches en pointillés
aux liens suffixes.

Lemme 231. Soit T' une arborescence a n sommets. La complexité en temps des appels a
A-ChercherL lors de la construction de AS(T) est en O(n x log(n)).

Preuve. La complexité d'un appel & A-ChercherL((u,l), (z,2',2")) est déterminée par la
longueur du plus long préfixe de (z,2',2") reconnu a partir de (u,l) (propriété 228). Notons
comp; la longueur de ce préfixe lors de 'appel & A-ChercherL effectué lors de I'insertion

de S; dans AS; 1 (étape 4).

o xolul) = LS(k,h)

L w0 = LS(k.g;)

qj __________________ k' \\Xfomp i

Le sommet x; désignant le k" fils de z;, on a clairement

comp; < |m(g;)| — [Rest(k,m(g;))] + 1.



186 CHAPITRE 9. ARBORESCENCE DES SUFFIXES D’'UNE ARBORESCENCE

On en déduit que

n n n deg(z;)
S compi < (n—=1)+ > m(g) - S [ 3 [Rest(hm(g))
=2 =2 j=1 k=1

olt deg(z;) = est le nombre de fils de z;. En remarquant que

deg(x;)
im(g;)| =1+ > |Rest(km(g;))]
k=1
on en déduit que
Y compi < (n=1)+ Y |m(gi)| = > (Im(gj)| = 1)
i=2 =2 J=1

n
= Zcompi < (2n—1) —|m(g1)| < 2n.
=2
Le facteur log(n) correspond pour sa part au temps de branchement (il y a au plus n
arétes quittant un sommet de AS;). O

Lemme 232. Soit T' une arborescence a n sommets. La complexité en temps des appels a
Minimiser lors de la construction de AS(T) est en O(n).

Preuve. Le second appel & Minimiser (étape 5) a pour seul but de prendre en compte
le fait que lors de 'appel & A-ChercherL (étape 3), un sommet a pu étre créé, ce qui
fait que le lien suffixe LS(k,g;) peut ne plus étre minimal, alors qu’il I'était lors de sa
création (étape 4). Comme on a ajouté au plus un sommet, cet appel s’effectue clairement
en temps O(1). Pour borner la complexité du premier appel & Minimiser (étape 1), on
peut remarquer que, pour un sommet implicite (u,l) et un descendant v de u, le nombre
total de sommets visités lors des minimalisations de (u,l) est au plus |m(v)| — |m(u,l)|. En
remarquant que lors de la création du lien suffixe LS(k,g;) = (w,l'), g; est un descendant
de w, on en déduit que la complexité totale des appels & Minimiser correspondant a
I'étape 1 est au plus Y , comp;, ce qui, compte tenu de la preuve du lemme précédent
prouve le résultat annoncé. O

Il reste & examiner la complexité des appels & A-ChercherR. On rappelle que la
complexité de 'appel & A-ChercherR lors de 'insertion de S; dans AS; | est déterminée
par le nombre int; de sommets de AS; 1 visités lors de cet appel (propriété 230). On
distingue deux cas, illustrés par la figure suivante

y Y&
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et on introduit la notation suivante (on rappelle qu'un sommet est considéré comme faisant
partie de ses ancétres): si h; est un ancétre de u et h; # u (figure de gauche), rem; =
|m(u,l)| — |m(h;)| + 1, sinon, rem; = 0.

Lemme 233. Soit T une arborescence a n sommets. La complexité en temps des appels
a A-ChercherR lors de la construction de AS(T) est en O((n + k) x log(n)), ot k =

Yoo rem;.

Preuve. Comme dans le cadre des mots, pour i = 2,... ,n, on note res; = |m(f;)| —
|m(u,l)| + 1. En remarquant que

E res; < res; +rem; — int;,

z; fils de x;
on en déduit que
n

n n
Zintj < Z(res_j +rem;) — Z res; | ,
j=2 j=2

Jj=2 \z; fils de x;

ce qui, si on note p le nombre de sommets présents sur les niveaux T'[1] (la racine de T')
et T'[2] (les fils de cette racine), est équivalent a

n n n n
E ity < g res; — E res; + E rem;.
J=2 J=2 J=p+1 Jj=2
En notant que Z?Zl resj < n, on obtient alors le résultat annoncé. O

Nous n’avons cependant pas été en mesure de montrer que y_;" , rem; est en O(n), ce
qui induirait une construction de AS(T) en temps 0(n x log(n)). Les nombreux tests que
nous avons menés, combinés a de vains efforts pour construire un contre-exemple, nous
amenent toutefois a formuler la conjecture suivante.

Conjecture 234. > " ,rem,; est en O(n).

Le tableau suivant présente les résultats en moyenne de nos tests, effectués sur des
arborescences quelconques. Dans ce tableau, N désigne le nombre de sommets de AS(T),
ACL la complexité des appels & A-ChercherL, ACR la complexité des appels & A-
ChercherR, et Min la complexité des appels & Minimiser.
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| n [IE[] N | ACL [ ACR| Min ||

100 1 44 102 22 1
100 3 o4 100 13 1
100 S 99 98 10 0
100 7 62 95 7 0
1000 1 368 1018 186 3
1000 3 439 1017 122 1
1000 S 475 1017 109 1
1000 7 480 1013 88 0
10000 | 1 || 3222 || 10135 | 1613 24
10000 | 3 || 3816 | 10134 | 1093 7
10000 | 5 || 4063 | 10132 | 965 4
10000 | 7 || 4148 | 10131 | 833 2

TAB. 9.1 — Construction de AS(T): résultats expérimentaux moyens

Applications a la recherche de motifs. Comme nous I'avons évoqué en début de
chapitre, notre but en définissant une telle structure de données est de traiter le probleme
de la recherche d’un motif M de m sommets dans une arborescence statique T' & n sommets,
en utilisant une structure de données efficace en espace.

Dans le cas général, tel que nous I'avons défini dans le chapitre précédent, il ne semble
pas que l'utilisation de AS(T') permette d’améliorer la borne quadratique O(n x m) de
Palgorithme naif. En effet, soient M un motif, S(M) le mot de T-lettres correspondant
et u un sommet de AS(T) (on rappelle qu’on note T'(u) la sous-arborescence maximale
de T telle que S(T'(u)) = m(u)). On dit que u est un sommet minimal acceptant M si et
seulement si

il existe une occurrence de M en la racine de T'(u),
— pour tout ancétre v # u de u, il n’existe pas d’occurrence de M en la racine de T'(v).

On en déduit que si w est un sommet final de AS(T') descendant de u acceptant S;, alors
on a une occurrence de M en z; dans T'. On peut alors construire des couples (M,T') tels
que le nombre de sommets minimaux acceptant M de AS(T) est de l'ordre de O(n) et
que deux chemins quelconques dans AS(T') allant de la racine r vers deux de ces sommets
ont un plus long préfixe commun de taille constante. Dans ce cas, en utilisant seulement
AS(T), repérer tous les sommets minimaux acceptant M nécessite un temps O(n x m).

On peut cependant, dans le cas de la recherche de motifs dans des termes, pour le
probleme RMCA, utiliser AS(T) pour accélerer en pratique l'algorithme naif, et ce en
reprenant le principe des algorithmes présentés dans le chapitre 8. Les tests que nous
avons effectués dans ce cas indiquent toutefois que les algorithmes du chapitre 8, qui se
caractérisent par leur simplicité, sont plus efficaces en pratique.

On peut aussi utiliser AS(T') dans le cadre de la proposition 201, pour résoudre effi-
cacement des cas restreints de recherche de motifs dans une arborescence. Dans le cas des
termes, on déduit par exemple immédiatement de la proposition 201 le résultat suivant
(on rappelle que le texte T est étiqueté sur X et le motif M sur ¥ U {v}).
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Fia. 9.15 Un couple (T,M) maximisant la recherche des sommets minimaux acceptant
M

Proposition 235. Soit T' un terme a n sommets et M un motif a m sommets tel que tous
les sommets de son dernier niveau sont étiquetés v et aucun sommet étiqueté v n’est situé

occurrences de M dans T en temps O(m x log(n) + k).

Dans le cas des arborescences quelconques, le motif M est dit complet si et seulement
si toutes ses feuilles sont situées sur son dernier niveau (cette notion est une extension de
la notion d’arborescence k-aire compléte). Une occurrence de M dans T' est dite compléte
si tout nceud de M de degré d > 0 correspond a un nceud de T' de méme degré d. Dans la
figure suivante, la seule occurrence complete de M dans T est matérialisée par les arétes
en pointillés.

A
a

’

Fi1Gc. 9.16 Illustration de la notion d’occurrence complete
On déduit de la proposition 201 et de la définition de AS(T') le résultat suivant, qui
généralise le résultat de Shibuya sur les arborescences k-aires completes [141].

Proposition 236. Soit T' un texte a n sommets et M un motif complet & m sommets.
Apreés construction de AS(T), on peut détecter les k occurrences complétes de M dans T
en temps O(m x log(n) + k).

9.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une approche du probléeme de la recherche de
motifs dans une arborescence statique basée sur I'utilisation d’une structure de données
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indexant les suffixes du texte statique, 'arborescence des suffixes d’une arborescence. Si la
notion de suffixe que nous avons choisie, consistant & voir une arborescence comme un mot
généralisé et a regrouper les sommets de 1" par niveau, permet de définir une structure de
données efficace en espace, elle ne permet cependant de traiter efficacement (en termes de
complexité dans le pire des cas) que des instances restreintes du probléeme de la recherche
de motifs dans une arborescence. De plus, les techniques nécessaires a la construction
de AS(T) sont lourdes, et d'un point de vue pratique, les algorithmes proposés dans le
chapitre 8 semblent plus intéressants, du fait de leur simplicité et de leurs performances
pratiques.

Cependant, nous pensons que d’un point de vue théorique, la structure de données que
nous avons introduite est intéressante en elle-méme, car elle correspond & une généralisa-
tion naturelle de ’arborescence des suffixes d’'un mot. Il nous a ainsi paru naturel de
définir un algorithme de construction de cette structure s’appuyant sur un algorithme de
construction de I’arborescence des suffixes d’'un mot, et ’algorithme de McCreight nous
a semblé étre le meilleur candidat. Toutefois, nous n’avons pas pu prouver une borne
optimale pour notre algorithme et le probléeme de la construction de I'arborescence des
suffixes d’'une arborescence en temps quasi-linéaire reste a ce jour ouvert. Cependant,
comme nous ’avons mentionné en début de chapitre, Shibuya a récemment traité le cas
simplifié des arborescences réguliéres (tous les nceuds ont le méme degré) et, se basant sur
l’algorithme de Farach [60], a proposé un algorithme quasi-linéaire pour I'arborescence des
suffixes d’une arborescence réguliere. Il serait intéressant d’essayer d’étendre sa technique
au cas des arborescences quelconques.
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Structures arborescentes : probléemes algorithmiques et combinatoires

Résumé: La premiére partie de ce mémoire est consacrée a I'énumération de diverses
familles de structures arborescentes, en général selon le nombre de sommets. Les trois
premiers chapitres sont consacrés a I’étude des arborescences de Cayley telles que la ra-
cine est inférieure a ses fils et des arborescences alternantes. La plupart de nos résultats
sont prouvés bijectivement. Nous nous intéressons ensuite aux arborescences coloriées, et
plus particulierement & la formule d’inversion de séries formelles multivariées de Good-
Lagrange. Nous donnons une nouvelle preuve bijective d’une variante de cette formule et
utilisons cette preuve pour prouver combinatoirement diverses formules d’énumération de
structures arborescentes et en déduire des algorithmes de génération aléatoire pour ces
structures (notamment les cactus planaires). Nous concluons cette premiére partie par un
chapitre consacré aux constellations: en combinant notre preuve de la formule de Good-
Lagrange et la conjugaison d’arborescences (due a Bousquet-Mélou et Schaeffer), nous
prouvons bijectivement une formule (nouvelle) pour I’énumération de constellations selon
le nombre de sommets et de faces.

Dans la seconde partie, nous étudions le probléme de la recherche de motifs dans une
arborescence, en utilisant une structure de données classique pour les mots: ’arborescence
des suffixes. Nous proposons notamment un algorithme de recherche de motifs dans une
arborescence, basé sur un codage d’une arborescence par des mots et sur l'utilisation
de I'arborescence des suffixes d’'un de ces mots, qui semble avoir de bonnes propriétés
expérimentales. Nous concluons en étendant la notion d’arborescence des suffixes des mots
aux arborescences et en décrivant un algorithme de construction pour cette structure.

Mots-clés : Combinatoire, algorithmique, arborescences, énumération, bijections, généra-
tion aléatoire, séries formelles multivariées, recherche de motifs, arborescence des suffixes.

Arborescent structures: algorithmic and combinatorial problems

Abstract : The first part is devoted to enumerative combinatorics. In the third first
chapters, we study the families of Cayley trees such that the root is lower than its sons
under some combinatorial parameters (number of vertices, label of the root, inversion
polynomial), and of alternating trees. Most of our proofs are based on bijections. In the
next chapter, we are interested in the enumeration of colored trees, with the formula of
Good-Lagrange (inversion of multivariated formal power series). We give a new bijective
proof of a variant of this formula and apply this proof in the enumeration and random
generation of arborescent structures (like planar cacti). We conclude this part by a proof
of a (new) formula for the enumeration of constellation under the number of vertices and
faces.

In the second part, we study the problem of tree pattern matching, using a classical data
structure (for words): the suffix tree. We propose a new tree pattern matching algorithm,
based on encoding a tree with words and using the suffix tree of one of these words, which
seems to have good experimental properties. We conclude by proposing an notion of suffix
tree of a tree and an algorithme computing such a structure.

Keywords: Combinatorics, algorithmic, trees, enumeration, bijection, random generation,
multivariated formal power series, tree pattern matching, suffix tree.

These en informatique, préparée au LaBRI (Université Bordeaux I, 351 cours de la Libéra-
tion, 33405 Talence).



