N
N

N

HAL

open science

Etude du systeme couplé Boltzmann sans
collisions-Poisson pour la gravitation. Simulations
numériques de la formation des systemes auto-gravitants

Fabrice Roy

» To cite this version:

Fabrice Roy. Etude du systeme couplé Boltzmann sans collisions-Poisson pour la gravitation. Simula-
tions numériques de la formation des systémes auto-gravitants. Astrophysique [astro-ph]. Université

de Versailles-Saint Quentin en Yvelines, 2004. Francais. NNT: . tel-00007424

HAL Id: tel-00007424
https://theses.hal.science/tel-00007424
Submitted on 16 Nov 2004

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00007424
https://hal.archives-ouvertes.fr

Thése de Doctorat de I’Université de Versailles —
Quentin-en-Yvelines

Spécialité :

Mathématiques, Simulation et Modélisation

présenté par

Fabrice Roy

Pour obtenir le titre de Docteur de I’Université de Versailles — S* Quentin-en-Yvelines

Sujet de la thése :

Etude du systéme couplé Boltzmann sans
collisions—Poisson pour la gravitation.

Simulations numériques de la formation des systémes
auto-gravitants.

Soutenu le 8 juillet 2004 devant le jury composé de

Mme Evangelie ATHANASSOULA

M. Patrick CIARLET
Mme Frangoise ~COMBES

M. Hervé DE FERAUDY
M. Gary MAMON

M. Jérome PEREZ

Theése réalisée au Laboratoire de Mathématiques Appliquées de 'ENSTA ED
TA






A ma famille et mes amis...






REMERCIEMENTS

La rédaction de ce manuscrit constitua 'une des étapes les plus longues et douloureuses de mes
quatre années de thése. Et cette page fut sans aucun doute celle qui aura nécessité le plus d’efforts
et d’attention de ma part, tant je tenais & remercier comme il se doit les personnes ayant participé,
directement ou non, & ’achévement de ce travail.

Mes premiers remerciements vont a Patrick Ciarlet et Jérome Perez, qui ont dirigé et encadré
mes travaux. Merci a Patrick pour ses précieux conseils et sa disponibilité, et & Jérome pour son
indéfectible enthousiasme et sa passion, qu’il sut me communiquer. Je n’aurais pu imaginer meilleurs
guides pour accompagner mes premiers pas dans le monde de la recherche scientifique.

Mes plus sincéres remerciements vont également & Evangélie Athanassoula et Gary Mamon, qui
m’ont fait ’honneur d’étre rapporteurs de cette thése, ainsi qu’a Francoise Combes et Hervé de Feraudy
pour avoir accepté de faire partie du jury.

Je remercie chaleureusement tous les membres du Laboratoire de Mathématiques Appliquées, qu’ils
soient permanents, thésards ou stagiaires, que j’ai eu beaucoup de plaisir & cotoyer durant ces quatre
derniéres années.

Je remercie particuliérement Jean-Luc Commeau, pour sa gentillesse et son travail inestimable sur
I’installation et la maintenance de la machine paralléle du laboratoire. Sans son assistance, je ne serais
probablement jamais parvenu aux mémes résultats.

Je tiens & exprimer ma reconnaissance a Annie Marchal et Chrystelle Scafarto pour m’avoir aidé
A traverser sans encombres les méandres administratifs qui accompagnent chaque étude doctorale.

Merci & Benoit, Christophe et Franck, tous trois jeunes ou futurs docteurs rencontrés sur les bancs
de T'université de Nantes, avec qui j’ai pu partager mes petits bonheurs et malheurs de thésard.

Merci a Céline et Franck, et Delphine et Gaél, qui m’ont permis d’avoir un toit et ainsi de termi-
ner mes travaux dans les meilleures conditions, et qui ne sauraient imaginer combien ce témoignage
d’amitié compta & mes yeux.

Je remercie infiniment ces amis & qui je n’ai jamais su dire toute ’affection que j’ai pour eux,
qui furent présents a mes cotés lorsque j’en avais besoin. Merci donc & Boris, Colin, Emilie, Francois,
Guillaume, Nathalie et Eric, et Mathieu.

Merci enfin & ma famille, pour son soutien et ses encouragements, pour le havre qu’a représenté le
domicile familial en ces moments de doute que connait tout doctorant. Merci pour tout !






TABLE DES MATIERES

Introduction

1

2

Modélisation et étude analytique des systémes auto-gravitants

1
2

Amas globulaires et galaxies elliptiques : une tentative de définition . . . . . . . . ..

Modélisation des systémes auto-gravitants . . . . . . ... ... ... oL
2.1 Temps caractéristiques . . . . . . . . ..o Lo e
2.2 Descriptions discréte et continue . . . . . .. ...
2.3 L’équation de Poisson . . . . . . . ... oL
2.4 L’équation de Boltzmann sans collisions . . . . . . .. .. ... .. ... ...,
2.5 Théoreme du viriel . . . . . . . . .o e

Solutions analytiques et étude de stabilité . . . . .. .. .. ... ... ..
31 Premiers résultats sur les solutions de Boltzmann sans collisions . . . . . . ..
3.2 Polytropes et modeéle de Plummer . . . . .. ... .. ... ... . ... ...
3.3 Sphére isotherme . . . . . . .. oL e
3.4 Etude complémentaire sur la sphére isotherme et instabilité d’Antonov . . . . .
3.5 Méthode d’énergie et instabilité d’orbite radiale . . . . . . . . .. ... .. ...

Meéthodes numériques

1

Le treecode . . . . . . e e e e e e e
1.1 Quelques méthodes numériques et leurs caractéristiques . . . . .. ... .. ..
1.2 Description du treecode . . . . . . . .. ..o
1.3 Calcul paralléle et treecode . . . . . . . . . . . ... e

Conditions initiales . . . . . . . . 0 o 0 e e e e e e e
2.1 Géométrie du systéme . . . . .. oL Lo e e
2.2 Taille du systéme R, - - « -« o v o i v i e e e e e e
2.3 Profil de densité . . . . . . . . . .
2.4 Rapport du viriel initial Vi . . 0 0 0 0 0 o e
2.5 Spectre de Masse . . . . . ..o e e e e e e e
2.6 Distribution des vitesses . . . . . . . . o e e e e e e
2.7 Rotation . . . . . . . . e
2.8 Nomenclature . . . . . . . . . . . e e e e e e e

Calcul des observables . . . . . . . . . ... e e
3.1 Energie totale . . . . . .o v e e e e e e e
3.2 Rapport du viriel . . . . . . . .. o

w

co 00 N N

10

12
15
18
18
20
22
26
33

41
41
41
44
49
51
o1
51
52
53
54
35
56
56
o7
o7
58



3.3 Centre de densité et rayon de densité . . . . . . . .. ... oL
3.4 Rapports d’axes . . . . . . . . ..
3.5 Rayons contenant 10, 50 et 90% de lamasse . . . . . . . .. . ... ... ....
3.6 Potentiel et densité . . . . . . . . . . L L L
3.7 Dispersion de vitesse . . . . . . . .. L L e e e e e e
3.8 Température . . . . . . . . e e e e e e
3.9 Fonctions de distribution . . . . . . ... ..o o oo
4 Systéme d'unités . . . ...

Formation des amas globulaires et des galaxies elliptiques
1 Effondrement gravitationnel . . . . . .. ... oL oo oo Lo
1.1 Mécanisme . . . . . ... e e e e e e e e
2 Etudes préparatoireS . . . v v v v v e e e e e e e
2.1 Influence du parameétre d’adoucissement du potentiel . . . . . .. ... .. ...
2.2 Influence du nombre de particules . . . ... ... .. ... ... ... ...,
Influence des conditions initiales sur la géométrie du systéme a ’équilibre . . . . . . .
Taille du coeur et ségrégation . . . . . . . . ..o
Fonction de distribution & l’équilibre . . . . . . . .. .. oo o 000
Analyse thermodynamique . . . . . . . . . . . . . e e

S Ot s W

Conclusion

A Eléments de calcul scientifique

1 Génération de nombres pseudo-aléatoires : méthode de transformation inverse
2 Schéma saute-mouton (ou leap-frog) . . . . . . .. . ... L
3 Méthode des moindres carrés . . . . . . . . . .. e e e e e e e e

B Notions de calcul paralléle et distribué — Introduction a la bibliothéque MPI

1 Calcul parallele . . . . . . . 0

1.1 Présentation du calcul parallele . . . . . . ... ... ... .. o0,
1.2 Machines & mémoire partagée, machines & mémoire distribuée : les différences
Pratiques . . . . .. L Lo e e e e e e e e e e

1.3 La solution logicielle et matérielle utilisée . . . . . . . ... . ... ... ...,
2 MPI — Message Passing Interface . . . . ... . ... ... ... . ...
2.1 Le passage de message et le standard MPT . . . . ... ... . ... ... ....

2.2 Noeuds et ProCeSSUS . v v v v v v v e e e e e e e e e e e e e e e e e
2.3 Communicateurs et communications point a point . . . . . .. .. .. ... ..
24 Communications collectives et communicateurs (compléments) . . . .. .. ..

2.5 Types composés et autres fonctions . . . . . . . . . ... oo oL

C Tableaux

Bibliographie

81

83
83
84
86



INTRODUCTION

Les systémes auto-gravitants représentent un excellent sujet d’étude pour qui s’intéresse a l'in-

teraction gravitationnelle. Ces objets astronomiques sont en effet gouvernés par la gravitation, seule
interaction & l’ceuvre sur les échelles de distance sur lesquelles ils s’étendent. Les systémes auto-
gravitants sont de plusieurs types et tailles, et leur étude s’étend de la mécanique céleste, pour les
systémes composés de quelques corps, & la cosmologie, pour les grandes structures de 'Univers.
L’astrophysique étant exclue des sciences expérimentales par le fait qu’aucune expérience reproduc-
tible n’est réalisable dans ce domaine de la physique — n’est pas démiurge qui le souhaite — elle repose
sur les trois autres instruments laissés a la disposition des scientifiques, & savoir ’observation, la mo-
délisation et 'analyse mathématique, et la simulation informatique.
Le travail présenté dans ce manuscrit exploite ces deux derniers outils, et délaisse le premier, essen-
tiellement par manque de temps. Son ambition, limitée en regard des questions encore en attente de
réponses, consiste & effectuer une synthése des principaux résultats analytiques concernant la forma-
tion par effondrement et la dynamique des systémes & N corps gravitationnels non cosmologiques et
non collisionnels — les amas globulaires et les galaxies elliptiques — et & exploiter les ressources infor-
matiques grandissantes mises a disposition des scientifiques afin de confronter ces résultats analytiques
avec les seules expériences qui nous sont accessibles : les simulations numériques.

De nombreux astrophysiciens se sont penchés sur cette questions depuis des décennies, les princi-

paux résultats analytiques exposés par la suite remontant pour la plupart aux années 1950 ou 1960,
voire méme plus tot (travaux de J.H.Jeans ou de A.Schuster). Les premiéres simulations numériques
auxquelles nous faisons référence ont quant a elles été réalisées il y a vingt ans environ (T.S.van Albada
[54], 1982).
Il apparait cependant qu’aucune étude exhaustive n’ait été menée concernant les simulations numé-
riques de formation de systémes auto-gravitants par effondrement. Nous ne prétendons pas réaliser
ici cette étude exhaustive mais du moins compléter les études précédentes et mettre en relation les
résultats obtenus avec les développements analytiques correspondants. Nous avons également tenté
d’obtenir des résultats sous une forme telle qu’ils pourront étre confronté & des observations.

La modélisation mathématique de la dynamique des systémes & N corps gravitationnels non colli-
sionnels repose sur le systéme couplé des deux équations de Boltzmann sans collisions et de Poisson.
L’équation de Boltzmann sans collisions, aussi appelée équation de Vlasov, mais originellement écrite
par L.Boltzmann en 1872, fut introduite dans le cadre de l’astrophysique par J.H.Jeans en 1915.
L’équation de Poisson est quant & elle due & S.-D.Poisson, et date de 1813. Un autre résultat analy-
tique se révéle indispensable & I’étude de ces systémes : le théoréme du viriel, qui établit une condition
d’équilibre que nous avons utilisée lors de nos simulations (R.Clausius, 1870).

L’étude du systéme Boltzmann sans collisions—Poisson permet d’obtenir plusieurs résultats concernant
leurs solutions & 1’équilibre, parmi lesquels le théoréme de Jeans sur la dépendance de ces solutions
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stationnaires aux intégrales du mouvement. Il est également possible de dériver des résultats plus pré-
cis, notamment deux solutions analytiques bien connues, qui sont le modéle de Plummer et la sphére
isotherme.

En approfondissant I’étude concernant le modéle de la sphére isotherme, comme ’ont fait V.A.Antonov
[4] puis T.Padmanabhan [45], nous pouvons mettre a jour une instabilité, nommée instabilité d’An-
tonov. L’utilisation de la méthode d’énergie nous permet ensuite d’obtenir de nouveaux critéres de
stabilité des solutions du systéme couplé Boltzmann sans collisions—Poisson. L’instabilité d’orbite
radiale se trouve également révélée par cette méthode.

Afin d’étudier numériquement la question que nous nous sommes posée, nous avons utilisé une
version paralléle du treecode. L’idée du treecode revient a J.Barnes et P.Hut [6], J.Barnes ayant par
ailleurs écrit la version séquentielle du code dont nous nous sommes servi. D.Pfenniger a par la suite
modifié et parallélisé le treecode. Nous lui avons ensuite apporté les modifications nécessaires a son
utilisation dans le cadre de notre travail.

Nous avons également développé un certain nombre d’outils permettant la création de la gamme de
conditions initiales que nous désirions explorer, ainsi que ’analyse des résultats fournis par la simula-
tion. Certains de ces codes développés par nos soins sont paralléles, d’autres séquentiels.

Le calcul paralléle a de ce fait tenu un role important dans le travail que nous avons effectué. L’appren-
tissage de ses bases, puis de certaines de ses spécificités, ainsi que la mise en place et ’administration
de la grappe d’ordinateurs, en collaboration avec l'ingénieur systéme du laboratoire, furent des étapes
importantes et indispensables & la réalisation de notre projet.

La premiére de nos taches fut de déterminer des valeurs acceptables du parameétre d’adoucissement
du potentiel et du nombre de particules utilisé. Le paramétre d’adoucissement, ou de lissage, utilisé
dans une majorité de codes particules—particules, permet de masquer la singularité du potentiel gravi-
tationnel. Sa valeur détermine également la résolution spatiale du code. Puisque nous ne désirions pas
perdre inutilement du temps de calcul en utilisant un nombre aussi grand que possible de particules,
nous avons effectué une étude préliminaire heuristique afin de définir un nombre minimal de particules
au-dela duquel les observables que nous souhaitions mesurer demeurent inchangées. Sachant que les
temps de calcul cumulés de ’ensemble des simulations réalisées s’élévent & six mois environ, cette
étude fut salutaire.

Notre second objectif consistait & vérifier les résultats précédemment obtenus concernant la dépendance
des rapports d’axes finaux au rapport du viriel initial. A des degrés divers, L.Aguilar et D.Merritt [3],
K.W.Min et C.S.Choi [40] et J.K.Cannizzo et T.C.Hollister [14] ont étudié ce sujet. Cependant, en
raison des nombres de particules utilisés ou de ’objectif trés ciblé de ces travaux, il nous est apparu
intéressant de nous pencher sur ce probléme parfois considéré comme résolu et de le mettre en relation
avec U'instabilité d’orbites radiales (comme Pavaient déja fait L.Aguilar et D.Merritt).

Nous avons ensuite remarqué un phénoméne & notre connaissance inconnu jusqu’ici. Les systémes
formés a partir de matériel homogeéne et ceux formés a partir de matériel inhomogéne possédent des
rayons caractéristiques (rayon du coeur et rayons contenant 10 et 50% de leur masse) trés différents.
Cette ségrégation semble liée a 'instabilité d’Antonov, présentée dans les développements analytiques.
Nous avons également comparé les couples potentiel-densité des systémes & 1’équilibre avec ceux des
deux modéles théoriques exposés préalablement. La modélisation mathématique prédit qu’il existe de
nombreuses fonctions de distribution solutions & I’équilibre du systéme Boltzmann sans collisions—
Poisson, mais nous voulions vérifier si nos solutions ne s’approchaient pas de ces deux modéles théo-
riques, et en particulier du modéle de Plummer puisque celui-ci représente correctement les amas
globulaires.

Enfin, nous avons étudié la dépendance entre 1’énergie totale et la température de nos systémes.
L’énergie totale des systémes isolés doit étre conservée aussi précisément que possible malgré 1'utili-
sation d’approximations dans les méthodes numeériques employées. La température évolue par contre
differemment selon le type de conditions initiales.

Les analyses de tous les résultats obtenus permettent de parvenir & des conclusions trés intéres-
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santes concernant 'importance des instabilités d’Antonov et d’orbites radiales sur les états d’équilibre
ainsi que les facteurs menant & I'apparition de ces instabilités.

Enfin, certains aspects de notre travail se révélent porteurs d’interrogations, et soulévent des questions
auxquelles seules de nouvelles simulations ou des observations pourraient répondre.






CHAPITRE 1

MODELISATION ET ETUDE ANALYTIQUE
DES SYSTEMES AUTO-GRAVITANTS

1 Amas globulaires et galaxies elliptiques : une tentative de
définition

Les définitions des amas globulaires rencontrées dans la littérature sont nombreuses, mais s’ac-
cordent toutes sur un certain nombre de points. Ainsi, un amas globulaire est un amas d’étoiles
sphérique (ou quasi-sphérique) contenant de 103 & 10° étoiles. Son rayon de marée est de I'ordre de
quelques dizaines de pc, et sa masse est comprise entre 103 et 5 105 M. La densité centrale d’un
amas globulaire (typiquement 10* Mupc™?) est supérieure de plusieurs ordres de grandeur & celle
du voisinage du Soleil (environ 0.05 Mgpc=3). Un amas globulaire ne contient apparemment ni gaz,
ni poussiére. Il ne semble de plus pas nécessaire de faire appel a la présence de matiére noire pour
expliquer leur dynamique.

Il apparait donc que les amas globulaires sont des systémes & N corps gravitationnels purs. Ils consti-
tuent dés lors un objet d’étude privilégié pour la dynamique des systémes & N corps.

Les observations menées sur les amas de la Galaxie nous permettent d’avoir quelques données chiffrées
plus précises concernant ces objets.

La Galaxie contient environ 150 amas globulaires (47 Tuc, w Cen, M15 parmi les plus connus), qu’on
observe aussi bien au voisinage du centre galactique que dans le halo.

Une étude concernant 99 amas de la Galaxie réalisée par R.E.White et S.J.Shawl [56] portant sur la
forme des amas globulaires arrive aux conclusions suivantes : le rapport moyen entre leur petit axe
et leur grand axe est égal & 0.93. La valeur minimale de ce rapport est environ 0.73, mais seulement
5% des amas ont un rapport d’axes inférieur a 0.8. Les amas globulaires peuvent donc étre considérés
comme sphériques dans la plupart des cas.

L’amas le plus brillant de la Galaxie posséde une magnitude absolue M, = —10.4, pour un nombre
d’étoiles de I’ordre de 10°, alors que la magnitude des moins lumineux est M, ~ —3.0, et leur nombre
d’étoiles environ 103.

L’age des amas de la Voie Lactée varie selon la méthode utilisée pour le déterminer. Les résultats obte-
nus sont compris entre ~ 13 10° et ~ 15 10° années. Il existe donc une grande incertitude concernant
leur age absolu, environ 2 milliards d’années, mais les mesures d’age relatif (d’un amas par rapport a
un autre) sont plus précises.

Les galaxies elliptiques représentent environ 13% des galaxies observées. Elles possédent quelques
caractéristiques identiques & celles des amas globulaires. Elles ne contiennent par exemple que peu de
gaz et de poussiére, et sont sphériques ou proches de la sphéricité. Elles sont composées de 10° 3 10'3
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étoiles, leur rayon est compris entre 1 et 200 kpc et leur masse entre 10 M, et 1013 M.

Le rapport du grand axe sur le petit axe d’une galaxie elliptique varie de un & trois environ. E.Hubble
a classifié les galaxies elliptiques selon leur ellipticité, égale & 1 —b/a. Une galaxie de type En est ainsi
une galaxie dont ellipticité vaut n/10. Les galaxies les plus elliptiques sont de type E7, les galaxies
EO0 étant sphériques.

Certaines caractéristiques dynamiques des galaxies elliptiques ne peuvent s’expliquer que par la pré-
sence de matiére noire.

2 Modélisation des systémes auto-gravitants

La modélisation des systémes que nous avons décrits dans la section précédente est nécessaire a
leur étude analytique, ainsi qu’a la préparation et la compréhension de leur étude numeérique.
Le premier point que nous abordons concerne les échelles de temps de la dynamique des systémes auto-
gravitants. La compréhension de ces échelles de temps est indispensable & une modélisation physique
pertinente de ces systémes, et, bien entendu, & la mise en ceuvre de méthodes numériques adaptées a
leur dynamique.
Ensuite, nous présentons rapidement deux types de formalismes employés pour décrire les systémes a
N corps, 'un discret et ’autre continu. Nous exprimons également les principales grandeurs utilisées
lors de nos études.
La troisiéme et la quatriéme partie de cette section sont respectivement consacrées a la dérivation des
équations de Poisson et de Boltzmann sans collisions. L’équation de Poisson permet de relier le poten-
tiel gravitationnel engendré par une assemblée de particules & la densité de cette assemblée. L’équation
de Boltzmann sans collisions décrit quant & elle ’évolution temporelle de la fonction de distribution
d’un ensemble de particules. Le systéme couplé formé de ces deux équations décrit complétement la
dynamique d’un systéme purement gravitationnel et non collisionnel. L’étude analytique des systémes
auto-gravitants auxquels nous nous intéressons repose sur ce systéme couplé de deux équations.
Enfin, nous présentons le théoréme du viriel, dont ’application revét un réle important lors de nos
travaux numériques. En effet, ce théoréme relie la valeur moyenne de I’énergie cinétique et celle de
I’énergie potentielle d’un systéme a ’équilibre. Ce théoréme est I’outil qui nous permet d’identifier les
états d’équilibre produits par nos simulations.

2.1 Temps caractéristiques

La dynamique des systémes auto-gravitants posséde plusieurs échelles de temps. Nous utiliserons
principalement deux de ces échelles lors de nos travaux. La premiére est caractérisée par le temps
dynamique t4, qui correspond au temps mis par une particule pour traverser le systéme considéré.
La seconde est définie par le temps de relaxation par collisions ¢,., qui désigne le temps nécessaire
aux collisions & deux corps pour modifier de maniére significative la trajectoire d’une particule test
traversant le systéme considéré.

La définition du temps dynamique peut étre illustrée par son calcul dans le cas simple d’un systéme
sphérique homogéne de densité pp, constitué de N particules. D’aprés le principe fondamental de la
dynamique, le module v de la vitesse v d’une particule en orbite circulaire & une distance r du centre

du systéme est donnée par
o GM(r)
v - T
r
ot M (r) désigne la masse totale contenue dans la sphére de rayon r centrée sur le centre du systéme

et G la constante de la gravitation. Notre systéme étant homogéne, nous avons

v = 477Gphr
=1/ 3 .
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La période de révolution de cette particule autour du centre du systéme est donc égale a

. _27TT_ | 3
T e T Gpn

Cette période est indépendante du rayon de l'orbite circulaire de notre particule.
D’autre part, si une particule test est placée au repos & une distance r du centre de notre systéme,
I’équation de son mouvement est

d?r GM (r) 4nGpy, 21\ ?
— = = r=|(—1| r.
dt2 7“2 3 to

Cette équation est celle d’un oscillateur harmonique de fréquence 27 /ty. Le temps t4 mis par cette
particule pour se déplacer du bord au centre du systéme est donc égal &

t() 3T
t, = — = . 1.1
47y 16Gpn (1.1)

L’ordre de grandeur du temps dynamique d’un amas globulaire et d’une galaxie elliptique peut étre
calculé en utilisant (1.1) et en approchant p;, par la moyenne de la densité sur I’ensemble du systéme
Pm, qui nous est donnée par

_ 3M

~ 47R3’

M étant la masse totale du systéme. Nous obtenons ainsi un temps dynamique égal & 7.4 10° années
pour un amas globulaire de rayon R = 10 pc et de masse M = 10° M), et égal a 7.4 107 années pour
une galaxie elliptique de rayon R = 10 kpc et de masse M = 10!t M.

En pratique, il n’est pas possible de calculer ce temps puisque la densité des systémes que nous
simulons n’est pas analytique. Nous avons donc approché le temps dynamique par le temps de croise-
ment ¢., qui est égal au temps mis par une particule de vitesse moyenne pour traverser notre systéme.
Nous avons calculé le temps de croisement en divisant la distance moyenne séparant les particules du
centre du systéme par la vitesse moyenne de ces mémes particules :

{r)

T

ou (.) désigne la moyenne sur toutes les particules et v est le module de la vitesse. (r) se réveéle étre un
estimateur acceptable de la taille R du systéme, et a le mérite d’étre trés simple et rapide a calculer.
Le calcul du temps de relaxation par collisions est un peu plus long mais assez simple (voir par exemple
[9], p.187-190). Il suffit, pour le réaliser, de considérer le parcours d’une particule test de masse m
et de vitesse initiale v traversant un systéme auto-gravitant constitué de N particules identiques de
masse m. En faisant quelques hypothéses supplémentaires, nous trouvons que le carré de la vitesse de
la particule test varie, & chaque traversée du systéme, de §v?, avec

Pm

dv? 8 | 3N
— ~ —log—.
w2 T 3N % an
Le temps de relaxation par collisions peut étre défini comme le temps nécessaire pour que le rapport
§v? /v? soit égal a 1. Ce temps est donc

3Nt
L 3N
SIOgF

Nous avons dit précédemment que le temps de croisement t. et le temps dynamique ¢4 sont du méme
ordre de grandeur. Il est donc raisonnable de considérer que le temps de relaxation par collisions d’un
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systéme auto-gravitant est supérieur d’un facteur N/log N a son temps dynamique.

Notons enfin que ’ordre de grandeur du temps de relaxation par collisions d’un gros amas globulaire
est 10'' années, et celui d’une galaxie elliptique 10'7 années. Les collisions & deux corps sont donc
susceptibles de jouer un réle dans la dynamique des amas globulaires si ’on considére l'intégralité de
leur évolution dans une galaxie pendant plusieurs milliards d’années, et ce particuliérement dans leur
coeur. Par contre, ces collisions n’ont aucune influence sur la dynamique des galaxies elliptiques.

2.2 Descriptions discréte et continue

Nous pouvons décrire les systémes a N corps de deux fagons distinctes. La premiére, la plus
intuitive, est une description que nous qualifierons de discréte — chaque particule i est caractérisée
par sa position r; et son impulsion p; — pour laquelle le systéme correspond & I’ensemble des corps
le composant. Ainsi, le potentiel v (r;) exercé par le systéme sur une particule i s’exprime comme la
somme des composantes provenant de chacune des autres particules, c’est-a-dire

oy (12)
VEZ ri— rj|
j=1
L’énergie cinétique K, I’énergie potentielle U et 1’énergie totale H du systéme s’écrivent alors
N o2
p.
K = = 1.3
i 2 )

U = _Gz;zgz_wz;' Zmﬂp r;) (1.4)
) >t
ZZﬁZmﬁ‘ (13)

N
i:l =1 j>1i

H = K+U-=

La deuxiéme formulation provient de la mécanique statistique et repose sur 'utilisation d’une fonction
de distribution de 6 N + 1 variables f (ry,r2,...,pPN,T1,P2,--.,PnN,t). Cette fonction est définie de
telle maniére que

f&Prid®p;y ... Pryd®py = fdTy ... dTy

représente la probabilité pour qu’a l'instant ¢ la particule 1 se trouve dans le volume de ’espace des
phases dTI'; centré autour de (rq, p1), la particule 2 dans le volume de ’espace des phases dI's centré
autour de (rq, p2), et ainsi de suite. f est une densité de probabilité, donc non négative et de norme
égale a 1 (voir [13], p.107 et suivantes).

Nous verrons par la suite (voir section 2.4) que nous pouvons, sous certaines hypothéses, décrire un
systéme par une fonction de distribution de la forme f (r,p,t) & partir de laquelle il est possible de
définir la densité p (r, t) du systéme, le potentiel gravitationnel ¢ (r,¢) au point r, ainsi que les énergies
cinétique, potentielle et totale du systéme par

= /mf (r,p,t)dp, (1.6)

—G/ = d3 ! (1.7)

:%/%f(r,p,t)dI‘, (1.8)
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:_7//‘ fr,p,t) £ (', 0" 1) g (1.9)

v — /|

H(t) =K () / f(r,p,t H——// F@p D FEPLY jpapr - (1.10)

v —r'|

Remarque : La fonction de distribution sera par la suite parfois exprimée comme une fonction des
positions et des vitesses (dans la section 3.3), et non des positions et des impulsions. Il convient alors
d’écrire les différentes quantités définies ci-dessus en fonction des vitesses, ce qui ne pose aucune
dificulté.

Nous utiliserons par la suite ces deux types de formulations en fonction des aspects théoriques que
nous chercherons & mettre en valeur.

2.3 L’équation de Poisson

Considérons un systéme stellaire tel qu'un amas globulaire ou une galaxie elliptique. Un tel systéme
est composé de 10° & 100 étoiles, et ne contient que peu de gaz interstellaire. Sur des échelles de taille
telles que celle des amas globulaires (environ 10 pc de rayon) ou des galaxies elliptiques (10* pc), et
si 'on néglige le role du gaz interstellaire, la seule interaction intervenant dans la dynamique de notre
systéme est 'interaction gravitationnelle.

Nous considérons donc un systéme Q C IR® dont la masse est distribuée selon une certaine densité

) p@) sireQ
"o sir' ¢ Q.

La loi de la gravitation de Newton nous indique alors que la force F (r) que crée le systéme en tout
point r € IR, dans ’hypothése d’une distribution continue de matiére, est

G/jr_r (') d3r’ . (1.11)
|r — 1’|
Considérons maintenant le potentiel gravitationnel engendré par cette distribution de particules, dont

nous rappelons la forme :
/
r):—G/}f?&d%ﬂ (1.12)

Ce potentiel peut étre écrit sous la forme d’un produit de convolution. Le produit de convolution est
défini par

(A% B)(x) = /A(x—a:’)B(x)dx’ ,
et posséde les propriétés suivantes :
A(z)*B(z) = B(z)* A(x) ,
et
(,% (A(x) * B(z)) = (ij (x)) * B(z) = A(x) <B (x)) . (1.13)

Nous avons donc
(1.14)

Le produit de convolution (1.14) a un sens car la densité p est & support borné (voir [51] pour plus de
précisions concernant le produit de convolution).
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D’autre part, on peut vérifier assez facilement, grace aux distributions, que 1/|r| = 1/r est, & une
constante preés, la fonction de Green du Laplacien. En effet, si 'on considére une fonction test u (r),
C™> a support compact!, on a, en dérivant au sens des distributions,

(3(2) w0 = (L)

De plus, puisque nous ne considérons que des fonctions de r, seule partie radiale du Laplacien doit
étre prise en compte. Nous avons donc

<1,A(u(r))> S /EA(u(T))dZ”r

r

*11d du
= 4r —=— (=) r¥dr.
/0 rr2dr ( dr)
En intégrant par parties, on obtient

1 du]™ “d /1 du
= Au(r)))=4r |r—| —4n — (=) r*—adr.
<r (u ))> [ er /0 dr (7’) dr
Le premier terme s’annule : rdu/dr s’annule a I'infini parce que u est & support compact, et s’annule
en 0 du fait de r. Ce qui nous donne finalement

<1,Au> = 47r/ d—udr =47 [u]y = —4mu (0) = (—47ép,u) ,
T o dr

ol 0p est la masse de Dirac en 0. On a donc A (1/r) = —4wdp au sens des distributions.
Toujours au sens des distributions, nous pouvons écrire

1 1
Ay =—-GA (p* ||) = —Gpx (A) =4nGp * dp .
r r
dp étant I’élément neutre du produit de convolution, ceci nous méne a ’équation de Poisson
At (r,t) = 4nGp (r,t) . (1.15)
La connaissance de la densité de matiére et 'application de cette équation nous permettent donc
d’obtenir le potentiel gravitationnel et la force résultant de ce potentiel.

2.4 L’équation de Boltzmann sans collisions

Considérons un systéme de N étoiles, représentées chacune par une masse ponctuelle m. Ces étoiles
interagissent seulement par la gravitation newtonienne.
Le systéme est décrit par sa fonction de distribution f (r1,...,rN,P1,...,Pn,t). La fonction f vérifie

I’équation de Liouville
Of N 9 (dr; 0 (dp;
— — — = 1.1
8t+;8ri(dtf>+;8pi<dtf 0 (1.16)

qui exprime la conservation du nombre de particules dans le systéme au cours de son évolution. Les
dérivées de r; et p; par rapport au temps nous sont données par les équations du mouvement du
systéme, c’est-a-dire

dri _ pi

= 1.1
dt m (1.17)

1Une fonction C*° & support compact de IR? est non nulle sur un domaine fermé et borné et est indéfiniment
dérivable. De plus, cette fonction et toutes ses dérivées sont nulles au bord.
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et

dpl Z 9 Gm? (1.18)

or; |rZ —r;|

Ces équations du mouvement dérivent du Hamiltonien H du systéme (équation (1.5)) et des équations
canoniques de Hamilton

d[‘i - 3H
dt  op;’
P (1.19)
dpi - _87-[
dt n 81‘1' '

Si nous injectons (1.19) dans l’équation de Liouville (1.16), nous obtenons une nouvelle équation

d’évolution
N
0 (OH
0 - Za( ) Zap (o)

- om oy oM\ oM Of O (OM

B op; 31"1 op; or; Op; op; \ Or;

B dr; Of dp; 9f df

- Z dt Or; zz dt Op; T (1.20)

Revenons maintenant a la fonction de distribution f. Il est possible de définir une fonction de distri-
bution f; de 1 particule

fl (rlapht) :/f(rlapla"-5rN7pNat)dF2---dFN; (121)

et une fonction de distribution f; 2 de 2 particules

f1,2 (r17p17r27p27t) :/f(rlaplv"'7rNapN7t)dI‘3'~'dI‘N . (122)

f1dT'; représente la probabilité de trouver, & l'instant ¢, la particule 1 dans le volume de ’espace
des phases dI'; centré autour de (r1,p1), quelles que soient les positions et les impulsions des autres
particules. fj odI';dT’; s’interpréte de la méme fagon, mais pour les particules 1 et 2.

Nous pouvons obtenir une équation d’évolution pour f; en intégrant I’équation d’évolution (1.20) sur

dI'y...dI'y
/ g_i_Ndri@f dezaf
ot P dt Or; dt Op
ot dI'y n est le produit dI'y ... dI" ;. Nous pouvons inverser ’ordre des intégrations et de la dérivation

en temps puisque le domaine d’intégration est indépendant du temps. Le premier terme est donc égal

a
of 0f1
ar 2N = 6t/fdr” ot

Puisque f est une densité de probabilité, i.e. f > 0 et fde‘l,N = 1, nous savons que

ATy n =0, (1.23)

lim f=0et lim f=0.

[ri|—o00 Ipi|—o0
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En intégrant le deuxiéme terme de (1.23) par parties et en utilisant notre premiére hypothése, nous

obtenons 5 a1
—_— —dr’
or; /f5p1 2N

et finalement, en utilisant (1.5)

/ PR _P1ofi
81'1 6p1 ’ 6r1
En intégrant le troisiéme terme (1.23) par parties et en utilisant notre deuxiéme hypothése, nous
obtenons
fo— szAN :
aPl / :

Si nous explicitons 0H/dry, nous avons

N . Gm?
Zarl (|r1r|) Zal ou UQ(’L,])_—77

r; — 1]

ce qui nous donne

0 0
M,y = -2 2 U, (1,4)dr
8Pl/f 2N apl/fzafl 2(1,)dlan

1
_ Z/w? .9) dermldrjmv ar,

Lz

o 8U2 1 j
= %o Z/ f1,;dT; . (1.24)

Nous devons maintenant faire une hypothése forte sur la nature de nos particules afin de pouvoir
simplifier cette expression : nous considérons que nos étoiles sont identiques et indiscernables. Le
terme (1.24) peut alors se réduire au produit

o [ U (1,2)
-(N—1) 5— p; /731, f1,2ds .

L’équation d’évolution (1.23) de f; devient donc

df1 + P p10f1
61‘, m 81‘1

0Us (1,2) Of1 2

=-1 ory  Opr

dar, . (1.25)

L’équation d’évolution d’une fonction de distribution d’une particule dépend ainsi de la fonction de
distribution de deux particules. Il est possible de dériver de la méme maniére I’équation d’évolution
d’une fonction de distribution de n particules identiques et indiscernables, et de voir qu’elle dépend de
la fonction de distribution de (n + 1) particules. Cette cascade d’équations, qui part de la fonction a
N particules et méne jusqu’a la fonction & une particule, est connue sous le nom de hiérarchie BBGKY
(pour Born, Bogoliubov, Green, Kirkwood et Yvon, voir par exemple [17], p.9, pour plus de détails).
Supposons que fi 2 soit de la forme

f1,2 = f1f2 +fint (rlaplarQap27t) )

ou fin+ représente les interactions entre les deux particules, alors que la fonction de distribution de
deux particules serait égale au produit fi fo §’il n’y avait aucune interaction.
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Comme les particules sont identiques indiscernables, il nous est possible de définir une fonction
f(r,p,t), décrivant le systéme tout entier, par

f(rapat) :Nfl (I‘,p,t) .

Cette fonction a donc pour norme N. Si nous réécrivons I’équation (1.25) pour f, nous avons

1 af P 8f 8U'2 (172) 0 f(I‘,pﬂf) f(r/7p/at)
<8t+m8r> (Nil)/ or 6p< N N

+ fint> dar’,

soit

of  pof (N—-1)0f(r,p,t) & o /
o Tmor N op 5/U2(172)f(r,p,t)d1‘

B e e

Or, d’aprés la définition de Us (1,2) et celle de la densité de masse p (équation (1.6)), on sait que

(1.26)

/U2 (1,2) f (r',p/, ) dI” = —Gm/”(r D o'

v — /|

soit, d’aprés I’équation (1.7)
[ U227 (B = (1)
En nous plagant dans le cas limite des trés grands N, ’équation (1.26) devient

. ’o -
af _i_Bﬁ . af a¢ GN2m2 8fl’nt (I‘,p,[‘ , P at) (I‘ I‘)

9t ' mor Bp or op |r7r’\3

ar’ . (1.27)

Dans le cas ou les interactions & deux particules, représentées par le terme de droite de (1.27), sont
négligeables, cette équation devient ’équation de Boltzmann sans collisions (ou BSC)
of . pof _ ofov _ . (1.28)
dt  mor Op Or
L’équation de Boltzmann sans collisions décrit I’évolution temporelle de la fonction de distribution du
assemblée de particules identiques évoluant dans un potentiel.
Nous avons vu dans la section 2.1 que le temps de relaxation par collisions est environ égal a
tqg N/log N. Un amas globulaire contient typiquement 10° particules, et une galaxie elliptique 10'°
particules. Ceci implique que si ’on considére I’évolution d’un tel systéme pendant une durée ne dé-
passant pas un nombre réduit? de temps dynamiques, les collisions peuvent étre négligées puisqu’elles
n’influent pas de fagon notable sur la dynamique du systéme.

2.5 Théoréme du viriel

Considérons un systéme de N particules de masses m; situées aux positions r;. L’énergie cinétique

K de ce systéme est égale a
N

1
K (f1, .., Fn) = 5 Y mii? (1.29)

=1

211 est délicat de déterminer une limite acceptable pour ce “nombre réduit”, mais il est certain que le systéme peut
étre considéré comme non-collisionnel sur une centaine de temps dynamiques.
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ou 1 est la dérivée totale par rapport au temps de r.
K est une fonction homogéne de degré 2. En effet, pour tout réel A on a

K (M, . MEy) = MK (Fq, .., FN)

D’aprés le théoréme d’Euler des fonction homogénes, nous savons que

N
> iigrad; K = 2K . (1.30)
i=1

De plus, si I’énergie potentielle de notre systéme ne dépend que des coordonnées généralisées, ce qui

est le cas pour un systéme purement gravitationnel, nous savons également, d’aprés la mécanique
hamiltonienne, que les impulsions généralisées sont définies par :

0K
Pi= 58,

La relation (1.30) s’écrit donc

N d N N
i=1 i=1 i=1

La valeur moyenne temporelle d’une observable A de notre systéme est définie par

A= lim l/ Adt .
0

T—00 T

La valeur moyenne temporelle de K est donc donnée par

4 (X N
2K = T <;I‘1Pz> *;fh‘ri

La valeur moyenne temporelle de la dérivée d’une fonction du temps bornée est nulle. Donc, si nous
faisons ’hypothése, trés raisonnable, que les vitesses et les impulsions de notre systéme sont bornées,
nous obtenons

N
2K = —Z pir;. (1.32)
=1

Si nous restons dans le cadre d’un systéme dont I’énergie potentielle ne dépend que des coordonnées

généralisées, nous savons également que
ou

pi = _ari

d’aprés la deuxiéme équation canonique de Hamilton (1.19). L’équation (1.32) s’écrit donc

N
2K =Y rigrad, U . (1.33)
=1

Considérons maintenant un systéme purement gravitationnel. Nous avons

N N T
Ulry,...,ty) = -Gy Y ——-. (1.34)
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Nous pouvons remarquer que U est une fonction homogéne de degré —1 des coordonnées. Le théoréme

d’Euler nous donne donc N
oUu
-U = ia.
i:zl ' ari

la relation (1.33) donne donc L
2K+U =0,
ce qui constitue le théoréme du viriel dans le cadre d’un systéme gravitationnel. Ce théoréme donne
une relation entre les valeurs moyennes temporelles des énergies cinétique et potentielle d’un systéme
mécanique.
Ce théoréme peut également étre dérivé dans le cadre de la mécanique statistique (voir [9], p.211-
213). On obtient alors le théoréme du viriel tensoriel
1 d*T

2" a2

=Ujr +2C, + Ky, , (1.35)
I est le tenseur d’inertie

Ly = /I/(r) rjrkd?’r ,
ol

v = [ 1p)dp

est la densité de nombre du systéme®, U le tenseur potentiel

0
U= [ g d's
J

et C et K sont deux tenseurs symétriques définis respectivement par

1

Cjr = %/Mpﬁ () d’r
et ]
K = — /pcjzkdgm
avec
s = (pipj) — (pi) (p)
et

1 .
)= [mi .
En prenant la trace de ’équation (1.35), on obtient

TI“(QCjk—i-Kjk) = 2K,
Tr (Uji) U,

1 d?

2"
Pour un systéme a 1’équilibre, le terme de gauche est identiquement nul, ce qui nous redonne le résultat
de la mécanique classique. Un systéme a 1’équilibre est donc tel que son rapport du viriel 2K/U est
égal & -1.

Tr (L) = U + 2K .

3v (r) = p(r) /m pour un systéme o toutes les particules ont une masse égale & m.



18 Chapitre 1. Modélisation et étude analytique des systémes auto-gravitants

3 Solutions analytiques du systéme couplé Boltzmann sans col-
lisions — Poisson et étude de stabilité

Nous savons que la dynamique des systémes purement gravitationnels, non collisionnels et formés
de N particules identiques est régie par le systéme d’équations BSC — Poisson

of (pOof _ 0foy _

8t+m8r m%@rio’

(1.36)
A (r,t) = 4nGp (r,t) .

Notre travail numérique a pour objectif I’étude des états d’équilibre de tels systémes. Il est donc
naturel d’étudier au préalable les solutions stationnaires de BSC — Poisson.

Il existe des résultats trés généraux, que nous présentons dans la section suivante, concernant ces
solutions stationnaires.

Nous voulons également mettre 'accent sur deux solutions analytiques particuliéres BsC — Poisson,
les polytropes et la sphére isotherme.

Enfin, une étude de la stabilité de ces solutions analytiques nous parait nécessaire, puisqu’il semble
que les objets que nous voulons modéliser sont eux-mémes stables. Les observations montrent en effet
que ces objets — amas globulaires et galaxies elliptiques — présentent des profils de densité et des
distributions de vitesses semblables et réguliers (voir par exemple [53]), ce que nous ne pourrions
observer si ces objets étaient majoritairement instables.

3.1 Premiers résultats sur les solutions de Boltzmann sans collisions

Afin de pouvoir énoncer un premier résultat important concernant les solutions de BSC, il est
nécessaire d’introduire la notion d’intégrale du mouvement dans un potentiel ¢ (r). Une fonction
I, (r,p) est une intégrale du mouvement si et seulement si

d
@Im (r,p)=0 (1.37)
le long de chaque orbite dans 1’espace des phases, I’orbite étant I’ensemble des coordonnées de I’espace
des phases occupées au cours du temps : {r(¢),p(¢) /t > 0}. Nous pouvons exprimer la dérivée par
rapport au temps de ’équation (1.37), ce qui nous donne
df,, 09I, dr 0L, dp —0
dt  or dt o9p dt
soit
ol 0L, Oy
T p-="."T =9
Or Jdp Or
Cette équation est identique & ’équation de Boltzmann sans collision pour une fonction ne dépendant
pas explicitement du temps. Cette constatation ameéne directement le théoréme suivant

THEOREME 1 Toute solution stationnaire de l’équation de Boltzmann sans collisions ne dépend des
coordonnées de l’espace des phases qu’a travers les intégrales du mouvement dans le potentiel gravita-
tionnel. Réciproquement, toute fonction des intégrales du mouvement est une solution stationnaire de
l’équation de Boltzmann sans collisions.

Ce théoréme, connu sous le nom de premier théoréme de Jeans [24], revét une grande importance
pour l'étude des états d’équilibre des systémes auto-gravitants. Cependant, la premiére partie de
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ce théoréme n’est pas exploitable, puisqu’il n’est généralement pas possible de déterminer toutes les
intégrales du mouvement d’un systéme. Mais la deuxiéme partie de ce théoréme nous permet d’étudier
certaines classes de fonctions de distributions solutions stationnaires de BScC.

Considérons ainsi I’énergie par unité de masse E,,, = v?/2+1 (r), qui est une intégrale du mouvement.
D’aprés le premier théoréme de Jeans, toute fonction f (F,,) est une solution stationnaire de Bsc. Il
est intéressant de s’intéresser aux caractéristiques que peuvent posséder les systémes décrits par des
fonctions de distribution ne dépendant que de F,,. Cette question, beaucoup plus délicate qu’elle ne
le parait, a trouvé une réponse grace & I'application du théoréme de Gidas-Ni-Nirenberg® :

THEOREME 2 Si u est une fonction C2 de IR dans IR telle que
vreR® u(r) <0 et rlilgou(r) =0
et s’il existe une fonction h continue de IR dans IR telle que
Au = h(u) ,
alors pour un choiz convenable de l'origine, u est une fonction symétrique croissante de r, c’est-a-dire
VreR?® w(r)=u(lr|) et 86& >0.

La densité d’un systéme dont la fonction de distribution ne dépend que de E,, est donnée par
3 v? 3
p= [ fEn)dv= [ fl5+o|dv=p(),

et ne dépend donc que du potentiel 1. En considérant I’équation de Poisson (1.15) que I’on peut ainsi
réécrire de la maniére suivante

A = 4xGp (v) (1.38)
et sachant que ¢ (r) < 0 et que lim 1 (r) = 0 puisque notre systéme est isolé, nous pouvons donc en
r—oo

déduire, & la condition que ¥ € C? (IR?), que

Y(r)=v¢(r) et g—:/j>0.

Une fonction de distribution f (F,,) décrit donc un systéme a symétrie sphérique. Ces systémes sont
également isotropes dans ’espace des vitesses. En effet, nous avons

Yo € {x,y, 2}, T2 = /vZf (Ep) d3v = /vff ((v2+ 115 +02) /24 ¢) dPv, (1.39)
avec ¢ = ¢ (r). 1l vient donc immédiatement 2 = V7, = v2.
Nous pouvons nous demander également quelles sont les caractéristiques d’un systéme dont la fonction
de distribution dépend seulement de ’énergie par unité de masse F,, et du carré du moment cinétique
J?, également intégrale du mouvement. Une extension du théoréme de Gidas-Ni-Nirenberg permet
de montrer qu’un tel systéme est & symétrie sphérique si sa densité est décroissante en fonction du
rayon. Les systémes de ce type sont de plus anisotropes, puisque J? = r? (v2 + vj) en coordonnées
sphériques, ce qui nous donne

W (a2} 0 = [ (Bur® (4 08)) v

soit
=2 ;-2 _ -2
U, £V, =Tp .

4Pour plus de détails, le lecteur peut se référer & [19].
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3.2 Polytropes et modéle de Plummer

Les polytropes sont des modéles inspirés des gaz polytropiques qui représentent des systémes a
symétrie sphérique.
Pour des raisons pratiques liées & ’étude des polytropes, nous définissons le potentiel relatif ¢ et
I’énergie relative £ par

¢=—Y+1o et S:—Em+¢():¢_%v2.

g est choisi pour que la fonction de distribution f des polytropes soit positive pour des énergies
relatives positives, et nulle pour des énergies relatives négatives.
Les polytropes sont alors définis par une fonction de distribution f de la forme

~Jagn32 (£>0)
€)= {0 (£ <0) (1.40)

L’intégration de cette fonction de distribution sur les vitesses nous fournit la densité associée
[reds
o0
p = 471'/ f(¢—v2/2)v2dv
0

V26 1 .](=3/2)
47ra/ [(b — 202] vido . (1.41)
0

A
I

p

En opérant un nouveau changement de variable, v = 2¢ cos? 6, c’est-a-dire £ = ¢sin® 6, ’équation

(1.41) devient
_Jend™ (9>0)
p‘{o (6<0) (42

avec
(27r)3/2 (n—3)a
n! '

Cp =

La fonction factorielle est définie, pour un réel, par

o0
z! :/ tTe tdt .
0

Cette intégrale n’est finie que pour 2 > —1. Cette contrainte nous impose donc n > 1/2.
Injectons maintenant (1.42) dans I’équation de Poisson (1.15). Nous obtenons

1

14 eris +47Ge, " =0 (¢ >0)

r2 dr dr (1.43)
1d(200) (¢ <0) '

rZ dr dr ) -

Nous pouvons adimensionner cette équation en utilisant les variables ¢ = r/b et ® = ¢/¢g ou

$o = ¢ (0)

et L
b= (47Gel  e,)
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L’équation (1.43) devient alors

1d [ ,do 0" $ >0
— 8 (282 = 1.44
qde<q d4> {0 ®<0 (44

avec les conditions aux limites 4o
lim®=1et lim— =0.
q—0 9—0dg
La premiére condition aux limites découle directement de la définition de ®. La seconde est une
conséquence du fait que le référentiel du centre d’inertie du systéme est galiléen, donc en translation
rectiligne uniforme, i.e. d®/dg = F est nulle en 0.
Cette équation, nommeée équation de Lane-Emden, posséde une solution analytique simple dans les
casn=0,n=1et n=>5. Le cas n = 5 nous intéresse plus particuliérement. En posant
/2
g=eet®(q) = —zul(t),
V2

nous obtenons
d?u 1 15

— = —u—-u
dt? 4 4"
avec les conditions aux limites suivantes
du
Iimu= lim— =0.
t—o00 t—oo dt

La solution de cette équation différentielle nous meéne & ’équation

R P ERV
= —In —_— 5
2 \"1+ /T3

ou k1 est une constante d’intégration. Aprés quelques manipulations, nous obtenons finalement

1/4
P = k'
k2 q®
1 + 23(1
ou ko = —3 k1. La limite en 0 de ® nous permet de fixer notre constante : ko = 1. Ce qui nous donne
finalement )
D = —— (1.45)
1+3 ()

Le potentiel (1.45) est donc la solution de I’équation de Lane-Emden (1.44) pour n = 5. La densité
associée a ce potentiel est égale &
B 505
p= (1 1 (£)2>5/2 .
3 \b
Ce polytrope d’indice n = 5 est appelé modéle de Plummer. Ce modéle a été découvert par Schuster
(1883), a qui nous devons la dérivation présentée ci-dessus, mais tient son nom de Plummer, qui a
montré en 1911 que la densité (1.46) correspond assez bien a celle de certains amas globulaires.
Nous pouvons remarquer que cette densité ne s’annule jamais, mais que la masse du systéme est finie.
En effet, considérons ’équation de Poisson pour notre systéme sphérique

Ld [ du)
o <r >—47TG,0.

(1.46)

dr
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En intégrant cette équation, nous avons

r2d1/17

La masse totale M du systéme est la limite de M (r) lorsque r tend vers +o0, soit

M = lim ﬁdﬂ ——limﬁ 2d7¢ —lim% 1 _\/§¢ob
= \Gdr)  4—G qdq ¢~ 3G [, N2 G
(#+3)
La masse nous permet d’exprimer le potentiel au centre ¢o. En posant a = v/3b, nous obtenons
GM
b0 = ——
a
et donc
__ oM
(r2 + a2)1/2 .

De plus, en utilisant pg donné par ’équation (1.42), nous obtenons

P
1+ 7"2/(12)5/2

On peut également dériver la relation (1.42) de I’équation d’état des gaz polytropiques
P =oayp”, (1.47)

ol P est la pression et « l'indice polytropique, en considérant une sphére de gaz polytropique en
équilibre hydrostatique. Cet état d’équilibre est décrit par la relation

dpP dy

= —p—= . 1.48
dr pdr ( )

Si l'on injecte (1.47) dans (1.48), puis que 'on change de variable au profit du potentiel relatif, on
obtient, aprés intégration et en choisissant bien g (voir [9] p.224)

1 v—1
Pl = ¢
Qpy

Cette relation est équivalente a la relation (1.42), avec

S (om)
et ¢, = .
v—1 apYn

Considérons un ensemble de N masses ponctuelles, chacune de masse m. Ces N particules sont
confinées dans un volume sphérique de rayon R. Les particules rebondissent (chocs élastiques) sur
les parois de ce volume et interagissent seulement gravitationnellement. Le systéme formé de ces N
particules est par conséquent isolé.

Ce systéme peut étre décrit par une fonction de distribution de masse f (r, v, t). L’entropie du systéme
est donnée par

n =

3.3 Sphére isotherme

S:—/fmﬁ%&v. (1.49)
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L’évolution de f est régie par 'équation (1.27). Le terme de collisions de cette équation satisfait les
deux conditions suivantes : ’énergie et la masse du systéme sont conservées, et ’entropie définie par
(1.49) ne décroit pas au cours de I’évolution du systéme.

1l est possible de déterminer un état d’équilibre en cherchant la fonction f pour laquelle I’entropie est
maximale, pour une énergie H et une masse M données. Il a été montré qu'un maximum global de
Pentropie, dans notre cadre, n’existe pas (voir par exemple [9], p.268). Mais il peut exister des maxima
locaux.

Nous allons dans un premier temps chercher la fonction de distribution f qui rend extrémale I’entropie
de notre systéme, en imposant les contraintes suivantes : la densité p et I’énergie cinétique totale K
doivent étre fixées.

Considérons donc ’ensemble des fonctions de distribution f (r,v), avec p(r) et K fizées. Si nous
fixons p, la masse totale M, le potentiel gravitationnel ¢ (r) et I’énergie potentielle totale U sont fixés.
Puisque K et U sont fixées, ’énergie totale H = K + U est également fixée. Nous sommes donc dans
le cadre défini précédemment. Rappelons que p et K sont respectivement données par

p(r) = /f (r,v)d®v (1.50)

et
1
K = 5112]” (r,v)dr*d®v . (1.51)
Nous cherchons donc
max S
pdnax (f)

ou

1
O(p.K) = {f; /fd3v =p, /infdr?’dSv = K} ,

ce qui est équivalent & chercher
m}?vxyl (f7A>ﬂ)

S étant extrémal en A et en 3, et étant égal &

y1:5(f)+/A(r) [/fdsvp(r)} d3v+ﬁ{K;/v2fd3rd3v] )

Puisque d (f In f) = In(ef) df, nous avons
8. = 7/ [ln(ef) Sf+A(r)of + ;ﬂvzéf} drddv .

Pour que la variation du premier ordre §.#7 soit nulle quelle que soit la variation ¢ f, il faut que le
facteur multiplicateur de J f soit nul, c¢’est-a-dire

1H(6f)+A(I‘)+%ﬂ’U2:O.

Nous avons donc )
f=exp (— [A(r)+1]— 2ﬂ02> .

Nous pouvons relier les multiplicateurs de Lagrange A et (3 respectivement & p et K. En effet, d’aprés
(1.50), nous avons

o) = [ 1y = esp(- A 1) [ty (?)memw |
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De méme, d’aprés (1.51), nous avons
2
/%fdgrd?’v

_ %/e_A(r)_ldSr/v26_1/25”2d3v

1 B 5/ 3 4 _—1/23v% 33
= 2/(%> p(r)dr/47we d’v
_ Ly (B3 e (2)

2 2w 2 16}

3M
K= 55 (1.52)

K

et finalement

Si nous posons T = 1/, nous obtenons finalement
f(r,v)= (27rT)73/2 p(r) e~ /@7 (1.53)

A p et K fizées, Pentropie est donc extrémale® pour cette fonction de distribution f. Qui plus est, le
signe de la variation du deuxiéme ordre 02.% de % est celui de — ()% /(2f), et nous permet de
savoir si cette extremum est un maximum ou un minimum. f étant une fonction positive, §2.7; est
négative, et f représente donc un maximum local de I’entropie.

Remarque : Le signe de la perturbation de deuziéme ordre de l’entropie dans le cas d’une perturbation
de la densité est l’objet de la section 3.4.

Cet extremum local de ’entropie a pour valeur

S(p(r),K)= %M(1+ln(27rT))—/plnpd3r,

soit
3
S(p(r),K)= iMlnT - /plnp d®r + Constante . (1.54)

Nous avons formellement fixé p et ', mais nous ne savons pas encore quelle est la densité correspondant
a lextremum de I'entropie. Afin de calculer cette densité, nous allons cette fois rechercher la fonction
de distribution qui rend extrémale ’entropie en fixant H et M et faisant varier K et p (r).

Nous allons utiliser la variation de 1’énergie H tronquée au deuxiéme ordre, et qui doit étre nulle
puisque H est fixée, afin de trouver une expression de la variation de K utilisable pour nos calculs
ultérieurs. Rappelons que U est donnée par

Cette variation de H est égale &

M 1 1
0=0H =6K +0U = 375T +3 / (Y6p + porp) d3r + 3 /5,; Sypd3r . (1.55)

/p&/)d?’r = /wépd?’r.

511 est nécessaire que §.71 soit nulle pour que f représente un extremum de I’entropie, mais ce n’est pas une condition
suffisante. Il faut également que .#7 soit convexe.

Nous savons de plus que
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En effet,
/1/}(1‘) 5p(r)d? —G/ Il df r,v)d*r’d®v/d3vd®r
soit, en échangeant les variables d’intégration r et r’,
d
/1/} (r)op (r)d® —G/ {;‘ i r"’| (r,v) dPPrd®vd®v'd’r’ .

Si nous inversons maintenant ’ordre d’intégration entre r et r’, nous obtenons

/1/1 )op(r r—/&/)

L’équation (1.55) nous donne donc

_ 2 1 3
0T = EY0 (wép—i— 55/) (W) d°r . (1.56)

Nous allons maintenant chercher
max  S(p,T) ,

(p.T)EO (1, 01y
avec

3 1
oean ={(0.1) s T+ 5 [var =, [ par=ar}

ce qui est équivalent, si nous utilisons un multiplicateur de Lagrange o pour prendre en compte la
contrainte de M fixée, & chercher

max .%5 ,
(p,T)

ol .Y est extrémal en M et est égal &

=8 (p,T)+« [/der—M} .
Si nous considérons la variation du premier ordre de %%, S étant donné par (1.54), en utilisant (1.56),

nous avons
0.5 = —/6p (;{ +1n(ep) — 04) d’r

Pour que 0.5 soit nulle, il faut donc que

%—l—ln(ep)—a:O,
c’est-a-dire que
p=Ae P avec A=e"1.
En posant
pe=p(0) = AP0 )
la densité est finalement égale a
p(r) = pee PE=4(0) (1.57)

Remarque : Nous pouvons maintenant nous assurer que la fonction de distribution (1.53) associée
a (1.57) correspond a un mazimum de Uentropie. En effet, il n’est pas assuré que nous trouvions un
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mazimum putsque nous avons cherché la solution d’un nouveau probleme de mazimisation. Pour cela,
nous devons déterminer le signe de la variation du deuziéme ordre de .%5. Cette variation est égale a

L[ 3. (1) [ (p)°
52y22[2M T2 */ P d31‘

Si nous injectons (1.56) dans cette équation et que nous omettons les termes de premier ordre et
d’ordre supérieur ou égal a 3, nous obtenons

2, [ |00 @) a1 5.)

Le signe de 62.% nous permet de savoir si l’extremum atteint est un mazimum (6.7 < 0) ou un
minimum (525’2 > 0). Nous verrons par la suite que, sous certaines conditions, cet extrernum est un
mazimum (voir la section 3.4).

Le systéme décrit par la fonction de distribution ainsi obtenue

f = (20T) /2 poe— (W) —0(O)/T —v*/2T)

est qualifié d’isotherme, par analogie avec un systéme de gaz isotherme®. Cette fonction ne dépend
que de I’énergie par unité de masse F,,

2
f=f(E,) avec Em:%Jrg/}(r) ,

ce systéme est donc & symétrie sphérique (voir la section 3.1). Il est appelé sphére isotherme.
Cette dérivation de la fonction de distribution de la sphére isotherme peut étre trouvée dans [45] ou

[16].

3.4 Etude complémentaire sur la sphére isotherme et instabilité d’Antonov

Considérons de nouveau un systéme composé de N particules ponctuelles de masse m, confiné dans
un volume sphérique (de rayon R), sur les parois duquel les particules rebondissent de fagon élastique.
Comme nous l'avons briévement signalé dans le paragraphe 3.3, il n’existe pas de fonction de distri-
bution f permettant de maximiser globalement ’entropie du systéme. Par contre, nous avons vu dans
ce méme paragraphe qu’il était possible de trouver un extremum local de I’entropie, qui correspond a
la fonction de distribution d’une sphére isotherme.

Il est possible de montrer que cet extremum local, la sphére isotherme, ne peut pas étre atteint pour
certaines valeurs de ’énergie totale, de la masse et du rayon. Dans ce cas, il n’existe pas d’extremum
local de ’entropie.

Nous dériverons enfin 'instabilité d’Antonov d’une étude complémentaire permettant de déterminer
le signe de la variation de deuxiéme ordre de l’énergie, étude que nous avions laissée en suspens
précédemment.

6La fonction de distribution d’un systéme de gaz isotherme est donnée par

f= (27rT)_3/2 pe ¥ (0)/T o=Em /T
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Condition d’existence de la sphére isotherme

Rappelons que la fonction permettant de rendre extrémale I’entropie obtenue précédemment est
la, suivante

2T —3/2 2
f= (5) pee B =$(0) =807 /2

Rappelons également que ce systéme étant & symétrie sphérique, le potentiel et la densité sont donc
des fonctions de r et non de r. De plus, nous savons que le potentiel au bord du systéme est égal &

=41,

R
ou M = Nm, et que la force dérivant du potentiel est nulle au centre du systéme, puisque celui-ci est
A symétrie sphérique, soit
dy

=0.
dr r=0

Nous pouvons nous demander s’il est possible d’obtenir n’importe quelle énergie totale —co < H <
400, n’importe quelle masse totale 0 < M < +oo et n’importe quel rayon 0 < R < 400 en choisis-
sant, correctement p. et 3. Pour répondre a cette question, nous allons tout d’abord définir quelques
constantes

Ly = (4nGp.B)""*
My = d4np.L3,
GM,
b, = g l="o"
0 6 LO )

qui nous permettent de définir des variables sans dimensions

. T
r = —
Lo’
P
p = D
Pe
- M (r)
M = —
My

b= Bl(r)—¢(0)] .

Remarque : Lj est égal a rx /3, ot ri est le rayon de King (voir [9], p.228 et p.502).
Nous pouvons vérifier assez simplement que ces variables vérifient les équations suivantes

M = pr?, (1.59)
Vo= 5, (1.60)
. pM

C = - (1.61)

ou le prime dénote une dérivée par rapport & 7.
En effet, nous savons que

dM Lo dM  4mr®Ly  4wLipe ..
_— —— = = r
a7 M, dr My YT m, P



28 Chapitre 1. Modélisation et étude analytique des systémes auto-gravitants

soit (1.59).
Ensuite, considérons I’équation de Poisson pour un systéme & symétrie sphérique
1d/,d
a3 (r drw(r)> =47Gp(r) . (1.62)
Sachant que
d
M(0)=0 et dv =0
dr r=0
et que
dMm
? = 47TT2P s
nous obtenons, en intégrant (1.62) aprés I'avoir multipliée par 2
7"211# (r)y=GM (r) .
dr

En multipliant cette équation par 3, et aprés quelques changements de variables, nous arrivons a
(1.60).

Enfin, en remarquant, a partir de (1.57), que

dp dpdy dv

dr  dydr Par

et en utilisant (1.60), nous obtenons immeédiatement (1.61).
Le systéme formé des équations (1.59), (1.60) et (1.61) implique I’équation suivante

1d (L)
7 d (r df) ¢ (1.63)

$(0)=4'(0)=0,
obtenue en partant de (1.62) et en opérant quelques changements de variables.

Le degré de cette équation peut étre réduit si nous utilisons les variables suivantes, introduites par
Milne (voir [38] et [39])

avec les conditions aux limites

M
ur = ~
T
pre_ pi?
u2 = —= = — 5
M 51

ol uj représente le carré d’une vitesse angulaire et us le rapport entre une densité locale et une densité
moyenne. Nous obtenons en effet

1d [ Ldd) pod .,
def<r df)e < () =p

’U,1UQd’F
7 du 1
& —+—=1
ULy dr Us
7 duq du
= ! 221@—1.

uy dug df
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Or, la dérivée de us par rapport a 7 est égale a

dus  #dp . 3% pr®dM

df ~ pards - a2 de

)

soit

d
’qujzg :—UQ(UQ+U1—3) .
Nous avons donc finalement
B% — U2 — L (1 64)
Uldu2 ’LL2+’LL1—3. )

Les conditions aux limites sont obtenues en effectuant un développement polynomial de 1/3 au voisinage
de 1 = 0. Si ¢ est de la forme > a;#?* (voir [16], p.156), alors, en utilisant (1.63), nous pouvons
déterminer les coefficients «; du polyndéme. Les premiers coefficients sont par exemple

1 1 1

M=G 27T T 0 M T 1890

De ce développement, nous pouvons déduire

u =P = %fﬂ —~ 3%724 + 0 (#9)
et P o .
e e@@/r - f/TB —Tf?)//GBZ)ri(or(QS) =3 %fz +o ()
De ce fait, lorsque 7 tend vers 0, nous avons
U =3, u;y =0, j—:ﬁ;:—g.

A partir de 13, il est possible d’intégrer numériquement u; et us, ce que nous avons fait & ’aide d’un
schéma Runge-Kutta d’ordre 4, en partant de 7 ~ 0. En effet, nous savons que

d’UQ - —U2 (u1 + ug — 3)
dr P

(1.65)

et que
duy  uy (ug — 1)
dr P
La seule difficulté résulte dans la singularité en 0, mais nous pouvons la lever en utilisant les déve-
loppements polynomiaux de u; et us en 0, et en nous placant au voisinage de 0. Le résultat de cette
intégration est représenté sur la figure 1.1. Une sphére isotherme doit obligatoirement se trouver sur
la courbe, qui représente les solutions de 1’équation (1.64).
Nous pouvons par ailleurs calculer ’énergie totale d’une sphére isotherme. Cette énergie est égale
a la somme de l’énergie cinétique K et de ’énergie potentielle U avec, d’aprés (1.52) et en posant
70 = R/ Lo,

. (1.66)

3M  3GM2 - 3GM2 [0 dM 3GM2 [0
K - 7 — 0 M A — 0 / d/\ — 0 / AAQdA
25 2L, (o) = =1 o dr o 2Ly Jy T

R M M 2 7
[\/1 o
U:—/ GM@dM, ¢ 0/ M prdr .
0 T d?” LO 0

et
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Nous avons donc

y = M8 /0 "’ (307 - 20157 ) a7 = GMy /0 " d (267 — 311) ar,

2Lo 200 a7
soit e
3 .
H=——" <ﬁ0723 - Mo) ) (1.67)
Lo 2

ol po = p (7o) et My = M (#9). Définissons maintenant A par

A=

A est une quantité sans dimension. D’aprés (1.67), nous avons

A <u2 (fo)—§> . (1.68)

A ne dépend donc que de uy et us. Si nous caractérisons une sphére isotherme en fixant son rayon R,

3

A=A <0

A< A

A>0

0.5 4

0 0.5 1 15 2 25 3

Uy

F1a. 1.1 — La courbe représente les sphéres isothermes dans le plan (ug,u1). Les droites représentent
les valeurs prises par A dans ce méme plan (uz,u7).

son énergie H et sa masse M, nous savons que cette sphére doit se trouver sur la droite

"y = % <u2 - z) (1.69)

dans le plan (ug, u1). Comme d’autre part, une sphére isotherme doit se trouver sur la courbe donnée
par l'équation (1.64), elle doit nécessairement étre a 'intersection de cette courbe et de la droite
(1.69). Or, nous pouvons voir sur la figure 1.1 qu’une intersection n’est possible que si A > A.. La
valeur de A, que nous avons déterminé numériquement est égale & —0.335, et cette valeur est identique
a celle donnée par Padmanabhan [15]. Ceci signifie donc qu’un systéme tel que nous l’avons décrit
au début de ce paragraphe pour lequel A < —0.335 ne peut pas évoluer vers la sphére isotherme. Or
nous avons montré que lorsqu’il existe un extremum de ’entropie, cet extremum correspond & une
spheére isotherme. Un tel systéme ne peut donc pas atteindre d’état représentant un extremum local
de U'entropie.
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A (7o)

Te To

F1a. 1.2 — Représentation de A en fonction de #y. Le minimum . de A est atteint en 7.

La figure 1.2 représente ’évolution” de A en fonction de #y. Lorsque 7 tend vers 0, A tend vers +oo.
Puis, quand R, donc 7y, augmente, A diminue jusqu’a atteindre son minimum A, en 7.. Ensuite A
augmente et oscille indéfiniment, en tendant vers -0.25.

Instabilité d’Antonov

Plagons nous dans le cas ot A > A.. Dans ce cas, il existe un extremum local de ’entropie, la sphére
isotherme. Mais cet extremum est-il un maximum de l’entropie, et représente-t-il un état d’équilibre
stable ?

Afin de répondre & ces questions, nous allons étudier le signe de la variation de deuxiéme ordre de
Pentropie (cette question avait été laissée en suspens dans le § 3.3).

Considérons une sphére isotherme de densité p,, d’énergie H, de masse M et de rayon R. Nous savons
que A = RH/GM? > —0.335. Considérons également un systéme dont la densité est égale a ps + dp,
avec §p = eu et € < 1, mais avec la méme énergie, la méme masse et le méme rayon que le systéme
précédent. La différence d’entropie entre ces deux systémes est égale &

S (ps+6p) — S (ps) = 62S + termes d’ordres supérieurs.

En effet, le terme du premier ordre, 0.5, est nul puisque ps est la densité d’une sphére isotherme (voir
le § 3.3). Le terme de deuxiéme ordre est quant a lui égal &

525——62/ u1/1u+u2 dr — ¢ /wudr i
B 2T  2p, 3MT? : ’

W, = —G/ P 0) 11 et 4, = —G/ ulr) o
|r — r/| |r — 1’|

d’aprés I’équation (1.58).

Si 029 est négative, alors la sphére isotherme représente un maximum local de I’entropie. Mais si
028 est positive, cela signifie qu’il existe des configurations voisines de p, possédant une entropie
supérieure & celle de ps. Dans ce cas, la sphére isotherme représente un minimum local de 'entropie,
et correspond a un état d’équilibre instable.

V.A.Antonov [4] a montré qu'il existe un rayon R, pour lequel 625 est négatif si R < R., s’annule en

avec

7Ces résultats ont été obtenus en intégrant les équations (1.65) et (1.66) par la méthode Runge-Kutta d’ordre 4.
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F1a. 1.3 — Représentation des sphéres isothermes dans le plan (us,u1) (courbe continue) et des solu-
tions de 4u3 + 2ujus — 11ug + 3 = 0 (courbe discontinue).

R, puis change de signe lorsque R devient supérieur & R.. Les sphéres isothermes avec R < R, sont
donc des maxima locaux de ’entropie, et sont des états d’équilibre stable de ’équation de Vlasov.
V.A.Antonov a également montré que toutes les sphéres isothermes avec R > R, sont instables,
indépendamment du signe de 625 — méme si 62S redevient négative pour des rayons R > R. > R.,
le systéme demeure instable. D’autre part, ce rayon critique R, correspond au plus petit rayon pour
lequel d\/d# = 0, c’est-a-dire R, = 7. Lo (voir par exemple [15]).

Il est facile de trouver numériquement la valeur de 7.. En effet, d’aprés (1.68), nous avons

dh 1 dup uy —3/2du; 4u3 + 2ujug — 1ug + 3

dF  wuy dP uw? df Quy 7

Si nous cherchons 'intersection entre la courbe représentant les sphéres isothermes dans le plan (us, uq)
et la courbe 4u2 +2ujus — 11us +3 = 0, nous trouvons que le plus petit 7 pour lequel ces deux courbes
se croisent, c’est-a-dire 7. est environ égal a 34.2 (voir la figure 1.3). Cette valeur de 7 correspond a
p=1/709, soit p./p (R) = 709.

Un sphére isotherme telle que p./p (R) > 709 est donc instable, et cette instabilité est appelée insta-
bilité d’Antonov ou encore catastrophe gravothermale. Lorsque cette instabilité se déclenche, le coeur
du systéme se réchauffe et sa densité augmente, ce qui permet au systéme d’atteindre des états de
plus grande entropie. J.Katz [28] explique cette instabilité en considérant un systéme auto-gravitant
composé de deux sous-systémes distincts : le cceur et le halo. Le coeur est pratiquement purement
auto-gravitant, ce qui implique, d’aprés le théoréme du viriel, que H, ~ —K, « —T,, ou H,. est
I’énergie totale du cceur, K. son énergie cinétique et 7, sa température. La chaleur spécifique du coeur
C. = dH./dT. est donc négative. Le halo se comporte quant & lui comme un gaz parfait dans le
champ créé par le coeur, et sa chaleur spécifique C), est donc positive. A I’équilibre, les températures
du ceeur et du halo sont identiques. Si, sous leffet d’une perturbation, T, devient supérieure a Ty, le
ceeur va perdre de I'énergie, puisque C. < 0, et le halo va gagner cette énergie car le systéme est isolé.
La température du halo va donc croitre, puisque Cj; > 0. D’autre part, la variation de température
du ceeur est égale & AT, = AH,/C. et celle du halo AT}, = AH;,/Cy. Donc si C, < |C.|, le halo se
réchauffera plus vite que le coeur, la différence de température diminuera, et 1’équilibre se rétablira de
lui-méme. Mais si Cj, > |C.|, alors I’écart de température ne cessera d’augmenter. Ce qui conduit a la
catastrophe gravothermale (voir [36] et [9] p.500).
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3.5 Meéthode d’énergie et instabilité d’orbite radiale

La stabilité des solutions de ’équation de Boltzmann sans collisions (BSC) est une question d’impor-
tance. En effet, les systémes auto-gravitants considérés dans cette étude (amas globulaires et galaxies
elliptiques) sont des objets trés anciens. Il ne fait donc aucun doute qu’ils représentent des solutions
stables de ’équation de Boltzmann, & la réserve prés que cette équation modélise correctement ces
objets.

La stabilité des solutions de BSC peut étre reliée au signe de la variation de deuxiéme ordre de ’éner-
gie du systéme. Les outils nécessaires & cette étude seront introduits dans un premier temps, puis les
principaux résultats de stabilité seront présentés.

Méthode d’énergie
Considérons les équations canoniques de Hamilton, que nous rappelons :
dr OF o dp  OF
dt  op dt  or’
ou E est le hamiltonien de la particule de position r et d’impulsion p. Nous pouvons exprimer la
dérivée totale de r et de p par rapport au temps grace au crochet de Poisson

O0a 0b  Oa Ob

pp =202 000
{a. 0} Oordp Opor

Ainsi, nous obtenons
dr _O0roE  oroE o
dt orop Odpor U ’

et, de la méme fagon,

dp
— ={p,F} .
3 — B}
Il est méme possible, et aisé, de montrer que, pour toute fonction x ne dépendant que de r et p, nous
avons d
X
—_— = E}=—{F,.
dt {X7 } { 5 }X7
cette derniére notation, — { F,.} x, exprimant I’application de I’opérateur
oF 0 OF 0
—{E, }=————+ ——
Or Op Op Or

a la fonction x. Plus généralement, nous pouvons généraliser ceci & chacun des couples (Z, ) interve-
nant dans le théoréme Noether® (voir [18])

d
vV x(r,p), d%={x,5} :

Notons que le crochet de Poisson a les quatre propriétés suivantes :
1. il est bilinéaire ;
2. il est anticommutatif : {a,b} = — {b,a};
3. il vérifie 'identité de Jacobi : {a, {b,c}} + {c, {a,b}} + {b,{c,a}} = 0;

8Le théoréme de Noether relie les symétries du systéme avec des constantes du mouvement. Ce théoréme exprime,
par exemple, la conservation de I’énergie par une translation dans le temps, celle de la quantité de mouvement par une
translation dans l’espace, et celle du moment cinétique par une rotation.
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4. il satisfait la régle de Leibniz : {ab,c} = a{b,c} + b{a,c}.
Nous pouvons définir une algébre de Lie grace & ce crochet.

DEFINITION 1 On appelle algébre de Lie toute algébre dont l'application bilinéaire est anticommutative
et vérifie l'identité de Jacobi.

Nous savons de plus que E ne dépend pas du temps dans le cadre de notre étude, et que 'opérateur
{E, .} est linéaire et indépendant du temps. La théorie des équations différentielles (voir par exemple
[31], chapitre 2) nous permet donc d’exprimer ’évolution temporelle de x (r, p) par

Xto+At = e_{E’.}AtXto ) (170)

soit
1 1
Xto+at = Xto = {E, Xt} At + 5 {E {E, Xt }} (A1) — g EAEAE X6} (A +... .

Considérons maintenant une fonction de distribution f d’un systéme auto-gravitant dépendant de r,
P et t. Si nous calculons la dérivée totale de cette fonction par rapport au temps, nous obtenons

df _of  ofde ofdp _of

dt — ot  ordt  Opdt = o TUHEL

Si notre fonction dépend explicitement du temps ¢, il n’est pas possible d’écrire sa dérivée totale
par rapport au temps & l'aide du crochet de Poisson seul. L’évolution temporelle de cette fonction
de distribution dépendant du temps ne peut donc pas étre exprimée grace a (1.70). Mais d’aprés
Péquation de Liouville (1.16), sa dérivée totale par rapport au temps est nulle. Par conséquent, nous
savons que

of

Nous pouvons également examiner le cas d’une fonctionnelle F de notre fonction de distribution f de
la forme suivante

.7-"[f]z/C(f,r,p)drdp:/C(f,r,p)dI‘7 (1.71)

ou C(f,r,p) est une fonction de f, de r et de p. Cette fonctionnelle F est une fonction de ¢, les
autres variables étant intégrées sur tout I’espace des phases. Par définition, le domaine d’intégration
ne dépend pas du temps. Nous pouvons donc écrire

aF _oF _ocos
dt ot ) Of ot
Si nous introduisons la dérivée fonctionnelle? 6F/§f et le crochet de Poisson, nous obtenons

dF [ OF
o =) spEar. (1.72)

Remarquons également que le crochet de Poisson vérifie la propriété suivante

o Ohy
{hl (a),hg(a)}— % a,a % —07

9Rappelons que la dérivée fonctionnelle §X /5 f d’une fonction X (f) est donnée par

X(f+6f)—X(f)=/ (6f%+o(5f2))dr.
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et que, pour des fonctions décroissant suffisamment rapidement lorsque |r| et |p| tendent vers 'infini,

/A{B,C} dr = /C{A,B}dr (1.73)

(voir [46], notamment ’annexe C, pour plus de précisions concernant ces deux propriétés). Considérons
par ailleurs le Hamiltonien H d’un systéme auto-gravitant (voir I’équation (1.10))

G !
H= /—fd - —/ i) mm/dldIY .
2 ) jr—1/|
La dérivée fonctionnelle de H par rapport & f est égale &

oH p2 m,f I‘ p /
_—= —— =4IV = 1.74
- / (1.74)

En injectant (1.74) dans (1.72), et en nous souvenant de (1.73), nous pouvons écrire

dF oOF 0F &H
a =SSy = oG Sy =

Le crochet (.,.) a été introduit par Morrison [41] dans le cadre de la physique des plasmas. Ce crochet,
de méme que le crochet de Poisson, est bilinéaire et anticommutatif, et vérifie 'identité de Jacobi. 11
permet donc de définir une algébre de Lie. De plus, H étant indépendant du temps dans notre cadre,
Popérateur (H,.) lest également. Nous pouvons finalement exprimer ’évolution temporelle de notre
fonctionnelle F par

ft_A,_At = ei(H")Atft . (175)

Ces outils vont nous permettre de trouver un critére de stabilité pour les solutions stationnaires de
BSC.

Stabilité et variation de 1’énergie

Considérons ’équation de Boltzmann sans collisions (1.28). Nous pouvons la formuler & I’aide du
crochet de Poisson :
af

+{f,E}=0. (1.76)

Cette équation peut également s’écrire grace au crochet de Morrison. En effet, nous avons

= 1 S D ) )

d’ou 8f
(1) =0.

Nous allons étudier les conditions de stabilité des solutions stationnaires de cette équation. Pour cela,
considérons une fonction de distribution fy perturbée de la maniére suivante

f:f0+df:f0+f1€+%f252+%f363+... , (1.77)

ou f; est le premier ordre de la perturbation, f5 son deuxiéme ordre, et ainsi de suite.
En généralisant (1.75) (voir la section 3.2 de [46]), nous pouvons écrire

dF

de = (£9),
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ou G est appelé le générateur de la perturbation paramétrée par e. Il suit immédiatement

F Ul =Flfol = (G, F[fol) e + ( (G, Ffo]) € _%(g (G.(G.Ff])) € +.... (1.78)

Considérons la fonctionnelle F particuliére

fl= [ F@)en @ -ryar - . (1.79)
Le premier terme de (1.78) est donc égal a
Flfol = fo.
La dérivée fonctionnelle de F est égale a
oF
2 —5p(@-T) .
57 ép ( )

Nous pouvons calculer (G, F [fo]) pour la fonctionnelle (1.79), ce qui nous donne

G, Flf) = /fo{ég o7 | fO]}dF

/ £ {g.6p (T — T)}

/ 5p (I’ =) {g, f4} I’
= _{gva} )

ot les primes désignent les fonctions de TV et avec

G
fo"

Pour calculer le terme suivant de (1.78), nous devons tout d’abord calculer la dérivée fonctionnelle de
(G, F [fo])- Sachant que

9=

G, Ffo+6f]) = / (fs+5f) {g.6p (T’ — T)} dT”

- / 5o (' —T) {g, (f} + 6)} T’
= _{gvf0+6f} 5

le calcul de la dérivée fonctionnelle donne

[ (57 @71 )rar = @.Flh+07) - (0.7 s)
— - [tg.0ryop (' - D)ar

/{97513 T)}of'dr’,
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soit

% (G. F[fol) = {9.6p (' ~T)} .

Le troisiéme terme de (1.78) est donc égal &
6. (. FIh]) = / fi g/ Ag 6p (T = T)}}dr
_ / (1, ¢} (g 6p (T —T)} dT

/{{f&g'hg’}ép (I —T) dr”

{{fo,9}. 9}
{97 {97 fO}} :

Nous pouvons poursuivre ce type de calcul avec les termes suivants, ce qui nous permet finalement
d’obtenir I’expression suivante

f = fo{g fobe+ 5o A0 ol b + 3 (o o o ol e+

Si nous comparons cette expression a (1.77), nous pouvons facilement déduire la forme de df

af = {9, fob e+ 5 10: {0, 1 @+ 5 {0 os o o} € (1.80)

Nous savons donc quelle doit étre la forme notre perturbation pour étre une perturbation physiquement
acceptable. Nous pouvons maintenant examiner la perturbation du hamiltonien H engendrée par la
perturbation df d’une solution stationnaire f; de BSC.

11 suffit pour cela de remplacer F par H dans (1.78), ce qui nous donne

HIf) = lfol = (G HUD e+ 5 (G (G H ) + .. (1.81)

La perturbation de premier ordre peut étre aisément calculée puisque

(gvH[fo]):/fo{gi,(?;}drz/fo{g,E}dI‘. (1.82)

Nous pouvons remarquer que la perturbation de premier ordre H du hamiltonien est égale a

5H = —<9,H[fo])e:e/fo{E,g}dr=—e/g{E,fo}dr:o,

car fo est une solution stationnaire de BSC (voir (1.76)). Les solutions stationnaires de BSC représentent
donc des extrema de I’énergie au regard des perturbations de la forme (1.80). Il est de plus possible
de montrer (voir [5]) qu'un systéme dont la variation d’énergie est positive suivant une perturbation
est stable contre cette perturbation. L’é¢tude du signe de la perturbation de deuxiéme ordre 62K
du hamiltonien nous permettra donc de dériver des critéres de stabilité, au moins dans certains cas
particuliers.
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La dérivée fonctionnelle de (G, H [fo]), que nous devons connaitre pour calculer 62H, est telle que

G.HUo+37) - @HIf) = [ortg.Epar- | fo{g,am sl dl“’}dI‘

v — /|

_/5f {g,Gm/ |if_/TZ:d1"}dF
_ /5f{g,E}dI‘f/§fm/f6 {g',er_"i,'}dr’dr
_/5f {g,Gm/ |if_/T::dI"}dF
/6f (;f (G,H[fo])) dI‘—/ch {g,Gm/ |if/nZ:|dI"}dI‘

7(9 HIfol) = {9, E} m/fo{g’,Gmﬂ}dr’.

Ceci nous permet de calculer la perturbation de deuxiéme ordre du hamiltonien

[iototamnar- [ n{am [5{s 2 farfar

- [1a.50tg.rar+ [ 1.0} [ 54 {g', Gmm}dr'dr

— - [tefb 0By~ [ (0.0} 5 Sy} S arar

soit

(G.(G. H[fo]))

ce qui nous donne finalement

Gmm/’
v — 1/

Nous avons réduit le probléme de I'étude de la stabilité des solutions stationnaires de I’équation de
Boltzmann sans collisions & celui du signe de I’expression (1.83). Pour conclure ce chapitre, nous allons
maintenant exposer les principaux résultats de stabilités effectivement obtenus.

#r=-5 [to s o Byar -5 [{o. 1o} 10,50} £ arvar (1.83)

Résultats de stabilité

Le premier résultat de stabilité que nous pouvons énoncer est le suivant : si la variation §2H,
donnée par lexpression (1.83), est positive pour tous les générateurs g, alors fy est stable contre
toutes les perturbations. Ceci découle directement du théoréme d’Arnold. Mais si cette variation n’est
pas toujours positive, nous ne pouvons a priori pas conclure.

Des résultats plus précis peuvent étre démontrés sous certaines hypothéses.

Ainsi, si fp est une fonction de I’énergie E seule, fy est stable contre toutes les perturbations a la

seule condition que
afo

oF

Ce résultat est valide dans le cas d’un systéme isolé, et peut-étre étendu a celui d’un systéme soumis
& un potentiel gravitationnel externe, pourvu que la densité externe associée & ce potentiel ne croisse
pas avec le rayon. Ce résultat a été établi par J.Perez et J.-J.Aly [47]. De plus, lorsque fy ne dépend
que de 'énergie, il y a “équivalence” entre le signe de 2 et la stabilité du systéme, i.e. le systéme

<0.
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est stable si 62H > 0 et il est instable si 62H < 0. Cette équivalence provient du fait que §2H peut
s’écrire, dans ce cas, sous la forme

H = — / hThdT (1.84)

ol 7 est un opérateur symétrique et h = {g, fo} (pour plus de détails, voir les notes de cours de
H.Kandrup'® [26] et les articles de G.Laval, C.Mercier et R.Pellat [35] et de R.M.Kulsrud et J.W.-

K.Mark [33]).
Si fy est une fonction de I’énergie E et du carré du moment cinétique J?2, alors, & la condition que
dfo dfo
— <0 et = <0
oE =7 o T

le systéme est stable contre les perturbations, dites préservantes, engendrées par des fonctions g telles
que
{9,7°} =0. (1.85)

L’ensemble des perturbations vérifiant (1.85) contient toutes les perturbations radiales, et certaines

Fi1G. 1.4 — Mécanisme de développement de l'instabilité d’orbites radiales.

perturbations non radiales. Ce résultat, également da & J.Perez et J.-J.Aly [417], est une généralisation
du travail de H.Kandrup et J.-F.Sygnet [27]. Nous pouvons également noter que lorsque les pertur-
bations sont radiales la variation peut étre écrite sous la forme (1.84), ce qui implique de nouveau
I’équivalence entre le signe de la variation et la stabilité.

Si fo a la forme particuliére suivante fo = ¢ (E)dp (J?), c’est-a-dire que les orbites des parti-
cules sont purement radiales'', et que ¢ est une fonction monotone de E, alors on peut montrer que
I’ensemble des générateurs tels que {g, J2} = 0 est vide. Il n’existe donc pas de perturbations pré-
servantes pour ce type de fonction de distribution. II est de plus possible de montrer qu’il existe des
perturbations pour lesquelles §2H < 0. Cette instabilité est connue sous le nom d’instabilité d’orbites
radiales. Elle se développe lorsque une perturbation non radiale dévie certaines orbites, créant une
zone de surdensité, qui par effet d’avalanche, va piéger une & une les autres orbites et ainsi conduire
a la formation d’une barre (voir la figure 1.4).

Lorsque fp ne dépend pas seulement de E, ou pas seulement de E et J2, I'étude de la stabilité
est plus compliquée. Le premier résultat que nous avons énoncé — si Vg 62H > 0, alors le systéme
est stable — entre dans ce cadre général. Dans le cas ou le signe de §2H serait négatif, ou non défini,
la situation n’est pas trés claire. A.M.Bloch, P.S.Krischnaprasad, J.E.Marsden et T.S.Ratiu [10] ont
montré que le systéme est instable si la perturbation dissipe de I’énergie. L’instabilité est alors qualifiée

10Ces notes de cours sont disponibles sur la page internet de I’Université de Floride suivante :
http ://www.astro.ufl.edu/ siopis/papers/

Rappelons que J? = r? (v2 + v2) en coordonnées sphériques. La seule valuer de J? acceptée est 0. Ainsi, la vitesse
tangentielle de chaque particule est nulle. Les particules possédent donc une vitesse purement radiale.
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de séculaire. H.Kandrup [25] a étudié la stabilité de systémes axisymétriques en rotation autour de
Paxe Oz avec fo = fo (E, J.), ou J, est le moment cinétique selon z. Il a pu montrer que, dans le cas ou
dfo/0J, ne s’annule pas lorsque .J, = 0, il existe toujours des perturbations non axisymétriques pour
lesquelles §2H < 0. Physiquement, ceci peut étre également interprété comme une sorte d’instabilité
d’orbite radiale.



CHAPITRE 2

METHODES NUMERIQUES

1 Le treecode

Nous avons vu précédemment que ’étude théorique de la dynamique des systémes gravitationnels
a N corps nous fournit de nombreux résultats. Cependant, ces résultats ne nous permettent pas
de comprendre tous les phénoménes dynamiques, certains étant trop complexes pour étre étudiés
correctement d’un point de vue analytique.
Nous devons donc nous en remettre a 'utilisation de simulations numeériques afin de compléter nos
études analytiques. Plusieurs types de méthodes numériques sont utilisés pour simuler ’évolution des
systémes gravitationnels, chacune possédant un certain nombre d’avantages et d’inconvénients. Le
choix d’une méthode doit donc étre conditionné par ’adéquation entre les caractéristiques de cette
méthode et la nature du probléme étudié.
Dans un premier temps, nous présentons succinctement différents types de méthodes numeériques. Puis
nous détaillons la méthode que nous avons choisi d’utiliser, le treecode, ainsi que les raisons de ce choix.
Nous présentons enfin en quelques mots la parallélisation du treecode.

1.1 Quelques méthodes numériques et leurs caractéristiques

Les méthodes numériques présentées ci-aprés sont caractérisées par la fagon dont elles calculent

l’accélération qui s’exerce sur chaque particule du systéme dont 1’évolution est simulée. Nous nous
limitons donc a la description de l'algorithme de calcul de ’accélération, et omettons de parler de
I’avancement des particules dans le temps.
Plusieurs schémas numériques d’intégration en temps différents peuvent étre associés a ces algorithmes
de calcul de P'accélération, le plus simple étant probablement le schéma d’ordre 2 “saute-mouton”,
ou “leap-frog” (voir 'annexe A2). Le schéma “saute-mouton” est également I'un des plus largement
utilisés, mais certaines méthodes sont associées a des schémas d’intégration en temps plus sophistiqués
— tels que les schémas & pas de temps individuels utilisés dans les codes & N corps direct écrits par
S.J.Aarseth! — permettant un gain de performance ou un meilleur traitement de phénomeénes fins,
comme les étoiles binaires.

Codes a N corps directs (P?)

Les codes de type N corps directs — ou particule-particule (P?)— calculent 'interaction gravitation-
nelle entre chacune des N particules en sommant les interactions & deux corps. Par son gradient, le

Voir [1] pour des explications concernant les pas de temps individuels ou [2] pour la présentation de I’un de ses
codes.
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potentiel permet d’obtenir ’accélération subie par chaque particule. Pour éviter que cette accélération
n’atteigne des valeurs trop élevées lorsque deux particules se trouvent trés proches 'une de ’'autre, ce
code utilise un potentiel adouci. L’expression du potentiel au point r;, position de la i-éme particule,

est ainsi
N

Gm.:
w(r) =— > - 172
i#j=1 ((rl —r;)’ + 52)

ou € > 0 est le paramétre d’adoucissement du potentiel.

Le calcul de toutes les accélérations s’effectue en un nombre d’opérations proportionnel & N2 & chaque
pas de temps (si le pas de temps est identique pour toutes les particules). Ce temps de calcul repré-
sente le principal inconvénient des codes & N corps directs, mais ces codes permettent d’effectuer des
simulations d’une grande précision, la seule approximation introduite étant due a ¢.

Codes particule-grille (PM) et P3M

Les codes particule-grille (ou PM pour I’anglais particle-mesh) se différencient des codes particule-
particule (tels que les codes & N corps directs et le treecode) en divisant ’espace a 1’aide d’une grille
et en calculant les interactions entre les différentes cellules de cette grille plutot qu’entre les différentes
particules constituant le systéme. Il n’est donc plus nécessaire de calculer la distance séparant chaque
particule, ce qui représente un avantage en terme de temps de calcul.

L’espace est donc divisé en J? cellules cubiques, de coté a, et repérées par les indices 7, j et k. La
masse contenue dans une cellule est supposée se trouver en son centre. Le potentiel exercé sur la cellule
(4,7, k) est ainsi égal &

J J J

Yigr= > > Dlijki j k) M@ j k), (2.1)

i'=1j'=1k'=1

ou
G

a =)+ G =3+ (k= k) +2/a?]

D(iaj7kai/7j/ak/):_ 1/2 7

et M (i, j, k) la masse contenue dans la cellule d’indices (i, j, k). Notons que cette fonction D, qui joue
le role de fonction de Green, ne doit étre évaluée qu’une fois au début de la simulation.

L’équation (2.1) est une convolution discréte. Il est donc possible de remplacer cette convolution par
un produit en travaillant dans ’espace de Fourier. En effet, la transformée de Fourier d’une convolution
est égale au produit des transformées de Fourier, i.e.

- 1 - -
) = WDM . (2.2)
D ne doit également étre évalué qu’une seule fois.

L’algorithme de transformée de Fourier rapide (ou FFT pour I’anglais Fast Fourier Transform) permet
d’effectuer la transformée de Fourier discréte de N points en N log N opérations. Il est donc possible
d’obtenir le potentiel exercé sur chaque grille en .J3log.J opérations & chaque pas de temps, ce qui
représente un gain conséquent si on compare ce nombre aux J® opérations nécessaires si I’on n’utilise
pas 'espace de Fourier. A ce temps de calcul, il convient d’ajouter le temps nécessaire a I’obtention
de M.

Cette méthode posséde cependant un sérieux inconvénient. Le potentiel (2.1) n’est une bonne ap-
proximation que si la densité de masse dans les cellules voisines est & peu prés constante. Dans le cas
contraire, les contrastes de densité présents dans chaque cellule ne sont pas pris en compte dans le
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calcul du potentiel, et le potentiel (2.1) ne représente plus une approximation acceptable. La densité
ne peut pas étre constante dans les cellules voisines lorsque le systéme étudié présente de fortes in-
homogénéités, puisque le nombre de cellules est limité. Cette méthode ne semble donc adaptée qu’a
I’étude des systémes homogénes ou quasi homogénes.

Des évolutions de la méthode PM, les codes P3M et les grilles adaptatives, permettent de résoudre
ce probléme. Les codes P?M sont des hybrides de codes PM et particule-particule. Ils calculent le
potentiel & I'aide d’une grille sur les grandes échelles et & 1’aide des interactions particule-particule sur
les petites échelles, c’est-a-dire pour les cellules voisines. L’inconvénient des codes P3M réside dans le
temps de calcul parfois prohibitif de I'interaction sur les petites échelles, lorsque le systéme comporte
une forte surdensité de matiére. Les grilles adaptatives permettent quant a elles de diviser les cellules
contenant beaucoup de matiére, et donc de réduire le coup de calcul de la partie particule-particule
d’une code P?M.

Développement en harmoniques sphériques

Cette catégorie de codes, décrite entre autres par T.S.van Albada et J.H.van Gorkom [55] repose
sur le développement du potentiel en harmoniques sphériques. Si la particule i est repérée par les
coordonnées sphériques (r;,6;, ¢;), alors le potentiel créé au point de coordonnées (r, 8, ) par cette
particule est égal & (voir par exemple [9] p.62-67 pour la démonstration)

Y (r,0,p) = —47TGZ l i Z G ()Y (0,0) sir <r;, (2.3)
m=—I1
ol
P (r,0, ) —47TGZ s Z Gim ( "(O,p) sir >y, (2.4)
m=—I

avec
m;

wane e (22)

Gim (i) =
o1 Y™ est '’harmonique sphérique et Y;”* le complexe conjugué de Y;”. L’algorithme permettant
d’exploiter ce développement est dés lors relativement clair. Il suffit de déterminer dans un premier
temps le point du systéme correspondant au minimum du potentiel gravitationnel — ce point est le
centre du systéme si ce systéme présente une symétrie sphérique — et d’en faire l'origine de notre
repére sphérique. Puis nous pouvons calculer les L + 1 coefficients G;,, pour chacune des N particules,
avec | < L. Ceci nous permet de calculer une valeur approchée du potentiel en tout point

¥ (r,0,9) —47TGZ Z Z U:ln . rl+1 Z 261, (1) | Y™ (0, ) . (2.6)

=0 m=—1 r<ry 1 ri>T

Lorsque L tend vers 'infini, cette valeur approchée 12) tend vers le véritable potentiel . Mais il suffit
d’un L relativement faible (quelques unités) pour obtenir une approximation satisfaisante du potentiel.
L’utilisation optimale de cet algorithme nécessite un ordonnancement des particules par r; croissant,
mais ce tri s’effectue rapidement entre chaque pas de temps pour peu que le pas de temps soit
suffisamment faible, puisque dans ce cas 'ordre des particules dans la liste ne varie que trés peu.
Lorsque les particules sont triées, le calcul du potentiel s’effectue en O (N) opérations (voir [9] ou
[22]). D’autre part, le calcul des coefficients &y, seffectue en O(N (L + 1)?) opérations. Le temps de
calcul pour chaque pas de temps est donc proportionnel au nombre de particules.

Ce type de codes se réveéle trés véloce, comparativement aux autres, pour des systémes comprenant
beaucoup de particules. Il présente également I’avantage de posséder une excellente définition au centre.
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Son utilisation doit cependant étre réservée a la simulation de systémes présentant une symétrie
sphérique”. De plus, d’aprés L.Hernquist et J.E.Barnes [22], le fait que ce type de code soit “non
collisionnel” n’a jamais été prouveé.

1.2 Description du treecode

Pour atteindre 1’objectif que nous nous sommes fixé, nous avons besoin d’un code de calcul relati-
vement rapide, puisque nous avons l'intention d’effectuer de nombreuses simulations et que certaines
de ces simulations nécessitent de plus de nombreux pas de temps afin de décrire de fagon satisfaisante
la dynamique des objets que nous modélisons. Ce code doit pouvoir s’adapter & des géométries va-
riées, de maniére a pouvoir simuler correctement aussi bien la dynamique d’objets ressemblant & des
galaxies elliptiques de type E7 que celle d’objets sphériques. Il doit également pouvoir gérer des types
de profils de densité variés, en particuliers des densités comportant de fortes inhomogénéités.

Pour ’ensemble de ces raisons, nous avons choisi d’utiliser un treecode, ou code en arbre.

Principe du treecode

Le treecode, présenté par J.E.Barnes et P.Hut [0] repose sur une idée trés simple permettant
d’envisager un calcul approché du potentiel subi par chacune des particules. Cette idée se comprend
aisément si 'on considére I’exemple suivant. Envisageons le calcul du potentiel gravitationnel exercé
sur la Terre par tous les objets visibles dans un ciel nocturne, plus, bien évidemment, le Soleil.
Chacun des points lumineux observés contribuera au potentiel. Mais, alors que certains de ces points
se révélent étre des planétes du systéme solaire ou bien des étoiles de la Voie Lactée (la Lune étant
suffisamment visible pour ne pas étre confondue avec quoi que ce soit d’autre), d’autres sont des
galaxies extérieures a la notre. Cependant, leur distance par rapport a la Terre est telle qu’elles nous
apparaissent peu différentes d’une étoile ou une planéte. Cette simple constatation peut nous amener
a faire ’approximation suivante : un ensemble d’étoiles, méme s’il est de trés grande taille, peut étre
considéré comme ponctuel s’il est suffisamment éloigné de la Terre. Le critére d’acceptation n’est alors
pas la distance séparant cet ensemble de la Terre, mais le rapport entre la taille de ’ensemble et
cette distance (voir la figure 2.1). Cette approximation permet, par exemple, de réduire le calcul du
potentiel exercé par une galaxie trés éloignée & un seul terme, en regroupant toute la masse de la
galaxie en son centre de masse.

Pour pouvoir exploiter cette idée, il est nécessaire de diviser I’espace en cellules. Une cellule cubique

contenant toute les particules est d’abord créée, puis cette cellule, que I’on appellera dorénavant racine,
est divisée en huit sous-cellules cubiques de méme taille. Chacune de ces sous-cellules est de nouveau
divisée en huit sous-cellules, et ce processus se répéte jusqu’a ce que chaque cellule élémentaire ne
contienne au plus qu’une particule (voir la figure 2.2).
Lors du calcul du potentiel en un point de ’espace, il suffit de calculer la distance séparant chaque
cellule du point considéré, puis de comparer le rapport y; = taille de la cellule/distance de chaque
cellule avec un critére d’acceptation ©p défini au préalable, en commengant par la cellule racine. Si
yr < Op, alors le contenu de la cellule est ramené & une masse ponctuelle, égale a la somme des
masses des particules contenues dans la cellule, située au centre de masse de la cellule. Si v > O,
alors 'approximation n’est pas acceptée, et le contenu de la cellule doit étre examiné plus en détail,
c’est-a-dire que 1’on répéte 'opération “calcul du rapport-comparaison & ©1” sur ses sous-cellules.

Cette approximation permet de considérablement réduire le nombre d’opérations a effectuer lors du
calcul du potentiel, le faisant passer de O(N?) 4 O(N log(N)), ot N est le nombre de particules, pour
une valeur de O standard (©7 ~ 0.7).

Le code structure les données (les positions des particules) sous la forme d’un arbre afin de gérer

21l existe des équivalents reposant sur des expansions dans d’autres systémes de coordonnées, cylindriques par
exemple.
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FiG. 2.1 — Principe a la base du treecode.

le plus efficacement possible la division de ’espace en cellules. La construction de cet arbre et son
utilisation sont assez instinctive, méme si leur mise en ceuvre ’est beaucoup moins.

L’arbre et sa construction

Il est nécessaire d’examiner les cellules dans ’ordre décroissant de leur taille afin de réduire au
maximum le nombre de termes a inclure dans le calcul du potentiel. Afin de faciliter cet examen, les
cellules sont ordonnées et structurées sous la forme d’un arbre.

La construction de I’arbre s’opére de la maniére suivante. La cellule racine est aussi la racine de ’arbre,
et pour chaque sous-cellule de la racine, une branche est créée. Cette branche se termine par une feuille
si la cellule correspondante ne contient qu’une particule, et elle est elle-méme divisée en branches si
cette cellule en contient plusieurs. Les branches ne contenant pas de particules sont coupées®. A la fin
de la construction, on trouve une feuille au bout de chaque branche. Une cellule est donc un nceud de
branches lorsqu’elle contient plusieurs particules et une feuille lorsqu’elle n’en contient qu’une.

Le treecode organise le parcours de cet arbre en partant de la racine, puis en descendant dans chaque
branche, en ordonnant les cellules dans une liste. Référons-nous a la figure 2.2, représentant un exemple
en deux dimensions et une numérotation des cellules un peu différente de celle utilisée dans le code
mais plus “parlante”, afin de mieux comprendre cet ordonnancement.

La premiére cellule est donc la racine, et puis la suivante est son premier descendant, le nceud 1. Vient
ensuite le premier descendant du noeud 1, le nceud 1.1, puis son premier descendant, la feuille 1.1.1.
Comme une feuille n’a pas de descendants, on passe ensuite au deuxiéme descendant du nceud 1.1, &

3Elles ne sont en réalité pas créées.
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savoir le noeud 1.1.3. Ses descendants, la feuille 1.1.3.1 puis la feuille 1.1.3.4 sont alors les éléments
suivants de la liste. Tous les descendants du noeud 1.1 ont maintenant été ordonnés, le nceud 1.3 vient
ensuite, puis ses descendants, en opérant suivant le méme ordre que précédemment. Le parcours de

° 2.1 2.2
hd °
1 o [ ) 5
° [ )
[ 2K ) 2.4 2.3
[ )
[ )
4 ¢ 3
[ )

F1G. 2.2 — Construction des cellules et de ’arbre.

l’arbre selon cet ordre est permis par la structure de données. A chaque cellule correspond, pour le
code, un ensemble de paramétres, dont un pointeur vers la cellule suivante dans ’ordre de parcours,
et un pointeur vers chacun des descendants de la cellule. Par exemple, les données correspondant &
la cellule 1.1 contiennent un pointeur vers la cellule 1.3, et un pointeur vers les données des cellules
1.1.1 et 1.1.3. Ces valeurs sont initialisées lors de la construction de ’arbre, et sont utilisées lors de
son parcours, pendant le calcul du potentiel.

Deux paramétres importants : O et ¢

Deux paramétres, pouvant étre modifiés pour chaque simulation, influencent considérablement le
calcul du potentiel. Ces paramétres sont le critére d’acceptation du treecode ©r et le paramétre
d’adoucissement du potentiel &.

Si Or est nul, alors aucune approximation n’est faite et le calcul effectué est un calcul direct du
potentiel. Le calcul est alors plus précis, mais aussi plus lent que pour une valeur de ©7 non nulle?.
A D'inverse, si la valeur de O est trop grande, beaucoup d’approximations seront faites dans le calcul
du potentiel, donc le temps de calcul se retrouvera grandement réduit, mais ’erreur engendrée par ces
approximations risque de se révéler trés importante. J.E.Barnes et P.Hut [7] ont effectué une analyse
des erreurs engendrées par le treecode. Cette étude présente I'influence de ©7 sur Ierreur commise
sur le calcul du potentiel et sur le nombre totales d’interactions prises en compte lors du calcul du
potentiel, ce qui conditionne la rapidité du calcul. Selon la forme de la densité de masse du systéme
étudié, 'erreur commise lors du calcul du potentiel augmente d’environ un ordre de grandeur lorsque
valeur O passe de 0.3 & 1. Dans le méme temps, le nombre d’interactions baisse de un demi & un ordre
de grandeur. Le choix de ©p représente donc un choix, ou plutoét un compromis, entre la précision du
calcul et sa rapidité.

Le paramétre d’adoucissement du potentiel € est utilisé pour modéliser le potentiel gravitationnel sur
de petites distances. En effet, le potentiel créé par une source en un point est proportionnel a l'inverse

4Utiliser le treecode pour un calcul direct est trés inefficace, puisque de nombreux calculs annexes nécessaires 3
l’approximation mais inutiles au calcul direct sont tout de méme effectués. Il existe de plus quelques codes directs trés
performants.
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de la distance séparant la source et le point. Si cette distance est trés petite, alors le potentiel est trés
grand. Pour éviter des valeurs de potentiel si grandes que les outils numériques ne pourraient pas les
traiter correctement”, nous approchons le potentiel gravitationnel créé par la particule i en r de la
fagon suivante :

Gm; .
sir—r; >¢

b(ry={ - (2.7)

Gm; .
sijr—r<e

Cette approximation impose une limite supérieure au potentiel exercé par une particule sur une autre.
Elle est différente d’une autre approximation assez largement employée, qui consiste & calculer le
potentiel de la maniére suivante :

S P — (2.8)

Ir — ;| + €2

Dans ce cas, tous les termes participant au calcul du potentiel sont inexacts, alors que dans notre cas
seuls les termes faisant intervenir une distance |r — r;| inférieure & ¢ le sont.

Calcul du potentiel et moments quadrupolaires

Dans un certain nombre de cas — que nous espérons le plus grand possible, afin de diminuer le
temps de calcul — le treecode calcule une valeur approchée du potentiel exercé par un ensemble de
n particules de masse m; repérées par les positions r;, et contenues dans une cellule cubique, sur
une autre particule i, située en r;. Cette valeur, en premiére approximation, est égale au potentiel
qu’aurait exercé une particule cm de masse me,, située a la position r.,,, avec

Mem, = ij (2.9)
j=1

et
1 n
= ¥ 2.10
Te p—— ;mjr] ( )

Cette premiére approximation consiste donc a considérer que la masse totale des n particules est située
au centre de masse de ces particules.

Il est souhaitable d’affiner ’approximation en utilisant un développement multipolaire du potentiel
exercé par les n particules. Pour cela, plagons nous dans un repére centré sur r.,, (voir la figure 2.3).
Les n particules sont repérées par les vecteurs x; et la particule 7 par x;. La valeur exacte du potentiel

est égale &
n

M
x;) = -G —t 2.11
$ou) =G 3 (2.11)
j=
Le développement de 1/|x; — x;| en polynomes de Legendre (voir [23], p.85-94) donne
Y Y Ep et (Y 2P(u)+ (2.12)
|Xi—Xj|_(L'i 0 Ty ! i ? 7 '
avec -
=" (2.13)
Tij

5L utilisation du potentiel gravitationnel non adouci imposerait 1’utilisation de pas de temps extrémement faibles et
d’un schéma numeérique d’intégration en temps plus précis que le schéma “saute-mouton” que nous utilisons.
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Fi1G. 2.3 — Exemple de calcul du potentiel exercé sur la particule 3.

o x = |x|. Si nous ne considérons que les trois premiers termes du développement, nous obtenons
donc pour le potentiel ’expression suivante

G n "y "y 2
) = —— | P =1p =) P . 2.14
() xi;m3<0(u)+wi v+ (2) 2<u>> 2.14)
Les trois premiers polynémes de Legendre ont pour valeur
P() (U) = 1 5
P (u) = u,
3 1
P = “(u*-2).
o - 3
Le potentiel est alors égal &
G & G - G & 3 5 1
Y (x;) = - ij - 3% ijxj - ij {2 (xi-%x5)" — ixfaﬁ . (2.15)
' =1 i =t ¢ =1

Le premier terme correspond a 'approximation initialement faite et consistant & placer toute la masse
au centre de masse. Les deuxiéme et troisiéme termes correspondent aux termes dipolaire et quadru-
polaire.

Nous pouvons remarquer que le terme dipolaire est nul. En effet, I’origine de notre repére étant situé
au centre de masse, la somme des m;x; est nulle.

Le terme quadrupolaire est calculé par le treecode. Il permet un calcul plus précis du potentiel et
une meilleur intégration du probléme. Le calcul de ce terme est optionnel, mais nous avons choisi de
Ieffectuer pour chacune de nos simulations.

Le treecode en cinq étapes

Le calcul du potentiel permet & chaque pas de temps d’obtenir "accélération de chaque particule,
donc sa vitesse et sa position. L’algorithme utilisé pour l'intégration en temps est le schéma “saute-
mouton”. Ce schéma peut étre résumé de la fagon suivante :

Tnew — Told _
At = Vinew

View — Vold
% £ (Tord)
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olt At est le pas de temps séparant deux évaluations du potentiel gravitationnel®.

Afin de clarifier le fonctionnement du treecode, le plus simple est certainement de présenter les diffé-
rentes étapes de son exécution. Une fois les conditions initiales et les paramétres de la simulation lus,
le code effectue une boucle jusqu’a ce que le temps final soit atteint ou qu’un probléme d’exécution
soit rencontré. Cette boucle est composé des étapes suivantes :

1. Avancement des vitesses d'un demi pas de temps, puis des positions d’un pas de temps®.
Construction de I’arbre.
Calcul de ’accélération.

Avancement des vitesses d’un demi pas de temps.

ANl S

Calcul des observables, écriture des diagnostics d’exécution et des sauvegardes intermédiaires
(cette étape n’est pas effectuée a chaque pas de temps).

Le treecode en quatre erreurs

Le treecode repose, comme nous ’avons vu, sur un calcul approché du potentiel gravitationnel.
Cette approximation n’est pas la seule source d’erreurs du code, puisqu’il en existe trois autres, dont
une que nous n’avons pas encore mentionnée. La deuxiéme source d’erreurs est 1'utilisation d’un
potentiel lissé par le paramétre e, que nous donne (2.7). La troisiéme est également indirectement due
A €, puisque le calcul de 'accélération subie par la particule ¢ est donné par

al r;—r;
Vi= Y, my—— (2.16)
j=1 |rj —-r;
[rj—ri|>e
et non par
j=1 |rj - ri‘

Tous les termes provenant des particules j telles que |r; —r;] < ¢ sont donc omis. Cette erreur a
cependant un effet positif sur I'intégration en temps, comme nous tentons de ’expliquer dans I’annexe
A2. Enfin, la derniére erreur provient du schéma “saute-mouton”, puisque ce schéma est d’ordre 2 en
temps.

Il est important de noter que les deux erreurs induites par € ne sont pas cumulatives, puisque les
accélérations ne sont pas calculées & partir du potentiel mais parallélement au potentiel. L’erreur due
A € dans le calcul du potentiel ne se répercute donc pas dans le calcul de ’accélération.

L’influence de ¢ et du pas de temps sur Ierreur commise sur le calcul de ’énergie totale au cours de la
simulation fait ’objet du paragraphe 2.1 du chapitre 3. Les résultats obtenus lors de cette étude puis
lors des simulations ultérieures tendent & prouver que les approximations effectuées sont acceptables.

1.3 Calcul paralléle et treecode
Calcul paralléle : pourquoi, o et comment ?

Le temps de calcul du potentiel gravitationnel, malgré ’approximation réalisée, est toujours trés
important. Mais il est possible de le faire baisser de facon spectaculaire en utilisant une version
parallélisée du treecode’.

La version du treecode que nous avons utilisée est basée sur le treecode de J.E.Barnes et P.Hut et a été

6Le schéma “saute-mouton” est expliqué plus largement dans I’annexe A2
"Pour une introduction au calcul paralléle, se référer & 1’annexe B.
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parallélisée par D.Pfenniger (Observatoire de Genéve). La parallélisation ne concerne que le calcul du
potentiel. Le calcul de I'accélération subie par les N particules de la simulation (I’étape 3 de la boucle
principale) est donc partagé entre les différents processeurs (le premier processeur calcule I’accélération
subie par les n; premiéres particules, le deuxiéme ’accélération subie par les ns suivantes, ...). Toutes
les autres étapes de calcul, telles que ’avancement des particules ou le calcul des diagnostics, sont
séquentielles.

Le code de calcul paralléle a été exécuté sur un cluster d’ordinateurs composé d’environ vingt machines
bi-processeurs. Ces ordinateurs sont connectés par un réseau Ethernet. La parallélisation est mise
en ceuvre a l'aide de la bibliotheque MPI (Message Passing Interface). Il s’agit donc ici de calcul
4 mémoire distribuée, et non partagée, c’est-a-dire que chaque processeur dispose de ses propres
ressources mémoires et que ’échange d’information entre processeurs a lieu par l'intermédiaire de
messages transitant par le réseau Ethernet.

Le code est écrit sur le modéle maitre-esclave. Un programme maitre, exécuté sur un seul processeur, lit
les données concernant la simulation, les communique aux programmes esclaves, partage le travail de
calcul des accélérations entre tous les processeurs, réunit les résultats, avance les particules et calcule
les diagnostics. Le programme esclave, exécuté sur les autres processeurs, se contente de recevoir les
données, de calculer ’accélération ® pour un partie des particules et d’envoyer ce résultat au maitre.

Le parallélisme est-il efficace ?

L’accélération relative .S, (aussi appelée speed-up relatif) d’un programme paralléle est définie par
le rapport entre le temps ¢(!) mis par le code pour effectuer un calcul sur un processeur et le temps
t®) mis pour effectuer un calcul sur p processeurs

1
5=t

t(®)
Cette accélération est dite linéaire si S, = p et sous-linéaire si S, < p. Il est trés difficile, voire
impossible, d’obtenir une accélération linéaire, en particuliers en raison des surcoftits en calcul et en
communications impliqués par la parallélisation.
Afin de prévoir la prédisposition d’un algorithme & étre parallélisé efficacement, il est utile de s’inté-
resser & la Loi d’Amdahl. Si Pon appelle vseq (0 < 7v5eq < 1) la fraction intrinséquement séquentielle,
et donc non parallélisable”, d’un algorithme, alors accélération S, sera telle que

1
S, <

- 1—9seq
Yseq + »

(2.18)

Cette loi nous dit donc que si un algorithme contient une fraction non parallélisable de 10%, alors
I’accélération ne peut étre supérieure & 10, et ce quel que soit le nombre de processeurs utilisés. Cette
loi est relativement controversée, car basée sur un modéle trés simplifié, et ses prédictions ne se révélent
pas forcément exactes. Elle fournit cependant une idée des performances auxquelles on peut s’attendre
en parallélisant un algorithme.

En ce qui concerne le treecode, lorsque le nombre de particules contenues dans la simulation est grand,
le calcul du potentiel (la partie paralléle) représente trés nettement la fraction la plus importante, en

8Par calcul de l'accélération, il faut comprendre ici construction de 1’arbre puis calcul de ’accélération (les étapes
2 et 3 de la boucle principale décrite dans le paragraphe 1.2). Ceci signifie qu’en pratique des arbres identiques sont
construits indépendamment et simultanément (en théorie) par chaque esclave et par le maitre. Bien évidemment, il est
inutile de construire I’arbre de maniére identique sur chaque processeur, il suffirait de le construire dans le programme
maitre puis de le communiquer aux programmes esclaves. Cependant, le temps occupé par le maitre a la construction
de Parbre serait du temps perdu pour les esclaves, et & ceci s’ajouterait le temps consacré & la communication. Il est
donc vraisemblablement préférable, en termes de performances, de construire un arbre sur chaque processeur.

9Par exemple, les entrées/sorties.
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Nombre de processeurs

Fia. 2.4 — Accélération en fonction du nombre de processeurs pour des systémes comprenant 5000,
50000 et 200000 particules.

général au moins 90%, du temps de calcul. L’accélération obtenue est donc satisfaisante, puisqu’elle
n’est que légérement sous-linéaire jusqu’a 10 processeurs (voir la figure 2.4). L’efficacité du parallélisme
se dégrade ensuite, mais reste raisonnable (S, ~ 12 pour 20 processeurs).

Ces performances se sont dégradées lorsque des routines de calcul d’observables ont été adjointes au
code principal. Ces opérations ont fait augmenter la fraction de calcul séquentiel, ce qui ne pouvait
que faire diminuer ’accélération maximale.

2 Conditions initiales

L’un des objectifs de notre travail consiste & analyser l'influence des conditions initiales sur les
caractéristiques des systémes produits a la suite d’un effondrement gravitationnel. Il est donc indis-
pensable que notre générateur nous permette de créer un trés large éventail de conditions initiales.
Certains des paramétres déterminant la nature du systéme créé par notre code méritent quelques
explications, a la fois concernant leur signification et la maniére dont ils sont pris en compte par le
générateur de conditions initiales.

2.1 Géométrie du systéme

La majorité des simulations ont été effectuées a partir de conditions initiales sphériques. Cependant,
le code permet de générer un systéme ellipsoidal ou cubique, ce qui nous a permis de tester l'influence
de la géométrie initiale.

2.2 Taille du systéme R;,;

La taille du systéme représente la longueur du diameétre, s’il s’agit d’un systéme sphérique, ou de
I’aréte dans le cas d’un systéme cubique, du nuage d’étoiles initial. S’il s’agit d’un systéme ellipsoidal,
cette taille est la longueur du grand axe.
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La taille est exprimée dans le systéme d’unités propre aux simulations (voir la section 4).

La taille doit étre mise en rapport avec le paramétre de lissage du potentiel . En effet, ¢ représente
la résolution spatiale du code. Cette résolution n’a de sens qu’en comparaison de la taille du systéme
étudié. Le choix des valeurs de ces deux parameétres doit donc s’effectuer conjointement.

Une étude préliminaire nous a apporté les renseignements nécessaires nous permettant de faire ce
choix.

2.3 Profil de densité

Nous avons considéré trois types de densité initiale différents :

— densité homogeéne

— densité p oc r— ¥

— densité de type “clumpy” (qui contient des grumeaux), basée sur les conditions testées par Van

Albada [54].

Le choix de ces profils de densité particuliers repose sur notre souci de tester des conditions initiales
a la fois homogenes et inhomogenes, avec des inhomogénéités soit globales (p oc =) soit locales
(grumeaux).

Densité homogéne

Le nombre de particules utilisées lors de nos simulations étant grand, nous aurions pu créer une
densité homogeéne en tirant les positions de ces particules au hasard dans le volume initial. Cependant,
en raison d’un probléme apparu lors de 'utilisation de notre Treecode avec un grand nombre de
particules, nous avons décidé de procéder différemment.

Le Treecode n’arréte la construction de son arbre que lorsque chaque particule se trouve seule dans
une cellule (voir section 1.2). Le code doit donc créer des sous-cellules tant que cette condition n’est
pas atteinte. Il peut donc arriver que deux positions tirées au hasard soient suffisamment proches I'une
de 'autre pour que le code ne puisse pas les séparer sans dépasser le nombre limite de cellules autorisé
(ce nombre est fixé par I'utilisateur en fonction des capacités de mémoire de 'ordinateur utilis¢). Nous
avons rencontré cette situation & de nombreuses reprises avec un nombre de particules de 'ordre de
105, c’est pourquoi nous avons renoncé a tirer les positions au hasard.

La solutions alternative que nous avons adoptée est la suivante : nous avons créé une grille cubique
de méme taille que le systéme initial. Puis nous avons choisi le pas A, de grille de telle sorte que le
nombre N, de points de grilles soit environ égal & 6/ fois le nombre de particules souhaité. Le nombre
de positions contenues dans le volume de la sphére incluse dans la grille cubique est donc environ égal
au nombre de particules souhaité. Une particule est placée & chaque point de grille, puis sa position
est modifiée par un bruit ér, ou —¢ < dr; < ¢, pour i = 1,2,3, ¢ étant une fraction de A,. Cette
méthode nous a permis de nous affranchir du probléme de la construction de ’arbre en nous assurant
une distance minimale entre chaque particule (cette distance dépend de la fraction de A, utilisée).

Densité p(r) ocr—

Le profil de densité initial en r~“? est créé en utilisant un générateur de nombres aléatoires non
uniforme. En effet, nous cherchons a obtenir une densité de type p (r) oc 7~%¢. Or, nous savons que

_ My(r)

p(’l”) - Vd (’I")

ot My (r) est la masse contenue dans I’enveloppe sphérique située entre les rayons r et r + dr, et
Vy (r) = 4nr2dr le volume de cette méme enveloppe. Pour ce type de condition initiale, toutes les
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particules ont une masse identique m. Nous pouvons donc substituer mng (r) & My (r), ot ng (r) est
le nombre de particules contenues dans I’enveloppe. Nous obtenons donc

mmng (r)
4712

2

p(r) = 5 ng (r) 1™
Pour obtenir une densité proportionnelle & r~“<_ il faut donc que le nombre de particules dont le rayon
est compris entre r et © + dr soit proportionnel & r2~%.

Pour obtenir une variable aléatoire x, comprise entre 0 et 1, et distribuée selon une fonction f (z),
nous avons utilisé la méthode de transformation inverse (voir I’annexe 1). Ceci nous permet d’obtenir
la distance au centre, ou plutot le rapport /R, de chaque particule.

Une fois le rayon obtenu, nous générons deux nombres aléatoires uniformes us et uz qui correspondront
aux coordonnées cylindriques z et ¢ de la maniére suivante :

(z,0) = (2ugy — 1, 27mu3)
Nous obtenons ainsi les positions r de nos particules & ’aide de trois nombres aléatoires uniformes :

rv1—22cosp
r=| r/1-—2%singp

rz

Densité de type “clumpy”

Ce type de densité initiale est similaire a celui présenté par T.S.van Albada [54]. Il s’agit de systémes
sphériques homogénes auxquels ont été ajoutées des inhomogénéités. La création de ces systémes a
lieu en deux temps :

1. Création de n, inhomogénéités
2. “Remplissage” de ’espace restant

Les inhomogénéités — que nous appellerons grumeaux — sont des sphéres homogeénes, de rayon égal
au vingtieme du rayon du systéme. Les n, grumeaux sont uniformément distribués dans le systéme
initial. Chaque grumeau contient un soixantiéme du nombre total de particules.

Plus concrétement, nous créons les grumeaux de la méme maniére que les systémes de type homogéne,
puis nous les déplagons aux positions qui leur ont été allouées. Les positions des divers grumeaux sont
testées afin qu’ils ne se recouvrent pas. Des particules sont ensuite ajoutées dans I’espace laissé libre
autour des inhomogénéités jusqu’a ce que le nombre total de particules atteigne le nombre voulu.
T.S.van Albada ayant obtenu des résultats intéressants a ’aide de ces conditions initiales, il nous
a semblé judicieux de les utiliser. Ce type de densité représente de plus une forme d’inhomogénéité
différente du gradient de densité présenté précédemment.

2.4 Rapport du viriel initial V,,;

Le rapport du viriel'” est fixé aprés que les positions et les vitesses des particules ont été générées.

Le rapport du viriel dépend a la fois des positions et des vitesses des particules, puisqu’il est égal a
2K /U, les expressions de ’énergie cinétique K et de I’énergie potentielle U étant données par (1.29)
et (1.34). Il est donc possible d’en choisir la valeur en modifiant les positions ou/et les vitesses de
chacune des particules. Cependant, la dépendance du rapport du viriel par rapport aux positions est
telle qu’il est évidemment préférable, pour des raisons de simplicité, de modifier les vitesses. De plus,
comme nous avons souhaité fixer la taille du systéme ainsi que son profil de densité initial, nous ne

10voir le paragraphe 2.5 du chapitre 1.



54 Chapitre 2. Méthodes numériques

pouvons pas modifier les positions.

Une fois les positions et les vitesses générées, un calcul du rapport du viriel, que nous appelons V.,
est effectué. Le rapport du viriel est proportionnel & la somme des carrés des modules des vitesses des
particules. Si nous multiplions chacune des composantes des vitesses des particules par \/Vini/Vpro,
nous obtenons la valeur du rapport du viriel désiré, V;,;. En effet, on a :

N
— E 2 2 2
Vpro =« m; (Ux,i + ,Uy,i + vz,i)
i=1

Aprés multiplication des composantes des vitesses par notre facteur correcteur, on obtient :
N

Vini
§ 2 2 2
V = mzv (Um,i + vy,i + vZ,i) = Vzm
i=1 pro

2.5 Spectre de masse

Afin de tester I'influence du spectre de masse sur nos simulations, nous avons utilisé trois types de
spectres différents, en plus des systémes ot toutes les particules ont une masse identique.
Ces spectres sont définis par le nombre n(M)dM de particules dont la masse est comprise entre M
et M + dM, M variant entre M,y = 0.01Mg et My, = 50.0Mg. Les trois fonctions n(m), ou
m = M /Mg, considérées sont de type loi de puissance, et sont :

(1) n(m) oc m=23%

Yo = 0.3 pour myy,y = 0.01 <m < 0.08 = my
(2) n(m)oxcm™ avec ¢ 7 = 1.3 pour my; = 0.08 < m < 0.50 = my
Ye = 2.3 pour ma = 0.50 < m < 50.0 = My

(3) n(m) oxc m™1

Les spectres (1) et (2) correspondent respectivement aux fonctions de masses initiales introduites par
E.E.Salpeter [50] et P.Kroupa [32], alors que le troisiéme, méme s’il n’est pas forcément réaliste, nous
permet de mesurer ’'influence du spectre dans un cas plus extréme.

Pour créer les spectres de masse, nous procédons donc de la maniére suivante. Nous divisons tout
d’abord lintervalle de masses [y f, Mgyp] en sous-intervalles [m;, m;11]. Puis, pour chaque sous-
intervalle, nous déterminons le nombre de particules N; dont la masse sera comprise entre M; et
M;1. 11 ne reste plus ensuite qu’ad déterminer chacune de ces N; masses de la maniére suivante :
m =m; + u-dm, oll u est un nombre aléatoire uniforme compris entre 0 et 1, et dm est la longueur
du sous-intervalle.

La facon dont les N; sont calculés differe d’un spectre a 'autre. Pour les spectres (1) et (3), nous
avons :

mao
Ni_o :/ am~7dm (2.19)
mi
ce qui nous donne :
—1.35 —1.35
Nip= a™——2—  pour (1) (2.20)
Ny = aln <%) pour (3) (2.21)

Ni_.5 est le nombre de particules dont la masse est comprise entre m; et ms. Nous pouvons donc
calculer le coefficient «, dans les deux cas, en considérant l'intervalle total de masse [mn s, Mup)
(puisque Np_,o est alors égal au nombre total N de particules), puis calculer les différents N; pour
chacun des sous-intervalles, en utilisant ces mémes formules.
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Pour le spectre (2), il est tout d’abord nécessaire de déterminer les trois coefficients «; correspondant
A chacun des trois intervalles. Pour ceci, nous disposons de 1’équation donnée par le nombre total de
particules, & savoir :

my @) mo @) Msup @ B
ny” (m)dm + ny” (m)dm + ny” (m)dm =N

Minf my ma
Nous disposons également de deux équations de continuité :

Ya

n® (my) = nl(f) (m1) & agmi® = apm]®

nl(f) (m2) =n® (my) & aym3® = acmie

Il est ensuite aisé de déterminer les différents IV;, puis de tirer les différentes masses dans chacun des
intervalles.

Une fois les N masses déterminées, elles sont réparties aléatoirement dans le volumes du systéme
initial. Le densité initiale est donc globalement homogéne en nombre et en masse, et il n’y a pas de
ségrégation de masse.

2.6 Distribution des vitesses

S.Kazantzidis, J.Magorrian et B.Moore [29] montrent qu’il est nécessaire de générer les vitesses a

partir de la fonction de distribution f, et que 'approximation maxwellienne n’est pas satisfaisante,
pour créer des systémes a l’équilibre. Mais nous voulons générer des systémes hors équilibre. Nous
ne sommes donc pas tenu de suivre la méthode décrite par ces auteurs. Nous pouvons choisir des
distributions de vitesses indépendantes de la densité.
Nous utilisons deux types de fonction de distribution des vitesses initiales : constante'! ou gaussienne.
Les distributions de vitesses constantes sont obtenues en générant les trois composantes de la vitesse
de chaque particule & ’aide d’un nombre aléatoire uniforme. Plus précisément, chaque composante de
la vitesse de la particule 7 est égale & :

vy =2xu—1 avecv=ux,y,z (2.22)

ol u est nombre aléatoire uniforme sur [0, 1].

Pour la distribution que nous appelons gaussienne, nous avons généré chaque composante de la vitesse
de maniére aléatoire, en utilisant une variable aléatoire de densité de probabilité f (z) = exp (—z2/0?).
Nous avons une nouvelle fois utilisé la méthode de transformation inverse :

Uy = /—02In (uy) cos (2mo’uy)  avec v =, y, 2 (2.23)

uy et ug sont deux variables aléatoires uniformes sur [0,1]. Dans les deux cas, les systémes sont
isotropes. En effet, la fonction de distribution des vitesses ne dépend que des vitesses, et non des
positions, alors que la fonction de distribution des positions ne dépend que des positions (dans tous
les cas). La fonction de distribution du systéme dans 'espace des phases est donc le produit de la
densité p (r) et d’une fonction f, (v). Par définition, nous avons (voir I’équation (1.39) du chapitre 1)

— 1
i = N/ v ip (x) fo (v) dPrd’v (2.24)
Q
Que f, soit constante ou égale a
w2 vy o2
fo(v)=e e et (2.25)

71,3 fonction de distribution ne dépend pas des vitesses, mais uniquement des positions.
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nous retrouvons v ; ”73 . = 53 o
Seules les condltlons initiales en rotation (voir ci-dessous) ont une distribution de vitesses non isotrope,
puisque ce sont les seuls systémes ot la vitesse d’une particule dépend de la position de cette particule

dans le systéme.

2.7 Rotation

Le paramétre de rotation -,.,; correspond a un coefficient de rotation solide appliqué & un systéme
sphérique homogene et isotrope. Nous créons tout d’abord le systéme homogéne et isotrope. Puis nous
calculons la valeur moyenne du module de la vitesse des particules :

[vil (2.26)

2|~
i+

La vitesse de rotation w,,; appliquée au systéme autour de ’axe Oz est égale & w0t = Yot/ R. Cette
vitesse de rotation est ajoutée & chaque particule'? sur la composante angulaire de la vitesse :

v;"f = Vi + WrotT§ , (2.27)

ou 7§ est la distance de la particule ¢ & I'axe Oz. Le systéme tourne donc initialement sur lui-méme
autour de ’axe Oz. La vitesse de rotation solide étant proportionnelle & v, elle dépend du rapport du
viriel et du profil de densité de I’état initial. La comparaison entre divers systémes mis en rotation
est donc parfois problématique. Toutefois, imposer une vitesse angulaire fixe quel que soit le type de
systéme nous aurait amené & créer des systémes dans lesquels la rotation aurait représenté un trés
fort pourcentage de I’énergie cinétique, ce que nous voulions éviter.

La quantité de rotation introduite dans ces systémes peut également étre mesurée & ’aide du rapport
i entre ’énergie cinétique de rotation K,,; et I’énergie cinétique totale K du systéme. Nous avons
calculé ’énergie cinétique de rotation en utilisant la définition de Navarro et White (voir [42]) :

1 N . (Ji'jtot)2
=t {7’12 - (ri : jtot)2:|

J; est le moment angulaire de la particule ¢, et J tot €St un vecteur unitaire dans la direction du moment
angulaire total du systéme.

La correspondance entre px et le parameétre ~,.,; est difficile & établir. Elle 'est d’autant plus que le
rapport du viriel du systéme initial est fixé aprés I’ajout de la rotation solide. Or, lorsque le rapport
du viriel est fixé, le facteur de multiplicateur appliqué aux vitesses dépend de ’énergie potentielle du
systéme, et donc de son profil de densité.

Ainsi, le rapport entre le paramétre +,..; et la quantité de rotation réellement introduite dans le systéme
est modifié & la fois par le rapport du viriel initial et par le profil de densité choisi.

La valeur de px de chaque systéme en rotation est indiquée dans le tableau C.8.

(2.28)

2.8 Nomenclature

Pour des raison pratiques, nous avons décidé d’introduire des notations précises pour désigner les
différents types de conditions initiales utilisées lors de nos études.
Sauf précisions de notre part, les conditions initiales ont des caractéristiques communes. Les systémes

12Nous travaillons ici en coordonnées cylindriques.
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initiaux sont sphériques, de rayon R = 10. Le paramétre de lissage du potentiel utilisé est ¢ = 0.1, et
I’angle d’ouverture ou critére d’acceptation du treecode ©7 = 1/2/2 (voir la section 1.2). Le paramétre
du viriel 7 est défini par n = —100 X V;p;
Les notations utilisées sont les suivantes :
— H,, : Densité homogene, distribution des vitesses uniforme, masses identiques, parameétre de
viriel n
— Oy : Densité de type grumeaux, avec ny grumeaux, distribution des vitesses uniforme, masses
identiques, paramétre de viriel n
— G7 : Densité homogene, distribution des vitesses de type gaussienne de largeur a mi-hauteur o,
masses identiques, paramétre de viriel n
- M,’f : Densité homogeéne, distribution des vitesses uniforme, spectre de masse de type k = [
(Kroupa), IT (Salpeter) ou III (1/m), paramétre de viriel
— P4 : Densité selon une loi de puissance p oc r~ %, distribution des vitesses uniforme, masses
identiques, paramétre de viriel n
— Ryt : Densité homogene, distribution des vitesses de type rotation avec un parametre de rota-
tion 7,.¢, masses identiques, paramétre de viriel 7

3 Calcul des observables

L’analyse et I'interprétation des résultats des simulations ne peuvent se faire sans le calcul de para-
meétres caractérisant le systéme, et pouvant éventuellement étre comparés aux résultats d’observations
d’amas globulaires. Parmi ces “observables” auxquelles nous nous sommes intéressés, les suivantes sont
calculées lors de la simulations par des fonctions ajoutées au treecode :

— D’énergie totale

— le rapport du viriel

— les rapports d’axe

— les rayons contenant 10, 50 et 90% de la masse
A celles-ci, il convient d’ajouter les observables calculées & partir du résultat de la simulation et des
sauvegardes intermédiaires des positions et vitesses des particules, & savoir :

— le potentiel

— la densité

— la dispersion de vitesse
Les raisons du choix de ces observables et des méthodes de calcul employées sont exposées ci-dessous.

3.1 Energie totale

L’énergie totale du systéme est un indicateur de la validité de la simulation. En effet, les systémes
étudiés sont isolés et non collisionnels sur les échelles de temps considérées. Leur énergie totale est
donc constante au cours du temps.

L’énergie totale est égale &

1
H=) Kit+5> Ui,

ou K; et U; sont respectivement 1’énergie cinétique et ’énergie potentielle de la particule i. Le potentiel
gravitationnel utilisé pour le calcul de I’énergie potentielle est celui obtenu par l'intermédiaire du
treecode.

Le facteur d’erreur le plus important, et celui sur lequel nous agissons pour améliorer la conservation
de I'énergie, est l'intégration en temps. Le choix du schéma “saute-mouton” étant définitif, nous ne
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pouvons que diminuer le pas de temps utilisé pour gagner en précision.
L’erreur commise lors de l'intégration en temps est exprimée par AH, qui est égal a

[Hini — Hpinl
AH=100—M—— .
Hini

3.2 Rapport du viriel

Le rapport du viriel est le rapport entre 1’énergie cinétique et 1’énergie potentielle d’un systéme,

ou plus exactement :
2K

V=17

D’apreés le théoréme du viriel, le rapport du viriel des systémes gravitationnels est égal & —1 lorsque ces
systémes sont & 1’équilibre. L’énergie cinétique et ’énergie potentielle ont déja été calculée précédem-
ment, pour obtenir I’énergie totale. En particulier, le code calcule 1’énergie potentielle (voir I’équation
(1.4) du chapitre 1) a laide des potentiels approchés calculés pour chaque particule. Le rapport du
viriel est donc immédiatement obtenu.

R.A.Gerber [18] a analysé I'influence de I’adoucissement du potentiel sur le théoréme du viriel. Son
étude repose sur 'adoucissement (2.8), et présente des résultats pour trois types de fonctions de dis-
tributions dont la sphére isotherme'®. L’application de son résultat & une sphére isotherme de masse
M =1 et de rayon R = 10 peut nous permettre d’estimer I'erreur introduite dans notre calcul du rap-
port du viriel par le paramétre d’adoucissement. Pour ¢ = 0.1, la valeur calculée avec ’adoucissement
(2.8) differe de 0.15% de la valeur calculée sans adoucissement. Il est de plus assez aisé de montrer que
notre adoucissement (2.7) introduit dans le calcul du potentiel une erreur inférieure a celle introduite
par 'adoucissement (2.8), méme si (2.7) est moins régulier que (2.8). En effet, le potentiel créé par
I’ensemble des N particules du systéme sur la particule i est égal &

GZ

J#i
j=1

'—I‘z|

Nous pouvons diviser cette somme de la fagon suivante

v (r) =-G Z ﬁ—G Z ._rl|

[rj—ri|>e |rj—r;|<e

Nous remarquons alors que la premiére somme est exactement calculée avec I’adoucissement (2.7),
alors qu’elle est sous-évaluée (en valeur absolue) par 'adoucissement (2.8). Nous pouvons également
aisément montrer que la deuxiéme somme est mieux approchée avec (2.8), puisque, pour ces termes,
nous avons

0<|rj —r;| <e donc |r; —r;| <e<y/(r; —I‘Z) +e2,

et ainsi - e
I -7 >
lrj—ri| = €

m;

(r; —r;)° + &2

Le rapport du viriel calculé devrait donc étre suffisament proche du véritable rapport du viriel pour
que I'application du théoréme du viriel nous permette de distinguer les systémes & ’équilibre.

13Nous verrons par la suite que les systémes produits par nos simulations d’effondrement sont proches d’une sphére
isotherme.
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3.3 Centre de densité et rayon de densité

Le rayon de densité, introduit par S.Casertano et P.Hut (voir [15] pour les détails concernant ce
qui suit), nous a permis d’obtenir une valeur approchée du rayon du coeur de nos systémes. Ce rayon
de densité est en effet relié aux rayons de coeur utilisés pour les observations.

Pour calculer le rayon de densité!* Rg ;, il convient tout d’abord de calculer ce que I’on nomme les
densités locales pgz) d’ordre j autour de chaque particule ¢ (voir (2.29)). Pour cela, il suffit de rechercher
les j particules les plus proches de la particule ¢ (voir la figure 2.5). Si dgl) est la distance séparant la
7™ plus proche particule de la particule 7, et m la masse de chaque particule, alors la densité locale
autour de 7 est égale a :

W_ J—1

o V (d) est le volume de la sphére de rayon d. Ces densités locales nous permettent ensuite de calculer
la position r.qy du centre de densité du systéme, de la maniére suivante :

Zi\il ripg‘i)

Ted = N )
dim1 pﬁ- )

(2.29)

(2.30)

Le centre de densité représente le centre de I’'objet que nous qualifions de lié. Il est en cela différent
du centre de masse du systéme total, puisque le centre de masse est influencé par les particules libres
s’échappant du systéme lié, alors que le centre de densité 'est trés peu en raison de la trés faible
densité locale entourant ces particules libres.

Sa position sera utilisée comme origine pour tous les calculs d’observables suivants. Ainsi, le rayon
d’une particule sera calculé par rapport au centre de densité de l’objet.

Le rayon de densité est égal & la moyenne des rayons des particules pondérés par la densité locale
autour de ces particules. Les rayons étant calculés par rapport au centre de densité, nous avons :

SN e — el o)
N 7
SN A

Selon I’analyse menée par S.Casertano et P.Hut, le rayon de densité ainsi défini est un trés bon
estimateur du rayon du cceur observationnel, tel qu’il est défini par L.R.King [30], c’est-a-dire le
rayon pour lequel la luminosité de surface est égale a la moitié de sa valeur centrale. Toujours selon
S.Casertano et P.Hut, ce rayon de densité est également relié au rayon du coeur du modéle de Plummer
R.p de la maniére suivante :

Rqj =

(2.31)

32
Rq= 1 Rep. (2.32)
Cette relation est obtenue en passant a la limite continue de la définition du rayon de densité, c’est-
a-dire la limite j — oo et N/j — oo. Ceci explique la disparition de l'indice j, puisque 'estimateur
p; (r) de la densité locale a ici été remplacé par sa valeur exacte p (7). Nous avons choisi d’utiliser
pour j la valeur 5 = 10. Ce choix repose sur les analyses de S.Casertano et P.Hut.
Le calcul de la densité locale p(lzo) nécessite la connaissance des 10 plus proches voisins de la particules
i. Pour cela, il est nécessaire de calculer la distance

diigy = vk — 1|, ke{l,...,N}\{i},

séparant i de chacune des autres particules k. Nous avons donc choisi de calculer les d(; ;) dans une
boucle sur les particules. Nous avons initialisé un vecteur contenant les distances séparant ¢ de ses 10

141,35 méthode exposée ici concerne les systémes formés de N particules de masse identique m.
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1% (dy>)

N e voisi
4°™M¢ plus proche voisin

3%me plus proche voisin

X

pro¢he voisin

X

2¢me plus proche voisin

FiG. 2.5 — Exemple de calcul de la densité locale d’ordre 4 autour de la particule i.

plus proches voisins avec un réel trés grand. Puis nous avons inséré chaque distance inférieure a la
dixiéme plus proches dans ce vecteur a chaque fois que cela était nécessaire. L’algorithme se résume
donc de la maniére suivante :

pour k=1 & 10
voisin[k] = 100000.0
fin pour
pour k=1 a N
si k est différent de i alors
d = |position[k]-position[i]]
si d < voisin[10] alors
insérer d a sa place dans voisin
fin si
fin si
fin pour

Cette algorithme nous a permis d’obtenir chaque densité locale en un nombre de calcul proportionnel
a N, le calcul de toutes les densités locales étant donc proportionnel & N2. Nous avons effectué le
calcul des densités locales en paralléle, en distribuant ’ensemble des positions puis en attribuant a
chaque processus le calcul d’une partie des densités locales, ce qui nous permis de réduire notablement
le temps de calcul des densités.
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3.4 Rapports d’axes

Les rapports d’axes représentent la géométrie du systéme. Ils sont définis par

— >\1
a; = )\72
— >\3
ay = 72

ol A1 < Ay < A3 sont les valeurs propres de la matrice d’inertie I du systéme. Si une particule i de
masse m; est repérée par le vecteur r; = (21,4, Z2,;, ¥3), alors la matrice d’inertie est définie par (voir
[34], p-136)

N
IH7V = — Z mixu7ixy7i pOur 'LL # — 1’ 27 3
=1
N 2 2
IHvH = X%ml(rz - xlu.,i) pour u = 17 27 3
=

Les rapports d’axes permettent de classer les systémes en 4 catégories :
— sphérique : a; et as sont proches de 'unité
— aplati aux poles'® : a; < let ag~1
— en forme de cigare'® 1 a; ~1let ay > 1
triaxial : a1 < let as > 1
1l est également possible de définir une ellipticité e correspondant & ’ellipticité maximale pouvant étre
observée. Cette ellipticité est égale a

a2 — a1

ag

Elle peut étre directement reliée & ’ellipticité des galaxies elliptiques.

3.5 Rayons contenant 10, 50 et 90% de la masse

Le calcul des rayons contenant 10, 50 et 90% de la masse du systéme — ces rayons sont désignés
respectivement par Rig, Rs9 et Rgg — nous fournit également de précieuses informations sur les ca-
ractéristiques du systéme. Ces rayons ne sont bien siir exploitables que si le systéme est proche de la
sphéricité. R;g nous donne une idée de la densité au coeur du systéme. Rs5y est une donnée pouvant
étre observée, elle présente donc un intérét en termes de comparaison entre les simulations et les ob-
servations. Enfin, Rgy est une approximation de la taille du systéme'®.

Ainsi, méme si les informations que nous pouvons en déduire sont relativement imprécises, elles pré-
sentent 'avantage de pouvoir étre obtenues au cours de la simulation.

Le rayon Rsp nous a également permis de définir un critére d’appartenance des particules au systéme
lié. Toute particule située a une distance supérieure a 6 R5y du centre du systéme final est considérée
comme étant libérée. Ce critére nous permet de sélectionner les particules libres plus rapidement que
si nous avions calculé I’énergie de liaison de chaque particule. Nous avons comparé pour quelques cas
ces deux méthodes de sélection des particules liées — énergie et distance au centre — et les résulats se
sont révélés tout a fait comparables.

Les particules que nous considérons comme libres ne sont pas exclues de la simulation dynamique,

15es termes anglais oblate (aplati aux poles) et prolate (en forme de cigare) n’ont pas d’équivalent en frangais.

16Cette approximation n’est valable que pour les systémes n’ayant pas perdu beaucoup de particules lors de 1’effon-
drement. Si un grand nombre de particules se libérent lors de I’effondrement, elles s’éloignent de systéme lié et le calcul
de Rgo est alors trés largement supérieur a la taille du systéme.
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mais uniquement du calcul de certaines observables du systéme final, & savoir le rapport du viriel, les
rapports d’axes, le potentiel et la densité, et la dispersion de vitesse.

3.6 Potentiel et densité

Le potentiel gravitationnel calculé & partir des fichiers de résultats et des sauvegardes intermédiaires
est calculé de maniére directe. Le paramétre d’adoucissement utilisé est le méme que celui employé
par le treecode. Il représente la seule source d’erreur de ce calcul du potentiel, puisqu’aucune autre
approximation n’est faite. Le potentiel est exprimé en fonction du rayon. Cela sous-entend donc que
ce résultat n’est pertinent que pour les systémes & symétrie sphérique.

La méthode de calcul employée est trés simple. Nous calculons le potentiel gravitationnel exercé
sur chacune des particules par ’ensemble des autres. Le systéme est ensuite divisé en enveloppes
sphériques d’épaisseur constante. Nous calculons le potentiel moyen exercé sur les particules contenues
dans chaque enveloppe. Ce potentiel moyen nous donne la valeur du potentiel au rayon correspondant
au milieu de I’enveloppe.

Le calcul de la densité est semblable & celui du potentiel. Nous divisons également le systéme en
enveloppes sphériques. Nous calculons la densité moyenne dans chaque enveloppe, en divisant la masse
totale contenue dans ’enveloppe par son volume.

3.7 Dispersion de vitesse

La dispersion de vitesse est calculée selon le méme principe que le potentiel et la densité. Nous
divisons le systéme en enveloppes sphériques, puis nous calculons la moyenne des carrés des vitesses
radiale, <v3ad>, et tangentielle, <vfan>, sur I’ensemble des particules situées dans chaque enveloppe.
Ces moyennes sont définies par

(A4) = % Z A; . (2.33)

Ceci nous permet d’obtenir le rapport « (r)

2<v2 >
rad r<r;<r+dr

K(r) = —— , (2.34)

Vs
l’m">7’§m <r+dr

qui nous permet de mesurer le caractére radial ou tangentiel des orbites des particules dans le systéme.

3.8 Température

Nous avons défini une température d’équilibre du systéme. Une fois ’équilibre atteint, nous calcu-

lons la température T’
2K 1,
= = —(mv°) , 2.35
ol K est I’énergie cinétique du systéme, et kp est la constante de Boltzmann, que nous avons nor-
malisée & 1. La température est calculée sur ’ensemble des particules, i.e. le systéme final plus les
particules libérées au cours de I'effondrement.

3.9 Fonctions de distribution

Il nous a paru intéressant de comparer les résultats obtenus lors de nos simulations avec quelques
résultats théoriques bien connus. Les systémes & 1’équilibre produits par nos simulations d’effondrement
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ont donc été confrontés a deux modeéles théoriques : le modeéle polytropique et la sphére isotherme
étudiés par ailleurs en détail dans le chapitre 1.
Les densités des systémes définis par ces modéles sont respectivement

oo = pot] (2:36)
et ,
ps = pre¥e/s (2.37)

Nous utilisons la méthode des moindres carrées afin d’ajuster les couples potentiel-densité que nous
calculons pour nos systémes a ’équilibre par un polytrope et une sphére isotherme. Nous passons pour
cela & des quantités logarithmiques :

In (pp) =1n(po) +v1n (¢p) (2.38)
et
In (p.) = I (1) + % (2.39)

Nous obtenons donc pour chaque état d’équilibre une valeur de ’indice polytropique 7y et de la densité
au centre pg, qui correspondent au polytrope le plus proche de I’état d’équilibre en question, ainsi
qu’une valeur densité au centre p; et une dispersion de vitesse s, correspondant a la sphére isotherme
la plus proche.

Ces résultats, ainsi que la méthode des moindres carrés, sont présentés en annexe. Leur analyse fait
quant & elle I'objet de la section 5 du chapitre 3.

4 Systéme d’unités

Le systéme d’unités communément employé lors de simulations de dynamique gravitationnelle &
N corps (voir [21]) repose sur les normalisations suivantes :

- G=1,
- M =1,
~ H=-1/4,

ou G est la constante de la gravitation, M la masse totale du systéme et H son énergie totale.

Nous avons pour notre part choisi de fixer la valeur initiale du rapport du viriel V;,; et la taille initiale
R;p; du systéme. Il nous a donc été impossible d’utiliser ce systéme d’unités.

Nos unités sont donc conditionnées par le choix d’utiliser les normalisations suivantes :

- G=1,
- M =1 up,
- Rimzloul.

La valeur de H varie pour chaque simulation.

Afin de pouvoir comparer nos résultats numériques avec des résultats observationnels, nous avons
choisi de faire correspondre nos unités de masse u,, et de longueur u; avec les unités standards de la
maniére suivante

lu, = 10°Mg,
lu, = 1pc.

Cette correspondance nous permet de calculer la valeur de l'unité de temps u; dans laquelle sont
exprimées les durées de nos simulations. En effet, le temps dynamique!” ¢4 d’un systéme peut étre

7Voir la section 2.1 du chapitre 1.
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calculé de maniére approchée par (equation (1.1) du chapitre 1)

¢ = 3
4=\ 16Gp,n

ol pm, est la moyenne de la densité sur ’ensemble du systéme.
Le rapport d’'un temps dynamique calculé avec les unités standards sur un temps dynamique calculé
avec nos unités nous donnera donc I’équivalence entre nos unités de temps et les années, soit

3
tuy — | Bota Glsim Moim
= o
sim Gsta Msta

ou les variables Xj;,, sont exprimées dans les unités des simulations et les variables X, dans les
unités standards.

En prenant en compte les équivalences concernant les unités de longueur et de masse, et la valeur de
G adoptée dans les simulations, nous obtenons

(10-3.09 1018)* - 1-1 L .
luy = ~ 472 10" s = 1.49 10 .
Ut \/103 6.672 10-5 - 10 - 1.989 1033 © s années

Il est intéressant de comparer cette unité de temps a la valeur approchée du temps dynamique d’un
systéme réel dont la taille est 10 pc et la masse 106 My. En effet, les amas globulaires ont des
caractéristiques de ces ordres de grandeur. Pour cette taille et cette masse, nous obtenons t; =
2.34 10'3 s, c’est-a-dire tq = 50 ;.

Nous pouvons également choisir comme correspondance entre nos unité de masse et de longueur des
ordres de grandeur plus en rapport avec ceux d’une galaxie elliptique typique, soit

lu, = 10" Mg,
1w = 10%pc.

Dans ce cas, nous obtenons la correspondance suivante

(104-3.09 1018)* .11 ~ s 6
1u = \/103 6.672 10-5 - 1011 - 1.939 1053 s~ 4.7210"° s = 1.49 10° années .

Cette unité est simplement 100 fois supérieure & la précédente et nous obtenons la méme correspon-
dance pour le temps dynamique d’une galaxie de 10*! My de masse et de 10* pc de rayon, égal a
environ 2.34 10'® s, que pour I'amas globulaire, c’est-a-dire ¢4 ~ 50 u;.



CHAPITRE 3

FORMATION DES AMAS GLOBULAIRES
ET DES GALAXIES ELLIPTIQUES

1 Effondrement gravitationnel

1.1 Meécanisme

Nous avons décidé d’étudier un mécanisme particulier de formation des systémes auto-gravitants :
leffondrement gravitationnel. Nous allons tenter d’expliquer de maniére imagée le mécanisme de 1’ef-
fondrement.

Le systéme que nous considérons initialement est constitué d’un nuage de particules ponctuelles. Ces
particules possédent chacune une vitesse propre. Notre nuage de particules crée un puits de poten-
tiel gravitationnel. Les particules le constituant se trouvent a l'intérieur du puits (voir la figure 3.1).
D’aprés le théoréme du viriel (voir le paragraphe 2.5 du chapitre 1), le systéme n’est & ’équilibre que
lorsque 2K = —U, ot K et U sont les moyennes temporelles de 1’énergie cinétique totale et de I’énergie
potentielle totale.

Si I’énergie cinétique, c’est-a-dire la vitesse, des particules est suffisamment élevée, les particules
peuvent s’échapper du puits de potentiel. Dans ce cas, le nuage s’évapore. Mais si leur énergie ci-
nétique est insuffisante, alors les particules vont tomber au fond du puits, le nuage va s’effondrer sur
lui-méme. L’effondrement est d’autant plus violent que le systéme initial est éloigné de la stabilité,
caractérisée par le théoréme du viriel.

Lors de 'effondrement, le systéme atteint une taille minimale en un temps de I'ordre du temps dy-
namique du nuage initial. Puis le systéme entre dans une phase d’expansion assez courte avant de
s’effondrer de nouveau. Ses oscillations se poursuivent ensuite en s’atténuant, par un effet de type
friction dynamique : les particules extérieures sont ralenties par leurs interactions avec les particules
déja agrégées. La figure 3.2 représentent ’évolution du rayon Rs¢ du systéme Hsg au cours des 3000
unités de temps de son évolution. Les oscillations et les phases successives d’effondrement et d’expan-
sion sont particuliérement visibles sur cette figure.

Nous allons étudier numériquement ce phénomeéne d’effondrement ou plus précisément les systémes
produits par 'effondrement de nuages initiaux aux propriétés diverses.
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Fia. 3.1 — Si 2K est égal a U, le systéme est en équilibre, mais si 2K < U, alors le systéme s’effondre.

2 Etudes préparatoires

2.1 Influence du paramétre d’adoucissement du potentiel

Le paramétre d’adoucissement du potentiel utilisé par le treecode est d’une importance majeure, &
la fois pour les résultats des simulations et pour I'interprétation que ’on peut faire de ceux-ci. En effet,
ce paramétre modifie, pour certaines particules, la valeur de 'accélération calculée par le code (voir
la relation (2.7)). Si la valeur de ¢ est mal choisie, la dynamique globale du systéme s’en retrouvera
donc modifiée. De plus, ce paramétre représente la résolution spatiale' de notre simulation. Si nous
ne pouvons pas calculer avec précision le mouvement de particules qui sont séparées par une distance
inférieure & ¢, il n’est pas raisonnable de penser que nous pouvons observer et étudier des phénoménes
se produisant sur des échelles de distance inférieures a e.

Nous avons effectué une série de tests composée de 16 simulations afin de mesurer 'influence de ¢. Les
systémes initiaux sont de type Hsg, et comportent 20000 particules. Ils sont sphériques et de rayon
égal & 1. Les simulations différent par la valeur de € utilisée et par le pas de temps At employés pour
Iintégration. Le pas de temps utilisé dans cette série de simulations est fixe. Quatre valeurs différentes
de € et de At sont utilisées. Les valeurs de € utilisées sont 0.05, 0.01, 0.005 et 0.001. Celles de At varient
de 0.03 (t4/50) & 0.003 (t4/500). La durée des simulations a été fixé a 30 fois le temps dynamique des
systémes initiaux. Nous avons mesuré, a lissue de ces effondrements, la perte d’énergie du systéme,
le rapport du viriel, les rapports d’axes, le rayon de 50% de la masse et I'indice polytropique. Les
résultats sont présentés dans le tableau C.1.

Les résultats montrent en premier lieu qu’il est nécessaire de diminuer de maniére importante le pas
d’intégration en temps lorsque 'on baisse la valeur de €. Pour € = 0.005, la perte d’énergie est égale a
12.13% avec At = 0.03, alors qu’avec le méme pas de temps, mais pour € = 0.05, on a AH = 0.30%.
Il est nécessaire d’abaisser le pas de temps & At = 0.003 pour que la perte d’énergie soit inférieure a
1% avec € = 0.005. Il faut donc choisir de privilégier ou bien la résolution en espace, ou bien le temps
de calcul.

Plus précisément, il semble qu’il soit nécessaire de diviser le pas de temps par un facteur A si nous
voulons diviser la résolution par ce méme facteur A comme nous pouvons le voir sur la figure 3.3. En
effet, Perreur sur I’énergie totale pour € = 0.05 et At = 0.03 est égale & 0.30%. Si nous divisons la
résolution par 10, en conservant le méme pas de temps, I'erreur devient AH = 12.13%. Si maintenant
nous divisons également le pas de temps par 10, ’erreur descend & 0.14%. Un autre exemple est donnée

1Pour étre plus exact, la résolution spatiale est déterminée par le rapport entre € et la taille du systéme.
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FiG. 3.2 — Evolution du rayon de 50% de la masse Rso du systéme Hso en fonction du temps.

par Derreur pour € = 0.10 et At = 0.15 (1.04%) et celle pour € = 0.05 et At = 0.08 (1.02%). Cette
constatation semble indiuer qu’il existe pour notre schéma une condition jouant un réle analogue a la
condition CFL (Courant-Friedrichs-Levy) (voir [12], p.50 et suivantes), c’est-a-dire qu’il est nécessaire
que At/e soit inférieure & une constante pour que lerreur n’explose pas. Ce comportement peut en
partie s’expliquer par 'analyse du schéma d’intégration en temps de notre code que nous avons mené
dans annexe A2.

Ces premiers résultats nous ont amené a choisir une valeur de ¢ égale & R;,,;/100, ce qui correspond
ici & € = 0.01. Une valeur de ¢ inférieure & celle-ci nécessiterait un pas de temps trés faible, puisque
nous tenons a conserver ’énergie totale du systéme autant que possible. En effet, la perte d’énergie est
toujours supérieure a 5% pour € = 0.001, et la perte d’énergie est supérieure a 1% si At est supérieur
a t4/500 pour £ = 0.005. Les effondrements simulés lors de cette étude sont relativement “calmes”,
puisque le rapport du viriel initial des systémes est égal & —0.5. Lors d’effondrements plus violents,
Iintégration en temps doit étre faite avec plus de soin. Ceci implique donc que le pas de temps doit
étre inférieur & celui que nous utilisons pour cette expérience test. Notre objectif étant de réaliser un
grand nombre de simulations, nous ne pouvons pas nous permettre d’utiliser un pas de temps trop
petit, ce qui aurait pour conséquence d’allonger le temps de calcul.

Ce premier test nous montre par ailleurs que, si on excepte les simulations terminées avec plus de 5%
de variation d’énergie totale, les autres observables mesurées ne sont pas trés sensibles & la variation de
¢. Les variations maximales du petit et du grand rapport d’axes sont respectivement 3.22% et 1.84%.
Le rayon de 50% de masse varie de moins de 5%, et I'indice polytropique de moins de 1.61%.

C.Theis et R.Spurzem [52] ont également effectué une étude de 'influence de €. Les conditions initiales
qu’ils ont utilisées et les observables qu’ils ont décidé d’observer rendent toutefois la comparaison
délicate entre leurs résultats et les notres. Nous pouvons toutefois noter que leurs mesures des rapports
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F1a. 3.3 — Erreur AH sur le calcul de I’énergie totale en fonction du rapport At/e.

d’axes des 50% des particules les plus liées montrent que les rapports d’axes — tels que nous les avons
définis — sont surestimés lorsque ¢ est trop grand, comme nous ’avons également observé.

2.2 Influence du nombre de particules

Il nous a paru essentiel, avant de mener notre étude, de nous poser la question suivante : “Com-
bien faut-il utiliser de particules lors d’une simulation & IV corps pour modéliser fidélement un amas
globulaire ou une galaxie elliptique ?”.

C.Theis et R.Spurzem [52] ont répondu en partie A cette question, alors que van Albada [54], L.Aguilar
et D.Merritt [3] ou J.K.Cannizzo et T.C.Hollister [14] ne s’y sont pas intéressés. De plus, le nombre
de particules utilis¢ dans chacune de ces trois derniéres études n’atteint que rarement 10%, ce qui
peut paraitre faible pour représenter une galaxie elliptique composée d’environ 1019 étoiles (Theis et
Spurzem ont quant & eux utilisé jusqu’a 32768 particules).

1l est toutefois délicat de justifier 'emploi d’un nombre de particules plutét qu’un autre, aussi long-
temps que l’on n’utilise pas une particule pour représenter une étoile. Nous avons décidé d’utiliser
un critére relativement simple a vérifier : si 'augmentation du nombre de particules utilisé n’induit
aucun changement dans les observables calculées lors de la simulation, nous considérons avoir atteint
une valeur satisfaisante du nombre de particules. Nous avons donc réalisé une série de simulations
d’effondrements gravitationnels en faisant varier le nombre de particules N. Nous avons ensuite étudié
Iinfluence de N sur les rapports d’axes a; et as, les ajustements avec un polytrope et une sphére
isotherme et les rapports R19/Rq4 et Rso/Rq4. Le nombre de particules que nous avons adopté est égale
a la plus petite valeur de N’ telle que chacune des observables ci-dessus est & peu prés constante pour
N> N'.

1l était difficile, pour des raisons évidentes de temps de calcul, de tester tous les types de conditions
initiales. C’est pourquoi nous avons utilisé trois conditions initiales de type H, différant par leur rap-
port du viriel initial. Les trois valeurs utilisées sont V;,; = —0.1, —0.5, —0.80. Les systémes examinés
sont tous sphériques, de rayon R;,; = 10. Le nombre de particules utilisé¢ varie quant & lui de 5 - 103
ar7-10%

Nous avons calculé pour chacune des simulations effectuées ’ensemble des observables décrites dans
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F1G. 3.4 — Figure de gauche : évolution des petit et grand rapports d’axes en fonction du nombre de
particules pour trois conditions initiales : Hyg, Hso et Hgg- Figure de droite : évolution des résultats
de 'ajustement par un polytrope (indice polytropique v, représenté par un cercle) et par une sphére
isotherme (dispersion de vitesse s2, représentée par une croix) en fonction du nombre de particules
pour trois conditions initiales : Hyo, Hsg et Hgg. Les lignes continues correspondent aux systémes Hi,
les lignes discontinues aux systémes Hpyg et les lignes pointillées aux systémes Hgg.

la section 3 du chapitre 2. Cette étude préliminaire n’est donc pertinente que dans le cadre que nous
avons établi, & savoir la simulation d’effondrement gravitationnel & ’aide d’un treecode. Nous ne
prétendons pas déterminer avec certitude /e nombre idéal de particules qu’il faut employer pour mo-
déliser un amas globulaire ou une galaxie elliptique. Nous voulons simplement montrer que le nombre
de particules employé n’est pas un paramétre négligeable, et qu’il faut le choisir en prenant quelques
précautions.

Les résultats produits lors de cette étude sont représentés sur les figures 3.4 et 3.5, et repris dans le
tableau C.2. Nous pouvons voir sur la figure 3.4 que les rapports d’axes varient de quelques pour-cents
au maximum (4.72%). L’ellipticité du systéme semble généralement surévaluée lorsque le nombre de
particules baisse. Toutefois les rapports d’axes varient moins sensiblement pour N > 3-10%. Sur cette
méme figure, graphique de droite, nous pouvons également constater que les résultats des ajustements
des couples potentiel-densité par les modéles polytropique et de sphére isotherme sont dépendants de
N. L’indice polytropique du modéle Hgy augmente notamment de plus de 20% lorsque N passe de
5571 & 73614 (voir le tableau C.2). Mais les indices polytropiques des deux autres modéles ne varient
que trés peu : 3.256% pour Hig et 2.36% pour Hso. En ce qui concerne la dispersion de vitesse de la
sphére isotherme, elle varie de prés de 21% pour Hig, de plus de 35% pour Hgg et de seulement 2.46%
pour Hpg.

La figure 3.5 nous montre quant a elle trés clairement que les rayons caractéristiques du systéme Hig
sont trés fortement dépendants de N. La valeur de Rso/Rg varie de 5.5 & 2.4 lorsque N varie de
5571 & 50947. Les autres rapports de rayons mesurés varient de facon moins spectaculaires, mais nous
pouvons tout de méme noter que Ryo/ Ry baisse de plus de 15% entre 7246 et 73636 particules pour
le systéme Hyo. Enfin, mis & part le rapport Rs¢/ R4 pour le systéme Hig, nos mesures de rapports de
rayons varient de moins de 3% lorsque le nombre de particules est supérieur a 3 - 104,

L’influence du nombre de particules peut étre interprétée par la transition entre des systémes avec
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F1G. 3.5 — Evolution de R10/Rq et de Rsp/ Ry en fonction du nombre de particules pour trois conditions
initiales : Hqg, Hso et Hgo. Les lignes continues correspondent aux systémes H1g, les lignes discontinues
aux systémes Hsg et les lignes pointillées aux systémes Hgg.

peu de particules ot les phénoménes individuels dominent et des systémes avec un grand nombre de
particules ot les phénoménes collectifs deviennent prépondérants. Les inhomogénéités prennent éga-
lement plus d’importance lorsque le systéme contient peu de particules et les observables statistiques,
reposant sur des moyennes, telles que les résultats des ajustements, perdent de leur pertinence.

Nous avons donc choisi d’utiliser des systémes composés d’environ 3 - 10* particules pour notre étude.
Ce choix est a la fois la conséquence de cette étude préparatoire et de notre volonté d’effectuer un
grand nombre de simulations. Un plus grand nombre de particules n’aurait vraisemblablement pas
présenté beaucoup d’intérét, puisque les valeurs des observables qui se sont avérées les plus intéres-
santes lors de notre travail sur la formation des systémes auto-gravitants varient trés peu lorsque I’'on
choisi N > 3-10* (les rayons caractéristiques notamment).

3 Influence des conditions initiales sur la géométrie du systéme
a I’équilibre

Plusieurs travaux ont déja examiné 'influence des conditions initiales sur la géométrie des systémes
a l’équilibre issus de simulations d’effondrements gravitationnels. L.Aguilar et D.Merritt [3] ont étudié
le cas de systémes initiaux sphériques de densité p oc r—1 et déduit de leur analyse que Dellipticité du
systéme final dépend du rapport du viriel initial. Ils ont obtenu des ellipticités allant jusqu’a e = 0.5
pour des systémes initialement sphériques et e = 0.6 pour des systémes initialement aplatis. L’insta-
bilité d’orbite radiale est invoquée par les deux auteurs pour expliquer I’aplatissement des systémes.
Nous avons étendu cette étude & une plus large gamme de conditions initiales afin de tester l'influence
de paramétres autres que le rapport du viriel sur les rapports d’axes du systéme final. Les résultats
de cette étude sont présentés dans les tableaux C.3—C.7, situés en annexe. Ces mémes résultats sont
également représentés sur la figure 3.6. Nous pouvons tout d’abord noter que ellipticité des systémes
homogénes (H,, Gy et Mf,f) ne varie pas en fonction du rapport du viriel initial. Tous les systémes
initialement homogénes engendrent des systémes trés proches de la sphéricité. L’ellipticité maximale
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Fia. 3.7 — Petit (a1) et grand (az) rapports
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de rotation pour trois conditions initiales dif-

férentes : Ry (lignes pleines), Ry (lignes
mixtes) et RJ°" (lignes interrompues).

mesurée pour un tel systéme est égale a 0.05. Ce résultat contredit celui obtenu par K.W.Min et
C.S.Choi [410], puisque les simulations qu'’ils ont effectuées ont conduit & la formation de systémes
triaxiaux & partir de conditions initiales homogénes lorsque le rapport du viriel initial était faible, ce
qui correspond a n < 20. Cette différence peut étre attribuée au nombre de particules utilisé par ces
deux auteurs (N = 8000). Notre étude concernant I'influence du nombre de particules ne s’applique
pas ici, puisque K.W.Min et C.S.Choi ont utilisé un code particule-grille, mais nous pouvons raison-
nablement penser que ce paramétre a également un influence sur certaines observables lorsque le code
utilisé est de type PM.

L’ellipticité des systémes inhomogénes varie quant & elle en fonction de 7. Ce résultat confirme ceux
obtenus par L.Aguilar et D.Merritt, puisque leurs systémes étaient également initialement inhomo-
génes. Nous pouvons également observer que n doit étre faible (< 15) pour que aplatissement du
systéme soit significatif. Au-dela de cette valeur, les systémes a I’équilibre sont sphériques.
L’inhomogénéité induite par les grumeaux et celle résultant du profil de densité initial ne produisent
pas le méme résultat du point de vue de Dellipticité. Ainsi, la présence de vingt grumeaux dans le
systéme initial CZ? donne naissance & un systéme dont Uellipticité est égale a 0.19, alors que le sys-
téme initial Pgg® produit un systéme d’ellipticité 0.30. Il apparait qu’un profil de densité favorise plus
I’aplatissement du systéme lors de son effondrement.

Si nous comparons 1’ellipticité obtenue avec vingt grumeaux (e = 0.12 pour le systéme C%)) avec celle
obtenue avec trois grumeaux (e = 0.07 pour le systéme C5,), ou méme sans grumeaux (e = 0.04 pour
le systéme Hiyg), nous voyons que le nombre de grumeaux influe sur Dellipticité finale. L’ellipticité
augmente sensiblement avec le nombre de grumeaux.

De méme, si nous comparons les résultats obtenus pour les différents profils de densité, c’est-a-dire
e = 0.20 pour le systéme P, e = 0.30 pour le systéme Pag® et e = 0.23 pour le systéme P entre
autres (les autres rapports d’axes sont rassemblés dans le tableau C.5), il apparait que lellipticité
varie avec le paramétre agy. Cette ellipticité augmente également fortement lorsque le paramétre du
viriel initial i baisse.

Nous pensons que ellipticité du systéme final augmente lorsque ay augmente, et que ’écart entre ’el-
lipticite de P3° (0.23) et celle de P (0.30) est dii au fait que le systéme Pg fait partie des quelques
systémes dont le temps d’évolution, 1500 u;, est inférieur a 3000 u;. La violence de cet effondrement
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(Vini = —0.09) nous a obligé a utiliser un pas de temps trés faible, ce qui a entrainé un temps de
calcul trés important (environ une semaine). Nous avons donc décidé d’arréter I'intégration en temps
a t = 1500 us. Nous avons en effet fait le choix d’une étude la plus compléte possible, ce qui nous
a conduit a faire des concessions sur certains points, comme celui-ci, le temps dont nous disposions
n’étant pas indéfiniment extensible. Il est possible que son évolution au-dela de 1500 u; 'aurait amené
& une plus grande ellipticité.

Ce type d’étude a également été mené par J.K.Cannizzo et T.C.Hollister [14], qui ont étudié I'influence
du paramétre oy sur la géométrie finale de leurs systémes. Ils ont utilisé 10 particules, et ont fixé
initialement le rapport |K/®| pour chaque particule? a la valeur 0.01. Ils ont observé que le rapport
entre le grand et le petit axe varie de environ 1.38 pour ag = 0.5 & environ 1.79 pour ag = 2.5. Ces
chiffres sont supérieurs aux notres, mais il sont compatibles si I’on considére que leur rapport du viriel
initial est inférieur d’un facteur 8, au minimum, & ceux que nous avons utilisés.

Nous avons également testé l'influence de la rotation sur lellipticité finale. Ces résultats sont
représentés sur la figure 3.7, ainsi que dans le tableau C.8. Plusieurs caractéristiques se dégagent de
ces résultats. Tout d’abord, le systéme final s’écarte peu de la sphéricité si le facteur de rotation
Yrot €St inférieur & 4. Lorsque .ot > 4, les rapports d’axes ne dépendent plus que faiblement de la
quantité de rotation initiale. Il semble donc qu’il existe un seuil de rotation au dela duquel le systéme
se déforme, mais que la déformation ne s’amplifie pas lorsque la rotation augmente.

Ensuite, le systéme final est allongé, et non aplati. Le grand rapport d’axe est en effet supérieur a 1,
alors que le petit rapport d’axe reste proche de I'unité.

Enfin, la quantité de rotation présente initialement dans le systéme ne disparait pas totalement au
cours de l'effondrement. Le rapport g entre I’énergie cinétique de rotation et ’énergie cinétique totale
conserve typiquement 65% de sa valeur initiale. Or les observations montrent que les amas globulaires
et les galaxies elliptiques ne sont pas en rotation rapide autour d’un de leurs axes. Il ne nous est pas
donc possible de faire appel a la rotation afin d’expliquer les fortes ellipticités observées parmi les
galaxies elliptiques.

Parmi les solutions que nous avons testées, I’effondrement de nuages inhomoggénes froids est donc
seul en mesure de reproduire, méme partiellement, I’éventail des ellipticités observées. De nombreuses
particules constituant ces systémes se déplacent sur des orbites trés radiales en raison de la violence
de Deffondrement. La présence de ces orbites radiales provoque vraisemblablement une instabilité
d’orbites radiales qui déforme le systéme (voir le paragraphe 3.5 du chapitre 1). Cependant, puisque
les systémes initialement homogénes ne présentent pas d’aplatissement significatif, il semble que la
présence d’inhomogénéités soit indispensable au déclenchement de ’instabilité d’orbites radiales.

4 Taille du cceur et ségrégation

Nous avons observé au cours de notre étude un phénoméne jusqu’ici inconnu et plus fin que la
ségrégation entre les systémes sphériques et les systémes triaxiaux.
Nous avons comparé les densités p (r) des états d’équilibre issus de nos simulations. Ces densités sont
représentées, en fonction de r/Rsg sur les figures 3.8, 3.9, 3.10, 3.11 et 3.12. Elles n’évoluent que trés
peu aprés I'effondrement, mis & part pour le systéme M{,, dont nous reparlerons par la suite.
Certaines de ces densités sont légérement croissante en fonction du rayon au centre du systéme. Ceci
est une erreur numeérique provenant probablement de la méthode que nous avons employée pour
calculer les densités (voir paragraphe 3.6 du chapitre 2). Lorsque nous calculons la densité a 1’aide
d’enveloppes sphériques contenant un nombre constant de particules, nous obtenons des densités
constantes ou décroissantes au centre du systéme. Mais cette méthode implique quelques problémes :
si le nombre de particules contenues dans chaque enveloppe est petit, le résultat est trés bruité pour les

2Ceci est différent de fixer le rapport du viriel initial 4 0.01. En effet, le rapport du viriel concerne les énergies
cinétiques et potentielles totales, et non individuelles.
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rayons supérieurs a R5q. Et lorsque ce nombre est grand, le bruit disparait mais la résolution spatiale
diminue et la densité au cceur est mal déterminée.
Sur ces différentes figures, nous pouvons clairement distinguer deux types d’états d’équilibre :

(i) des systémes possédant une structure coeur/halo, c’est-a-dire une région centrale de densité quasi
constante entourée d’une enveloppe de densité décroissante avec le rayon;

(ii) des systémes dont la densité centrale est supérieure par un a deux ordre de grandeur a celle des
systémes de type (i), et dont la densité décroit réguliérement sans présenter de plateau dans la
région centrale.

Il est trés intéressant de remarquer que les systémes de type (i) satisfont tous les critéres
In (Rs0/Rq) < 0.5 et In(Ryp/Rg) < —0.05

alors que les systémes de type (ii) satisfont
In(Rs0/Rq) > 0.7 et In(Ryg/Rq) >0.1.

1l apparait sur la figure 3.13, sur laquelle nous avons représenté pour chaque systéme In (Rj0/R4) en
fonction de In (Rs0/R4), que la majorité des systémes que nous avons obtenus entre trés clairement
dans l'une ou l'autre de nos deux catégories. D’un coté, tous les systemes de type H,, G7 et M,}f (a
I'exception de M{.), ainsi que les systémes PS;° et P, se trouvent dans la zone inférieure gauche du
diagramme, correspondant aux systémes de type (i). Ces systémes sont homogenes, ou “légérement”
inhomogenes dans les cas des deux systémes Ps;’. De lautre coté, tous les systémes C?]O et les systémes
P2 et PZ, se trouvent dans le coin supérieur droit du diagramme, correspondant aux systémes de type
(ii). Ce systémes possédent une densité initiale fortement inhomogeéne.

Les cinq systémes positionnés entre ces deux zones sont les systémes C3,, Ply, Pii®, Pas® et Md;.
Les quatre premiers sont inhomogeénes, et leur degré d’inhomogénéité se situe a priori entre celui des
systémes de type (i) et celui de systémes de type (ii). Le systéme M{, présente quant & lui un com-
portement singulier qui mérite que l'on s’y attarde.

Sur les figures 3.14 et 3.15, nous avons représenté la densité des systémes CZ et M{; & divers stades
de leur évolution. Le profil de densité du systéme C%) varie trés peu entre le temps 10 ¢4 et le temps
100 t4. Celui de M{, présente quant & lui les caractéristiques d’un systéme de type (i) au temps
10 t4 alors qu’il s’approche des caractéristiques d’un systéme de type (ii) au temps 100 4. II s’agit du
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seul objet évoluant significativement en cours d’intégration temporelle sur le diagramme In (Rso/Rq)—
In (Ry19/R4). Initialement, il se trouve dans la zone (i) et migre petit & petit vers la zone (ii).

Si nous faisons exception des cing cas particuliers que nous venons d’évoquer, nous nous trouvons
donc en présence de deux types de systémes présentant des profils de densité et des rapports de rayons
caractéristiques tout & fait dissemblables. Nous interprétons cette ségrégation par l'instabilité d’An-
tonov.

Les systémes ne présentant pas de coeur sont soit de type Pﬁ, soit de type C%O. Les systémes Pg
possédent par définition une surdensité centrale, qui s’accroit lors de la premiére phase de I'effondre-
ment. Les systémes de types Cﬁo voient quant & eux leur surdensités locales (grumeaux) s’effondrer
rapidement® sur elles-mémes puis rejoindre le centre du systéme lorsque ’ensemble du systéme s’ef-
fondre. Dans les deux cas, une forte surdensité de matiére est présente au cceur du systéme trés peu
de temps aprés le début de V'effondrement. Le rapport p./p (R) étant le facteur déclenchant de l'in-
stabilité d’Antonov (voir le paragraphe 3.4 du chapitre 1), une surdensité centrale implique un risque
accru d’instabilité. Si la surdensité est suffisante, I'instabilité se déclenche, et le coeur continue a se
contracter, la densité centrale augmentant d’autant plus. C’est ce que nous avons observé. Si par
contre cette surdensité est insuffisante pour déclencher 'instabilité, ce qui est le cas pour nos autres
simulations, I'effondrement se poursuit, et le coeur grandit petit & petit jusqu’a former un plateau.
Ceci explique également 1’écart entre les densités centrales des deux types de systémes.

Nous pouvons également proposer une explication de I’évolution du systéme MZ;. Un cceur se forme
dans ce systéme peu apreés ’effondrement, puisque ce systéme ne présente initialement aucune source
importante d’inhomogénéités. Cependant, & la suite de l’effondrement particuliérement violent subi
par ce systéme, une part importante des particules le constituant s’échappe. Ceci conduit le coeur a se
contracter, et la densité centrale & augmenter, ce qui explique le déplacement de M{; sur le diagramme
In (Rs0/Raq)-In (R1p/Ra). Si le coeur se contracte suffisamment sous effet de cette évaporation, 'in-
stabilité d’Antonov pourra alors se déclencher, et le systéme continuera sa migration vers la zone (ii)
du diagramme In (R50/Rq)—In (R10/Rq). Ce mécanisme est souvent invoqué pour expliquer la présence
d’amas globulaires au cceur effondré dans la Galaxie. A la fin de notre simulation, le systéme MZ,

3Les grumeaux s’effondrent beaucoup plus vite que le systéme dans son ensemble. En effet, le temps caractéristique de
Peffondrement est du méme ordre de grandeur que le temps de croisement, soit (Gpm)fl/Q. La densité de nos grumeaux
étant environ cent fois supérieure a celle du systéme dans son ensemble, le temps caractéristique de ’effondrement d’un
grumeau est dix fois inférieur & celui du systeme.
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ne présente pas encore les caractéristiques des systémes de type (ii), mais son évolution nous montre
qu’il s’en rapprochait, puisque sa densité centrale ne cessait d’augmenter et le rayon de son cceur de
baisser. Nous avons choisi de ne pas poursuivre I’évolution de ce systéme pour des raisons de coit
numérique, que nous avons déja évoquées dans la section 3 au sujet du systéme P°.

5 Fonction de distribution a I’équilibre

Afin de comparer les résultats de nos simulations d’effondrements avec certaines solutions analy-
tiques du systéme Boltzmann sans collisions—Poisson (1.36), nous avons ajusté les couples potentiel—
densité de nos systémes a 1’équilibre par les modéles de la sphére isotherme et des polytropes (voir le
paragraphe 3.9 du chapitre 2). La figure 3.18 représente I’ajustement par ces deux modéles du systéme
final PY%5. Les figures 3.16 et 3.17 représentent quant & elles respectivement l'indice polytropique
et la dispersion de vitesse s?> obtenus pour chacun des systémes & ’équilibre. La valeur moyenne de
la, dispersion de vitesse s obtenue par I’ajustement par une sphére isotherme est égale & 3.321072,
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avec une écart & cette valeur égal & 1.181072 (36%). Les erreurs commises sur cet ajustement sont
comprises entre 1.7 1072 et 5.7 1072, représentant souvent plus de 10% de la valeur de s2.

Cet ajustement est satisfaisant, mais de moins bonne qualité que celui que nous avons obtenu grace
aux polytropes. La valeur moyenne de 'indice polytropique v obtenu est égale & 4.86, avec un écart a
cette valeur égal 4 5.9107! (12%) et une erreur pour chaque ajustement allant de 5.0 1072 &4 6.5 1072,
toujours inférieure & 3% de la valeur de ~. L’observation de la figure 3.17 nous permet de remarquer
que deux points se détachent trés largement des autres, correspondant aux deux systémes présentant,
un paramétre du viriel initial n supérieur & 70, & savoir Hgg et Hrg. Bien que ’erreur commise lors
de l'ajustement de ces deux systémes soit trés faible (moins de 1%), la valeur élevé de ’indice po-
lytropique perturbe les statistiques précédentes. Si nous omettons donc ces deux systémes, la valeur
moyenne et 1’écart & cette valeur deviennent respectivement 4.74 et 2.4010~'. La valeur de I'indice
polytropique obtenue correspond globalement & celle du modéle de Plummer (v = 5), solution ana-
lytique particuliére du systéme BSC—Poisson (voir section 3.2 du chapitre 1). Seuls les deux systémes
précédemment cités, Hgg et Hrg, ne peuvent correspondre 4 un modéle de Plummer en raison de leur
indice polytropique trés largement supérieur & 5, égal respectivement & 7.37 et 6.86.

Ces résultats nous indiquent que les systémes produits par effondrement gravitationnel lors de nos
simulations ressemblent beaucoup a des polytropes. Cependant, certains différent également assez peu
d’une sphére isotherme. Il s’agit des systémes de type H,, et M,’f initialement chauds. De plus, il est
intéressant de remarquer que les systémes s’ajustant le moins bien par une sphére isotherme sont les
systémes de type (ii), c’est-a-dire les systémes ne présentant pas de structure cceur-halo, alors que
ceux présentant cette structure donnent de bons résultats. La valeur moyenne de s pour les systémes
(ii) est égale & 3.38 1072, avec un écart a cette valeur égal 4 1.11 1072 et une erreur moyenne de
1.2 1072, Pour les systémes de type (i), nous trouvons une valeur moyenne de s* égale a 3.03 1072,
un écart & cette valeur égal & 1.16 1072 et une erreur moyenne de 4.0 1073. Les résultats sont par
contre comparable pour les systémes de type (i) et les systémes de type (ii) pour les ajustements par
un polytrope. En effet, les valeurs moyenne de 7 sont égales a 4.90 (ii) et 4.91 (i), les écarts a ces
valeurs égaux & 3.4 107! (ii) et 1.5 1071 (i) et les erreurs moyennes valent 2.0 10=2 (ii) et 1.7 102 (i).
La qualité de 'ajustement par le modéle de Plummer provient donc probablement de la capacité de
ce modéle A représenter des systémes possédant des tailles de coeur trés différentes, notamment trés
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petites, grace au parameétre b (voir I’équation (1.46)). Nous n’avons pas essayé d’utiliser d’autres types
de couples densité—potentiel correspondant & des solutions analytiques de BsC—Poisson pour nos ajus-
tement. Mais nous pensons que le modéle de King [30] donnerait des résultats équivalents a ceux que
nous avons obtenus.

Comme les différents résultats analytiques connus le montrent, il existe donc plusieurs solutions analy-
tiques différentes que nous pouvons comparer aux résultats de nos simulations. Il est probable que tout
modéle pouvant décrire un systéme constitué d’un coeur et d’un halo de tailles variables s’ajusterait
aux systémes que nous avons produits.

6 Analyse thermodynamique

Aprés avoir étudié les propriétés morphologiques de nos états d’équilibre, nous avons analysé une
propriété thermodynamique élémentaire de ces systémes, leur température, que nous avons définie
dans le paragraphe 3.8 du chapitre 2. La température que nous étudions dans ce paragraphe est celle
de 'ensemble des particules présentes dans le nuage initial. Nous n’avons pas exclu du calcul de cette
observable les particules éjectées au cours de ’effondrement.

Cette température évolue au cours de la simulation, mais atteint trés rapidement une valeur d’équi-
libre, qui n’oscille que trés peu. Nous avons représenté sur la figure 3.19 la température de cing types
de systémes différents en fonction du temps. Nous pouvons observé qu’une fois la phase d’effondrement
terminée, la température n’évolue plus que dans de faibles proportions.

De plus, comme nous étudions des sytémes isolés, I’énergie totale de ces systémes est conservée au
cours du temps, aux erreurs numériques prés. En pratique, sur des évolutions durant 3000 wu;, ol u;
est notre unité de temps (voir le paragraphe 4 du chapitre 2), les variations d’énergie que nous avons
observées n’ont pas excédé 1% de la valeur initiale de H dans la plupart des cas.

Il nous a donc paru intéressant de représenter la température en fonction de ’énergie totale pour
chaque systéme sans rotation. Plus précisément, nous avons représenté la valeur moyenne des tempé-
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F1G. 3.19 — Evolution de la température en fonction du temps pour cing systémes différents.

ratures calculées toutes les 100 u; entre le moment ou la température atteint sa valeur & 1’équilibre et
le temps final. Le diagramme résultant est présenté sur la figure 3.20.
Une conclusion s’impose immédiatement & la vue de ce diagramme : en deca d’une certaine valeur
de I’énergie (environ —0.054 dans nos unités), tous les systémes sont alignés dans le plan H-T et
constituent ce que nous appelerons la Branche Basse 1 (BB1), alors que, au-dela de cette méme va-
leur, nous observons deux comportements bien distincts. Une partie des systémes avec H < —0.054
demeure alignée avec les systémes tels que H > —0.054. Ces systémes alignés avec la BB1 forment la
Branche Basse 2 ou BB2. Une autre partie des systémes avec H < —0.054 forme une famille séparée
d’éléments alignés suivant une pente bien supérieure (Branche Haute ou BH).
Tous les systémes de types H,, G et M,’f avec 1 > 25 et tous les systémes de types Py et Cy* avec
n > 10 se trouvent sur la BB1 ou la BB2. Le systéme C3; et tous les systémes de types H,, G7 et
Mff avec n < 25 se trouvent quant & eux sur la BH. La ségrégation n’a donc lieu que pour les sys-
témes issus d’effondrements violents, c’est-a-dire de conditions initiales froides. Lorsque les conditions
initiales sont chaudes, tous les systémes créés se situent dans la BB1 du diagramme H-T'. Lorsque les
conditions initiales sont froides et inhomogénes, les systémes créés se trouvent sur la BB2 alors que
lorsqu’elles sont froides et homogénes ou quasi-homogeénes, les systémes créés se trouvent sur la BH.
La définition de notre température et la compréhension que nous avons de 'effondrement gravita-
tionnel induisent ’analyse suivante de ces résultats.
Rappelons tout d’abord qu’un systéme initialement froid se réchauffe trés fortement lors de I'effondre-
ment gravitationnel, alors qu’un systéme initialement chaud se réchauffe beaucoup moins. Lorsqu’un
systéme initialement froid et inhomogéne s’effondre, la surdensité qui se forme rapidement au coeur
(voir paragraphe 4) freine les particules traversant ce cceur de maniére trés efficace. Ce freinage est
vraisemblablement le produit de la friction dynamique. Lorsqu’un systéme initialement froid et homo-
géne s’effondre, le cceur se forme progressivement, et le freinage par friction dynamique est beaucoup
moins efficace. Ceci implique qu'un nombre plus élevé de particules rapides peuvent échapper au puits
de potentiel formé par le systéme et emporter une part plus importante de I’énergie cinétique totale
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Fic. 3.20 — Diagramme température—énergie totale.

hors du systéme lié. Ceci est confirmé par le nombre de particules formant les systémes liés finaux. Le
systéme final C%) est par exemple formé de 82% du nombre initial de particules alors que le systéme
final Hy5 est formé de 69% du nombre initial de particules. A rapport du viriel initial égal, et si ce
rapport du viriel est supérieur & —0.5, les systémes homogénes perdent environ 10% de particules de
plus que les systémes inhomogénes. Pour des rapports du viriel inférieurs, il n’y a pas de différence
significative.

Si nous considérons les systémes liés seuls, afin de pouvoir envisager une comparaison entre nos résul-
tats numériques et d’éventuels résultats observationnels, la ségrégation entre les systémes initialement
homogeénes et ceux initialement inhomogénes est moins nette. La figure 3.21 représente le diagramme
H;—T;, ot 'H; est I’énergie du systéme lié et 7; sa température. Nous pouvons seulement constater
qu’a énergie comparable, les systémes de types H,, G ou M,}f possédent presque systématiquement
une température supérieure aux systémes de types C,T,lg ou Py lorsque H; < —0.05. Par exemple, le
systéme C2) posséde une énergie égale & —0.05299 et une température égale a 1.1701 10~ alors que
I'énergie du systéme Hzy vaut —0.05169 et sa température 1.3575 1076,

Si nous considérons que les systémes liés sont virialisés, nous savons que leur énergie totale H; est égale
a leur énergie cinétique K; au signe prés. De plus, si nous appliquons notre définition de la tempéra-
ture (voir le paragraphe 3.8 du chapitre 2) au systéme lié, nous savons encore que la température est
proportionnelle a K;/N;, on N; est le nombre de particules liées. Revenons a notre exemple. Sachant
que le systéme lié C2) est constitué de 99.0% du nombre initial de particules alors que le systéme Hg
ne contient plus que 81.3% des particules du nuage initial, nous pouvons de nouveau interpréter cette
différence de température en terme de nombre de particules constituant le systéme lié.

Ainsi, pour un rapport du viriel initial donné, les nuages homogénes forment des systémes contenant
moins de particules que les nuages inhomogeénes. Il en résulte que les systémes liés formés a partir de
conditions initiales homogénes sont plus chauds que ceux formés & partir de nuages inhomogénes a
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énergie égale.



CONCLUSION

L’étude que nous avons réalisée confirme et compléte tout a fait les résultats obtenus précédems-
ment & l'aide de simulations numériques.
Ainsi, nous avons tout d’abord justifié ’utilisation de N = 3 10* particules pour modéliser un systéme
auto-gravitant en étudiant 'influence du nombre de particules sur les observables que nous avions
I'intention de mesurer. Une autre étude préparatoire nous a permis de choisir un parameétre d’adoucis-
sement du potentiel représentant un compromis intéressant entre la résolution spatiale, la conservation
de I’énergie et les performances.
Nous avons de plus observé I'aplatissement des systémes formés par effondrement gravitationnel d’un
nuage froid et inhomogéne de particules déja mis en évidence entre autres par L.Aguilar et D.Merritt
[3]- Nous avons de plus constaté que les systémes initialement homogénes, & moins qu’ils ne subissent
une forte rotation, forment aprés effondrement des systémes sphériques, et ce quel que soit le rapport
du viriel initial. L’instabilité d’orbites radiales, que nous invoquons pour expliquer la déformation de
ces systémes initialement froids, semble donc ne se déclencher qu’en présence d’inhomogénéités. Nous
pensons plus précisément que l'instabilité d’orbites radiales ne se déclenche que si le systéme concentre
trés rapidement de la matiére en son coeur, comportement que nous avons observé dans les systéme
inhomogeénes mais pas dans les systémes homogénes.
Nous avons ensuite mis en évidence un phénoméne inobservé précédemment concernant la présence
d’un large coeur au centre des systémes formés. Nous avons montré que les nuages de particules ini-
tialement homogénes forment des systémes possédant un large coeur de densité quasiment constante
entouré d’un halo de densité décroissante. Les systémes issus de nuages initialement inhomogénes pos-
sédent un ceeur de trés petite taille (inférieure au rayon contenant 10% de la masse), et une densité
uniformément décroissante avec le rayon. Leur densité centrale est de plus supérieure de un & deux
ordres de grandeur a celle des systémes initialement homogénes. Nous expliquons cette différence par
Iinstabilité d’Antonov. Cette instabilité résulte d’un fort contraste de densité entre le centre et I’ex-
térieur du systéme et conduit a 'effondrement du coeur et & ’accroissement de sa densité. Les nuages
inhomogénes que nous avons considérés possédent la particularité de développer rapidement une forte
surdensité de matiére en leur centre, ils sont donc susceptibles de former un fort contraste de densité
et de développer l'instabilité d’Antonov.
Nous avons enfin constaté que lorsqu’un nuage homogeéne s’effondre, le systéme lié formé comporte
moins de particules que le systéme formé de I'effondrement d’un nuage inhomogéne de méme nombre
de particules et de méme rapport du viriel. Un systéme initialement homogéne est également plus
chaud qu’un systéme initialement inhomogéne de méme énergie. Ceci pourrait éventuellement étre
confirmé par des observations pouvant mesurer a la fois ’énergie totale et ’énergie cinétique de sys-
témes auto-gravitants.
Selon le scénario de formation “bottom-up” de formation des structures, les galaxies seraient issues de
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milieux inhomogeénes, alors que les amas globulaires, en raison de leur échelle de taille, auraient pour
origine des milieux quasi homogeénes.

Nos résultats se révélent compatibles avec ces hypothése. En effet, la trés grande majorité des amas
globulaires sont sphériques, de méme que nos systémes initialement homogeénes. Leur fonction de dis-
tribution est correctement ajustée par un modeéle de Plummer (structure coeur—halo), résultat que nous
avons également mis en évidence numériquement, et ne possédent pas de trou noir central d’aprés les
observations menées jusqu’a présent.

Les galaxies elliptiques présentent quant & elles une ellipticité pouvant aller jusqu’a e = 0.7. Nous
n’avons pas reproduit de si grandes ellipticités puisque notre systéme le plus elliptique est de type E3.
Mais les résultats obtenus par L.Aguilar et D.Merritt montrent qu’il est possible d’atteindre de plus
grandes ellipticités.

Nos simulations suggérent de plus une ségrégation entre ces deux types d’objets dans le plan
In (Rs50/Rq) —In (R19/R4)- Les galaxies elliptiques correspondraient aux objets de type (ii) et les amas
globulaires a ceux de type (i). Les rapports entre les rayons de densité et les rayons de 10% et de 50%
de masse que nous avons calculés peuvent étre confrontés aux données observationnelles. En effet, il
existe une relation entre le rayon de densité et le rayon du cceur tel qu’il est défini pour les observations,
A savoir le rayon pour lequel la densité de surface est égale & la moitié de sa valeur au centre. Des
mesures de Rjg et Rso permettraient la réalisation d’un diagramme In (Rs0/R4)-In (R19/R4) et la
vérification des résultats que nous avons obtenus.

S’il s’avérait exact que les galaxies elliptiques appartiennent au groupe (ii), il serait intéressant de

mesurer précisément la densité centrale des systémes obtenus par effondrement d’un nuage inhomo-
géne. Puisque l'instabilité d’Antonov que nous avons identifiée provoque une forte augmentation de
la densité centrale, elle pourrait étre en mesure d’expliquer la présence de trous noirs au centre des
galaxies. La résolution spatiale de nos simulations est probablement insuffisante pour mener une étude
de ce genre, mais une nouvelle étude plus ciblée apporterait sans aucun doute des données permettant
la confrontation entre les simulations et les observations.
Enfin, I’étude de I’évolution d’un amas globulaires au sein d’une galaxie hote permettrait d’approfondir
I’étude de 'instabilité d’Antonov et les effets de marées. En effet, les perturbations subies par ’amas
seraient de nature & provoquer son évaporation partielle et éventuellement & déclencher 'instabilité
d’Antonov selon le mécanisme exposé par J.Katz [28] et rappelé dans le paragraphe 3.4 concernant
cette instabilité.

Il semble en tout état de cause que les simulations & IV corps gravitationnels ne nous ont pas encore
livré tous leurs secrets et qu’elles demeurent un sujet d’étude remarquablement intéressant.



ANNEXE A

ELEMENTS DE CALCUL SCIENTIFIQUE

1 Génération de nombres pseudo-aléatoires : méthode de trans-
formation inverse

La méthode de transformation inverse est utilisée pour générer des suites de nombres pseudo-
aléatoires distribués selon une fonction f. Considérons la loi de densité continue et positive f (), et
soit

F(x):f F(t)dt

et u une variable aléatoire uniforme sur [0, 1], de densité U.
La probabilité pour que la variable aléatoire x de densité f (x) soit comprise entre a et b est égale &

b
P1:P{a<x<b}:/ fx)de=F (b) — F(a) .
La probabilité pour que la variable aléatoire uniforme u soit comprise entre A et B est égale a
B
PQZP{A<U<B}:/ U(u)du=B—-A.
A

En prenant A = F'(a) et B = F (b), nous obtenons
P =P, =P{A<u<B}=Pla<F ' (u)<b},

ce qui signifie que, si u est une variable aléatoire uniforme, alors F'~! (u) est une variable aléatoire de
loi de densité f.
Cette méthode nous permet d’obtenir des nombres aléatoires distribués selon des fonctions f telles

que f(z) x z® ou f(z) o exp (—z?).

Examinons un exemple afin de noter quelques points pratiques & ne pas oublier. Prenons pour exemple
une variable aléatoire comprise entre 0 et 1 de densité f (1) = a 7~ L. Cette densité doit étre normalisée,
c’est-a-dire

1
f(r)ydr=1.
0

Ceci nous pose un probléme puisque cette intégrale diverge en 0. Comme nous résolvons le probléme
numeériquement, nous allons contourner cette difficulté en utilisant un petit paramétre €, et nous allons
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générer des variables r comprises entre € et 1. Nous pouvons maintenant normaliser f ainsi

1
fr)= SLTﬂ avec Sy :/ ridr = —1In(e) .
! €

Nous pouvons ensuite générer les variables r suivant f grace a la méthode décrite ci-dessus, avec

Tt 1
F(r)= Sf/e rodr = S—f (In(r) —In(e)) , (A1)
c’est-a-dire
r=F"1(u)=exp(S; u+lne) , (A.2)

ol u est une variable aléatoire uniforme tirée entre 0 et 1.

Les nombres aléatoires uniformes sont quant a4 eux obtenus grace a des algorithmes de type congruen-
tiel, par exemple. Ces algorithmes fournissent des suites de nombres pseudo-aléatoires uy définis par
des relations du type

Up+1 = (auk +b)mod (m) ,

ol a, b et m sont des parameétres du générateur. Nous avons utilisé un générateur de ce type, écrit par
J.Barnes sur la base de la fonction RAN2 (voir [49]).

2 Schéma saute-mouton (ou leap-frog)

Le probléme que nous simulons peut étre résumé par le systéme suivant

dr _
a

(A.3)
dv
T _F
g -

Pour intégrer ce systéme dans le temps, nous utilisons une méthode de différences finies appelée le
saute-mouton (ou leap-frog).
Le systéme (A.3) est approché grace aux différences finies :

Tnew — Told
At
Vnew — Vold

At

Vnew b (A4)

= f(rold), (A5)

ou At est appelé pas de temps. La particularité de ce schéma réside dans le décalage entre I’évaluation
des vitesses et celle des positions. En effet, les positions sont évaluées a chaque pas de temps entiers,
alors que les vitesses sont évaluées tous les demi-pas de temps (voir figure A.1).

Nous pouvons étudier la consistance’ de ce schéma en considérant les positions et vitesses exactes T

yoir [12] pour plus de détails concernant les études de consistance et de stabilité.
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F1Gc. A.1 — Schéma saute-mouton.

et v. Nous pouvons écrire les développements de Taylor suivant :

Voiie = vn+%%" (A;)zdj:;n—i-O(Ati‘)’
Voo1j2 = vn—%d;” (A;)z d;;" + 0 (At%)

ou T et vj désignent respectivement la position et la vitesse exacte au temps kAt. Les erreurs
commises lors de I’évaluation des nouvelles positions et vitesses par (A.4)—(A.5), données par

nel = %_9n+1/2a
Ry = 20l g
sont égales a
o = L) e o) —o(ar).
RYirs = ;(2(1;) CE () + O (AF) = 0 (AF) .

Le schéma saute-mouton est donc d’ordre 2.

Il est important de noter également que le schéma que nous employons est un schéma que nous
pourrions qualifier d’a limiteur d’accélération. Ainsi, comme nous I'avons déja mentionné dans la
section 1.2 du chapitre 2 lors du calcul de 'accélération v; subie par la particule ¢, si une particule
j se trouve a une distance inférieure & ¢ de 4, alors sa contribution a ’accélération v; ne sera pas
prise en compte. Ceci permet de prévenir une trop forte augmentation de I’accélération de la particule
i, bien entendu au détriment de l'exactitude de intégration de sa trajectoire. Cette limitation de
I’accélération suggére que si la résolution en espace, donc &, diminue, ’accélération maximale subie
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par une particule augmentera. L’intégration en temps ne pourra alors pas s’effectuer avec une aussi
grande précision & moins que le pas de temps ne diminue, puisque ’erreur commise sur le calcul de la
position r” au temps n dépend du produit v"*At. Il existe de ce fait une condition de type CFL, que
nous avons expérimentalement observée (voir la figure 3.3). Cette condition impose 'utilisation d’un
pas de temps tel que At/e soit inférieur & une constante. Si cette condition n’est pas remplie, l’erreur
commise augmente trés rapidement.

Cette limitation de ’accélération provoque donc une erreur lors de ’estimation des nouvelles vitesses,
mais permet de limiter I’erreur due au schéma “saute-mouton”.

3 Meéthode des moindres carrés

La méthode des moindres carrés permet d’ajuster un ensemble de points (X;,Y;) par une fonction
f en minimisant la somme %2 des carrés des distances entre les Y; et les f (X;)

n

B=) (i (X))

i=1

Dans le cas d’un ajustement par une fonction affine f (X;) = a X; + b, 2 est une fonction de a et b.
Y2 est minimale & la condition que

0%? 0x.2
E = 0 et W 0 5
c’est-a-dire . .
—QZ(Y;—(aXi-i-b))Xi:O et —QZ(E—(GXZ‘-‘F())):O. (Aﬁ)
i=1 i=1

En manipulant les équations (A.6), il vient

_ cov(X,Y) ot b .
aiivar(X) t b=E(Y)—aE(X) .

Rappelons que l’espérance est définie, dans notre cas (probabilité uniforme) par

2|

1
B(X)=—-) X,
i=1
la variance par
1 )
var (X) = N;(Xi - E(X))

et la covariance par
cov(X,Y)=E[(X-EX))(Y-E(®Y))] .

L’erreur effectuée peut étre estimée par la distance ¥ entre la variable Y et I'estimateur f (X) égale

a
cov? (X,Y)

»? = var (V) — var (X)



ANNEXE B

NOTIONS DE CALCUL PARALLELE ET
DISTRIBUE — INTRODUCTION A LA
BIBLIOTHEQUE MPI

1 Calcul paralléle

1.1 Présentation du calcul paralléle

De nombreuses applications numériques scientifiques nécessitent des ressources informatiques de
plus en plus performantes. Cette croissance des besoins a pour origine la volonté des scientifiques
de résoudre des probléme de plus en plus complexes, ou bien de résoudre le méme probléme de plus
en plus rapidement. L’évolution technologique des ordinateurs — matérielle, logicielle — n’étant pas
suffisante & elle seule pour répondre & ces besoins de puissance de calcul, il est nécessaire de trouver
une solution algorithmique & ce probléme.

Une solution largement employée consiste & diviser le probléme étudié en plusieurs parties, et a ré-
soudre chacune de ces fractions de probléme en méme temps. Si n tiches, demandant chacune un
temps d’exécution (), sont exécutées séquentiellement sur un seul processeur, le temps total de cal-
cul est égal & nt(!). Si maintenant ces n taches sont exécutées en méme temps Sur n processeurs
différents, le temps total de calcul reste égal a t(1).

Le calcul paralléle repose sur cette idée : plusieurs processeurs effectuant de maniére coopérative un
calcul ou un travail bien précis. Nous pouvons illustrer cette “définition” a I’aide d’un exemple simple,
comme le calcul d’un produit matrice vecteur v = Mwv, avec M € IR™" et v € IR". Ce calcul
nécessite n? opérations lorsqu’il est effectué de facon séquentielle. Nous disposons de n processeurs,
c’est-a-dire autant que la matrice a de lignes. Il est donc logique de demander & chaque processeur de
calculer le produit scalaire d’une ligne de matrice par le vecteur v. Pour obtenir v/, il suffit alors de
rassembler les résultats obtenus par chacun des processeurs. Ainsi, si tous les processeurs effectuent
les n opérations nécessaires au produit scalaire en méme temps, nous aurons obtenu notre résultat en
un temps proportionnel & n et non n2.

Le calcul paralléle est mis en place sur des machines composées de plusieurs processeurs, appelées ma-
chines paralléles. Ces machines peuvent étre classées en plusieurs catégories suivant, entre autres, leur
type de mémoire ou le flot d’instructions traitées par les processeurs. Concernant le flot d’instructions,
la plupart des machines étant maintenant de classe MIMD (Multiple Instruction, Multiple Data — les
différents processeurs effectuent des taches différentes sur des données différentes), ce sont les seules
que nous considérerons.

87
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Parmi ces machines MIMD, nous pouvons distinguer les machines & mémoire partagée et les machines
4 mémoire distribuée. Dans une machine & mémoire partagée, tous les processeurs partagent la méme
mémoire (voir figure (B.1)). Lorsque 'un des processeurs a terminé un accés a une zone de la mémoire,
les autres processeurs peuvent avoir a leur tour accés a cette méme zone. Par exemple, lorsqu’un pro-
cesseur a terminé un calcul et en a écrit le résultat dans la mémoire, les autres processeurs peuvent,

avoir acces a ce résultat. A l'inverse, les processeurs d’une machine & mémoire distribuée possédent

p1 P2 P3 P4 Ps Processeurs

‘ cache ‘ ‘ cache ‘ ‘ cache ‘ ‘ cache ‘ ‘ cache ‘ Mémoire cache

Mémoire Vive

FiG. B.1 — Machine & mémoire partagée.

chacun leur propre mémoire (voir figure (B.2)). Les données présentes sur la mémoire attachée a un
processeur ne sont donc pas directement accessibles aux autres processeurs. Lorsqu’un processeur a
a terminé un calcul et en a écrit le résultat sur sa mémoire, si un autre processeur b a besoin de
ce résultat pour effectuer son propre calcul, a doit lui communiquer ce résultat au travers du réseau
reliant les différents processeurs entre eux.

Processeurs

Mémoire cache

Mémoire Vive

Réseau de communications

FiG. B.2 — Machine & mémoire distribuée.
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v
Contenu dans
la mémoire commune
[y P1 wy =1 -v
Iy b2 wy =ly v
M [3 Ps w3 =1I3-v
la P4 wy =ly-v
ls bs ws =Il5-v
w

Contenu dans
la mémoire commune

FiG. B.3 — Exemple du calcul d’un produit matrice vecteur sur une machine & mémoire partagée.

1.2 Machines & mémoire partagée, machines & mémoire distribuée : les
différences pratiques

Comme nous ’avons mentionné plus haut, on peut distinguer deux grands types de machines
paralléles : les machines & mémoire partagée et les machines & mémoire distribuée. Les premiéres sont
des calculateurs dans lesquels plusieurs processeurs partagent une méme mémoire physique. Dans les
secondes, les processeurs travaillent chacun avec une mémoire qui leur est propre.

Bien évidemment, la parallélisation ne peut s’effectuer de la méme maniére sur ces deux types de
calculateurs. Dans le cas des machines & mémoire partagée, chaque processeur a a sa disposition
les mémes informations que les autres, alors que les processeurs d’une machine & mémoire partagée
doivent échanger les informations nécessaires a la réalisation de leur travail. Revenons a notre exemple
précédent, celui du produit matrice vecteur, afin de noter les différences entre nos deux types de
machines. La matrice et le vecteur sont stockés sur le disque dur de la machine 4 mémoire partagée, et
sur le disque dur d’un seul ordinateur composant la machine & mémoire distribuée. Nous souhaitons
que le résultat soit écrit, a la fin du calcul, sur un seul emplacement. Dans la machine & mémoire
partagée, chaque processeur peut avoir accés & chaque élément de la matrice et du vecteur, puisque
les données contenues dans 1'unique disque dur sont chargées dans l'unique mémoire. Il suffit donc
au programmeur de désigner, pour chaque processeur, le numéro /,, de la ligne de matrice qu’il doit
multiplier avec le vecteur. Le résultat est ensuite rangé a la [,-iéme position du vecteur résultat dans
la mémoire commune, puis est écrit sur le disque dur (voir la figure (B.3)). Le calcul est achevé.

Dans la machine & mémoire distribuée, la matrice et le vecteur ne sont connus a l’instant initial que
du processeur dont le disque dur contient les fichiers de données (en supposant qu’une seule machine
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dispose des données). Le premier travail de ce processeur consiste donc a distribuer & chacun des
processeurs la ligne de matrice qui lui est destinée. Le calcul s’effectue ensuite sur chaque processeur.
A ce moment, le résultat est éparpillé entre les mémoires associées & chaque processeur. Un des
processeurs doit donc centraliser les résultats, en demandant aux autres de lui faire parvenir leur
élément de v'. Une fois que ce processeur a tous les éléments de v’ en mémoire, il peut écrire le
résultat complet sur le disque dur qui lui est associé (voir la figure (B.4)).

Calcul de

w; =1;-v

_,47

P3
—>
= ]

— Communications

FiG. B.4 — Exemple du calcul d’un produit matrice vecteur sur une machine & mémoire distribuée.

1.3 La solution logicielle et matérielle utilisée

Le parallélisme n’est pas adapté a tous les types d’algorithme, mais, par chance, les méthodes que
nous utilisons se prétent a une parallélisation simple et efficace.
La parallélisation du treecode a été réalisée par Daniel Pfenniger (Observatoire de Genéve), alors que
nous avons parallélisé les autres codes nécessaires & nos études.
Tous les travaux numériques présentés dans ce document ont été réalisés sur une grappe d’ordinateurs
de type Beowulf dont le Laboratoire de Mathématiques Appliquées de PTENSTA s’est doté il y a 4 ans.
Une grappe Beowulf est une machine composée de plusieurs ordinateurs reliés entre eux par un réseau
de type Ethernet, Myrinet ou autre. Ces ordinateurs sont autonomes et disposent d’un ou plusieurs
processeurs, de mémoire, d’un disque dur, et d’une interface réseau. Une grappe Beowulf est donc une
machine & mémoire distribuée et non & mémoire partagée.
Ce type de machines présente de nombreux avantages. Leur rapport performance/coit est remar-
quable. 11 suffit de quelques ordinateurs de bureau standards et d’un réseau Ethernet pour constituer
une grappe. De plus, il est possible de faire évoluer une grappe sans aucune difficulté, en ajoutant
quelques ordinateurs ou en changeant le réseau de communication (pour passer d’un réseau Ethernet
10Mbps & un réseau Gigabit Ethernet par exemple). Ces deux caractéristiques différencient une grappe
d’un super-calculateur classique, dont le cotlit est trés supérieur et qui ne sera pas forcément évolutif.
La grappe PCP est composée, dans sa configuration actuelle, de 10 ordinateurs bi-processeurs Intel Ce-
leron 400MHz, 10 ordinateurs bi-processeurs Intel Pentium III 1GHz et 10 ordinateurs bi-processeurs
AMD Athlon 1900+ et un ordinateur bi-processeur AMD Athlon 2000+ — ce dernier est la machine
maitre, c’est-a-dire la machine qui commandera I’exécution globale des applications paralléles. A ces
31 ordinateurs, qui sont les nceuds de calcul (des ordinateurs ont pour seule fonction de servir au
calcul scientifique), il faut ajouter un ordinateur servant de passerelle entre la grappe PCP et le ré-
seau informatique du laboratoire, et un ordinateur servant de machine d’administration. Le réseau



2. MPI — Message Passing Interface 91

de communication était de type Ethernet 100Mbps lorsque nous avons effectué nos calculs, mais il a
depuis évolué vers un réseau de type Ethernet Gigabyte.

La parallélisation des codes repose sur la bibliothéque d’échange de message MPI LAM'. L utilisation
de ce type d’architecture machine et du calcul distribué s’explique par diverses raisons, parmi les-
quelles la disponibilité de logiciels libres performants et ’adéquation entre les méthodes numériques
employées et le calcul distribué.

2 MPI — Message Passing Interface

2.1 Le passage de message et le standard MPI

L’utilisation d’une machine et du parallélisme & mémoire distribuée requiert un mécanisme de
communication entre les différents processeurs composant la machine paralléle, le passage de message.
Cela consiste & demander aux processeurs d’émettre et de recevoir des messages vers ou en provenance
des autres processeurs de la machine. Ces messages transitent par le réseau de connexions, dans notre
cas un réseau Ethernet. La figure (B.5) illustre ces passages de messages. Une application parallélisée

Début du fil Fin du fil
d’exécution d’exécution

Processus 1

Processus 2

Processus 3

FiG. B.5 — Exemple de passage de message entre trois processus.

avec MPI est donc composée de processus tournant chacun sur un processeur différent, et travaillant
en collaboration, en échangeant des informations, de maniére & aboutir plus rapidement au résultat
recherché.

Si nous reprenons notre exemple de calcul de produit matrice vecteur (figure B.4), les premiéres
communications sont alors des messages provenant du processeur p; et destinés aux processeurs pg a
Ps, le message destiné & p; contient la ligne /; de la matrice. Les communications suivantes sont des
messages provenant des processeurs po a ps et destiné & p; : chacun de ces messages contenant un
élément de résultat.

Les échanges de messages sont coiteux en matiére de temps d’exécution. Il est donc préférable de
réduire leur nombre en regroupant les envois. L’envoi d’un seul message volumineux est en effet plus
rapide qu’une succession d’envois de taille plus réduites. Le temps de transfert ¢, d’un message est
divisé en un temps fixe et incompressible ¢;, correspondant & l'initialisation de ’envoi, et un temps t.
dépendant de la taille du message et de la bande passante du réseau?, soit

t; = t; + t. (taille,bande passante) .

1Voir le site Internet http ://www.lam-mpi.org/
2La bande passante est la quantité maximale d’information pouvant transiter par le réseau par unité de temps. Elle
s’exprime par exemple en Mo par seconde.
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L’initialisation de ’envoi interrompt ’exécution du code, alors que I’envoi proprement dit, c’est-a-dire
le temps pendant lequel le message transite sur le réseau, peut étre, au moins en partie, superposé
aux calculs. L’envoi de messages multiples plutot que d’un seul message regroupant toutes les données
multiplie inutilement le temps ¢; et est donc plus cotiteux que I’envoi d’'un message unique regroupant
I’ensemble de I'information.

MPT est une interface de programmation d’applications (API) permettant de programmer trés simple-
ment des échanges de messages entre différents processus®. MPI peut étre utilisée dans des programmes
écrit en langage Fortran, C ou C++, sur des environnement hétérogénes. MPI LAM est une distribu-
tion gratuite de MPI, performante, et compatible avec un certain nombre d’outils intéressants tels que
XMPI, outil graphique de visualisation et de diagnostics de I’exécution d’une application paralléle.

2.2 Noeeuds et processus

Neeud 0 Neeud 1

Processeur 0 Processeur 1 Processeur 2 Processeur 3

A Processus

FiG. B.6 — Distinction entre noeuds, processeurs et processus.

Avant d’exécuter un programme parallélisé & ’aide de MPI LAM, il est nécessaire d’établir une
liste de processeurs sur lesquels les processus seront lancés. Prenons ’exemple de la machine PCP du
Laboratoire de Mathématiques Appliquées de PTENSTA. Les nceuds de calcul de PCP sont numérotés
de pcpl a pcp3l, pep3l étant la machine maitre. Les applications sont lancées & partir de la machine
maitre : cette machine doit étre la premiére sur notre liste. Ensuite, il suffit d’ajouter le nombre
de machines désiré & la liste, sachant qu’il est possible d’exécuter plusieurs processus sur un méme
processeur, mais que ceci va au détriment de l'efficacité. Par exemple, la liste de nceuds suivante
conviendra & ’exécution de 4 processus :

pep31
pepl
pcp2
pep3

Les ordinateurs de PCP contenant deux processeurs, il est possible d’inscrire deux fois le nom
de chaque machine dans la liste de nceuds. Ceci signifie simplement que les deux processeurs des
machines inscrites deux fois seront utilisées. Ainsi, la liste suivante convient également a 1’exécution
de 4 processus :

pcp3l
pcp31
pepl
pepl
Une commande — lamboot fichier-noeuds — permet de préparer les noeuds contenus dans la liste

a Pexécution d’une application MPI (le démon lamd est démarré sur ces nceuds). Une fois cette com-
mande exécutée, les noeuds sont numérotés de n0 & np, ot p+1 est le nombre de machines différentes

3Un processus est un programme en cours d’exécution.
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présentes dans le fichiers des noeuds. Ainsi, dans notre premiére liste, pcp31 correspond a n0, pcpl a
nl, pcp2 4 n2 et pcp3 & n3. Dans notre deuxiéme liste, pcp31 correspond a n0, pcpl & nl.

Une fois le fichier contenant la liste de noeuds édité, et la commande lamboot fichier-noeuds exé-
cutée, il faut éditer un fichier contenant la liste des processus que nous souhaitons voir exécutés sur les
nceuds. Cette liste associe un processus & un noeud de calcul. Elle se présente sous la forme suivante,
qui correspond & notre premier exemple de liste de noeuds :

n0 -s h executablel
nl -s h executable2
n2 -s h executable3
n3 -s h executable4

(-s h représente une option que nous ne détaillerons pas ici). Les exécutables numérotés de 1 a
4 peuvent étre tous identiques, ou tous différents, mais ils doivent avoir été concus pour fonctionner
ensemble, c’est-a-dire que les appels aux fonctions MPI contenus dans ces exécutables doivent étre
compatibles entre eux ?si Pexécutable 1 envoie un message a ’exécutable 2, celui-ci doit le recevoir).
Si une machine est présente deux fois dans la liste de nceud, elle peut 1’étre également deux fois dans
la liste d’exécutables. Par exemple, le fichier d’applications suivant pourrait correspondre a notre
deuxiéme exemple de liste de noeuds :

n0 -s h executablel
n0 -s h executable2
nl -s h executable3
nl -s h executable4

L’application consistant en ’exécution paralléle des exécutables contenus dans la liste des exécu-
tables est préte & étre lancée. Il suffit pour cela de taper une simple commande :
mpirun -0 fichier-applications.
11 est donc extrémement simple d’utiliser une application parallélisée grace & MPI LAM. Mais avant
cela, il est nécessaire d’inclure dans les exécutables les instructions MPI nécessaires & la parallélisation
de I’application.
Tous les détails syntaxiques présentés par la suite correspondent & 'utilisation de procédures MPI
par un programme écrit en Fortran77. Comme il est d’usage avec l'utilisation de bibliothéques de
programmes, la compilation des exécutables doit contenir le chemin vers les bibliothéques utilisées.
Pour plus de détails sur la programmation paralléle a ’aide de MPI, vous pouvez vous référer a [20],
ou bien aux documents suivants, disponibles sur Internet : [43] ou [44].

2.3 Communicateurs et communications point a point

Un exécutable MPI doit obligatoirement contenir les trois éléments suivants :
— inclusion du fichier mpif.h,
— appel a la procédure Mpi_Init, avant tout autre appel & une procédure MPI,

— appel a la procédure Mpi_Finalize, aprés tout autre appel & une procédure MPIL.
Ces trois éléments n’ont aucune action particuliére sur la parallélisation effective de 'application, mais
ils sont nécessaires.
Les processus composant notre application paralléle sont regroupés dans des communicateurs. Il existe
par défaut un communicateur, appelé Mpi_Comm_World, contenant ’ensemble des processus. L’utili-
sateur a ensuite la possibilité de définir d’autre communicateurs. Nous verrons 1’'utilité des communi-
cateurs par la suite, mais nous ne considérerons pour 'instant que le communicateur par défaut.
Il est nécessaire d’identifier chaque processus, ou plus précisément que chaque processus puissent
s’identifier, afin que les messages puissent étre adressés a un processus particulier plutot qu’a n’im-
porte lequel d’entre eux. Cette identification est possible grace au rang du processus. Le rang est un
entier associé & un communicateur compris entre 0 et p, ou p + 1 est le nombre total de processus
contenu dans le communicateur. Il est également nécessaire, dans une trés grande majorité des cas,
que chaque processus sache combien de processus sont contenus dans son communicateur. Ces deux
informations sont obtenues respectivement a ’aide des procédures Mpi_Comm_Rank et Mpi_Comm_Size.
Ces quelques procédures nous permettent déja de réaliser I’exemple trés simple d’application paralléle
suivant, ’équivalent du traditionnel “Bonjour le monde”.
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Program Bonjour

Include ’mpif.h’
Integer rang
Integer ierr

Call Mpi_Init(ierr)

Call Mpi_Comm_Rank(Mpi_Comm_World,rang,ierr)
Print *,’Bonjour, ici le processus #’,rang
Call Mpi_Finalize(ierr)

End
L’exécution de 4 lui-ci 4 duit le résul i 4.
exécution de 4 processus comme celui-c1 sur 4 processeurs produilt le résultat suivant™ :

Bonjour, ici le processus
Bonjour, ici le processus
Bonjour, ici le processus
Bonjour, ici le processus

H# H H W
w N PO

Une application paralléle dont les processus ne communiquent pas entre eux ne présente pour nous
aucun intérét. Nous allons donc maintenant introduire les commandes standards d’envoi et de récep-
tion de message. Ces commandes se nomment Mpi_Send et Mpi_Recv. La commande d’envoi s’utilise
de la maniére suivante :
Mpi_Send(contenu,taille,type,destinataire,identifiant,communicateur,erreur)
ce qui signifie qu’un message composé du contenu de la variable contenu, consistant en taille élé-
ments de type type, portant I'identifiant identifiant, est adressé au processus portant le numéro
destinataire dans le communicateur communicateur. La variable erreur contient un code d’erreur.
Et celle de réception s’écrit :
Mpi_Recv(contenu,taille,type,emetteur,identifiant,communicateur,status,erreur)
ce qui signifie qu'un message consistant en taille éléments de type type, portant l'identi-
fiant identifiant, provenant du processus portant le numéro emetteur dans le communicateur
communicateur, sera stocké dans la variable contenu. La variable erreur contient un code d’erreur,

et la variable status indique I’état de la réception du message.
Voici un exemple d’utilisation d’envoi et de réception par deux processus :

Program Bonjour

Include ’mpif.h’

Integer ierr

Integer message

Integer rang

Integer recu

Integer status(Mpi_Status_Size)
Integer taille

Call Mpi_Init(ierr)
Call Mpi_Comm_Rank(Mpi_Comm_World,rang,ierr)
Call Mpi_Comm_Size(Mpi_Comm_World,taille,ierr)

If(rang.Eq.0) Then
Print *,’Nombre de processus : ’,taille
message = 2
Call Mpi_Send(message,1,Mpi_Integer,1,0,Mpi_Comm_World,ierr)
Print *,’Bonjour, ici le processus #’,rang,
& ’, message envoye = ’,message

4Les affichages provenant des différents processus n’ont aucune raison de s’effectuer dans ’ordre de la numérotation :
le processus 1 peut afficher son résultat avant le processus 0 et aprés le 3. L’ordre des affichages provenant de processus
différents est donc hasardeux et anecdotique.
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Endif
If(rang.Eq.1) Then
Call Mpi_Recv(recu,1,Mpi_Integer,0,0,Mpi_Comm_World,

& status,ierr)

Print *,’Bonjour, ici le processus #’,rang,
& ’, message recu = ’,recu
Endif

Call Mpi_Finalize(ierr)
End

L’exécution de ce programme sur deux processeurs produit le résultat suivant :

Nombre de processus : 2
Bonjour, ici le processus # O, message envoye = 2
Bonjour, ici le processus # 1, message recu = 2

Ces commandes d’envoi et de réception sont bloquantes, ce qui signifie que 'exécution du code est
bloquée jusqu’a ce que ’envoi ou respectivement la réception soit terminée. Lors d’un envoi standard,
MPI choisit de faire ou non une copie temporaire du contenu du message. Si une copie est effectuée dans
un tampon, ’envoi est considéré comme achevé lorsque la recopie est effectuée, sinon, il ne se termine
que lorsque la commande de réception correspondante est exécutée par le processus destinataire. La
commande de réception standard, quant a elle, n’est considérée comme achevée que lorsque le message
a effectivement été réceptionnée.

Il est donc possible qu’un processus perde un temps précieux a attendre qu’un envoi ou une réception
se termine. Imaginons le cas suivant : un processus p; effectue un envoi standard vers un processus
p2 & un instant ¢;. Le contenu du message n’est pas recopié dans un tampon. Le processus po exécute
la commande de réception au temps ty. Le processus p; n’a rien fait entre les temps ¢; et to. Si la
commande de réception est exécutée par ps au temps t; et que la commande d’envoi est exécutée par
p1 au temps t9, le processus po ne fait rien entre t; et to (voir la figure B.7).

Il existe des commandes d’envoi et de réception non bloquantes, qui permettent au processus de
poursuivre son exécution sans attendre que l’envoi ou la réception soit complétée. Cependant, ces
commandes non bloquantes sont & utiliser avec précautions. Il est par exemple dangereux de réutiliser
la mémoire tampon contenant les messages trop rapidement aprés un envoi non bloquant avant de
s’assurer que le message a bien été envoyé. Il est également fortement déconseillé de tenter d’utiliser
des données recues avec une réception non bloquante sans s’étre au préalable renseigné sur I’état de
la réception.

Il existe enfin d’autres types d’envoi et de réception point & point que nous n’exposerons pas ici, mais
qui sont détaillés dans les ouvrages cités précédemment.

2.4 Communications collectives et communicateurs (compléments)

Lorsque le nombre de processus utilisés est grand, il est important d’optimiser les communications
afin que les processus ne perdent pas trop de temps a dialoguer entre eux. Il existe déja des routines
de communications collectives dans MPI. Une de ces fonctions est particuliérement utile, puisqu’elle
permet & un processus d’envoyer le méme message & tous les autres processus. Il s’agit de la routine
Mpi_Bcast (broadcast, ou diffusion), qui s’emploie de la maniére suivante :
Mpi_Bcast(contenu,taille,type,emetteur, communicateur,erreur)
ce qui signifie que le processus emetteur envoie le message contenu, consistant en taille éléments
de type type, vers tous les autres processus du communicateur communicateur. La variable erreur
est encore une fois destinée a recevoir un code d’erreur.

Les communications se déroulent de la fagon représentée sur les figures B.8 et B.9.

1l est possible d’apprécier le gain de temps réalisé par des considérations trés simples. Si ’on admet
qu'un envoi de message est effectué en une unité de temps, I'envoi successif d’'un message de p;
vers les 7 autres processus prend, dans le meilleur des cas, 7 unités de temps. Par contre, en nous
placant une fois encore dans un cas optimal (les envois de la diffusion s’enchainent sans que rien ne les

interrompent), la diffusion est effectué en 3 unités de temps. Plus généralement, ’envoi d’un message
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Envoi standard

non “bufferisé”
2
P2
Réception
standard
Envoi
standard
P
Do — W
Réception standard
tl t2
Exécution

FiG. B.7 — Exemple de processus en attente a cause des communications bloquantes. Les lignes poin-
tillées représentent les temps d’attente, les lignes pleines les périodes d’activité.

d’un processus vers p — 1 autres processus par une diffusion s’effectue en [log, (p)] unités de temps.
Le gain de temps est donc conséquent. Il existe trois autres types de communications collectives trés
utiles, et trés employées. Ces commandes sont les suivantes : Mpi_Scatter (dispersion), Mpi_Gather
(assemblage) et Mpi_Reduce (réduction). Leur fonction est illustrée par la figure B.10.

La commande de dispersion permet de partager un ensemble de données en parties égales, et d’envoyer
a chaque processus du communicateur une de ces parties. Le processus de rang 0 (p; sur notre schéma)
recoit la premiére partie, le processus de rang 1 (p2) la deuxiéme, et ainsi de suite. Si le processus

émetteur est le processus de rang p, il conserve pour lui la p 4+ 19™€ partie des données.

La commande d’assemblage a I’effet inverse de la commande de dispersion. Elle permet & un processus
de collecter et d’assembler des données provenant de tous les processus du communicateur. Ainsi, le
processus qui collecte les informations recevra la premiére partie des données du processus de rang
0, la deuxiéme du processus de rang 1, et ainsi de suite. Si le processus collecteur est le processus de
rang p, sa propre partie des données est la p + 1°™¢ partie de ’'ensemble. Comme pour I’assemblage,
toutes les parts doivent avoir la méme dimension.

La commande de réduction permet quant & elle d’effectuer une opération sur des données provenant
de tous les processus du communicateur. Il existe plusieurs opération définies par défaut, comme
I’addition ou le maximum. Voici un exemple simple : chaque processus envoie un entier et le processus
collecteur est chargé d’additionner ces entiers. Cette opération peut étre effectuée par une réduction
avec 'opération addition.

Les communications collectives définies dans MPI ont la particularité d’étre appelées de la méme
maniére par les processus émetteurs et récepteurs. Ainsi, I’appel a la fonction Mpi_Bcast doit étre le
méme pour le processus qui diffuse l'information et pour ceux qui la regoivent. Le code suivant donne
un exemple de ceci.

Program Madiffusion

Include ’mpif.h’
Integer rang
Integer message
Integer ierr

Call Mpi_Init(ierr)
Call Mpi_Comm_Rank(Mpi_Comm_World,rang,ierr)
If(rang.Eq.0) Then
message = 1
Else
message
Endif

0
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FiGc. B.8 — Structure en arbre d’une diffusion. FiG. B.9 — Exemple d’une diffusion avec 8 pro-
Les fléches représentent les envois de message. cessus.
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Call Mpi_Bcast(message,1,Mpi_Integer,0,Mpi_Comm_World,ierr)
Print *,’Bonjour, ici le processus #’,rang,

& ’, message recu : ’,message

Call Mpi_Finalize(ierr)

End

Le résultat produit par 4 processus est le suivant :
Bonjour, ici le processus
Bonjour, ici le processus

Bonjour, ici le processus
Bonjour, ici le processus

, message recu :
, message recu :
, message recu :
, message recu :

H H H H
w N = O
R e e

Les communications collectives telles que Mpi_Bcast nous permettent d’entrevoir l'intérét que
représente les communicateurs. Si le programmeur désire diffuser un message & un ensemble de pro-
cessus, mais pas & tous les processus, il lui est possible de définir un communicateur, nommons le
Comm1, contenant les processus concernés par ce message. Il lui suffit ensuite d’utiliser la commande
Mpi_Bcast avec le communicateur Comml en argument.

Il existe quelques commandes permettant de définir de nouveaux communicateurs, telles que
Mpi_Comm_Split (se référer, par exemple, & [20] pour des précisions sur son utilisation).

2.5 Types composés et autres fonctions

Nous avons vu précédemment qu’il est nécessaire de préciser le type de données qui sont trans-
mises dans un message. Il existe des types définis par MPI, qui pour le Fortran sont Mpi_Character,
Mpi_Complex, Mpi_Double_Precision, Mpi_Integer, Mpi_Logical et Mpi_Real, auxquels nous pou-
vons également ajouter Mpi_Byte et Mpi_Packed, qui n’ont pas leur équivalent en Fortran.

Il est possible de définir de nouveaux types de données & partir de ces types de bases. Il est par exemple
trés aisé de définir un type colonne qui correspondrait & une colonne de la matrice A de notre exemple.
La commande Mpi_Type_Vector a pour fonction de nous aider a définir de telles types.

Le type Mpi_Packed évoqué précédemment permet & l'utilisateur d’empaqueter des données dans le
tampon d’envoi, puis d’envoyer I’ensemble de ces données en une seule fois. L’empaquetage se réalise
avec la commande Mpi_Pack et le dépaquetage avec la commande Mpi_Unpack. Ce type permet de
réunir dans un méme envoi différentes données, et donc de minimiser le nombre de messages échangés.
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p1 | Ai| Az| Az] Ay Ay

P2 Dispersion Ay

3 CA

P4 Ay

p1| A Ay| Ag| Az Ay
p2 | A2 Assemblage

ps | Az ]

Pa | Ay

p1| Al F F =F (A, Ay, A3, Ay)
pa | Az Réduction

ps | A3 ]

Pa | Ay

FiG. B.10 — Fonction des commandes de dispersion, d’assemblage et de réduction.

Parmi les autres fonctionnalités proposées par MPI, nous pouvons ajouter la possibilité de créer des
communicateurs suivant la topologie de la machine paralléle. Ceci peut se révéler utile si la machine
paralléle utilisée posséde une topologie particuliére (de type grille par exemple). Il existe de nom-
breuses fonctions permettant ensuite d’exploiter cette topologie du communicateur.

Enfin, il existe une fonction permettant de mesurer le temps d’exécution d’un processus, Mpi_Wtime.
Cette fonction est I’équivalent de la fonction time de Fortran77.



ANNEXE C

TABLEAUX

Les tableaux suivants regroupent ’ensemble des résultats numériques utilisés dans les analyses que
nous avons effectuées. Les parameétres et observables sont définis dans le chapitre 2, mis a part les

2

erreurs commises sur les ajustements Z% et X7, qui sont définies dans la section 3 de I'annexe A. Un
facteur multiplicateur a été appliqué aux valeurs de s* (x10?), de ¥2 (x10?), de X2, (x10%), de T

(x107) et de H (x10?).

e At AH Viin al as Rso vy
0.001  0.030 45.18 -1.0470 0.986 1.023 0.697 4.930
0.005 0.030 12.13 -1.0015 0.979 1.023 0.474 4.835
0.010 0.030 4.71  -0.9973 0.994 1.018 0.440 4.792
0.050 0.030 0.30 -0.9831 0.994 1.027 0.427 4.812
0.001 0.015 28.74 -0.9991 0.971 1.008 0.581 4.890
0.005 0.015 4.42 -0.9916 0.961 1.026 0.441 4.809
0.010 0.015 1.04 -0.9925 0.993 1.032 0.424 4.781
0.050 0.015 0.09 -0.9934 0.976 1.013 0.419 4.764
0.001  0.008 16.18 -1.0006 0.973 1.012 0.496 4.921
0.005 0.008 1.02 -1.0047 0.961 1.010 0.419 4.807
0.010 0.008 0.22 -1.0009 0.977 1.018 0.419 4.792
0.050 0.008 0.09 -1.0013 0.983 1.024 0.416 4.787
0.001  0.003 5.29 -1.0013 0.981 1.025 0.440 4.861
0.005 0.003 0.14 -1.0006 0.996 1.021 0.419 4.776
0.010 0.003 0.03 -1.0063 0.962 1.012 0.415 4.845
0.050 0.003 0.08 -0.9868 0.979 1.031 0.425 4.767

TAB. C.1 — Test de 'influence de la valeur du paramétre de lissage du potentiel € et du pas de temps

At.

99
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Modéle N ail a RIO/Rd R50/Rd vy 82
Hio 5571 1.053 0.972 1.032 5.523 4.491  -0.0489
Hig 10344 1.013  0.966 0.962 4.204 4.637  -0.0500
Hio 30998 1.018 0.978 0.879 2.674 4.586 -0.0576
Hio 50947 1.010  0.983 0.855 2.410 4.578 -0.0591
Hsg 7246 1.023  0.951 0.747 1.648 4.817  -0.0248
Hso 10344 1.014 0.979 0.729 1.566 4.763  -0.0250
Hso 15569 1.015 0.979 0.727 1.518 4.756  -0.0247
Hso 20497 1.021  0.987 0.720 1.469 4.792  -0.0244
Hso 30998 1.014 0.978 0.724 1.453 4.729  -0.0249
Hso 50947 1.003  0.980 0.717 1.426 4.742  -0.0245
Hso 73636 1.016 0.984 0.716 1.422 4.706  -0.0247
Hgo 5571 1.029 0.975 0.695 1.408 5.948 -0.0152
Hgo 10344 1.014 0.992 0.689 1.376 6.243 -0.0144
Hgo 30998 1.010 0.991 0.686 1.328 6.773  -0.0125
Hgo 50947 1.006  0.994 0.680 1.322 6.957 -0.0116
Hgo 73614 1.003  0.989 0.682 1.308 7.162  -0.0112

TAB. C.2 — Test de linfluence du nombre de particules pour les modéles Hig, Hsg et Hgg.

n  AH Vi ay as Rio  Rso Rgo Ry ¥ E% s2 2, T -H
88 0.0 -1.00 1.02 0.99 3.39 6.53 10.6 5.02 7.37 6.1 1.12 3.2 7.12 3.30
79 0.0 -0.99 1.00 1.00 3.11 6.01 9.8 459 6.86 4.3 1.37 3.1 6.82 3.60

60 0.0 -0.99 1.01 098 241 4.73 11.5 341 5.05 1.0 2.04 2.2 8.95 4.20
50 0.0 -1.01 1.01 098 2.04 4.09 15.1 2.81 4.73 1.8 2.49 1.7 9.44 4.50
40 0.1 -1.00 1.01 099 1.72 3.51 25.7 230 472 21 279 1.8 10.51  4.80
30 0.0 -1.00 1.02 099 136 2.88 2532 1.75 4.66 1.8 3.27 2.5 11.59  5.10
20 0.0 -1.00 1.01 099 095 222 874.1 1.17 4.68 14 4.03 5.2 14.81 5.39
15 0.0 -1.00 1.01 099 074 189 1143.0 0.88 466 1.4 4.73 6.3 18.07  5.53
10 1.4 -1.00 1.02 0.98 052 1.59 14480 0.60 4.59 1.2 576 11.1 23.89 5.66

TaB. C.3 — Conditions initiales de type homogéne : H,,

n ng AH Vfin ay az Rio Rso Rog Ry ¥ E% s2 222 T —H

10 03 0.1 -1.00 1.03 096 055 1.8 1241.0 0.58 4.61 1.2 521 10.7 21.36 5.82
67 20 0.8 -1.00 1.01 094 093 6.14 16.1 0.66 5.00 1.2 1.98 10.1 8.72 3.96
65 20 09 -1.00 1.02 096 093 5.63 135 063 527 1.8 2.00 114 9.38 4.29
61 20 0.6 -1.00 1.05 098 0.8 5.15 12.3 0.58 543 2.8 2.09 133 10.14 4.64
48 20 0.6 -1.00 1.03 099 0.81 4.24 11.8 059 5.15 26 261 13.0 11.58 5.31
39 20 0.5 -1.00 1.04 099 0.76 3.84 12.8 040 4.72 1.5 3.20 10.2 1240 5.65
29 20 1.2 -1.00 1.04 0.99 0.72 342 154 056 4.42 1.1 3.81 6.3 1295 5.97
14 20 0.3 -1.00 1.09 098 0.64 2.72 39.5 0.48 456 1.3 4.27 7.5 1423 6.50
10 20 1.4 -0.99 1.13 0.99 0.61 2.54 345.5 0.54 4.70 09 4.25 102 1521 6.66
07 20 0.3 -1.00 1.14 092 0.57 2.44 2246 045 474 1.1 441 112 16.39 6.76

TaB. C.4 — Conditions initiales de type grumeaux : Cy,*
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n ag  AH Vi a1 az Rip Rso Rogo Ry 2l 2 s* 2, T —H
50 0.5 0.0 -1.01 1.01 099 1.84 3.92 13.5 253 466 1.2 265 2.3 10.61 4.69
50 1 0.0 -1.00 1.01 0.99 1.6 3.77 121 2.01 4.77 06 2.78 3.4 11.06 5.00
10 1 0.1 -0.99 1.00 080 0.69 271 3822 070 461 0.8 4.05 8.1 14.56  6.32
8 1.5 0.1 -1.00 1.01 0.71 0.62 2.63 25.1 0.61 463 0.7 4.42 104 16.56 7.18
50 2 1.7 -0.99 1.02 0.99 053 3.20 92 034 530 65 335 236 1591 7.32
40 1.5 0.1 -1.00  1.00 0.99 0.97 3.31 11.0 1.03 4.71 0.8 3.44 6.0 13.27 5.99
9 2 1.6 -0.99 1.01 0.78 0.38 2.51 106 0.18 4.64 14 525 196 20.18 9.31
TAB. C.5 — Conditions initiales avec une densité en loi de puissance : Py
n k  AH Viin a1 a2 Rio  Rso Rgo Ry v 2 s? 22 T —H
7 I 5.0 -0.98 1.02 099 025 2.04 1721.0 0.37 426 1.0 5.16 575 30.89 5.62
15 111 0.6 -1.00 1.01 0.98 0.68 2.04 366.8 097 465 1.3 435 11.6 17.73 5.53
25 11 0.4 -1.01 1.01 098 1.18 2.51 2255 1.54 466 1.9 3.59 3.3 12.64 5.23
35 I 0.2 -1.01  1.01 0.99 1.55 3.18 39.8 2.09 4.66 2.2 297 2.7 10.88 4.95
51 111 0.2 -1.00 1.01 098 1.79 4.19 142 283 467 09 239 3.6 9.77 4.48
50 I 0.1 -1.00 1.02 098 1.93 4.09 151 2.87 4.60 1.3 245 3.2 9.90 4.50
50 11 0.1 -1.00 1.01 0.98 2.03 4.13 151 287 4.70 1.7 245 2.1 9.56 4.49
TaB. C.6 — Conditions initiales avec un spectre de masse : Mf]“
n o AH Vi ai a2 Rio  Rso Rgo Ry Y 2 s 22 T —-H
48 1 0.0 -1.00 1.00 1.00 1.72 3.98 14.6 223 466 05 264 2.6 969 4.50
49 2 00 -1.00 1.02 0.99 1.74 4.02 144 228 465 06 261 29 969 4.50
50 3 00 -1.00 1.00 1.00 1.90 4.08 14.1 256 472 08 252 23 959  4.50
12 4 04 -099 103 098 056 1.77 13120 064 456 1.1 533 101 1885 5.63
50 5 0.0 -1.00 1.01 0.99 1.98 4.1 148 272 471 14 250 1.8 9.89 450

TaB. C.7 — Conditions initiales avec une dispersion de vitesse gaussienne :
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Nom 1 yrot AH  Viin KK ini KK, fin a1 a2  Rio Rso Ry
Ry 10 01 077 -0.99 42010-T 287107 1.03 0.99 051 1.61 0.59
R)Z 10 02 096 -1.00 9.7510~* 9.3910~% 1.03 099 0.52 1.60 0.60
R{$ 10 03 0.72 -1.00 1.631072 2121073 1.02 0.98 051 1.62 0.58
Ry 10 05 048 -1.00 3.09107% 2151072 1.01 0.98 0.52 1.64 0.59

R}Y 10 5.0 132 -0.99 4.661072 0.0 1.16  0.95 050 2.81 0.50
R}y 10 100 3.83 -1.00 6.291072 1.881072 1.23 1.00 0.50 2.94 0.72
R 12 00 0.79 -1.00 0.0 1.821073 1.02 0.98 0.60 1.70 0.70

R} 12 03 079 -099 1791072 1.3610°% 1.03 0.99 0.61 1.74 0.71
Ry 12 05 079 -1.00 3401073 2091073 1.01 098 060 1.76 0.70
RiY 12 1.0 076 -1.00 8291073 5611073 1.05 0.97 078 1.73 0.96
R} 15 03 0.83 -1.00 200102 1.681073 1.02 0.98 0.74 1.93 0.88
RO 15 1.0 035 -0.99 9.27107® 5111073 1.02 097 072 2.06 0.84
R 15 15 032 -1.00 1581072 1.031072 1.09 1.00 0.70 223 0.79
R 20 03 028 -1.00 2301072 1841072 1.02 098 0.95 222 1.16
RSy 20 05 024 -1.00 4381072 3551072 1.01 0.99 095 224 1.16
RIY 20 1.0 029 -100 1071072 7911073 1.03 0.99 091 230 1.09
Ry 20 1.5 0.7 -1.00 1.821072 1.261072 1.03 0.97 0.88 240 1.05
R 20 20 022 -1.00 2641072 178102 1.07 0.96 0.85 2.56 0.99
R3Y 20 50 025 -1.00 6.661072 2821072 128 0.99 0.68 3.22 0.66
RIQ 20 100 1.61 -1.00 8991072 3511072 1.30 0.96 0.66 3.36 0.59
RS 30 15 026 -1.00 2251072 1.761072 1.03 0.97 1.23 290 1.54
R§00 30 20 022 -1.00 3261072 2241072 1.03 0.94 1.17 295 1.43
RyY 30 50 051 -1.00 8251072 4351072 131 0.98 0.89 3.56 0.92
Ry 30 100 0.80 -1.00 1.11107! 4721072 1.37 097 0.76 3.73 0.70
Rgoo 50 5.0 0.06 -1.00 1.07107! 6.411072 134 0.99 124 410 1.40
R 50 10.0 053 -1.00 146107! 6351072 1.34 093 0.98 432 0.98
R§§ 50 20.0 0.85 -1.00 1601072 6.611072 1.34 0.94 090 4.30 0.80

TAB. C.8 — Conditions initiales en rotation R,’,{m.
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ETUDE DU SYSTEME COUPLE BOLTZMANN SANS COLLISIONS—POISSON POUR LA GRAVITATION.
SIMULATIONS NUMERIQUES DE LA FORMATION DES SYSTEMES AUTO-GRAVITANTS.

Résumé : Nous étudions la formation et les propriétés des systémes auto-gravitants & Iaide de
simulations numériques & N corps d’effondrements gravitationnels.

Nous effectuons dans un premier temps une synthése des principaux résultats analytiques concernant
les équations de Boltzmann sans collisions et de Poisson, qui modélisent les systémes gravitationnels
non collisionnels ainsi que certaines solutions analytiques de ce systéme couplé d’équations.

Nous présentons ensuite les codes de calcul utilisés pour les simulations. Nous avons parallélisé certains
de ces codes, nous introduisons donc le calcul paralléle et la bibliothéque d’échange de message MPI.
Nous exposons enfin les résultats de nos simulations, et leurs analyses. Nous déduisons de ces analyses
divers résultats pouvant expliquer différentes caractéristiques des systémes auto-gravitants ainsi que
les conditions initiales nécessaires au déclenchement des instabilités d’Antonov et d’orbites radiales.

Mots clés : dynamique des systémes auto-gravitants, amas globulaires, galaxies elliptiques, équa-
tion de Boltzmann sans collisions, équation de Poisson, méthodes analytiques, simulations numériques
a N corps, calcul paralléle.

ANALYSIS OF THE GRAVITATIONAL COUPLED COLLISIONLESS BOLTZMANN—POISSON EQUATIONS
AND NUMERICAL SIMULATIONS OF THE FORMATION OF SELF-GRAVITATING SYSTEMS.

Abstract: We study the formation of self-gravitating systems and their properties by means of
N-body simulations of gravitational collapse.

First, we summarize the major analytical results concerning the collisionless Boltzmann equation and
the Poisson’s equation which describe the dynamics of collisionless gravitational systems. We present
a study of some analytical solutions of this coupled system of equations.

We then present the software used to perform the simulations. Some of this has been parallelized and
implemented with the aid of MPI. For this reason we give a brief overview of it.

Finally, we present the results of the numerical simulations. Analysis of these results allows us to
explain some features of self-gravitating systems and the initial conditions needed to trigger the
Antonov instability and the radial orbit instability.

Keywords: dynamics of self-gravitating systems, globular clusters, elliptical galaxies, collisionless
Boltzmann equation, Poisson’s equation, analytical methods, numerical N-body simulations, parallel
computing.
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