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RESUME

On étudie I'influence du désordre et de 'interaction sur les courants per-
manents dans des anneaux unidimensionnels d’électrons fortement corrélés
modélisés par I’hamiltonien de Hubbard-Anderson. L’outil numérique DMRG
est utilisé afin de calculer les énergies des états fondamentaux a N corps pour
des conditions de bord périodique et antipériodique, ce qui permet d’obtenir
la raideur de charge qui est une mesure du courant permanent.

Pour des désordres non nuls, on trouve une augmentation des courants
permanents quel que soit le remplissage pour des valeurs modérées de 1'in-
teraction pour un nombre pair d’électrons. Ce comportement est qualitative-
ment différent de celui obtenu pour des fermions sans spin, ce qui confirme
I’influence du spin dans la hausse des courants permanents.

L’étude de la longueur de localisation a demi-remplissage permet de
confirmer cet effet délocalisant et de l’extrapoler vers des systemes plus
grands.

Dans la limite des interactions fortes, la raideur de charge décroit lorsque
I'interaction augmente. On trouve deux lois de décroissance différentes avec
I'interaction si on est a demi-remplissage ou en dehors.

A demi-remplissage seulement, pour de fortes interactions, le désordre fait
augmenter le courant permanent. Ce phénomene inattendu est confirmé par
le comportement de la longueur de localisation et persiste pour des systémes
plus grands.

Dans un calcul analytique, le terme cinétique de ’hamiltonien est traité
en perturbation afin de calculer les corrections a I’énergie et la sensitivité de
phase.

On retrouve les lois de décroissance dans la limite des fortes interactions.

Un développement limité par rapport au désordre est effectué et permet
de trouver une dépendance de la sensitivité de phase avec le désordre. A
demi-remplissage, ceci confirme que le désordre fait augmenter les courants
permanents.



ABSTRACT

We study the combined effect of disorder and interaction on the persistent
current in one-dimensional rings with strongly correlated electrons within the
Hubbard-Anderson hamiltonian. The DMRG algorithm is used to compute
the many-body ground-state energies for periodic and antiperiodic boundary
conditions in order to obtain the stiffness which is a measure for the persistent
current.

For moderate values of the interaction, we find an increase of the stiffness
when the disorder is non zero whatever the filling is for an even number
of electrons. This is qualitatively different from the behaviour of spinless
fermions, confirming the spin effect in the increase of the persistent current.

A study of the localization length at half-filling confirms the existence of
this increase and allows to extrapolate towards bigger systems.

In the strong interaction limit, the stiffness decreases while the interaction
increases. Two different power laws are found characterizing this decrease at
and away from half-filling. Only at half-filling, the disorder increases the
persistent current at strong interaction. The effect is consistent with the
behavior of the localization length.

An analytical approach is developed in the strong interaction limit to
confirm the features found numerically.

The kinetic energy term is treated as a perturbation and leads to correc-
tions to the many-body ground-state energies and the phase sensitivity. An
expansion in the disorder strength permits to deduce the disorder dependance
of the phase sensitivity.

At half-filling, this confirms that persistent currents are enhanced by the
disorder.



Table des matieres

Liste des figures . . . . . . . . . . ... ... vi
Liste des tables . . . . . . . . . . . . . xiv
Introduction 1

1 Des systémes mésoscopiques et de leurs propriétés: quelques

généralités 6
1.1 Les différents régimes de transport . . . .. ... .. ... .. 7
1.1.1  Quelques longueurs caractéristiques . . . . . . . . . .. 7
1.1.2  Les divers régimes de transports . . . . . .. ... ... 9

1.2 Modelede Drude . . . .. ... ... ... .. ... ..... 11
1.2.1 Effet Shubnikov-De Haas . . . . . . .. ... ... ... 13
1.2.2  Effet Hall quantique ou les modes transverses . . . . . 14

1.3 Transport dans les systemes mésoscopiques . . . . . . . . . .. 16
1.3.1 Dela conductance . ... ... ... ... .. ..... 17
1.3.2 Généralisation a plusieurs contacts . . . ... ... .. 19

1.3.3 Fluctuations universelles de la conductance . . . . . . . 20

1.4 Phénomenes d’interférences . . . . . . . . . . ... ... ... 23
1.41 LaphasedeBerry . ... .. ... .. ......... 23

1.4.2 Phase de Berry et effet Aharonov-Bohm . . . .. . .. 24
1.4.3 Localisation faible. . . . . . . . . ... ... ... ... 28

1.5 Conclusion . . . . . . . . . e 31
2 Les courants permanents 32
2.1 Courant permanent: une définition théorique . . . . . . . . .. 32
2.1.1 Expression du courant permanent . . . . .. ... ... 37
2.1.2 LepoidsdeDrude . .. ... ... ........... 38
2.1.3 Ecriture du poids de Drude . . . ... ... ... ... 40

2.2 De I'aspect expérimental des courants permanents . . . . . . . 41

v



2.2.1 Fabrication des anneaux . . . . . . . . . . .. .. ... 42

2.2.2  Mesure des courants sur un grand nombre d’anneaux . 44
2.2.3 Mesure des courants dans un seul anneau . . . . . . . . 45
2.3 Modélisation du systeme . . . . .. ... ... ... L. 46
24 Conclusion . . . . . . . ... 48
Modeles de Hubbard et d’Anderson 49
3.1 Modele de Hubbard . . . . ... ... ... .. ......... 52
3.1.1 Quelques cas limites du modele de Hubbard . . . . . . 53
3.1.2 Les symétries de I’hamiltonien de Hubbard . . . . . . . 58
3.1.3 Le modele de Hubbard en une dimension . . . . . . .. 61
3.2 Modele d’Anderson . . . . ... ... L. 62
3.3 Lalocalisation d’Anderson . . . . . ... ... ... ...... 64
3.3.1 La théorie d’échelle . . . . . . . .. .. ... ... ... 65
3.3.2 La localisation en une dimension . . .. ... ... .. 66
3.3.3 La transition d’Anderson-Mott en une dimension . . . 67
3.4 Conclusion . . . . . . . .. ... e 68
La méthode numérique DMRG 69
4.1 Laméthode DMRG . . . .. ... .. ... .. ... ...... 70
4.1.1 Introduction a la méthode . . . . . . . ... ... ... 70
4.1.2 Principe de la méthode . . . . . . ... ... 72
4.1.3 Algorithme pour des systemes infinis . . . . ... . .. 74
4.1.4 Algorithme pour des systemes finis . . . .. ... ... 76
4.2 DMRG pour le modele de Hubbard-Anderson . . . ... ... 79
4.3 Vérification de quelques limites . . . . . . ... ... ... .. 86
4.3.1 Les électrons libres . . . . . ... ... ... ... ... 86
4.3.2 Systemes désordonnés a interaction nulle . . . . . . . . 89
4.3.3 Lecassansdésordre . ... ... ... .. ....... 90
4.3.4 La symétrie particule-trou . . . . ... ... ... ... 91
4.3.5 Comparaison de résultats entre diagonalisation exacte
et calcul par DMRG . . . .. ... .. ... ...... 92
4.4 Conclusion . . . . . . . . ..o 93
Une étude numérique des courants permanents : influence du
désordre et des interactions 94
5.1 Hors demi-remplissage . . . . . . ... ... ... 95

5.1.1 Comportement des échantillons . . . . ... ... ... 98



5.1.2 Comportement des moyennes . . . . . ... ... ... 99

5.2 Le cas du demi-remplissage . . . . .. .. ... ... ... .. 105
5.2.1 Comportement des échantillons . . . . ... ... ... 111
5.2.2 Comportement des moyennes . . . . .. .. ... ... 113

5.3 Comparaison . . . . . . . . . . .. 117

54 Conclusion . . . . . . . ... 127

6 Effet combiné des interactions et du désordre sur le compor-

tement de la longueur de localisation 128
6.1 Longueur de localisation a désordre nul . . . . . . . . ... .. 130
6.2 Longueur de localisation pour différents désordres . . . . . . . 134
6.3 Interprétation . . . . . . . . ... ... ... 139
6.4 Conclusion . . . . . .. . ... ... 141

7 Courant permanent dans la limite des interactions fortes 143
7.1 Cas d’un anneau de Hubbard-Anderson dans la limite des in-

teractions fortes . . . . . . . . ... 144
7.2 Demi-remplissage . . . . . . .. ... oo 147
7.2.1 Analogie avec le modele de Heisenberg : modele de Hub-
bard a demi-remplissage . . . . .. .. ... ... ... 147
7.2.2 Calcul de la sensitivité de phase a demi-remplissage
dans la limite des fortes interactions. . . . . . . . . .. 149
7.2.3 Etude des poids de 1’état fondamental . . . ... ... 157
7.3 Le hors demi-remplissage . . . . . . .. .. ... L. 159
7.3.1 Obtention des états de fondamentaux . . . . . .. . .. 161
7.3.2 Calcul de la sensitivité de phase . . . . . . . ... ... 164
74 Conclusion . . . . . . . . .. ... 168
Conclusion 170
A Deux électrons sur trois sites 172

Bibliographie 178



Table des figures

1.1

1.2

1.3

14

1.5

1.6

1.7

2.1

2.2

Longueurs caractéristiques et régimes de transport correspondants.

On se place dans le cas de transport cohérent, 4 basse température,
lorsque le désordre est faible. D’aprés [12, 11]. . . . . . . . . . .. 11
Schéma de I'expérience de Hall [15]. On applique un champ magnétique

B perpendiculairement au courant dans I’échantillon et une tension
apparaft dans la troisiéme direction. Cette tension peut ensuite étre

reliée aux propriétés du systéme. . . . . . . . . . . .. ... ... 14
Effet Hall quantique dans un échantillon de GaAs-GaAlAs a 30

mK [15]. La résistance de Hall pg, (ordonnées de droite) et la
composante diagonale de la résistivité p,, (ordonnées de gauche)

sont tracées en fonction du champ magnétique B (en abscisse). pgy
présente une valeur nulle 14 ou les plateaux de pyy apparaissent. . . 16
Schéma énergétique de la configuration considérée. u, et o sont les
potentiels chimiques des réservoirs de gauche et de droite respecti-
vement, pu4 et up sont ceux des conducteurs cohérents de chaque

cOté de la barriére respectivement [9]. . . . . . ... ... L. 17
Schéma d’un anneau unidimensionnel. On intégre le terme supplémentaire
dii 4 la phase de Berry le long de anneau. . . . . . . . .. ... 25
Interférences entre deux trajectoires électroniques dans I’anneau
(points A, B,C et D). . . . . . . . . . .. ... 27
Représentation de chemins allers-retours de r pouvant mener a

des corrections dans la conductance en raison d’interférences quan-
tiques. D’aprés [38]. . . . . . .. oL 29

Niveaux d’énergie de ’anneau unidimensionnel avec et sans désordre

[32]. Les traits pleins représentent les niveaux d’énergie sans désordre. 35
Anneau d’or de diamétre 1um, d’épaisseur 18nm et de largeur
90nm [38]. . . .. 41

vii



2.3

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

D’apres [9]. Allure de la bande de conduction et de valence a I'in-
terface entre AlGaAs et GaAs avant puis aprés que le transfert de
charge ait eu lieu. . . . . . . . . . ... ... 43

Schéma d’un anneau unidimensionnel traversé par un flux ¢ per-
pendiculaire & la surface de 'anneau. Les cercles vides symbolisent

les sites sur lesquels les électrons viendront se placer. . . . . . . . 51
Représentation schématique du remplissage des N/2 niveaux d’énergie

les plus bas du systeme avec N électrons sans interaction. D’aprés

Exemple d’arrangement de quatre électrons sur trois sites dans la
limite atomique. . . . . . . . .. ..o 55
Exemple de sauts entre deux sites pour des électrons de spin opposé
menant & des corrections de deuxiéme ordreent. . . . . . . . .. 57
Représentation schématique de la fonction § par la théorie d’échelle
en une, deux et trois dimensions [96]. . . . . . . ... ... ... 66

Représentation des éléments de base de la méthode DMRG. La
ligne en pointillé entourant le bloc et le site constitue le bloc élargi.
Un autre bloc élargi va venir se connecter au site afin de former
les superblocs [88]. . . . . . . ... oo 73
Le superbloc est la connection de deux blocs élargis. Les sites
représentés au milieu sont les sites rajoutés a chaque bloc respec-
tif pour former chaque bloc élargi [88]. Une fois ces blocs élargis
connectés entre eux, on obtient le superbloc. . . . . . . . . . . .. 74
Deux étapes dans lalgorithme DMRG des systémes infinis [88].
L’étape a montre la formation du superbloc, constitué de deux
blocs élargis de taille l + 1 (b). Les étapes ¢ et d correspondent &
Ia formation du superbloc constitué de deux blocs élargis de taille
L4+2. . 76
Deux étapes dans la méthode DMRG des systémes finis [88]. L’étape
a consiste a former un superbloc & partir d’un bloc élargi de taille
l+1 a gauche et un de taille L—1—2 comme I'indique I’étape b. Les
étapes c et d correspondent aux étapes qui permettent d’agrandir
le bloc de gauche. La taille du bloc de gauche est alors de [ + 2 et
celle de droiteest de L — 1 — 3. . . . . . . . . .. ... ... ... 78
Tous les états possibles d’un site. . . . . . . . . . .. ... ... 80



4.6

4.7

4.8

4.9

4.10

4.11

4.12

5.1

5.2

9.3

5.4

Un site et un demi-site qui contient un électron. Différentes possi-
bilités de placer un électron sur un site et demi. Les sites impairs
sont réservés aux spins up et les pairs aux spins down. . . . . . . 82
Un site et un demi-site qui contient deux électrons. Différentes pos-
sibilités de placer deux électrons sur un site et demi. On considére
a nouveau les sites pairs (spins down) et sites impairs (spins down). 83
Un site et un demi-site qui contient trois électrons. Seule une pos-
sibilité de placer trois électrons sur un site et demi existe. . . . . . 84
Comportement de la quantité § en fonction de la taille M du
systéme. § représente la différence entre le résultat donné par le

programme DMRG utilisé et la calcul analytique. . . . . . . . .. 88
Comportement delog D en fonction de 'interaction U pour différents
systemes & demi-remplissage et 4 désordre nul. . . . . . . . . . .. 90
Comportement delog D en fonction de I'interaction U pour différents
systemes hors demi-remplissage a désordre nul. . . . . . . . . .. 91

Comparaison du comportement de log D en fonction de 'interac-
tion U pour deux systemes: M = 10 et N = 8 et M = 10 et
N = 12. Ceux-ci présentent un comportement identique en raison
de la symétrie particule-trou. . . . . . . . . . .. ... 92

Comportement de la moyenne et d’un échantillon de log D en fonc-
tion de l'interaction U pour M =9 et N = 8 pour diverses valeurs
de désordres W = 0,2,5,9. Les lignes représentent un échantillon
individuel et les symboles les moyennes obtenues & partir d’une
centaine d’échantillons. L’erreur statistique est plus petite que la
taille des symboles. . . . . . . . .. ..o 96
Comportement de log D en fonction de I'interaction U pour M =
10 et N = 8 pour diverses valeurs de désordres W = 0,2,5,9.
Les lignes représentent un échantillon individuel et les symboles
les moyennes obtenues sur une centaine d’échantillons. Les erreurs
statistiques représentées par des barres d’erreur au sein des symboles. 97
Probabilité de distribution de log D pour U = 5 et W = 5 pour
le systéeme M = 10 et N = 8. La ligne en pointillé représente la
gaussienne fittée a partir des données numériques. . . . . . . . . . 100
Probabilité de distribution de log D pour U =1 et W = 2 pour
le systeme M = 9 et N = 8. La ligne en pointillé représente la
gaussienne fittée 4 partir des données numériques. . . . . . . . . . 101



9.5

2.6

5.7

2.8

2.9

5.10

5.11

5.12

5.13

5.14

5.15

Variance de log D avec l'interaction U pour M = 10 et N = 8 et
pour différents désordres W . Dans la limite des interactions fortes,
celle-ci réaugmente lorsque le désordre W augmente. . . . . . . .
Variance de log D avec l'interaction U pour M = 9 et N = 8 et
pour différents désordres W. Dans la limite des interactions fortes,
celle-ci réaugmente lorsque le désordre W augmente. . . . . . . .
Comportement de D pour de tres fortes interactions pour M =
9 et N = 8. La loi de décroissance de la raideur de charge dans
la limite des fortes interactions est en 1/U. . . . . . . .. . ..
Comportement de la moyenne D en fonction de U pour M = 10
et N=8 Laloiesten1/U. . . .. ... ... ... .......
Comportement de la moyenne et d’un échantillon de log D en fonc-
tion de l'interaction U pour M = N = 6 pour diverses valeurs de
désordres W = 0,2,5,9. Les lignes représentent un échantillon in-
dividuel et les symboles les moyennes. . . . . . . . . . . ... ..
Comportement de la moyenne et d’un échantillon de log D en fonc-
tion de l’interaction U pour M = N = 10 pour diverses valeurs
de désordres W = 0,2,5,9. Les lignes représentent un échantillon
individuel et les symboles les moyennes. . . . . . . . . . .. ...
Comportement de la moyenne et d’un échantillon quelconque de
log D en fonction de linteraction U pour M = N = 14 pour
diverses valeurs de désordres W = 0,2,5,9. Les moyennes sont
représentées par des symboles et ’échantillon par les lignes. . . . .
Comportement de log D pour un échantillon en fonction de
I'interaction U pour M = N = 20 pour des valeurs du désordre
W =0,2,5,9. Seul un échantillon a été représenté (lignes).
Données de log D en fonction de logU pour un échantillon M =
N = 20. On montre le comportement en 1/UM~! = 1/U' pour
un échantillon donné. . . . . . . . . ... ..o
Probabilité de distribution P de log D calculée sur 100 échantillons
pour M = N =14 aU =9 et W = 5. Les barres représentent
la distribution de log D obtenue numériquement, et la ligne en
pointillé la gaussienne fittée a partir des données numériques. . .
Variance de log D avec l'interaction U pour M = N =14 et M =
N = 10. Dans Ia limite des interactions fortes, la variance diminue
lorsque P'interaction augmente. . . . . . . . . . . . . . ... ...

111

. 114



5.16 Données de log D en fonction de logU pour un échantillon et

la moyenne pour M = N = 10. On montre le comportement

en 1/UM~1 = 1/U°. Les lignes montrent le comportement d’un

échantillon individuel et les symboles sont représentatifs des moyennes.118
5.17 Données de log D en fonction de log U pour la moyenne pour

M = N = 14. On montre le comportement en 1/UM~1 =

1/U'. Les symboles sont représentatifs des moyennes. . . . . . 119
5.18 Comportement de log D pour un échantillon composé de M =

9 sites et contenant N = 8 électrons pour des interactions

négatives U. . . . . . . . .o o 121
5.19 Comportement de la raideur de charge D en fonction de I'interac-

tion U pour un échantillon M = N = 10 pour différents désordres. 123
5.20 Comportement delog D en fonction de U pour M = 10 et différents

remplissages N = 4,6,8,10. La loi de décroissance dans la Ii-

mite des fortes interactions est en 1/U dans le cas du hors demi-

remplissage et en 1/UM~! pour le demi-remplissage. . . . . . . . . 124
5.21 Comportement de log D pour un échantillon individuel dans

le cas d’électrons (M = N = 10) et de log(2D) (M = 10 et

N =5) dans le cas de fermions sans spin pour des valeurs de

I'interaction [0, 10] et des valeurs de désordres W = 0, 2,5, 9.

Les symboles représentent les valeurs de log D avec spin et les

lignes celles des fermions sans spin. . . . . ... ... ... .. 125
5.22 Comportement de log D pour un échantillon individuel dans le

cas d’électrons (M = 10 et N = 8) et de log(2D) (M = 10 et

N = 4) dans le cas de fermions sans spin pour des valeurs de

I'interaction [0, 10] et des valeurs de désordres W = 0,2, 5, 9.

Les symboles représentent les valeurs de log D avec spin et les

lignes celles des fermions sans spin. . . . . ... ... ... .. 126

6.1 Comportement de la raideur de charge log D en fonction de Ia taille
du systétme M pourU =5etU =8. . . . . . .. ... ... ... 131
6.2 Longueur de localisation & a désordre nul W = 0 pour le cas d’un
nombre pair de sites (M = 6,10, 14). Les symboles représentent les
valeurs de ¢ obtenues a partir des données numériques de log D.
Les lignes joignent ces points. . . . . . . . . . . ... ... ... 132
6.3 Comportement de la longueur de localisation (A en fonction de
Pinteraction U/t, avec t = 1 pour des interactions modérées, 3 <
U < 8. A est la gap de charge de Lieb-Wu. . . . . . . . .. ... 132



6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

7.1

7.2

7.3

7.4

Comportement de I'inverse de la longueur de localisation ¢! en
fonction du logarithme de linteraction In(U/t), avec t = 1, pour
de fortes interactions lorsque U > 10 dans le cas d’'un nombre de
sites pair. Les symboles représentent les valeurs de £~ obtenues &
partir des données numériques de log D. La ligne en pointillé est
la solution analytique § =1 = —1.48 4+ In(U/t), donnée par I'Ansatz
de Bethe. . . . . . . . . ..
Droite obtenue lorsque 'on trace log D en fonction de la taille M a
W =2 et U = 1. Les symboles représentent les moyennes effectuées
sur une centaine d’échantillons. La ligne en pointillé montre la
droite fittée a partir de ces résultats. . . . . . . . . . . . .. ...
Droite obtenue lorsque 'on trace log D en fonction de la taille M a
W =9 et U = 5. Les symboles représentent les moyennes effectuées
sur une centaine d’échantillons. La ligne en pointillé montre la
droite fittée & partir de ces résultats. . . . . . . . . . . . .. ...
Droite obtenue lorsque I'on trace log D en fonction de la taille M
a U = 10 pour W = 2. Les symboles représentent les moyennes
obtenues a partir d’une centaine d’échantillons. Les lignes sont les
droites joignant les points entre eux. . . . . . . . . . . . ... ..
Droite obtenue lorsque I'on trace log D en fonction de la taille M
a U = 10 pour W = 9. Les symboles représentent les moyennes
obtenues a partir d’une centaine d’échantillons. Les lignes sont les
droites joignant les points entre eux. . . . . . . . . . . . ... ..
Longueur de localisation £ en fonction de I'interaction U obtenue
a partir d’'un nombre de sites pair. . . . . . . . . .. ... ...

exemple de séquences de sauts d’ordre n = M = 6 contribuant a
la sensitivité de phase et connectant un méme état 3 4 lui-méme
pour le cas particulier de spins alternés. . . . . . . . . . .. ...
exemple de séquences de sauts d’ordre n = M = 6 contribuant a
la sensitivité de phase et connectant une des deux configurations
de spins alternées 3 a lautre 8'. . . . . . . . . . ... ... ...
Dépendance de AFE en fonction du désordre d’un échantillon in-
dividuel M = N = 10. Les données données par les symboles
sont comparées aux résultats donnés par la théorie en perturba-
tion (lignes). . . . . . . .o
Comportement des poids des états de base dans I’état fondamental
en fonction de la taille M = N du systéme. . . . . . . . ... ..



7.5

7.6

Al

Comportement du logarithme des poids des états de base dans
Pétat fondamental en fonction de la taille M du systéme lorsque

Pon est & demi-remplissage M =N. . . . . . .. .. ... ....
Exemple d’un seul saut permettant de passer d’un état beta

quelconque & un autre 8. . . .. .. .. ... ..

Etats de base et amplitudes de transition dans le cas de deux
électrons de spins différents sur trois sites. . . . . . . . . . . . ..



Liste des tableaux

4.1
4.2
4.3
4.4

5.1

5.2

2.3

5.4
9.5
2.6
5.7
2.8
2.9
5.10
5.11
5.12

6.1

7.1

Données du programme a U = W = 0 au demi-remplissage. . . . . 87
Données du programme a U = W = 0 hors demi-remplissage. . . . 88
Données du programme a U = 0 hors demi-remplissage. . . . . . . 89
Données du programme a U = 0 au demi-remplissage. . . . . . . . 89

Facteurs d’augmentation de deux échantillons M = 9, N = 8 et

M=10et N=8pourW =2.. .. ... ... ... ...... 98
Facteurs d’augmentation de deux échantillons M = 9, N = 8 et

M=10et N=8pour W =5.. ... .. ... ... ....... 99
Facteurs d’augmentation de deux échantillons M = 9, N = 8 et

M=100et N=8pourW=9.. .. ... .. ... ...... 99
Facteur d’augmentation de moyennes a W =2. . . . . . . . . .. 104
Facteur d’augmentation de moyennes a W =5. . . . . . . . . .. 104
Facteur d’augmentation de moyennes a W =9. . . . . . .. . .. 105
Facteurs d’augmentation pour des échantillons a W =2. . . . . . 112
Facteurs d’augmentation pour des échantillons a W =5. . . . . . 112
Facteurs d’augmentation pour des échantillons aW =9. . . . .. 112
Facteurs d’augmentations des moyennes pour W =2. . . . . . .. 115
Facteurs d’augmentations des moyennes pour W =5. . . . . . .. 115
Facteurs d’augmentations des moyennes pour W =9. . . . . . .. 117
Facteurs d’augmentation de la longueur de localisation. . . . . . . 139

Exemple de répartition des électrons 1 ou | (fonctions iy) corres-
pondant & un état de base de I’hamiltonien de Hubbard (voir texte).145

xiv



Introduction

Ce travail de these s’inscrit dans le cadre de la physique de la matiere
condensée, plus spécifiquement dans le domaine de la physique mésoscopique.
Il s’agit d’'une physique se situant a la frontiere de la physique classique
et de la physique microscopique puisque les systemes étudiés contiennent
beaucoup d’atomes mais conservent des propriétés de cohérence de phase.
En effet, ces systémes ont la particularité d’étre d’'une dimension L inférieure
a la longueur de cohérence de phase ls au-dela de laquelle la phase de la
fonction d’onde de I’électron est détruite. Ainsi, I’électron, lorsqu’il se déplace
dans ces systémes, conserve sa cohérence de phase, propriété de la mécanique
quantique. Cette propriété aura besoin d’étre comprise puisque les dimensions
des circuits va en diminuant et que ce phénomene de cohérence de phase sera
rencontré en électronique. Le domaine de la physique mésoscopique est donc
tres porteur et permettra de nombreuses avancées sur le plan tant théorique
qu’expérimental.

Dans ce travail, on s’est intéressé a des anneaux mésoscopiques qui présentent
la particularité d’étre parcourus par un courant, nommé courant permanent,
lorsqu’ils sont soumis a un champ magnétique. Ceux-ci avaient été prédits par
Biittiker et al. [1] et furent mesurés par la suite sur des anneaux isolés [2] ainsi
que sur des ensembles d’anneaux [3]. De nombreux travaux ont été effectués
afin d’expliquer ce phénomeéne, sans parvenir a une description satisfaisante.
En effet, les travaux analytiques ne permettaient pas d’expliquer 'ordre de
grandeur du courant mesuré, qui est beaucoup plus grand que les prédictions
théoriques pour des électrons sans interaction dans des anneaux désordonnés
et il fut proposé d’inclure les interactions dans la description du courant.
Malgré de nombreuses tentatives, les travaux théoriques ne permettent tou-
jours pas de rendre compte quantitativement de ces courants. De plus, ne
considérer que les interactions ne mene pas a une compréhension des valeurs
expérimentales; bien au contraire, I’ajout des interactions ne mene qu’a une



diminution des courants permanents dans des anneaux propres tout comme la
considération du désordre seul. De nombreuses études ont permis de constater
que seule la considération de désordre et d’interaction permettront de décrire
une augmentation des courants permanents due aux interactions. Depuis, ces
études ont permis de montrer que ces deux parametres sont essentiels dans
la compréhension du phénomene de courants permanents [4, 5].

Ce travail se propose d’inclure un facteur négligé dans beaucoup de des-
criptions numériques, le spin. Pour ce faire, nous utilisons un modele unidi-
mensionnel sur réseau, olt 'anneau est représenté par une chaine de sites, et
décrivons celui-ci a I'aide de I’hamiltonien d’Hubbard-Anderson. Cet anneau
est soumis a un champ magnétique perpendiculaire au plan de ’anneau et
donc a l'influence d’un flux ¢ caractérisé par des conditions de bord entre le
dernier et le premier site de ’anneau. Ainsi, on calcule deux énergies, une a
flux nul, I’énergie périodique E(0), et 'autre E(x) telle que ® = 2(27;—0"’ =7 (ou
¢o = h/e est le quantum de flux), dite énergie antipériodique. Le probléme
le plus important est de considérer a la fois le désordre et les interactions sur
un meéme plan mais ceci est délicat car dans ce cas, le probleme n’est pas
intégrable analytiquement et nécessite de recourir a I'instrument numérique.
C’est le choix opéré dans cette these. Le programme utilisé est basé sur la
méthode DMRG (Density Matrix Renormalization Group) et permet de trai-
ter des systémes tels que les anneaux ou les chaines.

Apres avoir testé et ajusté le programme, la sensitivité de phase AE =
E(0) — E(m) pouvait alors étre calculée & partir des énergies des états fon-
damentaux a multi-particules lorsque le systéme est traversé par un flux nul
ou un flux tel que ® = 7.

La raideur de charge D = %AE , ol M est le nombre de sites de ’anneau,
peut donc étre évaluée afin de permettre de connaitre le comportement des
courants permanents a température nulle et peut également étre reliée a la
conductivité a fréquence nulle [6].

Plan du mémoire:

Le premier chapitre présente une breve revue de certains phénomenes
illustrant la physique mésoscopique. On rappelera entre autre, les divers
régimes de transport au sein de la physique mésoscopique et on abordera le
transport dans les systemes mésoscopiques ainsi que les différents phénomenes
d’interférences tels la localisation faible ou I’effet Aharonov-Bohm.

Le second chapitre est consacré aux courants permanents. On abordera le
plan théorique tout comme 'aspect expérimental. On introduira également



le probleme de la description de ces courants permanents et comment celle-ci
a été abordée dans ce travail.

Le troisieme chapitre sera dévolu a une introduction sur les modeles
de Hubbard et d’Anderson, ainsi qu’un rappel sur la théorie de la locali-
sation. Ceci permet de conclure que ni les interactions ni le désordre ne
peuvent prétendre a délocaliser les systemes unidimensionnels étudiés: seule
une compétition entre ces deux effets physiques pourra ainsi mener éventuellement
a une délocalisation. Cela permet de justifier le choix de ’hamiltonien de
Hubbard-Anderson afin de décrire les anneaux mésoscopiques prenant en
compte les interactions électroniques et les défauts dus aux impuretés.

Le quatrieme chapitre abordera I’outil numérique utilisé. On y explique
comment on a choisi 'algorithme DMRG et comment le programme a dii
inclure un nouveau parametre qu’est le spin. Des vérifications dans le but de
valider le programme et de montrer que celui-ci permet d’obtenir les limites
connues sont faites et permettent de prétendre a son bon fonctionnement.

Le cinquieme chapitre concerne I’étude numérique de la raideur de charge,
donc des courants permanents, lorsque, pour divers désordres, on rajoute les
interactions. A désordre nul (sans désordre), le courant permanent décroit
lorsque ’on augmente les interactions. En revanche, on constate une aug-
mentation de la raideur de charge et du courant permanent, comparée aux
valeurs de la limite d’Anderson a interaction nulle, des que I'on introduit un
tres faible désordre pour des valeurs modérées de 'interaction (tandis que
pour des fermions sans spin, une augmentation du courant permanent est
obtenue pour de fprts désordres [7]). Cette augmentation de la raideur de
charge par rapport a sa valeur sans interaction pour une force d’interaction
modérée constitue le premier phénomene remarquable de notre travail et ce
comportement, existe quel que soit le nombre de sites et le remplissage. Ce-
pendant, le facteur d’augmentation dépend du désordre de telle sorte que le
courant permanent peut se trouver augmenté de plusieurs fois sa valeur sans
interaction. Ce fait pourrait étre le précurseur de la tres forte augmentation
du courant permanent trouvée lors des expériences.

Le second point fort de cette étude numérique réside dans la limite des
fortes interactions. On peut scinder I’étude en deux parties: les systémes a
demi-remplissage et ceux hors demi-remplissage.

Considérons tout d’abord les systémes a demi-remplissage. Dans la limite
de tres fortes interactions, on trouve un courant permanent qui diminue en
1/UM=1 ot U est la force de 'interaction et M le nombre de sites, et cor-
respond a la limite connue de l’isolant de Mott. On constate également que,



contrairement a la limite d’Anderson en absence d’interactions, le désordre
augmente le courant permanent dans la limite de fortes interac-
tions. Ce fait, constaté numériquement, sera également démontré analyti-
quement dans le dernier chapitre. Ces phénomenes sont obtenus quelle que
soit la taille de I’anneau.

Par la suite, des systéemes hors demi-remplissage furent étudiés. La différence
réside tout d’abord dans le fait que les courbes de la raideur de charge tracées
en fonction de I'interaction pour différents désordres ne se croisent pas. Hors
demi-remplissage, le désordre ne fait plus augmenter le courant permanent
dans la limite d’interaction forte. De surcroit, dans cette limite, la raideur de
charge D décroit en 1 /U et ne sature pas, contrairement aux fermions sans
spin [5].

Dans le sixieme chapitre, nous étudions de la localisation des électrons
dans ces anneaux. Ce travail a été effectué afin de confirmer cette croissance
tres importante trouvée, en moyenne comme pour chaque échantillon, de la
raideur de charge D en fonction de U. La longueur de localisation a été cal-
culée pour un nombre de sites pairs et impairs afin de montrer qu’un effet
de délocalisation fort a lieu, qui pourrait étre précurseur de la transition
métal-isolant trouvée en deux dimensions. Il résulte de cette étude que 'aug-
mentation dépend du désordre et qu’elle est obtenue pour tout désordre fini.
A désordre nul, on vérifie que la longueur de localisation décroit, confirmant
la localisation opérée lorsque I'interaction augmente. On confirme par ce biais
que le phénomene de délocalisation se produit bien et de maniere tres forte
lorsque désordre et interaction sont en compétition.

Le septieéme et dernier chapitre étudie le comportement de la sensitivité
de phase dans la limite des tres fortes interactions. On décompose 1’étude en
deux parties: systemes a demi-remplissage et hors demi-remplissage.

A demi-remplissage, dans la limite de fortes interactions, les degrés de
liberté orbitaux des électrons sont bloqués et la partie en spin de I'hamilto-
nien de Hubbard peut étre réécrite comme ’hamiltonien de Heisenberg de
spin 1/2. Son état fondamental est déterminé grace a la régle de Marshall [8]
si le nombre de sites est pair. Le calcul perturbatif de la sensitivité de phase
|E(m) — E(0)| a partir de cet état fondamental a permis de conclure que,
en raison de la symétrie particule-trou, les termes de puissance impaire du
développement en désordre de cette quantité s’annulent et que le désordre
augmente le courant permanent proportionnellement & (W/U)?, ou W est
la force du désordre, dans cette limite de grande interaction, appelée limite
de Mott-Hubbard. Ce développement a été effectué pour un nombre de sites



pairs, et ainsi, un nombre pair d’électrons, tandis que 1’outil numérique per-
met d’étendre ce résultat a des systéemes possédant un nombre impair de sites
(et d’électrons).

Hors demi-remplissage, un autre comportement est obtenu et cela peut
étre expliqué en écrivant I'état fondamental comme une superposition des
états.



Chapitre 1

Des systemes mésoscopiques et
de leurs propriétés: quelques

généralités

Ce chapitre introductif va me permettre de donner une introduction a la
physique mésoscopique. Le préfixe "mesos” provient du grec et signifie ” mi-
lieu”; la physique mésoscopique serait donc la physique du milieu, on pour-
rait dire la physique d’entre le microscopique et le macroscopique. En effet,
cette physique décrit des systemes contenant de nombreux atomes, ainsi, il
est possible de définir des notions telles le niveau de Fermi que 1’on trouve
dans les solides. Cependant, puisque la taille des systemes considérés reste
néanmoins petite et que ’on se place a température basse, on peut parler de
niveaux d’énergie et de cohérence de phase, notions relatives a la physique
microscopique. Dans ce régime de parametres, les systéemes auraient donc la
particularité de présenter simultanément des propriétés de la physique mi-
croscopique et macroscopique, notamment la cohérence de phase, propriété
fondamentale de la mécanique quantique. L’interaction entre les ondes des
particules passant par des chemins différents vont mener & des phénomenes
d’interférence, caractéristiques de la physique mésoscopique. Depuis de nom-
breuses années, ce domaine qu’est la physique quantique, peut étre atteint
expérimentalement et fait ’objet d’une intense recherche: l'intérét réside
dans ses implications tant théoriques qu’expérimentales. Du point de vue



1.1. LES DIFFERENTS REGIMES DE TRANSPORT

théorique, la physique mésoscopique pourrait aider a la compréhension de
nombreux problémes toujours pas résolus tels la décohérence. De plus, sur
le plan expérimental et industriel, la tendance actuelle est a la miniaturisa-
tion des circuits électroniques et cela menera inévitablement a rencontrer des
problemes dus a la cohérence de phase. C’est pourquoi une étude approfondie
de cette physique se révele tres utile. Ce chapitre va permettre de brievement
présenter les aspects les plus étonnants de la physique mésoscopique, notam-
ment ceux existant en raison des interférences quantiques. On mentionne ici
quelques livres introduisant a la physique mésoscopique [9, 10, 11].

1.1 Les différents régimes de transport

L’étude du transport électronique dans le régime mésoscopique met en
évidence les longueurs caractéristiques pertinentes qui seront présentées par
la suite. Ici, les longueurs pertinentes sont la longueur d’onde de Fermi g,
le libre parcours moyen [., la longueur de phase [y ainsi que la longueur de
localisation £. Considérer ces différentes quantités va permettre de distinguer
et définir les divers régimes de transport.

1.1.1 Quelques longueurs caractéristiques

Définissons maintenant quelques longueurs caractéristiques relatives aux
dimensions des systemes physiques étudiés [10, 12].

Longueur d’onde de Fermi \p

Considérons un modele d’électrons dans un métal dans lequel les inter-
actions électron-électron sont décrites par une masse effec;ci\ge. L’équation de
Schrédinger correspondant a ’hamiltonien H = — ) i RQZ”' G=1---,N
particules) peut étre séparé en N équations de Schrodinger indépendantes de

la facon suivante:

n_,
— — VU =¢eV. 1.1
5 (1.1)
Cette équation a une particule a pour solution des ondes planes exp (ik - r)
indexées par le vecteur d’onde k. Les énergies permises valent ¢, = A%k?/2m.
On consideére qu’a température nulle, les électrons occupent les états qui ont
des énergie inférieures ou égales a I’énergie de Fermi ex. Seuls les électrons

7
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proches du niveau de Fermi er vont participer a la conduction. Ces électrons
vont étre reliés a la longueur d’onde de Fermi A = 27/kp. Cette longueur
est tres petite, de 'ordre de quelques dizaines d’Angstroms dans les métaux
et peut étre plus grande dans les semiconducteurs.

Libre parcours moyen électronique /. et collisions élastiques

Lorsqu’un électron se déplace dans le systéme (cristal), il subit des col-
lisions sur les impuretés du réseau. Ces diffusions sont élastiques dans la
mesure ol ’énergie des électrons n’est pas changée et reste bien définie. Tou-
tefois, ces dernieres introduisent un changement de phase dans la fonction
d’onde et changent le vecteur d’onde, mais ces déphasages introduits sont
spécifiques a un échantillon donné ou une configuration du désordre fixée.
Ces collisions élastiques sont cohérentes en ce qui concerne la phase des fonc-
tions d’onde. On appelle libre parcours moyen [, la distance moyenne apres
laquelle le vecteur d’onde d’un électron a I’énergie de Fermi est a une dis-
tribution aléatoire. Les électrons participant a la conduction se déplacent a
la vitesse de Fermi vp et on a: [, = vpT,, oU 7, le temps de relaxation de la
quantité de mouvement due aux collisions élastiques.

Longueur de cohérence de phase [; et collisions inélastiques

D’autres collisions, différentes de celles présentées ci-dessus, conduisent a
la destruction de la phase de la fonction d’onde électronique. Les déphasages
introduits lors de ces collisions inélastiques sont incontrolables et imprévisibles
car ceux-ci sont dus a l'agitation thermique (collisions avec des phonons) et
aux collisions électron-électron. Ces processus sont a l'origine de la perte de
cohérence de phase. Ces collisions changent ’énergie de la particule et sont
appelées collisions ”inélastiques”. On définit alors la longueur de cohérence de
phase [, comme étant la longueur sur laquelle I’électron garde la mémoire de
sa phase. Soit 7,4 la durée lors de laquelle la cohérence de phase est considérée
comme conservée. Pour des systemes quasi-unidimensionnels, cette durée va-
rie comme 7, < 777 en fonction de la température avec p ~ % [10, 12].

En réalité, 7, n’est pas strictement égal a la durée de vie des états propres
du systeme considéré 7, car un autre processus vient se greffer a ceux déja
décrits, celui de la diffusion avec retournement de spin qui ne dépend pas
de la température et qui entraine Ty =11+ Ts;}n. Lorsque 74 < 7, C'est-
a-dire quand les électrons se déplacent en ligne droite entre deux collisions
inélastiques, on écrit l, = vp7y. Quand 74, > 7., les électrons subissent
plusieurs collisions avant de perdre la mémoire de leur phase et le trajet
moyen n’est donc pas une ligne droite; il faut alors moyenner la distance
parcourue en considérant la distribution angulaire aléatoire prise apres les
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collisions et le nombre de trajectoires (74/7.) de longueur vp7, entre ces
collisions [9]. On obtient alors: I, = /D7, ol on a défini D comme le

coefficient de diffusion. Avec D = ”Fdl" et d la dimension du systéme, on

obtient I, = \/(v&77y)/d.

Ainsi, on va pouvoir définir le régime mésoscopique. On se place dans le
cas ol I’électron garde la mémoire de sa phase, donc, on doit s’affranchir des
collisions inélastiques. Pour cela, L étant la taille du systeme considéré, il
faudra se placer a des températures suffisamment basses afin que L < [, : les
expériences sont donc souvent réalisées a tres basse température, de 1’ordre
de 100 mK, et pour des systémes ayant des tailles de I’ordre du micron. C’est
ainsi que I'on définit le régime mésoscopique.

Longueur de localisation ¢

On appelle désordre toutes les formes possibles d’impuretés présentes dans
le systeme. La force du désordre est caractérisée en comparant la longueur
d’onde de Fermi au libre parcours moyen. Le désordre est faible et alors
Ar <K g, si les collisions successives entre électrons et impuretés sont séparées
dans D’échelle A\p. Entre deux collisions, les fonctions d’onde électronique
peuvent étre assimilées a des ondes planes. La notion de trajectoire a un
sens et une approche semi-classique peut étre envisagée. Si le désordre est
plus fort, de telle sorte Ar > [., la notion de trajectoire perd tout son sens
et le régime est alors purement quantique. En présence de désordre, les in-
terférences quantiques peuvent mener a la localisation des fonctions d’onde
dont les enveloppes décroissent exponentiellement avec la distance. Cette
décroissance est caractérisée par une nouvelle longueur &, la longueur de
localisation. Le systéme est alors appelé isolant d’Anderson si L > €.

1.1.2 Les divers régimes de transports

La comparaison des quantités ci-dessus va permettre de distinguer divers
régimes de transport. Considérons un systeéme de longueur L. Comparer cette
longueur L avec les différentes longueurs caractéristiques mentionnées au
paragraphe ci-dessus va donner lieu a une classification des différents types
de transport. La force du désordre est donnée en comparant les deux régimes
suivants :

— régime diffusif classique:
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c’est le cas ou L > [, et les collisions sont essentiellement inélastiques et
détruisent toute cohérence possible, ainsi, le transport est indépendant
de la forme du systeme. La statistique régit donc les propriétés de tels
systémes qui sont décrites par le modele de Drude [13]. Dans la suite,
on ne considere que des systemes mésoscopiques lorsque L < [4.

régime localisé: On se trouve dans le cas o Ap S lo et [y > L > €.
Le systeme est un isolant et les fonctions d’onde sont localisées dans
des régions finies de I'espace. Le désordre peut étre a ’origine de cette
localisation et est responsable d’une transition métal-isolant. Pour des
températures tres basses, le transport ne se produit que par des sauts
des électrons entre les états localisés.

régime diffusif mésoscopique :

on se place toujours dans le cas de faible désordre (Ap < [.), mais cette
fois, on a L > [, et I’électron subit donc un grand nombre de collisions
lors de la traversée de 1’échantillon. Sa trajectoire est influencée par ses
nombreux chocs élastiques et peut étre assimilée a une marche aléatoire
diffusive classique. Le temps de diffusion de la particule s’introduit alors
de fagon évidente et s’écrit classiquement : 7p % avec D la constante
de diffusion. Rappelons que 74 > 7p puisque 1’on s’est placé dans le
cadre du régime mésoscopique.

régime balistique:

lorsque L < [, < 4, soit quand les dimensions du systeme sont inférieures
au libre parcours moyen, le transport est dit balistique. Les électrons
se déplacent librement sans rencontrer aucune collision d’aucune sorte,
ni élastique ni inélastique, sauf sur les bords de 1’échantillon. Ce cas
correspond au régime de faible désordre, c’est-a-dire lorsque A\p < [.
Les trajectoires des électrons sont une succession de réflexions sur les
bords de I’échantillon; ainsi la forme de I’échantillon a une influence
importante sur les propriétés de transport du systeme.
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1.2. MODELE DE DRUDE

- — > <
mesoscopique classique
?
L
AF I, & lo
e — i — ——
balistique diffusif localise

F1G. 1.1: Longueurs caractéristiques et régimes de transport correspondants. On
se place dans le cas de transport cohérent, a basse température, lorsque le désordre

est faible. D’aprés [12, 11].

1.2 Modele de Drude

La mesure de la conductivité dans un champ magnétique peu intense, est
un des outils de base requis dans la caractérisation des films semiconducteurs
puisqu’elle permet de déterminer la densité de charge n, ainsi que la mobilité
4 de maniere individuelle, contrairement a la conductivité en champ nul qui
ne donne que le produit des deux.

Dans le cas d’un champ magnétique nul, on a a faire au cas du régime dif-
fusif classique et les électrons de conduction se meuvent de maniere désordonnée
et subissent de nombreuses collisions avec les impuretés ou les défauts du
réseau.

L’application d’un champ électrique E soumet les électrons a une force
F = —cE et induit une vitesse de dérive des électrons v.

On obtient alors une égalité entre le taux de perte de leur moment en
raison de la diffusion et le gain provenant du champ électrique:

d d
_ o _ % (1.2)
dt dif fusion dt électrique
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1.2. MODELE DE DRUDE

soit,
mvy
= —eE (1.3)
7—8
Les électrons acquierent alors une vitesse de dérive, vy = —eE7,/m, m étant

la masse effective des électrons et 7, le temps de relaxation ou temps moyen
entre deux collisions [13]. On définit ensuite la mobilité électronique p, par
vy = — i E cest-a-dire:

ETe

He = E (14)

La densité du courant correspondant s’écrit :
ja= —engvy = engu E. (1.5)

et I’on définit alors la conductivité électrique du modele de Drude
o = engpi, = eZ”TsTE

Si ’on rajoute un champ magnétique faible B, les électrons sont soumis
a la force de Lorentz F = —ev,; x B qui modifie leur mouvement et par la
meéme, leur conductivité électrique.

Elle induit une déflexion des électrons vers le coté de 1’échantillon. Par
conséquent, il y a une accumulation de charges et une tension latérale qui
apparait. Ce phénomeéne est appelé effet Hall.

La conductivité électrique devient une grandeur tensorielle de dimension
deux et vaut [9]:

o= 0 ( L _°‘f%> (1.6)

- 1 + (wcTe)2 wcTe

oll o0 est la conductivité de Drude sans champ magnétique et w, = eB/m la
fréquence cyclotron. Le tenseur de résistivité s’obtient en inversant le tenseur

de conductivité:
— 1 1 W,T,
cl'e
= 1.7
i < o, 1 ) (1.7)

et on a: pgy = 0y, |puyl = |pyzl = (uB)/oy = B/le|ns. Ainsi, ce simple
modele de Drude permet la prédiction de la constance de la résistance longi-
tudinale ainsi que de la croissance linéaire de la résistance de Hall en fonction
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1.2. MODELE DE DRUDE

du champ magnétique. En réalité, ces lois ne sont valables qu’a champ faible
et sous champ fort, on constate un désaccord prononcé, notamment que la
résistivité longitudinale p,, présente des oscillations que I’on surnomme os-
cillations de Shubnikov-De Haas. Bien que ce type d’oscillations ne soient pas
uniques aux conducteurs bidimensionnels et aient déja été observées dans des
métaux, cet effet se révele étre plus fort dans les semiconducteurs [9].

1.2.1 Effet Shubnikov-De Haas

Considérons 'expression de 7,; celle-ci est inversement proportionnelle
A la densité d’états au niveau de Fermi 7, oc n(Er) [9]; par conséquent,
la résistivité longitudinale p,, est proportionnelle & n(Er). La mesure de
la résistance longitudinale R,;, = pz;L;/L,, grandeur macroscopiquement
observable, permet de connaitre la variation de la densité d’états; pour un
systeme en deux dimensions, celle-ci est caractérisée par un ensemble de pics
de Dirac a champ magnétique fort:

n(E) = % Y 6(E - E,) (1.8)

avec E, = (n + %)hwc A basse température, les niveaux de Landau F,, sont
remplis jusqu’au niveau de Fermi et en faisant varier le champ B, l’espa-
cement entre les niveaux de Landau hw., nommé également gap cyclotron,
augmente proportionnellement & B = |B|. De ce fait, les niveaux de Landau
E,, se décalent vers les hautes énergies lorsque le champ appliqué s’amplifie
sachant que le nombre d’états dans chaque niveau de Landau est égal & 2e B/h
et que la densité électronique nyp moyenne est constante. La résistivité p,,
parcourt un cycle d’oscillations pendant que 1’énergie de Fermi se déplace du
centre d’un niveau de Landau a un autre niveau. Ainsi, le potentiel chimique
1 se déplace entre les deux niveaux de Landau afin de maintenir la densité

Na2p = f0+oo n(E)f(E)dE

_ too 1
toujours constante. f(F) est la fonction de Fermi.

La résistance R,, assujettie a ces variations de la densités d’états au
niveau de Fermi oscille avec le champ magnétique. Elle passe ainsi d’un
maximum pour les valeurs ou le niveau de Fermi coincide avec un niveau
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1.2. MODELE DE DRUDE

de Landau & un minimum lorsque Fr est entre deux niveaux E, [14]. Ces
oscillations sont appelées oscillations Shubnikov-De Haas et sont périodiques
en 1/B.

1.2.2 Effet Hall quantique ou les modes transverses

F1G. 1.2: Schéma de I'expérience de Hall [15]. On applique un champ magnétique
B perpendiculairement au courant dans I’échantillon et une tension apparaft dans
la troisiéme direction. Cette tension peut ensuite étre reliée aux propriétés du

systéme.

L’effet Hall classique dans un gaz bidimensionnel d’électrons se traduit
par une variation linéaire de la résistance transverse en fonction du champ
donnée par les relations R,, = B/nope (Ryy = pay). Cependant, sous des
champs plus forts, une quantification de py, apparait et ce phénomene fut
mesuré expérimentalement par von Klitzing et al [16]. Cette découverte met
en évidence des plateaux dans les courbes R, (B) a des valeurs extrémement
précises et quantifiées valant :

h

ve?

Ry = (1.10)
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1.2. MODELE DE DRUDE

ol v est entier non nul, égal au facteur de remplissage des niveaux de Landau
en prenant en compte le spin des électrons. C’est ’effet Hall quantique
entier. Sa valeur est donnée en calculant le rapport de la densité de porteurs
divisée par la dégénérescence des niveaux de Landau:

N2p

YT B/

avec v=1,2,---. (1.11)

Un exemple de résultat expérimental est montré en figure 1.3. Une approche
théorique basée sur la théorie de Kubo [17, 18, 19] qui donne l’expression
du courant dans I'approximation de la réponse linéaire a ’application d’un
champ externe permet d’interpréter l’effet Hall quantique entier. Tenant
compte des imperfections du systéme, la densité d’états n’est pas nulle en
dehors des niveaux de Landau. Pourtant, les états qui se trouvent a cette
énergie sont localisés et ne contribuent pas a la conductivité de 1’échantillon.

Tant que I’énergie de Fermi coincide avec les états localisés, c’est-a-dire
que celle-ci est donc située entre les niveaux n et n + 1, la résistivité de
Hall p,, est constante et égale & h/ne?. Ainsi, les plateaux correspondant
a un facteur de remplissage impair sont dus a la levée de dégénérescence
de spin d’un niveau d’énergie lorsque le niveau de Fermi se situe dans le
gap de Zeeman gupB, a contrario des plateaux correspondant a un facteur
de remplissage pair alors que le niveau de Fermi se trouve positionné dans
le gap cyclotron fw.. La seule anicroche de ce modele se situe dans le fait
de considérer que tous les électrons conduisent le courant de Hall, qu’ils se
situent dans les états localisés comme dans les états étendus. Ce paradoxe fut
résolu par Prange qui argua que la perte du courant de Hall est exactement
compensée par un accroissement du courant de Hall porté par les électrons
restant dans les états étendus [20].

Depuis fut découvert 'effet Hall quantique fractionnaire en 1982. Lorsque
I’on augmente le champ magnétique et que ’on descend a des températures
plus basses, on observe des plateaux supplémentaires dans la résistance de
Hall pour des remplissages fractionnaires (non entiers) [21]. La quantifica-
tion de la résistance de Hall, pour des valeurs fractionnaires du facteur de
remplissage v, [21] peut étre interprétée par le biais de fortes interactions
coulombiennes et des corrélations électroniques [22].
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55 T T T T T

P 3 {;r 1% Py
k(¥sq *%| ‘} “ g
0T -

0e

| 4

i1 80 AN

0.0 oo
@ F 4 ] ] 19 (] 14

champ; B (T)

Fi1c. 1.3: Effet Hall quantique dans un échantillon de GaAs-GaAlAs a 30 mK
[15]. La résistance de Hall pg, (ordonnées de droite) et la composante diagonale
de la résistivité p;, (ordonnées de gauche) sont tracées en fonction du champ
magnétique B (en abscisse). py, présente une valeur nulle 1a ou les plateaux de

Py apparaissent.

1.3 Transport dans les systemes mésoscopiques

On considere des systemes macroscopiques dont la longueur est L et la
largeur W. La conductance G d’échantillons de grande taille obéit a la loi
d’Ohm G = cW/L, loi d’échelle perdant sa validité lors de la réduction des
dimensions. Des corrections doivent s’opérer sur cette loi: la premiere est
I'incorporation d’une résistance de contact, la seconde vient des interférences
quantiques. Par conséquent, que la conductance ne décroit plus linéairement
avec la décroissance de la largeur W [9]. La dépendance en longueur L n’est
alors plus celle de la loi d’Ohm. Landauer et Biittiker ont pris en compte
ces considérations et développé un formalisme qui relie le courant qui cir-
cule dans un conducteur a la probabilité de transmission d’un électron a
I’énergie de Fermi a travers ce méme conducteur, formulation amplement
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1.3. TRANSPORT DANS LES SYSTEMES MESOSCOPIQUES

employée afin d’interpréter de nombreux résultats expérimentaux en phy-
sique mésoscopique tels 1’effet Hall quantique entier [23].

1.3.1 De la conductance

Afin de mesurer les propriétés de transport telle la conductivité, le systeme
considéré maintenant sera connecté a des fils, eux-mémes reliés aux appareils
de mesure. Une fois connecté, I’échantillon présente une résistivité finie. On
considere un systéme sans corrélations électroniques. On va dériver la for-
mule de Landauer pour la conductance G dans un systéme mésoscopique.
Considérons un systeme cohérent unidimensionnel relié a deux réservoirs
d’électrons par l'intermédiaire de deux fils idéaux comme le symbolise la
figure 1.4.

— . P .
reservoir reservoir

ul ) 1B

[ w2
) O e N S
T -
B S e
R

Fi1c. 1.4: Schéma énergétique de la configuration considérée. py et po sont les
potentiels chimiques des réservoirs de gauche et de droite respectivement, y14 et yp

sont ceux des conducteurs cohérents de chaque c6té de la barriére respectivement

[9]-

On suppose que les réservoirs absorbent tous les électrons incidents quelle
que soit leur énergie ou leur phase et fournissent des électrons avec une énergie
inférieure a leur potentiel chimique p;, sans aucun rapport avec les électrons
absorbés [24]. Soient p; et pus < pp les potentiels chimiques respectivement
des réservoirs de gauche et de droite du conducteur, v(E) la vitesse des
électrons de l'énergie E et n,(E) la densité d’états électroniques allant de
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la gauche vers la droite et d’énergie E. On se place a température nulle. Le
courant émis par le réservoir de gauche dans l'intervalle d’énergie p; — po est
donné par:

I = —/ev(E)n+(E)dE (1.12)

M2

n(E) = %\/g - Wh%(E) (1.13)

Soient T et R les coefficients de transmission et de réflection des électrons
au travers du conducteur. Les électrons partant de ce réservoir ont alors une
probabilité 7" = 1 — R d’étre transmis vers le réservoir de droite en passant
par le conducteur. La loi de conservation se traduit par R+7 = 1. Le courant
émis en-dessous du potentiel chimique o est compensé par le courant émis du
réservoir de droite. Ainsi, dans la limite de p; — uo petit et si 'on considere
que T est indépendant de 1’énergie E' dans l'intervalle p; — po, le courant
transmis est égal a I =T1":

avec

2e
I'=——T(p — p2) (1.14)
Sil’on appelle V' la tension appliquée, on a (u1 —ug) = —eV et la conductance
G = I/V du systéme, rapport du courant et de la tension, s’écrit alors:
2 2
G="2CT (1.15)

h

Néanmoins, une remarque doit étre formulée au sujet de cette formule; en
effet, celle-ci ne peut jamais prendre de valeur infinie, valant au maximum
2e?/h, méme lorsque le systéme conduit parfaitement (7 = 1). Mais, cette
formule donne la conductance du systeme entier en incluant les fils idéaux.
Cette conductance peut ainsi étre considérée comme l’association en série
d’une résistance de contact GZ' et de la résistance du conducteur G'~ [25, 9.
Le formalisme peut encore se mettre sous la forme généralisée par Biittiker
au cas de plusieurs modes de propagation [23, 26] :

62
G = ETr(ttT) (1.16)

avec ¢ désignant la matrice de transmission du systeme, ¢;; étant I’amplitude
de transmission du mode j vers le mode %.
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1.3.2 Généralisation a plusieurs contacts

On va maintenant s’intéresser a une situation plus réaliste de fils avec
plusieurs contacts. On peut alors montrer que ces fils peuvent se décomposer
en plusieurs branches ayant chacune son nombre quantique propre. Chacune
de ces branches correspond a un systéme unidimensionel idéal, comme il a
été présenté dans la section 1.3.1.

Prenons I’exemple d'un conducteur avec K contacts, M, modes de pro-
pagation au niveau du contact p [27]. Dans un souci de simplification et de
clarification, nous opterons pour la notation suivante pour évaluer le coeffi-
cient de transmission (respectivement réflexion) de ’ensemble des modes du
contact ¢ vers ’ensemble des modes du contact p:

Mp =M,
Ty = Zz ! Zj " Tg,ij (1.17)
Ry = Zi\,/g[p Rpp,ij (1-18)

ou Tpq,i; désigne le coefficient de transmission du mode j dans le contact ¢
vers le mode ¢ dans le contact p et Ry, ;; le coefficient de réflexion du contact
p a partir du mode j vers le mode 7. Dorénavant, le courant au niveau du
contact p [28]:

e
I, = E[(Mp — Ryp) iy — Zquﬂq]a avec p,q=1,--- K (1.19)

q#p
Dans cette relation, la conservation du courant implique que M, = R,, +

> gz Ipg €t conduit a Pécriture de la relation :

e
I, = h Z Toq(bp — Hq) (1.20)
qFp

Il s’agit 1a bien d’une généralisation a plusieurs contacts et plusieurs ca-
naux formulée par Biittiker [27].

Dans le cas de deux contacts. Rappelons que puys < p; et up > po sont
respectivement les potentiels chimiques dans les fils idéaux. La conductance
propre du systeme s’écrit, comme :

el
G=—— (1.21)
(1A — pB)
puisqu’il faut considérer la différence de potentiel V' = (us — pug)/e effective
aux bornes du conducteur. Les niveaux sont déterminés de telle sorte que le
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nombre d’états occupés par les électrons au-dessus de 14 est égal au nombre
d’états trous au-dessous de 4. Il suffit alors de considérer les états compris
dans la tranche entre uq; et ps puisque tous les états au dessus de p; sont
vides et tous ceux en dessous de us sont occupés. Le nombre total d’états
est égal & n(E)(u1 — p2) = 2ny (E) (1 — pe) et a gauche du conducteur, le
nombre d’états occupés au-dessus de p4 vaut (1+ R)ni (E)(p1 — pa). Quant
a lui, le nombre de trous est donné par (2 — (1 + R))n,(E)(pa — p2), soit le
complémentaire. Un raisonnement similaire a droite du conducteur permet
de conclure en égalant de part et d’autre les trous ainsi que les électrons:

pa — pp = R — po) (1.22)
La conductance G' = I/V"' est exprimée de la maniére suivante:

,_262 T 1

- 7 _ - 1.23
h1-T R ( )
et on peut remarquer que la résistance est donnée par:
h 1 h h1-T h
- - - 4 - - _ " R 1.24
2e2T  2¢? + 2e2 T 2e? + ( )

Cette relation peut étre interprétée comme la composition de la résistance
R’ du systeéme avec la résistance de contact Rc = h/2e? en série.

1.3.3 Fluctuations universelles de la conductance

En I’absence de désordre, la trace T (tt!) correspond au nombre de canaux
transverses indépendants qui contribuent au transport. La conductance est
donnée par €% /h par canal de conduction en tenant compte du degré de liberté
du spin qui engendre le double de canaux.

Lorsqu’il s’agit de systemes désordonnés ou simplement dans le régime
diffusif, le nombre de canaux M,y participant a la conduction diminue et
qu’il s’exprime simplement de la sorte:

62

(G) = Meffﬁ (1.25)

ou (G) désigne la moyenne prise par rapport au désordre.
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On peut connaitre plus précisément le nombre de canaux de conduction
M,s¢. En effet, on peut également écrire la formule :

2
(G) = %NT, (1.26)

Nr étant défini comme le nombre de Thouless ou le rapport de E¢ = hD/L?,

énergie de Thouless, et de A, écart moyen entre niveaux Ny = E¢/A. Cette

énergie est donnée par A sur le temps que met un électron a diffuser 7p =

/L?/D. Cette derni¢re formule est nommée formule de Thouless et traduit

la relation directe entre les propriétés de transport et les propriétés spectrales

[29]. En effet, le nombre de canaux effectifs conducteurs est aussi le nombre

de niveaux d’énergie présent dans une tranche d’énergie d’épaisseur E¢.

La conductance peut donc étre une maniere de mesurer la sensibilité
des niveaux d’énergie aux changements des conditions de bord. Dans une
théorie a un corps, la conductance est directement reliée a la courbure des
niveaux d’énergie, celle-ci étant fonction de la phase des conditions de bord
périodiques généralisées [30]. Kohn a montré comment la conductance pou-
vait étre directement reliée a I’énergie de 1’état fondamental a température
nulle [6]. Ce point sera démontré dans 2.1.2. Cette propriété a été utilisée
afin de calculer la conductance résiduelle d’un systeme corrélé [31]. Dans un
régime isolant ou localisé, les niveaux d’énergie ne seront quasimment pas
sensibles aux changements de conditions de bord, contrairement au régime
métallique.

On constate que dans des échantillons désordonnés, dans le régime mésoscopique,
la conductance montre des fluctuations prononcées en fonction du champ
magnétique par exemple. Considérons cette fois la variance de cette conduc-
tance ou ses fluctuations. A tres basse température, les processus inélastiques
sont gelés et ’on constate que les fluctuations de la conductance sont repro-
ductibles et ne sont donc pas dues a des fluctuations thermiques. Considérons
un échantillon que 'on a cuit et refroidi plusieurs fois de suite, cela revient
a transformer la configuration d’impuretés, on a observé que, bien que la
conductance changeait de forme, la variance restait sensiblement constante:

5G = ((G*) — (G)?)z = %c (1.27)

ou C est constante d’ordre un. Ces fluctuations de la conductance sont
dites universelles puisqu’elles ne dépendent ni de < G >, ni de la taille
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du systeme tant qu’il reste mésoscopique. Afin d’expliquer ce phénomene, on
peut se référer a la théorie des matrices aléatoires. Cela permet, outre une
compréhension explicite de I'origine de ces fluctuations universelles, également
d’en obtenir le bon ordre de grandeur. La conductance moyenne est propor-
tionnelle au nombre Ny > 1 de niveaux d’énergie présents dans une tranche
d’énergie E¢. Si ces niveaux étaient indépendants, les fluctuations seraient
de 'ordre de:

2

3G = %\/NT. (1.28)

Pourtant, ces niveaux ne sont pas indépendants les uns des autres, mais bien
au contraire fortement corrélés. Les écarts de niveaux de systémes métalliques
en ’absence de champ magnétique obéissent a la statistique de Wigner: on
parle alors de distribution GOE ou Gaussian Orthogonal Ensemble [32], tan-
dis que, s’il s’agit de niveaux non corrélés, on se retrouve confronté a la
statistique de Poisson. La probabilité que deux niveaux se croisent est un
maximum en ce qui concerne la distribution de Poisson et nulle dans le cas
GOE. Cela traduit ainsi la rigidité spectrale du systéme et ne concerne que
le régime du spectre discret. Dans un systeme isolé, si 1’élargissement des
niveaux d’énergie est moindre que 1’écart moyen entre niveaux A, on se
situe dans le cadre d’un systéeme a spectre discret. Cette limite n’est pas
envisageable pour les échantillons connectés, mais l’on peut parler de la sta-
tistique de la matrice de diffusion. Cette théorie, developpée par Dyson et
Wigner, peut également s’appliquer a une large gamme de problémes o1 ’on
cherche & décrire un ensemble de valeurs de maniére statistique ([32]). Pour
un systéme isolé, il est également pertinent de considérer les fonctions de
corrélation entre états propres et celles-ci sont dépendantes de la classe de
symétrie du systeme. Les déterminer dans des portions d’énergie de ’ordre
de I’écart moyen entre niveaux A n’est pas accessible par des théories analy-
tiques simples telles semi-classiques ou diagrammatiques, et nécessite 1’em-
ploi de moyen numérique ou de techniques supersymétriques. S’il s’agit de
systemes balistiques, ces fluctuations ne dépendent que de la géométrie de
I’échantillon [33].
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1.4 Phénomenes d’interférences

1.4.1 La phase de Berry

Soit un systeme quantique dont I'hamiltonien H décrit les effets d’un
environnement statique. On suppose que ce systéme se trouve dans un état
propre stationnaire. D’apres le théoréme de ’adiabaticité [34], si H est altéré
tres lentement, le systéme évolue en restant dans un état propre de I’hamil-
tonien H. Si ’hamiltonien retourne a sa forme initiale, le systeme fera de
méme mais une phase supplémentaire sera apparue dans la fonction d’onde
[35]. Celle-ci est observable en principe par interférence du systéme cyclique
considéré avec un autre dont ’hamiltonien n’aura pas évolué lors de ce laps
de temps. Le but de ce sous-chapitre est de montrer que ce facteur de phase
ainsi généré provient de la forme du parcours emprunté par I’hamiltonien et
se rajoute a la composante dynamique habituelle exp (—iEt/h). Considérons
un hamiltonien quelconque possédant une dépendance paramétrique avec un
ensemble R = (X,Y,---) de parametres. Ainsi, le périple de I’hamiltonien
entre les temps ¢ = 0 et ¢ = ¢; peut étre symbolisé par un circuit C le long
d’un chemin fermé R(t) dans 'espace des parametres. L’approximation dite
adiabatique ne s’applique que si la variation de H est tres lente, ce qui veut
dire que, pour un chemin donné, ¢; doit étre tres grand devant ¢. L’état [¥(t))
du systeme évolue selon 1’équation de Schrodinger :

o[ (1))

H(R()[¥()) = ih—

(1.29)

Quel que soit ¢, la base naturelle se compose des états propres |n(R)) de
H(R) avec R = R(t) et est supposée discrete. On a 1’équation de Schrédinger
stationnaire :

H(R)|n(R)) = En(R)[n(R)). (1.30)

Ces équations aux valeurs propres n’impliquent aucune relation entre les
phases des différents états propres |n(R)) a différents R. Le choix de la
phase est fait aléatoirement si I’état |n(R)) est unique dans I’espace de pa-
rametres parcouru par le circuit C. Lorsqu’un systeéme préparé dans un de ses
états |n(R(0))) évoluera adiabatiquement avec H, il se trouvera dans I’état
In(R(t))) at. L’expression pour la fonction d’onde finale |¥) est alors donnée
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par:

t

(1) = exp | 2 / A EL(R()) | exp (i) In(R@)).  (131)

Le premier terme est le facteur de phase dynamique habituel. Le second
terme est obtenu en dérivant I’équation de Schrodinger et on peut montrer
[35] que, pour un chemin fermé, ce terme vaut:

7a(C) =i//dS-Vn(R) (1.32)

avec

_ - ((R) Ve H(R)|m(R))(m(R)| v r H(R)[n(R))
Vn(R) - Z (Em(R) _ En(R))2

(1.33)

m#n

ol dS désigne un élément de surface dans l'espace des parametres R.

Cette phase supplémentaire est donc due a ’adiabaticité et a la cohérence
de phase dans le circuit. De nombreuses applications de ce concept découvert
par Berry en 1983 vont étre exposées dans la suite de ce chapitre, notamment
un tres célebre effet, appelé 'effet Aharonov-Bohm . Pourtant, dans ce cas,
I’hamiltonien ne dépend pas du temps. C’est dans le cadre de ’approximation
semi-classique que l'on attache aux trajectoires une phase analogue a celle
de Berry.

1.4.2 Phase de Berry et effet Aharonov-Bohm

Considérons un anneau comme schématisé dans la figure 1.5.
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ligne de flux

Fic. 1.5: Schéma d’un anneau unidimensionnel. On intégre le terme

supplémentaire di & la phase de Berry le long de 'anneau.

L’effet appelé Aharanov-Bohm est ’analogue électronique de I’expérience
des fentes d’Young en optique. L’expérience originale proposée par Aharonov
et Bohm fait interférer deux faisceaux d’électrons issus de la méme source
dans le vide. Ainsi, les deux trajectoires forment une boucle fermée traversée
par un champ magnétique. En utilisant la formule de la phase de Berry, il est
possible de montrer que cet effet peut étre interprété comme un changement
de phase géométrique. La phase supplémentaire en fonction du potentiel vec-
teur A lié au champ magnétique peut s’écrire [35]:

€
C

ce qui donne:

e
’Vn(C) = ;LQS (135)

Ainsi, dans I'expression de la fonction d’onde se rajoute une exponentielle
contenant le flux traversant I’anneau ou autrement dit, la phase ® accumulée
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le long d’une trajectoire entre deux points A et B, en présence d’un potentiel
vecteur A, sera égale a:

B
AD = Q—W/A.dl (1.36)
Po J

ol ¢9 = h/e est le quantum de flux. Dans le cas d’une intégration sur un
anneau, cette phase sera bien siir égale a:

_ 2T
bo

On constate donc qu’une phase apparait dés que 'on rajoute un flux dans
I’anneau.

Dans le cadre de la physique mésoscopique, on suppose que les électrons
se propagent de facon cohérente puisque ly > L, et leurs propriétés sont
déterminées par les interférences entre leurs fonctions d’onde électroniques.
Ces interférences peuvent étre modifiées en changeant la phase relative as-
sociée aux différentes trajectoires électroniques. Pour ce faire, on utilise un
champ magnétique B qui va agir sur n’importe quel type de systemes constitués
de particules chargées. La phase accumulée le long d’une trajectoire allant
d’un point A a un point B sera alors augmentée de la phase donnée par
I'équation (1.36). Cet effet se manifeste en particulier sur la conductance
des échantillons mésoscopiques mais seulement pour des géométries parti-
culieres; en effet, sommer des déphasages sur une géométrie quelconque va
rendre ce terme sans échelle caractéristique vis-a-vis du flux. L’anneau, bien
au contraire, présente la géométrie idéale pour étudier ces phénomenes d’in-
terférence puisque ’échelle de champ va étre donnée par un quantum de flux
dans la surface de I'anneau. Cette phase a été étudiée dans de nombreux
cas et fait I'objet d’un livre [36]. Un cours qui m’a appris beaucoup traite
également de ce sujet [37].

AD é. (1.37)

26



1.4. PHENOMENES D’INTERFERENCES

g <
C

F1G. 1.6: Interférences entre deux trajectoires électroniques dans I’anneau (points

A, B,C et D).

L’effet Aharonov-Bohm peut également étre abordé en évaluant la pro-
babilité qu’a un électron initialement situé en A d’aller en B. Afin de com-
prendre ce phénomene, quelques rappels de mécanique quantique sont nécessaires.
En mécanique classique, la probabilité d’aller d’'un point A & un point B est
donnée par la somme des probabilités sur toutes les trajectoires possibles; en
mécanique quantique, on doit intégrer sur toutes les trajectoires entre A et
B. Dans le cadre de I'approximation semiclassique, on exprime le propaga-
teur comme une somme sur les chemins classiques. La probabilité d’aller de
A a B pendant le temps ¢ s’écrit :

> A

2

=) AP+ DAL (1.38)

i i£]

classique interférences

P(A,B,t) ~

ou A; représente 'amplitude de la propagation quantique le long du chemin
classique i. Cette amplitude est un nombre complexe qui tient compte des
fluctuations autour du chemin classique. Le premier terme de I’équation cor-
respond a I’ensemble des chemins classiques possibles que peut prendre la
particule tandis que le second terme représente toutes les interférences entre
ces chemins.

Cette probabilité P(A, B) se calcule en prenant le module au carré de la
somme des amplitudes de probabilité A, (A, B) pour qu'un électron se rende
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de A a B suivant une trajectoire indexée p:

|ZA (A, B)| ZZA (4, B)A%(A,B) (1.39)

en développant,

P(A,B)~ > Y ANA,B)AY (A, B) exp (i(®, — B,)), (1.40)

p q

en posant Ag I’amplitude de probabilité en ’absence de champ magnétique.
®, est le déphasage dii au potentiel vecteur correspondant a la trajectoire p.
Nous notons p, (resp. p_) la trajectoire qui passe par le bras supérieur (resp.
le bras inférieur) et ainsi, ’équation (1.40) peut étre réécrit sous la forme:

P(A, B) = Py(A, B) + (1.41)
ZZ (A4, B)AY*(A, B) exp (i(®,, — @, )) + c.c. (1.42)

Le premier terme de 1’équation correspond aux interférences entre les trajec-
toires passant dans un méme bras. Le déphasage relatif entre le bras supérieur
et inférieur est alors fonction du flux a travers 'anneau. ®, est un décalage
de phase qui dépend de la configuration du désordre. Si I’on néglige I'effet du
champ magnétique dans les bras de I’anneau, on a (®,, — ®, ) = 27(¢/¢o),
indépendant de p, et ¢_ ce qui implique que:

P(A, B) = Py(A, B) + P cos (2%% + d,) (1.43)
0
L’effet Aharonov-Bohm se traduit par une partie oscillante de la probabilité
qu’a ’électron d’aller d’'un point A & un point B avec une période en flux
correspondant a un quantum de flux a travers la surface de ’anneau. Cet effet
résulte bien évidemment de la cohérence de phase des électrons a I'intérieur
de I'anneau.

1.4.3 Localisation faible

Pour un conducteur diffusif, la conductance a champ magnétique nul est
inférieure a la valeur classique. Cet effet devient plus important a température
basse et est di aux interférences classiques. On ’appelle ”localisation faible”.
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On consideére le développement de ’équation (1.38). Pour un régime dif-
fusif, la somme est constituée de nombreux termes parmi lesquels la plupart
disparait lorsque I’on effectue la moyenne. Toutefois, dans le cas des conduc-
teurs étudiés, un certain type de trajectoires empéche le dernier terme de
disparaitre car les interférences ne peuvent plus étre négligées.

r X
/S?X
< S
XX

=—

F1G. 1.7: Représentation de chemins allers-retours de r pouvant mener i des

corrections dans la conductance en raison d’interférences quantiques. D’apreés [38].

Si ’on considere le développement de la section précédente de la proba-
bilité d’aller de A a B, on écrit que la probabilité de retour a ’origine d’un
électron est donnée par:

P~ 5,4 = X, Ty Ar i) (144
= Zp Zq Ag(r, 7“)./42’*(7“, r) exp (i(®, — ®,)) (1.45)

AD(r,7) est la contribution du chemin classique p & champ magnétique nul
B=0.

Les trajectoires considérées étant fermées, le déphasage ®, correspon-
dant a la trajectoire p et causé par la présence d’'un champ magnétique vaut
21,/ do, ¢p étant le flux du champ magnétique & travers la surface délimitée
par la trajectoire, comme il a été démontré dans la section 1.4.1. L’ampli-
tude de probabilité associée a chacune des trajectoires possédant une phase
propre et un déphasage 1ié au flux qui dépend de la surface de la trajectoire,
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la plupart des termes de cette somme se moyennent a zéro a 1’exception des
termes se rapportant a des trajectoires telles que ¢ = p et ¢ = —p; —p se
trouve étre la trajectoire obtenue par renversement du temps de la trajectoire
p. Sachant que I'on a ¢_, = —¢, et A° (r,r) = A)*(r,7), la probabilité est
alors égale a:

r) & Z |A,(r,7)]* + Z | A, (7, 7)|? cos (4m ¢,/ do) (1.46)

Cet effet a été calculé soigneusement pour les fluctuations de la conductance
d’un anneau de rayon R et de taille L et donne:

_62l<I> l ?w)
AG(w) = — B (1.47)
Z f(L+ 22

— l<1>(w)

avec 12(w) = 12(0)/(1 + iwTs); en remplagant dans I'équation ci-dessus, il
découle:

2 inh &
—e2lg sinh ;2

AG(w) =

1.48
mhL cosh— —cos‘l(;’—o‘i’ ( )

Il s’agit 1a de la forme prévue par Altshuler, Aronov et Spivak (référence 25
de [32]) et cette conductance a été mesurée par Sharvin et Sharvin [39]. Il
faut constater qu’une composante oscillante est bien obtenue mais avec une
période qui représente la moitié de celle des oscillations dues a Aharonov-
Bohm . Cependant, la forme d’un anneau n’est pas la seule prédisposée a
donner lieu a de la localisation faible. Malgré 1’addition de contributions
ayant des échelles de flux tres différentes, un effet de cohérence quantique se
mesure toujours, donc un effet de localisation faible existe-t-il tout-de-méme
sur un échantillon quelconque. Pourtant, le deuxieme terme de I’équation 1.46
décroit en présence d'un champ magnétique puisque les flux ¢, inclus dans
les différentes trajectoires ne sont pas les mémes. Son origine est de surcroit
la méme que celle décrite pour I'anneau, soit 'interférence des trajectoires
formant une boucle lorsque 'on renverse le sens du temps. Repartons de la
formule ci-dessus et considérons que les ¢, dépendent de la trajectoire et ne
sont plus fixés par la géométrie de I’échantillon. Sous champ nul, le déphasage
introduit par le potentiel vecteur n’existe pas et implique que:

P(rr,¢g=0)=2Y [A(r,r)]. (1.49)
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On constate que la probabilité de retour a l'origine est effectivement doublée
en comparaison avec sa valeur classique. Les électrons ont une tendance a une
plus forte localisation. Par contre, sous un champ, P(r,r) retrouve sa valeur
classique en raison de la destruction de l'interférence. Une magnétoconductance
positive nait alors grace a cette localisation faible. De plus, seules les trajec-
toires dont la longueur est inférieure a la longueur de cohérence lg contri-
buent, cet effet augmente donc avec g et décroit avec la température.

1.5 Conclusion

Afin de conclure ce chapitre préliminaire, il convient de souligner que les
systemes mésoscopiques possedent des propriétés spécifiques qui s’affirment
de maniere encore plus accentuée lorsqu’ils ont des formes géométriques
bien déterminées. Ces systémes sont aussi tres sensibles a 'effet d’un champ
magnétique puisque le potentiel vecteur associé a ce champ introduit dans
la fonction d’onde une phase supplémentaire responsable des effets présentés
dans ce chapitre. Les anneaux par exemple, ainsi qu’on vient de le montrer,
sont des systéemes aux propriétés particulieres qu’il est intéressant d’étudier
et dans ce travail, on va s’y intéresser plus particulierement. Le phénomene
Aharonov-Bohm implique de considérables conséquences : cette phase supplémentaire
introduite dans la fonction d’onde des électrons dans un anneau lorsque 1'on
applique un champ magnétique va permettre une étude du phénomene des
courants permanents qui apparaissent en raison de ce flux. Il convient de sou-
ligner que la plupart des propriétés exposées ci-dessus sont la conséquence
de la cohérence de phase dans des systémes contenant de nombreux atomes.
L’effet d’'un champ magnétique appliqué a des systemes de dimension deux
produit les effets remarquables de Shubnikov-de Haas et de Hall quantique.
Dans ce cas, I’échelle a considérer est le rayon cyclotron qui doit étre inférieur
a la longueur de cohérence de phase ce qui explique que ces effets apparaissent
a champ fort et température basse. On pourra se reporter a 'article de Glaz-
man [40] pour une revue plus compléte des phénomenes les plus célebres de
la physique mésoscopique qui fournit un grand nombre de références.
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Chapitre 2

Les courants permanents

Dans le chapitre précédent, on a décrit comment les systemes possédant
une géométrie d’anneau montrent un comportement remarquable. Cette spécificité
va éetre soulignée dans la suite et étudiée tout au long de ce manuscript. Les
dispositifs mésoscopiques en forme d’anneau connectés a des fils présentent
en effet la géométrie idéale pour observer ces phénomenes d’interférences
entre les fonctions d’onde des électrons puisque les électrons, entrant dans cet
anneau, peuvent parcourir deux trajectoires bien distinctes. Ce chapitre va
permettre de présenter un phénomene tout-a-fait remarquable du a la phase
de la fonction d’onde des électrons: il apparait alors, lorsque 1’on applique un
champ magnétique aux anneaux mésoscopiques, des courants circulant dans
ces anneaux. Ceux-ci avaient été prédits dans les systemes mésoscopiques par
Biittiker et collaborateurs [1]. Ces courants sont non dissipatifs mais dispa-
raissent des que le champ magnétique est supprimé, c’est pourquoi ils sont
nommeés courants permanents.

Ainsi qu’il sera developpé dans ce chapitre, on va voir l'intérét théorique
et expérimental lié a ces courants. Une présentation de la fabrication de ces
anneaux sera également abordée succinctement. La derniere partie de ce cha-
pitre est consacrée au probleme de la modélisation des courants permanents.

2.1 Courant permanent : une définition théorique

Un théoreme de Byers-Yang et Bloch établit que toutes les propriétés
d’un systeme doublement connexe et traversé par un flux ¢ sont périodiques
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de période ¢y = h/e, le quantum de flux [41].

Ce théoreme a des conséquences notamment sur les propriétés de trans-
port ou encore sur les niveaux d’énergie de 'anneau. Toutes les quantités
thermodynamiques seront périodiques en flux, de période ¢q, le quantum de
flux.

Un grand nombre de travaux théoriques se sont intéressés aux propriétés
des anneaux quantiques unidimensionnels [42] ou de largeur finie [43, 44].
Biittiker, Landauer et Imry ont suggéré ’existence a 1’équilibre thermodyna-
mique, de courants permanents circulant sans dissipation dans des anneaux
de métal isolés [1], conséquence directe de la périodicité de I’énergie libre F.

Ceux-ci résultent d’interférences constructives des fonctions d’onde et ne
peuvent pas étre comparés a des courants supraconducteurs mais plutot a des
courants diamagnétiques induits dans les atomes ou molécules sous 1’effet
d’un champ magnétique. En réalité, ce qui apparait dans ces anneaux se
rapproche beaucoup d’un moment magnétique permanent p ot p = SI ou
S est la surface de I’anneau et I le courant traversant cet anneau. Lorsque
I’anneau est soumis a un champ magnétique B, les électrons qu’il contient
sont soumis a des forces qui modifient leurs orbites ce qui induit le moment
magnétique pu.

Considérons un anneau unidimensionnel de longueur L soumis a un flux
magnétique ¢. Il est symbolisé comme dans la figure 1.5 de la section 1.4.1.
Supposons que nous soyons a température nulle et que le systeme est parfai-
tement cohérent. Dans un premier temps, les interactions électroniques sont
négligeables et 'hamiltonien H pour un électron du systeme est:

(P +eA)?
2m

H= + V(r) (2.1)
avec P le vecteur impulsion et V' (r) un potentiel décrivant le potentiel créé
par le réseau et rendant éventuellement compte du désordre de ’anneau
(défauts et impuretés). On a par ailleurs A = (¢/L)ey ol ey est le vecteur
unitaire orthoradial.
En posant x = L#/27, ’hamiltonien se réécrit :
1 0 0]

H= %(_iha_x + eZ)Q +V(z). (2.2)

La coordonnée x décrit la position de I’électron le long de ’anneau. Comme
L est le périmetre de 'anneau, le potentiel est périodique et on a donc:

V(z+L)=V(z). (2.3)
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Par un changement de jauge Vg (z) = Wexp(2im(¢px/poL)) [41], on se rameéne
a un probleme ou il n’y a plus de potentiel vecteur dans 1’équation de
Schrodinger mais ou les conditions aux limites sont changées. L’équation
de Schrodinger s’écrit maintenant :

h? 02

—————+V(2)| VYo(z) = E(P)Us(x 2.4

oy + V()] Wala) = (@) (2.4)
Cet hamiltonien correspond a I’hamiltonien d’un cristal spatialement périodique
de période L sans champ magnétique. Le champ magnétique n’apparait que
par l'intermédiaire du flux dans les conditions aux limites de la fagon sui-
vante:

Ug(z + L) = Ug(z) exp (7’2;;"5) (2.5)

L’effet du flux magnétique est d’imposer un facteur de phase sur la fonction
d’onde. Ce probleme est donc formellement similaire au probléme d’un cristal
unidimensionnel en ondes de Bloch avec un vecteur d’onde effectif donné par :

kL = 27r¢£ (2.6)

0

La figure (2.1) montre I’allure des énergies propres pour le cas sans désordre
V' = 0 (lignes en trait plein). Pour le cas d’un faible désordre, les dégénérescences
sont levées et les niveaux d’énergie ne se croisent pas.
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h®/(2mL*) unit

F1c. 2.1: Niveaux d’énergie de anneau unidimensionnel avec et sans désordre

[32]. Les traits pleins représentent les niveaux d’énergie sans désordre.

Voici quelques propriétés du comportement en flux d’un échantillon mésoscopique :

— le courant transporté par un électron dans un niveau n est donné par:

= "€ = "ok — T a¢

— les énergies propres de 'anneau sont d’une part périodiques en flux avec
une période ¢q et également paires en flux. Ceci implique que toutes les
fonctions thermodynamiques seront paires et périodiques en flux. En
particulier, le courant total circulant dans ’anneau sera impair puisque
donné par: I(N) = -3, 38% = —g—g ou N est le nombre d’électrons
et E son énergie totale.

On pose ® = 27¢/¢po. En labsence de désordre (V' = 0), les valeurs
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propres de I’hamiltonien H(®) et les courants associés sont donnés par:

_ K2 s
{ En —  2mL [%(n-i_ %)2] (27)
I, = — 21 (n, + q%)

oun=0,—-1,+1,—2,42.--. Considérons la figure 2.1, il faut additionner
deux niveaux successifs d’énergie correspondant a des valeurs de n de signe
opposé en fonction du nombre de particules considéré. Chaque niveau change
le signe du courant.

On s’apercoit que les courants portés par deux niveaux d’énergie succes-
sifs sont de signe opposé. Le signe du courant est donc fonction du nombre
d’électrons N dans ’anneau : le courant est paramagnétique pour un nombre
d’électrons pair alors qu’il est diamagnétique pour un nombre impair d’électrons.
Si I'on s’intéresse au courant moyen, il faut effectuer une moyenne de ce cou-
rant en calculant (I(N,®) + I(N +1,®))/2 ce qui conduit a:

evp (1 0]
IIN,®)=—(=—2—) . 2.8
oy = (5 -22) (28)
On obtient un courant dont la période en flux est réduite de moitié par rap-
port au courant non moyenné. On a utilisé le fait que Neh/(2mL?) = evp/L
qui donne ’amplitude du courant. Ce courant moyen est paramagnétique.

Si on écrit de maniere standard, le vecteur d’onde de Fermi dans un systéeme
21N AN

unidimensionnel, comme kr = <7, ce qui implique que vp = 5° 7, on peut
réécrire ’amplitude du courant moyen :
EVF

Ip=—. 2.9

. (29)

Considérons a présent un anneau qui comporte Mcg canaux de conduc-
tion mais avec toujours un désordre suffisamment faible afin de rester dans un
régime balistique. Pour le courant typique I;,,, on doit additionner les contri-
butions non corrélées de signe variable de chacun des M g canaux conduisant
a Iy, = V/Megevp/L. Tout d’abord, cette moyenne sur I’ensemble des an-
neaux appelé aussi moyenne sur le désordre, remplace la périodicité en ¢y par
une périodicité en ¢/2. En ce qui concerne le courant moyen, on additionne
Mg composantes identiques qui sont le courant moyen porté par chacun des
canaux. L’amplitude du courant moyen vaut :

eh

Iy = Mg N——— . 2.1
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Enfin, si on calcule a 'aide de ’équation (2.7) I’écart entre les deux niveaux
a Iénergie de Fermi, on a Ajp = h?N/(2mL?) = hvg/L. On peut alors
exprimer 'amplitude du courant moyen a l’aide de cette énergie par:
_ B

b0
Physiquement, A;p représente I’énergie sur laquelle les courants permanents
changent de signe. Or, par rapport au cas unidimensionnel, I’écart moyen
entre niveau qui détermine ’amplitude du courant moyen est divisé par 4 Mg
en raison de 'existence des différents modes transverses, entrainant le fait que
le courant d’un anneau tridimensionnel est du méme ordre que dans le cas
strictement unidimensionnel.

En revanche, si 'on se place dans le régime diffusif, soit en présence de
désordre, les différents canaux de conduction vont étre couplés. L’allure du
spectre d’énergie devient alors bien plus complexe que dans le cas balistique
rendant 1’évaluation des courants plus difficiles.

Iy (2.11)

2.1.1 Expression du courant permanent

L’état fondamental sera 1’objet principal de notre étude tout au long de ce
travail. En effet, comme mentionné précédemment, la physique mésoscopique
se trouve étre une physique des basses températures, justifiant le calcul des
quantités physiques a ’aide de I’état fondamental. Les états excités ne feront
pas 'objet d’une étude systématique dans ce qui suit.

Je me placerai dans 'approximation 7" = 0 lors de tout le reste de ce
travail et aborderai tant le probleme d’électrons libres qu’en interaction ou
soumis au désordre.

Rappelons-nous que le courant est relié aux variations de 1’énergie totale
E(®) par rapport au flux & travers ’anneau. Par définition, le courant a
travers ’anneau s’écrit :

I(®) = (Wo|jz|Wo) (2.12)
je= - (2.13)

U, désigne I’état fondamental et j, 'opérateur du courant. De plus, nous
avons :

OE(®) i (
o® 09

Wo|H|W) (2.14)
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puisque :
0
Wl 1) = (90|10, (215)
car, en effet,
(W0l (5 6)) = (e (Wo]) W) = 0, (2.16)

I’état fondamental étant normalisé. Ainsi, on peut exprimer directement le
courant en terme de dérivée de ’énergie totale par rapport au flux de la facon
suivante:

@) = (W] = 5 W) - 5"
0
1(®)= -2 .2 (2.17)

Ainsi le courant est-il directement relié & la dérivée de 1’énergie par rapport
au flux.

2.1.2 Le poids de Drude

Pour des systémes avec une géométrie d’anneau dans la limite des températures
nulles, Kohn a montré que la conductance, une propriété de transport, et
I'énergie, une propriété thermodynamique, pouvaient étre reliées [6], comme
on l’avait déja présenté dans la section 1.3.3. Cette section va permettre de
rappeler quelques relations valables dans le cas d’un isolant. Une quantité
importante concernant ces systéemes est la conductivité optique puisque sa
partie réelle nous renseigne directement sur le pouvoir d’absorption du métal.

Considérons un systeéme électronique soumis a un champ électrique dépendant
du temps. La conductivité optique dépend de la fréquence et s’écrit :

o(w) = o1(w) + ios(w) (2.18)
et I’on peut montrer que:
01(w) = 1D (w) + Oreg(w) (2.19)

Le poids D devant le pic de Dirac mesure la contribution & fréquence nulle
de la conductivité; c’est ce terme que ’on appelle le pic de Drude. 0,4 est
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appelée partie réguliere de la conductivité optique. Ce parametre D se révele
important et est une mesure directe de la sensibilité des niveaux d’énergie
aux changements dans les conditions aux limites. L’étude des courants per-
manents ou celle du pic de Drude nous fournit les mémes renseignements sur
la nature du systéme (métal ou isolant). Quant a la partie réguliere, elle est
donnée par la formule de Kubo [10]:

T (oljz (@) [Urm)
Oreg(w) = 7 mgo (B B §(w— (Em — Ep)) (2.20)
ou |V,,) sont les états excités et E,, les énergies associées. Les différentes
quantités sont évaluées a ® = &,,, valeur du flux pour laquelle I’énergie est
minimale.

La conductivité a fréquence nulle est un parametre important dans la
mesure ol il peut servir de parametre d’ordre pour décrire I'effet du désordre.
En effet, en ce qui concerne un métal parfait, a désordre nul, le poids du
pic de Drude D a une limite finie non nulle a la limite thermodynamique
contrairement au cas isolant ot il disparait dans la limite thermodynamique.

D’apres le théoreme de Kohn et la relation de causalité de Kramers-
Kronig pour la conductivité [45], le pic de Drude est donnée dans le cas
unidimensionnel par I’expression suivante :

M 0*E ()
== 7827@|¢:¢m (221)
ou encore, avec le courant I :

M 0I(®)
D=2 (2.22)
Ces expressions se calculent lorsque 1’énergie est minimale, donc en fonction
de la parité du nombre d’électrons. Cette expression est valide méme en
présence d’interactions électroniques. Un calcul détaillé de cette expression
est donné dans une des annexes de [46].

Dans le cas ou l'on considére un systeme sans interaction ni désordre
(U =W =0), Pamplitude du pic de Drude est donnée par:

(2.23)
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avec (n) est la densité des porteurs de charges mobiles et m la masse des
particules.

Il est intéressant de constater que le pic de Drude est directement connecté
tant a des propriétés de transport (la conductivité) qu’a des propriétés d’équilibre
(énergie minimale). Cette quantité peut ainsi permettre de connaitre le com-
portement du courant permanent et également, de certaines quantités plus
complexes de transport. C’est cette quantité D qui a été choisie pour étudier
I’amplitude des courants permanents ainsi que leur signe dans la suite de
ce travail. Cela va permettre de constater si une augmentation de la quan-
tité D a lieu ou non et d’ainsi conclure que les courants permanents aug-
mentent. Il faut préciser que la formule donnant D comme la dérivée seconde
de I’énergie par rapport au flux reste valable méme en présence d’interactions
électroniques.

2.1.3 Ecriture du poids de Drude

Dans cette partie, on va réécrire ’expression du pic de Drude afin de le
rendre tres aisément calculable dans la suite de ce travail. Cette quantité va
permettre d’étudier les courants permanents puisqu’elle est reliée au courant
par I’équation (2.22). On sait que énergie et courant sont périodiques de
période ¢y. De plus, dans le régime localisé, on peut donc écrire 1'énergie et
le courant sous la forme suivante [45] :

E(®) = E(O)—;E(W) + E(O);E(W) cos (2.24)
I(®)= (E(0)— E(n))sin® - % . (2.25)

La quantité suivante :

AE = (E(0) — E(r)) (2.26)

est nommée la sensitivité de phase. Cette sensitivité de phase peut s’in-
terpréter comme la différence entre les énergies des états fondamentaux pour
des conditions périodiques (& flux nul) et antipériodiques (& flux égal a =)
puisque I'introduction d’un flux dans un anneau revient a changer les condi-
tions de bord. Le signe de cette quantité dépendra de la parité du nombre de
particules N dans le cas de fermions sans spin [45]. Le pic de Drude peut donc
également s’exprimer simplement en fonction de cette sensitivité de phase de
la facon suivante:

D= %AE. (2.27)
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2.2. DE L’ASPECT EXPERIMENTAL DES COURANTS
PERMANENTS

F1G. 2.2: Anneau d’or de diamétre 1um, d’épaisseur 18nm et de largeur 90nm

[38].

Cette formulation va permettre de calculer le pic de Drude en déterminant
a chaque fois I’énergie de I’état fondamental pour deux valeurs différentes du
flux, c’est-a-dire ® = 0 et ® = 7. En prenant la différence, on obtiendra une
quantité qui se rapproche de la définition du poids de Drude et par la méme,
de celle du courant permanent.

2.2 De’aspect expérimental des courants per-

manents

Dans la figure 2.2, on présente une image d’interférometre 4 anneaux [38].

On va aborder brievement la fabrication de ces anneaux, puis, les mesures
relatives a ceux-ci.

Pour mettre en évidence les courants permanents expérimentalement, il
y a deux facons de procéder: 'une consiste a faire les mesures sur un seul
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2.2. ASPECT EXPERIMENTAL DES COURANTS PERMANENTS

anneau, ce qui nécessite un détecteur extrémement sensible; 'autre a faire
les mesures sur un grand nombre d’anneaux indépendants les uns des autres,
ce qui a ’avantage de requérir moins de sensibilité mais souleve le probleme
de la moyenne. En effet, quel est le lien entre ce courant moyen et le courant
circulant dans un seul anneau? Je présente maintenant quelques résultats
sur les mesures de courants permanents qui se trouvent plus détaillés dans
la revue de Eckern et Schwab par exemple [47].

2.2.1 Fabrication des anneaux

L’anneau présenté en figure 2.2 est en métal, ce qui permet d’explorer le
régime diffusif. La these [38] décrit le procédé de fabrication de ces nanostruc-
tures en or. La technique consiste a déposer de 'or par évaporation sur un
substrat tres propre apres y avoir creusé par lithographie la forme d’un an-
neau. Cette fabrication repose sur des méthodes électrochimiques. On dépose
une fine couche d’or sur une membrane poreuse. On protege ensuite toute
la membrane par une couche de Ni. La membrane est fixée sur un support
rigide, la couche d’or au-dessus. Par lithographie, on crée un trou contact.
On fixe un contact électrique puis on redépose une couche d’or sur toute la
surface. Un solvant est utilisé sur la surface. De plus amples détails sur cette
fabrication se trouvent dans [38].

Pour obtenir des anneaux balistiques, on peut utiliser des semiconduc-
teurs dans lesquels le libre parcours moyen peut étre nettement plus élevé.

Pour la fabrication de petites structures semiconductrices, le principe
général consiste a former une hétérostructure en superposant deux couches
de semi-conducteurs différents par épitaxie a jets moléculaires, par exemple
une couche de GaAs et une de Al,Ga_,As. A linterface entre ces deux
couches, un gaz d’électrons a deux dimensions se forme car, lorsque celles-
ci se retrouvent en contact, I’énergie de Fermi du coté de Al,Ga;_,As est
bien plus élevée que celle de GaAs et un potentiel électrostatique se crée a
I’équilibre. Une couche conductrice tres fine est alors créée a ’'interface que
I’'on qualifie de gaz d’électrons bidimensionnel.

C’est a partir de celui-ci que I'on peut fabriquer des nanostructures bidi-
mensionnels en confinant les électrons selon une géométrie voulue. De plus
amples détails pour un type d’interférometres & anneaux donné peuvent étre
trouvés dans [12].

La technique dite de lithographie, tres utilisée dans le domaine de la phy-
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F1G. 2.3: D’apres [9]. Allure de la bande de conduction et de valence & I'interface

entre AlGaAs et GaAs avant puis aprés que le transfert de charge ait eu lieu.
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sique mésoscopique permet d’atteindre des dimensions inférieures au micron.
Une couche de résine organique est tout d’abord déposée sur le substrat que
I’on peut attaquer par un flux d’électrons créé par un microscope électronique
a balayage. Les régions creusées par ce flux peuvent étre enlevées par un sol-
vant approprié et, apres révélation, on obtient ainsi la structure souhaitée,
en 'occurence, un anneau dans notre cas.

2.2.2 Mesure des courants sur un grand nombre d’an-
neaux

Cette expérience a été réalisée en 1990 par Lévy et al [3]. Ils ont mesuré
I’aimantation totale de N4, = 107 anneaux de cuivre isolés et un courant de
Vordre de e/7p, Tp étant le temps de diffusion, ce qui représente un ordre de
grandeur plus grand que les prédictions théoriques. Ces expériences ont été
réalisées dans des conditions telles que L < lg et c’est I’aimantation totale
moyenne (mp) que 'on a mesurée. On a:

(mp) = % > (2.28)

ou pr = Sli, Iy est le courant du k-iéme anneau et S sa surface. (mp)
correspond a un courant moyen :

(I) = % > L. (2.29)

Une des caractéristiques de ce courant moyen réside dans sa périodicité en
¢o/2 comme on lattend pour une quantité moyennée. Dans le cas d’un
échantillon connecté, le systeme étant relié a un réservoir de particules, sa
description se fait naturellement dans ’ensemble statistique grand-canonique
pour lequel le potentiel chimique est fixé. Par contre, quand on considere un
systeme isolé, le nombre de particules y est, par définition, fixe et cela cor-
respond a l’ensemble canonique. Cette distinction n’est pas cruciale pour
un échantillon macroscopique puisque dans la limite thermodynamique, les
résultats dans 1’ensemble grand canonique et canonique donnent les mémes
résultats. Toutefois, avec des échantillons non-connectés, possédant un nombre
relativement peu important d’électrons, cette égalité n’a plus lieu d’étre. On
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doit donc réaliser la distinction entre ensembles statistiques, canonique ou
grand-canonique. Le cas canonique correspond a un systéme avec un nombre
fixé de particules et donc un potentiel chimique qui va s’ajuster en fonction
des parametres, en particulier le flux magnétique, pour maintenir le nombre
de particules constant. Montambaux, Bouchiat et collaborateurs ont montré
que dans le cas d’électrons libres, et en considérant que le nombre d’électrons
est fixe dans chaque anneau, la moyenne des courants sont bien périodiques
de période ¢y/2 [48, 49]. Les harmoniques impaires sont supprimées par les ef-
fets de moyenne sur le nombre de particules ou sur le désordre et I’amplitude
du courant moyen est :

Le

I =
on) MesrL

L. (2.30)

Ils ont estimé ce courant & (I,) < Iy. Ce courant est environ 50 fois plus
faible que la valeur expérimentale.

2.2.3 Mesure des courants dans un seul anneau

Deux expériences concernant la mesure des courants dans un seul anneau
isolé ont été réalisées.

La premiere, réalisée par Chandrasekhar et al & IBM [2]. La mesure de
I a été faite sur un anneau d’or dans le régime diffusif. La périodicité de I
était de ¢y ce qui correspond a ce qui était escompté pour un seul anneau.
La période est en effet doublée par rapport a une moyenne sur tous les an-
neaux. Cependant, ’amplitude des courants est de ’ordre de I alors que ’on
s’attendrait, dans le régime diffusif et, en faisant abstraction des interactions
électroniques, a mesurer [ =~ Ip = % Les calculs théoriques prédisent une
valeur Ip ~ 10 21y, soit cent fois inférieures & la valeur mesurée.

La seconde expérience a été effectuée par Mailly et al sur des anneaux
semi-conducteurs de GaAs/GaAlAs [51]. Comme lors de ’expérience précédente,
la période était de ¢y et 'amplitude mesurée était de I'ordre de Iy, ~ I.
Cette fois, le systéme était quasimment balistique.

Depuis lors, d’autres mesures de courants permanents ont été effectuées
[54, 53] et également dans les nanotubes de carbone [52].

Ce probleme d’ordre de grandeur entre théorie et expérience est I’essentiel
objet de ce travail et sera développé par la suite. On vient de constater que les
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amplitudes des courants mesurés expérimentalement sont dans des anneaux
diffusifs tres supérieurs aux valeurs théoriques.

2.3 Modélisation du systeme

Depuis que Biittiker et collaborateurs ont prédit I'existence de ses cou-
rants permanents dans les anneaux mésoscopiques [1], plusieurs expériences
ont permis de confirmer l'existence de ce phénomeéne [51, 52, 53, 54| autre
que les deux expériences présentées précédemment [3, 2.

Les théories analytiques sans interaction ont permis de rendre compte
qualitativement du comportement des courants permanents [50, 49, 48, 60,
57, 58, 59], mais pas de 'amplitude de ces courants. Les calculs analytiques
sur ces modeles ne tenant pas compte des interactions donnent un ordre de
grandeur pour le courant permanent qui est plus de deux fois inférieur aux
résultats expérimentaux en régime diffusif [47].

Le probleme central se trouve donc étre la différence importante qui existe
entre résultats théoriques et expérimentaux comme on 1’a évoqué auparavant
dans ce chapitre.

Ainsi, on pourrait penser que 'introduction des interactions électroniques
pourrait résoudre ce probleme d’ordre de grandeur.

Des travaux basés sur la théorie diagrammatique ont montré que I’intro-
duction des interaction électroniques dans des systemes quantiques désordonnés
modifiaient leurs propriétés de transport [55]. Malgré une augmentation conséquente
des courants permanents calculés en tenant compte des interactions d’une
fagon perturbative [56], ou en tenant compte d’arguments basés sur la statis-
tique de niveaux [63], ceux-ci sont toujours largement inférieurs aux valeurs
expérimentales. Ces études pourtant approfondies ne permettent toujours pas
de rendre compte de 'amplitude observée des courants permanents en trois
dimensions. En trois dimensions, des calculs numériques ont montré que les
courants permanents sont augmentés en présence d’interactions électroniques
[64].

Cependant, en une dimension, 'introduction des interactions électroniques
dans un systeme avec faible désordre ne mene pas a une augmentation des
courants permanents [93], comme il sera évoqué dans le chapitre 3.

Autre que l'interaction électron-électron, un autre facteur important dont
on doit tenir compte dans les anneaux mésoscopiques est le désordre, qui
exprime ’existence d’impurétés, de lacunes et de défauts. Une fois de plus,
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ne considérer que le désordre nous ramene a la théorie d’Anderson qui sera
explicitée plus avant lors du chapitre suivant 3 dans la section 3.2. En voici
un bref apercu.

En 1958, Anderson a souligné [94] le fait que la fonction d’onde dans un
potentiel aléatoire peut étre profondément altérée par ce méme potentiel s’il
est suffisamment fort. La diffusion par un potentiel aléatoire fait perdre a la
fonction d’onde électronique le caractere d’ondes de Bloch sur une échelle de
longueur qui est le libre parcours moyen /.. Néanmoins, la fonction d’onde
peut rester étendue a travers 1’échantillon.

Anderson démontra que si le désordre est assez fort, la fonction d’onde
devient localisée, et son enveloppe décroit exponentiellement de cette facon:

—|r — g
3

ou r est le vecteur position par rapport a ry et £ est la longueur de localisation.

L’introduction de désordre dans le systéme conduit a la présence d’états
localisés, c’est-a-dire que la fonction d’onde des états est restreinte a une
région donnée de I'espace. En fait, la fonction d’onde s’étend sur une dis-
tance qui est la longueur caractéristique £. Cette localisation n’a lieu que
pour de forts désordres en trois dimensions, tandis que, en une et deux di-
mensions, le moindre désordre méne a une localisation de la fonction d’onde.
Ces systemes sont alors des isolants. On verra dans le chapitre 3 que le
désordre est responsable d’une transition métal-isolant en trois dimensions.
Le parametre qu’est le désordre mene donc a une localisation et ne permet
pas d’expliquer a lui seul la valeur élevée des courants permanents.

La tache afin d’appréhender la différence d’ordre de grandeur entre théorie
et expérience consiste a considérer a la fois les interactions électrons-électrons
et le désordre. Cependant, ce probleme se révele tres difficile et demande de
recourir a des simplifications. On se reportera a 'article d’Eckern et Schwab
pour plus de détails [47].

Afin de simplifier encore le probleme, on peut considérer un modele sur
réseau unidimensionnel.

Notamment, des travaux effectués sur des systémes contenant peu de sites
[61, 65, 46] grace a la diagonalisation exacte ou en utilisant 1’approximation
de Hartree-Fock [66, 67], ou encore en incluant des interactions a longue
portée [62]: ces études montrent que les interactions répulsives ont tendance
a supprimer les courants permanents lorsque le désordre n’est pas trop fort.
Récemment, il a été montré que des interactions répulsives en présence de

[¥(r)| ~ exp (2.31)
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fort désordre peuvent conduire a une faible augmentation des courants per-
manents [5, 7]. L’introduction du spin dans la description de ce probléme a
été abordée par le biais de la bosonisation qui a montrée que des interactions
méme modérées peuvent augmenter le courant permanent [4]. D’autres tra-
vaux numériques montrent qu'une augmentation peut se produire en dehors
du demi-remplissage, pour des systeémes tres faiblement désordonnés [70, 71].

Le but de ce travail est d’utiliser un modele incluant le spin, les interac-
tions électroniques et le désordre. Ce modele sera présentée dans le chapitre
3. L’influence de ces parametres sera discutée dans les chapitres 5 et 6.

2.4 Conclusion

Ce chapitre a permis d’introduire les courants permanents et commen-
ter les mesures expérimentales. On a vu que celles-ci avaient été faites sur
différents matériaux (métal et semi-conducteur) et pour des configurations
différentes (mesure sur un anneau individuel et un ensemble d’anneaux). On a
également abordé la technique de fabrication de ces anneaux mésoscopiques.
Malgré de nombreuses approches théoriques pour comprendre la valeur des
courants permanents, aucune ne permet de décrire correctement les résultats
expérimentaux.

La modélisation de ce probleme étant tres délicate, notre approche consiste
a utiliser la quantité D, la raideur de charge, qui relie les courants permanents
a la conductivité optique, c’est-a-dire les propriétés de transport et celles
d’équilibre. Le calcul numérique de celle-ci est possible et va permettre de
déterminer le comportement des courants permanents. En utilisant le modele
d’Hubbard-Anderson qui combine désordre et interaction, on calculera D et
on pourra conclure sur les courants permanents.

Dans le chapitre suivant, le modele de Hubbard-Anderson employé va étre
développé afin d’en étudier ses particularités et de voir dans quelle mesure il
peut servir a la description des courants permanents.
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Chapitre 3

Modeles de Hubbard et

d’Anderson

Le chapitre précédent a permis de positionner le probleme de la descrip-
tion des courants permanents et de motiver le choix d’'un modele qui permet
d’étudier les effets de la présence simultanée de désordre et d’interactions sur
ce phénomene. Il s’agit maintenant de présenter le modele et ses propriétés
connues.

Le modele que nous avons choisi afin de tenir compte des effets d’in-
teraction et de désordre est le modele de Hubbard auquel on a rajouté un
terme de désordre aléatoire sur site. Pour un systéme unidimensionnel, ce
modele, nommé modele de Hubbard-Anderson, s’écrit en seconde quantifica-
tion comme suit :

avec .

t T
CioCit1o T ci+1,aci,a> ) (3.2)

S
|||
v
g

M
HW = WZZU,”I’LZ',U (33)
=1

g
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et

M
HU = UZ UZRX LT (34)

=1

M désigne le nombre de sites, ¢ étant l'indice des sites. Le spin est
représenté par la variable notée o.

Le premier terme Hy est le terme d’énergie cinétique ou de saut; il décrit
le saut entre plus proches voisins caractérisé par le parametre ¢, que nous
prendrons comme unité d’énergie dans les calculs numériques dans les cha-
pitres 5 et 6 et qui représente ’amplitude de probabilité pour un électron de
sauter d’un site vers son voisin, permettant ainsi le déplacement des électrons
le long de ’anneau. Les opérateurs ¢, et c;,, respectivement, créent et an-
nihilent un électron de spin ¢ dans I’état de Wannier centré autour du site
1.

Le second terme Hy, représente le désordre sur site. Le désordre (relié
a la concentration d’impuretés) est modélisé par des fluctuations d’ampli-
tude W de l'énergie Ww; sur site, ou les v; sont des nombres aléatoires
v; € [—1/2,1/2]. L’opérateur de nombre de particules sur site ¢ est défini
par n;, = C;},—aci,U'

Le troisieme terme Hy; est le terme d’interaction sur site. Si deux électrons
(avec spin up et spin down) se trouvent sur le méme site 4, leur répulsion se
manifeste par le biais de 1’énergie coulombienne U. L’interaction choisie est
donc une interaction sur site alors qu’il est admis que les interactions entre
électrons dans un solide sont dues a la force de Coulomb électrostatique qui,
dans le vide, est une force a longue portée. Afin de justifier I’approximation
d’une interaction a courte portée, on peut considérer que la force de Coulomb
est écrantée par les électrons autour et ceux placés dans les autres orbitales
qui ont été négligées.

On considére ainsi un modele sur réseau: le cas d’un anneau unidimen-
sionnel désordonné contenant M sites avec N électrons en interaction. L’an-
neau est symbolisé comme dans la figure 3.1.
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F1G. 3.1: Schéma d’un anneau unidimensionnel traversé par un flux ¢ perpendi-
culaire & la surface de anneau. Les cercles vides symbolisent les sites sur lesquels

les électrons viendront se placer.

Utiliser un modélisation plus “compléte” (modeéle de Hubbard-Anderson)
peut se révéler tres riche puisque l'interaction ainsi que les défauts seront
considérés et traités. Le principal intérét est de considérer les phénomeénes
se produisant lorsque désordre et interaction sont présents simultanément.
Traiter désordre et interaction sur un méme pied d’égalité se révele étre un
probleme tres compliqué, comme il a été évoqué dans le chapitre 2. En effet,
le systeme n’est pas intégrable analytiquement et il n’est pas envisageable de
se référer a des méthodes perturbatives ou de type champ moyen, puisque
les fluctuations quantiques sont prépondérantes dans les systémes unidimen-
sionnels.

Le modele choisi dans ce travail nous oblige a recourir a l'instrument
numérique. La difficulté du traitement numérique réside dans le fait que la
dimension de l'espace de Hilbert du systéme considéré croit exponentielle-
ment avec la taille de ce systeme. De plus amples détails quant a ce probléeme
seront développés dans le chapitre 4 consacré a la méthode DM RG.
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3.1. MODELE DE HUBBARD

Dans ce chapitre, nous allons étudier quelques limites de ce modele,
notamment, le modele de Hubbard, lorsque W = 0, soit en 'absence de
désordre, et le modele d’Anderson, en I’absence d’interaction (U = 0). On
présentera quelques propriétés de ces modeles. On verra que ces modeles per-
mettent de décrire certains systeémes de la matiere condensée, c’est pourquoi
ils sont devenus tres utilisés dans ce domaine, puisqu’ils engendrent donc une
compréhension approfondie et font figure de précurseur et de base pour des
modeles plus réalistes.

L’hamiltonien de Hubbard comporte des ingrédients qui peuvent mener
a de nombreux phénomenes comme le ferromagnétisme, le ferrimagnétisme.
Malgré tout, celui-ci est 'objet de simplifications importantes qui peuvent
étre justifiées sous certaines conditions [72], notamment les interactions de
Coulomb a courte portée, évitant ainsi la complexité des interactions a longue
portée qui engendrent un effet d’écrantage.

Le modele de Hubbard est un modele de liaisons fortes tenant compte
des interactions. Cependant, certaines de ces interactions sont laissées pour
compte dans le modele: les termes directs V' et les termes d’échange entre les
électrons sur des sites différents. Il faut préciser que ces interactions V' entre
sites ne sont pas forcément plus faibles que les amplitudes de probabilité de
saut 7;; entre les sites ¢ et j et, de plus, ces interactions, lorsqu’elles sont peu
écrantées, ne décroissent pas rapidement avec la distance; il n’est donc pas
justifiable de les négliger. Néanmoins, celles-ci couplent les fluctuations de
charge et non celles de spin [72]. On peut donc considérer que ce terme, au
voisinage de transitions magnétiques, contribue de facon peu significative a
I’énergie libre et ne se révele pertinent que dans le cas d’instabilité de densité
de charge.

3.1 Modeéle de Hubbard

Le modele de Hubbard s’écrit [73, 74] :
H= Hyg+Hy (3.5)

L’hamiltonien de Hubbard ne tient en compte que le terme d’interaction,
(Hy), et celui de saut, (Hg). Celui-ci donne une description quantique qui
inclut le mouvement des électrons sur réseau et leurs interactions.

Le modele de Hubbard est un modele a N corps que ’on ne peut pas
réduire a un modele & un seul corps. En conséquence, des résultats exacts
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3.1. MODELE DE HUBBARD

sont seulement connus pour le cas unidimensionnel [75, 76]. Les diverses
méthodes pour résoudre le cas unidimensionnel sont variées et parmi elles,
on compte entre autre, I’Ansatz de Bethe [77], la bosonisation [78], et les
méthodes du groupe de renormalisation [79]. Malheureusement, celles-ci ne
sont efficaces qu’a une dimension et ne peuvent se généraliser a deux ou
trois dimensions. Toutefois, de considérables progres ont été effectués dans
ce domaine [80]. Depuis son introduction par Hubbard [81, 82|, ce modele
est utilisé dans de nombreux travaux et de nouvelles méthodes a N corps
sont développées et appliquées au modele de Hubbard et donnent lieu a une
multitude de résultats intéressants [72].

Pour une revue sur le modele de Hubbard, on pourra se référer a la revue
d’Andrei [83].

3.1.1 Quelques cas limites du modele de Hubbard

Cette partie est consacrée a I’étude de certaines propriétés du modele de
Hubbard qui nous serviront dans la suite de ce travail, notamment des cas
limites pour lesquelles existent des résultats exacts.

Dorénavant, on va aborder quelques cas limites qui vont permettre des
conclusions exactes et quelques vérifications.

La limite des interactions nulles

Dans la limite U = 0, le modele de Hubbard décrit des électrons sur un
réseau. Ils forment un gaz de Fermi. Le probleme est réduit a un modele de
liaisons fortes a un électron. Les électrons sont décrits par des ondes planes
définies par leur vecteur d’onde k. Une fois I’équation de Schrodinger pour
un seul électron résolue, les états propres de ’hamiltonien a plusieurs corps
sont donnés par les déterminants de Slater batis a partir des états a un corps.
L’état fondamental correspond a 1’état ou les électrons sont placés dans les
états a une particule qui ont les énergies les plus basses, avec spin up et down
comme on le voit dans la figure 3.2.

Ce type de systemes est illustré ainsi:
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3.1. MODELE DE HUBBARD

EA

Y

F1G. 3.2: Représentation schématique du remplissage des N/2 niveaux d’énergie

les plus bas du systéme avec N électrons sans interaction. D’aprés [84].

La limite atomique

Dans le cas t = 0, les électrons ne peuvent pas sauter d’un site a ’autre.
Ils restent liés a un ion précis dans un état atomique. Cette limite atomique
a déja été étudiée par Hubbard lui-méme [81]. Comme tout mouvement des
électrons est supprimé, le modele se comporte comme un isolant. L’hamilto-
nien ne comprend que la partie des interactions Hy. Dans le cas correspon-
dant a des interactions répulsives U > 0, I’état fondamental pour un nombre
donné N d’électrons s’obtient en distribuant les électrons parmi les M sites tel
que le nombre de sites doublement occupés est minimisé. Lorsque N < M,
aucun site ne sera doublement occupé et 1’état fondamental est d’énergie
nulle. Lorsque N > M, le fondamental correspond a N — M sites double-
ment occupés et 2M — N sites comportant un seul électron. Par exemple,
on aura pour un systéme de quatre électrons (deux électrons avec spin up
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3.1. MODELE DE HUBBARD

et deux avec spin down) sur trois sites un état de base constitué comme
il est montré dans la figure 3.3, et qui est toujours dégénéré avec d’autres
configurations qui comportent un site doublement occupé.

=] =2

=3

F1G. 3.3: Exemple d’arrangement de quatre électrons sur trois sites dans la limite

atomique.

Dans tous les cas, le fondamental est dégénéré. A la dégénérescence des
différentes configurations de charge s’ajoute celle des configurations de spin
des sites simplement occupés.

La limite des trés fortes interactions U >t

Contrairement a la limite atomique, dans la limite t/U — 0 avec t # 0,
un électron peut toujours se déplacer a condition que le saut ne modifie pas
I’énergie d’interaction.

Prenons la partie de ’hamiltonien qui tient compte des interactions Hy.

g1 nil

Les états propres de Hy sont des états de Fock |W{n; +,n; }) =11, (c;f’T) (c;"i) |0)
avec 1, 1(,) = 1 sile site ¢ est occupé par un électron de spin 1 (1) et n; 4,y = 0
sinon, dans la représentation de Wannier. Pour des remplissages inférieurs ou
égals au demi-remplissage (N < M), 'espace de Hilbert généré par ces états
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3.1. MODELE DE HUBBARD

propres peut étre subdivisé en deux sous-espaces :

S = “1’{7’1@@ TLZ’7¢}) ‘ N4 -+ n;, S 1V2 (36)
D= [¥{nip,nis}) [ F 3 nip+mni =2 (3.7)

D contient les états dans lesquels au moins un site est doublement occupé et
S est 'espace de toutes les configurations avec zéro ou un électron sur tous
les sites. L’énergie des états de S est nulle tandis que celle des états dans D
est ngU, avec le nombre de sites doublement occupés ny.

Dans la limite ¢/U < 1, le terme de saut Hy peut étre considéré comme
une perturbation par rapport a Hy qui couple les états de base entre eux
par des éléments de matrice qui sont de ’ordre —t. Ceci leve une partie des
dégénérescences a 'intérieur de ces sous-espaces. En plus, Hx couple § a D.

Si I'on s’intéresse aux propriétés a énergie faible, dans la limite t/U < 1,
on peut négliger les couplages faibles entre les états S et D (qui sont séparés
en énergie par U) et se restreindre a la considération du sous-espace S qui
est le plus bas en énergie.

Hors demi-remplissage, les électrons peuvent sauter d’un site a l'autre
sans couter d’énergie d’interaction. Par contre, lorsque l'on a exactement
une particule par site (N = M), la mobilité des électrons est supprimée par
I’écart énergétique U entre les états S et D, et on obtient un comportement
isolant dans la limite thermodynamique. Cette situation est connue sous le
nom d’“isolant de Mott” [85].

Le premier effet du couplage entre les états S et D apparait au deuxiéme
ordre en t et résulte de processus dans lesquels un électron saute sur un
site voisin (occupé par un électron de spin opposé). Ensuite, un des deux
électrons retourne au site initial (voir la figure 3.4). Ceci meéne a un terme
de couplage effectif antiferromagnétique entre spins voisins égal & J = 4t2/U
qui est I’énergie mise en jeu lors de ’échange entre les deux électrons.
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3.1. MODELE DE HUBBARD
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FiGc. 3.4: Exemple de sauts entre deux sites pour des électrons de spin opposé

menant a des corrections de deuxiéme ordre en t.

Dans le cas d’une particule par site ou isolant de Mott, on peut ainsi ob-
tenir un hamiltonien effectif pour les degrés de liberté de spin, qui correspond
au modele de Heisenberg

H=17) 88, (3.8)

<ij>

pour un réseau de spins. Ici, les S; sont les opérateurs de spin 1/2 sur site 3.
Pour J > 0, son fondamental présente des corrélations antiferromagnétiques.
Il est intéressant de constater qu’entre les deux limites U = 0 et U — o0,
le systeme passe d’un gaz d’électrons libres a un isolant antiferromagnétique :
une transition métal-isolant accompagnée d’une transition magnétique doit
avoir lieu pour une certaine valeur critique U,.. Cependant, Lieb et Wu ont
démontré qu’aucune transition de phase ne se produisait en une dimension
[75, 76], le systéme étant un isolant pour toutes les valeurs de U > 0. En
revanche, elle existe pour des dimensions supérieures [86, 87]. Notre probléme
se situera en une seule dimension et tout le chapitre 7 sera consacré a cette
limite d’interactions fortes en dimension un. Cependant, le modele étudié
sera celui de Hubbard-Anderson ol le désordre est aussi pris en compte.
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3.1. MODELE DE HUBBARD

3.1.2 Les symétries de ’hamiltonien de Hubbard

Pour comprendre les propriétés d’un systeme, il est toujours utile de
considérer ses symétries. Un examen systématique des propriétés d’invariance
que peut posséder la loi d’évolution d’un systéeme physique par rapport a cer-
taines transformations permet de déduire des conséquences importantes pour
son comportement.

Quelques généralités sur les invariances

De nombreuses références traitent de ce probleme (par exemple [34]).
Considérons un groupe de transformations G constitué de ’ensemble G des
opérateurs linéaires 7T; avec une opération de composition qui vérifie les pro-
priétés du groupe. Le fait qu’une observable est invariante par rapport aux
transformations du groupe s’exprime par la condition TZQT;r =QVT; € G,ou
QQ est 'opérateur correspondant a ’observable. Cette condition peut s’écrire
comme :

@Q,T:]=0 (3.9)

Admettons que 'hamiltonien H soit invariant par rapport aux transfor-
mations du groupe G. On a alors [H,T;] = 0 pour tout opérateur 7; de G.
Ces opérateurs forment avec H un ensemble d’opérateurs qui peuvent étre
simultanément diagonalisées. Les symétries continues de 1’hamiltonien en-
trainent l'existence de lois de conservations. Pour toute observable qui ne
dépend pas explicitement du temps et qui commute avec H, la loi suivante
peut étre énoncée: Soit H un hamiltonien invariant par les transformations
d’un groupe. Alors toute observable fonction des opérateurs de ce groupe est
une constante du mouvement. Voici deux lois de conservation courantes:

1-’invariance par translation et conservation de I’impulsion to-
tale: dans le cas ou I’hamiltonien est invariant par translation, il faut et
il suffit qu’il soit invariant par les translations infinitésimales: [H, P] = 0
et P est I'opérateur de I'impulsion totale du systéme, et le générateur des
translations.

2-I’invariance par rotation et conservation du moment cinétique:
[H, J] = 0, avec 'opérateur du moment cinétique J qui génére les rotations.

L’invariance qui va nous étre utile dans la suite sera la 2- qui correspond
a I'invariance par rotation et caractérisera notre probleme. Les systemes que
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3.1. MODELE DE HUBBARD

I’on considérera sont invariants par rotation dans ’espace des spins, selon la
direction z. On aura alors [H, S,] = 0

Comme nous le discutons dans le chapitre suivant 4, cette symétrie nous
permettra de limiter ’espace de Hilbert dans lequel on va chercher les va-
leurs propres. En effet, des observables qui commutent possédent une base
commune et les états propres s’obtiendront en diagonalisant les matrices de
I’hamiltonien correspondant a une valeur propre de S,.

Les symétries du modele de Hubbard

Le modele de Hubbard que nous considérons ici conserve le spin total, sa
projection sur 'axe (Oz) ainsi que le nombre de particules:

[H’ (S)Q] = [H, Sz] = [Ha N] =0 (310)
ol H est ’hamiltonien de Hubbard et :

S=>3S; (3.11)
N =Y n; (3.12)

Le spin total est égal a la somme des spins sur les sites du réseau et le nombre
total d’électrons est donné par la somme des nombres d’occupation sur les
sites de ce méme réseau.

De surcroit, ces opérateurs commutent également c’est-a-dire:

[8%2,5,] =15, N] =[N,S? =0, (3.13)

et les valeurs propres de S2, S, et N sont donnés par S(S+1),5, et N respec-
tivement, ce qui permet de définir les bons nombres quantiques du systéme
considéré & partir des opérateurs S2, S, et N. Le traitement numérique de
ce modele recherche les états propres de H parce-que 1’on peut traiter les
sous-espaces de I’espace de Hilbert qui correspondent aux différentes valeurs
des nombres quantiques. Pour ce faire, la base choisie doit étre telle que les
états de base sont des états propres des opérateurs de symétrie, et que la
représentation des opérateurs de symétrie est diagonale. Dans notre cas, une
base d’états propres de la projection du spin total dans la direction z, soit S,
sont facilement calculables; seul S, le nombre quantique lié au spin total, est
bien plus difficile a utiliser. Nous choisissons I’axe z comme axe de quantifi-
cation de facon arbitraire et effectuons la diagonalisation dans des secteurs
a S, et N fixes, sans restriction pour S.
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3.1. MODELE DE HUBBARD

L’énergie totale E' peut dépendre du spin total S, mais pas de sa projec-
tion S, qui peut adopter les valeurs —S,—S + 1,---,S. Si I’on note E(S,)
I’énergie de I'état fondamental dans le secteur spécifié par la projection du
spin S, et si Pon a E(S,) < E(S,+1) et E(S,) = E(S,—1) = --- BE(S™"),
on peut conclure que I’état fondamental de I'espace de Hilbert complet, non
restreint a un S, spécifique, est un état de spin S = S,.

Quelques modeles d’électrons sur réseau présentent une symétrie particule-
trou [88]. Cette symétrie relie la création d’un électron a sa destruction de la
facon suivante :

Cip = (—1)'cl, (3.14)
Suite a cette transformation, les termes de saut se transforment selon :
c;“,(,c,-H,G + h.c. > —ci,ac};l,a + h.c. = chl,Ucz-’,, + h.c. (3.15)

et ’on constate que ceux-ci restent inchangés sous cette transformation.
Les opérateurs nombre deviennent alors:

Nig = Cl,Cig = CigCl, (3.16)
=1-d,cio (3.17)
=1-n, (3.18)

En sommant sur les spins up et down, on obtient :
ng —2-mn (3.19)
et le nombre de total de particules se transforme en:
N—=2M—N (3.20)

En appliquant les mémes transformations aux opérateurs de spin, on
constate également une rotation de ceux-ci [88].

Si la symétrie particule-trou s’applique pas seulement a la partie cinétique
mais également a la partie interaction, il y aura une bijection entre les états
propres avec les nombres quantiques (E, S, S,, N) et (E,S,—S,,2M — N).

En conséquence, afin de déterminer les propriétés d’un systeme hors demi-
remplissage, seule 1’étude en-dessous du demi-remplissage est nécessaire et
permet de connaitre la physique du systeme au-dessus du demi-remplissage.
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3.1. MODELE DE HUBBARD

3.1.3 Le modeéle de Hubbard en une dimension

Le modeéle de Hubbard en une dimension a été résolu par Lieb et Wu en
1968 [75]. Les calculs détaillés de cette solution sont donnés dans un article
paru en 2002 [76]. La résolution de ce modele repose sur I’Ansatz de Bethe
[77] qui a été développé initialement pour résoudre la chaine de Heisenberg
avec des interactions aux plus proches voisins. De nombreux travaux (voir
par exemple [89, 91, 92|) traitent de cet Ansatz de Bethe et ’on pourra s’y
référer pour de plus amples explications.

En 1931, la méthode a été développée par Bethe afin de traiter analytique-
ment la chaine de spins 1 /2 de Heisenberg. Elle permet d’obtenir les énergies,
I'état fondamental ainsi que les états excités de fagon exacte [77, 89|.

L’Ansatz consiste a écrire toute fonction propre comme une superposition
d’ondes planes. Les termes d’interaction meénent a un couplage de ces ondes,
ce qui mene a un ensemble d’équations qui permettent de déterminer les
coefficients.

L’Ansatz de Bethe a été adapté avec succes a d’autres systémes (Kondo,
modeles sur réseau) [90]. Bien que les valeurs et vecteurs propres d’un systéme
petit puissent étre obtenus grace a la diagonalisation directe, 1’Ansatz de
Bethe offre deux importants avantages : tous les états propres sont caractérisés
par un jeu de nombres quantiques qui peut étre utilisé pour les distinguer
selon des propriétés physiques spécifiques. Dans beaucoup de cas, les valeurs
propres ainsi que les propriétés physiques qui en sont dérivées peuvent étre
évaluées dans la limite thermodynamique ce qui n’est pas possible par dia-
gonalisation directe.

On peut traiter de la méme fagon le modele de Heisenberg antiferro-
magnétique : tous les vecteurs propres restent similaires a ceux trouvés dans
le cas ferromagnétique mais les signes sont changés. Ceci modifie fondamen-
talement les propriétés physiques du systeme.

Une généralisation de I’Ansatz de Bethe s’applique au modele de Hubbard
unidimensionnel. La solution de ce modele a déja été mentionnée précédemment
[75, 76].

L’état fondamental y est calculé et il est démontré qu’il n’existe pas de
transition de Mott en une dimension. Cela veut dire que le systeme a
demi-remplissage est un isolant des que U > 0. On peut donc s’attendre
a ce que les courants soient faibles dans les anneaux. On verra par la suite
que Dinteraction fait décroitre le courant permanent dans les anneaux sans
désordre.
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Il faut préciser qu’en une dimension, des fermions ou électrons soumis
a une interaction ne se comportent plus comme un liquide de Fermi mais
comme un liquide de Luttinger. Ceux-ci présentent des propriétés completement
différentes des liquides de Fermi, notamment la séparation spin-charge [92].

On peut utiliser le liquide de Luttinger comme moyen de modéliser les
courants permanents en une dimension [93]. Ceci sera un excellent point de
comparaison lorsque le programme employé devra étre testé.

Il faut retenir ici que l'interaction seule ne peut donc pas étre respon-
sable d’'une augmentation des courants permanents, dans le cadre du modele
de Hubbard. Au contraire, I’ajout d’une interaction répulsive meéne a une
diminution des courants permanents.

3.2 Modele d’Anderson

Le modele d’Anderson a été introduit afin de décrire le cas de systeémes
qui contiennent des impuretés et est donné en seconde quantification [94] :

H = Hg + Hy (3.21)

Cet hamiltonien prend en compte le désordre sur site et le déplacement
des électrons de site en site.

En effet, lorsque la concentration de défauts devient importante, il devient
impossible d’utiliser les méthodes valables dans le cas de systeémes transla-
tionnellement invariants et 1’on doit alors introduire de quoi modéliser le
désordre.

Il s’agit la également d’'un modele sur réseau mais sans terme d’interac-
tion. C’est donc un modele & un corps. Le modele d’Anderson se propose de
décrire la propagation des électrons dans un métal contenant des impuretés.
Lorsque I'on se place a température suffisamment basse, on peut négliger les
interactions électrons-phonons qui sont a ’origine de collisions inélastiques;
négligeant les interactions électron-électron, on se retrouve alors en présence
uniquement de collisions élastiques électrons-impuretés. On se place donc
dans le domaine ol les interférences jouent un role important, soit dans le
domaine de la physique mésoscopique. Dans le cadre du modele d’Ander-
son, la configuration des impuretés reste statique. L’hamiltonien d’Anderson
comporte un potentiel statique aléatoire qui modélise cette situation, et per-
met d’étudier I’effet du désordre sur les propriétés électroniques d’un systéme
quantique.
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Caractériser les propriétés d’un matériau sans interaction et sans désordre
est une tache relativement aisée. Lorsque I’on étudie un cristal parfait, le po-
tentiel dans lequel évoluent les électrons sera périodique et on peut alors
utiliser le théoreme de Bloch qui permet d’écrire les états propres comme des
produits de fonctions périodiques et d’ondes planes. Les fonctions d’onde (de
Bloch) sont délocalisées. Cependant, aucun matériau n’est idéal puisque des
distorsions apparaissent a cause de la présence d’impuretés, de dislocations et
d’autres défauts. Lorsque la concentration de ce type de défauts reste faible,
on peut encore utiliser les méthodes réservées aux systemes translationnel-
lement invariants comme base afin de comprendre ces systemes faiblement
désordonnés. Néanmoins, des I'introduction de concentration de défauts plus
fortes, il faut développer de nouvelles méthodes.

Ce modele datant de 1958 [94] permet de constater que, dans un po-
tentiel aléatoire, les états propres peuvent étre localisés dans ’espace réel.
Cette localisation est en fait un phénomeéne d’interférence ondulatoire tout-
a-fait général et peut étre appliquée dans le cas de propagation des ondes
classiques comme le son ou la lumiére dans les milieux non homogenes [95].
Cette partie va nous permettre d’introduire le phénoméne de désordre et
d’étudier le comportement des systemes contenant des impuretés. La partie
suivante sera dévouée a I’étude de la localisation de la fonction d’onde et a
ses conséquences.

On se rappelle que le désordre est décrit par un potentiel aléatoire qui
dépend de la configuration des impuretés. On se place, tout comme dans
le modele de Hubbard, dans I'approximation des liaisons fortes et les fonc-
tions d’onde a une particule seront données par une superposition des états
localisés sur site (dits de Wannier).

Les variables aléatoires indépendantes v; définies précédemment déterminent
les énergies Wu; associées aux sites i (ou encore énergie de site ou potentiels
de site).

Concretement, les v; sont obtenues aléatoirement entre —1/2 et 1/2, puis,
afin d’obtenir la valeur du potentiel sur site, les v; sont multipliés par la
force du désordre W. L’ensemble des v; constitue un paysage aléatoire. Nous
utilisons la distribution de probabilité [96, 97| :

P() = 005 = [ui). (3.22)

Numériquement, on prend un générateur de nombres aléatoires qui va fournir
le nombre de valeurs aléatoires requises (M valeurs pour une configuration
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du désordre dans une chaine de M sites). Celles-ci seront alors affectées dans
I'ordre du tirage aux sites successifs. La résolution se fait alors en diago-
nalisant numériquement la matrice associée a I’hamiltonien. Ainsi, chaque
configuration du désordre donnera lieu a des comportements différents et il
faudra donc effectuer une moyenne sur un grand nombre de configurations
(échantillons).

Dans la base des états sur site, la partie diagonale de 'hamiltonien cor-
respond a I’énergie potentielle (désordre sur site) tandis que la partie non-
diagonale correspond a I’énergie cinétique. On a choisi le cas le plus simple ou
le désordre est purement diagonal et les potentiels associés statistiquement
indépendants.

Sous certaines conditions, un faible désordre ne localise pas les états qui
restent étendus, cependant, une augmentation de la force du désordre mene
a une localisation des états et le systeme se comportera comme un isolant
dans la limite W/t > 1. Cette transition d’un état métallique vers un état
isolant produite par le désordre a trois dimensions est appelée transition
d’Anderson.

En une et deux dimensions, tous les états sont localisés et le systeme est
isolant quel que soit W > 0 [97].

Les enveloppes des fonctions d’onde vont évoluer en décroissant de maniere
exponentielle avec la distance du centre du domaine de localisation. On verra
plus tard dans ce travail comment calculer la longueur de localisation a partir
de données numériques.

3.3 La localisation d’Anderson

Le but de la théorie concernant la localisation consiste a parvenir a ca-
ractériser la fonction d’onde du systeme considéré dans ’espace. Cette ca-
ractérisation pourrait bien sur se faire par de nombreux parametres comme
le diametre moyen ou les corrélations spatiales. Une possibilité est de calculer
par exemple le rapport de participation inverse P~! = Zf\il |U;|%. 11 mesure
la partie de I'espace dans laquelle 'amplitude des fonctions d’onde est si-
gnifiante. Alternativement, le comportement asymptotique d’un état localisé
U(r) = f(r)exp (—r/&) autour de r = 0 peut étre décrit par une longueur
¢ de décroissance exponentielle de son enveloppe. f(r) est une fonction os-
cillante dont ’enveloppe ne dépend pas de r. La limite & — oo correspond a
un état étendu. Pour plus de détails, on pourra se reporter a [98].
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3.3.1 La théorie d’échelle

La théorie dite d’échelle [99] considére le comportement de la conductance
g en fonction de la taille du systeme L en dimension d. Cette théorie est fondée
sur ’hypothese que seule une variable suffit a la description du comportement
de la conductivité.

Elle s’inspire de la théorie de Thouless (cours d’Imry [11]) qui établit une
relation entre la conductance gy, le temps 7, de transit d’'un électron a travers
un systeme de taille L et la densité de niveaux électroniques p; du meéme
systeme. C’est celle-ci qui introduit la premiere une longueur caractéristique
qui est la longueur de localisation des électrons.

Le calcul des propriétés critiques nécessite de considérer la limite thermo-
dynamique. Pour ce faire, on a recours a I’argument de Thouless [29] qui pose
que la conductance Gor, d’un systeme de volume (2L)d est relié & celle Gy, du
systéme de volume L? (cours d’Imry dans [11]). On introduit la variable sans
dimension g = (h/e?)G. L’idée relative a la théorie d’échelle consiste & étudier
la fonction de 8 = 0(Ing)/0(In L), dérivée logarithmique de la conductance
dans un hypercube de volume L? et on suppose que 3 ne dépend que de g et
d’aucun autre parametre (énergie, désordre). Afin de décrire qualitativement
son comportement, on utilise des formes asymptotiques de 3(g) pour des pe-
tites et de grandes valeurs de g et on interpole entre ces deux régimes sous
I'hypothése que [(g) est continue et monotone. On peut considérer divers
systemes désordonnés de différente dimensionnalité.

La loi d’Ohm nous donne g(L) = 0 L%? avec la conductivité o. Les cor-
rections au comportement de cette quantité 3(g) furent déduites grace a une
expansion a partir de la limite de faible désordre en utilisant les techniques
diagrammatiques de perturbation [100], confirmant les hypotheéses d’échelle
et la monotonité de 5(g). Lorsque g(L) est petit et qu’on est dans le régime
localisé, il est donné par l’expression suivante: g(L) = Agexp (—L/&). On
déduit alors que:

B(g) (3.23)

_dlng d—?2 g>1
" dinL | Ing—In(4y) gx1

Pour 3(g) > 0, la conductance augmente avec la taille de I’échantillon
dénotant un comportement métallique, avec une conductance finie dans la
limite thermodynamique I, — oc. Dans le cas de 3(g) < 0, g(I) décroit si I'on
augmente la taille de I’échantillon L, ce qui implique un comportement isolant
pour L — oo. Au point fixe défini par 5(g.) = 0 correspond la transition
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métal-isolant due au désordre. On obtient des fonctions représentées dans la
figure 3.5.

L’une des constatations essentielles de cette théorie d’échelle a un pa-
rametre est qu’une transition métal-isolant ne peut exister qu’en trois dimen-
sions puisque c’est la seule dimension ou la fonction 5(g) prend des valeurs
positives et négatives. En revanche, en une et deux dimensions, g(L) décroit
avec L. Ainsi, le régime isolant est toujours atteint dans la limite thermo-
dynamique pour des électrons sans interaction [99]. En effet, pour d = 1, le
régime est clairement toujours isolant et on peut toujours définir une lon-
gueur de localisation £. Pour d = 2, le régime est isolant mais 3(g) s’annule
dans la limite de grand g. Pour d = 3, B(g) peut s’annuler en g = g, et
celui-ci est un point fixe dans le sens des transitions de phase, et correspond
a la transition métal-isolant d’Anderson.

y-Goiedeh)

F1G. 3.5: Représentation schématique de la fonction 8 par la théorie d’échelle en

une, deux et trois dimensions [96].

3.3.2 La localisation en une dimension

En une dimension, tous les états propres de I'hamiltonien d’Anderson
avec désordre aléatoire sont exponentiellement localisés. On conclut donc
qu’a une dimension, un systeme désordonné est isolant. La conséquence sur
les propriétés de transport est évidemment importante: la conductivité g
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diminue exponentiellement avec la longueur d’un systéme unidimensionnel.
L’échelle de cette décroissance, la longueur de localisation &, diminue quand
le désordre W augmente. Pour W faible, on a £ ~ 1/W?. Le désordre fige
donc le systeme en localisant les particules et le rend isolant. On ne considere
donc plus les propriétés macroscopiques mais celles d’échantillons finis.

A une dimension, la longueur de localisation est de l'ordre du libre par-
cours moyen entre les collisions entre électrons et impuretés.

3.3.3 La transition d’Anderson-Mott en une dimension

Afin de s’approcher de la situation réaliste du courant permanent mesuré
lors des expériences, il faut introduire le terme d’interaction. L’effet des inter-
actions consiste a introduire une compétition entre désordre et interaction qui
ne vont pas localiser de la méme maniere. Ceci est pressenti pour introduire
un phénomeéne de délocalisation. Les électrons pourront ainsi se déplacer de
site en site avec moins de difficulté. On pourra se reporter a la revue de Belitz
et Kirkpatrick pour I’étude de cette transition d’Anderson-Mott [87].

Lorsque I'on s’intéresse a la limite thermodynamique de systemes désordonnés
contenant des électrons en interaction, on considere la longueur de localisa-
tion & comme outil permettant d’appréhender les effets de délocalisation des
interactions. A interaction nulle (U = 0), on retrouve la longueur de localisa-
tion a une particule, caractéristique de la décroissance spatiale des fonctions
d’onde du systeme.

Il faut signaler également que ces interactions pourraient étre a ’origine
du phénomene de délocalisation en deux dimensions [103]. Cependant, si le
role du désordre semble bien compris, les expériences indiquent I’existence
d’une transition de phase & deux dimensions [103, 104], dans des échantillons
faiblement désordonnés [104]. Beaucoup de travaux ont été développés dans
I'intention de montrer que les effets combinés du désordre et de l'interac-
tion menent a une délocalisation & deux dimensions. Des faits précurseurs
d’une phase métallique a deux dimensions ont été trouvés numériquement en
étudiant les courants permanents [68, 69, 105].

C’est I'approche qui sera employée dans ce travail afin de montrer qu’un
phénomene délocalisant se produit dans les anneaux unidimensionnels étudiés
dans le chapitre 6. On va voir que la longueur de localisation augmente pour
des valeurs précises du désordre en fonction de I'interaction.
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3.4 Conclusion

Ce chapitre nous a permis d’introduire les modeles d’Anderson et de
Hubbard et donner quelques-unes de leur propriétés fondamentales. Ceux-ci
sont tous deux des modeles de liaisons fortes (sur réseau). L’hamiltonien de
Hubbard rend compte d’une interaction entre électrons de spin différents sur
le méme site (terme d’interaction U) alors que celui d’Anderson rend compte
de impuretés présentes dans tout métal par le biais du terme de désordre
(terme W) sur site. En les combinant en un hamiltonien complet (modele
de Hubbard-Anderson), on obtient un modele tenant compte a la fois des
interactions et des défauts comme on I'avait déja mentionné dans le chapitre
2 dans la section 2.3 et développé dans celui-ci afin d’obtenir une description
plus complete des courants permanents. Ce modele devrait permettre une
compréhension des phénomenes ayant lieu dans les anneaux mésoscopiques.
Dans notre modele, cet anneau est unidimensionnel et représenté par un
réseau de M sites refermé sur lui-méme et traversé par un flux ¢, comme
celui de la figure 3.1.

Le modele de Hubbard-Anderson est donc tout-a-fait adapté a la des-
cription de cet anneau contenant des électrons s’y déplacant. On va ainsi
pouvoir tenir compte de 'influence et des interactions et du désordre tout en
incluant le spin. Néanmoins, le modéle nommé “Hubbard-Anderson” ne se
résout pas analytiquement et on doit donc employer la méthode numérique.
Celle-ci sera présentée dans le chapitre 4. Cela va permettre de regarder des
cas ou les forces du désordre et de ’interaction sont comparables et peut-étre
ainsi d’appréhender ’augmentation importante des courants permanents. En
effet, ce chapitre nous a permis de constater que seules les interactions ou le
désordre seul ne peuvent en aucun cas mener a une augmentation des cou-
rants permanents. C’est donc une combinaison de ces deux parametres qui
va tendre a produire une hausse de ces courants permanents. Une partie de
ce travail sera consacrée a I’étude de la longueur de localisation et permettra
de constater un phénomene de délocalisation. Outre ce travail numérique,
une partie analytique sera developpée en utilisant les propriétés connues de
ces modeles dans la limite des fortes interactions (chapitre 7).
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Chapitre 4

La méthode numérique DMRG

Le chapitre précédent a introduit le modele de Hubbard-Anderson que I’on
a choisi pour calculer les courants permanents. Cependant, ce modele ne se
résout pas analytiquement, sauf dans des limites bien particulieres. Il est donc
nécessaire d’avoir recours a la méthode numérique. Ce chapitre est consacré a
la présentation de la méthode a laquelle on a recours. Il s’agit de la méthode
de renormalisation de la matrice densité, Density Matrix Renormalization
Group (DMRG).

La méthode DMRG choisie dans ce travail permet d’atteindre des tailles
de systemes bien plus conséquentes que lorsque ’on utilise la diagonalisation
exacte. Ceci est nécessaire comme la taille de ’espace de Hilbert a multi-
particules croit exponentiellement avec le nombre de sites et le nombre de
particules.

On détaillera I’historique de cette méthode dans la partie consacrée a
celle-ci. On va tout d’abord expliquer les raisons du choix de la méthode
numérique dans notre cas.

La recherche des valeurs et vecteurs propres d’un systéeme considéré est
un des principes de base de la physique quantique. En effet, pour de tres
basses températures, I’état fondamental et les quelques premiers états excités
suffisent a donner I’essentiel de la physique des systemes étudiés. Bien que la
connaissance des symétries du systeme permette de réduire considérablement
la taille de I’espace de Hilbert requis, la croissance exponentielle de 1’espace
de Hilbert avec la taille du systéeme ne peut étre enrayée et méme de petits
systemes vont nécessiter de longs temps de calculs lors d’une diagonalisation
exacte.
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Ces longs temps de calcul sont rhédibitoires pour une étude systématique
d’une catégorie de systéemes donnés. L’existence d’impuretés (défauts, do-
page) entraine 'introduction du désordre sur site ainsi qu’on I’a vu précédemment.

L’intérét de traiter des systemes de taille plus grande est d’arriver a pou-
voir confirmer certains résultats analytiques, d’étudier différents régimes et
d’appréhender de nouveaux comportements. L’outil numérique permet donc
de vérifier certaines prédictions analytiques et réciproquement, les calculs
numériques doivent reproduire les limites connues de ’analytique.

4.1 La méthode DMRG

De nombreuses revues existent traitant de cette méthode [108, 88, 114].
On rappelle ici le fonctionnement de la méthode et ses principes de base.

4.1.1 Introduction a la méthode

L’idée fondamentale de la renormalisation consiste a laisser pour compte
les degrés de liberté qui ne seront pas importants en effectuant des transfor-
mations de renormalisation successives.

Historiquement, 1’idée originale de Wilson [79] est de démarrer avec un
petit systeme que 'on peut résoudre exactement. On augmente par la suite
la taille du systeme sans croitre celle de I’espace de Hilbert jusqu’a obtention
de la taille désirée.

Dans I’approche traditionnelle du groupe de renormalisation, on considere
un ensemble de sites M décrit par un hamiltonien Hp; celui-ci constitue un
bloc et on peut résoudre ce systéme (bloc) exactement. Deux blocs (que 1'on
peut résoudre chacun exactement) sont alors reliés afin de former un bloc
deux fois plus large. L’hamiltonien de ce nouveau bloc est ensuite diagona-
lisé directement et ses vecteurs propres sont pris comme états de base. On
garde alors les états de plus basse énergie. Les états sélectionnés forment un
nouveau bloc que I’on va pouvoir relier a nouveau a un bloc identique. Cette
méthode s’est montrée fructueuse pour le probléme de Kondo [79] mais s’est
avérée non appropriée en ce qui concerne les systemes de fermions corrélés,
les systémes sur réseau en interaction [115]. L’erreur provenait du choix des
états propres gardés par bloc; en effet, les blocs n’étaient pas connectés avec
le reste du systéme correctement. Ce probléeme a été soulevé par White et

70



4.1. LA METHODE DMRG

Noack [106] et plusieurs tentatives ont été faites afin de combiner des états
propres résultant de différentes conditions de bord. C’est la que réside une
des forces de l’algorithme DMRG. En effet, 'introduction d’un superbloc,
terme que ’on définira plus tard, permet de régler le défaut des conditions
de bord qui posait probleme dans le cas de la méthode de Wilson.

De plus, DMRG est une puissante méthode car elle sélectionne la base
adéquate permettant de représenter I’état fondamental dans la base qui
décrira cet état avec le minimum de vecteurs propres et limiter ainsi la taille
de I'espace de Hilbert. Ainsi, cet espace aura toujours une taille raisonnable
et le temps de diagonalisation de ’hamiltonien correspondant sera toujours
le méme [88]. Augmenter la taille du systéme sans que celle de I’espace de
Hilbert n’augmente se résume en deux principales étapes: augmenter la taille
du systéme faisant croitre Pespace de Hilbert en méme temps, puis, tronquer
I’espace de Hilbert afin de le ramener a la taille voulue.

Le probleme est bien sur de conserver les bons états, c’est-a-dire ceux qui
auront les poids les plus importants dans I’état fondamental du systéme final.
Il faut donc réussir a tronquer ’espace de Hilbert mais toutefois conserver
les informations les plus importantes. L’originalité de DMRG réside
dans I'utilisation de la matrice densité pour le choix de la base dans laquelle
I’état fondamental va étre construit qui change a chaque itération. Bien siir,
celui-ci n’aura pas une expression facile et chaque opérateur que l'on veut
mesurer doit étre construit et transformé a chaque changement de base. Mal-
heureusement, cette procédure exige du temps et de la mémoire.

L’une des raisons du succes de la méthode DMRG réside dans le fait
que, comme les valeurs propres de la matrice densité décroissent rapidement,
I’erreur associée diminue tres rapidement lorsque ’on augmente le nombre
d’états gardés [109].

Cette méthode a de nombreuses applications dans le domaine des fermions
fortement corrélés et on pourra se référer aux revues [108, 114] pour de plus
nombreuses références. Je ne citerai que celles relatives au probleme traité
dans ce travail. DMRG a permis de calculer les courants permanents dans le
cas de fermions sans spin par exemple [5, 7].

On va donner les principes de base de la méthode DMRG en suivant
le déroulement présenté par White dans son article original [106]. Cette
procédure de renormalisation va étre caractérisée par la suite et 1’on verra
comment cette croissance du systeme est effectuée et quels criteres vont per-
mettre de réduire la taille de 1’espace de Hilbert [107, 88, 109].
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4.1.2 Principe de la méthode

La section précédente a permis de mettre en valeur les points forts de la
méthode DMRG qui va étre utilisée pour traiter des modeles de systemes
fortement corrélés. Cette méthode se révele particulierement efficace dans la
description de modeles comme Hubbard ou Heisenberg ce qui est I'objectif
de ce travail.

On pourra se référer a I'article de Noack et de White [114] qui explique
pourquoi les conditions de bord de la méthode de Wilson ne sont pas adaptées.
Les conditions de bord sont définies par les termes de passage (amplitude de
transition de saut) entre les blocs. Elles relient le bord droit du bloc avec
Iextrémité gauche de 'autre bloc. Ceux-ci ont développés deux méthodes qui
vont aboutir a des résultats meilleurs. La premiére ne sera pas développée
ici (on pourra consulter [106, 114]). La seconde consiste a former des su-
perblocs, constitué d’un bloc dit élargis et de son symétrique, et a changer
de base lorsque l'on construit un systeme dont la taille augmente, et de
considérer que celui-ci pourra faire partie d’un systéme encore plus grand.
L’idée est encore une fois de pallier au probleme des conditions de bord:
lorsque 1’on forme ce superbloc, le systeme considéré est soumis aux fluctua-
tions qu’il subirait s’il faisait partie d’un plus grand systeme. Cette méthode,
nommée méthode des superblocs, s’adapte treés bien & la description des
systeémes en interaction.

L’algorithme DMRG (Density Matrix Renormalization Group) re-
pose sur une combinaison de la méthode des superblocs et d’un moyen de
projeter correctement les états du superbloc sur ceux du bloc. Il s’agit donc
d’abord de parvenir a augmenter la taille du systeme en réunissant plusieurs
petits systémes entre eux afin d’en former un plus large. Puis, il faut parvenir
a un moyen de rejeter les informations les moins importantes a la description
du systeme.

La projection a recours a l'utilisation de la matrice densité. Il s’agit de
ne garder que les états qui serviront a la physique des basses énergies, c’est-
a-dire les valeurs propres les plus élevés de la matrice densité. L’algorithme
DMRG repose sur un concept fondamental de la mécanique statistique d’un
systeme au contact d’un bain plus large. L’état fondamental du systeéme
complet, I'univers, c’est-a-dire le systeme et le bain, est bien déterminé et
c’est la matrice densité qui peut nous renseigner sur les états prépondérants
de I’état fondamental. En ne conservant que les états propres de la matrice
densité réduite dont les valeurs propres sont les plus élevées, on choisit les
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états les plus importants a la description de la physique des basses énergies.

Considérons tout d’abord la formation des superblocs. On commence par
considérer un systeme petit, dont I’hamiltonien peut se résoudre exactement
et dont les états sont connus et classés. Chaque itération va faire augmenter
la taille du systeme d’un site, la méthode n’est donc pas une méthode par
blocs. Le nombre d’itération est noté m et la taille du bloc a 'itération m
est notée [.

On crée ainsi le bloc élargt B®. La base du bloc élargi s’écrit comme
le produit direct des bases du bloc et du site et la dimension de ’espace de
Hilbert du bloc élargi B¢ est le produit des dimensions des espaces de Hilbert
de B(l,m) et du site.

site

bloc B(l,m) . . . o @
\
\

F1G. 4.1: Représentation des éléments de base de la méthode DMRG. La ligne en
pointillé entourant le bloc et le site constitue le bloc élargi. Un autre bloc élargi

va venir se connecter au site afin de former les superblocs [88].

L’étape suivante forme le superbloc a proprement dit : celui-ci est constitué
de deux blocs élargis connectés entre eux.

73



4.1. LA METHODE DMRG

F1G. 4.2: Le superbloc est la connection de deux blocs élargis. Les sites représentés
au milieu sont les sites rajoutés a chaque bloc respectif pour former chaque bloc

élargi [88]. Une fois ces blocs élargis connectés entre eux, on obtient le superbloc.

La méthode DMRG se concentre sur un seul état propre du superbloc, ap-
pelé état cible que I'on utilise afin de calculer la matrice densité. On détermine
I’état fondamental a ’aide d’'une méthode de diagonalisation donnée, par la
suite, on élimine les états de la base provenant du bloc élargi contribuant le
moins a ’état fondamental du bloc élargi.

Ne sera conservé que le nombre désiré de vecteurs de base afin de former
la base du nouveau bloc qui est constitué I’ancien bloc auquel on a rajouté
un site.

Ce changement de base permet donc une renormalisation de I'espace de
Hilbert, restreignant sa taille a ncut. Ainsi construits, les blocs préparés de la
sorte vont pouvoir étre ensuite connectés a d’autres lors de la prochaine étape
dans la construction du superbloc suivant. Cependant, il convient de préciser
que d’autres opérateurs se doivent d’étre construits afin de représenter les
sites bordant les blocs: ceux-ci sont indispensables a la construction du lien
entre le bloc et le site unique lors de la formation du bloc élargi et les mémes
transformations qu’a 'hamiltonien du bloc élargi H§ doivent leur étre ap-
pliquées.

4.1.3 Algorithme pour des systemes infinis

DMRG a tout d’abord été utilisé pour des systémes de taille infinie [107,
110]. La premiere utilité de DMRG était de pouvoir calculer les énergies
des états fondamentaux de grands systemes que la diagonalisation exacte ne
peut atteindre. L’algorithme des systeémes infinis connecte le bloc élargi de
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gauche a son symétrique a sa droite de telle sorte que le nombre de sites du
superbloc est multiplié par deux a chaque itération. La formation des blocs et
la troncation de ’espace de Hilbert s’effectue comme expliqué dans la section
précédente.

Voici une description de l’algorithme dans le cas des sytemes infinis.
Considérons un bloc de taille [. Son hamiltonien sera noté H;.

— On commence par former un bloc de taille { dont on connait tous les
états. On forme le bloc élargi B; constitué du bloc B; auquel on a
rajouté un site. On forme un superbloc composé de 2(1 + 1) sites, assez
petit pour étre diagonalisé exactement.

— On diagonalise 'hamiltonien du superbloc numériquement pour obte-
nir la valeur propre et le vecteur propre de I'état fondamental avec
I'algorithme de Lanczos ou de Davidson [113, 116].

— On forme la matrice densité réduite pour le nouveau systeme (bloc) de
taille [ + 1.

— On diagonalise cette matrice densité a I’aide d’un algorithme de diago-
nalisation des matrices denses. On obtient ainsi les ncut valeurs propres
les plus importantes que 1’on va pouvoir conserver.

— On construit ’hamiltonien H;,; du nouveau bloc constitué de ’ancien
auquel on a rajouté un site. Pour tout opérateur P, i, on utilise la
transformation P, = Ol]LPlOl ou Oy, est un opérateur dont les colonnes
sont composées des ncut vecteurs propres correspondant aux valeurs
propres les plus élevées de la matrice densité.

— On forme un superbloc de taille 2(1 4+ 2) en utilisant le bloc B4, deux
nouveaux sites et la réflexion de Bj;.

— On réitere toutes les étapes a partir de la diagonalisation de la matrice.

La taille complete de ’hamiltonien restant constante, le facteur déterminant
pour la taille de 'hamiltonien est le nombre d’états gardés par blocs. ncut
est typiquement de 'ordre de quelques centaines et est limité en raison du
temps de calcul CPU et de la mémoire de 'ordinateur. La taille du systeme
est donc augmentée a chaque pas contrairement au nombre d’états conservés
dans le bloc qui reste constant.
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Q) Blm) — |—ggg—{  B(Lm)
b) !
B(l+1,m)
c) B(l+1,m) —H— B(l+1,m)
d) |
B(l+2,m)

F1G. 4.3: Deux étapes dans I’algorithme DMRG des systémes infinis [88]. L’étape
a montre la formation du superbloc, constitué de deux blocs élargis de taille [ + 1
(b). Les étapes c et d correspondent & la formation du superbloc constitué de deux

blocs élargis de taille | + 2.

Cet algorithme permet d’appréhender des systemes de taille infinie et
donc, les propriétés thermodynamiques. Cependant, il est parfois utile de
s’'intéresser a des systemes de taille finie. 11 a donc fallu adapter cet algo-
rithme a de tels systemes. C’est celui-ci que nous allons exposer dans la
partie suivante.

4.1.4 Algorithme pour des systemes finis

On se limite & un systéme de taille L = Ma (M nombre de sites et a
pas du réseau) donnée. On prend a = 1, ainsi, M = L. Au début, on utilise
I’algorithme pour des systemes infinis jusqu’a ce que la taille du systeme soit
égale a L, soit lorsque le bloc élargi contient L/2 sites. Toutes les informations
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sont stockées ainsi que tous les opérateurs utilisés afin de connecter les blocs
entre eux.

Par la suite, le bloc de gauche continue a étre agrandi tandis que le bloc
de droite va contenir moins de sites afin que le nombre de sites total dans le
superbloc soit constamment égal a L. Lorsque le bloc de droite va contenir
un seul et unique site, la procédure est arrétée. Une itération lors de laquelle
le bloc de gauche est passé par toutes les tailles possibles jusqu’a L — 1 est
appelée un balayage ("sweep”) sur le systeme. Apres le premier balayage, on
recommence tout depuis le début en démarrant d'un petit bloc de gauche
afin d’obtenir la meilleure base possible du bloc de gauche.

On récapitule ici toutes les étapes de I'algorithme des systemes de taille
finie.

— On applique 'algorithme des systéemes de taille infinie jusqu’a ce que
le superbloc atteigne la taille L. Toutes les étapes de la troncation lors
de la procédure sont conservées dans des blocs.

— On construit la matrice densité pour le bloc B;_;, on la diagonalise et
on construit les opérateurs associés Py = OEPIOL jusqu’d l = L/2—1.

— On élargit le bloc de gauche; celui-ci a alors la taille [ + 1.

On forme le superbloc de taille L avec le bloc B;, deux sites et le bloc
Br_i .

On lit comment est composé le bloc de taille L — [ —2 & partir des blocs
conservés dans le disque.

On rapetisse le bloc de droite a la taille L — [ — 3.
— On assemble les blocs afin de constituer le superbloc.

— On diagonalise le superbloc et on calcule la matrice densité vis-a-vis
du bloc gauche.

— Grace a la matrice densité, on ne garde que les ncut états les plus
importants de la matrice densité pour le prochain pas ou le bloc de
gauche élargi sera le prochain bloc.

— On reprend a partir de I'étape 2 en attendant que le bloc de droite ne
contienne qu’un seul site. Il s’agit la du balayage de gauche a droite.
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— Si le bloc de droite ne contient plus qu’un seul site, on recommence une
nouvelle itération complete, mais de la droite vers la gauche. A chaque
fois, on utilise les informations des blocs stockées en mémoire.

— On recommence les balayages dans un sens et dans ’autre jusqu’a 1’ob-
tention d’une convergence.

Le bloc de droite est le complémentaire de celui de gauche et la longueur
du superbloc qu’ils forment a eux deux se doit d’étre toujours égale a L.
Ainsi, la taille du bloc de droite va diminuant alors que celle du bloc de
gauche augmente et inversement. Ces balayages successifs de gauche a droite
puis de droite a gauche se font donc dans un superbloc qui a toujours la
meéme taille L.

a) B(Lm) —o—o— B(L-I-2,m)
b) |
B(l+1,m)
c) B(l+1,m) _._._ B(L-1-3,m)
d) |
B(l+2,m)

Fi1G. 4.4: Deux étapes dans la méthode DMRG des systémes finis [88]. L’étape a
consiste & former un superbloc a partir d’un bloc élargi de taille | + 1 a gauche et
un de taille L—[—2 comme l'indique I’étape b. Les étapes c et d correspondent aux
étapes qui permettent d’agrandir le bloc de gauche. La taille du bloc de gauche
est alors de | + 2 et celle de droite est de L — | — 3.
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Précisons que I’algorithme des systemes finis est plus précis que celui
des systemes infinis; c’est celui qui sera utilisé dans le cadre de ce travail.
Maintenant, I’algorithme DMRG précédemment décrit va étre adapté a notre
probléme, soit le modele de Hubbard-Anderson. Le spin est incorporé dans
le programme et donne lieu a des différences qui seront présentées dans la
section 4.2 avec la méthode exposée dans cette section 4.1.

4.2 DMRG pour le modele de Hubbard-Anderson

Le but est de traiter I'hamiltonien de Hubbard-Anderson dont on a parlé
dans le chapitre 3. Cet hamiltonien est donné en seconde quantification par
I'équation (3.1) du chapitre 3.

Le programme DMRG décrivant ’hamiltonien de Hubbard a été développé
par P. Brune [112]. II a fallu implémenter le désordre sur site dans son code
afin de décrire le modele de Hubbard-Anderson que nous avons choisi. Il re-
pose sur le méme algorithme que celui présenté précédemment mais ’entité
unique initiale est un demi-site, et non plus un site. De surcroit, il faut tenir
compte des possibilités d’avoir deux spins différents sur un site.

Le point de départ consiste a créer le demi-site a ’origine, vide ou conte-
nant un seul électron (spin up ou spin down). Un demi-site est un état
électronique avec un spin donné qui peut étre occupé ou pas.

Pour un site complet, il y a quatre états possibles: le cas du site vide, ou
contenant un ”spin up”, un ”spin down” ou encore doublement occupé comme
le montre la figure 4.5. Les états ainsi répertoriés sont classés en fonction de
la valeur de la variable S, ; 1 sur ce site ¢, de la valeur de la variable S, ; | sur
ce méme site 4, de la valeur de la variable S, 1)) =Y, S.it(1), de la valeur de
la projection selon z du spin total S, et du nombre de particules total sur site
N. On indexe par 7 tous les sites. On attribue des numéros aux demi-sites 7,
et 9.
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UN SITE

etat

site vide

site occupe par un electron
(spin up)

B

site occupé par un electron
(spin down)

site doublement occupe

-]

1 9) demi—site

F1G. 4.5: Tous les états possibles d’un site.

On construit maintenant le site complet. Celui-ci pourra étre vide, a demi
rempli (un seul électron) ou doublement occupé. La convention adoptée est
la suivante: S, ;+ = —1 signifie que le demi-site 7; associé au site ¢ est vide
et S,;+ = +1 signifie qu’il est occupé par un électron de spin 1.

S.it | Szi, | nombre de particules N | spin total M =5,
-1 -1 0 0

-1 +1 1 -1

+1 -1 1 +1

+1 +1 2 0

N est le nombre total d’électrons effectivement présents sur le site i et S,
le spin total du site. Soit H; ’hamiltonien de ce site complet évoqué. On se
place dans le cadre de 'hamiltonien de Hubbard-Anderson. Cela signifie que
le désordre est modélisé par des variables aléatoires sur site comme il a été
expliqué dans le chapitre 3.
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On a
0 0 0 0
0 Wy, 0 0
Hi = 0 0 W, 0 (4.1)
0 0 0 U + 2Ww;

On numérote les états et on représente les nombres d’occupation n; et
ng sous forme matricielle: ils donnent I'occupation de chaque demi-site. Ceci
étant fait, il reste a initialiser les opérateurs qui permettront d’assembler les
sites entre eux selon leur occupation.

Ces préliminaires vont permettre d’utiliser par la suite ’algorithme général
présenté ci-dessus afin de construire le systéeme désiré. Le systéeme sera bien
slir construit en rajoutant des demi-sites et les opérateurs seront écrits en
tenant compte du spin en utilisant toutes les regles de base de la mécanique
quantique [34]. Cette étape permet d’initialiser tous les opérateurs et de pas-
ser a l’étape suivante dans la construction d’un systeme plus grand.

Apres la création de ce premier site, il s’agit dorénavant de rajouter un
troisieme demi-site. On traite séparément les cas des demi-sites pairs et im-
pairs, lorsque ’on rajoute un demi-site vide ou un électron avec spin up dans
le cas d’un site impair, tandis qu’un demi-site pair permet de rajouter un
site vide ou un électron avec spin down.

Rajouter un demi-site consiste a créer tous les opérateurs associés a
ce demi-site, mais, il faut bien siir raccorder ce demi-site au site complet
précédemment. On liste les états relatifs au bloc composé d’un site auquel
on rajoute un demi-site en fonction du nombre de particules, de leur arran-
gement et du spin total c’est-a-dire qu’on établit tous les états possibles qui
existent pour ces trois demi-sites que I’on veut rattacher, le but étant de créer
des sites complets en rajoutant des demi-sites impairs, puis pairs.

Les états possibles de trois demi-sites sont :

51 N = 0, un seul état est possible: I’état vide. On a S, y = —2 qui signifie
que les deux emplacements de spin up sont vides, S, | = —1 qui signifie que
I’emplacement réservé au spin down est vide et enfin, S, = 0 car le spin total
est nul.

Si N =1, trois états sont possibles, illustrés dans la figure 4.6:
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) etat
1
A
—_ 2
5 3
v .
1 2 demi-site 3

F1G. 4.6: Un site et un demi-site qui contient un électron. Différentes possibilités
de placer un électron sur un site et demi. Les sites impairs sont réservés aux spins

up et les pairs aux spins down.

1. I'état avec un spin up sur le premier demi-site impair. On a S, + = 0 qui
signifie que le premier des deux emplacements de spin up est occupé et

que le second est vide, S, | = —1 qui signifie que I'’emplacement réservé
au spin down est vide et enfin, S, = +1 montre que le systéme contient
un spin up.

2. I’état avec un spin up sur le troisieme demi-site ou deuxieme demi-site
impair. On a S,+ = 0 car I'un des deux emplacements de spin up est
vide et 'autre occupé, S, + = —1 qui signifie que I’emplacement réservé
au spin down est vide et enfin, S, = 1.

3. I’état avec un spin down sur le deuxiéme demi-site ou premier demi-site

pair. On a S,4+ = —2 qui signifie que les deux emplacements de spin
up sont vides, S, | = +1 qui signifie que I’emplacement réservé au spin
down est occupé et enfin, S, = —1 car il existe un spin down sur ces

trois demi-sites.
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Si N =2, il y a a nouveau trois états possibles, comme I’indique la figure
4.7:

A | etat
M !
| v
| A
s o
v !
A A
i - 3
1 2 demi-site 3

F1G. 4.7: Un site et un demi-site qui contient deux électrons. Différentes possibi-
lités de placer deux électrons sur un site et demi. On considére & nouveau les sites

pairs (spins down) et sites impairs (spins down).

1. ’état avec un spin up sur le premier demi-site impair et un spin down
sur le second demi-site (premier site pair). On a S,+ = 0 qui signifie
que 'un des deux emplacements de spin up est vide, S, | = +1 qui
signifie que I'emplacement réservé au spin down est occupé et enfin,
S, = 0 montre qu’il existe autant de spin up que de spin down.

2. Iétat avec un spin up sur le troisieme demi-site ou deuxieme demi-site
impair et un spin down sur le second demi-site (premier site pair). On
a S, + = 0 car I'un des deux emplacements de spin up est vide et ’autre
occupé, S, | = +1 qui signifie que ’emplacement réservé au spin down
est occupé et enfin, S, = 0 que le nombre de spins up est égal au
nombre de spins down.
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3. I'état avec un spin up sur le premier demi-site impair et un spin up
sur le troisieme demi-site. On a S,+ = +2 qui signifie que les deux
emplacements de spin up sont occupés, S, | = —1 qui signifie que ’em-
placement réservé au spin down est vide et enfin, S, = +2 car il existe
deux spins up sur ces trois demi-sites.

Si N = 3, une seule facon de créer 1’état est possible: il faut remplir tous
les états a une particule. Dans ce cas, S, + = 2 souligne 'occupation des deux
demi-sites impairs par deux spins up, S, | = 1 que la position de spin down
est occupée et S, = 1.

A | o etat
| o
| y |
| 2 demi-site 3

F1G. 4.8: Un site et un demi-site qui contient trois électrons. Seule une possibilité

de placer trois électrons sur un site et demi existe.

On construit donc une matrice des états qui est diagonale par blocs et
ces blocs ont chacun la dimension du nombre d’états possibles pour chaque
nombre de particules. Dans chaque bloc, des sous-blocs relatifs aux états de
méme (S, +,S,,) se créent et sont indexés par états ayant le méme nombre
quantique. Toutes ces informations sont stockées en mémoire. Il faut alors
reconstruire la liste d’opérateurs relative au rajout du nouveau site. Ces
opérateurs doivent agir dans la base adéquate. La matrice est constituée
de blocs qui sont eux-mémes blocs-diagonaux.

L’étape suivante reforme la matrice en reclassant les états en fonction
de S, et de N. Les sous-espaces seront ainsi définis par un jeu de nombres
quantiques. On garde donc les états appropriés de ce sous-espace défini par les
nombres quantiques relatifs au systeme choisi dont le nombres de particules
et le spin total selon z S, sont connus.
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On veut maintenant créer les opérateurs spécifiques de ce nouveau systéme
d’un site et demi, et notamment ’hamiltonien. On commence par les opérateurs
de connection entre le site et le demi-site. De facon générale, ceux-ci connec-
teront un bloc B & un autre bloc B’; ici, ils sont initialisés. Ils vont servir
dans le calcul de I’hamiltonien quand les deux parties du systéme devront
étre connectées, il faut tenir compte du cas particulier ou I'un des deux blocs
est un demi-site.

Apres avoir formé ces opérateurs locaux, on va maintenant considérer
que les particules peuvent sauter d’un site a ’autre en connectant ainsi les
blocs entre eux. On utilise donc I'opérateur de destruction C' dans un bloc et
I'opérateur de création (C')" dans 'autre. On calcule en fait (n;|C")1C|n;)t;;.
tiy est I’élément de saut qui sera multiplié par la condition de bord quand on
est en fin de chaine, |n;) état avant le saut et |n;) 'état apres le saut de la
particule considéré.

Afin de tenir compte de 'interaction, on introduit une fonction qui va
balayer tous les sites du systeme et vérifier si 'on a déja un spin up sur le
site impair 7; et que I'indice pair iy, associé a ce méme site, contient un spin
down auquel cas on ajoute un terme d’interaction locale comme dans le cas
de ’hamiltonien de départ qui était directement diagonal.

Le désordre est introduit par le biais d’un générateur de nombres aléatoires
qui va donner M (nombre de sites) valeurs comprises entre [—0.5,40.5]. Ces
valeurs sont désignées par le nom de Seed et forme un paysage aléatoire.
Ces variables aléatoires seront multipliées par la force du désordre W des
qu’un site est occupé ou doublement occupé, on ajoute un terme de désordre
Ww; ou 2Ww;.

Les étapes que sont la définition des termes de saut, d’interaction et de
désordre, permettent de construire ’hamiltonien Hg, g du bloc B + B'.

Finalement, on crée le superbloc comme il est expliqué dans la section
précédente 4.1 et 'algorithme est similaire a ce qui a été décrit précédemment.

En réitérant les processus expliqués dans la section 4.1, on construit ’ha-
miltonien général et en calculant la matrice densité, on peut ainsi choisir les
états a conserver.

Cet algorithme permet donc de calculer ’énergie du fondamental d’an-
neaux ou de chaines & une dimension avec des conditions de bord variables.
Ce programme contenant désordre, interaction et terme de saut va permettre
I’étude des systemes d’anneaux de tailles différentes soumis a diverses valeurs
de I'interaction et du désordre, méme dans les cas ou ’analytique ne peut plus
s’utiliser. Dans la section suivante, on va vérifier la validité du programme en
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montrant que les limites connues (analytiques ou numériques) sont obtenues
avec le programme.

4.3 Vérification de quelques limites

Voici les quelques limites analytiques bien connues qui ont été retrouvées
par le biais du programme. Ceci va permettre de conduire a valider le pro-
gramme s’il rend bien compte des limites connues et de conclure a son bon
fonctionnement. On pourra supposer que celui-ci donne des résultats valides
pour d’autres valeurs de I'interaction U et du désordre W.

4.3.1 Les électrons libres

C’est le cas sans désordre ni interaction ou U = W = 0. Le seul terme
restant dans I’hamiltonien est le terme de saut H = H et celui-ci se diago-
nalise facilement. Considérons un systeme de M sites peuplés de N électrons.
L’équation de Schrodinger monoélectronique correspondant a ’hamiltonien
de saut est la suivante:

- t(‘lln—i—l + \I]n—l) = G,nqln (42)

ou ¥, est une fonction d’onde a un électron et ¢, la valeur propre de I’énergie
a un électron. Imposer des conditions périodiques identifie le site 1 et le site
M +1.

L’équation de Schrédinger peut se résoudre facilement et les états propres
et les valeurs propres s’écrivent ﬁ exp (ikx) et e(k) = —2t cos (k) respecti-
vement, avec k = (27n)/M, n étant un nombre entier 4 ¢ = 0. A ¢ =7, la
condition de bord entre le premier et le dernier site change et introduit un
signe négatif dans la condition de bord, cela implique que les états propres
s’écrivent toujours \/LM exp (ikx) et que les valeurs propres sont maintenant
égales & e(k) = —2tcosk, avec k = (2n + 1)n/M, n étant un nombre entier.

Cela nous permet de calculer I’énergie de ’état fondamental de ces états
et de vérifier ainsi la validité du programme dans cette limite. En effet, il ne
s’agit de rien d’autre que de remplir les niveaux d’énergie les plus bas. On
constate que, pour un nombre d’électrons pairs, le spin total de ces états est
nul.
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systéme log (Dspin) | nombre d’états gardés | log (2 X Dsans spin) | 108 Danaiytique
M=N=6 | 0.507234 200 0.507234 0.507235
M=N=8 | 0.502782 200 0.502782 0.502782
M=N=101| 0.500743 300 0.500743 0.500743
M=N=12] 0.499625 400 0.49964 0.49964
M=N=14 1| 0.498958 400 0.498978 0.498978
M=N=20| 0.497866 600 0.498044 0.498044

TAB. 4.1: Données du programme 4 U = W = 0 au demi-remplissage.

Les électrons ayant un spin, le demi-remplissage est défini comme un
électron par site, soit on a le méme nombre d’électrons que de sites.

Le résultat analytique 4 demi-remplissage est comparé avec le programme
DMRG avec spin ainsi qu’avec le programme implémenté par Peter Schmit-
teckert décrivant les fermions sans spin [111] dans le tableau 4.1.

Dans la limite M — o0, ces résultats tendent vers I’expression analytique
D = trn|sinkp| [117], ce qui donne, & demi-remplissage, log D = log(m) ~
0.49714987.

Dans le cas du programme pour les fermions sans spin, on a effectué les
calculs numériques en conservant 200 états a chaque itération. Les itérations
sont au nombre de huit pour le programme considérant des électrons utilisé
dans ce travail. Le programme de Peter Schmitteckert incrémente lui-méme le
nombre d’itérations lorsque la convergence n’est pas atteinte, mais le nombre
d’itérations habituellement choisi est également de huit.

Pour un nombre impair d’électrons a demi-remplissage, la raideur de
charge D est nulle. On le vérifie pour M = N =7et M = N =11.

On présente les différences entre les résultats analytiques et numériques
(DMRG avec spin) a demi-remplissage par la figure 4.9 4 U = W = 0. On
représente 0 = (| log(Dspin) — 10g(Danalytique|))/ 10g(Dspin) en fonction de la
taille du systeme.

On présente quelques résultats hors demi-remplissage dans le tableau 4.2.

On constate un bon accord entre les résultats fournis par le programme
de Peter Schmitteckert et ceux du programme de P. Brune.

Ces résultats montrent que le programme fonctionne a interaction et
désordre nuls (U = W = 0) pour des tailles de systemes jusqu'a M = N = 14.
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Fi1G. 4.9: Comportement de la quantité § en fonction de la taille M du systéme.
0 représente la différence entre le résultat donné par le programme DMRG utilisé

et la calcul analytique.

systéme log (Dgpin) | nombre d’états gardés | log (Danaiytique)
M=10et N=9 | -1.11059 400 -1.110586
M=10et N =8| 0.478949 400 0.478949
M=10et N =7| -0.647878 400 -0.6478785
M=10et N =6 | 0.408700 400 0.408700
M=10et N =4 | 0.269961 400 0.269961

TAB. 4.2: Données du programme 4 U = W = 0 hors demi-remplissage.
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M =10et N =8 | log (Dspin) | 10g (2 X Dgans Spin(% = 4))
W =2 0.323065 0.323064
W =5 0.0767238 0.0767238
W =9 -0.294961 -0.294961

TAB. 4.3: Données du programme a U = 0 hors demi-remplissage.

M = N =20 | log(Dupin) | 108 (2 X Daans spin(} = 10))
W=2 -0.239685 -0.23550516
W=5 -1.1699 -1.164658331
W=7 -2.9997074 -3.00052

TAB. 4.4: Données du programme a U = 0 au demi-remplissage.

4.3.2 Systemes désordonnés a interaction nulle

Les systemes d’électrons a interaction nulle mais comportant du désordre
se comportent comme deux systemes de fermions sans spin et vont permettre
de vérifier les résultats pour U = 0 mais pour différentes valeurs du désordre
W. On choisit un potentiel aléatoire donné et on 'utilise pour vérifier que
dans le cas de fermions sans spin et dans le cas du modele de Hubbard, on
obtient Dgpin, = 2 X Dagans spin(%). On vérifie sur des cas & demi-remplissage
et hors demi-remplissage que cela fonctionne.

La premiere revérification que 1’on présente a été effectuée pour un systeme
de 8 électrons sur 10 sites dans le tableau 4.3. On a conservé 400 états si 'on
considere le cas d’électrons et 200 pour des fermions sans spin. Dans les deux
cas, on a effectué 8 itérations.

La seconde vérification présentée ici est pour un cas au demi-remplissage,
le systéme choisi est le suivant M = N = 20. On a conservé 600 états dans
le cas d’électrons et 200 dans le cas de fermions de systemes. On présente les
résultats dans le tableau 4.4.

A désordre fort, on constate un accord satisfaisant entre les résultats qui
permettent de confirmer la validité des résultats du programme. On peut donc
dire que le programme fonctionne a interaction nulle et lorsque 1’on rajoute
du désordre. On peut conclure que, dans la limite U = 0, le programme
donne les valeurs analytiques escomptées.
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4.3.3 Le cas sans désordre

On vérifie qu’a désordre nul, les interactions diminuent le courant perma-
nent et dans notre cas, on va montrer que la valeur de la raideur de charge
diminue par rapport a la valeur a interaction nulle quand on rajoute I'inter-
action et qu’il n’y a pas de désordre (W = 0).

On illustre ce résultat par des courbes pour différentes tailles M du
systeme et différents remplissages N :

& o
0 ¢ 3 o
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Q i o * A A
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2 ° ° * N
*
-2 . o o A A
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6| © M=N=10 o
* M=N=8
AN M=N=6
0 5 10 {7 15

F1ac. 4.10: Comportement de log D en fonction de I'interaction U pour différents

systémes a demi-remplissage et a désordre nul.
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F1G. 4.11: Comportement de log D en fonction de I'interaction U pour différents

systemes hors demi-remplissage a désordre nul.

4.3.4 La symétrie particule-trou

Le modele de Hubbard est caractérisé par la symétrie particule-trou que
I’on a évoquée dans le chapitre relatif au modele de Hubbard et d’Anderson
dans la section 3.1.2.

On considere que deux systémes obéissent & la symétrie particule-trou
si son comportement est le méme lorsque le nombre de particules que 1’on
rajoute ou enleve par rapport au demi-remplissage est le méme; on peut donc
dire qu’une équivalence existe entre les sites doublement occupés et les sites
vides.

Encore une fois, ce résultat est illustré par des courbes pour des systemes
commensurables et incommensurables. On présente les résultats pour les cas
particuliers de M = 10 et N = 8, et M = 10 et N = 12, soit le cas
|M — N| =2.
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F1G. 4.12: Comparaison du comportement de log D en fonction de I'interaction U
pour deux systémes: M =10 et N =8 et M = 10 et N = 12. Ceux-ci présentent

un comportement identique en raison de la symétrie particule-trou.

On vérifie bien que les courbes sont strictement identiques. Un autre
systeme a été vérifié, M = 9 et N = 8, N = 10, et on observe le méme
comportement. Cela permet de conforter les résultats du programme. Il sera
donc suffisant d’étudier les cas dont le remplissage est inférieur au demi-
remplissage.

4.3.5 Comparaison de résultats entre diagonalisation
exacte et calcul par DMRG

Les résultats obtenus par DMRG peuvent étre comparés a ceux calculés
par diagonalisation exacte sur de petits systemes. Pour les valeurs de log D
des échantillons M = N = 10 calculées par le biais de la diagonalisation
exacte, et celles calculées avec I'algorithme DMRG, on constate que ces va-
leurs sont inférieures & 108 quels que soient le désordre et Iinteraction, ce
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qui donne confiance pour utiliser 'algorithme DMRG pour d’autres systemes
plus grands.

4.4 Conclusion

Ce chapitre est dévolu a la description du programme utilisé dans ce
travail qui modélise numériquement ’hamiltonien de Hubbard-Anderson. Ce
programme se base sur la méthode numérique DMRG. Cette méthode permet
de traiter des systemes sur réseau en interaction et d’obtenir des résultats
précis sur ’énergie de I’état fondamental.

On se trouve dans I’obligation d’avoir recours a 1’outil numérique en raison
de la taille des hamiltoniens a diagonaliser tout d’abord, mais également, en
raison des termes d’interaction et de désordre entrant en compétition pour
I’état de base.

Une description de ce programme utilisé dans le cadre de ce travail a été
donné dans la seconde partie de ce chapitre. Il va permettre I’étude de nom-
breux systémes d’électrons en interaction sur réseau désordonnés (différents
remplissages, divers désordres et interactions).

Cependant, tout d’abord, il a fallu valider le programme en effectuant de
nombreuses vérifications. Celles-ci ont permis de montrer que le programme
donne les résultats escomptés et cela permet de conclure au bon fonctionne-
ment et a la validité du programme puisqu’il revérifie les limites analytiques
et numériques connues. On extrapole que ce programme donnera des résultats
valides dans des cas qui ne sont pas connus ou calculables analytiquement.

Le prochain chapitre va rendre compte des résultats obtenus avec ce pro-
gramme et permettre une description des phénomenes d’interaction et de
désordre.

93



Chapitre 5

Une étude numérique des
courants permanents : influence

du désordre et des interactions

Le chapitre 4 a permis d’introduire pourquoi 1’outil numérique est utilisé
dans ce travail et la validité du programme a pu étre établie dans les limites
connues, analytiques et numériques, et on espere que 'outil est valide dans
les autres régimes de parametres qui vont étre étudiés.

Les systémes que l'on va étudier sont des chaines de M sites fermées
sur elle-mémes, c’est-a-dire des anneaux unidimensionnels désordonnés avec
N électrons en interaction. On rappelle que le désordre est introduit par
des énergies sur sites Wwv; ou W est la force du désordre et les v; sont des
variables aléatoires qui appartiennent & U'intervalle [—1/2,1/2]. L’interaction
U est une interaction sur site dont on peut choisir la valeur.

Cet anneau peut étre soumis a un champ magnétique et donc a l'influence
d’un flux ¢ caractérisé par des conditions de bord entre le dernier et le premier
site de ’anneau. Les conditions de bord ne s’expriment donc que dans le terme
de saut entre premier et dernier site [41]. Dans le cas de conditions de bord
périodiques, quand ® = 0, le terme de saut entre le premier et le dernier site
est égal & —t et négatif car on a posé ¢ = 1; dans le cas antipériodique, quand
® = 7, le terme de saut entre le premier et le dernier site est égal a +t et
positif.
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Ainsi, on calcule deux énergies pour les états fondamentaux a multi-
particules une a flux nul, 'énergie périodique, et 'autre telle que ® = 2;:—0“5 =
T, ¢o quantum de flux, dite énergie antipériodique.

On pourra alors calculer la sensitivité de phase AE = E(0) — E() ainsi
que la raideur de charge D. Ces quantités peuvent étre reliées au courant
permanent comme il a déja été énoncé dans le chapitre 2. On en déduira
alors le comportement du courant permanent.

L’étude va se présenter en trois parties: les systemes a demi-remplissage et
ceux hors demi-remplissage, puis une comparaison de leurs comportements
respectifs en fonction des interactions et du désordre. On va voir que ces
deux types de systémes présentent des comportements similaires a faible
interaction et des comportements différents pour de fortes interactions. Dans
ce travail, on a décidé d’étudier les courants permanents a température nulle.
On a montré dans la section 2.1.1 comment s’écrit I’expression du courant en
fonction de I'énergie du systeme. Cette expression s’avere bien plus simple
a calculer que les propriétés de transport. On calculera la raideur de charge
D. Afin de calculer une énergie pour M = N = 14, le programme a tourné
une heure sur les Origin 3800 du CINES a Montpellier, soit deux heures pour
obtenir une valeur de D a un désordre W fixé et une interaction U donnée a
M= N = 14.

5.1 Hors demi-remplissage

Des calculs numériques ont été effectués sur plusieurs types de systéemes
afin d’étudier I'influence de la combinaison des interactions et du désordre
sur des anneaux unidimensionnels de tailles différentes et finies. Ces systémes
étudiés sont composés de M sites et contiennent N électrons. Ils sont a des
remplissages différents d’un demi et ont donc la particularité de posséder
un nombre d’électrons tel que N # M. Un exemple des résultats pour un
échantillon individuel et la moyenne sur les configurations du désordre est
présenté dans la figure 5.1.

On appelle échantillon un systeme de taille M (M sites) contenant N
électrons soumis & un potentiel de désordre dont la forme (les v;) est définie
et dénommé par un nombre a quatre chiffres appelé “Seed”, défini dans le
chapitre 4. Ensuite, cet échantillon peut étre considéré pour différentes va-
leurs de I'interaction U et de ’amplitude du désordre W.

On a étudié des systémes possédant un nombre M pair et impair de sites.
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F1c. 5.1: Comportement de la moyenne et d’un échantillon de log D en fonction
de linteraction U pour M = 9 et N = 8 pour diverses valeurs de désordres
W =0,2,5,9. Les lignes représentent un échantillon individuel et les symboles les
moyennes obtenues a partir d’'une centaine d’échantillons. L’erreur statistique est

plus petite que la taille des symboles.

Pour chaque parité du nombre de sites M, on s’est plus particulierement
intéressé au cas de remplissage avec un nombre pair d’électrons N. Quelques
calculs ont été effectués avec un nombre impair d’électrons et donnent des
valeurs de la raideur de charge tres basses. On va constater que le comporte-
ment dépend de la parité du nombre de particules. On présente maintenant
les résultats obtenus. On a représenté la moyenne de la raideur de charge
log D ainsi qu’un échantillon en fonction de I'interaction U pour un systéme
de huit électrons sur neuf sites dans la figure 5.1. On présente maintenant la
raideur de charge log D en fonction de 'interaction U pour un systeme de
huit électrons sur dix sites. La comparaison d’un échantillon individuel a la
moyenne sur I’ensemble est montrée dans la figure 5.2.

Tout d’abord, on constate qu’a U = 0, on retrouve la localisation d’An-
derson qui entraine que lorsque le désordre W augmente, la valeur de D
diminue, que I'on considere les échantillons ou les moyennes et quelle que
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F1G. 5.2: Comportement de log D en fonction de I'interaction U pour M = 10 et
N = 8 pour diverses valeurs de désordres W = 0,2,5,9. Les lignes représentent
un échantillon individuel et les symboles les moyennes obtenues sur une centaine
d’échantillons. Les erreurs statistiques représentées par des barres d’erreur au sein

des symboles.
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5.1. HORS DEMI-REMPLISSAGE

systéme Umax (t) | D(Unax) | D(U =10) | X = D(Unax)/D(U = 0)
M=9et N=28 2 1.79 1.3 1.3
M=10et N =8 1 1.92 1.55 1.03

TAB. 5.1: Facteurs d’augmentation de deux échantillons M =9, N =8 et M = 10
et N =8 pour W = 2.

soit la taille ou le remplissage. La localisation d’Anderson entraine donc une
réduction du courant permanent.

On vérifie également qu’a désordre nul, lorsque I'on augmente 'interac-
tion, log D diminue. La courbe représentant la raideur de charge a désordre
nul en fonction de linteraction décroit dés lors que l’on introduit de l'inter-
action.

Ce sont des comportements que 1'on a évoqué dans le chapitre 4, dans la
section 4.3.

5.1.1 Comportement des échantillons

On va tout d’abord considérer le comportement des échantillons présentés
dans ces courbes.

La premiere constatation est que, quelle que soit la taille de I’échantillon
et son remplissage, le comportement de la raideur de charge est similaire. Le
nombre de sites M peut étre pairs ou impairs et donc, le remplissage peut
étre commensurable comme incommensurable, ces échantillons ont tous un
comportement semblable.

Le premier fait important est que ces courbes ont la particularité de
présenter une augmentation de la raideur de charge par rapport a la va-
leur & interaction nulle pour des valeurs modérées de I’'interaction lorsque le
désordre est non nul, W # 0. Le maximum de la raideur de charge se situe
dans l'intervalle [¢, W] si 'on considere des cas ou W > t¢. On illustre ces faits
en calculant les facteurs d’augmentations X = D(Upay)/D(U = 0).

Les résultats pour W = 2,5, 9 sont présentés dans les tableau 5.1, 5.2 et
5.3.

On note que cette augmentation est trés importante et pourrait étre reliée
aux importantes valeurs expérimentales mesurées. Les facteurs d’augmenta-
tion dépendent du remplissage et de la taille de ’anneau, mais ce maximum
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systéme Umax (t) | D(Unax) | D(U =10) | X = D(Unax)/D(U = 0)
M=9et N=28 1 1.46 0.44 3.3
M=10et N =8 1 0.84 0.42 2.0

TAB. 5.2: Facteurs d’augmentation de deux échantillons M =9, N =8 et M = 10
et N =8 pour W = 5.

systeme Unax (1) | D(Una) | DU = 0) | X = D(Upnar) /D(U = 0)
M=9et N=28 1 0.48 0.16 3.0
M=10et N =8 2 0.47 0.06 7.8

TAB. 5.3: Facteurs d’augmentation de deux échantillons M =9, N =8 et M = 10
et N =8 pour W =9.

se situe toujours dans I'intervalle [t, W].

Dans la limite de fortes interactions, on constate que le courant diminue
lorsque l'interaction augmente. On constate une loi en 1/U qui sera présentée
dans les figures 5.7 et 5.8.

On remarque également que, lorsque le désordre W augmente, la valeur
de la raideur de charge D diminue pour une valeur de l'interaction U donnée.
Ceci est en accord avec le fait que le désordre est connu pour localiser les
électrons sur les sites de plus bas potentiels. Les électrons ne se placeront pas
sur les sites dont 1’énergie potentielle est plus élevée.

5.1.2 Comportement des moyennes

Considérons maintenant le comportement des moyennes.

Celles-ci sont effectuées sur une centaine d’échantillons pour chaque valeur
de l'interaction U et une valeur de désordre W donnée. Les distributions de
D étant approximativement log-normales, les moyennes ont été effectuées
sur le logarithme de D. Dans les figures 5.3 et 5.4, on a tracé certaines
distributions de la probabilité de log D a M et N connus et a désordre et
interaction fixés afin de montrer comment elles se comportent. La variance o?
des fluctuations du logarithme de D est reportée dans les figures 5.5 et 5.6 en
fonction de 'interaction et on constate que celles-ci commencent par diminuer
jusqu’a des valeurs intermédiaires de l'interaction U et réaugmentent pour
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F1G. 5.3: Probabilité de distribution de log D pour U = 5 et W = 5 pour le
systéeme M = 10 et N = 8. La ligne en pointillé représente la gaussienne fittée a

partir des données numériques.

100



5.1. HORS DEMI-REMPLISSAGE

0.1 0.2 log D 0.3 0.4

F1G. 5.4: Probabilité de distribution de log D pour U = 1 et W = 2 pour le
systeme M = 9 et N = 8. La ligne en pointillé représente la gaussienne fittée a

partir des données numériques.
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F1G. 5.5: Variance de log D avec linteraction U pour M = 10 et N = 8 et pour
différents désordres W . Dans la limite des interactions fortes, celle-ci réaugmente

lorsque le désordre W augmente.

des interactions U plus fortes. De plus, elles augmentent avec le désordre W'.

Le désordre fait croitre les fluctuations lorsque U — oo, il faut donc
effectuer une moyenne avec un plus grand nombre d’échantillons.

On a vérifié que les erreurs statistiques étaient raisonnables avant d’arréter
ces moyennes, c’est-a-dire que les barres d’erreur permettaient de conclure
quant au comportement des courbes en fonction des différents désordres.

On constate que le comportement des moyennes est qualitativement le
méme que celui des échantillons dans les figures 5.1 et 5.2.

Pour des valeurs intermédiaires de I'interaction U, une augmentation tres
importante de la raideur de charge par rapport a sa valeur a U = 0 se pro-
duit en présence de désordre et les valeurs moyennes atteignent des valeurs
importantes. Ces résultats seront mentionnés dans les tableaux ci-dessous.
De surcroit, on constate que ce maximum survient lorsque Uinteraction ap-
partient a [t, W] pour toutes les moyennes comme pour les échantillons.

On va maintenant calculer les facteurs d’augmentation de la raideur de
charge D par rapport a sa valeur a interaction nulle et pour diverses tailles
de systemes et divers remplissages.

102



5.1. HORS DEMI-REMPLISSAGE

0.005 [

IS
LAY

\\ o h N
0.004 | x —
0.003 |
0.002 | e

0.001 | o LN

F1G. 5.6: Variance de log D avec 'interaction U pour M = 9 et N = 8 et pour
différents désordres W. Dans la limite des interactions fortes, celle-ci réaugmente

lorsque le désordre W augmente.
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systéme Unax (t) | D(Umax) | D(U = 0) | X = D(Unax)/D(U = 0)
M=10et N =38 2 1.9 1.4 1.3
M=10et N =6 2 1.51 1.11 1.4
M=10et N =4 2 0.9 0.65 1.4
M=9et N=38 2 2.1 1.65 1.3
M=6et N=4 1 2.7 3.15 1.17

TAB. 5.4: Facteur d’augmentation de moyennes 4 W = 2.

systéme Upax (t) | D(Upax) | DU = 0) | X = D(Upax)/D(U = 0)
M=10et N=38 3 0.9 0.23 3.9
M=10et N=6 3 0.6 0.16 3.8
M=10et N =4 2 0.25 0.1 2.5
M=9et N=28 3 1.2 0.35 3.4
M=6et N=4 3 1.9 1.1 1.7

TAB. 5.5: Facteur d’augmentation de moyennes a W = 5.

On montre les facteurs d’augmentation X = D(Umax)/D(U = 0) dus a
Iinteraction pour différents désordres.

On présente les résultats pour un désordre W = 2(t) dans le tableau 5.4,
pour W = 5(¢) dans le tableau 5.5 et enfin le cas W = 9(¢) dans le tableau
5.6.

Le premier fait important réside dans la trés nette augmentation de la
raideur de charge D, quel que soit le désordre et pour des valeurs modérées
de l'interaction appartenant a lintervalle [t, W], quel que soit le systéme
considéré. Cependant, les valeurs de D n’ont été calculées que pour des va-
leurs entieres de l'interaction U.

On constate que D diminue lorsque la taille M du systeme augmente et
que D diminue lorsque le remplissage N/M diminue (lorsque N diminue a
M fixé). La raideur de charge D diminue lorsque le désordre W augmente a
M et N fixés.

Les facteurs d’augmentation sont importants quelle que soit la parité du
nombre de sites pour un nombre de particules pair. Le remplissage peut donc
étre commensurable ou incommensurable et ceux-ci ont une valeur élevée.
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systéme Unax (t) | D(Umax) | D(U = 0) | X = D(Unax)/D(U = 0)
M=10et N =38 5 0.31 0.015 20
M=10et N =6 5 0.116 0.0091 12.7
M=10et N =4 2 0.04 0.016 2.5
M=9et N=38 5 0.467 0.028 17.0
M=6et N=4 4 0.56 0.2 2.5

TAB. 5.6: Facteur d’augmentation de moyennes 4 W = 9.

Un fait important est de constater que plus le désordre augmente, plus
le facteur d’augmentation est important. Ces facteurs sont les plus impor-
tants pour W = 9 quel que soit la taille M du systeme et quel que soit le
remplissage N/M.

En revanche, le facteur d’augmentation varie en fonction du remplissage.
Plus le remplissage est important, plus le facteur d’augmentation est élevé.

Considérons maintenant la limite des fortes interactions.

On constate que le courant diminue lorsque ’on augmente la force de
I'interaction U.

Contrairement au cas des fermions sans spin, pour lesquels le courant
permanent sature [46, 7], dans le cas de systémes avec spin décrits par le
modele de Hubbard-Anderson, celui-ci continue a diminuer quand on aug-
mente 'interaction.

De plus, pour un systeme de taille et de remplissage donnés, les valeurs
de (log D), quand on augmente le désordre W, vont en décroissant ce qui
confirme Deffet de localisation. On présente dans les figures 5.7 et 5.8 des
résultats pour de fortes interactions afin d’illustrer la loi en 1/U. Pour un
désordre fort W = 9, les interactions ne sont pas suffisantes pour atteindre
le régime de validité U > W de la loi en 1/U dans les figures 5.7 et 5.8.

On peut donc conclure que les moyennes et les échantillons font preuve
du méme comportement quelles que soient les limites.

5.2 Le cas du demi-remplissage

Le demi-remplissage présente des différences importantes par rapport
au cas hors demi-remplissage. On va constater que, pour des interactions
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Fi1c. 5.7: Comportement de D pour de trés fortes interactions pour M = 9
et N = 8. La loi de décroissance de la raideur de charge dans la limite des

fortes interactions est en 1/U.
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Fi1c. 5.8: Comportement de la moyenne D en fonction de U pour M = 10 et
N =8. Laloiest en1/U.

modérées, le comportement est qualitativement le méme que celui présenté
dans la section 5.1, tandis que des phénomeénes inattendus se produisent dans
la limite des fortes interactions. Ce travail a fait I’objet d’une publication
[118].

Des calculs numériques ont été effectués sur différentes tailles M d’échantillons
tous a demi-remplissage. Rappelons que dans le cas du modele de Hubbard,
le demi-remplissage est défini par M = N, c’est-a-dire que le nombre de
particules est égal au nombre de sites.

On va étudier I'influence du désordre pour ce type de remplissage et
constater que le comportement global ne change pas, ni pour chaque échantillon,
ni pour les moyennes, par contre, le désordre joue un role influent et inat-
tendu dans la limite de fortes interactions. A nouveau, on constate que les
échantillons ont le méme comportement que la moyenne et que les courbes
relatives aux échantillons sont tres lisses.

Des résultats sont montrés dans les figures 5.9, 5.10 et 5.11.

On vérifie comme dans la section 5.1, qu’a interaction nulle, le désordre
fait diminuer la raideur de charge D lorsque le désordre W augmente. C’est
la localisation d’Anderson que I'on a évoqué dans 3.2 et lors des vérifications
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F1G. 5.9: Comportement de la moyenne et d’un échantillon de log D en fonction de
Pinteraction U pour M = N = 6 pour diverses valeurs de désordres W = (,2,5,9.

Les lignes représentent un échantillon individuel et les symboles les moyennes.
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FiG. 5.10: Comportement de la moyenne et d’un échantillon de log D en fonc-
tion de l'interaction U pour M = N = 10 pour diverses valeurs de désordres
W =0,2,5,9. Les lignes représentent un échantillon individuel et les symboles les

moyennes.
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F1G. 5.11: Comportement de la moyenne et d’un échantillon quelconque de log D
en fonction de I'interaction U pour M = N = 14 pour diverses valeurs de désordres
W =0,2,5,9. Les moyennes sont représentées par des symboles et I’échantillon

par les lignes.
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Fic. 5.12: Comportement de log D pour un échantillon en fonction de l’in-
teraction U pour M = N = 20 pour des valeurs du désordre W = 0,2,5,9.

Seul un échantillon a été représenté (lignes).

dans 4.3.2. A désordre nul, lorsque ’on augmente I'interaction, la raideur de
charge et donc, les courants permanents, diminuent. On a déja vérifié de tels
résultats dans 5.1. C’est le comportement de 4.3.3.

Ces deux comportements sont obtenus pour les échantillons et les moyennes.

5.2.1 Comportement des échantillons

On présente maintenant le comportement de la raideur de charge a demi-
remplissage M = N pour divers échantillons.

On montre le comportement d’un échantillon de M = N = 20 en fonction
de I'interaction U pour divers désordres W dans la figure 5.12.

On étudie les cas ou le nombre de sites est pair (donc, lorsque le nombre
d’électrons est pair).

Pour des valeurs intermédiaires de l’interaction a désordre non nul, on
retrouve a nouveau une forte augmentation de D par rapport a sa valeur a
interaction nulle et donc, des courants permanents. C’est un comportement
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5.2. LE CAS DU DEMI-REMPLISSAGE

systetme | Umax (t) | D(Umax) | D(U = 0) | X = D(Unax)/D(U = 0)

M=N=10 1 2.17 1.7 1.3
M=N=20 2 1.62 0.58 2.8

TAB. 5.7: Facteurs d’augmentation pour des échantillons 4 W = 2.

systtme | Unax (t) | D(Umax) | DU = 0) | X = D(Upax)/D(U = 0)

M=N=10 3 1.3 0.4 3.3
M=N=20 3 0.45 0.07 6.4

TAB. 5.8: Facteurs d’augmentation pour des échantillons 4 W = 5.

qualitativement similaire a celui trouvé dans 5.1. On illustre ces faits en
calculant les facteurs d’augmentations X = D(Upax)/D(U = 0).

Les résultats pour W = 2 sont présentés dans le tableau 5.7, pour W =5
dans le tableau 5.8 et pour W = 9 dans le tableau 5.2.1.

Le maximum de l'augmentation des courbes se fait toujours dans 'in-
tervalle [t, W], ainsi qu’on I'a constaté dans le cas du hors demi-remplissage
(dans 5.1) car on a choisi W > .

Un changement s’effectue dans la limite des interactions fortes, bien que
D décroisse lorsque I'interaction augmente comme dans le cas du hors demi-
remplissage, la loi de décroissance n’est plus la méme que dans la cas du hors
demi-remplissage et vaut dorénavant 1/UM~1. Cette loi de décroissance est
illustrée dans les figures 5.13 et 5.16.

C’est la loi que nous allons montrer dans la section 7.2. On illustre cette
loi dans les figures 5.16 et 5.13.

Les courbes des figures 5.10 et 5.12 pour des différents désordres se
croisent : le désordre fait alors augmenter le courant permanent dans la
limite des interactions fortes. Ce phénomeéne inattendu doit étre confirmé

systtme | Unax (t) | D(Unax) | D(U = 0) | X = D(Upax)/D(U = 0)

M=N=10 ) 0.55 0.026 21.1
M =N =20 8 0.0364 0.00002 1800

TAB. 5.9: Facteurs d’augmentation pour des échantillons & W = 9.
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F1G. 5.13: Données de log D en fonction de logU pour un échantillon M = N =

20. On montre le comportement en 1/UM~! = 1/U' pour un échantillon donné.

pour les moyennes.

5.2.2 Comportement des moyennes

On s’intéresse maintenant au comportement des moyennes pour le demi-
remplissage M = N. Celles-ci sont effectuées sur une centaine d’échantillons
pour chaque valeur de I'interaction U et une valeur de désordre W donnée.
On constate que le comportement des moyennes est qualitativement le méme
que celui des échantillons dans les figures 5.10 et 5.11.

Dans la figure 5.14, on a tracé certaines distributions de la probabilité
de logD a M et N connus et a désordre et interaction fixés afin de mon-
trer comment elles se comportent. Il faut rappeler que les distributions sont
log-normales, comme dans la cas du hors demi-remplissage, et on présente
quelques distributions calculées sur une centaine d’échantillons. On montre
que ces distributions peuvent étre fittées par des gaussiennes, c’est pourquoi
toutes les moyennes ont-elles été effectuées sur le logarithme de D. On a
tracé la variance o du logarithme de D dans les figures 5.15 en fonction
de l'interaction. Celles-ci commencent par diminuer jusqu’a des valeurs in-
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F1G. 5.14: Probabilité de distribution P de log D calculée sur 100 échantillons
pour M =N =14 4U =9 et W = 5. Les barres représentent la distribution de
log D obtenue numériquement, et la ligne en pointillé la gaussienne fittée a partir

des données numériques.
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5.2. LE CAS DU DEMI-REMPLISSAGE

systéme Unax (t) | D(Umax) | D(U = 0) | facteur d’augmentation
M=N=6 1 2.5 2.0 1.3
M=N=10 1 2.1 1.65 1.3
M=N=14 1 1.9 1.36 1.4

TAB. 5.10: Facteurs d’augmentations des moyennes pour W = 2.

systéme Umax (t) | D(Unax) | D(U = 0) | facteur d’augmentation

M=N=6 3 1.5 0.8 1.9
M=N=10 3 1.2 0.3 4.0
M=N=14 3 1.02 0.125 8.1

TAB. 5.11: Facteurs d’augmentations des moyennes pour W = 5.

termédiaires de I'interaction U et réaugmentent pour des interactions U plus
fortes. Cependant, des que U > W, la variance des fluctuations rediminue.

La variance des fluctuations a permis de controler la taille des barres
d’erreur statistique et de conclure sur le comportement des courbes 5.10 et
5.11, notamment dans la limite des fortes interactions.

On va maintenant décrire le comportement de ces courbes 5.9, 5.10 et
5.11.

Pour des valeurs intermédiaires de 'interaction U, une augmentation de
la raideur de charge par rapport a sa valeur a U = 0 se produit en présence
de désordre. Les valeurs maximales de la raideur de charge D et les facteurs
d’augmentation seront exposés dans les tableaux ci-dessous. Ce maximum
survient lorsque l'interaction appartient a [¢t, W] lorsque W > t pour toutes
les moyennes, comme dans le cas des échantillons, ainsi qu’on I’a déja constaté
dans le cas du hors demi-remplissage.

On va maintenant calculer les facteurs d’augmentation de la raideur de
charge D par rapport a sa valeur a interaction nulle et pour diverses tailles
de systemes et divers remplissages.

On montre, dans les tableaux 5.10, 5.11 et 5.12, les facteurs d’augmen-
tation dus a l'interaction a différents désordres pour un désordre W = 2(t)
(faible, A < [.), un désordre modéré W = 5(t) et un désordre fort W = 9(¢).

On peut faire les mémes constatations que pour le cas du hors demi-
remplissage dans la section 5.1.
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F1G. 5.15: Variance de log D avec l'interaction U pour M = N =14 et M = N =
10. Dans Ia limite des interactions fortes, la variance diminue lorsque ’interaction

augmente.
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systéme Unax (t) | D(Umax) | D(U = 0) | facteur d’augmentation
M=N=6 ) 0.85 0.2 4.2
M=N=10 5 0.46 0.02 23
M=N=14 5 0.3 0.002 150

TAB. 5.12: Facteurs d’augmentations des moyennes pour W = 9.

La raideur de charge D, et donc les courants permanents, diminuent
lorsque la taille M du systeme augmente et lorsque le désordre W augmente
[122]. D augmente pour des valeurs modérées de I'interaction U. Cette aug-
mentation est plus forte que dans le cas du hors demi-remplissage, confirmant
que le remplissage joue un role dans I’augmentation des courants permanents.
Plus le remplissage est proche du demi-remplissage, plus le facteur d’augmen-
tation est important.

Les facteurs d’augmentation sont les plus forts dans le cas de fort désordre
W = 9(t), quelle que soit la taille du systéme. Plus le désordre est fort, plus
le facteur d’augmentation est important.

Dans la limite des fortes interactions, la raideur de charge D diminue et
log D varie en 1/UM~! comme on le montre dans les figures 5.16 et 5.17.

Un fait trés surprenant se produit apres cette tres forte augmentation :
les courbes relatives aux différents désordres se croisent et ’on obtient un
phénomene tres surprenant : dans la limite des tres fortes interactions, le désordre
permet d’augmenter le courant permanent. Ce phénomene avait déja
été souligné pour des échantillons et une théorie analytique sera développée
dans la section 7.2.

5.3 Comparaison

Les deux sections précédentes ont permis de présenter le comportement de
la raideur de charge D et du courant permanent en fonction de 'interaction
U pour différentes valeurs du désordre W et diverses valeurs de la taille M
et du nombre d’électrons N de ’anneau.

A interaction nulle, le courant permanent diminue lorsque I’on augmente
le désordre dans le cas du hors demi-remplissage comme dans le cas du demi-
remplissage. C’est la localisation d’Anderson [94] qui se produit quelle que
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F1G. 5.16: Données de log D en fonction de logU pour un échantillon et la
moyenne pour M = N = 10. On montre le comportement en 1/UM~1 = 1/U°,
Les lignes montrent le comportement d’un échantillon individuel et les symboles

sont représentatifs des moyennes.
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sont représentatifs des moyennes.
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5.3. COMPARAISON

soit la taille de I’anneau et le remplissage.

A désordre nul W = 0, le courant permanent diminue lorsque I’'interaction
augmente. C’est a relier au comportement du liquide de Luttinger [93].

De surcroit, méme pour un échantillon, la dépendance en U de log D ne
fluctue pas trop et est une courbe lisse; en effet, I'introduction du spin est
connu pour uniformiser la densité de charge [119, 56].

L’information importante réside dans ’augmentation trés prononcée de
la raideur de charge et donc, des courants permanents pour des interactions
intermédiaires, lorsque U appartient a Uintervalle [t, W]. Une hausse avait
déja été trouvée [5, 7] pour des fermions sans spin mais, avec une ampleur
bien moindre et uniquement pour le cas de désordre tres fort, tandis que
d’autres études travaillant avec des valeurs de désordre modérées, ne trouvent
absolument aucune augmentation [65, 66, 60].

Une augmentation de ces courants se produit lorsque interaction et désordre
sont en présence et du méme ordre. On passe ainsi de la localisation d’An-
derson a la localisation de Mott en passant par une hausse importante du
courant lorsque ces deux parametres sont présents. Ceci s’explique par la
diminution par les interactions électroniques des fluctuations de densité de
charge dans le cas du modele de Hubbard, contrairement aux fermions sans
spin ou les interactions augmentent les fluctuations de densité de charge [46].
Les particules s’accrocheront moins au désordre et pourront ainsi se déplacer
plus facilement. Cette hausse est attribuée a la compétition entre 'interac-
tion U et le désordre W. En effet, le désordre aura tendance a placer les
électrons sur les sites les plus bas en potentiels, tandis que I'interaction aura
tendance a placer les électrons seuls sur site. Lorsque ces deux parametres
sont de forces égales, il est difficile de déterminer simplement 1’état de base.

Les électrons oscilleront entre se placer a deux sur le méme site (énergie
U) ou sur deux sites différents mais plus hauts en énergie. Les électrons se
déplaceront donc plus facilement soumis a I'influence de ces deux parametres,
entrainant une hausse du courant.

En effet, les interactions répulsives homogénéisent la densité de charge
et donc diminuent le couplage avec les impuretés, ce qui conduit a un effet
de délocalisation [119]. En revanche, dans le cas des interactions attractives
(U < 0), les courants sont réduits davantage [4], ce que l'on a vérifié sur
quelques systemes et montré dans la figure 5.18. On peut donc dire qu’une
transition a lieu entre un régime ou les interactions augmentent les courants
permanents (U < Upay) €t un régime ot elles les réduisent lorsque U > Upax
[120, 122]. D’autres travaux ont effectivement montré ’existence de ce maxi-
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F1ac. 5.18: Comportement de log D pour un échantillon composé de M = 9

sites et contenant N = 8 électrons pour des interactions négatives U.

mum sur de petits systemes [119, 71, 121]. C’est ce qui a été constaté dans
tous les résultats précédemment obtenus. On peut comparer ce maximum
de la raideur de charge & une phase délocalisée [123]; celui-ci pourrait étre
précurseur de la phase métallique & deux dimensions [124]. Apres cette valeur
Unmax, les courants, quel que soit le remplissage, diminuent ce qui est le cas
pour tous les types de systemes étudiés.

On pourra consulter [126] pour une approche de la délocalisation en une
dimension dans les systemes quantiques.

Cependant, il a été montré que la loi de décroissance n’est pas la méme en
fonction du remplissage (demi-remplissage dans 5.2 et hors demi-remplissage
5.1).

En effet, lorsque N < M, le désordre joue un role localisant puisqu’il
empéche les particules d’accéder a certains sites dont 1’énergie potentielle
se trouve élevée, tandis que dans le cas du demi-remplissage, pour de tres
fortes interactions, il y a une particule par site et le désordre n’empéche plus
les électrons de se placer sur les sites avec les énergies potentielles les plus
hautes.

La loi de décroissance est, pour le demi-remplissage, en 1/UV~! et dans le
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cas du hors demi-remplissage, elle est en 1/U. En effet, les électrons a demi-
remplissage lorsqu’ils se déplacent, rencontrent toujours un autre électron
(car on a toujours un électron par site a demi-remplissage) et un site dou-
blement occupé se crée. Considérons un électron qui fait le tour de I'anneau,
il rencontrera (M — 1) électrons, ce qui peut expliquer la puissance de la loi
(voir 7.3). Dans le cas du hors demi-remplissage, un électron peut sauter sur
un site vide et donc ne pas donner lieu a une énergie U. Cela peut expliquer
pourquoi la loi de décroissance est plus faible que celle du demi-remplissage.
De plus, si 'on considére les hamiltoniens obtenus par bosonisation [125],
ceux dans le cas a demi-remplissage et hors demi-remplissage sont différents
et cela confirme que le comportement est différent [78].

Dans le cas du demi-remplissage et dans la limite des fortes interactions,
on a constaté que les courbes de log D en fonction de I'interaction U obtenues
pour différents désordres W pour un systéme M = N donné (échantillon ou
moyenne) se croisaient et montraient un phénomene inattendu: le désordre
fait augmenter le courant permanent. Ce fait trés surprenant peut étre relié
a nouveau a la compétition entre désordre et interaction. En effet, dans la
limite des tres fortes interactions, les électrons se retrouvent piégés chacun
sur un site et il y a autant de sites que d’électrons. Le désordre ne permet
donc plus de sélectionner les sites les plus bas en énergie potentielle puisque
chaque site est occupé par un électron. Lorsque 'on augmente le désordre
W, D'énergie de I’état fondamental, constitué d’'une particule par site, peut
redevenir comparable a celle d’un état possédant un site doublement occupé
et I’on se retrouve dans la situation ou ces deux parametres W et U peuvent
entrer en compétition. Le chapitre 7 permettra d’étudier la limite des inter-
actions fortes et de confirmer ces résultats et ces lois de décroissance.

De plus, on se souvient que le maximum de I’augmentation de la raideur
de charge se situe dans l'intervalle [t, W] et lorsque la force du désordre W
augmente, cette augmentation a lieu pour des valeurs de I'interaction U de
plus en plus élevées et la décroissance ne se passe que plus tard, on constate
que plus on augmente le désordre, plus cette hausse s’effectuera tardivement
et ainsi, la valeur de D sera plus élevée que pour des désordres plus faibles. On
illustre ceci dans la figure 5.19. Donc, log D diminuera en (W/U)?, et donc,
o? en (W/U)*. Dans la limite des trés fortes interactions, les fluctuations
diminuent lorsque W/U va en décroissant, ce qui explique ’allure des courbes
des figures 5.15.

On décide maintenant de comparer dans la figure 5.20 pour un méme
nombre de sites M le demi-remplissage et le hors demi-remplissage.
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Fic. 5.19: Comportement de la raideur de charge D en fonction de I'interaction

U pour un échantillon M = N = 10 pour diftérents désordres.

On constate que I'augmentation quel que soit le remplissage est présente
mais le maximum est différent et dépend donc du remplissage.

En revanche, dans la limite des fortes interactions, les trous introduits
dans le cas du hors demi-remplissage agissent comme un dopage et fait aug-
menter la valeur des courants permanents ce qui explique que les lois de
décroissance soient différentes.

On a également vérifié que la regle de Leggett [45] s’appliquait & notre
cas. Celle-ci est valable dans le cas de fermions sans spin et sans interaction.
Le signe de AFE est alors celui de (—1)Nrarticuies, En 'appliquant au cas des
électrons, le signe vaut (—1)"/2 [45, 49]. Pour un nombre impair de particules,
le signe est a nouveau aléatoire.

On a considéré le signe de la sensitivité de phase pour les cas d’'un nombre
de sites pair: pour M = N = 6,10, 14, le signe de celle-ci est négatif pour
toutes les interactions et les désordres considérés. Mais pour M = N = 20,
on a un signe positif dans le mémes cas. Pour un nombre de sites impair, pour
M = N =17, la sensitivité de phase a un signe aléatoire, et la sensitivité de
phase dépend alors du désordre dans un échantillon donné. Une moyenne est
alors tres difficile a réaliser puisqu’il faut un treés grand nombre d’échantillons.

123



5.3. COMPARAISON

» 2R 2 a 4
0 ) @@@
~p BP0 0 o0opgg %% 6o0 o0 e
Q DDDDDD
o0 .
e [ ]
[ ]
92t .
[ ]
[ ]
[ ]

5:10 .
-4 | & N=6 .o

0 N=4 .

0 5 10 [ 15

F1G. 5.20: Comportement de log D en fonction de U pour M = 10 et différents
remplissages N = 4,6,8,10. La loi de décroissance dans la limite des fortes inter-
actions est en 1/U dans le cas du hors demi-remplissage et en 1/UM 1 pour le

demi-remplissage.
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F1a. 5.21: Comportement de log D pour un échantillon individuel dans le cas
d’électrons (M = N =10) et de log(2D) (M =10 et N =5) dans le cas de
fermions sans spin pour des valeurs de l'interaction [0,10] et des valeurs de
désordres W = 0,2,5,9. Les symboles représentent les valeurs de log D avec

spin et les lignes celles des fermions sans spin.

Hors demi-remplissage, on a vérifié que cette regle s’appliquait également,
c’est N/2 qui gouverne le signe de la sensitivité de phase, quel que soit
I'interaction ou le désordre dans le cas d’'un nombre de particules pair.

On montre le comportement de la raideur de charge D pour des électrons
et des fermions sans spin a demi-remplissage dans la figure 5.21.

La comparaison pour le hors demi-remplissage est présenté dans la figure
5.22.

Cela permet d’illustrer I'influence du spin sur ’augmentation de la raideur
de charge D et donc des courants permanents. Les courbes avec spin montre
une augmentation bien plus importante que celle sans spin.
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FiG. 5.22: Comportement de log D pour un échantillon individuel dans le cas
d’électrons (M =10 et N = 8) et delog(2D) (M =10 et N = 4) dans le cas
de fermions sans spin pour des valeurs de l'interaction [0, 10] et des valeurs
de désordres W = 0,2,5,9. Les symboles représentent les valeurs de log D

avec spin et les lignes celles des fermions sans spin.

126



5.4. CONCLUSION

5.4 Conclusion

Ce chapitre a permis de constater un comportement commun a tous les
systemes dans la limite des interactions faibles ou modérées. L’interaction et
le désordre permettent une augmentation assez importante de la raideur de
charge par rapport a sa valeur a interaction nulle et donc, des courants per-
manents. On peut donc dire que le spin est un parametre pertinent puisque le
modele des fermions sans spin n’a pu conclure a une telle hausse [7]. De plus,
ceci se produit en présence de désordre, méme tres faible, lorsque l'interac-
tion est ajoutée. Le maximum de la raideur de charge pour des interactions
modérées a lieu dans un domaine précis, lorsque l'interaction et désordre sont
en compétition, entre [t, W] pour W > t.

Pour de fortes interactions, la raideur de charge rediminue quels que soient
les systemes étudiés. Cependant, on constate que le comportement differe
dans les fortes interactions si I’on se place a demi ou hors demi-remplissage.
Les lois de décroissance different car les électrons ne peuvent plus se déplacer
de la méme facon et on verra comment modéliser cela dans le chapitre 7.

Enfin, a demi-remplissage, dans la limite des tres fortes interactions, le
désordre permet une augmentation de ces courants permanents, alors que le
désordre induit habituellement de la localisation, comme dans le cas du hors
demi-remplissage.

On constate également que la regle de signe de Leggett ne change pas
lorsque désordre et interaction sont présents dans le cas d’un nombre de
particules pair. Le signe est aléatoire dans le cas d;un nombre de particules
impair.
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Chapitre 6

Effet combiné des interactions
et du désordre sur le
comportement de la longueur

de localisation

Le chapitre 5 a permis de constater que la raideur de charge D augmentait
par rapport a sa valeur a interaction nulle pour des interactions modérées en
présence de désordre. Le but de ce chapitre est de confirmer I’existence de la
hausse des courants permanents par rapport a leur valeur & interaction nulle
pour une quantité qui est indépendante de la taille des anneaux, a savoir la
longueur de localisation &.

Cette quantité &, comme on I’a présentée dans le chapitre 2, permet de
caractériser les fonctions d’onde d’un systeme localisé.

On a vu dans le chapitre 3 que le désordre peut mener a la localisation.
En absence d’interaction, la localisation des fonctions d’onde a une particule
se produit si le désordre est suffisamment fort dans des systémes a trois
dimensions et des que le désordre est non nul en une et deux dimensions.
Cette localisation est caractérisée par le fait que ’enveloppe des fonctions
d’onde A une particule décroit exponentiellement dans l’espace réel, sur une
longueur &.
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Les états exponentiellement localisés sont restreints a des régions finies
de ’espace et ne peuvent donc pas contribuer au transport a la température
du zéro absolu. En revanche, les états étendus permettent un déplacement
des particules et une contribution au transport.

Un systeme unidimensionnel en présence de désordre est alors un isolant
d’Anderson [94]. En présence d’interaction et sans désordre, en une dimen-
sion, un systeéme sur réseau a demi-remplissage se comporte en isolant de
Mott [85].

Le but de ce chapitre est donc d’étudier comment se comporte la longueur
de localisation £ en fonction de l'interaction et du désordre simultanément
présents, dans les systemes étudiés dans le chapitre 5, soit dans les anneaux
unidimensionnels.

De nombreuses méthodes numériques existent afin de caractériser cette
longueur de localisation. Celle qui sera utilisée dans la suite de ce chapitre est
reliée a la sensibilité de I’énergie de 1’état fondamental a multiparticules du
systeme aux changements de condition de bord caractérisés par la quantité
D. Cette méthode présente ’avantage d’éviter un calcul des vecteurs propres.
On choisira donc trois tailles différentes de systemes, tous a demi-remplissage
afin de permettre 'existence d’un isolant de Mott. Ensuite, on fitte In D(M)
In(D) =1In (A(U)) — M/&(U). La pente de cette dépendance en M de In(D)
donne —1/£(U) et sera évaluée par le biais d’une régression linéaire a partir
des données de log D obtenues numériquement et présentées dans le chapitre
5. Les erreurs sont calculées a partir des erreurs obtenues sur les moyennes
de log D en utilisant la formule du x? appliquée & notre cas particulier [128].

Le but de ce travail est de souligner I'importance de la compétition entre
désordre et interaction, qui permet d’expliquer ce phénomene de forte aug-
mentation du courant permanent lorsque l'on se situe a des interactions
moyennes, entre [t, W], ou ¢ est I’élément de saut choisi comme référence
unité et W > t le désordre. On va montrer a quel point cet effet délocalisant,
présenté dans le chapitre 5 dans le cadre de D en fonction de l’interaction
U, se révele lorsque I'on étudie la longueur de localisation. En effet, on verra
que le facteur d’augmentation de la valeur de la longueur de localisation est
d’autant plus fort que le désordre est fort.
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6.1. LONGUEUR DE LOCALISATION A DESORDRE NUL

6.1 Longueur de localisation a désordre nul

Cette partie est consacrée a ’étude des résultats obtenus pour la longueur
de localisation & & désordre nul. On va vérifier que ’on obtient les résultats
analytiques et numériques déja connus.

Tout d’abord, on vérifie que, en dehors du cas U = W = 0, en tracant
log D en fonction de la taille des systemes considérés, on obtient une bonne
approximation de droites.

AU =W =0, le systeme est délocalisé, puisque ’on est en présence d’un
gaz d’électrons libres, la raideur de charge D doit donc étre la méme quelle
que soit la taille du systeme considéré et la longueur de localisation devrait
diverger.

On constate qu’a interaction et désordre nuls, on n’obtient pas des droites;
la longueur de localisation & a désordre et interaction nuls ne sera pas présentée.
¢ doit étre infinie car les fonctions d’onde sont des ondes planes. Numériquement,
on devrait avoir une droite horizontale mais on ne peut pas reproduire ceci
de facon exacte.

Des que l'interaction est introduite, on obtient des droites, que le nombre
de sites soit pair ou impair, ainsi qu’on l'illustre par la figure 6.1.

On calcule alors la longueur de localisation comme il a été expliqué dans
I'introduction. On vérifie qu’a désordre nul (W = 0), la longueur de locali-
sation diminue en fonction de l'interaction. Quand on augmente la force de
I'interaction U, le systéme se localise, ainsi qu’on I’a présenté dans le chapitre
3, et la longueur de localisation ne fait que décroitre quand linteraction U
augmente. On présente maintenant la longueur de localisation £ en fonction
de l'interaction U (figure 6.2). Le comportement de la longueur de localisation
est bien celui escompté.

On procede maintenant a d’autres vérifications qui vont permettre de
valider le calcul de la longueur de localisation a interaction nulle.

Pour de faibles interactions, on verifie que la quantité €A, ou A = 16t%/U [~ VW dy

sinh(2nty/U)

est la gap de charge de Lieb-Wu [75], tend vers le résultat calculé en champ
moyen (§A)/t =4 [131]. A trés fortes interactions, on vérifie que I'inverse de
la longueur de localisation est une fonction linéaire du logarithme de ’inter-
action.

Ce comportement est trés proche de la solution £~ = —1.48 + In(U/t)
donnée par I’Ansatz de Bethe [131]. On dérivera une expression analytique de
la sensitivité de phase dans la limite des fortes interactions dans le chapitre
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6.1. LONGUEUR DE LOCALISATION A DESORDRE NUL
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FiG. 6.1: Comportement de la raideur de charge log D en fonction de la taille du
systeme M pour U =5 et U = 8.
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6.1. LONGUEUR DE LOCALISATION A DESORDRE NUL

F1G. 6.2: Longueur de localisation £ & désordre nul W = 0 pour le cas d’un nombre
pair de sites (M = 6,10,14). Les symboles représentent les valeurs de ¢ obtenues

a partir des données numériques de log D. Les lignes joignent ces points.

7.0 1
<
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6.5
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o — W=0
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3 4 U 5 6 7 8

F1G. 6.3: Comportement de la longueur de localisation £A en fonction de 'inter-
action U/t, avec t = 1 pour des interactions modérées, 3 < U < 8. A est la gap de

charge de Lieb-Wu.
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6.1. LONGUEUR DE LOCALISATION A DESORDRE NUL

2.4 | e -1.48+In(U)
* —— W=0

FIG. 6.4: Comportement de I'inverse de la Iongueur de localisation ¢! en fonction
du logarithme de I'interaction In(U/t), avec t = 1, pour de fortes interactions
lorsque U > 10 dans le cas d’un nombre de sites pair. Les symboles représentent
les valeurs de £~! obtenues & partir des données numériques de log D. La ligne en
pointillé est Ia solution analytique ¢! = —1.48 4+ In(U/t), donnée par I’Ansatz de
Bethe.
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6.2. LONGUEUR DE LOCALISATION POUR DIEFERENTS
DESORDRES

7. Son expression comportera un terme en puissance de U, ce qui implique
un terme en In(U/t) dans I'expression de £ '.

Cette section permet de conclure a la validité du calcul de la longueur
de localisation, a désordre nul. La suite de ce travail se propose d’étudier le
comportement de la longueur de localisation & en présence d’interaction et
de désordre.

6.2 Longueur de localisation pour différents

désordres

Rappelons que nous considérons des systemes décrits par le modele de
Hubbard-Anderson et on se place & demi-remplissage afin d’obtenir un isolant
de Mott dans la limite de forte interaction. Dés que W # 0, on a un isolant,
méme lorsque U = 0.

On décide de calculer la longueur de localisation pour toutes les valeurs
entieres de I'interaction U comprises entre [0, 15] pour plusieurs valeurs du
désordre W. Pour ce faire, on vérifie, comme dans 6.1, que le logarithme de la
raideur de charge est une fonction linéaire de la taille du systeme M pour une
interaction U et un désordre W donnés. On considere les mémes systéemes
que dans la section 6.1. On rappelle que I'on a choisi d’étudier les systeémes
suivants: M = N =6, M =N =10et M = N = 14.

La pente de ces droites sera calculée et on en extraira la valeur de &
en effectuant une régression linéaire a partir des données de logD. On a
calculé les valeurs de log (D) en fonction de 'interaction pour de nombreux
échantillons, typiquement une centaine, afin d’obtenir une moyenne.

Quelques-unes des droites log D en fonction de la taille M des systémes
considérés sont montrées. On montre les droites obtenues pour les valeurs
maximales du log D qui correspondra au maximum de la longueur de locali-
sation. On vérifie ’allure de ces droites a forte interaction (on choisit U = 10)
pour des désordres W = 2, et W = 9 dans les figures 6.5 et 6.6. On constate
que 'on obtient une bonne approximation de droites, notamment pour des
valeurs élevées de l'interaction U.

Dans la figure 6.9, on présente la longueur de localisation £ obtenue pour
les systemes considérés. Les valeurs sont calculées par le biais d’une régression
linéaire, comme on I’a évoqué dans l'introduction de ce chapitre. Les erreurs
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6.2. LOCALISATION POUR DIVERS DESORDRES
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F1G. 6.5: Droite obtenue lorsque 'on trace log D en fonction de la taille M a
W = 2 et U = 1. Les symboles représentent les moyennes effectuées sur une

centaine d’échantillons. La ligne en pointillé montre la droite fittée a partir de ces
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F1G. 6.6: Droite obtenue lorsque I'on trace log D en fonction de la taille M a
W = 9 et U = 5. Les symboles représentent les moyennes effectuées sur une
centaine d’échantillons. La ligne en pointillé montre la droite fittée a partir de ces

résultats.
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6.2. LOCALISATION POUR DIVERS DESORDRES
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F1G. 6.7: Droite obtenue lorsque 'on trace log D en fonction de la taille M a
U = 10 pour W = 2. Les symboles représentent les moyennes obtenues a partir

d’une centaine d’échantillons. Les lignes sont les droites joignant les points entre
eux.
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6.2. LOCALISATION POUR DIVERS DESORDRES
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F1G. 6.8: Droite obtenue lorsque 'on trace log D en fonction de la taille M a
U = 10 pour W = 9. Les symboles représentent les moyennes obtenues a partir

d’une centaine d’échantillons. Les lignes sont les droites joignant les points entre

eux.
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6.2. LOCALISATION POUR DIVERS DESORDRES

12

F1G. 6.9: Longueur de localisation ¢ en fonction de I'interaction U obtenue & partir

d’un nombre de sites pair.

sur les valeurs de la longueur de localisation & sont calculées en utilisant la
formule de I’écart quadratique moyen (formule du x?).

La limite a U = 0 montre que la longueur de localisation décroit lorsque
le désordre augmente ainsi que la localisation d’Anderson le prévoit. C’est le
méme comportement, que celui de la raideur de charge D a interaction nulle
(voir chapitre 5).

Il est important de souligner que I'on passe de l'isolant d’Anderson a
I'isolant de Mott en passant par une hausse conséquente de la longueur de
localisation & pour tous les désordres non nuls W. Les valeurs obtenues pour
un désordre W = 2 sont tres élevées et la longueur de localisation £ devient
supérieure a la taille M du systeme. Dans ce cas, la méthode de calcul de &
n’est plus fiable. On ne peut que conclure que la longueur de localisation &
atteint une valeur tres élevée.

On présente les facteurs d’augmentation relatif £,,,,/£(0) de la longueur
de localisation dans le tableau 6.1.

Ces facteurs d’augmentation sont dans ce cas également importants et se
rattachent a 'important effet de délocalisation mentionné dans le chapitre
5. On obtient a nouveau que le maximum des longueurs de localisation £ se

138



6.3. INTERPRETATION

W (désordre) | € AU =0 | £max | Umax | facteur d’augmentation
2 20 44 2 2.2
5 4.3 20.1 3 3.4
9 1.75 7.9 5 4.5

TAB. 6.1: Facteurs d’augmentation de la longueur de localisation.

trouve a une valeur de 'interaction U < W, car on a considéré W > ¢, ainsi
qu’on ’a trouvé dans le chapitre 5.

Cependant, le maximum des longueurs de localisation relatives & un désordre
donné W diminue quand le désordre augmente, ce qui correspond au fait que
les systemes se localisent quand le désordre augmente. Cependant, le maxi-
mum dans le cas W = 2 n’est pas fiable: celui-ci est élevé, mais la méthode
appliquée pour le déterminer n’est plus fiable.

Les facteurs d’augmentation relatifs les plus importants sont obtenus pour
le plus fort désordre W = 9, comme dans la cas de la raideur de charge D.

Dans la limite de fortes interactions, la longueur de localisation diminue
lorsque l'interaction U augmente.

Cependant, on constate que dans cette limite, le désordre a l'effet inat-
tendu d’accroitre la longueur de localisation. Tous les calculs ont été menés
a demi-remplissage et nous constatons le méme effet de délocalisation que
celui obtenu a partir de la raideur de charge.

6.3 Interprétation

L’étude de la longueur de localisation £ a désordre nul a permis de retrou-
ver les résultats connus et de valider les résultats obtenus numériquement.
On a vérifié notamment que £ diminue lorsque ’'interaction augmente.

On a obtenu les longueurs de localisation pour différentes valeurs de I'in-
teraction U et du désordre W. A interaction nulle, la longueur de localisation
diminue lorsque le désordre augmente. C’est la localisation d’Anderson [94].

On a constaté que £ augmente pour des valeurs modérées de I'interaction
U des que le désordre W est non nul.

On a calculé les facteurs d’augmentation de ces longueurs de localisation
dans la section 6.2. Ceux-ci se révelent relativement importants et soulignent
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6.3. INTERPRETATION

I'important effet de délocalisation qui peut étre relié aux valeurs importantes
des mesures expérimentales [104, 103] et peut-étre augurer de la transition
métal-isolant dans des dimensions supérieures a une [130]. Ceci permet de
compléter I'étude de la délocalisation amorcée dans le chapitre 5 et de confir-
mer ce phénomene de hausse du courant permanent par rapport a sa valeur a
interaction nulle. Notons tout-de-méme que le systeme reste toujours localisé
et que I'augmentation de £ ne permet pas d’atteindre les valeurs du cas sans
désordre [122].

On peut dire que cette augmentation importante de la longueur de loca-
lisation permet d’expliquer la hausse des courants permanents par rapport a
sa valeur a interaction nulle. La fonction d’onde est délocalisée sur plusieurs
sites et permet aux électrons de se déplacer au sein de I’anneau.

En revanche, on constate que quelques valeurs de la longueur de loca-
lisation &, surtout pour le désordre W = 2 sont supérieures a la taille de
I'anneau. Dans ce cas, la loi D ~ Aexp(—M/&) n’est pas valide. On sait que
D dépend de la taille du systeme dans ce domaine et on ne peut que conclure
que la longueur de localisation & est tres élevée lorsque 0 < U < 2.

On a déja mentionné dans le chapitre 5 que c’est la compétition entre
désordre et interaction qui mene a cette augmentation de la longueur de
localisation.

On peut donc conclure que le modele de Hubbard-Anderson permet de
rendre compte de ce tres fort effet d’augmentation des courants permanents
et montre une baisse considérable de la localisation en une dimension.

Cette étude permet de conclure a I’influence du spin dans la représentation
des courants permanents. La présence de celui-ci montre une augmentation,
et de la raideur de charge D, et de la longueur de localisation &, par rapport
a leurs valeurs a interaction nulle, comparativement a de nombreuses autres
études qui ne montrent aucune augmentation de la raideur de charge D
[60, 65] ou une faible augmentation de la raideur de charge D [7] et de
la longueur de localisation & pour des désordres forts [129]. L’introduction
du spin par le biais du modele de Hubbard-Anderson permet de trouver
une augmentation importante de ces deux quantités par rapport a leurs
valeurs a interaction nulle. De plus, la concurrence désordre et interaction
est primordiale dans cette description. La compétition entre les deux états
fondamentaux relatifs a ces deux parametres, ainsi qu’il a été évoquée dans
le chapitre 5, permet d’appréhender cette hausse considérable de la raideur
de charge et donc, de la longueur de localisation £ par rapport a leur valeurs
a interaction nulle.
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6.4. CONCLUSION

Cet effet délocalisant avait été prévu pour des systéemes dont le rem-
plissage N/M, N nombre d’électrons et M nombre de sites, est une frac-
tion non rationnelle (systéme incommensurable) pour des systémes loin du
demi-remplissage et a remplissage incommensurable [4]. L’étude serait donc
a compléter par le calcul de la longueur de localisation pour des systemes
dont le remplissage est incommensurable. On peut cependant conclure a un
fort, effet délocalisant.

Pour des interactions négatives, une phase délocalisée [5] a également été
trouvée et une divergence exponentielle a été calculée analytiquement [119].

Dans la limite des interactions fortes, la longueur de localisation & décroit
lorsque 'interaction U augmente. C’est la longueur de localisation de Mott
qui domine alors [85]. Le systéme se localise lorsque 'interaction augmente.

Tous les calculs ont été menés a demi-remplissage et nous constatons que,
dans la limite des fortes interactions, le désordre fait augmenter la longueur
de localisation &, comme pour la raideur de charge.

6.4 Conclusion

Ce chapitre a permis de retrouver des limites connues de la longueur de
localisation a désordre nul. Cela permet de valider les résultats obtenus a
partir des données numériques de la raideur de charge D. On peut alors
étudier le cas de la longueur de localisation en présence d’interaction et de
désordre. On a pu alors constater que, pour des interactions intermédiaires
U < W, une augmentation importante de la longueur de localisation par
rapport a sa valeur a interaction nulle se produit. Cette hausse importante a
lieu des que le désordre est non nul.

Ce phénomene avait déja été annoncé lors du chapitre 5 lorsque 1’on
étudiait 'augmentation de la raideur de charge en fonction de I'interaction et
une confirmation vient d’en étre donnée. L’interaction augmente la longueur
de localisation deés que le désordre est non nul et c’est dans le cas d’un
désordre fort, que leffet relatif est le plus important, bien que la valeur
maximale de la longueur de localisation soit plus faible que dans le cas d’un
désordre faible.

Cette augmentation pourrait étre précurseur de la transition de phase
métal-isolant en deux dimensions.

Ce phénomene est attribué a la présence du spin et a la compétition
désordre et interaction.
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6.4. CONCLUSION

On retrouve a demi-remplissage que la longueur de localisation, dans la
limite des tres fortes interactions diminue lorsque les interactions croissent,
mais augmente quand le désordre augmente. Le désordre jouerait donc un role
délocalisant dans cette limite, ce qui n’est pas ’effet normalement obtenu.
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Chapitre 7

Courant permanent dans la

limite des interactions fortes

Ce chapitre est consacrée a la limite des fortes interactions répulsives:
celle-ci est une limite qui permet un traitement analytique en dehors du cas a
interaction et désordre nuls. On va étudier le comportement des courants per-
manents dans cette limite par le biais d’une théorie en perturbation. Dans
la limite de tres fortes interactions, U > W.,t, on peut considérer que le
désordre est un terme en perturbation qu’on ne considérera que par la suite.
On s’intéresse a 1’état fondamental de notre anneau unidimensionnel lorsque
le terme des interactions est treés important et impose des conditions tres
fortes sur la nature des états propres.

On va constater que le comportement du courant permanent differe selon
que ’on se place a demi-remplissage ou en dehors et I’on obtient des lois de
décroissance du courant permanent avec I'interaction différentes.

Pour ce faire, on développe une théorie en perturbation pour calculer la
sensitivité de phase, quantité représentative des courants permanents.

On constate un phénomene intéressant : hors demi-remplissage, le désordre
joue son role habituel de localisant; tandis qu’a demi-remplissage, celui-ci fait
augmenter la valeur des courants permanents. Ce probleme a déja fait 1’ob-
jet d’une publication [118]. Ces résultats seront une confirmation des lois
numeériques présentées dans le chapitre 5.
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7.1. CAS D’'UN ANNEAU DE HUBBARD-ANDERSON DANS LA
LIMITE DES INTERACTIONS FORTES

7.1 Cas d’un anneau de Hubbard-Anderson

dans la limite des interactions fortes

On considére I'anneau unidimensionnel sur réseau du chapitre 3 traversé
par un flux ¢. Celui-ci est composé de M sites et contient N électrons. Le
désordre est représenté par un potentiel aléatoire sur site et I'interaction est
répulsive sur site. Les sauts sont restreints aux plus proches voisins. Cet
anneau est décrit par ’hamiltonien de Hubbard-Anderson donné en seconde
quantification par la formule 3.1. Cet anneau peut étre soumis a un champ
magnétique et donc a I'influence d’un flux ¢ caractérisé par des conditions
de bord entre le dernier et le premier site de I’anneau. Les conditions de bord
ne s’expriment donc que dans le terme de saut entre premier et dernier site
[41]. Dans le cas de conditions de bord périodiques, le terme de saut entre le
premier et le dernier site est égal a —t et négatif car on a posé ¢t = 1; dans
le cas antipériodique, le terme de saut entre le premier et le dernier site est
égal a +t et positif.

Ainsi, on calcule 2 énergies, une a flux nul, I’énergie périodique, et I’autre
telle que & = 2(;:—0¢ =7, ¢ quantum de flux, dite énergie antipériodique.

On se souvient que 'hamiltonien de Hubbard possede une symétrie de
rotation de spin et que 1’on peut restreindre la recherche de la valeur propre
au sous-espace S, le plus petit.

On écrit tous les états de base comme produits d’états sur site. On pose
que état vide s’appelle |0). Il faut remplir ensuite cet état vide par les N
électrons. On remplit avec N/2 électrons avec spin up et N/2 avec spin down.

Les états de base s’écrivent ensuite:

N/2 N/2

ad = {1l | { Ll | 1O (7-1)
k=1 k=1

il(“ () est une fonction qui sélectionne les sites qui sont occupés par les

N/2 1 () électrons (k = 1,2,....N/2) dans la configuration «. L’état
est completement spécifié par les valeurs des fonctions iz(“ (). k est une
numérotation des électrons et izm(a) correspond au numéro de site occupé
par un électron 1 ou J.

En effet, considérons par exemple un état |1, ) déterminé par zt et zz avec
k dans 'intervalle [1, N/2]. On a donc le tableau 7.1 de points suivants pour
M =8et N =28.
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7.1. CAS D’'UN ANNEAU DE HUBBARD-ANDERSON DANS LA
LIMITE DES INTERACTIONS FORTES

ki
11 1
2 3 2
3 4 5
4 7 8

TAB. 7.1: Exemple de répartition des électrons 1 ou | (fonctions i) correspondant

a un état de base de ’hamiltonien de Hubbard (voir texte).

Il est composé de 8 électrons dont 4 électrons avec spin up et 4 avec spin
down répartis comme présenté ci-dessus.
Ainsi définis, les états peuvent étre classés en deux sous-espaces:

— le sous-espace des états non doublement occupés, en I'occurrence, 1’es-
pace des états a une particule par site dans ce cas précis du demi-
remplissage. Ce sous-espace est noté comme lors du chapitre 3 S.

— le sous-espace des états possédant au moins un site doublement occupé

noté D. Le nombre de sites doublement occupés varie donc de un a
N/2.

Dans la limite de fortes interactions, les états ayant des sites double-
ment occupés ont alors une énergie tres haute comparativement aux états de
I’espace S qui possedent un ou zéro électron par site. En effet, chaque état
appartenant a S ou D correspond a une énergie:

E,= EY +EY (7.2)
avec .
W _
EY = WY (v + Vi) (7.3)
k
EV = Ue, (7.4)

ou ¢, est le nombre de sites doublement occupés.

On peut donc considérer que dans le cas du modele de Hubbard dans la
limite des tres fortes interactions, seul 1’espace S pourra déterminer I’état
fondamental. Le traitement afin d’obtenir cet état fondamental differe en
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fonction du remplissage. En effet, on se souvient dans la chapitre 3 qu’a demi-
remplissage, on est en présence d’un isolant de Mott [72]. On se souviendra
également qu’une solution en une dimension existe [75, 76].

C’est maintenant que nous allons développer une théorie en perturbation
afin de calculer la sensitivité de phase AE = E(0) — E(n) dans la limite
U > t. L’écriture de 1’état fondamental est fonction du remplissage ainsi
que des conditions de bord, c’est pourquoi cette étude va étre séparée par la
suite.

Afin d’élucider le comportement de la raideur de charge dans la limite de
ces tres fortes interactions, un développement en perturbation de la sensiti-
vité de phase va étre effectué lorsque U > W, t. On va tout d’abord se placer
dans un cas sans désordre, puis, le réintroduire en perturbation. Quand I'in-
teraction domine, il est possible de développer cette sensitivité de phase AE
en termes de t/U. L’hamiltonien se décompose ainsi:

en posant :
Hy = Hy + Hx (7.6)

On présente un théoreme qui va permettre d’appliquer une théorie de
perturbation dans la limite des fortes interactions [101, 132].

Lemme: caractérisation de la limite des interactions infinies. La
limite U — oo du modeéle de Hubbard est équivalent a étudier 'action de
Uhamiltonien H = PyHy sur Uespace de Hilbert S ot Py est la projection sur

l’espace S.

Dans les cas du demi-remplissage comme hors du demi-remplissage, I’ha-
miltonien Hg sera traité comme la perturbation de Hy et son action dans
I’espace des états propres va permettre de déterminer le comportement de
la sensitivité de phase dans la limite U > W,t. Le terme de désordre sera
traité ensuite en perturbation en développant les termes de 'expression de
la sensitivité de phase dépendant de 'interaction. On remplacera la valeur
de I’énergie sur site U par une énergie contenant également du désordre.
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7.2 Demi-remplissage

Cette section est dévolue a I’étude des systemes a demi-remplissage, c’est-
a-dire ayant autant de sites que d’électrons, M = N.

On construit les états de la base dans le sous-espace S des états contenant
un électron par site et qui a déja été précédemment défini dans la section
précédente par 1’équation 7.1. On se place dans le cas d’un nombre pair de
particules, et donc de sites, pair. Les états sont écrits dans la restriction du
sous-espace S, = 0 si le nombre de particules est pair, c’est-a-dire qu’il y aura
autant d’électrons avec des spins up que d’électrons avec des spins down.

Les états possédant tous un électron par site, leurs énergies a U/t — oo
valent :

B/ =W ) v. (7.7)

Cette énergie est la méme pour toutes les configurations de spin a une par-
ticule par site et ces états sont donc tous dégénérés.

7.2.1 Analogie avec le modele de Heisenberg: modéele
de Hubbard a demi-remplissage

A demi-remplissage, dans la limite U/t — oo, le nombre d’occupation n;
vaut 1 quel que soit 7. Dans cette limite, ’hamiltonien effectif correspondant
au modele de Hubbard se trouve étre le modele de Heisenberg H™®M pour
spin égal & 1/2. En étudiant celui-ci, il sera possible de déterminer la partie
spin de I’état fondamental de notre systeme dans la limite U — oo. La
suite de cette section va me permettre de présenter quelques théoremes qui
permettent de déterminer I’écriture de 1’état propre.

Le modele antiferromagnétique de Heisenberg de spin 1/2 apparait comme
I'hamiltonien effectif des isolants de Mott [8, 72] pour un nombre de particules
et de sites pairs. Cet hamiltonien est rotationnellement invariant puisqu’il
commute avec les trois composantes du spin total Sror = Y, S;. Ainsi, les
états propres sont libellés par:

U= |S’T0T7m37"'>7 (78)
mp, = —Sror,Sror+1,---,Sror, (7.9)
Stor < NS (7.10)
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ou mp est la valeur propre de la composante z de la magnétisation totale
Szop et la valeur propre de S2, est Spor - (Sror + 1).

Lorsque I’on se restreint a un sous-espace précis mp et on développe les
fonctions d’onde :

e = fre s, (7.11)

avec:
dme = T1|S,m2); (7.12)

en précisant que les |S, m$); sont les configurations d’Ising et forment la base
relative a mp. On a Zz mg = mp et les m; sont les valeurs de la magnétisation
sur site 7. Les |S,m;); dénotent les états propres de SZ, S7 avec les valeurs
propres S(S + 1) et m,.

Voici le premier théoreme de Marshall [8]:

état de base de I’hamiltonien de Heisenberg. On considére [’hamil-
tonien de Heisenberg avec des échanges antiferromagnétiques J;; > 0 qui
connectent deux sous-réseaux bipartites A et B de telle sorte que chaque site
est connecté par une séquence d’échanges finis avec son voisin. Dans chaque
secteur mpg, ’état d’énergie le plus bas V(P peut étre défini en ayant tous

ses coefficients positifs dans la base d’Ising &?ZLB soit :

Upe =) fme@ns, frn > 0,Vo (7.13)

[e%

L’état de base ¥y quand on a autant d’électrons de spin 1 que de spins |
est un singulet de spin total nul: S2,,, o) = 0.

Plusieurs corollaires s’ensuivent de ces théoremes et voici I'un d’entre eux:
Pour n’importe quel mp, ¥y est non dégénéré.

Tous ces théoremes ont été par la suite généralisés par Lieb, Schultz et
Mattis aux systemes décrits par ’hamiltonien de Hubbard. De nombreuses
études et articles existent sur tout type de réseau (fcc, bee ... ) [133, 84], et
notamment des réseaux bipartites. Pour des revues plus spécialisées, on peut
consulter les travaux de Lieb et de Tasaki [148, 132]. Cependant, ces regles
s’appliquent dans le cas d’un nombre de sites pair.
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Cela signifie que ’on peut donc donner I’état fondamental |1/y) de notre
systeme dans la limite de Mott-Hubbard (U — oo) dans les notations sui-
vantes dans le sous-espace S, = 0:

o) = flts) (7.14)
8

ou les poids fs sont pris réels et positifs 0 < fg < 1 [72]. On peut réécrire
I’état de base en utilisant les fonctions définies ci-dessus . Puisque chaque
site est peuplé d’un seul électron, cela meéne a la relation zz # zk,Vk # k.
L’état fondamental s’écrit ainsi:

N/2 N/2

o) =2 s | 1Lk H%ﬁ (7.15)
B k=1

avec fg > 0 sont encore réels et positifs pour toute configuration 3 dans le
sous-espace S.

7.2.2 Calcul de la sensitivité de phase a demi-remplissage
dans la limite des fortes interactions

Il s’agit dorénavant de déterminer la sensitivité de phase et donc tout
d’abord, les énergies a flux nul et a flux égal 7, soit la différence des énergies
des états fondamentaux a plusieurs particules pour des conditions périodiques
et antipériodiques. Puisque le flux n’apparait que dans la partie cinétique Hx
de I’hamiltonien qui représente la perturbation par rapport a la limite de
Iisolant de Mott, pour obtenir la correction a I’énergie de I’état fondamental
a l'ordre n, il s’agit d’évaluer la quantité :

E(”) — Z <wO|HK|¢a1><¢a1| to |¢an_1><wan—1 |HK|¢0> )

(Eo — Eo,)(Eo — Ew,) -+ (Eo — Eu,_,) (7.16)

Q1,02,...,0p—1

ou encore en développant |¢y) grace a son expression donnée en fonction des
états g de S:

¢ﬂ|HK|¢ 1><¢ 1‘ |¢ n_1><w n_1‘HK|wﬂ'>
(n) — il v 7 ol y
BO= 2 I g BBy B (B Bry)

Y15Y25e5Tn—=1 BB
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ou S et B sont les indices des configurations appartenant a l’espace S et
les 7y sont les indices dévolus aux états [1.,) de ’espace D. Rappelons ici que
I’étude se fait a demi-remplissage et que, dans le fondamental, chaque site est
occupé par un électron. Le terme Hyg est le terme de 1’énergie cinétique ou
encore terme de saut. Il permet a chaque particule de se mouvoir vers son plus
proche voisin (saut entre plus proches voisins). Cependant, un seul saut meéne
a un état de D possédant un site doublement occupé mais n’appartenant pas
a I’état fondamental. Afin de recouvrir un des états de base g, il faut au
moins deux sauts (un aller-retour) ou plutdt un nombre pair de sauts est
nécessaire afin de retrouver un état de S. Ces ensembles de saut menant
de I'état fondamental & lui-méme appelés séquences [136]. Celles-ci couplent
deux états de S par l'intermédiaire des états D.

Il convient maintenant d’évaluer les valeurs des corrections a l’énergies
périodiques et antipériodiques et de trouver des quantités menant a une
différence afin d’obtenir une sensitivité de phase. Evaluons en tout premier
lieu, le numérateur. Celui-ci n’est composé que d’éléments de matrice de saut
entres plus proches voisins (1., | Hg|1,,,,) tous égaux a —t sauf lors d’un saut
au travers de la condition de bord, du dernier site vers le premier ou inverse-
ment. Toutes les séquences sont donc constituées de processus de saut a une
particule: les électrons sautent les uns apres les autres en se déplacant d’un
site. Ainsi, la correction & 1’énergie fondamentale E(™ peut alors étre ex-
primée en utilisant des sommes sur les séquences mentionnées plus haut, que
'on note A®#) démarrant en |t)g) et se terminant en |1). Une séquence
ABF) e caractérise par une suite de sauts & une particule conduisant d’un
état $ & un autre état ', pouvant étre différent ou non. Tous les termes du
numérateur sont égaux a —t, comme on 1’a déja mentionné précédemment,
mais un autre signe surgit di a la permutation des électrons de spin up et
ceux de spin down en raison du réarrangement de 1’ordre des opérateurs causé
par le terme de saut et I’éventuelle traversée du bord. Pour des conditions de
bord périodiques, le numérateur s’écrit :

N, = (—t)"sign(P)sign(P,), (7.18)

ou l'on définit Py;)(A) étant les permutations des positions des électrons
1({) sur Panneau, résultant des séquences (A).

Si maintenant, on évalue le numérateur dans le cas de conditions an-
tipériodiques, le seul changement réside dans les sauts au travers de la condi-
tion de bord ce qui introduit un signe négatif dans le numérateur. Plusieurs
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sauts pouvant étre effectués a travers celle-ci, le numérateur pour des condi-
tions antipériodiques est donné par:

Ny = (—=1)" N,. (7.19)

hy étant le nombre de sauts au travers de la condition de bord entre les sites
1 <— M contenu dans les séquences A. Tous les termes du dénominateur
sont évalués comme suit :

Eo— By = — (B - Ey')— (B, — Ey)

- 7

-~

W, e,U (7.20)

ou €, est le nombre d’états doublement occupés et d,, la différence entre les
variables aléatoires de 1’état [ et de I'état ~.

A des ordres plus petits que M, les énergies périodiques et antipériodiques
sont égales et ne dépendent pas du flux car les séquences caractéristiques ne
traversent pas ou un nombre pair de fois la condition de bord ce qui implique
que la correction de la sensitivité de phase est nulle. Une différence nait dés
que n = M, soit lorsque l'ordre de la perturbation n est égal au nombre
de sites sur 'anneau M. C’est la la contribution d’ordre le plus bas et avec
un seul saut a travers la condition de bord. Les électrons doivent alors se
mouvoir tout le long de ’anneau et connecter un état S et un autre 3.

Il est nécessaire d’étudier les séquences connectant les états entre eux. Il
existe deux possibilités de séquences:

— les séquences connectant un état 3 avec lui-méme. Tous les électrons
ayant le méme spin se déplacent de deux sites dans le méme sens. Les
séquences que je viens d’évoquer sont illustrées par la figure suivante,
pour I’exemple de la configuration de spins alternés:
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\»4

F1G. 7.1: exemple de séquences de sauts d’ordre n = M = 6 contribuant a la sen-
sitivité de phase et connectant un méme état B a lui-méme pour le cas particulier

de spins alternés.

— les séquences connectant un état S & un autre état /' en M sauts.
Il existe de nombreux types de ces séquences; par exemple, tous les
électrons se mouvant dans le méme sens d’un site. On s’intéresse en-
core une fois au cas des configurations de spins alternés. On peut pas-
ser d'une configuration de spins alternés a une autre en faisant sauter
chaque spin sur le site voisin ainsi qu’on peut le voir sur la figure 7.2:
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¢ —¢
4/ \?
\ /
¢ — 3

F1c. 7.2: exemple de séquences de sauts d’ordre n = M = 6 contribuant & la
sengitivité de phase et connectant une des deux configurations de spins alternées

B a lautre 3.

Remarquons que dans toutes ces séquences, le bord n’est traversé qu’une seule
fois et la condition de bord n’intervient alors qu’une fois et ainsi, un signe
négatif apparait dans la contribution & la sensitivité de phase: les énergies
périodiques et antipériodiques ne different que de ce signe et permettent de
déterminer la valeur de la sensitivité de phase.

On décide de séparer les séquences en fonction du sens dans lequel les
particules se déplacent et on les nomme contributions “forward” (les électrons
se déplacent dans le sens trigonométrique) et “backward” (les électrons se
déplacent dans le sens anti-trigonométrique). Ces séquences sont exactement
identiques si on renverse le sens le long de ’anneau ce qui permet d’exprimer
I'énergie plus simplement. En se servant de la formule (7.17), I’énergie d’ordre
M s’écrit dans le cas de conditions périodiques:

EM) = —2tM x
fpfgrsignPy (Ai(FB’B,)) signP) (AEB’HI)>

% Z/ (Ueyy +dyy W)(Ueyy +dyy W)-(Ueqpg_q Fdypr 1 W) 7
B A8
£

(7.21)

ol les A¢ sont les séquences forward. Le facteur dans le numérateur provient
donc de ces processus vers l'avant (sens trigonométrique) et vers l'arriére
(sens antitrigonométrique) et le signe s’introduit & cause des (M — 1) signes
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négatifs des dénominateurs des différences d’énergie et les M signes négatifs
des éléments de saut dans le numérateur. Les contributions périodiques et
antipériodiques étant de signe opposé, on obtient le résultat suivant :

AEM) — Jﬁ—t_Ml X

’ ’
fﬂfﬂl SignPT (Agﬁ’ﬂ )> signP¢ (Agﬁ’ﬂ )>

Z Z (€y; tdyy W/U)(€yy +dyy W/U) (€ _q Fdyp_ W/U)
8,8’ A(B,BI)
f

(7.22)

apres avoir factorisé les termes U au dénominateur. Toutes les séquences
menant a une contribution conduisent & une permutation cyclique des N/2
opérateurs correspondant a des électrons de spin donné.

Comme tous les poids fz sont positifs, le signe de la sensitivité de phase,
dans la limite des fortes interactions, est donné par le signe de (—1)N/2,
comme dans le cas sans interaction. Ce résultat est confirmé par les résultats
numériques du chapitre 5.

Afin d’étudier I'influence du désordre sur la sensitivité de phase dans la
limite des fortes interactions U > W, un développement limité en puissance
de W/U va étre effectué a partir de I’équation (7.22).

Considérons deux sites voisins 7 et i — 1 occupés par des électrons de spins
opposés. Lessauts t —1—1 — iet i—1 — 7 — 1—1 conduisent & un couplage
—2t2/[U1 — (v; — v;_1)?*W?/U?)] indépendant du flux, entre deux états qui
ne different que dans 'orientation des spins de deux électrons plus proches
voisins.

Les éléments de matrice de ’hamiltonien de Heisenberg effectif sont donc
des fonctions paires du désordre (en puissances paires de W/U), et les poids
fs le sont également.

Leur développement en fonction du désordre donne:

fo 1O 1+ O Wy (7.23)

Aucun terme linéaire en W/U n’existe ainsi que dans I’hamiltonien et la
.- .. T 0) p(2

condition de normalisation Zﬂ(fﬂ)Q = 1 implique Zﬂ fﬂ( )f/g ) = 0. Tous les

féo) étant positifs, les fé?) peuvent étre négatifs. Dans le développement, seuls

les f/g,o) sont conservés et on fera I'approximation fg ~ féo) puisque dans les
limites de fortes interactions, les termes en W/U tendent vers zéro. Il s’agit
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de développer le dénominateur en puissance de W/U jusqu’au second ordre:

AEMD o CUTAE
fafp w d dry Aoy
X e ( v by W (Zl T+ Yy, )) . (7.24)
8,8’ A(B B

Le terme qui domine dans ’équation (7.24) correspond a la limite W —
0 et montre une suppression du courant permanent par l'interaction en
U(t/U)M. Cette suppression se renforce exponentiellement avec la taille. Ceci
est 1ié a la longueur de localisation en fonction de I'interaction suivant cette
loi: £(U) = 1/In(U/t).

On va montrer que le terme linéaire en W/U disparait dans notre cas d’un
anneau a demi-remplissage. En effet, considérons une séquence de sauts que
I’on peut caractériser par les positions de trous et de sites doublement oc-
cupés. Alors, on peut toujours construire une seconde séquence en échangeant
les positions des sites doublement occupés et les sites vides et en renversant
Pordre des sauts. Ces séquences A et A’ ont le méme nombre de sites dou-
blement occupés mais les coefficients d,; sont de signe opposé ce qui entraine
que, en prenant la somme sur toutes les séquences, le terme du premier ordre
est annulé.

Ainsi, c’est donc le second terme qui détermine la dépendance en W
du courant permanent dans la limite U > W. On va regarder comment
le préfacteur de celui-ci se comporte. Il est composé de sommes sur deux
termes:

— le premier est de 'ordre de un et est toujours positif et la somme sur les
M —1 états avec sites doublement permet d’estimer Zl(d” )2 < M. En

sommant sur toutes les séquences, on obtient une contrlbutlon positive
d’ordre NgM, ou Ng est le nombre de séquences.

— le deuxiéme terme est également d’ordre un mais de signe aléatoire.

En effectuant la somme, on l’évalue & environ =V \J/\%SM . Le nombre de

séquences étant tres élevées, on a /Ng < Ng.

On conclut de cette étude que la sensitivité de phase a des corrections
positives en (WW/U)?. Comme la sensitivité de phase est la différence entre les
énergies périodiques et antipériodiques des états fondamentaux, les conclu-
sions sont valides également dans le cas de la raideur de charge D = ¥ |AE)|.
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Cela conduit a I'importante conclusion que, dans le cas spécifique du
demi-remplissage, le désordre accroit la sensitivité de phase et par
la méme occasion, la raideur de charge, et on peut étendre cette conclusion
au courant permanent des électrons fortement corrélés.

Ceci est un résultat surprenant qui va dans un sens opposé a de résultats
plus connus, notamment la localisation d’Anderson. En effet, le désordre est
connu pour localiser les fonctions d’onde, ainsi qu’on I’a présenté dans le
chapitre sur les anneaux unidimensionnels et le courant permanent 3.3 ainsi
que dans le chapitre sur le modele d’Anderson 3.2.

En effet, le désordre diminue le gap entre les états propres formés des
états de base S et des états excités D et facilite le saut sur des sites dou-
blement occupé. Le passage des électrons dans I'anneau est facilité et fait
donc augmenter la valeur de la sensitivité de phase. Afin d’illustrer ce com-
portement, dans la figure 7.3, on représente AFE en fonction du désordre
et on montre que AFE évolue en puissances paires de W. On écrit AE =
a0/U® % (1 4 b0 x W2/U? + 0« W*/U*), en ajustant les coefficients a0 et b0
en fonction du désordre.

w

|AE| x 10°

—_

F1G. 7.3: Dépendance de AE en fonction du désordre d’un échantillon individuel
M = N = 10. Les données données par les symboles sont comparées aux résultats

donnés par la théorie en perturbation (lignes).
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La théorie analytique est développée jusqu’a ’ordre quatre afin de pouvoir
la comparer avec les données numériques.

Ceci est en accord avec le comportement de la sensitivité de phase du
chapitre 5, dans la section 5.2 qui ne comprend que des termes de puissances

paires en W/U.

7.2.3 Etude des poids de I’état fondamental

Un autre travail a consisté a considérer le cas des interactions infinies. Un
programme a été élaboré afin de calculer la valeur des poids des états de base
lorsque les interactions sont tellement fortes que deux particules ne peuvent
plus se retrouver sur le méme site (U — 00).

On n’a considéré que les cas ou M variede M =N =2a M = N = 14.
Les poids les plus importants sont retenus et on réalise que ceux-ci sont ceux
des états aux spins alternés, les autres poids les plus hauts sont ceux dont
deux spins ont été échangés par rapport au cas de spins alternés. On regarde
le comportement des poids correspondant aux deux états décrits ci-dessus
ainsi que le rapport de ceux-ci.
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o f'rap;no’rt
T

— alternate spins
mazximum of other states
- division

—_

© fmaz falternes

12

N
m L
=2

F1c. 7.4: Comportement des poids des états de base dans 1'état fondamental en

fonction de la taille M = N du systéme.
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log rapport

log f3

log max

F1a. 7.5: Comportement du logarithme des poids des états de base dans 'état fon-

damental en fonction de la taille M du systeme lorsque 'on est 4 demi-remplissage

M=N.

On observe la décroissance exponentielle de fg avec N. Ceci permet de
montrer que dans la limite de tres fortes interactions U, les états prépondérants
sont ceux dont la configuration présente des spins alternés.

7.3 Le hors demi-remplissage

Cette partie est consacrée a 1’étude des systémes hors demi-remplissage
lorsque N # M. On garde les mémes notations que dans la section précédente.
L’hamiltonien est décomposé comme pour le cas du demi-remplissage par
3.1. Et le traitement en perturbation s’effectue dans le méme ordre que
précédemment, en utilisant Hix comme la perturbation dans 1’espace des
états de base.

On peut considérer deux cas différents: lorsque le nombre de particules
est supérieur au nombre de sites ou lorqu’il lui est inférieur. Ces deux cas
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sont semblables et devraient avoir le méme type de comportement car grace
a la symétrie particule-trou du modele de Hubbard , une équivalence existe
et on doit avoir a désordre nul les mémes valeurs de la raideur de charge pour
des remplissages tels que |M — Ny| = |M — No| ou 1 et 2 sont les indices des
deux systemes considérés. Le nombre de sites vides dans le premier systeéme
avec M > N correspond au nombre de sites doublement occupés du second
avec M < N,. Cette symétrie a été vérifiée numériquement dans le chapitre 3
dans les cas de systemes ordonnés. Lorsque I'on introduit du désordre, ce fait
n’est plus vérifié sur un échantillon donné, mais reste valable en moyenne.

On considere le cas d'un nombre pair N de particules. L’écriture des états
s’effectue dans le sous-espace S, = 0 lorsque le nombre d’électrons est pair.
On considére donc pour S, = 0 Ny = N; = N/2. On se souvient que ’état |0)
est toujours I’état vide comportant M sites vides. Les états s’écrivent dans
la limite des interactions fortes:

N/2 N/2
— f {
Vo) = H Cilla)t H Cil(a)d 0)- (7.25)
k=1 k=1
i;m (c) sont les fonctions qui sélectionnent les sites sur lesquels se trouvent les
()

électrons 1 () dans la configuration «. i, () appartient a [1, M] tandis que
k se trouve dans [1, 2, ....N/2]. Les énergies de ces états s’écrivent maintenant :

N/2 N/2
W _
By =W D Vit + D % | - (7.26)
k=1 k=1

Contrairement a la section sur le demi-remplissage, les différents états Wy
ne possedent pas tous la méme énergie car celle-ci dépend des potentiels de
désordre sur site. En effet, les électrons vont préférer se placer dans les sites
de potentiels les plus bas et il se forme ainsi un sous-espace Sy a l'intérieur
de S dont I’énergie est plus basse.

Nous considérons le cas sans désordre et 1'existence d’un seul trou (site
vide). En réalité, la démonstration qui va suivre ne sera valide que dans le cas
ou N = M —1 [133, 137]. Pour 'appliquer lorsque plusieurs trous existent,
il faudrait s’assurer que les trous sont distincts, soit que I'ordre des trous ne
changent pas lors des sauts des particules [137].

Tout d’abord, il faut remarquer que, maintenant que le hors demi-remplissage
est considéré, un seul saut peut mener d’un état de base du sous-espace S a
un autre: il s’agit la d’une théorie en perturbation au premier ordre.
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7.3.1 Obtention des états de fondamentaux

On considere des états connectés par un seul saut. On définit un super-
réseau comme étant ’ensemble des états connectés par un seul saut entre
eux [84].

Définition de la connectivité. Un super-réseau satisfait au critére de
connectivité si tous les étals ayant la méme valeur S, sont connectés par

des sauts au premier ordre allant tous dans la méme direction.

Considérons la matrice de I’hamiltonien au premier ordre. On se restreint
au cas N pair et au sous-espace S, = 0. Celle-ci ne comporte que des éléments
de matrice égaux a —t lorsque les états considérés sont connectés sans franchir
la condition de bord ou %t §’il y a franchissement du bord (selon la condition
de bord avec laquelle on travaille).

La matrice correspondant au terme de saut Hyx dans le modele de Hub-
bard dans la limite de fortes interactions U — co et N = M — 1 est dite
répondre au critere de connectivité si tous les états de base Wy se trouvant
dans le méme sous-espace S, sont connectés entre eux par le biais d’éléments
de matrice non nuls de Hx [101]. On constate I’existence de nombreux sous-
blocs a l'intérieur de cette matrice. Ceux-ci proviennent de la connectivité
entre états.

Ainsi la matrice est-elle composée de sous-groupes f¢,, ¢ étant le nombre
de particules de méme spin cote a cote. En effet, les sauts permettant a
la particule de se déplacer un site par un site, la disposition des électrons
ne s’en trouve pas changée par permutation puisque 1’on reste confiné aux
sous-espace S, et §: le saut ne doit s’effectuer que vers le site vide afin de
recouvrir un état de base, comme le montre la figure .
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Fi1c. 7.6: Exemple d’un seul saut permettant de passer d’un état beta quel-

conque a un autre 3.

Cela revient a faire se déplacer le trou dans le sens inverse des particules,
et ceci ne change pas l'ordre des particules: deux électrons cote a cote se-
ront toujours voisins apres ces sauts sans oublier que les sites 1 et M sont
également connectés. Tous ces états ainsi connectés forment un ensemble
nommé boucle ou super-réseau [143, 144], comme défini ci-dessus.

Dans le cas d’un unique site vide, le nombre de boucles est exactement
égal au nombre d’électrons de méme spin puisque les états varient entre I’état
de spins alternés a celui ou tous les électrons de méme spin sont cote a cote.

Pour des conditions de bord périodiques, ’état de base consiste donc en
une combinaison linéaire des états de base du sous-espace S, considéré avec
des coefficients tous positifs si ces états obéissent a la loi de connectivité
[134]. En effet, cela provient du théoréme de Perron-Frobenius.Tout d’abord,
énongons le théoréme de Perron-Frobenius, standard en algebre linéaire [101].
Une version plus générale de ce théoréme est présentée dans la référence [138].

Théoreme de Perron-Frobenius pour une matrice réelle symétrique.

Soit T = (t; i)ii=1.... N une matrice rélle symétrique, c¢’est-a-dire que t; ; =
IV AZY) [ 7 5]
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;i € R qui possede les propriétés suivantes :
1. t,; > 0 pour i # j.

2. tous les i # j sont connectés par des éléments de matrice non nuls de
T. Plus précisément, quel que soit 1 # j, on peut trouver une séquence

(i1, ,ik) telle que iy =i, ig = j el t;, 4., # 0 pour tout k < K.

Alors, la valeur propre la plus élevée de T est non dégénérée et le vec-
teur propre correspondant e = (ei)izl,...,N est écrit comme une combinaison
linéaire des vecteurs de base dont les coefficients peuvent étre choisis positifs

pour tout 1.

Ces boucles donnent également le nombre de sous-espaces composant la
matrice de I’hamiltonien. A chaque sous-espace correspond une énergie valant
—2t a cause de la présence d’un trou unique [145], ainsi qu’un état fondamen-
tal, superposition des états de base. On conclut que I'énergie est dégénérée
et sa dégénérescence est égale a la moitié du nombre d’électrons N/2. A cha-
cune de ces énergies correspond un état propre qui est la superposition des
états Wg. Les signes des poids de ces états dépendent des conditions de bord.
Ceux-ci s’écrivent en respectant la convention de signe de Perron-Frobenius:
lorsque ’amplitude de transition entre deux états est négative, on superpose
de ceux-ci avec le méme signe et lorsque la transition est positive, on les
superpose avec des signes opposés. Pour plus de détails sur cette convention
de signe, on se référera a la convention de signe de Marshall [8]. Des appli-
cations de cette régle de signe existent [?, 141] et également dans le modele
de Hubbard [142].

Conditions périodiques

Dans le cas de conditions de bord périodiques, les signes des états propres
seront tous identiques (choisis tous positifs) et on aura N/2 états propres
dégénérés relatifs a la valeur propre —2¢t. Chaque état propre sera la super-
position de états de base faisant partie du super-réseau. On considere tout
d’abord un anneau dont les conditions de bord sont périodiques. Le systeme
étudié est donc fermé et on a la relation: ¢y, = Cprp-

On se référera a Particle de Tasaki [134] pour l'extension de ce théoreme
au cas du modele de Hubbard lorsque tous les états de base sont reliés par
un seul saut. L’état de base relatif a des conditions périodiques sera donc
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dégénéré : a chaque boucle de S, correspond une valeur propre unique et un
vecteur propre composé des états de base de cette boucle ou super-réseau
dont tous les poids sont positifs.

Conditions antipériodiques

Considérons maintenant le cas de conditions antipériodiques. L’élément
de saut entre le premier et dernier site est positif. Dans ce cas, on aura
également N/2 états propres qui seront la superposition des états de base du
super-réseau. Toutefois, ces états de base seront superposées avec des signes
différents.

Dorénavant, le théoreme de Perron-Frobenius ne s’applique plus directe-
ment et ’on doit recourir a un théoréme plus général. Il faut dorénavant utili-
ser la regle de signe de Perron-Frobenius qui stipule qu’a I'intérieur d’un sous-
espace S, lorsque les états obéissent a la condition de connectivité dans I’état
fondamental, ceux-ci se superposent selon la convention de signe de Perron-
Frobenius ou de Marshall [8, 138]. On considére les états de base connectés
par un saut: si I’amplitude de transition entre deux états est négative, on
superpose ces deux états avec le méme signe, en revanche, lorsque ’ampli-
tude entre deux états est positive, ceux-ci sont superposés avec des signes
opposés. Cette regle servira par la suite dans 1’écriture de 1’état de base et
donnera naissance a des états ayant des signes alternés.

Dans I’annexe, on présente un exemple concret qui comporte deux électrons
sur trois sites. Dans le cas de systemes plus larges que ce simple modele de
deux électrons sur trois sites, on obtient une matrice par blocs, comme on I’a
évoqué précédemment. En effet, celle-ci contiendra les termes relatifs de saut
relatif a chaque sous-réseau puisqu’en une dimension, tous les états de base
ne sont pas connectés entre eux. On aura pour chaque sous-bloc (qui répond
au critére de connectivité) un état propre qui sera la superposition des états
de base formant le sous-bloc de la matrice.

On conclut de cette étude que I’état de base est dégénéré et qu’il va falloir
réaliser un développement en perturbation dégénéré.

7.3.2 Calcul de la sensitivité de phase

Au premier ordre:
Il faut évaluer les éléments de matrice qui ont cette forme:

HOD = (y | Hi vy (7.27)
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ot les |15") sont les états fondamentaux des sous-blocs C;. En développant
ces différents états de base, on obtient :

HOD =3 5 (g [ Hie i) - (7.28)
B:p'

Au sein d’un méme sous-espace C?, si on calcule I’énergie & 1'ordre nul, il
s’agit d’évaluer les termes fgl fo (\If(/;’,l |H K|\If§}).

Dans le cas de conditions périodiques, tous les termes valent —¢. Pour des
conditions antipériodiques, le signe négatif introduit par le flux est compensé
par les signes opposés des poids fﬂc1 et f/f,,l dus a la convention de signe
de Marshall (Perron-Frobenius) [8]. On aura donc également une somme
de —t. En ce qui concerne les séquences de saut qui ne traversent pas le
bord, elles donnent des contributions identiques dans les cas périodiques et
antipériodiques.

Pour ¢ # j, tous ces termes sont nuls car les états de sous-espaces
différents ne sont pas couplés par un seul saut.

Les deux matrices sont donc nulles, indépendantes des conditions de bord,
ce qui implique que les deux corrections aux énergies périodiques ou an-
tipériodiques sont identiques. Ainsi la sensitivité de phase est-elle nulle. Il
faut donc aller a un ordre plus élevé dans la perturbation afin de trouver une
contribution a la sensitivité de phase.

La sensitivité de phase est donc nulle au premier ordre.

Il faut remarquer que toutes les contributions provenant de séquences de
sauts ou les particules ne se rencontrent jamais sur le méme site (jamais
de site doublement occupé: tous les électrons se déplacent d’un site dans la
méme direction) ne donnent lieu & aucune contribution.

Au second ordre:

On va donc devoir évaluer les éléments de matrice suivants:

C; C;
BN W 'HK(Z”%’?K'% | (7.29)
v BB K

Les états intermédiaires 1., correspondent a des états appartenant au sous-
espace D. Dans notre cas, un seul site vide, I’état intermédiaire est nécessairement
un état avec un site doublement occupé car le second saut doit aboutir a un
état wgi. Les séquences sont donc composées d’un premier saut vers un autre
site déja occupé et d’un second saut vers un site vide.
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On va montrer que les termes des deux matrices des hamiltoniens du
second ordre different.

On appelle, comme dans la section précédente, ces deux sauts “séquences”
[136] et certaines de ces séquences traversent la condition de bord et per-
mettent d’obtenir des contributions différentes a la sensitivité de phase.

Les séquences ne traversant pas le bord ne menent a aucune contribution
dans la sensitivité de phase, puisque les poids des états de base auront le
méme signe et que le flux n’interviendra pas. On obtiendra donc des termes
en —t?/U.

Considérons maintenant des séquences qui traversent le bord.

Afin de connaitre le signe des termes de ’équation (7.29), il va falloir
évaluer les signes des poids des états de base considérés et tenir compte du
signe introduit par le flux.

Certaines de ces séquences sont des allers-retours au travers de la condi-
tion de bord lorsque les électrons sur les premier et dernier site sont de spins
opposés. Elles meénent a des contributions identiques quelles que soient les
conditions de bord. En effet, on connecte un état de base a lui-méme, on
aura alors une contribution f3((+t)(+t)/(=U)) = f3(—t*/U) dans le cas
périodique et antipériodique.

D’autres types de séquences que ’on appelera “échange”, sont composées
d’un premier saut a travers le bord et c’est 'autre électron qui revient sur le
site vide lors du second saut.

Echanger deux électrons de spins différents entraine que on change de
sous-espace C’ et que les poids des deux états sont de signes opposés afin de
respecter la convention de signe de Marshall [139, ?]. En effet, on classe les
états de base ng en commencant par les états dont le premier site est un
spin 1 quel que soit le super-réseau considéré C;. L’échange de deux électrons
de spins opposés entre les premier et dernier site entraine I’apparition d’un
signe négatif dans les poids des deux états. Pour des conditions périodiques,
on aura fzfg(—t*/U) < 0 car les poids fz et fg ont le méme signe. Dans le
cas antipériodique, on aura fzfz(—t?/U) > 0 parce-que fz et fz seront de
signe différent.

On constate donc qu’au second ordre, les éléments de matrice H,;; different
a cause de I'existence des termes d’échange précédemment évoqués.

Ainsi, les énergies périodiques et antipériodiques seront donc différentes
et meneront a une sensitivité de phase non nulle.

Considérons les doubles sauts vers I’avant ou I'arriere. On aura une contri-
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bution —#?/U dans le cas périodique ou t?/U dans le cas antipériodique.
Les sauts dont la premiere particule saute pour former un état doublement
occupé, puis, 'autre saute a travers le bord afin de retrouver un état \Ilgl
permet de rester a l'intérieur du méme sous-espace C;: les signes des poids
seront donc opposés dans le cas de conditions antipériodiques. En effet, cela
revient a faire avancer une particule apres 'autre d’un site, ce qui introduit
un signe négatif dans le poids de I’état considéré, puis, d’échanger la place
des spins, d’ou ’apparition d’un signe négatif a nouveau dans le poids: les
deux états auront ainsi des poids de méme signe.

On se référera aux articles [140, 139, ?] pour des explications de la régle
de signe dans les chaines de spin.

Les termes périodiques et antipériodiques auront donc le méme signe.
Lorsque la méme particule saute vers un site doublement occupé, puis, tra-
verse la condition de bord pour aller sur un site vide, I’ordre des particules
change et le signe des poids de ces états est identique. Ces termes vont
également induire des différences dans les éléments des matrices relatives
aux conditions périodiques et antipériodiques.

Les dénominateurs des éléments de matrice sont tous égaux a —U et
chaque numérateur comporte un terme en t? et ceux-ci peuvent étre facto-
risés. On peut donc écrire la sensitivité de phase ainsi:

AE® = |E@(0) — EQ(r)| (7.30)
42

AE® = =L (7.31)
et E?(0) (E@(r)) est la valeur propre la plus basse de ’hamiltonien du
second ordre pour des conditions de bord périodiques (antipériodiques). Y
est une constante obtenue en factorisant le terme —¢2/U dans la sensitivité
de phase, celle-ci ne dépend ni de ¢ ni de U et n’est donc qu’une constante
relativement aux deux variables précédemment citées et aux conditions de
bord (®). Le terme t étant I'unité, on obtient une loi en 1/U [147]. Cette loi
a déja été confirmée numériquement dans le chapitre 5.

Le désordre est introduit en donnant tout d’abord des poids de moindre
importance aux états dont les électrons ne se trouvent pas répartis dans les
sites de désordre les plus faibles, mais également, on va introduire du désordre
au dénominateur et, afin d’étudier I'influence de celui-ci sur la sensitivité
de phase, on va effectuer un développement limité du dénominateur. On
considere que certains états de base auront des poids fs plus faibles que les
autres qui apparaitront dans l’écriture de 1’état fondamental. On introduit
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maintenant le désordre dans le dénominateur ou I'on remplace U par Ue, +

Wd,.
11 s’ensuit :
(2) —t’
AFEY = —
Z Ue, +Wd,
¥
—? wd (Wd )2
2 — _“ _ Y v
AFE i E (1 i + 72 )Y (7.32)

On constate que la loi de décroissance évolue toujours en 1/U; Veffet premier
di au désordre est de faire diminuer le courant permanent lorsque le désordre
augmente, en effet, lorsque ’on effectue un développement limité en puissance
de W/U, les corrections a la sensitivité de phase dues au désordre vont faire
diminuer la valeur de celle-ci puisque le terme linéaire ne disparaitra plus car
les séquences étant réduites a deux sauts, les sommes sur ces séquences ne
permettront plus de se compenser. De plus, dans le cas de double saut, le
saut d’un état de base meéne a un autre état 8’ qui sera plus élevé en énergie,
donc le terme linéaire sera négatif.

Cela permet de dire que, pour un nombre pair de particules, dés que
N = M — 1, le comportement de la sensitivité de phase, dans la limite des
interactions fortes, évoluera en 1/U.

7.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a constaté que l'on retrouve analytiquement les
meémes résultats que dans le chapitre 5 ou I'outil numérique a été utilisé.
On conclut que, hors demi-remplissage, le comportement de tout systéme est
similaire et aboutit & cette loi en 1/U. La raideur de charge décroit lorsque
I’on augmente les interactions. On obtient un développement au second ordre
en t2/U.

Au demi-remplissage, nous trouvons un comportement différent car la
décroissance est plus forte en fonction de I'interaction, en 1/UM !, Cette loi
apparait dans le cas du demi-remplissage, le comportement de la partie en
spin du modele de Hubbard étant décrite par le modele de Heisenberg dans
la limite U/t — oo.

Le phénomeéne étonnant réside dans le fait qu’a tres fortes interactions,
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le désordre, connu jusqu’a présent pour localiser les électrons, au demi-
remplissage, augmente les courants permanents.

Dans le cas du hors demi-remplissage, le désordre reprend son role de
localisant, empéchant les électrons de se placer dans les sites trop hauts en
énergie.
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Conclusion

Une des taches de ce travail a été de faire fonctionner le programme
“Density Matrix Renormalization Group” modélisant le modele de Hubbard-
Anderson contenant le spin. Grace a l'outil puissant que constitue ce pro-
gramme DM RG avec spin, il a été possible d’étudier des anneaux unidi-
mensionnels contenant des électrons, décrits par le modele de Hubbard. Ces
systemes furent étudiés a demi-remplissage et hors demi-remplissage, avec un
nombre de sites pair et impair et un remplissage commensurable et incom-
mensurable. On a vérifié que les limites connues telles la localisation d’An-
derson étaient vérifiées et il a été possible de traiter des cas ou interaction et
désordre étaient présents simultanément.

La premiere constatation réside dans la grande augmentation du cou-
rant permanent pour des interactions intermédiaires. Cette hausse spectu-
laire pourrait indiquer que le role des interactions est important dans les
mesures expérimentales dont ’ordre de grandeur avait toujours été supérieur
aux valeurs théoriques sans interaction. De plus, cette valeur maximale du
courant permanent a été trouvée quel que soit le systeme étudié soumis a
un désordre non nul quelconque et pour une valeur donnée de l'interaction.
Cette augmentation se produit quelle que soit la taille du systeme et quel
que soit le remplissage, les seuls facteurs importants étant le désordre et I'in-
teraction. Le remplissage et la taille du systeme jouent tout-de-méme un role
dans la proportion de cette augmentation mais celle-ci est toujours présente
des qu’il y a désordre et interaction, aussi faibles soient ces deux parametres.

Il a été ainsi mis en évidence 'effet important du spin dans I’augmentation
des courants permanents, a demi-remplissage comme hors demi-remplissage.
On peut donc conclure que le parametre spin est d’importance dans le cas
d’anneaux unidimensionnels.

Cette augmentation a été confirmée par I’étude de la longueur de loca-
lisation qui montre une tres forte délocalisation quelle que soit la force du
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désordre. Cet effet de délocalisation tres important pourrait se révéler un
point de départ pour considérer la transition métal-isolant en deux dimen-
sions. Notons également que le signe de la sensitivité de phase est donné par
(=1)M/2, soit en considérant les permutations des électrons dans I’anneau,
quels que soient le désordre et les interactions étudiés.

Un autre point important se trouve dans I’étude de la limite de forte
interaction qui révele des aspects intéressants. Pour des systemes hors demi-
remplissage, dans cette limite, la raideur de charge se comporte en 1/U
comme il est escompté selon le modele de Hubbard. Il est intéressant de
noter que cette loi de décroissance est valable quel que soit le désordre, cette
loi n’apparaissant que pour des interactions de plus en plus fortes lorsque
I’on augmente la force du désordre. Cette loi est obtenue pour des systemes
commensurables et incommensurables, quelle que soit la parité du nombre
de sites et quel que soit le remplissage pour un nombre pair d’électrons.

Le phénomene le plus étonnant réside dans le fait qu’a demi-remplissage,
cette loi change et devient une loi de décroissance en 1/UM~1. Ceci provient
du fait que le désordre ne parvient plus a jouer son role de localisant puisque,
I'interaction étant trop forte, le systéeme comporte une particule par site. Le
désordre ne peut plus empécher les particules de se positionner sur les sites
les plus hauts en énergie. On montre ici un effet imprévu du désordre qui fait
augmenter le courant permanent dans la limite des tres fortes interactions.

Il faut préciser que tous ces résultats ont été trouvés dans le cas d’an-
neaux unidimensionnels décrits par le modele de Hubbard-Anderson avec
sauts entre plus proches voisins, interaction répulsive et désordre sur site. Il
est donc légitime de se demander ce qu’étendre ce modele en des dimensions
plus grandes pourraient apporter, notamment a deux dimensions. Peut-étre
serait-il possible de décrire les expériences sur les courants permanents? Ou
encore, la transition métal-isolant trouvée expérimentalement pourrait-elle
étre appréhendée grace a ce modele?
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Annexe A

Deux électrons sur trois sites

Ce systeme a été étudié afin de rendre compte des phénomeénes développés
dans le cadre de modeles de N électrons sur M sites. On espere que celui-
ci permettra d’aborder le cas général plus facilement et qu’il va aider a la
compréhension du comportement des courants permanents dans la limite des
fortes interactions pour des systéemes hors demi-remplissage.

Considérons donc trois sites sur lesquels on va devoir placer deux électrons.
On va donc pouvoir écrire les états de base. Ce petit modele illustre parfai-
tement les notions de connectivité et de super-réseau. L’ensemble des états
reliés par des sauts aux plus proches voisins menant d’un état de base a lui-
meéme, soit 2 X M sauts et 2 x M états. On a traité le méme petit modele que
H. Tasaki afin de pouvoir contréler les calculs et vérifier les résultats [84].

Ce petit systeéme est décrit par I’hamiltonien 3.1 bien que ’on se cantonne
a trois sites. On va tout d’abord donner les états de base qui sont toujours
classés en deux sous-espaces S et D qui ont la méme représentation que dans
le chapitre 3, c’est-a-dire que les états non doublement occupés ou encore
possédant un ou zéro électron par site Wz sont classés dans I’espace S et les
états possédant au moins un site doublement occupé ¥, sont rangés dans le
sous-espace D.

Placer deux électrons de spins différents sur trois sites meéne a considérer
un espace de Hilbert de dimension neuf auquel il faut rajouter les états de
spins polarisés étant au nombre de six, trois avec deux électrons de spin up
et trois avec des électrons de spin down. On ne considere que les états dont
les électrons ont des spins différents formant le sous-espace de Hilbert de
dimension neuf.
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En effet, ceux dont les spins sont totalement polarisés forment deux ma-
trices qui correspondront donc a des S, = 1 et S, = —1 et auraient été des
sous-blocs de la matrice correspondant a I’hamiltonien complet.

En raison des symétries de ’hamiltonien déja évoquées dans le chapitre
3, on se restreint au sous-espace dont le spin total selon Oz, S, est nul.

On doit donc maintenant diagonaliser une matrice 9 x 9 et pour ce faire,
on utilise maple. On considere le cas sans désordre W = 0. On calcule les
valeurs propres pour les deux conditons de bord différentes; on se souvient
que celles-ci apparaissent dans le terme de saut entre le premier et le dernier
site, ici, le troisieme sous la forme ¢y, = exp(i®)cs ;-

On aura les hamiltoniens suivants:

( 0 -t 0 0 0 ()t -t -t 0 \
-t 0 -t 0 0 0 -(H)t 0 -(+)t
0 -t 0 -(Ht 0 0 0 -t -t
0 0 -(Ht 0 -t 0 -t -t 0
HPP) = 0 0 0 -t 0 4 -(H)t 0 ()t
-(H)t 0 0 0 -t 0 0 -t -t
-t -t 0 -t -(H)t 0 U 0 0
-6 0 -t -t 0 -t 0 U 0
\ 0 ()t -t 0 ()t -t 0 0 U )

On obtient pour des conditions périodiques la valeur propre la plus basse
suivante:
1

1
SU—t- 5\/U2 + 4Ut + 3612 (A.2)

tandis que pour des conditions antipériodiques, on a:

Eperiodic =

Eantiperiodic = —2t. (A3)

On peut maintenant calculer la sensitivité de phase AE = FE(0) — E(m)
qui est la différence de deux valeurs propres données ci-dessus. Celle-ci vaut :

1.1
AB=t+ U - 5\/(U2 + 4Ut + 36t2) (A.4)

et, dans la limite des tres fortes interactions U — oo, on effectue un
développement limité en ¢/U qui meéne a la quantité suivante:

8

AFE ~ ; A.
U (A.5)
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On constate que celle-ci décroit en 1/U comme il a été évoqué dans
le chapitre 7 et diminue lorsque les interactions augmentent. Cela conforte
également les résultats numériques trouvés dans le chapitre 5.

Afin de confirmer la validité de la théorie en perturbation de la section
7.3, on calcule les énergies périodiques et antipériodiques en utilisant une
théorie de perturbation afin de voir si 'on obtient le résultat de 1’équation
A5,

On néglige les états ¥, doublement occupés car leur énergie sera trop
élevée et on se restreint toujours au sous-espace S, = 0. Il reste six états Uy
non doublement occupés a considérer. Ceux-ci sont reliés entre eux par des
sauts aux plus proches voisins et il s’agit la d’un couplage au premier ordre.
On présente ici les états Wg et la fagon dont ils sont reliés entre eux: on
montre le super-réseau relatif au systeme de deux particules sur trois sites,
notion précédemment évoquée dans le chapitre 7.

Les W3 sont toujours les états a une particule ou zéro par site. On les
note 1), 2), ..., |6).

Voici donc les états de base relatifs a ce systeme:

t /" *Qt 7
S e e
- & % .

AN ! 7
|5>

Fi1G. A.1: Etats de base et amplitudes de transition dans le cas de deux électrons

de spins diftérents sur trois sites.
Ce super-réseau illustre parfaitement le théoreme de connectivité présenté
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précédemment dans le chapitre 7. A partir d’un état Uz de base donné, chaque
saut mene a un autre état \Il’ﬂ et les 2M = 6 sauts conduisent au méme état
V4. Cette séquence de saut est la seule possible (sauf les permutations de
lordre des états) comme il est représenté dans la figure A.1 et relie tous les
états de base entre eux. En effet, dans ce systeme précis de deux électrons sur
trois sites, avec un seul site vide, 'ordre des spins n’intervient pas (un seul
électron avec spin up et un seul avec spin down) et on ne peut pas arranger
différemment 'ordre des électrons de méme spin. Lorsque ’on augmente le
nombre de particules et ainsi, le nombre d’électrons de spins différents, les
permutations des électrons autour de I’anneau ne pourront pas décrire toutes
les possibilités de placer les électrons de méme spin. C’est pourquoi plusieurs
super-réseaux existeront comme il est écrit dans la section 7.3.

Dans le cas qui nous importe ici, soit deux particules sur trois sites, un
seul super-réseau existe et donc, ’hamiltonien ne comportera que le bloc
relatif & ce super-réseau.

On présente maintenant la matrice Hy relative a ces états.

0 -t 0 0 0 -(+)t
-t 0 -t 0 0 0
p(ap)_ 0 —t 0 _(+)t 0 0
H = 0 0 ()t 0 -t 0 (A.6)
0 0 0 -t 0 -t
(H)t 0 0 0 -t 0

On veut maintenant connaitre I’état de base de ce systéme lorsque I'on
considere des conditions de bord périodiques et antipériodiques. On utilise
la diagonalisation directe (logiciel maple) afin d’obtenir I’état de base et on
constate que dans le cas de conditions de bord périodiques, ’état propre est
une superposition des états de base avec des poids positifs tandis que dans
le cas de conditions de bord antipériodiques, il s’agit d’une superposition des
états de base avec des poids dont les signes sont alternés.

Cela confirme 1'utilisation du théoreme de Perron-Frobenius mentionné
dans la section 7.3 ainsi que la regle de signe de Marshall.

En effet, on les superpose de la facon suivante dans les cas de conditions
périodiques et antipériodiques:

[Wo,0=0) =
|Wo,0=r) =

(1) +12) +13) + [4) + [5) + 6)) (A7)
(I1) +12) +13) = [4) = [5) = [6)) (A-8)

S-S
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en se référant aux regles précédemment citées.

Lorsque I’on diagonalise la matrice 6 X 6 (A.6), on obtient la méme valeur
propre —2t pour des conditions périodiques et antipériodiques.

On a alors recours a une théorie en perturbation et on doit calculer les
termes (Wo,0| Hx|Po,0) = > 5 5(¥s,0|Hk|¥p,s), puis prendre la différence
entre les deux énergies afin d’avoir la sensitivité de phase.

Dans le cas de conditions de bord périodiques, tous les termes sont po-
sitifs. Chaque état ¥y est couplé & deux autres par un saut et on a alors
E(0) = x (—2t) x 2 x 6 = —2¢.

Considérons des conditions antipériodiques. En regardant la figure A.7, on
constate qu’a chaque passage au travers de la condition de bord, correspond
un changement de signe dii aux signes opposés des poids des deux états de
base. Ainsi, le signe négatif de la condition de bord est compensé par celui
qui nait lors du produit scalaire entre les deux états de base considérés.

On aalors E(m) = %(1|HK|2)+(1|HK|6)+(2|HK|1)—|—<2|HK|3)+(3|HK|2)+
(3| Hxc|4) + (4 Hc|3) + (4] Hic|5) + (5] Hxc|4) + (5| Hic6) + (6] Hxc|5) + (6| Hxe|1).
En se référant a la figure A.1, on évalue

E(m) = s(—t +exp (im)(+t) — t —t — ¢t + exp (im)(+1)
+exp (im)(+t) —t —t —t — t + exp (im)(+1)) = —2t.

exp (im) correspond a la condition de bord antipériodique. On obtient
donc la méme énergie que dans le cas périodique et la différence mene a une
valeur nulle de la sensitivité de phase. Ce sont les valeurs propres obtenues
par diagonalisation exacte.

On doit donc aller au second ordre. 11 s’agit relever toutes les séquences
possibles de deux sauts ol un électron saute sur un site déja occupé, puis,
I'un des deux électrons saute sur un site vide afin de retrouver un des états
de base. On définit ¥, 4 comme un état contenant un ou plusieurs états
doublement occupés, comme ils ont été définis dans le chapitre 7. On doit
donc évaluer les termes ﬁ(\lf(m Hi|V40)(Veo|Hk|Vo o), soit évaluer
tous les Ly (W5(@) [ Hi| ¥, ), | Hic [ ().

Chaque état i) sera connecté a 8 autres états (2 possibilités pour I’état
doublement occupé et chaque état doublement occupé mene & quatre états).

Pour des conditions de bord périodiques, on aura: E®)(0) = L (6 x 2 x 2 x 2t?) =
—8t?/U.

Pour les conditions de bord antipériodiques, en se référant a la figure
(A.1), on considére chaque état séparément. Par exemple, pour I'état 1),
on doit évaluer: (1|H%|2) + (1|Hx|1) + (1|H%|4) + (1|HZ|6) + (1|HZ|1) +
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(LIHZ 14 + (L|HZ[5) + (1] HZ[2)
=2/ U+1+1—-1-1+1-14+1-1)=0.

Ce résultat s’applique a tous les états. L’énergie fondamentale pour des
conditions de bord antipériodiques est donc nulle.

On évalue ensuite la sensitivité de phase qui est la différence entre les deux
énergies trouvées ci-dessus. On obtient la méme valeur que celle calculée par
diagonalisation exacte qui est donc de —8¢?/U.

Cela permet de confirmer que la théorie de perturbation utilisée permet
de calculer la sensitivité de phase. C’est celle-ci qui a été employée dans
le chapitre 7 et qui permet de déterminer le comportement des courants
permanents.

On vérifie également que le poids des états de base doublement occupés
diminuent considérablement lorsque 'interaction augmente. Ces poids varient
en t/U et on peut donc négliger ces états dans la limite des fortes interactions
et ne considérer que les états & une ou zéro électron par site. On valide la
encore la théorie en perturbation qui ne tient compte que des états classés
dans ’espace S.

Ce simple modeéle a permis de montrer comment la théorie en perturbation
permet de calculer la sensitivité de phase. Introduire du désordre dans le
modele ajoute des termes sur la diagonale du hamiltonien.
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