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Introduction.

En 1927, M.Born et R.Oppenheimer introduisaient ce qui allait devenir ’approximation
de Born-Oppenheimer, une approche essentielle pour la chimie moléculaire. En vue de
décrire les niveaux d’énergie moléculaires, leur idée consistait a profiter du fait que les
rapports de la masse de I’électron a celles des noyaux sont tres petits pour effectuer des
développements en puissances de h, un petit parametre relié a ces rapports.

Cette approximation, validée par ’expérience, n’avait cependant pas de justification théorique
rigoureuse (cf. [S]). Il a fallu attendre les années soixante-dix pour que cette question soit
abordée. Pour I’étude des spectres discrets moléculaires, citons dans 1’ordre chronolo-
gique [CDS] (1981), [Hal] (1987), [Mal] (1989) et [KMSW]| (1992). La généralité de la
méthode a permis de 'appliquer a d’autres problemes de la mécanique quantique. Pour
les résonnances, on peut consulter [Ma3] (1991), [MM] (1994) et [Me| (1994). Pour les
problemes d’évolution, il existe une approche temporelle qui a été notamment développée
dans [Ha2] (1991), [MN] (1994), [HJ] (1995), dans laquelle le temps reste fini. Cette ap-
proche s’étend a I’étude a temps infini de 1’évolution d’un pacquet d’onde gaussien dans
[Kar](1994). Des applications dans la théorie de la diffusion semblent possibles. Quoique
proche de [Kar|, le présent travail s’inscrit plutot dans I'approche stationnaire de la dif-
fusion. Pour cette approche, citons [CT] (1984), [Ra] (1986), [KMW1] (1993) et [KMW?2]
(1995).

Le cadre de cette these est précisément celui de [KMW1] (voir aussi [Ra]). On considere
une molécule diatomique a N électrons. La mécanique quantique prédit que le compor-

tement de cette molécule est donné par son opérateur d’énergie, I'opérateur auto-adjoint
agissant dans L?(IR3N+2)) .

1 1 N+2 g
H=——A; — —A, + > (—2)A,, +>_ Vij(z; — ;).
2m1 1 2m2 2 + ]:3 ( 2) ] + i<j J (m x])

(on a fixé la masse des électrons a 1 ainsi que la constante de Planck). Les masses respec-
tives des deux noyaux, m; et mq, sont donc grandes, les fonctions réelles V;; représentent
les interactions bilatérales des particules. On se place dans la situation plus générale
ou l'espace dans lequel se trouvent les particules est de dimension n > 2. L’opérateur
précédent agit donc dans L2(IR™V+2)).

Soit a = (A, Ay) une décomposition de < 1, N 42 > en deux amas telle que j € A;, pour
Jj € {1,2}. On effectue un changement de variables et on retire le centre de masse. On se
ramene a 1’étude de 'opérateur :

P=—hA, +P" +1,

agissant dans L2(IR™™*Y). Le réel positif h sera le petit parametre, 'hamiltonien interne
P est la somme des opérateurs d’énergie de chaque amas, considéré comme isolé, et le



potentiel inter-amas I, rassemble les interactions entre particules de deux amas différents.
La variable x € IR™ représente la position relative des centres de masse des amas. Ainsi
I'opérateur —h2A, correspond & I’énergie cinétique du mouvement relatif de ces centres de
masse. En faisant abstraction de ce terme, considérons la famille d’opérateurs { P.(x),x €
IR™} définie par :

P.(z) = P*+ I,(x), Vo € IR".

L’hamiltonien P.(x) est l'opérateur d’énergie du systeme constitué des N électrons, en
interaction entre eux et placés dans le champ extérieur crée par les noyaux dont la position
relative est liée au parametre x. C’est ’hamiltonien électronique. On a :

P=—h?A, + P..

On s’intéresse aux états du systeme dont I’évolution ressemble, asymptotiquement, a
I’évolution libre d’états liés dans A; et A,. Une telle évolution est donnée par le propaga-
teur de I'opérateur :

P, = —h*A, + P°

restreint a un sous-espace propre de P®. Soit Fjy une valeur propre du spectre discret de
P® de multiplicité m. On suppose qu'’il existe exactement m “courbes” A\;(x),..., A ()
de valeurs propres de P,(z) qui converge vers Ej lorsque |z| tend vers l'infini. De plus, on
suppose que les applications x +— \;(z) sont globalement définies sur IR™ et qu’elles sont
uniformément séparées du reste du spectre de P, (x) (cf. paragraphe 1.2). On note par I1j et
I1(x) les projecteurs spectraux correspondant respectivement a Eg et {\(x),..., \n(x)}.

On s’intéressera aussi a la situation plus générale suivante : soient F; < ... < FE, des
valeurs propres du spectre discret de P?, chaque F; étant de multiplicité m;. Pour chaque
J, on suppose qu’il existe exactement m; “courbes” Aj1(z), ..., Ajm,(x) de valeurs propres
de P.(x) qui converge vers E; lorsque |z| tend vers l'infini. Elles seront aussi globalement
définies sur IR™ et séparées du reste du spectre de P.(x). Dans ce cas, Iy désignera
le projecteur spectral de P associé a {Ey,...,E,} et II(x) celui de P.(z) associé a
(), 1 <5 <r, 1<1<m,}.

On introduit la partie adiabatique de P :
PAP — TIPTI,

les opérateurs d’ondes :

. . AD _
QP =5 — lim 7 7]
+ t—=+oo ’

. . . AD
QgAD —s— lim eztpe itP Eac(PAD>
t—doo

et I'opérateur de diffusion adiabatique :
SAD — (QﬁD)*QéD

L’objectif est d’approximer la diffusion des états précédents par une diffusion adiaba-
tique associée a l'opérateur PAP. Dans [KMW1], une approximation semi-classique des



opérateurs d’onde de canal est notamment dégagée. Ce travail de these constitue un pro-
longement de [KMW1] de deux manieres. Tout d’abord, on reprend certains résultats de
[KMW1] mais sans supposer que la valeur propre Ej soit simple, ou bien en considérant
un opérateur PAP obtenu apres avoir projeté sur plusieurs sous-espaces propres de P
D’autre part, on s’est intéressé aux sections efficaces totales pour une direction d’incidence
fixée et on a obtenu une approximation adiabatique pour certaines d’entre elles. Avant de
donner un résumé détaillé du travail, citons des travaux, concernant les sections efficaces
totales, sur lesquels on s’est appuyé : [Y] (1986), [RT] (1987), [RW] (1994), [W5] (1993),
[T1] et [12].

Résumé par partie :

La partie 1 est consacrée a I’étude de '’hamiltonien électonique P.(z) et & la construction
de I'opérateur adiabatique PAP. Les potentiels sont réguliers et & longue portée.

Au paragraphe 1.1, on ramene ’étude de 'opérateur d’énergie de la molécule diatomique
a celle de 'opérateur P. Au paragraphe 1.2, on fait une hypothese de stabilité (HS) sur
une valeur propre Fy du spectre discret de I’hamiltonien interne P* et on établit quelques
propriétés qui permettent de construire I'opérateur PAP. Au paragraphe 1.3, on reprend
la démarche mais pour des potentiels présentant des singularités coulombiennes.

Dans la partie 2, on établit par la méthode de Mourre (cf. [Mo]) des théoremes d’ab-
sorption limite avec de “petits” poids pour les opérateurs PAP et P avant d’étudier les
opérateurs d’onde Q4P et QYAP.

Au moyen de la méthode des commutateurs multiples (cf. [JMP]), on obtient, au pa-
ragraphe 2.1, l'existence et la régularité de la valeur au bord de la résolvante RAP de
'opérateur PAP | les potentiels étant réguliers et & longue portée (cf. [KMW1]). Dans les
mémes conditions, on montre, au paragraphe 2.2, que 'on peut controler la valeur au
bord de la résolvante R de 'opérateur P avec de “petits” poids dans une certaine bande
d’énergie. Précisément, pour une énergie E convenable (cf. théoréeme 2.2.6), il existe un
voisinage [a,b] de E, inclu dans le spectre continu de P et ne contenant pas de valeur
propre de P, tel que I'on ait :

VS>1, 3C >0; sup ||[<ax>"(P—-2)'<ax>"|<C
2 R(2)€[a,b]
S(2)#£0

(il s’agit de la variable x € IR™ précédente). Pour des potentiels a courte portée, on établit,
au paragraphe 2.3, l'existence et la complétude des opérateurs d’onde Q4P et Q4P
on détermine le spectre continu de l'opérateur PAP (c’est [Ey;+oo[) et on en déduit
une information sur celui de l'opérateur P (cf. [KMW1]). En présence de singularités
coulombiennes, on vérifie au paragraphe 2.4 que la plupart des résultats de cette partie 2
persistent. En particulier, on propose une preuve de l'existence des opérateurs d’onde
QYAD - différente de celle de [KMW1]. Au paragraphe 2.5, on introduit la situation plus
générale évoquée plus haut, ot I'on considére plusieurs valeurs propres du spectre discret
de l'opérateur P*. Avec une hypothese de stabilité adéquate, on peut encore construire
un opérateur adiabatique PP qui vérifie les propriétés des parties 1 et 2 (sauf 1.3 et 2.4),
lorsque les potentiels sont réguliers.



La partie 3 introduit diverses sections efficaces totales pour une direction d’incidence fixée
et fournit des résultats d’existence dans une certaine bande d’énergie. Les potentiels sont
réguliers et décroissent plus vite que < z >~+1/2 § T'infini.

Afin de définir les sections efficaces totales et de suivre leur dépendance en h, on reprend
au paragraphe 3.1 la formulation géométrique d’Agmon (cf. [A]) pour les systemes a
N-corps. Au paragraphe 3.2, on définit, pour chaque direction d’incidence, les sections
efficaces totales de l'opérateur P comme des distributions en énergie (cf. [ES], [RW],
[W5]) ainsi que des sections efficaces totales adiabatiques associées a 'opérateur PAP. Au
paragraphe 3.3, on montre, pour ces opérateurs P et PAP I'existence des sections efficaces
totales correspondantes o, et o/’ obtenue en sommant sur tous les canaux de sorties et
issue d’'un canal particulier «, de décomposition a. Pour certains canaux de sortie (3, on
établit au paragraphe 3.4 I'existence des sections efficaces totales og, du canal a vers ces
canaux (3 ainsi que certaines sections efficaces totales adiabatiques a‘é‘f . Pour ces sections
0ga, on justifie le calcul formel de [RW] qui fait le lien entre cette définition des sections
efficaces totales et celle basée sur 'amplitude de diffusion.

Dans la partie 4, on commence 1'étude semi-classique du systeme par celle des résolvantes
des opérateurs PAP et P. Les potentiels sont réguliers et & longue portée (sauf indication
contraire).

Le paragraphe 4.1 reprend les propriétés de la partie 1 mais avec un controle en h (cf.
[KMWT1]). Au paragraphe 4.2, on reprend les résultats de [KMW1] qui permettent d’ap-
proximer semi-classiquement la résolvante de 'opérateur P par celle de 'opérateur P4,
lorsque cette derniere est controlée semi-classiquement et les potentiels sont a courte
portée. Au paragraphe 4.3, on controle semi-classiquement la résolvante de 'opérateur
PAP en g’inspirant de la technique de la fonction fuite globale de [GM], généralisant le
résultat de [KMW1] au cas ou Fy est dégénérée. Sous une hypothese de non-capture sur
I’énergie F, on obtient donc :

1
Vs> oo [ <> (PAP — (A +i0) " <2 > || =0(h™),

uniformément pour A assez proche de E. Si la valeur propre Ej est I’état fondamental de
l'opérateur P*(0) (en particulier, elle est simple) alors, pour une énergie E dans une cer-
taine bande d’énergie et satisfaisant une hypothese de non-capture, on obtient I’estimation
suivante :

1
Vs > 3 |<z>(P—(\xi0) ' <z>"7|=0(0h"),

uniformément pour A\ assez proche de FE. Ici les potentiels sont a longue portée a la
différence de [KMW1], ot ils étaient a courte portée pour ce méme résultat. En considérant
les premieres valeurs propres de P%(0), qui sont dans le spectre discret : Ej,... E,, on
montre au paragraphe 4.4 que I’on peut encore estimer semi-classiquement les résolvantes
des opérateurs PAP et P. Si chaque valeur propre E; vérifie une hyphothese de“non-
croisement” (NC'), on a encore les estimations précédentes pour PAP et P (dans une
certaine bande d’énergie dans le second cas), toujours pour des potentiels a longue portée.
S’ils sont a courte portée, on en déduit, grace a [KMW1], que I'on a dans les conditions
précédentes I’approximation suivante :

Vs > ; <> [(P—(A£i0) " — (PP — (A£i0))"] <z > || = O(1),
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uniformément pour A assez proche de E. En suivant [KMW1], on obtient I’approximation
de Born-Oppenheimer des opérateurs d’onde de canal de [KMW1] dans cette situation
plus générale. Le paragraphe 4.5 est une digression dans laquelle on applique les techniques
précédentes a un opérateur de Schrodinger matriciel et a 'opérateur de Dirac. Dans ce
dernier cas, on étend un résultat de [Ce]. En effet, en notant par D l'opérateur de Dirac
avec champ électrique scalaire V', régulier et a longue portée, on a :

1
Vs > 3 | <z>(D—-(\+i0),) ' <z>"5|=0(Mh")

uniformément pour A\ assez proche de )y, une énergie non-captive pour ’hamiltonien
< &> +V(x) vérifiant :

Ao > (Sup V(x)) -1

zeR3

La partie 5 traite de I'étude semi-classique des sections efficaces totales associées a P,
introduites dans la partie 3.

Le paragraphe 5.1 regroupe les résultats d’approximation de certaines sections efficaces
totales par leur équivalent adiabatique et des conséquences sur les autres sections. Pour
une certaine bande d’énergie I, non-captive pour des hamiltoniens classiques, et sous
I'hypothese de “non-croisement” (NC'), on obtient 1'estimation :

Oa(Aw;h) =O(R")

uniformément pour A € I et w € S" 1, oli la constante 7 dépend de la décroissance des
potentiels a l'infini. De plus, il existe un ¢y > 0 tel que 'on ait :

ga(Xwih) — o3P (A wih) = O(hTH 1),

uniformément pour A\ € I et w € S™ . Pour certains canaux de sorties 3, qualifiés
d’“adiabatiques”, on a :

O’ﬂa()\,w, h) — O'gaD()\7w, h) — O(h7+1+60).

Pour les autres canaux de sorties [, si la section efficace totale 04, (A, w; h) existe, alors
on a:

0ga(A w; h) = O(h7+1+5°)

(ceci concerne par exemple des canaux associés a une décomposition différente de a).
Les deux résultats d’approximation sont respectivement démontrés aux paragraphes 5.2
et 5.3. Au paragraphe 5.4, on dégage un terme dominant pour la section efficace totale
0, €t on montre qu’il est produit par la diffusion élastique ...

Enfin, on a regroupé dans une annexe la preuve de résultats élémentaires. Cette annexe
contient également tout ou partie de preuves fastidieuses. A chaque partie correspond une
partie dans ’annexe.

Perspectives :



Dans ce travail de these, deux types de résultats sont dégagés, lorsque I’on peut construire
un opérateur adiabatique PAP associé & ’hamiltonien quantique P. D’ une part, ce dernier
possede des propriétés structurelles qui sont rassemblés dans la parties 1, 2 et 3. D’autre
part, le comportement semi-classique de cet opérateur P est bien décrit par ’approxi-
mation de Born-Oppenheimer, comme on le voit dans les parties 4 et 5. Dans diverses
directions, on peut probablement aller plus loin. Indiquons quelques perspectives possibles.

Dans la partie 2, on controle la valeur au bord de la résolvante de P avec de “petits”
poids, pres de certaines énergies. Comme cela est précisé dans la remarque 2.2.8, certains
seuils de l'opérateur ne sont pas explicitement exclus. Ce fait suggere que le théoreme
d’absorption limite de [PSS] reste valable pres de certains seuils, ceux-ci dépendant de
la structure de l'opérateur (cf. ’hypothese de stabilité). Ce phénomene se reproduit au
niveau des sections efficaces totales, qui seraient continues pres de ces seuils.

Au paragraphe 2.5, on montre que I'on peut construire un opérateur adiabatique P4P
en considérant plusieurs valeurs propres de ’hamiltonien interne P¢, ayant des propriétés
analogues. A ce sujet, on peut espérer retrouver dans cette situation les résultats du
paragraphe 2.4, ou des singularités coulombiennes sont permises.

Dans la partie 4, on donne une version “matricielle” de la méthode de [GM] pour construire
un opérateur conjugué. Il semble indispensable de disposer d’une fonction fuite globale,
commune aux différents hamiltoniens classiques (cf. la preuve de la proposition 4.3.4). On
récupere ainsi un controle semi-classique de la valeur au bord de la résolvante de P, sous
des hypotheses de non-capture et de “non-croisement”. Que se passe-t-il au niveau de la
diffusion si des “courbes” électroniques se croisent ou seulement se touchent ? La réponse
ne semble pas simple puisque la littérature ne fournit que des réponses partielles (cf. [Ha2],
[HJ], [MN], [Me], [Ma3]). Quant a ’hypothese de non-capture, elle semble nécessaire pour
obtenir le controle semi-classique de la résolvante de PAP (cf. [W4]). A cet égard, signalons
que, méme s’il n’y a pas explicitement d’hypothese de non-capture dans [Kar], les pacquets
d’onde restent localisés pres de trajectoires classiques non-captives, tout au long de leur
évolution.

Dans la partie 5, des techniques connues permettent d’approximer des sections efficaces
totales par leur équivalent adiabatique, moyennant des hypotheses de non-capture et de
“non-croisement”. Intuitivement, on peut s’attendre a ce que ces approximations soient
encore valables sans les deux hypotheses précédentes. Il semble difficile d’éviter I'hypothese
de non-capture car elle intervient au niveau du controle semi-classique des résolvantes. Le
role des croisements devrait se situer dans I'importance relative des différentes sections
efficaces totales, comme l'incitent a penser les probabilités de transitions obtenues dans
[HJ]. Par ailleurs, on peut espérer étre plus précis dans l'estimation des sections efficaces
totales o, pour b # a (cf. [W5]).

L’approximation de Born-Oppenheimer, qui a fait ses preuves expérimentalement, s’avere
étre un outil théorique utile pour affronter la complexité des systemes a N-corps. Une
meilleure connaissance des limites de cette approximation devrait également éclairer les
sciences expérimentales qui 'utilisent.



1 Hamiltonien électronique et opérateurs adiabatiques.

Dans cette partie, on va introduire des notations et dégager, grace a une hypothese de
stabilité sur Ey, des propritétés de ’hamiltonien électronique P.(x). On détaillera la preuve
de [CDS] selon laquelle I'opérateur PAP, défini dans l'introduction, est auto-adjoint sur un
domaine que I'on précisera. On supposera dans un premier temps que les potentiels sont
réguliers et, au paragraphe 1.3, on reprendra ces propriétés en présence de singularités
coulombiennes. On travaillera a h fixé et on omettra d’indiquer la dépendance en h des
différents objets.

1.1 Retrait du centre de masse.

Comme on l’a indiqué dans l'introduction, on s’intéresse a l'opérateur d’énergie d’une
molécule diatomique a N électrons :

1 1 N+2 g
H=——A, — —A, + > (—2)A, + > Vij(z — zj),
2m1 ! 2m2 ? + j:3( 2) J +l<j lj(xl xj)

ou les noyaux, de masse respective m; et ms, sont repérés par x,,xo € IR" et les électrons
par les z; € IR", pour j €< 3, N 4+ 2 > (on a fixé leur masse a 1 ainsi que la constante
de Planck). Pour tout (I, j), la fonction Vj; : IR™ — IR représente I'interaction entre les
particules [ et j.

Dans I'étude physique d'un systeme de particules en interaction, il importe surtout de
déterminer le mouvement des particules les unes par rapport aux autres. C’est pourquoi
’on ne tient pas compte du mouvement du centre de masse. On effectue donc un change-
ment de variables de fagon a isoler ce mouvement. Comme, de plus, on s’intéresse a une
répartition en deux amas de ces particules, chaque amas contenant un noyau, on choisit
des coordonnées de Jacobi d’amas (“Clustered Jacobi coordinates”, cf. [RS1]) avec, dans
chaque amas, des coordonées atomiques par rapport au noyau.

Soit a = (Ay, A2) une décomposition de < 1, N +2 > en deux amas telle que j € A;, pour
Jj € {1,2}. On effectue le changement de variables suivant :

(zj)125en+42 € IR"™*) — (R, 2,y) € IR™ x IR" x IR™

défini par :
. N+2
Ro= ogw |t +mare + jgg T,
Yy = Tj — Tk, k’E{l,Z},jEA;CEAk\{k},

r = J\/ljl(mlxl‘f‘ Z $j)—A}[2<m21'2+ Z IL‘j), Mk:mk+|A;€|,k‘E{1,2}

. / . /
JEA] JEA,



L’opérateur H devient dans ce systeme de coordonnées :

1
- Ap— WA, + P + 1,
2(m1+m2+N) R’

1 1 \V2
aveCh:<m+m> , -
. < 1 1 1
Pr=3 > (—§ij + Vi (y5)) — Y > VyVy, o+ 5 Y Vit —y)| (LL1)
k=1 ]jeA; LjEA, Li€A;
et :
I, = /Z /‘/Zj(yz—yj+x+fz—f1)+ZleA; (T — fi+ fa—u)
leA! jeAl,
(1.1;2)
+ X Vij(w — fi+ fo—y;) + Vie(x — f1 + fo),
JEA,
ou f = M%CZ].GA; y; pour k € {1,2}. Pour [ < j, on a posé Vj(2) = Vj;(—%). On note
par HE le terme de Hughes-Eckart :

2
1
HE=- — Y V,-V,. (1.1;3)
— 2mk .l !
k=1 ljeA,
On laisse donc de coté _mAR’ I’énergie cinétique du centre de masse, et on

s'intéresse a l'opérateur :
P=-R*A,+P"+1,

agissant dans L?(IR™N+1). On notera par P.(x) (ou bien P,(z; h) pour signaler la dépendance
en h) Popérateur P*+1,(x, -) considéré comme agissant dans L*(IR}™N) et par P, (ou P.(h))

ce méme opérateur considéré comme agissant dans LQ(ZRnyN +1)). On I'appelle 'hamilto-
nien électronique : ’énergie cinétique des noyaux a été enlevée. On a :

P=—h’A, +P.. (1.1;4)

On notera par P, 'opérateur obtenu a partir de P en négligeant le potentiel inter-amas
I,. On a donc :
P, =—h*A, + P (1.1;5)

On impose aux interactions Vj; de vérifier 'hypothese (D,) suivante, pour un réel p > 0 :

V1<1,j<N+2 VyeC®(R"IR) et
(D)
Jp > 0; Va € N", 3C, > 0; Vx € IR", [0°Vi;(x)| < C, <z >7P7lol,

ot 'on a noté par < x > la quantité (1 + |z|?)'/2.
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Comme ces fonctions Vj; sont bornées, on peut appliquer a H le théoreme de Kato (cf.
[RS1]). L’opérateur H est donc auto-adjoint de domaine H?(IR"™+2)) T’espace de Sobolev
des fonctions f € L?(IR"™+2)) telles que leur laplacien au sens des distributions appar-
tienne aussi 4 L2(IR™N*2). De méme, l'opérateur P est auto-adjoint sur H2(IR™™+Y) et
Popérateur P* est auto-adjoint sur D(P*) = H*(IR}N).

1.2 Hypothese de stabilité et opérateurs adiabatiques.

Au moyen d’une hypothese de stabilité faite sur Ey € o0g4s.(P?%), on peut construire
Vopérateur II(z) évoqué dans lintroduction. On étudie ici la régularité de la fonction
x € IR" — TI(x) € L(L*(IR}N)) et son comportement & l'infini. On définit les parties
adiabatique et non-adiabatique de P par :

PAP — TIPII, QAP = TIPII, (I =1 —10).

On va voir dans ce paragraphe que les opérateurs PAP et Q4P sont auto-adjoints sur
un domaine convenable. On s’intéresse également & I'opérateur A4P = ITAII, ot A est le
générateur des dilatations relatives a la variable x :

z-V,+V,-x
21 '

Il jouera le role d’opérateur conjugué au sens de Mourre dans les estimations de résolvante
(cf. partie 2).

A:

Selon l'intuition physique, 'hamiltonien électronique doit se scinder en la somme des
hamiltoniens internes a chaque amas lorsque la distance entre les centres de masse de ces
amas devient infinie, puisqu’alors I'interaction inter-amas disparait. Cette intuition est
illustrée dans la :

Proposition 1.2.1. (/Ra/, [KMW1]) Sous l’hypothése (D,) avec p > 0, on a, au sens de
la convergence forte dans Lz(lRZN) des résolvantes :

Démonstration : Voir 'annexe A. [

Considérons maintenant Fy € 04;5.(P®) une valeur propre de P* de multiplicité m. D’apres
la théorie générale relative a la convergence forte au sens généralisé (cf. [K]), la propo-
sition 1.2.1 implique qu'’il existe, pour |z| assez grand, des éléments \(z) de o(P.(x)),
convergeant vers Ejy, lorsque |z| — oco. De plus, la multiplicité totale de ces points est
supérieure ou égale a m. Si, de surcroit, on impose a Fy d’étre “loin” du spectre essentiel
de P.(z) pour |z| assez grand, en supposant qu’elle vérifie la propriété suivante :

36 >0, IR > 0; Vo € IR, |z| > R = d(FEy, 0ss(Pu(z))) > 6,

on est alors str qu'il existe au moins m valeurs propres de P.(x), chacune répétée autant
que sa multiplicité, convergeant vers Fy lorsque |z| — oo.

10



Dans toute la suite, on impose & Fy 'hypothése de stabilité (HS) suivante : il y a
exactement m “courbes” de valeurs propres de P.(x), que 'on note A (z),..., \n(2),
chacune répétée autant que sa multiplicité, qui convergent vers Fy lorsque |z| — 0o. De
plus, on suppose que les applications x +— \;(x) € o(P.(z)) sont globalement définies sur
IR™, et que, pour un réel § > 0, la condition (Hs) suivante :

Vo € IR, d({\(2), ..., An(2)}, 0 (Po(@)) \ {M (@), . A(2)}) = 6. (Hy)

soit vérifiée. Sous cette hypothese, on a en fait \;(z) € og4is.(Pe(x)), pour tout j et tout
x. On note par Iy le projecteur spectral de P® associé¢ a Ej et, pour tout x € IR", par

[I(x) celui de P.(z) associé a {1 (z),..., \n(2)}.

Remarque 1.2.2. Notons que rien n'assure que les opérateurs bornés I1(x) et 1,(x) com-
mutent. En revanche, 11(x), commme fonction de P.(x), commute évidemment avec ce
dernier.

Tout d’abord, considérons la régularité de 'application = € IR™ — II(z) € L(L*(IR}")).
La proposition suivante établit qu’elle est de classe C'*° sous I'hypothese (D,) avec p > 0.
Notons qu’elle est encore de classe C? si les potentiels présentent des singularités coulom-
biennes (cf. [CDS] et le paragraphe 1.3).

Proposition 1.2.3. Sous Uhypothése (D,) pour p > 0, Uapplication v € IR" — Il(x) €
L(L*(IR™)) est de classe C*.

Démonstration : D’apres la condition (D,), 'application z +— P,.(z) est continue en
norme des résolvantes et d’apres I'hypothese (Hy), il existe, pour tout zp € IR", un
voisinage Vy de xq tel que, pour tout x € Vj, on ait :

1 -1
/F oz P

" 2

[(z)

ot I'(zo) est un arc C', fermé, entourant les \;(z), pour z € Vjp, et tel qu’il existe un
n > 0 tel que :
Vo € Vi, d(o(P.(x)),['(x0)) > 1.

Grace & la condition (D,), I'application = € Vy — (2 — P.(x))~! est C°°, pour z € I'(xo).
Il en est donc de méme de 'application = € V +— Il(z). O

Intéressons-nous maintenant au comportement de cette fonction a I'infini. D’apres la pro-
position 1.2.1, on s’attend a ce qu’elle tende vers IIy. Nous allons voir qu’il en est bien ainsi
et que ce résultat repose sur la décroissance exponentielle des fonctions propres
associées a Fj.

D’apres le théoreme HVZ (cf. [RS3] ou bien [CFKS]), le spectre essentiel de P* est un
intervalle [E®, +00[. Appartenant au spectre discret, la valeur propre Ey est donc stricte-
ment inférieure a la borne inférieure de ce spectre essentiel. On peut donc appliquer les
travaux d’Agmon (cf. [A]) qui assurent la décroissance exponentielle des fonctions propres
associées a Fjy. Il existe donc un sy > 0 tel que :

0<s<sy = Vo€ Imlly, <Y ¢(y) € L*(IR)N). (1.2;1)
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Remarquons que sy est uniforme sur I'mlly car dim(Imlly) < oco. A laide de cette
propriété, on peut décrire le comportement de II(z) & I'infini par la :

Proposition 1.2.4. ([KMW1]) Sous l’hypothése (D,) pour p > 0, on a les estimations
suvantes :

Yo € IN", 3D, > 0; Yz € IR", ||0%(Il(z) — Iy)|| < Dy < z >~P71o1,

Ya € IN", 3D, > 0; Vo € IR", ||(02L,)(2)Iy|| + ||(021,) (2)[I(2)]] < Dy < @ >—771°1,

et :
|[11(2) Pe(2)1(x) — Epll(z)|| = O(< x >7*),

ot || - || désigne la norme de L(L*(IR}™)).

Démonstration : La preuve est renvoyée a celle de la proposition 4.1.2 (cf. 'annexe D),
ol les mémes estimations seront démontrées avec une uniformité par rapport au parametre

h. O

Remarque 1.2.5. De ces résultats sur la fonction x — Il(x), on en déduit des propriétés
de lopérateur 11 défini par :

®
I1= [I(z)dz

RTL
et agissant dans L*(IR"N"D) (cf. [RS4], p. 281). Ainsi, sous Uhypothése (D,) avec p > 0
et pour tout o« € IN™, les opérateurs suivants :

<z >PHel 911 — 1), < z >F (IIP.II — ElIl),

<z >PHel (eI, < 2 >PHel (9211,

sont bornés sur L*(IRMNTY).

On a noté par 0X(I1 — Iy) lopérateur :

/ Y 9% (M) — Ty )dar

n

Remarque 1.2.6. On a d’autres propriétés de Il qui proviennent du fait que, pour chaque
x, I(x) est une projection orthogonale :

IIIT = M = 0, TI(V, M) = (V,IDII
oull=1-—1I.
La premicre égalité est claire, vérifions le seconde. Comme II(x)? — II(z) = 0, on obtient
la relation :
0 = II(2)(V,(I(2)* — II(2)))II(z) = (2)(V,IT)(x)(z).
On a une identité semblable avec f[, donc :

H(x)(V, (@) = [@)(V,I)(@)((x) + (x) = )(V,I0)()(),
— (I(2) + 0@)(V,I)@)I(x) = (V. (@)().
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Par construction, les opérateurs Il et II(z) sont de rang fini dans L?(IRpY). Ainsi la
compacité des opérateurs < z >"* (=A, + i)' et <z > V,(—A, +1i)"!, considérés
comme agissant sur les seules variables = € IR"™, (cf. [RS2]), se transmet a des opérateurs
agissant sur les variables (z,%) € IR"™*1_ C’est I'objet du :

Lemme 1.2.7. Pour yu > 0, les opérateurs de L(L*(IR2(N))
<x>HFI(=Ay +4i)Y, <o >HFII(-A, +4)7!
et les opérateurs de L(L*(IRMNTV); (L*(IRp(VTD))™)
<x>HIEV(=A, +4)7! <2 >HIIV,(—A, +1i)77,

sont compacts.

Démonstration : voir 'annexe A. [

On considere maintenant les opérateurs adiabatiques et on montre qu’ils admettent une
réalisation auto-adjointe :

Proposition 1.2.8. ([CDS]) Sous Uhypothése (D,), p > 0, les opérateurs PAP QAP et
AAP de domaines respectifs D(PAP) = IID(P) & fILQ(lR;LgVH)), D(QAP) = IID(P) &
L2 (IR2NTY) et D(AAP) = HD(A)@ﬂLZ(lRZféV+1)) sont auto-adjoints et essentiellement
auto-adjoints sur l'espace de Schwartz S = S(IRF(NY).

Remarque 1.2.9. A cause des projecteurs 11 et ﬂ, chacun de ses opérateurs admet 0
pour valeur propre.

Démonstration : On reprend les arguments de [CDS]. Soit V = P — PAP — QAP (avec
QAP = HPH) Comme [IPIT = [IIIPII = 0, on a :

V = —(IIAI + TIA,IT) = —2(T1(V,II) + [I(V,II)) - V, + (II(ALIT) + TI(ALIT)).

Soit P* = —A, — A, + HE (ot HE désigne le terme de Hughes-Eckart, (cf. (1.1;3)).
D’apres la proposition 1.2.4, V est P°—borné de borne relative 0 et comme P — P est
P—borné, V est P—borné de borne relative 0. Par conséquent, PAP 4 Q4P est auto-ajoint
sur D(P) et S est un coeur pour PAP + Q4P (cf. [RS2]).

Comme PP est symétrique, il suffit de vérifier que Im(P4P +14) = L2(IRZ(VY) et que
(PAP £+ i)S est dense dans L2(IRZ(VY) (cf. [RS1]).

Lopérateur PAP 4+ Q4P étant auto-adjoint, pour ¢ € L*(IR7( n(VFHD) il existe 01 € D(P)

tels que :
g = (PAP + Q4P +i)0..

On a donc :
(PAP +4) (1104 + (Fi)[1g) = TI(PAP + QAP + )6y + (+4)(Fi)[lg = ¢.
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Soient maintenant ¢ € L*(IRE(NFY) et € > 0. Comme S est un coeur pour PAP + Q4P
il existe 01 € S tels que :

116 — (P + QP £ )62 < 5
et par densité, il existe b € S tel que : ||¢p — ¢|| < €/2. D’aprés la proposition 1.2.4,
10+ + (Fi)llp € S. De plus, on a :
16 — (PP £ )10 + (F0)116)|| < |[T1]] |[Tlp — (PP + Q* +0)0. [+ [[TT|| [|¢ — o|| < .
Les opérateurs II et I jouant le méme role, Q4P est aussi auto-adjoint sur le domaine

annoncé. Comme ITATT + ITAIl = —i(Ilz - (V,II) + 11z - (V,II)) est borné et comme S est
un coeur pour A, on montre de méme le résultat pour A4°. O

Corollaire 1.2.10. On a les propriétés suivantes :

Ip(PAP) = TID(P) C D(P),
D(AP) = TID(A) C D(A),

En particulier, les domaines de PAP et AAP sont donnés par :

D(PYP) = {¢ € L*(IR;)"™V); Tlp € D(P)},
D(AYP) = {pe L*(IRILV); 11 € D(A)}.

Démonstration : Comme II est un projecteur orthogonal, la proposition 1.2.8 donne les
égalités. D’apres la proposition 1.2.4, on a, pour ¢ € S :
|PTI(P + ) 7' ¢|| = [[(TI(=Az) = 2(V.1ID) - Vo — (AID) + IR (P +14)~'¢[| < Cll¢]].

Lopérateur PII(P + i)~" est donc borné sur L2(IR2(VY), d’on IID(P) C D(P). De
maniere analogue, on obtient les autres égalités et inclusions. [

Signalons aussi des propriétés de compacité :

Lemme 1.2.11. Pour p > 0, les opérateurs
< >TPII(PAP 44)7!, <2 > V(PP +4)7,

<z >FI(P+4i)! <o >#V,I(P+iq)!

sont compacts.

Démonstration : voir 'annexe A. [
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1.3 Singularités coulombiennes.

Dans les paragraphes 1.1 et 1.2, on a supposé que les potentiels sont réguliers. En fait, les
résultats persistent sous des hypotheses moins restrictives (cf. [KMW1]). En particulier,
pour n > 3, des singularités coulombiennes sont permises. On utilisera ces résultats au
paragraphe 2.4.

A la place de I'hypothese (D,) pour p > 0, faisons I'hypothese suivante (une seule singu-
larité en 0) :

V1<Il,j<N+2, V,;eC®UIR"\{0};IR), Vi est A — compact et
(5p)

Va € IN", 3C, > 0; Vo € IR™, |z| > 1 = |02V;(2)| < Cp < & >l

ou A désigne le laplacien dans IR™. D’apres [KMW1] et [CDS], la plupart des résultats sont
conservés a condition de restreindre le nombre de dérivation : |a| < 2. On a cependant,
une modification concernant le potentiel ,,.

Sous I'hypothese (S,), p > 0, I'opérateur P est encore auto-adjoint dans L2(IR™N+D)
de domaine H2(IR"™+1)). La proposition 1.2.1 reste valable avec quelques modifications
dans la preuve. On a donc la :

Proposition 1.3.1. ([KMW1]) Sous Uhypothése (S,) avec p > 0, les opérateurs I,(x)(P*+
i)~! converge fortement vers 0 dans L(L*(IR}N)), lorsque |x] — oo, et on a, au sens de
la convergence forte des résolvantes :

Démonstration : Vérifions d’abord que I'opérateur I,(z)(P® + i)~! est uniformément

borné en z. Pour chaque potentiel V(z + L(y)) constituant I,(z), avec L € L(IR™, IR™)
surjective, on peut construire une transformation unitaire T'(x) € L(L*(IR}Y)) telle que :

V(z + L() = T(@)V(L()T ()"

et qui commute avec le laplacien A, de IRZN . Comme V est —A-borné de borne relative
0 et L est surjective, V(L(-)) est —A,-borné de borne relative 0 et il en est de méme de
V(x + L(+)). L'opérateur I,(z)(P* +4)~! est donc bien uniformément borné en .

Comme (P,(x) + 1)~ est lui aussi uniformément borné en = (par l'inverse de la distance
de i & I'axe réel), il suffit de montrer que, pour ¢ € S(IR!™Y), on a :

lim I,(z)(P*+1i)'¢ = 0.

|z|—o0

Soit x € C°(IR") telle que x = 1 sur la boule unité. On note par IX (respectivement
I!7X) le potentiel issu de I, en remplagant chaque potentiel V' par xV (respectivement
(1 — x)V). D’apres la preuve de la proposition 1.2.1, on a

lim I, X(z)(P*+i)"'¢ =0, V¢ € S(IR}").

|z|—o00
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Prenons V(x + L(-)) un potentiel constituant I,. On a, pour tout ¢ € S(IR}"N) :
V)@ + LE)(P +i) 7 = Vi@ + LN =Ay +i) 7 (=4, +i)x(@ + LO))P +4) ¢

ot V(z+L(-))(—A, +14) ! est uniformément borné. Comme V,(P*+1i)~ ! et A, (P*+14)~"
sont bornés et comme Y est a support compact, on voit que ce terme tend vers 0 lorsque
x| = 00. O

On considére maintenant la régularité de ’application x +— II(x). On va voir que 'on peut
reprendre les arguments de [CDS] et montrer la proposition :

Proposition 1.3.2. ([CDS]) Sous l’hypothése (S,) pour p > 0, Uapplication x € IR" —
II(z) € LIL*(IRYN)) est de classe C?.

Démonstration : La preuve est basée sur 'astuce suivante, due a [CDS] : soit y; I'une
des variables de y € IR™ ~ (IR™)" et soit V(z+ L(-)) 'un des potentiels constituant I,,
alors 'opérateur :

(P.(z) +i)"1(0°V)(z + L(-))(P.(z) + i), pour |af =1,

est égal a :
(Pe(2) +4)710y, V(@ + L())(Pe(w) + i)~ (1.3;1)

a une constante multiplicative pres ne dépendant pas de x. Grace a ce point de vue, on
montre que = — (P.(z) + i)~ est de classe C%. De plus, 0%(P.(z) +1i)~', pour |a| = 1,
est constitué de termes du type (1.3;1) et, pour |a| = 2, de termes de la forme :

(Pu(z) +0) 7102, V(e + LO(Pu(e) +0) 48], V(e + LE))(Pe(a) + i)~

et de la forme :
(Pe(w) +1)7[0,,,(0;,, V(z + LON(Pe(x) +0) 71,
pour G+ = «, |G| = |y| = 1. Les détails de ces propriétés sont renvoyés dans I’annexe A.

D’apres la relation qui relie II(x) a la résolvante de P.(z) :

M(z) = 2; /F (=Pl

(cf. (4.1;5)), on en déduit le résultat. [

Remarque 1.3.3. Notons, au passage, que les mémes arqguments permettent d’affirmer
que les applications suivantes :

z = (Pe(x) +4)  o(z) (P +14) 7,
= (Po(x) +14)  o(x)(Pe() +0) 7

sont aussi de classe C* et que leurs dérivées sont données par la formule de Leibnitz (cf.
Uannexe A).
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Passons maintenant au comportement a l'infini. Les estimations de la proposition 1.2.4
restent valables a condition de dériver au plus deux fois et “d’encadrer” le potentiel I,
par deux projecteurs. On commence par étudier les dérivées de I, :

Proposition 1.3.4. Sous Uhypothése (S,) pour p > 0, on a Uestimation suivante. Pour
tout a € IN™ tel que || < 2, il existe D, > 0 tel que, pour tout x € IR", on ait :

[1T0(35 Z) (@) ol | + [[To (95 L) (2)T1(2)|| + [|TL(x) (95 L) (2)I(2)]| < Do < & >"#7100.

On a noté par || - || la norme de L(L*(IR}N)).

Démonstration : On décompose I, comme dans la preuve de la proposition 1.3.1.
Comme les potentiels constituant I}~X vérifient 'hypothese (D,) pour p > 0, on peut
reprendre le raisonnement de la preuve de la proposition 1.2.1. Grace a la décroissance
exponentielle des fonctions propres de I'mlly, on en déduit 'estimation :

VYo € IN", 3D, > 0; Vo € IR™, ||(0%I} ) (2)Ip|| < Do < z >—P71ol |

Considérons maintenant IX. Grace a la formule (4.1;3), on voit que IIoV(z + L(-)) est
uniformément borné. En suivant le raisonnement de la preuve de la proposition 1.3.1, en
utilisant la décroissance exponentielle précédente et s’appuyant sur le fait que y est a
support compact, on obtient :

Ix(z + LO)|| < C < >77 (1.3;2)

et Pestimation :

[|[To L} (x)Tp]| = O(< & >77).

On peut vérifier que les opérateurs J; (P* + i)~! avec |a| = 1 sont bornés de I'espace &
poids L3(IR}") dans lui-méme pour tout 0 et qu’il en est de méme pour 95 (P* +14)~'0)
si|a|+ Bl =2et 0 >0 (cf. annexe A).

Ainsi I'estimation (1.3;2) est encore valable en remplagant IIy par dyTly pour |a| = 1 et
p par p+ 1 (il s’agit ici de la composition de 95 avec IIy). On en déduit que la norme de
I'opérateur :

Mo[0%(XV)](z + L(-))To = Tp[05,, (xV') (= + L(+)) ]y

est O(< z >771). Pour |a| = 2, Vopérateur précédent s’écrit :

avec |3| = |y| = 1. Pour les termes contenant 05Ty ou Ilyd;, 'argument précédent
s’applique car ces opérateurs sont bornés sur Lf, +2(1RZN ). La norme du terme restant est
majorée par :

100y | = A2 I(=Ay + 172V (@ + L) (=4, + )72 [ Vyx(e + L(-))) o,

17



donc par :
C(I(Vx) (@ + L(-)07 To|| + [|x (2 + L(-)) V48 To||) < C" <z >7#72
On a donc :

[1T0(95 1) (2)Tho || = O(< & >~~1).

Comme les opérateurs 05 (P.(x) +i)~" avec |a| = 1 (respectivement 9% (Pe(x) 4 1)'0)
avec |a| +|6] = 2) se comportent comme 95 (P* + i)' (respectivement 95 (P* + 1) '97)
sur les espaces & poids L3(IR}Y) (cf. annexe A), on montre de méme que :

1T (95 L) (2)T1() | + [|TL(2) (95 L) ()1 (2) ]| = O(< & >~77). O
A partir de cette proposition 1.3.4, on peut établir les autres estimations de la proposi-
tion 1.2.4 ainsi qu'une autre estimation qui sera utile au paragraphe 2.4.

Proposition 1.3.5. Sous l’hypothése (S,) pour p > 0, on a les estimations suivantes.
Pour tout « € IN™ tel que || < 2, il existe D, > 0 tel que, pour tout x € IR™, on ait :

105 (I(z) = )| < Do <z >~#7100.
Pour tout x € IR"™, on a :
| (2) Pe(2)I(z) — Eoll(z)|| = O(< = >77).
Pour |a| = |5| =1, il existe Doz > 0 tel que, pour tout x € IR™, on ait :
[1T1()(9211) () (97 L) (@)11(2)|| < Dap < >772.
On a noté par || - || la norme de L(L*(IR}N)). Les deux premiéres estimations sont dues

o [KMW1].

Démonstration : Pour les deux premieres estimations, on suit la preuve de la proposi-
tion 4.1.2 en oubliant la dépendance en h (cf. 'annexe D). Grace a la remarque 1.3.3, les
arguments de la preuve de la proposition 1.3.4 permettent d’obtenir, pour tout |a| < 2,
I'existence d'un D, > 0 tel que, pour tout z € IR", on ait :

102(TI(z) — TIp)Tp|| < Dy < & >—F71o1,

Au moyen de ce résultat, on peut reprendre a l'identique la preuve de cette proposi-
tion 4.1.2. Pour établir la derniére estimation, on remarque que 'opérateur I1(z) I, (x)II(x)
est donné par :

1
472

/F<w) /r(x)(z = Pu(x))  Lo(z)(z — Po(x)) " dzdz

(avec les notations du paragraphe 4.1). D’apres la remarque 1.3.3, il est donc de classe C*
(car, localement et au voisinage de I'infini, on peut remplacer I'(x) par un contour fixe) et

18



ses dérivées s’obtiennent par la formule de Leibnitz. De plus, les arguments utilisés dans
la preuve de la proposition 1.3.4 permettent d’obtenir que les termes intervenant dans les
dérivées secondes sont majorés par C' < z >"?"2, Parmi eux se trouve le terme :

1

52 oy oy 05 = Pel) N @2)(@) (' Pula))
qui n’est autre que (911)(x)(0°1,)(x)II(x). O

Compte tenu des propriétés que 'on vient d’établir, on voit que les autres résultats du
paragraphe 1.2, sont encore valables en présence d'une singularité coulombienne (sauf
peut-étre le fait que S soit un coeur pour PAP et AAP),
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2 Meéthode de Mourre et opérateurs d’onde a h fixé.

La puissante méthode du commutateur de Mourre a permis dans de nombreux cas d’obte-
nir des théoremes d’absorption limite (cf. [Mo], [JMP]). Par cette méthode, on va obtenir
de tels théoremes pour PAP et P mais avec des poids particuliers : ils ne contiennent
pas toutes les variables. Ce type de résultat a été obtenu dans [Ra] pour PP seulement.
On pourra ensuite en déduire une preuve de l'existence et la complétude des opérateurs
d’onde Q4P et QY4P ([Ra]). Dans le paragraphe 2.4, on reprendra I’étude de ces opérateurs
d’onde lorsque les potentiels ont une singularité coulombienne. Dans ces quatres premiers
paragraphes, on suppose que Ey vérifie 'hypothese de stabilité (H.S) du paragraphe 1.2.
Enfin, dans le paragraphe 2.5, on généralise les résultats au cas ou plusieurs valeurs propres
de P® vérifient cette hypothese de stabilité (H.S).

2.1 Valeur au bord de la résolvante de PAP,

Comme les opérateurs I1(x) projettent sur des états propres de I'hamiltonien électronique
P.(z), il n’est pas tres surprenant que des poids < x >7° avec s > 1/2, suffisent pour
définir la valeur au bord de RAP, la résolvante de PAP.

On se propose d’appliquer la méthode des commutateurs multiples (cf. [JMP]) aux opérateurs
PAD ot AAP = TIAIL ot :
r-V,+V, -z

21
est le générateur des dilatations en la variable x seulement. On établit d’abord quelques
propriéteés.

A=

Proposition 2.1.1. La forme symétrique i[PAP, AAP] définie pour ¢, € D(PAP) N
D(A1P) par
<, i[PAP AP)p > = < PPy iAo > — < APy iPAP g >,
= < PPy AP > 4+ < i APy, PAP ) >,
est bornée inférieurement et fermable. L opérateur auto-adjoint i PAP, AAP]° associé a sa

fermeture vérifie :
D(PAP) ¢ D(i[PAP, A*P]°) (2.1;1)

et, pour tout ¢ € D(PAP), on a :

i[PAP, AP = 201(— Ay Tg—T1(— A, )z (Vo I T —TTa+ (Vo I1) (— Ay )Tl (V1) TTg.
(2.1;2)

Remarque 2.1.2. D’aprés la propriété (2.1;1), Uopérateur fermé i[ PAP | AAP]°(PAD +
i)~ est défini partout donc borné sur L*(IRZN+V). Notons de plus que l'opérateur TI(—A, ) -
(VIDII est en fait d’ordre 1, d’apres la remarque 1.2.6.
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Démonstration : (de la proposition) on utilise essentiellement les propriétés de régularité
et la décroissance des dérivées de la fonction x +— TI(z) (cf. propositions 1.2.3 et 1.2.4),
des résultats de compacité (cf. lemme 1.2.11) et la remarque 1.2.6. Voir I'annexe B. [

Corollaire 2.1.3. Pour z € €\ IR, on a : (PP —2)"1D(AAP) C D(AAP). Pour |\| assez
grand, X réel, on a (AP +i\)"1D(PAP) C D(PAP) et (PAP +i)id(AAP +i\) "L (PAP +4) 7!

converge fortement vers 1 lorsque || — oc.

Démonstration : voir 'annexe B. [

On s’intéresse maintenant aux commutateurs itérés. On note :
[PAD,AAD]S — PAD
[PAD,AADM — [[PAD,AAD]k_l,AAD], k Z 1.

D’aprés la proposition 1.2.3, ces commutateurs sont bien définis sur S(IR}; L*(IR,™)).

Proposition 2.1.4. Pour tout k € IN*, la forme i*[[PAP, AAP]; | AAP| définie sur
D(PAPYND(AAP) est bornée inférieurement et est fermable. Le domaine de i*[PAP | AAP]?
Vopérateur auto-adjoint associé a sa fermeture, contient D(PAP). De plus, cet opérateur
s’écrit sur D(PAP) N D(AAD) :

[PAP AP = FII(— AT + 11V, - Pry 11
+ Py - VII+11Q, 11

ot les composantes du vecteur Py sont de la forme :

> Y a0 ). (25

I=1 |al<k
aeN!
et les aq sont des polynomes en x de degré total < |a|, ot Qy est une somme de termes
du type :

k
ST b0 A (021 A)

=1 la|<k
acnNl

avec A; =11 ou 1, et les by sont des polynomes en x de degré total < |a|.

Démonstration : On procede par récurrence. Pour k£ = 1, tout a été démontré dans la
proposition 2.1.1 ((2.1;2) prend la forme convenable lorsque ’on exploite la remarque 2.1.2).
Supposons la propriété vraie pour k. On effectue les calculs sur D(PAP) N D(A4P). On
a:

[1Qy 111, ITAI) = T1[Qp 1, AT + TI[IT, A] Qpoy 1 1T + T1Q41[I1, AJTL.

Ces termes contribuent & I[1Qy, »I1. D’aprés la preuve de la proposition 2.1.1, 28 [IT(—A, )T, ILATI]
s’écrit :

I — AT — 25(I(=Ay)x - (VL IDI + Hax - (V,II)(—A,)I)
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et les deux derniers termes contribuent a :
TV, - Pyoll + TPyys - V,IT
(cf. remarque 2.1.2). D’autre part, on a :

[V, - PeILTAT] = TV, - Py [I1, AT + T[T, A]V, - Py, 11
+ H[Vg; : Pk+1, A}H

Le premier terme se retrouve dans IV, - PyiolIl, le deuxieme, qui vaut :
IV, - ([I1, A]Ppya1l) + I[IL, A], Vo | Pyl
se répartit entre 11V, - Py oIl et I1Q o11. Le troisieme se transforme en :
TV, - [Pess, AT+ TI[V,, A] - Py T,

avec [V, A] = —iV,, et intervient donc dans IV, - PrioIl. La contribution du terme
symétrique [Py, - V,II se traite de maniere analogue.
D’apres la proposition 1.2.4 et le lemme 1.2.11, il existe donc un opérateur Kj ;, PA” —compact,
tel que la forme i*[[PAP | AAP]? " AAP] soit représentée sur D(PAP)ND(AAP) par I'opérateur
suivant :

(= AT + Kpy1.

Cet opérateur est auto-adjoint sur D(II(—A,)I) = D(PAP) et est borné inférieurement.
La forme considérée est donc elle aussi bornée inférieurement, fermable et on a : D(PAP) C
D(ik[PAP AADPYS). O

La condition la plus importante pour appliquer la méthode de Mourre est ’estimation de
Mourre (cf. [Mo]), que nous allons établir pres d'un point E & {Ep,0}.

Proposition 2.1.5. Soit ¢ le signe de la différence E — FEy. Il existe a,6 > 0 et un
opérateur compact K tels que :

X(PAPY[PAP e AP X (PAP) > ax(PAP) + x(PAP) K x(PP),

ot X = yp_s p1s), la fonction caractéristique de l'intervalle |E — 0, E + 4.

Démonstration : Soit 0 > 0 tel que § < |E — Ey| et § < |E|. On pose x = Ljp_s5 g
D’apres (2.1;2), on a :

X(PAPYI[PAP e AP X (PAP) = 2ex (PAP)II(=Au)IIX(PAP) + X(PAP) Kix(PA7),

ou K7 est un opérateur compact (cf. la preuve de la proposition 2.1.1). Comme 0 & suppy,
on a x(PAP)II = x(0)II = 0. On a, sur Im(x(PAP)) C Im(II) :

II(—A ) = PAP —TIP,II = P*P — Ey — (IIP,II — Ey).
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D’apres la proposition 1.2.4 et le lemme 1.2.11, IIP.II — EylII est PAP —compact. Il existe
donc un opérateur compact K tel que :

X(PAP)PAP, eAMPP(PAP) = 2ex(PAP)(PAP — Ey)x(PAP) + X(PAP) K x(PP).
Enfin, on a, par le calcul fonctionnel :
ex(PAP)(PAP — Eo)x(PP) > e(E — Ey — ed)x(P*?)
avec €(E — Fg —€d) > 0. [

Notons par LZ(IR}; L*(IR}")) Vespace & poids (en x seulement) :

L*(IR; LP(IR)Y); <  >* dx).

PAD

Grace aux résultats précédents, on peut appliquer les résultats de [JMP] ( est “infi-

niment lisse” par rapport & A4P) et on a le :

Théoréme 2.1.6. Soit E ¢ {Fy,0},

1. il eziste § > 0 tel que le spectre ponctuel de PAP | o,(PAP), soit fini dans |E — 0, E+
4].

2. Pour tout E' €]E — §, E + 6[No(PAP), E' ¢ 0,(PAP), il existe un voisinage [a, b]
de E' tel que :

1

Vs>—,3C>0; sup ||<a>° (PP —2) <> <C.
? by
I(z)#0

3. De plus, sur [a,b], la valeur au bord de la résolvante RAP (X =4 i0) est bien définie
comme opérateur de L(LZ(IR}; L*(IR}N)), L? ((IRY; L*(IR7Y))), pour tout s > 1/2.

4. Pour tout n € IN et s € IR tels que s > n + 1/2, la fonction X\ — RAP (X £40) est
de classe C™ sur [a,b] et on a :

1
<x>"° jﬁfRAD()\ +i0) <z > =s— lin% <z > RYPNtie) " <>,
n! e—

Démonstration : On utilise la méthode de Mourre, A" jouant le rdle d’opérateur
conjugué. Notons que, pour s € [0,1], 'opérateur < A4P >¢ (PAP + )71 < 2 >7% est
borné (cf. annexe B). Il suffit donc de prouver I'estimation avec les poids < A4P >7¢ i la
place de < z >7*. On peut reprendre les arguments de [JMP] et on obtient le résultat. [

Remarque 2.1.7. L’absence de U’hypothése (b) de [JMP] est compensée par le fait qu’on
a étudié les formes i*[PAP | AAP], sur D(PAP) N D(AAP) et par les propriétés du corol-
laire 2.1.3.

Remarque 2.1.8. Notons que le théoréme 2.1.6 est valable pour P11y = (—A, + Ey)Il
pres de tout point E €|Ey; +00[\{0}. En effet, cet opérateur est co—lisse par rapport
Ally et ces opérateurs sont conjugués pres de tout point différent de Ey et de 0.
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2.2 Théoreme d’absorption limite pour la résolvante de P avec
de “petits” poids.

On utilise de nouveau la méthode de Mourre avec A4P = ITAII (A = £¥etVe?) comme

opérateur conjugué (sans considérer les commutateurs multiples). Comme pour P4, on
établit une série de propriétés qui permettent d’appliquer la méthode de Mourre (cf. [Mo]).

Tout d’abord, la forme i[ P, A4P], définie sur D(P)ND(AAP), est représentée par I'opérateur
symétrique suivant :

i[ P, TI) ATI + 4ITA[ P, TI] + TTi[ P, A]IL.

Or, on a :

{ Z[P7 A] = Z[_Aa: + Pea A] = i[_Axa A] + i[]aa A] = _QAx - (Vxla)a
(P11 = [-A, + P, 11} = [-A, I =-2(V,II) -V, — (A,

donc, d’apres la proposition 1.2.4, cet opérateur est P—borné. Comme il commute avec
la conjugaison complexe, il admet une extension auto-adjointe (cf. le théoreme de Von
Neumann dans [RS2], p. 143). On en déduit que, sur D(P) N D(AAP), la forme i[ P, A1P]
est représentée par un opérateur auto-adjoint, noté i[P, A4P]°, dont le domaine contient
D(P). De maniere analogue, la forme i[[P, A4P]°, AAP] définie sur D(P) N D(AAP), est
représentée par un opérateur auto-adjoint dont le domaine contient également D(P). Dans
la preuve du corollaire 2.1.3, on peut remplacer PA” par P. On montre ainsi la :

Proposition 2.2.1. Pour z € @\ IR, on a : (P —2)"'D(A4P) C D(AAP). Pour |)\| assez
grand, \ réel, on a (AP +i\)"ID(P) C D(P) et (P+1)i (AP +i\) "1 (P+i)~! converge
fortement vers 1 lorque |\| — oo.

Remarque 2.2.2. On notera que le point important dans 'hypothése (c) de [Mo] est le
fait que la forme i[H, A] soit représentée sur D(H)ND(A) par un opérateur auto-adjoint,
dont le domaine contient D(H). De plus, la remarque 2.1.7 s’applique a P.

Pour pouvoir appliquer la méthode de Mourre, il ne reste plus qu’a établir I'estimation
de Mourre pour P et A4P, pres de E # Ey. On impose de plus la condition :

E ¢ o(Q"7) (2.2;1)

(en particulier on a £ # 0). On se propose de déduire I'estimation de Mourre pour P de
celle pour PAP. 1’hypothese essentielle (2.2;1) est exploitée dans le :

Lemme 2.2.3. Soit § € C{°(IR; IR) telle que :
suppf N o (QAP) = (.
L opérateur 0(P) — 6(PAP) est compact.

Remarque 2.2.4. La preuve de ce lemme est essentiellement la méme que celle du lemme

4.8 de [KMW]1].
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Démonstration : Pour expliciter (P) et §(PAP), on utilise le calcul fonctionnel de
Helffer-Sjostrand (cf. [HS]). H étant un opérateur auto-adjoint et § € C§°(IR; IR), 'opérateur
O(H) est donné par :

ot =~ [ S -2 1),

ou L(dz) désigne la mesure de Lebesgue sur (. 6 est une extension presque holomorphe,
a support compact, de #, c’est-a-dire qu’elle vérifie :

{HNGC(‘)’O(@) ) élRZQ
B2y = O(S(2)>).

On écrit la formule des résolvantes pour P et PAP + Q4P et pour (z) # 0 :
R(z) = (P —2)7' = (PAP + QAP — 2)7' — R(2)(ITPII + TIPII) (PP + Q4P — )71,
D’apres les propriétés de 11, on a les relations suivantes :
{ I:I(PAD + QAD _ Z)—l _ 1:[(PAD _ Z)—l — H]?AD(Z)’
(PP 4 QW — )1 = T(QYW —2)7 = IIR()

(on a noté R(z) = (Q*P — 2)~1). Toujours pour (z) # 0, la formule des résolvantes
devient donc :

R(z) = R*P(2)I1 + R(2)II — R(z)(IIPIIR*P(2) + IIPIIR(z)).
D’apres I'hypothese faite sur 6 et le fait que 0 € o(Q4P), on a Q(PAD)f[ = Q(O)ﬂ =0. On
en déduit donc que :

o0

o(P) — 6(PP) = 0(Q )4 [

=2 (2)B(2)L(dz),
- B(z) = —R(2)(IIPTIIR*P () + IIPIIR(2)).

Comme suppf N J(QAD) () par hypothese, on a (Q*P) = 0. En vertu du lemme 1.2.11,
les opérateurs R(z)ILPIIRAP(z) et R(z)IIPIIR(z) sont compacts puisque 'on a :
(

A

[Pl = ﬂ A )H+f[PeH = TI(—A,)IL,
( ( ) (AxH))H (cf. remarque 1.2.6).

B(z) est donc compact et vérifie, de plus, pour I(z) # 0 et z € suppb :
|B(2)]] < CIS(2)|7?
avec (' indépendant de z. La convergence en norme de 'intégrale :
1 00
— —(z)B(z)L(d
= R CLICO!
lorsque € — 0, donne la compacité 0(P) — 0(PAP). O

On établit maintenant I’estimation de Mourre pour P :
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Proposition 2.2.5. On considére un réel E tel que E # Ey et E € o(Q4P). Soit § > 0
vérifiant |E — Eo| > § et |E + 6, E + 6[Na(QAP) = 0. Soit x € C(JE — §,E + §[; IR)

valant 1 pres de E. Il existe un réel a > 0 et un opérateur compact K tels que :
X(P)i[P,eA*P]°x(P) > ax*(P) + x(P)Kx(P),
ou € est le signe de B — Ej.

Démonstration : Soit 0 € C°(JE — 0, E + J[; IR) telle que § = 1 sur le support de x
(donc fx = x). On a :

O(P)i[P,eA*P1°0(P) = 0(P)i[P'P, eAY1°0(P)
+0(P)(i[P, e AP +ie AAP[ P T1))0(P).
Les opérateurs 0(P)[P,11] et A4PH(P) sont respectivement compact (cf. lemme 1.2.11 et
proposition 1.2.4) et borné (cf. proposition 2.2.1). D’autre part, on a :
O(P)i[PAP, eAMP1P0(P) = (B(P) — 0(PAP))i[PA7,eAP]°0(P)
O(P)i[PAP e AYP°(0(P) — (PAP))
+O(PAP)i[PAP e AYP1°0(PAP).

_l_

Comme i[PAP eAAP]° est PAP—borné, donc aussi P—borné, on en déduit, grace au
lemme 2.2.3, qu’il existe un opérateur compact K tel que :

O(P)i[PAP e AYPIP9(P) = O(PAP)i[PAP e AP1°0(PAP) + K.

L’estimation de Mourre pour PAP et AP prés de E (cf. proposition 2.1.5) donne I'exis-
tence d'un réel a > 0 et d’un opérateur compact K, tels que :

O(PAPLYi[PAP e AAP°9(PAP) > ab?(PAP) + K.
Or, la différence :
0°(P) = 0*(P7) = (6(P) — O(PP))0(P) + 6(P*P)(6(P) — 0(P*?))
est compacte d’apres le lemme 2.2.3. On obtient donc :
O(P)i[P,eAYP°0(P) > ab*(P) + K

ou K est un opérateur compact. En composant a gauche et a droite par x(P), on obtient
le résultat. [

Comme pour PAP, les propriétés précédentes permettent d’appliquer la méthode de
Mourre (cf. [Mo]). On en déduit donc le théoreme suivant :

Théoréme 2.2.6. Soit E # Ey et E € o(Q4P),
1. il existe § > 0 tel que le spectre ponctuel de P, o,(P), soit fini dans |E — 0, E + ¢].
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2. Pour tout E' €]E — 6, E + §[No.(P), E' & 0,(P), il existe un voisinage [a,b] de E'
tel que :

1
Vs> —,30>0; sup |[<ax> (P-2)t<az>"*]|<C.
’ S
I (z)#0

3. De plus, sur [a,bl], la valeur au bord de la résolvante R(A+£i0) est bien définie comme
opérateur de L(LZ(IR}; L*(IRpN)), L [(IR}; L*(IR}YN))), pour tout s > 1/2, et est
une fonction continue de \.

On désigne par L2(IR}; L*(IR}N)) Uespace des fonctions de IR} d valeurs dans L*(IR}N),
de carré intégrable pour la mesure < x > dx.

Démonstration : cf. [Mo], [PSS]. O

Remarque 2.2.7. Contrairement aux théorémes d’absorption limite habituels pour les
hamiltonien a N corps, les poids ne contiennent pas toutes les variables. Cette légere
amélioration n’est cependant établie que pour E & o(QAP). Cette condition est remplie si,
pour tout x € IR™, Tl(x) est le projecteur spectral de P.(x) sur ses m premiéres valeurs
propres A\i(x), ..., An(x) et sil'on a :

E < xle%n info(P.(z)) \ { \(z),..., \n(z)}
puisqu’alors QAP — E > ¢ pour un certain réel ¢ > 0. De plus, si Ey vérifie l'inégalité
précédente, alors le théoreme d’absorption limite pour P est valable sur tout sous-intervalle
compact de |Ey;inf o(QAP)[ ne rencontant pas le spectre ponctuel de P, car le spectre
continu de P contient l'intervalle [Eo;+oo[ (cf. corollaire 2.3.8). Notons enfin que ce
résultat est indépendant de h, il traduit une propriété structurelle de [’hamiltonien P.

Remarque 2.2.8. Dans les conditions de la remarque 2.2.7 précédente, ce théoréeme 2.2.6
affirme que le théoréme d’absorption limite est valable prés d’une énergie :

E €]Ey; inf J(QAD)[\JP(P).

En particulier, une telle énergie E peut étre un seuil de P. Ainsi, si lintervalle | Ey; inf o(Q4P)]
contient des seuils de P qui ne sont pas des valeurs propres, le théoreme d’absorption li-
mite de [PSS], pour cet opérateur particulier, est encore valable prés de ceuz-ci.

2.3 Opérateurs d’onde et propriétés spectrales de P47,

L’approximation de Born-Oppenheimer consiste a remplacer 'opérateur P par sa partie
adiabatique PAP. Ainsi les opérateurs d’onde :

Oy =5— tlim etPe~itha]

— 00
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associés a la décomposition a et a la valeur propre stable Ey (cf. paragraphe 1.1 et 1.2), de-
vraient étre approximés, quand h est petit, par Q4P. Pour confirmer ce point, on factorise

)4 sous la forme :
NADOAD

(ct. [Ra], [KMW1]).

Par rapport a article KMW1], on réalise cette factorisation dans des conditions différentes
(ici, les potentiels sont réguliers). On notera quelques différences dans les arguments, no-
tamment pour lexistence de QY4P (cf. proposition 2.3.4). Dans le paragraphe 2.4, on
reprendra cette approche sous les hypotheses de [KMW1].

On suppose ici que les potentiels vérifient la propriété (D,) pour p > 1, c’est-a-dire qu'ils
sont réguliers et a courte portée. Ainsi, d’apres [RS3] p 82, les opérateurs d’onde, associés
a la décomposition a :
: itP, —itP,
P=5- tllinooel e " By (P)

existent. L’opérateur P* est donné par (1.1;1), P, par (1.1;5) et E,,(P*) est la projection
sur le sous-espace purement ponctuel de P®. En particulier, on a I’existence des opérateurs
d’onde :

Q. =s5— lim efe ],
t—+o0

ou Ily est défini au paragraphe 1.2. On s’intéresse a l'existence et a la complétude des
opérateurs d’onde définis par :

NAD __ : itP _—itPAD AD
QY =5 — tilinooe e E..(P*7),

respectivement, qui réalisent formellement la factorisation. On a utilisé les notations de
la partie 1 et désigné par E,.(PAP) la projection sur le sous-espace absolument continu
de PAP.

La démarche consiste & exploiter la technique des commutateurs multiples pour PAP (cf.
proposition 2.1.4) en utilisant le lemme suivant :

Lemme 2.3.1. ([KMWI1]) Pour tous s,s ,a,b € tels que 0 < s < s, ab > 0 et
(a— Eo)(b— Ey) > 0, pour toute fonction f € CC(IR; IR) a support dans [a,b] \ o,(P4P),
il existe un réel C' > 0 tel que :

|<az>*e P PP <> ||<C<t>"*, Vte IR

Démonstration : Grace au 4. du théoreme 2.1.6, il suffit d’appliquer le théoreme 4.2.
de [JMP] pour PAP. I

Commencons par étudier Q4. On a la :

Proposition 2.3.2. ([Ra/, [KMW1]) Les opérateurs d’onde Q4P existent et sont com-
plets.
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Démonstration : La propriété PAP =0 suggere que ’'on a :

s— lim P e Paq]y = 0 (2.3;1)

t—+oo

(cf. [Ral]). Vérifions-le. Pour cela, il suffit de lobtenir sur un sous-espace dense de
L2(IR"™*Y). Par le calcul fonctionnel, on a :

ﬂeitPADefitPaHO _ ﬂefitPaHO = (- H0>67it(fAz+Eo)H0_

Or, 'opérateur (IT—TTy)ITo(—A, +i) ! est compact (cf. proposition 1.2.4 et lemme 1.2.7),
on peut appliquer le lemme 2. de [RS3| p.24 et obtenir ainsi (2.3;1) sur le sous-espace
dense D(—A,Ily).

Prouvons maintenant que les limites :

. A pAD . s AD
s — hm HeltP e ZtPaHO; thae itP H

t—do0

s— lim Ilge
t—too
existent.

En calculant sur S(IR}; L*(IR}N)), on a :

(PP = Py = TI[—A,, ]I, + I(ITPIT — Ep)ll
= =20[[(V.II) <= P2 < g TPV T — (AL < x >P2 < g PR,
+ I(IPII— Ey) < x >P% < 2 >7P2 11,

D’apres la proposition 1.2.4, chaque terme est composé d’un premier facteur P4” —borné
et d’un second (—A,Ily)—borné. Puisque p > 1, on voit que, grace au 2. du théoreme 2.1.6
et au théoreme XII1.30 de [RS4] p 163, le premier facteur est PAP —lisse sur tout intervalle
compact ne contenant ni Ey ni 0 et ne rencontrant pas le spectre ponctuel de PAD De
méme, le second facteur est (—A,IIy)—lisse sur tout intervalle compact ne contenant pas 0,
puisque 'on a I’équivalent du théoreme 2.1.6 pour (—A,Ilj) (cf. remarque 2.1.8). On peut
donc reprendre la preuve du théoreme XII1.31 de [RS4] p 164 et obtenir ainsi l’existence
des deux limites en question.

Comme II + II = 1, on a prouvé lexistence de Q4P On a donc automatiquement :
ImQ4P C Hao(PAP), le sous-espace absolument continu de PAP. Si, maintenant, on
prend ¢ € Hao(PAP) alors on a : Il = ¢ et :

¢ =04 lim Toe'Pe " Ty,
soit Hae(PAP) € ImQAP | c'est-a-dire la complétude de Q4P. [

Remarque 2.3.3. Dans [Ra/ et [KMW1], la méthode est similaire. Ici, on a juste mis en
avant la propriété (2.3;1), ce qui permet d’utiliser commodément la théorie des opérateurs

lisses au sens de Kato. Notons que le raisonnement présenté ici reste valable sous la
condition moins restrictive (2.7) de [KMW1] (cf. paragraphe 2.4).
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Grace a la régularité de A\ — RAP(X\ 4 i0) (cf. 4. théoreme 2.1.6) traduite dans le
lemme 2.3.1, on est en mesure de prouver I'existence de QY4P,

En vue d’utiliser une méthode de Cook, on cherche a montrer que ’application :
t — eitP(P . PAD)G—itPAD¢

est intégrable, ¢ appartenant a un certain sous-espace dense (pour la norme de L%lR;‘féV 1))
de Hao(PAP).

Comme H,.(PAP) C Imll, on a, sur S(IR"; L2(ZRZN)) :
(P — PAP)E,o(PAP) = TI(— A, )T E,o(PAP) = [— A, TITIE,.(PAP).

Puisque V, II(PAP+i)~! et (PAP+4)~! sont bornés sur les espaces & poids L2(IR7; L*(IR}N))
pour tout s (cf. 'annexe A), 'opérateur :

[ A, TIL(PAP +4)7! < 2 >PH (2.3;2)
est borné, d’apres la proposition 1.2.4. L’ensemble :
fFPAP) <@ >Pt o € S(IRY; LX(IRY)), a,b € IR, | € C°(IR; IR);
ab >0, (a — Ey)(b— Eo) > 0, suppf C [a,b] \ 0,(PAP)
est dense dans L2(IRZ(5V +1)) il suffit donc, pour établir 'existence de QYAD - d'utiliser le

lemme 2.3.1, pour 1 < s < s = p+ 1. On a donc montré la :

Proposition 2.3.4. ([Ra/, [KMW1]) Les opérateurs d’onde QYAP existent.

Puisque 1'on a Pexistence de Q4P et de QYL on peut reconstruire . par la formule :
0y = QPP

ce qui implique en particulier : ImQ. C ImQYAP. Cette inégalité peut-elle étre stricte ?
Non, & cause de la complétude de Q4P En effet, si ¢ = QYAPy avec 1 € H,.(PAP), alors
il existe 6 € Imlly tel que ¢ = Q40 et donc, on a : ¢ = Q.0. Ce résultat constitue la :

Proposition 2.3.5. ([Ra/, [KMW1]) Les opérateurs d’onde QY4P sont complets au sens
suwant :
Im§Q = ImQY4P.

L’existence des opérateurs d’onde Q4P permet d’affirmer que le spectre continu de PAP
contient U'intervalle [Ey; +oo[= o(P,Ily). Il y a en fait égalité (cf. [KMW1]) et on va en
donner une preuve.

Proposition 2.3.6. ([KMW1]) Les spectres continu et absolument continu de PAP sont
donnés par :
0ae( PAP) = 0,(PAP) = [Ey; +00].
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Démonstration : Comme on I'a déja dit, I'existence des opérateurs Q4P implique que
I'opérateur PAP | restreint & ImQ4P est unitairement équivalent a P,I1y (cf. [RS3] p18).
Par conséquent, on a :

[Eo; +00[= 0ae(Pully) C 0ue(PAP) C 0. (PAP).

Passons a l'autre inclusion. Comme on a : 0.(PAP) C 0., (P4P), le spectre essentiel de
PAPon étudie ce dernier. D’apres le théoreme de Weyl (cf [RS4] pl06) et le fait que
opérateur I1(P, — Ey) est PAP-compact (cf. la proposition 1.2.4 et le lemme 1.2.11), on
& Oess(PAP) = 0455 (PPP) avee PP = TI(—h2A, + Eo)IL. En utilisant le “petit” théoréme
de Weyl (cf.[RS1]), on montre dans ’annexe B 'inclusion :

o(P{P) € {0} U [Bo; +oc.
Comme le spectre continu de PAP ne peut contenir un point isolé, on a en fait :
oe(PP) C [Eg; +o0]
ce qui donne le résultat annoncé. [J

Remarquons que, compte tenu des hypotheses faites sur les potentiels, la valeur propre
Ey est forcément strictement négative. Pour vérifier ce point, il suffit d’avoir :

inf o.s5(P*) <0

grace au théoreme HVZ (cf. [RS3] ou [CFKS]). De plus, ce méme théoréme affirme que
I'on a:
: ay _ i b
inf 0.5 (P?) = rﬁ:blérsl inf o(P”)
Ca

ot les notations “4b” et “b C a” sont définies au paragraphe 3.1. Toujours avec les notations
de ce paragraphe 3.1, on a aussi :

b C c = info(P°) < inf o(PP)

(c’est une conséquence du théoreme HVZ, cf. [RS4]). En choisissant une décomposition
b C a telle que th = N + 2 — 1, on voit que inf o(P’) < 0 car le potentiel V, tend vers 0 a
I'infini. On en déduit que Fy < 0 et le :

Corollaire 2.3.7. On a en fait :

Oess(PAP) = 0, (PAP) = [Eo; +o0l.

A cause de D'existence des opérateurs d’onde QY4P (cf. proposition 2.3.4), on déduit de
cette proposition 2.3.6 un autre corollaire donnant une information spectrale sur P :

Corollaire 2.3.8. Le spectre continu de P contient 'intervalle [Eo; +00].
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2.4 Opérateurs d’onde en présence de singularités coulombiennes.

L’existence et la complétude des opérateurs d’onde du paragraphe 2.3 sont encore valable
sous I'hypothese (S,), p > 1, du paragraphe 1.3, qui autorise des singularités coulom-
biennes pour n > 3 (cf. [KMW1]). On se propose ici de reprendre ces résultats en donnant
une preuve de l'existence de QYAP | différente de celle de [KMW1].

Notons tout d’abord qu’a 'exception de la proposition 2.1.4 (concernant les commutateurs
multiples), tous les résultats des paragraphes 2.1 et 2.2 sont conservés, pour p > 0, grace
aux résultats du paragraphe 1.3. Dans les preuves en effet, le projecteur II(x) et le potentiel
I,(z) sont dérivés au plus deux fois et les dérivées de I,(x) sont toujours “encadrées” par
deux projecteurs I1(x).

Pour p > 1, on reprend les résultats du paragraphe 2.3. La preuve du lemme 2.3.1 et par
conséquent celle de Pexistence de QY4 ne sont plus valables.

Dans [Ra] et [KMW1], I'existence de Q4P est essentiellement établie & partir du théoréme
d’absorption limite pour P (cf. [PSS]). On va montrer que I'on peut adapter la preuve de
la proposition 2.3.4 sous I'hypothese (S,), p > 1. Pour remplacer la proposition 2.1.4, on
a le lemme :

Lemme 2.4.1. Les commutateurs [PAP, AAP)y et [PAP| AAP]5 sont bornés de H4Y dans
HAD et dans HAD, respectivement. (H;‘D)pez désigne ’échelle d’espaces associée a PAP

(cf. [RS2]).

Démonstration : Pour alléger les notations, on note dans cette preuve (V,II) par VII,
(ALIT) par Al et (V,1,) par VI,. Sur D(PAP) N D(AAP), le commutateur i| PAP, AADP]°
est donné par (2.1;2) :

i[PAP AAP = 2II(—A)IT — 211V, - VII(z - VIDII
— 20(z - VII)VII - V,IT — TIATI(z - VII)II
— I(x- VI)AIII + (z - VI)II

(cf. remarque 2.1.2). On a :
H(z - VI )IL AL = [z - VI, A]II 4+ II[I1L, A](x - VI)IT 4+ (x - VI,)[I1, A]IL

Comme i[x - VI,, A] = —(x - V)2I,, on voit que ces opérateurs sont bornés (cf. proposi-
tion 1.2.4). Le terme [II(—A,)II, TTATI] a déja été calculé et vaut :

A~ A — II(—A,) (z - VIDI — I(z - VII)(— AL,

ou le premier terme est borné de H4P dans HAP, le deuxieme de H{'P dans HAP et le
troisitme de H4¥ dans H{'P.

En écrivant :

[MAII(z - VIDIL ITAI] = AT (z - VII)[IL, AJII + II[II, AJAII(z - VIDII
+ TIAI(z - VII)AIl — TAAII(z - VIDII
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avec :

All = —i(xz -V, +n/2)IT et TA = —ill(V, -2 —n/2),

on voit que, grace a la proposition 1.2.4, ce terme est borné de Hﬂj dans HAP. 1l en est
de méme de la contribution de II(x - VII) AIIII.

Enfin, on a :

MV, - VII(z - VIDIL, ITAT] = IV, - VII(z - VID[I, ATl + II[II, A]V, - VII(z - VID)II
+ [V, - VII(z - VII), AJIL

Le deuxiéme terme peut s’écrire :
II[[IT, A], V| - VII(z - VIDII 4 IV, - [II, A]VII(z - VID)II,
et le troisieme sous la forme :
[V, A] - VII(z - VIDII + IV, - [VII(x - VII), AJTI,

avec [V, A] = —iV,. On en déduit que ces trois termes sont bornés de HyP dans HAD.
On traite de méme la derniére contribution, qui est bornée de H4P dans H{'P.

Les arguments précédents permettent de vérifier que [P4P, A4P]; est borné de H42 dans
HAD. O

Grace & ce lemme 2.4.1, [PAP A*P], est borné de H4Y dans HAY, on peut donc suivre la
méthode de Mourre et obtenir les points 1. et 2. du théoreme 2.1.6. On peut donc refaire
la démonstration de la proposition 2.3.2 et obtenir I'existence et la complétude de Q4.
Donnons maintenant une nouvelle preuve de I'existence des opérateurs d’onde QY4P sous
I’hypothese (S,) :

Nouvelle preuve de I’existence de QY4 : On utilise une généralisation de la méthode
des commutateurs multiples (cf. [JMP] et [PSS]). Avec les notations de [JMP], on peut
développer la théorie des commutateurs multiples pour un opérateur H n—lisse par rap-
port a un certain A, H et A étant de plus conjugués pres d’un point, en supposant dans
I'hypothese (c,) que les B; sont seulement bornés de H o dans H_;.

Par le lemme 2.4.1, PAP est 2-lisse par rapport & A4P. De plus, la décroissance en x
de (P — PAP)E,.(PAP) est de p + 1 > 2. En reprenant les arguments de la preuve du
théoreme 4.4 de [JMP], on rétablit le lemme 2.3.1 pour s > s > 1, ce qui permet de
reprendre la preuve précédente de I'existence de QYAP. [

Bien entendu, la preuve de la proposition 2.3.5, relative & la complétude de Q4P| reste
valable sous I'hypothese (S,). Grace aux propriétés du paragraphe 1.3, on peut également
reprendre les preuves de la proposition 2.3.6 et du corollaire 2.3.7 sous cette hypothese.
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2.5 Prise en compte de plusieurs valeurs propres du spectre
discret de P°.

La construction d’un opérateur adiabatique PP peut se faire dans un cadre plus général.
Au lieu d’une seule valeur propre du spectre discret de P®, on en considere plusieurs.
Moyennant une hypothese de stabilité convenable, on va voir que ’on retrouve les résultats
des parties 1 et 2. C’est également dans ce cadre élargi que 'on définira des sections
efficaces totales (cf. partie 3).

On suppose que les potentiels vérifient la condition (D,) pour un p > 0. Considérons £y <

. < B, des valeurs propres du spectre discret de %, chaque F; étant de multiplicité m;
et vérifiant ’hypothese de stabilité (HS) du paragraphe 1.2. Pour chaque j, les projecteurs
I1;o et II;(z) correspondants vérifient les propriétés de ce paragraphe 1.2. Les opérateurs
PjAD IT; P11 et AAD IT; AIl; possedent les propriétés des paragraphes 1.2 et 2.1. On
pose :

ZHJO’ H ZH

Ces projecteurs vérifient également les propriétés du paragraphe 1.2, la derniere estimation
de la proposition 1.2.4 étant remplacée par la suivante :

I11(2) P, Z EIL(2)]] = O(< « >~7). (2.5:1)

Enfin, le nouvel opérateur PAP vérifie les propriétés du paragraphe 1.2. Grace a toutes
ces propriétés, on peut reprendre les résultats du paragraphe 2.1 avec 'opérateur :

T
. AAD
= Z EJAJ'
j=1

(pour €; € {£1}, 1 < j <r). On détaille 'estimation de Mourre (cf. proposition 2.1.5) :

Proposition 2.5.1. Soit E ¢ {0} U{E;,1 < j <r}. Pour tout j, soit ¢; le signe de la
différence E — Ej;. Il existe o, 6 > 0 et un opérateur compact K tels que :

X(PAPYI[PAP, AP (PAP) > ax(PAP) + x(PAP) K x(PA7),

ot x = Njg_s g1s[, la fonction caractéristique de Uintervalle |E — 6, E + 6.

Démonstration : Prenons 6 € C3°(IR; IR) telle que x0 = x et suppl €|E — 25, E + 24|,
0 > 0 étant a choisir. Tout d’abord, on a :

i[PAP AP = Zej )T, T1; AT

Z EJ(HZ[—AI, H]]AH] + HJAZ[—AQC, H]]H + H]Z[—Ax, A]Hj)

i=1
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D’apres les propriétés des projecteurs II;, on a donc, pour 6 > 0 :
O(PAP)i[PAP, AAPP0(PAP) = 20(PAP) (Z EjHj(—Ax)Hj) O(PP) + K,
j=1

ou K est un opérateur compact. On s’appuie maintenant sur le lemme suivant (tres
proche du lemme 2.2.3) :

Lemme 2.5.2. Soit § € CP(IR;IR). Pour tout 1 < j < r, lopérateur (PAP)IL; —
0(PAP)I; est compact.

Démonstration : L'opérateur :
(PP — PAPIL; = [-A,, I]IL;

est PAP-compact. Grace au calcul fonctionnel d’Helffer-Sjéstrand (cf. [HS] ou bien le
lemme 2.2.3), on peut reprendre la preuve de ce lemme 2.2.3 pour obtenir le résultat. [

Grace a ce lemme 2.5.2, on peut trouver un opérateur compact K tel que :

O(PAP)i[PAP AAPTO(PAP) = 23 ;0( PP (— A)ILO(PP) + K.

j=1
Or, on a :

I1;(—=A)IL; = (PP — E))IL; — (P, — E))I;,
ou le second terme est PJAD -compact. On en déduit que :

O(PAPYIPAR, AMPIO(PAD) > 3 €i(E — Ej — 2¢,0)0(P{*P) + Ky

J=1

> af(PAP)? + Ky,

pour 9§ assez petit, o a > 0 et K3, K4 sont des opérateurs compacts. Il suffit de composer
a droite et a gauche par y(P4P) pour obtenir le résultat. [

Ainsi, sous les hypotheses du présent paragraphe, le théoreme 2.1.6 est encore valable
pour E ¢ {0} U{E;,1 <j <r}Uo,(P4"). On a donc le :

Théoréme 2.5.3. On suppose que les potentiels vérifient la condition (D,) pour un p > 0,
que les valeurs propres Ey < ... < E, du spectre discret de P* vérifient chacune I’hypothése
de stabilité (HS). Prés de tout point E & {0} U{E;,1 < j <r}Uo,(PAP), le théoréme
d’absorption limite 2.1.6 pour PAP est valable.

De plus, on peut reprendre a I'identique les arguments du paragraphe 2.2 et obtenir ainsi
I’équivalent du théoreme 2.2.6 :

Théoreme 2.5.4. Sous les hypotheses du théoreme 2.5.3, le théoréeme d’absorption limite
pour P est valable prés de tout point E ¢ {0} U{E;,1 < j < r} U o,(P) vérifiant
E ¢ a(Q).
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A partir de l'estimation (2.5;1), on montre, comme au paragraphe 2.3, que les nouveaux
opérateurs d’onde Q4P et Q4P existent et sont complets, lorsque p > 1. L’étude du
spectre essentiel de P?, faite dans ce paragraphe 2.3, montre que l'ona F; < ... < E, < 0.
Enfin, la proposition 2.3.6 devient ici :

Proposition 2.5.5. Les spectres essentiel, continu et absolument continu de PAP sont
donnés par :
Oess(PAP) = 04o(PAP) = 0. (PAP) = [Ey; +00[.

Démonstration : Cette fois, on a :

PaHQ = Z(—AI + E])HJQ

=1

Le spectre absolument continu de P,IIy est donc donné par : o4.(F,Ily) = [Ey;+ool.
L’existence des opérateurs d’onde Q24P fournit I'inclusion suivante :

[E1; +00[C 04e(PAP)(C 0.(PAP) C 045s(PAP)).

D’apres l'estimation (2.5;1), 'opérateur :

e, -3 B

g
J=1

est PAP-compact. De plus, pour j # k, Popérateur I1;(—A, )T, = —[—A,, TI;]TI; est aussi
PAP_compact. D’aprés le théoréme de Weyl, on en déduit que o..(PAP) = 0.4 (PP)

pour :
,

PAD = ZPJ%D = > I;(—A, + E)II;.
j=1

Jj=1

D’apres la preuve de la proposition 2.3.6, on a, pour tout 7, J(PJ%D) C [Ej; +oo] donc
o(P{P) C [Ey; +oo[. On obtient donc les inclusions suivantes :

Oae(PAP) C 0,(PAP) C 005 (PAP) C [Ey; 4+00]
et le résultat. [
Comme au paragraphe 2.3, existence des opérateurs QY4P permet d’avoir le :

Corollaire 2.5.6. Le spectre continu de P contient lintervalle [Ey; +00l.
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3 Sections efficaces totales.

Les sections efficaces présentent un important intérét physique car elles se prétent bien
a des expérimentations. Pour une direction d’incidence fixée, on va s’intéresser ici, pour
certaines valeurs de 1’énergie, aux sections efficaces totales issues d’un canal «, a deux
amas, dont I’énergie est stable au sens du paragraphe 2.5. On introduit aussi des sections
efficaces totales adiabatiques issues du méme canal. L’étude semi-classique de ses sections
est renvoyée a la partie 5.

3.1 Formulation géométrique du systeme étudié.

Avant de définir les sections efficaces totales associées a la décomposition du paragraphe 1.1,
on donne une formulation géométrique de P. Il s’agit de la formulation géométrique d’Ag-
mon (cf. [A]) des opérateurs de Schrodinger a N-corps. Comme la structure géométrique
est construite a partir des masses, la dépendance en h se trouve cachée dans cette struc-
ture.

Soit X le sous-espace de IR™N*2) défini par :
N+2
X ={r=(zj)icjeniz € RH(NH); m1x1 + MoXo + Z z; = 0},
=3

c’est-a-dire I’ensemble des répartitions de masses dont le centre de masse se trouve en 0.

On considere sur IR ™V+2) la forme quadratique définie positive suivante :
N+2
q1(x) = 2my|z1)? 4 2mg|zy|? 4 2 Z ERR
j=3

Le facteur 2 est introduit a cause des facteurs 1/2 figurant dans P (cf. paragraphe 1.1).
Notons par ¢ sa restriction a X, par < -,- >, la forme bilinéaire associée, par |- |, la norme
associée et par < - >, la quantité (14 | - |2)!/2. Désignons par < -,- >x et par || - [|x le
produit scalaire et la norme de L?(X). On a la décomposition suivante :

R"WVH) = X @ X+ (3.1;1)
Prenons une décomposition en amas a, c’est-a-dire une partition de {1,..., N 4+ 2}. Les
amas sont notés par Ai, ..., A; et leur nombre par fa (fa = [). On définit le sous-espace

des “variables internes” associé a a par :

X = {iL’ = (xj)1§j§N+2 S an(NJrQ); Vk e< 1, jja >, Z m;xj = O}
JEAK

/ I / .
(avec my; = my, my = my et m; = 1 pour j > 3). C'est un sous-espace de X. Le
sous-espace des “variables externes” associé a a est donné par :

X, = {QT = (l’j)1§j§N+2 € X; Vk e< 1,1ja >, (j,l € Ak = T; = ZL‘[)},
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on note par $, sa sphere unité. On a :
X,= (XY et X = X, 0 X

On notera par z, (respectivement z%) la projection orthogonale d’un vecteur x € X sur
X, (respectivement X%), par dz, (respectivement dz®) la mesure riemannienne sur X,
(respectivement X®), par < -, - >, (respectivement < -, - >%) le produit scalaire sur L?(X,)
(respectivement L?(X®)) et par || - ||, (respectivement || - [|*) la norme correspondante.
On utilisera 'indice “sa” pour les objets correspondants a la sphere $,. Notons que, pour
fa =2, on a dimX, = n.

On introduit la relation d’ordre suivante sur A, I’ensemble des décompositions en amas :

aCh «— X'CcX'<— X,CX,
— Vje<lfa> Vke<l,th>, (A, NBy#0 = A; C By).

On a donc a C b si a est obtenue de b en décomposant en amas chaque amas de b. Cette
relation d’ordre admet un plus petit élément a,,;,, qui est la partition en N + 2 amas, et
un plus grand élément a,,q,, qui est la partition en un amas. On a :

Xamin — O7 Xa — X7 Xamaac — X’ X = O

min Amax

On peut définir aussi la décomposition a U b qui est la plus petite décomposition qui
majore a et b. Elle vérifie les propriétes suivantes :

X = X4 X X, = X, NX,,

36 > 0; Vo € X, |27, + |2°], > 8]z, (3.1;2)
Si b est la décomposition en N + 1 amas ou les particules j et [ sont ensembles, alors on a
z; — 1z € X et dimX® = n. On peut donc écrire Vj(x; — x;) sous la forme Vj(z?). Grace
a la décomposition (3.1;1), on peut retirer le centre de masse de I’hamiltonien quantique
H (cf. paragraphe 1.1) et 'opérateur obtenu est de la forme :

p = —A -+ Z Va(:ca),
acA

ot —A est 'opérateur de Laplace-Beltrami sur (X, q) et les V,, des fonctions de C*(X%; IR)
vérifiant :
Vaoe IN"™, 3C, > 0; Yy € X, |0V, (y)| < Cy <y >;p_|"“| : (3.1;3)

avec n, = dimX* et p > 0.

Pour une décomposition en amas a, on pose :

Pt =—-A"+ 3 V), P, = P* - A,

bCa

et :

Lo(z) = Y Vi(a"),

bZa
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ou —A® et —A, sont les opérateurs de Laplace-Beltrami sur X* et X, respectivement.
Pour toute décomposition a € A, on a :

P=P,+1,

Prenons maintenant la décomposition a du paragraphe 1.1 et faisons le lien entre les
opérateurs précédents et ceux définis dans ce paragraphe 1.1. Avec les notations de ce
paragraphe, on note par Ry, le centre de masse de 'amas Ay (k € {1,2}) :

1

Rk = Mk MmipTr + AZ/ T
JEA,
On a donc :
X ={r=(zj)1<j<n+2 € X; R = Ry = 0}
et :

X, = {r = (xj)1§j§N+2 e X;Vke< 1,2 >, (j,l €A = T; = {L‘l)}

Pour r € X, on voit que la j-ieme composante de r, est :

Rl si j € Al;
Ry si j c Ag,

et la j-ieme composante de 7 est :

Tj — Rl si ] € Al;
LL’j—RQ si J € As.

En inversant le changement de variables introduit au paragraphe 1.1, on exprime les
composantes de 7, :

M . .
T s g€ Ay

M . .
T st g€ Ay,

et celles de ¢ : . o
L Z, o ostog=1,
le A}

1 : M
_]\42 Z/ Ui S1 J= 2a
leA,

Yi—im L ou s jEA,ke<1, 2>,
leA],

en fonction de z € IR" et y € IR™™. On pose r, = uq(x) et r* = u®(y), et on définit les
applications suivantes :

U,: L*(X,) — L*(IR"), Ue: L[*(X%) — L*(IR™),
f = No(h)fou,, g —  N%h)gou®.
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Par définition, la mesure sur dzx, sur X, est la mesure image par u, de la mesure a densité
d,(2)Y2dx on d,(v) est le déterminant de la matrice :

<< u;(x)ﬁil (x), ug(x)(;i](:c) >q> N

et u/ (x) est la différentielle de u, au point z. En calculant les coefficients de cette matrice
(qui sont constants puisque u, est linéaire), on voit que 'on a, pour tout x :

do(z) = d, = (M;W%)n (14+O(h?)) = h™*"c,(h)*

oil cq(h) — ¢4 # 0, lorsque h — 0. En prenant N,(h) = c,(h)h™™2, la transformation U,
devient unitaire. De meéme la mesure dx® sur X¢ est la mesure image par u® de d“(y)l/ 2dy
ot d*(y) = d* =1+ O(h?) = *(h)* et en prenant N%(h) = c*(h), la transformation U®
est unitaire.

Par définition des opérateurs de Laplace-Beltrami —A® et —A,, on a :

M
2M, M,

Ua(_Aa)Ua_lf = - Aa:f = _hQAacf

pour f € S(IR") et :

U'(—=AY) U 'g=—-A,g+h HEg
pour g € S(IR™) (I'opérateur HE est défini par (1.1;3)). Ainsi, en notant par U2
I’extension de ’application :

(f.9) € LA(X.) x L*(X) s (Uuf)(U%g) € L2(IR"VHY)
aL*X),ona: i )
UsP(U) ™' = Po, UsPo(Us)'d = Pag
pour ¢ € S(ZRH(NH)) ot - ~
P (U) = Py
pour ¢ € S(IR™).

3.2 Définition des différentes sections efficaces totales.

Traditionnellement, les sections efficaces totales sont construites a partir de 'amplitude
de diffusion (cf. [AJS]). Cependant, nous prendrons une autre définition (cf. [ES], [RT],
[W5]) qui ne differe de la précédente que d’'un facteur multiplicatif ne dépendant que de
I’énergie (cf. proposition 3.4.3). On utilise une définition analogue avec 1'opérateur PA”
pour les sections efficaces totales adiabatiques.

On se place dans le cadre géométrique du paragraphe 3.1. Pour a # ayq., on appelle canal
de diffusion un triplet o = (a, Eq, ¢o), 00 Ey € 0,,(P) et ol ¢, est une fonction propre
orthonormée :

pa&a = anzav ||Q~5a||a =L
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Pour a = a,;,, on a P* =0 et P, = —A. Dans ce cas, on a un seul canal, le canal libre,
que I'on note par convention : (Gin, 0, 1).

Pour chaque canal «, on appelle I, Uintervalle | E,; +oo[ et on pose :
na(N) = (A — E3)Y2, pour X € I,.
On introduit un identificateur J, défini par :

Jot LP(Xo) — LA(X) )
foom (Jah)(@) = f(2a)Palz?).

La projection orthogonale I1,, sur la droite engendrée par qga est donnée par II, = jaj;
Sous la condition (3.1;3) pour p > 1, les opérateurs d’onde de canal :

Ao . itP _—itP, ~
i:s—thm e e e g,

— 00

existent et sont complets (cf. [SS]). Etant donnés deux canaux a et 3, 'opérateur de
diffusion de « vers ( est défini par :

Spe = ()0 1 L2(X,) — L*(X,).

En notant par dg, 'opérateur borné de L*(X,) dans L*(X,) qui vaut l'identité si o = 3
et 0 sinon, on définit 'opérateur de transition de «a vers 3 par :

Tse = Spa — Oja-

Pour w, € $, et g € C3°(1,), on veut appliquer 'opérateur T sa & la fonction g, (z,) =

(< Tg,wy >4) OU
. 1 ~ g\
— na(A)t
90 = g Jo ™

et ou la constante est choisie telle que :

9]l z2m) = [l9llz2(m)-

Malheureusement, g,,, n’est pas dans L?(X,). Elle est cependant dans I’espace de Schwartz
dans la direction w, (car g € C§°(1,)). On approxime donc par des fonctions A% gy, , ol
les fonctions hp* sont dans 'espace de Schwartz de la variable z,— < z,,w, >, w, et
convergent ponctuellement vers 1 lorsque R — oo. On peut prendre par exemple :

hcéa (%) _ e—R*1 |xa—<xa,wa>qwa|3 .

La section efficace totale o4, (+,w,) du canal a vers le canal 3, pour la direction d’incidence
Wa, est la distribution de D'(1,) déterminée par les limites :

[ 050 w)lgPA = Jim || Taahiie g, |
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pour tout g € C§°(1,), sous réserve de leur existence. La section efficace totale o,, du
canal d’entrée «, pour la direction d’incidence w,, est définie de méme a partir des limites
suivantes :

[ ra(hwalgPar = lim STl g, |1
B

pour tout g € C§°(I,), sous réserve de leur existence.

On s’intéresse aux sections efficaces totales issues d'un canal o = (a, E,, gga) particulier. La
décomposition en amas a est la décomposition en deux amas du paragraphe 1.1. L’énergie
E,, est une valeur propre du spectre discret de P% et vérifie Phypothése de stabilité (HS)
du paragraphe 1.2. On dira que ce canal est stable.

L’approximation de Born-Oppenheimer consiste a dire que 'opérateur P peut étre rem-
placé par PAP lorsque h — 0 et elle a été vérifiée pour les opérateurs d’onde de canal
(cf. [KMWT1]). Dans la situation du paragraphe 2.5, on s’attend donc a ce que la diffusion
issue du canal «, représentée par les opérateurs Sga, soit bien décrite par 'opérateur de
diffusion SAPII,, avec :

SAD = (QﬁD>*QéD

(cf. paragraphe 2.3 et 2.5), ou Il,, désigne la projection sur la droite engendrée par ¢, =
U%¢,. Ainsi, la section efficace totale o, devrait étre approchée par la section efficace
totale “adiabatique” oD définie par les limites :

[P0 g = Jim [[(S17 = o) U2 (5t g, ) |

pour tout g € C§°(I,,). La norme considérée est celle de L*(IRF(N1Y), w € S"7! est donné
par u,(hw) = w, et on prend une suite (h5*)r de la forme :

Wi (x) = h*(z/R)

avec h**(0) = 1 et h** € S(H,,) (H,, étant I'hyperplan orthogonal a w,). De plus, pour la
diffusion adiabatique, il est naturel de considérer des canaux de sortie (3, de décomposition
a, dont I'énergie Eg est 1'une des valeurs propres E; du spectre discret de 15‘1, considérées
au paragraphe 2.5. On peut donc avoir Eg # E,. Comme la multiplicité de cette énergie
E, est a priori strictement supérieure a 1 (cf. paragraphe 2.5), on peut avoir o # [ méme
si g = FE,. Pour un tel canal de sortie, on peut espérer approximer la section efficace
totale o, par la section efficace totale “adiabatique” 0‘640? correspondante, définie par les
limites :

/‘723‘5(&w)lg(A)\zdA = lim [[T5(S*? — o) Ug (A5 g, 00 |1

pour tout g € C§°(I,). On verra dans la partie 5 que, pour certaines énergies, o
(respectivement o4 ) approxime bien o, (respectivement og,).

AD
e

Pour terminer ce paragraphe, détaillons quelques propriétés de propagation des états
0w, On a déja signalé que hyg,, € S(X,.). Cette fonction possede de plus la pro-
priété que 0 n’appartient pas au support de sa transformée de Fourier. En utilisant la
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décomposition z, = rw, + x; associée a X, = IRw, + H,, ou H,_ est 'hyperplan ortho-
gonal a w,, on a :

H Gua (2a) = h (2,)3(r).
Comme g est & support dans I, il existe un réel ¢ > 0 tel que n,(\) > ¢ pour \ € suppg

et la transformée de Fo/urier de heg,, est a support dans {(s,&,);|s| > ¢} (s, €, étant les
variables duales de r,x,). Il est a noter que ¢ est indépendant de R.

Les propriétés de propagation de h*g,, vont étre déduites du lemme suivant :

Lemme 3.2.1. Soit u € S(IR™) (n > 1), telle que sa transformée de Fourier soit sup-
portée en dehors de 0. Si > 1 alors la fonction :

IR>t—<x>He W8y ¢ L2(IRY)

est intégrable.

Démonstration : voir 'annexe C. O
Grace a ce lemme 3.2.1, on a la :

Proposition 3.2.2. Soit up > 1. Pour tout R, la fonction :
tis< z, >H e M Rdpey e [2(X,)
est intégrable. Si p > ”T“ alors la limite :

Alm <z >7F e

existe dans L*(X,) et la fonction :

t— lim <z, >"* e’”(’A“)hﬁ“gwa

R—o0

est aussi intégrable.

Démonstration : voir Pannexe C. O

3.3 Théoremes optiques.

Pour des potentiels réguliers, décroissant suffisamment a l'infini, I’existence de la section
efficace totale o, pour une direction d’incidence fixée et pour un canal a a deux amas,
I'énergie de ce canal appartenant au spectre discret, est établie dans [RW] en dehors des
seuils et on en donne une expression faisant intervenir la valeur au bord de la résolvante
R de P. Le résultat est basé sur un théoreme d’absorption limite pour R di a [PSS].
Cependant, on préfere ici déduire I'existence de o, du théoreme d’absorption limite 2.5.4
(qui généralise le théoreme 2.2.6), valable seulement dans une certaine bande d’énergie,
puisqu’une telle restriction en énergie sera imposée lors de 'estimation semi-classique (cf.
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partie 5). De plus, il n’est pas nécessaire de retirer tous les seuils de P présents dans
cette bande d’énergie pour obtenir cette existence (cf. remarque 2.2.8). Le canal « en
question vérifie les hypotheses des paragraphes 1.1 et 2.5. En ce qui concerne la section
efficace totale 027, on obtient un résultat analogue (sans restriction en énergie) a I'aide
du théoreme 2.5.3 (qui lui généralise le théoreme 2.1.6).

On se place dans la situation du paragraphe 2.5. En particulier, les résultats des parties 1
et 2 sont valables. On suppose que les potentiels vérifient I’estimation (3.1;3), c’est-a-dire
I'hypothese (D,), pour p > ”T“ Comme au paragraphe 3.2, on considere un canal stable
a = (a, E,, q;a), ol a est une décomposition en deux amas comme celle du paragraphe 1.1,
E, est I'une des valeurs propres E; du spectre discret de P® qui vérifient I’hypothese
de stabilité (HS) du paragraphe 1.2. On suppose de plus que I'on a E, < info(Q4P)
(cf. remarque 2.2.7). Comme les opérateurs P et P sont reliés par un changement de
coordonnées, les résultats des parties 1 et 2 sont valables pour P, en particulier le théoreme
d’absorption limite 2.5.4 ’applique & la résolvante R de P.

Etant donné w, dans $,, on impose & A > FE, d’étre en dehors de o(Q*P) U o,(P) de
facon a pouvoir utiliser ce théoreme 2.5.4. On a alors le théoreme “optique” suivant :

Théoreme 3.3.1. Sous l'hypothése (D,), pour p > ”TH, pour E, < X\ < inf o(Q4P) et
A& 0,(P), pour w, € 3, la section efficace o,(\, w,) existe, est une fonction continue de

A et vérifie :
1

Na(A)

0l ng(N) = (A — B)'V2, &, = eiraWN<tawa>ag (29) et < - - >x désigne le produit scalaire
dans L*(X).

Ta(N,wq) = S < RO\ +190) 1,60, [,6q >x,

Remarque 3.3.2. Dans [RW], on a le méme résultat, la condition “\ & o(Q*")Ua,(P)”
¢tant remplacée par “\ n’est pas un seuil de P”. Rappelons que l’ensemble des seuils de

P est défini par : .
U opp(P°).

ceA

La différence entre les deux résultats provient seulement de celle existant entre les théorémes
d’absorption limite utilisés (cf. remarque 2.2.8). On reprend donc la preuve de [RW].

Démonstration : On établit I’égalité suivante, qui justifie le nom du théoreme :

Z HTBQ u}){ngg = 2R < Taahuégwah%gw >q -
B

Soit f € L*(X,). On a :

ZHTﬁaleQ) = Z <§Bo¢fagﬁaf >b+< (Saa_]>f7(saa_-[)f >a
B BF#a
= > < Spaf,Spaf b+ < [ f >a
B
_2éR<‘§aaf7f>a-
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Notons que la quantité < Spaf, Suaf >o nest forcément égale & < f, f >, car [ mQ‘}r et
ImS)* sont a priori distincts. L’orthogonalité des canaux permet d’écrire :

a# =< (1) f, (L) f >x=0
donc on peut faire la transformation suivante :

> < Spaf, Spaf > = 2 < ()01, QD) Q2 f >y
B

_ (Zﬂﬁ) Qo (;Qﬁ)*ﬂﬁf%.

Or la complétude des opérateurs d’onde de canaux signifie que :

@]m@ﬁ = Hae( @]mQ’G

Par conséquent, on a :

> < Spaf. Spaf Zp=< QO f,Q0f >x
B

et, puisque Q2 est une isométrie partielle sur L?(X,), cette quantité n’est autre en fait
que : < f, f >4. On obtient donc :

S Tsafll = 2R < Toaf, f >a -
B

Notons par u la fonction h%'g,,. D’apres la proposition 1.2.4 et la proposition 3.2.2,
I’application : ~

t— Iae_itp‘ljau
est intégrable. On a donc :

< Toolty,t > = — < (Q‘i)*/ e”HzI “H”jaudt Tl >x
R

- — /JR < e“H‘li(Qﬁ)*fae_“H”jau, Tt > dt
= —/ < ie“H“fae’“H“jau, jau >y dt
R

i, [T isH.F —isH g, F —itHa 7, 7

—/]R < e “/0 eHa] emH s [ ™" Ha T 1, Jou >x dt.
On obtient :
R < Tooll, & >q= — /]R S < Ie ™Ma J oy e e T oy > dt
oo SHF —itls 7, 7 —i(s+t)Ha 7

—/JR/O R < e ™l e T oy e T T 4 > dsdt
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et le premier terme est clairement nul puisque I, est symétrique. On a donc :

= too 07 i i
R < ToahR Gous PR Guw >a= — / / R < e ] emtHe 7 pag, [, e 7 poay > dsdt.

En utilisant la transformation de Fourier et le fait que p > ”*1

on a .

, on voit qu’a t et \ fixés,

<z, > P e_it(_A”Ea)h‘é“fa — <y, > e_it’\fa,
R — o

dans L%(X,), ou f, = eMaMN<Tawa>q Par convergence dominée, on a donc, ponctuellement
ent:

L 1 L - g(A)
p it(—Ag+Eq) 1, wa it p
<x,>"e h G, — o1/ /Re < x4 > fa (V)12 d\

R — o

dans L?*(X,). Comme ||]~aq~5a||L2(Xa) = O(< x, >7?) (cf. proposition 1.2.4), on a la conver-
gence suivante dans L*(X) :

_itfla 1 Sy s 9N
itHg Wa it
L e Tt gen = o J ¢ M b

R — o0
Encore par convergence dominée, on a donc, d’apres la proposition 3.2.2, I'existence de la
limite :

Rhm R < Taah‘ggw, ng >a= R < Taagw:gw >a

et sa valeur :

1 oo —itA —isH 7 ~ g( —i(sH+t)pT 5 g( )
_M%/Rt/o < [ee LN 1/2d/\/ L (M)de > dsdt.

On utilise maintenant la formule de Plancherel généralisée, on obtient donc :

R < Taagw; G >a=

1 too s - lgM)I?
—fé)%/ / TN 5 (\), Léa (A dsd.
2 Ry JO = ‘ ( ) ¢ ( ) = na()‘) ’

Or, on a :

400 L= - ~ +oo A ~ ~
/ <N, Tey Sy ds = lim< [ e T I NGs e, T, >
0 €— 0
= —ilim < R(A + ie)léa, oo >x

= —i < ROA+1i0)1,64, [,é0 >x
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car < z, >° I,6o € L*(X) pour 1/2 < s < p —n/2 et grace au théoreme 2.5.4. On en
déduit donc que :

lgM)I*
oy

ce qui prouve 'existence de la distribution o, (-, w,) et qu’elle coincide avec la fonction :

3 1 3 _
R < Tt Go Sa— —5%/ < RO+ i0) 1,60, oo >x
R

S < RO+ 10)[4€a(N), I,E4(N) >x,

Na(N)
qui est continue d’apres le théoreme 2.5.4. [

On a un théoréme analogue pour la section efficace totale adiabatique /1P, définie au
paragraphe 3.2, avec le méme canal «. Précisons les notations. On pose ¢, = U%p,.
Pour tout w € S™' on pose h%g, = Ush$ g, ol Wy = ug(hw). Comme l'opérateur
VAD = pAD _ P est d’ordre 2, on choisit k% de la forme :

Ka(a) = h° (/)
pour tout x € H,, 'hyperplan orthogonal & w, avec h¥ € S(H,) et h*(0) =1. On a :
hg0(x) = ca(M)R"2hg (2 — (- w)w)g(h ™'z - w),
pour x € IR".

Théoréme 3.3.3. Pour A > E,, A € 0,(PAP) etw € S, la section efficace 2P (X, w; h)
existe, est une fonction continue de \ et vérifie :

C(h)h™

AD Iy
ol 7 (N wyh) = 77%()\)

S < RAP(N+i0; h)VAPe,, VAPe, >,

0t ng(A) = (A = E)Y2, eq(x,y) = e meaNewg () VAP — pAD _ P et ou C(h) tend
vers C' # 0 lorsque h — 0 (C(h) = c4(h)?).

Démonstration : On reprend les étapes de la preuve du théoreme 3.3.1. Montrons tout
d’abord :
1747 h3g.0al* = —2R < TP hg 9060, higuda >

ot TAP = §AD _Tl,. Soit f € L*(IR"), on a :

||TADf¢a||2 = < SADf¢aaSADf¢a >+ < faf >L2(1R;g)
—2R < 5 [0, fda > .

D’apres la complétude de Q24P on en déduit que :

< S fo,, S fpo >=< f, [ >r2(mn)

d’ou :

1(SAP — o) fdall> = —2R < TP fda, fda > .
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Précisons maintenant 1'opérateur VAP, = (PAP — P,)II,. On a :
VAPTL, = TI(—h?A,)MI, — (—h?A),
TP + 1)L, — P°TL,
= H[-h*A,, ]I, + (IT — IIp) (—h*A,)IL,
+(IT — Iy) B, 11, + 17,11,
car 11, = T, et [—h%A,, Iy] = 0. En notant h%g, par u, on a :
VAP it 8y = < P (I —Tlg)pe < x> 7 e M2 (B u — h?Au)
+ < x> IRiR(VIDde < 2 >77 e W) i0 (T )
— <z >PIR(AD ¢, < @ >F e M Ay,
+ <xz>PIll, 0 <x>"" e i(=h* D)y,

D’apres la proposition 1.2.4, on peut appliquer le lemme 3.2.1 a chacun des termes de
VADit(=h*Aa)y i avec = p. L'application :

it(—h?
t — VADe it(—h Az)uqboé
est donc intégrable. En reprenant les calculs de la preuve du théoreme 3.3.1, on obtient :

R < TP by, udy >= —/ S < VADe_“(_hQAZ)ugba, e‘it(_h%z)ugba > dt
R

_/ /JFOOQR < e—isPADVADe—it(—h2Am+Ea)u¢a’VADe—i(s—i-t)(—hQAI—&-Ea)u(ba > dsdt
RJO

et le premier terme disparait puisque l'opérateur VAP est symétrique. Comme dans la
preuve du théoreme 3.3.1, on voit qu’a t et A fixés, on a :
<p>"P e—it(—hQAz—l-Ea)hUéfa <P e—it)\fm
R — o0

. I ' o
dans L*(IR"), ou f, = e na(Nzw Par convergence dominée, on a donc, ponctuellement
ent:

ca(h)h™7/?
2(%)1/2
R — o

/ e < g p N
R

<> A R g N7
Na

dans L?(IR™). Comme RihVh% et R*(—h*)Ah% ont la méme décroissance en z — (- w)w
que h%, et tendent aussi vers 1 lorsque R — oo, on a de méme :

‘ —n/2 , A
—p —it(—h?Az+Eq) (; w _Cfl(h)h / —itA —p g( )
<x>"e (thV ) h3 9. ELE € Na(ANw < x> faina()\)lﬂ d,
R — o
—p  —it(—h2Ay+Ea 2 w Ca(h)h ™"/ —itA 2 - g(\)
< x> P e ( + )<—h Aa;)hng — W /Re na(A) < x> P faWdA
R — o
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dans L?(IR™). En vertu de I'expression précédente de VAPII, et en utilisant la proposi-
tion 1.2.4, on a la convergence suivante, dans L*(IR2(N)

VADe—it(_h2Az+Ea)h‘-}% Ca(h)h_n/2 / 6—it/\vAD€a g()\> d)\
R

GoPa — 2(7_‘_)1/2 na()\)1/2
R — o

Par convergence dominée, on a l’existence de la limite :

Jim R < TPhGg,, hige =R < Tgy, g0 >0

et elle vaut :

ca(h)*h™" Hoo —itA —isPAD{,AD g(N) —i(s+)uy AD g(p)
_47T§R/Rt/0 < /e e Vv ea()\)Wd)\,/e % ea(,u)n(,u)lﬂd,u> dsdt.

Grace au fait que < z >* VAP, e L*(IR2(N) pour 1/2 < s < p —n/2 et au
théoreme 2.5.3, on obtient, en utilisant une formule de Plancherel généralisée comme

dans la preuve du théoreme 3.3.1, 'existence, la continuité en \ et 'expression suivante

AD .
de o7 :

UAD()\ w- h) — Ca(h>2h_n

A W% < RPN +i0)VAPe (N), VAP, (N) > .

]

Remarque 3.3.4. En utilisant le fait que €M% est une valeur propre généralisée de
—h2A, et ¢, une valeur propre de P®, on obtient :

Le, = (P —MNeg
d’une part et :
VAPe, =TI[-h*A,, e 4 e + MIT —Tlp)e, = (PP — Neg

d’autre part.

Détaillons la deuxieme égalité (I'autre est claire). On a :

PAPe, = TI(—=h*A,)le, + TI(P* + I,)eq
= na(\) ey + I[—h?A,, Hley + ME e + M e,
= Mle, + I[—h?A,, H]e, + e,
= eq — Mleg + H[—R2A,, Hleq + I e,

et :
VAPe, = (P* — P)e, = P*Pe, — (—h*A, + E.)e,

AD
= P%e, — de,.
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Remarque 3.3.5. Les trois termes constituant VAPe, sont O(< x >7F) mais l'un d’euz
se distingue des deux autres. C’est :

AIT—Tp)e, = —MIIye, = —le,
car on a, pour X ¢ o,(PAP) :

RAP (X £ i0)\(IT — Tp)e, = Ile,.

Ces affirmations découlent directement de la définition de IT et du fait que P42 est nul
sur Imll. On déduit de ces deux remarques une proposition utile pour la suite (cf. le
paragraphe 5.2) :

Proposition 3.3.6. Si y € C°(IR™; IR) et A > E,, A & o(Q*P) U a,(PAP), alors on a :
R\ +i0; h)xlseq = Xeo + R(A£140; h)[x, —h*A.leq

et :
RAP (N 440; h)xVAPe, = xeq + TIRP (X £i0; h)[x, —h?A,]Te,.

De plus, pour x,0 € CP(IR"™; IR) on a :
I < RN +i0; h)xIpeq, 01,60 > +F < R(A £1i0; h)01,eq, X oo >
=S < RO £140; h)[x, —h*Aeq, [0, —h*AL)eq >
+3 < RN £i0; h)[0, —h*AL)ea, [x, —h*As)eq >
et :
S < RAP(N£i0; h)xVAPe,, 0V AP, > 43 < RAP (A £i0; h)0VAP e, xVAPe, >

= & < HRAP (N £40; h)[x, —h*A)eq, [0, —h*A]Tle, >
+3 < TIRAP (X 4140; h)[0, —h2A]Teq, [x, —h2A]Tey >

Démonstration : voir Pannexe C. O

3.4 [Existence de certaines sections o3,.

Pour montrer 'existence des sections efficaces totales og,, on utilise une représentation
spectrale de I'opérateur de diffusion gﬁa. Pour obtenir une telle représentation, des diffi-
cultés propres au probleme a N-corps (avec N > 2) interviennent (cf. [W5] et [W6]). De
plus, il se peut que certaines sections ne soient pas définies pour tout angle d’incidence (cf.
[W5]). On prend pour canal d’entrée le canal stable a du paragraphe 3.3 et on sélectionne
certains canaux [ de sortie pour lesquels on aura l'existence de la section correspondante
pour tout angle d’incidence. Pour les raisons évoquées au début du paragraphe 3.3, on

50



restreint l’énergie dans une bande et on utilise encore le théoreme 2.5.4. De nouveau, on
introduit des sections efficaces totales adiabatiques aﬁa , pour certains canaux [ de sortie.

On se place dans la situation du paragraphe 2.5. Comme pour le théoreme optique, on
suppose que les potentiels satisfont I’hypothese (D,), pour p > ”T“ Rappelons que le

canal o = (a, B, ¢o) est associé & une décomposition a en deux amas comme celle du
paragraphe 1.1, que son énergie F, est 'une des valeurs propres du spectre discret de
P* qui vérifient hypothese de stabilité (HS) du paragraphe 1.2 et E, < info(Q4P).

Représenter spectralement Sﬁa consiste & déterminer son action de H,, dans Hgs, ou H,

(respectivement HB) est un espace sur lequel P, (respectivement P,) est un opérateur de
multiplication. Reprenons les notations du paragraphe 3.2 et considérons, pour un canal
v = (¢, E,, q%), Papplication :

Fy Lz(XC) — H, = L2(]'y§ L2($C))7

qui, a f € L*(X,), associe :

(va)()‘a 0.) = C’Y<>‘)/ e_im()\)<mc’ec>qf(IC)dxc’

c
avec

Cv()‘) = ﬁ (2#)*”6/2 (nv()\)>(nc72)/2

et n. = dimX.. Il s’agit d’une transformée de Fourier qui vérifie, grace au choix de C, :

Vf € LAXo), 1B fllg, = |If1le-

D’aprés le lemme de Sobolev (cf. [RS2]), F, définit une famille { (), € I} d’opérateurs
bornés de L%(X,.) dans L*($.) pour s > 1/2 par la relation :

(B (N)(0e) = (B /)X 0c), VT € LX),
On a noté par L?(X.) lespace a poids L?(X,; < x. >% dz.). On pose également :
f7 = ijy* € E(L2(X);7%7) et ]}v(/\) = FW()\)j; € E(Li(X);?-L,), pour s > 1/2.
De plus, ces opérateurs F,(\) et £, ()\) sont fortement continus en A. L’opérateur ]’:ZYPC.Z}7

est I'opérateur de multiplication par A dans H,, on a donc une “diagonalisation” de F..
L’opérateur Tp, € L(L*(X,); L*(X,)) vérifie la propriété d’entrelacement suivante :

T,Bapa - PbTBon

qui provient de celle des opérateurs d’onde. On en déduit que l'opérateur Fngaﬁ > est
décomposable sous la forme :

e .
[ Tt
Iga

avec Igo, = I3 N I, et, presque partout sur g, :

Ta(N) = Fs(\)TpaFu(N)".
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Précisons maintenant le canal de sortie. On se limite aux canaux (3 a deux amas tels que
Eg € adisc(ﬁ’b). La seconde condition assure la décroissance exponentielle de la fonction
propre associée QZBB (cf paragraphe 1.2). Le fait que b = 2 implique que, pour toute
décomposition ¢ ¢ b, on ait bUc = ayq, (cf. paragraphe 3.1). D’apres la propriété (3.1;2),
on a donc :

Ve ¢ b, 36 > 0, Vo € X, |2°|, + |2¢|, > 07|,

Ainsi les opérateurs jﬂ*fb <xp > et < ap >° jﬁ*jzb < xq > sont bornés si 1/2 < s < p/2,
grace a la proposition 1.2.4. L’ensemble des canaux de sortie retenus contient donc tous
les canaux (a, Eg,gz;@) pour Ejz € Oaise(P?) et, en particulier, le canal a. L’opérateur
T, < x4 > est donc borné si 1/2 < s < p/2.

On montre maintenant le théoréeme d’existence suivant :

n+1
2

canal stable du paragraphe 3.2 et 3 un canal a deux amas tel que Eg € adisc(lﬁb). Pour
E, < X <infa(QP), A € 0,(P), pour tout w, € $,, la section efficace oo\, w,) existe,
est une fonction continue de A et est donnée par :

Théoreme 3.4.1. On suppose satisfaite I’hypothése (D,), pour p > . Soient « le

™

g Fo L = BRO -+ i0) )22, (3,

ga(A wa) =

avee ng(N) = (A — E )2, é, = emaW<tawe>ag (19) et ot || - || désigne la norme dans
L*($), 1, la fonction caractéristique de intervalle Ig =]Eg; 400

Remarque 3.4.2. Dans le cas ou l'énergie Eg n’est pas un seuil de Pb et o \ évite les
seuils de P, ce résultat est contenu dans [W5]. La prewve qui suit reprend les arguments

de [W5].

Démonstration : On découpe la preuve en plusieurs étapes.

Premiere étape : On commence par représenter Tﬁa. Pour tenir compte de la restriction
en énergie, prenons un ouvert Iy C I, ne rencontrant pas o(Q”)Ua,(P), deux fonctions
0,0 € Cg°(1,) dont le support ne rencontre pas non plus o(Q4P) U 0, (P), telles que 6
vaut 1 sur I et © vaut 1 sur le support de 6. On va représenter ’opérateur :

T8, =0(—Ap+ Eg)T3a0(—Ag + Eo) = Tpab(—Ay + E,).

Soient f. € S(X.) pour ¢ = a,b. On pose g, = 0(—Ay + Eo) fo et gy = O(=Ap + Eu) fp.
Compte tenu des propriétés de décroissance en < x, > de I,J., on a I'intégrabilité de
Papplication ¢ — I,e~®" 7, f, (cf. lemme 3.2.1). D’aprés Porthogonalité des canaux (cf.
[RS3]), on peut écrire :

< Tgafavfb >p = < ((25-)*(52g - Qi)gaagb >p

+o0 e = ~
— —i/ < e“PIae’”P“jaga,Qﬁgb >y dt
— o0
—+o00 ~ Lo~ ~ .
= —i/ < Le™ e 7. gq, Qle M2 Es) g > o dt,

—00
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grace a la propriété d’entrelacement pour les opérateurs d’onde (cf. [RS3]). On a donc :
70 +oo 7 —itPy 7 itPy, 7
< Tﬁafa, fo>p = —i/_ < Le™" " ToGa, e P Tpgy >x dit

+oo  ptoo ~ L5~ L. . -
—/ / < Iae_ztp"jaga, elSPIbe_Z(SH)ijggb > dsdt.
- 0

o0

En utilisant la transformation F, et le fait que Popérateur j; I, < x, >* est borné pour
1/2 < s < p/2, on obtient :

~ +o0o . ~ ~ ~ ~ LS~
<TG fas fo 0= —i [ / O < Fu(N) T fus Fa N e Fygy >0 dA

+oo  p+o0 . ~ ~ ~ ~ =~ . ~ L
- / / / eTO(N) < Fa(N)Tofas FalN) L™ Te 1+ Fo00 S dAdsdt.
—00 0 o

Comme f, € §(X,), on peut écrire :

~ +o0 . ~ o~ ~ LA~
< T fur fo 0= —i / / eTNIN) < LFA(N)* Fu(N) far e P Tgy >x dAdt

+oo  ptoo . ~ =~ ~ ) 5~
- / / / eO(N) < Tye B PLFL(A)* En(N) fu, € OB Togs > dAdsdt.
—00 0 o

On introduit de méme ﬁg en utilisant le fait que f, € S(X,) et que jﬁ*fb < xp, >° est
borné pour 1/2 < s < p/2, et on trouve :

< Tgaflb fb >b:

-if ;OO / a /Iﬁ e OO ()O(N) < Fol) L Fu(N)* Ea(N) far Es () fo > dpdAdt

+oo +o0 . ~ ~ .= ~ ~ ~ ~
[ ] e meqmem) < Fale P LELN) Fal\) fur Fali) fo > duddsdt.
—oo JO a Jig

Grace a la propriété d’entrelacement des opérateurs d’onde, 1'égalité précédente peut
s’écrire de méme en remplacant e~ ("1 par e~*(P~Q(P). Le théoreme 2.5.4 signifie
que le poids < z, >~°, pour s > 1/2, est localement P-lisse sur le support de © et donc
que I'application : ~
sio< 1, > e BPHQ(P) < 1y >0

est intégrable. Puisque < x, >° jﬁ*fb <z > et < o, > faja sont bornés pour
1/2 < s < p/2, le second terme de < Tga fa, fo >» s’écrit donc, par convergence dominée,
— [T I(t)dt o I(t) est la limite de :

+00 . ~ ~ ~ ~ ~ ~
e e 0000 < Fxn e P LEN) FaA) far Fyl11) o > dpudAds,
o /I
lorsque € — 0. On transforme I(¢) en :

. ~ ~ +o0 L= . ~ ~ ~ ~
lim / /1 et (IN) < Fy(p)], /0 e~ P1=1 4 T Fo () Fo(N) fas Es(0) i > dpd\
o /g

e—0
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= —ilim [ [ e tOIO00N) < () Dyl + i) LFa(N) FulN) fas Faln) fo > dnd
o vlg

e—0

= =i [ [ 000000 < Fo(n) i+ i0)TaFa(N) FulN) far Faln)fy > dpudA.
@ B

Pour obtenir cette derniere égalité, on utilise encore le fait que < xz, >° jg I, < x4 >°

et < x, >2 I,7, sont bornés pour 1/2 < s < p/2 et le théoréeme 2.5.4 puisque l'on a
suppO® N (a(QAPY U {E,} Uo,(P)) = 0. On a donc :

< Tgafa,fb >bp=

<, € OOBR) < Fal TN Ful W) fus Falie) o > dpuiit

+i / o / / e~ OO ()N) < Fa(p) IR (uA+i0) I, Fu(N)* Fa(N) far Fs(p) fo >ap dpdAd.
oo i,

Toujours par convergence dominée, on introduit maintenant un facteur convergeant e~/

et les intégrales en ¢ deviennent :

400 .
/ 6—e|t\e—zt(>\—,u)dt7

—00

qui converge, au sens des mesures, vers 2wJ(A — u) lorsque € — 0. Or, les applications :

—~

Ap) = < ]E—ﬁ(ﬂ)fia-?a()‘)* FaEA)Nfa, Fﬁ(y)fb >
(Ap) = < Fp(p)lpR(p +10) L, Fo(N)" Fo(A) fa, Fa(p) fo >

sont continues car jﬂ*_fbf%(u + zO)fajof est continue en norme d’apres le théoreme 2.5.4 et
grace & la continuité forte des transformations Fj,(\) et F3(). On a donc :

<Thufufo>e = =21 [ 60) < FoOVLFL(N) FalW) fur FsN) fy > dA

Iga

i /I 0(N) < Fs(N IR+ i0) L Fa () Ea(N) fa, F5(\) fy e d.
Ba

L’opérateur Tga est donc représenté sur I par :

Tha(A) = =2inFs(A) (L, — LR(A +i0) L) Fu(N)* L1, (N). (3.4;1)

Deuxieéme étape : pour étudier la limite :
Jim ([ Tpohie g, |}
pour g € C°(1y), il suffit d’étudier la limite :
Tim (|74, i g (3.4;2)
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En effet, vérifions que l'on a, pour g € C§° (1) :

lim (1 — 0(=A, + Eo))hE gw, =0

R—o00

dans L*(X,).

La transformée de Fourier de (—A, 4+ E,)h% g, au point &, = sw, + £, (décomposition
associée & X, = IRw, H;a, X étant le dual de X, et H ;a étant I’hyperplan orthogonal
a w,) est donnée par :

(1 = 001 + ) (P ) 1)

(ot Fh4e est la transformée de Fourier de h%e). Comme g € C3°(Ip) et 6 = 1 sur I, il
existe 0 > 0 tel que, pour |£,| < &, on ait :

s+ E, € suppg = 0(|&]> + E,) = 1.

On en déduit le résultat en remarquant que F h tend vers la masse de Dirac en 0 de
I’hyperplan H, U'Ja.

Troisieme étape : On montre que la limite (3.4;2) existe. Pour g € C§°(ly), on a :

T8l g2 = [

oN

sV Fa OB g . (3.4:3)
B

Pour p' < p — 1/2, l'opérateur :
<ay > T3 (I — LRA+10)1,)Ta < 24 >

est borné pour 1/2 < s < p — p . En notant par H°($,) I'espace de Sobolev d’ordre § sur
la sphere $,, Fo(A\)* est borné de HO*($,) dans L3(X,) pour tout § et tout s > 1/2, on
en déduit que Tsa(N) est borné de H‘p/+s($a) dans L*(%) pour 1/2 < s < p—p. Or, on
a, au sens des distributions :

: _ 9
Fa()\)gwa - CW&W(' - wa)

ol Jg, (- — wy) est la masse de Dirac de la sphere $, au point w,, ﬁa()\)gwa € H°($,) pour
6 > dim3,/2 = "5* et la convergence suivante dans H (%) :

lim EFo( AR g, = Fa(N)go, -

R—o0

En pr/enant p tel que n/2 < p < p—1/2, puis s tel que 1/2 < s < p — ”T_l et enfin
d = p — s (ce qui est possible car p > ”TH), on en déduit que la limite :

Jim [0 (A Fa (V)R 0, |13
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existe sur Ip N Iz et que 'on peut appliquer le théoreme de convergence dominée dans
'intégrale (3.4;3) (car g € C§°(1p)). On a donc l'existence de la limite (3.4;2).

Quatrieme étape : on calcule maintenant cette limite (3.4;2). Pour effectuer le calcul,
on reprend la méthode temporelle utilisée dans la premiere étape. On a :

+oo | o~ L= ~ L~
TﬁahR Juwa = / j* By (_. - / ewpblbe_wpd8> Iae_ltpajah‘]%agwadt.
0
dans L?(X}). D’apres les arguments de la preuve du théoréme 3.3.1, on obtient :

lim Tga hu}%a (/%
R—o0

Y 1 it s 9(p)
* th zsP —isP —it
_/ b (—z —/0 b e ds) I, a5 1/2/ e #ei(ﬂ)na<u)l/2dudt

et grace aux propriétés précédentes, on a, pour A € Iy N I3 :

lim F 3 ()\)Tgahﬁ" Jwa

R=o00
= [T R (< [T e b as) L [ e-““éaw)mcmdt
= E ) (<= [T e s Leyo) S
On en déduit que :
Jin [ B Do B =7 [ IFA - BROG )LV 2 i

ce qui donne I’expression annoncée de og, (A, w,). De plus, d’apres les arguments précédents,

la fonction : ) o )
A= | Fa(N)(1 = LR(A 4 i0)) Laéa(N)]]%

est continue sur Io N Iz. [

Comme on 'a annoncé au début du paragraphe 3.2, on va vérifier maintenant que les
sections efficaces totales dont on vient de montrer I'existence, coincident avec celles définies
a partir de 'amplitude de diffusion (cf. [AJS]). Pour ces sections efficaces totales, on justifie
le calcul formel présenté dans [RW].

Proposition 3.4.3. Sous les hypothéses du théoréme 3.4.1, Uopérateur Tao(N) € L(L*(S,); L

est dans la classe d’Hilbert-Schmidt pour X € o(Q4P) U 0,(P). En notant par tg,(X;-,-)
son noyau, il existe une fonction N,(\) telle que l'on ait :

[, osalhen)lgMEaN = [ NalgO)Plltaa A,

pour toute fonction g € C°(1,) a support disjoint de o(Q4P) U o,(P). On a noté par
| - |lsp la norme de L*($;).
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Remarque 3.4.4. En s’appuyant sur [W5], on peut vérifier que cette proposition et la
preuve qui suit sont valables dans les conditions considérées dans la remarque 3.4.2.

Démonstration : D’apres la relation (3.4;1) et la propriété de décroissance a l'infini
de loperateur I, (Ta, - )ja, il suffit, pour prouver la premiere assertion, que 'opérateur <
zq >" F,(\)* soit dans la classe d’'Hilbert-Schmidt pour > n/2 et A & o(Q4P)Ua,(P).
Pour f € S(X,) et pour 6, € $,, on a:

Fa(N)(< 20 >7" f)(02) = Ca(N) /X e~ N<eabe>e < g STH f(gVdw, = / Kol O, 20) f(0)da

a

avec :
Ko\ 0y, 1,) = emmiV<zaba>e g s=h

Comme p > n/2, la fonction K,(\;6,,-) € L*(X,). De plus, 'application 6, € $, —
Ko(X;0,,-) € L?(X,) est continue. On en déduit que K,();-,:) € L*($, x X,). Par
conséquent, Fo(\) < z, >7* est dans la classe d’Hilbert-Schmidt et il en est de méme
de son adjoint < x, >7H ﬁ’a(A)*. Notons, au passage, que 'on a aussi la continuité de
application : 0, € $, — tga(X; -, 0,) € L*(%).

Comme on I’a vu dans la troisieme étape de la preuve du théoreme 3.4.1, on peut trouver
une fonction N, ;(A) telle que, pour toute fonction g € C§°(I,) a support disjoint de
a(Q*P) U o,(P), on ait :

(Fa<>‘)QWa>(/\7 ga) = Na,l()‘>5sa(0a - Wa)g(A)

dans H~°($,) pour tout § > "T_l Or, pour ¢ assez proche de "5 , Tga()\) est borné de

H~°($,) dans L%*($,). On en déduit que :

g} = [ I1T5aN)Fa(Ng 302

=/Jm1 I < 30X 05, 00) Bea B = ) >sa 50N
d’apres la continuité de 6, — tg4(A; -, 0,). On a donc :

1 5090l :/I Na (Mg [[tga(X; -, wa)[[5dA

avec No(A) = No1(M)?, ce qui donne 1'égalité annoncée. [

Montrons maintenant 'existence des sections efficaces totales adiabatiques que 'on a
définies au paragraphe 3.2. Le théoreme 3.4.1 est basé sur la représentation spectrale de
Popérateur de transition T, Ba = Sﬁa — 0gq- Dans le cas ou I'énergie Eg du canal 3 est 1'une
des énergies du spectre discret, considérées au paragraphe 2.5, on va montrer qu’une telle
représentation existe pour l'opérateur TAD = Tl5(S4P — TIy)I, et qu'on en déduit une
expression de la section efficace totale aﬁD Cette expression sera utile pour approximer
semi-classiquement la section og, correspondante (cf. paragraphe 5.3).
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Avant d’énoncer le résultat, précisons quelques notations. On reprend la situation décrite
au début de ce paragraphe 3.4. A partir de 'application :

Fy o L(IR") — L*(1,; L*(S™ ),

(v =, ) qui, & f € L*>(IR™), associe :

n

(FH0) = CoAh) [ e 0 f(z)da,

avec C, (A, h) = C,(A\)h™™2, on construit de méme une famille { . (\), A € I, } d’opérateurs
bornés de L?(IR™) dans L*(S™ '), pour s > 1/2, par la relation :

(F5(NO) = (F, ) (A, 0), Vf € LIIR").

De plus, ces opérateurs F.(\) sont fortement continus en X et ils diagonalisent I'opérateur
—h?A,+E.,. On définit aussi les opérateurs F,(\) = F,(A)IL, qui sont bornés de LZ(IR}; L*(IR}™Y))
dans L*(Sp~'; L*(IR}™)) et fortement continus en X. On a le résultat suivant :

Théoréme 3.4.5. On suppose Uhypothése (D,) vérifiée pour p > "T“ Soient « le canal

stable du paragraphe 3.2 d’énergie E, et 3 un canal du type précédent. Pour A > E,, Eg,
A & 0,(PAP), Uopérateur de transition T4P se représente spectralement sous la forme :

Tl (N) = =2inFa(A\) (VAP — (VAP TIRAP (A + i0)VAP) F (N)*

et, pour tout w € S™1, la section efficace totale agf()\,w) existe et est une fonction

continue de A\ donnée par :

C(h)h™"m
Na(N)

avec ng(A) = (A — Eo)'V2, eq = e Mg, (y) et VAP = pAD — P,

Tl (A, w) = [F5N)AVAZ — (VAPYTIRAP (X +i0)VAP)eq |,

Démonstration : On montre que l'on peut reprendre la preuve du théoreme 3.4.1.
Considérons la premiere étape. Pour f € S(IR"), 'application :

t— VADe—it(—thm)fgba

est intégrable, comme on 1’a vu dans la preuve du théoreme 3.3.3. Comme on a PAP I = 0,
on peut écrire :
AD AD

On en déduit que :
~AD.0 o [Tee AD _—itP, —itP,
<Ts, ' J1, 2>y = —1/ <V e™™ 10, e g2 >x dt

—0o0

+oo  ptoo . . .
_ / / < HVADG_ZtPagl¢a, ezsPADH‘/ADe—z(s+t)Pag2¢a >x dsdt
—oo JO
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pour fi, fa € S(IR"), g = 0(=h*A, + Eo) f1 et g2 = O(=h?A, + Eq) f> et pour :

TP = O(=h*A, + Eg)TaP0(—h*A, + E,) = Tpa0(—h2A, + E,).

En écrivant IIVAPII, sous la forme suivante :

VAP, = M(=h*A,)(I1 — o), + 17,11,
= TI(TT — TIp) (= h2 A, + [—h*A,, T]TIy + I11,T1,,

on a, pour tout f € S(IR") :

(FaN)AIVAPY < 2 >% £)(0) = (Fu(N\) <2 >y <z > LIIf)(9)
(Fa(\) <z > Iy <z >% (A= E,)(II —II,)ILf)(0)
— (Fy(\) <2 >"%Ty < x> (VIDILf)(0) - 2hna (M)
(Fa(N)

F,(\) <2 >y <z > h*(AJDILf)(6).

On en déduit que opérateur < x >* TIVAP F,_(\)* est borné pour 1/2 < s < p/2 et est
fortement continu en A. Le terme correspondant avec F3 possede les mémes propriétés.
Par conséquent, on peut reprendre les arguments de la preuve du théoreme 3.4.1 et obtenir
la représentation spectrale pour T, g}XD . Il est a noter que I'énergie vérifie seulement : A\ >
E.,Es et A ¢ 0,(PAP), puisque 'on utilise cette fois le théoréme 2.5.3. Les deuxieme
et troisieme étapes sont identiques a celles de la preuve du théoreme 3.4.1. Quant a la
quatrieme étape, on utilise le calcul de la limite :

. (P2
lim VAD(E it(—h AerEa)hL}%gwﬁba
R—o00

effectué dans la preuve du théoreme 3.3.3 et on obtient 'existence, la continuité et la
formule annoncées. [J
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4 Estimation semi-classique des résolvantes.

Pour I’étude de 'approximation de Born-Oppenheimer, on doit tenir compte du parametre
h dans les propriétés précédentes. On reprend notamment ’estimation semi-classique de
la résolvante R de P obtenue dans [KMW1]| mais dans un cas plus général. Le résultat
est basé sur la construction d’une fonction fuite globale au sens de [GM] pour plusieurs
hamiltoniens classiques. On verra dans le paragraphe 4.5 que cette construction s’applique
aussi a un opérateur de Schrodinger matriciel et on étudiera le cas de 'opérateur de Dirac
avec champ électrique scalaire.

4.1 Dépendance en h.

Dans ce paragraphe, on se propose de préciser le role du parametre semi-classique h
dans les propriétés de 'hamiltonien électronique P.(x;h). On suppose que les potentiels
vérifient la condition (D,) pour un réel p > 0. Rappelons que P.(x;h) = P*(h) + I,(z; h)
ou P*(h) et I,(x; h) sont donnés par (1.1;1) et (1.1;2) respectivement. Pour h = 0, on a
donc P,.(z;0) = P*(0) + I,(x;0) avec :

PO =3 | X (58 V) 4y X Vil — )

k=1 |jea; Li€A;
et :
L(z;0) = Y Vilw—yi+x)+ > Vielr+u)
IA] jeA, leA]
+ > Vij(z —y;) + Via(2),
JEA,

En comparant avec les hamiltoniens a N-corps généralisés ol le parametre semi-classique
est la constante de Planck (cf. [RW], par exemple), on constate deux différences essentielles
avec le cas qui nous occupe. D'une part, notre parametre h apparait dans le terme de
Hughes-Echart de ’hamiltonien intra-amas P* (cf. (1.1;1)) et d’autre part, il intervient
dans le potentiel inter-amas I, (cf. (1.1;2)).

D’apres 'expression (1.1;1), la premiere différence se traduit par le fait que : P*(h) —
P*(0), lorsque h — 0, en norme des résolvantes. Pour voir cela, il suffit de remarquer que
les opérateurs :

J

1
8%,88?;1671 (Z(_ij) + 7’)

sont bornés (9,, s étant la dérivation par rapport a la s-ieme coordonnée de la variable
yr). On a méme, pour z € €'\ IR :

1(z = P*(h))~" = (= = P*(0))"']| = O(h?), (4.1;1)
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uniformément en z, si la distance de z au spectre de P%(h) est uniformément minorée
(en z et h).

Comme dans le paragraphe 1.2, prenons Ey € 04;5.(P*(0)) une valeur propre de P*(0)
de multiplicité finie m. D’apres la convergence en norme des résolvantes précédente, il
existe exactement, pour h assez petit, m valeurs propres de P%(h), e;(h), ..., en(h), cha-
cune répétée autant que sa multiplicité, qui convergent vers Fy quand h — 0. Sup-
posons maintenant que FEy vérifie 'hypothese de stabilité (H.S) (cf. 1.2). On note par
A1(2;0), ..., A\p(2; 0) les valeurs propres de P.(x;0) qui convergent vers Fy lorsque |z| —
00. A-t-on une situation analogue pour h assez petit 7 En raison de la présence de h dans
le potentiel inter-amas I, il faut certainement renoncer a une convergence en norme des
résolvantes : P.(x;h) — P.(z;0) (h — 0). Cependant, comme on le verra a la fin de ce
paragraphe (cf. proposition 4.1.3), la situation précédente sera préservée pour h assez pe-
tit si les “trous” dans le spectre de P,(z;0) persistent dans celui de P.(x;h) pour h petit
et si la partie de ce spectre, qui est proche de Ey pour |z| grand, est de multiplicité m.

Précisons ces deux conditions. Pour la premiere, rappelons qu’il existe, par hypothese
(cf. 1.2), un § > 0, pour lequel P,(x;0) vérifie la propriété suivante :

Vx € IR", d({ 1 (x;0),..., A\n(z;0)}, 0(Po(z;0)) \ {1 (x;0),..., An(2;0)}) > 6. (Hs)

Pour ce méme §, on fait 'hypothese (Hs)" suivante : il existe des fonctions ey et FEi
vérifiant e_(z) < E_(x) < eq(z) < Ey(x), pour tout z, et :

nf [Be(a) — eso)] >
telles que 1'on ait :
Ve € IR", M\(z;0),..., \n(z;0) €]E_(x); ey (x)].
De plus, on peut trouver un réel hs > 0 tel que 'on ait, pour h < hy :
o(Fe(z; h)) N ([e-(2); E-(x)] U 1 (z); By (2)]) = 0.

Cette hypothese de séparation est analogue a I’hypothese (1.8) de [KMW?2]. Pour la se-
conde, on considere le méme 9 et on suppose qu’il existe un Ry > 0 et un hs > 0 tels que,
pour |x| > Ry et h € [0; hsl, on ait :

dim Im(]I]E,(x);e+(x)[<Pe(-T§ h))) =m. (H(;)”

Notons que, compte tenu de la proposition 1.2.1, ces conditions constituent en fait une
hypothese de stabilité sur les e;(h).

On dira que la valeur propre Ey vérifie 'hypothése de stabilité semi-classique (HS(h))
si elle vérifie (HS) pour un certain 6 > 0 et les hypotheses (Hs) et (Hs)” pour ce méme
J.

Sous cette hypothese semi-classique (HS(h)), on peut trouver (I'(z))zern, une famille de
contours dans (€, entourant tous les \;(z;0), telle que, pour tout h € [0; hs], on ait :

inf d(o(P(a:1)).T(@)) = 6/2
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De plus, comme \;(z;0) — Ej (|z] — 00), on peut imposer que, pour |z| > Ry > Ry, on
ait :
['(z)={2€ @ |z— Ey| =6/2} =T(c0). (4.1;2)

Pour ¢ et hs assez petits, on a donc, pour h € [0; hs] :

1
Mo(h) = 5 [ (== Po(w)™" 41;
et, pour tout x € IR" :
. _ 1 _ . -1 .
(;0) = 5 /m)(Z P.(2;0))Ydz, (4.1;4)

d’apres (Hs). Grace a I'hypothese (Hj)', nous pouvons définir, pour tout z € IR™ et tout
h e [O; h(;] :
1

II(x; h :—/ — P.(z;h)) "z, 4.1;5

@ih) = i [ (= o) (4.1:5)

D’apres (Hj)", H(x;h) est, pour |z| assez grand, le projecteur spectral associé a un

systeme Ai(z;h), ..., A\n(x;h) de valeurs propres de P.(x;h), de multiplicité totale m.

Comme on 'établira dans la proposition 4.1.3, ce systeme sera globalement défini et tres
proche de A;(z;0),..., Ay (z;0).

Avant de retrouver les résultats du paragraphe 1.2 avec une uniformité en h et d’aborder
cette proposition 4.1.3, démontrons le lemme suivant :

Lemme 4.1.1. Sous les hypothéses (D,) (p > 0), (H;) et (Hs)', pour s > 0 assez petit,

les opérateurs :
es<y>H0(h)6—s<y> et €s<y>H($;h)e—s<y>

sont uniformément bornés sur L*(IR7™), pour x € IR™ et h € [0; hy).

Démonstration : voir Pannexe D. [

A partir de ce lemme 4.1.1, on est en mesure de donner I’équivalent semi-classique de la
proposition 1.2.4 :

Proposition 4.1.2. Sous les hypothéses (D,) (p > 0) et (HS(h)), on a les estimations
survantes :

Va € IN", 3D, > 0; Yz € IR", ||0%(I(x; h) — Iy(h))|| < Do < z >7P7121 (4.1;6)

Yo € IN", 3D, > 0; Vo € IR", ||(8%1,) (x; h)ITo(h)||+|[(82 L) (z; h)IL(z; h)|| < Do < x >~P7ll,

et :
|[T1(; h) Pe(; h)I(2; h) — T1(; ) P (W) (h)|| = O(< & >7F), (4.1;7)

uniformément pour h € [0, hs], hs assez petit. || - || désigne la norme de L(L*(IR}™)).

62



Démonstration : La preuve de cette proposition est assez longue. Afin de ne pas sur-
charger ce paragraphe, les détails sont renvoyés dans I’annexe D. Donnons cependant les
ingrédients essentiels de cette preuve. On commence par établir ’estimation :

Ya € IN", 3D, > 0; Vo € IR", ||(0°L,)(z; h)IIy(h)|| < Dy < x >~P71° (4.1;8)
uniformément pour h assez petit. En utilisant la relation :
ITo(h) — TTo(0)]| = O(?), (4.1;9)
on voit que 'on est ramené a estimer :
[1(95La) (; h)IIo (R)I1o (0) .

En s’appuyant sur la décroissance exponentielle des fonctions propres de P*(0), la décroissance
des potentiels constituant /, et le lemme 4.1.1, on en déduit (4.1;8). Ensuite, on établit
I’estimation suivante :

VYa € IN", 3D, > 0; Va € IR", ||0%(I(x; h) — Ty (h))g(h)|| < Do < 2 >~P7101 (4.1;10)

uniformément pour h assez petit. Pour ce faire, il suffit d’établir 'estimation pour |x|
grand. En utilisant les formules de Cauchy donnant Ily(h) et II(x;h) ((4.1;3) et (4.1;5))
et les arguments précédents, on obtient (4.1;10).

On montre maintenant (4.1;6), pour |z| grand. On utilise I'hypothese de stabilité faite
sur les e;(h) (cf.(Hs)") et on reprend les arguments de [K] en suivant la dépendance en
h. On obtient, pour |z| assez grand, 'estimation :

TT(z: h) — To(R)]| < 1/2, (4.1;11)

uniformément en h. Cette propriété (4.1;11) permet d’établir (4.1;6) par récurrence. En
partant de la relation :

(a3 h) — (k) = (T(z; h) — Thy(h))? + (T1(ws h) — Tlo(R)) Lo (h) + Ty (R)(T1(w; h) — Tly(h))

et grace a (4.1;11), on controle la norme de la différence I1(x; h) — Ig(h) et celle de ces
dérivées par des termes intervenant dans (4.1;10).

A partir de (4.1;6) et de (4.1;8), on montre (4.1;7). Pour terminer la preuve, il ne reste
plus qu’a établir I'estimation suivante :

Ya € IN", 3D, > 0; Vo € IR", ||(0%L,)(z; h)I(x; h)|| < Dy < & >~P7lol,

uniformément en h. On procede comme pour 'estimation (4.1;8). O

Comme on I'a déja signalé, on va voir que les valeurs propres Aj(z;h), ..., Ay (z;h) se
prolongent a IR™ et que 'on sait les localiser. C’est ’objet de la :
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Proposition 4.1.3. ([KMW1]) On suppose que Ey vérifie I'hypothése de stabilité semi-
classique (HS(h)) pour un réel 6 > 0. Pour h € [0, hs|, hs assez petit, pour tout x € IR",
il existe alors exactement m valeurs propres de P.(x;h), Ai(z;h),..., \n(x;h), chacune
répétée autant que sa multiplicité, telles que ['on ait, uniformément en x :

Vi e< 1,m >, \j(x;h) = \;(x;0) + O(h?)
et l’équivalent de la propriété (Hsss) (cf. paragraphe 1.2) pour P.(x;h), uniformément
pour h € [0, hg].
Remarque 4.1.4. La preuve de la proposition 3.1 dans [KMW1] est incorrecte. Dans

[KMW?2], Uhypothése (1.8) assure la validité de cette preuve dans le cas ou les valeurs
propres sont non dégénérées. Dans le cas présent, on utilise [’hypothese (H(;)/.

Démonstration : On détaille la preuve de [KMW1] et on renvoie pour certaines étapes
a I’annexe D. Cette proposition est basée sur ’estimation suivante :
||II(z; h) — I(2;0)|| = O(h?), uniformément en z. (4.1;12)

D’apres les relations (4.1;4) et (4.1;5), on est ramené a étudier, pour z € I'(z), la

différence suivante :
(P.(z;h) — Pu(2;0))(z — P.(x;h)) .
Notons tout de suite que l'on a, uniformément en z et z € I'(z) :
|HE(z = Pe(; 1) ~'|| = O(h?)

(cf. (1.1;3)).
Il reste donc a examiner la contribution du potentiel inter-amas I,. Cette contribution est
du type :

[V(z + Lu(y) + L(y)) = V(z + L(y))|(z = Pe(x; 7))~

ot Ly, L € L(IR™; IR™) avec ||Ly|| = O(h?), L indépendant de h et V vérifie (D,). On
pense utiliser une formule de Taylor en h. On voit alors apparaitre un terme Ly (y) que
'on va “absorber” en projettant sur Imll(x;h), grace a la décroissance exponentielle des

fonctions propres de P%(0), associées a la valeur propre Ej (cf. 'annexe D). On obtient
ainsi (4.1;12).

Pour h assez petit, II(z;h) et II(z;0) ont méme rang, pour tout = € IR™. Tl(x;h) est
donc le projecteur spectral de P,(z;h) associé a Ai(x; h), ..., \n(x; h), m valeurs propres,
chacune répétée autant que sa multiplicité. L'hypothese (Hj)  implique alors (Hs/3) pour
P.(x; h), uniformément pour h € [0, hs).

On montre maintenant que les \;(x; h) sont proches des Aj(x; 0). Des arguments précédents
résulte aussi I'estimation suivante :

||(Pe (5 ) — Pe(a; 0)IL(w; 0)]| + [|(Pe(w; h) — Pe(a; 0)IL(z; h)]| = O(h?),
qui permet, conjointement avec (4.1;12), d’écrire :
[T (a; k) Pe(; )T (2; h) — T1(2; 0) P, (25 0)I(; 0) || = O(h?).

En utilisant une formule de “minimax”, on obtient le résultat cherché (cf. 'annexe D).

[]
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4.2 FEtude semi-classique des résolvantes.

Dans les théoremes 2.1.6 et 2.2.6, on a montré l'existence de la valeur au bord des
résolvantes R4P et R, avec une restriction en énergie pour R. Cependant, on n’a pas
précisé la dépendance en h de ces opérateurs. Dans ce paragraphe, on se propose de décrire
cette dépendance en supposant l'existence d'un opérateur convenable FAP conjugué a
PAP | Aux paragraphes 4.3 et 4.4, on construira un tel opérateur F4P(h) sous certaines
conditions.

Les potentiels vérifient toujours 'hypothese (D,) pour p > 0 et on suppose I'hypothese
(HS(h)) remplie. On reprend la démarche de la partie 3 de [KMW1]. Supposons que I'on
dispose d’un opérateur F4P(h), conjugué de PAP(h), tel que I'on ait :

1 [[PAP (h), FAP (W), FAP(R)](PAP (R) +14) Y]] = O(h?) (4.2;1)
et vérifiant, pres d'un point £ € IR, I'estimation de Mourre semi-classique suivante :
X(PAP (h))il PAP (h), FAP (h)]x (P4 (h)) = alo®(PAP (h)) (4.2;2)
avec X = ljg_s pys), 0 > 0 et a > 0 indépendants de h.

Remarque 4.2.1. A la différence des estimations de Mourre de la partie 2, [’estimation
(4.2;2) interdit la présence de valeur propre de PAP(h) dans lintervalle |E — 6, E + 6],
pour h assez petit (cf. [Mo]).

En reprenant la méthode de Mourre et en suivant la dépendance en h, on établit le
théoreme suivant :

Théoréme 4.2.2. ([KMW1], théoréme 3.2) Si Uopérateur FAP (h) vérifie les conditions
précédentes prés de E € IR alors, pour s > 1/2, h assez petit et X assez proche de E, on
a:
| < FAP(h) >7* RAP(N£i0;h) < FAP(h) >~ || = O(h™Y).
Si, de plus, Uopérateur < x >~1 (PAP(R) + i)"*FAP(R) est borné, uniformément en h,
alors on a :
| <z >""R¥PY(N£i0;h) <x > =0(h™"). (4.2;3)

Contrairement a la situation de la partie 2, on va déduire de ce théoreme une estimation
semi-classique de R(\ +1i0; h) pour A convenable par une méthode de perturbation en h.
Notons que, pour cette derniere estimation, on se limite au cas ou les potentiels sont a
courte portée.

Théoréme 4.2.3. ([KMW1], théoréme 3.4) Supposons vérifiées les hypothéses (D,) avec
p>1 et (HS(h)), ainsi que Uestimation (4.2;3) prés d’un point E tel que :

d(E,o(Q*P(h))) = n >0
pour h assez petit et n indépendant de h. On a alors :

| <z>"RAE£i0;h) <2z >"°||=0(h1) (4.2;4)
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et :
| <z > [R(\N£i0;h) — IRAP(A £ i0;h)] < 2 > || = O(1), (4.2;5)

pour s > 1/2 et h assez petit, uniformément pour X proche de E.

Remarque 4.2.4. Ce théoréme 4.2.3 reprend le théoréme 3.4 de [KMWI1] et y ajoute
Uestimation (4.2;5) qui sera utile pour les estimations semi-classiques de la partie 5.

Démonstration : On pose : V = P — PAP — QAP (cf. paragraphe 1.2) et on écrit la
formule des résolvantes pour P et P —V, pour z € €'\ IR :

(P=2)'=(P=V—z)'==(P-2)'V(P-V—-2)"

soit :
R(z;h) = (PAP + QAP — 2)7' — R(z; R)V(PAP + Q4P — 2)~1.

Comme on a :

(P + Q4 —2)7" = TR (z;h),
f(PAP + QAP — )7 = TiR(xh),
ot R(z:h) = (QAP — 2)~!, comme on a : V = IIPII + IIPII, on obtient :
R(z;h) = TIR*P(2; h) + T1R(2; h) — R(z; h)(ILPTIRAP (z; h) + IIPTIIR(z; h)).

En remplagant le terme R(z;h) de droite par le terme a droite de 1’égalité, on trouve :

R(z;h) = TIR*P(z;h) 4+ 1R(z; h) — [R(z; H)IIPTIRAP (z; h) + RAP(z; h)IIPILR(z; h)]
+  R(z; h)[IIPIIRAP (z; R)IIPIIR(z; h) + ILPILR(z; h)ILPTIRAP (2; h)]

car ITIT = 0 (cf. remarque 1.2.6). On note par B(z;h) Popérateur :
[IPIIRAP (z; h)IIPIIR(2; h) + IIPTIR(z; h)IIPTIIRP (z; h)
et on va montrer que, pour 1/2 < s < p/2, on a :
| <x>"B(z;h) <x>""°|=0(h) (4.2;6)
pour h petit, uniformément pour z = A + i€, avec €y > |¢| > 0 et A proche de E.

En remarquant que :
[IPII = [TV, - hO(<  >7°) + TR2O(< & >°)

(cf. proposition 4.1.2) et que R(z; h) est uniformément borné en z et h grace a I'hypothése
sur E, on voit que :

|| < & >° TIPTIR(z; W)IIPIIRP (z:h) < 2 >~ || < O(R?)|| < & >~ RAP(z;h) < 2 > || = O(h)
pour 1/2 < s < p.

66



Pour estimer 'autre terme, on introduit une troncature xy € C§°(IR) telle que x = 1 sur
l'intervalle balayé par A (troncature en énergie). On a :

|| < 2 > IIPTI(1 — x(PAP))RAP (z; W)IIPIIR(z; h) < = >* ||

< || < & >* IPTI(1 — x(PAP)) < & >~ || - |[[IPTIR(z; h)|| = O(R?).

car hV ILRAP (z; h)(1 — x(P4P)) est uniformément borné pour R(z) proche de E et est
O(h).

Comme x(P*P) et hV, IIx(PAP) sont uniformément bornés de L2(IRY; L*(IR}N)) dans
L2(IR7; L*(IR}N)) pour tout s (cf. annexe A), on a :

| < 2 > [Py (PAP) < z >° || | <2 > hO(< 2 >7F) <z > WV, IIx(PP) <z >* ||

<
+ || <z>*R0(<z>"F) <z > x(PP) <z >
= O(h)

pour 1/2 < s < p/2, d’ou :
| < z >* IIPIIy(PAP)RAP (z; h)IIPIIR(z; h) < 2 >~ ||
< || <z > TPIY(PAP) <z >° || - || < = >~ RAP(z;h) <z >~ |-

| < x >* IIPTIR(z; )|
= O(h).

On a donc montré (4.2;6) et on peut écrire dans l'espace des applications linéaires conti-

nues de L2(IR7; L*(IR}N)) dans L? [(IR}; L*(IR}™N)) -
R(z h)(1 — B(z; h)) = IRAP (2; h) + TIR(2; h) — (A(2; h) + A(z; h)*) (4.2;7)
ou A(z; h) = f%(z, h)ﬂPHRAD(z; h), ce qui donne, pour h assez petit :
R(z;h) = [NRP(2; h) + TIR(2; h) — (A(z; h) + A(Z; h))](1 = B(z; h)) .
Grace aux estimations précédentes, on voit que I'on a :
| <2 >"°R(z;h) <x>*||=0(h").

De plus, compte tenu de cette derniere estimation, on en déduit, a partir de (4.2;7), que
I'on a aussi l'estimation (4.2;5). O

Remarque 4.2.5. Comme dans la remarque 2.2.7, donnons une situation ou la condition
imposée a E est satisfaite. Sous les hypothéses (D,) (p > 1) et (HS(h)), si A\1(z;0), ..., Am(x;0)
sont les m premiéres valeurs propres de P.(x;0) et si l’on a :

E < xiergn inf o(P.(x;0)) \ {A\i(2;0), ..., \n(z;0)},

alors, grace a la proposition 4.1.3, la distance de Uénergie E au spectre de QP (h) est
minorée par un réel strictement positif, uniformément en h.
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4.3 Fonction “multi-fuite” globale et opérateur conjugué pour
PAD,

A la différence de [KMW1], on autorise la valeur propre Ej a étre dégénérée. Sous une
hypothese de “non-croisement” des valeurs propres \;(z;0) (définies au paragraphe 4.1),
on établit Iexistence d’un opérateur FAP satisfaisant les conditions du paragraphe 4.2
en tout point £ ¢ {0, Ey} de non-capture pour les hamiltoniens classiques p;(x,§) =
€[>+ (;0). Pour ce faire, on construit une fonction “multi-fuite” globale ¢’est-a-dire une
fonction qui est, simultanément, une fonction fuite globale en F pour chaque hamiltonien.
Comme on le verra a la fin de ce paragraphe (cf. remarque 4.3.6), la situation présente ne
fournit pas d’amélioration par rapport a [KMW1] en ce qui concerne la résolvante de P.
C’est pourquoi I'on traitera une situation plus générale au paragraphe 4.4.

Tout d’abord, voyons pourquoi l'opérateur A4” considéré au paragraphe 2.1 se révele
insuffisant dans la situation présente. Rappelons que A4P = IIAII, ot :
_x-hVy+hV, -z

B 2i '

A

On a donc :
i[PAP, AP = T1i[—h2 A, + P., ATl + [i[—h*A,, T AT + TTAi[—h2A,, TIIL
Les deux derniers opérateurs donnent modulo “O(h?)” :
iIIR(VII) - hV ALl 4 iILAR(V,II) - AV, 11
qui est un opérateur h-pseudo-différentiel de symbole principal :
(z) (V. 1T)(2) - §(z - I(z) + (z) (2 - (V. IT)(2) - {Tl(z) = 0

car II(x)(V,II)(2)Il(z) = 0 (cf. remarque 1.2.6). 11 s’agit donc, sur Imljz_sps(P*P)
(avec 0, Ey €|E — 0; E + §]), de controler le terme suivant :

Ii[—h?A, + P, A]ll = h(2I(=h*A)I — Tz - (V,1,)I)
= h(2(PAP — BT — Tz - (V. 1,)IT — 2I1( P, — F,)II)
= h(2(P*P — Ey) — Tz - (V1)1 — 211(P, — Ep)II).

Ce terme est minoré par ch si E est assez grand. Cette restriction est génante et imprécise.
Remarquons cependant que, pour E ¢ {0, Ey} donné, la minoration est valable pour |z|
assez grand, d’apres la proposition 4.1.2. Pour contourner cette difficulté, on va modifier
convenablement l'opérateur A pour |z| petit.

Dans le cas ou Ey est non dégénérée, les auteurs de l'article [KMW1] s’appuyent sur la
proposition 4.3.1 suivante (cf. [GM]) pour modifier 'opérateur A. On va préciser la forme
de la fonction fuite globale de [GM] car elle nous servira pour aborder le cas ou FEj est
dégénérée.
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Soit V' une fonction de C*°(IR"; IR) bornée inférieurement. On dit que Ay € IR est une
énergie non-captive pour 'hamiltonien classique p(z, &) = [£]*+V (z) siPon a p~t(A\g) = 0
ou bien :

Y(e,€) € p (), Jim (2.) = o0 et lim_ (2, €) = oo,

ou ®' désigne le flot hamiltonien (complet d’apres I'hypothese sur V') associé a p. On dit
qu'une fonction a est une fonction fuite globale pour 'hamiltonien p a 1’énergie \g € IR
s'il existe Cp > 0 et € > 0 tels que a soit C™ sur p~!(]Ag — € Ao + €]) et qu’elle vérifie :

V(z, &) € pt(ho — € Ao +€), {p,a}(z, &) > Oy,

ou {-, -} désigne le crochet de Poisson. L’intérét d’une telle fonction a est le suivant : si l’'on
peut la prolonger a IR?" en un symbole, notons par a® I'opérateur h-pseudo-différentiel
de symbole de Weyl a. Si V est aussi un symbole, en notant par P 'opérateur —h?A+V,
I'opérateur :

O(P)i[P,a"]0(P)

est aussi un opérateur h-pseudo-différentiel de symbole principal :

0°(p){p,a} > Cob*(p),

la fonction 6 étant réguliere, a support compact proche de Ay et valant 1 pres de \g. Grace
a l'inégalité de Garding (cf. [Ho]), on en déduit l'inégalité :

O(P)i[P,a”)0(P) > Cohf(P)* — Ch*Id.
En choisissant une fonction 7 réguliere telle que 76 = 7, on obtient :

7(P)i[P, a"]r(P) > C;OhT(P)Q

pour h assez petit, ¢’est-a-dire une estimation de Mourre semi-classique.
Proposition 4.3.1. (/GM]) Si le potentiel V' précédent vérifie :
Va € N™|al < 1,3C, > 0; Vo € IR, |05V (2)] < Co < x> (D))
pour un réel p > 0, alors, pour toule énergie non-captive \g > 0, il existe une fonction
fuite globale pour p(x,&) = |£]* + V (z).
Démonstration : voir [GM]|. O

Remarque 4.3.2. Signalons que toute énergie \g telle que inf V< A\g < 0 est captive
pour cet hamiltonien p puisque la surface d’énergie correspondante p~*(X\g) est compacte
et non vide.

D’autre part, pour \g > 0, la fonction fuite globale de [GM] est de la forme :
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sur p~ (Ao — € Xo + €), ot x € CP(IR™; IR) et [ est C™ sur cet ensemble. Comme
lintersection de cet ensemble avec :

{(z,8); = € suppx}

est compact, on peut prolonger la fonction f en une fonction C™ sur IR*" de sorte que x f
appartiennent a CS°(IR*; IR). On prolonge ainsi la fonction a. En particulier, l'opérateur
h-pseudo-différentiel de symbole de Weyl x f est borné sur L*(IR™) (cf. le théoréme de
Calderon-Vaillancourt dans [Ro]).

Construisons maintenant une fonction fuite pour plusieurs hamiltoniens classiques :

Proposition 4.3.3. On considére des potentiels (V;)i1<j<q de C*°(IR™; IR), vérifiant (D;,)
pour un réel p > 0 et tels que :

j# k= (Va € R", Vy(z) # Vila)). (4.3;1)

Si Ao > 0 est une énergie non-captive pour chaque hamiltonien p;(x,&) = [£]* + V;(z)
alors il existe une fonction qui est simultanément une fonction fuite globale a ’énergie \g
pour chaque hamiltonien p;.

Démonstration : D’apres la preuve de la proposition 4.3.1, il existe R > 0, Cy > 0 et
€ > 0 tels que, pour tout j, on ait :

— {pj,x- & > Ao pour |z] > Ret (z,€) € p; (JXo — € Ao + €]),

— il existe a; € C*(IR*") de la forme :

a;j(v,§) =z - §+ Cyx;() fi(z,6)
ot C; >0, x; € C°(IR™), x;f; € CP(IR*™), et telle que :
{pj7aj} Z CO

sur p; ' (JAo — € Ao + €).
Soient R = max; sup{|z|;z € suppx;} > R et R > R'. Grace a 'hypothése de “non-
croisement” (4.3;1), on va montrer qu’il existe a > 0 tel que, pour tout e assez petit, on
ait :

j# k= d({|z] < R }np;'(1ho—€ do+e)), {|z] < R }pp (Jho—e dotel) > o (4.3;2)

On a noté par {|z| < R’} I'ensemble {(x,€);|z| < R'}. D’apres 'hypothese (4.3;1), il
existe 0 > 0 tel que :

2| < R = (V) #k, [Vj(2) — Vi(z)| > 9).
Prenons € < /2. On pose :

K =max sup |V;(z)| et K; = sup HVJI(.CE)H

7 Ja|<R |z|<R"
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Supposons que, pour tous r,n > 0, il existe (z,&) € {|z| < R} ﬂpj’l(})\o — €N+ €]) et
(2, &) e {|lz| < R} Nprt(Jho — € Ao + €]) pour j # k et tels que :

€ =€l <n |z—a|<r

On a donc :
IE? = (€2 < 1€ = €]+ 1€ + €] < 2n(Xo + € + K)V2.

D’une part, on a :
Vi(2) = Vila )] < Ipj(a, &) = pila’, ) + |IE° = [€1°] < 2¢ + 20 + € + K)1/2
et d’autre part, on a :
Vi(2) = Vi) 2 [Vj(2') = Vi) = [Vj(2) = Vi(a)| 2 6 — K.

Pour r et 7 assez petits, on a une contradiction. Par conséquent, il existe un o > 0 pour
lequel on a (4.3;2) pour tout € assez petit.

D’apres cette propriété (4.3;2), on peut construire une partition de 'unité (¢;)1<;<, sur
IR? (i.e Y t; = 1) telle que, pour tout j, 0 <t; <1, t; € C(IR*) et :

—t;=1sur {|z| < R} Np; (Ao — € Ao + €]),

—t;=0sur {|z| < R} Npy'(JAo — € Xo + €]) pour tout k # j.

On pose a = Y t;a; et on vérifie que cette fonction convient. Sur pj’l(])\o — € Ao+ €]), on

a
q

{pj.a} => {pj, Cutixefi} + {pj z - &}

k=1

Si |z] < R alors on a :

{pj,a}t = 1{p;, Citixifi} +Apj, v - &} = {pj, a5} = Co.

Si |z| > R alors on a :
{pj7a} - {pjvx : 5} Z )\0
car R” > R et pour |z| > R, x & suppys, pour tout k. [
L’objectif est d’appliquer cette proposition 4.3.3 aux hamiltoniens p;(x, ) = |£|*4+\;(z;0)—

Ey (les \j(z;0) étant définies au paragraphe 4.1). On fait I'hypothése de “non-croisement”
(NC) suivante : les valeurs propres de P.(x;0) qui convergent vers Ey a I'infini sont les :

A(z;0) < -+ < N(2;0), Vo € IR™,
ol chaque A;(z;0) est de multiplicité constante m; avec Y- m; = m, la multiplicité de Ej.

Notons que, sous cette hypothese, il existe pour tout j une famille de contours dans
{T;(z),z € IR™}, telle que le projecteur spectral IL;(x; 0) associé a A;(x; 0) soit donné par
la formule de Cauchy :

1

I (230 = 5 /r_(m)(z ~ P(;0)) Vdz. (4.3;3)
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Comme pour le projecteur II(z;0) (cf. proposition 1.2.3), ce projecteur I1;(z;0) est de
classe C*° ce qui assurent que A;(z;0) l'est aussi en vertu de la relation :
1
Aj(2;0) = —Tr(Il;(z; 0) Fe(2; 0))

m;
ou T'r désigne la trace.

Bien que le périmetre des I';(z) tend vers 0 quand |z| — oo, les A;(z;0) vérifient la
condition (D;) introduite dans la proposition 4.3.1 (il s’agit du p de I'hypothese (D,)
vérifiée par les potentiels). Pour confirmer ce point, on va s’appuyer sur [K]. Comme dans
la preuve de la proposition 4.1.3, les A;(x; 0) sont, pour |z| assez grand, les valeurs propres
de la matrice symétrique M (z) représentant P,.(z;0) dans la base (II(z;0)dx)1<k<m, OU
(¢r)1<k<m est une base orthonormée de ImlIly(0). Les coefficients ay(z) de M(z) vérifient
I'estimation :

lao‘(akl(x) — 6kl)‘ = O<< x >7’07|a|)

pour tout o € IN™ grace a la proposition 4.1.2. D’apres [K] page 111, les A;(x; 0) vérifient
la condition (D;)).

On est en mesure désormais de montrer la :

Proposition 4.3.4. Sous l’hypothése (D,) pour p > 0 pour les potentiels et I’hypothése
de “non-croisement” (NC') pour les valeurs propres \j(x;0) (1 < j < q), il existe, pour
toute énergie E & {0, Eo} non-captive pour chaque hamiltonien p;(x,&) = |£|* + \;(x;0),
un opérateur FAP satisfaisant, pour h assez petit, la propriété (4.2;1) et la propriété (
4.2;2) suivante :

X(PAP(R))I[PAP (), FAP(h)]X(PAP () = ahx*(PP(h))

avec X = Ljp_s5 p4s, 0 > 0 et a > 0 indépendants de h.

Démonstration : Compte tenu de la remarque 4.3.2, on peut supposer que E — Ey > 0
car, pour :
E <inf \;(z;0),
x7]

on a x(PAP(h)) = 0 pour J, h assez petits. On applique la proposition 4.3.3 aux hamilto-
niens classiques p;(z,&) = |£]* + A (z;0) — Ey pour I'énergie non-captive E — Ey > 0. On
a donc une fonction a qui est une fonction fuite globale en £ — Ej pour chaque p;.

Comme le périmetre des contours I';(x), intervenant dans la définition (4.3;3) des II;(x; 0),
tend vers 0 lorsque |x| — oo, les projecteurs II;(x; k) sont bien définis par une formule
analogue pour h assez petit en fonction de |z|. Les projecteurs IL;(x; 0) sont bien défini
indépendemment de h mais on ne controle pas le comportement a ’'infini de leurs dérivées.
Pour éviter ces problemes, on va tronquer tous ces projecteurs a I'infini.

Grace a la proposition 4.1.2, on peut choisir le réel R qui intervient dans la preuve de la
proposition 4.3.3 de sorte que I'on ait :

(s ) - (Vo) (s )X (s )| =+ [[210(2; B) (Pe(; h) — Eo)ll(z; h)|| < B — Ey (4.3;4)
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pour |z| > R, uniformément en h. Soient 71,75 € C®(IR"™) telles que 7% + 72 = 1. On
impose que 7; vaille 1 sur {z;|z| < R'} et soit & support dans {z;]|z|] < R’} (R et
R" étant définis dans la preuve de la proposition 4.3.3). D’aprés I'hypotheése de “non-
croisement” (NC), il existe hy > 0 assez petit tel que, pour tous |z| < R et h < hg, les
projecteurs I1;(z; h) définis par (4.3;3), ou '’hamiltonien électronique P.(z;0) est remplacé
par P.(z; h), soient C*. En notant par a* 'opérateur h-pseudo-différentiel de symbole de
Weyl a, on pose :
q
FAD — > nlLa 7 + rlla*Iln.
j=1

Grace aux propriétés de a (cf. remarque 4.3.2), on voit que la propriété (4.2;1) est satis-
faite. Il s’agit maintenant de vérifier 'estimation de Mourre (4.2;2).

On calcule le commutateur i[PAP, FAP] modulo “O(h?)”, ott “O(h?)” (respectivement
“O(h)”) désignera des opérateurs B PAP-bornés tels que la norme de B(PAP + i)~ soit
un O(h?) (respectivement O(h)).

D’une part, on a :

i[PAP 1l1a"Tln] = nlli[P,a® |l + i[—h2A,, nI1)a" Tl 4 molla®i[—h2A,, mIT1
= Dlli[P,a"]llr, + “O(h*)"
—2iIIAV . - h(V (D)) a" Iy — 2imIla“h(V . (7I1)) - AV, IL.

Comme les commutateurs [II, a™], [II, AV,] sont “O(h)” et d’apres la remarque 1.2.6, on
a donc :

i[PAP 1Ila®Tln] = mlIli[P, a®]lm + “O(h?)”
—2[IhV - (WY 1) la¥ Il — 2iI1a“II(hV ) - hV 11

= IL[P, a"]Ilr + “O(h?)”
—2ilTAV, - (RN 1) 1olla® Il — 2illa*Tlmo(hV Ts) - hV,I1

car le commutateur |15, a"] est “O(h)”. D’autre part, on peut écrire :

L[ P, a*]Im + “O(h*)” +

M=

i[PAD,TlﬂjaijTl] =
7=1

<.
Il
—

(—QZHth . h(Vx(ﬁHj))aijﬁ — 2iT1Hj&wh(vx(T1Hj)) . thH)

M=

<.
Il
—

Les termes contenant (V,I1;) forment un opérateur h-pseudo-différentiel admissible de
symbole principal :

—2ih i(ﬁ (@)I(2) (Vo I1;) (2)-Ealz, L () (2) 4+ ()1 (w)alz, )€-h(V.Il;) (2)(z)m ().

Or, comme H? = 1I; = IL;II = I1II;, on a :

T1(V,IL)IL,; + I1;(V,IL)IT = I1(V,I1;)IT
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et :
q

> (VI = IV, INIT =0

j=1
d’apres la remarque 1.2.6. Les termes en question sont donc eux aussi “O(h?)”. On peut
remarquer que ce fait n’est plus clair si :

q
= Z TilLaf Tl + 7IOpy (z - £)llry
—1

ou, pour tout j, a; est une fonction fuite globale pour p; — Ey a I'énergie £ — Ej et si les a;
ne sont pas toutes égales a priori (on a noté par Opy’(z-£) Popérateur h-pseudo-différentiel
de symbole de Weyl z - £). On a donc :

q q
ZZ PAD 7 1La" L7 27'11'[]2 [P, a1 + “O(hz)”
J=1 7j=1
q
Z —2iIIhV,, - (hV1)ILja" L7y — 2im 110" 1L (hV 1) - RV, IT).
7j=1

En utilisant le fait que Vri[a™,IL;]7y = “O(h)”, on a :
Vﬁl—[awﬂﬁ = VleHjame
jik

= VTl Z HjaijTl + “O(h)” .
J
Une relation similaire existe pour 71I1a*IIV 7. On en déduit que :

. q
> PP e Iyn] = Y nlli[P,a’]lm + “O(h?)”
J=1 =t

—2iIIAV, - (hV 1) 1a*Tl7 — 2inIa“II(hV 1) - hV,I1

q
= Y nlli[P,a" |l + “O(h?)”
j=1

—2iI1AV, - (hV1) 7 La* Tl — 2il1a*TlT (hVT) - AV, 1.

car le commutateur [11, a*] est “O(h)”. D’apres le choix de 71 et 75, on a 3 V1 +7 V71 = 0.
En regroupant les deux calculs précédents, on trouve donc :

q
i[PAP FAP] = 3" mILi[P, a1l + Il P, a®]llry 4+ “O(h%)”.
j=1

Dans le deuxiéme terme, on peut en fait remplacer a* par Opy(x - £) (Popérateur h-
pseudo-différentiel de symbole de Weyl x - ) car x;7» = 0, pour tout j.

Soit n > 0 assez petit tel que 0, Ey €|E — n; E + nf et 6 € C*(IR; IR) valant 1 pres de
E et & support dans |E — n; E +n[. On va minorer §(PAP)i[PAP | FAP]9(PAP). Grace au
calcul fonctionnel d’Helffer-Sjostrand (cf. [HS]), on va montrer que :

[0(P4P), 5] = O(h) (4.3;5)
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et, pour tout 7 :
O(PAPYnIl; — nILO(P;) = O(h), (4.3;6)

o Pj = —h2A, + \j(z;0).

D’apres le calcul fonctionnel d’Helffer-Sjostrand (cf. [HS] ou bien la preuve du lemme 2.2.3),
on peut écrire :

(P, m) = [ R (2), m] (),

ou L(dz) désigne la mesure de Lebesgue sur € et 6 est une extension presque holomorphe,
a support compact, de §. Comme on a [RAP(z2), 7] = —RAP (2)[PAP | 1] RAP(2) avec :

[PAP, 1] = [—h*A,, 72]IT = “O(h)”,
on obtient (4.3;5) comme dans la preuve du lemme 4.3 de [KMW1]. D’autre part, on a,

pour tout j :

9<PAD>7'1H]' - 7'1Hj9<Pj) == iAi(Z)(HRAD<Z)T1Hj - TlﬂjRj(Z>>L(dZ>,

avec R;(z) = (Pj—2) et :
MR (2)7 10 — 11 R;(2) = IR (2)(n I P; — PAP 1L, R;(2).
Comme on a :

PAPLIL — 1Py = (P.(h) — P.(:;0))n 10, + H[—-h2A,, 111
= (Fe(:s WL = Fe(5 0)I;(0)) 71 + Pe(5 0)(IL; — I1;(0)) 70 + “O(h)”
— LLO(h)??,
d’apres la preuve de la proposition 4.1.3, on obtient de méme (4.3 ;6).
On a donc, pour tout j :
O(PAP)YnILi[P, a” T 0(PAP) = O(PAP)rILid[ Py, a7 0( PAP)
= nILO(P)i[P;, a)0(P)1Lm + O(h?)
> chnILio*(P)I;r + O(h?)

car a est une fonction fuite globale pour p; — Ej a I’énergie £/ — Ey. En utilisant de nouveau
(4.3;6), ce terme est donc minoré par :

chf(PAP)11;m0(PP) + O(h?).
D’apres (4.3;4) et les propriétés de 75, on peut écrire :
O(PAPYLITI[P, Opl (x - €)|TImf(PAP) = ho(PAP) 1o I1(—2h2 A, — - (V1)) TIr0( PAP)
= hf(PAP)(2(PAP — Ey) — - (V,1,) — 2(P. — Ey))0(PAP) 1y + O(R?)
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> hnf(PAPY(3(E — Ey) /2 — o - (VoI,) — 2(P. — E))0(PAP) 1y + O(h?)
> hO(PAP)y(3(E — Ey) /2 — o - (Vo 1,) — 2(P. — E))m0(PAP) + O(h?)

E - Ey

>h O(PAP) oI ( PAP) + O(h?).

En regroupant les deux inégalités, on récupere :

q
ZTIH]'TI + TQHTQ 6(PAD) + O(h2)

J=1

0(PAPYi[PAP | FAP)9(PAP) > ¢ hO(PAP)

ou le terme entre crochets vaut II. Pour h assez petit, on a donc donc I’estimation de
Mourre (4.2;2). O

Ainsi, en appliquant le théoreme 4.2.2, on obtient le résultat suivant :

Théoreme 4.3.5. On suppose que les potentiels vérifient (D,) pour un réel p > 0. Soit
Ey € 04i5.(P*(0)) vérifiant I’hypothése de stabilité semi-classique (HS(h)) et I’hypothése
de “non-croisement” (NC'). Pour toute énergie E ¢ {0, Ey}, non-captive pour chaque
hamiltonien classique ||* + \;(x;0), pour tout s > 1/2, on a :

| <z >""RYP(N£i0;h) <a>"°|=0(h™), (4.3;7)
pour h assez petit, uniformément pour \ assez proche de F.

Remarque 4.3.6. D’apres la remarque 4.3.2, on suppose en fait dans ce théoreme 4.3.5
que :
Z,]

Un cas intéressant (cf. partie 5) est E > Ey. Si l'on veut appliquer le théoréme 4.2.3, il
convient d’avoir :

Ey < i]%f(infa(QAD(h))).

Cette inégalité est réalisée si Ey vérifie celle de la remarque 4.2.5, ce qui impose en
particulier :

Ey = inf o(P%(0)).

Dans ce cas, on peut vérifier que la valeur propre Eq est simple (cf. [RS4]). On ne
récupeére donc que le résultat de [KMW1]. On peut cependant améliorer ce résultat (cf.
théoréme 4.3.7).

Pour terminer ce paragraphe, on va montrer que l'estimation (4.2;4) de la résolvante
totale est encore valable si les potentiels sont a longue portée. Dans le méme esprit qu’au
paragraphe 2.2, on va déduire ’estimation de Mourre semi-classique pour P de celle pour
obtenue pour P4 en vue de prouver le :

Théoreme 4.3.7. Sous les hypothéses du théoréeme 4.3.5 avec p > 0, on a encore [’esti-
mation (4.2;4) pour h assez petit, uniformément pour X assez proche de E.
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Démonstration : Comme opérateur conjugué pour P, on considere le méme opérateur
FAD qtilisé dans la preuve de la proposition 4.3.4 :

q
FAD = Z TlnjaijTl + TQHawHTQ.

j=1

Notons que le double commutateur [[P, FAP], FAP] vérifie 'estimation (4.2;1). Comme
au paragraphe 2.2, on exploite la condition sur 1’énergie E dans le :

Lemme 4.3.8. ([KMW1], lemme 4.3) Soient § € C§°(IR; IR) et o > 0 tels que, pour tout
h assez petit, on ait :
d(supph, o (Q*P(h))) > a.

Alors on a :

16(P) = 0(P*P)]| = O(h).

Démonstration : Il suffit de remarquer que la preuve du lemme 4.3 de [KMW1] est
encore valable sous I'hypothese (D,) avec p > 0. O

Soit n > 0 assez petit tel que 0, Fy €]F — n; E+nf et € C*°(IR; IR) valant 1 pres de F
et a support dans |E — n; E + n[. D’apres le lemme 4.3.8, on a :

O(P)i[P, FAP]9(P) = 6(PAP)i[P, FAP)9(PAP) + O(h%))

Or, comme 6(0) = 0, on a §(PAP) = MH(PAP) = §(PAP)II (cf. la preuve de la proposi-
tion 2.1.5). On a donc :

O(PAP)i[P, FAP)0(PAP) = 0(PAP)i[PAP FAP19(P4P).
Par conséquent, d’apres la preuve de la proposition 4.3.4, on peut écrire :

O(P)i[P, FAP19(P) > cho*(PP) + O(h?)

> ch@Q(P) + O(h2)
en réutilisant le lemme 4.3.8. On obtient ainsi I’estimation de Mourre semi-classique pour
P. La méthode de Mourre a parametre donne ’estimation annoncée. [

4.4 Estimation semi-classique de la résolvante de P.

Dans les paragraphes 4.1, 4.2 et 4.3, on s’est contenté de considérer une seule valeur
propre de P*(0). Comme on va le voir, il est possible, comme au paragraphe 2.5, d’en
considérer plusieurs, d’adapter les techniques du paragraphe 4.3 a cette nouvelle situation
et d’obtenir un controle semi-classique de la résolvante de P. En particulier, les résultats
sur 'approximation de Born-Oppenheimer des opérateurs d’onde (cf. [KMW1], partie 4)
sont encore valables. Cette situation sera reprise pour 1’étude semi-classique des sections
efficaces totales (cf. partie 5).
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Dans le cadre du paragraphe 4.1, on considere cette fois Fy < ... < E,. € 04s.(P*(0)),
chaque E; étant de multiplicité m; (et m = Y m;). Pour tout j, on suppose que la valeur
propre E; vérifie 'hypothese de stabilité semi-classique (H.S(h)). Par conséquent, on peut
construire les projecteurs II;o(h) et IL;(x; h) correspondant par une formule de Cauchy
(cf. (4.1;3) et (4.1;5)), qui vérifient les propriétés de ce paragraphe 4.1. L’estimation (
4.1:7) devient bien sur :

|11 (25 h) Py (; )L (25 h) — BT (25 h)|| = O(< & >7F). (4.4;1)

Quant a la proposition 4.1.3, elle s’applique, pour tout j, aux valeurs propres de P,.(x;0),
A1 (2;0), .. Ajm, (23 0), qui tendent vers Ej; lorsque |z| — oo.

En posant, pour tout (z;h) :

T s

j=1 j=1
on définit des projecteurs spectraux de P.(x;0) et P*(h) respectivement. Ils vérifient les
estimations du lemme 4.1.1 et de la proposition 4.1.2, 'estimation (4.1;7) étant remplacée
par la suivante :

T 1) (Pe@:; h - Y Bl h)) |=0(<>"), (1.4;2)

j=1

Comme on 'a vu au paragraphe 2.5, on peut définir des opérateurs PAP et Q4P dans ces

conditions. Pour chaque j, on suppose que F; satisfait a I’hypothese de “non-croisement”
(NC). En particulier, il y a [(j) fonctions Aj;(-;0) qui tendent vers E; & I'infini et chaque
Aji(+;0) est de multiplicité constante. On peut trouver une famille {I';;(z),z € IR"} de
contours dans ( telle que :

1
IT; x;h:f/ 2z — P.(z:h))Ydz
pah) = g [ (= Paah)
soit le projecteur spectral associé a Aj(z;h). Notons que, comme dans la preuve de la
proposition 4.3.4, le controle des dérivées des I1;(+; 0) n’est pas clair. En revanche, on voit

que les valeurs propres \;;(x;0) vérifient la condition (D;)) (cf. proposition 4.3.1).

Pour obtenir le théoreme d’absorption limite semi-classique, on va montrer la :

Proposition 4.4.1. On suppose que les potentiels vérifient (D,) pour un réel p > 0.
Soient By < ... < E, € 04i5c(P%(0)) vérifiant chacune Uhypothése de stabilité semi-
classique (HS(h)) et U'hypothése de “non-croisement” (NC'). Pour toute énergie E &
{0} U{FE;,1 < j < r}, non-captive pour chaque hamiltonien classique |£]* + Xji(x;0)
(1<j<r, 1<1<I1(4)), il existe un opérateur FAP(h) satisfaisant, pour h assez petit,
les deuz estimations suivantes :

[ [PA2 (h), FA2 ()], FAP(M)](PAP (h) +14) 7| = O(h?) (4.4;3)

et :
X(PAP (h)i[PAP (h), FAP ()] x (PP (h)) > ahx*(PAP (k) (4.4:4)

avec X = Njp_s5 g4, 0 > 0 et a > 0 indépendants de h.
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Démonstration : Cette fois, I’hypotheése de non-capture impose, pour tout j :

Soit s le plus grand entier j tel que E; < E. On adopte la stratégie de la preuve de la
proposition 4.3.4. On a besoin d’une fonction a qui soit une fonction fuite globale pour
chaque hamiltonien classique [£]? + \ji(z;0) — Ej, avec j < s, a I'énergie E — E; > 0.
Comme on a des énergies a priori différentes, on généralise la proposition 4.3.3 sous la
forme du :

Lemme 4.4.2. On considére des potentiels (V;)1<j<q de C(IR™; IR), vérifiant (D;) pour
un réel p > 0. Pour tout j, soit \; > 0 une énergie de non-capture pour l’hamiltonien
classique p;(z,€) = [£|* + Vj(x). Sous Uhypothése de “non-croisement” suivante :

j# k= (Vo€ R", Vi(a) = & # Vi(a) = M) (4.4;5)
il existe une fonction qui est, simultanément pour tout j, une fonction fuite globale a

I’énergie \; pour I’hamiltonien p;.

Démonstration : D’apres la preuve de la proposition 4.3.3, il existe donc R > 0, Cy > 0
et € > 0 tels que, pour tout j, on ait :
~ {pj, &} = X pour |z > Ret (,€) € pj (1N — & Aj + €],
— il existe a; € C(IR*") de la forme :
aj(x7§> =z-{+ Cij(l‘)fj(.Z‘,§>
o C; >0, x; € C°(IR™), x;f; € CP(IR™), et telle que :
{pj7 a]} Z OO

sur pj_l(])\j — €N+ €]).
Soient R’ = max; sup{|z|;z € suppx;} > R et R > R'. Grace a 'hypothése de “non-
croisement” (4.4;5), on va montrer, comme dans la preuve de la proposition 4.3.3, qu’il
existe a > 0 tel que, pour tout € assez petit, on ait :

(Vi Aj) # (Vis M) = d({2] < R 0wy (1A= Ajtel), {Jo] < R30pp ((Ae—e Akte])) > a

Si V; # Vi, on peut reprendre les arguments de cette preuve de la proposition 4.3.3 en
remplacant V; par V; — A et Vi par Vi, — Ay,

Supposons maintenant que V; = Vj, mais A\; # ;. En prenant (z,€) et (2/,¢’) comme
dans la preuve en question, on voit que si |z — '] est petit alors |2 — \; — (|¢']* — A\r)
'est aussi. Comme \; # Ay, & et £ ne peuvent étre arbitrairement proches.

En prenant la partition de l'unité (¢;)1<j<, utilisée dans la preuve de la proposition 4.3.3,
on vérifie de méme que la fonction a = ) t;a; convient. [

Poursuivons maintenant la preuve de la proposition 4.4.1. Grace aux hypotheses de “non-
croisement” (NC') et de stabilité semi-classique (HS(h)), on a, pour tout j :

[ 7é l/ — (VQT S an, )\jl(l'; 0) - Ej — (E — E]) 7é )\jl/($;0) — Ej — (E — EJ))
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et :
j#j = (Ve € IR",VI,I', \j(x;0) — E; — (E — Ej) # M\ (2;0) — By — (E — Ey)).

On peut donc appliquer le lemme 4.4.2 aux hamiltoniens classiques p;(z,&) = [£]* +
Nji(x;0) — E; aux énergies E'— Ej;. Soit a la fonction “multi-fuite” globale correspondante.
D’apres les propriétés des projecteurs II; (cf. (4.4;1)), on peut choisir le R de la preuve
de ce lemme 4.4.2 de sorte que, pour tout j, on ait I'estimation :

[T (2 h)w - (VL) (a5 h)UL; (5 B[220 (s ) (Pe (5 h) = BT (2 h) || < E—Ej, (4.4;6)

pour |z| > R. Soient 71,75 € C°(IR") telles que 7¥ + 72 = 1. On impose que 7; vaille 1
sur {x; |z| < R'} et soit & support dans {z;|z| < R"}. On pose :

j=1 \I=1

r (1)
FAD = Z (Z Tlﬂjlawﬂjlﬁ + TgnjaijTQ) s

ou a® l'opérateur h-pseudo-différentiel de symbole de Weyl a. D’apres la régularité des
projecteurs II;; et le choix du support de 71 d’une part, et les propriétés des II; et celles
de a d’autre part, I'opérateur FAP vérifie (4.4:3).

Pour obtenir I'estimation de Mourre semi-classique (4.4;4), on reprend les arguments de
la preuve de la proposition 4.3.4, les I1;(z; k) jouant le role de II(x; h) et les IL;;(x; h) celui
des II;(x; h). Comme on a aussi :

r l(]) T l(j)
I1; (Z(Vxﬂjl)ﬂjl +Hﬂ(Vxsz)) M = > 3 T(V.IL)I;

j=1 =1 j=11=1

= Y IL(V.I)I; =0

j=1
et d’apres les propriétés de 7 et 7, on obtient :
T

1)
i[PAD, FAD] = Z ( Tlnjli[le, aw]Hlel + Tgnji[P, Op;f(x . f)]HjTQ) + “O(h2)”
=1

en posant Py = —h?A, + \ji(z;0).

Soit n > 0 assez petit tel que 0, E; ¢|E —n; E+1[, pour tout j, et § € C*°(IR; IR) valant 1
pres de E et a support dans |E —n; E +n|. Grace au calcul fonctionnel d’Helffer-Sjostand
(cf. [HS]), on a, pour tout j :

Q(PAD)TQHJ‘ — TQHJ'Q(P]-AD) == O(h)

car on a :
PPl — nIL PP = T[=h? Ay, n I,

et pour tout j et tout [ :
O(PAP )1l — mIl0(Py) = O(h).
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Comme dans la preuve de la proposition 4.3.4, on obtient donc :
O(PAP)r 1Ly Py, a1y 0(PAP) > ch@(PAP) 711 0(PAP) + O(h?)
pour tout j et tout [. D’autre part, on a, pour tout j :
0(PAP)wIL;i[P, Opy (z - O)|ILm0(PAP) = hO(PAP)nIl;(—2h° A, — x - (Vo 1,) ) ILi0(PAP)
= hf(PAPYIL(2(PAP — Bj) — 2+ (V1) — 2(P. — E)ILO(PAP)r, + O(h)
> hIL6(PA)B(E - E))/2 — 2 - (V,1,) — 2(P. — E;))8(P "), + O(h?)
\Y

> h(PAPYRIL(3(E — E;)/2 — v - (V1) — 2(P, — E;))1;m0(PAP) + O(h?)

> Rt 5 EJ@(PAD)TQH T0(PAP) + O(h?)

d’apreés (4.4;6). En regroupant les inégalités, on peut écrire :

O(PAPYi[PAP FIO(PAP) > ¢ ho(PAP) 0(PP) + O(h?)

r [1G)
Z ZTlnjﬂ'l +’7'2Hj7'2
j=1

=1
> ¢ hB(PAP)?2 4 O(h?)
ce qui termine la preuve de cette proposition 4.4.1. [

En appliquant successivement les théoremes 4.2.2 et 4.2.3, on obtient donc le :

Théoréme 4.4.3. On suppose que les potentiels vérifient (D,) pour un réel p > 0. Soient
Ey < ... < E, € 04is.(P%0)) vérifiant chacune ’hypothése de stabilité semi-classique
(HS(h)) et lU'hypothése de “non-croisement” (NC'). Pour toute énergie E ¢ {0} U{E};,1 <
J < r}, non-captive pour chaque hamiltonien classique |£|* + X (2;0) 1 <j<r, 1 <1<
1(4)), pour tout s >1/2, on a :

| <x>"° RAP(NLi0;h) <z > || =0, (4.4;7)

pour h assez petit, uniformément pour \ assez proche de E. Si, de plus, les potentiels
sont a courte portée (p > 1) et si E vérifie :

E < irhlf(infa(QAD(h))),
alors, pour s > 1/2, les deux estimations suivantes sont valables :
| <2 > RA+i0;h) <z >"°||=0(h™) (4.4;8)

et :
| <o >"° [R(A£i0;h) —TIRAP (A +£i0;h)] <z >"°|| = O(1), (4.4;9)

pour h assez petit, uniformément pour X\ assez proche de E.
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Remarque 4.4.4. D’apreés la remarque 4.3.2, on suppose en fait dans ce théoreme 4.3.5

que, pour tout j :
E ¢ [inlf Nji(x;0); E;].

Il est intéressant d’avoir E > E,. (cf. le corollaire 4.4.5 et la partie 5). Dans ce cas, pour
obtenir (4.4 ;8) et (4.4;9), il convient d’avoir :

E, < irhlf(infa(QAD(h))).

Cette inégalité est réalisée si E, vérifie celle de la remarque 4.2.5, ce qui impose en
particulier :
E; = inf o(P%(0)).

A la différence de la remarque 4.3.6, les valeurs propres E; sont a priori multiples (sauf

El).

Grace au théoreme 4.1 de [KMWI1], ce théoréeme 4.4.3 permet, pour des potentiels &
courte portée, d’estimer semi-classiquement les opérateurs d’onde Q4P et fournit une
approximation semi-classique, dans une certaine bande d’énergie, des opérateurs d’onde
de canal Q4 (cf. paragraphe 2.3). Avec les notations du paragraphe 2.3, on a le :

Corollaire 4.4.5. Sous les hypothéses du théoréme 4.4.3 avec p > 1 et E, < infy,(inf o(Q4P(h))),
soit I un intervalle non-captif pour les hamiltoniens classiques |£[* + Xj(z;0), tel que :

I C|E,; irhlf(info(QAD(h)))[
ou bien tel que, pour un certain j <r :

(avec la convention “Ey = —o0” ). Alors, pour toute fonction x € C§°(I; IR), il existe une
constante C, > 0 telle que :

1(QEP(R) = Dx(PAP(R))]] < Cyh

et :
1(Qx(h) = QL2 (R)x(Pa(h))|| < Cyh.

Remarque 4.4.6. Ce corollaire généralise, pour des potentiels réguliers, le résultat de
[KMW1] ot l’on considérait une seule valeur propre simple de P*(0). Signalons que, dans
[KMW?2], le résultat de [KMW1] est obtenu pour des potentiels présentant des singularités
coulombiennes.

Démonstration : La premiere estimation découle du fait que 'on peut appliquer le
théoreme 4.1 de [KMW1] puisque 1'on dispose de I’estimation semi-classique de la résolvante
adiabatique du théoreme 4.4.3. Pour obtenir la seconde, rappelons que 'on a :

0y = QYAPOLP
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(cf. paragraphe 2.3 et 2.5). Comme dans [KMW1], on peut remarquer que, si ¢ est une
fonction de C§°(I; IR) vérifiant ¢x = x, alors on a :

(Qe(h) = QL7 () x(Pa(R)) = (QEAP(h) — 1)p(PAP (h) 27 (R)x (Pa(h)),

grace a la propriété d’'intervertion des opérateurs d’onde. La seconde estimation provient
alors de la premiere. [

Au sujet de cette approximation semi-classique des opérateurs d’onde de canal, on peut
étre plus précis. Considérons, pour 1 < 5 < r, les opérateurs d’onde :

. itPAD
Qﬁf =s— lim ™7 e "Il

t—=+oo

D’apres les paragraphes 2.3 et 2.5, ces opérateurs fo existent et sont complets. Remar-
quons qu’en général, on a :

T
AD AD
Q7 # > o
Jj=1
Certes les opérateurs PJ-AD commutent deux a deux mais il se trouve qu’en général, on a :
T
AD AD
P £ P
Jj=1

PAD

En fait, I’évolution e* “mélange les niveaux”. Cependant, on dispose de la proposi-

tion 4.4.7 suivante, qui précise le corollaire 4.4.5 :

Proposition 4.4.7. Soit x € C°(IR; IR) dont le support est un intervalle tel que 0, E; ¢
suppx, pour tout j. Posons :

r, =max{l < j <r; E; <inf(suppx)}

(avec la convention ry, = 0 si Ey > sup(suppx)). Si le support de x est non-captif pour
les hamiltioniens classiques |£|* + Xj(x;0), pour 1 < j <r,, alors on a :

I (QiD(h) - i%f(@) X(Fa(h))|] = O(h).

Démonstration : Signalons tout d’abord que, pour j > r,, alors on a :
Ijo(h)x(Pa(h)) = Tjo(h)x(=h*A, + P*(h)) =0

car pour h assez petit, les valeurs propres de P%(h) qui tendent vers £ sont au-dessus du
support de x. On a donc : Q2 (h)x(P,(h)) = 0. Pour obtenir le résultat, il suffit d’avoir,
pour 1 <j <ry:

(L7 (h) = Q22 (W) x(Pa(h))|| = O(h). (4.4;10)

On introduit les opérateurs d’onde suivants :

. i pAD _j1 pAD
Qé\ff[) =s5— lim " e Eac(PjAD).
’ t—=+oo
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On rappelle que on a : I1; E,o(PAP) = E,o(P/P). Comme on a :
(PAP — PP = TH(—R*A,)IL; — I1;(—h*A,)IT;
= = T[—h*A, TJII
k#j
= O(h<x>"""1.hV,I;+ O(h* <z >""?)I
on voit, par la méthode de Cook, que ces opérateurs d’onde existent (cf. la proposi-

tion 2.3.4). Grace a la propriétés d’intervertion de ces opérateurs d’onde, les estimations
(4.4;10) découlent des suivantes :

QL2 (h) = Dx (PP (h))]] = O(h), (4.4;11)
pour 1 <j <r,.

Pour obtenir (4.4;11), vérifions que l'on peut reprendre la preuve du théoreme 4.1 de
[KMW1]. Tout d’abord, pour 1 < j <r,, on al'’estimation semi-classique de la résolvante
de PjAD sur le support de x (cf. théoreme 4.3.5) grace aux hypotheses de non-capture et
de “non-croisement”. On a donc, pour tout s > 1/2, I'existence d’une constante C' > 0
telle que l'on ait :
o —s _—ih~1tpAD
[ <> RO (PR () f 2 < |11,
pour toute fonction f € LZ(ZR%V +1)), uniformément pour h assez petit (cf. le lemme 4.2
de [KMW1]). En écrivant :
AD _ pAD AD
P =P+ Q77 4V

(avec Q;‘D = ﬂijIj, f[j = II-TII;), on peut reprendre la preuve du lemme 4.3 de [KMW1]
et obtenir :

|(x(PAP(R)) = x (PP (h))) <z > || = O(h),
pour tout 1 < j < r,. Enfin, comme on a :

Vi = Z(HkPHj+HjPHk)Hj

k#j

= ZHk(_thx)Hj
k#j

= = [-h*A, I
k#j

= O(h<x > hV,I; + O(h* <z >,
on peut reprendre les arguments de la preuve de ce théoreme 4.1 de [KMW1] et obtenir
(4.4:11). O
Pour terminer ce paragraphe, signalons que le théoreme 4.3.7 est encore valable dans les
conditions présentes :

Théoreme 4.4.8. Sous les hypothéses du théoréme 4.4.3 avec p > 0, on a encore [’esti-
mation (4.4 ;8), pour h assez petit, uniformément pour \ assez proche de E.

Démonstration : En reprenant I'opérateur FAP de la preuve de la proposition 4.4.1
comme opérateur conjugué, la preuve est identique a celle du théoreme 4.3.7. [

84



4.5 Autres utilisations d’une fonction fuite ou “multi-fuite” glo-
bale.

La construction d'une fonction fuite ou “multi-fuite” globale permet, dans d’autres situa-
tions, d’obtenir des théoremes d’absorption limite semi-classiques. On va établir de tels
théoremes pour un opérateur de Schrodinger matriciel et pour 'opérateur de Dirac avec
champ électrique scalaire. On comparera le théoreme pour cet opérateur de Dirac avec le
résultat obtenu dans [Ce].

Commencgons par un cas tres similaire a celui traité au paragraphe 4.4. Prenons un
opérateur de Schrodinger matriciel de la forme :

H = —h?A,1, + M(z),

agissant dans (L*(IR™))™, ou I, est la matrice identité & m lignes et m colonnes (avec
m > 1) et M(x) est une matrice symétrique réelle de méme taille, vérifiant les propriétés
suivantes :

— IR" > o — M(x) est de classe C*°,

— il existe une matrice symétrique réelle My et un réel p > 0 tels que l'on ait :

Vo€ IN", 3C, > 0; Vo € IR", ||0%(M(z) — Mp)|| < Cp < z >P7lol (4.5;1)
Soient £y < ... < E, les valeurs propres de M, chaque E; étant de multiplicité m; (on
a donc m = Y. m;). D’apres la propriété (4.5;1) pour a = 0, il existe, pour tout j, m;
fonctions IR" 3 x +— Aj(z) € o(M(x)) qui tendent vers £} a I'infini. On fait I'hypothese
de “non-croisement” (NC") suivante :

(G, 1) # (7, 1) = (Vo € IR", Au(x) # A (7).

En particulier, pour tout j, il y a I(j) fonctions \;; qui tendent vers E; a I'infini et chaque
Aji est de multiplicité constante.

Sous cette hypothese (NC”), on peut trouver, pour tout j, une famille {I';(z),z € IR"}
de contours dans ( telle que :

1
(a) = —— / ~ M(z))"'d
@) = gz [ (o= M) s
soit le projecteur spectral associée a {\;;(z),1 <1 <I(j)} et, pour tout 1 <[ <I(j), une
famille {T';;(x),x € IR} de contours dans € telle que :

1
= —— — M(x))d
2T /rﬂ(x)(z () dz

soit le projecteur spectral associée a Aj;(z). Notons que, pour |z| assez grand, on peut im-
poser I';(z) =T, un contour entourant E; mais aucune des Ej, pour k # j. Le projecteur
spectral de M associé a la valeur propre F; est donné par :

1
HjO 7/ (Z — Mo)ildz.
Ly

IL;(z)

- 20T
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Grace a la propriété (4.5;1) et a ’hypothese de “non-croisement” (NC’), on voit que les
projecteurs II; et II;; sont de classe C*°. De plus, pour tout a € IN", il existe D, > 0, tel
que, pour tout j, on ait :

Vo € IR™, ||0%(TL;(z) — TL;0)|| < Do < & >P7ll (4.5;2)

Notons que, comme dans la preuve de la proposition 4.3.4, le controle des dérivées des IIj
n’est pas clair. En revanche, on voit que les valeurs propres \j(z) vérifient la condition
(D;)) (cf. proposition 4.3.1).

Pour obtenir le théoreme d’absorption limite semi-classique, on va montrer la :

Proposition 4.5.1. Si la fonction IR™ > x +— M (x) vérifie les propriétés précédentes et
Uhypothése de “non-croisement” (NC") alors, pour toute énergie E ¢ {0}U{E;,1 < j <r}
de non-capture pour chaque hamiltonien classique |{*+ X (z) (1 <j<retl1<1<I(j)),
il existe un opérateur I satisfaisant, pour h assez petit, les deux estimations suivantes :

| [[H, F], F](H +14)"|] = O(h?) (4.5;3)

et :
X(H)ilH, FAP(h)]x(H) > ahx*(H) (4.5:4)

avec X = Njp_s5 g4, 0 > 0 et a > 0 indépendants de h.

Démonstration : La preuve est analogue a celle de la preuve de la proposition 4.4.1 en
prenant comme opérateur conjugué :

ro (1)
F = Z (Z Tll'lﬂ(aw]m)ﬂjm + TQHj(aw]m)Hj’Tg) ,
=1 \i=1
ou a est une fonction “multi-fuite” globale, construite avec le lemme 4.4.2, pour les ha-
miltoniens classiques [£]? + \ji(z), j vérifiant E; < F, a 'énergie £ — E;. [
On obtient donc le :

Théoréme 4.5.2. Pour tout s > 1/2, on a :
|<z>"\+i0-H) " <a>*||=0(h"),

pour h assez petit, uniformément pres de tout point E satisfaisant les hypotheses de la
proposition 4.5.1.

Plagons-nous maintenant dans une situation vraiment différente. Par définition, 'opérateur
de Dirac semi-classique, avec champ électrique scalaire, dans la représentation de Weyl,
est 'opérateur matriciel du premier ordre :

3
D = Zhaij +Oé4+VI4

J=1
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agissant dans L?(IR?; ¢*), ot D; = %% et V est le potentiel électrique, que I’'on supposera

régulier et a longue portée. Les o sont des matrices 4-4 suivantes :

o 0 IQ o g 0 .
O(4—<1-2 O>7&j_<0 O,J)u]-gjgg)

ou [ est la matrice identité 2-2 et les o; sont les matrices de Pauli suivantes :

(01 (0 =i (1 0
=V 1 027 0 )BT 0 -1

(cf. [T], [WT7]). Le h-symbole de I'opérateur libre (c’est-a-dire pour V = 0) :
3
> a6+ au
=1

qui, pour tout (z,§), est une matrice 4-4, admet deux valeurs propres doubles : + < & >

(< & >= /14 [£]?). Notons par II.(§) le projecteur spectral associé. Ces projecteurs,
que l'on peut expliciter a 'aide de l'opérateur de Foldy-Wouthuysen (cf. [T], [W7]), sont
réguliers en &. Le h-symbole de I'opérateur D,

3
d(x,f) = Z a5+ oy + V(-T)Ll,

Jj=1

admet donc lui aussi deux valeurs propres doubles : py(z,&) = + < £ > +V (z). Essayons
d’appliquer la méthode précédente a cet opérateur D. Il convient donc de fabriquer une
fonction fuite globale pour p, et une pour p_. Mais, sous les hypotheses faites sur V, il
n’existe pas de telles fonctions! En effet, pour Ay € IR, les surfaces d’énergie pi*(\) et
p~1(X\o) ne sont jamais simultanément non-compactes.

Cependant, il est possible d’obtenir une théoreme d’absorption limite semi-classique dans
le cas ou l'une de ces surfaces est vide. On retrouve ainsi le résultat de [Ce]. Plus
précisément, on va montrer le théoreme 4.5.3 suivant, ou I'hypothese sur V' est moins
restrictive que dans [Ce] :

Théoreme 4.5.3. On suppose que le potentiel électrique V' est réel et vérifie la condition
(D,) pour un p > 0. Pour toute énergie Ao > 1 vérifiant :

Ao > (sup V(x)) -1,
z€R3

de non-capture pour ’hamiltonien classique py(z,£) =< & > +V (z), et pour tout s > 1/2,
on a :

| <z>((AN£i0), - D) ' <z>"5|=0(h")

pour h assez petit, uniformément pour X\ assez proche de \g.
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Remarque 4.5.4. On a le méme résultat si \g < —1 est non-captive pour p_ et vérifie :

No < ( inf V(x)) +1.

zelR3

Démonstration : D’apres la minoration imposée a A\, on a, pour € > 0 assez petit :
Ao — €+ €[No(P) =0 (4.5;5)

ou P_ = Opy(p-). Cet opérateur P_ disparaitra dans l'estimation de Mourre. Il suffit
donc de construire une fonction fuite globale pour p,. C’est 'objet du :

Lemme 4.5.5. On suppose que le potentiel V' vérifie la condition (D)) pour p > 0. Pour
tout énergie N\g > 1, de non-capture pour p,, il existe une fonction a € C*(IR%), ¢ > 0 et
Co > 0 tels que :

{p—i-aa} > CO
sur p7t(JAo — € Xo + €]).

Démonstration : On s’inspire encore de [GM]. Sur p7'(JAo — € Ao + €[), on a :

o) = Lo @)
_ <§>+V(:v)—<§1>—x-VV(x)—V(:B)
= )\0—<§>—£IZ"VV(QE)—V(£L').

D’apres la décroissance de V' et VV a 'infini, on peut trouver un réel R > 0 tel que, pour

e > 0 assez petit, on ait :

Ag— 1
2

(2,€) € pZ' (Mo — & X0 +e)) N {(2,€); |2] = R} = {ps, 2 - E}(2,6) > (4.5;6)
Soit g € C3°({z; |z| < R1}; IR) avec R < Ry, valant 1 pour |z| < R et vérifiant 0 < g < 1.
On pose :

+oo
fr@© == [ god! (a.)dt,

ot ¢} | (&) est la composante spatiale du flot ¢/, (x, ) associé a p,. D’apres 'hypothese
de non-capture, cette fonction fy est de classe C™ sur p7*(JAg — € Ao + €[) et on a, sur
cet ensemble :

{4, i }(,8) = g().

De plus, elle est uniformément bornée par Ty, -+, le temps de séjour dans la boule {z; |z] <
Ry} pour la dynamique associée a py. Soient y; € C§°(IR"; IR) valant 1 sur le support
de g et C'; > 0, on pose :

a<x7£) =z-{+ C+X+<x)f+<x7£)
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La fonction a est C* sur p;'(JAg — € Ao + €]) et on a :

{p+,a} = Cyrg+ Cy fi{ps, x4} + {p+, 2 &}
Pour ' assez grand, on a :
Ao —1
2

sur p3t(JAo — € Ao + €[), grace a (4.5;6). En choisissant maintenant les variations de y
assez petites (ce qui est possible en agmentant la taille de son support), on assure que :

Cig+{ps,x- &>

1Ch fdprx+ 3 < /\04_1
sur p7t(Jho — 6 Ao +¢). O
Reprenons la preuve du théoreme 4.5.3. Posons :
F=11,a"Il,.

Cet opérateur vérifie I’estimation suivante :
| [D, F1, F(D +1)7'|| = O(h%).
On se propose d’obtenir I’estimation de Mourre semi-classique pres de Ay avec cet opérateur
F. Soit § € C*(IR; IR) valant 1 pres de Ag et a support dans |A\g — €; Ao + €[ (avec le € du
lemme 4.5.5). En posant P, = Op}’(p;), on a :
0(D) = 0(P)IL, + 0(P_)I1_ = 6(P)IL,. (4.5;7)
d’apres (4.5;5). Par conséquent, on peut écrire :
0(D)i[D, F1(D) = 6(P )LD, F]I1.0(Py)
= (P ) [Py, T a1, 6(D).
Les opérateurs I1, et P, ne commutent pas forcément mais on a :
[Py, oI Ly = I a[VI, I o™,
+ I avi[V I, T ]I,
+ I[Py, a”|IL,.

Le h-symbole principal de Weyl des deux premiers termes est :

ML RV, L} (2, §)alz, L (E)
soit :
—ha(z,&)(VV)(z) - TL (§) (VL ) (I () = 0
d’apres la remarque 1.2.6. On en déduit que :
0(D)i[D, Fl0(D) = 0(P)ILi[P,,a” |l 0(Py) + O(h?)
> chf(Py )Tl + O(h?)
> chd(D)? + O(h?)

d’apres (4.5;7). De nouveau, on termine la preuve par la méthode de Mourre a pa-
rametre. [
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5 Approximation de Born-Oppenheimer des sections
efficaces totales.

Dans cette partie, on étudie I'asymptotique semi-classique des sections efficaces totales
introduites dans la partie 3 sous les hypotheses du paragraphe 4.4. Tout d’abord, on
va majorer la section efficace totale o, et 'approximer par la section adiabatique o/'P.
Ensuite on approxime certaines sections efficaces totales o, par les sections efficaces
totales adiabatiques correspondantes. De ces approximations, on dégage une estimation
des autres sections efficaces totales. Enfin, on montre que la diffusion élastique contribue

le plus a la diffusion issue du canal « et on détermine un terme dominant pour .

5.1 Approximation de Born-Oppenheimer de o, et de certaines
sections og,.

En reprenant les techniques développées dans [RW], on approxime la section efficace totale
o, par la section “adiabatique” oA définie au paragraphe 3.2 et on détermine une majo-
ration des deux sections. On va s’appuyer sur les théoremes optiques du paragraphe 3.3 et
le théoreme 4.4.3. En utilisant des techniques analogues a celles de [I2], on approxime aussi
certaines sections og, par leur équivalent “adiabatique”. Ces deux résultats fournissent
des renseignements sur les autres sections efficaces totales (en fin du paragraphe). Dans ce
paragraphe, on précise tout d’abord les hypotheses, qui seront différentes de celles faites
dans les paragraphes 3.3 et 3.4. On explique ensuite pourquoi les résultats de ces para-
graphes 3.3 et 3.4 persistent sous les nouvelles hypotheses et enfin on énonce les résultats
d’approximation qui seront démontrés aux paragraphes 5.2 et 5.3.

On suppose donc que les potentiels vérifient I'hypothese (D,) pour p > "T“ Soient £y <
. < E, € 04i5c(P*(0)), chaque E; étant de multiplicité m; (cf. paragraphe 4.4). Pour

tout j, on suppose que la valeur propre E; vérifie '’hypothese de stabilité semi-classique

(HS(h)) et la condition (NC) de “non-croisement”. On suppose de plus que l'on a :

E, < i%f(infa(QAD(h))). (G)

Soit E,(h) 'une des valeurs propres de P*(h) qui converge vers E; (1 < j, <r) quand
h — 0 (cf. paragraphes 4.1 et 4.4). Dans ce cas, E,(h) ne vérifie pas I'hypothese de
stabilité du paragraphe 1.2, sauf si, pour tout h petit, elle est de multiplicité m;, comme
E;. (cf. paragraphe 4.4). Comme au paragraphe 3.4, les canaux “adiabatiques” (les canaux
0 pour lequels on a défini a‘é‘f au paragraphe 3.2) seront associés a une énergie qui tend
vers I'une des £ quand h — 0 et qui peut étre différente de £, .

On utilise les notations du paragraphe 3.3 en suivant la dépendance en h. Le canal d’entrée
est toujours :

a = (a, Ea(h), a(h)) (4)
dont ’énergie E,(h) qui converge vers E; pour un certain j, compris entre 1 et r.
Considérons un intervalle compact I qui vérifie la propriété de non-capture (NCG)
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suivante : 'intervalle I est non-captif pour les hamiltoniens classiques pj(z,&) = [£]* +
Nji(z;0) (cf. paragraphes 4.3 et 4.4), c’est-a-dire que toute énergie E € I l'est. De plus, il
existe un hg assez petit, tel que 1'on ait :

sup/ < inf (inf o(Q*P (h))),

afin de pouvoir appliquer le théoreme 4.4.3. Vérifions maintenant que les théoremes op-
tiques 3.3.1 et 3.3.3 sont encore valables, pour toute énergie A € [.

Pour obtenir ces deux théoremes, on a essentiellement utilisé 'existence de la valeur au
bord des résolvantes R et RAP et les propriétés de décroissance rassemblées dans la propo-
sition 1.2.4 (valable sous les hypotheses du paragraphe 2.5). A ’aide de la proposition 4.1.2
(valable sous les hypotheses du paragraphe 4.4) et du théoreme 4.4.3, on peut reprendre
a l'identique les preuves de ces deux théoremes sous les nouvelles hypotheses et obtenir
I'existence des sections efficaces totales o4 (\,w,) et 022 (N w) pour A € I, w, € $, et
w € S" 1. En particulier, la condition A & 0,(P) est automatiquement réalisée pour h
assez petit (cf. remarque 4.2.1).

En ce qui concerne les théoremes 3.4.1 et 3.4.5, on se trouve dans la méme situation. Ils
sont donc aussi valables sous les hypotheses du présent paragraphe, pour A € I. Cepen-
dant, on va les reprendre pour obtenir une nouvelle expression des sections efficaces totales
en question. Pour mener a bien I'estimation semi-classique des sections g, considérées
dans ce théoreme 3.4.1, on modifie les expressions obtenues en introduisant des tronca-
tures. Précisons cela. Sous les conditions du théoreme 3.4.1, on considere, pour ¢ = a,b
et v = a, 3, une fonction x. € C*(X,; IR) telle que 0 < x. < 1, x. = 0 pres de 0 et
1 —Xe € C°(X,; IR). On pose :

ZC:PXC_XCPC‘

De méme, sous les conditions du théoreme 3.4.5, on prend une fonction xy € C*°(IR"; IR),
valant 0 pres de 0, telle que 1 — x € C§°(IR"; IR) et on pose :

LAY = PAPy — xP,.
On montre alors la proposition :

Proposition 5.1.1. Sous les hypothéses précédentes, on considére un canal 3 = (b, Eg(h), &ﬁ(h))
a deuxr amas dont lénergie Eg(h) appartient au spectre discret de P°(h). On a :

Tpa(Awa) = oy [ < ROA+10) Lua, 15 Lafa >x
3 < LyIIgxo RN + 90) Lyfa, R(A 4 i0) Loéa >x]

pour A € I, A > Eg(h) et w, € $,. On a posé : l:IB = jgjﬂ* Si l'on a, de plus, b = a et
Eg(h) — Ej; (1< js<r)quand h — 0 alors on a :

o4l (N w) = SIS [§ < TIRAP(A +00) LAPeq, X TIGILA e, >
—3 < LAPTIGITRAP (A +i0) LAP e, TIRAP (X +i0) LA e, >|
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pour X\ € I, X\ > Eg(h) et w € S"'. On a repris les notations utilisées dans les
théoremes 3.4.1 et 3.4.5.

Remarque 5.1.2. Cette expression de og, a déja été établie dans [12] dans le cas ot

0= a.

Démonstration : On reprend les preuves des théoremes 3.4.1 et 3.4.5 apres avoir modifié
'expression des opérateurs d’onde correspondants (cf. 'annexe E). [

On s’intéresse aux sections efficaces totales qui sont susceptibles d’avoir un équivalent
“adiabatique”. On se place donc dans le cas ou b = a et on considere un canal 3 associé a
la décomposition a et dont I'énergie tend, quand h tend vers 0, vers Ej,, 'une des valeurs
propres du spectre discret de P?(0) considérée au paragraphe 4.4. Pour plus de commodité
dans la comparaison de ces sections efficaces totales avec leur équivalent “adiabatique”,
on va réécrire les expressions donnant o, et g, en terme de la résolvante R(A + i0),
c’est-a-dire en utilisant les variables (x,y) € IR"™*Y. Soient A € I et w, € $,. Avec les
notations du paragraphe 3.1, on a w, = u,(hw) pour un certain w € S™!. Pour tout

z € IR", on a aussi < Z,,w, >,= h™ 'z - w si 2, = u,(z). On a donc :
Caltia(x), u®(y)) = € VTG, (u (), V(x,y) € IRV

Par construction de I, on a :

La(ua(@), u"(y)) = La(2,y), V(z,y) € R"VHY,

Par conséquent, on peut écrire :

Uléq = No(h)leq

avec eq(z,y) = e meMNTwg (1) On en déduit la nouvelle expression de la section efficace
totale o, (N, wy), notée o, (A,w;h) :

oo\ wih) = S < USRI +i0) (U U 160, UL Eq >x

= I < R(A+1i0) 164, [ieq >

————8 < R(AN+1i0; h),eq, Lueq >,

ott C(h) tend vers C' # 0 et n,(\) tend vers (A — E; )2, lorsque h — 0. Rappelons
qu’avec la méme constante C'(h), on a, d’apres le théoréme 3.3.3 :
C(h)h™™

AD B —
ol 7 (N wyh) = G

S < RPN +1i0; h)VAPe,, VAPe, >,

avec VAP = pAD _ p .
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De la méme maniere, on peut écrire la section o, (A, w,), notée g4 (A, w; h), sous la forme
suivante :

0ga(A,w;h) = % S < R(A+1i0)Lyeq, X2 gLaeq >

=3 < Lllgxo R(A +140) Lyeq, R(A 4 10) Loeqn >],

aveC Xa = XaOUa; Lo = PXa — XaFu et 1lg est la projection orthogonale sur la droite
engendrée par ¢g = U¢g.

A partir de ces expressions, on va montrer les deux théoremes suivants :

Théoreme 5.1.3. On se place sous l’hypothese (D,), p > ’%1, pour les potentiels et sous

Uhypothese de stabilité semi-classique (HS(h)) pour chaque E; (1 < j <r). On suppose,
de plus, que Uhypothése de “non-croisement” (NC') est satisfaite, pour tout j. Sous l’hy-
pothese (G), prenons un intervalle compact I vérifiant la propriété (NCQG) précédente et
considérons le canal o donné par (A). Uniformément par rapport a X € I et w € S™71,
on a :

Oa(X,w; h) = O(RFNA=N))
et il existe e > 0 tel que :
Ga(h wi h) — 02D (A, w; h) = (RN +iteo)

1

avecy = o=

Théoreme 5.1.4. Sous l'hypothése (D,), p > ”;“1, pour les potentiels, ’hypothése de
stabilité semi-classique (HS(h)) et Uhypothése de “non-croisement” (NC') pour chaque
E;, Uhypothése (G) pour E, et la propriété (NCG) pour I, il existe eg > 0 tel que l'on
ait, uniformément par rapport a X € I et w € S"71 :

Uﬂa()\,w; h) B JgD()\,w; h) _ O(h(1+’y)(lfn)+l+eo),

[0}

ot « est le canal défini par (A) et 5 = (a, Eg(h), ¢g(h)), dont l'énergie Eg(h) tend vers

Ej, (1 <jg <r)lorsque h tend vers 0. On a posé v = pil'

A partir de ces deux théoremes, on peut donner une estimation des autres sections efficaces
totales, du moins de celles qui existent (cf. le début du paragraphe 3.4). Tout d’abord,
remarquons que, pour A € I, les canaux § = (a, Eg(h), ¢3(h)) dont I'énergie Eg(h) ne
tend pas vers I'une des E; lorsque h tend vers 0 sont “fermés” c’est-a-dire que 'on a :
I'NnIg(h) = 0 pour tout h petit. A cause de la définition de o,, si une section efficace
totale oga (A, w,) est définie pour un certain angle d’incidence w, (et A € I), alors on a
forcément :

03a(A, wa) < 0a(A,wa) = ()(h(lﬂ)(l—n))

Mais les deux théoremes précédents disent plus. En effet, si le canal de sortie 3 n’est pas
“adiabatique” (si b # a), alors on a la majoration suivante :

080 (N, we) = O(RIFTVI=mFlHe) (5.1;1)
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pour un certain €y > 0. Ce fait résulte de 1’égalité suivante :

P (N wih) = Zo (A, w; h)

la sommation portant sur les canaux “adiabatiques” = (a, Eg(h), ¢pg(h)) dont I'énergie
E3(h) tend vers I'une des E; lorsque h tend vers 0, combinée avec les deux approximations
précédentes.

En somme, la diffusion a partir du canal « est essentiellement “adiabatique”. On verra
au paragraphe 5.4 lequel de ces canaux “adiabatiques” contribue le plus a cette diffusion.

5.2 Preuve du théoréme 5.1.3

L’objet de ce paragraphe est de prouver le théoreme 5.1.3. On reprend la démarche suivie
dans [RW] et [RT]. On introduit une partition de I'unité de I’espace des configurations des
amas (IR?), dépendante de h. Cette partition permet de découper les sections efficaces
totales en plusieurs termes que l'on va évaluer séparément. La preuve se décompose en
plusieurs étapes.

On va en fait prouver, en parallele, la deuxieme estimation de ce théoreme 5.1.3 et la
suivante :

o (X, w; h) = O(RIHU=n)),

On considere une partition de l'unité sur IR", dépendante de h, du type suivant. Soient
d>0etn=(146)y. Solent x; € C*(IR"; IR), pour j €< 1;3 >, telles que :

Sy o= 1 , 0< x5 <1 pour je<lI1;3>,

j=1
suppx:1 C {lz| <2n77} , x1 = 1 sur  {|z] < h77},
suppxe C Cy, ={h77 <|z| <3h™"} |, x2 = 1 sur - {2h77 < |z| < 2h77},
suppxs C {|z] >2n"}.

On impose de plus que :

Yo € IN", 3D, > 0; Vj €< 1;3 >, |0%x;(z)| < Dy <  >71°

uniformément en h. Ceci est possible car les ensembles ou l'on a x; = O et x; = 1
s’éloignent I'un de l'autre. On décompose les deux sections de la facon suivante :
C(h)h™™
Ua()‘vw;h) = T\ Z U'k<)‘7w;h>7
na(A) 17
C(h)h™"

oP(\,w;h) =

«

> o\ wih),

Na(A) 1<j,k<3
avec :
gir(Nwih) = < R(A+10; h)xjlu€a, Xkla€a >,
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UﬁD(A?w; h) =3< RAD(A + ZO’ h)XjVADeom XkVADea >,

pour j, k €< 1;3 >. Notons que, compte tenu des remarques 3.3.4 et 3.3.5, Jﬁf’ est aussi
donnée par :

ol (A wih) =S < RYP (A +i0; h)x; 1TV AP eq, x, TIVA e, > .

En effet, comme =0, on a:

S < RPN +i0; h)x; VAP0, xi VAP0 > = < TIRAP (A +40; h)x;TTVAPe,, x, [TVAPe,, >

+3 < RYP (X +i0; h)x;leq, xulle, >
et, par la remarque 3.3.5, le dernier terme est nul car IT est auto-adjoint.
Premiere étape : On écarte des termes négligeables.
Lemme 5.2.1. Si ['un des indices est 3 alors il existe € > 0 tel que :
o’ (A, w; h) = O(RH 1 1mmFe)

et :
o\ w; h) — AP (A, w; h) = ORI+ 1)

uniformément par rapport a X\ € I et w € S" L.
Démonstration : Soient 1/2 < s < s < p—n/2, on a, d’apres la proposition 4.1.2 :

<o xalllell < Cll <o >0 Ty, () < 2 02000 |
O(hv(p—N/Q—S)) — O(hlﬂ(l—n/?—S))

car < ¢ >"/2-(=5)¢ L*(IR?) et yp =1+ ~. Comme on a :
M[—-h?A,, e, = —h* (A )eq — 2in, (A)AIL(V,ID) - we,,
cette méme proposition 4.1.2 permet d’écrire :

| <25 i An Meall < Chll < > ) Ly (2) <o 5724071 |
O(h1+'y(p+1—n/2—s)) _ O(h2+’y(2—n/2—s)) .

D’apres la remarque 3.3.4, on a :
VAPe, = TI[-Rh*A,, H]ey + M e,
on en déduit donc que :
| <2 > xoIIVAPe,|| = O(RMH70-1/27),
De méme, on obtient :

|| <z >s/ X3HIa6a|| _ O(hn(p—n/Q—s)) _ O(h1+’y(1—n/2—s)+6v(p—n/2—s))
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(car n = (1+0)7),
|| < >s’ X3H[—h2AZ7 H]eaH _ O<h1+n(p+17n/275)> _ O(h2+’y(2fn/2fs)+6'y(p+1fn/2fs))

et :
|| <z >s/ X3HVAD€a|| _ O(hl—&—w(l—n/2—s)+57(p—n/2—s)).

D’apres (4.4;7), on a donc, pour j,k € {2,3}, (j,k) # (2,2) :
UﬁCD()‘aw; h) _ O(h71)0<h1+7(17n/2fs))O(h1+'y(1fn/2fs)+6fy(pfn/2fs))

O(h1+v(1*n)+v(1*28)+57(p*n/278))

avec (1 —2s) +dy(p —n/2 —s) > 0 pour s assez proche de 1/2. De plus, on a, grace a (
4.459) :

S < (R(A+i0; h) — TIRAP (A +40; 1)) XjLu€ar, Xelata > = O(RY)O(R /20 0r(omn/2=s))
O(h1+'y(1—n/2—s)>

_ O(hlJrV(1*n)+1+’Y(1*25)+5’Y(P*n/2*5))
et les autres termes de la différence o, (\, w; h) — aﬁD(A, w; h) sont du type :

S < HRAP (N +40; h)x; I [-h* Ay, Mea, Xiloea > = O(h™)O(R+70=n/2=s)
O(h2+7(27n/2fs))
_ O(h1+v(1—n)+1+v+7(1—25)).

Il reste donc a estimer les termes faisant intervenir y; et y3. Pour cela, on transforme
I'expression de RAP(\ + i0; h)x,V4Pe, en utilisant la proposition 3.3.6. On en déduit
donc que :

o (N wih) = < x1ea, X3V Peq > 43 < RAP (N +40; b)) [x1, —h*A)eq, xsV*Peq >,
S < RAP (N +0; h)[x1, —h?A]eq, x5V AP e, >

car x1x3 = 0. Pour évaluer ce dernier terme, calculons :
(X1, —h*A e, = (R (Ax)IT + 2h(Vx1) - R(VLID) + 2ing (A\)A(Vx1) - wll)eq,.
D’apres les propriétés de x1, on a :
<> v, ~h2A e || = O(RH0-/2))

ce qui donne :

ang()\,w;h) _ O(h—1+1+7(1—n/2—s)+1+7(1—n/2—5)+57(p—n/2—s))
O(h1+7(l—n)+w(1—28)+5v(p—n/2—8))7

avec Y(1 —2s) +dv(p —n/2 — s) > 0 pour s assez proche de 1/2. L’étude de o4:”(\, w; h)
est similaire en utilisant I'expression de RAP(\ — i0; h))x1V* e, de la proposition 3.3.6.
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On étudie maintenant la différence o, (A, w; h) — 0P (X, w; h) pour (5, k) = (1,3) (ce sera
analoque pour (j,k) = (3,1)). D’apres la proposition 3.3.6, on a :

oi3(\,wih) =S < RN +10; h)[x1, —h*AL)ea, x3lua >
On est donc ramené a estimer la différence :
S < R(A+i0; h)[x1, —h2AL)eq, Xslua > =S < IIRAP (A+i0; h) [x1, —h2A)eq, x3V ey >
soit :

S < RN +10; h)[x1, —h*A)ea, xalaea > —

< TRAP (X +i0; h)[x1, —h*As)eq, xsVAPeq >
< TR (X +i0; h)[[x1, —h°A,], Heq, x3V*Peq >

R
R

I’ordre en h du dernier terme est :

—1+2+v9(p+2—n/2—8)+nlp—n/2—5) = 1+y(1—n)+2+2y
+ (1 —=28)4+0y(p—n/2—s).

(car [[x1, —h?*A.], 1] = 2h(Vx1) - K(V,II)). 1l s’agit donc d’évaluer la quantité :
S < (R(A +140; h) — TIRAP (X 440; h))[x1, —h*As)en, X3laCa >

— < TIRAP (A 440; h)[x1, —h*Ag)ea, xs[—h? Ay, Meq > .

D’apres les arguments précédents, 'ordre de ces deux termes est, respectivement :

O+1+~v(1—n/2—=5)4+nlp—n/2—5s) = 1+~v(1—n)+1
+ (1 —=2s)+dv(p—n/2—3)

et :

—1+14+v1-n/2=8)+14+np+1—-n/2—5) = 1+~v(1—-n)+1+~
+ Y(1—-2s)+dv(p+1—n/2—s),

avec Y(1—2s)+dv(p—n/2—s) > 0 pour s assez proche de 1/2, ce qui acheve la preuve. [

Deuxiéme étape : On pose fi = 2in,(A\)h(Vx1) - w et fo = x2I2, avec I? = I,|,—o. On
a alors le :

Lemme 5.2.2. [ existe ¢ > 0 tel que, pour tout 1 < j, k <2, on ait :
ol (A wih) =S <IIRAP (A +10; h) fieq, frea > +O (R0
et :
oA wih)—o P (A wih) = § < (R(A+i0; h)—TIR*P (A+i0; h)) fi€a, frea > +O(RIT1I7mH1T0)
uniformément par rapport a X\ € I et w € S" L.
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Démonstration : Commencgons par oiy AD D’apres la proposition 3.3.6, on a :
ot (N, w;h) = S < TIRAP (X 4 40; h)[x1, —h*Ageq, [x1, —h?A e, >
En écrivant :
[x1, —R*A e, = fille, — 2ih(Vx1) - ih(V ID)eq + R (Ax 1 )Ile,

et en utilisant la décroissance en x, uniforme en h, de Vi, Ay; et de (V,II), on voit que
I'on a :

oit’ (A wih) =S <TIRAP(N+1i0; h) freq, frea >

_ O(h*1+1+'y(1fn/2fs)+2+’7(27n/275))

O(h1+'y(1—n)+y(1—25)+1+7)

avec y(1 — 2s) + 1+ v > 0 pour s assez proche de 1/2. De plus, toujours grace a la
proposition 3.3.6, on a :
o\ w;h) = o’ (A w; h)

< R(/\ + ZO) h) [le _hQAm]eon [Xla _h2A:v]ea >
< TIRAP (X +0; h)[x1, —h?A]ey, [x1, —h*A,)Tle, >

& W@

< (R(X\+10; h) — TIRAP (X +i0; b)) [x1, —h*Asea [x1, —h*AL)eq >
< HRAD()\ + 05 h)[[x1, — —h2A <), )ea, [x1, — thx]ea >
< TIRAP (A 4 i0; h)[x1, —h2 A, Tea, [x1, —h2A,], e >

GO RO

avec || <z >*2 [[x1, —h*A,], TT]|| = O(h?) d’apres la proposition 4.1.2. L’ordre en h des
deux derniers termes est donc :
—1+1+v1-n/2—=5)+2+v(p+2—n/2—5)
soit :
1+~9(1—n)+~(1—2s)+2+2y.

Quant au premier terme, on l'estime comme oi?(\ w;h) avec un gain en h di a la
différence des résolvantes (cf. (4.4;9)). Son ordre en h est donc :

IL+v(1—n)+~(1—2s)+2+7.

Passons au cas ou (j,k) = (2,2). On a

oP(\,wih) = TIRAP (X +i0; ) x2aVAPeq, x2VAPeq >

— IIRAP (X +i0; h) 21, ea, XQI o >
TIRAP (X +0; h) xa[—h2 Ay, M|Tey, Xolseq >
TIRAP (X +i0; h) xal €4, X2[ h2A,, O]Tle, >
)

IIRAP (X +0; h) xo[—h2A,, T|Teq, X2 [—h2 AL, T]TTe, >

—- -
w W e e e

/\/\/\/\/\

+
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L’ordre en h des trois derniers termes est :
—1+1+v9(p+1-=n/2—35)+~(p—n/2—5)

soit :
I1+v(1—=n)+~(1—2s)+1+1.

I, est composé de potentiels du type V(z — L(y) — Li(y)), ou V vérifient (D,) pour p > 1
et L, Ly, : IR™Y — IR" sont linéaires et vérifient ||L|| = O(h°) et ||Ly|| = O(h?). On a :

1
0

Vi = Ly) = Lu(y)) = V(@) = = [ (YY) = HL(y) = La))) - (L(y) + Lnly))at.

Comme la fonction y — (L(y) + Lu(y))¢a(y; k) appartient a L*(IR7™) et que sa norme
est uniformément bornée en h, on en déduit, uniformément en A :

1(a(2) — I(x))eall2(myy) = O(< @ >777).

a

Ainsi, on a une petite amélioration en h :

|| <z > Xo(Io — I%es|| = O(nPHi=n/273)
O(h1+’y(2—n/2—s)>

)

pour 1/2 < s < s < p—n/2, alors que :

| <z >° xolueo|| + || <2 >° x2ll4|| = O(lﬂ(”_”/%s)
O(h1+'y(1fn/27s)).

On en déduit donc :

I < HRAP (N 440; h)x2laa, Xolaa > —F < TRAP (N 4-40; h)x2 I €0, X200 >

_ O(h—1+1+’y(1—n/2—s)+1+'y(2—n/2—s))

O(h1+7(1—n)+v(1—25)+v)

et I'estimation annoncée relative a o4” (A, w; k). D’apres le calcul précédent, on a :

J2A2D(/\,w; h) = < HRAD(/\ +10; h)xalsea, Xoloo >
+O(h1+'y(1fn)+'y(1f2s)+1+’y).

L’étude de la différence oop(\, w; h) — 0457 (N, w; h) se ramene donc & la différence :

I < (R(A+140; h) — TIRAP (A 440; 1)) X2 LuCas Xola€a >

—& < (R(A+1i0; h) — IRAP (X +i0; 1)) x2I%q, X210 >

= § < (R(A+1i0; h) = TIR*P (A +i0; b)) xa (Lo — I9)€as X2 laCa >
I < (RN 41405 h) — TIRP (X 4 40; 1)) x2 10, X2 (1o — I0)eq > .

+
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D’apres (4.4;9), I'ordre en h de ce terme est :
O+v(p+1—n/2—8)+v(p—n/2—8)=1+v(1—-n)+~v(1—2s)+1+~
avec (1 — 2s) + v > 0 pour s assez proche de 1/2.
Examinons maintenant o{s” (), w; h) + 052 (A, w; k). On a, d’apres la proposition 3.3.6 :
o’ (N w; h) + o3P (A, w; h)
=3 < HRAD()\ +10; h)[x1, —hZAx]Hea,XQVADea > 43 < yixellen, VAPe, >

+3 < TIRAP (X 440; h) x, VA Pe,, [x1, —h?A)Tle, > +S < VAP e x1xalle, >

ou la somme des deuxieme et quatrieme terme est nulle. On estime le premier terme (le
troisieme se traite de méme). Il est :

< IIRAP
< IIRAP
< TIRAP
< TIIRAP
< IIRAP
< IIRAP

— A +140; h) freq, foeq >

A+ i0; h) frea, X2(Io — 1) )eq >

A +0; h) frea, Xa[—h* Ay, H]e, >

A +10; ) (—h*(Ax1))ea, X2 f26a >
A+ 00; B)(—h%(Ax1))ea X2 (Ta — I9)eq >
A+ 05 1) (—h*(Ax1))ea, xo[—h* Ay, He, >

e e R R

+ 4+ + 4
QWO e e e e

+

L’ordre en h des cinq derniers termes est respectivement :

—1+1+~9(1=-n/2—s)+~v(p+1—-—n/2—25) ( ) +( )
—14+1+~7v1-n/2—s)+1+~v(p+1—-—n/2—25) ( )+ ( )
—14+2+v2—-n/2—5)+v(p—n/2—5) = 1+v1—n)+vy(1—-2s)+1+7
—1+24+92-n/2—=5)+y(p+1-n/2—5) ( ) +( )
—14+2+v2-n/2—-5)+1+v(p+1—n/2—35) ( ) +( )

Pour s assez proche de 1/2, on obtient I'estimation annoncée.

Pour terminer, considérons la différence :
o12(\, w; h) 4+ oo (A, w; B) — oiP (N w; B) — o (A w; h).
D’apres la proposition 3.3.6, on a :
o12( A, w; h) + 091 (A, w; h)
=3 < RN +140; h)[x1, —h*A)ea, Xalaea >+ < RN +i0; h)x2laea, [x1, —P*AL]eq > .

En procédant comme précédemment, on est ramené a estimer la différence :
S < ROA+i0; h)[x1, —h*Ag)ea, Xoloea > =S < IR (A+i0; h) [x1, —h*A]eq, x2 VAP, >

Dans la derniere expression de & < ITRAP(X + i0; h)[x1, —h2A.eq, xoVAPey >, les
deuxieme, quatrieme et cinquieme termes sont donc a estimer avec la différence des
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résolvantes, on y gagne un h (cf. (4.4;9)). Les troisieme et sixieme termes sont tous
deux d’ordre 1 + (1 —n) + 1+ €y en h pour un ¢y > 0. La preuve est achevée. [

Troisiéme étape : Pour j € {1;2}, on a les propriétés suivantes :
suppfj C Cyy = {h77 <[z <3h7"} (5.2:1)

et :
[fi(2)] = O(< x>77) (5.2;2)

uniformément en h.

La premiere provient des propriétés de support de x; et xo. La seconde est claire pour fs.
D’apres la décroissance de Vy; en x, uniformément en h, il existe une constante c telle
que, pour tout z et tout A, on ait :

| <z > fi(z)| < 2na(AN)h| <z > Tpcon-— (@)] | <2 > (Vxa)(z)] < ch'=0=1) = ¢,
On a donc bien la seconde propriété pour fi.

Soit H, = {x € IR"™; x-w = 0} I'hyperplan vectoriel orthogonal & w. Pour tout = € IR™, on
peut écrire de maniere unique : z = z, + (- w)w, ou x,, € H,, est le parametre d’impact.
Soit K = (1 — 20)7y (0 assez petit). On introduit une nouvelle partition de 'unité, sur
IR"! cette fois. Soient 0,6, € C*(IR"!; IR) telles que :

h+0=1 , 0<6,,0,<1
Or(u) =1si|ul <1 et supph C {|u] <2}

On pose : fj(x) = 6;(h"z,) fi(x), pour j,k € {1;2}. On a alors le :
Lemme 5.2.3. [l existe g > 0 tel que :
S < IR (A +i0; h) fjk€a, fimea >= O(R 117 Fw)

et :
S < (R(\ +1i0; h) — TIRAP (A +00; 1)) fik€as fimea >= O(hI VI TlHe)

uniformément par rapport a X € I et w € S™1, dés que j =1 oul = 1.
Démonstration : Pour 1/2 < s' < s < p—n/2, on a, pour tout (5, k) :
|| < >5 fjkeaH < C|| < >—n/2—(s—s) ||hW(P—”/2—5) — O(hl—i—w(l—n/Q—s))‘
Par définition de 6, et (5.2;1), le volume du support de fix (kK € {1;2}) est un
O(hfnf(nfl)/-c) _ O(hfn'y+5'y(2n73))’
ce qui donne 'amélioration suivante :
| <a>" fueal S|l <z >0 Loppp, (2)|| = ORI )mm/2n0=3/2)

O(hl—i-'y(l—n/Q—s/)+5'y(n—3/2) ).

101



Sij=1oul=1,on adonc:

S <« HRAD()\ + ZO, h/)fjkeom flmea P O(h71+1+'y(17n/2fs)+1+7(17n/2fs/)+6'y(n73/2))
O(hl—l-'y(l—n)—&—'y(l—s—s/)+6’y(n—3/2))
avec (1 — s — ') 4+ 6y(n —3/2) > 0 pour s et s assez proches de 1/2 (car n > 2).

Profitant du gain en h dans la différence des résolvantes (cf. (4.4;9)), on trouve de méme
le second résultat. [J

Quatrieme étape : Il reste donc a évaluer
S < HRAP (X +140; h) farea, f2i€a >

et :
S < (R(A+1i0; h) — TIRMP (X +40; 1)) for€as faj€a >

pour j, k € {1;2}.
Pour j € {1;2}, on pose :

“+o00 . t
6i(@) = [ fosla = 2ma(At)e "y Bzt gy

D’apres (5.2;1), on integre en fait sur un compact donc la fonction g; est bien définie et
est C°. Par la suite, on va utiliser les propriétés suivantes de g; :
Proposition 5.2.4. Pour j € {1;2}, on a :
suppg; C {h7" <|x,| < 3h7},
l9;(@)[ + (Vg (@) < e(h7 + |a|)' 7,
(Vg;)(@)] = O(h™),
((Agy)()] = O(r**h),
2na(/\)w . (Vg]) + ihillggj = f2j7

ot ¢ et les O sont indépendants de x et h.

Démonstration : voir 'annexe E. [

Pour controler g; en fonction de la variable dans la direction de w, on introduit une
nouvelle troncature x4 telle que :

Xa(z) = ¢(h"z - w)
ou ¢ € C°(IR; IR), vérifie :
Ct)=1 st Jt|<M—1,
supp¢ - < {]t] < M},
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pour un réel M grand devant 1. En particulier, on a, uniformément en x et en h :
[(Vxa)(@)] < ch?, [(Axa)(@)] < ch®.

Notons, de plus, que x4 = 1 sur le support de fo; (j € {1;2}) d’apres la propriété (5.2;1)
et que :
suppxag; C {x € IR"; |z| < Rh™"}

pour j € {1;2} et un certain R > M.

Dans le méme esprit que dans la proposition 3.3.6, on construit une approximation de

R(X\ £10; h) foreq et de TIRAP (X £ 40; ) foreq :
Proposition 5.2.5. Pour j € {1;2}, on a :
R\ £i0;h) fajea = ih ™ xagjea — RO\ £ 40; h)rjeq,
MR (X +i0; h) fajeq = ih™'Txagjea — IRV (A £i0; h)riPe,,
avec

r; = b =RPA,, xalgy +ihT xa(—h3(Ag;)) + ihT xagi (L, — 1D)
rtP = Trj +ih [ h*A,, T xag;-.

Démonstration : On a :
(PP — N)(ih 'xagjea) = ih 'TI[—h*A,, H]xagjeq + (P — A)(ih ™ xag;eq)
et :
(P = N)(ih™"xagjea) = ih™ (=h*Ar)xagiea + b~ Xag;(P? + Lo — N)ea,
= ih ' [=h*AL, xalgiea + ih T xa(—hPAL) gjea
+ih ™ 'x4g; (Eo + 1, — Neq.

Or, d’apres la derniére propriété de la proposition 5.2.4 et la valeur de n,(\), on a la
relation :

(—h2Ax)gjea + i (Ea + 1, — Neg = —hQ(Agj)ea +g;(1, — Ig)ea —thfsjeq.

En appliquant la valeur au bord de la résolvante correspondante aux expressions de
[I(PAP — X)(ih~xagjea) et (P — A)(ih~'x4g;eq), on trouve les résultats annoncés car
la fonction x4 vaut 1 sur le support de fy;. [

La qualité de ces approximations est donnée par le :
Lemme 5.2.6. [l existe g > 0 tel que, pour j, k € {1;2}, on ait :
< TIRAP(N £40; h)rjeq, foreq >= O(R T Te0),

< TIRAP (X £i0; h) (rfD — 7)€ forea >= O(htTr(-n)+ite)

et :
< (IR (A i0:h) = RN 0 )rjea, fareq >= O(RH004150),

uniformément par rapport a X\ € I et w € S" L.
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Démonstration : On évalue successivement la contribution des termes constituant r]‘f‘D
dans I'expression < ITRAP(\ % i0; h)rj‘Dea, forea >.

Pour 1/2 < s < s < p—mn/2, s et s assez proches de 1/2, on a :

Ch| < 2> ™ Ty, (2)[O(RD)
h—lo(hn(p+1—n/2—5) )O(m(p—l)) 7

| <2 >" h'xag; (Lo — ID)eal] <
<

d’apres les deux premieres propriétés de la proposition 5.2.4. D’autre part, on a :
I <> faeal| = O/,
Par conséquent, 'ordre en h du terme correspondant est :
—1+9(p—n/2=5)=1+nlp+1-n/2=3s)+~(p—1)

soit :
I1+v(1—=n)+v+9(1—=2s)+dv(p+1—n/2—25)

avec v+ v(1 —2s) + 0y(p+1—n/2 —s) > 0 pour s assez proche de 1/2.

On a:
| <> h 'I[—h2A,, ] xagsea]] = O(RIPHI=0/2=5) 421y

(cf . les propriétés de x4, g; et de II). L'ordre en h du terme correspondant est donc au
moins 1 de plus que le précédent, ¢’est-a-dire 1+~(1—mn)+1+ ¢, ce qui donne la deuxieme
estimation.

D’apres la quatrieme propriété de la proposition 5.2.4 et le fait que suppxag; C {|z] <
Rh™"}, on a :

Y ,
| <7 >25 dSC) _ O<h2npf(n/2+s )n)
T|<Rh™—N

| <z > hxa(Ag;)eq|| < ch®* (/
Le terme correspondant a pour ordre en h :
—1+2kp—(n/2+5 I+v(p—n/2—5) = 147(1—n)+1+7+v(1=5—5 ) =0v(4p+n/2+s),

ot y+(1 —s—5)—8y(4p+n/2+s) >0 pour § assez petit et s assez proche de 1/2.

En vertu de la troisieme propriété de la proposition 5.2.4, on voit que :
| <> h(Vxa) - (Vg)eall = O Frr7071/270)
si bien que l'ordre en h du terme correspondant est :
1+ 14+rp+n(l—n/2—5)+v(p—n/2—5)

soit :
=149 —=n)+14~v4+~v1—-s5—5)—6y(2p+n/2+5),
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avec Y+ (1 —s—5)—dy(2p+n/2+s) > 0 pour J assez petit et s assez proche de 1/2.

Enfin, grace a la deuxieme propriété de la propostion 5.2.4, on a :

h™"M

| <2 >° h(Vxa)geal? < Ch2200-5) / < / <, ST d%> dt,
h=n(M-1) h=r<|zw|<3h—N

h="TM

| <z >° h(Axa)gieo||>? < Ch¥FF2E=s )/ </ < wy > dxw> dt.
h=n(M—1) \Jh=r<|z,|<3h=n

En effectuant le changement de variable u = z,,/t dans les intégrales intérieures et en
remarquant que :

/ <u>2"? du < 0o
Rnfl

(car p > 1), on voit que :

h™"M

H <> h<vx4>gj€a|’2 < Clh2+2n(178 )/ tn71+272pdt — O(h2+27](175 fn/271+p))

h=n(M—1)
h="M

H <> h<AX4)gjeaH2 < Clh2+277(2—s ) / tn—1+2—2pdt _ O(h2+277(2—s —n/2—1+p))‘

h=n(M~1)

On en déduit que l'ordre en h des termes correspondants vaut (au moins) :
—1+7(p—n/2=s)+14+n(p—n/2—s) = 1+y(1—n)+1+7(1—s—s)+0v(p—n/2—5),
avec y(1 —s—8)+6v(p—n/2 —s) >0 pour s et s assez proches de 1/2.

Pour obtenir la derniere estimation, il suffit de reprendre les arguments précédents en
tenant compte du fait que la différence des résolvantes est d’ordre 0 en h (cf. (4.4:9)). O

Cinquieme et derniere étape : A l'issue de I'étape précédente, on a établi qu’il existe
€ > 0 tel que :

h)h™"
oP(\,w;h) = cn S S < i gjea, faveq > +O(RITNATIT)(59:3)
na(A) 17
et :
C(h)h"

Ua(Avw; h)_U&L‘D(NW; h) = Z I < Z‘hil(1_[—1_[0>gjea7 kaea > +O<h(1+7)(1*n)+1+60)7

1<jk<2

na(A)
(5.2;4)
uniformément par rapport a A € I et w € "L,

Les deux assertions du théoréeme 5.1.3 découlent donc du :
Lemme 5.2.7. Pour1 <5, k<2, ona:
< ih ™M IT — Ip)gjea, fonea >= O(RMH7IM 1Y)

et :
< ih Mlog;ea, foaxea >=< ih~'g;, for >= O(R =),

uniformément par rapport a X\ € I et w € S" L.
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Démonstration : D’apres la proposition 4.1.2 et les propriétés de g; et for, on a :
| <ih™'(IT— Io)gjea, forea >| = h_1|/ < ((z) — ) ¢, Pa > L2(RyN) 9 () for(x)dx|
< ch™? /(h_7 + |z))' P <z > ¢, (z)d

< C’h71+’y(pfl) /+oo po2ptn=l g, C’h7(2pfn) _ O(h2+’y(2fn)).
> .

De la méme maniere, on peut écrire :
| < ih~lg;, fo > | < ch™! /(h‘” +lau) T < 2> e, (2)da

On effectue le changement de variable : * = x, + sw et on integre par rapport a s, en
remarquant que p > 1 et que, sur C.,, on a: < x >> |z,| +h~7 4 |s|. On a donc :

/ +OO
| <ih™tg, for > | < ch! /(h_7 + |2,|)* *dr, < ¢ h_1/ (R +7)* 2" 2.
0
En posant r = h~7r', on trouve :
7 +OO i ’ I
| < b7y, o > | < ChHEmImd [T ety
0

ol I'intégrale est convergente (cf. p > 1), soit :

’ < ihilgj, fgk > | = O<h1+7(1in)).

5.3 Preuve du théoréme 5.1.4

Pour démontrer ce théoréme 5.1.4, on suit la stratégie de [I2] qui consiste essentiellement
a adapter la démarche du paragraphe 5.2. La preuve se décompose en une série de lemmes.

On utilise la partition de I'unité du paragraphe 5.2 et on choisit :

X=Xo=Xo=1—Xx1=Xx2+ X3

On exploitera les résultats et les notations du paragraphe 5.2. Introduisons les notations
supplémentaires suivantes :

¢1 - [_hQAJ,‘?X]eOc + XQI((L)GOH
¢2 == XQ(ICL - Ig)ea + X3Iaea7

By = 2h*|Vx|’Il5 + 2h°x (Ax)T,
BS = XQ[Hﬁala_IOL

a

D = H[XHﬁ([_h2Aw>H])*_ [_hQA:mH]XHﬁ]H'
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Rappelons que 1'on a :

La = [_h2A17X]+X[a7
LAP = TI[-h*A,, O]y + IL,.

On a donc :
Laea = ¢1 + ¢2-
Comme les opérateurs Iz et IO commutent, on peut écrire :
XHﬁ(La)* — LaHﬁX = Bl —+ BQ + Bg.

De plus, on a aussi :
M(xTg(LAP)* — LAPTI g\ ) = D + TI(B; + By + Bs)IL
Pour estimer les termes faisant intervenir By ou D, on aura besoin des deux estimations

suivantes :

|| <x>"°hV,RAL£i0;h) <z >""°|]
| <2 > AV IIRP (AN +£i0;h) <z >"%|| = O™,

|
Q
=

pour s > 1/2, uniformément pour A € I.

Grace a la relation (4.2;6), la premiere estimation se déduit de la seconde. Pour obtenir
la seconde, remarquons que l'on a, pour z € €'\ IR :

WVIRAP(2) = WV, IIRAP (i) — (2 — i)V, IIRAP (i)?
—(2 —1)2hVIIRAP (i) RAP (2) RAP (1)

et que les opérateurs RAP (i) et hV, IIRAP (i) sont uniformément bornés (en h) sur les
espaces a poids :

LR LP(IR)) = LA(IRY I (IR ) < o > do)

pour tout s (cf. Pannexe A). D’apres le théoreme 4.4.3, on peut faire tendre z vers A € 1
avec £3(z) > 0 pour s > 1/2 et obtenir ainsi la seconde estimation.

Posons maintenant :

Qha = S < R(A+1i0)Lgeq, Y’ UgLae, >,
S <11

Qul = RAP (X +1i0) L ey, X*TZIILPe,, >,
1
Qe = 5 < (By + By + B3)R(\ +i0) Lyeq, R(A +i0) Loeq >,
1
Q3P = 5 < (Bi+ B+ By + DYIIRAP (A +i0) L P ey, TIRAP (X +i0) L Pe, > .
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On a donc :

C(h)h™"
Uﬁa(Aaw;h) = éz/\) (Qéa_’_Q%a)a
) = SR

On va donc étudier les différences suivantes :
Qba — Q527 = I < (R(\+1i0) — IIR*P (A +i0)) Lyea, X*TsLaeq >
—3 < TIRAP (A +i0)[-h*A,, T xeq, XTI LA e, >
—& < MRAP (A 4 i0) L e, XTI [~ h2A,, T xeq >

et :

1 3
Q% — Q3 = oF > < Bi(R(A+i0) - ITRAP (X + i0)) Loeq, RO\ + i0) Loeq >

1 3
+ =3 < BJIRY (X +i0)Lyeq, (R(A +i0) — IIRAP (X +i0)) Loeq >

2i =
1 3

ST 3" < BiIIRAP (A +140)[-h2A,, T xeq, TRAP (A 4 i0) L*Pe,, >
1

=1

1 3
- 5 > < BIIRAP (A +i0)L* e, IR (A +i0)[—h*A,, I xe, >

=1

— < DIIR*P(A 4 i0)L*P e, TIRP (X 4 i0) L P e, > .

Premiere étape : On écarte quelques termes négligeables.
Lemme 5.3.1. [l existe g > 0 tel que l'on ait :
Qb = Qi = < (RO +10) = IRYP (A +10))n, X*Hgoy > +O(hH 7T 1),

uniformément par rapport a X\ € I et w € S" L.

Démonstration : On procede comme dans la preuve du lemme 5.2.1. Prenons 1/2 <
s <s<p—n/2 s et s assez proches de 1/2. Comme on a :

¢1 = _2Zhna(>‘)(vX) TWeq — hQ(AX)ea + X?Igeon
on peut écrire I'estimation suivante :
| <a>" ¢l < COhl| <> 07 (@) <z >"2|
+Ch?|| < = > /2= (=) Tguppvy) (2) < >n/2ts=2 |
+C|| < 2 >TVEET M, (@) <z >"/2Hr |

— O(hlJr'y(lfn/Qfs))+O(h2+’y(27n/275))_i_O(h'y(pfn/Zfs))
O(hl—l—'y(l—n/Z—s))

Y
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car py =147 et <z >""275) est de carré intégrable. De la méme manieére, on a :

| <z =5 ba|| = O<hv(p+1fn/2fs)) + O(hn(pfn/%s))
O(h1+7(2—n/2—s)) + O(hl—&—v(1—n/2—s)+6’y(p—n/2—s))

O(h1+fy(1—n/2—s)+min(5'y(p—n/2—s),'y))
et :

| <z > H[—thx,H]XeaH < <=z > hQ(VxH) (Vx)ea|| + || <z > hQ(AmH)eaH
+1a(N)]] < 2 > h(V,II) - wey ||

_ O(h2+v(p+2—n/2—8)) + O(h2+’7(ﬂ+2—n/2_5)) + O(h1+7(p+1—n/2—8))
O(h2+7(27n/278)).

On a donc :
S < HRAP (A 4 i0)[—h2A,, H]xeq, XTI LA e, >

_ O(h—1+2+’Y(2—n/2—s)+1+'y(1—n/2—s))

O(h1+7(1—n)+2+’y+7(1—28))

avec 1 +v+7(1—2s) > 0 pour s assez proche de 1/2. On a une estimation analogue pour
le terme :
S < HRAP (A 440) L Pe,, 2T [—h2A,, ] xeq > .

Comme la différence des résolvantes est un O(1), on a :
I < (R(A +1i0) — IIRAP (A 440)) Loea, XT3 Lo >
— O(h2+2’y(17n/273)) _ O(h1+'y(1fn)+1+’y(1728))

ce qui est insuffisant. Mais si 'on retire le terme ou ¢, figure deux fois, 'ordre en h des
termes restant est :

1+~9(1—=n)+1+~(1—=2s)+ min(dy(p — n/2 — s),7)
avec (1 — 2s) + min(dy(p — n/2 — s),y) > 0 pour s assez proche de 1/2. [
On examine maintenant les termes contenant une résolvante sur chaque facteur :

Lemme 5.3.2. [| existe g > 0 tel que l'on ait :

1
Q% — QF° = 5 < Ba(R(A+1i0) - TR (A +i0)) Loeq, R(A 4 i0) Loeq >
1
% < BoIIRAP (X +i0) Lyeq, (R(X + i0) — TIRAP (X +40)) Loeq >
O(h1+'y(1fn)+1+eo)

Y

uniformément par rapport a X € I et w € S" L.
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Démonstration : Tout d’abord, évaluons les Bj et D. Pour 1/2 < s’ < s <p—n/2, s
et s assez proches de 1/2, on a :

sup|| <z >2' B, (z)]] < Csuplh® <ux >25'-2 Tsuppoy (7)] = O(hQﬂ(Q’QS/)),

sup || < 2 >2" hx(2)|Vx(2)|Tg|| = O(hH1=2),

sup|| <z > By(a)]| = O(WPH20) = O(p1+22),
olt la norme || - || désigne celle des opérateurs bornés sur L*(IR}™). Ecrivons D sous la
forme :

D = T[xIls([-h*A,, T])* — [-h*A,, T]xII)TT
= 2hIxII5(V,IT) - AV, IT + A*TIxIL5(AL DI + 2R°TI(V,IT) - (Vx)TIIT
+2hx (VDI - AV IT + A?TI(A,IT) x T 5I1.

On a donc les estimations suivantes :

sup|| < >2¢ hx(z)g(V, ID)(x)|| = O(h1+7(/)+1723’)) _ O(h2+7(2723’))’
sup || < x> p3(V,II)(x) - (Vx)(x)g|| = O(R2T(P2-25)) — O(p3+7(3-24)y,
Slip || <z >2 h?(A,LIT) () x(x)g|| = O(h2+7(p+2—23')) _ O(h3+7(3725’)).

. . ) 2,AD
D’apres l'estimation concernant Bj, les termes de Q%a — Qg, contenant B; et une
différence des résolvantes sont d’ordre :

249(2-28Y+1+~v1—n/2—5)—14+1+~v(1—-n/2—2s)

soit :
L+y(1—=n)+2+~+~(2—2s—2¢)

avec 7 + (2 — 2s — 2s’) > 0 pour s, s’ assez proches de 1/2. Les autres termes contenant
Bj sont d’ordre :

24+9(2-2¢)—1+2+v2—-n/2—s)—14+1+~(1 —n/2—5s)

soit :
I+9(1—=n)+2+2y+v(2—2s—25)

avec v +v(2 —2s — 2s’) > 0 pour s, s’ assez proches de 1/2. De la méme fagon, les termes
contenant Bs et une différence des résolvantes sont d’ordre :

1+9(2-28)4+1+~9(1—-n/2—s)—1+1+~(1—n/2—25)
soit :

I+y(1—=n)+1+~+~(2—2s—2¢)
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avec 7 + v(2 — 2s — 25’) > 0 pour s, s assez proches de 1/2. Les autres sont d’ordre :
I1+9(2-2¢)—142+~v2-n/2—5)—1+1+~(1—-n/2—25)
soit :
L+7(1=n)+1+2y+~v(2—2s—2¢)
avec v+ (2 —2s —2s’) > 0 pour s, s’ assez proches de 1/2. Le terme contenant D est lui
d’ordre :
249(2-2¢)—1+14+~v(1—-n/2—5s)—1+14+~(1—-n/2—25)
soit :
I+7(1—n)+1+~+~(2—2s—25)
avec v 4+ v(2 — 2s — 2¢') > 0 pour s, s assez proches de 1/2. Il reste a évaluer les termes
contenant By mais pas de différence de résolvantes. Ils sont d’ordre :
I1+9(1—-2¢)—142+4+~v2-n/2—5)—1+1+~(1—-n/2—25)
soit :
L+y(1—n)+1+vy+7(2—-2s—2¢)
avec v+ v(2 — 2s — 2s') > 0 pour s, §' assez proches de 1/2. [

Lemme 5.3.3. [l existe g > 0 tel que ['on ait :

1
i
1
% < BoIIRP (X 4 i0) ¢y, (R(A +i0) — TIRAP (X 4 i0))py >

O(h1+7(1—n)+1+60)

Q% — Q3P = < By(R(A 4 10) — IRAP (X +i0)) ¢y, R(A + i0) ¢y >

uniformément par rapport a X\ € I et w € S™ L.

Démonstration : Tout d’abord, estimons les termes qui restent a l'issue du lemme 5.3.2.
D’apres les estimations précédentes, ces deux termes sont d’ordre :

I1+9(1-28)+1+~v(1—-n/2—s)—1+1+~(1—-n/2—25)

soit :
1+7y(1—n)+1+~(2—2s—2¢)

ce qui est insuffisant. Comme dans la preuve du lemme 5.3.1, on s’apercoit qu’en retirant
les termes ou ¢, figure deux fois, les termes restant sont d’ordre :

IT+9(1—=n)+1+7(2—25" —2s)+min(d0y(p —n/2 — s),7)

avec (2 — 25" — 2s) + min(dy(p —n/2 — s),7) > 0 pour ¢, s assez proches de 1/2. [
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Deuxieme étape : Dans les lemmes 5.3.1 et 5.3.3, on a montré que I'on pouvait remplacer
LAPe,, et Lge, par ¢;. Mais les trois termes constituant ¢; ne sont pas tous du méme
ordre (cf la preuve du lemme 5.3.1). La contribution de I'un d’eux, a savoir :

_h2(AX)eou

peut etre négligée. Il suffit, en effet, de reprendre les preuves de ces lemmes pour s’aper-
cevoir que cette contribution produit un gain en h de 1 + 7. Dans ces deux lemmes, on
peut donc remplacer ¢; par la somme suivante :

(fl + f2)€a7

ou les fonctions f; et fo sont définie dans la deuxieme étape du paragraphe 5.2. En
reprenant les notations de la troisieme étape de ce paragraphe 5.2, on va voir que, la
aussi, la partie des fonctions f; qui est a support dans une région de petit parametre
d’impact joue un role négligeable. C’est I'objet des deux lemmes suivants :

Lemme 5.3.4. [l existe ¢ > 0 tel que 'on ait :

Qéa - Q}J”&AD = 9< (R()\ + ZO) - HRAD()\ + ZO))(fﬂ + f22>ea> XQHﬁ(f21 + f22)€a >
_|_O<h1+'y(1fn)+1+eo)

uniformément par rapport a X € I et w € S" 1.

Démonstration : Comme on l'a signalé dans la preuve du lemme 5.3.1, le terme :
S < (R(A+i0) — IR (X +i0))(fi + f2)ea, X°Ta(fi + fo)ea >
est d’ordre :
L+~y(1—n)+1+~(1—2s).

D’apres la preuve du lemme 5.2.3; on a 'amélioration suivante, pour k& € {1,2} et pour
1/2<s <s<p—n/2, s, s assez proches de 1/2 :

< @>" fireal| = O(pHH0m220 6 0m3/2))
alors que :

| <@ > faeal| = O(RIT/27)),

Par conséquent, I'ordre en h des termes ou figure au moins une fois un facteur fy; pour
ke {1,2}, est :

I+9(1—n)+14+~(1 -5 —s)+dy(n—3/2)
avec Y(1 — s — s) + dv(n — 3/2) > 0 pour s, s assez proches de 1/2. [

Lemme 5.3.5. [l existe g > 0 tel que l'on ait :
1

2 2,AD 1
@0 = Qi 2i
1 . . .
% < BoIIRAP (X +40)(for + fa2)ea, (R(A +40) — TIRAP (X 4 i0)) (for + faz)ea >

+ O(h1+"/(1—n)+1+eo)

< By(R(A +i0) — IIRP (A +40)) (for + faz)ea, RN +140)(for + faz)eq >

_|_

uniformément par rapport a X € I et w € S" L.
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Démonstration : Pour 1/2 < s < s < p—n/2, s, s assez proches de 1/2, I'ordre en h
du terme :

< By(R(A +0) — IIRP (A +i0)) (f1 + fa)eas RO +10)(f1 + fa)ea >

est :
1+~v(1—n)+1+~(2—25 —2s).

Grace a l'amélioration rappelée dans la preuve du lemme 5.3.4, les termes ou figure au
moins une fois un facteur fi; pour k € {1,2} sont d’ordre :

I+49(1—n)+14+~(1—-2¢)+~(1 -5 —s)+dy(n—3/2)
avec Y(1 —2s") +v(1 — s — s) + dy(n — 3/2) > 0 pour ¢, s assez proches de 1/2. [J

Troisieme et derniere étape : On utilise maintenant les approximations établies dans la
proposition 5.2.5. On reprend donc les notations de la quatrieme étape du paragraphe 5.2.

Lemme 5.3.6. [l existe g > 0 tel que 'on ait :
Qé _ Q;AD _ O(h1+’y(1—n)+1+eo)

uniformément par rapport a X\ € I et w € S,

Démonstration : D’apres la proposition 5.2.5, on a :

Qb — Q527 = =S < ih (11 - 1) (g1 + g2)ea, X Ts(for + faz)ea >
+3 < (R(A+140) — HRAD()\ +i0))(r1 + 7r2)eq, X2nﬁ<f21 + foo)eq >
-3 < HRAD()\ + iO))(rfD -7+ réw —72)€a, X2H5(f21 + foz)eq >
_’_O<h1+7(1—n)+1+50)

car x4 = 1 sur le support des for. Pour évaluer les deux derniers termes, il suffit de
remarquer que les arguments de la preuve du lemme 5.2.6 sont applicables ici puisque
Y211 est uniformément borné. Leur ordre en h est donc :

1+v(1—n)+1+¢

pour un certain ¢y > 0. Pour estimer le premier terme, on peut reprendre les arguments
de la preuve du lemme 5.2.7 car la quantité :

< (H(;E) - HO)¢a7X2H,6’¢a >L2(BZN)

est un O(< z >77) uniformément par rapport a h. L’ordre en h de ce premier terme est
donc :
I1+v(1—=n)+1+7.

]
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Lemme 5.3.7. [l existe g > 0 tel que l'on ait :
Q% . Q%,AD _ O(h1+7(1—n)+1+60)
uniformément par rapport a A € I et w € S" 1.
Démonstration : On va encore s’appuyer sur la proposition 5.2.5 et les preuves des

lemmes 5.2.6 et 5.2.7. On remplace chaque facteur par le terme correspondant donné par
la proposition 5.2.5. Considérons tout d’abord les termes suivants :

1
—Z < BQHRAD<)\ + ZO)(T’{‘D —ry+ T?D — r2)ea, R()\ + ZO)(le + f22)6a >,

1
_Z < BQHRAD(/\ + ZO)(le + fgg)ea, HRAD(/\ + ZO)(T{‘D — T + TéélD — Tg)ea > .

D’apres la preuve du lemme 5.2.6, ils sont d’ordre :
I+9(1=2¢)=14+~v(p+1—n/2—s)+v(p—1)—1+1+~5(1—-n/2—3))

soit :
I1+7(1—n)+1+v+~(2—2s —2s)

avec v+ v(2 — 25’ — 2s) > 0 pour ', s assez proches de 1/2.

Ensuite, prenons les termes qui contiennent au moins un facteur (r;+73)e,. Il contiennent
tous une différence de résolvantes. Ils sont donc d’ordre :

1+9(1=28)4+m—-14+1+~(1-n/2—53))
ou l'on a:
m = min(—14+k(p+1—n/2—s)+v(p—1); 2kp—n(n/2+s"); 1+kp—n(n/2+s"); 2n(p—n/2—5")),
d’apres les estimations établies dans la preuve du lemme 5.2.6. On peut minorer m par :
m>1+~(1—-n/2—5s)+ min(1,v) — 0y7(s, s)

ou la fonction 7 reste bornée et est positive lorsque s et s’ s’approchent de 1/2. L’ordre
en h de tous ces termes est donc supérieur a :

14+~v(1—n)+ 14+ min(1;7) + (2 — 25" — 2s) — dy7(s, s)

avec min(1;y) + (2 — 28’ — 2s) — dvy7(s,s’) > 0 pour § assez petit et §', s assez proches
de 1/2.

Les termes restant a évaluer sont :

1 o o
5; < Baih "a(g1 + g2) (o — e, ih ™ xa(g1 + g2)ea >,

1 o o
% < Boih ™ xa(g1 + g2)ea, ih ™ xa(g1 + g2) (Tl — ey >,
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ou By est donné par :
Axh(Vx) - hV, 11g.

En utilisant les propriétés de y, de II et les estimations suivantes :
Je > 0; Vo € IR, [(Vxa)(2)] < ch”, [(Vgr)(@)] + [(Vg2) (@)] < ch™,

on voit que ces termes sont égaux a :

1 o

= 5 < ~Ana(Nxxalgr + g2)(Vx - w)(Tly — Meq, ih "Yalgr + g2)ea >
1 .
5 < ~Ana(MN)xxa(91 + 62) (V- w)lglleq, ih "Ya(g1 + g2) (g — M)e, >

O(h1+'y(lfn)+1+eo) ’

pour un certain ¢y > 0. Pour estimer les deux derniers termes, on procede comme dans la
preuve du lemme 5.2.7. On majore donc :

1 o
‘27 < —4na(A)xxa(gr + 92)(Vx - w)g(Ilg — M)eq, ik lX4(91 + g2)eq > |

par :

Ch™t /(h_7 + |zo])7% < 2 > Tppvy (@) de

-

C«/h—1+2'y(p—1) /2h T_p_1+n_1d7’
h—Y
O pi (1) _ O(h2+7(2_")).

L’autre terme est controlé de la méme maniére. [

Remarque 5.3.8. Dans les preuves précédentes, on n’a pas distingué le cas f = a du
cas B # a. On peut se demander si 'on peut améliorer l’approximation dans le second cas
en profitant de [’orthogonalité des canaux. Malheureusement, dans la méthode précédente,
l’orthogonalité des canaux nintervient que dans la derniére étape en ce qui concerne les
termes qui contiennent une résolvante sur chaque facteur.

5.4 Terme dominant de o, : prépondérence de la diffusion élastique.

Pour déterminer le terme dominant dans o, on utilise les arguments de [RW] (voir aussi
[RT]). La différence essentielle réside dans la présence de 'opérateur II. Mais le lemme 5.2.7
permet de s’en débarrasser. D’autre part, on peut déterminer quelle section efficace totale
produit ce terme dominant, a savoir o,., la section efficace totale décrivant la diffusion
élastique.

Commencons par exiber un terme dominant pour o,, indépendant des troncatures. Ce
terme fait intervenir le potentiel inter-amas I,. On pourra le comparer avec les termes
dominants a haute énergie dégagés dans [W5].
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Théoreme 5.4.1. On prend les mémes hypothéses que dans le théoréme 5.1.53. Uni-
formément par rapport a X € I et w € S™ 1, il existe ey > 0 tel que :

TN w; h) = 4O(h)h1‘”/

1T

1
) sin? <4hna()\) /IR I (u + sw)ds) du + O(h(lﬂ)(l_”)“o),

_ 1 0_
avec y = = et 1] = Io|y=o-

Remarque 5.4.2. On retrouve donc le terme dominant de [RW], a un coefficient mul-
tiplicatif prés : C(h)h'™". La dépendance en h du potentiel inter-amas (qui n’existe pas
dans [RW]) est annulée car on a :

(s h) = I)(;0).

1l n’est pas clair que le terme annoncé soit dominant. On considerera ce point juste apres
la preuve du théoreme.

Démonstration : D’apres les relations (5.2;3) et (5.2;4) et le lemme 5.2.7, on a :

C(h)h™

oA, wih) = G

S S <ihlgy, fo > +O(R ),

1<j,k<2

Il reste a exiber un terme dominant dans o, (A, w; k) qui soit indépendant des troncatures.
Pour cela, on réintroduit les termes dont on s’était séparé dans la preuve du théoreme 5.1.3.

Avec les notations de la troisieme étape du paragraphe 5.2, on replace 6y, 110 et x3I°
dans le calcul :

Lemme 5.4.3. Si, pour j € {1,2}, on note :
+00 R t
Ga) = [ e ) I gy
0

alors on a :

o S <ihTlgy, fa >= S <ihTHG 4 Go), I) > +O (R,
1<j,k<2

uniformément par rapport a A € I et w € 3.
Démonstration : voir 'annexe E. [

On modifie maintenant les termes §;, g» en réintroduisant les termes abandonnés dans la
premiere étape du paragraphe 5.2.

Lemme 5.4.4. On pose :

g*(x) = /0 o I%(z — 2n, (Mtw)e ™ Jo Ba=2na(N(t=s)w)ds g
1l existe e > 0 tel que :

S < ih_l(fh + g2), [3 >= 3 < ih_lg*, Ig > _|_O(h1+'y(l—n)+60)7

uniformément par rapport a X\ € I et w € S™ L.
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émonstration : voir 'annexe E.
D trat I E. O

Il reste & calculer la quantité & < ih~'g*, I? >. Pour cela, notons que 1'on a 1’équivalent
pour I? de la cinqui¢me propriété de la proposition 5.2.4 :

2na(Nw - Vg* +ih ' 0" = I?
ce qui implique que :
S <ih g 10 >= —%/Qna()\)w -Vg*dx
puisque I est & valeurs réelles. Si, maintenant on pose :

qb(x, t) = eiihil f; I0(z—2n4(A) (t—7)w)dT

)

on a :

+o00 )
ih'g*(z) = —/ —¢ x,t)dt
_ . —zh lf (z—2na (M) (t—T)w)dT

19 (2 +uw)du

Y

1 — ¢ Zwatom ffoo

ol l'on a posé r = z, + sw et effectué un changement de variable dans 'intégrale. Comme
w -V est en fait une dérivation en s, on obtient :

i [® 0
_2na()\)w . Vg* = —[2<xw + Sw)e 2na (Mh ffoo Ia($w+u¢u)du.
Par conséquent, on a :

o s 70
I < Z'hilg*, [2 > = —%/ / [3(:[;w + 3&))6 2na(A)h f—oo Ia(x“’+uw)dud$dxw

= / / I?(z, + sw)sin (2 o h/ I2( xw—l—uw)du) dsdzx,,

— 4na(Wh / w /JR£ <sin2 (W /_ L +uw)du>> dsdz,,
= 4dng(M\)h [ sin? 1/+OOI°( +uw)du | d
= 4n,, - in T h ) T Ty +uw)du | dz,,.

La preuve du théoreme 5.4.1 est terminée. [

Pourquoi ce terme est-il dominant en général 7 Remplacons momentanément le potentiel

I? par la fonction :
Ve(z) = [P @(z/|2[)(1 — x(a/€))

pour € > 0, pour ® € C*°(S"!; IR) et pour une fonction paire y € C{°(IR"; IR) valant
1 pres de 0. On s’inspire de [Y]. Apres un passage en coordonées sphériques sur H,, le

/ i /7 i( W )d d w
P — uw
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s’écrit :

+oo . 9 Is +0o0o 9
a/ / sin ( / Ve(ro + uw)du) " dr deo.
sn=2Jo h

En remplagant V. par Vy(z) = |z|?®(x/|z|), ce terme a encore un sens et vaut :
7r
(n = DL (n = 1)) sin(ry(n — 1)/2)

ou I' désigne la fonction “gamma’” et ou 2 est donnée par :

a hY(—n)

jg%aﬁl@%¢ﬂ”m‘”d¢, (5.4;1)

Qw, 9) = /Tr ®(wcosf + ¢sin ) sin”? Odb.
0
De plus, la différence de ces termes est majorée par :
a /S . / _, 2lsin(t — ¥ cos(t + ¥ (sin(2uo) + sin(2¢))r"*dr do,

car la quantité :

Yo — e = % /_J:O(VO — Vo) (ré + uw)du

est nulle des que r est grand devant e. Par conséquent, cette différence est controlée par
be" 1, qui tend vers 0 lorsque € tend vers 0. En conclusion, le terme considéré est supérieur
a la moitié du terme (5.4;1) pourvu que € soit assez petit. On voit que ce terme (5.4;1)
est réellement d’ordre R0~ pour ® = 1 par exemple.

Revenons & I°. En prenant le méme potentiel V, avec ® = 1, on considére les interactions
suivantes :

Vi, = €V, si i€ Al,je A,
Vij = —eZiV., si i=1,j€ A
Vij = —eZ)V,, si i€ A, j=2,
Vie = 2125V,

ou les constantes e, Z1, Z, sont strictement positives. D’apres la formule (1.1;2) et le fait
que I9(z) = I,(x,y)|y=0, on obtient :

I)(x) = (*|AY] - |Ay] + 212y — e| 43| Zy — e| A} Z2)Vi(2)

soit :

19(2) = (N1 = Z) (N, — Zu)Vi(a)

avec Nj = e|A}], 1 < j < 2. Dans ces conditions, si 'un des amas est neutre (N, = Z,
ou Ny = Zy), le potentiel I? est nul! mais si chaque amas ne l'est pas alors le terme
apparaissant dans ce théoreme 5.4.1 est réellement dominant.

A la fin du paragraphe 5.1, on a constaté que la diffusion associée aux canaux “adiaba-
tiques” était la plus importante. L’objet du théoreme 5.4.5 suivant est de montrer que,
parmi ces canaux “adiabatiques”, le canal de sortie o est prépondérent et que le terme
dominant de o, est produit par la diffusion élastique o,,. Dans le cas ou le potentiel
inter-amas [, ne dépend pas du parametre semi-classique h, ce résultat est connu (cf.
[I2]). On reprend d’ailleurs la technique utilisée dans [12].

118



Théoreme 5.4.5. Sous les hypothéses du théoreme 5.1.3, il existe ey > 0 tel que l'on ait,
uniformément par rapport a A € I et w € S"71 :

Oa(Awih) — 0aa(A,w; h) = O(h(H'V)(l*")*GO)_

1

On a toujours v = Pt

Démonstration : D’apres la preuve du théoreme 5.1.3, on a :
C(h)h™"

Oa(A,w;h) = PRGN

Y S <ihTlgjeq, farea > +O(RIFV ),
1<5,k<2

Pour obtenir 'estimation cherchée, il suffit donc de prouver I'estimation suivante :
C(h)h™™

Caa(A,wih) = (V)

ST R < hlgjea, fareq > +O(RITIITITO), (5.4;2)

1<j,k<2

Pour cela, on reprend la démarche suivie dans le paragraphe 5.3 et on utilise les arguments
de la preuve du théoreme 5.1.4.

D’apres les arguments utilisés dans les preuves des lemmes 5.3.1, 5.3.2, 5.3.3, 5.3.4, 5.3.5,
on voit que 'on a :

o = S < ROH0)(for + fas)ea, X*(for + faz)ea >
+ O<h1+'y(1—n)+60)
1 . ~
b = 57 < BaROA+0)(for + fa)ea, RO +30)(for + fr)ea >
+ O(h1+’y(1*n)+60)

puisque Il e, = e, et que, cette fois, on n’a pas de différence de résolvantes. On utilise
alors la proposition 5.2.5 et on obtient :

(1x0¢ = 'R < (g +92),X2(f21 + fa2) >
+ O(hl-‘rv(l—n)-I—eo)
1 o
aa — % < —4no(A)xxa(Vx - w)(g1 + g92)ea ih 1X4(91 + g2)eq >
+ O(h1+7(1—n)+eo)
= 2n,(MhT < X(Vx - w)(91 + 92), (91 + 92) >
+ O<h1+'y(1fn)+eo)

car x4 = 1 sur la couronne C},, donc sur le support de Vx. Or, on a, par intégration par
parties :

2n0(Mh™H < X(Vx - w)(91 + 92), (91 + g2) >

= 2na(MA7'S < (w-VOE = 1)) (91 + %), (91 + g2) >

= 2na(MNA7S < (1= x))(g1 + 92),w - V(g + g2) >

= W' R<(1=X))(g1 + 92), 2naNw - V(g1 + g2) >
KR < (1= X)) (g1 + 92), (far + fa2) >,

N =N =
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d’apres la derniere propriété de la proposition 5.2.4 et le fait que le potentiel I? est réel.
On trouve donc :

oo T Qo = h'R < (g1 4 92), (for + fa2) > —i—O(hlﬂ(l*nHeo)

ce qui donne l'estimation (5.4;2). O
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A Annexe de la partie 1.

Opérateurs bornés sur des espaces a poids.

On se place ici sous les hypotheses du paragraphe 1.3. Comme dans le lemme 1 p. 170 de
[RS4] ou bien dans [Kar|, on vérifie ici que les opérateurs 95 (P*+1)~'d), pour |a|+|5] < 2,
sont bornés sur les espaces a poids :

Ly(IRyN) = L*(IRpN; < y > dy),

pour ¢ € IR. Sur les méme espaces, on vérifie aussi que les opérateurs 05 (P, (z) + i)_185 ,
pour |a| + |B] < 2, sont uniformément bornés. De plus, on montre que les opérateurs
(PAP + )71 et V,II(PAP 4 4)~! sont bornés sur les espaces a poids :

Li(IRy; L*(IRy™)) = L*(IR}; L*(IRN); < w >% dx).

Posons Fj = —%Ay + HE (avec les notations du paragraphe 1.1). Soient F,G des
opérateurs de multiplication (par une fonction) tels qu’ils soient (B + G)-bornés. Mon-
trons tout d’abord que, pour tout d € IR, les opérateurs F/(P¢+G+1i)~!, 85(P51+G+i)_1,
pour |3 < 2, et 9J(Py + G 4 1)~'9], pour |3| = |y| = 1, sont bornés de L3(IR}") dans
lui-méme. Par dualité, on peut se limiter au cas ou § > 0.

Prenons 0 < § < 1. En notant (P¢ + G + i)~ par R, on a:
<y>FR<y> =FR+4[<y>" FR <y>"°.
Le commutateur s’écrit :

[<y>° FR] = F[<y>° R] = FR[P?, <y >°|R

puisque F et G' commutent avec < y >°. Enfin le commutateur [P, < y >°] est de la
forme :

ou les opérateurs de multiplication A, et B sont bornés puisque 1’on suppose 0 < § < 1.
L'opérateur < y >° FR < y >79 est donc bien borné. De plus, on peut écrire :

<y>"WR<y>"=0/R+09)|[<y>" R —(9) <y>")R<y>".

On en déduit que 'opérateur < y >° 85(P5‘ + G +1i)7' < y > est aussi borné. En
écrivant maintenant :

<y>" R <y>"" = —(0) <y>")RO] <y>""
+OR[Py, <y >°|RO) <y >7°
—WR(0) <y >°) <y > +0RI],
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on voit, d’apres les arguments précédents, que 'opérateur est borné. Supposons que, pour
s < mn,lesopérateurs <y >°* FR<y >"° <y >° 85]% <y>fet<y>* 85}28;, <y>7%
soient bornés. Prenons encore 0 < 9 < 1. On a :

<y>"MFR<y>"'=<y>"FR<y>"+<y>"[<y>" FRl<y>""

avec :
<y>"[<y>° FRl<y>" = <y>"FR[<y>° PIJR<y>"
= Y <y>"FR<y>T" A, <y>"0jR<y>"
la|=1

+<y>"FR<y>"-B-<y>"0/R<y>"".

En utilisant I’hypothese de récurrence, on voit que l'opérateur est borné. De méme, on
peut écrire :

—n—34

<y>"P R <y > = <y>" <y>R<y>""°

—<y>" () <y>)R<y>"-<y>"’
ott le dernier terme est borné. En commutant < y >% et R, on voit que le premier terme
vaut :

<y>"OWR<y>"+4+ > <y>"OR<y>" Ay <y>"R<y>" -<y>""°

la|=1

+<y>"R<y>" B <y>"R<y>" -<y>".
Il est donc borné. De maniére analogue, les opérateurs < y >"19 85}283 <y >"""% sont
bornés. On a donc établi le résultat par récurrence.

On prend successivement G = P* — B§ et G = P.(x) — B§. D’apres la preuve de la
proposition 1.3.1, le potentiel G vérifie les hypotheses précédentes (uniformément en x

dans le second cas). On obtient donc les résultats relatifs a P* et a P.(x).
En ce qui concerne les résultats relatifs & PP, on reprend les arguments précédents en
utilisant le fait que lopérateur II commutent avec les < > et que l'on a :

[PAP < 2 >0 = TI[-h%A,, < 2 >°]IL.

Preuve de la proposition 1.2.1.

Comme la fonction (z,y) — I,(z,y) est bornée, on en déduit que I,(z)(P* + i)~! et
(P.(z) + 4)~* sont uniformément bornés par rapport & x, puisque la distance de i aux
spectres des opérateurs auto-adjoints P® et P.(z) est minorée par 1. Il suffit donc de
vérifier que, lorsque |z| — oo, I,(z)(P*+14)~! converge fortement vers 0 c’est-a-dire que :

lim I,(z)(P*+i)'¢ =0,

|z|—o0
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pour ¢ € 8. Soit ¢ = (P*+1i)~'¢. Le potentiel inter-amas I, est composé de potentiel de
la forme V(z + L(y)), ou L € L(IR™; IR™) et V vérifie (D,), pour un réel p > 0. On a,
d’apres (D,) :

V(e =Ly <C<z—Ly) > Wy <C<x>"7< Ly) > [Pyl

Comme (P?+1i)~! est borné sur tous les espaces a poids L2(IR™) = L2(IR™, < y >2% dy)
et ¢ appartient & S, la fonction < L(y) >* v (y) est dans L?(IR}"). Le théoreme de
convergence dominée donne la conclusion annoncée. []

Preuve du lemme 1.2.7.

Soient (¢);)1<j<m une base orthonormée de I'mIly dans L*(IR!™) et (1)), une suite conver-
geant faiblement vers 0 dans L2(IR2(N)). On a :

H(ﬂ/}p xz y Z < (bj’wp ) >y (bj(y)

7=1

et :

<x>TF (=D))< gy () >y 05(y) = 0i(y) < @ >TH(=A+i) T < ¢y, () >

Comme ¢; € L*(IR}N), lasuite (< ¢, ¢p(z, -) >,), tend faiblement vers 0 dans L*(IR7) et
comme < x >"H (=A, —i—i)_l est un opérateur compact sur cet espace, on a la convergence
vers 0 de < = > (=A, + i) lgth, pour la norme de L*(IRENTY). Ainsi < & >7#
(—A, + i)' est un opérateur compact sur L?(IRZNT).

Le méme raisonnement s’applique & Popérateur < x >"* V,(—A, + 1)~ !IIy. Considérons
maintenant 'opérateur < z >"* (—A, + i)"'II. On pose pour |x| grand :

Comme on a :

< (bj(x)v ¢k(x) > = < H<x)¢j7¢k >
= Ot < (Il(z) — o)Ilog;, ¢r >
= 0 +0(<x>77)
d’apres la proposition 1.2.4, la famille (¢;(2))1<j<m est une base de I'mll(x) pour |z| > R,

R assez grand. Notons par (¢;(x))1<j<m la base duale. Soit x € C*°(IR™) a support dans
{|z| > R} et valant 1 au voisinage de 'infini. On a donc :

<x>H(=Ap+1)” lﬂxwp Z <z >H(-A,; +i)_1 < qgj(m),@bn(x, ) >

£ <> (2B + ) B @G @] (A + 1) < Gya), (e, ) >

=1
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ou le commutateur s’écrit V, - O(< z >7°) + O(< « >~*), d’apres la proposition 1.2.4.
D’apres 'hypothese sur les 1, la suite (< gz;j(x), »(x, ) >, ), tend faiblement vers 0 dans
L*(IR?) et comme lopérateur < x >"* (—A,+14)~" est compact, on a donc la convergence
vers 0 en norme de (< z > (=A, + ) Ix,),.

D’apres la proposition 1.2.3, on peut reprendre ces arguments au voisinage de chaque
point. Grace a une partition finie de I'unité, on en déduit que l'opérateur < = >7#
(—A, + )7 est compact. Une preuve analogue donne la compacité de : < z >7H

Comme lopérateur < = >"* TI(—A, + i)~ est I'adjoint de l'opérateur (—A, + i)™ <
x >"#1I, on voit, en commutant (—A, +1i)~ ' et <z >7# que <z >* II(—A, +14)7!
est aussi compact. De méme, 'opérateur < z >"# IV, (—A, +1)~! est compact. [J

Preuve du lemme 1.2.11.

On note par P3P Topérateur TI(—A,)II. La différence :
(PP +4) 7' — TI(—A, 44) I

s’écrit :

(PP +4)'I[A,, T](=A, + i) I,
AT(PAP + i) MI(VLID) < 2> - <2 >7F Vo (=A, +14) I
HII(PAP + ) TI(ATD) < 2 >P < 2 >77 (=A, +14) 'L

D’apres le lemme 1.2.7, on en déduit que les opérateurs :
<z >HINPMY 40 <o > VIR 44)

sont compacts et, comme PAP — PAP est PAP —borné, les deux premiers opérateurs le
sont aussi.

D’apres les relations suivantes :

<z >PI(P+i)™' = <o>PI(PP +QAP +i) Y (I -V (P+i)™),
<z >PV,I(P+i)! = <a>7 V(PP +Q4P +i)"Y(I - V(P+1i)™1),

(V est P—borné) et le fait que I[I(PAP + Q4P +i)~1 = II(PAP +4)~L, on voit que les deux
autres le sont également. [

Preuve de la proposition 1.3.2.

On détaille cette preuve. On montre tout d’abord que l'application IR" > k+— V(x +k —
L())(P.(x) + 1)~ est continue.

Posons y = (y1,9) avec y; € IR™. On peut écrire :

V(e +k = L(y) = TegV(y)Tey
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ou la transformation 7T}, 5 est définie par :
Tego(y1) = ¢(x + k — L(y))
pour ¢ € L*(IR™). Ainsi, on a :
Viz+k—Ly)(=Ay, +i) " = CTigV () (=4, +i) ' T

ou la constante C' est indépendante de k et de . Comme le potentiel V' est A-compact,
comme l’application k& +— T} ; est uniformément bornée et fortement continue, on en
déduit que Papplication k — V(z + k — L(y))(—A,, +4)~! est continue en norme. De
plus, comme les opérateurs T}, ; sont uniformément bornés en g, on a, pour toute fonction

fe L2(1RZN) :

/(/ [V(z+k—L(y) — V(e = L(y) (=4, + Z')lf‘Qth) d

<c [([1rran) = ciis,

On en déduit donc la continuité en norme d’opérateur sur LQ(ZRZN ) de l'application

ks V(ex+k—L()(P.(x) +14) .
Grace a un argument d’interpolation, on montre que ’application :

R" > k= (|Pe()| + )72V (2 + k — L())(|P(2)| + 1)/
est aussi continue.

Montrons maintenant que I'application z +— (P.(x) +14)~" est de classe C'. Soit k € IR",
on étudie la dérivabilité dans la direction k. La différence :

(Po(z +th) +i) " — (Pu(z) + )"
(t € IR) fait intervenir les différences suivantes :
V(z+thk —L(y)) — V(z — L(y)) = t(k - VV)(x + 0k — L(y))
avec 0| < |t|. Or, on peut écrire, y p.p. :
(VV)(z = L(y)) = [MVy,, V(z = L(y))]

ou la matrice M est construite a partir de I’application L et est indépendante de x et de
y. D’apres les propriétés de continuité précédentes, on voit que la dérivée directionnelle
existe et est donnée par :

d N N .

o (Pelw + k) +1) Nemo = D (Pe() +49) 7'k - MV, V(2 — L(y)))(Pe(2) +14)7",

la somme portant sur les potentiels constituant I,. De plus, on voit que les applications
v (P(z)+i) k- MV,,) et 2 — V(z— L(y))(P.(z) + i)~" sont continues.

Pour montrer que I'application z + (P.(z)+14)~! est de classe C?, on procede de la méme
facon en utilisant les continuités précédentes.

Avec des calculs plus fastidieux encore, on peut vérifier en suivant la méme démarche les
résultats de la remarque 1.3.3. [
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B Annexe de la partie 2.

Preuve de la proposition 2.1.1.
Soient ¢, 1) € D(PAP) U D(AAP). On a :
<, i[PP APy > = < PPy, iAPTIg > + < iAPTIy, PAPTIg >,

= <I(—A)IY, i A%PTg > + < i AP, TI(—A,) g >
+ < IIPII, iAYPTI¢ > + < iAYPTIY, TP, >

puisque, d’apres la proposition 1.2.4 et le lemme 1.2.11, IIP.II est PAP—borné de borne
relative 0 et donc que D(PAP) = D(II(—A,)II). D’apres le corollaire 1.2.10, on peut
transformer ’expression précédente :

<, i[PAP AP > = < (=AY, iAllp > + < iAIlY, (—A,)I1e >
+ < (=g, 1L, AJllp > + <[IL, AJIly, (—A;)Ig >
+ < TPy, i Allg > + < iAlla, TIP.I1¢ >

ou i[A, 1] = z - (V,II), II1,IT sont des opérateurs bornés (cf. proposition 1.2.4). De plus,
IIPeII = IIPII — I11,II est aussi borné.

Sur D(A) N D(—A,), la forme i[—A,, A] est représentée par —2A, donc on a :
< (=AY, iAllg > + < iATTY, (—A)le >=< 1, 2I1(—=A,)p > .
D’autre part, on a, au sens des distributions :

ATP°IG — IIPIIAILG = [A,T1]P*TI6 + TI[A, P*|IIp + P[4, TMo € L2(IRIY+)
iAllL I — I, 110 ATLe = d[A, 11,01 + 1L A, I,]T1¢ + T11,[IT, A]llp € LQ(]RgiNH))

avec :

[A, P =0,i[A 1) =2 (V.1,), i[A 1] =a- (V,II).
On en déduit que :
< [P, iAllp > + < iAllY, 1IP.Ilp > = — <o, Pz (V, I)Ilp >
— <,z - (V II)P.Ilp >
— <, x - (V1) >,
= —<,x-(Vely)p >

car [I(V,ID)II = 0 (cf. remarque 1.2.6). Enfin, d’apres la proposition 1.2.4, —A,I1[A, IT]II¢ €
LA(IR7(D). On a donc :

<, i[PAP AP > = < ap, 2(=A)TIg > — < ¢, I(=A)z - (VIDIIg >
— <, Tz - (VI (=A )¢ > — < ¢,z - (Vo I,)p > .
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D’apres la proposition 1.2.4, Iz - (V,1,) < & > est borné, donc, grace au lemme 1.2.11,
[a - (V1) est PAP —compact. D’autre part, 'opérateur Iz - (V,I1)(—A, ) s’écrit :

[z - (VL IDI(I(—A,) + 2(V,I1) - V, + (A ID)II

=2I(x - (VID)(V,II) <z >f - <z >V, I+ 1(z- (V,II) (A <z > <z >"*II

(on a utilisé la remarque 1.2.6). Il est donc PP —compact. Par conséquent, I'opérateur
symétrique IT(—A ) — I(—A,) (z - (VLI — I(z - (V,I1))(—A I — - (V,I,)I est
auto-adjoint sur D(II(—A,)I) = D(PAP) et est borné inférieurement. On en déduit que la
forme considérée est bornée inférieurement et est fermable, que D(PAP) C D(i[PAP, AAP]°)
et que 'on a la relation (2.1;2). O

Preuve du corollaire 2.1.3.

Soient ¢,1 € S, on a :
< ’QD,AAD(PAD o Z)_l(AAD _ Z)—1¢ >

—< ¢’ (PAD—Z)flAAD(AAD—Z)flqb >4 < w7 (PAD_Z)fl{PAD’AAD](PAD_Z>71(AAD_Z)71¢ >

D’apres la proposition 2.1.1, Vopérateur fermé AAP(PAP — 2)=1(AAP — 2)~! est borné
donc on a : (PAP — 2)7"'D(AAP) C D(AAP).

Pour X\ # 0, on peut écrire :
(AAD + ’i/\)_l(PAD + i)_l o (PAD + Z-)—I(AAD + ’i/\)_l
= (AP i) (PP 4 i) T AP — AAP(PAP ) 71) (AP N
— (AAD + i)\)fl(PAD + i)fl[PAD’AAD]o<PAD + i)fl(AAD + i)\)fl.

Toujours d’apres la proposition 2.1.1, [PAP | AAP]°(PAP 4+ 4)~1 est borné donc, pour ||
assez grand, I'opérateur borné :

B()\) — [PAD,AAD]O(PAD —f—i)_l(AAD +i>\)_1
est de norme < 1. On a done :
(AP i) TH(PAP + i)™ = (PP +4) 71 (AP + i) (1 - B(\)

d’ot 'on déduit que : (A4P + i\)'D(PAP) c D(PAP). De plus, pour |)\| assez grand,
(1 — B(A))™! est uniformément borné en X et on a la convergence forte :

IN(AAD i)~
A

1
o0

— 1,
—

ce qui implique la convergence forte souhaitée. [

Un argument de la preuve du théoréeme 2.1.6.

On va vérifier que, pour s € [0, 1], Vopérateur < A4P > (PAP +§)~1 < 1 >7% est borné.
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On procede par interpolation (cf. [RS1]). Soient ¢, € S(IRY; L*(IR7™)). La fonction :
C3s— f(s) =<< AP > (PAP L) <> g0 >

est analytique sur {s € €% 0 < R(s) < 1} et continue bornée sur {s € €; 0 < R(s) < 1} (on
a utilisé le fait que < x >7% et (PAP+4)~! conserve le domaine de AP, cf. corollaire 2.1.3).
Ensuite, la fonction f est uniformément bornée sur {s € @ R(s) = 0} par col|@|| - |[|¥]]-
Sur {s € @, R(s) = 1}, elle est aussi uniformément bornée par ¢||¢|| - ||| car opérateur
AAP(PAD )=t < 7 >~ est borné. Ce dernier point résulte des arguments utilisés dans
I’annexe A. Par le théoréeme des trois lignes d’'Hadamard, on en déduit qu’il existe une
constante C' > 0 telle que, pour tout s avec 0 < R(s) < 1, on ait :

| << AP S (PP 1) <a > 0,0 > [ < Ollgl| - (v
Par densité, on a donc le résultat. [

Preuve de la proposition 2.3.6.

Il reste & montrer l'inclusion :
o(Ps'P) C {0} U [Ey; +00].

Soit y € C°(IR\ {0}). Comme I'mIl C KerPAP (le noyau de P{*P), on a : (P = 0.
Pour toute fonction ¢ € Lz(lefy]V+l)) et A € IR, on peut écrire :

X(B ) (' = N = (Fg'? = Mx(P'P)Tp = T(=h* Ay + Eg — NII(F5') 9.

Dong, si A < Fy, on a :

Bo =2 (pam)al . (B;1)

< (B = MX(B)o x(B'P)o >= =

Si A € o(P{P) avec A < Ej alors, par le “petit” théoreme de Weyl (cf [RS1]), il existe
une suite (¢,) d’états normalisés, avec ¢, € D(Pi'P), telle que ||(P'P — N)¢,|| tendent
vers 0 quand n — oo. Bien sfir, on a aussi ||x(P{P) (PP — N)g,|| — 0 et, d’apres (B;1),
IX(P5*?)énll — 0.

D’autre part, si I'on considere une fonction § € C§°(IR) qui vaut 1 pres de A, on a cette
fois la convergence : ||(1 — 0)(P{P)¢,|| — 0 (cf. la preuve du “petit” théoréeme de Weyl
dans [RS1]).

Ces deux convergences vers 0 ne sont compatibles que si A = 0. Ceci prouve que 1'on a
o(P{P) Cc {0} U [Ep; +oo[. O

C Annexe de la partie 3.

Preuve du lemme 3.2.1.
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Prenons un réel 0 tel que 0 < § < d(0, suppu), la distance de 0 au support de u, la
transformée de Fourier de u. On a ’estimation suivante :

| Lapsopy < 2> e 08yl <O <t >4 ||ull

ol le majorant est intégrable car g > 1. On écrit maintenant :
(712 u) (@) = (2m) " [ el a(g) e,

Pour |z| < d|t| et & assez petit, la phase ¢(£) = z - & — t|¢]* est non stationnaire sur
le support de u. De plus, il existe une constante d > 0 telle que, pour tout x dans
{z;|z| < 0|t|} et tout £ € suppt, on ait :

<x—2AE>>d<t>.
Comme 4 € S, on obtient, apres deux intégrations par parties :
(e 2)y) (2)| < C < t >72,

uniformément pour |z| < §|t|. Comme p > 0, on en déduit que :

1/2
[T jaj<spy <z >H e M08yl <O <t >72 </| dm) <D<t>7%?%

z|<d|t|
O
Preuve de la proposition 3.2.2.

La premiere assertion est donnée par le lemme 3.2.1 puisque A% g,, € S(X,) et que sa
transformée de Fourier est supportée en dehors de 0. D’autre part, on a :

—it(—Aa)

e Steag e hg

w,
Rugwa =e Wae

d’apres la décomposition précédente. En utilisant la transformation de Fourier, on voit
que :

e—it(—Am;)huéa o

quand R — oo, dans L? 5(H,, ) pour tout § > 2L Par définition, on a posé :
4 a 2
L?4(H,,) = L*(H,,;< z, > % dz,).

n+1

Si p > 5=, on peut trouver un 0 > “7_1 tel que 4 — 0 > 1. On a donc :

< >R iAo e L2 (IRw,)
et on a dans L*(X,) :
it(—A,)

]%i_r}go <@g >H MRy g, >TH e

gU-’a :
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De plus, en appliquant le lemme 3.2.1 a la fonction :

b >R TR g

on voit que celle-ci est intégrable. On en déduit donc la derniere assertion. []
Preuve de la proposition 3.3.6.
D’apres la remarque 3.3.4, on a, pour z € €'\ IR :

(P—2)xea = (=h*A.)xea+ x(P*+ 1, — 2)eq

= [_hQAza X]ea + X(P - )‘)ea + X()‘ - Z)ea
= [_hQAaza X]ea + XIaeoc + X(A - Z)eoc

et :
(PP — 2)xen = M(—=h*A,)xIles + Y(IIP.II — 2)e,

[—R*A,, xHeq + X (PP — Nea + x(A — 2)eq
H[_hZAxa X]Heoz + XVADea + X(A - Z)ea-

En appliquant R(z; h)(respectivement RAP(z; h)) avec R(z) = A et en faisant I(z) — 0F,
on obtient les deux premieres égalités.

Comme Y, 6 et I, sont a valeurs réelles, on a, d’apres ce qui précede :
I < R(A 1405 h)xlpen, 01 >+ < R(A £40; h)01,e4, x1oeo >
=3 < RIA£40; h)[x, —h*AL)eq, 00 > +3 < R(A £i0; h)[0, —h*As)eq, X1aa >
=3 < [x, —h*Aeq, Oeq > +3 < RN £100; h)[x, —h*AL)ea, [0, —h*AL)eq >
+3 < [0, —h*AL)ea; Xea > +3 < R(XA £i0;h)[0, —h*AL)ea, [x, —h*Agleq > .
En écrivant [y, —h%A.]es = h*Auxeq + 2in,(A\)h(VY) - weq, on voit que :
S < [x, —h*A)eq, Oeq > +3 < [0, —h*AL)eq, Xea >
=214 (A)R(R < (VX) - weq, Oe, > +R < (VO) - wey, xeq >) =0,
grace a une intégration par parties. On a donc la troisieme égalité.
Pour prouver la derniere, on utilise la deuxieme égalité et on a :
S < RPN +i0; h)\VAPe,, 0VAPe, > +F < RAP (N £i0; h)0VAPe,, xVAPe, >
= 3 < xeq, VAPeq > 4+ < TIRAP (X 440; h) [y, —h*A,]Tle,, OV AP e, >
+3 < feq, xVAPeq > 4+ < TTRAP (N +40; h)[0, —h*A ey, XV APeq >
= < TIyeq, O(—h*A)Tle, >+ < TRAP (XN +140; h)[x, —h*A)Te,, 0V APe,, >
+3 < Tfeq, X(—h*A)Te, > +S < TRAP (X £40; h) [0, —h*A ey, xVAPeq >
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puisque VAPe, = (II(=h?A, )1+ I1P, — N)e, et que la contribution de I1P, — X est nulle.
De nouveau grace a cette deuxieme égalité, la quantité cherchée vaut :

= & < Ixeq, 0(—h*A ) e, > +S < [x, —h*A]Tle,, 01le, >

+ < TRAP (N 4140; h)[x, —h*A]Teq, [0, —h?A)Te, >
+3 < fey, x(—h*A)TIe, > +5 < [0, —h?A e, xIe, >
+3 < TIRAP (X 4140; h)[0, —h? A ey, [x, —h*A e, >

Il reste a voir que la somme des premier, deuxieme, quatrieme et cinquieme termes est
nulle. Cette somme est :

S < (—h2A) ey, Olle, > +3 < ey, [0, —R*ATle, > +3 < T[x, —h?A, ey, Ole, >

+3 < (=h2A,)01e,, XIle, > +3 < ey, [x, —h*A)lle, > +5 < 110, —h*A ey, xIe, >

et vaut :
23 (R < (—h*A,)xHe,, 0lle, >) + 23(R < Hxeq, [0, —h*A, e, >)

+23(R < Iy, —h*A,]Tle,, Olle, >) = 0.

D Annexe de la partie 4.

Preuve du lemme 4.1.1.

Prenons x € IR™, z € I'(x) (respectivement z € I'(00)) lorsqu'’il s’agit de P.(-;h) (respec-
tivement P%(h)). En calculant sur I'espace de Schwartz, on a :

e5<Y> (PUR) — 2)e™*V>(PY(R) — 2)"" = I + >V [PA(R), e=*<¥>](P*(h) — 2)~!
et :

"V (P.(z;h) — 2)e "V (P.(x;h) — 2) 7' = I + Y7 [P.(a; h), e *~V7)(P.(x; h) — 2) 7.
Or, on a :

[Pe(x; h), e*s<y>] = [Pa(h),efs<y>] _ [_Ay + HE, efs<y>]
= ¢ "V (A(y) -V, + B(y))

avec ||[A(y)|| + ||B(y)|| = O(s), uniformément h. Ainsi, les opérateurs :
e*<VZ[P*(h),e 5<VZ])(P*(h) — 2) " et Y7 [P,(x; h),e V7] (P.(x;h) — 2)!
sont bornés sur L*(IR7™) et vérifient :

[le*<v>[P*(R),e™*<*"](P"(h) — 2) || = O(s),
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uniformément en h et z € I'(c0), et :
e [Pe(w; h), e "= ](Pe(w; h) — 2) || = O(s),
uniformément en h, x € IR"™ et z € I'(x). Par conséquent, les opérateurs :
e*<VZ(P"(h) — 2)e V> (P*(h) — 2) ' et V> (P.(z;h) — 2)e *<V>(P.(z;h) — 2)*

sont bornés, inversibles pour s assez petit et leurs inverses respectifs Uy(z; h) et U(x, z; h)
sont uniformément bornés en h et z € I'(00), respectivement en h, x € IR" et z € I'(z).
Comme on a :

1
—s<y>H h s<y> _
€ o(h)e 2
et :

1/ (2 = Pu(a: b)) \Ux, 2 h)dz,
I'(z)

fs<y>H h s<y>:
‘ (2 h)e 2w

e #<Y>IIy(h)e*<¥Y> est uniformément borné en h, Papplication x — e *<V>TI(x; h)e*<V> €
L(L*(IRy™)) est bien définie et est uniformément bornée en z et h. [

Preuve de la proposition 4.1.2.

Commencons par établir 'estimation (4.1;8) :
Vo€ IN", 3D, > 0; Va € IR™, |[(95 1) (x; m)Tp(h)|| < Dy < 2 >~

uniformément pour h assez petit. Notons tout d’abord que, si ¢ € LQ(ZRZN ), on a, d’apres
(4.1;1), (4.1;2) et (4.1;3), la relation (4.1;9) suivante :

ITo(h) — T (0)]| = O(?)

et done :

[1(1 = TIo(0)) Mo (R) (87 L) (s )Y [ < ;Ilﬂo(h)(afla)(x; h)||

pour h assez petit. On est donc ramené a estimer la norme de Iy (0)IIy(h)(091,)(z; h).
Considérons (¢;)1<j<m une base orthonormée de Imlly(0). La quantité (051,)(x;h) est
constitué de potentiels du type :

(0°V)(z + Lu(y) + L(y))

ol Ly, L € L(IR™; IR™) avec ||Ly|| = O(h?), L indépendant de h et V vérifiant (D,). Si
¢;(h) = y(h)¢;, on a donc :

[(O°V) (2 + Lu(y) + L(y))9;(h)(y)] C <z+ Lyly) + L(y) > ¢;(h) ()]
C <z >Pl< Ly(y) + Liy) > ¢,(h) ()]

C" < a >l L(y) > g () (y)].

IA N IA

Grace a la décroissance exponentielle des ¢; (cf. (1.2;1)) et au lemme 4.1.1, on obtient
I'estimation cherchée.
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On montre maintenant ’estimation (4.1;10) suivante :
Vo€ IN", 3D, > 0; V& € IR", ||0%(I1(z; h) — Iy (h))o(R)|| < Dy < 2 >l
uniformément pour h assez petit.

Pour < z >< Ry, il suffit de vérifier que ||0311(z; h)|| est uniformément borné en x et h.
Comme l'application x — P.(z;h) est continue en norme des résolvantes, uniformément
en h, II(x; h) est donné, au voisinage de chaque point xg, par 'expression (4.1;5), ou I'(x)
est remplacé par I'(zg). Le résultat découle maintenant du fait que la distance du spectre
de P.(x;h) a T'(xg) est minorée, sur ce voisinage, par une quantité strictement positive et
indépendante de x et h, et d'un argument de compacité.

Pour < z >> Ry, I'(x) est donné par (4.1;2) si bien que l'on a :

1
T(z: h) — 11 h:—/ — P2 1)) (2 h) (2 — PO(R))"\dz.
(wsh) = To(h) = 5= [ (e Pash)) (s ) — ()
D’apres 'hypothese (D,), on peut utiliser la formule de Leibnitz :

O [(z=Pe(; h) ™ La(a; h) (2~ = > CR0;[(z=Pe(w; h) 707 [La(xs ) (== P*(h)) ™).

B<a

La contribution de I, est déterminée par la propriété :
Va € IN", Vo € IR", 0% (I,(x; h)(z — P*(h))"Ho(h) = (0°IF)(x; h)(z — P*(h))y(h)

out I*(z;h) est obtenu & partir de I,(x;h) en remplacant les Vy; par £Vs;, pour j € Aj,
suivant la parité de |«|. Puisque l'on a obtenu 'estimation (4.1;8) en traitant séparément
les termes constituant I,, cette contribution est en O(< x >~*~I¢*+I8)) "uniformément en
z et h, pour |z — Fy| = §/2. Comme la résolvante (z — P.(x;h))™! est bornée par une
constante, uniforme en z, z et h, pour |z — Ey| = §/2, les termes constituant 9°(z —
P,(z;h))™" sont au moins O(< x >"771%l) avec la méme uniformité, sauf pour 3 = 0 ol
le terme est uniformément borné. On en déduit donc 'estimation (4.1;10).

Pour prouver (4.1;6), on peut se limiter, comme pour l'estimation (4.1;10), au cas ou ||
est grand. On établit d’abord :

lim sup |[|II(z;h)—Iy(h)|| =0.

[zl—00 he[0,hs]

C’est 1a qu'intervient I’hypothese de stabilité faite sur les e;(h) (cf.(Hs)"). On reprend les
arguments de [K] en suivant la dépendance en h.

Soient (¢;(h))1<j<m une base orthonormée de Imlly(h). Posons ¢;(z; h) = I(z; h)p;(h).
On a:

< ¢j(zih), dplash) > = < I(x;h)¢;(h), du(h) >
= et < (I(w; h) — o (h))Ho(h)d;(h), dr(h) >
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D’apres (4.1;10), le dernier terme est un O(< x >~*), uniformément en h. Soit Ry >
Ry tel que les ¢;(x;h) forment une base de I'mll(x;h) pour < 2 >> Ry. On note par
(¢j(x; h))1>5>m la base duale. On a donc, pour < z >> Rs :

(i) = Tho(h) = 3 < 3y, > dy(ash) - i > ()
= 2 < AR ) > i)+ 2 < 90> () 65 (0)
Comme : )
105 ) = G5(R) + 11053 ) — 053 )| = O(< 2 >79),
| (i ) = To()| = O(< 2 >7),

pour < x >> Ry, uniformément en h, c’est-a-dire (4.1;6) pour |a| = 0. Soit R3 > Ry tel
que l'on ait Pestimation (4.1;11) :

[TI(z; k) = To(R)]] < 1/2,
pour < x >> Rj3, uniformément en h.

On montre (4.1;6) par récurrence sur |a|. Supposons que I'on ait cette estimation pour
|a| < p. Prenons oo € IN™ avec |a| =

D’apres la relation :

[(z;h) = Mo(h) = (I(z;h) = o(h))? = 2Mg(h) + T(z; h)To(h) + To(R)TI(2; )
= (I(x; h) = o(h))? + (I(z; h) — o (h)Mg(h) + Mo (k) (I (z; h) — Tg(h)),

on a :

O(M(w;h) —Tg(h)) = Y CLOZ(I(x; h) — Mo(h))0s (I (x; h) — o (h))

+(I(z; h) = o (h)) 05 (1 (z;
+(0; (I(2; h) — (h)))(H( : )
+0; (W(z; h) = To(~)o(R) + To(h )

Pour |z| > R3, on a donc, d’apres (4.1;11) :

1T ) T ()% (T )Tl ()-+ (25 (T )T (1)) (NG ) ~Tho ()| < 3102 ()T |

et on trouve (4.1;6) pour |a| = p en utilisant 'hypothese de récurrence et (4.1;10).

(x5 h) — o (h)).

Montrons maintenant (4.1;7). La aussi, il suffit d’obtenir I’estimation pour |z| grand. On
(I(z; h) Pe(; W)T(; h) — Eo)gs(w; h) = T(w; h) Pe(; h)(I(z; h) — o (h));(h)
—I—H(J}, h)(Pe(xv h) - EO)H0<h)¢J(h)u
= H(z; h) Pe(; h) (L2 h) — To(h))¢;(h)
(s h) Lo (s )Mo (h) b5 (h)
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avec les mémes ¢;(x;h) et ¢;(h) que précédemment. Comme II(x;h)P.(x;h) est uni-
formément borné en z et h, I'estimation découle de (4.1;6) et de (4.1;8).

Il reste a établir 'estimation suivante :
VYa € IN", 3D, > 0; Vo € IR", ||(0°L,)(z; h)II(x; h)|| < Dy < & >—P7lo,

uniformément en h. On peut encore supposer |z| grand. Comme pour (921,)(x; h)IIy(h), on
peut se ramener a (01, ) (x; h)I(x; h)I(h) d’apres @.1;6) puis a (051, (x; h)IL(x; ) (h)IH(0)
grace & (4.1;9). Dans ce cas, le lemme 4.1.1 et la décroissance exponentielle des fonctions
propres associées a Ey (cf. (1.2;1)) permettent de conclure. [

Preuve de la proposition 4.1.3.

On donne ici les détails de la preuve. On s’intéresse donc a :

V(@ + Lu(y) + L(y)) = V(@ + L(y))](z — Pe(x; b)) (2; h) =

/01 VV (a+tLy(y)+L(y))-Lu(y) <y >"'dt <y> (z=P(x;h)" <y >"" <y >T(x;h),

en calculant sur des fonctions de I'espace de Schwartz S(IR}"™). L’opérateur < y > (z —
P.(x;h))™t <y >71 est uniformément borné en x,h et z € I'(z) (cf. la preuve du lemme
4.1.1), ||Ln <y >"1 || = O(h?) et la fonction VV est bornée (cf. (D,)). Il ne reste plus

qu’a vérifier que < y > II(x; h) est uniformément borné en = et h.

Considérons le cas ot |z| est grand. Pour h assez petit, on est ramené, grace au lemme 4.1.1,
a <y > Ip(0) qui est borné en vertu de la décroissance exponentielle des fonctions propres
associées a Ey (cf. (1.2;1)).

A z fixé, on peut appliquer le théoreme HVZ (cf. [RS3] ou bien [CFKS]) & P.(x;0) ce qui,
avec I'hypothese (Hs), assure que les valeurs propres A;(z;0),..., Ay (z;0) sont situées
strictement au-dessous du spectre essentiel. Leur distance a ce spectre essentiel est méme
minorée par 0, uniformément en z et h. On peut donc appliquer les résultats de [A]
a Popérateur elliptique P,(z;0) et obtenir une décroissance exponentielle des fonctions
propres associées aux valeurs propres précédentes. Pour tout zg € IR", il existe sq > 0 tel
que :
Vo € Imll(x;0), s < s = "<V ¢ € L*(IR)™).

Grace a la continuité de application x +— II(x; h) uniformément en h (cf. (4.1;6)), on a,
au voisinage de xg :

1
11— Moo UG 1) <y > 01| < [T ) < > o]
pour ¢ € S(IRZN). D’apres le lemme 4.1.1, on a donc :
1
1125 h) <y > ¢l < Sl[M(zo; h)e™ =7 ||e™* =" TL(z; h)e™=*7[| [le™=" <y > 4|

et |[TI(z;h) < y > || est localement uniformément borné. Par compacité, on voit que
<y > I(x; h) est uniformément borné en x et h.
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Ainsi on a :
[|(TT(2; h) — TI(; 0))TL(; 0)|| + |[(TL(; h) — TI(2; 0)) T (2 h)|| = O(R?)

et donc :

1T1(; h) — T(; 0)|| = O(?)
uniformément en z, c’est-a-dire (4.1;12).
On montre maintenant que les Aj(x; h) sont proches des Aj(x;0). Fixons x et considérons
une base orthonormée de ImlIl(z;0) : ¢1(z;0), ..., ¢m(x;0). Posons ¢;(x; h) = I(x; h)p;(z;0).
D’apres I'estimation (4.1;12), les fonctions ¢;(x; k) forment une base de I'mlII(x;h) pour

h assez petit, indépendamment de x. On note par ¢,(x; h) les fonctions de la base duale
et on a:

165 (3 1) = 5 0)[[ + [ (; B) — (; b)|| = O(h?),

uniformément en x. La matrice M(z;h) de P.(z;h) dans la base des ¢;(z;h) a pour
coefficients :

< 65w h), Pe(ws h)di(wsh) > = < (s ), Pulws h)w (a3 h) > +O(h?)
= < ¢j(x;0), H(x; h) Pu(; W)IL(; h)dg(2;0) > +O(h?)
= < ¢;(;0), IL(2; 0) P, (w; 0)IL(; 0) (3 0) > +O(h?),
et ||[M(x;h) — M(z;0)|| = O(h?), ot le O(h?) est indépendant de x. Les \;(z; h), rangées

dans l'ordre croissant, sont les valeurs propres de la matrice symétrique M (z;h) que l'on
peut exprimer au moyen de la formule du “minimax” suivante :

< M(z;h >
Aj(z;h) = min max (23 h)u, v
Fe&; ue F\{0} [|ul]?

Y

ou &; est I'ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension j de ¢'™. Une relation
analogue donne les A;(x;0) en fonction de M(z;0). La majoration de la distance entre les
deux matrices implique alors :

Aj(sh) — Aj(a;0) = O(h?),

pour tout j €< 1,m >, uniformément en x. [

E Annexe de la partie 5.

Preuve de la proposition 5.1.1.

D’apres le lemme 2 page 24 de [RS3] et le fait que l'opérateur (1 — x.)(P. + i)~
compact pour un certain p > 0, on a :

L est

s— lim e"P(1—x.)e T, =0

t—+oo
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et, par conséquent, les opérateurs d’onde de canal, définis au paragraphe 3.2, sont donnés
par :
VY e T3 itP .~ —itPe. 7
QL =5 tl{inooe Xc€ Ty
Un raisonnement analogue montre que 1’'on a aussi :
AD i
QiD itP xe ZtPaHO-

=s— lim e
t—+oo

Considérons la premiere étape des preuves de ces théoremes 3.3.1 et 3.3.3. On a, pour
fa€S(X,) :
Loe™ "2 Jofa = ([~ D Xal + Xala)e "2 T o
= ( (Aaia) Xal ) (=R )jafa
-2< ja( aXa) eilt joz(v fa)

D’apres le lemme 3.2.1, 'application :
IR>t— Lae_it(_Aa)jafa
est intégrable. De méme, en notant que LAPII, s’écrit :
LAPT, = T[-h*A,, x]IIL, + xVAPIL,
= KAL), — 2R T1(V,x) - (VL IDIIIT
—2hII(V,x) - OV, + xVAPIL,

on a, d’apres la preuve du théoreme 3.3.3 et ce méme lemme 3.2.1, l'intégrabilité de
I’application :
IRt [APe W8 f,

pour tout f € S(IR™).
D’autre part, on a, pour f, € S(X,) (avec v = (¢, E,, ng) =ao,0):

(FL ML) fo)(0e) = = < 2i(VeXe)sny (Mbe >4 (F () fo) (0e)
+[:F’Y()‘) ()NCcIcfc - (Acic)fc)](gc)

On en déduit que l'opérateur < z, >3 L.F,(\)* est borné pour 1/2 < s < p/2 et fortement
continu en A. Comme on a aussi :

(F, ALY f,)(0) = —2ih*TLoe, (Vax) - 1y (NO(E, (A F)(8) + [E (N AIVAP £)](6)
=R AX) g, — 2R TH(Vox) - (VL IDII, 1, (M) f1(6),

Popérateur < x >* IILAPF (X)* est borné pour 1/2 < s < p/2 et fortement continu en A,
d’apres la preuve du théoreme 3.3.3.

Grace a ces propriétés, on peut reprendre le calcul de la premiere étape des preuves de
ces théoremes 3.4.1 et 3.4.5 et obtenir :

Tpa(N) = —2inF5(N)(XoLa — (Lp) RO\ +40) Lo) Fu (V)7

TP () = =2inFg(N) (LAY — (LAPYTIRAP (A 4 i0) LAP) Fo (V)
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(car A € Ig(h)). De plus, on peut reprendre les deuxiemes, troisiemes et quatriemes étapes
et établir les relations suivantes :

™ ~ -~ 5 =T N T\
0pa(Nwa) = - ()\)yy]:ﬁ()‘)(XbLa_(Lb) R(X +10)La)éal|2,

™ N .
oo (A w) = mHﬂ;(A)(xHLAD—(LAD) IIRAP (X +i0)LAP)e, ||

Pour obtenir 'expression annoncée de 03,(\, w,), on utilise la formule de Stone :

Fs\) Fs(N) = - (Ro(A + i0) — Ry(A— i0))

 2ir

avec Ry(2) = (—Ay + Ez — 2)~! et il vient :

1 _
aga()\,wa) = I < Rg()\ + iO)fga, fga >p

na()‘>

pour :

oo = T (X — (Ly)* RO\ +0)) Loéo.
Ensuite, on écrit : ) ) o
Ry(2)T5 = T3 Ru(2),
ol Ry(z) = (P, — 2)7!, et la formule des résolvantes suivante :
Ry(2)(Xo — (Lo)* R(2)) = Xo R (2).

En prenant la limite dans £(L?(X); L% (X)), pour s > 1/2, quand (z2) — 0 avec R(z) =
A et en reportant dans l'expression de 03,(A, w,), on trouve :
1 -

Tpa(X wa) = — (A)% < 6RO\ 4 10) Loy, T5[Xs — (Ly)* RO\ +10))] Loy >

avec llg = J3Jj5, qui n’est autre que I'expression annoncée.

Pour la section adiabatique, on utilise la formule de Stone suivante :

1

~ 2r

Fs(A)*Fs(N) (Ra(A+1i0) — Ra(A —i0))I1g

avec Ry(2) = (—h?A, + P* — 2)7! et il vient :

1
oHr (A, w) = S < Ro(A+10) f50, [0 >

pour :
fa = Ta(x — (L*P)TIRAP (X +i0)) L e,

On utilise alors la formule des résolvantes suivante :
Ro(2)(x — (L*P)'IIR*"(2)) = xR*P(2)
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et, comme pour og, (A, w,), on trouve expression annoncée de UZS‘O’? (Aw). O
Preuve de la proposition 5.2.4.

Si |z,| > 3R~ alors, pour tout t, le vecteur x — 2n,(\)tw est en dehors du support de
la fonction f;. Si |z,| < h™" alors, pour tout ¢, la projection de x — 2n,(\)tw sur H,,
I'hyperplan orthogonal a w, est en dehors du support de la fonction 6;(h"-). On a donc la
premiere propriété.

D’apres la définition de la couronne C.,, et la décroissance de la fonction f;, on a :

+oo
|gi(2)| < /0 (P77 + 20| + | = 2na(Wtw])™Pdt = c(h™7 + |y ) "
ol la constante c est indépendante de x et de h. D’autre part, on a :

+oo 1 [t 0
(Vo)) = [ (T oj)(@ = 2na(Atw)e™ " o Blezne =i gy
0

400 1 [t 0 t
—ih™? / foj(x = 2n0(N)tw)e ™ Jo Tal@=2na (V) (t=s)w)ds / (VID) (2 —2n, (M) (t — s)w)dsdt.
0 0
On a:
(85 fos) ()] = O(R*F < & >77)

pour || < 2. Par ailleurs, on a, pour tout ¢ :
+o0 t
/ (VIO)(x — 2no (M) (t — s)w)|ds < c/ (s+<azp,>)Plds=c<z,>"
0 0

et :
+oo
/ (ALY (z = 2na(\)(t — s)w)|ds < e < @, >
0

Ces deux derniers termes sont donc respectivement des O(h*) et O(h®**Y). Comme
kp > 1 pour J assez petit, on voit que 'on a :

(Vgi) (@) < e(h™ + |z])' "
Plus précisément, on a, pour |z,| > h™" :
(Vgi) () < O (W7 + |2,])' 7)) + O(R™*~ (b~ + |ao,])'77) < O(R™) 4+ O(h™?~ 7= 1)

avec 7(p — 1) = 1. En remarquant que k > kp — 1 > 0, pour § assez petit, et en utilisant
les mémes arguments, on en déduit la quatrieme propriété.
Enfin, on a :

+oo (] L1 [t
foj(z) = —/ a <f2j (z — 2na(\tw)e ™ s lg(x_%“m“_s)”)ds) dt
0

et, en effectuant la dérivation, on voit apparaitre la derniere propriété. [J

Preuve du lemme 5.4.3.
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On voit que l'on a g;(z) = O2(h"z,,)g;(x) pour j € {1,2}. Pour 1 < j, k<2, ona:

| < ih™'01(h"2,)§;(x), Oo(RFx,) fr(x) > | < ch™! (W +z,|)' 7 <z > 1, ,(x)dx

h=r<| T | <2R—F

car la deuxieme propriété de la proposition 5.2.4 reste valable pour 6;(h"z,)g;(z) donc
aussi pour g;(z). On évalue cette intégrale comme dans la preuve du lemme 5.2.7 et on
obtient :

2h™F
| < ih7' 01 (R ) gi (), (W ay) fila) > | < Ch_l/ (h™7 +7)* 2 r"2dr.
0

En effectuant le changement de variable » = h™7u, on trouve :

2R R

| < ih™'0,(h"2,)g; (), O2(h ) fr(x) > | < chlﬂ(l_”)/ (1 +u)* ?u"2du
0

_ O<h1+7(1—n)+(7—ﬁ)(n—1)) 7

avec (y — k)(n —1) > 0.
On montre de méme 'existence d'un ¢, > 0 tel que :

| < ih ™ 01(h"2,)G; (), 01 (h¥xy) fi(w) > | = O(RM T Umm+e0),
On a donc :

S S <ihTlg, for >= S <ihTH G+ Go), fi + fo > FO(RITYATe),
1<5,k<2

Rappelons que on a : fo = x2I2 et fi = 2in,(A\)hVy; - w. Grace a la relation :
2na(Nw - Vg, +ih™ 15, = [,
on vérifie, au moyen d’une intégration par parties, que :
S <ih N1+ G2), f1 >= S < ih NG+ Go), 1 LD > .
Enfin, on peut rajouter la contribution de y3I°. En effet, on a :

| <ih™'gi(z), x3(x)I2(z) > | < ch™! o B(ffV +lz )P < > dx
z|>2h™

< o [ ) P )
Ce terme est controlé par :

+o0
n 2| (W™t | ) (07 )~ da, < chfl/ (WY 4r) P (R 4r) = Prm =2y,
Ty|>2h—F 1

En posant r = h =P, il est majoré par :

ch~1—P—Bn=2)+26(p—1) /+Oo(hﬁ—v _|_u)1—p(1 —|—u)1_pu”_2du,
1
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ou 'intégrale est uniformément bornée en h. L’ordre en h de ce terme est donc —1 —~(1+
0)(n—1)+2(14+6) =1+v(1—n)+62—~(n—1)) avec y(n —1) <2 (car p > 21). O

Preuve du lemme 5.4.4.

Pour j €< 1,3 >, on pose :
+o0 A t
g;(z) = / (GI0) (@ — 2na(A)tw)e ™ Jo TE=2na(t=s))ds gy
0
On a bien stir g5 = g». En utilisant le fait que :

filz = 2n,(MNtw) = 2n,(Nw - Vxi(z — 2n,(N)tw) = —jt(xl(x —2ns(AN)tw)),

on obtient par intégration par parties ih=1g; = —x; + th~'g}. Puisque les fonctions sont
a valeurs réelles, on a S < x1, I? >= 0. On en déduit donc :

S <N G+ 32), 10 >= S < ih7Hg 4+ g5), 12 > +O(RT ),
De plus, en adaptant la deuxieme propriété de la proposition 5.2.4, on a :

| <ihtgi(x), I2(x) >| < ch! |x|>2h—ﬁ(h_ﬁ e, )P <z > da

< ch! / (WP + o)) 2 dx,,.

Comme précédemment, on a :

hl (hfﬁ + |xw’>272pdmw _ O(hjl+7(17n)+(ﬁfl-c)(nfl))7

|zw|<2h—*

ce qui termine la preuve de ce lemme. []
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