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Introduction

Présentation du modele
Cette these est consacrée a 1’étude de 1’équation récursive aléatoire
Yoi1=a,Y,+b,, ne N, Y,e R d>1. (1)

ot (ay, by,) est une suite de variables aléatoires  valeurs dans G x R, ot G = Gl(d, R)
est le groupe des matrices réelles carrées, inversibles de taille dx d, et R =]—o00, +00].
On munit R? de la norme euclidienne notée || - ||.

La suite de variables aléatoires (Y,) ainsi définie porte le nom de processus
auto-régressif d’ordre 1, ou AR(1) en abrégé, dans la littérature statistique. C’est
un modele tres utilisé dans la modélisation des séries chronologiques par exemple,
lorsque I’équation est scalaire (d = 1). L’équation vectorielle d’ordre d > 2 contient le
cas des processus auto-régressifs d’ordre d, ou modeles AR(d) qui sont des processus
scalaires définis par une équation récursive d’ordre d :

Xn+1 = an,an + an,QXn—l + an,an+1—d + bn7 ne N7 Xn € R

On peut aussi mettre sous forme auto-régressive vectorielle les modeles GARCH
(Generalised Autoregressive Conditional Heteroscedasticity) introduits par R. F.
ENGLE, [24] et T. BOLLERSLEV, [8] qui modélisent des séries chronologiques dont
la variance conditionnelle dépend du temps.

Plus généralement, les auto-régressions vectorielles apparaissent dans I’étude des

marches aléatoires en milieu aléatoire ou des processus de branchement en milieu
aléatoire avec immigration.

Solution stationnaire
Ce modele a été tres étudié lorsque la suite (ay,b,) est indépendante et identi-
quement distribuée (iid en abrégé). Dans ce cas, pour une condition initiale Y; fixée,

la solution de 1’équation (1) est donnée par

Y, =bp1+ap1bp2+ -+ ap1a,_2- - ar1bg+ an_1a,_2---agYp.
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Comme la suite (a,,b,) est iid, on peut inverser 'ordre de ces produits : Y, a donc
la méme loi que la variable aléatoire

n
R,=ay---a,Yy + E ay - - ag—1bg.
k=1

Sous des hypotheses assez faibles, la suite (R,,) ainsi définie est presque surement
convergente. En effet, si on suppose que la partie positive du logarithme de a; est
intégrable :

Elog™ [|a1|| < oo,

alors la limite
.1 ! !
a =lim—log||a; - - - a,|| = inf —log|ja; - - - a,|| = inf —Elog||a; ---a,|  (2)
n n n
existe et est constante presque strement. Le coefficient o s’appelle premier exposant
de Lyapounov de la suite (a,). Sous les hypotheses additionnelles suivantes :
a<0 et 36>0 tq E|b|° < oo, (3)

la suite (R,) converge presque siirement vers la série

[o@)
R = E a - 'akflbk;
k=1

qui est alors bien définie et indépendante de la valeur initiale Yy. La loi de R est
donc 'unique loi stationnaire de ’équation (1). Remarquons qu'il suffit de supposer
que Elog ||a;|| est strictement négative pour avoir l'existence du coefficient « et sa
stricte négativité.

Moments de la loi stationnaire

On s’intéresse en particulier aux moments de cette loi stationnaire. Quelle que
soit la dimension, pour tout s > 0, on a :

EIRI]* <3202 Ellaras - - - ar—1[|°El[bx ||° sis <1,

(IR < S o(Bllaras - apa[|*) /> (Elbs[|*)* sis > 1.

La premiéere inégalité découle de la concavité des fonctions puissance, et la seconde
de I'inégalité de Hoélder. Supposons que by a des moments a tout ordre. Alors, d’apres
de critere de Cauchy, des que la quantité

k(s) = lirILn(IEHalag e an_1||5)1/”

est strictement inférieure a 1, les séries ci-dessus convergent et la loi stationnaire
a un moment d’ordre s. En dimension 1, cette condition s’écrit simplement k(s) =
E‘(lo’s < 1.

Examinons de plus pres cette condition. L’application qui a s associe log k(s) est
convexe, et vaut 0 en 0. Donc on a trois cas possibles, illustrés par la figure 1 :
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F1a. 1 — Convexité de log k(s), 3 cas possibles.

1. Pour tout s > 0, k(s) < 1 et R a un moment a tout ordre.

2. Tl existe un unique x > 0 tel que k(k) = 1 et R a des moments d’ordre s pour
au moins tout s < k.

3. Pour tout s > 0, k(s) > 1.

En fait, le troisieme cas est exclu. En effet, on peut montrer que la dérivée a droite
en 0 de la fonction qui & s associe log k(s) est du méme signe que le coefficient «,
que l'on a supposé strictement négatif (hypothese (3)) pour assurer I'existence de
R.

L’étude précise du deuxieme cas est intéressante pour les applications a la mo-
délisation des séries financieres. En effet certaines de ces séries ne sont pas de carré
intégrable.

L’objet des travaux de H. KESTEN [44, 45|, E. LEPAGE [47] et C. M. GOLDIE
[30] sur lesquels nous reviendrons, est de prouver que dans le deuxieéme cas, la solu-
tion stationnaire R a en fait un moment d’ordre s si et seulement si s < k, et qu’alors
R a une queue polynomiale d’ordre &, c’est a dire que la probabilité t"P(||R|| > t) a
une limite finie non nulle quand ¢ tend vers l'infini. Le principal outil pour démontrer
ce type de résultats est la théorie du renouvellement.

Contribution

Le but de cette these est d’étendre ces résultats au cas ou la suite (a,) n’est
plus iid, mais une chaine de Markov. La suite (Y;,) solution de 1’équation (1) ainsi
redéfinie s’appelle processus auto-regressif a régime markovien (Markov-switching
autoregression en anglais). Ce modele a été introduit par J. D. HAMILTON [37, 38])
et offre des possibilités nouvelles pour modéliser les séries chronologiques qui ont des
régimes différents au cours du temps.

Sous une hypothese de stationnarité, on peut étendre les suites (Y;,), (a,) et (by)
a ’ensemble des entiers relatifs Z, et en rajoutant une hypothese d’intégrabilité, on
peut montrer que I’équation (1) a encore une unique solution stationnaire que 1’'on
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peut écrire sous forme de série comme
o
R= E Aoa—1 "+ * A4 1bp—-
k=0

Cette fois-ci on ne peut plus inverser 'ordre des produits, c’est pourquoi des co-
efficients a indice négatif apparaissent. Les considérations sur les moments de R
peuvent étre facilement étendues du cas iid au cas markovien, et on se propose de
montrer dans cette these que la queue de la solution stationnaire peut encore avoir
un comportement polynomial sous certaines conditions.

La premiere partie de ce travail concerne le cas le plus simple ou (a,) est une
chaine de Markov scalaire (d = 1) sur un espace d’états fini. Cette étude nous a
conduits a un systeme d’équations de renouvellement auquel les théoremes usuels ne
s’appliquent pas. On a donc développé une théorie du renouvellement pour ce type
de systemes. A l'aide de ce résultat, et en s’inspirant de la démarche de [47] et [30],
on montre que la loi stationnaire de I’équation (1) a une queue polynémiale sous des
hypotheses analogues a celles du cas iid. Les techniques ainsi développées ont aussi
permis de traiter le cas d’une diffusion continue a régime markovien.

Dans une deuxiéme partie, on s’'intéresse a 1’équation (1) multidimensionnelle
(d > 1). On se limite ici au cas indépendant. Dans ce cas, il est prouvé dans [44] un
résultat valable pour les matrices a coordonnées positives ou ayant une densité. Une
version complémentaire est donnée dans [47]. Elle est valable pour les matrices dont
les produits ont une propriété de récurrence assez forte. On prosose ici une extension
de ce dernier résultat ou la condition de récurrence est tres affaiblie. C’est encore
un complémentaire du théoreme de [44]. Ce résultat devrait pouvoir étre étendu au
cas markovien ultérieurement.

Plan de la these

Le plan de cette these est le suivant. Dans le chapitre 1, on développe une nou-
velle théorie du renouvellement pour les systemes. Dans le chapitre 2, on donne les
résultats obtenus sur la queue de la distribution stationnaire de I’équation (1) lorsque
la suite (a,) est une chaine de Markov scalaire. Le chapitre 3 donne une extension
de ces résultats en temps continu.

On passe ensuite au cas multidimensionnel. Dans le chapitre 4, on rappelle en
détail les théoremes déja existants, ainsi que les grandes lignes de leur démonstration.
Dans le chapitre 5 on présente une nouvelle extension de ces résultats. Enfin, dans
le chapitre 6 on donne une application a I’étude du modele AR(d) .
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N. B. Dans toute cette these, les théoremes, propositions, lemmes et corollaires
avec une numérotation simple sont des rappels de résultats déja publiés dont
on ne donne pas les démonstrations. On pourra les trouver dans les références
bibliographiques correspondantes. Les théoremes, propositions, lemmes et co-
rollaires avec une double numérotation chapitre.numéro sont des résultats nou-
veaux dont la preuve est donnée intégralement.

On trouvera a la fin de cette these deux index regroupant les principaux mots-
clé utilisés, ainsi que toutes les notations et un renvoi a la page ou elles sont
définies pour la premiere fois.
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Chapitre 1

Théoreme de renouvellement
multidimensionnel

1.1 Introduction

Dans I'approche classique du renouvellement, on considére une suite (X,,) de va-
riables aléatoires positives, indépendantes et identiquement distribuées, de loi com-
mune F'. Par exemple, ces variables modélisent les durées de vie de différentes pieces
de rechange intervenant dans la maintenance d'un appareil. Le processus de renou-
vellement (S,,) associé est la somme de ces variables :

Sn = iX’L;

et correspond a la durée totale de fonctionnement de I'appareil apres n renouvelle-
ments de la piece considérée. On lui associe un processus de comptage :

N; = Z Lo, 4(Sk),
=0

ot 14 désigne la fonction indicatrice de ’ensemble A. Ce processus correspond au
nombre de renouvellements de la piece jusqu’au temps t. La fonction de renouvelle-
ment est I'espérance de ce processus de comptage :

U(t) = E(N,).

Le but d'un théoreme de renouvellement est de donner le comportement asympto-
tique de la fonction de renouvellement U en +oc0.

On peut également voir la théorie du renouvellement comme un probleme pure-
ment analytique, sans lien avec des processus aléatoires. On parle alors d’équations
de renouvellement. Une équation de renouvellement est une équation de la forme
Z = FxZ 4 G, ou F est une mesure, * désigne le produit de convolution, G est
une fonction mesurable bornée sur les compacts, et Z une fonction inconnue. On
peut obtenir des informations sur la fonction inconnue Z du seul fait qu’elle vérifie

15



16 CHAPITRE 1. RENOUVELLEMENT MULTIDIMENSIONNEL

une équation de ce type. En effet, dans le cas classique I'unique solution de cette
équation est Z = U G ou U est la fonction de renouvellement associée a la probabi-
lité F'. Le but d’'un théoreme de renouvellement est alors de donner le comportement
asymptotique de Z en fonction de F et G.

Il existe de multiples démonstrations du théoreme de renouvellement pour cha-
cune de ces deux approches. Ici, on privilégie I'approche analytique. Dans la par-
tie 1.2, on fait des rappels plus précis de la théorie classique du renouvellement en
dimension 1, exposée par W. FELLER dans [25], chap. XI : on donne les théoremes
de renouvellement ainsi que les grandes lignes de leur démonstration. Dans la par-
tie 1.3, on expose une généralisation de ces théoremes au cas de systemes d’équations
de renouvellement lorsque toutes les mesures sont & support sur R, = [0, +oo[. On
donne aussi les grandes étapes des démonstrations. Enfin dans la partie 1.4 on donne
des théoremes de renouvellement multidimensionnels généraux, lorsque les mesures
considérées sont a support quelconque. Les parties 1.5, 1.6 et 1.7 sont consacrées a
la démonstration intégrale des ces derniers théoremes.

1.2 La théorie classique du renouvellement

Le théorie classique du renouvellement est exposée dans [25]. On y traite du cas
standard ou F' est une probabilité a support sur R, (F' correspond alors a une durée
de vie), puis du cas ou F' est & support sur toute la droite réelle. On en rappelle ici
les résultats principaux ainsi que la méthode de démonstration.

1.2.1 Support positif

Soit F' une probabilité a support sur R, telle que F'(0) = 0. On considérera F
indifferemment comme une mesure ou commme une fonction de répartition, ie on
notera F'(t) = F([0, t]). Dans tout ce paragraphe, on ne considere que des fonctions
qui sont nulles en dehors de R,. L’équation de renouvellement s’ecrit alors de la
facon suivante :

Z(t) = F* Z(t) + G(t) = /t Z(t — )F(ds) + G(2). (1.1)

On note v = [ F(dz) lespérance de F qui peut éventuellement étre infinie. Dans
ce cas on convient que ™' = 0. On pose F(O(t) = T;>0, Pélément neutre pour le
produit de convolution, et pour tout entier n, F™*Y) = F x F( sont les itérées
successives de F' pour le produit de convolution.

Avec les notations de l'introduction, F™ est la loi de S,, donc I'espérance du
processus de comptage N; s’écrit comme la somme Yo7 F(M ().

Définition 1 La fonction de renouvellement associée a F' est

U= i F).
n=0
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La fonction de renouvellement est bien définie, et elle est reliée a la solution Z de
I’équation de renouvellement (1.1) par la propriété suivante.

Proposition 1
e Pour tout t > 0, la fonction U(t) est finie.
e 51 G est bornée, alors la fonction Z = U x G définie par

Z(t) = /0 G(t — s)U(ds)

est une solution de 'équation (1.1). C’est l'unique solution nulle en dehors de R
et bornée sur les compacts.

On rappelle maintenant quelques définitions qui serviront dans toute la suite.

Définition 2 Une mesure F' est arithmétique si son support est inclus dans un
sous-groupe discret A\Z.. Son pas est alors le plus grand \ ayant cette propriété.

Définition 3 Soit G une fonction de R dans R. Pour tout h > 0, on note m,,(h)
et mn(h) respectivement les bornes inférieure et supérieure de G sur lintervalle
[(n — 1)h, nh] pour tout entier n dans Z. On dit que G est directement Riemann
intégrable si les deux séries

o(h)=h> m,(h),  T(h)=hY_ m,(h)

ne’l neL

sont absolument convergentes pour tout h et tendent vers une méme limite finie
quand h tend vers 0.

Si G est continue et bornée, on voit qu’elle est directement Riemann intégrable si et
seulement si la série
max |G(t)]
- te[(n—1), n]
converge. Si G est monotone, elle est directement Riemann intégrable si et seulement
si elle est intégrable au sens usuel pour la mesure de Lebesgue.

On donne maintenant les deux formes du théoréme de renouvellement classique.
La premiere forme fait intervenir la fonction de renouvellement et la seconde traite
de la solution de I’équation de renouvellement.

Théoreme 1
o Si F' nest pas arithmétique, alors pour tout h > 0, on a :

h
Ult+h)-U(t) — —.
t——+o00 Y
e Si F' est arithmétique, on a la méme limite uniquement lorsque h est un multiple
entier du pas .
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Remarque Ce résultat correspond a l'intuition en terme de renouvellement de
pieces défectueuses. En effet, il dit que le nombre moyen de renouvellement
d’une piece pendant une période de durée h au bout d’un temps assez grand
est égal a cette durée h divisée par la durée moyenne de fonctionnnement de
la piece.

Théoreme 2 Soit G une fonction directement Riemann intégrable nulle en dehors
de Ry. Alors si Z est solution de l’équation Z = F x Z + G, et que F n’est pas
arithmétique, on a :
1 o0
Z(t) —— — G(s)ds,
t—-+o0 Y 0

et si F' est arithmétique de pas X\, alors on a :

o

24 1)) —— 2SO G+ k),
n—-+4oo ")/ om0

La démonstration se fait en quatre étapes.

e On montre que les deux théoremes sont équivalents en utilisant la définition
de directement Riemann intégrable dans un sens, et une équation de renouvellement
particuliere avec G = ]I[tﬁh} dans l'autre sens.

e On étudie les solutions de 1’équation de renouvellement sans second membre
Z = FxZ. Pour cela, on commence par étudier I’ensemble des points d’accroissement
des F™ | c’est & dire I'ensemble des t réels tels que pour tout € > 0 la différence
FM(t4¢)—F™(t—¢) soit strictement positive. C’est ici qu’intervient I’arithméticité
éventuelle de F'. On obtient les résultats suivants :

Lemme 1 Sia et b sont des points d’accroissement des distributions I et Fy res-
pectivement, alors a 4+ b est un point d’accroissement de Fy x F.

Lemme 2 Soit F une distribution et ¥ [’ensembles des points d’accroissement de
tous les F(.

1. Soit F' non concentrée sur la demi-droite positive ou la demi-droite négative.
Alors ¥ est dense dans R st F' n’est pas arithmétique, et ¥ = NZ si F est
arithmétique de pas .

2. Soit F' concentrée sur Ry mais pas a l'origine. Si F' n’est pas arithmétique,
alors Y est asymptotiquement dense a I'infini au sens que pour tout ¢ > 0 et
et tout t assez grand, l'intervalle |t, t 4 €| contient des points de 3. Si F' est
arithmétique de pas \, alors ¥ contient tous les points nA pour n assez grand.

On en déduit les solutions de I’équation sans second membre :

Proposition 2 Si Z est une solution continue bornée de Z = F x Z, alors Z est
constante si F' n’est pas arithmétique. Si F est arithmétique de pas A, alors Z est
périodique de période .
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e En utilisant une équation de renouvellement particuliere avec G(t) = 1 — F(t),
on montre que les incréments de U sont uniformément bornés. On utilise alors le
résultat suivant.

Proposition 3 Soit (u,) une suite de mesures telle que la suite numérique

(:un([_t7 t]))n

soit bornée pour tout t. Alors il existe une mesure p et une sous-suite (ny) tels que
la sous-suite () converge étroitement vers la mesure fi.

On peut donc trouver une sous-suite (¢;) et une mesure V telles que (U(t) + dt))

tend vers V' (dt).
e On identifie cette limite V' a I'aide d’équations de renouvellement particulieres :

— En prenant G continue a support compact, on montre que V' est un multiple
de la mesure de Lebesgue (dans le cas non-arithmétique).

— En prenant a nouveau G(t) = 1 — F'(t) on montre que le coefficient de multi-
plicité est 71, 'inverse de l’espérance de F.

La limite obtenue étant indépendante du choix de la sous-suite, on a ainsi une vraie
convergence vers la quantité attendue.

1.2.2 Support sur R

On suppose maintenant que F' est une probabilité non arithmétique qui vérifie
F([—o0, 0]) > 0 et F(]0, +00]) > 0. Il n’y a plus d’interprétation possible en terme
de durée de vie. On parlera plutot de marche aléatoire. Avec les notation de I'intro-
duction, si (X,,) est une suite iid de loi F', le processus (S,,) est une marche aléatoire
sur R. Le processus N; = > | ][],007 ¢Sy est le nombre de passages de la marche dans
I'intervalle | — oo, t], et pour tout intervalle I, U([) est le temps moyen passé par
la marche dans I'intervalle .

On considere maintenant des fonctions a support quelconque sur R. L’équation
de renouvellement s’écrit de la fagon suivante :

Z(t) = F* Z(t) + G(t) = / - sy Fs) + 6. (1.2)

—00

Dans ce cas, la fonction de renouvellement U n’est plus nécessairement finie. Par
exemple elle est infinie si F' est d’espérance nulle.

Définition 4 On dit que F' est transiente si pour tout intervalle borné I, U(I) est
fini.

En passant par 'interprétation en terme de marche aléatoire, il est facile de voir que
si 'espérance de F' est non nulle, alors F' est transiente. C’est une conséquence de
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la loi des grands nombres.

La convolée U * G n’est plus automatiquement bien définie, et méme quand elle
I’est, ce n’est plus I'unique solution de ’équation de renouvellement. En effet, pour
toute constante ¢, la fonction Z. = U * GG 4 ¢ est encore solution. Le théoreme de
renouvellement qu’on obtient est le suivant.

Théoreme 3 §i v, l'espérance de F, existe et est strictement positive, alors F' est
transiente et pour tout h >0 on a :

Ult+h)—Ut) — 2

t—+o00 ;7
Ut+h)—U(t) ——0.
t——o0
On peut aussi en déduire un résultat analogue au théoreme 2 pour la solution par-

ticuliere Z = U * G de I’équation de renouvellement lorsque cette quantité est bien
définie.

Le schéma de la démonstration est le méme que dans le cas précédent. Seules les
équations de renouvellement particulieres changent légerement : on remplace 1— F'(t)
par FO(t) — F(t).

1.3 Théorie du renouvellement sur (R, )?

On s’intéresse maintenant a la forme matricielle de I’équation de renouvellement :
Z et GG sont des vecteurs, et F' est une matrice de distributions. Ceci correspond a
un systeme d’équations de renouvellement. On peut faire une interprétation pro-
babiliste de ces systemes en terme de théorie du branchement et de durées de vie,
ou de files d’attente. Les lois considérées sont donc a support dans R,. Comme en
dimension 1, il y a de multiples preuves des théoremes de renouvellement, cependant
elles se limitent toutes au cas du support dans R, .

Les travaux les plus récents sont ceux de N. B. ENGIBARYAN [23] et Z. B. Tsa-
LYUK [54]. Dans ces deux articles, les auteurs considerent des systémes d’équations
de renouvellement avec des mesures a densité. Dans [23], le théoreme de renou-
vellement est étendu a une classe plus vaste que les seules fonctions directement
Riemann intégrables (les fonctions intégrables, essentiellement bornées et tendant
vers 0 en +00). La démonstration est basée sur des résultats similaires en dimen-
sion 1 et la méthode du pivot de Gauss. Dans [54], on utilise analyse complexe et
la transformée de Laplace F (z) de F. Sous de bonnes hypotheses (essentiellement
que I — F (z) est non inversible pour un nombre fini de points du demi-plan fermé
Re(z) > 0), Pauteur obtient la structure de la résolvante R = U — F(©) de I’équation
de renouvellement. Cependant, aucune de ces deux méthode ne s’étend a des classes
plus larges de mesures.

On s’intéresse ici aux résultats un peu plus anciens de K. CRUMP [15] puis K.
ATHREYA ET K. RAMA MURTHY [5] qui sont une extension directe de la méthode
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de [25] au cas multidimensionnel. Avant de rappeler ces résultats, on donne quelques
définitions générales et un rappel de la théorie des matrices positives. On se place
donc maintenant dans RP, avec p > 1.

1.3.1 Notations et définitions

Soit F' = (F}j)1<i j<p une matrice de fonctions de répartition sur R : croissantes,
positives, continues a droite, et tendant vers 0 en —oo, que l'on considérera in-
différemment comme des fonctions ou des mesures. On généralise la définition de
produit de convolution matriciel a la dimension p.

Définition 5 Pour toute matrice H de taille p X r de fonctions H;; réelles, mesu-
rables, bornées sur les compacts, le produit de convolution F'x H est défini pour tout
t réel par :

p “+o00
(F s H)y(t) =) Hij(t — s)Fi(ds),
k=1v 7%
quand ces intégrales sont définies.
Soient G = (Gy,...,G,) un vecteur de fonctions réelles, mesurables et bornées
sur les compacts, et Z = (Z1,...,7,), on X désigne la transposée du vecteur ou

de la matrice X .. L’équation de renouvellement multidimensionnelle Z = F'x Z + G
s’écrit donc sous forme de systeme comme :

p —+o00
7t =Y [/ 2t~ )Fylds) + Gi(1)].  V1<i<p
k=1 >
Pour tout t réel, on définit, par analogie avec la dimension 1, les quantités sui-
vantes :

e la matrice espérance de F : I' = (7;;)1<i j<p avec v;; = [ tF;;(dt),

e I'élément neutre pour la convolution matricielle : FO(¢) = (8;;(t))1<i <, avec
8ij(t) = Tys0 sii = j et 0 sinon, de sorte que F© x H = H pour tout H comme dans
la définition ci-dessus, (remarquons qu'il s’agit d’une matrice diagonale dont chaque
élément diagonal est I’élément neutre pour la convolution en dimension 1),

e les itérées de F pour la convolution : F(™(t) = F x F("=Y(¢),

Définition 6 La fonction de renouvellement associée a F' est
Uty =Y F"(t).
n=0

La définition d’'une matrice de distributions arithmétique est moins intuitive
qu’en dimension 1. Il ne suffit pas d’imposer que chaque composante de F' soit
arithmétique, il faut aussi des conditions de compatibilité entre les différents sup-
ports. Cependant, comme on le verra dans la démonstration du lemme 1.2, ¢’est une
extension naturelle de la définition usuelle.
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Définition 7 La matrice de distributions F' est arithmétique st les quatre assertions
suivantes sont vérifiées :
e Pour tout i # j, Fi; est concentrée sur un sous-espace de la forme b;; + \i;Z.
e Pour tout i, F;; est concentrée sur un sous-espace de la forme \;;Z.
o Les \ij sont des multiples entiers d’un méme nombre.
Soit X le plus grand possible de ces nombres.
o Pour tous a;j, aji, a;, points d’accroissement de Fij, Fj,, Fi, respectivement,
a;j + ajr — a;, est un multiple entier de \.

Dans toute la suite, on ne donnera les théoremes de renouvellement que pour des
matrices non arithmétiques.

1.3.2 La théorie de Perron-Frobenius

On fait maintenant quelques rappels d’analyse matricielle qui seront utiles dans
toute la suite. Pour les détails et les démonstrations, voir par exemple R. HORN ET
C. JOHNSON [42].

Définition 8 On dit qu’une matrice (ou un vecteur) est positive si chacune de ses
coordonnées [’est.

Si A est une matrice positive, on écrira A > 0, et si toutes ses coordonnées sont
strictement positives on écrira A > 0. De méme, si une matrice A est plus petite
qu’une matrice B coefficient par coefficient on notera A < B, et si cette propriété
est vraie au sens strict pour tous les coefficients, on notera A < B. Dans toute la
suite, p(A) désignera le rayon spectral de la matrice A.

Le rayon spectral des matrices positives a de bonnes propriétés de comparaison.

Proposition 4 Si A = (a;;) et B = (bi;) sont des matrices quelconques telles que
pour tous 1,7 on ait |a;;| < by; alors p(A) < p(B).

Proposition 5 Si A = (a;;) et B = (b;;) sont des matrices positives telles que pour
tous i,j on ait a;; < by, alors p(A) < p(B).

Proposition 6 Soit A une matrice positive et x > 0 un vecteur strictement positif.
Sl eziste o, f > 0 tels que ax < Az < Pz, alors o < p(A) < (. Si de plus
ar < Az, alors a < p(A) et si Az < Bz alors p(A) < 5.

On rappelle aussi la définition de matrice irréductible et apériodique (dans un
cadre non probabiliste on parle plutot de matrice primitive).

Définition 9 Une matrice A = (a;;) de taille p x p est irréductible si pour toute
partition non triviale (I,J) de {1,...,p} on peut trouver i dans I et j dans J tels

que a;; # 0.

Définition 10 Une matrice positive A est apériodique si il existe m > 1 tel que
A™ soit a coefficients strictement positifs.
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Théoréme 4 (Théoréme de Perron-Frobenius)

Soit A une matrice positive et irréductible. Alors son rayon spectral p(A) en
est une valeur propre simple qui admet a gauche et a droite un vecteur propre a
coordonnées strictement positives.

Si de plus A est apériodique, alors

Am
lim — =1L,
m—c (p(A))
ot L = mlu, avec Am = p(A)m, WA = p(A)u, um = 1 et u et m sont a coordonnées
strictement positives.

1.3.3 Les résultats

Dans ce paragraphe, on suppose que toutes les mesures Fj; sont a support sur
R, : pour tout ¢t < 0, on a F;;(t) = 0. Toutes les fonctions considérées seront aussi
nulles en dehors de R, . L’équation de renouvellement devient : pour tout ¢ positif,

Z,(t) = zp: [/Ot Z,(t — s)Fy;(ds) + G,-(t)], V1<i<p.

k=1

On a tout d’abord un équivalent de la proposition 1.

Lemme 3

(a) La fonction de renouvellement U(t) est finie pour tout t positif si et seulement
si p(F(0)) < 1.

(b) Si p(F(0)) < 1, alors Z = U x G est l'unique solution mesurable et bornée sur
les compacts de l’équation Z = F x Z + G.

Dans tout ce paragraphe on suppose que les hypotheses suivantes sont vérifiées :

i = p(F(0) <1,
it — 0 <limy o Fij(t) = Fij(00) < 00 Vi, 7,
i1 — on peut trouver ¢ et j tels que Fj;(0) < Fj;(00).

Remarque Au vu de la démonstration, on peut remplacer I'hypothese F'(oo) > 0
par
F(o0) irréductible et a puissances bornées en norme.

C’est le cas par exemple si F'(00) est de rayon spectral 1 et apériodique, c’est-
a-dire que dans ce cas il suffit que la condition i soit vérifiée par une puissance
de la matrice F'(c0).

Dans les deux cas, on peut utiliser le théoreme de Perron-Frobenius (théoreme 4)
qui nous donne deux vecteurs propres a coordonnées strictement positives. On fixe
les notations suivantes :
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ou m et u sont de plus a coordonnées strictement positives.
La démarche est adaptée de celle de [25] :

e On commence par montrer ’équivalence entre les deux formes du théoreme de
renouvellement, celle avec la fonction de renouvellement U et celle avec la solution
de I’équation de renouvellement Z. La preuve est la méme qu’en dimension 1.

e On étudie ensuite les solutions de ’équation sans second membre. En utilisant
les lemmes 1 et 2, on obtient un équivalent de la proposition 2.

Théoréme 5 Supposons que p(F(oo)) = 1 et soit Z(t) = (Zi(t),...,Z,(t))un
vecteur de fonctions bornées, continues tel que Z = F x Z. Alors si F' n’est pas
arithmétique, Z est un vecteur constant.

Remarque En dimension 1, F' doit étre une probabilité. Ici, on n’a pas besoin de
supposer que chacune des Fj; est une probabilité. On fait une hypothese glo-
bale sur le rayon spectral de la matrice F'(c0), a savoir qu’il doit étre égal a 1.

e En utilisant une équation de renouvellement particuliere avec G(t) = (F(c0) —
F(t))m, on montre que les incréments des U;; sont uniformément bornés. On utilise
alors la proposition 3 qui donne une sous-suite (t;) et des mesures V;; telles que la
suite (U;;(tx + dt)) tend vers V;;(dt) pour tous i, j.

e On identifie cette limite V = (V;;) a l'aide d’équations de renouvellement par-
ticulieres :

— En prenant G ayant une seule coordonnée non nulle et continue a support com-
pact, on montre que les V;; sont toutes des multiples de la mesure de Lebesgue
(dans le cas non-arithmétique).

— En prenant & nouveau G(t) = (F(oo) — F(t))m on montre que le coefficient
de multiplicité est proportionnel a m,u;, avec le méme coefficient de propor-
tionnalité ¢ pour chaque couple (i, 7).

— En utilisant encore G(t) = (F(oo) — F(t))m, on calcule explicitement ce coef-
ficient de proportionnalité c.

La limite obtenue étant indépendante du choix de la sous-suite, on a une vraie
convergence. On obtient donc les deux versions du théoreme de renouvellement.

Théoréme 6 Supposons que p(F(o0)) = 1, et que F est non arithmétique. Pour
tousi,j eth >0 on a :

m;u;

h,
t—-+o00 Y
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ou m et u sont les vecteurs propres définis ci-dessus et v = ul'm (y~1 =0 si un des
vij est infini).

Soit G = (G4 (t),...,Gp(t)) un vecteur de fonctions directement Riemann inté-
grables, et Z = U x G. Alors pour tout i on a :

Zi(t) —— mz / G,( ds

La limite est du méme type qu’en dimension 1 puisque 7 représente 1’espérance
de la matrice F' renormalisée par les vecteurs propres. On donne aussi un corollaire
de ce théoreme qui fait intervenir la transformée de Laplace, et qui sera utilisé par
la suite dans les paragraphes 2.6 et 3.7.2.

Théoréme 7 Supposons que F' est non arithmétique, que p(F(o0)) # 1, et qu’il
existe un réel a tel que p(Fy(00)) =1, ot

(Fa)z’j(t):/o e " Fi;(ds).

Alors pour tous i,j et h >0 on a :

t+h
lim e_o‘sUij (dS) =

t—oo n ")/

il

h,

ou m et u sont des vecteurs propres posztzfs de F,(00) pour la valeur propre 1 nor-
malisés comme ci-dessus, et 7 = Ul'm ot T est Uespérance de Fo(oo) (7 = 0 si
un des ;; est infini).

1.4 Théorie du renouvellement sur R”

On cherche maintenant un théoreme de renouvellement matriciel applicable a des
distributions a support quelconque (dans le chapitre 2 on appliquera ce théoreme a
des masses de Dirac). On va pour cela généraliser la méthode de [15] et [5] dans le
méme esprit que [25] pour le passage du cas a support R, au cas a support R en
dimension 1.

Soit F' = (F}j)1<i,j<p une matrice de fonctions de répartition sur R. On reprend
les notations du paragraphe 1.3.1, et comme dans le paragraphe précédent, on fait
un certain nombre d’hypotheses sur F' avant d’énoncer les théoremes.

e Une hypothese de finitude des mesures, identique a la deuxieme inégalité de la
condition i1,
V1<i,j<p Fj(00) = tlirn Fi(t) < oc. (1.3)
e Une hypothese d’irréductibilité et de bornitude, qui remplace la premiere
inégalité de la condition ¢ comme dans la remarque,

F(oc0) est une matrice irréductible et la suite || F(o0)"|| est bornée. (1.4)
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Comme F'(00) est une matrice positive et irréductible, on peut encore lui appliquer
le théoreme de Perron-Frobenius (théoreme 4) : son rayon spectral p(F(00)) est une
valeur propre simple qui admet a gauche et a droite un vecteur propre a coordonnées
strictement positives. Dans tous les théoremes qui suivent, on supposera de plus,
comme dans le cas a support R, que

p(F(00)) = 1. (L5)

On adopte les mémes notations que précédemment : m et u sont des vecteurs propres
a coordonnées strictement positives vérifiant le théoreme de Perron-Frobenius et
normés de la fagon suivante :

P P
F(oo)m =m, WwF(c0) =", Zmi =1, Zuimi = 1. (1.6)
i=1 i=1

e On fait enfin une hypothése de type transience :
VteR Ul(t) < oc. (1.7)

Cette hypothese était automatiquement vérifiée dans [5] des que le rayon spectral
de F(0) était strictement inférieur a 1 (lemme 3 (a) et hypothese 7). Cependant, elle
ne l'est plus dans le cas général comme en dimension 1.

Nous pouvons maintenant énoncer les principaux théoremes que nous allons
démontrer en détail dans les sections suivantes. Le premier est l'analogue exact
du théoreme 5 et de la proposition 2. Il donne les solutions de 1’équation de renou-
vellement sans second membre.

Théoréme 1.1 Sous les hypothéses (1.3), (1.4), (1.5), et (1.7), si de plus F est
non arithmétique et Z est une solution continue bornée de l’équation Z = F x Z,
alors Z est un vecteur constant.

Le deuxieme traite des incréments de U. Il était vérifié sans difficulté dans le
cas a support R, et en dimension 1, mais demandera plus de travail ici. Toute la
partie 1.6 est consacrée a sa démonstration.

Théoreme 1.2 Sous les hypotheses (1.3), (1.4), (1.5), et (1.7), pour tous i, j, pour
tout intervalle borné I =la, b], Uy;(I +t) = U;(t +b) — U;;(t + a) est borné
mdépendamment de t.

On donne maintenant les théoremes de renouvellement qui sont ’analogue des
deux parties du théoreme 6, et du théoreme 3 en dimension 1. Remarquons qu’ici
les hypothéses imposent I'existence de I'espérance et donc la non nullité de v~

Théoréme 1.3 (Théoréme de renouvellement, premiére forme)

Sous les hypotheses (1.3), (1.4), (1.5), et (1.7), si de plus F' est non arithmétique
et I' est bien définie, alors, pour tous i,j et pour tout h >0, on a v =ul'm > 0 et
ms;u;

t—o00 ’y

h,

ot m et u sont les vecteurs définis en (1.6).
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Théoréme 1.4 (Théoréme de renouvellement, deuxiéme forme)
Sous les hypotheses du théoreme 1.3, si G est directement Riemann intégrable, et
Z =U *x G existe, alors

p 00

tlgg Zi(t) = %mi Z [uj/_ Gj(u)du}

=1 o

Remarque Ici encore, U *G quand elle est définie n’est pas nécessairement 1'unique
solution de I’équation de renouvellement. En effet, pour toute constante c, le
vecteur Z, = U * G + cm est encore solution.

Les parties suivantes sont consacrées a la démonstration détaillée de ces thé-
oremes. Dans la partie 1.5, on démontre le théoreme 1.1, dans la partie 1.6, on
démontre le théoreme 1.2, et enfin dans la partie 1.7 on démontre les théoremes de
renouvellement.

1.5 L’équation sans second membre

Comme précédemment, la forme particuliere des solutions de 1’équation sans se-
cond membre Z = F % Z va jouer un role important dans la démonstration du
théoreme de renouvellement. Toute cette section est quasiment identique au cas ou
les mesures sont distribuées sur R, , mais on donne l'intégralité des démonstrations
a chaque fois.

On commence par ’étude des points d’accroissement de la fonction de renouvel-
lement U en fonction de ceux des itérées F*) .

1.5.1 Points d’accroissement

) pour tout k €

Lemme 1.1 Soit ¥;; l’ensemble des points d’accroissement des FZ(Jk
N, ie

Yiy={a|JEkeN, E(jk)(aJre)—Fff)(a—a)>0 Ve>0h

Alors pour tous 1,3, k, on a X, + Xg; C X5,

Démonstration

Soient x dans X;; et y dans X;;. On peut donc trouver des entiers n et m tels
(n)
ik

que x soit un point d’accroissement de F},” et y un point d’accroissement de F, k(jm)

Par le lemme 1, x + y est alors un point d’accroissement de Fl(kn) * Fk(;”)7 donc de
k=1 F;(’fn) * Fk(;n) - F;(Jﬂ+m)' Ainsi on a bien Y, + Xy, C Xy 0

Le lemme suivant permet de comprendre comment on a choisi la définition d'une
matrice arithmétique : on a cherché une condition minimale pour obtenir un résultat
analogue au lemme 2.
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Lemme 1.2 Sous l’hypothese (1.4), si ' est non arithmétique alors pour tous i, j,
Y est asymptotiquement dense a l'infini au sens suivant :

Ve>0, JA. >0 tg Ve>A, |z, z4+e[ N X #£0.

Démonstration

D’apres le lemme 1.1, si Y, j, est asymptotiquement dense a I'infini dans R, alors
il en est de méme pour ;; pour tout j et ¥;;, pour tout ¢, donc soit les 3;; sont
tous asymptotiquement denses a I'infini, soit aucun ne 1’est.

Raisonnons par 'absurde. Si aucun des X;; n’est asymptotiquement dense a I'in-
fini, alors en particulier X;; ne l'est pas. C’est un sous-espace de R fermé pour
I'addition d’apres le lemme 1.1, qui est non réduit a {0} car F(oco) n’est pas la
matrice nulle par I'hypothese (1.4). D’apres la classification des sous-groupes de R,
il existe donc un réel \; tel que X; C A;7Z et contient tous les n\; pour n assez
grand (voir la démonstration du lemme V.4.2 de [25]).

Soient ¢ dans ¥;;, et d dans ;. Soit n assez grand pour que n\; € X et
(n+ 1)\ € Xy, alors par le lemme 1.1, d — n\; + ¢ et d — nA; + ¢+ Ay; sont dans
¥;;, donc \;; > Ajj, et par symétrie ils sont égaux. Ainsi tous les \;; sont égaux.
Notons A = A;; pour tout j.

On montre de méme que si i # j, ¥;; C b;; + A\Z (en effet ¥;; + X;; est stable
par addition), et par le lemme 1.1, b;; + bjr = bj, + nA. F est donc arithmétique, ce
qui est absurde. O

1.5.2 Démonstration du théoréme 1.1

Comme dans la preuve de [25], on commence par étudier un cas particulier plus
régulier.

Lemme 1.3 Soit K une solution bornée uniformément continue sur R de l’équation
K = F % K. Sous les hypothéses (1.3), (1.4), (1.5), et (1.7), si de plus F' est non

arithmétique et si il existe ig tel que

a;, = sup K;,(t) > 0,
teR

alors il existe 0;, > 0 tel que pour tout h > 0, on peut trouver un intervalle de
longueur h sur lequel K;, > 0;,.

Démonstration
Pour tout 1 < j < p, on pose a; = sup,cr K;(t). Soient iy donné par 'énoncé tel
que a;, > 0 et jy tel que
Yo — pax L > 0,
mj, 1<ispmy
ou m est le vecteur propre de F'(co) défini en (1.6). Comme F'(co)m = m, pour tous
i,nona? | Fli(co)m; =m;, ol les Fjj(co) désignent les coordonnées de F'(c0)™,
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Ainsi, on a :

p p
ZF}oj(oo)aj - Z [Fjoj(oo)mj#]
j=1 j=1 J
u a
< (3 Ep(o0)my)
j=1 mJO
_ - Qo
J0 mjo
= Gy
Donc en particulier, il vient :
p
aj, 2 ) Fj;(o0)a;. (18)
j=1

On distingue maintenant deux cas selon que a;, est atteint ou non.

e PREMIER CAS : 3 ¢) € R tel que Kj,(ty) = aj,.
Par itération de K = F' x K, on obtient

p
0y = Kplt) = Y [ Kalta—wFS(du)
r=1

< 3 [or [ EG )

r=1

V4
= > aF) (o)
r=1

IN
(]
S
o
S
8

<

d’apres I'équation (1.8), car E»(f)(oo) < Fj3(c0). On a ainsi des égalités partout dans
cette suite d’inégalités, donc en particulier, il vient :

Z/ (ar — K, (to — u))FJ(;)(du) = 0.

Comme l'intégrande est positive et continue, on en déduit que pout tous r et t, et
pour tout point s d’accroissement d’un des Fj(g), c’est a dire pour tout s dans X,
ona a, = K,(tyg — s). Or d’apres le lemme 1.2, ¥, , est asymptotiquement dense &

I'infini. Comme K, est uniformément continue, on a donc pout tout r :

lim K,(t) = a,.

t——o0
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Par convergence dominée quand t tend vers I'infini dans I’équation K = F % K, on

trouve a; = le arFi(rn)(oo). Ainsi pour tous ¢, r et pour tout T fixé, on a :

Ko(t)—a, — Z/(Kl(t—s)—al)pr(f)(ds),
=1

Ko -l < Y [t -s) - alF @)
=1

p T P o)
= > / Kot = 5) — | F (ds) + /T Kt — 8) — | EY (ds).
=177 =1

Comme les ||F'(00)"|| sont bornées par I'hypothese (1.4), on a sup,,; ; Fl-(f)(oo) <
sup,, ; ; Fii(00) < oo. Soit € > 0, on peut donc choisir un réel 7" assez grand tel que

pour tout n, on ait

p 0o
Z/T Kt — ) — | F™(ds) < e.
=1

Comme de plus K est borné et lim, ., F™(T) = 0 car U(T) est fini par I'hy-
pothese (1.7), il vient

T
lim 1Kt — s) — )| F$" (ds) < M, lim F(T) =0,

n—oo
—0o0

ou M; = sup | K; — a;]. Ainsi pour tout 1 < r < p, la fonction K, est constante égale

a a,. En particulier, K (t) = a;, > 0, d’ou le résultat annoncé pour J;, = a;,/2.

e DEUXIEME CAS : Pour tout ¢, K, (t) # aj,.
Alors on peut trouver une suite (t,,) tendant vers +o00 ou —oo telle que K, (t,,) — ;-
Soit ¢, i(z) = K;(t, + x). Comme K est bornée et uniformément continue, ((pi)n.i
est une famille uniformément bornée et uniformément équicontinue. Par le théoreme
d’Ascoli, il existe une sous-suite (t,,) de (t,) telle que pour tout 7, la suite (,;);
converge uniformément sur tout compact vers une fonction bornée uniformément
continue qu’on note n;. On a alors

Cnyi(t) = Ki(tn, +1)
_ ij/Kr(tnj +1 — 5)Fip(ds)
= > [ Gualt = 5)Fulas).

Quand j tend vers oo, on obtient par convergence dominée :

nMZZ/M%WMM- (19)
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De plus, pour tous ¢,4, on a 1;(t) = lim;_. K;(t,, 4+ t) qui est inférieure a a; et par
définition de t,, 7;,(0) = lim; K}y (t,;) = aj,. Ainsi on a supn;, = a;, > 0, donc
n;, vérifie les hypotheses du lemme dans le premier cas. D’apres la premiere partie,
chaque coordonnée 7); est donc constante, égale a un ¢;, avec ¢j, = aj,.

De I’équation (1.9), on déduit que ¢ = (cq, ..., ¢,) est un vecteur propre a droite
de F(o0) pour la valeur propre 1. Comme 'espace propre est de dimension 1 d’apres
le théoreme 4, il existe un réel a tel que ¢ = am. Comme c¢;, = aj, > 0, on a

a = % > 0 donc ¢ est a coordonnées strictement positives. Soit A > 0. Comme
J0 .
K (tn,+t) tend vers cZO uniformément sur [0, h], pour j assez grand on a K O(t) > 2

pour tout ¢ dans ]t,;, t,, + h[. On a donc le résultat annoncé pour &;, = 2. O

On a maintenant tous les éléments nécessaires pour passer a la démonstration
du théoreme 1.1 qui dit que les seules solutions continues bornées de I’équation sans
second membre sont les constantes.

Démonstration du théoréme 1.1
Soi? O ‘la fonction qui a ¢ associe ﬁexp( 262) Pour tout ¢, on définit la
convolée suivante :

Foalt) = o % Zi(t / b.(t — )7 )dy—/_ooqﬁg(s)Zi(t—y)ds.

Pour tout € > 0, et pour tout 1 < ¢ < p, comme Z est solution de I’équation
Z =FxZ, ona

raty = [ [0 [ 20—y o)petanay)

r—1 0o 00

- > [ _°° 0.0)Z(t =y = 3)dy) Fy ()]

o0

- / fo(t — $)Fyn(ds).

De plus f.; a des dérivées a tout ordre, sa dérivée premiere est bornée (car Z est
bornée), uniformément continue et par le théoreme de dérivation sous l'intégrale et
ce qui précede, f,(t) =>0_, [ fI (t—s)F;(ds) pour tout 1 <4 < p. Donc f! vérifie
I’équation sans second membre fl= F * f’ On peut lui appliquer le lemme 1.3 : soit
a; = sup fL;. S'il existe un indice i tel que a; soit strictement positif, alors on peut
trouver un réel § > 0 tel que pour tout h > 0 on ait un intervalle |¢, ¢+ h[ sur lequel

L, > 0. En intégrant sur |t, ¢ + h[ on trouve 6h < f.;(t + h) — f.i(t). Comme f_;
est bornée par une constante M, on a ainsi 6h < 2M pour tout h > 0, ce qui est
absurde. Donc pour tout 4, a; < 0. En remplacant Z; par —Z;, on trouve de méme
que pour tout i, a; > 0. Ainsi pour tous i, t, €, on a f.,(t) = 0. Pour tous i, ¢,
la convolée f.; est donc constante. En faisant tendre e vers 0, on en conclut que la
fonction Z; est également constante pour tout indice i. O



32 CHAPITRE 1. RENOUVELLEMENT MULTIDIMENSIONNEL

1.6 Théorie du potentiel

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoreme 1.2. Il se démontre aisément
dans le cas de mesures a support sur R, ou en dimension 1, a 'aide d’équations
de renouvellement particulieres, mais ces méthodes ne se généralisent pas au cas
présent. C’est en fait la seule vraie difficulté rencontrée pour passer du cas a support
(Ry)P au cas a support RP. On donne ici une preuve originale qui s’inspire de la
théorie du potentiel en dimension 1 (voir C. DELLACHERIE ET P. MEYER [22]), en
la généralisant a la dimension p.

1.6.1 Définitions et notations

On note B(R) la tribu des boréliens de R. On rappelle la définition usuelle d’un
noyau.

Définition 11 Un noyau N sur R est une application de R x B(R) dans [0, +o00]
telle que

e lapplication t — N (t, A) est mesurable pour tout A € B(R),

o [application A — N(t, A) est une mesure pour tout t € R.

Pour toute fonction f mesurable positive sur R, on définit ’application N f sur R
par

Nﬂﬂz/f®N@%)

La notion de noyau généralise celle de convolution. En effet, si I’ est une mesure
sur R, on peut lui associer le noyau Np(t, A) = [ 14(¢t — s)F(ds). Alors, pour toute
fonction f comme ci-dessus on a Npf = F x f.

On définit également la composition des noyaux : si M et N sont deux noyaux
sur R, leur produit M N est le noyau défini par :

MN(t, A) = / N(s, A)M(t, ds).

Si M et N sont des noyaux de convolution correspondant aux mesures Fj; et Fy
respectivement, alors le noyau produit M N est encore un noyau de convolution pour
la mesure convolée F); x Fy.

On généralise maintenant ces définitions a la dimension p.

Définition 12 La matrice N = (N; ;)1<i j<p €st un noyau sur RP si chacune de ses
composantes N;; est un noyau sur R au sens de la définition 11.

Pour toute fonction f =fi,..., f,) mesurable & coordonnées positives, I'action de
N sur f est définie par analogie avec le produit matriciel de la facon suivante :

Nf= t((Nf)l), o (Nf)p) avec

(N = 32 N 0)
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De méme, si M et N sont deux noyaux sur RP, leur composée est le noyau MN =

((MN);;) ot
(MN)ij =Y MyNy;.
k=1

On définit enfin le noyau unité I par

{ Iii(t, A) Tat).

Ainsi, pour toute fonction f : R — RP, on a [f = f, et pour tout noyau N, on a
IN =NI=N.

Dans toute la suite N désignera un noyau sur R”. On notera N* ses puissances
pour la composition définie ci-dessus, avec la convention que N° = 1.

Définition 13 Le noyau potentiel associé au noyau N est le noyau

oS
k=0

Cette notion généralise celle de fonction de renouvellement. En effet, si N est un
noyau de convolution pour la mesure F', alors son noyau potentiel G est le noyau de
convolution associé a la fonction de renouvellement U de F.

Sur l’ensemble des fonctions mesurables de R dans (R;)? on définit la relation
d’ordre partiel suivante :

u=v si V1<i:<p, wu; <uw;.

Cet ordre a la bonne propriété suivante : si u = v alors pour tout noyau M, on a
Mu < Mwv.

Définition 14 Soit u : R — (R)? une fonction a coordonnées positives. On dit
qu’elle est excessive pour le noyau N si elle vérifie

Nu < u.

1.6.2 Principe du maximum

Le but de ce paragraphe est d’étudier la localisation du maximum du potentiel
d’une fonction positive. Soit A € B(R) et A° son complémentaire. On note J4 le
noyau sur R? qui vérifie (Jaf);(t) = fi(t)14(¢), pour toute fonction f mesurable de
R dans (R )P, c’est-a-dire que pour tous t dans R et B dans B(R) on a :

{ (Ja)ij(t, B) 0 sii# j,
(Ja)u(t,B) = Tanp(t).
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Remarquons que J4 f ne dépend que de la valeur de f sur A, et que ce n’est pas un
noyau de convolution.

Soit G4 le noyau potentiel associé & NJ4 et G4 celui de J4N. On a NGA =
GaN et JuGa4 = GAJ4. On définit de méme les noyaux analogues associés au
complémentaire A°. On définit également le noyau Hy = Ja + JueGac NJ4 = GA°J 4
qui a des propriétés particulieres.

On donne maintenant une série de propositions qui précisent les propriétés des
noyaux ci-dessus et vont nous servir a établir un principe du maximum. Des défini-
tions de H4 et de J4 on déduit immédiatement la proposition suivante.

Proposition 1.1 Pour tout t dans R, les mesures (Hy)i;(t,-) sont portées par A,
et pour tout t dans A, et B dans B(R) on a :

{(HAW,B) =0 si i # j,
(Ha)u(t,B) = ][B(t).

Proposition 1.2 Si u est une fonction excessive, alors Hau < u.

Démonstration
On montre par récurrence sur k£ qu’on a la relation suivante :

k
Tau+ Y [JAC(NJAc)mNJAu] < u. (1.10)

m=0

Pour £ = 0, comme u est excessive et Jyu =< wu par définition de J4, on a
NJju = Nu = u. Puis en appliquant Jsc a cette inégalité et en ajoutant Jiu a
chaque membre, il vient Jau + Jae NJau =X Jau + Jacu = u.

Faisons I’hypothese de récurrence au rang k.

Au rang k + 1, on applique N puis Jue aux deux membres de l'inégalité de
I’hypothese de récurrence. On obtient :

k

k+1 "
=¥ [JAC(NJAc)mNJAu} .
m=0

En ajoutant Jyu aux deux membres, on trouve :

k+1
Jaeu+ Jau=u= Jau+ Y [JAC(NJAC)MNJAu} .

m=0

ce qui acheve la démonstration par récurrence. En faisant tendre k& vers +oo dans 1’é-
quation (1.10), on obtient bien Hu =< u. O
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Proposition 1.3 On a les égalités suivantes :

Hy = Ja+ JacNHy, donc NHjs = H, sur A
NHy = GueNJy.

Démonstration
On a GAc = I—|—NJAcGAc, donc NHA = NJA+NJAcGAcNJA = GAcNJA. On
en déduit que JAcNHA = JAcGAcNJA = HA — JA. Donc HA = JA+JAcNHA. O

Proposition 1.4 Soit u une fonction excessive. Alors Hau est la plus petite (pour
la relation d’ordre <) fonction excessive majorant u sur A.

Démonstration

Soit v = Hau. Comme u est excessive, on a v = Hau < u d’apres la proposi-
tion 1.2, et donc Nv = Nu =< u. Comme u = v sur A par la proposition 1.1, en
particulier on a Nv =< v sur A. Par la proposition 1.3, NH4 = H 4 sur A°, donc sur
cet ensemble Nv = v. Ainsi Nv < v partout et v est bien excessive.

Si w est excessive et majore u sur A, on a Hqu = H w par la proposition 1.1,
et H w = w par la proposition 1.2. Donc H u < H w < w partout. O

Proposition 1.5 On a les égalités suivantes :
G=HsG+ JacGpe = HAG + GACJAC.
Démonstration
On multiplie I’égalité I — J4eN = I — N + J4 N & gauche par GA° et & droite par
G. On obtient :
GA(I — J4N)G = G*(I — N)G + G* J4NG.
Or par définition on a GA°(I — J4eN) = I = (I — N)G. Donc on a

G = GY +GY NG
= GYJa +GY NI+ NG)
= G J4e + HAG
= JaGye + HuG,

qui est bien I’égalité cherchée. a
Proposition 1.6 Si f est une fonction a coordonnées positives quelconque, v une

fonction excessive, et A =UP_{f; > 0}, alors

Gf v surA == Gf v surRR.
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Démonstration

Comme Gf < v sur A, on a, par la propostition 1.1, HAGf < Hav. Or v est
excessive, donc par la proposition 1.2 on a H v = v. Enfin par la proposition 1.5,
ona Gf = H\Gf + GYJsef = HuGf car par définition de A, Juef = 0. Ainsi
Gf=HsGf <X Hyv <. O

On donne maintenant une notion de borne supérieure pour les fonctions vecto-
rielles.

Définition 15 Soit f une fonction a coordonnées positives, et A C R. On définit
la borne supérieure de f par :

sup f(t) = max (sup(fi(1))).

teA 1<i<p \ ¢ea

Cette définition est compatible avec notre relation d’ordre <. En effet, sur ’ensemble
A défini a la proposition 1.6 on a f < sup,c4 f(¢)1, o0 1 =11,...,1) est la fonction
dont toutes les coordonnées sont constantes égales a 1.

Corollaire 1.1 (Principe du Maximum) Si la fonction 1 est excessive, alors
pour toute fonction f a coordonnées positives, on a :

sup Gf(t) = supGf(t),

teR teA

ou A=U_{fi >0} estle support de f.

Démonstration

Soit @ = sup,c4 Gf(t). Si « est infini, c’est évident. Sinon, on a Gf < al
sur A. Comme 1 est excessive, la proposition 1.6 donne Gf =< al sur R. Donc
sup;cr Gf(t) < a, et ainsi sup,cg Gf(t) = sup,cq Gf(2). O

1.6.3 Application a la fonction de renouvellement

On peut maintenant donner la démonstration du théoreme 1.2. Soit m le vec-
teur propre défini en (1.6), et N = (IV;;) le noyau de convolution associé a F' et
renormalisé par le vecteur propre m de la fagcon suivante pour obtenir la propriété
d’excessivité de le fonction 1 :

Ni(t, Ay = 2 / La(t — 5)F(ds).

Alors (Nf)i(t) = S0, |3 [ £i(t = )Fy(ds)] = ((GFy) # ) (),
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La fonction 1 est bien excessive pour N. En effet, comme m est un vecteur propre
de F(c0), on a :

ERIDESDS 2 [ Fytas)]

Le potentiel G associé a N vérifie G;; = %Uij. Soit A > 0 un réel fixé, A =
[—h, h], et f; = T4 pour 1 <4 < p. On a alors

(Gi) = Z 20 [ T (e = o))
- i[%(Uw(H—h) Uij(t—h))]

La fonction Gf admet une borne supérieure finie au sens de la définition 15 sur
I'intervalle borné A = [—h, h], car U est fini d’aprés ’hypothese (1.7). En vertu
du principe du maximum, on a donc sup;er Gf(t) = sup;e_y, ) Gf(t). Notons
1o 'indice de la coordonnée de G f qui réalise cette borne supérieure. En prenant
une suite (¢,) de points de A qui permet d’approcher la borne supérieure, et en
majorant ]IHL’ n(t, — ) par ][[,2;% ar) (), on obtient que pour tout ¢ € R et pour
tout 1 <17 < p,

p ms

Z #(Ui'(t +h)=Uy(t—h)) = (Gf)(t)

7

j=1
< sup(Gf)i,(t)
[t|<h
P
< ’ (UZOJ (Qh) - Ulo]( 2h>)
j=1 Mo
< .

Comme tous ces termes sont positifs et que m; > 0 pour tout 7, on en déduit que
chaque U;j(t+h)—U;;(t—h) est borné indépendemment de ¢. Pour obtenir le résultat
annoncé avec un intervalle borné I quelconque, il suffit de I'inclure dans un intervalle
symétrique. O

1.7 Preuve des théorémes de renouvellement

On démontre maintenant les théoremes de renouvellement 1.3 et 1.4. Grace au
résultat de la section précédente, la preuve est a nouveau identique a celle du cas



38 CHAPITRE 1. RENOUVELLEMENT MULTIDIMENSIONNEL

ou le support des mesures est dans R, pour les deux premieres étapes. L’équation
de renouvellement utilisée dans la troisieme étape est légerement différente puis-
qu’on prend F(oo)l;>g au lieu de F(c0), et Z(t) = ml;>¢ au lieu de Z(t) = m. La
démarche est cependant la meéme.

Démonstration du théoréme 1.3

Pour tout intervalle I =|a, b], pour tous 1 < 4,5 < p, et t € R, on note
Ui(;)(]) = U;;(t+b) —U;;(t+a). Par le théoreme 1.2, la famille (Ui(;)(]))t est bornée.
La proposition 3 donne alors I'existence d'une suite (¢,,) tendant vers +oo et de me-
sures V;; telles que pour tous 1 <14, j < p et tout intervalle I, Ui(jt")([) — Vi (1).

e PREMIERE ETAPE : Les Vj; sont des multiples de la mesure de Lebesgue.
Soit kg € {1,...,p} et a > 0. On définit un vecteur G(t) par Gx(t) = 0 pour tout
k # ko et G, est non nulle et continue a support dans [0, a]. Alors Z = U * G est
bien définie, et Z est solution de 1’équation de renouvellement

Pour tout ¢, on a :

Zi(t, +t) = /Gko (tn + 1t — $)Uik, (ds)
= [Gult- sl as)

— Gko(t - S)Wko(ds>‘

n—oo

Soit ¢;(t) = [ G (t — $)Vik,(ds). Alors ¢; est continue, bornée et Z;(t, +t) tend vers
i(t). Par convergence dominée dans I’équation de renouvellement (1.11), on obtient

Vi1<i<p =Y [Glt-9)Fuds)
k=1

Par le théoreme 1.1 on en déduit que (; est constante pour tout i. Donc la valeur de
Vintégrale [ Gy, (t — $)Vig,(ds) est indépendante de ¢, et ce pour toute fonction Gy,
continue a support compact. Ainsi Vg, est invariante par translation et finie sur les
compacts, c¢’est donc un multiple de la mesure de Lebesgue. On note ¢ la mesure de
Lebesgue. Donc il existe a;; € R tels que pour tous 4, j, on ait V;; = a;;Z.

e DEUXIEME ETAPE : Montrons que a;; = cm;u;.
On fixe de nouveau un kg et on définit maintenant G par G (t) = 0 pour tout k # ko
et Gy, (t) = Xjo, 1(t). Alors Z = U G est bien définie, et Z est solution de 'équation
de renouvellement Z = G + F' x Z. On a pour tout z,

Zit,—t) = / Ghro(tn — = 8)Uik, (ds)
= Up(tn —t) = Uiy (t, —t — 1)

— Q-
n—oo
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Par convergence dominée dans 1’équation de renouvellement Z(t,) = G(t,) + F
Z(ty), on trouve a;p, = > p_q ko Fix(00). Donc (aig,, - - . , apr,) est un vecteur propre
de F(c0) pour la valeur propre 1. Comme 'espace propre est de dimension 1 d’apres
le théoreme 4, il existe une constante ry, telle que pour tout @, a;x, = rg,m;. En
remplacant F' par 'F, on prouve de méme l'existence d’une constante sy, telle que
pour tout j, ag,; = Sk,u;. Ainsi pour tous ¢, ko, on a a;k, = Tk,M; = S;Uy,. Donc le
rapport % = :kT‘; = c est indépendant de i, et a;; = r;m; = cmyu;.
e TROISIEME ETAPE : Identification de la constante c.

On choisit maintenant G(t) = (F(c0)I;59 — F(t))m. Soit Z(t) = mI;>o. Alors ces
fonctions vérifient la relation suivante :

)+ > k1 JZi(t — 5)Fir(ds)
m; — Y0 Fy(my + Yy Fa(t) =m; sit >0

—NP sz(t)m] + Ziﬂmkﬂk(t) =0 sit<0

= Zi(t).

Donc G+ F x Z = Z. En itérant cette égalité, on trouve :

n—1

Z:ZF(k)*G+F(”)*Z.

k=0

Or on peut calculer explicitement le reste F™ x Z. En effet, on a :

(F™ % 72),(t) = / ZZkt—s " (ds)

0 k=1

= [ [ Fa)

k=1 -
V4

= Y mF (1),
k=1

et cette derniere quantité tend vers 0 quand n tend vers l'infini car la fonction de
renouvellement U (t) = > o0, F™(¢) est finie pour tout t. Donc Z = U x G. Comme
G est décroissante et intégrable sur R, et sur R_ =] — 0o, 0], G est directement
Riemann intégrable. Pour conclure, on a besoin du lemme suivant qui fait le lien
entre les deux formes du théoreme de renouvellement.

Lemme 1.4 Soit G un vecteur de fonctions directement Riemann intégrables, et U
une matrice de fonctions de répartition telle que pour tout t réel, tout h > 0 et tous
1<4,5 <p, on ait :

n—oo
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Si Z = U x G existe, alors on a :

=

Zi(t,) —— [aik /_ h Gk(s)ds]

n—oo
k=1 o0

Ainsi en utilisant ce lemme ainsi que le résultat de la premiere étape, on trouve
m; = Zi(tn) —— >h_q ik [ o, Gr(s)ds. Or par définition de G on a :
n—oo

| Gusis = [ (Fiy(oo) s — Fus))myds

0 =00 1

p
= E mj’ykj.
j=1

Comme a;; = cm;uj, on en déduit que

p p
m; = c¢C E E miu;7yikmmg.

k=1 j=1

Or Zk,j ujymy # 0 car m; > 0 d’olt ¢ = (Zk] uj'yjkmk)fl = ~~L. Cette valeur
est indépendante du choix de la suite (¢,). Comme (U;;(I +t)); est bornée par hy-
pothese, de toute suite (¢), on peut extraire une sous-suite convergente. Donc on a

la convergence faible de Ui(;) vers a;j¢ quand t tend vers +o0. O

Remarque On a vu que si on fixe un kg et qu’on définit le vecteur G par G (t) = 0
pour tout k # ko et Gy, (t) = Lo, 1)(t). Alors Z = U * G existe et est positive
puisque G l'est. Donc on a nécessairement v > 0, et comme on a vu que v # 0,
on a bien v > 0.

Pour achever ce chapitre, il reste a donner la démonstration du lemme 1.4. La
démarche est exactement la méme qu’en dimension 1

Démonstration du lemme 1.4

Soit h > 0. Pour tout k € Z, on pose gx(t) = ][{(k,l);% k) (1), G* = g;, pour tout
i, et ZF =U x G*. Alors on a :

2w =Y / Gt — 3)Us(ds)

= > |[Uislta = (k = 1)h) = Uy (tn — k)

J=1

p
—_— E (ll'jh.
n—00
j=1
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La limite est indépendante de n et k, donc pour tous n, k, i, ZF(t,) < M.

Soient mk et mk respectivement le minimum et le maximum de G; sur [(k —

)h kh]. Comme G est directement Riemann intégrable, les séries o' = h>_ m et

= hY_m; sont absolument convergentes, et leur différence tend vers 0 quand h
tend vers 0 (voir définition 3). Pour tout 4, on a :

k
Z mg;(t Gilta) < Y migi(ta) + Y Mg;(ta),
j=—k Jj=—k lj1>k
P p p
Zm;/gj(tn - y)Uir(dy) < Zz(tn) < ngfgj(tn - y)Uir(dy) + Mh ng’
i<k i<k ik
D k D
n — 00 ZZmawh< lim Z;(t,) §ZZ gairh—i—MhZZm
r= 1]_71@ r=1j=— r=11j|>k
p
k — oo Zgrair < Tm Zilty) < 7 air,

=1

<

ofl lim désigne la limite supérieure. On fait tendre h vers 0 et on trouve lim Z;(t,) =
ey Qi f G.(s)ds. On trouve la méme valeur pour la limite inférieure. Donc il vient
hmZ( n) = le air [ Gr(s)ds. O

Du lemme 1.4 et du théoreme 1.3 on déduit directement la deuxieme forme du
théoreme de renouvellement.
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Chapitre 2

L’équation a coefficients
Markoviens

On étudie I'équation récursive aléatoire présentée dans l'introduction :
Yn+1 - anYn + bn7 n 6 Z, (21)

ou (a,) est une chaine de Markov réelle a espace d’états fini et (b,) une suite de
variables aléatoires iid indépendante de la suite (a,) et telles que (ay,by) soit sta-
tionnaire et ergodique. La figure 2.1 montre une trajectoire de la suite (Y;,) avec les
valeurs de la suite (a,) correspondantes, ainsi qu'un histogramme de 300 valeurs de
Y5000 (voir partie 2.10 pour les notations).

2.1 Origines du modele et travaux antérieurs

La suite (Y,,) définie par la relation récursive (2.1) porte le nom de processus au-
toregressif a régime markovien (Markov-switching auto-regression en anglais) dans la
littérature statistique. Ce modele offre des possibilités nouvelles pour modéliser des
séries chronologiques qui sont, en citant J. D. HAMILTON qui les a introduites en
économétrie, ‘subject to discrete shifts in regime — episodes across which the dynamic
behaviour of the series is markedly different’ (sujettes a des changements discrets
de régime — des épisodes au cours desquels le comportement de la série est nota-
blement différent). En effet dans la modélisation proposée, on observe la suite (V;,),
série chronologique d’observations, et sa dynamique est controlée par la suite (a,),
suite d’états, qui constitue le modele du systeme étudié. La suite des états (a,) est
cachée, au sens ou elle n’est pas observable. On connait simplement ’ensemble des
états possibles {ey,...,e,}. Le probleme statistique consiste a inférer la dynamique
du systeme, i.e. la structure de la chaine de Markov (a,), essentiellement sa matrice
de transition P, a partir d’une suite d’observations Y7,...,Y,,.

Ainsi dans les travaux pionniers de J. D. HAMILTON ([37, 38]) en macro-éco-
nomie quantitative, 'auteur a analysé la croissance du produit intérieur brut (PIB)
américain (série (Y,,)) a l'aide de ce modele (en fait une variante vectorielle de di-
mension 4). Il utilisait deux régimes {e1, e} représentant les périodes de récession et

43
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(a) (b)

F1G. 2.1 — Simulation d’une auto-régression a deux régimes avec parameétres p = 0.5, ¢ = 0.7,
er = 1.5, ea = 0.5, b ~ N(0,1), Yy = 0. (a) Une trajectoire de (a, Y) jusqu'a n = 200. (b)
Histogramme de 300 valeurs de Y50q0.

de croissance respectivement. Les conclusions qu’il en a tirées ont ainsi apporté des
preuves quantitatives a la théorie du business cycle, notamment sur son asymétrie,
i.e. les durées moyennes des périodes de récession et de croissance sont distinctes.
Comme pour une chaine de Markov a deux états les durées moyennes de séjour dans
chaque état sont simplement 1/p1» et 1/pa, Uasymétrie du business cycle qui faisait
I'objet de nombreux débats économiques tient son explication ici par le fait que les
deux probabilités de transition sont différentes (bien entendu le plus délicat étant
de démontrer auparavant I’adéquation du modele proposé).

Les modeles a régime markovien, de par leur simplicité d’interprétation et leur ri-
chesse en modélisation obtenue en variant le nombre des états et le type du bruit (b,,),
ont depuis attiré beaucoup d’applications. En France citons deux travaux récents : C.
PERRAUDIN [51] qui propose une analyse comparée des marchés du travail francais et
américain, et J. RYNKIEWICZ, A. DuTOT, A. ET F. STEINER [53] sur la prévision
des pics d’ozone en région parisienne. Un livre récent de J. D. HAMILTON, [40],
rassemblant les applications atteste de cette popularité.

Sur l'aspect méthodologique, les procédures d’estimation et de test statistique
sont maintenant bien établies, grace aux travaux cités notamment. En revanche, les
propriétés fines de ces modeles, y compris la justification théorique des procédures
proposées ne seront établies que beaucoup plus tard. Ainsi la convergence de I'esti-
mateur de vraisemblance apparait dans ’article de C. FRANCQ ET M. ROouUSSIGNOL
[26]. Dans [56] et [27], J.-F. YAO et C. FRANCQ ET J.-M. ZAKOIAN respectivement
établissent divers criteres assurant l'ergodicité, i.e. une certaine convergence de la
suite Y, vers sa loi stationnaire. Dans article [57], J.-F. YAO ET J.-G. ATTALI
étendent 1'idée de régime markovien a une équation de récurrence non linéaire du
type Yni1 = f(an, Y,) + b, utilisant une famille de fonctions f(a,y) lipschiziennes
ou a croissance sous-linéaire en y.
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Ce chapitre complete 1’étude théorique de ces modeles. On s’intéresse en par-
ticulier a la solution stationnaire de ’équation (2.1). Dans la partie 2.2, on rap-
pelle les résultats obtenus sur la queue de la solution stationnaire dans le cas iid,
puis on donne les nouveaux résultats dans le cas markovien. Les parties 2.3 a 2.8
contiennent la démonstration de ces résultats. Dans la partie 2.9, on discute de I’hy-
potheése d’indépendance entre les deux suites (a,) et (b,). Enfin, dans la partie 2.10
on donne des exemples de calculs explicites en dimension 2, ainsi que des résultats
de simulations.

2.2 Résultats mathématiques

Rappelons le théoreme général de A. BRANDT montré dans [11] sur I'existence
d’une solution stationnaire de I’équation (2.1).

Théoréme 8 Si la suite (ay,b,) est stationnaire, ergodique, et vérifie la condition
—o0o < Efloglag|] <0 et Ellog® |by]] < oo,

alors la suite (R,) définie par

o0

R, = Z Ap—10p—2 - an—kbn—l—k7 nez (22)
k=0

est l'unique solution stationnaire de l’équation (2.1). La série dans le terme de droite
de (2.2) est presque-sirement absolument convergente. De plus, pour toute solution
(Y,) de Uéquation (2.1), on a

P(lim |R, —Y,|=0)=1.
En particulier, la loi de Y, converge vers la loi stationnaire.

Remarque P. BOUGEROL ET N. PICARD ont montré dans [9] que sous une hy-
pothese de non-anticipation et des conditions de moment, la condition E log |ay|
strictement négative est également nécessaire a 1’existence d’une solution sta-
tionnaire.

Dans toute la suite, on supposera donc que les deux hypotheses suivantes sont
vérifiées :

a = Elog |ag| < 0, Elog™ |by| < o0, (2.3)

et on appelle (R,,) I'unique solution stationnaire de I’équation (2.1). On s’intéresse

a la queue de cette distribution stationnaire, c¢’est-a-dire au comportement asymp-
totique de P(x Ry > t) quand t tend vers U'infini, et z € {—1,1}.

La queue de la solution stationnaire de I’équation (2.1) a déja été étudiée lorsque
la suite (ay,,b,) est iid, y compris dans le cas multidimentionnel : les a,, sont des
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matrices et Y,, et b, des vecteurs. Dans [44, 45], H. KESTEN établit un théoreme de
renouvellement pour une certaine classe d’opérateurs et en déduit des résultats sur le
comportement de la loi stationnaire quand les a,, ont une densité ou sont des matrices
positives. Dans [47], E. LEPAGE utilise le méme théoréme de renouvellement pour
étendre les résultats de Kesten a des matrices iid inversibles plus générales. Ces
résultats seront rappelés en détail dans le chapitre 4. Enfin, dans [30], C. M. GOLDIE
démontre un théoreme de renouvellement implicite spécifique avec lequel il retrouve
les résultats de Kesten dans le cas scalaire. I applique aussi son théoreme a 1’étude
de la queue de la solution stationnaire de plusieurs autres récurrences aléatoires
faisant intervenir des variables iid. Apres avoir rappelé en détail les résultats de [30],
on va adapter ces techniques au cas présent, et utiliser la théorie du renouvellement
exposée dans le chapitre 1.

2.2.1 Les résultats de C. M. Goldie

Dans ce paragraphe, on suppose que (a,, b,) est une suite iid vérifiant la condi-
tion (2.3). Comme on se limite a la dimension 1, on ne cite ici que les résultats de
[30], avec cependant quelques variantes provenant de [47].

Théoréme 9 Soit (a,,b,) une suite iid telle qu’il existe un exposant k > 0 vérifiant

E|CL0|H = ].,
E[aol*log" |aof] < oo,
E|b0|R<OO’

et que la loi conditionnelle de log |ag| sachant ag # 0 soit non-arithmétique.
e Premier cas : Si ag est presque surement positif alors on a les convergences
sutvantes quand t tend vers l’infini

PRy > t) — C., (2.4)

et
tH]P)(Rl < —t) — O_, (25)

ou Cy et C_ sont des constantes positives.

e Deuxieme cas : Si ag peut prendre des valeurs négatives : P(ag < 0) > 0, alors
les limites (2.4) et (2.5) sont vraies aussi avec C. = C_ > 0.

e Dans les deux cas, la somme Cy + C_ est strictement positive si et seulement
st Uapplication affine aléatoire x — agx +by n’a pas de point five presque sur : pour
tout x fixré P(by = (1 — ag)x) < 1.

On a aussi des formules pour ces constantes. Sous les hypotheses du théoreme 9,
la quantité v = E[|a0|“ log |a0|} est strictement positive, et dans le premier cas, on a

1 o0
c, = ;/ (P(R1 > t) — P(agRo > t))t"dt,
0
c. = %/ (P(Ry < —t) — P(agRy < —t))t*"dt,
0
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et dans le deuxieéme cas :
1 x
q:a:%/(wm>mwm%pmww
0

Remarque Dans les deux cas on a :

C:Gﬁ{L:%/ (B(Ri| > 1) — P(laRo| > 1))t "dt,
0

et toutes les intégrales ci-dessus sont bien définies.

Les étapes de la démonstration sont les suivantes :

e On introduit la régularisée :

t

e
2(z,t) = e_t/ u'P(zRy > u)du,
0
qui a la méme limite que t*P(zR; > t) d’apres le lemme suivant.

Lemme 4 5@ fot uw'P(Ry > w)du ~ ct quand t tend vers +oo, alors on a aussi
P(Ry > t) ~ ct™" quand t tend vers +oo.

A Taide de I’équation récursive et de la propriété d’indépendance, on montre que
z vérifie une équation de renouvellement implicite : la fonction G qui apparait fait
intervenir la loi de R;.

e On utilise ensuite un théoreme de renouvellement pour trouver la limite de z.
Cependant cette limite fait intervenir 'intégrale de G' qui n’est pas nécessairement
strictement positive, a priori.

e Pour montrer que la somme des limites obtenues est non nulle, on utilise une
extension de I'inégalité de symétrisation de Lévy établie par A. K. GRINCEVICIUS
dans [32], et le lemme de Feller-Chung (voir S.C. CHOW ET H. TEICHER [14]). On
obtient ainsi, a un facteur pres, une minoration de la probabilité P(|Ry| > t) par la
probabilité P(|a; - - - a,| > t).

e On obtient enfin un équivalent de cette derniere probabilité en étudiant le
maximum de la marche aléatoire S, = Y, ,log|ax| par des méthodes de temps
d’échelle et de renouvellement (voir W. FELLER, [25], chap. XII).

2.2.2 Le cas markovien

Enoncons maintenant les nouveaux théoréemes obtenus dans le cadre markovien.
Comme dans le cas iid on distingue deux cas selon que les a,, sont positifs ou non.
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Théoréme 2.1 Soit (a,) une chaine de Markov irréductible, apériodique, station-
naire a espace d’états fini E = {ey,...,e,} CRY =0, +00[, de matrice de transition
P = (pi;) et de loi stationnaire p.

Soit (b,) une suite de variables aléatoires iid non nulles, indépendante de la suite
(ay). Si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. il existe un exposant k > 0 tel que le rayon spectral de la matrice P, =
diag(ef)'P soit égal a 1,
2. les loge; ne sont pas tous des multiples entiers d’un méme nombre,
3. Elb|" < o0,
alors pour tout x dans {—1,1} on a :
t"P(xRy > t) — L(x),

ou L(1) + L(—1) > 0. Si by > 0, alors L(—1) = 0, et L(1) > 0. Si by < 0, alors
L(1) =0, et L(—1) > 0.

Théoreme 2.2 Soit (a,) une chaine de Markov irréductible, apériodique, station-
naire de loi p, de matrice de transition P = (p;;) sur Uespace d’états fini E =
{e1,...,ep}, avecey,...e; >0 et epi,...€, <0 pour un 0 < ¢ <p-—1.

Soit (b,) une suite de variables aléatoires iid non constantes, indépendante de la
suite (a,). Si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. il existe un exposant k > 0 tel que le rayon spectral de la matrice P, =
diag(|e;|")'P soit égal a 1,
2. les log |e;| me sont pas tous des multiples entiers d’un méme nombre,
3. Elb|" < o0,
alors pour tout x dans {—1,1} on a :

t*"P(xRy > t) — L(z),

t—o0

ou L(1) 4+ L(—1) > 0. Si de plus la matrice 'P est (-irréductible (voir définition 21),
alors L(1) = L(—1) > 0.

Les hypotheses 2. et 3. sont similaires au cas iid. Puisque les a,, ne sont jamais
nuls, 'hypothese 2. va servir de méme a montrer une condition de non arithméticité
nécessaire a 1'utilisation de la théorie du renouvellement. L’hypothese 3. sert elle a
établir quune certaine fonction est directement Riemann intégrable.

L’hypothese 1. est nouvelle et provient de la dépendance markovienne. On verra
au paragraphe 2.4.1 que le rayon spectral p(P,) peut étre obtenu par la formule

p(P,) = lim(E|ag - - - al_n|“)1/".

C’est donc un substitut logique de I'hypothese E|ag|® = 1 du cas iid. On retrouve
en fait la méme formule que dans le cas multidimensionnel (voir l'introduction et le
chapitre 4).



2.3. LES EQUATIONS DE RENOUVELLEMENT 49

Remarquons aussi que 1’on ne retrouve 1’égalité a priori des deux limites quand
(ay,) peut prendre des valeurs négatives que dans le cas ou on a la f-irréductibilité.
Ici aussi on obtiendra une expression des constantes L(z) similaire a celle de [30].

Comme présenté dans l'introduction, 'application x —— log p(P,) est convexe
(voir le paragraphe 2.4.1), sa dérivée a droite en 0 est strictement négative, et
p(Py) = p(P) = 1. Donc ici encore deux cas seulement peuvent se présenter.

— Soit pour tout s > 0, on a p(Ps;) < 1, auquel cas on peut montrer que
E|Ry|® < oo pour tout s, des que E|by|® < oo (voir proposition 2.3), et ainsi
P(|Ry| > t) = o(t~*) pour tout s. La va riable aléatoire R; a alors des moments
finis a tout ordre.

— Soit il existe un unique exposant k£ > 0 tel que p(P;) = 1, et p(P;) — o0
quand s tend vers l'infini. C’est le cas que 'on étudie ici. La queue est alors
polynomiale.

La démonstration de ces théorémes utilise la méme démarche que [30] et [47].
Dans la partie 2.3, on donne les équations de renouvellement vérifiées par la régu-
larisée z. Les parties 2.4 a 2.6 sont consacrées a la démonstration du théoreme 2.1.
Dans la partie 2.4, on applique un théoreme de renouvellement multidimensionnel.
Dans la partie 2.5, on étudie un cas particulier, et on établit une minoration de la
probabilité P(|R;| > t) en fonction des produits ag - - - a_,. Enfin dans la partie 2.6
on étudie la marche aléatoire S, = >, _ loga;_j. Dans les parties 2.7 et 2.8, on
démontre le théoreme 2.2. La partie 2.8 est consacrée a I’étude détaillée de la notion
de l-irréductibilité.

2.3 Les équations de renouvellement

De méme que dans [47] et [30], on cherche une équation de renouvellement sa-
tisfaite par la régularisée :

t

2(x,t) = e_t/ u"P(xRy > u)du.
0

Pour prendre en compte la caractere markovien, on récrit z comme une somme de
probabilités conditionnées : pour tous (z,t) dans {—1,1} x R, on pose z(z,t) =
P N
i=1 Zz(xa t)v ou :

t

Zi(z,t) = et/ u*P(xRy > u,ag = e;)du.
0

On pose aussi Z = (Zy,...,7,). Comme Ry = agRy + by, pour tous (z,u) dans
{—1,1} x R et pour tout i on a :

P(xRy > u,a9 = ¢;) = P(zagRy > u, ag = €;) + ;(z,u),
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avec

l/JZ(l’,t) = ]PJ(I‘Rl >t,a9 = €i) — P(.ICL()RO >t ag = ei)
= P(t —2by < zagRy < t,ap = €;) —
]P(t < zagRy <t — l’bo, ag = €i). (26)

Posons G;(z,t) =e™* foet u;(z, u)du, la régularisée de 1; et G =Gy, ...,G)p). Par
définition de GG, on a la formule suivante pour la fonction z :

P t

2(z,t) = Z [e‘t /06 uP(zagRy > u,ap = €;)du + Gi(x,t)]. (2.7)

=1

On veut maintenant faire un changement de variable pour se ramener a un terme en
xRy. C’est ici que le signe de ag intervient. On distingue donc deux cas, selon que
ag est toujours positif ou peut changer de signe.

2.3.1 Cas positif

Supposons que tous les états de la chalne de Markov sont positifs. Alors pour
tous (x,t) dans {—1,1} xR et pour tout i, par changement de variable et en utilisant
le théoreme de Fubini, il vient :

Ct
et/ u"P(zagRy > u,ay = €;)du
0
= €t/ u” ]Ixao(w)Ro(w)>u]Iao(w):eidIED(W)du
0
t

g E |:€_t / UK :[[Z‘R()>% ]IaOZEi dui|
0 i

t

e’

_ —t k—1 ‘g
= E[e e; / u ]I:J:Ro>u][a0=eidu]
0
et—logei

= e‘“‘logei)e?/ u"P(xRy > u, ag = €;)du. (2.8)
0
La propriété de Markov et la stationnarité de la suite (R,,) donnent alors :

P
P(xRy > u,ap = €;) = Z]P(:L‘RO > u, a0 = €;,a_1 = €)

=1
P
= ZIP’(xRO > ulag = €;,a_1 = ¢€;)P(ag = €;,a_1 = ¢;)
j=1
p
= Y P(xRy > ula_y = e;)ule;)pji
j=1

p
= Y P(xRy > ulag = €;)ule;)pji-

j=1
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On obtient donc la relation suivante reliant les fonctions Z; entre elles a 'aide des
fonctions G; : pour tout ¢ on a

t loge;

Zi(x,t) = Z[ (t=loge:) "‘/ u'P(xRy > u, a0 = €j)pjidu| + G;(z,t)

— 0

p
= 6? Z [pﬂZj(ZE,t — IOg €Z>i| -+ GZ(ZL’, t)
j=1
On peut récrire ce systeme d’équations comme un systeme d’équations de convolu-
tion en la variable ¢ :

p
Vi<i<p,  Zi(wt)=3 [F] x Zj(a;,t)} 4G, 1),
j=1
ou Fj; désigne la mesure suivante :
E]<t> = e?pj’i][tZIOgei- (29)
La matrice F' = (F};) est alors une matrice de distributions au sens du para-

graphe 1.3.1. Avec les notations du chapitre 1, on a donc le systéeme d’équations
de renouvellement suivant (a z fixé) :

Z(x,t) = F x Z(x,t) + G(x,1). (2.10)

2.3.2 Cas général

On étudie maintenant le cas général. Pour pouvoir connaitre le signe de ag, quite
a réordonner les états on suppose qu’il existe 0 < £ < p —1 tel que ey,...,e, > 0
et epy1,...,6, < 0. Si ¢ =0, on est dans le cas ol tous les e; sont négatifs. Alors
I’équation (2.8) devient
et
et/ uP(zagRy > u, a9 = €;)du
‘ ot —log |e;]

= g (tlogleiDg,x /u“]P’(sgn(xei)Ro > u,ag = €;)du,
0
ou sgn(ze;) désigne le signe de ze;. Pour obtenir des équations similaires a celles du
cas positif, on double la dimension : on introduit cette fois-ci 2p nouvelles fonctions :

V1<i<p, Z'(t)= Z(lt—e_tfo uP(Ry > u,ap = €;)du,

V1<i<p, Z (t)=Zi(-1,t)=¢e" foet uP(—Ry > u,a9 = ¢;)du.

)

Par la méme démarche que dans le cas positif, on obtient les équations suivantes :

Vi<i</{, Z(t) = lel" X5 paZy (t —logle]) + Gi(1,1),
VIi+1<i<p, ZF(t) = lel" 30 puZ; (t —logle) + Gi(1,1),

(2.11)
Vi<i<ld, Z;(t) = lel" X5 pjiZ; (t —loglei]) + Gi(—1,1),

Vi+l<i<p Z7 (1) = lel"3 i piZ) (t—loglel) + Gi(=1,1),
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qu’on peut aussi récrire comme systeme d’équations de renouvellement. En effet, on
pose

Z=Nzf,....Zr. 27, Z)) et G=YGf,....G},GT,...,G)),

p

avec G (t) = Gi(1,1) et G (t) = Gi(—1,¢). On définit aussi la matrice F' = (Fj) de
taille 2p x 2p par :

|e;|"p3;][t210g|eg| sil<i<letl<j<p,
~ oup+l+1<i<2pet1<j5<p,
Fy(t) = : :
oul+1<i<p+letp+1<j<2p,
0 sinon,
ot i =i sii<peti—psinon (voir 'équation (2.21) pour une forme matricielle
explicite de F'). Alors le systéme (2.11) devient :

Z(t) = F % Z(t) + G(¢t).

2.4 Application du théoreme de renouvellement

On commence maintenant la démonstration du théoreme 2.1. Dans toute cette
partie et les deux suivantes on supposera donc que les hypotheses de ce théoreme
sont vérifiées. On va appliquer le théoreme de renouvellement 1.4 aux équations
précédentes. Pour cela, on doit vérifier que la matrice de distribution F' définie par
I'équation (2.9) et le vecteur de fonctions G en satisfont les hypotheses.

On remarque immédiatement que les propriétés suivantes sont vérifiées :
3 3 . J— K
— la matrice F(co) est finie : en effet, on a Fj;(0c0) = effp;; < oo.

— La matrice espérance I' = (v;;) de F' est bien définie. En effet, on a v,;; =
eﬁpji lOg €;.

— Comme les log e; ne sont pas tous multiples entier d'un méme nombre, la ma-
trice F' n’est pas arithmétique.

— Par définition, on a F(c0) = P, qui est irréducible et apériodique car P 'est
et que les e; ne sont pas nuls.

— On a choisi & de sorte que p(P,) = p(F(c0)) = 1.

On donne la preuve des autres points dans les paragraphes suivants.

2.4.1 Finitude de la fonction de renouvellement

Rappelons que la fonction de renouvellement s’écrit U = Y 32 F*¥) (définition 6).
Il faut vérifier que pour tout ¢ réel, U(t) est fini. Pour cela, on commence par étudier
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le rayon spectral des matrices P, = diag(ef)'P, i.e. (Py);j = €ipj, pour s > 0.
Ces matrices jouent le role de transformées de Laplace (voir la partie 2.6). Pour la
lisibilité des démonstrations, on va utilier ici des indices positifs.

Proposition 2.1 Pour tout s >0, on a :

p<PS) = lim (E|a’0 e CL—n|s)1/n = lim (E|a,0 e a,nls)l/n'

Démonstration
La propriété de Markov permet de développer 'espérance de la fagon suivante :

Elagay - - - a,|° = Z Plag = €iyy ... an = €;,)|€i - €, |°
10,seenin
= Z PivioPisiy """ Pinin-1 1€, )| €5 -+ - €3, [°
= > (Piule;)lesl’,
2%

ou P! désigne la puissance n-eme de la matrice P;. On peut récrire cette équation

matriciellement comme
Elagay - - - a,|* = 1(P") D, (2.12)

ou 1 désigne encore le vecteur de fonctions dont toutes les coordonnées sont cons-
tantes égales a 1 et D; est le vecteur de coordonnées (p(7)|e;|*)1<i<p. Comme P, et
donc Py est irréductible et apériodique, le théoreme 4 donne la convergence

L — A, (2.13)
()

ou A est une matrice constante a coordonnées strictement positives. Donc la suite
(\L(PM)D,)Y™ tend vers p(P,) quand n tend vers I'infini. O

On en déduit immédiatement le corollaire suivant.
Corollaire 2.1 L’application s — log (p(PS)) est convexe sur R, .
Précisons encore quelques propriétés de ce rayon spectral.

Proposition 2.2 La dérivée a gauche en zéro de la fonction s — log (p(Ps)) est
strictement négative.

Pour démontrer cette proposition, on donne une autre expression du rayon spec-
tral de P, qui va nous permette d’utiliser une propriété de sous-miltiplicativité. On
pose E.[-] = E[- | ap = €] pour tout état e de E.

Lemme 2.1 Soit
hn(s) = maxE.[(a; - - ay)’].

ecE

Alors on a p(P,) = inf,(h,(s))"/™.
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Démonstration
Commencons par montrer que la suite (h,) est sous-multiplicative. Pour tout
état e, on a par la propriété de Markov :

Ec(ay - nngt - Gnam)’] = Ee [(a1 cooap) By, [(ay - am)s]]
< h(s)Ee[(ay an)’]
S hm(S)hn(S),

puisque Eq, [(a1 - - am)®] < hm(s). Donc limy, (hy,(s))Y™ = inf, (h,(s))"/™.
De plus, on a :

Elagay - - - a,|° = ZEe|a1'--an|sesu(e)

eceE

< ha(s) Z e’u(e).

eck

Comme ) . e*u(e) > 0, la proposition 2.1 donne
p(Ps) < lim(hn(s))l/n.

Pour 'inégalité dans I'autre sens, on choisit une suite d’états (e;,) telle que h,(s) =
E, [(ai---a,)°]. L’égalité ci-dessus donne donc :

Elagay ---anl® > hn(s)e; ules,)
> Chy(s),

avec C' = min.cg e*p(e) > 0. Ainsi il vient
p(P.) > lim(h(5))/".

Comme lim,, (h,(s))/" = inf, (h,(s))/", le lemme est ainsi démontré. O

Démonstration de la proposition 2.2
Pour tout n, on fixe ¢;, € E de sorte que hy(s) = E, [(a1---a,)*]. Comme a n
fixé, le produit a; - - - a, est borné, on a :

0
%hn(s) = E.,, [(a1---an)*log(ar - - - an)l,
donc p ) .
E log hy(s) = E]Een [log(ay - - - ay,)].
Pour tout e € E, le théoreme ergodique pour les chaines de Markov donne :
1
—E.[log(a; - - - a,)] —— Elogay = a < 0. (2.14)
n n—oo

Comme l'espace d’états F est fini, cette convergence est uniforme sur E. Ainsi, pour
toute suite d’états (e;,), on a :

1
—E, [log(a;---a,)] —— a <0.
n

n—oo
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Donc il existe un entier N tel que

0 1 o
1 < — .
8850N0ghN(>_2<0

En particulier, 'application s — N log hv(s) est strictement négative sur un inter-
valle de la forme |0, e[, avec € > 0. Alors on déduit du lemme précédent que :

log p(Ps) = 1nf logh (s)

< Nlog hy(s)

qui est strictement négative pour tout s €]0,¢[. Comme la fonction s — log p(Ps)
est convexe et vaut 0 en 0, ce résultat implique que sa dérivée a droite en zéro est
strictement négative. O

On a p(Py) = 1 puisque ‘Py = P est une matrice markovienne, et de plus,
dans le cas présent, p(P,) = 1, donc la proposition 2.2 et le corollaire 2.1 donnent
immédiatement le résultat suivant :

Corollaire 2.2 Pour tout 0 < s < k, on a p(Ps) < 1.

L’allure de la fonction s —— log (p(Ps)) est donc identique a celle donnée par la
figure 2.6 (a), page 83.

Maintenant on peut étudier la finitude de la fonction de renouvellement U. Fixons
s dans |0, k. On a P,_ = (ef’spﬂ = ([ e F;;(du)). Le corollaire 2.2 dit que
p(Pe—s) < 1, donc la série > (P} ,)i; converge pour tous ¢, j. Comme pour tout n
on a aussi ( fe*s“F(n (du), il vient :

t t
(P )ij > / e‘s“Fi(j”)(du) > 5t / F;j”)(du) — e_StFi(]T‘)(t).

Donc, pour tous i, j et ¢ réel, on a Uy;(t) = Y F; ")( t) < e (PM ) < oo. Ainsi
la fonction de renouvellement est bien finie.

2.4.2 Identification de 7

On veut montrer que la fonction Z est en fait exactement égale a la solution
particuliere U x G de 'équation de renouvellement (2.10). Pour cela, on itere cette
équation, ce qui donne :

3
—

7 = [F(’“*G}%—F”)*Z

0

B
Il

11 suffit donc de prouver que F™ % Z tend vers 0 quand n tend vers U'infini, ce qui
prouvera aussi que U * G est bien définie. Or I’équation (2.7) implique que pour tout

7, 0n a:
t

(FxZ)i(x,t) = et/ uP(zagRy > u,ap = €;)du.
0
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Par un calcul similaire, on montre que pour tous n et 7 on a :

t

(F(n) * Z)Z([E, t) = e_t/ uﬁp(xa() e al—an—n > u, ag = ei)dua
0

ce qui donne en sommant sur ¢ :

P t

0

=1

Or log(ag -+ a1—n) = > p_; log a1_g, donc par la limite (2.14) et 'hypothése (2.3) on
en déduit que le produit ag - - - a;_, tend vers 0. Ainsi, pour tout v > 0, le théoreme
de convergence dominée donne

P(xag---a1_nRi—p > u) —— 0,
n—oo
car Ry < oo presque sirement et la suite (R,) est stationnaire. Ainsi on a la conver-

gence
p

> (F™ s« Z)i(x,t) — 0.

- n—00
=1

Comme tous les termes de cette somme sont positifs, chacun tend vers 0 et on a bien
Z =U=xG@G.

2.4.3 Intégrablilité de GG

Pour montrer que G est directement Riemann intégrable coordonnée par co-
ordonnée (voir définition 3), on commence par 'étude des moments de R;. Leur
existence est liée a la valeur du rayon spectral des matrices Py via la proposition 2.1
comme expliqué dans I'introduction.

Proposition 2.3 Pour tout 0 < s < &, la variable aléatoire Ry admet un moment
d’ordre s fini.

Démonstration
Si s < min{1, k}, alors par une inégalité de concavité et I'indépendance des deux
suites (a,) et (b,) on a :

E[Ri|* <) [E(aoa—l . 'al—k)SE|b—k\s]>
k=0

et si 1 < s < Kk, on utilise I'inégalité de Hélder a la place de la concavité, ce qui
donne :

(IR )"* < | (Elapa-r - ar-i))*(Elb-])"].
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Comme la suite (b,,) est iid, les termes E|b_x|* sont tous constants égaux a E|by|*. De
plus, cette espérance est finie. En effet, on a E|bg|* < (E|bg|*)*/* < oo par hypothese.
De plus, la proposition 2.1 et le corollaire 2.2 impliquent que les séries

Z[E(aoa,l ceag)]Y et ZE(aoa,l ceeag_g)®
k k
sont convergentes par le critere de Cauchy. Ainsi E|R;|® < co pour tout s < k. O

Pour montrer que chaque G;(x, -) est directement Riemann intégrable, on suit le
méthode de [30] qui repose sur les deux lemmes suivants.

Lemme 5 Si f est dans L'(R), alors la fonction

3 t

f = [ Vs
est directement Riemann intégrable.

Lemme 6 Soient X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur un méme
espace de probabilité. Alors on a :

)

ot X désigne la partie positive de X .

Proposition 2.4 Pour tous i et z, les applications t — G;(x,t) sont directement
Riemann intégrables sur R.

Démonstration
Pour tout i, on pose P;(-) = P(- | ag = e1), et E; l'espérance correspondante.
Alors, pour tous z,t, on a :

/ [
; /;en[ﬂm

= / e~ e P (2 Ry > €°) — Pi(zagRy > €v)]dv

e u[Pi(zRy > u) — Pi(xagRy > u)|du
e Py (zRy > €¥) — Pi(xagRy > €")]e’dv

= gl(x7 t)a

avec gi(x,t) = " [P;(xRy > €') — P;(zagRy > €')]. Donc d’apres le lemme 5, G;(x, -)
est directement Riemann intégrable des que g;(x, -) est intégrable sur R. Or on a :

[ a0l = [ R > )~ Beao >

o0 o0

= / u" Py (zRy > u) — Pi(wagRy > u)|du.
0
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Le lemme 6 donne une autre expression de cette derniere quantité :
/OO uHP (2 Ry > u) — Pi(zagRy > u)|du
0
= TE|((#R))" ~ ((raoRo)")"]
_ %Ei|((xa0R0 + abo))" — ((wagRo)*)"|-

On écrit cette derniere quantité comme une somme de quatre intégrales Iy, I, I3 et
1, avec

L = %Ei[][—zbo<a;aoR0§0(xa0R0 + xby)"],

L = %Ei[][[)<zaoRo<xbo(xaoRO)ﬁ]v

I; = %Ez [][xbo>0][moRo>o(($aoRo + xby)” — (ﬂloRo)H)],
I, = %El [Low—sbo<aor ((xaoRo)" — (wagRo + xbg)")].

Ces quatre indicatrices recouvrent bien tous le scas possibles, puisque si zag Ry < 0 et
xby < 0, ou zagRy < —xby < 0 ou zagRy < 0 < —xby alors les dexu parties positives
ci-dessus sont simultanément nulles. On va maintenant montrer que chacune de ces
quatres expressions est finie, ce qui preouvera notre proposition. Majoration de I :

I = B pycamozo(aoRs + abo)]
< (b))
< B0l Lo (0
< MOy

et cette derniere quantité est finie par hypothese. Majoration de I :

1

12 - EEZ'[][O<$(10R0§—$IJ0 (aja’ORO)H]
1 K
< L[]
< 00,

de méme que pour [;. Pour majorer I3 et Iy, on rappelle les inégalités générales
suivantes : pour tous r > 0, et x,y réels, on a

[z +yl" < el + yl"),
avec ¢, = max{2"~! 1}. On utilisera aussi le résultat de convexité suivant :

, , |z —y|” si 0<r<1
— <
“I| [yl ‘ = { rlz —y| max{|z|,|y[} "t si r>1
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On distingue maintenant deux cas selon que k est inférieur a 1 ou non. Si k < 1, on
a:
1 K
13, I4 S —Ei’beQ + $CLQRO — QfaoRo‘
K

1
= —Ei[bo|”
K

< Q.
Si k > 1, en utilisant ce qui précede on trouve

I3 Ei[|zbo + xagRol"*[bo|]

<

< a1 Bi[bo| " bol] + e 1Billbollao Rol* 1]
Or sous la probabilité P;, Ry est indépendant de (ag, by), donc il vient
Iy < cun1BEilbol™ + cuoref Eslbo|Bi| Rol*

et cette derniere quantité est finie puisque x > 1 et par la proposition 2.3. De méme,
pour I, on a :

I, < Eil|bollagRo|"Y]
< o0

Donc G est bien directment Riemann intégrable. a

2.4.4 Queue de la distribution

On a donc prouvé que la matrice F' et le vecteur G satisfont les hypotheses du
théoreme de renouvellement 1.4. Donc pour tous ¢ et x, avec les notations de ce
théoreme, on a la convergence suivante :

1 P
Zi(x,t) — ;mi ; [uj /OO Gj(x,s)ds].
En sommant sur ¢, on obtient :
12
— uj/ G(z,s) ds (2.15)
t—>oo Y 4 =

car »_ m; = 1 d’apres 'hypothese (1.6). Cette limite est aussi celle de t*"P(x Ry > t)
par le lemme 4. On a donc les limites suivantes :

t"P(Ry > t) — —Z / 5(1,8)ds],

t—o0

t"P(R; < —t) p— —Z / —1,s)ds].
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On reconnait une expression similaire a celle des constantes Cy et C_ de [30] en
tenant compte des calculs faits dans la preuve de la proposition 2.4. Comme G;(1,1t)
est a priori différent de G;(—1,1), les deux limites obtenues sont a priori différentes.

Pour obtenir un vrai équivalent, il reste a prouver que ces limites sont non nulles.
En fait, on montre seulement que la somme des deux limites est non nulle de méme
que dans le cas iid. On ne peut pas espérer faire mieux en général, comme le montre
le cas particulier ou by est de signe constant.

2.5 La somme des limites est non nulle

Cette section est une premiere étape vers la preuve que la somme des limites
précédentes est non nulle. On commence par étudier le cas particulier simple ol by
est de signe constant.

2.5.1 Cas particulier : b, est de signe constant
L’équation (2.6) définit les fonctions 1; dont les G; sont les régularisées :
Yi(x,t) = P(t — zby < zagRy < t,a9 = €;) — P(t < xagRy < t — xbg, ag = €;).
Sibg>0etxz=1,0uby <0etz=—1,onaxby > 0etpourtousi et t la probabilité

P(t < zagRy <t — xby, ag = €;) est nulle. On a ainsi

t t

Gi(x,t) = e_t/ u i (x, u)du = e_t/ u'P(u — zby < zagRy < w,a9 = e;)du > 0.
0 0

De méme, si by < 0et x =1,0uby > 0et x = —1, on a zby < 0, et la probabilité
P(t — xby < xagRy < t,ag = €;) est nulle pour tous i et t. Ainsi on a :

t

Gi(x,t) = —e_t/ u'P(u < zagRy < u — xby, a9 = €;)du < 0.
0

Donc, a z fixé, tous les G;(z, -) sont de signe constant et ont le méme signe. Raison-
nons par I’absurde et supposons que lim z(z,t) = 0. Alors la formule (2.15) implique

que
1 <& o0

;Z [%/ Gj(z,y)dy| = 0.
i=1 —oo

Comme 7 et tous les u; sont strictement positifs, et que les G; sont de méme signe
constant a z fixé, ceci implique que G;(x,t) = 0 pour tout j et tout ¢ € R puisque
G est continue. Ainsi, on a Z(x,t) = UxG(x,t) = 0 pour tout ¢, et aussi z(z,t) = 0.
Donc il vient P(zR; > t) = 0 pour presque tout t positif.

— Siby > 0,ona R >0, cequicontredit P(xR; > t) = 0 si x = 1. Ainsi
lim z(1,¢) > 0. Et clairement lim z(—1,¢) = 0.
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- Siby <0,0na R <0, cequi contredit P(xR; > t) = 0 si x = —1. Ainsi
lim z(—1,¢) > 0. Et clairement lim z(1,¢) = 0.

Le cas particulier du théoreme 2.1 est ainsi démontré.

2.5.2 Minoration de P(|Ry| > t)

Etudions maintenant le cas général ou by change de signe. Comme dans le cas iid,
la premiere étape pour montrer que la somme des limites est non nulle est d’obtenir
une minoration de la probabilité P(|R;| > t). Pour cela, on adapte la méthode de
[30] décrite au paragraphe 2.2.1.

Proposition 2.5 On peut trouver ¢ > 0 et une constante correspondante C' > 0
tels que pour tout t assez grand, on ait :

2t
P(|Ry| >t) > C P(sup ag---aj—, > —).
n €

La clé de cette minoration est une extension au cas markovien de l'inégalité de
symétrisation de Lévy, suivie d'une extension du lemme de Feller-Chung (voir [14]).
Rappelons que Ry = > ;- ag- - - aj_b_;. Pour tout n > 1, on pose

n—1
R? = E ag - - - al_kb_k et Hn =ap° " A1—p.
k=0

Pour étendre I'inégalité de symétrisation de Lévy au cas markovien, on a besoin
d’une notion de médiane conditionnelle a notre chaine de Markov inversée.

Définition 16 Soient 0 < j < k et X une variable aléatoire o(a_;,...a_x)-mesu-
rable. On note med;(X) sa médiane conditionnellement a a_; = e; : elle vérifie

1
P(med;(X) <X |a_;=¢€;)>=, et Plmedi(X)>X |a_;=¢)> 7

N | —

On note med_(X) = min;<;<,{med;(X)}.

Cette nouvelle médiane a la propriété suivante pour tout ¢ :

1
P(med_(X) < X | a_j =¢€;) > P(med;(X) < X | a_; =¢;) > 3

On peut maintenant donner I’extension de l'inégalité de symétrisation de Lévy.

Lemme 2.2 Pour toust>0etn>1, ona:

P( o { R + med_ (TR0} 5 1) < opy > 1.
=J=n J
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Démonstration A ;
Soit T" = inf {j < nt.q. R + Iymed_ <¥> > t} si cet ensemble est non

J

n_ pJ n_ pJj
vide, n + 1 sinon, et B; = {med,(Rl _R1> < Hh }

1 - I
L’événement (T' = j) est dans la tribu engendrée par ao, ..., a1—;,bo, ..., b1_j, et
Bj dans celle engendrée par a_j,...,a1_pn,b_j,...,b1_,. Donc ces deux événements

sont indépendants conditionnellement a a_;. De plus, pour tous 7, j on a par défini-
tion de la médiane conditionnelle :

Ry — R\ Ry — R 1
P(Bj\&,j:ei)z]?(medi( 1Hj 1)§ 1Hj 1))25

Ainsi, comme les produits II,; sont positifs, on a :

PR > 1) = P(JIB;N(T =)

= Z]P’(Bj la_j=e)P(T =3 | a_j = e;)ule;)

=1 i=1

<

1 G .
2 3 P(T=j]a-;=e)ple)
j=1 i=1
1
_ 1 J R} — R
-?Wﬁ%f&+mmm(—ﬁfﬁ}>ﬁ
par définition de T'. C’est bien I'inégalité recherchée. a

Sous nos hypotheses, quand n tend vers linfini, R} tend vers Ry, et a j fixé
Hj_l(R’f — R}) tend vers une variable aléatoire R qui a la méme loi que R;. On pose

~

mo = med_(Ry) = med_(R), et on fait tendre n vers l'infini dans le lemme 2.2. On
obtient alors, pour tout ¢ > 0,

P(Sup{R{ +1Ime} > t) < 2P(R; > t). (2.16)
j

En remplacant R, par — Ry, on obtient une formule similaire, et ainsi en additionnant
les deux, on a pour tout t > 0 :

P(sup |R] + mo| > t) < 2P(|Ry| > t). (2.17)
J

On peut minorer la premiere probabilité par une formule faisant intervenir les
différences successives : pour tout ¢ > |mg|, on a

P(sup{R} + I,mo} > t) > P(In t.q. |[(RY™ + Mpimo) — (RY + ymo)| > 2t),
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ot R} vaut 0, et Iy vaut 1. Or cette différence se calcule explicitement :

(RY + 1L, 00mg) — (RY + ymg) = ag-+-a1_nb_p + (g — IL,)my
= Hn(b_n + (a_p — 1)m0).

Donc de l'inégalité (2.17) on déduit que pour tout € > 0 on a :
P(Ry| > 1) > %P(Eln tue [Ty (b + (acn — Dymo)| > 20)
> %P(Eln t.q. I, > % et [b_p + (a—p — 1)mg| > ). (2.18)
On utilise maintenant une extension de I'inégalité de Feller-Chung (voir [14]) pour
transformer cette probabilité d’intersection en produit de probabilités et isoler le

terme en II,,.

Lemme 2.3 Pour toust > |mg| et e >0 on a :

2t
P(Eln t.g. I, > — et ‘b_n + (a_, — 1)m0} > 5)
€

ot
> min P(|by + (e; — 1)mo| > 5)P<Eln tq. 11, > —).
£

1<i<p
Démonstration
On pose Ag =0, A, = {II, > %} et B, = {|b_p + (a—p, — 1)me| > ¢}. Condi-
tionnellement & a_,,, B, est indépendant de Ay, ..., A,. Donc on a :
00 00 n—1
P(JANB.]) = D P(B.NA,[)[BNA])
n=1 n=1 7=0
00 n—1
> D B(B.nA. [ 4))
n=1 7=0

p

= ZZP(Bn|a_n:e, A ﬂAc|a—n: ) (e:).

n=1 =1

ou A€ désigne le complémentaire de I’ensemble A. Or, par la stationnarité du couple
(an, by), et indépendance de ces deux suites, on a 1'égalité P(B, | a_, = ¢;) =
P(|bg + (e; — 1)myg| > €). Ainsi il vient :

UA N B,]) > min P(|by + (e; — 1)mg| > &)P UA

1<i<p
ce qui correspond a l'inégalité annoncée. O

On peut maintenant donner la preuve de la proposition 2.5.
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Démonstration de la proposition 2.5
De I'équation (2.18) et du lemme 2.3 on déduit que pour tous t > |mg| et £ > 0
on a :

1 2t
P(|Ry| > t) > = min P(|by + (e; — 1)mo| > )P(In t.q. I,y > —).
2 1<i<p €

Comme by n’est pas constant (sinon on est dans un des cas particuliers traités au
paragraphe 2.5.1), on peut trouver un coefficient £ > 0 assez petit pour que 1'on ait
min; <;<,{P(|bo + (e; — 1)myg| > €)} > 0. Donc, il existe une constante C' strictement
positive telle que pour tout t > |myg|, on ait :

2t
P(|Ry| > t) > C P(sup II,, > ;),

et la proposition est démontrée. O

Remarque La condition P(by = (1 — ag)c) < 1 requise par [30] dans le cas iid pour
assurer la non nullité de la somme des constantes est automatiquement vraie
ici grace a ’hypothese d’indépendance des deux suites (voir aussi la partie 2.9).

On est maintenant ramené a I’étude du comportement asymptotique de ces pro-
duits II,,. C’est 'objet de la section suivante.

2.6 Etude du produit ay---aq1_,

Pour obtenir une estimation (dite de Cramér) de la probabilité P(sup,, II, >
t), on utilise la méthode des hauteurs d’échelle donnée dans [25] pour 'étude du
maximum d’une marche aléatoire iid, et celle des marches aléatoires associées qui
permet de transformer une marche a drift négatif en une marche a drift positif.
Ces méthodes ont été étendues aux marches markoviennes par E. Arjas T T. P.
SPEED dans [1]. On commence par introduire quelques définitions et notations.

2.6.1 Définitions et notations

On définit la notion de processus de renouvellement markovien (Markov renewal
process en anglais), par analogie avec un processus de renouvellement standard a
pas iid (voir chapitre 1).

Définition 17 Soient (X,,) une chaine de Markov réelle sur un espace d’états fini,
[ une fonction mesurable et (Y,,) la suite Y, = f(X,). On lui associe une marche
aléatoire de la fagon suivante :

So =0, S, =Y +--+Y,.

On dit que le processus (X, S,) est un processus de renouvellement markovien.
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Définition 18 Une matrice semi-markovienne (ou sous-stochastique) est une ma-
trice positive dont la somme des lignes est inférieure ou égale a 1. Si la somme de
chaque ligne vaut exactement 1, c’est alors une matrice markovienne ou stochas-
tique.

On associe a un processus de renouvellement markovien une matrice semi-markovi-
enne ayant pour coordonnées ¢;;(t) = P(X,, =e;, Y, <t | X,_1 =¢;), olt les ¢; sont
les états de la chaine (X,,).

On considere la marche aléatoire suivante. On pose Sy = 0 et pour tout entier n,
Sn = Z 10g<a1—k) - log(ao e al—n) - lOg Hn
k=1

Le processus (a1—y, Sy,) est donc un processus de renouvellement markovien (avec la

fonction f égale a l'identité), ou une marche aléatoire a régime markovien (Markov-
modulated random walk en anglais) dans la terminologie de S. ASMUSSEN [4, 2]. On
note () = (g;;) sa matrice semi-markovienne :

ple

C’est aussi une matrice de distributions au sens du paragraphe 1.3.1.

4ij(t) =Pla_n = ¢, loga_, <t | a1 =e;) = Lizioge,

Définition 19 Le premier temps d’échelle de cette marche aléatoire est
T=mn=inf{n>1tq S, >0},
et la premiere hauteur d’échelle est S..

Le processus d’échelle (a1-,,S;) est encore un processus de renouvellement marko-
vien d’apres la propriété de Markov forte. On lui associe la matrice semi-markovienne
H(t) dont les coordonnées sont :

Hi;(t) =P(r < o0, S; <t, ai_, =€ | a1 = ¢&).

C’est aussi une matrice de distributions au sens de la partie 1.3.1. Comme S, > 0,
H a pour support la demi-droite positive.

Avant de poursuivre, on a besoin de connaitre la répartition des états de I'espace
E autour de la valeur 1.

Lemme 2.4 ] existe un i tel que e; > 1.

Démonstration

Raisonnons par I'absurde. Si tous les états e; étaient inférieurs ot égaux a 1, alors
pour tout s > 0, la matrice ‘P, serait sous-stochastique, et donc de rayon spectral
inférieur ou égal a 1 par la proposition 6. Or la fonction s — log p(Ps) est convexe,
de dérivée strictement négative en 0 et p(P;) = 1, donc en particulier, pour tout
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s>k, on a p(P;) > 1 ce qui contredit notre hypothese. O

Ainsi il existe des états strictement supérieurs a 1. Quite a réordonner les états,
on suppose que €q,...,e, > let egiq,...,¢e, < 1.

Par définition du temps d’échelle, on a S,._; < 0 et S, > 0, ce qui implique que
log(a1—,) > 0, i.e. a1, > 1, donc a;—, € {ey,...,e,}q. Ainsi H;; = 0 pour tout
j > ¢q. On note H la matrice carrée extraite (H;j)1<ij<q- De plus, S; ne peut pas
excéder la valeur max log(e;) puisque S,_; < 0, donc H (et par conséquent H) a un
support borné.

Définition 20 Par récurrence, on défininit le n-eme temps d’échelle par
T, = inf{k > 7,1 t.q¢. Sk, > S, .},
et S, la hauteur d’échelle correspondante.
On vérifie qu’on a bien :
Hff) (t) =P(1, < 00, Sy, <t, a1-,, =€ | a1 = ¢;),

ott H™ désigne la n-eme convolée de H. On a aussi H™ = F(n), avec des notations
évidentes. La fonction de renouvellement (voir définition 6) associée & H sera notée

U =3 H™ et celle associée & H sera notée 0.

Remarquons aussi que H(co) et H(0o) ont le méme rayon spectral. En effet, pour
tout t on pose H(t) = (H;;(t))g+1<i<p, 1<j<q, de sorte que la matrice H (t) s’écrit sous
forme de blocs de la fagon suivante :

o= (14 1)

Comme cette matrice est triangulaire par blocs, on en déduit que p(H(oc)) =
p(H(0)).

2.6.2 Etude du processus d’échelle

Comme dans [25] pour le cas iid, on veut maintenant utiliser un théoreme de
renouvellement. Ici, il est plus facile de démontrer les hypotheses du théoreme 7
que d’appliquer directement les résultats de [1]. On cherche donc a appliquer le
théoreme 7 avec F = H et a = k. Certaines hypotheses sont immédiatement
vérifiées :

— Comme H(0) =0, on a p(H(0)) < 1, donc 'hypothese ¢ est vérifiée.

— Comme tous les H;;(t) sont des probabilités, H(co) est finie.
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— L’espérance ' de H,(t) = ft

o € "H(du) est finie car on a vu que H est a
support fini.

— L’hypothese que les log e; ne sont pas tous multiples entiers d’'un méme nombre
assure encore la non-arithméticité de H.

Il reste donc a démontrer l'irréductibilité et I’apériodicité, ainsi qu’a calculer la va-
leur du rayon spectral de H,(00).

On a pour tous 1 <14,7 <q:

Hij(oo) = P(r<o0, a1 =¢; | a1 =¢;)
> Pr=1, a1_r=¢; | a1 =€)
= Plap>1, ap=¢j | a1 =€)
p1(e;)
= Plagp=¢; | a1 =€) = pj
’ ’ p(e:)

Comme tous les u(e;) sont strictement positifs, et que la matrice P est irréducible
et apériodique, on en déduit que H(oo) est aussi irréducible et apériodique. Ceci
prouve en outre que H(oco) n’est pas la matrice nulle, donc il existe 4 et j tels que
H,;(0) < H;j(c0), et I'hypothese 4ii est aussi vérifide.

Calculons maintenant le rayon spectral de H . (co). Pour cela, on suit la méthode
de [1]. On introduit la transformée de Laplace Q(s) = (¢;;(s)) de la matrice @ :

~ s s:u’(ej) —1
Gii(s :/etqi- dt) = e i = Ay PsAg,
e () = 5,

avec Ay = diag(eiu(e;)). A cette conjugaison pres @(3) n’est autre que la matrice

~ ~

P;. En particulier, Q(s) et Ps ont le méme rayon spectral, donc p(Q(/—i)) =1.

De plus, comme P, = F(o0), on a Pom = m ou m est le vecteur propre
défini par 1'équation (1.6). Donc A_'m est un vecteur propre & droite a coor-

données strictement positives de la matrice @(KJ) pour la valeur propre 1. Posons

Y= ALm = diag (7). Alors la matrice :

t

Qu(t) =27 / e Q(du)) 2

—00

~

est encore une matrice semi-markovienne puisque Q. (c0) = Q(k). Soit ("aj_,,"S,)
le processus de renouvellement markovien qui lui est associé. Ceci revient a faire un
changement de loi sur le processus (a1_p,S,), par le méme type de transformation
que pour les marches aléatoires associées dans le cas iid. En effet, dans ce cas la
transformation effectuée sur la loi F' du pas de la marche est F(dz) — e"*F(dx),
ol k est choisi de telle sorte que [ " F(dx) = 1. Si la marche de départ a un drift
négatif, la marche associée ainsi construite a un drif positif. On va voir que cette
propriété est encore vrai dans le cas markovien. Rappelons le résultat suivant de [1] :
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Proposition 7 La matrice ¥ H,(00)X est la matrice semi-markovienne associée
au processus d’échelle (°S;,), et Uespérance de log("ai_,) est la dérivée de s —

log p(Q(s)) au point k.

~

Or, on a vu que p(Q(s)) = p(Ps). De plus, log p(Fy) = log p(P,) = 0, la dérivée
a droite en 0 de s — log p(Ps) est strictement négative (proposition 2.2) et cette
fonction est convexe (corollaire 2.1). Donc la dérivée de s — log p(Q(s)) en & est
strictement positive, i.e. Ellog(*a;_,)] > 0, et la marche (%S,,) tend presque stirement
vers +o0o par le théoreme ergodique pour les chaines de Markov. On rappelle main-
tenant la proposition 4.2 de [2] :

Proposition 8 Soient P une probabilité sur ) et £ l’espérance correspondante. On
note H;j(t) = P(1 < oo, S; <t, a1_r =€; | a1 = ¢;). Alors on a :

si E(logag) > 0 alors p(H(o0)) =1, et

st E(logag) < 0 alors p(H(o0)) < 1.

On en déduit que p(X 7' H,(c0)X) = p(H,.(0)) = p(H,(0)) = 1.

On a maintenant démontré que les hypothese du théoreme 7 sont vérifiées. On
va donc pouvoir I'appliquer dans le paragraphe suivant.

2.6.3 Comportement asymptotique du maximum

Soit M = sup,, S, = sup,, S-,,, le maximum de la marche aléatoire (S,,). On va
exprimer la probabilité P(M <t | a; = ¢;) a I’aide de la fonction de renouvellement
V. Par définition de H, on a, pour tous 1 <i < p:

P(M<t|a=e€) = ZP(Tn<oo,STn§t,Tn+1:oo a; = e;)

n=1
e ¢} p
= ZZP(Tn < 00,8, <t,Thy1 = 00,015, =€, | a1 = €;)
n=1 j=1
e e} p
= ZZ []P’(Tn < 00,8, <tai_,, =e€; | ag =¢) X
n=1 j=1

(1 = P(Tos1 < 00 | a1, = €)]

S 3 MO SNS))

= D[y ()= Y Hu(o0))].

et si ¢ < ¢ ceci devient :

q q

P(M <t|ar=e) =) [Wy(t)(

j=1 k=1

[S—y
|
!
=
—
38
N—"
| I—
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Quand ¢ tend vers I'infini, le théoreme 7 donne alors I'équivalent suivant :

. <.
M= 104
M-
—_
|
M-
T
-
¢
N—
3
rtjI
X
<
GY
X
IS
=l
<
—
QL
N
.,

<
Il
—
e
Il
—

-—}e*“t, (2.19)

I
)=
—
—_
|
)=
=
=
3
SN—"
2 =
3
o

1 k=1

J

ot M et U sont des vecteurs propres a coordonnées strictement positives de H.(00),
normalisés comme en (1.6), et 7 = ul'm > 0.

Enfin, il reste & prouver qu’il existe j < ¢ tel que la quantité 1 —37_, F]k(oo)
soit strictement positive. Or la proposition 8 dit que p(H(o0)) = p(H(c0)) < 1 car
Elog|ag| < 0 (hypothese (2.3)). Donc H(oco) n’est pas une matrice stochastique et

ainsi il existe j < g tel que 1 —31_, Hx(00) > 0.

2.6.4 Conclusion

Donc on a démontré que le terme de droite dans la limite (2.19) est strictement
positif, et ainsi quand ¢ tend vers I'infini on a :

q
P(M > t) > ) e"P(M >t | ay = e;)ule;) > C >0, (2.20)

i=1

ou C' est une constante strictement positive dont la valeur peur changer d’une ligne
a Pautre. Enfin en regroupant I’équation (2.20) et la proposition 2.5, on obtient,
pour t assez grand :

2t
t"P(|Ry| >t) > Ct"P(sup 1I,, > —)
n €

2t
= Ct"P(sup logIl, > log —)
n g

2t
Ct"P(M > log —)
£
ctit"
C>0.

(AVARYS

Et donc avec les notations du théoreme 2.1 on a L(—1) + L(1) > 0. Le théoreme 2.1
est donc maintenant intégralement démontré.

2.7 Démonstration du théoréme 2.2

On suppose maintenant que les hypotheses du théoreme 2.2 sont vérifiées. Comme
dans les sections précédentes, il s’agit de montrer que F' et GG vérifient les hypotheses
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du théoreme 1.4, appliquer ce théoreme et montrer que la limite trouvée est non nulle.
Comme dans le cas positif, on remarque tout de suite que ﬁ,](oo) est finie et que son
espérance [ est bien définie. Et I'hypothese que les log |e;| ne sont pas tous multiples
entiers d'un méme nombre donne encore la non arithméticité de F.

Pour les autres points, on s’appuie le travail déja fait dans le cas positif. Rappe-
lons que I'on a e1,...e, > 0 et epyq,...€, <0 pour un 0 < ¢ < p— 1. Pour tout réel
t, soit F(t) la matrice (|e;|"pjilisiog)e|)1<ij<p- C'est une matrice positive, et on a :

(F)i<i<e, 1<j<p 0
= 0 (F)er1<i<p, 1<i<
2 <i<p, 1<j<p | 291
0 (F)i<i<e, 1<j<p (2.21)
(F)es1<i<p, 1<j<p 0

On va appliquer les résultats précédents a F' et en déduire les propriétés de F. Grace
au travail effectué dans le cas positif, on sait que F'(c0) est irréductible, apériodique
et de rayon spectral égal a 1.

2.7.1 Irréductibilité

Lirréductibilité de F'(co) n'entraine pas nécessairement celle de F(co). En effet,
la matrice A; suivante est irréductible, mais la matrice By associée pour ¢ = 1 ne
'est pas (pour la partition ({1,3,5}, {2,4,6})).

101000
000101

101
000010
Ar=1 101 31_000101
0 10 101000
010000

Pour préciser ce phénomene, on introduit une nouvelle définition.

Définition 21 Soit A = (a;j)i<i j<p une matrice positive et 0 < ¢ < p—1 un entier.
On dit que A est (-réductible si il existe (I, J) une partition (éventuellement triviale)
de {1,...,p} telle que

ePour tout 1 <1</ sii €1, alorsa; =0 VjeJ,
sii € J, alorsa;; =0 Vjel.
ePourtout L +1<i¢<p siicl, alorsa; =0 Vjel,
sii € J, alorsa; =0 VjeJ
Dans le cas contraire on dit que A est (-irréductible.

Dans le paragraphe 2.8, nous étudirons plus en détail cette notion de f-irré-
ductibilité. En particulier, la proposition 2.6 implique ici que la matrice F(co) est
irréductible si et seulement si la matrice F'(0o0) est (-irréductible.
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Pour la suite de la démontration du théoreme 2.2, on va donc distinguer deux
cas, selon que ‘P, et donc en fait F(0o) est ou non ¢-réductible pour la valeur de ¢
donnée par le théoreme 2.2.

2.7.2 Cas P (-irréductible

On suppose dans ce paragraphe que la matrice ‘P est f-irréductible. Dans ce
cas, F(00) est également ¢-irréductible pour I'exposant k fixé par le théoreme 2.2,
et par la proposition 2.6, F (00) est irréductible. De plus, par construction on a
|F(00)"|| < || F(c0)"|| pour tout n. Comme F(c0) est apériodique par les résultats du
cas positif, cette suite de normes est donc bornée. Montrons que les autres propriétés
de la matrice F' se transmettent a la matrice F'.

Lemme 2.5 Soient A = (a;;)i<ij<p une matrice positive, 0 < ¢ < p — 1 un entier,

et
(aij)i<i<t, 1<j<p 0
B 0 (@ij)ir1<i<p, 1<j<p
0 (aij)i<i<i, 1<j<p
(@ij)i+1<i<p, 1<j<p 0

Alors A et B ont le méme rayon spectral.

Démonstration

Calculons le polynome caractéristique de B. En ajoutant les p dernieres colonnes
de B — X, aux p premieres, puis en soustrayant les p premieres lignes de la matrice
ainsi obtenue aux p dernieres, on obtient det(B—X1y,) = det(A—X1,)det(A,—X1,),
ou A; est la matrice suivante :

A, = ( ( (aijh<i<i, 1<j<p ) .

—Qi5)i11<i<p, 1<j<p

Ainsi le rayon spectral de B est le maximum de celui de A et de celui de A;. Comme
A est positive et que coordonnée par coordonnée |A;| = A, la proposition 4 implique
que p(A1) < p(A). Donc p(B) = p(A). O

Ainsi le rayon spectral de F(co) est bien égal & 1 puisque celui de F(0o) Dest.
Remarquons aussi que si A\ est une valeur propre de A, et X un vecteur propre
associé, alors on a B(*X,'X) = ({AX),(AX)) = N('X,’X), et donc ("X, ’X) est un
vecteur propre de B pour la méme valeur propre. Soient m et u des vecteurs propres
de F(oo) pour la valeur propre 1, a coordonnées strictement positives et tels que
Som; =Y miu; = 1. Alors m = 3{('m,'m) est un vecteur propre a droite de F(c0)
& coordonnées strictement positives et Y m; = 1. Et & = {('u, ') un vecteur propre

U P uym; = 1.

N N , . L. , . 2
a gauche a coordonnées strictement positives vérifiant Z@Z Lumg =) iy

Soit U = Yo F®) 1a fonction de renouvellement associée & F. On veut démon-
trer que pour tout ¢ réel U(t) est fini. Or pour tout ¢, on a Fj;(t) < F(t) (ot i =1

sii < peti—psinon), et il en est de méme pour leur k-éme produit de convolution.
De plus on a vu dans le cas positif que U(t) < oo, ou U =2 F®) est 1a fonction
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de renouvellement associée & F. Donc il en est de méme pour U (t).

Comme dans le cas positif, pour démontrer que 7 =0 x é, il suffit de prouver
que F™ x Z —— 0. Or on a vu au paragraphe 2.3 que :

n—oo

et—log |e;|

(ﬁ*Z)Z(t) = Ze’(t logles]) / lei|"pjiu"P(£ Ry > u, a9 = e;)du

t

= e_t/ uP(xagRy > u, ag = e;)du.
0

On obtient de méme pour tout n 1’égalité suivante :

t

(F™ % Z),(t) = e_t/ u*P(Lag - a1—nRi—pn > u, a9 = €;)du,
0

et donc, comme dans le cas positif, on a :

D t

DoF 8 Zt) = et [ B R >
0

=1

Or on a vu que la limite (2.14) assure que le produit aq---a;_, tend vers 0. Donc
pour tout u > 0, le théoreme de convergence dominée implique que la probabilité
P(tag---a;_,R1_,, > u) tend aussi vers 0, car R < oo presque sturement et est

stationnaire. Ainsi la suite (Zle(ﬁ(”) * Z)Z(t)> tend vers 0, et comme tous les

termes de cette somme sont positifs, chacun tend vers 0. On a donc, comme annoncé

Z =Ux(.

On a G;(t) = G5(£1, 1) et cette fonction est directement Riemann intégrable sous
les hypotheses du théoreme 2.2, de méme que dans le cas positif.

On a donc prouvé que F et G vérifient toutes les hypotheses du théoreme 1.4.
Donc pour tous i,t, on a la limite suivante, avec 5 = ul'm,

t—o00

Zi(t) — mzuj/ ds V1<i<2p. (2.22)

Remarquons que ¥ = v = wul'm ou I' désigne 'espérance de F. En effet, on a :

(Vijh<i<i, 1<j<p 0
AT = () 0 (Yig Ji+1<i<p, 1<5<p mo\
20 0 (Vij)1<i<t, 1<j<p m
(Vij v 1<i<p, 1<j<p 0

Donc 7 = £ (ul'm+ul'm) = . En sommant les termes de la limite (2.22), on obtient
pour tout z dans {—1, 1} :

2(z,t) — — 7 u]/ —1,8) + G4(1,s))ds, (2.23)



2.7. DEMONSTRATION DU THEOREME 2.2 73

et on utilise a nouveau le lemme 4 pour obtenir la queue de la distribution de R;.
Remarquons aussi que la formule (2.23) donne 1’égalité des deux limites pour z = 1
et © = —1, et qu’on retrouve la formule C' = C'; + C_ du paragraphe 2.2.1.

2.7.3 Cas P /-réductible

Supposons maintenant que la matrice P est f-réductible. Dans ce cas, on sait par
la remarque suivant la démonstration de la proposition 2.6 qu’il existe une partition
non triviale (I, .J) de {1,...,2p} telle que pour tous (i,j) dans I x J on ait Fj; =
]:;jl- = 0. De plus, I et J sont de cardinal p et leur restriction a I’ensemble {1, ..., p}
est encore une partition. Pour fixer les notations, on supposera que 1’élément 1 est
dans 'ensemble I. Cette propriété de réductibilité implique que le systeme (2.11) se
décompose en deux sous-systemes indépendants de taille p, I'un pour les (Z)ze 7 et
l'autre pour les (ZJ) jes. La matrice associée a chacun de ces deux systemes est la
matrice F' qui vérifie les hypothese du théoreme de renouvellement 1.4 comme on
I’a vu au cas positif. Dans la section précédente, on a vu aussi que pour tout 7, GG;
est directement Riemann intégrable. Donc on peut appliquer le théoreme 1.4 et on
obtient pour tout ¢ dans I :

Z(t)—> —m; uk/ Gh(s

oo kel

et pour tout j dans J :

Z](t)—> —m; uk/ Gi(s

t—oo fy et

En sommant ces égalités, on obtient :

2(1,t) — uk/ (I, (k)Gr(1, s) + 1,(k)Gi(—1,5))ds,

et

Dans ce cas, on n’a plus nécessairement 1'égalité a priori des deux limites quand
r =1et r = —1, mais leur somme a toujours la méme expression que dans le cas
précédent ainsi que dans le cas iid.

2.7.4 Non nullité des limites

Il nous reste a établir que la somme de ces deux limites est non nulle. Pour cela,
la propriété de ¢-irréductibilité n’intervient plus. La preuve est donc commune aux
deux cas précédents, puisque la somme des limites a la méme expression.
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Le cas particulier du paragraphe 2.5.1 lorsque by est de signe constant n’est
plus valable ici puisque les a,, peuvent changer de signe. Comme on 1’a vu au pa-
ragraphe 2.5, on a besoin de supposer que by est non constante pour obtenir la
minoration de la proposition 2.5, c’est pourquoi on a rajouté cette hypothese dans
le théoreme 2.2 (voir aussi la partie 2.9 pour une hypothese alternative). A cette
différence pres, les résultats du paragraphe 2.5 peuvent encore s’étendre au cas
présent.

Pour I'analogue du lemme 2.2, on n’a plus la propriété de positivité des produits
II;. Mais on peut adapter la démonstration pour obtenir quand meéme le résultat,
en découpant les événements selon le signe que prend le produit II,,.

On commence par définir une autre médiane conditionnelle. Soit X une variable
aléatoire. Avec les notations du paragraphe 2.5.2, on définit med, (X) par

med; (X) = max{med;(X)}.

1<i<p
L’analogue du lemme 2.2 est alors le lemme suivant.

Lemme 2.6 Pour toust >0etn>1, ona :

2P(Ry >t) > ]P’( max {IH]->0 [R{ + I;med_ (uﬂ} > t) +

1<j<n 11
. R — RJ
]P’( max {lfn]-<o [[le + 1l;med., <1H—]1)] } - t>

Démonstration
Par analogie avec le lemme 2.2, on définit les événements suivants :

Ty =inf{j <nta.1;>0 et R]+Tmed (@) >t}
j
si cet ensemble est non vide, n + 1 sinon,
T —inf {j <ntqIL <0 et R]+Imed, (@) > t}
j
si cet ensemble est non vide, n + 1 sinon,

n __ pJ n __ I n _ pJ n _ pJ
B,+:{med_<R1 R1><R1 Rl},etBj_:{medJr(Rl R1>>R1 Rl}.

’ I /7= I I /= 1
Les événement (Ty = j) et (1_ = j) sont dans la tribu engendrée par ao, ..., a;_;,
et bo,...,b1—j, et les événemets Bf et B; dans celle engendrée par a_j, ..., a1n,
b_j,...,bi_n. Donc ces événements sont indépendants conditionnellement a a_;. De

plus, pour tous ¢, j on a, par définition des médianes conditionnelles :

))z%,

n __ pJ n__ pi
P(Bf | a—j=¢) > ]P’(medi(Rln Rl) < Rl]‘[ Ry

J J
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et

R?——Bﬂ) Z.R?——Bﬁ))zil.

11, 11, 2

Ainsi, on peut minorer la probabilité que R} soit plus grand que t de la fagon
suivante :

P(B; | a_j = 61) > P(medl<

P(RY > t) > zn: [IP(R{ +Hj(u) > .11, > 0) +
i=1 1
Ry — R{')

J

P(R] + 11, ( > 1,11, < 0) |

v
pac
=

(T =5) N BfJU(T- = j)n B/]])

J

3
<.

v

(] -

N
=
I
[
.
i
I
D
=
o
+
i
[
D
+

<
I
—
-
I
—

> 2 »3 (BT =jay=e) + BT = | ay=c)
j=1 i=1
> (BT <m)+ BT <)
= gl (T e (B} 1) ¢
P, {n o[+ M (L) [} = 1))
ce qui prouve le lemme. O

De méme que dans le cas positif, sous nos hypotheses, quand n tend vers I'infini
R} tend vers Ry, et a j fixé Hj_l(R? — RJ) tend vers une variable aléatoire R qui a

la méme loi que R;. On pose m_ = med_(R,) = med_(R) et my = med,(R;) =

~

med, (R) et on fait tendre n vers U'infini dans le lemme 2.6. On obtient alors, pour
tout £ > 0,

P(sup{]lnj>0(1~z{ +1m_)} > t) +P(sgp{l[nj<o(z~z{ +1my)} > t) < 9P(R; > 1).
J J

En remplacant R, par —R;, on obtient une formule similaire, et ainsi, pour tout
t > 0 il vient :

]P(sup ][Hj>0]R{ +1ILm_| > t) +]P’<sup ][Hj<0\R{ +Imy | > t) < 2P(|Ry| > t).
J J

On en déduit par le méme raisonnement que dans le cas positif appliqué a chacun
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de ces deux termes que pour tout € > 0 on a pour tout ¢ > max{|my|, |m_|} :

1 2t
P(|R:| >t) > §P<3n t.q. I, > - et [b_p + (a_p — I)m_| > 8) +

1 21
§P<E|n b Ty < —= et [bop + (a_p — Dmy | > e). (2.24)
£

On applique maintenant le lemme 2.3 a chacune de ces deux probabilités, et on
obtient pour tous t > max{|my|,|m_|} et € >0 :

2t
IP’(EIn t.q. II, > — et ‘b,n + (a_p — 1)m,| > 8)
£

2t
> ] _ 2t
> 1I£ilgpIP’(|bo + (e; — m_| > 5)1P’(E|n t.q. IL, > . )7

2t
]P’(Eln tq. I, < —— et |b_n + (a_p — 1)m+’ > 5)
€

2t
> min P(Jby + (e; — 1)my| > e)P(3n t.q. II, < _?)

T 1<i<p

Comme dans le cas positif, si by n’est pas constant on peut trouver £ > 0 tel que
min<;<,{P(|bo+(e;—1)m_| > ¢)} > 0 et min;<;<,{P(|bo+(e; —1)m| > ¢)} > 0. On
obtient donc I'analogue de la proposition 2.5 : il existe une constante C' strictement
positive telle que pour tout ¢ assez grand, on ait :

2t
P(|Ry| > t) > C P(sup |II,| > ?)

On définit ensuite une nouvelle marche markovienne (S,,) par S,, = log|ag - - a1_y/,
et a I’apparition des valeurs absolues pres, toute I’étude est identique. Donc dans tous
les cas la somme des limites est non nulle. En particulier, dans le cas /-irréductible, on
a 1’égalité des deux limites, donc cette limite unique est non nulle. La démonstration
du théoreme 2.2 est ainsi complete.

2.8 Irréductibilité

On donne maintenant les détails de I’étude de la notion de ¢-réductibilité et son
lien précis avec la réductibilité usuelle. Par définition, ces deux notions d’irréducti-
bilité ne dépendent pas de la valeur des coefficients des matrices concernées, mais
seulement du fait qu’ils soient nuls ou non. Pour visualiser ce type de propriétés,
on associe a une matrice A = (a;j)1<; j<p un graphe étiqueté et orienté a p sommets
numérotés de 1 a p. Une aréte joint le sommet ¢ au sommet j si et seulement si le co-
efficient a;; est non nul. L’irréductibilité usuelle se traduit alors par I'existence d'un
chemin orienté permettant de joindre n’importe quel sommet a tout autre sommet.
En particulier le graphe est alors connexe.
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(a) (b)

F1G. 2.2 — (a) Graphe correspondant a la matrice A;. (b) Graphe correspondant a la
matrice Bj.

On rappelle 'exemple des matrices A; et By donné dans la partie précédente :

101000
000101

1 01
000010
Ar=1 101 31_000101
0 10 101000
010000

La figure 2.2 donne les graphes correspondants aux matrices A; et By. La matrice

Aj est irréductible. On constate que le graphe de B; n’est pas connexe, donc en
particulier la matrice B; est réductible. Le graphe donne aussi une partition pour
laquelle By est réductible : c’est la partition ({1,3,5}, {2,4,6}).

Il n’y a pas de lien direct entre les notions d’irréductibilité et de f-irréductibilité.
En effet, la matrice A; est irréductible mais elle est 1-réductible pour la partition
({1,3},{2}). La matrice A, suivante

Ay =

—_
—_ = O
— = O

est 0-, 1- et 2-irréductible, mais elle est réductible pour la partition ({1},{2,3}).
La notion de f-irréductibilité dépend aussi de la valeur de ¢. Ainsi, la matrice A;
est 1-réductible mais 2-irréductible. La matrice B{ correspondant a A; pour cette
nouvelle valeur de /¢ est :

DO~ =
_ o O O o o
S OO —= =
O = = O oo
[ NeNe e N
O = = O OO

et son graphe est donné par la figure 2.3. Modifions maintenant la matrice A; pour
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F1a. 2.3 — Graphe correspondant a la matrice B}

(a) (b)

F1G. 2.4 — (a) Graphe correspondant & la matrice As. (b) Graphe correspondant a la
matrice Bs.

la rendre 1-irréductible. Soient

101000
000101

101
000T1T10
Ag=1 101/, Bs={ 900101
110 101000
110000

et leurs graphes donnés par la figure 2.4.

En fait, si on se limite aux matrices A irréductibles le lien entre ces deux notions
de réductibilité est le suivant :

Proposition 2.6 Soient A = (a;j)i<i j<p une matrice positive irréductible, et 0 <
(< p—1 un entier. Alors la matrice B définie comme suit :

(aij)1<i<e, 1<j<p 0
B 0 (aij)ev1<isp, 1<j<p
0 (aij)1<ize, 1<i<p

(@ij)evi<i<p, 1<j<p 0

est wrréductible si et seulement si A est O-irréductible.

Démonstration de la proposition 2.6

e Supposons que A est (-réductible pour la partition (I, .J). On pose I = IU(J+p)
et J = JU (I +p), de sorte que (I,.J) est une partition non triviale de {1,...,2p}.
Soient i € I et j € J. Alors on a :
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1<j<p p+1<75<2p
1§Z§€ b,]:a”:O b”:O
carte€letje] par définition de B
€+1§z§p bUZO bij:aivj_p:0
par définition de B car j—peletiel
p+1§2§p+€ bz-j:() bij:ai_p,j_p:O
par définitionde B |cari—pe Jet j—pel
p+€+1§2§2p bij:ai_p,j:() bU:O
cart—peJetjeJ par définition de B

Remarquons qu’on a aussi pour tout i € J et j € I :

1<j<p p+1<j<2p
1§Z§l sz:awzo bU:O
carte€Jetjel par définition de B
l+1§2§p bZJZO bij:ai7j_p:()
par définition de B carj—peJetiecJ
p+1§z§p—|—l bZJZO bij:ai_pvj_p:()
par définition de B |cari—peletj—peJ
p+l+1§z§2p bij:ai_pvj:O b”:O
cari—peletjel par définition de B

De sorte que pour tous (i,5) € I x J on a bij = bj; = 0, et B est réductible.

e Supposons que B est réductible pour la partition non triviale (I, .J). On pose :

L = 1In{l,....,p}, Ib = In{p+1,...,2p},
J = Jn{l,....;p}, Jo = Jn{p+1,...,2p},

etZ=5LN(LL—-p), T =JN(J—p)et K= (ZUJ), desorte que (Z,T,K) est une
partition de {1,...,p}. Supposons que Z est non vide. Alors la partition (Z, 7 UK)
est non triviale.

Soit (i,7) € Z x J. Alors (i,7) et (i,7 + p) sont dans I x J. Si i < £ alors
Qjj = bij =0etsii> E, alors Qi = bi,j+p =0.

Soit (i, k) € Z x K. Alors soit k est dans I; et k + p dans J, et donc (i, k + p)
et (i + p, k + p) sont dans I x J, soit k est dans J; et donc (i, k) et (i + p, k) sont
dans I x J. Dans le premier cas, si 7 < £ alors a;; = biyprt+p = 0 et si ¢ > £ alors
@iy = bix1p = 0. Dans le second cas, si ¢ < ¢ alors a;; = b, = 0 et si ¢ > £ alors
@i, = bipr = 0.

Ainsi pour tous (7, 7) dans Z x (J UK), on a a;; = 0 ce qui contredit I'irréductibilité
de A. Donc T est vide.

On montre de fagcon analogue que J est vide, et on a donc Iy = J, — p et
I, = Jy + p. Considérons (I3, J;) la partition (éventuellement triviale) de {1,...,p}.

Soit 1 <4 < ¢. Si¢ € I; alors pour tout j € Jy on a a;; = b;; =0, et sii € Jy,
alors 7 +p € I et pour tout j € J; on a a;; = biypjyp = 0.
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Soit £+ 1 < ¢ < p. Sii € I alors pour tout j € [;, on a j +p € J donc
a;j = b jyp =0, et sii € Jy,alors i +p € I et pour tout j € J; on a a;; = bijpp; = 0.
Ainsi A est f-réductible. O

Remarque Comme on ’a vu dans cette démonstration, et comme on le constate
sur la figure 2.2, si A est irréductible et /-réductible, la matrice B associée
vérifie une propriété plus forte que la réductibilité : son graphe se décompose
en deux composantes connexes qui ont la méme structure que la graphe de A.
On a en fait deux copies distinctes de A.

2.9 Sur l’indépendance des suites (a,) et (b,)

On peut affaiblir ’hypotheése d’indépendance des deux suites (a,) et (b,) admise
dans ce chapitre. Elle n’intervient en fait que dans la démonstration de la proposi-
tion 2.3 et du lemme 2.3. Si on y regarde de plus pres, on voit que dans la proposi-
tion 2.3 on a seulement besoin de I'indépendance de b_,, et de aq, . ..a;_,, en plus de
la stationnarité de la suite (a,, b, ). Quand au lemme 2.3, la propriété d’indépendance
peut étre remplacée par une hypothese d’absence de point fixe presque str, comme
dans le cas iid.

Plus précisemment, soit F,, la tribu engendrée par ay, . ..a_,. La propriété qu’on
utilise dans la démonstration de la proposition 2.3 est en fait l'indépendance entre

b_n et fn—l-

Pour le lemme 2.3, on peut en modifier ainsi la démonstration : min;<;<, P(|by +
(e; — 1)mg| > ¢) devient miny<;<, P(|bg + (ap — 1)mo| > € | ap = €;). Si on rajoute
I’hypothese que I'application affine aléatoire © —— agx + by n’a pas de point fixe
presque sur pour toute valeur initiale constante de ay : pour tous 1 < ¢ < p on
suppose que P(by + apx = x | ag = €;) < 1, alors on peut encore trouver € > 0 tel
que ce minimum soit non nul. Dans ce cas, on n’a plus besoin d’exclure le cas by
constant dans le théoreme 2.2.

Ainsi, les théoremes 2.1 et 2.2 restent valides si on remplace I’hypothese d’indé-
pendance des deux suites (et by non constant) par les deux hypotheses suivantes :

1. (an,b,) est une suite stationnaire telle que pour tout n, b_,, soit indépendante

de.7:n_1,
2. pour tous 1 < ¢ < p,onalP(by+apr=1x|as=e¢;) <1

L’hypothese d’absence de point fixe est alors une extension naturelle de celle faite
dans le cas iid pour obtenir la non nullité de la somme des deux limites.

2.10 Exemple de deux régimes

Dans le cas simple a deux régimes p = 2, ou la chaine de Markov (a,) ne prend
que deux valeurs, on peut expliciter certains calculs, comme celui de 'exposant k
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ainsi qu’un critere d’existence.

2.10.1 Critere d’existence et calcul de I’exposant x

Lorsque p = 2, l'espace d’états est £ = {ej,es} et la matrice de transition
p 1-p

l—q ¢

apériodique, on a en fait p < 1, ¢ < 1 et p+ g # 0. L'unique loi invariante de P est

= 2_113_(1(1 —q,1 —p), et 'hypothese (2.3) se traduit par la condition

s'écrit P = ), avec 0 < p,qg < 1. Comme P est irréductible et

ler]'ex P < 1. (2.25)

Pour tout s > 0, la matrice P s’écrit :

P, = < le1]*p le]*(1 — q) ) :

le2|* (1 —p)  leal’q
et son polynome caractéristique est :
Xs(X) = X = (ler]'p + le2l" ) X + [erea]*(p +q — 1).
Il a pour discriminant
A, = le|*p® + |ea* ¢ + 2]eren|*(pq — 2p — 29 + 2).

Comme P; est une matrice irréductible (puisque P lest et que les e; ne peuvent
étre nuls) et positive, le théoreme 4 implique que son rayon spectral est une valeur
propre de P,, donc nécessairement on a Ag; > 0. On peut donc donner la valeur p;
du rayon spectral de P :

pe = lex]*p + le2|*q + VA,
: .

S

(2.26)

Regardons maintenant dans lequel des deux cas admissibles de comportement de
la fonction s — log(ps) on se trouve en fonction des valeurs de ey, ey, p et ¢ :

1. soit ps < 1 pour tout s et la solution stationnaire a des moments a tout ordre,

2. soit p;, — oo quand s tend vers l'infini, et la solution stationnaire a une queue
polynomiale d’ordre x ou x est I'unique point s > 0 tel que ps = 1.

o Sileg| <1letley] <1.
Alors P, est une matrice sous-stochastique pour tout s et donc de rayon spectral
toujours inférieur ou égal a 1. On est alors dans le premier cas.

e Si |61| > 1.
La condition (2.25) impose alors |es| < 1. Deux cas se présentent en fonction de la
valeur de p.
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(a) (b)

Fi1G. 2.5 — (a) Queue de la distribution pour p = 0.5, ¢ = 0.7. (b) Queue de la distribution
pour p =0, ¢ =0.7.

— Si p # 0, alors en faisant tendre s vers I'infini dans (2.26) on constate que p;
tend vers I'infini, on est donc dans le deuxieme cas.

— Si p =0, alors 'expression de p, et Ay se simplifie :

_ |€2|Sq + v As

Ds 5 et A, = |ea* ¢ + 4leres]*(1 — q),

et ps tend vers l'infini si et seulement si A, tend vers 'infini, ¢’est-a-dire si et

seulement si |ejez| > 1. Cette derniere condition est vérifiée si et seulement si
-1

lex] > lea| ™

La seconde condition est compatible avec la condition d’ergodicité (2.25) puisque
lea] < 1et1/1—¢q>1:on abien |ey]™" < |eg| /1.

e Par symétrie on a un résultat analogue si on suppose |es| > 1.

Récapitulons ces résultats, illustrés par les figures 2.5. Les zones hachurées en
trait plein correspondent au premier cas, et celles hachurées en pointillé corres-
pondent au second cas. L’ensemble de toutes les zones hachurées correspond a la
zone d’existence d’une solution stationnaire.

On est dans le premier cas si On est dans le second cas si

— ler| < 1let e <1, — lex] > 1 et p#0,
—p=0cet1<|e| < ea| ™, —p=0cet |ea| ! < |ey| < |ea| V10,
—qg=0cet1<]e| <leg|h ~ lea] > 1et ¢ #0,

—qg=0c¢t |e|™" < |ea| < leg|7H1P.

On peut étendre ces résultats partiellement aux dimensions supérieures (c’est
une forme de réciproque du lemme 2.4).

Proposition 2.7 Pour tout p > 2, si tous les termes diagonauz de P sont non nuls,
on est dans le cas polynomial si et seulement si il existe i tel que |e;| > 1.
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(a) (b)

F1G. 2.6 — (a) La fonction log p(Ps). (b) Histogramme de 300 valeurs de 'estimateur de
Hill de x chacune obtenue a I’aide d’un échantillon de m = 5000 valeurs de Y, —2000-

Démonstration
Si tous les |e;| sont inférieurs ou égaux a 1, la matrice Ps est sous-stochastique
pour tous s donc on est dans le premier cas.

Et s’il existe i tel que |e;| > 1, alors la trace de Ps tend vers I'infini quand s tend
vers 'infini. Comme c’est la somme des valeurs propres de P;, ceci implique que son
rayon spectral tend aussi vers l'infini, et donc on est dans le second cas. O

Si on ne suppose pas que tous les termes diagonaux de P sont non nuls, la
condition sur les e; pour étre dans le second cas est plus compliquée a expliciter
comme on vient de le voir pour p = 2.

2.10.2 Quelques simulations

On termine ce chapitre par quelques simulations qui illustrent les résultats pré-
cédents, toujours pour le cas de la dimension 2. On choisit les valeurs suivantes :

p=0.5, ¢g=0.7 e =15, et ey =0.5,

et on suppose que by suit une loi normale centrée réduite. La condition (2.25) est
bien vérifiée. La figure 2.1 donnée en début de chapitre est tracée avec ces valeurs.
Le tracé de la fonction log p(P;) est donné par la figure 2.6. Un calcul numérique
(avec le logiciel SCILAB) donne comme valeur approchée pour l'exposant critique
k= 1.3330929. On se propose de vérifier que la queue de la loi stationnaire est bien
de la forme Lt" avec la méthode de 'estimateur de Hill (voir [41]) que 'on rappelle
ci-dessous.

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans R, et F' la queue de sa distribution,
i.e. F'(t) = P(X >t). On suppose que F’ se comporte comme ¢~" pour ¢ grand. Plus
précisemment, F'(t) = L(t)t™" ou L est une fonction a variation lente, i.e. possédant
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la propriété :

L(ts)

im =1, Vs> 0.
t—+00 L(t)
L’estimateur proposé par Hill pour I'exposant x a ’aide d’un échantillon z4,...,x,
de X est basé sur les statistiques d’ordre de I'échantillon, que I'on note (), ..., ().

L’estimateur de x~! proposé est alors :

kn

1
S, = = Z [log(x(n+1_z’)) - log(x(n+1_kn))],

" oi=1
ou (k,) est une suite d’entiers précisée dans la proposition suivante.

Proposition 9 Si1 < k,, k, — +o0o et n"'k, — 0, alors S,, converge en probabilité

vers kL.

On simule la chaine (ay) et les variables by, puis la suite (Y}) a 'aide de I’équation
récursive (2.1) jusqu’au rang n = 2000. On obtient ainsi une valeur de Y3po. Le
théoreme 8 assure que (Y;,) converge vers la loi stationnaire. On répete 'opération
m = 5000 fois pour obtenir un échantillon approché de la loi stationnaire, a partir
duquel on calcule I'estimateur de Hill. En exécutant plusieurs fois le programme (ici
300 fois), on obtient un histogramme des valeurs de k données par I'estimateur de
Hill (figure 2.6). La moyenne en est 1.3781119, et la médiane 1.3532018.



Chapitre 3

Queue de la distribution, cas
continu

3.1 Introduction

Nous avons vu dans le chapitre précédent que le modele linéaire autorégressif a
régime markovien en temps discret défini par I’équation (2.1) a trouvé de nombreuses
applications. Dans les années 1990, les modeles en temps continu se sont rapidement
développés en modélisation stochastique. Cet engouement s’explique en grande par-
tie par le succes rencontré par les équations différentielles stochastiques (EDS) en
mathématiques dites financieres. Une autre raison plus lointaine et non financiere
est que les modeles en temps continu permettent d’analyser des données dont le pas
d’échantillonnage est variable dans le temps. Ce type d’observations irrégulierement
espacées est courant en biologie ou en agronomie ou les instants d’observation sont
rarement automatisés.

La diffusion de Ornstein-Uhlenbeck a régime markovien que nous allons présenter
et analyser dans ce chapitre fait partie des premiers modeles en temps continu im-
portants en modélisation. Les résultats proposés démontrent que ce modele est ca-
pable de produire une loi stationnaire dont la queue a l'infini possede un équivalent
(inversement) polynomial (heavy tail en anglais), de méme qu’en temps discret.
Cette proprité de la loi stationnaire est 1'une des caractéristique recherchées en
modélisation économétrique. Signalons a ce propos une approche différente et popu-
laire qui consiste a remplacer le mouvement brownien qui dirige 'EDS d’Ornstein-
Uhlenbeck par un processus de Lévy général : voir les travaux de O. E. BARNDORFF-
NIELSEN ET N. SHEPHARD [6], et P. J. BROCKWELL [13].

Les propriétés de ce type de processus de Ornstein-Uhlenbeck a régime marko-
vien, en particulier des conditions d’ergodicité et d’existence de moments de la loi
limite sont données par G. K. BAsak, A. Bist ET M. K. GHOsH dans [7] et
X. GuyoN, S. TIovLEFF ET J.-F. YAo0 [36]. L’idée pour étudier le comportement
de cette diffusion est de discrétiser I’équation pour se ramener a un processus au-
torégressif en temps discret. L’étude de la queue de la loi stationnaire se fait alors
de la méme facon que dans le chapitre précédent.

85
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Dans la partie 3.2, on définit la diffusion de Ornstein-Uhlenbeck a régime mar-
kovien et on en donne les premieres propriétés en rappelant les résultats principaux
de [36]. On fixera les notations de ce chapitre, et on énoncera le théoreme principal
sur la queue de la distribution stationnaire. Les parties 3.3 a 3.7 sont consacrées a
sa démonstration.

3.2 Diffusion linéaire a régime markovien

Commencgons par préciser ce qu’est une diffusion de Ornstein-Uhlenbeck a régime
markovien et fixer les notations.

3.2.1 Définitions et notations

Une diffusion de Ornstein-Uhlenbeck Y a régime markovien se construit en deux
temps.

Soit X un processus markovien de saut (voir par exemple W. FELLER, [25]) tel
que :
— son espace d’états £ = {1,...,p} est fini, et p > 1,
— sa fonction d’intensité X\ est strictement positive sur F,
— son noyau q = (q(i,j)) sur E est irréductible et satisfait ¢(i,7) = 0 pour tout
¢ dans E.

Alors le processus X est ergodique au sens de la définition suivante.

Définition 22 Un processus a temps continu S = (St)i>o est ergodique s’il existe
une probabilité v telle que la lov de Sy converge faiblement vers v quand t — o0
idépendamment de la condition initiale Sy. La loi v est alors la loi limite de S. Si
S est un processus markovien, v en est l'unique loi invariante.

On note p 'unique probabilité invariante de X. Soit (F;) le semi-groupe marko-
vien associé. Rappelons que pour A > 0 assez petit et pour tous états ¢, dans F,

on a: o A@)q(i, )b +o(h)  sij#i,
Pi(i,j) = { 1— i(z)jh +o(h) si ? =1.

On considere la version canonique (2, A4, (Qx)zcr) de X ou Q = D(]0, +o0]) est
I'ensemble des fonctions cadlag réelles sur [0, +o00[, et A la o-algebre associée a la
métrique de Skorokhod. Si v est une probabilité sur £, on note @, (-) = [ Q. (-)v(dx).

Soit W = (W})>0 un mouvement Brownien standard défini sur un espace proba-
bilisé (O, B,Q’), et F = (F;) la filtration brownienne associée. On se place mainte-
nant sur I'espace produit (2 x 0, Ax B, (Q,®Q’)). En particulier, sous la probabilité
P, = Q, ® Q' le processus X est stationnaire.
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() (b)

Fic. 3.1 — (a) Simulation d’une diffusion & deux régimes avec parametres A(1) = 1,
A2) =2,e(1) = —1,e2) =1, 0(1) = 0(2) = 1. (b) Histogramme de la diffusion pour
50000 valeurs régulierement échantillonnées.

Conditionnellement & X, Y = (Y;)i>0 est un processus de diffusion réel, défini
pour tout w dans € par :

— Yj est une variable aléatoire Fy-mesurable sur (0,5, Q)’),

— Y est solution de I’équation différentielle stochastique

Ainsi (Y;) est une diffusion linéaire dirigée par un processus ezogéne X. Ici e et
o(-) sont deux fonctions mesurables réelles. L'équation (3.1) admet alors une unique
solution forte (voir I. KARATZAS ET S. SHREVE, [43]), donc Y est bien défini. La
figure 3.1 donne un exemple d'une trajectoire de Y et un histogramme de ses valeurs.

Définition 23 Le processus Y ainsi défini s’appelle diffusion linéaire a régime mar-
kovien.

On peut aussi expliciter la solution de 'EDS (3.1). Pour tous 0 < s < ¢, on pose :

t
a(s,t) = as(w) = exp/ e(Xy)du.
Alors le processus Y se représente de la fagon suivante :
t
Y; = Yi(w) = a(0, 1) [Yo + / a(O,u)’la(Xu)qu],
0

et pour tous 0 < s <, Y satisfait ’équation récursive aléatoire
t

Y, = a(s,t)[Ys—F/s a(s,u)_la(Xu)qu}

= aster [ [ow [ e(xpao0egan,
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que l'on peut récrire de la facon suivante :
Yi(w) = asa(@)Ya(w) + Vil* (@)s, (32)

ou &, est une variable gaussienne centrée réduite dépendant uniquement du mou-
vement brownien (W,) pour s < u < t, et

V,u(w) = / Cexp [2 / te(Xv)dU] o2(X,)du.

3.2.2 Propriétés

Les propriétés de ce type de processus, en particulier des conditions d’ergodicité
et d’existence de moments de la loi limite sont données dans [7] et [36]. On en rappelle
ici les résultats qui vont nous servir par la suite. Comme annoncé en introduction,
toute 1’étude repose sur des discrétisations de Y.

Définition 24 Pour 6 > 0, on appelle discrétisation de pas § de Y le processus en
temps discret YO = (Yy5)nen.

Soit § > 0 fixé. Considérons la discrétisation Y9, L’équation (3.2) implique que
pour tout n > 0, on a

Yourns (@) = an(@)Yas (@) + V2 (@)6ns1, (3.3)
avec

(W) = an(®)(w) = exp[ frfgﬂ)ée(Xu(w))du],

Valw) = Va@)@) =[5 exp [2 [ e(X, (w))dv] o2 (X (w))du,

et (&,) est une suite iid sur (0, B, @)’) de loi gaussienne centrée réduite. On est ainsi
ramené a ’étude d’une équation discrete proche de celle étudiée dans le chapitre
précédent. Comme le processus X est stationnaire, la suite (a,,V,) l'est aussi, et
on peut étendre 1'équation (3.3) a Z. Remarquons aussi qu'ici b, = v/ 2§n a des
moments a tout ordre car V,, est bornée puisque e et o ne prennent qu’'un nombre
fini de valeurs, et que &, est gaussienne.

On applique maintenant le théoreme 8 aux discrétisées. Dans toute la suite, on
supposera que ’hypothese suivante est vérifiée :

a=Eule(X)] = e(i)uli) < 0. (3.4)

el

C’est ’analogue de la condition (2.3) puisque pour tout 6 > 0 on a :

E,flog ] = E,| /O 5e<Xu)du} _ /0 B [e(X.)]du = b
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Proposition 10 Si Uhypothése (3.4) est vérifiée, alors il existe une unique solution
stationnaire (Yys) de léquation (3.3) sur Z et elle est donnée par

o0

1/2
Yn§ = Ap—1Gp—2 " an—kvn_k_lgn—k—h n € 2.
k=0

Proposition 11 Sous l’hypothése (3.4), la diffusion linéaire Y a régime markovien
X définie par ’EDS (3.1) est ergodique.

Dans toute la suite, v désignera la loi limite de Y. En particulier, les (Y,,s5) sont
toutes de méme loi marginale v d’apres le corollaire suivant.

Corollaire 1 Sous [’hypotheése (3.4), quel que soit le choix de 6 > 0, toutes les
discrétisations Y'®) sont ergodiques et ont la méme loi limite notée v qui est aussi

celle de Y.

3.2.3 Le théoreme principal

On peut maintenant énoncer le théoreme principal que 'on se propose de dé-
montrer ici. Il s’agit de préciser le comportement de la queue de v, la loi limite du
processus Y .

Théoreme 3.1 Soit Y est une diffusion linéaire a régime markovien comme ci-
dessus, telle que 1" hypothése (3.4) soit vérifice.

1. Si pour tout i, e(i) < 0, alors la loi limite de Y a des moments a tout ordre :

+oo
/ [t]*v(ds) < 0.

[ee]

2. S’il existe ig dans E tel que e(ig) > 0, alors il existe un exposant k > 0 et une
constante L > 0 tels que :

tv(jt, +oof) —— L,

t"v(] — 00, —t[) —— L.

Les deux cas énoncés forment une dichotomie, donc ce théoreme décrit tous les
cas possibles. La démonstration de ce théoreme repose sur les discrétisations de Y in-
troduites ci-dessus, 'utilisation de la relation de récurrence associée, et des méthodes
de renouvellement comme dans le chapitre précédent.

Le plan de la démonstration est le suivant. Dans la partie 3.3 on étudie un
opérateur associé a notre probleme qui joue le méme role que les matrices P, du
chapitre précédent, et on prouve le premier point du théoreme 3.1. Dans toute la
suite, on se place dans le second cas. On commence par donner une méthode de
calcul de 'exposant x dans la partie 3.4. Dans la partie 3.5, on donne les équations
de renouvellement associées a ce probleme. Enfin dans la partie 3.6 on applique
le théoreme de renouvellement 1.4 et dans la partie 3.7 on démontre que la limite
obtenue est non nulle.
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3.3 Etude d’un opérateur associé

On étudie maintenant un opérateur qui va jouer un role de transformée de Laplace
(voir paragraphe 3.7.2) comme les matrices P, dans la chapitre précédent. On note
IP; la probabilité conditionnelle par rapport a Xo =i : P;(-) = P,(- | Xo = 1), et E;
'espérance correspondante E;[-| = E,[- | Xo = i].

Définition 25 Soient s > 0 et § > 0 fizés. On définit lopérateur A 5 par

A1) = Eilag(0)o(Xs)],

pour toute fonction ¢ : E— R et tout état i dans E.
Cet opérateur possede une propriété de semi-groupe en la variable ¢ :

Proposition 3.1 Soit s > 0 fizé. Alors pour tous 6, >0 on a :
A Ay = Asstr)-

Démonstration
Soit une fonction ¢ : EF — R et un état ¢ dans £. On a les égalités suivantes :

A5 Ase(i)

On utilise maintenant la propriété de Markov. Il vient :

04y
Ao Aseppli) = Eifexp (s /O e(Xu)du) ¢(Xssr)]

Ei[ag(6 + v)e(Xsq)]
= A s1)P(),

donc on a bien I’égalité annoncée. O

Notons que I'on peut aussi écrire A, 5¢(i) sous forme de somme comme

p

Apaye(i) = EilayLx,—le(j),

=1

et donc A, ) s’écrit matriciellement A5y = ((A(s,6))ij)1<ij<p avec les coordonnées
suivantes (As.s))i; = Ealag Ix,—;]. Comme P;, c’est un opérateur positif. On va voir
qu’il possede d’autres propriétés satisfaites par les matrices P;.
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3.3.1 Rayon spectral

On donne maintenant les propriétés du rayon spectral de A (les démonstrations
non détaillées ici sont données dans [36]). On va voir qu’il a les méme caractéristiques
que celui des matrices P, du chapitre précédent, et que c’est encore sa valeur qui
permet de déterminer I'existence de l'exposant k et sa valeur.

Proposition 12 Soient s > 0 et d > 0 fizés. Alors l'opérateur A, s) est irréductible,
apériodique et vérifie la relation suivante :

EH[(al e ak)s] = Z AI(C&(;)]_(Z),LL(Z) = FLAI(CS,E)lv (35)
i€k
ou 1 est la fonction constante égale a 1 sur E.
On retrouve encore la méme formule que dans l'introduction. On en déduit des
propriétés similaires.

Corollaire 3.1 Le rayon spectral de A peut s’écrire comme :

. s\ 1/k
P(Aes) = lim (Byl(ar---ar)])
Démonstration
Comme A, sy est une matrice positive irréductible et apériodique par la proposi-
tion 12, le théoreme 4 donne I'existence d’une matrice B, 5) a coefficients strictement
positifs telle que

(Ags0)"
: B 8,0)* (36)
(P(App)) noe 07
En injectant ceci dans ’équation (3.5) on obtient le résultat annoncé. a

Corollaire 3.2 Pour tout 6 > 0 fizé, Uapplication s — log p(As.s)) est conveve
sur R,.

Démonstration
C’est une conséquence immédiate du corollaire 3.2 et du fait que les fonctions

s = Eyl(ar---ax)’]
sont log-convexes. O
Remarque Pour tout 6 > 0 fixé et pour tout i dans £, on a A 1(i) = E;(1) = 1,
donc comme Ay s) est une matrice positive, c’est également une matrice sto-
chastique et p(Agg)) = 1.
On étudie maintenant la dérivée logarithmique du rayon spectral en 0.

Proposition 3.2 Pour tout § > 0 fizé, la dérivée a droite en 0 de s — log p(A(s.s))
est strictement négative.
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Pour démontrer cette proposition, on donne une autre expression du rayon spec-
tral de A5 qui va nous permette d’'utiliser une propriété de sous-miltiplicativité
comme dans le chapitre précédent.

Lemme 3.1 Soit
hn(s) = max E;[(a - - - a,)?].

1<i<p
Alors on a p(As.5) = inf, (h(s))Y".
Démonstration

Commengons par montrer que la suite (h,) est sous-multiplicative. Pour tout
état 7, on a par la propriété de Markov :

=

i[(al T an)SEX(n+1)5 [(al Y am)s]]
m(8)Eil(ar -+ an)’]
m(8)hn(s),

puisque Ex . [(a1 -+ am)*] < hy(s). Donc lim,, (hy,(8))Y™ = inf,, (h,(s))*/™.
De plus, on a :

EiKal o ApQpy ot an—i—m)s] =

VARVAN
> S

Elar---an* = Y Eiar - an[*u(i)
< hy(s).
La proposition 12 donne alors

P(Ass)) < Tim(in (5)) /"

Pour I'inégalité dans 'autre sens, on choisit une suite d’états (i,) telle que h,(s) =
E; [(ay - -a,)®]. L’égalité ci-dessus donne donc :

Elal e 'an|s > hn(‘s)lu'(ln)
Chy(s),

AV

avec C' = min; p(7) > 0. Ainsi il vient
P(AGs.) = lim(hy(5))'".
Comme lim,, (h,(s))*™ = inf, (h,(s))*/", le lemme est ainsi démontré. 0

Démonstration de la proposition 3.2
Pour tout n, on fixe i, de sorte que h,(s) = E; [(a1---a,)?]. Comme & n fixé, le
produit a; - - - a, est borné, on a :

= ha(s) = Eq, [(ar---an)*log(ar - - - a,)],

donc . .
— —log h,,(s) = —E; [log(a;i - - ay)].
n
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Pour tout 7, le théoreme ergodique pour les chaines de Markov donne :

n—oo

1 6
ﬁEi log(ay - - - an)] — E,logag = Eu/ e(Xy)du = da < 0. (3.7)
0

Comme l'espace d’états E est fini, cette convergence est uniforme sur F. Ainsi, pour
toute suite d’états (i,), on a :

1
—E,;, [log(ay - - a,)] —— da < 0.
n

n—oo
Donc il existe un entier N tel que

0 1 Yo

—| —=loghn(s) < — <0.

BslszoN 2 n(s) < 2
En particulier, I’application s —— % log hv(s) est strictement négative sur un inter-
valle de la forme |0, e[, avec € > 0. Alors on déduit du lemme précédent que :

1
log p(A(ss)) = inf —logh,(s)
non

1
< —loghn(s
< oy loghn(s)
qui est strictement négative pour tout s €]0, £[. Comme la fonction s —— log p(A(s.s))
est convexe et vaut 0 en 0, ce résultat implique que sa dérivée a droite en zéro est
strictement négative. O

On vient donc de démontrer que pour tout ¢ > 0 fixé, 'application s ——
log p(As,5)) est convexe (corollaire 3.2), de dérivée strictement négative en 0 (pro-
position 3.2) et vaut 0 en 0. On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 3.3 Soit 6 > 0 fizé. On a la dichotomie suivante :
1. soit pour tout s > 0, p(Ass) < 1,

2. soit il ewiste un unique k > 0 tel que p(Aq.5)) = 1, et alors p(Ae5)) > 1 pour
tout s > K et p(A(ss)) < 1 pour tout 0 < s < K.

3.3.2 Choix du pas de discrétisation

Nous allons maintenant montrer que la dichotomie précédente est indépendante
de la valeur du pas de discrétisation ¢ choisi, et que dans le deuxieme cas, la valeur
de k est également indépendante de §.

Proposition 3.3 Soit s > 0 fizé. Alors les deux propositions suivantes sont équi-
valentes :

1. il existe 6 > 0 tel que p(Acss)) < 1,
2. pour tout § > 0 on a p(Agss)) < 1.

“__

La méme équivalence a lieu si on considere les cas “> 17 ou encore 17 au leu

de (!< 1?7
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Démonstration

Soit & > 0 tel que p(Aes) < 1, et v > 0. Pour tout entier n > 1 on définit
m, € N* et 0 < (3, < ¢ de sorte que ny = m,0 + (,, i.e. m,, est la partie entiere de
ny/d et [, sa partie fractionnaire multipliée par d. Alors on a, par la propriété de
semi-groupe de la proposition 3.1 :

A?S,’Y) = A(va) = AZ%)A(Sﬁn)
Or pour tout n on a :
[ Al < maxEifa3(5,)
<

exp(s6h max(e(i))
< exp(sd miax(e(z'))).

Cette borne est indépendante de n. Donc il vient :
log || Af; Il < log [|A{5 | + ¢,

ol ¢ est une constante positive. On en déduit que :

1 .
log p(A(s.) = lim —log|| A |
1
< i —log ||AT™"
> 1mn51lpn og || (3,5)”

-
< 5 log p(As.s)),

car m,, ~ 2. Donc p(A(s)) < p(Agss)/® < 1.
Considérons maintenant le cas “= 17. Soit dy fixé et ko correspondant tel que

P(Ako00)) = 1. La fonction s — p(A(ss,)) est log-convexe donc continue et crois-
sante au point xg. On a donc :

P(Aro.bo)) = Sup P(A(s.60))-
s<KQ
Fixons § > 0 et montrons que p(A(.,s) = 1. D’apres le corollaire 3.3, pour tout
s < ko on a p(Agss,)) < 1. Donc par la proposition 3.3, pour tout s < kg on a
également p(A(s)) < 1. Ainsi, on a :
P(Ao.6)) = sup P(Aiss) < 1.
s<kKQ

Or si on suppose que p(A(HM;)) < 1, alors, toujours par la proposition 3.3, on aurait
P(A(ko,50)) < 1 ce qui est absurde. Donc on a bien p(A(.,s)) = 1.

Le cas “> 17 se déduit des deux précédents grace au corollaire 3.3. a

Dans la suite on notera A, au lieu de A, 5) chaque fois que la propriété énoncée
ne dépendra pas du choix de §. Cette indépendance permet aussi de choisir &
différemment selon ce qu’on veut démontrer. On dispose d'un critere simple pour
savoir dans lequel des deux cas on se trouve.
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Proposition 3.4 Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
1. pour tout i dans E, e(i) <0,
2. pour tout s > 0, p(As) < 1.

Démonstration

Supposons que pour tout i dans E, on ait e(i) < 0. Fixons 6 > 0. Alors pour
tout s > 0, on a af < 1. Donc pour tout i, A;1(i) = E;[af] < 1, ainsi on a A1 < 1,
ce qui implique que p(As) < 1 pour tout s > 0 par la proposition 6. En utilisant le
corollaire 3.3, on en déduit que pour tout s, on a en fait p(A,) < 1.

Supposons maintenant que pour tout s > 0, on ait p(As) < 1. On raisonne par
I’absurde : on suppose qu’il existe ig tel que e(ip) > 0. Fixons § > 0 suffisamment
petit et s > 2\(ig)e(ip) . D’apres un calcul fait dans [36], si d est assez petit, pour
toute fonction ¢ de E dans R on a, pour tout ¢ dans E :

Agp(i) = [1+ 6(se(i) — A(D)]g(d) + 0A() > [q(i, ))e(4)] + 0(6). (3-8)
i

Soit 9 la fonction de E dans R qui a 7y associe 1 et a tout 7 # iy associe 0. Alors
pour tout i # ig on a A)(i) = E;[aj1x,—;,] > 0 et pour i =g on a :

Asqu)(ZO) =1+ 5(86(i0) — )\(2)) + 0(5) >1+ 586(%)

+ 0(0)

car on a choisi s > 2X(2)e(ip)~!. Donc vectoriellement, pour § assez petit on a

Agp = (1+ 5@ + 0(8)) v
> (1+ 686420))w.
Donc p(As) > 1+ 5# > 1 par la proposition 6, ce qui est absurde. a

Remarque Cette proposition est I’analogue de la proposition 2.7 du chapitre précé-
dent, mais sans restriction cette fois-ci puisque le fait d’avoir choisi la fonction
d’intensité A strictement positive correspond a imposer que tous les p;; soient
non nuls.

On rappelle enfin un résultat de [36] qui fait le lien entre le rayon spectral de A
et les moments de v (voir aussi I'introduction et la proposition 2.3).

Proposition 13 Soit s > 0. Si p(As) < 1, alors la loi limite v de Y a un moment
d’ordre s.

Donc dans le premier cas du corollaire 3.3, v a des moments a tout ordre, ce qui
prouve le premier point du théoreme 3.1 grace a la proposition 3.4.
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3.4 Détermination de ’exposant

On se place maintenant et dans toute la suite de ce chapitre dans le cas ou l'ex-
posant k existe. Avant de passer a la démonstration du théoreme principal, on donne
une autre méthode de calcul de k. Il s’agit toujours d’un rayon spectral, mais ici les
coefficients de la matrice en question s’expriment directement avec les parametres
du processus de saut X sans faire d’intégration. On rappelle la proposition suivante
de [36] :

Proposition 14 Soit s > 0 fizé. Alors on a p(As) <1 si et seulement si

{ Vie E, se(i)—A(i) <0
p(M;) <1

ot My est la matrice de coordonnées q(i,j)%.

Posons s; = min{% | e(i) > 0}. La matrice M; est définie pour tout s < s;. On

a en fait le résultat plus précis suivant.

Proposition 3.5 Pour tout 0 < s < sy, p(My) < 1 si et seulement si p(As) < 1, et
p(Ms) > 1 si et seulement si p(As) > 1.

Démonstration

e Supposons que p(M;) < 1. M, est une matrice positive et irréductible puisque la
matrice q 'est, que la fonction X est strictement positive et que s < s;. Donc d’apres
le théoreme de Perron-Frobenius (théoreme 4), il existe un vecteur ¢ a coordonnées
strictement positives tel que Mp = p(M;)p < ¢. Donc pour tout ¢ dans E, on a :

(i) > Zq(@j)ﬁw(jx

J

ou encore, puisque s < 1,

hS]

(se(i) = M) (i) + A(i) Zq(i,j)sO(j) <0. (3.9)

Jj=1

Par la proposition 3.3 on peut choisir ¢ suffisamment petit pour que la formule (3.8)
soit valable. On a donc

Aspli) = [L+8(se(i) = A@)Je(i) + 0A(0) Y _[ali, )e(5)] + o(6)
ji
= (1) + 0[(se(i) — A(@))p(i) + Ai) Z q(i, 5)e(4)] + 0(9)

< (i),

pour § assez petit, en utilisant la formule (3.9). Donc coordonnée par coordonnée on
a Asp < p, et comme A, est une matrice positive on en déduit que p(A;) < 1 par la
proposition 6. On démontre de méme que si p(Ms) > 1 alors on a aussi p(A;) > 1.
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Seul le sens des inégalités change.

e Supposons maintenant que p(As) < 1. A, étant irréductible et apériodique, le
théoreme 4 donne 'existence d’un vecteur 1 a coordonnées strictement positives tel
que Agp = p(Ag) < 1. Donc pour tout d assez petit, on a pour tout i dans E :

0[(se(i) — A()p (i) + A7) Z q(i, )Y ()] + 0(0) = Ay (i) — (i) < 0.

Donc pour tout i on a (se(é) —A(i)) () + A(2) 35 (4, 7)¥(j) < 0, ou encore, puisque
s < s1, ¥(i) > %Z] q(i,7)¥(j) < 0, et donc Myp < . Comme Mj est po-
sitive, on en déduit que p(M;) < 1 par la proposition 6. Ici encore on démontre de
méme que p(As) > 1 implique p(M) > 1. O

Montrons maintenant que M, existe, i.e. Kk < s7.
Proposition 3.6 Le rayon spectral de M tend vers l'infini quand s tend vers s;.

Démonstration .
Soient i € E tel que % = s;. Comme la matrice ¢ est irréductible et apério-
dique, il existe un entier n tel que ¢" > 0. Pour ce n, la trace de M vaut :

. ADAG) -+ AGin) oy
tr(M) = ) NG — se@) NG — seG)) - (\Ga) — seGa)) 4 e

ivjlv---jn

Tous les termes de cette somme sont strictement positifs pour tout s < sy, le nombre
de termes est fixé et fini et % tend vers l'infini quand s tend vers s;. Comme
la trace est la somme des valeurs propres, on en déduit que le rayon spectral de M,

et donc celui de M tend vers I'infini quand s tend vers s;. O

Corollaire 3.4 L’exposant k est l'unique solution de ’équation p(Ms) =1 sur l'in-
tervalle |0, sq].

Démonstration

Pour tout s < K, on a p(As) < 1 par le corollaire 3.3, donc on a aussi p(M;) < 1
par la proposition 3.5 pour tout indice 0 < s < min{k, s;}. De plus par la proposi-
tion 3.6 p(Ms) — oo quand s tend vers s;. Donc toujours par la proposition 3.5 on
en déduit que p(Ag) > 1 pour s tendant vers s;. Donc le corollaire 3.3 implique que
K < s1, et que p(Ag) > 1 pour tout indice k < s < s;. Par la proposition 3.5 on a
donc aussi p(Ms) > 1 pour tout k < s < sy. Or, toutes les coordonnées de M; sont
continues en s, donc il en est de méme pour son rayon spectral. Donc p(M,) = 1, et
c’est I'unique valeur de s dans I'intervalle |0, s;[ qui vérifie cette propriété. O

En dimension 2, on peut calculer explicitement 'exposant x. On a E = {1,2} et
le noyau stochastique ¢ est égal a :

~(15)
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A(2) A(1)
AD)+X(2) 7 A1)+ (2)
ou e(2) est strictement positif. L’hypothese (3.4) est vérifiée des que

La loi invariante du processus X est p = ( ). On suppose que e(1)
A(1)e(2) + A(2)e(1) < 0. (3.10)
/e\((ll; On adonc ry +7ry < 0, 772 < 0, et 57 =

max{r; ', 751 }. Pour s € [0, s, la matrice M, est égale & :

0 1—157“
w2 )
s1r2

Pour tout ¢ dans E, posons r; =

et son rayon spectral vaut [(1 — sry)(1 — sr)] T2 Qe rayon vaut 1 pour
1 1 A(2 A(1
rooree(2)  e(l)

En particulier, dans ’exemple de la figure 3.1, on a k = 1, donc la loi limite v n’a
ni variance ni espérance.

3.5 Les équations de renouvellement

Nous allons maintenant donner les équations de renouvellement correspondant
a notre probleme. On fixe le pas a 6 = 1 dans toute la suite, et on travaille sur la
discrétisée Y,

3.5.1 Notations

Pour ne pas alourdir les notations et se rapprocher de celles du chapitre précédent,
on notera b,, = Vn1/2§n et

oo
R, = E Ap—10n—2 " - a'n—kbn—l—ka
k=0

au lieu de Y, désignera I'unique solution stationnaire de 'équation (3.3) :
R, = an Ry + by, (3.11)

donnée par la proposition 10. D’apres le corollaire 1, la loi limite v de Y est la loi
de R;. C’est donc la variable aléatoire R; que nous allons étudier.

La suite (a,,) n’est ni iid, ni une chaine de Markov, on ne peut donc pas appliquer
directement les résultats du chapitre 2. Cependant, conditionnellement a X,,, a,,_1
et a, sont indépendants. On reprend ici la méme démarche en tenant compte de
cette particularité. On signalera les différences au fur et & mesure de leur apparition.

On peut déja remarquer que I’énoncé du théoreme 3.1 est beaucoup plus simple
que celui du théoreme 2.1. En effet, certaines hypotheses, comme la non-arithmétici-
té, sont automatiquement vérifiées en temps continu, et le bruit by est tres particulier
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puisqu’il est gaussien.

Ici, les coefficients a, sont des exponentielles, donc sont toujours strictement
positifs. Autre particularité, les &, sont des variables gaussiennes donc symétriques,
et elles sont indépendantes des suites (a,) et (V,). On a donc :

]P)M ( Z apl_1 - - al_pb_p > t) = P# < Z apl—_1 -+ al_kV_l,?f_k > t)
k=0 k=0
= IED# < Z aglt—q - - - al,kvléz(—f,k) > t)
k=0
= Pﬂ( — Z ap—q1 - al,kb,k > t)
k=0

Ainsi la queue de la distribution de la loi stationnaire v est la méme dans les deux
directions : v(|t, 400[) = v(] — 00, —t[) pour tout ¢, donc si les limites annoncées dans
le théoreme 3.1 existent, elles sont nécessairement égales. Il suffit donc d’étudier une
seule de ces deux limites. On choisit d’étudier la limite du coté positif | c’est-a-dire
la probabilité P, (Ry > t).

Pour étudier la loi stationnaire, on introduit, comme précédemment une régula-
risée : pour tout ¢ dans R, on pose

t

2(t) = et/o u*P,(Ry > u)du.

Le lemme 4 assure encore que si z(t) a une limite quand ¢ tend vers +oo, alors
t*P,(Ry > t) a la méme limite.

Pour prendre en compte le caractere markovien, on introduit les probabilités
conditionnées : pour tout ¢ dans F, et t dans R, on pose

t

Zi(t) = e_t/ u*P,(Ry > u, X = i)du,
0

de sorte que z est égal a la somme des Z; : z(t) = > 7 | Z;(t). On va montrer que
le vecteur de fonctions Z = (7, ..., Z,) est solution d’un systeme d’équations de

renouvellement par la méme démarche que dans le chapitre précédent.

3.5.2 Les équations de renouvellement

Comme la suite (R,,) est solution de I’équation (3.11), on a Ry = agRy + by, donc
pour tout ¢ dans R, on peut écrire

]PM<R1 > U,Xl = Z) = Pu(aoRo > U,Xl = Z) + wZ(U),
ou les fonctions v; sont définies de facon analogue a celles du chapitre précédent :

wl(t) = ]P)u(t — by < agRy < t,Xl = Z) — Pﬂ<t <agRy <t-— bo,X1 = Z)
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On introduit également leur régularisée. On pose G;(t) = e fo u i (u)du, et G =
{Gy,...,Gp). Alors on a
P et
z(t) = Z [et/ u*P,(agRo > u, X7 = i)du + Gl-(t)].
i=1 0

On cherche a récrire cette équation comme un systeme d’équations de renou-
vellement. Le premier terme de la somme peut étre transformé comme suit. Par
définition, on a ag > 0 et conditionnellement a X, ag et Ry sont indépendants.
Ainsi par changement de variable et stationnarité, il vient :

t

e_t/ u*P,(agRo > u, X7 = i)du
0

= Z /U]P CLURQ>UX1—Z)/L()CZ

t logag

= ZE ao][XFZe (¢ log%)/ u"P;( Ry >u)du}u(j)
0

_ et—logag
= ZEj aS]IXl_ie_(t_log‘m)/ u'P,(Ry > u | Xo = j)du] w(7)
i1 = 0

etflog aq

p -
= ZEj aS][Xl:ie_(t_log‘m)/ u'Py(Ry > u, Xy = j)du}
— L 0

On obtient donc le systeme suivant :

Vi<i<p Z(t) =

M-

[]Ej lagLx,—Z;(t — log ao)]] + Gi(t)

1

J

M-

[Fm 7, (t)] +Gi(h), (3.12)

7j=1

ou la matrice F' = (F};); jep est définie par :
E] (t) = E] [ag ][X1 =i ][tZIOg ao] .

La matrice F' est une matrice de distributions au sens de la partie 1.3.1, et le
systeme (3.12) est un systeme d’équations de renouvellement que 'on peut récrire
matriciellement sous la forme Z = F'xZ 4 G. Pour pouvoir appliquer le théoreme 1.4
il faut maintenant vérifier que la matrice F' et le vecteur G en satisfont les hypotheses.
C’est ce qu’'on va faire dans la section suivante.

3.6 Application du théoreme de renouvellement

Par définition de ag, on a la majoration suivante :

ag = exp [/01 e(Xu)du] < exp ( max e(i)),

1<i<p
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donc ag est borné et par conséquent pour tous les états i, 7 de E, les mesures Fj;
sont finies et F;(00) = E;[aglx,—;]. En particulier, on remarque que F(o0) = 'A,.
Comme la matrice A, est irréductible et apériodique par la proposition 12, il en
est de méme pour F', qui est également de rayon spectral égal a 1 par définition
de k. D’autre part, les v;; = E;[af Lx,—;logag] sont bien définis, donc les Fj; sont
d’espérance finie. On note encore I' = (7;;) la matrice espérance de F.

On montre que les autres hypotheses du théoreme 1.4 sont satisfaites dans les
paragraphes suivants.

3.6.1 Arithméticité de F

On veut montrer que la matrice F' n’est pas arithmétique au sens de la défini-
tion 7. Dans le chapitre 2 la démonstration était immédiate car les a; ne pouvaient
prendre qu’'un nombre fini de valeurs que 'on avait choisies explicitement en dehors
d’un réseau. Ici, cette propriété de non arithméticité est vraie sans aucune restriction
sur la fonction e grace a la continuité du processus X sous-jacent. Cependant, la
démonstration est un peu délicate a écrire.

Soient e,, = min,cr{e(i)} la plus petite valeur de la fonction e sur l'espace
d’états E, ey = max;ep{e(i)} sa la plus grande valeur, et ig, jo des états de E ou
ces extrema sont réalisés, i.e. e(ig) = e,, et €(jo) = enr. On va montrer que tous les
points de l'intervalle ouvert le,,, ex[ sont des points d’accroissement de la variable
aléatoire log ay.

Proposition 3.7 Pour tous i,j états de E, pour tout x dans l'intervalle |e,,, ey
et pour tout € > 0 assez petit, la probabilité

]IDi(/Ole(Xu)du €lr—e, x+¢l, X1:j>

est strictement positive, c¢’est-a-dire que x est un point d’accroissement de la variable
aléatoire log a; conditionnellement a Xg =1 et X1 = j.

Démonstration

Soit = un réel de U'intervalle Je,,, eys[. L'idée est de montrer qu'’il y a un ensemble
de mesure non nulle de trajectoires de X qui restent le temps voulu en ig et jp pour
que U'intégrale de e(X) soit proche de x (voir figure 3.2) : ce sont les trajectoires qui
sautent tres rapidement de la valeur initiale ¢ a la valeur 7p, qui restent un certain
temps en 7 puis sautent en jy et y restent jusqu’a sauter a la valeur terminale j peu
avant le temps 1.

La démonstration est un peu technique, car a priori les sauts directs de 7 a 1,
de ig a jg et de jo a j ne sont pas forcément possibles. La propriété d’irréductibilité
assure juste qu’on peut passer de chacune de ces valeurs a la suivante en un nombre
fini de sauts, que 'on peut supposer s’effectuer en des temps tres courts.
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F1G. 3.2 — Trajectoire de la chaine de Markov (X})

Formalisons ceci. Soit 0 <t < 1 tel que x = te,, + (1 — t)eys. Fixons i et j dans
I'espace d’états E. Comme la matrice ¢ est irréductible, on peut trouver des entiers
0<I1I<m<netdesétats kq,...,k, dans E tels que les produits :

Qik1Qky kg~ " Ghyjios  Qiokiy1 Dhigrkiye " Qhmyjor  Djokmir Temyrkmia * " Qkn,j

soient strictement positifs. On pose aussi

y = 6(@) + 6(]{31) + -+ G(k’l) — (l + 1)€m + 6(k1+1) + -4
e(km) — (n =1+ Dey + e(kma1) + -+ e(kn) +e(y),

t -t
Y417 n—Il+1

etz:min{ﬁ }.Alors on a:

1
IP’Z(/ e(Xy)du €lr—¢, z+e], Xi =j>
0
>

P; <Xu =isur [0, n[, X, =k sur[n, 2n,...,
Xy = kysur [In, (I+1)n[, Xy =1 sur [(I+ 1)n,1],
Xy =k sur [t, t+n], Xy =Fkaosur[t+n, t+2n],...,
Xy=kpsur[t+(m—1—1)n, t+ (m—1n],
X = o sur [+ (m — D, 1= (n—m+ Ly,
Xy=kppsur[l—(n—m+1)n, 1—(n—m)y[,...,
Xy =k, sur [1—2n, 1—n],
Xy=gsur[l—mn, 1, ne]o, z[) (3.13)

En effet, on a construit cet événement pour que sur celui-ci, les égalités suivantes
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aient lieu (voir figure 3.2) :

/ (X,

= ne(i) +ne(ky) + - +ne(k) + (t — (L + )n)en + ne(kir) + - - + ne(km)
+((L—t) = (n =1+ 1)n)er + ne(kpmyr) + - - - + ne(ky) +ne())

= ten,+ (1 —t)ey +ny

= z+ny,

done si ) < % alors la valeur de Vintégrale fol e(X,)du est bien dans l'intervalle

lt—e, x+¢€l

On peut calculer explicitement la probabilité (3.13). Pour ce faire, on appelle
S1, ..., 9, les temps d’attente du processus X c’est-a-dire le temps passé dans chaque
état, et Jo, ... J, ses sauts. On rappelle (voir par exemple [50]) que I'on a la propriété
suivante.

Proposition 15 Le suite de variables aléatoires (J,,) est une chaine de Markov
(1, q) sur Uespace d’états E, et conditionnellement a Jy, ... J,_1, les variables alé-
atoires Sy, ...,S, sont indépendantes et de loi exponentielle de paramétre respectif

AMJo)y ooy A(Jn—1)-
Avec ces notations, la probabilité (3.13) peut se récrire comme :

(3.13)
= P(hh=1, Si=n, Ji=ki, So=mn,....J1 =k, Siy1 =1, Jip1 = o,
Sppp=t+ ({1 =1)n, Jyo =k, Sz =0+, g1 = kmy Smy2 =1,
Imi2 =Jo, Smaz=1—t+n—1+1)n, Jnis=kni1, Smya=1,...
Jnv1 = kn-1, Snr2 =1, Jnr2 =kn, Snpz =0, Juiz =J, Snra =1,
n €10, z[),

ou encore, sous forme d’intégrale :

(3.13)
= / ]P)(Jo =1, S1 € d?’], J = k‘l, Sy € d77, Ceey J = k’l, Sl+1 € d?], Jl—i—l = 19,
0
L2512 ¢ g Jias = ke, Sis € d =k, S
——1 € Juz =k, Sis €, Jmt1 = km, Smi2 € dn,
_ 1—-1t)—-5,,
Jm+2 = Jo, ( ) 3 c d777 Jm+3 = karl? Sm+4 € dn7 R

n—1_1+1
o1 = kn_1, Sny2 € dn, Jpyo = kn, Spyz €dn, Jnys =J, Snpa > 1).

Comme on connait les lois des Sy et Ji, on peut maintenant calculer explicite-
ment cette intégrale. En conditionnant successivement et en utilisant la proposition
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précédente et la propriété de Markov, on obtient :

(3.13)
— [ P =B(Si € dn | Jo=i) x
0
P(Jl =ky, Soedn,..., Jpy3=17J, Spta >N |J0 = Z)

= / [M(i)/\(i)eA(iMP(h =k, So€dn,..., Jnyz =J, Snya 21 |Jo = i)} dn
0
= ,u,(i)/\(i)/ [e—WMP(SQ edn| Jo=1i,J1=k)P(Jy =k | Jo=1i) x
0
]P)(S2 Gdn,...,Sn+4 >n | Jo=1,J1 :k‘l) dn

= (i) qip, AN A (k1) / [e’\(i)"e)‘(kl)"P(JQ = kg Spaa>n | Jo=1i,J1 = kl)} dn
0

- IU’(Z)QZ,kl le,kg e le,iqu’O,le o qkm,joqjo,km+1 e an,] X
AG)AGRL) - Akn)AGo) (T = DAGi)(n — 1 +1)
/ ’ {e%(i)ne*/\(kl)n o e*A(kn)ne*A(io)(t*(lfl)n)e*A(jo)(lft*(ﬂ*l+1)ne*>\(j)n} .
0

donc par choix de ki,...,k,, de z, et la stricte positivité de la fonction d’intensité
A, on en déduit que cette quantité est bien strictement positive. O

La proposition 3.7 implique en particulier qu’aucune des mesures
Fij(-) = Ejlag Ly, = L s10g.0,]

n’est a support discret. Par conséquent, la matrice F' ne peut pas étre arithmétique
au sens de la définition 7.

3.6.2 Finitude de la fonction de renouvellement

Nous allons montrer que pour tout ¢ dans R, la fonction de renouvellement U (t)
est finie. Pour cela, comme au chapitre précédent on va controler U par les convolées
successives de F. Puisqu’on a vu que F(oo) = 'A,, on commence par généraliser
cette relation en donnant deux lemmes qui relient les convolées de F' aux puissances
de l'opérateur A,.

Lemme 3.2 Pour tous n,,j,t on a :

F (t) =Ejlai---ay ﬂbg a1--an>t ﬂXn+1:i:|'
Démonstration

On fait une preuve par récurrence sur n. Pour n = 1, c’est la définition de F'
Supposons que la formule est vraie pour n fixé. Alors en utilisant la stationnarité et
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la propriété de Markov on trouve :

p p
n+1 n n
FVM) = Y Fax RV = Z/F,Ej)(t—u)Fik(du)
k=1 k=1
p
= Z/EJ [af "'az][logal---anztfuI[Xn+1=k]Ek[ag(su(bgaO)][X1:i]
k=1
p
- Z/]Eﬂ[a’f e 'a;][logar“anzt—u][Xn+1=k][X0:j] x
k=1
1
E,lan,16,4(logay, ][Xn | =k
ple 1008 et Losami o=kl 5
p
= ZE#[G? : "az]lloga1-~an2t—10gan+1]IXOZj | ][Xn+1=k] x
k=1
x (k)
Eu[an+1][X7»+2=i | ][Xn+1:k]w

K

I
NE

B
Il
—

u[alf T GZGZH ][loga1~~-anan+12t ][Xo:j ][Xn+

= =

j[alf T agafwl ][logar--ananHZt ][Xn+2=i]'

Donc la formule est vraie pour n + 1 et par récurrence le lemme est démontré.

1
w(J)

2=i}

E,u [a’f t a’:zan—&-l][lf)g ay---ap>t—logan41 ][X():j ][Xn+2=i | ][Xn+1:k‘]

=

=
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O

On a vu que F(o0) = *A,. La proposition 3.1 et le lemme précédent impliquent
aussi que pour tout n on a F™(c0) = A" = F(00)", et plus généralement on a le

lemme suivant :

Lemme 3.3 Pour tous n entier et 0 < s <k on a :

/ e U FM (du) = A" _,.

[e 9]

Démonstration

Pour tous 7, 7 dans E, on a, par le lemme précédent et la propriété de semi-groupe

donnée par la proposition 3.1 :

/ e_s”FZ-(f)(du) = / e E;la}---akd,(logay - -a,) Iy

o0

E; [af - - age_SIOgal"‘lln I,

K—S

= Ejlaf™ a1y, =]
(AL_o)jis

ce qui prouve le lemme.

n+1 :l]

n+1:i]
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On utilise maintenant ce lemme pour prouver la finitude de la fonction de renou-
vellement. Soit 0 < s < k fixé. Par définition de U, on a :

oo

Uy(t) = Y F()

n=0
— etet / ZF(”) du)
st / 7suZF(n) du
stZ/ —suF(Tl du)

e}

IA

IN

est

)i (3.14)

d’apres le lemme précédent. Or par le corollaire 3.3, on a p(A4,_5) < 1. Donc la
derniere série dans l'équation (3.14) converge. Ainsi U;;(t) est fini pour tous ¢,j
dans E et t dans R.

3.6.3 Identification de 7

On veut maintenant montrer que Z est exactement égale a la solution particuliere
UxG de I'équation de renouvellement (3.12). En itérant cette équation, il vient, pour
tout n,

Z=F"xz7+> F®xqG. (3.15)

Or on a vu dans la partie 3.5.2 que

p t

Z(F * Z)i(t) =e" /06 u*P, (a1 Ry > w)du.

i=1
Par un calcul similaire, on montre que pour tout n, on a

p t

S(F® s 2 (1) = ¢ / U Pu(aga s -+ a1 Ry > u)du.
0

i=1

Or on a vu a I’équation (3.7) que aga_1 - - - a1, tend vers 0 quand n tend vers 'infini.
Ainsi par le théoreme de convergence dominée Y7 (F™ x Z),(z,t) tend aussi vers
0 quand n tend vers l'infini, et comme tous les termes de la somme sont positifs,
chacun tend donc vers 0, et ainsi on a bien Z = U * G en passant a la limite dans
I'équation (3.15), ce qui prouve au passage que U * G est bien définie.
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3.6.4 Intégrabilité de G

La preuve est la méme que dans le chapitre précédent, paragraphe 2.4.3, en
remplacant les conditionnements par ag par des conditionnements par X;. On a
encore E,|bp|® < oo . En effet, E,|bo|" = ]EH(VOS/2)EH]§O|“ par indépendance, et &
a des moments a tous ordres car c’est une variable gaussienne, et V[ est bornée.
La seule différence qui apparait est dans la majorationde E;[|by||agRo|""!]. Par la
preopriété d’indépendance conditionnelle, on a :

Ei[|bo|laoRo|* "] < Ey[|bolag ™ |Es| Ro ",

et cette quantité est finie puisque a( est borné et par la proposition 13.

3.6.5 Queue de la distribution

On a montré que la matrice F' et le vecteur G vérifient les hypothese du théore-
me 1.4. Donc avec les notations de ce théoreme, on a, pour tous ¢, 1,

Zi(t) —— szzu]/ (3.16)

En sommant sur tous les états i, on obtient :
2(t) — — uj/ (3.17)

car y_ m; = 1. Ici encore, rien n’impose a priori que cette limite est non nulle. C’est
ce qu'on démontre dans la partie suivante.

3.7 La limite est non nulle

La méthode est la méme que dans le chapitre précédent. On établit une minora-
tion de la probabilité P(|R;| > t) par une probabilité faisant intervenir des produits
de a,, et on étudie ensuite la marche aléatoire de pas log a,.

3.7.1 Minoration de v{z: |z| >t}

On commence par minorer la probabilité P, (| Ry| > t).

Proposition 3.8 Il existe ¢ > 0 et une constante correspondante C' > 0 tels que
pour tout t assez grand, on ait :

2t
P,(|Ri| >t) > C P,(sup (ap---ai—n) > ?)

Rappelons que R, = 22020 apa_1 - -+ ai_b_g. On pose, pour tout n > 1,
T = Z ap_1---ai_pb_r et I, =apa_1- - ai_,.

On adapte la définition de médiane conditionnelle.
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Définition 26 Soit S une variable aléatoire o(X¢, Wi, a < t < b)-mesurable. On
note med;(S) une médiane de S conditionnellement a X, = ¢ pour 1 < i < p et
med_(S) leur minimum med_(S) = min;{med;(5)}.

Avec cette notion, on peut étendre I'inégalité de symétrisation de Lévy.

Lemme 3.4 Pour toust >0etn>1, on a

) R — Rj
J . -1 M n
Pu(lr%% {Rl v H]med_( T )} > t) < 2P, (R > t).
Démonstration ' ;
On pose T' = inf {j <nt.q. R} +I;med_ <Rln;j&> > t} si cet ensemble est non

vide, n + 1 sinon, et B; = {med,(R?H__R{) < RILH_,RJI }
J J
L’événement (T = j) est dans la o-algebre engendrée par (X;, Wy, (1 —j) <t <
1), est B; est dans la o-algebre engendrée par (X;, Wi, 1 —n <t <1 —j). Ainsi ces
deux événements sont indépendants conditionnellement a X;_;. De plus, pour tous

. . . Rn_Rj Rn_Rj .
vetjona PH(Bj | Xij =) = ]P)M<m€di( IHj 1) < 1Hj L] X = Z) = % par
définition de la médiane conditionnelle. Donc, comme les produits II; sont positifs,

on a :

n

PRy > 1) = P (|JIB; N (T =)

j=1

= > N PuB | X1y =)P(T =j | Xa_j) = i)uli)

=1 i=1

1
> §Pu(T <n)

- %IP’M( max {R{ + I;med_ <R711H;R{>} > t),

1<j<n i
et le lemme est démontré. O

Sous nos hypotheses, R} tend vers R; quand n tend vers l'infini, et a j fixé,
Hj’l(RiZ — R}) converge vers une variable aléatoire R qui a la méme loi que R;. On

~

pose my = med_(R;) = min;{med(R; | X; = i)} = med_(R), et en faisant tendre
n vers l'infini dans le lemme 3.4, on obtient, pour tout ¢ > 0,

]P’M<sup{R{ +1Ime} > t) < 2P, (R, > t).
J

Si on remplace R; par — R, on obtient une formule similaire, et donc, en regroupant
ces deux formules il vient :

PM<Sup|R{+H]~mO| > t) < 2P, (|Ry| > ¢). (3.18)
J
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De plus, pour tout ¢ > |mg|, on peut minorer la premiere probabilité en faisant
intervenir les différences successives :

P, ( sup |RY + Imo| > t) > P, <3n t.q [(RMH 4 Tysame) — (RP + Myme)| > 2t> ,

olt on a posé RY =0 et IIp = 1. Or, on a

(R?H + Hn+1m0) - (R? + Han) = Q—1-"*A1—pb_y + (Hn+1 - Hn)mO
= 1II, (b_n + (a_, — 1)m0).

Donc I’équation (3.18) donne, pour tout € > 0 :
1
Pu|Ral >1) = 5P <E|n 6.0 [Ty (bon + (a_p — 1)mo)| > 2t>
1 2t
> P, (an tq. 1L, > = et [boy + (ay — Lmo > g>. (3.19)

On étend maintenant 1'inégalité de Feller-Chung :

Lemme 3.5 Pour toust > |mg| et e >0, on a :

2t
IP’M(EIn t.g. I, > — et |b_n + (a_p — 1)m0‘ > z—:)
€

2t
> 1mm P;i(|bo + (ag — 1)me| > )P, (In t.q. 11, > —)

Démonstration
On pose Ag = 0, A, = {II,, > 2} et B, = {|b_, + (a—, — 1)me| > ¢}. Condi-
tionnellement a X;_,, B, est indépendant de Ay, ..., A,. Ainsi on a :

00 00 n—1
P.(JIA4.NB]) = Y Pu(B.NA,[)[B;NA])
n=1 n=1 =0

00 n—1
> Pu(B.N A, [) A
n=1 7=0

p n—1

= DD BB | Xicw = OBu(AL [) 45 | Xion = i),

n=1 i=1

v

Or par stationnarité de X, on a P, (B, | X1, = 1) = P;(|bo + (ag — 1)mo| > ¢).
Donc il vient :

o0

P, (| JA4.NB.) > min Pi([bo + (a0 — 1)mo| > €)P U A,)
n=1

ce qui acheve la démonstration. O

On peut maintenant donner la preuve de la proposition 3.8.
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Démonstration de la proposition 3.8
L’équation (3.19) et le lemme 3.5 donnent, pour tous t > |mg| et € > 0,

1 2t
P,(|R1| > t) > = min P;i(|by + (ap — 1)me| > €)P,(3n t.q. IL, > —).
2 1<i<p €

Comme by = Vol/ 250, que Vg et ag sont bornées, mais que & ne ’est pas car ¢’est une
variable gaussienne, on ne peut pas avoir 1'égalité P;-presque sure by = (1 — ag)my.
Donc on peut trouver € > 0 tel que miny<;<, P;(|by + (ag — 1)mg| > ¢) > 0. Ainsi,
on peut trouver une constante C' > 0 telle que pour tout ¢t > |my|, on ait

2t
P,(|R:| > t) > C P,(sup II, > —)
n 5

comme annonce. O

Remarque La raison apparente pour laquelle le minimum des probabilités P;(|by +
(ap — 1)myg| > €) est strictement positif est différente de celle invoquée au cha-
pitre précédent. En effet, ce n’est plus l'indépendance des suites (a,,) et (by,)
qui fait tout marcher, mais des propriétés de bornitude. En fait, dans les deux
cas, ces propriétés particulieres de la suite (ay,, b,) permettent de montrer 1’ab-
sence automatique de point fixe presque sur pour I'application x —— agx + by,
qui est la propriété fondamentale utilisée pour conclure, de méme que dans le
cas iid.

Il faut maintenant étudier le comportement de ces produits 1I,,. Pour estimer la
probabilité P,(sup,, II, > t), on utilise encore la méthode des processus de renou-
vellement markoviens et des hauteurs d’echelle.

3.7.2 Etude d’une marche aléatoire

Commencons par introduire quelques nouvelles notations. Soit So = 0 et pour
tout n > 1, on pose

n 1
Sp = Zlog(al_k) = logll,, = / e(X,)du.
1-n

k=1

Comme le processus (X,,)nez est encore une chaine de Markov, (X;_,,S,) est bien
un processus de renouvellement markovien au sens de la définition 17. On lui associe
la matrice semi-markovienne K = (k;;) définie de la facon suivante :

kij(t) = Pu(Xo = j, logag <t [ Xy =1).

C’est une matrice de distributions au sens de la partie 1.3.1. On note 7 le premier
temps d’échelle de cette marche aléatoire (voir définition 19) : 7 = 7y = inf{n >
1 t.q. S, > 0}, et la premiere hauteur d’échelle est S,. La matrice semi-markovienne
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du processus d’échelle est notée H(t). Elle décrit la distribution de S, et ses coor-
données sont les suivantes :

Hz(t) = ]P)M(T < OO,ST < t,Xl_T :] | X = ’L)

C’est aussi une matrice de distributions au sens de la partie 1.3.1. Comme S, > 0,
H a pour support la demi-droite positive. De plus, S, > 0, S;_, < 0 et les a,, sont
bornés, donc S, < suploga, < supe(i) < oo, et H est a support fini.

On définit aussi le n-eme indice d’échelle par 7,, = inf{n > 7,y t.q. S, > S,,_,},
et S;, la hauteur d’échelle correspondante. On peut vérifier que 'on a :

H (1) = Py(rn < 00,8, <t, X1, =7 | X1 =1),

ij
ot H™ est la n-eme convolée de H. On note aussi ¥ = >°°° 'H™ la fonction de
renouvellement associée a H.

Pour préciser le comportement asymptotique de la marche (S,,), on va utiliser
le théoreme de renouvellement 7 pour F' = H et @ = k. Certaines de ses hypotheses
sont immédiatement vérifiées :

— comme H(0) =0, on a p(H(0)) <1,
— comme les H;; sont des probabilités, H(co) est finie,

~ comme H est & support fini, I'espérance I' de H,(c0) = fooo e " H (du) est finie,

— la non arithméticité se prouve comme dans la section 3.6.1.

Ici encore il y a une différence notable avec la chapitre précédent : du fait que
les a; ne prennent pas un nombre fini de valeurs il n’est plus nécessaire de tronquer
la matrice H. En effet, pour tout ¢, 7 dans F, on a :

Hl(OO) = ]PH(T < o0, X1,T :j ’ X1 = Z)
> Pur=1 Xo=j | X1 =1)
()
(¢)
1 .
- 193-(/ e(X,)du >0, X; = QM
0 (1)
et d’apres la proposition 3.7, cette derniere quantité est strictement positive car 0 est
dans U'intervalle |e,,, ej/[ par hypothese. Ainsi la deuxieme hypothese du théoreme 7

est valide. On en déduit de qu'on peut trouver i et j tels que 0 = H;;(0) < H;;(00),
et la troisieme hypothese est aussi vraie.

=

= Pj(logao >0, X; = Z)

=

Calculons maintenant le rayon spectral de H,(oc0). Pour cela, on introduit la

~

transformée de Laplace }A((s) = (k;j(s)) de la matrice K :

ki;j(s) = /€Stkij(dt) = Ei[agﬂxlzi]% = A_l(tAS)A,
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avec A = diag(p(i)). A cette conjugaison pres IA((S) n’est autre que la transposée
de la matrice A;. En particulier, K(s) et A; ont le méme rayon spectral, donc

p([A((/f)) = 1.

De plus, on en déduit que K (k) est une matrice positive et irréductible, et comme
tA,, = F(00), donc A™'m est un vecteur propre a droite & coordonnées strictement
positives de la matrice K (k) pour la valeur propre 1. Posons ¥ = A=l = diag(:(“;) ).
Alors la matrice :

t
K (t) = 2—1</ e”““K(du))E
—00
est encore une matrice semi-markovienne. Notons (“X;_,,"S,,) le processus de re-
nouvellement markovien qui lui est associé. Ceci revient a faire un changement de
loi sur le processus (Xi_y, Sp)-

On utilise maintenant la proposition 7 : la matrice X 71K (0c0)X est la matrice
semi-markovienne associée au processus d’échelle (%S, ), et l'espérance de log("a;)

~

est la dérivée de I'application s — log p(K(s)) au point k.

Or, on a vu que p(K (s)) = p(A,). De plus, log p(4o) = log p(A,) = 0, la dérivée &
droite en 0 de s — log p(Ajy) est strictement négative (proposition 3.2) et cette fonc-
tion est convexe (corollaire 3.2). Donc la dérivée de l'application s —— log p(lA( (s))
en k est strictement positive, i.e. E,[log("a;)] > 0, et la marche ("5,,) tend presque
strement vers +o0o par le théoreme ergodique. On utilise maintenant la proposition 8
pour conclure que

p(E7 Ki(00)8) = p(Ky(00)) = 1.

On a donc démontré que toutes les hypothese du théoreme 7 sont vérifiées. Soit
maintenant M = sup,, S,, = sup,, S,,, le maximum de notre marche aléatoire. Par
définition de H, on a pour tout 1 <i <p:

= Y Pu(rn<00,8, <t =00 | Xy =1)

n=1

») 4 )
- ZZP“(TH<OO’STn§t7Tn+1zooy XlZZ |X1—Tn:])_-

n=1 j=1 (7)

o8] p
= D ) [Pulrn < 00,8, St X1, =5 | X1 =) x

n=1 j=1
(1 - ]PM(TnJrl < o0 | le‘rn = ])}

S MLHOIED PN

p

= > [Wu®) (1 =) Hin(c0))]. (3.20)

j=1
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Le théoreme 7 appliqué a I’équation (3.20) donne, quand ¢ tend vers I'infini :

RO =) =3[0 Huto0) [ e )]
k=1 t
:(1 - Z: Hji(00)) /too e‘”“%mmjdu}

_ p IS
_(1—;ij(oo))§miuj]e : (3.21)

>
>

1

J

M-

1

J

ou m et @ sont des vecteurs propres a gauche et a droite de H,(o0) & coordonnées
strictement positives normalisés comme en (1.6), et 7 = ul'm > 0.

Il reste encore & prouver qu'’il existe un j < p tel que 1—>"%_, Hj(c0) > 0. Or la
proposition 8 dit que p(H (c0)) < 1 puisque E, log ag < 0. La matrice H(oo) est donc
sous-stochastique et non stochastique, donc il existe j tel que 1= 7_, Hjz(c0) > 0.

On a ainsi montré que le terme de droite dans I’équation (3.21) est strictement
positif, et donc il existe une constante C' > 0 telle que, quand t tend vers l'infini on
ait :

p
e PU(M > ) =Y P (M >t | Xy =i)u(i) > C. (3.22)
=1

En injectant ce résultat dans la proposition 3.8, on obtient, pout ¢ assez grand :
t"P,(|R1| >t) > K > 0, (3.23)

et donc avec les notations du théoreme 3.1, on a L > 0, ce qui acheve la démonstra-
tion.
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Chapitre 4

Résultats multidimensionnels

4.1 Introduction

On passe maintenant a ’étude de notre équation récursive Y, 1 = a, Y, +0b, dans
le cas multidimensionnel. On fixe un entier d > 1. Alors, Y,, et b, sont des vecteurs
de R? et les coefficients a,, sont des matrices de R? x R%. Ce type d’équation mul-
tidimensionnelle apparait dans I’étude des marches aléatoires en milieu aléatoire ou
des processus de branchement en milieu aléatoire avec immigration. Les équations
vectorielles contiennent également le cas des équations récursives scalaires d’ordre d
supérieur a un (voir chapitre 6).

On a déja mentionné que la solution stationnaire de cette équation a coeffi-
cients iid a été étudiée par H. KESTEN [44, 45] puis E. LEPAGE [47]. Ce chapitre
est consacré a un exposé plus en détail de leurs résultats et de leurs méthodes de
démonstration. Il servira a la fois d’introduction et de comparaison avec le chapitre
suivant qui étendra ces résultats.

Dans la partie 4.2, on donne le cadre du probleme et on fixe les notations qui
seront utilisées dans ce chapitre et le suivant. Dans la partie 4.3, on expose les
résultats de [44, 45] concernant les matrices positives. On y donne aussi un théoreme
de renouvellement pour des fonctionnelles d'une chaine de Markov qui servira dans
toute la suite. La partie 4.4 est consacrée aux résultats de [47].

4.2 Contexte et notations

Dans ce paragraphe, on décrit notre probleme et son cadre, et on donne une série
de notations qui serviront dans tout ce chapitre ainsi que dans le chapitre 5.

4.2.1 Notations

Sauf indication contraire, tous les vecteurs considérés dorénavant seront des vec-
teurs ligne. On considere donc R? comme ’ensemble des vecteurs ligne, et on le
munit de la norme euclidienne notée || - ||. On note par le méme symbole || - || la

115
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norme matricielle associée : pour tout vecteur ligne x = (x1,...x,), et toute matrice
a de taille d x d, on a

d L\ 1/2
Il = (3a2) . llall = sup foal]

k=1 z||=1

On rappelle que la norme euclidienne d’une matrice s’exprime par un rayon spec-
tral : ||a||* = p(a'a).

Soit S~ la sphere de R?, i.e. ’ensemble des vecteurs ligne de norme 1, et S, ses
éléments positifs au sens de la définition 8 :

S = freRY [z =1}, S, ={zesT x>0}

On réservera la lettre x pour désigner des éléments de la sphere.

On note P41 = P(R?) I'espace projectif correspondant aux vecteurs ligne de R,
C’est 'ensemble des droites de R?. On réservera la lettre v pour désigner des éléments
de lespace projectif. Si z est un vecteur de la sphere S9!, on notera z son image
dans P91, Si v est un élément de P?~!, on appellera ¢ un de ses antécédents dans
S?1 (quand le signe n’intervient pas). On munit P4~ de la distance dp suivante :

6p(v,v') = min{||z — 2/|| t.q. 2,2/ € S*!, T =0, 2/ =o'}

Soit G = GI(d,R) le groupe linéaire des matrices carrées inversibles réelles de
taille d. On note par - I'action a droite du groupe G sur la sphere ST! : pour tous
z dans S?! et a dans Gi(d,R), on pose

xra

roa=-—-:.
| zall

Si a n’est pas une matrice inversible et que xa = 0, on conviendra que x-a = 0. On

notera simplement va ’action a droite de G sur 1’espace projectif.

Enfin, si p est une mesure, on notera S, son support, et pour toute matrice a,
on désignera ses coefficients par a(i, 7).

4.2.2 Cadre du probleme

Dans ce chapitre et les suivants, par souci de clarté, on notera en majuscule
toutes les variables aléatoires. Ainsi on notera A,, au lieu de a,, et B,, au lieu de b,
les coefficients de 1’équation récursive.

Soient (2, F,P) un espace probabilisé, et (A,,, B,,) une suite de variables aléatoi-
res indépendantes et identiquement distribuées sur €2 ou les (A,,) sont des matrices
carrées de taille d, et les (B,) des vecteurs colonne de R%. On étudie 1’équation aux
différences aléatoires suivante :

Vo1 =AY, + B,  n>0. (4.1)
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On appelle 7 la loi du couple (Ay, By), et u celle de A;.

On a un analogue du théoréeme 8 dans ce cas (voir aussi P. BOUGEROL ET N.
PICARD, [9]) : si la condition suivante est vérifiée :

Ellog™ || Agl|] < +o0. (4.2)

alors la limite ci-dessous existe pour tout = dans S?! :

1 1
lim —log||A4;---A,|| = lim —log|[zA; - A, = a. (4.3)
n—oo M n—oo 1

Si de plus « est strictement négatif, alors le produit ||Ag-- - A, || converge exponen-
tiellement vite vers 0. Si on a aussi E||By||® < oo pour un 3 > 0, alors la série

Rn+l = Z AnAn—l te An—k—lBk
k=1

converge presque sturement et la suite (R,) est I'unique solution stationnaire de
I’équation (4.1).

Ici, par la propriété d’indépendance on peut donner une autre variable aléatoire
plus simple qui suit aussi la loi stationnaire. En effet, pour un vecteur colonne Yy
donné, la solution de I’équation (4.1) est :

Yn+1 = Bn + Aan—l + AnAn—an—2 + -+ AnAn—l T AlBO + AnAn—l te A()YE),

qui, par la propriété d’'indépendance, a la méme loi que

n+1

ZAl A B+ A A Y.
k=1

Sous la condition 4.2, et si de plus a < 0 et E||By||” < oo pour un 3 > 0, alors la
série

R == ZAl "'Ak—lBkz
k=1

converge presque strement. La variable aléatoire R suit alors la loi stationnaire de
I'équation (4.1). C’est cette variable que nous allons étudier.

Le coefficient « défini par la limite 4.3 s’appelle le premier exposant de Lyapou-
nov de la suite (A4,). Sous une condition additionnelle de non anticipation, il est
démontré dans [9] que la condition a < 0 est nécessaire a 'existence d’une solution
stationnaire de 1'équation (4.1). Dans le cas critique ou o = 0, M. BaBiLLoT, P.
BoUGEROL ET L. ELIE ont montré que la chaine de Markov (Y},) peut encore avoir
une mesure (non bornée) stationnaire lorsque les A,, sont des homothéties.

Dans toute la suite, on se place dans le cas ou l'exposant de Lyapounov « est
trictement négatif.
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Comme la norme matricielle choisie est sous-multiplicative, pour avoir a < 0 il
suffit d’avoir Elog ||A;|| < 0 par la loi des grands nombres. On dispose aussi d'un
autre critere de négativité du coefficient a. Soit ® le produit de Kronecker des ma-
trices. Il se définit comme suit : si a = (a;;) et b = (b;;) sont des matrices carrées de
taille d, leur produit de Kronecker est la matrice carrée de taille d> qui s’ecrit par
blocs de la fagon suivante :

Clllb s CLlnb
a®b= :
amb -+ apnb

On a alors la propriété suivante :

Proposition 4.1 Si le rayon spectral de la matrice E[A; @'A1] est de module stric-
tement inférieur a 1, alors on a o < 0

Démonstration

On remarque que « ne dépend pas du choix de la norme puisqu’elles sont toutes
équivalentes en dimension finie. Considérons nos matrices comme des éléments de
R%4 muni de sa norme euclidienne notée || - [|gxq. On a alors

lallia =Y ali,5)* = tr(da),

ij

ou tr désigne la trace de la matrice. On note S,, = A, --- Ay, et F,, = E[S,,'S,,]. On
a alors :

Fn+1 = E[Sn+1tsn+1]
= E[An—i-lsntsntAn-i-l]
= E[An+1E[SntSn]tAn+l]

par indépendance. Ainsi, on a la relation F,.; = T'F, ou T est I'opérateur de R%*¢
dans lui-méme qui a une matrice a associe E[A;a'A;]. En particulier, il vient :

B[ A Aullia = Elldn--- Al
= tr(F,) = tr(T")
< dQP(T)n>

ou I désigne la matrice identité. En particulier, des que p(T") est strictement inférieur
a 1, alors «a est négatif. Soit maintenant £;; la matrice dont tous les coefficients sont
nuls sauf le coefficient ij qui vaut 1. Alors dans la base (Ey1, Eva, ... Evg, Eo1, ... Eqq)
de R¥4, Popérateur T' s’écrit exactement comme E[A; ® ‘A;], d’ott la proposition.O

4.2.3 Quelques opérateurs

On introduit maintenant une série d’opérateurs qui vont intervenir tout au long
de ce chapitre et du suivant. Les opérateurs qui sont des restrictions ou des ex-
tensions les uns des autres seront notés par le meéme lettre avec des indices ou des
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exposants différents. On pourra se rapporter a ce paragraphe pour savoir de quel
opérateur il s’agit.

On suppose qu’il existe o > 0 tel que E[|| A1 log™ [|A1||]] < co. Les opérateurs
suivants sont définis pour tout s dans U'intervalle [0, o].

Opérateurs sur l’espace projectif
On réserve les lettres droites aux opérateurs définis sur ’espace projectif. Pour toute
fonction f continue sur P4~! et pour tout v dans P?!, on définit

P f(v) = EffoAd*f(vAL)] /Hvall f(va)p(da).

On verra qu’il existe une unique (& coefficient multiplicatif pres) fonction continue
e, strictement positive sur P41 qui vérifie

Pieg = k(s)es,
ou k(s) est le rayon spectral de P* et a pour expression
. s\ 1/n
k(s) = lim (B[4 - A, ) "

On définit alors un opérateur markovien sur P4~! de la facon suivante :

Q*f(v) = ﬁ / al*es(va) f (va)u(da).

Opérateurs sur la sphere
On peut étendre les deux opérateurs précédents a la sphere. On garde les mémes
lettres pour les désigner, mais avec une police cursive. Pour toute fonction f continue
sur S et pour tout x dans S*', on définit

Pof(r) = / lzal* f(z - a)u(da)
Q' f(z) = ﬁ / |wal|*e.(za) £z - au(da).

Remarquons que si f est symétrique sur la sphere, il en est de méme pour P*f et
Q° f dont les images dans 'espace projectif sont alors P®f et (Q°f respectivement.

Opérateurs sur S ! x R
Pour tous les opérateurs suivants, la valeur de s est fixée égale a une valeur critique
r vérifiant k(k) = 1. Dorénavant, on omet donc l'exposant s = k. Pour marquer
qu’il s’agit maintenant d’opérateurs sur un espace produit, on rajoute un exposant
a gauche & deux chiffres. Pour toute fonction f continue bornée sur S%~! x R et pour
tous (z,u) dans ST x R, on définit :

2O f(x,u) /||xa|\”e,4 Ta) < -a, u+mb> (da,db).

lzal
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Pour toute fonction f continue bornée sur S¥~! x R et pour tous (z,t) dans ST x R,
on définit :

1

ex(T)

90f(2.u) = = [ lwall"eu(za)f(a - a,t ~ log eal (da, db)
Opérateurs sur S ! xR x R

On présente enfin deux dernier opérateurs sur S9! x R x R et donc munis d’un

exposant & trois chiffres. Pour toute fonction f continue bornée sur S%~! x R x R et

pour tous (x,u,t) dans ST x R x R, on définit :

YN (2, u,t) = /f(:r;-a,u+xb

lzal
1

2o f(rut) = /Hxa||“eﬂ(ja)f<x~a,

ex(T)

= log |lzal ) n(da, db)
u+ b

lzal

L’opérateur '22Q est donc une extension commune des deux opérateurs ?Q et %Q.

t = log||zal| ) n(da, db).

4.3 Les résultats de H. Kesten

On rappelle maintenant les principaux résultats de [44], qui concernent les ma-
trices positives au sens de la définition 8. Puis on donne les grandes étapes de la
démonstration.

4.3.1 Reésultats

Comme en dimension 1, I’étude de la queue de la solution stationnaire passe
par celle des produits A;...A,. Le premier théoreme donne des résultats sur le
maximum de ces produits, et le deuxieme sur la queue de la solution stationnaire de
I'équation (4.1).

Théoreme 10 Soit (A,) une suite de matrices réelles iid de taille d x d et de loi p

telles que :
P(Ay > 0)=1, P(Ay a une ligne de 0) =0,

Ellog™ || Ag||] < +o0. (4.4)
Supposons aussi que le sous-groupe de R engendré par
{logp(a) |la=ay...a,, n€N, a; €S,, a> 0}

est dense. Alors, il existe une constante o < oo telle que pour tout x € S on ait :

1 1
lim —log||A;--- A, = lim —log||zA; - Al = a, (4.5)
n n—o0 N

n—oo

presque surement. Si de plus « est strictement néqgatif, et s’il existe o > 0 tel que

1<i<d

d
B[ min {34067} = a7 et Ell A7 1og" | 40]] < ox,
j=1
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alors il existe un exposant k dans l'intervalle 0, o] tel que la limite

lim ¢"P(max ||[xA;--- Al > 1)

t——+o0 n

existe et est strictement positive pour tout x dans S, .

Ce premier résultat est donc ’analogue des résultats des parties 2.6 et 3.7.2 sur
le maximum des produits ag - - - a1_,,. On donne maintenant le théoreme sur la queue
de la loi stationnaire de 1'équation (4.1).

Théoreme 11 Soit (A, B,) une suite de variables aléatoires iid ot les A,, sont des
matrices carrées et les B, des vecteurs colonne. Supposons que la suite (A,) vérifie
toutes les hypotheses du théoreme 10, et que, avec les notations de ce théoreme :

P(By=0)<1, P(By>0)=1, E|By]" < 0.
Alors, pour tout x € S™™1, la limite

lim t"P(zR >t)

t—+4o00

existe et est finie. De plus pour tout x dans S, cette limite est strictement positive.

Remarque Dans ce contexte multidimensionnel, I’ensemble des directions x dans
lesquelles on regarde le comportement de la queue de la loi stationnaire est
un ensemble infini. Ici, comme dans le cas ou les coefficients a,, étaient tous
positifs en dimension 1, la limite n’est pas nécessairement strictement positive
dans toutes les directions. Par exemple, si on choisit un vecteur z dans S, =R
est positif donc la probabilité P(xR < —t) = P(—xzR > t) est nulle pour tout
t positif.

4.3.2 Un théoréeme de renouvellement

Comme dans les chapitres précédents, la démonstration des théoremes repose
sur la théorie du renouvellement. Le théoréeme utilisé est celui de [45] qui est valable
pour des fonctionnelles d’une chaine de Markov sur un espace compact général. Il
fait apparaitre des opérateurs de dimension infinie, puisque maintenant non seule-
ment les matrices A,, peuvent prendre une infinité de valeurs distinctes, mais encore
I'espace S~ des directions dans lesquelles on regarde la queue de la distribution est
lui aussi infini.

Soit (X,) une chaine de Markov stationnaire sur un espace métrique séparable
(S,d). On note P"(z, A) = P(Xy1, € Al X\ = x) la n-éme probabilité de transition
pour cette chaine, S la tribu engendrée par les ouverts de S, et B la tribu des
boréliens de R. Soit (U,,) une suite de variables aléatoires définie sur le méme espace
probabilisé et telle que la distribution de U; ne dépende que de X; et X, 1, et pas des
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autres X; et U; quand X; et X;;; sont donnés. Formellement, on suppose que pour
tous z,y dans S, il existe une distribution F¥(-) telle que pour A; € S et B, € B

P(XiGAi,OSZ'STL,UjEBj,O§j<7”L|X0:$0)

n—1

~ 1 (n0) /A Play.dn) / / o dn) [[ 5 8). 019

1=0

On note aussi F la tribu engendrée par les X; et les U;, et P, 'unique mesure sur
F pour laquelle P, (X; € A;,0 <i<n,U; € B;,0 <j <n)est donné par I’équati-
n (4.6). On note E, I'espérance par rapport a P,.

On définit de plus une suite de variables aléatoires (V},) par Vy = 0, et pour tout
n>1:

—_

Enfin si f est une fonction F-mesurable de (S x R)*N dans R, et § > 0, on pose

I
<)

f(s('CEOaUO’ 1,01, .. )
= lim sup{f(yo, wo, y1, w1, ...) t.q. d(z;,y;) + |v; — w;| < § Vi < n}.

On énonce maintenant une série de conditions :

Condition I1 : Il existe une mesure de probabilité ¢ sur S telle que P = ¢ et
pour tout = dans S et tout A ouvert tel que ¢(.A) > 0 on a

P{3ntq X, € A} = 1.

Condition I2 : Pour cette mesure ¢, on a
[ NEz @ PG o) < o,
et presque strement

lim % S / NEY(dN) Pz, dy)o(dz) > 0.
Condition I3 : Il existe une suite de réels ({,) qui engendre un sous-groupe dense
dans R et telle que pour tous (, et 6 > 0, il existe y dans S ayant la propriété
suivante :

pour tout € > 0 il existe A € S avec ¢(A) > 0, des entiers m; et my et un réel 7
tels que pour tout z € A :

Px(d(Xmuy) <g, |Vm1 - 7_| < 5) > 07

et
Po(d( Xy, y) < &,|Viny — 7 — (] <6) > 0.
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Condition I4 : Pour tout x dans S fixé et pour tout € > 0 il existe rg > 0 tel
que pour toute fonction F-mesurable f de (S x R)®Y dans R et pour tout y tel que
d(z,y) < roon ait :

E:Ef(X(]?‘/O?Xl?‘/l? . ) S Eny(X()v‘/Oth‘/h .. ) + ‘C:Hf”7

et
Eyf(XOJ %7X17 ‘/17 .. ) S Emfe(X()v ‘/Olev ‘/17 .- ) + ngH

On peut maintenant énoncer le théoreme de renouvellement :

Théoreme 12 Si les conditions 11 a 1} sont vérifiées, alors pour toute fonction G
de S x R dans R continue et directement Riemann intégrable, et pour tout x dans

S ona:
[ee]

+oo
lim £, Y G(X,,t—V,) = é/g G(y, s)dsp(dy).

t—o0
n=0

La condition I1 assure que la chaine (X,,) visite tous les ouverts chargés par
la mesure invariante ¢, c’est une condition de type récurrence. La condition 12
assure l'existence d’une certaine espérance et sa stricte positivité, c’est une condition
de transience pour la suite (V},). La condition I3 est une condition de type non-
arithméticité. Enfin, la condition I4 est une condition de contraction. Elle assure
que si deux trajectoires de la chaine (X,,V,,) partent de deux points voisins, alors
elles restent voisines sur toute leur trajectoire.

4.3.3 Principes de la démonstration

La démonstration du théoreme 12 se fait en plusieurs étapes. Nous choisissons
ici de les présenter dans un ordre un peu différent de celui donné en [44] pour plus
de clarté et de cohérence avec la suite du chapitre ainsi qu’avec le chapitre suivant.

Ftude d’un opérateur auxiliaire.
Pour tout 0 < s < g, ou ¢ est donné par le théoreme 10, on définit 'opérateur P*
sur I’ensemble des fonctions continues sur S, par :

P f(x) = Eflle Ay f (- Ay /IIMH f(x - a)p(da),

ou u désigne la loi de A;. On étudie les éléments propres de cet opérateur. A 'aide
d’un théoreme de point fixe, on commence par montrer 1’existence d’'une mesure
propre.

Lemme 7 Pour tout 0 < s < o, il existe une probabilité v° sur S, et un réel k(s)
tels que :

0 < E[d"/2 min {ZAl i, H < k(s) <E|A|°, et v°P° = k(s)v.

1<i<d
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On introduit ensuite la suite de fonctions r¢(z,n) = k(s)"E||zA; - - - An|]°, et on
montre que sa somme de Césaro converge vers une fonction ey qui est une fonction
propre pour 'opérateur P*.

Lemme 8 Pour tout 0 < s < o, il existe une fonction ey strictement positive sur
Sy qui vérifie :

Ples = k(s)es

L’étape suivante est de montrer 1'existence d’'un exposant x tel que k(k) = 1.
Pour cela, on prouve que

1
logk(s) = lim —logE||A; --- A, |,
n—oo M,

et on utilise un argument de convexité. On retrouve le méme type d’expression que
dans l'introduction.

Application du théoréme de renouvellement.
L’étape suivante est d’appliquer le théoreme de renouvellement aux produits de
matrices. On pose
Iy = 1, I, =A;---A,.

Pour appliquer le théoreme 12, on prend pour espace le sous-ensemble fermé S, de
la sphere unité ST1. On définit la suite (X,,,U,) de la fagon suivante :

o Xoo T si Xoll, #0, log% si XolIl, # 0,
n 0 si XoIl, =0, " |

Alors, pour tout X, € S%!, la suite V,, est :

Vi = ZU log ”;‘T” log [ XoAy - A,

Remarque En dimension d > 2, la norme n’est plus multiplicative. C’est pour
cela qu’on décompose la quantité log || XoA; -+ A,/ en une somme de quo-

tients plutot qu’en une somme simple. La suite (V},) joue le méme role que les
marches aléatoires (S,,) des deux chapitres précédents.

Les variables aléatoires V,, mesurent la norme du vecteur xA; - - - A,, apres n pas,
et X,, sa direction et son sens. On a alors :

1
P(Xpi1 € A (X, Ui)icn-1, Xn = 1) = m / Hxnanﬁeﬁ(fna)][f\(xn -a)p(da),
donc 'opérateur de transition considéré est

Q"f = =P*(enf).
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On montre ensuite que les condition I1 a 14 sont bien vérifiées dans ce contexte. Le
théoreme 12 donne alors I'existence d'une constante K strictement positive telle que
pour tout x dans S, , on ait :

lim t"P(max ||zA; - Al > t) = Key(z).

t——+4o00 n

Comme e, est strictement positive, cette limite est bien non nulle sur S, .

Retour a l’équation récursive.

Enfin la derniere étape est de faire le lien avec la solution stationnaire de 1’équa-
tion (4.1). Pour cela, on encadre la probabilité P(||R|| > ¢) par des probabilités
dépendant du maximum des produits A; - - - A,,. La preuve est tres différente de celle
de [30], elle ne s’appuie plus sur une médiane. Ces inégalités s’obtiennent ici par les
propriétés de positivité, I'utilisation de temps d’échelle, et 'utilisation de 1’équation
récursive et de l'indépendance. En réappliquant le théroreme de renouvellement a
des régularisées bien choisies, on obtient la limite annoncée.

4.4 Les résultats de E. LePage

Toutes les démonstrations de [44] utilisent largement la positivité des matrices et
le théoreme de Perron-Frobenius (théoreme 4) ce qui n’est bien sur pas généralisable
a une classe plus vaste de matrices. Cependant, dans [47], E. LEPAGE, établit un
nouveau résultat matriciel ou les A,, sont simplement inversibles. Sa démarche suit
les mémes grandes étapes que précédemment, mais les démonstrations sont beaucoup
plus techniques.

4.4.1 Notations et Résultats

Comme cette fois-ci on ne se restreint plus aux vecteurs positifs, pour étudier la
direction d’un vecteur on regardera son image dans 'espace projectif P41, D’autre
part, les matrices qu'on va manipuler ne sont plus a priori positives, leur rayon
spectral n’est plus automatiquement une valeur propre. On rappelle la définition
suivante.

Définition 27 Soit p une mesure sur l’ensembles des matrices d x d. Une matrice
a est dite p-réalisable sl existe un entier n et des matrices ay, . ..a, dans le support
de p telles que a = ay---a, et si de plus a admet une valeur propre simple réelle
Ma) qui en module excéde toutes les autres valeurs propres de a (|A(a)| est alors
égale au rayon spectral de a).

Dans la suite on aura également besoin de la définition suivante.

Définition 28 Une mesure v sur l’espace projectif P4~ est irréductible si elle ne
charge pas de sous-variété projective.

On peut maintenant énoncer le théoreme principal de [47].
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Théoréme 13 Soit (A, B,) € G x R? une suite de variables aléatoires indépen-
dantes et de méme loi.

1. Si Elog" ||Ay|| < oo, alors la limite lim, +log||A1As--- A,| = a existe et
est différente de +oo presque sturement. St o < 0 et st pour un 3 > 0 on a
0 < E||B:1]|? < oo, alors la série R =Y 7| A1 Ay -+ Ax_1 By converge presque
sturement et sa loi est la solution stationnaire de I’équation (4.1).

2. Si de plus les conditions suivantes sont satisfaites :
(i) pour tout ouvert U de St et tout x € S,

Z/ 1y(z - a)u™(da) > 0,

ou p est la loi de Ay,
(i1) Uensemble {log|p(a)| t.q. a est p-réalisable} est dense dans R,
(111) pour tout vecteur colonne x, on a P(Ajx + By =) < 1,

(iv) il existe un o tel que E[p(A1)’] > 1, ot p(Ay) désigne la plus petite

valeur propre de la matrice symétrique (A'A1)Y2, et un 6 > 0 tel que
E[sup{[|A:[|, [ Bi][}]7+° < 400, et E(||Ai[|7°) < oo,

alors il existe un exposant r €]0, o] tel que lim, (E|[A;--- A,||")'/" =1 et l'on a
pour tout v € ST!
tlim t"P(xR > t) = H,(Z),

ou H,. est une fonction continue sur P4=1, strictement positive et vérifiant pour tout
v dans P71,

1) = [ Al Ha(wA)n(da),

Le premier point est identique aux hypotheses de [44] et assure juste 1'existence
d’une loi stationnaire pour I’équation (4.1) comme vu au paragraphe 4.2.2. L’hy-
pothese 2(ii) est identique a celle de Kesten. C’est une condition de non-arithméticité
qui sert & établir la condition I3 du théoreme 12. On retrouve en 2(iii) 'hypothese
d’absence de point fixe presque stir qu'on a déja vue en dimension 1. Enfin, I'hy-
pothese 2(iv) donne un critere d’existence de 'exposant x un peu différent de celui
de [44]. 11 s’agit d'une condition suffisante pour que la courbe représentative de la
fonction s —— log k(s) remonte.

L’hypothese 2(i) quant a elle est nouvelle. Elle impose que la chaine de Markov
(X,,) définie précédemment visite tous les ouverts de S¥~1. C’est donc une condition
de récurrence. C’est cette condition qu’on va affaiblir dans le chapitre suivant. Re-
marquons que cette condition est incompatible avec les hypotheses de Kesten. En
effet, si les A; sont a valeurs dans les matrices positives et que x est un vecteur positif
de S%7!, alors la chaine - A; --- A, ne visite jamais l'ouvert des vecteurs non po-
sitifs. Le théoreme 13 est donc un complément du théoreme 11 plus qu’'une extension.

Remarquons aussi que la fonction limite H, est en fait une fonction propre de
lopérateur P*, et donc on verra que c’est un multiple de la fonction propre e, qui
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est strictement positive sur espace projectif P4~1. Donc la limite de t*P(zR > t)
est strictement positive dans toutes les directions, contrairement au cas des matrices
positives. De plus, la fonction x —— H(Z) est symétrique sur la sphere, donc les
limites dans deux directions opposées sont toujours égales. On retrouve donc les
mémes caractéristiques que dans le cas unidimensionnel (théoreme 9) lorsque les a,,
changent de signe.

Ici encore la démonstration repose sur le théoreme de renouvellement de Kesten
(théoreme 12). On en donne les principales étapes dans les paragraphes suivants.

4.4.2 Etude d’un opérateur auxiliaire

Pour vérifier les conditions d’application du théoreme 12, on commence par
étudier certaines chaines de Markov & valeur dans l'espace projectif P4~!. Pour
tout s dans l'intervalle [0, o], on définit I'opérateur P*® sur 1’ensemble des fonctions
continues sur P41 : pour tout v € Pd_l, on pose :

P2 f(v) = Ef[loA: [ f(vA)] = / [0al* f(va)p(da).
Notons k(s) le rayon spectral de P*. C’est bien la méme fonction que celle définie
par [44]. L’opérateur P*® a les propriétés suivantes.

Proposition 16 Pour tout s tel que E||A;||* < oo, il existe une fonction ey stricte-
ment positive sur P4 telle que

Ples = k(s)es.

De plus, toute autre fonction continue positive f vérifiant P*f = k(s)f est propor-
tionnelle a es. Si de plus, il existe un o tel que E[p(A1)?] > 1, ot p(Ay) désigne
la plus petite valeur propre de la matrice (AltA1)1/2, alors il existe un réel Kk dans
Uintervalle 10, o] tel que k(k) = 1.

On retrouve la méme définition de k que dans [44]. La démonstration de cette pro-
position se fait de méme en utilisant un théoreme de point fixe, la compacité de la
sphere unité et la log-convexité du rayon spectral.

On introduit ensuite le noyau markovien suivant : pour toute fonction f continue
sur P?1 et pour tout v € P71,

Q*f(v) = ﬁ / la*es(va) f(va)u(da).

Le but de cette premiere étape est de montrer que c¢’est un opérateur quasi-compact
sur un espace de fonction holdériennes convenable.

Sur €; = S}/, on condidere les probabilités Q5, v € P*~!, définies par
Qf;(Al S A17 .. -uAn € -An)
1 ~ s
= e/ T ades(wor -0 Lu () L, euldan) - p(day)

On construit maintenant une @);-martingale et on étudie sa convergence.



128 CHAPITRE 4. RESULTATS MULTIDIMENSIONNELS

Proposition 17 Il existe une application v — v, continue de P?~' dans l’en-
semble M*(P?1) des probabilités sur Pt muni de la topologie de la convergence
en variation et telle que pour tout v € P4' on ait :

1 / s
Vy = ——— val|’es(va)avygpu(da),
e Il va)av o
ou av désigne la mesure image de v par l’application a.

Théoréme 14 Pour tout v € Pt la suite (A1As -+ AyVya,aya,) est une QF-
martingale dans MY (PI1) qui converge Q3-presque sirement vers une mesure de
Dirac 6. De plus, pour tout v € ST, la suite

A -- - Anll
[Ar-- - Anl

converge Q);-presque surement vers une variable aléatoire strictement positive.

On montre ensuite la négativité d’un certain cocycle, et on obtient la propriété de
quasi-compacité. Pour toute fonction f continue sur P4, et pour tout 0 < ¢ < 1
on pose

fl= swp [f@) [fl= sup O =F0

€ / )
vepd—1 v#v epd-l 579(7 )

[flle = LA+ £,

olt dp est la distance sur P91 définie au paragraphe 4.2.1. Soit £. I'ensemble des
fonctions f continues sur P41 telles que || f]|. < oo.

Théoréme 15 [l existe € > 0 tel que pour toute fonction f € L. et tout n > 1 on
ait

(@)"f =7 ()1 +U(f),

ou 7 est l'unique probabilité Q*-invariante de M*(P4t) et U® est un opérateur sur
L. de rayon spectral strictement inférieur a 1 et tel que U1 = 0.

4.4.3 Application du théoreme de renouvellement

On retrouve la méthode déja exposée en dimension 1. On étudie la régularisée

suivante :
t

z(x,t) = e_t/ u*'P(zR > u)du,
0

pour tout z dans S¢! et ¢ dans R. Elle a bien la méme limite que P(xR > t) grace
au lemme suivant, ou encore au lemme 4

Lemme 9 Si z(z,t) admet une limite quand t tend vers +o0, alors P(xR > t) a la
meme limite.
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A Taide de I'équation récursive et de I'indépendance on montre que z vérifie une
équation de renouvellement de la forme :

2(z,t) = EllaAi|[*2(x - Ar,t —logllaAi])] + g(x,t), VoeST teR, (47)
ou g(x,t) -t fo Y(z, u)du est la régularisée de la fonction :
Y(x,t) =Pt — 2By < xAgR <t) —P(t < xAgR < t — xBy).

On renormalise cette équation de renouvellement. Soit *Q = '30% I'extension
suivante du noyau Q* a S ! x R :

PO f(x,t) = ex(Ta) f(x - a,t —log |lzal))p(da).
On pose
Z(,t) =2 (‘"”(;)) et Gla,t) =2 <5”(;))
L'équation (4.7) équivaut alors A :
Z(x,t) = ¥QZ(x,t) + G(z,t), YreS!' teR. (4.8)

On montre ensuite que la chaine de Markov & valeurs dans S¢~! x R définie par
(X0, Vo) =(x-Ay--- A, t—logl|lzA;--- Ay,

et de probabilité de transition *Q satisfait les hypotheése du théoréme 12. On obtient
alors une expression de la limite sous la forme d’un multiple de la fonction propre
e.. Comme on n’est plus dans le cas des matrices positives, il faut encore montrer
que la constante multiplicative est bien non nulle.

4.4.4 La limite est non nulle

L’idée originale de [47] pour montrer que la limite est non nulle est de se ramener
a une équation récursive aléatoire scalaire a coefficients positifs, et d’étudier un pro-
cessus d’échelle particulier. Ici encore la méthode est a priori tres différente de celle
de [30], il n’est pas question de médiane, cependant on va retrouver de nombreuses
analogies.

Une chaine de Markov
On introduit une extension de la chaine de Markov (X,,,V,) 4 S ! x R x R :

u—+ xR

X W Vi) = (5 Ay o Ay, S E 2 oAy AL,

ot R, =7 A+ Ay_1By. Son noyau de transition est défini par :

u+ xB;

123Nf(%uat> = E[f(ac - Ay, W;

t —log |lzA4])],
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pour toute fonction f mesurable bornée sur %! x R x R.

Alors la suite (W,,) vérifie ’équation récursive aléatoire scalaire suivante :
W1 = W, +dp,

ol ¢, = || XpApii| et d,, = %. On introduit le temps d’echelle :

T=m =inf{n>1| W, > u},

qui est le premier temps ou xR, devient positif, et le noyau (sous-Markovien) cor-
respondant :

u+ xR,
TlwAr - AP
E:}c,u,t[]17—<oof(XTa UT? TT)]J

12W7f(137 u, t) = E[]IT<oof(x ’ Al A t— log ”xAl e AT”)]

ou E, .+ désigne 'espérance sur l'espace {2y = (Sd_1 x R x ]R)N décrivant la chaine
(X, Wy, V,,) partant de (Xog = z, Wy = u, Vy = t). Si la fonction f ne dépend pas
de la variable u, alors 23\ f(z,u,t) ne dépend pas non plus de u par la propriété
de Markov. Pour toute fonction f mesurable bornée sur S“! x R on pose :

BN f(z,t) = B[l oo f(w- Ay -+ Art — log ||z Ay - - AL)].

C’est le noyau qui décrit le comportement du processus d’échelle (X, .V, ). Soient
ze(z,t) = P(zR > €) et g(z,t) = BN, ®(2,0,t), ot ®(z,u,t) =Ple! —u < xR <
e'). Ces fonctions vérifient une équation de renouvellement par rapport au noyau du
processus d’échelle :

Ze(w,t) = PNozo(z,t) + go(,1). (4.9)

La chaine relativisée
On étudie maintenant une relativisation du noyau 23N par la fonction propre e, :

129 f (2, u, 1) = — / n(za)|aal " f(z - a, LT 20

ex(T) [zall

ou 7 désigne la loi du couple (A;, By). C’est encore un noyau markovien puisque sa
restriction Q a la sphere I'est. C’est aussi un noyau de type transformée de Laplace
puisqu’on a fait apparaitre un terme en ||zal|”. On définit également, de méme que
précedemment les noyaux 2°Q, f(x,u,t) et Q. f(x,t) = 39, f(x,0,t) quand la
fonction f ne dépend pas de la deuxieme coordonnée.

On désigne par Q, . les probabilités sur I'espace 2y = (S9! x R x R)N décrivant
la chaine de Markov (X,,, W, V;,) relativisée quand (Xo, Wo, Vo) = (z,u,t), et Ef
I'espérance correspondante. Le résultat clé de cette partie est le suivant.

Théoréme 16 On a :

K
z,u,l

sup E

[7] = sup E;QO[T] < 00.
x,u,t T
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On en déduit que lopérateur °Q., est Markovien.

Encore un résultat de renouvellement
On pose h.(z,t) = e (T)e ™, et Z, = z.h ! et G, = g.h . La définition de Q. et
I’équation (4.9) entrainent que pour tous (z,t) € S™! x R, on a :
oo

Ze(x,t) = PQIGe(x,1). (4.11)

n=0

et on démontre “a la main” un résultat de type renouvellement qui donne la limite
de Z., donc celle de z. On montre par I’absurde qu’elle est non nulle, en utilisant le
lemme suivant.

Lemme 10 Pour tout = dans S, et pour tout t dans R, on a
P(xR < t) < 1.

Démonstration du théoréme 16
La derniere étape est la démonstration du théoreme 16. Pour cela, on considere
la chaine de Markov M, = (X,,W,) a valeurs dans S¢~! x R de probabilité de
transition :

PO f(x,u) = ; /en(ia)||xa||“f<x - a, M)n(dmdb),

ex(T) | zall
qui est la restriction de '23Q & S%! x R, et on montre que cet opérateur est quasi-
compact sur un espace a poids bien choisi. Si f est une fonction de S~! x R dans
C, on pose :
|/ (z,u)|

= su —_—
|f|5 (x,u)ES“Il)—lXR L+ u?*

[f(z,u) — fly, u)|

fle = sup )
Je = ey o)
ue
[flle = [fle+ [f]
On définit deux espaces de Banach (C.,| - |.) et (L, || - ||c) de la fagon suivante :

C. = {f:S"™'xR—=C||fl. < oo},
L. = {f:S"'"xR—=C||f|. < oo}.
On peut alors montrer que :

Théoréme 17 1] existe g > 0 tel que *Q soit un opérateur quasi-compact sur L.,
et que l'on ait pour tousn > 1, f € L., :

PQN(f) = o())1 +V"(f),

ot ¢ est unique probabilité ’Q-invariante portée par ST xR, et V est un opérateur
sur Le, de rayon spectral strictement inférieur a 1 tel que pour tout f € L., on ait :

o(V(f)) =V(e(f)) = 0.
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On établit enfin I'existence d’'un moment d’ordre 1 pour les temps d’entrée de la
chaine de Markov (M,,) dans certains ouverts.

Proposition 18 Soit O un ouvert de ST x R tel que ¢(O) > 0, et soit Tp =
inf{n > 1| M, € O}, le temps d’entrée de la chaine de Markov (M,) dans O. Alors
pour tout compact C de S xR, on a :

sup Er (To) < 0.

x,u,0
(z,u)eC

Et on en déduit le théoreme 16 en appliquant cette proposition a 'ouvert O =
S41x]0, +o0.



Chapitre 5

Une nouvelle version du théoreme
multidimensionnel

5.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de présenter une nouvelle version du théoreme multidi-
mensionnel iid de [47] en affaiblissant I’hypothese de récurrence. Ce travail se base
sur les travaux récents de Y. GUIVARC'H ET E. LEPAGE [33].

On se place dans le méme cadre qu’au chapitre précédent. Soient (2, F,P) un es-
pace probabilisé, et (A,, B,,) une suite de variables aléatoires indépendantes et iden-
tiquement distribuées sur €2 ou les (A,,) sont des éléments du groupe G = GI(d, R),
i.e. des matrices carrées inversible de taille d, d > 2, et les (B,) des vecteurs colonne
de R?. On étudie 'équation aux différences aléatoires suivante :

Yoo =AY, +B, n>1. (5.1)

Dans toute la suite, on supposera les hypotheses suivantes vérifées :
e lim, % log ||A1As - -+ A,|| = a < 0 presque strement,
e il existe 8 > 0 tel que E| B;||® < co.

Comme vu précédemment, 1’équation (5.1) admet alors une unique solution station-
naire qui suit la méme loi que la variable aléatoire R =Y ;- A1 Ay -+ Ag_1By.

On a rappelé au chapitre 4 qu'une des hypotheses principales du théoreme de
[47] est que la chalne de Markov (X,,) = (Xo- A - -+ A,,) doit visiter tous les ouverts
de la sphere quel que soit son point de départ Xy = z. C’est cette hypothese qu’on
veut affaiblir. On la remplace par une condition sur le semi-groupe engendré par le
support de la loi u de Ay, dite condition i-p.

Dans la partie 5.2, on définit cette condition i-p. Dans la partie 5.3 on présente

les résultats de [33] qui sous cette condition i-p redonnent les bonnes propriétés des
opérateurs P° et )° définis dans le chapitre précédent. Dans la partie 5.4, on donne

133



134 CHAPITRE 5. NOUVEAU THEOREME MULTIDIMENSIONNEL

le nouvel énoncé du théoreme sur la queue de la loi stationnaire, et les partie 5.5 a
5.9 sont consacrées a sa démonstration.

5.2 La condition i-p

Les notion d’irréductibilité et de proximalité de semi-groupes de matrices qui
sont définies ci-dessous ont été introduites par H. FURSTENBERG dans [28] et [29].
Sous ces hypotheses, il montre en particulier que la loi stationnaire d’une équation du
type équation 5.1 n’a pas d’atomes. Ces notions ont été reprises et développées par
Y. GUIVARC'H ET A. RAucI dans [34] puis par I. GOLDSHEID ET Y. GUIVARC'H
dans [31]. On présente ici une synthese des principaux résultats.

5.2.1 Définitions

Commencgons par donner quelques définitions et notations. Soit I' un semi-groupe
inclus dans le groupe linéaire des matrices inversible G.

Définition 29 Le semi-groupe I' est dit irréductible (resp. fortement irréductible)
s’il ne laisse pas de sous-espace (resp. de réunion finie de sous-espaces) invariant.

Définition 30 On dit que I' agit de maniere proximale sur l’espace métrique (X, d)
st pour tous x, y dans X il existe une suite (a,) d’éléments de I" telle que lim,, d(a,, -
x,a,-y) = 0.

Définition 31 On note T'y C  End(R?) l'ensemble des endomorphismes u de R?

tels qu’il existe une suite (a,) d’éléments de T avec limy, 220 = u, et rang(u) = 1.

Définition 32 Un élément a du groupe G est dit proximal si ses valeurs propres
A1y Ag, ..oy Ag satisfont [A| > || > -+ > |Ag|. On note T'y U'ensemble des éléments
proximaux de T.

Remarque Si a est une matrice proximale, comme |Aj| > |[Aof, et a est a coeffi-
cients réels, la valeur propre dominante A; est nécessairement réelle, sinon son
complexe conjugué serait aussi valeur propre et de méme module.

On rappelle que 1'on considere ’action a droite des matrices. Les vecteurs propres
seront donc toujours des vecteurs ligne propres pour 'action a droite.

Si la matrice a est dans I'y, la direction propre associée a la valeur propre do-
minante est unique et notée p, (a). Le point p, (a) est dans l'espace projectif P41,
On l'appelle direction dominante de a, ou vecteur propre dominant si on se place
sur la sphere. Le sous-espace stable formé par la somme directe des sous-espaces
caractéristiques correspondant aux autres valeurs propres de a s’appelle I'hyperplan
répulsif de a. Son image projective est notée V_(a). Pour tout v ¢ V_(a), on a alors
la convergence de va™ vers p, (a) dans Iespace projectif.

On a alors les trois équivalences suivantes, qui vont permettre de définir la condi-
tion i-p .
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Théoreme 18 Les conditions suivantes sont équivalentes :
i - T est irréductible et prozimal sur ’espace projectif P41,
ii - I est fortement irréductible et T'y # (),
iii- I' est fortement irréductible et Tg # 0 .

Définition 33 On dit que I vérifie la condition i-p (pour irréductibilité et proxi-
malité) s’il vérifie l'une des conditions équivalentes du théoréme précédent.

Si le semi-groupe I' vérifie la condition i-p, il a en fait beaucoup d’éléments proxi-
maux, au sens suivant.

Lemme 11 Si I’ vérifie la condition i-p, soient Vi, ...V, des sous-espaces de P4".
Alors il existe a € Ty tel que son hyperplan répulsif V_(a) ne contienne aucun des
sous-espaces V.

On note Zc(I') 'adhérence algébrique de T, ¢’est-a-~dire I’ensemble des zéros com-
muns a tous les polynomes a coefficients réels nuls sur I'. On a le résultat suivant.

Théoreme 19 Le semi-goupe I' vérifie l'une des conditions du théoréme 18 si et
seulement si son adhérence Zc(T') la vérifie.

Ce résultat donne une vaste classe de semi-groupes vérifiant la condition i-p. Il
suffit en effet que Zc(I') contienne le groupe spécial linéaire SL(d) pour que cette
condition soit réalisée, et c’est génériquement le cas si I est inclus dans SL(d) et est
engendré par deux éléments. Ici, génériquement signifie presque partout par rapport
a la mesure de Haar sur G X G. On rappelle que la mesure de Haar sur un groupe
topologique localement compact muni de la tribu des boréliens est I'unique mesure
(a constante multiplicative pres) invariante par translation et finie sur les compacts.
La mesure de Haar g sur G X G a une expression explicite : en effet, pour tous A, B
boréliens de G, on a :

p(Ax B) = / T 4(a)Ts(b)| det(a)| % det(b)| “da db,
ol d- désigne la mesure de Lebesgue sur RY.

5.2.2 L’ensemble limite

On définit maintenant I’ensemble limite d’un semi-groupe et on donne ses pro-
priétés sous la condition i-p.

Définition 34 Si I' vérifie la condition i-p, on appelle ensemble limite de I la
partie L(T) de P! formée des points correspondants auz droites Im(u) de R,
avec u € I'y.

Cet ensemble limite est non vide et se caractérise de la fagon suivante.
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Proposition 19 Si I' vérifie la condition i-p, alors pour tout v dans P4, la fer-
meture de l'orbite vI' de v contient 'ensemble limite L(I'). En particulier, L(T")
est l'unique fermé T-invariant minimal de P*1. Il n'est pas contenu dans une
réunion dénombrable de sous-espaces projectifs. De plus, l'adhérence de py(Ty) =
{p+(a) | a € Ty} est exactement L(T).

En particulier, si Fp(V) désigne la fermeture de I'ensemble V' dans 'espace
projectif P41, ensemble limite s’écrit comme 'intersection de toutes les fermetures
des orbites :

LT)= () Fp(wl). (5.2)

vePd-—1

Lorsque le semi-groupe I' vérifie la condition i-p, qui est une condition projective,
son action sur la sphere a aussi des propriétés particulieres.

Proposition 5.1 Soit I' C G un semi-groupe vérifiant la condition i-p. Alors on est
dans ['un des deux cas suitvants.

1. L’action de T sur la sphére ST=' posséde un unique ensemble fermé I'-invariant
minimal. Cet ensemble est symétrique et son image projective est égale a L(T).

2. L’action de T’ sur la sphére S¥1 posséde deux ensembles fermés I'-invariants
minimauz. Ces deux ensembles sont disjoints, symétriques ['un de ['autre, et
ont la méme image L(I') dans I’espace projectif P~

Démonstration
Notons par Fs(U) la fermeture de I'ensemble U dans la sphere S¥~1. On pose

F= () Fslz-T),

xEeSd—1

za
zall”

ouzx-a= C’est un fermé I'-invariant de la sphere.

ePREMIER CAS : I’ensemble F' est non vide.
Alors par construction, c’est un ensemble symétrique, et c’est la préimage de I’en-
semble limite L(I") sur la sphere d’apres la formule (5.2). 1l est clairement contenu
dans tout fermé I'-invariant de la sphere. Ainsi 'ensemble F' est bien I'unique fermé
I-invariant minimal de la sphere.

eDEUXIEME CAS : l’ensemble F est vide.
Comme ’ensemble limite L(I') est non vide, on peut trouver zo dans S tel que
son image projective Zg soit dans L(T'). En particulier, d’apres la proposition 19,
Zo est dans toutes les fermetures des orbites projectives. Donc, pour tout y dans la
sphere, la fermeture de l'orbite de y dans la sphere Fgs(y - I') contient xy ou —z. On
définit alors deux sous-ensembles :

Si = {yeSTt |z e Fs(y-D)},
Sy = {yeST| —zo€ Fs(y-D)}.
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Les ensemble S} et Sy sont symétriques et recouvrent la sphere. On prend maintenant
le plus petit fermé I'-invariant de chacun de ces ensembles : on pose

Fi=()Fsly-T) et b= () Fsy-T).

yES] yES2

Par construction, F} et F, sont des fermés I'-invariants symétriques 'un de l'autre.
Ils sont non vides puisque z( est dans F} et —xg dans F3. Leur image dans ’espace
projectif est égale a L(I"). De plus, F} et F; sont disjoints puisque F; N Fy = F est
vide. Enfin, F; et F, sont minimaux. En effet, §’il existe F3 C F} fermé I'-invariant,
alors on a :

ﬂ fg(l’r) CFk3C k= m fS(ZL’F),

zeF3 el
donc F5 = Fi, et il en est de méme pour F5. D’autre part, si Fy C Sy_1 est un fermé
[-invariant non vide, alors son image projective contient L(I'). Donc Fj intersecte
F} ou F5, et par ce qui précede il contient en fait F; ou F5. O

On peut aussi donner un critere pour savoir dans lequel des deux cas précédents
on se trouve.

Proposition 5.2 On est dans le deuzxieme cas de la proposition 5.2 si et seulement
si I' préserve un cone convexe fermé saillant d’intérieur non vide.

Démonstration

Si " préserve un tel cone C, alors C' et son symétrique —C' intersectent la sphere
S9! suivant deux fermés I'-invariants disjoints et non vides. Donc on a au moins
deux fermés I'-invariants minimaux.

Si on a deux fermés I'-invariants minimaux F} et F5 sur la sphere, on appelle C}
et Cy les cones engendrés par leurs enveloppes convexes. En particulier, C et Cy
sont encore I'-invariants puisque la convexité est une relation linéaire.

On veut montrer par I'absurde que C et Cy s’intersectent seulement en {0}. Si
C1 N Cy # {0}, on peut trouver des vecteurs yy,...,y, € F1, 21,...,2, € Fy et des
réels positifs ay et 3; de somme respective 1 tels que :

p q
dawgi=y=z2=> Bz,
i=1 j=1

par définition de l'enveloppe convexe. Par le lemme 11, on peut alors trouver un
élément proximal a dans I’y dont 'hyperplan répulsif V_(a) ne contienne aucun des
y; et z;. On a donc :

an n”

LS TN S Yo L L B
N A P e

lim

llyia™ |

ol u; = lim o] > 0 et ay est le vecteur dominant de a qui est dans Fj. De méme,

n AT AT
TR o . A L o
n

[zza™ || lla™]]

on a .
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ou v; = lim% > 0 et a_ est le vecteur dominant de a qui est dans F;. Or

a- = —ay4, doncon a Y a;u; = — Y B;v; ce qui est absurde.

On a donc montré que C et Cy sont des cones convexes fermés d’intersection
nulle. Ainsi on peut trouver un hyperplan H qui les sépare. Ce sont donc des cones
saillants.

Enfin, si le cone convexe C) est d’intérieur vide, il est nécessairement contenu
dans un sous-espace vectoriel E = vect(C}) de dimension strictement inférieur a d.
Ce sous-espace est alors I'-invariant puisque C 'est, ce qui contredit 'irréductibilité
imposée par la condition i-p. O

5.2.3 Arithméticité

L’action du semi-groupe I' sur I’ensemble limite a aussi une propriété de type
non-arithméticité.

Théoreme 20 Soit S un fermé de G qui engendre le semi-groupe I'. On suppose
que I vérifie la condition i-p, que ¢ est une fonction continue sur L(I') et que :

eo(v) = ||val|" ¢ (va) Va e S, ve L),

ou ¥ est un vecteur de R? de norme 1 ayant pour image v dans P*1. Alors on a
nécessairement t = 0, e’ =1, et ¢ est constante sur L(T).

On en déduit une propriété analogue a la condition 2(7i) du théoreme 13.

Proposition 5.3 Si le semi-groupe I' vérifie la condition i-p, alors le sous-groupe
engendré par Sy = {log p(a), a € 'y} est dense dans R.

La démonstration de cette proposition est donnée par Y. GUIVARC’'H ET R.
URBAN dans [35]. On la rappelle ici. Elle découle de trois lemmes. Le premier est
un résultat de R. BOWEN, [10].

Lemme 12 Soit A un ensemble fini, Q = AN et 0 le décalage sur Q. Pour tout
fonction ¢ sur (), on note

Sup(w) = 3 pobh(w).

St la fonction ¢ est héldérienne, et que pour tout point w périodique de période p la
somme Spp(w) est dans Z, alors on a :

p=¢ +1—vod,

ot @' est une fonction hdéldérienne a wvaleurs entieres sur ), et ¥ une fonction
holdérienne sur Q.

Lemme 5.1 Soient g et h des matrices dans G telles que h est proximal, et p,(h)g ¢
V_(h). Alors, pour n pair assez grand h"g est prozimal et on a :

limpy (h"g) = p(h)g,  HmV_(h"g) = V_(h).
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Démonstration

Soit n pair et u, 'application linéaire u,, = HZZII . En dehors du sous-espace V_(h),
la suite (u,) converge vers la projection 7, sur Rp, (h). Donc en dehors de V_(h) la
suite (u,g) converge vers la projection sur 7,9 qui a pour image Rp, (h)g et pour
noyau V_(h). Donc, si p(h)g ¢ V_(h), alors m,g est colinéaire & une projection.

Ainsi 7,9 est proximal. Il en est donc de méme pour u, g pour n assez grand. a

Lemme 5.2 Soit I' un semi-groupe de matrices inversibles vérifiant la condition i-
p. Alors on peut trouver a et b dans Iy telles que py(a) # p+(b), V_(a) # V_(b) et

p+(a) € Vo(b), p+(b) & V_(a).

Démonstration

Soit a matrice proximale de I'. On peut trouver une matrice proximale b dans I"
telle que V_(a) # V_(b) et py(a) ¢ V_(b) par le lemme 11. Si de plus p,(b) ¢ V_(a)
et py(a) # py(b) on a trouvé un couple (a,b) satisfaisant. Sinon, toujours par le
lemme 11 appliqué au dual de I’ensemble des vecteurs ligne, on peut trouver g dans
I" tel que p(b)g ne soit pas contenu dans V_(b) U V_(a) Upy(a). On applique alors
le lemme 12 et on remplace b par i = b"g pour n pair assez grand. Alors V_(b')
est proche de V_(b), donc les relations V_(a) # V_(V') et py(a) ¢ V_(b') sont en-
core satisfaites. Comme p, (0') est aussi proche de p—(b)g qui n’est pas contenu dans

V_(a) Upi(a), on a aussi p,(b') & V_(a) et pi(a) # pi (V). =

Démonstration de la proposition 5.3

Comme I vérifie la condition i-p, on peut en choisir deux éléments a; et ay comme
dans la lemme 5.2. Soient C et Cy deux voisinages fermés disjoints de p(a;) et
p(as) dans P41 qui n’intersectent pas V_(a;) et V_(ay). Pour tout v en dehors de
V_(a1) UV_(ag), on a :

li;n(Cl UCy)al = py(ay), lirrln(Cl U Cy)a™ = py(ag),

limvay = py(ay), limvay = py(az).

De plus, on peut choisir n assez grand pour avoir aussi les relation suivantes, ou
a} =aetal =b:

va € Cl, vb € CQ, (Cl U Cg)a C Imf(C’l), (Cl U Cg)b C Int(C’g),

ou Int désigne l'intérieur d'un ensemble. On en déduit que le semi-groupe I'(a,b)
engendré par a et b est libre, et il suffit de prouver la proposition 5.3 pour ce semi-
groupe.

On note ¢ la distance triviale sur 'ensemble {a, b}, ie 6(a,b) = 1, et on munit Q =
{a,b}" de la distance 6(w,w’) = Y oo, 27%0(wy, w},). On définit un homéomorphisme
3 entre Q et L(I'(a,b)) comme suit. Si w = (wy) € €2, alors pour tout v en dehors de
V_(a) UV_(b), la suite vw, - - - w; converge vers 3(w) € C; U Cy (voir [33], théoreme
6.4). L’application 3 est un homéomorphisme bi-héldérien qui a la propriété suivante :
si 0 désigne le décalage sur €, et qu’on considere 3(w) comme un vecteur ligne, on a

3(0w)wr = [|3(0w)wr[[3(w).
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Soient maintenant ¢ la fonction p(w) = log ||3(0w)w:]|, et sa somme S,p(w) =
S oo p(0Fw). On a alors S,p(w) = log ||3(0"w)wy—1 - - -wi||. En effet, on a :

[3(0"w)wn 1 - - -
13(6"w)]l

_ Zl 56" 1wl - -

Hﬁ (OFw)wp—1 - wi|

log [|3(6"w)wp—1---wi]] = log

_ 130 w)wi—1 - - - w1 |[|3(0F w)wy |
ZIOg k
13(0Fw)wp—1 - - wi]

= Z log [|3(0"+ w)wll
k=0

= ) e(tw)

par la propriété de la fonction 3 énoncée ci-dessus.

Si w est périodique de période p, ie fPw = w, alors 3(w) est un vecteur propre
dominant de w,_;---w; par construction, et la valeur propre correspondante A,
vérifie

log |Ap| = Spep(w)
d’apres ce qui précede. Si St n’engendre pas un sous-groupe dense dans R, il existe
un réel ¢ > 0 tel que Sp C ¢Z, donc Syp(w) est dans ¢Z pour tout point périodique w
de période p. On utilise maintenant le lemme 12 appliqué & ¢ 1. En particulier, la
fonction exp(2imc'p) peut se récrire comme exp(2im (1) — 1 0 §) avec 1 héldérienne
sur 2.

On associe a cette fonction 1 une fonction ¢ héldérienne sur I’ensemble limite
L(T(a, b)) définie par ¢ (3(w)) = 1(w), et on note u la fonction exp(2imy). Alors u
est continue sur ’ensemble limite L(I'(a,b)), et pour tous v dans I'(a,b) et x dans
L(T'(a,b)) on a
|2i7r/c — u(x) )

u(z7)

Le théoréme 20 implique alors que 2imc™t = 0 et u = 1 ce qui est impossible. O

[l

5.2.4 Exemples en dimension 2

On donne maintenant une famille explicite de semi-groupes vérifiant la condition
i-p lorsque d = 2.

Proposition 5.4 Soient a et a’ deux matrices de GI(2,R) ayant les propriétés sui-
vantes :
— a et a’ ont chacune deux valeurs propres réelles de modules distincts,
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— les quatre espaces propres correspondants sont deux a deux distincts.
Alors le semi-groupe I' engendré par a et a’ vérifie la condition i-p.

Démonstration

IRREDUCTIBILITE : Supposons qu’il existe un sous-espace £ non trivial de R?
stable par I'. Alors E est de dimension 1. En particulier, E est stable par a, donc
E est un espace propre de a. De méme, E est un espace propre de d’, ce qui est
impossible puisque a et a’ n’ont pas de sous-espace propre commun, par hypothese.

PROXIMALITE : Comme a et ¢’ ont des valeurs propres distinctes en module, ce
sont des matrices proximales. On note £ I'espace propre dominant de a, £, celui de
a', et E_, E' respectivement le deuxieme espace propre de a et a/, ¢’est-a-dire leur
hyperplan répulsif. On veut montrer que le semi-groupe I' est proximal sur I’espace
projectif P41, Soient v et w dans P?!, et x et y une de leurs préimages dans la
sphere S%1.

Premier cas : v ¢ E_ety ¢ E_|
alors v et w ne sont pas dans I'hyperplan répulsif de a, donc va™ et wa™ convergent
vers la direction dominante py(a). En particulier, on a lim,, dp(va™, wa™) = 0.

Deuzxieme cas : x € E_etye E_,
alors v = w puisque E_ est de dimension 1, donc pour toute suite (a,) d’éléments
de T, on a lim, dp(va,,wa,) = 0.

Troisiéme cas : x € E_ety ¢ (E_UE"),
alors, comme E_ N E’ = {0} par hypothese, v et w ne sont pas dans I'hyperplan
répulsif de o/, donc de méme que pour le premier cas, on a lim, dp(va™, wa™) = 0
puisque va™ et wa™ tendent vers p, (a’).

Dernier cas :x € E_ety € E' |
alors ax est dans F_ puisque c’est un espace propre, et ya n’est pas dans E’ puisque
cet espace est de dimension 1 et non stable par a. Ainsi xza et ya sont dans le
deuxiéme ou le troisieme cas, donc on a lim, dp(vaa,,waa,) = 0 pour toute suite
(a,) d’éléments de I', ou alors lim,, dp(vaa™, waa™) = 0.

Le semi-groupe I' agit donc de maniere proximale sur ’espace projectif. O

Avec cette proposition, on peut construire des semi-groupes vérifiant la condition
i-p et qui ont soit un soit deux ensembles fermé minimaux I'-invariants sur la sphere
(voir proposition 5.1).

Exemple 1 Si a et o’ sont des matrices positives, les deux sous-ensembles des vec-
teurs positifs et des vecteurs négatifs (i.e. dont toutes les coordonnées sont
négatives) sont des fermés I'-invariants non-vide et distincts. On a donc deux
ensembles limites distincts sur la sphere. Voici un exemple numérique :

(21 , (11
““No1) T\ 20)
Alors les valeurs propres de a sont 2 et 1, et les espaces propres correspon-

dants sont £, = {(z1,22) | 22 = 0} et E_ = {(x1,22) | 1 = 0}. Les va-
leurs propres de a’ sont 2 et —1, et les espaces propres correspondants sont
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B ={(x1,22) | 22 = =21} et B = {(z1,22) | 21 = 222}

Exemple 2 Sia est une matrice positive et a’ une matrice négative, I’ensembles des
vecteurs positifs et des vecteurs négatifs est un fermé I'-invariant symétrique,
donc il contient le ou les ensembles I' invariants minimaux. De plus a’ envoie
les vecteurs positifs sur les négatifs et vice-versa, donc il y a nécessairement
un unique fermé I'-invariant minimal. De plus cet ensemble limite n’est pas la
sphere entiere. Voici un exemple numérique :

(21 , (-1 =1
““\o1) “T\-=2 0 )
Alors les valeurs propres de a sont 2 et 1, et les espaces propres correspon-
dants sont E, = {(z1,22) | 22 = 0} et E_ = {(x1,22) | 1 = 0}. Les va-

leurs propres de a’ sont —2 et 1, et les espaces propres correspondants sont
Eg_ = {(Il,l‘g) | Ty = —5(]1} et El_ = {(ZEhl’Q) | Ir = 25(]2}

Plus généralement, des que I'une des deux matrices a sa valeur propre dominante
négative, on aura un unique ensemble limite sur la sphere puisqu’on pourra passer
de —z & x pour le vecteur propre dominant correspondant (voir la démonstration de
la proposition 5.1).

5.3 Présentation des résultats de [33]

Le but de cette partie est de présenter les résultats de [33] qui nous seront utiles
par la suite, et en particulier de redonner les propriétés des opérateurs P* et (J® sous
la condition i-p. Ce sont ces résultats qui vont remplacer ceux de la partie 4.4.2.

Soit £ une probabilité sur G, telle que le semi-groupe I, engendré par son support
S,, vérifie la condition i-p. On suppose de plus que :

do>0t.q. /HaHUu(da) < 400, et /||a||°log|det(a)|,u(da) > —00, (5.3)
et on considere pour s dans l'intervalle [0, o[ 'opérateur P* sur P?~! défini par
Po(e) = [ gl elvalnlda).
De méme que précédemment, on pose
) 1/n . 1
k(s) = lim </ ||a||5,u"(da)) : a = lim — /log ||la||p" (da).
n n n

Définition 35 Pour un fermé F' de G on définit son exposant de croissance par

1
Y2 (F) = lim —sup{log||an - --a1|| : ap € F, 1 <k <n}.
non
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Les propriétés spectrales de 'opérateurs P sont réunies dans le théoreme suivant.

Théoréme 21 Poure > 0 assez petit (dépendant de s), lopérateur P* de H.(P*™1),
espace des fonctions e-héldériennes sur P41, admet pour rayon spectral k(s).

Il possede une unique fonction propre continue es et une unique mesure propre
v® normalisées (les| =1, v®(es) = 1) correspondant a k(s).

De plus, e est strictement positive sur P41 et héldérienne d’ordre s = min{s, 1},
et v° a pour support L(T).

On a la décompostition en somme directe

P =k(s)(v' ®es + U?),

ou U® commute avec le projecteur p® = v° Q eg : U’p® = p’U?® = 0, et est de rayon
spectral strictement inférieur a 1.

La fonction s — k(s) est définie sur [0, 0|. Elle a les propriétés suivantes.

Théoreme 22 La fonction s +— logk(s) est strictement convexe sur [0,0] et sa
dérivée a droite en 0 vaut o.

Ainsi, pour qu'une solution £ > 0 de 'équation k(s) = 1 existe, il suffit que la
fonction log k prenne des valeurs strictement positives. On rappelle un encadrement
du rayon spectral k(s) donné dans [33].

Lemme 13 Pour tout 0 < s < o, il existe une constante Cy strictement positive
telle que, pour tout entier n, on ait :

Co [ Nalludo) < k)" < [ falw(da).

On peut maintenant préciser les conditions d’existence d'une solution strictement
positive de k(s) = 1.

Proposition 5.5 Si 0 = sup{s; E|A;[|* < oo} est fini, alors il existe un unique
k> 0 solution de l’équation de I’équation k(s) =1 sur |0, o].

Démonstration

D’apres le lemme ci-desuus, pris pour n = 1, on a k(s) > CE||A;]|*. Or la fonc-
tion s — E||A;||® est log-convexe, donc continue, ainsi E||A;||* prend des valeurs
positives. Ainsi, log k prend des valeurs positives, et k existe. O

Dans le cas ol o est infini, c¢’est-a-dire E||A;||* < oo pour tout s, on peut trouver
une asymptote de la courbe représentative de la fonction log k.

Théoreme 23 Si o = 400, on a

1
lim 108%()

s§——400 S

= ’YOO(SM)-
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Ceci nous donne un critere simple d’existence de k. En effet, 'exposant de crois-
sance 7>°(.5,,) peut aussi s’exprimer en terme de rayons spectraux.

Lemme 14 Supposons que le fermé F C G engendre un semi-groupe vérifiant le
condition i-p. Alors on a [’égalité

1
~*°(F) = lim sup - sup{log p(a) | a € F"}.

Donc dans ce cas, k existe si et seulement si v*°(S,) > 0, c’est-a-dire si et
seulement si I',, contient une matrice de rayon spectral strictement plus grand que
1. On dit alors que I', est dilatant.

Remarque C’est bien le semi-groupe I', qui doit étre dilatant, et non le support
S, de la loi p. En effet, choisissons pu = 0.05, + 0.950a’ avec

(09 1 g (09 0
“\L 0 045 ) “\1 045 )

Ces deux matrices engendrent un semi-groupe qui vérifie la condition i-p
d’apres la proposition 5.4, on a a < 0 par la proposition 4.1 car E[A; ® 'A;] =
0.98 < 1. Or S, n’est pas dilatant puisaue a et a’ sont toutes deux de rayon
spectral 0.9. Cependant le rayon spectral de aa’ est 1.93, donc I',, est bien
dilatant.

En résumé, on a la proposition suivante.

Proposition 5.6 Si 0 = 400, alors l'exposant k existe si et seulement si I, est
dilatant.

Soit ) I'opérateur markovien sur P4~! défini par :

@elv) = T = / o(va)g* (v, a)pu(da),

ou ¢*(v,a) est défini par :

_ |lvall® es(va)

700 =) )

L’opérateur Q)° est quasi-compact. Plus précisément, on a les résultats suivants.

Théoreme 24 (Q° a une unique probabilité invariante w°. Elle a pour support [’en-
semble limite L(T).

De plus, Q° est quasi-compact sur H.(P?1), 1 est son unique valeur propre de mo-
dule 1, et on a la décomposition spectrale

QS:TS®1+V’S,

ot ™ ®1 et V° commutent et V*° est de rayon spectral strictement inférieur a 1.
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On note Q7 = (5,)*N et @ la probabilité sur ; dont les projections sur les
facteurs (.5,)®" sont données par ¢} (v, w)dpu®"(w), ot w = (ax)k>o €t

g (v,w) = ¢*(v,a1)q’(var, az) -+ ¢°(var -+ an-1, an)
¢°(v,a1---ay)
k(s)nfl

On donne aussi ’analogue de la proposition 17 et du théoreme 14.

Théoréme 25 Soit u une mesure de probabilité telle que son support S, vérifie la
condition i-p.

11 existe une unique application v — v, continue de P41 dans I’ensemble M*(P3~1)
des probabilités sur P41 muni de la topologie de la convergence en variation et telle
que pour tout v € P! on ait :

! vall’es(va)av a
= trarey | 1l es(ua)avia(do).

Soit (A,) est une suite de matrices #id de loi p. Pour tout v € P L la suite
(A1 Ay - Aplpa,ay..a,) est une QS-martingale dans M*(P*Y) qui converge Q3-
presque surement au sens vague vers une mesure de Dirac dy.

De plus, pour tout v € P41, la suite

[0 AL - - - A
[Ay- - Ay

converge QS -presque surement vers la variable aléatoire strictement positive |vZ|.

5.4 Le nouveau théoreme

5.4.1 Enoncé

On donne maintenant le nouvel énoncé du théoreme multidimensionnel.

Théoréme 5.1 Soit (A,, B,) € G x R une suite de variables aléatoires indépen-
dantes et de méme loi 7).

1. SiElog" ||Ai]| < oo, la limite lim,, 2 log || A1 Az - - - A, || = a eaiste et est < +oo
presque stirement. Si de plus o < 0 et pour un 3 >0 on a 0 < E||By]|? < o0,
alors la série R =Y 7" A1Ay -+ Ay_1 By, converge presque stirement et sa loi
est la solution stationnaire de (5.1).

2. Si de plus les conditions suivantes sont satisfaites :

(1) le semi-groupe I, engendré par le support S,, de la loi i de Ay vérifie la
condition i-p, et est dilatant,

(it) le semi-goupe I, ne laisse pas de cone convexe fermé saillant d’intérieur
non vide tnvariant,

(iii) pour tout vecteur colonne x de R?, on a P(Ajx + By = ) < 1,
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alors il existe un unique k dans |0, 0] vérifiant k(k) = 1.
Si de plus k < o, [|lal|”log]|det(g)|p(da) > —oo, et E||By]|* < +oo, alors on a
pour tout vecteur x de S!

lim t"P(xR > t) = le,(T),

t—o00

ou ¢ est une constante strictement positive et e, est la fonction propre donnée par
le théoreme 21.

Le premier point est le méme que dans [47]. Il assure l'existence et 1'unicité de
la loi stationnaire sur R?.

On a remplacé la condition de récurrence 2(7) par la condition i-p et la condition
que I', ne laisse pas de cone convexe fermé saillant d’intérieur non vide invariant.
Sous la condition i-p, cette derniere propriété est équivalente a 'unicité de I’ensemble
minimal I'-invariant sur la sphere. Ceci permet d’assurer I'unicité de la mesure in-
variante de 'opérateur Q° sur la sphere, la condition i-p n’imposant que 'unicité de
cette mesure sur I’espace projectif (voir corollaire 5.1). C’est cette unicité qui assure
que la limite obtenue sera non nulle dans toutes les directions.

Les conditions (i) et (4i) sont plus faibles que la condition 2(i) de [47] comme le
montre I'exemple 2 du paragraphe 5.2.4 : la chaine de Markov construite a partir de
la mesure u = %(5a + d4) ne visite pas tous les ouverts quand elle part d’un vecteur
positif ou négatif. Pourtant il y a bien un unique fermé I'-invariant minimal sur
la sphere. Ici encore, le cas des matrices positives est exclu, ce théoreme doit donc
étre considéré comme le complément de celui de [44]. Par ailleurs, sous la condition
i-p, dans le cas ou il existe un cone invariant, on conjecture que la démonstration
de Kesten s’adapte, ce cas étant sensiblement identique a celui des matrices positives.

La condition sur les matrices p-réalisables a disparu. Ici, cette notion est rem-
placée par 'appartenance a I'y qui désigne la méme propriété. L'hypothese de densité
du sous-groupe engendré par les rayons spectraux des matrices proximales est en fait
vérifiée automatiquement sous la condition i-p par la proposition 5.3.

L’hypothese de non existence de point fixe presque sur est inchangée. Enfin, on
donne un autre critere d’existence d’un exposant critique x lié a la convexité, et la
conclusion est identique a celle de [47]. En particulier, on a la méme limite dans les
deux directions opposées.

5.4.2 Un premier exemple en dimension 2

En dimension d = 2, prenons une suite (A,, B,,) iid telle que B,, soit un vecteur
gaussien centré réduit et (A,) suive la loi p = 3(6, + do), Ol

(21 r -t —-%
=(01) (V)

Toutes les conditions d’intégrabilité sont donc vérifiées.

=T
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Les valeurs propres de a sont 2 et 1, et les espaces propres correspondants sont
E. ={(z1,22) | 22 =0} et E_ = {(21,22) | 1 = 0}. Les valeurs propres de a’ sont
—11—0 + %5 et £, et E_ ne sont pas des espaces propres de a’, donc on est bien dans
le cadre de la proposition 5.4. Ainsi le semi-groupe I' engendré par le support de p
vérifie la condition i-p. De plus, a est positive et b négative, donc d’apres I'exemple
2 du paragraphe 5.2.4 et la proposition 5.2, I" ne préserve pas de cone convexe fermé
saillant d’intérieur non vide.

Comme A; est a support fini mais pas By, 'application x —— A;x + B; ne peut
avoir de point fixe presque sur.

Comme on a choisi la norme euclidienne sur R?, la norme matricielle associée
est caractérisée par |al|?> = p(aa). Ici, on a donc |lal|> = 3 + V5 = 5.24 et
ld||* = %5 = 0.10. Donc Elog(A;) = 1log|lal® + ilog|ld’[|> < 0 (sa valeur
est environ —0.15). On a donc bien a < 0 et I'existence d’une solution stationnaire.

Enfin, le rayon spectral de a vaut 2 qui est strictement plus grand que 1, donc
', est dilatant et il existe un exposant x > 0 tel que k(k) = 1. Ainsi, toutes les
hypotheses du théoreme 5.1 sont vérifiées. Comme on I’a dit plus haut, cet exemple
ne rentre pas dans le cadre du théoreme 13.

5.4.3 L’exemple de [44]

Dans [44], H. KESTEN pose le probleme suivant, que son théoréme ne permet
pas de résoudre :

En dimension d = 2, on fixe m1 et my deux matrices a coefficients strictement
positifs telles que log p(m1) et log p(m2) engendrent un sous-goupe dense dans
R. Soit m3 = rg une rotation d’angle 6 et p la mesure p = p10.m, +P20m, +P30ms
avec p; > 0 et p1+p2+p3 = 1. Est-ce-que cette mesure donne une loi invariante
a queue polynomiale ?

Ce probléme ne rentre pas dans le cadre du théoréme de Kesten (théoreme 11)
puisqu’une matrice de rotation n’est pas positive sauf si c’est I'identité, c’est a dire
la rotation triviale. On va montrer qu’a I’exception des angles 6 congrus a 0 modulo
5, le semi-groupe I' engendré par les trois matrices ci-dessus vérifie la condition i-p,
donc rentre dans le cadre du théoreme 5.1 (sous des condition d’irrationnalité de
I'angle de la rotation pour avoir un unique ensemble limite sur la sphere). On don-
nera aussi un contre-exemple pour ¢ = 7.

Irréductibilité
Si ’angle 6 n’est pas congru a 0 modulo 7, alors la matrice ry n’a pas de sous-espace
propre réel, donc par conséquent elle ne laisse aucun sous-espace non trivial stable.
Il en est donc de méme pour le semi-groupe I' qui est ainsi irréductible.

Proximalité
Comme m; et my sont des matrices a coefficients strictement positifs, d’apres le
théoreme de Perron Frobenius (théoréme 4) leur rayon spectral est une valeur propre
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simple. Donc m; et ms ont chacune deux valeurs propres réelles, qui sont de module
distinct, sauf si 'opposé du rayon spectral est aussi valeur propre. Mais ce cas est
exclu, puisqu’alors la trace de la matrice serait nulle, ce qui est impossible puisque
ses coefficients sont strictement positifs. Ainsi, m; et my sont des matrices proxi-
males.

Soient E, et E_ les espaces propres de my, E, correspondant a la valeur propre
dominante. Soient v et w dans P4~! et z et y une de leurs préimages dans S 1.

Siz ¢ E_ ety ¢ E_, alors vm} et wm] convergent vers py(my), donc la suite
dp(vmi, wm?) tend vers 0.

Size F_etye FE_,alorsv=w.

Siz ¢ E_etye E_, alors ou bien zr et yr ne sont pas dans E_, ou bien zr? et
yr? ne sont pas dans £_, & condition que 6 ne soit pas congru & 0 modulo 5- Donc on
peut conclure comme dans le premier cas : dp(vrm?, wrm?) ou dp(vr?m?, wr*m?)
tend vers 0 quand n tend vers 'infini. On a la méme conclusion si £_ n’est pas un
espace propre de my (voir la preuve de la proposition 5.4).

Donc si 6 n’est pas congru a 0 modulo 7, ou si E_ n’est pas un espace propre
de ms, le semi-groupe I' agit de maniere proximale sur ’espace projectif, et on peut
appliquer le théoreme 5.1.

Fermés invariants sur la sphére
Si % est irrationnel, les orbites des points par la rotation sont denses dans la sphere,
donc on a pour tout v dans Pespace projectif P41 = Fp{vr", n € N} C L(T)
(proposition 19). Ainsi L(I') = P! et par la proposition 5.2, I' a un unique fermé
invariant minimal sur la sphere. On a le méme résultat si % est rationnel de la forme
%TH? puisqu’alors pour tout z dans la sphére on a r"x = —x, donc tout fermé I'-

invariant est symétrique.

Remarque La condition sur les rayon spectraux des matrices m, et mo n’a pas été
utilisée (voir proposition 5.3).

Contre-exemple pour 0 = 7
Dans ce cas, il se peut que le semi-groupe engendré par nos trois matrices ne vérifie
pas la condition i-p. En effet, si on choisit

( el+1 el-1 e+l e™—1 0 —1
my = 61% e12 ) 5 mo = ( err2_1 err2+1 ) s r= ( > 3
E 1 ;rl 2 : 1 0
alors on a p(my) = e, p(my) = €™, donc log p(m,) et log p(ms) engendrent bien un
sous-groupe dense dans R. Mais la réunion des deux espaces {(x1,22) | #1 = 22} et
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{(z1,22) | x1 = —x2} est stable par my, my et r, donc le semi-groupe I' n’est pas
fortement irréductible. Il ne vérifie donc pas la condition i-p. Dans ce cas on ne peut
pas répondre a la question de [44].

Dans toute la suite, on supposera les hypotheses du théoreme 5.1 vérifiées. Notons
qu’elles vont nous permettre d’utiliser les théoremes 21 et 24. La démonstration se
déroule en cinq étapes détaillées dans les sections suivantes. Ce sont les mémes
étapes que dans les chapitre précédents. Dans la partie 5.5, on obtient I’équation
de renouvellement associée a ce probleme. Dans la partie 5.6, on étudie 'opérateur
qui apparait dans I’équation de renouvellement. Dans la partie 5.7, on lui applique
le théoreme de renouvellement 12. Enfin les parties 5.8 et 5.9 sont consacrées a la
preuve que le limite obtenue est non nulle.

5.5 L’équation de renouvellement

Cette étape est identique a celle de [47] ainsi qu’a celles déja présentées dans
les chapitres 2, 3 et 4. Pour utiliser le théoréeme 12, on commence par chercher une
équation de renouvellement vérifiée par la régularisée :

t

z(x,t) = e_t/ u'P(zR > u)du.
0

Onnote Ry = 0 , Ay -+ Ay_1Bg. On a R = A1 Ry + By, et Ry est indépendant de
(Ay, By) et de méme loi que R. Donc pour tous (z,t) dans S*! x R on a

P(.IR > t) = P(l’AlRl + zB; > t) = P(IAlRl > t) + 'Lb(l‘, t),

ou Y(x,t) =Pt —aB) < xA1R; <t) —P(t <xA;R; <t—xB;). On note encore g
sa régularisée : g(x,t) = e™" [ wp(z, u)du. Ainsi,

t

z(x,t) = e_t/ u'P(x ARy > u)du + g(z,t). (5.4)
0

En utilisant le théoreme de Fubini, I'indépendance de A; et R; et le fait que R; et
R sont de méme loi, il vient, grace a un changement de variable :

e_t/ wP(xAI Ry >u) = E(e‘t/ UH][mAlR1>udu)
0

t—log [z A1 |

- T HxAlnn/ —(t— logl“AlD/O uﬁ][x-AlR1>udU:|

et—log[lzAy]l

— [||a;A1||n = lognxAln)/ u“IP(x-AlR>u)du]
0
E[

|z Ay ||"2(z - Ay, t — log [|zA4]))],

A
lzAll "

A(a,t) = E[JaAy|[“=(x - Ayt — log Ay ) + gz, )]

Ainsion a :

avec r - A =
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Comme dans la chapitre précédent, on note 13Q = 13Q" I'extension de Q* & S*! x R
définie de la facon suivante :

BQf (2, 1) = % / lwalFen(za) f(z - a,t — log |walu(da).

On pose maintenant Z(z,t) = z(x,t)e.(Z) " et G(x,t) = g(z,t)e. (). On obtient
donc I'équation de renouvellement suivante :

Z(x,t) = Q7 (x,t) + G(x,t). (5.5)

En itérant cette équation, il vient :
Z(x,t) ="Q" Z(x,t) + Y PQ"G(z,1).
k=0

Soit F'(z,t) =P(zR > t). On a de méme que pour I’équation (5.4)

t

1 e
1?’Qn+lz($7 t) = — K [6% / UKF(xA1A2 e Apga, U>€n(973A1A2 ce An+1>dui|
e,.i(x) 0
1 ¢
= (_) e*t / u"E [F(:L’AIAQ cee An+17 U)€H<fA1A2 ce An+1)} du
e.(x 0

Or pour tout z € ST, on a lim ||zA; - -+ A,|| = 0 car a < 0. Donc pour tout u > 0,
on a par convergence dominée, limE[F(xAlAQ s Apg,u)eg(TAL Ag - -An+1)} =0
puisque ¢, est bornée. Ainsi, il vient lim 13Q" "' Z(x,¢) = 0. On a donc

[e.9]

Z(x,t) =Y YQFG(x,1). (5.6)

k=0
C’est une formule analogue a celle obtenue au chapitre 1 reliant la solution de 1'é-

quation de renouvellement a la fonction de renouvellement.

On veut maintenant appliquer le théoréeme de renouvellement de Kesten a cette
équation. Ce sera la deuxieme étape de notre démonstration. Mais avant cela, on a
besoin de préciser quelques propriétés de l'opérateur Q = QF, restriction de *Q &
la sphere S9-1.

5.6 Propriétés de opérateur O sur la sphere

L’opérateur Q sur S ! est la restriction de *Q & la sphere. Il est défini par :

! Yen(T -a a
= [ el esta) - ajutao)

Qf(x) =

€x

C’est aussi I'extension naturelle de Q* & la sphere S?~!. Nous allons montrer qu’il
en possede certaines propriétés analogues.
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5.6.1 Unicité de la mesure invariante

Le théoreme 24 dit que l'opérateur Q* sur P?~! a une unique probabilité in-
variante 7%. On va montrer que c’est encore vrai pour I'opérateur Q sur S?!'. On
commence par rappeler une propriété donnée dans [33].

Lemme 15 Soit X un espace métrique compact et Q) un opérateur Markovien pré-
servant C(X), U'ensemble des fonctions continues sur X. On suppose que pour toute
fonction ¢ dans C(X), la suite (Q"p) est équicontinue et que les seules fonctions
Q-invariantes continues sont les constantes. Alors ) admet une unique probabilité
mvariante.

L’opérateur Q est bien Markovien et il préserve les fonctions continues sur S
Comme dans la partie 5.3, on définit la fonction ¢ sur S*! x S, par

_ lzal”es(za)
q(z,a) = —e,f(i’) )

Remarquons que par définition ¢ ne dépend pas du signe de x. C’est donc exactement
la méme fonction que ¢" sur 'espace projectif. On a aussi

qn(I,W) = q(l’, al)Q(xalu a2) U Q(xal crrlp—1, an) = Q(‘x7 ap--- an)'

Commencons par montrer la propriété d’équicontinuité. Comme la fonction ¢
sur la sphere est la méme que sur 'espace projectif, on peut directement utiliser le
résultat suivant de [33].

Lemme 16 I existe une constante C > 0 telle que pour tous x,z' dans ST, on ait
lq(z,a) — gz’ a)| < Cllz = 2'[|*]la]l",
ot £ = min{l, k}.
On en déduit la propriété d’équicontinuité.

Proposition 5.7 Pour toute fonction ¢ continue sur S1, la suite (Q"p) est équi-
continue.

Démonstration

Par densité, il suffit de voir que cette propriété est vrai pour les fonctions ¢ qui
sont e-héldériennes sur S¥1 avec € < k. Soit une telle fonction ¢, on note [p]. son
coefficient de Hélder et on a, pour tous x, ' dans S?!

|Q"p(x) — Q p(a)|
< ol /Iq(ﬂf,a) —q(2', a)|p" (da) + [@]a/q(:v’,a)lll' -a — ' a|*p"(da)

Clla = [ Jlall"u"(da).

IN
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En effet, on utilise le lemme 16 et la majoration suivante :

v'a(||lzall = |l+'al]) + [|2"a]|(2'a — wa)

|lzallll’all(2 - a — 2 - a)
l’all[|zall — [lo"all| + [|l2al[[|z"a — za]

lzallllz'alll2" - a — 2 - al] <
< 2flallll(z — 2)al.

Donc il vient

2
2" a—z-a| < m“(x—x')a”. (5.7)

Et d’autre part on a ¢(x,a) < C||zal/" par définition de g.

Or le lemme 13 rappelé précédemment dit que [ |la||"p"(da) < ck"(k), et ici
k(k) = 1 par définition de x, donc on a

1Q"p(x) — Qp(a")] < Cllz — 2’|
ce qui prouve I’équicontinuité. O

Montrons maintenant que les seules fonctions Q-invariantes sont les constantes.

Proposition 5.8 Si I, vérifie la condition i-p, I'ensemble des solutions continues
sur la sphere de ’équation

f(x) = / lzall*f(z - a)u(da) (5.8)

est de dimension 1 ou 2. Il est de dimension 1 si et seulement si il existe un unique
fermé I, -invariant minimal sur la sphere.

Démonstration
L’équation (5.8) est équivalente a Pf = f ou P = P* est l'extension de l'opéra-
teur P* a la sphere :

Pi(x) = / leal £ (z - a)pu(da).

Cette équation a toujours au moins une solution continue sur la sphere : c’est
f(x) = en(x), d’apres le théoreme 21 puisque k(k) = 1. Cette solution est continue,
symétrique et strictement positive sur la sphere.

Soit ¢ une autre solution de I’équation (5.8). Alors, on a :

A~ [ aalentan) 22 ).

en(®)  en(7) ex(za)

On appelle Z_ et Z, respectivement l’ensemble ol la fonction pe ! atteint son
minimum et son maximum sur le sphere. D’apres ’équation ci-dessus, ces deux en-
sembles sont des fermés I'-invariants de la sphere. Donc s'il existe un unique fermé
' ,-invariant minimal, il est contenu dans Z_ et Z, qui sont donc d’intersection non
vide. En particulier, la fonction @e_! est constante, donc I'espace des solutions est
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de dimension 1.

On se place maintenant dans le cas ou il existe F; et F5 deux fermé minimaux
I',-invariants. Le théoreme de Markov-Kakutani donne alors deux probabilités m; et
o distinctes invariantes pour 'opérateur markovien Q sur la sphere, respectivement
portées par Fy et F,. Comme f est une fonction Q-invariante continue si et seule-
ment si fe, ! est solution continue de 1'équation (5.8), et que I'opérateur Q vérifie
la propriété d’équicontinuité par la proposition 5.7, si 'ensemble des solutions de
I'équation (5.8) est de dimension 1, alors par le lemme 15 il existe une unique proba-
bilité invariante, ce qui est impossible. Donc 'espace des solutions est de dimension
au moins 2.

Soient ¢ et ¢ deux solutions continues non nulles de 'équation (5.8). On peut les
décomposer en partie paire et partie impaire. Soit ¢ la fonction définie par @(z) =
¢(—x) sur la sphere. Alors on a :

et de méme pour ¢. On remarque que si ¢ est solution de 1’équation (5.8), alors ¢
I’est aussi, donc les parties paires et impaire de ¢ et 1 sont solution. On peut donc
se limiter a regarder les solutions paires et les solutions impaires.

Soit ¢ une solution paire de I’équation (5.8). En raisonnaant comme dans le pre-
mier cas, on voit que les ensembles olt pe ! atteint son maximum et son minimum
sont des fermés I',-invariants. De plus, ils sont chacun symétriques puisque cette
fonction est paire. Ils contiennent donc tous deux F} et F. Donc ¢ est un multiple

de e,.

Soient maintenant ¢ et ¢ deux solutions impaires non nulles de 'équation (5.8).
Soit Z; I'ensemble des points ol ¢ atteint son maximum. Son symétrique —Z; est
alors ’ensemble des points ol ¢ atteint son minimum. Ces deux ensembles sont des
fermés I',-invariants de la sphere, donc I'un contient Fj et 'autre F5. Quite a chan-
ger ¢ en —, on peut supposer que Z; contient Fj. En particulier, ¢ est constante
égale a son maximum m, sur Fj. Quite a changer ¢ en —1, on peut aussi supposer
que ¥ est égale a son maximum my sur Fj. La fonction mop —my1) est alors impaire
et solution de ’équation (5.8). Donc quite a changer son signe, elle est aussi égale a
son maximum sur Fj. Or par construction, elle vaut 0 sur F}, c¢’est donc la fonction
nulle sur la sphere, et ¢ et ¢ sont multiples I'une de I'autre.

Ainsi, si on a deux fermés minimaux inavriants, I’ensemble des solutions paires
est de dimension 1 et I'ensemble des solutions impaires de dimension au plus 1, donc
par ce qui précede I’ensemble des solutions est bien de dimension exactement 2. O

Comme f est une fonction Q-invariante continue si et seulement si fe, ! est
une solution continue de I’équation (5.8) on en déduit immédiatement le corollaire
suivant grace a la proposition 5.2.
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Corollaire 5.1 Si le semi-groupe I, ne laisse pas invariant un cone convexe fermé
saillant d’intérieur non vide, alors les seules fonctions Q-invariantes continues sont
les constantes.

On peut maintenant conclure, en utilisant le lemme 15.
Théoreéme 5.2 Lopérateur Q a une unique probabilité invariante m sur S 1.

Cette probabilité possede une propriété de symétrie sur la sphere. C’est la relevée
de 7", I'unique probabilité ()"-invariante sur ’espace projectif.

Corollaire 5.2 L’ unique probabilité Q-invariante 7 est symétrique sur S1.

Démonstration

Soit 7 la mesure symétrique de 7 sur S*! : pour tout A borélien de S%!, on a
7(A) = m(—.A). Alors pour toute fonction f borélienne bornée sur la sphere, on a
[ f(x)7(dz) = [ f(—=)n(dx). Posons f(x) = f(—x). En particulier, comme 7 est
Q-invariante, on a :

[t@tan) = [ fontdn) = [ fanan = [ @ftwn(a

- [ = [ lealr e ataantas)

= [ =5 [ Iealr s apptaayatin)

- [ == 1=l et
_ / Qf (—x)r(dx) = / Of ()7 (dx).

Donc 7 est aussi une probabilité Q sur la sphere, et par unicité de la mesure inva-
riante, on en déduit que © = 7w et 7 est donc symétrique. O

Il en résulte aussi que le support de 7 est I'unique fermé I',-invariant minimal sur
la sphere, puisque ’ensemble limite L(I',) est le support de 7" sur 'espace projectif.

5.6.2 Ergodicité

De méme qu’au paragraphe 5.3, pour tout z dans S?!, on définit sur O les
probabilités Q, comme étant celles dont les projections sur les facteurs (S,)®" sont
données par g,(x,w)du®"(w), ot w = (ag)k>o €t

Gn(7,w) = q(z, a1)q(zar, az) -~ q(way -~ an-1,a,) = q(z, 01+ - ay).

Définition 36 Le décalage 0 sur )y est dit q ® p-ergodique si pour toute fonction
F borélienne sur €y et vérifiant "o 0 = F il existe une constante ¢ € R telle que
F = ¢ Q,-presque sirement pour tout x dans S*1.
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On rappelle une condition suffisante donnée dans [33] pour avoir la propriété de
q ® p-ergodicité.

Proposition 20 Supposons que le noyau markovien Q, soit continu en variation.
Alors le décalage 6 sur 1 est q ® p-ergodique deés que la condition suivante est
réalisée : les seules solutions ¢ continues sur S*' de I’équation Qp = ¢ sont les
constantes.

Soit 7 I'unique mesure Q-invariante sur SY~! donnée par le théoreme 5.2. On
définit la probabilité Q. sur 4 par Q. = [ Q,7(dz). On a alors le résultat suivant.

Théoreme 5.3 La probabilité Q. est ergodique : pour toute fonction f borélienne
sur €Yy et vérifiant fof = f il existe une constante c € R telle que f = ¢ Q_-presque
surement.

Démonstration
Soit w = (ag)k>o et f une fonction mesurable bornée ne dépendant que des n
premieres coordonnées. On a

Q.(f) = /f(w)q(x, ay -+ ap)p(day) - - - p(day).

On applique le lemme 16. Il vient :

1Q:(f) = Qu(f)l < /If(uJ)I lq(z,ar- - an) — q(2', a1 -+ an) | u(dar) - - - p(day,)

IN

il [ Nl = @Iar - " a(da) -+ )
< Clflulle - 25K (x),

par le lemme 13. Donc pour la norme en variation on a ||Q, — Q.|| < Cl|z — 2'||%,
puisque k(k) = 1, d’ott la continuité en variation de Q,. Par la proposition 20 et le
fait que les seules fonctions Q-invariantes continues sur S¢~! soient les constantes,
on en déduit que le décalage 0 est ¢ ® u-ergodique.

Soit maintenant une fonction F' borélienne bornée sur €2; et vérifiant F'o 6 = F.

Alors il existe une constante ¢ telle que F' = ¢ Q,-presque strement pour tout x
dans S%!. On a donc

QAW—d%z/QAW—dhwwza

et ainsi ' = ¢ Q,-presque sturement. a

5.7 Application du théoreme de renouvellement

On définit la suite (X,,,U,) sur S ! x R de la fagon suivante :

| XoAr - Ayl
=log | X,, - A1l

Xn:XO'AlAQ"'An, Unzlog
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La suite (X)) est une chaine de Markov de probabilité de transition Q. On veut
vérifier que la suite (X, U, ) satisfait les conditions d’application du théoréeme 12.
Pour cela, on calcule la probabilité :

]P)(XiGAi, 0<<n, UjEBj,O§j<7’L|X0:$0)

1
= m / onal .. -CLn”em<i'0a1 ce a/n)]I.A()(:CO) ce I[An(l’o Sy an)

w 1s, <10g Izoa | ) s, (10g loas - an )u(dal) - u(day,)

||l“0|| ||1’0@1"'an—1||

n—1
= Ly [ QGo.dn) / An@(xnl,dxn)g@ﬂ(&), (5.9)

ot FY(B) = E(Ip(y)I,—10g|jza,|) est bien de la forme requise pour le théoréme de
Kesten. On note Qg la mesure sur S x R ainsi définie, et Ef , espérance cor-
respondante comme dans la partie 4.3.2.

Ici on a V,, = log||XoA;--- Ayl et I'équation de renouvellement (5.6) peut se
récrire sous la forme :

Z(x,t) = B G(Xpt = V). (5.10)
n=0

On est donc bien dans le cadre du théoreme 12 de Kesten. Pour I'appliquer,
il faut prouver que les conditions I1 a 14 sont vérifiées, et que G est directement
Riemann intégrable. C’est ce qu’on va faire dans les paragraphes qui suivent.

5.7.1 Preuve de la condition I1

C’est une nouvelle démonstration inspirée de [47] ot on remplace I'utilisation de
la propriété de récurrence 2(i) par la condition i-p.

Soient 7 I'unique probabilité Q-invariante sur S*~! donnée par le théoreme 5.2,
et U un ouvert de S ! tel que 7(U) > 0. Il existe une fonction ¢ continue sur S
telle que T;; > ¢ > 0 et m(v) > 0. Or pour tout z sur la sphere on a la convergence :

%Z Q(p) — m(p) > 0.

En effet, toutes les valeurs d’adhérence de la série %Z?:l Q7 sont des probabilités
Q-invariantes sur S, donc par unicité, la série converge vers m, la convergence
étant uniforme sur S¢! par I'équicontinuité de la proposition 5.7. Donc on peut
trouver 6 > 0 et ng tels que

inf Q" (I) > inf QM(p)>4.

xeSd—1 z€Sd—1
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Le théoreme de Borel Cantelli pour les chaines de Markov (voir par exemple L.
BREIMAN, [12]) dit alors que pour tout x dans S*! on a

QoA A ety =Q(| X e =1,

n>1 n>1

ce qui acheve la preuve de la condition I1.

5.7.2 Preuve de la condition 12

La premiere partie de la preuve est plus rapide que celle de [47] grace au résultat
d’ergodicité donné par le théoreme 5.3.

La probabilité Q, est ergodique d’apres le théoréme 5.3. La suite (A,,) est station-
naire sous cette probabilité et la suite V,, = log || XoA; - - - A, || est sous-additive. De
plus, par hypothese, on a [ |log ||lai||| [la1]|*x(dar) < oo, donc Ef(log™ [|4;]|) < oo
et on peut appliquer le théoreme ergodique sous-additif de Kingman : la suite %
converge Q.-presque surement vers une constante 7. Et on a v = EZ(log || 44]]), ce
qui est bien de la formule souhaitée pour la condition 12.

Il reste donc maintenant a montrer que v > 0. On rejoint ici la preuve de [47].
Comme par hypothese, hm%log |A1--- Anll = @ < 0, on peut trouver n; > 0 tel
que Elog||A;--- A, || < 0 par la loi des grands nombre. Le lemme de Fatou pour
les suites uniformément intégrables (voir [14]) donne alors

E||A; - Ay, " — 1
Ly Al = tim EAT Al
du u=0

u—0 u

<Elog|lA;--- A, <0.

Donc, comme la fonction s — E|[A; --- A, ||° est convexe et vaut 1 en 0, on peut
trouver 0 < s < k tel que E||A; -+ A,,[|* = ¢e® < 1 pour un certain 3 > 0. Ainsi
par indépendance des A; et sous-multiplicativité de la norme, on a, pour tout n > 1,

E||A; - Ao < Ke ™.
Donc, pour tout « dans S?!, Iinégalité de Tchebychev donne
P(led o Aul) 2 € 5) < eFE[ Ay Al < KeT %,
et ainsi il vient
QlzA, - A,|| < %)
= LR [leAy o AdFenE Al edr e A < €]

ex(T)

< Ll (% LR A e F < adi AL < o8])
ex(T)
Bn  Bn

< C(e’% +Ke zet).

On a donc ) Q([|lzA; - A, < e%) =3 Qe < e%) < 00, ce qui permet de

conclure, par le lemme de Borel Cantelli, que v > 4ﬁ > 0, ce qui acheve la preuve

de la condition 12. "
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5.7.3 Preuve de la condition 13

Ici encore on suit le schéma de la preuve de [47], mais avec les outils de [33].

Soit a € I'g un élément proximal. Comme a est dans le semi-groupe I',,, il existe
un entier k tel que a € SE”‘“, ie.a=aj---ay avec ay,...a; dans le support de . On
appelle a,. € S¥ ! un vecteur dominant de a dans la sphere. On a donc a, -a" = +a,
et ||aya™|| = p(a)™. Par ce qu'on a vu a la démonstration de la proposition 5.1, et
par la proposition 5.2, ay est dans F', I'unique fermé I',-invariant minimal sur la
sphere. En particulier, a, est dans le support de 7 'unique mesure Q-invariante sur
la sphere. On peut donc trouver un voisinage U de a, dans S¢1 vérifiant w(U) > 0.

Quite a restreindre U, on peut supposer qu’il n’intersecte pas I’hyperplan répulsif
de a. Donc pour tout x € U, on a

n n
xa” — \"ay
>\n

n—-+o00 ’ | A ’ n p—too

ou A € C est la valeur propre dominante de a. On sait de plus que A est réelle.
Quite a restreindre encore U, on peut supposer que les convergences ci-dessus sont
uniformes en x. On a alors :

2n 2n
9 B xa A ay
||$ ca™t — a+|| - HxGQnH - A\2n H
< I(lQn xa2n J]CLQn _ A2na+ H
— ||xa2n|| ’)\|2n )\277,
Hxa2nH xa2n _ )\2na+
= e |

n urn > n 7 grand il vient ||z - a*" — a £. utr rt, on a :
donc po > ng assez grand il vient n +|| < 5. D’autre part, on a

[[za”|

RIS

|log [lza"|| — nlog p(a)| = log

donc pour n > ng assez grand il vient |log ||za”| — nlogp(a)| < 5.

Comme ces relations sont continues, on peut encore trouver un voisinage W, de
a dans S$* tel que pour toute matrice ' dans W, on ait ||z - a”*" — ay| < ¢ et
|log ||za™|| — nlog p(a)| < € pour tout n > ng. Donc pour tout n > ng et pour tout

x dans U on a :
Ql|z - Ay -+ Agui|| <&, |log||zAy -+ Agpi|| — 2nlog p(a)| <€) > 0.
En prenant cette inégalité pour n = ng puis n = ng + 1, on obtient la condition I3

avec my = 2nok, ma = 2(ng + 1)k, 7 = 2nglog p(a) et ¢, = 2log p(a). La suite (¢,)
ainsi construite engendre un sous-groupe dense dans R par la proposition 5.3.
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5.7.4 Preuve de la condition 14

La démonstration est exactement la méme que dans [47], excepté pour le théo-
reme invoqué a la fin.

Soient € S¥7!, £ > 0, et 6 > 0 qu’on précisera plus loin. On pose :
E(x,8,k) = {w‘HxAl A > 6] A - Al V1<l<k;} ﬂEa:ék

Alors, si |ly — z|| < 661 et w = (ax) € E(x,0,k), on a :

(1—6))l|lvar - aul| < ||xa1---ak||—||x_y||”16—k”
< lway---ail] — ||z — yl|l|ay - - - ax|
< lyay---a|
< zay - agl] + |z — yll|lar - - - agl]
< lzay - - agl| + 661||aq - - - ag]
< (L4 dy)[zay---ax. (5.11)
De plus, I'inégalité (5.7) donne :
H yay - xay - H 2H$_yHHa1"'akH
lyay - - Clk” |was - akH = [zay -~ an]
o plollar---ail]
[zay - - |
001
< 2—
)
= 201. (5.12)

Donc pour une trajectoire de la chaine (X,,, V) de point de départ (Xo =y, Vp = 0)
avec ||y — x| < 601 et w € E(x,6), on a d’apres 'équation (5.12), et pour J; assez
petit

YAy - rAy - A
X ol = | <2
H o HﬂfAl Al lyA; - Ak|| |2 Ay - - Ag| '
et d’apres I’équation (5.11), il vient :
Ve —1 A A ‘ _ ‘1 [lyAr - - Agl|
Vi = log o - 4| 8T A, Ay
< max(|log(1+ d1)|, | log(1 — &1)|)
< 20;.

Soit f une fonction mesurable, on a :

EZ,O (f? E(Q?, 5)) + EZ,O (fa E(l’, 5)0)
Ez,o(f%(Xo, Vo, X1,...), E(x,0)) + | floQy(E(, 6) )

ESof (Xo, Vo, X1,...) <
<
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ou E(x,0)" désigne le complémentaire de E(x,d). Soit D € SP*. Puisque e, est
bornée inférieurement et supérieurement par des constantes stictement positives, et
d’apres l'inégalité (5.11), on a :

1
QB MND) = — [y Aulen(pAr - Ap(dAr) - pdAy

ex(Y) E(z,6,k)nD
en(@) 1 / en(FA; - Ay)

> 1—=06)"|lwAy - - - Ag|” X

T ex(D) ex(T) E(z(,é,k)ﬂDl) oAy d ex(TAy -+ Ayg)
en(TAr -+ Ap)p(dAy) - - - p(dAy)

> CQ,(E(x,6,k)N D), (5.13)

N ... .. . Ar-A
ou C' est une constante positive. Or par le théoreme 25, on sait que ”HmAll--- AleIH converge

z-presque strement vers une quantité strictement positive. Donc on peut trouver
une constante ¢ > 0 tel que pour [ assez grand |[zA;--- A > c||A1--- 4|, Qz
presque siirement, et ainsi Qz (E (z, (5)0) tend vers 0 quand § tend vers 0. Or E(z,0)¢
est un ensemble symétrique, donc pour tout z, Q, (E(x,é)c) = @z (E(a:,é)c) — 0.
Par la majoration (5.13), il en est de méme pour Q,(E(x,0)°) indépendamment de
y. Ainsi pour d assez petit, Q,(F(xz,6)¢) < § indépendamment de y.

De méme, on montre que, pour d; assez petit :
By o (/% (X0, Vo, X3,...); E(x,6))

< (1+46)" sup e”(?)

21—zl <26, Ex(Z2)

13
(1+ 5)1@;,0#5()(0, Vo, X1,...)

& 13
< ESofP + 51 flec;

B2 o (f% (X0, Vo, X1,...); E(2,6))

IA

d’ou l'inégalité voulue :
EZ,O(f(X07 %7X17 s ) S Eg,O(fQ(s(XO? ‘/07X17 e ) + 8|f|oo

L’autre inégalité de la condition I4 se montre de maniere analogue.

5.7.5 Intégrabilité de G

Commencgons par préciser les propriétés de la loi de R, et en particulier I'existence
de ses moments d’ordre strictement inférieur a x.

Proposition 5.9 La loi de R ne charge aucun sous-espace affine de R.

La démonstration est la méme que dans [47], sauf pour 'utilisation de la condition
i-p. Elle utilise la propriétés d’irréductibilité forte. Le raisonnement est également
proche de celui des lemmes 6.1 et 6.2 de [33].

Démonstration
Soit ¢ la loi de R et posons pour g = (a(g),b(g)) € G x R? et o un vecteur
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R?, gz = a(g)x + b(g). On raisonne par I'absurde. Considérons l’ensemble H, des
sous-espaces affines W de R? de dimension minimale qui vérifient ¢(W) > 0. Si
Wy et Wy sont deux tels sous-espaces distincts, on a ¢(W; N Wy) = 0 puisque
dim(W; NWs) < dim(W;). Donc pour tout € > 0, 'ensemble des sous-espaces W de
Hy vérifiant de plus ¢(WW') > € est fini. Par conséquent, il existe une sous-espace W
de dimension minimale maximisant ¢(W). Notons m = ¢(Wp).

On rappelle que 7 est la loi de ¢ = (A;, By). Par stationnarité on a ¢ =
[ 9¢ dn(g) et en itérant cette équation on obtient :

o0

o) = [Go)W0) S oo

2n
n=1

Donc on a gp(Wy) = ¢(Wy) = m pour tout g dans un sous-ensemble 4 du goupe af-
fine de R? de mesure 1 pour la probabilité > Zlnn”. L’ensemble des ¢~ 1W,, g € A
est donc fini. Soit G, le sous-groupe fermé engendré par le support de 7. Alors 'en-
semble F = {g7'W,, g € G,} est également fini et stable par G,. On distingue
maintenant deux cas :

Si dim(W,) = 0, 'équibarycentre vy de F est invariant par tout élément g € G,,
et en particulier, on a P(g1v9 = Ajvo+ By = vy) = 1 ce qui contredit notre hypothese.

Si 1 < dim(Wy) < d—1, soit V; le sous-espace vectoriel qui est la direction de
Wo. Alors F = {g~'Vh, g € G,} est une réunion finie de sous-espaces propres par
ce qui précede, et elle est G-invariante, ce qui contredit 'irréductibilité forte de
la condition i-p (voir théoreme 18). Donc la loi de R ne charge aucune sous-espace
affine de R%. O

Corollaire 5.3 L’application G est continue sur S“! x R.

Démonstration )
Il suffit de montrer que (z,t) — f(z,t) = [ u*(P(zR > u)—P(zA1 R > u))du
est continue sur S~! x R. Or on a

f(x,t) — f(wo, t0)

eto eto

— /ﬁ (IP’(.:):R > u) — P(xgR > u))du — ﬁﬁ (IP’(xAlRl > u) — P(xgA1 Ry > u))du

+ /;“ (P(zR > u) — P(z A1 Ry > u))du.

elo

Par le théoreme de continuité sous I'intégrale, comme R ne charge pas de sous-espace
affine (proposition 5.9), on a bien la continuité pour chacune de ces intégrales. O

Proposition 5.10 Pour tout 0 < s < k on a E||R|]* < co.



162 CHAPITRE 5. NOUVEAU THEOREME MULTIDIMENSIONNEL

Démonstration
On utilise la propriété de convexité exposée dans l'introduction. Pour tout 0 <
s < k,on a, si § <min{l,x},

E|R|* <) E|AiAs- - A |°El|By)",

k=1

et sil < s <k,

(E[RI*)Y* <D (EfAiAs - - Apa]|*) V(B Bi|*) 7.

k=1
Par hypothese, pour tout 0 < s < &, on a E||B||* < (E||Bx||*)*/* < oo et on a aussi

Hm(E||A; - Ay ||*)Y™ = k(s) < 1,

par la stricte convexité de I'application s +— log k(s) (théoreme 22) et la définition
de k. O

On en déduit que G est directement Riemann intégrable, comme dans les cha-
pitres 2 et 3.

Proposition 5.11 La fonction t — sup,csa—1 |G(x,t)| est directement Riemann
intégrable sur R.

Démonstration
On rappelle que Pour tous x,t, on a G(z,t) = G1(z,t) — Ga(x,t), on

t
eft

—)/ u[P(u—zB) < 2A1Ry <u) —P(u < ARy < u— aBy)]du.
0

G(z,t) = .
On va montrer comme au paragraphe 2.4.3 que chaque G(z, -) est directement Rie-
mann intégrable, et que les majorations obtenues sont uniofmes en x. On peut déja
remarque que la fonction e, est minorée sur la sphere, donc a une constante pres
on majore G par une fonction similaire a celle du paragraphe 2.4.3. On fait les
mémes découpages, et tous les calculs sont identiques sauf pour la majoration de
E[|lzB;||zA; Ri|""!]. On utilise plutot I'indépendance et I'inégalité de Holder qui
donnent :

EllzB ||z A Ry "] < E[|Bull[[Au]" IR
E[| Bl A" E[| R[]

K1 e
< E[l|Bu)VE[l| Aull*) % [ Ra <1,

et toutes ces espérances sont finies par choix des hypotheses et par la proposi-
tion 5.10. O
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5.7.6 Conclusion

Toutes les hypotheses du théoreme 12 sont maintenant vérifiées. On a donc

+oo
lim Z(z,t) = © / ) [ Glyu)du=t, (5.14)
Y Jsd-1

t—+00 S

ol 7 est I'unique probabilité Q-invariante sur la spere S%~!. Remarquons que cette
limite ¢ est une constante positive ou nulle : elle ne dépend pas de x. Comme Z(z,t) =
z(x,t)e;1(Z), on a donc pour tout x dans ST :

lim z(x,t) = le,(T).

t—+o00

Cette limite est aussi celle de t*P(xR > t) grace au lemme 4 ou au lemme 9.

Pour achever la preuve du théoreme 5.1, il reste a montrer que la constante ¢ est
strictement positive, puisqu’on sait déja que e, ne s’annule pas sur P?1. Clest ce
qu’on va faire dans les deux dernieres parties.

5.8 La limite est non nulle

Ici, les méthodes scalaires utilisant la médiane ne sont plus valables comme on
I'a vu au chapitre précédent. La preuve présentée ici est la méme que celle de [47],
on remplace juste l'utilisation de sa propriété de récurrence par la condition i-p.

5.8.1 Une chaine de Markov

On introduit la chaine de Markov suivante sur S 1 x R x R :
u+ R

X, W Vi) = (z- Ay A, — 1y A AL,
R, =3 1_, A1+ Ay_1By. Son noyau de transition est :
u+ xB;

PN (@, ut) = E[f(x - A t —log [z A [])],

Ay

pour toute fonction f mesurable bornée sur S x R x R. En effet, on passe de
(X, Wi, Vi) & (X1, Waat, Vayr) de la fagon suivante :

zAy - Ap
vAy - Apa Todra Ant1
Xng1 = - Ay Aypr = = )
" " lzAy - - Ana] ||||xA1 ﬁu Ana
z- Ay ADA,
_ ( 1 )Ani X, A,
[(2 - Ar - Ap) Apga |
W B u+ xR,  utaR,+ 1A ApBu
m [zA1 - A [zAr - A
[zAr - Ansa | \lzAr - Al JlzAr- - Ayl
I‘AlA Wn+Xan+1
Il - AaB) K]
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et aussi

||517A1 T 'An+1||

Vewr = t=logllodi s Auial| = t—loglledr - Aul| — log S,

= V, —log || X,A,1].

Comme (A,, B,) est une suite iid, on voit donc que (X,), (X,, W), (X, V,) et
(X, Wy, V,,) sont bien des chaines de Markov, et que (X,,W,,V,) a bien pour
noyau de transition ?3\/. Dans la suite, les opérateurs ayant pour exposant 123 se
rapportent a la chaine (X, W,,V,,), ceux ayant pour exposant 12 se rapportent a
(X, W,) et ceux ayant pour exposant 13 se rapportent a (X, V).

On remarque aussi que (W) vérifie I’équation récursive aléatoire scalaire sui-
vante :

Wn+1 = Can + dn;

N _ X, B . . ~ .
olt ¢, = || XpnApia| ™ et d, = ”X:TZE”. On introduit le temps d’arrét suivant :

T=m =inf{n>1]zR, > 0},
et le noyau (sous-Markovien) correspondant :

u+ xR,
lzAy--- Ar|l”
Ex,u,t[][T<oof(X‘r7 WT? V;')]?

123-/\/’7'f($7 u>t) = E[][T<oof(x ’ Al U A.,-, t— log HxAl o ATH)]

ou E, .+ désigne l'espérance sur 'espace des trajectoires de la chaine (X,, W,,V,)
partant de (Xo = x, Wy = u,Vy = t). Remarquons que si f ne dépend pas de u,
alors 23\ f(x,u, t) ne dépend pas non plus de u puisque 7 ne dépend pas de u. Pour
toute fonction f mesurable bornée sur S*~! x R on pose :

ISNTf(xa t) = E[][T<oof(x ’ Al o 'ATat - 10g ||JZA1 T AT”)]

Nous allons montrer que ce noyau vérifie une équation de renouvellement.

Soient z.(z,t) = P(xR > €') et go(z,t) = BN, P(x,0,t), ou P est définie par
O(z,u,t) =P(e’ —u < xR < €'). On peut calculer explicitement g.(z,t). Pour cela,
on pose R’ = Z?’:TH Aryq1--- Ap_1By. Cest une copie de R indépendante de R, et
de Aq,...A,. On peut expliciter la fonction g :

ge(,1)
R
= B[L_ Pt losledvarl _ T 4 AR < etlogllzdiAr]
[ < ( [zA; - A 1 = )}
= E[L . P’ — 2R, <xA;--- AR <e)). (5.15)

D’autre part, on a :

BN ze(,t) = E[LcuP(z--- Ay - AR > etrloglleduArly]
= B[l P(zA; - AR > €. (5.16)
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Ainsi, en additionnant les équations (5.15) et (5.16) on trouve :

BN zo(2,t) + ge(z,t) = E[LoP(zA;--- AR >e' — 2R,)]

= IE[]-'[7'<oo ]I:EA1 "'ATR/+xRT>€t]
= E[][T<oo ][xR>6t]‘

Orsi xR > €', comme 2R, — xR, on a nécéssairement xR,, > 0 pour n assez grand,
donc (1 < 00,zR > ¢') = (xR > €'). Ainsi

13./\[7-2@(.’[', t) + ge(fl', t) = E[][IR>et]
= Zz(x,t).
Donc pour tous (z,t) dans ST x R, on a I'équation de renouvellement suivante :
ze(z,t) = "W, zo (2, 1) + go(, 1),

Si on itere cette équation, il vient :
Zo(w,t) = BN (2, 1) + Z BNEge (). (5.17)
k=0

On définit par récurrence la suite de temps d’arrét (7,,) de la fagon suivante :

{ T = T,
Tpy1 = inf{k >, | xRy > xR, }.
Pour toute fonction f mesurable bornée, on a alors :
PN (@) = B[ T, oo f (X, W V).
En effet, d’apres le calcul fait au début de ce paragraphe, et I'indépendance, on a :

YN f(,u,t)

= E:p,u,t[][T2<Oof(XT27 WTQ, VTz)]

= Ew,u,t[][n<oo ][7'2—7'1<oof(Xn A A,
Wo + Xo D20 Arpr - A1 Brr

[ X Ary 1+ A |

= Bt [LncoEx,, wi v Tn-nicoof (Xrmry Wry—ry, Ve )]

= Eeut[LrcocBx,, wo v, (Lrcoof (X7, W2, V2]

= Eput[Lrcod N f(Xry, Wiy, V)]

= BN2f(u,u,t).

) ‘/;'1 - 1Og ||XT1A7'1+1 o 'ATz ”)]

On en déduit la relation suivante pour f = z, :
BN 2 (2,1) = B o[ L oo P(w Ay -+ - AL R > €],

ou R est de méme loi que R et indépendant de Ay,..., A, ,By,..., B, . Comme 7,
tend vers l'infini, et que [|A; --- A, || tend vers 0, on a P-presque stirement :

L oty A, — 0.

n——0oo
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Donc par convergence dominée on a aussi :

BN (2, 1) —— 0.

n——00

Ainsi en faisant tendre n vers 'infini dans I’équation (5.17) on obtient, pout tous
(r,t € ST xR):

Ze(w,t) =) PN ge(x,t). (5.18)
n=0
5.8.2 La chaine relativisée
On étudie maintenant la chaine relativisée. On pose h,(z,t) = e.(T)e ™. Le
noyau relativisé est :
PO f(x,u,t)
_ 123N(fhﬁ)<x7 u, t)
B hi(x,t)
1 / te (7g)e—rlt-log lzal) u+ b
= L [ e (@ayet-tonlon pp o, L5y iog aall)n(da, db)
ex(T) lzall
1 / u+ b
= ——= [ ex(Za)llza]"f(x - a, ——= 1 —log ||lzal|)n(da, db),
ex(7) [za

ou 7 est la loi de (Ay, By). On définit également, de méme que précédemment :

123N7'(fhn) (z,u,t)
hi(z,t)

P f(x,u,t) =

1
- eﬁ(f)E[]IT<ooeﬁ(fA1---AT)||xA1---AT||’“><
u+ R,
A A Ty A - A
f(fE 1 T ||ZL'A1A7—||’ Ong 1 7'||)]7

et Q. f(x,t) =129, f(x,0,t) quand f ne dépend pas de la deuxiéme coordonnée.

On désigne par Q, ,,; les probabilités sur 1'espace {2y = (Sd_l x R x R)N décrivant
la chaine de Markov (X,,, W, V},) relativisée quand (Xo, Wo, Vo) = (z,u,t), et Ef
I’espérance correspondante. On énonce maintenant le résultat clé de cette partie :

Théoréme 5.4 On a :

K
z,u,t

sup E

[7] = sup E;7070[T] < 00.
x,u,t T

La démonstration de ce théoreme sera donnée dans la partie 5.9. On peut en
donner tout de suite quelques corollaires.

Corollaire 5.4 Pour tous (v,u,t) €SI xR xR, on a :

Quut(T < 00) = Q,4(T < 0) = Qu(T < 00) = 1.
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Démonstration

D’apres le théoreme 5.4, on a Q. (7 < 00) = 1 pour tous (z,u,t) € ST ! xRxR.
Comme 7 ne dépend ni de u ni de ¢, et que Q,; et Q, sont les traces respectives de
Qe sur S xRet ST ona Q, (T < 00) = Qu (17 < 0) = Q,(T < 00) = 1.0

Corollaire 5.5 L’opérateur Q. est Markovien.

Démonstration
En effet, on a par définition :
1
Bo 1(z,t) = — B[, en(TA - A ||z Ay - A7)
ex(T)
= Eg,o,t[][TQO]
= Qw,O,t(T < OO),
et cette derniere quantité vaut 1 par le corollaire précédent. O

5.8.3 Encore un résultat de renouvellement

1 -1

On pose maintenant Z.(x,t) = z.(x,t)h(z,t)" et Ge(z,t) = ge(x,t)hy(z, 1)
On déduit alors de I’équation (5.18) et de la définition de *Q, que pour tous (z,t) €

S 1 xR, on a:
o0

Ze(x,t) = > PQIGe(x,1). (5.19)
n=0
C’est une égalité de type renouvellement. Cette fois-ci, il est plus rapide de calculer a
la main la limite de Z, a partir de cette égalité, plutot que de vérifier les hypotheses
d’un des théoremes de renouvellement déja cités, puisqu’on sait déja qu’'une telle
limite existe.

La restriction Q, de Q. au compact S*! est un opérateur Markovien. Il ad-
met donc des probabilités invariantes (voir par exemple [49]). On fixe p, une pro-
babilité extrémale parmi ces probabilités invariantes. On apelle Q, la probabilité
J Qeoop(dz) sur Qp, et Ef = [Ef (p(dx) espérance correspondante.

Lemme 5.3 [l existe une constante 0 < v, < 400 telle que :
.1
lim —log ||[zA; -+ A || = 7+
non

Q,-presque strement.

Démonstration
On commence par montrer que la suite (7,n~') converge Q ,-presque siirement &
I’aide de la loi des grands nombres. Pour cela, on considere la suite L de variables

aléatoires définie par :
LQ =T
Ln =Tn+1 — Tn
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Elle est iid sous Q,,. La loi de garnds nombres donne donc la convergence Q,-presque

sure suivante :
Tn

lim — = /EZ’OVO[T]p(de‘) < 00,

non
I'intégrale étant finie par le théoreme 5.4. D’autre part, par la preuve de la condition
I2 faite au paragraphe 5.7.2, pour tout x € S%~!, on a

1 1

Q. (lim —log ||xA; -+ A,|| = lim —log||A; - -- Ayl =) = 1.
n n
Or 9, et la restriction de Q0 & S}f sont égales. Donc on a aussi
.1 o1
Q..0,0(lim - log||zAy -+ A, || = lim - log||Ay---Anll =7) =1,

et par conséquent

1 1
Qp(hm " log ||zA; -+ Ayl = hmg log[[Ar--- Ayl =7) =1

Ainsi, Q,-presque stirement on a :

V. R A
lim = = lim — lim =
n n Tn n

— 7 [ Exgglrlo(as

De plus v et [Efo[7]p(dz) sont strictement positifs, donc v, = v [EZ  ,[7]p(dx)
I’est aussi. O

On travaille maintenant sur les fonctions Z, et G, tronquées. Soit L > 0. On
pose GE(x,t) = Ge(z,t)Li_p 1 (t), et ZE(x,t) = Ze(x,6)L_p j(¢). Comme G est
une fonction positive & support compact, la relation (5.19) et la théorie du potentiel
(voir [22] et la partie 1.6) on a ZX(x,t) = > 7 ¥*O"GL(x,t). On peut maintenant
énoncer le résultat de renouvellement :

Proposition 21 Pour tout L > 0, on a :

+oo
- 13 yn ~L _ - L
tEEloot//Z Q"G (z,u)p(dx)d // Gy (x,u)p(dz)du.

La démonstration est exactement la méme que dans [47] grace au résultat du
lemme 5.3. Comme elle est longue et tres calculatoire, on ne la répete pas ici.

5.8.4 Conclusion

De la proposition 21 et de ce qui précede, on déduit que pour tout L > 0, on a :

+o00
hm—//ZLxu (dz)d :—// GE(x,u)p(dx)du.
t—+oo ¢
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Comme Z, et G, sont positives, le théoreme de convergence monotone sous l'inté-
grale donne alors, quand L tend vers 'infini :

+oo
hm—// (x,u)p(dz)d :—// (x,u)p(dz)du.
t—+oo {

D’autre part, on sait par la limite (5.14) et les remarques suivantes que Z.(z,t) tend
vers ¢ quand ¢ tend vers I'infini, donc par convergence dominée on a en fait

%//_:O Ge(z,u)p(dr)du = ¢.

Le but de cette partie est de montrer que ¢ est non nulle. Pour cela, on raisonne
par ’absurde. Supposons que £ = 0. Alors on a :

7i//_:o G (. u)p(d)du = 0.

Or par définition, p est une probalilité Q. -invariante, donc on a aussi, pour tout n

entier : o
VL // Z Q.G o(x,u)p(dr)du = 0.

% k=0

On utilise encore le théoreme de convergence monotone pour en déduire que :

/_:O/Ze(xvu)/)(dx)du —0.

Par la méme preuve qu’au corollaire 5.3, on peut montrer que Z et donc Z, est
continue sur S*°! x R. Donc pour tout ¢ dans R, on a [ Z,(z,t)p(dz) = 0, et donc
en particulier, il vient :

/IP’(xR > 0)p(dz) = 0. (5.20)
Pour montrer que ce résultat est absurde, on a besoin des lemmes suivants.
Lemme 5.4 Le support Sr de la loi de R n'est pas compact dans RY.

Démonstration

On raisonne par I'absurde. Soit T, le semi-groupe fermé de Aff(R?), groupe des
applications affines sur R?, engendré par le support de la loi n de (A4;, By). On note
g = (a(g),b(g)) un élément de I',. Comme on a I’égalité en loi R = AR + B, Sg
est stable par I';,.

Supposons que Sgr est compact. Par hypothese, I’équation gr = = n’a pas de
point fixe presque sur, donc Sg n’est pas réduit a un point. Soient x; # x9 deux
points distincts de Sg, et y = 21 —x5 # 0. Alors, pour tout g € I';), a(g)y = gz1 — gz
est dans Sp — Sk qui est un compact fixe. Ainsi on a

sup [la(g)yl| < oc. (5.21)
gely
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Soit maintenant V' l'espace vectoriel engendré par les a(g)y, g € I, et W son
orthogonal. Alors W est stable a droite par a(I';)) = v,. En effet, si z est dans W et
a = a(g) dans ,, pour tous scalaires A,...,\, et tous gy,...g, dans I',, on a :

zA(g)(Ma(gr)y + -+ Aalgn)y) = z(Malgg)y + -+ + Aalggn)y)
= 0.

W est un espace vectoriel stable par I',,, donc d’apres la condition i —p, W est réduit
2 0. Ainsi, V = RY, et pour tout v € V = R% on a d’apres la relation (5.21) :

sup [|a(g)v]| < oo.
gely

Le théoreme de Banach-Steinhaus implique alors que :

sup |la(g)]] < oo. (5.22)
gely

Or on a vu dans la démonstration de la condition 12 (section 5.7.2) que sous la
probabilité Q,, V,, = log|| XoA; - A,|| tend vers +oo, donc ||A;--- A, || aussi, ce
qui contredit la relation (5.22). Donc Sk n’est pas compact. O

Lemme 5.5 Pour tout x dans S™', et pour tout t dans R, on a

P(zR < t) < 1.
Démonstration
On compactifie 'ensemble des vecteurs colonne R? en lui adjoignant I'ensemble
S = {z € R? | ||z|| = 1} des vecteurs colonne de norme 1 : soit R? = R¢ U S¢-1

muni de la topologie suivante :
— R? est ouvert dans R?,
lim ||z, || = 400,

d d—1
— (z,)) € R® converge vers z € S si i
() & ‘ lim g2y = 2.

L’action & gauche de g € Aff(R?) sur R? est définie par

gr = a(g)x+b(g) sizeRY
9T = fahal siz e St

Cette action est bien continue sur R%. De plus S¢! est stable par a(T',) =T,.

On raisonne par absurde. Supposons qu’il existe o dans S et to dans R tels
que P(20R < to) = 1. Soit F(Sg) I'adhérence de Sy dans R, et C’R = F(Sp)NStt,
Or Sk n’est pas compact dans R? par le lemme 5.4, mais F (Sr) est compact dans
R. Donc Cj, est non v1de Soit yy € Cg. 1l existe une suite (z,,) de Sg telle que ||z, ||
tend vers l'infini, et T n” tend vers yo. Comme x,, est dans Sr pour tout n, et que
P(xoR < tg) = 1, on a xox, < ty, donc en passant a la limite, on a zgyg < 0.



5.9. DEMONSTRATION DU THEOREME 5.4 171

D’autre part, Sz donc aussi .7?(53) et S¢1 sont stables par I',, donc Cg lest
aussi : pour tout g € I';, a(g)yo € Cr, donc en particulier zy(a(g)yo) < 0. Ceci im-
plique (o - a(g))yo < 0. En particulier, sous la probabilité Q,,, la chaine de Markov
xo- Ay -+ A, reste dans le demi espace V = {x € S¥1 | zyy < 0}. D’aprés la preuve
de la condition I1 (section 5.7.1), le complémentaire de V : W = {z € S | xyy > 0}
n’intersecte pas le support de 7. Donc le support de 7 est contenu dans une demi-
sphere, ce qui contredit le corrolaire 5.2. a

De I’équation (5.20), on déduit que P(xR > 0) = 0 pour tout x dans le support de
p, ce qui contredit le lemme 5.5. Donc la limite ¢ est bien strictement positive, et la
démonstration du théoreme 5.1 sera achevée quand on aura prouvé le théoreme 5.4.
C’est 'objet de la derniere partie.

5.9 Démonstration du théoréme 5.4

Soit M,, = (X,,, W,,) la chaine de Markov & valeurs dans S9! x R de probabilité
de transition :

“Qf(wu) = 5 [ entzaleal s (-0, S22 Yda. )

ex(T) |zal
restriction de '2?Q & S?! x R. On commence par montrer que cet opérateur est
quasi-compact sur un espace bien choisi. Si f est une fonction continue de S%~! x R
dans C, on pose :

N 0]
i (z,u)eSI—1XR 14 u%’

|z, u) = [y, w)|

[fle = sup ,
e =yl + )
ue
1flle = 1fle + [f].
On définit deux espaces de Banach (C.,| - |c) et (L, || - ||c) de la fagon suivante :

C. = {f:Sd_lxRﬁC||f|a<oo},
L. = {f:S"™' xR —=C||[f]. < oo}

Proposition 22 On peut trouver gy tel que les hypothéses du théoréeme de lonescu
Tulcea Marinescu soient satisfaites par les espaces Ce, L. et l'opérateur 12Q.

Cette vérification est faite dans les lemmes 3.13, 3.14 et 3.15 de [47], qui sont
encore valides sous nos hypotheses. Il suffit de remplacer I’appel au lemme 1.8 par
le théoreme 8.7 de [33] qui donne exactement le méme résultat sous la condition i-p.
Ici aussi comme la preuve est longue et calculatoire on ne la répete pas.

Soit Gy 'ensemble des valeurs propres de module 1 de '*Q dans L., et pour
A € (G, on note :

D(A\) ={f € L, | "Qf = Af}.
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D’apres le théoreme de Ionescu Tulcea Marinescu (voir par exemple [49]), Gy est
fini, et pour toute f € L., on a :

PQf =) AW+,

NGy

ou Wy est le projecteur sur le sous-espace de dimension finie D(\), et V est un
opérateur de rayon spectral strictement inférieur a 1 et qui commute avec tous les
Wy. De plus, si A # X, alors W), et Wy, commutent également.

Lemme 5.6 La seule valeur propre de module 1 de ?Q est 1, et les seules fonctions
propres correspondantes sont les constantes.

Démonstration
Soient A € G et f # 0 dans D(X). Montrons que f ne dépend pas de la variable
u. Pour tous (x,u) € S™! x R et tout n > 1, on a :

|f(z,u) = f(z,0)]
= |12Q”f(m,u) - 12an(xv O>|

1
< lul®ll£lle, SUP@—(ZE_)/eR(:T:A1~-An)||xA1~~An||sEou(dAl)mu(dAn)
= [ul*lflleo sup Eo(floAr -~ Anf|7).

Or sup, E,(||JxA; -+ A,||7°°) tend vers 0 quand n tend vers 'infini comme démontré
dans la preuve du lemme 3.15 de [47]. Donc pour tous (z,u) € S¥! x R et tout
n>1,ona f(xr,u) = f(x,0). On notera maintenant f(z) = f(x,u), et on a donc :

flx) = MNQf(x)
_ A / en(TA) 2 Ay || (2 - Ar)p(dAy)

ex(T)

— \Of(a).

Soit M = {z € S| |f(z)| = ||f||}, c’est un fermé non vide. Comme |A| = 1, pour
tout x € M, on a :

Il = 1f ()] = 1Qf ()| < Qlf|(=) < I/l

donc on a égalité dans I’équation précédente, et M est I',-invariant. Il contient donc
I'unique fermé I',-invariant minimal sur la sphere, qui est aussi le support de .
Done w(f) = [If[| > 0.

Comme on a vu a la preuve de la condition I1, pour tout z € S* ', on a
L3 QFf(x) — m(f). Donc ici, = 3> A f(2) — 7(f). Comme f n’est pas la fonction
nulle, on peut trouver xy € S¥! tel que f(xg) # 0. Si A # 1, alors %Z AP = nl(;\;)
tend vers 0 quand n tend vers l'infini, ce qui est impossible puisque f(xg) > 0 et
7(f) > 0. Donc A =1 et f = m(f) est constante. O

Ces résultats sont résumés dans le théoréme suivant.
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Théoréme 5.5 Il existe 0 < gq tel que *Q soit un opérateur quasi-compact sur L.,
et que l'on ait pour tousn > 1, f € L., :

QN (f) = o())1 +V(f),

ot ¢ est unique probabilité ’Q-invariante portée par S xR, et V est un opérateur
sur Le, de rayon spectral strictement inférieur a 1 tel que pour tout f € L.,, on ait :

On établit maintenant I'existence d’'un moment d’ordre 1 pour les temps d’entrée
de la chaine de Markov (M,,) dans tous les ouverts chargés par la mesure invariante.

Proposition 5.12 Soit O un ouvert de S¥1 x R tel que ¢(O) > 0, et soit Tp =
inf{n > 1| M, € O}, le temps d’entrée de la chaine de Markov (M,,) dans O. Alors
pour tout compact C' de S xR, on a :

sup E:v K7 O<TO)
(z,u)eC

Démonstration

Soit f une fonction infiniment dérivable a support compact dans S*! x R telle
que Ip > f > 0et ¢(f) > 0. Notons Ty = inf{n > 1| f(M,) > 0}. On a alors
Ty > To.

Soit p une probabilité quelconque sur ST x R, et 1/; la fonction définie par :

L (%R s 1< <,
W)_{ S p(12QFf) sioj> L.

On a alors :

l

Ep[(Ty)] = E;[i][Tf:j > P(”Qkf)}+E5[1Tf>1ip(l@’“f)]

k=l—j+1 k=1
l l l—j
= Yoo ) By 3T Y p(2Q ). (5.23)
k=1 j=1 k=1

Par ailleurs, d’apres la propriété de Markov, on a 1’égalité :

l

Z (120" 1) ER[Z Ty,—; Z 129kf(Mj)} .

k=1 k=1
On déduit donc de 'équation (5.23) que :
U

B3 [vi(T7)] [Z Lr,; > 1O ( P(lQQkf)}]-

k=1
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Soit Sy le support de f. On a donc :

ESln(Ty)] < sup !Z”Q’“ z, u) ]+sup\Zp”Q’“ —o(f)| (5.24)
z,u GSf >

Si p a son support dans un compact C', alors membre de droite de I’équation (5.24)
est majoré par une constante 3(C) < oo d’apres le théoreme 5.5. D’apres ce méme
théoreme, on a aussi

lim 1(j) = ¢(f)J.

l—+o00

Le lemme de Fatou permet donc de conclure que ¢(f)E5[Ty] < 3(C). En particulier,

on a: 5(0)
sup K7, olTr < ——=,
ol oo =
et donc, comme Ty > Tp, on en déduit que sup, ,)ec E; ,, o[To] < o0. O

On peut maintenant donner la démonstration du théoreme 5.4.

Démonstration du théoreme 5.4

On commence par montrer par I'absurde que ¢(S%!x]0,4o00[) > 0. Sinon, il
existerait un point (zg,ug) € ST! x R tel que uy soit la borne supérieure de la
projection du support de ¢ sur R. Le support de ¢ étant stochastiquement fermé
pour la chaine de Markov (M,,), on en déduit que pour tout n > 0,

on,uo(Wn 2 UO) = 17

et donc également, par définition de W, on aurait P(xoR,, > 0), ce qui contredit le
lemme 5.5.

Soit maintenant Pouvert O = S*~!x]0, +o0|. Pour tous (z,u,t) € ST! x R x R,
on a :
B2 0o (7) = Efo0(T) = EZo0(To).

Comme ¢(O) > 0, la proposition 5.12 donne alors sup E} , (1) < oo. 0



Chapitre 6

Application au modele AR(d)

6.1 Introduction

Ce court chapitre est destiné a une application du théoreme 5.1 au modele AR(d)
a coefficients réels iid. Ce modele tres utilisé en statistiques comprend en particulier
la classe des modeles GARCH. La caractérisation de la queue de la loi stationnaire a
été étudiée par K. KLUPPELBERG ET S. PERGAMENCHTCHIKOV, [46]. Nous allons
montrer que le théoreme 5.1 permet d’obtenir les méme résultats sous des hypotheses
beaucoup moins restrictives.

Les équations auto-régressives linéaires d’ordre d > 2, ou modele AR(d),sont des
équations de la forme :

Xn=a12 X1+ + g0 Xn—d+ bn, n € N. (6.1)

Pour les étudier, on se ramene a une équation vectorielle dans R de la facon sui-
vante : on pose

A1pn A2n - Qd—1n Adn
1 o -- 0 0
. A, = 0
Yn = (Xn7 anlv cee >Xn7d+1)7 : ) ) 0 :
BTL = t(bn70,..-70), 0 . 0 1 O

La matrice A, est la matrice compagnon associée aux coefficients (a;,,).

L’équation (6.1) est alors équivalente a :
Yn = An—IYn—l + Bn—l; n e N, (62)
qui est une équation du méme type que dans les deux chapitres précédents.

Dans l'article [46], il est démontré, a 'aide d’'un théoréme de renouvellement
spécifique, que la solution stationnaire de ’équation (6.1) peut avoir une queue po-
lynomiale. Leurs hypotheses sont assez restrictives. Le but de ce chapitre est de

175
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montrer que le théoreme 5.1 qui est beaucoup plus général s’applique bien dans ce
contexte.

Dans la partie 6.2, on rappelle les hypotheses et les résultats de [46]. Dans la par-
tie 6.3, on montre que le résultat de [46] est en fait un cas particulier du théoreme 5.1.
Enfin dans la partie 6.4 on donne un exemple simple et explicite en dimension d = 2
ou le théoreme 5.1 s’applique, mais qui ne rentre pas dans le cadre de [46].

6.2 Hypotheses et résultats de [46]

Les hypotheses faites dans [46] sont les suivantes :

(H1) Pour tous i et n, a;, se décompose de la facon suivante :

7
Qip = Q; + OiMin Mo ="My s Nan)s

ou les oy sont des réels quelconques, les o; sont des réels positifs, et (1);,,)in est
une suite iid de variable aléatoires de carré intégrable centrées et réduites :

En;, =0, Enzn =1.

(H2) La suite (b,) est une suite de variables aléatoires iid de carré intégrable et
également centrées et réduites. De plus, (b,) est indépendante de la suite (n,).

Sous ces hypotheses, on a en particulier Elog™ ||A;| < oo et E||B;|| < oo, donc,
comme vu au chapitre 4, la limite

1
a=lim—log||A;--- A,
n

existe et est finie.

(H3) Les valeurs propres de la matrice E[A; ® A;] sont de module strictement
inférieur a 1.

Cette hypothese assure que la limite « ci-dessus est strictement négative (propo-
sition 4.1). On a donc existence et unicité de la solution stationnaire de 1'équa-
tion (6.2). On la note encore R, et on peut 1'écrire sous forme de série comme
> A+ Ap_1By. Sa premiere coordonnée est alors 'unique solution stationnaire de
I'équation (6.1).

(H4) Les variables aléatoires 7;,, ont une densité ¢ continue, symétrique, stricte-
ment positive sur R et décroissante sur R,. De plus, elle a des moments finis
a tout ordre.
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(H5) I existe un entier m € N tel que

Ela1, — ay]*™ = o™ E[n 17" > 1.

)

En particulier, ceci implique que o7 > 0.
(H6) Les variables aléatoires b, ont un moment fini a tout ordre.

(H7) Pour toute suite réelle (c;) vérifiant 0 < > |cx| < oo, la variable aléatoire
C' =" cxbr a une densité symétrique décroissante sur R, .

Cette derniere condition est technique et a priori difficile a vérifier. Les auteurs
donnent donc une autre condition suffisante pour avoir (HT7).

(H7’) La variable aléatoire b; a une densité f bornée, symétrique, dérivable, de
dérivée continue bornée et négative sur R,.
(H8) On a a3+ o3 > 0.

Cette condition assure que aq, = det(A,) est presque strement non nul, donc la
matrice A,, est inversible.

Théoreme 26 Sous les hypothéses (H), la solution stationnaire de I’équation (6.2)
vérifie, pour tout vecteur ligne x de R? de norme 1 :

lim t"P(zR > t) = h(z),

t——+00

ou h est une fonction continue, strictement positive sur la sphére, et Kk est l'unique
solution strictement positive de ’équation k(k) = 1, ot

k(s) = lim(E||A; - - - A,||5)Y".

En particulier, ce théoreme s’applique au Modéle linéaire gaussien, i.e. au cas ou
M1 et by suivent des lois normales centrées réduite.

A partir de ce résultat, on retrouve la queue de la loi stationnaire de I’équa-
tion (6.1) en choisissant z = (1,0, ...,0).
6.3 Application du nouveau théoreme

On montre maintenant que le théoreme précédent est un fait un cas particulier
du théoreme 5.1.

Tout d’abord, comme indiqué plus haut, ’hypothese (H8) assure qu’on manipule
bien des matrices inversibles, et la suite (A,, B,,) est iid par les hypotheses (H1) et
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(H2).
Les hypotheses (H1), (H4) et (H6) assurent automatiquement toutes les condi-
tions d’intégrabilité (avec o = 00), et I'hypothese (H3) assure la négativité du coef-

ficient « et I'existence d’une solution stationnaire.

L’équation A;x + B; = x prend une forme particulierement simple ici. Notons

x1,...,2Tq les coordonnées de x. On a alors :
Alx + Bl =
ai,1 Q21 -t Gd—11 Q41 1 by 1171 + -+ ag1Tq + by
1 o .- 0 0 T 0 T
0o .o : o | =
IR 0 : : : :
0 s 0 1 0 Tq 0 Td—1

donc x est solution de cette équation si et seulement si toutes ses coordonnées sont
égales et (a1 + -+ ag_11 — 1)x; + by = 0. De plus, on a :

P((al,l + -+ aq—1,1 — 1)&31 + bl = O)
= /]P)<<a1,1 + -+ ag—1,1 — 1)[)31 + bl =0 | b1 = y)d]P)(bl = y)

= /P((CLLl + -4 aq—1,1 — 1)$1 + Yy = O)(ﬂp(bl = y),

puisque les a; 1 et by sont indépendantes par I'hypothese (H2). De plus, cette derniere
probabilité est nulle puisque les a; ; sont indépendantes entre elles et ont une densité
par les hypothese (H1) et (H4). Ainsi on n’a pas de point fixe presque sr.

Examinons maintenant le semi-goupe I' engendré par le support de la loi p des
matrices A,. Comme o2 + 02 > 0 et o1 > 0 par les hypotheses (H5) et (H8), et que
les variables aléatoires 1 ont une densité strictement positive par ’hypothese (H4),
le support S de p contient au moins toutes les matrices de la forme :

*x 0 -+ 0
1 0 --- 0 0
0 - . .o
: .. 0
o --- 0 1 0

ou * peut prendre n’importe qu’elle valeur réelle, 0 signifie un réel éventuellement
nul, et 4 un réel non nul. Ici, § = a4 ou B = * si g4 > 0. En faisant des produits
de telles matrices, on voit que S??~! est alors le groupe G tout entier. Ainsi, I' = G
vérifie la condition i-p. De plus, ce semi-goupe ne laisse pas de cone saillant inva-
riant. Enfin, comme o = oo et que I' = G, I" contient une matrice de rayon spectral
strictement plus grand que 1, donc 'équation k(x) = 0 a bien une unique solution
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strictement positive.

Le théoreme 5.1 s’applique donc bien ici. On remarque qu’on n’a pas utilisé
I'hypothese (H7). De plus, on obtient un résultat plus précis que [46] puisqu’on sait
que la fonction limite h(z) est un multiple de la fonction propre e,. En particulier,
elle a une propriété remarquable de symétrie.

6.4 Exemple en dimension d = 2

Au vu des résultats des chapitres 4 et 5, on se doute qu’on peut beaucoup affaiblir
les hypotheses de [46], en particulier, les hypotheéses de densité et d’indépendence
mutuelle de tous les coefficients. C’est ce qu'on va faire sur un exemple.

On se place en dimension d = 2, et on considere une mesure p portée par deux
matrices a et o/, c’est-a-dire que les coeflicients a1 ; et a; 2 ne peuvent prendre que
deux valeurs, et que ces coefficients ne sont pas indépendants. On a vu au para-
graphe 5.2.4 une condition suffisante pour que deux telles matrices engendrent un
semi-groupe vérifiant la condition i-p : il suffit qu’elles aient chacune deux valeurs
propres distinctes en modules, et que les quatre espaces propres correspondants
soient deux a deux distincts. Par exemple, choisissons :

(12 , (-1
(1) -

Les valeurs propres de a sont —1 et 2, et les espaces propres correspondants pour 1’ac-
tion a droite sont E_y = {(x1,22) | 221 = —x2} et By = {(x1,22) | #1 = x2}. Celles
de o/ sont —3 et § d’espaces propres correspondants E_y = {(z1,22) | 21 = 4a2}
et B1 = {(x1,22) | ¥1 = —2x2}. Les quatre espaces propres sont distincts, donc le
semifgroupe engendré par ces deux matrices vérifie la condition i-p. Comme de plus
a’ a une valeur propre dominante négative, on sait que ce semi-groupe a un unique
ensemble fermé invariant minimal sur la sphere, donc il ne laisse pas de cone convexe

fermé saillant d’intérieur non vide invariant.

O =

Vérifions maintenant la condition d’existence d’une solution stationnaire, ¢’est-a-
dire v < 0. Comme la norme euclidienne des matrices compagnon est toujours plus
grande que 1, puisque (0, 1)a = (1,0) pour toute matrice compagnon a, on ne peut
pas espérer montrer que Elog||A;|| < 0. On va donc utiliser le critere de la propo-
sition 4.1 avec le produit de Kronecker. Si . = pd,+(1—p)d., avec p = i, alorson a :

1 19 19 361
128 256 256 1024
L % 0
E[4; ® Aj] = § 19
s 5 0 0
1 0 0 0

Un calcul numérique par ordinateur (avec le logiciel SCILAB) donne les valeurs
propres de cette matrice. Ce sont 0.6439022, 0.5475041 et —0.59375 comme valeur
propre double. En particulier, le rayon spectral est strictement inférieur a 1, donc
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on a bien a < 0 et 'existence et 'unicité d’une solution stationnaire.

Comme le rayon spectral de a est strictement plus grand que 1, I’équation
k(k) = 1 a bien une solution strictement positive.

Il reste & choisir la loi de b;. Si on choisit une loi continue avec des moments &
tout ordre, comme la loi normale, on aura automatiquement ’absence de point fixe
presque sur comme dans le chapitre 3. On peut aussi choisir une loi discrete, donc
sans densité, et ne prenant pas seulement les valeurs 1 —a; ; —a; 2, c’est a dire autres

_ 9
que —2 et 2.

On voit bien sur cet exemple que les hypotheses de densité et d’'indépendance de
tous les coefficients faites dans [46] sont superflues.



Conclusion

Nous terminons cette these par un rapide bilan et un apergu des prolongement
possibles.

Bilan

Sous des hypotheses simples, le modele auto-régressif linéaire a coefficients alé-
atoires admet une unique solution stationnaire notée R. Le comportement a I'infini
de sa queue a été étudié par H. KESTEN, E. LEPAGE puis C. GOLDIE lorsque
les coefficients sont indépendants. Ils ont montré en particulier que cette queue
peut avoir un comportement polyndmial, c’est-a-dire que t*P(||R|| > t) tend vers
une constante non nulle quand ¢ tend vers l'infini. Ils ont donné de plus une ca-
ractérisation de cette constante k comme 1'unique solution de I’équation k(s) = 1,

ott k(s) = Um(E||A; - -- A, [|*) /7.

Dans cette these, on a étendu le résultat ci-dessus dans deux directions. D’une
part, on a considéré une modele auto-régressif scalaire a coefficients markoviens. On
a vu qu’on retrouve alors la propriété de queue polynomiale sous des hypotheses
similaires a celles du cas iid. De plus, le coefficient k se calcule de la méme fagon.
D’autre part, dans la cas miltidimensionnel iid on a étendu les résultats existants a
une vaste classe de matrices, c¢’est-a-dire aux matrices vérifiant la condition i-p.

Perspectives

Pour poursuivre notre étude dans le cas markovien, plusieurs pistes se présentent.
En dimension un, on peut essayer d’étendre le résultat a une chaine de Markov plus
générale, a espace d’états infini. On ne pourra donc plus utiliser la théoreme de
renouvellement vectoriel. Il faudra plutot faire appel a un théoreme du méme type
que celui de H. KESTEN, valable pour des opérateurs markoviens.

Un autre prolongement naturel de ce travail est d’obtenir un résultat multidi-
mensionnel pour les chaines de Markov. Dans un premier temps, on peut se limiter
aux chalnes de Markov a espace d’états fini, ce qui est suffisant pour les applications
statistiques.

En ce qui concerne le modele a coefficients iid, on conjecture que le nouvel énoncé
obtenu est le complément optimal du théoreme de H. KESTEN, c’est a dire que dans

181



182 CHAPITRE 6. APPLICATION AU MODELE AR(D)

le cas ou il existe un cone invariant, la démonstration de Kesten pour les matrices
)
positives reste valide . Il faudrait vérifier rigoureusement ce point.

Au cours des démonstrations, on a constaté que c’est le terme linéaire en a; qui
détermine le comportement de la loi stationnaire lorsqu’on regarde ’application af-
fine x —— ayx 4 b;. On peut donc espérer traiter de la méme fagon des récurrences
non linéaires du type Y, 11 = a, Y, +b(Y,,) ou b est une fonction scalaire sous linéaire,

b(x)

c’est-a-dire vérifiant =~ — 0 quand z tend vers I'infini, de sorte que le terme linéaire

est encore le terme dominant.

Enfin, en plus de s’intéresser a la queue de la solution stationnaire, on peut
étudier la vitesse dec onvergence du processus (Y;,) vers la loi stationnaire. On peut
également étudier ses valeurs extrémes, o‘u ’outil probabiliste de base reste la théorie
du renouvellement.
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ETUDE DE LA SOLUTION STATIONNAIRE DE L’EQUATION Y, .1 = a,Y, + b, A
COEFFICIENTS ALEATOIRES

Résumé

Le modele auto-régressif linéaire (AR) en temps discret et a coefficients aléatoires
englobe de nombreuses classes de modeles tres utilisés en modélisation statistique.
Sous des hypotheses simples, ce modele a une unique solution stationnaire. Le com-
portement a I'infini de sa queue a été étudié par H. Kesten, E. LePage puis C. Gol-
die lorsque les coefficients sont indépendants. Cette these étend leurs résultats dans
deux directions. Dans une premiere partie, on étudie le modele AR scalaire a régime
markovien introduit par J. D. Hamilton en économétrie. On obtient un résultat si-
milaire au cas indépendant qui s’étend aussi au temps continu. Dans une deuxieme
partie, on s’intéresse au modele multidimensionnel a coefficient indépendants. On
étend les résultats existants a une vaste classe de coefficients vérifiant une condition
d’irréductibilité et de proximalité. Les techniques utilisées dans les deux parties font
appel a la théorie du renouvellement et des opérateurs markoviens.

STUDY OF THE STATIONNARY SOLUTION OF EQUATION Y, .| = a,Y,, + b, WITH
RANDOM COEFFICIENTS

Abstract

The linear autoregressive process (AR) in discrete time with random coefficients
contains a large class of time series models that are very popular in statistics. Under
weak assumptions, this process has a unique stationnary solution. The behaviour of
its tail at infinity has been investigated by H. Kesten, E. LePage and C. Goldie when
the coefficients are independent. This thesis extends their results in two directions.
In a first part, we study the one-dimensionnal AR process with Markov switching
introduced by J. D. Hamilton in econometrics. We get a similar result as in the
independent case that can also be extended to continuous time processes. In a second
part, we study the multidimensional model with independent coefficients. We extend
the results mentionned above to a wider class of coefficients, namely a class with
a property of irreducibility and proximality. Both parts make an intensive use of
Renewal theory and Markovian operators.



