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introduction L@ modele

Modéle AR(1) :

Yos1 =anY, +b,, neN, Y, e RY d>1.

(an, by) vasur Gl(d,R) x R, d > 1.

séries chronologiques,
processus de branchement,
marches en milieu aléatoire,
modeles AR(d), GARCH...

o o0
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ntroduction Solution stationnaire

BRANDT 1986, BOUGEROL et PICARD 1992,
(an, by) Stationnaire

Si

1
a =lim—log|la; - -an| <O
n

et
Elog™ 160 |] < o0,

unique solution stationnaire
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introducton Moments

(ap, by) L0,

® Vs > 0,

Bl R1]]* < XpZo Ellaoa—1 - - - a g [[PE[[b_k||° si s <1,

E[ R ) < Zo(Ellagar -+ ampra )P (E[o_g]|*)/* sis > 1.

® Sjby ades moments a tout ordre, R a un moment d’ordre s Si

k(s) = ligbn(]EHalag )Y < 1
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ntroduction Références

KESTEN 1973, 1974
LE PAGE 1983
GOLDIE 1991

® E|R?|| < oo sietseulementsik(s) <1

® Sik(r) =1, queue polynbmiale :

P(|[R[| > t) ~ Ct™"
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Renouvellement

® [ntroduction
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Renouvellement INtroduction

F = (Fj;)1<i j<p Matrice de distributions.
G =%Gy,...,G,) vecteur de fonctions réelles, bornées sur les compacts.

Z =%Y2,...,7Z,) vecteur de fonctions inconnues qui vérifie
p 00

Zi(t) = Gi(t) + 3 / Zo(t — u) Fyg(du),
k=17

—> comportement asymptotique de Z en +cc.
FELLER 1971 : p =1, Fy; probabilité :

CRUMP 1970, ATHREYA et RAMA MURTHY 1976 :
p>1’FZJ R+—>R+
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RenouvellementNOtations

e Produit de convolution matriciel F' x H
H matrice p x r de fonctions réelles mesurables

° Espérance de F': [' = (/Vij)lgi,jgp avec 7, — f’U,FZ] (dU)
o F(O) (t) — Clia,g(]_tzo, e ooy ]-tZO)-
o FIN(t) = Fx FIn=1(¢),

e Fonction de renouvellement U(t) = 322 F()(¢).
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RenouvelementArithmeticité

F est arithmeétique si :

e pour tout ¢ # j, Fj; est concentrée sur un ensemble de la forme b;; + \;;Z,
e pour tout 7, F}; est concentrée sur \;;7Z,

e les )\;; sont multiple entiers d'un méme nombre,

A le plus grand de ces nombres,

e pour tous a;;, ajx, air Points d'accroissement de F;;, Fj; et Fi,
a;; + ajr — a;; €st un multiple entier de A.
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RenouvellementHypOthéseS SUrt’

1. Mesures finies :

t—00

2. Transience :
ViekR, U(t) < 0.

3. F(oo) irréductible a puissances bornées en norme.

4. Rayon spectral :  p(F(o00)) = 1.

m et u vecteurs propres de Perron-Frobenius :

F(oo)m =m,  'uF(oo) = "u,
p p
Zmi:L Zuzm121
i=1 i=1
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RenouvellementR@sultats

Théoreme 1 (Premiere forme)
e hypotheses 1-4

e [’ non arithmétique

e espérance I' existe

alors, v = wI'm > 0 et

Usi(t + h) — Ui (t) — 4,
t—00 y

Théoreme 2 (Deuxieme forme)

e Mémes hypotheses

e (7 directement Riemann intégrable

e / = U x (G existe,

alors

1 <& o0
Jim Zi(t) = —m ;[ 1| Gywadu)
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renouvellementPreuve des théoremes

e Incréments de U uniformément bornés
—> 3(t,) — +oo et V;; mesures t.q.

Uij(tn + dt) — Vi;(dt)

e |dentification des V;

G="0,...,Gg,...,0) avec Gy continue a support compact
t, — +oo dans I'equation de renouvellement

solutionsde Z = F x Z

—> Vi; multiples de la mesure de Lebesgue : V;; = a;;¢

e Identification des coefficients de proportionnalité
G = t(O, Ceey Gk, Ce O) avecC Gk(t) — ]I-[O, 1] (t) — Q5 — CM;U;

G(t) = (F(oo)]ltzo — F(t))m — c=~"1
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rRenouvellement | N€0rie du potentiel

Extension de DELLACHERIE et MEYER 1983 en dimension p .
Noyau sur R? : N = (N; ;)1<i i<p, aV€C N; ;(t, A) noyaux sur R

Noyau unité NV = I :

Li(t, A) = Aa(t).
Produit des noyaux : MN = ((MN);;) avec

p
(MN)ij =) M Ny;.
k=1

Noyau Potentiel
G=>) N~
k=0
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Renouvellement PI1NCI peE du Maximum

Relation d’ordre sur les fonctions mesurables de R dans (R )P
u=v st VI<i<p, wu; <w.

Siu <wvalors Nu < No

u : R — (R, )P est excessive pour le noyau N si
Nu < u.

Théoréme 3 (Principe du Maximum)  Si1=*%1,1,...,1) est excessive, alors
pour toute fonction f a coordonnées positives,

sup G f(t) = sup G f(t),

teR teA
ou A est le support de f:
A= Up_l{fi > O}

1=
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Coefficients markoviens

® [ntroduction

® Renouvellement pour les systemes

® L équation a coefficients markoviens

® Modele analogue en temps continu

® Cas multidimensionnel a coefficients I.i.d.

® Perspectives
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Coefficients markoviens lntroduction

Processus auto-régressif a regime markovien :

Yn—i—l = apY, + bn; n c Zv

(a,) : chaine de Markov irreductible, apériodique, stationnaire sur
E ={ei,...,e,} C R, matrice de transition P = (p;;), loi stationnaire .

(b,) 1.i.d. non nulles, indépendantes de (a,,)

Si Elog(ag) = > log(e;)u(e;) < 0 et Elog™(by) < oo unigue solution
stationnaire :

Rn — Z Up—10p—-2 """ an—kbn—l—k7 n e L
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Coefficients markoviens Résultats

Théoreme 4

1. il existe x > 0 tel que la matrice P, = diag(ef)'P soit de rayon spectral 1,
2. les log e; ne sont pas tous multiples entiers d’'un méme nombre,
3. E|b0"€ < 0Q,

alorspourz € {—-1,1}ona:

t"P(xRy >t) —— L(x),

t—00

ou L(1)+ L(—1) > 0.

Siby>0,alors L(—1) =0,et L(1) > 0. Si by <0, alors L(1) =0, et L(—1) > 0.
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Coefficients markoviens EQUAtions de renouvellement 1

LE PAGE 1983, GOLDIE 1991

t

z(x,t) = e_t/ u"P(z Ry > u)du.
0

r = +1, méme comportement asymptotique que t“"P(zR; > t).
z(x,t) =30 1 Zi(x,t), oU :

t

Zi(x,t) = e_t/ uP(x Ry > u, a9 = e;)du.
0
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Coefficients markoviens EQUAtions de renouvellement 2

Alors
p
Zi(ilf, t) — 6? Z [pjiZj(CC,t — log 62)} + G,L(CIZ, t)
j=1
p
= Y [ Zw w0 Fydu) + Gi(a ),

71=1
avec

Fij(t) = efpjidizioge,.
et

t

Gi(z,t) = e_t/ u” [P(CIZRl > u, a9 = €;) — P(xagRy > u,ag = ei)}du.
0
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Coefficients markoviens 1 néoreme de renouvellement

Théoreme de renouvellement pour les systemes :

tlim t"P(xRy >t) = tlim z(x, 1)
p
= lim Y Z(z,t)
t—00 1
1 & o0
— 52[ /OOG] T s)ds]
71=1

Limite non nulle ?
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Coefficients markoviens LIMIte@ non nulle

® Premiere etape :
GRINCEVICIUS 1980, GoOLDIE 1991

2t
P(|Ry| >t) > CP(sup ag---a1—pn > z)

Inégalité de symeétrisation de Lévy
Lemme de Feller Chung

® Deuxieme étape :

2t
Evaluer P(sup,, ag---a1—, > %).
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Coefficients markoviens Etude du produit ag -+ a1—np

Marche aléatoire

So = 0, Z og aj— k 1Og(CLO ' "CL1—n)-

Etude du processus d’échelle S, ou :

n = inf{n>1: S, >0},
mf{k > Thn—1 - S > STn—l}'

Tn

Renouvellement
— "' P(max(S,) > t) = e"P(max(S;, ) >t) > C > 0,

C' > 0 constante explicite.
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Temps continu

® [ntroduction

® Renouvellement pour les systemes

® L équation a coefficients markoviens

® Modele analogue en temps continu

® Cas multidimensionnel a coefficients I.i.d.

® Perspectives
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Temps continu L& Modele

e X processus Markovien de saut ergodique.

espace d'états £ = {1,--- , N}, N > 1
fonction d’intensité A > 0 sur £

noyau de saut q irréductible, a diagonale nulle
loi stationnaire u

o o0

e IV mouvement brownien standard indépendant de X,
(F) filtration associée

Processus de Ornstein-Ulhlenbeck a régime markovien :

Yy Fo — mesurable
dY;§ = €<Xt)Y;5dt -+ U(Xt)th
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Temps continu Lol stationnaire

GUYON, |IOoVLEFF, YAO 2004 :

Si

alors Y a une unigue loi stationnaire v.
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Temps continu Discrétisation

Solution explicite :
t
Y: = a(0,1) [YQ + / a(0, u)_la(Xu)qu}
0
ou

t
a(s,t) =asy = eXp/ e( X, )du.

6 > 0, discrétisation Y0 = (Y,,5) vérifie

Yv(n—i—l)(S = apYns + bna

avec b, = V%, (&,) i.4.d. N(0,1) et

anp = exp [f(?+1)5 e(Xu)du},

n

Vi, = f(j;“)‘s exp {2 fénﬂ)(s e(Xv)dv] 0%(Xy)du.

n
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Temps continu Résultats

Théoreme 5

1. SiVi,e(i) <0,alorsVs>0:
/ lz|*v(dx) < .
R

2. Siditelquee(i) >0,alors3x>0etL >0:

vt +oo])  —— L,
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Temps continu Calcul de

Si 3 tel que e(i) > 0.

= min & e
1= min {75 | e(i) > 0}
Pour s < sy, My = ((My);;) avec
C_qi,g)A)
(M )i A(2) — se(7)
x est 'unique 0 < s < s tel que
IO(MS) =1

Soutenance de these 10 novembre 2004 — p. 29/42



Cas iid

® [ntroduction

® Renouvellement pour les systemes

® L équation a coefficients markoviens

® Modele analogue en temps continu

® Cas multidimensionnel a coefficients i.i.d.

® Perspectives
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casiid Introduction

Travall en collaboration avec Y. GUIVARC'H et E. LE PAGE

Processus auto-régressif multidimensionnel :

Yn—i—l = AnYn + Bn7 n < N,

(A,, Bp) ii.d. sur GI(d,R) x R¢, d > 2.

Si

o lim, 1 log||A1 42 -+ A, || = a < 0 presque slrement,
e Elog™ || B1]| < oo,

unigue solution stationnaire de méme loi que :

R=) AjAy---Ay_1By
k=1
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casiid Références

KESTEN, 1973
A,, matrices positives

LE PAGE, 1983

Matrices inversibles quelconques
Condition de récurrence :

Pour tout z € S, la chaine

TA
|z All

X,=x-A1---A,, x- A=

visite tous les ouverts de la sphere.
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casiid Définitions

e On suppose que o = sup{s > 0; k(s) < oo} > 0.

e ', semi-groupe engendre par le support S, de la loi i de A; vérifie la
condition i-p-e :

® [, irreductible : pas de sous-espace invariant non trivial
# T, proximal sur I'espace projectif P41 :
Yo, o' € P71 3(an) €T, t.q. §(vay, v'a,) — 0

® [, expansif : contient un éléement de rayon spectral > 1.
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casiid Résultat

Théoreme 6

1. I',, vérifie la condition i-p-e,

2. ', ne laisse pas de cone convexe ferme saillant d’intérieur non vide
Invariant,

3. Vax vecteur colonne de R?, P(Ayz + B; = z) < 1

Alors k(s) = 1 a une unique solution x sur |0, o|.
SIE|||A1]|"logdet |A1|] > —o0 et E||B:||" < +o0, alors

Vo € S lim t"P(xR > t) = le,(x),

t—00

ou ¢ > 0 et e, > 0 continue symétrique sur S¢1
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casiid ldée de la preuve

Equation de renouvellement : Z(xz,t) = QZ(x,t) + G(x,t) avec

1

ex ()

Qf(x,1) =

[ Izl etz - a)f(z - a,t ~ log |lzalu(da).
Définition de e,,, étude de () sur P?~! : GUIVARC'H, LE PAGE 2004.

Propriétés de @ sur S*~! : étudier les fermés T ,-invariants sur S*!
— hypothese 2.
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Cas iid ExempIeS 1

#® matrices positives : 3 cone I',,-invariant

® 1= (6, + du)/2 avec a positive, a’ négative, = vecteur positif
alors z - A, --- A,, ne visite pas I'ouvert des vecteurs non positifs et non
négatifs.

EX:

(21 . (=15 -1/ N
a-(o 1), a—<_1/5 ) ), B, ~ N(0,1).

verifie toutes les hypotheses du theoreme.
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Cas iid ExempIeS 2

Modéle AR(2)

Xn — al,an—l =+ a2,an—2 =+ bn < Yn — An—lyn—l =+ Bn—la n < N7

avec Yn — t(Xn7Xn—1)7 An — < Py > )
Bn — t(bn,() , 1 0

EX:p= 30, + 50. avec

(12 (=174 18
““10) "0 1 0o )

b1 ~ N (0, 1) ou discrete prenant des valeurs autres que 2 et 9/8.
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Cas iid ExempIeS 3

Question de KESTEN 1973

- dimension d = 2
- m1, mo Matrices strictement positives
- mg3 = ry rotation d’angle ¢

Est-ce que i = p10m, + P20m, + p3dm, Peut donner une queue polynomiale ?

— I, verifie la condition i-p sans cone invariant des que :

2 1
0 # 0 modg, et Qgﬁ@ ou Q: k+.
T

(s n
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Perspectives

® Introduction

® Renouvellement pour les systemes

® L équation a coefficients markoviens

® Modele analogue en temps continu

® Cas multidimensionnel a coefficients i.i.d.

® Perspectives
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Perspectives 1

®» Cas multidimensionnel a coefficients i.1.d. :

- matrices positives : cone invariant des vecteurs positifs
- pas de cone invariant

- cOne invariant genéral ?
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Perspectives 2

®» Cas multidimensionnel a coefficients markoviens

- exemple de HAMILTON 1989

PIB americain entre 1952 et 1984 : variation trimestrielle

_,
AN
il

——————e
——e
g
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Perspectives 3

» Modele :
Xn=0a,(0)+a,() X1+ -+ an(4)Xn_g+ by

- X, = 1001log g

- an = (an(j),5 = 0,..4) chaine de Markov a deux états

(909, 265, 29, —126, —110)/1000
(—420, 216, 628, —73, 97)/1000

0.882 0.118
0.286 0.714
® Interprétation des états :

1=croissance, 2=récession — Cycles economiques

- Matrice de transition
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