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Introduction Le modèle

Modèle AR(1) :

Yn+1 = anYn + bn, n ∈ N, Yn ∈ Rd, d ≥ 1.

(an, bn) va sur Gl(d, R) × Rd, d ≥ 1.

séries chronologiques,
processus de branchement,

marches en milieu aléatoire,
modèles AR(d), GARCH...
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Introduction Solution stationnaire

BRANDT 1986, BOUGEROL et PICARD 1992,

(an, bn) stationnaire

Si

α = lim
1

n
log ‖a1 · · · an‖ < 0

et
E log+ ‖b0‖ < ∞,

unique solution stationnaire

Rn =
∞
∑

k=1

an−1 · · · an−kbn−k−1,
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Introduction Moments

(an, bn) i.i.d.

∀s > 0,

E‖R1‖
s ≤

∑∞
k=0 E‖a0a−1 · · · a−k+1‖

sE‖b−k‖
s si s < 1,

(E‖R1‖s)1/s ≤
∑∞

k=0(E‖a0a−1 · · · a−k+1‖s)1/s(E‖b−k‖s)1/s si s ≥ 1.

Si b0 a des moments à tout ordre, R a un moment d’ordre s si

k(s) = lim
n

(E‖a1a2 · · · an‖
s)1/n < 1
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Introduction Références

KESTEN 1973, 1974
LE PAGE 1983
GOLDIE 1991

E‖Rs‖ < ∞ si et seulement si k(s) < 1

Si k(κ) = 1, queue polynômiale :

P(‖R‖ > t) ∼ Ct−κ
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RenouvellementIntroduction

F = (Fij)1≤i,j≤p matrice de distributions.

G = t(G1, . . . , Gp) vecteur de fonctions réelles, bornées sur les compacts.

Z = t(Z1, . . . , Zp) vecteur de fonctions inconnues qui vérifie

Zi(t) = Gi(t) +
p
∑

k=1

∫ ∞

−∞

Zk(t − u)Fik(du),

=⇒ comportement asymptotique de Z en +∞.

FELLER 1971 : p = 1, F11 probabilité :

CRUMP 1970, ATHREYA et RAMA MURTHY 1976 :
p > 1, Fij : R+ −→ R+
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RenouvellementNotations

• Produit de convolution matriciel F ∗ H :
H matrice p × r de fonctions réelles mesurables

(F ∗ H)ij(t) =
p
∑

k=1

∫ ∞

−∞

Hkj(t − u)Fik(du).

• Espérance de F : Γ = (γij)1≤i,j≤p avec γij =
∫

uFij(du).

• F (0)(t) = diag(1t≥0, . . . , 1t≥0).

• F (n)(t) = F ∗ F (n−1)(t).

• Fonction de renouvellement U(t) =
∑∞

n=0 F (n)(t).
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RenouvellementArithméticité

F est arithmétique si :

• pour tout i 6= j, Fij est concentrée sur un ensemble de la forme bij + λijZ,

• pour tout i, Fii est concentrée sur λiiZ,

• les λii sont multiple entiers d’un même nombre,

λ le plus grand de ces nombres,

• pour tous aij , ajk, aik points d’accroissement de Fij , Fjk et Fik,
aij + ajk − aik est un multiple entier de λ.
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RenouvellementHypothèses surF

1. Mesures finies :

∀ 1 ≤ i, j ≤ p, Fij(∞) = lim
t→∞

Fij(t) < ∞.

2. Transience :
∀ t ∈ R, U(t) < ∞.

3. F (∞) irréductible à puissances bornées en norme.

4. Rayon spectral : ρ(F (∞)) = 1.

m et u vecteurs propres de Perron-Frobenius :

F (∞)m = m, tuF (∞) = tu,
p
∑

i=1

mi = 1,
p
∑

i=1

uimi = 1.
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RenouvellementRésultats

Théorème 1 (Première forme)
• hypothèses 1-4
• F non arithmétique
• espérance Γ existe
alors, γ = tuΓm > 0 et

Uij(t + h) − Uij(t) −−−→
t→∞

miuj

γ
h.

Théorème 2 (Deuxième forme)
• Mêmes hypothèses
• G directement Riemann intégrable
• Z = U ∗ G existe,
alors

lim
t→∞

Zi(t) =
1

γ
mi

p
∑

j=1

[

uj

∫ ∞

−∞

Gj(u)du
]

.
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RenouvellementPreuve des théorèmes

• Incréments de U uniformément bornés
=⇒ ∃(tn) → +∞ et Vij mesures t.q.

Uij(tn + dt) −→ Vij(dt)

• Identification des Vij

G = t(0, . . . , Gk, . . . , 0) avec Gk continue à support compact
tn → +∞ dans l’équation de renouvellement
solutions de Z = F ∗ Z
=⇒ Vij multiples de la mesure de Lebesgue : Vij = aij`

• Identification des coefficients de proportionnalité
G = t(0, . . . , Gk, . . . , 0) avec Gk(t) = 1I[0, 1](t) =⇒ aij = cmiuj

G(t) =
(

F (∞)1It≥0 − F (t)
)

m =⇒ c = γ−1
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RenouvellementThéorie du potentiel

Extension de DELLACHERIE et MEYER 1983 en dimension p :

Noyau sur Rp : N = (Ni,j)1≤i,j≤p, avec Ni,j(t, A) noyaux sur R

Noyau unité N0 = I :
{

Iij(t, A) = 0 si i 6= j,

Iii(t, A) = 1IA(t).

Produit des noyaux : MN =
(

(MN)ij

)

avec

(MN)ij =
p
∑

k=1

MikNkj.

Noyau Potentiel

G =
∞
∑

k=0

Nk.
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RenouvellementPrincipe du Maximum

Relation d’ordre sur les fonctions mesurables de R dans (R+)p

u � v si ∀ 1 ≤ i ≤ p, ui ≤ vi.

Si u � v alors Nu � Nv

u : R −→ (R+)p est excessive pour le noyau N si

Nu � u.

Théorème 3 (Principe du Maximum) Si 1 = t(1, 1, . . . , 1) est excessive, alors
pour toute fonction f à coordonnées positives,

sup
t∈R

Gf(t) = sup
t∈A

Gf(t),

où A est le support de f :
A = ∪p

i=1{fi > 0}
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Coefficients markoviensIntroduction

Processus auto-régressif à régime markovien :

Yn+1 = anYn + bn, n ∈ Z,

(an) : chaîne de Markov irréductible, apériodique, stationnaire sur
E = {e1, . . . , ep} ⊂ R∗

+, matrice de transition P = (pij), loi stationnaire µ.

(bn) i.i.d. non nulles, indépendantes de (an)

Si E log(a0) =
∑

log(ei)µ(ei) < 0 et E log+(b0) < ∞ unique solution
stationnaire :

Rn =
∞
∑

k=0

an−1an−2 · · · an−kbn−1−k, n ∈ Z
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Coefficients markoviensRésultats

Théorème 4

1. il existe κ > 0 tel que la matrice Pκ = diag(eκ
i )tP soit de rayon spectral 1,

2. les log ei ne sont pas tous multiples entiers d’un même nombre,

3. E|b0|κ < ∞,

alors pour x ∈ {−1, 1} on a :

tκP(xR1 > t) −−−→
t→∞

L(x),

où L(1) + L(−1) > 0.

Si b0 ≥ 0, alors L(−1) = 0, et L(1) > 0. Si b0 ≤ 0, alors L(1) = 0, et L(−1) > 0.
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Coefficients markoviensEquations de renouvellement 1

LE PAGE 1983, GOLDIE 1991

z(x, t) = e−t
∫ et

0
uκP(xR1 > u)du.

x = ±1, même comportement asymptotique que tκP(xR1 > t).

z(x, t) =
∑p

i=1 Zi(x, t), où :

Zi(x, t) = e−t
∫ et

0
uκP(xR1 > u, a0 = ei)du.
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Coefficients markoviensEquations de renouvellement 2

Alors

Zi(x, t) = eκ
i

p
∑

j=1

[

pjiZj(x, t − log ei)
]

+ Gi(x, t)

=
p
∑

j=1

∫

Zj(x, u)Fij(du) + Gi(x, t),

avec
Fij(t) = eκ

i pji1It≥log ei
,

et

Gi(x, t) = e−t
∫ et

0
uκ
[

P(xR1 > u, a0 = ei) − P(xa0R0 > u, a0 = ei)
]

du.
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Coefficients markoviensThéorème de renouvellement

Théorème de renouvellement pour les systèmes :

lim
t→∞

tκP(xR1 > t) = lim
t→∞

z(x, t)

= lim
t→∞

p
∑

i=1

Zi(x, t)

=
1

γ

p
∑

j=1

[

uj

∫ ∞

−∞

Gj(x, s)ds
]

.

Limite non nulle ?
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Coefficients markoviensLimite non nulle

Première étape :
GRINCEVICIUS 1980, GOLDIE 1991

P(|R1| > t) ≥ C P(sup
n

a0 · · · a1−n >
2t

ε
).

Inégalité de symétrisation de Lévy
Lemme de Feller Chung

Deuxième étape :

Evaluer P(supn a0 · · · a1−n > 2t
ε ).
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Coefficients markoviensEtude du produit a0 · · · a1−n

Marche aléatoire

S0 = 0, Sn =
n
∑

k=1

log(a1−k) = log(a0 · · · a1−n).

Etude du processus d’échelle Sτn
où :

τ1 = inf{n ≥ 1 : Sn > 0},

τn = inf{k > τn−1 : Sk > Sτn−1
}.

Renouvellement

=⇒ eκtP(max(Sn) > t) = eκtP(max(Sτn
) > t) ≥ C > 0,

C > 0 constante explicite.
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Temps continu Le Modèle

• X processus Markovien de saut ergodique.

espace d’états E = {1, · · · , N}, N > 1

fonction d’intensité λ > 0 sur E

noyau de saut q irréductible, à diagonale nulle
loi stationnaire µ

• W mouvement brownien standard indépendant de X,
(Ft) filtration associée

Processus de Ornstein-Ulhlenbeck à régime markovien :
{

Y0 F0 − mesurable

dYt = e(Xt)Ytdt + σ(Xt)dWt
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Temps continu Loi stationnaire

GUYON, IOVLEFF, YAO 2004 :

Si
Eµ[e(Xt)] =

∑

i∈E

e(i)µ(i) < 0,

alors Y a une unique loi stationnaire ν.
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Temps continu Discrétisation

Solution explicite :

Yt = a(0, t)
[

Y0 +

∫ t

0
a(0, u)−1σ(Xu)dWu

]

où

a(s, t) = as,t = exp

∫ t

s
e(Xu)du.

δ > 0, discrétisation Y (δ) = (Ynδ) vérifie

Y(n+1)δ = anYnδ + bn,

avec bn = V
1/2
n ξn, (ξn) i.i.d. N (0, 1) et

an = exp
[

∫ (n+1)δ
nδ e(Xu)du

]

,

Vn =
∫ (n+1)δ
nδ exp

[

2
∫ (n+1)δ
u e(Xv)dv

]

σ2(Xu)du.
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Temps continu Résultats

Théorème 5

1. Si ∀ i, e(i) ≤ 0, alors ∀ s > 0 :
∫

R

|x|sν(dx) < ∞.

2. Si ∃ i tel que e(i) > 0, alors ∃ κ > 0 et L > 0 :

tκν(]t, +∞[) −−−−→
t→+∞

L,

tκν(] −∞,−t[) −−−−→
t→+∞

L.
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Temps continu Calcul deκ

Si ∃ i tel que e(i) > 0.

s1 = min
{λ(i)

e(i)
| e(i) > 0

}

Pour s < s1, Ms = ((Ms)ij) avec

(Ms)ij =
q(i, j)λ(i)

λ(i) − se(i)

κ est l’unique 0 < s < s1 tel que

ρ(Ms) = 1
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Cas iid Introduction

Travail en collaboration avec Y. GUIVARC’H et E. LE PAGE

Processus auto-régressif multidimensionnel :

Yn+1 = AnYn + Bn, n ∈ N,

(An, Bn) i.i.d. sur Gl(d, R) × Rd, d ≥ 2.

Si
• limn

1
n log ‖A1A2 · · ·An‖ = α < 0 presque sûrement,

• E log+ ‖B1‖ < ∞,
unique solution stationnaire de même loi que :

R =
∞
∑

k=1

A1A2 · · ·Ak−1Bk
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Cas iid Références

KESTEN, 1973
An matrices positives

LE PAGE, 1983
Matrices inversibles quelconques
Condition de récurrence :
Pour tout x ∈ Sd−1, la chaîne

Xn = x · A1 · · ·An, x · A =
xA

‖xA‖

visite tous les ouverts de la sphère.
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Cas iid Définitions

• k(s) = limn(E‖A1 · · ·An‖
s)1/n,

• On suppose que σ = sup{s ≥ 0; k(s) < ∞} > 0.

• Γµ semi-groupe engendré par le support Sµ de la loi µ de A1 vérifie la
condition i-p-e :

Γµ irréductible : pas de sous-espace invariant non trivial

Γµ proximal sur l’espace projectif Pd−1 :

∀v, v′ ∈ Pd−1, ∃(an) ∈ Γµ t.q. δ(van, v′an) → 0

Γµ expansif : contient un élément de rayon spectral > 1.
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Cas iid Résultat

Théorème 6

1. Γµ vérifie la condition i-p-e,

2. Γµ ne laisse pas de cône convexe fermé saillant d’intérieur non vide
invariant,

3. ∀x vecteur colonne de Rd, P(A1x + B1 = x) < 1

Alors k(s) = 1 a une unique solution κ sur ]0, σ[.
Si E[‖A1‖κ log det |A1|] > −∞ et E‖B1‖κ < +∞, alors

∀x ∈ Sd−1 lim
t→∞

tκP(xR > t) = `eκ(x),

où ` > 0 et eκ > 0 continue symétrique sur Sd−1
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Cas iid Idée de la preuve

Equation de renouvellement : Z(x, t) = QZ(x, t) + G(x, t) avec

Qf(x, t) =
1

eκ(x)

∫

‖xa‖κeκ(x · a)f(x · a, t − log ‖xa‖)µ(da).

Définition de eκ, étude de Q sur Pd−1 : GUIVARC’H, LE PAGE 2004.

Propriétés de Q sur Sd−1 : étudier les fermés Γµ-invariants sur Sd−1

=⇒ hypothèse 2.
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Cas iid Exemples 1

matrices positives : ∃ cône Γµ-invariant

µ = (δa + δa′)/2 avec a positive, a′ négative, x vecteur positif
alors x · A1 · · ·An ne visite pas l’ouvert des vecteurs non positifs et non
négatifs.

Ex :

a =

(

2 1

0 1

)

, a′ =

(

−1/5 −1/5

−1/5 0

)

, Bn ∼ N (0, 1).

vérifie toutes les hypothèses du théorème.
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Cas iid Exemples 2

Modèle AR(2)

Xn = a1,nXn−1 + a2,nXn−2 + bn ⇐⇒ Yn = An−1Yn−1 + Bn−1, n ∈ N,

avec Yn = t(Xn, Xn−1),

Bn = t(bn, 0),

An =

(

a1,n a2,n

1 0

)

.

Ex : µ = 1
4δa + 3

4δa′ avec

a =

(

1 2

1 0

)

, a′ =

(

−1/4 1/8

1 0

)

.

b1 ∼ N (0, 1) ou discrète prenant des valeurs autres que 2 et 9/8.
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Cas iid Exemples 3

Question de KESTEN 1973

- dimension d = 2

- m1, m2 matrices strictement positives
- m3 = rθ rotation d’angle θ

Est-ce que µ = p1δm1
+ p2δm2

+ p3δm3
peut donner une queue polynômiale ?

=⇒ Γµ vérifie la condition i-p sans cône invariant dès que :

θ 6= 0 mod
π

2
, et

θ

π
/∈ Q ou

θ

π
=

2k + 1

n
.
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Soutenance de thèse 10 novembre 2004 – p. 39/42



Perspectives 1

Cas multidimensionnel à coefficients i.i.d. :

- matrices positives : cône invariant des vecteurs positifs

- pas de cône invariant

- cône invariant général ?
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Perspectives 2

Cas multidimensionnel à coefficients markoviens

- exemple de HAMILTON 1989

v a r 2

- 3

- 2

- 1

0

1

2

3

4

i

0 1 0 2 0 3 0 4 0 5 0 6 0 7 0 8 0 9 0 1 0 0 1 1 0 1 2 0 1 3 0 1 4 0
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Perspectives 3

Modèle :
Xn = an(0) + an(1)Xn−1 + · · · + an(4)Xn−4 + bn

- Xn = 100 log PIBn

PIBn−1

- an = (an(j), j = 0, ..4) chaine de Markov à deux états

(909, 265, 29, −126, −110)/1000

(−420, 216, 628, −73, 97)/1000

- Matrice de transition
(

0.882 0.118

0.286 0.714

)

Interprétation des états :
1=croissance, 2=récession =⇒ Cycles économiques
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