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Chapitre 1

Introduction

Historiquement, la premiere évocation du concept d’ordinateur quan-
tique remonte a des travaux du début des années 1980, en particulier ceux
de Richard Feynman [12, 34, 35]. Il s’agissait alors de répondre a la ques-
tion suivante : quel type d’ordinateur est le plus adapté pour simuler un
systeme physique quantique? Pour qu’un tel ordinateur soit réalisable en
pratique, les ressources nécessaires (taille, temps ou énergie) ne doivent pas
croitre exponentiellement avec la taille du systeme a simuler. Dans le cas
d’un ordinateur classique standard, ce souhait interdit notamment de sto-
cker les états intermédiaires de la simulation. En effet, pour un systeme a
N corps, le nombre d’amplitudes complexes nécessaires pour caractériser
completement un état de ’espace de Hilbert croit exponentiellement avec
le nombre de particules (si le nombre de niveaux par particule est fini). On
peut éventuellement envisager de simuler le systéme quantique par un or-
dinateur classique probabiliste, c’est-a-dire essayer de reproduire fidelement
les résultats de n’importe quelle mesure sur le systéme avec les mémes pro-
babilités. Mais une fois encore, il s’avere que cela n’est pas possible car cela
revient a utiliser un modele a variables cachées, ce qui est en désaccord
avec les données expérimentales sur la violation des inégalités de Bell. Pour
simuler efficacement un systéme quantique, il faut donc faire appel & un or-
dinateur qui fonctionne lui aussi selon les lois de la mécanique quantique.

Ce concept d’ordinateur quantique fut repris en 1985 par David Deutsch
[29], alors motivé par un probléme d’informatique théorique : comment
définir ce qui est calculable? Le paradigme en vigueur était celui résumé
laconiquement par ’hypothese de Turing-Church forte :

Tout procédé algorithmique peut étre simulé efficacement en uti-
lisant une machine de Turing probabiliste.

Dit autrement, tous les ordinateurs sont équivalents a une machine de Turing
probabiliste, et celle-ci définit ce qui est calculable ou non. Cette définition
de ce qu’est un algorithme est purement heuristique, et I’objectif de Deutsch

9



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

était d’arriver a I’asseoir (elle ou une version modifiée) au moins sur des bases
physiques. Comme les lois physiques fondamentales sont quantiques, il fut
tout naturellement amené lui aussi & imaginer un ordinateur quantique. De
fait, il exhiba un probleme simple qui peut étre résolu efficacement sur une
telle machine, mais qui n’admet pas de solution efficace sur un ordinateur
classique. Ceci met a mal 'hypothese de Turing-Church, et suggere que les
ordinateurs quantiques sont effectivement plus puissants que leurs homo-
logues classiques.

Par la suite, ces résultats ont été repris et améliorés par d’autres. En
1994, Peter Shor a montré que le probleme de la factorisation d’un entier
pouvait étre résolu efficacement sur un ordinateur quantique [83, 85]. Plus
que toutes les autres, cette découverte a marqué le début de ’essor de I'infor-
matique quantique. En effet la factorisation est un probleme réputé difficile,
dont on ne connait pas a I’heure actuelle de solution efficace classique (cer-
tains pensent méme qu’il n’en existe pas). Ce résultat remarquable a été
suivi en 1996 par l'algorithme de Grover, qui permet d’effectuer une re-
cherche dans une base de données non structurée [47, 48]. Bien que le gain
en efficacité de cet algorithme soit moins spectaculaire que dans le cas de
la factorisation, son vaste champ d’application en fait une méthode impor-
tante. Par dela 1’étude du calcul quantique, d’autres succeés concernent la
cryptographie quantique et la téléportation quantique. Depuis ces travaux,
le domaine de I'information quantique a attiré une tres grande attention dans
la communauté scientifique (pour une référence générale voir [71, 75, 89, 11]).

Comment expliquer 'avantage de l'informatique quantique sur la lo-
gique booléenne classique? La premieére constatation est que 1’état d’un
ordinateur quantique est caractérisé par un ensemble de variables conti-
nues. Cela pourrait laisser supposer qu’il s’agit la d’un ordinateur analo-
gique. Contrairement a un ordinateur digital, un ordinateur analogique uti-
lise une représentation physique de l'information basée sur des degrés de
liberté continus. A premiere vue, ces calculateurs possedent des ressources
illimitées puisque des variables continues peuvent stocker une quantité d’in-
formation infinie. Le corollaire est qu’ils sont théoriquement capables de
résoudre de maniere efficace des problémes jugés difficiles, semblant ainsi
violer la these de Turing-Church. Cependant, la prise en compte du bruit
inhérent a toute réalisation physique rend le nombre d’états distinguables
finis, et suffit & annihiler leurs avantages dans tous les cas.

Qu’en est-il pour les ordinateurs quantique ? Tout d’abord, il faut remar-
quer que la discrétisation des niveaux d’énergie apportée par la mécanique
quantique n’implique pas que l'ordinateur soit digital. Un ordinateur digital
est une machine qui représente les nombres sous la forme d’une suite de
chiffre. Afin d’illustrer la différence, considérons un premier ordinateur qui
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utilise les niveaux d’énergie d’un oscillateur harmonique pour représenter les
différents nombres (quantique mais non digital), et un deuxiéme qui utilise
pour cela un ensemble de n systémes & deux niveaux (quantique digital).
Pour une méme taille de l'espace de Hilbert égale a 2", le premier doit
pouvoir gérer des états dont 1’énergie atteint 2" hw, ce qui croit exponentiel-
lement avec n, tandis que le second ne voit pas son énergie dépasser nhw.
Seule la représentation digitale de I'information permet donc d’envisager une
implémentation physique réaliste. C’est pourquoi un ordinateur quantique
est congu comme un ensemble de systémes a deux niveaux, les qubits (pour
quantum bit).

Pour un ordinateur quantique constitué de qubits, la mesure du registre
fournit effectivement un nombre digital (une suite de 0 et de 1), qui corres-
pond a un des états de base. Mais lors du calcul, I’état général du registre
est une superposition quelconque de ces états de base, avec des coefficients
qui sont des variables continues. Comme souligné auparavant, I’ordinateur
quantique se rapproche en cela des ordinateurs analogiques. Toutefois, une
particularité lui permet d’éviter les écueils propres a ce genre : de maniere
surprenante, 'effet du bruit peut étre lui aussi digitalisé. En 1996, il s’est
en effet avéré qu’il était possible grace a des codes correcteurs de rectifier
un ensemble continu d’erreurs, et ceci sans méme mesurer 1’état du registre
principal [84, 88]. De plus, il semble exister un seuil d’erreur en dessous
duquel la procédure de correction corrige plus de bruit qu’elle n’en produit
elle-méme. Dans ces conditions, les codes correcteurs d’erreurs quantiques
permettent & ces ordinateurs de garder leur efficacité méme en présence
d’une petite quantité de bruit.

Meéme si ce sont les nouveaux algorithmes destinés a résoudre des pro-
blemes d’informatique théorique qui ont placé les ordinateurs quantiques
sous les feux de la rampe, la simulation efficace des systémes physiques
quantiques reste leur tache de prédilection, ce pour quoi ils ont été concus
a Dorigine. Récemment, de nombreux algorithmes ont été proposés dans ce
sens, notamment pour simuler des applications quantiques, comme ’applica-
tion du boulanger ou le rotateur pulsé quantique, et en particulier par mon
équipe a Toulouse. Ces modeles présentent des propriétés de chaos quan-
tique, I'analogue quantique du chaos classique, et possedent de nombreuses
caractéristiques de systemes complexes, comme la localisation ou ’ergodi-
cité, et sont correctement décrits par la théorie des matrices aléatoires. De
plus, le faible nombre de qubits et d’opérations élémentaires requis par ces
algorithmes de simulation en font des candidats idéaux pour les ordinateurs
qui seront construits dans un futur proche, pour lesquels le nombre de qu-
bits sera restreint et la durée d’exécution limitée par un faible temps de
cohérence.
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En effet, expérimentalement divers systemes ont été proposés pour es-
sayer de réaliser un ordinateur quantique. On peut citer les pieges & ions (3
qubits a I’heure actuelle) ou les cavités QED (2 qubits). En physique du so-
lide, les circuits quantiques supra-conducteurs a base de jonctions Josephson
permettent d’encoder 1’état d’un qubit dans la charge ou le flux. Mais pour
I'instant, c’est dans le domaine de la résonance magnétique nucléaire que les
expériences sont les plus avancées, et une factorisation a déja été réalisée sur
un ordinateur de 7 qubits. Avec cette technique, ce sont les spins nucléaires
d’une molécule qui servent de support aux qubits, et I’on peut les manipu-
ler en appliquant un champ magnétique modulé. Cependant, la résonance
magnétique nucléaire en phase liquide n’est malheureusement pas utilisable
a grande échelle car le signal mesuré chute exponentiellement avec le nombre
de spins dans la molécule. Ainsi, il y a pour I'instant un contraste élevé entre
la théorie du calcul quantique, qui s’intéresse principalement au comporte-
ment asymptotique des algorithmes pour un tres grand nombre de qubits,
et les expériences, qui sont pour l'instant limitées & quelques qubits. On voit
donc que les algorithmes de simulation quantique qui permettent d’obte-
nir des résultats pertinents méme sur des ordinateurs n’ayant qu’un petit
nombre de qubits seront bien adaptés aux ordinateurs quantiques qui seront
construits dans un futur proche.

Cependant, méme si la simulation est elle-méme efficace, il est impor-
tant de savoir quelles quantités physiques peuvent étre calculées de maniere
efficace. En effet, a la différence d’un ordinateur classique, on obtient a la
fin du calcul une superposition d’états quantiques, et une simple mesure ne
sélectionne que I'un de ces états aléatoirement. Une méthode consisterait a
répéter la simulation un certain nombre de fois afin d’en déduire statisti-
quement les valeurs des différentes amplitudes. Mais cette facon de procéder
n’est pas valable dans le cas général, puisque pour une fonction d’onde quel-
conque cela nécessiterait un nombre de simulations de 'ordre de la taille
de l'espace de Hilbert. La conception de méthodes pour extraire efficace-
ment des quantités physiques intéressantes est donc un point crucial. De
plus, un ordinateur quantique réel ne sera pas exempt de défauts. Il peut y
avoir par exemple des petites erreurs aléatoires dans I'implémentation des
opérations de base ou des couplages résiduels entre les qubits méme en 1’ab-
sence d’opérations. Il est donc utile de connaitre les effets de telles imperfec-
tions sur les résultats fournis par la simulation. Ce travail de these apporte
des éléments de réponse a de telles questions : des algorithmes quantiques
spécifiques ont été construits et analysés pour deux modeles d’application
quantique, le rotateur pulsé et le Harper pulsé. Les observables mesurables
ont été déterminées, et leur comportement vis-a-vis des imperfections étudié
analytiquement et numériquement.



Chapitre 2

Informatique quantique

Ce chapitre présente brievement le domaine de 'informatique quantique,
ainsi que les notions de calcul quantique nécessaires a la compréhension
de cette these. Pour une introduction plus approfondie, voir les références
[11, 71, 75].

2.1 Opérations quantiques

Un algorithme quantique peut se décrire comme une suite d’opérateurs
unitaires locaux élémentaires, appelés aussi portes quantiques, suivie de me-
sures quantiques. Le nombre d’opérations élémentaires requises rapporté a
la taille des données définit la complexité de I'algorithme. Si ce nombre croit
comme ’exponentielle de la taille des données, ’algorithme est dit ineffi-
cace; il est efficace si la croissance s’effectue de maniere polynomiale. Il est
a noter que la complexité totale (et donc lefficacité) doit tenir compte des
mesures quantiques effectuées et de l'observable choisie. Comme mentionné
dans I'introduction, le qubit (quantum bit) est I'objet fondamental du calcul
quantique, et représente 'unité de support de 'information quantique. C’est
un systéme quantique a 2 niveaux, appelés usuellement |0) et |1). Contraire-
ment a un bit classique, 1’état général d’un qubit est une superposition des
deux états de base :

[) = a|0) + 1) avec |a)® + 8] =1

2.1.1 Opérations sur un qubit

Une opération quelconque sur un qubit est décrite par une matrice uni-
taire 2 X 2, et peut étre développée sur la base constituée de 'identité et des
matrices de Pauli :

=(8) = (38) - (09) 2 (6 %)

13



14 CHAPITRE 2. INFORMATIQUE QUANTIQUE

Une opération particulierement importante est la transformation d’Hada-

mard
HﬁX—l—Zﬁl 1 1
ERVERRAREE

La transformation d’Hadamard permet notamment de passer de la base
propre de Z (]|0),]1)) & celle de X ((|0) + [1))/v/2, (]0) — [1))/V/2) et réci-
proquement. Les identités suivantes sont utiles pour simplifier les circuits et
comprendre les algorithmes :

HXH=Z7, HYH=-Y, HZH=X

Pour simplifier la notation des algorithmes quantiques, on utilise généra-
lement un schéma sous forme de circuit. Dans un tel circuit, les qubits sont
représentés par des lignes horizontales, et les opérateurs sont placés sur ces
lignes comme sur une portée musicale, de gauche a droite. Ainsi, le circuit de
la figure 2.1 porte sur deux qubits, et représente I’application de 'opérateur
A sur le qubit 1, puis de 'opérateur B sur le qubit 2 et enfin de I'opérateur
C a nouveau sur le qubit 1. Ce circuit est donc équivalent a 'application de
lopérateur U = (A® I)({ @ B)(C ®I) sur le systeme [¢); @ |1), formé par
les deux qubits.

1 A C

2 B

Fic. 2.1 — Exemple de circuit quantique

Dans cette notation, les opérateurs précédemment introduits sont sym-
bolisés par les portes suivantes :

Hadamard H Y Y

X X Z Z

F1G. 2.2 — Noms et symboles des principales portes quantiques sur un qubit

Lorsqu’on prend l’exponentielle des matrices de Pauli, on obtient les
opérateurs de rotation autour des axes x, y et z définis sur la figure 2.3

o iex AV [ cos§ —isin
Ry (0) =e™"2 —008(2)I Zsm<2>X_<—ising cos

Ry(6) = e*3Y — cos () I isin () y_ (o —sing
2 2 Sing  Cosg

s
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R(Q)—eigz—cos<9)1—isin<0)Z— et 0
= B 2 2)7 "\ 0 e

On peut généraliser ces égalités en définissant I'opérateur rotation d’axe
n et d’angle 6 par

0 0
R;(0) = exp(—ifn - 7/2) = cos <2) I —isin (2) (ne X +nyY +n,7)
oud = (X,Y,Z) et n = (n.,ny,n.) est un vecteur réel de norme 1.

La raison d’une telle définition est plus évidente si on utilise la repré-
sentation de Bloch. Puisque I’état d’'un qubit quelconque est décrit par la
fonction d’onde 1) = a/|0) + B|1) avec |a|®> + |3]* = 1, et que la phase
globale de |¢)) n’a pas d’effet observable, on peut le paramétrer par deux

angles 0 et ¢ : . .
) = cos (2> 0) + € sin <2> 1)

On peut ainsi représenter 1’état du systéme par un point (6, ) situé sur
une sphere de rayon 1, appelée sphere de Bloch. Dans cette représentation,
Popérateur Rj;(7) effectue simplement une rotation d’un point sur la sphere
de Bloch d’un angle v autour de I'axe n.

10)

1)
FiG. 2.3 — Sphere de Bloch
Si U est une opération unitaire sur un qubit, il existe «, G, v et § tels

que
U = ¢ R.(8)Ry(7)R=(5) (2.1)
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En effet, U étant unitaire, ses colonnes et ses lignes sont orthonormales, et
on peut les paramétrer comme suit

[ eiaB2700D) o5 T eila—B/240/2) gin
ei(a+B/2-6/2) gin 3 e atB8/240/2) cog 7

Plus généralement, U peut toujours s’écrire sous la forme

U = e“Ry(0)

2.1.2 Opérations élémentaires et universalité

Pour pouvoir construire n’importe quel opérateur, il faut ajouter aux
opérations sur un qubit une porte qui agit sur au moins deux qubits simul-
tanément. La porte la plus pratique est le NON controlé (controlled-NOT,
ou CNOT), qui agit sur deux qubits : I'un est le qubit de controle, autre
la cible. Si le contrdle est dans 17état |0) on ne fait rien, et s’il est dans
létat |1) le qubit cible est inversé (on applique l'opérateur X). Dans la base
naturelle [00), |01), |10), |11) (avec l'ordre |contrdle) ® |cible}), I'action de
la porte CNOT est décrite par la matrice

100 0
0100
Uon=119 0 0 1
0010

Si I'on se restreint aux seuls états de la base, le CNOT est ’équivalent de
la porte OU exclusif en logique booléenne, avec une recopie d’'une des deux
entrées pour assurer la réversibilité.

|a) |a)

) la®b)

F1c. 2.4 — Symbole pour la porte controlled-NOT (CNOT). @ désigne I’ad-
dition binaire modulo 2.

Avec la porte CNOT et toutes les opérations sur un qubit, on dispose
a présent d’un ensemble universel, c’est-a-dire que tout opérateur unitaire
sur n qubits peut étre implémenté exactement en composant seulement des
opérations sur un qubit et des portes CNOT [30]. Il est important de no-
ter que cette construction n’est pas forcément efficace et peut demander
un nombre de portes extrémement grand. Cependant, il existe une infinité
d’opérations possibles sur un qubit ; outre la difficulté de la réalisation phy-
sique d’un tel ensemble continu d’opérations, ceci rend la correction des er-
reurs impossible. Il est donc préférable de disposer d’un ensemble discret de
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portes, méme si I’on doit pour cela se résoudre a ne construire qu’approxima-
tivement les opérations sur plusieurs qubits. Le théoréeme de Solovay-Kitaev
[58] indique que toute opération unitaire sur un qubit peut étre approximée
efficacement avec une précision arbitraire a ’aide des seules portes d’Hada-

mard et g.
™ (1 0 Y e 0 rE: ™
porte 3 : <0 eiz>—€ ( 0 e@)—”RZ@

On peut donc approximer a la précision voulue n’importe quel opérateur
unitaire sur n qubits grace a ’ensemble universel formé par les portes élé-
mentaires d’Hadamard, § et CNOT. Il est intéressant de noter que la porte
g est absolument nécessaire pour espérer tirer parti de la puissance du cal-
cul quantique. En effet, le théoreme de Gottesman-Knill [45] stipule qu’un
ordinateur classique peut simuler efficacement un ordinateur quantique qui
disposerait des seules portes CNOT et Hadamard. Un algorithme quantique
efficace utilisant uniquement ces deux portes conduirait donc automatique-
ment a un algorithme classique également efficace.

|3

Cet ensemble universel discret n’est pas unique. Par exemple, la porte de
Toffoli, la porte d’Hadamard et la porte de phase forment aussi un ensemble
universel. La porte de Toffoli est un NOT doublement controlé (fig. 2.5),
c’est-a-dire que l'on effectue 'opérateur X sur le qubit cible si et seulement
si les deux qubits de controle sont tous les deux égaux a |1).

F1G. 2.5 — Porte de Toffoli

X L 10
Quant a la porte de phase, c’est 'opération < 0 i )

2.1.3 Opérations controlées

Pour composer les algorithmes quantiques, il est pratique de disposer de
portes un peu plus évoluées. Cette section est dédiée a la construction expli-
cite des portes les plus courantes a I'aide des portes élémentaires précédentes.
Ces portes seront nécessaires pour les algorithmes quantiques présentés dans
cette these.
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sy =9 ¢

U U

F1G. 2.6 — Construction d’un opérateur controlé quelconque

Armé de la porte CNOT et de toutes les opérations sur un qubit, on
va construire n’importe quelle opération contrélée sur un qubit, c’est-a-dire
I’équivalent de la porte CNOT avec une opération quelconque U a la place
de X sur le qubit cible. On peut pour cela partir de la décomposition (2.1)
de U

U = e R.(8)Ry(7)R-(9)

On définit alors les opérateurs

On a alors

ABC = R.(B)R, (g) R, <—'2y> R. <—5;ﬂ) R. (5;5) .y

D’autre part

v = naom, () (G (57) ()
- oo () () (45)n (5
= Rz(ﬁ)Ry(V)Rz(‘s

On a ainsi ABC = I et e/ *AXBXC = U. 1l suffit donc d’appliquer les
opérateurs A, B et C sur le qubit cible en intercalant des portes CNOT
dépendantes du qubit de contrdle, comme sur la figure 2.6. La porte R(«)
multiplie le qubit de controle par ' si celui-ci est & 1), et ne fait rien sinon.
Ceci équivaut a appliquer la porte a deux qubits

o O O
O O = O
9
&
Q
@)
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F1G. 2.7 — Construction d’'un CNOT multi-controlé (illustré pour n = 9 et
m =5)

Un autre type de porte récurrent dans la plupart des algorithmes quan-
tiques est l'opération contrélée par plusieurs qubits simultanément, une
généralisation de la porte précédente. On note A, (U) 'opérateur U controlé
par n qubits, c’est-a-dire qu’on applique U sur le qubit cible si et seulement
si les n qubits de contrdle sont tous égaux a |1). Pour construire cette porte,
on peut commencer par construire un CNOT multi-controlé [9].

Sin>>5etme 3,...,[n/2], alors on peut construire la porte A,,(X)
grace au circuit de la figure 2.7, qui contient 4(m —2) portes de Toffoli. Dans
ce circuit, considérons le premier groupe de portes. Le qubit 6 est inversé

fan)
"
fan)
"

fan)
"
fan)
"
fan)
"

F1c. 2.8 — Construction d’'un CNOT multi-controlé (illustré pour n = 9)
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—D——
o e

F1a. 2.9 — Construction d’une opération multi-contrélée sur un qubit (illustré

pour n =9)

si et seulement si les qubits 1 et 2 sont & 1. Le qubit 7 est inversé si les 3
premiers qubits sont tous a 1, et ainsi de suite. Apres le premier groupe de
portes, le qubit 9 est donc inversé si et seulement si les 5 premiers qubits
sont a 1, mais les qubits 6, 7 et 8 sont altérés. Pour leur rendre leurs valeurs
initiales, on applique donc le second groupe de portes.

En combinant 4 portes A,,(X), on peut construire une porte A,,_o(X)
sur n qubits grace au circuit de la figure 2.8, ce qui fait un total de 8(n —5)
portes de Toffoli. La construction d’une porte CNOT multi-controlée re-

i

F1G. 2.10 — Construction d’une opération SU(2) multi-controlée sur un qubit
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Fia. 2.11 — Construction d’une opération multi-contrélée sur un qubit avec
un qubit auxiliaire

quiert donc un nombre de portes élémentaires qui augmente linéairement
avec le nombre de qubits, pourvu que I'on dispose d’'un qubit auxiliaire. On
peut noter également que ce qubit auxiliaire est inchangé par la porte, donc
méme un qubit utilisé par ailleurs peut faire 'affaire.

Grace a la porte \,,_5(X), on peut maintenant construire une opération
U quelconque sur un qubit controlée par plusieurs qubits grace au circuit de
la figure 2.9, avec V tel que V2 = U. Par récurrence, la construction d’une
porte A,,_;(U) requiert donc O(n?) portes élémentaires.

Cependant, dans quelques cas particuliers, la simulation de la porte
Nn—1(U) peut étre linéaire en n. C’est le cas par exemple si U € SU(2),
avec le circuit de la figure 2.10 (cette construction est similaire & celle de la
figure 2.6, avec a = 0, ce qui correspond bien a un opérateur de SU(2)).

Si I’on s’octroie un qubit auxiliaire, on peut également simuler une porte
A,—1(U) de fagon linéaire, avec un U quelconque (fig. 2.11). Mais contrai-
rement au cas du circuit 2.8, le qubit auxiliaire doit rester dans ’état |0) ; il
n’est donc pas possible de le réutiliser ailleurs.

2.2 Transformée de Fourier quantique

2.2.1 Algorithme de la Transformée de Fourier

A T’aide des portes définies précédemment, on est & présent en mesure de
construire des algorithmes quantiques évolués. Honneur a la transformée de
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Fourier quantique, qui est utilisée dans de nombreux algorithmes, dont ceux
de cette these. La transformée de Fourier discrete d’un vecteur complexe xg,
., TN_1 est définie par

i 1 Nz_:l T e?m%
k \/N jzo 7

De la méme maniere, on définit la transformée de Fourier quantique
(TFQ) [28, 83] par son action sur les vecteurs de la base orthonormale |0),

TFQ 1 ity
’ Z eQﬂ'zN |]€

L“équivalence avec la transformée de Fourier discrete est visible lorsqu’on
applique la transformée de Fourier quantique a une superposition d’états

N-1 N-1
ST wili)— > k)
=0 k=0

Meéme si 'unitarité d’une telle transformation n’est pas évidente au pre-
mier abord, on peut la décomposer en une série de transformations unitaires
élémentaires. On suppose dans la suite que N = 2" ; cette hypothese n’est
a vrai dire pas tres restrictive car elle est généralement faite aussi dans le
cas de la transformée de Fourier discrete (l’algorithme de la transformée
de Fourier rapide ne marche que pour N de la forme a’). Le calcul s’effec-
tue donc sur les vecteurs de base [0), ..., |2" — 1), et on note jijz...J, la
représentation binaire de j (ou j = 12" 1 + ... + j,29), et 0.5ij14+1 . . jm la
fraction binaire j;/2 4 ji41/4+ ... + jm/Qm_l+1.

On peut alors factoriser la transformation de Fourier quantique ainsi

2n—1

1 2migk /2™
on/2 Z ok ‘k>
k=0

i) —

—_

1

B T

k1=0  kn=0
1 1 1 n .
k2~
S IR o - T
k1=0  kn=01=1
n 1 ,
- 2n/ > AT )
I=1 | k=0
1

I
E

i & (10)+7 1)

o~
I

1
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|71) HA2) A1) i
‘32> o --- Hb---- n—1 ‘¢2>
) . e HH 2 |pn—1)
) S L2

Fi1G. 2.12 — Circuit de la transformée de Fourier quantique

= 2711/2 (‘0> 1 e2mi0.jn |1>) & <|0> + e2mi0-dn—1jn |1>) (|0> + e2mi0-G1d2---n |1>)
(2.2)

Cette décomposition permet de concevoir aisément un circuit pour la
transformée de Fourier quantique, comme celui de la figure 2.12, ot

1 0
—@— représente I'opération (0 Q2 /2k>

Pour comprendre le fonctionnement de ce circuit, suivons son action sur
|7) = |j1--.Jjn). La premiere porte de Hadamard donne

1
V2

Puis, la premiere rotation controlée ajoute un bit de phase supplémentaire
suivant I'état de |j2)

(10) + €™ 1)) 2. . ja)

1
V2

Et ainsi de suite jusqu’a la rotation n

(10) + 20932 [1)) |ja ... jn)

1
N

De méme, la deuxieme série de porte de Hadamard et de rotations
controlées conduisent a 1’état

(10) + emi09z-9n 1)) | ... )

5 (10 4 A0z 1)) (j0) + 70T 1)) | .. )
A la fin du circuit, nous obtenons donc 1’état

|61) @ |d2) @ -+ R |Pp—1) @ |dn)

_ Qn% (|0> 4 (2mi0gLaedn |1>> (|0> 4 2mi0.2. u)) . <|Q> 4 270 |1>)
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Ceci n’est rien d’autre que la transformée de Fourier quantique de |j)
(2.2) ou lordre des qubits a été inversé (la transformée exacte serait |¢,) ®
|pn—1) ® - @ |p2) @ |p1)). On peut remettre les qubits dans le bon ordre en
appliquant n/2 portes d’échange, comme celle de la figure 2.13. Cependant,
on peut faire ’économie de cette étape en redéfinissant simplement les roles
des qubits, et en inversant donc systématiquement toutes les portes a venir.
Cela peut étre fait automatiquement par l'ordinateur classique qui pilote
I’évolution de 'ordinateur quantique.

=
~
=
~
Jan
NP

=
~
=
~
Jan
N
Jan
N

Fia. 2.13 — Circuit de la porte d’échange

Ce circuit contient n(n + 1)/2 portes quantiques, et est donc un moyen
efficace de calculer la transformée de Fourier discréte d’un vecteur. En com-
paraison, l'algorithme classique de transformée de Fourier rapide demande
O(n2™) opérations, ce qui est exponentiellement plus lent. Cependant, on ne
peut pas utiliser cet algorithme pour calculer naivement la transformée de
Fourier discrete d’une série de données. Si le calcul est en effet exponentielle-
ment plus efficace, 'extraction du résultat complet de la mémoire quantique
demanderait elle un nombre exponentiel de mesures. La transformée de Fou-
rier quantique n’est pas un algorithme en elle-méme, elle doit étre incluse
dans un algorithme quantique & méme d’utiliser simultanément toutes les
composantes du résultat, comme dans ’estimation de phase, ’algorithme de
factorisation de Shor ou les algorithmes construits dans cette these.

2.2.2 Estimation de phase

Comme dit ci-dessus, la transformée de Fourier quantique est tres puis-
sante, mais ce n’est pas vraiment un algorithme en soi. Elle est en général uti-
lisée au sein d’autres algorithmes qui tirent parti de ses spécificités. Le plus
célebre est sans doute 'estimation de phase [57]. Supposons qu’un opérateur
unitaire U, que ’on sait construire efficacement, a un vecteur propre |u) avec
la valeur propre €?™%. Le but de cet algorithme est d’estimer la valeur de
. Pour cela, on fait deux hypotheses :

e on est capable de construire au préalable le vecteur propre |u) dont on
veut déterminer la valeur propre, ou tout du moins un état initial qui
a une projection importante sur |u)

e on peut effectuer I'opération U?' pour tout j > 0, et ce en un temps
qui n’augmente pas exponentiellement avec j
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) —{Bf————— & (I0)+ T ))
phase : :
(t qubits) |0) H % (’0> 1 2mi(24%) m)
|0) H % (’0> + ¢2mi(2%9) ’1>)
lu) == U 5 2E: 412" |u)

FiG. 2.14 — Circuit quantique pour l'estimation de phase

La seconde hypothese est tres contraignante, puisque méme si ’on sait
appliquer U de maniere efficace, rien ne garantit qu’il en soit de méme pour
U? . Par exemple la méthode qui consisterait & itérer 27 fois I'opérateur U
demande un nombre d’opérations qui croit exponentiellement avec j. L’al-
gorithme d’estimation de phase n’est donc utile que dans les cas particuliers
ou cette construction efficace est possible.

Deux registres vont étre utilisés : un premier registre de ¢ qubits ini-
tialement mis & |0), qui va accueillir 'estimation de ¢ & la fin du calcul,
et un deuxieme registre qui contient le vecteur propre |u). L’algorithme se
décompose en deux phases. On applique en premier lieu le circuit de la figure
2.14. La série de transformations d’Hadamard permettent d’obtenir 1’état

1
52 (0) + 1) (10) + 1)) ... (|0) + 1)) ® [u)
Puis 'application d’une suite de puissances de 'opérateur U sur le second

registre controlée par le premier registre conduit a 1’état

s (100 + 027 1) (10) + 0% 1)) .. (10} + 07 1) @
2t

1
= o5 Z ]k>®Uk]u>
k=0

1 2t—1 )
= |gm 2™ m| e
k

=0

La deuxieme phase de 'algorithme consiste a appliquer une transformée
de Fourier quantique inverse sur le premier registre (celle-ci est obtenue en
inversant 1’ordre des portes du circuit 2.12). Puis on termine en mesurant
simplement le premier registre dans la base naturelle.
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En effet, ’état du premier registre obtenu a la fin de la premiere phase

est de la forme zt% itz_ol (k) |k) avec f(k) = €2™*#_ Une transformée de

Fourier inverse continue de f donnerait
o] . oo .
/ f(x)e_%m’dx _ / 6—27rz:v(u—<p)dl, _ 5(V _ SD)
—00 —00

On voit donc intuitivement que la transformée de Fourier quantique inverse
(discrete) va conduire & un état dont la mesure donne une valeur proche de
© avec une forte probabilité. Quantitativement, appelons b 'entier compris
entre 0 et 2! — 1 tel que b/2! soit la meilleure approximation de ¢ inférieure
a . Supposons que le résultat de la mesure finale du premier registre est
m, et soit e un entier positif. La probabilité pour que m soit proche de b a
e pres peut étre majorée (voir par exemple [71])

p(jm —b| > e) (2.3)

=5 —1)
Supposons qu’on désire une approximation de ¢ exacte a n bits (n < t),
c’est-a-dire avec une précision de 27". On choisit donc e = 20" — 1, et
d’apres (2.3), la probabilité d’obtenir une approximation de ¢ avec cette
précision est d’au moins 1 — 1/2(2!7" — 2). Pour avoir une précision de n
bits sur ¢ avec une probabilité d’au moins 1 — ¢, il faut ainsi prendre

1
t= 1 24+ —
n + [0g2< +2€>-‘

ou [ | désigne l'arrondi & l'entier supérieur.

Une application spectaculaire de I'estimation de phase est ’algorithme
de Shor [83, 85]. En effet, la factorisation d’un entier N peut étre réduite au
probléeme de trouver la période de la fonction f(x) = a® mod N, ot a < N
est choisi aléatoirement et n’a pas de facteur commun avec N. Ceci peut
étre fait en appliquant l'algorithme d’estimation de phase a I'opérateur U
tel que

Uly) = |ay mod N)

Cela est possible car les puissances de U sont constructibles de maniere
efficace, et car le vecteur propre auquel on applique 1’algorithme ne dépend
pas de a ni de N.

2.3 Recherche quantique

2.3.1 Algorithme de Grover

Un autre algorithme illustre est celui de Grover [47, 48]. Supposons que
I'on dispose d’une liste de N éléments, et que 'on veuille en trouver un
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qui réponde a certains criteres. Si la liste ne possede pas de structure par-
ticuliere (par exemple si les éléments y sont rangés aléatoirement), alors
aucun algorithme classique ne peut faire mieux que de regarder les éléments
un par un jusqu’a trouver le bon. Cette méthode de recherche rudimentaire
mais néanmoins optimale requiert en moyenne N/2 opérations, soit O(N).
Remarquablement, il existe un algorithme de recherche quantique (appelé
algorithme de Grover) qui permet d’effectuer la méme recherche en O(v/N)
opérations.

Pour formuler ce probleme plus précisément, on introduit une fonction
f(x) qui vaut 1 si x est I'un des éléments recherchés et 0 sinon. On suppose
de plus que N = 2™ et qu’il y a exactement M éléments qui correspondent
aux criteres de la recherche, avec 0 < M <« N. Classiquement, la recherche
se réduit alors & trouver 'un des M éléments x qui vérifient f(z) = 1.

Afin de pouvoir formuler les deux algorithmes de la méme maniere, on
suppose qu’on dispose également d’un oracle quantique O : on soumet a
cette boite noire un état |x) accompagné d’un qubit auxiliaire |a), et celle-
ci nous révele par l'intermédiaire du qubit auxiliaire si |z) fait parti des
éléments recherchés ou non. Plus précisément, I'oracle O effectue 'opération
quantique

2) |a) — [2) |a & f())

Si l'on applique loracle a I’état |x)|0), il suffit de mesurer ensuite le qubit
auxiliaire pour déterminer si x est une des solutions recherchées, auquel cas
le résultat de la mesure sera 1. Dans le cas de I'algorithme de Grover, il est
cependant plus astucieux d’appliquer 'oracle avec un qubit auxiliaire dans
Pétat %(|O> —|1)). On effectue ainsi la transformation

o (22) — i (24

Comme le qubit auxiliaire n’est pas modifié, on 'omettra par la suite :
) — (=1)7) |a)

On ne se préoccupe pas pour l'instant de savoir comment est constitué
I'oracle, on se contente juste de supposer qu’il est possible de le construire
efficacement. Cependant, on suppose également que l'appel a l'oracle est le
facteur limitant de l'algorithme, I’étape qui cotite le plus. Grace a cette
hypothese, l'efficacité de ’algorithme sera évaluée simplement comme le
nombre d’appels nécessaires a 'oracle. On peut remarquer que cela était
déja le cas classiquement, puisqu’on a considéré la vérification d’un élément
comme une opération élémentaire.
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FiG. 2.15 — Circuit quantique pour l'algorithme de Grover

L’algorithme proprement dit est représenté sur la figure 2.15. On com-
mence par construire une superposition uniforme [1)) de tous les états grace
a la transformation H®" appliquée a |0...0)

| N1
) = Vo ;} )

Grace a l’application répétée de I'opérateur de Grover G, 'amplitude de pro-
babilité des états recherchés est ensuite augmentée progressivement, pendant
que celle des autres est diminuée. Si I’on mesure le registre quantique a la
fin de cet algorithme, on trouvera ainsi avec une forte probabilité I'une des
solutions a notre probleme de recherche.

L’opérateur de Grover se décompose en 4 étapes :
1. application de l'oracle O

. transformation d’Hadamard H®"

W N

. application d’une phase de —1 sur tous les états de l'ordinateur sauf
|0), soit 'opération P = 210) (0| — I

4. transformation d’Hadamard H®™
L’effet combiné des 3 dernieres étapes peut se résumer dans ’'opération
H™(210) (0] = DH®" =2[¢) (| — I
Une itération de Grover peut donc s’écrire
G=Q2W) W -1)0

Le mécanisme de cet algorithme s’explique élégamment a l'aide d’une
représentation géométrique. Appelons S 'ensemble des éléments x qui sa-
tisfont aux criteres de la recherche, et S son complémentaire. On définit les



2.3. RECHERCHE QUANTIQUE 29

— = — H H

— = — H H
G - 9, P

— = — H H

— = — H H

Fi1G. 2.16 — Circuit quantique pour une itération de Grover

états |a) et |3)

1
a) = m%!@
1
18) = WZ’@

zeS

Dans le plan (|o),|8)), l'itération de Grover prend une forme treés simple.
En effet, I’état initial du calcul [¢)) peut étre réexprimé en fonction de ces

vecteurs
N-M M
lv) = T|@>+\/ﬁ|5>

= cos (Z) |a) + sin (g) |3)

De plus, 'oracle O multiplie tous les états de S par —1 et laisse ceux de
S invariants. Il s’agit donc tout simplement d’une réflexion par rapport au
vecteur |a) dans le plan (|a), |3)). De méme, 2|v¢) (| — I est une réflexion
par rapport au vecteur [¢). L’action de G, qui est la composée de deux
réflexions, est donc finalement une rotation dans le plan (|a),|3)), d'un
angle égal a 0 (le double de I’angle entre |a) et |¢)). Toutes ces opérations
sont représentées sur la figure 2.17, en partant d’un état quelconque |p).

L’état obtenu apres k applications de l'itération de Grover G est donc la
rotation de |¢)) d’un angle k6 dans le plan (|a), |5))

G* [¢) = cos (%;1 6?) |a) + sin <2k2+ ! 0) |3)

L’objectif de I'algorithme étant d’augmenter 'amplitude de probabilité des
états |z) tels que z € S, on cherche en fait a se rapprocher le plus possible
du vecteur |3). Quel est le nombre 7 d’itérations nécessaires pour atteindre
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Glp)

0/2 \‘

Olyp)

Fi1G. 2.17 — Interprétation géométrique de 'algorithme de Grover

ce but ? On veut G" |¢) ~ |3), donc on doit choisir r tel que (7’ + %) 6 soit
le plus proche possible de 7, soit

53~ )
r = _ = — N
20 2 20
ou [ ] représente l'entier le plus proche, et | | le plus grand entier inférieur

ou égal. Comme
) (9) M 0
sin| =) =+¢4/— <=
2 N — 2

On obtient une borne supérieure pour l'efficacité de ’algorithme

T [N
r<— U O(VN)

Par ailleurs, il a été démontré que cette efficacité en O(\/N ) était op-
timale [13, 16]. C’est-a-dire que tout algorithme quantique qui consiste en
une succession d’opérations unitaires et d’appels a I’oracle nécessite au moins
O(V'N) appels pour réussir avec une forte probabilité. Bien que le gain ne
soit pas aussi important que dans le cas de ’algorithme de Shor, I'intérét de
cet algorithme n’en est pas moindre puisqu’il est tres versatile. En effet, un
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grand nombre de problemes mathématiques peuvent étre formulés comme la
recherche d’une solution devant satisfaire les criteres d’un oracle. Cela inclut
notamment tous les problemes NP, qui peuvent étre durs a résoudre, mais
dont on peut vérifier les solutions facilement. Pour cette classe de problemes,
I’algorithme de Grover permet d’obtenir un gain de vitesse quadratique de
maniere systématique. Cependant, comme le gain n’est pas exponentiel mais
seulement polynomial, cela ne suffit pas a changer la classe de complexité
de ces problemes. Il faut noter enfin que le gain quadratique de Grover est
prouvé, ce qui n’est pas le cas du gain exponentiel de Shor, puisqu’il peut
éventuellement exister un algorithme classique efficace de factorisation en-
core non découvert.

2.3.2 Amplification d’amplitude

L’algorithme de Grover peut étre généralisé sous une forme intéressante
[17, 18]. Cette extension est utilisée dans la deuxieme publication de cette
these. Supposons que 'espace de Hilbert de ’ordinateur se décompose comme
la somme directe de deux sous-espaces Hy et Hq

H = Hy ® Hy

A la fin d’'un certain calcul représenté par l'opérateur unitaire A, 'ordi-
nateur quantique se trouve dans un état |¢)) = A|0). Si |1o) et |¢1) sont
respectivement les projections de |¢) sur Hy et Hy

1) = |vbo) + [41)

Or, pour une raison particuliere seule la composante de [¢)) qui se trouve
dans H; nous intéresse. Par exemple, dans le cas ou la probabilité totale
a = (11 |¢1) de mesurer la fonction d’onde |¢)) dans un état de H; est
faible, il est tres inefficace de déterminer 'expression de [¢);) dans la base
naturelle par une mesure directe. On va donc chercher & augmenter ’ampli-
tude de [¢1) tout en diminuant celle de |¢)p) afin d’obtenir un état qui soit
entierement compris dans Hj.

Pour cela, on utilise une version modifiée de I'algorithme de Grover. Le
processus d’amplification est réalisé en appliquant itérativement & I’état |¢)
I’opérateur

Q= APATO

De méme que précédemment, P est un opérateur qui multiplie tous les états
par -1 sauf |0), et O est un oracle qui applique une phase de -1 également a
tous les états qui sont inclus dans H;

) _}{ —|z) si|z) e Hy

|z) si|z) € Hy
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@ est donc la composition de la réflexion d’axe [1) (|
APAT = A(2(0) (0] — D)AT = 2|8) (b] — I
et de la réflexion d’axe 1) (¢

O =2 |vpo) (o] — 1

De maniere analogue a l'itération de Grover, () a pour effet de tourner le
vecteur [¢) dans le plan (|¢o), |t)1)) d’'un angle 6 défini par

.o (0
sin? (5 ) = (0] 4n) =
Apres k itérations de @ sur [¢), I’état obtenu est

1 2k +1 1 2k +1
Q1) = = cos (23 0) lon) + —zsin (T2 0) ) (24)

Pour avoir Pamplitude de |¢)1) la plus grande possible, on doit choisir un
nombre d’itérations

5]~ e

r=|—|~

26 4\/a

la derniere approximation étant valable si a est faible, ce qui est généralement
le cas puisqu’on cherche précisément a ’amplifier.

Illustrons 'utilité de cet algorithme sur un exemple. Prenons un registre
de 5 qubits dont les états de base représentent des positions variant de 0 &
251 = 31. L’algorithme A appliqué & ce registre délivre une fonction d’onde
|1}, dont seule la partie qui est située pres de l'origine est digne d’intérét.
On choisit donc arbitrairement d’amplifier la fonction d’onde entre les po-
sitions 0 et 22 — 1 = 3. Ceci est réalisé en appliquant 1’algorithme présenté
ci-dessus, avec 'oracle O de la figure 2.18. Celui-ci ajoute une phase de -1
si les 3 qubits de poids fort sont tous a 0, ce qui correspond bien aux états
|z) avec x entre 0 et 3. La construction de telles portes multi-controlées est
détaillée dans la section (2.1.3).

Un aspect assez génant de cet algorithme est qu’il nécessite la connais-
sance préalable de a pour fonctionner. Il est possible d’obtenir une estimation
de a grace une utilisation subtile de la transformée de Fourier quantique.
Cependant, de tels raffinements ne sont la plupart du temps pas nécessaires.
En effet, il s’agit généralement d’amplifier un petit sous-espace (a < 1) afin
de pouvoir mesurer avec une bonne probabilité les amplitudes relatives des
états qui y sont contenus. Pour cela, obtenir un état |¢) tel que (p1]p1) ~ 1
est suffisant. Si 'on regarde 1’équation (2.4), on voit qu’en prenant un k
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—0—— X X
———— X X
)y Y T

2(0) = 1) —BD—

JA
A

Fia. 2.18 — Exemple d’oracle pour 'algorithme d’amplification d’amplitude

au hasard, mais toutefois assez grand pour que %9 > 7, alors on peut
considérer que

Q) = = cos(1) o) + —=sin(3) 1)

avec vy un angle tiré de manieére aléatoire et uniforme entre 0 et 27. Dans
ce cas, la probabilité de réussite de I'algorithme est de (sin*(y)) = %. Si
le k£ choisi au hasard n’est pas assez grand, on peut atteindre de maniére
efficace le régime en question en doublant la valeur de k a chaque échec de
I’algorithme.

2.4 Simulations de systemes quantiques

Cette derniere partie est consacrée plus spécifiquement a la simulation
des systemes quantiques. Comme mentionné dans 'introduction, les ordina-
teurs quantiques seraient tres utiles pour simuler 1’évolution dynamique de
systemes quantiques. Par exemple dans le cas d’un probléme quantique a N
corps, la taille de I’espace de Hilbert augmente exponentiellement avec N
mais le nombre de qubits nécessaire pour simuler ce systéeme croit seulement
comme N. L’idée originale remonte a Feynman, mais celui-ci n’avait proposé
aucun exemple précis. Depuis, de nombreux algorithmes ont été concus, no-
tamment pour la simulation de systémes quantiques & N corps [68, 1, 72] et
la simulation de systémes de spins [66, 87].

Prenons comme illustration une méthode générale pour simuler un syste-
me quantique & temps continu qui a été développée dans [95, 99]. Considérons
le mouvement d’une particule quantique a une dimension. Il est régi par
I’équation de Schrodinger

(e, 1) = Ho(a, 1)
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ou le hamiltonien est donné par

h? 02
H=Hy+V(z) avec Hy= ~ 5 922
Hj est la partie responsable de ’évolution libre du systeme, et V' (z) est un
potentiel a une dimension. Supposons que 'on désire simuler 1’évolution de
¥ (z,t) sur un ordinateur quantique de n qubits. Tout d’abord, si le systéme
n’est pas naturellement quantifié, il faut procéder a une discrétisation de la
variable continue z. Cela revient a borner ’espace accessible, et a découper
celui-ci en 2™ intervalles, représentés chacun par un des 2" états de ’espace
de Hilbert de I'ordinateur. On supposera maintenant pour simplifier que le
systeme est déja quantifié (c’est le cas des modeles qui seront étudiés dans
les chapitres suivants).

Pour intégrer I’équation de Schrodinger, on discrétise I’évolution en temps
également. En effet, pour deux opérateurs A et B quelconques on peut
décomposer 'opérateur d’évolution grace a la formule de Trotter :

lim (eiAt/n eiBt/n)n _ (i(A+B)

n—o0

Considérons un intervalle de temps ¢ ; I’état de la fonction d’onde a I'instant
t + € est donné en fonction de celui au temps t par

Y(a,t+e) = e n TV )

Comme Hj et V(x) ne commutent pas, on doit utiliser un développement
approché pour construire I’opérateur du membre de droite

ei(AJrB)At — eiAAteiBAt + O(AtQ)
On peut noter au passage qu’il existe aussi un autre développement a peine
plus compliqué qui permet d’approximer e!A+5)AL 3 Tordre 3 en At

CHATB)AL _ (iAAL/2 iBALIANL/2 | O(A#)

Si € est suffisamment petit, on peut écrire

e—%[Ho-i-V(x)}s ~ e—%Hoae—%V(x)a (25)

Pour implémenter ces opérateurs, on utilise la transformée de Fourier quan-
tique. Si F est 'opérateur de transformée de Fourier, la variable k£ conjuguée
de x est telle que —ia% = FTEF. Comme p = hk, le premier opérateur de
2.5 peut s’écrire

; i(ik?)s
e wtlos = pleh\2m )" p
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On peut ainsi simuler 1’évolution du systeme de la fagon suivante : on
découpe la durée ¢ de la simulation en s tranches ¢ (¢ = s¢). Pour obtenir la
fonction d’onde v¥(x,t), il suffit alors d’appliquer s fois 'opérateur

i ((h2k2
FTeﬁ (W)EFef%V(x)s
L’opérateur e~ # ¥ (*)¢ est diagonal dans la représentation z. Grace  la trans-
formée de Fourier F', on passe en représentation k, ot I'opérateur d’évolution
libre est a son tour diagonal. On termine le cycle en appliquant 'opérateur
F' = F~1 pour revenir en représentation .

La principale difficulté est ainsi de construire une transformation unitaire
diagonale du type ‘
) — e/ |z)

ou f est une fonction quelconque. Il existe une méthode générale pour
construire ce type d’opérateur diagonal, mais elle est assez gourmande en
qubits. Dans les chapitres suivants, des méthodes qui tirent parti de la forme
particuliere de f seront présentées. Bien sur, ce type d’algorithme ne donne
qu’une méthode pour simuler le systeme, et la complexité réside aussi dans
la maniere de mesurer et d’extraire de l'information de la fonction d’onde
finale.

Une famille de systémes qui se prétent bien a la simulation par des ordina-
teurs quantiques est celle des applications quantiques. Plusieurs algorithmes
ont déja été développés pour différents modeles issus du chaos quantique.
On peut citer l'application du boulanger [78], qui a déja a été implémentée
sur 3 qubits en utilisant la résonance magnétique nucléaire [94], ainsi que le
rotateur pulsé [43] et 'application en dents de scie [10]. Le calcul de quan-
tités physiques intéressantes dans les modeles dynamiques a aussi été abordé
dans [32, 31]. Dans une optique voisine, il existe aussi des algorithmes quan-
tiques permettant de simuler des systémes chaotiques classiques [44].

Dans cette these, nous expliciterons et développerons des algorithmes
mieux adaptés aux applications pulsées (comme le rotateur pulsé ou le
modele de Harper pulsé). Nous discuterons également 'extraction d’infor-
mations a partir de tels algorithmes.
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Chapitre 3

Simulation du rotateur pulsé

3.1 Applications Quantiques : exemple du rota-
teur pulsé

3.1.1 Rotateur pulsé classique

Pour étudier le chaos dynamique, il est intéressant de disposer d’un
modele simple qui soit aisé a simuler, mais qui reproduise néanmoins les
caractéristiques essentielles. Si on prend un systéeme dynamique dont 1’ha-
miltonien ne dépend pas explicitement du temps, alors il faut au moins
2 degrés de liberté pour voir apparaitre un comportement chaotique (un
systéme & un seul degré de liberté est intégrable si I’énergie est conservée).
Une autre solution est de choisir un systeme a un seul degré de liberté, mais
dépendant du temps. Parmi ces systemes, une classe de modeles tres étudiée
[26] est celui des applications pulsées, définies par le Hamiltonien

Higp.t) = Hop) + V(e) S 6(t—mT) (3.1)

m=—0oQ
dont le comportement est régi par les équations du mouvement classiques

oH . oH

qzafp ’p__aiq

Le systéme évolue donc librement selon Hy(p), mais subit périodiquement
des perturbations externes de potentiel V' (g), sous la forme d’impulsions in-
finiment courtes. Pour étudier ce modele, on se ramene a une application
discréte en ne considérant 1’état du systeme qu’aux instants qui précedent
immédiatement les impulsions (c’est-a-dire les temps de la forme mT — ¢,
avec ¢ infinitésimal).

37
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On peut alors écrire 1'état du systeme (g,p) a linstant (m + 1)T — ¢
en fonction de (g,p), I’état a 'instant précédent mT — . Cette relation ne
dépend pas de m a cause de la périodicité en temps de H, donc on prendra
m = 0 pour simplifier le calcul. De plus, on peut remarquer que p est constant
entre e et T' — ¢.

T—e
pP—Dp :/ pdt

_ /T_E —V'(q) 3 6(t — mT) dt

- ~V'(¢)8(t) dt = —V'(q)

—€

T—e
q—q :/ qdt

T
= Hy(p) dt = Hy (p(e)) T = Hy(p)T

—E

{

Pour calculer I’état du systéeme a n’importe quel instant mT — ¢, il suffit
donc d’itérer cette application m fois a partir de 1’état initial.

p—V'(q)
G+ THp) (3:2)

QI3
|

Une autre fagon de construire 'application (3.2) est de partir non pas
d’un systéme a un degré de liberté dépendant du temps comme (3.1) mais
d’un systeme conservatif adéquat a 2 degrés de liberté, et de restreindre
I’étude aux instants ou I'un des parametres passe par une valeur donnée
(sections de Poincaré). A cause de la conservation de I'énergie, la variété sur
laquelle s’effectue le mouvement est alors bien une surface dans ’espace des
phases.

Un cas particulier tres populaire de cette classe de modeles est celui du
rotateur pulsé (aussi appelé application standard ou application de Chiri-
kov [24, 25]). On suppose que (g, p) sont des variables d’angle et de moment
cinétique (0, p), et on choisit un hamiltonien d’évolution libre de la forme
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Hy(p) = % et un potentiel V' (0) = kcos(#) (k > 0), ce qui donne ’hamilto-

nien
2

H(0,p,t) = % +kcos(0) 3 6(t — mT) (3.3)

{

Malgré sa simplicité apparente, cette application possede de nombreuses
propriétés et est utilisée pour modéliser des systemes physiques treés variés.
Par exemple, le mouvement d’une comete autour du Soleil perturbé par Ju-
piter, ou le mouvement d’une particule chargée dans un piege magnétique
peuvent tous deux étre décrits par I'application standard.

et Iapplication
= p+ ksin(0)

= 60+ Tp mod 27 (3-4)

Sefleet

Puisque 6 est un angle, la topologie de ’espace des phases est cylindrique.
De plus, 'application est périodique en p, de période 27“ On peut donc se
contenter d’étudier ’espace des phases sur une seule cellule de 27 x 2% (fig.
3.1).

p
Fic. 3.1 - Représentation
schématique de l’espace des phases
_ @ D du rotateur pulsé. Les courbes
représentent quelques trajectoires ap-
I partenant aux résonances principales,
T Ap, de largeur Ap,.
N
0 ~ 2 0

Si 'on effectue le changement de variable x = % et y = %’, alors
Papplication (3.4) peut se réécrire sous la forme
y = y+ Zsin(2mz) (3.5)
T = xz+7Yy '

On voit donc que la dynamique du systéeme est completement déterminée
par le seul parametre K = kT, en plus bien sir des conditions initiales. Avec
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ces nouvelles variables, une cellule dans ’espace des phases est paramétrée
par x et y variant entre 0 et 1.

Pour K = 0, le systéme est intégrable (y est une quantité conservée), et
le mouvement d’un point s’effectue le long de lignes a y constant, qui sont des
tores & une dimension [77]. Toutes les orbites pour lesquelles yo = & (avec N
et M entiers premiers entre eux) sont périodiques de période M. Autrement
dit, si on réécrit 'application (3.5) comme ’action d’un opérateur R

Ym+1 - R Ym
Tm+1 Tm

alors tous les points pour lesquels yg = % sont des points fixes de RM. Si y
est irrationnel, alors I'orbite ne se répete jamais et parcourt la ligne y = yo
dans son intégralité au cours du temps. On peut définir une quantité appelée
nombre d’enroulement par I’écart moyen entre deux valeurs successives de
x sur une orbite

. Tm — X0
w= lim ——
m— oo m
Pour K = 0, le nombre d’enroulement est simplement w = yg. Cette
définition va permettre de caractériser les orbites, périodiques ou non, pour

K # 0. On appelle les orbites périodiques de nombre d’enroulement w = %

des cycles d’ordre M. Le mouvement d’un point sur cette orbite est dit
résonnant.

Lorsque l'on ajoute la perturbation (K # 0), application cesse d’étre
intégrable, et I'interaction entre les résonances non linéaires conduit a ’ap-
parition du chaos. Kolmogorov, Arnol’d et Moser (appelés affectueusement
KAM) ont développé une théorie perturbative en K qui peut étre appliquée
aux régions non résonantes de I’espace des phases sous certaines conditions
de régularité du potentiel V' [60, 77]. Ces conditions étant vérifiées par
I’application standard, sa transition vers le chaos sera orchestrée selon le
théoreme KAM.

Deés que K > 0, les tores dont le nombre d’enroulement est ration-
nel se transforment instantanément en des chaines d’ilots intégrables. Ce
phénomene s’explique par le fait que le comportement général de I’applica-
tion standard est alors essentiellement gouverné par le flot pres des points
fixes. Supposons que (z¢,yy) soit un point fixe de RM

On linéarise alors l'application (3.5) autour de ce point, en posant x; =
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xp+0x; et y; =y + 0y

oym \ oM [ 0%
<6xM > = Vi ((5;100

Oym  Oym
VRM — Yo oxg

avec

Oz Oz
) 2

Les deux valeurs propres A\; et Ao de VRM déterminent le type de flot
aux alentours du point fixe. Comme D'application R préserve les surfaces,
det (VRM) = A A2 = 1. Deux cas peuvent se présenter :

e )\ et A9 sont complexes de module 1, le flot est alors elliptique

e )\ et A9 sont réelles, le flot est alors hyperbolique
A cause de la direction du flot aux environs des points fixes, deux points
d’un méme type ne peuvent pas étre contigus dans l'espace des phases. De
plus, si Py est un point fixe de RM  alors RPy, R2Pf, e RM_IPf le sont
aussi. Pour chaque nombre d’enroulement w = %, on aura donc deux cycles
d’ordre M entrelacés, 'un elliptique et 'autre hyperbolique, du moins tant
que K n’est pas trop grand.

Prenons comme exemple le cycle d’ordre 1, qui admet comme points fixes
(0,0) et (3,0). En linéarisant R pres de ces points on obtient

oy \ [ 1 kcos(2mxy) Yo
dxz1 )\ T 14 kT cos(2mxy) dxo

Les valeurs propres locales de cette application linéarisée sont alors

24+ K 2 K 2
Ay = + CZS( ) + \/K cos(2mxy) (1 + cosi 7mf)>

Pour zy = 0, A4 et A_ sont réelles avec Ay > 1, donc le flot autour du point

(0,0) va étre hyperbolique, comme représenté sur la figure 3.2. En zy = %,
A+ et A_ sont complexes de module 1, et le flux est elliptique autour de ce

point.

Pour K > 0, les cycles d’ordre M sont donc des chaines de M 1ilots
chacune. Sur la figure 3.3, pour K = 0,5, on peut voir par exemple tous
les cycles jusqu’a l'ordre 5. Le chaos commence a se développer le long
des séparatrices, et notamment autour des points fixes hyperboliques. Les
tores dont le nombre d’enroulement est irrationnel ont eux un comporte-
ment totalement différent. D’aprés le théoreme KAM, ces tores, appelés
judicieusement tores KAM, sont préservés en présence d’une faible pertur-
bation. En effet, le destin de ces tores est dicté par le comportement des
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N

1/2 1 X

Fi1c. 3.2 — Résonances d’ordre 1 et 2 du rotateur pulsé.

chaines d’ilots qui les jouxtent. Chaque tore KAM est bordé par une in-
finité d’orbites périodiques, dont l'influence va étre d’autant plus grande
que celles-ci seront proches dans ’espace des phases. A ce titre, les orbites
les plus prépondérantes sont celles dont le nombre d’enroulement est une
approximation rationnelle de celui du tore KAM considéré. Cependant, la
largeur de ces chaines de résonances décroit fortement lorsque I'ordre M
du cycle augmente. En d’autres termes, plus les résonances sont proches du
tore, plus leur largeur est faible. Selon le théoreme KAM, ces deux effets se
compensent et la somme des largeurs converge. Ceci explique pourquoi les
tores KAM peuvent survivre méme pour K # 0. Lorsque K augmente, ils
sont tout d’abord simplement déformés par les résonances voisines, puis a
terme rompus lorsque celles-ci deviennent trop importantes.

Le nombre d’enroulement w d’un tore KAM peut s’écrire sous la forme
d’une fraction continue

w = [ag, a1, ag, as, ...| = ag + i
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avec a; entier et a; > 1V i > 1 (si on se restreint & une seule cellule de 'espace
des phases, ap = 0). On peut alors obtenir une bonne approximation ration-
nelle de w en tronquant ce développement & un ordre donné (ce qui revient a
prendre un des coefficient a; = 00). Plus précisément, si w = [ag, a1, ag, . . .],
alors les approximants rationnels AA/Z donnés par ]\]\Z = [ag, a1, ..., a;,00] sont
les meilleurs qui existent, c’est-a-dire que

N N;
‘w_M‘Z ’w_]wi V M, N avec M < M; 1,

Ainsi, on peut étudier un tore KAM de nombre d’enroulement w en construi-
sant la suite des orbites périodiques de nombres d’enroulement 1\% qui con-
vergent vers ce tore. Comme la largeur de leurs résonances décroit lorsque
M; augmente, le tore KAM peut rester intact pour de faibles valeurs de K

malgré la présence d’orbites périodiques arbitrairement proches.

Lorsque 'on augmente K, les tores KAM vont donc étre détruits les uns
apres les autres par I’expansion des résonances voisines. Sur la figure 3.3, on
peut voir par exemple pour K = 0,8 que 'espace des phases est constitué
de zones chaotiques constellées d’ilots intégrables, et séparées les unes des
autres par les tores KAM encore intacts. Il existe une valeur critique de K,
K., au-dela de laquelle tous les tores KAM sont détruits et les zones chao-
tiques communiquent toutes entre elles. Les derniers tores a étre détruits
sont ceux dont les nombres d’enroulement (irrationnels) sont les plus diffi-

ciles & approximer par des rationnels. C’est le cas des deux tores w = % et

w=1-— %, ol ¢ est le nombre d’or, défini par

e=[1,1,1,...,1,..] =

Comme tous les coefficients du développement sont des 1, la convergence
des approximants rationnels vers ¢ est tres lente. Les zones de résonance les
plus proches de ces deux tores vont étre d’ordre tres élevé, et leur finesse va
rendre la destruction des tores beaucoup plus difficile. Ils sont encore visibles
sur la figure 3.3 pour K = 0,9716 ~ K_.; pour cette valeur de K, tous les
autres tores KAM ont été détruits.

Enfin, lorsque K > K, ’espace des phases est constitué d’une mer chao-
tique parsemée d’ilots intégrables, dont la taille se réduit au fur et a mesure
que K augmente. Un point situé initialement dans la zone chaotique peut
traverser librement tout I’espace des phases dans la direction des moments,
ce qui était interdit avant par la présence des tores KAM. En effet, aucune
trajectoire ne peut franchir les courbes invariantes correspondant & des or-
bites périodiques.
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7, w ;/‘ =N 17
: / hy // ) | I =
Fic. 3.3 — Espace des phases du rotateur pulsé, pour K = 0,2, K = 0,5,

K =08, K =0,9716, K = 1,3 et K = 3,0 (les courbes correspondent & des
trajectoires périodiques, et les zones grises a des trajectoires chaotiques).
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Pour déterminer la valeur de K., on peut commencer par analyser la
résonance principale, d’ordre 1. Si K = kT est faible, alors [p — p| < 1 et
0 — 0] < 1, et I’équation aux différences (3.4) peut étre vue comme une
équation aux dérivées partielles découlant de I’hamiltonien

2
H.(0,p) = % + %COSH

Dans ces conditions, le systeme est équivalent & un pendule simple. La
résonance est alors délimitée dans ’espace des phases par une trajectoire
particuliere, appelée séparatrice, qui sépare les trajectoires liées (oscillations
autour du point (m,0)) des trajectoires libres. La largeur maximale de la
résonance, atteinte pour 6 = , est telle que H,(0,0) = H,(m, A;”), d’out

k
Ap, = 4\/;

Ce régime perturbatif, ou les résonances sont supposées ne pas interagir
entre elles, va nécessairement prendre fin lorsque la résonance principale va
entrer en contact avec celle de la cellule du dessus, comme on peut le voir
sur la figure 3.1, c’est-a-~dire lorsque

27
Ap, =~ T

Ce critere de recouvrement des résonances (appelé aussi “critere de Chiri-
kov” [23, 26]) donne la valeur K. = %2 ~ 2,5, soit seulement le bon ordre
de grandeur (la valeur exacte est K. =~ 0,9716354). L’écart est principale-
ment dia a la négligence des résonances d’ordre supérieur. Par exemple sur
la figure 3.2, la prise en compte de la résonance d’ordre 2 donne une valeur

de K. inférieure a 2,5, car le recouvrement des résonances intervient plus tot.

Lorsque K > K., un systeme situé dans la zone chaotique peut accéder
librement a tout l'espace des phases. Pour étudier le comportement statis-
tique des trajectoires, on se place tout d’abord dans la limite K > K, ou la
mer chaotique est totalement répandue et les récifs intégrables marginaux.
Dans ce cas ]é — 0] > 2w, ce qui permet de faire une approximation de
phase aléatoire, qui consiste a supposer que les valeurs successives de 6; sont
aléatoires et réparties uniformément sur [0, 27]. D’apres les équations (3.4),
le systeme effectue alors une marche aléatoire en p, ce qui correspond a un
comportement diffusif dans la direction des moments cinétiques.

((pe = p0)*) = Dyt (3.6)

La constante de diffusion D, peut étre calculée simplement comme suit,
ou (...) désigne une moyenne uniforme de chaque couple (6;,p;) sur tout
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I’espace des phases
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Si on suppose que deux valeurs de € successives sont completement
décorrélées, alors (sinf; sin6;) = d; ; (sin?6;) et

Ceci est une bonne approximation dans la limite X — oo. Si on prend en
compte les corrélations entre 6; et 6; pour j # 7, on doit apporter quelques
corrections a cette formule. Ces corrélations décroissant tres vite lorsque
|7 — i| augmente, on peut se limiter au premier ordre non nul. De plus,
par symétrie (sin6;sin6;) ne dépend que de |j — i|, donc on utilisera pour
simplifier les notations 6 pour l'itéré de 6, et 6 pour antécédent de 6.

(sinfsinf) = (sin(0+ Tp+ K sin6)sin6)
- % (cos (Tp + K sin 0)) — % (cos (6 + Tp+ K sin 6))
— 0
(sinfising) = (cos (6 6) — cos (6~ 6))
= 5 (cos (T(p+9)) ~ cos (26 + T(p )
_ % (cos (2Tp + K sin 6)) —% (cos (20 + K sin 0))

0 Jo(K)

ou Jo est une fonction de Bessel. Cela conduit a la constante de diffusion
[65]

k
D, ~

2
?(1 —2J3(K))
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Empiriquement, on constate que cette formule est une bonne approximation
de D, pour K > 5.

Pour K 1égerement supérieur a K, = 0,97, ces approximations sont mises
a mal par les fragments des tores KAM. Chaque tore est détruit pour une
certaine valeur critique de K. Au dessus de cette valeur, la barriere conti-
nue que formait le tore est amputée de tous les segments recouverts par
les résonances des orbites périodiques voisines. Ces segments sont d’autant
plus petits que 'orbite est d’ordre élevé. Les restes du tore KAM forment
ainsi un ensemble de Cantor, appelé fort a propos Cantores (Cantorus en
anglais). Malgré leurs perforations, les Cantores représentent tout de méme
des obstacles sérieux a la diffusion, surtout lorsque K est a peine supérieur
a la valeur critique. Pour K. < K < 5, la constante de diffusion peut étre
approximée par [26]
3
D, ~ K~ Ke)”
372

3.1.2 Rotateur pulsé quantique

La version quantique du rotateur pulsé s’obtient en appliquant le principe
de correspondance de Bohr & I’hamiltonien de départ (3.3) :

2
H(0,p,t) = —+k‘cos Zét—mT (3.7)

ou p = —ih% est 'opérateur moment cinétique. Comme son homologue
classique, le rotateur pulsé quantique est un modele simple mais tres riche,
qui peut décrire de nombreux systémes physiques [19, 26, 54, 81]. Il modélise
par exemple l'ionisation d’un atome de Rydberg par un champ électrique
monochromatique uniforme [20, 59], et la localisation d’Anderson en phy-
sique du solide [36, 46], qui sera développée plus loin. Le rotateur pulsé
quantique a été réalisé expérimentalement avec des atomes de césium ultra-
froids dans une onde lumineuse stationnaire proche de la résonance, pulsée
périodiquement. Les effets de la localisation dynamique, du bruit extérieur
et de la décohérence ont pu ainsi étre étudiés expérimentalement [2, 70].

La fonction d’onde du rotateur [¢(t)) vérifie I’équation de Schrédinger
dépendante du temps

mgt (1)) = H(B,p,t) [ (1))

On peut résoudre formellement cette équation en introduisant I'opérateur
d’évolution U(t, o) tel que

[ (t)) = U(t; to) [1b(to))
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avec

et
U(t, to) = exp <—Z/ H(,p, t)dt)
h Jt,

L’équivalent quantique de I’application standard classique est obtenu en
ne considérant que les états [¢p(mT)) du systéme juste avant les impulsions
|(mT)) = lime_ [Y(mT — €)). On peut alors passer de I'état |[p(mT)) a
Iétat suivant |1)((m + 1)T")) par application de 'opérateur de Floquet Up
[90]

[ ((m+1)T)) = Ur [¢(mT))

ou Up est défini par
Up = lir%U(T—E, —€)
e—

UT—-¢e,—e) = U(T —¢,e)U(e,—¢)
. rT—e 52 ;e H2 .
= exp (—Z/ pdt) exp (— P4 kcosd 5(t)dt>
h Je 2 _e 2

. A2 . ,\2 R
= exp (;pZ(T - 25)) exp ( <p225 + k cos 0))

On arrive ainsi a une forme simple de 'opération d’évolution entre deux

états successifs
i Tp? i .
Ur = exp (_h§> exp <_hk coS 0) (3.8)

Il faut noter que, bien que 'hamiltonien d’évolution libre et 'hamiltonien
responsable des impulsions ne commutent pas, U s’écrit sous la forme d’un
produit entre un opérateur qui ne dépend que de 6 et un opérateur qui
ne dépend que de p. C’est la brieveté des impulsions qui permet d’obtenir
une expression analytique pour 'opérateur d’évolution, et incidemment la
séparation entre les phases d’évolution libre et les phases d’impulsions. C’est
I'un des grands avantages des modeles pulsés.

St =

St =

L’hamiltonien H (é,ﬁ, t) est invariant par translation dans le temps de
T. On peut donc trouver une base propre commune & H et a 'opérateur
de translation dans le temps 7. D’apres le théoréeme de Floquet (analogue
du théoreme de Bloch pour les systemes périodiques en temps et non pas
spatialement), si |¢,,(t)) est un de ces vecteurs propres communs

[¥n(t)) = =" Jun(t))
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avec |uy(t)) périodique : |uy(t +T)) = |un(t)).

U [a(t) = [u(t +T)) = e D uy(t + 1))

— e*'iwnTefiwnt |un(t))

= e T [yn(t)

—iwnT

Ur a donc pour valeurs propres e . Si H était indépendant du temps,
avec pour énergies propres F,, Up aurait pour valeurs propres e~ # T Par
analogie, les hw, sont appelées des quasi-énergies. Comme la phase de Flo-
quet w,T n’est définie que modulo 27, ces quasi-énergies ne sont définies

qu’a un multiple de 27rh pres.

Soit |p) les vecteurs propres de 'opérateur moment cinétique p = —ih%.
Ces vecteurs ont pour représentation dans la base |6)

(0]p) Nore
On peut donc passer de la représentation de |1)) dans la base |0) & celle dans

la base |p) par une simple transformée de Fourier

wlv) = [ @l ©1v) a8

e (0]y) d

i

Or (0 + 27|yp) = (]1)), donc le moment cinétique p est quantifié : (p|y)) est
non nul pour p = nh, avec n entier. On peut alors définir une autre base
In) = VR |p), telle que p|n) = nh|n). L’expression de |n) dans la base |6)

est donnée par

1 .
0 — inf
Ol = 5z

Cependant, (n|y) étant quantifiée, il est plus pratique de travailler avec les

coefficients de Fourier @bﬁg ) tels que

(n]y) = Z o m)

m=—0o0

Le passage entre la représentation |0) et la représentation |n) se fait alors
par simple développement en série de Fourier

o = o= [Tl a (39)
1 X

Olv) = &= ST emiyp (3.10)
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Si 'on introduit 'opérateur 1 = —i% tel que n|n) = n|n), Up devient :

e K A
Ur = exp (—ZhT2> exp <—th cos 0) (3.11)

avec toujours K = KkT'. Mais contrairement au rotateur pulsé classique,
le systéeme dépend cette fois de deux parameétres, K et hT. K détermine
entierement le comportement du systeme dans la limite semi-classique, et
h gouverne les spécificités quantiques si on choisit 7 = 1, ce qui sera
dorénavant le cas.

On peut écrire (3.11) sous forme de matrice dans la base |n)

(n|Up|m)

2
= exp (—ihg) <n

— exp (-m’j) (=)™ T (g) (3.12)

ol Jm—n est une fonction de Bessel. L’opérateur d’impulsion ne dépend que
de (m — n); de plus, la valeur de J,,—p (%) décroit vite lorsque |m — n|
augmente. (n|Ur|m) est donc une matrice de bande, avec des éléments im-
portants seulement pres de la diagonale.

Dans la pratique, pour simuler le rotateur pulsé quantique sur un or-
dinateur fini (classique ou quantique), il est nécessaire de clore également
I’espace des phases dans la direction des moments. Pour effectuer cette fer-
meture, on choisit la condition aux limites périodique (p + 2w |¥) = (p|v),
ce qui donne a l’espace des phases la topologie d’un tore. Dans ’espace des
phases classique, une cellule a une dimension de 27 dans la direction p (avec
T = 1). Lorsque « est entier, ce nombre représente donc simplement le
nombre de cellules choisies (par exemple o« = 2 sur la figure 3.4). D’autre
part, comme p = nh, 2w doit étre un multiple entier de A pour pouvoir
assurer la périodicité de (p|y). On appelle N = %Ta le nombre d’états de
I’espace de Hilbert ainsi construit.
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La périodisation de ’espace des phases en p provoque a son tour une
quantification de (f]), qui devient non nulle seulement pour 6 = 2W’TG), avec

© entier. On introduit la nouvelle base [©) = /27 |6) telle que 010) =

210 |©). Sa relation a la base |n) est donnée par

1 ., _en
<@ ’n> — 7612#9?

VN

De la méme maniere que les ¢,(£L ), on définit les coefficients de Fourier 1/)5,1@ )
tels que

+o0
©lv)= > ¥7)s(0—m)

m=—0oQ

2ro N

H H

FiG. 3.4 — Discrétisation de ’espace des phases du rotateur pulsé quantique,
dans les coordonnées (0, p) et (0, n)

On peut alors entierement spécifier |¢)) grace & N nombres complexes,
qui sont soit les zpﬁ? ) dans la base |©), soit les w%‘) dans la base |n). Le
passage d’une base a 'autre s’effectue facilement grace a une Transformée
de Fourier discrete, directe de la base |n) vers la base |©) et inverse dans
I’autre sens

1 N-1

¢@ \/N nz::o € wn ( )
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1 N-1 o em
P = il S e RS (3.14)
6=0

La Transformée de Fourier rapide permet d’ailleurs, grace a ces relations de
changement de base, d’appliquer Ur de fagon plus efficace qu’avec I’expres-
sion (3.12).

3.1.3 Localisation dynamique et localisation d’Anderson

Comme dans le cas classique, on va maintenant étudier la diffusion du
moment cinétique. De ce point de vue, le rotateur pulsé quantique a un
comportement radicalement différent suivant que A est ou non une fraction
rationnelle de 47 [26, 77]. Supposons pour commencer que h = 4 ; alors
Vopérateur Up devient diagonal dans la base |6)

_iK o5
UF —e 14W0056

On met a l'instant initial le rotateur dans 1’état n = 0 (1/17(7?) (0) = dmo),
ce qui, traduit dans la base |6), donne I'état initial (6 [1/(0)) = 5-. Apres un
temps ¢, qui correspond a ’application de ¢ impulsions puisque T' =1,

019) = (0|UF|v(0)) = %e_igme

On peut alors calculer le second moment de la distribution en moment
cinétique par
v)

o) = o

= [T wioy(oa|v)as

2w 2
_ 2::1-‘/0 ei% cos (_8892> e*i%COS@ do

1 2 Kt K?t?
_ 27/ (—i4cos<9+ oy sin29> a9
7 Jo T T

K2t2

(47)?

ﬁ2

On voit que (7?), et donc 'énergie moyenne du rotateur, augmente quadra-
tiquement avec le temps. Plus généralement, cette croissance quadratique
de I’énergie, appelée résonance quantique, intervient aussi pour n’importe
quelle valeur rationnelle de %, excepté % (fig. 3.5).

Lorsque % n’est pas rationnel, le comportement du moment cinétique est
tout autre. Pour les petits temps, ’énergie commence par croitre linéairement
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4x10"
3x10" -
NI:I
e 2x10'~
1x10" [~
0
0 200 400 600 800 1000
t
FiG. 3.5 — Croissance quadratique de ’énergie du rotateur pour i = 47 X %

et K = 5.

avec le temps, en suivant la méme loi que pour le rotateur pulsé classique.
Par contre, aux temps longs (7?) cesse d’augmenter et devient stationnaire,
comme on peut le voir sur la figure 3.6. A cet instant, la fonction d’onde
est localisée : son extension dans I’espace de Hilbert est limitée a une petite
zone de taille [ (appelée longueur de localisation) autour de son point de
départ, et elle décroit exponentiellement lorsque 'on s’en écarte (fig. 3.7)

1 m|
) _ 1
V' = g€

Si on reprend par exemple la condition initiale 1/1,(# ) (0) = dymo, alors

(3%) = (v |v}'aUt| ()
= Y ni(vt) (UF) (3.15)
On peut diagonaliser Up grace a une transformation unitaire V'

(UF)p = > € """ Vi Viem
k

ou les ¢y, sont les phases de Floquet. En remplacant dans (3.15), on obtient

< > > PO OV Vi Ving Vi (3.16)
Ik
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Fia. 3.6 — L’énergie du rotateur tend vers un état stationnaire pour i = %
et K = 5. La courbe en pointillés correspond a la diffusion classique, et celle
en trait plein a la localisation quantique avec p = nh.

Comme Up est une matrice de bande, la matrice de changement de base
V Test aussi, ce qui restreint la somme dans (3.16) & approximativement !
termes non nuls. Les phases de Floquet étant a priori réparties uniformément
sur le cercle, la différence de phase (¢ — ¢1) est en moyenne de 'ordre de
A¢p = 27” Cet écart moyen entre quasi-énergies conduit au temps de Hei-
senberg tp ~ A%ﬁ ~ [, qui est le temps pour lequel le systéme commence a
sentir les effets de la discrétisation du spectre. Pour ¢ < tg, le systeme se
comporte comme son pendant classique et le second moment diffuse norma-
lement. Mais pour ¢t > ty, le facteur de phase dans (3.16) oscille rapidement,

et tous les termes pour lesquels k # k' s’annulent. On a alors

(#27) = 3 0 Vil Vil (3.17)
n,k

qui ne dépend plus de ¢, et la diffusion s’arréte.

La localisation intervient donc pour ¢ ~ [. D’autre part, comme la somme
dans I’expression (3.17) ne court que sur un domaine de taille I, n? ne peut
valoir au maximum que 12, et (%) ~ [2. Or, jusqu’a t ~ [ le systeme diffuse
classiquement selon la loi (3.6), donc (%) ~ D,l. En rapprochant les deux
expressions pour <ﬁ2>, on obtient la relation trouvée par Chirikov, Izrailev
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FiG. 3.7 — Localisation de la fonction d’onde du rotateur dans ’espace des
moments pour h = % et K = 5, apres 1000 itérations, avec un état initial
concentré en n = 0.

et Shepelyansky [27, 80, 81]
I~D,

La longueur de localisation quantique est proportionnelle au coefficient de
diffusion classique. Numériquement, on trouve [ = %Dp. La constante de
proportionnalité a pu étre établie analytiquement dans le cadre d’autres
modeles, comme le modele de Lloyd pour lequel le potentiel des perturba-
tions est donné par

V(0) = Vp arctan(E — 2k cos )

Un dernier point digne d’intérét peut étre abordé par la question sui-
vante : comment peut-on simuler numériquement la localisation du rotateur
pulsé quantique, qui intervient pour une valeur irrationnelle de %, alors que
les ordinateurs ne peuvent manipuler essentiellement que des nombres ra-
tionnels ? La solution de ce paradoxe apparent tient dans le comportement
des résonances quantiques aux hautes harmoniques, c’est-a-dire pour % = %
avec ¢ > 1. D’apres I’équation (3.11), la perturbation est alors de période ¢
et les états propres satisfont le théoreme de Bloch

U(n+q) = p(n)e'®
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Le module de la fonction propre a ainsi une période de ¢g. D’autre part, celle-
ci doit étre localisée au sein de chaque période si | < q. En effet, d’apres le
principe d’incertitude, la structure fine du spectre n’a aucune influence sur le
mouvement pour des échelles de temps courtes, et une petite imprécision sur
la valeur de % ne doit pas induire un changement de comportement impor-
tant, méme si 'on passe d’une valeur rationnelle & une valeur irrationnelle.
De fait, le recouvrement entre les états propres diminue exponentiellement
avec le parametre ¢/l > 1. Ainsi, I’énergie suit bien une loi de croissance
quadratique
E(t) ~ r(q)t*

mais son taux de croissance r(q), qui est lié au taux de transition entre états,
est d’autant plus faible que le dénominateur ¢ est grand

K 2
r(q) ~ <2> e 3

On peut définir un temps caractéristique ¢, pour lequel la loi de croissance
quadratique donne une énergie comparable a celle de I'état localisé E(t,) ~

12, soit
by ~ eﬁxfl

Tant que t < 14, les états propres restent localisés. Comme ¢, augmente ex-
ponentiellement avec le dénominateur g, le régime de croissance quadratique
devient tres vite inobservable pour les hautes harmoniques.

Le phénomeéne de localisation est présent également dans un modele
célebre issu de la matiere condensée, le modele d’Anderson [3]. Celui-ci est
utilisé pour étudier le comportement d’un électron sur un réseau cristallin
désordonné. A une dimension, I’hamiltonien d’un tel systeme est donné par

h? d2
" 2mda?

+ V(x)

ou V(x) est le potentiel créé par un réseau d’atomes régulierement espacés
d’une distance d. Pour résoudre 1’équation de Schrédinger, on fait 1'hy-
pothese de fort couplage : I’électron interagit fortement avec un seul atome
a la fois, ce qui permet de développer sa fonction d’onde sur la base des
fonctions propres monoatomiques ¥y(x — nd)

P(x) =Y antho(z — nd)
n
avec un recouvrement négligeable entre les sites

/ (@ — nd) Yoz — md) dz = b
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Si 1 (x) est une fonction propre de H, on obtient
> Wakar, + Epayn = Eay, (3.18)
k#n

avec
EY = / Vi (z — nd) Hipo(z — nd) dz

W = [ 05(a— nd)Hio(a — hd) da

Si le potentiel V est périodique, alors EO est indépendant de n, et Wi
ne dépend que de (n — k). On retombe alors sur le modele standard de la
conduction dans les solides, avec un spectre sous forme de bandes. Le modele
d’Anderson consiste & prendre un potentiel V' non plus périodique mais per-
turbé par un désordre aléatoire, provoqué par exemple par des défauts dans
I’agencement cristallin ou par des impuretés. Pour ce faire, on peut intro-
duire soit un désordre dans les liaisons, auquel cas les Wy, sont aléatoires
de site en site alors que les EC restent constants, soit un désordre sur site,
en prenant des énergies de site EC aléatoires et en gardant les Wy, constants.

Prenons le cas d’un désordre de site, en se restreignant a une interaction
avec les plus proches voisins. L’équation (3.18) devient

Want1 + Wap—1 + Egan = Fa,

On peut la réécrire sous la forme matricielle

an+1 _T Gn
Gnp " an—1

ou T, est la matrice de transfert donnée par

(E—-EYH/W -1
T"‘( 1 0 )

Si I'on considere une chaine de N sites, ’état du bout de la chaine peut étre
obtenu & partir de celui du début en appliquant plusieurs fois la matrice de

transfert
< AN+1 ) — TNTy_1... Ty} ( “ >
an ao

Comme les matrices 7, ont un déterminant de module 1, on peut (sous
certaines conditions) leur appliquer le théoréme de Furstenberg [39]

1
lim N In TI‘(TNTN,1 R TQTl) =~v>0

N—oo
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D’apres ce théoreme, loin du site de départ (|[N| — oo) la matrice
TNTNn—1...ToT) possede les deux valeurs propres exp(+N+). Pour éviter
une croissance exponentielle de la fonction d’onde dans I'une ou l'autre di-
rection, il faut choisir des valeurs particulieres de ag, a; et E. Les énergies
propres du modele d’Anderson ne forment ainsi pas un continuum et consti-
tuent un spectre discret. La fonction d’onde de 1’électron est alors localisée
exponentiellement de part et d’autre du site de départ, avec une longueur
de localisation % [49, 77, 90]. On peut remarquer que le systéme est lo-
calisé quelle que soit 'intensité du désordre, mais ceci n’est valable qu’en
dimension 1. Pour un systeme de dimension 3 ou plus, il existe un seuil de
désordre en dessous duquel la localisation n’a pas lieu. La dimension 2 est
un cas marginal pour lequel tous les états sont localisés, mais la longueur de
localisation peut étre extrémement grande. On voit donc que les électrons
diffusent classiquement mais sont localisés quantiquement ce qui correspond
physiquement a un isolant. La compréhension de ces modeles a valu le prix
Nobel (1977) a P. W. Anderson [3]. Ce domaine est encore étudié a I’heure
actuelle, en particulier I'effet des interactions a donné lieu & de nombreuses
publications récentes [82, 53, 15, 37, 93, 92].

Grace a quelques manipulations, le modele du rotateur pulsé quantique
peut étre reformulé d’une maniere analogue au modele d’Anderson présenté
ci-dessus [36, 46]. On peut écrire 'opérateur de Floquet (3.11) sous la forme
(avec toujours T' = 1)

Up = exp ( H%ﬁ)) exp (—Z@)

On suppose que (™) est la représentation dans la base |n) d’un vecteur
propre |1)) de Up avec la phase propre ¢

Upap™ = e=iHo(m)/h=iV (0)/hy(m) _ o=idy(m)

avec (") = wl(c”)

En faisant la substitution
e*iV(a)/ 1 —+ ZW(G)
1—iw(0)
V(o)

ou W(#) = —tan —— 5,

L’équation aux valeurs propres devient

L+iWO) \ (n) _ iHo/n-d),,(n)
T ¥
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ou
(1 — ! Ho/P=0)yy () 4y (1 + ¥ (Ho/m=0)y(m) —
On introduit le nouveau vecteur propre @(n)
™ = (1 + ilHo/h=8))y ()

Ce qui donne I’équation

1 —eiltHo/h=8)
| adma—g VY Ty =0
ou

2

Grace aux relations de changement de représentation (3.9) et (3.10), on peut
enfin réécrire cette derniere équation comme

tan (¢ — HO/h)"L/J(n) + W@(n) =0

S Wkl + B9 = B9 (3.19)
k#n

ou les énergies de liaison W), sont les coefficients de Fourier de W (0)

1 2w .
n = 0)e " dg
Wa=5- | WOe

et les énergies E0 et E sont données par

Eg = tan (¢ — H;(n)/h)

et
E=-W,

Si on la compare a (3.18), on voit que I’équation (3.19) correspond bien
au modele d’Anderson avec un désordre sur site (les énergies de liaisons
Wik dépendent en effet seulement de la différence (n — k)). L’obtention
de la formulation (3.19) ne dépendant pas explicitement de Hy et V', cette
correspondance entre la localisation dynamique quantique et la localisation
d’Anderson est valable aussi pour tous les modeles pulsés en général. La seule
différence avec le modele d’Anderson réside dans le fait que les coefficients
E? ne sont pas statistiquement aléatoires, mais seulement pseudo-aléatoires.
De la méme maniere que pour ’'étude de la diffusion, on suppose que % est
un nombre irrationnel 3. Alors, en prenant ¢ = 0 pour simplifier, les énergies
de site sont données par

EY = —tan <h4nQ> = —tan (775712)
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Comme {3 est irrationnel, un théoreme de Weyl implique que n? mod 1 est
uniformément réparti sur [0, 1]. Les énergies EC ont alors pour distribution

de probabilité
1 1
EFy=———

Il subsiste malgré tout quelques corrélations qui trahissent la nature pseudo-
aléatoire des énergies de site, mais cela ne suffit pas a détruire la localisation.

3.2 Résultats sur le rotateur pulsé

Ce modele incontournable du chaos quantique fait I’objet de 1’étude de
la publication I ci-apres. Il peut étre simulé efficacement sur un ordinateur
quantique grace a un algorithme découvert par Georgeot et Shepelyansky
[43]. Les détails de cet algorithme sont rappelés dans la publication I. Les
premieres études des effets des imperfections sur ce modele sont dues a Song
et Shepelyansky [86]. Il est important d’identifier des observables mesurables
sur un ordinateur quantique une fois la simulation effectuée, et également de
voir comment ces observables sont affectées par les imperfections inhérentes
a toute implémentation réaliste. Le but de I est d’étudier précisément un
ensemble aussi large que possible d’observables et de voir l'effet d’erreurs
effectuées pendant le calcul sur ces observables.

Le modele d’imperfections étudié ici est celui des erreurs dynamiques.
On considere que dans une implémentation physique réaliste d’un ordina-
teur quantique la précision finie du controle conduit a appliquer des portes
quantiques imparfaites. Chaque instance d’une porte quantique élémentaire
est ainsi légerement éloignée de sa valeur idéale, tout en restant unitaire.

Illustrons l'effet d’un bruit unitaire aléatoire sur une porte simple : la
porte d’Hadamard. Celle-ci peut s’écrire comme H = ng - & avec

1 1 X
ng=—=1,20 et o= Y
V2 Z

A chaque application de H, celle-ci est remplacée par la porte voisine
H' =7 -d, ol 1 est un vecteur unitaire qui fait un angle 8 avec ng. L’angle
0 est tiré aléatoirement a chaque application, de maniere uniforme entre 0
et em. € représente ainsi 'amplitude des imperfections.

Pour effectuer la transformée de Fourier quantique et 'opérateur d’évo-
lution libre, les seules portes nécessaires sont la porte d’Hadamard et la
porte de phase contrélée. Cette porte a deux qubits est également sujette
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Fia. 3.8 — Modele d’erreur dynamique pour la porte d’Hadamard.

au bruit unitaire, mais le modele retenu ici est plus simple :

10 0 O 100 0
010 O , 010 0
001 0 est remplacé par 00 1 0
00 0 e 00 0 eleth

avec toujours une distribution aléatoire uniforme entre 0 et em pour 5. Ce
type d’imperfection ne couple pas les états de la base naturelle entre eux,
mais les autres types de porte s’en chargeront (comme la porte d’Hada-
mard). Cette simplification du modele par rapport a celui qui consisterait
a tirer une porte aléatoirement dans U(4) ne change donc pas qualitative-
ment le comportement de ’algorithme. Une autre approximation concerne
I'opérateur exp (—z% cos é) Celui-ci a été systématiquement appliqué exac-
tement (sans erreur) lors de la simulation du rotateur pulsé par 'algorithme
quantique.

Différents types d’observables ont été envisagés. Tout d’abord, la lon-
gueur de localisation est mesurable facilement sur un ordinateur quantique,
puisque le nombre de mesures nécessaires pour déterminer 1’état du systeme
est alors assez réduit par rapport a la taille de ’espace de Hilbert. Numéri-
quement, elle peut étre obtenue a partir de quantités comme le second mo-
ment ou 'TPR (inverse participation ratio). La fidélité est aussi une grandeur
tres utilisée pour caractériser la proximité d’un état réel a un état idéal. Les
lois qui régissent sa décroissance en fonction du temps sont tres étudiées
par ailleurs. Un autre phénomene intéressant est ’effet tunnel assisté par le
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chaos [22]. Si le systeme est placé a l'intérieur d’un ilot intégrable, il peut
éventuellement passer par effet tunnel vers un autre ilot. Ce processus est
normalement d’autant plus lent que les deux ilots sont éloignés, mais la mer
chaotique séparant les deux peut I'accélérer. Enfin, les distributions de Wi-
gner ou d’Husimi (voir appendice A) sont treés utiles car elles permettent
une comparaison directe de la dynamique avec espace des phases classique.
Elles sont de plus abondamment étudiées en calcul quantique, et il existe
des algorithmes [69] pour mesurer un point particulier du pseudo-espace des
phases de maniere efficace.

Dans la publication I ci-apres [64], Ueffet d’un bruit unitaire dans les
portes quantiques a été étudié analytiquement et numériquement sur des
réalisations allant jusqu’a 20 qubits. On montre ainsi que toutes les quantités
n’ont pas le méme comportement face au bruit. La tres grande sensibilité
au bruit de quelques quantités, comme le second moment de la distribution
de probabilité, ou les transitions par effet tunnel & travers des courbes inva-
riantes, a été mise en évidence. Plus précisément, 1’échelle de temps au bout
de laquelle ces quantités commencent a étre affectées augmente exponen-
tiellement avec le nombre de qubits. Cependant, d’autres quantités comme
la fidélité ou la distribution de Wigner sont robustes, c’est-a-dire que leur
temps caractéristique augmente seulement polynomialement avec 'intensité
du bruit et la taille du registre. Ces résultats impliquent que de telles quan-
tités peuvent étre calculées de maniere fiable en présence d’un bruit modéré.
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We investigate a quantum algorithm that simulates efficiently the quantum kicked rotator model, a system
that displays rich physical properties and enables to study problems of quantum chaos, atomic physics, and
localization of electrons in solids. The effects of errors in gate operations are tested on this algorithm in
numerical simulations with up to 20 qubits. In this way various physical quantities are investigated. Some of
them, such as second moment of probability distribution and tunneling transitions through invariant curves, are
shown to be particularly sensitive to errors. However, investigations of the fidelity and the Wigner and Husimi
distributions show that these physical quantities are robust in presence of imperfections. This implies that the
algorithm can simulate the dynamics of quantum chaos in presence of a moderate amount of noise.

DOI: 10.1103/PhysReVvE.67.046220 PACS nuner05.45.Mt, 03.67.Lx, 72.15.Rn

[. INTRODUCTION of systems corresponds to chaotic quantum maps. Such sys-
tems can have a very complex dynamics while their Hamil-
It is only recently that it was realized that quantum me-tonians keep a relatively simple form. Algorithms for fast
chanics can be used to process information in fundamentallgimulation on a quantum computer were built for the quan-
new ways. In particular, Feynmdri] emphasized that the tum baker magd11], the kicked rotatof12], and the saw-
massive parallelism due to the superposition principle mayooth mag13]. We note that recently the quantum baker map
allow to simulate efficiently some problems intractable onwas implemented on a NMR quantum compui8f. The
classical computers, the most obvious being many-bodgicked rotator is an especially rich and generic system,
guantum systems. Since that time, a model of quantum conwhich has been a cornerstone for the study of quantum chaos
puter has been set up, viewed as an ensembieqobits i.e.,  [14]. In the classical limit it reduces to the Chirikov standard
two-level systems, with a Hilbert space of dimensidn@e  map, which has been also extensively studied in the field of
reviews[2—4]). Computation is performed through unitary classical chao$15]. Implementation of this model can be
transformations applied to the quantum wave functions oflone on a small quantum computer with a few tens of qubits,
this many-body system. In fact, it has been shown that angnd classical supercomputers will be outperformed with a
unitary transformation on this"2dimensional space can be few hundreds of qubits. Still, real quantum computers will
written in terms of a set of universal gates, for example, onenot be free of imperfections and errors, and this will affect
and two-qubit transformations. Also, important quantum al-the results of the computation. It is, therefore, important to
gorithms have been developed, such as Shor’s algorithm farnderstand the effects of different sources of errors on the
factoring large number§5], which is exponentially faster results of such an algorithm. For example, first numerical
than any known classical method, and Grover’s algorithm tasimulations of the quantum computation of this mofdis)
search a databa$6], where the gain is polynomial. have shown that errors affect in a different way the various
Motivated by these developments, many experimentaphysical quantities characterizing the model, and that for
implementations for actual realization of such a quantunsome of them the effect of errors can be exponentially
computer were proposedsee Ref.[4] and references strong.
therein. Recent results include, for example, the NMR In this paper, after presenting in more detail the physics of
implementation of factorization algorithm with seven qubitsthe kicked rotator, we study the effects of errors on several
made from nuclear spins in a molec(i§ and the simulation physical quantities. We focus on random unitary errors,
of the quantum baker mdg]. Thus, small quantum comput- which may arise when imperfect gates are applied, and study
ers with a few qubits are already available experimentallyfirst how global quantities such as second moment or fidelity
and systems of larger size can be envisioned at relativelgre affected by errors. Our results confirm and extend those
short term. obtained in Ref[16] showing a marked contrast in the be-
Still, algorithms such as that of Shor require large numbeihavior of these two quantities in presence of errors. We also
of qubits and the use of many gates. It is, therefore, imporinvestigate how well the whole wave function is reproduced
tant to develop algorithms that need a smaller number oby an imperfect quantum computer. A particularly interesting
qubits and gates and still can yield interesting quantities. Irway to display wave functions is to express them through
particular, algorithms enabling to simulate quantum me-phase-space distributions, such as the Wigner and Husimi
chanical systems, as originally envisioned by Feynman, cafunctions. These distributions display the same information
be implemented relatively easily and solve problems inaccesas the wave functions, but in a form which allows direct
sible to classical computers with less expense in number afomparisons between classical and quantum dynamics, a
qubits and gates. Several such algorithms have been devedroperty especially interesting to probe the classical limit of
oped for various systems, including many-body Hamilto-quantum mechanics. They have been extensively used in
nians[9] or spin latticed10]. An especially interesting class many fields, and recently a method has been devisépto
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tum computers. The effects of errors on the Wigner and Hu- “"'
simi functions will be investigated in details, showing how .~ __ :

. . . P e e e e
imperfections affect the different parts of phase space, an@;::f:i_-:’:v,——_r.’-'ﬁ"'f;__ =
discussing how information can be retrieved through quan-~ . - '"-5:'.\," = s
tum measurement. A separate section is focused on how  =i%&=="

localized distribution may escape from an island of integra-;..* . %"
bility, showing an especially large effect of quantum errors =+ >

on a quantity that is directly relevant to quantum tunneling. |

measure such distribution for quantum simulations on quan% SRR e
- ¢ Kol y
= e

Il. THE KICKED ROTATOR

The classical kicked rotator is described by the Chirikov ‘
standard maj14,15:

n=n+ksing, 6=0+Tn, (1) i T e
n=n+ksing, 6=60+Tn, L _ S

N S e o

where (,0) is the pair of conjugated momentu(actl_or) %:5.““.#\‘} A g ":‘;‘;‘?;5:;’““:‘3.

and angle variables, and the bars denote the resulting varizz, M % -~ s ﬁ_;;'"",-- =TS oy

ables after one iteration of the map. It describes a free angle- " s . .; oy _{___.__
rotation and a kick in momentum. This area-preserving maps ¥ ' i;"..-:;? o (&
has been extensively studied during the past decades and has
been applied to problems such as particle confinement in FIG. 1. Plot of the classical phase space Kt=Kj
magnetic traps, beam dynamics in accelerators, comet trajee=0.9786 . . . [t=10" iterations of Eq/(1) for 200 points.
tories, and many othefd5]. A

The dynamics of this map takes place on a cylinger-  wheren=—id/90, h=1, andy( 6+ 2m)= (6). The quan-
riodicity in ) and is controlled by a single parametér tum dynamics depends on two parameteasidT (instead of
=kT. ForK=0 the system is integrable and all trajectoriesthe single parametdt =kT for the classical one The clas-
lie on one-dimensional torflines n=constant). FoK>0, sical limit corresponds tkk—o, T—0 while keepingK
the system undergoes a transition to chaos, which follows thekT=constan{14,18,19. In a senseT plays the role of an
Kolmogorov-Arnold-MoserKAM ) theorem. Periodic orbits effective.
corresponding to rational frequencies are transformed into Depending on the values of theses parameters, the system
chains of integrable islands mixed with chaotic region. Onfollows different rgjimes, from regularity to quantum chaos.
the contrary, tori with irrational frequencies are deformed butDue to this variety of behaviors, the quantum kicked rotator
survive, forming invariant curves that separate zones irhas been intensively studiédee Refs[14,18,19 and refer-
phase space. AK is increased, these surviving tori become ences therein Indeed, most of the phenomena characteristic
Cantor setdcantor) and disappear. The most robust torusof quantum chaos are present, such as quantum ergodicity,
corresponds to the golden number+35)/2, and disap- random matrix theory statistics, chaos assisted tunneling, and
pears foK =K ~0.97%6 . .. . Thus, forK>K global chaos  others. In particular, foK>Kg, the phenorr)enon of dynami-
sets in, with appearance of an extended chaotic region inal localization appears. Although in thisgime a typical
phase space and with dynamics characterized by a positivdassical trajectory diffuses in momentum, eigenstgig@)

Kolmogorov-Sinai entropyh~In(K/2)>0 (for K=6). In  of operatorU in momentum space are exponentially local-
this regime, a typical trajectory shows diffusive growth of jzed for typical values ok and T. Their envelopes obey the
momentum, which statistically can be described by thQawXm(n)~exp(—|n—m|/l)/\/l_, wherem marks the center of
Fokker-Planck equation, with diffusion ra=n?/t~k?2,  the eigenstate antlis the localization length. Fdt>K> 1
wheret is measured in number of iteratiofisicks) [14,15.  this length is determined by the classical diffusion rate
For lower values oK, the phase space displays a complex— p/2~k?/4 [18]. This phenomenon has close relationship
hierarchical structure with integrable islands surrounded byyith the Anderson localization of electrons in disordered sol-
chaotic zones at smaller and smaller scales. ids [20], and investigation of the kicked rotator gives infor-
Map (1) is periodic inn with period 27/T, so the phase- mation on this important solid-state problem still under in-
space structures repeat themselves on each cell of #iZB.2  tensijve investigation nowadays. The quantum kicked rotator
Such a cell is shown in Fig. 1 foK=Kg, displaying the describes also the properties of microwave ionization of the
complex hierarchical structures that appear in the phasgydberg atom§21]. It has been realized experimentally with
space. cold atoms, and the effects of dynamical localization, exter-

The quantization of Eq(l) yields a Hamiltonian, which  na| noise, and decoherence have been studied experimentally
after integration over one period gives a unitary evolution[22].

operator acting on wave functiop: For numerical studies of quantum evoluti®) it is con-
. _ ., venient to choose the case of quantum resonance with
y=U =g kcoslgiTn72,, (2 TI/(4m)=MIN, whereM,N are integerd19]. In this way
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the quantum dynamlcs takes place. on a torus Witlevels. ¢ ihe unitary operator expﬂkcos@). Another QFT[requir-
For >N the eigenstates of evolution operator become erjyq O(n3) operations takes the wave function back to the
godic and the level spacing statistics is described by the ralepresentation.
dom matrix theory[19]. _ _ . Increasingn,, which exponentially increases the dimen-
The algorithm for the quantum simulation of the kicked sjon of the Hilbert space available, enables to probe various
rotator was presented in R¢fl2]. Evolution (2) consists of  physical limits in the system. IK=KT is kept constant, the
the product of two unitary operators that are diagonal in the:Jassical mechanics remains the samér i§ kept constant,
angle and momentum bases, respectively. The most efficieffie effectivet: is fixed, and increasing, will increase ex-
classical algorithm available consists in changing back angonentially the size of the phase space of the systember
the forth between the angle and the momentum representaf cells). In contrast, ifT=2#/N, with N=2"q, the size of
tion by the fast Fourier transforn{&FT). The operator that the phase space remains the sameNathomentum states
is diagonal in the basis is then implemented by direct multi-correspond to the same cell of sizer/X. In this case, in-
plication of the coefficients of the wave function. In total, creasingn, increases the number of quantum levels corre-
one iteration of Eq(2) on a Hilbert space of dimensiax sponding to the same classical structure, and is equivalent to
=2"qa requiresO(N logN) classical operations, the limiting decreasing: toward the classical limit.
steps being the FFT. The quantum algorithm follows the The whole quantum algorithm described above requires
classical one, and speeds up all parts of it to obtain exponer@(ng) gate operations to perform one iteration of quantum
tial increase of computation rate. First, an initial distributionmap(2), exponentially less than the classical algorithm. Still,
is built, in a polynomial number of operatiofi® ny). Vari-  a physical quantum computer will not be an ideal perfect
ous initial wave functions can be built in this way. In the machine, and there will be imperfections, which may hamper
following, we will use as initial stat¢¥,) a wave function the computation. In the following sections, we will investi-
localized at a precise value of momentunmwhich can be gate the effects of noise and imperfections on the physical
built in ng single-qubit rotations starting from the ground quantities that are simulated, and estimate the accuracy of
state. The general state of the system can be written dbe quantum computation of quantum m@p. The numeri-
>N"ta,|n), wherea, are the amplitudes of the wave func- cal simulation of many qubits is very resource consuming on
tion on the|n) basis state. Then the first unitary operator isa classical computer. Due to that we took in all numerical
applied. In then representation it is diagonal and can becomputations the action of exp(k cos@) as exact, and per-
written as exp€iTn%2). This operator can be implemented formed by direct multiplication iré representation all other
efficiently by using the binary decomposition of. if operations being made with errors. We think that this ap-
n:E?g;lajzj, then nz:Eil!jzajlaj2211+j2' Therefore, proximation does not alter the qualitative features of the re-
exp(_iTn2/2)=Hjl'J_zexp(_iTajlajzzjlﬂzfl) with @, =0 sults, although the number of quantum gates is reduced from

3 2 . . . .
or 1. Thus, one needs to implement the two-qubit gate ap2 (") © O(ng). Also in this approximation all supplemen-

plied to each qubit pair jg,j,) that keeps the states ta_ry_reg|sters required for the com_putatlon [ebs6) are
|00),|01),|10) unchanged, while|11) is transformed to ehn;mated anﬂ th? quantum evolution Bh=2" levels is
exp(-iT21"27[11). O(n?) applications of this gate are performed with onlyng qubits.
sufficient to simulate expfiTn%/2).

Then a quantum Fourier transforf@FT) (see, e.g., Ref. IIl. GLOBAL QUANTITIES
[2]) is performed to shift fronm to 6 representation, yielding
31C5'hi| 6;). This transformation needs on@(n3) one- and
tW(.)'qL'b't gates, and yields thg wave functiondmepresen- To model these imperfections, we introduce a random uni-
tation. In . this representation, the ~second operatogary error during the operation of elementary quantum gates.
exp(—ik cosd) is diagonal. Directsequentigl multiplication  These errors are present for each gate performing the quan-
by exp(-ikcosé) for each ¢; will require exponentially  tum Fourier transform and the action of the unitary operator
many operations, so apara_lllel way to apply this operator haéfiTﬁZIZ_ Two elementary gates are used: the single-qubit
to be deV|se_d. In _Re1[1_2], it was proposed to_ use supple- Hadamard gatesl =diag(1,1,1>- 1) and the two-qubit gate
mentary registers in which the values of agpill be com- 5 _ a1 17 expi)), wheree is a phase. Transformation
puted in parallel. The procedure transforiS ;'b;| 6;)|0) ¥ b it H—Uy 0. where U= (1/V2.0,142
into =N b;| 6,)|cos@), with cos@) computed up to a fixed + Con P€ W asi=Uo- o, where UO_(, 0,1N2)
precision using a recursive method based on Moivre's for@nd 0=(0y,0y,0,). It is replaced by an imperfect gate
mula[12]. This is actually the slowest step of the algorithm, H’=u- o, whereu is a unit vector with a random angje
requiring O(ng) elementary operations. From the statefrom GO. In a similar way, eachB is replaced byB’
=N tbi| 6,)|cosa), it is easy by usingly one-qubit opera- =diag(1,1,1,expia+iy)), wherey is again a random angle.
tions to build the stateEi’\':_olbiexp(—ik c0s#,)|6)|cosa,). At a given strengthe>0 of noise, each gate is implemented
Then the cosines in the last register are reversiblyvith a g or y randomly selected from a uniform distribution
erased by running backward the sequence of gates thatich thaiB|<me or|y|<me [23]. As explained in Sec. Il
constructed them, and one ends up with the stateve made the approximation of taking the action of
>N Ib;exp(—ik cosé)|#)|0), which is the result of the action exp(—ik cosf) as exact, all other operations being made with

We first study the effects of imperfections and errors for
the global quantities of the system.
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FIG. 2. Dependence of the second mom@rth =((n—ng)?) of d

the probability distribution on time for T=0.5 andK=15. Data FIG. 3. Dependence of the rescaled time stglen the number
are shown from top to bottom fam,=16,15,14,13 and=10"* of qubits n, for 10°<e<0.03, T=0.5, K=5 (x), andK=15

(four curves. The lowest fifth full curve is fore=0, n;=14. The (). The initial state i§W¥)=|ny) with ny=N/2. Data are aver-
initial state is|Wo)=[no), with no=N/2. aged over 10 to 1000 realizations of noise. Full and dashed lines
correspond to the theoretical formul) with C;=0.23. The loga-
errors. The use o, qubits gives a Hilbert space for wave rithm is decimal.
functions of the kicked rotator oN levels, withN=2"q, i.e.,
values of momentum range from=1 ton=N. In all nu-  was proposed and checked numerically with up to 13 qubits.
merical computations, initial stat&? o) was chosen as local- It stems from the fact that each imperfect gate operation
ized on a precise value of the momentury, i.e., |¥,)  transfers on average a probability ef equally divided
=|ny), with ny=1 (lowest value of momentumor n, amongn qurious peqks located at integer powers of 2.
=N/2. The rotation is computed as dxgT(n—n)¥2] with ~ Thus, due t9 imperfection?) ~nqe*2*"at (each time step
n=N/2. mvones ~r;q gattze opezratlc‘:r)s whereas for thg exact wave
Depending on the choice of parameters in E2), in- function (n*)~D<“~4l°~k"*/4. Both expressions become

creasing the rumber of qubsg wil ncrease the number ot TR 0 e e DY S4.9, FE S ol
values of momentum in each phase-space cell of Aine . y ; putat ’ P
o . 20 qubits, and for two different values &f This enables to
=27/T, or increase the number of cells, or both. In Ref.

[16], it was shown that ifT is constant whilen, increases, get the nume:rlcal constaly=~0.23. . .
errors in the QFT may lead to aexponentialgrowth of Although time scal, drops exponentially W't"."q' therg_ .
errors withn,, for the second momei(h?) of the probability are other observables that show only polynomial sensitivity

distribution. In this case, the size of phase space grows e)‘([p errors. A standard quantity used to characterize the global

ponentially withn,, but K and effectivefi are kept fixed. Influence of errors is the fidelity defined by the prOJectlgn of
o . he wave function with errorg (t) on the perfect oné(t):
Due to quantum localization, exact wave functions canno

spread beyond a region of size given by the Iocalization[i(t)_|<‘/’6(t)|‘/’°(t)>| - The dependence of this fidelity on

; L9 . me in presence of errors is shown in Fig. 4, showing that it
length, which remains fixed whem, increases. Therefore for . : .
.~ .~ slowly decreases with and amplitude of noise. One can
all values ofn,, the second moment of a distribution ini-

tially located atng=N/2 will saturate with time at a value ?he;”\]/ear?attlirgr? sfctal?vif# (;h ;?:rgl(tf;r:a?ﬁgt.ef;g%retv?op(rﬁf?sgﬁt
independent ofy (full line in Fig. 2) if Eq. (2) is exactly f y P

simulated. On the contrary, errors in the QFT lead to small®9'Mmes: It shows that the relation
transfer of probabilities to the regions of phase space that are t,~C(/(€n?) @)
exponentially far away from where the exact wave function ot q

is localized. This induces the exponential increase of the seg;g|ds with the numerical constaBt~0.35. Figures 4 and 5

ond moment withng . We cqnfirm here this effect in Fig. 2 516 consistent with a fidelity decafy(t)~exp(—Tt) where
for different parameters with more complete set of errorsp _ 2.2

used in this paper, and with simulations up to larger number
of qubits.

To be more quantitative, Fig. 3 shows the time s¢glen
which the presence of errors leads to a doubling of the valu
of the second momentn?) as a function ofn, and error
strengthe. In Ref.[16] the formula

Relaq[ion(él) can be understood from the following physi-
cal considerations. Each imperfect unitary gate is rotated by
a random angle of order from the exact one. Therefore, a
ﬁrobability of ordere? is transferred from the exact state at
each gate operation. Each time step of rf@)ptakesO(ng)
operations, in the approximation that we have taken where
the building of the cosines is supposed exact. This implies
tq~Cak* (€’ng22"a) (3) thatt;, which is in units of time steps of E€R), should vary

046220-4



QUANTUM COMPUTING OF QUANTUM CHAOS IN THE . .. PHYSICAL REVIEW E 67, 046220 (2003

0 - - - - of errors. The fidelity shows only a polynomial decrease with
) respect to botlx andn,, whereas the second moment of the
| T . wave function grows exponentially with,, but polynomi-
""" _ ally with €. The resolution of this apparent paradox is related
to the fact that the second moment is sensitive tosiheof

=2 . i the Hilbert space, which grows exponentially with. Small
y— '1 y spurious peaks due to imperfections do not spoil the fidelity,
8’ W {e’"\‘ but strongly modify the variancg?) if they appear very far

Py M i v‘w away from the exact location of the wave functid].

IV. WIGNER AND HUSIMI DISTRIBUTIONS

:'. In the preceding section we focused mainly on the case
: p whereT (effectiver) is fixed but the phase-space size grows

: : - : exponentially withn,. In contrast, atT=2#/N and N

0 200 400 600 800 1000 =2"4 the system sige in classical momentymumber of
t 27T cells inn) remains fixed whem, increases. In this

FIG. 4. Evolution of fidelityf with time t. Full curves are for Way the effectivéi drops exponentially witimg and going to
K=1.3, T=2a/N (N=2"), n,=14, and from top to bottone larger number of qubits means approaching the classical
=3x1073, e=10"2, €=0.03. The initial state i§¥ o) =|n) with limit (exponentially fagt Smaller and smaller details of the
no=1. Dashed curves are fdr=0.5, K=5, andn,= 14, and from classical structure will be visible in the quantum wave func-
top to bottome=3x10"3, e=10"2. The initial state is|¥,) tions. In this rgime, data presented in Figs. 4 and 5 have
=|ng) with ng=N/2. The logarithm is decimal. already shown that the fidelity follows la@) as in the case

T=constant. However, the fidelity characterizes in one num-

as 1/(62n§). We expect that if the full algorithm was imple- ber the accuracy of the whole wave function, and does not
mented, with the cosines computed following the procedurdell how well the local properties are reproduced. To study
explained in Sec. Il, a time step of E@) should takeO(n3) the local properti_es of wave functions, one can expressét in
operations, and accordingty should vary as 1K2ng). or n representation. However, a very useful representation

The data shown in this section exemplify the sharp concorresponds to phase-space distributions, such as the Wigner

trast in the behavior of the different observables in presenc@ Husimi distributions. They are especially used in the field
of quantum chaos, since such representations permit a direct

8 . . . comparison with classical Hamiltonian mechanics, which
takes place in phase space. They also enable to probe the
classical/quantum border wheh is decreased compare to
6 b G i other parameters of the system. Plotting such quantities in
’%@ presence of errors allows to probe how local properties of the
By wave functions are sensitive to imperfections in the quantum
4t %i - algorithm.
An additional motivation to study such phase-space rep-
resentations stems from the fact that recently an algorithm
“"i‘ - was proposefi17] that enables to compute the Wigner func-
A‘i tion on a chosen point in phase space by the use of an ancilla
* qubit.
0 o For a continuous system with two conjugate varialges
and g the Wigner transforni25] of a wave functiony is
defined by

logt,
L

_2 1 1
-8 -6 -4 -2 0

> 5 e—(i/h)pq’ qr * q/ ’
Iog(nq ) W(p.q)= Wlﬁ((ﬁ 7) ¢(q—7)dQ- 5

FIG. 5. Dependence of the time scaleon system parameters
for ng=4 (0), 6 (0), 8 (), 10 (A), 12 (<), 14 (V), 16 (>), In a discrete system witftN-dimensional Hilbert space,
18 (+). HereK=1.3, T=2x/N (N=2") (open symbolsor K  one is led to define the Wigner function on a lattice &f 2
=5, T=0.5 (full symbols. The dashed line is the theoretical for- X 2N points (see, e.g., Ref.26)). In the case of the kicked
mula (4) with C;=0.35. The initial state i$¥)=|ng), with ng rotator, the formula becomes
=1 (K=1.3) orng=N/2 (K=5). Data are averaged over 10 to

100 realizations of noise. Data f@r=0.5 andK=15 are nearly N=1 _—(2ix/N)n(m—0/2)
indistinguishable fromlr'=0.5,K=5 (not shown. Logarithms are W(6,n)= E e—w(G)—m)* (m), (6)
decimal. Mm=0 2N
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with @ =N6#/27w. The Wigner function is always real, but
contrary to classical Liouville phase-space distributions it
can take negative values. It verifi&W(#6;,n)=|4(n)|?
and=;W(6,n;)=|4(6)|>.

The Wigner transform has the drawback of being negative
or positive. Nevertheless, coarse graining this function over
cells of sizei gives non-negative values. Such a procedure
gives theHusimi distribution(see, e.g., Refl.27]) that cor-
responds to a Gaussian smoothing of the Wigner function. In
the case of the kicked rotator, the Husimi distribution can be
computed through

n+N/2 1/4
T\ ¢(m) 2
h 0,” — _ e—(T/2)(m—n) elm&y 7
(6.n) mnE—NIZ(ﬂ') JN @

where the Gaussian for simplicity is truncated for values
larger thanN/2, andy(m) is the wave function in momen-
tum representation. The Husimi distribution is always non-
negative, and allows a direct comparison between classical
Liouville density distributions and quantum wave functions.

The Wigner and Husimi distributions of wave functions of
the quantum kicked rotator simulated on a quantum com-
puter are shown in Fig. 6 for different level of errors. Both
functions have similar patterns, although as expected the
Wigner function displays interference structures absent in the
Husimi distribution. In the regime of parameters studied,
classical invariant curves are still present in phase space and
prevent the exact wave function to enter the large elliptical
island in the middle. In the presence of moderate level of FIG. 6. (Color on line Plot of Husimi(left) and Wigner(right)
noise, main structures are still present and distinguishable.distributions att=10* for K=1.3>K,, T=2a/N, N=2", and

Figure 7 confirms this result, showing the Husimi distri- nq=7. The initial state is|¥,)=|ny), with no=1. Top, e=0;
bution for larger number of qubits, together with the classicamiddle, e=0.002; bottom,e=0.004. Left: color(graynessrepre-
phase-space distribution. The Husimi distributions in phasesents the intensity level from blugvhite) (minimal) to red (black
space show features mimicking the classical phase space digaxima). Right: grayness represents the amplitude of the Wigner
tributions, in accordance with the correspondence principlefunction, from white(minimal negative valueto black (maximal
Figure 7(left) shows that when, is changed, finer and finer positive valug.

details of the classical structures are visible in the exacty acy. For larger errors in gate operations, significant prob-
quantum wave function, in accordance with the fact that in-pility is present at wrong phase-space locations, and phase-
creasingn, amounts to reducé and approach the classical space structures become blurred. The comparison with the
limit. The same figure shows that the wave function is spreagffect of classical noise visible in Fig. 7 shows that in this
over a larger domain of phase spacegincreases. This can case the quantum errors enable the wave function to enter
be explained by the following effect. In this mixedgime classically forbidden zones much faster, a fact that will be
between integrability and strong chaoat 1.3, the invari-  analyzed in more details in the following section.
ant classical curves that prevent any transport are no longer |t is interesting to evaluate the effects of noise and imper-
present since the last one is destroyetatK;=0.97.... fections not only on the broad features of the full Wigner
But cantori are present, which are remnants of the disapfunction, but also on individual values. In Figs. 8 and 9, the
peared invariant curves. They have a fractal structure, and sehavior of individual values of the Wigner function in pres-
wave packet can cross them only if the holes are largence of noise in the gates is investigated. Figure 8 shows that
enough. These holes scale #-K,)* and become compa- the relative error (i.e., the errol[W—W,|) divided by the
rable with the minimal area scale of the Husimi distribution average individual value of the exact Wigner functiow/))
determined by the effectivéd given by T. Hence, forK  increases slowly with the growth df and e even in the
—Kg<1, the wave function is prevented to cross the canchaotic zone. Similar results can be observed in the inte-
torus for (K—Kg)3<T. Due to that quantum interference grable zone and in the localizedgiee (data not shown In
prevents the transport via cant$ti4,18,2§. a more quantitative way, Fig. 9 shows the behavior of time
The quantum Husimi distributions shown in Figs. 6 and 7scalet,, when the error on the Wigner function become com-
display structures of increasing complexity with largey. parable to its mean value in thégime choser{(|W(ty)
Still, with moderate level of noise, the quantum computer is—W,(ty)|)=(|W|)/2]. In all three cases considered, one
able to reproduce the exact distributions with reasonable awbtains
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FIG. 8. Relative error on the Wigner functiodW,={|W
-W/)/(]W|) as a function of time forK=K,, T=2#/N, N
=2"1, andny=10. The initial state i$Wy)=|ng), with no=N/2.
From bottom to top quantum noise is=10%, =10 35 ¢
=10"3. The Wigner function is averaged oveN2values in the
chaotic zone. Data are averaged over ten realizations of noise.

However, we should note that evenlUf can be imple-
mented efficiently{c?*) can be evaluated only by iterating
the procedure a number of times to get a good estimate.
Therefore, the amplitude of the signal is crucial to make the
whole process efficient. Thus, it is interesting to study the

FIG. 7. (Color on ling First three rows: the Husimi distribution amplitude of peaks in the Wigner function, in order to know
att=10° for K=1.3>K, andT=2x/N, N=2"; from top to bot-  if strong peaks are present, which can be detected reliably
tom: ng=9, ny=12, ny=14; quantum noisee=0 (left), e  through this method. This can be investigated through a
=0.002(centey, e=0.004(right). Bottom row: the classical phase- quantity, which we call inverse participation ratio of the
space distribution at=10> with classical noisee=0 (left), ¢  Wigner function, in analogy with the inverse participation
=0.002(centey, e=0.004 (right). For clarity, the distributions are ratio for wave functions used in quantum chaos and systems
averaged over ten iterations arourd10°. The initial quantum or with Anderson localizatiofi30]. For a wave function wittN
classical state i:y=1. Color (grayness represents the intensity projectionsy; on some basis, the inverse participation ratio

level from blue(white) (minimal) to red (black (maximal. E| ¢i|2/(2| ¢i|4) measures the number of significant compo-
nents in this basis. For the Wigner function, one has the
tw~Cw/(nge), (8)  additional sum rule€W;=1 and=W?=1/N. To define an

inverse participation ratio for the Wigner function, we there-

with @=1 or a=1.5. Thus, individual values of the Wigner fore use the formulg=1/(N*SW). If N peaks of approxi-
function in the kicked rotator model are robust quantitiesmately equal weights I are present, theg=N, whereas
with respect to noise, even in the chaotigiree. These re- N? components of equal weighti absolute valug1/N¥2
sults are interesting also in view of the recent discussion ogive £€=NZ?. Quantity ¢ therefore permits to estimate the
the effects of decoherence on the Wigner functi@®. Our  number of main components of the Wigner function. Figures
results clearly show that in the framework of quantum com-10 and 11 show the scaling of this quantity with for dif-
putation, the errors on the Wigner function are polynomialferent values of parameters. In all the cases where
and not exponential. =27/N (N=2") the ratioé&/N? reaches a saturation value.
As noted previously, a recent algorithff7] enables to  This implies that asymptoticallyo,)=NW(p,q)~1/\N, a
measure the value of the Wigner function of a system ofvalue that requiresN iterations followed by the measure-
density matrixp on a selected point in phase space, with thements to be reliably estimated. In this case, the asymptotic
help of an ancilla qubit. First, H (Hadamard gabeis ap- gain in number of operations compared to the classical algo-
plied ona, followed by a controlledd operation U is ap-  rithm is only O(log(N)), although the resources needed are
plied to the system to be measured depending on the state ekponentially smallerr{y qubits instead of % classical reg-
a) and agairH is applied ora. Then the expectation value of isters. This should be contrasted with the case where the
ais (o?)=RgTr(Up)]. The use of a particular operator, number of cells increased (constant, where Fig. 11 shows
which can be implemented efficient[L7], enables to get that &~N. This gives(o,)=NW(p,q)~1, which means
W(p,q)=(c*/2N (whereN=2"q). that in this regime with localization, any of theN compo-
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FIG. 11. Dependence of the inverse participation rétiof the
FIG. 9. Dependence of time scalig on system parameters for Wigner function on the number of qubits, at t=10° for T

5=<ny=<11. HereK=K,, T=27/N (N=2"). The Wigner func- =2#/N, N=2", and K=2 (full line), and T=0.5 andK=5
tion is averaged over 2 values in the chaotic zon&)) or in the  (dashed ling Dotted lines showi=N? and&x=N. The initial state is
integrable zone4\). Straight lines are theoretical formul&) with |Wo) =|ng), with ng=1 ande=0. The logarithm is decimal.

a=1.5 andC,,=0.02 (full line) or C\y=0.03 (dashed ling The
initial state is|Wo) =[no), with no=N/2. Data are averaged over 10 that despite the different scaling laws @|), the relative

on system parameters forin,<14. HereT=0.5 andK=5. The  enapling such measurements of individual valuesvdb be
Wigner function is averaged oveN2values in the localized zone |qjiaple for moderate amounts of noise.

(O). The full line is theoretical formuld8) with a=1 andCy
=0.012. The initial state i$¥q)=|ny), with n,=N/2. Data are

averaged over 10 to 1000 realizations of noise. Logarithms are deci- V. QUANTUM TUNNELING THROUGH
mal. INVARIANT CURVES

) ) ) ) In the preceding section, it was shown that the classical
nents of the Wigner function which are important can beang quantum errors affect the dynamics in a rather different
estimated reliably and efficiently through this methido- 4y This difference is particularly striking in thé giene
vided one knows beforehand the approximate position of thg,nare classical invariant curves are preséntegrable or
localized state The results presented in Figs. 8 and 9 showyixed systems, which correspond to moderate values of

here, as in Fig. )/ Such invariant curves cannot be crossed
0.8 T y " - classically, and only quantum tunneling can transfer prob-
ability inside integrable islands from chaotic regions.
Whereas small classical errors enable to cross only neighbor-
06 | ] ing invariant curves, small quantum errors may lead to long-
distance “jumps” of probability deep into integrable island
(see Fig. 7, last column
To study the effects of errors on quantum tunneling, we
show in Fig. 12 the dependence of probability of the Husimi
distributionh(8,n) inside the classically forbidden region on
time t. The quantityl (t)=fph(6,n)dédn, whereD is the
domain enclosed by the circle in Fig. 1ihse), shows a
linear growth witht. This can be understood by a physical
argument similar to the one justifying E@L). Indeed, imper-
fect gates transfer on average a probability of orefefrom
the exact wave function to wrong phase-space positions.
However, not all gates will transfer probability insi@ebut
FIG. 10. Dependence of inverse participation raicof the ~ ONly @ subset of them. This predicts thigt) ~nge’t. Data
Wigner function on the number of qubits, at t=10° for T  from Figs. 12 and 13 and additional dateot shown con-
=27/N, N=2", andK=0.5 (full curve), K=0.9 (dashed curve  firm this prediction, witha~1.3.
K =1.3(long-dashed curyeK = 2.0 (dot-dashed curyelnitial state To exemplify the effect of quantum errors, Fig. 13 shows
is |Wo)=|ng), with ng=1, ande=0. I(t) at fixed timet as a function of number of qubitg, for

E/4N?
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FIG. 12. Dependence of probabilityof the Husimi distribution I"Iq
inside the circle(see text and inspbn timet for e=10 % andn . o
—14 atk=1.3 andT=2a/N (N=2"). The initial state i§¥) _ FIG. 13. I_Dependence of prob_ablllt)of the Husimi distribution
=|ny), with ng=1. Inset: The position of 100 points initially at |L15|de the TrcLe(see_ text af‘g Fig. 22on ng for Kil-e’ andT
no=1 after 1d iterations of classical mafl) and location of cir-  —27/N, N=2", €=3x10 (solid curvg, and e=0 (dashed
cular domairD (see text curve. Data are averaged over 100 iterations arotid0°. The

initial state is|Wg)=|ng) with ng=1. The logarithm is decimal.

zero and nonzero noise in the gates. In the case of zero noisgs 4 antum error corrections. At the same time we found that
there is an exponentialecreasewith ng. Indeed, the only ,ere exist other characteristics, e.g., variance of probability
process that allows to enter the island for the wave packet ijsiribution and tunneling probability inside stability islands,
quantum tunneling. In general, the probability of such a tranyyhich are very sensitive to errors in quantum gates. In addi-
sition scales like exptS#), whereS is a classical action. o, the study of the Wigner function shows that individual
Increase oh, amounts to decrease the effectivand leads  \4yes of this function are robust with respect to quantum
to the exponential drop dfobtained numerically 2=0. In  grors and can be reliably estimated. However, the computa-
sharp contrast, the presence of imperfections in the gate®)n of the Wigner function at specific points meets certain

(e>0) leads to direct jumps inside the island that gives aneadout problems in deep quasiclassical regime where gen-
increaseof | with n, according to the estimate of the previ- erally a large number of measurements is required.

ous paragraph. Thus, for this specific process, the effect of op the basis of obtained results we believe that the quan-
noise in the gates results in a qualitative change of the d&ym algorithms simulating quantum chaotic maps will pro-
pendence of tunneling probabilityon ng . vide important grounds for testing the accuracy of the next

generation of experimental implementations of quantum
VI. CONCLUSION computers.

The results presented in this paper show that it is possible
to simulate efficiently the quantum kicked rotator on a quan-
tum computer. For the quantum algorithm simulating the dy- We thank the IDRIS in Orsay and CalMiP in Toulouse for
namics of kicked rotator, we investigated the effects of gateaccess to their supercomputers. This work was supported in
errors and showed that certain quantities such as fidelity angart by the NSA and ARDA under ARO Contract No.
the Wigner and Husimi distributions are sufficiently robustDAAD19-01-1-0553, by the EC RTN Contract No. HPRN-
against noise in the gates. Thus, for small amplitude of nois€T-2000-0156, and by the project EDIQIP of the IST-FET
these quantities can be computed reliably without applicatioprogram of the EC.
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Chapitre 4

Simulation du Harper pulsé

4.1 Le modele de Harper

4.1.1 Modele de Harper

L’équation de Harper a été introduite en 1955 comme modele approché
pour des électrons en champ cristallin bidimensionnel plongés dans un champ
magnétique [50]. Plusieurs approximations importantes sont nécessaires pour
I’établir. Tout d’abord, on se restreint a 1’étude d’une seule bande de Bloch,
par exemple celle qui contient I’énergie de Fermi et dans laquelle se trouvent
les électrons de conduction. L’approximation suivante consiste a postuler
une forme d’énergie de bande E(k) dérivant d'un couplage fort (k est le
quasi-moment défini modulo le réseau réciproque). La périodicité de E(E)
en k permet alors de développer ’énergie en série de Fourier. Pour un réseau

carré de maille a, et en se restreignant au premier ordre, on obtient
E(k) = K cos (kya) + L cos (kya)

Ce réseau cristallin bidimensionnel est alors plongé dans un champ magné-
tique uniforme perpendiculaire B (dérivant par exemple du potentiel-vecteur
A= (0, Bz,0)). Pour tenir compte de ce champ magnétique, on effectue la
substitution de Peierls : on remplace hk dans I’expression de 1’énergie ci-
dessus par = o— eff, pour obtenir un opérateur que 'on traite comme un

hamiltonien effectif.
II 11
H = K cos (f;a) + L cos (hya)

En présence du champ magnétique, II, et 1I, ne commutent plus

1L, Hy} = —[ps, eAy} + [pyv eAy]
. 0A, 0A,
= the ((% "y )
= theB
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T . . . I
On peut réécrire le hamiltonien en fonction de k, = %a et Ky = Fla

H = K cos k; + L cos Ky (4.1)
avec la relation de commutation
.€ 2 .
[Kzs Ky] = zﬁBa = 2mi

La quantité sans dimension o = % représente simplement le rapport entre

le flux magnétique & travers une maille du réseau ¢ = Ba? et le quantum de
flux ¢g = 2

e

La relation de commutation entre x; et k, est formellement équivalente
a la relation de commutation canonique [§,p] = th = 2mia avec a = %
On peut donc transposer (4.1) & un systéme a une dimension, avec un ha-
miltonien fonction des deux variables conjuguées ¢ et p. On obtient ainsi le

hamiltonien de Harper [50, 7, 8, 33, 40, 97]

H = Kcosq+ Lcosp (4.2)

La forme du spectre de (4.2) dépend de la rationalité de . Pour @ = £,
le spectre est composé de s bandes, mais pour « irrationnel, les valeurs
propres forment un ensemble de Cantor. Si 'on trace la structure de bande
en fonction de «, on obtient la figure bien connue du papillon de Hofstadter

52] (fig. 4.1).

La longueur de maille typique d’un réseau cristallin est de 'ordre de
0,2 nm. Comme o = eE;Z“Q, la réalisation expérimentale du papillon de Hof-
stadter requiererait un champ de 10° T, ce qui est bien au-dela des limites
techniques actuelles. Cependant, en augmentant la taille de la maille grace
a des super-réseaux artificiels, il est possible d’observer les effets de la com-

mensurabilité sur la magnétoconductance [79].

4.1.2 Modele de Harper pulsé

Classiquement, le hamiltonien de Harper est toujours intégrable
H = Kcosq+ Lcosp

Afin d’introduire un peu de diversité et une once de chaos, on définit le
modele de Harper pulsé de maniere analogue au rotateur pulsé

[e.e]
H = Lcosp+ K cosq Z 5t —m)

m=—00
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F1G. 4.1 — Papillon de Hofstadter pour un réseau symétrique en z et y, avec
K = L = 2Ej (figure obtenue par diagonalisation de (4.3) avec K = L =
1073).

En ne considérant 1’état du systéeme qu’aux temps ¢ entiers, on obtient 1’ap-
plication correspondante

p+ Ksing
= q— Lsinp

QI3
|

De méme que pour le rotateur pulsé quantique, la quantification du modele
de Harper donne un opérateur d’évolution qui s’écrit comme le produit de
deux opérateurs fonctions respectivement de ¢ et de p

N L K
U =exp (—ih cosﬁ) exp (—ih coS cj) (4.3)

Un certain nombre de nouvelles propriétés peuvent étre remarquées. Tout
d’abord, pour des faibles valeurs de K = L, ’espace des phases est majori-
tairement intégrable, a I’exception d’une mince couche chaotique qui entoure
les ilots principaux. Ce réseau stochastique (“stochastic web”) traverse l’es-
pace des phases de part en part, et est a I’origine de phénomenes de transport
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particuliers. Ce type de réseau a été tres étudié dans la littérature. Pour des
valeurs plus fortes de K et L, on assiste a des transitions entre états localisés
et états délocalisés selon les valeurs des parametres [4, 5, 6, 14, 56, 61, 67, 76].
Cependant, contrairement au modele avec transition d’Anderson étudié dans
[74], les états propres ne possedent pas tous le méme seuil de délocalisation.
Des lors, on peut avoir pour certains régimes de parametres des états “mix-
tes” qui sont des superpositions d’états localisés et d’états délocalisés. La
délocalisation du systeme global se fait donc de maniere tres graduelle
contrairement au modeéle d‘Anderson, et également au rotateur pulsé ou il
n’y a pas de transition. Dans la phase délocalisée, le systeme peut présenter
une diffusion normale ou anormale suivant la valeur des parametres. Les
transitions entre ces types de diffusion ne sont pas encore completement
élucidées a I’heure actuelle.

4.2 Reésultats sur le modele de Harper pulsé

Comme nous venons de le voir, le modele de Harper pulsé présente de
nombreuses propriétés originales. Sa forme est représentative d’un grand
nombre de modeles d’applications pulsées. Pour cette raison, il est possible
de le simuler grace a la méme méthode que celle employée pour le rotateur
pulsé quantique [43]. Cependant celle-ci est longue et coiiteuse en qubits.
Existe-t-il d’autres algorithmes plus économes, en acceptant éventuellement
des solutions approchés 7 Ici aussi se pose le probleme de I'extraction d’infor-
mations a partir de la fonction d’onde finale : quelles quantités peut-on me-
surer précisément, et avec quel gain par rapport a une simulation classique ?
Enfin, le modele d’erreur étudié ici differe de celui du chapitre précédent ; on
suppose maintenant la présence d’imperfections statiques internes. Les in-
teractions entre qubits, qui sont nécessaires pour construire les portes a deux
qubits, ne pourront vraisemblablement pas étre éliminées totalement lorsque
celles-ci ne sont plus désirées. Ces imperfections statiques ne résultent pas
d’une interaction avec ’extérieur, mais simplement d’un couplage résiduel
entre les qubits de 'ordinateur quantique. Leurs effets peuvent étre impor-
tants, et de nature différente de ceux provoqués par les erreurs dynamiques.

Ce type d’imperfection a déja été étudié par Georgeot et Shepelyansky
[42, 41]. Au-dessus d’un certain seuil critique de couplage interqubits, le
chaos quantique apparait, conduisant a l’ergodicité des états propres de 'or-
dinateur. Dans ce régime, les qubits ne sont plus indépendants et ’opérabilité
de l'ordinateur est fortement compromise. Cependant, le seuil de chaos
décroit seulement linéairement avec le nombre de qubits, ce qui ménage
une plage de parametres relativement large dans laquelle le bon fonctionne-
ment est possible. Dans cette étude, il s’agissait toutefois d’un ordinateur
au repos, ne faisant pas tourner d’algorithme. Il est intéressant de connaitre
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Ieffet des erreurs sur un ordinateur en fonctionnement typique, d’autant
plus que le modele simulé ici possede un comportement tres riche. De plus,
des résultats précédents sur d’autres modeles suggerent que ce type d’im-
perfection statique a des conséquences plus graves qu’un bruit unitaire dans
les portes quantiques.

On suppose que les portes quantiques sont appliquées instantanément,
mais qu’entre deux portes successives le systéme évolue pendant 7, suivant
I’hamiltonien

ng—1 ng—1
He= )Y (Mo+68)Zi+ Y JiXiXin
i=0 i=0

ou la deuxieme somme porte sur toutes les paires de qubits voisins sur une
chaine circulaire. La différence d’énergie entre les deux états d’un qubit est
égale a la valeur moyenne Ag, a laquelle s’ajoute une quantité aléatoire J;,

comprise entre —g et %. De méme, les couplages J; (répartis aléatoirement
et uniformément dans l'intervalle [—%, %]) représentent l'interaction sta-

tique résiduelle entre les qubits. Contrairement aux erreurs dynamiques, les
imperfections statiques sont supposées étre caractéristiques de 'ordinateur
quantique considéré, donc le jeu de d; et J; ne varie pas au cours du calcul.
Ce modele d’erreur est la version la plus simple de ’hamiltonien d’Heisen-
berg qui permette d’obtenir des effets non triviaux.

Comme A est constant et identique pour tous les qubits, son effet est
simple et peut étre compensé facilement. L’hamiltonien effectif utilisé pour
simuler les erreurs est alors

ng—1 ng—1
He= )Y 6:Zi+ Y JiXiXip
i=0 i=0

De plus, on choisit § = J; 'amplitude des erreurs est alors gouvernée par le
parametre € = 67, = J7,.

Dans la publication II ci-apres [63], trois algorithmes quantiques différents
sont présentés et analysés, permettant de simuler efficacement 1'opérateur
d’évolution du modele de Harper pulsé avec des précisions et des besoins en
ressources différents. En plus de la méthode exacte déja mentionnée dans le
cas du rotateur pulsé quantique, nous avons aussi exploré une autre approche
ou la dynamique n’est simulée qu’approximativement, mais ol aucun qubit
supplémentaire n’est requis. Deux méthodes de ce type ont été étudiées,
I'une mettant en jeu un découpage en temps de l'opérateur d’évolution,
I’autre 'approximant avec des polyndmes.

Selon les parametres choisis, le systéeme est presque intégrable, localisé,
ou partiellement délocalisé. Dans chaque cas, nous identifions les quantités
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concernant le transport ou le spectre qui peuvent étre obtenues plus effica-
cement sur un ordinateur quantique que sur un ordinateur classique. Dans
la plupart des cas, un gain polynomial est obtenu, quadratique ou moins
suivant le régime considéré.

Nous présentons également les effets des imperfections statiques sur les
quantités choisies, et montrons que selon le jeu de parametres des com-
portement tres différents sont observés. Quelques quantités, comme la dis-
tribution de Husimi, la longueur de localisation ou le spectre, peuvent étre
obtenues de maniere fiable avec des niveaux modérés d’imperfections, tandis
que d’autres sont exponentiellement sensibles a leur amplitude. En particu-
lier, le seuil d’imperfection pour la délocalisation devient exponentiellement
faible dans le régime partiellement délocalisé. Ceci signifie que contrairement
a I’étude [74] sur la transition d’Anderson, le point de transition calculé en
présence d’imperfections se déplace exponentiellement vite lorsque I'on aug-
mente ’amplitude des erreurs. Nos résultats montrent qu’un comportement
intéressant peut étre observé avec seulement 7 ou 8 qubits, et peut étre
mesuré de maniere fiable en présence d’'un taux modéré d’imperfections in-
ternes.
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The simulation of complex quantum systems on a quantum computer is studied, taking the kicked Harper
model as an example. This well-studied system has a rich variety of dynamical behavior depending on param-
eters, displays interesting phenomena such as fractal spectra, mixed phase space, dynamical localization,
anomalous diffusion, or partial delocalization, and can describe electrons in a magnetic field. Three different
guantum algorithms are presented and analyzed, enabling us to simulate efficiently the evolution operator of
this system with different precision using different resources. Depending on the parameters chosen, the system
is near integrable, localized, or partially delocalized. In each case we identify transport or spectral quantities
which can be obtained more efficiently on a quantum computer than on a classical one. In most cases, a
polynomial gain compared to classical algorithms is obtained, which can be quadratic or less depending on the
parameter regime. We also present the effects of static imperfections on the quantities selected and show that
depending on the regime of parameters, very different behaviors are observed. Some quantities can be obtained
reliably with moderate levels of imperfection even for large number of qubits, whereas others are exponentially
sensitive to the number of qubits. In particular, the imperfection threshold for delocalization becomes expo-
nentially small in the partially delocalized regime. Our results show that interesting behavior can be observed
with as little as 7-8 qubits and can be reliably measured in presence of moderate levels of internal

imperfections.
DOI: 10.1103/PhysReVvE.70.056218 PACS nun$)er05.45.Mt, 03.67.Lx, 72.15.Rn
I. INTRODUCTION model. The Hamiltonian of this system has a simple form,

In the past few years, the field of quantum informatjgh Y&t displays many interesting physical features not present in
has attracted more and more attention in the scientific confduantum maps previously studied in this context, such as
munity. Among the most fascinating promises of this domainfractal spectra, stochastic web, anomalous diffusion, or coex-
is the possibility of building a quantum computer. Such aistence of localized and delocalized states. It was introduced
quantum processor can use the superposition principle arifl the context of solid-state physi¢motion of electrons in
the interferences of quantum mechanics to perform newpresence of magnetic figldnd has been the subject of many
types of algorithms which can be much more efficient tharstudies. Using this model as a test ground, we will present
classical algorithms. Celebrated examples are Shor’s algdhree different ways of simulating the quantum map on a
rithm which factors large integers exponentially faster thanquantum computer, two of them inspired by previous works,
any known classical algorithrf2] and Grover's algorithm and compare their efficiency. We will then present examples
which searches unstructured lists quadratically faster thaaf physical quantities which can be obtained on a quantum
classical method§3]. Another type of quantum algorithms computer. It turns out that depending on the parameters of
concerns the simulation of physical systems. Examples inthe system, at least polynomial speedup compared to classi-
clude many-body quantum syster®, classical and quan- cal algorithms can be obtained for different quantities. Nu-
tum spin system§5], and classical dynamical systefigs7].  merical simulations and analytical estimations will also
Algorithms implementing quantum maps are especially interevaluate the effects of imperfections in the quantum com-
esting, since the systems simulated have simple equations pfiter on the estimation of these quantities.
motion but can display very complex behaviors. Their sim-
plicity enables one to simulate them with a small number of
qubits. For example, it is possible to simulate efficiently the
baker map8] (experimental implementation with the NMR
technique has already been performi&), the quantum
kicked rotator[10,11, the sawtooth mapl2], or the tent
map [13]. In such algorithms, it is important to determine
which physical quantities can be obtained accurately through
measurement on the quantum computer and what is the total Ho(l,6) = cogl) + cog6). 1)
algorithmic complexity of the whole process. It is equally
important to determine the effects of errors in the computaThis Hamiltonian has been the subject of many stuheg,
tion to assess the efficiency of the algorithm on a realistidor example,[15-19), but its dynamics is somewhat re-
quantum computer. stricted by the fact that it describes an integrable system. A

In the present paper, we will study in detail an importantgeneralization of this model was introduced some time ago;
example of quantum map—namely, the kicked Harpeiit is called the kicked Harper model:

1. HARPER AND KICKED HARPER MODELS

The Harper model was introduced in 19584] to de-
scribe the motion of electrons in a two-dimensional lattice in
presence of a magnetic field. Its Hamiltonian reads

1539-3755/2004/16)/05621819)/$22.50 70056218-1 ©2004 The American Physical Society
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FIG. 1. Phase space of the classical kicked Harper mddel: from red(gray) (maximal value to blue (black) (minimal value.

=L —0 (Harper model (upper lefy, K=L=0.5 (upper righj, K=L
=1.5(lower leff), andK=L=2.5 (lower righy (10 000 iterations of  chaotic zones around separatrices. ReiL, this network of
256 classical orbits One cell of size 2 X 27 is shown, the phase  thin chaotic zones surrounding large islands is called the

space being periodic. “stochastic web”(see Fig. 2 For intermediate values of
K,L, the phase space is mixed, with integrable islands sepa-
H(l,6,t) =L cogl) + K cog6) > &(t - m), ) _rated by Iar_ge chaotic zones. For larder, cl_assical chaos
m is present in most of the phase spacé Fig. 1), and a

) typical trajectory will diffuse through the system. The quan-
wherem runs through all integers values aKdL are con-  yym dynamics is related to these classical properties, but
stants. This Hamiltonian reduces to Ed) in the limit K ghows some striking differences. In the linkieL — 0, the
=L—0, but has a more complex dynamics depending on thgystem is integrable and wave functions are concentrated
parameters. Its dynamics between two kicks can be intesround classical tori, but complexity manifests itself in the
grated to yield the map spectrum of the Hamiltonian, which is fractéHofstadter

T=1+K sin 0, 9=6-Lsinl. 3) butterfly_'). For_smaIIK,L the motion of a quantum wave
packet is dominated by the presence of classical invariant
As in the case of the kicked rotator, there is a classicaturves; the wave packet can spread in between these curves
periodicity in both# and|. Thus the phase space is com- or cross them by quantum tunneling. For largeL, in the
posed of cells of size 2X 27 where the same structures regime of classical diffusion, as in the kicked rotator, a phe-
repeat themselves. nomenon similar to Anderson localization of electrons in dis-
This map(3) has been related to the motion of electronsordered solids takes place. Through this phenomenon, called
in a perpendicular magnetic and electric fields and also to thdynamical localization, a wave packet started at some value
problem of stochastic heating of a plasma in a magnetic fieldof momentumn will first spread, but contrary to classical
The quantization of Eq2) yields a periodic Hamiltonian trajectories this spreading will saturate. This corresponds to

which after integration over one period yields a unitary evo-the fact that eigenfunctiong,(n) of U in Eq. (4) in momen-

lution operator acting on the wave functign tum spacethey are called Floquet eigenfunctions since they
Z: 0¢: il coshif)/h ik Cos(};)/ﬁw @) correspond to the action of the evolution operator during one
' period are exponentially localized. Their envelopes obey the

wheren=-iQd/ 96 and y( 6+ 2Qm) = y{ 6). law i,(n) ~ exp(—=|n—m|/1)/\I wherem marks the center of

This system has been the subject of many studies in thiéhe eigenstate anidis the localization length. This phenom-
past few years, which focused on localization propertieenon is especially visible for moderate value¥Kofvhere all
[20-27, tunneling propertie$28,29, etc. eigenfunctions are localized. For larger valueKothe sys-

In the limit K=L— 0 the system is classically integrable. tem undergoes a transition: some eigenfunctions are still lo-
For smallK,L, chaos begins to appear around separatricesalized, but more and more are delocalizedgodio and
and spreads over larger and larger phase space aré&at as spread over the whole system. This coexistence of localized
increase(see Fig. 1 In the regime of smalK,L, classical and delocalized states gives rise to specific physical proper-
transport from cell to cell is possible only in the very small ties. Indeed, it is very different from what happens in the

056218-2
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30 of qubits leads to increasing the size of phase spagmber

of cellg) in then direction. Only for the study of the stochas-
tic web present at smaKK=L (Sec. IV A) will the phase
space be extended in both directions and its gzenber of
cells) fixed. In this case increasing the number of qubits

leads to smaller and smallér

25

20
[ll. SIMULATING THE TIME EVOLUTION:
THREE POSSIBLE ALGORITHMS

15 . .
The evolution operato¢4) is composed of two transfor-

mations which are diagonal in, respectively, the momentum
and position representations. This form is general for a fam-
ily of kicked maps such as the kicked rotator, sawtooth map,
and others. On a classical computer, the fastest way to imple-
ment such an evolution operator on a wave functioNpf
components is to use the fast Fourier transfoRRT) algo-
rithm to shift back and forth between timeand 6 represen-
tations and to implement each operator by direct multiplica-
5 10 15 20 25 30 tion in the basis where it is diagonal. In this way,

L O(Ny log Ny) classical operations are needed to implement
Eq. (4) on aNy-dimensional vector. On a quantum computer,
it is possible to use the quantum Fourier transf¢@iT) to
shift between momentum and position representations, using
O((log Ny)?) quantum gates. In each representation, one has

10

FIG. 3. Map of delocalization in théK,L) plane. Grayness
represents the inverse participation rafie1/3,|#(n)|* (IPR), a
measure of delocalization of states, frégm1 (state localized on
one momentum stat¢o é=Ny (totally delocalized stajeNy, is the . o i P
dimension of the H?Iberf spgyz(eCont)(l)ur lines correspy(;dHto values then t? lmglement the multiplication by a phaeé,L coutn/t
of ¢ ranging from 32 to 192 by increments of 38,,=2°, #/2=  and g K codoh,
=(13-15)/82 (actual value is the nearest fraction with denominator  In the following we will envision three different strategies
29). White corresponds to lowest values, black to maximal values ofo implement these diagonal operatorgi) exact computa-

& Each¢ value is obtained by averaging over all eigenstates of theion using additional registers to hold the values of the co-
evolution operatot) of Eq. (4). sines(ii) decomposition into a sequence of simpler operators
which are good approximations during short time slices, and
kicked rotator model, where usually all states are localizedgjii) direct computation, the cosine function being approxi-
once classical chaos is presésee, for example[11]) orin  mated by aChebyshey polynomial.
the Anderson transitio(investigated ir{30]) where the tran- The first one is in principle exact, but requires extra reg-
sition separates a regime where all eigenstates are localizggters, and was already proposed18]. The second one has
from a regime where all are delocalized. In this regime ofsome similarities with the one explained[i80] for another
partial delocalization, an initial wave packet will spread, butsystem. The third one was not used in the context of quantum
a certain fraction of the total probability will remain local- gjgorithms to the best of our knowledge, although the
ized. In addition, the diffusion of probability in momentum method is well known in computer sciengsee, for example,
space has been shown numerically to be anomalous, with gB1] for a recent use of this method to simulate many-spin
exponent depending on the parameter vall®8,22,23.  systems on a classical compytée note that an approxi-
These properties are summarized by the phase diagram gfate algorithm to simulate the kicked Harper for long time
Fig. 3. Different quantities can be obtained in these differentyas used i32]; however, in that paper the aim of the au-
regimes with the help of a quantum computer. thors was different, since they only wanted to construct effi-

The phase space can be decomposed in cells of size Zcjently a good approximation of the ground-state wave func-
X 2. Its global topology depends on boundary conditions.jon in order to use it for generating phase-space distributions
For a system of siz&\, if the phase space is closed with of other systems, and it is not clear that the method works for
periodic boundary conditions, with, respectivey,and P other purposes. We also note that the simulation of the
cells in theg andn directions, theri =27PQ/Ny. Therefore,  Harper model on optical lattices was envisioned38]. In
if one wants to keeph constant, the produd?Q should be  the following discussions, we denote by the total number
chosen such thaPQ/Ny is the closest rational td/(2m).  of qubits including ancilla and workspace qubits, aNd
For most of the results of this paper, the phase space will be 2 is the total dimension of the Hilbert space of the quan-
a cylinder closed in the direction (Q=1) and extended in  tum computer. We denota, with n.<ng the number of
the direction of momentum, and transport properties will bequbits describing the Hilbert space of the kicked Harper
studied in the momentum direction, as in the kicked rotatormodel[i.e., the wave function evolved through E4) is Ny
In Lhis case/(2m) was set to 1§6+1/[(5-1)/2]}=(13  dimensional withN,=2"], andny is the number of elemen-
-\5)/82 as in[23] to avoid unwanted arithmetical effects. tary quantum gates used for one iteration of the quantum
The choice of a constaritimplies that changing the number map (4).
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A. Exact algorithm

This approach is similar to the one taken[ikD] for the of : U U2 U
quantum simulation of the kicked rotator. In each represen- |
tation, the value of the cosines is built on a separate registe
and then transferred to the phase of the wave function by

appropriate gates.

If one starts with aNy-dimensional wave functiofy)
=3N"1a6) in the 6 representation, wittN,=2", then the
flrst step is to perform

Ny-1 Ny-1

> aleyoy— X al6)|cosé).
i=0 i=0

To this aim, the B, values co&/2)) and sir{27/2)), for

FIG. 4. Gate sequence for slices algorittiRp are Z rotations of
angle «

operations. On the other hand, the drawback of this approach
is the need of several extra registéose holding the values

of the cosines, plus others for the workspace of the compu-
tation) and a relatively large number of gates. In the present
status of experimental implementations of quantum comput-

j=1,...n, are first precomputed classically with precision ers, both the number of qubits and the number of gates that
2™ W|th for example,n,=2n, using a recursive method can be applied are very expensive resources. In the follow-

based on Moivre's formula; then, sincé= E 1,8”277/2
with 8;=0 or 1, one has

expig) = l_r[ expliB;2m/2)
=1

j=1

This enables to compuljeosﬂ) for eaché; in n, multi-
plications by exfi27/2)) conditioned by the values o 719
needing in totaD(n3) guantum gates.

Then once the binary decomposition of abss present
on the second register, conditional application of thene-
qubit gates

6 expeszim)
0 exp—iK27/h)
yields the state

Ny-1

>, a exf - iK cod6)/%]|6.)|cosa,).

i=0

ing, we will therefore expose two alternative strategies to

|mplementU, which are much more economical in the use of
resources, but involve additional approximations.

B. Slice method

This technique enables to compute the opertﬁlm:nc Eq.
(4) without explicitly calculating the cosines. It approximates

U by a sequence of many operators, each of them being
easier to compute. It can be viewed as “slicing” the operator
into elementary operators.

As above, we start with &l-dimensional wave function
lyy==N 1a,|0) in the @ representation, withl,,=2". In gen-
eral, suppose we want to perform the operator

U =g —ik cos(po)

In the 6 representation, this operator is diagonal, so we
just have to multiply each state by the phask <P First,
we write 6 as

E a2, (5)

H|0

Then the cosines in the last register are erased by runninghere thed;’s are the binary expansion éfandN,=2". If
backward the sequence of gates that constructed them, ape22m with m odd, then

one ends up with the state
Ny-1

> a exyd-iK cod 6)/4]|6,)/0),
i=0

which is the result of the action of the unitary operator

exg-iK cog6)/#] on |y
Then the use of the QFT which need}s{nf) guantum

P -a-1
PO="1 ( > d2'+a)mod 2.
H i=0

Thus Uy is equivalent to applying

e—ik cogmo)

on then,—a first qubits. In the following, we will suppose

gates shifts the wave function to the momentum representdhat p is odd (a=0) for the sake of simplicity.
tion, and exactly the same technique as above enables us to With the help of one ancilla qubit, let us perform the

implement the operator efgiL cog#f)/%] in O(n’) quan-

following sequence, where all gates are applied to the ancilla

tum gates. A second QFT enables us to go back toéthe (initially set to |0)), except forCy which is the operatot)

representation.

applied on the principal register, controlled by the ancilla

The whole  process implements one iteration of the evolufthe gate sequence is also displayed in Fig. 4

tion operatorU in O(n®) operations, with exponential preci-

M(a,U) = HC He “27:HC --He (“2o2HC H.

sion. This algorithm is therefore efficient, and precision can
be increased exponentially at a cost of polynomial number oThis product is equal to
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a aU2+U_2 U+U—l 1.2 T T T T T T T T
M(a,U) = cog = - sir? — +isin
() 2 2 2 2 al ]
aU2-U2
—isiP———
2 2
+yU?
=l+ia o,+0(a?) for a<1.

In,

If we takeU=€P?,
M(a,U) =1 +ia cogpb)o,+ O(a?),

since the ancilla qubit is in thi®) state,

M (a,U) ~ e cosph),

The kick operator can then be performed -1 applica- o 260 460 660 8(I)0 1000
tions of M(e,U): ns
-k FIG. 5. Localization length computed with the slice method
U= M(a,U)" with a=—. over exact localization lengthy as a function of number of slices
Ns per iteration. Localization length is extracted afterl000 itera-
A more accurate expansion can be obtained by symmdions. Initial state is[y0)=[0), with K=1, L=5, %/2m=(13
trizing M(a,U): -\5)/82 (actual value is the nearest fraction with denominatbr 2
with n,=ny—1).
— a
M(e,U) = M(E*U>M(§'U 1) To precise the accuracy of the method, we show examples
i 5 1\ of the localization length in the localized regime as a func-
=1+iaU+U o _a_<U+U ) +0(d) tion of number of gates in Fig. 5. The convergence with
2 z 2 2 ' increasing number of slicagates is clearly seen, although
— for a small number of gates oscillations are present. Data
ThusUy=M(a,U)" up to order 2 ina. from n,=7,8 andn,=9, 10 areclose to each other due to the
In this way, once a certain precision has been fixgedan  structure of the algorithm: indeed,/ (27) is approximated
be chosen such that the error is small enough. by its closer approximantsi/ Ny, and incrementing, by 1

If we apply this strategy to the kicked Harper mpdel, thechanges every other time the value7ofNo major modifi-
method is therefore to first compute @xjK cog6)/A]  cation is seen in the numerical data for increasmgindi-
through the technique abovk=K/#%,p=1), then use a QFT cating that in this regimag does not need to be drastically
to shift to the momentum representation. In theepresen-  changed withn,. _ N
tation, the operator ekpiL cog%f)/%] can be cast in the One may think that the spectrum is a much more sensitive
form above forfi=2mm/N,, with p—m, k—L/#%, and ¢  dquantity than the localization length. In Fig. 6, we display the
—2mn/Ny. The use of a QFT then shifts back the waveconvergence for the spectrum bffor K andL small, in a
function to thed representation. parameter regime close to the fractal “butterfly” visible for

The evolution of aNy-dimensional wave function with the unkicked Harper modé¢see Fig. 24 The quantities dis-

Ny =2" through one time slice is efficient, costi@jlog N) played correspond to eigenphases, where 0|¢,a>

quantum operatiqns. Indeed, fog §Iices, one diagonal op- =expliE,)| i) for some|y,). The matrix of the operatdd of
erator in Eq.(4) is implemented in 4+@-a)+(s~1[7  £4 " (4) is built by evolving through the slice method ex-
+2(n,—a)] elementary gates, witla<n,. The number of ,3ined apove the basis vectors and then diagonalized. Con-
§I|ces fixes the precision. If one requires a fixed precisionyergence can be achieved with a few hundred time slices.
independent of the number of qubits, then the whole methog e 1o numerical limitations, we cannot present data for dif-
is efficient, iteratingU in O((log Ny)?) operationsthe most  ferent values ofi,, but we do not expect any drastic modifi-
costly operation asymptotically being the QFHowever, if  cation.

one requires the precision to increase with, then the In the subsequent sections, numerical simulations of this
method becomes less efficient. This algorithm is quite ecoalgorithm in presence of errors will be performed. To keep
nomical in qubits, since to simulate a wave function on athe computation time reasonable, we chose to use the slice
Hilbert space of dimension"2 only n,=n,+1 qubits are method with 2< 40 slices per iteration for transport proper-
needed. One should note that for large number of slices, theites (Sec. V). Although the localization length is not exactly
computation dominate the computation time although asthe correct one, the system is still localized and enables to
ymptotically the QFT dominates. In all numerical simula- study the variation of transport properties in presence of er-
tions we performed, the slice contribution was indeedrors and imperfections. For computation of the spectrum
dominant. (Sec. ), we used X 100 slices per iteration.
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C. Chebyshev polynomials
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" 1
2 ¢Ti(x) - 5Co
=0

then the error is bounded kﬁ/jv':r‘nﬁl|ck| and smoothly spread
over[—1,1]. Practically, thec,'s are always rapidly decreas-
ing, so the error term is dominated Hg,.;] and we can
choose a smalin while still keeping a good polynomial ap-
proximation off(x).

Let P(x) be a Chebyshev polynomial approximation of
cogm(x+1)]. If one wants to perform the operatdy,
=g kcodpd) on a Ny-dimensional vector wittN,=2" as in
the preceding subsection, then, for1,

Uy = o ikP(Blm-1).
Uy can be decomposed as a product of operators of the form
A(p)=€F?.
From Eq.(5),
eiﬁaf — H eiB(ZTr/NH)rdjl---djr21'1+"'+J'r.
J1 e
Since thed;’s are binary digitsdjl---djr is equal to 0 unless
all terms are equal to 1. If we denote mfr"ir(@ the mul-

In this approach, one uses the QFT as in the precedingicontrolled phase gate, which apply the phase(iekpcon-

methods to shift back and forth betweémndn representa-

ditionally on the control qubit$;---j, (if an index is redun-

tions. In each representation, the relevant operator is impledant, then it is counted only onge

mented by using a polynomial approximation of the cosines.
Since polynomials can be implemented directly through con-
trolled operations, this avoids the use of additional registers.
A commonly used polynomial approximation rests on

Chebyshev polynomials.
Chebyshev polynomialésee, for example[34]) are de-
fined by the recurrence relation

Tox) =1,

T1(X) =X,

To(X) = 2XT1(X) = Tpoa(x) for n= 2.

They are bounded by -1 and 1 prl, 1], with their extrema
smoothly distributed over this interval. f{x) is an arbitrary
function on[-1, 1] and we define, foj=0,... M-1,

1 1
M-1 m K+ mj| k+ 3
2 2 2
¢j=— > flcoq ——— | |cog —— ],
M= M M

then, for largeM,

M-1

>

1
¢ Ti(X) — =co
s 17 2

is a very good approximation dfx) on[-1,1].
If we truncate this formula to ordem,

r
Ap =11 ¢, (ﬁ(z—“) zn+~~+ir)_
e N \Nu

Since all these gates commute and since all the gates used
for the construction of, are also present in the development

of A, for r’ =r, then all the terms of the polynomi&l can

be applied at the same time as the term of highest order by
merging similar gates.

If p# 1, thenp is split into p=22m with m odd, as in Sec.

Il B. The even part 2is dealt with by applyindJ, only on
the n,—a first qubits. We then multiply the register wm
before applying the cosine kick. Sinogis coprime with the
dimension of the Hilbert spadé,=2", this operation is uni-
tary and can be performed without any additional qufuit
example with the circuit in Fig. )7

If we choose a Chebyshev polynomial approximation of
degreed, then the complexity of the algorithm i©(n,).

This method is economical in qubits, and the precision of the
approximation is easy to control. On the other hand, the
complexity increases with the precision, and this can become
prohibitive for very precise simulations. It is nevertheless

quite efficient for fixed precision computations, as can be
inferred from the fact that it is actually the method used in

classical computers to evaluate functions.

In our numerical simulations, we found that a Chebyshev
polynomial of degree 6 was enough to get a very good ap-
proximation of the wave function. This demands a much
larger number of gates than the slice method and scales badly
with ng, in ng (hereny=n; since there are no ancilla or work-
space qubjt However, some of the control-phase gates have
very small phases and are physically irrelevant. We can then
choose a precision threshold and simply drop all the gates
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FIG. 7. Circuit for multiplying the quantum registér (simple Ny

lines) by an odd classical numben (double lines.
) by ( > FIG. 9. Eigenphases of E¢) as a function of number of gates

with phases below this threshold. The distribution of theWith the Chebyshev method. System is the same as in Fig. 6.
phases of the gates computing the Chebyshev approximaﬁpebyshev polynomial of degree 6 is taken, ke(_eplng ga_tes with the
of degree 6 is displayed in the inset of Fig. 8. largest phases. /.-\n'overall phase fadqigiobal motion of eigenval-
This method of approximation is investigated in Figs. 8U€9 has been eliminated.
and 9. The localization length as a function of number of
gates is displayed in Fig. 8, for the same system parametephases can be an effective way to shorten the computation
as in Fig. 5. In Fig. 9, we display the convergence for thekeeping a reasonable accuracy. Still, the data presented lead
spectrum, in the same regime as in Fig. 6. to the conclusion that even with the elimination of a large
In both cases, the convergence is good for maximal numaumber of gates the method is clearly costlier in running
ber of gates, showing that the polynomial of degree 6 igime than the slice method to achieve similar precision.
indeed a good enough approximation in this regime of pa-
rameters. A good accuracy is achieved for a lower number of
gates, implying that dropping the gates with the smallest V. TRANSPORT PROPERTIES: MEASUREMENT
AND IMPERFECTION EFFECTS

10 . L
_ 8x10° . . . The three methods exposed above enable to simulate ef-
‘ ) ficiently the effects of the evolution operatdrof the kicked
‘ 6x10° 7 Harper model on a wave function. This produces the wave
function at a given time. An important question concerns
@ 4x10° T which quantities can be obtained through quantum measure-
ment of the registers and if the whole process including mea-
2x10° surement is more efficient than classical computation. A
=5 § separate question but also related to practical efficiency of

these algorithms is their stability with respect to errors and
imperfections while running them on a realistic quantum
computer.

In this section, we will focus on the transport properties of
the wave function. We recall that for the kicked Harper
model, for smallK,L diffusion can only takes place on the
small chaotic layer of the stochastic web. Then for larger

s s T T K,L there is a regime of parameters where all eigenstates are
log(n,) !ocahz_ed and another regime where Iocah_zed and delocal-
ized eigenstates coexigee Fig. 3. In these different param-

FIG. 8. Localization length computed with the Chebysheveter regimes, we will show that quantities measuring local-
method over exact localization lenghas a function of number of ization properties and diffusion can be obtained on a
gates. System parameters are the same as in Fig. 5,npiti  quantum computer more efficiently than on a classical de-
(dashed ling n,=8 (dotted ling, and n,=9 (solid line) (ng=n,). vice, althoug_h the gain is usually polynomial. We will th_en
Dashed horizontal line ik=lo. Chebyshev polynomial of degree 6 test the resilience to errors of these quantities obtained
is taken, keeping gates with the largest phases. Inset: number #irough the quantum algorithms, in particular through large-
gates as a function of their phase. Logarithms are decimal. scale numerical computations. The error model we chose
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corresponds to static internal imperfections. Indeed, physical 2P
realization of a quantum computer will never be perfect, and h(6,n) = w
H

some amount of disorder will always be present. In particu-

lar, interactions between qubits, which are needed to build n+Ny/2 L 2
the two-qubit gates, cannot in general be totally eliminated x| D (m)e (TPNHQm - n)7g2imme/Ny
when they are not needed. These static imperfections are not m=n-Nyy/2+1

linked to interaction with the outside world; they have been (7)

shown to give important effects, which can be larger than the
effects of noisy gate§l2,35,36. To model such errors, be- where the Gaussian for simplicity is truncated for values
tween each gate we require that the system evolves throudarger thanNy/2, (m) is the wave function in momentum

the Hamiltonian representationP (Q) is the number of cells in the momen-
_ tum (position) direction,N,=2" is the dimension of the Hil-
Hl‘z (Ao + ‘Si)"/iZJrEJiU’iK")i:l’ () bert space, an®=N,,6/(27Q). We note that methods to
I |

compute phase-space distributions on a quantum computer
where theo; are the Pauli matrices for the qubitand the  were discussed ifi13,32,4Q.
second sum runs over nearest-neighbor qubit pairs on a cir- In Fig. 10 we show the spreading of a wave packet along
cular chain. The energy spacing between the two states ofthe stochastic web for different numbers of qubits and differ-
gubit is represented by its average valsgplus a detuning ent strengths of imperfections. In this picture, the size of the
& randomly and uniformly distributed in the intervél classical phase space is fixed, and the number of qubits gives
-6/2,6/2]. The detuning parametérgives the width of the the value ofi. A diffusion process is observed, which can be
distribution near the average valdg and may vary from related both to the classical diffusion on the stochastic web
0 to A,. The couplings); represent the residual static inter- (Fig. 2) and to the effect of quantum tunneling from cells to
action between qubits and are chosen randomly and unfells. The diffusion constant is seen from Fig. 10 to depend
formly distributed in the interval ont#; it also depends oK, L (data not shownand is clearly
[-J/2,J/2]. We make the approximation that this Hamil- different from the classical diffusion consta@ompare the
tonian (6) acts during a timer, between each gate which is different times in Figs. 2 and 10In this near-integrable
taken as instantaneous. Throughout the paper, we take [§gime, the tunneling process is quite complicated and was
general one single rescaled parametevhich describes the recently studied if29]. In the same figure, one can see that
amplitude of these static errors, with 574=J7,. To probe with moderate levels of imperfections the exact Husimi dis-
the transport properties of the kicked Harper model on dribution is well reproduced by the algorithm.
quantum computer, we chose to getonstant; in this way, To probe transport properties in this regime, one can start
changing the number of qubits is equivalent to changing th& wave packet in the stochastic web and let it evolve. After a
size of phase spacadding one qubit doubles the size of the certain number of time steps, the diffusion constant can be
phase spage The only exception is in the first following obtained from measurement of the wave function. As the
Subsectior(near-integrame regimewhere the phase_space number of components of the wave function or of the Husimi
volume is constant andl varies with the number of qubits. distribution becomes exponentially largergsincreases, the
Throughout this section, effects of imperfections will be as-best way is to use coarse-grained measurements: measuring
sessed using the slice method to implement @). There- ~ only the first qubits adds up the amplitudes squared of many
fore the presence of one ancilla qubit implies thgtn, +1 neighboring components and limits the number of measure-

in all of this section. ments to a fixed value. This can be done to the wave function
_ _ _ directly in the momentum or position representation or to the
A. Near-integrable regime: Stochastic web Husimi function provided all the values are kept on a quan-

For K,L very small, the classical system is near inte-tum register. For example, the Husimi-like function devel-

grable: quantum transport is dominated by the presence éfPed in[13] can be obtained by modified Fourier transform
invariant curves. Motion from cell to cell can take place only from the wave function and allows the use of coarse-grained

by tunneling effect or by moving in the small chaotic zone measurements. If one starts a wave packet on the stochastic
around separatrices. In the caéeL, this small layer forms ~Web, it will diffuse according to the laws(t)?) =~ D¢, with s
a “stochastic web{see Fig. 2 which extends in bott# and  being a distance in phase space &qdhe diffusion constant.
n directions. A wave packet started in this region will slowly Performing time evolution up to a tim requirest* quan-
diffuse along this web. This process is best seen using quatidm operations multiplied by logarithmic factors. At this
tum phase-space distributions, which allow direct comparistage, a fixed number of coarse-grained measurements is
sons between classical distributions such as the ones in Fig.enough to give an approximation bf. On a classical com-
and 2 and quantum wave functions. puter, one can truncate the Hilbert space up to the maximal
The Wigner functior{37,38 is an example of such quan- dimension effectively used in the calculation, which is of the
tum phase space distribution. However, it can take negativerder yt*. Propagating the wave packet will castyt* clas-
values, and only a smoothing over cells of afiegives non-  sical operations, after whicBs can be obtained. Therefore
negative values. The use of a Gaussian smoothing leads tbe quantum computation is polynomially faster than the
the Husimi distribution(see, e.g.[39]) which in our case is classical one. Methods which use an ancilla qubit to measure
defined by the formula the value of phase-space distributions at a given point such
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FIG. 10. (Color onling Example of Husimi
distribution of a wave packet spreading on the
stochastic web; her&=L=0.5, =27 X 64/2%
(8Xx8 celly, initial state is a Gaussian wave
packet of ared started half a cell above the cen-
ter of the figure, after 100 iterations using 2
X 40 slices per iteration. Lefe =0 and from top
to bottom n;=14, n=11, n=8 (ng=n,+1).
Right: n,=14 and from top to bottore=1075, ¢
=107, ¢=10"* Color/grayness is related to am-
plitude of the Husimi function, from zerlue/
black) to maximal value(red/white. Compare
with the classical diffusion in Fig. 2.

A -

as the ones 132,40 will necessitate extra measurementst, for various parameter valuety,being the timgnumber of
since they cannot be used to perform coarse-grained me#erationg for which the error on the Husimi functions is half
surements efficiently. Still, by reducing,L as n, is in-  the mean value of that function on the stochastic web.
creased, one can keep the number of large components of the The numerical data suggest the law
Husimi function of the wave packet of ordBl, (instead of
N2). In this case, the Husimi function measured on the an- t, = Ch/(s“ng), (8)
cilla qubit of [32] is efficiently measurable. This is formally
an exponential gain over direct classical simulation sincewith «=1.02+0.02 (compatible with a«=1) and pB
measuring one component of the Husimi distribution at a=1.23+0.09 withCy,~0.007. This law is polynomial in both
fixed timet will be logarithmic inN,. The same happens for & andng, which indicates that even though individual values
coarse-grained measurements at fixe®till, as# goes to  of the Husimi function can be exponentially small, the effect
exponentially small values the dynamics for fixedill be-  of imperfections remains small compared to these individual
come very close to the classical one, so it is unclear whiclvalues for a polynomial time. This means that such quantities
new information can be gained this way. can be reliably obtained in presence of moderate levels of
To clarify the stability of these algorithms with respect to imperfections. More work is needed to understand the pre-
errors, in Fig. 11 we show quantitatively the effects of im- cise origin of the law(8). We note that irf11] where random
perfections on the Husimi distributions for a wave packetnoise in the quantum gates were used as main source of
spreading on the stochastic web for various numbers of querrors a similar polynomiglbut differeny law was found for
bits and imperfection strengths. We computed the time scalthe relative error on the Husimi function.
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FIG. 12. (Color onling Example of wave function in the local-
ized regime. Her& =1, L=5,%/(27)=(13-\5)/82 (actual value is
the nearest fraction with denominatd ) initial state is|¢)=|0),

+ after 1000 iterations using 5240 slices per iterationn,=8 (n,

FIG. 11. Effects of imperfections on the Husimi distribution of a
wave packet spreading on the stochastic web; eré =0.5,
=27 X 64/2% (8 X8 celly, initial state is a Gaussian wave packe 5
of areaf started half a cell above the center of the Fig. 2, and="r+1), from bottom tg tops=0 (black, solid ling, £=10"" (red,
iterations are made by the slice method using 4D slices per dashed ling ande=10" (green, solid ling In the center, the first
iteration. Straight line is the lay8) with a=1 andB=1.23. Crosses two_ curves are superposed and indistinguishable. Logarithm is
corresponds to various values ef(10°<e<10%) andn, (5  decimal.

<n,<14, with nyj=n,+1); averages were made over all Husimi
r q r

components inside the stochastic web and up to 100 realizations G saturation regime where the wave function is spread on a

disorder for eacl value. Inset: average relative error of the Husimi domain of size=I. Classically, in the parameter regime
function sh=(|h,—he|)/(hg) on the stochastic web foe=107 where the system is chaotic, the dynamics is diffusive

(dashed ling s=10"*5 (dotted ling, £=10" (solid line), and n, (n(t)>)=Dt with a diffusion constanD which depends on
=10 (ng=n,+1). Average is taken over all Husimi components in- parameters. One can expect the wave packet to follow for
side the stochastic web and 10 realizations of disorder. Logarithmshort time this diffusive behavior which will stop when a
are decimal. spreading comparable to the localization length is reached. In
this case, the wave packet needs to be evolved until a time
B. Localized regime t* ~12/D. Classically, one needs to evolve a vector of di-
mension~| until the timet*; this needs~I® classical opera-
WhenK is large enough for the chaotic zone to take mostions. On a quantum computer, once the precision is set, the
of the classical phase space, a classical particle will propahree algorithms above need only a logarithmic number of
gate diffusely in phase space. In contrast, for moderate vayates to perform one iteration, so the total number of gates is
ues of trle parametdf, all the eigenstates of the evolution ~|2_ Thijs gives a polynomial improvement for the quantum
operatorU of (4) are localizedsee Fig. 3. This localization  algorithm. It is known that in the delocalized phase, the wave
is a purely quantum phenomenon due to interference effectgacket can spread ballistically for some regimes of param-
and similar to the Anderson localization of electrons in sol-eter. If this extends to short times and to the localized re-
ids. In this parameter regime, an initial wave packet willgime, then the gain becomes quadratic.
have projections on only a small number of exponentially In Fig. 12, an example of a localized wave function is
localized eigenstates. Thus after a few iterations of the maghown for different imperfection strengths. A£0, the ex-
the wave packet will stop spreading and stay in a region oponential localization is clearly visible, the exponential de-
momentum space of size given by the localization length. Arcay being leveled off at very small valuégl(T?’O) only by
example of such a wave function is shown in Fig. 12. numerical roundoff. For larger values ofthe localized peak
In this regime, it is possible to measure the localizationis still visible with the correct amplitude, but a larger and
lengthl efficiently. Indeed, most of the probability is concen- larger background is visible, until the peak disappears.
trated in a domain of sizk If one performs a coarse grained  To analyze in a more precise way the effects of imperfec-
measurement of the wave function—i.e., only the most sigtions, we have to specify the observable that is used to get
nificant qubits are measured—the number of measurementie localization length. On a classical computer, different
will set the precision in units of. Thus once the desired data analyses can be used to calculate the localization length
relative precision is fixed, the number of measurements ifrom knowledge of the wave function. A first way consists in
independent of or n,. Nevertheless, if one starts from an extracting the second moment of the wave funciiaiin)?),
easily prepared initial wave packet—for example, on a singlavhich gives an estimate dfonce the saturation regime is
momentum state—one has to evolve it long enough to reacteached. One can also compute the inverse participation ratio
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FIG. 13. Example of IPR with imperfections as a function of

time, in the localized regime. Parameters values are the same as in FIG. .14' IPR as a function of imperfection strength n the Ioc_al-
Fig. 12, n,=8 (n;=n,+1), from bottom to topz=0, =107, & ized regime. Parameters values are the same as in Fig. 12pwith
. y M= q—''r ] — Y, - 3

-10% and £=103 Data from =0 and e=107 are =7 (solid line), n,=8 (dotted ling, n,=9 (dashed ling andn,=10
indisti]wguishable. (long-dashed ling(ny=n,+1). Averages were made over up to 10

realizations of disorder. Inset: fidelity as a function of imperfection
(IPR) é=1/3,|#(n)|*. For a wave function uniformly spread strength in the localized regime, with same parameter values and
over M states this quantity is equal td, and therefore it line codes as in the main figure. Logarithms are decimal.

also gives an estimate of the localization length. At lasan ] ] ) )
be measured directly by fitting an exponential function€éXact value wh|I(_e th.e IPR is already quite far off. Tr_ns can be
around maximal values af. understood qualitatively from the data shown in Fig. 12. In-

For an exact wave function, all three quantities give simi-deed, the effect of moderate static imperfections is to create
lar results. On a quantum computer, they may have ver{ Iarg_er and _Iarger background_ over vyr_uch the localization
different behavior with respect to imperfection strength. In-P€ak is superimposed. The IPR is sensitive to the presence of
deed, it was shown in generfl1,41 that the second mo- this background, while by its very definition the curve-fitting
ment is exponentially sensitive to the number of qubits inStratégy isolates the localization peak from the bapkgr.ound
presence of imperfections, making it a poor way to get infor-and is therefore more robu;t. The datg presented in Fig. 15
mation about transport properties. The IPR was shp#ii show that t_h|§ pegk kee_:ps its shape with relatively good ac-
to be polynomially sensitive to both number of qubits andcuracy until its final disappearance, even though a large
imperfection strength. Still, the IPR may be difficult to mea-
sure directly on a quantum computer. On the other hand, the
direct measurement ofby fitting an exponential curve on a

30 T T T

- . . n=7
coarse-grained measure of the wave function was shown ir ~ t  ____ n=8
[41] to be an effective way to extradtfrom a quantum [  _____ n'=

computation of the wave function. It is therefore interesting ——— n=10
to study the behavior of both latter quantities with respect to I
imperfections.

In Fig. 13, the time evolution of the IPR is shown for =
different values of the imperfection strength. For0, the
wave packet first spreads foxt*, and then the IPR be-
comes approximately constant and close to the localizatior 1°f
length. For larger values of, the wave packet spreads to
much larger parts of phase space, but the IPR still saturate
after some time to a value which dependssoandn,.

The average value of this saturation value is shown in Fig.
14 as a function ok for different values ofn,. Figure 15 0_7 ' _'6 : _'5 : ) : 3
shows the localization length obtained from curve fitting for log(e)
the same wave functions. For large enough values, dlfie
IPR grows very quickly, in a manner which seems exponen- FIG. 15. Localization length as a function of imperfection
tially dependent omg. The result of the curve-fitting strategy strength in the localized regime. Parameters values are the same as
is roughly similar, but shows an intermediate regiif®&® in Fig. 12, with averages made over up to 10 realizations of disor-
~ 10 for our data where it is still reasonably close to the der. Logarithm is decimal.
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chunk of its amplitude has been transfered elsewhere by im- 4 T T -
perfections. The inset of Fig. 14 shows the fidelity of the +

same wave function (t) =|(y(t) | ,.(t))|?> where|y(t)) is the

exact wave function anfif,(t)) the one in presence of im- 427 T

perfection$. It is interesting to note that the localization
length and IPR can be quite well reproduced even for values

of & where the fidelity is already quite low. —44r S§ 1
A more precise analysis can be developed from the effeciv
of imperfections on the eigenstates of the unperturbed evo= it

lution operatorU in Eq. (4). These eigenstatdg;,) can be +
written as a sum over momentum stales, which coincide
with quantum register states of the quantum computer wher

. . -48 .
the system is in momentum representation:
Ny
— m _5 L L 1
|‘/’a> zl Ca |m> ) © 3.6 3.7 3.8 3.9 4

. : . . log(n;n,")

In the localized regime, the eigenstatég) are localized
with localization lengthl; therefore, thecy are significant FIG. 16. Critical value ofs (error strength as a function of
only for ~| values ofm, with an average value of 1J. parameters foK=2, L=27, with other parameter values the same
Using perturbation theory, one can estimate the typical maas in Fig. 12.e. is defined by a saturation value of IPR twice the
trix element of the imperfection Hamiltoniaf6) between unperturbed value. Averages were made with up to 10 realizations

eigenstates. For the first term of ), this gives of disorder. Solid line is the formuléll). Logarithms are decimal.

-~ threshold for the transition to quantum chaos presented for a
Viyp~ <¢b|21 G0i Tgng|¢a> quantum computer not running an algorithm[85].
= When perturbation theory breaks down, it is usually ex-
pected from earlier works on quantum many-body physics
(100 [35,47 that the system enters a Breit-Wigner regime where
the local density of states is a Lorentzian of half-width
~ 2m|Vyy?/ A, according to the Fermi golden rule. This im-

~ Tl

Ny ng
> cgep(n> goflm)
i=1

mn=1

whereNy=2" is the dimension of Hilbert space on whith 4
acts,r, is the time for one gate, and the term duetgn Eq. pllithhatlt/ill\le 'PhR growsl "kT/A n~ &My g?\ll\l WherehA
(6) is not taken into account since it can be eliminated easily, H i 'Sbt e‘l’hmean eve sp}acn(%i ) Hsgcet r(?re
This estimate(10) is an approximation, since the action of ~ is an ancilla qubit This is not confirmed by the data shown

. .o~ . . n Fig. 17, which suggest that the IPR scales likeThis
Eq. (6) is separated from the action bfand in reality they indicates that in our system we are in a regime different from
are intertwined and do not commute. In E40), only ~I

the golden rulgBreit-Wignen regime.
neighboring quantum register states are coupled thraygh g « gney reg

terms of different detuning; (with random sign This term 3 . . . . . .
therefore gives on averagegy nq/ JI. The second term of
Eg. (6) in the same approximation will be the sum f An=
terms, each coupling one stdte) with another state differ- 251 on=8 i
ing by two neighboring qubitf)=|m+r). So a statei,) is ons= 1
coupled significantly only to statesy,) localized at a dis- oL Xxn=10 P
tancer in momentum fromji,). Therefore the same estimate A
applies, and overall one can estimatg,~ eng\ nq/\l

One can suppose that the IPR will become large whenc» 15 i
perturbation theory breaks down. This happens wignis o
comparable to the distance between directly coupled state 1t o A i
A.. From the arguments above, one expects that one state i ? A A
coupled to~I states so that this distance &5~ 1/l. The
threshold when IPR or localization length become large is %% [ 1
thereforeV,,~ A which corresponds to

ec~ Co/(ngVng\1), (12) g -45 -4 35 -3

. . . log(e)
whereC, is a numerical constant ang is number of gates

per iteration,n; number of qubits, and the localization FIG. 17. IPR as a function of. Parameters values are the same
length. Figure 16 is compatible with this scaling, with asin Fig. 16. Solid lines correspond to the dependeice. Loga-
Cll\l~0 3. We note that this threshold is similar to the rithms are decimal.
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Such a regime is present for large perturbation strength ir 0 '
many-body systems. It is indeed known that for large enough
values of the couplings, the system leaves the golden rule
regime and enters a new regime where the local density o
states is a Gaussian of width given by the variaoc&he
variance can be approximated b?sz#thsz 2nng. In
this regime the IPR is given by/A,~engvngN, which is
consistent with data from Figs. 14 and 17. This regime is
known to supersede the golden rule regimelfor o, which
should therefore be the case for our system. This implies tha
the relevant time scale for the system to remain close to the
exact one is 14. For the largest values of,, the data in Fig. -30
17 show some departure from this law, which may be due
simply to statistical fluctuationghe averaging is made over
more instances for smaller,) or a shift toward the golden 40 , ,
rule regime for largen,. -400 -200 0 200 400

The scaling laws obtained in this regime show that for n
£ <&, With & given by Eq.(11), the system is still localized FIG. 18. (Color onling Example of wave function in the par-
in presence of imperfection;, and the Iocaliz_atic_)n length iﬁially delocalized regime. Her&=2, L=5, #i/(2m)=(13-\5)/82
close to the exact one. In this case, the localization length ig,ctyal value is the nearest fraction with denominatby, anitial
correct for very long times, much longer than for examplesate is|y)=|0), after 100 iterations using240 slices per itera-
the fidelity decay time. For larger, the system with imper-  tion, n, =8 (n,=n, +1), from bottom to tops=0 (black, solid ling,
fections is delocalized. We still expect it to be close to thez=10"7 (red, dashed line and =103 (green, solid ling In the
exact one up to a time—l/a~1/(8ng\5nq). center, the first two curves are superposed and indistinguishable.

Logarithm is decimal.

§ |

—10 ]

C. Partially delocalized regime can be found by subtracting the localized part. Even though

For larger values oK at L fixed, the system enters a the plateau ha;_ not yet reached its final distributio_n, its inte-
partially delocalized region. In this regime, there is a coex-grated probability is related to the number of eigenstates
istence of localized and delocalized eigenstates. An initiaWhich are delocalized at these parameter values. This infor-
wave packet will have significant projections on all delocal-mation enables us to monitor the transition precisely for dif-
ized eigenstates but only on neighboring localized eigenfe_rent values oK andL, nontr|\_/|al mformatlo_n as seen from
states. After a certain number of time steficks) the part Fig. 3 The number of operations for clas_S|ce}I and quantum
corresponding to delocalized states will spread in all the sys@lgorithms are the same as for the localization length, and
tem, while the localized part will remain close to the initial therefore the same polynomial gain can be expected. Another
position. Figure 18 shows an example of a wave packet iniduantity which can be readily obtained is the quantum diffu-
tially at n=0 after 100 iterations in this regime, displaying an Sion constant. Indeed, away from the liKe-L, it is known
exponential peak corresponding to localization superimposetiat & quantum wave packet initially localized in momentum
on a plateau which spreads with time to larger and largeWill spread anomalouslyballistically) with the law (n(t))
momentum. It is known that the spreading of the wave™~ D,t%. Classically, estimating the diffusion constant requires
packet in this regiméfor large enough timeis ballistic away ~ one to simulate the system until some titieThis requires
from the lineK=L and diffusive on this line. one to evolve~t* quantum states until the time&, making

In this regime, as above a coarse-grained measuremefite total number of operatior (t*)% On a quantum com-
can give the localized part with moderate accuracy, thus erputer, one time step requires a logarithmic number of opera-
abling one to compute the localization length. As in the pretions, so the total number of operations-i¢* (t* iterations
ceding part, the gain over classical computation will be poly-followed by a constant number of coarse-grained measure-
nomial. As concerns the delocalized part of the wavementy, a quadratic gain compared to the classical algorithm.
function, it seems at first sight that getting information on it Close to the lineK=L, the quantum diffusion becomes nor-
is difficult, since it takes very long time to reach its satura-mal with the law(n?(t)) =~ Dt. In this regime, the same com-
tion distribution (it has to spread diffusively or ballistically putation gives a number of operation(t*)%? classically
through the whole systemand this distribution itself is compared to~t* for the quantum algorithm, with still a
spread over the exponentially large system. Still, after a timgolynomial gain. Such computations can give quite interest-
large enough for the wave packet to spread beyond the Idng results, in particular to specify precisely which kind of
calization length, the structure of the wave function can beliffusion is present in the vicinity of the link=L, a ques-
seen very clearly from coarse-grained measurements whosien which is not definitively settled.
number is on the order of the localization length. Once such Effects of different strengths of imperfections can be seen
a coarse-grained measurement has been performed and iheFig. 18. For moderate values ef a flat background of
localization length found by fitting an exponential function larger and larger amplitude is created by the imperfections.
around the maximum, the relative importance of the plateawWhen this background reaches the values of the plateau due
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FIG. 19. Example of IPR in presence of imperfections as a

function of time in the transition regime. Her&=4, L=5,

h/(Zw)=(13—\s“§)/82 (actual value is the nearest fraction with de-

nominator 2r), initial state is|)=|0) with 2 40 slices per itera-
tion, n,=8 (ng=n,+1), from bottom to tope=0, 6=10"", =10,
ande=10"3. Data frome=0 ands=10" are indistinguishable.
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FIG. 20. Critical value ofe (error strength as a function of
parameters foK=10, L=27 with other parameter values the same
as in Fig. 18.¢. is defined by a saturation value of IPR twice the
unperturbed value. Averages were made with up to 10 realizations
of disorder. Solid line is the formulél2). Logarithms are decimal.

to delocalized states, information on these delocalized states €NgVNg/ VN with BNy, other eigenstates. This will be the

is lost, but the localized peak remains umtils large enough

dominant effect, since these couplings lead perturbation

to destroy it. This is visible also in Fig. 19 which displays the theory to break down much earlier than for the purely local-
time evolution of a wave function in this transition region. ized system. Indeed/y,, is comparable to the distance be-
The data for: =0 show the spreading of the wave packet dugtween directly_coupled statea.~1/Ny~1/N (since N

to delocalized eigenstates; the IPR does not reach the dimefi2Nn) for engvng/ VN~ 1/N, which corresponds to

sion of Hilbert space since part of the amplitude does not
spread due to localized states. For intermediate values of

gc = Col(ng\ngVN), (12)

the spreading concerns more and more of the total amplitude,

increasing the IPR, until a large enough value @ reached
and the wave function is completely delocalized.

In this regime, the analysis of the preceding sectio

should be modified. Indeed, a certain fractigrof the Flo-

quet eigenstatel),) of U (unperturbedlin Eq. (4) are not
localized. For these delocalized states, dli®f Eq. (9) have
small nonzero values-1/YNy for all m. The estimation
Viyp™~ sng\s’nq/\fl for the typical matrix element of the imper-
fection Hamiltonian(6) between eigenstatdss,) and | )
remains correct only ify,) and|,) are both localized.

If |4 and |y, are both delocalized, one ha§~cj

~1/\5N—H in Eq. (10) for most m,n. This implies that the
quantities SyH,cl'cl, previously of order 14l, becomes
~1/yYNy (sum of Ny terms of order~1/Ny with random

signsg. This modifies the estimate fov,,; with the same

reasoning as in the localized case, one h¥g,
~ engVng/ VNy.
If one of the stateg),) and|) is localized and the other

one delocalized, theB}H, clcf is the sum of terms of order

~1/(\1\YNy) with random signs, which is of order1/VNy.

This gives the same estimateyp~eng\s’nq/\fNH for the ma-

trix element as if both states were delocalized.
Therefore, if a proportiorB of the unperturbed Floquet

whereC, is a numerical constanty the number of gates per
iteration,n, the number of qubits, and=2" the dimension

rof the Hilbert space of the quantum computer. Figure 20 is

compatible with this scaling, witl,~7.4.

In this regime, the critical interaction strength drops there-
fore exponentiallywith the number of qubits, in sharp con-
trast with the localized regime. This effect has been noted for
a different system if43] and is similar to the enhancement
of weak interaction in heavy nucldi44]. The physical
mechanism is that the much smaller coupling term between
states is compensated by the even smaller distance in energy
between coupled states. This result implies that even for
moderate number of qubits, a small interaction strength is
enough to modify enormously the long-time behavior of the
system: saturation values of the IPR are very much affected
by the perturbation, much more so than in the localized re-
gime. However, for short time the behavior of the system
should be close to the unperturbed one, implying that the
measures suggested to get interesting information, such as
relative size of the plateau and diffusion constants can still be
accessible.

Figure 21 shows examples of the growth of the IPR as a
function of K and imperfection strength. In the partially de-
localized zone, the figure shows a growth of the IPR wWith

eigenstates are delocalized, both localized and delocalizesthich is strongly affected by imperfections. An interesting

eigenstates will have matrix elements of ord&,

quantity is the value of the transition point between localized
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FIG. 21. IPR in presence of imperfections as a functioi of
the transition regime. Her&=27, #/(2m)=(13-5)/82 (actual FIG. 22. Shift of the transition point due to imperfections as a
value is the nearest fraction with denominatdr)2initial state is  function of imperfection strength ang,. Parameters values are the
[40)=|0), IPR is shown after 100 iterations using<20 slices per ~same as in Fig. 21, with averages made over up to 10 realizations of
iteration, andn,=8 (nq=n;+1), with averages made over 10 real- disorder. Solid line corresponds to the dependeki€g engyVngN.
izations of disorder. Logarithms are decimal.

and delocalized states. In systems such as the Anderson
model investigated ii30], the transition point is well de-
fined, since all states are localized or delocalized on one sid€g, ", = : o .
of the transition. In the case of the kicked Harper model therg\’hICh |mperfect|.ons destroy the I_o.callzatllon properties OT the
is some arbitrariness in the definition. We chose as transitiogyStem- In particular, the transition point is exponentially
point the valueK, (at L fixed) for which the IPR isN,/4 sensitive to the number of qubits. This sharp difference be-

=N/8 (even for a totally delocalized state, the IPR is actuallytween localized and delocalized regime can be easily seen on
often Niy/2=N/4 instead ofN,; due to fluctuations In the ~ €xperiments: the long-time behavior of the system will be
partially delocalized regime, the IPR at fixédshould grow  Very different in both cases. Still, the algorithms presented
with &. If the system is in the Breit-Wignefgolden rule can be useful in delocalized regime in presence of imperfec-
regime, the IPR should grow 49 A, whereA,~ 1/N is the tions, even fore>g.. Indeed, the system ShQU_|d remain
mean level spacing anid~ 27T|Vtyp|2/Ac~82ngnQ' We there-  close to the exact one up to a timel/o~ 1/(engyng) as in

fore expect the transition point to move with imperfectionsthe localized regime, so measurability of physical quantities
asF/An~sZn2nqN. On the contrary, in the Gaussian regime,

the IPR grows likeo/ A, wherea~zi19qu. In this case the 3 T T

transition point should move asi;VngN.

Figure 22 shows the data numerically obtained for the
shift of the transition point due to imperfections. It indicates
thatAK,~ sng\s’nqN agrees with the data, Wheraa?ﬁgnqN is
a much less reasonable scaling varia@data not shown
The data therefore seem to indicate that in the partially de-
localized regime as in the localized regime, the IPR grows as%‘
engVngN, as does the shift of the transition point. This result 2
is in sharp contrast with the findings [#0] for the Anderson
transition, which was shown to scale polynomially with the
number of qubits. In our case, the presence of delocalizec
state coexisting with localized states makes the delocaliza:
tion much easier in presence of imperfections.

Figure 23 shows the scaling of the IPR as a function.of
For small values ofy, the IPR without imperfections is al- 15,5 ) Y
ready a large fraction of Hilbert space dimension, so data are log(e)
meaningful only fom, =9. Still, data shown in Fig. 23 seem
to indicate that the regime whege« ¢ is present, confirming FIG. 23. IPR as a function of for K=10, L=27 with other
that the system is in a Gaussian regime rather than in thparameter values the same as in Fig. 18. Solid lines correspond to
golden rule regime. the dependencé«xe. Logarithms are decimal.

The scaling laws obtained in this regime show that there
ng an exponentially small value; given by Eq.(12) above

On=9
xn=10
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=2" which can be efficiently built; for example, it can be the
state 2"’?S,|n), which can be obtained fron0) with n,
Hadamard gates. Once the stfigy) is realized, it can be
transformed wittm, Hadamard gates on the first register into
2725 ). We have seen that the evolution operator
U can be implemented in polflog Ny) operations by the
three strategies exposed in Sec. Ill. Therefore we can apply
AR APy powers ofU on the second register controlled by the value of
N i ~=§L"-‘{i‘l the first register. This yields 2/2%,|t)|U%g) in O(Ny) op-
e b erations, up to logarithmic factors. A QFT of the first register
will yield peaks centered at eigenvalues of the operator
) )+ . . . . . .
- 3 Thus measurement of the .f_lrst. register will give an eigen-
,‘liﬁi:! ' i, value ofU with good probability inO(N) operations includ-
g ™ ing measurement. A drawback of this approach is that peaks
have additional probabilities on nearby locations, and since
the number of eigenvalues i, measuring the precise
hf2x shape of all peaks will be inefficielO(NZ) operationg A
more precise, although slower, method is to use amplitude
amplification[46] (a method derived from the Grover algo-
rithm [3]) to zoom on a small part of the spectrum. This
enables to get the precise values of all eigenvalues in a given
will eventually rest on the comparison of this time scale withinterval. The total cost will bed(NyVN,,) operations. This
the time for the system to show the delocalization plateaumethods which uses Grover’s search on phase estimation can

On the contrary, in the localized regime for moderate levelgye seen as a process reverse to quantum coujdtfigwhere
of imperfections the localization length can be measured fobhase estimation is used on the Grover opeyator

e,
S .
Ei:gé?g;:}ﬂ(,

N

-
“HikE

FIG. 24. Eigenphases of the Harper oper&®ras a function of
# for K=L=103 n,=8.

very long times. Calculating the spectrum by direct diagonalization of a
Ny X Ny matrix such as the one of the operatbiof Eq. (4)
V. SPECTRUM: MEASUREMENT AND IMPERFECTION requires in general of the order &F, classical operations.
EFFECTS

However, in the case of the operalarof Eq. (4) there is a

Another type of physical properties which can be obtainedaster classical method similarAto the quantum phase estima-
through quantum simulation of the kicked Harper modeltion algorithm: one iteration ot) can be computed classi-
concerns the spectrum of the evolution operatbr This ~ Cally in O(Ny) operations(up to logarithmic factorsby us-
spectrum has been the focus of many stugee, e.g[23]):  Ing the classical FFT algorithm to shift betweenand ¢
it shows multifractal properties, and transport properties ~ 'epresentations and multiplying by the relevant phase in each
calized or delocalized statesre reflected in the eigenvalues, fepresentation. lterating this procels times and keeping
as well as dynamical propertiéshaotic or integrable states ~€ach intermediate wave function cost¥Ny) operations.
Additionally, for smallK=L, this spectrum will be close to Then a FFT enables to get the spectrum Wf with
the famous spectrum of the Harper mod@#lofstadter but-  O(Ny log Ny) operations. This method was advocate 48]
terfly”), which shows fractal propertigd5], as can be seen for getting the spectrum of the kicked Harper model. There-
in Fig. 24. fore it is possible to get the spectrum cIassicaIIyO(i\Iﬁ)

To get information about eigenvalues, we can use th@perations up to logarithmic factors. Thus the quantum algo-
phase estimation algorithm. This algorithm, at the heart ofithms explained abov¢O(N,) operations for one eigen-
the Shor algorithm, proceeds by transforming the statealue with unknown precisionQ(NyVNy) for all eigenval-
) into Z|t)|U'g). Then a QFT of the first register will  ues in a given small intervhlrealize a polynomial gain
give peaks at the values of the eigenphasedJoffo be compared to the classical ones. It is important to note that
efficient, this process should be applied to operatdrfor  although the number of operations needed is only polynomi-
which exponentially large iterates can be obtained in polynoally better in the quantum case, the spatial resources are ex-
mial number of operations. [j#5] it was suggested that even ponentially smallexlogarithmic number of qubits compared
if this condition is not fulfilled one can obtain approximate to the number of classical bjts
eigenvalues exponentially fast provided one starts from an The Figs. 25-27 show the spectrum of the kicked Harper
initial state|y) already close to an eigenvector. In the case amodel in presence of errors for both slice and Chebyshev
hand, we do not know how to get exponentially large iteratesnethods. The error model chosen is the static imperfection
in polynomial time or how to build a good approximation of Hamiltonian(6) as in the preceding section. The evolution
the eigenvectors without knowing them. We therefore sugoperator was computed by evolving basis states in presence
gest a third strategy, which is more generally applicable thawf errors and then diagonalizing the resulting operator. The
the ones above, but does not yield an exponential gain.  spectrum shown corresponds to smé#L, where the spec-

We first build the stat&Nt)] ), where|y) is an ar-  trum is close to the “Hofstadter butterfly,” as can be seen in
bitrary quantum state on a Hilbert space of dimendign  Fig. 24. Only 16 eigenvalues are shown. Overall phase shifts
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FIG. 25. Eigenphases of the evolution operaloof Eq. (4) as a FIG. 27. Eigenphases of the evolution operaiaof Eq. (4) as a
function of imperfection strength. The slice method is used with 2function of imperfection strength. The Chebyshev method is used; a
X100 slices to compute the operator. The 16 eigenphases closest@hebyshev polynomial of degree 6 is taken, keeping all gates. The
0 are shown. Here,=6 (nq=n,+1), h=21/25 (actual value is the 16 eigenphases closest to 0 are shown. Hgre6 (ng=n,), %
nearest fraction with denominatof)2andK=L=10"3. An overall ~ =27/25 (actual value is the nearest fraction with denominafy 2
phase factorglobal motion of eigenvalugshas been eliminated. andK=L=1073. An overall phase factofglobal motion of eigen-
Logarithm is decimal. value$ has been eliminated. Logarithm is decimal.

due to errors were eliminated since it seems reasonable the

can be estimated and compensated. It is clear from the da aobably to a perturbative regime, since small values afe

: S nvolved. For the Chebyshev method, our data indicate that a
presented that eigenvalues are much more sensitive ﬁo

strength of errors than transport properties. Numerical Iimi-oc\)’gfjr ;i\éilrg];er?r:issligl:al?jdﬁsv?%g;tgi Sg';ig]itizgg tzeggg-

tations prevented us to find the scalingnipof error effects, goo iracy. . pected,

but Figs. 26-28 show the scaling with respecistat con- tablished in Sec. Il that this method necessitates more gates

stantn ' for a similar accuracy, and each gate introduces errors. The
"

In the case of the slice method, the average error on thgcallng of errors with respect te indicates the lawAE

. ) i . . : ~eg® with a=1.3.
eigenvalue is clearly linear in. We think this corresponds

0 : : 2 . . .

= +/+ . 1t A
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— /+/ — /”’
L e Ll -
4 2f -+ . 4 ot s .
> Rl 53 P
8 + < -
LA g
/ﬂ-’ _b /,’
-3r .b,"T' b -1 -~ E
A A
4 +-
_4 1 L -2 1 1 L
-10 -9 -8 -7 -10 -9.5 -9 -85 -8
log(e) log(e)

FIG. 26. Average errofin units of mean level spacin@f com- FIG. 28. Average errofin units of mean level spacingf com-
puted eigenphases through the slice method as a function of impeputed eigenphases through the Chebyshev method as a function of
fection strength; parameters are the same as in Fig. 25, and averagewerfection strength; parameters are the same as in Fig. 27, and
were made over all eigenvalues and over 10 realizations of disordeaverages were made over all eigenvalues. Dashed line corresponds
Dashed line corresponds XE«¢. Logarithms are decimal. to AEx 13 Logarithms are decimal.

056218-17



B. LEVI AND B. GEORGEOT PHYSICAL REVIEW E70, 056218(2004)

VI. CONCLUSION and resilient to errors than the Chebyshev method, although

In this paper, several quantum algorithms were presente@‘e latter is simila}r to the method used in classical computers
which enable to simulate the quantum kicked Harper modeil® €valuate functions. _
a complex system with relevance to certain physical prob- Our TESU”S show that interesting quantum effects such as
lems. The comparison showed that while the slice methodfactal-like spectrum, localization properties, and anomalous
and the Chebyshev method are approximate, they are mu(gﬁff_usmn are already V|_S|ble with 7-8 qub|ts._ We the_refore
more economical in resources than the exact simulation. lpelieve that such algorithms could be used in experimental
was also shown that different transport and spectral propefMPlementations in the near future.
ties can be obtained more efficiently on a quantum computer
than classically, although the gain is only polynomial. Nu-
merical simulations enabled us to precise the effect of nu-
merical errors on these algorithms and also to evaluate the We warmly thank Dima Shepelyansky for many helpful
effects of imperfections. The results show that depending osuggestions in the course of this work and also Andrei Po-
the regime of parameters, the same quantity can be stable oreransky and Klaus Frahm for several discussions. We thank
exponentially sensitive to imperfections. In general, in presthe IDRIS in Orsay and CalMiP in Toulouse for access to
ence of moderate amount of errors the results of the algaheir supercomputers. This work was supported in part by the
rithm can be meaningful, but a careful choice of the meaNSA and ARDA under ARO Contract No. DAAD19-01-1-
sured guantities should be done. For the different quantitie®553, by EC RTN Contract No. HPRN-CT-2000-0156, and
computed, the slice method was shown to be more efficierty project EDIQIP of the IST-FET program of the EC.
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Chapitre 5

Conclusion

Cette étude montre qu'une dynamique complexe peut étre simulée de
maniere fiable et efficace sur un ordinateur quantique réaliste. Des algo-
rithmes quantiques ont été présentés pour simuler des modeles importants
du chaos quantique, ayant des applications en physique atomique et phy-
sique du solide, le rotateur pulsé quantique et le modele de Harper pulsé.
Les méthodes employées se généralisent a toute une classe de modeles, les
applications pulsées. Les effets de petites erreurs unitaires ou d’imperfec-
tions statiques sur ces modeles ont été caractérisés. Il a été ainsi mis en
évidence que certaines quantités physiques sont robustes face a des imper-
fections modérées, alors que d’autres y sont tres sensibles. Le comportement
de ces quantités en présence d’erreur dépend également du jeu de parametres
considéré. De méme, selon le régime des quantités physiques peuvent étre
extraites efficacement, avec un gain au moins polynomial par rapport a une
simulation sur un ordinateur classique.

La plupart des algorithmes présentés ici sont tres économes, applicables
avec un petit nombre de qubits, et demandant un nombre de portes qui varie
polynomialement avec la taille du registre. Ils sont donc bien adaptés pour
une implémentation expérimentale dans les prochaines années. La résonance
magnétique nucléaire permet déja de manipuler quelques qubits, ce qui a per-
mis de réaliser par exemple I'application du boulanger quantique [94]. Un
sujet non abordé dans cette these est d’augmenter la protection de la fonc-
tion d’onde par des codes correcteurs d’erreur [71, 84, 88]. Cependant, méme
s’ils sont asymptotiquement assez efficaces les codes correcteurs quantiques
usuels sont treés gourmands en nombre de qubits. On peut toutefois minimi-
ser les effets cohérents des erreurs statiques en utilisant la méthode Pauli-
Random-Error-Correction, récemment introduite dans [55]. L’avantage de
cette procédure est qu’elle ne demande pas de qubit supplémentaire pour
fonctionner. Enfin, un travail a été commencé pour établir les expressions
analytiques des lois de variation de quelques quantités dans le régime chao-
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tique. En effet, dans ce régime 'ergodicité permet d’appliquer la théorie des
matrices aléatoires et d’obtenir ces quantités comme des moyennes sur des
ensembles particuliers de matrices [38].

Le calcul quantique est un domaine récent en plein développement, et
d’autres études seront nécessaires pour connaitre précisément son champ
d’application et son efficacité.



Annexe A

Fonctions de Wigner et
Husimi

Pour une particule quantique, le principe d’incertitude d’Heisenberg in-
terdit I’existence d’une véritable distribution de probabilité dans I’espace des
phases. On ne peut en effet pas définir la probabilité qu’'une particule ait
une position ¢ et une quantité de mouvement p puisque ces deux quantités
ne peuvent pas avoir simultanément des valeurs bien définies. Néanmoins, il
est possible de concevoir différentes distributions de pseudo-probabilité qui
possedent des propriétés proches de celles d’une distribution de probabilité
classique [51, 62, 91, 96]. Bien entendu, aucune de ces distributions ne les
possede toutes, mais le physicien avisé pourra toujours choisir a son gré celle
qui lui semble la plus appropriée selon ses contraintes. Ces distributions se
montrent particulierement utiles lorsqu’il s’agit de mener a bien des calculs
semi-classique, par exemple lorsqu’un systeme quantique interagit avec un
autre systeme décrit classiquement. Ceci leur ouvre des champs d’applica-
tion assez divers, tels que la mécanique statistique des systémes quantiques
hors d’équilibre, ou 'optique quantique. Elles peuvent étre également plus
facilement comparées qu’une fonction d’onde a la distribution de probabilité
classique dans I’espace des phases.

A.1 Fonction de distribution générale

Considérons une particule quantique décrite par une matrice densité p,
et 'on s’intéresse a la valeur moyenne d’une observable représentée par un
opérateur fonction de la position et de la quantité de mouvement O(q, p)

(0)=1:{30}

Par analogie avec la mécanique classique, on cherche a exprimer cette valeur
moyenne comme une moyenne sur tout ’espace des phases d’une certaine
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forme scalaire O(q, p) de Popérateur O multipliée par une pseudo-probabilité
de présence P(q,p) de la particule en ce point

(0@.9) :/ dgdp O(q.p) P(q.p) (A1)

Pour donner un sens a cette expression, il faut bien stir préciser comment
obtenir O et P en fonction de O et p respectivement. L’approche naive
qui consiste a remplacer directement § et p par ¢ et p dans ’expression de

O(4, p) conduit malheureusement & une impasse. Prenons par exemple deux
fonctions fi et fo

hl@p) = pi%
f@.0) = 5 (0@ +@0%) + 1

—_ 3

O |

On a bien f1(,§) = fo(dp), mais fi(q,p) # fa(q,p). Deux opérateurs
identiques peuvent donc conduire par ce procédé a des fonctions scalaires
différentes, et réciproquement, deux opérateurs différents peuvent corres-
pondre a la méme fonction scalaire.

Il faut donc définir une regle de correspondance qui associe de maniere
univoque une fonction A(q,p) et un opérateur O(q,p). Pour ce faire, on
commence par développer O(q, p) en une intégrale de Fourier

O(a.p) = [[ aganw(e meierm (A.2)

Le probleme se réduit alors a choisir 'opérateur qui correspond a la fonction
particuliere e!€7+) Cela revient a choisir la facon dont on doit ordonner
q et p dans le développement de Taylor de ¢(67+P) avant de les remplacer
par ¢ et p. Par exemple, un premier choix peut étre de placer tous les ¢ a
gauche et les p a droite

ei&atnp) i€ inp

C’est 'ordre standard. L’ordre anti-standard (qui conduit & la distribution
de Kirkwood) consiste a faire exactement l'inverse, c’est-a-dire placer tous

les p avant les ¢
ci&atnp) _, oinpi&d

Un cas particulierement important est ’ordre de Weyl, qui sera développé

plus loin
eiatnp) _, oi(€d+np)

Dans la suite, on se restreindra a une relation de correspondance de la

forme
!Catmp) ., (UETHmD) £ (£ )
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Cette forme simple englobe des cas assez variés : 'ordre de Weyl bien sir,
mais également les ordres standards et anti-standard, ainsi que les ordres
normal et anti-normal qui seront définis plus tard. Avec cette relation de
correspondance, I'opérateur O s’exprime comme

0(4,p) = /dfdnwé“n) &) £ (¢, ) (A.3)

On est alors en mesure de définir la fonction de distribution Pf(q,p) par

T { (G, ) ST f(g,m) } = // dqdp €"“T) Py (q, p) (A.4)

ou
Prap) = 1 [[ d6anTe {p@, ) (e} eier ) (a5)

Comme f ne dépend pas de p, cette fonction de distribution a ’avan-
tage d’étre bilinéaire en la fonction d’onde. On peut en effet concevoir
d’autres définitions qui ne possedent pas cette propriété, comme par exemple
1(q)|? |¢(p)|*. En appliquant (A.2) et (A.3) sur les membres de droite et de
gauche de (A.4), on obtient ainsi une expression analogue a celle souhaitée
pour calculer la valeur moyenne (A.1)

T {50} = // dqdp O(q,p)Pr(q,p)
avec O et O liés par la relation de correspondance énoncée plus haut.
Enfin, il est souvent pratique d’écrire la distribution Py comme la valeur

moyenne d’un opérateur A #(g,p), connu sous le nom d’opérateur point de
l’espace des phases (phase space point operator), ou opérateur de Fano.

Py(a,p) = Tr{p As(a.p) (A.6)

D’apres (A.5), A ¢ est donné par la formule générale
~ 1 AU .
Afla,p) =3 / dg dn e @THP) £ (¢, e iCatm) (A7)
T

A.2 Distribution de Wigner

Dans le cas de la distribution de Wigner, on choisit ’ordre de Weyl

ei&atnp) ., i(€d+np)
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ou, de maniere équivalente, on choisit la fonction f particuliere fy (£, 7) = 1.
D’apres le théoreme de Baker-Hausdorff, si deux opérateurs A et B com-
mutent avec leur commutateur [A, B], alors

. o
GA+B _ A B, ~1[AB]

Comme [¢, p] = ih, on peut réécrire exp(i(£q¢ + np)) sous la forme
ei(&a+mnp) — ei%ﬁeiééei%ﬁ (A.S)

De plus, on a o
" |q) = g —nh) (A.9)

Grace a ces deux identités, on a

Ty {ﬁei(ﬁq”rmﬁ)} - / dgdq' {q|p| ) <q'
// dgdq’ (¢|p|d") <€I’ + gh ‘ q-— gh> ¢éla—3h)
- ol

2
D’apres (A.5), la distribution de Wigner a donc pour expression

ei(&Hnﬁ)‘ q>

PW(Q:p) - 477]_;_2 // dé d?” Tr {ﬁel(g(j‘i’nﬁ)} e*i(f‘l+7]p)

_ i Y VR S N
- // d¢ dndg <q +2h’p

1 A —i
Pw(q,p) = o /dn <q + gh ‘p‘ q-— gh> e "r (A.10)

On peut remarquer que Py, (¢, p) = Pw (¢, p), donc la distribution de Wigner
est réelle. Par contre, elle peut prendre des valeurs négatives, comme on le
verra plus tard. Dans le cas d’un état pur, c’est-a-dire lorsque p = |¢) (],

on a 1
Py (q,p) = %/dn e P (q - Zh) w(q + Zh>

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on voit que

q - gh> eié(d'=q) o—inp

Soit

S| [ e v vig+ o)

IN

1| e
— [ F v a2 Ieta + )l
Soit, pour un état pur

1
P < —
‘ W(qap)’ = 15
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Cette inégalité est aussi valable dans le cas d’un état mixte, puisqu’il suffit
d’appliquer le méme raisonnement a

p=_pilt) (thi| avec 0 <p; <let > pj=1
‘ 7

On va maintenant établir certaines propriétés particulierement utiles de
I'opérateur point de I’espace des phases correspondant a la distribution de
Wigner. D’apres (A.7)

. 1 o
Aw(q,p) = y= // d¢ dn ei&atmp) g=i€atnp)
En utilisant (A.8) et (A.9), on montre que
T { Aw (9, p) Aw(d',P) }
— 1 //// d¢ d¢' dndn dg e~ Eatnp) —i&d +0'p")
(2m)*
% <q//

d¢ d¢’ dndy’ dg” e~ i(&q+np) o—i(€'d +n'D")

! ’
ezgq einp el%é e@%q ein'p el%é

q//>
% e gq//e et+e (q"—n h)ei%qllé[(n+n/)h]

- 4h ////d§d§ dndq” e i(&q+np) o —1(§'q —np') i (6+€)q" £+& nh

1 /v
— i(&q+np) o —i(§'d —np’) i !
S5 > [[[ agag ane (€+¢)
1
= i€(q—4q") g—in(p—p')
27h(27)2 //dﬁdne
D’ou la relation
1
T {Aw(a.p)Aw(d . p)} = 5 50— )6 —7)  (A1D)

Les Aw (g, p) sont donc un ensemble d’opérateurs orthogonaux. D’autre part,
on peut montrer qu’ils forment également une base complete, c’est-a-dire que
tout opérateur hermitien peut s’écrire comme une combinaison linéaire des

Aw.
O = 2nh / dgdp Tr {OAw (q,p) } Aw(g,p)

Dans le cas particulier de 'opérateur densité, les coefficients sont tout sim-
plement les valeurs de la fonction de Wigner en chaque point

p= 27Th/dq dp PW(q,p)AW(an)
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Dans la base des positions, les Ay ont pour expression

) = o [[ e (4

1 y /1! .
= an? / d¢dné(q' — ¢" +nh) oi€(d"—31) p—i(Eq+mp)

. /+ "
! 1271 /df e%(q 2 7q) eln(@=d")
T
1

_ = q,+q”) iL(q'—q")
= 27rh6<q e'n (A.12)

s ies ima
e'2P oi€d pigh

(¢ |Aw(a,p)

q" > o—i(Ea+np)

2

De méme, dans la base des impulsions
1 p,+p,/ G
/ AN 5 A zh(p p'")
(v )= 5 (p 2 ) ¢

On peut exprimer Ay (g, p) d’une autre maniere assez élégante en intro-
duisant 'opérateur de translation continue

Aw (q,p)

N

D(q.p) = e~ #(@=pd) (A.13)
et Popérateur de réflexion dans I'espace des |q)

Rlq) = |—q)

M e#Pd o= 590 R o79P o7 PI
= eﬁp(q/ )<q_qRq/_q>
q

. 1
I ) 5<q —;q )

En comparant cette derniere expression avec (A.12), on constate que

q// >

1
h

La distriubtion de Wigner peut étre vue comme la valeur moyenne d’un
opérateur de réflexion translaté.

A(g,p) = =D(q,p)RD' (g, p) (A.14)

La fonction de Wigner peut étre comparée a une fonction de distribution
classique. C’est une fonction réelle, qui vérifie

J[ dad P a.p) = T {1} =

De plus,
/ququ /dne P=P) = |p) (p|
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et
/dp Aw(g,p) = lg)(q]

donc la distribution de Wigner donne des probabilités marginales correctes
/dp Py(g.p) = (alpla)

[daPutan) = wlilp)

On peut méme montrer que
[ dadpé(ara-+ azp - a3) P (a.) = (as13] a2

ou |ag) est le vecteur propre de I'opérateur a;q + agp avec la valeur propre
as. Dit autrement, I'intégrale de la fonction de Wigner selon une ligne quel-
conque de l'espace des phases, définie par ai1q + asp = as, est égale a la
densité de probabilité qu'une mesure de 1’observable a1 + a2p donne le
résultat as.

Le produit scalaire entre deux états p; et po peut étre calculé grace a
leurs distributions de Wigner

Tr{p1pe} = 27h // dgdp Pw1(q,p)Pw2(q,p) (A.15)

On peut remarquer que si g1 et po sont orthogonaux, alors

/ dgdp Pw1(q,p)Pw2(q,p) =0

Pour que cette égalité soit vérifiée, les distributions de Wigner doivent pou-
voir prendre des valeurs négatives, ce qui les distingue de vraies distribu-
tions de probabilité classique. Les seuls états dont la fonction de Wigner est
partout positive sont les états cohérents, avec une distribution gaussienne.
Cependant, méme si le systeme est initialement dans un état cohérent, son
évolution ultérieure va invariablement conduire a un autre type d’état si le
hamiltonien n’est pas quadratique. Plus généralement, on peut montrer qu’il
n’existe pas de fonction de distribution bilinéaire partout positive qui donne
des probabilités marginales correctes. A condition d’accepter de perdre cer-
taines propriétés incompatibles, on peut néanmoins construire une fonction
partout positive : la distribution de Husimi, qui fait I’objet de la section
suivante.

A.3 Distribution de Husimi

Supposons pour commencer que le systeme est un oscillateur harmonique
de masse m et de fréquence w. Les ordres normal et anti-normal sont alors
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définis a ’aide des opérateurs annihilation et création

1

@ = — (mwg+ip
me( g+ ip)
1

Af A

a = — (wqg — 1
2hmw( g —ip)

Si on réécrit l'opérateur A(g,p) en fonction de a et at, Pordre normal
consiste & placer tous les a! & gauche et les @ & droite. Dans le formalisme
précédent, cela revient a prendre comme relation de correspondance

. AT s
ciéa+np) ., zal —z"a

h h
z= ig\/me — 77\/ 7721w (A.16)

ou bien encore choisir comme fonction f

avec

2|2

(6 m) = S m a1 o5 (A17)

L’ordre anti-normal, quant & lui, consiste & placer les a avant les af, soit la
regle de correspondance

. e ~f
eil€atnp) _, o—="agyza

ou la fonction

2
=]

fAN(& ,'7) — e*h§2/(4mw)fﬁmwn2/4 — e 2 (A18)

Tout ceci peut s’appliquer également a la description d’un champ électro-
magnétique, puisqu’il est mathématiquement équivalent a un oscillateur har-
monique de masse m = 1. Les distributions issues des ordres normal et anti-
normal sont de ce fait treés utilisées en optique quantique, respectivement
sous le nom de fonction P et fonction ). L’état du champ électromagnétique
y est représenté dans un pseudo-espace des phases, ou la position g et la
quantité de mouvement p sont remplacées par les deux quadratures du
champ.

Si le systeme considéré n’est pas un oscillateur harmonique ni un champ
électromagnétique, il reste possible de définir les deux opérateurs a et af en
choisissant arbitrairement le parametre mw. On peut ainsi généraliser les
ordres normal et anti-normal a n’importe quel systéme. La distribution de
Husimi est construite a partir de cet ordre anti-normal généralisé, et dépend
donc d’un parametre libre dont le role sera éclairci par la suite.
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En insérant dans I’équation (A.5) le choix de 'ordre anti-normal
R PN () E

on obtient I'expression dans ’espace des phases (¢, p) de la distribution de
Husimi

1 ~ —z*a _za —1
Py(q,p) = m/ dédn Tr {pe e T}e (€a+np) (A.19)

Cependant, dans ce cas précis il est plus naturel d’exprimer la distri-
bution de Husimi dans ’espace complexe «, ’espace des phases des états
cohérents. Un état cohérent |o) est défini par

ou les |n) sont les vecteurs propres de 'opérateur N = ata et o est complexe.
Les états cohérents sont les vecteurs propres de 'opérateur annihilation :
ala) = ala). Ils ne sont pas orthogonaux, mais forment néanmoins une
base complete. En effet, en adoptant la convention d?a = d(Re ) d(Im «),
et en posant o = re” tel que d?a = rdrdé

OOOO

27
Lalad (ol = ]m n\/ dr rrm-‘rn-i-l/ 46 ¢itm—m)0
[ &alaral >3 0

_ Z n) n]/ dr 7,2n+1:71_j'
n=0

n!

w3

D’ott on peut développer l'opérateur identité sur la base des |a)

- %/d%m (o (A.20)

Pour exprimer Py dans l'espace des «, on effectue le changement de

variable
1

- vV 2hmw

Comme d?a = %dq dp et, par normalisation

(mwq + ip) (A.21)

/dqdpPqu /daPH Tr(p) =1

on a Py(a) = 2hPy(q,p).
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En utilisant (A.21) et (A.16), on peut alors réécrire (A.19), en remar-
quant que d?z = g dédn

1 * A ~ * *
Py(a) = — // d?z Tr{ﬁe_z aezaT} e” e

Soit
Tr {ﬁe—z*dez&T} _ // d2q 20" % a PH(a)

Par ailleurs, en insérant (A.20) dans le membre de gauche de cette équation
on obtient

kA A ~ 1 * *
Tr {ﬁe‘z alezaT} = —//d2a e* T (a|p| o)
T
En comparant ces deux derniere équation, on en déduit
1 .
Pu(a) = - (a]p|a)
Pour un état mixte quelconque

p=> pilti) (] avec 0 < p; <1

On a 1
Py(a) = ;Zpi (o [9) [

On en tire 'inégalité suivante

0 < Py(a) <

N | =

En repassant dans ’espace des phases standard (g, p), Py a pour expres-
sion

1 .
Py (q,p) = 9k (agp Al og,p) (A.22)

avec

1
0<P < —

Ici, |agp) désigne I’état cohérent centré en ¢ et en p, soit I'état |a) avec
_ 1 . ’ . .o .

o= \/M(qu + ip). Dans la représentation des positions, |ag,) a pour

expression

mw \ 4 mw 2 ;px

_ — — S (z—q)® i

T« =« x e 2h e’ h
< ‘ Q7p> Q7p( ) < Th )

D’oll, pour un état pur p = [) (]

Pul) = 5o | [ 42 i @) v
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On peut constater que la distribution de Husimi est réelle (comme la
distribution de Wigner), mais surtout partout positive. Cela lui permet
d’étre plus facilement comparée a une distribution de probabilité classique.
Néanmoins, elle n’en partage pas toutes les propriétés; par exemple, les pro-
babilités marginales, qui étaient exactes dans le cas de la fonction de Wigner,
ne le sont plus.

Dans le cas de la distribution de Husimi, I'opérateur point de ’espace
des phases prend une expression tres simple. D’apres (A.22)

1
Pr(q,p) =Tr {p277h aq7p><aq7p|}

Ce qui donne 'opérateur

A (g, p) = o h|0‘q,p>< q,p

Par contre, contrairement au cas de la distribution de Wigner, ces opérateurs
ne sont pas orthogonaux entre eux

. . 1
Tr {AH(Qup)AH(qlvp/)} = a2 [{agp lag )]
— ; e_laqu_aq/,p/|2
(27h)?

A.4 Relation entre les distributions de Wigner et
de Husimi

La distribution de Husimi peut également étre construite a partir de la
distribution de Wigner en lissant celle-ci par une gaussienne. En effet, si 'on
revient a la définition (A.5)

PH(Q,p) - # / df dn Tr {ﬁ(d,ﬁ)el(fq""nﬁ)f]{(é" 77)} e—i(&q+77p)
= 47;/ dédn Tr {p((j,]}) Wa+np) g (¢ )} ;H(é’n)) —i(¢g+np)

avec fir(§,m) =1 et fan(§,n) = e M/ Ume)=hmer®/ Or dapres (A.4)

T {0 s (6} = [[ dgf ayf Py (g )

Pu(q,p) = /dqdpg(q—qp—p)Pw(q P')

§q+77p fH({? )
ot00) = gz [ dcan o gD

avec
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On en déduit
1 mw ! /
Pu(q,p) = — /dq’ dp’ e W0 w0’ py (g ) (A.23)

La distribution de Husimi n’est donc rien d’autre que le lissage de la
distribution de Wigner par une gaussienne pour éliminer les fluctuations
rapides. La gaussienne utilisée correspond a un paquet d’onde d’incertitude
minimale, c’est-a-dire que ses écarts-type o, et o, vérifient 040, = % (car
0q2 = ﬁ et ap2 = h%) En fait, on peut montrer que le lissage gaussien
de la distribution de Wigner donne des fonctions partout positives des que
040p > % Il faut remarquer en outre qu’aucune information essentielle n’est
perdue lors de cette opération, puisque I’on peut reconstruire exactement la

fonction d’onde a partir de la distribution de Husimi.

A.5 Distribution de Wigner discrete

On cherche maintenant a trouver I’équivalent de la distribution de Wi-
gner continue pour un espace de Hilbert discret et fini [21, 69, 98]. Pour cela,
on commence par introduire la base |n) (avec n variant de 0 & N—1), que 'on
identifie arbitrairement comme la base des positions. Pour s’accommoder de
la taille finie NV de ’espace de Hilbert, on choisit des conditions aux limites
périodiques |n + N) = |n). L’interprétation de la base |n) comme celle d’une
position est purement formelle et peut parfaitement ne pas correspondre &
une observable physique. Par exemple dans le cas d’un ordinateur quan-
tique, on peut choisir la base naturelle qui ne correspond pas & une position
dans une implémentation réelle. On introduit également la base des moments
conjugués |k), avec k = 0,..., N — 1, qui s’obtient & partir de la base |n) par

1 Nl . nk
k) = —= > "W |n)
\/N n=0

Ainsi, comme dans le cas continu, la position et le moment sont reliés par
une transformée de Fourier. Par contre, les opérateurs position et moment
que I'on pourrait définir par Q = 3, n|n)(n| et P = 3, k|k)(k| ne sont plus
canoniquement conjugués. Leur commutateur n’est en effet pas proportion-
nel a l'identité, et I'on peut montrer plus généralement qu’il est impossible
de trouver deux opérateurs qui vérifient cette propriété dans un espace de
Hilbert de dimension finie. Il est donc plus judicieux de définir la distribu-
tion de Wigner discrete a ’aide des opérateurs de translation. Avant de les
aborder, il est important de remarquer que la taille de ’espace de Hilbert
est reliée a une constante de Planck effective. Si 'on considere un systéeme
continu dont la position et le moment sont tous deux périodiques de période
27, alors seul un nombre fini N d’états ont une amplitude non nulle, et ’'on
peut les indexer par n et k : ¢ = 2 et p = 271% (voir page 50 et figure
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3.4). Or, comme q est 2m-périodique, on a également p = kh, ce qui donne
N = 2% N joue donc le role de l'inverse d’une constante de Planck, et la
limite de grand N correspond a une limite semi-classique.

Une fois les bases des positions et des moments définies, on peut construi-
re les opérateurs de translation. Méme si la notion de translation infini-
tésimale n’a ici pas de sens, on peut néanmoins définir les opérateurs de
translation finie U et V, qui génerent des translations finies en position et
en moment respectivement.

U™ |n) = |n +m) V7 k) = |k 4+ m)
Um |k‘> _ 6427#%’“ |]€> vm |n> _ ez27r% |n>
Ces opérateurs vérifient la relation de commutation
VPO = U9VPe>m R (A.24)

A Daide de ces opérateurs, on est en mesure de trouver un équivalent
discret a 'opérateur de translation continue dans I’espace des phases (A.13)

D(q,p) = e~ #a=pd) — =% iBl i

IS
w"'d
St

En identifiant les opérateurs de déplacement correspondants, on définit I’ana-
logue discret de D(q, p) par

T(q,p) = UIVP™ % (A.25)
On définit enfin un dernier opérateur R, qui agit comme une réflexion
dans la base des positions (ou des moments), selon R |n) = |—n). Il vérifie
les lois de commutation suivantes avec les opérateurs de translation
UR=RU™!
VR= RV

Pour construire une fonction de Wigner discrete, le plus simple est de
trouver une version discrete de l'opérateur point de 'espace des phases
/l(q,p). On cherche donc une base de l'espace des opérateurs hermitiens;
comme l’espace de Hilbert est de dimension N, une telle base doit avoir
N? éléments. Par analogie avec I'expression (A.14) pour /l(q, p) dans le cas
continu, on peut étre tenté de définir 'opérateur équivalent dans le cas dis-

cret par

A 2 . A a
Alg,p) = NT(q,p)RTT(q,p)

Cet opérateur est bien hermitien par construction. Cependant, la base ainsi
construite n’est pas assez grande. Pour le voir, on réécrit A en utilisant la
relation de commutation (A.24)

- 1

Alg.p) =+ DHRT 2 ¥
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Comme U et V sont des opérateurs cycliques de période IV, on a la relation
Alg + %,p) = A(q,p) et de méme pour p. Cela signifie que lorsque ¢ et p
N
2

. 2 7 3 /’
varient entre 0 et NV — 1, seulement % X & = NT opérateurs indépendants

sont engendrés.

Pour résoudre ce probleme, il suffit de définir les opérateurs point de
I'espace des phases sur un réseau deux fois plus grand (2N x 2N) afin d’ob-
tenir 4N? opérateurs, dont N? indépendants. On adopte ainsi la définition
suivante, avec ¢ et p variant entre 0 et 2IN — 1

1 A~ ~nx .
A(q,p) = o UIRV P ¢in R (A.26)
On peut montrer aisément que
A(q +0ogN,p+o,N) = A(q’p)(_l)gpq4’0qp+0'q(fp]\/

avec o4, 0p = 0, 1. Cela signifie que les N 2 opérateurs correspondant au sous-
réseau ¢q,p = 0,..., N de 'espace des phases déterminent tous les autres.
D’autre part, les fl(q,p) forment une base complete de ce sous-réseau. En
effet, on a

T { A(g,p) A7) } 1 (g —a)on —p) (A.27)

T AN
avec ¢, ¢', p et p’ variant entre 0 et N, et on(q) = % ZnNz_Ol e2ma/N egt 1a
fonction delta périodique qui est nulle sauf si ¢ = 0 mod N.

On peut maintenant définir la fonction de Wigner discrete par
P (q,p) = Tr { A(q,p)p } (A.28)

avec q,p = 0,..., N. De la méme maniere que les A(q,p) ne sont pas tous
indépendants, la fonction de Wigner discrete obéit a la relation

Pw(q+ 0gN,p+ 0,N) = Py (g, p)(—1)7r0+oartoaos¥

Comme les opérateurs A forment une base du premier sous-réseau N X N,
on peut inverser la définition (A.28) et développer la matrice densité sur
cette base

N-1
p = AN Y Pw(q,p)A(g,p)
q,p=0
2N—1 A
= N > Pw(a,p)A(g,p)
q,p=0
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La derniere égalité est obtenue en remarquant que les contributions prove-
nant des 4 réseaux N x N sont identiques.

La distribution de Wigner discrete ainsi définie posséde les mémes pro-
priétés que la distribution continue. En effet, W est réel car A est hermitien
par construction. De plus, d’apres (A.27) on a

2N—-1

Tr{p1p2} =N > Pwi(q,p)Pw2(q.p)
q,p=0

Enfin, on peut montrer qu’on obtient les probabilités marginales correctes
en sommant la fonction de Wigner selon ¢ ou p

2N—-1
> Pwl(g,p) = (plplp)
q=0

2N—-1
> Pwl(g,p) = (qlplq)
p=0

A.6 Distribution de Husimi discrete

De méme, on peut trouver un équivalent discret a la fonction de Husimi
[73]. Dans le cas discret avec des conditions aux limites périodiques, I’état
cohérent centré en (0,0) s’écrit

N—-1 oo ] )
lag,0) = 7y Z Z e~ (Nj+n) n)
n=0 j=—o0

(on a pris ici m = 1). Le facteur de normalisation v n’a pas d’expression
générale simple, mais pour N grand, le recouvrement entre les différentes
gaussiennes devient rapidement tres faible, et on peut alors approximer -y

avec une bonne précision par
o=
N

On obtient les autres états cohérents centrés en (g, p) grace a 'opérateur de
translation finie (A.25)

lagp) = T(q,p)|aoo0)

N—-1 oo
n=0 j=—o0

De la méme maniére que dans le cas continu, la distribution de Husimi
discrete est alors définie par

Prla,p) = T {agp) ol 7} (429
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Pour un état pur p = [¢) ()], cela donne (avec |[¢) exprimée dans la repré-
sentation des positions)

2

2w = = IO (Nj+n—q)? iZEpn
Pr(q,p) = > D w(n) e'N

j=—00 n=0

Le facteur w peut étre interprété simplement comme le rapport L entre
q
I'extension de I’état cohérent selon p et selon ¢, avec A, et A, exprimés
en nombre d’états. Les écarts-types o, et o, définis page 116, qui sont ex-
primés en unités d’espace des phases, s’obtiennent a partir des précédents
_ 2mcq _ 27y s )
par 0, = 1A et 0, = == A, (on suppose ici que I'espace des phases a
. . A, o ,
pour extension 2mwc, X 27mc,). Si ¢ = ¢p, alors w = AT o comn;ecc est
le cas pour le choix usuel 27 x 27, Dans le cas contraire, on a w = 2. Si
. . /7 . q p
I’on souhaite avoir un paquet d’onde symétrique dans une cellule 27 x 27w
de l'espace des phases (0, = 0,), on doit donc prendre w = g—q (voir par
P

exemple la figure A.1).

47

—
|
I

Fic. A.1 - Etat cohérent dans un espace des phases 27 x 4x. Ici, w = 2—2’ =1

(oF
mais " =
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