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∂

∂t
div u)−5((λ(x) + µ(x))div u)

−div(µ(x)5u) + α5p = f(t,x)

c0(x)∂tp+ αdiv∂tu− div(k(x)∇p) = h(t,x).
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�¤¥��®£(�G�6¬���¥���*³�=� È,·¥!�{*ê����ÇJ,�� d ���6�
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¢6�¦���¦¥��������6�����6�zÖ�=�Á���¤¥!�®Ö¡�=�¤¥!�6���®¢6������¥��
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��¥��
¢��=���£Å¬�����¥!�1¢PîR;G����¼G�P¥��

ρ
¥!�
λ∗
��¥(¼��6���6���6�6¥(�¤¥!�1��� �t���¦£·�¡���z���6���=ÕP��¥!�G�6¥!�Ý��6���������P����¥��

£Å�G�6¬!�¤¥!�a*³�=��¯e,-¥!��*³����´J,��=ÉÊ��£(£Å¥Â�¤�P�6�¤¼��6�Â���z½¾�6¥��¦���6�����!¥��¿�����¦�6��������²���=���'¥!�Ò���)��¤�z���Â¢P�����PÖ��!�
¢H���6�"�6¥��¶¢6����ÕP�¤¬�£(¥!�ËÖ�=���¤����¤���P�6¥����"�=�¦���G�!�¤�!�/�=��£Å�G�P¬���¥k*ê��� È, ���{*³���¨Çe, ¼��6�-¢P��¥��P�6¥��Á�/¥��
����£(¢P��¥/�6¥��Ë���=�6�6�����¤���P� �=��±��¤��£(�ß��¥��Â¥!�Ë�¤�6�z���¤���¥!����©-¥��)��6��¥�Ö¡�=���¤��������6�P¥��H�����6�¦�¤�6�!����¥��"��¥��
¥���¢6�=��¥!���t�=�6�!���¤���6�P¥��¤� �����¤�������!� �����Á�¶�������¦�G�6�6�z���Ë��
��î��¢6������¥1�G� d ���P�"�6���P�"���=����¥!�������6�"�¤�!�
�6¥�¢6���!���¤�¦¥�� �¤¥��8;G¢H¥��6¥����!���6�z� �� ��Õ���¥����
¥!�
�¦¥�×Á����®�P¥��¤���¦�����6��������·¢6îe;��¦�¤¼��6¥����=�6�����6���¦��¥=�
���G�6¬���¥ª�¤���6���=����¥�£Ý�6�z�����6�z£(¥!�6�������6�6¥!�"*³����ÈJ, «
���p¥��³��¢6�¦���PÖ��ª�ùÃº¥�±��¤�³��¥��P��¥ª�]Ã¨�P�6¥1�6�6��¼��6¥ª�������P�������

(u, p)
�������¦¼G�P¥ «
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�e,
ρ(x) ≥ ρ̂ > 0

�
λ∗(x) ≥ 0 �¦�6� Ω *;�!¥1¼��6�p����×��6�zû�¥�¼��6¥

λ∗
¢H¥�������Ã¨�=�P�G�6��¥��"���P�"�����P�

����¢6�=�¦���¤¥��P¥
Ω
,6�

ÕA,
ρ(x) = 0

�
λ∗(x) ≥ λ̂∗ > 0

¥��·��¥��6�!¢6�Ñ�=�!¥�£(¥��Á�
u
ú+�ùÃº�!����(�¤�P�����¤��ÊÖ��!����û6¥��6�6¥

���=�6�6�z���¤�=�
�P¥1�!��£(¢������Õ6�����ß����
$ ¥"¢6�¤�6�������=�6����¥Ë���=��ÕA,6�����í£Å�=�����¦¥Ë¼��6¥"�¤¥ �����P¢6�¤¥

(u(t, ·), p(t, ·)) �����ÁÖ�¥��¦×�¥"Ö�¥!���y�P�(�!�����¦� �¡���¤�=�6���=����¥��������¦¼G�P¥
t→ +∞ ����6�"�6����¥��P��¢6�¦���!�¤���1�=��� î��=¢P�����¦¥1È��

���G�6¬���¥ª�6�������¤�P�)�=���¦¥�£(���6�G�6��£(¥��6�¦�¤���P�6¥��"*ê����ÇJ, «
���p¥��³��¢6�¦���PÖ��ª�ùÃº¥�±��¤�³��¥��P��¥ª�]Ã¨�P�6¥1���=�¤�P���¤���

(u, p)
�¤���¦��¼��6¥ «

�e,
q > 1

�
ρ > 0

¥��
λ∗ > 0

�
ÉÊ¥!����¥1���=�¤�P���¤���®¥!�¦�¶�6¥ª¢6�¤�6�Ë�6�6��¼G�P¥1�6�=�6�"�¤¥!�"�)��¶�¦�6��Ö¡�=����� «

ÕA,
q > 1

�
ρ = 0

¥��
λ∗ > 0

�
�-,

q ≥ 2 � ρ ≥ 0 ¥�� λ∗ > 0 �
�A,

q > 3
�
ρ > 0

�
λ∗ = 0

¥!�1�Ñ�®�6�zÖ�¥���×=¥��6�!¥Å�6¥
∂tu

Ö��!����û6¥Åú
��î��¼G�P¥Å�¤�6�³� �=�Á�
t
�6�6¥

���=�������=������¥���£Å¢H�=����¥�
$ ¥1¢6���6�!�6���=�6�"�¤¥��Ë�)�=�"ÕA, ¥!�¶�/,6������£(��������¥�¼��6¥1�¤¥��!���6¢6��¥

(u(t, ·), p(t, ·)) �!����Ö=¥���×=¥1Ö�¥!����6���!� �¡�¶�¦����������6����¤��¥/�¤���¦��¼��6¥
t→ +∞ ���=�6�"�6����¥!�6�¶¢6���!���¤�¦�������î6�=¢6������¥1È��

��¥��Á���¤�=�6�6���P�¿¥��Pû��Ò¼��6¥Ë�6¥!�'�¦�����P��� �¡���¿�P¥ ����£(¢��=���=�¤�¦����¥��Á���¦¥Ë��¥��²�6�VUÄ�!��¥��Á���¿£(�G�6¬!�¤¥!�²�����Á�
�!� �Õ6�¤������©p¥��6�¶¢6���!��¥!��� �¡���¤�=���6���!¥����¦��� ����/�BÃ¨���������G�6�6���������
�P¥��6�=£ÒÕP��¥��P��¥!�/�6�� ����¤���P�!���P���6�
�6¥��6�!���=�¤�������6��¢���Ê�!¥��Ê�¦�����P��� �¡���Â�����@¥��Ê��¥��ÁÖ���;��=�6� ��¥¶�¤¥�����¥!�6�Êú��¤�ªû��·�6¥!�Ê� î��=¢6�z����¥!� �1¥��Ê¹6�
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«X¬� ®:¯�°�±�²k³m´mµ�°�¶�²W¯
ÉÊ��£(£(¥1���~�BÃ��ÒÖG�$����6�/�BÃ¨���������G�6�6���������9���6�=�6�/�P���6���¤�Á�����¦¥��¦�����6�/�ÄÃ��=ÕH�=���$�=��£Å�G�6¬!�¤¥

�6�������¤�6���=����¥��P�����zÖ��ª�6���v;G�¦��¬�£(¥'*³����ÈJ,Ê¥����6��£Å¥!�6�������®�6���]Ã¨¥!��¢����¥ «
{
ρ∂2t u− λ∗∂t∂

2
xu− (λ+ 2µ)∂2xu− µ∗∂x

(
|∂xu|q−2∂xu

)
+ α∂xp = f

c0∂tp+ α∂t∂xu− k∂2xp = h.

*B�����-,
�����

q
¥!�¦���6�$���!¥����³�������!��¥�£(¥����/�¦�6¢H���¦�¤¥!�6��ú

1
¥��
µ∗
¥!�¦���6�6¥����=�6�¦���=����¥Ý¢H���¦������Ö�¥1���

q 6= 2¥!�Â�G�6���¤¥Ë���
q = 2

�R�/���6�����¤¥"£(�G�6¬���¥W*ù���z��,¿���=������¥��Á�Â�¤¥"£(�G�6¬!�¤¥"���¤�6���=����¥h*ê��� È,'¥!�·�6��£Å¥!�6�������
�6�T�]Ãº¥���¢6�=��¥�·c²����=���¤�z¥��P���!�p��¥��1¢��=���=£(¬!���¦¥��1¢6îe;��¦�¤¼��6¥!�Ý�6�T�n;��³��¬!£Å¥·�¦���������6¢P¢H�����!�p&!���¦¥
�����6�³� �=�Á���¶¥��¶�6¥1�P��¢H¥��P�6¥��Á�/¢��=�"�6¥ª�Ñ�ÝÖ¡�=���¤�=Õ6��¥��ÄÃ¨¥!��¢��=�!¥=�ÄÉÊ¥ª�v;G�¦��¬�£(¥��¢6¢��=����0¤�Ë�������¦¼G�P¥
�ùÃº���������P���¤�P¬���¥Ê�¤¥Â�)�=�²¢��=�³���¤�!�6�¤��¥!�2�]Ãº�6�6¥ ���6�P¥ ��¥Ê¢6����¢6�=×�¥)����¿�¦�6��Ö¡�=���¿�6�P¥ ��¥!�6�¤¥Ê�6�¤�¦¥������¤�=�]�$ �=�6�'��¥Ë�)��!����¥ �6��¢P�Ñ�=�!¥�£(¥��Á���6�!¢H¥��6�(�]Ãº�6�6¥Ë��¥!�6�¤¥ Ö¡�=���¤�=Õ6�¤¥Â�6�=����¥

x
¥!������¥��í¥��³���6¥Ë£k&!£Å¥

¢H���6�1�Ñ�
¢P��¥��¦���¤�=�]��©p¥(�����=�Ñ��¤��¥
u
��¥�¢P�����¦¥��Á��¥®��¤���¦�ª�Ñ�
�!��£(¢C�=���=�Á��¥(���P��Ö������Ñ�
�P�¤��¥!�!���¤���

Ox
�
ux
�²�6¥

u
� T � ¢H����¥

Ω = [a, b]
�²�0Ö�¥!�

a, b ∈ R �
a < b

�
Ω
��¥�¢P�����¦¥��Á� �=�Á�(��¥·£Å������¥!�

¢H����¥!��±Æ������6���(�Jg �����¤¥!�+�Ñ�
¢6���=¢��=×Á�¡���¤�=�+�6¥Å�BÃ¨�=�6�6¥í���=�6�6���1¼��6¥
Q
�6�!����×��6¥Å��¥(��;G���¤�6�P��¥

[0, T ]× Ω �©-�=����¼��6¥
ρ = 0

����¥��v;G�¦��¬!£(¥�¢6�¦���!���6¥!���"��¥�������6�v�t���¦£Å¥�¥!�®�6���v;G�¦��¬�£(¥�¼�������z½¾�¦�������¼G�P¥/¼��6�
¥��¦�¶�¤¥��¦�6��Ö¡�=��� «

{ −λ∗∂t∂2xu− (λ+ 2µ)∂2xu− µ∗∂x
(
|∂xu|q−2∂xu

)
+ α∂xp = f

c0∂tp+ α∂t∂xu− k∂2xp = h.

*B��� �,
T ���=���¦�������"úí�!¥��¶�n;��³��¬!£Å¥!���¤¥!�"�!���6�6�z���¤�=�6�Ë���6�����¤�=�z¥�� ���P��Ö�����¥!� «

(u(0, x), p(0, x)) = (u0(x), p0(x)),
*ù���¨§e,

���
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¥!�¶¼����=�P�

ρ > 0
∂tu(0, x) = u1(x),

*ù���º¹R,
¥!�¶�6¥!�¶���=�6�6�����¤���P�"�=��±®�¤��£(�z��¥�� �6¥ $ �����¤� î6��¥!�Ëî6�=£Å�=×�¬��6¥!�¶�=��ÕH�=�����6¥

Ω «
u(t, a) = u(t, b) = p(t, a) = p(t, b) = 0.

*ù����ÈJ,
T �����=¢6¢H¥!�¤��¥/¼��6¥��¤¥��Ê���=�6�¦���=����¥��

λ
�
µ
�
α
�
c0
¥!�
k
�����Á�Ë���6¢P¢C�=����¥!�¶�³���¦�¤�!��¥�£(¥��Á�Ë¢H�=��������Ö�¥!���$ �=�6����¥Â��î6�=¢6������¥��¡�=����Ãº�¤�Á���!��¥��¦��¥ ú��¤�¶�¦�����6��������1�Jg��¤¥!��¥�UC¥!���²�6¥Â�!���6���=�¤�¤�6������=�1��¥!�����P���=�¤�¦¥

�����Á�¶¢6�����"¥!�����=£Å¢P��¥=� T ���!���6�¦�¤�6¬!��¥1�P���6�ª¼G�P¥
λ∗ > 0

�����F�P�¤¥��)��
λ∗ = 0

�!� ����¶¥�±6�£Å���6�
�=��� î��=¢6�z���¦¥1§P�d ���6�
��¤�����6�·��� �Õ6�¤���·����6�®��¥�����¥ ¢��=�³����¥$�ùÃº¥�±P���¦��¥!�6�!¥�¥��
�ùÃº�6�6�����z�����6¥ ���=�¤�P���¤���6�·¢H���P�®��¥
¢6����ÕP�¤¬�£(¥'�6¥yÌÊ�¤��-�!��£Å¢P�¤¥!�p¥!�2¢H���6�-��¥�£(�G�6¬!�¤¥'¼����=�¦�z½¾�¦� �¡���¤¼��6¥��0Ö¡�=���2�]Ãº�!���=Õ6���¤�]�6���¦���¦�6������
�6¥ª����£(¢��=���=�¤�¦���®¥��Á����¥ª��¥!�¶�6¥��G±�£Å�G�P¬���¥��Ë¥��m�t���6�����¤�=�
�6��¢��=���=£(¬!���¦¥��6¥ª�6¥��P�������

ρ
�

«X¬�« ¿ÁÀ�Â�´uÃ.°�Ä�°�ÂÆÅu±�ÀaÃ�¶!Ç ¶�¯�Ä�¶�±?È�Â
ÉÊ��£(£(¥��)�!���6�������P�²�]Ã��ÕH�����Ý¢���²�!�6���6�!¥��¿¼��6¥���¼��6¥��¿�����¦�6����������]Ã�����=�V;��¦¥��t���6�!���¤���P�6¥����¤¥

¼G�P�yÖ����Á�1&!���¦¥·�P���¤��¥��1�6�=�6����¥����P��£(���6�³�����¡���¤�=�6�1�6�!Ö�¥!�¤��¢P¢H��¥��Ý�6�=�6���!¥·� î��=¢P�����¦¥Å¥��Ý�6�=�6�
�¤¥/��¥��³��¥��6�
£(��£(������¥�P©p¥����=¢P¢C¥!�]�6¥���¥!�"���!���6�z� ����"�¢6¢��=�³��¥��6�=���"�=�®��¥!×��¤�³����¥/�¦� ��6���=�¦�
�6¥
�ùÃ¨�=���=�V;G��¥/�6¥��Ë�!¼G�6��������6�Ë�=��±��P�����zÖ���¥!�"¢���¦����¥�����¥��Ê�=�6������Ê¢6�m&����¦¥���£(�¤�!�PÉÊ¥�¢H¥��P���=���!�����
��;�=�����¤¥Ý��îP���z±$�6¥í�¤¥!���¤�6�P�¤¼��6¥������=�6���¤¥ÒÕP�P�1�P¥��;�=�����¤�ß��¥��/�¤���¤¥!�!���P��¥Ò�6¥í��¥í£Å�=���6���!������� T �
���6¢6¢H�=��¥���������¥��t�=�¤�Ê�����P�G�6¥!�"�¤¥!�Ë�P�=�������6�Ê�]Ã¨¥!��¢����¥��"�6¥ªÌ �=�6�=� î��6�6¥�s��¤��ÕH¥��³�/���P¥ª©p¥�ÕH¥��¦×��6¥
Lp � 1 ≤ p ≤ +∞ ; �!��£(¢6�����Ý�¤¥!�Ò¢6�¦��¢6�����!�����Ò�6¥®�����ÁÖ�¥��¦×�¥��P��¥m�;�=�¤Õ6��¥·¥!���;�=��Õ6��¥�É����=�6�
��¥��Å¥��¦¢��=��¥!��� T �h��¥!��Ö�����¥���¥���¥�����¥��P�·�=��±&����Ö����=×�¥!�r�¨��´��y§P��y§�§#�y¹�§ ��¹�¹ ��¹�È��¶¢H���6�(�6¥��
�6��£(���6�³�����¡���¤�=�6�Ë�6¥ª��¥!�¶���!���6�z� ������

c'���!���¤�¦���6�"�����P�"�]Ã��ÕH��������¥��"¥!��¢����¥����t�=�6�!���¤���6�P¥��¤� ¼G�P¥1�6���6�¶�=�¤�����P�Ë�!���6�¦�¤�6�!��¥!�¶¥!�¶��¥��
�6�=� �¡���¤�=�6��¼G�P¥Å�6���6�1�P���¤������¥!�����6�����=�P����¥í�)���×=���6�!���=���gÆ�¤¥Ò�6��£Å�=�¤�P¥Ò�]Ã¨�����6�P¥

Ω
¥!�¦���6¥

�6�¤£(¥��6�¦�¤�=�
¼��6¥!�¤�!���6¼��6¥1¥!�¶�6¥��t���=������¬��¦¥
Γ
���!×��6���¤¬��¦¥=�

Ê �eË²k�sÙl8stnCk ���z����Ì�4�õPô�Íx7x4WÎ�7�Ï]øÐ�ø�]�76 
Wm,p(Ω)Ï]ø¡÷�76Ñ`5

m ≥ 1
765
p
_#ÑÞöxÒx76]�5876]�^!_`7

1 ≤ p ≤ +∞ Ó�Ô ø�_Göj5êø�_�5
α ∈ Nn ÷ Ó 7 Ó α =

(α1, . . . , αn)
ø�Õ

αi Ö 1 ≤ i ≤ n Ö 7x465a_�Ñ�76Ñ`5;÷�7�ö�õ�ø-4�÷\5;÷ ×(ø�_ØÑ`_�] Ö ø�Ñ
õ�ø-4-7 |α| =
n∑

i=1

αi
765

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 . . . ∂xαn

n

ÓÙ Ñ�Î�ÒSÚ�Ñ�÷\5Âô]¤ø¡öZ4WÛ
Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω)

5�76]Ü4W^!_A7 ∀α ∈ Nn, |α| ≤ m,Dαu ∈ Lp(Ω)},
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ø�Õ
Lp(Ω)

Î�Òx4�÷VÞÑ97�]vßà7x4�õ6ô�Íx7hÎ�7�á�7!Ð67x4�Þ_A7ªöZÒx76]�_e46_`76] Óâ _�Ñ�÷XÎ�7¢]ßôãÑÄø¡ö6ä'7 ||u||Wm,p(Ω) =
∑

0≤|α|≤m

||Dαu||Lp(Ω) Ö Wm,p(Ω)
7x465X_�Ñå7x4�õPô�Íx7�Î�7

æ ôÑHô�Íxç Ó$ �=�6�"�¤¥��)��¶¢���¦�������P�¤��¥��Ê�Jg
p = 2

�
Wm,2(Ω)

¥��³���BÃ¨¥!��¢��=�!¥1�P¥ o ��ÕH���¤¥�Ö
Hm(Ω)

�
d �=�6�¶�P�����¤���¦¥��¦���6�Ë��×Á�=��¥�£(¥��Á�"�¤¥��"¥��¦¢��=�!¥��/�!�Ñ�=�¦����¼G�P¥��¶�6¥��t���6���������6�¶úÒÖ�=��¥��P���¶����6�¶�6�

¥���¢6�=��¥1�6¥1Ì �=�����î��6�=���¶�6�=�6�"���=¢6¢H¥!�¤���P�"�¤¥!�"�6��û��6�z�������6�Ë¥!�¶¼��6¥!�¤¼��6¥!��¢6�¦��¢6�¦�¤�!�����!�

Ê �eË²k�sÙl8stnCk �������Ï]ø¡÷�76Ñ`5
X

_�Ñ�7x4�õPô�Íx7kÎ�7 æ ôÑHô�Íxç Ö ]a, b[ _�Ñ�ø�_# 7�ö.5�Î�7 R 765
dt

]zô3ä'7x46_Göx7'Î�7�á�7!Ð67x4�Þ_`746_�ö
]a, b[ Ó

• Ù Ñ¢Î�Òx4�÷VÞÑ97ÊõPô=ö
Lp(a, b,X) Ö õ�ø�_�ö 1 ≤ p < +∞ Ö ]�ßà7x4�õPô�Íx7hÎ�7x4"×)ø�Ñ9Í65B÷ùø�Ñ 4 f Î�7

]a, b[ è ¡ô]�76_�öZ4WÎÁôÑ 4
X

5876]\]�7x4W^!_A71Û




f
7x465�ä'7x46_Gö¦ôeÐ!]�7 õ�ø�_Gö

dt,

||f ||Lp(a,b;X) =

(∫ b

a

||f(t)||pXdt
)1/p

< +∞.

• Ù Ñ¢Î�Òx4�÷VÞÑ97 õPô=ö
L∞(a, b;X)

]�ßà7x4�õPô�Íx7hÎ�7x4"×)ø�Ñ9Í65B÷ùø�Ñ 4
f
Î�7
]a, b[

ÎÁôÑ 4
X

5�76]�]�7x41^!_`71Û
{
f
7x4.5�ä'7x46_Gö¦ôeÐ!]�7 õ�ø�_�ö

dt,

||f ||L∞(a,b;X) =
7x4x4
sup ||f(·)||X < +∞.� m8n@ð'nCÚ�stl8sÙnCkau�é�Î�é

Ô ø�_Gö 1 ≤ p ≤ +∞ Ö Lp(a, b;X)
7x465�_#Ñ{7x4�õPô�Íx7hÎ�7 æ ôÑHô�Íxçuä�_#Ñ�÷�Î�7h]zôkÑÄø¡ö.ä'7

|| · ||Lp(a,b;X) Ó
Ê �eË²k�sÙl8stnCk ���º¹6�Ï]ø¡÷�76Ñ`5

X
765
Y

Î�76_�ê�7x4�õPô�Íx7x43Î�7�ë/÷\]VÐ67�ö.5W4-Ò�õPô=ö¦ôeÐ!]�7x4�5�76]Ü4Ø^!_`7
X

7x465Ý÷\Ñ9Í6]ì_e4rÎÁôJÑ#4
Y Ö]�ß ÷\Ñ/í/7xÍ65B÷ùø�Ñ(Î�7

X
Î�ôÑ 4

Y
Ò65¾ôÑ`5kÍ�ø�Ñ`5;÷\Ñ`_`7<765

X
Ò65ùôÑ`5XÎ�76Ñ 4-7ØÎÁôÑ 4

Y Ó Ï]ø¡÷\5 ]a, b[ _#Ñø�_# 7�ö.5qÎ#7 R Ó�î ]¤ø¡öZ4h]�ßà7x4�õPô�Íx7WÛ
W (a, b;X,Y ) = {u ∈ L2(a, b;X) 5�76]Ü4W^!_A7 ∂tu ∈ L2(a, b;Y )}ä�_#Ñ�÷?Î�7�]zô�ÑÄø¡ö.ä'7 ||u||W = (||u||2L2(a,b;X)+ ||∂tu||2L2(a,b;Y ))

1/2 7x465·_#ÑØ7x4�õPô�Íx7�Î�7�ë�÷\]VÐ67�ö.5 Óï 7 õP]ì_R4 Ö ø�Ñ�ô']�71öZÒx46_�]ì5¾ô5"46_�÷\ ¡ôÑ`5qÛ
W (a, b;X,Y ) ⊂> C

0([a, b];Y ).ï ôÑ 4l]�7WÍ�ô�4yõPô=ö.5;÷�Í6_#] ÷�7�öªø�Õ
V

7x465·_�Ñ¢7x4�õPô�Íx7�Î�7�ë/÷\]VÐ67�ö65�4-Ò�õPô=ö¦ôeÐ!]�7l5876]�^!_`7
V ⊂ L2(Ω) ⊂

V ′
ô]¤ø¡öx4WÛ

W (a, b;V, V ′) ⊂> C
0([a, b];L2(Ω)).



�)¹ =?>A@�B9C¸DLE6G�¹#I�ä�DvO�N)GhN·º OK�»mM�N)¼Z½LG�K:M�K�½bC�K:¾.@�CbE6G
ð wG{ {Tw$u�é�Ü�éÏ]ø¡÷�76Ñ`5

B0 Ö B 765
B1

5;ö ø¡÷�4�7x4�õPô�Íx7x4�Î�7 æ ôÑHô�Íxçp5�76]Ü4l^!_`7
B0 ⊂ B ⊂ B1 Ö B0 765

B1
öxÒSñ�7vê�÷ ×Z4765�]�ß ÷\Ñ/í/7xÍ65;÷ùø�Ñ¢Î�7

B0
ÎÁôÑ 4

B
7x465aÍ ø�ä/õPô�Í65�7 ÓÙ Ñ�Î�ÒSÚ�Ñ�÷\5�]�ßà7x4�õPô�Íx7hÛ

W = {v ∈ Lp0(0, T ;B0)
5�76]Ü41^!_`7

∂tv ∈ Lp1(0, T ;B1)}
ø�Õ
T

7x465PÚ�Ñ�÷�765
1 < p0, p1 < +∞ Óâ _�Ñ�÷�Î�7+]zôØÑÄø¡ö.ä'7 || · ||Lp0 (0,T ;B0) + || · ||Lp1 (0,T ;B1) Ö W 7x465�_�Ñò7x4�õPô�Íx7+Î�7 æ ôÑHô�Íxçó765]�ß ÷\Ñ/í/7xÍ65B÷ùø�ÑØÎ�7

W
ÎÁôÑ 4

Lp0(0, T ;B)
7x465�Í ø�ä/õPô�Í6587 Ó

ÉÊ��£(£(¥��=�P�6���6�!���6�=�6���ùÃº�¤�Á���¦�G�6�6�!���¤�=���6�6���P�/�=�¤�����6�Ë�P�����¤���¦¥��"����6���Ñ�í�6�!£Å�=�6�¦������������
�]Ã¨¥�±��¤�¦��¥��6�!¥��6�6¥/£(�!��î6�G�6¥��]Ã¨�=¢6¢P���0±���£·�¡�������(�6¥��1��¤¥!��t��¤�]�GÉÊ¥!�Ñ���¦¥!ÖG�¤¥!���Ê¥��k�;�=���Âú��=¢P¢6���½
��î6¥!�y�P�Å¥!��¢��=�!¥¶�6¥ls¶�¤��ÕH¥��³�

V
�6¥"�6��£Å¥!�6�������Ò�¤��û��6�¤¥ ¢��=�'�6�6¥a�;�=£(�¤�z��¥ �ÄÃ¨¥!��¢����¥��yÖ�¥������=���¤¥!�¤�

(Vm)m∈N∗

�P¥1�6��£(¥��6�¦�¤����û��6��¥�Ö��!���zû@�=�Á�¶��¥��¶�8±P����£(¥�� «
• Vm ⊂ V

• Vm → V
¼����=�6�

m → +∞ �=�+��¥!�6���¦�6��Ö¡�=��� « �¤�¿¥�±��¤�¦��¥ V �����P�³½�¥!��¢����¥Å�6¥!�6��¥Å�P¥
V
�

��¥��C¼G�P¥�6¢H�=�6�Ê���=�P�
v ∈ V �P�=�®¢H¥����Ë�������PÖ�¥!� �6�6¥����6�z��¥ (vm)m∈N∗

Ö������zû@�=�Á�Ë¢H�=�6�Ê���=�P�
m
�

vm ∈ Vm
¥!�
vm → v

����6�
V
�������¦¼G�P¥

m→ +∞ �
ÉÊ¥��(¥!��¢��=�!¥��Å�ÄÃ��=¢P¢6���)±P��£Å�������� �����Á�(×��!�6���¦���Åú �ùÃ¨�=�¤�P¥��]Ãº�6�6¥u�;�=£Å�����z¥����¤Õ6�¦¥

(wj)j∈N∗

�6¥
V
¥!��¢H�=���=�Á�/�Ä¢H���6�

m ∈ N∗ � Vm = V ect{w1, w2, · · · , wm}
� o �6��Ö¡�=�����¤¥���î6�=�z±~�6¥Ý��¥�����¥�;�=£Å�����z¥�P����¢H¥����������6�³���¦�6�¤�¦¥1�6¥!���¦���¤�����¤�=�6�Ë�6¥!��¢6�¦��Õ6��¬�£(¥��W*B�����-, ¥��p*ù�G� �J,Ê¢6�¤�P�"����£(�����6�

����×=�6�¤��¬���¥!���ÁÉ/Ãº¥��¦�y¢H���6�¦¼��6���F�Á�û6�(�ÄÃ��)Ö����¤�¿�¦� z(���=£(£(¥��Á�y�P¥"�¦��×��6�¤�=���z���Ê¢H�=�6�'�¤¥Ê�����=����¥�£(¥��Á�
�6����¥!��£(¥Ò�6���+���¤�P�)�=���¦¥�C�6���6�1��¤�¤�=�6�/�P�����¤����¥!���¤�®Õ6�=��¥í��¢H�!���¤�=�¤¥Ò�P¥��t���6�����¤�=�6��¢6�¦��¢6��¥!�ª�6¥
�ùÃº��¢H�������¥!�6�Ë�6¥1©2�¢6�Ñ���¥����=�P�

L2(Ω)
¼��6�p¥��¦�¶�6�!û6�6�¤¥ª����6�"�Ñ�Ò¢P����¢H���¦�����¤���®�!�z½¾�6¥��¦�����6� «

� m8n@ð'nCÚ�stl8sÙnCkau�é�ý�éô ]�7vê�÷�465�7�_�Ñ97�46_G÷\5�7
(wj)j∈N∗

5�76]\]b71^!_A7
{
∀j ∈ N∗, wj ∈ H1

0 (Ω) ∩H2(Ω),
−∆wj = λjwj

*B����¯J,
ô 7xÍ

λj 6= 0 Óáhßà76Ñ 4-76äXÐ!]�7<Î�Ò6ÑÄø�äXÐ�ö¦ôeÐ!]�7
(wj)j∈N∗

×)ø¡ö.ä'7Tô]¤ø¡öZ4<_�Ñ97�Ð ô�4-7ØçG÷\]VÐ67�ö.5;÷�76Ñ`Ñ97{Î�7
L2(Ω)

765]�ßà7x4�õPô�Í.7{Î�7x4�Í ø�äXÐ�÷\ÑHô=÷�40ø�Ñ#4�] ÷\Ñ9Ò�ô=÷ÙöZ7x4XÚ�Ñ�÷�7x4�Î�7x4
wj

7x465mÎ�76Ñ 4-7�ÎÁôÑ 4
H1
0 (Ω)

765mÎÁôÑ 4
H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) Ó
©p¥������!���6�z� ������¦�6��Ö¡�=��������¥!�����Á�Ý¼G�6�=���Òú�¥!��±T�P�����¤¥!��¢H���P����� �=Õ6���¤�ª�6¥!�Ý¥!�¦����£·�¡�������6�·ô

õHö�÷ùø¡ö�÷\�6�6¥!�¶���!���6�z� ����"�6¥ª���=��Ö�¥!��×�¥!�6��¥����
�]Ã¨�P�6�¤�!������



¹ IÜ¹#I�ë�¾ZÝ/O½�D¸@ DLÝ�B9E.¾x½�Cb»XCbKA@�CbE6GZÝ �8È

ð wG{ {Tw$u�éÑÛ:é ô Ñ9Ò�ÞÁô] ÷\5�ÒhÎ�7 Ô ø¡÷\Ñ9Í�ô=öZÒÏ]ø¡÷\5
Γ̃
_#Ñ97 õPô�ö.5;÷�71Î�7

Γ
Î�ß ÷\Ñ`58Ò�ö�÷�76_�ö�ÑÄø�Ñr 0÷LÎ#7 ÓÙ Ñ ÷\Ñ`5;ö�ø!Î_�÷\5�]�ßà7x4�õPô�Íx7

V = {v ∈ H1(Ω)
5876]Ü41^!_`7

v = 0
46_Gö

Γ̃} Óî ]¤ø¡öZ4 Ö ÷\]�7vê�÷�465�7�_�Ñ97�Í ø�Ñ 465¾ôÑ`587
κ > 0

5876]\]�71^!_`7 ∀v ∈ V Ö ||v||L2(Ω) ≤ κ||∇v||L2(Ω).

ð wG{ {Tw$u�ébõ�é á�76ä�ä'7WÎ�7Xö ö�ø�Ñ`÷yô]\]Ï]ø¡÷�76Ñ`5
T

_�ÑFöZÒx76]q465Bö�÷�Í65876ä'76Ñ`5¶õ�ø-4�÷\5;÷ × Ö φ _�Ñ97h×)ø�Ñ9Í65;÷ùø�ÑøÎ�7
L∞(0, T ) Ö φ(t) ≥ 0

õ�ø�_Gö
õHöx7x4!^!_`7�5�ø�_#5

t
Î�7
]0, T [ Ö µ _�Ñ97�×)ø�Ñ9Í65B÷ùø�ÑmÎ�7

L1(0, T ) Ö µ ≥ 0 õHöZ7x4!^!_`7'õPô=ö65�ø�_�5�46_Gö ]0, T [ Ó
• Ù Ñj46_8õÁõ�ø-4-7W^!_"ß ÷\]�7vê�÷�465�7�_#Ñ97pÍ ø�Ñ 465¾ôÑ`587

κ > 0
5�76]\]�7W^!_A7WÛ

õ�ø�_�ö õHöZ7x4!^!_`7h5�ø�_�5�4WÎÁôÑ 4
]0, T [, φ(s) ≤ κ+

∫ s

0

µ(t)φ(t)dt.
*B��� ´,

î ]¤ø¡öZ4 Ö õ�ø�_Gö õHöZ7x4!^!_A7�5�ø�_#5 s Î�7
]0, T [ Ö φ(s) ≤ κ exp

(∫ s

0

µ(t)dt

)
Ó

• Ï@÷·]zô·öZ76]zô5B÷ùø�Ñ�ù¸ú Ó¸ûvü 7x4.5� Ò�ö�÷ Ú2Òx7�ô 7xÍ
κ = 0 Ö ôJ]�øöZ4 φ = 0 õHöZ7x4!^!_`7ËõPô=ö.5�ø�_#5"46_�ö ]0, T [ Ó

� m8n@ð'nCÚ�stl8sÙnCkau�ébý�éÏ]ø¡÷\5
Vm = V ect{w1, w2, · · · , wm}

ø�Õ
(wj)j∈N∗

7x4.52Î�ÒSÚ�Ñ�÷�7ÊõPô=öXù¸ú ÓLþxüÓÏ]ø¡÷\5
Pm

]zôªõHö�ø�í/7xÍ65B÷ùø�Ñ�46_�ö
Vm

Î�ÒSÚ�Ñ�÷�7�46_Gö
(H1

0 (Ω) ∩H2(Ω))′
õPô=ö

Pm(v) =
m∑

i=1

< v,wi > wi,

ø�Õ
< , >

Î�Òx4�÷VÞÑ97p]�7�õHö�ø!Î_�÷\5lÎ�7XÎJ_Pô] ÷\58Ò+76Ñ`5;öx7
H1
0 (Ω) ∩ H2(Ω)

765a40ø�Ñ�Î_Pô] Ó·î ]¤ø¡öx4y]ßô
öx7x465;ö�÷�Í65B÷ùø�Ñ(Î�7

Pm è L2(Ω) 7x4651]zô�õHö ø�í/7xÍ65;÷ùø�ÑøÎ�7
L2(Ω)

4._�ö
Vm

765
Pm ∈ L(L2(Ω))ô 7xÍ ||Pm||L(L2(Ω)) = 1 Ó ï 7�õP]ì_e4 Ö ]�7x4�õHö ø õHö�÷�Ò658Òx4�46_G÷\ ¡ôÑ`587x4�40ø�Ñ`5+ Ò�ö�÷ Ú2Òx7x4�Û

Pm ∈
L(H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)) Ö Pm ∈ L((H1
0 (Ω) ∩H2(Ω))′)

765�]�7x4hÑÄø¡ö.ä'7x4 ||Pm||L((H1
0 (Ω)∩H

2(Ω))′)765 ||Pm||L(H1
0 (Ω)∩H

2(Ω))

40ø�Ñ`5y÷\ÑPÎ�Ò�õ`76ÑPÎÁôÑ`587x4hÎ�7
m Ó

ð wG{ {Tw$u�é;iRÿ�éÏ]ø¡÷�76Ñ`5 O _�Ñ ø�_# 7�ö.5aÐ�ø¡ö6Ñ:ÒpÎ�7 Rn Ö gm Ö m ∈ N 765
g
Î�7x4�×)ø�Ñ9Í65B÷ùø�Ñ 41Î�7

Lq(O) Ö 1 < q <

+∞ Ö 5�76]\]�7x4W^!_A7WÛ
• ∃C > 0 Ö ∀m ∈ N Ö ||gm||Lq(O) ≤ C Ö
• gm → g

õHöZ7x4!^!_A7 õPô=ö.5�ø�_#52ÎÁôÑ 4 O Óî ]¤ø¡öZ4 gm → g
ÎÁôÑ 4

Lq(O) ×!ô=÷LÐ!]�7 Ó
°'�Pû����C���~��¥���£(���6¥��!¥Ý¢�����=×����=¢6î6¥�¢���/�6�6¥�¢6�¦��¢6�����!�����P¥Ý�BÃ��¢6¢6�¤��������z���

v 7→ |v|q−2v���=�6�
Lq(Ω)

�)Ö�¥��
q ≥ 2 ¼��6�H�¤�Á��¥��³ÖG�¤¥��P�6�����������y�6¥��Ñ�1�!��£Å¢6�=����¤���=�Å�6¥��Ê£(�G�6¬���¥��y�6�!Ö�¥!�¤��¢G½¢H��¥����¢��=���=×����¢6î6¥1��� È «



�0¯ =?>A@�B9C¸DLE6G�¹#I�ä�DvO�N)GhN·º OK�»mM�N)¼Z½LG�K:M�K�½bC�K:¾.@�CbE6G
� m8n@ð'nCÚ�stl8sÙnCkau�é;iHi`éÙ Ñ<46_0õÁõ�ø-4-7X^!_`7

q ≥ 2 Ó ô ]�7vê�÷�465�7�_�Ñ97+Í ø�Ñ 465¾ôÑ`587
γ > 0

5876]\]�7k^!_`7�õ�ø�_Gö�5êø�_�5
(v1, v2) ∈

(Lq(Ω))2 Ö
∫

Ω

(|v1|q−2v1 − |v2|q−2v2)(v1 − v2)dx ≥ γ

∫

Ω

|v1 − v2|qdx.

«X¬�� �<È µqÄWÂ
q ≥ 2 � ´m¯ Ç ²X³��aÃ�È ³uÈ µ�²1¯mÂ�²WÃ6¶!³mÄ�°�¶!²1¯ ¯u²W¯

Ã�¶�¯mÀ�Äh¶6±?È
$ �=�6�í��¥�����¥�¢6�¦¥�£(�¤¬!��¥�¢��=�¦���¤¥��¿�=�&�!Ã¨����������¥!���¦¥~��&���=�í�Jg

ρ ≥ 0
¥!�
q ≥ 2

�·���&£Å�G�P¬���¥
�6¥+�����6�¦���¤��������¤�=�Þ�6�!���¦����¢��=����*ù���z��,.�h*ù�G��§e,.�h*ù���º¹R,.�h*ù����ÈJ,	�e�Ë�����=�����G�!�¤¥+�¤���t�=��£Ý�6�Ñ�¡���z���
Ö�=���¤����¤���P�6¥�����¥/���6�zÖ�=�Á��¥ «




f �����PÖ�¥!�
(u, p) ∈ L∞(0, T ;W 1,q

0 (Ω))× L∞(0, T ;H1
0 (Ω))

��¥!�p¼��6¥
u ∈ L2(0, T ;H2(Ω)), ∂tu ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)),
∂tp ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), ρ∂2t u ∈ L2(0, T ;W−1,q∗(Ω)),Ö����¦��û@����¶¢H�=�6�"¢6�¦¥��¦¼G�P¥1�����P�

t
���=�6�

]0, T [, ∀(v, r) ∈ W 1,q
0 (Ω)×H1

0 (Ω)

ρ < ∂2t u, v >W−1,q∗ (Ω),W 1,q
0 (Ω) +λ

∗

∫

Ω

∂t∂xu∂xvdx− α

∫

Ω

p∂xvdx

+(λ+ 2µ)

∫

Ω

∂xu∂xvdx+ µ∗
∫

Ω

|∂xu|q−2∂xu∂xvdx =
∫

Ω

fvdx,

c0

∫

Ω

∂tprdx+ α

∫

Ω

∂t∂xurdx+ k

∫

Ω

∂xp∂xrdx =

∫

Ω

hrdx,

(u(0, x), p(0, x)) = (u0(x), p0(x)), ρ∂tu(0, x) = ρu1(x)

*B����ÇJ,

�Jg
q∗
¥!�¦���¤¥��¦��¥��ª�6��û��6�1¢6�=���¤�M�¦¥��¤�������� 1

q
+
1

q∗
= 1

� T �����6¢6¢H�=��¥T¼��6¥+�¤¥��
���=�6�6�z½
���¤�=�6�·�¤�P�������=�z¥��

(u0, p0)
¥��
u1

*;�������¦¼��6¥
ρ > 0

,Å�¦�����®�¦¥��¦¢H¥��!����Ö�¥!£Å¥!���
����6�
(H1

0 (Ω) ∩
H2(Ω)) ×H1

0 (Ω)
¥!�
L2(Ω)

�C©-¥!����¥��¦£Å¥!�/�¦���6���!¥����¦�����/¥���±~���P¢6¢H�����!�ª�=¢P¢��=�¦��¥��6���/úÅ�BÃ¨¥!�³½
¢��=��¥

L2(0, T ;L2(Ω))
� T �$�=¢6¢H¥!�¤��¥ª�6���6���¦���¤�����¤�=���6�~£(�G�6¬���¥ª�6¥����=�6���=�¤�¤�6��������
�6¥�ÌÂ�¤�=�

�6�������¤�6���=����¥Ë�����P��¥����=�¤�P���¤���(�6¥/�Ñ���t�=��£Ý�6�Ñ�¡���z���íÖ�=�¦�Ñ�¡���¤�=�6�6¥!�¤�z¥1*B���¨Çe,�� T �·Ö���!� �Õ6�¤���y�6�=�6�
�¤¥��Ë���=�6�³½¾��¥����������6�/���¨§P�z�ª¥!�/���¨§P���Ò��¥ «
�� �Gn@m8|G{Tw u�é;iGu�éÏ]ø¡÷�76Ñ`5

q
_#Ñ�öZÒx76]�5�76]�^!_A7

q ≥ 2 Ö u0 ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) Ö p0 ∈ H1

0 (Ω) Ö u1 ∈ L2(Ω) Ö f 765
h ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) Ó?î ]¤ø¡öZ4�]�7/õHö�øÐ!]�6ä'7+ù¸ú Ó���ü ôeÎä'7652_#Ñ97140ø�]ì_�5;÷ùø�Ñ

(u, p)
_�Ñ�÷L^!_A7�5876]\]�7^!_A7

u ∈ L∞(0, T ;W 1,∞(Ω)).



¹ I��RI�ã·G�Q.@�Ý
q ≥ 2 � OK�»uM�N)¼x½SG�N)G�Q�M�K)Ý6M-½�CSN#@ DFCSM-KuK:M�K�½bC�K:¾.@�CbE6G �8´

��������� �������! #"%$'&("
ÉÊ��£Å£(¥
�=�h�ùÃ¨����Ö��G¼G�P�$ú+�¤���¦¥��!���¤�=�?�G� �#���û6�h�6¥�¢P�����PÖ=¥��Å�BÃ¨¥�±P���¦��¥��6�!¥��]Ãº�6�6¥��¦���¤�����¤�=�
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ρ

∫

Ω

∂2t umwjdx+ λ∗
∫

Ω

∂t∂xum∂xwjdx+ (λ+ 2µ)

∫

Ω

∂xum∂xwjdx

+µ∗
∫

Ω

|∂xum|q−2∂xum∂xwjdx− α

∫

Ω

pm∂xwjdx =

∫

Ω

fwjdx,

c0

∫

Ω

∂tpmwjdx+ α

∫

Ω

∂t∂xumwjdx+ k

∫

Ω

∂xpm∂xwjdx =

∫

Ω

hwjdx
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(um(0), pm(0)) = (u0m, p0m) ∈ Vm × Vm
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L2(Ω).
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• (ρ∂2t um)m∈N∗
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L2(0, T ; (H1

0 (Ω) ∩H2(Ω))′),
• (∂tum)m∈N∗
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L2(0, T ;H1

0 (Ω)),
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• (um)m∈N∗
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L∞(0, T ;W 1,q

0 (Ω)),
• (∂tpm)m∈N∗
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ρ

∫

Ω

∂2t um∂tumdx+ λ∗
∫

Ω

|∂t∂xum|2dx+ (λ+ 2µ)
∫

Ω

∂xum∂t∂xumdx

+µ∗
∫

Ω

|∂xum|q−2∂xum∂t∂xumdx− α

∫

Ω

pm∂t∂xumdx =

∫

Ω

f∂tumdx,

c0

∫

Ω

∂tpmpmdx+ α

∫

Ω

∂t∂xumpmdx+ k

∫

Ω

|∂xpm|2dx =
∫

Ω

hpmdx.
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ρ

2

d

dt

[∫

Ω

|∂tum|2dx
]
+ λ∗

∫

Ω

|∂t∂xum|2dx+
λ+ 2µ

2

d

dt

[∫

Ω

|∂xum|2dx
]

+
µ∗

q

d

dt

[∫

Ω

|∂xum|qdx
]
− α

∫

Ω

pm∂t∂xumdx =

∫

Ω

f∂tumdx,

c0

2

d

dt

[∫

Ω

|pm|2dx
]
+ α

∫

Ω

∂t∂xumpmdx+ k

∫

Ω

|∂xpm|2dx =
∫

Ω

hpmdx.
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s
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0 ≤ s ≤ T
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ρ

2

∫

Ω

|∂tum|2(s)dx+
λ+ 2µ

2

∫

Ω

|∂xum|2(s)dx+
µ∗

q

∫

Ω

|∂xum|q(s)dx

+
c0

2

∫

Ω

|pm|2(s)dx+ λ∗
∫ s

0

∫

Ω

|∂t∂xum|2dxdt+ k

∫ s

0

∫

Ω

|∂xpm|2dxdt

=

∫ s

0

∫

Ω

(f∂tum + hpm)dxdt+
ρ

2
||u1m||2L2(Ω) +

λ+ 2µ

2
||∂xu0m||2L2(Ω)

+
µ∗

q
||∂xu0m||qLq(Ω) +

c0

2
||p0m||2L2(Ω).

*ù���z�8�J,

$ ¥ª¢P�¤�6���6¢6�=� �����6�³�����P�!���������P� î��=¼��6¥ª���6�z��¥
(u0m)m∈N∗

�
(u1m)m∈N∗

¥!�
(p0m)m∈N∗

¥!�¦�"ÕH���ê½
�6��¥(���=�ª�!����Ö�¥!��×�¥!����¥Å���=�6�

H1
0 (Ω) ∩ H2(Ω)

�
L2(Ω)

¥��
H1
0 (Ω)

��¥!��¢H¥!�!���zÖ�¥�£(¥��Á���]Ã��¢6��¬!�*ù���z����,�� ÉÊ¥��®¢6���=¢6�����!���!��¥!�®�¤�T���=�������G�6�z�����6¥ �BÃ¨�����¦¥����������a�6¥
H2(Ω)

���=�P�
W 1,q(Ω)

¥��G½
������0Ñ�6¥!���"�BÃ¨¥�±��¤�¦��¥��6�!¥1�]Ãº�6�6¥ª�����P�¦� �=�Á��¥

κ > 0
��¥����¤¥�¼��6¥ «

λ+ 2µ

2
||∂xu0m||2L2(Ω) +

µ∗

q
||∂xu0m||qLq(Ω) +

ρ

2
||u1m||2L2(Ω) +

c0

2
||p0m||2L2(Ω) ≤ κ.

©-¥ª�¦¥��!���6��£Å¥!£ÝÕ6��¥��P¥'*B���z�8�J,Ê¢H¥!�P�/��¤�6�¦�]��¥1£Å���¦����¥!� ¢��=� «

κ+

∫ s

0

∫

Ω

(f∂tum + hpm)dxdt.

T �Ë¥!���P���¤�¤�z���=�Á�Ë�ùÃº���6��×Á����z�����6¥�É �=�6� îR;Á½ o ��îe� �=�vY����=�6�
L2(Ω)

�6�¤�CÖG�¤¥!��� «
∫

Ω

(f∂tum + hpm)dxdt ≤
(∫

Ω

|f |2dx
)1/2(∫

Ω

|∂tum|2dx
)1/2

+

(∫

Ω

|h|2dx
)1/2(∫

Ω

|pm|2dx
)1/2

.

©�Ãº�¤�P��×Á��¤�z���Ê�6¥�c������6���=���Ë�6�=�6�
H1
0 (Ω)

�=���=¢6¢H¥!�¤�!¥¶��í�¤¥�£(£(¥Ë��� ´����6�=�6��¢H¥!��£(¥!���6¥Ë£·���¦���¦¥��
∫

Ω

|pm|2dx
¢6�=�

κ

∫

Ω

|∂xpm|2dx
¥�� ∫

Ω

|∂tum|2dx
¢���

κ

∫

Ω

|∂t∂xum|2dx
�Jg

κ > 0
¥��³�Ê�6�P¥

�����6�³� �=�Á��¥ª�¤�6�6�!¢H¥��6�6�=����¥1�6¥
m
�

°����¢6¢6�¤��¼����=�Á�(¥��Pû6���ùÃº�¤�P��×Á����z���
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ρ

2

∫

Ω

|∂tum|2(s)dx+
λ+ 2µ

2

∫

Ω

|∂xum|2(s)dx+
µ∗

q

∫

Ω

|∂xum|q(s)dx

+
c0

2

∫

Ω

|pm|2(s)dx+ λ∗
∫ s

0

∫

Ω

|∂t∂xum|2dxdt+ k

∫ s

0

∫

Ω

|∂xpm|2dxdt

≤ κ+
κ2

2λ∗

∫ s

0

∫

Ω

|f |2dxdt+ λ∗

2

∫ s

0

∫

Ω

|∂t∂xum|2dxdt+
κ2

2k

∫ s

0

∫

Ω

|h|2dxdt

+
k

2

∫ s

0

∫

Ω

|∂xpm|2dxdt

¼G�P�Á�6�=�6�6¥'×��Z���¥��=�G±�¢6���=¢6�����!���!�p�6¥!�p��¥!��£(¥��p���=�6���!¥��-�ùÃº¥�±��¤�³��¥!�6��¥'�]Ã¨�P�6¥��6����Ö�¥����¤¥¿���=�6�¦� �����¥
κ
��¥����¤¥�¼��6¥ «





ρ

2

∫

Ω

|∂tum|2(s)dx+
λ+ 2µ

2

∫

Ω

|∂xum|2(s)dx

+
µ∗

q

∫

Ω

|∂xum|q(s)dx+
c0

2

∫

Ω

|pm|2(s)dx

+
λ∗

2

∫ s

0

∫

Ω

|∂t∂xum|2dxdt+
k

2

∫ s

0

∫

Ω

|∂xpm|2dxdt ≤ κ.

*ù���z�0§e,

• T �M�£Å�!�¤�����¦¥(£Å�=�¤�Á��¥��6�=�����¤¥!��¥��³���¤£Å����¤�=�6���¦�6�Ý�¤�����6�z��¥
(pm)m∈N∗

¥!� �P�����¤�����=���
��¥��P�¤¥�£(¥!���/�Ñ�í��¥!�����6�P¥Ý��¼����¡���¤�=�~�6¥+*ù���z�0ìe,�� T �~�Ñ�í£Ò�P������¢P����¥�¢��=�

p′jm(t)
�H��������£(£Å¥ª���6�

j
¥��¶����������¬�×��¦¥ª¢6�=�"���=¢6¢H���³�¶�=�
��¥!£(¢6�"���6�

[0, s]
�6���]ÖG�¤¥!��� «

c0

∫ s

0

∫

Ω

|∂tpm|2dxdt+
k

2

∫

Ω

|∂xpm|2(s)dx =
∫ s

0

∫

Ω

h∂tpmdxdt+
k

2

∫

Ω

|∂xp0m|2dx

−α
∫ s

0

∫

Ω

∂tpm∂t∂xumdxdt.

°����P���¤�¤�z���=�Á�Ë�¤¥!�"���6��×��=�¤�z����� �6¥�É �=�6� îe;�½ o � îR� �=�vY�¥!�¶�6¥)9y���P�6×)�6����� «
∫ s

0

∫

Ω

h∂tpmdxdt ≤
1

c0

∫ s

0

∫

Ω

|h|2dxdt+ c0

4

∫ s

0

∫

Ω

|∂tpm|2dxdt

α

∫ s

0

∫

Ω

∂tpm∂t∂xumdxdt ≤
c0

4

∫ s

0

∫

Ω

|∂tpm|2dxdt

+
α2

c0

∫ s

0

∫

Ω

|∂t∂xum|2dxdt.
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T �Ý�ÄÃ��=¢P��¬��Ò�ùÃº¥��³���¤£Å������=�ò*B���z�0§e,6����� ���=�z�Ò¼��6¥®�Ñ�~���P����¥
(∂t∂xum)m∈N∗

¥��³�(ÕH�=���6�!¥
�6�=�6�
�ùÃº¥���¢6�=��¥

L2(0, T ;L2(Ω))
� $ Ã¨�=¢6�¦¬����¤¥!��¢6�¦��¢6�����!�������6¥Ý�Ñ�·�¦�6����¥

(p0m)m∈N∗

�Ä��� ¥�� �6���P�6���
�=�¤���¦�Ë¼��]Ãº�¤�]¥�±P���¦��¥ª�6�6¥ª���=�6�¦���=����¥

κ > 0
��¥!�¤�¤¥�¼��6¥ «

c0

2

∫ s

0

∫

Ω

|∂tpm|2dxdt+
k

2

∫

Ω

|∂xpm|2(s)dx ≤ κ.
*B���z�8ÈJ,

• c����6����¥!��£(�¤�6¥!���Ñ�~¢P��¥���Ö�¥
�6�M��¥�£(£(¥®�G���0§#�²���Â��¥!�¦��¥�ú$�=ÕP��¥!�6�¤���6�6¥®¥!�¦���¤£Å��������
�6�Æ��¥!��£(¥

ρ∂2t um
���=�P�

L2(0, T ; (H1
0 (Ω) ∩ H2(Ω))′)

��c����6�1��¥��¤� �-���Æ�¤�Á�����G�P�6���ª�Ñ�
���P����¥
(χm)m∈N∗

�6��û��6��¥ª¢��=� «

χm = λ∗∂t∂
2
xum + (λ+ 2µ)∂

2
xum + µ∗∂x(|∂xum|q−2∂xum)− α∂xpm + f.

©2�h¢6��¥!£(�¤¬��¦¥Æ��¼�������¤��� �6¥¡*ù���z�0ìe,
£(���Á����¥+¼G�P¥
ρ∂2t um = Pm(χm)

�g �¤¥Æ¢6�¦���¦¥��!��¥��6�
Pm

� ����� �P�!û��6��úT�Ñ�T¢6�¦��¢H���¦���������?���¨ÍP�ËÉÊ�=£Å£(¥~�Ñ�Æ�6����£(¥~�6¥
Pm

���=�6� L((H1
0 (Ω) ∩

H2(Ω))′)
¥��³�í�¤�6�P��¢H¥��P���=�Á��¥
�P¥

m
�
(ρ∂2t um)m∈N∗

¥��³�íÕH�����6�!¥®���=�6�
L2(0, T ; (H1

0 (Ω) ∩
H2(Ω))′)

�]Ã¨�=¢6�¦¬����ùÃº¥��¦���¤£Å����z���aôÅõCö�÷ùø¡ö�÷�*ù�G���0§J,ª¼��6�Â£(���Á����¥(¼��6¥
(χm)m∈N∗

¥!�¦�ÝÕH���¦�6��¥
���=�6�

L2(0, T ; (H1
0 (Ω) ∩H2(Ω))′)

�@©-�í¢P��¥���Ö�¥��P����¥�£(£Å¥������)§Ò¥��¦���=���6���p�=� î6¥�Ö���¥�
¥

: 76ä(ô=öv^!_`7Ò���z�)¹ ÓÌqÑk×!ô=÷\5 Ö ]�7y]�76ä�ä'7pú Ó/.<; 7x465� 0ö¦ô�÷2Î1x4X^!_`7
q > 1

765¿õ@ø�_Gö�5�ø�_�5�Íxç�ø¡÷ êrÎ�ß ô�õÁõHö�ø�ê�÷\ä(ôÑ`5�Î�7ö"ô]�7�ö	=¡÷\Ñ Ó
d �����¥ Õ6�P��¥!�¦���6¥Ë���=�6�¦�����6����¥Ë�6�P¥"�¦���¤�P���¤�=�Ý�6¥h*ù���¨Çe,��6��û��6��¥Ë����£(£(¥ ��� �=�Á���Ñ�/���¤£(�ß��¥Â�6¥

�Ñ�����6�z��¥
(um, pm)m∈N∗

�P©p¥��¤¥!£Å£(¥��G���0§��¦¥����Ò¢H�=�6� �!¥��¤������¬!�Ë�����¤��¥�£Å�=�¤�Â�¦¥��³��¥����6���#zÅ���=�����
°���¥6UÄ¥��/���BÃ¨�����6�P¥ª�6�®��¥��¦£Å¥��P�������¤�6���=����¥

µ∗∂x(|∂xum|q−2∂xum)
¥!�6×�¥!�6�6��¥ª�6�6¥ª�6�VzÅ�!�6�����

¼G�P¥T�P���6�~�=���¤�=�6�
�!���������6�¦�6¥���������¥�� �/;Á�=�Á�~�¦¥��!���6���~ú&�6¥!�$���×��6£(¥��Á�����P¥Æ����£(¢��=�!�����=�c����6����¥��¤� ���P���6�Ò�=���¤�=�6��£Å�=������¥!���=�Á����ÕP��¥��6�����6�P¥��6¥��¦�6�¤¬!��¥�¥!�¦����£Å���������ô�õHö�÷ùø¡ö�÷'���P�Ý�Ñ�
���6�z��¥

(um)m∈N∗

¥!�®���¤������Ê¢��=�³���C�6�®��î6�=�z±·�6¥��Ñ��Õ��=��¥
(wj)j∈N∗

�6¥!�2�t���6�����¤�=�6�Ê¢6����¢P��¥�� �6¥
�ùÃº��¢H�������¥!�6�

(−∆) ���=�6� L2(Ω) ¥!�¶�P¥1�¤�Ò�!���6�P��������� q ≥ 2 �
ð wG{ {Tw$u�é;iGÜ�éÏ]ø¡÷\5

(um, pm)m∈N∗

]zôy46_�÷\5871Î�7x4�40ø�]ì_#5;÷ùø�Ñ 41Î�7>,eù¸ú Ó/.10xü Ö ù¸ú Ó/.!.6ü*2:Ó9î ]¤ø¡öZ4 Ö
• (∂2xum)m∈N∗

7x465qÐ�ø¡ö.Ñ9Òx7WÎÁôÑ 4
L∞(0, T ;L2(Ω)),

• (um)m∈N∗

7x465qÐ�ø¡ö6Ñ9Òx7hÎÁôÑ 4
L∞(0, T ;W 1,∞(Ω)) Ó

ï Ò6ä·ø�Ñ 465Bö¦ô5;÷ùø�Ñ Ó



��� =?>A@�B9C¸DLE6G�¹#I�ä�DvO�N)GhN·º OK�»mM�N)¼Z½LG�K:M�K�½bC�K:¾.@�CbE6G
T �
£Ò�P������¢P����¥/�Ñ�Ý¢6��¥!£Å��¬��¦¥���¼�������¤���
�6¥k*ù���z�0ìe,Â¢��=�

ujm(t)
� T ���=ÕP����¥��Á� «

ρ

∫

Ω

∂2t umujmwjdx+ λ∗
∫

Ω

∂t∂xumujm∂xwjdx

+(λ+ 2µ)

∫

Ω

∂xumujm∂xwjdx+ µ∗
∫

Ω

|∂xum|q−2∂xumujm∂xwjdx

−α
∫

Ω

pmujm∂xwjdx =

∫

Ω

fujm∂xwjdx.

*ù���z�0¯e,

$ Ã��¢6��¬!����¥���¢6�¦��¢6�¦�¤�!�������6¥��Ñ�(�¦�6����¥
(wj)j∈N∗

�6�!û6�6�¤¥�úÅ�Ñ�í¢6����¢H�=�������¤���~���¨¯ �@���~��¥!£Å¢6�¤�=��¥
���=�6��*ù���z�0¯e,

wj
¢6�=�

(− 1
λj
∂2xwj)

�P°'�®���=£Å£Å�=���Ê�=�������y���6�
j
¢H���6�

j
�=���Ñ����Â�P¥

1
ú
m
¥!� ¥��

�P�����¤�����=��� �Ñ�1�t����£Ý�6��¥��6¥W�ª�¦¥�¥!�����6�zÖ�=����¥
∀u, v ∈ H1

0 (Ω),

∫

Ω

u∂xvdx = −
∫

Ω

∂xuvdx,

���
��ÕP���¤¥!���/�P¢P�6�¤�¦¼G�P¥ª�Ñ�Ý�!���6�P���������
q ≥ 2 ��P�����¦�¤�¦¥��ùÃ¨�=¢6¢6�����)������=���6¥ª�¤�1�t���¦£Ý�6�¤¥/�P¥W����¥!¥���=�
��¥!��£(¥��6�����¤���6�)��¤�¦¥ «




−ρ
∫

Ω

∂2t um∂
2
xumdx+ λ∗

∫

Ω

∂t∂
2
xum∂

2
xumdx

+(λ+ 2µ)

∫

Ω

|∂2xum|2dx+ µ∗(q − 1)
∫

Ω

|∂xum|q−2(∂2xum)
2dx

−α
∫

Ω

∂xpm∂
2
xumdx = −

∫

Ω

f∂2xumdx.

*ù���z�8´J,

o �����
s ∈]0, T [ �]°'����������×����=�����¤�·��¥!�Ñ�¡���¤�=��*ù���z�8´J,¶¢�������=¢P¢H���¦���=�$��¥!£Å¢P���¦�6���BÃ¨������¥��¦Ö¡�=�¤�z¥

[0, s]
���=���=���¦��Ö�¥ªú «




−ρ
∫ s

0

∫

Ω

∂2t um∂
2
xumdxdt+

λ∗

2

∫ s

0

d

dt

(∫

Ω

|∂2xum|2dx
)
dt

+(λ+ 2µ)

∫ s

0

∫

Ω

|∂2xum|2dxdt− α

∫ s

0

∫

Ω

∂xpm∂
2
xumdxdt

+µ∗(q − 1)
∫ s

0

∫

Ω

|∂xum|q−2(∂2xum)
2dxdt = −

∫ s

0

∫

Ω

f∂2xumdxdt.

*ù���z�0Çe,

$ ¥�¢6���6�!�P¥!�
�P���¤�¤�z���=�Á�Ê�6�6¥���������×�����������·¢��� ¢��=�³���¤¥!� ¢��� ���¢6¢H���¦�Ë�=����¥!£Å¢P�Ë¥��Ë�Ñ�W�t���¦£Ý�6�¤¥
�6¥W�ª��¥!¥���¢6�¦���!���6¥!����¥�H�¤¥�¢6�¦¥�£(�¤¥!� ��¥!��£(¥��6¥!ÖG�¤¥!��� «

−ρ
∫ s

0

∫

Ω

∂2t um∂
2
xumdxdt = −ρ

∫ s

0

∫

Ω

|∂t∂xum|2dxdt

− ρ

∫

Ω

∂tum(s)∂
2
xum(s)dx+ ρ

∫

Ω

u1m∂
2
xu0mdx



¹ I��RI�ã·G�Q.@�Ý
q ≥ 2 � OK�»uM�N)¼x½SG�N)G�Q�M�K)Ý6M-½�CSN#@ DFCSM-KuK:M�K�½bC�K:¾.@�CbE6G �=§

� �=�6�P�¤�Ë¼��6¥1��¥���¥��!���6����¥!��£(¥ª�6�=�6�¶�P���6�6¥ «
λ∗

2

∫ s

0

d

dt

(∫

Ω

|∂2xum|2dx
)
dt =

λ∗

2

∫

Ω

|∂2xum(s)|2dxdt−
λ∗

2

∫

Ω

|∂2xu0m|2dx.

°����¤���¦¥��!���=�Á�¶��¥��Ë�6¥���±
��×Á��¤�z�����Ë�=���6���]�=ÕP��¥!�G�6¥!������6�W*ù���z�0Çe,.�6�����=ÕP����¥��Á� «
λ∗

2

∫

Ω

|∂2xum(s)|2dx+ (λ+ 2µ)
∫ s

0

∫

Ω

|∂2xum|2dxdt

+µ∗(q − 1)
∫ s

0

∫

Ω

|∂xum|q−2(∂2xum)
2dxdt = ρ

∫ s

0

∫

Ω

|∂t∂xum|2dxdt

+ρ

∫

Ω

∂tum(s)∂
2
xum(s)dx− ρ

∫

Ω

u1m∂
2
xu0mdx+

λ∗

2

∫

Ω

|∂2xu0m|2dx

+α

∫ s

0

∫

Ω

∂xpm∂
2
xumdxdt−

∫ s

0

∫

Ω

f∂2xumdxdt.

T �+¢6�¦�G��¬��P¥Å¥��P���6�z��¥(�!��£Å£(¥Ò���=�P�1�Ñ�®¢6�¦¥��PÖ�¥Å�P�Æ�¤¥!£Å£(¥í�����)§
¢H���6�ª£Å���¦�=��¥����¤¥í�¦¥��!���6�
£Å¥!£ÝÕ6��¥ª�P¥1�Ñ�Ò��¥!�Ñ����¤�=�
¢6�¦�����!�6¥��Á��¥�¼��6¥1�ùÃº�����P�=��¥

A
�@°'�~¥6UÄ¥��/�@×=�Z�=�!¥��=��±
�¤�6�!×Á�=���z���!�Ë�6¥

É �=�6� îR;Á½ o ��îe� �=��Y�¥��¶�6¥)9y���6�P×(������Õ����¤¥!���"¼��6¥ «
A ≤ λ∗

4

∫

Ω

|∂2xum(s)|2dx+ ρ

∫ s

0

∫

Ω

|∂t∂xum|2dxdt+
ρ

λ∗

∫

Ω

ρ|∂tum(s)|2dx

+ρ||u1m||L2(Ω)||∂2xu0m||L2(Ω) +
λ∗

2

∫

Ω

|∂2xu0m|2dx+
α2

λ+ 2µ

∫ s

0

∫

Ω

|∂xpm|2dxdt

+
1

λ+ 2µ

∫ s

0

∫

Ω

|f |2dxdt+ λ+ 2µ

2

∫ s

0

∫

Ω

(∂2xum)
2dxdt.

T �¿�]Ã��¢6��¬!�y��¥Ë��¥�£(£Å¥Ë���z�0§ �=���í������'¼��6¥"�¤¥��'�¦�6����¥��
(∂tum)m∈N∗

¥!�
(pm)m∈N∗

�����Á�yÕH���¦�6��¥!�
���=�6�

L2(0, T ;H1
0 (Ω))

¥���¼��6¥"�¤�/���6�z��¥
(
√
ρ∂tum)m∈N∗

¥!�¦��ÕH�����P��¥Ë���=�P�
L∞(0, T ;L2(Ω))

�
°��(��¥����=�Á�Â�!��£Å¢���¥"�6¥1*ù�G�����-,¿¥��Â�6¥��yîR;G¢H�=��î6¬��¦¥��Ê���P�Â��¥Ë��¥���£(¥"�����P����¥

f
�Á���Å��û����=��¥�£(¥��Á�

�ùÃº¥��¦���¤£Å����z��� « ∀s ∈]0, T [ �




λ∗

4

∫

Ω

|∂2xum(s)|2dx+
λ+ 2µ

2

∫ s

0

∫

Ω

|∂2xum|2dxdt

+µ∗(q − 1)
∫ s

0

∫

Ω

|∂xum|q−2(∂2xum)
2dxdt ≤ κ

*ù���z�0Íe,

¼G�P�2���î6¬�Ö�¥��¤�Ò¢P��¥���Ö�¥��P����¥�£(£Å¥����z�8È��
¥: 76ä(ô=öv^!_`7Ò���z�0¯ ÓÏ@÷¿ø�Ñ+46_0õÁõ@ø-4-7�^!_`7

u1 ∈ H1
0 (Ω) Ö 76Ñ
öZ7�õHöZ76ÑHôÑ`5�]zô�õHöZ76_� 7�Î_']�76ä�ä'7�ú Ó/.!? 76Ñmä�_#]ì5;÷�õP] ÷;ôÑ`5



�¹ =?>A@�B9C¸DLE6G�¹#I�ä�DvO�N)GhN·º OK�»mM�N)¼Z½LG�K:M�K�½bC�K:¾.@�CbE6G
Íx765F5879×)ø¡÷�4�]�ßàÒ�^!_6ô5;÷ùø�Ñjù¸ú Ó/.10xü õPô=ö u′jm(t) Ö ø�Ñ®øÐ!5B÷�76Ñ)5-ô�õHö@x4Ê÷\Ñ`58Ò�Þ=ö¦ô5B÷ùø�ÑkÎ�7

0 è s Ö s ∈]0, T [ Ö]�ß ÷\Ñ9Ò�ÞÁô] ÷\5�ÒhÛ
ρ

2

∫

Ω

(∂t∂xum(s))
2dx+ λ∗

∫ s

0

∫

Ω

(∂t∂
2
xum)

2dxdt+
λ+ 2µ

2

∫

Ω

(∂2xum(s))
2dx

=
ρ

2

∫

Ω

(∂xu1m)
2dx+

λ+ 2µ

2

∫

Ω

(∂2xu0m)
2dx− α

∫ s

0

∫

Ω

∂xpm∂t∂
2
xumdxdt

−µ∗(q − 1)
∫ s

0

∫

Ω

|∂xum|q−2(∂2xum)(∂t∂
2
xum)dxdt−

∫ s

0

∫

Ω

f∂t∂
2
xumdxdt.

ÌqÑ�_�5;÷\] ÷�4�ôÑ`5�]�7x4+7x4.5B÷\ä(ô5;÷ùø�Ñ 4XÎ_�]�76ä�ä'7�ú Ó/.!? õ�ø�_�ö�ä(ôví)ø¡öZ7�ö è ]�ß ô=÷LÎ�7XÎ�7x4í÷\Ñ:Ò¸ÞÁô] ÷\58Òx4XÎ�75 ô_AÍxç1743¸Ï�Íxç�÷yô=öBAk765�Î�7�CHø�_�Ñ�Þm]�7p587�ö6ä'71ÑÄø�Ñ<] ÷\Ñ9Ò�ô=÷ÙöZ7 Ö ÷\]� 0÷�76Ñ`5l76ÑØ46_�÷\ ¡ôÑ`52]�7x4Ý÷LÎ�Òx7x4�Î�7]zô1õHöZ76_# 7WÎ_�]�76ä�ä'7�ú Ó/.!? ^!_`7
(∂tum)m∈N∗

7x465qÐ�ø¡ö.Ñ9Òx7WÎÁôÑ 4
L2(0, T ;H2(Ω)) ÓT ��¢H¥������6�!�6�6����¥ª�6¥!�¶�¤¥!£Å£(¥�� ¢6�¦���!���6¥!�������Ñ� «� m8n@ð'nCÚ�stl8sÙnCkau�é;i6Û:éÏ]ø¡÷\5

(um, pm)m∈N∗

]zôp46_�÷\587hÎ�7x4�40ø�]ì_�5B÷ùø�Ñ 4�Î�7D,eù¸ú Ó/.10xü Ö ù¸ú Ó/.!.6ü*2:Ó ô ]�7vê�÷�46587�_�Ñ97�40ø�_R483�46_G÷\587Î�7
(um, pm)m∈N∗

^!_�÷�Í ø�Ñ` 7�öFÞ�72ÎÁôÑ 4
L∞(0, T ;W 1,q

0 (Ω))×L∞(0, T ;H1
0 (Ω))

×!ô=÷LÐ!]�7�E� 7�öx4_#Ñ�Í ø�_0õP]�7
(u, p) Ó ï 7Ëõ:] _R4 Ö ]�7yÍ ø�_0õP]�7

(u, p)
7x465�_�Ñ97�40ø�]ì_#5;÷ùø�Ñ<Î_íõHö�øÐ!]�6ä'7h ¡ô=ö�÷;ô5;÷ùø�Ñ`Ñ976]ù¸ú Ó���ü 765

u
ô�õÁõPô=ö65;÷�76Ñ`5 è L∞(0, T,W 1,∞(Ω)) Óï Ò6ä·ø�Ñ 465Bö¦ô5;÷ùø�Ñ Ó$ Ã��¢6��¬!�1�¤¥!�ª��¥�£(£(¥��ª���z�0§®¥������z�8È#�Ä�¤�²¥�±P���¦��¥(�P�6¥í���6�z��¥Ò¥�±G�����=����¥Ò�6¥

(um, pm)m∈N∗

�6�=����¥
¥��6�!����¥

(um, pm)m∈N∗

�����ÁÖ�¥��¦×�¥��Á��¥1�6¥ª�Ñ�1�;������
���6�zÖ�=�Á��¥ «




um → u
�6�=�6�

L∞(0, T ;W 1,q
0 (Ω))

�;��¤Õ6��¥ ∗¥��¶���=�P�
L∞(0, T ;H2(Ω))

�;�=�¤ÕP�¤¥WÉGF
pm → p

���=�6�
L∞(0, T ;H1

0 (Ω))
�;�=��Õ6��¥ ∗ ;

|∂xum|q−2∂xum → η
���=�6�

L∞(0, T ;Lq∗(Ω))
�;��¤Õ6��¥ ∗ ;

∂tum → ∂tu
�6�=�6�

L2(0, T ;H1
0 (Ω))

�;�=�¤Õ6��¥
;√

ρ∂tum → √
ρ∂tu

�6�=�6�
L∞(0, T ;L2(Ω))

�;�=�¤ÕP�¤¥ ∗ ;
∂tpm → ∂tp

�6�=�6�
L2(0, T ;L2(Ω))

�;�=��Õ6�¤¥
;

ρ∂2t um → ρ∂2t u
�6�=�6�

L2(0, T ; (H1
0 (Ω) ∩H2(Ω))′)

�;��¤Õ6��¥
.

*ù�����=ìe,

$ Ã��¢6��¬!�k*ù�����=ìe,.�
(∂xum)m∈N∗

�!���ÁÖ�¥���×=¥ÒÖ�¥��¦�
∂xu

���=�P�
H1(Q)

�;�=�¤Õ6��¥=� T ���ùÃº�¤���¦¥!�!���¤���~�6¥
H1(Q)

���=�6�
L2(Q)

��� �=�Á�Ò�!��£Å¢6�=�!��¥�
(∂xum)m∈N∗

�!����Ö=¥���×=¥�Ö�¥����
∂xu

�6�=�6�
L2(Q)

¥��
�6���6�ª¢6�¦¥���¼��6¥1¢��=�¦�����P�"���=�P�

Q
��¼��6���¦��¥ªúí¥�±������=����¥��6¥ª�6���PÖ�¥��=���6�6¥ª���=�6�³½¾���6�z��¥=�c²�=���=���¤�z¥��6�¦�!�p�Ñ�
���=�����¤�G�P�����í�6¥Å�Ñ�u�t���6���������

τ 7→ |τ |q−2τ ��£(¢6����¼��6¥í¼G�P¥ |∂xum|q−2∂xum�����ÁÖ�¥��¦×�¥ªÖ�¥��¦� |∂xu|q−2∂xu ¢6�¦¥���¼��6¥1¢��=�¦�����P�"���=�P� Q �$ Ã��¢6��¬!�~�¤¥���¥�£(£Å¥+���z�0ìM���=¢6¢H¥!�¤�Æ�=��¢�����=×����=¢6î6¥Æ��� ���"�¤�M���6�z��¥
(|∂xum|q−2∂xum)m∈N∗�����ÁÖ�¥��¦×�¥ �6���P�ÂÖ�¥���� |∂xu|q−2∂xu �6�=�6� L∞(0, T ;Lq∗(Ω))

�;�=�¤Õ6��¥aÉe�¡��¥Ê¼��6��¢6������Ö�¥��]Ã¨�=¢6��¬!�



¹ I��RI�ã·G�Q.@�Ý
q ≥ 2 � OK�»uM�N)¼x½SG�N)G�Q�M�K)Ý6M-½�CSN#@ DFCSM-KuK:M�K�½bC�K:¾.@�CbE6G ��È

*ù�����=ìe,.�6¼��6¥
η = |∂xu|q−2∂xu

�
T �+¢H¥!�P���=���������;�=����¥���¥��6�6�¦¥

m
Ö�¥����ª�ùÃº�¤�Pû6�6�²���=�P�k*ù���z�0ìe,�¥��1������ÕP���¤¥!��� « ¢H���P�������P�

j ∈ N∗ �




ρ < ∂2t u,wj >(H1
0 (Ω)∩H

2(Ω))′,H1
0 (Ω)∩H

2(Ω) +λ
∗

∫

Ω

∂t∂xu∂xwjdx− α

∫

Ω

p∂xwjdx

+(λ+ 2µ)

∫

Ω

∂xu∂xwjdx+ µ∗
∫

Ω

|∂xu|q−2∂xu∂xwjdx =

∫

Ω

fwjdx,

c0

∫

Ω

∂tpwjdx+ α

∫

Ω

∂t∂xuwjdx+ k

∫

Ω

∂xp∂xwjdx =

∫

Ω

hwjdx.

°�����¥!���=�Á�����=£Å¢P��¥1�P¥���¢P����¢6�¦�¤�������"�6¥1�Ñ�Ò���P����¥
(wj)j∈N∗

�!�6���P����¥!��úí�Ñ�Ò¢6����¢H�=�������¤�������¨¯ �
�Ñ�Ý��¥��¤��������®¢P�����!���6¥!����¥���Ãº�!��¥!�6�~�!��£(£Å¥����6�z� « ∀(v, r) ∈ (H1

0 (Ω) ∩H2(Ω))×H1
0 (Ω)





ρ < ∂2t u, v >(H1
0 (Ω)∩H

2(Ω))′,H1
0 (Ω)∩H

2(Ω) +λ
∗

∫

Ω

∂t∂xu∂xvdx

+(λ+ 2µ)

∫

Ω

∂xu∂xvdx+ µ∗
∫

Ω

|∂xu|q−2∂xu∂xvdx− α

∫

Ω

p∂xvdx =

∫

Ω

fvdx,

c0

∫

Ω

∂tprdx+ α

∫

Ω

∂t∂xurdx+ k

∫

Ω

∂xp∂xrdx =

∫

Ω

hrdx.

°���û����Ä�Ñ�Å¢6�¦¥�£(�¤¬!��¥��!¼�����������$�6¥Ý��¥Ý�n;G�¦��¬!£Å¥Ò¥�����¥��/¢6���=¢6�����!�������P¥Ý���!×��6�Ñ����������P� �����P¢6�¤¥
(u, p)

�6���!���6�¤�=���ª�6¥�*ù�����=ìe,�£(��������¥!���ª¼��6¥
ρ∂2t u

¥��¦�1ÕH�=���6�!¥í���=�6�
L2(0, T ;W−1,q∗(Ω))

�
©-¥!�"�¦¥��¤��������6�Ê¢6�¦���!���6¥!����¥����¦¥ª×��!�6�����=�¤����¥!���"�=���6���]���±+�t���P�!�������6�ê½¾��¥!�¦�Ë����6�

W
1,q
0 (Ω)

¥!�"��¥
�����6¢P�¤¥

(u, p)
Ö��!����û6¥ªû6���=��¥�£(¥���� « ∀(v, r) ∈W 1,q

0 (Ω)×H1
0 (Ω)

�




ρ < ∂2t u, v >W−1,q∗ (Ω),W 1,q
0 (Ω) +λ

∗

∫

Ω

∂t∂xu∂xvdx− α

∫

Ω

p∂xvdx

+(λ+ 2µ)

∫

Ω

∂xu∂xvdx+ µ∗
∫

Ω

|∂xu|q−2∂xu∂xvdx =
∫

Ω

fvdx,

c0

∫

Ω

∂tprdx+ α

∫

Ω

∂t∂xurdx+ k

∫

Ω

∂xp∂xrdx =

∫

Ω

hrdx,

*ù��������,

��¥Ê¼��6��£(���Á����¥y¼��6¥Ê�¤¥y�����6¢P�¤¥
(u, p)

���¡���¤�n�;�=���2��¥���¢6�¦��¢6�¦�¤�!�������6¥Ê�¦��×��P�Ñ�=�¦������¥��¿��¥�����¼����¡�������6�
Ö�=���¤����¤���P�6¥�����¥!�Ä�6¥l*B���¨Çe,�� $ ¥'¢6���6�!�

u ∈ L∞(0, T ;H2(Ω))
¥��-�6���P�

u ∈ L∞(0, T ;W 1,∞(Ω))
�

©-��¢6�¦¥��PÖ�¥��6¥��¤� ¢6���=¢H�����z���¤�=�h�G���0´ ¥!�¦�·�=� î6¥�Ö���¥����Ë���MÖ����¦��û�¥
¼��6¥��¤¥®���=�6¢6�¤¥
(u, p)������¤�v�;����Ë��¥��Ë�����P�6�����¤���6� �¤�P�������=�z¥�� �¤£(¢H�����!¥����$ Ã��¢6��¬!����¥'�¤¥!£Å£(¥����z�0§ �

(um)m∈N∗

¥��³��ÕH���¦�6��¥����=�6�
W (0, T ;H1

0 (Ω), H
1
0 (Ω))

¥��
(pm)m∈N∗¥��¦��ÕH�����6�!¥����=�6�

W (0, T ;H1
0 (Ω), L

2(Ω))
� $ ¥�¢6���6�!����¥�£X&�£(¥ª�¤¥!£Å£(¥�£Å�=�����¦¥1�=�6���¦�2¼��6¥



�=¯ =?>A@�B9C¸DLE6G�¹#I�ä�DvO�N)GhN·º OK�»mM�N)¼Z½LG�K:M�K�½bC�K:¾.@�CbE6G
�Ñ�Ý���6�z��¥

ρ(∂tum)m∈N∗

¥��³��ÕH���¦�6��¥ª���=�P�
W (0, T ;H1

0 (Ω), (H
1
0 (Ω) ∩H2(Ω))′)

�T ���
W (0, T ;H1

0 (Ω), H
1
0 (Ω)) ↪→ C0([0, T ];H1

0 (Ω)),

W (0, T ;H1
0 (Ω), L

2(Ω)) ↪→ C0([0, T ];L2(Ω)),

¥!�

W (0, T ;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω), (H1

0 (Ω) ∩H2(Ω))′) ↪→ C0([0, T ]; (H1
0 (Ω) ∩H2(Ω))′)

����£(£(¥������BÃ���ÖG�~�=�
¢��=���×����=¢Pî6¥��G� ���T ���(�=������� ¢H���6�Ë�����P�
t
���=�6�

[0, T ]
��¼����=�6�

m
��¥��6�
Ö�¥��¦�¶�ùÃº�¤�Pû��P� «

• um(t, .)
�!���ÁÖ�¥���×=¥ªÖ�¥��¦�

u(t, .)
���=�P�

H1
0 (Ω)

�;��¤Õ6��¥HF
• pm(t, .)

�!���ÁÖ�¥���×=¥ªÖ�¥����
p(t, .)

���=�6�
L2(Ω)

�;�=�¤Õ6��¥HF
• ρ∂tum(t, .)

�����ÁÖ�¥��¦×�¥ªÖ�¥��¦�
ρ∂tu(t, .)

���=�P�
(H1

0 (Ω) ∩H2(Ω))′
�;�=�¤ÕP�¤¥=�

ÉÊ¥ ���!���6�z� ���¥��¦�®¥��Þ¢6�=�¦���¤���P�¤��¥��(Ö¡�=�Ñ�Õ6�¤¥�¢H���6�
t = 0

¥��
£(���Á���¦¥$¼��6¥
um(0) → u(0)

�
pm(0)→ p0

¥!�
ρ∂tum(0)→ ρ∂tu(0)

�¦¥���¢H¥!�!����Ö�¥�£(¥!���/����6�
H1
0 (Ω)

�
L2(Ω)

¥��
(H1

0 (Ω) ∩
H2(Ω))′

�;�=�¤Õ6��¥=� $ Ã¨�6�$�=�P����¥1�!�����@���~�(¢���¶�6�!û��P���������
um(0) = u0m

�
ρ∂tum(0) = ρu1m¥!�

pm(0) = p0m
�H�¤¥����¦�6����¥��

(u0m)m∈N∗

�
(p0m)m∈N∗

¥��
ρ(u1m)m∈N∗

���=��Ö�¥!��×�¥��=������¥��¦¢H¥���½
����Ö�¥!£(¥����¶Ö�¥!���

u0
�
p0
¥��
ρu1

�6�=�6�
H1
0 (Ω)

�
L2(Ω)

¥!�
(H1

0 (Ω) ∩H2(Ω))′
�;�=�¤ÕP�¤¥�����-ÖG�¤¥!���

�6���6��¼��6¥
u(0) = u0

�
p(0) = p0

¥!�
ρ∂tu(0) = ρu1 « �¤¥·�!���6¢6��¥ (u, p) ��¤�6�¦�Â�����P�¦���¦�6���Ö������zû�¥ª�¤¥!�"�!���6�6�z�������6� �¤�6�z���¤���¥!�Ë�6¥k*B����ÇJ,Ê¥!�¶¥!�¦���P���6�ª�6�6¥ª�������P�������®�6¥k*ù�G��Çe,��

¥

�������I� JK$L�M&N�I #O
©p¥Ý¢6�¦��Õ6�¤¬!£Å¥1Ö�=�¦�Ñ����¤�=�6�6¥��q*B���¨Çe,��=�6£(¥!���P���6�Ò�=� £(�����6���6�6¥Ý�������P�������

(u, p)
�6�!û��P�¤¥

¢��=�-�Ñ�Ë¢P����¢H���¦�����¤���1���z�8´#����¥����¤¥¿¼G�P¥
u
�=¢P¢��=�¦���¤¥!���2ú

L∞(0, T ;W 1,∞(Ω))
�0���Á¥��³��£·��¤����¥�������

������P��¥��'�6¥í��¥í¢H����¥!�1�Ñ��¼��6¥��³���¤�=�Æ�6¥í�ùÃº�6�6���������Ý�]Ãº�6�6¥í��¥!�¤��¥Ò�¦���¤�����¤�=���Ä��¥í¼G�P��¥!�¦���¦���PÖ�¥��Á�
�6��¢6����ÕP�¤¬�£(¥��P���¤���)�¡�"�6�=�6�"�ùÃº�!���P�6¥ª�]Ãº��¼�������¤���P�¶�P�����¤���6�)��¤�¦¥��!�T �Ý�!���6�����6¬!��¥ �6¥!��±Ý���=�6¢6�¤¥!�

(u, p)
¥!�
(ũ, p̃)

���=�¤�P���¤���6�2�6�Ò¢P����Õ6��¬�£(¥�*ù���¨Çe,2�0Ö�¥!� �¤¥!�²£k&!£Å¥!�
�����6�P���������6�-���6�����¤���¥��

u0
�
u1
�
p0
¥!���¤¥!�2£k&!£Å¥!�2�6���P�6��¥!�

f
¥!�
h
� T ���¦�6¢6¢H���¦¥Ê¼��6¥

u
¥!�
ũ
�����Á�

���=�6�
L∞(0, T ;W 1,∞(Ω))

� d �=���=�6�
ν
¥!�
ψ
�¤�Ò�P�bUC���¦¥��6�!¥1¥!������¥ª�¤¥��Ë���=�¤�P���¤���6� « ν = u− ũ¥!�

ψ = p− p̃
�



¹ I��RI�ã·G�Q.@�Ý
q ≥ 2 � OK�»uM�N)¼x½SG�N)G�Q�M�K)Ý6M-½�CSN#@ DFCSM-KuK:M�K�½bC�K:¾.@�CbE6G ��´

©-¥ª�!���6¢P�¤¥
(ν, ψ)

Ö��!����û6¥1�=�¤���¦�Ë��¥��Ë¢6����¢P���¤�����!�"���6�zÖ�=�Á��¥!� «





(ν, ψ) ∈ L∞(0, T ;W 1,q
0 (Ω))× L∞(0, T ;H1

0 (Ω)),
ν ∈ L2(0, T ;H2(Ω)), ∂tν ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)),
∂tψ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), ρ∂2t ν ∈ L2(0, T ;W−1,q∗(Ω)),¢H���6�Ë¢6��¥!��¼��6¥1�����P�

t
�6�=�6�

]0, T [ ,∀(v, r) ∈W 1,q
0 (Ω)×H1

0 (Ω)

ρ < ∂2t ν, v >W−1,q∗ (Ω),W 1,q
0 (Ω) +λ

∗

∫

Ω

∂t∂xν∂xvdx− α

∫

Ω

ψ∂xvdx

+µ∗
∫

Ω

[
|∂xu|q−2∂xu− |∂xũ|q−2∂xũ

]
∂xvdx+ (λ+ 2µ)

∫

Ω

∂xν∂xvdx = 0

c0

∫

Ω

∂tψrdx+ α

∫

Ω

∂t∂xνrdx+ k

∫

Ω

∂xψ∂xrdx = 0,

(ν(0, x), ψ(0, x)) = (0, 0), ρ∂tν(0, x) = 0.

*ù�������J,

�~�=�6�V�t¥��¦��¥�£(¥��Á�/�@�¤�í¢6�¦�¤�6�!�¤¢���¤¥��P�bz(���6�z���ª¢H���P�¶��ÕP��¥!�6���¶�P�6¥��!×Á�=���������ÄÃ¨�!�6¥��¦×��¤¥1�6�=�6���6�=��½
���=���Ý��¥·�¦�����P��� �¡�Ý�]Ãº�6�6���������·�¦�������6¥·�¤���y���=�P�Ý�Ñ���!�G¥�±��¤�³��¥��P��¥®�6� ��¥���£(¥·îe;�¢H¥!��ÕH�����¤¼��6¥·�6�
��¥��!���6�&���¦�6��¥��¤���¦��¼��6¥

ρ 6= 0
¥!�í�6� ��¥��¦£Å¥��6�=�M�¤���6�)�=���¦¥Å�����=�6�P���Ý¢��=�Ý�6�

q− ©-�=¢6�¤�=�!�¤¥���=¢6¢6���¤¼��6�ªú
u
���û��Å�6¥"¢H���PÖ������'�����=�z��¥��'�!¥"��¥!��£(¥"îR;G¢H¥��¦ÕH���¤��¼��6¥¶�6�(��¥��!���6�·���¦�6��¥"¥!�y�����¤£(�z�6¥��¿�¤¥!����¥��¦£Å¥!�

�6¥��!���6¢P�Ñ�=×�¥$���Ñ�=�Á����¥��®�P¥���±Þ�!¼�������¤���6��� ���Þ¥!�¦���!���6�6�P���
ú ¢6�¦¥��6�6�¦¥
v = ∂tν

�!��£(£Å¥�t���6�!���¤���G½¾��¥!�¦�ª����6�1�Ñ�®¢6�¦¥�£(�¤¬!��¥Ò��¼�������¤���+�6¥j*ù�������,�¥��
r = ψ

���=�P�1�Ñ�®�¦¥����=�6�6¥�¿ÉÊ¥�����¥
�����Á������¤�Á��¥í�¤�¤�!¥(ú��¤�
¢6�¦����¥!�6��¥·�6�Æ��¥��¦£Å¥í�6���¦��Ö���¥(�]Ã¨�=���6�¦¥Å�6¥!��±Æ¥��+��¥�£(¢6�1����6���ùÃº��¼����8½
���¤�=�+¥��

u
�6¥(¢H¥��¦£Å¥���¢��=�1�]Ãº�P�����¤����¥!�ª�¤�
¢P����¢6�¦�¤�����í�6¥Å£(���6������6��¥Ò�6�

q
½��¤�=¢6�¤�=�!��¥��]�-É/Ãº¥��³�

�Ñ������¤���=� ¢H���6���¤�=¼��6¥����¤¥(�6���6�Ò�)Ö����6�Ý� î6¥��¦��îP�
�BÃ¨¥�±��¤�¦��¥��6�!¥��6¥����=�¤�P���¤���6�
(u, p)

�)Ö�¥��
u
ú

Ö�=��¥��6�¦�Ê���=�6�
W 1,∞(Ω)

� T �·Ö=¥��P�Ë�P���6�/��îP���¤�¦�¤�
v = ∂tν

���=�6��*ù�������J,��PÉÊ¥!¢C¥!�6������/�
∂tν(t)�]Ã¨¥!�¦��¼G�P¥�����6�

H1
0 (Ω)

¥!�¶�6�����6�=�6�
W

1,q
0 (Ω)

�!¥1¼G�P�2¥!�¦���6���=Õ6�¦���=����¥���������=����¥�£(¥��Á�"�6�
��¥��¦£Å¥����¤��ú

∂2t ν
�'É/Ãº¥��³�(¢H���6��¼��6�=� ��� Ö¡� ���=�6�����6���¦¥��Ò���=£Å£(¥k�t���6�!���¤���G½¾��¥!�¦�Ý�¤¥�¼��6����¤¥!���

�6�bUC���¦¥��Á���¤¥!���P¥
ν
� T � ¢6�¦¥��6� �6���P�

v = ντ =
1
τ
(ν(t + τ) − ν(t))

�)Ö�¥��
τ > 0

¥��
r = ψ

�T ���í¥������=£Å£Å�=���Ë��¥��Ë�6¥��G±���¥!�Ñ����¤���P�Ë�=�¤�6�¦�]��ÕP��¥����6¥�� «

ρ < ∂2t ν, ντ >W−1,q∗(Ω),W 1,q
0 (Ω) +(λ+ 2µ)

∫

Ω

∂xν∂xντdx− α

∫

Ω

ψ∂xντdx

+µ∗
∫

Ω

[
|∂xu|q−2∂xu− |∂xũ|q−2∂xũ

]
∂xντdx+ λ∗

∫

Ω

∂t∂xν∂xντdx

+c0

∫

Ω

∂tψψdx+ α

∫

Ω

∂t∂xνψdx+ k

∫

Ω

|∂xψ|2dx = 0.

*ù�����=§e,



�=Ç =?>A@�B9C¸DLE6G�¹#I�ä�DvO�N)GhN·º OK�»mM�N)¼Z½LG�K:M�K�½bC�K:¾.@�CbE6G
o �����

s ∈]0, T [ �@°'���¤������×����=���h*ù�����=§J,Ê�6¥ 0 ú s �����ÄÖG�¤¥!��� «

ρ

∫ s

0

< ∂2t ν, ντ >W−1,q∗ (Ω),W 1,q
0 (Ω) dt+ (λ+ 2µ)

∫ s

0

∫

Ω

∂xν∂xντdxdt

−α
∫ s

0

∫

Ω

ψ∂xντdxdt+ µ∗
∫ s

0

∫

Ω

[
|∂xu|q−2∂xu− |∂xũ|q−2∂xũ

]
∂xντdxdt

+λ∗
∫ s

0

∫

Ω

∂t∂xν∂xντdxdt+
c0

2

∫

Ω

|ψ|2(s)dx

+α

∫ s

0

∫

Ω

∂t∂xνψdxdt+ k

∫ s

0

∫

Ω

|∂xψ|2dxdt = 0.

*ù�����¹R,

ÉÊ��£Å£(¥
lim
τ→0

ντ = ∂tν(t)
���=�6�

L2(0, T ;H1
0 (Ω))

¢P�6�¤�¦¼G�P¥
∂tν ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω))
�6�¤¥���¥!�6�

��¥��¦£Å¥�¼��6�²¢H�=��¥Ý¢6���=Õ6�¤¬!£Å¥���������¼��]Ãº���$¢��=�¦��¥íú·�¤�Å�¤�¤£í�z��¥��������¦¼G�P¥
τ
��¥��6�$Ö�¥!����Y!������¥��¦����¥

��¥��¦£Å¥�îe;G¢H¥���ÕH�=�¤�¤¼��6¥��6�M�¦¥��!���6�&���¦�6��¥�'°'�M�P�����¤�z���=�Á�Ý�P�6¥®�¤�Á����×=������¤���T¢���Ý¢��=�¦���¤¥!�Ý¢��=�
���=¢6¢H�=�¦�¶�=�
��¥�£(¢6�"���P�¶�!¥ª��¥���£(¥�6���
��ÕP����¥��Á�"¼��6¥ «

ρ

∫ s

0

< ∂2t ν, ντ >W−1,q∗ (Ω),W 1,q
0 (Ω) dt =−

ρ

τ

∫ s

0

∫

Ω

∂tν(∂tν(t+ τ)− ∂tν(t))dxdt

+
ρ

τ

∫

Ω

∂tν(s)(ν(s+ t)− ν(s))dx *ù������ÈJ,
¢6�6�¤�¦¼��6¥

ρ∂tν(0) = 0
¢��=�Ë�6��û��6�����¤���Ä�

T �Ê���®���ùÃº��×Á�=���z��� ∀x � y ∈ R �
x(y− x) = 1

2
(y2− x2− (x− y)2) �#�/¢6¢6���¤¼��6�!¥��=��¢6��¥!£(�¤¥����¥��¦£Å¥����=�P�¶��¥�£Å¥!£ÝÕ6��¥��P¥1�P�����z��¥��6¥k*B��� �=ÈJ,6�P��¥!�¦��¥ª��¥��¤��������®�P���6�"�6���6�P¥1¼��6¥ «

ρ

∫ s

0

< ∂2t ν, ντ >W−1,q∗ (Ω),W 1,q
0 (Ω) dt =−

ρ

2τ

∫ s

0

∫

Ω

|∂tν(t+ τ)|2dxdt

+
ρ

2τ

∫ s

0

∫

Ω

|∂tν(t)|2dxdt

+
ρ

2τ

∫ s

0

∫

Ω

|∂tν(t)− ∂tν(t+ τ)|2dxdt

+
ρ

τ

∫

Ω

∂tν(s)(ν(s+ t)− ν(s))dx. *ù�����=¯e,



¹ I��RI�ã·G�Q.@�Ý
q ≥ 2 � OK�»uM�N)¼x½SG�N)G�Q�M�K)Ý6M-½�CSN#@ DFCSM-KuK:M�K�½bC�K:¾.@�CbE6G �=Í

c²�=�¶�=���¤�z¥��6�¦�!�P¥���¥�UC¥�������������6��� î��=�P×�¥�£(¥��Á�¶�6¥ªÖ¡�=���¤�=Õ6��¥��!�P����� «
− ρ

2τ

∫ s

0

∫

Ω

|∂tν(t+ τ)|2dxdt+ ρ

2τ

∫ s

0

∫

Ω

|∂tν(t)|2dxdt =

− ρ

2τ

∫ s+τ

τ

∫

Ω

|∂tν(t)|2dxdt+
ρ

2τ

∫ s

0

∫

Ω

|∂tν(t)|2dxdt =

− ρ

2τ

∫ s+τ

s

∫

Ω

|∂tν(t)|2dxdt+
ρ

2τ

∫ τ

0

∫

Ω

|∂tν(t)|2dxdt.

*ù������´J,

�~�=�¤�/¥�� �P�����¤�����=���/�¤�·¢6�¦¥�£(�¤¬��¦¥W�t����£Ý�6��¥��6¥Ò�¤�·£(��;�¥!�6�6¥ « ∃c1 ∈]s, s + τ [
¥!� ∃c2 ∈]0, τ [��¥����"¼��6¥

− ρ

2τ

∫ s+τ

s

∫

Ω

|∂tν(t)|2dxdt+
ρ

2τ

∫ τ

0

∫

Ω

|∂tν(t)|2dxdt =

−ρ
2

∫

Ω

|∂tν(c1)|2dx+
ρ

2

∫

Ω

|∂tν(c2)|2dx.

*ù�����=Çe,

ÉÊ��£Å£(¥ �6¥"¢6�¤�P����¥Ë���!¥�� ρ
2τ

∫ s

0

∫

Ω

|∂tν(t)−∂tν(t+τ)|2dxdt
¥!�¦�y¢C�=���z���b���)*ù�G� �=¯J,²�6¥�Ö���¥��Á� «

ρ

∫ s

0

< ∂2t ν, ντ >W−1,q∗(Ω),W 1,q
0 (Ω) dt ≥−

ρ

2

∫

Ω

|∂tν(c1)|2dx+
ρ

2

∫

Ω

|∂tν(c2)|2dx

+
ρ

τ

∫

Ω

∂tν(s)(ν(s+ t)− ν(s))dx

¥!�¿¥!�Ò¢6�=�����=���'ú/�¤�¶�¤�¤£í�z��¥y����6�a*ù�����¹R,p�¤���¦��¼��6¥
τ → 0

��=�Ý��ÕP���¤¥!���¿�=�����¦��¼��6¥ ¢H�=�6�²¢P��¥��¦¼��6¥
�����P�

s
���=�P�

]0, T [ «




ρ

2

∫

Ω

|∂tν|2(s)dx+ λ∗
∫ s

0

∫

Ω

|∂t∂xν|2dxdt+
λ+ 2µ

2

∫

Ω

|∂xν|2(s)dx

+
c0

2

∫

Ω

|ψ|2(s)dx+ k

∫ s

0

∫

Ω

|∂xψ|2dxdt

≤ µ∗
∫ s

0

∫

Ω

[|∂xũ|q−2∂xũ− |∂xu|q−2∂xu]∂t∂xνdxdt.

*ù�����=Íe,

ÉÊ��£Å£(¥
u
¥!�
ũ
�����Á�¶���=�6�

L∞(0, T ;W 1,∞(Ω))
���=��¢H¥��P�¶£Å�=�¤�Á��¥��6�=���Ë�6��û��6���"��¥�����¥!� «

m = (q − 1)max
{
sup
x∈Q

|∂xu|q−2, sup
x∈Q

|∂xũ|q−2
}
.



§�ì =?>A@�B9C¸DLE6G�¹#I�ä�DvO�N)GhN·º OK�»mM�N)¼Z½LG�K:M�K�½bC�K:¾.@�CbE6G
�/�¤�=���!�P�¤¥���¥!���=�6�~£(¥�£ÝÕP��¥��6¥k*ù�G� �=ÍJ,Ê¢H¥��P�¶��¥ª£·���¦���¦¥�� ¢��=� «
∣∣∣∣µ
∗

∫ s

0

∫

Ω

[|∂xu|q−2∂xu− |∂xũ|q−2∂xũ]∂t∂xνdxdt
∣∣∣∣ ≤ µ∗

∫ s

0

∫

Ω

m|∂xν||∂t∂xν|dxdt

≤ C

∫ s

0

∫

Ω

m2|∂xν|2dxdt

+
λ∗

2

∫ s

0

∫

Ω

|∂t∂xν|2dxdt
¥!�¶�BÃ¨���®��ÕP����¥��Á�Ëû����=��¥�£(¥��Á�"¼��6¥1¢H���6�Ë¢6��¥!��¼��6¥1���=�P�

s ∈]0, T [ �
ρ

2

∫

Ω

|∂tν|2(s)dx+
λ∗

2

∫ s

0

∫

Ω

|∂t∂xν|2dxdt+
λ+ 2µ

2

∫

Ω

|∂xν|2(s)dx

+
c0

2

∫

Ω

|ψ|2(s)dx+ k

∫ s

0

∫

Ω

|∂xψ|2dxdt ≤ C

∫ s

0

∫

Ω

m2|∂xν|2dxdt.
°���¢��=�³�������6����¥��!�������Ò¢H���6�"¢P��¥��¦¼��6¥1�������

s ∈]0, T [ �
λ+ 2µ

2

∫

Ω

|∂xν|2(s)dx ≤ C

∫ s

0

∫

Ω

m2|∂xν|2dxdt

¥!�'�¤¥Ê�¤¥�£(£(¥Â�6¥��������e� �=�������=¢6¢H¥����Ë�=�Ò¢��=���=×����=¢6î6¥"�����/¥��y�¢6¢6�¤��¼��6�Ëú��!¥!�¦��¥Ë�¤�P��×Á��¤�z���Ê�P���6�
¢H¥���£(¥!�"�]Ã¨��z(��£(¥��Ë¼G�P¥�@¢H���P�"¢6�¦¥���¼��6¥1�����P�

s
���=�6�

]0, T [
� ∫

Ω

|∂xν|2(s)dx = 0
�

�/�¤�P�����P¢H���P�"¢6��¥!��¼��6¥1�����P�
s
���=�6�

]0, T [
�
∂xν = 0

���=�P�
Ω
¥!�¶���
��ÕP����¥��Á� «

ρ

2

∫

Ω

|∂tν|2(s)dx+
λ∗

2

∫ s

0

∫

Ω

|∂t∂xν|2dxdt+
c0

2

∫

Ω

|ψ|2(s)dx+ k
∫ s

0

∫

Ω

|∂xψ|2dxdt ≤ 0

��¥�¼��6�2��£Å¢P�¤�z¼��6¥ª¼��6¥
ν = ψ = 0

���=�P�
Ω× (0, T ) ¥�����¥���£(�¤�P¥ª�Ñ�í¢6��¥!�PÖ�¥��6¥1�ùÃº�6�6�����z�����6¥�Ñ�Ý�������P�������

(u, p)
�P��¢6�¦��Õ6��¬�£(¥X*B����ÇJ,��

d �=�6�(�)Ö����6�í�6�=�6�í�!¥
¢�����=×����=¢6î6¥
���¨§ �6���6�P�
�6�&�¦���¦�6������í�ÄÃ¨¥�±��¤�¦��¥��6�!¥�×��Z�=�!¥
ú �6¥��
��¥�� î6�6��¼��6¥��Ê�6¥����=£Å¢6�=���z�����Ö��Ñ�=Õ6��¥"�¤�=����¼��6¥

q ≥ 2 ¥!� u0 ∈ H1
0 (Ω)∩H2(Ω)

� $ �=�6�Â��¥��)��!�
�¤¥����������P�������6�/��ÕP��¥!�G�6¥!�1�¦����������¬������!×��6�¤��¬��¦¥���¢6�6����¼��6¥í�ùÃº������¢6������Ö��í¼��6¥

∂xu ∈ L∞(Q)��¥�¼G�P�]�P���6�Ë�Ý¢H¥!��£(�¤�Ê�P¥�£(���Á����¥!�Ê�ùÃº�6�6�����z�����P¥��Ñ���������P�������]��°'�+�;�=���!�G����¢C¥!�P�Ë�6���6�P¥�� �6�
�����¦�6������ª�]Ã¨¥�±��¤�¦��¥��6�!¥Å�6¬��1¼��6¥

q > 1
¥!�
u0 ∈ H1

0 (Ω) ∩W 1,q
0 (Ω)

¥��Æ�����¤�������=������¥í��¥�£(£(¥
�����)§Ý¥!�Ë�6�6¥�£(�!��îP�G�6¥��P¥�£Å�=�6�=���=�6�¤¥�P©-�Ý���=�¤�P���¤���·��ÕP��¥!�G�P¥ª¥!�¦�¶�=�¤�=���Ê£Å�=�¤�6�Ê�¦��×��P�¤��¬���¥/¥��
��¥�£Å�=�6¼��6¥1�P¥����!×��6�¤�=���z�����6¥1�6���P�/�(¢6�=��¢H¥!��£(�¤�"�P¥����!�����P�6��¥���¥1¢P����Õ6��¬�£(¥ª�6¥1�ùÃº�6�6�����z���=�
©2�2�¦�6�³���zû��)����¤���(�P¥���¥������¦�6������Â�]Ãº¥�±����¦��¥!�6��¥/¢H���6�

q > 1
�;�=�z�y�ùÃº��Õ��¦¥!�y�6�·�����P�³½�¢6�=���=×=���=¢6îP¥

���¨¹P� �·�6¥Ò�Ñ���¦¥������¤�=�+�¦�6��Ö¡�=����¥í���=�����²¢6�¦¥��6�Æ�¢6¢6�6�¿���P�ª��¥�����¥�� î6�6��¼G�P¥��1�6��Ö�¥�����¢6¢H�!¥��1¢H���6�
�ùÃº�!���P�6¥ª�6��£(�G�6¬���¥�¼����=�¦�z½¾�¦� �¡���¤¼��6¥

ρ = 0
�



¹ I�PRI�ã·G�Q.@�Ý
q > 1

§P�

«X¬IQ �<È µ2ÄhÂ
q > 1

���SRT��� UV"XWZY\[']%^M"`_\aLbc�#�ed4�! #bf #�M_\aL"
$ �=�P����¥Ý¢�����=×����=¢6î6¥����$��Ãº�¤�������¦¥����¦¥í�=�$�)����Jg

ρ = 0
�]É/Ãº¥��³�ª��¥Ý¼��6¥Ý�BÃ¨�=�$�P��£Å£(¥���¥

£Å�G�6¬!�¤¥Å¼����=�¦�z½¾�¦� �¡���¤¼��6¥·¼��6�Ê�P�����¦���Ý��¥���£Å�=�PÖ�¥�£(¥��Á���Ý�6�=�6�Ý��¥·£(�¤���z¥��T¢H���¦¥���± ¼�����6�M��¥��
¥�UC¥!���¶�6¥��BÃ¨���6¥!�¦����¥��¦�������6�!×����¤×�¥��=Õ6��¥��!�HÉÊ¥1£Å�G�P¬��¤¥�¢6��¥!�6�~¥!�~���=£Å¢���¥1��¥��"�¤¥��Á��¥!�¶�6���t���¦£·�8½
���¤�=�6���6�P¥���úÅ�¤�Å�!���6�¦���¤����������=��¥����=�G±~���Pû�������������=�6�¶�6�3%6�6�¤�6¥����=�P�/�Ñ�(£Å����¦�¤��¥ª¢H����¥!�6��¥�
©�Ãº�!���6�6¥ £Å���î6�!£·�¡����¼��6¥Â�6��Ö�¥�����¢6¢H��¥Ë�=�Ý¢��=���=×����¢6î6¥Ë���¨§��/¢H¥!��£(�¤���]Ãº�!� �Õ6�¤�����6¥!�¿�����¦�6��������
�]Ã¨¥�±��¤�¦��¥��6�!¥�¥!���ÄÃ¨�6�P�¤���z���(�������¦¼G�P¥

q ≥ 2
¥��
u0 ∈ H1

0 (Ω) ∩ H2(Ω)
�2�����F�-���ÆÖ��£(���Á����¥!�

¼G�ÄÃ¨�6�P¥(�!���P�6¥(�P�¤��¥!�!��¥í�6¥í�!¥í�)�=�ª¢H¥!��£(¥!�ª�]Ã¨�=£Å�!�¤�����¦¥��/�¤¥!�������¦�6����������6�8��ú
��ÕP��¥����6�1×����=��¥
ú(�ùÃº�P��������������z���
�]Ãº�6�6¥�£Å����î6�G�P¥��P¥�£(���6�=�����6��¥=��°'�~¥�UC¥!�!�H����Ö�(¢6������Ö�¥���¼��6¥��¤¥ª�v;G�¦��¬�£(¥
¼G�6�=���ß½��¦�������¼��6¥·¥!�¦�ÝÕ6�¤¥!� ¢H�����·�6¬��Ý¼��6¥

q > 1
¥!�
u0 ∈ W = H1

0 (Ω) ∩W 1,q
0 (Ω)

��¥��P�¤¥�½
£Å¥!���)�y�"¥�£Å�=�¦¼G�P���6�Å¼��6¥

W = H1
0 (Ω)

�
W ′ = H−1(Ω)

���
q ≤ 2

¥!�
W = W

1,q
0 (Ω)

�
W ′ = W−1,q∗(Ω)

���
q > 2

�
©2�p�t���¦£Ò�P�Ñ����z����Ö¡�=���¤��������6�6¥!����¥�������G�!�¤�!¥��=�
¢6����ÕP�¤¬!£Å¥�¥��¦�¶�¤�!�]�Ñ�Ý���6�zÖ�=�Á��¥ «




f �¦���PÖ�¥!�
(u, p) ∈ L∞(0, T ;W )× L∞(0, T ;H1

0 (Ω))
��¥!�p¼��6¥

∂tu ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), ∂tp ∈ L2(0, T ;L2(Ω))Ö����¦��û@�=�Á�¶¢H���P�"¢6�¦¥���¼��6¥1�����P�

t
���=�6�

]0, T [,∀(v, r) ∈ W ×H1
0 (Ω) :

λ∗
∫

Ω

∂t∂xu∂xvdx+ (λ+ 2µ)

∫

Ω

∂xu∂xvdx+ µ∗
∫

Ω

|∂xu|q−2∂xu∂xvdx

−α
∫

Ω

p∂xvdx =

∫

Ω

fvdx,

c0

∫

Ω

∂tprdx+ α

∫

Ω

∂t∂xurdx+ k

∫

Ω

∂xp∂xrdx =

∫

Ω

hrdx,

(u(0, x), p(0, x)) = (u0(x), p0(x))

*ù���¨§�ìe,

�0Ö�¥!�
u0 ∈ W

¥��
p0 ∈ H1

0 (Ω)
� T �
Ö�í£(��������¥�� �¤¥ «
�� �Gn@m8|G{Tw u�é;i�õ�éÏ]ø¡÷\5

q > 1 Ö u0 ∈ W Ö p0 ∈ H1
0 (Ω) Ó2î ]¤ø¡öZ4 Ö õ�ø�_�öu5êø�_�5

f
765
h ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) Ö ]�7487�465g6ä'7h ¡ô=ö�÷;ô5;÷ùø�Ñ`Ñ976]"ù�ú Ó�;#0xü ôeÎä'765�_�Ñ97h_�Ñ�÷L^!_A7�40ø�]ì_#5;÷ùø�Ñ

(u, p) Ó��û6���P¥Ý£Å���Á���¦¥��/¼��6¥m*ù���¨§�ìe,"�6�!û6�6�����6� �6�P�¤¼��6¥Ý���=�6¢6�¤¥
(u, p)

�Ä���$¢6���G�!¬��P¥Ò¥�� �6¥��G±
�!� �¢H¥����=©-��¢6��¥!£Å��¬���¥y�����P��¥!���6¥ �ùÃº¥�±����¦��¥!�6�!¥ �]Ãº�6�6¥Ê���=�¤�P���¤���1�6¥�*ù���¨§�ìJ,�� o �/�!���6�³�����P�!�������Ý¥!�¦�
�¤���Á¥!�6���=��¥ÂÕ������¥Â�¦�6���P�6¥Â£(�!��î6�G�6¥y�]Ã¨�=¢6¢P���0±���£·�¡�������ª�P¥2�ª�=�¤¥!��t��¤�ª�!��£(£Å¥��=��¢��=���=×����¢6î6¥
����§í£·�=���"¥!�~�P�����¤��������"��¥�����¥W�t�=�¤�³½¾���p�6�P¥�£Å����î6�G�6¥1�6¥�£(���P�=�����P�¤¥�¢H���6�¶�¤¥����������¥!£(¥����"�6�
��¥��¦£Å¥Â�6���Ý�¤���6�)��¤�¦¥=� T �Ý�¦¥ ¢H����¥ ¥!�6���P����¥Ê�Ñ�¶¼G�P¥��¦���¤���Ý�6¥ �BÃ¨�P�6�¤�!�����y�]Ã¨�P�6¥Ê��¥!�¤�¤¥y�������P�������]�¡©-�
�6��£(���6�³�����¡���¤�=�u�;�=�z�"�=¢6¢H¥!�-úí�6�6¥ª��¥!�¦���=�¤�6¥����¤�=���¦¥1�P¥��t�=�6�!���¤���6�ê½¾��¥��¦�!�6�6����¥��"�P¥�©-�=�#;#Y!¥��6�ê½t¡�����r�º¹Áì#�C¹Á§��F�C¼G�P�²¢H¥��¦£Å¥����P¥�������¥!�/¢6�=�¦�����6¥Ý�¤�Å£Å�=�6�=���=�6�¤¥1�6¥��ùÃº��¢H�������¥!�6�/�P��� ���¤�6���=����¥



§Á� =?>A@�B9C¸DLE6G�¹#I�ä�DvO�N)GhN·º OK�»mM�N)¼Z½LG�K:M�K�½bC�K:¾.@�CbE6G
¢H���6�"�=ÕP��¥!�6�¤�Ë�6�P¥1���6��×Á��¤�z�����]Ãº���6¥!��×���¥=�

u�éßÐ�é;i`éBi v'hpsBÚ!l0wGk2r�w
T �����=�6�����6¬��¦¥1�6�=�6�ª�¤¥��v;G�³��¬�£(¥1�6�VUÄ�!��¥��Á����¥���*B�����)ìe,Ê����6�¶��¥��)��¶�Jg

ρ = 0 «




λ∗
∫

Ω

∂t∂xum∂xwjdx+ (λ+ 2µ)

∫

Ω

∂xum∂xwjdx

+µ∗
∫

Ω

|∂xum|q−2∂xum∂xwjdx− α

∫

Ω

pm∂xwjdx =

∫

Ω

fwjdx,

c0

∫

Ω

∂tpmwjdx+ α

∫

Ω

∂t∂xumwjdx+ k

∫

Ω

∂xpm∂xwjdx =

∫

Ω

hwjdx

*ù���¨§P��,

¢H���6�Ë�����P�
1 ≤ j ≤ m

���0Ö�¥!�1¢H���6�"�!���6�P���������6� �¤�6�z���¤���¥!� «
{
(um(0), pm(0)) = (u0m, p0m) ∈ Vm × Vm

��¥����¤¥�¼��6¥
u0m → u0

���=�6�
W

¥��
p0m → p0

���=�6�
H1
0 (Ω).

*ù���¨§Á�J,
$ Ã��¢6��¬!�ª�¤¥�¢��=���=×����¢6î6¥í���¨§ �

(um, pm)m∈N∗

¥�±����¦��¥Ò¥��ª¥!�¦�ª�6�6��¼G�P¥�]¢H���P�������P��¥�Ö��¤¥!�6���6¥
m
� $ ¥Ý¢P�¤�6���C�]Ã¨�=¢P��¬��/�¤¥��¤¥!£(£Å¥��G���0§Å¥����Ñ�(��¥!£·���¼��6¥Ò���z�)¹)�

(um)m∈N∗

¥!�
(pm)m∈N∗

�����Á�
��¥��¦¢H¥�������Ö�¥!£Å¥!���ÅÕH���¦�6��¥!�(���=�6�í�¤¥!�í¥��¦¢��=�!¥��

L∞(0, T ;W ) ∩ W (0, T ;H1
0 (Ω), H

1
0 (Ω))

¥!�
L∞(0, T ;H1

0 (Ω))∩W (0, T ;L2(Ω), L2(Ω))
� T ��¥!�®�6�!�6�6�z� �6���P���BÃ¨¥�±P���¦��¥��6�!¥��]Ãº�6�6¥��¦�6����¥

¥�±G�����=����¥Å�6¥
(um, pm)m∈N∗

¼��6¥·�ùÃº���Æ�6�=��¥Å��×��=�¤¥!£Å¥!���
(um, pm)m∈N∗

¥!��¼��6�Â���¡���¤�n�;�=���1��¥��
¢6����¢P���¤�����!�"���6�zÖ�=�Á��¥!� «





um → u
����6�

L∞(0, T ;W )
�;�=�¤Õ6��¥ ∗ ;

|∂xum|q−2∂xum → η
����6�

L∞(0, T ;Lq∗(Ω))
�;�=��Õ6�¤¥hÉiF

∂tum → ∂tu
����6�

L2(0, T ;H1
0 (Ω))

�;�=��Õ6��¥fF
pm → p

����6�
L∞(0, T ;H1

0 (Ω))
�;�=��Õ6�¤¥WÉGF

∂tpm → ∂tp
����6�

L2(0, T ;L2(Ω))
�;�=�¤ÕP�¤¥�

*ù���¨§�§e,

T �Z¥!� �6�!�6�6�z�Æ�=�������$¼��6¥&�¤¥ �!���6¢6��¥
(u, p)

�P�!û��6�Ò���=�6�ã*ù���¨§�§J,~����£(£(¥ �Ñ���¤��£(�z��¥ �6¥
(um, pm)m∈N∗

¥��³���¦���¤�P���¤���®�P��¢P����Õ6��¬�£(¥�Ö¡�=���¤��������6�6¥!� « ∀(v, r) ∈W ×H1
0 (Ω)





λ∗
∫

Ω

∂t∂xu∂xvdx+ (λ+ 2µ)

∫

Ω

∂xu∂xvdx+ µ∗
∫

Ω

η∂xvdx

−α
∫

Ω

p∂xvdx =

∫

Ω

fvdx,

c0

∫

Ω

∂tprdx+ α

∫

Ω

∂t∂xurdx+ k

∫

Ω

∂xp∂xrdx =

∫

Ω

hrdx

*ù���¨§=¹R,



¹ I�PRI�ã·G�Q.@�Ý
q > 1

§�§

¼G�P�Ë�6�VUÄ¬!��¥®�P¥
�Ñ�j�t����£Ý�6�¤������=� �¤�6�z���¤���¥Ø*B����§=ìe,��6�6��¼��6¥�£(¥��Á�(¢6�=�Ò�¤¥·�����������¤¬!£(¥Å��¥��¦£Å¥��6¥
�Ñ�
¢P��¥�£(�¤¬!��¥í��¼����¡���¤�=���-�¦�y�BÃ¨�=�+£Å¥����P¥Å�!����(¢H���6�1�BÃ¨���6�¦���=���ª�Ñ�®¼G�P¥��¦���¤�=�T�6¥!���!���6�P���������6�
�¤�6�z���¤���¥!���T �1��Ãº�¤�������¦¥����¦¥Ê£Å�=�¤�Á��¥!���=�Á����1��¥!��£(¥

η
¥���������¥y¢6���=¢H����¥y�6¥�Ö������zû�¥��2¼��6¥

η = |∂xu|q−2∂xu¥��$�P���¤�������=�Á�¶�6�6¥�£(�!��î6�G�6¥��6¥�£(���6������6��¥ª¢H���6���Ñ�=¼��6¥!�¤��¥ª�¤¥���¢P����¢6�¦�¤���������6¥������ÁÖ�¥��¦×�¥��6�!¥*ù���¨§�§e,������Á�Ë��� z(���=����¥��¶ú��Ñ���6�bUC���¦¥��6�!¥��6�®¢��=���×����¢6î6¥�����§��g®�ùÃº�P���¤���z������z���Å�]Ã¨�=��×��P£Å¥!�����
�6¥ª����£(¢��=�!�������6�!��¥��¦�������=���"¢6���6�"�6¥ª�¦��×��6�¤�=���z����o �����

(ηm(v))m∈N∗

�¤�Ò�¦�6����¥ª�6��û��6��¥1¢H�=�6�Ë�����P�
v ∈ L2(0, T ;W )

¢��=� «

ηm(v) = µ∗
∫ s

0

∫

Ω

[
|∂xv|q−2∂xv − |∂xum|q−2∂xum

]
[∂xv − ∂xum]dxdt.

*B����§�ÈJ,
$ Ã��¢6��¬!���Ñ�(£(���6������6��¥ª�6¥��Ñ�y�t�=�6�!���¤���

τ 7→ |τ |q−2τ �H�¤�(���6�z��¥ (ηm(v))m∈N∗

¥!�¦��¢H���¦������Ö�¥=�
©2�Ò¢6�¦¥�£(�¤¬��¦¥���¼�������¤�=���6¥k*ù���¨§P�-,Ê�6���6�"�6���P�6¥1�=�¤���¦� «




µ∗
∫

Ω

|∂xum|q−2∂xum∂xumdx =

∫

Ω

fumdx− λ∗
∫

Ω

∂t∂xum∂xumdx

− (λ+ 2µ)
∫

Ω

|∂xum|2dx+ α

∫

Ω

pm∂xumdx.

*ù���¨§�¯e,

°����¤���¦¥��!���=�Á�¶�BÃ¨�!×Á�=���z����*ù���¨§�¯e,Â���=�6�"�ùÃº¥�±�¢6�¦¥��¦���¤�=��*B����§�ÈJ,Ê�6¥
ηm(v)

�����ÄÖG�¤¥!��� «




ηm(v) = µ∗
∫ s

0

∫

Ω

|∂xv|q−2∂xv[∂xv − ∂xum]dxdt

︸ ︷︷ ︸
(a)

− µ∗
∫ s

0

∫

Ω

|∂xum|q−2∂xum∂xvdxdt

︸ ︷︷ ︸
(b)

+

∫ s

0

∫

Ω

fumdxdt

︸ ︷︷ ︸
(c)

+ α

∫ s

0

∫

Ω

pm∂xumdxdt

︸ ︷︷ ︸
(d)

− (λ+ 2µ)
∫ s

0

∫

Ω

|∂xum|2dxdt
︸ ︷︷ ︸

(e)

− λ∗
∫ s

0

∫

Ω

∂t∂xum∂xumdxdt

︸ ︷︷ ︸
(f)

.

*ù���¨§Á´J,

T �hÖ�T£Å�=������¥!���=�Á�Å�P�����¤���¦¥��(��¥��Å���!���6�z� ����·�6¥~�!����Ö�¥!��×�¥!�6��¥�*B���¨§�§e,��Â©p¥��Å���¦���¤�(¢6�¦¥�£(�¤¥��¦�
��¥��¦£Å¥!�Ê�6¥p*ù���¨§Á´J,'��¥������=�z��¥��Á�y����¬!���;�=�!�¤�¤¥!£(¥��Á�Â¢���Â�6�!û��P���������Å�6¥/�¤�1�����ÁÖ�¥��¦×�¥��6�!¥��;�=��Õ6�¤¥"¥���;�=�¤�¦¥Â��¥��P�6��¥

m
Ö�¥!�����BÃ¨���Pû��6���¦¥!ÖG�¤¥!����ú���¥�£(¢6�¤�=��¥!�

um
¢���

u
����6�'�¤¥!�¿�¤������×����=�¤¥!�

(a)
¥!�
(c)

�
¥!� |∂xum|q−2∂xum

¢��=�
η
���=�6���BÃ¨�������!×����=��¥

(b)
��©p¥·¼����¡������¬�£(¥(��¥��¦£Å¥

(d)
¢H¥!�P�Ý��¥!£ÒÕP�¤¥!�

¢6�¤�6�ª�6�Vz(�����¤¥íú®�����=�z��¥������=�ª�¤�?�;�=�z�ª������¥!�¦Ö�¥!�6�¤�����¤£Ý�6�z� ��6��£(¥!���
pm

¥��
∂xum

�2ÉÊ¥�¢H¥!�6���=�Á�/�



§=¹ =?>A@�B9C¸DLE6G�¹#I�ä�DvO�N)GhN·º OK�»mM�N)¼Z½LG�K:M�K�½bC�K:¾.@�CbE6G
��¥(�]Ãº¥��¦��¢��=�1�6�P¥Å�¦��¥����¤¥Ò�6�bz(�!�6�����í¢6�6����¼��6¥

pm
���=��Ö�¥!��×�¥(Ö�¥!���

p
���=�6�

H1(Q)
�;�=��Õ6�¤¥��]¥��

�6���6�¶����6�
L2(Q)

�t���³�y�]Ã¨�=¢6��¬!�Â�BÃ¨�����¦¥����������í�!��£(¢��=����¥¶�P¥
H1(Q)

����6�
L2(Q)

�Á���=�6�6����¼��6¥
∂xum

�����ÁÖ�¥��¦×�¥íÖ�¥��¦�
∂xu

���=�6�
L2(Q)

�;��¤Õ6��¥=�:�/�¤�P�����Ä��¥Ò¼G�6����¦�¤¬�£(¥Ý��¥���£(¥
(d)

�!����Ö�¥!��×�¥
¼G�6�=�6�

m
��¥!�6��Ö�¥!���¶�BÃ¨���Pû��6�CÖ�¥!��� ∫

Ω
p∂xudx

�c����6�·�¤¥��!�¤�6¼��6��¬�£(¥���¥��¦£Å¥
(e)

�Â¢6�6����¼��6¥
(∂xum)m∈N∗

�!����Ö=¥���×=¥$Ö�¥!���
∂xu

�6�=�6�
L2(Q)�;�=�¤Õ6��¥������� �6¢���"¢6�¦��¢6�¦�¤�!�����6¥1�¤�Ò�!����Ö=¥���×=¥��6�!¥W�;��¤Õ6��¥ «

lim

∫ s

0

∫

Ω

|∂xum|2dxdt ≥
∫ s

0

∫

Ω

|∂xu|2dxdt.
*B����§=Çe,

°���û����@�=���í¢H�=�6�Ë���=�P�
s ∈]0, T [ �

∫ s

0

∫

Ω

∂t∂xum∂xumdxdt =
1

2

∫

Ω

|∂xum|2(s)dx−
1

2

∫

Ω

|∂xu0m|2dx.

T ���P¼�����6�
m
��¥!�6�®Ö�¥!���Ë�ùÃº�¤�Pû6�6���

(u0m)m∈N∗

�����ÁÖ�¥��¦×�¥�Ö�¥!���
u0
���=�6�

H1
0 (Ω)

�t���¦� ¥!�Ë¢H���P�
�����P�

s
�
(∂xum(s))m∈N∗

�����ÁÖ�¥��¦×�¥ÒÖ�¥!���
∂xu(s)

�;�=��Õ6��¥��6�=�6�
L2(Ω)

�]Ã¨�=¢6�¦¬��X*ù�G��§�§J,�� T �+�
�=�¤���¦� «

lim

∫ s

0

∫

Ω

∂t∂xum∂xumdxdt ≥
1

2

∫

Ω

|∂xu|2(s)dx−
1

2

∫

Ω

|∂xu0|2dx.

�~�=�¤�Ë�!��£Å£(¥��6�6¥ª�¤������×������������¢��=�Ë¢��=�¦���¤¥!�"�¦�6�
[0, s]

�6���6�"�6�=�6�6¥1�¤�Ò�¦¥��¤�������� «
1

2

∫

Ω

|∂xu|2(s)ds−
1

2

∫

Ω

|∂xu0|2dx =
∫ s

0

∫

Ω

∂t∂xu∂xudxdt,

�����Ò¥��m�;�=���Ë�BÃ¨���6��×��=���z��� «
lim

∫ s

0

∫

Ω

∂t∂xum∂xumdxdt ≥
∫ s

0

∫

Ω

∂t∂xu∂xudxdt.
*B����§=Íe,

©-¥!�(�P¥���±M�¤�P��×Á�=���z���!�m*ù���¨§�Çe,�¥!�j*ù���¨§�Íe,��6���6�í¢H¥!��£(¥!����¥��Á�Å�=�¤�6�¦� �6¥
�!������������¥��
lim ηm(v)×��Z�=�!¥1új*B���¨§Á´J,Ê¥��¶�]Ãº¥����P���6�6����¥ª¼��6¥ «

lim ηm(v) ≤ µ∗
∫ s

0

∫

Ω

|∂xv|q−2∂xv[∂xv − ∂xu]dxdt− µ∗
∫ s

0

∫

Ω

η∂xvdxdt

+

∫ s

0

[∫

Ω

fudx− λ∗
∫

Ω

∂t∂xu∂xudx− (λ+ 2µ)
∫

Ω

|∂xu|2dx

+α

∫

Ω

p∂xudx

]
dt.



¹ I�PRI�ã·G�Q.@�Ý
q > 1

§ÁÈ

°��P���6�z��¥�-¥!�T¢6�¦¥�������
v = u

�6�=�6�1�Ñ�®¢6��¥!£Å��¬��¦¥í��¼�������¤���+�6¥3*ù���¨§=¹R,.�p���Æ���BÃ¨�!×Á�=�¤�ß���Ý���6�ß½
Ö�=�Á��¥ «
∫

Ω

fudx− λ∗
∫

Ω

∂t∂xu∂xudx− (λ+ 2µ)
∫

Ω

|∂xu|2dx+ α

∫

Ω

p∂xudx = µ∗
∫

Ω

η∂xudx

¼G�P�-�P���6�"¢H¥���£(¥!�"�]Ã�������zÖ�¥��"úÒ�ùÃº�¤�6�!×Á�=���ß����� ∀v ∈ L2(0, T ;W ) «

lim ηm(v) ≤ µ∗
∫ s

0

∫

Ω

[
|∂xv|q−2∂xv − η

]
[∂xv − ∂xu]dxdt.

*B���¨¹�ìe,
o �����¶£Å�=�¤�Á��¥!���=���

w
�P���6�6�����=�6�

L2(0, T ;W )
�:c����6�"�����P�

γ > 0
�
v = u + γw

¥��³����6�����
���=�6�

L2(0, T ;W )
� $ ¥Ý¢6�¤�P�!�C�!��£(£Å¥

ηm(v) ≥ 0
�C�]Ã¨�=¢6�¦¬��y*ù�G��§ÁÈ,"¥!���Ñ�(£Å�=�6�=���=�6�¤¥1�P¥Ý�Ñ��t���6�!���¤���

τ 7→ |τ |q−2τ ���=���(��6���¦� lim ηm ≥ 0
¥!�1*B���º¹Áìe,Ê�P¥!ÖG�¤¥!��� « ∀w ∈ L2(0, T ;W ),

∫ s

0

∫

Ω

[
|∂xu+ γ∂xw|q−2(∂xu+ γ∂xw)− η

]
∂xwdxdt ≥ 0

��¥ª¼G�P�-��£Å¢6���z¼��6¥��������¦¼��6¥
γ
��¥!�6��Ö�¥!����Y��!���

∀w ∈ L2(0, T ;W ),

∫ s

0

∫

Ω

[|∂xu|q−2∂xu− η]∂xwdxdt ≥ 0.
*B���¨¹P��,

°������=�6�����6�����=���¶�¦�6���!¥������zÖ�¥�£(¥��Á��*ù�G�¨¹6�-,Ê¢H���6�
w
¥!� −w �6�����=ÕP����¥����"¼��6¥ «

∀w ∈ L2(0, T ;W ),

∫ s

0

∫

Ω

[|∂xu|q−2∂xu− η]∂xwdxdt = 0.

$ ���6���@¢H���P�Ë�������
w ∈ W ¥!�¶¢H���P�"¢6��¥!��¼��6¥1�����P�

t ∈]0, T [ «
∫

Ω

|∂xu|q−2∂xu∂xwdx =
∫

Ω

η∂xwdx.

©2�m�t����£Ý�6�¤������=�+Ö¡�=���¤��������6�P¥�����¥j*ù�G��§=¹e,��6¥!ÖG�¤¥!���Ò��¤���¦�1�Ñ���¦�6��Ö¡�=����¥ « ��¥Å�!���6¢6��¥ (u, p) ¥��³��������P�������®�6��¢6���=Õ6�¤¬!£Å¥ «¢H���6�Ë�����P�
(v, r) ∈W ×H1

0 (Ω)
�





λ∗
∫

Ω

∂t∂xu∂xvdx+ (λ+ 2µ)

∫

Ω

∂xu∂xvdx+ µ∗
∫

Ω

|∂xu|q−2∂xu∂xvdx

−α
∫

Ω

p∂xvdx =

∫

Ω

fvdx,

c0

∫

Ω

∂tprdx+ α

∫

Ω

∂t∂xurdx+ k

∫

Ω

∂xp∂xrdx =

∫

Ω

hrdx.
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c����6�¿¢6�¦���PÖ�¥!�'�¤¥Ê�¦���¦�6������¿�]Ã¨¥�±��¤�¦��¥��6�!¥"�6�Ý��î6�!����¬!£Å¥Ë�����)Ç ��¤�G��� zí���P¥ Ö��!���zû�¥��¿¼��6¥Ë�¤�������=�!¥
�6�~�����6¢P�¤¥

(u, p)
ú
t = 0

¥��¦�/�6���P�6��¥�¢6�=����¥1�����P¢6�¤¥
(u0, p0)

� $ Ã¨�=¢6�¦¬���*ù�G��§�§J,6�
(um)m∈N∗¥��¦�¶ÕH�����P��¥ª���=�6�

W (0, T ;H1
0 (Ω), H

1
0 (Ω))

¥��
(pm)m∈N∗

���=�6�
W (0, T ;L2(Ω), L2(Ω))

�
°��������¤����������-�ùÃº�¤���¦¥��!���¤�=�1�!���Á���¤���6¥y�6¥Â�!¥��²¥!��¢����¥!�¿���=�P���ùÃº¥��¦¢��=��¥

C0([0, T ];L2(Ω))
����£(£Å¥

���=¢6¢H¥!�¤���=�a¢�����=×����=¢6î6¥~�����#�����a¢H¥!�P�·��������Ö�¥����Â¢H���P�(���=�P�
t ∈ [0, T ]

�y�P�6¥~�¦���6�ê½����6�z��¥
(um, pm)m∈N∗

��¥!�¤��¥1¼��6¥
(um(t), pm(t))

�����ÁÖ�¥��¦×�¥�Ö�¥��¦�
(u(t), p(t))

����6�
(L2(Ω))2

�;�=��Õ6�¤¥
¼G�6�=�6�

m
��¥��6�ÝÖ�¥!���'�ùÃº�¤��û��6�B�¡°��Ò¢���¦�������6����¥��2���í�/�6�=�6� ¼��6¥

(um(0, x), pm(0, x))
���=��Ö�¥!��×�¥

Ö�¥����
(u(0, x), p(0, x))

���=�6�
(L2(Ω))2

�;�=�¤ÕP�¤¥�T �Â¢���Êîe;�¢H���î6¬!��¥�
um(0, x) = u0m(x)

���=��Ö�¥!��×�¥/Ö�¥!���
u0(x)

�6�=�6�
W

�t���³�Ê¥!�
pm(0, x) =

p0m(x)
���=��Ö�¥!��×�¥ÊÖ�¥��¦�

p0(x)
���=�6�

H1
0 (Ω)

�t���³�²¼����=�6�
m
��¥��P�ÝÖ�¥��¦�'�BÃ¨���Pû��6�B�����¤�6�¦���8�]Ã¨�=¢6��¬!�

�ùÃº�6�6�¤�!�����
�6¥��Ñ���¤��£(�ß��¥+�;�=�¤Õ6��¥�¿���a�
(u(0, x), p(0, x)) = (u0(x), p0(x))

���=�6�
Ω
��¥�¼��6�

�=� î6¬!Ö�¥1�Ñ�Ý¢6��¥!�PÖ�¥1�6¥ª�ùÃº¥�±��¤�³��¥��P��¥1�ÄÃ¨�6�P¥1�������P�������®�6¥k*ù�G��§=ìe,��

u�éßÐ�é;i`é¤u j
k2sBrÁsÙl0�
$ �=�P����¥�����¥"¢6�=�¦���¤¥����ÒÖ��£Å�=�����¦¥��¿��¥Ë�¦���¦�6��������ÄÃ¨�6�P�¤���z��� ���=�6���¤¥!�'îR;G¢H�=��î6¬��¦¥��

u0 ∈W¥!�
q > 1

�o ���¤¥!���
(u, p)

¥!�
(ũ, p̃)

�6¥!��± �������P�������6�/�6��¢6���=Õ6�¤¬!£Å¥u*ù���¨§�ìJ,/�=���¦�G������¥!�1�=��£X&�£(¥��¦¥!���6¥
�����6�P���������6�Ò�¤�6�z���¤���¥!��� T �h�6���¥�¥��6�!����¥

(ν, ψ)
�Ñ� �6�bUC���¦¥��6�!¥�¥��Á���¦¥��¤¥!�(�6¥!��±h�������P�������6� «

ν = u− ũ
¥!�
ψ = p− p̃

��©p¥ª�����6¢P�¤¥
(ν, ψ)

Ö��!����û6¥ª�¤¥��Ë¢6�¦��¢6�����!����� «




(ν, ψ) ∈ L∞(0, T ;W )× L∞(0, T ;H1
0 (Ω)),

∂tν ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), ∂tψ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)),¢H���6�"¢P��¥��¦¼G�P¥1�������
t
���=�P�

]0, T [, ∀(v, r) ∈ W ×H1
0 (Ω)

λ∗
∫

Ω

∂t∂xν∂xvdx+ (λ+ 2µ)

∫

Ω

∂xν∂xvdx

+µ∗
∫

Ω

[
|∂xu|q−2∂xu− |∂xũ|q−2∂xũ

]
∂xvdx− α

∫

Ω

ψ∂xvdx = 0

c0

∫

Ω

∂tψrdx+ α

∫

Ω

∂t∂xνrdx+ k

∫

Ω

∂xψ∂xrdx = 0

*ù���º¹��J,

�0Ö�¥!�1�¤¥!�"�!���6�6�z���¤�=�6�Ë���6�����¤�=�z¥�� î6��£(��×=¬��6¥!�
(ν(0, x), ψ(0, x)) = (0, 0)

�
©-¥'�����=����¥�£(¥��Á�-�6�ª��¥��¦£Å¥'�6���1�¤�¤�P�)�=���¦¥¿�����6�³���z���6¥��¤�!����6�������P��¢H�������-�6�!�¤�¤����)�!��û����ÄÃ¨¥�±�¢6�¤���ß½
��¥����Ñ�(£Å���P�=�����P�¤¥1�P�$��¥���£(¥��6���$���¤�6���=����¥��@���~Ö�¥!�P��� î6���������

v = ν
����£(£(¥h�t���6����������½ù��¥��³�

���=�6���Ñ��¢P��¥�£(�¤¬!��¥Å��¼����¡���¤�=�]�����¤���¦�!���û6� �6¥·¢H���PÖ��=�¤�������¤£(�z�6¥��1�¤¥!����¥!��£(¥����6¥·�����P¢6�Ñ�×�¥
¥�������¥���¥��¶�6¥��G±~�!¼�����������6���H�����P�����¤���¦¥ª¢H���6�¶�Ñ�í�6¥!��±��¤¬!£Å¥1��¼�������¤�����6�P¥W�t�=�6�!���¤����½ù��¥!�¦�¶�6¥
©2�� ;�Y�¥!�6��t¡�-;Á�P�



¹ I�PRI�ã·G�Q.@�Ý
q > 1

§Á´

o �����
ϕ
�P�!û��6��¥ª¢��=� «

ϕ(t, x) =





∫ s

t

ψ(σ, x)dσ
���

t ≤ s,

0
�¦�

t ≥ s.

�/�¤�=���!�P���p����¢H�=��¥
ϕ̃(t, x) =

∫ t

0

ψ(σ, x)dσ
�6�¤¥!�"¢6�¦��¢6�����!�����"�¦�6��Ö�����¥��¶�¦�����"Ö��!���zû���¥!� «

{
ϕ(t, x)= ϕ̃(s, x)− ϕ̃(t, x) ϕ(0, x)= ϕ̃(s, x) ϕ(s, x)= 0

∂tϕ(t, x)=−ψ(t, x) ∂tϕ(0, x)= 0 ∂tϕ(s, x)=−ψ(s, x).
*ù���º¹Á§e,

T �Ò�����6�¦�¤�6¬!��¥Ë�¤¥ �!���6¢6��¥
(ν, ϕ)

����£(£(¥q�t���6����������½¾��¥��³�'���=�P�l*B���¨¹Á�J,����/¢6�¦¬����������!×����¡���¤�=�Ý¢���
���=¢6¢H�=�¦�¶�=�
��¥�£(¢6�"���P�¶�BÃ¨������¥��¦Ö¡�=�¤�z¥

[0, s]
�6�¤�CÖG�¤¥��Á� «





λ∗

2

∫

Ω

|∂xν|2(s)dx+ (λ+ 2µ)
∫ s

0

∫

Ω

|∂xν|2dxdt+ c0

∫ s

0

∫

Ω

∂tψϕdxdt

+α

∫ s

0

∫

Ω

[ϕ∂t∂xν − ψ∂xν]dxdt+ k

∫ s

0

∫

Ω

∂xψ∂xϕdxdt

+µ∗
∫ s

0

∫

Ω

[
|∂xu|q−2∂xu− |∂xũ|q−2∂xũ

]
∂xνdxdt = 0.

*ù���º¹�¹R,

T ���6¥����P�����¤�����=���Ë�P�6¥1��������×������������¢��=�"¢6�=�¦���¤¥��Ë¥��¶�¤¥!�"¢6�¦��¢6�����!�����W*ù�G�¨¹�§e,6�P����� «
∫ s

0

∫

Ω

∂tψϕdxdt = −
∫ s

0

∫

Ω

ψ∂tϕdxdt =

∫ s

0

∫

Ω

|ψ|2dxdt ;
∫ s

0

∫

Ω

[ϕ∂t∂xν − ψ∂xν]dxdt = −
∫ s

0

∫

Ω

[∂tϕ∂xν + ψ∂xν]dxdt = 0 ;

∫ s

0

∫

Ω

∂xψ∂xϕdxdt = −
∫ s

0

∫

Ω

∂t∂xϕ∂xϕdxdt

= −1
2

∫

Ω

|∂xϕ|2(s)dx+
1

2

∫

Ω

|∂xϕ|2(0)dx

=
1

2

∫

Ω

|∂xϕ̃|2(s)dx
¥!�2*B���¨¹=¹R,]¥!��������0Ñ�P¥Â��¤���¦�-¥!���P���¤�������=�Á�-�6¥y¢6���6�-�Ñ�Ë£Å�=�6�=���=�6�¤¥¿�6¥y�ùÃ¨�=¢6¢6�����)������=�

τ → |τ |q−2τ �
λ∗

2

∫

Ω

|∂xν|2(s)dx+ (λ+ 2µ)
∫ s

0

∫

Ω

|∂xν|2dxdt+ c0

∫ s

0

∫

Ω

|ψ|2dxdt

+
k

2

∫

Ω

|∂xϕ̃|2(s)dx ≤ 0.T �M¢H¥!�P�(�6���P�
¥��M�6���6�P�¤��¥®¼��6¥
ν(t, x) = ψ(t, x) = 0

�¿��¥
¼��6� �!� �Õ6�¤�z�Ò�BÃº�6�6�¤�!�����·�6¥
�Ñ�
�������P�������®�6��¢6���=Õ6�¤¬!£Å¥y*ù���¨§�ìe,Â¥!�¶£(¥!�Ëû���úí�¤�Ò¢P��¥���Ö�¥��6�
��î6�����¦¬�£(¥����z�0ÇP�



§�Ç =?>A@�B9C¸DLE6G�¹#I�ä�DvO�N)GhN·º OK�»mM�N)¼Z½LG�K:M�K�½bC�K:¾.@�CbE6G
���SRT�I� JK$lkmO%�1aL^g #bH n[�oS"N���M�p #"%$'&("rqsYcaLkn^�"tWZY\[']%^M"r[L"t&(Yc$'�1YG^M�M['bH #�MYc$

&NYGWuq)^M"N 
©-��£(�!��î6�G�6¥Â�6¥Â£Å�=�6�=�����6�¤¥'�6�!Ö�¥!�¤��¢6¢H�!¥ �6�=�6�²��¥y¢��=���=×����¢6î6¥ �G�¨¹6�z���z�Â��Ã¨�=���=¢P��¥Ê�������¦¼G�P¥

�Ñ�T¢6�¦¥�£(�¤¬!��¥~��¼�������¤����¥��¦�
îe;G¢H¥���ÕH�=�¤��¼G�P¥ �6�?��¥!�����P�F�����P��¥$¥��?��¥�£(¢6���ËÉÊ¥!¢H¥��6������/� �Ñ�
�6��£(���6�³�����¡���¤�=�Å�6¥��BÃ¨�P�6�¤�!�����Ë�6�!Ö�¥!�¤��¢P¢H��¥/�����P�Ê��¥!�ÊîR;G¢H�=��î6¬��¦¥�� �]Ã¨¥!�¦� ¢P�¤�6��Ö�=�¤�=Õ6��¥"¢C�=�6�Â��¥
£Å�G�6¬!�¤¥/�6¥ªÌÊ�¤��Ë�!��£(¢6�¤¥��/����¥�¼��6�p�P���6�"�í�£Å¥!�6�ªú1�;�=�¤�¦¥��BÃº�!���P�6¥��6�
¢��=���=×����=¢6î6¥ª���¨§P� T �
¢H¥��P�"�������¶�6¥ª£X&�£(¥����P���6�!¥��¶�¤¥��¦���¦�6������"�]Ã¨¥�±��¤�¦��¥��6�!¥��6� «
�� �Gn@m8|G{Tw u�é;i�ý�éÏ]ø¡÷\5

ρ > 0 Ö u0 ∈ W Ö u1 ∈ L2(Ω) Ö p0 ∈ H1
0 (Ω)

765
q > 1 Ó1Ô ø�_�ö{5�ø�_R4

f, h ∈
L2(0, T ;L2(Ω)) Ö ]�7 õHö�øÐ!]�6ä'7Xù¸ú Ó���ü ôeÎä+765Âô_�ä·ø¡÷\Ñ 4�_�Ñ97�40ø�]ì_�5B÷ùø�Ñ Ó
ï Ò6ä·ø�Ñ 465Bö¦ô5;÷ùø�Ñ ÓT �+�6�¤�¦¢H����¥(����£(£(¥í����6����¥í�)���¼����=�¦�z½¾�¦� �¡���¤¼��6¥í�6¥!�����!���6�z� ����1�6�Æ�¤¥!£Å£(¥(���z�0§
¼��6��¥���½
������0Ñ�6¥��6���P����¥ª��¥��Ë¢6����¢P���¤�����!�"�6¥ª���=��Ö�¥��¦×�¥��P��¥��P���¤�¤�z����¥!�"�=��¢��=���=×����=¢6î6¥1���º¹6���=����6¼��6¥ «





∂2t um → ∂2t u
���=�6�

L2(0, T ; (H1
0 (Ω) ∩H2(Ω))′)

�;�=�¤Õ6��¥HF
∂tum → ∂tu

����6�
L2(Q)

�t���¦�Ë�]Ã��¢6��¬!�¶�¤¥���¥�£(£Å¥���� ÈvF
¥!�¶¢H�=�6�"¢6�¦¥���¼��6¥ª�����P�

s ∈]0, T [
∂tum(s)→ ∂tu(s)

���=�P�
L2(Ω

�t���³�wF
um(s)→ u(s)

����6�
H1(Ω)

�;�=�¤ÕP�¤¥�¥��
L2(Ω)

�t�=�¦�)�
*ù���º¹�ÈJ,

©-¥!�Â���=£Å¢6����£(¥��Á���yú��=¢P¢C�=�¦��¥!�Â�=�Å¢��=���=×����=¢6î6¥/�G�¨¹6�z���¦���Á�Ê�6�P�Ê�=�(��¥��¦£Å¥"�6�·�¦¥��!���6�����¦�6��¥
ρ∂2t u

*;��¥!��¢H¥!�!���zÖ�¥�£(¥��Á�
ρ∂2t um

,�¢6�¦���¦¥��������=�P�'�Ñ��¢6��¥!£Å��¬���¥Ê��¼����¡�������Ò�6¥�*ù���¨Çe,q*;��¥!��¢H¥!�!���zÖ�¥�½
£Å¥!���p�6¥l*B���z�0ìe,�,�������;�=���2���¦���P��¥��p�=�ª��¥!�����P��£(¥�£ÝÕ6��¥¿�P¥l*B����§�ÈJ,C�¤¥²��¥���£(¥ −ρ ∫

Ω
∂2t umumdx¥!�Ò�=�T��¥!�����P�M£(¥�£ÝÕ6�¦¥Å�6¥Ø*B����§=¯e,ª�BÃ¨��������×����=��¥ −ρ ∫ s

0

∫
Ω
∂2t umumdxdt

��c����6��¢��=���¦¥��Òú��Ñ�
�¤�¤£í�z��¥�¥��

m
���=�6�"��¥���¥!��£(¥�6�����!�����z�"�ùÃº��×Á��¤�z��� «

−ρ
∫ s

0

∫

Ω

∂2t umumdxdt = ρ

∫ s

0

∫

Ω

|∂tum|2dxdt− ρ

∫

Ω

∂tum(s)um(s)dx

+ ρ

∫

Ω

u1mu0mdx

*ù���º¹Á¯e,

¥!�¶���
�P�����¤����¥���¥��Ë�����¦�6��������Ë�6¥ª�����ÁÖ�¥��¦×�¥��6�!¥+*ù���z����,Â¥!�1*ù�G�¨¹ÁÈJ,�� T ��¥!���P���6�6�z� «
lim

m→+∞

(
−ρ
∫ s

0

∫

Ω

∂2t umumdxdt

)
= −ρ

∫ s

0

< ∂2t u, u >W ′,W dt.

ÉÊ¥Ý¢�������×�¥ÒúÅ�Ñ�(�¤��£(�z��¥1��� �=�Á��¥6UÄ¥!�!���P��Ä�Ñ�(�6��£(���P�¦������������~�¦¥1�;�����¥!� �¦�6��Ö�����¢6�=��ú·¢6�=�
�Ñ�Ý���6�z��¥ª�P¥1�¤�Ò¢6�¦¥��PÖ=¥��6¥ª�BÃ¨¥�±P���¦��¥��6�!¥1�6��¢��=���=×����=¢6î6¥1���º¹6�z���

¥



¹ IyxeI<=�M�»1B�@�Ex@�CbÝ6M�K3N)GZÝ�»uM�N)¼x½SGxÝ�N)G/âqCSM�D�B·MROE
ρ > 0

G�D
ρ = 0

§�Í

«X¬Bz { ²WÇ Å�Ä�±?Äh¶�Â�²1¯ ³mÈ�Â Ç ²k³��aÃ�È�Â ³uÈ}| ¶6²h°åÅØ²1´+±
ρ > 0

È2°
ρ = 0

$ �=�P����¥�����¥Ý¢��=�¦���¤¥��C��� ¢6�¦���!�¤��¥Ý����£(£(¥����/�¤¥�£(�G�6¬���¥��6¥Ý�����P�������¤����������~�6¥ÒÌÊ���=���)Ö�¥��
ρ > 0

�=¢6¢P���G� î6¥y�¤¥'£Å�G�P¬��¤¥'¼�������z½¾�¦�������¼G�P¥�¢H���6�-�¤¥!¼��6¥��
ρ = 0

�-�¶û����]Ãº��ÕP��¥��6���-�6¥!��¥!�¦����£·�8½
���¤�=�6�Ê¢H�=�6�Ê����£(¢��=�¦¥��Ê�!¥�� £Å�G�P¬��¤¥!�!�G�����P�����¤���¦¥��¤¥!�Â��¥�� î6�P�¤¼��6¥��Ë¥!£(¢6�¤�-;���¥!�Ë�=��¢��=���=×����¢6î6¥
���¨¹P�������Ò¢H�=�6�¶¢P�����PÖ�¥!�¶�ùÃº�6�6����������¼�����6�

ρ = 0
����¥1¼��6�-�P���6���=������������¥ªúí�����6�¦�¤�6�!��¥!�

q > 1
�

°��M¥6UC¥!�/�²����£(£(¥·��� �ùÃ¨��Ö��M�6�=�6�Ò��¥��¦���6�³½¾¢��=���=×����¢6î6¥
���º¹6� ������î6�����¦¬�£(¥
�����)Í �²�=� ¢C¥!�P�
�����6�¦�¤�6�!��¥!�

(uρ, pρ)
�6�6¥(�������P���������6�Æ£(�G�6¬���¥í�6¥ÅÌÊ���=�ª¢H���6�

ρ > 0
�)Ö�¥��Å��¥��ª�����P�6�����¤���6�

�¤�6�z���¤���¥!�
(u0,ρ, u1,ρ, p0,ρ) ∈ (H1

0 (Ω) ∩ H2(Ω)) × L2(Ω) × H1
0 (Ω)

¥!�
(u, p)

�¤�����=�¤�P���¤���
¢H���6�

ρ = 0
�)Ö�¥��1��¥��Ë�����6�P���������6� �¤�6�z���¤���¥!�

(u0, p0) ∈W ×H1
0 (Ω)

�
©-�=����¼��6¥

q > 1
�
(uρ, pρ)

Ö��!���zû�¥ª�Ñ�1�t����£Ý�6�¤������=� «




(uρ, pρ) ∈ L∞(0, T ;W )× L∞(0, T ;H1
0 (Ω))

∂tuρ ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), ∂tpρ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), ρ∂2t uρ ∈ L2(0, T ;W ′),¢H�=�6�"¢6�¦¥���¼��6¥ª�����P�
t
���=�6�

]0, T [, ∀(v, r) ∈W ×H1
0 (Ω)

ρ < ∂2t uρ, v >W ′,W +λ∗
∫

Ω

∂t∂xuρ∂xvdx− α

∫

Ω

pρ∂xvdx

+(λ+ 2µ)

∫

Ω

∂xuρ∂xvdx+ µ∗
∫

Ω

|∂xuρ|q−2∂xuρ∂xvdx =

∫

Ω

fvdx,

c0

∫

Ω

∂tpρrdx+ α

∫

Ω

∂t∂xuρrdx+ k

∫

Ω

∂xpρ∂xrdx =

∫

Ω

hrdx,

(uρ(0, x), pρ(0, x)) = (u0,ρ(x), p0,ρ(x)), ρ∂tuρ(0, x) = ρu1,ρ(x)

*ù���º¹�´J,

� �=�6�P�¤��¼��6¥
(u, p)

Ö��!����û6¥�*ù�G��§�ìJ,�� T � �6�!����×��6¥Æ¢6�=�
ν = uρ − u

¥!�
ψ = pρ − p

��¥���t���6�!���¤���P��ú
¥��³���¤£(¥��!� $ Ã¨�=¢6��¬!�+*ù���¨§�ìe,�¥��+*ù���º¹�´J,.�p���Æ������1¼��6¥
ν ∈ L∞(0, T ;W )

¥��
ψ ∈

L∞(0, T ;H1
0 (Ω))

�T �®Ö�í£Å�=�����¦¥��Ë��¥����!���6�z� ��"���P��Ö���� «
�� �Gn@m8|G{Tw u�é�u`ÿ�éÙ Ñ346_0õÁõ�ø-4-7W^!_`7
(u0,ρ, u1,ρ, p0,ρ)ρ>0

7x465qÐ�ø¡ö6Ñ9Òx7hÎÁôÑ 4
W × L2(Ω)× L2(Ω) Óî ]¤ø¡öZ4 Ö (ν, ψ)  Ò�ö�÷ Ú27�]�7x4p7x465B÷\ä(ô5;÷ùø�Ñ 4�46_G÷\ ¡ôÑ`587x41Û

•||ν||L∞(0,T ;H1
0 (Ω))

≤ C(ρ1/4 + ||∂xu0,ρ − ∂xu0||L2(Ω) + ||p0,ρ − p0||L2(Ω)),

•||ψ||L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ C(ρ1/4 + ||∂xu0,ρ − ∂xu0||L2(Ω) + ||p0,ρ − p0||L2(Ω));765�4�÷
q > 2,

•||ν||Lq(0,T ;W 1,q
0 (Ω)) ≤ C(ρ1/2q + ||∂xu0,ρ − ∂xu0||2/qL2(Ω) + ||p0,ρ − p0||2/qL2(Ω)).Ï@÷ Ö ]¤ø¡öZ4!^!_A7 ρ 5876ÑPÎ� 7�öx4

0 Ö (u0,ρ, p0,ρ)ρ>0 Í ø�Ñ` 7�öFÞ�7p 7�öZ4
(u0, p0)

ÎÁôÑ 4
H1(Ω) × L2(Ω)Í ø�äyä'7

ρ1/4 Ö ô]¤ø¡öZ4y]zôm46_G÷\5�7
(uρ, pρ)ρ>0

Í ø�Ñ` 7�öFÞ�7� 7�öZ4
(u, p)

ÎÁôÑ 4
L∞(0, T ;H1

0 (Ω)) ×



¹Áì =?>A@�B9C¸DLE6G�¹#I�ä�DvO�N)GhN·º OK�»mM�N)¼Z½LG�K:M�K�½bC�K:¾.@�CbE6G

L2(0, T ;L2(Ω))
765·]�7�5ùô_�ê+Î�7hÍ ø�Ñ` 7�öFÞ�76Ñ9Íx7�7x465�76Ñ O(ρ1/4) Ó ï 7yõP]ì_e4 Ö ÎÁôÑ 4�]�7hÍ�ô�4 q > 2 Ö

(uρ)ρ>0
Í ø�Ñ` 7�öFÞ�7� 7�öx4

u
ÎÁôÑ 4

Lq(0, T ;W 1,q
0 (Ω))

Í ø�ä�ä'7
ρ1/2q Óï Ò6ä·ø�Ñ 465Bö¦ô5;÷ùø�Ñ Óo �����

s ∈]0, T [ �T �(���=�6�����6¬��¦¥¶�¤¥Ë�����P¢6�¤¥"�6¥a�t���6�!���¤���G½¾��¥!�¦�����P�����¤���¦�Ë���=�P�y�Ñ���6�!£(���6�¦��������¤���í�P¥¶�ùÃº�6�6�����z��� �6¥
�Ñ�Ò���=�¤�P���¤���®�6��¢6�¦��Õ6�¤¬!£Å¥�¼����=�¦�z½¾�¦� �¡���¤¼��6¥ª�=��¢6�=���=×=���=¢6îP¥����¨¹P�������íúí���0Ö������

(ν, ϕ)
�Jg��ùÃº���

���=¢6¢H¥!�¤��¥�¼��6¥
ϕ
¥��³���6�=�6�6��¥1¢6�=� «

ϕ(t, x) =





∫ s

t

ψ(σ, x)dσ
���

t ≤ s,

0
�¦�

t ≥ s.

°��Þ�P�����¤�����=�����!×Á�=��¥�£(¥��Á�®�Ñ� �6�� ����¤���
ϕ̃ =

∫ t

0

ψ(σ, x)dσ
����£(£(¥$¢6���!�����P¥�£(£Å¥!���!�Ë���

Ö������zû�¥��;�=�!�¤��¥�£(¥��Á�Ë¼��6¥
ϕ
��������v�;�=�z�Ë��¥��Ë¢6����¢P���¤�����!�"���6�zÖ�=�Á��¥�� «

{
ϕ(t, x)= ϕ̃(s, x)− ϕ̃(t, x) ϕ(0, x)= ϕ̃(s, x) ϕ(s, x)= 0

∂tϕ(t, x)=−ψ(t, x) ∂tϕ(0, x)=−ψ(0, x) ∂tϕ(s, x)=−ψ(s, x).
*ù���º¹ÁÇe,

$ Ã��¢6��¬!�y��¥��?�t����£Ý�6�¤������=�6�a*ù���¨§�ìe,2¥!�l*ù�G�¨¹�´,�¥!��¢H���P�'�¤¥ � î6���ß±Ò�P¥a�t�=�6�!���¤���6�ê½¾��¥��¦�'¢6�¦���!���6¥!���/�
�¤¥��!���6¢6��¥

(ν, ψ)
Ö����¦��û�¥ª��¥��"�¦¥��¤��������6� «





λ∗
∫

Ω

∂t∂xν∂xνdx+ (λ+ 2µ)

∫

Ω

|∂xν|2dx− α

∫

Ω

ψ∂xνdx

+µ∗
∫

Ω

(|∂xuρ|q−2∂xuρ − |∂xu|q−2∂xu)∂xνdx = −ρ < ∂2t uρ, ν >W ′,W

*ù���º¹ÁÍe,

¥!�
c0

∫

Ω

∂tψϕdx+ α

∫

Ω

∂t∂xνϕdx+ k

∫

Ω

∂xψ∂xϕdx = 0,
*B��� Èìe,

�Jg+�BÃ¨��� ���=¢6¢H¥!�¤��¥Ò¼��6¥
W = H1

0 (Ω)
�
W ′ = H−1(Ω)

���
q ≤ 2

¥!�
W = W

1,q
0 (Ω)

�
W ′ =

W−1,q∗(Ω)
���
q ≥ 2 �°����¤������×=���=�Á�Ê�¤¥��Â��¼�������¤���6��*ù�G�¨¹ÁÍJ,�¥!��*ù����È=ìe,��¦�6� �ùÃº������¥!�¦Ö��¤�z¥¶�6¥/��¥!£(¢6�

[0, s]
��������ÕP���¤¥!���

�6�6¥í��×Á��¤������Ö����Ñ�¡���¤�=�6�6¥!�¤�z¥Ý¥!�T���¦���P���=���ª��¥����6¥!��±+��¥!�Ñ�¡���¤�=�6����ÕP��¥����6¥��!��µ¶�6¥í�¤������×�����������
¢��=�Ê¢6�=�¦���¤¥��Â���P�

[0, s]
�6�=�6� �!���6�6�6�z�/�G¢��=�Â�¤¥�£X&�£(¥¶��;G¢H¥��6¥/�)��¤�!�6�¤�Â¼��6¥���¥!��±��6��Ö�¥�����¢6¢H���

���=�6�"�¤¥�¢6�=���=×=���=¢6îP¥����º¹6�z�����#��ú «




λ∗

2

∫

Ω

(∂xν)
2(s)dx+ (λ+ 2µ)

∫ s

0

∫

Ω

(∂xν)
2dxdt

+µ∗
∫ s

0

∫

Ω

(|∂xuρ|q−2∂xuρ − |∂xu|q−2∂xu)∂xνdxdt

+c0

∫ s

0

∫

Ω

|ψ|2dxdt+ k

2

∫

Ω

(∂xϕ̃)
2(s)dx = A

*ù����È���,



¹ IyxeI<=�M�»1B�@�Ex@�CbÝ6M�K3N)GZÝ�»uM�N)¼x½SGxÝ�N)G/âqCSM�D�B·MROE
ρ > 0

G�D
ρ = 0

¹6�

�Jg

A =
λ∗

2

∫

Ω

(∂xν)
2(0)dx− α

∫

Ω

∂xν(0)ϕ̃(s)dx− ρ

∫ s

0

< ∂2t uρ, ν >W ′,W dt

− c0

∫

Ω

ψ(0)ϕ̃(s)dx.

f �=�6�Å��¥��Ò��¥��¦£Å¥!�(���=�P�Å��¥
£(¥�£ÝÕ6��¥®�6¥�×Á�=�6� î6¥��6¥{*ù�G� È��-,Ý��� �=�Á�Å¢H�����z���V�t�!�?;M�!��£(¢6�����í��¥
��¥��¦£Å¥í�6���Æ�¤�¤�P�)�=���¦¥Ò�6�<�;�=�z�1�P¥Å�Ñ�
£(���6������6��¥Ò�6¥Å�BÃ¨�=¢C�!�����¥��6�

τ 7→ |τ |q−2τ �-�¤�'�P¥Å��¥!�¦��¥¢6�¤�6�Ë¼��]Ã¨ú(���=����������¥��Ë��¥��"¼����¡����¥!�"��¥!��£(¥��"�6��û��6����������
A
�

µ��6¥��¤�Á���!×�������¤�=�&¢���Å¢���¦����¥��(¢��=�(���¢6¢H���¦�·�=�&��¥!£Å¢6�(�6���6�6¥�¼��6¥��Â¢H���6�(¢6��¥!��¼��6¥~�����P�
s ∈]0, T [ «

ρ

∫ s

0

< ∂2t uρ, ν >W ′,W dt = ρ

∫

Ω

∂tuρ(s)ν(s)dx− ρ

∫

Ω

∂tuρ(0)ν(0)dx

− ρ

∫ s

0

∫

Ω

∂tuρ∂tνdxdt.

$ Ã��¢6��¬!���Ñ�+�6��û��6�z���¤�=�a�P¥
ν
�y�����

ν(0) = u0,ρ − u0
¥!�
∂tν = ∂t(uρ − u)

�Â©'Ã¨�!×Á�=�������
¢6���!�����P¥��Á��¥��6¥!ÖG��¥����¶�6�=�6� «

ρ

∫ s

0

< ∂2t uρ, ν >W ′,W dt = ρ

∫

Ω

∂tuρ(s)ν(s)dx

− ρ

∫

Ω

u1,ρ(u0,ρ − u0)dx− ρ

∫ s

0

∫

Ω

∂tuρ∂t(uρ − u)dxdt.

$ ¥�¢6�¤�6�¶¥!�$�����¤����������"�¤¥!�����6��×��=�¤�z�����"�P¥ÝÉ �=�6� îR;Á½ o ��îe� �=�vYÝ¥!���6¥~9y���6�P×)�@����£Å���Á���¦¥1¼��]Ãº�¤�
¥�±��¤�³��¥ª�6�6¥ª�����6�³� �=�Á��¥

κ > 0
��¥����¤¥�¼��6¥ «





α

∫

Ω

∂xν(0)ϕ̃(s)dx ≤ κ

∫

Ω

|∂xν|2(0)dx+
k

6

∫

Ω

|∂xϕ̃|2(s)dx,

c0

∫

Ω

ψ(0)ϕ̃(s)dx ≤ κ

∫

Ω

|ψ|2(0)dx+ k

6

∫

Ω

|∂xϕ̃|2(s)dx,

ρ

∫

Ω

∂tuρ(s)ν(s)dx ≤
λ∗

4

∫

Ω

|∂xν|2(s)dx+ ρκ

∫

Ω

ρ|∂tuρ|2(s)dx

�Jg��BÃ¨�=���í��×Á�=��¥�£(¥��Á�¶�P���¤���������6�P¥����6��×��=�¤�z�����P¥Wc����¤�P�)�=�¦���¡û����]Ãº��ÕP��¥��6���¶�¤�Ò�6¥��¦�6�¤¬!��¥1�¦¥��Ñ�8½
���¤�=�]�
°���û����0�P�6¥��P¥����P�¤¬��¦¥'£·���¦����������=���!Ã¨�=ÕP����¥����p¥��ª�P�����¤�����=���Ä�6�6��¼G�P¥�£(¥����p�ùÃº�¤�6�!×Á�=���ß���²�P¥ÂÉ ��6��îe;Á½



¹�� =?>A@�B9C¸DLE6G�¹#I�ä�DvO�N)GhN·º OK�»mM�N)¼Z½LG�K:M�K�½bC�K:¾.@�CbE6G
o ��îe� �=�vY «

ρ

∫ s

0

∫

Ω

∂tuρ∂t(uρ − u)dxdt = ρ

∫ s

0

∫

Ω

|∂tuρ|2dxdt− ρ

∫ s

0

∫

Ω

∂tuρ∂tudxdt

≤ ρ

∫ s

0

∫

Ω

|∂tuρ|2dxdt

+
√
ρ||√ρ∂tuρ||L2(Q)||∂tu||L2(Q).

�~�=�¤�²�¤¥Ê�¤¥!£Å£(¥ ���z�0§�������6�¦¥"¼��6¥Ë�¤�/���6�z��¥
(∂tuρ)ρ>0

¥��³��ÕH�����6�!¥Ë���=�P�
L2(Q)

�¤�P�6��¢H¥!�6���=£Ò½
£Å¥!���Ê�6¥

ρ
¥�� ¼��6¥

(
√
ρ∂tuρ)ρ>0

¥!�¦� ÕH�����6�!¥��6�=�6�
L∞(0, T ;L2(Ω))

�¤�6�P��¢H¥��P���=£(£Å¥!���Ê�6¥
ρ
�!×Á�=��¥�£(¥��Á�)�@ÉÊ¥!�¶¢6����¢P���¤�����!�"�6���6�"¢H¥!��£(¥!����¥��Á���P���6�ª�6¥����¦���PÖ�¥��

κ > 0
��¥!�¤��¥�¼��6¥ «

A ≤ k

3

∫

Ω

|∂xϕ̃|2(s)dx+
λ∗

4

∫

Ω

|∂xν|2(s)dx+ κρ+ κ
√
ρ+ κ||∂xu0,ρ − ∂xu0||2L2(Ω)

+ κ||p0,ρ − p0||2L2(Ω).

©�Ãº��×��=�¤�z���y*B����È���,Ê�!���6�6�P���¶�=�¤�=���"���±
¥!�¦����£·�¡�������®�¦�6��Ö¡�=����¥�� «
||ν||L∞(0,T ;H1

0 (Ω))
≤ C(ρ1/4 + ||∂xu0,ρ − ∂xu0||L2(Ω) + ||p0,ρ − p0||L2(Ω))

||ψ||L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ C(ρ1/4 + ||∂xu0,ρ − ∂xu0||L2(Ω) + ||p0,ρ − p0||L2(Ω))

¥!�¶�¤�Ò¢6�¦��¢H�����z�����������z���J�PÖ¡�=�Ñ�Õ6�¤¥�¼����=�6�
q > 2

��¢H¥!��£(¥!�¶�ÄÃ¨��� �=Õ6���¤� �BÃ¨���6��×��=���z���
||ν||Lq(0,T ;W ) ≤ C(ρ1/2q + ||∂xu0,ρ − ∂xu0||2/qL2(Ω) + ||p0,ρ − p0||2/qL2(Ω))

��¥ª¼G�P�2�=� î6¬�Ö�¥��¤�Ò�P��£(���6�¦��������¤���®�6�
��îP�����¦¬�£(¥������=ìP�
¥

ÉÊ���6�����6������� «
©'Ã¨�����6�P¥·�6¥Å��¥Å��î6�=¢6������¥(���=�6��¥!���6¥·�¤¥(£(�G�6¬���¥(�P¥�ÌÊ���=���0Ö�¥!�·¥�UC¥!�����6¥Å���=�6�������¤���¡�������

��¥��!���6����¤��¥�¢H���6�Ë�¤¥!¼G�P¥��p��¥��!�G¥�z(����¥��Á�
λ∗
¥!�¦�¶�¦�����¤����¥!£Å¥!���"¢H���¦�����b�ê� $ �=�6�"�!¥!����¥1�¦����������������

������Ö��
¼��6¥ª¢H���6�
q > 1

�
∂tu ∈ L∞(0, T ;H1

0 (Ω))
¥!�/�6�¦�

q ≥ 2 � u ∈ L∞(0, T ;W 1,∞(Ω))��¥·¼��6�Ê��¥!��������0Ñ�P�Å�¤¥(�����¦�6��������ÄÃ¨�6�P�¤���z���(¥!���Ñ��¢6�¦��¢6�����!���
∂tu ∈ L2(0, T ;W 1,∞(Ω))

�6¬!�
¼G�P¥

u1 ∈ H1
0 (Ω)

� o �
λ∗ = 0

�Á��¥�����¥¶��� �t����£Å�¡�����=�Ò���6�
∂tu

¥!�¦�Â¢H¥��¦�6�6¥¶¥!�Â�¤����¥��P�¤¥¶¢6�¦��¢6�¦�¤�!���
�6���!���6�¤�=���·�6��¢6�¦��Õ6�¤¬!£(¥�¥!�¦�

∂tu ∈ L∞(0, T ;L2(Ω))
�!¥~¼G�P�/¥�±����¤�����6¥������=����¥��(�¤¥��)�=�

λ∗ = 0
¢���-��¥��-£(�!��î6�G�6¥!�2¥�±�¢C�=���!¥��²�!�z½¾�6¥��¦���6�!� T �-�¤�Ë�!���6�6�z���¤�=�

∂tu ∈ L∞(0, T ;W 1,∞(Ω))��¥�£ÝÕ6��¥ ¢6îR;G�¦�¤¼��6¥�£(¥��Á�Â�=�!��¥!¢P� �=ÕP�¤¥=�ÁÉ/Ã¨¥!�¦�y¢H���6�¦¼��6���6�6�=�6�y�)Ö����6�'¢6�¦�¤�¿��¥ ¢��=�³���6�=�í� î��¢6������¥
���6�zÖ�=�Á���6¥'���������¥!�p�¤¥'�)�=�

λ∗ = 0
¥!���=���¦����×����=�Á�2���¢6�¦��Õ6��¬�£(¥��¤�Ë�����Á�����=�¤�Á��¥ |∂x(∂tu)| ≤ C�Jg

C > 0
¥!�¦�¶�6�6¥1�!���6�³� �=�Á��¥ªûP±��!¥=� T �
������6�v�t���¦£Å¥��P���6�ª�Ñ�1�t����£Ý�6�¤������=��Ö�=�¦�Ñ����¤�=�6�6¥����z¥

¥����6�6¥ª�¤�6�!¼G�6��������®Ö����Ñ�¡���¤�=�6�6¥!�¤�z¥=�
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ÉÊ¥ ��î6�=¢6������¥$�!���6��¥!���6¥��BÃ¨�����6�6¥$�6�Þ£(�G�6¬���¥$�P���Þ���¤�6���=����¥Æ� $ �������¦¼G�P¥ �¤¥!�®¥6UÄ¥����®�6¥
�����6�¦���¤������������+��¥��!���6�6�=�¤�¦¥·�6¥·���=���Ý¢6�=��¢6�¦�¤��¥!� ����£(¢P��¥�2���Â�!Ã��×������6� ���=�

λ∗ = 0
�6���Á�

�ùÃ¨�=���=�V;G��¥�£(���¦����¥��ÄÃ &�����¥~���!�6�¤×=��¥����=�6�·�6��� î��=¢P�����¦¥~úT¢���¦�·¥��Á����¬���¥�Ê©p¥~�n;��³��¬!£Å¥ó*ê����ÇJ,
£Å�G�6�!�¤����¥��=�¤�=���(�¤¥m%���±h�6¥~� î���¤¥��P�Å��¥~¢6�¦��¢��=×�¥��=�Á�·���=�6�·�P�6¥~�¦�����6�����6�¦¥$�!�Ñ�=�³����¼G�P¥=�Â°'�
�����6�¦�¤�6�!���=�Á�/�¤¥!�������¦�6����������=ÕP��¥!�G�6���=�~� î��=¢6�z����¥��#�H�=�$�!���6�³� ���¥�¼��6¥��¤¥1£Å�G�P¬��¤¥1¥!��������0¤�6¥
¼G�P¥
��¥·��¥���£(¥��6¥������P�������¤����������T��¥!�����P���=�¤�¦¥�*

λ∗ > 0
,��$�P�M¥�UC¥!�Ò����×=�6�Ñ�=�¦�¤���=�������P�

∂tuú����0Ö��=�¤�
∂tu ∈ L∞(0, T,W 1,∞(Ω))

�]©p¥���£(�!��îP�G�6¥����P���¤�������!¥�������6����¥Ò���=����¥!¢H����¥!���ª���6�
��¥!�¦��¥í¢6���=¢6�����!����]�����F�]¢H���6�

λ∗ = 0
�p�¦���6�ª��¥�����¥í£k&!£Å¥Ý¢6�¦��¢6�����!���Ò�6¥í���!×��6�Ñ���������C���+���=��½

���=�z�Ë��×Á��¤¥!£Å¥!���Ë�����P�¦���¦�6�¤�¦¥ª�6�P¥1�¦���¤�����¤�=�]�`���=�¤�Ë¥!�m�;�=���!�P¥����¦¥�¢6�¦¥����=�Á�¶�¤¥!�Ë��¥�� î6�6�¤¼��6¥!�¶�6�
��î��¢6������¥1���6���
��Õ����¤¥!���Ë��¥!�6�¤¥!£(¥����"¼��6¥

∂tu ∈ L∞(0, T ;L2(Ω))
� $ ��6�"��¥ª� î��¢6������¥�P�6���6�

�6�!Ö�¥!�¤��¢P¢H���6�'�ùÃº�¤�P��¥Ê�6¥ ���=�6�¦�����6����¥ �6�P¥Ë���=�¤�P���¤���Ýú�¢6�=�¦���¤���]Ã¨�P�í¢6�¦��Õ6�¤¬!£(¥ �0Ö�¥!�Ë�����Á�����=�¤�Á��¥�
ÉÊ¥��Ñ�ªÖ����¥�Ö�¥��P�¤�Êú�£(�G�6��û6¥����¤¥¶£(�G�6¬���¥¶¥��k;(�¤�P���¤�6�=���y�Ñ�ª¢6���=¢6�����!���¶¼��6¥/�Ñ��Ö�=�¦�Ñ����¤�=�(�6¥��Ñ�
¼G�6�=�����������6¥�%��6���6¥ª�!������¥����6¥1���=�6�"�Ñ�Ý£Å����¦�¤��¥�¢H�=��¥��P��¥��=���!���6�¦�¶�6�
��¥!£Å¢P�"¥��³��ÕH���¦�6��¥��Þ�!¥!�¦��¥Ëû����Á�=�íÖ¡�ª���=�6�����6���¦¥����6�6¥"���6��¼����¡���¤�=�ÒÖ¡�=���¤��������6�P¥�����¥ �=���¦�G������¥¶ú��ùÃº��¢H�!�����¥��6�'¼��6�F�
�=�����=�6¢6��¥

(u, p)
�@�=�¦���G����¥ª�¤¥��!���6¢6��¥

(A1(u, p), A2(u, p))
�0Ö�¥!� «

{
A1(u, p) = ρ∂2t u− (λ+ 2µ)∂2xu− µ∗∂x

(
|∂xu|q−2∂xu

)
+ α∂xp− f

A2(u, p) = c0∂tp+ α∂t∂xu− k∂2xp− h

*;§P���-,
�JgM�¤¥��Ò�!�G¥�z(����¥��Á���í�����6�³� �=�Á���

ρ
�
λ
�
µ
�
c0
�
α
�
k
�¦���Á�í���=�6�í�³�������!��¥�£(¥��Á�í¢H�����z���V�t��� d ���6�

��¥��ÁÖ���;��=�6�/úm�º¹�§��p¢H���6�"¢P�¤�6�Ë�6¥ª�6�!���=�¤���T ���=���¦�������"úí�BÃ¨�=¢H�����¡��¥��P�W*;§P�z��,Ê�¤¥!�"�!���6�6�z���¤�=�6�Ë���6�����¤�=�z¥�� «
(u(0, x), p(0, x)) = (u0(x), p0(x)), ∂tu(0, x) = u1(x),

*B§P���J,
�¤¥��Ë���=�6�6�����¤���P�"�=�G±
�¤��£(�z��¥�� �6¥ $ �����¤� î6��¥!�Ëî6�=£Å�=×�¬��6¥!� «

u(t, a) = u(t, b) = p(t, a) = p(t, b) = 0,
*B§P�¨§e,

¹Á§



¹�¹ =?>`@!B9C�DFE6G���I�ä�D�O�N)G�N·ºàO�Kj»uM�N)¼x½SG�@!��G!QhQ�M�K:DLEx@�CbK:D8G
¥!�¶�¤�Ò���=�������=������¥��¦�6�"�¤¥�� î��=£(¢

∂tu «
∂tu ∈ K

�Jg
K = {v ∈ H1

0 (Ω)
��¥!�¤�Ë¼��6¥ |∂xv| ≤ C}. *B§P�º¹R,

T ����¥1�6���6�P¥���¤���¦�
u0 ∈ W 1,∞

0 (Ω)
�
u1 ∈ K

�
p0 ∈ H1

0 (Ω)
�
f
¥!�
h
�6�=�6�

L2(0, T ;L2(Ω))¥!�
C
�6�6¥Ý�!���6�³� �=�Á��¥Ý�¦��¥!�¤�¤¥1¢H�����z����Ö�¥1¥!�����~Ö¡���!���6�³�����P�¤��¥��6¥����¦���¤�P���¤���P���6¥���¥�¢6�¦��Õ6�¤¬!£Å¥

�0Ö�¥!�1�����Á�����=�¤�Á��¥�¢���"�6¥!�¶£(�!��îP�G�6¥��ËÖ�=�¦�Ñ����¤�=�6�6¥����z¥����
T �Æ�=�¦���G�!�¤¥(�=�+¢6����ÕP�¤¬!£Å¥Ò�6�!���¦���1¢������*B§�����,.��*B§P���J,.��*;§P�¨§e,6��*B§P�º¹R,	�Å�¤�+�t���¦£Ò�P�Ñ�¡���z���$Ö����Ñ�8½
���¤�=�6�6¥�����¥����P��Ö�=�Á��¥ «





f ���=�PÖ�¥��
(u, p) ∈ L∞(0, T ;W 1,q

0 (Ω))× L∞(0, T ;H1
0 (Ω))

��¥��p¼��6¥
∂tu ∈ L∞(0, T ;H1

0 (Ω))
¥!�¶¢H���P�"¢6��¥!��¼��6¥1�����P�

t ∈]0, T [, ∂tu(t) ∈ K,
∂2t u ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), ∂tp ∈ L2(0, T ;L2(Ω))Ö��!���zû@�=���"¢H���6�"¢P��¥��¦¼��6¥1���=�P�

t ∈]0, T [,∀(v, r) ∈ K ×H1
0 (Ω) :

ρ

∫

Ω

∂2t u(v − ∂tu)dx+ (λ+ 2µ)

∫

Ω

∂xu∂x(v − ∂tu)dx

+µ∗
∫

Ω

|∂xu|q−2∂xu∂x(v − ∂tu)dx− α

∫

Ω

p∂x(v − ∂tu)dx

≥
∫

Ω

f(v − ∂tu)dx,

c0

∫

Ω

∂tprdx+ α

∫

Ω

∂t∂xurdx+ k

∫

Ω

∂xp∂xrdx =

∫

Ω

hrdx,

(u(0, x), p(0, x)) = (u0(x), p0(x)), ∂tu(0, x) = u1(x)

*;§P� È,

¥!�"���®Ö¡�í��� �=ÕP�¤���Ê�ùÃº¥�±��¤�³��¥!�6��¥�¥!�"�ùÃº�6�6�����z���/�6¥��Ñ�����=�¤�P���¤�����6�
¢6�¦��Õ6�¤¬!£Å¥�*B§P��ÈJ,Â���=�6�"�ùÃºîR;G¢H�½
��î6¬!��¥

q > 3
� T �����=¢P¢H¥��¤��¥Ý¼��6¥Ò���=�6����¥Ò�)�=���p�¤�'�t�=�6�!���¤���

r 7→ |r|q−2r ¥��¦�ª�6¥Ò���¤�=���¦¥ C2���6� R �°����¤�Á���¦�G�6�6�¤���=���Ë��¥��Ë�6�=� �¡���¤�=�6�

Ω− = {x ∈ Ω ; |∂t∂xu(x)| < C} ¥�� ΩC = {x ∈ Ω ; |∂t∂xu(x)| = C},
�6�6¥Ë������¥!��¢6�¦�!����������m�.�t����£(¥�����¥e�y�P¥h*B§�� ÈJ,2���=�6�6�6�����=�z�'ú��!���¦�¤��¥ ¼��6¥Ë�¤�/�������P�������

(u, p)
Ö������zû�¥

�¤¥��v;G�³��¬�£(¥
{
A1(u, p) = 0
A2(u, p) = 0

���6�
Ω−

¥!�Â�6¥!�Â�����6�P���������6���6¥¶��������=���Å���6�
u
�
∂tu

¥!�
∂t∂xu

ú1�BÃ¨������¥��v�;���¥"�6¥
Ω−

¥��
ΩC

*t���ê��º¹Á§���,��



��IbHI���K)CSQxC¸D8¾�N)Gl½�@pÝ.M�½¸O)DLCLM�K ¹�È

�'¬� �ª¯m¶�µq¶.°�À ³mÈ Ã�Ä Â�²WÃ�´+°�¶�²1¯

�� �Gn@m8|G{Tw Î�é;i`éÏ]ø�_R4�]�7x4�ç17�õ�ø�5\ç�x4-7x4

q > 3 Ö u0 ∈ W 1,∞
0 (Ω) Ö u1 ∈ K Ö p0 ∈ H1

0 (Ω) Ö f 765
h
ÎGø�Ñ`Ñ9Òx4hÎÁôÑ 4

L2(0, T ;L2(Ω)) Ö ]�7 õHö�øÐ!]�6ä'7Xù ;RÓ/?6ü ôeÎä+765Âô_ÒõP]ì_R4�_#Ñ97�4)ø�] _#5;÷ùø�Ñ Ó
ï Ò6ä·ø�Ñ 465Bö¦ô5;÷ùø�Ñ Óo �6¢6¢H���¦���6��¼��6¥��¤¥ª¢6���=Õ6�¤¬!£Å¥X*B§P��ÈJ,Ë�=�6£(¥!�¦��¥��Á���6¥!��±����=�¤�P���¤���P�

(u, p)
¥��
(ũ, p̃)

�=���¦�G������¥��
�=��±®£X&�£(¥��Ë�!���6�6�z�������6� ���6�����¤�=�z¥��Ê¥!�¶�=��±®£X&�£(¥�� ��¥���£(¥!�"�¦���6���!¥��!� T ��¢H�=��¥

ν = u− ũ ¥!�
ψ = p− p̃

�
°��T¢6�¦¥��������¢H���P�h�t�=�6�!���¤����½ù��¥!�¦�

(∂tũ, ψ)
*t��¥!��¢H¥������zÖ�¥�£(¥����

(∂tu, ψ)
,����=�6����¥(¢6�¦��Õ6��¬�£(¥

��¥��¤����V��ú
(u, p)

*;��¥!��¢H¥!�!���zÖ�¥�£(¥��Á�
(ũ, p̃)

,6�Ä�=����Õ����¤¥!����¥����¦���6�¦�����/;Á�=���ª��¥�����¥!�Ñ����¤�=�6���=���6���
��ÕP��¥!�G�6¥!� «





ρ

∫

Ω

∂2t ν∂tνdx+ (λ+ 2µ)

∫

Ω

∂xν∂t∂xνdx− α

∫

Ω

ψ∂t∂xνdx

+µ∗
∫

Ω

[
|∂xu|q−2∂xu− |∂xũ|q−2∂xũ

]
∂t∂xνdx ≤ 0,

c0

∫

Ω

∂tψψdx+ α

∫

Ω

∂t∂xνψdx+ k

∫

Ω

|∂xψ|2dx = 0.

*;§P��¯J,

T �Ë���p�=��¢H����¥
g(s) = |s|q−2s �6�����#���!��£(£Å¥ g ¥!�¦�¶�6¥ª���Ñ�����¥ C1 �¦�6� R �6¬��¶¼��6¥

q ≥ 2 «

|∂xu|q−2∂xu− |∂xũ|q−2∂xũ = g(∂xu)− g(∂xũ) =

∫ ∂xu

∂xũ

g′(τ)dτ

= (∂xu− ∂xũ)

∫ 1

0

g′(∂xũ+ τ(∂xu− ∂xũ))dτ

= ∂xν

∫ 1

0

(q − 1)|∂xũ+ τ∂xν|q−2dτ.

°��Ý�¦��£Å£Å�=�Á���¤¥!���6¥���±���¥!�Ñ����¤�=�6�2�6¥�*B§���¯J,6�¡�=�Ý�����¤£(�z�6¥y��¥��2��¥��¦£Å¥!�²�6¥Ê�!���6¢P�Ñ�=×�¥y¥!�¿����ÖG��¥��Á� «
d

dt

[
ρ

2

∫

Ω

|∂tν|2dx+
λ+ 2µ

2

∫

Ω

|∂xν|2dx+
c0

2

∫

Ω

|ψ|2dx
]
+ k

∫

Ω

|∂xψ|2dx

+µ∗
∫

Ω

[
(q − 1)

∫ 1

0

|∂xũ+ τ∂xν|q−2dτ
]
∂xν∂t∂xνdx ≤ 0.

o �����
s ∈]0, T [ �²ÉÊ¥�����¥·���6��¼����¡���¤�=�Æ�6¥!ÖG�¤¥!����¢��=���������!×����¡�������+¢��=�1���=¢6¢H�=�¦�Ý��Æ��¥�£(¢6�����6�
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�ùÃº�¤�Á��¥��³Ö�=����¥

[0, s] «
ρ

2

∫

Ω

|∂tν|2(s)dx+
λ+ 2µ

2

∫

Ω

|∂xν|2(s)dx

+
c0

2

∫

Ω

|ψ|2(s)dx+ k

∫ s

0

∫

Ω

|∂xψ|2dxdt

+µ∗(q − 1)
∫ s

0

∫

Ω

[∫ 1

0

|∂xũ+ τ∂xν|q−2dτ
]
d

dt

[ |∂xν|2
2

]
dxdt ≤ 0.

*;§P� ´,

T �Ë¥!���P���¤�¤�z���=�Á�Ë�6�6¥ª�¤�Á���!×�������¤�=�®¢��=�Ë¢��=�³����¥��!�6����� «
µ∗(q − 1)

∫ s

0

∫

Ω

[∫ 1

0

|∂xũ+ τ∂xν|q−2dτ
]
d

dt

[ |∂xν|2
2

]
dxdt

= −µ
∗(q − 1)
2

∫ s

0

∫

Ω

d

dt

[∫ 1

0

|∂xũ+ τ∂xν|q−2dτ
]
|∂xν|2dxdt

+
µ∗(q − 1)

2

∫

Ω

[∫ 1

0

|∂xũ+ τ∂xν|q−2(s)dτ
]
|∂xν|2(s)dx

¥!�¶�!��£Å£(¥ µ∗(q − 1)
2

∫

Ω

[∫ 1

0

|∂xũ+ τ∂xν|q−2(s)dτ
]
|∂xν|2(s)dx ≥ 0

�6�����í�=�¤�P��� «

µ∗(q − 1)
∫ s

0

∫

Ω

[∫ 1

0

|∂xũ+ τ∂xν|q−2dτ
]
d

dt

[ |∂xν|2
2

]
dxdt

≥ −µ
∗(q − 1)(q − 2)

2

∫ s

0

∫

Ω

[∫ 1

0

(∂t∂xũ+ τ∂t∂xν)|∂xũ+ τ∂xν|q−4

(∂xũ+ τ∂xν)dτ ] |∂xν|2dxdt.
$ Ã¨�g���¥����¤���¦¥!�!���=���"��¥�����¥1�¤�P��×Á�=���z���/���=�6�W*B§�� ´J,.�6�����=ÕP����¥���� « ∀s ∈]0, T [

ρ

2

∫

Ω

|∂tν|2(s)dx+
λ+ 2µ

2

∫

Ω

|∂xν|2(s)dx

+
c0

2

∫

Ω

|ψ|2(s)dx+ k

∫ s

0

∫

Ω

|∂xψ|2dxdt

≤ µ∗(q − 1)(q − 2)
2

∫ s

0

∫

Ω

[∫ 1

0

(∂t∂xũ+ τ∂t∂xν)|∂xũ+ τ∂xν|q−4

(∂xũ+ τ∂xν)dτ ] |∂xν|2dxdt.

*;§P��ÇJ,

T �
∂tũ

¥!�
∂tν

�����Á�Ò���P¢6¢H�����!�í�6¥!£Å¥!�6��¥!�Ý���=�6�
K
�6�=�6� |∂t∂xũ| ≤ C

¥�� |∂t∂xν| ≤ C
�

���ÂÖG�¤¥!���Ò�=���������2¥�� �¤�Á���!×���������6¥
0
ú
t
�²¼��6¥�¢H���6�����=�P�

t
����6�

]0, T [
� |∂xũ(t)| ≤ Ct +



��IÜ¹#I�äH�#CbÝ/D�GZK:Q!G ¹�´

||∂xu0||L∞(Ω) ≤ CT + ||u0||W 1,∞(Ω)
¥!� |∂xν(t)| ≤ Ct ≤ CT

�@ÉÊ��£(£Å¥
u0 ∈ W 1,∞

0 (Ω)
�6�¤�

¥�±��¤�³��¥Ò�P���6�Ò�P�6¥Ò�!���6�¦���=����¥Ò¢H�����z���zÖ�¥
M = CT + ||u0||W 1,∞(Ω)

��¥����¤¥�¼��6¥ |∂xũ| ≤ M
¥��

|∂xν| ≤M
��*B§���Çe,Ê¥!��������0¤�6¥ª�=�¤���¦�Ë¼��6¥ «

ρ

2

∫

Ω

|∂tν|2(s)dx+
λ+ 2µ

2

∫

Ω

|∂xν|2(s)dx+
c0

2

∫

Ω

|ψ|2(s)dx+ k

∫ s

0

∫

Ω

|∂xψ|2dxdt

≤ µ∗(q − 1)(q − 2)CM q−3

2

∫ s

0

∫

Ω

[∫ 1

0

(1 + τ)q−2dτ

]
|∂xν|2dxdt

≤ µ∗(q − 2)CM q−32q−1
∫ s

0

∫

Ω

|∂xν|2dxdt.

©-¥ª��¥�£(£(¥��6¥W�ª�¦���R�Ê�=�¤�Ä�P���6�"¢H¥���£(¥��¶�]Ãº¥����6�!�6�6����¥ª¼��6¥ ∫
Ω

|∂xν|2dx = 0
¥��¶�6���6�ª¼��6¥ «

ρ

2

∫

Ω

|∂tν|2(s)dx+
λ+ 2µ

2

∫

Ω

|∂xν|2(s)dx+
c0

2

∫

Ω

|ψ|2(s)dx+ k
∫ s

0

∫

Ω

|∂xψ|2dxdt ≤ 0

��¥�¼��6���6���6�/¢H¥!��£(¥!�/�6¥��!���6�����6��¥�¼��6¥
ν = ψ = 0

¥����]Ã¨�=� î6¥�Ö�¥����=�¤�P���2�¤�(�6��£(���6�³�����¡���¤�=�
�6�
��î6�!����¬!£Å¥1§������

¥

�'¬�« ���'¶!Â�°�È�¯mµqÈ

T �ÝÖ��£Å�=�¤�Á��¥!���=�Á�²��Ã¨���������¦¥����¦¥���ú��BÃ¨¥�±P���¦��¥��6�!¥Ë�]Ãº�6�6¥Ë�¦�����P��������¢H���6�¿��¥Ê¢6���=Õ6�¤¬!£Å¥�*B§P��ÈJ,��T �ÞÖ�M£(��������¥!�
¼��]Ãº�6�6¥+�������P�������?�6¥+�!¥+¢6���=Õ6�¤¬!£Å¥ ¢H¥!�P���¦¥+�����P�¦���¦�6�¤�¦¥Æú �ùÃ¨�=�¤�P¥ �]Ãº�6�
¢6����ÕP�¤¬�£(¥��¦��×��6�¤�=��������¢��=�·�BÃ����¦���P�Å�]Ãº�6����¥���£(¥~�P¥$���=�6�������¤�6��������h�¦¥��!���6����¤��¥~�¤�6�ß½�£y&�£(¥
�¤�¤£í�z��¥/�]Ãº�6��¢P����Õ6��¬�£(¥�¢H�!���=���¤���� T �
��¥!��Ö�����¥ªúm� ¹Á§��p¢H���P�Ë�6¥�¢6�¤�P�"�=£(¢6��¥�� �P�!� ��¤�¤�Ê���P�"��¥��
£Å����î6�G�6¥!� �6¥��¦��×��P�Ñ�=�¦�¤���¡�����=�·¥��Ë�6¥�¢H�!���=���¤����������]� T �®����£(£(¥��6�!¥��6���P��¢6�=�Ë�¢6¢6���G� î6¥!�Ë��¥
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�v;G�¦��¬�£(¥+*;§P��ÈJ,Ê¢��=�Ë�¤¥��n;��³��¬!£Å¥1���!×��6�¤�=�����������6�zÖ�=�Á� «





f �����PÖ�¥!�
(uε, pε) ∈ L∞(0, T ;W 1,q

0 (Ω))× L∞(0, T ;H1
0 (Ω))

��¥!�p¼��6¥
∂tuε ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω) ∩H2(Ω))
¥!�¶¢]�6¢]�

t ∈]0, T [, ∂tuε(t) ∈ K,
∂2t uε ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), ∂tpε ∈ L2(0, T ;L2(Ω))Ö����¦��û@����"¢C�=�6�"¢6�¦¥��¦¼G�P¥1�������

t ∈]0, T [, ∀(v, r) ∈ K ×H1
0 (Ω) :

ρ

∫

Ω

∂2t uε(v − ∂tuε)dx+ (λ+ 2µ)

∫

Ω

∂xuε∂x(v − ∂tuε)dx

+µ∗
∫

Ω

|∂xuε|q−2∂xuε∂x(v − ∂tuε)dx+ ε

∫

Ω

∂t∂xuε∂x(v − ∂tuε)dx

−α
∫

Ω

pε∂x(v − ∂tuε)dx ≥
∫

Ω

f(v − ∂tuε)dx,

c0

∫

Ω

∂tpεrdx+ α

∫

Ω

∂t∂xuεrdx+ k

∫

Ω

∂xpε∂xrdx =

∫

Ω

hrdx,

(uε(0, x), pε(0, x)) = (u0,ε(x), p0(x)), ∂tuε(0, x) = u1,ε(x).

*;§P��ÍJ,

©2�'�t����£Ý�6�¤������=�ó*B§P�¨Íe,�¥��³�1�6�6¥Ò����×=�6�Ñ�=�¦�¤��������=�$�6¥�*B§P��ÈJ,�¢��=���P¥���±+�=�¦¢H¥��������-°'�+¥�UC¥!�!�p���
�®���������G�6�6�z�/���=�6���BÃº�¤�6�!¼G�6��������$��¥���¥���£(¥

ε
∫
Ω
∂t∂xuε∂x(v − ∂tuε)dx

��¥!���'�û�� �]Ã¨�=ÕP��¥!�6�¤�
���6�Ë�¤¥�¢6�¦��Õ6��¬�£(¥�¢H������¤�¤�¦�������¦��¥��¦¢H���6������¶¢6���6�Ë�6¥����!×��6�¤�=���z���/���P�"��¥���î��£Å¢

∂tuε
�!��£(£Å¥

�=Ãº�!� ����Ò�¤¥·�)�=�Ò���=�6�Ò�¤¥�� î��¢6������¥
���"c2���6�Ò��¥!�Ñ�#�¿�=�&� ¥6UÄ¥!�!���6����6���¦�Ë�6�6¥®���!×��6�¤�=��������������
�6¥��������P�6�����¤���6�����6�����¤�=�z¥���¥!�Ø�t�=�6�!���¤���~�6� ¢�����=£(¬!����¥

ε
� T �$�����6�¦�¤�6¬!��¥Ò�=���6���2�6¥���±$���P����¥!�

(u0,ε)ε>0
����6�

H1
0 (Ω) ∩ H2(Ω)

¥!�
(u1,ε)ε>0

����6�
H1
0 (Ω)

��¥����¤¥!�í¼��6¥
u0,ε → u0

�6�=�6�
W

1,∞
0 (Ω)

�0Ö�¥!� ||u0,ε||W 1,∞(Ω) ≤ ||u0||W 1,∞(Ω)
¥��
u1,ε → u1

�6�=�6�
H1
0 (Ω)

�T �·Ö��£Å���Á���¦¥��Â¢H���6�Â�������
ε > 0

�ùÃº¥�±��¤�³��¥��P��¥��]Ãº�6�6¥��������P�������·�P�®¢6���=Õ6�¤¬!£Å¥p*;§P��ÍJ,Âú��ùÃ¨�=���6¥
�6¥��Ñ�1£Å����î6�G�6¥/�6¥/¢H�����=���¤����������Å¼��6�Ä¢H¥!��£(¥!� �]Ã¨�=¢6¢6�¦�G��îP¥�� �ùÃº�¤�6�!¼�����������Å�6¥y*;§P�¨Íe,y¢���Ê�6�6¥
��¼�������¤���]� T ���!���6�����6¬��¦¥1��¥��v;G�¦��¬�£(¥1¢H�����=���¤�¦�����6�zÖ�=�Á� «





f ������Ö�¥��
(uη, pη) ∈ L∞(0, T ;H1

0 (Ω) ∩H2(Ω))× L∞(0, T ;H1
0 (Ω))��¥��p¼��6¥

∂tuη ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ L2(0, T ;H2(Ω)),

∂2t uη ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), ∂tpη ∈ L2(0, T ;L2(Ω)),Ö��!����û��=���"¢H���6�"¢P��¥��¦¼��6¥1�������
t ∈]0, T [,∀(v, r) ∈ H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω) :

ρ

∫

Ω

∂2t uηvdx+ (λ+ 2µ)

∫

Ω

∂xuη∂xvdx+ µ∗
∫

Ω

g(∂xuη)∂xvdx

+ε

∫

Ω

∂t∂xuη∂xvdx− α

∫

Ω

pη∂xvdx

+
1

η

∫

Ω

(
C2 − |∂t∂xuη|2

)−
∂t∂xuη∂xvdx =

∫

Ω

fvdx,

c0

∫

Ω

∂tpηrdx+ α

∫

Ω

∂t∂xuηrdx+ k

∫

Ω

∂xpη∂xrdx =

∫

Ω

hrdx,

(uη(0, x), pη(0, x)) = (u0,ε(x), p0(x)), ∂tuη(0, x) = u1,ε(x)

*B§P�z�0ìe,



��IÜ¹#I�äH�#CbÝ/D�GZK:Q!G ¹ÁÍ

�Jg
η > 0

¥!�¦�/��¥1¢6�=���=£(¬�����¥ª�6¥1¢H�����=���¤����������
¥��/�g
g
¥��³�/�6�6¥��t���6�����¤�=���6¥��!�Ñ�=�¦��¥

C2
�¦�6�

R �6���=�6�¦� �����¥ª���6�
]−∞,−M − 1[ ¥�� ]M + 1,+∞[ ��¥!�¤�¤¥�¼��6¥ «

g(s) = |s|q−2s ��� |s| ≤M

�Jg
M

¥��³���¤� ���=�6�¦� �����¥+�¦���¦�¤����¥!£Å¥!����¢H�=��������Ö�¥ �P�!û��6��¥+�=�F¢��=���=×����¢6î6¥�§P����¢��=�
M =

CT + ||u0||W 1,∞(Ω)
� T � � ô·õHö�÷ùø¡ö�÷¿�������P¼G�P���¤¥(��¥���£(¥·�P��� �¤���6�)�=���¦¥ |∂xuη|q−2∂xuη

¢��=�
�6�6¥+�t�=�6�!���¤���TÕC�=���6�!¥®¢6�6����¼��6¥

g(∂xuη) = |∂xuη|q−2∂xuη
�6�6�¤¼��6¥!£Å¥!���Ò�¦� |∂xuη| ≤ M

��~�=�¤������Ö�¥!�����
���=�6�ª�¤�����6�z��¥Ò¼��6¥(�!¥!�¦��¥í�����P�6�����¤��� ¥!�¦�1¥!���;������������¦�=�6����Ö����¦��û��!¥í¥!�1¼��6¥
�ùÃº���
�6¥ª£(�G�6��û�¥�¢������¤�6�¦�]�¤¥���¥���£(¥��6�����¤���6���=����¥�T �$�¤�Á���¦�G�6�6�����6¥!��±$�6�=����������6�����P¢6¢6�¤�!£Å¥!�����=�¤�¦¥��/¥!� �6���¦�¤×��������¢��=�

G
�¤�Å¢6����£Å�z���zÖ�¥1�6¥

g��Ã¨�=�6�G�P�Ñ�=�Á�¶¥!�
τ = 0

�6�=�6�6��¥ª¢��=�Ë�ùÃº¥�±�¢6��¥!���¦�¤���

∀τ ∈ R, G(τ) =
∫ τ

0

g(s)ds.

¥!�¶¢���
H
��¥!�¤��¥��6¥

(C2 − s)−s
��Ã¨�=�6���6�Ñ�=�Á����6���¦�-¥!�

τ = 0
�6���P�6��¥1¢6�=� «

∀τ ∈ R, H(τ) =
∫ τ

0

(C2 − s)−sds.

©-¥!�"���������2�t���6���������6�Ë¢6�¦�����!�6¥��Á��¥��¶Ö����¦��û�¥!���¶��¥��"¢P����¢6�¦�¤������� «




∃κ > 0 ��¥!�¤�¤¥�¼��6¥ ∀s ∈ R, |g′(s)| ≤ κ,

∃κ > 0 ��¥!�¤�¤¥�¼��6¥ ∀τ ∈ R, |G(τ)| ≤ κ|τ |,
∀τ ∈ R, G(τ) ≥ 0,
∀τ ∈ R, H(τ) ≥ 0.

�T�e�\��� �������! #"%$'&("XqsYGaTk�^M"`qLkmYf�)^M]wW�"�qsO%$'bc^M���1O
o ���¤¥!���

ε
¥!�
η
ûP±����!� T �·�����ÁÖ���¥��Á� ���=�P� �¤�1���6�z��¥��6¥/�6�=��¥!�

κ
�����P�Ê���!¥��C�¦�������!��¥!£Å¥!���Ê¢H���¦�����V�

�¤�6�6�!¢H¥��6�6�=��� �6¥�� �6¥!��±�¢��=���=£(¬!���¦¥��
ε
�
η
� $ ¥�£X&�£(¥�

κ(ε)
�6�!����×��6¥/�����P�Ê����¥!�Ä�³�������!��¥�£(¥����

¢H�����z���b�Ê�¤�P�6��¢H¥!�6���=�Á�Ý�6¥
η
¢H���PÖ¡�=�����6��¢H¥!�6�6��¥��P¥

ε
¥!�
κ(ε, η)

¥!�¦�Ý�6�T���!¥��Â�³�������!��¥�£(¥��Á�
¢H�����z���b�2�P��¢H¥��P���=���ÝôªõHö�÷ùø¡ö�÷H�6¥��"�6¥���±
¢��=���=£Å¬����¦¥��

ε
¥!�
η
�


�� �Gn@m8|G{Tw Î�é�u�é
Ô ø�_Gö�5êø�_�5�Í ø�_8õP]�7 (ε, η) ∈ R∗+ × R∗+ Ö ]�7 õHö�øÐ!]�6ä'7Xù ;RÓ/.10xü ôeÎä'765�_�Ñ97�40ø�]ì_�5B÷ùø�Ñ

(uη, pη) Óï 7 õP]ì_R4 Ö ÷\]?7vê�÷�46587�_#Ñ97�Í ø�Ñ 465ùôÑ`587
κ > 0

5�76]\]�7W^!_A71Û@õ�ø�_�ö�5�ø�_�5
ε > 0

765�5�ø�_�5
η > 0

√
ε||∂tuη||L2(0,T ;H1

0 (Ω))
+ ||∂tuη||L∞(0,T ;L2(Ω)) + ||uη||L∞(0,T ;H1

0 (Ω))
+ ||pη||L∞(0,T ;L2(Ω))

+||pη||L2(0,T ;H1
0 (Ω))

+
1√
η
||
√
(C2 − |∂t∂xuη|2)−∂t∂xuη||L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ κ,



È=ì =?>`@!B9C�DFE6G���I�ä�D�O�N)G�N·ºàO�Kj»uM�N)¼x½SG�@!��G!QhQ�M�K:DLEx@�CbK:D8G
_#Ñ97pÍ�ø�Ñ 465ùôÑ`587

κ(ε)
5�76]�]�71^!_`71ÛHõ�ø�_Gö�5êø�_�5

η > 0

||∂2t uη||L2(0,T ;L2(Ω)) + ||∂tuη||L∞(0,T ;H1
0 (Ω))

+ ||∂tuη||L2(0,T ;H2(Ω)) + ||∂tpη||L2(0,T ;L2(Ω))

+||uη||L∞(0,T ;H2(Ω))+ ||pη||L∞(0,T ;H1
0 (Ω))

+
1√
η
||
√
(C2 − |∂t∂xuη|2)−∂t∂2xuη||L2(0,T ;L2(Ω))

≤ κ(ε)

765�_�Ñ97�Í ø�Ñ 465ùôÑ`5�7
κ(ε, η)

5876]\]�71^!_`71Û
||∂t∂xuη||L4(Q) ≤ κ(ε, η) Ó

ï Ò6ä·ø�Ñ 465Bö¦ô5;÷ùø�Ñ ÓT �·�P�����¤���¦¥¶�6¥/�6�=�PÖ�¥)��®�Ñ�1£(�!��î6�G�6¥��]Ã��¢6¢6���)±��¤£Å������=�Å�6¥��H�¥��6�¡½n�ª�=��¥���t����Å¢H�=�6�Ê�BÃ¨¥!��¢����¥
H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)

¥!��� î6����������������"�Ñ�ÝÕ��=�¦¥
(wj)j∈N∗

�P�!û��6��¥1úÒ�Ñ�Ý¢6����¢H�=�������¤���
����¯Ò�6��¢�����¡½
×����=¢Pî6¥(�G� �·�6� ��î6�=¢6������¥í��� T � �6�=��¥

Vm = V ect{w1, . . . , wm}
�
m ∈ N∗ ¥!����� ��îP¥���� î6¥

um
¥��
pm

�6��û��6�¤¥!�¶�6¥
]0, T [

���=�6�
Vm

¥��¶��Ãº���!����Ö¡�=���¶���=�6�¶�¤�p�t���¦£Å¥����6�zÖ�=�Á��¥ «
um(t) =

m∑

j=1

ujm(t)wj
¥!�
pm(t) =

m∑

j=1

pjm(t)wj,
*B§P�z����,

�¤¥��Ë���G¥6z(���¤¥!�����
ujm

¥��
pjm

��� �=�Á�¶�6���P�6���¶¢���"�¤¥!�"�¦���¤�����¤�=�6�Ë�P���n;G�¦��¬!£Å¥1�]Ãº��¼����¡���¤�=�6� «




ρ

∫

Ω

∂2t umwjdx+ ε

∫

Ω

∂t∂xum∂xwjdx+ (λ+ 2µ)

∫

Ω

∂xum∂xwjdx

+µ∗
∫

Ω

g(∂xum)∂xwjdx− α

∫

Ω

pm∂xwjdx

+
1

η

∫

Ω

(
C2 − |∂t∂xum|2

)−
∂t∂xum∂xwjdx =

∫

Ω

fwjdx,

c0

∫

Ω

∂tpmwjdx+ α

∫

Ω

∂t∂xumwjdx+ k

∫

Ω

∂xpm∂xwjdx =

∫

Ω

hwjdx

*B§P�z�8�J,

¢H���6�Ë�����P�
1 ≤ j ≤ m

���0Ö�¥!�1¢H���6�"�!���6�P���������6� �¤�6�z���¤���¥!� «




(um(0), pm(0)) = (u0m, p0m) ∈ Vm × Vm
��¥��p¼��6¥

(u0m, p0m)→ (u0,ε, p0)
����6�

(H1
0 (Ω) ∩H2(Ω))×H1

0 (Ω) ;
∂tum(0) = u1m ∈ Vm

��¥��p¼��6¥
u1m → u1,ε

����6�
H1
0 (Ω).

*B§P�z�0§e,

$ Ã��¢6��¬!�ª��¥��/�����¦�6��������/���6���¤¥!���!¼G�6��������6���6�VUÄ�!��¥��Á����¥����¤¥!���6��� �¤���6�)��¤�¦¥����H��� ¥��³�1�=�¦���6�¦�Ò�6¥
�ùÃº¥�±��¤�³��¥��P��¥�¥!�Ê�P¥��ùÃº�6�6�¤�!�����"�6�·�!���6¢6��¥

(ujm, pjm)
�¦���¤�����¤�=�(£·�8±P��£Å�=�z¥"�6¥��R*B§P�z�8�J,.�:*;§P�z�0§e,*�
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���=�6�
H2(0, TM ;H

1
0 (Ω) ∩ H2(Ω)) × H1(0, TM ;H

1
0 (Ω))

�y��¥��(¥��³���¤£Å����¤�=�6��ô�õHö�÷ùø¡ö�÷Ê¼��6�
���6�zÖ�¥��Á��¢H¥��¦£Å¥������=���"�6¥q�¦�6�¦����û�¥!��ôªõ�ø-465�7�ö�÷ùø¡ö�÷H¼��6¥

TM = T
�

: 76ä(ô=öv^!_`7Ý§P�¨§ Óï ôÑ 4m5êø�_�5�7j]zô�46_G÷\587rÎ�7�]zô�Î�Ò6ä·ø�Ñ 465;ö�ô5;÷ùø�Ñ Ö ]�7x4rÍ ø�Ñ#465¾ôÑ`587x4�ÑÄø�58Òx7x4
κ Ö κ(ε) ø�_ κ(ε, η)4-76]¤ø�Ñó]zô<Í ø�Ñ` 76Ñ`5;÷ùø�Ñ ÷\ÑPÎ=÷L^!_AÒx7u76ÑãÎ�Ò!Ð!_�5�Î�7ªõPô=ö�ô-Þ=ö¦ô�õ`ç`7p40ø�Ñ`5�5�ø�_#587x4·÷\ÑPÎ�Ò�õ`76ÑPÎÁôÑ`5�7x4kÎ_

õPô�ö¦ôä665;öx7
m ∈ N∗ Ó

• T �?�!��£(£Å¥!�6��¥������P�·�]Ã��ÕH�������Â�!��£(£Å¥��6�=�6����¥~��¥�£(£(¥~�����)§T�6����î6�=¢6�z����¥$�Æ¢��=�
£Ò�P������¢P����¥!�1�¤��¢6��¥!£Å��¬���¥(¥!�Ý�¤���¦¥��!���6�6¥���¼����¡���¤�=� �6¥Ø*;§P�z�8�J,ª�¦¥��¦¢H¥��!����Ö�¥!£Å¥!���Ò¢���

u′jm
¥��

pjm
�6�������=£Å£(¥��¦�6�

j
¥��¶�������¦������¥ª��¥��Ë��¥!�Ñ����¤���P� ��ÕP��¥!�G�6¥!��� T ��� «

ρ

∫

Ω

∂2t um∂tumdx+ ε

∫

Ω

|∂t∂xum|2dx+ (λ+ 2µ)
∫

Ω

∂xum∂t∂xumdx

+µ∗
∫

Ω

g(∂xum)∂t∂xumdx− α

∫

Ω

pm∂t∂xumdx+
1

η

∫

Ω

(
C2 − |∂t∂xum|2

)− |∂t∂xum|2dx

+c0

∫

Ω

∂tpmpmdx+ α

∫

Ω

pm∂t∂xumdx+ k

∫

Ω

|∂xpm|2dx =
∫

Ω

f∂tumdx+

∫

Ω

hpmdx.

�/¢6�¦¬��¶�¦�¤£(¢6�¤�ßû��)������=���P���ÄÖG��¥���� «
d

dt

[
ρ

2

∫

Ω

|∂tum|2dx+
λ+ 2µ

2

∫

Ω

|∂xum|2dx+ µ∗
∫

Ω

G(∂xum)dx+
c0

2

∫

Ω

|pm|2dx
]

+ε

∫

Ω

|∂t∂xum|2dx+ k

∫

Ω

|∂xpm|2dx+
1

η

∫

Ω

(
C2 − |∂t∂xum|2

)− |∂t∂xum|2dx

=

∫

Ω

(f∂tum + hpm)dx

¥!�¶¥!���¤�Á���!×�������"�P¥
0
ú
s
�BÃ¨�!×Á�=���z���/¢6���!�����P¥��Á��¥�H���
��ÕP����¥��Á�"�ùÃº��×Á��¤�z��� «

ρ

2

∫

Ω

|∂tum|2(s)dx+
λ+ 2µ

2

∫

Ω

|∂xum|2(s)dx+ µ∗
∫

Ω

G(∂xum(s))dx

+
c0

2

∫

Ω

|pm|2(s)dx+ ε

∫ s

0

∫

Ω

|∂t∂xum|2dxdt+ k

∫ s

0

∫

Ω

|∂xpm|2dxdt

+
1

η

∫ s

0

∫

Ω

(
C2 − |∂t∂xum|2

)− |∂t∂xum|2dxdt =
∫ s

0

∫

Ω

(f∂tum + hpm)dxdt

+
ρ

2
||u1m||2L2(Ω) +

λ+ 2µ

2
||∂xu0m||2L2(Ω) + µ∗||G(∂xu0m)||L1(Ω) +

c0

2
||p0m||2L2(Ω).

T ���/�=�Ó�aÖG�Ó¼��]Ãº�¤��¥�±����¦��¥ �6�6¥ �����P�¦� �����¥
κ
��¥��¤��¥Æ¼G�P¥ |G(∂xu0m)| ≤ κ|∂xu0m|

� $ ¥
¢6�¤�6���6�]Ã¨�=¢6�¦¬��W*B§����0§J,Â�¤¥�� ���6�z��¥��

(u0m)m∈N∗

�
(p0m)m∈N∗

¥!�
(u1m)m∈N∗

�¦�����"ÕH���¦�6��¥!�¶�6�=�6�
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H1
0 (Ω) ∩ H2(Ω)

¢H���6���Ñ��¢6��¥!£Å��¬���¥(¥!�
H1
0 (Ω)

¢H���P���¤¥!���P¥���± �=�P����¥������=���!����Ö�¥!��×�¥!����¥��
���=�6�"��¥!�¶¥��¦¢��=��¥!��� T ����Õ����¤¥!���¶��¤�6�¦� «

ρ

2

∫

Ω

|∂tum|2(s)dx+
λ+ 2µ

2

∫

Ω

|∂xum|2(s)dx+ µ∗
∫

Ω

G(∂xum(s))dx

+
c0

2

∫

Ω

|pm|2(s)dx+ ε

∫ s

0

∫

Ω

|∂t∂xum|2dxdt

+
1

η

∫ s

0

∫

Ω

(
C2 − |∂t∂xum|2

)− |∂t∂xum|2dxdt+ k

∫ s

0

∫

Ω

|∂xpm|2dxdt

≤ κ+

∫ s

0

∫

Ω

(f∂tum + hpm)dxdt.

*B§P�z�)¹R,

$ ¥Å¢6���6�!�p¢6�P�¤��¼��6¥
f
¥��
h ∈ L2(0, T ;L2(Ω))

�p�¤¥��ª�¤�P��×Á�=���z���!���6¥·É �=�6� îR;Á½ o ��îe� �=��YÅ¥!���6¥9y���6�6×í�6���6�a�t���6�¦�6�¤�¦��¥��Á�¶�Ñ�Ý£·���¦��������z��� «
∫ s

0

∫

Ω

(f∂tum + hpm)dxdt ≤
1

2ρ
||f ||2L2(0,T ;L2(Ω)) +

1

2c0
||h||2L2(0,T ;L2(Ω))

+
ρ

2

∫ s

0

∫

Ω

|∂tum|2dxdt+
c0

2

∫ s

0

∫

Ω

|pm|2dxdt.
*B§P�z�8ÈJ,

°�����¥�¢H�=�¦� �����*B§����0ÈJ,����=�6��*B§P�z�)¹R,�¥��Ë¥!�®��¥!×������P¢��=�Á� �¤¥��Ê�P����£(¥��Ê�6¥
f
¥��
h
�����6� ��¥���¥��¦£Å¥

×����6�!����¼G�P¥
κ
���=��� «

ρ

2

∫

Ω

|∂tum|2(s)dx+
λ+ 2µ

2

∫

Ω

|∂xum|2(s)dx+ µ∗
∫

Ω

G(∂xum(s))dx

+
c0

2

∫

Ω

|pm|2(s)dx+ ε

∫ s

0

∫

Ω

|∂t∂xum|2dxdt+ k

∫ s

0

∫

Ω

|∂xpm|2dxdt

+
1

η

∫ s

0

∫

Ω

(
C2 − |∂t∂xum|2

)− |∂t∂xum|2dxdt ≤ κ+
ρ

2

∫ s

0

∫

Ω

|∂tum|2dxdt

+
c0

2

∫ s

0

∫

Ω

|pm|2dxdt.

*B§P�z�0¯e,

�²�¤����¤¥!£(¥��Á�/�6���£Å�-;�¥����P����¥�£(£Å¥/�6¥W�ª�¦���R�Ê�=�¤�F��������Õ����¤¥!���"�BÃ¨¥!�¦���¤£Å����z��� «




ρ

2

∫

Ω

|∂tum|2(s)dx+
λ+ 2µ

2

∫

Ω

|∂xum|2(s)dx+ µ∗
∫

Ω

G(∂xum(s))dx

+
c0

2

∫

Ω

|pm|2(s)dx+ ε

∫ s

0

∫

Ω

|∂t∂xum|2dxdt+ k

∫ s

0

∫

Ω

|∂xpm|2dxdt

+
1

η

∫ s

0

∫

Ω

(
C2 − |∂t∂xum|2

)− |∂t∂xum|2dxdt ≤ κ.

*B§P�z�8´J,
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• ��û�� �P¥·���=£Å¢6���!��¥��1�¤¥!��¥!�¦���¤£Å��������P�1���6�
um

�2���T�P���¤������¥(£Å�=������¥!���=�Á����¥����¤�P��¥����6�
�¤¥�£(£(¥Ý���z�8È·�P��� î��=¢P�����¦¥í��� T � £Ò�P������¢P����¥��¤�·¢6�¦¥�£(�¤¬!��¥���¼�������¤�=� �6¥�*;§P�z�8�J,¶¢���

u′jm(t)
�

���]ÖG�¤¥!��� «




ρ

∫

Ω

∂2t umu
′
jmwjdx+ ε

∫

Ω

∂t∂xumu
′
jm∂xwjdx

+(λ+ 2µ)

∫

Ω

∂xumu
′
jm∂xwjdx+ µ∗

∫

Ω

g(∂xum)u
′
jm∂xwjdx

−α
∫

Ω

pmu
′
jm∂xwjdx+

1

η

∫

Ω

(
C2 − |∂t∂xum|2

)−
∂t∂xumu

′
jm∂xwjdx

=

∫

Ω

fu′jmwjdx.

*B§P�z�0Çe,

°��Ò�P���¤�������=�Á�²��¥��²¢6�¦��¢6�����!�����²�6¥ �Ñ�����P����¥
(wj)j∈N∗

¥!�¿�6�=� �£Å£(¥��Á�²�ùÃº��×��=�¤�z���
wj = − 1

λj
∂2xwj

�
�����=ÕP����¥����Ë¥���£Ý�6������¢6�����=�Á��*B§P�z�0Çe,Â¢��=�

λj
�6¥����P�����¤�����=��� �Ñ�1�t���¦£Ý�6�¤¥/�6¥W����¥�¥!��¥!�"¥�������£Ò½

£·�=�Á�"�¦�6�
j «

ρ

∫

Ω

∂2t ∂xum∂t∂xumdx+ ε

∫

Ω

|∂t∂2xum|2dx+ (λ+ 2µ)
∫

Ω

∂t∂
2
xum∂

2
xumdx

+µ∗
∫

Ω

∂x(g(∂xum))∂t∂
2
xumdx− α

∫

Ω

∂t∂
2
xum∂xpmdx

+
1

η

∫

Ω

∂x
[
(C2 − |∂t∂xum|2)−∂t∂xum

]
∂t∂

2
xumdx = −

∫

Ω

f∂t∂
2
xumdx.

�/¢6�¦¬��Ë��¥�×=�����6¢H¥!£Å¥!���Ë�6¥�� ��¥!��£(¥��Ë�P¥�£k&!£(¥�������6��¥�¥!�Ë¥��
¥�±�¢6���¤�!�����=���Ê�ùÃº¥�±�¢6�¦¥����¦�¤���
�P¥��Ñ�
�6���¦��Ö��!¥1�6�
��¥!��£(¥ª�P¥1¢H�!���=���¤���¡���¤�=�����ùÃº��×Á��¤�z������¥������=�6�n�t����£(¥�¥�� «

d

dt

[
ρ

2

∫

Ω

|∂t∂xum|2dx+
λ+ 2µ

2

∫

Ω

|∂2xum|2dx
]
+ ε

∫

Ω

|∂t∂2xum|2dx

+µ∗
∫

Ω

g′(∂xum)∂
2
xum∂t∂

2
xumdx− α

∫

Ω

∂xpm∂t∂
2
xumdx

+
1

η

∫

Ω

(C2 − |∂t∂xum|2)−(∂t∂2xum)
2dx+

2

η

∫

Ω−(t)

(∂t∂xum)
2(∂t∂

2
xum)

2dx

= −
∫

Ω

f∂t∂
2
xumdx

�Jg��ùÃº���
�í¢H���¦�
Ω−(t) = {x ∈ Ω ��¥����"¼��6¥ |∂t∂xum(t, x)| > C} �
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°����¤�Á���!×�������"�¦�6�"�ùÃº�¤����¥��³Ö�=����¥��P¥ª��¥�£(¢6�

[0, s]
�6�¤�CÖG�¤¥��Á� «

ρ

2

∫

Ω

|∂t∂xum|2(s)dx+
λ+ 2µ

2

∫

Ω

|∂2xum|2(s)dx

+ε

∫ s

0

∫

Ω

|∂t∂2xum|2dxdt+
2

η

∫ s

0

∫

Ω−(t)

(∂t∂xum)
2(∂t∂

2
xum)

2dxdt

+
1

η

∫ s

0

∫

Ω

(C2 − |∂t∂xum|2)−(∂t∂2xum)
2dxdt = −

∫ s

0

∫

Ω

f∂t∂
2
xumdxdt

+α

∫ s

0

∫

Ω

∂xpm∂t∂
2
xumdxdt+

ρ

2
||∂xu1m||2L2(Ω) +

λ+ 2µ

2
||∂2xu0m||2L2(Ω)

−µ∗
∫ s

0

∫

Ω

g′(∂xum)∂
2
xum∂t∂

2
xumdxdt.

*B§P�z�0Íe,

°����¦¥1�¦¥��³Ö�=�Á��£Å�=�¤�Á��¥!���=��� �6�m�;�=�z�Ë¼��6¥ª�Ñ�Ý�6�!����Ö��!¥ª�6¥ª�Ñ�1�t�=�6�!���¤���
g
¥��³��ÕH�=���6�!¥1¢6�=�Ë�6�6¥

�����6�³� �=�Á��¥
κ > 0

¥��í¥��M�P�����¤�����=�����¤¥!�Ò�¤�P��×Á�=���z���!���6¥�É �=�6� îR;Á½ o ��îe� �=��Y�¥��í�6¥69y���P�6×)�¿��¥
��¥��!���6��£(¥�£ÝÕ6��¥��P¥'*;§P�z�0Íe,Ê¢H¥!�P�¶��¥1£Å���¦����¥!�Ë¢6�=� «

ρ

2
||∂xu1m||2L2(Ω) +

λ+ 2µ

2
||∂2xu0m||2L2(Ω) +

1

ε
||f ||2L2(0,T ;L2(Ω))

+
ε

4

∫ s

0

∫

Ω

|∂t∂2xum|2dxdt+
µ∗2κ2

ε

∫ s

0

∫

Ω

|∂2xum|2dxdt+
ε

4

∫ s

0

∫

Ω

|∂t∂2xum|2dxdt

+
α2

ε

∫ s

0

∫

Ω

|∂xpm|2dxdt+
ε

4

∫ s

0

∫

Ω

|∂t∂2xum|2dxdt.
���Â�¦�����P����¥·�=�������1�6¥r*B§P�z�0Íe,.�2�ÄÃ��=¢P��¬����BÃ¨¥!�¦����£·�¡���z���+���6�

(∂xpm)m∈N∗

�6���6�P��¥·���=�6�u*;§P���0´J,6�
�¤¥��Ë¢6���=¢6�����!���!�"�6¥ª���=��Ö�¥!��×�¥!�6��¥��6¥!�¶���6�z��¥!�

(u0m)m∈N∗

�
(u1m)m∈N∗

¥!�¶��¥��ËîR;G¢H�=��îP¬���¥!�/�¦�6�
f
�6¼��]Ã¨���p¥�±��¤�¦��¥1�P�6¥1�!���6�³� �=�Á��¥

κ(ε) > 0
��¥����¤¥�¼��6¥ «

ρ

2

∫

Ω

|∂t∂xum|2(s)dx+
λ+ 2µ

2

∫

Ω

|∂2xum|2(s)dx

+
ε

4

∫ s

0

∫

Ω

|∂t∂2xum|2dxdt+
2

η

∫ s

0

∫

Ω−(t)

(∂t∂xum)
2(∂t∂

2
xum)

2dxdt

+
1

η

∫ s

0

∫

Ω

(C2 − |∂t∂xum|2)−(∂t∂2xum)
2dxdt

≤ κ(ε) +
µ∗2κ2

ε

∫ s

0

∫

Ω

|∂2xum|2dxdt.

*B§P���=ìe,

°��+�P�����¤�����=������¥Ò�¤¥!£Å£(¥Ý�6¥k�ª���=�R� ��¤�F�Ä�=�+£Å���Á���¦¥Ò¼G�ÄÃ¨���'¥�±����¦��¥í�6�6¥(�!���6�³� �=�Á��¥
κ(ε) > 0��¥����¤¥�¼��6¥ «

µ∗2κ2

ε

∫ s

0

∫

Ω

|∂2xum|2dxdt ≤ κ(ε)
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¥!�¶���
��ÕP����¥��Á�¶�=�¤�P���]�ùÃº¥��³����£·������=� «




ρ

2

∫

Ω

|∂t∂xum|2(s)dx+
λ+ 2µ

2

∫

Ω

|∂2xum|2(s)dx

+
ε

4

∫ s

0

∫

Ω

|∂t∂2xum|2dxdt+
2

η

∫ s

0

∫

Ω−(t)

(∂t∂xum)
2(∂t∂

2
xum)

2dxdt

+
1

η

∫ s

0

∫

Ω

(C2 − |∂t∂xum|2)−(∂t∂2xum)
2dxdt ≤ κ(ε).

*B§P������,

• T �(�=£(�����¤�=��¥Ê£Å�=������¥����=�Á�¿�¤¥��¿¥��³���¤£Å����¤�=�6�²���6� (pm)m∈N∗

¥��í£Ò�P������¢P���¤����²�Ñ���¦¥��!���6�6¥
��¼�������¤���
�6¥k*B§P�z�8�J,Â¢��=�

p′jm
¥��¶¥����¦��£(£·����Ë���P�

j
� T ��� «

c0

∫

Ω

|∂tpm|2dx+ α

∫

Ω

∂tpm∂t∂xumdx+ k

∫

Ω

∂xpm∂t∂xpm =

∫

Ω

h∂tpmdx.

°����¤�Á���!×�������"�¦�6�"�ùÃº�¤����¥��³Ö�=����¥��P¥ª��¥�£(¢6�
[0, s]

�6��¥�����¥ª��¥!�Ñ����¤�����6¥!ÖG��¥���� «
c0

∫ s

0

∫

Ω

|∂tpm|2dxdt+
k

2

∫

Ω

|∂xpm|2(s)dx =
∫ s

0

∫

Ω

h∂tpmdxdt

−α
∫ s

0

∫

Ω

∂tpm∂t∂xumdxdt+
k

2

∫

Ω

|∂xp0m|2dx.

$ ¥+£X&�£(¥ ¼G�P¥+¢C�=�6�
�Ñ� ¢6��¥!£Å��¬���¥ ¥!�¦����£·�¡�������Zô õHö�÷ùø¡ö�÷1*B§P�z�0¯e,.� ���F£·���¦���¦¥ ��¥��¦¥��!���6�
£Å¥!£ÝÕ6��¥�¢��� «
1

c0
||h||2L2(0,T ;L2(Ω))+

c0

2
||∂tpm||2L2(0,T ;L2(Ω))+

α2

c0
||∂t∂xum||2L2(0,T ;L2(Ω))+

k

2

∫

Ω

|∂xp0m|2dx.

�ª���=��¥Ò�=�G± ¢P����¢6�¦�¤�����!���6¥Ý�����ÁÖ�¥��¦×�¥��6�!¥(�P¥Ò�Ñ�·�¦�6����¥
(p0m)m∈N∗

¥!�ªú��ùÃº¥!�¦����£·�¡�����=��*B§P�z�0¯e,
¼G�P���6���6�y������P��¥¶¼��6¥ ||∂t∂xum||2L2(0,T ;L2(Ω))

¥!�¦�yÕH���¦�6��¥��Á�¤�P¥�±����¦��¥"�6�P¥"�����6�³� �=�Á��¥
κ(ε) > 0��¥����¤¥�¼��6¥

c0

∫ s

0

∫

Ω

|∂tpm|2dxdt+
k

2

∫

Ω

|∂xpm|2(s)dx ≤ κ(ε) +
c0

2

∫ s

0

∫

Ω

|∂tpm|2dxdt

��¥ª¼G�P�-�6�=�6�"�����6�P�6���¶úí�BÃ¨¥!�¦���¤£Å����z��� «
c0

2

∫ s

0

∫

Ω

|∂tpm|2dxdt+
k

2

∫

Ω

|∂xpm|2(s)dx ≤ κ(ε).
*B§P�����J,

• c����6�ªû6�6�¤���p���+£Ý�6������¢6���z¥Ò�¤�®¢6��¥!£Å��¬���¥Ò��¼�������¤���+�6¥3*;§P�z�8�J,/¢��=�
u′′jm

¥!�1���Æ�¦��£(£Å¥
���6�

j
¢H���6�

j
��¤�Ñ���� �6¥

1
ú
m
¢C�=�6�"��Õ���¥��P�¤� «
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ρ

∫

Ω

|∂2t um|2dx+ ε

∫

Ω

∂t∂xum∂
2
t ∂xumdx+ (λ+ 2µ)

∫

Ω

∂xum∂
2
t ∂xumdx

+µ∗
∫

Ω

g(∂xum)∂
2
t ∂xumdx− α

∫

Ω

pm∂
2
t ∂xumdx

+
1

η

∫

Ω

(C2 − |∂t∂xum|2)−∂t∂xum∂
2
t ∂xumdx =

∫

Ω

f∂2t umdx.

*B§P���=§e,

°��T�P�����¤�����=���1�¤���6�=����������
H
�������¦�G�6�6�z��¥í¥�� �P��Õ6�P���6¥·¢�����=×=���=¢6îP¥�q*;§P���=§e,�¢H¥��P��¥��6�!����¥

��Ãº�����¦�¤�¦¥ «

ρ

∫

Ω

|∂2t um|2dx+
ε

2

d

dt

(∫

Ω

|∂t∂xum|2dx
)
+
1

η

d

dt

(∫

Ω

H(∂t∂xum)dx

)

= −(λ+ 2µ)
∫

Ω

∂xum∂
2
t ∂xumdx− µ∗

∫

Ω

g(∂xum)∂
2
t ∂xumdx

+α

∫

Ω

pm∂
2
t ∂xumdx+

∫

Ω

f∂2t umdx.

*B§P���¹R,

°��Þ��������×����=�������6�®�BÃ¨������¥��³Ö�=�¤�z¥
[0, s]

¥!�®¥��Þ�P���¤�¤�z���=�Á���6�P¥���������×�����������a¢��=��¢���¦����¥���¢��=�
���=¢6¢H�=�¦�¶�=�
��¥�£(¢6�"���P�¶��¥�� �����=�¤�Ë¢P��¥�£(�¤¥!��� ��¥!��£(¥��"�P���¦¥��!���6�~£(¥!£ÒÕP��¥��*B§P���¹R,Â�6¥!ÖG�¤¥!��� «

ρ

∫ s

0

∫

Ω

|∂2t um|2dxdt+
ε

2

∫

Ω

|∂t∂xum|2(s)dx+
1

η

∫

Ω

H(∂t∂xum(s))dx

=
ε

2

∫

Ω

|∂xu1m|2dx+
1

η

∫

Ω

H(∂xu1m)dx+ (λ+ 2µ)

∫ s

0

∫

Ω

|∂t∂xum|2dxdt

−(λ+ 2µ)
∫

Ω

∂xum(s)∂t∂xum(s)dx+ (λ+ 2µ)

∫

Ω

∂xu0m∂xu1mdx

+µ∗
∫ s

0

∫

Ω

g′(∂xum)|∂t∂xum|2dxdt− µ∗
∫

Ω

g(∂xum)(s)∂t∂xum(s)dx

+µ∗
∫

Ω

g(∂xu0m)∂xu1mdx− α

∫ s

0

∫

Ω

∂tpm∂t∂xumdxdt

+α

∫

Ω

pm(s)∂t∂xum(s)dx− α

∫

Ω

p0m∂xu1mdx+

∫ s

0

∫

Ω

f∂2t umdxdt.

*B§P����ÈJ,

T �?�P�����¤���¦¥$¥!�6���P����¥ �¤¥!�®���6��×��=�¤�z�����·�6¥+É �=�6� îe;�½ o � îR� �=�vY�"�6¥�9y�=�6�6×M¥��
�¤¥���îR;G¢H�=��î6¬��¦¥��
�6¥��!����Ö�¥!��×�¥!�6�!¥��6¥!�Â���6�z��¥!�

(u0m)m∈N∗

�
(u1m)m∈N∗

�
(p0m)m∈N∗

� $ ¥�¢6���6�!�Á�¤¥���¥��¦���¤£Å��������P�
ô"õHö�÷ùø¡ö�÷:*B§����0´J,6�)*;§P� �G��,6�)*;§P�����J,2�6���P���=�¦���6�¦¥�����¼��6¥Ë�¤¥!�¿���P����¥!�

(∂xum)m∈N∗

�
(∂t∂xum)m∈N∗

�
(pm)m∈N∗

¥!�
(∂tpm)m∈N∗

�¦�����-�¦¥���¢H¥!�!����Ö�¥�£(¥!���2ÕH�����P��¥��-�6�=�6�p�¤¥��]¥��¦¢��=�!¥��
L∞(0, T ;L2(Ω))

�
L2(0, T ;L2(Ω))∩L∞(0, T ;L2(Ω)) � L∞(0, T ;L2(Ω)) ¥�� L2(0, T ;L2(Ω)) �����H¥�±P���¦��¥��6���6�
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�6�6¥ª�����6�³� �=�Á��¥
κ(ε) > 0

��¥!�¤�¤¥�¼��6¥ «

ρ

∫ s

0

∫

Ω

|∂2t um|2dxdt+
ε

2

∫

Ω

|∂t∂xum|2(s)dx+
1

η

∫

Ω

H(∂t∂xum(s))dx

≤ κ(ε) +
1

2ρ

∫ s

0

∫

Ω

|f |2dxdt+ ρ

2

∫ s

0

∫

Ω

|∂2t um|2dxdt+
1

η

∫

Ω

H(∂xu1m)dx

��¥ª¼G�P�-�6�=�6�"�6���6�6¥��@¥!����������×����=���Ë�Ñ�Ý�6���¦£Å¥��6¥
f
���=�6�"�Ñ�Ý���=�6�¦���=����¥�@�BÃ¨¥!�¦���¤£Å����z��� «





ρ

2

∫ s

0

∫

Ω

|∂2t um|2dxdt+
ε

2

∫

Ω

|∂t∂xum|2(s)dx+
1

η

∫

Ω

H(∂t∂xum(s))dx

≤ κ(ε) +
1

η

∫

Ω

H(∂xu1m)dx.

*B§P���=¯e,

�~�=������¥�������/�6×=�Z�=�!¥1úÒ��¥!�¶¥!�¦����£·�¡�������6��ô1õHö�÷ùø¡ö�÷\�6�=�
Ö�Ò��îP¥���� î6¥!�/úÒ¢������¥!��úÒ�Ñ�Ý���¤£(�ß��¥
���=�6�j*;§P�z�8�J,��¤���¦��¼��6¥

m
��¥��P�&Ö�¥!���í�ùÃº�¤�Pû��P�Ê¥!�í�6�!û��P�¤�í�=���6���Ê�6�6¥
���=�¤�P���¤��� �6�&¢6���=Õ6�¤¬!£Å¥*B§P�z�0ìe,�� $ Ã¨�=¢6�¦¬��y��¥��'¥��³���¤£Å����¤�=�6�"ô¶õHö�÷ùø¡ö�÷9*B§P�z�8´J,.�A*B§�� �G��,6�`*B§P�����J,.�A*;§P���=¯e,6�=���í¢H¥��P�y¥�±G�����=����¥

�6¥��¤� ���6�z��¥
(um, pm)m∈N∗

�6�6¥��¦���6�ê½����P����¥'¥��6�!���¦¥y�P�=���!¥
(um, pm)m∈N∗

¥!�-�6�!û6�6�¤�p�6�ª�����P¢6�¤¥
(uη, pη)

��¥��¤�Ë¼��6¥���¤���¦��¼��6¥
m
��¥!�6��Ö�¥!���¶�ùÃº���Pû��6� «





um → uη
���=�6�

L∞(0, T ;H1
0 (Ω))

¥��
L∞(0, T ;H2(Ω))

�;�=��Õ6�¤¥hÉiF
∂tum → ∂tuη

���=�6�
L∞(0, T ;H1

0 (Ω))
�;�=�¤Õ6��¥WÉ�¥!�

L2(0, T ;H2(Ω))
�;�=�¤ÕP�¤¥HF

∂2t um → ∂2t uη
����6�

L2(0, T ;L2(Ω))
�;�=��Õ6�¤¥HF

g(∂xum)→ ψ
���=�6�

L∞(Q)
�;�=�¤ÕP�¤¥WÉGF

(C2 − |∂t∂xum|2)−∂t∂xum → ϕ
�6�=�6�

L4/3(Q)
�;��¤Õ6��¥HF

pm → pη
����6�

L∞(0, T ;H1
0 (Ω))

�;�=��Õ6�¤¥hÉiF
∂tpm → ∂tpη

���=�6�
L2(0, T ;L2(Ω))

�;��¤Õ6��¥=�

*B§P����´J,

©-¥1�!���6¢6��¥
(uη, pη)

�(Õ6��¥�����¥��¶¢6�¦��¢6�¦�¤�!�����¶�6¥1���!×��6�Ñ������������6�=�6���!¥��/���=�6�1*B§P�z�0ìe,�� $ ¥�¢6���6�!�
��� �6�!�6�6�z�Ò�6¥¢*B§P����´,6��¢���Ý¢�������×�¥
ú~�Ñ���¤��£(�z��¥Å�¤�=����¼��6¥

m → +∞ ���=�6�m*B§����8�,6��¼��6¥ «¢H���6�Ë�����P�
j ∈ N∗ ��¢H���P�"¢6�¦¥���¼��6¥1�����P� t ���=�6� ]0, T [ �





ρ

∫

Ω

∂2t uηwjdx+ ε

∫

Ω

∂t∂xuη∂xwjdx+ (λ+ 2µ)

∫

Ω

∂xuη∂xwjdx

+µ∗
∫

Ω

ψ∂xwjdx− α

∫

Ω

pη∂xwjdx+
1

η

∫

Ω

ϕ∂xwjdx =

∫

Ω

fwjdx,

c0

∫

Ω

∂tpηwjdx+ α

∫

Ω

∂t∂xuηwjdx+ k

∫

Ω

∂xpη∂xwjdx =

∫

Ω

hwjdx.

*B§P���=Çe,

�Ó��¥ª�¦���=�6¥�����®Ö�Ò�����)Ö�=���¤�z¥��Ê£·��¤����¥�������Ë���P�¶��¥��Ë�¤������×����=��¥��q�;�=�¤���=���Ë�¤�Á��¥��³Ö�¥��P�¤�
ψ
¥!�
ϕ
�

ÉÊ���6�����6���¦���6�Ò�����P�í�]Ã¨�=ÕH���¦�&�ùÃº�¤�Á����×=���=��¥·¥��
ψ
������G�!�¤�!¥�ú

g(∂xum)
� o �Ë�BÃ¨��� ��¥�¢P��¥��P�a��¥��



È=Ç =?>`@!B9C�DFE6G���I�ä�D�O�N)G�N·ºàO�Kj»uM�N)¼x½SG�@!��G!QhQ�M�K:DLEx@�CbK:D8G
�����¦�6��������-�6¥y�����ÁÖ�¥��¦×�¥��P��¥Ê���!�6�6���2¥��+*B§P����´J,.�0���1��Õ6�¦¥��¦Ö�¥Â¼��6¥Â�¤�"�¦�6����¥

(um)m∈N∗

¥��¦��ÕH���¦�6��¥
���=�6�

W1 = {v ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω))

��¥����(¼��6¥
∂tv ∈ L∞(0, T ;L2(Ω))}

���~�=�¤�
����£(£(¥ �ùÃº�¤���¦¥!�!�������Ý�6¥

H1
0 (Ω)∩H2(Ω)

���=�P�
H1
0 (Ω)

¥!�¦�y���=£Å¢���!��¥����]Ã¨�=¢6��¬!�y��¥Ë��¥�£(£(¥"�G� È
��¥����¤¥¶�6¥

W1
���=�P�

Lp(0, T ;H1
0 (Ω)

�ùÃº¥��¦� �=�6�¦���C¢H���6�y�����P�
p ∈]1,+∞[ �#���¤�6�¦����¢H���6� p = 2 ������Ò¥���¢��=�¦���¤�!�6�¤��¥!� «

∂xum → ∂xuη
���=�6�

L2(Q)
�t�=�¦�)� *B§�� �=ÍJ,

$ ¥u*;§P���=Íe,6�������6���P�6���!�@¼G�P������¥�ú(¥�±������=����¥�ú(�6���PÖ=¥)�=�~�6�6¥������P�³½��¦�6����¥�H¼��6¥
∂xum → ∂xuη¢6��¥!��¼��6¥�¢���¦�������¶�6�=�6�

Q
�6��¥ª¼G�P�-¥!��������0Ñ�P¥�6¢��=�Ë�����Á�����G�6�z�����6¥ª�ùÃ¨�=¢6¢6�����)������=�

g
��¼��6¥

g(∂xum)→ g(∂xuη)
¢6��¥!��¼��6¥�¢���¦���=�P�"���=�6�

Q.$ ¥+¢6���6�!�
(g(∂xum))m∈N∗

¥��¦���6�6¥+�¦�6����¥�ÕH�����P��¥+����6�
]0, T [×Ω ¢��=�®�6�!û6�6�����¤���Þ�P¥

g
�$ Ã��¢6��¬!����¥���îP�����¦¬�£(¥ª�6¥ª�����ÁÖ�¥��¦×�¥��P��¥��6��£(�¤�P��¥�P������Õ����¤¥!���¶�=�����¦�Ë¼��6¥

g(∂xum)→ g(∂xuη)
����6�

Lp(Q)
¢H�=�6�Ë�����P�

p ≥ 1. *;§P��§=ìe,
$ Ã��¢6��¬!�p*;§P����´J,Ê¥��1*B§���§�ìJ,Ê¥!�¶�BÃ¨�6�P�¤�!�����/�6¥ª�Ñ�Ý�¤�¤£í�z��¥����=�P� D′(Q) �6����¥!���6�!�6�6�z�¶¼��6¥

ψ = g(∂xuη).
*B§���§P�-,

ÉÊ���6�����6���¦���6�Ë£Å�=�¤�Á��¥!���=�Á� �¤¥���¥!��£(¥�¥��
ϕ
� f �����¦���6��� �]Ã��¢6��¬!�W*;§P� �=´J,6�����®������ ¼��6¥��Ñ�����6�z��¥

(∂tum)m∈N∗

¥��¦�®ÕH���¦�6��¥$���=�6�
W2 = {v ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω) ∩ H2(Ω))
��¥����"¼��6¥

∂tv ∈
L2(0, T ;L2(Ω))} ¥!�"¥!�������¤���������� ¥!�6���=��¥��ùÃº�¤���¦¥!�!�������·����£(¢���!��¥��6¥ H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)
���=�6�

H1
0 (Ω)

������� «
∂t∂xum → ∂t∂xuη

���=�P�
L2(Q)

�t���¦�Ë¥!�¶¢6�¦¥���¼��6¥�¢6�=�¦�����P�"���=�P�
Q

*B§���§Á�,
¼G�P������¥1úÒ¥�±G�����=�¤�¦¥ª�P�6¥1�¦���6�³½¾���6�z��¥� T ��¢H¥��P�¶�6���6�1�=¢P¢6�¤��¼��6¥��Ë��¥��¤¥!£Å£(¥ª���z�0ìÒ¥��¶�����

(C2 − |∂t∂xum|2)−∂t∂xum → (C2 − |∂t∂xuη|2)−∂t∂xuη
���=�6�

L4/3(Q)
�;�=��Õ6�¤¥

��¥ª¼G�P�-¥!��������0¤�6¥ª�ÄÃ��=¢P��¬��W*B§P����´J,Â¥!�¶¢��=�Ë�6�6�����z�����P¥1�¤�Ò���¤£(�ß��¥/���=�6�
L4/3(Q)

�;�=�¤ÕP�¤¥�¼��6¥ «
ϕ = (C2 − |∂t∂xuη|2)−∂t∂xuη.

*B§P�¨§�§e,
$ Ã��¢6��¬!�<*;§P��§���,(¥!��*;§P��§=§e,6�Â��¥��·��×Á�=���������r*B§P���=Çe,(¥!��������0Ñ�P¥��Á� « ¢H���6�Å�����P� j ∈ N∗ �Ê¢H���6�¢6��¥!��¼��6¥1���=�P�

t
�6�=�6�

]0, T [
�

ρ

∫

Ω

∂2t uηwjdx+ ε

∫

Ω

∂t∂xuη∂xwjdx+ (λ+ 2µ)

∫

Ω

∂xuη∂xwjdx

+µ∗
∫

Ω

g(∂xuη)∂xwjdx− α

∫

Ω

pη∂xwjdx

+
1

η

∫

Ω

(C2 − |∂t∂xuη|2)−∂t∂xuη∂xwjdx =

∫

Ω

fwjdx,

c0

∫

Ω

∂tpηwjdx+ α

∫

Ω

∂t∂xuηwjdx+ k

∫

Ω

∂xpη∂xwjdx =

∫

Ω

hwjdx.



��IÜ¹#I�äH�#CbÝ/D�GZK:Q!G È=Í

°��
�¦¥!Ö�¥��6�=���¶úÒ�¤���6�!û��P�����������6¥��Ñ�����P����¥
(wj)j∈N∗

*;�6�ê�6¢6�¦��¢H���¦���������
�G��¯ ��¢��=���×����¢6î6¥ª�����#�
��î��¢6������¥¶�J,²���í¥��(�6���P�6����¼��6¥¶��¥Ë�����P¢6�¤¥

(uη, pη)
Ö������zû�¥"��¥��'��¼�������¤���P���6�(�v;G�¦��¬�£(¥1*B§P�z�0ìe,

∀(v, r) ∈ H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)
�





ρ

∫

Ω

∂2t uηvdx+ ε

∫

Ω

∂t∂xuη∂xvdx+ (λ+ 2µ)

∫

Ω

∂xuη∂xvdx+ µ∗
∫

Ω

g(∂xuη)∂xvdx

−α
∫

Ω

pη∂xvdx+
1

η

∫

Ω

(C2 − |∂t∂xuη|2)−∂t∂xuη∂xvdx =

∫

Ω

fvdx

c0

∫

Ω

∂tpηrdx+ α

∫

Ω

∂t∂xuηrdx+ k

∫

Ω

∂xpη∂xrdx =

∫

Ω

hrdx.

$ ¥(¢6���6�!�]�¤¥!�ª¥��³����£·�¡�������6�y*B§����0´J,�ú<*;§P���=¯e,/¥��1�¤¥���¢6���=¢6�����!���!�ª�6¥í�����ÁÖ�¥��¦×�¥��P��¥r*B§P����´,/¥���½
������0Ñ�6¥!����¼��6¥

uη
¥��
pη
Ö��!���zû�¥��Á�Â��¥��'¥��¦���¤£Å��������P�¿���6���P����¥!�Ê�=�í��î6�!���¦¬�£(¥¶§P����¥!�Å��Õ6�¦¥��¦Ö¡�=���

���=�6�W*B§�� �=¯J,Ê¼��6¥
lim

m→+∞

1

η

∫

Ω

H(∂xu1m)dx = 0
¢6�6����¼��6¥

u1 ∈ K
�

°���û��������Ò��¥���£(�¤�P¥ �¤���6�!£(���6�¦��������¤���Ý�6¥Ë�BÃ¨¥�±P���¦��¥��6�!¥"�]Ãº�6�6¥Ë�������P�������Ý�6�í¢6�¦��Õ6��¬�£(¥�*;§P���)ìe,6�
¥��
Ö������zû@�=�Á�¶¼��6¥1��¥����=�6¢6�¤¥

(uη, pη)
Ö��!���zû�¥ª�¤¥!�"���=�6�6�����¤�=�6�Ë���6�����¤�=�z¥��Ëúí���0Ö��=�¤�

(uη(0, x), pη(0, x)) = (u0,ε(x), p0(x))
¥!�
∂tuη(0, x) = u1,ε(x).

°��ª¥�UC¥!�!�)�]Ã��¢6��¬!�-�¤¥!�p¥!�¦����£·�¡�������6�'ô�õHö�÷ùø¡ö�÷8�����¦�6£(��¥!�������î6�!����¬!£Å¥'§P� �����¤¥��]���6�z��¥!�
(um)m∈N∗

�
(pm)m∈N∗

¥!�
(∂tum)m∈N∗

�¦�����-�¦¥��¦¢C¥!�!����Ö�¥!£Å¥!���2ÕH���¦�6��¥!�2�6�=�6�p�¤¥!�p¥!��¢��=�!¥��
W (0, T ;H1

0 (Ω)∩
H2(Ω), H1

0 (Ω))
�
W (0, T ;H1

0 (Ω), L
2(Ω))

¥!�
W (0, T ;H2(Ω), L2(Ω))

�$ Ã��¢6��¬!�ª�BÃ¨�����¦¥����������~�P¥���¥��¦¢��=�!¥��
W (0, T ;X,Y )

���=�P���BÃ¨¥!��¢��=�!¥Ò�6¥!���t���6���������6�/�����Á�����G�6¥!�
�6¥
[0, T ]

ú
Ö�=��¥��6�¦���6�=�6�
Y
�-���T���=������� ∀t ∈ [0, T ] � um(t, x) → uη(t, x)

�6�=�6�
H1
0 (Ω)�;�=�¤Õ6��¥�¥��

pm(t, x) → pη(t, x)
�
∂tum(t, x) → ∂tuη(t, x)

���=�6�
L2(Ω)

�;�=��Õ6��¥=� T ��¢��=�*B§P�z�0§e,.�
um(0, x) = u0m(x) → u0,ε(x)

���=�6�
H1
0 (Ω)

¥��
pm(0, x) = p0m(x) → p0(x)

�
∂tum(0, x) = u1m(x)→ u1,ε(x)

���=�6�
L2(Ω)

�c²�=���P�6�¤�!�������6¥Ý�Ñ�Å�¤��£(�ß��¥�@�¤�-ÖG�¤¥!���
uη(0, x) = u0,ε(x)

�
pη(0, x) = p0(x)

¥��
∂tuη(0, x) =

u1,ε(x)
���!¥1¼��6�-�=� î6¬!Ö�¥1�Ñ�Ý�6�!£Å���P�¦������������®�6�
��î6�!����¬!£Å¥1§�� ���

¥

�T�e�\�I� �������! #"%$'&("XqsYGaTk�^M"`qLkmYf�)^M]wW�"`b+�G"%&K&NYc$i 1kmbc�M$v #"Xk�O%�ca'^Mbfkm�M�#O
o �����

ε > 0
ûP±��=� T ��Ö¡�Å£·�=������¥�������¶£(��������¥��"¼G�ÄÃ¨�6�P¥Ý�¦���¤�P���¤�����P�$¢P����Õ6��¬�£(¥'*;§P��ÍJ,Ë¢H¥��P�&!���¦¥ ���=�6�¦�����6�z��¥$¥��Þ�!���6�6�Ñ����®�¤�T�¤��£(�z��¥�¼G�6�=�6�Þ�¤¥$¢6�=���=£(¬�����¥

η
��¥!�6�?Ö�¥��¦�mY��!���M�]Ãº�6�6¥

���6�z��¥
(uη, pη)η>0

�6¥����=�¤�P���¤���P���P�$¢6����ÕP�¤¬�£(¥'*B§P�z�0ìe,Ë�6���Á���BÃ¨¥�±��¤�¦��¥��6�!¥�¥��¦���=�¦���6�¦��¥Ý¢��=����¥
��î6�!����¬!£Å¥1§�� �G� T �
Ö¡�(�=�¤�6�¦�]�!���=Õ6���¤� ��¥ «
�� �Gn@m8|G{Tw Î�éßÐ�é
Ô ø�_Gö�5�ø�_�5 ε > 0 Ö ]�7-õHö�øJÐ!]�6ä+7�ù ;RÓ/�6ü ôeÎä'765:_�Ñ97�40ø�]ì_#5;÷ùø�Ñy5876]\]�72^!_A7

uε ∈ L∞(0, T ;H2(Ω))765
∂tuε ∈ L∞(0, T ;H1

0 (Ω)) Ó ï 7/õP]ì_R4 Ö ÷\]q7vê�÷�46587y_#Ñ97+Í ø�Ñ 465¾ôÑ`587
κ > 0

5876]\]�7'^!_`7'Û-õ�ø�_�ö



¯�ì =?>`@!B9C�DFE6G���I�ä�D�O�N)G�N·ºàO�Kj»uM�N)¼x½SG�@!��G!QhQ�M�K:DLEx@�CbK:D8G
5êø�_�5

ε > 0√
ε||∂tuε||L2(0,T ;H1

0 (Ω))
+ ||∂tuε||L∞(0,T ;L2(Ω)) + ||uε||L∞(0,T ;H1

0 (Ω))
+ ||pε||L∞(0,T ;L2(Ω))

+ ||pε||L2(0,T ;H1
0 (Ω))

≤ κ765�_�Ñ97�Í ø�Ñ 465ùôÑ`5�7
κ(ε)

5876]\]�71^!_`71Û
||∂2t uε||L2(0,T ;L2(Ω)) + ||∂tuε||L∞(0,T ;H1

0 (Ω))
+ ||∂tuε||L2(0,T ;H2(Ω)) + ||uε||L∞(0,T ;H2(Ω))

+ ||∂tpε||L2(0,T ;L2(Ω)) + ||pε||L∞(0,T ;H1
0 (Ω))

≤ κ(ε) Óï Ò6ä·ø�Ñ 465Bö¦ô5;÷ùø�Ñ ÓT �®���=�6�����6¬��¦¥��6�6¥����6�z��¥��6¥��¦���¤�����¤�=�6�Ê�6�
¢P����Õ6��¬�£(¥�*B§P�z�0ìe,
(uη, pη)η>0

� $ Ã��¢6��¬!�"�¤¥!� ¢6���¡½
¢6�����!���!�����P���6�!��¥��~�=�F��î6���=��¬�£(¥Æ§�� � ¥����Ñ� �6��û��6�����¤���Þ�6¥+�¤���t���6�!���¤���

g
�"����¥�±��¤�³��¥+�6�6¥

�����6�ê½��¦�6����¥ª�6¥
(uη, pη)η>0

�P�=���!¥1¥!�6���=��¥
(uη, pη)η>0

��¥��¤��¥�¼G�P¥ «




uη → uε
�6�=�6�

L∞(0, T ;H1
0 (Ω))

¥��
L∞(0, T ;H2(Ω))

�;�=��Õ6�¤¥hÉiF
∂tuη → ∂tuε

���=�6�
L∞(0, T ;H1

0 (Ω))
�;�=�¤Õ6��¥WÉ�¥!�

L2(0, T ;H2(Ω))
�;�=�¤ÕP�¤¥HF

∂2t uη → ∂2t uε
����6�

L2(0, T ;L2(Ω))
�;�=��Õ6�¤¥HF

g(∂xuη)→ g(∂xuε)
���=�6�

L∞(0, T ;L4/3(Ω))
�;��¤Õ6��¥WÉGF

pη → pε
����6�

L∞(0, T ;H1
0 (Ω))

�;�=��Õ6�¤¥hÉiF
∂tpη → ∂tpε

�6�=�6�
L2(0, T ;L2(Ω))

�;�=��Õ6�¤¥�
*B§P�¨§=¹R,

c²�=�¶�=���¤�z¥��6�¦�Ë�P¥1�¤�Ò¢P��¥�£(�¤¬!��¥��!¼G�6����������P���n;��³��¬!£Å¥'*B§����)ìe,Ê���
�6���6�P���¶¼��6¥ « ∀v ∈ H1
0 (Ω)∫

Ω

(
C2 − |∂t∂xuη|2

)−
∂t∂xuη∂xvdx = η

[∫

Ω

fvdx− ρ

∫

Ω

∂2t uηvdx

−(λ+ 2µ)
∫

Ω

∂xuη∂xvdx− µ∗
∫

Ω

g(∂xuη)∂xvdx− ε

∫

Ω

∂t∂xuη∂xvdx

+α

∫

Ω

pη∂xvdx

]
*B§P�¨§ÁÈJ,

¥!�¶���ÄÖG�¤¥!���¶�ÄÃ��=¢P��¬��W*B§P�¨§=¹R,Â¼G�P¥�@�������¦¼G�P¥
η → 0

�
∂x
[
(C2 − |∂t∂xuη|2)−∂t∂xuη

]
→ 0

���=�6�
L2(0, T ;H−1(Ω))

�;�=�¤ÕP�¤¥
.

*B§���§=¯e,
c��������P�

β(u) = ∂x [(C
2 − |∂t∂xu|2)−∂t∂xu]

�$ Ã��¢6��¬!�Å�Ñ� £Å�=�6�=���=�6�¤¥��6¥��ùÃº��¢H�������¥!�6�í�6¥�¢H���6�=�¤��������¤�=�
β
�����h� « ¢H���6�í¢6��¥!��¼��6¥������P�

s ∈]0, T [ ¥��¶¢H���6�"¢P��¥��¦¼��6¥1������� τ ∈]0, T [ �
∀v ∈ H1

0 (Ω),

∫ τ

s

(β(uη(t))− β(v), uη(t)− v)dt ≥ 0. *B§P�¨§Á´J,
T ���ÄÃ��=¢P��¬��k*B§���§¹R,6�

uη → uε
���=�6�

L2(0, T ;H1
0 (Ω))

�t���¦���p°'�+¢��=�¦���=�Á��ú®�Ñ���¤��£(�z��¥����=�6�*B§P�¨§Á´J, ¥��/¥!�~�P�����¤�����=���W*;§P�¨§�¯e,6�����]ÖG�¤¥��Á��¢H���6�¶¢6�¦¥���¼��6¥������P�
s ∈]0, T [ �@¢H�=�6�¶¢6��¥!��¼��6¥��������

τ ∈]0, T [ �
∀v ∈ H1

0 (Ω),

∫ τ

s

(0− β(v), uε(t)− v)dt ≥ 0.
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$ Ã¨�g���¢H���6�"¢P��¥��¦¼G�P¥1�������
s ∈]0, T [ ���=��� «

∀v ∈ H1
0 (Ω), (0− β(v), uε(s)− v) ≥ 0. *;§P�¨§�Çe,

c����6�y�������
λ > 0

¥��Â�����P�
w ∈ H1

0 (Ω)
�����·��îP���¤�¦���

v = uε(s)−λw
���=�6��*B§P�¨§�Çe,������@Ö���¥��Á� «

¢H���6�Ë¢6��¥!��¼��6¥1�����P�
s ∈]0, T [, ∀w ∈ H1

0 (Ω), (β(uε(s)− λw), w) ≤ 0. *B§P�¨§�Íe,
T � ¢��=���¦¥(�=�¤���¦��ú��Ñ�·�¤�¤£í�z��¥����=�6�X*B§���§=Íe,��¤�=����¼��6¥

λ → 0
¥��ª������Õ����¤¥!����×����=��¥Òú®�ùÃºî6�!£Å�ß½

�����Á�����G�6�z�����P¥
β «

¢H���P�"¢6�¦¥���¼��6¥1�����P�
s ∈]0, T [, ∀w ∈ H1

0 (Ω), (β(uε(s)), w) ≤ 0.
*B§P�º¹Áìe,

°��h¢6�¦¥����=�Á�Å¥��6�¦�6����¥ −w ���=�6�3*B§��¨¹�ìe,6�¿���h��ÕP���¤¥!���(¼��6¥�¢H�=�6�(¢6�¦¥��¦¼G�P¥��������
s ∈]0, T [ �

∀w ∈ H1
0 (Ω), (β(uε(s)), w) = 0

¥����6�=�6�
β(uε(s)) = 0

÷ Ó 7 Ó ¢H���6��¢P��¥��¦¼��6¥Ý�����P� s ���=�P�
]0, T [

�
∂tuε(s) ∈ K

�
o ������£·��¤����¥�������

v ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω))

��¥��¿¼��6¥
v(t) ∈ K

���/���������Ä���+� �Ä¢��=���6��û��6�z���¤�=���
(C2 − |∂xv|2)− = 0

�o �¿����¢6��¥!�6�
v − ∂tuη

���=£Å£(¥1�t���6����������½ù��¥��³�����=�6���Ñ��¢6�¦¥�£(�¤¬!��¥Ý��¼�������¤��� �6¥j*;§P���)ìe,6�Ä���
� «

ρ

∫

Ω

∂2t uη(v − ∂tuη)dx+ (λ+ 2µ)

∫

Ω

∂xuη∂x(v − ∂tuη)dx

+µ∗
∫

Ω

g(∂xuη)∂x(v − ∂tuη)dx+ ε

∫

Ω

∂t∂xuη∂x(v − ∂tuη)dx

−α
∫

Ω

pη∂x(v − ∂tuη)dx−
∫

Ω

f(v − ∂tuη)dx

=
1

η

∫

Ω

[
(C2 − |∂xv|2)−∂xv − (C2 − |∂t∂xuη|2)−∂t∂xuη

]
∂x(v − ∂tuη)dx.

*B§P�º¹6��,

T ���!��£(£Å¥Ë�BÃ¨��¢H�!�����¥��6�'�6¥¶¢H���6�=�¤��������¤�=�í¥!�¦�Â£(���6�=�����6¥��Á��¥"��¥!���=�6�·£Å¥!£ÝÕ6��¥Ë�6¥1*B§��¨¹6�-,¿¥!�¦�
¢H�����z���b�2¥��1*B§P�º¹6�-,Ê¥��Á������0Ñ�6¥ «

ρ

∫

Ω

∂2t uη(v − ∂tuη)dx+ (λ+ 2µ)

∫

Ω

∂xuη∂x(v − ∂tuη)dx

+µ∗
∫

Ω

g(∂xuη)∂x(v − ∂tuη)dx+ ε

∫

Ω

∂t∂xuη∂xvdx

−α
∫

Ω

pη∂x(v − ∂tuη)dx−
∫

Ω

f(v − ∂tuη)dx ≥ ε

∫

Ω

|∂t∂xuη|2dx.

*B§P�º¹��J,



¯Á� =?>`@!B9C�DFE6G���I�ä�D�O�N)G�N·ºàO�Kj»uM�N)¼x½SG�@!��G!QhQ�M�K:DLEx@�CbK:D8G
o �����

(s, τ) ∈]0, T [ �6��¥��p¼��6¥ s ≤ τ
�@°'���¤�Á����×=���=�Á�W*B§P�º¹��, �¦�6�¶�BÃ¨������¥��³Ö�=�¤�z¥��6¥���¥�£(¢6�

[s, τ ]
�

�¤�CÖ���¥��Á� «
ρ

∫ τ

s

∫

Ω

∂2t uη(v − ∂tuη)dxdt+ (λ+ 2µ)

∫ τ

s

∫

Ω

∂xuη∂x(v − ∂tuη)dxdt

+µ∗
∫ τ

s

∫

Ω

g(∂xuη)∂x(v − ∂tuη)dxdt+ ε

∫ τ

s

∫

Ω

∂t∂xuη∂xvdxdt

−α
∫ τ

s

∫

Ω

pη∂x(v − ∂tuη)dxdt−
∫ τ

s

∫

Ω

f(v − ∂tuη)dxdt

≥ ε

∫ τ

s

∫

Ω

|∂t∂xuη|2dxdt.

*B§P�º¹Á§e,

$ Ã��¢6��¬!�2*B§P�¨§=¹R,Ä�¤¥!�2�¦�6����¥��
(∂tuη)η>0

�
(∂xuη)η>0

�
(g(∂xuη))η>0

�
(pη)η>0

�¦���Á��ÕH�����6�!¥����6�=�6�
H1(Q)

� $ Ã��=¢P��¬��Ë�Ñ�����=£Å¢���������/�6¥��ùÃº�¤���¦¥!�!���¤�=���6¥
H1(Q)

�6�=�6�
L2(Q)

�¤�C¥�±����¦��¥��6�=�6���6�6¥
���6�z��¥�¥�±G���������¥·�6¥

(uη, pη)η>0
¥!�6���=��¥®�6�����¥

(uη, pη)η>0
��¥��¤��¥Å¼��6¥®�¤¥!�Ý�¦�6����¥��

(∂tuη)η>0
�

(∂xuη)η>0
�
(g(∂xuη))η>0

�
(pη)η>0

�����ÁÖ�¥��¦×�¥��Á�a�t�=�¦��¥!£Å¥!���Ê���=�6�
L2(Q)

� $ ¥�¢6���6�!��¢P�6�¤�¦¼G�P¥
(∂t∂xuη)η>0

�!����Ö�¥!��×�¥ªÖ�¥!���
∂t∂xuε

���=�6�
L2(Q)

�;��¤Õ6��¥���¤�CÖ���¥��Á� «
lim

∫ τ

s

∫

Ω

|∂t∂xuη|2dxdt ≥
∫ τ

s

∫

Ω

|∂t∂xuε|2dxdt.
*;§P�¨¹=¹R,

°�� ¢6�=��������ªú·�Ñ�Å���¤£(�ß��¥1�¤�#�t������¥��6�¦¥��������¦¼��6¥
η → 0

���=�P���ùÃº�¤�6�!×Á�=���ß���'*B§P�º¹Á§e,"¥!��¥��$��¥����=�Á�
����£(¢P��¥��6¥k*B§��¨¹�¹e,6�6���ÄÖG��¥���� «
ρ

∫ τ

s

∫

Ω

∂2t uε(v − ∂tuε)dxdt+ (λ+ 2µ)

∫ τ

s

∫

Ω

∂xuε∂x(v − ∂tuε)dxdt

+µ∗
∫ τ

s

∫

Ω

g(∂xuε)∂x(v − ∂tuε)dxdt+ ε

∫ τ

s

∫

Ω

∂t∂xuε∂xvdxdt

−α
∫ τ

s

∫

Ω

p∂x(v − ∂tuε)dxdt−
∫ τ

s

∫

Ω

f(v − ∂tuε)dxdt ≥ ε

∫ τ

s

∫

Ω

|∂t∂xuε|2dxdt

��¥ª¼G�P�-¥!��������0¤�6¥ «
ρ

∫

Ω

∂2t uε(v − ∂tuε)dx+ (λ+ 2µ)

∫

Ω

∂xuε∂x(v − ∂tuε)dx

+µ∗
∫

Ω

g(∂xuε)∂x(v − ∂tuε)dx+ ε

∫

Ω

∂t∂xuε∂x(v − ∂tuε)dx

−α
∫

Ω

pε∂x(v − ∂tuε)dx ≥
∫

Ω

f(v − ∂tuε)dx.

$ ¥1¢6���6�!�6¢6�6����¼��6¥
∂tuε ∈ K

�6����� |∂t∂xuε| ≤ C
���=��� −C ≤ ∂t∂xuε ≤ C

�
°�����������×����=���"��¥���¥��6���=�6�¦¥�£(¥��Á�/���P�¶�ùÃº�¤�Á��¥��³Ö�=����¥��6¥ª��¥!£(¢6�

[0, t]
��������ÕP���¤¥��Á�¶¼��6¥ −Ct+
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∂xu0,ε ≤ ∂xuε(t) ≤ Ct+ ∂xu0,ε
�����]ÖG��¥����¶�=�¤�P��� |∂xuε| ≤ CT + ||u0,ε||W 1,∞(Ω)

�T ��¢��=��îR;G¢H�=��îP¬���¥��-���+� ||u0,ε||W 1,∞(Ω) ≤ ||u0||W 1,∞(Ω)
�]��¥Ò¼G�P�'�6�=�6�6¥ |∂xuε| ≤ CT +

||u0||W 1,∞(Ω)
� T �

CT + ||u0||W 1,∞(Ω) =M
�Jg

M
¥��³���¤�Ò�!���6�¦���=����¥1������¥!�¦Ö�¥!���=���¶�6�=�6�"�Ñ�

�6�!û��P���������Å�P¥/�¤���t���P�!�������
g
�����¤�6�¦���Á����� |∂xuε(t)| ≤M

¥��/�G¢��=�y���=�6�¦�����6�����¤�=���P¥
g
�G¢H�=�6�

�����P� |s| ≤ M
�Ä�¤�2ÖG�¤¥!���

g(s) = |s|q−2s � T �+���6���6�Ò¼��6¥ g(∂xuε) = |∂xuε|q−2∂xuε
¥!�ª��¥

�����6¢P�¤¥
(uε, pε)

Ö������zû�¥ª�Ñ�Ý¢6��¥!£(�¤¬��¦¥���¼�������¤���
�6¥k*B§���Íe,��$ ¥
�¤�~£k&!£Å¥k�;������9�¿¥!�&�����¤������������¤¥��Ý���!���6�z� ����Ò�P���6�6�!�í¢��=�m*B§P�¨§=¹R,1¥!�í¥!�M¢��=�����=���(ú$�Ñ�
�¤�¤£í�z��¥��¤�=����¼��6¥

η → 0
����6�¶�¤�Ò�¦¥��!���6�6¥1��¼�������¤���
�6¥k*B§P�z�0ìe,.�6�¤�CÖG�¤¥!��� «

c0

∫

Ω

∂tpεrdx+ α

∫

Ω

∂t∂xuεrdx+ k

∫

Ω

∂xpε∂xrdx =

∫

Ω

hrdx

��¥ª¼G�P�-¢6�¦���PÖ�¥ª¼G�P¥
(uε, pε)

Ö����¦��û�¥ª�¤�Ò�¦¥��!���6�6¥1��¼�������¤���
�6¥k*B§P�¨Íe,��T ����¥��¦£Å���6¥Ò�¤�®�6�!£Å�=�6�¦��������¤��� �6����î6�!����¬!£Å¥(§P�º¹
¥��+Ö��!���zû@�=�Á�/�p�!��£(£Å¥Ý���=�6�ª�Ñ��¢6��¥!�PÖ�¥
�6�M��îP�����¦¬�£(¥�§�� �#�²¼��6¥
�¤¥®�!���6¢6��¥

(uε, pε)
�¿�¤��£(�z��¥·�6¥
�¤�$���6�z��¥

(uη, pη)η>0
�¦���¤�P���¤��� �6¥��

��¼�������¤���6���6¥�*;§P�¨Íe,6�8Ö��!���zû�¥
(uε(0, x), pε(0, x)) = (u0,ε(x), p0(x))

¥��
∂tuε(0, x) = u1,ε(x)

�
°���û���� �¤¥!�®¥!�¦���¤£Å��������6�$ô$õHö�÷ùø¡ö�÷"�6�?��î6���=��¬�£(¥ §P�¨¹ �P�����=�6�¤¥!���
�6¥$��¥����¤¥!���6�?��î6�!����¬!£Å¥
§P� �G�

¥

�T�e�\��� �������! #"%$'&("XqsYGaTk�^M"`qLkmYf�)^M]wW�"`b+�G"%&K&NYc$i 1kmbc�M$v #"��M$L�g #�Mbc^
T �
�!� �Õ6�¤�z�Ë£Å�=�¤�Á��¥��6�=���Ë��¥����!���6�z� ��"¢6�¦�¤�6�!�¤¢��=�Ä�P¥1�!¥1� î��=¢P�����¦¥ «
�� �Gn@m8|G{Tw Î�é�Ü�éÏ]ø�_R4{]�7x4¢ç17�õ�ø�5\ç�x4-7x4

q > 3 Ö u0 ∈ W
1,∞
0 (Ω) Ö u1 ∈ K Ö p0 ∈ H1

0 (Ω) Ö f Ö h ÎÁôÑ 4
L2(0, T ;L2(Ω)) Ö ]�7 õHö�øÐ!]�6ä'7Xù ;RÓ/?6ü ôeÎä+765Âô_�ä·ø¡÷\Ñ 4�_�Ñ97�40ø�]ì_�5B÷ùø�Ñ Óc����6�/�!¥��Ñ�#�H���$��Ãº�¤�Á���!��¥��¦��¥Ò�=�$���=£Å¢H���³��¥!£Å¥!���/�������¦¼G�P¥

ε
��¥!�6�6�/Ö�¥!����Y��!�����]Ã¨�P�6¥Ý���P����¥��6¥

�������P�������6�²�6�(�n;��³��¬!£Å¥"���!×��6�¤�=��������*B§P�¨Íe,�� T �í���=�6�����6¬��¦¥"�6���P�"�P�6¥"�¦�6����¥
(uε, pε)ε>0

�6�=�6�6��¥
¢��=����¥(��î6�!����¬!£Å¥�§P�º¹$¥��Ý���TÖ�~£Å�=������¥���¼��]Ãº¥�� ¢��=�����=���Òú~�Ñ���¤��£(�z��¥(�¤�=����¼��6¥

ε → 0
�=�

��ÕP����¥��Á�"�6�6¥ª�������P�������®�6¥k*B§�� ÈJ,��T � ��� �=Õ6�����/¥!��¢6��¥!£Å��¥��/���¤¥��$�=� �¤¥!£Å£(¥�§P�¨¯��6¥���¥!�¦����£·�¡���¤�=�6�ÝôÒõHö�÷ùø¡ö�÷-���6�
(uε, pε)

���6�6��½
¢H¥��6�������¥!���6¥

ε
¼��6�]Ö����Á��&!����¥ª�P�����¤¥!�Ë�������Ë�P��¢6�=�����=×�¥�úÒ�Ñ�Ý�¤��£(�z��¥�¥!�

ε
�

ð wG{ {Tw$Î�é�ý�éô ]�7vê�÷�465�7�_�Ñ97�Í ø�Ñ 465ùôÑ`5�7
κ > 0

5876]\]�71^!_`7 Ö õ�ø�_Gö�5êø�_�5 ε > 0 Û
||∂2t uε||L2(0,T ;L2(Ω)) + ||∂tuε||L∞(0,T ;L2(Ω))+

√
ε||∂tuε||L∞(0,T ;H1

0 (Ω))
+ ||uε||L∞(0,T ;W 1,q

0 (Ω))

+ ||pε||L∞(0,T ;L2(Ω)) + ||pε||L∞(0,T ;H1
0 (Ω))

+ ||∂tpε||L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ κ.ï Ò6ä·ø�Ñ 465Bö¦ô5;÷ùø�Ñ Ó
• c'��¥!�6���6�"�����P�"�]Ã¨�=ÕH��������¥����=�6¢6�¤¥ (0, pε) ���=£Å£(¥��t�=�6�!���¤���G½¾��¥!�¦�"�6�=�6�W*B§P�¨Íe,�����]ÖG�¤¥!���¶¥!���¦��£(£·�=�Á�Ë�¤¥!�"�6¥!��±��¦¥��Ñ�¡���¤�=�6� «
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ρ

∫

Ω

∂2t uε∂tuεdx+ (λ+ 2µ)

∫

Ω

∂xuε∂t∂xuεdx− α

∫

Ω

pε∂t∂xuεdx

+µ∗
∫

Ω

|∂xuε|q−2∂xuε∂t∂xuεdx+ ε

∫

Ω

|∂t∂xuε|2dx+ c0

∫

Ω

∂tpεpεdx

+α

∫

Ω

∂t∂xuεpεdx+ k

∫

Ω

|∂xpε|2dx ≤
∫

Ω

f∂tuεdx+

∫

Ω

hpεdx.

*B§P�º¹�ÈJ,

�/¢6�¦¬��¶�¦�)�=�¦���=�6×=¥�£(¥��Á�/��*B§P�º¹�ÈJ,Â��Ãº�����¦��� «
d

dt

[
ρ

2

∫

Ω

|∂tuε|2dx+
λ+ 2µ

2

∫

Ω

|∂xuε|2dx+
µ∗

q

∫

Ω

|∂xuε|qdx

+
c0

2

∫

Ω

|pε|2dx
]
+ ε

∫

Ω

|∂t∂xuε|2dx+ k

∫

Ω

|∂xpε|2dx

≤
∫

Ω

f∂tuεdx+

∫

Ω

hpεdx.

*B§P�º¹Á¯e,

°����¤�Á���!×�������W*;§P�º¹Á¯e,Ê�¦�6�"�ùÃº�¤����¥��³Ö�=����¥��P¥ª��¥�£(¢6�
[0, s]

�6�����=ÕP����¥���� «
ρ

2

∫

Ω

|∂tuε|2(s)dx+
λ+ 2µ

2

∫

Ω

|∂xuε|2(s)dx+
µ∗

q

∫

Ω

|∂xuε|q(s)dx

+
c0

2

∫

Ω

|pε|2(s)dx+ ε

∫ s

0

∫

Ω

|∂t∂xuε|2dxdt+ k

∫ s

0

∫

Ω

|∂xpε|2dxdt

≤
∫ s

0

∫

Ω

(f∂tuε + hpε)dxdt+
ρ

2
||u1,ε||2L2(Ω) +

λ+ 2µ

2
||∂xu0,ε||2L2(Ω)

+
µ∗

q
||∂xu0,ε||qLq(Ω) +

c0

2
||p0||2L2(Ω).

*B§P�º¹�´J,

°��(�P���¤�¤�z���=�Á�'�¤¥!��¢P����¢6�¦�¤�������'�6¥"�����ÁÖ�¥��¦×�¥��6�!¥��6¥������6�z��¥��
(u0,ε)ε>0

�
(u1,ε)ε>0

���¤¥��'�¤�P��×Á�=���z���!�
�6¥�É �=�6� îe;�½ o � îR� �=�vY�¥��y�6¥\9y�=�6�6×1�=�¤�P���6¼��6¥"�¤¥ �¤¥!£Å£(¥Ê�6¥l�ª�¦���R�Ê�=�¤�F��=�(�6�!�6�6�z�y�P¥W*B§P�º¹�´J,
�ùÃº¥��¦���¤£Å����z�������6�zÖ�=�Á��¥

ρ

2

∫

Ω

|∂tuε|2(s)dx+
λ+ 2µ

2

∫

Ω

|∂xuε|2(s)dx+
µ∗

q

∫

Ω

|∂xuε|q(s)dx

+
c0

2

∫

Ω

|pε|2(s)dx+ ε

∫ s

0

∫

Ω

|∂t∂xuε|2dxdt+ k

∫ s

0

∫

Ω

|∂xpε|2dxdt ≤ κ.

*B§P�º¹ÁÇe,

• c��¦¥��6�=�6��£Å�=�¤�Á��¥!���=���
∂tpε

¢H���6�l�t���6����������½ù��¥��³���6�=�6���Ñ�Å�¦¥��!���6�6¥Ò��¼����¡���¤�=� �P� �v;G�³½
��¬�£(¥k*;§P�¨Íe,��T ��� «

c0

∫

Ω

|∂tpε|2dx+
k

2

d

dt

∫

Ω

|∂xpε|2dx =
∫

Ω

h∂tpεdx− α

∫

Ω

∂t∂xuε∂tpεdx.
*B§P�º¹ÁÍe,
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°����¤�Á���!×�������W*;§P�º¹ÁÍe,Ê�6¥
0
ú
s
�6�¤�CÖ���¥��Á� «

c0

∫ s

0

∫

Ω

|∂tpε|2dxdt+
k

2

∫

Ω

|∂xpε|2(s)dx =
∫ s

0

∫

Ω

h∂tpεdxdt

−α
∫ s

0

∫

Ω

∂t∂xuε∂tpεdxdt+
k

2
||∂xp0||2L2(Ω).

*B§P��È=ìe,

°��&�P�����¤�����=���Ý�¤¥!�í�¤�P��×Á��¤�z���!�Ý�6¥~É ��6� îR;Á½ o � îe� �=��Y�¥��Å�P¥�9y�=�6�6×)�¿�¤¥®��¥!�����P�a£(¥�£ÝÕ6�¦¥®�6¥*B§P��È=ìe,Â��¥1£Å���¦����¥�¢��=� «

κ+
1

c0

∫ s

0

∫

Ω

h2dxdt+
c0

4

∫ s

0

∫

Ω

|∂tpε|2dxdt+
α2

c0

∫ s

0

∫

Ω

|∂t∂xuε|2dxdt

+
c0

4

∫ s

0

∫

Ω

|∂tpε|2dxdt,

*B§P��È���,

��¥�¼��6�2�6���6���!���6�6�6�z�/�@¥!�~�¤������×����=���¶�¤�(�P����£(¥1�6¥
h
����6���Ñ�í���=�6�¦� �����¥

κ
¥!��¥��~�P�����¤�����=�Á�

�¤¥��;�=�z�Ë¼��6¥
∂tuε ∈ K

�@úÒ�Ñ�Ý��¥��¤����¤��� «

c0

∫ s

0

∫

Ω

|∂tpε|2dxdt+
k

2

∫

Ω

|∂xpε|2(s)dx ≤ κ+
α2C2T

c0
+
c0

2

∫ s

0

∫

Ω

|∂tpε|2dxdt.

T �
��ÕP����¥��Á�Ëû����=��¥�£(¥��Á�"�ùÃº¥��³���¤£Å������=� «
c0

2

∫ s

0

∫

Ω

|∂tpε|2dxdt+
k

2

∫

Ω

|∂xpε|2(s)dx ≤ κ.
*B§P��È��J,

• o ����¥��Á�
δ > 0

¥��
t > δ

�
c����6�Ë�����P��¥��t���6�!���¤���

r
�����
¢H����¥

rδ(t, x) =
r(t, x)− r(t− δ, x)

δ

�
T ���

rδ → ∂tr
�����¦��¼��6¥

δ → 0+
�c��¦¥��6�=�6�

v = ∂tuε(t− δ)
�!��£(£Å¥��t���6����������½ù��¥��³������6���Ñ�í¢6��¥!£Å��¬��¦¥1��¼�������¤�����6¥+*B§���ÍJ,Ë¥!�

�6��ÖG�¤�¦���6�Ë¢��=� −δ �@©-�Ò��¥��¤��������®�=ÕP��¥!�G�6¥ª�6¥!ÖG�¤¥!���!�@¥!����������×����=���Ë�6¥ δ ú s «
ρ

∫ s

δ

∫

Ω

∂2t uε(∂tuε)δdxdt+ (λ+ 2µ)

∫ s

δ

∫

Ω

∂xuε(∂t∂xuε)δdxdt

+µ∗
∫ s

δ

∫

Ω

|∂xuε|q−2∂xuε(∂t∂xuε)δdxdt+ ε

∫ s

δ

∫

Ω

∂t∂xuε(∂t∂xuε)δdxdt

−α
∫ s

δ

∫

Ω

pε(∂t∂xuε)δdxdt ≤
∫ s

0

∫

Ω

f(∂tuε)δdxdt



¯�¯ =?>`@!B9C�DFE6G���I�ä�D�O�N)G�N·ºàO�Kj»uM�N)¼x½SG�@!��G!QhQ�M�K:DLEx@�CbK:D8G
��¥ª¼G�P�-¥!��������0¤�6¥ «

ρ

∫ s

δ

∫

Ω

∂2t uε(∂tuε)δdxdt+ ε

∫ s

δ

∫

Ω

∂t∂xuε(∂t∂xuε)δdxdt

≤
∫ s

δ

∫

Ω

f(∂tuε)δdxdt− (λ+ 2µ)
∫ s

δ

∫

Ω

∂xuε(∂t∂xuε)δdxdt

−µ∗
∫ s

δ

∫

Ω

|∂xuε|q−2∂xuε(∂t∂xuε)δdxdt+ α

∫ s

δ

∫

Ω

pε(∂t∂xuε)δdxdt.

*B§P��È=§e,

°��~�P���¤�������=�Á�¶�P�6¥��¤������×�����������
¢��=�¶¢���¦����¥��¶¢��=�¶���=¢6¢H���³�/�=����¥�£(¢6���¦�6���¤¥!�¶���������¶�P¥����P�¤¥��¦�
��¥��¦£Å¥!�"�6����¥!�����P�~£(¥�£ÝÕ6�¦¥��6¥k*B§P��È=§e,.�6��¥ª¼��6�p¥��¦�¶�¤�=�¤�¦�¤ÕP��¥��6¬!�¶¼��6¥

q ≥ 2 �6�¤�CÖ���¥��Á� «

ρ

∫ s

δ

∫

Ω

∂2t uε(∂tuε)δdxdt+ ε

∫ s

δ

∫

Ω

∂t∂xuε(∂t∂xuε)δdxdt ≤
∫ s

δ

∫

Ω

f(∂tuε)δdxdt

+(λ+ 2µ)

∫ s

δ

∫

Ω

∂t∂xuε(∂xuε)δdxdt− (λ+ 2µ)
∫

Ω

∂xuε(s)(∂xuε)δ(s)dx

+(λ+ 2µ)

∫

Ω

∂xuε(δ)(∂xuε)δ(δ)dx+ µ∗
∫ s

δ

∫

Ω

∂t
[
|∂xuε|q−2∂xuε

]
(∂xuε)δdxdt

−µ∗
∫

Ω

|∂xuε|q−2(s)∂xuε(s)(∂xuε)δ(s)dx+ µ∗
∫

Ω

|∂xuε(δ)|q−2∂xuε(δ)(∂xuε)δ(δ)dx

−α
∫ s

δ

∫

Ω

∂tpε(∂xuε)δdxdt+ α

∫

Ω

pε(s)(∂xuε)δ(s)dx− α

∫

Ω

pε(δ)(∂xuε)δ(δ)dx.*B§P��È¹R,c²�=�¶�=���¤�z¥��6�¦�!�P�����Ò¢��=�Ë�6�!û6�6�����¤���®�6¥
(∂t∂xuε)δ «

∫ s

δ

∫

Ω

∂t∂xuε(∂t∂xuε)δdxdt =
1

δ

∫ s

δ

∫

Ω

∂t∂xuε(t) [∂t∂xuε(t)

−∂t∂xuε(t− δ)] dxdt.

*B§P��È�ÈJ,

�~�=�¤���6¥����P�����¤�����=��� �ùÃº��×Á��¤�z���
x(x− y) = 1

2
(x2 − y2 + (y − x)2)

��*B§�� È�È,Ê��Ãº���!���z���=�6���¦� «

ε

∫ s

δ

∫

Ω

∂t∂xuε(∂t∂xuε)δdxdt =
ε

2δ

∫ s

δ

∫

Ω

|∂t∂xuε|2(t)dxdt

− ε

2δ

∫ s

δ

∫

Ω

|∂t∂xuε|2(t− δ)dxdt

+
ε

2δ

∫ s

δ

∫

Ω

|∂t∂xuε(t− δ)− ∂t∂xuε(t)|2dxdt.
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µ�����î6�=�6×�¥!£Å¥!���¶�6¥�Ö����Ñ�Õ6�¤¥!�Ë�6���P�¶�P���6�6¥ª�Ñ�Ý��¥!�Ñ����¤��� «

ε

∫ s

δ

∫

Ω

∂t∂xuε∂t∂xuδdxdt =
ε

2δ

∫ s

δ

∫

Ω

|∂t∂xuε|2(t)dxdt

− ε

2δ

∫ s−δ

0

∫

Ω

|∂t∂xuε|2(t)dxdt

+
ε

2δ

∫ s

δ

∫

Ω

|∂t∂xuε(t)− ∂t∂xuε(t− δ)|2dxdt

��¥ª¼G�P�-¥!��������0¤�6¥ª�BÃ¨���6�!×Á�=���z��� «

ε

∫ s

δ

∫

Ω

∂t∂xuε∂t∂xuδdxdt ≥
ε

2δ

∫ s

s−δ

∫

Ω

|∂t∂xuε|2dxdt−
ε

2δ

∫ δ

0

∫

Ω

|∂t∂xuε|2dxdt.

$ Ã��¢6��¬!�'�Ñ��¢6�¦¥�£(�¤¬��¦¥��t���¦£Ý�6�¤¥y�6¥ �Ñ��£(��;�¥!�6�6¥��=�¤�G¥�±��¤�³��¥Ë�=���������6¥!�'�!���6�¦���=����¥��
c1 ∈]s−δ, s[¥!�

c2 ∈]0, δ[
��¥����¤¥!�Ë¼��6¥ «

ε

∫ s

δ

∫

Ω

∂t∂xuε∂t∂xuδdxdt ≥
ε

2

∫

Ω

|∂t∂xuε|2(c1)dx−
ε

2

∫

Ω

|∂t∂xuε|2(c2)dx.
*B§�� È=¯J,

°����P���¤�¤�z���=�Á�"�=������� �Ñ�Ý£Å���6��������z����*;§P��È=¯e,Ê�6�=�6�W*B§P��È¹R,.�6���
��ÕP����¥��Á� «

ρ

∫ s

δ

∫

Ω

∂2t uε(∂tuε)δdxdt+
ε

2

∫

Ω

|∂t∂xuε|2(c1)dx ≤
∫ s

δ

∫

Ω

f(∂tuε)δdxdt

+(λ+ 2µ)

∫ s

δ

∫

Ω

∂t∂xuε(∂xuε)δdxdt− (λ+ 2µ)
∫

Ω

∂xuε(s)(∂xuε)δ(s)dx

+(λ+ 2µ)

∫

Ω

∂xuε(δ)(∂xuε)δ(δ)dx+ µ∗
∫ s

δ

∫

Ω

∂t
[
|∂xuε|q−2∂xuε

]
(∂xuε)δdxdt

−µ∗
∫

Ω

|∂xuε|q−2(s)∂xuε(s)(∂xuε)δ(s)dx+ µ∗
∫

Ω

|∂xuε(δ)|q−2∂xuε(δ)(∂xuε)δ(δ)dx

−α
∫ s

δ

∫

Ω

∂tpε(∂xuε)δdxdt+ α

∫

Ω

pε(s)(∂xuε)δ(s)dx− α

∫

Ω

pε(δ)(∂xuε)δ(δ)dx

+
ε

2

∫

Ω

|∂t∂xuε|2(c2)dx. *B§P��È�´J,T �a¢H¥!�P��£Å�=������¥!���=�Á�Å¢������¥!��úÆ�Ñ���¤�¤£í�z��¥
�¤���¦��¼��6¥
δ
��¥��6�hÖ�¥����

0+
�6�=�6�Ø*;§P��È�´J,Ò¥!�·���
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��ÕP����¥��Á�/�6×����=�!¥1úí�¤�Ò�!�������¤�G�P�������6¥

∂xuε
¥!�¶�6¥

∂t∂xuε
�6¥
[0, T ]

����6�
L2(Ω) «

ρ

∫ s

0

∫

Ω

|∂2t uε|2dxdt+
ε

2

∫

Ω

|∂t∂xuε|2(s)dx ≤
∫ s

0

∫

Ω

f∂2t uεdxdt

+(λ+ 2µ)

∫ s

0

∫

Ω

|∂t∂xuε|2dxdt− (λ+ 2µ)
∫

Ω

∂xuε(s)∂t∂xuε(s)dx

+(λ+ 2µ)

∫

Ω

∂xu0,ε∂xu1,εdx+ µ∗
∫ s

0

∫

Ω

∂t(|∂xuε|q−2∂xuε)∂t∂xuεdxdt

−µ∗
∫

Ω

|∂xuε|q−2(s)∂xuε(s)∂t∂xuε(s)dx+ µ∗
∫

Ω

|∂xu0,ε|q−2∂xu0,ε∂xu1,εdx

−α
∫ s

0

∫

Ω

∂tpε∂t∂xuεdxdt+ α

∫

Ω

pε(s)∂t∂xuε(s)dx− α

∫

Ω

p0∂xu1,εdx

+
ε

2

∫

Ω

|∂xu1,ε|2dx.

*B§P��È=Çe,

T �a�P�����¤����¥��!��£(£Å¥��=�6¢��=���0Ö¡�=���·�¤¥!�·�¤�P��×Á�=���z�����(�6¥ É �=�6� îR;Á½ o ��îe� �=��Y ¥����6¥�9y���6�6×P� $ ¥
¢6�¤�6���"�]Ã��¢6��¬!�~��¥���¥��¦���¤£Å��������P�Æô+õHö�÷ùø¡ö�÷y*;§P�º¹ÁÇe,�¥!��*;§P� È=�J,6�Ë�¤¥!���¦�6����¥��

(uε)ε>0
�
(pε)ε>0¥!�

(∂tpε)ε>0
�¦���Á��ÕH�=���6�!¥�����¥!��¢H¥������zÖ�¥�£(¥��Á�ª�6�=�6�

L∞(0, T ;H1
0 (Ω))

�
L∞(0, T ;L2(Ω))

¥!�
L2(0, T ;L2(Ω))

�¿°'�Pû����¿�!��£(£Å¥Å�Ñ�~���P����¥
(∂tuε)ε>0

�P¥�£(¥��6�¦¥®���=�6�
K
�²¥��¤��¥·¥!�¦�íÕH���¦�6��¥

���=�6�
L∞(0, T ;H1

0 (Ω))
�6���p¥�±P���¦��¥1�6�=�6�ª�6�6¥ª�����6�³� �=�Á��¥

κ > 0
��¥����¤¥�¼��6¥ «

ρ

∫ s

0

∫

Ω

|∂2t uε|2dxdt+
ε

2

∫

Ω

|∂t∂xuε|2(s)dx ≤ κ+
ρ

2

∫ s

0

∫

Ω

|∂2t uε|2dxdt

��¥ª¼G�P�-�!���6�6�6�z�¶úí�BÃ¨¥!�¦����£·�¡�����=� «
ρ

2

∫ s

0

∫

Ω

|∂2t uε|2dxdt+
ε

2

∫

Ω

|∂t∂xuε|2(s)dx ≤ κ
*B§P��È=Íe,

¥!�¶�!���=�Ë�Ñ�Ý�6��£(���6�³�����¡���¤�=�
�6���¤¥!£(£Å¥�§P��¯��
¥

�����Á���¦���6�"£·��¤�Á��¥��6�=���Ë��¥ «ð wG{ {Tw$Î�éÑÛ:éápôy46_�÷\587
(∂xuε)ε>0

7x4.52Î�7 5 ô_AÍxç17'ÎÁôÑ 4
C0([0, T ];L2(Ω)) Ó

ï Ò6ä·ø�Ñ 465Bö¦ô5;÷ùø�Ñ Ó���¿�¦� zí�1¥!�Ø�;�=���/�]Ã¨�����¤������¥����¤¥������=�¤�!�6�¤�/�6�!Ö�¥!�¤�=¢6¢H���ª���=�P���Ñ�·£Å����î6�G�P¥Ò�]Ãº�6�6�����z���Ò���¢�����¡½
×����=¢Pî6¥·§P���=� T � �!���6�¦�¤�6¬!��¥·�!¥!����¥k�t���¤�ê½����'�6¥���±T�¦���¤�����¤�=�6�1�6� ¢P����Õ6��¬�£(¥3*B§P�¨Íe,

(uε, pε)
¥��

(uε̃, pε̃)
� T �~�¦�6������¥��¶���=�¤�!�6�¤�"�6�~¢6�=���=×=���=¢6îP¥�§P�z��¥��$�/;Á�=����¢H���¦�

νε,ε̃ = uε − uε̃
� T �~��ÕG½

���¤¥!���y��¤���¦�'�6¥!�y£Å���¦������������P�'�0Ö�¥!�¶�6¥!�y���=�6�¦���=����¥��y�¤�P�6��¢H¥!�6���=�Á��¥��y�6¥
ε
¥!�
ε̃
�)�=�

∂t∂xuε
¥��
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∂t∂xuε̃
�����Á�y���=�P���¤¥ �����ÁÖ�¥�±�¥

K
��¥"¼��6��¥!��������0Ñ�P¥Ë¼G�P¥¶��¥��'���P����¥!�

(∂t∂xuε)ε>0
�
(∂t∂xuε̃)ε̃>0

�
(∂xuε)ε>0

¥!�
(∂xuε̃)ε̃>0

�¦�����ËÕH���¦�6��¥!�"���6�6�!¢H¥��6���£Å£(¥��Á�Ë�P¥
ε
¥��
ε̃
� T �
�=ÕH���P����� �=�¤���¦� ú «

∫

Ω

|∂xνε,ε̃|2(s)dx ≤ κ(ε+ ε̃) + κ

∫ s

0

∫

Ω

|∂xνε,ε̃|2dxdt

��¥ª¼G�P�-�6�=�6�"�6���6�6¥��@×=�Z�=�!¥1�=����¥�£(£Å¥/�6¥W�ª�¦���R�Ê�=�¤� «
∫

Ω

|∂xνε,ε̃|2(s)dx ≤ κ(ε+ ε̃)eκs

�]Ã¨�g��Ñ�Ý¢6����¢P���¤�������6¥�É �=�6� îR;=�
©-¥��¤¥�£(£(¥�§P��´Ý¥!�¦�"�¤£(¢H���¦���=���Ê�)��Ë�¤�C¢H¥��¦£Å¥��"�]Ã¨��z(��£(¥�� ¼��6¥ª�¤�Ý�¦�6����¥

(∂xuε)ε>0
�!���ÁÖ�¥���×=¥�t���¦��¥�£(¥��Á�����=�P�

C0([0, T ];L2(Ω))
�]©p¥Ò¢�������×�¥íú��Ñ�Å�¤�¤£í�z��¥����=�6����¥���¥��¦£Å¥��6��� �¤�¤�P�)�=���¦¥

�6¥ª¢H����¥ª�6���6�1�=�6�!�6�6¥1�P�bz(���6�z����
¥�ª���=��¥ªúí�!¥��¶�6¥!��±���¥�£(£Å¥!�!�P����£(���Á����¥��¤� «� m8n@ð'nCÚ�stl8sÙnCkaÎ�ébõ�éô ]#7vê�÷�465�7�_�Ñ97"46_G÷\5�7a7vêJ5;ö�ô=÷\587qÎ�7�]zô�46_G÷\5�7

(uε, pε)ε>0
Í ø�Ñ` 7�öFÞ�7�ôÑ`5:ÎÁôÑ 4

L∞(0, T ;W 1,q
0 (Ω))×

L∞(0, T ;H1
0 (Ω))

×!ô=÷LÐ!]�7-E� 7�öZ4h_�Ñ{Í ø�_0õP]�7
(u, p)

40ø�]ì_�5B÷ùø�Ñ¢Î�7Xù ;RÓ/?6üÓï Ò6ä·ø�Ñ 465Bö¦ô5;÷ùø�Ñ Ó$ Ã��¢6��¬!� ��¥��y�¤¥!£Å£(¥��y§P�¨¯�¥�� §P��´1¥��Ê�¤¥��;�=�z�y¼��6¥/¢H���6�y¢6��¥!��¼��6¥/���=�P�
t
����6�

]0, T [
�
∂tuε(t) ∈

K
�6�¤�Ä¥�±����¦��¥ª�6�6¥ª�����P�³½��¦�6����¥ª�6¥

(uε, pε)ε>0
¥!�6���=��¥1�6�����¥

(uε, pε)ε>0
��¥!�¤�¤¥�¼��6¥ «





uε → u
���=�6�

L∞(0, T ;W 1,q
0 (Ω))

�;�=�¤ÕP�¤¥WÉGF
|∂xuε|q−2∂xuε → |∂xu|q−2∂xu

���=�P�
L2(Q)

�t���¦�%F
∂tuε → ∂tu

���=�P�
L∞(0, T ;H1

0 (Ω))
�;�=�¤ÕP�¤¥WÉ�¥!�

L2(Q)
�t���¦�%F

∂2t uε → ∂2t u
�6�=�6�

L2(0, T ;L2(Ω))
�;�=��Õ6�¤¥hÉGF

pε → p
���=�6�

L∞(0, T ;H1
0 (Ω))

�;�=��Õ6��¥WÉ�¥��
L2(Q)

�t���³�%F
∂tpε → ∂tp

���=�6�
L2(0, T ;L2(Ω))

�;��¤Õ6��¥=�
*B§P�¨¯�ìe,

T �$�¤�6�¦�¤�³��¥�¥��P�����¦¥Ò�6�6¥1�t�����/�¦�6���¤¥W�;����/¼��6¥Ý�Ñ�Å¢6����¢P���¤�������6¥íÉ ��6��îe;$�6� ��¥�£(£Å¥�§P��´·�¦�6�
�Ñ�����6�z��¥

(∂xuε)ε>0
¢H¥��¦£Å¥��1�6¥í¢��=�¦��¥!��ú
�¤�®���¤£(�ß��¥����=�6�ª�¤¥Ý��¥���£(¥Ò�6���+���¤�6���=����¥����=�6�ª¥���½

����£ÝÕ6�¦¥=�
ÉÊ��£Å£(¥!�)�����P�(¢���í�!� �Õ6�¤���Ý¼G�P¥���¥
���=�6¢6��¥

(u, p)
Ö��!���zû�¥���¥��í���=�6�6�z���¤�=�6�Ò�¤�6�z���¤���¥!�Ò�¤£(¢H�½

����¥!� ���=�6��*B§P��ÈJ,�� $ Ãº�6�6¥ ¢6�=�¦�!���]Ã¨�=¢6��¬!�ó*B§P�¨¯�ìe,.����¥��~�¦�6����¥��
(uε)ε>0

�
(pε)ε>0

�
(∂tuε)ε>0�����Á� ��¥!��¢H¥������zÖ�¥�£(¥��Á�"ÕH�=���6�!¥�� ���=�P�

W (0, T ;W 1,q
0 (Ω), H1

0 (Ω))
�
W (0, T ;H1

0 (Ω), L
2(Ω))

�
W (0, T ;H1

0 (Ω), L
2(Ω))

¥������Æ¢H¥����Ý��z(��£(¥��1¼��6¥ ∀t ∈ [0, T ] � uε(t, x) → u(t, x)
�6�=�6�

H1
0 (Ω)

�;�=��Õ6�¤¥��
pε(t, x) → p(t, x)

¥��
∂tuε(t, x) ⇀ ∂tu(t, x)

���=�6�
L2(Ω)

�;�=�¤Õ6��¥=�CÉÊ��£(£(¥
�]Ã���P���¦¥ ¢��=�¦�$���Ó�a¢��=�~���=�6�¦�����6�����¤�=�

uε(0, x) = u0,ε(x) → u0(x)
���=�P�

W
1,∞
0 (Ω)

�
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pε(0, x) = p0(x)
¥!�
∂tuε(0, x) = u1,ε(x) → u1(x)

����6�
H1
0 (Ω)

¢��=�·îe;G¢C���î6¬!��¥��Ë�=�
��ÕP����¥��Á�"¼��6¥

u(0, x) = u0(x)
�
p(0, x) = p0(x)

¥��
∂tu(0, x) = u1(x)

�

ÉÊ���6�����6���¦���6�²£·��¤�Á��¥��6�=�����BÃ¨���6��¼����¡���¤�=���6¥�*B§���ÍJ,pÖ������zû��!¥ ¢���²� î��=¼��6¥Ê��¥���£(¥Â�6¥
(uε, pε)ε>0������¤�v�;��¤������l*;§P��¯=ìe,��Á°'�·�BÃ¨�������!×�������'���6�y�BÃ¨������¥!�¦Ö��¤�z¥Ë�6¥"��¥�£(¢6�

[0, s]
�����(��ÕP����¥��Á� ∀v ∈ K «

ρ

∫ s

0

∫

Ω

∂2t uε(v − ∂tuε)dxdt+ (λ+ 2µ)

∫ s

0

∫

Ω

∂xuε∂xvdxdt

+µ∗
∫ s

0

∫

Ω

|∂xuε|q−2∂xuε∂xvdxdt+ ε

∫ s

0

∫

Ω

∂t∂xuε∂xvdxdt−

α

∫ s

0

∫

Ω

pε∂x(v − ∂tuε)dxdt ≥
∫ s

0

∫

Ω

f(v − ∂tuε)dxdt

+
λ+ 2µ

2

∫

Ω

|∂xuε|2(s)dx−
λ+ 2µ

2
||∂xu0,ε||2L2(Ω) +

µ∗

q

∫

Ω

|∂xuε|q(s)dx

−µ
∗

q
||∂xu0,ε||qLq(Ω) + ε

∫ s

0

∫

Ω

|∂t∂xuε|2dxdt.

*B§P�¨¯P��,

ÉÊ��£Å£(¥/��¥/�6¥��¦�6�¤¥!�Ê��¥!��£(¥��6¥y*B§P�¨¯P�-,y¥��¦�Ë¢H�����z���b�����¤¥/��¥!���=�6��£(¥�£ÝÕ6�¦¥/�6¥X*;§P�¨¯P��,y��¥�£Å���6���¦¥
¢��=� «

∫ s

0

∫

Ω

f(v − ∂tuε)dxdt+
λ+ 2µ

2

∫

Ω

|∂xuε|2(s)dx−
λ+ 2µ

2
||∂xu0,ε||2L2(Ω)

+
µ∗

q

∫

Ω

|∂xuε|q(s)dx−
µ∗

q
||∂xu0,ε||qLq(Ω).

T ���P�ÄÃ��=¢P��¬��Ë��¥��Ê¢6����¢P���¤�����!� ���6���P���!¥��"���=�6��*B§P�¨¯�ìe,.�����®¢H¥!�P�¶��z(�¦£Å¥!� ¼��6¥ « ¢H���6� ¢6�¦¥��¦¼G�P¥�����P�
s ∈]0, T [ �

lim

(∫ s

0

∫

Ω

f(v − ∂tuε)dxdt+
λ+ 2µ

2

∫

Ω

|∂xuε|2(s)dx

−λ+ 2µ
2

||∂xu0,ε||2L2(Ω) +
µ∗

q

∫

Ω

|∂xuε|q(s)dx−
µ∗

q
||∂xu0,ε||qLq(Ω)

)

≥
∫ s

0

∫

Ω

f(v − ∂tu)dxdt+
λ+ 2µ

2

∫

Ω

|∂xu|2(s)dx−
λ+ 2µ

2
||∂xu0||2L2(Ω)

+
µ∗

q

∫

Ω

|∂xu|q(s)dx−
µ∗

q
||∂xu0||qLq(Ω).

*B§P�¨¯Á�J,
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$ ¥1¢6���6�!�P���=���¦���6�¦�"�]Ã¨�=¢6�¦¬��1*;§P��¯=ìe,6�P����� «
lim
ε→0

(
ρ

∫ s

0

∫

Ω

∂2t uε(v − ∂tuε)dxdt+ (λ+ 2µ)

∫ s

0

∫

Ω

∂xuε∂xvdxdt

+µ∗
∫ s

0

∫

Ω

|∂xuε|q−2∂xuε∂xvdxdt+ ε

∫ s

0

∫

Ω

∂t∂xuε∂xvdxdt

−α
∫ s

0

∫

Ω

pε∂x(v − ∂tuε)dxdt

)
= ρ

∫ s

0

∫

Ω

∂2t u(v − ∂tu)dxdt

+(λ+ 2µ)

∫ s

0

∫

Ω

∂xu∂xvdxdt+ µ∗
∫ s

0

∫

Ω

|∂xu|q−2∂xu∂xvdxdt

−α
∫ s

0

∫

Ω

p∂x(v − ∂tu)dxdt.

*B§P�¨¯�§e,

T �
��ÕP����¥��Á�"�6���6�1úÒ¢��=�¦���¤� �6¥k*B§���¯Á�,Ê¥!�1*;§P�¨¯�§e,Ê¼��6¥1¢H�=�6�"¢6�¦¥���¼��6¥ª�����P�
s ∈]0, T [ «

ρ

∫ s

0

∫

Ω

∂2t u(v − ∂tu)dxdt+ (λ+ 2µ)

∫ s

0

∫

Ω

∂xu∂xvdxdt

+µ∗
∫ s

0

∫

Ω

|∂xu|q−2∂xu∂xvdxdt− α

∫ s

0

∫

Ω

p∂x(v − ∂tu)dxdt

≥
∫ s

0

∫

Ω

f(v − ∂tu)dxdt+
λ+ 2µ

2

∫

Ω

|∂xu|2(s)dx

−λ+ 2µ
2

||∂xu0||2L2(Ω) +
µ∗

q

∫

Ω

|∂xu|q(s)dx−
µ∗

q
||∂xu0||qLq(Ω).

T ���(�=������� «
ρ

∫ s

0

∫

Ω

∂2t u(v − ∂tu)dxdt+ (λ+ 2µ)

∫ s

0

∫

Ω

∂xu∂xvdxdt

+µ∗
∫ s

0

∫

Ω

|∂xu|q−2∂xu∂xvdxdt− α

∫ s

0

∫

Ω

p∂x(v − ∂tu)dxdt

≥
∫ s

0

∫

Ω

f(v − ∂tu)dxdt+ (λ+ 2µ)

∫ s

0

∫

Ω

∂xu∂t∂xudxdt

+µ∗
∫ s

0

∫

Ω

|∂xu|q−2∂xu∂t∂xudxdt,
�����z�"¥��P�����¦¥ «

ρ

∫ s

0

∫

Ω

∂2t u(v − ∂tu)dxdt+ (λ+ 2µ)

∫ s

0

∫

Ω

∂xu∂x(v − ∂tu)dxdt

+µ∗
∫ s

0

∫

Ω

|∂xu|q−2∂xu∂x(v − ∂tu)dxdt− α

∫ s

0

∫

Ω

p∂x(v − ∂tu)dxdt

≥
∫ s

0

∫

Ω

f(v − ∂tu)dxdt.
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°���û������������¦���6�¦�y×��Z���¥��=��±(¢6�¦��¢6�¦�¤�!�����y�!�6���6�!��¥��Ê���=�P��*B§���¯�ìJ,6�Á���Å¢H¥!�P�Ê¢������¥!� úª�Ñ�ª���¤£(�ß��¥
���=�6�Ê�¤�1��¥!�����P�6¥���¼�������¤���·�P¥�*B§P�¨Íe,'�¤���¦��¼��6¥

ε→ 0
¥�� ��Õ���¥��P�¤�Â�=�¤�6�¦�H�¤�1��¥!�����P�6¥���¼�������¤���

�6¥k*B§P��ÈJ, «
c0

∫

Ω

∂tprdx+ α

∫

Ω

∂t∂xurdx+ k

∫

Ω

∂xp∂xrdx =

∫

Ω

hrdx.

©�Ãº¥�±����¦��¥!�6��¥1�]Ãº�6�6¥1�¦���¤�����¤�=�®�6��¢6����ÕP�¤¬�£(¥X*;§P��ÈJ,Ê¥��³���6�=�6�ª�!� �Õ6�¤��¥
¥

©'Ã¨�����6�P¥1¢6���!���!�6¥��Á��¥���¥ª���!���6£(¥1�P¥1�¤�p�;���������¦�6��Ö¡�=����¥ «
�� �Gn@m8|G{Tw Î�ébý�éÏ]ø�_R4�]�7x4�ç17�õ�ø�5\ç�x4-7x4
q > 3 Ö u0 ∈ W 1,∞

0 (Ω) Ö u1 ∈ K Ö p0 ∈ H1
0 (Ω) Ö f 765

h
ÎGø�Ñ`Ñ9Òx4hÎÁôÑ 4

L2(0, T ;L2(Ω)) Ö ]�7 õHö�øÐ!]�6ä'7Xù ;RÓ/?6ü ôeÎä+765�_�Ñ97h_#Ñ�÷L^!_`7�40ø�]ì_�5;÷ùø�Ñ Ó: 76ä(ô=öv^!_`7Ý§P�z�0ì ÓÌqÑ+_#5;÷\] ÷�4�ôÑ`5�]�7x4�587xÍxç�Ñ�÷L^!_A7x4lÎ�Ò6 76]¤ø õÁõ`Òx7x4�ÎÁôÑ 4�]zô"õCöZ76_� 7�Î�7�]�ß _�Ñ�÷�Í�÷\5�Ò�ô_�õ6ô=ö¦ô-Þ=ö¦ô�õ`ç`7 ;RÓ/. Öø�Ñ�õ`76_#5�Ò�ÞÁô]�76ä'76Ñ`5"Ò65ùôeÐ!] ÷Ùö�_#Ñ97�7x465B÷\ä(ô5;÷ùø�Ñ�Î�7
uε−u

ÎÁôÑ 4
C0([0, T ];L2(Ω)) Ö ∂t(uε−u)ÎÁôÑ 4

C0([0, T ], L2(Ω)) Ö pε − p
ÎÁôÑ 4

C0([0, T ], L2(Ω))
7652ÎÁôÑ 4

L2(0, T ;H1(Ω)) Ó+� ø�_R4Ñ97kÎ�Ò6 76]¤ø õÁõ�ø�Ñ 4¶õPô�4�]�7x4'Í�ô]�Í6_�]Ü4'Í�ô=öÒ÷\] 4p40ø�Ñ`5 Ö è õ`76_<Î�7'Íxç�ø-4-7x4�õHö@x4 Ö ÷LÎ�76Ñ`5B÷L^!_`7x4 è Íx76_ê
õHöxÒx4-76Ñ`58Òx4WÎÁôÑ 4�]zô+Î�Ò6ä·ø�Ñ 465Bö¦ô5;÷ùø�ÑØÎ�7�]�ß _�Ñ�÷�Í�÷\5�Ò Ó
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ÉÊ���6�����6������� «d ���6���)Ö����6�·�6���6�~�=ÕP��¥!�G���6�������¦�6������·�]Ãº¥�±��¤�³��¥!�6��¥ ¥����]Ãº�6�6�������������=�6�·��¥��)�=�
λ∗ = 0¥�� �¤�Á�����G�6�P�¤����������=�P�Ý��¥Å£Å�G�P¬���¥Å¢6îe;��¦�¤¼��6¥��¤�P�������=�'�6�6¥·���=�������=�¤�Á��¥Å�¦�6���Ñ�
Ö�=���¤��������+�6¥

�Ñ�~¼����=���������®�P¥+%��6�¤�P¥®�!������¥����6¥
���=�6�Ò�¤�$£Å���������¥·¢H���¦¥��6�¦¥��=�M�!���6�¦�í�P� ��¥�£(¢6�!� d �����¥
£Å�=����Ö¡������=�~�!���=���/�Ñ�·�¦�6��Ö¡�=����¥=�]©p¥�����¥�� î6�6��¼G�P¥��ª�P���¤�������!¥��/���=�6���¤¥��)�=�

λ∗ > 0
��¥�¢H�=���=��¥��Á�

���6�í��¥�����¥�¢P����¢6�¦�¤�����®¼G�P�"�6�!�����P�¤¥
�6�¤�¦¥��!��¥�£(¥��Á�(�6�&£Å�G�P¬��¤¥��¤�6�z���¤��Ê£Å�=���Ò¼��6�Ë�]Ãº¥��¦�Å¢P�¤�6�
�����Á��¥!�G�6¥����=�6�Å��¥�£(�G�6¬!�¤¥
���

λ∗ = 0
� T �a¢H¥!�P���=�������í�6���¦���¤�6×=�6¥��í�6¥!��±h���z��������¤���P��� o �

�¤¥®£(�G�6¬!�¤¥��¤�6�z���¤��Ê�0Ö�¥!�
λ∗ = 0

� ¥�UC¥������zÖ�¥�£(¥��Á�(�6�6¥
�6�6��¼G�P¥
�������P�������
(v, q)

��¥����¤¥�¼��6¥
∂tv ∈ L∞(0, T ;W 1,∞(Ω))

�Ê�=�¤���¦�Å¥��?� î6���¤�¦�¤�¦���=�Á���Ñ�Æ���=�6�¦���=����¥
C
�P¥~��¥����¤¥��;��������¼��6¥

C >
¥!���
sup |∂t∂xu|

�@�Ñ�í�¦���¤�����¤�=�
(u, p)

�6¥+*;§P� È,Ë�]Ãº¥��³���=������¥1¼��6¥��¤�í�������P�������
(v, q)

¥����¤¥�½
£k&!£Å¥� $ ��6�/��¥1���=�������Á�����=�¤�¦¥���ùÃº�¤�Á�����v&!�¶�6¥��!¥!�¦��¥��!���P�6¥�¥!�¦�/�6¥��6�!���¦�¤��¥1�ùÃº�!Ö��=�¤�P���¤���
�6¥

u� �=�Á�2¼��6¥
∂t∂xu

��¥��³��¥yÕH�����P��8�!¥y¼��6���6�=�6�2��¥!£ÝÕ6�¤¥�&����¦¥y�6�6¥y�!���������=������¥�����¤���=�6���=ÕP�¤¥'���=�-¥����¤¥
���¤×=�6��û�¥"¼��6¥��¤��Ö�=�¦�Ñ����¤���í�P¥��Ñ�ª¼���������z���¶�P¥�%��6���6¥¶���=����¥!�G�6¥����=�6�y�Ñ�ª£Å����¦�¤�!¥"¢H���¦¥��6�¦¥��=�
�����6�¦�"�6�
��¥�£(¢6�Ë��¥��³��¥ªÕC�=���6�!¥=�@©p�����¦¼G�P¥1�¤¥�£(�G�6¬!�¤¥��6���!���z�¶��¥�¢6�¦��Õ6�¤¬!£(¥���îP¥���£(�G���¤�=�³���¤¼��6¥
�Jg

p
�6���¦�¤×=�6¥��=�¤�=���Ë�6�6¥ª��¥!£Å¢H�!������6��¥��@�!¥��¤�í��¥!ÖG��¥�����ú(�!���6�¦�¤�6�!��¥��¶¼��6¥1�¤¥�%6��±��6¥1� î��=��¥��6�

�¤����¥��¦�6¥��)� úÅ�Ñ�(�P�¤�Ñ�¡� ������=����¥!�¦��¥�ÕH���¦�6�=�:c����6������£(¢6�¤����¥!���BÃ¨�����6�P¥�H�¤���;�=�6�P���=�z��¢H¥!�P��&!���¦¥
�=�¤���¦�Ò¥���ÖG�����=×�¥!�(�6¥���¥!�����P���¤�P����¥!�Å��¥��í�¤�����Ò�6¥��!��£Å¢H�=�¦��¥!£Å¥!���í�P�����¤���¦��¥!�(¢H�=�6�(��Õ���¥��P�¤�í��¥
�v;G�¦��¬�£(¥��ÄÃ¨�!¼G�6��������

{
A1(u, p) = 0
A2(u, p) = 0�¤���¦��¼��6¥ |∂t∂xu| �P��¢��=�¦��¥��P���!¥��³� �=�����¦¥��6���ù�

�2Ö�¥!�$�!¥~� î��=¢P�����¦¥��¦¥���¥��¦£Å���6¥��P���6���Ñ�+¢P�����¦¥��Á� ����¤���a�6¥!�·�����¦�6��������Å�=ÕP��¥!�G�6�·�¦�6�·��¥
£Å�G�6¬!�¤¥/�6���
���¤�6���=����¥�Pµ¶�6¥��6���PÖ�¥!�¤��¥��!���P�6¥ª¥!�¦��úÝ¥��ÁÖG�¤���×�¥��Ë�¦�]�ùÃº����Ö�¥!�P�"�����=�z��¥��Ê��¥�£k&!£Å¥
��;G¢H¥ �6¥Ê¢6����ÕP�¤¬!£Å¥Â����6�¿�6�Ý�6��£Å�=���6¥y�6¥ �6��£Å¥!�6��������¼G�P¥��¤�!���6¼��6¥�Á°'�Ò¥6UÄ¥��/�=£X&!£Å¥Â�������¦¼G�P¥
λ∗ > 0

�C�ùÃº�!¼G�6��������~¥��
u
�6¥�¢H¥�����¢6���6���¢6¢H���¦��¥��/��¥���¢6����¢P���¤�����!�/�6¥�����×=�6�Ñ�=�¦�����1��ÕP��¥����6¥��

���6�
∂tu

¥!�·�6�¤£(¥��P���¤�=�(�6�Å¢6�6����¼��6¥���¥�����¥/�!¼�������¤���Å�!�������¤¥��Á�Â�¦¥��6��¥�£(¥��Á�Ê�6¥!�Â�¤� �t�=��£Å��������P�
���6�

div∂tu
*;¥��ª�6���+�¦�6� ∇∂tu ,��-É/Ã¨¥!�¦�1¢H���6��¼��6�=���]�P���6�ª�6���P�ª�¤��£(�z�����P�����=�P�ª�¤¥Ò� î��¢6������¥���6�zÖ�=�Á������)�=�ª�P�+£(�G�6¬���¥Ý�¤���6�)�=���¦¥�£Ý�6�������6��£í¥��6�¦�¤���6�P¥����)�=���¦���+�!���6�6¥í¥�±���×�¥Ò£Å�=�¤�6�/�6¥

����×=�6�Ñ�=�¦�����=� d ���6����¥!��Ö��-;����6�1ú·�Ñ�Å�����P���¤�P���¤�=� ×��!�6�!���=��¥Ý�6¥Ý��¥Ý£Å�!£Å�=�¤�¦¥�¢H���6�/�6��¥�±�¢H�����
�6¥��'���¦�¤¥��Á� �¡���¤�=�6���6���PÖ�¥!�¤�¤¥!�¿¼��6¥Ë�ùÃº���Ý¥��ÁÖ������=×=¥Ë¢H���6�²�����=�z��¥����¤¥Ê�)��'�6�í�!��£(¢H���¦��¥�£(¥����¿�6�=�
�¤�¤�P�)�=���¦¥����=�P�¶�P���6�=£·��¤�6¥�£Ý�6�z�����6��£í¥��6�¦�¤�=�6�6¥!�ù�
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Qm¬� ®:¯�°�±�²k³m´mµ�°�¶�²W¯

$ �=�P�Ò��¥�����¥�¢��=�¦���¤¥Å��� �!���6�6��¥��¤¥·£(�G�6¬���¥·���¤�6���=����¥Å£Ý�P�������P��£(¥!�6�������6�6¥!�ù� T � ���¢6¢H¥����¤¥
¼G�ÄÃ¨���G�!Ã��×����2�]Ãº�6�Ý�n;G�¦��¬!£Å¥Ê�ÄÃ¨�!¼G�6��������6���]Ãº�!Ö������P�������1�����6¢P�¤��¥!�²¼��6�F�8���=�6����¥y�)�=���]Ãº�6��£Å������¥!�
�¤��������=¢H¥�¥!�¶�6¥ª¢��=���=£(¬!���¦¥��Ë¢6îR;G�¦�¤¼��6¥��¶Ö¡�=���¤�=Õ6��¥��!�P¥��³���6�=�6�6�ª¢��=� «





ρ(x)
∂2u

∂t2
−5(λ∗(x) ∂

∂t
div u)−5((λ(x) + µ(x))div u)

−div(µ(x)5u) + α5p = f(t,x)

c0(x)
∂p

∂t
+ α div

∂u

∂t
− div(k(x)5p) = h(t,x).

*t¹6���-,

ÉÊ¥�£(�G�6¬���¥1���¤�6���=����¥�������6�6���¶�ùÃº�!Ö=���¤�P���¤�=���6��Ö�¥�����¥!�6�
u
��¥�¢P�����¦¥��Á� �=�Á����¥1�6��¢P�Ñ�=�!¥�£(¥��Á�/�6¥

�Ñ���¦�����6�����6��¥��������¤�6¥/¥��"�6�
� î��=£(¢®���)��Ñ�=����¥
p
�P¢6�¦¥����¦�¤���
�P�u%��6�¤�P¥�P¥��u�t���6���������®�6�®��¥�£(¢6���

���6�¤�Á��¥!�¦ÖG�¤¥!���'�6�=���=£(£Å¥!���¿�������¦¼G�P¥Ë�ùÃº���Ò£(�G�6�!�¤����¥Ê�Ñ�/¢6���=¢��=×Á����¤�����]Ã¨�=�6�6¥����6�=�6�'�6�í£Å������¥!�
¢H����¥!��±Ý���¡���6�¦� �6¥q%6�6�¤�6¥� T �Ò���=¢6¢H¥!�¤�¤¥y��×Á�=��¥�£(¥��Á�²¼��6¥Ë�¤��������6��¥Ê�6¥Ê�Ñ��¢6�¦¥�£(�¤¬!��¥Ê�!¼�������¤���*;îR;G¢H¥!��ÕH�����¤¼��6¥(���Æ¢��=���=ÕH���¤��¼��6¥-,/�6��¢H¥!�6� �6¥����6¥!��±Æ¢��=���=£Å¬����¦¥��1¢6îe;��¦�¤¼��6¥!�Ý¼��6¥Å���=�����Ñ�
�6¥��6�¦�����1�P��£(�¤���z¥��®¢H���¦¥���±

ρ
¥!�¶��¥�¢��=���£Å¬�����¥��P¥ª�����6�¦���¤��������¤�=�®��¥!���=�6���=����¥

λ∗
�

©-�=����¼��6¥
λ∗ = 0

�¦�6�
Ω
���=�P��¥��Á����¥��!�p�¤¥í£Å�G�6¬!�¤¥í�6¥ÅÌÊ�¤�=�ª�����¦��¥!��¢H���6� �=�Æ�v;G�¦��¬!£(¥Å��î6¥!�³½

´�È
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£Å�G�!�Ñ�=�³����¼��6¥����¤�6���=����¥/¼��6�-�P�����¦���¶�=�6�¦���-��¥�%���±
�6¥ª� î��=��¥��6�Ë���=�6�"�6��£(�¤���z¥��®���¤�=�¦���¤¼��6¥ «





ρ(x)
∂2u

∂t2
−5((λ(x) + µ(x))div u)− div(µ(x)5u)

+α5p = f(t,x)

c0(x)
∂p

∂t
+ α div

∂u

∂t
− div(k(x)5p) = h(t,x).

*t¹6� �,

T � �����6�¦�¤�6¬!��¥Ò��×Á��¤¥!£Å¥!����¼��6¥Ò�¤¥Ý¢��=���=£(¬!����¥Ý�6¥Ò�6¥��P�������Ò¢C¥!�P�ª��Ã¨�=�6���6�¤¥!�����=�6����¥!�¦���=�¤�6¥!�
����×=�¤���6�Â�6¥

Ω
���!¥�¼��6�Ä¥!��������0¤�6¥/�6�6¥��6�!×����P����¥!����¥��6��¥ª�6�®�n;��³��¬!£Å¥��6�=�6� ��¥/��¥!�6�Ë�Jg��¤�H�]Ãº¥��¦�

¢6�¤�6�2îe;G¢H¥���ÕH�=�¤��¼G�P¥=� $ �=�6����¥y���=���Jg
ρ
�!Ã��=�P�G�6��¥Â�¦�6�2�����P�

Ω
�8�¤¥�£Å�G�P¬��¤¥'�6¥ÊÌÊ���=�2�!�����¦¥���¢H�=�6�

�=���v;G�³��¬�£(¥1¼����=���ß½��³� ����¤¼��6¥ «




−5(λ∗(x) ∂
∂t
div u)−5((λ(x) + µ(x))div u)− div(µ(x)5u)

+α5p = f(t,x)

c0(x)
∂p

∂t
+ α div

∂u

∂t
− div(k(x)5p) = h(t,x).

*t¹6��§J,

$ �=�6���Ñ�"���P����¥��8����Ö¡��¼����=����û�¥!�2��¥y�v;G�³��¬�£(¥�*t¹6���-,p�6¥Â£(�G�6¬!�¤¥�����£(¢6��¥!�2�6��×=���6�!���Ê�Jg�����£(¢6��¥!�
���¤×=�6��û�¥Ë¼��6¥¶�ùÃº���(¢6�¦¥��6�Å¥��Å�!��£Å¢���¥"�¤¥!�y¥6UÄ¥����y�6¥¶�ùÃº�¤�P¥��¦����¥Ë¥��Â�6¥¶���=�6�������¤�6��������Ò��¥!�����P���=�¤�¦¥
� �=�6�P�¤��¼��6¥®�6�!×����P�����®�¤�P�6�¤¼��6¥·¼��6¥®�BÃ¨��� ¢H�=�6�����$�!���6�����6���¦¥��Ý�¤¥!�Ý¥�UC¥!���Ò�6¥����=�6�������¤���¡�������
��¥��!���6����¤��¥ª���6¥�±����¦� ������Ë���=�P�¶�!¥��¦���=�¤�P¥��"���!×��¤�=�6�Ë�6��£Å������¥!�
¢H�=��¥��G±Ä�T ���¦�6¢6¢H���¦¥(¼��6¥í� î��=¼��6¥í¢��=���=£(¬!���¦¥Ý¢6îR;G�¦�¤¼��6¥(�P�+�n;��³��¬!£Å¥j*;¹P����,�¥!�¦�ª���=�6�

L∞(Ω)
� $ ¥

¢6�¤�6����=�Ý���6¢P¢H����¥ ¼��6¥ �¤¥!���t���P�!�������6�
λ
�
µ
�
c0
¥!�
k
�¦�����¿¢H�=��������Ö�¥!�²¥��¿��¥!��¢H¥������zÖ�¥�£(¥����'£(�¤�P�½

����¥!�¿¢6�=���6�6¥Ê���=�6�¦���=����¥ �³���¦�¤�!��¥�£(¥��Á�²¢H�����z���zÖ�¥
λ̂
�
µ̂
�
ĉ0
¥!�
k̂
�°'�Pû���������¤£(¢H���¦¥Ê���±1��¥��¦£Å¥!�

�����6�¦��¥!�
f
¥!�
h
�]Ã &!����¥1�¦¥��¦¢H¥��!����Ö�¥!£Å¥!��������6�

L2(0, T ;L2(Ω))
¥��¶���=�P�

L2(0, T ;L2(Ω))
�

Qm¬�« �<È Ç ²k³��aÃ6È ³uÈ�| ¶�²�° µq²WÇ ÅmÃ�È2°Æ³uÀ��WÀ�¯uÀ2±�À
$ �=�P�ª�!¥í¢�����=×=���=¢6îP¥�Ä�����!���6�¦�¤�6¬!��¥Ò�¤¥Ý£(�G�6¬!�¤¥��6¥Ò���=�6�������¤���¡�������~����£(¢6��¥!���6��×=���6�!���

���=�6���¤¥Ý�P��£Å�=�¤�6¥�ÕH�=���6�
Ω
�]��¥Ò¼��6�¿�����¦��¥!��¢H���6�Æ�=� �)�=���Jg

ρ(x) ≥ ρ̂ > 0
¥��
λ∗(x) ≥ 0���6�

Ω
� $ ��6� �!¥����=�!���¤�1¢6��¥!£Å��¬��¦¥���¼�������¤���·�6¥�*t¹6���-,�¢H¥��P� �6�!×��!�6���¦¥�� ���=�6�Ê��¥��Â���!×��¤���P�Â�6¥

Ω
�Jg

λ∗
�!Ã��=�P�G�6��¥1��¥1¼��6�2�¦¥!ÖG��¥����/úí��Ãº�¤�Á���!��¥��¦��¥!���=�G±���¼����¡���¤�=�6�1*;¹P� �J,�� T �����=�6�����6¬��¦¥��¦�6�



P�IÜ¹#I�ã·Gl»uM�N)¼Z½LG�N)G/âqCLM�D�Q!M-»1B:½LG�D�N)¾B� ¾xK:¾ZE6¾ ´�´

�Ñ�1�t�����Á���¤¬!��¥��P¥
Ω
�¤¥!�"�!���6�6�z���¤�=�6�"���±
�¤��£(�ß��¥!�Ë�¦�6��Ö¡�=����¥�� «




u = 0
�¦�6�

Γ1 × [0, T ]
λ∗∂tdivu ni + (λ+ µ)divu ni + µ∇ui · n

−αpni +
n∑

j=1

Aijuj = 0
���6�

Γc
1 × [0, T ]

p = 0
�¦�6�

Γ2 × [0, T ]
k∇p · n+Bp = 0

���6�
Γc
2 × [0, T ].

*t¹6�¨¹e,

c����6�
j = 1, 2

� {Γj,Γ
c
j}
¥��³�Ê�6�P¥�¢��=�³�������¤�=�í�6¥

Γ
�0Ö�¥!�

Γj 6= ∅
¥��
Γc
j = ∅

��Ö�¥������6¥����¤¥!£Å¥!�����$ Ã¨�P��¢H�������®�P¥ ÖG�6¥�¢6îR;G�¦�¤¼��6¥�h*;¹6�º¹R,(�����=�6�6�z�®�¤¥3�;�=�z�®¼��6¥��¤� £·�¡��������¥~�������¤�6¥~¥��¦�®ûP±���¥
���¤×=�¤�6¥!£(¥��Á�����6�

Γ1 × [0, T ]
�]¼��]Ãº�¤�²�]Ã ; ��¢��=���6¥Ò¢6�¦¥��¦���¤�=�+�P�6¥í�=�Ø%��P�¤�6¥Ý���6�

Γ2 × [0, T ]� �=�6�P�¤�-¼��6¥Â�Ñ�Ë£·�¡��������¥'��¥y�6��¢P�Ñ�=�!¥y�6¥��;�������1���Ñ��¦����¼��6¥y�¦�6�
Γc
1×[0, T ]

¥������6Õ6�z���6�P¥Â¢6�¦¥����¦�¤���
���6�

Γc
2 × [0, T ]

�C©2�Å£·���������¥
A = (Aij)1≤i,j≤n

��¥!¢6���!��¥��Á��¥Ò�¤¥�£(�G�6�6��¥��]Ãº���¤�=�¦���¤�!�����1¥���¥!�¦�
�v;G£Å�����¦�¤¼��6¥���¥!£Å�ß½��P�!û��6��¥1¢C�=���z����Ö�¥�C©-�Å���=�6�¦���=����¥

B
��¥�¢P�����¦¥��Á��¥Ò¼����=�Á��úÅ¥����¤¥1�¤¥1£Å�G�6�P�¤¥

�6¥ª¢6��¥!����������¥!�¶�Ã¨¥!�¦���6���P�1�P���¦�)�=�¤�=�¤�¦¥�¢H�����z���b�ê�
©-¥Ë£Å�G�P¬��¤¥ �!��£Å¢P�¤¥���¥!�¦�Â�=���6���6�!���6�³�������6�"�P¥��y�!¼�������¤���6��*;¹6�z��,.���6¥!�y���=�6�6�����¤�=�6�����±í���¤£í�z��¥��*;¹6�º¹R,Ê¥!�"�6¥��¶�!���6�6�z�������6� �¤�6�z���¤���¥!�Ë�¦�6��Ö�����¥�� «

u(0,x) = u0(x) ∈ V, ∂tu(0,x) = u1(x) ∈ L2(Ω)
¥��
p(0,x) = p0(x) ∈ L2(Ω)

�Jg
V
¥��¦�¶�¤¥��¦���6�ê½�¥��¦¢��=�!¥��6¥

H1(Ω)
�6��û��6�-¢��� «

V = {v ∈ H1(Ω)
��¥��p¼��6¥

v = 0
�¦�6�

Γ1}.
©�Ãº¥��¦¢��=�!¥

V
�!� �¾�P���¤�P¥(�0Ö�¥��

H1
0(Ω)

¼�����6�
Γc
1 = ∅

¥!�!�-����6�1�¤¥!�1�6¥!��±+�)�=���-���Æ��¥í£Ý�6�6�z�
�6¥ª�Ñ�Ý�6���¦£Å¥��6���6¥!�¤��¥��6¥

H1
0(Ω)

�@ÉÊ¥�¢H¥��P���=�Á�/�@���
Γc
1 6= ∅

���=��¢H¥�����£Ý�6�P�¤�
V
�6¥ª�¤�Ò�P����£(¥

��¼��6��Ö¡�=�¤¥!����¥ « ∀v ∈ V
�

||v||V =
(∫

Ω

µ(x)|∇v|2dx+
∫

Γc
1

Av · vdx
)1/2

.

$ �=�6�"�Ñ�Ò�¦�6����¥�6�����6���¥����
(· , ·)V

��¥�¢6���G�P�6���"�¦�)�=�¤�=����¥��=���¦�G���¤�1úÒ��¥�����¥1�6���¦£Å¥�T �
�6�!û��P���¶�!×Á�=��¥�£(¥��Á�"�BÃ¨¥!��¢��=�!¥ «
V = {q ∈ H1(Ω)

��¥!�p¼��6¥
q = 0

���P�
Γ2}

¼G�P¥1�ùÃº���
£Ý�6�P���Ë��×��=�¤¥!£Å¥!���"�P¥1�¤�Ò�P����£(¥��6���P¥��¤��¥����6�
H1
0 (Ω)

�T �Æ�¦¥Å¢6�¦��¢H����¥(£Å�=�¤�Á��¥��6�=���ª�]Ãº�!���6�6��¥��1�¤¥í�n;��³��¬!£Å¥Å���=£Å¢6��¥!�ª�6��×=���6�!������Æ£Å�-;�¥��Æ�]Ãº�6�6¥
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£Å����î6�G�6¥ÅÖ�=�¦�Ñ�¡���¤�=�6�6¥!�¤�z¥=��������£(¥�����¥!£(¥����!�2�=�M�=�¦���G����¥®�=� £Å�G�P¬��¤¥Å�¤�j�t�=��£Ý�6�¤��������+Ö����Ñ�8½
���¤�=�6�6¥�����¥����P��Ö�=�Á��¥ «




f �¦���PÖ�¥!�
(u, p) ∈ L∞(0, T ;V)× L2(0, T ;V )

��¥��p¼��6¥
∂tu ∈ L2(0, T ;L2(Ω)),

√
λ∗div∂tu ∈ L2(0, T ;L2(Ω)),

∂2t u ∈ L2(0, T ;V
′

), ∂t(c0(x)p+ αdivu) ∈ L2(0, T ;V ′

),Ö����¦��û@�=�Á�¶¢H���P�"¢6�¦¥���¼��6¥1�����P�
t ∈]0, T [, ∀(v, q) ∈ V × V :

< ρ(x)∂2t u,v >V
′ ,V +

∫

Ω

λ∗(x)div∂tu divvdx+

∫

Ω

µ(x)∇u⊗∇vdx

+

∫

Ω

(λ(x) + µ(x))divu divv dx− α

∫

Ω

p divvdx

+

∫

Γc
1

Au · vdσ =
∫

Ω

f · vdx,

< ∂t(c0(x)p+ αdivu), q >V ′ ,V +

∫

Ω

k(x)∇p · ∇qdx

+B

∫

Γc
2

pqdσ =

∫

Ω

hqdx,

(u(0,x), p(0,x)) = (u0(x), p0(x)), ∂tu(0,x) = u1(x).

*t¹6� È,

RL�e�\��� �������! #"%$'&("�[VoSa'$'"`�1Yc^MaT #�MYG$
��û6���P¥ª¢6������Ö�¥��"¼G�P¥'*;¹P� È, �=�6£(¥!�"�P�6¥1�¦���¤�����¤�=���P�=���P���¤�¤�z��¥����=£Å£(¥����=�6�"��¥��)�=�"�6�=�

�¤�¤�P�)�=���¦¥Ë£(���6�G�6��£(¥��6�¦�¤���P�6¥��6�6�P¥�£(�!��î6�G�6¥¶�]Ã¨�=¢6¢P���0±���£·�¡�������í�P¥��ª�=��¥���t���� « ���Å�!���6�³�����P����6�6¥��¦���¤�����¤�=���P¥+*;¹P� ÈJ, �!��£(£Å¥ª�¤�í���¤£(�ß��¥��]Ãº�6�6¥��¦�6����¥1�6¥��t���6�����¤�=�6�¶�¦��×��P�¤��¬���¥!���HÉÊ¥����t���6��½
���¤�=�6�!�6�P�=���!¥��

(um, pm)m∈N∗

�PÖ����¦��û�¥!���¶�6�6¥��t����£Ý�P�Ñ������=�®�6�����!��¬!��¥1�����¦�6¥ª�6¥k*;¹6��ÈJ,��T � �=¢6¢6�¦�G��î6¥����=£Å£(¥��� � î��=¢6�z����¥®���¤¥���¥��¦¢��=�!¥��
V
¥!�
V
��¥!��¢H¥!�!���zÖ�¥�£(¥��Á�í¢��=���¤¥���¥��ê½

¢��=��¥!� �6¥/�6��£Å¥!�6�������(û��6��¥
Vm

¥!�
Vm
��©'Ã¨¥!��¢����¥

Vm
*t��¥��¦¢H¥�������Ö�¥!£Å¥!���

Vm
,�¥��³�Ë�6��û��6�C¢��=�

Vm = V ect{w1,w2, . . . ,wm}
�
m ∈ N∗ *t��¥��¦¢H¥�������Ö=¥�£(¥���� Vm = V ect{χ1, χ2, . . . , χm})

�
�Ñ�Ý���6�z��¥

(wj)j∈N∗

*;��¥!��¢H¥������zÖ�¥�£(¥��Á�
(χj)j∈N∗

,��t���¦£·�=�Á�Ë�6�6¥ªÕ��=�¦¥1î6���¤ÕH¥!�¦����¥!�6�6¥��P¥
L2(Ω)*;��¥!��¢H¥!�!���zÖ�¥�£(¥��Á�

L2(Ω)
,���¥����¤¥T¼��6¥��¢H�=�6�$���=�P�

j ∈ N∗ � wj ∈ V
*;��¥!��¢H¥!�!���zÖ�¥�£(¥��Á�

χj ∈ V
,�� T �����P¢6¢H����¥$¼��6¥~�ùÃº¥���¢6�=��¥~�6¥!�����=£ÝÕ6�¤����¤�¦���6�(�¤���6�)�����¥��íû6�6�¤¥!�·�6¥��

wj
*;�¦¥��³½

¢H¥��!����Ö�¥!£Å¥!���
χj
, ¥!�¦�¶�6¥��6�¦¥��6�=�6�

V
*t��¥��¦¢H¥�������Ö�¥!£Å¥!���

V
,��T �
�6�!û��P������¤���¦�Ë��¥������P¢6�¤¥

(um, pm)m∈N∗

�6¥
[0, T ]

����6�
Vm × Vm

¢6�=� « ∀m ∈ N∗

um(t) =
m∑

j=1

ujm(t)wj
¥!�
pm(t) =

m∑

j=1

pjm(t)χj,
*t¹6�¨¯e,



P�IÜ¹#I�ã·Gl»uM�N)¼Z½LG�N)G/âqCLM�D�Q!M-»1B:½LG�D�N)¾B� ¾xK:¾ZE6¾ ´=Í

Ö������zû@�=�Á�¶¢H���P�"¢6�¦¥���¼��6¥1�����P�
t ∈]0, T [ ��¢H���6�Ë�����P� 1 ≤ j ≤ m





∫

Ω

ρ(x)∂2t um ·wjdx+

∫

Ω

λ∗(x)div∂tumdivwjdx

+

∫

Ω

(λ(x) + µ(x))divumdivwjdx+

∫

Ω

µ(x)∇um ⊗∇wjdx

−α
∫

Ω

pmdivwjdx+

∫

Γc
1

Aum ·wjdσ =

∫

Ω

f ·wjdx,

∫

Ω

c0(x)∂tpmχjdx+ α

∫

Ω

χjdiv∂tumdx+

∫

Ω

k(x)∇pm · ∇χjdx

+B

∫

Γc
2

pmχjdσ =

∫

Ω

hχjdx,

*t¹6� ´,

¥!�¶¥!�
t = 0 «




(um(0), pm(0)) = (u0m, p0m) ∈ Vm × Vm
��¥!�p¼��6¥

u0m → u0
����6�

V¥!�
p0m → p0

���=�P�
L2(Ω);

∂tum(0) = u1m ∈ Vm
��¥!�p¼��6¥

u1m → u1
����6�

L2(Ω).

*t¹6��ÇJ,

$ Ã��¢6��¬!�1�Ñ�·��î6���=���¤¥Ý���6�ª��¥����!¼G�6��������6���6�bUC���¦¥��Á���¤¥!�¤��¥!���¤���6�)��¤�¦¥����Ä����¥��³���=���¦�6���í�6¥í�BÃ¨¥�±P���³½
��¥��P��¥�¥����6¥1�BÃº�6�6�¤�!�������6¥1�¤�Ò�������P�������

(um, pm)m∈N∗

�6��¢6�¦��Õ6�¤¬!£(¥ª���¤�6���=����¥���*t¹6� ´,6��*;¹6�¨Çe,	�
���=�6�

H2(0, T ;V)×H1(0, T ;V )
�T �ÅÖ¡��£Å�=������¥!���=�Á�Â¢P�����PÖ�¥!�Ê¼��6¥
(um, pm)m∈N∗

���=��Ö�¥!��×�¥�Ö�¥��¦� �P���!���6¢6��¥
(u, p)

����6�Ê�6�
��¥��P�(ú$�6�!û6�6�¤�Ý¥��í¼��6¥®��¥®�!���6¢6��¥

(u, p)
¥��³�í�������P������� �6¥��Ñ�j�t�=��£Ý�6�Ñ�¡���z���ÆÖ����Ñ�¡���¤�=�6�6¥!�¤�z¥*;¹6��ÈJ,�� $ �=�6�(��¥�Õ6�P�/�'���&Ö�+��� �Õ6�¤���Ò�6¥!�Å¥��³����£·����¤�=�6��ô
õHö�÷ùø¡ö�÷Ê�û��h�P¥�¢P�����PÖ�¥!�Å¼��6¥��Ñ�

���6�z��¥
(um, pm)m∈N∗

¥��¦�ËÕH�=���6�!¥����=�6� �P�®�)��6��¥��t�=�6�!���¤���6�P¥��Äú�¢6���!���¤�¦¥��!� T �®¢H���P�����Ý��¤�6�¦�
¥�±G�����=�¤�¦¥ª�6�P¥1�¦���6�³½¾���6�z��¥ª�6¥

(um, pm)m∈N∗

�!����Ö�¥!��×�¥��=���"Ö�¥����
(u, p)

�
ð wG{ {Tw�Ð�é;i`éápô<46_G÷\5�7

(um, pm)m∈N∗

Î�7x4u40ø�]ì_#5;÷ùø�Ñ 4rÎ�7r,eù�¡ Ó¸ûvü Ö ù�¡ Ó���ü*2 4�ô5;÷�4S×!ô=÷\51]�7x4íõHö�ø õHö�÷�Ò65�Òx4u46_G÷/3 ¡ôÑ`5�7x4WÛ
• (∂tum)m∈N∗

7x465qÐ�ø¡ö6Ñ9Òx7hÎÁôÑ 4
L∞(0, T ;L2(Ω)) ;

• (
√
λ∗div∂tum)m∈N∗

7x465qÐ�ø¡ö6Ñ9Òx7hÎÁôÑ 4
L2(0, T ;L2(Ω)) ;

• (um)m∈N∗

7x465qÐ�ø¡ö6Ñ9Òx7hÎÁôÑ 4
L∞(0, T ;V) ;

• (pm)m∈N∗

7x465qÐ�ø¡ö6Ñ9Òx7hÎÁôÑ 4
L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;V ).

ï Ò6ä·ø�Ñ 465Bö¦ô5;÷ùø�Ñ ÓT �~£Ý�6�z����¢6�z��¥ª�Ñ�í¢6��¥!£Å��¬��¦¥��!¼G�6��������~�6¥+*;¹6��´J,Ë¢��=�
u
′

jm(t)
¥��/�Ñ�(�¦¥����=�6�6¥Ý¢���

pjm(t)
� T �

���¦�=�P��¥1�=�¤�=���Ë�¤¥��"�6¥��G±���×��=�¤�z���!�"��Õ���¥����6¥���¥���¥�������£(£·����"���P�
j
¢H���6�

j
�=�¤�¤�=�Á�"�6¥(��ú

m
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������ÕP���¤¥!��� «

∫

Ω

ρ(x)∂2t um · ∂tumdx+

∫

Ω

λ∗(x)|div∂tum|2dx+
∫

Ω

µ(x)∇um ⊗∇∂tumdx

+

∫

Ω

(λ(x) + µ(x))divumdiv∂tumdx− α

∫

Ω

pmdiv∂tumdx

+

∫

Γc
1

Aum · ∂tumdσ +

∫

Ω

c0(x)∂tpmpmdx+ α

∫

Ω

pmdiv∂tumdx

+

∫

Ω

k(x)|∇pm|2dx+B

∫

Γc
2

|pm|2dσ =
∫

Ω

f · ∂tumdx+

∫

Ω

hpmdx

��¥ª¼G�P�-¢H¥!�P���!×Á�=��¥�£(¥��Á�"��Ãº���!������¥ «
1

2

d

dt

[∫

Ω

ρ(x)|∂tum|2dx+
∫

Ω

(λ(x) + µ(x))|divum|2dx

+

∫

Ω

µ(x)|∇um|2dx+
∫

Γc
1

Aum · umdσ +

∫

Ω

c0(x)|pm|2dx
]

+

∫

Ω

λ∗(x)|div∂tum|2dx+
∫

Ω

k(x)|∇pm|2dx+B

∫

Γc
2

|pm|2dσ

=

∫

Ω

f · ∂tumdx+

∫

Ω

hpmdx.

*t¹6��ÍJ,

T �
¢H¥!�P�¶�P�=��¥!�Ë¼G�ÄÃ¨�6�
��¥!�]��îP���z±��6¥��t���6�����¤�=�6�³½ù��¥��³�"�P���6�¶�Ý¢H¥��¦£Å��� �]Ã¨�!�¤��£Å�z�6¥��Ê��¥�� ��¥��¦£Å¥!�
�6¥ª�����6¢P�Ñ�=×�¥��P�����"�Ñ�Ý¢6���!��¥��P��¥�¢H���PÖ����"¥!�6×�¥��P�6��¥!�¶�6�6¥1�P�bz(���P�������¦�6¢6¢6����£(¥��Á� �=����¥�
°����¤�Á���!×�������¶��¤���¦�Ë�BÃ¨�!¼G�6��������<*t¹6��ÍJ,Ê���6�

[0, s]
¢H���6� �������

s
����6�

]0, T [
���=����ÕP���¤¥!��� «

1

2

[∫

Ω

ρ(x)|∂tum|2(s)dx+
∫

Ω

(λ(x) + µ(x))|divum|2(s)dx+
∫

Ω

µ(x)|∇um|2(s)dx

+

∫

Γc
1

Aum(s) · um(s)dσ +

∫

Ω

c0(x)|pm|2(s)dx
]
+

∫ s

0

∫

Ω

λ∗(x)|div∂tum|2dxdt

+

∫ s

0

∫

Ω

k(x)|∇pm|2dxdt+B

∫ s

0

∫

Γc
2

|pm|2dσdt =
∫ s

0

∫

Ω

(f · ∂tum + hpm) dxdt

+
1

2

∫

Ω

ρ(x)|u1m|2dx+
1

2

∫

Ω

(λ(x) + µ(x))|divu0m|2dx+
1

2

∫

Ω

µ(x)|∇u0m|2dx

+
1

2

∫

Γc
1

Au0m · u0mdσ +
1

2

∫

Ω

c0(x)|p0m|2dx. *;¹6�z�0ìe,d �=�����6� o � ��¥·��¥!�����6�M£Å¥!£ÝÕ6��¥·�6¥¢*;¹P���0ìJ,�� f ���P�Ò�]Ã¨�=ÕH���¦���²���=£Å£(¥·� î��=¼��6¥®¢��=���=£Å¬����¦¥
¢6îR;G����¼��6¥Ò�¤�Á��¥��³Ö�¥������������6���¤¥��n;��³��¬!£Å¥Ò¥!�¦�����6¢6¢H�=���Ò���=�6�

L∞(Ω)
�C��� ���¤�·£Å���¦������������



P�IÜ¹#I�ã·Gl»uM�N)¼Z½LG�N)G/âqCLM�D�Q!M-»1B:½LG�D�N)¾B� ¾xK:¾ZE6¾ ÇP�

���6�zÖ�=�Á��¥ «
1

2

∫

Ω

ρ(x)|u1m|2dx+
1

2

∫

Ω

(λ(x) + µ(x))|divu0m|2dx

+
1

2

∫

Ω

µ(x)|∇u0m|2dx+
1

2

∫

Γc
1

Au0m · u0mdσ

+
1

2

∫

Ω

c0(x)|p0m|2dx ≤
||ρ||L∞(Ω)

2
||u1m||2L2(Ω)

+
||λ||L∞(Ω) + ||µ||L∞(Ω)

2
||divu0m||2L2(Ω) +

||µ||L∞(Ω)

2
||∇u0m||2L2(Ω)

+
||c0||L∞(Ω)

2
||p0m||2L2(Ω) +

1

2

∫

Γc
1

Au0m · u0mdσ.

*;¹6�z����,

$ ¥Ý¢6���6�!�H�¤¥!�/���6�z��¥!�
(u0m)m∈N∗

�
(u1m)m∈N∗

¥��
(p0m)m∈N∗

�!� ������!����Ö�¥!��×�¥!����¥�����¥��¦¢H¥������z½
Ö�¥�£(¥��Á�/����6�

V
�
L2(Ω)

¥!�
L2(Ω)

�@¥!�¤��¥��"���=���/�=�6�¦���-ÕH�����6�!¥������=�P���!¥���¥!��¢��=�!¥����H���-¥�±��¤�³��¥
�6���6�ª�6�6¥ª���=�6�¦���=����¥

κ
�¦���¦�¤����¥�£(¥!���"¢C�=���z����Ö�¥/��¥����¤¥�¼��6¥'*t¹6���=��,Ê¥!��������0Ñ�P¥ «

1

2

∫

Ω

ρ(x)|u1m|2dx+
1

2

∫

Ω

(λ(x) + µ(x))|divu0m|2dx

+
1

2

∫

Ω

µ(x)|∇u0m|2dx+
1

2

∫

Γc
1

Au0m · u0mdσ

+
1

2

∫

Ω

c0(x)|p0m|2dx ≤ κ.

*;¹6�z�8�J,

°��Æ�!¥(¼G�P�������P��¥��¦�6¥Å�ùÃº�¤�Á���!×����=�z¥ ∫
Ω

(f · ∂tum + hpm) dx
�p�=�Æ�P���¤������¥Ò�]Ã¨�=ÕH���¦�Æ�BÃ¨���6��×Á����z���

�6¥�É �=�6� îR;Á½ o ��îe� �=��Y «
∫

Ω

(f · ∂tum + hpm) dx ≤
(∫

Ω

1

ρ(x)
|f |2dx

)1/2(∫

Ω

ρ(x)|∂tum|2dx
)1/2

+

(∫

Ω

1

c0(x)
|h|2dx

)1/2(∫

Ω

c0(x)|pm|2dx
)1/2

¢6�6�¤�Ë��¥!�¤��¥��6¥)9y���6�P× «
∫

Ω

(f · ∂tum + hpm) dx ≤
1

2

∫

Ω

1

ρ(x)
|f |2dx+ 1

2

∫

Ω

ρ(x)|∂tum|2dx

+
1

2

∫

Ω

1

c0(x)
|h|2dx+ 1

2

∫

Ω

c0(x)|pm|2dx.
T �
��ÕP����¥��Á�¶�=�¤�P���]�Ñ�Ý£Å���¦�=����������®�P���¦¥��!���6��£Å¥!£ÝÕ6��¥��P¥'*t¹6���)ìe, «
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SM ≤ κ+
1

2

∫ s

0

∫

Ω

1

ρ(x)
|f |2dxdt+ 1

2

∫ s

0

∫

Ω

ρ(x)|∂tum|2dxdt+
1

2

∫ s

0

∫

Ω

1

c0(x)
|h|2dxdt

+
1

2

∫ s

0

∫

Ω

c0(x)|pm|2dxdt.
ÉÊ��£Å£(¥

ρ
¥!�
c0
�����Á�1��¥!��¢H¥!�!���zÖ�¥�£(¥��Á��£Å���6���¦����¢��=�

ρ̂
¥!�
ĉ0
�]�Ñ��£·���¦����������=�$¢6���!�����P¥�����¥

�6¥!ÖG�¤¥!��� «

SM ≤ κ+
1

2ρ̂

∫ s

0

∫

Ω

|f |2dxdt+ 1

2

∫ s

0

∫

Ω

ρ(x)|∂tum|2dxdt+
1

2ĉ0

∫ s

0

∫

Ω

|h|2dxdt

+
1

2

∫ s

0

∫

Ω

c0(x)|pm|2dxdt
¼G�P�-¢H¥!�P�¶��¥1�¦�¤£(¢6�¤�ßû�¥�� ¥!� «

SM ≤ κ+
1

2

∫ s

0

∫

Ω

ρ(x)|∂tum|2dxdt+
1

2

∫ s

0

∫

Ω

c0(x)|pm|2dxdt
*t¹6���)§e,

¥����¤������×����=���Ë�¤¥!�"�6�=��£(¥��"�P¥��"��¥���£(¥��Ë�����6�¦��¥!�����=�P�¶�¤�Ò�!���6�³� �=�Á��¥
κ
�T ���(�=���6��� «

1

2

[∫

Ω

ρ(x)|∂tum|2(s)dx+
∫

Ω

(λ(x) + µ(x))|div um|2(s)dx

+

∫

Ω

µ(x)|∇um|2(s)dx+
∫

Γc
1

Aum(s) · um(s)dσ +

∫

Ω

c0(x)|pm|2(s)dx
]

+

∫ s

0

∫

Ω

λ∗(x)|div∂tum|2dxdt+
1

2

∫ s

0

∫

Ω

k(x)|∇pm|2dxdt

+B

∫ s

0

∫

Γc
2

|pm|2dσdt ≤ κ+
1

2

∫ s

0

∫

Ω

ρ(x)|∂tum|2dxdt

+
1

2

∫ s

0

∫

Ω

c0(x)|pm|2dxdt,

*;¹6�z�)¹R,

�����z�"¥���¢��=�³���¤�!�6���¤¥!� «

1

2

∫

Ω

ρ(x)|∂tum|2(s)dx+
1

2

∫

Ω

c0(x)|pm|2(s)dx ≤ κ+
1

2

∫ s

0

∫

Ω

ρ(x)|∂tum|2dxdt

+
1

2

∫ s

0

∫

Ω

c0(x)|pm|2dxdt.
$ Ã��¢6��¬!����¥��¤¥!£Å£(¥��P¥1�������e� �=���F�P�=����ÕP���¤¥��Á� «

1

2

∫

Ω

ρ(x)|∂tum|2(s)dx+
1

2

∫

Ω

c0(x)|pm|2(s)dx ≤ κ exp(
s

2
).
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°��������¦¥���� �=�Á�¶�!¥!�¦��¥ª�¤�6�!×Á�=�¤�ß�����6�=�6�W*;¹6�z�)¹e,6�6�=����ÕP���¤¥!���"¼��]Ãº�¤�]¥�±����¦��¥ª�6�6¥ª���=�6�¦���=����¥
κ > 0��¥����¤¥�¼��6¥ «

1

2

[∫

Ω

ρ(x)|∂tum|2(s)dx+
∫

Ω

(λ(x) + µ(x))|div um|2(s)dx+
∫

Ω

µ(x)|∇um|2(s)dx

+

∫

Γc
1

Aum(s) · um(s)dσ +

∫

Ω

c0(x)|pm|2(s)dx
]
+

∫ s

0

∫

Ω

λ∗(x)|div∂tum|2dxdt

+
1

2

∫ s

0

∫

Ω

k(x)|∇pm|2dxdt+B

∫ s

0

∫

Γc
2

|pm|2dσdt ≤ κ,

��¥�¼��6�@���=�6�6�6�z�/�Á¥��Å�P�����¤�����=������¥a�;�=����¼��6¥���¥���¢��=���£Å¬�����¥!�y¢6îe;��¦�¤¼��6¥!�Ê�����Á�ÂÕH�����6�!�Â�¤�#�t������¥��G½
��¥�£(¥��Á�/��úí�BÃ¨¥!�¦����£Å����z���+ôªõHö�÷ùø¡ö�÷ «

1

2

[
ρ̂

∫

Ω

|∂tum|2(s)dx+ (λ̂+ µ̂)

∫

Ω

|div um|2(s)dx

+µ̂

∫

Ω

|∇um|2(s)dx+
∫

Γc
1

Aum(s) · um(s)dσ + ĉ0

∫

Ω

|pm|2(s)dx
]

+

∫ s

0

∫

Ω

λ∗(x)|div∂tum|2dxdt+
k̂

2

∫ s

0

∫

Ω

|∇pm|2dxdt

+B

∫ s

0

∫

Γc
2

|pm|2dσdt ≤ κ,

*;¹6�z�8ÈJ,

¥!���=� î6¬�Ö�¥��¤�Ò�6�!£Å�=�6�¦��������¤���®�6���¤¥!£Å£(¥�¹6�z���
¥©p¥í��¥�£(£(¥Ý¹P���í¢P�����!���6¥!���h�t���P���6�z���¤¥!���¤� �t���¦£·�¡���z���P���6�!��¥!�����=����¥!�1¢C�=�6����ÕP��¥��6������¥Ò�¦��½

���6�z� ��"¢P���¤�P���¤¢6�=�Ä�6¥ª��¥ª¢��=���×����=¢Pî6¥�¼G�P�-¥!�¦���¦���¦�6£Å�ª����6�"�¤¥���îP�����¦¬�£(¥ª���6�zÖ�=�Á� «

�� �Gn@m8|G{Tw~Ð�é�u�éá�7�ä·ø!Î16]�7hÎ�7 æ ÷ùø�52Í ø�ä/õP]�765�Î�Ò�Þ�Ò6Ñ9Ò�öZÒ1ôeÎä'765Âô_�ä·ø¡÷\Ñ 4�_�Ñ97�40ø�]ì_#5;÷ùø�Ñ1×!ô=÷LÐ!]�7

(u, p)
 Ò�ö�÷/3ÚÂôÑ`5lù�¡ Ó/?6üÓ

ï Ò6ä·ø�Ñ 465Bö¦ô5;÷ùø�Ñ Óo �����
(um, pm)m∈N∗

�¤� �¦�6����¥��6¥!���������P�������6���6¥¢��*t¹6� ´,6��*t¹6�¨Çe,*�Á� ©p¥��¤¥�£(£(¥$¹6�z��¢H¥���£(¥!�
�]Ã�������P��¥��y�BÃ¨¥�±��¤�³��¥��P��¥"�]Ãº�6�6¥¶�¦�6����¥"¥�±G���������¥Ë�P¥

(um, pm)m∈N∗

�6�=����¥"¥!�6���=��¥
(um, pm)m∈N∗��¥����¤¥�¼��6¥ «

um → u
����6�

L∞(0, T ;V)
�;�=�¤ÕP�¤¥ ∗ ;

pm → p
����6�

L2(0, T ;V )
�;��¤Õ6��¥�¥!�

L∞(0, T ;L2(Ω))
�;�=��Õ6�¤¥ ∗ ;

∂tum → ∂tu
���=�P�

L∞(0, T ;L2(Ω))
�;�=��Õ6��¥ ∗ ;√

λ∗div∂tum →
√
λ∗div∂tu

���=�P�
L2(0, T ;L2(Ω))

�;�=�¤ÕP�¤¥
.
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°��m�;�=�����=�Á�Ë��¥��6�6�¦¥

m
Ö�¥��¦�

+∞ ����6�1*t¹6��´J,6�6�=����ÕP���¤¥��Á� « ¢H�=�6�Ë���=�P� j ∈ N∗ �
d

dt

∫

Ω

ρ(x)∂tu ·wjdx+

∫

Ω

λ∗(x)div∂tu divwjdx

+

∫

Ω

(λ(x) + µ(x))divu divwj dx+

∫

Ω

µ(x)∇u⊗∇wjdx

−α
∫

Ω

p divwjdx+

∫

Γc
1

Au ·wjdσ =

∫

Ω

f ·wjdx,

d

dt

∫

Ω

(c0(x)p+ αdivu)χjdx+

∫

Ω

k(x)∇p · ∇χjdx+B

∫

Γc
2

pχjdσ =

∫

Ω

hχjdx,

¼G�P�²��Ãº�!��¥!�6�+úÅ�����P���!���6¢6��¥
(v, q) ∈ V × V

�]Ã��¢6��¬!����¥��/¢6���=¢6�����!���!���P¥������6�z��¥��
(wj)j∈N∗¥!�

(χj)j∈N∗

� T ���Ò�6���6�ª¢H���P�"¢6��¥!��¼��6¥1�����P�
t
���=�6�

]0, T [
� ∀(v, q) ∈ V × V

d

dt

∫

Ω

ρ(x)∂tu · vdx+
∫

Ω

λ∗(x)div∂tu divvdx

+

∫

Ω

(λ(x) + µ(x))divu divv dx+

∫

Ω

µ(x)∇u⊗∇vdx

−α
∫

Ω

p divvdx+

∫

Γc
1

Au · vdσ =
∫

Ω

f · vdx,

d

dt

∫

Ω

(c0(x)p+ αdivu)qdx+

∫

Ω

k(x)∇p · ∇qdx+B

∫

Γc
2

pqdσ =

∫

Ω

hqdx.

*;¹6�z�0¯e,

T �dÖ¡�Þ£Å�=������¥!���=�Á� ¢6�¦���PÖ�¥!��¼��6¥��¢H���P� ¢6��¥!��¼��6¥M�������
t
�6�=�6�

]0, T [
�
∂2t u ∈ V′ ¥��

∂t(c0(x)p+ αdivu) ∈ V ′ �°��~¥6UÄ¥��/�H�P�=�����P�
g
�BÃ¨�!�¤�!£Å¥!���¶�6¥

L2(0, T ;V′)
�6��û��6�2¢��=� « ∀v ∈ V

�@¢H���6�¶¢6��¥!��¼��6¥������P�
t ∈]0, T [ �

< g(t),v >V′,V =

∫

Ω

f · vdx−
∫

Ω

λ∗(x)div∂tu divvdx

−
∫

Ω

(λ(x) + µ(x))divu divv dx−
∫

Ω

µ(x)∇u⊗∇vdx

+ α

∫

Ω

p divvdx−
∫

Γc
1

Au · vdσ.
o �����

ϕ ∈ D(]0, T [) �Ä°'�$£Ò�P������¢P���¤����¶�Ñ�(¢6��¥!£Å��¬��¦¥��!¼�����������$�P¥m*t¹6���)¯e,"¢���
ϕ
¥���¥�� ��������½

×����=�Á�"�6¥
0
ú
T
���=����ÕP���¤¥!��� «

∫ T

0

d

dt
< ρ(x)∂tu,v >V′,V ϕ(t)dt =

∫ T

0

< g(t),v >V′,V ϕ(t)dt



P�IÜ¹#I�ã·Gl»uM�N)¼Z½LG�N)G/âqCLM�D�Q!M-»1B:½LG�D�N)¾B� ¾xK:¾ZE6¾ ÇÁÈ

�����z�¶�=�6�¦��� «

−
∫ T

0

< ρ(x)∂tu,v >V′,V ϕ′(t)dt =

∫ T

0

< g(t),v >V′,V ϕ(t)dt.
*t¹6�z�8´J,

�������������P�¶£Å�=������¥!���=�Á�Ë¼��6¥ « ∀ϕ ∈ D(]0, T [) �

−
∫ T

0

ρ(x)∂tuϕ
′(t)dt =

∫ T

0

g(t)ϕ(t)dt
�6�=�6�

V′ *;¹6�z�0Çe,
��¥ª¼G�P�-�¦¥!ÖG�¤¥!����úÒ¢6������Ö�¥��¶¼��6¥ « ∀ϕ ∈ D(]0, T [), ∀v ∈ V

�

< −
∫ T

0

ρ(x)∂tuϕ
′(t)dt,v >V′,V=<

∫ T

0

g(t)ϕ(t)dt,v >V′,V .

T �
���=�z�"¼��6¥
ρ(x)∂tuϕ

′ ∈ L1(0, T,V′)
� T �!�6�]Ã¨�=¢6�¦¬��¶��¥ «
�� �Gn@m8|G{Tw~Ð�é�Î�éÏ@÷

u ∈ L1(]a, b[, X) 765 f ∈ X ′ Ö ø�Ñ+ô+Û
∫ b

a

< f, u(t) > dt =< f,

∫ b

a

u(t)dt >,

�6�����"���
�������PÖ�¥!���í�6�P¥1�6�!£Å�=�6�¦������������®���=�6�h�º§�§��F���=��� «
< −

∫ T

0

ρ(x)∂tuϕ
′(t)dt,v >V′,V = −

∫ T

0

< ρ(x)∂tuϕ
′(t),v >V′,V dt

= −
∫ T

0

< ρ(x)∂tu,v >V′,V ϕ′(t)dt.

*;¹6�z�0Íe,

$ ¥1£X&�£(¥�P¢6�6�¤�¦¼��6¥
gϕ ∈ L1(0, T ;V′)

������� �P�������¦�=�6���Ë�]Ã��¢6��¬!�¶�¤¥���î6�����¦¬�£(¥ª¹6�¨§ «
<

∫ T

0

g(t)ϕ(t)dt,v >V′,V =

∫ T

0

< g(t)ϕ(t),v >V′,V dt

=

∫ T

0

< g(t),v >V′,V ϕ(t)dt.

*;¹6���=ìe,

$ Ã��¢6��¬!�p*t¹6�z�8´J,.��*;¹6�z�0ÍJ,Ê¥!�1*t¹6� �ìe,6�P�����Ò�6���6� « ∀ϕ ∈ D(]0, T [), ∀v ∈ V

< −
∫ T

0

ρ(x)∂tuϕ
′(t)dt,v >V′,V=<

∫ T

0

g(t)ϕ(t)dt,v >V′,V



Ç�¯ =?>A@!B9C�DFE.G~P�I�ä�D�O�N GhNPOy»mM�N ¼x½LG�½�CbK:¾6@�C�E.G�»uO½�DFCSNRCV»uGZK)Ý�CSM�K)K:GZ½
�=Ãº¥��¦�³½êú¡½¾�6�¤�¦¥r*;¹P���0ÇJ,��²ÉÂ¥����Â¢6������Ö�¥�Õ6��¥��T¼��6¥

∂2t u ∈ L2(0, T ;V′)
� T � ¥�UC¥������6¥���¥Å£k&!£(¥

��;G¢H¥1�6¥ª���=�¤�¦���6�6¥!£Å¥!���"¢H���P�"£Å�=�����¦¥��Ë¼��6¥
∂t(c0(x)p+ αdivu) ∈ V ′ ¥!�¶�����(�=������� «





d

dt

∫

Ω

ρ(x)∂tu · vdx =< ρ(x)∂2t u,v >V′,V

d

dt

∫

Ω

(c0(x)p+ αdivu)qdx =< ∂t(c0(x)p+ αdivu), q >V ′,V .

*;¹6������,

T �·��Õ����¤¥!���Â¼��6¥/�¤¥¶�����P¢6�¤¥
(u, p)

Ö=�����zû�¥ « ¢H���6�y������� (v, q) ∈ V×V �G¢H���6�Â¢P��¥��¦¼��6¥������P�
t
�6�=�6�

]0, T [
�




< ρ(x)∂2t u,v >V′,V +

∫

Ω

λ∗(x)div∂tu divvdx

+

∫

Ω

(λ(x) + µ(x))divu divv dx+

∫

Ω

µ(x)∇u⊗∇vdx

−α
∫

Ω

p divvdx+

∫

Γc
1

Au · vdσ =
∫

Ω

f · vdx,

< ∂t(c0(x)p+ αdivu), q >V ′,V +

∫

Ω

k(x)∇p · ∇qdx

+B

∫

Γc
2

pqdσ =

∫

Ω

hqdx,

*;¹6�����J,

��¥ª¼G�P�-¢6�¦���PÖ�¥ª¼G�P¥1�¤¥��!���6¢6��¥ª���¤£(�ß��¥
(u, p)

Ö��!����û6¥ª�¤¥��Ë��¼�������¤�=�6�"���=�6�W*;¹P� ÈJ,��
T �·�=� î6¬�Ö�¥/�¤�ª¢6�¦¥��PÖ=¥/�P�Å��î6���=��¬�£(¥¶¹6����¥��(Ö����¦��û@�=�Á�y¼G�P¥��¤¥"�!���6¢6��¥

(u, p)
������¤�n�;�=���'�¤¥!�

�����6�P���������6� �¤�6�z���¤���¥!� �����¦����¥��"���=�6�"�Ñ�1�t���¦£Ý�6�Ñ�¡���z����Ö¡�=���¤��������6�P¥�����¥y*t¹6��ÈJ,��$ Ã��¢6��¬!���Ñ�
�6�!£Å���P�¦������������+�6�T��¥�£(£Å¥Ò¹6�z�J�-���Æ���=�z��¼��6¥Å�Ñ�
���6�z��¥
(um)m∈N∗

¥!�¦��ÕH���¦�6��¥
���=�6�

W (0, T ;V;L2(Ω))
�P�~�=���"�]Ã¨�=¢6�¦¬��¶�¤¥!�"¢6����¢P���¤�����!�¶�6¥!��¥!��¢����¥!�

W (0, T ;X,Y )
���=¢G½

¢H¥��¤�!¥��¶�=��¢��=���=×����=¢6î6¥1�����#�6����� « W (0, T ;V;L2(Ω)) ↪→ C0([0, T ];L2(Ω))
�T �1������2�=�¤�=���p¼��6¥Â¢H�=�6�-�����P�

t
�6�=�6�

[0, T ]
�
um(t, .)→ u(t, .)

���=�6�
L2(Ω)

�;�=��Õ6�¤¥¿¼����=�P�
m��¥��P�ÝÖ�¥��¦�¿�ùÃº�¤�Pû6�6�ù�¡ÉÊ¥!���P¥!�¦�'¥!�Ò¢6�=�¦���¤���P�¤��¥��pÖ����=��¢H�=�6�

t = 0
� T �Ò���6���6�

um(0, .)→ u(0, .)���=�6�
L2(Ω)

�;��¤Õ6��¥=� T �!�]¢��=�ª�!���6�¦�����6�����������
um(0, .) = u0m(.)

¥��
u0m(.)

�!���ÁÖ�¥���×=¥(Ö�¥!���
u0(.)

�6�=�6�
V
�6���]ÖG�¤¥!���"û6���=�¤¥!£Å¥!���"¼��6¥

u(0, .) = u0(.)
�

i ���=Õ6���¤���¦���6�Ë£Å�=�¤�Á��¥��6�=���Ë�BÃ¨�!×Á�=���z���
∂tu(0, .) = u1(.)o ���¤¥!���

v ∈ V
¥��
φ
�P�6¥��t�=�6�!���¤���®��¥����¤¥�¼��6¥ «





φ ∈ C1([0, T ]),
φ(0) 6= 0
φ(T ) = 0.

*;¹6���=§e,
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T �
�6�!û��P������¤���¦�
ϕm

¥��
ϕ
¢��=�Ë�¤¥��Ë��¥!�Ñ����¤���P� ���6�zÖ�=�Á��¥�� «

ϕm = φvm
¥��

ϕ = φv

�Jgí�¤¥��·�t�=�6�!���¤���6�
vm ∈ Vm

�����Á����¥��¤��¥��¿¼��6¥
vm → v

�6�=�6�
V
¼����=�P�

m
��¥��6�íÖ�¥!�����ùÃº�¤�Pû��P�ù�

ÉÊ��£Å£(¥��G¢H���6�Â��î6�=¼��6¥
t ∈ [0, T ] � ϕm(t, ·) ∈ Vm

�G�Ñ�1¢6��¥!£Å��¬���¥��!¼�������������P¥y*t¹6��´J,��6���6�P¥�
�=¢6��¬!�¿�¤������×=������������6¥

0
ú
T
�]Ã¨�P�6¥Ë¢6�=�¦�¿¥!�¿�¤������×������������¢��=�²¢��=�³����¥��²¢��=�²���¢6¢H���¦�'��Ý��¥!£Å¢P�

�6��¢6��¥!£Å��¥�� ��¥��¦£Å¥��]Ã¨�=�P����¥ª¢��=�³� «

−
∫ T

0

∫

Ω

ρ(x)∂tum · ∂tϕmdxdt+

∫ T

0

∫

Ω

λ∗(x)div∂tum divϕmdxdt

+

∫ T

0

∫

Ω

(λ(x) + µ(x))divum divϕmdxdt+

∫ T

0

∫

Ω

µ(x)∇um ⊗∇ϕmdxdt

−α
∫ T

0

∫

Ω

pm divϕmdxdt+

∫ T

0

∫

Γc
1

Aum · ϕmdσdt =

∫ T

0

∫

Ω

f · ϕmdxdt

+

∫

Ω

ρ(x)u1m · ϕm(0)dx.

*;¹6���¹R,

°��~�P���¤�¤�z���=�Á�¶��¥1�¤¥!£Å£(¥ª¹6�z��¥!�/�¤�(�6��û��6�z���¤�=���6¥
(ϕm)m∈N∗

�@���~¢H¥!�P���;��¤��¥���¥��6�6�¦¥
m
Ö�¥��¦�

�ùÃº�¤�Pû��P�Ä���=�6�W*;¹6���¹R,.�6�!¥1¼��6�p�6���P�6¥1�BÃ¨�!×Á�=���z��� «

−
∫ T

0

∫

Ω

ρ(x)∂tu · ∂tϕdxdt+
∫ T

0

∫

Ω

λ∗(x)div∂tu divϕdxdt

+

∫ T

0

∫

Ω

(λ(x) + µ(x))divu divϕdxdt+
∫ T

0

∫

Ω

µ(x)∇u⊗∇ϕdxdt

−α
∫ T

0

∫

Ω

p divϕdxdt+
∫ T

0

∫

Γc
1

Au · ϕdσdt =
∫ T

0

∫

Ω

f · ϕdxdt

+

∫

Ω

ρ(x)u1 · ϕ(0)dx.

*;¹6����ÈJ,

$ Ã��¢6��¬!�"�¤¥���¥�£(£Å¥�¹6�z�J�P�����
ρ(x)∂tu ∈ L∞(0, T ;L2(Ω))

¥!�/�P�]Ã¨�=¢6��¬!�W*;¹P� �=�J,6�
ρ(x)∂2t u ∈

L2(0, T ;V′)
� T �+¥��+�6�!�6�6�z�1�P���6�í¼��6¥

ρ(x)∂tu ∈ C0([0, T ];V′) ∩ L∞(0, T ;L2(Ω)) ��¥¼G�P�P¥���������0¤�6¥Ê¼��6¥
ρ(x)∂tu

¥!�¦�·�;�=�¤Õ6��¥�£(¥!���������Á�����G�6¥Ê�6¥
[0, T ]

���=�6�
L2(Ω)

¥!�'�6�=�6�¿¢H¥��¦£Å¥��
�6¥a�¦�6�¦����û�¥!���BÃ¨¥�±��¤�¦��¥��6�!¥��P¥��¤�Ò�����=�!¥��6¥

ρ(x)∂tu
¥��
0
�H°'�$¢P���G���!���=�Á���P¥��¤�í£k&!£Å¥��;������

¼G�P¥�¢P�����!���6¥!£(£Å¥!���Ý¢H���6���¤��¢6�¦¥�£(�¤¬��¦¥Å�!¼�������¤���T�P¥Ø*;¹6�����,6�-�=Ãº¥��³�¦½êú8½��6����¥(¥�� �BÃ¨��������×����=���
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�6¥
0
ú
T
¥!�¶¥!���P���¤�������=�Á�Ë�6�P¥1�������!×����¡���¤�=�®¢���"¢���¦����¥��!�6���ÄÖG��¥���� «

−
∫ T

0

∫

Ω

ρ(x)∂tu · ∂tϕdxdt+
∫ T

0

∫

Ω

λ∗(x)div∂tu divϕdxdt

+

∫ T

0

∫

Ω

(λ(x) + µ(x))divu divϕdxdt+
∫ T

0

∫

Ω

µ(x)∇u⊗∇ϕdxdt

−α
∫ T

0

∫

Ω

p divϕdxdt+
∫ T

0

∫

Γc
1

Au · ϕdσdt =
∫ T

0

∫

Ω

f · ϕdxdt

+

∫

Ω

ρ(x)∂tu(0) · ϕ(0)dx.

*;¹6���=¯e,

T �T¢H¥����Ò�=�¤�P���y�!���6�!�¤�6�¦¥·¥!� ����£(¢��=���=���+*t¹6� �=ÈJ,�¥!�u*;¹6���=¯e,�¼��6¥
∂tu(0,x) = u1(x)

���=�6�
L2(Ω)

�
$ ¥Ò�Ñ�·£X&�£(¥W�;����=���Ä¢H���P��¢P�����PÖ�¥!���ùÃº��×��=�¤�z���

p(0, ·) = p0(·)
�Ä�=� �����6�¦�¤�6¬!��¥Ò�P�6¥p�t���6�����¤�=�

q ∈ Vm
¥!�Ý�6�6¥k�t���6���������

φ
�6��û��6�¤¥·�!��£(£Å¥(¥��ò*;¹6���=§e,�� T � �6��û��6�z�

ϕm
¥��
ϕ
��¥��¤��¥��1¼G�P¥

ϕm = φqm
�
ϕ = φq

�)Ö�¥��
qm ∈ Vm

��¥��¤��¥�¼��6¥
qm → q

���=�6�
V
¼����=�P�

m
��¥!�6�MÖ�¥!���

�ùÃº�¤�Pû��P�ù�T �·¢6�¦¥��6��¢H���6�Â� î��=¼��6¥
t ∈ [0, T ] � qm(t, ·) �!��£(£Å¥��t���P�!��������½ù��¥��³�Â���=�6�Ê�¤�1��¥!�����6�P¥��!¼����¡½���¤�=���P¥'*;¹6��´J,Ê¼��6¥��BÃ¨�=��������¬!×��¦¥ª���6�

[0, T ]
�@°'���P�����¤�����=���Ë�6�P¥1�¤������×=������¤���®¢���"¢��=�¦���¤¥!�"���6�

�¤¥�¢6�¦¥�£(�¤¥!� ��¥!��£(¥ª¥��¶¥���¢��=�¦���=�Á�/úÒ�Ñ�Ý�¤�¤£í�z��¥��¤�=����¼��6¥
m
��¥��6�
Ö�¥����¶�BÃ¨���Pû��6�F��������Õ����¤¥!��� «

−
∫ T

0

∫

Ω

c0(x)p∂tϕdxdt+ α

∫ T

0

∫

Ω

ϕdiv∂tudxdt

+

∫ T

0

∫

Ω

k(x)∇p · ∇ϕdxdt+B

∫ T

0

∫

Γc
2

pϕdxdt

=

∫ T

0

∫

Ω

hϕdxdt+

∫

Ω

c0(x)p0ϕ(0)dx

*;¹6����´J,

�]Ã��¢6��¬!�¶�Ñ�Ý�6�!û6�6�����¤���®�6¥
(qm)m∈N∗

¥!�¶��¥��¤¥!£Å£(¥�¹6�z���
°�� ¢6���G�!�����=�Á�Ò�6¥·£k&!£Å¥Å¢H�=�6���Ñ���¦¥��!���6�6¥®�!¼G�6�������� �6¥¢*t¹6�����J,.�2��� ��ÕP���¤¥��Á�Ý×=�Z�=�!¥�ú~�Ñ��;�=�¤Õ6��¥��!�������¤���6�������6¥

c0p
�6¥
[0, T ]

����6�
L2(Ω)

¼G�P¥ «

−
∫ T

0

∫

Ω

c0(x)p∂tϕdxdt+ α

∫ T

0

∫

Ω

ϕdiv∂tudxdt

+

∫ T

0

∫

Ω

k(x)∇p · ∇ϕdxdt+B

∫ T

0

∫

Γc
2

pϕdxdt

=

∫ T

0

∫

Ω

hϕdxdt+

∫

Ω

c0(x)p(0)ϕ(0)dx

*;¹6���=Çe,
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��¥ ¼��6�P�6�=�6�¿£Å�=������¥Ê¼��6¥
p(0,x) = p0(x)

�6�=�6�
L2(Ω)

¥!�¿��¥ ¼��6�6�=� î6¬�Ö�¥Ë�Ñ���6�!£(���6�¦��������¤���
�6�
��î6�!����¬!£Å¥ª¹P� ���

¥: 76ä(ô=öv^!_`7�¹6�º¹ ÓápôW×)ø�Ñ9Í65;÷ùø�Ñ
λ∗
õ`76_�5�4`ß ôÑ`Ñ`_#]�7�öXÎÁôÑ 4

Ω Ó ï ôÑ 4y]�7uÍ�ô�4®ø�Õ
λ∗

4`ß ôÑ`Ñ`_�]�7�46_GöX]�7'ÎGø�ä(ô=÷\Ñ97
Ω

5êø�_�5�76Ñ)5B÷�7�ö Ö ø�Ñ�õ`7�övÎ�]vßà7x465B÷\ä(ô5;÷ùø�Ñ¢46_�ö
div∂tu

^!_A7�]�ß ø�Ñ ô~ô_¢]�76ä�ä'7)¡ Ó/.eÓ á�7+ÍxçPôä/õ
∂tu

7x465yô]¤ø¡öZ4�ä·ø¡÷\Ñ 4�öxÒ�Þ_�] ÷�7�ö�ä(ô=÷�4hÍx76]zô�Ñ97WÍ ø�Ñ 465;÷\5F_`7ÂõPô�4�_�Ñ97�Î=÷ £¡Í6_#]ì58Òl46_0õÁõP]�Ò6ä'76Ñ`5¾ô=÷ÙöZ7]¤ø¡öx4!^!_"ß ø�Ñ�õPô�4x4-7 è ]zôj] ÷\äÒ÷\587146_�ö�]�7x4140ø�]ì_#5;÷ùø�Ñ 4(ô�õÁõHö ø-Íxç`Òx7x4y^!_PôÑPÎ
m

5�76ÑPÎ� 7�öx4�]�ß ÷\Ñ/Ú�Ñ�÷ Óî ÷\Ñ 4�÷ Ö ]�7uÍ ø�ä�õ�ø¡ö.5876ä'76Ñ`5�Î�7X]zô�40ø�]ì_#5;÷ùø�Ñ 76Ñ�5¾ôÑ`5�^!_A7�×)ø�Ñ9Í65B÷ùø�ÑóÎ_
õ6ô=ö¦ôä665;öx7�õ`ç17�4�÷L^!_`7Î�7kÍ ø�Ñ 40ø�] ÷LÎÁô5;÷ùø�Ñ
λ∗

7x46525Bö@x4W465¾ôeÐ!]�7 Ó¤� Ò�ôÑ`ä·ø¡÷\Ñ 4 Ö ]zô'4�÷\5F_Pô5B÷ùø�Ñó7x465�Î=÷ ¥�Ò�öZ76Ñ`5�71]¤ø¡öZ4!^!_"ß ø�ÑÍ ø�Ñ 4�÷LÎ1�öx7�]�7íõPô=ö¦ôJä665;öZ7íõ`ç17-4�÷L^!_A7rÎ�7rÎ�76Ñ 4�÷\58ÒrÎ_ äÒ÷\] ÷�76_+õ�ø¡öZ76_�ê
ρ Ó Ì�Ñ�7S¥�765 Ö ÎÁôÑ 4j]�7]�76ä�ä'7v¡ Ó/. Ö ]�7hÍ ø�ä/õ�ø¡ö65876ä'76Ñ`5"Î�7

∂tum
7x465·] ÷�Ò è Íx7yõPô�ö¦ôä665;öx7�765"]�7x4ÂõHö�ø õHö�÷�Ò65�Òx4hÒ65ùôeÐ!] ÷�7x4Í ø�Ñ9Í.7�ö.Ñ976Ñ`5�]zôW×)ø�Ñ9Í65;÷ùø�Ñ √

ρ(x)∂tum Ó á]ôØÎ�Ò�õ`76ÑPÎÁôÑ9Íx7'76Ñ
ρ(x)

^!_`7k]vß ø�Ñã7vê!õHö�÷\ä'7kÎÁôÑ 4Íx7WÍ�ô�4838] è ô+Ò658Ò1Ò6] ÷\äí÷\Ñ:Ò.7�76Ñm46_0õÁõ@ø-4�ôÑ`5�^!_`7
ρ(x) ≥ ρ̂ > 0 Ó:î _R4x4�÷ Ö ]�ßàÒ65F_ Î�7ÂõHöxÒxÍxÒ�Î�76Ñ`587�Ñ974`ß ô�õÁõP] ÷L^!_A78385�3�76]\]�7¶õPô�4yÎ=÷ÙöZ7.Í65876ä'76Ñ`5"ô_{Í�ô�4y^!_Pô�4�÷/3�465ùôJ5;÷L^!_`7'Í ø�ä�ä'7(ø�Ñ ôÒõP_Ø]�72×!ô=÷ÙöZ7íô 7xÍ]�7hä·ø!Î16]�7�5Sç`7�ö.ä·ø-Ò6]zô�465B÷L^!_`7 Ó

RL�e�\�I� JK$L�M&N�I #Ol[L"X^MbZ�1YG^Ma� ��MYc$

T � �!���6�����6¬��¦¥·�6¥���±T�������P�������6�
(u, p)

¥!�
(ũ, p̃)

�6� ¢6���=Õ6�¤¬!£Å¥3*;¹6��ÈJ,1�)Ö�¥��·�¤¥!��£X&�£(¥��
�����6�P���������6�����6�����¤�=�z¥��

(u0,u1, p0)
¥��Ê��¥��y£X&�£(¥�����¥��¦£Å¥!�Â�¦���6���!¥��

f
¥!�
h
� T �Å�6�=��¥

ν
¥!�
ψ
�¤�

�6�bUC���¦¥��6�!¥1¥!�����¦¥1��¥��Ë�������P�������6� « ν = u− ũ
¥��
ψ = p− p̃

�@©p¥ª�!���6¢6��¥
(ν, ψ)

Ö������zû�¥1�=�������
�¤¥��Ë¢6�¦��¢6�����!�����"�!�z½��P¥����¦���6� «




(ν, ψ) ∈ L∞(0, T ;V)× L2(0, T ;V ), ∂tν ∈ L2(0, T ;L2(Ω)),√
λ∗div∂tν ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), ∂2t ν ∈ L2(0, T ;V′

),
∂t(c0(x)ψ + αdivν) ∈ L2(0, T ;V ′

),¥��¶¢H���6�"¢P��¥��¦¼��6¥1���=�P�
t
����6�

]0, T [, ∀(v, q) ∈ V × V :

< ρ(x)∂2t ν,v >V
′
,V +

∫

Ω

λ∗(x)div∂tν divvdx

+

∫

Ω

(λ(x) + µ(x))divν divvdx+
∫

Ω

µ(x)∇ν⊗∇vdx

−α
∫

Ω

ψ divvdx+

∫

Γc
1

Aν · vdσ = 0,

< ∂t(c0(x)ψ + αdivν), q >V
′
,V +

∫

Ω

k(x)∇ψ · ∇qdx+B

∫

Γc
2

ψqdσ = 0,

(ν(0,x), ψ(0,x)) = (0, 0), ∂tν(0,x) = 0.

*;¹6���=Íe,
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©2��¢P��¥�£(�¤¬!��¥í��¼�������¤���Æ�!��£(¢6��¥!���=�����P�T��¢H�������¥!�6��îe;G¢C¥!��ÕH�����¤¼��6¥(�6�T�¦¥����=�6� �����P��¥�-���
¥���ÖG�����=×=¥
���¡���6�¦¥��¤��¥�£(¥��Á�Ý�6¥®¢6��¥!�6�6��¥
�¤�3�t���P�!�������

v = ∂tν
�!��£(£Å¥k�t���6�����¤�=��½¾��¥��¦�Ò�6�=�6�

�Ñ��¢6��¥!£(�¤¬��¦¥·�!¼G�6��������]�¿ÉÊ¥!¢H¥��6������í�¤�!���-�6���;�=�z���6� £Å�=�6¼��6¥·�6¥��¦��×��6�¤�=���z�����2���y�6���6�Ý¥!�¦�
�¤£(¢H�����¦�¤Õ6��¥¶�ÄÃ¨�P���¤������¥��y��¥������6¢P�¤¥��6¥��t�=�6�!���¤���P�³½¾��¥��¦���!�6����6�¦¥��¸�¶¼��]Ãº¥��¦�

(∂tν, ψ)
� T ��¥!����¥��6�

¢��=�p�!������6��¥!�8�ª�¤¥h�;�=�z��¼��6¥Ý��¥���îP���z±��6¥��!¥Ý�!���6¢6��¥�¢H¥!��£(¥!�¦�����=�z���]Ãº�����¤£(���6¥!�¶�¤¥!����¥��¦£Å¥!�/�6¥
�����6¢P�Ñ�=×=¥y�Jg��¤����¥��³Ö���¥��Á���Ñ�"�!���6�¦���=�Á��¥Â�6¥ÊÌÊ�¤��¦½¸|Þ���z���z�

α
¥��²�]Ãº��ÕP��¥��6���2�6�6¥Â�!×Á�=�¤�z���'�]Ãº���6¥!��×���¥

���Ñ�������¼��6¥y¢H���6�-¢6���=�PÖ�¥��2�ùÃº�6�6���������'�6¥y�¤�"�¦���¤�����¤�=�ª���=�6�2��¥y×�¥!�6��¥y�6¥y¢6�¦��Õ6��¬�£(¥=�-c����6�2¢���¤����¥��
��¥!�¦��¥/�6�Vz(���6�z�����G�=�·�����P���¤�P¬���¥�¢6�¤�P���=�Â�P¥����t���6���������6�³½ù��¥!�¦�Ê�P����¥!�Â�6¥/©2�� ;�Y�¥!�6��t¡�����u� ¹Áì��C¼��6�
�6���6�®¢H¥��¦£Å¥�����¥!���
�6¥ �!��£Å¢H¥!�6��¥!�
�!¥�£Å�=�6¼��6¥ �6¥ �¦��×��6�¤�=���z���~¥��
�]Ãº��ÕP��¥��6���®�P�6¥��!×Á�=�������
�]Ã¨�!�6¥��¦×��¤¥�¥�±�¢6�¤�=��� �Õ6�¤¥�
©-¥!���t�=�6�!���¤���P�³½¾��¥��¦�"¼��6¥ª�ùÃº���
�!���6�¦�¤�6¬!��¥ª�����Á�¶�6�!û6�6�¤¥!�¶�6¥ª�¤�p�;�������
���6�zÖ�=�Á��¥�Ac����6�

s
�6�=�6�

]0, T [
�
(ϕ1, ϕ2)

�¦�����¶�P���6�6�!¥��¶¢��=�Ë�¤¥��Ë��¥!�Ñ����¤�=�6� «

ϕ1(t,x) =




−
∫ s

t

ν(σ,x)dσ

0
, ϕ2(t,x) =




−
∫ s

t

(∫ τ

0

ψ(σ,x)dσ

)
dτ

�¦�
t ≤ s,

0
���

t ≥ s.

T �
¢H����¥
ϕ̃1(t,x) =

∫ t

0

ν(σ,x)dσ
¥!�
ϕ̃2(t,x) =

∫ t

0

(∫ τ

0

ψ(σ,x)dσ

)
dτ
�

©-¥!���t�=�6�!���¤���6�
ϕ1
¥!�
ϕ̃2
Ö��!���zû�¥��Á����¥��Ë¢6���=¢6�����!���!�"���6�zÖ�=�Á��¥!� «

ϕ1(t,x)=ϕ̃1(t,x)− ϕ̃1(s,x) ϕ1(0,x)=−ϕ̃1(s,x) ϕ1(s,x)=0

∂tϕ1(t,x)=ν(t,x) ∂tϕ1(0,x)=0 ∂tϕ1(s,x)=ν(s,x)
*;¹6�¨§�ìe,

¥!� «
ϕ2(t,x)=ϕ̃2(t,x)− ϕ̃2(s,x) ϕ2(0,x)=−ϕ̃2(s,x) ϕ2(s,x)=0

∂tϕ2(t,x)=

∫ t

0

ψ(σ,x)dσ ∂tϕ2(0,x)=0 ∂tϕ2(s,x)=

∫ s

0

ψ(σ,x)dσ

∂2t ϕ2(t,x)=ψ(t,x) ∂2t ϕ2(0,x)=0 ∂2t ϕ2(s,x)=ψ(s,x). *;¹6�¨§P��,T �
�����6�¦�¤�6¬!��¥1�=�¤�=���
(ϕ1, ϕ2)

����£(£(¥��!���6¢6��¥ª�6¥��t���6���������6�³½ù��¥!�¦�"���=�6�W*;¹P� �=ÍJ,��o �����
s ∈]0, T [ �`��¢6��¬!�¶�¤�Á����×=������¤����¢��=�Ë���=¢P¢H���¦�¶�=�
��¥�£(¢6�"�¦�6� [0, s] �����
��ÕP����¥��Á� «

∫ s

0

< ρ(x)∂2t ν, ϕ1 >V′,V dt+

∫ s

0

∫

Ω

λ∗(x)div∂tν divϕ1dxdt

+

∫ s

0

∫

Ω

(λ(x) + µ(x))divν divϕ1dxdt+
∫ s

0

∫

Ω

µ(x)∇ν⊗∇ϕ1dxdt

−α
∫ s

0

∫

Ω

ψ divϕ1dxdt+
∫ s

0

∫

Γc
1

Aν · ϕ1dσdt+
∫ s

0

∫

Ω

k(x)∇ψ · ∇ϕ2dxdt

+

∫ s

0

< ∂t(c0(x)ψ + αdivν), ϕ2 >V ′,V dt+B

∫ s

0

∫

Γc
2

ψ ϕ2dσdt = 0.

*;¹6�¨§Á�J,
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°��T�P�����¤��������1�6¥!�Ý��������×�����������6�ª¢��=�1¢��=�¦���¤¥!��¢��=�����=¢6¢H���³�Ý�=�Æ��¥�£(¢6�!�2�¤¥!�����=�6�6�����¤���P�1�¤�6�ß½
���Ñ��¤¥!�'Ö������zû���¥!�Ê¢��=�

ν
�
ψ
¥��Ê�¤¥!�Â¢P����¢6�¦�¤��������*;¹6�¨§�ìe,¿¥!��*t¹6�¨§P��,6�Á���Å�!� �Õ6�¤�z�y�¤�1�¦������¥��]Ãº��×��=�¤�z���!�

���6�zÖ�=�Á��¥�� «

•
∫ s

0

< ρ(x)∂2t ν, ϕ1 >V′,V dt = −
∫ s

0

< ρ(x)∂tν, ∂tϕ1 >V′,V dt

= −
∫ s

0

∫

Ω

ρ(x)∂tννdxdt

= −1
2

∫

Ω

ρ(x)|ν|2(s)dx ;

•
∫ s

0

∫

Ω

λ∗(x)div∂tνdivϕ1dxdt = −
∫ s

0

∫

Ω

λ∗(x)divνdiv∂tϕ1dxdt

= −
∫ s

0

∫

Ω

λ∗(x)|divν|2dxdt ;

•
∫ s

0

∫

Ω

(λ(x) + µ(x))divνdivϕ1dxdt =
∫ s

0

∫

Ω

(λ(x) + µ(x))div∂tϕ1divϕ1dxdt

= −1
2

∫

Ω

(λ(x) + µ(x))|divϕ̃1|2(s)dx ;

•
∫ s

0

∫

Ω

µ(x)∇ν⊗∇ϕ1dxdt =
∫ s

0

∫

Ω

µ(x)∇∂tϕ1 ⊗∇ϕ1dxdt

= −1
2

∫

Ω

µ(x)|∇ϕ̃1|2(s)dx ;

•
∫ s

0

∫

Γc
1

Aν · ϕ1dσdt =
∫ s

0

∫

Γc
1

A∂tϕ1 · ϕ1dσdt

= −1
2

∫

Γc
1

Aϕ̃1(s) · ϕ̃1(s)dσ ;

•
∫ s

0

< ∂t(c0(x)ψ + αdivν), ϕ2 >V ′,V dt− α

∫ s

0

∫

Ω

ψdivϕ1dxdt =

−
∫ s

0

∫

Ω

c0(x)ψ∂tϕ2dxdt− α

∫ s

0

∫

Ω

divν∂tϕ2dxdt− α

∫ s

0

∫

Ω

ψdivϕ1dxdt =

−
∫ s

0

∫

Ω

c0(x)∂
2
t ϕ2∂tϕ2dxdt− α

∫ s

0

∫

Ω

div∂tϕ1∂tϕ2dxdt− α

∫ s

0

∫

Ω

∂2t ϕ2divϕ1dxdt =

− 1

2

∫

Ω

c0(x)|∂tϕ2|2(s)dx+
1

2

∫

Ω

c0(x)|∂tϕ2|2(0)dx− α

∫

Ω

divϕ1(s)∂tϕ2(s)dx

+ α

∫

Ω

divϕ1(0)∂tϕ2(0)dx = −
1

2

∫

Ω

c0(x)|∂tϕ2|2(s)dx ;
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•
∫ s

0

∫

Ω

k(x)∇ψ · ∇ϕ2dxdt =
∫ s

0

∫

Ω

k(x)∇∂2t ϕ2 · ∇ϕ2dxdt

= −
∫ s

0

∫

Ω

k(x)|∇∂tϕ2|2dxdt ;

•B
∫ s

0

∫

Γc
2

ψϕ2dσdt = B

∫ s

0

∫

Γc
2

∂2t ϕ2ϕ2dσdt

= −B
∫ s

0

∫

Γc
2

|∂tϕ2|2dσdt.
°����¤���¦¥��!���=�Á�¶� î��=�!�6���6¥!�¶���!���6�z� ����"��ÕP��¥����6�¶���=�6�W*;¹P��§��J,6�6�=����ÕP���¤¥!���"�ùÃº�!×Á�=�¤�ß��� «





1

2

∫

Ω

ρ(x)|ν|2(s)dx+
∫ s

0

∫

Ω

λ∗(x)|divν|2dxdt

+
1

2

∫

Ω

(λ(x) + µ(x))|divϕ̃1|2(s)dx+
1

2

∫

Ω

µ(x)|∇ϕ̃1|2(s)dx

+
1

2

∫

Γc
1

Aϕ̃1(s) · ϕ̃1(s)dσ +
1

2

∫

Ω

c0(x)|∂tϕ2|2(s)dx

+

∫ s

0

∫

Ω

k(x)|∇∂tϕ2|2dxdt+B

∫ s

0

∫

Γc
2

|∂tϕ2|2dσdt = 0

*;¹6�¨§�§e,

¥!�¶¥!���P�����¤�����=��� �¤¥��;�=��� ¼��6¥1��¥��Ë¢��=���=£(¬!���¦¥��Ë¢6îe;��¦�¤¼��6¥!�
ρ
�
λ
�
µ
�
c0
¥!�
k
�¦�����"£Å���6���¦��� ¢��=�

�6�6¥ª�����6�³� �=�Á��¥1�³���¦�¤�!��¥�£(¥��Á�¶¢H�=��������Ö�¥���*;¹P��§�§J,Ê��¥�������6�v�t���¦£Å¥�¥����ùÃº�¤�6�!×Á�=���ß��� «




ρ̂

2
||ν(s)||2L2(Ω) +

∫ s

0

∫

Ω

λ∗(x)|divν|2dxdt+ λ̂+ µ̂

2
||divϕ̃1(s)||2L2(Ω)

+
µ̂

2
||∇ϕ̃1(s)||2L2(Ω) +

ĉ0

2
||∂tϕ2(s)||2L2(Ω) +

1

2

∫

Γc
1

Aϕ̃1(s) · ϕ̃1(s)dσ

+k̂

∫ s

0

∫

Ω

|∇∂tϕ2|2dxdt+B

∫ s

0

∫

Γc
2

|∂tϕ2|2dσdt ≤ 0

*;¹6�¨§=¹R,

¼G�P�-�P���6�"¢H¥���£(¥!�"�6¥ª�����P���¤�P��¥ª¼��6¥
ν(t,x) = ψ(t,x) = 0

¥��¶�]Ã¨�!�6���6�!¥��¶�¤¥ «

�� �Gn@m8|G{Tw~Ð�é�Ü�éÏ]ø�_R4¢]�7x4rç#7 õ�ø�5\ç¦x4/7x4

u0 ∈ V Ö p0 ∈ L2(Ω) Ö u1 ∈ L2(Ω) Ö f ∈ L2(0, T ;L2(Ω))
765

h ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) Ö ]�7ËõHö�øÐ!]�6ä'7yù�¡ Ó/?6ü ôeÎä'765�_�Ñ97�40ø�]ì_�5;÷ùø�Ñ
(u, p)

_#Ñ�÷L^!_`7 Ó
ÉÊ��£(£(¥"�¤�@�1������¢P�����!�¤�¦�/ú1�Ñ��û��·�6�Å¢��=���=×����¢6î6¥¶¹6�����z���6�=�6�Â�¤�ª��¥!£·���¼��6¥¶¹6�¨¹ ���BÃ¨�����6�6¥

¼G�P¥y�6�=�6�2�0Ö��=�6�-�6��Ö�¥��¤�=¢6¢H��¥y�����=��Ã¨�=¢6¢6���¤¼��6¥��=�ª£(�G�6¬���¥¿�6¥yÌÊ���=�p���=£Å¢P�¤¥!�p£X&�£(¥¿���=�6�-��¥'���=�
�Jg��¤¥ª¢�����=£(¬!����¥ª�6¥1���=�6�������¤���¡�������
�¦¥��!���6���=����¥1¢H¥��P���!Ö�¥!�����6¥����¤¥!£Å¥!������Ã¨�=�6���6��¥��!�@�Ã¨¥!�¦�³½êú¡½
�6�¤�¦¥Ê�=�����=�²�6��£Å�G�6¬!�¤¥���î6¥��¦£Å�G�!�Ñ�=�³����¼G�P¥=�¡°'�Ý¥�UC¥!�!���¥y��¥���£(¥Â�6¥Â�����P�������¤����������1��¥!�����P���=�¤�¦¥



P�I��RI�ã·Gl»uM�N)¼Z½LG)§)OJ@�Ý�C�¨FÝ/D�@ DFCS§ O�G Í�§

�6¥��¦���6¥�¢��=�-�6¥y���=�¤¥·�t���6���£Å¥!��� ��Á�6�=�6�2�6�=����¥'�����0Ö��¤� « �Ñ�2�t�=�6�!���¤��� λ∗ ¢H¥!�P����Ã¨�=�6���6�¤¥!�2�6�=�6���¥��³� �=���6¥������!×��¤�=�6���P¥
Ω
���=�6�y¼��6¥¶��¥!�Ñ���6¥¶¢H¥!�¦���P��ÕH¥¶�ùÃº�!���6�6¥"£Å���î6�!£·�¡����¼��6¥=� $ �=�6�y�!¥¶�)�=���

�¤¥�� î��=£(¢
∂tu

¥!�¦�¶£(�����6�Ê����×=�6�¤��¥��Ê¼��6¥ª���=�6�Ë�¤¥��)�=�
λ∗ > 0

*;�g
∂tu ∈ H(div,Ω) = {u ∈

(L2(Ω))n
��¥����"¼��6¥

divu ∈ L2(Ω)} ,p£Å�=���-�BÃ¨¥!�¦���¦� z(���=£(£(¥��Á�²¢H�=�6���0Ö��=�¤�-�P¥���¥��³����£·����¤�=�6�ô�õHö�÷ùø¡ö�÷C¥�±�¢6���������=Õ6��¥��Ë¢H���P�¶��¥��"���!���6�z� ����¶�ÄÃ¨¥�±P���¦��¥��6�!¥�¥����]Ãº�6�6���������ª�6��Ö�¥�����¢6¢H�!���ÄÉÊ¥1�]Ãº¥��¦�
¢��=�(�¤¥
���=�Å¢H�=�6�(�¤¥
£(�G�6¬!�¤¥
¼�������z½¾�¦�������¼G�P¥{*

ρ = 0
,Ò¼��6¥��BÃ¨�=�MÖ�+�!���6�6�¤¥!�(�6¥�£Å�=�6�¤¬!��¥

�¤�6�6�!¢H¥��6�6�=����¥1���=�P�¶�¤�Ò�¦¥��!���¤�����!�z½¾�6¥��¦�����6�!�

Qm¬�� �<È Ç ²k³��aÃ6Èª©X´�ÄhÂ�¶*«)Â�°�Ä�°�¶¬©X´uÈ

T �~�����P���¤�P¬���¥����=�6�/�!¥!�¦��¥���¥!�!���¤���~�¤¥1�)��
ρ(x) = 0

¥!�
λ∗(x) ≥ λ̂∗ > 0

�C©-�X�t���¦£Ò�P�Ñ�8½
���¤�=�$�����¦��¥��¦¢H���6�������¥��p�P���6�6�!¥í¢6�=�y*;¹6�¨§e,.�Ä������¥��¦ÖG��¥������¤�=����¼��6¥Ý��¥���¥�UC¥������6¥Ò�BÃ¨���6¥��³����¥������Á�
�6��×����¤×=¥)�=Õ6��¥!�/¥����6�!���¦�����¤¥!����¥�����¥����P���t���¦£·����¤�=�6���6� £(�¤���z¥��~¢H���¦¥���±$���¤�!¥����=�$¢6î6�!�6��£(¬��6¥
�6¥ª�����6�¦���¤��������¤�=�®¥����=��±
���Pû��z�����¡�����=�6� �6�m%��6���6¥=�T �Æ��Ãº�¤�Á�����¦¥��¦��¥��=��±+�������P�������6���;�=��Õ6�¤¥!�ª�6�T¢6���=Õ6�¤¬!£Å¥í�6�!û6�6�¤¥!���!��£(£Å¥í��¥!�¤��¥��ªÖ����¦��û@������Ñ��t����£Ý�6�¤������=��Ö�=�¦�Ñ�¡���¤�=�6�6¥!�¤�z¥����P��Ö�����¥ «



f ���=�PÖ�¥��¶��¥����=�6¢6�¤¥
(u, p) ∈ L∞(0, T ;V)× L2(0, T ;V )

��¥��p¼��6¥
div∂tu ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), ∂tp ∈ L2(0, T ;V ′

),Ö��!���zû@�=���"¢H���6�Ë¢6��¥!��¼��6¥1���=�P�
t
����6�

]0, T [, ∀(v, q) ∈ V × V :∫

Ω

λ∗(x)div∂tu divvdx+

∫

Ω

(λ(x) + µ(x))divu divvdx

+

∫

Ω

µ(x)∇u⊗∇vdx− α

∫

Ω

p divvdx+

∫

Γc
1

Au · vdσ =
∫

Ω

f · vdx,

< c0(x)∂tp, q >V
′
,V +α

∫

Ω

q div∂tudx+

∫

Ω

k(x)∇p · ∇qdx

+B

∫

Γc
2

pqdσ =

∫

Ω

hqdx,

(u(0,x), p(0,x)) = (u0(x), p0(x)).

*;¹6�¨§ÁÈJ,

T �$Ö¡�®£(���Á����¥!�/¼G�P¥í��¥��v;G�¦��¬�£(¥í¼����=�¦�z½¾�¦� �¡���¤¼��6¥�¥��³�ª�6� �!� �¡���¤��£(�z��¥��6� £Å�G�6¬!�¤¥��P¥íÌÊ���=�
����£(¢6��¥!�¿�6���í�6�!×����P������GÉ/Ã¨¥!�¦�y¢H���6�¦¼G�P���6�Ñ�/�6�!£Å���P�¦������������Ý�6¥Ë�ùÃº¥�±��¤�³��¥!�6��¥Ë�]Ãº�6�6¥"�¦���¤�����¤�=�
�6�Æ�n;��³��¬!£Å¥(¼����=���ß½��³� ����¤¼��6¥Ò¥��¦�1Õ��=���!¥(���6�ª�ùÃ¨�=���=�V;G��¥Ò�6¥(�¤�®�!����Ö�¥!��×�¥!�6��¥Å�]Ãº�6�6¥(�¦�6����¥í�6¥
�������P�������6� �6��£Å�G�6¬!�¤¥��6¥1ÌÊ�¤��"�!��£(¢6�¤¥��)�$ �=�6���¤�·�¦�6����¥�Ä�=� �¤�������G�6�P���/�BÃ¨¥!��¢����¥

H
�6��û��6�¿�!��£(£Å¥��!� �������¥Ý�¦���6�ê½�¥��¦¢��=�!¥í�6¥

V
�6¥!�

���¤�!£(¥������"�6¥
V
úí�6�zÖ�¥��¦×�¥��6�!¥1�G�P�¤�¤¥��

H = {v ∈ V
��¥!�¤�Ë¼��6¥

divv = 0}.



Í=¹ =?>A@!B9C�DFE.G~P�I�ä�D�O�N GhNPOy»mM�N ¼x½LG�½�CbK:¾6@�C�E.G�»uO½�DFCSNRCV»uGZK)Ý�CSM�K)K:GZ½
ÉÊ��£Å£(¥

H ⊂ V
�H�����P��¥��������P���������;�=��Õ6�¤¥ª�6�$¢6����ÕP�¤¬�£(¥1Ö��!���zû�¥u*;¹6�¨§ÁÈJ,"¢H�=�6�/��¥�� î6�=�z±�¢��=�ê½

���¤�!�6�¤��¥!���6¥k�t���6�!���¤���P�³½¾��¥��³�
(v, q) ∈ H × V

�¿©-�~¢6�¦¥�£(�¤¬!��¥·�!¼G�6�������� �6¥¢*;¹6�¨§ÁÈJ,ª�6¥�Ö���¥��Á�
�6���6� « ∀v ∈ H

�
∫

Ω

µ(x)∇u⊗∇vdx+

∫

Γc
1

Au · vdσ =
∫

Ω

f · vdx.

ÉÊ¥!����¥í��¥��¤����¤���~Ö¡�
�!Ã��)Ö�����¥!�1�������!��¥!���������¥í¢H�=�6����ÕP��¥��6�����BÃ¨¥�±��¤�¦��¥��6�!¥í�]Ãº�6�6¥í���=�¤�P���¤���]�Ä°'���¤¥
£Å�!������¥Å�6���P���]Ã¨�=¢6¢������0�����¥Å�¦���6�Ý�Ñ���t���¦£Å¥Å�ÄÃ¨�6�P¥®¢6�¦��¢6�¦�¤�!���·����6�Ý�Ñ�¼G�P¥��¤��¥(��� �����¤������¥(�Ñ�
�6�=� �¡���¤�=�

(·, ·)V
�¤�Á�����G�6�P����¥��=���6�!Õ6�P���P��¢6�=���=×=���=¢6îP¥ª¹6��� «� m8n@ð�m¡st�Ál0��Ð�é¤ý�é

Ô ø�_Gö õHöx7x4!^!_`7�5êø�_�5 t ÎÁôÑ 4 ]0, T ] Ö ]�71Î�Ò�õP]zô�Íx76ä'76Ñ`5
u
Î�ÒSÚ�Ñ�÷HõPô=öXù�¡ Ó�;p?6ü  Ò�ö�÷ Ú27WÛ

∀v ∈ H, (u(t),v)V =

∫

Ω

f(t) · vdx.

T �~¢H¥!�P���¦¥�£Å�=��¼��6¥!��¼G�P¥Ý�¦�
f
¥��³�����=�P�/�ùÃº���³��î6��×=�����=�]�6¥

H
���=�6�

L2(Ω)
�@�����P��¥��������P��������;�=�¤Õ6��¥��6�&¢6����ÕP�¤¬�£(¥�Ö��!����û6¥

(u(t),v)V = 0
� ∀v ∈ H

�yÉÊ¥��¤������×��6�zû�¥®�6���P��¼��]Ãº�¤�Ë�¦� zí�
�]Ã��)Ö������

divu(t) = 0
¢H���6��¼��6¥

u(t) = 0
¢H���6�"�����P�

t > 0
� d �)��6£Å�=�¤�6���@��¥�����¥�¢6���=¢6�����!���

�]Ã¨¥!�¦�·¢��=�(Ö��!����û6��¥~ú+�ùÃº�¤�6�³� �=�Á�
t = 0

�ÂÉ/Ã¨¥!�¦��¢H���P��¼��6���¶�=�hÖ�+�����6�¦�¤�6�!��¥!�Å�6¥��Å�6���6�6�!¥��
�¤�6�z���¤���¥!�ª¢H�=�6�1��¥��¦¼G�P¥��¤��¥��ª�¤¥í�P��¢6�¤�=��¥!£Å¥!���1�¤�6�z���¤���Ö������zû�¥(�¤�
£X&�£(¥í¢6�¦��¢6�¦�¤�����í¼��6¥Å��¥í�6��½
¢6�Ñ�=�!¥�£(¥��Á�¶ú

t > 0
�$ �=�6�"��¥ªÕ6�P�/���=�����6¢P¢H����¥1¼��6¥

f ∈ W (0, T ;L2(Ω),L2(Ω))
¥!�¶���
¢H����¥ «

K =

{
v ∈ V

��¥��¤�Ë¼��6¥ ∀w ∈ H, (v, w)V =

∫

Ω

f(0) ·wdx
}
.

©�Ãº¥��¦¢��=�!¥
K
¥!�¦���6���$ÖG�¤�6¥�]°'� ¥�UC¥!�/�Ä�!���6�¦�¤�6�!�����P�

ϕ
¼��6¥!�¤�!���6¼��6¥Ò���=�6�

H1(Ω)
��¥��¤��¥�¼G�P¥

ϕ = 0
�¦�6�

Γc
1

¥!�¶¢H���¦���6�
h = ∇ϕ ∈ L2(Ω)

�@ÉÊ��£(£Å¥
f(0) ∈ L2(Ω)

����¥�¢6�¦��Õ6�¤¬!£Å¥�£Å�ß±G��¥




−div(µ(x)∇v) = f(0) + h
���=�6�

Ω
v = 0

���6�
Γ1,

µ(x)∇v · n+ Av = 0
���6�

Γc
1,

�=�6£(¥!�/�6�6¥��6�6��¼��6¥��������P�������
v ∈ V

¢��=�/�=¢6¢P�¤�¤��������=���6�~��î6�����¦¬�£(¥��6¥Ý©-�¡±�½n���¤�¤×=���£#¥��
��¥!�¦��¥1�¦�����P�������
�=¢6¢���¦����¥��Á�¶ú

K
�T �
¢H¥��P���=�¤�=���Ë��� �Õ6�¤��� �¤¥ «
�� �Gn@m8|G{Tw~Ð�éÑÛ:éÏ]ø¡÷\5

(u0, p0)
ÎGø�Ñ`Ñ9ÒpÎÁôÑ 4

K × L2(Ω) Ó�î ]¤ø¡öZ4 Ö õ�ø�_GöW5�ø�_#5 f ∈ W (0, T ;L2(Ω),L2(Ω))
765

h ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) Ö ]�7ËõHö�øÐ!]�6ä'7yù�¡ Ó�;p?6ü ôk_#Ñ97�_#Ñ�÷L^!_`7�40ø�]ì_�5B÷ùø�Ñ Ó
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RL������� �������! #"%$'&("�[VoSa'$'"`�1Yc^MaT #�MYG$
o �����

ε > 0
�P� ¢��=���=£(¬!���¦¥(�6¥��³���¤�P��ú���¥!�6�6�¦¥ÅÖ�¥����1Y��!���~¥!�������z�

(ρε)ε>0
�P�6¥·���6�z��¥Å�6�=�6�

L∞(Ω)
��¥!�¤��¥�¼��6¥ ||ρε||L∞(Ω) ≤ ε

¥��¶¥��¦�
inf ρε > 0

�T �
��Ãº�¤�������¦¥����¦¥��=�������Ëúí�¤�Ò�¦�6����¥ª�6¥��t���¦£Ý�6�Ñ�¡���z���6�ÊÖ¡�=���¤��������6�6¥!����¥�� «




f �¦���PÖ�¥��¶�P���!���6¢6��¥
(uε, pε) ∈ L∞(0, T ;V)× L2(0, T ;V )

��¥!�p¼��6¥
∂tuε ∈ L2(0, T ;H(div,Ω)), ∂2t uε ∈ L2(0, T ;V′

), ∂tpε ∈ L2(0, T ;V ′

),Ö��!���zû@�=�Á�¶¢H���6�Ë¢6��¥!��¼��6¥1���=�P�
t
�6�=�6�

]0, T [, ∀(v, q) ∈ V × V :

< ρε∂
2
t uε,v >V

′
,V +

∫

Ω

λ∗(x)div∂tuε divvdx

+

∫

Ω

(λ(x) + µ(x))divuε divvdx+

∫

Ω

µ(x)∇uε ⊗∇vdx

−α
∫

Ω

pε divvdx+

∫

Γc
1

Auε · vdσ =
∫

Ω

f · vdx,

< c0(x)∂tpε, q >V
′
,V +α

∫

Ω

q div∂tuεdx+

∫

Ω

k(x)∇pε · ∇qdx

+B

∫

Γc
2

pεqdσ =

∫

Ω

hqdx,

(uε(0,x), pε(0,x)) = (u0(x), p0(x)), ∂tuε(0,x) = u1(x),

*;¹6�¨§�¯e,

�Jg
u1
¥��¦�"�P�6¥��t���6�!���¤�=�®�6¥

L2(Ω)
� î6�������¤¥��=�¦Õ6�������=���¦¥�£(¥��Á�)� $ Ã¨�=¢6��¬!�"��¥�� ���!���6�z� ���� ��� �=Õ6���¤�

�=��¢��=���=×����=¢6î6¥�¹6���#�6�������=���Ë¼G�P¥�@¢H���P�Ë�������
ε > 0

�����]¥�±P���¦��¥1�6���6�6��¼��6¥ª�����P¢6�¤¥��������P�������
(uε, pε)ε>0

�6�(¢6����ÕP�¤¬�£(¥h*t¹6��§=¯e,��J�¶û��Å�6¥"¢6�¦���PÖ�¥���¼G�P¥��¤���¦�6����¥
(uε, pε)

�!����Ö=¥���×=¥¶Ö�¥!���y�6�
�����6¢P�¤¥

(u, p)
�������P���������6�~¢6����ÕP�¤¬!£Å¥'*t¹6�¨§ÁÈJ,6�����~���P�����Ñ�í�6��£Å�=��� î6¥��6�~¢��=���=×����=¢6î6¥1¹6� �G���

¥����!� �Õ6�¤����������"��¥��Ë¥��¦���¤£Å����¤�=�6�ªô1õHö�÷ùø¡ö�÷C�¦�����P£Å�!¥��¶���=�6�"�¤¥��¤¥�£(£(¥����P��Ö�=�Á�)�
ð wG{ {Tw�Ð�ébõ�éÏ]ø¡÷\5

(uε, pε)ε>0
]zôy46_G÷\5�71Î�7x4�40ø�]ì_#5;÷ùø�Ñ 4WÎ�7kù�¡ Ó�;#þxüÓ�Ô ø�_�ö�5�ø�_�5 ε > 0 Ú�ê#Ò Ö ø�Ñ+ô+Û

• (ρε∂
2
t uε)ε>0

Ð�ø¡ö.Ñ9Òx7WÎÁôÑ 4
L2(0, T ;V′) ;

• (
√
ρε∂tuε)ε>0

Ð�ø¡ö.Ñ9Òx7WÎÁôÑ 4
L∞(0, T ;L2(Ω)) ;

• (div∂tuε)ε>0
Ð�ø¡ö.Ñ9Òx7WÎÁôÑ 4

L2(0, T ;L2(Ω)) ;
• (uε)ε>0

Ð�ø¡ö.Ñ9Òx7WÎÁôÑ 4
L∞(0, T ;V) ;

• (pε)ε>0
Ð�ø¡ö.Ñ9Òx7WÎÁôÑ 4

L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;V ) ;
• (∂tpε)ε>0

Ð�ø¡ö.Ñ9Òx7WÎÁôÑ 4
L2(0, T ;V ′).

ï Ò6ä·ø�Ñ 465Bö¦ô5;÷ùø�Ñ ÓÉÊ��£Å£(¥����=�6����¥��)����P��� �¤���6���=����¥1£Å�=�6�G�6�¤£(¥!�6�������6�P¥��F�@�¤¥!���¦���¤�����¤�=�6���6¥Ý�����Á��¢��=���=���¦¥!Y



Í�¯ =?>A@!B9C�DFE.G~P�I�ä�D�O�N GhNPOy»mM�N ¼x½LG�½�CbK:¾6@�C�E.G�»uO½�DFCSNRCV»uGZK)Ý�CSM�K)K:GZ½
����×=�6�¤��¬���¥!�Ý¢H���6�í�=�������¦�¤��¥!�Ý�¤¥�� î6���ß± �P¥

(v, q) = (∂tuε, pε)
�!��£(£Å¥k�t���6�����¤�=��½¾��¥��¦�Ò�6�=�6�*;¹6�¨§�¯e,¶¢H���6����ÕP��¥!�6�¤�/�6�6¥Ò¢6��¥!£Å��¬��¦¥Ý¥��³����£·����¤�=�]�C©p¥Ò£·��6¼��6¥Ò�6¥Ò�¦��×��P�Ñ�=�¦������¢6���0ÖG�¤¥!�����6�

��¥��¦£Å¥
∂tuε

��¥!�Â¢H���6�y���=�����=�6���6¥!�Â�!¥!�¦��¥��6�bz(�!�6������Á���·�=¢6¢P���G� î6¥���¥"��¥��¦£Å¥"¢��=�y��¥¶¼��6����¤¥!���
�6�bUC���¦¥��Á���¤¥!�

v = 1
τ
(uε(t + τ) − uε(t))

¢H���6�(�����P�
τ > 0

� ÉÊ¥~��¥���£(¥~�T�Ñ�+���!×��6�¤�=���z���
��� z(�������¥�¢H���6��&!����¥
�����P���¤�P�����
���=£Å£(¥+�t�=�6�!���¤����½ù��¥!�¦�í�6�=�6�j*;¹6�¨§�¯e,�¥!�(�6�=�6�í¢H¥���£(¥!�¦����¥
�6¥������=�z��¥��¶úÅ�¤�y�t���¤�"�¤¥ª��¥��¦£Å¥1�]Ãº�!Ö������P���������]Ãº�����P��¥��P¥���±~�P¥��Ñ�í¢6��¥!£Å��¬��¦¥��!¼�����������~¥�����¥��
��¥��¦£Å¥!�Ý�6¥������P¢6�Ñ�=×=¥=� T � ¥�UC¥������6¥
�=���������6�6¥®��������×�����������T�¦�6�

[0, t]
¥!�Ò�6�P¥®�¤�Á���!×�������¤�=�

¢��=�ª¢��=�¦���¤¥!�1����6���¤�
¢P��¥�£(�¤¬!��¥í�!¼G�6��������]�-°����;�=�����=�Á�1�6¥!���)��¤���P�¤�1�=����¤��×=�6¥��1ú
��¥��G±Æ�6�
¢��=���×����=¢Pî6¥�����§�� �1�6��� î��=¢6�z���¦¥��1¥!� ¥!�+�;��¤������y��¥!�6�6��¥

τ
Ö�¥����2Y!���¦�)�����·��ÕP����¥��Á�Ê�ùÃº��×Á��¤�z��� «

∀s ∈]0, T [ �
1

2

[∫

Ω

ρε|∂tuε|2(s)dx+
∫

Ω

(λ(x) + µ(x))|divuε|2(s)dx

+

∫

Ω

µ(x)|∇uε|2(s)dx+
∫

Ω

c0(x)|pε|2(s)dx+
∫

Γc
1

Auε(s) · uε(s)dσ

]

+

∫ s

0

∫

Ω

λ∗(x)|div∂tuε|2dxdt+
∫ s

0

∫

Ω

k(x)|∇pε|2dxdt

+B

∫ s

0

∫

Γc
2

|pε|2dσdt =
∫ s

0

∫

Ω

f · ∂tuεdxdt

+

∫ s

0

∫

Ω

hpεdxdt+
1

2

∫

Ω

ρε|u1|2dx+
1

2

∫

Ω

(λ(x) + µ(x))|divu0|2dx

+
1

2

∫

Ω

µ(x)|∇u0|2dx+
1

2

∫

Ω

c0(x)|p0|2dx+
1

2

∫

Γc
1

Au0 · u0dσ.

*;¹6�¨§Á´J,

$ ¥/¢6���6�!�G�!��£(£Å¥
f ∈ W (0, T ;L2(Ω),L2(Ω))

�����·¢H¥��P�Ê���!���¤�¦¥/ú��ùÃ¨�=���6¥"�]Ãº�6�6¥/�¤�Á���!×�������¤�=�
¢��=�Ë¢��=�¦���¤¥!�"¼��6¥ «
∫ s

0

∫

Ω

f · ∂tuεdxdt = −
∫ s

0

∫

Ω

∂tf · uεdxdt+

∫

Ω

f(s) · uε(s)dx−
∫

Ω

f(0) · u0dx.
T ���6¥����P�����¤�����=���Ë�BÃ¨���6�!×Á�=���ß�����P¥�É ��6��îe;Á½ o � îR� ���Y�@����� «

∫ s

0

∫

Ω

f · ∂tuεdxdt ≤
∫ s

0

(
||∂tf ||L2(Ω)||uε||L2(Ω)

)
dt

+ ||f(s)||L2(Ω)||uε(s)||L2(Ω) + ||f(0)||L2(Ω)||u0||L2(Ω).

*;¹6�¨§�Çe,

©�Ãº�¤�P��×Á��¤�z���y*;¹6�¨§�ÇJ,Ê�6¥!ÖG��¥����!��¥����P�����¤�����=��� �]Ã��ÕH�������BÃ¨���6��×��=���z�����6¥hc������6�)���� «
∫ s

0

∫

Ω

f · ∂tuεdxdt ≤ C

∫ s

0

(
||∂tf ||L2(Ω)||∇uε||L2(Ω)

)
dt+ C||f(s)||L2(Ω)||∇uε(s)||L2(Ω)

+ ||f(0)||L2(Ω)||u0||L2(Ω)
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¢6�6�¤�Ë��¥!�¤��¥��6¥)9y���6�P× «
∫ s

0

∫

Ω

f · ∂tuεdxdt ≤
C2

µ̂

∫ s

0

∫

Ω

|∂tf |2dxdt+
µ̂

4

∫ s

0

∫

Ω

|∇uε|2dxdt

+
C2

µ̂

∫

Ω

|f(s)|2dx+ µ̂

4

∫

Ω

|∇uε(s)|2dx

+ ||f(0)||L2(Ω)||u0||L2(Ω).

*;¹6�¨§�Íe,

�~�=�¤���6¢6�6����¼��6¥
µ(x) > µ̂

�6�����Ýû����=��¥�£(¥��Á� «
∫ s

0

∫

Ω

f · ∂tuεdxdt ≤
C2

µ̂

∫ s

0

∫

Ω

|∂tf |2dxdt+
1

4

∫ s

0

∫

Ω

µ(x)|∇uε|2dxdt

+
C2

µ̂

∫

Ω

|f(s)|2dx+ 1

4

∫

Ω

µ(x)|∇uε(s)|2dx

+ ||f(0)||L2(Ω)||u0||L2(Ω).

*;¹6�º¹Áìe,

T �
£Å���Á���¦¥�¢��=�Ë�6�����=�������6�P¥�£(¥��Á�¶�=���=����×��6¥�¼��6¥ «
∫ s

0

∫

Ω

hpεdxdt ≤
1

2ĉ0

∫ s

0

∫

Ω

|h|2dxdt+ 1

2

∫ s

0

∫

Ω

c0(x)|pε|2dxdt.
*t¹6�¨¹P��,

°���û����Ë¥��F�P�����¤�����=�����¤¥!�
îe;G¢C���î6¬!��¥!�~�¦�6�
u0

�
u1

¥��
p0
¥����¤¥r�;����®¼��6¥+��¥��®¢��=���=£(¬!���¦¥��

¢6îR;G����¼��6¥��Ë������¥��Á� ���=�6�
L∞(Ω)

�����®�=ÕP����¥����Ê¼��]Ã¨���C¥�±����¦��¥��P�6¥������P�¦� �����¥
κ > 0

��¥��¤��¥�¼��6¥ «
1

2

∫

Ω

ρε|u1|2dx+
1

2

∫

Ω

(λ(x) + µ(x))|divu0|2dx+
1

2

∫

Ω

µ(x)|∇u0|2dx

+
1

2

∫

Ω

c0(x)|p0|2dx+
1

2

∫

Γc
1

Au0 · u0dσ ≤ κ.

*;¹6�º¹��J,

°��
��¥!���=�Á�¶����£(¢P��¥��6¥k*;¹P�¨¹ÁìJ,6��*t¹6�º¹6��,6��*;¹6�º¹��J,.�6�BÃ¨�!×Á�=�¤�ß����*;¹6�¨§Á´J,Ê¥!��������0¤�6¥��ùÃº�¤�6�!×Á�=���ß��� «
1

2

[∫

Ω

ρε|∂tuε|2(s)dx+
∫

Ω

(λ(x) + µ(x))|divuε|2(s)dx

+
1

2

∫

Ω

µ(x)|∇uε|2(s)dx+
∫

Ω

c0(x)|pε|2(s)dx+
∫

Γc
1

Auε(s) · uε(s)dσ

]

+

∫ s

0

∫

Ω

λ∗(x)|div∂tuε|2dxdt+
∫ s

0

∫

Ω

k(x)|∇pε|2dxdt

+B

∫ s

0

∫

Γc
2

|pε|2dσdt ≤ κ+
1

4

∫ s

0

∫

Ω

µ(x)|∇uε|2dxdt

+
1

2

∫ s

0

∫

Ω

c0(x)|pε|2dxdt.

*;¹6�º¹Á§e,
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°��Ý�=¢6¢6���¤¼����=�Á�2û6���=�¤¥!£Å¥!������¥Â��¥�£(£Å¥'�6¥a�������e� �=����úp*;¹6�º¹Á§e,.�8����¢H¥!�P�'��z(��£(¥!��¼��]Ãº�¤��¥�±��¤�³��¥
�6�6¥¶�!���6�¦���=����¥¶¢H�����z����Ö�¥

κ
�6��¢H¥!�6���=�Á�Ê�6�6��¼��6¥�£(¥��Á�Â�P¥��y�6���6�P��¥��y�6�Å¢6�¦��Õ6��¬�£(¥ ��¥����¤¥Ë¼��6¥ «

1

2

[∫

Ω

ρε|∂tuε|2(s)dx+
∫

Ω

(λ(x) + µ(x))|divuε|2(s)dx+
1

2

∫

Ω

µ(x)|∇uε|2(s)dx

+

∫

Γc
1

Auε(s) · uε(s)dσ +

∫

Ω

c0(x)|pε|2(s)dx
]
+

∫ s

0

∫

Ω

λ∗(x)|div∂tuε|2dxdt

+

∫ s

0

∫

Ω

k(x)|∇pε|2dxdt+B

∫ s

0

∫

Γc
2

|pε|2dσdt ≤ κ,

¥!�(�¤¥!�í¢��=���=£Å¬����¦¥��í¢6îe;G���¤¼��6¥!�Å�!� ����(ÕH�����P���(�¤�#�t������¥��P��¥�£(¥��Á�/�¿�=�h�=ÕH���P�����Òû6���=�¤¥!£Å¥!���(ú
�ùÃº¥��¦���¤£Å����z����ô1õHö�÷ùø¡ö�÷ «




1

2

[∫

Ω

ρε|∂tuε|2(s)dx+ (λ̂+ µ̂)

∫

Ω

|divuε|2(s)dx+
µ̂

2

∫

Ω

|∇uε|2(s)dx

+

∫

Γc
1

Auε(s) · uε(s)dσ + ĉ0

∫

Ω

|pε|2(s)dx
]
+ λ̂∗

∫ s

0

∫

Ω

|div∂tuε|2dxdt

+k̂

∫ s

0

∫

Ω

|∇pε|2dxdt+B

∫ s

0

∫

Γc
2

|pε|2dσdt ≤ κ.

*;¹6�º¹�¹R,

°��Ý�!���6�����6�����=���a*;¹6�º¹�¹R,.�¡����Ö����z�²¼��]Ã¨���G�6¥Ê��¥!�¦��¥Ê¢6�¤�P�²¼��]Ã¨ú�¢P�����PÖ�¥!�²¼G�P¥
ρε∂

2
t uε

¥��
∂tpε

�����Á�
��¥��¦¢H¥�������Ö�¥!£Å¥!���'ÕH���¦�6��¥!�¿���=�6�

L2(0, T ;V′)
¥��
L2(0, T ;V ′)

�=ÉÊ¥��¿¢6�¦��¢6�¦�¤�!�����²�!Ã¨��Õ����¤¥!�6�6¥!���
���=�6�¶�P�bz(���P������¥���¥�±�¢6����£·����

ρε∂
2
t uε

¥!�
∂tpε

úí¢��=�³���¤� �6¥!���!¼�����������6�ËÖ����Ñ�¡���¤�=�6�6¥!�¤�z¥�� �6¥*;¹6�¨§�¯e,Â¥!�¶¥��
��¥!���=�Á�¶����£(¢P��¥��6¥k*;¹P�¨¹�¹e,��
¥

©p¥��1¢6����¢P���¤�����!�1�6�Æ�¤¥�£(£(¥Ò¹6�¨Ç��¦���������#zÅ���=����¥���¢H���P�1�!���6�6�¤¥!�1�Ñ�®���=��Ö�¥��¦×�¥��P��¥·�6¥(�Ñ�
���6�z��¥

(uε, pε)ε>0
�¤�=����¼��6¥

ε
��¥!�6�ÒÖ�¥����

0
��°'�í¥6UÄ¥��/���=�í¢H¥!�P�y��z(��£(¥��²¼��]Ã¨���P¥�±����¦��¥ �6�6¥Ë���P����¥

¥�±G�����=����¥ª�6¥
(uε, pε)ε>0

�6�=����¥ª��×Á��¤¥�£(¥��Á�
(uε, pε)ε>0

��¥!�¤��¥�¼��6¥ «

uε → u
�6�=�6�

L∞(0, T ;V)
�;�=��Õ6�¤¥ ∗ ;

div∂tuε → div∂tu
�6�=�6�

L2(0, T ;L2(Ω))
�;�=��Õ6�¤¥

;
ρε∂

2
t uε → 0

�6�=�6�
L2(0, T ;V′)

�;�=��Õ6�¤¥
;

pε → p
�6�=�6�

L∞(0, T ;L2(Ω))
�;�=�¤ÕP�¤¥WÉ�¥!�

L2(0, T ;V )
�;�=��Õ6�¤¥

;
∂tpε → ∂tp

�6�=�6�
L2(0, T ;V ′)

�;�=��Õ6�¤¥�
*;¹6�º¹�ÈJ,

°��®¢�������=�Á�¶ú��¤�����¤£(�ß��¥¶���=�6��*;¹P��§=¯e,y�������¦¼G�P¥
ε
��¥!�6��Ö�¥����2Y����¦�)�P������ÕP����¥��Á� ¼��6¥���¥/�����P¢6�¤¥

(u, p)
¥!�¦���6�P¥Å���=�¤�P���¤�����6�Æ�n;��³��¬!£Å¥(Ö�=�¦�Ñ����¤�=�6�6¥!�'�¦�6��Ö¡�=��� « ¢H���6�1¢P��¥��¦¼��6¥Å������� t ���=�P�
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]0, T [
� ∀(v, q) ∈ V × V

�




∫

Ω

λ∗(x)div∂tu divvdx+

∫

Ω

(λ(x) + µ(x))divu divvdx

+

∫

Ω

µ(x)∇u⊗∇vdx− α

∫

Ω

p divvdx+

∫

Γc
1

Au · vdσ =
∫

Ω

f · vdx,

< c0(x)∂tp, q >V ′,V +α

∫

Ω

q div∂tudx+

∫

Ω

k(x)∇p · ∇qdx

+B

∫

Γc
2

pqdσ =

∫

Ω

hqdx.

*;¹6�º¹Á¯e,

�¶¥!�¦��¥1��¤���¦�!�P¢H���P�"�=��îP¥!Ö�¥!�¶�Ñ�Ý¢6�¦¥��PÖ�¥ª�6¥ª�BÃ¨¥�±��¤�¦��¥��6�!¥ª�]Ãº�6�6¥ª�������P���������6¥k*t¹6��§�ÈJ,ÊúÝÖ����¦��û�¥!�
¼G�P¥1�¤¥��!���6¢6��¥

(u, p)
������¤�v�;����Ë��¥��Ë�����P�6�����¤���P�"ú

t = 0
�

ÉÊ��£Å£(¥
(pε)ε>0

¥!�¦�-ÕH�����6�!¥�����6�
W (0, T ;V, V ′)

¥��
W (0, T ;V, V ′) ⊂> C

0([0, T ], L2(Ω))
�

���~�(¢H���6�"�����P�
t
���=�6�

[0, T ]
�
pε(t, ·)→ p(t, ·) �6�=�6� L2(Ω) �;��¤Õ6��¥��¤���¦��¼��6¥ ε→ 0

�CÉÊ¥!���
¥��¦�/¥��~¢��=�³�������6����¥��ËÖG���=�2¢H���6�

t = 0
¥!�/�!��£(£Å¥

pε(0, ·) = p0(·)
¢6�=���P�!û��6�z�������������$�(¼��6¥

p(0, .) = p0(.)
�$ ¥ £X&�£(¥�¡¢P�6�¤�¦¼G�P¥ �Ñ�¶���6�z��¥

(divuε)ε>0
¥!�¦�¿ÕC�=���6�!¥ ���=�P�¿�BÃ¨¥!��¢��=�!¥

W (0, T ;L2(Ω), L2(Ω))¥!�®¼��6¥
W (0, T ;L2(Ω), L2(Ω)) ⊂> C0([0, T ];L2(Ω))

�Ê�=�?��Õ����¤¥!���·¥��?¢���¦�������6����¥��(¼��6¥
(divuε)(0, ·)→ (divu)(0, ·) ���=�6� L2(Ω) �;��¤Õ6��¥=� T �!�G����£(£(¥ (divuε)(0, ·) = divu0(·)

���¤�
Ö���¥��Á�¶¼��6¥

(divu)(0, ·) = divu0
�6�=�6�

Ω
��~�=�¤��������£(£Å¥

u ∈ L∞(0, T ;V) ���¤�C¥�±��¤�¦��¥��6�P¥����P����¥ (tn)n∈N
¥!�

u∗ ∈ V
��¥���� ¼��6¥

tn → 0¥!�
u(tn, .) → u∗

�6�=�6�
V

�;��¤Õ6��¥í¥!���6�=�6�
L2(Ω)

�t���³�)� $ Ã¨�=¢6�¦¬����¤��¢6�¦��¢6�¦�¤�!���Å¹P��¯#�-�����P��¥
�������P�������®�6¥k*;¹6�º¹Á¯e,yÖ����¦��û�¥ « ∀v ∈ H

� ∀n ∈ N �
∫

Ω

µ(x)∇u(tn)⊗∇vdx+

∫

Γc
1

Au(tn) · vdσ =
∫

Ω

f(tn) · vdx.
*t¹6�º¹�´J,

$ ¥1¢6���6�!�6���=£Å£(¥
u0 ∈ K

�6�����í�=�6���¦� « ∀v ∈ H
�

∫

Ω

µ(x)∇u0 ⊗∇vdx+

∫

Γc
1

Au0 · vdσ =
∫

Ω

f(0) · vdx.
°������=�6�¦�����-;Á����¶��¥!�¦��¥1�¦¥��¤��������
ú�*;¹6�º¹�´J,.�6���
��ÕP����¥��Á�"¼��6¥ « ∀v ∈ H

� ∀n ∈ N �
∫

Ω

µ(x)∇(u(tn)−u0)⊗∇vdx+

∫

Γc
1

A(u(tn)−u0)·vdσ =
∫

Ω

(f(tn)−f(0))·vdx. *;¹6�º¹ÁÇe,
o �púÒ¢6�¦����¥!���¶���u�;�=�z� ��¥��6�6�¦¥

n
Ö�¥��¦�¶�BÃ¨���Pû��6�C���=�P�W*;¹P�¨¹ÁÇJ,6�P���
��Õ����¤¥!���Ë¢���Ë�����Á�����G�6�z�����P¥

f�6¥
[0, T ]

���=�P�
L2(Ω) «
∫

Ω

µ(x)∇(u∗ − u0)⊗∇vdx+

∫

Γc
1

A(u∗ − u0) · vdσ = 0,
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�����z�

∀v ∈ H, (u∗ − u0,v)V = 0
*;¹6�º¹ÁÍJ,

��¥ª¼G�P�-�¦�¤×��6�zû�¥�¼G�P¥
u∗ − u0

¥��¦�¶���=�6�"�BÃ¨���³��î6�=×������=�C�6¥
H
���=�6�

V
�

ÉÊ��£Å£(¥
u(tn, ·) → u∗

���=�6�
V

�;�=��Õ6�¤¥��-��� �
divu(tn, ·) → divu∗

�6�=�6�
L2(Ω)

�;�=�¤ÕP�¤¥=�T ���C¢���/�����Á�����G�6�z�����P¥
divu

�6¥
[0, T ]

�6�=�6�
L2(Ω)

�C�=���
divu(tn, ·) → divu(0, ·) �6�=�6�

L2(Ω)
�t�=�¦�)�p����ÖG�¤¥!�����6���6�

divu∗ = divu0
¥!�

u∗ − u0
¥��³�Ò��¤�6�¦��������£(¥��Á���6¥

H
��¥Å¼��6�

�¤£(¢6����¼��6¥
u∗ = u0

�!��£(¢P��¥Å��¥���� �6¥¢*t¹6�º¹ÁÍe,ª¼��6�Ê¥!�¦�Ò�6���P�·Ö��!����û6��¥�¢H���P�
v = u∗ − u0

��/�¤�P�����
lim
t→0+

u(t, .)
¥�±��¤�³��¥�¥!�

u0 = lim
t→0+

u(t, .)
����6�

L2(Ω)
� T � �Å�6���6��Õ6��¥��

u(0) = u0��¥ª¼G�P�-£(¥!�Ëû���úÒ�Ñ�Ý�6��£(���6�³�����¡���¤�=�
�6¥ª�BÃ¨¥�±P���¦��¥��6�!¥1�]Ãº�6�6¥ª�������P�������®�6¥k*;¹6�¨§ÁÈJ,��
: 76ä(ô=öv^!_`7�¹6�¨Í ÓÏ@÷Åø�Ñ�Ñ97346_8õÁõ�ø-4-7·õPô�4�^!_A7

u0 ∈ K Ö ø�Ñ øÐ!5;÷\Ñ`5p4-76_#]�76ä'76Ñ`5X^!_A7
divu∗(0) = divu0 Ó5 765F587yÍ ø�ÑPÎ=÷\5;÷ùø�ÑrÑ97�46_*£ã5-õP]ì_e4"õ�ø�_GöpÍ�ø�Ñ9Í6]ì_GöZ71^!_`7

u(0) = u0 Ó ÌqÑ346_0õÁõ�ø-4�ôÑ`5q^!_A7
Ω

7x465Ð�ø¡ö6Ñ9ÒyÍ ø�Ñ`Ñ97vê#7y765�4�÷
Γ
Ñ9ß ô�^!_"ß _#Ñ97h4-76_#]�7XÍ ø�ä/õ�ø-4�ôÑ`587yÍ ø�Ñ`Ñ97vê#7 Ö ø�Ñ øÐ!5;÷�76Ñ`5�^!_`7 u(0) =

u0 + rotϕ0
ô 7xÍ

ϕ0
^!_`76]�Í ø�ÑP^!_`7WÎÁôÑ 4

H1(Ω) g;!;�®�Ó
RL�����I� JK$L�M&N�I #Ol[L"X^MbZ�1YG^Ma� ��MYc$

T � ���=�6�����6¬��¦¥Ò�6¥!��±$�������P�������6�
(u, p)

¥��
(ũ, p̃)

�6� ¢6���=Õ6�¤¬!£Å¥+*;¹6�¨§ÁÈJ,¶�0Ö�¥!�Ò�¤¥!��£X&�£(¥��
�����6�P���������6�"���6�����¤�=�z¥��

(u0, p0)
¥!���¤¥!��£X&!£Å¥!�¶��¥��¦£Å¥!�����=�6���!¥��

f
¥!�
h
� o �-�����6���¦�¤×=�6¥�¢��=�

ν¥!�
ψ
�¤¥!���P�bUC���¦¥��6�!¥���¥!������¥Ý�¤¥!�/�������P�������6���!��£Å£(¥��=�$¢��=���=×����=¢6î6¥�¹P� �����#�H�¤¥������6¢P�¤¥

(ν, ψ)¢H�����¦¬��6¥���¥��Ë¢6���=¢6�����!���!�"���P��Ö�=�Á��¥!� «




(ν, ψ) ∈ L∞(0, T ;V)× L2(0, T ;V ),

div∂tν ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), ∂tψ ∈ L2(0, T ;V ′),¥��¶¢H���6�Ë¢6��¥!��¼��6¥1�����P�
t
�6�=�6�

]0, T [, ∀(v, q) ∈ V × V :∫

Ω

λ∗(x)div∂tν divvdx+
∫

Ω

(λ(x) + µ(x))divν divvdx

+

∫

Ω

µ(x)∇ν⊗∇vdx− α

∫

Ω

ψ divvdx+

∫

Γc
1

Aν · vdσ = 0,

< c0(x)∂tψ, q >V ′,V +α

∫

Ω

q div∂tνdx+
∫

Ω

k(x)∇ψ · ∇qdx

+B

∫

Γc
2

ψqdσ = 0,

(ν(0,x), ψ(0,x)) = (0, 0).

*;¹6��È=ìe,

c����6�Ë�6�!£(��������¥�� ¼��6¥
(ν, ψ)

¥!�¦�¶�¤���������P���������G�6���¤¥����6¥���±®��îP���z±��P¥ª�!���6¢6��¥��Ë�6¥��t���P�!�������6�ê½
��¥��³����¥!£ÒÕP�¤¥��Á�'�¤�Á�����¦¥��¦���=�Á��� « (ν, ψ) ��� (∂tν, ψ) �ÁÉÊ¥�¢H¥!�6���=�Á�/�Á�¤¥Ê� î6���z±��6�í¢6�¦¥�£(�¤¥��²�!���6¢6��¥



P�I��RI�ã·Gl»uM�N)¼Z½LG)§)OJ@�Ý�C�¨FÝ/D�@ DFCS§ O�G �0ì��

�6¥"�6���6��¢H¥��¦£Å¥��y¢��=���ÄÃ¨�!�¤�¤£(���P¥��¿��¥��¿��¥��¦£Å¥!���6¥"�����P¢6�Ñ�=×=¥��'���=�6�6���'¼G�P¥¶�¤¥Ë�¦¥��!���6�Å�]Ã¨¥!�¦�Â¢6�=�
Õ6�¤¥!���=���=¢����Ý¢��=��£Å�=�6¼��6¥Ý�6¥Ò�¦��×��P�Ñ�=�¦�������!��£(£Å¥Ý���¢6�=���=×=���=¢6îP¥Ý¹6����� �G�:���=�¤�¤úÅ¢H���6�¦¼G�P���
�6���6�Å�=�¤�����6�Ò�!���6�¦�����6����¥��6�h�����P¢6�¤¥

(ν, ϕ)
���#zÅ���=£(£Å¥!���Å���!×��6���¤¥!�í¥��·�6�=�6�Å¢H¥!��£(¥!�����=���

�]Ã¨�!�¤��£Å�z�6¥����¤¥!�Â��¥��¦£Å¥!�Ê�6¥/�!���6¢6�¤�=×�¥� $ �=�P� �!¥�ÕP�P�/�
ϕ
¥!�¦� �6��û��6�¤¥�¢H���6�

s
���=�P�

]0, T [
¢6�=� «

ϕ(t,x) =





∫ s

t

ψ(σ,x)dσ
�¦�

t ≤ s,

0
���

t ≥ s.

o �p���
¢C�=��¥
ϕ̃(t,x) =

∫ s

0

ψ(σ,x)dσ
����¥��Ë¢6���=¢6�����!���!�"���6�zÖ�=�Á��¥!�¶���=���¶���¡���¤�n�;�=����¥�� «

{
ϕ(t,x)= ϕ̃(s,x)− ϕ̃(t,x) ϕ(0,x)= ϕ̃(s,x) ϕ(s,x)= 0

∂tϕ(t,x)=−ψ(t,x) ∂tϕ(0,x)= 0 ∂tϕ(s,x)=−ψ(s,x).
*;¹6��È���,

T �
�����6�¦�¤�6¬!��¥1�=�¤�=��� �¤¥����=�6¢6��¥
(ν, ϕ)

���=£Å£(¥��t�=�6�!���¤����½ù��¥!�¦�"����6�1*t¹6��È=ìe, «




∫

Ω

λ∗(x)div∂tν divνdx+
∫

Ω

(λ(x) + µ(x))div|ν|2dx

+

∫

Ω

µ(x)|∇ν|2dx− α

∫

Ω

ψ divνdx+
∫

Γc
1

Aν · νdσ = 0,

< c0(x)∂tψ, ϕ >V ′,V +α

∫

Ω

ϕ div∂tνdx+
∫

Ω

k(x)∇ψ · ∇ϕdx

+B

∫

Γc
2

ψϕdσ = 0.

*;¹6��È��J,

T �Æ����£(£Å¥í�¤¥!���6¥!��±T�¦¥��¤��������6�ª�6¥r*;¹P� È��,�¥!�Ý�¢6��¬!���������!×����¡���¤�=�+¢6�=�����=¢6¢H���³�Ý��Æ��¥!£Å¢P�
���6�"�ùÃº�¤�Á��¥!�¦Ö��¤��¥

[0, s]
�����ÄÖG��¥��Á� «





1

2

∫

Ω

λ∗(x)|divν|2(s)dx+
∫ s

0

∫

Ω

(λ(x) + µ(x))|divν|2dxdt

+

∫ s

0

∫

Ω

µ(x)|∇ν|2dxdt+
∫ s

0

∫

Γc
1

Aν · νdσdt

+α

∫ s

0

∫

Ω

[ϕdiv∂tν− ψdivν]dxdt+
∫ s

0

< c0(x)∂tψ, ϕ >V ′,V dt

+

∫ s

0

∫

Ω

k(x)∇ψ · ∇ϕdxdt+B

∫ s

0

∫

Γc
2

ψϕdσdt = 0.

*;¹6��È=§e,

°��
�P�����¤�����=��� �P¥��"�¤�Á���!×�������¤�=�6�Ê¢��=�Ë¢6�=�¦����¥�� ¥!�"�¤¥!�Ë¢6�¦��¢6�����!�����h*;¹P� È��-,6�P���
£(���Á����¥���¥��Ë�¦¥��Ñ�8½
���¤�=�6�Ë���6�zÖ�=�Á��¥!� «
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∫ s

0

∫

Ω

[ϕdiv∂tν− ψdivν]dx =
∫ s

0

∫

Ω

[ϕdiv∂tν+ ∂tϕdivν]dx

=

∫

Ω

ϕ(s)divν(s)dx−
∫

Ω

ϕ(0)divν(0)dx = 0,
∫ s

0

< c0(x)∂tψ, ϕ >V ′,V dt = −
∫ s

0

∫

Ω

c0(x)ψ∂tϕdxdt =

∫ s

0

∫

Ω

c0(x)|ψ|2dxdt,
∫ s

0

∫

Ω

k(x)∇ψ · ∇ϕdxdt = −
∫ s

0

∫

Ω

k(x)∇∂tϕ · ∇ϕdxdt =
1

2

∫

Ω

k(x)|∇ϕ̃|2(s)dx,
∫ s

0

∫

Γc
2

ψϕdσdt = −
∫ s

0

∫

Γc
2

∂tϕϕdσdt =
1

2

∫

Γc
2

|ϕ̃|2(s)dσ.
T �
�6���6�P������¤���¦�Ë�6¥k*t¹6� È§e,Ê�BÃ¨�!×Á�=�¤�ß��� «





1

2

∫

Ω

λ∗(x)|divν|2(s)dx+
∫ s

0

∫

Ω

(λ(x) + µ(x))|divν|2dxdt

+

∫ s

0

∫

Ω

µ(x)|∇ν|2dxdt+
∫ s

0

∫

Γc
1

Aν · νdσdt

+

∫ s

0

∫

Ω

c0(x)|ψ|2dxdt+
1

2

∫

Ω

k(x)|∇ϕ̃|2(s)dx+ B

2

∫

Γc
2

|ϕ̃|2(s)dσ = 0

��¥ª¼G�P�-�6�=�6�"�����6�P�6���¶úí�BÃ¨¥!�¦���¤£Å����z��� «




λ̂∗

2

∫

Ω

|divν|2(s)dx+ (λ̂+ µ̂)

∫ s

0

∫

Ω

|divν|2dxdt

+µ̂

∫ s

0

∫

Ω

|∇ν|2dxdt+
∫ s

0

∫

Γc
1

Aν · νdσdt

+ĉ0

∫ s

0

∫

Ω

|ψ|2dxdt+ k̂

2

∫

Ω

|∇ϕ̃|2(s)dx+ B

2

∫

Γc
2

|ϕ̃|2(s)dσ ≤ 0

¥��h�P���¤�¤�z���=�Á�í��¥u�;����í¼��6¥��¤¥!�í¢��=���=£Å¬����¦¥��í¢6îe;��¦�¤¼��6¥!�·�¦�����(ÕH�����6�!¥��(�¤� �t�!���¤¥!�6��¥!£Å¥!����� T �
¢H¥��P���=�����������=�6�����6��¥Ò¼G�P¥

ν(t,x) = ψ(t,x) = 0
�!¥í¼G�P�'�!� �Õ6�¤�z���ùÃº�6�6�����z�����6¥í�Ñ�����=�¤�P���¤���

�6��¢6����ÕP�¤¬�£(¥X*t¹6�¨§ÁÈJ,Ê¥��¶£Å¥��"�6�
��¥��¦£Å¥ªúÒ�Ñ�Ò�P��£(���6�³�����¡���¤�=�
�6�
��îP�����¦¬�£(¥ª¹6��´��

Qm¬IQ { ²WÇ Å�Ä�±?Äh¶�Â�²1¯ ³uÈ�ÂÆÇ ²X³��aÃ�È�Â
T �Ó�a¢6������Ö��M�=�d¢6�=���=×=���=¢Pî6¥ ¹P��§a�ùÃº¥�±��¤�³��¥!�6��¥ �]Ãº�6�6¥ �¦���¤�P���¤�=� �P�d£Å�G�6¬!�¤¥Æ¼G�6�=���ß½

�¦� �¡���¤¼��6¥�]©-�����=�6�¦�����6�����¤�=���P¥Ò�¤�·���=�¤�P���¤���~��¥!¢H����¥Ò�¦�6���P�6¥Ý��¥!� î6�6�¤¼��6¥Ò�6¥Ý���!×��6�¤�=��������������



P�I�PRI<=�M�»1B�@�Ex@�CbÝ6M�K3N)GZÝ�»uM�N)¼x½SGxÝ �0ì=§

��Ã¨�=¢6¢6� ;Á������¦�6�"�¤¥��Ë���!���6�z� ����"�6�8��úí��ÕP��¥����6�¶���P�¶��¥�£(�G�6¬���¥��6¥1ÌÂ�¤�=�Ë�!��£Å¢P�¤¥!���6©-¥�£Å�G�6¬!�¤¥
¼G�6�=���ß½��¦�������¼��6¥í¥!�¦���P���6�(���¤£í�z��¥Ý�6�Æ£(�G�6¬!�¤¥Ò�6¥(ÌÊ�¤��ª�!��£Å¢P�¤¥��ª¼����=�6�

ρ
��¥��P�+Ö�¥��¦�WY!�����P�T �®�=�6���=���Ê¢6�®�P¥��Ñ��£k&!£Å¥��;����=�®�!���6�¦�����6����¥��¤���������P�������·�6�®£(�G�6¬���¥���î6¥��¦£Å�G�!�Ñ��¦����¼G�P¥/¥��

¥�� �P���6�6����¥�¼��6¥Ý�!¥Ý£(�G�6¬���¥�¥��³�ª�=�6�¦���²�P� ��� ��/�¤�¤£í�z��¥1�6�$£Å�G�6¬!�¤¥��P¥ÒÌÊ���=������£(¢6��¥!�/£Å�=���
��¥!�¦��¥��t�=�¤�³½¾���C�¤���¦��¼��6¥��¤¥�¢�����=£(¬!����¥��6¥������6�¦���¤��������¤�=����¥!�����P���=�¤�¦¥

λ∗
�����ÁÖ�¥��¦×�¥ª�6�6�b�t�=��£(��½

£Å¥!���ªÖ�¥��¦�WY����¦�6�2©-��£(�!��î6�G�6¥í¼G�P¥Å�6���6���)Ö����6�1��îP���¤�¦�¤¥(�
¢H¥���£(�¤���]Ã¨�����6�P�¤¥!�1�¤¥í�)���¢P�¤�6�
×����6�!���=�C�Jg

λ∗
¢H¥��P�Ë��Ã¨�=�6���6�¤¥!� ���=�P�Ë�!¥��³� �=���6¥�� ���!×������6�Ê�6¥

Ω
� $ �=�P�Ë��¥�¢��=���=×����=¢6î6¥��P�P���6�

�=�¤�����6�²¢6�¦���!�¤��¥!�����=£Å£(¥��Á�'�¤¥!�'£Å�G�P¬��¤¥!�¿��î6¥��¦£Å�G�!�Ñ�=�³����¼G�P¥ ¥!��¼����=���ß½��³� ����¤¼��6¥"�¢6¢6���G� î6¥!���y��¥
£Å�G�6¬!�¤¥ª���=£Å¢P�¤¥!�¶¥��~¥!�¦����£Å�=���¶���=�P�/� î��¼G�P¥��)�=����¥��"� �=��±��6¥��!����Ö�¥!��×�¥!�6��¥��6¥����������P�������6�
¥��m�t���6�!���¤���®�6¥��"¢��=���£Å¬�����¥!�

λ∗
���

ρ
���6�zÖ�=�Á�¶�¤¥����=�"�!���P�6�¤��

RL�SRT��� ¯°YiWuq'bfkmbc�M�#Yc$u"%$i 1km"±^M"²W�Y�[L]%^�"¢[L"²³´�MYH µ&NYGWuq)^M"N �['O%�cO%$'O¶k�O
"N ²^M"�W�Y�[']%^M"K #·L"¶k�W�Y�O%^Mbc�! ��M_\aL"

$ �=�6� �!¥!�¦��¥�¢6�=�¦���¤¥���6���6�Ê���=£Å¢�������6�Â�¤¥�£(�G�6¬!�¤¥¶�6¥�ÌÂ�¤�=�Â���=£Å¢6��¥!�Â�6��×=���6�!���y*;�Jg
λ∗(x) ≥

0
,~¥��+��¥ £Å�G�P¬��¤¥Æ��î6¥!��£(�G���Ñ��¦����¼��6¥ò*;�g

λ∗(x) = 0
,6�/�¤¥ ���G¥6z(����¥����

ρ
�!���=��� ��¥��Ý¼��6¥

ρ(x) ≥ ρ̂ > 0
���P�

Ω
�T �
�6�=��¥

ε > 0
�¤¥��¦�6¢�¥!����¥!�����¤¥��p�6¥1�¤�p�t�=�6�!���¤���

λ∗(x) « ε = ¥!���
sup
x∈Ω

λ∗(x)
�

T �Þ�6�=��¥
(uε, pε)

�¤� �¦���¤�P���¤�=�Þ�P��£(�G�6¬!�¤¥ �!��£(¢6�¤¥����)Ö�¥�������£(£Å¥$�����P�6�����¤���P�®�¤�P�������=�z¥��
(u0,ε,u1,ε, p0,ε) ∈ V×L2(Ω)×L2(Ω) ��©-¥��!���6¢6��¥ (u, p) �6���¦�¤×��P¥/�¤�1�������P�������(�6��£(�G�6¬���¥��î6¥!��£(�G���Ñ��¦����¼��6¥1�=�¦���G�!�¤��¥��=��±��!���6�6�z�������6�Ë�¤�6�z���¤���¥!�

(u0,u1, p0) ∈ V × L2(Ω)× L2(Ω)
�$ �=�6�ª�¤�����6�z��¥��]�����6�=��¥

ν
�¤���6�bUC���¦¥��6�!¥í¥��Á���¦¥í�¤¥!��Ö�¥�����¥!�6���1�6��¢P�Ñ�=�!¥�£(¥��Á�'*

ν = uε − u
,

¥!�
ψ
�Ñ�í�P�bUC����¥!�6�!¥�¥��Á����¥���¥��¶¢P��¥��¦���¤�=�6�p*

ψ = pε − p
,�� T �����P¢6¢H����¥�¥!�Pû��~¼��6¥��¤¥!�"��¥��¦£Å¥!�

�����6�¦��¥!�
f
¥!�
h
���=���¶��¥��"£X&�£(¥��Ë¢H���P�"�¤¥!�"�6¥!��±�¢6�¦��Õ6��¬�£(¥��!�d ���6�Â��¤�¤�=�6�'�����6�6��¥����¤¥"�!��£Å¢H�=�¦��¥!£Å¥!���y�P�Å£Å�G�6¬!�¤¥Ë����£(¢6��¥!���¤���¦��¼��6¥

λ∗
�����ÁÖ�¥��¦×�¥��6�6�V�t���³½

£Å�!£Å¥!�������=�6�
Ω
Ö�¥�����Y��!�����Ã¨¥!�¦�³½êú¡½¾�6�¤�¦¥"�¤�=����¼��6¥

ε
��¥!�6�(Ö�¥��¦��Y!�����P��c����P�y�!¥��Ñ�#�Á�6�=�6�Â�=���¤�=�6�

¥��¦���¤£(¥��Ë��¥�� �=�G±
�6¥ª���=��Ö�¥!��×�¥!�6��¥�¥!�¶�BÃº¥�±�¢6����£Å¥!� ¥������=�Á�¶¼��6¥1¢P�6�¤�¦���=�6�!¥1�6¥
ε
�


�� �Gn@m8|G{Tw~Ð�é;iRÿ�éô ]�7vê�÷�465�7�_�Ñ97�Í ø�Ñ 465ùôÑ`5�7
κ > 0

^!_G÷�Î�Ò�õ`76ÑPÎk_�Ñ�÷L^!_`76ä'76Ñ`5qÎ�7x4WÎGø�Ñ`Ñ9Òx7x4�5�76]\]�7W^!_A71Û
||ν||L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ κ(ε1/2 + ||u0,ε − u0||H(div,Ω) + ||u1,ε − u1||L2(Ω) + ||p0,ε − p0||L2(Ω)).ï 7�õP]ì_R4Ø4�÷ Ö ^!_6ôÑPÎ

ε
5876ÑPÎ  7�öZ4�A�Ò�ö�ø Ö (u0,ε,u1,ε, p0,ε)ε>0 7x465k_�Ñ97Tô�õÁõHö ø�ê�÷\ä(ô5;÷ùø�Ñ Î�7

(u0,u1, p0)
ÎÁôÑ 4r]�ßà7x4�õPô�Íx7ÅõHö�ø!Î_�÷\5

H(div,Ω) × L2(Ω) × L2(Ω)
76Ñ O(ε1/2) Ö ]�7Ø5ùôJ_�êÎ�7�Í ø�Ñ` 7�öFÞ�76Ñ9Íx7hÎ�7

(uε)ε>0
 7�öZ4

u
ÎÁôÑ 4

L∞(0, T ;L2(Ω))
7x465a76Ñ O(ε1/2) Óï Ò6ä·ø�Ñ 465Bö¦ô5;÷ùø�Ñ ÓT �T�¦¥�¢6�¦¥��6� �¤¥!�1��¥�� î6�6��¼��6¥��Ý�P¥���¢6��¥!�PÖ�¥!�Ò�6¥!�������¦�6����������ÄÃ¨�6�P�¤���z���Å�û��T�]Ãº��ÕP��¥!�6�����ùÃº¥��³���ß½

£·����¤�=�®���=�6î��=�z����¥����6�"�¤¥��¦���¦�¤�6�
ν
�
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c����6�¶��¥!�Ñ� �����=���

s ∈]0, T [ �Pc'�6����¼��6¥ (uε, pε)
¥!�
(u, p)

���=�����¤¥!�¶�������P�������6�Ë��¥��¦¢H¥�������Ö�¥!���P¥��
£Å�G�6¬!�¤¥!���6¥íÌÊ���=������£(¢6��¥!��¥!����î6¥��¦£Å�G�!�Ñ�=�³����¼G�P¥�C���+�#� ∀(v, q) ∈ V × V

�]¢H���6��¢6�¦¥���¼��6¥
�����P�

t
���=�P�

]0, s[ «
< ρ(x)∂2t ν,v >V′,V +

∫

Ω

(λ(x) + µ(x))divνdivvdx+
∫

Ω

µ(x)∇ν⊗∇vdx

−α
∫

Ω

ψdivvdx+

∫

Γc
1

Aν · vdσ = −
∫

Ω

λ∗(x)div∂tuεdivvdx,

*;¹6��È¹R,

¥!�

< ∂t(c0(x)ψ − αdivu), q >V ′,V +α

∫

Ω

q div∂tuεdx+

∫

Ω

k(x)∇ψ · ∇qdx

+B

∫

Γc
2

ψqdx = 0.

*;¹6��È�ÈJ,

T �$�����6�¦�¤�6¬!��¥Ò�=�¤���¦�/��¥������P¢6�¤¥
(ϕ1, ϕ2)

�����P�¦���¦�6����ú�¢���¦�����/�P���!���6¢6��¥
(ν, ψ)

����£(£Å¥��=�
¢��=���×����=¢Pî6¥
¹P� ������� T �&¢6�¦¥��6�h�!¥��!���6¢6��¥
¢H���P���t���6�����¤�=��½¾��¥��¦�Ò���=�6�j*;¹P� È¹e,�¥!�3*;¹P� È=ÈJ,��¿���
Ö������zû�¥��¤�!�-�¤¥!��¢P����¢6�¦�¤�������1*;�¤�!×�¬��¦¥�£(¥��Á���6�bUC���¦¥�����¥����6¥���¥!�¤�¤¥ª�6�~¢��=���×����¢6î6¥1¹6� �G� �í�6�j�;�=�z�
¼G�P¥1�¤¥!�"�!���6�6�z���¤�=�6�Ë���6�����¤�=�z¥�� �6¥ª���=���¶¢6���6�"���6�¤��¥��Z, «

ϕ1(t,x)=ϕ̃1(t,x)− ϕ̃1(s,x) ϕ1(0,x)=−ϕ̃1(s,x) ϕ1(s,x)=0

∂tϕ1(t,x)=ν(t,x) ∂tϕ1(0,x)=ν(0,x) ∂tϕ1(s,x)=ν(s,x)
*;¹6��È=¯e,

¥!� «
ϕ2(t,x)=ϕ̃2(t,x)− ϕ̃2(s,x) ϕ2(0,x)=−ϕ̃2(s,x) ϕ2(s,x)=0

∂tϕ2(t,x)=

∫ t

0

ψ(σ,x)dσ ∂tϕ2(0,x)=0 ∂tϕ2(s,x)=

∫ s

0

ψ(σ,x)dσ

∂2t ϕ2(t,x)=ψ(t,x) ∂2t ϕ2(0,x)=ψ(0,x) ∂2t ϕ2(s,x)=ψ(s,x). *;¹6��È�´J,T ��������¬�×��¦¥ª��¥��"�!¼�����������6�W*;¹P� È¹e,Ê¥!�1*;¹P� È�È,Ê���6�"�ùÃº�¤�Á��¥��³Ö�=����¥��6¥���¥!£Å¢P�
[0, s]

¥��¶�������¦���P��¥
�¤¥����6¥��G±Å��¥!�Ñ����¤���P���=ÕP��¥!�G�6¥!����°'�·�P�����¤�����=�Á���6�6¥¶�¤������×�����������Ò¢��=�y¢6�=�¦���¤¥���¥!�Â��¥��y¢P����¢6�¦�¤�������*;¹6��È=¯e,¾½6*;¹P� È�´,6�������=ÕP����¥��Á�"¢��=�"��¥�£X&�£(¥���;G¢H¥ª�6¥1���=�����6���Ë¼��]Ã����¢��=���=×����=¢6î6¥�¹6����� � «

1

2

∫

Ω

ρ(x)|ν|2(s)dx+ 1

2

∫

Ω

(λ(x) + µ(x))|divϕ̃1|2(s)dx+
1

2

∫

Ω

µ(x)|∇ϕ̃1|2(s)dx

+
1

2

∫

Γc
1

Aϕ̃1(s) · ϕ̃1(s)dσ +
1

2

∫

Ω

c0(x)|∂tϕ2|2(s)dx+
∫ s

0

∫

Ω

k(x)|∇∂tϕ2|2dxdt

+B

∫ s

0

∫

Γc
2

|∂tϕ2|2dσdt =
∫ s

0

∫

Ω

λ∗(x)div∂tuεdivϕ1dxdt+
1

2

∫

Ω

ρ(x)|ν|2(0)dx

+

∫

Ω

ρ(x)∂tν(0)ϕ̃1(s)dx+
∫

Ω

c0(x)ψ(0)ϕ̃2(s)dx+ α

∫

Ω

divν(0)ϕ̃2(s)dx. *;¹6��È=Çe,
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$ ¥1¢6���6�!�6�����Ò�]Ã¨�=¢6��¬!�1*t¹6� È¯e, «
∫ s

0

∫

Ω

λ∗(x)div∂tuεdivϕ1dxdt =

∫ s

0

∫

Ω

λ∗(x)div∂tuεdivϕ̃1(t)dxdt

−
∫ s

0

∫

Ω

λ∗(x)div∂tuεdivϕ̃1(s)dxdt,

�/�¤�=���/¢��=���6�!û6�6�����¤���$�6¥
ε
*;�¦�6¢�¥��¦��¥��Á����¥��'�P¥Ò�Ñ�k�t���P�!�������

λ∗
,�¥!��¢��=���P�����¤�z����������~�6¥!�ª����½

��×Á�=��������� �6¥�É �=�6� îR;Á½ o ��îe� �=�vY�¥!�¶�6¥)9y���P�6×)���=����ÕP���¤¥!���"�Ñ�Ý£Å���¦�=���������� «
∣∣∣∣
∫ s

0

∫

Ω

λ∗(x)div∂tuεdivϕ1dxdt
∣∣∣∣ ≤

ε(1 + T )

λ̂+ µ̂

∫ s

0

∫

Ω

λ∗(x)|div∂tuε|2dxdt

+
1

4

∫ s

0

∫

Ω

(λ(x) + µ(x))|divϕ̃1|2dxdt

+
1

4

∫

Ω

(λ(x) + µ(x))|divϕ̃1|2(s)dx.

$ ¥1£X&�£(¥�P����¢H¥�����£(���Á����¥!�Ë×��Z���¥1ú�*;¹6��È�´J,Â¥!��úÒ�ùÃº�¤�6�!×Á�=���ß�����P¥�9����6�6×(¼��6¥ «
∫

Ω

c0(x)ψ(0)ϕ̃2(s)dx =

∫

Ω

c0(x)ψ(0)

(∫ s

0

∂tϕ2(t)dt

)
dx

≤
∫

Ω

c0(x)|ψ(0)|
√
s

(∫ s

0

|∂tϕ2(t)|2dt
)1/2

dx

≤
∫

Ω

c0(x)s|ψ(0)|2dx+
1

4

∫

Ω

c0(x)

∫ s

0

|∂tϕ2(t)|2dtdx

≤ κ||p0,ε − p0||2L2(Ω) +
1

4

∫ s

0

∫

Ω

c0(x)|∂tϕ2(t)|2dxdt.

°���û����Ê����£Å���Á���¦¥~¢���·�¤¥��·£X&�£(¥��Å��¥�� î6�6��¼G�P¥��®¥!��¥��?�P���¤�������=�Á�·¥!�?¢6�¤�P���BÃº�¤�6�!×Á�=���ß�����6¥c����¤�P�)�=�¦�ª¼��]Ãº�¤�]¥�±��¤�³��¥1�=�6�¦���-�P�6¥1�!���6�³� �=�Á��¥
κ > 0

��¥��¤��¥�¼G�P¥ «





∫

Ω

ρ(x)∂tν(0)ϕ̃1(s)dx ≤ κ||u1,ε − u1||2L2(Ω) +
1

4

∫

Ω

µ(x)|∇ϕ̃1|2(s)dx,

α

∫

Ω

divν(0)ϕ̃2(s)dx ≤ κ||divu0,ε − divu0||2L2(Ω) +
1

4

∫ s

0

∫

Ω

c0(x)|∂tϕ2(t)|2dxdt.
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°�����¥!¢H���¦���=���"�¤¥!�"���6��×Á��¤�z����� ¢6���!���!�6¥��Á��¥������=�6�W*;¹P� È=ÇJ,6�6�=����ÕP���¤¥!���"¼��6¥ «




1

2

∫

Ω

ρ(x)|ν|2(s)dx+ 1

4

∫

Ω

(λ(x) + µ(x))|divϕ̃1|2(s)dx

+
1

4

∫

Ω

µ(x)|∇ϕ̃1|2(s)dx+
1

2

∫

Γc
1

Aϕ̃1(s) · ϕ̃1(s)dσ

+
1

2

∫

Ω

c0(x)|∂tϕ2|2(s)dx+
∫ s

0

∫

Ω

k(x)|∇∂tϕ2|2dxdt

+B

∫ s

0

∫

Γc
2

|∂tϕ2|2dσdt ≤
ε(1 + T )

λ̂+ µ̂

∫ s

0

∫

Ω

λ∗(x)|div∂tuε|2dxdt

+κ||u0,ε − u0||2L2(Ω) + κ||divu0,ε − divu0||2L2(Ω)

+κ||u1,ε − u1||2L2(Ω) + κ||p0,ε − p0||2L2(Ω)

+
1

4

∫ s

0

∫

Ω

(λ(x) + µ(x))|divϕ̃1|2dxdt+
1

2

∫ s

0

∫

Ω

c0(x)|∂tϕ2|2(t)dxdt.

*;¹6��È=Íe,

�~�=�¤�Ò�]Ã��¢6��¬!�Å��¥
�¤¥!£Å£(¥�¹6�z�J�'���&������í¼G�P¥��¤���¦�6����¥
(
√
λ∗div∂tuε)ε>0

¥��¦�ÅÕH���¦�6��¥��6�=�6�
L2(0, T ;L2(Ω))

�����¤�6�¦���]¥��T�����¤����������ª�6�P¥X�t�����ª¥��6�!����¥Å��¥í�¤¥!£Å£(¥Ò�6¥'�ª�¦���R�Ê�=�¤�F�Ä���Æ¢H¥��P�
�����6�!�¤�P��¥ª¼��6¥1�BÃ¨¥!�¦����£·�¡���z���®�¦�6��Ö¡�=����¥1�í�¤��¥�� «




ρ̂

2

∫

Ω

|ν|2(s)dx+ λ̂+ µ̂

4

∫

Ω

|divϕ̃1|2(s)dx+
µ̂

4

∫

Ω

|∇ϕ̃1|2(s)dx

+
1

2

∫

Γc
1

Aϕ̃1(s) · ϕ̃1(s)dσ +
ĉ0

2

∫

Ω

|∂tϕ2|2(s)dx+ k̂

∫ s

0

∫

Ω

|∇∂tϕ2|2dxdt

+B

∫ s

0

∫

Γc
2

|∂tϕ2|2dσdt ≤ κ
(
ε+ ||u0,ε − u0||2L2(Ω)

+||divu0,ε − divu0||2L2(Ω) + ||u1,ε − u1||2L2(Ω) + ||p0,ε − p0||2L2(Ω)

)
.

*;¹6�¨¯�ìe,

©2�Ò¢6�¦¥��PÖ�¥1�6�
��î6�!����¬!£(¥ª¹6�z�0ìÒ¥��¦���=���6���p�=� î6¥�Ö���¥�
¥: 76ä(ô=öv^!_`7�¹6�z��� ÓÙ ÑuÑÄø�587�ö�ôp^!_A7 Ö ÎJ_�×!ô=÷\5·Î�7x4�×)ø�Ñ9Í65;÷ùø�Ñ 48385�7x465·Í ø�Ñ 4�÷LÎ�Ò�öxÒx7x4 Ö ø�Ñ+Ñ9ß ô¶õPô�4�øÐ!5�76Ñ)_+Î�ßà7x465;÷\ä(ô5B÷ùø�ÑçG÷\]VÐ67�ö65;÷�76Ñ`Ñ97�46_�ö

ψ
ä(ô=÷�4�_�Ñ�÷L^!_A76ä'76Ñ`5"4._�ö�4-7x4 õHö�÷\äÒ÷\5;÷\ 7x4 Ó

RL�SRT�I� ¯°YiWuq'bfkmbc�M�#Yc$u"%$i 1km"±^M"²W�Y�[L]%^�"¢[L"²³´�MYH µ&NYGWuq)^M"N �['O%�cO%$'O¶k�O
"N ²^M"�W�Y�[']%^M"`_va'bc�#�ed4�! #bH ��M_\aL"

$ �=�6�ª�!¥í¢�����=×����=¢6î6¥��]�����¦�6¢6¢H���¦¥(¼��6¥
λ∗(x) > λ̂∗ > 0

¥��
ε > 0

�6�!����×��6¥Ò£·��¤����¥�������
�¤¥~�¦�6¢Þ¥!����¥!�����¤¥!���6¥$�Ñ���t���P�!�������

ρ(x) « ε = ¥!���
sup
x∈Ω

ρ(x)
� T �?���P¢6¢H����¥ �6¥$¢P�¤�6�·¼��6¥
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¥����
inf ρ(x) > 0

� T �h�6�=��¥�¥��P�����¦¥
(uε, pε)

�Ñ� �������P�������&�6�h£Å�G�P¬��¤¥
�P¥~ÌÊ�¤��(���=£Å¢6��¥!�
�6��×��!�6�!�����0Ö�¥!����¥��Â���=�6�6�����¤���P�Â���6�z���¤���¥��

(u0,ε, p0,ε,u1) ∈ V×L2(Ω)×L2(Ω)
¥!�
(u, p)

�¤�
�������P���������6�Ò£(�G�6¬!�¤¥Â¼G�6�=���ß½��¦�������¼��6¥�*

ρ(x) = 0
,2�!¥!����¥2�t�=�¤�³½¾�����)Ö�¥��Ë��¥��²���=�6�6�z���¤�=�6�²���6�����¤�=�z¥��

(u0, p0) ∈ K × L2(Ω)
�-©-ú
¥��P�����¦¥�-���+�6���¥

ν = uε − u
¥!�
ψ = pε − p

¥!�1�¤¥�����¥��¦£Å¥!�
�����6�¦��¥!�

f
¥!�
h
���=���¶��¥��"£X&�£(¥��Ë¢H���P�"�¤¥!�"�6¥!��±�¢6�¦��Õ6��¬�£(¥��!� T ��¢H¥!�P���=�¤���¦�Ë£(���Á����¥!�Ë�¤¥ «


�� �Gn@m8|G{Tw~Ð�é;iGu�éô ]�7vê�÷�465�7�_�Ñ97�Í ø�Ñ 465ùôÑ`5�7
κ > 0

^!_G÷�Î�Ò�õ`76ÑPÎk_�Ñ�÷L^!_`76ä'76Ñ`5qÎ�7x4WÎGø�Ñ`Ñ9Òx7x4�5�76]\]�7W^!_A71Û
||divuε − divu||L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ κ(ε1/4 + ||divu0,ε − divu0||L2(Ω) + ||p0,ε − p0||L2(Ω))765
||pε − p||L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ κ(ε1/4 + ||divu0,ε − divu0||L2(Ω) + ||p0,ε − p0||L2(Ω)).Ï@÷�Î�7²õP]ì_e4 Ö ^!_PôÑPÎ ε 5876ÑPÎh 7�öZ4GA�Ò�ö�ø Ö ]zô�46_G÷\5�7 (divu0,ε, p0,ε)ε>0 7x465�_�Ñ97¶ô�õÁõHö�ø!ê�÷\ä(ô5;÷ùø�Ñ'Î�7
(divu0, p0)

ÎÁôÑ 4
(L2(Ω))2

76Ñ O(ε1/4) Ö ô]¤ø¡öx4�]�7h5ùô_êmÎ�7pÍ ø�Ñ) 7�ö�Þ�76Ñ9Íx7hÎ�7
(divuε, pε)ε>0 7�öx4

(divu, p)
ÎÁôÑ 4

L∞(0, T ;L2(Ω))× L2(0, T ;L2(Ω))
7x465a76Ñ O(ε1/4) Ó

ï Ò6ä·ø�Ñ 465Bö¦ô5;÷ùø�Ñ Ó
• c'�6�¤�¦¼G�P¥

(uε, pε)
¥!�
(u, p)

�¦�����1��¥����������P�������6����¥!��¢H¥�������Ö=¥����6�+£(�G�6¬���¥Ò���=£Å¢P�¤¥!��¥!�1�6�
£Å�G�6¬!�¤¥¶¼G�6�=���ß½��¦�������¼��6¥�G���®� �G�]Ã��¢6��¬!� �¤¥����t����£Ý�6�¤������=�6��Ö�=���¤��������P�6¥�����¥!��*t¹6� È,y¥��h*t¹6�¨§ÁÈJ, «





∫

Ω

λ∗(x)div∂tνdivvdx+
∫

Ω

(λ(x) + µ(x))divνdivvdx

+

∫

Ω

µ(x)∇ν⊗∇vdx− α

∫

Ω

ψdivvdx

+

∫

Γc
1

Aν · vdσ = − < ρ(x)∂2t uε,v >V′,V,

*;¹6�¨¯P��,

¥!�

< c0(x)∂tψ, q >V ′,V +α

∫

Ω

q div∂tνdx+
∫

Ω

k(x)∇ψ ·∇qdx+B
∫

Γc
2

ψqdσ = 0.
*t¹6��¯��J,

o �����
s ∈]0, T [ � T �
¢6�¦¥��6� (v, q) = (ϕ1, ϕ2) �Jg
��¥����=�6¢6�¤¥ (ϕ1, ϕ2) ¥��¦�"�!���6�¦�����6�z�"úÒ¢6�=�¦���¤��6¥
(ν, ψ)

�!��£(£Å¥~�=�?¢6�=���=×=���=¢Pî6¥$¹P�¨¹6�z�$¥!��������¤�v�;����Å�¤¥!��¢6�¦��¢6�����!�����¢*t¹6��È=¯e,¾½6*;¹P� È�´,��y°'�
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�P�����¤�����=��� �¤¥��Ë£k&!£(¥�� ��¥�� î6�P�¤¼��6¥��¶¼��]Ã����¢��=���=×����=¢6î6¥�¹6�º¹6�z�J�6�����=�¦���zÖ�¥ªúí�¤�Ò��¥!�Ñ�¡���¤�=� «





∫ s

0

∫

Ω

λ∗(x)|divν|2dxdt+ 1

2

∫

Ω

(λ(x) + µ(x))|divϕ̃1|2(s)dx

+
1

2

∫

Ω

µ(x)|∇ϕ̃1|2(s)dx+
1

2

∫

Γc
1

Aϕ̃1(s) · ϕ̃1(s)dσ

+
1

2

∫

Ω

c0(x)|∂tϕ2|2(s)dx+
∫ s

0

∫

Ω

k(x)|∇∂tϕ2|2dxdt

+B

∫ s

0

∫

Γc
2

|∂tϕ2|2dσdt =
∫ s

0

< ρ(x)∂2t uε,ϕ1 >V′,V dt

+

∫

Ω

λ∗(x)divν(0)divϕ̃1(s)dx+ α

∫

Ω

ϕ̃2(s)divν(0)dx

+

∫

Ω

c0(x)ψ(0)ϕ̃2(s)dx.

*;¹6�¨¯�§e,

c²�=�¶�=���¤�z¥��6�¦�!�P¢6�6����¼��6¥ «
∫ s

0

< ρ(x)∂2t uε,ϕ1 >V′,V dt = −
∫ s

0

∫

Ω

ρ(x)∂tuε∂tϕ1dxdt

+

∫

Ω

ρ(x)∂tuε(s)ϕ1(s)dx

−
∫

Ω

ρ(x)∂tuε(0)ϕ1(0)dx

= −
∫ s

0

∫

Ω

ρ(x)∂tuενdxdt+
∫

Ω

ρ(x)u1ϕ̃1(s)dx,

�ùÃº�P��������������z���®�P¥��¶���6��×Á��¤�z����� �6¥�É �=�6� îR;Á½ o ��îe� �=�vY�¥!�¶�6¥)9y���P�6×(�6���P�6¥ «
∫ s

0

< ρ(x)∂2t uε,ϕ1 >V′,V dt ≤ √ε||
√
ρ(x)∂tuε||L2(0,T ;L2(Ω))||ν||L2(0,T ;L2(Ω))

+
1

4

∫

Ω

µ(x)|∇ϕ̃1|2(s)dx+
C2ε2

µ̂

∫

Ω

|u1|2dx.

°��?��¥�������®����£(¢P��¥$�6¥!�®¢6����¢P���¤�����!�®�6¥$�Ñ�T���P����¥
(uε)ε>0

�!�6���6�!��¥!���=�?�¤¥!£Å£(¥�¹6�¨Ç �Ê���
£Å���Á���¦¥�¼��]Ã¨���p¥�±��¤�¦��¥1�P�6¥1�!���6�³� �=�Á��¥

κ > 0
��¥��¤��¥�¼G�P¥ «

∫ s

0

< ρ(x)∂2t uε,ϕ1 >V′,V dt ≤ κ(
√
ε+ ε2) +

1

4

∫

Ω

µ(x)|∇ϕ̃1|2(s)dx.
*t¹6�¨¯=¹R,

$ ¥1¢6���6�!��¥!���P���¤�¤�z���=�Á�Ë¥��6�!����¥1�6�P¥��t���¤�Ë��¥��¶���×��6£(¥!�����"�P�!Ö�¥!�¤��¢6¢H�!�/�=��¢�����=×=���=¢6îP¥ª¹6�º¹6����



P�I�PRI<=�M�»1B�@�Ex@�CbÝ6M�K3N)GZÝ�»uM�N)¼x½SGxÝ �0ì=Í

����¢6�¦���PÖ�¥1¼��]Ãº���p¥�±P���¦��¥1�6�P¥1���=�6�¦���=����¥
κ > 0

��¥!�¤��¥�¼��6¥ «




∫

Ω

λ∗(x)divν(0)divϕ̃1(s)dx ≤ κ||divu0,ε − u0||2L2(Ω)

+
1

4

∫

Ω

(λ(x) + µ(x))|divϕ̃1|2(s)dx,

α

∫

Ω

divν(0)ϕ̃2(s)dx ≤ κ||divu0,ε − divu0||2L2(Ω)

+
1

4

∫ s

0

∫

Ω

c0(x)|∂tϕ2(t)|2dxdt
∫

Ω

c0(x)ψ(0)ϕ̃2(s)dx ≤ κ||p0,ε − p0||2L2(Ω)

+
1

4

∫ s

0

∫

Ω

c0(x)|∂tϕ2(t)|2dxdt,

*;¹6�¨¯ÁÈJ,

¥!��¥��T��¥!���=�Á�Ý�!��£Å¢���¥Å�6¥Ø*t¹6�¨¯=¹R,�¥!�u*;¹6�¨¯ÁÈJ,����=�P�u*;¹6�¨¯�§e,�¢6�P�¤��¥�� �����¤����������1�¤¥(�¤¥!£Å£(¥í�6¥�ª�¦���R� ��¤�F��������Õ����¤¥!���"¼��6¥ «




∫ s

0

∫

Ω

λ∗(x)|divν|2dxdt+ 1

4

∫

Ω

(λ(x) + µ(x))|divϕ̃1|2(s)dx

+
1

4

∫

Ω

µ(x)|∇ϕ̃1|2(s)dx+
1

2

∫

Γc
1

Aϕ̃1(s) · ϕ̃1(s)dσ

+
1

2

∫

Ω

c0(x)|∂tϕ2|2(s)dx+
∫ s

0

∫

Ω

k(x)|∇∂tϕ2|2dxdt

+B

∫ s

0

∫

Γc
2

|∂tϕ2|2dσdt ≤ κ(
√
ε+ ||divu0,ε − divu0||2L2(Ω)

+||p0,ε − p0||2L2(Ω)).

*;¹6�¨¯�¯e,

• c����6�ª��¥!��£(�¤�6¥!�ª�Ñ�®�6��£(���6�³��������������]���Æ¢6��¥!�6�
q = ϕ

���=�P�+*;¹P��¯Á�,��Jg
ϕ
�������Å�P�!û��6��¥

�=�$¢��=���=×����=¢6î6¥�¹6�¨§P���Å¥��/Ö������zû�¥���¥��/¢P����¢6�¦�¤�������p*;¹6��È���,�� T �$�¤�Á��¬�×=��¥��=�������¶���6�
[0, s]

¥������
��ÕP����¥��Á� «
∫ s

0

∫

Ω

c0(x)|ψ|2dxdt+
1

2

∫

Ω

k(x)|∇ϕ̃|2(s)dx+B
2

∫

Ω

|ϕ̃|2(s)dσ = −α
∫ s

0

∫

Ω

divνψdxdt.

�~�=�¤���0¥!���P�����¤��������p�¤¥!�-�¤�6�!×Á�=���z���!�p�6¥ÊÉ ��6��îe;Á½ o � îR� ���YÊ¥����6¥H9y���6�P×/�=���6����¼��6¥y�ùÃº¥��¦���¤£Å����z���*;¹6�¨¯�¯e,.�6����¢H¥!�P�¶£·���¦���¦¥�� �¤¥��¦¥����=�6�~£(¥!£ÒÕP��¥��6¥ª�BÃ¨�!×Á�=�¤�ß����¢P�����!���6¥!����¥�¢��=� «
κ(
√
ε+ ||divu0,ε − divu0||2L2(Ω) + ||p0,ε − p0||2L2(Ω)) +

1

2

∫ s

0

∫

Ω

c0(x)|ψ|2dxdt,



���0ì =?>A@!B9C�DFE.G~P�I�ä�D�O�N GhNPOy»mM�N ¼x½LG�½�CbK:¾6@�C�E.G�»uO½�DFCSNRCV»uGZK)Ý�CSM�K)K:GZ½
¼G�P�-�P���6�"�6���6�6¥ª�ùÃº¥��³����£·�¡�����=�





1

2

∫ s

0

∫

Ω

c0(x)|ψ|2dxdt+
1

2

∫

Ω

k(x)|∇ϕ̃|2(s)dx+ B

2

∫

Ω

|ϕ̃|2(s)dσ

≤ κ(
√
ε+ ||divu0,ε − divu0||2L2(Ω) + ||p0,ε − p0||2L2(Ω))

*;¹6�¨¯Á´J,

¼G�P�-£(¥!�Ëû���úÒ�Ñ�Ý¢6��¥!�PÖ�¥1�6����î6���=��¬!£Å¥ª¹P���8�G�
¥



þ ÿ X���eHc�g�\ ¸

þ � b � � g®c
\�b \ � c X `>¹ b � c��Óc�e%ºÁ�_\ \ �
c�\�b ��` [�� g~`�ºÁ�_\

λ∗ > 0

$ �=�P�1�!¥(� î��¢6������¥�]�=�+�!���=Õ6������¼G�P¥���¼G�P¥��1���!���6�z� ��������=�6��¥!�����������¥Ò�!��£Å¢H�=�¦��¥!£Å¥!����¥��
��¥�£(¢6�������6×��6¥Ò�Ñ���¦�����P�������$�6¥��ª£(�G�6¬!�¤¥!���P¥(ÌÊ���=���!���6�6�¤�!�q�¦�P��¼��]Ãº�¤���B� d ���6����¥!�¦����¥���×��6�=�6�
�6�=���¦¥®�����6�P¥��=� �)��Ò�Jg

λ∗
¥!�¦�í�¦�����¤����¥!£Å¥!���Ò¢H���¦�����b�ê� $ �=�6�Ò��¥®���=�!�²�6���6�í�)Ö����6�Ò�6¥!�í����½�t����£Å������=�6����� z(���=����¥��~�¦�6�
∂tu

¥����=��¢H¥!�P�~�=���6���F� �=�F¢6���ß±?�6¥+¼��6¥!�¤¼��6¥!��¥��¦���¤£Å��������P�
����£(¢6����£(¥������=����¥!�!�G¥�±�¢6�����z��¥��Â�¤¥!�Ê��¥�� î6�6�¤¼��6¥!�"�P�!Ö�¥�����¢6¢H�!¥��¶���±�� î��=¢6�z���¦¥��"��¥!�Ë¹Ý¢H���6�Ê�6��½
��������¥ª�¤¥ª���=£Å¢H���³��¥!£Å¥!�����=�n;�£(¢P���=����¼G�P¥1�6�~�P��¢6�¤�=��¥!£Å¥!����¥��/�P¥��¤�í¢6��¥!���¦�¤���]�CÉÊ¥�����¥������6�6¥
¥��¦�"�;�����¥Ê¥!�í�¤£(¢H��������'���±Ý�6���6�6�!¥������6�����¤�=�z¥��²¥��y�=�G±Ò�!�G¥�z(����¥��Á������¥��¿îe;�¢H���î6¬!��¥��y�P¥Ë���!×���½
�Ñ�=�¦������¢6�¦�¤�¦¥��¶�=��±®��î6�=¢6������¥!���Ò¥��¶¹6��°'�¤��¥��6���!�����"�BÃ¨��� ��Ë�¤��£(�z��¥�¥!���t���P�!�������®�6¥��¶�!���6�P���������6�
������¤�v�;�����¥!�"¢6�=�¶��¥��Ë��¥��¦£Å¥!�¶�����P����¥

f
¥��
h
�¦�6�

]0,+∞[×Ω �HÉ/Ã¨¥!�¦�/¢H���6�¦¼��6�������6�=�6�¶��¥1¼G�P����6�z�/�6����¢P�����!�¤�¦¥1�6�P�¤¼��6¥�£(¥��Á�¶�¤¥!�"îe;�¢H���î6¬!��¥��¶Ö����¦��û��!¥��¶¢���
f
¥!�
h
�

zX¬� �<È Ç ²k³��aÃ6È ¯u²1¯ Ã�¶�¯uÀ�Äh¶�±?È
T �(�����P���¤�P¬���¥"¥��(¢6��¥!£Å��¥��'���¤¥!�í��¥Ë£Å�G�6¬!�¤¥Ë�P���(�¤���6�)��¤�¦¥=� $ �=�6�y�!¥¶�)��!�Á���(���¢6¢H¥����¤¥Ë¼��6¥

n = 1
�
ρ ≥ 0 � q > 1 ��� ρ = 0 � q ≥ 2 �¦� ρ > 0 ¥��¶����¢H���¦¥ W = H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)
�

»����c��� ���! #��W�bf #�MYc$'��¼µ½f¾ ¿BÀm¾ ¿)�#aTk
]0,+∞[×Ω
�� �Gn@m8|G{Tw Ü�é;i`é

• Ï]ø�_e4�]zôuÍ�ø�ÑPÎ=÷\5;÷ùø�Ñ
f
765
h
ÎÁôÑ 4

L2(0,+∞;L2(Ω)) Ö ]�7pÍ ø�_0õ:]b7 (u, p) 40ø�]ì_�5B÷ùø�ÑØÎ�7Xù¸ú Ó���üù¦ø�_{ù�ú Ó�;#0xü ]¤ø¡öZ4!^!_A7
ρ = 0 ü  Ò�ö�÷ Ú27WÛ

u ∈ L∞(0,+∞;W ) ∩ L2(0,+∞;W ), ∂tu ∈ L2(0,+∞;H1
0 (Ω)),

p ∈ L∞(0,+∞;H1
0 (Ω)) ∩ L2(0,+∞;H1

0 (Ω)), ∂tp ∈ L2(0,+∞;L2(Ω)),
�=���



���8� =?>A@!B9C�DFE.G�xRI<=�M�»WB·M�E!D�Gx»uGxKPD�@�ÝgÁ)»WB·D8M�DFCS§)ORG�GZK{D�GZ»1B:Ý�½LM�EvÝ8§ O�G
λ∗ > 0

• 40ø�_e4a]zô�Í ø�ÑPÎ=÷\5B÷ùø�Ñ f = f1+f2
ô 7xÍ

f1 ∈ L2(0,+∞, L2(Ω)) Ö f2(t, x) ≡ f2(x) ∈ L2(Ω)765
h ∈ L∞(0,+∞;L2(Ω)) Ö ]�7�Í ø�_8õP]�7 (u, p) 40ø�]ì_#5;÷ùø�ÑuÎ�7�ù¸ú Ó���ü ù¦ø�_�ù¸ú Ó�;#0xü ]¤ø¡öZ4!^!_`7 ρ = 0 ü Ò�ö�÷ Ú27hÛ

u ∈ L∞(0,+∞;W ), ∂tu ∈ L2(0,+∞;H1
0 (Ω)),

p ∈ L∞(0,+∞;H1
0 (Ω)) ∩ L2(0,+∞;H1

0 (Ω)), ∂tp ∈ L2(0,+∞;L2(Ω)).ï Ò6ä·ø�Ñ 465Bö¦ô5;÷ùø�Ñ Ó���'�¦� zí���6¥í�¦¥!Ö�¥!�6�¤�ªú
�¤��¢6��¥!�PÖ�¥(�6�+�¤¥!£(£Å¥Ò���z�0§
�=����î6�=¢6������¥(�·Ö�=�¤�=Õ6��¥Ý¢H���6�
ρ ≥ 0

¥��
q > 1

�û6�í�6¥Ë�!���Á�����=�¤¥��²��¥ ���=�¤¥Ê�6¥
T
����6�'�¤¥!�¿�)�=�����6���²��¥��¤����V�t�²�=��±Ý¢6��¥!£Å��¬��¦¥��¿¥��³���¤£Å����¤�=�6�

ô1õHö�÷ùø¡ö�÷?*B�����)§e,Ê¥��1*ù���z�8ÈJ,��
� ◦ , o �=�6�¶�¤�Ò�!���6�6�z�������

f = f1 ∈ L2(0,+∞;L2(Ω))
¥��
h ∈ L2(0,+∞;L2(Ω)) «

• ©-�Ý�����P�¦� �����¥ κ �6¥X*ù���z�0§J,Â¥��³�¶¢6�=�Ë�P�!û��P���������®�P�
£·���¦�����=���!���¤�P�6��¢H¥!�6���=�Á�"�6¥
m
�

�6¥ª�Ñ�Ý¼����=�Á������� «
λ+ 2µ

2
||∂xu0m||2L2(Ω) +

µ∗

q
||∂xu0m||qLq(Ω) +

ρ

2
||u1m||2L2(Ω) +

c0

2
||p0m||2L2(Ω)

+
κ2

2λ∗

∫ T

0

∫

Ω

|f1|2dxdt+
κ2

2k

∫ T

0

∫

Ω

|h|2dxdt.

ÉÊ��£(£(¥
f1
¥!�
h
���=���¶���=�P�

L2(0,+∞;L2(Ω)) �����]�¦���¦�6����¥ª�6¥k*ù���z�0§e,Ê¼��6¥ «
� m¡n@ð2m¡s;�Ál0�~Ü�é�u�éá]ôX46_G÷\5�7

(um)m∈N∗

7x4652Ð�ø¡ö.Ñ9Òx7WÎÁôÑ 4
L∞(0,+∞;W ) Ö]zôy46_�÷\587

(∂tum)m∈N∗

7x4652Ð�ø¡ö.Ñ9Òx7WÎÁôÑ 4
L∞(0,+∞;L2(Ω)) ∩ L2(0,+∞;H1

0 (Ω)) Ö]zôy46_�÷\587
(pm)m∈N∗

7x465qÐ�ø¡ö6Ñ:Ò.7hÎÁôÑ 4
L∞(0,+∞;L2(Ω)) ∩ L2(0,+∞;H1

0 (Ω)) Ó

• °��Ò�����¤��������������=�6�a*ù���z�)¹R,-¼��6¥ h ∈ L2(0,+∞;L2(Ω)) ¥��'�BÃ¨¥!�¦����£·�¡���z����¢6���!���!�6¥��Á��¥�6¥
(∂tum)m∈N∗

���=�P�
L2(0,+∞;H1

0 (Ω))
�6�¤�Ä���!���6�z��¥ª�6¥k*ù�G���8È,Ê¼��6¥ «

� m¡n@ð2m¡s;�Ál0�~Ü�é�Î�éá]ôX46_G÷\5�7
(pm)m∈N∗

7x4652Ð�ø¡ö.Ñ9Òx7WÎÁôÑ 4
L∞(0,+∞;H1

0 (Ω)) Ö]zôy46_�÷\587
(∂tpm)m∈N∗

7x4652Ð�ø¡ö.Ñ9Òx7WÎÁôÑ 4
L2(0,+∞;L2(Ω)) Ó

• °���£Ý�6�z����¢6�����=�Á� �Ñ�Ý¢6�¦¥�£(�¤¬!��¥��!¼�����������
�6¥k*B�����)ìe,Ê¢6�=�
ujm(t)

¥!�"¥�������£(£Å�=��� �¤¥!�
m
��×Á��¤�z�����Ë��Õ���¥����6¥���¢H���P�

j
Ö�=�¦�Ñ����¶�P¥

1
ú
m
���¤�ÄÖG�¤¥!�����=¢6��¬!����������×�����������®�6¥

0
ú



xRIbHI�ã·Gl»uM�N)¼Z½LG�K:M�K�½�CbK:¾6@�CbE6G ���)§

s
�@�)Ö�¥��

s
û�±P�ª���=�6�

]0,+∞[ «
λ∗

2

∫

Ω

|∂xum|2(s)dx+ (λ+ 2µ)
∫ s

0

∫

Ω

|∂xum|2dxdt

+µ∗
∫ s

0

∫

Ω

|∂xum|qdxdt =
λ∗

2

∫

Ω

|∂xu0m|2dx+ ρ

∫

Ω

u1mu0mdx+ A(s)

*BÈ����-,

�Jg
A(s) = ρ

∫

Ω

∂tum(s)um(s)dx+ ρ

∫ s

0

∫

Ω

|∂tum|2dxdt+ α

∫ s

0

∫

Ω

pm∂xumdxdt

+

∫ s

0

∫

Ω

f1umdxdt.

©p¥��Ê¥!�¦���¤£Å��������P�y�6�8��ú���ÕP��¥!�G�6¥!� ¥�� �BÃ¨���6�!×Á�=���z���"�6¥�c����¤�P�)�=�¦��¥��Á������0Ñ�6¥!���Â¼G�P¥ ∃κ > 0��¥!�¤��¥�¼��6¥ ∀s ∈]0,+∞[ �
A(s) ≤ κ+

λ+ 2µ

2

∫ s

0

∫

Ω

|∂xum|2dxdt.
�²�����=��¥�£(¥!���/��������Õ����¤¥!���¶úÒ¢��=�³���¤� �6¥k*ùÈG���-,Ê¼G�P¥ «

�¤�Ò�¦�6����¥
(um)m∈N∗

¥!�¦�¶ÕH�����6�!¥1�6�=�6�
L2(0,+∞;W ).

*ùÈG� �J,
$ Ãº�Jg��¤¥����!���6�z� ��"����6�"��¥ª¢6��¥!£Å��¥��Ë���=���

� ◦ , o �=�6�¶�¤�Ò�!���6�6�z�������
f(t, x) = f2(x) ∈ L2(Ω)

¥��
h ∈ L2(0,+∞;L2(Ω)) «

• $ �=�6���ùÃº�!���P�6¥Å�6¥Ø*B�����0�J,6�-�=�T����£(¢6�¤¬���¥(�¤¥(���=�¤�¦���6�6¥!£Å¥!����¢��=���BÃº�!���P�6¥Å�6�T��¥���£(¥
∫ s

0

∫

Ω

f2∂tumdxdt
¥������!���zÖ�=��� «

∫ s

0

∫

Ω

f2∂tumdxdt =

∫

Ω

f2(x)um(s, x)dx−
∫

Ω

f2(x)u0m(x)dx.

T ���(��¤���¦� «
∣∣∣∣
∫ s

0

∫

Ω

f2∂tumdxdt

∣∣∣∣ ≤
κ2

λ+ 2µ
||f2||L2(Ω) +

λ+ 2µ

4

∫

Ω

|∂xum|2(s)dx

+ ||f2||L2(Ω)||u0m||L2(Ω)¥!�¶�=����ÕP���¤¥!���¶úÒ�6���PÖ�¥��=���Ñ�Ý¢6���=¢6�����!���1È������

• ÉÊ��£(£Å¥í����6���Ñ�
�¦����������������6�T¢H�������(�J�p¢6�6�¤�¦¼��6¥ h ∈ L2(0,+∞;L2(Ω)) �-�=� ��=�6�¦���p�Ñ�Ý¢6����¢P���¤�����1È��¨§P� $ Ãº�Jg���¥����!���6�z� ��"�¦�6�
(u, p)

���=�P�¶�!¥1�¦¥����=�6�~���=���
¥
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λ∗ > 0

»����c�I� ¯°YiWuqsYfk# #"wW�"%$i ¢ÂZ^8oS�M$LÃ)$L�>"%$Äk�O%�c��W�"K 1kmbc$L�#�I #Yc�Mk�"Xq)aTk
$ �=�P�'��¥Ë¢6�=���=×=���=¢6îP¥�=�=�í�P��Õ6�P��¥"¢6�=�¿�BÃ¨�����6�6¥ �6�Ò�)�=�¿�6���¦�¤×��P�Ë¢�����!�¦��×���£Å¥y�����=�6�¦�����=�¤��¥

¢6�6�-�
�=Ãº¥��¦�®ú¡½¾�6����¥
¼G�P¥~�ùÃº���h�¦¥~¢6�¤�=��¥����=�6�Å�Ñ�����z�����¡���¤�=�&�Jga�¤¥!�(��¥���£(¥��Å�¦���6�¦��¥
f
¥!�
h�6��¢H¥!�6�6¥��Á���6����¥�£(¢6��¥����¦�����/����6�

L2(0,+∞;L2(Ω)) � T �~¢6�¦���PÖ�¥��6�=�6�/�!¥����=�/¼��]Ãº�¤��;���!����Ö�¥!��×=¥��6�!¥ÒÖ�¥��¦��Y��!���®�6¥Ý�¤�Å�������P�������~�¤�=����¼��6¥
t
��¥!�6�$Ö�¥������ùÃº�¤�Pû6�6�2��¥Ý¼��6���;�=�z�/�BÃ¨��Õ��¦¥!�

�6� «
�� �Gn@m8|G{Tw Ü�éßÐ�éÏ@÷
f
765
h
40ø�Ñ`52ÎÁôÑ 4

L2(0,+∞;L2(Ω)) Ö ]�7yÍ ø�_0õP]�7
(u(t, ·), p(t, ·)) Í ø�Ñ` 7�öFÞ�7W^!_PôÑPÎ

t→
+∞  7�öZ4

(0, 0)
ô_m4/76Ñ 4�46_�÷\ ¡ôÑ`5qÛ

u(t, ·)→ 0
ÎÁôÑ 4

W
×!ô=÷LÐ!]�7p765

L2(Ω)
×)ø¡ö65 Ö

p(t, ·)→ 0
ÎÁôÑ 4

H1
0 (Ω)

×!ô=÷LÐ!]�7p765
L2(Ω)

×)ø¡ö.5
.

ï Ò6ä·ø�Ñ 465Bö¦ô5;÷ùø�Ñ ÓÉÊ��£Å£(¥
u ∈ L∞(0,+∞;W )

¥!�
p ∈ L∞(0,+∞;H1

0 (Ω))
�H���-¥�±����¦��¥��=�~£Å�=�¤�6�"�6�6¥��¦�6����¥

(tn)n∈N
�6¥Ò���!¥��¤���¦�6¢H���¦�¤¥��P���1ú �J�

tn → +∞ �]¥��1�P�+���=�6¢6��¥
(w, π)

�6¥
W × H1

0 (Ω)
��¥!�¤�

¼G�P¥ «
u(tn, ·)→ w

���=�P�
W

�;�=�¤Õ6��¥y*t¥!�¶�6�=�6�
L2(Ω)

�t���¦�x,6�
p(tn, ·)→ π

���=�P�
H1
0 (Ω)

�;�=��Õ6�¤¥�*;¥!�"�6���6�
L2(Ω)

�t�=�¦�.,
.

*BÈ���§J,
o ¥���������¥��Ê���6��¥!� �6¥p� ¹����F�����=���

(Un, Pn)n∈N∗

�¤�����6�z��¥/�P¥��t���6���������6�Â�6�!û6�6�¤¥!� ���6�
]− 1, 1[×Ω¢��=� « ∀n ∈ N ��¢H���6�Ë¢6��¥!��¼��6¥1�����P�

(s, x) ∈]− 1, 1[×Ω

Un(s, x) = u(tn + s, x), Pn(t, x) = p(tn + s, x).
*ùÈ��º¹R,

• $ Ã¨�P�6¥�¢��=�³�/� (Un)n∈N
¥��
(Pn)n∈N

�!����Ö�¥!��×�¥!��� Ö=¥����
0
�6�=�6�

L2(]− 1, 1[;H1
0 (Ω))

��°��
¥�UC¥!�/� ∀n ∈ N �

∫ 1

−1

∫

Ω

U2n(s, x)dxds =

∫ 1

−1

∫

Ω

u2(tn + s, x)dxds =

∫ tn+1

tn−1

∫

Ω

u2(τ, x)dxdτ.

T �
u ∈ L2(0,+∞;L2(Ω)) ¥�� lim

n→+∞
tn = +∞

�6�=�6� «

lim
n→+∞

∫ tn+1

tn−1

∫

Ω

u2(τ, x)dxdτ = 0
*ùÈG� ÈJ,

�����z�
(Un)n∈N → 0

����6�
L2(]− 1, 1[;L2(Ω)) �$ ¥ª£X&�£(¥�

(∂xUn)n∈N → 0
����6�

L2(]− 1, 1[;L2(Ω)) ¢P�6�¤�¦¼G�P¥ ∂xu ∈ L2(0,+∞;L2(Ω))¥!�/��¢��=�"��¥��"£X&�£(¥��¶���×��6£(¥��Á������������ÕP���¤¥��Á�¶¼��6¥
(Pn)n∈N → 0

���=�P�
L2(]− 1, 1[;H1

0 (Ω))¢6�6�¤�¦¼��6¥
p ∈ L2(0,+∞;H1

0 (Ω))
�
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• $ Ã��=������¥Å¢���¦�/�
(Un)n∈N

*t��¥��¦¢H¥�������Ö=¥�£(¥����
(Pn)n∈N

,����=��Ö�¥!��×�¥ÅÖ�¥!���
w

*;��¥!��¢H¥!�!���zÖ�¥�½
£Å¥!���

π
,��6�=�6�

L∞(]− 1, 1[;H1
0 (Ω))

�;�=��Õ6�¤¥�ÉX*;�¦¥���¢H¥!�!����Ö�¥!£Å¥!��� ���=�P�
L∞(]− 1, 1[;L2(Ω))�;�=�¤Õ6��¥WÉ�,���°'��¥�UC¥��/� ∀n ∈ N �

∫

Ω

(Un(s, x)− u(tn, x))
2dx =

∫

Ω

(u(tn + s, x)− u(tn, x))
2dx.

ÉÊ��£Å£(¥
∂tu ∈ L2(0,+∞;L2(Ω))

�6�¤�CÖ���¥��Á� «
∫

Ω

(Un(s, x)− u(tn, x))
2dx =

∫

Ω

(∫ tn+s

tn

∂tu(τ, x)dτ

)2
dx

≤
∫

Ω

|s|
∫ tn+1

tn−1

|∂tu(τ, x)|2dτdx

≤
∫ tn+1

tn−1

∫

Ω

|∂tu(τ, x)|2dτdx.

�����Â¥!�6�!����¥��²�=� �����¤������¥í�¤¥y�;�=���1¼��6¥
lim

n→+∞
tn = +∞ ¥��

∂tu ∈ L2(0,+∞;L2(Ω)) � T � ��=�¤���¦� «
lim

n→+∞
sup

s∈]−1,1[

||Un(s, ·)− u(tn, ·)||L2(Ω) = 0.

T �1¢H¥!�P����¥!¢6��¥!�6�6�¦¥Â��¥�£X&�£(¥'���=�������P�6¥�£(¥��Á�2¢H���P�
(∂xUn)n∈N

¥!�
(Pn)n∈N

���=�-�¤¥!���t���6�����¤�=�6�
∂t∂xu

¥��
∂tp

�¦�������6�=�6�
L2(0,+∞;L2(Ω)) � T �í�=ÕP����¥����'�P���6�Ë¼��6¥ (Un(s, ·)−u(tn, ·))n∈N¥!�

(Pn(s, ·) − p(tn, ·))n∈N
�!���ÁÖ�¥���×=¥����ª�¦¥���¢H¥!�!����Ö�¥!£Å¥!����Ö�¥��¦�

0
����6�

C0([−1, 1];H1
0 (Ω))¥!�

C0([−1, 1];L2(Ω)) �Ä���²���!���6�z��¥í�=�������/�6¥�*BÈ��¨§e,�¼��6¥Ò�Ñ�·���6�z��¥
(Un)n∈N

*t��¥!��¢H¥������zÖ�¥�£(¥��Á�
(Pn)n∈N)

�!���ÁÖ�¥���×=¥/Ö�¥��¦�
w

*;��¥!��¢H¥!�!���zÖ�¥�£(¥��Á�
π
,����=�6�

L∞(]− 1, 1[;H1
0 (Ω))

�;�=��Õ6��¥�ÉX*t��¥��ê½
¢H¥��!����Ö�¥!£Å¥!���

L∞(]− 1, 1[;L2(Ω)) �;�=��Õ6��¥WÉ�,��
• ©-�í����£(¢��=���=�¤�¦���
�6¥!�¶�6¥���±������6�6¥!���6¥1�!����Ö=¥���×=¥��6�!¥W�;�=�z��¥��Ë���P� (Un)n∈N

¥!�
(Pn)n∈N¢6������Ö�¥ ¼��6¥Ê�¤¥!��������£(¥��Á���

w
¥��
π
�6¥�*BÈ��¨§e,-�¦�����²�G�6������¥Ê¼��6�P�=� î6¬�Ö�¥ �Ñ�¶¢6�¦¥��PÖ�¥ �P����î6�!���¦¬�£(¥

È��¨¹P�
¥

»����c��� ¯°YiWuqsYfk# #"wW�"%$i ¢ÂZ^8oS�M$LÃ)$L�>"%$Äk�O%�c��W�"`�1"wW��edÅ 1kmbc$'�1�I �Yc�gkm"
• �2Ö�=�Á�"�]Ã¨�=ÕH���¦�6¥�� �Ñ�����z��������¤���·�Jg®�¤¥��Ê��¥���£(¥�� �����6�¦��¥ f ¥!� h �����Á���¤¥!�6�6¥!���"�6�®��¥��¦£Å¥�¦� �¡���¤�=�6���=����¥ª¼G�P¥��������6¼��6¥��Ä�6���P�/�6���6�/¢6�¤����=�6�������P���BÃ¨îe;G¢H�=��î6¬!��¥

f = f1 + f2
�)Ö�¥��

f1 ∈
L2(0,+∞;L2(Ω)) � f2(t, x) = f2(x)

�Jg
f2 ∈ L2(Ω)

¥!�
h ∈ L2(0,+∞;L2(Ω)) � T �£Å���Á���¦¥ª�=�¤�=��� �¤¥ «ð wG{ {Tw$Ü�é�Ü�éá�7�Í ø�_0õP]�7

(u, p)
Í ø�Ñ` 7�öFÞ�7�^!_6ôÑPÎ

t→ +∞  7�öx4a]�7�Í ø�_0õP]�7
(w, 0)

ÎÁôÑ 4
W×H1

0 (Ω)
×!ô=÷LÐ!]�7
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λ∗ > 0

ùv765
L2(Ω)× L2(Ω)

×)ø¡ö.5 ü ø�Õ w 7x465�]�ß _�Ñ�÷L^!_A7�40ø�]ì_�5B÷ùø�Ñ�ÎÁôÑ 4
W

Î�7h]�ßàÒ�^!_Pô5B÷ùø�ÑØ ¡ô=ö�÷;ô5;÷ùø�Ñ�3Ñ976]\]�7WÛ
∀v ∈W, (λ+ 2µ)

∫

Ω

∂xw∂xvdx+ µ∗
∫

Ω

|∂xw|q−2∂xw∂xvdx =
∫

Ω

f2vdx.
*ùÈ��¨¯e,

ï Ò6ä·ø�Ñ 465Bö¦ô5;÷ùø�Ñ Ó$ �=�6�²��¥Ê�)��!����Ý¢H¥!���Ý�Ñ�¶¢6�¦��¢6�����!���
u ∈ L2(0,+∞;W )

�6���Á�¿�����6�¤�¦¢H��������²�=�Ý¢6�=���=×=���=¢Pî6¥
È����=� �"�¦���6�²�¤�¶�!���6�P���������1�¤�P�¦� �¡���¤�=�6���=���¦¥

f ∈ L2(0,+∞;L2(Ω)) �¡°'�Ý�¦¥!Ö��6��îP¥��Ñ�a�t���6�����¤�=�
p
���¤¥!�í£X&�£(¥��í¢P����¢6�¦�¤���������'�¤¥!�í���=�6�6�����¤�=�6�Ò���P�

h
��� �=�Á�(�¤�P��î���6×��!¥���� T �&¢H¥!�P�Å�6�=�6��ú

�6���PÖ�¥��=�����=�6�����6��¥ª¼��6¥ «
p(t, ·)→ 0

�6�=�6�
H1
0 (Ω)

�;�=��Õ6�¤¥/¥!�
L2(Ω)

�t���¦�"¼����=�P�
t→ +∞.

*ùÈ���´J,
c����6�

u
�H���$¢H¥�����¥!�6�����¦¥Ò��z(��£(¥�����¥��/¢P����¢6�¦�¤�������/�¦�6��Ö¡�=����¥�� « ∃(tn)n∈N ⊂]1,+∞[

�
tn →

+∞ ¼����=�6�
n → +∞ � ∃w ∈ W

��¥����(¼��6¥
u(tn, ·) → w

����6�
W

�;�=��Õ6�¤¥�¥!�Å�Ñ���¦�6����¥
(Un)n∈N

�6¥��t�=�6�!���¤���6�Ë�6��û��6��¥��¶�¦�6�
]− 1, 1[×Ω ¢��=� «

∀n ∈ N, ¢H���6�"¢P��¥��¦¼��6¥1���=�P� (s, x) ∈]− 1, 1[×Ω, Un(s, x) = u(tn + s, x)
*ùÈ��¨Çe,

�����ÁÖ�¥��¦×�¥ªÖ�¥��¦�
w
���=�6�

L∞(]− 1, 1[;H1
0 (Ω))

�;�=�¤Õ6��¥WÉÁ�c����6�/���=���=�����!���¤�¦¥��
w
�H���~Ö¡�·£·�=������¥���������!���6�6��¥��/�¤�Å�!����Ö�¥!��×�¥!�6��¥Ò�P¥

(Un)n∈N
¥��$���=�6���ß½

�6�����=���!�]¢H���P�
n
ûP±���]�Ñ�·¢6�¦¥�£(�¤¬��¦¥Ý�!×Á�=�¤�z�����6¥�*B����ÇJ,/ú��ùÃº�¤�P�¦� �=�Á�

t = tn + s
�
s ∈] − 1, 1[ �T �~£Ý�6�z����¢6���z¥ª��¥�����¥��!×Á�=�¤�z���ª¢���

ξ(s)
�g

ξ ∈ D(] − 1, 1[) ¥!�/���~�ùÃº�¤�Á��¬�×=��¥1¢6�=�����=¢P¢H���¦��ú
s
�6¥ −1 ú 1 �6���]ÖG�¤¥��Á�/�6¥���¥�UC¥��������=�Á���6¥!�¶�¤�Á����×=������¤�=�6� ¢��=�Ë¢��=�¦���¤¥!� « ∀v ∈ W �
∫ 1

−1

∫

Ω

ρUn(s, x)v(x)ξ”(s)dxds− λ∗
∫ 1

−1

∫

Ω

∂xUn(s, x)∂xv(x)ξ
′(s)dxds

+(λ+ 2µ)

∫ 1

−1

∫

Ω

∂xUn(s, x)∂xv(x)ξ(s)dxds

−α
∫ 1

−1

∫

Ω

p(tn + s, x)∂xv(x)ξ(s)dxds

+µ∗
∫ 1

−1

∫

Ω

|∂xUn(s, x)|q−2∂xUn(s, x)∂xv(x)ξ(s)dxds

=

∫ 1

−1

∫

Ω

f(tn + s, x)v(x)ξ(s)dxds.

*BÈ���ÍJ,

T �1���=�z�2¼��6¥
Un → w

����6�
L∞(]−1, 1[;H1

0 (Ω))
�;�=�¤ÕP�¤¥�É�� $ ¥y¢6�¤�6���8���������¦�6����¥y�6�1��î6�����¦¬�£(¥

È����/¼��6¥
u ∈ L∞(0,+∞;W )

� $ Ã¨�=¢6��¬!� �Ñ�1�6��û��6�����¤���Å�6¥
(Un)n∈N

�6�=�6�6��¥/¢��=��*ùÈ��¨Çe,6����¥�����¥
���6�z��¥�¥��³�(�P���6����¥��¤��¥·¼��6¥

(|∂xUn|q−2∂xUn)n∈N
¥��³�(ÕH�=���6�!¥
�6�=�6�

L∞(] − 1, 1[;Lq∗(Ω))
�
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$ Ã¨�g �ùÃº¥�±����¦��¥!�6�!¥·�]Ã¨�P�6¥·�6����Ö�¥��¤��¥(�����6�ê½��¦�6����¥·¥��Ý�P¥
χ ∈ L∞(] − 1, 1[;Lq∗(Ω))

��¥��¤�1¼��6¥
|∂xUn|q−2∂xUn → χ

���=�6�
L∞(]− 1, 1[;Lq∗(Ω))

�;��¤Õ6��¥WÉ��T �M¢6�=����¥�ú �¤�$�¤��£(�ß��¥·¥!�
n
���=�6��*ùÈ��¨Íe,�� T �M�P���¤�¤�z��¥�¼��6¥

w
�6¥®�6�!¢C¥!�6�h¼��6¥
�6¥

x
�²¼G�P¥

ξ ∈ D(] − 1, 1[) �C¼��6¥ p(tn + ·, ·) → 0
���=�6�

L2(] − 1, 1[×Ω) �t�=�¦�/×����=��¥Ýúr*ùÈ���´J,��C°���û����
������Õ6�¦¥��¦Ö�¥í¼��6¥

f(tn + ·, ·)
�����ÁÖ�¥��¦×�¥ÒÖ�¥����

f2
�6�=�6�

L2(] − 1, 1[×Ω) �t�=�¦���]Ã¨�=¢6�¦¬��k*ùÈG� ÈJ,
�)�=�

f − f2 = f1 ∈ L2(0,+∞;L2(Ω))
� T �
¥����P���6�P��� « ∀v ∈W � ∀ξ ∈ D(]− 1, 1[) �

(λ+ 2µ)

∫

Ω

∂xw∂xvdx

∫ 1

−1

ξ(s)ds+ µ∗
∫ 1

−1

∫

Ω

χ(s, x)∂xv(x)ξ(s)dxds

=

∫

Ω

f2(x)v(x)dx

∫ 1

−1

ξ(s)ds.

*ùÈ��z�0ìe,

���p��¥!�¦��¥1úí¢6�¦���PÖ�¥!�¶¼��6¥ « ∀v ∈ W � ∃ξ ∈ D(]− 1, 1[) �
∫ 1

−1

ξ(s)ds = 1
�6��¥��p¼��6¥

∫ 1

−1

∫

Ω

χ(s, x)∂xv(x)ξ(s)dxds =

(∫

Ω

|∂xw|q−2∂xw∂xvdx
)∫ 1

−1

ξ(s)ds.

c����6����¥!�Ñ� �Â���?�P���¤������¥��6¥ �P���PÖ�¥)��F�¤�T£(�!��î6�G�6¥$�6¥$£Å�=�6�=���=�6�¤¥� o ����¥����
z ∈ W

�
ξ ∈

D(]− 1, 1[) � ξ ≥ 0 ¥!�¶�¤�Ò�¦�6����¥ (ηn(z))n∈N
�6��û��6�¤¥ª¢��� «

ηn(z) = µ∗
∫ 1

−1

∫

Ω

[
|∂xz|q−2∂xz − |∂xUn(s)|q−2∂xUn(s)

]
[∂xz − ∂xUn(s)]ξ(s)dxds.
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λ∗ > 0

T �
��¥�£Å�=�¦¼G�P¥ª¼��6¥ ∀n ∈ N �
ηn(z) ≥ 0

¥��¶�]Ã��¢6��¬!�1*ùÈ��¨Íe,.�6�¤�CÖG�¤¥��Á� «
ηn(z) = µ∗

∫ 1

−1

∫

Ω

|∂xz|q−2∂xz[∂xz − ∂xUn(s)]ξ(s)dxds

− µ∗
∫ 1

−1

∫

Ω

|∂xUn(s)|q−2∂xUn(s)∂xzξ(s)dxds

+

∫ 1

−1

∫

Ω

f2(x)Un(s, x)ξ(s)dxds

+ α

∫ 1

−1

∫

Ω

p(tn + s, x)∂xUn(s, x)dxds

− (λ+ 2µ)
∫ 1

−1

∫

Ω

|∂xUn(s, x)|2ξ(s)dxds

+ λ∗
∫ 1

−1

∫

Ω

|∂xUn(s, x)|2ξ′(s)dxds

+

∫ 1

−1

∫

Ω

f1(tn + s, x)Un(s, x)ξ(s)dxds

−
∫ 1

−1

∫

Ω

ρU2n(s, x)ξ”(s)dxds.

*ùÈ��z����,

T ���6¥����P�����¤�����=���Ë�BÃ¨�!×Á�=���z��� «
∫ 1

−1

∫

Ω

|∂t∂xUn|2(s, x)dxds =
∫ 1

−1

∫

Ω

|∂t∂xu(tn + s, x)|2dxds

=

∫ tn+1

tn−1

∫

Ω

|∂t∂xu|2(τ, x)dxdτ

�¤�CÖ���¥��Á�
∂t∂xUn → 0

���=�P�
L2(]− 1, 1[;L2(Ω)) �t���¦���$ Ã¨�g�¥!���!�����zÖ�=�Á�¶�¤¥!�"�¦¥��¤��������6� «

∣∣∣∣
∫ 1

−1

∫

Ω

|∂xUn(s, x)|2ξ′(s)dxds
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫ 1

−1

∫

Ω

2∂xUn∂t∂xUnξ(s)dxds

∣∣∣∣
≤ 2||∂xUn||L2(]−1,1[;L2(Ω))||∂t∂xUn||L2(]−1,1[;L2(Ω))

||ξ||L∞(]−1,1[)

������ÕP���¤¥!��� «
lim

n→+∞

∫ 1

−1

∫

Ω

|∂xUn(s, x)|2ξ′(s)dxds = 0
*BÈ��z�8�J,



xRIbHI�ã·Gl»uM�N)¼Z½LG�K:M�K�½�CbK:¾6@�CbE6G ���)Í

�)�=�
(∂xUn)n∈N

¥!�¦�"ÕH�����P��¥����=�6�
L2(]− 1, 1[;L2(Ω)) ¢P�6�¤�¦¼G�P¥ ∂xu ∈ L∞(0,+∞;L2(Ω))�]Ã��¢6��¬!�¶�¤¥���î6���=��¬�£(¥�È��z���c²�=�-�=���¤�z¥��6�¦�!���������¦�=�6���p�ÄÃ��¢6��¬!�-�¤¥²��î6�!���¦¬�£(¥yÈ�����

(Un)n∈N
¥��³�2ÕH���¦�6��¥'���=�6�

H1(]−1, 1[×Ω)�6���6�ª¥��¤��¥ª�=�P£Å¥��¶�6�6¥1�¦�6����¥ª¥�±G�����=����¥ª���=��Ö�¥!��×�¥��=�����t���³��¥�£(¥��Á�¶�6�=�6�
L2(]− 1, 1[×Ω) Ö�¥�����ùÃº���¤�!£(¥����

w
��/�¤�=��� «

lim
n→+∞

∫ 1

−1

∫

Ω

ρU2n(s, x)ξ”(s)dxds =

∫

Ω

ρw2(x)dx

∫ 1

−1

ξ”(s)ds = 0
*BÈ��z�0§e,

¥!�
lim

n→+∞

∫ 1

−1

∫

Ω

f1(tn + s, x)Un(s, x)ξ(s)dxds = 0
*ùÈG���)¹e,

�)�=�
f1(tn + ·, ·)→ 0

���=�P�
L2(]− 1, 1[×Ω) �t���³�)�°���û��

lim
n→+∞

∫ 1

−1

∫

Ω

p(tn + s, x)∂xUn(s, x)ξ(s)dxds = 0
*ùÈG���8È,

�)�=�
∂xUn → ∂xw

���=�6�
L2(]− 1, 1[×Ω) �;�=��Õ6�¤¥/¥!� p(tn + ·, ·)→ 0

���=�6�
L2(]− 1, 1[×Ω)�t���¦���

���p�6���!���6��¥1�P¥'*ùÈG���=��,6�6×����=��¥1ú�*ùÈ��z�8�J,.��*ùÈ��z�0§e,.��*ùÈG���)¹e,6��*BÈ����0ÈJ,6��úÒ�Ñ�Ò�!����Ö=¥���×=¥��6�!¥W�;��¤Õ6��¥��6¥
(∂xUn)n∈N

���=�P�
L2(]− 1, 1[×Ω) ¥!���=�u�;�=���Ë¼��6¥

ξ ≥ 0 ���¤�Ò¢6�¦��¢6�¦�¤�!��� «
lim ηn(z) ≤ µ∗

∫ 1

−1

∫

Ω

|∂xz|q−2∂xz[∂xz − ∂xw]ξ(s)dxds

− µ∗
∫ 1

−1

∫

Ω

χ(s, x)∂xzξ(s)dxds

+

∫

Ω

f2(x)w(s, x)dx

∫ 1

−1

ξ(s)ds− (λ+ 2µ)
∫

Ω

|∂xw|2dx
∫ 1

−1

ξ(s)ds.

�²�¤����¤¥!£(¥��Á�/�P¥!�������¤����������h*BÈ����)ìe, �)Ö�¥��
v = w

�6����� «
lim ηn(z) ≤ µ∗

∫ 1

−1

∫

Ω

[
|∂xz|q−2∂xz − χ(s, x)

]
[∂xz − ∂xw]ξ(s)dxds.

$ ���6���@�!��£Å£(¥�¢H���6�Ë�����P�
z ∈ W �

ηn(z) ≥ 0
�6����� « ∀z ∈W, ∀ξ ∈ D(]− 1, 1[), ξ ≥ 0 �

∫ 1

−1

∫

Ω

[
|∂xz|q−2∂xz − χ(s, x)

]
[∂xz − ∂xw]ξ(s)dxds ≥ 0.



�8�=ì =?>A@!B9C�DFE.G�xRI<=�M�»WB·M�E!D�Gx»uGxKPD�@�ÝgÁ)»WB·D8M�DFCS§)ORG�GZK{D�GZ»1B:Ý�½LM�EvÝ8§ O�G
λ∗ > 0

o �����
v ∈ W �6°��
� î6�=�¤���������=���

z = w+ γv
�P¢6�6���Ë¥!�u�;�=�¤���=���Ê��¥��6�P��¥

γ
Ö�¥��¦�

0+
�P���®��ÕP����¥��Á�

û����=��¥�£(¥��Á�/�6�6¥ª�¤�Ò£X&�£(¥��;��!����¼��]Ã¨�=��¢6�=���=×=���=¢6îP¥����º¹6�z�ª¼G�P¥ «
∀z ∈ W, ∀ξ ∈ D(]− 1, 1[), ξ ≥ 0 �

∫ 1

−1

∫

Ω

[
|∂xz|q−2∂xz − χ(s, x)

]
[∂xz − ∂xw]ξ(s)dxds = 0

¼G�P�/¢6���=�PÖ�¥$¥��?�¦¥!Ö�¥!���=���
ú¡*ùÈG���0ìJ,(¼��6¥
w
¥��³�®�������P�������a�P¥ó*ùÈG��¯e,�� $ ¥$¢P�¤�6���Â�6¥$¢���·�Ñ�

£Å���P�=�����P�¤¥Ò�P¥Å�BÃ��¢6¢6�¤��������z���
τ → |τ |q−2τ ��*ùÈG��¯e,��
�6�6¥(��¥��P�¤¥(���=�¤�P���¤������¥(¼��6��¥���������0¤�6¥¼G�P¥

u(t, ·)→ w
���=�P�

W
�;��¤Õ6��¥y*t¥!�¶�6�=�6�ª���=�6�

L2(Ω)
�t���¦�x,��

¥

• d ���6�"����£(£(¥��Ë£·��¤�Á��¥��6�=���Ë¥!��£(¥��¦�6��¥ª�6¥������=����¥�� �¤¥����=�"×����6�!���=�B� T ��£Å�=�����¦¥��¤¥ «
�� �Gn@m8|G{Tw Ü�é�ý�éÏ@÷
f

765
h
40ø�Ñ`525876]\]�7x4y^!_`7

f = f1 + f2
ô 7xÍ

f1 ∈ L2(0,+∞;L2(Ω)) Ö f2(t, x) ≡ f2(x) Ö
f2 ∈ L2(Ω)

765
h = h1 + h2 Ö h1 ∈ L2(0,+∞;L2(Ω)) Ö h2(t, x) ≡ h2(x) Ö h2 ∈ L2(Ω) Ö ]�7Í ø�_8õP]�7

(u, p)
 Ò�ö�÷ Úq7�]¤ø¡öx4!^!_`7

t→ +∞ Û
u(t, ·)→ w

ÎÁôÑ 4
W

×!ô=÷LÐ!]�71765
L2(Ω)

×)ø¡ö.5 Ö
p(t, ·)→ π

ÎÁôÑ 4
H1
0 (Ω)

×!ô=÷LÐ!]�71765
L2(Ω)

×)ø¡ö.5 Ö
ø�Õ
π
7x465�]�ß _�Ñ�÷L^!_A7q40ø�]ì_#5;÷ùø�ÑmÎÁôÑ 4

H1
0 (Ω)

Î�7 −k∆π = h2
765
w

7x465�]�ß _#Ñ�÷L^!_`7240ø�]ì_�5B÷ùø�ÑuÎÁôÑ 4
W

Î�7�]�ßàÒ�^!_6ô5;÷ùø�Ñr ¡ô=ö�÷;ô5B÷ùø�Ñ`Ñ976]\]�7hÛ

∀v ∈W, (λ+ 2µ)
∫

Ω

∂xw∂xvdx+ µ∗
∫

Ω

|∂xw|q−2∂xw∂xvdx =
∫

Ω

χvdx

ø�Õ
χ ∈ L2(Ω) 7x4652Î�ÒSÚ�Ñ�÷HõPô=ö χ = f2 − α∂xπ Ó

ï Ò6ä·ø�Ñ 465Bö¦ô5;÷ùø�Ñ Óo �����
p̂(t, x)

�6�!û��P�-���P�
]0,+∞[×Ω ¢��=� « ¢H���P�"¢6��¥!��¼��6¥1�����P� (t, x) ∈]0,+∞[×Ω

p̂(t, x) = p(t, x)− π(x).

T ��Ö��!���zû�¥(���=�6�1�6�Vz(���6�z���Ò¼��6¥(���
(u, p)

¥!�¦�����=�¤�P���¤��� �6¥j*ù���¨Çe,��0Ö�¥!�(¢H���6����¥���£(¥í�¦���6���!¥
(f, h)

�
(u, p̂)

¥��³�Å��6���¦�Ë�¦���¤�����¤�=� �6¥�*ù�G��Çe,��0Ö�¥!�
¢H���P�Ý��¥���£(¥������P����¥
(f − α∇π, h1)

�²�Ñ�
�����6�P�����������¤�P�����¤���¥ª���6�

p̂
��� �=�Á�

p0 − π
� T �$¢H¥��P���6���P�Ò�¢6¢6�¤��¼��6¥�����¥��¤¥�£(£(¥�È���È·ú

(u, p̂)¥!�¶���
��ÕP����¥��Á�"�¤¥���î6�����¦¬�£(¥�È��¨¯P�
¥
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zX¬�« �<È Ç ²k³��aÃ6È Ã6¶!¯uÀ�Äh¶�±?È
$ �=�P����¥�����¥Å¢��=�³����¥�p�=�Æ��Ãº�¤�Á�����¦¥��¦��¥���Æ���=£Å¢H�=�¦��¥!£Å¥!������v;G£Å¢����=���¤¼��6¥í�6�T£(�G�6¬!�¤¥Ò�¤�ß½

�6�)�=����¥1�����6�6�����=����î6�=¢6�z����¥1¹6� T �~���=¢6¢H¥����¤¥ª¼��6¥�����6����¥��)�=�
n ∈ N∗ ¥��/���~�¦�6¢6¢H���¦¥Ý¼��6¥�Ñ�1�t���6�!���¤���

ρ
¥!�¦�"��¥����¤¥�¼��6¥

ρ ≥ 0 �

»��e�\��� �� #aL['"X[L"%�±"%�p #��W�bH #��Yc$L��¼µ½f¾ ¿BÀm¾ ¿)�#aTk
]0,+∞[×Ω


�� �Gn@m8|G{Tw Ü�éÑÛ:éÏ]ø�_R4�]�7x4�Í ø�ÑPÎ=÷\5;÷ùø�Ñ 4
h ∈ L2(0,+∞;L2(Ω)) 765 f = f1 + f2

ô 7.ÍhÛ
. 3 ∃g ∈ L2(0,+∞;L2(Ω)) 5�76]�^!_A7 Ö õ�ø�_Gö õHöZ7x4!^!_A7�5�ø�_�5 t ∈]0,+∞[ Ö ∀v ∈ V Ö

∫

Ω

f1(t) · vdx = −
∫

Ω

g(t)divvdx,

ú!3
f2(t,x) ≡ f2(x)

ô 7xÍ
f2 ∈ L2(Ω) Ö]�7�Í ø�_0õP]�7

(u, p)
40ø�]ì_�5B÷ùø�Ñ¢Î�7Xù�¡ Ó/?6ü ù¦ø�_<ù�¡ Ó�;p?6ü ]¤ø¡öZ4!^!_A7

ρ = 0 ü  Ò�ö�÷ Ú27WÛ

u ∈ L∞(0,+∞,V),
√
ρ∂tu ∈ L∞(0,+∞;L2(Ω)), ∂tdivu ∈ L2(0,+∞;L2(Ω)),

p ∈ L∞(0,+∞;V ) ∩ L2(0,+∞, V ), ∂tp ∈ L2(0,+∞;L2(Ω)).

ï Ò6ä·ø�Ñ 465Bö¦ô5;÷ùø�Ñ ÓT ���¦¥!ÖG�¤¥!���~ú&�ùÃº�!���6�6¥+�6¥Æ�¤�M���P����¥Æ�¢6¢6���G� î6�!¥
(um, pm)m∈N∗

�;�=�z��¥+����¤¥�£(£(¥ ¹6���+¥��
�P�����¤�����=���Ý¼��]Ãº�¤�!�

ρ ≥ 0
¥!�
λ∗ > 0

*;ú �ùÃº�¤�ÁÖ�¥����¦¥®�6¥
�¤�$���z��������¤�=� � î6��������¥
��&��¥�£(£Å¥·¹P���
�Jg

ρ > 0
¥!�
λ∗ ≥ 0

,�� T ��£Å�G�6�zû�¥Ý�6�=�6�í�¤¥������=����¥�£(¥��Á���6¥!�1£Å���¦������������P���6¥!�'�!�¦¥��!���6�6�
£Å¥!£ÝÕ6��¥!�-��¥�����¥�¢P��¥��6�=���¶�¤¥��Ë�¤�P��¥��"�6¥ª�¤�Ò¢6�¦¥��PÖ�¥1�6�
��î6�!���¦¬�£(¥�È��z���
• �ü¢��=�³�����ª�P¥Å�BÃ¨�!×Á�=���z���m*;¹6�z�0ìe,.�p�Ñ�®£Å�G�P��û���������=�+ú��=¢P¢H���¦��¥��1�¦�6�1�Ñ�
£Å���¦�����¡�����=���6¥ o �*;���ê�p�6�=������������6¥(�Ñ�®¢6�¦¥��PÖ�¥Å�6�Æ��¥�£(£Å¥Ý¹6�z�J�p� î��=¢6�z����¥í¹)�p¢�����=×=���=¢6îP¥(¹6�����z��,�¥!�¦�����=�6�1��¥
���������¥!£Å¥!�����P¥®�BÃ¨��������×����=��¥ ∫ s

0

∫

Ω

(f · ∂tum + hpm)dxdt
�?c����6����¥!�Ñ� ����� �P�����¤���¦¥Å����£(£(¥

¢H���6�"��¥���î6�!����¬!£Å¥1È����ª�¤¥!�"���6��×��=�¤�z����� �6¥�É �=�P��îe;�½ o � îR� �=�vY�¥!�lc��=�¤�6���=���� T ��� «
∫ s

0

∫

Ω

hpmdxdt ≤
κ2

2k̂

∫ +∞

0

∫

Ω

hdxdt+
k̂

2

∫ s

0

∫

Ω

|∇pm|2dxdt.

$ ¥y¢6�¤�P�!�0�!��£(£Å¥'����¥�±����¦��¥
g ∈ L2(0,+∞;L2(Ω)) ��¥��Á¼��6¥��8¢H���6�-¢6�¦¥���¼��6¥y�����P� t ∈]0,+∞[ �



�8��� =?>A@!B9C�DFE.G�xRI<=�M�»WB·M�E!D�Gx»uGxKPD�@�ÝgÁ)»WB·D8M�DFCS§)ORG�GZK{D�GZ»1B:Ý�½LM�EvÝ8§ O�G
λ∗ > 0

∀v ∈ V
� ∫

Ω

f1(t) · vdx = −
∫

Ω

g(t)divvdx
�6�¤�CÖ���¥��Á� «

∫ s

0

∫

Ω

f1(t) · ∂tumdxdt = −
∫ s

0

∫

Ω

g(t)∂tdivumdxdt

≤ 1

2λ̂

∫ +∞

0

∫

Ω

|g|2dxdt+ λ̂

2

∫ s

0

∫

Ω

|∂tdivum|2dxdt.

°���û����H����£(£Å¥
f2(t,x) = f2(x)

�)Ö�¥��
f2 ∈ L2(Ω)

�@���~¢H¥!�P�/�����¦�¤�¦¥�@����£(£(¥��=���6¥��G±P��¬�£(¥
¢H���¤�Á�"�6¥ª�Ñ�Ý¢6�¦¥��PÖ�¥1�6�
��î6�!����¬!£Å¥1È��z�J�6¼G�P¥ «
∫ s

0

∫

Ω

f2 · ∂tumdxdt =

∫

Ω

f2(x) · um(s,x)dx−
∫

Ω

f2(x) · u0m(x)dx

≤ µ̂

2

∫

Ω

|∇um|2(s)dx+
κ2

2µ̂

∫

Ω

|f2(x)|2dx+ ||f2||L2(Ω)||u0m||L2(Ω).

�ª���=��¥ªúí�!¥��¶��¥!�Ñ����¤�=�6�!�P���
�6���P�6���"�6¥1�¤�Ò£Å���¦�����¡�����=�®�6¥ o � ¼��6¥ «




�Ñ�Ý���6�z��¥
(um)m∈N∗

¥��¦�¶ÕH���¦�6��¥ª���=�6�
L∞(0,+∞;V),�Ñ�Ý���6�z��¥

(∂tum)m∈N∗

¥!�¦�¶ÕH�����6�!¥1�6�=�6�
L∞(0,+∞;L2(Ω)),�Ñ�Ý���6�z��¥

(∂tdivum)m∈N∗

¥��³��ÕH���¦�6��¥ª���=�6�
L2(0,+∞;L2(Ω)),�Ñ�Ý���6�z��¥

(pm)m∈N∗

¥��¦�¶ÕH���¦�6��¥ª���=�6�
L∞(0,+∞;L2(Ω)) ∩ L2(0,+∞, V ).

*ùÈ��z�0¯e,

• c����6�Ë�=£(�����¤�=��¥!�Â�¤¥!� ¢6�¦��¢6�����!����� ���6� p �P���C�¦� zí�"�6¥�¢P���G���!�6¥��Ë�!��£(£Å¥/�6�=�6�Ë�¤��¢6�¦¥��PÖ�¥��6���î6�!����¬!£Å¥ªÈG���J���Ã¨¥!�¦�³½êú¡½¾�6�¤�¦¥/�6¥�£Ò�P������¢P����¥!�Â����6�h*t¹6��´J,y�¤¥!� ��¼����¡�������6� ¥��
pm

¢H���P�
1 ≤ j ≤

m
�6¢��=�

p′jm(t)
�6�6¥ª�¤¥��Ë�¤�Á���!×���¥!�Ë�6¥

0
ú
s
�
s ∈]0,+∞[ ¥!�¶�P¥1��¥��"���¦�=�P��¥!���6���]ÖG�¤¥!������¤�6�¦� «

∫ s

0

∫

Ω

c0(x)|∂tpm|2dxdt+
1

2

∫

Ω

k(x)|∇pm|2(s)dx+
B

2

∫

Γc
2

|pm|2(s)dσ =

=
1

2

∫

Ω

k(x)|∇p0m|2dx+
B

2

∫

Γc
2

|p0m|2(s)dσ + α

∫ s

0

∫

Ω

div∂tum∂tpmdxdt

+

∫ s

0

∫

Ω

h∂tpmdxdt.

���C¥!�����!���6�z��¥�G×��Z���¥/ú��Ñ�1¢6�¦��¢6�����!�������6�Â�Ñ�1���6�z��¥
(∂tdivum)m∈N∗

�6���6�P��¥/¢��=��*ùÈG���0¯J,�¥��Ë�=��;�=���Ë¼��6¥
h ∈ L2(0,+∞;L2(Ω)) ��¼��6¥ «

{ �¤�Ò���P����¥
(pm)m∈N∗

¥!�¦��ÕH�=���6�!¥1����6�
L∞(0,+∞;V ),�¤�Ò���P����¥

(∂tpm)m∈N∗

¥��³��ÕH���¦�6��¥ª���=�6�
L2(0,+∞;L2(Ω))

*ùÈ��z�8´J,
��¥ª¼G�P�-£(¥!�Ëû���úÒ�Ñ�Ý�6��£(���6�³�����¡���¤�=�
�6�
��î6�����¦¬�£(¥�È���´��

¥
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�� �Gn@m8|G{Tw Ü�ébõ�éÏ]ø�_R41]�7x4kÍ ø�ÑPÎ=÷\5;÷ùø�Ñ 4
ρ = 0 Ö h ∈ L2(0, T ;L2(Ω))

765 ∃g ∈ L2(0,+∞;L2(Ω)) 5876]\]�7y^!_`7 Öõ�ø�_Gö õHöZ7x4!^!_`7h5�ø�_�5
t ∈]0,+∞[ Ö ∀v ∈ V Ö

∫

Ω

f(t) · vdx = −
∫

Ω

g(t)divvdx Ö u  Ò�ö�÷ Ú27WÛ

u ∈ L2(0,+∞;V).
ï Ò6ä·ø�Ñ 465Bö¦ô5;÷ùø�Ñ ÓÉÊ��£Å£(¥����=�P�(�¤�$¢6��¥!£Å��¬��¦¥®¢���¦����¥®�P¥
�Ñ�$¢6�¦¥��PÖ�¥��6� ��î6�!����¬!£Å¥�È��z�J�¿���M£Ý�6������¢6���z¥��6�=�6�*;¹6�¨§ÁÈJ,Å�¤¥!�
�!¼G�6��������6�
¥!�

um
¢H���6�

1 ≤ j ≤ m
¢6�=�

ujm(t)
� T �F�=ÕP����¥��Á�
¢H���6�������P�

s ∈]0,+∞[ �
λ̂∗

2

∫

Ω

|divum|2(s)dx+ (λ̂+ µ̂)

∫ s

0

∫

Ω

|divum|2dxdt+ µ̂

∫ s

0

∫

Ω

|∇um|2dxdt

+

∫ s

0

∫

Γc
1

Aum · umdσdt = −
∫ s

0

∫

Ω

g(t)divumdxdt+ α

∫ s

0

∫

Ω

pmdivumdxdt

+
1

2

∫

Ω

λ∗(x)|divu0m|2dx.
T �
�P�����¤���¦¥ª��¤���¦�Ë�¤�Ò£Å���¦�=���������� «
∣∣∣∣−
∫ s

0

∫

Ω

g(t)divumdxdt+ α

∫ s

0

∫

Ω

pmdivumdxdt

∣∣∣∣ ≤
λ̂+ µ̂

2

∫ s

0

∫

Ω

|divum|2dxdt

+
1

λ̂+ µ̂
||g||2L2(0,+∞;L2(Ω)) +

α2

λ̂+ µ̂

∫ s

0

∫

Ω

|pm|2dxdt

¢H���6�"�=ÕP��¥!�6�¤�Ë��¥������¦�6������)�
¥

»��e�\�I� ¯°YiWuqsYfk# #"wW�"%$i ¢ÂZ^8oS�M$LÃ)$L�>�1Yca'�¢^MbZ&NYc$'[L�g #�MYc$
ρ = 0ð wG{ {Tw$Ü�ébý�éÏ]ø�_R4�]�7x4ØÍ ø�ÑPÎ=÷\5B÷ùø�Ñ 4jÎ_ã5\ç`Ò ø¡ö	6ä'7 ?eÓ�� Ö ]�7ØÍ ø�_8õP]�7

(u(t, ·), p(t, ·))  Ò�ö�÷ Ú27m]¤ø¡öx4!^!_`7
t →

+∞ Û
u(t, ·)→ 0

ÎÁôÑ 4
V

×!ô=÷LÐ!]�7p765
L2(Ω)

×)ø¡ö.5 Ö
p(t, ·)→ 0

ÎÁôÑ 4
V

×!ô=÷LÐ!]�7p765
L2(Ω)

×)ø¡ö.5 Óï Ò6ä·ø�Ñ 465Bö¦ô5;÷ùø�Ñ Ó
• ©p¥���¢6���=¢6�����!���!� p ∈ L∞(0,+∞;V ) � p ∈ L2(0,+∞;V ) ¥�� ∂tp ∈ L2(0,+∞;L2(Ω))¢H¥���£(¥!�¦��¥!�����6¥Â¢6�¦���PÖ�¥!������£(£(¥����=�6�2�Ñ�"�P��£(���6�¦��������¤���ª�6����î6���=��¬�£(¥ÊÈ��º¹�¼��6¥

p(t, ·)→ 0���=�6�
V

�;�=�¤ÕP�¤¥y*t¥!�¶�6�=�6�ª���=�6�
L2(Ω)

�t���¦�.,��
• ©-�
¢6�¦��¢6�����!��� u ∈ L∞(0,+∞,V)

¢H¥���£(¥!�ª�6¥í�����6�¦�¤�6�!��¥!�1�6�P¥(���P����¥
(tn)n∈N

��¥!�6���=�Á�
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λ∗ > 0

Ö�¥����
+∞ ¥!�

w ∈ V
��¥!�¤�Ë¼��6¥

u(tn, ·)→ w
����6�

V
�;�=��Õ6�¤¥�

©2��¢6���=¢6�����!���
u ∈ L2(0,+∞;V) ¢H¥!��£(¥!���6¥Ë£Å�=������¥��¿¼��6¥"�¤�����P����¥ (Un)n∈N

�6�!û6�6�¤¥Ë�6¥Ë�Ñ�
£k&!£Å¥q�;��!���(¼��]Ãº¥��r*BÈ��º¹R,²�!����Ö�¥!��×�¥"Ö=¥����

0
���=�6�

L2(]−1, 1[;V) *;���ê��¢6�¦¥��PÖ�¥¶�P�í��î6�!����¬!£Å¥È��¨¹e,��
©2� ¢6�¦��¢6�����!���

∂tdivu ∈ L2(0,+∞;L2(Ω))
¢H¥!��£(¥!�-�P¥�£(���Á����¥!�]¼��6¥

(divUn)n∈N
���=��Ö�¥!��×�¥

Ö�¥����
divw

���=�P�
L∞(]− 1, 1[;L2(Ω)) �;��¤Õ6��¥WÉu*t���ê�6¢6��¥!�PÖ�¥1�6����î6���=��¬�£(¥�ÈG�¨¹R,��T ��¥!�?�����P���¤����¼G�P¥

divw = 0
� T ���Â�]Ã¨�=¢6�¦¬����Ñ�Æ¢P����¢6�¦�¤�����~¹P��¯ �y���=£Å£(¥�¢H���6�·� î��=¼��6¥

n ∈ N ��*;¹P��§ÁÈ,Ê¥��³�¶Ö��!���zû���¥ª¢H���6�
t = tn

������� «
∀v ∈ H = {v ∈ V

��¥��¤�Ë¼��6¥
divv = 0}, ∀n ∈ N, < u(tn),v >V′,V=

∫

Ω

f(t)·vdx = 0.

$ ���6�Ò��������¼��6¥
n → +∞ �Ä�=����Õ����¤¥!��� ∀w ∈ H

�
< w,v >V′,V= 0

�-ÉÊ�=£Å£(¥
w ∈ H

�Ä�¤�
Ö���¥��Á�

w = 0
�Ä°�� �!���6���!¼��6¥��6��¥�p¼����=�P�

t → +∞ �
u(t, ·) → 0

����6�
V

�;��¤Õ6��¥�¥��
L2(Ω)�t���¦���

¥T ��¢H¥!�P���6���P�6�¤�¦¥1�6����¥�£(£Å¥ªÈ��¨Íí�¤¥ª�!��£(¢H���¦��¥�£(¥��Á���=�n;G£Å¢P���=����¼��6¥ª�6¥
(u, p)

�¤���¦��¼��6¥
h
¢H¥!�P�¶��Ã¨�!���¦�¤�¦¥1�6¥��;��!����¢P�¤�6�Ë×����6�!����¤¥ «
h = h1 + h2, h1 ∈ L2(0,+∞;L2(Ω))

¥!�
h2(t,x) ≡ h2(x), h2 ∈ L2(Ω).

*ùÈG���0ÇJ,
¥!�¶��������¼��6¥

f
Ö��!���zû�¥ª�ùÃºîR;G¢H�=��îP¬���¥ª�6�
��î6�!����¬!£Å¥�ÈG� ´��


�� �Gn@m8|G{Tw Ü�é;iRÿ�éÏ]ø�_R4l]zô'Í ø�ÑPÎ=÷\5;÷ùø�Ñ
ρ = 0 Ö ]vß ç#7 õ�ø�5Sç�x4-7�Î_'5Sç`Ò ø¡ö@6ä'7 ?eÓ¸û 46_Gö f

765?]zô'Í ø�ÑPÎ=÷\5;÷ùø�Ñ�ù ?eÓ/.<��ü 46_�ö
h Ö ]�7�Í ø�_0õP]�7 (u, p)  Ò�ö�÷ Ú27�]¤ø¡öZ4!^!_`7 t→ +∞ Ö

u(t, ·)→ w
ÎÁôÑ 4

V
×!ô=÷LÐ!]�7p765

L2(Ω)
×)ø¡ö.5 Ö

p(t, ·)→ π
ÎÁôÑ 4

V
×!ô=÷LÐ!]�7p765

L2(Ω)
×)øö.5

ø�Õ
π
7x465�]�ß _#Ñ�÷L^!_`7�40ø�]ì_�5;÷ùø�Ñ�Î_ÒõHö øÐ!]�6ä'7hÛ





π ∈ V
∀q ∈ V,

∫

Ω

k(x)∇π · ∇qdx+B

∫

Γc
2

πqdσ =

∫

Ω

h2qdx
*ùÈ��z�0Íe,

765
w

7x465�]�ß _�Ñ�÷L^!_A7�40ø�]ì_#5;÷ùø�Ñ¢Î�7h]�ßàÒ�^!_Pô5B÷ùø�Ñr ¡ô=ö�÷;ô5;÷ùø�Ñ`Ñ976]\]�7hÛ




w ∈ V

∀v ∈ V,

∫

Ω

(λ(x) + µ(x))divwdivvdx+

∫

Ω

µ(x)∇w ⊗∇vdx

+

∫

Γc
1

Aw · vdσ =< χ,v >V′,V

*ùÈ����=ìe,



xRIÜ¹#I�ã·Gl»uM�N)¼Z½LG�½�C�KP¾6@�CbE.G �8�=È

ø�Õ
χ ∈ V′ 7x465qÎ�ÒSÚ�Ñ�÷CõPô=öhÛ ∀v ∈ V Ö

< χ,v >V′,V=

∫

Ω

f2 · vdx+ α

∫

Ω

πdivvdx.

ùFÌqÑÅõPô=ö.5B÷�Í6_�] ÷�7�ö Ö 4�÷ h2 ≡ 0 Ö π = 0 765"4�÷
(f2, h2) ≡ (0, 0) Ö (w, π) = (0, 0) Ó ü

ï Ò6ä·ø�Ñ 465Bö¦ô5;÷ùø�Ñ Ó©�Ãº¥�±����¦��¥!�6��¥�¥��Â�BÃ¨�6�P�¤�!����� �6¥
π
�¦���¤�P���¤���Ò�6¥1*ùÈG���)Íe,¿�=�Å�P¥

w
�¦���¤�P���¤���Ò�6¥1*ùÈG� �ìe,¿¥!�¦�Ê�=�¦���6�¦��¥

¢��=�Ë�¤¥��¤¥!£(£Å¥��P¥�©-�¡±�½����¤��×����£��T �
�����6�¦�¤�6¬!��¥ª�¤¥��!���6¢6��¥
(û, p̂)

�6�!û��P�-¢H���6�Ë¢6��¥!��¼��6¥1�����P�
s ∈]0,+∞[×Ω ¢��� «

û(s,x) = u(s,x)−w(x)
¥��
p̂(s,x) = p(s,x)− π(x).

©-¥ �!���6¢6��¥
(û, p̂)

¥!�¦���¦���¤�P���¤�����¦�6�
]0,+∞[×Ω �6�í�n;��³��¬!£Å¥h*;¹6�¨§ÁÈ,��gÒ�¤¥Ê���=�6¢6�¤¥Ê�6¥ ��¥��¦£Å¥!������6�¦��¥!�y¥��³�

(f1, h1)
¥!���¤¥ �!���6¢6��¥Ë�6¥"�!���6�6�z�������6�¿���6�����¤�=�z¥��¿¥!�¦�

(u0−w, p0−π)
�Á©p¥!�'��¥��¦£Å¥!�

�����6�¦��¥!�¿¥!�¿��¥����6���P�6��¥!�¿�¤�6�z���¤���¥!�-Ö������zû�¥!���¿��¥���îR;G¢H�=��î6¬��¦¥��'�6�Ý��¥�£(£Å¥ÂÈ��¨ÍP�©p¥Ê�!���6¢6��¥
(û, p̂)�����ÁÖ�¥��¦×�¥·�6���P�ÅÖ�¥!������¥(���=�6¢6�¤¥

(0, 0)
�=�Æ��¥!�6���6�!û��P�Â����6���¤¥(��¥�£(£Å¥��p�!¥·¼��6�y¢6�¦���PÖ�¥Å�¤¥

��î6�!����¬!£Å¥�ÈG���)ìP�
¥
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λ∗ > 0



þ ÿ X���eHc�g�\ Æ

þ � � 
M[�� `®e�� � \Mc � \ag�`+� \�
Æc�eÇ�¸\a`

$ �=�P�-��¥�£(��£(������¥��!�6���6�-�P���6�-�¦��£(£Å¥!�p�¤�Á���!��¥!�����!���=��±ª�=�¦¢H¥��!���-��îP�����¦�¤¼��6¥��p�����6�!¥��¦���=�Á�
�6��£Å�G�6¬!�¤¥¶�6¥�ÌÊ�¤�=�Â����6� ��¥�¼��6¥!�C�Ñ�1ÖG�z��¥��¦��¥��6¥�û��z�����¡�������Å¥!�¦� �6��×=�¤�¤×=¥)�=ÕP�¤¥�G©p¥/¢6î6�!�6��£(¬��6¥
¥��¦�í�=�����������!×��Ê¢���Ý�6� �n;��³��¬!£Å¥®�]Ãº��¼����¡���¤�=�6�ÝîR;G¢H¥��¦ÕH���¤��¼G�P¥�½¾¢��=���ÕH���¤��¼��6¥Å�����6¢P�¤�!¥��Ò�6�=�6�
�¤¥�¼��6¥!�"�BÃº��¼�������¤���Mîe;G¢C¥!��ÕH�����¤¼��6¥
¢H¥����k&!����¥
�6���&�¤���6�)�=���¦¥=�¿°'�h�P���¤����������Ò�6¥!�(��¥�� î6�6��¼��6¥��
Ö�=���¤����¤���P�6¥�����¥!�!�6�6���6�/�)Ö����6����� �=ÕP�¤�p�6¥����¦�����P��� �¡���¶�]Ãº¥�±��¤�³��¥��P��¥�¥!���]Ãº�6�6�¤�!�����1�¦���6���6¥���îe;�½
¢H�=��î6¬!��¥!�¶¼��6�ÄÖ�=����¥��Á�"¥!�m�t�=�6�!���¤���®�P¥��ËÖ��¤¥!�6���Ë¢6�¦�¤�¦¥��Ë¢��=� �¤¥�� ¢��=���=£(¬!���¦¥�� ¢6îR;G����¼��6¥��!�H©p¥
£Å�G�6¬!�¤¥Ò�6���Æ�¤���6�)�����¥Ò�]Ã¨�������(�!���P�6�¤�(¼��]Ãº¥��T�6��£Å¥!�6���������6�T�ÄÃ¨¥!��¢��=�!¥Å� ��6�6���1¼��6¥Å��¥í£Å�¡½
�6¬���¥í�¤���6�)�����¥Ý¥!�¦���=���=�V;��¦�í¥��+£Ý�6����� $ �pÉÊ¥!���¦���¦�6��������ª�=���1�����í���=£Å¢6���!�����ª¢6�=�ª�P�6¥(�����6�6¥
�6���!��£(¢H���¦��¥�£(¥��Á�¶¥!����¥�£(¢6�"�¤���P×í�6¥!�¶�������P�������6��� $ �=�6�"�¤¥��)�=�"�6�������¤�6���=����¥��P�Ñ�Ý¢6��¥!���������
��¥��P�$���=���¦���6�¦��Ö�¥!����Y��!���·� �=�P�6�¤��¼��6¥Ý��¥��6��¢P�Ñ�=�!¥�£(¥��Á��¢H¥��P�����=��Ö�¥!��×�¥!�/Ö�¥������P� ��� ��/�¦���¡½
���¤�=�6���=����¥�¼��6¥��ùÃº����¥�±�¢6���¤�!����¥�¥��u�t���P�!���������6¥��Ë�6�=�6�6��¥!��� $ �=�6�Ë�¤¥/���=�Ë�¤���6���=����¥����=�®��ÕP����¥��Á�
�¤¥ª£X&�£(¥��8;�¢H¥1�6¥1���!���6�z� ����¶ú(�!¥��!�2¢6��¬!��¼��]Ãº���~�6¥1�!���6�����6¬��¦¥�¢6�=�¶�¤¥ª�n;��³��¬!£Å¥����=£Å¢6��¥!�������
��Ã¨�0Ö�¬!��¥�¼��6¥���¥��Ë��¥�� î6�6��¼��6¥���¼��6¥��P���6�¶�P�����¤���¦���6�Ë�6¥1¢H¥��¦£Å¥�����¥��Á��¢��=�¶�6¥1�!���6�����6��¥ª���=�6�¶��¥
�)�=���6�(�n;G�¦��¬!£Å¥¶�!��£(¢6�¤¥��)� d �=�6�y�0Ö����P�y¥!��ÖG�����=×��"�ÄÃ¨�P���¤���¤�¦¥��¿�¤��£(����î6�G�6¥Ë�6¥!�y��¥!£Å�ß½�×��¦���6¢H¥!�
£·�=���1�P���6���6�=�6������£(£(¥����!��� �t�¦���������Ýú��6� £Å�=�6¼��6¥Å�6¥·�¦��×��P�Ñ�=�¦�����(�¦�6���Ñ��¢P��¥��¦������� ¼��6�
����£(¢6���¤¼��6¥¶�!���6�¦�¤�6�!���=Õ6��¥�£(¥��Á�Ê�BÃ��¢6¢6���G� î6¥� T ��¢H�=�6�����=���y�¤�Á�����G�P�6�¤�¦¥¶�¤�1�¤�=�@�6¥�É ������=�6¥��Ýú
�Ñ�(¢6�Ñ���¥��6¥��¤�Å�����-�6¥ $ �=���6;J�C����£(£(¥��!¥��¤�Å¥��¦���¦�6×�×��!�������=�6�p� ¹ÁÍ��ù�9�~�=�����¤¥1£Å�G�6¬!�¤¥1�]Ãº¥��¦�
�=�¤���¦�Â¢6îe;G���¤¼��6¥!£(¥����"�=�P£Å��������Õ6��¥¶¼��6¥����=�P� �¤¥����=� �g

λ∗ = 0
�P©p¥/���=� �!��£Å¢P�¤¥!�Â�]Ãº¥��¦�Ë�P���6�

¢��=�(���!�������]�"�/¢6�¦¬��Å�¦��%�¥�±P�����������Ë�6�=�6�(��¥�£ÝÕP�¤¥
��¢6¢H���³���6�h�]Ãº�!���6�6��¥��(��¥
£Å�G�6¬!�¤¥®����£(¢6��¥!�
���=�6�1�6�6¥X�t���¦£Ý�6�Ñ�¡���z����¥!�T�6��Ö=¥���×=¥��6�!¥·¥������=����������6�6¥!�ù�pÉÊ¥Å×�¥��P��¥Å�P¥X�t���¦£Ò�P�Ñ����z����¢H���6�ê½
���=�z�q&!����¥�¢6���6�Ê������îP¥�¥!�®�¤� �t�=��£Å��������P�!��ú��BÃ¨���6�¦���=�Â�P¥�� �����¦�6��������Ê���=�6�G�P�Ë¢H���6�Ê�¤¥�¢6���=Õ6�¤¬!£Å¥
�6¥ o ���t=¥��3�z�!�B�ÂÉÊ¥!����¥~���6��¥�¥!�¦��ú+���=¢6¢P���G� î6¥��Å�]Ãº�6�6¥~�=�P����¥�¢6�¤�³��¥�¼��6�¶�����P���¤�³��¥~ú+� î��=��½
×�¥����]Ãº�¤�6�!���6���6¥í���=�P�ª�¤¥Ò�¦�����¤�6¥�9�¸�¤��¢6�Ñ�=�!¥Ò�6�+�6�!¢6�¤�=��¥!£Å¥!���

u
�]����¢H¥��P�1�!���6�¦�¤�6�!��¥��ª���

����£(¢H���������¥í�¤���P×������6�6�������¥
φ = divu

¥!�1��������£(¢H�����=����¥í�����=�6�³Ö�¥������=�¤¥
ω = rotu

��ÉÊ¥!�
�6���PÖ�¥!�¤��¥������6���=�6�G�P¥����¢6¢��=���=�¤�¦��¥��Á�/���¡���6�¦¥��¤��¥�£(¥��Á�¶¥��$�=¢6¢P�¤�¤¼�������¶�¤¥!����¢H�!�����¥��6�¦�/�6�zÖ�¥��ê½
×�¥��6�!¥/¥!�Ê�¦�=� �¡���¤�=�6�6¥��@�=�G±Å��¼�������¤���P����©p¥�� î��=£(¢

ω
¥!�¦� �¦���¤�����¤�=�(�]Ã¨�P�6¥/��¼����¡���¤�=�·�]Ãº���6�6¥!�

�0��´
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� �=�6�P�¤�"¼��6¥��¤¥ª�!���6¢6��¥

(φ, p)
Ö����¦��û�¥1�P�~�n;��³��¬!£Å¥����=�6¢6�¤�ª�Jg��¤�í¢6�¦¥�£(�¤¬!��¥ª��¼����¡���¤�=��¥��³�/�6¥

��;G¢H¥ o ��ÕH����¥!ÖÁ½n�ª�=��¢H¥����ø�º§�Í��ù�yÉÊ¥�×=¥��6�¦¥��6¥m�t����£Ý�6�¤������=�M¥!�¦�/��¢H¥!�P�¦½¸&!���¦¥��£(�¤¥��G±&�=�6�=¢P���
¢H���6�¶�ùÃº�!���P�6¥�¥!�~��¥�£(¢6�������6×6� f �=�P��¥6�t���¤���@�¤�p��¥��³��¥�úÅ�!��£(¢6��¥!�6�6��¥1����£(£Å¥!���!�@�!���6����¤�����=���
divu

¥��
rotu

�6����¢H¥������¦¥����=�6�¦�����6����¥ª�ùÃº�¤�6�!���6���6¥
u
�

µ��6¥��¦�6����¥��P¥���¥������0Ö¡�=�¤�C¢H���P�������� �!���6�!¥����P¥��"�Ñ���¦�6�³���zû��)�¡���¤�=���6¥��Ë�����P�6�����¤���P�Ë���±®���¤£í�z��¥��
�P�����¤���¦��¥��!�y°'�a¥6UÄ¥��/����¥!�·�!���6�P���������6�í�¦�����Å���¤��¥!�(ú+�ùÃº��¢H�!�����¥��6�í�]Ãº���Ñ��¦�������z���®�����P�������¤�6���=�
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