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Chapitre 1

Introduction

La théorie de la poroélasticité linéaire, dont un historique peut se trouver dans

un article récent de R. de Boer [34], a été développée de fagon rigoureuse par Mau-
rice A. Biot dans les années cinquante, aprés quelques travaux préliminaires d’avant
guerre |15, 16]. Aujourd’hui, elle est au centre de nombreuses applications concer-
nant des domaines trés divers. Citons, par exemple, le secteur pétrolier [14, 25, 50],
les applications militaires [61] ou le secteur médical [28, 29, 37].
Dans cette thése, on s’intéresse a I’étude de milieux poreux saturés de fluide pou-
vant étre sujets a un phénomeéne de consolidation [4, 13]. Lorsque I'on considére
I’étude des propriétés poroélastiques ou le probléme de la propagation des ondes
acoustiques dans des milieux poreux saturés (dans le cas de la prospection pétro-
liére par exemple), deux sortes d’approches sont possibles. La premiére consiste a
s’intéresser aux lois microscopiques (c’est-a-dire aux lois régissant les phénoménes
a 1’échelle du pore) pour en déduire les lois macroscopiques intervenant a 1’échelle
du milieu poreux dans son ensemble. C’est 1a qu’interviennent les techniques d’ho-
mogénéisation utilisées notamment dans |5, 26, 46|. Il s’agit de considérer que la
structure microscopique se répéte de fagon périodique ce qui entraine aussi la pério-
dicité des solutions. La seconde approche, plus ancienne, a été développée par M.
A. Biot dans le milieu des années 50. Elle consiste & supposer les principes de la
mécanique des milieux continus applicables au niveau macroscopique et a ignorer
ainsi ce qui se passe au niveau microscopique de fagon délibérée. Cette méthode plus
heuristique a été en fait justifiée a posterior: par la concordance des résultats avec
les méthodes d’homogénéisation développées plus tard. De cette facon, M. A. Biot
a montré qu’une théorie de la consolidation peut s’établir en combinant la théorie
de I’élasticité avec la loi de Darcy d’écoulement d’un fluide & travers un matériau
poreux.
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On assimile le milieu poreux dans lequel on étudie le phénomeéne de diffusion a
(2, domaine borné de R", n € N* de frontiére I'. On suppose que la frontiére I' est
au moins lipschitzienne afin de pouvoir définir presque partout une normale unitaire
n extérieure a 2. Un point de R™ est noté x tandis que ¢ € [0, 7] désigne la variable
temporelle avec T" strictement positif fixé. On précise que les termes en gras repré-
sentent des vecteurs tandis que ceux en italique désignent des scalaires.
Le produit scalaire dans R™ est défini par x -y = Z x;y; et si 0 est un tenseur

1<5<n
et v un vecteur, le produit ov désigne le produit d?aj;natrices usuel, & savoir : v
est un vecteur de R™ dont les composantes sont (0v); = Z o;v;, 1 <j<mn.Les
1<i<n

équations étudiées font intervenir des opérateurs différentiels tels que le gradient V
ou la divergence div. Comme le déplacement u est un vecteur, son gradient est un
tenseur dont les termes (Vu),;; sont donnés par d;u; avec 0; = %, 1 <i, 5 <n.

L’opérateur divergence défini par divu = Z O;u; est quant a lui un scalaire. On
1<j<n
définit aussi la divergence d’un tenseur O E(J);nme étant le vecteur de composantes
(divo;;);. Pour finir, on introduit la notation ® pour désigner le produit de deux
tenseurs O et € dont la résultante est le scalaire 0 ® € défini par : Z Z 0;;€j;-
1<i<n 1<j<n
Notons p la densité du milieu poreux 2. On suppose que la matrice poreuse (ou
squelette poreux) est saturée par un fluide visqueux peu compressible se diffusant a
travers elle. On va maintenant énoncer les hypothéses nécessaires a la bonne appli-
cation de la théorie de Biot.
Tout d’abord, on suppose que ’hypothése des petits déplacements est vérifiée, tant
pour la phase solide que pour la phase liquide. C’est une hypothése largement vé-
rifiée dans la majorité des applications considérées. Le tenseur des déformations
macroscopiques € est alors donné par la relation :

g(u) — %(Vu + vuh) (1.1)

o u(t,x) est le vecteur déplacement de la matrice solide pour tout point x de €2 et
tout temps ¢t > 0 et 1" désigne la transposée.

On suppose de plus que la phase liquide est continue, c¢’est-a-dire que 1’on considére
que les pores occlus (pores saturés mais ne communiquant pas avec le reste du fluide)
font partie de la matrice solide. Ainsi, la porosité ¢ que ’on considére dans la suite,
c’est-a-dire le volume de la matrice qui peut étre occupé par le fluide, est celle des
canaux ou s’effectue ’écoulement. Par rapport & cette porosité ¢ supposée isotrope
et uniforme, le milieu est supposé saturé.



La derniére hypothése concerne la matrice solide que 1'on supposera élastique et
isotrope ce qui sous-entend que 1’on néglige tous les phénoménes d’origine visqueuse
liés & la matrice.

Etablissons maintenant les équations régissant les phénoménes intervenant dans
un milieu poreux saturé.
On note p, la densité du solide, p; la densité du fluide et U le déplacement moyen
de la phase liquide contenue dans I’élément macroscopique. La vitesse de filtration
est alors définie par J;w oul on a posé¢ w = ¢(U — u).
Pour chaque sous-domaine I de 2 de frontiére S, la quantité

/’C((l — ¢)psOa + ¢ps0,U)dx

représente le moment de ’ensemble fluide-solide sur K.
Comme p = ¢ps + (1 — ¢)ps, il vient

/ (1 = @)psOa+ ¢p;0,U)dx = / (pOru + prOyw)dx.
K K

De plus, par I'intermédiaire de sa frontiére S, IC subit les forces de traction dues a
son complémentaire et qui sont données par 1’expression :

/ ondS.
s

Ici, 0 désigne le tenseur des contraintes macroscopiques et représente les forces
internes agissant sur la surface S de K.
On obtient alors I’équation de conservation des moments suivante :

/ (pdu + proiw)dx = /
K

Gnd5+/fdx
s K

ou f représente les forces extérieures agissant sur 1’élément macroscopique.
En remarquant que / ondsS = / divodx, il vient :
S K
pdiu + profw — divo = f. (1.2)

Soit £(t,x) la quantité de fluide dans le milieu poreux. La masse de fluide dans
chaque sous-domaine K est donnée par :

/K £(t, x)dx.
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Le taux de pénétration du fluide saturant est, quant & lui, fourni par la relation :

/Sq(t,x) -ndS

ou q est le vecteur flux, c’est-a-dire la quantité de masse de fluide entrant dans la
matrice poreuse.
La conservation de la masse s’exprime donc de la facon suivante :

/}C ,E(, x)dx + /S a(t, x) - ndS = /}C prh(t, x)dx

ou h représente un terme source quelconque.
On obtient finalement que :
0 + divg = pyh. (1.3)

D’aprés les hypothéses formulées précédemment, on peut montrer qu’il existe un
potentiel de déformation et contraintes V ne dépendant que des composantes du
tenseur de déformation € et de 'augmentation de teneur en fluide ( = —divw. On
peut ainsi définir le tenseur de contraintes macroscopiques O et la pression moyenne
dans le fluide p par les relations suivantes :

ov ov

O=—¢etp=—.

o P T B¢
Dans le cas d’un milieu poreux saturé, on montre alors qu’en utilisant la loi d’élas-
ticité de Hooke, le tenseur des contraintes et la quantité de fluide dans le milieu

poreux sont donnés par les expressions suivantes :

{ oij = A(X)tr(e(u))o;; + 2u(x)g;;(u) + A*(x)tr(e(du)) — apd;;
& = pr(co(x)p + adivu)

ou J;; représente le symbole de Kronecker (6;; = 0si ¢ # j et 1sii = j). Ici, A est
le module de dilatation et p le module de cisaillement. Ces coefficients strictement
positifs sont aussi appelés paramétres de Lamé et interviennent dans l’opérateur
d’élasticité [41]. Le réel strictement positif o est la constante de Biot-Willis qui
prend en compte les effets de couplage déformation /pression : il s’agit en fait d’une
mesure de la quantité de fluide que 'on peut introduire dans la matrice poreuse
en augmentant la pression a volume constant. Quant a cg, il s’agit d’un coefficient
positif ou nul qui combine la porosité du milieu et la compressibilité de ’ensemble
fluide-solide. Enfin, \* est un coefficient positif lié aux effets de consolidations secon-
daires et pouvant s’annuler. Ces effets ont été négligés dans certaines études |3, 53].



Pourtant, le processus de consolidation comprend normalement deux étapes. Dans
la premiére, les déformations du sol sont liées aux effets de la pression du fluide sa-
turant (représentés par la constante de couplage o dans les équations) tandis que les
effets dits secondaires proviennent d’une déformation supplémentaire du squelette
due & des perturbations hydromécaniques provenant des premiers effets de consoli-
dation. C’est pourquoi nous avons choisi de considérer le cas \* > 0.
On fait ’hypothése supplémentaire que le flux q est donné par la loi de Darcy, a
savoir :

q = —psk(x)Vp
o k(x) est un coefficient strictement positif qui prend en compte la perméabilité
du milieu et la viscosité du fluide puisqu’il s’agit d’une mesure du flux obéissant &
la loi de Darcy pour un gradient de pression donné.

Les équations (1.2) et (1.3) s’écrivent alors :

P+ g (X)W — X () 2 div w) = F((A(x) + )i w)
—div(p(x)7u) + avp = £(t,%)

co(X)0p + adivoyu — div(k(x)Vp) = h(t, x).

(1.4)

On suppose enfin que la vitesse de filtration est négligeable, ce qui nous donne le
systéme couplé de type hyperbolique-parabolique suivant :

(o0 T8 G0 () i) — (M) + ()i w)
—div(p(x)7u) + avyp = £(t,x) (1.5)
\ CO(X)% +a dz’vg—ltl — div(k(x)wp) = h(t,x).

On s’intéressera aussi au cas ou les effets de I'inertie sont négligeables. Cette hypo-
thése d’'un état quasi-statique intervient naturellement dans certains aspects de la
théorie de consolidation de Biot notamment lorsqu’on veut décrire les lentes défor-
mations dues a la consolidation et aux infiltrations du fluide dans la matrice poreuse.
On obtient alors le modéle :

TN () i ) — (G0 + ()i w)

¢ —div(p(x)vu) + ayp = £(t, x) (1.6)
dp

. Ou
\ CQ(X)E +« dwE — div(k(x)7p) = h(t,x).

(
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Enfin, on peut remarquer que lorsque \* = 0, le systéme (1.5) est formellement
équivalent au systéme thermoélastique couplé [32]. Dans ce cas, p représente la
température, cq et k sont strictement positifs et désignent respectivement la chaleur
du milieu et sa conductivité. Le terme aVp provient alors du stress thermique dans
la structure et adivd,u correspond a la chaleur interne due a la dilatation. Il s’agit

du modéle : ,
p0 T2 — () + p(x))div )
—div(p(x)7u) + avyp = £(t,x) (1.7)

\ co(x)% +a div%—l; — div(k(x)vp) = h(t,x).

Pour finir, on s’intéressera & un autre modéle dérivé du systéme de consolidation
précédent comportant cette fois-ci un terme non linéaire dans la premiére équation.
En effet, suite aux travaux de W. Van der Knapp [60], M. A. Biot a également
montré que le comportement du milieu poreux pouvait étre non linéaire [24]. Cela
est dii a certains effets sur la géométrie locale du milieu tels que des changements
brusques dans les zones de contact ou des occlusions de fissures. En effet, si le
volume du solide constituant la matrice poreuse dépend linéairement de la pression
du fluide saturant et des stress subis, les contraintes dues au stress effectif entrainent
des modifications de géométrie locale qui sont essentiellement non linéaires pour
des valeurs de contrainte petites. Dans ce cas, I’énergie est alors définie comme le
potentiel d’élasticité linéaire perturbé par un potentiel non linéaire. Dans le cas
particulier de la dimension un, on obtient ainsi le systéme suivant :

{ pOfu — N 0,00u — (A + 2p)0u — w0, (|0,u|"*0u) + adpp = f (1.8)

coOp + a0, 0pu — kO?p = h

ou pu* > 0 et ou le potentiel d’élasticité devient non linéaire par I’adjonction du
g—laplacien.

Remarques sur la littérature - La premiére théorie sur les milieux poreux
et notamment sur le phénoméne de consolidation a été établie par Karl Von Terza-
ghi (1883-1963). Il a défini la consolidation comme étant due & un "processus qui
provoque une baisse du volume de fluide contenu dans les pores du milieu sans que
ce fluide ne soit ensuite remplacé par de lair". C’est en fait en s’intéressant tout
d’abord a une éponge remplie d’eau puis & une colonne d’argile ou de sable soumise
a une charge constante sans possibilité d’échappée latérale qu’il a développé, parfois
de facon empirique, les bases de la théorie de la consolidation. Il a ainsi pu constater



les similitudes, dans de nombreux cas, entre le comportement de ce matériau su-
bissant une contrainte et I’évacuation d’un fluide hors d’un milieu poreux élastique
[58, 59].

Maurice A. Biot (1905-1985) a ensuite développé de fagon considérable les bases de
la théorie des milieux poreux qu’avait élaborée K. Terzaghi. Il a notamment étendu
les résultats de K. Terzaghi au cas de la dimension trois en établissant des équa-
tions valables pour une charge transitoire [15, 16, 17, 18] en utilisant des techniques
d’homogénéisation. Il a également développé les équations de la théorie de la conso-
lidation dynamique (c’est-a-dire celles que nous considérons ici) avant de s’intéresser
a la description de la propagation d’une onde élastique dans un milieu poreux sa-
turé [19, 20]. A partir de 1956, il a principalement cherché a compléter les théories
précédentes et a travaillé sur quelques problémes encore ouverts. Dans [21, 22|, il
s’est penché sur la propagation d’une onde acoustique dans un milieu poreux et
notamment sur I'influence de ’anisotropie, de la viscoélasticité ou des dissipations
intervenant dans la matrice solide. Finalement dans les années 70, il a développé
une théorie des déformations finies dans les milieux poreux [23].

Ces travaux, élaborés d’un point de vue plutot mécanique ont donné suite & de nom-
breuses extensions mathématiques. Dans le cas du systéme thermoélastique couplé
(1.7), Constantine M. Dafermos [32] a établi I’existence et 1'unicité de solutions fortes
associées a des conditions aux limites mixtes comme celles que 1’on considére dans
I’étude du cas linéaire au chapitre 4. Ces résultats ont été également complétés par
une étude du comportement en temps long du probléme dans laquelle il a montré
que le gradient de température et I’entropie associée convergent toujours vers zéro
quand les termes sources sont nuls.

Comme on I’a évoqué précédemment, les résultats de Biot, parfois obtenus de fagon
heuristique, ont été véritablement justifiés a posteriori par des techniques d’homo-
généisation. Grace a cette méthode, basée sur I’étude des solutions périodiques par
rapport aux variables d’espace, Jean-Louis Auriault et Evariste Sanchez-Palencia
ont mené dans [5] une premiére étude pour le modéle quasi-statique (1.6). Ils ont
dérivé une forme non isotropique du systéme de Biot par homogénéisation, obtenant
ainsi une solution unique du probléme, avant d’étudier le comportement limite du
systéme lorsqu’une charge soudaine est appliquée. Les méthodes d’homogénéisation
ont été également appliquées dans le cas du systéme thermoélastique (1.7) par Safia
Brahim-Otsmane, Gilles A. Francfort et Frangois Murat dans [26] aux débuts des
années 1990. Plus récemment dans [47, 48], Marcio Murad et ses co-auteurs ont
pris en compte les effets de consolidation secondaire (présence du terme \*) souvent
négligés en utilisant, la encore, des changements d’échelle. Ils ont également mis
en oeuvre des méthodes d’approximation de type éléments finis afin d’obtenir des
estimations d’erreur pour le modéle de consolidation avec p = ¢y = 0 |46] complé-
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tant ainsi les résultats déja établis par Alexander ZeniSek dans [62] ou, en plus de
résultats d’existence et d’unicité basés sur une méthode de compacité, étaient déja
présentées des estimations d’erreur en dimension deux.

Notons enfin les travaux plus récents de Ralph E. Showalter et de ses co-auteurs qui
ont étudié plusieurs problémes liés a la poroélasticité. Dans [53], R. E. Showalter a
développé des résultats d’existence, d’unicité et de régularité pour le systéme quasi-
statique dégénéré (p = \* = 0) en utilisant des techniques de semi-groupes pour les
équations d’évolution dégénérées dans un espace de Hilbert. Il a également traité le
cas d’'un milieu poreux composite qui est régi par un systéme du méme type que
(1.5) faisant intervenir néanmoins deux pressions solutions d’équations de diffusion
couplées par un terme d’échange, le milieu pouvant étre entiérement ou partielle-
ment saturé [55, 56]. De méme le cas d’un milieu poreux partiellement saturé a été
envisagé dans [54] ainsi que le cas d’un milieu visco-plastique dans [57] toujours
en utilisant des techniques de semi-groupes basées sur les propriétés des opérateurs
intervenant dans les équations.

Plan du travail - Dans ce manuscrit, nous nous intéressons a ’existence et a
I'unicité des solutions des modéles (1.5) a (1.8). Pour des raisons pédagogiques et afin
d’éviter des redondances dans le détail des techniques de démonstrations employées,
nous avons choisi de développer le cas 1D ot les modéles linéaire et non linéaire ont
pu étre traités avant d’aborder le cas linéaire multidimensionnel. Nous employons
dans les deux cas des méthodes variationnelles ce qui signifie que nous considérons a
priori des solutions faibles des problémes étudiés. Le chapitre 2 est consacré a I’étude
du modéle de Biot non linéaire et au cas quasi-statique non linéaire avec conditions
aux limites de Dirichlet homogénes. On établit d’abord ’existence et l'unicité d’une
solution par une méthode de Galerkin avant d’obtenir le méme résultat pour le pro-
bléme quasi-statique sous des hypothéses plus faibles. On analyse ensuite en quelle
mesure le probléme complet approche le modéle quasi-statique. Les outils d’analyse
fonctionnelle employés de maniére essentielle dans le mémoire sont utilisées dés ce
chapitre et sont rappelés en son début. Le chapitre 3 traite, lui aussi, du modéle non
linéaire et concerne plus particuliérement le cas thermoélastique A* = 0. Nous avons
choisi de lui consacrer un chapitre a part entiére car il est singulier par rapport au
cas A* > 0. Lorsque A* = 0, on perd des informations sur la régularité de la solution.
On contourne cette difficulté en forcant la régularité perdue : on transforme le mo-
déle en lui ajoutant une contrainte. L’existence d’une solution peut ainsi s’établir via
des méthodes de régularisation et de pénalisation. Le cas linéaire multidimensionnel
est présenté dans le chapitre 4 avec des conditions aux limites plus générales que
celles envisagées dans le cas non linéaire. Les résultats d’existence et d'unicité y sont
établis pour le modéle complet, le systéme quasi-statique et le cas thermoélastique.



Les démonstrations d’existence reposent sur une méthode de Galerkin tandis que
des fonctions-test de Ladyzenskaja sont utilisées dans les démonstrations d’unicité.
On compare ensuite les modéles thermoélastique et quasi-statique au modéle com-
plet en estimant dans chaque cas les taux de convergence des solutions en fonction
des paramétres A\* ou p suivant le cas. Enfin, le chapitre 5 traite du comportement
en temps long des modeles linéaire et non linéaire dans le cas \* > 0 sous diffé-
rentes hypothéses sur les termes sources. Mentionnons également que certains de
ces travaux ont fait I'objet de prépublications |7, 9, 10|, de publications parues ou
acceptées [8, 51, 52| ou sont en cours de soumission [11, 12]. Signalons aussi que
les publications précédemment citées contiennent des résultats qui ne figurent pas
dans ce document. En effet, dans les travaux présentés dans ce mémoire, nous avons
systématiquement bati les méthodes de construction d’une solution sur la théorie
d’approximation de Galerkin. Or on peut penser & d’autres moyens comme, par
exemple, les méthodes de point fixe ou les techniques de transformation des modéles
en systémes d’équations du premier ordre en temps. La publication [7] donne un
résultat d’existence basé sur un théoréme de point fixe de Schauder-Tikhonov et les
résultats de J. L. Lions [33] sur les problémes d’évolution du premier et du second
ordre en temps. Dans la publication [10], on traite le modéle (1.5) via ’étude d’un
systéme du premier ordre en temps. Cependant, si ces deux types de méthodes ont
permis de conclure dans le cas linéaire 1D, leur utilisation dans les autres cas a
soulevé des difficultés que nous n’avons pas réussi a surmonter a I’heure actuelle. La
méthode de Galerkin a donc été plus performante, raison pour laquelle nous n’avons
pas inclus dans ce mémoire les travaux de [7, 10| réalisés par les autres techniques
mentionnées ci-dessus.

Enoncé informel des résultats obtenus - Dans un souci de clarté, nous
terminons cette introduction en indiquant de maniére informelle les principaux ré-
sultats d’existence et de comportement en temps long établis dans ce mémoire sur
les modéles (1.5) et (1.8). Nous les présentons suivant les valeurs prises par les
paramétres physiques p et \* ce qui donne les informations obtenues aussi sur les
modéles (1.6) et (1.7). Comme indiqué ci-dessus, ces résultats sont en réalité prouvés
pour des problémes variationnels associés au modeéle (1.5) ou (1.8) qui prennent en
compte des conditions aux limites et initiales. Le cadre variationnel considéré et les
espaces fonctionnels utilisés sont introduits au chapitre 2. Nous nous contentons ici
de préciser le type de résultat obtenu en regard de la situation physique considérée.

Modeéle linéaire multidimensionnel (1.5) :

Il est prouvé ’existence d’une unique solution (u, p) lorsque :
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a) p(x) > p >0, \*(x) > 0 sur § (ce qui signifie que \* peut s’annuler sur tout
ou partie de (),

b) p(x) = 0, A*(x) > A* > 0 et le déplacement u a Détat initial vérifie une
condition de compatibilité.

De plus, dans le cas b), on montre que le couple (u(t,-), p(t,-)) converge vers un état
stationnaire lorsque ¢ — +00 dans un sens précisé au chapitre 5.

Modeéle non linéaire monodimensionnel (1.8) :

Il est prouvé ’existence d’une solution (u,p) lorsque :
a)g>1,p>0et \* >0.

Cette solution est de plus unique dans les cas suivants :
b) ¢g>1,p=0et \* >0,
¢) ¢=>2,p>0et \* >0,

d) ¢ >3, p>0, ) =0 et la divergence de d;u vérifie & chaque instant ¢ une
contrainte imposée.

De plus, dans les cas b) et ¢), on montre que le couple (u(t,-), p(t,-)) converge vers
un état stationnaire lorsque t — 400 dans un sens précisé au chapitre 5.

Mentionnons enfin que des résultats de comparaison entre les différents modéles sont
établis. Leur présentation nécessitant I'introduction de nombreuses notations, nous
ne détaillons pas ces résultats ici et renvoyons le lecteur & la fin des chapitres 2 et 4.



Chapitre 2

Etude d’un modéle non linéaire

2.1 Introduction

Comme on I’a vu dans I'introduction, nous nous intéressons d’abord au modéle
non linéaire dérivé du systéme (1.5) en dimension un d’espace :

pOfu — N 0,07 — (A + 2p)03u — p* 0, (|0,u|"20pu) + adyp = f @.1)

co0ip + 0, 0,u — kO?*p = h. .

Ici g est un réel strictement supérieur a 1 et u* est une constante positive si g # 2
et nulle si ¢ = 2. Ainsi le modéle (2.1) contient le modéle linéaire (1.5) en dimension
un d’espace. Par ailleurs, les paramétres physiques du systéme sont supposés étre
constants et ne dépendent pas de la variable d’espace. Ce systéme apparait lorsque
I’on considére le cas particulier d’une onde se propageant suivant une seule direction.
Dans ce cas, le déplacement dépend d’une seule variable notée z et il en est de méme
pour la pression. Le scalaire u représente alors la composante suivant la direction
Oz, u,, de u. On pose ) = [a,b], avec a,b € R, a < b, Q représentant le milieu
poreux saturé ou a lieu la propagation de 'onde tandis que ) désigne le cylindre
[0,T] x Q.

Lorsque p = 0, le systéme précédent se transforme en un systéme quasi-statique qui
est le suivant :

—XN0ou — (A + 202w — 10, (|0:u|*20pu) + ad,p = f (2.2)
coOp + a0, 0pu — kO?p = h. '
On adjoint a ces systémes les conditions initiales suivantes :
(u(O,x),p(O,x)) = (u()(x)apo(x))? (23)

11
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et quand p > 0
Owu(0,2) = uy(x), (2.4)

et des conditions aux limites de Dirichlet homogénes au bord de ) :
u(t,a) = u(t,b) = p(t,a) = p(t,b) = 0. (2.5)

On rappelle que les constantes A, i, a, ¢y et k sont supposées strictement positives.
Dans ce chapitre, on s’intéresse & la situation o les effets de consolidation secondaire
sont pris en compte. On considére donc que \* > 0 ici, le cas \* = 0 étant examiné
au chapitre 3.

Nous allons établir dans cette partie l’existence et 1’'unicité de solutions pour le
probléme de Biot complet et pour le modéle quasi-statique avant d’établir un résultat
de comparaison entre ces deux modéles en fonction du paramétre de densité p.

2.2 Reésultats préliminaires

Commencons tout d’abord par énoncer quelques résultats d’analyse fonctionnelle
qui vont étre utiles dans les démonstrations développées dans ce chapitre et dans
le reste du mémoire. Le rappel de ces résultats appartenant au registre standard de
I’analyse des équations aux dérivées partielles aurait pu étre omis. Cependant, on a
fait le choix de les indiquer dans le but de faciliter la lecture de ce manuscrit. On
suppose toutefois connues les notions d’espaces de Banach, de Hilbert, de Lebesgue
LP, 1 < p < 400 y compris les propriétés de convergence faible et faible * dans
ces espaces. On renvoie le lecteur aux ouvrages [27, 31, 33, 43, 44, 45| pour des
démonstrations de ces résultats.

Précisons tout d’abord les espaces fonctionnels que nous allons considérer et les
notations que nous utiliserons dans le cas général o le domaine d’étude €2 est de
dimension quelconque et de frontiére I' réguliére.

Définition 2.1. Espaces de Sobolev W™P(()
Sotent m > 1 et p un réel tel que 1 < p < 400. Pour tout o € N" 4. e. a =

n
(c,... ) 0t o, 1 < 0 < n, est un entier positif ou nul, on pose |a| = E a; et
=1

olel
DY= ———— .
Ox{t ... 0xon
On définit alors :

WmP(Q) = {u € LP(Q) tels que Vo € N", |a] < m, D% € LP(Q)},
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o LP(Q) désigne l'espace de Lebesgue réel usuel.
Muni de la norme ||ullwmr) = Z [[D%u|Lp(0), W™P(S2) est un espace de

0<]a|<m
Banach.

Dans le cas particulier ot p = 2, W™2(Q) est I’espace de Sobolev H™(2).

Nous utiliserons également les espaces classiques de fonctions & valeurs dans un
espace de Banach dont nous rappelons les définitions et quelques propriétés.

Définition 2.2.

Soient X un espace de Banach, |a,b] un ouvert de R et dt la mesure de Lebesgue
sur |a, b[.

e On désigne par LP(a,b, X), pour 1 < p < 400, l’espace des fonctions f de |a,b] a
valeurs dans X telles que :

f est mesurable pour dt,

b 1/p
HfHLp(a,b;X)=( / Hf<t>r|§<dt) - oo

e On désigne par L>(a,b; X) l’espace des fonctions f de |a,b[ dans X telles que :
{ f est mesurable pour dt,
[ f 1 Lo (@pix) = esssup || f()][x < +oc.
Proposition 2.3.
Pour 1 <p < +o0, LP(a,b; X) est un espace de Banach muni de la norme
- 1zv (@)

Définition 2.4.

Soient X et Y deux espaces de Hilbert séparables tels que X est inclus dans Y,
Uinjection de X dans Y étant continue et X étant dense dans Y. Soit |a,b] un
ouvert de R. Alors l’espace :

Wi(a,b; X,Y) = {u € L*(a,b; X) tels que Ou € L*(a,b;Y)}

muni de la norme [[ullw = (|[ul[Z2(,px) + 1Ol [72(, b,y))1/2 est un espace de Hilbert.
De plus, on a le résultat suivant :

W(a,b; X,Y) Cs C%a,b];Y).

Dans le cas particulier ou V est un espace de Hilbert séparable tel que V C L*(Q) C
V' alors :

W(a,b;V, V') Cs C°([a, b]; L*(£2)).
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Lemme 2.5.

Sotent By, B et By trois espaces de Banach tels que By C B C By, By et By réflexifs
et linjection de By dans B est compacte.

On définit l’espace :

W ={v e L*(0,T; By) tels que O € L*(0,T; By)}

ou T est fini et 1 < pg,p1 < 400.
Muni de la norme || - ||zroo,r:80) + || - [l 0m8,), W est un espace de Banach et
Uinjection de W dans L (0,T; B) est compacte.

Comme annoncé dans l'introduction, nous allons utiliser dans la démonstration

d’existence une méthode d’approximation de Galerkin. Cela revient en fait & appro-
cher un espace de Hilbert V' de dimension infinie par une famille d’espaces vectoriels
(Vin)men+ de dimension finie vérifiant les axiomes :
oV, CV
eV, — V quand m — 400 au sens suivant : il existe ) sous-espace dense de V,
tel que, pour tout v € V, on peut trouver une suite (v,,)men+ vérifiant pour tout m,
Uy € Vi, et v,, — v dans V lorsque m — +oc.
Ces espaces d’approximation sont générés a ’aide d’une famille libre (w;);en+ de
V' en posant, pour m € N*, V,, = Vect{w,,ws, -+ ,w,}. Suivant le choix de cette
famille, on peut construire des solutions des problémes (2.1) et (2.2) plus ou moins
réguliéres. C’est pourquoi, afin d’avoir suffisamment de régularité pour le traitement
du terme non linéaire, nous allons utiliser la base spéciale de fonctions propres de
lopérateur de Laplace dans L*(€2) qui est définie dans la proposition ci-dessous :

Proposition 2.6.
Il existe une suite (w;);jen+ telle que

{ Vj e N*, w; € HYQ) N H?(Q), (2.6)
—AU)j = )\jw]- )
avec \; # 0.

L’ensemble dénombrable (w;);en- forme alors une base hilbertienne de L*(Q) et
Uespace des combinaisons linéaires finies des w; est dense dans H)(Q) et dans
H} () N H?(R).

Les résultats suivants seront quant a eux utiles pour établir des estimations a
priori, des résultats de convergence ou d’unicité.
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Lemme 2.7. Inégalité de Poincaré

Soit T une partie de T' d’intérieur non vide.

On introduit l’espace V = {v € H'(Q) tels que v = 0 sur I'}.

Alors, il existe une constante k > 0 telle que Yv € V, [[v][12(0) < &||VV]|r2(0).

Lemme 2.8. Lemme de Gronwall

Sotent T un réel strictement positif, ¢ une fonction de L>(0,T), ¢(t) > 0 pour
presque tout t de |0, T, i une fonction de L'(0,T), u > 0 presque partout sur |0, T.
e On suppose qu’il existe une constante k > 0 telle que :

pour presque tout s dans |0, T, ¢(s) < K+ /Os p(t)o(t)dt. (2.7)

Alors, pour presque tout s de |0,T], ¢(s) < k exp (/ u(t)dt).
0

e Si la relation (2.7) est vérifiée avec k = 0, alors ¢ = 0 presque partout sur |0, 7.

Proposition 2.9.
Soit V,, = Vect{wy,wq, - -+ , Wy} 0 (w;);en+ est définie par (2.6).
Soit P, la projection sur V,, définie sur (H3(Q) N H*(Q)) par

m
P,(v) = Z < v, w; > wj,
i=1

ot < , > désigne le produit de dualité entre H}(Q) N H*(Q) et son dual. Alors la
restriction de P, a L*(Q) est la projection de L*(Q) sur V,, et P, € L(L*(Q))
avec ||Pnl|z2() = 1. De plus, les propriétés suivantes sont vérifices : P, €
L(Hy(Q) N H?*(Q)), Pr € L((Hy(Q) NH*(Q))') et les normes || Pl |23 ()i
et || Pl i nm2)) sont indépendantes de m.

Lemme 2.10.

Soient O un ouvert borné de R", g,,, m € N et g des fonctions de L1(0), 1 < q <
+o00, telles que :

e dC' >0, Vm €N, HgmHLq(o) <,

® g, — g presque partout dans O.

Alors gy, — g dans L1(O) faible.

Enfin, on termine ce paragraphe par une propriété de I'application v — |v]9 v
dans L7(Q2) avec ¢ > 2 qui interviendra lors de la comparaison des modéles dévelop-
pée au paragraphe 2.5 :
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Proposition 2.11.

On suppose que q > 2. Il existe une constante v > 0 telle que pour tout (vi,vs) €
(L9(92))?,

/(|v1|q_201 — |v2|q_202)(vl — vg)dx > 7/ |v1 — vold.
Q Q

2.3 Le cas ¢ > 2 : un modéle de consolidation non
linéaire

Dans cette premiére partie, on s’intéresse au cas ot p > 0 et ¢ > 2. Au modéle
de consolidation décrit par {(2.1), (2.3), (2.4), (2.5)}, on associe la formulation
variationnelle suivante :

[ Trouver (u,p) € L®(0,T; W(Q)) x L=(0,T; HA () tel que
u e L*(0,T; H*(Q)), 0w e L*(0,T; Hy()),
Op € L*(0,T; L2(2)), pd*u € L0, T;W-1(Q)),
vérifiant pour presque tout t dans |0, T, V(v,7) € Wy (Q) x H}(Q)

p < 8t2u, U > yone () W) —l—)x*/ 0,0, udzvdxr — a/p@xvdx
Q Q

(2.8)

+()\+2u)/0xu8xvdx+u*/ \axu\q_Qﬁxuﬁxvdx:/fvdx,

Q Q Q
co/f)tprdx+a/ 8t8$urdx+k/8$p8xrdx = / hrdzx,
Q Q Q Q
L (U(O,$),p(0,l’)) = (UO(‘I)J)O(J;))? patu(07x) = pul(‘r)

. .1 .
ou ¢* est le réel défini par la relation — + — = 1. On suppose que les condi-

tions initiales (ug,po) et u; (lorsque p > 0) sont respectivement dans (H}(Q) N
H?(Q)) x HJ(2) et L*(€2). Les termes sources sont eux supposés appartenir a I’es-
pace L*(0,T; L*()). On appelle donc solution du modéle de consolidation de Biot
non linéaire toute solution de la formulation variationnelle (2.8). On va établir dans
les sous-sections 2.3.1 et 2.3.2 le :

Théoréme 2.12.

Soient q un réel tel que q > 2, ug € HY(Q) N H2(Q), po € HF (), uy € L*(Q), f et
h € L*(0,T;L*(%)). Alors le probleme (2.8) admet une solution (u,p) unique telle
que u € L*(0,T; W1 (Q)).
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2.3.1 Existence

Comme on I'a évoqué a la section 2.2, afin de prouver I'existence d’une solution
du probléme (2.8), on utilise une méthode d’approximation de Faedo-Galerkin pour
’espace H}(2) N H%(2). On va donc construire une solution de (2.8) comme étant
la limite d’une suite de solutions approchées que I’on note (wy,, P )men+-

Cette suite (U, Pm)men+ est définie de |0, 7| dans V,,, x V,,, par :

U (t) = Zujm(t)wj et p(t) = ijm(t)wj, (2.9)

ol (wj)jen+ est la suite introduite a la proposition 2.6. On fait donc intervenir,
pour chaque entier m de N*, une nouvelle inconnue discréte par le biais de la suite
(wjm(t), Pjm(t))1<j<m que I'on définit en résolvant le systéme différentiel :

p/3t2umwjdx+/\*/3t8$umamwjdx+()\+2,u)/8$um8$wjdx

Q Q Q

{ +M*/ ‘aﬂcum|qZaxumaijdm_a/pmaﬂﬁw]’dx_/fwjdxa (210)
Q Q Q

co/ﬁtpmwjdqua/atﬁxumwjdx—kk/@mpmaijdx:/hwjdx
\ Q Q Q Q

pour tout 1 < 57 < m, avec pour conditions initiales :

(um(o)apm(0)> = (uOmapOm) S Vm X Vm tel que Uom — Uo
dans H}(Q) N H*(Q) et po,, — po dans H(Q); (2.11)
POty (0) = puyy, € Vi, tel que uy,, — uy dans L*(2).

L’existence des suites (Uom)men+s (Uim)men+ €t (Pom)men+ vérifiant les propriétés
(2.11) est une conséquence de la proposition 2.6.

Le probléme {(2.10), (2.11)} satisfaisant les conditions de Cauchy-Lipschitz, d’aprés
la théorie sur les équations différentielles non linéaires, {(2.10), (2.11)} admet une
unique solution maximale (u,, Py )men+ dans Uespace H'(0,Ty,; Hy (2) N H?(Q)) x
HY0,T,,; H3 (), Tp, > 0, telle que pu,, € H*(0,T,,; H () N H*(Q)).

On se propose maintenant de montrer que (U, Pm)men+ converge vers un couple
(u,p) dans un sens a définir et que ce couple (u,p) est solution de (2.8). En fait,
il suffit de montrer que 'on peut extraire une suite de (U, Pm)men+ convergente.
C’est pourquoi nous allons nous attacher a établir des estimations a prior: afin de
prouver que la suite (,,, pm)men+ €st bornée dans des espaces fonctionnels adéquats.
De plus, ces estimations vont nous permettre de vérifier que la suite (U, Pm)men=
existe en fait pour tout temps ¢ d’aprés le principe de prolongement des solutions
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d’équations différentielles bornées. On peut ainsi conclure que le temps 7}, pour
lequel les solutions existent est égal au temps 7" donné initialement.

Lemme 2.13.
La suite (Up, pm)men+ des solutions des problémes {(2.10), (2.11)} vérifie les pro-
Priétés sutvantes :

o (pO*uy)men+ est bornée dans L*(0,T; (H} () N H*(Q))),
. (Ogtin ) men+ st bornée dans  L*(0,T; HA(Q)),

o (/POtm)men+  est bornée dans  L>(0,T; L*(9)),

. (U )men+ st bornée dans — L°(0,T; Wy (Q)),

o (Oipm)men+  est bornée dans L*(0,T; L*(Q)),

o (Pm)men=  est bornée dans  L>(0,T; H}(Q2)).

Chaque estimation ci-dessus est de plus indépendante du paramétre physique p et dé-
pend de (ug, po) et uy uniquement par le biais de ||uo||wra), ||Pollmr ) €t ||uall 2@

Démonstration.

e On commence par multiplier la premiére équation de (2.10) par u},,(t) et la
seconde par p;,(t). Il vient en sommant chaque terme sur j pour j allant de 1 & m :

(

p/ O Oy + )\*/ 10,0, |*dx + (N + 2u) / Oy Uy, 010Uy A
Q 0 Q

A\

—|—,u*/ |0xum|q_28xum8taxumdx—oz/pmf)t@xumdx:/f@tumdx,
Q Q Q

co/@pmpmd:c—i-a/8t8mumpmd:c+k/ |&Epm\2dx:/hpmd:c.
\ Q Q Q Q

Soit aussi :

Bi 2 * 2 )\—I—Q,ui / 2
*d
dt QO 0 Q

q
d

En additionnant les deux égalités précédentes, on voit que le choix de telles fonctions-
test permet d’éliminer les termes de couplage entre les deux équations de (2.10).
On intégre ensuite par rapport au temps sur l'intervalle [0, s] pour tout s tel que

/
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0 < s <T. On obtient ainsi 1’égalité d’énergie suivante :

A2 .
( ﬁ/ Oyt |2(5)der + 2 “/ |8xum\2(s)dx+'u—/ 1Ottyn]9(5)dax
2 Ja 2 Q qa Jao

+@/|pm|2(s)dx+)\*/ /|8t0xum|2dxdt—|—k/ /|8xpm\2dxdt
2 Ja 0o Jao 0o Ja

s A+ 2
0 Q

(2.12)

|0 tom| |%2(Q)

% Co 2
\ +?Haﬂﬁu0m’|qu(Q) + §‘|p0mHL2(Q)'

De plus, par construction, chaque suite (Uom )mens, (Uim)men+ €t (Pom )men+ est bor-
née car convergente dans H}(Q2) N H2(Q), L*(Q) et Hi(Q) respectivement d’aprés
(2.11). Ces propriétés et la continuité de linjection de H*(2) dans Wh¢(Q) en-
trainent ’existence d’une constante x > 0 telle que :

A+2p w P Co
5 ||0xttom] |72(62) + ;H&puomH%q(Q) + §||U1m||%2(9) + §||P0m||%2(9) < k.

Le second membre de (2.12) peut ainsi se majorer par :

/<;+/ /(f@tum—i-hpm)dxdt.
0o Ja

Or en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?((2), il vient :

1/2 1/2
2 2
/Q(fﬁtum + hpp,)dzdt < </Q |f] dx) </Q |0t | dx)
1/2 1/2
+ (/Q |h|2dx> (/Q |pm]2dx) :

L’inégalité de Poincaré dans H}(S), rappelée au lemme 2.7, nous permet de majorer

/ |pim|?da par /@/ |0p P |*de et / |0, |*d par li/ 0,0, |*dx olt £ > 0 est une
Q Q Q Q

constante indépendante de m.
En appliquant enfin I'inégalité de Young a l’expression ainsi obtenue, on obtient
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I’inégalité :

( A+2 *

g/ |0t |* (8)da + 5 ,u/ \Gxumlz(s)dx—i—’u_/ |0t | (8)dx
0 Q q Jo

+%/ |pm|2(s)dx+)\*/ /|8t8xum|2dxdt+k/ /|8Ipm|2dxdt
I<d+—/ /|f| dxdt+—/ /|(9ta U | dmdt—i——/ /]h| dxdt
k

+—/ /lazmededt
2Jo Ja

qui donne grace aux propriétés des termes sources 1’existence d’une nouvelle constante

k telle que :
( A+2
3/ Oyt (5)d + 2 M/|8mum]2(s)d:c
2 Jq 2/,

+“—/ |6xum|q(s)dx—l—@/ Dl (5)dz (2.13)
—/ /\ata w[2ddt + / /|8xpm]2da:dt<fi
\

e On améliore maintenant les estimations sur la suite (py,)men+ en utilisant
seulement la seconde équation de (2.10). On la multiplie par p},,(t), on somme sur
j et on intégre par rapport au temps sur [0, s]. Il vient :

® k s k
co/ /|8tpm|2dxdt+—/ |(9xpm|2(s)da::/ /h@tpmdxdt—l——/ |0upom|*dx
0 Jo 2 Jo 0o Ja 2 Jo
—a/ /@pm@t@mumdxdt.
0o Jo
En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, on a :
/ /h@tpmdxdt< _/ /|h| iz dt+—/ /|atpm| dadt
0
a/ /@pm&ta Uy drdt < —/ /latpm| dxdt (2.14)
0o Jo
+—/ /]@&Euml dxdt.
€ Jo Jo
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Or d’aprés l'estimation (2.13), on sait que la suite (0;0,Up)men+ est bornée dans
Pespace L%(0,T; L*(2)). D’aprés les propriétés de la suite (pon)men=, on en déduit
alors qu’il existe une constante x > 0 telle que :

s k
O [ 1P+ 5 [ 0 s)e < . (2.15)
2 Jo Ja 2 Ja

e Pour terminer la preuve du lemme 2.13, il reste a obtenir une estimation
du terme pdiu,, dans L*(0,T;(HL(Q) N H?(Q))). Pour cela, on introduit la suite
(Xm)men+ définie par :

Xm = )\*at@gum + (A + 2p)6§um + u*@x(|8xum|q_28xum) — aOppm + [

La premiére équation de (2.10) montre que pd*u,, = P,(xm) ou le projecteur
P, a été défini & la proposition 2.9. Comme la norme de P,, dans L£((H;(2) N
H?(2))) est indépendante de m, (pd?tuy,)men+ est bornée dans L2(0,T; (HL(Q) N
H?(Q))") d’aprés 'estimation a prior:i (2.13) qui montre que (X,,)men+ €st bornée
dans L%(0,T; (H} (2) N H?(2))"). La preuve du lemme 2.13 est ainsi achevée. W

Remarque 2.14.

En fait, le lemme 2.13 est vrai dés que q > 1 et pour tout choix d’approximant de
Galerkin.

Notre but est de construire une solution de (2.8) définie comme étant la limite de
la suite (U, Pm)men+- Le lemme 2.13 sera pour cela trés utile mais reste insuffisant.
En effet, 'étude du terme non linéaire p*0, |0yt |9 20,u,,) engendre une difficulté
que nous allons contourner ici en ayant recours a des arguments de compacité.
Pour cela, nous allons maintenant obtenir une derniére estimation a prior: sur la
suite (wp,)men- en tirant parti du choix de la base (w;);en- des fonctions propres de
lopérateur (—A) dans L*(Q2) et de la condition ¢ > 2.

Lemme 2.15.

S0it (Up, P )men= la suite des solutions de {(2.10), (2.11)}. Alors,
o (02U )men~ est bornée dans L>(0,T; L*(Q)),
® (U )men+ est bornée dans L>(0, T; Wh>(Q)).

Démonstration.
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On multiplie la premiére équation de (2.10) par u;,(t). On obtient :
p[lﬁfumujmwjdx—I—)\*/Qatﬁxumujmﬁijdx
+(A+ 2@)/Qazumujm81wjdx +,LL*/Q|axum|q_2axumujmamwjdx (2.16)
—a/pmujm&,;wjd:v = / fujmOywjdz.
Q Q

D’aprés les propriétés de la suite (w;);jen+ définie a la proposition 2.6, on remplace
dans (2.16) w; par (—%j@%wj). En sommant alors sur j pour j allant de 1 & m et en
utilisant la formule de Green suivante

Vu, v € Hy(Q), /

uOyvdr = —/ Oyuvdz,
Q Q

on obtient, puisque la condition ¢ > 2 autorise ’application de la formule de Green
au terme non linéaire :

4
—p/@fumaiumdx—l—/\*/8t8§um8§umdm
Q Q

+(A+2u) / |02y, |*dx + 1" (g — 1) / |0p |2 (02, ) da (2.17)
v Q

—a/@wpm&%umd:c = —/f@iumd:c.
\ Q Q

Soit s €]0,T[. En intégrant la relation (2.17) par rapport au temps sur Uintervalle
[0, s], on arrive & :

—,0/ /Q?um@gumd:vdt—i- Ay s (/ \Qzum\zdx) dt
0 Jo 2 Jo dt \Jo

+(>\—{—2,u)/ /|8§um|2dxdt—a/ /&cpmﬁiumc&dt (2.18)
0 Ja 0 Jo

sla=1) [ [ 10l @ et =~ [ [ o2 dea
\ 0 Q 0 Q

De plus, en utilisant une intégration par parties par rapport au temps et la formule
de Green précédente, le premier terme devient :

—p/ /8t2um8£umdxdt = —,0/ /|8t8mum|2dxdt
0 Q 0 Q

= [ Bun()2un(s)dn + p [ 1o
Q Q
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tandis que le second terme nous donne :

3 g7 (/ 102U | dx> dt = —/ |02, (8)Pdzdt — —/ |02 g, |*dx.
0

En injectant les deux égalités ainsi obtenues dans (2.18), on obtient :

A* S
—/ |02, (8)|*dx + (N + 2u)/ / |02, | dxdt
2 Ja 0 Ja

+1*(g 1) / / |0yt | (2t )*dedt = p / / 10,0t | > ddt

+p/0tum )02ty (8)dz — p /ulma UOmdm—i——/ 0% ug,, |2 da

—l—a/ /@pma umdxdt—/ /f(92umdxdt

On procéde ensuite comme dans la preuve du lemme 2.13 pour majorer le second
membre de la relation précédente que ’on note A. En effet, grace aux inégalités de
Cauchy-Schwarz et de Young on obtient que :

2<%y [P [ [ 1000 i £ / pl0tn(s) o
Q 0 JQ

)\*
+p||u1m||L2<Q>||a§uOm||LzQ % [+ o [ [ 0 P

A+2 //|f|ddt+ +“//62um V2dzdt.

Or d’aprés le lemme 2.13, on sait que les suites (O;tuy, ) mens €t (P )men+ sont bornées
dans L?(0,T; Hj(S2)) et que la suite (\/p0;tm )men- est bornée dans L>(0,T'; L*(€2)).
En tenant compte de (2.11) et des hypothéses sur le terme source f, on a finalement
Pestimation : Vs €]0, T,

A* A+2 s
—/ 0%, ()| dr + il ,u/ /|8§um|2dxdt
4 Ja 2 0 Jo

+u*(q—1)/ /laxum\“(aiumfdxdtgm
0 Q

(2.19)

qui achéve la preuve du lemme 2.15. [ |

Remarque 2.16.
Si on suppose que uy € Hi(S)), en reprenant la preuve du lemme 2.15 en multipliant
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cette fois l'équation (2.10) par ul, (t), on obtient apres intégration de 0 a s, s €]0, T7,
l'inégalité :

)\—I—Q,u

2 /(@8 Um(s)) dx"")‘*/ / (0107, ) *daxdt + /(ai m(s))?dx
— g/(amu1m)2dx+ )\—1-22M /((ﬁu()m dr — a/ /axpmata w, dadt
& Q

a=1) [ [ 10l @) @it [ [ j00u,dnde.
0 Q 0 Q

En utilisant les estimations du lemme 2.15 pour majorer a l’aide des inégalités de
Cauchy-Schwarz et de Young le terme non linéaire, il vient en suivant les idées de
la preuve du lemme 2.15 que (i, )men+ est bornée dans L*(0,T; H*(Q)).

On peut déduire des lemmes précédents la :

Proposition 2.17.

Soit (U, Pm)men+ la suite des solutions de {(2.10), (2.11)}. Il existe une sous-suite
de (U, P )men= qui converge dans L>(0,T; Wy () x L®(0,T; H} () faible * vers
un couple (u,p). De plus, le couple (u,p) est une solution du probléme variationnel
(2.8) et u appartient a L>=(0,T, W1>(Q)).

Démonstration.
D’aprés les lemmes 2.13 et 2.15, il existe une suite extraite de (u,, pm)men+ NOtée
encore (U, pm)men+ convergente de la fagon suivante :

( Up — U dans L>(0,T; Wy?(2)) faible x
et dans L>(0,T; H?(f2)) faible *
Pm — P dans L>(0,T; H}(Q)) faible * ;
|00t |20, — 1) dans L>(0,T; L9 (9)) faible * ; (2.20)

Oty — Ogu dans L?(0,T; H}(Q)) faible ; '

VPOt — /pOu  dans L>°(0,T; L*(Q)) faible x ;
Oipm  — Op dans L?(0,T; L*(Q2)) faible ;
POy, — pd2u  dans L0, T; (Hy(Q) N H?(Q))') faible.

\

D’aprés (2.20), (Optm)men+ converge vers d,u dans H'(Q) faible. Or I'injection de
H'(Q) dans L*(Q) étant compacte, (Oyty,)men+ converge vers O,u dans L*(Q) et
donc presque partout dans (), quitte a extraire de nouveau une sous-suite.

Par ailleurs, la continuité de la fonction 7 — |7]|9"27 implique que |9yt |20, U,
converge vers |0,u|9"?0,u presque partout dans Q.

D’aprés le lemme 2.10 rappelé au paragraphe 2.2, la suite (|0,um |7 20,Um )men
converge donc vers |0,u|?720,u dans L>(0,T; L9 (R2)) faible *, ce qui prouve, d’aprés
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(2.20), que 1 = |9,u|!20,u.

On peut alors faire tendre m vers I'infini dans (2.10) et on obtient : pour tout
Jj e N7,
(

p < afu, wj >(H&(Q)OH2(Q))’,H6(Q)OHZ(Q) +\* / 8t(9$uaijdx — Oé/paijdx
Q Q
+(A+2u) / Opud,w;dx + ,u*/ |0,u|" 20, ud,widx = / fw;dz,
Q Q Q

co/f)tpwjdx+a/8t8$uwjdm+k:/&Up@zwjdx:/hwjdx.
L Q Q Q Q

En tenant compte des propriétés de la suite (w;);jen+ énoncées a la proposition 2.6,
la relation précédente s’étend comme suit : V(v,r) € (H}(Q) N H(Q)) x HY(Q)

;

p < 8fu,v >(H&(Q)ﬂHz(Q))’,H&(Q)ﬂHQ(Q) +A* / 0; 0 ud vdx
Q

—|—(A—|—2,u)/8muaxvdx+,u*/ |8xu|q_28xu0xvdx—oz/paxvdx:/fvdx,
Q Q Q Q

co/ﬁtprda:+a/@&rurdx—l—k/@xpazrdx:/hrdx.
. Q Q Q Q

Enfin, la premiére équation de ce systéme et les propriétés de régularité du couple
(u,p) découlant de (2.20) montrent que pd?u est bornée dans L2(0,T; W17 (Q)).
Les relations précédentes se généralisent ainsi aux fonctions-test dans WO1 Q) et le
couple (u, p) vérifie finalement : V(v,r) € Wy (Q) x H(Q),

4

p < atgu,v > -t (), W9(9) L / 0,0, udzvdr — a/pamvdx
Q Q

—l—(A—l—Zu)/@zuﬁxvdx—i—u*/ |8xu|q28xu8xvdx:/fvdm, (2.21)
Q Q Q

co/atprdx+oz/8t8xurd:v+k‘/&Cp&crdx:/hrd:r,
\ Q Q Q Q

ce qui montre que le couple (u, p) satisfait les propriétés de régularité et les équations
variationnelles de (2.8). De plus, u € L>(0,T; H*(Q)) et donc u € L*>(0, T; WH>(Q)).

La preuve de la proposition 2.17 est achevée si on vérifie que le couple (u,p)
satisfait les conditions initiales imposées.
D’apreés le lemme 2.13, (u,, )men+ est bornée dans W (0, T'; H} (), HL(Q)) et (pm)men-
est bornée dans W (0,T; H}(2), L*(2)). De plus, ce méme lemme montre aussi que
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la suite p(9ytm )men+ est bornée dans W (0, T; H}(Q), (HL(Q) N H2(Q))).
Or,

W (0, T Hy (), Hy () — C°([0, T]; Hy (%)),

W (0, T Hy (), L*(2)) — C°([0, T); L*(2)),
et
W (0, T; Ho (2) N H?(Q), (Hy () N H*(2))') — C°([0, TT; (Hy () N H*(Q)))

comme on I’a vu au paragraphe 2.2.

On a alors pour tout ¢ dans [0, 7], quand m tend vers 'infini :

e u,,(t, .) converge vers u(t, .) dans HJ(Q) faible;

® p,.(t, .) converge vers p(t, .) dans L?((Q) faible;

e pdiu,,(t, .) converge vers pdyu(t, .) dans (H}(Q) N H?(Q)) faible.

Ce résultat est en particulier valable pour t = 0 et montre que u,,(0) — u(0),
Pm(0) = po et pdiu,,(0) — pdyu(0) respectivement dans HE (), L*(Q) et (HI(Q) N
H?(2))' faible. D’un autre coté, on a par définition w,,(0) = ugm, pOum(0) = puim
et P (0) = Pom, les suites (Uom )men+ (Pom)men+ €t p(Uim)men+ convergeant respec-
tivement vers ug, po et pu; dans H}(Q), L*(Q) et (Hy(Q) N H*(Q))' faible. 11 vient
donc que u(0) = wug, p(0) = po et pdu(0) = puy : le couple (u,p) ainsi construit
vérifie les conditions initiales de (2.8) et est donc une solution de (2.8). |

2.3.2 Unicité

Le probléme variationnel (2.8) admet donc au moins une solution (u,p) définie
par la proposition 2.17, telle que u appartient a L>°(0, T; W5>°(Q2)). Il est maintenant
naturel de se poser la question de I'unicité d’une telle solution, ce qui est souvent
un probléme délicat dans I’étude d’équations non linéaires.

On considére deux couples (u, p) et (@, p) solutions du probléme (2.8) avec les mémes
conditions initiales ug, u1, po et les mémes données f et h. On suppose que u et u sont
dans L>(0,T; W'>=(Q)). Notons v et ¢ la différence entre les solutions : v = u — @

et Y =p—np.
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Le couple (v, 1) vérifie alors les propriétés suivantes :

( (v, 0) € L(0, T3 Wy(Q)) x L=(0, T Hy (),

v e L*0,T; H*(Q)), 06w e L*(0,T; Hy()),

O € L2(0,T; L*(2)), pdiv e L*0,T;W-14(Q)),

pour presque tout ¢ dans |0, 7] ,¥(v,r) € Wy (Q) x HL(Q)

2 * _
P < 3t v,v >W71"1* (Q),Wol’q(fl) +>\ /g;atgzyamvdx a/szwaxvdx (222)

—l—u*/ Uaxu|q’28xu — \81'&]‘1’28,071} Oyvdx + (N + 2p) / 0,0 vdr = 0
Q Q

co/ opprdr + a/ 0Oy vrdr + k:/ 0,00 rdr = 0,
Q Q Q
[ (¥(0,2),v(0,2)) = (0,0), pdw(0,z)=0.

Manifestement, la principale difficulté pour obtenir une égalité d’énergie nous don-
nant le résultat d’unicité réside ici dans la coexistence du terme hyperbolique du
second ordre lorsque p # 0 et du terme non linéaire traduit par un g—Laplacien
appliqué a wu.

Afin de pouvoir traiter ce terme hyperbolique du second ordre et éliminer les termes
de couplage liant les deux équations, on est conduit & prendre v = 0, comme
fonction-test dans la premiére équation de (2.22) et » = 1) dans la seconde. Cette
contrainte liée a la présence du terme dérivée d’ordre deux en temps dans I'équa-
tion en u ne permet pas d’utiliser la propriété de monotonie du g¢-laplacien. C’est
la raison pour laquelle nous avons cherché 'existence de solutions (u,p) avec u a
valeurs dans W1°°(Q). On veut donc choisir v = d;v dans (2.22). Cependant, 0,v(t)
n’est que dans H}(Q) et non dans W,"%(2) ce qui est un obstacle au traitement du
terme lié a 0?v. C’est pourquoi on va considérer comme fonction-test le quotient
différentiel de v. On prend donc v = v, = L(v(t + 7) — v(t)) avec T > 0 et 1 = 1.
On a en sommant les deux relations ainsi obtenues :

p < 0, v, > -1 (@)W @) +(A+2p) /Q O, V0, v dx — @[2¢axV7d$
—HL*/ [|0,u]"?0,u — |0,0|T20,0] Opvrda + A / 010, VO v dx (2.23)
Q Q

+c0/athpdx + a/ 0,0, vpdr + k/ |0, dx = 0.
0 0 0
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Soit s €]0,T[. En intégrant (2.23) de 0 & s, il vient :

p/o < 0, v, >yt (@)W @ dt+()\—i—2,u)/ /8xV8xVTd$dt

—a/ /wa vrdxdt + p* / / |0,u|920,u — |0,0|20,4] Opv-dadt

/ /8,58 VO v dxdt + — /|@/}|
+a/ /&@mﬂdzdt—i—k/ /laxw]2da:dt:0.
0 Jo 0 Jo

Comme lim v = O (t) dans L*(0,T; Hy(Q)) puisque dyv € L*(0,T; H} (2)), le seul
terme qui pose probléme lorsqu’on passe a la limite lorsque 7 tend vers zéro est le
terme hyperbolique du second ordre. En utilisant une intégration par parties par
rapport au temps sur ce terme, on obtient que :

(2.24)

p/ < v, v, > yy-vas (@) wha(a) 9= — —/ / O (0w (t + 1) — Ow(t))dzdt
0

+2 [ anus+0) - oo

(2.25)
puisque pd;v(0) = 0 par définition.

1
Or on a l'égalité Vo, y € R, z(y —z) = §(y2 —2? — (r —y)?). Appliquée au premier

terme dans le membre de droite de (2.25), cette relation nous donne que :

S p S
p/o < v, v, >y-rar ()W) A= — Z/o /Q 0,v(t + 7)|*dwdt
ﬁ / / O, (t) Pdudt
/ / 0v(t) — O (t + 7)|Pdxdt

/ Ow(s)(v(s+1t) —v(s))d.
(2.26)
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Par ailleurs, en effectuant un changement de variables, on a :

//|8tut+7'|dxdt—|——//|8tu (t)|Pdzdt =

s+7’
/ |0 (t \d:cdtJr / / |0 (t)|*dadt = (2.27)

/ /\@u \d:z:dt—i— //]@1/ t)|*dwdt.

Mais en utilisant la premiére formule de la moyenne : Je; €]s, s + 7] et Iy €]0, 7]

tels que
/ /|8t1/ 2dxdt+ / /|8t1/ )|dxdt =
(2.28)
—5/ |8tV C1 ‘ dxr + 5/ |8t1/ Co ‘ dz.
Q Q

Comme de plus le réel 2£ / / |Ov(t) — Oy (t +7)|*dxdt est positif, (2.26) devient :
T Jo Ja

p [ <Oy A2 = § [ oePde+ 8 [ owteas

/@V v(s+t)—v(s))dr

et en passant a la limite dans (2.24) lorsque 7 — 0, on obtient alors que pour presque
tout s dans |0, 77 :

B/\@tyﬁ(s)dxjt)\*/ /|8t(9x1/\2dxdt+)\+2'u/\8xu]2(s)dx

2 Q 0 QO 2 Q

+@/|¢|2(s)dx+k/ /|8x1/1|2dxdt (2.29)
2 Ja o Jo

< ,u*/ /[|8x&]q28xﬂ— |0, 20,u) 0,0, vdxdt.
0 Jo

Comme u et @ sont dans L>®(0,T; W1>(Q)), on peut maintenant définir le réel :

m = (¢ — 1) max {sup |02, sup |8I12|q_2} :
z€Q z€Q
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Alors, le second membre de (2.29) peut se majorer par :

,u*/ /[|axu|q_28zu— |8$ﬂ|q_28$ﬂ]8ﬁzudxdt’ S,u*/ /m|8zv|]8t8$u|dxdt
o Jo o Jo

SC/ /m2|(9zu|2dxdt
/ /|8t8 v|2dzdt

et 'on obtient finalement que pour presque tout s €]0, T,

/|8t1/| dx—l——/ /]@tﬁ V| davdt%—/\—i_zﬂ/]679C (s
+2 [ Wb+ [ [ovpasar<c [ [ worasar

En particulier, on a pour presque tout s €0, 77,

AH“/@ 2(s dx<(]/ /m2|a v[2dzdt

et le lemme de Gronwall rappelé au paragraphe 2.2 et appliqué a cette inégalité nous

permet d’affirmer que, pour presque tout s dans |0, 77, / 10,v|?(s)dx = 0.
Q
Ainsi, pour presque tout s dans |0,7[, d,~ = 0 dans 2 et on obtient :

/|atu| dx+—/ /|6t8 vAddt + — /|¢| da:—l—k:/ /|8m¢| dxdt <0

ce qui implique que ¥ =1 = 0 dans €2 x (0,7) et termine la preuve de I'unicité de
la solution (u,p) du probléme (2.8).

Nous avons dans ce paragraphe 2.3 donné un résultat d’existence grace a des
techniques de compacité, valable lorsque g > 2 et ug € HJ(Q2) N H?(Q2). Dans ce cas,
les solutions obtenues sont trés réguliéres puisque 1’on a prouvé que d,u € L*(Q)
ce qui nous a permis de montrer 'unicité de la solution. En fait, on peut donner un
résultat d’existence dés que ¢ > 1 et ug € HE(Q) N Wy (Q) en utilisant le lemme
2.13 et une méthode de monotonie. La solution obtenue est alors moins réguliére et
ce manque de régularité ne nous a pas permis de résoudre le probléme de l'unicité.
La justification de ce résultat d’existence pour ¢ > 1 fait I’objet du sous-paragraphe
2.4.2 de la section suivante car il prend appui sur les techniques développées pour
I’étude du modéle quasi-statique p = 0.
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2.4 Lecasqg>1

2.4.1 Le modéle quasi-statique

Dans ce paragraphe on s’intéresse au cas ot p = 0. C’est ce que ’on nomme le
modéle quasi-statique qui décrit les mouvements dans le milieu poreux quand les
effets de l'inertie sont négligeables. Ce modéle prend en compte les lentes déforma-
tions dues a la consolidation et aux infiltrations du fluide dans la matrice poreuse.
L’étude mathématique développée au paragraphe 2.3 a permis d’établir des résultats
d’existence et d’unicité lorsque ¢ > 2 et ug € H}(Q) N H*(Q). Ici, on va montrer
qu’une étude directe de ce cas permet d’améliorer les résultats déja obtenus grace
a I'utilisation d’'une méthode de monotonie. En effet, on va prouver que le systéme
quasi-statique est bien posé dés que ¢ > 1 et ug € W = Hg(Q) N Wol’q(Q) seule-
ment. Remarquons que W = HY(Q), W' = H'(Q) si ¢ < 2 et W = W;Y(Q),
W'=W=t7(Q) si g > 2.

La formulation variationnelle associée au probléme est ici la suivante :

( Trouver (u,p) € L>(0,T;W) x L>(0,T; Hy(£2)) tel que
O € L*(0,T; HJ (), dp € L*(0,T; L*())
vérifiant pour presque tout ¢ dans 0, T[,V(v,r) € W x H}(Q) :

AF / 0,0z ud,vdx 4+ (XN + 2p) / Oy u0vdx +u*/ |0, |20, ud,vdx
Q Q Q

—a/p&,;vda::/fvdx,
Q Q

co/(?tprda:+oz/ 8tamurdx+k/8zpaxrdx = / hrdz,
0 Q Q Q
\ (U(O,Zﬂ),p(O,LE)) = (UO(x)7p0<x>)

(2.30)

avec ug € W et pg € H} (). On va montrer le :

Théoréme 2.18.
Soit ¢ > 1, ug € W, py € HF(Q). Alors, pour tout f et h € L*(0,T; L*(Q)), le
systéme variationnel (2.30) admet une unique solution (u,p).

Afin de montrer que (2.30) définit un unique couple (u,p), on procéde en deux
étapes. La premiére concerne I’existence d’une solution de (2.30). Sa construction est
ici encore basée sur une méthode d’approximation de Galerkin comme au paragraphe
2.3 mais en utilisant cette fois-ci une méthode de monotonie pour le traitement du
terme non linéaire. On se pose ensuite la question de 'unicité d’une telle solution. La
démonstration fait appel & une certaine classe de fonctions-test, dites de Ladyzens-
kaja [40, 43|, qui permet de tirer parti de la monotonie de 'opérateur non linéaire



32 Chapitre 2. FEtude d’un modéle non linéaire

pour obtenir une inégalité d’énergie.

2.4.1.1 Existence

On considére donc le systéme différentiel (2.10) dans le cas ou p =0 :

)\*/8t8$um8ijdx+()\+2u)/8wum8ijdx
Q Q
+u*/ \(9zum|q_28xum8$wjdx—a/pmazwjda::/fwjdx, (2.31)
Q Q Q

co/8tpmwjd$+a/atﬁxumwjdmjtk/@xpmaijdx:/hwjdx
\ Q Q Q Q

pour tout 1 < 7 < m, avec pour conditions initiales :

Uogm — Uo dans W et po,, — po dans H (Q). (2.32)

{ (Um(0), P (0)) = (Uom, Pom) € Vin X Vi, telle que
D’aprés le paragraphe 2.3, (U, Dm)men+ €Xiste et est unique, pour toute valeur de
m. De plus, d’aprés le lemme 2.13 et la remarque 2.14, (4 )mens €t (Pm)men+ sont
respectivement bornées dans les espaces L>(0,T; W) N W(0,T; Hy(2), Hj () et
L>(0,T; Hy () NW(0,T; L*(2), L*(2)). On en déduit donc I'existence d’une suite
extraite de (U, pm)men+ que l’on note également (,, P )men+ €t qui satisfait les
propriétés suivantes :

Uy — U dans L>(0,7; W) faible x ;
|00t |9 20ty — 1 dans L®(0,T; L9 (Q)) faible *;
Ogtty, — Ou dans L2(0,T; HE(Q)) faible; (2.33)
P — P dans L>(0,T; H}(Q)) faible *;
Opm — Op dans L?(0,T; L*(Q)) faible.

On en déduit alors que le couple (u,p) défini dans (2.33) comme la limite de
(U, P )men+ est solution du probléme variationnel : V(v,r) € W x H}(Q)

(
)\*/at@xuﬁxvdx + (A +2p) / Oyudvdx +u*/770xvda:
Q Q )

—a/pamvdx:/fvdx, (2.34)
Q Q

CO/@prdm—i—a/8t8xu7"da:+k/@Cpé?xrdx:/hrdx
( Q Q Q Q
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qui différe de la formulation initiale (2.30) uniquement par le troisiéme terme de
la premiére équation, si 'on met de coté pour l'instant la question des conditions
initiales.

On s’intéresse maintenant au terme 7 et on se propose de vérifier que n = |0, u|?20,u
en utilisant une méthode de monotonie pour laquelle les propriétés de convergence
(2.33) sont suffisantes a la différence du paragraphe 2.3 ou 'utilisation d’arguments
de compacité nécessitait plus de régularité.

Soit (7, (v))men+ la suite définie pour tout v € L?(0,T; W) par :

Mm (V) = M*/ / [10,0]7720,0 — |03t |T2Optn ] [05v — Oyt ddt. (2.35)
0o Ja

D’aprés la monotonie de la fonction 7 +— |7]9727, la suite (7,,(v))men+ est positive.
La premiére équation de (2.31) nous donne alors :

u*/ |8xum|q_28xum0$umdx:/fumd:v—)\*/8t8xum8xumd:v
Q Q Q

(2.36)
— (A + 2,u)/ |0yt |2 d + a/pmazumd:c.
0 Q
En injectant 1'égalité (2.36) dans 'expression (2.35) de 7,,(v), il vient :
Nm(v) = ,u*/ / 10,0]720,v[0,v — Opti,]dadt
0 Jo )
(@
— u*/ / |8xum|q_26xum8mvdxdt+/ / fu,dxdt
. Jo Ja o Jo Ja B
(®) © (2.37)

+Oz/ /pmaxumdxdt—(A+2u)/ /|0xum|2dxdt
0 JQ , 0o Ja |

.

(d) (e)

—)\*/ /Gﬁxumﬁmumdaydt.
0 Ja |

-~

\ ()

On va maintenant utiliser les résultats de convergence (2.33). Les trois premiers
termes de (2.37) se traitent trés facilement par définition de la convergence faible et
faire tendre m vers I'infini revient  remplacer w,, par u dans les intégrales (a) et (c),
et |0,Un,|T"20,u,, par n dans l'intégrale (b). Le quatriéme terme (d) peut sembler
plus difficile & traiter car il fait intervenir simultanément p,, et 0,u,,. Cependant,
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ce n’est pas une réelle difficulté puisque p,, converge vers p dans H'(Q) faible, et
donc dans L*(Q) fort d’aprés I'injection compacte de H'(Q) dans L*(Q), tandis que
Oty converge vers J,u dans L?(Q) faible. Ainsi, le quatriéme terme (d) converge
quand m tend vers l'infini vers fﬂ pO udx.

Pour le cinquiéme terme (e), puisque (Opty,)men+ converge vers 0,u dans L*(Q)
faible, on a, par propriété de la convergence faible :

h_m/ /|8mum|2dxdt2/ /|8xu\2dxdt. (2.38)
0 Ja o Jo

Enfin, on a pour tout s €]0, 77,

5 1 1
/ /3t8xum8xumdxdt: —/ |00t |2 (8)d — —/ |0pttom|*da.
0o Jo 2 Jo 2 Jg

Or, quand m tend vers Uinfini, (ug,, )men+ converge vers ug dans Hj (2) fort et pour
tout s, (Optm(s))men+ converge vers 0,u(s) faible dans L?(f2) d’aprés (2.33). On a
alors :

s 1 1
h_m/ /8t8$um8xumdxdt2 —/ |8xu|2(s)da:——/ |0y 0| *da.
0 Jo 2 Ja 2 Jo

Mais comme une intégration par parties sur [0, s] nous donne la relation :
1 2 1 2 ’
— [ |0wul*(s)ds — = [ |Opuo|“dx = 0,0, u0 udxdt,
2 Jo 2 Jqo 0o Ja
on a en fait I'inégalité :
h_m/ / 010Uy, Op U dxdt > / / 0,0, u0udxdt. (2.39)
0o Ja 0o Ja

Les deux inégalités (2.38) et (2.39) nous permettent ainsi de contrdler lim 7,,(v)
grace a (2.37) et d’en déduire que :

lim 7,,(v) < ,u*/ / 0,v|9720,v[0,v — Oyu)dzdt — p*/ /n@mvd:pdt
0 JQ 0 JQ

+/ {/ fudx — A*/@tﬁxuﬁmudx — ()\—1—2,u)/ |0, ul*dx
o Lo 0 Q

+a / p@xudm] dt.
Q
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Ensuite, en prenant v = u dans la premiére équation de (2.34), on a I’égalité sui-
vante :

/ fudx — \* / 0,0, udyudr — (X + 2,u)/ |0y u|*dx + a/p@zudx =u* / noyudx
Q Q Q Q Q
qui nous permet d’arriver a I'inégalité, Yo € L?(0,T; W) :
lim 7, (v) < M*/ / [10,0|920,v — 1] [Opv — Opuldadt. (2.40)
0o Ja
Soit maintenant w donné dans L?(0,T; W). Pour tout v > 0, v = u + yw est aussi

dans L*(0,T;W). De plus, comme 7,,(v) > 0, d’aprés (2.35) et la monotonie de la
fonction 7 — |7]97%7, on a aussi lim 7,, > 0 et (2.40) devient : Vw € L*(0,T; W),

/S/Q [10,u + v0,w|" 2 (Opu + YO,w) — 1] Dpwdzdt > 0
0
ce qui implique lorsque v tend vers zéro
Yw € L*(0,T; W), /S /Q[](?xu\q_28xu — 0|0, wdzdt > 0. (2.41)
0
En considérant successivement (2.41) pour w et —w, on obtient que :
Yw € L*(0,T; W), /8 A[\@xulq_anu — n|0,wdzdt = 0.
0
Donc, pour tout w € W et pour presque tout ¢ €]0, 77 :
/ |01 20, ud,wdr = / no,wdzx.
Q Q

La formulation variationnelle (2.34) devient alors la suivante : le couple (u,p) est
solution du probléme :
pour tout (v,7) € W x Hy(Q),

( A*/@taxuaxvdx—l—()\+2u)/8xu8xvdx+u*/ |0, |20, ud, vdw
) Q Q

—a/p@mvdx:/fvdx,
) Q

co/atprdx+oz/8t8xurdac+k/@Cpé?xrdx:/hrdx.
\ Q Q Q Q
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Pour prouver le résultat d’existence du théoréme 2.18, il suffit de vérifier que la trace
du couple (u,p) & t = 0 est donnée par le couple (ug, pg). D’aprés (2.33), (tm)men
est bornée dans W (0,T; H}(Q), H3 () et (pm)men= dans W (0, T; L2(Q2), L*(Q)).
En utilisant I'injection continue de ces espaces dans I'espace C°([0, T|; L*(Q2)) comme
rappelé au paragraphe 2.2, on peut trouver, pour tout ¢ € [0,7], une sous-suite
(UWim, P )men= telle que (u,,(t), pm(t)) converge vers (u(t),p(t)) dans (L?(€2))? faible
quand m tend vers I'infini. En particulier on a donc que (u,,(0, z), p,,(0, x)) converge
vers (u(0,z),p(0, 7)) dans (L*(9))? faible.

Or par hypothése, u,,(0,z) = ug,,(x) converge vers ug(x) dans W fort et p,,(0,x) =
pom () converge vers po(z) dans Hj} () fort quand m tend vers Uinfini. Ainsi, d’aprés
P'unicité de la limite faible, on a (u(0,z),p(0,2)) = (uo(x),po(z)) dans Q ce qui
achéve la preuve de l’existence d’une solution de (2.30).

2.4.1.2 Unicité

Dans cette partie, on va montrer le résultat d’unicité sous les hypothéses ug € W
et g > 1.
Soient (u,p) et (u,p) deux solutions du probléme (2.30) associées au méme jeu de
conditions initiales. On note encore (v,v) la différence entre les deux solutions :
v=u—1uet 1y =p—p. Le couple (v,1)) vérifie les propriétés :

( (v,9) € L=(0,T; W) x L=(0,T; Hy(Q)),
Ow € L*(0,T; Hy(Q)), 0w € L*(0,T; L*(Q)),
pour presque tout ¢ dans |0, T[, V(v,7) € W x HJ ()

A | 0,0,v0vdx 4+ (N + 2 /8,6 O,vd
/QtVUl‘( /L)QI/UJ? (2.42)

+p* / [10,u]"?0,u — |0,0|*20,0] O,vdr — o / VOvdr =0
L Q

co/aﬂ/zrd:v + a/ 0O, vrdx + k:/ 0, Y0,rdr =0
Q Q Q

avec les conditions initiales homogenes (v(0, z),1(0,x)) = (0,0).

Le traitement du terme non linéaire constitue ici aussi un point délicat. Afin d’exploi-
ter la monotonie du terme non linéaire, on veut choisir v = v comme fonction-test
dans la premiére équation. Alors, afin de pouvoir éliminer les termes de couplage
entre les deux équations, on utilise pour la deuxiéme équation une fonction-test de
Ladyzenskaya.
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Soit ¢ définie par :

/w(a,x)da si t<s,
t
0

si t>s.
t
Alors, si on pose ¢(t,x) = / (o, x)do, les propriétés suivantes sont vérifiées :
0

Op(t,z)=—1(t,x) Oip(0,2) =0 (s, ) =—1(s,x).

On considére le couple (v, ¢) comme fonction-test dans (2.42). Aprés intégration par
rapport au temps sur Uintervalle [0, s], il vient :

4 *
A /|8 v*(s)dz + (X + 2u) / /|8 ylzda:dt—i-co/ /&zb(pdxdt

—l—a/ /cpataxu—waxu dxdt—l—k;/ /(%zb@xgoda:dt (2.44)
0 Ja 0o Ja

+,u*/ / [|8xu|q_26xu - |axfb|q_23xﬂ] Oyvdxdt = 0.
\ 0o Ja

{ p(t,z)=¢(s,x) — @t x)  @(0,2)=¢(s,x)  ¢(s,2)=0 (2.43)

\\

Or, en utilisant une intégration par parties et les propriétés (2.43), on a :

/ /8t¢gpdxdt = —/ /qbf)tgodxdt = / / 1|2 dxdt ;
/ / 000,V — YO, v|dadt = / / [0rpOpv + YO, v|dadt =0
/ / 0, Y0 pdxdt = —/ / 0,000 pdxdt
o Ja o Ja
1 1
=5 [0+ 5 [ (0. 0)ds
2 Jao 2 Ja
1 -
_ 5/ 10,3[2(s)da
Q
et (2.44) entraine alors en utilisant de plus la monotonie de ’application 7 — |7|7727,
)\—/ |8$V|2(s)dx+()\+2,u)/ /|8$V|2dxdt+co/ /|1Z)|2dxdt
2 Jo 0 Jo 0o Ja
k
+—/ 0.52(s)dx < 0.
2 Jo

On peut donc en déduire que v(t,z) = (t,z) = 0, ce qui établit 'unicité de la
solution du probléme (2.30) et met fin & la preuve du théoréme 2.18.
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2.4.2 Un résultat d’existence pour le modéle de consolidation
complet

La méthode de monotonie développée dans le paragraphe 2.4.1.1 s’adapte lorsque
la premiére équation est hyperbolique du second ordre en temps. Cependant, la
démonstration de 'unicité développée sous ces hypothéses n’est plus valable pour le
modéle de Biot complet, ce qui nous a amené a faire ’étude du paragraphe 2.3. On
peut tout de méme énoncer le résultat d’existence du :

Théoréme 2.19.
Soit p > 0, ug € W, uy € L*(Q), po € H(Q) et ¢ > 1. Pour tous f,h €
L*(0,T; L*(Q)), le probleme (2.8) admet au moins une solution.

Démonstration.
On dispose comme dans le cas quasi-statique des résultats du lemme 2.13 qui en-
traine, outre les propriétés de convergence utilisées au paragraphe 2.4.1.1, que :

02Uy, — O2u dans L2(0,T; (HY(Q) N H?(Q))') faible;

Ostt,, — Opu dans L?(Q) fort d’aprés le lemme 2.5

et pour presque tout s €]0, T (2.45)
Oyt (s) — Oyu(s) dans L2(N fort ;

Um(s) — u(s) dans H'(Q) faible et L?*(Q) fort.

Les compléments & apporter au paragraphe 2.4.1 sont dus au terme du second ordre
pO?u (respectivement pd?u,,) présent dans la premiére équation de (2.8) (respective-
ment de (2.10)). Il faut ajouter au second membre de (2.35) le terme —p [, 07t tmdx
et au second membre de (2.36) Vintégrale —p [ [, Ofupuydedt. Pour passer a la
limite en m dans ce terme, on écrit 1’égalité :

—p/ /8fumumda:dt:p/ /\8tum|2d:tdt—p/6tum(s)um(s)dx
0o Ja 0 Jo Q

(2.46)
_'_p/ulmuOmdx
Q

et on utilise les résultats de convergence (2.11) et (2.45). On en déduit :

lim <—p/ /8t2umumdxdt> = —p/ < OPu,u >y dt.
m—teo 0o Ja 0

Ce passage a la limite étant effectué, la démonstration se fait en suivant pas a pas
la suite de la preuve de I’existence du paragraphe 2.4.1. [ |
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2.5 Comparaison des modéles de Biot pour p > 0 et
p=0

Dans cette partie, on précise comment le modéle de consolidation de Biot avec
p > 0 approche le modéle quasi-statique pour lequel p = 0. Afin d’obtenir des estima-
tions pour comparer ces modéles, on utilise les techniques employées au paragraphe
2.4.1.2 pour prouver l'unicité quand p = 0, ce qui nous autorise a considérer ¢ > 1.
En effet, comme on ’a vu dans le sous-paragraphe 2.4.2, théoréme 2.19, on peut
considérer (u,,p,) une solution du modeéle de Biot pour p > 0 avec les conditions
initiales (u,,, u1,,00,) € (Hy(2) N HA(Q)) x L*(Q2) x Hy(Q) et (u,p) la solution
pour p = 0 avec les conditions initiales (ug,pg) € W x HJ ().
Lorsque ¢ > 1, (u,,p,) vérifie la formulation :

( (up,pp) € L¥(0,T; W) x L=(0,T; Hy($2))
O, € L*(0,T; Hy (), dp, € L*(0,T; L*(2)), pdiu, € L*(0,T; W),
pour presque tout ¢ dans |0, T, V(v,r) € W x H}(Q)
p < Gfup, v >y AT / 0,0,u,0,vdr — a/ppaxvdx
° “ (2.47)
+(A+2u) / Opu,0zvdx + ,u*/ |6xup|q_20xup8xvdx = / fudax,
Q Q Q

co/(‘?tpprdx+oz/8t8xuprdx+k/8xpp6’xrdx:/hrdx,
Q Q Q Q
\ (up(O,x),pp(O,ac)) = (uo,p(x),p07p(x)), p@tup((),x) = pul,p(x)

tandis que (u,p) vérifie (2.30). On désigne par v = u, —u et ¢ = p, — p les
fonctions & estimer. D’aprés (2.30) et (2.47), on sait que v € L>®(0,T; W) et ¢ €
L>=(0,T; Hy (2)).

On va montrer le résultat suivant :

Théoréme 2.20.

On suppose que (Ugp, U1 p, Pop)p>0 €St bornée dans W x L*(Q) x L*(1Q).

Alors, (v,1)) vérifie les estimations suivantes :

| T e C(p"* + 10210, — uuio]| L2y + [1Po,p — Pollz2(@),
'Hw||L2(O,T;L2(Q)) < 0(01/4 + [|0pu0,, — 3muo||L2(Q) + [|po.p —P0||L2(Q));
et st q > 2,

2 2
.||V||LQ(07T;W01"7(Q)) < C(p'*+ | Oz0,, — aquHL/;éQ) + |lpo,p — p0||L/2q(Q))‘

Si, lorsque p tend vers 0, (uo . Pop)p>0 converge vers (ug,po) dans H'(2) x L*(Q
comme p*'*, alors la suite (u,,p,),>0 converge vers (u,p) dans L=(0,T; H}(Q)) x
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L2(0,T; L*(2)) et le tauz de convergence est en O(p'/*). De plus, dans le cas q¢ > 2,
(u,) >0 converge vers u dans L4(0,T; Wy 9(Q)) comme p*/?.

Démonstration.

Soit s €]0, 1.

On considére le couple de fonction-tests utilisé dans la démonstration de 'unicité de
la solution du probléme quasi-statique au paragraphe 2.4.1.2 a savoir (v, ) ou 'on
rappelle que ¢ est donnée par :

o,x)do  si t<s,
o(t,z) = /tw< )
0

si t>s.

t
En utilisant également la notation ¢ = / (o, z)do comme précédemment, on
0

vérifie facilement que ¢ satisfait les propriétés suivantes :

{ go(t,x):@(s,x) - @(tv .Z') w(O,x):gB(s,:r;) (p(S,CL')IO (2 48)
at90<tax):_w(tax> Gtgo((),x):—ib((),x) atQO(S,l’):—w(S,l’). ‘
D’aprés les formulations (2.30) et (2.47) et pour le choix de fonctions-test précédent,
le couple (v, 1)) veérifie les relations :

)x*/@tazué?zuda: + A+ QM)/ 0,v2dx — a/ YO vdx

. . 2 (2.49)

+M* / (|8$up|q_2al‘up —_ |8£u|q_2axu)a‘rydx = —p < atQU/p) vV >W’,W
Q

co/ Opodr + a/ 010 vpdr + k:/ 0,V 0 pdx = 0, (2.50)
Q Q Q

ou Pon rappelle que W = HY(Q), W = H Q) si g < 2 et W = WyYQ), W' =
W4 (Q) si g > 2.
En intégrant les équations (2.49) et (2.50) sur l'intervalle de temps [0, s], on obtient
une égalité variationnelle en ajoutant les deux relations obtenues. Une intégration
par parties sur [0, s| nous conduit, par le méme type de calculs que ceux développés
dans le paragraphe 2.4.1.2, & :
( * S

A [ 0w)2(s)dx + (A + 20) / / (O, 2dudt

2 Ja 0o Jo

—}-,u*/ /(\ag;up|q_28xup — |0pu|*20,u) 0, vdadt (2.51)
0o Ja

+c0/ /\wIdedt—i—E/(ax@)?(s)dx:A
\ 0 Q 2 Q
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ou

A= >\ (81/)( dx—oz/@y (s)dx—p/ < Oy, v Sy dt
0

/w¢

Tous les termes dans le membre de gauche de (2.51) étant positifs, y compris le
terme non linéaire du fait de la monotonie de I'opérateur 7 — |7]9727, il ne reste
plus qu’a controler les quatres termes définissant A.

Une intégration par parties par rapport au temps donne que, pour presque tout
s €]0,7T7 :

,0/ < Ofuy, v >y dt = p/ Oyu,(s)v(s)dx — p/ Oru,(0)v(0)dx
0 Q Q

—,0/ /&gup@tudxdt.
0o Ja

D’aprés la définition de v, on a v(0) = up, — uo et O = Oi(u, — u). L’égalité
précédente devient donc :

p/ < Otuy, v >y dt = p/ Oru,(s)v(s)dx
0 0

— p/ uy p(ug,, — uo)da — / /8tup0t — w)dxdt.
Q

De plus en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, on montre qu’il
existe une constante x > 0 telle que :

/6’V dx</<;/|8y| Ydx + — /]3x90|
co/zb dq:<r<¢/|z/1\ Ydx + — /|0mg0]
/atup s)dr < —/ 10.v]*( )dx+pf<;/p|8tup| (s)dx

ou l'on a également utilisé une inégalité de Poincaré afin d’obtenir la derniére rela-
tion.
Enfin, une derniére majoration s’obtient en utilisant uniquement I'inégalité de Cauchy-
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Schwarz :

p/ /8tup8t(up—u)dxdt :p/ /|3tup|2dxdt—p/ /8tup8tudxdt
o Jo 0 J9 0 Ja
Sp/ /|0tup|2dxdt
o Jo

/Pl /POu,|| 2 10rul | 2()-

Mais le lemme 2.13 assure que la suite (J;u,),~0 est bornée dans L?(Q) indépendam-
ment de p et que (\/pdyu,),>0 est bornée dans L>°(0,T’; L*(2)) indépendamment de
p également. Ces propriétés nous permettent donc de trouver x > 0 telle que :

k . A*
A< 3 / 10,81 (s)dx + T / 0.0 (s)dx + kp + Ky/p + K||Oau0,, — Datio| |72 (0
Q Q
+ &[|po,, — p0||%2(9)-

L’égalité (2.51) conduit alors aux estimation suivantes :

||VHL°°(0,T;H5(Q)) < C(/)l/4 + Ha’EuO,p - aacuo||L2(Q) + ||Po,p - P0HL2(9))
11| z20,7522(2)) < C(pM* + 11020, — Dytio] |22y + [P0,y — PollL2())

et la proposition 2.11, valable quand ¢ > 2, permet d’établir I'inégalité

2 2
V]| oorawy < C(p" + ||0attn,p — Bsuol 7ty + IIPo, — Pol [ Fl)

ce qui achéve la démonstration du théoréme 2.20. [

Conclusion :

L’étude de ce chapitre concerne le modéle de Biot avec effets de consolidation
secondaire pour lequel le coefficient A\* est strictement positif. Dans cette situation,
on a vu que pour q > 1, dyu € L=(0,T; H} () et, si ¢ > 2, u € L>=(0,T; WH>(Q))
ce qui a entrainé le résultat d’unicité et la propriété du € L*(0,T; W1>°(Q2)) deés
que u; € H}(Q). Si A* = 0, cette information sur d,u est perdue et la seule propriété
découlant du probléme est dyu € L>(0,T;L*(Q2)) ce qui exclut de traiter le cas
A* = 0 par les méthodes exposées ci-dessus. Or la condition d,u € L>°(0,T; W ()
semble physiquement acceptable. C’est pourquoi nous avons pris le parti au chapitre
suivant de traiter le cas \* = 0 en adjoignant au probléme la contrainte |0, (0yu)| < C
ou C' > 0 est une constante fixée. On transforme donc la formulation variationnelle
en une inéquation variationnelle.



Chapitre 3

Etude d’un modéle avec contrainte

Ce chapitre concerne 1’é¢tude du modéle non linéaire 1D lorsque les effets de
consolidation secondaire ne sont pas pris en compte. Il s’agit du cas A\* = 0 dont
Panalyse mérite d’étre rédigée dans un chapitre a part entiére. Le systéme (1.8)
modélise alors le flux de chaleur se propageant dans une structure élastique. En
considérant les résultats obtenus au chapitre 2, on constate que le modéle entraine
que le terme de consolidation secondaire (A* > 0) a un effet régularisant sur O,u
a savoir dyu € L°°(0, T, W1>(Q)). Les méthodes utilisées dans ce cas reposent sur
cette propriété. Ici, pour \* = 0, sous cette méme propriété de régularité, on sau-
rait également construire une solution. Mais en fait, en reprenant les techniques du
chapitre 2, on obtient seulement que d;u € L>(0,T; L*(2)). Dans ce chapitre, nous
développons I’idée de construire une solution & partir d’un probléme avec contrainte.
Cela va revenir a modifier le modéle en y incluant la propriété que la variation de la
quantité de fluide contenue dans la matrice poreuse au cours du temps est bornée.
A cette fin, on va considérer une inéquation variationnelle associée & 'opérateur qui,
au couple (u, p), associe le couple (A;(u,p), A2(u,p)) avec :

Ay (u, p) = pdfu — (A +2p)05u — 1* 0y (|0pul? ?0pu) + adpp — f (3.1)
3.1
Ay(u,p) = co0ip + adiOpu — kO2p — h

ol les coefficients constants p, A, u, c¢o, o, k sont tous strictement positifs. Nous
renvoyons a [43] pour plus de détails
On adjoint a Popérateur (3.1) les conditions initiales :

(u(0,2),p(0,2)) = (up(x), po(x)), Ou(0,x) = ui(x), (3.2)
les conditions aux limites de Dirichlet homogénes :
u(t,a) = u(t,b) = p(t,a) = p(t,b) = 0, (3:3)

43
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et la contrainte sur le champ 0O,u :
O € K ou K = {v € Hy(Q) tels que |0,v| < C}. (3.4)

On se donne alors ug € W, (Q), u; € K, po € HAN(Q), f et h dans L*(0,T; L*(Q))
et C' une constante réelle positive et on va construire des solutions de ce probléme
avec contrainte par des méthodes variationnelles.

On associe au probléme décrit par {(3.1), (3.2), (3.3), (3.4)} la formulation varia-
tionnelle suivante :

[ Trouver (u,p) € L=(0,T; Wy (Q)) x L=(0,T; H}(Q)) tel que

O € L=(0,T; Hi(Q)) et pour presque tout ¢ €]0, T[, du(t) € K,
0?u € L*(0,T; L*(Q)), dp € L*(0,T; L*(2))

vérifiant pour presque tout ¢ €]0,T[,V(v,r) € K x H}(Q) :

p/ OFu(v — Opu)dw + (X + 2u) / 0,u0, (v — Opu)dx

Q Q

+p* / |0, u|??0,ud, (v — Oyu)dr — / PO (v — Oyu)dx (3.5)
0 0

> /Qf(v—atu)da:,

co/ Oyprdx + a/ 0y Oyurdx + k:/ 0, pOyrdr = / hrdzx,
Q Q Q Q
\ (u<07 I)?])(Ou QZ)) = (UO(x)7p0<x))a (9tu(0,ac) = ul(JJ)

et on va établir I’existence et 'unicité de la solution du probléme (3.5) sous ’hypo-
thése ¢ > 3. On rappelle que dans ce cas, la fonction r +— |r|972r est de classe C?
sur R.

En introduisant les notations

Q_={zeQ; [00,u(x)] < C} et Qo ={z € Q; |0:0,u(z) =C},

une interprétation "formelle" de (3.5) conduirait a écrire que la solution (u, p) vérifie
le systéme

{ Ai(u,p) =0
Ay(u,p) =0

sur €2_ et des conditions de raccord sur u, dyu et 0,0,u a U'interface de Q_ et Q¢ (cf.
[43]).
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3.1 Unicité de la solution

Théoréme 3.1.
Sous les hypothéses q > 3, ug € Wy (Q), uy € K, po € HY(Q), f et h donnés dans
L*(0,T; L*(Q)), le probleme (3.5) admet au plus une solution.

Démonstration.

Supposons que le probléme (3.5) admettent deux solutions (u,p) et (@, p) associées
aux mémes conditions initiales et aux mémes termes sources. On pose v = u — u et
Y=p-—p.

En prenant pour fonction-test (9,u,1)) (respectivement (d;u,1))) dans le probléme
relatif & (u,p) (respectivement (@, p)), on obtient en soustrayant les relations ainsi
obtenues :

)
p/ O*vowdx + (X + 2u) / 0,v0,0,vdx — a/ 0,0, vdx
Q Q Q

s [ [0.ulr20, ~ 0,1 20,] B10.vds <0, (3.6)
Q

cg/ath/}da:+a/8t8muwdx+k/ 0,9)%dx = 0.
\ Q Q Q

Or si on pose g(s) = |s|?"2s, on a, comme g est de classe C! sur R dés que ¢ > 2 :

Ozu
oyult20.u = 0,20, = g(0,0) = 9(0,) = [ ()i

1
= (Opu — 0,1) / g (0,0 4 T(0pu — Oy t))dT
0

1
= 8xV/ (q — 1)|0yii + TO,v|"2dT.
0

En sommant les deux relations de (3.6), on élimine les termes de couplage et il vient :

d 2
4 3/ w2z + 2 M/|8my|2dx+@/|w|2dx +k:/|8z1/1|2dx

1
+u” / {(q —1) / 0,01 + Tamuw—?df] 0,v0:0,vdx < 0.
Q 0

Soit s €]0,T[. Cette inéquation devient par intégration par rapport au temps sur
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Iintervalle [0, s] :

A+2
/|aty| Vo 4+ 2t “/|ax 2(s
—/ (s dx+k:/ /|ax¢| davdt (3.7)
2
+u” q—l//[/ |00 + TO |7 2d} [|ax|}dxdt§0.
Or en utilisant une intégration par parties, on a :

* . ° q—2 ‘8 V|2
1w (q 1)//{/ |0,1 + 7O, V| d}dt{ 5 }d dt
— q_l / /dt [/ |8zﬂ+78xu|q_2dr] 0, v|?dxdt

+%/Q [/ 10,1+ 7O, 0|"2(s )m} 10,2(s)dz

0

2

2
q—l//[/ 10,0 + TOv|T™ 2d7}—[|ay|}dxdt
> =y q_Q//U (0,0, + T0,0,1)| Dyt + 7]

(0,1 + TO,v)dT] |0, v | dxdt.

* -1 1
et comme M/ [/ 0,0 + T8$V|q_2(8)d7':| |0,v|*(s)dx > 0, on a ainsi :
a LJo

D’oil, en injectant cette inégalité dans (3.7), on obtient : Vs €]0, T'[

£/|8ty|2 s dx+)\+2'u/|8$y|2

“© da:+k’/ / 8,02 dxdt
/w 0.0 .
q_l ¢=2 // / (0,001 + 70,0,0)|0i + 7OV T

(0,0 + TOv)dT] |0pv|*dadt.

Or 0,u et Oy sont supposés demeurer dans K donc |0,0,u| < C et |0,0,v| < C.
I1 vient alors, en intégrant de 0 & t, que pour tout ¢ dans |0,77, |0,u(t)] < Ct +
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00| | o) < CT + ||uo| [ () €t |0:v(t)] < Ct < CT. Comme uy € Wy>(Q), il
existe donc une constante positive M = CT + |[ug||w1.(q) telle que |0,u| < M et
|0,v] < M. (3.8) entraine alors que :

/|8tu| ”2"/\axy|2(s)dx+9/|¢\2(s)dx+k/ /\811/1\2dxdt
Q 0 Q
_ _ q-3
(g 1)(q 2)CM / / [/ (14 7)1 2d7':| |0, *dzdt

< p*(q— )CMq 391~ 1/ /|8$V’2d23dt.
0 Ja

Le lemme de Gronwall nous permet d’en déduire que / |0,v|*dx = 0 et donc que :
Q

/|8ty| dx—l—/\+2u/|8v| )dz + 2 /|w| da:—l—k://\(?mw\ drdt <0

ce qui nous permet de conclure que v = 1) = 0 et d’achever ainsi la démonstration
du théoréme 3.1.

3.2 Existence

On va maintenant s’intéresser a 'existence d’une solution pour le probléme (3.5).
On va montrer qu’une solution de ce probléme peut se construire & l'aide d’un
probléme régularisé par l'ajout d’un terme de consolidation secondaire lui-méme
limite d’un probléme pénalisé. On renvoie a [43] pour de plus amples détails sur les
méthodes de régularisation et de pénalisation. On commence donc par approcher le
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systéme (3.5) par le systéme régularisé suivant :

;

\

Trouver (u.,p.) € L>(0,T; Wy 9(Q)) x L=(0,T; H}(Q)) tel que
Oy, € L*(0,T; Hy () N H*(QY)) et p. p. t €]0, T, duc(t) € K,
D2u. € L*(0,T; L*(Q)), Owpe € L*(0,T; L*(2))

vérifiant pour presque tout ¢ €]0,T[, V(v,r) € K x Hj(Q) :

p/ Otu. (v — Oy )dw + (N -+ 2u) / Opu0, (v — Oyu.)dx
Q Q

+u / |0y |72 0pu.0, (v — Oyue)dx + 8/ 0;0,uc0y (v — Opu)dx (3.9)
Q Q

—a / P00z (v — Que)dx > / f(v — Owue)dx,
Q Q

co/8tp6rdx+a/8taxu6rdx+k:/preé)xrdx:/hrdx,
Q Q Q Q
(ue(0,2), pe(0, 7)) = (uoe(®), po()), Opue(0,2) = u(z).

La formulation (3.9) est une régularisation de (3.5) par deux aspects. En effet, on
a introduit dans 'inéquation le terme ¢ fQ 00, u-0; (v — Qyu.)dz ceci afin d’obtenir
sur le probléme pénalisé correspondant plus de régularité sur le champ J;u. comme
c’était le cas dans le chapitre 2. Pour cela, on a effectué aussi une régularisation
des conditions initiales en fonction du paramétre . On considére ainsi deux suites
(upe)eso dans H(Q) N H2(Q) et (u1.)eso dans HJ(Q) telles que ug. — uo dans
Wy (Q) avec |[uge||wioo) < [|uollwie) et uie — ui dans HE ().

On va montrer pour tout € > 0 I’existence d’une solution du probléme (3.9) a I’aide
de la méthode de pénalisation qui permet d’approcher I'inéquation de (3.9) par une
équation. On considére le systéme pénalisé suivant :

(

Trouver (u,,p,) € L=(0,T; Hy () N H*(Q)) x L>(0,T; Hy(Q))
tel que dyu, € L>(0,T; Hy () N L*(0,T; H*(Q)),

Ofuy € L*(0,T; L*(Q)), dip, € L*(0,T; L*()),

vérifiant pour presque tout ¢ €]0, T[,V(v,7) € HJ(2) x HH(Q) :

,0/ Ofuyvdr + (X + 2u) / Oty Opvde —i—u*/g(axun)@zvda:
Q Q Q

+€/0t8xun0xvdx—a/pnaxvdaz (3.10)
Q Q
1 _
+—/ (02 - |3tawun|2) 0: 0y Oy vdx = / fudz,
nJa Q
co/&gpnrd:c—l—oz/@t@xunrdx%-k/axpnamrdx:/hrdx,
Q Q Q Q

(un(ovx)>pn(07$)) = (u0,5($),p0(x)), atun(Ow%') = ul,s(x)
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ou n > 0 est le parameétre de pénalisation et ot ¢ est une fonction de classe C? sur
R, constante sur | — oo, —M — 1] et |M + 1, 400 telle que :

g(s) = |sl*2s si |s| < M

ou M est la constante strictement positive définie au paragraphe 3.1 par M =
CT + ||uo||wr(q)- On a a priori tronqué le terme non linéaire |0 u,|? 20,u, par
une fonction bornée puisque ¢(d,u,) = |0yu,|? 20, u, uniquement si |d,u,| < M.
Mais on verra dans la suite que cette condition est en fait toujours vérifiée et que
I’on ne modifie pas ainsi le terme non linéaire.

On introduit deux notations supplémentaires en désignant par G la primitive de g
s’annulant en 7 = 0 donnée par I’expression

VreR, G(r) = /OTg(s)ds.

et par H celle de (C* — s)” s s’annulant aussi en 7 = 0 donnée par :
VreR, H(r) = / (C* — 5)" sds.
0

Les trois fonctions précédentes vérifient les propriétés :

Jk > 0 telle que Vs € R, |¢/(s)| < &,
k> 0 telle que V7 € R, |G(7)| < k||,
vreR, G(1) >0,

VreR, H(r) > 0.

3.2.1 Existence pour le probléme pénalisé

Soient ¢ et 7 fixés. On convient dans la suite de noter x tout réel strictement positif
indépendant des deux paramétres e, . De méme, k() désigne tout réel strictement
positif indépendant de 1 pouvant dépendre de ¢ et x(e,7n) est un réel strictement
positif dépendant a priori des deux paramétres ¢ et 7).

Théoréme 3.2.
Pour tout couple (¢,m) € RY x R%, le probléme (8.10) admet une solution (u,,p,).
De plus, il existe une constante k > 0 telle que : pour tout € > 0 et tout n > 0

\/gHatunHL?(O,T;H(}(Q)) + [0t L= 0,7522(0)) + ||%HL°°(0,T;H5(Q)) + [lpnllze0,m;22(0))

1 _
+||p77||L2(0,T;H3(Q)) + —77H\/(O2 — [010pun|?)” 0 0xtun] | L2(0,1;22(02)) < K,

V1
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une constante k(e) telle que : pour tout n > 0

107w 201522 (52)) + 110k oo 0,713 ) + 1Ot 220,122 (2)) + [10epn|| 220,722 (02

1 _
| oo (0,112 (02)) + ||Pn||L°o(o,T;Hg(Q)) + —77”\/(02 — 0;0,uy|?) atagunHLQ(O,T;L?(Q))

7
< r(e)

et une constante r(e,n) telle que :

|10:0pun| 120y < K(e,m).

Démonstration.

On utilise de nouveau la méthode d’approximation de Faedo-Galerkin pour ’espace
H(Q) N H?(2) en choisissant la base (w;);en~ définie & la proposition 2.6 du para-
graphe 2.2 du chapitre 2. On note V,, = Vect{w,...,w,}, m € N* et on cherche
U, €t py, définies de |0, T dans V,, et s’écrivant sous la forme suivante :

U (t) = Zujm(t)wj et pm(t) = ijm(f)ww (3.11)

les coefficients w;,, et p;, étant donnés par les solutions du systéme d’équations :

(

p/3t2umwjdx+€/8t3mum81wjdx+(/\+2M)/8zum8,£wjdx
Q Q Q
+u*/g(@xum)ﬁzwjdx—a/pmaijd:v
Q Q

1 _
+—/ (02 — |8t0xum|2) 040y U, Oy wide = / fw;dz,

nJa Q
co/(?tpmwjda:—l-a/8t8xumwjdx+k/ampm8ijdaz:/hwjd:c

Q Q Q Q

(3.12)

\
pour tout 1 < 7 < m, avec pour conditions initiales :
(U (0), P (0)) = (Uom, Pom) € Vin X Vi, tel que

(wom: Pom) — (U0, po) dans (Hg(Q2) N H?(2)) x Hy(S) ; (3.13)
Oyt (0) = uyyy, € Vi tel que uyy,, — up. dans Hy(Q).

D’apreés les résultats sur les équations différentielles non linéaires, on est assuré de
existence et de I'unicité du couple (w;p,, pjm) solution maximale de {(3.12), (3.13)}
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dans H?(0, Ty HY(Q) N H?(Q)) x HY0,Ta; Hy (), les estimations a priori qui
suivent permettant de justifier a posteriori que Ty, = T.

Remarque 3.3.

Dans toute la suite de la démonstration, les constantes notées k, k() ou k(e,n)
selon la convention indiquée en début de paragraphe sont toutes indépendantes du
parametre m € N*,

e On commence tout d’abord, comme dans le lemme 2.13 du chapitre 2 par
multiplier la premiére et la seconde équation de (3.12) respectivement par uj,, et
Pjm, ON somme sur j et on ajoute les relations obtenues. On a :

p/@fumﬁtumdx—l—s/ |8t8$um|2dx+()\+2,u)/8xum8t8xumd$
Q Q Q
1 _
+:u*/g(a’rum)atamumdx_a/pmatazumdx+ _/ (02 - ’atamum|2) |8taxum|2dx
Q Q nJa
—l—co/thmpmd$+a/pm8t8xumd:v+k:/ |8xpm|2d:1::/f@tumd:v—i—/hpmdx.
Q Q Q Q Q

Apreés simplification, il vient :

d A+ 2
@ B/\atum|2dx+ + M/ laxum|2dx+u*/G(azum)dx+c—o/Ipm|2daz

1 _
—i—a/ |00t |* d + k’/ |02 |*d + —/ (C? = 10,0,um|*)  |040ptm|*da
Q Q nJa

= /(f@tum + hpy,)dz
Q

et en intégrant de 0 & s ’égalité précédente, on obtient 1’égalité :

B/ ]@um|2(s)dx+/\+2ﬂ/ laxum\z(s)dx+u*/G(@xum(s))dx
2 Jo 2 Ja 0

+@/|pm]2(s)dx+€/ /|6t6xum]2dxdt+k;/ /]6xpm|2dxdt
2 Ja 0o Jo 0o Ja

1 S _ S
+= / / (C? = 0:0,um|?)  |0p0ptim|*dudt = / / (fOuty, + hpy,)dadt
nJo Ja 0 JO

A2 . Co
2 Dpttom By + 171G ation 130 + 2l lpom 22

p
+§||Ulm||%2(sz) +

Or, on a vu qu’il existe une constante r telle que |G(O,uom)| < K|Oruom|. De
plus, d’aprés (3.13) les suites (tom)men+s (Pom)men+ €t (Uim)men= sont bornées dans
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Hi(2) N H*(Q) pour la premiére et H}(€2) pour les deux autres car convergentes
dans ces espaces. On obtient ainsi :

p / 1Otum|2(5)dz + AT 2u / 1Oyt |2(5)d + 1* / G (Bt (s))da
2 Q 2 Q Q

+%0/ |pm|2(s)dx—|—5/ /|8t8xum|2dxdt

L 0 o s (3.14)
+—/ /(02—|(9t(9$um|2)_|8t3xum|2dxdt+k/ /|(9mpm\2dxdt

nJo Ja 0 JQ

< n—l—/ /(fatum—l—hpm)dxdt.
0o Ja

De plus, puisque f et h € L?(0,T; L*(Q2)), les inégalités de Cauchy-Schwarz et de
Young nous fournissent la majoration :

1
Q/ /°f@um++mmMMﬂt< 1 o s + 5 I Broziaacoy

/ /|8tum] dmdt+—/ /]pm\ dxdt.

En reportant (3.15) dans (3.14) et en regroupant les normes de f et h sous le terme
générique k, on a :

(3.15)

B/ |Oytum|? () d + H2“/ |0$um|2(s)dx+,u*/G(@xum(s))d:c
2 Q 2 Q Q

+C—O/]pm|2(s)dx+€/ /|8t8$um|2dxdt+k/ /|azpm|2dxdt
2 Jq ;
o8 (3.16)
+—/ /(02—|ataxum\) 0,0yt [Pt < i+ 2 //|8tum] ddt
nJo Ja
+C—°/ /\pmlzdmdt.
2 0 Q

Finalement, au moyen du lemme de Gronwall, on obtient ’estimation :

(
3/@%wwm+*”5/@%f@w+w/a@w@wx
2 Q 2 Q Q

+@/’pm\2(5)da:+€/ /|ataxum|2dxdt+k/ /|8xpm|2d:cdt (3.17)
2 Jo o Jo o Ja

+l/ / (CQ B ‘ataxum‘z)i |ata:1:um’2dl'dt < K.
nJo Ja
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e Afin de compléter les estimations sur u,,, on utilise maintenant les idées du
lemme 2.15 du chapitre 2. On multiplie la premiére équation de (3.12) par u/,,(t).
Il vient :

)
p/@fumu;mwjdx—i-s/@&Eumu;m&gwjdx
Q Q
—l—()\+2u)/8xumu;m81wjdx+u*/g(@xum)u;mﬁijdx
Q

@ (3.18)
1 B .
—oz/pmu;-m(‘?mwjdx + 5/ (02 — |8t8xum|2) 0y 0t Uy, Oy
Q Q

. !/
= / Jujw;dr.
\ Q

En utilisant les propriétés de la suite (w;),en+ et notamment 1'égalité w; = —%j@iwj,

on obtient en multipliant (3.18) par \;, en utilisant la formule de Green et en som-
mant sur j :

p/ 0204y, 0y Oty i + 5/ 10,0%U|*d + (X + 2u) / 002U Oty
Q Q Q

Q Q
1

+5 / on [(C’2 — ]@&CumP)_aﬁxum} 0,0 U dr = —/ f0,0%u,,d.
Q Q

Apreés regroupement des termes de méme nature et en explicitant I’expression de la
dérivée du terme de pénalisation, I’égalité se transforme en :

A+2
4 B/ 0,0t |* d + i ,u/ |02, |* —1—5/ 10,02, | *d

—i-,u*/g'(ﬁagum)@gum@taiumdm—oz/f)mpmﬁt@gumdx
Q Q

—l—l /(C2 — 10, 0ptm|?) (0,02 Uy, ) *de + g/ (0,0, )* (0,02 uy, ) *dx
nJa N Ja-(@)

= —/fatagumda:
Q

o 'on a posé Q7 (t) = {z € Q tels que |0;0,un(t, z)| > C}.
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En intégrant sur U'intervalle de temps [0, s], il vient :
)\+
£ [ 0Py + 252 [ oz,
Q
+5/ /|3t8§um| dxdt + —/ / (04051 ) (0,02, *dadt
0 JO nJo Ja-@

1 / / (C2 — (04Dt [2)~ (062t — — / / o undedi (3.19)
nJo Ja 0o JO

A+ 2u
2

H@iuom |%2(Q)

0 Q

—,u*/ /g’(@xum)agumﬁtagumd:cdt.
0o Jao

En se servant maintenant du fait que la dérivée de la fonction ¢ est bornée par une
constante k£ > 0 et en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, le
second membre de (3.19) peut se majorer par :

A+ 20
S10twimllz2i0) + === l10zuoml (229 + Z I 1Iz2 (02,2200

c s ,LL*2 2
—/ /|8t8§um]2dxdt—|— / /|32um\ dxdt + — / /|8t32um\ dxdt
—/ /lampm] dxdt + — / /\8t82um]2dacdt

Il résulte alors de (3.19), d’aprés l'estimation sur (0,pm)men+ donnée dans (3.17),
les propriétés de convergence des suites (Uom )men+, (U1m)men+ €t les hypothéses sur
f, qu’il existe une constante x(g) > 0 telle que :

2
£ [ o0 (s)de+ 22 [ (0w Pl
Q Q
S 2 S
4Jo Ja mJo Ja-()

+l/ /(CQ— 10,0, |*) ™ (0,0%u, ) *dxdt
nJo Ja

20y |2 ddt.

(3.20)

< r(e)

En utilisant le lemme de Gronwall, on montre qu’il existe une constante x(¢) > 0
telle que :
M*2H2

20 |Pdadt < K(e)
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et on obtient ainsi ’estimation :

A+ 2
( £/|8taxum|2(s)dm+ - “/ 102 2 (5)da
2 Q 2 Q

+E/ /lﬁtaium\zdxdwrg/ / (040p ) * (0,02, ) *dadt (3.21)
4o Ja nJo Ja-(@)

+1 / / (C? = 0,0ptm|?) ™ (8,02 um )2 dadt < k(e).

\ NJo Ja

e On améliore maintenant les estimations sur (p,,)men+ €n multipliant la seconde
équation de (3.12) par p/,, et en sommant sur j. On a :

CO/ |8tpm|2dx—|—a/8tpm8taxumdx—|—k/8xpm8t8$pm:/h@tpmdx.
Q Q Q Q

En intégrant sur l'intervalle de temps |0, s, cette relation devient :

Co/ /[@tpm| dzdt + — /\@pml dx—/ /h@tpmda;dt
—a/ /8tpm0t8xumd:1:dt+—/ |0 Pom |2 dz.
0o Ja 2 Jq

De méme que pour la premiére estimation a priori (3.16), on majore le second
membre par :

1 C a? k
C_OHhH%Q(O,T;L%Q))+50"atpm"%Q(O,T;LQ(Q))+C_OHataxumH%Q(O,T;LQ(Q))+§/Q’aﬂchdex'
Grace aux propriétés de convergence de la suite (o, )men+ et & l'estimation (3.16)

qui nous assure que ||0;0,uUp,| ]%2(0 T.12()) €St bornée, il existe une constante () > 0
telle que

S k S
. / / Opm|2ddt + & / Bupm 2(s)d < A(e) + 2 / / Oy 2t
0 Q 2 Q 2 0 Q

ce qui nous conduit & I'estimation :

@/ /\&mededHE/Iaxpm\z(s)d:cﬁn(e). (3.22)
2 Jo Ja 2 Ja

e Pour finir, on multiplie la premiére équation de (3.12) par uf,, et on somme
sur j pour j allant de 1 & m pour obtenir :
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,0/ |8t2um|2dx+5/8t8xumﬁfﬁzumdx+()\+2u)/8zum0t28xumdx

Q Q Q

+u / 9(0xtm) 0} Optimdz — / P07 Dot (3.23)
Q Q

1
—l—;/(CQ — 0400t |*)~ 0,0ty O Ot dr = / fOPu,dx.
Q Q

En utilisant la notation H introduite en début de paragraphe, (3.23) peut encore
s’écrire :

20 Papy 22 2 1d /
p/Q |07 U | d + 5 (/Q |04 Ot | da:) + i ( QH(Bt&Eum)dx

=—(A+2u) / Oty OOyt — 1 / 9(Opti )OOyt d (3.24)
Q Q

—l—oz/pmafﬁrumd:v%—/f@fumdx.
Q Q

En intégrant sur l'intervalle [0,s] et en utilisant une intégration par parties par
rapport au temps sur les trois premiers termes du second membre, (3.24) devient :

,0/ /\8fum|2dxdt+§/ \ataxumﬁ(s)d:c—i-l/H(@taxum(s))dx
0 JQ 2 Jg nJa
1 S
= E/ |8Iu1m|2d:v—l——/H(@xulm)d:ﬁ+(}\+2ﬂ)/ /|8t(9xum|2d$dt
2 Ja nJa 0 JQ
—(A+2,u)/8mum(s)8t31um(s)dx+()\+2,u)/8mu0m81u1mdx
Q Q

0 Q

Q

+M*/g(6xu0m)8xulmdx_a/ /atpmé?t@xumdxdt
Q Q

—l—a/pm(s)@t@xum(s)d:v—a/]pOmaxulmd:v—l—/ /f@fumdxdt.
Q 0 Jo

Q

(3.25)

On utilise ensuite les inégalités de Cauchy-Schwarz, de Young et les hypothéses
de convergence des suites (Uom)men+, (U1m)mens (Pom)men+. De plus, les estimations
a priori (3.17), (3.21), (3.22) nous assurent que les suites (Oy U, )men<; (OOrtm )men+,
(Prm)men €t (DiPm )men+ sont respectivement bornées dans les espaces L™ (0, T; L*(92)),
L0, T; L*(Q)) N L>(0,T; L*(Q)), L>=(0,T; L*(Q)) et L*(0,T; L*(2)). 1l existe donc
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une constante x(¢) > 0 telle que :
° 2.2 € 2 1
p/ /lﬁtuml da:dt+—/ 040t |*(8)dx + —/H(@taxum(s))da:
0o Ja 2 Ja nJa

1 [® s 1
< k(e) + —/ / |f|dxdt + L / / 07U, | ddt + = / H(0,u1m)dx
2p Jo Ja 2Jo Ja nJa

ce qui nous donne, en intégrant la norme de f dans la constante, I’estimation :

L / / |02, | 2ddt + < / 10,0, |2(s)dz + / H(9,0,um(s))d
2)o Ja 2 Jq nJa

(3.26)
1
<we)+ o /Q H (1) da.

Maintenant, grace a ces estimations a priori, on va chercher & passer a la limite
dans (3.12) lorsque m tend vers l'infini et définir ainsi une solution du probléme
(3.10). D’apres les estimations a priori (3.17), (3.21), (3.22), (3.26), on peut extraire
de la suite (y,, Pm)men+ une sous-suite encore notée (wy,, pm)men+ €t définir un couple
(un, py) tels que, lorsque m tend vers I'infini :

( w,, — u, dans L>°(0,T; Hy(Q)) et L>°(0,T; H*(Q)) faible *;

Oty — Opu,y dans L>®(0,T; Hy(Q2)) faible * et L*(0,T; H*(12)) faible;

Oy, — OFu, dans L*(0,T; L*(92)) faible;

< 9(0puy,) — 1 dans L*°(Q) faible *; (3.27)
(C? — 0,04t |?)~ 0,0ptty, — ¢ dans LY3(Q) faible;

pm — py dans L>®(0,T; H}(Q2)) faible *;

| Opm — Oypyy dans L*(0,T; L*(Q)) faible.

Le couple (u,,p,) a bien les propriétés de régularité énoncées dans (3.10). De plus,
on déduit de (3.27), par passage a la limite lorsque m — +oo dans (3.12), que :
pour tout j € N*, pour presque tout ¢ dans |0, 7,

(
p/8t2unwjdx+€/(9taxun(9$wjdx+(>\+2u)/8run8ijdx
Q Q Q
1
+,u*/@/J@ijdm—a/pn@gwjd:v—l——/gp@ijda::/fwjda:, (3.28)
Q Q nJa Q

co/8tpnwjdx+a/3t8$unwjdx+k/(%pn@mwjdx:/hwjdm.
( Q Q Q Q

A ce stade, on va travailler maintenant sur les intégrales faisant intervenir v et .
Considérons tout d’abord l'intégrale en 1 associée & g(J,u,). Si P'on reprend les
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résultats de convergence réunis en (3.27), on observe que la suite () men+ €st bornée
dans W, = {v € L>(0,T; H}(Q) N H3(Q)) tels que dyv € L>=(0,T; L*(Q))}. Mais
comme l'injection de H}(Q2) N H?(Q) dans H} () est compacte, d’aprés le lemme 2.5
celle de W, dans LP(0,T; H}(S2) 'est aussi pour tout p €]1, +o0l. Ainsi, pour p = 2,
on a en particulier :

Oy, — Oyu, dans L*(Q) fort. (3.29)

De (3.29), on déduit, quitte & extraire & nouveau une sous-suite, que Oy, — O Uy,
presque partout dans (), ce qui entraine, par continuité de I'application g, que

9(0pt,) — g(0yu,) presque partout dans Q).

De plus, (¢(0stm))men+ est une suite bornée dans ]0,7[x2 par définition de g.
D’aprés le théoréme de convergence dominée, on obtient alors que

9(0xum) — g(0yuy,) dans LP(Q) pour tout p > 1. (3.30)
D’apreés (3.27) et (3.30) et I'unicité de la limite dans D'((), on en déduit que
¥ = g(Ozuy). (3.31)

Considérons maintenant le terme en ¢. Toujours d’aprés (3.27), on sait que la suite
(O¢thm )men+ est bornée dans Wy = {v € L*(0,T; H}(Q) N H?(Q)) tels que dyv €
L*(0,T; L*(Q))} et en utilisant encore I'injection compacte de H{(2) N H*(Q) dans
H}(Q),ona:

D40yt — 0,0, u,, dans L*(Q) fort et presque partout dans Q (3.32)
quitte a extraire une sous-suite. On peut donc appliquer le lemme 2.10 et on a
(C? = |0,0ptiyn |*) =040ty — (C? — |0,0,u|*)~ 0,05, dans L*3(Q) faible
ce qui entraine d’aprés (3.27) et par unicité de la limite dans L*/3(Q)) faible que :
¢ = (C* — |0,0,u,|*)” 010,y (3.33)

D’aprés (3.31) et (3.33), les égalités (3.28) entrainent : pour tout j € N* | pour
presque tout ¢ dans |0, 77,

p/&fu,,wjd:c—i-a/8taxun8$wjdx+()\+2u)/8xun81wjdx
0 0 0
—l—,u*/g(ﬁxun)aijdx—a/pné?ijda:
) Q
1
+—/(C’2 — |8t8wun|2)_3t8xun8mwjdx = / fw;dz,
nJa Q

CO/@pnwjda:—i-oz/ataxunwjdx—i—k/@xpn@ijdx:/hwjda:.
Q Q Q Q
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En revenant a la définition de la suite (w;);jen (cf. proposition 2.6, paragraphe 2.2,

chapitre 2) on en déduit que le couple (u,, p,) vérifie les équations du systéme (3.10)
V(v,r) € HY}(Q) x HY(Q),

(
p/ 3t2unvdx + 5/ 010yt Opvdr + (AN + 241) / Oyt Opvdx + p1* / 9(0yuy)Opvde
Q Q Q Q

—a/pnaxvd:c—i-l/(CQ — |0:0,uy|*)~ 0:0pu,Opvd = / fodz
Q nJa Q

co/étpnrdx+a/@&Cunrdx—l—k:/@zpn@wrdx:/hrdx.
. Q Q Q Q

De plus, les estimations (3.17) a (3.26) et les propriétés de convergence (3.27) en-
trainent que u,, et p, vérifient les estimations énoncées au théoréme 3.2 en observant

1
dans (3.26) que liI_iI_l — / H (D1 )dx = 0 puisque u; € K.
m=teod] Jo

Enfin, on termine la démonstration de I’existence d’une solution du probléme (3.10),
en vérifiant que le couple (u,, p,) vérifie les conditions initiales & savoir

(1 (0, 2), py(0, 2)) = (uo£(), po()) et puy (0, 2) = uy ().

En effet, d’aprés les estimations a priori résumées au théoréme 3.2, les suites () men-,
(Pm)men+ et (Dt )men+ sont respectivement bornées dans les espaces W (0, T; HL (Q)N
HA(Q), HY(), W(0,T; HYQ), 13(©) et W(0,T; H3(Q), L3(Q))

D’aprés l'injection des espaces W (0,7; X,Y) dans 'espace des fonctions continues
de [0,T] a valeurs dans Y, on a alors Vt € [0,T], un(t,x) — u,(t,z) dans Hj(Q2)
faible et p,(t,z) — p,(t,z), Oum(t,x) — Owuy,(t,z) dans L*(Q) faible. Or par
(3.13), um(0,2) = ugm(z) — up-(x) dans H(Q) et pn(0,2) = pom(z) — po(x),
Ot (0, ) = Uy (z) — up(z) dans L2(92).

Par unicité de la limite, il vient u,(0,z) = ug-(x), p,(0,2) = po(x) et du,(0,z) =
uy (), ce qui achéve la démonstration du théoréme 3.2. [

3.2.2 Existence pour le probléme avec contrainte régularisé

Soit € > 0 fixé. On va maintenant montrer qu’une solution du probléme (3.9) peut
étre construite en étudiant la limite quand le parameétre n tend vers zéro d’une
suite (u,, py)y>0 de solutions du probléme (3.10) dont 'existence est assurée par le
théoréme 3.2. On va ainsi établir le :

Théoréme 3.4.
Pour tout € > 0, le probléeme (8.9) admet une solution telle que u. € L>(0,T; H*(2))
et Oyu. € L®(0,T; H} (). De plus, il existe une constante k > 0 telle que : pour
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tout € > 0

VellOwuel | p20.mm2 9y + 10ttel Lo 0,:220)) + uell oo o,mm3 ) + 1Pl Lo 0722 (92))

+ ||pa||L2(o,T;Hg(Q)) <K

et une constante k(e) telle que :

107 ue | L2 0/522(0) + 1|Ortue] | oo 073113 () + 110w L2 0mim20)) + [t Loo 0,732y

+ 10| 22 0.1:22(0)) + HpeHLoo(o,T;Hg(Q)) < k(e).

Démonstration.

On consideére une suite de solutions du probléme (3.10) (u,, p,;),>0. D’apreés les pro-
priétés énoncées au théoréme 3.2 et la définition de la fonction g, il existe une
sous-suite de (u,, p)y>0 notée encore (u,,p,),o telle que :

[ u, — u. dans L>(0,T; H}(2)) et L>=(0,T; H*(Q)) faible *;
Opu,, — Opu. dans L>(0,T; Hy(Q)) faible * et L*(0,T; H*(2)) faible;
Ofu, — O02u. dans L*(0,T; L*(2)) faible;
9(0pup) — g(0yu.) dans L=(0,T; LY3(Q)) faible *;
py — pe dans L>(0,T; Hj(Q2)) faible *;
| 9wy, — Oup. dans L*(0,T; L*(Q)) faible.

(3.34)

Par ailleurs de la premiére équation du systéme (3.10) on déduit que : Vo € H}(Q)
[ (€~ anf) apiie = [ [ otz —p [ otugpas
Q 0 0

—(N+2p) / Oy Opvdr — u*/g(axun)axvdx = 6/ 0,0, u, 0y vdx (3.35)
0 Q Q

+a / pnﬁxvdxl
Q

et il vient d’aprés (3.34) que, lorsque n — 0,
dw [(C? = 10,00, |*) = 040puyy] — 0 dans L*(0,T; H'(Q)) faible. (3.36)

Posons 3(u) = 0, [(C* — 0,0,u|?)~0,0,u).
D’aprés la monotonie de 'opérateur de pénalisation 3, on a : pour presque tout
s €]0, T et pour presque tout 7 €]0, T,

Vo€ @), [ (3 (®) - 50)w(®) ~ v)dt 2 0 (3.37)

Or d’aprés (3.34), u, — u. dans L*(0,T; Hj(2)) fort. En passant a la limite dans
(3.37) et en utilisant (3.36), il vient pour presque tout s €]0, 7|, pour presque tout
T €]0,T7,

Yo € Hy(9), /T(O — B(v),u.(t) —v)dt > 0.
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D’ou, pour presque tout s €]0, 7], on a :
Yo € Hy(2), (0— B(v),u.(s) —v) > 0. (3.38)
Pour tout A > 0 et tout w € H}(2), on choisit v = u.(s) — Aw dans (3.38). Il vient :
pour presque tout s €]0, T, Yw € Hy(Q), (B(uc(s) — Iw),w) < 0. (3.39)

On passe alors a la limite dans (3.39) lorsque A — 0 et on obtient grace a I'hémi-
continuité de (3 :

pour presque tout s €]0, T[, Yw € Hy(Q), (B(uc(s)),w) < 0. (3.40)

En prenant ensuite —w dans (3.40), on obtient que pour presque tout s €]0, 7,
Vw € H(Q), (B(us(s)),w) =0 et donc S(u-(s)) = 0 i.e. pour presque tout s dans
10, T[, Orue(s) € K.

Soit maintenant v € L*(0,T; H}(Q)) tel que v(t) € K. Alors, on a, par définition,
(C? — |9,v]*)~ = 0.

Si on prend v — d,u,, comme fonction-test dans la premiére équation de (3.10), on
a:

p/ Oy (v — Opuy)dz + (A + 24) / Oty Oy (v — Oy )dx

Q Q

+u* / 9(0pun) 0y (v — Opuyy)dx + 6/ 040,y 0y (v — Oy )dx
Q Q

—a / POz (v — Oyuyy)dx — / f(v — Oyu,)dx
Q Q

_ % / [(C? = 10,0) " 00t = (C° = |0uDty|*)~ Duatty] Du(v — Dy ).
Q

(3.41)

Or comme Popérateur de pénalisation est monotone, le second membre de (3.41) est
positif et (3.41) entraine :

p/ Oy (v — Opuy)dz + (A + 2p) / Oty Oy (v — Oy )dx

Q 0

+u* / 9(0puy) 0y (v — Opuyy)dx + s/ 040,y Opvda (3.42)
Q Q

—a/pn&g(v — Oyuyy)dx — / f(v— Oyuy)dx > 5/ 10,05y |* dav.
Q Q QO
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Soit (s,7) €]0,T1], tel que s < 7. En intégrant (3.42) sur U'intervalle de temps [s, 7],
il vient :

p/ /8fun(v—8tun)da:dt+()\+2u)/ /&Cun@x(v—@tun)dxdt
s Q s Q
st [ 0ot - s+ [ [ a0,z
F o P e (3.43)
—a/ /pnam(v—atun)dxdt—/ /f(v—atun)dxdt
s Q s Q
28/ /\ataxunfdxdt.
s Q

D’aprés (3.34) les suites (Oyuy)n>0, (Oxtty)n>0, (9(0xty))n>0, (Pn)n>0 sont bornées dans
H'(Q). D’aprés la compacité de I'injection de H'(Q) dans L?*(Q) il existe donc une
suite extraite de (u,,py)y>0 encore notée (u,,p,),>o telle que les suites (Jyuy)y>0,
(Oxty) =05 (9(0ztiy))n>05 (Py)y>0 convergent fortement dans L*(Q). De plus, puisque
(010xuy)y=0 converge vers 0,0, u. dans L?(Q) faible, il vient :

h_m/ /|8t8$un|2dxdt2/ /|8t8mu5|2dmdt. (3.44)
s Q s Q

En passant a la limite inférieure lorsque n — 0 dans I'inégalité (3.43) et en tenant
compte de (3.44), il vient :

/ /82u5 — Oyue)dxdt + (A + 2p) / /8 U0z (v — Opue )dxdt
+u* / / (0pue)0 (v — Opue )dxdt + 5/ / 0y 0y u Oy vdxdt
—a/ /pf) (v — Qyue)dxdt — / /f (v — Qyue)dxdt > 5/ /|8t8 ue|2dwdt

ce qui entraine :
p/Q OFue (v — Opu)dr + (X + 2u) /Qazusar(v — Oyue)dx
+u” /Q 9(0pue)0, (v — Oyue)dr + € /Q 0;0,u:0, (v — Opu )dx
o /Q P00 — ByuL)da > /Q F(v — Ou)da

De plus, puisque d,u. € K, on a |0;0,u.| < C soit —C < 0,0,u. < C.
En intégrant cet encadrement sur Iintervalle de temps [0, ¢], on obtient que —C't +



3.2. Existence 63

Ortpe < Opus(t) < Ct + Opug . 11 vient ainsi |Oyus| < CT + [|ugc||wro(q)-

Or par hypotheése, on a ||ugc||lw1.) < ||tol|wi=@), ce qui donne |O,u.| < CT +
||uollwr.oe()- Or CT + ||ug| w100 () = M ot M est la constante intervenant dans la
définition de la fonction g. Ainsi, on a |0, u.(t)| < M et, par construction de g, pour
tout |s| < M, il vient g(s) = |s|72s. On a donc que g(d,u.) = |Opu.|? 20, u. et le
couple (u., p.) vérifie la premiére équation de (3.9).

De la méme facgon, en utilisant les résultats donnés par (3.34) et en passant a la
limite lorsque 7 — 0 dans la seconde équation de (3.10), il vient :

co/8tp5rd$+a/8t8xu5rd$+k/8xp583,rdx:/hrdx
Q Q Q

Q

ce qui prouve que (u., p.) vérifie la seconde équation de (3.9).

On termine la démonstration du théoréme 3.4 en vérifiant, comme dans la preuve
du théoréme 3.2, que le couple (u.,p.), limite de la suite (u,,p,),>o solution des
équations de (3.9), vérifie (u.(0,2),p-(0,2)) = (upc(x), po(z)) et Qpu (0, ) = uy ().
Enfin, les estimations a priori du théoréme 3.4 découlent de celles du théoréme
3.2. [ |

3.2.3 Existence pour le probléme avec contrainte initial

On établit maintenant le résultat principal de ce chapitre :

Théoréme 3.5.
Sous les hypothéses q > 3, uy € Wol’OO(Q), w € K, pp € HYXQ), f, h dans
L*(0,T; L*(Q)), le probleme (3.5) admet au moins une solution.

Pour cela, on s’intéresse au comportement lorsque ¢ tends vers zéro d’une suite de
solutions du systéme régularisé (3.9). On considére donc une suite (u., p.)c~o donnée
par le théoréme 3.4 et on va montrer qu’en passant a la limite lorsque € — 0 on
obtient une solution de (3.5).

On établit en premier lieu au lemme 3.6 des estimations a priori sur (u.,p.) indé-
pendantes de € qui vont étre utiles lors du passage a la limite en ¢.

Lemme 3.6.

1l existe une constante k > 0 telle que, pour tout ¢ >0 :

107 uel| 20,7220 + 10we] | Loe 0522 () + VEIOrue || L o113 (0 + [tell oo (0, mm709 )
+ [Pellzo o, :2(0)) + |Pell oo 0,153 02)) + [10ipe | 2(0.7:22(0)) < K-

Démonstration.

e Prenons tout d’abord le couple (0, p.) comme fonction-test dans (3.9).
Il vient en sommant les deux relations :
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p/@fuéﬁtuadm—l— ()\+2,u)/8xu6({)taxugdm—a/peﬁtaxuadm

Q Q Q

—i—,u*/ |8xu5|q28$u58t8$u€dx+a/ |8t8$u€]2d:z:+co/8tp€p€dx (3.45)
Q Q Q

+0z/8t8zu5p5dx+k/ |8xp€|2d$§/f@tugdm+/hpadx.
Q Q Q Q

Aprés réarrangement, (3.45) s’écrit :

d|p 2 /\"'2/1/ 2 N*/
T Y € d x We d — a:]c z—:qd
dt{z/ﬂ\ﬁtu| r+— Qlﬁu\ x—i—q Q| ue|%dx

-ﬁ@/uawﬂ+f/%@@%ﬁm+k/W@%ﬁm (3.46)
2 Jo 0 o

§/f8tu6dx+/hp€dx.
Q Q
En intégrant (3.46) sur l'intervalle de temps [0, s], on obtient :
A4 2 *

B/ Oy 2(s)da + 2 “/ \axu5|2(s)dm+“_/ 10,102]9(5)d

2 Jo 2 Q q Ja

+@/ |p5|2(8)dx+5/ /|8t6xu8|2d:pdt+k:/ /|8mp€|2dxdt

2 Q 0 JQ 0o JQ (3‘47)

# A+2
</ <fatu5+hps>dxdt+Buul,snizwT“H@m,euiz(m
0

ILL*
g 119xtoclz q(g)+ l1pol 72y

En utilisant les propriétés de convergence des suites (4o )e>0, (41,2)e>0, les inégalités
de Cauchy-Schwarz et de Young ainsi que le lemme de Gronwall, on déduit de (3.47)
I'estimation suivante

P / By (s)d + 22 / 0, 2(s)de + 1 / 10,u.|(s)da

+C—O/|p€|2(s)dx+6/ /|8tamu€|2dxdt+k/ /|8zp€]2dxdt§m.
2 Ja o Jo o Jo

e Prenons maintenant 0;p. pour fonction-test dans la seconde équation du sys-
téme (3.9).
Ona:

CQ/ |0,pe > dx + §£/ |0,pe |2da = / h@tpgd:v—a/ 0; 0 uOp.dx. (3.49)
Q
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En intégrant (3.49) de 0 a s, il vient :

co/ /|0tp€|2dxdt+§/|8mp6|2(s)dx:/ /hf)tpgdxdt

5 k
—a/ /ata:pusatpsdxdt + §||axp0“%2(9)
0 Jo

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, le second membre de
(3.50) se majore par :

Kj—i-—/ /hzd dt+—/ /!@pg| dwdt+—/ /|8t8 u.|*dxdt
(3.51)
+_/ /]@pa| dil?dt,
4 Jo Ja

ce qui nous conduit, en intégrant la norme de h dans la constante x et en utilisant
le fait que O,u. € K, a la relation :

202T
co/ /|3tp€| dxdt + — /|E9$10E s)dr < Kk + / /|8tp€| dxdt.

On obtient finalement 1’estimation :

—/ |0tpa|2d$dt+é/ 10,p: |2 (8)dw < K. (3.52)
0 Ja 2 Jq

e Soient 6 > 0 et t > 0.

Pour toute fonction r, on pose r5(t,x) =

On a rs — Oyr lorsque 6 — 0.
Prenons v = Qyu.(t — §) comme fonction-test dans la premiére équation de (3.9) et
divisons par —¢. La relation obtenue devient, en intégrant de § a s :

p/ /ﬁfue(f)tug)gdxdt+(/\+2u)/ /(%ue(f)t@zug)gdxdt

+u* / / |0, |20, u. (0,0, ug)(;da:dtvLe/ /&8 U (010, ) sdadt

—a/ /pE (010 ue ) sdxdt </ /f (Opue ) sdxdt
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ce qui entraine :

/ /8 ue (Opue ) sdxdt —|—5/ /@8 U (00 ue ) sdadt

/ /f (Opue)sdxdt — (N + 2u) / /8 U (0p0 ) sdadt (3.53)
— / /|@xu5| _28$u8(8t8xu5)5dxdt+a/ /p‘E 0,0, u. ) sdzdt.
s Ja 5 Ja

En utilisant une intégration par parties par rapport au temps sur les trois derniers
termes du second membre de (3.53), ce qui est loisible dés que ¢ > 2, il vient :

,0/ /@QUE(@tue)(gdxdt—i—s/ /@@ug(at@wue)gdxdtg/ /f(atua)gdxdt
s Ja s Ja s Ja

O+ 20) /5 s /Q D01t (Dyus)sddt — (N +2p1) /Q Dyt (5) (Butis )5 (5)d
—i—()\+2@)/anus(é)(arug)g(é)dxjtu* /;/Q(?t [10,uc| 2 0pus] (Dpue)sdudt
—u*/ﬂ|8$u6|q_2(s)8$u6(s)(8$u€)5(s)dm+u*/ﬁ|8xu5(5)|q_26$u5(5)(8xu€)5(5)dm

o / s / Oup- (s st + / Pe(5) (Oae)s(s)d — a / p2(6) (Dut)s(8)d.

(3.54)
Par ailleurs, on a par définition de (0,0, u.)s :

S 1 S
0Oyt (0y 0 u, ) sdaxdt = — 0Oy, (t) |0, 0pus(t
/5/Qtu<tu>ax 5/5/Qtu<>[tu<> -
— 010, u:(t — 0)] dadt.

Mais, en utilisant I'égalité x(z —y) = 3(2* — y* + (y — x)?), (3.55) s’écrit aussi :

. / / D10t (DD st — — / / 010,02 () ddt
) Q 25 ) Q
= [ 24 _
25/5 /Q|8t836u5| (t — 0)dxdt

+ i/‘ / ’ata’tus(t - (5) - 8taxu5<t)|2dxdt.
20 Js Ja
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Un changement de variables nous donne la relation :

6/ /8t8xu58t8xu§dxdt: i/ /|8t8xug|2(t )Ydxdt
5 Ja

5—0
- = / |00, uc | () dxdt

/ /|8t3 ue(t) — 0,0,uc(t — 8)|*dxdt

ce qui entraine I'inégalité :

6/ /&8 U0y 0z usdxdt > —/ / 0,0, u. |*dzdt — / 0,0, u.|*dxdt.
s Jo s—8

D’aprés la premiére formule de la moyenne, il existe alors des constantes ¢; €]s—d, s|
et ¢z €0, ] telles que :

6/ /8t8xu58t0xu5d:cdt2 E/ |8t8xu5]2(cl)d:v—f/ 10,0,uc*(c2)dz.  (3.56)
5 Ja 2 Jg 2 Ja

En utilisant alors la minoration (3.56) dans (3.54), on obtient :

/ /8 ue(Opue ) sdxdt + = /]&58 ue|?*(cy)dx </ /f (Opue ) sdxdt

/\+2p//6t8u88u5)dxdt— )\+2,u/6u5 (Ozue)s(s)dx
+(A+2p) /azua (6)( 8mu5)5(5)dac—|—u*/ /8t [10,uc| "2 0puc] (Dpue)sdudt
Q s Jo
_M*/ ]@cus‘q2(8)8xu5(8)(3xu5)5(3)d$+u*/ |00 (0)] 12 0pue (9) (Drue)5 () da
9) Q

—a / S / Oupe(Duz)sdzdt + o / De(5) (Bs12)5(5)d — / p.(8)(D.)s(8)d

+f/ 10Dt |2 (c2)dix
2 Jo
(3.57)

On peut maintenant passer & la limite lorsque ¢ tend vers 0" dans (3.57) et on
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obtient, grace a la continuité de d,u. et de 9;0,u. de [0,T] dans L*(9) :

p/ /laquIdedthE/]@&Eusﬁ(s)da:g/ /f@fugdxdt
0o Jo 2 Jo 0 Jo

+()\+2,u)/ /|@t8$ua|2dxdt—()\+2,u)/8xu5(s)8t8zu5(s)dx
0 Jo 0

+()\+2,u)/8$u0,53$u1,5d$+u*/ /8t(|(‘3$u5|q_28$u5)8t8xu€dxdt
Q 0 Jo (3.58)

—,u*/ laxuglq2(3)8mu5(3)8t8xu5(3)dx+u*/ |0p0 2|7 2Oyt Opuy dx
Q Q
—a/ /8tp58t8xuad$dt+a/pa(s)&g@mua(s)da:—a/po(?quEdQJ

0 Ja Q Q

£
+—/ \amu1,€|2dx.
2 Ja

On utilise comme auparavant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young. De
plus, d’aprés les estimations a priori (3.48) et (3.52), les suites (uc)eso0, (Pe)e>0
et (9ype)e=o sont bornées respectivement dans L>(0,T; H}(2)), L*=(0,T; L*(Q)) et
L*(0,T; L*(Q)). Enfin, comme la suite (J;u.).~o demeure dans K, elle est bornée
dans L>(0,T; Hy(€2)). Il existe donc une constante x > 0 telle que :

p/ /|8§u5|2d:vdt+g/ |8t0xu5|2(s)d$§/€+g/ /|6fua|2d$dt
0 Q Q 0 Q

ce qui conduit a ’estimation :

B/ /|at2u5|2dxdt+5/]atazu€|2(s)d:v§ﬁ (3.59)
2Jo Jao 2 Jo

et clot la démonstration du lemme 3.6. [ |

Montrons maintenant le :

Lemme 3.7.
La suite (Dyu.)eso est de Cauchy dans C°([0,T]; L*(Q)).

Démonstration.

Il suffit en fait d’utiliser les calculs développés dans la méthode d’unicité au para-
graphe 3.1. On considére cette fois-ci deux solutions du probléme (3.9) (u.,p.) et
(ug, pz). On suit les calculs du paragraphe 3.1 en ayant posé v,z = u. — uz. On ob-
tient alors des majorations avec des constantes indépendantes de ¢ et € car 0,0,u. et
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0,0, uz sont dans le convexe K ce qui entraine que les suites (0,0, uc)e~0, (010,uz)e>0,
(0zUe)e>0 €t (Opuz)z~0 sont bornées indépendamment de € et £. On aboutit alors & :

/ 0,v. 22 (s)dx < k(e + &) —i-m/ /|an€’g|2d.l’dt
o Jo

ce qui nous donne, grace au lemme de Gronwall :

/ 10,0 22(5)dz < K(e + £)e
Q
d’ou la propriété de Cauchy.

Le lemme 3.7 est important car il permet d’affirmer que la suite (9,u.).~o converge
fortement dans C°([0, T]; L*(f2)). Le passage a la limite dans le terme non linéaire
ne pose donc aucune difficulté. [

Grace a ces deux lemmes, on montre la :

Proposition 3.8.
Il existe une suite extraite de la suite (u., p.).o convergeant dans L (0, T; Wy (Q)) x
L>(0,T; Hy (2)) faible * vers un couple (u,p) solution de (3.5).

Démonstration.
D’apreés les lemmes 3.6 et 3.7 et le fait que pour presque tout ¢ dans |0, 7], Oyu.(t) €
K, il existe une sous-suite de (u, p:)-~o encore notée (u., pe)e>o telle que :

(u. — u dans L>(0,T; W,%(Q)) faible *

|0puc| 720 u. — |0pul920,u dans L?(Q) fort;

Oyu. — Opu dans L>(0,T; HY(Q)) faible * et L?(Q) fort;
0?u. — 0?u dans L?(0,T; L*()) faible *

p. — p dans L>=(0,T; Hy(2)) faible * et L*(Q) fort;
Oyp. — Op dans L?(0,T; L*(Q)) faible.

(3.60)

\

On insiste encore une fois sur le fait que la propriété de Cauchy du lemme 3.7 sur
la suite (O0,u.).~o permet de passer a la limite dans le terme non linéaire sans en-
combre.

Commengons par établir que le couple (u,p) vérifie les conditions initiales impo-
sées dans (3.5). D’une part, d’aprés (3.60), les suites (u:)es0, (Pe)es0, (Optle)eso
sont respectivement bornées dans W (0, T; W, (), HL(Q)), W(0,T; H} (), L*(Q)),
W(0,T; Hy(Q), L*(Q)) et on peut affirmer que V¢t € [0,T], u.(t,z) — u(t,z) dans
H}(Q) faible, p.(t,z) — p(t,z) et dyu.(t,z) — dwu(t, ) dans L*(Q) faible. Comme
d’autre part on a par construction u.(0,z) = wugc(z) — uo(zx) dans Wy (1),
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p(0,2) = po(z) et Oyu(0,2) = ui(x) — ui(z) dans Hy(Q) par hypothése, on
obtient que u(0,x) = ugp(z), p(0,z) = po(z) et u(0,x) = uy(z).

Considérons maintenant I'inéquation de (3.9) vérifiée par chaque terme de (uc, p:)c>0
satisfaisant (3.60). En l'intégrant sur I'intervalle de temps [0, s], on obtient Vv € K :

p/ / Otu. (v — O )dwdt + (N + 2@)/ / Opu0pvdxdt
+u* / / 0y |72 0pu.0, vdxdt+€/ /@6 u.Opvdrdt—
/ /p6 v — Oy )dxdt > / /f v — Ogue )dxdt (3.61)

A+2 A2
+ 'u/|8mu6| s) M||8 U05||L2 +—/|8 ue|?(s)dx

% s
__||axu0,s||(£q(g) +5/ / |8t8xu5\ dxdt.
q 0o Ja

Comme le dernier terme de (3.61) est positif, le second membre de (3.61) se minore
par :

s A+ 2 A+ 2
/ / f(v — Q. )dxdt + *en / |0pu.|?(s)dx — + M||6xu075||%2(9)
0 Ja 2 Q 2

w w
—i—;/ﬂwxus]q(s)dx - ?H(‘Luo,eHiq(Q)

Or, d’apreés les propriétés énoncées dans (3.60), on peut affirmer que : pour presque
tout s €]0, 77,

lim (/ / f(v — Opue)dxdt + At 2 / 0,uc|?(s)dw
0 Jo 2 Ja

A+2p w w
e XU ARy U O TR R

s Ato AL2
z/ /f(v—@tu)dxdtJr + “/yaruﬁ(s)dx— 0,02
0 Q 2 Q 2

u*/ © q
+— oyull(s)dx — —||0,u
. Q! () . |10z u0||7.40(q)

(3.62)
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De plus, toujours d’aprés (3.60), on a :

1irr(1)< / /82uE — Oyue)dxdt + (A + 2p) / /8 uOyvdzdt
—i—/ﬁ/ /\81u5|q28xu58$vdxdt+s/ /&&Eusaxvdxdt
—a/ /p5 — Oyute) dxdt) —,0/ /82 — Oyu)dxdt
+(>\+2u)/ /(%u@xvdxdt—l—,u*/ /l@xu|q_20wu8mvdxdt

. 0o Ja 0o Ja
—a/ /p&p(v—atu)dxdt.

0 Jo

On obtient donc a partir de (3.62) et (3.63) que pour presque tout s €]0, 77 :

/ /32 — Oyu)dxdt + (A + 2p) / /8 uO,vdxdt
- / /\8 u|!20,ud vdxdt—a/ /pa — Oyu)dxdt

2/ /fv—@tu)dxdt+)\—;2u/|0xu| (s)dx
A+2
sl ey + - [ 100l (s)de = 0o,

/ /82 v—@tu)dxdth()\—l—Z,u)/ /8 w0, vdxdt
+p* / /|3 u|! 20, ud,vdxdt — a/ /p@ (v — Oyu)dxdt
0 Ja
/ /fv—atu)dxdt—i- A+ 2u) / /8u8t8 udxdt
0 Jo

+u* / /|8xu|q_20xu8t0xudxdt,
0 Jo

soit encore :

p/ / Otu(v — Opu)dzdt + (N + 2p) / / O,u0y (v — Opu)dxdt
o Jo o Jo

On a alors :

+M*/ / |0,u|720,ud, (v — Opu)dzdt — Oé/ /pam(v — Oyu)dxdt
0 Q 0 Q

> /0 S /Q F(v — Oyu)dadt.

71

(3.63)
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Enfin, toujours grace aux propriétés énoncées dans (3.60), on peut passer a la limite

dans la seconde équation de (3.9) lorsque ¢ — 0 et obtenir ainsi la seconde équation
de (3.5) :

co/@prd:c—i—a/(?t@wurdx—l—k/&Epavrdx:/hrda:.
Q Q Q Q

L’existence d'une solution du probléme (3.5) est donc établie |

L’étude précédente se résume de la fagon suivante :

Théoréme 3.9.
Sous les hypothéses q > 3, ug € Wy (Q), uy € K, po € HY(Q), f et h donnés dans
L*(0,T; L*(Q)), le probleme (3.5) admet une unique solution.

Remarque 3.10.

En utilisant les techniques développées dans la preuve de l'unicité au paragraphe 3.1,
on peut également établir une estimation de u. —u dans C°([0,T]; L*(0)), 0 (u. —u)
dans C°([0,T], L*()), p- — p dans C°([0,T], L*(Q)) et dans L*(0,T; H'(Q)). Nous
ne développons pas les calculs car ils sont, a peu de choses pres, identiques a ceuz
présentés dans la démonstration de 'unicité.
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Conclusion :

Nous avons donc obtenu un résultat d’existence et d’unicité dans le cas \* = 0
en introduisant dans le modéle physique initial une contrainte sur la variation de
la quantité de fluide contenue dans la matrice poreuse au cours du temps. Notre
motivation était la suivante. Les techniques utilisées dans le cas A* > 0 reposaient
sur cette propriété qui découle directement du modéle initial mais qui n’est plus
contenue dans le modéle si A* = 0. On peut alors distinguer deux situations. Si
le modéle initial avec \* = 0 a effectivement une unique solution (v, q) telle que
Ow € L*(0,T;Wh>(Q)), alors en choisissant la constante C' de telle fagon que
C' > esssup |0;0,ul, la solution (u,p) de (3.5) n’est autre que la solution (v, q) elle-
méme. Dans le cas contraire, I'intérét de cette étude est de décrire I’évolution de u
tant que 0;0,u reste borné, ce qui nous semble étre une contrainte raisonnable car elle
signifie que la variation de la quantité de fluide contenue dans la matrice poreuse au
cours du temps reste bornée. Lorsque le modéle décrit le probléme thermoélastique
ou p désigne alors une température, cela revient a considérer que le flux de chaleur
interne dii & la dilatation reste borné. Pour compléter I’étude, il faudrait peut étre
alors envisager de reconsidérer les lois de comportement utilisées pour obtenir le

systéme d’équation
{ Al (U,,p) =0

AQ(U,]?) =0

lorsque |0,0,u| dépasse un certain seuil.

Avec ce chapitre se termine donc la présentation des résultats obtenus sur le
modeéle non linéaire. Une nouvelle étude est a envisager si ’on veut traiter le méme
type de probléme dans un domaine de dimension quelconque. En effet, méme lorsque
A* > 0, ’équation en u ne peut plus apporter les propriétés de régularité obtenues
sur 0;u en dimension un puisque cette équation contient seulement des informations
sur divoyu (et non sur Voyu). C’est pourquoi, nous nous limitons dans le chapitre
suivant au cas du modeéle linéaire multidimensionnel car son étude exige moins de
régularité. Nous renvoyons & la conclusion générale de ce mémoire pour un exposé
des orientations nouvelles que 1’on envisage pour traiter le cas du comportement non
linéaire dans un domaine multidimensionnel.
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Chapitre 4

Etude du modéle linéaire
multidimensionnel

4.1 Introduction

Dans cette partie on étudie le modéle linéaire multidimensionnel. On rappelle
qu’il s’agit d'un systéme d’équations d’évolution couplées qui, dans le cas d’un milieu
isotrope et de paramétres physiques variables, est donné par :

( J*u

00— (N () o w) = (M) + )i w)

—div(p(x)7u) + avyp = £(t,x) (4.1)
\ co(x)% +a div%—? — div(k(x)wp) = h(t,x).

Ce modeéle linéaire traduit 1’évolution du vecteur u représentant le déplacement de
la structure solide et du champ scalaire p, pression du fluide, en fonction du temps.
Il intervient notamment lorsque 1’on modélise la propagation d’ondes dans un milieu
poreux saturé de fluide. On rappelle également que la nature de la premiére équation
(hyperbolique ou parabolique) dépend des deux paramétres physiques que sont la
densité du milieu poreux p et le paramétre de consolidation secondaire \*.

Lorsque A* = 0 sur {2 tout entier, le modéle de Biot correspond au systéme ther-

75
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moélastique linéaire qui décrit aussi le flux de chaleur dans un milieu élastique :

( d*u

p(3) o = T(X) + p(x)div w) - div(a(x)7u)

+axyp = f(t, x) (4.2)

0 0
\ co(x)a—zz +a diva—l; — div(k(x)wp) = h(t,x).

On considére également que le paramétre de densité peut s’annuler dans certaines
régions de (), ce qui entraine une dégénérescence du systéme dans le sens ot il n’est
plus hyperbolique. Dans le cas ol p s’annule sur tout €2, le modéle de Biot correspond
au systéme quasi-statique :

/

—V(A*(X)%dw u) — V((AX) + p(x)div u) — div(u(x)vu)

+ayp = f(t,x) (4.3)
dp

0
\ Co(X)E +a diva—? — div(k(x)wp) = h(t,x).

Dans la suite, on va qualifier le systéme (4.1) de modéle complet dégénéré ot complet
signifie que I'on prend en compte les effets de I'inertie et de consolidation secondaire
tandis que dégénéré indique que I'on pourra considérer les effets de consolidation
secondaire inexistants dans certaines régions du milieu poreux.

On suppose que chaque paramétre physique du systéme (4.1) est dans L*>°(2). De
plus, on suppose que les fonctions A, j, ¢y et k sont positives et respectivement mino-
rées par une constante strictement positive A, ji, ¢y et k. Enfin, on impose aux termes
sources f et h d’étre respectivement dans L?(0,7;L%(Q2)) et dans L?(0,T; L*(Q)).

4.2 Le modéle de Biot complet dégénéré

Dans ce paragraphe, on considére le modele de consolidation complet dégénéré
dans le domaine borné €2, ce qui correspond au cas ou p(x) > p > 0 et A*(x) > 0
sur €. Dans ce cas, la premiére équation de (4.1) peut dégénérer dans les régions de
(2 ot \* s’annule ce qui revient A s’intéresser aux équations (4.2). On considére sur
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la frontiére de 2 les conditions aux limites suivantes :

(u=0sur 'y x[0,7]
A0 diva n; + (A + p)diva n; + uVu,; - n

—apn; + ZAijuj =0sur I'{ x [0, 7] (4.4)
j=1
p=0sur 'y x [0,7]
{ kVp-n+ Bp=0sur I'j x [0,7].

Pour j =1, 2, {I'j, T’} est une partition de I" avec I'; # ) et I'; = () éventuellement.
D’un point de vue physique, (4.4) traduit le fait que la matrice solide est fixée
rigidement sur I'y x [0,7], qu’il n’y a pas de pression due au fluide sur I'y x [0, 7]
tandis que la matrice se déplace de fagon élastique sur I'{ x [0, T'] et subit une pression
sur I'§ x [0, 7). La matrice A = (A;;)1<i j<n représente le module d’élasticité et est
symétrique semi-définie positive. La constante B représente quant & elle le module
de pression et c’est donc un scalaire positif.

Le modéle complet est ainsi constitué des équations (4.1), des conditions aux limites
(4.4) et des conditions initiales suivantes :

u(0,x) = uy(x) € V, 9,u(0,x) = uy(x) € L*(Q) et p(0,x) = po(x) € L*(Q)
ol V est le sous-espace de H(2) défini par :
V = {v e H(Q) tel que v=0sur I';}.

L’espace V coincide avec H}(2) quand T'{ = () et, dans les deux cas, on le munit
de la norme usuelle de H}(2). Cependant, si T'{ # ), on peut munir V de la norme
équivalente : Vv € V|,

1/2
|v]|lv = (/ u(x)]Vv|2dx+/ Av - vdx) :
0 I

1

Dans la suite, on notera (- , -)y le produit scalaire associé a cette norme.
On définit également I’espace :

V ={q € H Q) tel que ¢ = 0 sur I'y}

que I’on munit également de la norme usuelle sur H}(Q).
On se propose maintenant d’étudier le systéme complet dégénéré au moyen d’une
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méthode variationnelle. Formellement, on associe au modéle la formulation varia-
tionnelle suivante :

e

Trouver (u,p) € L>(0,T;V) x L*(0,T;V) tel que

O € L2(0,T;L(Q)), VA*divoyu € L*(0,T; L*()),
92u € L*(0,T; V'), Oi(co(x)p + adivu) € L*(0,T; V"),
vérifiant pour presque tout ¢t €]0,T[, ¥V(v,q) € V. x V :

< p(x)0fu, v >y y +/ N (x)divdya divvdx + / u(x)Vu @ Vvdx
Q 0

+ / (A(x) + p(x))diva divvdx — « / p divvdx
Q Q

g
g

< O(co(X)p + adivu), q >y +/ k(x)Vp - Vgdx

Q
—I—B/ pqdaz/hqu,
IS Q

(U(O,X),p(O,X)) = (UO(X)ap(J(X))7 atu(()?X) - ul(X)'

Au-vdU:/f-vdx,
Q

4.2.1 Existence d’une solution

Afin de prouver que (4.5) admet une solution, on utilise comme dans le cas non
linéaire monodimensionnel une méthode d’approximation de Galerkin : on construit
une solution de (4.5) comme la limite d’une suite de fonctions réguliéres. Ces fonc-
tions, notées (W, Pm)men+, vérifient une formulation discréte issue de (4.5).

On approche comme au chapitre 2 les espaces V et V' respectivement par les es-
paces de dimension finie V,, et V,,. L’espace V,, (respectivement V,,,) est défini par
V.. = Vect{w1,ws,..., Wy}, m € N* (respectivement V,,, = Vect{x1, x2,---, Xm}),
la suite (w;);jen+ (respectivement (x;);en+) formant une base hilbertienne de L?(Q)
(respectivement L?(Q2)) telle que, pour tout j € N* w; € V (respectivement
Xx; € V). On suppose que I'espace des combinaisons linéaires finies des w; (res-
pectivement x;) est dense dans V (respectivement V).

On définit alors le couple (U, pr)men+ de [0, T dans V,,, x V,, par : Vm € N*

u,(t) = Zujm(t)wj et p(t) = ijm(t)va (4.6)
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vérifiant pour presque tout ¢ €]0, T, pour tout 1 < j <m

/p(x)@fum-wjdx+/)\*(X)divatumdz'ijdx
Q

Q
- / (A(x) + p(x))diva,,divw;dx + / p(x)Vu, ® Vw;dx
0 Q

—a/pmdiijdx+/
Q re

/co(x)atpmxjdx+a/deivatumdx—l—/k(x)me~Vdex
Q Q 0

+B/ pmxjda:/hxjdx,
L IS Q

2

Au,, - wido = / f-w;dx, (4.7)
0

etent=20:

(W (0), 2 (0)) = (Wom, Pom) € Vi X Vi, tel que ug,, — ug dans V
et pom — po dans L%(Q); (4.8)
., (0) = uy,, € V,, tel que uy,, — u; dans L?(Q).

D’aprés la théorie sur les équations différentielles linéaires, on est assuré de ’exis-
tence et de 'unicité de la solution (W, Pm)men+ du probléme linéaire {(4.7), (4.8)}
dans H?(0,T;V) x H'(0,T;V).

On va maintenant prouver que (W, pm)men+ converge vers un couple (u, p) dans un
sens & définir et que ce couple (u,p) est solution de la formulation variationnelle
(4.5). Dans ce but, on va établir des estimations a priori afin de prouver que la
suite (W, Pm)men+ €st bornée dans un cadre fonctionnel & préciser. On pourra ainsi
extraire une sous-suite de (W, pm)men+ convergeant vers (u, p).

Lemme 4.1.
La suite (W, pm)men= des solutions de {(4.7), (4.8)} satisfait les propriétés sui-
vantes :

¢ (O )men=  est bornée dans  L°°(0,T;L*(Q)) ;

i (\/Fdivatum)meN* est bornée dans L*(0,T;L*()) ;

¢ (um)meN* est bornée dans LOO(O’ T’ V) :

° (Pm)men=  est bornée dans  L>(0,T; L*(2)) N L*(0,T;V).
Démonstration.

On multiplie la premiére équation de (4.7) par u;m(t) et la seconde par p;,,(t). On
ajoute alors les deux égalités obtenues et en sommant sur 7 pour j allant de 1 & m
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on obtient :
/ p(x)07w,, - O, dx + / N (x)|divo,, |2 dx + / pu(x)Vu,, ® Vou,,dx
Q Q Q
+/()\(X) + p(x))diva,,divoyu,,dx — a/pmdiv&gumdx
Q Q

—1—/ Aum~8tumd0—|—/co(x)atpmpmdqua/pmdw@tumdx
¢ Q Q

+/k(x)|me|2dx+B/ |pm|2d0:/f-8tumdx+/hpmdx
Q I Q Q

ce qui peut également s’écrire :

i || poloanaxt [ (0 + utaioa, P

+/,u(x)|Vum|2dx+/ Aum-umda—l—/co(x)|pm|2dx]

0 ¢ Q

—I—/)\*(x)|div8tum|2dx+/k:(x)|me|2dX—|—B/ [P |2do
0 Q

:/f-@tumder/hpde.
Q Q

On peut noter qu’'un tel choix de fonctions-test nous a permis d’éliminer les termes
de couplage dont la présence pouvait engendrer une difficulté supplémentaire.
En intégrant alors I’équation (4.9) sur [0, s| pour tout s dans |0, T'[, on obtient :

(4.9)

% {/ﬂp(X)l@umP(S)dx%—/Q()\(x) +M(X>)|dwum|2(3)dx+/QH(X)\Vum\Q(s)dx

/ Atty(5) - (s )da—l—/co( Y pm (s dx] +/ /X" V| divdyu,, Pdxdt

/ / X)|Vpm| dxdt+B/ [P |2dodt :/ /(f-@tum+hpm) dxdt
o Jrg 0o Ja

2/Q (%) |am| dx+;/ﬂ()\(x)+u(x))|divu0ml2dx+%/u(x)\VuOmIde

Q
1 1

+—/ Au0m-uOmdo—l——/co(x)|p0m|2dx.
2 Jre 2 /g

(4.10)
Notons SM le second membre de (4.10). Tout d’abord, comme chaque paramétre
physique intervenant dans le systéme est supposé dans L>°(£2), on a la majoration
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suivante :

/ pw(x)|Vug,?dx + = [ Augy, - ugndo

Q 2 Jre
[lpllz= @
[ clpon Pix < FE D g 2

)\ (&S] + [es} oo
|| ||L Q) ||M||L (Q)Hdivu ][z (

Q)
UmH%?(Q) + T‘|Vu0m”i2(9)

+

HCOHLOO(Q)

1
[1Pom | 220y + 5 Augy, - ugpdo.
92 (ORI
FC

1

+

81

(4.11)

De plus, les suites (Wom)men+, (Wim)men+ €t (Pom)men+ étant convergentes respecti-
vement dans V, L%(Q) et L?(12), elles sont aussi bornées dans ces espaces. Il existe

donc une constante x strictement positive telle que (4.11) entraine :

3 | pounnax 5 [ (G0 + o) divus, i

1 1
—l——/,u(x)|Vu0m|2dx+—/ Aug,, - ugpdo
2/, 2 Jre

1

+—/co(x)|p0m|2d><§/§.
2 Ja

(4.12)

En ce qui concerne l'intégrale / (f - Opu,y, + hp,) dx, on utilise d’abord 'inégalité

Q
de Cauchy-Schwarz :

/Q(f.atumhpm) dx < (/Qﬁlfﬁdx) 1/2 (/Q p(x)!atudex)l/Q

1 1/2 1/2
+ hzdx) (/c X de:U)
([ =gt [l
puis celle de Young :

1 1 1
f- o, + hp, dx§—/—f2dx—|——/px O,y |?dx
o ax <5 [ —iepix g [ pGolom,|

1 1 1
— h|*d — | 2d.
+3 | =lhie+; [ alipn i

On obtient ainsi la majoration du second membre de (4.10) :
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SM < k+= // |f|2dxdt+ // X) |0, |2dxdt + = // |h| dxdt
q Co(x

+5 | [ cbolpafaxde

Comme p et ¢y sont respectivement minorés par p et ¢y, la majoration précédente
devient :

SM</<;+—/ /|f| dxdt + - / / X)| O, | dxdt—i——/ /|h\ dxdt
—l——/ /co(x)|pm] dxdt
2Jo Ja

qui peut se simplifier en :

SM < k+ = // X)|0pw,, [Pdxdt + = //cg )| P |2 dxdt (4.13)

en intégrant les normes des termes sources dans la constante k.
On a ainsi :

3 || pooloan sy + (360 + nxlaio w, sl
o [0 [ o) w(oyio s [ cO<x>rpm\2<s>dx]

/ / N (x)|divdyu,, [*dxdt + = / / X)|V Py | 2dxcdt (4.14)
/ |pm|?dodt < K+ = / / X)|0p0,,, | * dxdt
FC

+—/ /co X)|pp |2 dxdt,
2.Jo Ja

soit en particulier :

1 9 1

— | p(x)|0,2(s)dx + = [ co(x)|pm|*(s)dx < & + X)|0pw,y, | dxdt

2 Ja 2 Ja

+ —/ / cg(x)|pm| dxdt.
2 Jo Ja
D’apreés le lemme de Gronwall, on obtient :
1

5 | piom P+ 5 [ bl ()i < rexp(3)
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En injectant cette inégalité dans (4.14), on obtient qu’il existe une constante x > 0
telle que :

%{/ p(X)\atum\z(S)dXﬂL/Q()\(X)+M(X))\div um!2(8)dx+/Q/L(X)\VumP(S)dX
/ Au,,(s) - wpy(s )da—l—/co( ) |Pm|? (s dx] —I—/ /)\* ) |divoyu,, |*dxdt

/ / X)|Vpml| dxdt—i—B/ \pm|2dodt < &,
0 Jrg

ce qui conduit, en utilisant le fait que les paramétres physiques sont bornés inférieu-
rement, a ’estimation a prior: :

Q

%[ﬁ/ﬂ|@tum|2<s)dx+@+m/ |div u,|*(s)dx
+i / |V, [*(s)dx + / Auy(s) - wp(s)do + & / \pm|2(s)dx]

(4.15)
/ /)\* )|divoyu,, |Pdxdt + / / |V pp | dxdt
—l—B/ |pm|?dodt < K,
0 Jrg
et achéve la démonstration du lemme 4.1. [ |

Le lemme 4.1 précédent fournit les informations nécessaires pour obtenir le ré-
sultat principal de ce paragraphe qui est résumé dans le théoréme suivant :

Théoréme 4.2.
Le modéle de Biot complet dégénéré admet au moins une solution faible (u,p) véri-

fiant (4.5).

Démonstration.

Soit (W, Pm)men+ la suite des solutions de {(4.7), (4.8)}. Le lemme 4.1 permet
d’assurer 'existence d’une suite extraite de (W, Pm)men+ notée encore (W, P )men+
telle que :

u, —u dans L>°(0,7; V) faible x ;
Pm —D dans L?(0,T;V) faible et L>(0,T; L*(2)) faible * ;
o, — du dans L>(0,T;L*(Q)) faible * ;

Vi divd, — VA*divon  dans L2(0,T; L*(Q)) faible.
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En faisant tendre m vers +oo dans (4.7), on obtient : pour tout j € N*,

4
dt .,

+ /Q()\(x) + p(x))diva divw,; dx + / p(x)Vu ®@ Vw,dx

Q
—a/pdiijdx—l—/
Q r

4
dt Jq

p(x)0u - widx + / N (x)divogu divw jdx
Q

Au-wjdo = / f-w;dx,
¢ Q
(co(x)p + adiva) x;dx + / k(x)Vp - Vx;dx + B / px;do = / hx;dx,
Q TS Q
qui s’étend & tout couple (v,q) € V x V d’aprés les propriétés des suites (W;) en-
et (x;)jen+- On a donc pour presque tout ¢ dans |0,7], V(v,q) € V x V

4
dt /.,

+ /Q()\(x) + pu(x))diva divv dx + /Q,u(X)Vu ® Vvdx

—a/pdivvdx+/
Q r

da
dt Jq

p(x)0pu - vdx + / N (x)divou divvdx
Q

(4.16)
Au~vda:/f-vdx,
Q

c
1

(co(x)p + adivu)gdx + /

k(x)Vp-qux+B/ pqda—/hqu.
Q rs Q

On va maintenant prouver que, pour presque tout ¢ dans |0,7[, 9?u € V' et
O (co(x)p + adivu) € V.

En effet, notons g 1’élément de L?(0,T; V') défini par : Vv € V, pour presque tout
t €]0,17,

< g(t),v Sviy = /

f-vdx — / N (x)divdyu divvdx
Q Q

_ /(/\(X) + p(x))divu divv dx — / w(x)Vu ® Vvdx
Q

Q
+a/pdivvdx—/ Au - vdo.
Q r

1
Soit ¢ € D(]0,T[). En multipliant la premiére équation de (4.16) par ¢ et en inté-
grant de 0 & 7', on obtient :

T d T
/ 7 < p(x)0u, v >y v @(t)dt = / < g(t),v>vv p(t)dt
0 0
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soit aussi :
T T
—/‘<mm@mv>wv¢@ﬁ:/‘<gww>wy¢@w (4.17)
0 0
Montrons maintenant que : YV € D(]0,7T),
T T
—/ p(x)opuy (t)dt = / g(t)p(t)dt dans V' (4.18)
0 0
ce qui revient & prouver que : Vo € D(]0,T[), Vv € V,
T T
< —/ p(x)0yuy (t)dt, v >V/,V:</ g(t)p(t)dt,v >yiv .
0 0
On sait que p(x)dyuy’ € L'(0,T,V’). Or, d’apres le :

Théoréme 4.3.
Siue L'(Ja,b,X) et fe X', ona:

b b
/ < fou(t) > dt =< f,/ u(t)dt >,

dont on trouvera une démonstration dans [33], on a :

T T
< —/ p(x)0pu (t)dt, v >y v = —/ < p(x)Oug'(t), v >y v di
0 0

. (4.19)
= _/ < p(X)@tu,V >V’,V @’(t)dt
0
De méme, puisque g € L'(0,T; V'), on a, toujours d’aprés le théoréme 4.3 :
T T
< / g(t)p(t)dt,v >viv = / < g(t)p(t),v >viv dt
' ; (4.20)

T
:/ < g(t),v >viv p(t)dt.
0

D’apreés (4.17), (4.19) et (4.20), on a donc : Vo € D(]0,1]), Vv € V

T T
< —/ p(x)0pu (t)dt, v >y v=< / g(t)p(t)dt,v >y v
0 0
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c’est-a-dire (4.18). Ceci prouve bien que d7u € L*(0,7;V’). On effectue le méme
type de raisonnement pour montrer que 0;(co(X)p + adivu) € V' et on a alors :

d
dt
d
dt

/ p(x)0u - vdx =< p(x)07u,v >viv
Q (4.21)

/(co(x)p + adiva)qdx =< 0¢(co(X)p + adivu), g >y .y .
Q

On obtient que le couple (u, p) vérifie : pour tout (v,q) € V x V, pour presque tout
t dans 10, 77,

)
< p(x)0fu, v >yiv +/ N (x)divoyua divvdx
Q

+ / (A(x) 4+ p(x))diva divv dx + / pu(x)Vu @ Vvdx
Q Q
—« / p divvdx+ | Au-vdo = / f - vdx, (4.22)
Q re Q
< O(eo(x)p + adivu), g >y y —|—/ k(x)Vp - Vgdx
Q
B /
\ T

ce qui prouve que le couple limite (u,p) vérifie les équations dans (4.5).

pqdo = / hqdx,
Q

c
2

On achéve la preuve du théoréme 4.2 en vérifiant que le couple (u, p) satisfait les
conditions initiales écrites dans la formulation variationnelle (4.5).
D’aprés la démonstration du lemme 4.1, on sait que la suite (W, )men est bornée
dans W (0,T;V;L?(2)). Mais d’aprés les propriétés des espaces W (0,7; X,Y) rap-
pelées au paragraphe 2.2, on a : W (0,T; V;L2(Q2)) — C°([0,T]; L*(Q)).
On sait alors que pour tout ¢ dans [0, T, u,,(¢,.) — u(¢,.) dans L*(2) faible quand m
tend vers I'infini. Ceci est en particulier vrai pour ¢ = 0. On a donc u,,(0,.) — u(0,.)
dans L?(Q) faible. Or, par construction, u,,(0,.) = ug,,(.) et ug,,(.) converge vers
uy(.) dans V. Il vient finalement que u(0,.) = ug(.).

Etablissons maintenant 1’égalité d,u(0,.) = u;(.)

Soient v € V et ¢ une fonction telle que :
¢ € C'([0,T]),
¢(0) # 0 (4.23)
o(T) = 0.
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On définit alors ¢,, et ¢ par les relations suivantes :
ou les fonctions v, € V,, sont telles que v,, — v dans V quand m tend vers l'infini.

Comme, pour chaque ¢t € [0,77], §,,(¢,-) € V,,, la premiére équation de (4.7) donne,
apreés intégration de 0 & 7" d’une part et intégration par parties par rapport au temps
du premier terme d’autre part :

/ / X)O0iuy, - O, dxdt—i—/ /)\* Ydivopu,, dive, dxdt

/ / x) + pu(x))divu,, divg,, dxdt—i—/ / x)Vu,, ® V¢, dxdt

—a/ /pm div¢mdxdt+/ / Aum-d)mdadt:/ /f-d)mdxdt
0o Jo o Jrg o Jo

+/Qp(x)u1m - 0,,(0)dx.

(4.24)

En utilisant le lemme 4.1 et la définition de (¢,,)men+, on peut faire tendre m vers
I'infini dans (4.24), ce qui donne 1’égalité :

/ / x)opu - Oypdxdt + / / N (x)divoyu divddxdt
/ / ) + p(x))diva divbdxdt + / / x)Vu ® Vodxdt
—a/ /p div¢dxdt+/ / Au - ¢dodt :/ /f - ddxdt
0o Ja o Jrg o Ja

+ [ pxun - 9(0)ix.

(4.25)

D’aprés le lemme 4.1, on a p(x)9,u € L>(0,T; L*(Q2)) et, d’apreés (4.22), p(x)0?u €
L?(0,T;V’). On en déduit donc que p(x)d:u € C°([0,T]; V') N L>=(0,T; L*()) ce
qui entraine que p(x)d;u est faiblement continue de [0, 7] dans L?(Q2) et nous permet
de justifier 'existence de la trace de p(x)d;u en 0. En procédant de la méme fagon
que précédemment pour la premiére équation de (4.22), c’est-a-dire en 'intégrant
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de 0 a T et en utilisant une intégration par parties, il vient :

T T
—/ / p(x)0u - Opdpdxdt + / / N (x)divoyu divddxdt
/ / ) + p(x))diva divddxdt + / / x)Vu ® Vodxdt
(4.26)

—a/o /Qp divddxdt +/0 . Au - ¢dodt = /0 /Qf - ddxdt
+ / p(x)0u(0) - §(0)dx.

On peut ainsi conclure en comparant (4.25) et (4.26) que J;u(0,x) = u;(x) dans
L2(Q).

De la méme fagon, pour prouver ’égalité p(0,-) = po(+), on considére une fonction
q € V,, et une fonction ¢ définie comme en (4.23). On définit ¢, et ¢ telles que
Om = OQm, Y = ¢q avec q,, € V,, telle que ¢,, — ¢ dans V quand m tend vers
I'infini.

On prend pour chaque t € [0,T], g (t,-) comme fonction-test dans la seconde équa-
tion de (4.7) que P'on intégre sur [0, 7). En utilisant une intégration par parties sur
le premier terme et en passant & la limite lorsque m tend vers l'infini, on obtient :

T T
—/ /co(x)patgodxdt—l—a/ /gpdiv&tudxdt
/ / x)Vp - Vgpdxdt—l—B/ /pgodxdt (4.27)
:/ /h(pdxdt—l—/co(x)pmp(O)dx
o Jo Q

d’aprés la définition de (g, )men+ €t le lemme 4.1.
En procédant de méme pour la seconde équation de (4.22), on obtient grace a la
faible continuité de cop de [0, 7] dans L*(92) que :

T T
—/ /co(x)patgodxdt—l—a/ /gpdiv&tudxdt
/ / x)Vp - Vgpdxdt—l—B/ /pgodxdt (4.28)
:/ /h(pdxdt—l—/co(x)p(O)(p(O)dx
o Jo 0
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ce qui nous montre que p(0, x) = po(x) dans L?(Q) et ce qui achéve la démonstration
du théoréme 4.2. [

Remarque 4.4.

La fonction \* peut s’annuler dans €). Dans le cas ou \* s’annule sur le domaine
Q tout entier, on perd ’estimation sur divoyu que l’on a au lemme 4.1. Le champ
oy est alors moins réqulier mais cela ne constitue pas une difficulté supplémentaire
lorsqu’on passe a la limite sur les solutions approchées quand m tend vers l’infini.
Ainsi, le comportement de la solution en tant que fonction du paramétre physique
de consolidation \* est trés stable. Néanmoins, la situation est différente lorsqu’on
considere le parametre physique de densité du milieu poreux p. En effet, dans le
lemme 4.1, le comportement de Oyu,, est lié a ce parametre et les propriétés établies
concernent la fonction +/p(Xx)0yu,,. La dépendance en p(x) que l’on exprime dans
ce cas-la a été éliminée en supposant que p(x) > p > 0. Aussi, I’étude précédente ne
s’applique-t-elle pas directement au cas quasi-statique comme on a pu le faire avec
le modéle thermoélastique.

4.2.2 Unicité de la solution

On considére deux solutions (u,p) et (@,p) du probléme (4.5) avec les mémes
conditions initiales (ug, uy, pp) et les mémes termes sources f et h. On note v et ¢ la
différence entre les solutions : v =u — u et ¢ = p — p. Le couple (v, 1)) vérifie alors
les propriétés ci-dessous :

((v.) € L¥(0, T3 V) x L*(0, T V), 9 € L*(0,T;L*()),
VN divdy € L*(0,T; L*(Q)), 02v € L*(0,T; V'),

Oy (co(x)0 + adivv) € L*(0,T; V'),

et pour presque tout ¢ dans |0, 7], V(v,q) € V x V :

< p(X)OV, Vv >y y +/ A (x)divoy divvdx
Q
+ / (A(x) + p(x))divv divvdx + / w(x)Vv ® Vvdx (4.29)
Q Q

—a/¢divvdx—|—/ Av - vdo =0,
Q r

c
1

< O(co(x)¥ + adivv),q >y +/ k(x)Vi -Vqdx + B | qdo =0,
Q

I3

| ((0,%),%(0,x)) = (0,0), 9v(0,x) = 0.
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La premiére équation comprenant un opérateur hyperbolique du second ordre, on
envisage naturellement de prendre la fonction v = ;v comme fonction-test dans
la premiére équation. Cependant ici, du fait du manque de régularité, il nous est
impossible d’utiliser le couple de fonctions-test "naturel" qu’est (9;v, ). On entend
par "naturel" le fait que le choix de ce couple permettrait d’éliminer les termes de
couplage ol intervient la constante de Biot-Willis a et d’obtenir une égalité d’énergie
classique pour prouver I'unicité de la solution dans ce genre de probléme. Pour pallier
cette difficulté, on considére plutot des fonctions-test dites de Ladyzenskaja [40] qui
nous permettent de compenser ce manque de régularité et d’obtenir une égalité
d’énergie exploitable.

Les fonctions-test que ’on considére sont définies de la facon suivante. Pour s dans
10,T[, (¢, ¢2) sont données par les relations :

o]~ [vomar o Lo [ ([ eexin)ar sioiss
0 0 . .
Onposefpl(t,X)Z/OtV(a X)do et Po(t,x) = /(/ W(o,x)d )

Les fonctions ¢, et ¢y vérifient les propriétés suivantes :

0, (6, %)=0,(t,x) = §,(s,x)  0,(0,x)==6,(s,x)  ,(5,%)=0 (4.30)

016, (1, %)=V(t,%) 016, (0,x)=0 018, (5,%)=V(s,x)
et :
o(t,x)=@a(t, x) — Po(s,X) ©2(0, X)=—s (s, X) 2(s, %)=
0t902 t,x) / @Z) o,X)d Oyp2(0,x)=0 8t<p2 8, X) / w o,x)d
O py(t, x)= 025(0,x)=0 D2po(s,x)=

On considére alors (¢, ¢2) comme couple de fonctions-test dans (4.29).
Soit s €]0,T[. Aprés intégration par rapport au temps sur [0, s|, on obtient :

/ < p(x)0pv, ¢, >viv dt+/ /)\*(X)divﬁtv divdxdt
0

/ / x) + pu(x))divv divg, dxdt+/ / x)VVv ® Vo, dxdt
—a / / W divd dxdt + / / Av - ¢, dodt + / / X)Vi - Vipodxdt (432

+/ < Oy(eo(x)Y + adivv), g2 >y y dt + B/ w wododt = 0.
0
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En utilisant des intégrations par parties par rapport au temps, les conditions ini-
tiales vérifiées par v, 1 et les propriétés (4.30) et (4.31), on établit la série d’égalités
suivantes :

-/“<p@w&,m>vydt / p(X)OV, Dby >y dt
0

/ / x)0,VVdxdt
1
=5 | s
// x)divovdiv,dxdt = //)\* x)divvdivoy, dxdt
0 Ja
—/ /A*(x)|divv|2dxdt;
0o Jo
// X) + p(x))divvdiv dxdt = // x))div0,$, div, dxdt
0

t/u@> ) i ()i

/ / X)VV @ Vo, dxdt = / / X)Vo0, ® Vo, dxdt

=5 [ nGoIv8, E(six

//Av 0, dodt = //Aatq)l o, dodt

_ 2/5wx>¢<@w;

./s < Oy(eo(x)Y) + adivv), o >y y dt — a/ /wdwd)ldxdt

/ / @Z)E)tgogdxdt—oz/ /dwvatgpgdxdt—a/ /¢dzv¢ dxdt =
/ /co t(pﬁtgogdxdt—a/ /dw@td) 8tg02dxdt—a/ /at podivgdxdt =

=5 | @G0l s)ix+ 5 [ el Ohix—a [ divh, ()0rgas)ix
a /Q divdy, (0)9rps (0)dx = —% /Q 0 () Buipa2(5)dx
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/ / V’Qb chgdxdt / / V@t Y2 - V@dedt
// X)|VOypo|2dxdt ;
OB/ wgogdadt:B/ / 02 pypododt
0 JTg o Jrg

= —B/ |0sp2|*dordt.
0 Jrg

En injectant chacun des résultats obtenus dans (4.32), on obtient 1'égalité :

/ p(x)|v3( dx+/ /)\* )|divv|*dxdt

5 [ 60 + v, P+ 5 [ )19, P(s)dx
. / A8, ,(5)do + 5 [ calloeal (s)ix

/ / ]V@tg02| dxdt + B/ ’athQPdO'dt =0
( 0 Jrs

(4.33)

et en utilisant le fait que les paramétres physiques p, A, i, ¢y et k sont minorés par
une constante strictement positive, (4.33) se transforme en 'inégalité :

(

g”v ||L2 / /)\* )|divv|? dxdt+—||dw¢ (s )||L2
B IV0 6o+ Dl + 3 [ B B (a3

—I—%/ /|V8tg02|2dxdt+B/ |0sp2|*dordt < 0
0 Ja 0 Jrg

\

qui nous permet de conclure que V(¢,x) = 1(t,x) = 0 et d’énoncer le :

Théoréme 4.5.
Sous les hypothéses ug € V, py € L*(Q), u; € L*(Q), £ € L*0,T;L*(Q)) et
h € L*(0,T; L*(R)), le probléme (4.5) admet une solution (u,p) unique.

Comme il a été précisé a la fin du paragraphe 4.2.1 dans la remarque 4.4, 'étude
que nous avons développée ici s’applique au modéle de Biot complet méme dans le cas
ou le paramétre de consolidation secondaire peut éventuellement s’annuler, c’est-a-
dire au cas du modéle thermoélastique. En effet, le terme de consolidation secondaire
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ne joue pas de role fondamental dans notre travail : la fonction A* peut s’annuler dans
certaines régions de () sans que cela ne perturbe ’étude mathématique. Dans ce cas,
le champ J;u est moins régulier que dans le cas A* > 0 (ot dyu € H(div,Q) = {u €
(L2(Q2))™ tels que divu € L*(Q)}) mais I'est suffisamment pour avoir des estimations
a priori exploitables pour les résultats d’existence et d’unicité développés. Ce n’est
pas le cas pour le modéle quasi-statique (p = 0) que 'on va étudier de maniére
indépendante dans la section ci-dessous.

4.3 Le modéle quasi-statique

On considére dans cette section le cas p(x) = 0 et \*(x) > A* > 0. La formula-
tion correspondante, donnée par (4.3), intervient lorsque les effets de l'inertie sont
négligeables et décrit les lentes déformations du milieu poreux liées au phénomeéne
de consolidation et aux infiltrations du fluide.

On s’intéresse aux solutions faibles du probléme définies comme celles vérifiant la
formulation variationnelle suivante :

( Trouver le couple (u,p) € L=(0,T; V) x L*(0,T; V) tel que
divopu € L*(0,T; L*(Q)), dp € L*0,T; V"),
vérifiant pour presque tout ¢ dans 0,7, V(v,q) € V x V :
/ A (x)divoyu divvdx + /()\(X) + p(x))diva divvdx
Q Q

—|—/M(X)Vu@)Vvdx—a/pdivvdx—i—/ Au'VdUI/f'Van (4.35)
Q Q r Q

c
1

< co(X)0p,q >y y +a/ q divoyudx + / k(x)Vp - Vgdx
Q Q

+B /FC pqdo = /thdx,
(u(0,x),p(0,%x)) = (uo(x), po(x)).

On va montrer que le systéme quasi-statique est un état limite du modéle de Biot
complet non dégénéré. C’est pourquoi la démonstration de I’existence d’une solution
du systéme quasi-statique est basée sur l'analyse de la convergence d’une suite de
solutions du modéle de Biot complet.

Dans la suite, on introduit ’espace H défini comme étant le sous-espace de V des
éléments de V a divergence nulle,

H = {v € V tels que divv = 0}.

\
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Comme H C V, toute solution faible du probléme vérifie (4.35) pour le choix par-
ticulier de fonctions-test (v,q) € H x V. La premiére équation de (4.35) devient
donc : Vv € H,

/ w(x)Vu ® Vvdx + / Au-vdo = / f-vdx.
Q re Q

Cette relation va s’avérer intéressante pour obtenir ’existence d’une solution. Elle
mérite donc d’apparaitre sous la forme d’une propriété dans laquelle on utilise la
notation (-, -)v introduite au début du paragraphe 4.2 :

Propriété 4.6.
Pour presque tout t dans |0, T, le déplacement u défini par (4.35) vérifie :

Vv e H, (u(t),v)v = /Qf(t) - vdx.

On peut remarquer que si f est dans 1'orthogonal de H dans L?(f2), toute solution
faible du probléme vérifie (u(t),v)y = 0, Vv € H. Cela signifie donc qu’il suffit
d’avoir divu(t) = 0 pour que u(t) = 0 pour tout ¢ > 0. Néanmoins, cette propriété
n’est pas vérifiée a 'instant ¢ = 0. C’est pourquoi on va considérer des données
initiales pour lesquelles le déplacement initial vérifie la méme propriété que le dé-
placement a ¢ > 0.

Dans ce but, on suppose que f € W(0,T;L%*(2), L*(€2)) et on pose :

K= {vthels que Vw € H, (v, W)V:/f(O)-de}.
Q

L’espace K est non vide. En effet, considérons ¢ quelconque dans H'(Q) telle que
¢ = 0 sur ['{ et posons h = Vo € L?(Q). Comme f(0) € L*(Q), le probléme mixte

—div(u(x)Vv) = £(0) + h dans Q
v =0 sur 'y,
w(x)Vv-n+ Av = 0 sur I'§,

admet une unique solution v € V par application du théoréme de Lax-Milgram et
cette solution appartient a K.
On peut alors établir le :

Théoréme 4.7.

Soit (ug,po) donné dans K x L2(Q). Alors, pour tout £ € W(0,T;L*(Q),L%*(Q)) et
h € L*(0,T; L*(2)), le probléme (4.35) a une unique solution.
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4.3.1 Existence d’une solution

Soit € > 0 un paramétre destiné a tendre vers zéro et soit (p.).~o une suite dans
L>(9) telle que ||pc|| =) < € et ess inf p. > 0.
On s’intéresse alors a la suite de formulations variationnelles :

(

Trouver un couple (u,p.) € L>=(0,T;V) x L*(0,T;V) tel que
o, € L*(0,T; H(div,Q)), 0?u. € L*(0,T; V'), 0. € L*(0,T; V"),
vérifiant pour presque tout ¢ dans |0, 7, V(v,q) € V.x V :

< pOiuc, v >y y +/ N (x)divoyu, divvdx
0
+ / (A(x) + p(x))diva, divvdx + / pu(x)Vu, ® Vvdx
Q Q

—a/pE divvdx+/
Q re

< ¢o(X)Ohpe, q >y +a/ q divoyu.dx + / k(x)Vpe - Vadx
Q Q

—I—B/ peqdaz/hqu,
TS Q

(uE(O,X),pE(O,X)) = (uO(X)7p0(X))7 0tu5(0>x) = ul(x)a

(4.36)
Au, - vdo = / f-vdx,
Q

\

ol u; est une fonction de L?(2) choisie arbitrairement. D’aprés les résultats établis
au paragraphe 4.2, on sait que, pour tout € > 0, il existe un unique couple solution
(ug, p:)eso du probléme (4.36). Afin de prouver que la suite (u., p.) converge vers un
couple (u, p) solution du probléme (4.35), on suit la démarche du paragraphe 4.2.1
en établissant les estimations a prior: résumées dans le lemme suivant.

Lemme 4.8.
Soit (ue, p:)->o0 la suite des solutions de (4.36). Pour tout € > 0 fizé, on a :
(p-0?u.)eso  bornée dans L*(0,T;V') ;
(V/p=0u.)eso  bornée dans  L>(0,T;L*()) ;
(divoyu.)esg  bornée dans L*(0,T; L*(2)) ;
bornée dans L>*(0,T;V) ;
(pe)eso  bornée dans L°(0,T; L*(Q)) N L*(0,T;V) ;
(O¢p-)eso  bornée dans  L*(0,T;V").

e 6 o o o
—~
™

— N S
™
Vv
o

Démonstration.
Comme dans le cas non linéaire monodimensionnel, les solutions ne sont pas assez
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réguliéres pour autoriser le choix de (v,q) = (0yu.,p.) comme fonction-test dans
(4.36) pour obtenir une premiére estimation. Le manque de régularité provient du
terme O;u., et pour contourner cette difficulté, on approche ce terme par le quotient
différentiel v = Z(u.(t + 7) — u.(t)) pour tout 7 > 0. Ce terme a la régularité
suffisante pour étre considéré comme fonction-test dans (4.36) et nous permettre
de traiter a la fois le terme d’évolution d’ordre deux de la premiére équation et les
termes de couplage. On effectue alors une intégration sur [0,¢] et une intégration
par parties dans la premiére équation. En faisant des calculs analogues a ceux du
paragraphe 2.3.2 du chapitre 2 et en faisant tendre 7 vers zéro, on obtient 1’égalité :
Vs €]0, 17,

1

5{K}u@mﬁemx+[¥M@+WM@MMM%F@MX

v+ [ Gl Pl s | Aws) <w4

/ //\* )|divou,| dxdt+/ / X)|Vp. |Pdxdt
(4.37)
+B/ |p.|?dodt = // - Opu.dxdt

1
/ /hpedxdt—I— /p5|u1|2dx+5/()\(x)+,u(x))|divu0|2dx
Q
1 1
+= / w(x)|Vue|*dx + = /co(x)|p0]2dx+—/ Aug - ugpdo.
2/, 2 /g 2 Jre

De plus, comme f € W (0, T; L?(Q),L?(Q2)), on peut écrire a I’aide d’une intégration
par parties que :

/ / f - Ou.dxdt = —/ / Of - ucdxdt + / f(s) - u.(s)dx — / £(0) - updx.
0o Jo 0o Jo Q Q

Or, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

fa sd dt < 8f £ dt
/0/9 \u.dx _/0 (10eE 20 l[ue] [z ()) (4.38)

+ [[£()[[L2(@) [u= ()] 2oy + E(0)]|L2 (@) |[uol 2o
L’inégalité (4.38) devient, en utilisant d’abord 1'inégalité de Poincaré :
/ /f~8tu€dxdt < c/ (1108 ez Ve o) dt + ClIES) ez Vus(s) ez
0 Ja 0

+ ||f(0)||L2(Q)Hu0HL2(Q)
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puis celle de Young :

/ /f Btuadxdt<—/ /|8tf| dxdt + = / /|Vua| dxdt
+—/|f (s)Pdx + & /|Vu6 ) [2dx (4.39)

+F(0) ||z lao[2o)-

Mais, puisque p(x) > [i, on a finalement :

/ /f 8tu5dxdt<—/ /\&f\ dxdt + — / / x)|Vu,|*dxdt

< / ()Pt [ )T

+ ||f )z |l 2@y

(4.40)

On montre par un raisonnement analogue que :

/ /hpsdxdt< —/ /|h] dxdt + — / /co )|pe|*dxdt. (4.41)
0

Enfin, en utilisant les hypothéses sur ug, u; et py et le fait que les paramétres
physiques soient dans L>°(€2), on obtient qu’il existe une constante x > 0 telle que :

1 1 1
—/p5|u1|2dx+5/(A(x)+,u(x))|dwuo\2dx+5/,u(x)|Vu0|2dx
Q Q

2
f ] @ (4.42)
—|——/c0(x)|p0|2dx+—/ Aug - updo < k.
2/, 2 Jre

En tenant compte de (4.40), (4.41), (4.42), I’égalité (4.37) entraine I'inégalité :

1

: [ [ o)t [ 60+ o) divn s)ax

+5 | neolvaPix+ [ aeolp P | | Aua<s>-ug<s>da]

/ / N (x)|divdyu, *dxdt + / / X)|Vp.|2dxdt (4.43)
/ Ipe|Pdodt < k + = / / x)|Vu|*dxdt
0 rg

—/ /co X) |pe|2dxdt.

2 0 Q
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En appliquant finalement le lemme de Gronwall & (4.43), on peut affirmer qu’il existe
une constante positive x dépendant uniquement des données du probléme telle que :

1 1

5 {/Qp5|8tua|2(s)dx+/g()\(x)+u(x))|divu5\2(3)d><+§/QM(X)’VUE|2(3)UZX

[ Ao wldo + [ ol ix

+/ /)\*(X)|dz'vatus|2dxdt
0 Jo

+/ /k(x)]VpE|2dth+B/ lp:|*dodt < k,
0 Jo 0 Jrg
et les paramétres physiques étant bornés inférieurement, on aboutit finalement a

I’estimation a priori :

4 1 . -~
1 V pe\(?tue\Q(s)dx+(>\+ﬁ)/ \dwu5|2(s)dx+ﬁ/ IV |2(s)dx
2 Q Q 2 Q

+ / Au(s) - u.(s)do + G / 1pel?(s)dx
re Q

A / / |divdyu.|*dxdt  (4.44)
0 JQ

+E/ /|VP6|2dth+B/ pe|?dodt < k.
0 JQ 0 Jrg

En considérant (4.44), on voit qu’il ne reste plus qu’a prouver que p.92u. et 9;p. sont
respectivement bornées dans L?(0,T; V') et L?(0,T; V). Ces propriétés s’obtiennent
sans difficulté en exprimant p.0?u. et J;p. a partir des équations variationnelles de
(4.36) et en tenant compte de (4.44). |

\

Les propriétés du lemme 4.8 sont suffisantes pour étudier la convergence de la
suite (u., p:)e~o lorsque € tend vers 0. En effet, on peut affirmer qu’il existe une suite
extraite de (u., p:)e>o notée également (u., p:).~o telle que :

u —u dans L>°(0,7T; V) faible x* ;

divdyu. — divdpu  dans L*(0,T; L*(Q)) faible ;

pOtu. — 0 dans L*(0,T; V') faible ; (4.45)
p. —p dans L>(0,T; L*(Q)) faible * et L?(0,T;V) faible ;

Op. — Op dans L?(0,T; V") faible.

En passant a la limite dans (4.36) lorsque ¢ tend vers zéro, on obtient que le couple
(u,p) est une solution du systéme variationnel suivant : pour presque tout ¢ dans
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]07T[7 V(V’Q) G V X V7

)
/ N (x)divoyu divvdx + /()\(X) + p(x))diva divvdx
Q Q

Au-vda:/f-vdx,
1 N (4.46)
< co(x)0p, q >vi v +a/ q divdyudx + / k(x)Vp - Vqdx
Q Q

+B/
L r

Reste alors, pour achever la preuve de 'existence d’une solution de (4.35) a vérifier
que le couple (u, p) satisfait les conditions a ¢ = 0.

Comme (p. ).~ est bornée dans W (0, TV, V') et W (0, T;V, V') Cs C°([0,T], L*(2)),
on a pour tout ¢ dans [0, 7], p-(t,-) — p(t,-) dans L*(Q) faible lorsque ¢ — 0. Ceci
est en particulier vrai pour ¢t = 0 et comme p.(0, ) = po(-) par définition, on a que
p(0,.) = po(.)-

De méme, puisque la suite (divu.).~q est bornée dans 'espace W (0, T; L*(2), L*(Q))
et que W(0,T;L*(Q2), L*(Q)) C~ C°0,T]; L*(2)), on obtient en particulier que
(divu.)(0,-) — (divu)(0, ) dans L*(Q) faible. Or, comme (divu.)(0,-) = divug(-), il
vient que (divu)(0, -) = divu, dans .

Mais, comme u € L*>°(0,7;V), il existe une suite (,),en €t u* € V tels que ¢, — 0
et u(t,,.) — u* dans V faible et dans L?(2) fort. D’aprés la propriété 4.6, toute
solution de (4.46) vérifie : Vv € H, ¥n € N,

/QM(X)VU(tn) ® Vvdx + /

Iy

+/u(x)Vu@Vvdx—a/pdivvdx—l—/
Q Q r

pqdo = / hqdx.
Q

c
2

Auty) - vdo = / B(t,) - vdx.  (4.47)

De plus, comme uj € K, on a aussi : Vv € H,

/ pu(x)Vuy @ Vvdx + /
Q

T

Aug - vdo = / £(0) - vdx.
¢ Q

En soustrayant cette relation a (4.47), on obtient que : Vv € H, Vn € N,

/Q;L(X)V(u(tn)—uo)®Vvdx+/

Iy

A(u(t,)—ug)-vdo = /Q(f(tn)—f(()))-vdx. (4.48)

Si & présent on fait tendre n vers I'infini dans (4.48), on obtient par continuité de f
de [0, 7] dans L?(9) :

/ p(x)V(u* —ug) ® Vvdx+ [ A(u* —uy) - vdo = 0,
Q

Iy
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soit

Vv eH, (W —uyv)y =0 (4.49)
ce qui signifie que u* — ug est dans 'orthogonal de H dans V.
Comme u(t,,-) — u* dans V faible, on a divu(t,,-) — divu* dans L*(Q) faible.
Or, par continuité de divu de [0,7] dans L*(Q), on a divu(t,, ) — divu(0,-) dans
L*(Q) fort. Il vient donc divu* = divuy et u* — ug est ainsi élément de H ce qui
implique u* = uy compte tenu de (4.49) qui est donc vérifiee pour v = u* — uy.
Ainsi, tl_i)r[g u(t,.) existe et uy = tl_igl+ u(t,.) dans L?(Q2). On a donc bien u(0) = ug

ce qui met fin & la démonstration de 'existence d’une solution de (4.35).

Remarque 4.9.

Si on ne suppose pas que uy € K, on obtint seulement que divu*(0) = divuy.
Cette condition ne suffit plus pour conclure que u(0) = ug. En supposant que ) est
borné connezxe et si I' n’a qu’une seule composante conneze, on obtient que u(0) =
ug + rotd, avec ¢, quelconque dans H'(Q) [33].

4.3.2 Unicité de la solution

On considére deux solutions (u,p) et (a,p) du probléme (4.35) avec les mémes
conditions initiales (ug, pg) et les mémes termes sources f et h. Si on désigne par v
et 1 les différences entre les solutions comme au paragraphe 4.2.2; le couple (v, )
posséde les propriétés suivantes :

( (v,y) € L®(0,T; V) x L*(0,T;V),
divoyy € L*(0,T; L*(Q)), 0 € L*0,T; V"),
et pour presque tout ¢ dans 0,7, V(v,q) € V x V :

/ A (x)divov divvdx + /()\(x) + pu(x))divv divvdx
0 0

—|—/ p(x)Vv @ Vvdx — a/ Y divvdx + / Av - vdo = 0, (4.50)
0 0 r

c
1

< co(x)0), q >vry +a/ q divdvdx + / k(x)V - Vadx
Q Q

+B [ qdo =0,
s
L (v(0,x),%(0,x)) = (0,0).
Pour démontrer que (v, 1) est la solution nulle, deux choix de couples de fonctions-
test semblent intéressants : (v, 1) ou (04, ¥). Cependant, le choix du premier couple
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ne nous permet pas d’éliminer les termes de couplages tandis que le second n’est pas
bien adapté par manque de régularité comme au paragraphe 4.2.2. Voila pourquoi
nous allons construire un couple (v, ¢) suffisamment régulier et nous permettant
d’éliminer les termes de couplage. Dans ce but, ¢ est définie pour s dans |0, T'[ par :

/w(a,x)da si t<s,
¢

si t>s.
Si on pose @(t,x) = / ¥ (o,x)do, les propriétés suivantes sont satisfaites :

{ gO(t,X) :QE(S,X) - @(t,X) 90(0 ) 95( ) @(va) :O (451)
Op(t,x) = —1(t,x) Oip(0,x) =0 Orp(s,x) =—1(s,x).
On considére alors le couple (v, ) comme fonction-test dans (4.50) :

.

/ N (x)divd divvds + / (AX) + pu(x))div|v|2dx
Q Q

—l—/ w(x)|VV|*dx — a/ Y divvdx+/ AV -vdo = 0,

“ “ i (4.52)

< co(X)0), p >vry —l—oz/ o divdvdx + / k(x)V - Vdx
Q

Q

Yedo = 0.

I3

\

On somme les deux relations de (4.52) et aprés intégration par rapport au temps
sur l'intervalle [0, s], il vient :

/)\*( )|divv|?(s dx+/ / x))|divv|*dxdt
// x)|VV| dxdt+/ / Av - vdodt

+Oz/ /[apdiv@tv — Ydivv]dxdt + / < co(X)0, o >vrv di
0

/ / x)V - Vdxdt + B/ Yedodt = 0.
0 Jrg

En utilisant des intégrations par parties et les propriétés (4.51), on montre les rela-
tions suivantes :

(4.53)

\
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/ /[gpdiv@tv—@bdivv]d)(:/ /[gpdiv@tv+0tapdivv]dx
0 Jo 0o Jo

/ s)divv(s )dx—/ ©(0)divv(0)dx = 0,

/s<c0( VO, o Syry dt = / /co Vb, pdxdt = / / x)|[2dxdt,
/ / x)Ve) - Vipdxdt = / / x)Vop - Vipdxdt = /Q k(%) |V |2 (s)dx

/ Yododt = —/ Oyppdodt = | 1?(s)do
0 Jrg 0 Jrg
On déduit alors de (4.53) 1'égalité :

/)\*( )|divv|? (s dx+/ / x))|divv|*dxdt
/ / x)|VV|*dxdt + / Av - vdodt
o Jre

/ / st + 5 [ KV x5 [ 1eP(s)do =0
Q re

ce qui nous conduit & I'estimation :

It R .
—/\dz’vv\Q(s)dx+()\+ﬁ)/ /|dz’vv|2dxdt
2 Q 0 Jo
+/7/ /|Vv\2dxdt+/ / Av - vdodt

0 Jo 0 Jre

[ k N B )
+c0/ / |2 dxdt + —/ IV@(s)dx + = [ |@]*(s)do <0
0 JQ 2 Ja 2 I's

(

\

en utilisant le fait que les paramétres physiques sont bornées inférieurement. On
peut alors conclure que V(t,x) = 9(t,x) = 0 ce qui établit 'unicité de la solution
du probléme (4.35) et met un terme a la démonstration du théoréme 4.7.

4.4 Comparaison des modéles

On a prouvé au paragraphe 4.3 D’existence d’une solution du modéle quasi-
statique. La construction de la solution repose sur une technique de régularisation
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s’appuyant sur les résultats déja obtenus sur le modéle de Biot complet. Le modéle
quasi-statique est donc limite du modéle de Biot complet quand p tend vers zéro.
On aurait pu de la méme fagon construire la solution du modéle thermoélastique et
en déduire que ce modéle est aussi un état limite du modéle de Biot complet mais
cette fois-ci lorsque le paramétre de consolidation secondaire \* converge uniformé-
ment vers zéro. La méthode que nous avons choisie a permis d’étudier le cas plus
général ol \* peut s’annuler dans certaines régions de (). Dans ce paragraphe, nous
allons préciser comment les modéles thermoélastique et quasi-statique approchent le
modeéle complet en estimant dans chaque cas les taux de convergence des solutions
en fonction des paramétres A\* ou p suivant le cas étudié.

2 Pl

4.4.1 Comparaison entre le modéle de Biot complet dégénéré
et le modéle thermoélastique

Dans cette partie, nous comparons le modéle de Biot complet dégénéré (ou \*(x) >
0) et le modéle thermoélastique (ou A*(x) = 0), le coefficient p étant tel que
p(x) > p > 0 sur .

On note ¢ > 0 le sup essentiel de la fonction \*(x) : € = ess sup \*(x).
x€Q
On note (u.,p.) la solution du modéle complet avec comme conditions initiales

(Woe,ure,poe) € VX L2(Q) x L?(Q2). Le couple (u,p) désigne la solution du modéle
thermoélastique associée aux conditions initiales (ug,uy,py) € V x L%(Q) x L3().
Dans la suite, on note v la différence entre les vecteurs déplacement (Vv = u. — u)
et v la différence entre les pressions () = p. — p). On suppose enfin que les termes
sources f et h sont les mémes pour les deux problémes.

Nous allons étudier le comportement du modéle complet lorsque A\* converge unifor-
mément dans 2 vers zéro c’est-a-dire lorsque ¢ tend vers zéro. Pour cela, nous allons
estimer le taux de convergence et ’exprimer en tant que puissance de €.

Théoréme 4.10.
1l existe une constante k > 0 qui dépend uniquement des données telle que :

V]| Lo 0,112 (02)) < li(61/2 + |[wo,e — || maiv,0) + |01, — Wil|L2) + ||Poe — Pollr2@))-

De plus si, quand ¢ tend vers zéro, (Uoe, Uie,Doc)e>0 €St une approzimation de
(g, u1,po) dans Uespace produit H(div,Q) x L*(Q) x L*(Q) en O(c'/?), le taux
de convergence de (u.).so vers u dans L>=(0,T;L2(Q)) est en O('/?).
Démonstration.

On reprend les techniques des preuves des résultats d’unicité afin d’obtenir I'esti-
mation souhaitée sur le résidu v.
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Pour cela, soit s €]0,T[. Puisque (u.,p.) et (u,p) sont les solutions respectives des
modéles de Biot complet et thermoélastique, on a, V(v,q) € V X V, pour presque
tout ¢ dans |0, s :

< p(x)0}v, v >yiv + / (A(x) 4+ p(x))divvdivvdx + / u(x)Vv @ Vvdx
@ @ (4.54)

—a/¢divvdx—|—/ AV -vdo = —/)\*(X)divﬁtuedivvdx,
Q ¢ Q

et

< Oy(co(x)y — adivu), g >vry +a/

q divdyu.dx + / k(x)V1 - Vadx
Q

0 (4.55)
Yqdx = 0.
s
On considére alors le couple (@, ¢2) construit a partir du couple (v, 1)) comme au
paragraphe 4.2.2. On prend ce couple pour fonction-test dans (4.54) et (4.55). Il
vérifie ici les propriétés (légérement différentes de celle du paragraphe 4.2.2 du fait
que les conditions initiales ne sont plus nulles) :

¢1(t,X):¢1(t7X> - qjl(S,X) ¢1(07X):_¢1(87X) ¢1(S’X):O (456)

0, (t,x)=V(t,x) 0:9,(0,x)=v(0,x) 09, (s,x)=V(s,x)
et :
o(t, X)=@a(t, x) — Po(s,X) ©2(0, X)=— (s, X) 2(s, %)=
8,5902 t,x) / w o,X)d Orp2(0,%)=0 8t<p2 S, X) / w 0,x)d
0 pa(t, x)= 0fp2(0,x)=00(0,x)  Jfpa(s, x)=

©(457)
On intégre les équations (4.54) et (4.55) sur l'intervalle de temps [0, s] et on ajoute
les deux relations obtenues. En utilisant une intégration par parties et les propriétés
(4.56)-(4.57), on obtient par le méme type de calculs qu’au paragraphe 4.2.2 :

%/Qp<x>\v|2<s>dx+§/<x< ) divd, P(s)dx + 5 [ )|V, (s)ax
1

x) +
" /§A¢1<s>-¢<>da+ [ il @ax+ [ [ k0ol axat
NEC

—|—B/ |0sp2|*dordt = x)divoyu.div,dxdt + 2/ p(x)|V|*(0)dx
o Jrg Q

+/Qp(x)8tv(0)¢1(s)dx—|—/SZCO(X)@/J(O)QBQ(S)dx+oz/ﬂdz'vv((])@g(s)dx. s
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De plus, on a d’aprés (4.56) :

/ / x)divoyu.div,dxdt / /)\* Ydivopu.divg, (t)dxdt
—/ //\* x)divou.divd, (s)dxdt,
0o Ja

Alors par définition de ¢ (sup essentiel de la fonction A\*) et par utilisation des in-
égalités de Cauchy-Schwarz et de Young, on obtient la majoration :

c(1+7T)
/\*(x)divﬁtugdiv%dxdt‘ <t s) / / N ()| divdu. [Pdxdt
Q /\—l—u

/ / x))|div®, [2dxdt

1 | 60 + i, Ps)ix

De méme, on peut montrer grace a (4.57) et a I'inégalité de Young que :

/Qco(x)w(o) (/OS 8tg02(t)dt) dx

O ([ eaora) o
osfio)ax+ 1 [ ) [ oo

1 S
< Kl|poe — poH%z(Q) + 1/0 /Qco(x)\ﬁtg@(t)]?dxdt.

/Q co(X)(0) @ (5)dx

A IA
S— S

Enfin, on montre par les mémes techniques et en utilisant en plus l'inégalité de
Poincaré qu’il existe aussi une constante x > 0 telle que :

| p0m )8 (5)ax < wllu = il + [ w018 P

a/ divv(0)@2(s)dx < kl||divug . — divu0||%2( / / X)|0sp2(t) |Pdxdt.
Q
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En reportant les inégalités précédentes dans (4.58), on obtient que :

;

5 | PP+ [ () + o) din P (s)dx
£ IO+ 5 [ A0 (6)- (oo

/CO( )|0kpa( dx+/ / X)|VOypo |2 dxdt

(1+1T) 4.59
+B / Oupo2dordt < ; / / N (%) |divdyu2dxdt (4.59)
0 s

+£||age — u0||L2 + /~€H(1lz1)u()E — dzvugHLz(Q)

+r[[age — u1HL2 +"“3Hp05 po“%2

/ / x) + pu(x))|divd, |*dxdt + = / /cg )|Orpa | () dxdt.

Mais d’aprés le lemme 4.1, on sait que la suite (VA*divOpu.).~o est bornée dans
L*(0,T; L*(Q)). Ainsi, en utilisant une fois encore le lemme de Gronwall, on peut
conclure que I’estimation suivante a lieu :

/ V(s / i, *(s)dx + & / 9, (s

/ A, (5) - B, (s da+—/|8tcp2 dx+l<;/ /|V3tg02| dxdt

2 c
Fls (4.60)
+B/ |8t(,02|2d0'dt <K (E + ||11()76 — 110||i2(9)
0 Jrg
+||divag . — diUuOH%Q(Q) + |[are — u1||i2(9) + |[po.s — pOH%Q(Q)) :
\
La preuve du théoréme 4.10 est ainsi achevée. [ |

Remarque 4.11.
On notera que, du fait des fonctions-test considérées, on n’a pas obtenu d’estimation
hilbertienne sur ¢ mais uniquement sur ses primitives.

4.4.2 Comparaison entre le modéle de Biot complet dégénéré

et le modéle quasi-statique

Dans ce paragraphe, on suppose que \*(x) > M>0ete>0 désigne maintenant
le sup essentiel de la fonction p(x) : € = ess sup p(x). On suppose de plus que
xeqN
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ess inf p(x) > 0. On note encore (u.,p.) la solution du modele de Biot complet
dégénéré avec les conditions initiales (g, poc, u1) € V x L2(Q2) x L?(Q) et (u,p) la
solution du modéle quasi-statique (p(x) = 0) cette fois-ci avec les conditions initiales
(ug, po) € K x L?(2). La encore, on note V = u. — u et ¢» = p. — p et les termes
sources f et h sont les mémes pour les deux problémes. On peut alors montrer le :

Théoréme 4.12.

1l existe une constante k > 0 qui dépend uniquement des données telle que :

||d’L'Ull€ — dil)ll| |Loo(0’T;L2(Q)) < K(61/4 + ||d2'1)1107E — dz’vu0| |L2(Q) + ||po76 — p0| |L2(Q))

et

|pe = pllz2o,rir2 ) < K(EY* + [[divag c — divag| |2y + Ipo.e — pollr2(@))-

Si de plus, quand ¢ tend vers zéro, la suite (divugc, poc)eso €st une approrimation de

(divug, po) dans (L2(Q2))? en O(c'/*), alors le tauz de convergence de (divu.,p.)e>o
vers (divu, p) dans L>=(0,T; L*(Q)) x L*(0,T; L?(2)) est en O(s'/4).

Démonstration.
e Puisque (u.,p.) et (u,p) sont les solutions respectives du modéle complet et du
modéle quasi-statique, on a, d’aprés les formulations variationnelles (4.5) et (4.35) :

( /A*(x)div@tvdivvdx—i-/(/\(x) + p(x))divvdivvdx
0 Q

—|—/ p(x)Vv @ Vvdx — 04/ Ydivvdx (4.61)
Q Q

+/ Av - vdo = — < p(x)0}u., v >vi v,
\ I

c
1

et

< co(X)0), q >y y —i-a/ q divatvdx+/ k(x)Vy-Vadx+B | qdo =0. (4.62)
Q Q

r

Soit s €]0,T'[. On prend (v,q) = (¢, ¢2) ou le couple (¢,, p2) est construit & partir
de (v,7) comme au paragraphe 4.4.1 et satisfait les propriétés (4.56)-(4.57). En
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utilisant les mémes techniques qu’au paragraphe 4.4.1, on arrive a la relation :
/ / ()| divv[2dxdt + /(/\( )+ ()| divd, [2(s)dx
1
£ VO P [ 48,056y (5)ie

/Co( )|8tcp2 dX+/ / |V8tg02] dxdt

(4.63)
B / Do dodt — / p(X)0Pu, 0, vy dt
0 Jrg 0

—1—/9A*(x)divv(O)div¢1(s)dx+Oz/(Zﬁz(s)div\’(o)dx
+ / 0 (X)1(0)a( ) dx.

Par ailleurs, puisque :

/ < p(x)Fu, b, >y vdt = —
0

S~

s / p(x)0u.0,, dxdl
Q
+ [ p(x)0uc(s)0,(s)dx

p(x)0ru:(0)9, (0)dx

/ / 8tu€vdxdt—|—/gp(x)u1¢l(s)dx

’utilisation des inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young donne :

\p\

/ < p(x)OFu., ¢; >viv dt < Velly p(X)Ouc|| 20,2 IV 20,7512 (02))
0
1 02 2 )
2 [0, P+ s Px.
Q Lo Jao

En tenant compte des propriétés de la suite (u.).-o énoncées au lemme 4.8, on
montre qu’il existe une constante x > 0 telle que :

| < ooty vyt <w(vE+ ) g [ uiva i (@46)

De plus, en utilisant encore une fois les arguments développés au paragraphe 4.4.1,
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on prouve qu’il existe une constante x > 0 telle que :
' /Q N (x)divv(0)divd, (s)dx < sl divag . — gl 22 g,
3 60+ )i, Fix
a/ﬂdivv((})@g(s)dx < kl||divug . — divuoHiz @)

// x)|Oypa (t) [ dxdt (4.65)

/Qco(x)g/J(O)@g(S)dX < K||poe — p0||L2(Q)

1 S
w1 [ ] @t P
\ 0 Q

et en tenant compte de (4.64) et (4.65) dans (4.63) puis en utilisant le lemme de
Gronwall, on obtient que :

//)\* V|divv]Pdxdt + = /()\() + p(x))|divd, |*(s)dx
pIVE,P(s)dx + [ Ay (5) - §y(s)dor
1, ).
/co( )|0up2)*( dx+/ / X)| V0,0 |2dxdt (4.66)

+B/ / |0p2Pdodt < k(\/E + ||divug . — divuo||%2(9)
o Jrg

( +llpoe — poH%m))-

e Pour terminer la démonstration, on prend ¢ = ¢ dans (4.62) ou ¢ a été définie
au paragraphe 4.3.2 et vérifie les propriétés (4.51). On intégre alors sur [0, s| et on
obtient :

/OS/QCO(X)\Wdedt—l-%/Qk(x)]Vg?J]z(s)dijg/Q]@IQ(S)da— —a/os/gdivvwdxdt.

Mais, en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young ainsi que I’estimation
(4.66), on peut majorer le second membre de I’égalité précédente par :

‘ . 1 [
k(Ve + ||divage — divag|[72() + [P0 — poll72(0)) + 5/ / co(x) |y dxdt,
0 Q



110 Chapitre 4. Etude du modéle linéaire multidimensionnel

qui nous donne ’estimation

/ [ aobaxd+ 5 [ oIVeRsax 5 [ 16 .

< k(Ve + [|divag . — dWUOHL2 + [[po. —poH%?(Q))

qui met fin & la preuve du théoréme 4.12. [ |



Chapitre 5

Comportement asymptotique en
temps lorsque \* > 0

Dans ce chapitre, on établit quelques résultats concernant le comportement en
temps long de la solution des modéles de Biot étudiés jusqu’ici. Nous restreignons
notre étude au cas ou \* est strictement positif. Dans ce cas, nous avons des in-
formations suffisantes sur O;u et on peut ainsi, au prix de quelques estimations
complémentaires, exploiter les techniques développées aux chapitres 2 et 4 pour dé-
crire le comportement asymptotique du déplacement et de la pression. Cette étude
est faite en imposant aux données initiales et aux coefficients les hypothéses de régu-
larité prises aux chapitres 2 et 4. Elle décrit 1’état limite en fonction des conditions
satisfaites par les termes source f et h sur |0, +oo[x2. C’est pourquoi, dans ce qui
suit, on précise uniquement les hypothéses vérifiées par f et h.

5.1 Le modéle non linéaire

On considére en premier lieu le modéle non linéaire. Dans ce cas, on rappelle que
n=1,p>0,¢g>1sip=0,qg>2sip>0etonpose W=H}Q)NH*Q).

5.1.1 Estimations a priori sur |0, +oo[ X2

Théoréme 5.1.
e Sous la condition f et h dans L*(0,+o00; L*(Q)), le couple (u,p) solution de (2.8)
(ou (2.80) lorsque p = 0) vérifie :

u € L>(0,+o0; W) N L0, +00; W), dyu € L*(0,+o00; Hi()),
p € L>(0,+o0; H} () N L2(0, +o00; HY(Q)), Op € L*(0, +00; L*(£2)),

111



112 Chapitre 5. Comportement asymptotique en temps lorsque \* > 0

e sous la condition [ = fi+ fo avec fi € L*(0,+00, L*(Q)), fo(t,z) = fo(x) € L*(Q)
et h € L*>(0,+o0; L%(Q)), le couple (u, p) solution de (2.8) (ou (2.30) lorsque p = 0)
vérifie :

u € L>®(0,+o0; W), du € L*(0,+oo; H} (),

p € L>(0,+00; Hy(Q2)) N L*(0, +00; Hy(R2)), dip € L*(0, +00; L*(Q)).
Démonstration.
Il suffit de revenir a la preuve du lemme 2.13 au chapitre 2 valable pour p > 0 et

q > 1 afin de controler le role de T" dans les calculs relatifs aux premiéres estimations
a priori (2.13) et (2.15).

1°) Sous la condition f = f; € L*(0, +o00; L*(Q)) et h € L*(0, +o00; L*(Q)) :

e La constante k de (2.13) est par définition un majorant, indépendant de m,
de la quantité :

)\+2u w co
10z uOmlle(g)+ [10zt0m[ 700 + 5 [ + 5 llpoml 220

QA*/ /!f1| dwdt + / /|h| dudt.

Comme f; et h sont dans L?(0, +oo; L?(92)), il résulte de (2.13) que :

Propriété 5.2.

La suite () men+ est bornée dans L (0, 4o00; W),

la suite Oyt )men+ est bornée dans L°°(0,+o00; L*(Q)) N L*(0, +oo; H (),
la suite (Dm)men+ est bornée dans L>(0,+oo; L2(2)) N L*(0, +00; HL(Q)).

e En utilisant dans (2.14) que h € L*(0, +o0; L*(Q2)) et I'estimation précédente
de (Oytm)men+ dans L?(0, +o00; Hy (1)), il résulte de (2.15) que :

Propriété 5.3.
La suite (pm)men+ est bornée dans L>(0,+o00; H}(2)),
la suite (Oypm)men- est bornée dans L*(0, +o00; L*(Q)).

e En multipliant la premiére équation de (2.10) par u;,,(t) et en sommant les
m égalités obtenues pour j variant de 1 & m, il vient aprés intégration de 0 a
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s, avec s fixé dans |0, +oof :

)\—/ |0pttn |2 (8)dx 4+ (N + 2/1)/ / |0yt |Pddt
2 Jo 0 /o (5.1)
S A* .
+M*/ / |0t | et = —/ |8xu0m‘2dx+p/ Ui Uomdx + A(S)
0o Ja 2 Jo Q

ou
A(s) :p/ 8tum(s)um(s)da:—i—p/ /|8tum|2dxdt+oz/ /pmaxumda:dt
Q 0o Ja 0o Ja
‘f‘/ /flumdxdt.
0 Ja

Les estimations déja obtenues et 'inégalité de Poincaré entrainent que dx > 0
telle que Vs €]0, 400,

A+2 y
A(s) <k + il H/ /|8xum|2d$dt.
2 Jo Ja

Finalement, on obtient a partir de (5.1) que :

la suite (,)men- est bornée dans L*(0, +oo; W). (5.2)

D’ou le résultat dans ce premier cas.

2°) Sous la condition f(t,z) = fao(z) € L*(Q) et h € L*(0, +oo; L*(Q)) :

e Dans ’étude de (2.12), on compléte le raisonnement par 1'étude du terme

/ / f2O0umdadt en écrivant :

//fQ('?tumdxdt /f2 ) U (S xdaz—/fQ ) Ug, (x

On a alors :
: 2 A+2
/ foOrupmdadt| < i l|2200) + a / |0ptm |* (5)dz
o Jo A 4 Q

+ [ fall 2@ [wom || 22()
et on obtient & nouveau la propriété 5.2.

e Comme dans la situation du point 1, puisque h € L*(0,+o0; L?(Q)), on a
aussi la propriété 5.3. D’ou le résultat sur (u,p) dans ce second cas.
[ |
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5.1.2 Comportement a l’'infini en régime transitoire pur

Dans ce paragraphe, on débute par I’étude du cas désigné par "régime transitoire
pur" c’est a-dire que I'on se place dans la situation ou les termes source f et h
dépendent du temps et sont dans L?(0, +oo; L%(£2)). On prouve dans ce cas qu’il y
a convergence vers zéro de la solution lorsque ¢ tend vers I’infini ce qui fait ’objet
du :

Théoréme 5.4.
Si f et h sont dans L*(0,+o00; L*(Y)), le couple (u(t,-),p(t,-)) converge quand t —
+oo wvers (0,0) au sens suivant :

u(t,") — 0 dans W faible et L*(Q0) fort,
p(t,-) — 0 dans H}(QY) faible et L*(Q) fort.

Démonstration.
Comme u € L>(0,4+00; W) et p € L>(0,+00; Hj(€2)), il existe au moins une suite
(tn)nen de réels supérieurs a 1, t,, — 400, et un couple (w, ) de W x Hj () tels

que :
u(t,, ) — w dans W faible (et donc L?(2) fort),
p(tn, ) — 7 dans HJ () faible (et donc L*(Q) fort).

Selon les idées de [42], soit (U, P, )nen+ la suite de fonctions définies sur | — 1, 1[x )
par : Vn € N, pour presque tout (s,z) €] — 1, 1[x2

(5.3)

Un(s,x) = u(t, + s,z), P.(t,x) = p(t, + s, ). (5.4)

e D’une part, (U,)nen et (P,)nen convergent vers 0 dans L?(] — 1, 1[; H}(2)). En
effet, Vn € N,

1 1 tnt1
/ / UZ(s,x)dwds = / / u?(t, + s, x)drds = / / u? (7, x)dwdr.
-1J9 -1JQ th—1 JQ

Or u € L*(0,+o00; L*(Q)) et lim ¢, = 400 donc :

n—-+00

n—-+oo

tnt1
lim / w? (1, z)drdr = 0 (5.5)
th—1 JQ

soit (Up)nen — 0 dans L%(] — 1, 1[; L*(Q)).

De méme, (0,U,)neny — 0 dans L?(] — 1,1[; L*(Q)) puisque d,u € L*(0, +oo; L*(Q))
et, par les mémes arguments, on obtient que (P,)nen — 0 dans L?(] — 1, 1[; H}(Q))
puisque p € L*(0, +oo; H(2)).
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e D’autre part, (Uy,)nen (respectivement (P, ),cn) converge vers w (respective-
ment 7) dans L>®(] —1,1[; H}(€2)) faible * (respectivement dans L>(] — 1, 1[; L*(Q2))
faible *). En effet, Vn € N,

/Q(Un(s, z) — u(ty,z))’dr = /Q(u(tn + 5,7) — u(ty, r))dz.

Comme dyu € L*(0,+00; L*(Q)), il vient :

2

/Q (Un(s,2) — ulty, z))2dz = /Q ( /t:n+satu(7',x)d7'> da

tnt1
/ |s] |Oyu (T, x)|*drdx

tn—1

tnt1
/ /|8tu 7, 2)|*drdz.

Ici encore, on utilise le fait que lim ¢, = o0 et du € L*(0,+o00; L*(2)). On a

n—-+4oo

alors :
lim sup |[|Un(s, ") = u(tn,")|[r2) = 0.
n—=+00 5] _1,1[

On peut reprendre le méme raisonnement pour (9,Uy, )nen €t (P )nen car les fonctions
0;0,u et Oyp sont dans L*(0, +00; L?(2)). On obtient donc que (U, (s, -) —u(tn, ~))n€N
et (P,(s,-) — p(tn,))nen convergent respectivement vers 0 dans C°([—1,1]; H}())
et C°([—1,1]; L?(Q)). 1l résulte alors de (5.3) que la suite ( n)neN ( espectlvement
(P,)nen) converge vers w (respectivement 1) dans L>(] — 1, 1[; H}(Q2)) faible * (res-
pectivement L>(] — 1,1[; L*(2)) faible *).

-1
)

e La comparaison des deux études de convergence faites sur (U, )nen €t (Py)nen

prouve que les éléments w et 7 de (5.3) sont nuls ce qui achéve la preuve du théoréme
5.4. [ |

5.1.3 Comportement & l’infini en régime semi-transitoire

e Avant d’aborder la situation ou les termes source f et h contiennent un terme
stationnaire quelconque, nous nous placons sous I’hypothése f = f; + f, avec f; €
L0, 4+00; L*(Y)), fo(t,x) = fo(x) ou fo € L*(Q) et h € L*(0,+o0; L*(Q)). On
montre alors le :

Lemme 5.5.
Le couple (u, p) converge quand t — +oo vers le couple (w,0) dans W x H} () faible
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(et L*(Q2) x L*(Q2) fort) ot w est l'unique solution dans W de ’équation variation-
nelle :

Yo e W, (A +2p) / O, wovdr + ,u*/ |0, w|" 20, wd,vdx = / fovdx. (5.6)
Q Q Q

Démonstration.

Dans ce cas, on perd la propriété u € L?(0, +o0; W) dont on disposait au paragraphe
5.1.2 sous la condition instationnaire f € L?(0, +o00; L?(f2)). En revanche, la fonction
p a les mémes propriétés, les conditions sur A étant inchangées. On peut donc a
nouveau conclure que :

p(t,-) — 0 dans H} () faible et L*(2) fort quand t — -+oc. (5.7)

Pour u, on peut encore affirmer les propriétés suivantes : 3(¢,)nen CJ1, +00[, t,, —
+o0o quand n — +oo, Jw € W tels que u(t,,-) — w dans W faible et la suite
(Uy)nen de fonctions définies sur | — 1, 1[x {2 par :

Vn € N, pour presque tout (s,z) €] —1,1[xQ, U,(s,z) = u(t, +s,z)  (5.8)
converge vers w dans L>°(] — 1, 1[; H3(Q)) faible *.
Pour caractériser w, on va maintenant étudier la convergence de (U,),en en consi-
dérant, pour n fixé, la premiére égalité de (2.8) a l'instant ¢t = ¢, + s, s €] — 1, 1].

On multiplie cette égalité par £(s) ou & € D(] — 1,1]) et on l'intégre par rapport a
s de —1 a 1. Il vient, en effectuant des intégrations par parties : Vv € W,

/ 11 /ﬂ U, (5, 2)0(2)” (5)dads — A* / 11 /Q 0,Un (5, 2)0,0(2)E () dzds

O+ 20) /_ 11 /Q 0,0 (5, 2)0y0(2)E(s)dxds

~a [ [ o+ 00t (5:9)
ot / 11 /Q 0,0 (5, 2) 720, U (5, 2)0,0(2)E (5)dads

- /_ 11 /Q Fltn + 5, 2)0(2)E(s)dads.

On sait que U,, — w dans L>(]—1, 1[; H}(Q2)) faible *. De plus, il résulte du théoréme
5.1 que u € L*>(0, +o0; W). D’aprés la définition de (U, ),en donnée par (5.8), cette
suite est donc telle que (|0,U,|720,U,)nen est bornée dans L>°(] — 1,1[; LY (Q)).
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D’ou lexistence d’une nouvelle sous-suite et de x € L>(] — 1,1[; LY (Q)) tels que
10,U,|9720,U,, — x dans L>®°(] — 1,1[; L7 (£2)) faible *.

On passe a la limite en n dans (5.9). On utilise que w ne dépend que de z, que
¢ e D(-1,1]), que p(t, +-,-) — 0 dans L*(] — 1,1[xQ) fort grace a (5.7). Enfin,
on observe que f(t, + -,-) converge vers f, dans L?*(] — 1,1[xQ) fort d’aprés (5.5)
car f — fo = f1 € L*(0,+00; L*(Q2)). On en déduit : Vo € W, V¢ € D(] — 1, 1)),

(A +2p) /Q D, wd,vdz / llﬁ(s)ds—i—u* / 11 /Q (5, 2)0u0(2)€ (s)dzds

= [ o [ esas Y

1
Il reste a prouver que : Yo € W, 3¢ € D(] — 1,1]), / £(s)ds =1, tel que
-1

/_ll/QX(S,aZ)Oxv(x)f(s)dxds = (/Q |8zw|q_28xw8xvda7> /_l1 §(s)ds.

Pour cela, on utilise de nouveau la méthode de monotonie. Soient z € W, £ €
D(] —1,1]), € > 0 et la suite (7,(z))nen définie par :

M(2) = p /1/9 [10,2| 20,2 — |0,Un(8)|20,Un(8)] [0z — 0:Un ()€ (s)dads.
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On remarque que Vn € N, 7,(z) > 0 et d’aprés (5.9), il vient :

1

_ q—2 —

=1 /_I/anxz\ 0,2[0,2 — 0, Uy (s)]€(s)dxds
1

,u/ /|8xUn(s)| 0,Un ()0, 2&(s)dzds

/ / (@)U (s, 2)€(s)dards

—i-a/ /p(tn—l—s,x)awUn(s,x)d:z:ds
—rUe (5.11)

— (A +2p) /1/Q|8$Un(s,x)|2£(s)dxds

1
* 2¢1
+ A /1/ |0,Un (s, x)|7E (s)dxds

/1/f1 (tn + 5,2)Un(s, 2)&(5)dds

/ /pU2 s,2)€" (s)dxds.
-1
Or, en utilisant 1’égalité :
1 1
/ / 10,0,U,|*(s, v)dxds :/ / 0,0, u(t, + s,2)|*dxds
-1Ja

tnt1
/ / 10,0, ul* (T, x)dxdr
tn—1

il vient 9,0,U,, — 0 dans L*(] — 1,1[; L*(2)) fort.

D’o1l en écrivant les relations :

‘/_11 /Q 10U (s, 2)[*€'(s)dxds

1
= ‘/ /28xUn8t8xUn§(s)dxds
1

< 2[[0:Unl|r20-1,122(2)) 110:0:Unl| 21,1 22(02))
1€l zoe g -1.11

on obtient :

lim / /Q|8$Un(s,m)| ¢'(s)dxds =0 (5.12)

n——+00 1
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car (0,Up,)nen est bornée dans L*(] — 1, 1[; L*(2)) puisque d,u € L>(0, +o00; L*(Q))
d’aprés le théoréme 5.1.

Par ailleurs, toujours d’apreés le théoréme 5.1, (U, )en est bornée dans H'(]—1, 1[x)
donc elle admet une suite extraite convergeant fortement dans L*(] — 1,1[xQ) vers
I’élément w.

Alors :
1 1
. 2 ” _ 2 ” —
nl_lgloo/_l/QpUn(s,x)f (s)dxds = /pr (:c)da:‘/_lf (s)ds =0 (5.13)
et .
i /_ 1 /Q Filtn + 5, 2)Un (5, 2)€(s)dads = 0 (5.14)

car fi(t, +-,-) — 0 dans L*(] — 1,1[x9) fort.
Enfin

n—-+00

lim /_11 /Qp(tn + 5,2)0, U, (s, 2)€(s)dxds = 0 (5.15)

car 9,U,, — O,w dans L?(] — 1,1[xQ) faible et p(t, + -,-) — 0 dans L?(] — 1, 1[xQ)
fort.

I1 découle de (5.11), grace a (5.12), (5.13), (5.14), (5.15), a la convergence faible de
(0:Upn)nen dans L2(] — 1,1[xQ) et au fait que £ > 0, la propriété :

1
lim 7,(2) < u*/ / 10,2|9720,2[0,2 — Opw]&(s)dwds
-1Ja
1
—,u*/ /X(s,x)axzf(s)dxds
-1Ja
1 1
—i—/fg(x)w(s,x)dx/ ﬁ(s)ds—()\+2u)/ \8Iw|2dw/ &(s)ds.
Q -1 0 -1
Finalement, en utilisant (5.10) avec v = w, on a :
o 1
lim n,(z) < ,u*/ / [10,2|9720,2 — X(s,%)] [0p2 — Opw]&(s)dads.
-1Jo

Donc, comme pour tout z € W, n,(z) > 0,ona:Vze W, V¢ € D(] —1,1[),£ >0,

/1/Q [|8$Z|q_28$z — x(s, x)} [0,z — O,w]&(s)dxds > 0.
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Soit v € W. En choisissant z = w + ~yv, puis en faisant tendre v vers 0., on obtient
finalement, de la méme fagon qu’au paragraphe 2.4.1 que :
¥z €W, V€€ D(— 1,1]),€ >0,

/1/9 [10:2]7 %0,z — X(s,2)] [0z — Dpw]é(s)dads = 0

qui prouve en revenant a (5.10) que w est solution de (5.6). De plus, de par la
monotonie de 'application 7 — |7]9727, (5.6) a une seule solution ce qui entraine
que u(t,-) — w dans W faible (et donc dans L?(Q) fort). |

e Nous sommes maintenant en mesure de traiter le cas général. On montre le :

Théoréme 5.6.

Si f et h sont telles que f = f1 + fo avec fi € L*(0,+00; L*(Q)), fo(t,z) = fo(x),
f2 € L3(Q2) et h = hy + hy, hy € L*(0,4+00; L3(Q)), ha(t,z) = ho(z), hy € L*(Q), le
couple (u,p) vérifie lorsque t — +00 :

u(t,-) — w dans W faible et L*(Q) fort,
p(t,") — 7 dans H(Q) faible et L*(S2) fort,

ou 7 est 'unique solution dans Hy () de —kAm = hy et w est l'unique solution dans
W de l’équation variationnelle :

Yo e W, ()\+2u)/3xw8xvdx+u*/ lamw|q_23mw8zvdx—/xvdx
Q Q Q

ot x € L*(Q) est défini par x = fo — ad, .

Démonstration.
Soit p(t, x) défini sur ]0, +00[x( par : pour presque tout (¢,x) €]0, +00[x2

p(t, x) = p(t, x) — 7(2).

On vérifie sans difficulté que si (u,p) est solution de (2.8) avec pour terme source
(f,h), (u,p) est aussi solution de (2.8) avec pour terme source (f — aVm, hy), la
condition initiale sur p étant py — 7. On peut donc appliquer le lemme 5.5 & (u, D)
et on obtient le théoréme 5.6. [ |
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5.2 Le modéle linéaire

Dans cette partie, on s’intéresse au comportement asymptotique du modéle li-
néaire étudié au chapitre 4. On rappelle que dans ce cas n € N* et on suppose que
la fonction p est telle que p > 0.

5.2.1 Etude des estimations a priori sur |0, +oo[x ()

Théoréme 5.7.
Sous les conditions h € L*(0, +oo; L*(Q)) et £ =f; + 5 avec :
1- 3g € L*(0,+o0; L*(2)) tel que, pour presque tout t €]0,+oo[, Vv € V,

/Q (1) - vix = — /Q o(B)divvdsx,

2- £5(t,x) = f2(x) avec £, € L*(Q),
le couple (u,p) solution de (4.5) (ou (4.35) lorsque p = 0) vérifie :

u € L>(0,400,V), \/pdu € L*=(0,+00; L*(2)), didivu € L*(0,+00; L*()),
p € L>(0,+00; V) N L?(0,+00,V), dp € L*(0,+oo; L2()).

Démonstration.

On revient a ’étude de la suite approchée (w,,,pm,)men+ faite au lemme 4.1 en
utilisant qu’ici p > 0 et \* > 0 (& l'inverse de la situation choisie au lemme 4.1
ol p > 0 et A* > 0). On modifie donc le traitement des majorations des "seconds
membres" en reprenant les idées de la preuve du théoréme 5.1.

e A partir de I’égalité (4.10), la modification a apporter sur la majoration de SM

(cf. notation de la preuve du lemme 4.1, chapitre 4, paragraphe 4.2.1) est dans le

traitement de l’'intégrale (f - Opu,, + hpp,)dxdt. Pour cela, on utilise comme

0 Jo
pour le théoréme 5.1 les inégalités de Cauchy-Schwarz et Poincaré. On a :

S 1{2 —+o00 E S )
hppdxdt < — hdxdt + — |V D |Zdxdt.
0 Ja 2k Jo Q 2 J)o Ja

De plus, comme il existe g € L?(0, +oo; L?(€2)) tel que, pour presque tout ¢ €]0, +o0],
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Vvev, / fi(t) - vdx = —/ g(t)divvdx, il vient :
Q

/ / f1(t) - Opudxdt = / / (t)0ydivu,, dxdt

“+oo
< 5 / g2 dxdt + = / / |0, divu,,|*dxdt.

Enfin, comme f5(¢,x) = f(x) avec f, € L*(2), on peut écrire, comme au deuxiéme
point de la preuve du théoréme 5.1, que :

/05 [t st = [ 600 wato 2t~ [ 160 w1

<K / Va2 (s)dx + = / 1 (00) [P + |8l 26 [0l [22(cn
2 Jo 21 Jo

Grace a ces relations, on déduit de la majoration de SM que :

la suite (w,,)men+ est bornée dans L>°(0, +o0; V),

la suite (9;u,,)men- est bornée dans L>(0, +-o00; L?(Q)),

la suite (9;divu,,)men+ est bornée dans L?(0, +o0; L2(£2)),

la suite (P )men+ est bornée dans L*>°(0, +-o00; L*(Q2)) N L*(0, 400, V).

(5.16)

e Pour améliorer les propriétés sur p, il suffit de procéder comme dans la preuve du
théoréme 5.1, c’est-a-dire de multiplier dans (4.7) les équations en p,, pour 1 < j <
m, par p,,(t), de les intégrer de 0 & s, s €]0, +-00] et de les ajouter. Il vient ainsi :

B
/ /cg O |Pdxdt + = / (X)]meIQ(s)dx+§/ |Dm|?(s5)do =
I3

B S
= —/ E(x)|Vpom|2dx + 5 |p0m\ (s )d0+a/ /div@tumatpmdxdt
0o Jo

/ / hoyp,dxdt.

Il en résulte, grace a la propriété sur la suite (9;divu,,),en+ donnée par (5.16) et au
fait que h € L*(0, +oo; L*(2)), que :

{ la suite (P, )men+ est bornée dans L>(0, +o00; V), (5.17)

la suite (O;pm)men= est bornée dans L?(0, +oo; L%(9))

ce qui met fin & la démonstration du théoréme 5.7. [ |
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Théoréme 5.8.
Sous les conditions p = 0, h € L*(0,T; L*(Q)) et 3g € L*(0, +o0; L*(Q)) telle que,

pour presque tout t €]0, +oo[, Vv € V, / f(t) vdx = — / g(t)divvdx, u vérifie :
Q Q

u € L*(0,+o0; V).

Démonstration.

Comme dans la premiére partie de la preuve du théoréme 5.1, on multiplie dans

(4.35) les équations en u,, pour 1 < j < m par u;,(t). On obtient pour tout
€10, +ool,

/)\\* N s s
—/ |divum|2(s)dx+()\+ﬁ)/ /\dz’vum|2dxdt—i—ﬁ/ /|Vum|2dxdt
Q 0 Jo
//Aum u,,dodt = / /g(t)dwumdxdt+a/ /pmdivumdxdt
¢ Q 0 Ja

+= / *(x)|divugy, |*dx.
2 Ja

On utilise alors la majoration :

‘ // dwumdxdt—l—a/ /pmdwumdxdt’< —;—,u/ /]divum\zdxdt
0o Ja
ey A A

pour obtenir le résultat. [ |

5.2.2 Comportement a l'infini sous la condition p =0

Lemme 5.9.
Sous les conditions du théoréeme 5.8, le couple (u(t,-),p(t,-)) vérifie lorsque t —

+oo
u(t,-) — 0 dans V faible et L*(Q) fort,
p(t,") — 0 dans V faible et L*(2) fort.

Démonstration.

e Les propriétés p € L>(0,4+o00; V), p € L?(0,+00; V) et d;p € L?(0,+o0; L2(2))
permettent de prouver comme dans la démonstration du théoréme 5.4 que p(t,-) — 0
dans V faible (et donc dans L*(Q) fort).

e La propriété u € L>°(0,+00, V) permet de considérer une suite (¢,),en tendant
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vers +oo et w € V tels que u(t,,-) — w dans V faible.

La propriété u € L*(0, +o0o; V) permet de montrer que la suite (U,,),cn définie de la
méme fagon qu’en (5.4) converge vers 0 dans L?(] —1,1[; V) (cf. preuve du théoréme
5.4).

La propriété d;divu € L?(0, +o00; L?(£2)) permet de montrer que (divU),),cy converge
vers divw dans L*°(] — 1,1[; L?(Q)) faible * (cf. preuve du théoréme 5.4).

On en conclut que divw = 0. Or, d’aprés la propriété 4.6, comme pour chaque
n € N, (4.35) est vérifiée pour t =t,, on a :

Vv e H={v €V tels que divv = 0}, Vn € N, < u(t,),v >y v= / f(t)-vdx = 0.
Q

Donc lorsque n — 400, on obtient Yw € H, < w,v >y yv= 0. Comme w € H, il
vient w = 0. En conséquence, quand ¢t — +oo, u(t,-) — 0 dans V faible et L?(2)
fort. [ |

On peut déduire du lemme 5.9 le comportement asymptotique de (u, p) lorsque
h peut s’écrire de facon plus générale :

h = hy + hy, hy € L*(0, +00; L*(2)) et hy(t,x) = hao(x), hy € L*(Q).  (5.18)

et lorsque f vérifie I’hypothése du théoréme 5.7.

Théoréme 5.10.
Sous la condition p = 0, Uhypothése du théoréeme 5.7 sur £ et la condition (5.18) sur
h, le couple (u,p) vérifie lorsque t — +00,

u(t,-) — w dans V faible et L*(Q) fort,
p(t,-) — m dans V faible et L*(Q) fort

ot 7 est l'unique solution du probléeme :

TeV
_ (5.19)
Vq eV, kE(x)Vr-Vqdx+ B | mwqdo = | hogdx
Q ¢ Q

F2
et w est l'unique solution de l’équation variationnelle :

weV

Yo €V, /Q()\(x) + p(x))divwdivvdx + /Q,LL(X)VW ® Vvdx (5.20)

+ Aw - vdo =< X,V >viv
I
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ot X € V' est défini par : Vv € V,
<X, V>vrv= / fy - vdx + a/ wdivvdx.
Q Q

(En particulier, si ho =0, 1 = 0 et si (f5, he) = (0,0), (w,7) = (0,0).)

Démonstration.

L’existence et 'unicité de 7 solution de (5.19) ou de w solution de (5.20) est assurée
par le lemme de Lax-Milgram.

On considére le couple (u,p) défini pour presque tout s €]0, +oo[x€2 par :

u(s,x) =u(s,x) — w(x) et p(s,x) = p(s,x) — m(x).

Le couple (u, p) est solution sur |0, +0o[x{2 du systéme (4.35) ot le couple de termes
sources est (1, hy) et le couple de conditions initiales est (ug —w, po— 7). Les termes
sources et les données initiales vérifient les hypothéses du lemme 5.9. Le couple (u, p)
converge donc vers le couple (0,0) au sens défini dans le lemme, ce qui prouve le
théoréme 5.10. [ ]
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Chapitre 6

Conclusion et perspectives

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés aux aspects théoriques concernant
un modéle de Biot dans lequel la vitesse de filtration est négligeable. Le phénomeéne
est alors régi par un systéme d’équations hyperbolique-parabolique couplées dans
lequel I'équation hyperbolique peut étre non linéaire. En utilisant des techniques
variationnelles, nous avons établi des résultats d’existence et d’unicité sous des hy-
pothéses qui varient en fonction des valeurs prises par les paramétres physiques. Le
modéle non linéaire n’a été étudié qu’en dimension un d’espace tandis que le mo-
déle linéaire est analysé en multiD. Ces résultats ont été complétés par une étude
du comportement en temps long des solutions. Dans le cas non linéaire, la pression
tend toujours vers zéro tandis que le déplacement peut converger vers un état sta-
tionnaire que 1’on explicite en fonction des données. Dans le cas linéaire, on obtient
le méme type de résultats a ceci prés qu’on ne considére pas le systéme complet. Il
s’avére que les techniques que nous utilisons ne permettent pas de conclure dans le
cas du systéme complet. Nous avons envisagé d’utiliser la méthode des semi-groupes
mais nous nous sommes confrontés a un manque de régularité sur la pression qui
complique considérablement I’approche. On pourrait introduire la loi de Cattaneo a
la place de la loi de Darcy, comme cela est suggéré dans [49]. Mais le modéle n’est
alors physiquement admissible que dans le cas o A* = (. Le cas complet n’est donc
pas résolu. Aprés réflexion, il nous semble opportun d’étudier le modéle complet
dans une formulation en divergence et rotationnel. Ce genre de formulation pour-
rait étre plus riche en informations, & I'instar des résultats connus pour le probléme
de Stokes [1|. Cette idée est a rapprocher d’une autre piste qui consiste a chan-
ger d’inconnue dans le solide. A la place du déplacement u, on peut considérer sa
composante longitudinale ¢ = divu et sa composante transversale w = rotu. Ces
nouvelles inconnues apparaissent naturellement en appliquant les opérateurs diver-
gence et rotationnel aux équations. Le champ w est solution d’une équation d’ondes

127



128 Chapitre 6. Conclusion et perspectives

tandis que le couple (¢, p) vérifie un systéme couplé ou la premiére équation est de
type Sobolev-Galpern [39]. Ce genre de formulation est, peut-étre, mieux adapté
pour I’étude en temps long. Toutefois, il reste & comprendre comment, connaissant
divu et rotu, on peut reconstruire ’inconnue u.

Une suite de ce travail pourrait concerner la justification des conditions aux limites
utilisées. En effet, ces conditions sont liées a 'opérateur d’élasticité consolidé au
sens ol elles conduisent a une formulation variationnelle standard (symétrique et
coercitive). Pour I'instant de fagon formelle (toujours par manque de régularité), on
peut associer au systéme une fonctionnelle d’énergie qui est décroissante au cours
du temps. On retrouve donc une propriété qui a été analysée pour un systéme voisin
du modéle de Biot, le systéme de Maxwell [6]. Les conditions utilisées seraient-elles,
en fait, du type absorbant pour le modéle de Biot ?

Un autre point a développer serait de généraliser ’étude du modéle non linéaire au
cas multiD. Nous nous sommes, pour l'instant, heurtés & un manque de régularité.
Il serait aussi trés intéressant d’utiliser la théorie de Biot pour la propagation des
ondes dans un milieu poreux saturé. Cette théorie prédit I'existence de trois ondes
dans un solide perméable et poreux rempli de fluide : une onde de compression ra-
pide correspondant au mouvement fluide/solide en phase, une onde de compression
lente correspondant au mouvement fluide/solide déphasé et une onde de cisaillement
[19, 20, 25, 30, 38, 50]. Les ondes de compression étant irrotationnelles et I'onde de
cisaillement étant & divergence nulle, on s’orienterait vers une formulation en di-
vergence/rotationnel dans laquelle on ne négligerait plus la vitesse de filtration. On
obtiendrait ainsi deux équations hyperboliques couplées.

Enfin, il nous semble nécessaire de compléter ce travail par une étude numérique.
Citons les travaux de F. Gaspar et al. qui considérent le systéme quasi-statique dégé-
néré étudié dans [53] en dimension un [35] puis dans le cas radial [36]. En ce qui nous
concerne, nous envisageons d’utiliser le schéma développé par D. Aregba-Driollet et
al. qui s’applique au modéle complet non linéaire [2].
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Résumé :

La propagation d'ondes élastiques dans un milieu poreux saturé de fluide est un phénomeéne complexe
intervenant dans de nombreuses applications comme la prospection d'hydrocarbures. Ce phénomeéne est transcrit
au moyen d'un systéme couplé d'équations hyperbolique-parabolique dii a M. A. Biot d’inconnues u,
déplacement de la structure et p, pression du fluide.

La premicre équation décrit 1'évolution en temps de u tandis que la seconde est une équation de diffusion
obtenue en injectant la loi de Darcy dans la loi de conservation de la masse. Le couplage représente les effets dits
de consolidation dus aux interactions entre le fluide et la structure poreuse. Un terme de consolidation secondaire
peut intervenir dans la premiére équation et si on le néglige, le systéme obtenu correspond a un mode¢le utilisé en
thermoélasticité. Un autre cas limite du modele de Biot est le cas quasi-statique ou la densité de la structure est
négligeable. Enfin, un mod¢le non lin€aire peut s'obtenir en perturbant le potentiel d'élasticité linéaire par un
potentiel non linéaire représenté par un g-Laplacien.

On montre ici l'existence et l'unicité des solutions des mod¢les de Biot linéaire et non linéaire dans différents cas
variant en fonction des paramétres physiques. On utilise des méthodes d'approximation de Galerkin, des
techniques de régularisation et de pénalisation pour l'existence et des fonctions-test de Ladyzenskaja pour les
résultats d'unicité. On compare les modeles thermoélastique et quasi-statique au modeéle complet en estimant
dans chaque cas les taux de convergence en fonction des parameétres avant d'étudier le comportement en temps
long du modele.

Mots-Clés :
Milieu poreux, théorie de Biot, hyperbolique, parabolique, linéaire, non linéaire, méthodes variationnelles,
estimations d’erreur, comportement en temps long.

Mathematical analysis of diffusion models in a poroelastic medium
Abstract:

Wave propagation in fluid-saturated porous media is a complex phenomenon which occurs in various domains
like seismic imaging or petroleum engineering. It is described by a Biot model which couples the displacement
of the structure u with the fluid pressure p and the most complete system involves coupled equations which are
mixed hyperbolic-parabolic.

The first equation describes the evolution of the displacement of the structure while the evolution of the fluid is
related to a combination of the Darcy law with the fluid mass conservation. The coupling terms include the
pressure/deformation effects, also called consolidation effects, du to the interactions between the fluid and the
porous medium. A secondary consolidation term can also occur in the first equation. When it is neglected, the
model is the so-called linearized thermoelasticity system and p is then a temperature. Another interesting limit
case of the Biot model is when the structure density vanishes which is a quasi-static phenomenon. At last, a
nonlinear Biot model is obtained introducing a nonlinear potential with a g-Laplacian in the linear elasticity
potential.

Existence results are proved in several cases using the Galerkin approximation method or regularization and
penalization methods while Ladyzenskaja’s test-functions are used for the uniqueness. Moreover, it is proved
that the thermoelastic and the quasi-static systems are asymptotic models of the complete problem. We conclude
by studying the long time behavior of the solutions when secondary consolidation effects are considered.

Keywords:
Porous media, Biot theory, hyperbolic, parabolic, linear, nonlinear, variational methods, error estimates, long-

time behavior.



