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0.1 Introduction

Préambule :

Le propos de cette introduction est de définir ’esprit dans lequel nous avons
rédigé cette these. Nous avons voulu profiter de I'absence de contraintes de
longueur généralement imposées aux articles publiés par les différentes revues
pour détailler autant que possible nos démonstrations. Ainsi, avant de nous
lancer dans les détails souvent tres “techniques” de ces démonstrations, nous
avons tenté d’en expliciter les idées, les principes et les difficultés essentielles ;
ce que, la plupart du temps, on n’a malheureusement pas la place de faire dans
les articles soumis aux revues. Les idées, en particulier & la fin du chapitre 2,
sont parfois présentées de maniére heuristique. Le lecteur est également invité
a se reporter fréquemment au dernier appendice qui reprend nos principales
notations et conventions. Nous prions le lecteur de nous excuser de rallonger
ainsi le texte, mais notre but est de rendre notre travail aussi clair et lisible que
possible.

Nous reprenons également quelques démonstrations qui ne nous appar-
tiennent pas, bien que la encore, notre these s’en trouve rallongée. Notre but
est triple. Tout d’abord, nous avons voulu éviter au lecteur d’avoir & se reporter
trop fréquemment a différents articles pour suivre nos démonstrations et faire
en sorte que notre exposé soit aussi “complet” que possible. Ensuite, comme
nous venons de le dire, soumises aux contraintes imposées par les revues, ces
démonstrations sont souvent présentées avec tres peu de détails. Nous avons
cherché ici a les présenter de notre point de vue et avec plus de détails, a en ex-
pliquer les principes, dans le but de les mettre en valeur. Enfin, bien que peu de
modifications soient nécessaires, les résultats que nous utilisons n’apparaissent
pas, dans ces articles, dans le méme cadre et avec exactement nos hypotheses.
Nous n’avons pas voulu utiliser abruptement la formule “ca marche pareil” et
risquer ainsi de donner I'impression d’occulter quelques difficultés. Nous nous
sommes efforcés d’indiquer clairement quelles étaient ces démonstrations, qui
étaient leurs auteurs et quelles modifications avaient été nécessaires a notre
travail.

Nous espérons que, rédigée dans cet esprit, notre these sera agréable a lire.

Voici, dans le détail, les différents chapitres :

Chapitre 1 : Définitions et énoncé des résultats : Nous donnons les
définitions et les théoremes démontrés dans cette these. Ici encore nous avons
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choisi un mode de présentation un peu particulier. Plutét que de donner di-
rectement la définition la plus générale possible des fonctions critiques, nous
montrons comment, au fur et a mesure de I'obtention de nos résultats, nous
avons fait évoluer la définition initialement donnée par E. Hebey et M. Vau-
gon pour ’étude des meilleures constantes dans les inégalités de Sobolev, vers
celle de "triplet critique” pour mettre en valeur la puissance de ce concept dans
I’étude des EDP qui nous intéressent. La présentation de ce chapitre est donc
plus chronologique que synthétique.

Chapitre 2 : Trois outils fondamentaux : le point de concentra-
tion, le changement d’echelle, le processus d’itération. Principe des
démonstrations. Ces trois outils sont & la base des méthodes utilisées pour
Pétude des phénomenes de concentration (comme le nom du premier 'indique).
Leur présentation, dans les articles sur le sujet, est malheureusement souvent
noyée au milieu des démonstrations. Nous avons voulu isoler la définition de
ces outils maintenant classiques pour les mettre en valeur et pour rendre les
démonstrations plus lisibles. Nous présentons également a la fin de ce chapitre
le principe des principales démonstrations.

Chapitre 3 : Existence de Fonctions Extrémales, Seconde Inégalité
Fondamentale. C’est le coeur de notre travail. Dans une premieére partie,
nous exposons les résultats sur les phénomenes de concentration valables pour
une famille générale d’EDP. Ils sont issus du travail de plusieurs auteurs, et
présentés selon le principe que nous avons exposé en préambule. Vient ensuite
une méthode que nous développons pour obtenir la “seconde inégalité fonda-
mentale” et qui permet d’aboutir au principal théoreme.

Chapitre 4 : Triplet Critique 1 : Existence de Fonctions Critiques. Notre
travail portant sur les fonctions critiques, il est utile de montrer qu’il en existe !

Chapitre 5 : Triplet Critique 2 : Suivant la définition donnée d’un triplet
critique, nous regardons ce que ’on peut dire lorsque la métrique varie dans une
classe conforme.

Chapitre 6 : Triplet Critique 3 : Le dernier probleme lié & 'existence des
triplets critiques est abordé. C’est une partie trés importante de notre travail,
et bien que plus courte, les résultats n’y sont obtenus que grace a la méthode
développée dans le chapitre 3.

Chapitre 7 : La dimension 3. Les précédents chapitres portent sur 1’étude
d’EDP sur des variétés de dimension au moins 4. La dimension 3 est a part, elle
est étudiée dans ce chapitre.

Chapitre 8 : Remarques sur le cas limite et le cas dégénéré. Quelques
remarques (et regrets?) sont proposées sur le possible affaiblissement des hy-
potheses faites dans les chapitres précédents. Quelques questions liées a ce travail
auxquelles nous aimerions répondre dans ’avenir sont exposées.

Appendice A : Démonstration des propriétés élémentaires des fonc-
tions critiques citées au chapitre 1. Reportées ici pour une plus grande
lisibilité du premier chapitre.

Appendice B : Construction d’une fonction de Green. Nous nous ser-
vons de cette notion, mais bien que souvent citée, n’ayant pas pu trouver de
références précises, nous en donnons une construction rapide.

Appendice C : Limite de C;/ [ u. Il s’agit d’une limite apparaissant au cha-
pitre 3. Son calcul est issu d’un article de Z. Djadli et O. Druet. Conformément
a notre principe nous avons voulu l'inclure car, dans ’article de Djadli et Druet,
elle n’est pas calculée avec exactement nos hypotheéses. Néanmoins le calcul étant
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assez long, nous ’avons reporté en appendice pour ne pas interrompre le cours
de notre démonstration.

Appendice D : Notations et Conventions. En espérant que cela aide le
lecteur a s’y retrouver.



Chapitre 1

Définitions et énoncés des
résultats.

Au commencement était le probleme de Yamabe :

Probleme de Yamabe : Etant donnée une variété Riemannienne com-
pacte (M, g) de dimension n > 3, existe-t-il une métrique conforme a g dont la
courbure scalaire est constante.

Résoudre ce probleme revient a prouver ’existence d’une solution u > 0 de
I’équation aux dérivées partielles :

n—2 n42
—2

4(n—1)

Agu +

ou Sg est la courbure scalaire de g. Nous proposons dans cette introduction
un aper¢u (pas forcément chronologique et subjectivement orienté vers nos
probleémes) des développements qui suivirent I’énoncé de ce probléme, dans le
but de définir la notion de fonction critique introduite par E. Hebey et M.
Vaugon [20].

Le probleme de Yamabe langa ’étude d’EDP non linéaires sur des variétés
Riemanniennes compactes de la forme :

(Eh:ﬁg) : Agu + hu = fu%

ou Agu = —ViV;u est le laplacien riemannien de la variété riemannienne com-
pacte (M, g) de dimension n > 3 et de métrique g , et ou h, f € C°(M) sont
des fonctions données, I'inconnue étant u, que 'on cherche en général stricte-
ment positive. Par exemple, le cas h = 4(’;7’_21)5% correspond aux problémes de

. . . _4 o
courbure scalaire prescrite : en effet, si g’ = u=-2.g est une métrique conforme

a g, les coubures scalaires sont reliées par 1’équation :

n—2 n—2 n42
75 . :75 ruUn—2
An—1)7E" T 4 1)

Agu +

Chercher une métrique conforme a g dont f soit la courbure scalaire revient
donc & chercher une solution « > 0 de (Ej, fq) avec h = 4(’;7’_21)51;. Le probleme

de Yamabe est un cas particulier ou f est une constante.

6
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Dans I’étude de ces équations, on utilise bien str les espaces de Sobolev, et
T.Aubin [2] mit en évidence un lien fondamental entre 1’équation (Ej fg) et la
notion de meilleure constante dans les inclusions de Sobolev. Notons HZ(M)
I'espace de Sobolev des fonctions L?(M) dont le gradient est également dans
L?(M). L'inclusion continue de Hf (M) dans L* (M), ot 2* = -2 est I'expo-
sant critique pour les inclusions de HZ(M) dans LP(M) (compacte pour p < 2*
et seulement continue pour p = 2*), se traduit par l’existence de deux constantes
A et B telles que pour toute u € HZ(M) :

n—

n=2
(/ |u|% dvg> < A/ |Vu|; dvg +B/ u?dvg (1.1)
M M M

On définit la meilleure premiere constante comme 'inf. des A telle qu’il existe
B > 0 avec (1.1) vraie. Sa valeur est connue :

A=Km2P=—

n(n — 2)wy

ou wy, est le volume de la sphére unité de dimension n, et cet inf. est atteint
[19]. On prend alors By(g) I'inf. des B tel que (1.1) soit vraie avec cette valeur
de A; on montre que By(g) < 400 [17]. L’inégalité :

n—2
</ u|f"zdug> SK(n,2)2/ |vu|§dvg+30(g)/ Py (1.2)
M M M

est alors optimale en ce sens que les deux constantes ne peuvent plus étre di-
minuées. Si la meilleure premiere constante A est connue et est indépendante
de la variété (M,g), en revanche By(g), comme la notation I'indique, dépend
de la géométrie et sa recherche est difficile; cela fait I’'objet de plusieurs articles
et c’est dans ce but qu’ont été introduites les fonctions critiques par E.Hebey
et M.Vaugon [20].(Quand il n’y aura pas d’ambiguité, nous noterons ces deux
constantes K et By.)

L’objectif de notre travail est I’'étude de l’existence de solutions strictement
positives aux équations (Ep 5g) Ngu + hu = fu% dans les cas limites nor-
malement non résolus par les méthodes variationnelles. Les fonctions critiques
(h et f) apparaitront dans notre travail comme provenant de ces cas “limites”,
et c’est donc ces fonctions que nous étudierons.

Nous allons rappeler les bases de ces méthodes, ce qui mettra en évidence
le lien entre I'équation (Ej, f ) et I'inclusion de Sobolev (1.2), et nous amenera
naturellement & la définition des fonctions critiques. Notons que grace & la com-
pacité de Pinclusion de HZ(M) dans LP(M) pour p < 2*, les méthodes varia-
tionnelles et les théories elliptiques donnent rapidement ’existence de solutions
u > 0 & équation Agu+ hu = fuP~™!; le cas p = 2* est donc déja en lui-méme
un cas limite (trés peu de choses sont connues pour p > 2* sans hypotheéses
supplémentaires [20]).

L’étude des équations du type (Eh g) par les méthodes variationnelles
ameéne & considérer la fonctionnelle définie sur HZ (M) :

I g(w) = /M Vw2 dvg + /M hav?dvg
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et le minimum de cette fonctionnelle :
A = inf Ijo(w
nte = f Ing(w)
sur ’ensemble

= dvg = 1}.

Hy = {we H%(M)//Mﬂw

En effet, I’équation d’Euler associée au probléeme de minimisation de cette fonc-
tionnelle a I'aide d’une fonction u telle que

Ing(u) = inf T g(u)

est exactement
n42

(Eh,f,g) : Agu + hu = Ah,f,g-f-u"_z

oll \p, f.g apparait comme une constante de normalisation liée & la condition

/ f|u|”2fnz dvg = 1.
M

Il est parfois utile d’utiliser la fonctionnelle

/ Vw2 dv + [y how?dv
Jh7.f,g(w): = B2 = n—2 £

(fo|w|%dUg) !

et la partie de HZ(M) pour laquelle elle est définie

= dvg > 0}.

Hf = {we B0/ [ flo
M
On considere alors le probleme de minimisation par une fonction u telle que

Jnpe(u) = inf Jp g o(w),
wEH;V

I’équation d’Euler associée étant identique, mais sans constante de normalisa-
tion. La fonctionnelle J présente (parfois) 'avantage d’étre homogene au sens
ol Jp pg(c.w) = Jp 5g(w) pour toute constante c. On voit donc que

inf 7, = inf J =A
wlean he (W) me? hfg(w) h.f.g

Cette fonctionnelle J a la particularité, lorsque h = 4(7;7:21)5@ d’étre invariante
par changement de métrique conforme ; elle est donc particulierement utile dans
I’étude des problemes de courbure scalaire prescrite. Nous utiliserons la plupart

du temps I, g et Hy, mais pour certains problemes, Jj ;o s’averera commode
2n_
lorsqu’on voudra s’affranchir de la contrainte [,, f |u|"~> dvg = 1.
Les meilleures constantes des inclusions de Sobolev apparurent lorsque
T.Aubin [2] montra dans 1’étude du probleme de Yamabe, ou h = 4&7__21)Sg
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et f est une constante, que 1’équation admettait une solution u > 0, ce qui
résolvait le probleme, si on avait :

)\ n—2 Sg,lg < K(n,2)72

I(n—1)

Plus précisément, cette condition permet d’éviter d’aboutir par les méthodes
variationnelles & une solution identiquement nulle. T. Aubin montra ensuite
plus généralement que pour toutes fonctions h, f € C°(M) on a :

1

isg <

"8 = K (n,2)(Supf)
M

-2
n

et que, si 'inégalité est stricte, alors il existe une solution u > 0 & (E}, s ¢) qui de
plus réalise I'inf. de la fonctionnelle I}, f & sur Hy. Ceci montre déja I'importance
de K(n,2) dans I’étude des équations (Ep f.g)-

Ce résultat de T. Aubin est le point de départ de tout ce qui suit.
Il permet a partir des méthodes variationnelles de montrer 1’existence
de solutions sous I’hypothese

n—2

>\h,f,g < K(TL, 2)72<S]\1jpf)7 w .

Notre travail porte essentiellement sur le probleme de l’existence de
solutions dans le cas limite :

n—2
0
)

Ah,1.g = K(n, 2)*2(5;;1#)7 g

probléme normalement non résolu par les méthodes variationnelles;
c’est pour cette étude que nous allons introduire les fonctions cri-
tiques.

Une question naturelle concernant (1.2) est DPexistence de fonctions
extrémales u, c’est & dire réalisant 1’égalité dans (1.2). On montre alors par
les théories elliptiques standard que s’il en existe, u est C*° et que u < 0 ou
u > 0; attention, ce cas ne correspond plus au théoreme de T. Aubin car ici
An.fg = ———————. Quitte & remplacer u par —u et & une constante

K(n,2)2(Supf) =

multiplicative pres on a alors :

Bo(g) 1 onae 2n
Agu + K(n,2)2u = K(n,2)2un72 sur M, et /Munf2 dvg = 1.

Ceci montre dans I’autre sens le lien entre (1.2) et (Ej s g) - (Une autre facon
d’apercevoir ce lien qui vaut d’étre mentionné est de multiplier I’équation ci-
dessus par u et d’intégrer sur M, on obtient alors I’égalité dans (1.2) ). On notera
souvent 2* = ngfé , remarquons alors que 2* —1 = % Cela suggere également
que la recherche d’informations sur By(g) ameéne a étudier ces équations.

Ces rappels ont pour but de justifier maintenant 'introduction de la notion
de fonction critique. Reprenons d’abord précisément les données intervenant
dans I'étude des équations (Ep, rg) :

Données : On considére une variété riemannienne compacte (M, g) de di-
mension n > 3. Soit f : M — R une fonction C*° fizée telle que ZWA?JC f > 0.Soit
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aussi h € C°°(M) avec I'hypothése supplémentaire que l'opérateur Ag + h est
coercif si f change de signe sur M. Notons que nous ne cherchons pas ici les hy-
potheses de régularité minimales pour h et f, la continuité étant généralement
suffisante dans la plupart des résultats que nous présentons; dans tout notre
travail nous supposerons que h et f sont C'*°.

On considere I'équation (Ej, ;) : Agu+ hau = fuLt; .

Convention : Nous garderons ces “notations” : g,g’,g:,g,etc... pour
les métriques (en gras g pour les distinguer plus clairement des fonctions);
h,h' hs,ete... pour les fonctions du premier membre définissant 1’opérateur
Ng + by f,f', fi,ete... pour celles du second membre; et u,uy, etc pour les
fonctions inconnues et les solutions de (£}, ;).

On s’intéresse aux solutions minimisantes de E;l,ﬁg : on dira que u € H? (M)
est minimisante (ou extrémale) pour (E;L r.g) (ou par abus de langage, minimi-
sante pour h) si pour la fonctionnelle

Ih,g(w):.rh(w):/ |vw|§dug+/ hav?dvg
M M

on a

Ih,g(u) = wienﬁf‘[h’g(w) = )\h,f,g = )\h

Hy = {w eH%(M)//Mﬂw\%dvg ~ 1},

Alors, quitte a la multiplier par une constante, u est C°°, strictement positive,
et est solution de :
n+2

(En) = (Ens) = (BEng): Dguthau = A,.f.un—2 avec en plus fu%dvg =1
M

On sait, d’apres le théoreme de Th. Aubin dont nous avons parlé plus haut,

qu’on a toujours
1

Motg < —
"8 = K (n,2)2(Supf) =
M

A partir de ces rappels, nous allons maintenant donner trois définitions
équivalentes des fonctions critiques :

Définition 1. Awec les notations précédentes :

— h est faiblement critique pour f et g si A\p fg = L

K (n,2)2(Supf) =
1 M
— h est sous-critique pour f et g si A < ——-
que pour J L8 St S e sy
M
— h est critique pour f et g si h est faiblement critique et si pour toute
fonction continue k < h, k # h, telle que Ag + k est coercif, k est sous-

critique.

Le théoreme de Th. Aubin rappelé plus haut permet d’obtenir une définition
équivalente : d’apres ce théoréeme, si h est sous-critique, (E}, f¢) a une solution
minimisante. On remarque alors que si h est faiblement critique et a une solution
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minimisante u , h est critique. En effet, dans ce cas, puisque u > 0, pour toute
fonction continue k < h, k # h, on a

1
K(n,2)2(Sﬁpf)"T_2

Ty g(u) < Ing(u) =

donc k est sous-critique. Par conséquent, si h est critique, pour toute fonction
k' > h, k' # h, (Fx/) ne peut pas avoir de solution minimisante, sinon &’ serait
faiblement critique avec une solution minimisante, donc critique et alors h serait
sous-critique.

D’ou la définition équivalente a la précédente :

Définition 2. h est une fonction critique pour f et g si :

— pour toute fonction continue k < h, k # h, telle que ANg + k est coercif
(ce qui est le cas dés que k est assez proche de h dans C°), (Ey) a une
solution minimisante,

— pour toute fonction continue k' > h, k' # h ,(Ey) n'a pas de solution
minimisante.

Les fonctions critiques sont donc introduites comme séparant les
fonctions donnant une équation qui admet des solutions minimisantes
et les fonctions donnant une équation qui ne peut en avoir. L’objectif
de ce travail est donc d’utiliser la notion de fonction critique pour
étudier I’existence de solutions minimisantes aux équations (Ej ;¢).
En particulier, un probléme central sera 1’existence de solutions mini-
misantes pour les équations “critiques”, c’est-a-dire définies par une
fonction critique.

Faisons quelques remarques simples sur les fonctions critiques (voir appen-
dice A) :

L'opérateur Ag + h est forcément coercif pour h € CO(M) si A\p e =

B f > 0 sur M. Indépendamment, si Ag + h est coercif,
K (n,2)2(Supf) =
M

toute fonction & continue assez proche de h dans CY(M) est telle que Ag + k
est coercif. (voir appendice A).

Si h est critique, nécessairement il existe z € M tel que h(z) > 0 (il suffit
de tester la fonction 1).

On doit dire critique pour f et pour la métrique g, car g intervient fonda-
mentalement dans le laplacien Ag. Nous sous-entendrons f et/ou g quand il n’y
aura pas d’ambiguité.

On voit sur cette définition que se pose naturellement et fondamentalement
le probleme de I’existence de solutions minimisantes pour les fonctions critiques ;
ce sera l'objet de notre premier théoreme.

Enfin, on peut présenter la premiére définition d’une autre maniere :

Définition 3. On dira que h est critique pour f et g si on a

Yu € HY (M) : (/ fu|"232dvg) ' < K(n,2)? Supf / |Vu| dvg—|—/ h.u?dvg)
M

et si cette proposition n’est plus vraie pour toute fonction continue k < h, k # h
mise a la place de h.



12 Définitions et résultats.

C’est cette vision qui conduisit E. Hebey et M. Vaugon a introduire la no-
tion de fonction critique dans 1’étude de la meilleure seconde constante; en
effet, d’aprés cette définition, on peut voir les fonctions critiques comme les
“meilleures fonctions”, au lieu des meilleures constantes, dans l'inégalité ci-
dessus. On voit 1a aussi que la recherche d’information sur By(g) ameéne a étudier
les équations (Ej, yg).

Dailleurs, Bo(g)K(n,2)”2? est un exemple fondamental. En effet, par
définition By(g)K (n,2)~2 est toujours une fonction (constante) faiblement cri-
tique pour toute fonction f et toute métrique g. Si de plus f =1, si (M, g) n’est
pas conformément difféomorphe a la sphere standard et est telle que Sg = cste,
alors Bo(g)K (n,2)~2 est une fonction critique, c’est la plus petite fonction cri-
tique constante ; on le montre simplement (Voir Appendice A), mais en utilisant
deux tres gros théoremes, le théoreme de Yamabe (!), et le théoréme suivant de
Z.Djadli et O. Druet, issu d’un article qui sera fondamental pour nous dans la
suite [9]. Notons d’abord qu’il est connu [7] que :

n—2

By(g) > max(m

K (n,2)° maxSg, Volg (M)~ =) (1.3)

Z.Djadli et O.Druet ont montré alors que I'une des deux assertions suivantes
devait étre vraie sidimM =n >4 :

a/ Bo(g) = ﬁK(nJ)Qmﬁng

b/ (1.2) possede des fonctions extrémales.

D’autres questions se sont alors posées naturellement :

— peut-on avoir a/ sans b/ ?

— peut-on avoir b/ sans a/?

— peut-on avoir a/ et b/ simultanément ?

E. Hebey et M. Vaugon [20] ont introduit les fonctions critiques pour
répondre a ces questions. Notre but est d’utiliser cette notion, en ’adaptant,
pour ’étude des équations Ej, 7 ¢.

Il est trés important de remarquer la propriété suivante des fonctions cri-
tiques : elles se transforment dans les changements de métrique conformes
exactement comme la courbure scalaire. En effet, soit u € C°(M), u > 0 et

—4_ P N .
g’ = un—2g une métrique conforme & g. Un calcul montre que si on pose
Agu + h.u nt2

——— Cest & dire Agu + hou = h'.un—2
un—2

B =

on a pour toute fonction w € H (M) :

1

Ih,g(w> = Ih/,g/ (’UJ7 ’LU)

* 2*
/f|w\2 dvg:/ f‘fl dvg .
M M U

De plus Ag + h est coercif si, et seulement si, Ag +h' est coercif. Ceci implique
que h est critique pour f et g si, et seulement si, la fonction

et

Agu+ h.u

n+2
un—2

h' =
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est critique pour f et g’ = =z g. Ou d’une autre maniere, b’ est critique pour
4
f et g’ =un—2g si et seulement si la fonction
Agu
u

4
h=hur—2 —

est critique pour f et g. Enfin, w est une solution minimisante pour Ej, ¢ ¢ si,
et seulement si, 7> est une solution minimisante pour Ej/ f¢. Voir I’Appendice
A pour les détails.

Revenons a I’évaluation de inf+Jh (w) := Ap,f,g - T. Aubin introduisit dans
weH;

la fonctionnelle J, ¢ ¢ les fonctions tests vy suivantes :

wk(Q)_{ (%4’7’2)7%72 *(%4’52)7%72 SiT<6

0 sir>46

ot : § < injM (le rayon d’injectivité de M), P € M est un point fixé, k € N*,
et ott 'on note 7 = dg (P, Q). Lorsque P est un point ot f est maximum sur M,
le calcul donne :

Sin>4:
Ih.s.g(Vr) =
1 4(n—1) n—4 Dgf(P)) 1 1
T {1+ by (MSRR(P) - Sg(P) + 25250 ) 1) 4 o)
Et si n=4:
— 1 log k 1
Inpg(n) = ——L—— {1+ (6h(P) - 55(P)) 55 } +o(})

K(n,2)?(Supf)2
M

On en déduit :
Proposition 1 :
si h est faiblement C'rztzque (donc en particulier si h est critique) pour f

et g, comme Ap fg = —,2, nécessairement, si P est un point ou f
K(n,2)2(Sﬁpf) n

est maximum sur M, on a :

Sin>4 :

=) = sy(p) - mp el

Sin=4:6h(P) > Sg(P)

Remarque : si f = cste cela signifie que sur tout M on a (:_721)h > Sg.

Nous allons maintenant donner les théoréemes prouvés dans notre travail.

Le premier résultat concerne ’existence de solutions minimisantes pour les
fonctions critiques ; comme nous ’avons vu dans leur deuxieme définition, elles
sont en effet “entre” les fonctions qui ont des solutions minimisantes et les fonc-
tions qui n’ont pas de telles solutions. Cette existence arrive comme corollaire
d’un résultat plus général qui nous sera extrémement utile pour la suite, et
dont la démonstration est au coeur de notre travail. Les outils, I'idée et les dif-
ficultés de cette démonstration seront présentés au chapitre 2, la démonstration
elle-méme faisant ’objet du chapitre 3. Nous ferons dans les chapitre 3 & 6 une
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hypothese supplémentaire fondamentale sur f et nous considererons des variétés
(M, g) de dimension superieure ou égale a 4.
Hypotheéses (H) : On suppose que le Hessien de la fonction f: M — R,
telle que Supf > 0, est non dégénéré en chaque point de maximum de f. En
M

outre, les fonctions h considérées sont telles que Ag+h est coercif et l'on suppose
dim M > 4. On parlera des hypothéses (Hy) pour désigner celles concernant la
fonction f.

Théoréme 1’ :

Si h est critique pour f et g, (h, f et g vérifiant (H)), et si en tout point
P ou f est mazimum sur M on a : %h(P) > Sg(P) — %‘*A}%(flﬁf) alors il
existe une solution minimisante pour h, ¢’est & dire minimisante pour (Ep, 7 o).

autrement dit, pour reprendre la formulation du théoreme de Djadli-Druet :

Théoréme 1” :

Si h est critique pour f et g, (h, f et g vérifiant (H)), l'une des deux
assertions suivantes est vraie :

— il existe un point P ou f est mazimum sur M tel que %h(P) =

e A f(P
Se(P) — 254 g(f}g))

!
= (BL) = (B} ;g): Dguthu= fun%2 a une solution minimisante.

Ce théoreme sera en fait une conséquence immédiate du résultat suivant, plus
général mais moins parlant. Il suffit de prendre dans ce théoreme la suite hy =
h —t pour t .~ 0, ces fonctions étant sous-critiques par définition, pour obtenir

le théoreme 1’ (ou 17).

Théoréme 1. Avec Uhypothése (H), soit h une fonction faiblement critique

pour [ et g. Si %h(lj) > Sg(P) — "774&‘]%{;5) en tout point P ou f est
mazimum sur M et s’ il existe une famille de fonctions (hy), hy S h, hy sous-

critiqgue pour tout t dans un voisinage de tg € R, telle que hy o h dans C%¢
—to

alors il existe une solution minimisante pour h (i.e. pour (Ey g)) et donc h est
critique pour f et g.

E.Hebey et M.Vaugon, dans le cadre de leur étude sur By(g), ont montré ce
théoréme dans le cas ou f = cste = 1, la condition étant alors que %h > Sg
sur toute la variété. La démonstration de notre théoreme commence de la méme
maniére et en particulier s’appuie sur article de Z. Djadli et O. Druet [9],
mais la présence d’une fonction f non constante fait apparaitre de nouvelles
difficultés dans I’étude de ce qu’on appelle les phénomenes de concentration,
présentés au chapitre 2. De plus la méthode développée pour surmonter cette
difficulté apporte des éléments nouveaux sur ces phénomenes de concentration
et semble pouvoir s’appliquer a d’autres questions similaires : voir Zoé Faget
[15]. La démonstration fera I’objet du chapitre 3.

La question suivante, naturelle, consiste bien str a savoir s’il existe des
fonctions critiques! La réponse, affirmative, s’obtient comme corollaire du
théoreme 1 ci-dessus :
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Théoréme 2. Etant données la variété (M, g) et la fonction f, vérifiant (H),
il existe une infinité de fonctions critiques h pour f et g , qui vérifient, en tout
point P ou f est mazimum sur M, %h(}’) > Sg(P) — 52 A}%(f;f) . Ces
fonctions critiques ont des fonctions extrémales.

Il sera de plus montré que si || a Jdvg > 0, il existe des fonctions critiques
strictement positives, ce qui aura son importance pour la suite.

Ces théoremes furent les premiers de notre travail. Ils nous amenerent a
adopter une vision un peu différente des fonctions critiques pour mettre en valeur
leur intérét dans 1’étude des équations (Ej f,g). Tout d’abord, on constate que
dans I’équation (E;z,f,g) : Aguthou = f.u%;, il y a trois données fondamentales
que 'on peut faire varier : les fonctions h et f, et la métrique g (dans la classe des
métriques qui lui sont conformes) ; remarquons que h et g définissent 1’opérateur
Ag + h. Notons en effet que si I'on change g en une métrique g’ qui lui est
conforme, par la régle de transformation du laplacien conforme, 1’équation se
transforme en une autre exactement de méme type : Agu+ h'.u = f’.u%.
Il sera alors intéressant de parler de triplet critique en adoptant la définition
suivante :

(h, f,g) est un triplet critique si h est critique pour f et g.

De maniere analogue on parlera de triplet sous-critique ou faiblement cri-
tique. On dira par ailleurs que le triplet (h, f,g) a des solutions minimisantes
si Pequation (E}, fg) a des solutions minimisantes. La question que nous nous
poserons sera alors la suivante : étant fixées deux des données du triplet, peut-on
trouver la troisieme pour obtenir un triplet critique. Nous montrerons que cela
est en effet possible, ce qui montrera a posterior: que fixer une des trois données
et chercher les deux autres pour obtenir un triplet critique est aussi possible, ce
qui n’est pas évident & priori. Ainsi par exemple, le probleme de 'existence de
fonctions critiques revient a se fixer la fonction f et la métrique g et a chercher
h pour que (h, f,g) soit un triplet critique. Nous nous poserons alors les deux
autres questions possibles, en fixant d’abord les fonctions h et f et en cherchant
la métrique g, puis en fixant la fonction h et la métrique g et en cherchant la
fonction f.

Nous obtenons des réponses completes, sous la forme des deux théorémes
suivants :

Théoréme 3. Soient données la variété (M,g) et deux fonctions h' et f
vérifiant les hypotheéses (H). Alors il existe une métrique g conforme d g
telle que (B, f,g') soit un triplet critique, ou, pour reprendre la présentation
premiére, il existe une métrique g conforme a g telle que h' soit critique pour
fetg. Deplus (W, f,g') a des solutions minimisantes.

Ce théoreme a été montré par E. Humbert et M. Vaugon dans le cas f =
cste = 1. Leur démonstration (chapitre 5) passe dans notre cadre plus général
une fois prouvé que I'on peut supposer 'existence d’une fonction h > 0 critique
pour f et g, résultat que nous avons cité plus haut avec I’existence de fonctions
critiques et qui sera montré dans le chapitre correspondant.

Enfin, la derniére question nous ameéne au résultat suivant. Nous avons
besoin pour ce théoreme d’augmenter un peu la dimension de la variété :
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Théoréme 4. Soient données la variété (M,g), dim M > 5, et une fonction h
telle que Uopérateur Ng+h soit coercif. Alors, il existe une fonction f (vérifiant
(Hy)) telle que (h, f,g) soit critique avec des solutions minimisantes, si et seule-
ment si (h,1,8) est sous-critique (ou 1 est la fonction constante 1).

La démonstration, assez difficile et s’appuyant sur le principe développé
au chapitre 3, se fait en deux parties et apporte quelques résultats in-
termédiaires intéressants. En particulier elle nous amena a quelques remarques
supplémentaires sur la notion de fonction critique.

Tout d’abord, on voit sur les définitions (en utilisant par exemple la fonc-
tionnelle J) que si h est critique pour une fonction f, h est critique pour c.f
pour toute constante ¢ > 0. Il en va de méme dans le cas ou h est sous-critique
ou faiblement critique. Il serait donc plus naturel de dire que h est critique
pour la “classe” de f, notée [f], ou [f] = {c.f/c > 0}, et de considérer des
triplets (h, [f],g). Ainsi, par exemple, dans toute “classe” on peut choisir un
représentant tel que Supf = 1; et pour comparer des triplets (h, f, g) et (h, [/, )
entre eux, il faut supposer que Supf = Supf’. Par ailleurs on remarque que la
valeur de A]%(flﬁf) est constante sur une classe [f].

Dans la démonstration de ce dernier théoréme, nous avons été amené a faire
“varier” la fonction f du second membre des équations (Ej, s g). Cela suggéra
une autre définition possible des fonctions critiques :

Définition 4. Soient données la variété (M, g), dim M > 3, et une fonction h
telle que Uopérateur ANg+h soit coercif. On considére une fonction f € C*°(M),
telle que Supf > 0. On dira que f est critique pour h si :

—a/: A = L =
/i Mt K (n,2)2(Supf) " n
M

- b/ : pour toute fonction f' telle que Supf = Supf’ et f' = f,
Anf'g < -

n—2
K(n,2)2(Supf’) n
M

— Remarque : si Supf = Supf' et f' < A frg = L —
q pf pf' et [ f, Angg PRSP
M

puisque Jp, pr g(w) = Jp, r.e(w) pour toute fonction w.

D’aprés ce que nous avons dit juste avant, il faut bien comparer dans cette
définition des fonctions de méme Sup; ce sont en fait les classes [f] et [f'] qui
importent, et 13 aussi on doit dire que c’est [f] qui est critique pour h. Il est
alors naturel de poser la question suivante :

f est-elle critique pour h si, et seulement si, h est critique pour f7?

Cette question semble assez difficile. Rappelons que dans les deux cas on a
toujours en tout point P ou f est maximum sur M : %h(P) > Sg(P) —

n—4 Bg f(P)
2 f(P) 7’ N .
Nous obtenons le théoréme suivant :

Théoréme 5. Soient données la variété (M,g), dim M > 5, et une fonction h
telle que Uopérateur Ng+h soit coercif. On considére une fonction f € C*°(M),
telle que Supf > 0 et vérifiant (Hy). On suppose de plus qu’en tout point P ou

| est mazimum sur M : %h(F) > Sg(P)— 252 A;'(f;f). Alors f est critique

pour h si, et seulement si, h est critique pour f .
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Ce théoreme s’obtient comme conséquence rapide de la démonstration du
chapitre 6, mais il semble difficile & obtenir sans le travail des chapitres 3 et 6.

Illustrons ces derniers résultats avec quelques exemples.

Une des applications tres importante des équations (Ep fg) est I'étude des
courbures scalaires possibles dans une classe conforme : étant données une
variété (M, g) et une fonction f € C°(M), f est-elle la courbure scalaire d’une
métrique conforme & g7 Les théorémes de Th. Aubin montrent que si f est
sous-critique pour Sg alors f est une courbure scalaire. Le théoreme 4 appliqué
ah= 4&7:21)5% montre que

Sur une variété (M, g) non conformément difféomorphe a la sphere, il existe
des courbures scalaires de métriques conformes a g qui sont seulement faible-
ment critiques, puisque critiques.

Il serait intéressant de caractériser ces métriques critiques.

Une des conséquences de l'article de E. Hebey et M. Vaugon [20] est qu’il
existe beaucoup de variétés (M, g), dim M > 4 qui n’ont pas de fonction critique
constante pour f = 1. En appliquant le théoreme 4 a toute h = cste = ¢ <
Bo(g)K(n,2)~2 on voit que sur toute variété il existe des fonctions f pour
lesquelles ¢ sera critique. Par contre étant données (M, g) et f, nous ne savons
pas affirmer I'existence de fonctions critiques constantes.

Le chapitre 6 traite de la dimension 3. Il faut en effet remarquer que
toute 'étude précédente portait sur des variétés de dimension > 4. De
plus la dimension 4 elle-méme présente une particularité puisque le terme
%‘4 Af(f;f) disparait. D’ailleurs, bien que les théoremes restent valables pour
dim M = 4, le résultat fondamental que nous obtenons sur les phénomeénes de
concentration, présenté au chapitre suivant, n’est valable que pour dim M > 5.
Le cas de la dimension 3 est, lui, radicalement différent et sera présenté au cha-
pitre 6. O. Druet [10] a traité le cas f = cste = 1. L’introduction d’une fonction
non constante n’apporte ici pas de difficultés, nous reprendrons donc rapide-
ment la démonstration d’O. Druet pour obtenir sa généralisation au cas f non
constante. Cette dimension fait intervenir de fagon fondamentale la fonction de
Green de l'opérateur Ag + h. Si cet opérateur est coercif, il existe une unique
fonction

Gp: M x M\{(z,z),z € M} - R

symétrique et strictement positive telle que, au sens des distributions, on a
Vre M :

Ag,g,/CY'h(:L‘7 y) + h(y)Gh(xa y) = 61:
En dimension 3, pour un point z € M, et pour y proche de z, G}, peut se
mettre sous la forme :

Gh(z,y) = + My () + o(1)

w2dg (ZL’, y)

ot 0o(1) est & prendre pour y — z. On appelle M}, (z) la masse de la fonction de
Green au point x.

On obtient alors facilement a partir de la méthode d’Olivier Druet les trois
résultats suivants, analogues au cas f = cste traité dans son article [10] :

Théoréme 6. Soient (M, g) une variété compacte de dimension 3 et une fonc-
tion f € C(M) telle que Supf > 0 (Uhypothése (Hy) n’est pas nécessaire).
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Alors pour toute fonction h faiblement critique pour f et g, et pour tout
x € Mot f est mazimum sur M, on a My(x) <0.

La condition Mjy(xz) < Oapparait comme lanalogue de la condition

%h(P) > Sg(P) — ”T*‘*A]%(f]ﬁf) que l'on avait en dimension > 4. La par-
ticularité de la dimension 3 est alors d’offrir des fonctions critiques de toutes les

formes :

Théoréme 7. Soient (M,g) une variété compacte de dimension 3 et une
fonction f € C>®(M) telle que Supf > 0 (Ihypothése (Hyp) nlest
pas mnécessaire). Pour toute fonction h, posons B(h) = inf{B/ h +
B est faiblement critique pour f}. Alors h + B(h) est une fonction critique

pour f.

Enfin, en ce qui concerne 'existence de fonctions extrémales, on a le théoreme
suivant :

Théoréme 8. Soient (M, g) une variété compacte de dimension 3 et une fonc-
tion f € C°(M) telle que Supf > 0 (Uhypothése (Hy) n'est pas nécessaire).
Soit h une fonction critique pour f et g. Alors au moins l'une des deuzx condi-
tions suivantes est remplie :

—a/ : Il existe v € M ot f est mazimum sur M tel que My(x) = 0.

— b/ : (Ensg) a des solutions extrémales.

Pour finir, le chapitre 8 traite du possible affaiblissement des hypothéses des
théorémes des chapitres 3 & 6, & savoir '’hypothese (Hy), et I'exigence d’une
inégalité stricte dans la condition %h(P) > Sg(P) — %A}g(f;f)
point P ol f est maximum sur M . Malheureusement, seules des réponses
partielles sont obtenues. Le chapitre présente également quelques questions qu’il
nous semble intéressant de considérer a l'issue de ce travail.

Les appendices qui suivent regroupent quelques démonstrations que nous
voulions inclure par souci de complétude mais que nous avons préféré reporter
pour ne pas interrompre les raisonnements des chapitres principaux.

en tout



Chapitre 2

Trois outils fondamentaux :
le point de concentration, le
changement d’échelle, le
processus d’itération.
Principe des
démonstrations

Nous voulons isoler ici la présentation de trois “outils” que nous utiliserons
constamment dans 1’étude des équations Ej, ¢ e. Ces outils ont été développés
par plusieurs auteurs depuis M. Vaugon [31] et P.L. Lions [26], en particulier E.
Hebey, O. Druet, F. Robert, sur les travaux desquels nous nous appuierons.

2.1 Le point de concentration

Pour prouver l'existence de solutions u > 0 & nos équations
n+2
(Enpg): Dgu+hau=\funz,

le principe consistera le plus souvent a construire une famille d’équations
possédant des solutions minimisantes uy > 0 :

n+2

Et : Agut + ht.ut = )\t.f.ut"”

avec
hi — h dans C%®(M)

et Ay — A une “suite” convergente de réels, de telle sorte que I'on ait pour une
fonction u € H? : uy — u fortement dans des espaces LP , p < 2%, et uy — u
faiblement dans H?, avec une contrainte de la forme

/ f.uf*dvg =1
M

19
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Pour fixer un peu les choses nous supposerons le plus souvent dans la suite que
toutes ces convergences sont & prendre pour t — ty = 1; et pour simplifier
le vocabulaire nous parlerons de suite (u:), etc. bien que ces familles soient
indexées par des réels. La difficulté sera de prouver que u est non identiquement
nulle, car dans ce cas, par le principe du maximum, u > 0, et il s’ensuit que
u est solution minimisante de (Ej, f,g). Nous procederons par contradiction en
supposant u = 0. L’idée est alors que, a cause de la contrainte fM fuf =1,
toute la “masse” des fonctions wug, qui convergent vers 0 dans LP | p < 2%, se
concentre autour d’'un point de la variété. On pose ainsi :

Définition 5. x¢ € M est un point de concentration de (ug) si pour tout
0>0:
lim sup/ u? dvg > 0
t—to B(z0,5)

Il est facile de voir que puisque M est compacte et que l'on impose
Jo fu? dvg = 1, il existe forcément un point de concentration. Pour donner
une idée plus précise de l'allure du phénomene, disons tout de suite que nous
montrerons sous de bonnes hypotheses qu’il n’existe qu'un seul point de concen-
tration, que c’est un point ou f est maximum sur M, qu’il existe une suite de
points (z;) convergeant vers xg telle que

ug(z) = maxu; — +00,
M

et
ug — 0 dans CL (M — {x0}).

En fait, I'idée est que I’on peut faire “comme si” les u; étaient & support compact
dans un voisinage de zq lorsque t est proche de .

2.2 Le changement d’échelle

Grace au point de concentration, on ramene 1’étude globale des solutions
a ce qui se passe autour de zg. Un bon moyen d’obtenir des informations (ou des
contradictions!) est de faire un changement d’échelle, ou “blow-up” en anglais,
autour de zg. On appellera changement d’échelle de centre z;, de coefficient de
dilatation k; € R, la succession de “cartes” et de changements de métriques
suivant : On choisit § > 0 assez petit, et on considere :

—1
exp,, P,

B(z,6) —=' B(0,5)cR* X B(0,kd) C R®

T — kix
* =~ —1\x
g —  gi=expl g — 8=k, ) e
ou exp;ﬁ1 est la carte exponentielle en z;, c’est-a-dire déduite de ’application
exponentielle.

Il est important de savoir comment se transforment I’équation (E}), les
intégrales de la forme |’ Blaer) ug'dvg et vers quoi tout cela converge quand ¢t — g.

Notons
U = U © €XDy,

fi=foexp,,
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et o
he = hg o €XPy,

On a alors évidemment :

. )
DNguy +hewy = Nfrul™?

/ Ugdvg, = / ug dvg pour tout a > 1
B(0,r) B(x,r)

Mais le plus important est la suite : on note

my = M]ém: Ut
ﬂt = m;lﬂt o ’(/J];l
hy = hioyy)
fr = fio 111,;1
g t = kt2 (expxt O¢];1)*ga
ainsi en particulier
~ _ T
W) = ()
t
~ N T
B0 = el g(l)
t
Alors :
=
~ - 1~ m;' ~ o2
(Et) : AgtUt + ?ht.ut = ?/\tft.ut/ 2 (21)
i i

et ufdvg, = —— ug' dvg
B(0,ky7) my JB(ay,r)

Nous utiliserons tres souvent les parametres suivants : on considere une suite de
points (z;) tels que

_n=2
my = ]\/][V([zxut =ug(x) == py 2

et

ke = pg !
Nous verrons que p; ainsi défini pour simplifier quelques exposants est un
parametre fondamental dans ’étude du phénomene de concentration. En no-
tant (2%) les coordonnées dans R™ (nous en aurons besoin dans certains
développements limités), on a :

~ ~ ~ n42
(Et) : Agtﬂt + ,U/%htﬂt = )\tft.ﬂ’lztniz (22)

L —2
. i b e _ —Pntatsy i1 ipa
et / o wteatray dvg, = 1 rtxrugdvg,
B(O,py ) B(0,r)

Un résultat trés important (voir par exemple le livre de Th. Aubin [1]) est que,

quand gy — 0,donc k; — +o00, les composantes de g; convergent dans Cfo .

vers
celles de la métrique euclidienne, et (E;) “converge” vers 1’équation :

At = (). a2
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au sens ol

Uy — u dans C}(R™).
Il est connu [6] qu’alors

n

2|~

u=(1+

2.3 Le processus d’itération

Lorsqu’on multiplie I’équation (E;) par u; et qu’on intégre sur M on obtient

/M V|2 dvg + /M heudug = A

si Pon a posé [ v f.uf*dvg = 1. On voit alors que, moyennant quelques hy-
potheses sur h, on va obtenir des informations sur la norme H? des u;. Poussant
plus loin cette idée, en multipliant I’équation par u¥ et en intégrant, on peut
espérer obtenir des informations sur les normes L4 avec ¢g de plus en plus grand.
C’est I'idée du processus d’itération de Moser. En fait, pour localiser ’étude au-
tour du point de concentration, qui comme nous le verrons est obligatoirement
un point o1 f est maximum, nous allons multiplier 'équation par n%u¥ ou n est
une fonction cut-off égale & 1 (resp.0) sur une boule B(zg,r) ou f > 0, égale
a 0 (resp. 1) sur M\B(zo,2r), et ou k > 1, puis intégrer, ce qui permettra de
faire des intégrations par parties “localement”, qui resteront donc valables par
exemple apres changement d’échelle. On a ainsi apres quelques intégrations par
parties, quelques calculs et en utilisant 1’équation (E;) :

Ak = 2 2, 2(k—1) 1
W/M‘V(Wt —>\t/ fritug /(mwn\ ML nAn—n*he)ub*
(2.3)

ot les intégrales sont prises par rapport a la mesure dvg ce que nous sous-
entendrons lorsqu’il n’y a pas d’ambiguités. Ensuite en utilisant 'inégalité de
Holder, si f > 0 sur Suppn on obtient :

nt2 n—2 2 k+l 9y p-2
Mg < Sw R )
Suppn M

Suppn

Puis avec 'inégalité de Sobolev :

([ )20 < K2 [ |90

2
+B/ nui T
M

avec B > 0. D’ou :

k1 9p  n-2

4k k+1l  9p  n—2 2 B au s
W(/M(nutz )Pz) T < MK (n,2)? (sigfnf fsuppnfu yu [y (nuy = )72) %

+ fM((kiiki)zBU + k%l Vl? + ?;(Clrl)lz) nAn — n?hy)uf Tt

Alors :
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Etl  9n  no2 4k
t, k, / w, 2 )n—2) n < (——-=B+Cy+C / Thans
Q( n)-( M(?? t2) ) ((k:+1)2 0+Cy) Supp t
(2.4)
ou
Qt ) = b AK (n,2)( S ﬁtﬂ/ fud)h
yRyN) = 75— — n, up "o ‘U "
(k + 1)2 ¢ Suppn Suppn ¢

2n

et ou 'on rappelle que 2* = =5 et ot Cy et Cy, sont indépendants de k et ¢ et
tels que Vk > 1,Vt :

Q(k —-1)
k +1 ArESEL
Si f change de signe sur Suppn, on reprend 'inégalité de Holder :

2n_ o ktl o on  n—2
&/fﬁ””%<MSwUDd WﬂaQRmfwﬂw
Suppn M

Suppn

< Cy et ullpmiary < Co-
Lo (M)

et on obtient (2.4) avec :

_ 4k _ 2 2%\ 2
QU k) = g~ MK (Sup 1A w)E o 29)

Si nécessaire, on peut aussi remplacer Sup |f| par Sup f-
Suppn

Le but est de montrer que (nu;) est bornée dans L*%2" et donc qu’on peut
en extraire une sous-suite qui converge fortement dans L2 .

2.4 Remarque

Ces trois “outils” fonctionnent exactement de la méme maniére pour des
familles d’équations un peu plus générales que l'on peut associer a (Fp, fg) :

Agu+hau = pp. f. wnT3 . Ainsi au lieu d’ équations Ey : Agup+heus = M. fou™
oll seules les fonctions h; (et A;) varient, on peut étre amené a associer a (Ep, fyg)
une famille
Eti Agut—&—htut—)\t ft qt !
ou ¢ — 2" et f; — f dans un certain espace LP, avec toujours h; —
hdans C%*(M) et Ay — A, et ot l'on demande [,, fruf*dvg = 1.
xo € M sera alors un point de concentration de (u;) si on a pour tout 6 > 0 :

lim sup/ ul® >0
t—to JB(wo,9)

Le principe du changement d’échelle est alors analogue, de méme que le principe
d’itération. Les formules (2.4) et (2.5) deviennent ainsi

kt1 2
Q[ i <c [ an
M Suppn
. 4k & 2 NS
ou Q(t,k,n) = 5 —At(Volg(M))2 " K (n,2)*( Sup |f])-( uft) "
(k + 1) Suppn Suppn
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2.5 Principe de démonstration du théoreme 1 :

Nous voulons prouver l'existence d’une solution v > 0 a ’équation

n+t2

(En,fe): Dgu+hu=A\fun—2
Comme nous 'avons dit au début de ce chapitre, nous considérons la famille
d’équations et de solutions minimisantes associées :

n+2

Et : Agut + ht.ut = )\t.f.ut"’Q

avec

<
he = h dans C%*(M)

les h; étant sous-critiques par hypothese.

L’idée de base est la suivante : il s’agit d’introduire dans I'inégalité de Sobolev
I’équation F; vérifiée par la fonction u; pour obtenir une contradiction si les u;
convergent vers la solution nulle. Plus précisément :

Supposons que g est plate au voisinage de xg et pour simplifier que f = 1.
Alors Sz = 0 au voisinage de xg et notre hypothese est :

n—2

Sg(z0)

Donc & partir d'un certain rang : h¢(zo) > 0. Or d'une part, comme u; est
minimisante,
Ao fg=Th, (ue) == A¢ < K(n,2)™2

et donc :
/ Vg |? dvg +/ hyuidvog = At(/ uZ dvg)™ =\ < K(n,2)™2  (2.6)
M M M

car [ M u%*dvg = 1; et d’autre part 'identité de Sobolev Euclidienne donne

2

K(n,?)’Z(/ W) < / Vol (2.7)
Or si uy — 0, nous montrerons qu’il y a un phénomene de concentration, et,
comme nous ’avons dit au premier paragraphe, cela permet de “faire comme

si” les u; étaient a support compact dans un petit voisinage B de xg ou hy > 0.
On aurait donc d’une part d’apres (2.6)

/ Va2 < K(n,Z)_Q(/ W2V = K(n,2)"?
B B

puisque hy > 0 = Sg sur B; et d’autre part d’aprés (2.7)

/ Var? > K(n,2)2( / B = K(n,2)"?
B B

d’oli une contradiction.
Pour passer a 'application rigoureuse de cette idée, il faudra multiplier les
u; par des fonctions cut-off et faire des développements limités de la métrique
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et de f au voisinage de xy , et utiliser les résultats sur les phénomenes de
concentration que nous montrerons au début du chapitre 3. Plus précisément,
avec la fonction f au second membre, on a

/ |Vut\z dvg+/ hyuidvog = )\t(/ fuf*dvg)%*
M M M

et c’est dans cette expression que nous aurons a faire un développement limité
de f pour en faire apparaitre le laplacien en g, la contradiction s’obtenant par
opposition a la condition

4(n—1)

n—2

n—40gf(P)
2 f(P)

au point de maximum de f, puisque xg, comme nous le verrons, est un point
de maximum. C’est la qu’intervient une nouvelle difficulté par rapport au cas
f = cste . En effet, comme nous 'avons laissé entendre au paragraphe sur le
changement d’échelle, nous serons amenés & considérer une suite de points ()
tels que

h(P) > Sg(P)

my = M]\;Im: up = ug(2y).

Le but de ’étude de la concentration est d’étudier la “forme” des fonctions u;
quand t — ty autour de x;. Comme nous ’avons dit, nous montrerons que

uy — 0 dans CL (M — {xo}).

En faisant un changement d’échelle en x; nous obtiendrons des informations tres
précises sur l'allure des u; autour de x;. La difficulté sera alors de “relier” ces
informations en z; avec celles que nous avons en xy sur f puisque c’est en xg
que f est maximum. Treés précisément, il nous faudra obtenir une information
sur la “vitesse” de convergence de la suite (x;) des points de maximum des u;
vers xp, point de maximum de f et point de concentration. Cette vitesse sera
mesurée par rapport a la croissance du maximum des u; & savoir

n—2

my = M]\/C[Ll’ut = u(wg) := py

et nous voudrons obtenir la relation

dg('rtv :EO)
Ht

<C

ou C' est une constante. Cette relation a été nommée “seconde inégalité fonda-
mentale” par Zoé Faget [14] tant elle est utile dans I’étude des EDP & laide
des points de concentration; elle a été étudiée par plusieurs auteurs, en parti-
culier ceux cités au début du chapitre. Elle est en général difficile & obtenir. La

n—2

définition de p, 2 =M fazuy = ug(x¢) est faite pour simplifier exposant dans

la relation ci-dessus; p; sera vraiment un parametre fondamental dans 1’étude
des phénomenes de concentration.



Chapitre 3

Existence de fonctions
extrémales, seconde
inégalité fondamentale.

Ce chapitre se divise en cing parties. Tout d’abord nous rappelons ’objectif
principal du chapitre, la démonstration du théoreme 1, et nous exposons la mise
en place de la démonstration. La deuxieme partie, bien que s’incluant dans cette
démonstration, s’applique en fait au cas d’une suite quelconque de solutions
d’équations B

Et : Agut + ht.ut = )\pf.U{LiQ

développant un phénomene de concentration, et les résultats et méthodes que
l'on y trouve seront réutilisés dans les autres chapitres. La troisieme partie
constitue le coeur de la démonstration, c¢’est 1a qu’est développé le principe d’ob-
tention de la “seconde inégalité fondamentale” évoquée au chapitre précédent.
La quatrieme partie reprend précisément cette inégalité, trés importante pour
I’étude des phénomenes de concentration, dans le cadre général d’une suite quel-
conque de solutions d’équations

n+2

Et : Agut + ht.’ll,t = )\t.f.’lLtn_Q .

Enfin, la cinquieme partie illustre 1'utilité de cette inégalité pour obtenir une
autre démonstration du théoreme 1.

Rappelons le théoreme que nous voulons montrer :

Données : On considére une variété riemannienne compacte (M, g) de di-

mension n > 4. Soit f : M — R une fonction C* fizée telle que Sup f > 0.
M

Soit aussi h € C*°(M) avec '’hypothese supplémentaire que I'opérateur Ag + h
est coercif si f change de signe sur M.
On considere ’équation

n+2

(EL) = (Epf) = (B g): Dgu+hu= fun—z.

Hypothéses (H) : On suppose que le Hessien de la fonction f: M — R,
telle que Supf > 0, est non dégénéré en chaque point de mazximum de f. En
M

26
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outre, les fonctions h considérées sont telles que Ag+h est coercif et I'on suppose
dim M > 4. On parlera des hypothéses (Hy) pour désigner celles concernant la
fonction f.
Notre but est de prouver le résultat suivant :
Théoréme 1 :
Avec Uhypothése (H), soit h une fonction faiblement critique pour f (et
g). Si en tout point P ot f est mazimum sur M on a : %h(P) > Sg(P) —

”?*4 Afg(fg’) et s’il existe une famille de fonctions (hy), hy § h, hy sous-critique

pour tout t dans un voisinage de tg € R, telle que hy o h dans C%* alors il
—lo

existe une solution minimisante pour h et donc h est critique.

3.1 Mise en place

Soit donc h une fonction faiblement critique pour f et g telle qu’en tout
point P ou f est maximum sur M on ait :

4(n—1)

g W(P) > Sg(P) — =2 LsT (D)

2 f(P)

ce que 'on peut écrire

n—2 (n—2)(n — 4) D f(P)
MP) > =% ) - 5o )

et telle qu’il existe une suite de fonctions (h¢), hy < h, hy sous-critique pour
tout ¢, vérifiant h; " h dans C°. Pour simplifier on suppose que to = 1 et que
—1lo
t — 1 ce qui ne change rien. Alors pour tout t,
1
K (n,2)%(Supf)*=
M

At = Any fg <

et il existe une suite de fonctions u; > 0 minimisantes pour h; qui sont solutions
de

n+2

Ey: Agus + hyouy = Me.fu =7 avec de plus futz* dvg =1
M

On voit alors que, puisque Ag + h est coercif, la suite (u;) est bornée dans H?
(il suffit de multiplier E; par u; et d’intégrer sur M). Il existe donc une fonction
u € H?, u > 0 telle que, quitte & extraire une sous-suite,
HY
Uty — u,

L2
Ut — U,

p-p-
et on peut supposer que

M SAK
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En particulier
2n

L? *
up — u, Vp < 2 =
n—2
puisque l'inclusion de H? dans LP est compacte Vp < 2*. Alors u est solution
faible de "

Agu+ hu= A fun=2

donc par les théories elliptiques standard u est C'°°. Le principe du maximum
nous dit alors que soit u > 0 soit u = 0.

Si u > 0 alors, comme h est faiblement critique, en multipliant 1’équation
ci-dessus par u et en intégrant sur M on voit que (voir appendice A) :

1

A = n—2

K(n,2)?(Supf)™+
M
Donc u est solution de
1 n+2 2%
Agu+ hu = —.fur=2 et fu® dvg =1
M

K (n,2)*(Supf) =
M

et donc u est une solution minimisante pour A et le théoréeme est démontré.

Si u = 0 on est dans le cas ou il y a phénomeéne de concentration tel que
décrit précédemment. Toute ’étude de ce phénomene qui va suivre aura pour
but d’aboutir & une contradiction. Nous supposons donc a partir de maintenant
que 'on est dans ce cas :

u=0.

3.2 Etude du phénomene de concentration

De nombreux résultats sur ce phénomene de concentration, dis a M. Vaugon,
E. Hebey, O. Druet et F. Robert entre autres, sont déja connus, mais ils sont
souvent publiés dans le cas ou f = 1. Nous allons les reprendre dans notre cas
sachant que la présence d’une fonction quelconque f au second membre de

n+2

Et : Agut + ht.ut = )\t.f.ut"_z

ne change quasiment rien a de nombreuses parties des démonstrations, mais pose
de nouveaux problemes dans d’autres. De plus, fait trés important, elle “fixe”
en quelque sorte la position du point de concentration (voir le point a/). Bien
que ces résultats fassent partie de la démonstration du théoreme 1, I’étude faite
dans cette partie s’applique au cadre plus général d’une variété riemannienne
compacte (M, g) de dimension n > 3 sur laquelle on considére une suite (u;) de
solutions C“ de 'équation

nt2 2n_
Dguy + hyuy = N fu] ™ avec / fuldug =1
M
ou f est une fonction dont le maximum est strictement positif. On suppose de

plus que h; — h dans C%* o h est telle que Ag + h est coéreif. La suite (uy)
est bornée dans H?, donc u; — u faiblement dans H?, et on suppose que u = 0;
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ainsi u; — 0 dans tout L? pour p < 2*. La suite u; développe alors un phénomene
de concentration. Nous faisons une hypothese dite “d’énergie minimale” (qui est
vérifiée dans le cadre du théoreme 1) :

1
K(n, 2>2(Sﬁpf>”%2

At <

Sous ces hypotheses, cette partie est ainsi indépendante du reste de la
démonstration du théoreme considéré dans ce chapitre; elle nous servira aussi
dans les chapitres suivants. Cette étude est valable pour dim M > 3, sauf la
partie d/, qui étudie la concentration L2, valable pour dim M > 4. Dans toute
la suite, ¢, C' désignent des constantes strictement positives indépendantes de ¢
et 4.

a/ : Proposition : Il existe, & extraction prés d’une sous-famille de
(ut), un unique point de concentration z, et c’est un point ol f est
maximum sur M. De plus

V6 >0, lim fuf*dvg =1
=1 B(x0.8)
C’est une application du principe d’itération. Tout d’abord comme M est com-
pacte, il existe au moins un point de concentration. Sinon on pourrait recouvrir
M par un nombre fini de boules B(z;,0) telles que }m% fB(m_ 5 u? =0, et on

. . * . . .
aurait lim [, uf =0, ce qui contredirait
t—1

1:/ fu?*dvggSupm/ uf*dvg
M M

Si f change de signe sur M, montrons que si f(z) < 0, alors pour ¢ assez

petit

lim uf =0,

=1 B(x.6)
ce qui montre en particulier qu’un tel x n’est pas un point de concentration. Si
f(z) < 0, on choisit § assez petit pour que f < 0 sur B(z,d) et on prend n &
support dans B(zx,d). Comme les u; sont bornées indépendamment de ¢ dans
H? donc dans L?", on a, d’aprés (2.3) (chapitre précédent, principe d’itération),
pour tout k tel que 1 <k <2* —1:

k+1 / ‘V (o *

ou (1 est indépendant de t. Donc pour tout k tel que 1 < k < 2% — 1 il existe
Cs indépendant de ¢ tel que :

/ ’V nut
M
k+1

Donc nu, > est bornée indépendamment de ¢ dans H? et, en utilisant I'inégalité
k1 *
de Sobolev, nu, > est bornée dans L2 pour tout k£ tel que 1 < k <2* — 1.

</(k+1‘v| ?li]:—l)) nin = ih)u ™ < Oy

<02
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Si f(z) = 0, par continuité de f et en choisissant ¢ assez petit, on a dans
(2.5) pour tout k tel que 1 < k <2* — 1, Q(t,k,n) > Q > 0. Donc avec (2.4),

kg1 .
on obtient 1& aussi que nu, > est bornée indépendamment de ¢ dans L2  pour

tout k tel que 1 < k < 2* — 1. Mais par I'inégalité de Holder :

: . n(4)
(f s Ty W)
B(,6/2) B(2,6/2) B(2,6/2)

et si Pon suppose que EIB@ 5 u?” > 0 on obtient, quand f(z) <0,

n(k+1)
lim u " >0
t=1JB(x,5/2)

p
alors que ZEZS% <261 <k <2*—1, ce qui contredit le fait que u, L 0,

Vp < 2*. Donc pour ¢ assez petit :

lim uf* =0,
=1/ B(x,5)
et donc si f(z) < 0,  ne peut pas étre un point de concentration.

Soit alors & un point de concentration : f(x) > 0 d’aprés ce qui précede.
Posons, pour § > 0 assez petit pour que f > 0 sur B(z,d),

lim sup/ fuf* = aj
t—1 B(z,5)

Alors as < 1 car fM fu? 1. Supposons qu’il existe § > 0 tel que a5 < 1.

Puisque

A< L
< K22 (Supf)
M

At

on en déduit .,
lim \ K (n,2)?(Supf) = as < 1.
t—1 M

Par ailleurs (kiiklﬁ o 1. Donc pour k fixé assez proche de 1 tel que

—1

4k

—_— 2 n=2
}E}I% )\tK(naQ) (Sﬁpf) noas < (k+1)2

on vérifie, en prenant n & support dans B(z,d), que dans (2.4) : Q(t,k,n) >
Q@ > 0 pour tout ¢, ol @ est indépendant de t. On en déduit, toujours avec (2.4),
que

k1o
(/ Uy 2 ? )2%‘ < C quand t — 1 ot C est indépendant de t.
B(z,6/2)

Alors, par I'inégalité de Holder :

N k41 o gr _(k—1)2%  u o

2 27y 2 ¥ _3 -
[ TR )5
B(z,6/2) B(xz,6/2) M
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Or puisque z est un point de concentration

lim u? >0

=1 JB(2,6/2)

alors que pour k assez proche de 1 :

x_ (k—1)2* *
2Ty 2l 2
([ we 7)== —0
M t=1

D’ou une contradiction et as = 1, V6 > 0. Donc x est 'unique point de concen-
tration que nous noterons désormais xzy. Ce méme raisonnement montre que
nécessairement

1

A= .
K(n,2)2(Supf)"=
M

De la méme maniére, si f(xzg) # Supf, 36 > Otel que Sup f < Supf. Or
M B(z0,5) M

)\t < % donc

n

© K(n,2)2(Supf) @
M

T AK (027 Sup ([ ) <
t—1 B(z0,6) B(x,0)

Alors pour k assez proche de 1, en prenant 1 a support dans B(zg, d), on obtient
dans l'inégalité (2.4) : Q(t,k,n) > Q > 0 pour tout ¢ ou @ est indépendant de
t. On aboutit ensuite de la méme maniére & une contradiction. Donc f(zg) =
Supf >0

M

b/ : Proposition : u; — 0 dans C (M — {zo})

Le processus d’itération prend ici tout son sens.
Premiere étape : Soit ¢ > 0 fixé. On montre qu’il existe pour tout é > 0,
C = C(6,q) indépendant de t tel que pour ¢ assez proche de 1 :

lutll La(ar B(zo,sy) < C el L2ary -

Pour appliquer le principe d’itération, on construit 7, ..., 0, m fonctions cut-off
telles que n; = 0 sur B(xg,d/2) et n; =1 sur M\B(xzg,d) et de telle sorte que

M\B(z9,6) C ... C {nj41 =1} C Suppnj41 C {n; =1} C ... C M\B(20,0/2)

% ™ > g, et on pose ¢1 =2 et ¢; = (%)qj_l. Le
2.

et ol m est choisi tel que 2(%)
5) donne alors

processus d’itération (2.4. et

R 4(q; — 1 j
Qg5 — 1a77j)’(-/]w(77jut2 < (%BWLCO +an)/ up

4; Supp n;

Or pour j < m on a
(2.5),

4(g;—1) N 2"
T > ¢ >0 et daprés a/, fSupp’r]j u; — 0, donc dans

Q(t,qj —1,n5) =2 ¢>0,Vj.
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11 existe donc un voisinage V; de 1 et une constante C'; > 0 tels que pour ¢t € V; :

Y g n-—2 j
([ o) <ey [
M Supp n;

Alors d’apres le choix des 1; on a

2" o2 )
(/ ug T) <Gy )
{n;=1} {nj—1=1}

d’ott .
[l Laan Bo.sy < CU T Ci) lluell o ary VEE VAN o Vs
j=1
Deuxiéme étape : Le théoreme (8.25) de Gilbarg-Trudinger [16] nous donne :

si u est solution d’une équation de la forme £ : Agu+h.u = F, oit Ag + h est
coercif, et si w CC w' sont deux ouverts, pour r > 1, ¢ > n/2 :

Supu < cllull iy + ¢ N1 Fl pagury -

La démonstration de ce théoreme est en fait une application du principe
d’itération, nous l'utilisons ici pour gagner du temps, en 'appliquant a E; :

nt2
Agup + hpug = M. fou] ™ et Aw CCw C M\{zo}.
Alors avec la premiere étape appliquée a qZ—J_rg, en choisissant

W= M\B(ané)v w/ = M\B($0,6/2), r= 27 q> 77,/2

on obtient
, nt2
Sup up < cllugllpan + A [Juell " 0ie
M\ B(z0,5) Lin=2(w")
n+2
<

clluell pzary + ¢ Muell 72 a)

Or [lut|[p2(pr) — 0, d’ott la conclusion.

c/ : Estimées ponctuelles faibles

Reprenons les notations du changement d’échelle décrit au chapitre 2 : on
consideére une suite de points (x;) tel que

n—2
2

my = Mj\?xut = up(2t) 1= 1y

D’aprés ce qui précede z; — xg et y; — 0. Rappelons que %y, f,, h¢, g+ désignent
les fonctions et la métrique “lues” dans la carte exp;tl7 et ﬂt,iNLt, ﬁ, g,
désignent les fonctions et la métrique “lues” apres blow-up. Désormais, tous
les changements d’échelle ont pour point de départ des boules B(xy, ) sur les-
quelles f >0 ce qui est possible puisque f(xq) > 0.

Proposition 2 :

. . 2* _ N
VR >0: tILH}IB(:ct,Rm) fui dvg=1—egoleg T 0.
Démonstration : C’est une application directe du changement d’échelle en

x; avec ki :ﬂ;l :
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2
~ ~ )\m xTo) N
U — 0= (14 2289 2)7"7" = (14 il o) =% dans C2,

(R™).
Alors :

fB(xt,Rut) fui dvg = fB(o,R) ft-ﬂf*dvét i f(l“o)(fB(o,R) " dz) Rmo 1

Proposition 3 :
3C > 0 tel que Yz € M : dg(q:,act)nTﬂut(a:) <C.
Démonstration : Posons w(x) = dg(x,xt)nT_Qut(x). On veut montrer qu’il
existe C > 0 tel que Supw; < C. Par contradiction on suppose que (pour
M

une sous-suite) Supw; — +00. Soit y; un point ot wy est maximum. M étant
M

compacte, dg(x,z:) est bornée, donc u:(y;) — oo, donc d’apres le point b/
Yyt — xo. Par ailleurs la définition de u; nous donne :

dg(y, 1)
H

— 400

On fait un changement d’échelle en y; de coefficient k; = ut(yt)ﬁ et avec
my = ug(y:). On obtient :

n+2

DNg, gy + ug(ye) ™= 7z ht Uy —)\tft N
Si € B(0,2) :

2

2 __2_
dg(zt,expy, (ue(ye)” "2x) > dg(ys, xe) — 2ue(ye)” "2
_ 2 2
=z w(y)” 72 (wiye) ™7 = 2) ~ dg(ye, )
car we(ys) — 00 et ug(y:) — oo, donc pour ¢ proche de 1 :
2 1
dg (e, exp,, (us(y:) "—2x) > §dg(yt7xt) :
Par conséquent pour tout R > 0 et pour ¢ proche de 1 :

B(ys, 2us (y2) 77 ) O By, Ryy) = 0

Alors, d’apres la proposition précédente
[ dvg = f _ fu? dvg < / fu? dv
/B(o,z) & Blye 2u () 72) ¢ M\B(+,Rpe) £

S/ fuf*dvgf/ fuf*dvg
M B(z¢,Rut)

t—1,R—o00

Mais le principe d’itération donne alors pour 1 < k <2* —1:

Ektlox
u " dvg, —0
B(0,1)

et par récurrence on obtient Vp > 1:

/ ﬂi)dvgt — 0
B(0,1)
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On en déduit alors que [|¢|[ 1, (p(o,1)) — 0 bien que u,(0) = 1. D’ou une contra-
diction.

Proposition 4 :

Ve >0, 3R >0 tel que Vt, Vax € M :

dg(x, ) > Ruy = dg(x,xt)nTﬁut(:c) <e.

Démonstration : On utilise le méme principe, on suppose qu’il existe g > 0
et yr € M tels que

dg(yt,xt) n—2

lim = +o00 et wi(ys) = dg(ys, x¢) 2 wue(ys) > €o

t—1 Mt

On fait un changement d’échelle en y; de coefficient k; = ut(yt)ﬁ et avec
me = Uy (yt)

Alors avec ces hypotheses si z € B(0, 3¢

_ 2 1 2 _ 2
dg (¢, expy, (ue(ye) " 72 ) > dg(yt, 1) — 5% “ug(ye)” "2

Par conséquent pour tout R > 0 et pour ¢ proche de 1 :

2

1 = —_2_
5€6  u()”77) N Bar, Ry) = 0

B(yta 2

donc comme précédemment :

/ 2 ﬁ.ﬂf*dvgt —0
B(O,

3e7)

et on aboutit de la méme maniere a une contradiction.

d/ : Concentration L>

Proposition 5 :
SidimM >4,V5 >0 :

. fB(zo,a) u; dug
hm72 =1
t—1 fM Utd'Ug

Cette limite qui décrit un quotient de “normes L?” justifie la terminologie
“concentration L?”.

Démonstration :

On reprend pour commencer les deux “étapes” du point b/ pour montrer
que pour tout & > 0, il existe ¢ > 0 tel que :

Sup  wp < clluellpagpyy -
M\ B(z0,6)
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11 suffit de reprendre la fin de la deuxieme étape de la démonstration du point

b/:

nt2
Sup wr < cfluellpay + N |lul
M\ B(z0,9) La(w’)
'\q %71
< cllull o ary + EAESup(ug™ ) uell pagor)
w
< " uell g2
nt2 4
car on sait maintenant que Sup(u;~> ) — 0 et que, d’autre part, la premiére
w/

étape donne [[url] ooy < Clluell 2 an
Troisiéme étape : Avec ce qui précede :

||UtHi2 M\ B(z0,8 < Sup ut./ g
(M\B(z0,0)) M\B(z0.9)

" M\B(z0,)
< C||ut||L2(M) ”ut”Ll(M) (3.1)
On veut maintenant montrer que
2% —1
”ut”Ll(M) < CHut||L2*—1(M) . (3.2)

Si h > 0, il suffit pour cela d’intégrer I’équation E;. Sinon comme Ay ¢ ¢ > 0,
pour tout g €]2,2*[, il existe ¢ > 0 solution de Agp + ho = A f,g.f-97 1. On
pose

— A h
g/:(pﬁget ht:w
(pn—z

Alors pour t assez proche de 1 :
hy =@ —(h—h)p*> % >e0>0

Par ailleurs, par invariance conforme et d’apres Fy, on a :

n+t2
—2

Ny + hy iy = M fug

N

ol u; = ¢~ '.uy. En intégrant, on obtient :

n+2
€0 / Tidvg < A\ Supf / T2 dugs
M M
et il existe donc C' > 0 tel que pour t assez proche de 1

2% -1
el i ary < C lluellpe=1(an

ou cette fois les normes sont relatives a dvg.
Quatrieme étape : On conclut essentiellement avec I'inégalité de Holder. Si
n =dim M > 6, on a en effet :

2*—1 = I Sy
||Ut||L2*71(M) < Hut”Lz(M) Volg(M)2=2) .
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Avec (3.1) et (3.2), on obtient

2
lwellZ2am B 2o.6)) _

2
=1 w2 an

ce qui prouve le résultat. Si n = 5, I'inégalité de Holder nous donne :

2% _1 3 5
el Lo =1 ary < luell 2y el 22 ar)

et on conclut de la méme maniere avec (3.1) et (3.2). Si maintenant n = 4, on
utilise la proposition 4 et le changement d’échelle associé. On a
3 T3 dn ~
l[uel| 73 ) fB(o,a,L;l) updvg,
AL CLD) _

(fB(o,ém‘l) ﬁ%dvét) 2

< el poe (ar\ Baossyy Nutll2ary +
Hut”Lz(M) L (M\B(x0,)) L2(M)

Alors pour tout R > 0, d’apres l'inégalité de Holder et la proposition 4 on
obtient :

/ ujdvg, g/ ujdvg, +5R(/ Wdvg,)? .
B(0,6u; %) B(0,R) B(0,6u; %)

1l s’ensuit pour tout R, R’ > 0,

fB(o,R) w’dx
(fB(O,R’) u?dz)?

)ﬂde = 400, on a finalement

eI
lim supﬂ

<ep+
t—1 ||Ut||L2(M)

~ _ 73(md :
Comme u € L3(R*) et Rl,linoo fB(o,R’

”ut”?iS(M)
2 =0

lim sup
t—1 ||Ut||L2(M)

et on conclut encore une fois avec (3.1) et (3.2).

e/ : Estimées ponctuelles fortes et concentration L? forte

Proposition 6 : .

AC > 0 tel que Vo € M : dg(x,xt)"_Qut_nTut(x) <C.

Démonstration : Elle nécessite I'utilisation de la fonction de Green, ainsi que
les estimées ponctuelles faibles. L’idée est due & O. Druet et a F. Robert [13].
Nous en profitons pour I'exposer avec quelques explications supplémentaires (et
avec notre fonction f, ce qui ne change pratiquement rien).

Rappelons les propriétés des fonctions de Green dont nous aurons besoin
(voir appendice B).

Si Ag + h est un opérateur coercif, il existe une unique fonction (au moins
C? dans nos hypothéses)

Gp: M x M\{(z,z),z e M} = R

symétrique et strictement positive telle que, au sens des distributions, on a :
Ve e M
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De plus, il existe ¢ > 0, p > 0 tels que V(z,y) avec 0 < dg(z,y) < p:

c -1

————— < Gp(z,y) L ——— 3.4
dg(z,y)"=> ) dg(z,y)" 2 34

[VyGhn(z,y)| ¢
> 3.5
Gn(z,y)  — dg(z,y) (35

c et p varient contintiment avec h
o 1

Gh(z,y)dg(z,y)" % — 2o quand dg(z,y) — 0 (3.6)

Principe de la démonstration de la proposition; pour montrer cette estimée
forte il suffit, d’apres (3.4), de montrer que pu;, 2 wui(z) < /Gp(z,z¢). On re-
marque alors que grace aux estimées faibles, on a déja I'estimée forte dans toute
boule B(x:, Rut) ou R est fixé. Il suffit donc de montrer cette estimée dans la
variété a bord M\ B(x¢, Ryt) dont le bord est b(M\B(x¢, Rut)) = bB(x, Rye).
On applique pour cela le principe du maximum a l'opérateur :

Lip = Dgp + hop — Mefuf "2

2

et &z — Gp(z,x) — cut_%ut(x). Comme L;u; = 0 avec ug > 0, L; vérifie le

principe du maximum [5]. Si on montre que

n—2

LGy (x, x¢ cp, 2 Lyug(x) = 0 sur M\B(xy, Ry
t

n—2

Gr(z,zs) > cpy 2 w(x) sur bB(zy, Ruy)

Y%

le principe du maximum nous donnera

_n=2
Gp(z, ) > cpty 2 up(x) sur M\B(xy, Rpt) -
Pour des raisons techniques, on montre d’abord que pour tout v > 0 assez petit il
existe une constante C'(v) > 0 pour laquelle on a “I’estimée forte intermédiaire”

n—2

Vo € M : dg(w,x)" 2, 2 +Vut(z) <C(v) (3.7

puis on montre ensuite que c’est encore vrai pour v = 0.
Pour v assez petit, il existe g > 0 tel que 'opérateur

h*?é‘o
YaN PR
gt 1—v

soit encore coercif; soit G sa fonction de Green. On va appliquer le principe
décrit & G'77. Alors on aura (3.7) en prenant v’ = (n — 2)v. Pour montrer
LGV > 0 sur M\ B(x4, Rut) on va montrer que
L ~l—v
LGy
Gl—l/ -

sur M\ B(zy, Rut). Comme G'~¥ > 0 on aura bien L,G'~" > 0.
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Un calcul donne en utilisant (3.3) et 0, (z) = 0 sur M\B(z, Rut) que
Vo € M\B(l’t,R,LLt) :

2

Ltélfu
élfl/

(2,2) = 260 + hy(x) — h(z) — Ao f (2)ue(2)> 2+ v(1 —v) (z, )

Or pour t proche de 1, hy — h > —¢gq car hy — h dans C°. Donc

~ 2
Ve

Ltélfu

él*y ((t,fﬂt) (38)

(@, 20) > €0 — M f(@)ur(2)* 2 +v(1—v)

On sépare maintenant M\ B(z, Ru:) en deux parties avec une boule B(xy, p), ou
p > 0 est comme dans (3.4) et (3.5). Pour ¢ assez proche de 1, p > Ru;. R >0
sera fixé plus tard.

1/ : Comme u; — 0 dans CP (M \{zo}), (3.8) donne pour ¢ proche de 1 :

Vo € M\B(zy,p) : Ltél_”(x,xt) > 0.
2/ : D’apres les estimées ponctuelles faibles, dans B(xy, p)\B(zt, Rut) :
dg(, @) uy(2)* 7 < eg

ouner — 0. Alors avec (3.5) et (3.8), pour R assez grand :
— 00

L él_u * c
él_y (7, 2) > o — Aef(@)u(x)® 24 v(1 - ’/)W
ER C
>0 — M( Su — 4+l —-v)——
0 t(B(acf;)f) dg(%xt)Z ( )dg(x,xt)Q
c/
> —_— >0
> €0+ Ay (T, 1)

Remarque : Dans 1/, ¢ sert & compenser —\ fu;> ~2 dans M\B(zy, p); et
dans 2/, v(1 — v) sert a compenser —\; fu;2> 2 dans B(xy, p)\B(x¢, Ri)-

On a donc bien montré que dans M\B(x:, Rut) et pour toute constante
C; > 0 dépendant éventuellement de ¢ :

Lt(Ct.CNY'I_”(m,:Ct)) = Ct.Ltél_y(.’L',SUt) Z 0= Ltut

Enfin sur le bord b(M\B(x¢, Ryt)), en utilisant (3.4), on obtient :

~ c _ c
G ) 2 dg (2, 2)"=2D0=0)  (Rpy)(n=2(=v)

n—2

c‘1R("‘2)(1‘”)u§"_2)(1_y)_ 2

on a pour r €

)

Alors si on pose C; =
bB(xt, Rut) = b(M\B(zt, Rut))

n—2

Co.G ¥ (w, ) >y 2 = Supuy > w(x)
Donc par le principe du maximum

Cr.G' " (x,24) > uy(z) dans M\B(z, Ryu)
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soit N
GV, 20) > O \ug(z) = ¢ iy 7 DY)

()
et donc, en utilisant (3.4) :

n

dg(l,7xt)(n72)(17u)‘ut 3 (n72)(17y)Ut(x) <

ce qui en changeant v en (n — 2)v donne bien (3.7) sur M puisque c’est vrai
dans B(x¢, Rut) d’apres les estimées faibles.

On veut passer maintenant a v = 0. Soit g wun point de
M ol dg(w,z¢)" 2ur(z)us(z) est maximum. On veut montrer que
dg(yt, w¢)" " 2us(z)ue (y:) est bornée. Soit g9 > 0 tel que Ag + (h — &¢) soit
coercif et G sa fonction de Green. Pour ¢ assez proche de 1, on a hy > h — 0.
En utilisant le fait que G > 0, u; > 0, Maxf > 0, on obtient :

uly) = [ Gy ) (Lguele) + (b - eo)ui(x))
M

< | Glys2)(Dgur() + hyus())
M

=X | Gy, ) f(z)up(z)®
M

S )\tMafL'f/ é(yhx)ut(x)Q*_l
M

<C Gy, w)ur(w)® ™' + C/ Gys, z)u(x)* !
B(x¢,9) M\ B(x¢,0)
L’estimée (3.7) , pour 0 < v < %, nous donne :
PN . nE2 (g N .
/ Glynoyu(@? ™ =0 " 1)/ Gye, w)ur(x)* )
M\B(z:,5) M\B(z:,5)
nt2 2% -1
=0, > 7Y
n—2
= O(/’l’t 2 ) (3.9)
Donc
~ . n—2
ui(yr) < C Gye, x)ue(2)* =" + oy 7 ) (3.10)
B(x,0)

On distingue alors trois cas :

Premier cas : y; — yo # Zo R

Soit § > 0 fixé tel que dg(yo,x0) > 3d. Alors dans B(x¢,96), G(yi,x) est
bornée et

/ é(ytvx)ut($)2*_1 S C ut(x)?_l
B(x,6)

B(x¢,9)

<C uy () 1
B(wt,pt)
n+2

+C’,u77u(2*71) / dg(z, ay) &~ DF2n)
B(w:,6)\B(z¢,ut)

n—2

<Cpu”>
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ou l'on a utilisé (3.7) en choisissant v < 2*2—_1 et les formules du changement
n—2 n—2
e ~o* 1
= fB(OJ) 4y dug, ~ Cp,? . Comme

dg(ys, z¢) ne tend pas vers 0 on peut écrire

*

d’échelle pour fB(mt m)th

~ * n—2
/ Gy e (2)> 1 < Cpy ™ dglye, )2
B(x¢,0)

et donc en utilisant (3.10) et puisque v < % :

dg (ye, x0)" " Pue(@)ue(ye) < C.

Deuxiéme cas : Si, quitte & extraire, on a : y; — x¢ et dg(ys, x1) < Cpuy.
Alors il est clair que

dg (ye, )" Pug(@e)ur (ye) < Cug(we) tue(ye) < C

Troisiéme cas : Si, quitte & extraire, on a : y, — xo et r; = % — 00
quand t — 1.
On écrit en utilisant (3.9) et (3.10) que
_n-2 ~ .
dg(ye, 20)" Pu(ze)ur(ye) < Cpy ° dg(ymxt)”_Q/ Gy, v)ug ()
B}
n—2 ~ *
O )™ [ Glonyun(a
Bt
+O(u; " 7Y) (3.11)

ot B} = {x € B(x,9) : dg(y, ) > 1dg(yt,xt)} et B2 = B(xy,6)\B}. On

= 2
suppose toujours v < 5= et on utilise la propriété (3.4) de la fonction de
Green G. Alors (3.11) donne

_7/”72 *
dg (ye, x)" 2w (@) ue (ye) < Cuy 2 / u® "+ o(1)
Bl

t

_n—2 .
O gl [ dgly)? ()

t

Comme dans le premier cas, en utilisant (3.7), on obtient :

pe ? uw? <O
B}

et

_n=2

« 1
pe *od (yt,xt)n_2/ dg(ye, 2)* " ug(z)* ! < 55mo / dg(ys, )"
! ¢ B re " gy, 1) S ©

C
S S — o(1)
T

deés que v < 527 On déduit donc la encore que dg(y, ¢)" 2wy (w¢)ue(ys) est

borné.
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Proposition 7 :
Concentration LP forte : VR >0, V6 >0 et Vp > =5 o n=dimM :

p
 JB(e, muy W Ve \
lim———~—— =1—¢cgotneg — 0
=1 Jp(a,, Uidvs Fimtoo

Démonstration : 11 suffit d’appliquer la proposition précédente dans le chan-
gement d’échelle en x;. Par changement d’échelle

n—

_n-2 _
/ uf dvg > / ubdvg = py 27 / u}dvg,
M B(x¢,pt) B(0,1)

n—2

>Cpy 7"

D’autre part d’apres la proposition 3 :

n—2

M\B(z¢,Rpt) M\B(z¢,Rpe)

< CM?*P% Rn+(2—n)p

des que p > 5. En quotientant on obtient le corollaire.

3.3 Argument central de la démonstration du
théoreme 1

Comme exposé au chapitre précédent dans la description de l'idée de la
démonstration, on insére dans 'inégalité de Sobolev euclidienne ’équation (E)
“lue” dans la carte exp;tl.

On reprend les notations de 3.2 : @y, f,, ht, g désignent les fonctions et la
métrique “lues” dans la carte exp;tl, et Uy, Et , ﬁ, g; désignent les fonctions et
la métrique “lues” apres blow-up de centre x; et de coeflicient k; = p; L. et on se
place sur un voisinage de zg ou f > 0. On considere de plus une fonction cut-off
n sur R™ égale & 1 sur la boule euclidienne B(0,4/2), égale & 0 sur R™\ B(0, ),
0 <n < 1avec|Vnl < C.67! ot § est assez petit pour que, sur les boules
B(x¢,0), f > 0. L’identité de Sobolev euclidienne donne d’une part

(/ (@) dw)F < K(n,2)2/ IV () |? dac (3.12)
B(0,9) B(0,5)

ou ||, est la métrique euclidienne de mesure associée dx.
Par ailleurs, une intégration par parties donne en notant que |Vn| = An =10
sur B(0,4/2) :

[ vemkars [ opw s w7 o
B(0,9) B(0,5) B(0,6)\B(0,5/2)

En notant gij les composantes de g et F(gt)fj les symboles de Chrisoffel
associés, on écrit :

Aoty = Ng, Ty + (g7 — 67)0;10; — gijr(gt)?jakﬂt
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On obtient alors & partir de cette derniere inégalité (point (2.6) de I'idée décrite

a la fin du chapitre 2), en utilisant cette expression du laplacien comparant A,
n+2

et Ag,, en utilisant I’équation Fy : Aguy + hyuy = e.fuf =2 “lue” dans la
carte exp, !, et en utilisant le fait que [Vn| = An = 0 sur B(0,0/2) et en faisant
quelques intégrations par parties :

/ |V(nﬂt)\i dr < )\t/ UQ?tHf*dx — / nzﬁtﬂfdx
B(0,5) B(0,5) B(0,5)

+C.672 urdx
B(0,6)\B(0,5/2)

—/ 772(gij — 5ij)8¢ﬂt8jﬂtdx
B(0,6)

1 ij iGN (o —
by [ @ulglT (g0l + 087 (e,
B(0,5)

On en déduit grace a 'inégalité de Sobolev (3.12) et en utilisant le fait que

N ——L——+
K(n,2)?(Supf) ™
M

/ hi(nug)®de < Ay + By + Cy + C.62 wpdr  (3.13)
B(0,9) B(0,6)\B(0,5/2)
avec :

By = % fB(o’(;) (Ok(g/'T(g t)i'cj +0ij g7 ) (g )dx

Ci= ’fB(o,a) (8¢ - 5ij)3¢ﬂt3ﬂtd$‘

— 1 F 272" 1 2% o 2
A= o= JB00) [T 48 — gt (.5 () d)2
M
Ces calculs sont détaillés dans l'article de Z. Djadli et O. Druet [9] sur
lequel nous nous appuyons. Le but va étre d’utiliser la “concentration L?”
étudiée en 3.2.d/, pour obtenir une contradiction ; nous diviserons ainsi (3.13)

par fB(o,é) uZdz et ferons tendre t — to = 1.

La concentration L? nous donne déja :

- 2
C. QfB(O,é)\B(O,é/Q) uydx o

Jp0,5) Ttdx =1

Z.Djadli et O.Druet [9] ont montré (voir I’appendice C) que :

lim 12 <egsoues — 0quand 6 — 0 .

=1 [ 0.5) Ut AT
De plus, comme x; — xg on a }i_rg(ak(gijf(gt)fj +0i;2)(0) = 1S¢ (20),

d’on, d’apres la concentration L2 :

— B; 1
lim———— = -8 tes.
e} fB(O,é) ﬂfdm 6 8 (o) + &5
C’est I'expression A; qui va nous donner les termes 74(’7‘;21) Sg (z0) —%Sg (z0)

n=2)(n—4) Agf(x0)

(
€ TSa-1)  flzo)
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L’inégalité de Holder nous donne :

n—2

/ Fon’ud da < (/ 7tﬂt2*dx)%</ Fi(ae)? dz) =
B(0,5) B(0,5) B(0,5)

D’autre part :
1 .
de < (14 éRiC(xt)ijxli +C |x|3)dvgt
Un développement limité nous permet alors d’écrire :
7 2" 2 T 2" 2 1
( foay dz)» < ( [y dvg, )™
B(0,8) B(0,6)

ou

2
+ = on n_2 7{St}+C{St}2
(fB(oyg) Fai dvg,) = n

(51} = gt |

L o 3o
alad fal dvg, JrC'/ 2" @2 dvg, .
B(0,5)

B(0,6)

On en déduit )

A, < (Al 4+ A2
'S Sy A
M
ou
— o= 2 —  _ o* n—2 _\9* n—2
A= Fardeg )R ) dn)’ T (Supf. [ ) dn)
B(0,0) B(0,0) B(0,6)
et
2( Fo(e)? de) =" 4 L .
g = Woon OBV ) 7 (i, [ o dvg o0 [ g Y
”(fB(o,s) fiug dvg,) 6 B(0,9) B(0,5)

car {S;} — 0 quand § — 0 uniformément en . Ainsi I'expression A? va donner,
par développement limité & lordre 2 de la métrique, le terme en Sg(zo)et

I'expression A} donnera, par développement limité & 1'ordre 2 de f, le terme en
_ (n=2)(n—4) Ag f(xo)
8(n—1)  f(zo) -

Lemme : Comme dx = (1+ g Ric(z,);a' 2! +O(|x|3))dvgt et puisque exp :
M x R™ — R" est une application de classe C*°, on a pour toute fonction
a € HE(B(xg,26)) :

adx
lim fB(a:t ,0)

=1+0(8%) =1+e¢s
tﬂlfB(xt’ﬁ) advg,

Etudions d’abord I'expression A? :

T (a2 do) S
1/ : On a lim Un s f(r0) x)n_z =1+¢;5

=1 (0.0 f107 dvg,) ™
2

2/ : D’apres les estimées ponctuelles faibles, |#|° 2" < ¢u2, on en déduit :

3 _o*
fB(()yg) |l‘| ut2 dvgt

— <Ces.
fB(o,.s) u%dvgt
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3/ : D’apres les formules de changement d’échelle on écrit : pour tout R > 0 :

/ wixj?tﬂ?*dvgt :/ wixj?tﬂ?*dvgt +/ xixj?tﬂ?*dvgt
B(0,9) B(0,Rp) B(0,6)\B(0,Rpur)

_ / i o dvg, + i3 / v i dvg,
B(0,R) B(0,6u; ")\B(0,R) '

/ ﬂ?dvgt = U?/ 1 ﬂfdvgt :
B(0,9) B(0,60, ")

En utilisant les estimées ponctuelles faibles, on obtient :

et

o ~
a'ad fag dvg, < ER./ 3 dvg,

/B(o,éutl)\Bm,R) B(0,6p; \B(0,R)

donc : N
iof T2 g
Jp.sur 0B, T fit dug,

——

Jo0.u ) v,

ol eg — 0 quand R — +o00. Maintenant, si i # j :

<er

| zixd fiu “dvg,| | zixd fiu “dvg, |
lim fBOR) & < Tim fBOR) &

t=1 fsmﬁugwi%dv& t=1 Js(0,r) Ui dvg,

car ,
fwo)™
K(n,2)%n(n —2)
et u est radiale (voir le paragraphe changement d’échelle).

Sii=j:

u —u=(1+ |z[*)~"*%F dans C°(B(0,R))

fB(o,R) a'a’ fyug dug, B fB(o,R) («')* fei; dvg, fB(o,R) Uy g,

~2 g, - ~2 gy : 2 oy
Jo0,6u; ) Wdve, Joom @dve.  Jugs) v

Or dés que n > 4, en utilisant la convergence L? forte (proposition 7), on
obtient :
fB(o Rr) Ut fdug,

lim lim =
Jraee tl_erB(Oé 71)utdvgt
donc
L xiziﬁﬂZ*dv . N ) e —4
lim lim fB ©.R) e o) % f(xO)TQK(”vz)zL
R—oot—1 fB 0,601y Ut Zdvg, Jpn WPdx 4(n —1)
d’ou 42
— 1 n—4
i — Se(x0) + €5
t=1 f(z0) "% K(n,2)? fB(O(S U dvg, 12(n— 1)
ce qui avec hn}ﬁ = %S (x0) + €5 donne
B(0,5) Yt
— 1 Az B n—2
Tim ( - t + L—)= Sg (o) + €5

=1 f(z0) " K(n,2)? fB(wafdugt fB(w)afdx 4(n—1)
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Sin =4 on écrit :

. xixiftﬁy dvg, . _4
i T 200 < fwe) T K (n,2)?
R—oot—1 fB(O,tslt;l) ut d’l)gt 4(7’l — 1)

et on conclut en distinguant deux cas, Sg(xzg) < 0 ou Sg(xzg) > 0, la
démonstration est alors terminée car %(:)0) n’apparait pas (voir Pargument
a la fin de la démonstration).

Passons a I’étude de I'expression Af. C’est 1a qu’apparait la principale diffi-
culté due a la présence d’une fonction f non constante au second membre.

L’idée est la suivante : nous voudrions reprendre la méthode utilisée ci-
dessus pour I'expression A?, ol nous avons utilisé un développement limité de
la métrique pour obtenir le terme Sg (), en faisant un développement limité de
f pour en faire apparaitre les dérivées secondes et ainsi obtenir %(DT)O) Mais la
difficulté qui apparait alors vient du fait que toutes les estimées obtenues dans
I’étude du phénomene de concentration sont centrées en ;. Si I'on développe f
en zy, ce sont les dérivées premieres 9; f(x;) qui interviennent et le changement
d’échelle nous donnera alors

/ aif<xt)xiﬂf*dvgt = Mt/ 5if($t)$ia?*dvgt
B(0,6) B(0,6u; )

que l'on doit diviser par

2 ~2
ut/ B uydvg, .
B(0,6p 7)

Il est alors nécessaire de controler le rapport W, ce qui semble difficile. Si l'on
choisit plutot de développer f au point de maximum xg, les dérivées premieres
0; f(xp) s’annulent, mais il faut alors “transposer” les estimées faites en z; au
point zg ce qui impose cette fois 'obtention d’une inégalité de la forme :

dg (¢, o)
Ht

Cette inégalité a été étudiée par les auteurs déja cités, elle est difficile a obtenir,
et elle nécessite certaines hypotheses supplémentaires. Elle est baptisée par Zoé
Faget “seconde inégalité fondamentale” (la premiére étant I'estimée ponctuelle
faible). Ainsi, dans article de O. Druet et F. Robert [13], ou f = cste, il faut
faire des hypotheses sur la “forme” des h; et sur la géométrie de la variété au
point de concentration éventuel pour obtenir le résultat. C’est I’hypothese di-
sant que les maxima de f sont localement stricts (hessien non dégénéré) qui nous
permettra d’obtenir cette inégalité ; intuitivement cette hypothese “fixe” la po-
sition du point de concentration xg. En fait, la méthode que nous développerons

donnera directement le résultat cherché sur Aj%{;:)") , et donnera cette estimée

<C.

a posteriori ; mais nous aurions pu faire 'inverse.

Notons z¢(t) = expy, (z0) = (2§(t), ...,z (), ce qui a un sens deés que ¢ est
assez proche de 1 pour un rayon ¢ fixé. Alors z¢(t) — 0 quand ¢ — 1. Le point
7o(t) est un maximum localement strict de f,. Nous ferons tendre § vers 0 & la
fin du raisonnement apres avoir pris les limites en t.

Le développement limité de f, en z(¢) donne :

fil@) < f(:':o)+%5kzﬁ(ﬂco(lﬁ))-(93"”“*flf’é(lﬁ))(ﬂ:l*fvé(lﬁ)HC & — z0(t)* := f(0)+Ts
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(T; comme Taylor) ot (g, f,(70)) est une matrice définie négative (on notera
< 0). On notera toujours ¢, C' des constantes indépendantes de ¢ et §. Rappelons
que

n— n—2

Al = / Ty dug, ) ( / T, ()% dz) "= —(Supf. / ()? de)
B(0,5) B(0,6) B(0,6)

En introduisant le développement limité de f, en zo(t) on obtient :

n—2

1 o 2 ) = < T Uy 2 ) n A{F}+C{F)?
(o Tem @) ([ stoo)m)” ) o ey g (I HOAR)
*1 f.(x xkka aclfxl U 2 X r—x 3 U, 2 X

(R} = LouT (xo() /B o O b)) 0 /B RO )

d’ou en rappelant que Supf = f(zo) et fB(O 5 Fia2 dvg, <1
M ’

n—2 (fB(Oj) 7,55% dvgt)%
(S(0.6) f (@) ()" da) =

car C'|Fy| = &5 — 0 quand § — 0 et ¢t — 1. Par ailleurs, on peut écrire

« . fB(O 8) Tt.(nﬂt)Q*da:
{F} = Ty (e )? dx:/ Ty.(n:)? dvg, : — .
! B(0,9) ! ! B(0,6) ! ! & fB(075) Tt'(”'uft)2 dvgt

A} < {Fi (1 +€5.) (3.14)

En faisant de méme pour le premier quotient de (3.14), en utilisant le lemme
plus haut, la continuité de f en xg, et en notant €5 = PH%E&J/ on obtient :

o 1

lim—L——
72 —

=1 [p0,6) Ui dVg,

2 14 ) iy A2 T ) 2O b 0) ) g 1€ =200 050 o,
n J t—1 fB(O,rS) Uz dug,

ott 'on écrit Oy f, (7o) pour O f,(xo(t)). Considérons le développement

fi(@) < flzo) + %&Jt(wo(t))(mk — () (@' = 24(1)) + clz — wo(t)[’

A priori ¢ dépend de t, mais par la régularité de exp;ﬁ1 oexp,, par rapport a
toutes les variables, on peut supposer que c est indépendant de t. De plus :

cle—zo() < e —mo()] Y (" — (1)
k

< 26¢ Z(aﬁk —zk(t))?

k

ou l'on rapelle que d est le rayon de la boule sur laquelle on integre. On peut
alors écrire :

fi(x) < flxo) + (%%Jt(l’o(t)) +0Ck) (2" — a5 (1) (2! — x5 (t))
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ot Cly = oy = csik =1let Cyy =0sik # 1 (dg est ici le symbole de Kronecker)
est indépendant de t.
Introduisons une notation de plus :

Dy (t,0) = %akl?t<$0(t)) +0Ch .

Alors :
1/ }iﬂé}iﬂkaz(t,Cy) = $0uf1(z0(1)) ot fi = foexp,l et xo(1) =0 =
expy (o).

2/ : pour tout § assez petit et pour ¢ proche de 1 Dy (¢, §) est encore (définie)
négative.

Dy, (t,0) est le hessien de f en x(t) perturbé sur sa diagonale par les termes
d’ordre 3. C’est pour obtenir le point 2/ que nous avons besoin de ’hypotheése
de non-dégénérescence du hessien de f en ses points de maximum. Ainsi

1. = x x
pOuFilan) [ (@ ab(O) b ®) o) dvg +C [ o= aoft) () dug, <
B(0,6) B(0,6)

Dua(t, ) /B o2 OO0 e

Si

{F!} = Dul(t.6) /B o O @) m) g

{F!} est analogue a {F;} mais c’est la mesure dvg, qui intervient au lieu de dz
et on utilise Dy (¢t,0). Alors

m At1 < n — 21,7Dkl(t’ ) fB(O,[S)(xk - xlg(t))(xl - xé(t))(nﬂt)Q*dvgt
im im

2 - —2
=1 [p(0.5) Vidve, not=l JB(0.5) T dve,

(14¢s)

Dans le développement de Dy, (t,8)(z* — zE(¢)) (2! — 24(t)), ce qui nous
intéresse, c’est le premier terme, i.e Dy (t,8)z"z! (voir Pobtention de Sgy(o)
dans A?), et I'on espére que les autres vont étre négligeables. Le principe va
étre de réarranger {F}} et d’utiliser le fait que Dy, (¢,d) est une forme bilinéaire
négative :

(Fl}=  Du(t.5) / 2 (07,)% dug, + Dua(t, 6)ak (£)h (2) / (11)? dvg,
B(0,6) B(0,6)

Dult,0) / (P (1) + 2h (1)) (7)? dvg, -
B(0,5)

On refactorise les deux derniers termes (en enlevant quelques ¢ et ¢ et en sous-
entendant dvg, pour éclaircir) :

Dy / (1tir)*" dvg, — Dy / (@b ol + 2'af) () dvg, =
B(0,5) B(0,0)

Dyfickah / (r)? — / o (o) — b / )] =
B(0,6) B(0,6) B(0,6)
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Dule( [ ([ )}
B(0,9) B(0,9)
k()2
e Ipgo,s) F ()
—ab([ R
B(0,5)

_ * fB(O5 nut)Q
ok a2 |
(fB(o,é)(nﬂt)%)é 0(/3(075)(77 ) ) ]

1
fB(on) (nug)?" )z
Alinsi, en notant (désolé) :

*

/ nut dvgt
B(0 5)

/ 77Ut d’t}gt )%
B(0,6)

P’expression ci-dessus devient :

Dy / (72,)? dvg, — Dy / (el + 2laf) (1) dvg, =
B(0,5) (0,9)

k l
= DulO)a)5 = ah) 2 S = 010
= Dul(e(t).2 - iit))(:cé(t).zt glg)) B €k<tz)§l<t)]

Par cette méthode de refactorisation du Hessien, on a ainsi obtenu :

1. = . «
§5szt($0)/ (a* = () (' =g (£)) (17, dvg, +C @ — o (1) (ym)* dvg, <
B(0,5) B(0,9)
. ek (t el(t ek (el (t
Dkl(t,é)/ xkxl(nﬂt)Q dvgt—I—Dkl(t,(5)(a:g(t).zt—L)(xlo(t).zt—ﬁ)—Dkl(t,6)#
B(0,6) 2t 2t 23
. Ft)el(t
< Dy(t,6) / o ()2 dvg, — Dya(t, 5) =D
B(0,5) Z
car, et c’est 1a le point fondamental :
Dy (t, 6)wfw! <0 Yw = (W, ...,w")
ce qui permet de supprimer de I'inégalité le terme
k e (t),, | el(t)
Dya(t,6)(wg(t).2e — ——) (2o (t).2 — ——)
Zt Zt
C’est ce terme en fait qui donne I'estimée dg(@1.20) < C (voir la partie suivante).
On a donc obtenu :
: )5 (t)
Al _9__ Dylt,d) xFat (i) dvg, — Dy(t, 5) (¢
lim ¢ <! lim fB(O’é) £ K (14¢4)

=1 [p0.5) i AV, notel (0.5 T dve,
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Maintenant, comme pour A?, on écrit :

_— ekl (niy)? dvg, _ —4
fi 1209 — = fla) K2 ——sik =
t—1 fB(O,é) u; dvg, 4(n—1)

= 0sik#I
d’onu

1 n— 21.7Dkl(157 9) J50.6) a*zl ()2 dug,
= im —
K(n,2)%f(z0)"= 1 t=1 fB(O,é) Uy dvg,

1 (n—2)(n—4) 1 _
~ flwo)  4(n—1) zl:(gaufl(o)m”a)

(=D 1) Befa) | _
8(n—1)  f(xo)
car Agf(zo) = — Y, 0 f1(0) dans la carte exponentielle en .
Enfin, montrons que le terme résiduel est négligeable.

" (e ()] < (" (1) +€'(1)?)

DN | =

or
ek (1)? = ( / (o) dvg, )?
B(0,6)

— ([ am v+ [ o) dog, )
B(0,Rpt) B(0,6)\B(0,Rp¢)

<o(f ok g )2 [ () dug,)?
B(0,Rus) B(0,8)\B(0,Rt)

Les formules du changement d’échelle nous donnent pour R fixé :

(fB(O,Rut) o () dvg,)* (e fB(o,R) Va7 dvg, ) (IB(O,R) ohu? dr)?

= < = — — =0
fB(o,s) U dvg, T fB(o,R) Updvg,. -1 fB(o,R) u?dx

car u est radiale.
n—2
Enfin avec les estimées ponctuelles : dg(x,x¢) 2 w(z) < € si dg(z,z) >
Ry, et d’apres l'inégalité de Holder :

n—1

2
n—2 2
Uy dvg,)

2" () dvg, )?

IN
LY

(f ([
B(0,6)\B(0,Rp+) B(0,86)\B(0,Ryt)

2n

( / W dvg, ) / 72 dvg,)
B(0,6)\B(0,Rput) B(0,6)\B(0,Rput)

IA
LY

g

donc

2n

( xk(nﬂt)Q*dU t)2
fB(O’&)\B(O’Rw),Q £ < E%{(/ w7 dvg,) < cehy
JB(0.5) Ui dvg, B(0,6)\B(0,Rjur)
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ol eg — 0 quand R — oco. En remarquant que puisque zy est un point de
concentration :

22 = / (nﬂt)?dvgt > / uf*dvg >c>0
B(0,9) B(z0,6/4)

on obtient finalement .
" ()e' (1))
2 2 =, 0
2 fB(o,a) ujdvg, t—1
La conclusion de tout cela est que si on divise par || B(0,6) uZdvg, la relation
obtenue a partir de 'inégalité de Sobolev :

_ 1 _ .
he (g )2 de < — / Pt dx
/B(O,é) ¢ (i) K(n,2)2(Supf)™= JB(0.5) e
M

1 / o
—_—— nug )< dx)2*
K(m 2)2( B(O,5)( 2 )

+C.672 deﬂ? + Bt + Ct
B(0,6)\B(0,56/2)

o

et que 'on fait tendre t vers 1, on obtient :

n—2 (n—2)(n—4) ANgf(xo)
Se0) ~ T o)

h(l‘o) +e5 <

= 3w-1

On fait alors tendre § vers O :

n—2 (n —2)(n —4) Bgf(ao)

e T R TR VI (Y

Or on a supposé au contraire que :

n—2 B (n—2)(n—4) Agf(zo)
) T TR )

si kg était un point de maximum de f. Donc il ne peut y avoir phénomene
de concentration, et donc la limite u des u; est strictement positive et c’est
une fonction extrémale. La fonction faiblement critique h possede une solution
minimisante, elle est donc critique.

Fin de la démonstration.

h(l’o) >

3.4 Phénomenes de concentration et seconde
inégalité fondamentale.
Nous revenons ici sur 'inégalité

dg(xh IO)
Mt

<C

en nous placant dans le cadre de l'étude générale d’une suite présentant un
phénomene de concentration, dans le but de montrer cette estimée. Les données
sont les suivantes :
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On considére sur une variété riemannienne compacte (M, g) de dimension
n > 5 une suite (u;) de solutions C** de I'équation

n+2 2n

—2 L —2
Aguy + huy = M fu] ™" avec fuf P dvg =1
M

avec f une fonction dont le maximum est strictement positif, et dont le Hessien
est non dégénéré aux points de maximum. On suppose de plus que

hy — h dans C%°

ol h est telle que Ag + h est coercif. La suite (u;) est bornée dans Hf, donc (a
extraction pres) u; — u faiblement dans H?, et on suppose que u = 0, donc que
la suite développe un phénomene de concentration. Nous faisons une hypothese
dite “d’énergie minimale” :

1
K(n,2)*(Supf)

A <

n—2
n

Alors, si 'on reprend ce que nous avons fait en 3.2/, nous avons (quitte & extraire
des sous-suites) :

a/ : Il existe un unique point de concentration xg et c’est un point ot f est
maximum sur M.

Vo >0 : limsup/ fuf*dvg =1
B(x0,6)

t—1

b/ : uy — 0 dans C2 (M — {xo})

¢/ : Estimées ponctuelles faibles :

Reprenons les notations du changement d’échelle : on considere une suite de
points (x4) tels que

n—2
2

my = Mj\?azut = up(we) == py

Alors d’aprés ce qui précede x; — wxo et p; — 0. Rappelons que
U, fy, he, g désignent les fonctions et la métrique “lues” dans la carte exp;tl, et

Uy, hy, ﬁ, g: désignent les fonctions et la métrique “lues” apres blow-up.

f(xo)*

|

u —u=(1+ - )_% dans C?,(R™)
K(n,2)* n(n - 2) “
VR >0 i 2 dvg =1 —ep ot 0
on a :lim S fui dvg ER OU ER Rjroo

3C > 0 tel que Vo € M : dg(w,xt)%ut(x) <C.

Ve > 0,3R > 0 tel que Vt, Vo € M : dg(x, z) > Ruy = dg(x,$t)n7_2ut(x) <e.

d/ : Concentration L?
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2
/ uZdv
V6 >0 lim 220 T F
t—1 fM ui dvg
e/ : Estimées ponctuelles fortes et concentration LP forte

n—2

3C > 0 tel que Vo € M : dg(x,2,)" ?u, 2 u(z) < C.

VR>0,Y0>0etVp> "5 oun=dimM ona:

p
. fB(xt,RHt)uthg \

lim————5—=1—-¢cgpotieg _— 0
t—1 fB($t75)utdvg R—+400

Signalons que 'on obtient comme conséquence relativement rapide des es-
timées fortes la convergence suivante :

_n=2 4 (n—2)

e T (@) = wz)u(@) = () Tgrrwn-1Ga(o, ¥) dans Croe(M\{z0})
M

2
Wy

ot Gp (g, x) est la valeur de la fonction de Green en (zp,x). La démonstration
reprend le schéma de la deuxiéme partie de celle des estimées fortes ; la présence
de f ne changeant strictement rien, nous renvoyons a l'article de O. Druet et F.
Robert. Nous ne nous servirons de cette relation qu’au chapitre 7.

Seconde inégalité fondamentale :

Le point nouveau obtenu par la présence d’une fonction f non constante
et vérifiant (Hy) au second membre de nos équations est alors exprimé par le
résultat suivant, qui lie la vitesse de convergence du point de sup x; vers le point
de concentration zy a la valeur du maximum des u; representée par p :

Théoréme 9 :
1l existe une constante C > 0 telle que Vit :
dg(xh xU)
Kt

<C

En effet, en reprenant les calculs de la démonstration précédente, on obtient :

o2 (-2 4) Dgf(x0)
D) T TR )

k !
— n— 2Dy (t,8)(zk(t).2 — ET(tt))(xé(t)Zt — =)

2t
—2
t—1 n fB(O,(S) Uy dvg,

h(zo) < + €5 (3.15)

out Dy, (t,d) est définie négative pour ¢ voisin de 1 et pour tout § assez petit et
ou I'on rappelle que zo(t) = expy!(z0) = (2§(t), ..., 2§ (t)). 1l existe donc A > 0
tel que Vw € R™ :
Dyy(t, 6)wkw! < —)\Z ‘wk’2
k
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et donc

2t

Dy (t,9) — T —
(fB(o,(s) Tydvg,)? (fB(o,(s) Uy dvg,)

xk(t).z, — Wy (gl (¢ 2 — O
0 0

zE(t).2 ek (¢
,)\Z 0(22 t - (7)2 ;
k (fB(O,é) U;dvg, ) Zt(fB(O’é) Uy dvg, )2

Or on a vu que :
Ek (t)2
—
2 2
i fB(o,a) ujdvg, t—1

et d’autre part z; = (fB(O 5) ﬂ?*dvgt)%,donc puisque zo est un point de concen-
tration :
0 < ¢ <liminf z < limsup 2z < ¢ < +00.

Donc nécessairement, & cause de (3.15), pour tout k, il existe une constante
C > 0 telle que pour t — 1 :

k
xoﬁ(? . S C
(fB(Q’[S) Uy dvgt ) B

Maintenant

/ ﬂ752dvgt ::uf/ . ﬂfdvgt.
B(0,6) B(0,0p; )

mais les estimées ponctuelles fortes nous donnent que
lim uydvg, < +00
=1/ B0,6u")

(elles donnent en fait @, < C.u sur B(0,5u; ")) donc

/ W dvg, ~ Cpu?
B(0,6)

d’ou .
Vk ‘TO (t) S Cl
Ht
et donc
dg(.’lit,l'()) S C
Ht
CQFD.
Remarque 1 : Indépendamment, s’il y a concentration, nécessairement :
n—2 (n—2)(n—4) Agf(xo)
h(zg) < ——Sg(x9) —
R R e R

Remarque 2 : Si on sait de plus qu'aux points de maximum de f :

_ n—2 (n—2)(n—4) Agf(P)
h(P)_4(n—l) s(P) - 8(n — 1) ?(P)
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alors on voit d’apres ce qui précede que plus précisément :

dg(1,70)
He
Remarque 8 : Intuitivement, les estimées ponctuelles en z; donnent la “for-
me” des uy, le théoréeme 9 donne la position de leur maximum. Plus précisément,
il permet de remplacer dans les estimées fortes ou faibles et dans la concentration
LP forte x; par xg.
Remarque 4 : La méthode que nous avons développée pour obtenir cette
seconde inégalité fondamentale semble pouvoir s’appliquer a d’autres problemes
similaires. Voir par exemple I'article de Zoé Faget [15].

3.5 Remarque : Illustration de I’utilisation de la
seconde inégalité fondamentale

Pour montrer 'importance de ’estimée

dg(xh IO)
1243

<C

nous voulons ici indiquer rapidement comment, si I’on suppose qu’on a pu
I'obtenir indépendament, cette estimée permet de conclure la démonstration
du théoreme central de ce chapitre. Il ne s’agit donc pas d’une nouvelle
démonstration, mais d’une illustration de I'importance de cette estimée.

On commence de la méme maniere, et on arrive a ’étude de 'expression A} :

n n—2

— * — * —2 *
Al = / Fou dug, ) ( / Fom)? de)" = —(Supf. [ () da)
B(0,5) B(0,8) B(0,6)

En introduisant le développement limité de f on obtient

1
lim ——t——

t—1 fB(o,a) “?T’gt - . .

T n=2 F0k1f 1 (20) [ (0,5 (@ —af (1)) (@' —a§ (1)) (18:)* dvg, +C [ 5 |lz—20 (D) |° (78:)* dug,

t—1 " J5(0.5) T dvg,

(1+¢5)

ott 'on écrit Oy f, (7o) pour O f,(wo(t)). En développant

%6;@1?,5(1‘0) fB((),a)(xk - x’g(t))(xl - xé(t))(nﬂt)?d”gt =
30k f4(w0) fB(o,a) e ()% dug,
10T o) (O3 (t) S5 () di,
+0h f1 (o) (t) fB(O,zi) xk(nﬂt)2*dvgt

soit

1. - " 1. - N
L 0T (o) / (2% — ah(1) (@' — b (B) () dvg, < ~OTo(wo) / (i) dog,
2 B(0,6) 2 B(0,5)

0T (o) (1) / (i) dug,
B(0,5)
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car )
SO T ao)ab(t)h(®) <0
puisque xg est un point de maximum de f. Quand au reste :
/ & — 2o (8)[° (2ie)* dvg, <C Y |x0(t)|q/ |lz|” ()? dvg, -
B(0,9) pro=3 B(0,9)

On a déja vu que
.—fB(o,a) k! (1a,)*" dvg,

—2
lim — = flxo)™ K(n,2
=1 [p0.5 Tt dve,

= 0sik#I

et donc

1 Rn -2 %&flft(xo) fB(O,é) xkxl(ﬁﬂt)ydvgt
K(n,2)?f(z0) "% =1 n J5(0.5) Trdvg,
1 (n—2)n

—4) 1. -
~ ) dm-p GO+

(== Agfw)

8(n —1) f (o)

Par changement d’échelle, on peut maintenant écrire

8kl?t(x0>$€)(t)/

B(0,6)

P dvg, = OuiF s (w0) b (B /B o2

0 (o) (1) / ¥ () duvg,

B(0,6)\B(0,Ru;)
et

/ ﬂ?dvgt = M?/ 1 atzdvgt .
B(0,5) B(0,611; )

() e fB(o7R) e dvg, _ w(t) fB(o,R) e uf dug,

fB(O,é) T; dvg, Mt fB(o,éujl) U7 dvg,

Alors

mais
k0% dx

u?dzx

fB(O’R) xkai% d’l)gt fB(O,R)

fB(o,R) ujdvg,

k2%
fB(O,R)x u; dvg,
~2
fB(o,su;l) U dug,
l
car u est radiale et o] est bornée par la seconde inégalité fondamentale.
Ensuite, par 'inégalité de Holder et en utilisant les estimées ponctuelles faibles

=0

t—1

fB(o,R)

k(2" =2
() dog, <egr a, " dug,

/B(O,&)\B(QRM)

SER(/ ﬂfdvgt)%(/
B0,0)\B(O, Ryxe) B0,0)\B(O,Rpxs)

< CER(/ ﬂfdvgt)%
B(0,6)\B(0,Rut)

/3(0,5)\3(0,1@0

2n
—_n—2
u; dvg,)

1
2
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1
donc, puisque %f)l est bornée :
_\o* _ 1
a4 (t) fB(o’g)\B(o’Rm) (g )? dug, €R- |x6(t)| (fB(o,g)\B(o,Rm) ugd”gt) 2
—2 = — 1 — 1
fB(o,5) ujdvg, (fB(Oﬁ) u?dvgt) 2 (fB((m) u?dvgt) 2
1
zy(t
o ROl
Nt(fB(QR) utdvgt)Q R—oo
Ensuite,
3 _ *
|20 ()" [ (0,5 (1) dvg, o (t)[®
—2 S =3
fB(O,(;) uydog, i (fB(o,R) uidug,) t—1
L
car [zo®] est bornée et |zo(t)] — 0.
t

Comme ci-dessus

2 o
|0 (2)] fB(O,é) |z| (nw:)? dvs, -
fB(o,é) jdug, B

2 _ 1 2 1
201 2R (50,6050, k) T 908:)* 0.8\ B0.AN) T dVe)?

po 1 — I
M%(IB(Q,R) ujdvg, )z <fB(0,5) uydug, )2 R—+oo

Puis, en utilisant les estimées ponctuelles faibles, on obtient

|$0(t)| fB(O,J) |$|2 (nﬂt)rdvgt

fB(o,a) ﬂ%dvgt

< Czo(t)]

et donc ce quotient tend vers 0 puisque |x(t)| — 0.
Enfin,

3/ —\2* 2/ \2*
x|” (nug)® dvug, z|” (nue)” dug,
fB(o75)| " () & _ 5[3(075)| ™ () & _

fB(o,a) a; dvg, B fB(o’s) T; dvg,

Avec ces limites, on peut conclure comme dans la partie 3.3 que

n—2 (n—2)(n—4) Agf(zo)

h(zg) 4+ €5 < msg(xo)  8(n—1) f(zo)

d’oul une contradiction, puis la conclusion.
Ainsi, la seconde inégalité fondamentale des phénomenes de concentration

dg (x4, 70)
Mt

<C

permet d’aboutir au méme résultat sans utiliser la méthode de refactorisa-
tion du Hessien présentée dans la troisieme partie de ce chapitre; mais c’est
grace a cette méthode que nous avons pu montrer cette estimée dans la partie
précédente. Néanmoins, il est important de remarquer que si ’on suppose vraie
cette inégalité (en imaginant qu’on ait pu l'obtenir indépendamment), on n’a
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plus besoin de supposer que le Hessien est non dégénéré au points de maximum
de f. En revanche, on peut trouver une suite de solutions (u;) d’équations de la

forme
n+2

Agut + hpup = Utn_Q

ou au second membre la fonction f est constante et donc a un Hessien dégénéré
(1), telles que (u;) développe un phénomeéne de concentration mais ne vérifie pas
la seconde inégalité fondamentale. Nous en construirons un exemple au chapitre
8.

3.6 Remarque finale

Une fagon “intuitive ” de voir les détails techniques des calculs est de
considérer que 'on fait un développement limité en fonction de u; des deux
membres de I'inégalité issue de celle de Sobolev, au sens ol, apres changement
d’échelle, on évalue les intégrales en fonction de ce parametre fondamental.

Ainsi, en gros

/ |x|p ﬂ?*dvgt ~ py

[ativg ~ i
On obtient ainsi a partir de 'inégalité de Sobolev dans laquelle on introduit
I’équation vérifiée par w; :
-2 —-2)(n—4) A
o2 o (= 2n—4) Agflro)
in—1) Sn—1 f(ao)

On divise alors cette relation par p? (c’est & dire qu’on utilise “la concentration
L?”) pour obtenir une contradiction avec I’hypothese

h(zo)p; < ( )i + o(p7)

oo (n— 2)(n— 4) Agflay)
oD% ™ 801 f)

C’est cette fagon de voir qui nous a guidé dans la mise au point de la méthode
de refactorisation du Hessien.

h(l‘o) >



Chapitre 4

Triplet Critique 1

Existence de fonctions critiques.

Nous montrons dans ce chapitre le résultat suivant :

Théoréme 2 :

Soit (M,g) une variété de dimension n > 4 et f une fonction vérifiant
(Hy). Il existe une infinité de fonctions critiques h pour f et g, qui vérifient
%h(])) > Sg(P) — 22 A]%(flﬁf’) en tout point P ot f est mazximum sur M.
Ces fonctions critiques ont des fonctions extrémales.

Commengons par montrer ce résultat quand f > 0.

L’idée, et c’est une fagon de voir les fonctions critiques, est de trouver une
fonction hg sous-critique et une fonction h; faiblement critique (on pourrait dire
surcritique) et de passer continiiment par un chemin de hgy & h; ; le théoréme 1
nous dit que ce chemin doit “rencontrer” I’ensemble des fonctions critiques.

Soit h une fonction C'*° faiblement critique pour f telle que en tout point
P ou f est maximum sur M on ait :

4(n

A=V hp) > se(P) -

n—4 Agf(P)

2 f(P)

1l suffit de prendre h > By(g)K (n,2)~2 . Comme f est non constante, il existe
une boule ouverte

B(y,26) ¢ M\{z/f(z) = Mazf} .

Soit alors 7 une fonction plateau, n = Osur M\B(y,26) , n = 1lsur B(y,0),

0 <n < 1. Soit
= (/)

Alors [ fe =1et I(c) = [ he®. Pour t € RT on pose

1
oF

ht:h*t’r]

Ainsi : hy = h sur M\B(y,0) D {z/f(z) = Maxf}, et

Ip,(c) = /htc2 = /h02 —czt/ 7.
B(y,26)

o8
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Donc en choisissant ¢ assez grand, on obtient
1

I}lt(c) < n—2
K(n,2)*(Supf) =
M

Par ailleurs, sur M\ B(y, §) qui contient {z/f(x) = Maxf}, hy = h. Donc VP €
{z/f(x) = Max [} :

4(n—1 — 4N f(P
%ht(m > 5(P) " ?(J;g))
On pose )
= A .
to=Inf{t/ n, e < K(n,Q)Z(Supf)"TJ}
M
Alors .
Ahtovfzg = n—2
K(n,2)*(Supf) ™=
M
et )
Ao fg < — si >ty
K(n,2)*(Supf) =
M
De plus
4(n—1 —4 N f(P
%hto(P)>Sg(P)_n2 J%(f]g)) sur {z/f(x) = Maxf}.

Enfin A 7 hy, dans C%% et comme hy, est faiblement critique pour f > 0,
—10

Ag + hy, est coercif. Donc d’apres le théoreme 1, hy, est critique avec des
fonctions extrémales.

Ceci montre le théoreme dans le cas ou f > 0.

La difficulté quand f change de signe est que pour une fonction h, la condi-
tion 1

K(n,2)2(Supf)™+
M

Ahfg =

ne suffit pas a garantir que 'opérateur Ag + h soit coercif, ce que nous avons
exigé dans la définition des fonctions critiques. Rappelons que Ag + h coercif
signifie qu'il existe C' > 0 tel que pour toute u € H?,

/ (|Vu|§; + hu?)dvg > C’/ u’dvg .
M M

Une bonne facon d’étre str que cet opérateur est coercif, grace aux inclusions
de Sobolev, est d’avoir h > 0. Par ailleurs, nous avons dit que si f = 1, que
(M, g) n’est pas conformément difféomorphe a la sphere standard, et que Sg est
constante, alors By(g)K(n,2)~2 est une fonction critique, c’est la plus petite
fonction critique constante et en particulier elle est strictement positive. Or
quand f est quelconque, il n’est pas évident qu’il existe de telles fonctions cri-
tiques. Le résultat intermédiaire suivant a donc son intérét ; il sera fondamental
au chapitre suivant.
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Corollaire 1 :
Soit (M,g) une variété de dimension n > 4 et f une fonction vérifiant
(Hy). Si fM fdvg > 0, il existe une inﬁnité de fonctions h, strictement positives,

critiques pour f et g, qui vérifient 2= 1)h( P) > Sg(P) — "7*4%%();(,5) en tout

point P ou f est maximum sur M. Ces fonctions critiques ont des fonctions
extrémales.

Démonstration :
Reprenons ce que nous avons fait pour le cas f > 0. On part de

h = Bo(g) K (n,2) "2

En tout point P ou f est maximum sur M, d’apres 'hypothese (Hy) :

=D o) Kn,2) > 55(P) - "5 4%{;?)
car " M
Og)K(n 2) _4(n_1)Ma;pS

Comme f est non constante, il existe une fonction 1 dont le support est inclus
dans M\ {z/f(x) = Maxf} et telle que 0 < n < 1. Soit

n—2

o (f)

(c’est 1a qu'on utilise [,, fdvg > 0), on a [ fc* dvg =1 et en rappelant que

I g(w) = In(w / Vwl|? dvg + / h.aw?dvg
on obtient, en notant BoK 2 = By(g)K (n,2) 2
I x—2(c /BO K 2dvg =BoK ~2c*Volg(M) .
Pour t € Rt on pose

hy = BoK ™2 —
Alors hy = BoK =2 sur {z/f(z) = Maxf}, et

2
2

Iy, (c) = / BoK 2c?dvg—c?t / ndvg( / fdvg> (BoK 2Volg(M)—t / ndvg)
M M M M

Donc si t est assez grand,
1
K(n,2)*(Supf)™=
M

Iht(c) <

Maintenant, on voudrait aussi que h; soit strictement positive sur M. Il faut
d’apres la définition de h; et puisque Supn =1 que
M

t < Bo(g)K(n,2)"2 . (4.1)
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Mais pour que
1

K (n,2)%(Supf)*=
M

Iht(c) <

il faut aussi que

L (ByKVolg(M) — (fodUg)TH). (4.2)

t> ——7—
Jarndvg K(n,2)*(Supf) =
M

On peut donc trouver un tel ¢ des que

L -2 -~ (fM fd”g) - 9
fM ndvg (BolC™Volg () K(n,2)2(5upf)n772) < Bk
M

ce que 'on peut écrire

n—2

(fM fdvg) " )
Bo(g)(Supf) ="
M

/ ndvg > Volg(M) — (4.3)
M

Rappelons qu’on veut 7 a support inclus dans M\ {z/f(z) = Maxf} et telle
que 0 < 1 < 1. Mais ’hypothese que le Hessien de f est non-dégénéré en ses
points de maximum implique que {z/f(x) = Maxf}, I'ensemble des points de
maximum de f, est un ensemble de points isolés. On peut donc trouver une telle
fonction 7 telle que de plus [, ndvg soit aussi proche que 'on veut de Volg(M).
Comme

(fM fdvg) =
Bo(g)(sﬁpf)n’;bz

on peut trouver 7 vérifiant (4.3) et donc un ¢, noté ¢;, vérifiant (4.1) et (4.2).
Sur {z/f(x) = Maxf}, hy = BoK~2 donc VP € {z/f(z) = Mazf} :

4(n—1) n—4Agf(P)
ﬁht(P) > Sg(P) — 5 %
On pose alors :
t():[nf{figtl/)\ht< 1 n72}.

K(n,2)*(Supf) ™=
M
Nécessairement tg < t1. On rappelle que

An,fg =Ap = inf Ip(w)

wEH;
ou
Hy = {we Hf(M)//Mf\wI%dvg —1}
Alors
by, ! et Ap, < ! —5 st t > 1p.

T K(n,2)2(Supf) " K (n,2)2(Supf)=
M M
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De plus Vt, tg <t <ty, hy > 0 sur M et

4(n—1)
n—2

n—4 Agf(P) _
5 FP) pour P e {z/f(x) = Maxf}.

Enfin hy; t_—>>to ht, dans C°, et comme hy, > 0, Ag+ hy, est coercif. Donc d’apres

hiy (P) > Sg(P) —

le théoreme 1, hy, est critique avec des fonctions extrémales.

Venons-en au cas général, c’est a dire ot f peut changer de signe sur M
et ol 'on ne suppose plus [ fdvg > 0 (mais toujours Maxf > 0). L’idée est
de modifier la fonction faiblement critique pour f, Bo(g)K (n,2)~2 non plus
par une fonction plateau 77 comme dans la démonstration précédente, mais par
les fonctions tests décrites au chapitre 1. On peut les présenter de la maniere
suivante : Pour tout point £ € M et pour tout 4 > 0 assez petit, il existe
une suite de fonctions (1) & support inclus dans B(z,d) telle que pour toute
fonction h :

- fM|v¢k|2dvg+fM h.aby?dvg — 1

In1g(Vr) 2 0 K(n,2)?

(fM Wk‘% dvg) !

2n_
/ PP dug =1
M

cette derniere condition étant obtenue en multipliant les fonctions décrites au
chapitre 1 par des constantes. Il est ici plus commode d’utiliser la fonctionnelle
J car nous aurons

|t A1
M

Soit alors 1, une de ces fonctions ot k et B(z,d) seront fixés plus tard. On
considere pour t > 0 la famille

ht = Bo(g)K(n, 2)_2 — tw}?ﬁ .

Tout d’abord, cherchons & quelle condition Ag + h; est coercif. Toujours en
notant BoK 2 = By(g)K (n,2)"2, et en sous-entendant que les intégrales sont
prises pour la mesure dvg, pour u € Hf

_4
/(|Vu\z+htu2) :/ (|vu|§+BOK—2.u2)—t/ G2l
M M M
n n— 4 _
2K(n,2)_2(/ u%) - —t/ Yp 2 ?
M M

d’aprés l'inégalité de Sobolev. Or par I'inégalité de Holder :

_4_ 20 p_o 2n 2 2n_ 2
[t < ([ o= wtni = wt)
M M M M

_2n_
car f M ;=% = 1. Donc, en utilisant 1'inégalité de Holder pour dire qu'il existe
une constante C' > 0 telle que

C u2 S (/ urf—nz)%
M

M
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on obtient, des que K(n,2)"2 —t >0

2n n—2

2 2 -2 w2
[ avaemad) = K220 )

M
> (K(n,2)_2—t)C/M u® .

Ainsi Ag + hy est coercif dés que t < K(n,2)72; on fixe alors #1, 0 < t; <
K(n,2)72. On voudrait maintenant fixer v, pour que hy, soit sous-critique
pour f. Or, si 'on choisit déja x assez proche d’un point xy de maximum de f
et 0 assez petit pour que f > 0 sur B(x,d), on obtient :

2n

_ fM ‘V’(/Jk|2 +fM BOK_Q.’lka —t fM ,L/}knj

Jhtlvf:g(wk> N
< Ipok-21(Vk) t
T (Inf ) (Sup )
B(z,0) B(z,6)
< Ipor-21(Vr) i1
T (Inf ) (Suph)
B(z,6) M

Pour tout € > 0, on peut, par continuité de f, choisir x assez proche de xg et §
assez petit de sorte que B(z,d) N{z/f(x) = Maxf} =0 et que
1 1

= < s T €
(Inf f)=  (Supf)=
B(z,6) M

x et § étant fixés, on peut maintenant choisir k assez grand pour que
JBUK*2,1(wk) < K(n, 2)_2 + €.

Par conséquent, en choisissant € assez petit, on voit que puisque —2——5 > 0:
(Sﬁpf ) m

1
K(n,2)=2(Supf)" =
M

Jhtl 7fag(1/}k) <

et donc que hy, est sous-critique pour f. On conclut alors de la méme maniere
en posant :

1
R N TR TET
M

Alors tg > 0, et

1 1
)\ht = — et )\ht < P st t > tp.

* K(n,2)*(Supf) = K(n,2)*(Supf) =
M M

De plus Vi, tg <t < tq,
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n;4Afg(f]£)P)pourP e{z/f(x) = Maxf}

puisque B(z,0)N{z/f(z) = Maxf} = 0. Enfin h; T hi, dans C%% et Ag +
—lo

ht, est coercif. Donc d’apres le théoreme 1, hy, est critique avec des fonctions
extrémales.

Remarque 1 : Apres la premiere définition donnée des fonctions critiques
(i.e. sous la forme h est critique pour f et g) la question de l'existence de telles
fonctions est naturelle; la notion de triplet critique ne s’impose pas vraiment...
Néanmoins, comme nous ’avons fait remarquer au chapitre 1, le probleme de
Iexistence se pose naturellement dans le cadre des questions que nous avons
posées au sujet de ces triplets. En effet, savoir s’il existe une fonction critique
pour f et g revient au probleme suivant : On se fize f et la métrique g et on
cherche une fonction h telle que (h, f,g) soit un triplet critique. D’ou le titre
du chapitre...

Remarque 2 : Les démonstrations précédentes montrent également, en rem-
placant BoK ~2 par h que si (h, f,g) est faiblement critique, et si

4(n—1)

2 i (P) > 54(P) -

4(n—1)
n—2

n—4A04f(P)
2 f(P)

alors il existe h' < h telle que (1, f, g) soit critique.
Si on a seulement

4(n—1)
n—2 h

h(P) > Sg(P) pour P € {z/f(z) = Maxf}

n—4A04f(P)
2 f(P)

alors pour tout € > 0 il existe b’ < h + ¢ telle que (I, f, g) soit critique.

(P) > S4(P) pour P € {x/f(x) = Maxf}



Chapitre 5

Triplet Critique 2

On démontre le théoreme 3 que 'on rappelle ici :

Théoréme 3 :

Soient données la variété (M,g) et deux fonctions h' et f vérifiant les hy-
pothéses (H). Alors il existe une métriqgue g' conforme a g telle que (I, f,g')
soit un triplet critique, ou, pour reprendre la présentation premiére, il existe
une métriqgue g’ conforme & g telle que h' soit critique pour f et g'. De plus
(W, f,g") a des solutions minimisantes.

Ce théoreme repose fondamentalement sur la formule de transformation
d’une fonction critique dans un changement de métrique conforme :

(h, f,g) est critique si et seulement si (h' = Agﬁij'u,f, g = uﬁg) est
n—2
critique. “
Ou de fagon équivalente
(W, f,g = uﬁg) est critique si et seulement si (h = Wz — A,ju,f,g) est
critique.

Notons, pour v € C*(M) = {u € C*°(M) /u > 0} :

Agu

u

F(u) = Hum= —

Alors :
(W, f,g') est critique si et seulement si (Fp/(u), f,g) est critique.

Pour résoudre le probleme, il suffit donc de trouver une fonction A telle que :
1/ : Agu+hu= h'u"2 ait une solution u > 0, et
2/ : (h, f,g) soit critique.
En effet, dans ce cas h = Fj,/(u) et h' est critique pour f et g’ = = g.
Pour trouver cette fonction, une premiere tentative naturelle est de reprendre
la méthode de la démonstration du théoreme de Yamabe. D’abord, on sait qu’il
existe une fonction h critique pour f et g . On considere alors une suite

q — 2, q <2

65
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Pour tout t il existe une fonction u; > 0 solution de
Aguy + hauy = h'ugt_l

avec
/ h'uf* dvg < C indépendant de ¢

)
Apres extraction, uy ﬂ u > 0. Si u > 0, alors u est solution (& une constante
multiplicative pres) de

Agu+ hu= Bunts
et c’est fini. Mais le probléme est encore une fois d’éviter la solution nulle...

E. Humbert et M. Vaugon ont résolu le probleme dans le cas f = cste et pour
une variété non conformément difféomorphe & la sphere [21]. Leur méthode s’ap-
puie sur le fait que, pour une variété non conformément difféomorphe a la sphere,
quitte & faire un premier changement conforme de métrique, By(g)K (n,2)2
est une fonction critique (quand il n’y aura pas d’ambiguité, nous noterons ces
deux constantes K et Bp). En fait, une analyse précise de leur démonstration
fait apparaitre que Iimportant, c’est que Bo(g)K(n,2)2 soit une fonction
critique strictement positive, (non qu’elle soit constante). Or nous avons jus-
tement montré au chapitre précédent que si f vérifiant (Hy) est telle que
f a Jdvg > 0, il existe des fonctions critiques strictement positives. Nous avions
d’ailleurs établi ce résultat pour montrer le théoréeme ci-dessus, mais il semblait
plus logique de le placer dans le chapitre sur I'existence de fonctions critiques.
Notons qu’avec ’hypothese (Hy), la démonstration fonctionne également sur la
sphere, mais que, évidemment, cette hypothese ne s’applique pas a une fonction
constante !

Voici le principe de la démonstration d’E. Humbert et M. Vaugon. Sans
prétendre nous 'approprier, nous la présentons d’une maniere un peu différente
et en intégrant notre fonction non constante. Leur idée est de partir de la
méthode naturelle exposée ci-dessus, mais de prévoir une solution dans le cas

N H2 . . . . . o, .
olt u; — 0. On sait qu’il existe une suite (h;) de fonctions sous-critiques pour

2
f et g telle que hy <% hon (h, f,g) est critique et telle qu’en tout point P ou f
est maximum sur M :
4(n—1)
n—2

=4 0/(P)
2 J(P)

Pour une suite ¢z — 2%, ¢ < 2* on construit une suite u; > 0 de solutions de

h(P) > Sg(P)

Agu+ hau = K u?~t quec /h’uftdvg < C indépendant de t

H} . . N
telle que u; — u > 0. Ici encore, si u > 0, alors u est solution (& une constante
RT . N ;) nt2 s .
multiplicative pres) de Agu + h.u = h'un=2 et c’est fini.
Maintenant, si v = 0, nous montrerons que les u; se concentrent et que grace
a cela on peut trouver ¢ assez proche de 1 (si on a pris t — 1) et s assez grand de
telle sorte que FJ,/ (uy,) soit sous-critique et que F,/(uj,) soit faiblement critique
(ol uf, est la fonction ug, élevée a la puissance s), avec en plus

4(n—1) n—4Agf(P)
n—2

2 f(P)

Fi (ug,)(P) > Sg(P) —
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en tout point P ou f est maximum sur M . Alors, en considérant le chemin
t — Fp (u%j), on obtient a l'aide du théoreme du chapitre 3 I'existence sur ce
chemin d’une fonction critique. L’astuce consiste en ce choix du chemin, plutot
que 'habituel chemin “linéaire”. Par ailleurs, c’est pour obtenir les conditions
sur Fy/(ug ) qu'intervient fondamentalement I'existence de fonctions critiques
positives.

Passons a la démonstration.

Tout d’abord, nous avons expliqué que nous aurons besoin d’une fonc-
tion critique positive. Or nous avons établi cette existence sous I’hypothese
/ v fdvg > 0. Mais Sﬁp f > 0, donc, quitte & faire un premier changement

conforme de métrique, on peut toujours supposer que [ u fdvg > 0 et donc qu’il
existe des fonctions critiques strictement positives pour f et g.
Ensuite, fixons quelques notations (de plus) :

_ [oy [Vwl* dvg + [y, haw’dug
('l deg)

thh/:g7q (w)

inf  Jpp g q(W) = Annrgg
wGH:, 4

H$7q:{w€Hf(M)/ w >0 et / h' wldvg > 0}.
M
et

P
Qn g =f{u € H;l_’7q/ I g,q(W) = An,nr gq €t /M W wldvg = (Anngq )72} -

2
Soit une suite (h:) de fonctions sous-critiques pour f et g telle que h; “h
ou (h, f,g)est critique, avec Ag + h; coercif. On sait que I’on peut trouver une
telle suite avec hy > 0 et h > 0, et en plus

4(n—1)
n—2

n—4 Agf(P)

2 f(P)

en tout point P ou f est maximum sur M. Mais on peut faire mieux dans le
cadre de notre probleme, et c¢’est la qu’intervient fondamentalement ’interét des
fonctions critiques strictement positives. En effet, pour toute constante ¢ > 0, si
g = cg, alors Sy = ¢ 1Sg et Ny = ¢ Ag et d’apres la régle de transformation
des fonctions critiques :

hi(P) > Sg(P) —

h est (sous-, faiblement) critique pour f et g si et seulement si ¢~'h est
(sous-, faiblement) critique pour f et g’

Donc, quitte a multiplier g par une constante, on peut, pour toute constante
C > 0, supposer au départ :

hy > C surM

—4 Ngf(P
n & > ( en tout point de maximum de f

2 f(P)

4(n—1)
n—2

hi(P) = Sg(P) +
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et (h, f,g) a des solutions minimisantes d’apres le chapitre 4.

Une fois ceci posé, on peut suivre le principe exposé plus haut.

Premiére étape : 11 est connu que pour tout ¢ < 2* et pour tout u € Qp, 1/ g q,
u est solution de Agu + h.u = h'u?™!, les méthodes variationnelles classiques
fonctionnant sans probléme car I'inclusion H? C L4 est compacte. Nous voulons
montrer que :

Vt, 3qo < 2* tel que Yq € [qo,2"[ et Yu € Qp, b g,q alors Fp(u) est sous-
critique pour f et g.

En effet, si 'on suppose le contraire alors il existe une suite g; = 2% et des
fonctions

u; € th,h/,g»%

telles que Fj/(u;) est faiblement critique pour f et g. La suite (u;) est bornée
2

H
dans H? et il existe u € H? tel que u; — u. Les théories elliptiques standard
nous donnent alors deux possibilités : soit u # 0, soit u = 0.
Si u est non identiquement nulle, ces méme théories nous donnent que u >

2 0
Oet que u € H;f, ,., puis qu’a extraction pres u; < . Alors Fyy (u;) <% B (u) et
donc Fj(u)est faiblement critique. Or u; € Qp, 4 g,q, donc
A Dguy ] —
Fh/(ui) = hWur 2 — gri h/u{Hz +hy — h/uti]@ 2

K2 ul

a4
= hy + B (w2 —udiT?)
et, par conséquent, quand i — 400, Fj/(u;) — hy, et finalement Fp/(u) = hy.
Or h; est sous-critique et Fp,/(u) est faiblement critique, d’olt une contradiction.
Si maintenant on suppose que u = 0, h; étant sous-critique, il existe une
fonction ¢ € C°(M) telle que

1
Jt,,,*¢< n—2 °
e O R 2P )

Alors

Ll
(JFmdu®

JF;L/(ui)vﬁgQ* (¢) = Iy, f.g,2¢ (¢

4
Or u; L2 0 et q; < 2* donc
1
K (n,2)%(Sup f)*=

JFh’(ui)7fag,2* (¢) — Jh,, fg.2¢ (¢) <

ce qui contredit le fait que (Fy (u;), f, g) est faiblement critique. On peut réécrire
le résultat de cette étape sous la forme suivante :
11 existe des suites (g;), (¢;), telles que

2 < qi<2*

G — 27
t; — 1
ht. — h

i
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et une suite (v;) € Qn, 1w g,q, telle que (Fj (v;), f,g) soit sous-critique. Notons
Ji = Jhe o g0

et
Ai = )‘htwh',g’% :

Alors

Ji(v;) = \; et /h/vgidvg = )\{1@_"12
et v; est solution strictement positive de
Dgv; + hy, vy = h’vf’ifl.
La suite (v;) est bornée dans H? et donc il existe v € H? tel que

le .2 12 -2
v — v, v — v et v; — 0.

Ici encore se présentent deux possibilités : v =0 ou v > 0.
Deuziéme étape :
Si v > 0, comme nous ’avons expliqué dans le principe de la démonstration,
R . N c?
c’est terminé : & extraction pres, v; = v et donc d’une part Fp/ (v;) — Fp(v),
et d’autre part

_4
For(v) = he, + W (02 —087%) = h

soit F}/(v) = h qui est critique pour f et g avec des solutions minimisantes.
Donc h' est critique pour f et g’ = vz g, avec des solutions minimisantes.
Toute la suite de la démonstration traite donc du cas ou v = 0.
Troisieme étape : On montre qu’il y a un phénomene de concentration.
a/ : Montrons que :

0<c<TmA; < K 2(Supy 1)~ "%
Tout d’abord
A= Ji(n) = S |Vvi|2dvg + [oy b, vidog o S |Vvi|2dvg + [oy b, vidog
(fM h’vfidvg)‘% (Sup h/)% (fM Ui *d”g) = (VOZQ(M))I_%

2
Or hy, < h avec Ag + h coercif. Donc, en utilisant I'inégalité de Sobolev, il
existe ¢, ¢ > 0 indépendants de 7 tels que

2
. 7
/ (Vos]? dvg +/ hy, v2dvg > c. ||leiI% >c. (/ v? dvg> .
M M M
;s

D’ou
lim )\z > C” > 0.

Par ailleurs, Ve > 0,1l existe une fonction ¢ > 0 telle que

Th g2+ () < K2 (Sup h’)_gl* +e.
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Or lim J;(¢) = Jh ' g,2- (¢), donc
M/\i < KﬁQ(SupM h/)inT_2

On peut donc, quitte a extraire, supposer que A; — A > 0. Alors
—92 Jy— =2
A g K (Sup]\/[ h ) n
qui est une hypothese “d’Energie Minimale” (voir chapitre 3).
b/ : Montrons que

n2*
1

0 < A2 (Supy b))~ < Tim / vlidvg < K2\ < K~"(Suppr ') ™%
M

i

On a [A'v]" = A", donc

- fM |VU¢|2 dvg + fM hi, 02 dvg

2

a4 2

AR
7

2 a4
n

1 —_—
/ |Vui|* dvg —|—/ hi, vl dvg = /\Z-Jrqi_2 =\ A2
M M

Ji<’Ui) = )\z

et puisque [}, he,.v2dvg — 0,

/ IVui* dug — A% .
M

On écrit alors (les intégrales étant prises pour la mesure dvg) :

‘Wi|2+/ e, v <Ai(5uth')q%(/ o)
M M y

nZ 1—& g2 2 2
< Xi(Supy b)) 5 (Volg(M)) ™2 (K / [V, —|—B0/ v;7)
M M
d’ott quand i — +o0 :
A5 <p(Supy b7 (I / 01 < N(Supps b)) K2\3
M
soit
0 < A2 (Supp h')~! < Tim / vlidvg < K2 A < K" (Supy 1)~
M

Remarque : K2 A% < K "(Supp h')™% et si f = cste > 0 alors A =

K=2(Supy W)~ "5
¢/ : On dira que « € M est un point de concentration si

Yr>0: lim vlidvg > 0.
B(z,r)
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Reprenons rapidement les méthodes des chapitres 2 et 3 pour 1’étude du
phénomene de concentration.

Tout d’abord, M étant compact, il existe au moins un point de concentration
ze M.

Soit 1 une fonction cut-off & support dans B(x,r) pour un r > 0. Le principe
d’itération vu au chapitre 2 nous donne :

Qo[ o yE <o [
M B(z,r)
ou
Qavhn>=:——93—7—<Vb%<wn>%“ﬂkﬂ<5up\h%)ﬁ/ o)
(k + 1)2 B(z,r) B(z,r) ’

Si lim fB(m " viidvg < K~"(Suppy k')~ % alors pour k assez proche de 1 et i
assez grand Q(i, k,n) > Q > 0, par conséquent :

</mﬁ%%%s0/ ot
M B(z,r)

et fB(w,r) Uf—H — 0, donc

k1
| e o
M
Or par l'inégalité de Holder :

k+1

/ vlidvg < C vf’devg .
B(z,r/2) B(z,r/2)

Mais si z est un point de concentration, lim [, vl* > 0, d’oll une contra-
’ B(z,r/2) ’
diction, et donc

lim / vlidvg = K" (Supy h') 2.
B(z,r)

d/ : Par conséquent, en reprenant les mémes méthodes qu’au début du cha-
pitre 3 :

1/ : lim fB(w,v-) viidvg = K=" (Supp h')™% , Vr >0

2/ : z est 'unique point de concentration, noté x

3/ : A=K %(Supy h’)_nT_2

4/ : xo est un point de maximum de h’

5/ :v; — 0 dans C (M — {z0})

Remarque : jusqu’a présent, nous avons seulement utilisé le fait que hy — h
avec (hy, f,g) sous-critique et (h, f,g) critique.

Quatriéeme étape :

On sait donc que la suite (v;) se concentre en g et que pour tout i Fy,(v;)
est sous-critique pour f et g. On voudrait trouver un v;, , une fonction v > 0
et un chemin continu de v;, & v tel que Fj/(v) soit faiblement critique pour f
et g et tel que

4(n—1)
n—2

n—4Agf(P)

Fh’(v)(P) > Sg(P) - 2 f(P)
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en tout point P ou f est maximum sur M . Alors le théoréme 1 nous dira que
sur le chemin u,; de v;, & v il existe un u; tel que Fj,/(u;) est critique pour f et
g .

C’est maintenant que nous allons utiliser 'existence de fonctions cri-
tiques strictement positives. Ainsi, comme nous l'avons dit au début de la
démonstration, on peut supposer que les fonctions h et h; sont strictement
positives.

Soit s > 1 et soit v une fonction strictement positive. Alors

Ng(v®) = 5051 Ng v — s(s — 1)v* 2 |VU|; .

D’ou 2
_4_ Vo
Fh/(’l}f) = h/,U;n—2 4 Shti _ sh’vf"’_Q + 5(3 _ 1)| 2|g
i
et donc 4
Fu(ul) > she, + W s ?)
Maintenant :

Sur {x € M /K (z) <0} :

v; — 0 uniformément car zy est un point ol A’ est maximum sur M, donc

R'(zo) > 0 car par hypothese Ag + I’ est coercif. De plus si s > 1 alors s—25 >

n—2
q; — 2. Par conséquent, pour ¢ assez grand
Fy(v3) = shy, sur {x € M /h'(z) <0}

Sur {x € M /h'(z) > 0} :
considérons la fonction d’une variable réelle définie pour x > 0 par

4 4 .
Bis(x) =a’n—2 — sp?i—2 = x‘“_z(;vsquﬂr2 — s5).
Une simple étude de cette fonction montre que
pour x> 0: G;s(z) > —s.

Or
Fh’ (’l}f) > Shti + h,ﬁi,s(vi)

donc
Fu(vf) = shy, — sh’ sur {z € M /h'(z) > 0}.

On peut donc écrire :

Fr(v3) = s(hy;, — Suph’) sur {x € M /h'(z) > 0}.
M

Maintenant on peut utiliser le travail effectué au début de la démonstration, a
savoir que, pour toute constante C' > 0, on peut supposer au départ :

hy > C surM
et
-1 -4
4(:_ 5 )ht(P) — Sg(P) n 5 Afg(f]g)P) > C en tout point de maximum de f.
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Alors, premierement, si on suppose déja que h > Suph’ sur tout M, on voit que
M
pour i et s assez grand :
F(v]) = Bo(g)K (n,2)~? (5.1)

et donc Fy (v§) est faiblement critique pour f et g . De plus pour tout ¢ € [1, §]
on a de méme

Fir(v}) = t(hy; — Suph’) > hy, — Suph’ >0
M M

donc Ag + F/(vl) est coercif.
Ensuite si 'on suppose en plus que

%ht(P)ng(P)Jrn ; 1 A;{;f) > 4(::21) Sﬁp h' en tout point de maximum de f
alors pour tout ¢ € [1,s] :
4(n—1) n—4 Agf(P)

i (0!)(P) > Sg(P) -

— 5 Tp) en tout point de maximum de f
(5.2)

des que ¢ est assez grand.
On fixe alors un 7 et un s assez grands pour avoir (5.1) et (5.2) et on considere

sg = inf{t > 1/ Fj/(v}) est faiblement critique}

On applique alors le théoréme 1 au chemin ¢ € [1, so] — Fj/ (v!) pour obtenir
le fait que Fj/(v;°) est critique pour f et g, avec des solutions minimisantes.
Donc h' est critique pour f et g’ = (vf“)ﬁg avec des solutions minimisantes.

Ceci termine la démonstration.

Remarque : C’est a l'issue de cette démonstration que nous avons introduit le
concept de triplet critique pour étendre celui de fonction critique. M. Vaugon et
E. Hebey avaient en effet introduit la notion de fonction critique pour I’étude de

certaines questions liées & la meilleure seconde constante By(g), questions liées
. , . n+2
comme nous ’avons vu au chapitre 1 aux équations du type Agu+ h.u = un==2.

Il était donc naturel pour eux de parler de fonction critique ”tout court”, une
fois une métrique fixée. Notre premiere généralisation pour I’étude d’équations

du type Agu + hau = f.u% nous amenait donc naturellement a parler de
fonction h critique pour f. Mais a l'issue du probleme traité dans ce chapitre,
ou la métrique varie dans une classe conforme, et notre but étant I’étude de
I’existence de solution a ces équations, il nous a paru intéressant pour mettre
en valeur cette notion d’introduire la notion de triplet critique.



Chapitre 6

Triplet Critique 3

Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n > 3. Soit h
une fonction C* fixée telle que Ag + h soit coercif. La question est : peut-on
trowver f telle que (h, f,g) soit critique ?

Faisons d’abord quelques remarques. Si h > By(g)K(n,2)~2, h est faible-
ment critique pour toute fonction f, et donc il ne peut exister de fonction f telle
que (h, f,g) soit sous-critique. Mais plus important est la remarque suivante :

Si il existe une fonction f non constante telle que (h, f,g) soit critique avec
une solution minimisante u alors (h,1,g) est sous-critique.

En effet, comme nous 'avons vu au chapitre 1 dans les définitions, on peut
supposer que Sup f = 1. Alors puisque u > 0

1 1

() < Ty (w) = K(n,2)2(Sup f)7* - K(n,2)*

et donc h est sous-critique pour 1. Notons que d’apres le chapitre 3, si (h, f, g) est
critique et si
4(n—1
(n-1),
n—2

n—4 Agf(P)

2 f(P)
en tout point P ou f est maximum sur M, f vérifiant (Hy), alors (h, f,g) a
des solutions minimisantes.

Nous allons montrer le résultat suivant :

Théoréme 4 :

Soient données la variété (M,g), dim M > 5, et une fonction h telle que
Vopérateur Ag + h soit coercif. Alors, il existe une fonction f (vérifiant (Hy))
telle que (h, f,g) soit critique avec des solutions minimisantes, si et seulement
st (h,1,g) est sous-critique (ou 1 est la fonction constante 1).

Nous venons de voir une des deux implications. Nous supposons donc main-
tenant que (h,1,g) est sous-critique.

La démonstration se fera en deux étapes :

Premiérement : on montre qu’il existe une fonction f € C*°(M) vérifiant
(Hy), avec Supf =1, et avec de plus Ag f aussi grand que l'on veut aux points

M

(P) > Sg(P) —

de maximum de f, telle que (h, f,g) est faiblement critique.
Deuxiemement : étant donnée cette fonction f, on montre qu’il existe sur le
chemin
t— fi=t1+(1—0)f

74
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une fonction pour laquelle h est critique ; autrement dit, il existe une constante
c telle que (h, f + ¢, g) soit critique.
Premieére étape :
On procede par contradiction. Supposons que pour toute fonction f €
C° (M) vérifiant Supf > 0, (h, f,g) soit sous-critique. Alors, pour toutes ces
M

fonctions il existe une solution strictement positive u a I’équation

n+2

Agu+ hu= A fun=2

A= inf I o(w) et f.u%dv =1.
ok Tugw) et [ g

On rappelle que

Ing(w) = /M |Vw|2 dvg + /M h.devg

et
Hf:{wer// fwnzdug =1}
M

La métrique g étant fixée, on sous-entendra dvg dans les intégrales.

L’idée est de construire une famille particuliere de fonction f; dont le lapla-
cien tend vers I'infini aux points de maximum pour obtenir une contradiction.
L’une de ces fonctions devra donc donner un triplet (h, f:, g) faiblement critique.
De plus le raisonnement qui suit étant valable pour n’importe quelle sous-partie
de la famille que nous allons construire, cette fonction aura un laplacien aussi
grand que l'on veut en ses points de maximum.

Dans R™, on construit pour ¢ — 0 une famille (P;) de fonctions C°°, analogue
a une suite régularisante, telles que

0 < P<1
Py(z) = P(lz])
P(0) = 1
VP ~ %sur B(0, 1)
BRO) ~ 3
SuppP, = B(0,1).

Soit maintenant zo un point de M tel que h(xg) > 0; ce point existe car Ag+ h
est coercif. On pose
fi=PFo exp;O1

On suppose donc que pour tout ¢ : (h, ft, &) est sous-critique et on cherche une
contradiction. Pour tout ¢ on a une solution u; > 0 de

n+2

(Et) : Agut + h.ut = )\t.ft.ut"j

avec [ fru? dvg =1 et

At < K_Q(Supf,g)_%2 =K
M
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Alors, (uy) est bornée dans H(M) quand t — 0. Donc (u;) est bornée dans L2

*_ , 2 N . P L?
et (u? ') est bornée dans L= =1. Apres extraction, si f; = f et u; — u, alors
. .
ftuf L

P
Or ici, f L% 0, donc I'équation (E:) “converge” vers
Agu+hu=0

au sens oll v est solution de cette équation. Mais Ag + h est coercif, donc u = 0,
i.e. uy — 0 dans LP pour p < 2*.

La suite (u;) développe donc un phénomene de concentration tel qu’exposé
au chapitre 3. Au chapitre 3, la fonction f du second membre ne variait pas et
¢’était au premier membre que nous avions une suite de fonctions (hy) ; ici ¢’est
Iinverse. Néanmoins, les résultats obtenus restent valables, seul le changement
d’échelle nécessaire pour les estimées faibles demande une attention particuliere.
Nous allons reprendre rapidement les étapes de cette étude, ne nous arrétant
que sur les points nouveaux.

a/ : 1l existe, & extraction prés d’une sous-famille de (ui), un unique point
de concentration xg et c’est un point ot f est mazimum sur M. De plus

Il suffit de reprendre exactement la méthode utilisée au chapitre 2, basée
sur le principe d’itération. Notons que plus précisément, puisque le support
Supp fi = B(zg,t), on a pour tout 6 > 0 et dés que t < 4 :

/ fu?’ =1.
B(z0,9)

Par ailleurs, on peut supposer que

n—2

A — A=K ?(Supf)” " =K 2
M

b/ :ug — 0 dans CP (M — {xo})
On peut reprendre exactement la démonstration du chapitre 3
¢/ : Estimées ponctuelles faibles

Reprenons les notations du changement d’échelle : on considere une suite de

_n=2
points () telle que m; = M]\ffw up = ug(y) = py 2 .

D’aprés ce qui précede z; — xg et yu; — 0. Rappelons que , f,, he, 8¢
désignent les fonctions et la métrique “lues” dans la carte exp;tl, et
Uy, hy, fi, 8 désignent les fonctions et la métrique “lues” apres blow-up de
centre x; et de coefficient k; = p; "

En regardant attentivement la démonstration des estimées ponctuelles
faibles, on constate qu’elle fonctionnera dans la situation de ce chapitre des
qu’on aura obtenu :

VR >0 :lim fuf*dvgzl—eR ower — O.
t=0J B (@i, Run) R—too
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Cette relation s’obtient elle-méme & partir du changement d’échelle (blow-up)
2 Rn)
loc

. . ~ C ~ o~ .
une fois que I'on a montré que u; == ~ u ou u est solution de

n+2

A=K %un
C’est la que se présente une difficulté due au fait que 'on a une famille de
fonctions (f;). En effet, dans le changement d’échelle, I’équation

n+2

(Et) : Agut + h.ut = )\t.ft.ut’“z

devient
n+2

(Br) © Ogie + pd ety = Ao foi)

et pour obtenir que cette derniere équation “converge” vers

g n+2

Nt = K “un—2

il suffit de montrer que ]?t converge simplement vers 1 (ce qui est évident lors-
qu’on a une fonction constante f au second membre de (E},_ f,¢)). Comme la suite
(ﬁ) est uniformément bornée par 1 sur R” (on admet qu’on prolonge les f; par
0 sur R™\B(0,5u;")), on sait déja par le théoreme 8.25 de Gilbard-Trudinger
[16] et par le théoréme d’Ascoli qu'il existe une fonction u € C°(R™) telle que,

N . o~ ChLR™) o . L~
A extraction pres, u; >  , avec bien sir u(0) = 1.

Nous allons montrer que ft P21 sur R™ en deux étapes (nous allons méme
montrer un peu plus) :

1/ : N existe f € L? (R™) telle que i 22 f sur R®

2/.f:1p.psurR”

On rappelle qu’on prolonge les ft ,définies a priori sur B(0,8u; '), par 0 sur
R™\B(0, 5, *).

Premierement :

On a fi(z) = f,(uz) et |V /.| <¢. Donc

‘Vft <C%.

On distingue alors deux cas

a/ : Si (&) est bornée : Alors pour tout compact K CC R", (f2) est bornée
dans H""*(K) (ot n = dim M). Donc, par compacité de l'inclusion H'**(K)
C%%(K) pour un « > 0, aprés extraction, il existe fx € CY*(K) telle que

= CM(K

fx
Par extraction diagonale, on construit alors fe CY*(R") telle que

NCOOK ~
O g

pour tout compact K’ de R™, et de plus f € H'1(R"). En particulier ﬁ b

1,loc
f sur R™.
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b/ : Si £t — 400 : le support de fr est

~ ol(t t
Suppf, = B(2Y. —),
Mt

o xo(t) = exp,!(x0).

Si (%) est bornée, on peut extraire une sous-suite pour que
xo(t
Mt
et alors .
~ % (R"—{P
ft lo(,( pN { }) O
Si W — 00, alors
t
~ O (R"
7, toc(R") 0

Dans les deux cas, ft P20 sur R™.
Dans le cas a/, @ est solution faible de

~ _9 p~nt2
Aeu = K 2fun—2

avec f > 0 puisque f; > 0, et f € H'H! (R™) C CO*(R™).

1,loc
Dans le cas b/, u est solution faible de

Deu = 0.

Dans les deux cas les théories elliptiques et les théoremes de régularité standard
nous donnent la régularité C? de @ , et donc Az > 0. Le principe du maximum
nous dit alors que soit @ = 0 soit @ > 0. Or @(0) = 1 donc u > 0. (Rappelons
que par convention A, = — Y, 92 ).

Deuxiemement :

On commence par utiliser le principe d’itération : pour une fonction cut-off
n valant 1 autour de xg, on multiplie (E;) par n%u;, on intégre et on utilise

n—2

I'inégalité de Sobolev pour obtenir, en se souvenant que Ay < K~ 2(Supf;)~ =
M

et que Supf=1:

(/ (ue)? )7 < )\th/ n? frud —|—c/ u? .
M M Suppn
On prend n = 1 sur B(zg, 36) et n = 0 sur M\ B(zo,25). Alors pour ¢ proche
de 0 3
Suppft C B(l’o,t) C B(Itva) C B(Io, 55)

(/ w?)? g/ fru? +c/ u?
B(x¢,0) B(x¢,0) M

et apres changement d’échelle

(/ ﬂf*)%g/ ftﬂf*—&—c/ ule—&—c/ u? .
B(0,6u; ") B(0,6u; ") M M

D’ou
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Or [,,uf — 0 donc

lim w2 <1.

t—0 B(075#:1)
Par ailleurs, on sait que ﬁ b favec fﬁ 1 et u;(0) = 1. Supposons alors qu’il
existe A C R™ avec mes(A) > 0 telle que f < 1 sur A et écrivons R* = AU B

~ ~ 2
avec f =1 p.p sur B. Alors comme f; > 0 et comme Ca>0:

1= / fou? < lim fiu? + Tim fou?
B(0,5u; ") =0 JB(0,6u; " )nA t=0 JpB(0,6u; " )NB
< lim u; + lim uz
=0 JB(0,6u;1)NA t=0 JB(0,6u; 1 )NB
= lim u?
t—0 -1
B(0,0p; )

soit

. o 7 pp
d’olt une contradiction, et finalement f; = 1 sur R"”.
Ainsi, comme nous 'avons dit

n+2

(Ey) = Dg,Tin + pi2 he iy = Mo fra]

“converge” vers
__n+2

Aeﬁ = K_2un—2

au sens ou
2
~ CL.(R™) .
Ut — u

ou u est solution de A u = K272 Comme u(0) =1,

n—2

K*Z
)"

ulr)=14 ——
(@)= 0+ o
Remarque : D’apres ce que nous avons vu plus haut, ft 221 sur R™ entraine
que £t — 0. Cela peut s’interpréter ”intuitivement” en disant que les fonctions
uy se concentrent plus vite que les fonctions f;.
A partir de la, on peut reprendre exactement les démonstrations du chapitre

3 : ainsi

VR>0:1i P dvg=1—¢cp ol 0
puis
3C > 0 tel que Yz € M : dg(x,xt)%&ut(x) < C.
et

n—2

Ve > 0,3R >0 tel que Vt, Vo € M : dg(x,2;) > Ry = dg(@,2,) 2 u(w) < e.



80 Triplet critique 3.

d/ : On obtient sans changement ce que I’on appelle la concentration L2 :
Si dim M > 4,
2
uydv
V6 >0 : 1imme)2tg =1
t=0 [, uZdvg

e/ : Il n’y a pas non plus de changements pour les estimées fortes :

n—2

3C > 0 tel que Yo € M : dg(x,z4)" 2p, 7 w(x) < C,

ni pour la concentration LP forte :
VR>0,Y0>0etVp> "5 oun=dimM ona:

p
. fB(mt,Rm)utdvg _ .
lim———"5— =1—-¢cgr ot eg _— 0
=0 [p(0,.5) Vg ftoe

Venons-en alors a I’argument central, qui repose sur la méthode développée
au chapitre 3 :

On insere dans I'inégalité de Sobolev euclidienne 1’équation (F;) lue dans la
carte exp;tl. Reprenant les calculs de ce chapitre (nous invitons le lecteur a s’y
reporter pour revoir les détails) :

_ 1 — *
hy (g )2 de < — / 202 dx
/B(o,é) o7t K(n,2)?(Supf) = fen™ay
M

1 / o
—_— nug)” dx)2*
K(WQ)Q( B(O,é)( t) )

+C.672 / widx + By + Cy
B(0,6)\B(0,6/2)

avec :
Bi =5 [0, O(8 7T ()l + 01 &) (7)o
Ce = ’fB(O,a) 772(g? - 5ij)3¢ﬂt3jﬂtda:‘

S S F o272 7, 1 __ | o 2
A= K(n.2)2(Supf) "= Jo0.6) Fir*ui de = g3 (0,6 (10)* da)?

On peut écrire

1
A <

— n—2

Al 1+ A2
K(n,2)%(Supf;) " i+ 4
M

N T/ — \2* n=2 __\o* n=2
ot A} = (fB(O)g) fi(u)? do) = — (Supft.fB(Oyé)(nut)Q dz) =
D’apres les calculs du chapitre 3,
_ K(n,2)72(Supfe) T A2+ C.672 [50. 50\ Bo.s/2 TidT + B+ Cy B
lim M — <
t—0 fB(o,a) uzdz 4(n—1)

Sg(xo)—|—55

ou g5 — 0 quand § — O.
Reste a traiter :
— A
tlg%f uzdx
B(0,8)
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Par construction, la suite f; est décroissante quand t — 0 au sens ol :
si t <t alors fi < fu .

Fixons un ty. Alors pour tout t < tg

/ Folia)* de = / fe-(noexp, ) i (exp,, ) dw
B(0,0) B(x¢,9)
< / fto-(mo exp;tl)Q* uf .(exp;tl)*dac
B(x¢,9)

— / (fio © expzt)(nﬂt)z*dx.
B(0,5)

Notons : B
fto,t = ft, © CXPy,
et ~ B
frot = fto,t © 1#;:11 .
Alors :
- _ \o* n—2 _\o* n—2
A% < (fB(o,é) ftg,t<nut>2 dx)™= —(Supft-fB(o,é)(WUt)2 dz) =

n—2

_ e ez .
< (fB(o,(;) fto,t(nut)z dr) ™= — (Supfto~f3(075)(77ut)2 dx) =

puisque Supf: = Supfi, =1 = fi,(x) pour tout t.
On obtient alors par la méme méthode qu’au chapitre 3
Af (n—2)(n—4) Ag fiy(20)

lim — < - + &5
=0 [ 50,5 Tz Mg, 8(n—1) Jto(20)

et apres avoir fait tendre ¢ vers O :

n—2 (n—2)(n —4) Ag fi,(z0)

h(zo) < S6l®0) = 5T (20)

~4(n-1)

Or

c
Ag fi(zo) ~ +t—2 o +00

donc en prenant tg assez proche de 0 on obtient une contradiction.

81

En conséquence, on peut trouver dans la famille (f;) des fonctions avec un

laplacien en x¢ : Agfi(xo)aussi grand que P'on veut telles que les équations :

Agu + h.u = f.un=2 n’aient pas de solutions minimisantes et donc telles que

h soit faiblement critique pour f; et g.

Remarque : cela s’applique & h = cste < BoK ™2 ou & h = Sg si M n’est pas

la sphere. (voir le chapitre 1)

Deuzieme étape :

Pour notre fonction h telle que (h,1,g) soit sous-critique, nous savons main-

tenant qu’ il existe une fonction f, au laplacien aussi grand que ’on veut en ses

points de maximum, telle que (h, f, g) soit faiblement critique. Plus précisément,

on a donc trouvé une fonction f telle que :
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1/ : (h, f,g) est faiblement critique,

n— n— n—4) A x N
2/ : h(xo) > 4(717_21)Sg(ar;0) _ 8(273(_1)4) ]%(J;(O)O) ol
a/ : h(xg) >0

b/ {zo} ={z/ f(z) :S]\’l/tlpf} et f(xo) =1,0< f <1, Supp f = B(xo,7)

¢/ V23f(x9) <0 .
On considére alors le chemin

t— fi=01—-1).1+tf.
Notons que pour tout ¢t : Agf; =t Ag f et fi(zo) =1 = Sup f;. Posons
M
Av = Inf Jnpg-
Alors
n—2

Ao < K(n,2)72(Supfo)” =
M

car (h,1,g) est sous-critique et

n—2
n

A= K (n,2)7%(Supfr)”
M

car (h, f,g) est faiblement critique. Remarquons que Sup f; est toujours égal &
M

1.
Soit .,
to = Sup{t /M < K("a2)72(51\1jpft)77}

Alors 0 <tg <1let

n—2

Aty = K(n72)‘2(5ﬂl4tpfto)‘ "

Avant de pouvoir appliquer la méthode du chapitre 3, il faut prendre une
précaution : fi, étant faiblement critique, on sait seulement que, au point de
maximum xg on a

—2 —2)(n—4) A
h(zo) > 7175g(x0) _ (n=2)(n —4) Agfry (20)
4(n—1) 8(n—1)  fi(z0)
car Afft(oz(:)o) =to A}g{;:f) avec tg < 1, or nous avons besoin d’une inégalité
to
stricte.

On considere alors la suite, baptisée (f,,), que 'on peut construire & partir
de la premiere étape : on peut trouver une suite de fonctions (f,), toutes telles
que (h, [, g) soit faiblement critique, avec

falzo) =1 = Supf, et ADg fn(xo) — +o00.
Pour chaque f,, on note ¢, le ”ty” construit ci-dessus. Donc pour tout n :
h est faiblement critique pour (1 —t,).1 + ¢,.f, et g.
Supposons que liminf ¢, = 0, ou, quitte a extraire, que t,, — 0. Alors,

(1—t) 14ty fr—1
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uniformément sur M car 0 < f,, < 1. Or (h, 1, g) est sous-critique, donc il existe
u € HE(M) tel que

\Vul® + [ hu? B
W < K(n,2)72.
Mais alors
2 2
h 2 h 2
JIVul” + [ hu _ _)f\Vu| +£ u < K(n,2)"2
(f((l - tn)-l + tn.fn)UQ )2* (fu2 )2*
tandis que

n—2

K(n,2)"% =K(n, 2)*2(51\1/;}7((1 —tn) Ll tnfn)

ce qui contredit le fait que (h, (1 —t,).1 4 t,.fn, &) soit faiblement critique.
Donc, quitte & extraire ¢, — t; >0
Comme Ag fp,(x0) — +00, on peut trouver n assez grand tel que

(n—2)(n—4), Dgfalwe) _ n—2
Sn—1) " fu(we)  An_1)

Si on baptise f cette derniere fonction f, et ty ce t,, on a alors un chemin

Sg(x0) — h(z0) -

t—fi=0—-t)1+t.f

tel que :
a/ : Vt <tg: (h, fi,g) est sous-critique,
b/ : (h, ft,,&) est faiblement critique avec de plus :
bl/ : {zo} = {x/ fr(z) = Sﬁpft} et fi(xo) =1 pour tout ¢

n— n—2)(n—4) Agfiy(x
b2/ 5 lzo) > 773 Sylag) — (200 Lafiy (o)

8(n—1) fio(zo0)
b3/ : V2 [y, (z0) <0
Pour tout ¢ < tg il existe une solution minimisante u; de I’équation

n+2

ANguy + hauy = M. frou] ™

avec [ fiu? = 1. La suite (u;) est bornée dans H} donc

HY
U —7 U
t—to

et on se retrouve dans le schéma classique :

- soit u > 0 et alors u est solution de Agu + h.u = Atofto.u% et est une
solution minimisante, donc (h, fi,,g) est critique.

- soit u = 0 et comme d’habitude la suite (u;) se concentre. Dans ce
cas, I’étude du phénomene de concentration est néanmoins plus simple qu’a
la premiere étape car le chemin f; est constitué de fonctions convergeant uni-
formément vers f quand t — tg avec Supp f; = B(zg, ). On peut trouver 6 < r
tel que f > 0 sur B(xg,d). Alors il existe ¢ > 0 tel que pour tout ¢ on ait :

0 < ¢ < fir <1 sur B(zo,0),
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De plus, les f; atteignent toutes leur maximum en g, ce maximum valant tou-
jours 1. On peut alors reprendre toutes les étapes du chapitre 3 (ou de la premiere
étape), le fait de considérer une suite f; au second membre n’introduisant cette
fois-ci aucun changement. On aboutit &

n—2 (n—2)(n —4) Ag fi,(z0)

h(zo) < Sy(0) = 8(n—1)  fi,(xo)

~4(n-1)

d’ou une contradiction.

Par conséquent (h, fi,,g) est critique et a une solution minimisante.

Cette démonstration montre en fait le résultat suivant, plus fort mais moins
“parlant” :

Théoréme 4’ :

Si h est faiblement critique pour une fonction f et une métrique g, ces
données vérifiant :

1/ Mx) > 7= 21)5 (x) — (7Lg(272(f;4) AJ%(Z(;C) au points de maximum de f

2/ :NV2f(z) <0 au points de mazimum de f

2
3/ : il existe une suite f; t% f avec Supf, = Supf telle que (h, fi,g) soit
—to M M

sous-critique pour t < tg

alors (h, f,g) est critique et a des solutions minimisantes.

Comme nous ’avons dit au chapitre 1, cette démonstration nous a suggéré
une autre définition possible pour les fonctions critiques :

Définition 4 :

Soient données la variété (M,g), dim M > 3, et une fonction h telle que
Uopérateur Ag 4 h soit coercif. On considére une fonctzon f € C®(M), telle
que Supf > O On dira que foest cmtzque pour h (et g) si :

a/ : A _
AR T
M
b/ : pour toute fonction f' telle que Supf = Supf’ et f' Z f, Anpg <
1

K(n,2)2(Supf’) "7
M

Remarque : st Supf = Supf’ et f' S f, Mt = L — puisque
q pf pfhet 15 F5 Anyg P —L
M

I, g(W) = Jh 5.g(w) pour toute fonction w.

Rappelons qu’il faut bien comparer dans cette définition des fonctions de
méme Sup; ce sont en fait les classes [f] et [f’] qui importent, et on devrait en
fait dire que c’est [f] qui est critique pour h, (voir le chapitre 1). Il est alors
naturel de se demander si les deux définitions sont équivalentes, autrement dit :

f est-elle critique pour h si et seulement si h est critique pour f7?

Il est & noter que dans les deux cas on a toujours en tout point P ou f est

. n— n—4 Dgf(P
maximum sur M : %h(}j) > Sg(P) — 252 f(f}g) )

Cette question semble difficile. Nous obtenons l’équivalence moyennant
quelques hypotheses supplémentaires :
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Théoréme 5 :

Soient données la variété (M,g), dim M > 5, et une fonction h telle que
Vopérateur Ag + h soit coercif. On considére une fonction f € C*(M), telle
que Supf > 0 et vérifiant (Hy). On suppose de plus qu’en tout point P ou f
est mazimum sur M :

n—4 Agf(P)

2 f(P)

Alors f est critique pour h si et seulement si h est critique pour f .

1= Dhip) > s5(p) -

La démonstration de ce théoréme passe par la remarque suivante : on sait
que si h est faiblement critique pour f et g et que Agu + hau = f.u% a
une solution minimisante, alors h est critique pour f et g. De méme, si f est
faiblement critique pour h (au sens ot A, 5 g = K(n, 2)_2(Supf)_nT_/2 ) et que

M

Agu+h.au = fun=2 a une solution minimisante u > 0, alors f est critique pour
h. En effet, si f’ est une fonction telle que Supf = Supf’ et f' = f,on a

/f’uQ* >/fu2*

_n=2
n

Inprg(w) < Jnpglu) = K(n,2)"(Supf) = K(n,2)"*(Supf’)
M M

car u > 0. Donc

_n=2
n .

A partir du travail que nous avons fait au chapitre 3 et dans ce chapitre, la
démonstration devient alors rapide :
-Si h est critique pour f, on applique le théoréme du chapitre 3 : Agu+h.u =

n+2
f.un=2 a une solution minimisante, et donc f est critique pour h.
-Si f est critique pour h, ces deux fonctions (et la métrique) vérifiant les

_n

hypotheses du théoréme : on a A\ fg = K(n,2)"2(Supf) %2, donc h est fai-
M
blement critique pour f. On considere alors pour ¢ 51 la suite
t— fi=(1—1t).Supf +t.f.

On a pour tout ¢t : Supfi = Supf et si t < 1 alors f; = f. Donc puisque f est
critique pour h, par définition :

_n—2
n

A fog < K(n, 2)*2(S]5pft)

On applique alors le théoreme 4’ donné ci-dessus pour obtenir que h est critique
pour f avec des solutions minimisantes.

6.1 Méthode alternative pour conclure Ila
premiere étape

Nous proposons tres rapidement et schématiquement une méthode repre-
nant la refactorisation du Hessien et ne nécessitant plus que la suite (f;) soit
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décroissante, et mettant en évidence quelques ”estimées ” pouvant étre utiles
dans un autre cadre.

1/ : Comme
~ i) t t
Suppf = B(ﬁy —)
Mt Mt
et comme ft P21, nécessairement
B, 0.

t
2/ : Supposons qu’il existe g9 > 0 tel que

t

Alors dg(zy,x0) > cot avec ¢g > 0, et par construction des fonctions f; :
Vt: fi(wg) <1—¢;
avec €1 > 0. Donc a extraction pres,
Fi(0) = flz) = 1— e

avec €5 > 0. Or
n+2

Agtﬂt + uf%tﬂt = )\tftﬂt"j .

En écrivant cette équation en 0 et en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient

~ 1—eg9_ n+2
Aeu(O) = ?U(O) n—2
avec K—2
~ _ 1 2\ _n=2
) = (1 s al?) 3
d’ou

K 2=K21-¢)
et donc une contradiction. Par conséquent

o)
t

3/ : On rappelle que grace aux estimées fortes

fB(o,5) |z[” (Uﬂt)?dvgt

fB(o,g) a; dvg,

/ Wdlug, ~ i
B(0,5)

4/ : On reprend alors les calculs du chapitre 3 en ce qui concerne I’expression
Al

—2
~ cpy

et

n—2 n—2

Al = (/ ?t(nﬂt)ydl’) - (S“pft-/ (Uﬂt)ydx) "
B(0,5) B(0,9)
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et

Fu(e) < Flao) + 50 Fuwo(0)-(a* — ab(©) (e~ b)) + 5 |~z

On a alors comme dans ce chapitre

n—2
n

Al <e¢ {F,} + C{F,}?

ou

1. = o c o
{F;} = §8klft(mo(t)) /13(0,5) (mk—xg(t))(xl—xf)(t))(nut)Q dx—l—t—g /B(o,a) | — xo(t)|3 () dex .

En reprenant la refactorisation du Hessien mais sans absorber les termes d’ordre
3, on obtient

1, < k l/ —\2* k 5? l 555 6?4
{F:} = S0ufi(zo(t)) avx (nue)” d + (g (t)2e — —)(zo()2ee — —) — —5-
2 B(0,6) 2t 2t 2

C *
b [l ol ) da
B(0,8)

oll
5? = / .’Kk(ﬂﬂt)z*dl'
B(0,6)

2= / (n)? da)
B(0,6)

Par ailleurs

c

« c «
5[ ool o e < & [l Hao o) kel Heo(t)? ol +lao(e) ) o) de
t* JB(0,5) t* JB(0,5)

On utilise alors )
— c

§5klft($o(t))wkwl <-u jw|®

et | . l‘

€t €

—-—5— —0

zf fB(o,g) uydug,

pour obtenir que

2 2 2
e clao(t)] Iz
{F} < —T; T e +0(?2t)
3 2 2 3
s, b lzo()] e lzo@) | lzo(D)]
+C{t73 + 3 + 3 + 3 }

Ainsi
Pl < g alnOl 4,0

fB(o,a) E?dvgt - t2 N%tQ t2

. . 2 . 3
rea{t + Il%t)l 4+ [2o@I7 | Jzo()] }

pets uits
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et
F)2 2 g () 2 42120 o)t |xo(t)]®
(F i ol oo Lo o0y
J5(0.5) Ui Vg, t pit ot t t pit
On constate alors en utilisant
zo®)l
t
et
B
t

2
que tout les termes strictement positifs sont négligeables devant t% ou '””32(2' et
2

par conséquent

A
T T
fB(o,(s) a; dvg,
d’ou & partir de
n—2 — Al
h <—5 + lim —— s ——
)= Gy e T

une contradiction, et 'on récupere bien le théoreme 4’.



Chapitre 7

La Dimension 3

Ce chapitre traite de la dimension 3. Il faut en effet remarquer que toute
I’étude des chapitres précédents portait sur des variétés de dimension > 4. De
plus la dimension 4 elle-méme présente une particularité puisque le terme

n—40g1(P)

2 f(P)

disparait. D’ailleurs, bien que les théoremes restent valables pour dim M = 4,
le résultat fondamental que nous obtenons sur les phénomeénes de concentra-
tion, présenté au chapitre 3, n’est valable que pour dim M > 5. Le cas de la
dimension 3 est lui radicalement différent. O. Druet [10] a traité ce cas lorsque
f = cste = 1. L’introduction d’une fonction non constante n’apporte pas ici de
réelles difficultés, nous reprendrons donc rapidement la démonstration d’Olivier
Druet pour obtenir sa généralisation au cas f non constante. Cette dimension
fait intervenir de fagon fondamentale la fonction de Green de I'opérateur Ag+h.
Si cet opérateur est coercif, il existe une unique fonction de classe C?

Gp: M x M\{(z,z),z e M} - R

symétrique et strictement positive telle que, au sens des distributions, on ait
Ve e M :
Ag7flJC:h('/E7 y) + h(y)Gh(x? y) = 61 .

En dimension 3, pour un point x € M, et pour y proche de x, G}, peut se mettre
sous la forme :

Gp(z,y) = + Mp(x) + o(1)

wadg(z,y)
o 0(1) est & prendre pour y — z. On appelle M}, (x) la masse de la fonction de
Green au point x.

On obtient une généralisation rapide des résultats d’Olivier Druet traitant
le cas f = cste :

Théoréme 6 :

Soient (M,g) une variété compacte de dimension 3 et une fonction [ €
C*(M) telle que Supf > 0 (I’hypothése (Hy) n’est pas nécessaire). Alors pour
toute fonction h faiblement critique pour f et g, et pour tout x € M ou [ est
mazimum sur M, on a Mp(x) < 0.

89
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La condition
apparait comme ’analogue de la condition

4(n—1)
n—2

n—4 Agf(P)
2 f(P)

que l'on avait en dimension > 4. Dans le cas f = cste, cette condition doit
étre valable sur tout M. La particularité de la dimension 3 est alors d’offrir des
fonctions critiques de toutes les formes :

Théoréme 7 :

Soient (M,g) wune wvariété compacte de dimension 3 et wune fonc-
tion f € C®(M) telle que Supf > 0 (Uhypothése (Hy) n’est pas
nécessaire). Pour toute fonction h € C*®(M), posons B(h) = inf{B/ h +
B est faiblement critique pour f}. Alors h + B(h) est une fonction critique
pour f.

Enfin, en ce qui concerne I’existence de fonctions extrémales, on a le théoreme

h(P) > Sg(P) -

suivant :

Théoréme 8 :

Soient (M,g) une variété compacte de dimension 8 et une fonction f €
C>®(M) telle que Supf > 0 (I’hypothése (Hy) n'est pas nécessaire). Soit h
une fonction critique pour f et g. Alors au moins 'une des deux conditions
suivantes est remplie :

a/ : Il existe x € M ou f est maximum sur M tel que Mp(z) = 0.

b/ : (En tg) a des solutions extrémales.

Nous allons reprendre le schéma des démonstrations de I'article d’O. Druet,
I'introduction d’une fonction f non constante n’apportant pas de changements
notables ; essentiellement, la seule différence est qu’il faut se placer en un point
de maximum de f.

Notons qu’en dimension 3, 'exposant critique vaut 2* = % = 6.

Par ailleurs, en ce qui concerne la fonction de Green, le principe du maximum
montre que si 'on a deux fonctions h, h’ telles que

hsh,
alors pour tout x € M :
My (x) > My (x).
7.1 Démonstration du Théoreme 6
Elle est basée sur 'utilisation de fonctions tests particulieres. Soient donc

f e C®(M) telle que Supf > 0 (I'hypothese (Hy) n’est pas nécessaire) et h une
fonction faiblement critique pour f et g. Par définition on a Vu € HZ(M) :

</ f|u"2112dvg> ' < K(n, Supf /|Vu\ dvg + /hquvg
M

Soit xg un point de maximum de f surM.

7.1)
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Il existe une fonction ¢ € C*®(M), ¢ > 0 avec p(xg) = 1 et Vo(zg) = 0,
telle que la métrique g, = o~ 4g vérifie

Sgw (xo) =0

et
detg, =1+ O(dg, (0, )") (7.2)

en coordonnées normales autour de xg (pour lexistence de cette fonction ¢ on
pourra voir I'article de Lee et Parker [25]) . Soit alors h,, la fonction obtenue par
la loi de transformation des fonctions critiques dans un changement de métrique
conforme :

ho = @ (Dgp + he) .

Alors h, est une fonction faiblement critique pour f et g. Par la loi de trans-
formation du Laplacien conforme, on vérifie que

G, (20, 7) = @(x0)p(z)Gh(z0, 7)

ot G, et G, sont les fonctions de Green associées respectivement a Ag  + hy, et
a Ag + h. Alors comme ¢(zg) =1 et Vip(xp) =0, on a

Mh(xo) = th (xo) .

Grace a ces relations, il suffit donc de prouver le théoreme 6 pour hy, , f et
g,-On peut donc supposer sans perdre en généralité que ¢ = 1 et supprimer
I'indice ¢ dans la suite.

Fixons maintenant une fonction cut-off n € C°(B(x0,2d)), n = lsur
B(zg,d)avec § > 0 assez petit. On peut écrire la fonction de Green G}, sous
la forme :

waGp (g, x) = d:((;,)y) + 5(x)

ou § € C.(M\{zo}). Dans M\B(zo,9), 0 vérifie

_ n(z) n(x)
Agﬂ+hﬂ77Ag(dg(l‘0,$))7hdg($o,x)' (73)

Et dans B(xg,d), 8 vérifie en coordonnées normales

h(z)

7dg(x0, e (7.4)

Dgf+hf =~ 50r(In(det g)) —

dg(xo,x)

On pourra se reporter a 'appendice B pour quelques indications sur ces pro-
priétés de la fonction de Green. Par les théories elliptiques standard, on sait que
B € COM)NHE(M) et on a par ailleurs 3(zg) = waMp(z0). Le but est main-
tenant d’introduire des fonctions tests dérivées de celles présentées au premier
chapitre dans la relation (7.1). Pour € > 0 on définit

=

ve(z) = (€2 + dg(wo,x)Q)_

et
ue(z) = n(x)ve(z) + B(x).
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Comme (h, f,g) est faiblement critique, nous avons pour tout € > 0 d’apres

(7.1)

. 3
K_Q(Sj\quf)_ﬁ (/Mf Ak dvg> < /M |Vu€\z dvg + /M h.uZdvg (7.5)

ott 'on note K ~2 = K(3,2)2. Nous allons calculer les développements en ¢ des
deux membres de cette inégalité. On prend déja § assez petit pour que f > 0
sur B(zg,d), on rappelle que zy est un point ot f est maximum sur M. Nous
aurons besoin d’évaluer les intégrales de la forme

/ rPvldvg
B(z0,9)

en fonction de €, ot 7 = dg (20, x). Pour cela on utilise le choix de métrique que
nous avons fait, & savoir la relation (7.2), qui permet d’écrire

/ rpvgdvg:/ rpvgdx—i-/ O(rP5)vida
B(z0,5) B(0,6) B(0,6)

ou les intégrales du second membre sont a comprendre comme étant lues dans
une carte munie de la métrique euclidienne. A partir de la, on peut écrire

1
/ rPolde :/ rP————dx
B(0,6) B(0,s) (e2+71?)2

0 1
= wQ/ P r%dr
o @+l

i3 é/e Sp+2
= wy.eP™1 / ——ds.
’ o (1+s?)!

Alors, en écrivant foé/ ‘= 0+°° + f_iéz on obtient :

Sig—p>3:
/ rPvlde = wel, ,.6P793 + 0O(1) (7.6)
B(0,5)
Sig—p<3:
/ PPV ~ g T (TP 4 () (7.7)
B(0,5)
oul,, = oo _sPt?

0 (14s2)2
Notons & propos de ces intégrales que

e 2 2 w3
wg/ (14 s?)3sds = =
0 8

et que

+o0 ws
wg/ (14 s%)"2s%ds = —
O 2
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ou 'on rappelle que w, est le volume de la sphere S™.

Le calcul du développement du membre de droite de (7.5). ne présente stric-
tement aucune différence avec l'article d’O. Druet puisque notre fonction f
n’intervient pas. Le calcul donne :

+oo
/ |Vu5\2dvg —|—/ huldvg = 36_1w2/ (14 s*)73s%ds + wa (o) (7.8)
M M 0
+oo
—h(azo)wg(/ (1+s?)"'ds)e
0
oo 1 1
—|—2h(3;‘0)w2[/ (1+5*)72(s+ (1 +5%)2)ds)e + o(e)
0

Venons-en au calcul du membre de gauche, en indiquant les différences intro-
duites dans les calculs par la présence de f.

[ itng = [ flp+ )%,

M M

/ fvgdvg + 6/ fvfﬂdvg + 15/ fvéﬁzdvg + / fﬁﬁdvg +o(e™1)
B(0,0) B(w0,0) B(20,9) M

- Comme 3 € C°(M), [,, 3% = O(1) = o(e™!). Il en va de méme pour
toutes les intégrales bornées indépendamment de £ comme par exemple celles
du type fB(a:o,Qé)\B(azo,é) frnPvipT, d’ott le o(e71) a la fin du développement ci-
dessus.

- Ensuite, comme 3 € CO(M) N HE(M) , il existe un 0 < a < 1 tel que
B3 € C%¥(M). Nous pourrons donc écrire

B(x) = B(xo) + O(r?)
Nous utiliserons également deux développements de f en xy ou f est maximum
1 o
flx) = f(zo) + iaijf(xo)xlx] +0(r%)
fl@) = [f(xo) +0(r?).

En introduisant ces développements et en utilisant (7.2), (7.6) et (7.7), on ob-
tient
- premierement

15/ fvgﬂzdvg = 15f(a;0)52(x0)w210745_1 + 0(5_1)
B($0,6)
- deuxiemement
6/ fv?ﬁdvg = 6f(x0)/ Ugﬁdvg+6/ O(r2)vgﬁdvg
B(.’L‘(),(s) B(ro,é) B(.’Eo,6)
= 6f(x0) / v2Bdvg +o(e7t) .
B(x0,0)

En utilisant les équations (7.3) et (7.4) vérifiées par (5 et le fait que

2.5
Aeve = 302
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les calculs de larticle d’O. Druet donnent alors
6/ fv?ﬁdvg = 2wQ5_2f(xo)ﬁ(x0)
B(x0,9)
+OO 1 1
—|—2f(ac0)h(x0)w2[/ (14523 (s 4+ (1 + 525 )dsle! + o(c=1).
0

- Enfin

1 o
[ ot =g [ g [ stwte [ o
B(z0,9) B(z0,6) B(z0,6) B(z0,6)
e f(l’o)u&[o’gé"ig — Agf(ilio)wzlzﬁé"il + 0(671) .

Finalement
/M fugdvg = f(l‘o)w21075€_3 — Agf(l‘o)wglgﬁE_l =+ 15f(x0)52(x0)w210,45_1
+o0
+2woe ™2 f (0) B(wo) + 2 (w0) Ao )wa| / (1+8) 72 (s + (1+67)7)ds]e ™!
0
+o(e™h)
D’ou

% 1
wP r — w w
( /M i |u5|6dvg) = flao)dSlet = S 52 hoe + 200 (0)e + 22 B(wo)
—I—ﬁh(;vo)wz[foﬁo(l + 52)—%(3 +(1+ 32)%)d5]€ +o(e)].

3ws

En notant que

(V)
—
=
s
~
~
|
Wl
Il
|
(V]
=
8
NS
|
W=
Il
|
&
[SER)
~
—~
8
N
|
Wl

on obtient finalement :

K_2(Sﬁpf)_% (/M fluel® dvg) ’ = ngE_l + 2wo B(x0) + ?(UQ),,BQ(LL'())E — Ajcgé%())lz,eg
+oo
+2h(;z:0)w2[/ (L+52) H(s 4 (14 82)3)ds]e
0
+o(e). (7.9)

Maintenant on écrit que (h, f,g) est faiblement critique, & savoir que

K2(Supf)~ s (/ f|u5|6dvg> g/ |Vu€\2dvg+/ hauldvg  (7.10)
M M M M
d’ott avec (7.8) et (7.9)

“+o0
w2 B(0)+h(0)ws /O (1+32)—1ds)e+12%352(3:0)5—%%@12,6&0(5) <0.

Ceci étant vrai pour tout € > 0, on a

w2f(70) <0
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et donc

My (x0) <0 si zg est un point de maximum de f
Il est intéressant (et un peu surprenant) de noter que %(f)o) apparait en di-

mension 3 & un ordre tel qu'il n’intervient pas dans la condition M}, (z¢) < 0.

7.2 Démonstration des théorémes 7 et 8

Soit h € C°(M). D’apres les définitions, il existe B > 0 tel que h + B est
faiblement critique ; il suffit que h + B > BoK 2. Si I’on pose

B(h) = inf{B/h + B est faiblement critique pour f},

alors, quitte & changer h en h + B(h), on peut supposer que B(h) = 0.
Pour ¢t > 0 posons

At = inf (/ |Vu|§; dvg + / (h — t)udvg) .
=1 Jm M

u€H?, [ u?*
Alors par définition de B(h), pour tout ¢t > 0 :

A < K~ Y(Supf)~3
M

et pourt =0 .
A =K~ (Supf)~s
M

Il existe donc pour tout ¢ > 0 une fonction u; > 0 solution de

Agut + (h — t)ut = )\tfuf

/M fui = /M fui =1

Clairement, (u;) est bornée dans H? et donc quitte & extraire, u; — wug fai-
blement dans H?. Si ug # 0, ug est minimisante pour (h + B(h), f,g) et donc
h + B(h) est critique.

Supposons donc maintenant que ug = 0. La suite développe un phénomene
de concentration. Comme au chapitre 3, on sait qu’il existe une suite de
points (z:)t>0 convergeant vers un point de concentration zy € M, qui est
nécessairement un point ou f est maximum sur M, tels que

avec

1
ug(xy) = Supprug := py 2.

De plus, nous avons les estimées fortes

1

g (2,2 )ur(e) < C (7.11)

et par un résultat d’O. Druet et F. Robert que nous avons cité a la fin du
chapitre 3 :
wa

waf ag) 0 (712

_1
My up — 2



96 La dimension 3.

dans C? (M \{zo}) quand t — 0 et ou l'on rappelle que f(z) = Supf. Enfin,
M

oc

a partir des estimées fortes, on peut obtenir une estimée sur le gradient par les
méthodes elliptiques standard ; ce genre de méthode sera présentée a ’appendice
B lors de la construction de la fonction de Green.

py 2 dg(w, ) |Vug(z)|g, < C (7.13)

Maintenant, pour & > 0 on se place dans des cartes exponentielles autour des
x, en posant

g = exp, g

Ui(z) = ug(exp,,())

et

fil@) = flexpg, (2))
hy = hlexp,, (x)).
A la différence des dimensions > 4, il faut utiliser I'identité de Pohozaev plutot
que l'inégalité de Sobolev pour obtenir le résultat :
E
9B(0,5) 2

1
1 / (VT V)edoe  (7.14)
9B(0,5)

1
/ (xk(?kﬂt + *ﬂt) Ae ﬂtdfﬂ = (5 |Vﬂt|3 — (Vﬂt, V)g]da'e
B(0,5) 2 i

2

ol v est le vecteur normal unitaire extérieur. Avec (7.13) et (7.14), on obtient

2
1

Mlimu;l/ (xkakm +-u) Acwdr = 6

4wy 3w2 =0 JB0) 2

— (VG,v)?|do.

€

)[; vé

2
9B(0,6 e

1 -
—7/ G(VG,v)edo.
2 JaB(0,5)

ou N
G(z) = Gn((wo, exp,, (7)) .

On veut calculer la limite du membre de gauche. On commence par développer
le laplacien :

Ay = Dg,up + (g - §9) 0y — gzjr(gt);?amﬂt

et on écrit

1 1
/ (zFopa, + =1y) Ao Tpdr = / (z"0pTs + ~Ty) Ng, Updx
B(0,5) 2 B(0.5) 2

1 iy g
+ / (z*OpT: + ;) (g) — 0Y)0;updx
B(0,5) 2

1 iJ m —
—/ (l‘kakﬂt + §ﬂt)gtjf(gt)ij 8mutdx .
B(0,9)
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Alors, avec ’équation vérifiée par les u; et quelques intégrations par parties,
cette expression devient

1 — 1 — A _
/ (2*0,T + =Ty) Ao Tydr = / ((hy —t) + =a*Ophy)ulde — =L wWrkdy, fdx
B(0,5) 2 B(0,5) 2 6 JB(0,s)

1 iy
- / (z*OpT: + ~7:)0;8) Osurda
B(0,5) 2
1

4= / o* O gl 0,0, da
2 /B0,

1 _
- /B( 6)(xk3kﬂt + iﬂt)gtjl"(gt);?(?mutdx
0,
1) _ A _
-3 / (hy — tyudo, + Eta fabdo,
8B(0,9) 0B(0,0)
1 y -
+ /BB(O ) (z* 0T + 5at)(g? — 8 w;0iurdo,

)

—— / (g — 69)0iw,0;udo .
2 JaB(0,5)

La principale différence avec le cas f = cste traité par O. Druet est le terme
A _
Zt aSxh o fdu .
6 JB(0,s)

Maintenant, grace aux estimées fortes (7.11) a (7.13), on peut calculer la limite
que l'on cherchait, en notant que

IN

‘akgij

et ’gfﬁjF(gt)?}

C |z

< Claf

ce qui permet d’appliquer le théoreme de convergence dominée de Lebesgue,
pour obtenir

~ 1 - ~ ~ 1=~ o
/ (h + =z*0Lh)G?dx — / (z"0,G + ~G)0;g) 0:Gdx
B(0,5) 2 B(0,6) 2

1 o~ o~ ~ 1~ .. ~
+= / 0, gy’ 0,G0;Gdx — / (z* 0k G + 5 G)g’ T(g1) 1} Om G
2 /B(0,s) B(0,8) 2

2
i LIS [ ko
t=0 4wy 2w3 6 B(0,6)
1) ~2 - -
-5 B ‘VG — (VG 1) (VG, v)gldo.
9B(0,5) 2 e

1 G(VG.v)edo. + O WCdo,
2 & 2
9B(0,5) 9B(0,5)

ot h=ho exp,, et g = exp; g.
La différence par rapport au travail d’O. Druet est donc la présence de la
limite
lim[ufl/ w0y, f ,di]
B(0,5)

t—0
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Mais par changement d’échelle

u;l/ ko foda ~ / ﬂ?wkakﬁdvgt—k/ ﬂkaakﬁdvgt .
B(0,5) B(0,R) B(0,6p; H)\B(0,R)

Or
5 Cloc o 7
Ocft = 0k f(0)

et
- Cp

loc ~

Uy — U

ou u est radiale, telle que u; < cu et fRn xF% < +o0. Par conséquent
/ a?mkakftdvgt t_>0 0
B(0,R) -
a R fixé car u est radiale, et

lim (lim W oy frdvg,) = 0
R0 120 | 50,55 W\BOLR) £

car f]Rn 2*U < 400 et ,u;l — 4o00.
On a donc en fait

~ 1 ~ ~ ~ 1~ L
/ (h + =2*0,h)G?dx — / (2"0,.G + =G)0;gy 0:Gdx
B(0,) 2 B(0,5) 2

1 SRR 1~ _
—|—*/ $kakgz]61Gadel‘ — / (xkakG + *G)g}g]r(gt)zanLde
B(0,5) B(0,5) 2

1) ~2 - ~
=5 [ ]va — (VG 1) (VG, v)gldo.
9B(0,5) 2 e
1 _ 5 -~
—= G(VG,v)gdoe + = hG*do,
2 JaB(0,5) 9B(0,5)

c’est a dire exactement la méme égalité que dans le cas f = cste. Le principe est
alors de calculer un développement de chaque terme quand § — 0 pour trouver

c’est a dire

La fonction f n’intervenant plus, il n’y a aucun changement, a partir de
la, avec l'article d’O. Druet (rappelons quand méme qu’il faut se placer aux
points de maximum de f). Néanmoins celui-ci ne présentant que peu de détails,
et dans un souci de lisibilité de cette these, nous indiquons rapidement ces
développements sous I’hypotheése que la métrique g est plate au voisinage de
xo; le cas général est identique, seulement un peu plus long.

Il reste de I'égalité ci-dessus
/ (h + lxkakﬁ)éde = 6 [1 ]vé —(VG,v)3do.

B(0,5) 2 ) 2

2
e

9B(0,6

1

—f/ é(V@, V)edae—i—é/ Eézdae.
2 JaB(0,5) 2 JaB(0,5)
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On rappelle alors que, en notant r = |z|,
~ 1
(.UQG = ; + Mh(.’Eo) + Oé((E)

ot a(0) =0 et a € CO"(B(0,5)) pour tout 0 < n < 1, a € C*(B(0,5)\{0}).

On a v = Vr, et on développera h sous la forme

h = h(0) + z*0,h(0) + o(r) = h(0) + O(r) .

On utilise alors pour k entier relatif différent de -3

/ r* = ook ts
B(0,5)

/ r*do, = wed* 12 .
9B(0,5)
0

= / hG2do, = 16 + 0(8) = O(6) .
8B(0,5)

et pour k entier relatif

Ainsi
2

Comme (h + 12¥9,h)G? est continue en 0
-1 -~
/ (h+ =a*0,h)G?*dx = O(6) .
B(0,6) 2

On montre que (Vr,Va) = O(r"71) et cela permet d’obtenir

1 ~
—7/ G(VG,v)edo, = 22 My (z0) + 2571 + O(6)
2 JaB(0,5) 2 2
et 1 )
5 E ‘vé — (VG v)?do, = 22671 + 0(5) .
8B(0,5) 2 e 2

En ajoutant ces quatre développements, on trouve
5 M (o) + 0(8) = 0
et donc en faisant tendre § vers 0
My, (z9) =0

Autrement dit, si les u; se concentrent en un point xg, nécessairement My, (z¢) =
0. Mais dans ce cas, pour toute fonction h’ < h, b’/ # h, on a par le principe du
maximum

My (z0) >0

et done, par le premier théoréme (théoréme 6), i’ ne peut étre faiblement critique
pour f et g; donc (K, f,g) est sous-critique. Par définition (h, f,g) est donc
critique.

Le théoreme 8 découle immédiatement de cette démonstration.



Chapitre 8

Remarques sur le cas limite
et le cas dégénéré. Quelques
questions...

8.1 Cas limite et cas dégénéré

Dans le théoreme 1 démontré au chapitre 3, et dans la plupart des théoremes
qui en découlent, nous faisons deux hypotheses importantes :

(H1) : en rappelant que si (h, f,g) est un triplet faiblement critique,
nécessairement, au points de maximum de f, h(P) > 22-S5,(P) —

4(n—1)
("g(ig(f;‘l) A]%(f;f), nous avons fait dans nos théoreémes I’hypotheése que cette

inégalité était stricte :

h(P) >

n—2 (n—2)(n—4) Agf(P)
4(n — 1)Sg(P)  8(n—1)  f(P)

(H2) ou (Hy) : Nous avons supposé que le Hessien de la fonction f était non
dégénéré en ses points de maximum.

Nous avons évidemment essayé de nous passer de ces hypotheses, sans
succés... Nous voulons proposer quelques remarques et explications concernant
ces deux hypotheses.

Tout d’abord, en gardant 'hypothese (H1), nos théoreémes 1, 1’ et 1”7 restent
valables si I'on suppose que Ag f(P) = 0 au points de maximum, ce qui implique
évidemment que le Hessien est dégénéré (il suffit de remarquer qu’avec les no-
tations du chapitre 3, partie 3.3, A} < 0). Nous sommes donc dans la situation
ou les théoremes fonctionnent dans deux cas extremes, Hessien non dégénéré et
Laplacien nul.

En ce qui concerne (H1), E. Hebey et M. Vaugon [20] ont montré dans le
cadre de leur étude sur By(g), qui correspond pour nous au cas f = cste, le
résultat suivant :

Supposons que la variété (M, g) est de dimension > 7 et Soit h une fonction
ctirique (pour g et 1). Notons T' = {& € M/ h(x) = o= 1) Se(z)}. Rappelons

que dans ce cadre on a toujours h > 4( — 1)S sur tout M et que I’hypothese

(H1) devient h > 4(n 1)S On suppose alors que pour tout point x de T :
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: le tenseur de Weyl est nul sur un voisinage de z, et
2 V2(h — mS ) est non dégénéré en x
Alors h a des fonctions extrémales.
On remarque alors que l'on immédiatement a partir de leur démonstration
le résultat, un peu artificiel, suivant :
Supposons que la variété (M,g) est de dimension > 7, et soit (h fig) u
triplet critique. Notons Ty = {x € M/ f(z) = Maxf et h(z) = e 1)5' (x )

(n—2)(n—4) A
8(n—1)
pour tout pomt x de Ty :

1 : le tenseur de Weyl est nul sur un voisinage de x,
2:V2(h— = )S ) est non dégénéré en x,

gf(P)} On suppose alors que Ty n’est pas dense dans M et que

3: Ngf(x) =0siz €Ty, et on suppose de plus que le hessien de f est non
dégénéré aux points de mazrimum qui ne sont pas dans Ty.

Alors (h, f,g) a des fonctions extrémales.

L’intérét de ce résultat est de montrer qu’il existe des triplet critique (h, f, g),
avec f non constante, qui ne vérifie pas (H1) et qui ont des fonctions extrémales.
Indiquons tres rapidement le schéma de leur démonstration.

On choisit une fonction plateau 6 dont le support est disjoint de 1’ensemble
des points de maximum de f. Soit hy = h — t0; h; est sous-critique pour tout
t tendant vers 0. On a alors une suite de solutions minimisantes u; associées
aux équations Aguy + hyuy = fu?*fl. La encore la suite u; converge dans H12
vers une fonction u. Si uw > 0 on a une solution minimisante. Si v = 0, toute
I’étude sur les phénomenes de concentration du chapitre 3 est valable. Le point
nouveau utilisé par E. Hebey et M. Vaugon est une sorte d’amélioration de la
concentration L?. Notons qu’il n’existe qu'un seul point de concentration, noté
Zg, et que c’est un point de maximum de f. E. Hebey et M. Vaugon montrent
que si dim M > 7 alors pour tout rayon § > 0 :

dg(x, 10)*uzdv
1ime\B($°’5) e (8.1)
t—0 fB(zo)é) dg(z, x0)?uidvg

Si le Hessien de f est non dégénéré en o, on reprend la démonstration du
chapitre 3 pour aboutir a une contradiction. On peut donc supposer que zo € 1.
Par 'hypothese 1, on peut identifier B(zg,d) munie de la métrique g a la boule
euclidienne B(0,0) en identifiant x & 0. Mais alors en reprenant les calculs du
chapitre 3, partie 3.3, c’est a dire I'inégalité de Sobolev euclidienne dans laquelle
on “injecte” ’équation vérifiée par u;, on obtient

C
/ ht(nut)Z S At + ﬁ < 67 U?
B(xo,0) B(mo,é)\B(zg,é/Q) B(z0,8)\B(z0,6/2)

car By = C} = 0 puisque la métrique est plate au voisinage de xq, et puisque,
c’est 1a le seul point & remarquer si f est non constante, A; < 0. L’hypothese
2 signifie que h¢, qui est égale & h sur B(xzg,d) si on choisit § assez petit, a un
minimum strict en zg et que ce minimum vaut 0=Sg. Un développement limité
de h; en xg montre que

/ ha(mue)® > A / PR
B(z0,9) B(xz0,0)
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pour un réel A > 0. Mais alors

C C
YR i< | o
B(zo,6) B(x0,0)\B(x0,6/2) B(x0,6)\B(x0,6/2)

ce qui contredit (8.1).

Notre sentiment est alors le suivant. Reprenons la remarque finale du chapitre
3 : le principe est de faire un développement limité en fonction de u; des deux
membres de I'inégalité issue de celle de Sobolev, au sens ou, apres changement
d’échelle, on évalue les intégrales en fonction de ce parametre fondamental.
On obtient ainsi a partir de I'inégalité de Sobolev dans laquelle on introduit
I’équation vérifiée par u; :

oo (n— 2)(n— ) Agflao)
T D% ™ S0-1 fao)

Or en reprenant le détails des calculs fait au chapitre 3, on constate que dans les
développements limités effectués, les coeflicients des termes d’ordre 2 en u; sont
les seuls qui soient intrinseques, c’est a dire invariants dans les changements de
cartes ( exp;tl). En effet, au premier membre ot I'on développe h, on obtient
(apres h(zo)) les dérivées premieres 9;h(xo), tandis qu’au second membre (apres
Ng f(z0)) ce sont les dérivées d’ordre 3 qui apparaissent ; on peut faire le méme
constat pour le développement de la métrique. Maintenant, si I'on regarde les
hypotheses du résultat d’E. Hebey et de M. Vaugon, on constate qu’elles re-
viennent a assurer la nullité des termes d’ordre 2 en uy et a faire porter le poids
du développement sur les termes d’ordre 4 (la situation technique du résultat
permet de ne pas faire apparaitre de termes d’ordre 3), la contradiction s’obte-
nant grace a la condition de non dégénérécence de V2(h — 4(7;7_721)5’@, condition

h(wo)p; < ( )i + o(u?)

intrinseque, et portant sur les termes d’ordre 4. Ces remarques étant faites, on
peut alors constater en ce qui concerne ’hypotheése (H2), bien que cela soit
moins évident, que d’apres la théorie de Morse élémentaire, seuls les points cri-
tiques non dégénérés ont un sens intrinseque. Il semble donc, si 'on veut se
passer de H1 ou H2, qu’il faille soit trouver un autre parametre intrinseque a
faire apparaitre, soit trouver une méthode radicalement différente pour prouver,
ou infirmer, les théoremes établis dans notre travail. Remarquons que ’on pour-
rait étre tenté d’utiliser 'identité de Pohozahev comme en dimension 3 pour
résoudre le probléme, mais en fait on tombe sur la méme difficulté. En effet, si
I'on insere I’équation dont est solution u; dans cette identité, on obtient apres
quelques calculs, et, pour simplifier, en supposant que la métrique est plate au
voisinage de xg :

/ n*(2h; + xkakht)ﬂfdz + /
B(0,5)

a(n)uid + A / Bn)fa; dz <0
B(0,5)

B(0,6)
et I'on voit que les développements limités de h ou f vont faire apparaitre les
mémes termes au mémes ordres.

Mais I'on peut dire plus en ce qui concerne ’hypothese sur le Hessien de f
aux points de maximum. Comme nous ’avons vu au chapitre 3, cette hypothese
et la démonstration du théoreme 1 sont étroitement liées a la ”seconde inégalité
fondamentale”

dg (@, 20)
Ht

<C
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que l'on peut obtenir pour une suite (u;) de solutions d’équations Agus+h;.uy =
n+2
Aef.ul~? se concentrant. Or, on peut construire une suite de fonctions solutions

d’équation de ce type vérifiant tous les phénomenes de concentration, mais ne
vérifiant pas cette estimée. Considérons en effet la sphere S™ munie de métrique
standard s. Si’on reformule les résultats connus (c.f. par exemple [17]), il existe
une unique fonction critique pour 1 et s, a savoir

n—2 n—2

S 4n—-1)"° 4(n-1)

et cette fonction critique posseéde comme fonctions extrémales d’une part les
constantes, et d’autre part les fonctions de la forme

u=a(b— cosr)_¥

oua # 0,b > 1, et r est la distance géodésique & un point fixé de S™. Considérons
alors sur S™ une suite de points x; convergeant vers un point zg, et posons

n—2 n—
wp =y 2 (u2 41— cosrt)_TQ

ou ri(z) = ds(z, x4) et uy est une suite de réels convergeant vers 0. Alors

/ u?*dvs =1
M

et on obtient ainsi une suite de solutions de 1’équation

n—2 nt2

Asut + m.ut = K(TL, 2)727.1%"72

ou le second membre ne vérifie pas (H), avec

n—2

Supnue = ug(we) = py > .

Cette suite se concentre et vérifie toutes les propriétés a/ a d/ exposées dans la
quatrieme partie du chapitre 3, ceci quelque soit le choix de la suite zy — xg
et de la suite py — 0. Par symétrie sphérique, on peut facilement trouver deux
suites () et (ut) telles que

ds (¢, x0)
Mt

— 400

en prenant par exemple 1y = ds(7¢,70)>.

Encore une fois, il semble que ’hypothese faite sur f ”fixe” la position du
point de concentration, et ainsi ”impose” une vitesse de convergence a la suite

(.Tt).
8.2 Quelques questions et perspectives.

Nous avons vu que 'étude des équations Agu+hu = fu? 1 était lide & celle
des meilleures constantes dans les inclusions de Sobolev de H? dans L+ Dela
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méme maniere, 1’étude des inclusions de Sobolev de HY dans L%, ol npfn est,
I’exposant critique, et des meilleures constantes associées, passe par 1’étude des
équations de la forme .

Apu+ hu = fun—r""
ou Apu = 7v(|vu|g*2 Vu) est le p-laplacien; voir par exemple O. Druet, E.
Hebey [11] et Z. Faget [14]. La aussi les méthodes variationnelles sont & la base
de I’étude : la fonctionnelle considérée est

I(u) :/|vu|g+/hup

d’ou le lien avec l'inclusion de Sobolev

([w=)= < Knp) [19ulg + 8 [

ou K(n,p) est la meilleure constante associée. Le résultat de départ est encore
le suivant : Si

Inf I(u) < K(n,p)~*(Supf)~ "+

j'uﬁzl

alors ’équation a une solution minimisante u > 0 (sachant que I'inégalité large
est toujours vraie). On voit donc qu'il est facile d’étendre la définition des fonc-
tions critiques a cette situation. Il serait alors intéressant de savoir si I’on peut
trouver des résultats analogues a ceux de notre travail dans ce cadre.

Rappelons également une question que nous avons soulevée a ’issue du cha-
pitre 6 :

f étant donnée, existe-t-il des fonctions critiques constantes ?

Cela donnerait en quelque sorte une ”seconde meilleure constante By(g, f)”
lie a f.
Terminons sur une question qui s’impose a l’issue de ce travail :

-Pour une fonction h quelconque sur M, existe-t-il des solutions (non
minimisantes) a Agu+ hu = fu® ~1 ¢

Nous avons en effet vu que cette équation avait des solutions (minimisantes)
si h est sous-critique et si h est critique avec les hypotheses (H1) et (H2). Par
contre, les théories variationnelles ne donnent aucune réponse si h est supérieure
(et différente) & une fonction critique, ou si Ag + h n’est pas coercif. Dans ce
cas, si des solutions existent, elles ne peuvent étre minimisantes. Il faut donc
employer d’autres méthodes pour étudier ces cas. Voir A. Bahri [4] qui traite le
cas f = cste et 3 < dimM < 6.



Chapitre 9

Appendice A :
démonstrations de quelques
propriétés

Nous donnons ici quelques démonstrations des propriétés élémentaires des
fonctions critiques que nous avons exposées au chapitre 1. Nous les avons
reportées ici pour rendre plus lisible ce premier chapitre, et parce qu’elles sont
treés simples (bien qu’importantes).

L'opérateur Ag + h est forcément coercif pour h € CO(M) si
1

A = ————>etsi >0 sur M.
M8 s 2
M

En effet, par définition
n—2

/M \Vu\z dvg + /M h.u?dog > At </M flu = dug>

> Mnsgdnf S (/M a7 dvg>

> )\h$f7g.I]1\7,/Iff.C. (/M |u)? dvg>

la derniere inégalité étant obtenue par 'inégalité de Holder.

n—2
n

Si Ag + h est coercif, toute fonction k continue assez proche de h dans
CO(M) est telle que Ng + k est coercif.

Simplement par continuité de l'intégrale.
Si h est critique, nécessairement il existe x € M tel que h(z) >0 .

Cela découle de l'exigence que nous avons faite que Ag + h soit coercif. Il
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suffit d’appliquer la coercivité a la fonction 1 :

/hdvg:/ |V1|§dvg+/ h1%dvg 2/ 12dug
M M M M
>0

Par définition Bo(g)K (n,2)~2 est toujours une fonction (constante) faible-
ment critique pour toute fonction f et toute métrique g. Si de plus f =1, que
(M,g) nest pas conformément difféomorphe a la sphére standard et est telle
que Sg = cste, Bo(g)K(n,2)"2 est une fonction critique, c’est la plus petite
fonction critique constante.

D’apres la résolution du probleme de Yamabe, on a avec ces hypotheses :

|Vaul? dvg + [\, 12725 Sg-udv
Ag = Inf Jua [Vulg vy + Ju D78 8 K(n,2)72

o) (IM |u\% dvg)

(Ag est "'invariant de Yamabe”). Donc il existe u > 0 solution de

nt2 o*
Agu + hau = Ag.un=2 avec u® dvg =1.

M
Alors
- (/ W dvg)F < K(n,2)2/ Va2 dvngBo(g)/ W2dug
M M M
< K 2)2(/ 1Vul? dv +/ N2 g wdvy)
- , M g0 Judn—1)"% £
n—2 9 9
+(B0(g)7mSgK(n,2) )/A/['U, d'Ug
< K(n,2)2)\g+(Bg(g)fn7_25g.K(n,2)2)/ u?dvg .
Or
1—K(n,2)*)\g >0
donc )
n-e 2
By(g) >4(n— 1)Sg.K(n,2)

et donc d’apres le théoreme de Z. Djadli et O. Druet cité au chapitre 1,
(1.2) a des fonctions extrémales. Mais cela signifie exactement que la fonction
faiblement critique Bo(g)K (n,2)~2 a des solutions minimisantes, elle est donc
critique.

Les fonctions critiques se transforment dans les changements de métrique
conformes exactement comme la courbure scalaire.
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En effet, soit u € C®°(M), u >0et g’ = uﬁg une métrique conforme a g.

Posons A 5
u—+ h.u N n+t2
—E& " Clest a dire Agu+ hou=h'un—2.
un—2

h =

Pour montrer que pour toute fonction w € HZ(M) — {0} :

Infg(W) = T pg(u™ " w)

il suffit de remarquer que :

2n *
dvg = un-2.dvg = u* .dvg

et
IVl =u™72 [Vuls .
Car alors
* . 2"
vl = pv g = [T e
et

/ h'(g)deg/:/ h’w2u2**2dvg:/ W wu e dvg .
MU M M

Enfin, par intégration par parties

2
/ ‘V(g)’ dvg::/ |Vw|zdvg—/ Agu.wZ.u_ldvg.
M u-lg’ M M

Ainsi
w w . |2 w
wa(Zy = ‘V—’dl/h’—%l/
e ()= [ V[ v+ [ (g
A
= /M |Vw|; dvg + /M(h’u%? — Tgu).devg
:Ih,g(w)
avec
h— puts - Bt
u
et donc

Tn.p.a(w) = Ju g (u" " w).
De plus si Ag + h est coercif Vw € HE (M)

/M |Vw|zdvg + /M hw?dvg > c/M w?dvg

et alors Vw € Hf (M)
/ |Vw|§, dvg —|—/ "wrdvg = I, g (uw) > c/ P w?dvg
M M

h
M
c «
> —— / w?u? dug
Supu? =2 [,
M

c
> 7/ wrdvg
> o g
Supu? =2 [y,
M
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et donc Ag + I/ est coercif. En échangeant h et g avec h' et g’, on voit que
Agr + h' est coercif si et seulement si Ag + h est coercif.
Ceci implique que h est critique pour f et g si et seulement si

B Agu+ hou

n+2
un—2

h/

est critique pour f et g’ = e g. Ou d’une autre maniere, h’ est critique pour
4
fetg =un-—2g si et seulement si
PR
u

est critique pour f et g. (Ceci est aussi valable pour les fonctions sous-critiques
et faiblement critiques). De plus, w est une solution minimisante pour (h, f,g)
si et seulement si ¥ est une solution minimisante pour (»/, f,g’).

Dans le chapitre 3 §3.2 (mise en place), nous avons affirmé que si u; —
u > 0, alors u est une solution minimisante. On montre en fait que uy — u
dans L% (M). On utilise pour cela le principe d’itération 2.3 et une définition
légérement modifiée mais équivalente du point de concentration : x est un point

de concentration si Je > 0 tel que V6 > 0 limsup [ B(.6) uf*dvg > e. Remarquons
t—1 ’

que si u; — u dans L2 sur un voisinage de z alors z ne peut étre un point de

concentration. On utilise alors la formule (2.5) de la maniére suivante : si pour 7

valant 1 au voisinage de x on a limsup A\ K (n,2)?( Sup \f|).(f5uppn 2w <1
Suppn

alors, pour k et ¢ assez proche de 1, Q(t, k,n) > 0 et donc, avec (2.4), (nu) est

bornée dans L™z 2" et on peut en extraire une sous-suite qui converge fortement

dans L?", donc u; — u dans L?™ sur un voisinage de x. Le principe si uy — u > 0
est alors le suivant. S’il n’existe pas de point de concentration, on voit avec cette
méthode que pour tout z, il existe une petite boule B(z, d) sur laquelle u; — u
dans L?". Mais alors, on recouvre M par un nombre fini de telles boules, et,
par exemple en utilisant une partition de I'unité, on obtient que u; — u dans
LQ*(M ). S’il existe au moins un point de concentration x, on commence par
montrer, toujours en utilisant (2.3),(2.4) et (2.5), que si f(x) <0, uy — u dans
L?" au voisinage de z, donc que x n’est pas un point de concentration. On
montre alors de méme que si x est un point de concentration, nécessairement,
V6 > 0, limsup fB(w,(S) f.uf*dvg = 1, et donc qu’il n’existe qu'un seul point de

concentration xo. Mais alors on voit que u; — 0 dans L (M — {zo}) ce qui

contredit le fait que u; — u > 0 dans L?> (M). Par conséquent u; — u > 0
dans L2 (M) et [ M fu? dvg = 1. On utilise ensuite le fait que h est faiblement

critique pour montrer que A = ———L et donc que u est solution de
K(n,2)?(Supf) =
M

n+2 * .
Agu+ hau = — 1 fun? et fM fu? dvg = 1, ce qui montre que u
K(n,2)?(Supf) =
M
est bien une solution minimisante. Cette méthode marche aussi bien siir, quand,
comme au chapitre 6, on a une suite f; — f.




Chapitre 10

Appendice B : construction
d’une fonction de Green

Considérons une variété (M, g) compacte, sans bord, de dimension n > 3.
Soit h € C*°(M) telle que 'opérateur

Ng+h
soit coercif. On cherche & construire une fonction C?
Gp: M x M\{(z,z),x € M} - R
strictement positive telle que, au sens des distributions, on ait Vx € M :
ADg yGr(z,y) + h(y)Gh(z,y) = 0z . (10.1)

De plus, G}, vérifiera les estimées suivantes : il existe ¢ > 0, p > 0 tels que
V(z,y) avec 0 < dg(z,y) < p:

c —1

——— < Gp(z,y) K ————— 10.2
dg(z,y)" 2 (®9) dg(x,y)" > (102)
Gn(z,y) dg(z,y)
c et p varient continuement avec h
1
Gh(z,y)dg(z,y)" % — quand dg(z,y) — 0 (10.4)

(n —2)wp—_1

Beaucoup d’articles utilisent ’existence et les propriétés d’une telle fonc-
tion de Green, mais nous n’avons pas trouvé de référence qui en donnent une
démonstration precise. Nous proposons donc ici un schéma rapide de construc-
tion de G, ce qui est trés classique, mais surtout ’obtention des estimées (10.2)
et (10.3) en utilisant des méthodes proches de celles intervenant dans notre tra-
vail.
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10.0.1 Premiere étape

On montre :

Soit T' € LP(M), 1 < p < oo. Alors il existe une solution 3 € HY(M) de
Uéquation AgB+ h3 =T.

Si p > 2, il suffit d’appliquer les méthodes variationnelles classiques; il faut
faire un peu plus attention si p < 2. Pour cela, on commence par utiliser une
estimée bien connue :

Si w est solution faible de Ngu =T, T € LP(M), 1 < p < o0, alors u €
HEY(M) et

lull gy < elIT 0+ lull o -

Or, si u est solution de Agu+hu =T, on sait que uw € HY et par conséquent
[ull gy < cllAgu+ hull, +cllull, - (10.5)

En fait +c||ul|;, est 1& pour tenir compte du fait que Agc = 0 pour toute
constante c. Mais quand Ag + h est coercif, on peut obtenir mieux :

Si w est solution faible de Ngu+ hu =T, T € LP(M), 1 < p < oo, et si
Ag + h est coercif, alors u € HY et

[ull gy < cllAgu+ hull,

On montre en fait qu’il existe une constante C > 0 telle que pour toute
fonction v € HY :
||u||H§ < ClAgu+ hul|,, . (10.6)

En effet, si une telle constante C' n’existe pas, sur HY — {0}
[Agu + hul,
Tullag

n’est pas minoré par une contante ¢ > 0. Il existe donc une suite (v,,) € HS |
Um # 0 telle que
[AgUm + hom|[ 1,

Tz

En prenant Hq’imp, on peut supposer que |[vy, ||, = 1. Alors ||vm||H5 > 1, donc
L

'U'mH
| Agvm + hvp|l;, — 0
et par (10.5), ||vaH§ est bornée. Par reflexivité, il existe v € HY telle que

Hy
Um —7 V.

Or l'inclusion LP? C HY est compacte, donc

LP
U — U

P

H
et |[v||;» = 1. De plus comme v,,, — v, pour tout ¢ € D(M)

[omtBg0+h0) — [o(dg0+ o).
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Or ||Agvm + hvy ||, — 0, donc pour tout ¢ € LP" (p' conjugué de p)

/q’)(Agvm + hvy) — 0

Donc V¢ € D(M) : [ ¢(Agv+hv) =0 et done Agv+ hv = 0 faiblement et donc
fortement. Mais comme Ag + h est coercif,

/U(Agv+hv):/(’V1}2’+hv2) =0=v=0

ce qui contredit [|v||,, = 1.

Montrons donc maintenant le résultat annoncé :

Soit T' € LP(M), 1 < p < oo. Alors il existe une solution 8 € HY(M) de
Uéquation AgB+ h3 =T.

Il existe (I'y) € C°(M) telle que Ty, LT Comme T, € L2, les méthodes
variationnelles classiques donnent ’existence de solutions 8 € C*° de

AgBr + hpr =T,

Comme ||T'x||;, est bornée, par I'estimée (10.6) la suite (8;) est bornée dans
HY. 1l existe donc 8 € HY telle que

B 1 g.
Alors V¢ € D(M) :
[ u8a0+h0) — [ 52g+ho).

Mais comme (3 € C*

[ a0 +10) = [ olags+ s = [ori— [or

et donc V¢ € D(M) :
[ 8g0+ 1) = [or.
Ainsi 8 est solution faible de Ay3 + h3 =T.

10.0.2 Deuxieme étape :

Soit y € M fixé. On pose r := 1, = dg(z,y). Soit également une fonction
cut-off n, = n valant 1 dans B(y,d) et valant 0 dans M\B(0,2d) pour 6 > 0
assez petit. On pose alors

n n
Fy =I'=- g(rn,Q) h‘rn,Q
Notons que
1 n—2 c
’Agrn—z == Or(In/detg)| < o
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ol cette expression est & “lire” dans une carte exponentielle. Donc I'y, € LP(M)

pour tout p < 5.
Soit enfin 3, := 3 une solution faible de Agz8, + h3, =T

On construit alors la fonction de Green de l'opérateur Ag + h en posant

— L My
Gy = (n—2)wn_1 (By + r;‘_z)

Gy est C sur M\{y} et est solution sur M, au sens des distribution, de

NgGy + hGy =6,

La démonstration de cette derniere identité est classique et tout a fait analogue

au cas du laplacien dans R™ ; nous serons donc rapide.
Il faut utiliser la formule de Green

ou
— [ vA qu/ Vu, Vv :/ v—
L g B( )g 0B D

ou v est la normale extérieure au domaine B.

Soit u € C*°(M) et soit € > 0 petit. On note v~ la normale intérieure a la

boule B, := B(y,¢). Alors

/ Gy(Agu+ hu) = / Gy(Agu + hu) + / Gy(Agu + hu).
M M\B. B

Sur M\B., G, est C* donc

Or par définition de G, sur M\B. : AgG, + hG, = 0. D’ou

ou

M

- Comme G, € L'(M) et que u € C>*(M)

£—

/ Gy(Agu+hu) — 0
B. 0

- Ensuite

ou oG, 1 Ju 9B
ABE(Gy%u%) (n—2)wp_1 /[,Bs(ﬁau ”au)

Gy(Agu + hu) = / Gy(Agu + hu) +/ (Gym— —u
B. 9B, v

el
[ Gauth = [ uaG, G+ [ g
M\B. M\B. a(M\B.) OV

0Gy,

1

ou

- yayi,)

ov

).

87“_(n_2)
u

n 1 / 1 Ou
(n—=2)wn—1 Jop. T 20V (N —2)wp_1

Comme 8 € HY pour p > 1, ‘g—l“f — ug—f € LY(M) et donc

1 ou o
/3 (ﬁ*—ug) — 0.

(n—=2)wn_1 Jop, OV e—0

/8B5

ov
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On a également

1 Ou
— < Sup|Vu\ < e — 0
oB, T2 O - M =0
- Enfin i
1 or_ "~ _ 1 1

- (n—2)wyn—1 fBBE u ov - wnfl falBE ur”*I
T wp_1en"1 JOB, u
— u(y)
e—0

d’ol finalement
[ Gudgu ) = uty)
M

10.0.3 Troisieme étape :

C’est la partie qui intéresse le plus directement notre travail puisqu’elle
concerne les estimées sur la fonction de Green. Nous allons montrer par
récurrence que pour tout € > 0

C
16y| < m et |VByl< Sme

Pour cela on montre que "33, et |V3,|r"2"¢ sont dans C°(M). Le
principe est d’étudier ’équation vérifiée par A(r?3) et d’en déduire avec les
théoremes de régularité classiques & quels H} appartiennent r? et V(r?3). Ces
estimées entrainent la propriété (10.2).

Nous traiterons le cas ol la dimension n > 4, le cas de la dimension 3 étant
analogue mais plus facile. Pour alléger 1’écriture nous noterons u €(H} )~ pour
dire que u €(H}) pour tout ¢ < p aussi proche que 'on veut. Ainsi

1
Tn—2

€ (L7=2)~

et donc o
By € (Hy ™)~

Rappelons que :

_si % > é _ ’“*Tm > 0 alors H{ (M) C H? (M)

_si é < E=m alors H{(M) C C™(M)
sipour0<a<1: é < kTaalOYS H{(M) C C**(M)
Ainsi

By € (H] )™ C (H{ )~ C (L)~

et donc |V, € (L73)~
Soit p un réel 1 < p < 2. On a en utilisant ’équation

n Ui
AgfBy + hBy = *Ag(rn_z) B hrn—2
vérifiée par 3, :

Ag(rPB) = 1PAg B+ BAgr? —2(VrP, V()
= —hrPf — rP(Ag(mks) + hmls ) + BAgr? — 2prP =1 (Vr, V),
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Or :
i/ : hrPB € (L77)" car B, € (L7"7)~
i/ 1 |rP(Ag(s) + hils)| < %= € (Li0i77)~
ili/ : |BAgrf| < erP=2|p| € (Lﬁ)f
iv/ : [rP=H(Vr, VB)g| < P71V, € (L75)7.
Sil<p<2

n PR [ — n PR [ —
L»—2 C L»®w+2) C [[»n-3 C L[»—(+D)

Donc .
Sil<p<2:rPBe(Hy ")~

et on peut commencer la récurrence a un tel p.
Prenons donc comme hypothese de récurrence que sip <n —4:

PR3 e (Hy ")~
Alors tant que p <n —3:
18 € (HyPTT) ¢ (BT ¢ (L)

et

Ag(rP18) = —hr"H B=r? (A (L5 ) +h—15) 4 B2 =2(p+ 1)1 (V7 V)
On a comme ci-dessus :

i/ : P B = hr(rP ) € (L7=¥9 )~ par hypothese de récurrence.

i/ [P+ (Ag(iks) + bty )| < ey € (L0790~

iii/ : |BAgrP T < erPTl(Bl € (L7=w%2 )~ par hypothese de récurrence.

v/ [r?(Vr,VB)g| < |rPV]. Or

rPV B = V(rfB) — BVrP = V(r?3) — p(rP~3)Vr

or par hypothese de récurrence, V(rP8) € (L")~ et |(rP=13)Vr| =
[rP=13] € (L)~
Comme

L= C [7=0FD

on a finalement que Ag(rP+!3) € (L7=G%2 )~ et donc 13 € (Hy ™)~ d’oi
le fonctionnement de la récurrence. R

Ainsi pour tout réel 1 <p<n—3: rPg e (Hy V)~

Maintenant pour 0 < e < 1

Ag(r=3+<g) = —hrn_3+eﬁ—rn—3+e(Ag(WZZ2 )—i—hrn’zz JHBAG" B (U V)
i/t hrnTBER = hy?(rntteg) € (L37F)”
i)+ [P (Ag () + hotly)| < oS € (LTF)~ C (L7°F)-
i/ + | BAgr" 4| < el € (L7F)”
iv/ : |rn74+s(Vr,V,6’)gl < }rn—4+5Vﬂ < |V(Tn—4+s/3)| +C|’I"n75+€ﬂ| c
(L2=)"
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Donc Ag(r"=3+23) € (L7°%)~ et donc r"~3¥¢3 € (H 7 )~ . Autrement dit,
pour tout 0 < &’ << e

T‘n_3+5ﬁ c H2275+E’

donc

Tn_3+8ﬁ e H22—5+5/ c H117<575/) c CO,(E—&)

et donc " 3t€3 est bornée sur M.
Enfin

Ag(r 2o B) = —hr 3 B (A (L)t h— ) BT e (U, V)

n
rn—2 7“”_2

i/ : hr"=2te3 = hr(rn=3+€3) € CY d’aprés ce qui précede

i/ : [P 2t (Ag(ls) + hls)| < erf € C°

i/ 1 |BAgr" 2| < ern e Bl € (LTF) T

iV/ . |T"_3+8(V7‘, Vﬁ)g| < |,rn—4+5vﬂ < |V(Tn_3+5ﬁ)} +e |7‘"_4+sﬂ| c

(LT=)"
donc r"~2*¢3 € (H, °)~. Or (H, °)~ C C*, donc V(r"~2t¢3) € C°. Mais

V(’I“n_2+€ﬁ) _ C?“n_3+56 4 ’I“n_2+EV6

donc \r"—2+€vm € C".

10.0.4 Quatrieme étape :

Il nous reste a montrer que G, > 0 et l'estimée (10.3). Il s’agit en fait
essentiellement d’appliquer le principe du maximum. (Rappelons que notre La-
placien Ag est le laplacien des géometres, c’est-a-dire avec la convention “du
signe moins” : Ag = —V'V,; le principe du maximum devient donc un principe
du minimum!)

Sur M\{y} : AgGy + hG, =0, donc Gy, est C* sur M\{y}.

Notons U; = M\B(y,t) pour ¢ petit. Le principe du maximum appliqué &
G, sur U; nous dit que si G, atteint un minimum négatif ou nul & I'intérieur de
U, alors G, = cste. Sinon G, atteint son minimum sur le bord U;. Mais dans
B(y,t)

c e C
Byl < e = T s
donc dans B(y,t) sit < §
Gy(x) ~ T ., +00.

En prenant ¢ assez petit, ceci prouve que d'une part G, n’est pas constante, et
d’autre part que G, > 0.

Enfin, sur M
c 1. cC
‘Vﬁy| < rn—2+e =r rn—1
et n c
‘Vr”*2’ = rn-l

Donc sur M .

|VGZ/‘ < 1
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Sur B(y, )
n n—2
)VT”*2‘ ~ gl
et donc sur B(y,d)
et c
a1 SIVG s o

et cette estimée est donc vraie sur tout M.
Comme par ailleurs G, > 0 sur M, on a aussi sur tout M :

On en déduit (10.3).
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Dans la partie centrale du chapitre 3, nous avons affirmé que

fm &

_ < 55
—2
i—1 fB(o,a) ugdx

ou g5 — 0 quand 0 — Oet ou

Cy=

/ n*(gy — 690,05 dx
B(0,6)

Ceci est montré dans larticle de Z. Djadli et O. Druet [9], sur lequel
nous nous appuyons, dans le cas f = cste, et il n’y a pas de changements
pour une fonction f non constante. C’est pourquoi pour rendre plus lisible la
démonstration du chapitre 3 nous avons préféré reporter le calcul de cette limite.
Néanmoins, la démonstration de Z. Djadli et O. Druet se faisant dans un but et
dans un cadre différents, et avec f = cste, pour que notre travail soit “complet”,
nous reprenons rapidement pour le lecteur intéressé la démonstration dans cet

appendice.

Le développement de Cartan de la métrique g autour de x;, nous donne

Cy < C/ n? |Rmg(24)(Vy, z, Vg, )| dug,
B(0,5)

+&5 / 7 |V, dvg, .
B(0

)

En intégrant par parties et en utilisant I’équation vérifiée par les fonctions u; et

I'estimée faible

* .
z2u? ’ < cu; on obtient

/ n? |Vﬂt|zt dvg, < C Ui dvg, .
B(0,6) B(0,6)

Ensuite le changement d’échelle faisant passer de u; a u; nous donne

n—2

Vi = V(g * () = pf (V) ()

117
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et par conséquent

[ P Rl (Ve Vi) dug, = [ o) [ Rmga) (Ve 2, V) do,
B(0.9) B(0.6u; ")

On coupe l'intégrale de droite en deux

/B(O»Mf,l) /B<0’R> B(0,61; )\ B(0,R)
0

- v . . ~ o
Or sur B(0,R) : Uy =, uqui est radiale, donc puisque x et Vu sont colinéaires
—tlo

[ ) [Rmg ) (Vi Vit o) dog, =, 0.
B(0,R)

—to

En rappelant que

/ a;dvg, = i} / | Uydug,
B(0,6) B(0,6p; )

on voit que

2 ~ ~
1 n°(pex) |[Rmg(ze) (Vg x, Vg, )| dog,
1im% < Clim fB(O’[s“t NB(O.R) g~2 & +es5.
=1 [p (0,0 T de =t Jo0.6; ) T dve,

Maintenant, pour des vecteurs x,y, par définition,

Rmg(P)(z,y,z,y) = K(P)(Jz|g|ylg — (2,9)3)

ot K(P) est la courbure sectionnelle au point P.
Donc en majorant K (P) dans un voisinage de xg

|Rmg(z1) (Vg z, Vg, )| < O[|V(|2| ) ét — (V(|| @), v)3,]

ounv= é—‘ En intégrant par parties, on obtient
~ \12 ~

/ 7 () [V (|2 @) 5, — (V(je| @), )3, 1dvg,

B(0,6u; )\B(0,R)

< C ‘V(m?af)‘ do,
9B(0,R) e

+f P ) g, (o] ) o T
B(0,617 )\B(0,R)

o R 7 (AN R
B(0,6u; I\ B(0,R)

+C/ ﬂ?dvgt
B(0,6p; "\B(0, 51, ")

ou l'on a utilisé entre autres que

V| < ¢/d
|Ap| < ¢/6?
AP () = pi(An®) ()
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et que p2 |z)* < 62 sur B(0,0u;).
De plus n?(pz) — 1 uniformément sur dB(0, R), donc en développant
I’inégalité ci-dessus, pour t assez proche de g :

/ 7 () [(IV (2] )5, — (V(|2]6e), )2, 1 dvg,

B(0,5u; 1)\ B(0,R)

¢ MERD)
8B(0,R)

IN

do,
+ / 02 (e) 2l T Ag, e o] i dog,
B(0,6u; ")\B(0,R)

b el A el
B (0,61, )\ B(0,R)

+C ﬂ?dvgt
B(0,6p; \B(0,3 ;)

) / 02 (e (Vi )2, dug,
B(0,6p; H)\B(0,R)

~ ~ 12
—/ 772(Mt$) [(Vutal“)’g't +Ut] dvg, .
B(0,6u; ")\B(0,R)

On utilise maintenant la relation suivante :
2 2
1z Ag, (J2]) < |z Ac(lz]) + epf |2]* < —(n = 1) + e ||

et I’équation vérifiée par u;

~ ~ __y p~2F 27 ~2
utAgtut = /\tftut — My htut

pour obtenir :

/ B 0 () [[V (| )3, — (V(J2| ), v)3, dvg,
B(0,6p, )\B(0,R)

c/ ’V(|x|2ﬂ?) dae+C’/ W dvg,
9B(0.R) ¢ B8, N\BO.3u; "

+f P (ua)\ i |of dug, [ ()2 o dug,
B(0.5u; \B(0,R) B(0.6u; )\ B(0.R)

IN

(1) / 7 ()i dug, + C / 0P ()2 |2 dug,
B(0,6u; ')\B(0,R) B(0,6u; )\B(0,R)

~ ~ 12
- / n* () [(Vig, 2)g, + ]~ dvg,
B(0,6p; \B(0,R)

—2/ 772(,utx)ﬂt(Vﬂt, w)étdvgt
B(0,6u; ")\B(0,R)

Or puisque n > 4
— (1)@~ 20 (Vg, 2)2, ~ [(Viig, 2)g, + ) = —(n—4)a2 (Vg 2)g, + 2] <0 .

De plus avec 'estimée

2

S aRﬂt

2~2*
‘x Uy
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on obtient

P\ o dug, <en [ | T,

/13(0,5%1)\3(0,13) B(0,6u; ")

et enfin

)i (O o) ol dog, < Co° [

~2 _ ~2
) uydvg, —55/ B uy dvg,
B(0,6p; ) B(0,6p; )

/B(o,s;ttl)\B(o,R)

ouneg — Oetes — 0.
R—+o00 5—0

D’ou finalement

Lo )Vl TR, (V] @), e,
B(0,6p, )\B(0,R)

< c/ ’V(|x\2ﬂf) dae+C’/ W dvg,
9B(0.R) ¢ B(0.5u; \B(O, §u;

JrER/ u; dvg, +€5/ updvg, .
B(0,6u; %) B(0,6u; %)

Mais maintenant, a R fixé

~ O~ Af(zo) | 2y_n2

Ut t—_>»tou_(1+n(n—2) |]7) sur 0B(0, R)
donc

V(|a* @)V (jal® @) = o V(@) + @V (|z|*) .
Or

/ ‘V(\x|2172)‘ doe ~ C.R~("=%
dB(0,R) e

et de plus

_ — 1
lim — < lim — ~ =
t—1 fB(Mu:l) uidvg, ~ t—1 fB(O,R’) uidvg, fB(o,R') u?dx

pour tout R’ fixé, avec sin =4 fB(O R u?dx — +oo lorsque R — 400.

En utilisant la concentration L? (point d/ de 1’étude du phénomene de
concentration du chapitre 3), on obtient donc en fin de compte

— Cy —
hmii S ER + 85 + C.R_(n_4) hm—~
t—l fB(O,é) ayd =1 B0,r) U7 dvg,

d’ou en faisant tendre R vers 'infini

T O

— Tl <
—2
=1 fB(O,é) ugdx

otes — 0 quand § — 0.

Comme on le voit, la présence d’une fonction f au second membre de
I’équation Fj, r e ne pose pas de difficulté dans I'obtention de cette limite, car
on peut toujours majorer f par son Sup dans les intégrales. De plus, aucune
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dérivée de f n’apparaissant, ces calculs restent valables dans le cas d’une fa-
mille d’équations du type

Aguy + hyuy = fruy

ou l'on a une famille de fonctions (f;) au second membre, tant que les f; sont
uniformément bornées. Nous nous servons de cela au chapitre 6.



Chapitre 12

Appendice D : notations et
conventions

Nous nous sommes efforcés de garder les notations et les conventions sui-
vantes dans notre travail.

Données : On considére une variété riemannienne compacte (M, g) de di-
mension n > 3. Soit f : M — R une fonction C* fizée telle que ]\Zi?:c f>0.

Soit aussi h € C>°(M) avec '’hypothese supplémentaire que I'opérateur Ag + h
est coercif si f change de signe sur M.
On consideére ’équation

(E;L) = (E}/z,f) = (Elll7f7g) : Ngu+hou= fu%

On note souvent 2* = HQILQ , remarquons alors que 2* — 1 = ztg

Convention : Nous utilisons toujours ces “notations” : g,g’, g, etc pour
les métriques (en gras g pour les distinguer plus clairement des fonctions);
h, 1, hy, etc pour les fonctions du premier membre définissant 'opérateur Ag+h ;
et enfin f, f’, f;, etc pour celles du deuxiéme membre ; de plus u, u;, etc désignent
les fonctions inconnues ou les solutions de Agu + h.u = f.u:ig .

On s’intéresse aux solutions minimisantes de £j, ;. : on dit que u € H}(M)
est minimisante pour (£}, f’g) (ou par abus de langage, minimisante pour h) si

pour

Ing(w) = /M|Vw|§dug+ /M how?dvg

on a

Ing(u) = inf Tng(w) = Mg

My = (we B0/ [ f ™ dog =1,
M
On utilise aussi la fonctionnelle

Vw2 dv + h.aw?dv
Jh,f,g(w) _ Jh(w) _ f]\/[| |g g f]M — g

(Jur £ leol ™= g )

122
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et la partie de HZ(M) pour laquelle elle est définie
HE={we Hf(M)//Mf |22 dug > 0}

Alors
'Ilf .l g - .Ilf :j d g - )\ : g
wIE'Hf " (w) wIE'Hf it (w) mt

L’équation d’Euler associée au probleme de minimisation de Ij, g(w) sur Hy est

nt2
(Eh) = (Eh7f) = (Eh,f,g) : Agqu hau = )\hvf7gf.unf2

oll \p, f¢ apparait comme une constante de normalisation liée a la condition

/ f|w|% dvg =1
M

L’équation d’Euler associée & Jj fg(w) et H;{ est identique, mais sans cette
constante.
Pour étudier ces équations, nous utilisons des équations associées

n+2

(Et) : Agut + ht.ut = )\tft.ut"j

ol en général Ay = A, 5, ¢ €t dans certains cas Ay < Ap, 4, -
Les théorémes des chapitres 3 a 6 utilisent ’hypothese suivante :
Hypotheéses (H) : On suppose que le Hessien de la fonction f: M — R,
telle que Supf > 0, est non dégénéré en chaque point de mazximum de f. En
M

oulre, les fonctions h considérées sont telles que Ag+h est coercif et I’on suppose
dim M > 4. On parle des hypothéses (Hy) pour désigner celles concernant la
fonction f.
En ce qui concerne les notations les plus générales :
Nous notons
LP(M)=1L"
I’ensemble des fonctions de puissance p-ieme intégrable; ’espace M considéré
étant sous-entendu s’il n’y a pas d’ambiguité.
llzmary = e = I,
est la norme associée.
H}(M) = H
désigne ’espace de Sobolev des fonctions dont les dérivées jusqu’a l'odre k sont
dans LP et
1 ary = Iz

les normes correspondantes. En ce qui concerne les convergences, la fleche —
désigne une convergence faible, et la fleche — désigne une convergence forte.
Pour la variété Riemannienne (M, g)

dvg
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désigne 1’élément de volume riemannien associé a g.Le laplacien riemannien
associé a g est noté
Ag =-V'V;

(attention au signe moins)

[Vl

est la norme de Vu pour la métrique g. Lorsqu’il n’y a pas de doute sur la
métrique considérée, g est sous-entendue ; ainsi

/ |Vu|:/ |Vul, dvg .
M M

Par ailleurs, nous utilisons la métrique euclidienne &, les notations correspon-
dantes étant

Ae==> 0}, |Vul,, dz, do.

ol dx est la mesure de Lebesgue et do. la mesure induite sur la sphere de
dimension n — 1.

Enfin, les meilleures constantes K (n,2) et By(g) sont parfois notées K et B
pour simplifier quelques expressions. Le principe général est d’ailleurs que, pour
alléger certaines expressions assez longues apparaissant dans ce travail, certains
indices sont omis lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité :

Anfg = An
Ihteg = Jn

et ainsi de suite...
Dans le détail :
- B(z,9) est la boule de centre x et de rayon ¢ pour la distance géodésique.
- xo est toujours I’(unique) point de concentration de la suite w;.
- x4 est un point de maximum de wu;, et, & extraction pres, r; — xg
- parametre fondamental est défini par

n—2
2

M f— ::
Laz u u(24) = 1y

- 0 désigne toujours le rayon d’une petite boule autour de x; ou de xg.

- 1 désigne toujours une fonction cut-off.

- les familles associées & 1’équation (Ej fg) par les équations (E;) sont in-
dexées par un parametre ¢ — tg ot nous prenons souvent tg = 1.

-¢,C,c,C" désignent toujours des constantes indépendantes des parametres
variables tels que t ou § ou R.

€5 — 0,ep — 0,860 — 0
5—0 ’ RR—>+oo ’ 7 §—0,t—1

Pour les équations numérotées (a.b), a est le numéro du chapitre et b est le
numéro de ’équation dans le chapitre.
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