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Introduction

Préambule :

Le propos de cette introduction est de définir ’esprit dans lequel nous avons
rédigé cette these. Nous avons voulu profiter de I’absence de contraintes de
longueur généralement imposées aux articles publiés par les différentes revues
pour détailler autant que possible nos démonstrations. Ainsi, avant de nous
lancer dans les détails souvent tres “techniques” de ces démonstrations, nous
avons tenté d’en expliciter les idées, les principes et les difficultés essentielles ;
ce que, la plupart du temps, on n’a malheureusement pas la place de faire dans
les articles soumis aux revues. Les idées, en particulier a la fin du chapitre 2,
sont parfois présentées de maniere heuristique. Le lecteur est également invité
a se reporter fréquemment au dernier appendice qui reprend nos principales
notations et conventions. Nous prions le lecteur de nous excuser de rallonger
ainsi le texte, mais notre but est de rendre notre travail aussi clair et lisible que
possible.

Nous reprenons également quelques démonstrations qui ne nous appar-
tiennent pas, bien que la encore, notre these s’en trouve rallongée. Notre but
est triple. Tout d’abord, nous avons voulu éviter au lecteur d’avoir a se reporter
trop fréquemment a différents articles pour suivre nos démonstrations et faire
en sorte que notre exposé soit aussi “complet” que possible. Ensuite, comme
nous venons de le dire, soumises aux contraintes imposées par les revues, ces
démonstrations sont souvent présentées avec tres peu de détails. Nous avons
cherché ici a les présenter de notre point de vue et avec plus de détails, a en ex-
pliquer les principes, dans le but de les mettre en valeur. Enfin, bien que peu de
modifications soient nécessaires, les résultats que nous utilisons n’apparaissent
pas, dans ces articles, dans le méme cadre et avec exactement nos hypotheses.
Nous n’avons pas voulu utiliser abruptement la formule “ga marche pareil” et
risquer ainsi de donner I'impression d’occulter quelques difficultés. Nous nous
sommes efforcés d’indiquer clairement quelles étaient ces démonstrations, qui
étaient leurs auteurs et quelles modifications avaient été nécessaires a notre
travail.

Nous espérons que, rédigée dans cet esprit, notre these sera agréable a lire.

Voici, dans le détail, les différents chapitres :

Chapitre 1 : Définitions et énoncé des résultats : Nous donnons les
définitions et les théoremes démontrés dans cette these. Ici encore nous avons
choisi un mode de présentation un peu particulier. Plutét que de donner di-
rectement la définition la plus générale possible des fonctions critiques, nous
montrons comment, au fur et a mesure de l'obtention de nos résultats, nous
avons fait évoluer la définition initialement donnée par E. Hebey et M. Vau-
gon pour I’étude des meilleures constantes dans les inégalités de Sobolev, vers
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8 Introduction.

celle de "triplet critique” pour mettre en valeur la puissance de ce concept dans
I’étude des EDP qui nous intéressent. La présentation de ce chapitre est donc
plus chronologique que synthétique.

Chapitre 2 : Trois outils fondamentaux : le point de concentra-
tion, le changement d’echelle, le processus d’itération. Principe des
démonstrations. Ces trois outils sont & la base des méthodes utilisées pour
Pétude des phénomenes de concentration (comme le nom du premier 'indique).
Leur présentation, dans les articles sur le sujet, est malheureusement souvent
noyée au milieu des démonstrations. Nous avons voulu isoler la définition de
ces outils maintenant classiques pour les mettre en valeur et pour rendre les
démonstrations plus lisibles. Nous présentons également a la fin de ce chapitre
le principe des principales démonstrations.

Chapitre 3 : Existence de Fonctions Extrémales, Seconde Inégalité
Fondamentale. C’est le coeur de notre travail. Dans une premiere partie,
nous exposons les résultats sur les phénomenes de concentration valables pour
une famille générale d’EDP. Ils sont issus du travail de plusieurs auteurs, et
présentés selon le principe que nous avons exposé en préambule. Vient ensuite
une méthode que nous développons pour obtenir la “seconde inégalité fonda-
mentale” et qui permet d’aboutir au principal théoreme.

Chapitre 4 : Triplet Critique 1 : Existence de Fonctions Critiques. Notre
travail portant sur les fonctions critiques, il est utile de montrer qu’il en existe!

Chapitre 5 : Triplet Critique 2 : Suivant la définition donnée d’un triplet
critique, nous regardons ce que ’on peut dire lorsque la métrique varie dans une
classe conforme.

Chapitre 6 : Triplet Critique 3 : Le dernier probleme lié & 'existence des
triplets critiques est abordé. C’est une partie trés importante de notre travail,
et bien que plus courte, les résultats n’y sont obtenus que grace a la méthode
développée dans le chapitre 3.

Chapitre 7 : La dimension 3. Les précédents chapitres portent sur 1’étude
d’EDP sur des variétés de dimension au moins 4. La dimension 3 est a part, elle
est étudiée dans ce chapitre.

Chapitre 8 : Remarques sur le cas limite et le cas dégénéré. Quelques
remarques (et regrets?) sont proposées sur le possible affaiblissement des hy-
potheses faites dans les chapitres précédents. Quelques questions liées a ce travail
auxquelles nous aimerions répondre dans I’avenir sont exposées.

Chapitre 9 : Version Anglaise abrégée.

Appendice A : Démonstration des propriétés élémentaires des fonc-
tions critiques citées au chapitre 1. Reportées ici pour une plus grande
lisibilité du premier chapitre.

Appendice B : Construction d’une fonction de Green. Nous nous ser-
vons de cette notion, mais bien que souvent citée, n’ayant pas pu trouver de
références précises, nous en donnons une construction rapide.

Appendice C : Limite de C;/ [ . Il s’agit d’une limite apparaissant au cha-
pitre 3. Son calcul est issu d’un article de Z. Djadli et O. Druet. Conformément
a notre principe nous avons voulu l'inclure car, dans ’article de Djadli et Druet,
elle n’est pas calculée avec exactement nos hypotheses. Néanmoins le calcul étant
assez long, nous ’avons reporté en appendice pour ne pas interrompre le cours
de notre démonstration.

Appendice D : Notations et Conventions. En espérant que cela aide le
lecteur a s’y retrouver.



Chapitre 1

Définitions et énoncés des
résultats.

Au commencement était le probleme de Yamabe :

Probleme de Yamabe : Ftant donnée une variété Riemannienne com-
pacte (M, g) de dimension n > 3, existe-t-il une métrique conforme a g dont la
courbure scalaire est constante.

Résoudre ce probleme revient a prouver l'existence d’une solution u > 0 de
I’équation aux dérivées partielles :

n

-2 n+2
Agu + mSgu = \.un—2

ou Sg est la courbure scalaire de g. Nous proposons dans cette introduction
un apergu (pas forcément chronologique et subjectivement orienté vers nos
problémes) des développements qui suivirent I’énoncé de ce probleme, dans le
but de définir la notion de fonction critique introduite par E. Hebey et M.
Vaugon [20].

Le probleme de Yamabe lanca I’étude d’EDP non linéaires sur des variétés
Riemanniennes compactes de la forme :

(Eh,f,g) : Agu + hu = fu%

ou Agu = —ViV,u est le laplacien riemannien de la variété riemannienne com-
pacte (M, g) de dimension n > 3 et de métrique g , et ou h, f € C°°(M) sont
des fonctions données, 'inconnue étant u, que 'on cherche en général stricte-
ment positive. Par exemple, le cas h = 4&7’_21)Sg correspond aux problemes de

. . . _4 4, .
courbure scalaire prescrite : en effet, si g’ = u=-2.g est une métrique conforme
a g, les coubures scalaires sont reliées par 1’équation :

n_2 n_2 n+2
75 . :75 ruUn—2
An—0)7E" T 4 1)

Agu +

Chercher une métrique conforme a g dont f soit la courbure scalaire revient
donc & chercher une solution u > 0 de (Ej, f,¢) avec h = 4(’;7’_21),5‘@ Le probleme
de Yamabe est un cas particulier ou f est une constante.
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Dans I’étude de ces équations, on utilise bien str les espaces de Sobolev, et
T.Aubin [2] mit en évidence un lien fondamental entre 1’équation (Ej ;) et la
notion de meilleure constante dans les inclusions de Sobolev. Notons H7(M)
I'espace de Sobolev des fonctions L?(M) dont le gradient est également dans
L?(M). L’inclusion continue de Hf(M) dans L*" (M), ol 2* = -2 est I'expo-
sant critique pour les inclusions de HZ(M) dans LP(M) (compacte pour p < 2*
et seulement continue pour p = 2*), se traduit par l'existence de deux constantes
A et B telles que pour toute u € HZ (M) :

n—

n—2
(/M \u|"2%2 dvg) < A/M |Vu|z dvg + B /M u?dvg (1.1)

On définit la meilleure premiere constante comme l'inf. des A telle qu’il existe
B > 0 avec (1.1) vraie. Sa valeur est connue :

A=K(n,2)? = 4

-z
n(n — 2wy

ou wy, est le volume de la sphére unité de dimension n, et cet inf. est atteint
[19]. On prend alors By(g) l'inf. des B tel que (1.1) soit vraie avec cette valeur
de A; on montre que By(g) < 400 [17]. L’inégalité :

n—2

([ 1 ang) © < k27 [ vilzan + me) [ a0
M M M

est alors optimale en ce sens que les deux constantes ne peuvent plus étre di-
minuées. Si la meilleure premiere constante A est connue et est indépendante
de la variété (M,g), en revanche By(g), comme la notation I'indique, dépend
de la géométrie et sa recherche est difficile; cela fait I’'objet de plusieurs articles
et c’est dans ce but qu’ont été introduites les fonctions critiques par E.Hebey
et M.Vaugon [20].(Quand il n’y aura pas d’ambiguité, nous noterons ces deux
constantes K et By.)

L’objectif de notre travail est I’étude de ’existence de solutions strictement
positives aux équations (Ep fg) Ngu + hu = fuﬁ dans les cas limites nor-
malement non résolus par les méthodes variationnelles. Les fonctions critiques
(h et f) apparaitront dans notre travail comme provenant de ces cas “limites”,
et c’est donc ces fonctions que nous étudierons.

Nous allons rappeler les bases de ces méthodes, ce qui mettra en évidence
le lien entre 'équation (E}, r¢) et 'inclusion de Sobolev (1.2), et nous amenera
naturellement & la définition des fonctions critiques. Notons que grace & la com-
pacité de l'inclusion de HZ(M) dans LP(M) pour p < 2%, les méthodes varia-
tionnelles et les théories elliptiques donnent rapidement ’existence de solutions
u > 0 & I'équation Agu + hu = fuP™!; le cas p = 2* est donc déja en lui-méme
un cas limite (trés peu de choses sont connues pour p > 2* sans hypotheéses
supplémentaires [20]).

L’étude des équations du type (Ej fsg) par les méthodes variationnelles
amene & considérer la fonctionnelle définie sur HZ (M) :

Ing(w) = /M Vool? dog + /M haw?dvg
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et le minimum de cette fonctionnelle :
A = iof Ing(w)
sur I’ensemble
My = (we B/ [ lul™ dug = 1),
M

En effet, I’équation d’Euler associée au probleme de minimisation de cette fonc-
tionnelle a I'aide d’une fonction u telle que

() = inf I g(u)

est exactement
nt2

(Eh,f,g) : Agu + hu = Ah,f,g-f-u"_Q

ol A\p, f,g apparait comme une constante de normalisation liée a la condition

/ f|u|% dvg = 1.
M

Il est parfois utile d’utiliser la fonctionnelle
B S \Vw@ dvg + [, h-w?dvg

In,f.g(w) =

(IM f \w|% d'Ug) "

et la partie de HZ(M) pour laquelle elle est définie

2n_
HE ={we Hf(M)//Mf 0|23 dug > 0}
On considere alors le probleme de minimisation par une fonction u telle que

In,peg(u) = inf Jy g o(w),
wEH}r

I’équation d’Euler associée étant identique, mais sans constante de normalisa-
tion. La fonctionnelle J présente (parfois) l'avantage d’étre homogene au sens
ol Jp fg(c.w) = Jp 5g(w) pour toute constante c. On voit donc que

inf I o(w) = inf Jp re(w) = A
weH;, 7g( ) weH}r 7f,g( ) f8

Cette fonctionnelle J a la particularité, lorsque h = 4&7_721)5@ d’étre invariante
par changement de métrique conforme ; elle est donc particulierement utile dans
I’étude des problemes de courbure scalaire prescrite. Nous utiliserons la plupart
du temps I g et Hy, mais pour certains problemes, Jj ¢ o s’averera commode

2n
lorsqu’on voudra s’affranchir de la contrainte [, f |u["~> dvg = 1.
Les meilleures constantes des inclusions de Sobolev apparurent lorsque

T.Aubin [2] montra dans I’étude du probleme de Yamabe, ot h = 4&7__21)Sg
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et f est une constante, que 1’équation admettait une solution u > 0, ce qui
résolvait le probléme, si on avait :

)\ n—2

—2
=D O 1,8 < K(n7 2)

Plus précisément, cette condition permet d’éviter d’aboutir par les méthodes
variationnelles & une solution identiquement nulle. T. Aubin montra ensuite
plus généralement que pour toutes fonctions h, f € C°(M) on a :

1

M fg < —

T8 K(n,2)2(Supf)=
M

et que, si I'inégalité est stricte, alors il existe une solution u > 0 & (E}, ) qui de
plus réalise I'inf. de la fonctionnelle I}, f & sur Hy. Ceci montre déja I'importance
de K(n,2) dans 'étude des équations (Ej fg).

Ce résultat de T. Aubin est le point de départ de tout ce qui suit.
Il permet a partir des méthodes variationnelles de montrer 1’existence
de solutions sous I’hypothese

_n—2
n .

Ahtg < K(n, 2)*2(Sj\’tjpf)

Notre travail porte essentiellement sur le probleme de ’existence de
solutions dans le cas limite :

_n—2
n
Y

)\h,f.,g = K(TL, 2)72(Supf)
M

probléme normalement non résolu par les méthodes variationnelles ;
c’est pour cette étude que nous allons introduire les fonctions cri-
tiques.

Une question naturelle concernant (1.2) est Dexistence de fonctions
extrémales u, c’est & dire réalisant 1'égalité dans (1.2). On montre alors par
les théories elliptiques standard que s’il en existe, u est C*>° et que u < 0 ou
u > 0; attention, ce cas ne correspond plus au théoreme de T. Aubin car ici
M. fg = —————. Quitte & remplacer u par —u et 4 une constante
K(n72)2(Sﬁpf) z

multiplicative pres on a alors :

Bo(g) 1
K(n,22" " K(n,2)?

Agu +

nt2 2n
un=2 sur M, et ur—2dvg = 1.
M

Ceci montre dans l'autre sens le lien entre (1.2) et (Ej, rg) - (Une autre fagon
d’apercevoir ce lien qui vaut d’étre mentionné est de multiplier I’équation ci-
dessus par u et d’intégrer sur M, on obtient alors I’égalité dans (1.2) ). On notera
souvent 2% = n2f2 , remarquons alors que 2* —1 = Z—f% Cela suggere également
que la recherche d’informations sur By(g) amene & étudier ces équations.

Ces rappels ont pour but de justifier maintenant 'introduction de la notion
de fonction critique. Reprenons d’abord précisément les données intervenant
dans I'étude des équations (Ep fg) :

Données : On consideére une variété riemannienne compacte (M, g) de di-

mension n > 3. Soit f : M — R une fonction C fizée telle que M]\/C[L:E f > 0.Soit
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aussi h € C°°(M) avec I'hypothése supplémentaire que l'opérateur Ag + h est
coercif si f change de signe sur M. Notons que nous ne cherchons pas ici les hy-
potheses de régularité minimales pour h et f, la continuité étant généralement
suffisante dans la plupart des résultats que nous présentons; dans tout notre
travail nous supposerons que h et f sont C*°.

On considere 'équation (Ej, ) : Agu+ hau = fun%2 .

Convention : Nous garderons ces “notations” : g,g’,g:,g,etc... pour
les métriques (en gras g pour les distinguer plus clairement des fonctions);
h,h', hy,etc... pour les fonctions du premier membre définissant 1'opérateur
Ng + hy f, f', fi,etc... pour celles du second membre; et u,u,etc pour les
fonctions inconnues et les solutions de (£}, ;).

On s’intéresse aux solutions minimisantes de E;uf,g s on dira que u € H (M)
est minimisante (ou extrémale) pour (£} f,g) (ou par abus de langage, minimi-
sante pour h) si pour la fonctionnelle

Ih,g(w)zjh(w):/ \vw\jdung/ h.aw?dvg
M M
on a

Ihwg(u) = inf Ih,g(w) = )\h,f,g = >\h

weH ¢

Hy={we B0/ [ 1ol dog =11,

Alors, quitte a la multiplier par une constante, v est C°°, strictement positive,
et est solution de :

(En) = (Enf) = (Enfg) : Dguthu= /\h.f.u% avec en plus / fu%dvg =1
M

On sait, d’apres le théoreme de Th. Aubin dont nous avons parlé plus haut,
qu’on a toujours

Ahfg <

1
K(n,2)2(Supf)™ =
M

A partir de ces rappels, nous allons maintenant donner trois définitions
équivalentes des fonctions critiques :

Définition 1. Awvec les notations précédentes :

— h est faiblement critique pour f et g si A\p fg = L

K (n,2)2(Supf) 7
1 M
— h est sous-critique pour f et g st A < —
que pour F 8 S te < e
M
— h est critique pour f et g si h est faiblement critique et si pour toute
fonction continue k < h, k # h, telle que Ag + k est coercif, k est sous-

critique.

Le théoréme de Th. Aubin rappelé plus haut permet d’obtenir une définition
équivalente : d’apres ce théoreme, si h est sous-critique, (Ej f,g) & une solution
minimisante. On remarque alors que si h est faiblement critique et a une solution
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minimisante u , h est critique. En effet, dans ce cas, puisque u > 0, pour toute
fonction continue k < h, k # h, on a

1
K(n,2)2(Sﬁpf)"T_2

Lg(u) < Ing(u) =

donc k est sous-critique. Par conséquent, si h est critique, pour toute fonction
k' > h, k' # h, (E}) ne peut pas avoir de solution minimisante, sinon k’ serait
faiblement critique avec une solution minimisante, donc critique et alors h serait
sous-critique.

D’ou la définition équivalente a la précédente :

Définition 2. h est une fonction critique pour f et g si :

— pour toute fonction continue k < h, k # h, telle que ANg + k est coercif
(ce qui est le cas dés que k est assez proche de h dans C°), (Ex) a une
solution minimisante,

— pour toute fonction continue k' > h, k' # h ,(Ey) n'a pas de solution
minimisante.

Les fonctions critiques sont donc introduites comme séparant les
fonctions donnant une équation qui admet des solutions minimisantes
et les fonctions donnant une équation qui ne peut en avoir. L’objectif
de ce travail est donc d’utiliser la notion de fonction critique pour
étudier D’existence de solutions minimisantes aux équations (Ej, ;).
En particulier, un probléme central sera ’existence de solutions mini-
misantes pour les équations “critiques”, c’est-a-dire définies par une
fonction critique.

Faisons quelques remarques simples sur les fonctions critiques (voir appen-
dice A) :

L'opérateur Ag + h est forcément coercif pour h € CO(M) si A\p g =
——L — etsi f>0sur M. Indépendamment, si Ag + h est coercif,
K(n,2)*(Supf) =
toute fonction & continue assez proche de h dans CY(M) est telle que Ag + k
est coercif. (voir appendice A).

Si h est critique, nécessairement il existe x € M tel que h(z) > 0 (il suffit
de tester la fonction 1).

On doit dire critique pour f et pour la métrique g, car g intervient fonda-
mentalement dans le laplacien Ag. Nous sous-entendrons f et/ou g quand il n’y
aura pas d’ambiguité.

On voit sur cette définition que se pose naturellement et fondamentalement
le probleme de ’existence de solutions minimisantes pour les fonctions critiques ;
ce sera l’'objet de notre premier théoreme.

Enfin, on peut présenter la premiére définition d’une autre maniere :

Définition 3. On dira que h est critique pour f et g si on a

n—2
n

Yu e HZ (M) : (/ f|u\”2?n2 dvg> < K(n,Z)Q(Supf)nT_Q(/ |Vu\z dvg—|—/ h.u?dvg)
M M M M

et si cette proposition n’est plus vraie pour toute fonction continue k < h, k # h
mise a la place de h.
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C’est cette vision qui conduisit E. Hebey et M. Vaugon a introduire la no-
tion de fonction critique dans 1’étude de la meilleure seconde constante; en
effet, d’aprés cette définition, on peut voir les fonctions critiques comme les
“meilleures fonctions”, au lieu des meilleures constantes, dans l'inégalité ci-
dessus. On voit 1a aussi que la recherche d’information sur By(g) amene a étudier
les équations (Ep, fg).

Dailleurs, Bo(g)K(n,2)”2 est un exemple fondamental. En effet, par
définition By(g)K (n,2)~? est toujours une fonction (constante) faiblement cri-
tique pour toute fonction f et toute métrique g. Si de plus f =1, si (M, g) n’est
pas conformément difféomorphe a la sphere standard et est telle que Sg = cste,
alors By(g)K (n,2)~2 est une fonction critique, c’est la plus petite fonction cri-
tique constante ; on le montre simplement (Voir Appendice A), mais en utilisant
deux tres gros théoremes, le théoreme de Yamabe (!), et le théoréme suivant de
Z.Djadli et O. Druet, issu d’un article qui sera fondamental pour nous dans la
suite [9]. Notons d’abord qu’il est connu [7] que :

n—2

By(g) > max(m

K (n,2)°maxSg, Volg(M)~ =) (1.3)

Z.Djadli et O.Druet ont montré alors que 'une des deux assertions suivantes
devait étre vraie sidimM =n >4 :

a/ Bo(g) = ﬁK(nj)QmAz}ng

b/ (1.2) possede des fonctions extrémales.

D’autres questions se sont alors posées naturellement :

— peut-on avoir a/ sans b/ ?

— peut-on avoir b/ sans a/?

— peut-on avoir a/ et b/ simultanément ?

E. Hebey et M. Vaugon [20] ont introduit les fonctions critiques pour
répondre & ces questions. Notre but est d’utiliser cette notion, en ’adaptant,
pour I’étude des équations Ej, 7 g.

Il est trés important de remarquer la propriété suivante des fonctions cri-
tiques : elles se transforment dans les changements de métrique conformes
exactement comme la courbure scalaire. En effet, soit u € C®°(M), u > 0 et

4 o N .
g’ = un-2g une métrique conforme & g. Un calcul montre que si on pose

Ngu + h.u n
gT c’est & dire Agu + h.u = =

un—2

o=

on a pour toute fonction w € H (M) :

1

Ihg(w) = Ihlﬁg/(ui w)

* 2"
/f|w|2 dvg:/f‘ﬂ‘ dvg .
M M U

De plus Ag +h est coercif si, et seulement si, Agr +h' est coercif. Ceci implique
que h est critique pour f et g si, et seulement si, la fonction

et

Agu+ hu

n+2
un—2

h =
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est critique pour f et g’ = un=z g. Ou d’une autre maniere, h’ est critique pour
4
f et g =un—2g si et seulement si la fonction
Agu
u

4
h="hur—2 —

est critique pour f et g. Enfin, w est une solution minimisante pour Ej, 7 ¢ si,
et seulement si, 7> est une solution minimisante pour Ej/ f . Voir I’Appendice
A pour les détails.

Revenons a 1’évaluation de inf+Jh(w) ‘= An,f,g- T. Aubin introduisit dans
weH

la fonctionnelle Jj ¢ ¢ les fonctions tests 1)y, suivantes :
n—2 n—2
G+ = (40T sir<d
qij(Q){ 0 sir>6
ou : § < injM (le rayon d’injectivité de M), P € M est un point fixé, k € N*,

et ot 'on note = dg (P, Q). Lorsque P est un point ot f est maximum sur M,
le calcul donne :

Sin>4:
In.re(Vr) =
K(n, 2)2(51‘uz3f) e {1+ i () = SaP) T AR ) )+ olh)
Et si n=4 :
Tn.p.e(n) = ————— {1 + (6h(P) — Sg(P)) sk } +o(d)

K(n,2)?(Supf)?2
M

On en déduit :
Proposition 1 :
si h est faiblement cmtzque (donc en particulier si h est critique) pour f

et g, comme A\p fg = W} nécessairement, si P est un point ot f
’ M

est maximum sur M, on a :

Sin>4 :

= hp) = sy(p) - M 2elE

Sin=4:6h(P)> Sg(P)

Remarque : si f = cste cela signifie que sur tout M on a %h > Sg.

Nous allons maintenant donner les théoremes prouvés dans notre travail.

Le premier résultat concerne 'existence de solutions minimisantes pour les
fonctions critiques ; comme nous ’avons vu dans leur deuxiéme définition, elles
sont en effet “entre” les fonctions qui ont des solutions minimisantes et les fonc-
tions qui n’ont pas de telles solutions. Cette existence arrive comme corollaire
d’un résultat plus général qui nous sera extrémement utile pour la suite, et
dont la démonstration est au coeur de notre travail. Les outils, I'idée et les dif-
ficultés de cette démonstration seront présentés au chapitre 2, la démonstration
elle-méme faisant ’objet du chapitre 3. Nous ferons dans les chapitre 3 & 6 une
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hypothese supplémentaire fondamentale sur f et nous considererons des variétés
(M, g) de dimension superieure ou égale a 4.
Hypotheses (H) : On suppose que le Hessien de la fonction f: M — R,
telle que Supf > 0, est non dégénéré en chaque point de mazximum de f. En
M

outre, les fonctions h considérées sont telles que Ag+h est coercif et ['on suppose
dim M > 4. On parlera des hypothéses (Hy) pour désigner celles concernant la
fonction f.

Théoréme 1° :

Si h est critique pour f et g, (h, f et g vérifiant (H)), et si en tout point
P ou f est mazimum sur M on a : 4(::21)h(P) > Sg(P) — anzlA?(fP%’) alors il
existe une solution minimisante pour h, ¢’est & dire minimisante pour (Ep, ;o).

autrement dit, pour reprendre la formulation du théoreme de Djadli-Druet :

Théoréme 1” :
Si h est critique pour f et g, (h, f et g vérifiant (H)), l'une des deux
assertions suivantes est vraie :
— il existe un point P ou [ est maximum sur M tel que %h(P) =

n—4a Ng f(P
Sg(P) - T4 ?(flg) :
)

n+2
= (B}L) = (B ;g): Dgu+hu= fun=2 a une solution minimisante.

Ce théoreme sera en fait une conséquence immédiate du résultat suivant, plus
général mais moins parlant. Il suffit de prendre dans ce théoreme la suite hy =
h —t pour t .~ 0, ces fonctions étant sous-critiques par définition, pour obtenir

le théoreme 1’ (ou 17).

Théoréme 1. Avec Uhypothése (H), soit h une fonction faiblement critique

pour [ et g. Si %h(P) > Sg(P) — %Afg(fg’) en tout point P ou f est
mazimum sur M et s’ il existe une famille de fonctions (ht), he £ h, hy sous-

critique pour tout t dans un voisinage de ty € R, telle que hy o h dans CO
—to

alors il existe une solution minimisante pour h (i.e. pour (Ep fg)) et donc h est
critique pour f et g.

E.Hebey et M.Vaugon, dans le cadre de leur étude sur By(g), ont montré ce
théoreme dans le cas ou f = cste = 1, la condition étant alors que %h > Sg
sur toute la variété. La démonstration de notre théoréeme commence de la méme
maniére et en particulier s’appuie sur l'article de Z. Djadli et O. Druet [9],
mais la présence d’une fonction f non constante fait apparaitre de nouvelles
difficultés dans I’étude de ce qu’on appelle les phénomenes de concentration,
présentés au chapitre 2. De plus la méthode développée pour surmonter cette
difficulté apporte des éléments nouveaux sur ces phénomenes de concentration
et semble pouvoir s’appliquer a d’autres questions similaires : voir Zoé Faget
[15]. La démonstration fera 1’objet du chapitre 3.

La question suivante, naturelle, consiste bien sir a savoir s’il existe des
fonctions critiques! La réponse, affirmative, s’obtient comme corollaire du

théoreme 1 ci-dessus :
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Théoréme 2. Etant données la variété (M,g) et la fonction f, vérifiant (H),
il existe une infinité de fonctions critiques h pour f et g , qui vérifient, en tout
point P ot f est mazimum sur M, %h(P) > Sg(P) — ”T_‘lA}%(flgf) . Ces
fonctions critiques ont des fonctions extrémales.

Il sera de plus montré que si |  fdvg > 0, il existe des fonctions critiques
strictement positives, ce qui aura son importance pour la suite.

Ces théoremes furent les premiers de notre travail. Ils nous amenerent a
adopter une vision un peu différente des fonctions critiques pour mettre en valeur
leur intérét dans 1'étude des équations (Fj f,g). Tout d’abord, on constate que
dans I’équation (E,’l 1)t Dguthu= f.u:%g, il y a trois données fondamentales
que lon peut faire varier : les fonctions h et f, et la métrique g (dans la classe des
métriques qui lui sont conformes) ; remarquons que h et g définissent 1’opérateur
Ag + h. Notons en effet que si 'on change g en une métrique g’ qui lui est
conforme, par la régle de transformation du laplacien conforme, 1’équation se
transforme en une autre exactement de méme type : Agu+ h'.u = f’.uztg.
Il sera alors intéressant de parler de triplet critique en adoptant la définition
suivante :

(h, f,g) est un triplet critique si h est critique pour f et g.

De maniere analogue on parlera de triplet sous-critique ou faiblement cri-
tique. On dira par ailleurs que le triplet (h, f,g) a des solutions minimisantes
si Pequation (Ej, g) a des solutions minimisantes. La question que nous nous
poserons sera alors la suivante : étant fixées deux des données du triplet, peut-on
trouver la troisieme pour obtenir un triplet critique. Nous montrerons que cela
est en effet possible, ce qui montrera a posteriori que fixer une des trois données
et chercher les deux autres pour obtenir un triplet critique est aussi possible, ce
qui n’est pas évident & priori. Ainsi par exemple, le probléme de l'existence de
fonctions critiques revient a se fixer la fonction f et la métrique g et a chercher
h pour que (h, f,g) soit un triplet critique. Nous nous poserons alors les deux
autres questions possibles, en fixant d’abord les fonctions h et f et en cherchant
la métrique g, puis en fixant la fonction h et la métrique g et en cherchant la
fonction f.

Nous obtenons des réponses completes, sous la forme des deux théorémes
suivants :

Théoréme 3. Soient données la variété (M,g) et deux fonctions h' et f
vérifiant les hypothéses (H). Alors il existe une métrique g' conforme & g
telle que (I, f,g') soit un triplet critique, ou, pour reprendre la présentation
premiére, il existe une métrique g conforme a g telle que W' soit critique pour
fetg'. Deplus (W, f,g') a des solutions minimisantes.

Ce théoreme a été montré par E. Humbert et M. Vaugon dans le cas f =
cste = 1. Leur démonstration (chapitre 5) passe dans notre cadre plus général
une fois prouvé que I'on peut supposer 'existence d’une fonction h > 0 critique
pour f et g, résultat que nous avons cité plus haut avec I'existence de fonctions
critiques et qui sera montré dans le chapitre correspondant.

Enfin, la derniére question nous amene au résultat suivant. Nous avons
besoin pour ce théoreme d’augmenter un peu la dimension de la variété :
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Théoréme 4. Soient données la variété (M,g), dim M > 5, et une fonction h
telle que Uopérateur Ng+h soit coercif. Alors, il existe une fonction f (vérifiant
(Hy)) telle que (h, f,g) soit critique avec des solutions minimisantes, si et seule-
ment si (h,1,g) est sous-critique (ou 1 est la fonction constante 1).

La démonstration, assez difficile et s’appuyant sur le principe développé
au chapitre 3, se fait en deux parties et apporte quelques résultats in-
termédiaires intéressants. En particulier elle nous amena a quelques remarques
supplémentaires sur la notion de fonction critique.

Tout d’abord, on voit sur les définitions (en utilisant par exemple la fonc-
tionnelle J) que si h est critique pour une fonction f, h est critique pour c.f
pour toute constante ¢ > 0. Il en va de méme dans le cas ou h est sous-critique
ou faiblement critique. Il serait donc plus naturel de dire que h est critique
pour la “classe” de f, notée [f], ou [f] = {c.f/c > 0}, et de considérer des
triplets (h, [f],g). Ainsi, par exemple, dans toute “classe” on peut choisir un
représentant tel que Supf = 1; et pour comparer des triplets (h, f,g) et (h, f/, g)
entre eux, il faut supposer que Supf = Supf’. Par ailleurs on remarque que la

valeur de Af(flgf) est constante sur une classe [f].

Dans la démonstration de ce dernier théoréeme, nous avons été amené a faire
“varier” la fonction f du second membre des équations (Ej, rg). Cela suggéra
une autre définition possible des fonctions critiques :

Définition 4. Soient données la variété (M,g), dim M > 3, et une fonction h
telle que Uopérateur Ng+h soit coercif. On considére une fonction f € C*°(M),
telle que Supf > 0. On dira que f est critique pour h si :

-a/: A =1
/: nte K(n,2)2(Supf) "=
M

— b/ : pour toute fonction f' telle que Supf = Supf’ et f' = f,
A g < -

K(n,2)2(Supf') "
M

— Remarque : si Supf = Supf et [/ £ N 1 -
q pf pf et [T 5 f Anpg PR
M

puisque Jp, 5 g(w) = Jp, r.e(w) pour toute fonction w.

D’apres ce que nous avons dit juste avant, il faut bien comparer dans cette
définition des fonctions de méme Sup; ce sont en fait les classes [f] et [f'] qui
importent, et 1a aussi on doit dire que c’est [f] qui est critique pour h. Il est
alors naturel de poser la question suivante :

f est-elle critique pour h si, et seulement si, h est critique pour f7?

Cette question semble assez difficile. Rappelons que dans les deux cas on a
toujours en tout point P ou f est maximum sur M : %h(P) > Sg(P) —
n—4 Lgf(P)

2 f(P) )

Nous obtenons le théoreme suivant :

Théoréme 5. Soient données la variété (M,g), dim M > 5, et une fonction h
telle que Uopérateur Ng+h soit coercif. On considére une fonction f € C*°(M),
telle que Supf > 0 et vérifiant (Hy). On suppose de plus qu’en tout point P ou

| est mazimum sur M : %h(P) > Sg(P)— 252 A]%(f]ﬁf). Alors | est critique

pour h si, et seulement si, h est critique pour f .
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Ce théoreme s’obtient comme conséquence rapide de la démonstration du
chapitre 6, mais il semble difficile & obtenir sans le travail des chapitres 3 et 6.

Illustrons ces derniers résultats avec quelques exemples.

Une des applications tres importante des équations (Ej fg) est I'étude des
courbures scalaires possibles dans une classe conforme : étant données une
variété (M, g) et une fonction f € C°(M), f est-elle la courbure scalaire d’une
métrique conforme & g? Les théoréemes de Th. Aubin montrent que si f est
sous-critique pour Sg alors f est une courbure scalaire. Le théoreme 4 appliqué
ah= 4&7:21)Sg montre que

Sur une variété (M, g) non conformément difféomorphe a la sphére, il existe
des courbures scalaires de métriques conformes a g qui sont seulement faible-
ment critiques, puisque critiques.

Il serait intéressant de caractériser ces métriques critiques.

Une des conséquences de l'article de E. Hebey et M. Vaugon [20] est qu’il
existe beaucoup de variétés (M, g), dim M > 4 qui n’ont pas de fonction critique
constante pour f = 1. En appliquant le théoreme 4 a toute h = cste = ¢ <
Bo(g)K(n,2)~2 on voit que sur toute variété il existe des fonctions f pour
lesquelles ¢ sera critique. Par contre étant données (M, g) et f, nous ne savons
pas affirmer I'existence de fonctions critiques constantes.

Le chapitre 6 traite de la dimension 3. Il faut en effet remarquer que
toute l'étude précédente portait sur des variétés de dimension > 4. De
plus la dimension 4 elle-méme présente une particularité puisque le terme
”7_4 A;(flgf) disparait. D’ailleurs, bien que les théoremes restent valables pour
dim M = 4, le résultat fondamental que nous obtenons sur les phénomeénes de
concentration, présenté au chapitre suivant, n’est valable que pour dim M > 5.
Le cas de la dimension 3 est, lui, radicalement différent et sera présenté au cha-
pitre 6. O. Druet [10] a traité le cas f = este = 1. L’introduction d’une fonction
non constante n’apporte ici pas de difficultés, nous reprendrons donc rapide-
ment la démonstration d’0O. Druet pour obtenir sa généralisation au cas f non
constante. Cette dimension fait intervenir de fagon fondamentale la fonction de
Green de opérateur Ag + h. Si cet opérateur est coercif, il existe une unique
fonction

Gp: M x M\{(z,z),z e M} - R

symétrique et strictement positive telle que, au sens des distributions, on a
Vee M :

Ag,yCYVh(ajv y) + h(y)Gh($7 y) = (Sm
En dimension 3, pour un point € M, et pour y proche de z, G}, peut se
mettre sous la forme :

Ghr(z,y) = + Mp(x) + o(1)

Wng(x’ y)

ot 0(1) est & prendre pour y — x. On appelle M}, (z) la masse de la fonction de
Green au point z.

On obtient alors facilement a partir de la méthode d’Olivier Druet les trois
résultats suivants, analogues au cas f = cste traité dans son article [10] :

Théoréme 6. Soient (M, g) une variété compacte de dimension 3 et une fonc-
tion f € C(M) telle que Supf > 0 (Uhypothése (Hy) n’est pas nécessaire).
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Alors pour toute fonction h faiblement critique pour f et g, et pour tout
x € Mot f est mazimum sur M, on a My(x) <0.

La condition Mj(x) < Oapparait comme l’analogue de la condition

%h(P) > Sg(P) — %A;(fp('f) que 'on avait en dimension > 4. La par-
ticularité de la dimension 3 est alors d’offrir des fonctions critiques de toutes les

formes :

Théoreme 7. Soient (M,g) une variété compacte de dimension 3 et une
fonction f € C°(M) telle que Supf > 0 (Uhypothése (Hy) nlest
pas mnécessaire). Pour toute fonction h, posons B(h) = inf{B/ h +
B est faiblement critique pour f}. Alors h + B(h) est une fonction critique

pour f.

Enfin, en ce qui concerne 'existence de fonctions extrémales, on a le théoreme
suivant :

Théoréme 8. Soient (M, g) une variété compacte de dimension 3 et une fonc-
tion f € C(M) telle que Supf > 0 (Uhypothése (Hy) n'est pas nécessaire).
Soit h une fonction critique pour f et g. Alors au moins l'une des deux condi-
tions suivantes est remplie :

—a/ : Il existe v € M ot f est mazimum sur M tel que My(x) = 0.

— b/ : (En,tg) a des solutions extrémales.

Pour finir, le chapitre 8 traite du possible affaiblissement des hypotheses des
théoremes des chapitres 3 & 6, a savoir '’hypothese (Hy), et Iexigence d’une

inégalité stricte dans la condition %h(P) > Sg(P) — "T%Af(f}gf) en tout
point P ou f est maximum sur M . Malheureusement, seules des réponses
partielles sont obtenues. Le chapitre présente également quelques questions qu’il
nous semble intéressant de considérer a l'issue de ce travail.

Les appendices qui suivent regroupent quelques démonstrations que nous
voulions inclure par souci de complétude mais que nous avons préféré reporter

pour ne pas interrompre les raisonnements des chapitres principaux.




Chapitre 2

Trois outils fondamentaux :
le point de concentration, le
changement d’échelle, le
processus d’itération.
Principe des
démonstrations

Nous voulons isoler ici la présentation de trois “outils” que nous utiliserons
constamment dans 1’étude des équations Ej, ¢ . Ces outils ont été développés
par plusieurs auteurs depuis M. Vaugon [31] et P.L. Lions [26], en particulier E.
Hebey, O. Druet, F. Robert, sur les travaux desquels nous nous appuierons.

2.1 Le point de concentration

Pour prouver l'existence de solutions u > 0 a nos équations
n+2
(En.jg) : Ngu+ha=\fun—2,

le principe consistera le plus souvent a construire une famille d’équations
possédant des solutions minimisantes u; > 0 :
n+2

Et : Agut + ht.ut = )\t.f.ut"fz

avec

hi — h dans C%*(M)

et Ay — X\ une “suite” convergente de réels, de telle sorte que I'on ait pour une
fonction u € H? : u; — u fortement dans des espaces LP , p < 2*, et uy — u
faiblement dans H?, avec une contrainte de la forme

/ f.utz*dvg =1
M

22
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Pour fixer un peu les choses nous supposerons le plus souvent dans la suite que
toutes ces convergences sont & prendre pour t — tg = 1; et pour simplifier
le vocabulaire nous parlerons de suite (u:), etc. bien que ces familles soient
indexées par des réels. La difficulté sera de prouver que u est non identiquement
nulle, car dans ce cas, par le principe du maximum, u > 0, et il s’ensuit que
u est solution minimisante de (Ej, ). Nous procederons par contradiction en
supposant © = 0. L’idée est alors que, a cause de la contrainte fM fuf =1,
toute la “masse” des fonctions wug, qui convergent vers 0 dans LP | p < 2%, se
concentre autour d’un point de la variété. On pose ainsi :

Définition 5. xo € M est un point de concentration de (uy) si pour tout
0>0:
lim sup/ uf*dvg >0
t—to B(z0,9)

Il est facile de voir que puisque M est compacte et que I'on impose
[os fu¥ dvg = 1, il existe forcément un point de concentration. Pour donner
une idée plus précise de ’allure du phénomene, disons tout de suite que nous
montrerons sous de bonnes hypotheses qu’il n’existe qu’un seul point de concen-
tration, que c’est un point ou f est maximum sur M, qu’il existe une suite de
points (x;) convergeant vers xg telle que

ug () = maxuy; — +00,
M

et
uy — 0 dans CL (M — {xo}).

En fait, I'idée est que I'on peut faire “comme si” les u; étaient & support compact
dans un voisinage de x( lorsque t est proche de tg.

2.2 Le changement d’échelle

Grace au point de concentration, on ramene 1’étude globale des solutions u;
a ce qui se passe autour de zp. Un bon moyen d’obtenir des informations (ou des
contradictions!) est de faire un changement d’échelle, ou “blow-up” en anglais,
autour de zg. On appellera changement d’échelle de centre z;, de coefficient de
dilatation k; € R, la succession de “cartes” et de changements de métriques
suivant : On choisit § > 0 assez petit, et on considere :

—1
exp,, by

Blzi,6) 3 B(0,5)cR* ™ B(0,ks) C R

T — kix
* ~ —1\x%
g —  gi=expi g — 8By =k (U )8
ou exp;t1 est la carte exponentielle en z;, c’est-a-dire déduite de 'application
exponentielle.

Il est important de savoir comment se transforment ’équation (E;), les
intégrales de la forme [ Blaer) ugdvg et vers quoi tout cela converge quand £ — 2g.

Notons
U = Ut O €xpy,

fi=foexp,,
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et L
hi = hg o C€XPyg,

On a alors évidemment :

o _ n42
DNguy + hewy = Nfrul™?
/ Ugdve, = / ug dvg pour tout o > 1
B(0,r) B(x¢,r)
Mais le plus important est la suite : on note
= M
my I\/CIHE Ut
Et = m;lﬂt o 'l/],;l
he = hyoty)
fi = fio 77[1;;1
g, = ki(exp,, oyp')s,
ainsi en particulier
~ _ x
w(r) = my ut(l?)
t
~ N T
gi(z) = expy 8(;)
Alors :
=
. _ 1 ~ mn— . ~:71,2
(Et) : Agt’ut —+ ?ht.ut = ﬁ)\tft.ut’ 2 (21)
i t

et updvg, = —— ug dvg
B(0,k.T) my B(z¢,r)

Nous utiliserons tres souvent les parametres suivants : on considere une suite de
points (z;) tels que

n—2
— — ey, 2
my = ]\%z up = ug(y) =

et

ke = py L
Nous verrons que pu; ainsi défini pour simplifier quelques exposants est un
parametre fondamental dans I’étude du phénomene de concentration. En no-

tant (2?) les coordonnées dans R"™ (nous en aurons besoin dans certains
développements limités), on a :

~ ~ ~ nt2
(Et) : A'g'tat + /L?htat = )\tftﬂt’“2 (22)

. . —p—nta n—2 . .
et / ot aldug, = b 2 / .z uddug,
B(0,u; 'r) B(0,r)

Un résultat tres important (voir par exemple le livre de Th. Aubin [1]) est que,
quand p; — 0,donc k; — +o00, les composantes de g; convergent dans Clgo . vers

celles de la métrique euclidienne, et (E;) “converge” vers ’équation :

At = N (o). a2
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au sens ou
U — u dans C}.(R™).

11 est connu [6] qu’alors

2.3 Le processus d’itération

Lorsqu’on multiplie I’équation (E;) par u; et qu’on intégre sur M on obtient

/M |Vut\z_ dvg + /M ht.ufdvg =\

si Pon a posé [ M f.ug*dvg = 1. On voit alors que, moyennant quelques hy-
potheses sur h, on va obtenir des informations sur la norme H? des u;. Poussant
plus loin cette idée, en multipliant I’équation par u¥ et en intégrant, on peut
espérer obtenir des informations sur les normes L? avec g de plus en plus grand.
C’est I'idée du processus d’itération de Moser. En fait, pour localiser 1’étude au-
tour du point de concentration, qui comme nous le verrons est obligatoirement
un point ol f est maximum, nous allons multiplier I'’équation par n?uf ol 7 est
une fonction cut-off égale & 1 (resp.0) sur une boule B(zg,r) ou f > 0, égale
a 0 (resp. 1) sur M\B(zo,2r), et ou k > 1, puis intégrer, ce qui permettra de
faire des intégrations par parties “localement”, qui resteront donc valables par
exemple apres changement d’échelle. On a ainsi apres quelques intégrations par
parties, quelques calculs et en utilisant ’équation (Ey) :

£ 2 2 2(k—1) k1
V( =A — |V ———nA +
k+1 /‘ (e, t/fnu /(k+1\?7|+(k+1) n=1"he)uy
(2.3)
ou les intégrales sont prises par rapport a la mesure dvg ce que nous sous-

entendrons lorsqu’il n’y a pas d’ambiguités. Ensuite en utilisant 'inégalité de
Holder, si f > 0 sur Suppn on obtient :

nt2 n—2 2n
M [ pra < Su ([
M Suppn Suppn

Puis avec I'inégalité de Sobolev :

S P
</ (nu, * )72) "5 < K(n,2)” / V)| + 8 / nuy !
M M
avec B > 0. D’ou :
4k / E+1 9y  n—2 2n_ 4 k+1 2n  n—2
PR U, 2 Yn-2)"n K Su w2 E U n—2)"n_
G T OE I S MK 22 Sup 1) (o Sl Vgl ) F)

2 2(k—1)
+ o (Gt B+ 25 [Val* + Jgsntn — ?h)uf ™

Alors :
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kt1 "2:L2 n;2 4k k+1
Qb ([ ) < (i Bioney [
(2.4)
ol
4k n—2 * 2
k —A (s T )
Qe k) = gy~ AK 2 (Sup g

2n

et ou l'on rappelle que 2* = = et ou Cy et Cy, sont indépendants de k et ¢ et
tels que Vk > 1,Vt :

2 2(]{; - 1)

Si f change de signe sur Suppn, on reprend 'inégalité de Holder :
HEa 2n. 2 k1l 9n  n-2
)\t/ fnu ut</\t(Sup If])- (/ u; )n(/ (qu, 2 )a-2)"%
Suppn M

Suppn

< Oy et (el qary < Co.
Le= (M)

et on obtient (2.4) avec :

4k _ 9 2\ 2
Qlt-km) = g MK (S 1A )R )

Si nécessaire, on peut aussi remplacer Sup |f| par Sup f
Suppn

Le but est de montrer que (nu;) est bornée dans L*2" et donc qu’on peut
en extraire une sous-suite qui converge fortement dans L? .

2.4 Remarque

Ces trois “outils” fonctionnent exactement de la méme maniére pour des
familles d’équations un peu plus générales que l'on peut associer & (Ej, fg) :

Agquh u = pp.f. wnZ% . Ainsi au lieu d’équations E; 1 Agug+heuy = M. fou]'~
ou seules les fonctions h; (et A;) varient, on peut étre amené a associer a (Ej, f,g)
une famille
Ey: DNgug + heay = N fruf ™"
oun ¢ — 2% et f; — f dans un certain espace LP, avec toujours h; —
hdans C%*(M) et Ay — A, et ot Pon demande [, fruf*dvg = 1.
xo € M sera alors un point de concentration de (u;) si on a pour tout 6 > 0 :

lim sup/ ud® >0
t—to JB(w0,0)

Le principe du changement d’échelle est alors analogue, de méme que le principe
d’itération. Les formules (2.4) et (2.5) deviennent ainsi

k41

Q(t. k). ( / iy ymE <o [ u

M Suppn

k qt -2
on Qb 1) = 0\ (Voly (M) # K (1, 2)%( Sup \fl)-(/ ult)
Suppn

(k + 1) Suppn
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2.5 Principe de démonstration du théoreme 1 :

Nous voulons prouver l'existence d’une solution u > 0 a ’équation

n+2

(En,rg): Dgu+hu=\fur—2
Comme nous 'avons dit au début de ce chapitre, nous considérons la famille
d’équations et de solutions minimisantes associées :

n+2

Et : Agut + ht.ut = )\t.f.Utn72

avec

<
hi = h dans C%*(M)

les h; étant sous-critiques par hypothese.

L’idée de base est la suivante : il s’agit d’introduire dans I'inégalité de Sobolev
I’équation FE, vérifiée par la fonction u; pour obtenir une contradiction si les uy
convergent vers la solution nulle. Plus précisément :

Supposons que g est plate au voisinage de xg et pour simplifier que f = 1.
Alors Sg = 0 au voisinage de xo et notre hypothese est :

n—2

Sg(z0)

Donc a partir d'un certain rang : hs(xo) > 0. Or d’une part, comme u; est
minimisante,
Ao fg=Th, (ue) == Ay < K(n,2)™2

et donc :
/ (Vg |? dug +/ hyuidvog = )\t(/ uZ dvg)® =\ < K(n,2)™2 (2.6)
M M M

car |, M uf*dvg = 1; et d’autre part 'identité de Sobolev Euclidienne donne

* 2
K(n,2)’2(/ WY < / Vol? . 2.7)
Or si uy — 0, nous montrerons qu’il y a un phénomene de concentration, et,
comme nous 'avons dit au premier paragraphe, cela permet de “faire comme

si” les uy étaient a support compact dans un petit voisinage B de xg ou hy > 0.
On aurait donc d’une part d’apres (2.6)

/ Vue|? < K(n,2)_2(/ W)V = K(n,2)2
B B

puisque hy > 0 = Sg sur B; et d’autre part d’aprés (2.7)

/ Vul? > K(n,2) / W) = K(n,2)"
B B

d’ott une contradiction.
Pour passer a 'application rigoureuse de cette idée, il faudra multiplier les
u; par des fonctions cut-off et faire des développements limités de la métrique
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et de f au voisinage de xy , et utiliser les résultats sur les phénomenes de
concentration que nous montrerons au début du chapitre 3. Plus précisément,
avec la fonction f au second membre, on a

/M |Vut|; dvg + /M hyuidvog = )\t(/M fuf*dvg)%*

et c’est dans cette expression que nous aurons a faire un développement limité
de f pour en faire apparaitre le laplacien en g, la contradiction s’obtenant par
opposition a la condition

n—4A04f(P)
2 f(P)

au point de maximum de f, puisque xg, comme nous le verrons, est un point
de maximum. C’est 1a qu’intervient une nouvelle difficulté par rapport au cas
f = cste . En effet, comme nous ’avons laissé entendre au paragraphe sur le
changement d’échelle, nous serons amenés & considérer une suite de points ()
tels que

4(n — 1)h

2= n(P) > 5(P)

me = M]chtxut = ug(xy).

Le but de ’étude de la concentration est d’étudier la “forme” des fonctions u;
quand t — to autour de ;. Comme nous ’avons dit, nous montrerons que

ug — 0 dans CL (M — {x0}).

En faisant un changement d’échelle en x; nous obtiendrons des informations tres
précises sur l'allure des u; autour de x;. La difficulté sera alors de “relier” ces
informations en x; avec celles que nous avons en g sur f puisque c’est en xg
que f est maximum. Treés précisément, il nous faudra obtenir une information
sur la “vitesse” de convergence de la suite (z;) des points de maximum des u;
vers &g, point de maximum de f et point de concentration. Cette vitesse sera
mesurée par rapport a la croissance du maximum des u; & savoir

n—2

my = Mj\;[z:vut =wu(xy) == py 2

et nous voudrons obtenir la relation

dg (:Ct7 1'0)
Mt

<C

ou C' est une constante. Cette relation a été nommée “seconde inégalité fonda-
mentale” par Zoé Faget [14] tant elle est utile dans I’étude des EDP & l'aide
des points de concentration ; elle a été étudiée par plusieurs auteurs, en parti-

culier ceux cités au début du chapitre. Elle est en général difficile a obtenir. La
n—2

définition de pu, 2 =M laz uy = ug(xy) est faite pour simplifier 'exposant dans

la relation ci-dessus; p; sera vraiment un parametre fondamental dans I’étude
des phénomenes de concentration.



Chapitre 3

Existence de fonctions
extrémales, seconde
inégalité fondamentale.

Ce chapitre se divise en cing parties. Tout d’abord nous rappelons ’objectif
principal du chapitre, la démonstration du théoreme 1, et nous exposons la mise
en place de la démonstration. La deuxieme partie, bien que s’incluant dans cette
démonstration, s’applique en fait au cas d’une suite quelconque de solutions
d’équations s

Et : Agut + ht.ut = )\t.f.ui"*z

développant un phénomene de concentration, et les résultats et méthodes que
l'on y trouve seront réutilisés dans les autres chapitres. La troisieme partie
constitue le coeur de la démonstration, c’est 1a qu’est développé le principe d’ob-
tention de la “seconde inégalité fondamentale” évoquée au chapitre précédent.
La quatrieme partie reprend précisément cette inégalité, trés importante pour
I’étude des phénomenes de concentration, dans le cadre général d’une suite quel-
conque de solutions d’équations

n+2

Et : Agut —+ ht.ut = /\t.f.ut"_2 .

Enfin, la cinquieéme partie illustre 1'utilité de cette inégalité pour obtenir une
autre démonstration du théoreme 1.
Rappelons le théoreme que nous voulons montrer :
Données : On consideére une variété riemannienne compacte (M, g) de di-
mension n > 4. Soit f : M — R une fonction C*° fizée telle que Sup f > 0.
M

Soit aussi h € C*°(M) avec ’hypothese supplémentaire que 'opérateur Ag + h
est coercif si f change de signe sur M.
On considere ’équation

n+2

(E;z) = (E;z,f) = (E;L,f,g) : Agu +hou= fum

Hypotheses (H) : On suppose que le Hessien de la fonction f: M — R,
telle que Supf > 0, est non dégénéré en chaque point de mazximum de f. En
M

29



30 Existence de fonctions extrémales. Inégalité fondamentale.

outre, les fonctions h considérées sont telles que Ag+h est coercif et l'on suppose
dim M > 4. On parlera des hypothéses (Hy) pour désigner celles concernant la
fonction f.
Notre but est de prouver le résultat suivant :
Théoréme 1 :
Avec Uhypothése (H), soit h une fonction faiblement critique pour f (et
g). Si en tout point P ot f est mazimum sur M on a : %h(P) > Sg(P) —

n—4 Agf(P)
2 f(P)
pour tout t dans un voisinage de tg € R, telle que hy o h dans C%* alors il

—10

et s’il existe une famille de fonctions (hy), by £ h, hy sous-critique

existe une solution minimisante pour h et donc h est critique.

3.1 Mise en place

Soit donc h une fonction faiblement critique pour f et g telle qu’en tout
point P ou f est maximum sur M on ait :

4(n—1) (n—4) Agf(P)
g MP) > 5(P) = =
ce que l'on peut écrire
n-2 (n—2)(n —4) £ f(P)
R T R R VR (12

et telle qu’il existe une suite de fonctions (h¢), hy £ h, hy sous-critique pour
tout ¢, vérifiant h; T h dans C°. Pour simplifier on suppose que to = 1 et que
—to

t — 1 ce qui ne change rien. Alors pour tout ¢,
1
K (n,2)*(Supf) ™=
M

>\t = )\ht,ﬁg <

et il existe une suite de fonctions u; > 0 minimisantes pour h; qui sont solutions
de

n+2

E;: Agug + hpuy = M. fu] ™ avec de plus / fuf*dvg =1
M

On voit alors que, puisque Ag + h est coercif, la suite (u;) est bornée dans H?
(il suffit de multiplier E; par u; et d’intégrer sur M). Il existe donc une fonction
u € H?, u > 0 telle que, quitte & extraire une sous-suite,
HY
Ut — u,

L2
Uy — u,

p-p-
U — u,

et on peut supposer que

A S AL

K (n.2)(Supf) "=
M
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En particulier
2n

L? *
U — u, Vp < 2% =
n—2
puisque l'inclusion de H? dans LP est compacte Vp < 2*. Alors u est solution
faible de "

DNgu+ hoa =\ faun—=

donc par les théories elliptiques standard u est C°°. Le principe du maximum
nous dit alors que soit u > 0 soit u = 0.

Si w > 0 alors, comme h est faiblement critique, en multipliant 1’équation
ci-dessus par u et en intégrant sur M on voit que (voir appendice A) :

1

A = n—2

K(n,2)*(Supf) ™+
M
Donc u est solution de
1 n+2 2%
Agu+ hu = — . fun=2 et fu® dvg =1
M

K(n,2)*(Supf)==
M

et donc u est une solution minimisante pour h et le théoréeme est démontré.

Si w = 0 on est dans le cas ou il y a phénomene de concentration tel que
décrit précédemment. Toute 1’étude de ce phénomene qui va suivre aura pour
but d’aboutir & une contradiction. Nous supposons donc a partir de maintenant
que l'on est dans ce cas :

u=0.

3.2 Etude du phénomene de concentration

De nombreux résultats sur ce phénomene de concentration, diis a M. Vaugon,
E. Hebey, O. Druet et F. Robert entre autres, sont déja connus, mais ils sont
souvent publiés dans le cas ou f = 1. Nous allons les reprendre dans notre cas
sachant que la présence d’'une fonction quelconque f au second membre de

n+2

Et . Agut + ht.ut = /\ffut"j

ne change quasiment rien a de nombreuses parties des démonstrations, mais pose
de nouveaux probléemes dans d’autres. De plus, fait trés important, elle “fixe”
en quelque sorte la position du point de concentration (voir le point a/). Bien
que ces résultats fassent partie de la démonstration du théoreme 1, I’étude faite
dans cette partie s’applique au cadre plus général d’une variété riemannienne
compacte (M, g) de dimension n > 3 sur laquelle on considére une suite (u;) de
solutions C%% de I’équation

n+2

_2n_
Aguy + hyuy = M ful ™ avec / ful ?dvg =1
M

ou f est une fonction dont le maximum est strictement positif. On suppose de
plus que h;y — h dans C%* o h est telle que Ag + h est coéreif. La suite (uy)
est bornée dans HZ, donc u; — u faiblement dans H?, et on suppose que u = 0;
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ainsi u; — 0 dans tout LP pour p < 2*. La suite u; développe alors un phénomene
de concentration. Nous faisons une hypothese dite “d’énergie minimale” (qui est
vérifiée dans le cadre du théoréeme 1) :

1
K(n, 2>2(S]3pf>“7’2

A <

Sous ces hypotheses, cette partie est ainsi indépendante du reste de la
démonstration du théoreme considéré dans ce chapitre ; elle nous servira aussi
dans les chapitres suivants. Cette étude est valable pour dim M > 3, sauf la
partie d/, qui étudie la concentration L?, valable pour dim M > 4. Dans toute
la suite, ¢, C' désignent des constantes strictement positives indépendantes de ¢
et 0.

a/ : Proposition : Il existe, & extraction prés d’une sous-famille de
(ut), un unique point de concentration z; et c’est un point ou f est
maximum sur M. De plus

Vo >0, lim fuf*dvg =1
=1 B(wo.9)
C’est une application du principe d’itération. Tout d’abord comme M est com-
pacte, il existe au moins un point de concentration. Sinon on pourrait recouvrir
M par un nombre fini de boules B(z;,0) telles que }m% fB(z,_(;) u? =0, et on

. . * . . .
aurait lim f M uf = 0, ce qui contredirait
t—1

1:/ fuf*dngSqu\/ uf*dvg
M M

Si f change de signe sur M, montrons que si f(z) < 0, alors pour ¢ assez

petit

lim u? =0,

t—1 B(z,6)
ce qui montre en particulier qu’un tel x n’est pas un point de concentration. Si
f(z) < 0, on choisit § assez petit pour que f < 0 sur B(z,d) et on prend n a
support dans B(zx, ). Comme les u; sont bornées indépendamment de ¢ dans
H? donc dans L?", on a, d’aprés (2.3) (chapitre précédent, principe d’itération),

pour tout k£ tel que 1 <k <2* —1:
4k LESRNR 2(k ) u
— 2 < A <oy

ou C est indépendant de t. Donc pour tout k tel que 1 < k < 2% — 1 il existe
Cs indépendant de t tel que :

/ ‘V ’7Ut
M
k+1

Donc nu, > est bornée indépendamment de ¢ dans H? et, en utilisant 1'inégalité
Bt «
de Sobolev, nu, > est bornée dans L2 pour tout k tel que 1 < k < 2* — 1.

<02
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Si f(x) = 0, par continuité de f et en choisissant J assez petit, on a dans
(2.5) pour tout k tel que 1 <k <2* —1, Q(¢,k,n) > Q > 0. Donc avec (2.4),

k1 *
on obtient 1& aussi que nu, > est bornée indépendamment de ¢ dans L?  pour

tout k tel que 1 < k < 2* — 1. Mais par I'inégalité de Holder :
k41 nlk+l) o

( / W) < ( / (uy )2 )7 / D ) R
B(2,6/2) B(x,6/2) B(z,6/2)

et si 'on suppose que ﬁfB(z 5 u?" > 0 on obtient, quand f(z) <0,

n(k+1)
lim w7 >0
t=1JB(x,5/2)

P
alors que ?,5:3; <281 <k <2*—1, ce qui contredit le fait que wu; = 0,

Vp < 2*. Donc pour ¢ assez petit :

lim uf =0,
=1 JB(x,s)

et donc si f(z) <0, x ne peut pas étre un point de concentration.
Soit alors  un point de concentration : f(x) > 0 d’apres ce qui précede.
Posons, pour § > 0 assez petit pour que f > 0 sur B(z, ),

lim sup/ fut* =as
t—1 B(z,8)

Alors a5 < 1 car fM fuf = 1. Supposons qu’il existe § > 0 tel que a5 < 1.
Puisque

1
K(n,2)2(Supf)™=
M

At — A<
<
on en déduit L ,
lim \ K (n,2)*(Supf) = as < 1.
t—1 M

Par ailleurs ﬁ e 1. Donc pour k fixé assez proche de 1 tel que
>

— 2 n=2 L
,}Eﬁ MK (n,2) (Sﬁpf) as < (k+1)2

on vérifie, en prenant n & support dans B(z,0), que dans (2.4) : Q(t,k,n) >
Q@ > 0 pour tout ¢, ot @ est indépendant de ¢. On en déduit, toujours avec (2.4),
que

[ESpS
(/ Uy 2 ? )21 < C quand t — 1 ou C est indépendant de t.
B(z,6/2)

Alors, par 'inégalité de Holder :

k41 o% x_ (k—=1)2% 4

o* 20 2 2 5 2*2

[ R a5
B(z,6/2) B(z,6/2) M
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Or puisque x est un point de concentration

lim uf* >0

t=1 JB(z,6/2)

alors que pour k assez proche de 1 :

w_ (k—1)2% *
27— oe e 22
(f wp 7)== =0
M =1

D’ou une contradiction et as = 1, Vd > 0. Donc z est I'unique point de concen-
tration que nous noterons désormais xy. Ce méme raisonnement montre que
nécessairement

1

A= .
K(n,2)2(Supf)"="
M

De la méme maniere, si f(zg) # Supf, 30 > 0tel que Sup f < Supf. Or
M B(z0,5) M

<—— 1 _  donc
K(n,2)2(Supf)"=
M

T AK (0 2P Swp 7 ([ ) <1
t—1 B(w0,6) B(x0,0)

Alors pour k assez proche de 1, en prenant 1 & support dans B(zg, ), on obtient
dans l'inégalité (2.4) : Q(t,k,n) > Q > 0 pour tout ¢ ou @ est indépendant de
t. On aboutit ensuite de la méme maniére & une contradiction. Donc f(zg) =
Supf >0

M

b/ : Proposition : u; — 0 dans C? (M — {zo})

Le processus d’itération prend ici tout son sens.
Premiere étape : Soit ¢ > 0 fixé. On montre qu’il existe pour tout & > 0,
C = C(6,q) indépendant de t tel que pour ¢ assez proche de 1 :

el o ar B(zo,6y) < € el L2ary -

Pour appliquer le principe d’itération, on construit 7y, ..., 7, m fonctions cut-off
telles que n; = 0 sur B(xg,d/2) et n; =1 sur M\B(xzo,d) et de telle sorte que

M\B(Io,é) cC...C {nj-‘rl = 1} - Suppnj_H C {’f}j = 1} cC...C M\B($0,5/2)

% ™ > g, et on pose ¢ = 2 et ¢; = (%)qj_l. Le
2.

et ol m est choisi tel que 2(%-)
5) donne alors

processus d’itération (2.4. et

95 ox n—2 4(qg; — 1 )
Q(t g5 — 1777j)'(/M(77jut2 ) < (%BJFCO +an)/ uf .

q; Suppn;

Or pour j < m on a % > c¢> 0 et daprés a/, fsuppm u? — 0, donc dans

(25),
Q(t7Qj - 1777j) >c> 07 vj
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11 existe donc un voisinage V; de 1 et une constante C; > 0 tels que pour ¢t € Vj :

R — )
(/ (nju ) )= < CJ‘/ uy’
M Suppn;

Alors d’apres le choix des n; on a

(/ “Zj%)n;2 < Cj uf’
{n;=1} {nj—1=1}
Cj)Hut”LZ(M) YVteVin..nV,,.

HUtHLq(M\B(:co,é)) < C(H
j=1

Deuxieme étape : Le théoreme (8.25) de Gilbarg-Trudinger [16] nous donne :
si u est solution d’une équation de la forme £ : Agu+ hu = F, ot Ag + h est
coercif, et si w CC w’ sont deux ouverts, pour r > 1, ¢ > n/2 :

Supu < cllull ey + IF | L) -

La démonstration de ce théoréeme est en fait une application du principe

d’itération, nous l'utilisons ici pour gagner du temps, en I'appliquant a FEj :
n+2
Aguy + hpup = M. fou 2 et A w CC W' C M\{zo}.
n+2

Alors avec la premiere étape appliquée a q;=5, en choisissant

w = M\B(xo,0), w' = M\B(x0,5/2), r =2, q >n/2

on obtient
nt2
Sup wr < cllugllpaqery + A Juell " e
M\B(zo,6) L' =2 (')
nt2
< cllullpean + ¢ lluell 22 (ar

Or |lug||p2(pr) — 0, d’ott la conclusion.

c/ : Estimées ponctuelles faibles

Reprenons les notations du changement d’échelle décrit au chapitre 2 : on
considére une suite de points (x:) tel que

n—2
2

my = Mj\gwcut = ug(2) 1= iy

D’aprés ce qui précede z; — x¢ et y; — 0. Rappelons que @y, f,, ht, g+ désignent
les fonctions et la métrique “lues” dans la carte exp;tl, et g, Et, ﬁ, g,
désignent les fonctions et la métrique “lues” apres blow-up. Désormais, tous
les changements d’échelle ont pour point de départ des boules B(x,d) sur les-
quelles f > 0 ce qui est possible puisque f(xo) > 0.

Proposition 2 :

T 2 1 N
VR >0: tlgr%fB(%Rm)fut dvg =1—cgolcp BT 0.

Démonstration : C’est une application directe du changement d’échelle en
x; avec k; = ,u;l :



36 Existence de fonctions extrémales. Inégalité fondamentale.

2
~ ~ Af(x xTo) N
Uy — U= ( n(fn 02) | | ) (1 + K(nf2()20'r)L(n—2) "I| ) dans CIQOC

(R™).
Alors :

fB(xt,RM)f“%*d”g fBOR)ft d”g _>1f$0 fBoR) dr) — 1

R—o0
Proposition 3 :
3C > 0 tel que Va € M : dg(x,xt)anzut(x) <C.
Démonstration : Posons wi(x) = dg(x,xt)%ut(x). On veut montrer qu’il
existe C' > 0 tel que Supw; < C. Par contradiction on suppose que (pour
M

une sous-suite) Supw; — 4o00. Soit y; un point ot w; est maximum. M étant
M

compacte, dg(x,x;) est bornée, donc u(y:) — oo, donc d’apres le point b/
Yy — xg. Par ailleurs la définition de p; nous donne :

dg (yt7 xt)
Mt

— 400

On fait un changement d’échelle en y; de coefficient k;, = ut(yt)ﬁ et avec
my = ug(y:). On obtient :

n42

~ __4_7
Agtut + ut(yt) n—2 .ht.ut )\tft n=2 .
Si x € B(0,2) :

2

dg (1, exp,, (ue(ys)” "2 )

v

dg(ye, xt) — 2ut(yt)_%
wr(ye) "7 (wi(ye) TF — 2) ~ dg(ys, 1)

car wy(y:) — 00 et u(y:) — oo, donc pour ¢ proche de 1 :

v

2 1
dg(xtaexpyt (ue(ye) "—2x) > idg(yt,xt) .
Par conséquent pour tout R > 0 et pour ¢ proche de 1 :
_ 2
B(yt, 2ut(ye)”»=2) N B(we, Rue) =0

Alors, d’apres la proposition précédente
ﬁ.ﬂf*dzr :f fu?" dv g/ fu? dv
/B(o,z) 8 Bye2u(y)” 77) & M\B(z:,Rpt) £

S/ fuf*dvgf/ fuf*dvg
M B(x¢,Rut)

t—1,R—o0

Mais le principe d’itération donne alors pour 1 < k <2* —1:

e
Uy dvg, — 0
B(0,1)

et par récurrence on obtient Vp > 1:

/ ﬂfdvgt — 0
B(0,1)
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On en déduit alors que ||| ;o (p(o,1)) — 0 bien que u,(0) = 1. D’ou une contra-
diction.

Proposition 4 :

Ve >0,dR > 0 tel que Vt, Ve € M :

dg(z, ) > Ry = dg(x,zt)%ﬁut(z) <e.

Démonstration : On utilise le méme principe, on suppose qu’il existe eg > 0
et y, € M tels que

lim dg(yta xt)

n—2
Jin = = +oo et wi(y) = dg(ye, xt) = ur(ye) > €o
L— t

On fait un changement d’échelle en y; de coefficient k; = ut(yt)ﬁ et avec
my = Ut (yt)

Alors avec ces hypotheses si € B(0, 2507

2 1 2 ——=
dg (¢, expy, (ut(y:) "2 ) zdg(yt7xt)_§€0 “ug(ye) "2

Par conséquent pour tout R > 0 et pour ¢ proche de 1 :

2

1 =2 2
5e0  we(ye)”72) N Blay, Rye) =0

B(yh 2

donc comme précédemment :

~ e
/ 2, fruy dvg, — 0
B(0,§€0 )

et on aboutit de la méme maniere a une contradiction.

d/ : Concentration L?

Proposition 5 :
SidimM >4,V6 >0 :

. fB(zo,é) u%dvg
lim————%—— =1
t—1 fM ug dq;g

Cette limite qui décrit un quotient de “normes L?” justifie la terminologie
“concentration L?”.

Démonstration :

On reprend pour commencer les deux “étapes” du point b/ pour montrer
que pour tout d > 0, il existe ¢ > 0 tel que :

Sup  up < clluglp2iapy -
M\ B(zo,0)
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11 suffit de reprendre la fin de la deuxieme étape de la démonstration du point

b/ :

nt2
Sup wr < cflugllpey + N |lul
M\B(z0,0) La(w’)
/\q %71
< cllull poary + XS up(ug™ ) uell o)
w
<c ||ut||L2(M)
nt2 _q
car on sait maintenant que Sup(u;~> ) — 0 et que, d’autre part, la premiére
wl

étape donne ||| pq ) < Clluellp2ian
Troisiéme étape : Avec ce qui précede :

el s <, S "
L2(M\B(z0,5)) M\B(z0,5)

M\ B(xo,0)
< elluell 2oy el i ar (3.1)
On veut maintenant montrer que
2% —1
HutHLl(M) §C||UtHL2*—1(M) . (3.2)

Si h > 0, il suffit pour cela d’intégrer I’équation E;. Sinon comme A ¢ ¢ > 0,
pour tout g €]2,2*[, il existe ¢ > 0 solution de Agp + ho = A f,g.f- 07 1. On
pose

Dgp + hup

n+2

(pm

/ _4 -
g =priget hy =
Alors pour t assez proche de 1 :
}Tt = gpq72* — (h — ht)<p272* >e9>0

Par ailleurs, par invariance conforme et d’apres F;, on a :

n+2

Dgrtiy + he T = A fag =2

N

ol u; = ¢~ '.ug. En intégrant, on obtient :

n+2
£o / Tdvg < \Supf / Un 2 dugs
M M
et il existe donc C' > 0 tel que pour t assez proche de 1

2" 1
||utHL1(M) <C ||“t||L2*71(M)

ou cette fois les normes sont relatives a dvg.
Quatrieme étape : On conclut essentiellement avec l'inégalité de Holder. Si
n =dim M > 6, on a en effet :

2"—1 % _n—6_
HUtHLz*—l(M) < ||UtHL'2(M) Volg(M)2tn=2 .



Existence de fonctions extrémales. Inégalité fondamentale. 39

Avec (3.1) et (3.2), on obtient

2
el 220\ B (zo.6)) -0

2
=1 el 2 oan

ce qui prouve le résultat. Si n = 5, I'inégalité de Holder nous donne :

2% _1 3 5
el zae = (ary < Nuell 2o gy N1l £ ar)

et on conclut de la méme maniere avec (3.1) et (3.2). Si maintenant n = 4, on
utilise la proposition 4 et le changement d’échelle associé. On a

3 ~3 _
”“t”ﬂqwtn s el 2 ap + I 1™,
— L>(M\B(xz L2 (M ~ 1 -
||Ut||L2(M) (M\B(z0,9)) (M) (fB(OﬁM;l)u%dvgt)?

Alors pour tout R > 0, d’apres l'inégalité de Holder et la proposition 4 on
obtient :

/ Uydvg, S/ Uy dvg, +5R(/ Tjdvg,)? .
B(0,6u; %) B(0,R) B(0,6u; %)

1l s’ensuit pour tout R, R’ > 0,

3 ~3
U u’dx
lwellzsar) <en fB(o,R)

' Uy @dn)t

) u%dx = 400, on a finalement

lim sup
t—1 HutHLZ(M)

~ _ 73/ ;
Comme u € L3 (R*) et Rl,linoo fB(o,R’

||ut|\?iS(M)
i S |

lim sup
t—1 ||UtHL2(M)

et on conclut encore une fois avec (3.1) et (3.2).

e/ : Estimées ponctuelles fortes et concentration L? forte

Proposition 6 :

n—2

3C > 0 tel que Vo € M : dg(x,z4)" ?p, 2 w(x) < C.

Démonstration : Elle nécessite I'utilisation de la fonction de Green, ainsi que
les estimées ponctuelles faibles. L’idée est due & O. Druet et & F. Robert [13].
Nous en profitons pour I'exposer avec quelques explications supplémentaires (et
avec notre fonction f, ce qui ne change pratiquement rien).

Rappelons les propriétés des fonctions de Green dont nous aurons besoin
(voir appendice B).

Si Ag + h est un opérateur coercif, il existe une unique fonction (au moins
C? dans nos hypotheses)

Gp: M x M\{(z,z),z e M} = R

symétrique et strictement positive telle que, au sens des distributions, on a :
Ve M
AgyGn(@,y) + h(y)Gr(z,y) = 6s (3.3)
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De plus, il existe ¢ > 0, p > 0 tels que V(z,y) avec 0 < dg(z,y) < p:

c -1

——— < Gpr,y) L ————— 3.4
daw gy = M) S G 34
Gh(z,y) dg(z,y)
c et p varient contintiment avec h
1
Gn(z,y)dg(z,y)" "> — quand dg(z,y) — 0 (3.6)

(n—2)wp_1

Principe de la démonstration de la proposition : pour montrer cette estimée
2

n—

forte il suffit, d’apres (3.4), de montrer que pu, 2 wui(z) < Gp(z,z¢). On re-
marque alors que grace aux estimées faibles, on a déja I’estimée forte dans toute
boule B(x¢, Rut) ot R est fixé. Il suffit donc de montrer cette estimée dans la
variété a bord M\ B(x¢, Ryt) dont le bord est b(M\B(x¢, Rut)) = bB(xe, Ryt).
On applique pour cela le principe du maximum a 'opérateur :

Lip = Dgp + hep — Meful "2

_n=2
et & x — Gp(x,2¢) —cpty 2 wg(x). Comme Liuy = 0 avec uy > 0, Ly vérifie le

principe du maximum [5]. Si on montre que

n—2

LiGy(z, zy) ciy 2 Lyug(x) = 0 sur M\ B(xy, Rut)
_n—2

Gr(z,xt) > cpy, 2 ug(x) sur bB(as, Riy)

v

le principe du maximum nous donnera

n—2

Gn(z,ze) > cuy 2 ug(x) sur M\B(xy, Ruy) .

Pour des raisons techniques, on montre d’abord que pour tout v > 0 assez petit il
existe une constante C(v) > 0 pour laquelle on a “I’estimée forte intermédiaire”

n—2

= u(z) < C(v) (3.7)

Vo € M : dg(w,x)" 2",

puis on montre ensuite que c’est encore vrai pour v = 0.
Pour v assez petit, il existe g > 0 tel que 'opérateur

h72€0

AN
g+ 1—

soit encore coercif; soit G sa fonction de Green. On va appliquer le principe
décrit & G177, Alors on aura (3.7) en prenant v/ = (n — 2)v. Pour montrer
L;G*™" >0 sur M\B(x¢, Rug) on va montrer que

Ltél—u

>0
Gl—y

sur M\ B(z, Rut). Comme G'~¥ > 0 on aura bien L,G'~" > 0.
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Un calcul donne en utilisant (3.3) et 0, (z) = 0 sur M\B(x:, Rut) que
Vo € M\B(x¢, Ry) :

~ 12

LG . \Y€
tékV (w,2¢) = 280 + hy(z) — h(w) — )\tf(‘r)ut(x)Q 24 v(l—v) |—| (z,2¢)
Or pour t proche de 1, hy — h > —¢g car hy — h dans C°. Donc
~ ~12
L,G*v . VG
éliu (z,2,) >0 — Mf(z)ug(2)? 2+ vl —v)|—=| (z,2¢) (3.8)

On sépare maintenant M\ B(z;, Ru:) en deux parties avec une boule B(x4, p), ot
p > 0 est comme dans (3.4) et (3.5). Pour t assez proche de 1, p > Rus. R > 0
sera fixé plus tard.

1/ : Comme u; — 0 dans CP _(M\{zo}), (3.8) donne pour ¢ proche de 1 :

Vo € M\B(zy,p) : Ltél_”(x,xt) > 0.
2/ : D’apres les estimées ponctuelles faibles, dans B(x, p)\B(z¢, Rut) :
dg(z,20)*ue(2)” > <ep

ol eg o 0. Alors avec (3.5) et (3.8), pour R assez grand :
— 00

* C
v (z, ) >0 — Mf(@)u(x)” 72+ v(l - V)W
€R C

>e0— M\ Su . +v(l—v)—m—

0 t(B(xt],?p)f) dg(ﬂﬁ, xt)z ( )dg(x, It)2

C/

> _ >
> &0+ dg(:z:,:z:t)Q >0

Remarque : Dans 1/, gy sert & compenser —\; fu;? ~2 dans M\B(z,p); et
dans 2/, v(1 — v) sert & compenser —\; fu;2 ~2 dans B(xt, p)\B(zs, Ru).

On a donc bien montré que dans M\B(z:, Ru:) et pour toute constante
C; > 0 dépendant éventuellement de t :

Lt(Ct.él_V(fL'7$t)) = Ct.Ltél_V(I‘,fEt) Z 0= Ltut

Enfin sur le bord b(M\B(x¢, Rpt)), en utilisant (3.4), on obtient :

~1_y c _ c
G (‘raxt) 2 dg(x,xt)(nfﬁ(lfy) - (Rﬂt)(n72)(17v) '
(n—=2)(1-v)— 252
Alors si on pose C; = c_lR("_Z)(l_”)ut 2, on a pour x €

bB(x¢, Rut) = b(M\B(x¢, Ru)) :

n—2

C .G (2, my) > e 2 = Supus > u(z)
Donc par le principe du maximum

Cr.G' " (z,24) > wy(z) dans M\B(zy, Ry)
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soit L
G (ayw) 2 O tugla) = ey 2T

et donc, en utilisant (3.4) :

uy(x)

dg (2, ) D=0, T DA,y <

ce qui en changeant v en (n — 2)v donne bien (3.7) sur M puisque c’est vrai
dans B(xy, Ruy) d’apres les estimées faibles.

On veut passer maintenant a v = 0. Soit y; un point de
M ot dg(w,z¢)" 2us(w)us(z) est maximum. On veut montrer que
de (ye, w¢)" " 2ug(z4)us (ye) est bornée. Soit g9 > 0 tel que Ag + (h — £¢) soit
coercif et G sa fonction ~de Green. Pour t assez proche de 1, on a hy > h — &.
En utilisant le fait que G > 0, uy > 0, Maxf > 0, on obtient :

:3/ Gl 2)(Dguun() + (h — co)ur(®))
/CMmXAmU+MMU)
_)\t/ Clye, ) f(x)ug(2)

S )\tMa.Tf/ G(ytu‘r)ut(x>2*_1
M

<C é@wmuf*+0/ Gy, w)us(a)”
B(x¢,6) M\B(z¢,0)
L’estimée (3.7) , pour 0 < v < 2* 7, nous donne :
~ . ntz_ (2% ~ .
[ w0 [ G
M\B(z¢,6) M\ B(z¢,6)
— o, nt2 u(2*—1)>
n—2
=o(p* ) (3.9)
Donc
~ . n=2
w() <C [ Gl o) (3.10)

On distingue alors trois cas :

Premier cas : y; — yo # o R

Soit & > 0 fixé tel que dg(yo, o) > 39. Alors dans B(xy,d), G(y,x) est
bornée et

/ é(ytux)ut(x)2*_1 S C ’U/t(it)z*_l
B(xy,0)

B(z¢,9)
<C up(z)? 1

B(z,pt)
n42

+Cu, 2 fV(2*71)/ dg(x,xt)@**l)(””*")
B(x4,0)\B(z¢,pt)

n—2

<Cu*
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ou l'on a utilisé (3.7) en choisissant v < et les formules du changement

_2
2*—1
« n—2

d’échelle pour fB(wt M)utz -

n—2

n3? ~2% 1
U=y, 2 fB(O’l) 4y dug, ~ Cpy? . Comme
dg(ys, z¢) ne tend pas vers 0 on peut écrire

~ * n—2
/ Glynayun(@)? < O™ dglys 20)? ™
B(z¢,9)

2

et donc en utilisant (3.10) et puisque v < 575 :

dg(ytamt)n72ut(zt)ut(yt) <C.

Deuxiéme cas : Si, quitte & extraire, on a : ¥ — %o et dg(ys, x¢) < Cpiy.
Alors il est clair que

dg (e, )" 2wy (@) ue (ye) < Cug(my) tug(ye) < C

Troisiéme cas : Si, quitte & extraire, on a : y; — ¢ et ry = % — 0
quand t — 1.
On écrit en utilisant (3.9) et (3.10) que

_n—=2

dg (Yo, 20)" 2wy () ug(ye) < Cpy 2 dg(yt,:vt)"_2/ G ys, 2 )uy ()2
B}

_n=-2 ~ *
+Cpy * dg(l/ul”t)nﬂ/ZG(yt,x)ut(f)z -t
B

t

+0(uy " 7Y) (3.11)

ou B} = {z € B(2,0) : dg(y,z) > 3dg(yr, 1)} et B = B(x,6)\B}. On
suppose toujours v < % et on utilise la propriété (3.4) de la fonction de
Green G. Alors (3.11) donne

_77172 *
dg (ye, )" Pue (@) ue (ye) < Cuy * /1 u® "+ o(1)
B

t
n—2

O o) [ dglynna (e

t

Comme dans le premier cas, en utilisant (3.7), on obtient :

I w? < C
B;

et

n—2

* 1
1y T (g w)" / dg (e 2) () 1 < / dg(ye. )
b B i g (g, )? S *

C
< 5=y = o)
Tt

2—n

dés que v < 52 On déduit donc la encore que dg(ye, z)" 2us(zy)ue(ye) est

borné.




44 Existence de fonctions extrémales. Inégalité fondamentale.

Proposition 7 :

Concentration LP forte : VR >0, V6 >0 et Vp > 25 ou n=dimM :

P
. fB(xt,Rut,)utdvg N

lim———5—=1-¢cgpotieg _— 0
t—1 fB(xtmutdvg R—+o00

Démonstration : 1l suffit d’appliquer la proposition précédente dans le chan-
gement d’échelle en x;. Par changement d’échelle

n—2

/ ul dvg 2/ ubdvg = py 7 p/ u} dvg,
M B(z¢,pt) B(0,1)

n—2

>Cpy 2"

D’autre part d’apres la proposition 6 :

n—2

M\B(z¢,Rpt) M\B(z¢,Rpe)

< Cflu;:i*PnT_2 Rn+(2—n)p

des que p > 5. En quotientant on obtient le corollaire.

3.3 Argument central de la démonstration du
théoreme 1

Comme exposé au chapitre précédent dans la description de l'idée de la
démonstration, on insere dans 'inégalité de Sobolev euclidienne ’équation (E;)
“lue” dans la carte exp;tl.

On reprend les notations de 3.2 : @y, f,, ht, g désignent les fonctions et la
métrique “lues” dans la carte exp;ﬁl, et u, Et , ﬁ, g, désignent les fonctions et
la métrique “lues” apres blow-up de centre z; et de coefficient k; = p; L. et on se
place sur un voisinage de zy ou f > 0. On considére de plus une fonction cut-off
7 sur R™ égale a 1 sur la boule euclidienne B(0,d/2), égale & 0 sur R™\B(0, ¢),
0 <n<1avec |Vnl < C.67' ol 6 est assez petit pour que, sur les boules
B(x4,0), f > 0. L’identité de Sobolev euclidienne donne d’une part

(/ (7)Y dz) gK(n,2)2/ IV () dee (3.12)
B(0,5) B(0,9)

ou ||, est la métrique euclidienne de mesure associée dx.
Par ailleurs, une intégration par parties donne en notant que |[Vn| = Anp =0
sur B(0,0/2) :

/ |V ()} do < / 0y A Uydr + C.07° u;dr
B(0,9) B(0,9) B(0,6)\B(0,6/2)

En notant gij les composantes de g et F(gt)fj les symboles de Chrisoffel
associés, on écrit :

Aty = Ng Uy + (gij - 5”)8@';'@ - g;:ij]-—‘(gt)fjakﬂt
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On obtient alors a partir de cette derniere inégalité (point (2.6) de I'idée décrite

a la fin du chapitre 2), en utilisant cette expression du laplacien comparant A,
n+2

et Ag,, en utilisant I'équation Fy : Aguy + hyup = Ae.fuf ™2 “lue” dans la
carte expy !, et en utilisant le fait que |[Vn| = An = 0 sur B(0,/2) et en faisant
quelques intégrations par parties :

/ |V(nﬂt)|§ dr < )\t/ 772ftﬂt2* dx — / nzﬁtﬂfdx
B(0,8) B(0,8) B(0,8)

+C.672 wrda
B(0,6)\B(0,5/2)

- / (g — 59)0m,0ymdx
B(0,6)

1

#5 [, 0 OH(8ET (8L + 087 )

On en déduit grace a l'inégalité de Sobolev (3.12) et en utilisant le fait que
At < L

— n—2 -
n

K(n,2)?(Supf)
M

/ ho(rjay)*de < Ay + By + Cy + C.6*2/ wdr  (3.13)
B(0,9) B(0,6)\B(0,5/2)

avec :
By = % fB(O,g)(ak( g T( gt)?j +0ij gy ) () dx
Cy = UB(O,é) n”?(gy — 5ij)3iﬂtajﬂtd93‘
1

. Z 2-92* . 1 — \2* =
A= K<n,z>2<sg,pf>% 0,6 Fen™ @ dz = 5,377 ([0, (10)* d2)?

Ces calculs sont détaillés dans l’article de Z. Djadli et O. Druet [9] sur
lequel nous nous appuyons. Le but va étre d’utiliser la “concentration L?”
étudiée en 3.2.d/, pour obtenir une contradiction; nous diviserons ainsi (3.13)
par fB(O,é) uZdz et ferons tendre t — ty = 1.

La concentration L? nous donne déja :

- o
C.o 2fB(0,5)\B(0,6/2) uzdx o

Js0,5) Tidx =1

Z.Djadli et O.Druet [9] ont montré (voir I'appendice C) que :

lim 12 <gsoues — 0quand 6 — 0 .

=1 [ 0.5 Ui dx
De plus, comme z; — zg on a tlin}(ak(gijf‘(gt)fj +9i;87)(0) = 5S¢ (z0),
d’oli, d’apres la concentration L2 :

—_— By 1
' = -8, (z0) + &5 -
=1 [po5 Tidr  6°°

C’est Pexpression A; qui va nous donner les termes 4(27121)5% (z0) —£Sg (z0)

t (n=2)(n—4) Agf(20)
8(n—1) f@o) -

€
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L’inégalité de Holder nous donne :

n—2

/ Fen*uy de < (/ ?tﬂf*dl‘)%(/ Fole)? dz) ™=
B(0,5) B(0,5) B(0,5)

D’autre part :

1 o
dr < (14 6Ric(xt)ijz’:c3 +C |:c|3)dvgt

Un développement limité nous permet alors d’écrire :

— o 2 — o 2 1 2
([ Farar<(f R dog )t S (S)O(S
B(0,5) B(0,0) (IB(OJ;) [y dvg, )" T

ou

(51} = gRitar) |

e o 3o
el fal dvg, +C/ 2"} dvg, -
B(0,5)

B(0,0)

On en déduit )

A < (Al + A2
'S Sy A
M
ou
r * 3 * n—2 * n—2
Ay = (/ foa dvgﬁ(/ Felrja)? de) = —(Supf. ()2 da) =
B(0,6) B(0,0) B(0,0)
et
2( FiOa)? dz)™=" 4 - .
gy = Moon PRS8BT e, [ e dvg O [ el a dug Yaes)
n(fB(O,é) [t dvg,) w6 B(0,9) B(0,5)

car {S;} — 0 quand § — 0 uniformément en ¢. Ainsi I'expression A? va donner,
par développement limité & lordre 2 de la métrique, le terme en Sg (zg)et

I'expression A} donnera, par développement limité & 'ordre 2 de f, le terme en
_ (n=2)(n—4) Agf(z0)
8(n—1)  flzo) ~

Lemme : Comme dx = (1+ g Ric(z,);;a' 2 +O(\x|3))dvgt et puisque exp :
M x R™ — R" est une application de classe C*°, on a pour toute fonction
a € H?(B(x0,26)) :

adx
lim fB(mtﬁ)

=14+0(6*) =1+¢5
t—1 fB(zt,E) advg,

Etudions d’abord I'expression A? :
— _ 2% n—2
dz) n
1/ On a Jim Yz L0 49 7y
=1 (0,5 F1F dvgy) ™
2

2/ : D’apros les estimées ponctuelles faibles, |z|° 72 < cu?, on en déduit :

3 _o*
fB((),g) |J?‘ u? dvgt

fB(o,g) Tdvg,

< Ces .
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3/ : D’apres les formules de changement d’échelle on écrit : pour tout R > 0 :

/ ximj?tﬂ?*dvgt :/ ximj?tﬂ?*dvgt +/ xixj?tﬂf*dvgt
B(0,9) B(0,Rut) B(0,6)\B(0,Ru¢)

2 / i i dvg, + 112 / v i dvg,
B(0,R) B(0,6u; ")\B(0,R)

/ ﬂ?d’ugt = :uf/ . ﬂfdvgt :
B(0,9) B(0,6p; )

En utilisant les estimées ponctuelles faibles, on obtient :

et

o ~
a'ad fray dvg, < ER./ 3y dvg,

/B(o,autl)\B(o,R) B(0,6u; H)\B(0,R)

donc : _
G2
JBsur\po.r) T fit dug,

—

Jo0.6u ) v,

ol eg — 0 quand R — 4o00. Maintenant, si i # j :

<er

m|fB(o R)x 'z ft d”gt| < mlfB(O’R) xixjftﬂf*dvgJ

— T t— 72 ~
=1 fB(o,éuj )utdvgt t—1 fB(O7R)uthgt

car ,
f@o)™
K(n,2)2n(n —2)
et u est radiale (voir le paragraphe changement d’échelle).

Sii=j:

uy—u=(1+ 1z|>)~"% dans C°(B(0,R))

fB(o7R) 'z’ foup dug, B fB(o,R)(xi)zftﬂ?*dvét fB(o,R) U dug,

~2 gy - 52 10 . ~2 oy
0.5 v, Joo.m Gdve. Jogsu) Wdve,

Or dés que n > 4, en utilisant la convergence L? forte (proposition 7), on
obtient :
fB(o r) U fdug,

lim lim =
Rl_r)nootgr%fB(oé ~1y uidvg,
donc
zhr ftu " dvg , . . . 4
f i 200 e L T T
Rso i1 fB 0,601 uidvg, Jgn Udx 4(n—1)
d’olu 2
— 1 n—4
lim — . = Sg(z0) + €5
t—1 f(mO)TzK( 2)2 f B(0,6) widvg, 12(n—1) &
ce qui avec 11 1W = +Sg(x0) + £5 donne
1 Az B n—2
Tim ( - L )= Sg (o) + €5

=1 f(z0) " K(n,2)? fB(O 5) uZdvg, fB(o,5) uzdr’  4(n—1)



48 Existence de fonctions extrémales. Inégalité fondamentale.

Sin =4 on écrit :

fB 0.R xixiftﬁ?*dvét n—2 n—4
(0.5) < f(xo) = K("ﬂfm

lim lim — =
R—oot—1 fB(O,éu:l) u%dvgt
et on conclut en distinguant deux cas, Sg(xzg) < 0 ou Sg(zg) > 0, la

démonstration est alors terminée car A]%(J; (:)0) n’apparait pas (voir Pargument

a la fin de la démonstration).

Passons & I’étude de I'expression A}. C’est 1a qu’apparait la principale diffi-
culté due a la présence d’une fonction f non constante au second membre.

L’idée est la suivante : nous voudrions reprendre la méthode utilisée ci-
dessus pour I'expression A%, ot nous avons utilisé un développement limité de
la métrique pour obtenir le terme Sg(x¢), en faisant un développement limité de
f pour en faire apparaitre les dérivées secondes et ainsi obtenir A]%(ff(f)"). Mais la
difficulté qui apparait alors vient du fait que toutes les estimées obtenues dans
I’étude du phénomene de concentration sont centrées en x;. Si 'on développe f
en xy, ce sont les dérivées premieres 9; f(x+) qui interviennent et le changement
d’échelle nous donnera alors

fo Ol o= [ oftea i,
B(0,5) B(0,5ug ")

que l'on doit diviser par

Il est alors nécessaire de controler le rapport %, ce qui semble difficile. Si 'on

choisit plutot de développer f au point de maximum xg, les dérivées premieres
0;f(xo) s’annulent, mais il faut alors “transposer” les estimées faites en x; au
point zg ce qui impose cette fois I'obtention d’une inégalité de la forme :

dg(wt, o)
H

Cette inégalité a été étudiée par les auteurs déja cités, elle est difficile & obtenir,
et elle nécessite certaines hypotheses supplémentaires. Elle est baptisée par Zoé
Faget “seconde inégalité fondamentale” (la premiére étant I’estimée ponctuelle
faible). Ainsi, dans larticle de O. Druet et F. Robert [13], ou f = cste, il faut
faire des hypotheses sur la “forme” des h; et sur la géométrie de la variété au
point de concentration éventuel pour obtenir le résultat. C’est I’hypothese di-
sant que les maxima de f sont localement stricts (hessien non dégénéré) qui nous
permettra d’obtenir cette inégalité ; intuitivement cette hypothese “fixe” la po-
sition du point de concentration xq. En fait, la méthode que nous développerons

donnera directement le résultat cherché sur AJ%(J; (:)0) , et donnera cette estimée

<C.

a posteriori ; mais nous aurions pu faire I'inverse.

Notons z¢(t) = expy, (z0) = (z§(t), ...,x§(t)), ce qui a un sens des que t est
assez proche de 1 pour un rayon ¢ fixé. Alors z¢(t) — 0 quand ¢ — 1. Le point
2o(t) est un maximum localement strict de f,. Nous ferons tendre § vers 0 & la
fin du raisonnement apres avoir pris les limites en t.

Le développement limité de f, en x((t) donne :

fil) < f(xo)+%3kz?t(xo(t))-(a?k*:v'é(t))(xl*xé(t))ﬂ o = zo(t)| = f(20)+T3



Existence de fonctions extrémales. Inégalité fondamentale. 49

(T; comme Taylor) ot (ki f,(70)) est une matrice définie négative (on notera
< 0). On notera toujours ¢, C' des constantes indépendantes de ¢ et §. Rappelons
que

n— n—2

A%:</ ?m?*dvgﬁ(/ Foi)* de) = —(Supf. / (i) dz) "
B(0,5) B(0,5) B(0,5)

En introduisant le développement limité de f, en zo(t) on obtient :

n—2

FAG 2 ) < T )2 de =2 n_ —{F}+C.{F)\?
(f o T ) < /| oy TN 00) 54 e (R4 CAR)
1, = k. k . _o* 3 (2"

{F} = §3klft($o(t))/ (2" =25 (1)) (2" =2 (1)) (ur)” dz+C |z —2o(t)|” (ne)” da
B(0,8) B(0,9)

d’ot1 en rappelant que Supf = f(zo) et fB(o 5) Fia? dvg, <1
i; :

n—2  Ugwos T dug, )
, T {FH(1+ 25 3.14
Us0.6) f(xo)(nﬂt)%dx);{ 1 +es) (3.14)

car C'|F}| = &5 — 0 quand 6 — 0 et ¢ — 1. Par ailleurs, on peut écrire

. . I500.5) Ty.(nu)? dz
{F} = T;.(na;)* dx:/ Ty.(n:)? dvg, : — .
' Bos Bos & [50.5) Te- ()" dvg,

Al <

En faisant de méme pour le premier quotient de (3.14), en utilisant le lemme
plus haut, la continuité de f en xg, et en notant €5 = }in%s(;}t on obtient :

1
lim ———— <
=1 fB(o,g) uy dvg,
n=2(1 4 e )i 30k T (20) [ 0.5 (@ =2 (1)) (&' = () (78)% dvg, +C [y 5 |l2—20 ()| (77)* dog,

t—1 fB(O,&)E%dUgt

ot1 'on écrit Oy f, (7o) pour O f,(wo(t)). Considérons le développement

Fo(a) < floo) + g0uT i wo()- (" — ab() ! — h(t)) + o — wo(t)

A priori ¢ dépend de t, mais par la régularité de exp;ﬁ1 oexp,, par rapport a
toutes les variables, on peut supposer que c est indépendant de ¢. De plus :

clz—wo)]* < e —ao(t) Y (2" —af(1))?
k

< 250’2(3@’€ —zk(t)?

k

ou l'on rapelle que ¢ est le rayon de la boule sur laquelle on integre. On peut
alors écrire :

fi(@) < f(xo) + (%akl?t(xo(t)) +0Ck) (2" — 2§ () (2’ — z5(t))
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ou Cly = copy =csik=1let Cpy =0sik # 1 (dg est ici le symbole de Krénecker)
est indépendant de t.
Introduisons une notation de plus :

Dalt,6) = %a,ﬁt(xo ) + 6Ch -

Alors :
1/ : %iné%in%Dkl(t,é) = $0uf1(z0(1)) ot fi = foexpyl et mo(1) =0 =
expy (o).

2/ : pour tout 0 assez petit et pour ¢ proche de 1 Dy, (t,0) est encore (définie)
négative.

Dy (t,0) est le hessien de f en zo(t) perturbé sur sa diagonale par les termes
d’ordre 3. C’est pour obtenir le point 2/ que nous avons besoin de ’hypothése
de non-dégénérescence du hessien de f en ses points de maximum. Ainsi

1 - . .
pouTan) [ (e (O) ) dug+C [ o a@)f () deg, <
B(0,) B(0,9)

Du(t.5) [ o OO0 de,

Si

(F!} = Di(t,5) /B o O b)) g

{F!} est analogue & {F;} mais c’est la mesure dvg, qui intervient au lieu de dz
et on utilise Dy;(¢,0). Alors

m At1 < n — 21,7Dkl(t’ 5) fB(o75)(xk - xlg(t))(xl - x%)(t))(nﬂt)ydvgt
im i

m
2 - —2
t—1 fB(o,é) vidug, n t—l fB(O,é) wdvg,

(14es)

Dans le développement de Dy, (t,8)(z* — zk(t)) (2! — z4(¢)), ce qui nous
intéresse, c’est le premier terme, i.e Dy(t,0)z"z! (voir Pobtention de Sg(wo)
dans A?), et I'on espere que les autres vont étre négligeables. Le principe va
étre de réarranger {F}} et d’utiliser le fait que Dy, (¢,d) est une forme bilinéaire
négative :

(Fl}=  Dut.5) / (7, dug, + Dua(t, 6)2k (t)zh (1) / (rte)? dvg,
B(0,5) B(0,0)

Dult,0) / (&b (1) + b (1)) () dvg, -
B(0,5)

On refactorise les deux derniers termes (en enlevant quelques § et ¢ et en sous-
entendant dvg, pour éclaircir) :

Dyq.agay / (7tz)* dvg, — Di / («*ahy + a'ag) () dvg, =
B(0,8) B(0,6)

Dulafah [ b [ afgm af [ el -
B(0,6) B(0,6) B(0,6)
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)% )
( /B o )

. _9e 1 fB(O,é) o (> & _ g%\l fB(o,a) ! (ae)*”
_mo( (77“75) )2 — o 1 _xO ('I’]Ut) )2 — o l] °
B(0,4) (fB(o75)(77ut) )2 B(0,0) (fB(o)g)(nut) )2

Ainsi, en notant (désolé) :

o~

Dk / (1)? )
B(0,6)

I’expression ci-dessus devient :

Dkl«’l?gzé/ (ﬁﬂt)Q*dUgt - Dkl/ (¥ afy + leg)(nﬂt)z*dvgt =
B(0,5) B(0,9)

k l
= Dy [xg(t).zt.xf)(t).zt - xé(t).zt.ﬁ Zit) B x’g(t).zt,%]
- Dul(ab(2 - ) ah) - £ - 6’“(2;1(15)}

Par cette méthode de refactorisation du Hessien, on a ainsi obtenu :

1. = . .
§3szt($o)/ (" —ag (1)) (2" = () (1) dvg, +C | — o (1) (i) dvg, <
B(0,6) B(0,6)
. ek (t el(t ek (t)el(t
Dkl(t,é)/ a* ! () dvgt—l—Dkl(t,é)(ﬂclg(t).zt— ( ))(xé(t).zt—ﬁ)—Dkl(t,é)w
B(0,5) 2t 2t 2
kol — 22" eF(t)el(t)
< Dyi(t,9) ¥t ()" dvg, — Di(t,0) ——5—>
B(0,5) 2
car, et c’est 1a le point fondamental :
Dy(t, 0)wfw! <0 Yw = (W, ...,w")
ce qui permet de supprimer de 'inégalité le terme
ek (t et
Dua(t,8)(@h(t).2 - =) ah(t).2 — —)
Zt Zt
C’est ce terme en fait qui donne 'estimée W < C (voir la partie suivante).
On a donc obtenu : 4
* k 1
— Al n— 2 Dult,8) [0 5 a2 (1) dvg, — Dia(t,6) =251
lim lim : L (1+4e5)

. 2 = . 2
t 1fB(075)Uthgt n t—l fB(o,a)“thgt
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Maintenant, comme pour A?, on écrit :

. zk ! ()% dog, _ 4

m fB(o,é) - 8 _ f(aco)TzK(n, 2)2717 Gi k=
=t fB(o,a) ujdvg, 4(n—1)

— O0sik#l
d’olt
1 n— 21,7Dkl(t, 3) J50.5) okl (ny)? dug,
n— 1m — =
K(n,2)2f(zo)*% 1 1=l J5(0,5) Tt dvg,

_ 1 (n=2)(n-4) 1. —
~ f(zo)  4(n—1) Zl:(gallfl(o) + ¢y0)

(=D 1) Befla) |
8(n—1)  f(xo)
car Agf(wo) = — ., Ouf,(0) dans la carte exponentielle en .
Enfin, montrons que le terme résiduel est négligeable.

" (e (®)] < 5 (" (1) +£'(1)?)

DO | =

or
e (1)? = ( / (o) dug, )?
B(0,5)

—(f e v+ [ o) dog, )
B(0,Rpt) B(0,6)\B(0,Rpt)

<9 / (o) dug,)? + 2 / (o) dug, )?
B(0,Rput) B(0,6)\B(0,Rut)

Les formules du changement d’échelle nous donnent pour R fixé :

(fB(o,Rm) o () dvg,)* (e fB(O,R) i dvg, )’ . (fB(O,R) o da)?

— < >~ — =0
fB(o,a) U dvg, T fB(o,R) Updvg,. -1 fB(o,R) utdx

car u est radiale.
n—2
Enfin avec les estimées ponctuelles : dg(x,x) = ui(z) < € si dg(z, 1) >
Rpuy, et d’apres l'inégalité de Holder :

2'n.—1

‘rk(nﬂt)2*d1]gt)2 Uy n72d,ugt)2

IN
LY

. |
B(0,6)\B(0,Ru;) B(0,6)\B(0,Rpuz)

2n

5?%(/ ﬂ%dvgt)(/ u; " dvg,)
B(0,6)\B(0,R+) B(0,6)\B(0,Rpu+)

IN

donc

( xk(nﬂt)Q*dU t)2 2n_
fB(Oyé)\B}OyRMt)zd = < E%(/ u; % dug,) < ce
B(0,0) Ut WV, B(0,6)\B(0,Rpt)
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ol eg — 0 quand R — oo. En remarquant que puisque zy est un point de
concentration :

22 = / (17:)? dvg, > / uf*dvg >c>0
B(0,9) B(x0,6/4)

on obtient finalement .
e (D)<' (#)]
2 2 =, 0
i fB(o,(s) ujdvg, t—1
La conclusion de tout cela est que si on divise par |, B(0,8) uZdvg, la relation
obtenue a partir de I'inégalité de Sobolev :

_ 1 _ .
he (g )% de < nfz/ fPa? dx
/B(O,é) + (i) K(n,2)2(Supf) = JB(0,s) e
M

1 / IO
_—— nug)” dx)2*
K(W 2)2( B(O,é)( 2 )

+C.672 w2dx + By + Cy
B(0,6)\B(0,6/2)

et que 'on fait tendre ¢t vers 1, on obtient :

n—2 (n—2)(n—4) Ngf(xo)
e e )

h(LL'()) +e5 <

T

On fait alors tendre § vers 0 :

n—2 (n —2)(n —4) Bgf(wo)

M) S 36— %) T TR fe)

Or on a supposé au contraire que :

n-2 (n— 2)(n — 4) Agf(x0)
oD% ™ 8= fao)

si g était un point de maximum de f. Donc il ne peut y avoir phénomene
de concentration, et donc la limite u des u; est strictement positive et c’est
une fonction extrémale. La fonction faiblement critique h possede une solution
minimisante, elle est donc critique.

Fin de la démonstration.

h(x()) >

3.4 Phénomeénes de concentration et seconde
inégalité fondamentale.
Nous revenons ici sur l'inégalité

dg(xtv .’,EO)
Mt

<C

en nous plagant dans le cadre de 1’étude générale d’une suite présentant un
phénomene de concentration, dans le but de montrer cette estimée. Les données
sont les suivantes :
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On considére sur une variété riemannienne compacte (M,g) de dimension
n > 5 une suite (u;) de solutions C*< de Iéquation
+2

Nguy + hyuy = M\ fu] > avec fu " deg =1

avec f une fonction dont le maximum est strictement positif, et dont le Hessien
est non dégénéré aux points de maximum. On suppose de plus que

hy — h dans C%®

ol h est telle que Ag + h est coercif. La suite (u;) est bornée dans H7, donc (a
extraction pres) u; — u faiblement dans H?, et on suppose que u = 0, donc que
la suite développe un phénomene de concentration. Nous faisons une hypothese
dite “d’énergie minimale”

1
K(n,2)2(Supf)"=
M

A <

Alors, si I'on reprend ce que nous avons fait en 3.2/, nous avons (quitte & extraire
des sous-suites) :

a/ : Il existe un unique point de concentration xy et c’est un point ot f est
maximum sur M.

Vo >0 : limsup/ fuf*dvg =1
B(wo,6)

t—1
b/ : uy — 0 dans Cp) (M — {zo})
¢/ : Estimées ponctuelles faibles :
Reprenons les notations du changement d’échelle : on considere une suite de
points (z;) tels que

n—2
2

my = M]\?xut = u(my) := py

Alors d’aprés ce qui précéde xz; — x9 et p; — 0. Rappelons que
Uy, ft, ht, g: désignent les fonctions et la métrique “lues” dans la carte exp;tl, et

Uy , ht , ft, g: désignent les fonctions et la métrique “lues” apres blow-up.

2 2
|

~ ~ Xo)n X _n—2 n
u—u= 1+ En0)2)2 n(| )) = dans C?.(R")
VR >0 on a :lim fut dvg =1—ecpotteg — 0

t—1 B(quMt) R—+o0

3C > 0 tel que Yz € M : dg(q:,xt)%?ut(a:) <C.

Ve > 0,3R > 0 tel que Vt, Vo € M : dg(x,x) > Ry = dg(z,xt)nT_zut(z) <e.

d/ : Concentration L?
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u?dv
W60 ; fim s 0
t=1 [, uidvg

e/ : Estimées ponctuelles fortes et concentration LP forte

n—2

3C > 0 tel que Vz € M : dg(ac,xt)"_Q,utJ 2 u(z) < C.

VR>0,V6>0etVp> "5 oun=dimM ona:

p
. fB(a:t,Rut) Uy d’l)g N
lim———~"—— =1—¢cgoneg — 0
t—1 fB(%é) uf dvg R—o0

Signalons que 1’on obtient comme conséquence relativement rapide des es-
timées fortes la convergence suivante :

_n=2 4 (n—2)

e P (@) = wz)u(@) = () Tgrwn-1Ga(zo, ¥) dans Croe(M\{z0})
M

2
Wi

ot Gp(zg, ) est la valeur de la fonction de Green en (zg, ). La démonstration
reprend le schéma de la deuxieme partie de celle des estimées fortes ; la présence
de f ne changeant strictement rien, nous renvoyons a l’article de O. Druet et F.
Robert. Nous ne nous servirons de cette relation qu’au chapitre 7.

Seconde inégalité fondamentale :

Le point nouveau obtenu par la présence d’une fonction f non constante
et vérifiant (Hy) au second membre de nos équations est alors exprimé par le
résultat suivant, qui lie la vitesse de convergence du point de sup x; vers le point
de concentration x( a la valeur du maximum des u; representée par i :

Théoréme 9 :
1l eziste une constante C > 0 telle que Vt :
dg (xh .’E())
Mt

<C

En effet, en reprenant les calculs de la démonstration précédente, on obtient :

n—2 (n—2)(n—4) Ng f(z0)

h S — Nl
R L o VI [y R
k 1
—n— 2 Di(t, 8)(ah(t).2e — L) (@b ()2 — =2
+lim =5
t—1 n fB(O’d)utdvgt

out Dy, (t,d) est définie négative pour ¢ voisin de 1 et pour tout J assez petit et
ou 'on rappelle que zo(t) = exp,!(z0) = (2§(t), ..., z{ (t)). Il existe donc A > 0
tel que Vw € R™ :
Dy (t, SwFuw! < —)\Z |wk‘2
k
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et donc

Dy (t,0)

(ah().2 — ) (ah(t).2 — =0
1
2

(fB(o,g) a; dvg, )% (fB(o,(;) a; dvg,)

Y Z g (t) 2 B ek (t)
. 1 — T
k (fB(o,a) U dvg, )2 Zt(fB(O,é) Urdvg, )2

Or on a vu que :
k()2
2{:-#—2 -
Zi fB(o,(s) ujdvg, t—1
et d’autre part z; = (fB(o 5) ﬂf*dvgt)% ,donc puisque x( est un point de concen-

tration :
0 < ¢ <liminf z < limsup 2z < ¢ < 400.

Donc nécessairement, a cause de (3.15), pour tout k, il existe une constante
C > 0 telle que pour t — 1 :

g (t)

(fB(075) ﬂ?dvgf,)%

<C

Maintenant

/ afdvgt = :utZ/ . ﬂfd’l}gt.
B(0,6) B(0,0p; )

mais les estimées ponctuelles fortes nous donnent que
lim uydvg, < +00
=1 B06u ")

(elles donnent en fait @; < C.u sur B(0,dp; ') donc

| wtdug ~cii?
B(0,6)

d’out i
Vk’ xo (t) S C/
Ht
et donc
dg(xt7x0) S C
Ht
CQFD.
Remarque 1 : Indépendamment, s’il y a concentration, nécessairement :
n—2 (n—=2)(n—4) Agf(zo)
h < —008, — £
B ) A e R (F

Remarque 2 : Si on sait de plus qu’aux points de maximum de f :

. on—2 (n—2)(n—4) Agf(P)
h(P)_4(n—1) s(P) — 8(n—1) ?(p)
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alors on voit d’apres ce qui précede que plus précisément :

dg(xtﬂ 1‘0) N
H
Remarque 3 : Intuitivement, les estimées ponctuelles en x; donnent la “for-
me” des uy, le théoreme 9 donne la position de leur maximum. Plus précisément,
il permet de remplacer dans les estimées fortes ou faibles et dans la concentration
LP forte x; par xgq.
Remarque 4 : La méthode que nous avons développée pour obtenir cette

seconde inégalité fondamentale semble pouvoir s’appliquer a d’autres problémes
similaires. Voir par exemple Uarticle de Zoé Faget [15].

3.5 Remarque : Illustration de I’utilisation de la
seconde inégalité fondamentale

Pour montrer I'importance de I'estimée

dg(xtv .’,EO)
Ht

<C

nous voulons ici indiquer rapidement comment, si I’on suppose qu’on a pu
I’obtenir indépendament, cette estimée permet de conclure la démonstration
du théoréme central de ce chapitre. Il ne s’agit donc pas d’une nouvelle
démonstration, mais d’une illustration de I'importance de cette estimée.

On commence de la méme maniere, et on arrive a 1’étude de I'expression A} :

n n—2

Al = (/ ?ﬂ?*dvgt)%(/ Fi(ae)* dz)™ —(Supf. (e)? dw) "=
B(0,6) B(0,5) B(0,5)

En introduisant le développement limité de f on obtient

1
gl—r}%fs(o,a) ﬂ%i"gt -
[ 2 BOMT150) Jy 0,0 b () () (71)*” gy +C [ 0,5 [2 =0 (I 00)* v,

t—1 " fB(o,a)E?dUgt

(1+e¢5)

ott 'on écrit Oy, f, (7o) pour Ok f,(7o(t)). En développant

30f1(20) [0, (@ — 2§ () (@' — 2(1) (73)* dvg, =
50k1f4(wo) I500.5) ahal (nu,)? dvg,
50 f o (20)at (8)25(8) [0 5 (1) dvg,
40kt f(w0)wh(t) fB(oy(;) o () dug,

soit

1. = X 1. - .
L 0T (o) / (% — b)) (@' — ah(B) () dvg, < ~OT(wo) / ol (1) dug,
2 B(0,5) 2 B(0,5)

+0i f o (wo)zh (t) / a* (i) dug,
B(0,5)
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car )
gaklft(xo)xg(t)fé(t) <0
puisque zg est un point de maximum de f. Quand au reste :
/ | — 2o(t)° (1i)* dvg, <C Y |xo(t)|q/ |z|” ()? dog, -
B(0,5) pra=3 B(0,5)

On a déja vu que

— fB(o,é) k! (1a,)*" dvg,

%E}% fB(o,s) udvg, N f(:UO)TZK(n’ 2)24(71”7—41) et
= 0sik#I
et donc
1 —n—2 %6kl?t(x0) fB(O’(S) xkxl(nﬂt)Q*dng
K(n,2)2f (o) % =1 n J5(0,5) i dve, B
1 (n—2)(n—4)

- flzo) 4(n—-1) Zl:(;allﬁ (0) + ¢yd)

== Agflm)

8(n —1) f(zo)

Par changement d’échelle, on peut maintenant écrire

5kz?t($0)$é(t)/ xk(nat)2*dvgt = 5kl?t($0)$6(7§)ﬂt/ xkﬂg*dvgt
B(0,5) B(0,R)
+ouT (wo)sh(0) [ o ()
B(0,6)\B(0,Ry)
et
/ U dvg, = 113 / urdvg, .
B(0,6) B(0,6u; )
Alors ! k2" 1 k2
o (t) e fB(o,R)x uj dug, _ (1) fB(O,R)x uj dug,
fB(O,tS) ujdvg, Ht fB(o,éugl) U dvg,
mais
fB(o,R) ot} dvg, fB(O,R) oy dug, fB(o,R) o dw —0
fB(o,(m;l)ﬂ%d”Et B fB(o,R) updvg, |11 fB(O,R) utd
$l
car u est radiale et zo®] est bornée par la seconde inégalité fondamentale.

"
Ensuite, par I'inégalité de Holder et en utilisant les estimées ponctuelles faibles

n—1
n—2

. _
() dog, <eg T, "2 dvg,

/3(0,5)\3(0,Rut)

<l [ wtdvg )} ([
B(0,8)\B(0,R+) B(0,6)\B(0,R )

< C€R(/ ﬂz%dvgt)%
B(0,6)\B(0,Rut)

/3(075)\3(071?;“)

? d'l)gt

2n
—_n—2
uy dvg, )

1
2
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]
donc, puisque %ﬁ” est bornée :
o _ 1
h(t) fB(O,J)\B(O,Rm) a® (1) dvg, er- |z6(t)] (IB(O,é)\B(O,RM) Uy dvg, )
—2 > — 1 — 1
fB(o,é) ujdvg, (fB(o,g) “?d”gt) 2 (fB(o,(;) “?d”gt) 2
l
zo(t
< €r | 0(32’ I 0
:ut(fB(o,R) ujdvg, )z B—otoo
Ensuite,
3 _ *
|20 (2)] fﬁ(oﬁ)(nut)Q dvg, |x0(tﬂ3
—2 S e -
fB(o75) uydvg, Hi (fB(o,R) ujdvg,) t—1
l
car lzo®] est bornée et |zo(t)| — 0.
Comme ci-dessus
2 . *
20(8)® fuas bl (7 do, _
fB(O,é) Ty dvg, B
2 _ 1 2= 1
|lzo(2)] 5R(f3(075)\3(073m) Uy dvg, )? (fB(o,g)\B(o,Rut) u; " dvg,)? 0

~ 1 —92 1
M%(fB(o,R) ujdvg, ) (fB(O,é) u;dvg, )? R=oo
Puis, en utilisant les estimées ponctuelles faibles, on obtient

20(0)] S0 12 (1) dug,

fB(O,&) Ty dvg,

< Czo(t)]

et donc ce quotient tend vers 0 puisque |xo(t)| — 0.
Enfin,

S o 0e) dvg, i, ol Grie) dg,

JB(0.5) ; dvg, B JB(0.5) a; dvg,

Avec ces limites, on peut conclure comme dans la partie 3.3 que

n—2 (n—2)(n—4) Agf(xo0)

h(zg) +¢e5 < msg(%)  8(n—1) f(zo)

d’olt une contradiction, puis la conclusion.
Ainsi, la seconde inégalité fondamentale des phénomenes de concentration

dg('rtv 330)
e

<C

permet d’aboutir au méme résultat sans utiliser la méthode de refactorisa-
tion du Hessien présentée dans la troisieme partie de ce chapitre; mais c’est
grace a cette méthode que nous avons pu montrer cette estimée dans la partie
précédente. Néanmoins, il est important de remarquer que si I’on suppose vraie
cette inégalité (en imaginant qu’on ait pu l'obtenir indépendamment), on n’a
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plus besoin de supposer que le Hessien est non dégénéré au points de maximum
de f. En revanche, on peut trouver une suite de solutions (u;) d’équations de la

forme
n+42

Agut + ht.ut = ’lLtn_2

ou au second membre la fonction f est constante et donc a un Hessien dégénéré
(1), telles que (uy) développe un phénomeéne de concentration mais ne vérifie pas
la seconde inégalité fondamentale. Nous en construirons un exemple au chapitre
8.

3.6 Remarque finale

Une fagon “intuitive ” de voir les détails techniques des calculs est de
considérer que l'on fait un développement limité en fonction de u; des deux
membres de l'inégalité issue de celle de Sobolev, au sens ou, apres changement
d’échelle, on évalue les intégrales en fonction de ce parametre fondamental.

Ainsi, en gros

[ 1ol dvg, ~

[atdog ~ i
On obtient ainsi a partir de 'inégalité de Sobolev dans laquelle on introduit
I’équation vérifiée par ; :
n—2 n—2)(n—4) Ngf(x
Sg(fﬂo)— ( )( ) gf( 0)
4(n—1) 8(n—1)  f(zo)

On divise alors cette relation par u? (c’est a dire qu'on utilise “la concentration
L?”) pour obtenir une contradiction avec I’hypothese

h(zo)p; < ( i + o(u7)

oo (n— 2)(n— ) Agflas)
oD% ™ 5a-1 S

C’est cette fagon de voir qui nous a guidé dans la mise au point de la méthode
de refactorisation du Hessien.

h(xo) >



Chapitre 4

Triplet Critique 1

Existence de fonctions critiques.

Nous montrons dans ce chapitre le résultat suivant :

Théoréme 2 :

Soit (M,g) une variété de dimension n > 4 et f une fonction vérifiant
(Hy). I existe une infinité de fonctions critiques h pour f et g, qui vérifient
%h(P) > Sg(P) — 252 A]%(flﬁf) en tout point P ot f est mazimum sur M.
Ces fonctions critiques ont des fonctions extrémales.

Commengons par montrer ce résultat quand f > 0.

L’idée, et c’est une facon de voir les fonctions critiques, est de trouver une
fonction hg sous-critique et une fonction hy faiblement critique (on pourrait dire
surcritique) et de passer contintiment par un chemin de hg & hq ; le théoréme 1
nous dit que ce chemin doit “rencontrer” I’ensemble des fonctions critiques.

Soit h une fonction C'*° faiblement critique pour f telle que en tout point
P ou f est maximum sur M on ait :

4(n

A= Dhip) > s5(p) -

n—4 Agf(P)

2 f(P)

11 suffit de prendre h > By(g)K (n,2)~2 . Comme f est non constante, il existe
une boule ouverte

B(y,26) ¢ M\{z/f(z) = Maxf} .

Soit alors n une fonction plateau, n = Osur M\B(y,26) , n = 1lsur B(y,d),

0 <n < 1. Soit
= (/)

Alors [ fe* =1 et I(c) = [ he®. Pour t € R on pose

L

E3

N

Ainsi : hy = h sur M\B(y,0) D {z/f(z) = Maxf}, et

Ip,(c) = /htc2 = /h02 —c2t/ n.
B(y,26)

61
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Donc en choisissant ¢ assez grand, on obtient
1

S K2 =
M

Par ailleurs, sur M\ B(y, d) qui contient {z/f(x) = Maxf}, hy = h. Donc VP €
{z/f(z) = Maxzf} :

4(n — — 4 Ngf(P
On pose )
= A .
to=Inf{t/ n, e < K(n,2)2(Supf)”T72}
M
Alors .
)\ht07fag = n_2
K(n,2)*(Supf) =
M
et )
Ay fg < - si t>
K(n,2)2(Supf) =
M
De plus
4(n—1 —4 Mg f(P
%hto(P)>Sg(P)_n2 J%(J;())) sur {z/f(x) = Maxf}.

Enfin A T hy, dans C%% et comme hy, est faiblement critique pour f > 0,
—lo

Ag + hy, est coercif. Donc d’apres le théoreme 1, hy, est critique avec des
fonctions extrémales.

Ceci montre le théoreme dans le cas ou f > 0.

La difficulté quand f change de signe est que pour une fonction h, la condi-
tion

1
K(na)?(sﬁpf)"%

An,fg =

ne suffit pas & garantir que I'opérateur Ag + h soit coercif, ce que nous avons
exigé dans la définition des fonctions critiques. Rappelons que Ag + h coercif
signifie qu’il existe C' > 0 tel que pour toute u € H?,

/ (|Vu|§ + hu?)dvg > C’/ u?dvg .
M M

Une bonne facon d’étre str que cet opérateur est coercif, grace aux inclusions
de Sobolev, est d’avoir h > 0. Par ailleurs, nous avons dit que si f = 1, que
(M, g) n’est pas conformément difféomorphe a la sphere standard, et que Sg est
constante, alors By(g)K (n,2)~2 est une fonction critique, c’est la plus petite
fonction critique constante et en particulier elle est strictement positive. Or
quand f est quelconque, il n’est pas évident qu’il existe de telles fonctions cri-
tiques. Le résultat intermédiaire suivant a donc son intérét ; il sera fondamental
au chapitre suivant.
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Corollaire 1 :
Soit (M, g) une variété de dimension n > 4 et f une fonction vérifiant
(Hy). Si fM fdvg > 0, il existe une infinité de fonctions h, strictement positives,

critiques pour f et g, qui vérifient %h(?’) > Sg(P) — %Afg(flﬁf) en tout
point P ot f est maximum sur M. Ces fonctions critiques ont des fonctions

extrémales.

Démonstration :
Reprenons ce que nous avons fait pour le cas f > 0. On part de

h = Bo(g)K(n,2)™" .

En tout point P ou f est maximum sur M, d’apres I'hypothese (Hy) :

=D o) K n,2) > 5g(P) - 5 4Afg<f1§>P)
Bo(g)K(n’Q)_Q 2 4((71”_21))Max5g .

Comme f est non constante, il existe une fonction 7 dont le support est inclus
dans M\ {z/f(x) = Maxf} et telle que 0 < n < 1. Soit

—2

()

(c’est 1a qu’on utilise [,, fdvg > 0), on a [ fc* dvg =1 et en rappelant que

Ing(w) = In(w) = / (V| dug +/ h.aw?dvg
M M
on obtient, en notant BoK ~? = By(g)K (n,2) 2
Ip,x-2(c) = / BoK 2c*dvg =BoK 2c*Volg(M) .

Pour t € R on pose
he = BoK~2 —1tn .

Alors hy = BoK =2 sur {z/f(x) = Maxf}, et

2
B
I, (c) = / BoK 2c?dvg—c?t / ndvg< / fdvg> (BoK 2V olg(M)—t / ndvg)
M M M M

Donc si t est assez grand,

1

1 .
) 2P (5w
M

Maintenant, on voudrait aussi que h; soit strictement positive sur M. Il faut
d’apres la définition de h; et puisque Supn =1 que
M

t < Bo(g)K(n,2)7% . (4.1)
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Mais pour que

il faut aussi que

1 dvg) ™
t > 7(BOK_2V0lg(M) — (fM / Ug) —) . (4.2)
Jar ndvg K(n,2)*(Supf) ™=
M
On peut donc trouver un tel ¢ des que
do) T
$(BOK*2Volg(M) _ (fM f ’Ug) — ) < BOK72
Jar ndvg K(n,2)*(Supf) =
M
ce que l'on peut écrire
do) T
/ ndvg > Volg (M) — (a fvg) — . (4.3)
M Bo(g)(S]@cpf)T

Rappelons qu’on veut 7 & support inclus dans M\ {z/f(z) = Maxf} et telle
que 0 < 1 < 1. Mais I’hypothese que le Hessien de f est non-dégénéré en ses
points de maximum implique que {z/f(x) = Maxf}, I'ensemble des points de
maximum de f, est un ensemble de points isolés. On peut donc trouver une telle
fonction 7 telle que de plus [}, ndvg soit aussi proche que 'on veut de Volg(M).
Comme

n—2

(fM fd”g) "
Bo(g)(Supf) =
M

on peut trouver 7 vérifiant (4.3) et donc un ¢, noté ¢, vérifiant (4.1) et (4.2).
Sur {z/f(z) = Maxf}, hy = BoK 2 donc VP € {z/f(x) = Maxf} :

4(n—1) n—4 Ngf(P)
ﬁht(P) > Sg(P) — 3 %
On pose alors :
t():ITLf{tStl/Aht< 1 n—z}'

K(n,2)*(Supf) =
M
Nécessairement tg < t;. On rappelle que
Ahfg = An = wignﬁffh(w)
ou
Hy = o e HEOD/ [ Fll™ dog =1}

Alors

1 1
>\ht = —— et )\ht < n—2
* K(n,2)2(Supf) K(n,2)*(Supf) =
M M

st t > tp.
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De plus Vi, tg <t <ty, hy >0 sur M et

4(n—1)
n—2

n—4 Agf(P) B
> FP) pour P € {x/f(x) = Mazf}.

Enfin h; t30 ht, dans CY, et comme hy, > 0, Ag+ hy, est coercif. Donc d’apres

hiy (P) > Sg(P) —

le théoreme 1, h;, est critique avec des fonctions extrémales.

Venons-en au cas général, c’est a dire ou f peut changer de signe sur M
et ol 'on ne suppose plus [ fdvg > 0 (mais toujours Maxf > 0). L’idée est
de modifier la fonction faiblement critique pour f, Bo(g)K (n,2)"2 non plus
par une fonction plateau 7 comme dans la démonstration précédente, mais par
les fonctions tests décrites au chapitre 1. On peut les présenter de la maniere
suivante : Pour tout point z € M et pour tout 4 > 0 assez petit, il existe
une suite de fonctions (¢) & support inclus dans B(z, d) telle que pour toute
fonction h :

S IV dvg + [, B 2dug 1
Jh,l,gwk) = w2 kjoo W

(fM W’H% dvg) !

2n
/ Y P dug =1
M

cette derniere condition étant obtenue en multipliant les fonctions décrites au
chapitre 1 par des constantes. Il est ici plus commode d’utiliser la fonctionnelle
J car nous aurons

[t A1
M

Soit alors 1) une de ces fonctions o k et B(z,d) seront fixés plus tard. On
considere pour ¢t > 0 la famille

4

ht = Bo(g)K(n, 2)_2 — twlgj .

Tout d’abord, cherchons & quelle condition Ag 4 h; est coercif. Toujours en
notant BoK ~2 = By(g)K (n,2)"2, et en sous-entendant que les intégrales sont
prises pour la mesure dvg, pour u € H?

4
/(|vu|§+htu2) :/ (\vu|§+BOK—2.u2)—t/ Yr 2 u?
M M M
-2 2n_\n—2 s 9
>K(n,2)7=(| wiz) 7w —t | ¢
M M

d’aprés l'inégalité de Sobolev. Or par 'inégalité de Holder :

/M 1/};2%2@2 < (/M wl:zf’z)”f(/M uin)E = (/M“ﬁ?)%

2n_
car fM ¥ ~? = 1. Donc, en utilisant I'inégalité de Holder pour dire qu'’il existe
une constante C' > 0 telle que

C u2 g (/ unleZ)n;z
M M
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on obtient, des que K(n,2)"2 —¢ >0

2n n—2

/M(IVulz+htu2) > (K(n,2)—2_t)(/ uroe) i

M
> (K (n,2)"? —t)C/M u? .

Ainsi Ag + hy est coercif dés que t < K(n,2)7?; on fixe alors 1, 0 < t; <
K(n,2)~2. On voudrait maintenant fixer v pour que hy, soit sous-critique
pour f. Or, si 'on choisit déja x assez proche d’un point zy de maximum de f
et 0 assez petit pour que f > 0 sur B(x,d), on obtient :

2n

_ Ju [Voul* + [y BoOK 20 =t [y, 00

Tney s a(0) e
< Ipor-21(Vk) 131
T (Inf NS (Sup )
B(z,6) B(z,6)
< Ipor-21 (k) 1
S (Inf )T (Swpf)"
B(z,6) M

Pour tout € > 0, on peut, par continuité de f, choisir x assez proche de xg et §
assez petit de sorte que B(z,d) N{z/f(x) = Maxf} =0 et que
1 1

n—2 S n—2 +¢
(Inf )™= (Supf)™=
B(x,5) M

x et ¢ étant fixés, on peut maintenant choisir k assez grand pour que
Ipor-21(k) < K(n,2)" +¢.

Par conséquent, en choisissant € assez petit, on voit que puisque —2— > 0:
(Supf) =

Ihoy r.g(Wr) <

n—2

K(n,2)=2(Supf) =
M

et donc que hy, est sous-critique pour f. On conclut alors de la méme maniere
en posant :

to=Inf{t <ti/An, < — ).
oIS S s
M
Alors tg > 0, et
1 1
)\ht = — et >\ht < — si T > 1.
© o K(n,2)2(Supf) K(n,2)*(Supf) ™=
M M

De plus Vt, tg <t < ty,
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n—4 Agf(P) _
5 S pour € (o1 () = Maaf)

puisque B(z,0) N{z/f(z) = Maxf} = 0. Enfin h, 7 hi, dans C%%, et Ag +
—tlo

ht, est coercif. Donc d’apres le théoreme 1, hy, est critique avec des fonctions
extrémales.

Remarque 1 : Apres la premiere définition donnée des fonctions critiques
(i.e. sous la forme h est critique pour f et g) la question de l'existence de telles
fonctions est naturelle; la notion de triplet critique ne s’impose pas vraiment...
Néanmoins, comme nous ’avons fait remarquer au chapitre 1, le probleme de
I’existence se pose naturellement dans le cadre des questions que nous avons
posées au sujet de ces triplets. En effet, savoir s’il existe une fonction critique
pour f et g revient au probleme suivant : On se fize f et la métrique g et on
cherche une fonction h telle que (h, f,g) soit un triplet critique. D’oll le titre
du chapitre...

Remarque 2 : Les démonstrations précédentes montrent également, en rem-
placant BoK 2 par h que si (h, f,g) est faiblement critique, et si

4(n—1)

i, (P) > 54(P) -

4(n—1)
n—2

n—4A0gf(P)
2 f(P)

alors il existe h' < h telle que (K, f, g) soit critique.
Si on a seulement

h(P) > Sg(P) pour P € {z/f(z) = Mazxf}

n—40gf(P)
2 f(P)

alors pour tout £ > 0 il existe ' < h + ¢ telle que (I, f, g) soit critique.

A=) p) > s, (P)

p— pour P € {x/f(x) = Maxf}



Chapitre 5

Triplet Critique 2

On démontre le théoreme 3 que 1'on rappelle ici :

Théoreme 3 :

Soient données la variété (M,g) et deux fonctions h' et f vérifiant les hy-
pothéses (H). Alors il existe une métrique g’ conforme a g telle que (b, f,g’)
soit un triplet critique, ou, pour reprendre la présentation premiére, il existe
une métriqgue g conforme & g telle que h' soit critique pour [ et g'. De plus
(W, f,8") a des solutions minimisantes.

Ce théoreme repose fondamentalement sur la formule de transformation
d’une fonction critique dans un changement de métrique conforme :

(h, f,g) est critique si et seulement si (h' = %Zij'“,f, g = uﬁg) est

un—2

critique.

Ou de fagon équivalente

Aju 7f7g) est

(W, f,g = uﬁg) est critique si et seulement si (h = Run—z —
critique.

Notons, pour v € C(M) = {u € C*(M) /u > 0} :

ANgu

u

Fy(u) = Ruiz —

Alors :
(W, f,g') est critique si et seulement si (Fp/(u), f,8) est critique.

Pour résoudre le probleme, il suffit donc de trouver une fonction h telle que :
1/ : Agu+hu= h'u"2 ait une solution u > 0, et
2/ : (h, f,g) soit critique.
En effet, dans ce cas h = Fj/(u) et h' est critique pour f et g’ = uﬁg.
Pour trouver cette fonction, une premiere tentative naturelle est de reprendre
la méthode de la démonstration du théoreme de Yamabe. D’abord, on sait qu’il
existe une fonction h critique pour f et g . On considere alors une suite

@ — 2%, q <2

68
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Pour tout ¢ il existe une fonction u; > 0 solution de
Aguy + houy = h’u?"_1

avec
/ h'uf* dvg < C indépendant de ¢

. . HY . A
Apres extraction, us — u > 0. Si u > 0, alors u est solution (A une constante
multiplicative pres) de
n+2

Agu+ hou= A un=2

et c’est fini. Mais le probléeme est encore une fois d’éviter la solution nulle...

E. Humbert et M. Vaugon ont résolu le probleme dans le cas f = cste et pour
une variété non conformément difféomorphe a la sphere [21]. Leur méthode s’ap-
puie sur le fait que, pour une variété non conformément difféomorphe a la sphere,
quitte & faire un premier changement conforme de métrique, By(g)K (n,2) 2
est une fonction critique (quand il n’y aura pas d’ambiguité, nous noterons ces
deux constantes K et Bp). En fait, une analyse précise de leur démonstration
fait apparaitre que limportant, c’est que By(g)K(n,2)~2? soit une fonction
critique strictement positive, (non qu’elle soit constante). Or nous avons jus-
tement montré au chapitre précédent que si f vérifiant (Hy) est telle que
f u Jdvg > 0, il existe des fonctions critiques strictement positives. Nous avions
d’ailleurs établi ce résultat pour montrer le théoreme ci-dessus, mais il semblait
plus logique de le placer dans le chapitre sur I'existence de fonctions critiques.
Notons qu’avec 'hypothese (Hy), la démonstration fonctionne également sur la
sphere, mais que, évidemment, cette hypothese ne s’applique pas & une fonction
constante !

Voici le principe de la démonstration d’E. Humbert et M. Vaugon. Sans
prétendre nous l'approprier, nous la présentons d’une maniere un peu différente
et en intégrant notre fonction non constante. Leur idée est de partir de la
méthode naturelle exposée ci-dessus, mais de prévoir une solution dans le cas

A\ H2 . . . . . .o .
olt u; — 0. On sait qu’il existe une suite (h;) de fonctions sous-critiques pour

2
f et g telle que hy < hou (h, f,g) est critique et telle qu’en tout point P ou f
est maximum sur M :
4(n—1)
n—2

n—40gf(P)

2 f(P)

Pour une suite ¢; — 2%, ¢; < 2* on construit une suite u; > 0 de solutions de

h(P) > Sg(P) —

Agu+ hu = Ku?~! quvec /h’ugtdvg < C indépendant de t

H} . . P
telle que u; — u > 0. Ici encore, si u > 0, alors u est solution (A une constante
R . N ;) nt2 s .
multiplicative pres) de Agu + h.u = h'un=2 et c’est fini.
Maintenant, si u = 0, nous montrerons que les u; se concentrent et que grace
a cela on peut trouver ¢y assez proche de 1 (si on a pris t — 1) et s assez grand de
telle sorte que FJ,/(uy,) soit sous-critique et que Fj,/(uj,) soit faiblement critique
(ot ug est la fonction wuy, élevée a la puissance s), avec en plus

4(n—1) n—4 Agf(P)

n—2

2 f(P)

Fir(uf,)(P) > Sg(P) —
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en tout point P ou f est maximum sur M . Alors, en considérant le chemin
t — Fp (uff))7 on obtient a I'aide du théoreme du chapitre 3 I'existence sur ce
chemin d’une fonction critique. L’astuce consiste en ce choix du chemin, plutot
que I’habituel chemin “linéaire”. Par ailleurs, c’est pour obtenir les conditions
sur Fp/(uf)) qu'intervient fondamentalement I'existence de fonctions critiques
positives.

Passons a la démonstration.

Tout d’abord, nous avons expliqué que nous aurons besoin d’une fonc-
tion critique positive. Or nous avons établi cette existence sous I'’hypothese
I} v fdvg > 0. Mais Sﬁp f > 0, donc, quitte & faire un premier changement

conforme de métrique, on peut toujours supposer que [ a fdvg > 0 et done qu’il
existe des fonctions critiques strictement positives pour f et g.
Ensuite, fixons quelques notations (de plus) :

_ [og [Vl dvg + [, haw?dug
(i " d)

Jh,h’,g,q(w)

inf  Jhp g q(W) = Ap,nr g g
wEH;, 4

HfT,’q ={we H}(M)/ w>0et /M B wldvg > 0}.

et

9
Qnpgq ={u € H}T',q/ I gq (W) = An,nr gq €t /M W awldvg = (Ann,gq )72} -

2
Soit une suite (h:) de fonctions sous-critiques pour f et g telle que hy Ch
ou (h, f,g)est critique, avec Ag + h; coercif. On sait que I'on peut trouver une
telle suite avec hy > 0 et h > 0, et en plus
n—4 Agf(P)

2 f(P)

en tout point P ou f est maximum sur M. Mais on peut faire mieux dans le
cadre de notre probleme, et c’est la qu’intervient fondamentalement 'interét des
fonctions critiques strictement positives. En effet, pour toute constante ¢ > 0, si
g = cg, alors Sy = ¢ 1Sy et Ay = ¢ 1A et d’apres la regle de transformation
des fonctions critiques :

4(n—1)

— hi(P) > Sg(P) —

h est (sous-, faiblement) critique pour f et g si et seulement si ¢~ 1h est
(sous-, faiblement) critique pour f et g’

Donc, quitte a multiplier g par une constante, on peut, pour toute constante
C > 0, supposer au départ :

hy > C surM
n—4Agf(P)

———= > ( en tout point de maximum de f

2 f(P)

4(n—1)
n—2

hi(P) — Sg(P) +



Triplet critique 2. 71

et (h, f,g) a des solutions minimisantes d’apres le chapitre 4.

Une fois ceci posé, on peut suivre le principe exposé plus haut.

Premiére étape : 11 est connu que pour tout ¢ < 2* et pour tout u € Qp, p/ g 4,
u est solution de Agu + h.u = W'uf™!, les méthodes variationnelles classiques
fonctionnant sans probléme car I'inclusion HZ C L9 est compacte. Nous voulons
montrer que :

Vt, Aqo < 2% tel que Yq € [qo,2"[ et Yu € Qp, pr g q alors Fp(u) est sous-
critique pour f et g.

En effet, si 'on suppose le contraire alors il existe une suite g; = 2% et des
fonctions

u; € thh/»qui

telles que Fj/(u;) est faiblement critique pour f et g. La suite (u;) est bornée
2

H
dans H? et il existe u € H? tel que u; — u. Les théories elliptiques standard
nous donnent alors deux possibilités : soit u # 0, soit u = 0.
Si u est non identiquement nulle, ces méme théories nous donnent que u >

2 0
Oet que u € M, ,., puis qu’a extraction pres u; < u. Alors Fp(u;) < B (u) et
donc Fy/(u)est faiblement critique. Or u; € Qp, 4 g,q, donc
Agui

4 4
— . i —2
Fh,(ui) = h/ui" R = h/uin 2 + ht - hlugt
Ui

a4
— ht + h/(ui"_Q _ ugi—Q)
et, par conséquent, quand i — 400, Fj/(u;) — hy, et finalement Fj/(u) = hy.
Or h; est sous-critique et Fp/(u) est faiblement critique, d’ott une contradiction.
Si maintenant on suppose que u = 0, h; étant sous-critique, il existe une
fonction ¢ € C°(M) telle que

1
Jhe,fg2e (@) < 5 -
e O e 2P )

Alors

)+ fh’(ul"%2 — ugiﬁz(ﬁ?dvg .
(] f¢* dvg)=~

JF}L/(ui)vang* (¢) = Jht’fygﬂ* (d)

4
Or u; L% 0 et q; < 2 donc

1
K(n,2)2(Sup f)"=

JFh,’(ui)vf:gQ* (¢) — Jh,. f.8,2" ((b) <

ce qui contredit le fait que (Fy/ (u;), f, g) est faiblement critique. On peut réécrire
le résultat de cette étape sous la forme suivante :
Il existe des suites (g;), (¢;), telles que

2 < <2

G — 2F
t;, — 1
h,t. — h

i
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et une suite (v;) € Qn, n g4, telle que (Fj (v;), f, g) soit sous-critique. Notons
Ji = Jhi, 0 g

et
Ai = )‘hti’h';g,lh :

Alors

Ji(v;)) = \; et /h/v?idvg = )\iqfi2
et v; est solution strictement positive de
Dgv; + hy, vy = h'viq"'*l.
La suite (v;) est bornée dans H? et donc il existe v € H? tel que

H12 .2 2 -2
Vi — U, vy — v et vy — .

Ici encore se présentent deux possibilités : v =0 ou v > 0.
Deuziéme étape :
Si v > 0, comme nous ’avons expliqué dans le principe de la démonstration,
I . N c?
c’est terminé : & extraction pres, v; — v et donc d’une part Fp/(v;) — Fp/(v),
et d’autre part

_4
Epr(vi) = hy, + W (02 —087%) = h

soit F}/(v) = h qui est critique pour f et g avec des solutions minimisantes.

Donc A/ est critique pour f et g’ = vﬁg, avec des solutions minimisantes.
Toute la suite de la démonstration traite donc du cas ou v = 0.
Troisieme étape : On montre qu’il y a un phénomene de concentration.
a/ : Montrons que :

0<c<limA < K 2(Supy b))~ "% .
Tout d’abord

_ [og Vil dvg + [, b, vidvg - [og Vil dvg + [, b, vi2dvg

)\i - J’L (,U’L) qi 2 = 2 * = 1— 94
(Ja vt dug) (Sup h')7= ( [y, v dvg)* (Volg(M))'~2*

2
Or hy, < h avec Ag + h coercif. Donc, en utilisant I'inégalité de Sobolev, il
existe ¢, ¢’ > 0 indépendants de 7 tels que

/ Vos]? dvg —l—/ hy, v2dvg > c. HUZ”ZHIQ >c. </ vf*dvg>
M M M
.

D’ou

‘l\)

3

)

m)\l > "> 0.

Par ailleurs, Ve > 0,1l existe une fonction ¢ > 0 telle que

I g2 () < K_2(Suph’)_2% +e.
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Or lim J;(¢) = Jp n g2+ (¢), donc
m Ay < K2(Supa b))~
On peut donc, quitte a extraire, supposer que A; — A > 0. Alors
A< K 2(Supy b))~

qui est une hypotheése “d’Energie Minimale” (voir chapitre 3).
b/ : Montrons que

0 < A2 (Suppr h/)~! < Tim / vlidvg < K2 AT < K"(Supy b))~ %
M

5

On a [hvl =\""", donc

[Vvi|® dvg + [, he, vi2dv
Ji(vi) = A = Jus £ fMi £

n

i
/ \Vvi\gdvg +/ hti-viZdUg = >\z R )\i’h RN A2
M M

et puisque [}, hy,.v2dvg — 0,

/M IVoil® dvg — AF .

On écrit alors (les intégrales étant prises pour la mesure dvg) :

M M

M

< A(Supyg 1) (Voly (M) # (K2 [ [Vuif* + By / v?)
M M

d’ott quand i — 400 :
A <p(Supy h’)%(m/ 0I5 < A(Supyy b7 K2A%
M
soit

0 < A2 (Supp h')~! < lim / Viidvg < K2 A" < K™ (Supy )%
M

Remarque : K2 \* < K="(Supph')™% et si f = cste > 0 alors A =
K=2(Supy W)~ "5
¢/ : On dira que x € M est un point de concentration si

Yr>0: lim vlidvg > 0.
B(z,r)
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Reprenons rapidement les méthodes des chapitres 2 et 3 pour I'étude du
phénomene de concentration.

Tout d’abord, M étant compact, il existe au moins un point de concentration
reM.

Soit 1 une fonction cut-off & support dans B(x, ) pour un r > 0. Le principe
d’itération vu au chapitre 2 nous donne :

Q[ o ymE <o [
M B(z,r)
ou
QUi kym) = —— s — (Vol, (M) %L K2( Sup 1]).( / o) i
(k + 1)2 B(z,r) B(z,r) !

Si lim fB(z " viidvg < K~"(Supp h')~% alors pour k assez proche de 1 et i
assez grand Q(¢,k,n) > @Q > 0, par conséquent :

Bt o
( / (o, T )y < / o+
M B(z,r)
B

et fB(w,T) v; 0, donc

Or par l'inégalité de Holder :

k+1

/ vlidvg < C vfdevg .
B(z,r/2) B(z,r/2)

Mais si x est un point de concentration, lim fB oy 03 > 0, d’oll une contra-
(z,r/2) 71 ’
diction, et donc

lim vlidvg = K" (Supn h’)fg.
B(z,r)

d/ : Par conséquent, en reprenant les mémes méthodes qu’au début du cha-
pitre 3 :

1/ : lim fB(w,r) viidvg = K=" (Supp h')™% ,¥r >0

2/ : x est I'unique point de concentration, noté

3/ : A=K 2(Supy h')_nT_Q

4/ : xg est un point de maximum de A’

5/ :v; — 0 dans C2 (M — {zo})

Remarque : jusqu’a présent, nous avons seulement utilisé le fait que hy — h
avec (hy, f,g) sous-critique et (h, f,g) critique.

Quatrieme étape :

On sait donc que la suite (v;) se concentre en o et que pour tout @ Fy,(v;)
est sous-critique pour f et g. On voudrait trouver un v;, , une fonction v > 0
et un chemin continu de v;, & v tel que Fp/(v) soit faiblement critique pour f
et g et tel que

4(n—1)
n—2

n—4Agf(P)

2 f(P)

Fy (v)(P) > Sg(P) —
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en tout point P ou f est maximum sur M . Alors le théoréme 1 nous dira que
sur le chemin u; de v;, a v il existe un u; tel que Fj/(u;) est critique pour f et
g .

C’est maintenant que nous allons utiliser l'existence de fonctions cri-
tiques strictement positives. Ainsi, comme nous 'avons dit au début de la
démonstration, on peut supposer que les fonctions h et h; sont strictement
positives.

Soit s > 1 et soit v une fonction strictement positive. Alors

Ng(v®) = 5057t Ng v —s(s — 1) 72 |Vv|z .

D’ou 2
_a_ o
F(v3) = h'v, "2 + shy, — sh'v? 2 4 5(s — 1) | 2|g
i
et donc 4
Fir(v;) = shy, + h’(v;"m — sul T2y
Maintenant :

Sur {x € M /1 (x) <0} :

v; — 0 uniformément car xg est un point ol A’ est maximum sur M, donc
h'(xg) > 0 car par hypothese Ag + ' est coercif. De plus si s > 1 alors sﬁ >
q; — 2. Par conséquent, pour ¢ assez grand

Fy (v3) = shy, sur {x € M/ h'(z) <0}

Sur {x € M /1 (z) >0} :
considérons la fonction d’une variable réelle définie pour x > 0 par

4 4 .
Bis(x) = a2 — sp¥2 = xqi_2(msm7‘h+2 —5).
Une simple étude de cette fonction montre que
pour x> 0: 3 s(z) = —s.

Or
Fy(vf) = shy, + BB s(v;)

donc
Fy(vf) > shy, —sh’ sur {x € M /h'(z) > 0}.

On peut donc écrire :

Fr (v3) = s(hy, — Suph’) sur {x € M /h'(z) > 0}.
M

Maintenant on peut utiliser le travail effectué au début de la démonstration, a
savoir que, pour toute constante C' > 0, on peut supposer au départ :

hy > C surM
et
4(n—1) n—4Agf(P) . .
ﬁht(P) Se(P) + 5 i(P) > C en tout point de maximum de f.
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Alors, premiérement, si on suppose déja que h > Sup h’ sur tout M, on voit que
M
pour i et s assez grand :
Fur (v7) = Bo(g)K (n,2)~* (5.1)

et donc Fj/(v) est faiblement critique pour f et g . De plus pour tout ¢ € [1, 5]
on a de méme

Fir(v}) = t(hy, — Suph’) > hy, — Suph’ >0
M M

donc Ag + Fp/(v!) est coercif.
Ensuite si 'on suppose en plus que

%ht(P)ng(P)+n ; 1 A;(f;};) > 4(::21) Sz\l/L[p h' en tout point de maximum de f
alors pour tout ¢ € [1,s] :
4(n—1) n—4 Agf(P)

Fy (0)(P) > Sg(P) —

—=——~ en tout point de maximum de f

2 f(P) 52)

n—2

des que ¢ est assez grand.
On fixe alors un 4 et un s assez grands pour avoir (5.1) et (5.2) et on considere

sg = inf{t > 1/ Fj/(v}) est faiblement critique}

On applique alors le théoréme 1 au chemin ¢ € [1, so] — Fj/ (v}) pour obtenir
le fait que Fj/ (v;°) est critique pour f et g, avec des solutions minimisantes.
Donc A/ est critique pour f et g’ = (Ufo)ﬁg avec des solutions minimisantes.

Ceci termine la démonstration.

Remarque : C’est a I'issue de cette démonstration que nous avons introduit le
concept de triplet critique pour étendre celui de fonction critique. M. Vaugon et
E. Hebey avaient en effet introduit la notion de fonction critique pour I’étude de
certaines questions liées & la meilleure seconde constante By(g), questions liées

comme nous I’avons vu au chapitre 1 aux équations du type Agu+h.u = =3
Il était donc naturel pour eux de parler de fonction critique ”tout court”, une
fois une métrique fixée. Notre premiere généralisation pour I’étude d’équations
du type Agu + hau = f_uZ—f; nous amenait donc naturellement a parler de
fonction A critique pour f. Mais a l'issue du probleme traité dans ce chapitre,
ou la métrique varie dans une classe conforme, et notre but étant I'étude de
I'existence de solution a ces équations, il nous a paru intéressant pour mettre
en valeur cette notion d’introduire la notion de triplet critique.



Chapitre 6

Triplet Critique 3

Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n > 3. Soit h
une fonction C* fixée telle que Ag + h soit coercif. La question est : peut-on
trowver f telle que (h, f,g) soit critique ?

Faisons d’abord quelques remarques. Si h > Bo(g)K(n,2)~2, h est faible-
ment critique pour toute fonction f, et donc il ne peut exister de fonction f telle
que (h, f,g) soit sous-critique. Mais plus important est la remarque suivante :

Si il existe une fonction f non constante telle que (h, f,g) soit critique avec
une solution minimisante u alors (h,1,g) est sous-critique.

En effet, comme nous 'avons vu au chapitre 1 dans les définitions, on peut
supposer que Sup f = 1. Alors puisque u > 0

1 1

T () < Jn g (u) = K(n,Q)Q(Squ)% - K(n,2)?

et donc h est sous-critique pour 1. Notons que d’apres le chapitre 3, si (h, f, g) est
critique et si
4(n—1
(n-1),
n—2

n—4 Agf(P)

2 f(P)
en tout point P ou f est maximum sur M, f vérifiant (Hy), alors (h, f,g) a
des solutions minimisantes.

Nous allons montrer le résultat suivant :

Théoréme 4 :

Soient données la variété (M,g), dim M > 5, et une fonction h telle que
Vopérateur Ng + h soit coercif. Alors, il existe une fonction f (vérifiant (Hy))
telle que (h, f,g) soit critique avec des solutions minimisantes, si et seulement
si (h,1,8) est sous-critique (ot 1 est la fonction constante 1).

Nous venons de voir une des deux implications. Nous supposons donc main-
tenant que (h,1,g) est sous-critique.

La démonstration se fera en deux étapes :

Premiérement : on montre qu’il existe une fonction f € C°°(M) vérifiant
(Hy), avec Supf =1, et avec de plus Ag f aussi grand que I’on veut aux points

M

(P) > Sg(P) —

de maximum de f, telle que (h, f,g) est faiblement critique.
Deuxiemement : étant donnée cette fonction f, on montre qu’il existe sur le
chemin
t— fi=tl+(1—t)f

7
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une fonction pour laquelle h est critique ; autrement dit, il existe une constante
c telle que (h, f + ¢, g) soit critique.
Premiére étape :
On procede par contradiction. Supposons que pour toute fonction f €
C> (M) vérifiant Supf > 0, (h, f,g) soit sous-critique. Alors, pour toutes ces
M

fonctions il existe une solution strictement positive u a 1’équation

n+2

Agu+ hau= A fun—2

A= inf Ijg(w) et f.uv%ZdUg =1.
weH ¢ M

On rappelle que

I g(w) = /M Vwl|? dvg + /M h.aw?dvg

et
Hy={we HE/ / fwnzdug =1}
M

La métrique g étant fixée, on sous-entendra dvg dans les intégrales.

L’idée est de construire une famille particuliere de fonction f; dont le lapla-
cien tend vers l'infini aux points de maximum pour obtenir une contradiction.
L’une de ces fonctions devra donc donner un triplet (h, f;, g) faiblement critique.
De plus le raisonnement qui suit étant valable pour n’importe quelle sous-partie
de la famille que nous allons construire, cette fonction aura un laplacien aussi
grand que l'on veut en ses points de maximum.

Dans R™, on construit pour ¢t — 0 une famille (P;) de fonctions C*°, analogue
a une suite régularisante, telles que

0 < P<1
Py(z) = P(|x])
VP ~ % sur B(0,t)
ca
ARO)] ~ &
SuppP, = B(0,t).

Soit maintenant zp un point de M tel que h(zg) > 0; ce point existe car Ag + h
est coercif. On pose
fi=PFo eXp;OI

On suppose donc que pour tout ¢ : (h7 It g) est sous-critique et on cherche une
contradiction. Pour tout ¢ on a une solution u; > 0 de

n+2

(Et) : Agut + h.ut = )\t.ft.ut"j
avec [ fru? dvg =1 et

)\t < K_2(Supft)_n772 = K_Q.
M



Triplet critique 3. 79

Alors, (u;) est bornée dans HZ (M) quand t — 0. Donc (u;) est bornée dans L?"

- . 2 N . .o, L? L?
et (u? ') est bornée dans L= =1, Apres extraction, si f; = f et u; — u, alors
ftut2 e
T % Vs . « ”
Or ici, fy = 0, donc I’équation (E;) “converge” vers
) )
Agu+hu=0

au sens ol u est solution de cette équation. Mais Ag + h est coercif, donc u = 0,
i.e. uy — 0 dans LP pour p < 2*.

La suite (u;) développe donc un phénomene de concentration tel qu’exposé
au chapitre 3. Au chapitre 3, la fonction f du second membre ne variait pas et
c’était au premier membre que nous avions une suite de fonctions (hy) ; ici c’est
I'inverse. Néanmoins, les résultats obtenus restent valables, seul le changement
d’échelle nécessaire pour les estimées faibles demande une attention particuliere.
Nous allons reprendre rapidement les étapes de cette étude, ne nous arrétant
que sur les points nouveaux.

a/ : 1l existe, & extraction prés d’une sous-famille de (ui), un unique point
de concentration et c’est le point xg ou les f; sont maximums sur M. De plus

Vs > 0, Tim fru2 =1.
t—1 B(Io,ﬁ)
Il suffit de reprendre exactement la méthode utilisée au chapitre 2, basée
sur le principe d’itération. Notons que plus précisément, puisque le support
Supp fr = B(xo,t), on a pour tout § > 0 et dés que ¢ < § :

/ ftuf* =1.
B(zo,0)

Par ailleurs, on peut supposer que

n—2

A — A=K 2(Supf;)” " =K 2
M

b/ :uy — 0 dans C2 (M — {xo})

loc
On peut reprendre exactement la démonstration du chapitre 3
¢/ : Estimées ponctuelles faibles

Reprenons les notations du changement d’échelle : on considere une suite de
n—2

points (z) telle que m; = M]\/CILQZ wp = up(we) == py 2 .

D’aprés ce qui précede z; — xg et yu; — 0. Rappelons que y, f,, hi, gt
désignent les fonctions et la métrique “lues” dans la carte exp;tl, et
Uy i~zt7 f;,gt désignent les fonctions et la métrique “lues” apres blow-up de
centre z; et de coefficient ky = ;'

En regardant attentivement la démonstration des estimées ponctuelles
faibles, on constate qu’elle fonctionnera dans la situation de ce chapitre des
qu’on aura obtenu :

VR >0 :lim fru dvg =1—ep ot eg — 0.
=0 By, Ruse) R—+o0
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Cette relation s’obtient elle-méme & partir du changement d’échelle (blow-up)

Clz()C(Rn) ~
~—

une fois que 'on a montré que u; u ol u est solution de

Adi= K 2une,
C’est la que se présente une difficulté due au fait que l'on a une famille de
fonctions (f;). En effet, dans le changement d’échelle, I’équation

n+2

(Et) : Agut + h.Ut = )\t.ft.ut"j

devient
n+2

(Et) : Agtﬂt + ufhtﬂt = /\tftﬂtj
et pour obtenir que cette derniere équation “converge” vers

2

~ nt
A = K2

il suffit de montrer que ft converge simplement vers 1 (ce qui est évident lors-
qu’on a une fonction constante f au second membre de (Ej, f¢)). Comme la suite

(ﬁ) est uniformément bornée par 1 sur R™ (on admet qu’on prolonge les ﬁ par
0 sur R™\B(0,6u; ")), on sait déja par le théoreme 8.25 de Gilbard-Trudinger
[16] et par le théoréeme d’Ascoli qu’il existe une fonction u € C°(R") telle que,

N . L~ ChRY) . N~
A extraction pres, u; >  w, avec bien sir u(0) = 1.

T pp ) .
Nous allons montrer que f; = 1 sur R” en deux étapes (nous allons méme
montrer un peu plus) :

1/ : Nl existe f € L2 _(R") telle que f; 2% f sur R™
2/: f: 1 p.p sur R™
On rappelle qu’on prolonge les ft ,définies a priori sur B(0,8u; '), par 0 sur
R™\B(0,5u; b).
Premicrement :
On a fi(x) = f,(px) et |V?t‘ < ¢. Donc

Ht

’Vﬁ < C.T .

On distingue alors deux cas

a/ : Si (&) est bornée : Alors pour tout compact K CC R”, (/1) est bornée
dans H""(K) (ottn = dim M). Donc, par compacité de I'inclusion H'**(K)
C%*(K) pour un « > 0, apres extraction, il existe fx € C%(K) telle que

~ YK ~
Tt = )fK

Par extraction diagonale, on construit alors fe CY*(R"™) telle que

"’CO’”K/ ~
T

pour tout compact K’ de R™, et de plus f € H”H(R”). En particulier ﬁ e

1,loc
f sur R™.
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b/ : Si £t — 400 : le support de }’; est

zo(t) ¢

Suppfy = B( ,—
Mt e

),

ol xo(t) = expy ! (o).

. t ) . .
Si (W) est bornée, on peut extraire une sous-suite pour que

t

w(l)i( ) — P eR"™;
t

et alors .
ﬁ Czoc(R_;{P}) 0
Si Ili# — 00, alors

0 n
7, CzoiR ) 0

Dans les deux cas, ft P20 sur R™.
Dans le cas a/, @ est solution faible de

n+2

A=K 2fun—s

avec f > 0 puisque f; >0, et f € H'tL(R") C Coe(R™).

1,loc
Dans le cas b/, u est solution faible de

Aeu = 0.

Dans les deux cas les théories elliptiques et les théoremes de régularité standard
nous donnent la régularité C? de @ , et donc A, > 0. Le principe du maximum
nous dit alors que soit @ = 0 soit w > 0. Or w(0) = 1 donc @ > 0. (Rappelons
que par convention A, = — Y, 92 ).

Deuxiémement :

On commence par utiliser le principe d’itération : pour une fonction cut-off
n valant 1 autour de xg, on multiplie (E;) par n%u;, on intégre et on utilise
I'inégalité de Sobolev pour obtenir, en se souvenant que A\; < K‘Q(S’upft)_n%2

M

et que Supf=1:

(/ (que)?)? < )\tK2/ n? fou? +c/ u? .
M M Suppn

On prend 7 = 1 sur B(zo, 26) et n = 0 sur M\ B(zg,26). Alors pour ¢ proche
de 0 5
Suppft C B(x()vt) C B(xtvé) C B(‘T()v 55)

(/ w? )= g/ fru? +c/ u?
B(z¢,0) B(z¢,9) M

et apres changement d’échelle

(/ ﬂf*)zl*é/ ﬁﬂf*+c/ u§:1+c/ u? .
B(0,6u;") B(0,0p; ) M M

D’ou
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Or [,, uf — 0 donc

lim w2 <1.

t—0 B(O,M{l)
Par ailleurs, on sait que ft b favec fg 1 et u(0) = 1. Supposons alors qu’il
existe A C R™ avec mes(A) > 0 telle que f < 1 sur A et écrivons R* = AU B

~ ~ 2
avec f =1 p.p sur B. Alors comme f; > 0 et comme u; Cu>0:

1= / fou? < lim fiu? + Iim fou?
B(0,5u; ") t=0 JB(0,6u; " )nA t=0 JB(0,6u; " )NB
< lim u; + lim u?
t=0 JB(0,6u; 1 )NA t=0JB(0,6u;)NB
= lim ur

t=0JB(0,6u")

soit
1 < lim 2
t—0 B(O,éﬂ;l)

. . 7 pp
d’ol une contradiction, et finalement f; = 1 sur R™.
Ainsi, comme nous 'avons dit

n+2

(Et) D Ng, Uy + Mf-ﬁtﬂt = At]?:ﬂt'f2

“converge” vers
__n+2

Aeﬂ = K_2u n—2

au sens ol
2
~ Ch.(R") -
Ut — u

ou u est solution de A.u = K272 Comme u(0) =1,

K72

n(n—2) [z[)" 7.

u(z) =(1+
Remarque : D’apres ce que nous avons vu plus haut, ft P21 sur R™ entraine
que 5t — 0. Cela peut s’interpréter ”intuitivement” en disant que les fonctions
uy se concentrent plus vite que les fonctions f;.
A partir de 1a, on peut reprendre exactement les démonstrations du chapitre
3 : ainsi

VR >0: i P dvg=1—¢ep ol 0
puis
3C >0 tel que Yz € M : dg(:r:,a?t)anzut(m) <C.
et

Ve > 0,3R >0 tel que Vt, Vo € M : dg(x,2¢) > Ry = dg(x,xt)%zut(x) <e.
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d/ : On obtient sans changement ce que 1’on appelle la concentration L? :
Sidim M >4,
2
Lusdv
V6 >0 : ummyg —1
t=0 [, uidvg

e/ : Il n’y a pas non plus de changements pour les estimées fortes :

n—2

30 > 0 tel que Yz € M : dg(z,z4)" p, ° w(x) < C,

ni pour la concentration LP forte :
VR>0,¥0>0etVp> "5 oun=dimM ona:

p

: fB(xt,Rm)“thg B N
lim——"—"—>——— =1—-cgrolteg _— 0
=0 Jn(a.0) v ve fimhee

Venons-en alors a I’argument central, qui repose sur la méthode développée
au chapitre 3 :

On insere dans I'inégalité de Sobolev euclidienne I’équation (FE}) lue dans la
carte exp;tl. Reprenant les calculs de ce chapitre (nous invitons le lecteur & s’y
reporter pour revoir les détails) :

_ 1 — «
he (g )2 de < — / fPa? dx
/B(o,é) + (i) K(n,2)2(Supf)T2 B(0,6) o
M

1 / __\2* 2
—_ nug)” dx)?*
K(n, 2)2( B(O,é)( 2 )

+C.672 / urdx + By + C;
B(0,6)\B(0,6/2)

avec .
B =35 [50.65)0c(8¢T(g ) + 03 &) () dx
Cy = ‘IB(O,(S) le(g? - 5”)8ﬂtajﬂtd$‘
1

. Z 2-92* . 1 — \2* =
Ae = K (n.2)2(Supf) % Jo0.5) £ dr = gz ([0, (1) )2

On peut écrire

A < ! — (4] + 47)
K (n,2)2(513pft) n

\ T o/— \2*% n=2 __ \O* n—2
ou A% = (fB(O,é) ft(nut)2 dr) " — (Supfs. fB(O,é) (ﬂut)2 dz)"=
D’apres les calculs du chapitre 3,

— _n=2 _ _
liK(n,2) 2(511\/1}]7.]0,5) n A%+C(§ 2fB(0,6)\B(0,6/2) U%dI‘FBt‘FOt n—2
1m

<
t—0 J50.5) uzdz ~ 4(n—1)

Se(xo)+es

ou g5 — 0 quand § — 0.
Reste a traiter :
o
lg%f uzdx
B(0,5) M



84 Triplet critique 3.

Par construction, la suite f; est décroissante quand ¢ — 0 au sens ol :
si t <t alors fi < fu .

Fixons un tg. Alors pour tout ¢t < ¢,

/ Folpu)* de = / fe-(noexp; ) u? (exp,!)*d
B(0,6) B(z¢,0)
< / fuo-(n 0 exps D) w2 (expy ) da
B(z¢,9)

— / (fto © expzt)(nﬂt)z*d:c .
B(0,5)

Notons : B
fto,t = fto © C€XPy,
et B B
fror = fto,t © T/J;L .
Alors :
- _\9* n—2 o n—2
Ay < ([pos Froamte)? dz) s — (Supfe. [pq 5 (@) da) ™

n—2 n—2

< ((0.6) Froa )% dz) "5 = (Supfuy. [5q ) (70)* da) "

puisque Supfi = Supfi, = 1 = fi,(xo) pour tout t.
On obtient alors par la méme méthode qu’au chapitre 3
A (n—2)(n—4) Ag fry(20)

lim - < - &5
150 fB(O,&) urdvg, 8(n—1) fto(z0)

et apres avoir fait tendre 6 vers O :

n—2 (n—2)(n —4) Ag fi,(z0)

e T (o} B ES

Or

C
Balilwo) ~ 5 =, o0

donc en prenant ty assez proche de 0 on obtient une contradiction.
En conséquence, on peut trouver dans la famille (f;) des fonctions avec un
laplacien en xo : Agfi(zo)aussi grand que l'on veut telles que les équations :

Agu + hau = ft.u% n’aient pas de solutions minimisantes et donc telles que
h soit faiblement critique pour f; et g.

Remarque : cela s’applique & h = cste < BoK ™2 ou & h = Sg si M n’est pas
la sphere. (voir le chapitre 1)

Deuzxieme étape :

Pour notre fonction h telle que (h,1,g) soit sous-critique, nous savons main-
tenant qu’ il existe une fonction f, au laplacien aussi grand que ’on veut en ses
points de maximum, telle que (h, f, g) soit faiblement critique. Plus précisément,
on a donc trouvé une fonction f telle que :
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1/ : (h, f,g) est faiblement critique,
n— n—2)(n—4) A x N
2/ : h(xg) > 74(11—21)5%(330) _{ 8(272(_1)4) f(J;(O)O) ol
a/ : h(zg) >0
b/ {zo} ={z/ f(z) = Sﬁpf} et f(xo) =1,0< f <1, Supp f = B(xo,7)
¢/ V23f(x9) <0 .
On considére alors le chemin

t— fi=(1—1)1+tf

Notons que pour tout ¢ : Agfy =t Ag f et fi(zo) =1 = Sup fi. Posons
M

)\t = Inf Jh,ft,g-

Alors

_n—=z

Ao < K(n,2)7(Supfo)™ =
M

car (h,1,g) est sous-critique et

_n=2

A = K(n,2)7*(Supfi)” "
M

car (h, f,g) est faiblement critique. Remarquons que Sup f; est toujours égal &
M

1.
Soit
n—2

")

to = Sup{t / \s < K(n,2)"(Supf)~
M

Alors 0 <tg <1let

n—2

)\to = K(’I’L, 2)_2(Supfto)_ "
M

Avant de pouvoir appliquer la méthode du chapitre 3, il faut prendre une
précaution : fi, étant faiblement critique, on sait seulement que, au point de
maximum xg on a

n—2 (n—2)(n —4) Ag fi,(z0)

h(zg) > Se(z0) — St —1) fo (o)

“4(n-1)

Agfto (10) — t Agf(wo)
fto (zo) 07 f(0)
stricte.

On considere alors la suite, baptisée (f,), que Pon peut construire & partir
de la premiére étape : on peut trouver une suite de fonctions (f,), toutes telles
que (h, f,g) soit faiblement critique, avec

car avec tg < 1, or nous avons besoin d’'une inégalité

fulzo) =1 = Supf, et ADg fn(xo) — +00.
Pour chaque f,,, on note t, le ”¢y” construit ci-dessus. Donc pour tout n :
h est faiblement critique pour (1 —t,).1+ ¢,.fn et g.
Supposons que liminf ¢,, = 0, ou, quitte a extraire, que t,, — 0. Alors,

(1—tp) 1l +4tnfr—1
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uniformément sur M car 0 < f,, < 1. Or (h, 1, g) est sous-critique, donc il existe
u € HE(M) tel que

|Vu2+ hu? B
f(fluy){z* < K(n,2)72.
Mais alors
2 2
h 2 h 2
JIVul” + [ hu . _>f|Vu| +£ u < K(n2)"?
(f((l - tn)~1 + t’n-fn)u2 )2* (f U2 )2*
tandis que

n

KWJYQ:KWJY%%?“L%@J+%fHY52

ce qui contredit le fait que (h, (1 —5).1 + 5. fn, &) soit faiblement critique.
Donc, quitte a extraire t,, — t; > 0
Comme Ag fp(xg) — 400, on peut trouver n assez grand tel que

(n—2)(n—4), Dgfnlxo) n—2
Sn—1) " fi(w)  An—1)

Si on baptise f cette derniere fonction f, et ty ce t¢,, on a alors un chemin

Sg(x0) — h(zo) -

t— fi=(0—t)1+tf

tel que :
a/ : Vt <to: (h, fi,g) est sous-critique,
b/ : (h, fi,,&) est faiblement critique avec de plus :

b1/ {zo} = {z/ fi(z) = Sl\?«/}pft} et fi(zg) =1 pour tout ¢
b2/ : h(xzg) > 4&77_21)5%(%) _ (n=2)(n—4) Lgfiy(x0)

8(n—1) fty (z0)
b3/ : V2 f,,(z0) <0
Pour tout ¢ < ty il existe une solution minimisante u; de I’équation

n+2

Agut + h.ut = )\t.ft.ut”’z

avec [ fyu? = 1. La suite (u;) est bornée dans H? donc

Hy
U —7 U
t—to

et on se retrouve dans le schéma classique :

- soit w > 0 et alors u est solution de Agu + h.u = )\tofto.u%; et est une
solution minimisante, donc (h, fi,,g) est critique.

- soit u = 0 et comme d’habitude la suite (u;) se concentre. Dans ce
cas, I’étude du phénomeéne de concentration est néanmoins plus simple qu’a
la premiére étape car le chemin f; est constitué de fonctions convergeant uni-
formément vers f quand t — to avec Supp fi = B(zp,r). On peut trouver § < r
tel que f > 0 sur B(xg,d). Alors il existe ¢ > 0 tel que pour tout ¢ on ait :

0<c¢< fi <1sur B(xg,9),
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De plus, les f; atteignent toutes leur maximum en xy, ce maximum valant tou-
jours 1. On peut alors reprendre toutes les étapes du chapitre 3 (ou de la premiere
étape), le fait de considérer une suite f; au second membre n’introduisant cette
fois-ci aucun changement. On aboutit a

n—2 (n—2)(n —4) Ag fi,(z0)

h(zo) < Sy(0) - 8(n—1)  fi,(x0)

~4(n-1)

d’olt une contradiction.

Par conséquent (h, fi,,g) est critique et a une solution minimisante.

Cette démonstration montre en fait le résultat suivant, plus fort mais moins
“parlant” :

Théoréme 4’ :

Si h est faiblement critique pour une fonction f et une métrique g, ces
données vérifiant :

1/ : h(z) > 4&7:21)5;(30) - ("g(QTL)YLl;‘l) Afé()x) au points de mazimum de f

2/ :V2f(z) <0 au points de mazimum de f

2
3/ : il existe une suite fi tc—; f avec Supf; = Supf telle que (h, fi, g) soit
—to M M

sous-critique pour t < tg

alors (h, f,g) est critique et a des solutions minimisantes.

Comme nous 'avons dit au chapitre 1, cette démonstration nous a suggéré
une autre définition possible pour les fonctions critiques :

Définition 4 :

Soient données la variété (M,g), dim M > 3, et une fonction h telle que
Vopérateur Ag + h soit coercif. On considére une fonction f € C°(M), telle
que Supf > 0. On dira que f est critique pour h (et g) si :

1

a/ : A =
/ h.1.g K(n,2)2(Supf)T2
M

b/ : pour toute fonction f' telle que Supf = Supf' et f' Z f, Anpg <
1

K(n,2)2(Supf’) 7
M

1 .
prp uisque
K2 Sup) 2 L
M

Remarque : si Supf = Supf' et f" S f, Mnprg =

I, .g(W) = Jh 5,g(w) pour toute fonction w.

Rappelons qu’il faut bien comparer dans cette définition des fonctions de
méme Sup; ce sont en fait les classes [f] et [f’] qui importent, et on devrait en
fait dire que c’est [f] qui est critique pour h, (voir le chapitre 1). Il est alors
naturel de se demander si les deux définitions sont équivalentes, autrement dit :

f est-elle critique pour h si et seulement si h est critique pour f7?

Il est & noter que dans les deux cas on a toujours en tout point P ou f est

. n— —_ A P
maximum sur M : %h(P) > Sg(P) — 252 ;(f]ﬁ) )

Cette question semble difficile. Nous obtenons l’équivalence moyennant
quelques hypotheses supplémentaires :
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Théoreme 5 :

Soient données la variété (M,g), dim M > 5, et une fonction h telle que
Vopérateur Ag + h soit coercif. On considére une fonction f € C*(M), telle
que Supf > 0 et vérifiant (Hy). On suppose de plus qu’en tout point P ou f
est mazimum sur M :

n—4 Agf(P)

2 f(P)

Alors f est critique pour h si et seulement si h est critique pour f .

A= Dhip) > 55(p) -

La démonstration de ce théoréme passe par la remarque suivante : on sait
que si h est faiblement critique pour f et g et que Agu + h.u = f.u% a
une solution minimisante, alors h est critique pour f et g. De méme, si f est
faiblement critique pour h (au sens ou A, s g = K(n, 2)_2(Supf)_"7_r2 ) et que

M

Agu+hau = fun=2 a une solution minimisante u > 0, alors f est critique pour
h. En effet, si f/ est une fonction telle que Supf = Supf’ et f' = f, on a

/f’uz* >/fu2*

_n=2
n

Ingrg(w) < Jnpg(u) = K(n,2)"*(Supf) = K(n,2)"*(Supf’)
M M

car u > 0. Donc

_n=2
n .

A partir du travail que nous avons fait au chapitre 3 et dans ce chapitre, la
démonstration devient alors rapide :
-Si h est critique pour f, on applique le théoreme du chapitre 3 : Agu+h.u =

n+2
f.un=2 a une solution minimisante, et donc f est critique pour h.
-Si f est critique pour h, ces deux fonctions (et la métrique) vérifiant les

_n

hypothéses du théoréme : on a Aj s g = K(n,2)"2(Supf) %2, donc h est fai-
M
blement critique pour f. On considere alors pour ¢ 51 la suite
t— fi=(1—1).Supf+t.f.

On a pour tout ¢ : Supfy = Supf et sit < 1 alors f; = f. Donc puisque f est
critique pour h, par définition :
_n=2

An.fog < K(n, 2)’2(Sﬁpft)

On applique alors le théoreme 4’ donné ci-dessus pour obtenir que h est critique
pour f avec des solutions minimisantes.

6.1 Meéthode alternative pour conclure Ila
premiere étape

Nous proposons tres rapidement et schématiquement une méthode repre-
nant la refactorisation du Hessien et ne nécessitant plus que la suite (f;) soit
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décroissante, et mettant en évidence quelques ”estimées ” pouvant étre utiles

dans un autre cadre.
1/ : Comme

~ Jio(t) t
Suppfy = B(——=, —)
Mt e
et comme ft b 1, nécessairement
.
t

2/ : Supposons qu'il existe 9 > 0 tel que

lzo(t)]
t

>e0>0.

Alors dg(xy,z0) > cot avec ¢g > 0, et par construction des fonctions f; :

Vit fo(z) <1—gq
avec €1 > 0. Donc a extraction pres,

F:(0) = f(z) = 1 — e

avec €5 > 0. Or
n+2

Agtﬂt + ﬂ?ﬁtﬂt = )\tﬁﬂtnj .

En écrivant cette équation en 0 et en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient

~ 1-— Eo o nt2
Aeu(O) = ?U(O) —2
avec K—2
~ -1 2\_n=2
) = (1 s lal?)
d’ou

K?2=K?1-e)

et donc une contradiction. Par conséquent

|zo(t)] .
t

3/ : On rappelle que grace aux estimées fortes

Jps 27 (n,)* dvg, p—2

;) ~ C:u‘t
fB(O,é) Uy dvg,

/ Wlvg, ~ cui?
B(0,6)

et

4/ : On reprend alors les calculs du chapitre 3 en ce qui concerne I’expression

Al

n—2 n—2

Al = / T, de)" = — (Supf. / (me)? de) 5
B(0,8) B(0,6)



90 Triplet critique 3.

et
T1(2) < f(o) + 50T wo(0)-(a* — () (@t = ab(0) + 5 & — o 0)*

On a alors comme dans ce chapitre

A< "2ep 4 ofR)?

ou

(i} = 30uT(eo(®) [ (heab) e —ch)m)? dosss [ o= aofe) o) da.

B(0,6) B(0,9)

En reprenant la refactorisation du Hessien mais sans absorber les termes d’ordre
3, on obtient

1, = k 1/ —\2* k 5? l 5% 5?555
{F} = S0ufi(zo(t) v x (nue)” do + (zg(t)ze — —) (@ (t)ze — —) — —5~
2 B(0,5) Zt Zt e
C *
b [ e ) de
B(0,6)

ou

/ nut 2 dx

B(0 5)

/ (nu)? d)
B(0,6)

c . d .
S| el o de < & [ flaf ao o) el Heo(t)? ol lao(e) ) o) de
B(0,5) B(0,6)

3

Nl

Par ailleurs

On utilise alors

ST lao()utu! < 5 Juf?
et .l
2 < €t—|2 —0
% fB(o,(s) ;i dvg,

pour obtenir que

{F;} < _T;_W_FO(;ZE)
oty 1l o x;(t)ﬁ ) xog»“*}.
Ainsi 2
Tt <~ — 2+ o)

2 - 3
+03{% \»Lo(t)l + \»L;:t(i)l + \»L;:ggl }




Triplet critique 3. 91

et
F)2 2 gt 2 42 e | x
(F gt ol iy k0P Lo o
JB0.) U dvg, t urt t t t t it
On constate alors en utilisant
o]
t
et
B
t

2
que tout les termes strictement positifs sont négligeables devant t% ou |$}‘22(?2‘ et
t

par conséquent

A
— Tt
fB(o,g) Uy dvg,
d’on1 a partir de
n—2 Al
h <—F8 lim 7t
(z0) < An—1)"¢8 (7o) +t£%f3(05 Wdvg,

une contradiction, et ’on récupere bien le théoreme 4’.



Chapitre 7

La Dimension 3

Ce chapitre traite de la dimension 3. Il faut en effet remarquer que toute
I’étude des chapitres précédents portait sur des variétés de dimension > 4. De
plus la dimension 4 elle-méme présente une particularité puisque le terme

n—40gf(P)

2 f(P)

disparait. D’ailleurs, bien que les théoremes restent valables pour dim M = 4,
le résultat fondamental que nous obtenons sur les phénomenes de concentra-
tion, présenté au chapitre 3, n’est valable que pour dim M > 5. Le cas de la
dimension 3 est lui radicalement différent. O. Druet [10] a traité ce cas lorsque
f = cste = 1. L’introduction d’une fonction non constante n’apporte pas ici de
réelles difficultés, nous reprendrons donc rapidement la démonstration d’Olivier
Druet pour obtenir sa généralisation au cas f non constante. Cette dimension
fait intervenir de fagon fondamentale la fonction de Green de I'opérateur Ag +h.
Si cet opérateur est coercif, il existe une unique fonction de classe C?

Gp: M x M\{(z,z),z e M} - R

symétrique et strictement positive telle que, au sens des distributions, on ait
Ve e M :
AngGh(‘ra y) + h(y)Gh(x7 y) = 6113 .

En dimension 3, pour un point x € M, et pour y proche de x, G}, peut se mettre
sous la forme :

Gu(z,y) = + Mp(z) + o(1)

wdg(z,y)
ot o(1) est & prendre pour y — z. On appelle M}, (z) la masse de la fonction de
Green au point z.

On obtient une généralisation rapide des résultats d’Olivier Druet traitant
le cas f = cste :

Théoréme 6 :

Soient (M,g) une variété compacte de dimension 8 et une fonction f €
C*> (M) telle que Supf > 0 (I’hypothése (Hy) n'est pas nécessaire). Alors pour
toute fonction h faiblement critique pour f et g, et pour tout x € M ou [ est
mazimum sur M, on a Mp(z) <O0.

92
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La condition
apparait comme ’analogue de la condition

4(n—1)
n—2

n—4 Agf(P)
2 f(P)

que l'on avait en dimension > 4. Dans le cas f = cste, cette condition doit
étre valable sur tout M. La particularité de la dimension 3 est alors d’offrir des
fonctions critiques de toutes les formes :

Théoréme 7 :

Soient (M,g) une wvariété compacte de dimension 8 el wune fonc-
tion f € C®(M) telle que Supf > 0 (I’hypothése (Hy) n’est pas
nécessaire). Pour toute fonction h € C°°(M), posons B(h) = inf{B/ h +
B est faiblement critique pour f}. Alors h + B(h) est une fonction critique
pour f.

Enfin, en ce qui concerne I’existence de fonctions extrémales, on a le théoreme
suivant :

Théoréme 8 :

Soient (M,g) une variété compacte de dimension 3 et une fonction f €
C*(M) telle que Supf > 0 (I’hypothése (Hy) n'est pas nécessaire). Soit h
une fonction critique pour f et g. Alors au moins l'une des deux conditions
suivantes est remplie :

a/ : Il existe x € M ou f est maximum sur M tel que M (z) = 0.

b/ : (En tg) a des solutions extrémales.

Nous allons reprendre le schéma des démonstrations de I'article d’O. Druet,
I'introduction d’une fonction f non constante n’apportant pas de changements
notables ; essentiellement, la seule différence est qu’il faut se placer en un point
de maximum de f.

Notons qu’en dimension 3, 'exposant critique vaut 2* = =25 = 6.

Par ailleurs, en ce qui concerne la fonction de Green, le principe du maximum
montre que si 'on a deux fonctions h, k' telles que

h(P) > Sg(P) -

hs$ i,
alors pour tout x € M :
Mh($) > Mh/(l‘).
7.1 Démonstration du Théoreme 6
Elle est basée sur 'utilisation de fonctions tests particuliéres. Soient donc

f e (M) telle que Supf > 0 (I’hypothese (Hy) n’est pas nécessaire) et h une
fonction faiblement critique pour f et g. Par définition on a Vu € HZ (M) :

(/ fu|"2—n2dvg) ! < K(n, Supf /|Vu| dvg + /h.quvg)
M

(7.1)
Soit xg un point de maximum de f surM.
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11 existe une fonction ¢ € C*(M), ¢ > 0 avec ¢(xg) = 1 et Vp(zg) = 0,
telle que la métrique g, = o~ 4g vérifie

Sg@(l‘o) =0

et
detg, =1+ O(dgw (zo, x)5) (7.2)

en coordonnées normales autour de x (pour l'existence de cette fonction ¢ on
pourra voir I'article de Lee et Parker [25]) . Soit alors h,, la fonction obtenue par
la loi de transformation des fonctions critiques dans un changement de métrique
conforme :

he = 072 (Dgp + hp) .

Alors h,, est une fonction faiblement critique pour f et g,. Par la loi de trans-
formation du Laplacien conforme, on vérifie que

Gh, (w0, z) = o(z0)p(2)Gh(z0, 7)

ol G, et Gy, sont les fonctions de Green associées respectivement a Ag  + hy, et
a Ag + h. Alors comme ¢(zg) =1 et Vi(xg) =0, on a

Mh(xo) = th (:L'()) .

Grace a ces relations, il suffit donc de prouver le théoreme 6 pour h, , f et
g,- On peut donc supposer sans perdre en généralité que ¢ = 1 et supprimer
I'indice ¢ dans la suite.

Fixons maintenant une fonction cut-off n € C°(B(xp,26)), n = 1lsur
B(zg,d)avec § > 0 assez petit. On peut écrire la fonction de Green G}, sous
la forme :

woGp(zo, ) = d:((;)y) + B(z)

ou € C.(M\{zo}). Dans M\B(zo,J), 0 vérifie

B n(x) n(z)
Ag6+hﬂfng(dg(xmx))fhdg(xO)x). (7.3)

Et dans B(xg,9), § vérifie en coordonnées normales

h(z)

7dg(x0, . (7.4)

Agf+hp = —W&(ln(det g)) —

On pourra se reporter a ’appendice B pour quelques indications sur ces pro-
priétés de la fonction de Green. Par les théories elliptiques standard, on sait que
B € COM)NHE(M) et on a par ailleurs 3(zg) = waMp(z0). Le but est main-
tenant d’introduire des fonctions tests dérivées de celles présentées au premier
chapitre dans la relation (7.1). Pour € > 0 on définit

[N

ve(z) = (52 + dg(xo,x)Q)_

et

ue(x) = n(x)ve(x) + B(z) .
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Comme (h, f,g) est faiblement critique, nous avons pour tout € > 0 d’apres

(7.1)

K_Q(Supf)_% </ f|u6|6dvg) §/ |Vu5|zdvg+/ h.uZdvg (7.5)
M M M M

ot 'on note K =2 = K(3,2)2. Nous allons calculer les développements en ¢ des
deux membres de cette inégalité. On prend déja ¢ assez petit pour que f > 0
sur B(z,d), on rappelle que xy est un point ou f est maximum sur M. Nous
aurons besoin d’évaluer les intégrales de la forme

/ rPvldvg
B(z0,0)

en fonction de €, ot 7 = dg (29, ). Pour cela on utilise le choix de métrique que
nous avons fait, & savoir la relation (7.2), qui permet d’écrire

/ rPuldvg :/ rpvgd:ch/ O(rP+®)vldx
B(z0,5) B(0,6) B(0,6)

ou les intégrales du second membre sont a comprendre comme étant lues dans
une carte munie de la métrique euclidienne. A partir de la, on peut écrire

1
/ rPoldx = / P —dx
B(0,5) B(o,s) (e24712)2

0 1
= woy / P ——r%dr
EETSE

5le gpt2
= Wwo.gP7IT3 / —_ds.
o

14 s2)3
Alors, en écrivant foé/s = 0+°O + f_iéz on obtient :
Sig—p>3:
/ rPulde = wol, ,.cP973 + O(1) (7.6)
B(0,6)
Sig—p<3:
/ PP ~ iy P (ceT P 4 () (7.7)
B(0,5)
oul,, = Foo P2

0 (14s2)2
Notons a propos de ces intégrales que

e 2\—3 2 w3
wg/ (1+s*)7"s%ds = —
0

et que

400 ws
Ldz/ (14 s%)72s%ds = =
0
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ol l'on rappelle que w,, est le volume de la sphere S™.

Le calcul du développement du membre de droite de (7.5). ne présente stric-
tement aucune différence avec l'article d’O. Druet puisque notre fonction f
n’intervient pas. Le calcul donne :

—+o0
/ \Vu5|2dvg —|—/ hauldvg = 38_1w2/ (1+ s%)73s%ds + wa (o) (7.8)
M M 0
+oo
fh(xo)wz(/ (1+ %) tds)e
0
oo 1 1
+2h(;vo)w2[/ (1+5%)72(s+ (1 + 5%)2)ds]e + o(e)
0

Venons-en au calcul du membre de gauche, en indiquant les différences intro-
duites dans les calculs par la présence de f.

[ fitavg = [t s ),

M M

/ foldvg + 6/ folBdvg + 15/ folB%dvg + / fB%dvg +o(e™1)
B(I075) B(wo,é) B(10,5) M

- Comme 3 € C°(M), [,, 3% = O(1) = o(e™!). Il en va de méme pour
toutes les intégrales bornées indépendamment de € comme par exemple celles
du type fB(wm%)\B(%’[s) fnPvdpr, d’ott le o(e71) & la fin du développement ci-
dessus.

- Ensuite, comme 3 € CO(M) N H}(M) , il existe un 0 < a < 1 tel que
B € C%(M). Nous pourrons donc écrire

B(x) = B(wo) + O(r)
Nous utiliserons également deux développements de f en zy ou f est maximum
1 o
flx) = f(zo) + §5ijf(fﬂo)33sz] +0(r%)
fl@) = f(zo) +0(r?).

En introduisant ces développements et en utilisant (7.2), (7.6) et (7.7), on ob-
tient
- premierement

15/ fv§52dvg = 15f(x0)ﬁ2(x0)w210745_1 + 0(5_1)
B(wo,é)
- deuxieémement
6/ fo2Bdvg = 6f(x0)/ v2 Bdvg + 6/ O(r?)v2 Bdvg
B(z0,9) B(z0,9) B(z0,9)
— 6f(x0)/ v?ﬂdvg + 0(5_1) .
B(z0,9)

En utilisant les équations (7.3) et (7.4) vérifiées par § et le fait que

_9.2,5
Aeve = 30



La dimension 3. 97
les calculs de 'article d’O. Druet donnent alors
6/ fv?ﬁdvg = 2w2€_2f(x0)ﬁ(a:0)
B(z0,6)
+OO 1 1
+2f(x0)h(xo)w2[/ (14 52) 4 (s 4+ (1 + 525 )ds]e~! + o(c™1).
0

- Enfin

1 o
[ ntase =g [ ot goufo) [ aents [ o6
B(z0,9) B(z0,9) B(z0,6) B(z0,9)
= f(l‘o)wgfo,ﬁfizs — Agf(l'o)(JJQIQ,6571 + 0(571) .

Finalement
/M fugdvg = f(l‘o)wglo)ﬁf_g — Agf(l‘o)wgfg)ﬁf_l + 15f(x0)ﬁ2(x0)w2[074€_1
+OO 1 1
2 f(w0)B(a0) + 2 ool [ (14 H (54 (14 2ol
0
+o(e™1)
D’ou

Gd K _ lé -1 _ Dgf(zo) 8&] 2 2 16wo
Mf|u5| Vg = f($0)3 5 [5 T(zo) 3ws 2,66 + 08 ($0)5+ 303 (550)
3 hwo)wal fy (14 57) 73 (s + (1 + 57)3)ds]e + o(e)]

3ws

En notant que

K(Supf) ™8 = K2 f(a0) ) = Sl f(ao) 3
on obtient finalement :
K (Supf) ( /M f uEdeg> T s 2 Ba) + s (o) — AJ%(J;%O)IQ,@
+2h(a:0)w2[/0+oo(1 +52) 77 (s 4 (14 5%)7)ds]e
+o(e). (7.9)

Maintenant on écrit que (h, f,g) est faiblement critique, & savoir que

. 3
K=2(Supf)™s </ 1 lucl® dvg) S/ |V |? dvg —|—/ h.uZdvg (7.10)
M M M M
d’onr avec (7.8) et (7.9)

+oo
wgﬁ(mo)—i—h(azo)wg(/o (1+82)_1ds)5+125w352(x0)8—Whﬁe—i—o(e) <0.

Ceci étant vrai pour tout € > 0, on a

waf(x0) <0
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et donc

My (xz0) < 0 si zp est un point de maximum de f
Il est intéressant (et un peu surprenant) de noter que %(:)0) apparait en di-

mension 3 & un ordre tel qu’il n’intervient pas dans la condition Mp,(xo) < 0.

7.2 Démonstration des théorémes 7 et 8

Soit h € C°°(M). D’apres les définitions, il existe B > 0 tel que h + B est
faiblement critique; il suffit que h + B > ByK 2. Si I’on pose

B(h) = inf{B/h + B est faiblement critique pour f},

alors, quitte & changer h en h + B(h), on peut supposer que B(h) = 0.
Pour ¢t > 0 posons

A=  inf (/ |vu|§dvg+/(h—t)u2dvg).
M M

ueH?2, [u?" =1
Alors par définition de B(h), pour tout ¢t > 0 :

A < K~Y(Supf)~s
M

et pour t =0 )
A =K' (Supf)”s
M

Il existe donc pour tout ¢ > 0 une fonction u; > 0 solution de

Agut + (h — t)ut = )\tfuts

/M fui = /M Jui =1

Clairement, (u;) est bornée dans H? et donc quitte a extraire, u; — wug fai-
blement dans H?Z. Si ug # 0, ug est minimisante pour (h + B(h), f,g) et donc
h+ B(h) est critique.

Supposons donc maintenant que ug = 0. La suite développe un phénomene
de concentration. Comme au chapitre 3, on sait qu’il existe une suite de
points (z¢);>0 convergeant vers un point de concentration xo € M, qui est
nécessairement un point ou f est maximum sur M, tels que

avec

_1
ug(xy) = Supprug = py 2.

De plus, nous avons les estimées fortes

1

g 2dg(z, x)ue(z) < C (7.11)

et par un résultat d’O. Druet et F. Robert que nous avons cité a la fin du
chapitre 3 :
wa

o ag) ) 2

_1
fhy 2up — 2
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dans C2 . (M\{zo}) quand ¢t — 0 et ot I'on rappelle que f(zo) = Supf. Enfin,
M

a partir des estimées fortes, on peut obtenir une estimée sur le gradient par les
méthodes elliptiques standard ; ce genre de méthode sera présentée a ’appendice
B lors de la construction de la fonction de Green.

py 2 dg(w,74)? [Vu(z)|g < C (7.13)

Maintenant, pour d > 0 on se place dans des cartes exponentielles autour des
x; en posant

g = exp, g

Ui(z) = wug(exp,,(v))

et

fi(z) = flexp,, (@)
hy = h(exp,,(2)).
A la différence des dimensions > 4, il faut utiliser I'identité de Pohozaev plutot
que 'inégalité de Sobolev pour obtenir le résultat :
B
9B(0,6) 2

1
**/ ﬂt(VEt,l/)edO'e (714)
8B(0,5)

1
/ (%0 + =Ty) DN Tpda = 5 V> — (Vi v)?]do.
B(0,5) 2 )

2

o v est le vecteur normal unitaire extérieur. Avec (7.13) et (7.14), on obtient

2 1 e e
Mnmufl/ (=000, + sW) Aetydr = 6 [*‘VG ~ (VG v)ildoe
4wy 3300 B(0,6) 2 2

2
e

9B(0,8)

1 -
—= / G(VG,v)edo.
2 JaB(0,5)

ou N
G(z) = Gr((wo, exp,, (7)) .

On veut calculer la limite du membre de gauche. On commence par développer
le laplacien :

Ay = Dg,ug + (g — §9)0;5uy — gijr(gt);?amﬂt
et on écrit
ko — o, 1 — ko — o 1_ —
(20T + =) D Updx = (x0T + -TUy) Dg, Tpdx
B(0,5) 2 B(0,8) 2
1 y y
+/ (z"ona: + ) (g) — 69)0,jurdx
B(0,6) 2

o 1 s ma —
—/ (:vk(?kut—l—§ut)gtJF(gt)ij8mutdx.
B(0,6)
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Alors, avec ’équation vérifiée par les u; et quelques intégrations par parties,
cette expression devient

1 — 1 — A —
/ (2*OnT + ~Ty) A Tpdx = / ((he — t) + 2" Oy ulda — —t/ wWakdy fdx
B(0,6) 2 B(0,5) 2 6 JB(0,)
1 g
—/ (Ikakﬂt + *ﬂt)ajg;j 8mtdx
B(0,8) 2
1 g
+= / t* O}’ 0,10 dx
2 /B(0,s)

1 ..
—/ (.’Ekakﬂt + fﬂt)gzjl—‘(gt)zamﬂtdm
B(0,) 2

9 / (hy — t)yuzdo, + ﬁa fabdo,
2 JaB(0,5) 6 JoaB(0,s)
1 L
+ / (z*opT: + =) (g} — 0Y)v;0iurdo.
8B(0,0) 2
1)

—— / (g — 690w, 0;udo .
2 JaB(0,5)

La principale différence avec le cas f = cste traité par O. Druet est le terme
A _
zt ok oy fda .
6 JB(0.)

Maintenant, grace aux estimées fortes (7.11) a (7.13), on peut calculer la limite
que ’on cherchait, en notant que
oe’| < Ol

et )gijf(gt)?}-

< C|z

ce qui permet d’appliquer le théoreme de convergence dominée de Lebesgue,
pour obtenir

~ 1 ~ ~ ~ 1=~ L
/ (h + =2*0,h)G?dx — / (2"0,G + =G)0;g) 0:Gdx
B(0,6) 2 B(0,5) 2

1 o~ ~ 1~ .. ~
+= / 2*0,g) 0,G0;Gdx — / (2" 0nG + SG)g (g} O G
2 JB(o,s) B(0,5) 2

2
—lim[@ﬁﬂfl/ ay o fda]
=0 gy 32 © B(0,6)
1) ~2 - -
=5 [ ]va — (VG 1) (VG v)gldo.
9B(0,5) 2 e

! GVE, V)gdoe + 2 hCdo,
2 & 2
9B(0,5) 9B(0,5)

ot h=ho exp,, et g = expj g.
La différence par rapport au travail d’O. Druet est donc la présence de la
limite

t—0

lim [ / wSah oy f ,dx]
B(0,6)
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Mais par changement d’échelle

,u;l/ ko fodx ~ / ﬂ?wkc‘?kﬁdvgt—i—/ ﬂ?mkakﬁdvgt .
B(0,5) B(0,R) B(0,6u; M)\ B(0,R)

Or
5 Cloe o 7
Ocft =% O f(0)

et
cl

oc

ﬂt =°u
ou u est radiale, telle que u; < cu et fRn xF% < +o00. Par conséquent
/ aﬁxkakﬁdvgt — 0
B(0,R) t—0
a R fixé car u est radiale, et

lim (lim W oy fdvg,) = 0
Rtoo t=0 /g0 s W\ B(O.R) y

car fRn zFu < +oo et Mfl — +00.
On a donc en fait

~ 1 ~ ~ ~ 1~ L
/ (h + ix’“akh)GZdz - / (z*0,G + EG)ﬁjg?&Gdaj
B(0,5) B(0,9)
1 o~ o~ ~ 1~ .. ~
+= / 0, gy’ 0,G0;Gdx — / (z*0kG + 5G)g’ T(g1) )} O G
B(0,5) B(0,8) 2

2 _ -
— (VG,v)(VG,v)gldo,

11 ~
= 5 E ‘VG
9B(0,5) 2

1 ~ _~ ) ~~
-= / G(VG,v)gdoe + = / hG?do,
2 JaB(0,s) 8B(0,9)
c’est a dire exactement la méme égalité que dans le cas f = cste. Le principe est
alors de calculer un développement de chaque terme quand § — 0 pour trouver

c’est a dire

La fonction f n’intervenant plus, il n’y a aucun changement, a partir de
la, avec l'article ’O. Druet (rappelons quand méme qu’il faut se placer aux
points de maximum de f). Néanmoins celui-ci ne présentant que peu de détails,
et dans un souci de lisibilité de cette these, nous indiquons rapidement ces
développements sous ’hypotheése que la métrique g est plate au voisinage de
zo; le cas général est identique, seulement un peu plus long.

Il reste de I’égalité ci-dessus
Lom N2
5|vé| - (V&2

2
e

/ (i + Lok oy GPds = &
B(0,5) 2

9B(0,6)

1 - -
—= / G(VG,v).do. + é/ hG?do, .
2 JoB(0,5) 2 JaB(0,5)
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On rappelle alors que, en notant r = ||,
~ 1
woG = - + Mp(zo) + a(z)

ott a(0) =0 et a € CO"(B(0,6)) pour tout 0 < n < 1, a € C*(B(0,5)\{0}).

On a v = Vr, et on développera h sous la forme

h = h(0) + 2*0,h(0) + o(r) = h(0) + O(r) .

On utilise alors pour k entier relatif différent de -3

/ rk = ok ts
B(0,6)

/ r*do. = wed* 2.
9B(0,5)
0

7/ hG2do, = 16 + 0(8) = O(6) .
8B(0,5)

et pour k entier relatif

Ainsi
2

Comme (h + %zkﬁkﬁ)a@ est continue en 0
~ 1 IO
/ (h 4 =2*0,h)G2dx = O(6) .
B(0,6) 2

On montre que (Vr, Va) = O(r"!) et cela permet d’obtenir

1 -~
_7/ G(VG,v)edoe = 2 My (z0) + 261 + 0(6)
2 JoB(0,5) 2 2
et 1 )
5 E ‘vé — (VG v)¥do. = — 2571 + 0(5).
9B(0,6) 2 e 2

En ajoutant ces quatre développements, on trouve
%Mh(xo) +0(5) =0
et donc en faisant tendre § vers 0
Mp(z9) =0

Autrement dit, si les u; se concentrent en un point xg, nécessairement My, (zo) =
0. Mais dans ce cas, pour toute fonction h' < h, h/ # h, on a par le principe du
maximum

My (z0) >0

et donc, par le premier théoréme (théoréme 6), b’ ne peut étre faiblement critique
pour f et g; donc (I, f,g) est sous-critique. Par définition (h, f,g) est donc
critique.

Le théoreme 8 découle immédiatement de cette démonstration.



Chapitre 8

Remarques sur le cas limite
et le cas dégénéré. Quelques
questions...

8.1 Cas limite et cas dégénéré

Dans le théoreme 1 démontré au chapitre 3, et dans la plupart des théorémes
qui en découlent, nous faisons deux hypotheses importantes :

(H1) : en rappelant que si (h, f,g) est un triplet faiblement critique,
nécessairement, au points de maximum de f, h(P) > 22-5,(P) —

4(n—1)
(7Lg(272£754) AJ%(fF(,;D), nous avons fait dans nos théorémes I’hypothése que cette

inégalité était stricte :

h(P) >

n—2 (n—2)(n —4) Agf(P)
4(n—1)5g(P)_ 8(n—1)  f(P)

(H2) ou (Hy) : Nous avons supposé que le Hessien de la fonction f était non
dégénéré en ses points de maximum.

Nous avons évidemment essayé de nous passer de ces hypotheses, sans
succés... Nous voulons proposer quelques remarques et explications concernant
ces deux hypotheses.

Tout d’abord, en gardant 'hypothese (H1), nos théoremes 1, 1’ et 1”7 restent
valables si 'on suppose que Ag f(P) = 0 au points de maximum, ce qui implique
évidemment que le Hessien est dégénéré (il suffit de remarquer qu’avec les no-
tations du chapitre 3, partie 3.3, A} < 0). Nous sommes donc dans la situation
ou les théoremes fonctionnent dans deux cas extremes, Hessien non dégénéré et
Laplacien nul.

En ce qui concerne (H1), E. Hebey et M. Vaugon [20] ont montré dans le
cadre de leur étude sur By(g), qui correspond pour nous au cas f = cste, le
résultat suivant :

Supposons que la variété (M, g) est de dimension > 7, et soit h une fonction
ctirique (pour g et 1). Notons T = {z € M/ h(z) = ”7725 «(z)}. Rappelons

que dans ce cadre on a toujours h > 4(n 1)S sur tout M et que I’hypothese

(H1) devient h > (n 1) Sg. On suppose alors que pour tout point x de 7' :
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1 : le tenseur de Weyl est nul sur un voisinage de z, et

2:V2(h— 4&77_21)5%) est non dégénéré en x

Alors h a des fonctions extrémales.

On remarque alors que l'on immédiatement a partir de leur démonstration
le résultat, un peu artificiel, suivant :

Supposons que la variété (M,g) est de dimension > 7, et soit (h, f,g) un
triplet critique. Notons Ty = {x € M/ f(z) = Maxzf et h(z) = 2% Sg(z) —

4(n—1)
(ng(zrz(fl;@ Aj%(flﬁf)}. On suppose alors que Ty n’est pas dense dans M et que

pour tout point x de Ty :
1 : le tenseur de Weyl est nul sur un voisinage de x,

n—

2 :V%(h— 4(7—21)5%) est non dégénéré en x,

3: Ngf(x) =0siaz €Ty, et on suppose de plus que le hessien de f est non
dégénéré aux points de marimum qui ne sont pas dans Ty.

Alors (h, f,g) a des fonctions extrémales.

L’intérét de ce résultat est de montrer qu’il existe des triplet critique (h, f, g),
avec f non constante, qui ne vérifie pas (H1) et qui ont des fonctions extrémales.
Indiquons tres rapidement le schéma de leur démonstration.

On choisit une fonction plateau 6 dont le support est disjoint de ’ensemble
des points de maximum de f. Soit hy = h — t0; h; est sous-critique pour tout
t tendant vers 0. On a alors une suite de solutions minimisantes u; associées
aux équations Aguy + hyuy = fuf*fl. La encore la suite u; converge dans H12
vers une fonction u. Si w > 0 on a une solution minimisante. Si u = 0, toute
I’étude sur les phénomenes de concentration du chapitre 3 est valable. Le point
nouveau utilisé par E. Hebey et M. Vaugon est une sorte d’amélioration de la
concentration L2. Notons qu’il n’existe qu’'un seul point de concentration, noté
Zg, et que c’est un point de maximum de f. E. Hebey et M. Vaugon montrent
que si dim M > 7 alors pour tout rayon § > 0 :

li fM\B(zo,é) dg(z, m0)*uidvg 0 .
50 J dg(z,z0) 202 dvg (8.1)
B(xzo,5) Y&\l o) Uy Glg

Si le Hessien de f est non dégénéré en xg, on reprend la démonstration du
chapitre 3 pour aboutir a une contradiction. On peut donc supposer que z¢ € T.
Par I’hypothese 1, on peut identifier B(zg, ) munie de la métrique g a la boule
euclidienne B(0,0) en identifiant 29 & 0. Mais alors en reprenant les calculs du
chapitre 3, partie 3.3, c’est a dire I'inégalité de Sobolev euclidienne dans laquelle
on “injecte” ’équation vérifiée par u;, on obtient

¢ c
/ he(nug)? < Ay + (572/ uf < 52 u?
B(z0,9) B(z0,0)\B(x0,6/2) B(x0,0)\B(x0,6/2)

car By = C; = 0 puisque la métrique est plate au voisinage de xg, et puisque,
c’est 1a le seul point & remarquer si f est non constante, A; < 0. L’hypothese
2 signifie que h¢, qui est égale a h sur B(z, ) si on choisit § assez petit, a un
minimum strict en zg et que ce minimum vaut 0=Sg. Un développement limité
de h; en xyp montre que

[ e = af? u;?
B(.’EQ,(S) B(IE(),(S)
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pour un réel A > 0. Mais alors

A/ 2l w? < W< / | uf
02 o4
B(z0,5) B(z0,6)\B(20,6/2) B(w0,6)\B(20,5/2)

ce qui contredit (8.1).

Notre sentiment est alors le suivant. Reprenons la remarque finale du chapitre
3 : le principe est de faire un développement limité en fonction de u; des deux
membres de I'inégalité issue de celle de Sobolev, au sens ou, apres changement
d’échelle, on évalue les intégrales en fonction de ce parametre fondamental.
On obtient ainsi a partir de 'inégalité de Sobolev dans laquelle on introduit
I’équation vérifiée par uy; :

-2 (n— 2)(n— 4) Agflao)
oD% ™ 50— fao)

Or en reprenant le détails des calculs fait au chapitre 3, on constate que dans les
développements limités effectués, les coefficients des termes d’ordre 2 en p; sont
les seuls qui soient intrinseques, c’est a dire invariants dans les changements de
cartes ( exp;tl). En effet, au premier membre ou l’on développe h, on obtient
(apres h(zo)) les dérivées premieres 9;h(xo), tandis qu’au second membre (apres
Ngf(z0)) ce sont les dérivées d’ordre 3 qui apparaissent ; on peut faire le méme
constat pour le développement de la métrique. Maintenant, si I’on regarde les
hypotheses du résultat d’E. Hebey et de M. Vaugon, on constate qu’elles re-
viennent a assurer la nullité des termes d’ordre 2 en p; et a faire porter le poids
du développement sur les termes d’ordre 4 (la situation technique du résultat
permet de ne pas faire apparaitre de termes d’ordre 3), la contradiction s’obte-
nant grace a la condition de non dégénérécence de V?(h — 4&7:21)5;)7 condition
intrinseque, et portant sur les termes d’ordre 4. Ces remarques étant faites, on
peut alors constater en ce qui concerne ’hypothese (H2), bien que cela soit
moins évident, que d’apres la théorie de Morse élémentaire, seuls les points cri-
tiques non dégénérés ont un sens intrinseque. Il semble donc, si 'on veut se
passer de H1 ou H2, qu’il faille soit trouver un autre parametre intrinseque a
faire apparaitre, soit trouver une méthode radicalement différente pour prouver,
ou infirmer, les théoremes établis dans notre travail. Remarquons que ’on pour-
rait étre tenté d’utiliser 'identité de Pohozahev comme en dimension 3 pour
résoudre le probleme, mais en fait on tombe sur la méme difficulté. En effet, si
I’on insere ’équation dont est solution u; dans cette identité, on obtient apres
quelques calculs, et, pour simplifier, en supposant que la métrique est plate au
voisinage de xg :

h(wo)p; < ( )i + o(p?)

/ n*(2hs + zk(?kht)ﬂfdx + /
B(0,8)

a(n)uids + M / Bn)fiay dz <0
B(0,5)

B(0,5)

et 'on voit que les développements limités de h ou f vont faire apparaitre les
mémes termes au mémes ordres.

Mais I'on peut dire plus en ce qui concerne ’hypothese sur le Hessien de f
aux points de maximum. Comme nous ’avons vu au chapitre 3, cette hypothese
et la démonstration du théoreme 1 sont étroitement liées a la ”seconde inégalité
fondamentale”

dg (2, o)
Mt

<C
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que I’on peut obtenir pour une suite (u;) de solutions d’équations Agus+hy.uy =
n+2
At f.ul ™% se concentrant. Or, on peut construire une suite de fonctions solutions

d’équation de ce type vérifiant tous les phénomenes de concentration, mais ne
vérifiant pas cette estimée. Considérons en effet la sphere S™ munie de métrique
standard s. Si on reformule les résultats connus (c.f. par exemple [17]), il existe
une unique fonction critique pour 1 et s, & savoir

n—2 n—2

C4n—1)"° 4(n-1)

et cette fonction critique possede comme fonctions extrémales d’une part les
constantes, et d’autre part les fonctions de la forme

u=a(b— cosr)_%

oua # 0,b > 1, et r est la distance géodésique a un point fixé de S™. Considérons
alors sur S™ une suite de points x; convergeant vers un point g, et posons

n—2 n—
wp =y 2 (p2 41— cosrt)_T2

ou ri(z) = ds(z, x¢) et py est une suite de réels convergeant vers 0. Alors

/ uf*dvs =1
M

et on obtient ainsi une suite de solutions de 1’équation

n—2 nt2

Asut + m.ut = K(n, 2)72’&{172

ol le second membre ne vérifie pas (H), avec

n—2

Suppug = ug(xe) = py > .

Cette suite se concentre et vérifie toutes les propriétés a/ & d/ exposées dans la
quatrieme partie du chapitre 3, ceci quelque soit le choix de la suite z; — g
et de la suite p; — 0. Par symétrie sphérique, on peut facilement trouver deux
suites (z¢) et () telles que

ds (¢, z0)
Ht

— 400

en prenant par exemple 1y = dg(x¢, 70)>.

Encore une fois, il semble que ’hypothese faite sur f ”fixe” la position du
point de concentration, et ainsi ”impose” une vitesse de convergence a la suite

(It).
8.2 Quelques questions et perspectives.

Nous avons vu que I’étude des équations Agu+hu = fu? 1 était lide & celle
des meilleures constantes dans les inclusions de Sobolev de H? dans L+ Dela
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méme maniere, 1’étude des inclusions de Sobolev de HY dans L%, ol np—_"p est

I’exposant critique, et des meilleures constantes associées, passe par 1’étude des

équations de la forme -
Apu A+ hu = fun—r"!

ou Apu = fV(|Vu|§72 Vu) est le p-laplacien; voir par exemple O. Druet, E.

Hebey [11] et Z. Faget [14]. La aussi les méthodes variationnelles sont & la base

de I'étude : la fonctionnelle considérée est

I(u)=/|w|g+/hup

d’ou le lien avec l'inclusion de Sobolev

(/unpfp)n;p SK(n,p)/\VuﬁJrB/up

ou K(n,p) est la meilleure constante associée. Le résultat de départ est encore
le suivant : Si

Inf I(u) < K(n,p)~*(Supf)~ "+

j‘uﬁzl

alors I’équation a une solution minimisante u > 0 (sachant que 'inégalité large
est toujours vraie). On voit donc qu’il est facile d’étendre la définition des fonc-
tions critiques a cette situation. Il serait alors intéressant de savoir si I’on peut
trouver des résultats analogues a ceux de notre travail dans ce cadre.

Rappelons également une question que nous avons soulevée a l’issue du cha-
pitre 6 :

f étant donnée, existe-t-il des fonctions critiques constantes ?

Cela donnerait en quelque sorte une ”seconde meilleure constante By(g, f)”
liée a f.
Terminons sur une question qui s’impose a l’issue de ce travail :

-Pour une fonction h quelconque sur M, existe-t-il des solutions (non
minimisantes) a Agu + hu = fu21e

Nous avons en effet vu que cette équation avait des solutions (minimisantes)
si h est sous-critique et si h est critique avec les hypotheses (H1) et (H2). Par
contre, les théories variationnelles ne donnent aucune réponse si h est supérieure
(et différente) a une fonction critique, ou si Ag + h n’est pas coercif. Dans ce
cas, si des solutions existent, elles ne peuvent étre minimisantes. Il faut donc
employer d’autres méthodes pour étudier ces cas. Voir A. Bahri [4] qui traite le
cas f = cste et 3 < dimM < 6.



Chapitre 9

Abridged English Version

9.1 Introduction

In the beginning was the Yamabe problem :

Yamabe problem : Given a compact Riemannian manifold (M,g) of
dimension n > 3, does there exist a metric g’ conformal to g having constant
scalar curvature ¢

If we write g’ = uﬁ.g where u > 0 is a smooth function on M, the scalar
curvatures are linked by the partial differential equation :

n—2 n—2 n+2
JEE— g — yun—2
=1 8" T g o) e

Agu +

where Sg is the scalar curvature of g and where Ag = —V'V;, is the Riemannian
laplacian of g.

To solve the Yamabe problem, one therefore has to prove the existence of a
solution u > 0 to this partial differential equation when Sy is a constant. More
generaly, the prescribed curvature problems, which consist in deciding, given a
smooth function f on M, if f is the scalar curvature of a metric conformal to g,
come down to prove the existence of a positive smooth solution u to the above
equation when Sy is replaced by f.

These problems launched the study of elliptic PDE on compact Riemannian
manifolds of the form

n+2

(Eh,f,g) : Agu + hau = fu n—2

In all this paper M will be a compact Riemannian manifold of dimension n > 3,
we will use the letter g or g’ to denote a Riemannian metric on M ; h and f will
always be smooth functions on M. We will always suppose the functions to be
smooth, however in the definitions and in most of the theorems, continuity is in
general sufficient. Beside, we will keep these notations, letter g for the metrics,
letter h for the function on the left of equation Ej f g, (defining the opperator
Ag+h); and letter f for the function on the right of the equation ; the unknown
function will be designated by wu.
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One of the possible methods to study these equation is the use of variational
methods, which have the advantage of giving minimizing solutions, or solution
of minimal energy. If one multiply equation (Ej f¢) by u and integrate over M,

one gets
2n_
/ |Vu|§dvg+/ h.u2dvg:/ flul"=2 dvg
M M M

The variational methods therefore lead to consider the functional
I g(w) = / \Vw@ dvg + / h.aw?dvg
M M

defined for w € HZ(M), the Sobolev space of L? functions whose gradient is
also in L2, and the minimum of this functional

Ah.fg = wienﬁf—rhyg(w)

on the set
Hy={we Hf(M)//Mf 0] 7% dug = 1}.

The Euler equation associated with the minimization problem of this functional
by a function u such that

nglu) = inf Iy g(u)

is indeed exactly
n+2

(Ehaﬁg) : Agu + hu = /\h,ﬁg-f.um

where Aj, ;e appears as a normalizing constant due to the condition

/ f|u|% dvg = 1.
M

It is sometimes usefull to consider the functional

[oy V|2 dvg + [, haw?dv
Tnpg(w) = H—8 =M =

(s f 1wl ™ dvg) ™

and the subset of HZ(M) where it is defined

"2 dyg > 0},

Hj = {we HOn/ [ flo
M
One then consider the minimisation problem by a function w such that

Inrg(u) = inf Jypg(w),
'w»E’H}r
the Euler equation being identical but without the normalizing constant. This
functional sometimes present the advantage of being homogeneous in the sense
that Jp s g(cw) = Jp, r.g(w) for any constant c. One therefore see that

inf I, o(w) = inf Jp, w) = Ap,
weH; ,g( ) weH}r 7f,g( ) g
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This functional J also has the particularity, when h = 4&7__21)Sg, of being in-
variant by conformal changes of metrics; it is therefore especially usefull when
studying problems of prescribed scalar curvatures. We shall mostly use I g and

H¢, but for some problems Jj ¢ will prove to be more convenient when we

shall want to avoid the constraint [, f |u|% dvg = 1.

We will say that a function u € HZ(M) is a solution of minimal energy,
or a minimizing solution, if either I, g(u) = Ap fg with [}, fu’%z2 =1, or
In,1.e(w) = A, r.g. Then, up to multiplying it by a constant, u is stricly positive
and smooth, and it is a solution of

n+2

(Entg) : Dgu+hu= Ay pg.fun=

with or without the normalizing constant which can always be supressed just by
multipliying again u by a constant. Please, note that we will use these notations
(En, 1) and Ap g throughout all this article.

Th. Aubin discoverded a very important relation between equation (Ej, ¢g)
and the notion of best constant in the Sobolev imbedding theorems. Remember

that the inclusion of HZ(M) in LP(M) is compact for p < -2 and only conti-

nuous for p = 2% which is called the critical exponant for the Sobolev imbed-

dings and will be noted 2* = 2. The continuous imbedding H7 (M) C L* (M)
is expressed by the existence of two positive constants A and B such that :

Yu € HE (M (/ |u\" 2dvg> <A/ |Vu\ dvg+B/ u?dvg  (9.1)

The best first constant is the minimum A that one can put in (1) such that
there exist B with (1) still true. It was proved by E. Hebey and M. Vaugon [19]
that this minimum is attained, and its value is known to be the same as for the
sharp euclidean Sobolev inequality,

4

Apin = K(n,2)* = ——
n(n — 2wy

where w,, is the volume of the unit sphere of dimension n. One then take By(g)
to be the minimum B such that (1) remains true with A,,;, ; it is proved that
Bo(g) < +0oo [?]. The inequality : Vu € HZ(M)

n=2
( |u|% dvg> < K(n,2)2/ |Vu|zdvg +Bo(g)/ u?dvg (9.2)
M M M

is then sharp with respect to both the first and second constants, in the
sense that none of them can be lowered. If the value of the best constant
Apmin = K(n,2)? is known and independent of the manifold (M,g), on the
other hand, By(g), as the notation indicates, depends on the geometry and its
study is difficult ; it is for this purpose that ”critical functions” were introduced
by E.Hebey and M.Vaugon [20]. When there shall be no risk of confusion, these
constants will be denoted by K et By.

As a remark, note that because of the compacity of the inclusion HZ(M) C
LP(M) for p < 2*, standard variational methods and elliptic theory give rapidly
existence of minimizing solutions of the equation Agu + hu = f.uP~! when
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Ag + h is a coercive operator. The case p = 2* is therefore already a limit
case. (Very little is known for p > 2* without additional hypothesis, like e.g.
invariance by symetry, see [15].)

The best constants in the Sobolev embedding appeared in the study of equa-
tions (Ep, re) when Th. Aubin proved the following theorem :

Theorem (Aubin). For any Riemannian manifold (M,g) of dimension n > 3,
any function h such that Ag + h is a coercive operator, and any function f such
that Supf > 0, one always has

M

1
K(n, 2>2<sﬁpf>%

Ahfg <

Furthermore, if this inequality is strict, then there exists a minimizing solution
for (En t.g)-

This theorem is the starting point of all this work. It proves the existence of
minimizing solutions to equation (Ej, ;) under the hypothesis :

1
K(n, 2>2<sﬁpf>¥ '

Abfg <

Our work is essentially concerned with the problem of the existence of minimi-
zing solutions to these equations (Ej, f¢) in the ”critical case” where

1
K(n, 2)2(%”)”74 7

Ahf.g =

problem which is normally not solved by variational methods. It is for the
study of this problem that we are now going to define the ”critical functions”.

Let us first review the datas :

Datas : Throughout this article, (M, g) will be a compact Riemannian ma-
nifold of dimension n > 3. We let f : M — R be a fixed smooth function such
that Supf > 0. Let also h : M — R be a smooth function with the additional

hypothems that the operator Ag + h is coercive if f is not positive on all of M.
(Remember that continuity of h and f is sufficient in the definitions and in most
of the theorems. Also, if f < 0 on M, classical variational methods already give
a lot of results for the existence of solutions; therefore Supf > 0 is the most
interesting case.)

Definition 1. With these datas, and with the above notations, we say that :
— h is weakly critical for f and g if A =
! for Frand & ¥ dnss = s
M
— h is subcritical for f and g if A g < —L
K(n,2)?(Supf) »
M
— h is eritical for f and g if h is weakly critical and if for any function
k < h, k# h such that Ag + k is coercive, k is subcritical.
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Using the theorem of Th.Aubin, we can give an equivalent definition of
critical functions. Indeed, using this theorem, it is easy to see that if h is weakly
critical and (Ej fg) has a minimizing solution u, then h is a critical function;
just note that for k < h, k # h, I g(u) < I g(u). Therefore, we can give the
following equivalent definition :

Definition 2. A function h is critical for f and g if :
— for any continuous function k < h, k # h such that Ag + k is coercive,
(which is the case as soon as k is close enough to h in C°), (Ey tg) has
a minimazing solution,
— for any continuous function k' > h, k' # h, (Ew j¢) has no minimizing
solution.

Remark : if h is weakly critical for a positive function f, necessarily, Ag + h
is coercive ; just use the Sobolev inequality.

Critical functions are thus introduced as ”separating” functions giving rise
to an equation having minimizing solutions, and functions giving rise to an
equation that cannot have any such solution. We therefore have transformed the
problem of the existence of minimizing solutions when Ay f g = ﬁ
K(n,2)?(Supf) =
to the problem of existence of minimizing solutions to (Ej r¢) when h is a critical
function.

Before passing to the theorems proved in this work, we have to give two very
important properties of critical functions.

First, they transform in conformal changes of metric exactly like scalar cur-
vature : indeed, let w € C°(M), u > 0 and g’ = uﬁg a metric conformal to
g. Let also h be a smooth function. We set

Agu+ hou
n+2 *
un—z

h' =

Then, some computations show that h is critical for f and g iff A’ is critical for

fand g'.
Second, we come back to the evaluation of Ay ¢ g. Th. Aubin introduced, in
the functional Jj f ¢ the following test functions :

(L)t (A8 ifr<d
z/%(Q)—{ i 0 ffrzé

where : § < injM (the injectivity radius of M), P € M is a fixed point, k € N*,
and where r = dg(P, Q). When dimM = n > 4, we get, if P is a point where f
is maximum on M :

JIh, fs g(wk) =

1 4(71 1) n—4 Dgf(P)) 1
(n2)2(5u;0f) {1+n(n 4)( h(P) = 5g(P) + %5 7(P) )k}+o(

)

x|

We therefore get the following important proposition :

Proposition 1. If dimM > 4 and if h is weakly critical for f and g (thus in
particular if it is critical), as Ap,jg = —2, necessarily, if P is a




Abridged English Version. 113

point of maximum of f :

=) = sy(p) - mp el

Remark : if f is constant on M, this means that %h > Sg on all of M.

Note also that in dimension 4, the term A}g(f;f) disappears.

9.2 Statement of the results

In all what follows, we will make the following hypothesis :
Hypothesis (H) : We now suppose that dimM = n > 4. We suppose that
all our functions h are such that Ag + h is coercive. Also, f will always be a
smooth function such that Supf > 0. We will denote Max f = {x € M/f(z) =
1

M
Supf}.
M

Our first theorem concerns the existence of minimizing solutions to (Ej f,g)
when h is critical.

Theorem. If h is a critical function for f and g, (h, f,g verifying H), and if
for all point P where f is mazimum on M, we have

4(n—1)
n—2

n—4 Agf(P)
2 f(P)

then there exist a minimizing solution for (Ep, f.g).

h(P) > Sg(P) —

This theorem is an immediate consequence of the following result, more
general but more technical in its statement. (Just take hy = h — ¢ to get the
theorem above.)

Theorem 1. Let h be a weakly critical function for f and g, (assuming hypo-
thesis H). If, for all point P where [ is mazimum, we have

4(n—1)
n—2

_n—4Agf(P)
2 f(p)

and if there exists a family of functions (ht), he £ h, hy being sub-critical for
all t in a neighbourhood of a real ty € R, and such that hy T h in C%, then
—10

h(P) > Sg(P)

there exists a minimizing solution for (Ey, rg), and therefore, h is critical for f
and g.

E. Hebey and M. Vaugon, in the context of their study of By(g), proved this
theorem in the case where f is constant, and as them, we base our computations
on the article of Djadli and Druet [9]. The presence of a non-constant function
f on the right of equation (Ej, ¢g) introduces new difficulties in the proof, and
requires the use of very powerfull estimates concerning concentration phenome-
na’s, called CY — theory, due to Druet and Robert [13]; the use of CY — theory
was kindly suggested to us by E. Hebey. Also, an alternate proof, not using
C® — theory, thus in some sense more elementary, but requiring the additional
hypothesis that the hessian of f is non-degenerate at its points of maximum on



114 Abridged English Version.

M, will, as a "byproduct”, prove another very important estimate concerning
these concentration phenomena’s, not available without heavy hypothesis in the
case when f is a constant function ; this estimate concerns the speed of conver-
gence to a concentration point, (see subsection 4.2), is of independent interest,
and was obtained in the author’s PHD thesis to prove theorem 1.

The next natural question is of course to know if there exist critical functions.
The answer, positive, will appear to be a consequence of theorem 1. We will say
that a set £ C M is thin if M — E contains a dense open subset.

Theorem 2. Being given the manifold (M,g) and a non constant function f,
there exist infinitely many functions h critical for f and g, which satisfy, in
each point P of mazximum of f,

(P> sy(p) - "2 o)

By theorem 1, these critical functions are such that (Eh fg) have minimizing
solutions. Also, if the set of maximum points of f is thin and if fM f >0, there
exist strictly positive such critical functions h, i.e. satisfying (*).

4(n—1)
n—2 h

These first theorems lead us to modify slightly our vision of critical functions.
Note that in equation (Ej fg), there are three datas that one can modify : the
functions h and f, of course, but also the metric g in a conformal class, as, by the
conformal laplacian transformation formula, the equation is changed in a similar
one if we change gin g’ = uﬁ.g. This lead us to the following definition :

(h, f,8) is a critical triple if h is a critical function for f and g.

We shall say that the triple (h, f, g) has minimizing solutions if (E}_ s ¢) has; we
can also speak of weakly critical or sub-critical triples.We then asked ourselves
the following question :

Being given two of the three datas of a triple, can one find the third to obtain
a critical triple ?

For example, the problem of the existence of critical functions can be for-
mulated in the following manner : we are given the function f and the metric
g, can we complete the triple (., f,g) by a function h to obtain a critical triple
(h, f,g)7

We adress the two other questions, first fixing h and f and seeking a confor-
mal metric g’, and then fixing the function h and the metric g and seeking a
function f. We obtain answers expressed by the following two theorems :

Theorem 3. On the manifold (M,g), let be given a function h and a function
f, satisfying (H). We suppose that the set of maximum points of f is thin.
Then, there exist a metric g conformal to g such that (h, f,g') is a critical
triple. Moreover, we can find g’ such that (h, f,g') has minimizing solutions.

This theorem was proved by E. Humbert and M. Vaugon in the case
f = est =1 and M not conformally diffeomorphic to the sphere,[21]. Their
method works in the case of a non constant function f and an arbitrary ma-
nifold once it is proved that we can suppose the existence of positive critical
functions satisfying the strict inequality (*) in theorem 2, result we included in
this theorem (note that, as Supf > 0, we can always find a metric g’ conformal
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to g such that [ a fdvgr > 0). In fact, when M is not conformally diffeomorphic
to the sphere and Sg is constant, it can be proved that By(g)K(n,2)"2 is a
critical (constant) function for 1 and g, and it is obviously positive. We will
discuss weaker hypothesis for this theorem, as well as the problem of existence
of positive critical functions in section 6.

The last question brings us to the following answer when the dimension of M

A]%(f Iﬁf) dissapears

is greater than 5, requirement which is linked to the fact that
in dimension 4 in the inequality of Proposition 1.

Theorem 4. Let be given the manifold (M,g) of dimension n > 5, and a
function h such that Ag + h is coercive. Then, there exists a non constant
function f such that (h, f,g) is critical with minimizing solutions if, and only
if, (h,1,8) is a sub-critical triple (where 1 is the constant function 1).

Note that if (h,1,g) is weakly critical, then either this triple has minimizing
solutions in which case it is a critical triple, or there is no non-constant function
f such that (h, f,g) is critical with minimizing solutions (see the proof and
what follows). The proof of this theorem is quite difficult, and make use of the
method developped for the proof of theorem 1. Also, this proof brought us to
make some more remarks about critical functions. First, it is easily seen, by using
the functional J, that if (h, f,g) is a critical triple, then, for any constant ¢ > 0,
(h,c.f,g) is also a critical triple. It would therefore be more appropriate to speak
of triple (h, [f], g) where [f] = {c.f /¢ > 0} could be called the ”class” of f. Note
for example that we can always suppose that Supf = 1; also, to compare two
triples (h, f,g) and (h, f’,g), one has to suppose that Supf = Supf’. Note also
that on [f], the quotient A}%f is constant. Second, in the proof of theorem 4, we
had to approximate the function f by a family (f;), unlike theorem 1 where we
used a family (h;) approaching h. This suggested another possible definition of
critical functions, dual to the first one in the sense that we exchange the role of
h and f.

Definition 3. Let (M,g) be of dimension n > 3 and h be such that Ag + h is
coercive. We shall say that a smooth function f such that Supf > 0 is critical
M
for h and g if :
- a/ N )‘h7f>g =

.
K (n2)2(Supf) "7
— b/ : for any smooth function f' such that Supf = Supf’ and ' 2 f,

1
K(n,2)2(Supf) "5
M

~ Remark - if Supf = Supf’ and f' 5 f, then Ay g = I
K(n,2)2(Supf’) n
M

)‘h,f”g <

as Jp,51.g(w) = Jp, .g(w)for any function w.
It is then natural to ask if the two definitions are equivalent (g being fixed) :
Is f critical for h if, and only if, h is critical for f ¢

This question seems quite difficult. A positive answer would justify the
concept of critical triple. Remember that, because of proposition 1, we have
in both cases, when P is a point where f is maximum on M :

4(n—1) n—4 Ngf(P)
n—2
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We obtain the following theorem :

Theorem 5. Let (M,g) be a compact manifold of dimension n > 5, and let h
be a function such that Ag + h is coercive. Let f be a smooth function such that
Supf > 0. We suppose that for any point P where f is mazimum on M :

M

n—4 Agf(P)

2 f(P)
Then, f is critical for h if, and only if, h is critical for f.

A= Dhip) > 54(p) -

Remark : if 1 is critical for h, then every non constant function f, such that
Supf = 1, is weakly critical for A with no minimizing solutions. Indeed, here
again if a function f is weakly critical for A with a minimizing solution, then f
is critical.

There is an interesting consequence of theorems 4 and 5. We said in the
introduction that an important application of equations (E}, ) was the study
of prescribed scalar curvature : being given a smooth function f on the manifold
(M,g), is f the scalar curvature of a metric conformal to g? The theorem of
Th. Aubin shows that if f is sub-critical for Sg, then f is a scalar curvature.
Theorem 4 applied to h = 4&7_721)6; shows that :

On a compact manifold (M, g) not conformaly diffeomorphic to the sphere,
there ezist scalar curvatures of metric conformal to g that are only weakly
critical, (more precisely critical).

Another application, remarked by E. Hebey, is the study of Sobolev inequality
in the presence of a twist.

The previous theorems all deal with manifolds of dimension at least 4, or
even 5. We will give results concerning the dimension 3 in the last section. They
are very interesting, but they are rapid generalisations of results obtained by
O. Druet in the case f = constant [10], the introduction of a non constant f
introducing this time no real difficulties.

9.3 The three main tools

We want to present here the three main tools used in the proof of our various
theorems. These tools were developed by several persons since M. Vaugon and
P.L. Lions, essentially E. Hebey, O. Druet F. Robert, M. Struwe, E. Humbert
and Z. Faget, among others.

9.3.1 The concentration point.

To prove the existence of a solution u > 0 to our equation

n+2

(En,reg): Dgu+hu=Afurn-2,

the idea will often be to associate a family of equations having minimizing

solutions u; > 0 :
n+2

Et : Agut + ht.ut = )\t.f.ut" 2



Abridged English Version. 117

with

hy — h in CY*(M)
and A\; — A a converging sequence of real numbers, in such a way that for some
uw € H? : uy — u strongly in LP | p < 2*, and u; — u weakly in H? with a

constraint
/ f.uf*dvg =1
M

To simplify, we will suppose that all convergences are for ¢t — t3 = 1. The
difficulty will be to prove that u is not the trivial zero solution, as then, by
the maximum principle, we have u > 0. We will proceed by contradiction, and
suppose u = 0. The idea is then that, because of the condition fM fuf =1, all
the "mass” of the functions u;, which converge to 0 in L? , p < 2%, concentrates
around a point of the manifold. We thus define :

Definition 4. ¢y € M is a point of concentration of the sequence (ug) if for
any § >0 :

lim sup/ uf*dug >0
B(z0,9)

tﬂto

It is easy to see that because M is compact and we require fM f.uf*dvg =1,
there exist at least one point of concentration. We will show that there exists
only one point of concentration, that it is a point where f is maximum, and
that there exist a sequence of points z; converging to a point o € M such that

ug () = maxuy; — 400,
M
and
uy — 0 in CZOOC(M —{zo}).

In fact the idea is that one can do ”as if” the functions u; have compact support
in a small neigbourhood of g when ¢ is close to ty.

9.3.2 Blow-up analysis

Thanks to the concentration point, one brings back the study of the family u;
converging to 0, to what happens around xg. The idea of blow-up analysis is to
do a ”change of scale” around xg : we will call blow-up of center x; and coefficient
k; the following sequence of charts and changes of metrics. We consider, for §
small enough :

—1
exp,, b,

B(z,6) ="' B(0,0)cR* —  B(0,kd) CR"
T — kix
g —  gi=expl g8 — 8B =k, ) e
where exp;t1 is the chart deduced from the exponential map in z;. We set
T =upoexp,, ; fr = foexp,, ; hy = hyoexp,,

We have
n+2

Ng T+ hetty = Nfeug >

/ Ugdve, = / ug dvg for all a > 1
B(0,r) B(x,r)
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We then set

~ “1— =1.7 _ 7T —=1.F _F . —1. ~ 2 -1
my = MNCIM Ut 5 Ug = My utodzkt s he = htozbkt s fe = ftowkt i 8y =k (eXPzt 01/’1% )'g

so in particular @ (z) = m; " (& -)and g (x) = expy, g(4-). Then :
_a
1~ m” 2 nt2

k2 ht Uy = )‘tft Un n=2 (93)
t

~ ky
and / ugdvg, = —ta/ ug dvg
B(0,k.r) my JB(zy,r)

We will mostly use the following parameters : we consider a sequence of points
(2¢) such that :

(By) = Dg s+

n-2
my = M]VCIL:Z?’LLt = ug(e) == py 2

and
ke = py

e will appear to be a fundamental parameter in the study of concentration
phenomena’s. Noting (x*) the coordinates in R™, one has :

~ ~ o ~ _n+2

(Et) : Agtut + My .ht.ut = /\tft.ut"’z (94)

. S n—2 . .
and / A fdvg, = pTnraTs o udvg,
B(0,u; ') B(0,r)

A very important result is that when u; — 0 and therefore k; — oo,

the components of g; converge in C7 . to those of the euclidean metric, and

(E,)“converges” to the equation :

n+42

Al = M (o). U3

in the sense that
uy — u in CP.(R™).
It is known, then, that

n—2
2

u=(1+ j[*)~

9.3.3 The iteration process

The idea of the Moser iteration process is to multiply the equations (E;) by
succesive powers u} of the functions u; and to integrate over M to obtain bounds
on increasing LP-norms of the u;. To localize the study around the concentration
point xo, which is a maximum point for f, we shall in fact multiply the equations
by n?uf where 7 is a cut-off function equal to 1 (resp.0) on a ball B(zg,r) where
f>0, and equal to 0 (resp. 1) on M\ B(xg, 2r), and where k > 1, then integrate
by part. We will therefore be able to study blow-up around x( using this method.
We get after some integrations by parts, and using equation (E;) :

k+1 / ‘v et

(9.5)

2 2k
/ fn? ut" oy / (k+1 IVn2+(li+1))nAn 7’

)

) k+1
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where the integrals are taken with the measure dvg. Then using Holder inequa-
lity, if f > 0 on Suppn we obtain :

nt2 2 kE+1 oy n—2
[Pt < sw )T </ ful 2>:.</ (s )70y 5
Suppn M

Suppn

Then using Sobolev inequality :

Efl  9p  n—2 2 k+1
([ ou®)#0) < K,2? [ 9o ®)
M M

with B > 0. Therefore :

2
+ B/ 7711?‘*'1
M

TR < MK 027 Sup 1 S SR
T, e s 300 0 g Ay
2 k
+ o (et B + 31 1V +?;§+1§znﬁn 7’
Then
Kl on  pe2 4k
Qe ([ o)) < (G BCorCy) [ b
M K (k+1)2 K Suppn k ( )
9.6
where
4k n-2 . 2
Qt,k,nzi—)\Kn,QzSupr./ fouy )»
(t, k,n) GrE (n,2) (Suppn ) a1 )
where we remind that 2* = % and where Cy et C,, are constants independant

of k and t and such that Vk > 1,Vt :

L 2k-1)
Hk+1 (l~c+1)277A77

< Cy and (|7 oo ary < Co -
Lee (M)

If the sign of f changes on Suppn, we go back to Holder’s inequality :

2n 2 kL on  n-2
At/ FRuEub < Al Sup |£1). </ u;‘”)?(/ (uy )0y 5
Suppn M

Suppn

to obtain (6) with :

_ 4k _ 9 2*\ 2
QU k) = g ~ MK (Sup 1A )R )

One can also replace Sup |f| by Supf
Suppn

The goal is to show that (nu;) is bounded in L*52" and therefore that we
can extract a sub-sequence converging strongly in L?".

Remark Those three tools also work for more general equations that we can
associate to (Ep rg) @ Dgu+ hou = ,uh.f.u%. like e.g. By : Agup + heup =
)\t.ft.ugFl where ¢; — 2* and f; — f in some LP, still with h; — hin C%*(M)
and \; — A\

1

2n n—2

i)

) ichl
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9.4 Proof of theorem 1

9.4.1 Setup
Let h be a weakly critical function for f and g such that for any P € M

where f is maximum on M we have :
n—2 (P)_(n—Z)(n—4)Agf(P)
4(n—1)"" 8(n—1) f(P)

h(P) >

and such that there exist a family (h¢), he S h, hy sub-critical for every ¢, and
satisfying h; " hin C%®. To simplify, we suppose that ty; = 1 and that t — 1.
—1l0

Then for every ¢ :

1
Ap = )‘ht’, < P
' T8 ™ K(n,2)2(Supf) =
M

and there exist a family u; of minimizing solutions of the equations

n+2

Et : AgUt + ht.ut = )\tfut”j with / fu?*dvg =1
M

We then see, as Ag + h is coercive, that the sequence (u;) is bounded in H?
(just multiply E; by u; and integrate on M). Thus, there exist a function u €
H?, u > 0 such that, after extracting a subsequence,
HY
Ut — u,
2
U — u,

p.p.
Ut — u,

and we can suppose

1

A A< — .
K(n,2)?(Supf) =
M

In particular
2n

n—2

L? *
U — u, Vp < 2" =

as the inclusion of H? in LP is compact Vp < 2*. Therefore u is a weak solution
of
nt2
Agu+hu= A faun=—2
and by standard elliptic theory, u is C*°. The maximum principle then gives us
that either u > 0 or u = 0.
If w > 0 then, using elliptic theory and iteration process, and the fact that
h is weakly critical, one can prove that :

1

N K2 S
M




Abridged English Version. 121

and then that v is a minimizing positive solution of

1 n+2 *
Agu+ hu = —— . f.un—2 with / fu® dvg =1
: K (n,2)2(Supf) "= wi
M

and the theorem is proved.

If w = 0, we will show that there is a concentration phenomena. All the
study that follows will aim at finding a contradiction. From now, we suppose
that we are in this case :

u = 0.

9.4.2 Concentration phenomena

In this section we study the behavior of a family of C*“ solutions (u;) of
nt2 2n_
ANguy + hyuy = Ay fu™? with / fudvg =1
M

where f is a smooth function such that Supf > 0. We also suppose that hy — h
M

in C% where h is such that Ag + h is coercive. The sequence (u;) is bounded
in H?, therefore,up to a subsequence, u; — u weakly in H?, and we supose that
u = 0; that is u; — 0in any L? for p < 2*. We also make the following ”minimal
energy” hypothesis :

1
/\t < n—2
K(n,2)*(Supf) ="
M

and we can suppose that Ay — A. All this hypothesis are satisfied by the wu;
of the preceding section. The results of this section are valid for dimM = 3,
exept L2-concentration, valid for dim M > 4. In all this text, ¢, C' are constants
independant of ¢ and 4.

Proposition 2. There exist, after extraction of a subsequence, exactly one
concentration point xo, and it is a point where f is maximum on M. Moreover

V6 >0, lim fu? dvg =1
=1 B(wo,9)

Proof : We apply the iteration process. First, as M is compact, there exist
at least one point of concentration. Otherwise, we could cover M by a finite
number of balls B(z;,d) such that thn% fB(w/ 6) u?” = 0, and we would have

lim [ay u¥ =0, which would contradict

1:/ futz*dvggSupm/ uf*dvg
M M

The principle of iteration process is the following : if we find, for a point z, a
cut-off function 7 equal to 1 around x such that Q(¢,k,n) > Q > 0, we get,
1

kt1 .
using formula (6) or (7), that (nu, > ) is bounded in L?", and therefore we can
extract a subsequence such that (nu;) converges strongly to 0 in L?" ; thus x
cannot be a concentration point.
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Let us prove now that we can do this for a point « such that f(z) < 0. If
f(z) <0, we choose ¢ small enough such that f < 0 on B(z,d) and we choose
n with support in B(z,d). As (u;) is bounded in H? and thus in L?", we get
using formula (5), that for any &k such that 1 <k <2* —1:

k+1 / ‘v et

where C is independent of t. Therefore for any k such that 1 < k < 2* —1 there
exist (s independent of ¢ such that :

/ ‘V 77ut
k+1

Therefore (nu:# ) is bounded in H? and, using Sobolev inequality, (nqu,* ) is
bounded in L?" for any k such that 1 <k <2* — 1.

If f(x) = 0, by continuity of f and choosing ¢ small enough, we get in (7) that
for any k such that 1 < k < 2*—1,Q(t,k,n) > Q > 0. Therefore, as we said, here

again (nu, 2 =2 ) is bounded in L?", and therefore we can extract a subsequence
such that (ru;) converges strongly to 0 in L? . Thus, when f(z) < 0, = cannot
be a concentration point.

Now, let = be a concentration point : f(z) > 0 as we just saw. For § > 0
such that f > 0 on B(z,d), set

limsup/ fuf* =a
t—1 B(z,5)

Then as [,, fuf =1 and as lim [, fu} = 0if f <0 on B from what we saw
above, necessarilly, as < 1. Suppose that there exist 4 > 0 such that as < 1.
Because

2 2 2(k—1) s
< = _\Vn|"+ 22—/ 1<

<C2

1
At — A < p—
< K(n,2)?(Supf) =
M
we get
Tim A K (n, 2)2(Supf) ™= as < 1.
t—1 M
Beside, ® H)Q e 1. Therefore, for k close to 1 such that
v 2 n—2 4k
B MK (n,2)2(Sup )5 <

we get, taking n with support in B(z, d), that in formula (6) : Q(¢,k,n) > Q@ > 0
for all ¢, where @ is independent of t. So, as before,  cannot be a concentration
point, and we have a contradiction. Thus a5 = 1, Vé > 0. Therefore x is the only
concentration point, that we will now denote xy. The same reasonning shows

that, necessarilly,
1

N K2 (S
M
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In the same way, if f(xzo) # Supf, there exist 6 > 0 such that Sup f < Supf.
M B(z0,5) M

But y < ——————  so
K(n,2)2(Supf) n
M

T AK (027 Sup ([ )5 <
t—1 B(z0,0) B(z0,6)

Then for k close enough to 1, taking n with support in B(xg,d), we get in (6) :
Q(t,k,n) > Q > 0 for all t; and once again we have a contradiction. Therefore

f(zo) = Supf > 0.
M

Note that this is the main particularity introduced by the function f on the
right of equation (E}, ;). It gives a precise location for the concentration point.

The next propositions concerning the concentration phenomenom are now
quite standard, even though they are mostly published in the case f = constant
and often with few details. We shall therefore give possible proofs, refering to the
books [?] and [?] for more information, the presence of a function f introducing
only slight modifications that we will indicate when necessary.

Proposition 3. u; — 0 in CP (M — {z0}).

Proof : Tt is a typical aplication of the iteration process in standard elliptic
theory. First step : Let ¢ > 0 be fixed. We prove that for any § > 0, there exists
C = C(6,q) independent of ¢ such that for ¢ close enough to 1 :

||Ut||Lq(M\B(m0,5)) < CHUtHL?(M) : (9.8)

To apply the iteration process, we build a sequence 74, ..., 7, of m cut-off func-
tions such that n; = 0 on B(zo,0/2) and n; = 1 on M\B(zo,d) and such that

M\B(z0,0) C ... C {nj41 =1} C Suppnjt1 C {n; =1} C ... C M\B(x0,0/2)

and where m is chosen such that 2(%)’” >q. Weset g1 =2 and g; = (%)qj_l.
The iteration process (6), (7), gives that

a5

9 ok m—2 4(g. — 1 )
Q(t,qj—l,nn.(/M(W 2y s(%mcowm)/ ud

qj Suppn;

% > ¢ > 0 and from proposition 2, fSupp " u? — 0,

But for 5 < m we have 1
therefore in (7),

Thus there exists a neighborhood V; of 1 and a constant C; > 0 such that for
teV;:

Y gx n=2 j
([ ud = <o [ up

Suppn;

Then by construction of the 7; we have

2" o2 )
(/ uf T <Gy uf’
{n;=1} {nj—1=1}
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and thus

m

el acar Bo,sy) < CTC el oy YEE€VIN .cn Vi

Jj=1

Second step : By Gilbarg-Trudinger theorem (8.25) [?], we have : if w is
solution of an equation £ : Agu + h.u = F, where Ag + h is coercive, and if
w CC W' are two open set, for r > 1, ¢ > n/2 :

Supu < cl[ull ey + d 1F] pagury - (9.9)
w
This theorem is also an application of the iteration process. We apply it to
nt2
Ey: Agug+ hyup = M. fou % and to w CC w' € M\{zo}.
Then with the first step applied to qZ—fg, and chosing

w = M\B(x,8), w = M\B(z0,6/2), r =2, q>n/2

we obtain

n+t2
Sup up < cllugllpay A w2
M\B(z0,6) PR

()
/! ntl
n—2
< C||ut||L2(M)+C Hut||L2(M)

But [|ug|| 25y — 0, thus the result.
We recall now the notations of subsection (3.2) : we consider a sequence of
points (z;) such that

n—2

my = M]\ffmut =u(x) i =pp 2 .

From proposition 3, z; — x¢ and p; — 0. Remember that @, f,, b, g are the
functions and the metric ”viewed” in the chart exp;tl, and uy, ﬁt , ft, g, are
the functions and the metric after blow-up. From now, all the blow-up’s will be
made on balls B(z,d) where f > 0, which is possible as f(x¢) > 0.

o 1 o9 o
Proposition 4. VR > 0 : th_rH fB(%RM) fui dvg =1 —ep where g R:_OO 0.

Proof : This is a direct application of blow-up analysis in x; with k; = p; L.

2
~ ~ Mz 2\_n=2 xo) 2y_n=2 .
= T= (14 32 o) 7T = (L4 gty o) 7T in Gf,,

R").
Then :

fB(mt,Rp,t) futz*dvg = fB(O,R) ftﬂ?*dvgt tjl f(IO)(fB(O,R) aZ*dm) — 1

R—o0
Proposition 5. Weak estimates, first part.
3C > 0 such that Vo € M : dg(x,mt)%%ut(x) <C.

Proof : Define wy(x) = dg(xmt)";z ug(x). We want to prove that there
exists C' > 0 such that Supw; < C. By contradiction, we suppose that (for a
M
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subsequence) Supw; — +00. Let y; be a point where w; is maximum. M being
M
compact, dg(x, x;) is bounded, therefore u;(y;) — oo, and thus from proposition
3, y+ — xo. Besides, the definition of u; gives : dg(yt,xt)ut_l — 400 .
We do a blow-up of center y, and coefficient k; = u, (yt)% If x € B(0,2) :

T2 2 2 2
dg (e, expy, (us(ye) " "22) > dg(ye, v) —2us(ye) ™ 72 > ug(ye) ™ 72 (wi(ye) =2 —
2) ~ dg(yi,z;) as wi(y,) — oo and w(y,) — oo. Therefore, for ¢ close to 1 :

__2_
dg(xtanPyt(Ut(yt) n2g) > %dg(ytaxt) .

By consequence, for any R > 0 and ¢ close to 1 : B(yt,2ut(yt)_$) N
B(=xy, Ruy) = (0 Thus, by proposition 4,

ﬁﬂydv~f = s fudv S/ fu? dv
/3(072) t B¢ fB(y’mQUt(yt) nezy Tt T8 M\B(x¢,Rput) voE

g/ fuf*dvg—/ fu?*dvg
M B(x¢,Rput)

— 0
t—1,R—o0

But the iteration process then gives that for 1 <k <2* —1:

ktlgx
u ? " dvg, — 0
B(0,1)

and by iteration we obtain that Vp > 1 :

/ uydvg, — 0
B(0,1)

We deduce that |||« (p5(0,1)) — 0 whereas u;(0) = 1. Thus a contradiction.

Proposition 6. Weak estimates, second part.
Ve >0, dR > 0 such that Vt, Vx € M :

n—2

dg(z,2¢) > Ry = dg(x,24) 2 w(z) <e.

Proof : We use the same method, supposing the existence of a g > 0 and
. — n—=2
ye € M such that limdg (ye, xe)pty " = 0o and wely) = dg(ye, 70) "% uelye) >

€9. We do a blow-up of center y; and coefficient k; = ut(yt)ﬁ and with

my = ug(yr). Then, as in proposition 5, for any R > 0 and ¢ close to
2

1: B(yt,%€§’2ut(yt)7ﬁ) N B(xzy, Ruy) = (. Therefore, as previously :

i L a2 feu? dvg, — 0 and we obtain in the same way a contradiction.
B(0,5e5 ™ 7)

Proposition 7. L?-concentration.
Ifdim M >4,V6 >0 :
. fB(zO,é) U%d”g
lim ——5—— =
t—1 fM u; dvg

Proof : We first use the two first step of the proof of proposition 3 to show
that there exists ¢ > 0 such that :

Sup  up < clluglp2iapy -
M\ B(zo,0)
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Indeed, going over what we did there, :

nt2
Sup wr < cfluellpay + A |ju
M\ B(z0,6) La(w’)
/\q %71
<c ||“t||L2(M) +c )‘t‘s’u/p(ut ) ||ut||L‘1(w’)
w

< ||ut||L2(M)

nt2 4
as we know now that Sup(u;~* ~) — 0 and that, on the other hand, the first

w
step of the proof of proposition 3 gives [ut||r4(y < C lluell 2 (ar
Third step : Using this :

||ut||22 s < Sup Ut-/ Ut
L2(M\B(z0,6)) M\B(z0,5)

 M\B(20.,9)
<c ||“t||L2(M) HutuLl(M) (9.10)
We now want to prove that
2% -1
el s ary < e luellpets oy - (9.11)

If h > 0, we get the result by integrating equation FE;. Otherwise, for any
q €]2,2*[, there exists ¢ > 0 solution of Agp + hep = Ny 1. . f-07 1. We set

Ag@ + heo
=)

(pn—Q

g =p7rgand hy =

Then for ¢ close to 1
he =912 —(h—h)p> 2 >e0>0
Besides, by conformal invariance, and using FE;, we have :

n+2

Aglm —+ hjm = Atf_mn,—Z

where u; = ¢~ !.u;. Integrating, we obtain :
nt2
60/ Urdvgr < )\tSupf/ Uz =2 dvg/
M M
and thus there exists C' > 0 such that for ¢ close to 1

2% —1
el s ary < ClluelZes

where the norms are now relative to dvg.
Fourth step : We conclude using Holder’s inequality. If n = dim M > 6 :

2" _1 < o4 (M Dt
HUtHL2*—1(M)_||UtHL2(M)V0g( )2

With (10) and (11), we obtain :

2
lwellZ2(am B 2o.6)) _

2
=1 lwell e an
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which proves the result. If n = 5, Holder’s inequality gives :

2% _1 3 5
a3y < s ary Bl e o

and we also conclude using (10) and (11). If now n = 4, we have to use propo-
sition 6 and the associated blow-up.

Proposition 8. Strong estimates.
For any v, 0 <v <n —2, there exists a constant C(v) > 0 such that

n—2

Ve e M : dg(x,xt)”727”u;7+yut(m) <C(v)

Proof : The proof requires the use of the Green function and of the weak
estimates. The idea is due to O. Druet and F. Robert and can be found in
[13]. We recall first the property of the Green function. If Ag + h is a coercive
operator, there exists a unique function (at least C? with our hypothesis) G}, :
M x M\{(z,z),x € M} — R symetric and positive, such that in the sense of
distributions, we have : Vo € M

Dg o yGr(z,y) + h(y)Gr(z,y) = 0z (9.12)
Furthermore, there exists ¢ > 0, p > 0 such that V(x,y) with 0 < dg(z,y) < p:
-1

c c
5 S Gr(r,y) £ 57— 9.13
dyle gy = ) S Gy (1)

Gh(ma y) dg(x, y)

c and p vary continuously with h
1

Gh(z,y)dg(z,y)" 2 — when dg(z,y) — 0 (9.15)

(n—2)wp_1

To prove these strong estimates, it is sufficient, considering (13), to prove that

,u:Qz_(n_2)(1_V)ut(x) < G} 7Y (z,24), (just change v by (n—2)v). First, notice
that, using for example the weak estimates, the strong estimates are true in any
ball B(xz, Rut) where R is fixed. We therefore have to prove the estimates in the
manifold with boundary M\ B(z, Ru:) whose boundary is b(M\B(xt, Rut)) =
bB(x¢, Rut). For v small, there exists 9 > 0 such that he operator

h72€0
1—

ANg +

is still coercive; let G be its Green function. To prove our esimate, we ap-
ply the maximum principle to : Lip = Agp + hyp — )\tfuf ~2¢ and to

T — 61*"(:1:7@) — cu:Tzi(nﬂ)(lfy)ut(x). As Lyuy = 0 with u; > 0, Ly satis-
fies the maximum principle (see [13]). Using (12), the fact that d,,(z) = 0 on
M\B(z¢, Ruy) and the fact that for ¢ close to 1, hy — h > —eg (as hy — h in
CY), some computations give that Vo € M\ B(x;, Ru) :

~ 2
LtGl_V

él—y

VG

(z,24) > e0 — Af (@)ue(2)? 2 +v(1 —v)

(x,2¢) (9.16)
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We now separate M\ B(x;, Ru) in two parts using a ball B(xy, p) where p > 0
is as in (13) and (14). For ¢ close to 1, p > Ru;. R > 0 will be fixed later.
1/ :As uy — 0 in Cp (M\{zo}), (16) gives for ¢ close to 1 :

Vo € M\B(z,p) : LG " (2, 3;) > 0.
2/ : Using the weak estimates (second part), in B(xt, p)\B(z¢, Rue) :
dg(w, w0)*us(2)* 7% < eg

where eg o 0. Then, with (14) et (16), for R big enough :
—00

Lt6171/ 2% _9 C
Gl (z,¢) >0 — A f(x)ue(x) +rv(l - I/)W
ER c
>e0— A Su — vl —-v)—
- t(B(zf)p)f) dg(, 1) ( )dg(xaft)2
C/
> _ >
>0+ dg(x7xt)2 >0

We have proved that in M\B(z, Ru:) and for any constant Cy > 0 which
can depend of ¢ :

Lt(Ct.él_”(m,:Et)) = Ct.Ltél_”(x,sct) >0 = Lyuy

At last, on the boundary b(M\B(z, Rut)), using (13), we obtain :

~1 c . ¢
G @) 2 dg (@, 2)"=DA=V) Ry ) (n=2)(A=v)

n—2
So, if we let C; = c‘lR(”‘Z)(1_”);4(5”72)(17”)7T, we have for = €

bB(xi, Ruw) = b(M\B (2, Ru)) :

n—2

Co.G Y (z,my) >y 2 = Supug > ug(x)

Therefore, by the maximum principle :
Co.G Y (z,my) > ug(x) in M\B(ay, Ryse)

which can be rewriten

n—2_

G (m20) > O ug(@) = ey = DA ()

and therefore, using (13) :

n—

dg((E, xt)(n—2)(1—u)ut 2

2_(n— —v
(n—2)(1 )ut(x) <

c
which gives the strong estimates by changing v in (n — 2)v.

Proposition 9. Corollary : Strong L?-concentration.
VR >0,V6 >0 and Vp > ;25

p
. fB(x,,,RM,,) ut d’Ug

lim————5-— =1-¢g whereeg _— 0.
=1 e, 0 v dvs fimee
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Proof : Just apply the strong estimates to a blow-up in z;. By blow-up

formulae
_n=2 "
/ uf dvg 2/ Wdvg = py 2 p/ uy dvg,
M B(xy,pt) B(0,1)

_n=2
>Cpui 77

On the other hand, by the strong estimates :

n—2
/ uf dvg <Cuj? / dg(yt, ) (27")pdvg
M\B(z¢,Rpt) M\B(z¢,Rpt)

S C,U,;l_pnTiz Rn+(2fn)p
as soon as p > 5. Dividing, we obtain the corollary.

At this point, to carry on the proof of theorem 1, we need a powerfull ex-
tension of the strong estimates, called C° — theory, which is in fact a complete

_n=2
control of the sequence dg(z,z:)" 2u, 2 wu¢(z); it is expressed by the next

theorem of Druet and Robert, and proved in arbitrary energy in [O. Druet,
E. Hebey, and F. Robert, "Blow-up Theory for Elliptic PDEs in Riemannian
Geometry”, Mathematical notes, Princeton University Press, vol. 45, 2004.]

Another approach, also accessible at this point and originally used in the
author’s PHD thesis, is to prove another very important estimate concerning
the ”speed” of convergence of (z:) to xg, but it requires the additional hypothesis
that the Hessian of f is non-degenerate at the points of maximum of f; it will
be our theorem 6, whose proof is independent of the theorem of Druet-Robert,
only requiring the results up to proposition 9, and appears as a byproduct of an
alternative proof of theorem 1. It is however of independent interest, as it is a
very important estimate concerning concentration phenomena’s which has been
studied by various authors.

We now state the theorem of Druet and Robert and refer for its proof to
the reference cited above, the function f introducing no difficulties. It says first
that one can take v = 0 in the strong estimates, but also that one has somehow
the reverse estimate.

Theorem (Druet, Robert). For any € > 0, there exist 6. > 0 such that, up to
a subsequence, for any t and any x € B(xg,d¢) :

(1 —¢e)Bi(x) < up(x) < (1+¢€)By(x)

where

o) = (14 g )

is the ”standard bubble”.

Note that in the proof of theorem 1, we will need the minoration :
(1—¢)Bi(x) < ug(x), which is a stronger result than u;(x) < (14 ¢)Bi(z) which
must first be proved to get the minoration.

Finally, we come to our main result concerning the concentration phenome-
nom, which is the "missing link” between the sequence (z;) and z.
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Theorem 6. ”Second fundamental estimate”. Suppose that dimM > 5
and that the hessian of the function f is non-degenerate at each of its points of
mazimum. Then, there exist a constant C' such that for all t :

dg (21, T0)
e

<C.

Moreover, if for each point P of mazimum of f we have

. on—2 (n—2)(n—4) Ag f(P)
hP) = 4(n — 1)Sg(P) - 8(m-1)  f(P)
then more precisely i )
g(Tt, Lo N
TR

To understand the significance of this theorem, note that the weak and
strong estimates, the strong LP-concentration and the estimates in the theorem
of Druet-Robert, are ”centered” in z;. Theorem 6 allows one to ”translate”
these estimates in xgp in the sense that one can now replace x; by xg. This
estimate, called by Zoé Faget "second fundamental estimate”, (the ”first one”
being the strong estimate), joined with the estimates of C° — theory presented

in the theorem of Druet and Robert above, gives a complete description of the
n+4+2

behavior of a sequence of solutions of equations Agu; + hyus = A¢ fu/~? in the
spirit of the study of Palais-Smale sequences associated to these equations. It has
been studied, for example, by Druet and Robert in the case f = constant =1
in [13] where they require strong hypothesis on the shape of the functions h;
and on the geometry of the manifold near the concentration point, or by Hebey
in the euclidean setting. Intuitively, it seems that our hypothesis on f ”fixes”
the position of the concentration point, and so we get a control on the distance
between z; and xg. Also, our method seems to be applicable to other settings,
see e.g. [15].

9.4.3 Proof of theorem 1

Remember that @y, f,, ht, g+ are the functions and the metric ”viewed” in
the chart exp;tl, and g, Et , ﬁ, g, are the functions and the metric after blow-
up with center z; and coefficient k; = u; L From now, all the blow-up’s will be
made on balls B(z,d) where f > 0, which is possible as f(xzq) > 0.

Let also n be a cut-off function on R™ equal to 1 on the euclidean ball
B(0,6/2), and equal to 0 on R™\B(0,4), 0 < n < 1 with |Vn| < C.67! where
d is chosen small enough to have f > 0 on the balls B(x,d). The Sobolev
inequality gives on the one hand

([ up ot <k@2? [ wemld @
B(0,9) B(0,6)
where ||, is the euclidean metric of associated measure dz.

On the other hand, integration by part gives, noting that |Vn| = An =0 on
B(0,6/2) :

[ W [ pw s+ Co W
B(0,6) B(0,0) B(0,6)\B(0,6/2)
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Noting gij the components of g; and I'( gt)fj the associated Christoffel sym-
bols, we write :

Auy = Ag,uy + (gij - 5ij)3ijﬂt - gijr(gt)?jakﬂt
We get from this inequallity, using using this expression of the laplacian, equa-
n+2

tion By 1 Agug + heuy = Ay futj “viewed” in the chart exp;tl, and using the
fact that [Vn| = An =0 on B(0,4/2) and with some integration by parts :

/ |V(nﬂt)|i dx < )\t/ 772ftﬂf*dm - / WQEtﬁfd:v
B(0,6) B(0,5) B(0,5)

+C’.572/ ﬂfdx
B(0,6)\B(0,6/2)

- / (g — 69070, dr
B(0,5)

1 y i

+§/ (Ok(g/T(g0) + 0y gy ) (nu7)dx .

B(0,5)

Using the Sobolev inequality (17) and the fact that \; < ——L1——— we

K(n,2)2(Supf) =

M
obtain at last :
/ he(nug)?de < Ay + By + Cy + 0.6*2/ w2 dx (9.18)
B(0,5) B(0,6)\B(0,5/2)

where : - .
By = %fB(o,&)(ﬁk(g?F(gt)fj + 08¢ (nu)dx
Co = [ [0 (1 — 800,
A= W fB(o,[s) fn?u? da — W(IB(M) ()2 d) =
These computjgtions were developed in the article of Djadli and Druet [?].

Our goal is to use L2-concentration (proposition 7) to obtain a contradiction ;
we shall divide (18) by fB(O 5) uzdz and take the limit when ¢t — to = 1.

L?-concentration first gives :

C.6-2 u2dx
fB(O,é)\B(0,5/2) t - 0.

fB(O,é) ﬂ%dﬁﬂ t—1

Z.Djadli and O.Druet [?] showed (see also [10] for full details) :
-

——— < &5 where 5 — 0 when § — 0 .
=1 [505) Tr dz

Furthermore, as z; — zp we have tliii%(ak(gijf(gt)fj + 9;,;27)0) =
1S (o), therefore, using L2-concentration :

B, 1
lim————— = =S4 (1) + &5 .
t—1 fB(Oﬁ) uide 6 %
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It is the expression A; which will give 4&7__21)5',% (z0) —¢Sg(wo) and
(n=2)(n—4) Agf(zo)

8(n—=1)  f(zo) -

By Holder’s inequality :

n—2

/ o’} do < (/ ?tU?*dQT)%(/ Fi(ae)® do) ™=
B(0,0) B(0,0) B(0,0)
Beside : )
dr < (14 gRic(xt)ijxixj +C |x|3)dvgt
Using this development and (1+z)* <14 azfor0<a<1:

— * 2 —_ * 2 ]_ 2
([ Farat s  Fadve)t—— s C(S)
B(0,9) B(0,0) (fB(o,(;) fug dvgt) o N

where
1 T 3_9*
{5} = —Ric(xy)s o' fouy dvg, +C lz]” @y dug, .
6 B(0,6) B(0,9)
We deduce .
At S n—2 (A% +At2)
K(n,2)*(Supf) ™=
M
where
o 2 — * n—2 g n—2
A= T )R TS ~(Sut. [ ) dn)
B(0,5) B(0,5) B(0,5)
and

n—2

2(f Felnm)? de) = 1 o .
Ap = O T Ry [ ao Fa dog C [ (ol dug, ) (14s)
n(fB(oy(;) foug dvg,) B(0,9) B(0,5)

as {S;} — 0 when § — Quniformly in ¢t. A? will give, by developing the metric,
ngf)(nl;‘l) A?(f(ﬂr)o) )
n— To

Sg (xo) while A} will give, by developing f, -
Note that for any o € HZ(B(x0,26)) :

fB(mtﬁ) adz
m 2 Bed) T

= 1+O(52) =1+¢5
tﬂlfB(:ct,é) adygt
We start by studying A? :
— 9% n—2
d. n
1/ : We have lim Usw.s) JE(W:) x)n_Q =1+¢;
t—1 (IB(O,(;) foag dvg,) n
2/ : Using the weak estimates (proposition 5), |z|° @2 < cu?, from where we
get :

3 _o*
fB(o’(;) 2"} dvg,

fB(o,g) Tdvg,

< Ces .
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3/ : Using the blow-up formula’s we write : for all R > 0 :

N L i o L i _oe
/ ') fuy dug, = / o'e! f g dug, +/ '@’ f oy dug,
B(0,6) B(0,Rpt) B(0,6)\B(0,Ru+)

= ,uf/ xixjﬁﬂf*dvgt —|—,uf/ mia:jftﬂf*dvgt
B(0,R) B(0,6u; ")\ B(0,R)

and

/ ﬂ%dvgt = /’[’?/ atzdvgt :
B(0,8) B(0,8p; ")

Using the weak estimates again, we get :

/ vl fu? dug, < sR./ u;dvg,
B(0,61; )\B(0,R) B(0,61; )\ B(0,R)
thus : _
i F o2
fB(O,d,ut_l)\B(O,R) z'a frug dug, <
f -1 172d1}~ = ER
B(0,6p, 7)) Tt 78t

where eg — 0 when R — +o00. Now, if i # j :

— | fB((),R) xixjftﬂf*dvgJ — | fB(O,R) xixjftﬂf*dvgJ

lim — < lim — =0

=1 fB(o,(m;l) U dvg, t=1 fB(o,R) ugdug,

because

f (o)

2" in C°
K(m2)nm—2) ") C°(B(0, R))

and @ is radial (see subsection 3.2).
Tfi=j:

fB(07R) 'z’ fouy dug, fB(QR) (@) et dvg, fB(o,R) ujdug,

~2 g, - 2 10 : ~2 oy
0,5 v, Joo.m Gdve. Jugsu) v,

But as soon as n > 4, using strong L2-concentration (proposition 9), we obtain :

.
S fB(o,R) ujdvg,
lim lim = =

R—oot—1 fB(O,éu:l) Uy Uét

therefore

L xixifﬂz*dwt 2 724 e —4
lim lim fB(O’R) ;t & _ f(xo)ifR" (@ )~ v f(xo)%K(n, 2)2711(” )
R—o00 t—1 fB(o sty Ut dvg, Jpn WPdx 4(n—1)
and thus
— 1 A? —4
T ——— ‘ o Sy(wo) + s

ti}lf(xo) " K(n72)2 fB(O,(S) H?dvgt B 12(7’L - 1)
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. . T B 1 .
which, with %EW = 55(x0) + &5 gives
— 1 A? B -2
T t + t72 ) — n
fB(o,a) urdr’  4(n—1)

Sg(z0) + €5

n—2

lim ( = —
=10 f(z0) "% K (1,2)2 [p(0.5) Tt Ve,

If n = 4 we write :

- mixiﬁﬂ2*dv~t . _4
lim lim fB(O’R) ~2t & < f(zo) nzK(n,Q)zni
R—oot—1 fB(O,(sufl) 'Ltt d'l}gt 4(” — 1)

and we get the conclusion by distinguishing two cases, Sg (o) < 0 or Sg(zg) > 0,

the proof being finished as A]%(]; (Ow)o) does not appear in dimension 4 (see the end

of the proof).
Let us now consider A}.

n—2 n—2

Al = / T dug,) 3 / 7,0 de)"= —(Supf. / (r1e)? d) "5
B(0,8) B(0,6) B(0,5)

We write f; = f(xo) + ¢g:- Remembering that f(xz¢) = Supf, we have g;(xq) =0
and g < 0. Using (1+2)*<l4azxfor0<a<1:

*

n_2 n—z n—2 fB(o’(s) g, (nuy)? dx

7t on 2" dg) = < T on 2" dg) = 3
o 78T <[ S ) o s (o) ()2 da) 7

where g, is g; in the exponential chart in ;. We now use the theorem of Druet
and Robert to write in B(0,9) :

ﬂt 2 (1 — 65)§t,

where B; is B; in the exponential chart in x;. Because g, < 0, we have :

/ Et(nﬂt)ydm <(1- 85)/ gt(nﬁt)?dx.
B(0,5) B(0,0)

Combining this with the expansion above and the fact that | B(0,3) a2 dvg, <
1, we obtain :

n—2 fB(o,g) 9,(nBy)? dz
n (fB(o,J) f(xo) ()" dx)*

We now expand g; noting that 9;g, = 0, f, and 82-2j§t = 8fjft.

Atl < (1 765)

o 1 _
Gi(x) < ge(xe) + 20 fy () + §5szt($t)-$k$l +claf’

Thus

/ QBT dr < gi(x) / (B da
B(0,5) B(0,9)

+0.F (@) / F (B dx

B(0,0)

1, = — o
+§3szt($t)/ xkxl(nBt)Q dx
B(0,8)

+C lz|® (nBy)? dx
B(0,6)
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Now, first g;(x;) < 0, and second, and this is the main point for which we need
the theorem of Druet and Robert (see the reason at the beginning of the next
section), as By is radial, we have

Oif, (xt)/ xi(ngt)z* dr = 0.
B(0,6)

Therefore, introducing all this in the last inequality for A}, we have

— A%
lim ———— - <
t—1 fB(O,é) U; dvg,
2 (1—e5)lim 30uf (1) [0 w*a!(1By)* dvg, + C [5(0.6) |z (1B,)? dvg,
t—1 fB(O,&) Ul dvg,

where we have replaced dr by dvg, using the remark made at the beginning of
the study of AZ.
Now, as for A7, we write :

_ ¥zt (nB;)? dug, _ _4

m fB(o,é) — 8 _ f(:vo)TzK(n, 2)2717 F k=1
=1 fB(o,a) uy dvg, 4(n—1)

= 0ifk#1
and therefore
1 n— 20— 3O f1(x1) [5(0.6 "2 (1B1)* dvg,
n—2 11m — frd
K(n,2)?f(zg) = n =1 fB(O,é) U dvg,

1 (n—2)(n—4) 1, -
“ e -1 22N

(n—2)(n —4) Agf(o)
8(n—1) (o)
as Agf(wo) = — Y, 0uf1(0) in the exponential chart in zq. Also

3 _o*
fB(o’(s) 2T} dvg,
fB(o,g) Tidvg,

Thus, we have proved that dividing inequality (18) by || B(0,6) uZdvg, and letting
t go to 1, we get

<Ces.

h(xo) +es < %Sg(x()) o (n 8(2)(_711) 4) A;{;:)O) +es.
Letting 6 tend to O :
n—2 (n —2)(n - 4) Agf(xo)
R e R N =) B (7]
which contradict our hypothesis :
n—2 (n—2)(n—4) Agf(zo)
Mw0) > %) - T )

when xg is a point of maximum of f. This prove that u # 0, and therefore
uy — uw > 0, a minimizing solution for (E} f¢), and thus the weakly critical
function A is in fact critical.
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9.4.4 Alternate proof, proof of the fundamental estimate

As we saw in the last part of the proof, the difficulty introduced by the
presence of the function f is to control the first derivatives of f, 9;f(x¢), as
blow-up gives

fr Ol o = [ ostea'
B(0,5)

B(0,6u; %)

to be divided by

2 ~2
Mt/ Utdvgt )
B(0,6p; ")

and it would be necessary to control %(:E‘), which seems to be difficult. But

thanks to the theorem of Druet and Robert, we can replace u(t) by B(¢) near
x¢, and after blow-up

Ut/ 8if(xt)xi§t2*dvgt =0
B(0,6u; ")

as Et is radial. Of course, the proof is then short, but the proof of the theo-
rem of Druet and Robert is quite involved, even though the strong estimates
(proposition 8) is the first step.

The other way to get over the problem of the first derivatives of f is to
expand f in ¢ as then 9; f(z9) = 0 because z is a point of maximum of f. But
then, one has to transpose the weak and strong estimates from z; to xg, which,
as we said in the section about concentration phenomenom, requires to prove
the following estimate :

dg(21, 20)

H

As we said, this estimate is important and of independent interest, as it gives
a complete description of the sequence (u;). This is why we give this alternate
proof of theorem 1, even though it requires an additional hypothesis. This proof,
which gives at the same time the proof of theorem 1 and of the estimate, is, we
think, interesting, and is available directly after proposition 9, i.e it does not
require the theorem of Druet and Robert.

We now make the hypothesis that the hessian of f is nondegenerate at its
points of maximum. We also suppose now that dimM > 5, even though our
proof gives theorem 1 in dimension 4.

Let us note xo(t) = expy ! (wo) = (x§(t),...,x5(t)), which is possible as soon
as t is close enough to 1 for a fixed radius §. Then zo(¢) — 0 when ¢ — 1. The
point z(t) is a locally strict maximum of f,. We will let § go to 0 at the end of
the reasoning, after having taken the limit when ¢ — 1.

The expansion of f, in zo(t) gives :

<C.

_ 1 _

Fi(@) < f(x0)+50uf (wo(t)).(a" —af (1) (@ = (8)) +c e — 2o (8)]” = f(wo)+Ty
2

(T; like Taylor) where (O f;(z0)) is a negative definite matrix (we shall write

< 0). ¢, C will always be constants independent of ¢ and 4. Remember that

n n—2

Atl = (/ ?tﬂ?*dvgt)%(/ ft(nat)?dx)f —(S“pf'/ (Uﬂt)?dx) "
B(0,8) B(0,5) B(0,5)
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Introducing the expansion of f, in z(t), and using again the fact that (1+z)® <
1+ axfor0<a<l1, we get:

n—2
Filmue)* d < w)? dr)*T o =L
(/3(0,6) Folniie)” dz) (/B(O,é) o)) ) +(IB(0,5) f(xo)(nﬂt)z*dx)z{ }
where
(F} = 30uT,(oo(®) [ (@hoabe) e -she)m)? dosc [ o= ao(o)f () ds
B(0,5) B(0,9)

from where, remembering that Supf = f(x¢) and that fB(O 5) Fia2 dvg, <1:
iy: :

o 5
n—2 (fB(075) Foai dvg, )

Al < 2
t " (IB(O,s) J(xo)(nte)?" da)»

{Fi} (9.19)

Therefore, we obtain :
1

lim—5— <
=1 fB(07§) Ujdvg,
30k T (20) [ 0.5 (@ =2 (1)) (&' =, () (780)% dvg, +C [y 5 |l2—20 ()| (77> dog,

fB 0,8 ﬁ%d”gt
(0,6)

n—2 lim
- (I4es) lim
where we write g, f,(x0) for Ok f,(z0(t)). Considering the expansion

fi(@) < flzo) + %@cz?t(wo(t))( o (0) (@ —zp(0) + clz — o)),

note that by the regularity of exp;ﬁ1 oexp,,, with respect to all the variables, we
can suppose that c is independent of ¢. Moreover :

cle—zo() <o —mo(t) D (" — (1))
k
< 26C’Z($k —xk(t)?
k

where we remind that § is the radius of the ball of integration. We can then
write :

fi(x) < f(xo) + (%akl?t(xo(t)) +0Ck) (2" — 2§ () (2’ - z5(t))

where Cy; = copy = cif k=1 and Cy = 0 if k # 1 (§g; is the Kronecker symbol)
is independent of t.
We introduce one more notation :

Dkl(t, 0) = %8}61?15(1‘0(75)) +6Ch; .

Then : B B
1/ ¢ limlim Dyt (t,6) = 3057 (0(1)) where F, = f o expy,! and

z9(1)=0= exp;ol(xo).
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2/ : for any ¢ small enough and for all ¢ close to 1, Dy (t, d) is still negative
definite.

Dy (t, 6) is the hessian of f in xy(t) perturbated on its diagonal by the third
order terms. It is for the second point that we need the hypothesis that the
hessian of f is non degenerate. Thus

1. - " ¥
5 0kif1(0) / (2" = (1)) (&' =2 () () dvg, +C & — 2o(t)[° (1) dvg, <
B(0,5) B(0,5)

Du(t,6) /B o O b O) ) g,

Let
(F} = Du(t9) [ (" = ab(0)(a! ~ ab(0)(m)® dog,
B(0,6)
We have
Al n 9 Dualt,5) [0 5 — oh(8)) (@l — 2 () (1) dvg,
lim < lim — (14e5)
t—1 fB(o 5) Vi Zdvg, n t—l fB(o,&) w2dug,

In the expansion of Dy, (t,§)(x* — zk(t)) (2! — 2L (t)), we are interested by the
first term, i.e Dy, (t, 6)x*a! (look back how we obtained S, (z¢) in A?), and we are
going to show that the other terms can be neglected. The idea is to reorganize
the expansion of {F/} and to use the fact Dy, (t,d) is a negative bilinear form :

(Fl}=  Dul(t,o) / 2l () dug, + Dia(t, )2k (£)2! (1) / (e)? dug,
B(0,5) B(0,9)

~Dut.d) [ o (O 200 o,

We rewrite the two last terms (suppressing some 0 et ¢ and all integral being
taken with respect to dvg,) :

Dy / (2,)? dvg, — Dy / (el + 2laf) (1) dvg, =
B(0,5) (0,9)

Dufefah [ o —ah [ abgm —ab [ el ] -
B(0,5) B(0,5) B(0,5)

.’tk Ut 2 %x Uy z
Duleb(f o haicf o))

o1 IB0s) ot () o1 Inos) @ (7)?
—z TARBE ’ T —zk Uy 2 - .
O(/B(O’é) (%)) (fB(o,a) (nue)?)2 0(/13(0,5)(77 ’ ) fB(o s\ (7 ) )5]

Thus, setting (sorry) :
/ 77%5 dvgt
B(0 5)

/ (nay) dvgt )%
B(0,6)

the expression above becomes :

S~
SIS
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Dkl.xlgxf)/ (nﬂt)Q*dvgt — Dkl/ (a: x +x xo)(nut) *dvgt =
B(0,) B(0,5)

= Du [xlg(t)'zt'xé(t)'zt - xf)(t)%t-s};(tt) - xlg(t).zt.i(tt)}
k 1 & .
= Du[teb(0)2 - D) (ahz - Sy - 020

By this method of reorganization of the hessian, we have obtained :

1. = x x
pOufilan) [ (@b ab(o) e ®) o) dvg +C [ o = aoft) () dug, <
B(0,6) B(0,6)

O U i OO

Zt Zt e

. ek (t)el(t
< Dkl(t75)/ et ol (rju,)? dvg, — Dkz(tﬁ)w
B(0,9) Zi

Di(t, 6) / * 2 (2,)% dvg, +Dya (£, 8) (5 (). 21—
B(0,5)

because, and that is the fundamental point :
Dyi(t, 0)whw! <0 Y = (W, ...,w")

which allows to suppress from the inequality
Dia(t, 6) (26 (8)-20 — ——) (o (t).2e — ——

It is this term that will give us the estimate % < C (see below).
We have therefore obtained :

Al n—29__ Dulto) fB(O,&) aka! (nuy)? dvg, — Di(t, 0) =22 (tz)f ©

lim < lim — (14€5)
=1 fB 0,5) Ut £ dvg, no =1 fB(07§) Updvg,

Now, as for A%, we write :

— k! (1a,)*" dvg, - —4
i 120) 5 flag) T K (0,2
t—1 fB(O’[S) U; dvg, 4(n—1)

itk=1

0if k#1
and therefore

1 ni?l’ Dkl t, 5 fB(O 6)(E x (nut) *d'Ugt

11m =

K(n,2)2f(zo) = n =1 J5(0,5) Tt e,

_ 1 (n—2 1
~ f(zo)  4(n—1) zl: 28llf1 ) + cud)
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(=20 -4) Byflan) |
= — Es
8(n—1)  f(zo)
as Agf(zo) = — >, 0uf1(0) in the exponential chart in xo.
At last, let us show that the residual term can be neglected.

¥ ()l (t)| < S(eF(1)* + €' (1))

| =

But
k() = ( / (o) dug, )?
B(0,5)

—(f e v + [ o) dog, )
B(0,Rpt) B(0,6)\B(0,Rput)

<9 / (o) dug,)? + 2 / (o) dug, )?
B(0,Rut) B(0,6)\B(0,Rpu)

The blow-up formula’s give, for a fixed R :

(fB(o,R,“) xk(nat)Q*dvgt)Q (1t fB(o,R) mkﬂ%*dvgt)Q (fB(o,R) ek u? dr)?

— = >~ — = =0
fB(o,a) u%dvgt T fB(o,R) Updvg,. =1 fB(o,R) u?dx

because u is radial. ,
At last, using the weak estimates : dg(z,7;) "7 u;(2) < ¢ if dg(2, ;) > Rpy,
and using the Holder’s inequality :

(f o) dog, < ek [
B(0,6)\B(0,Rpu+) B(0,6)\B(0,Rpu+)

(/[ advg,)( | w v,
B(0,0)\B(0,Rpst) B(0,0)\B(0,Rp)

n—1 9
= n-2
u " dvg, )

IN

therefore

2n

( o (o) dug,
fB(O";)\B(O’RHt) 8t atnfzdvgt) < 66%

— S €R /
J(0,6) T dvg, B(0.5)\B(0,Rur)

where eg — 0 when R — oo. Remarking that because z( is a concentration

point :
2 _ __\2* o*
4t */ (nut) dvgt > / (I dvg >c>0
B(0,9) B(x0,0/4)

we have obtained o
" (t)e' (1)
% [p0,5) Ui dvg, t=1
We have therefore obtained once again that
n—2 n—2)(n—4) A f(z
Sg(xo) _ ( )( ) gf( 0)
8(n—1) f(zo)

h(zg) +e5 < 1 +és -

(n—1)
Letting § tend to O :

h(mo) <
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which contradict our hypothesis :

oo (n— 2)(n— 4) Agflas)
oD% ™ 50-1  fao)

when z( is a point of maximum of f. This prove that u; — u > 0, a minimi-
zing solution for (E} fg), and therefore the weakly critical function h is in fact
critical.

We now prove the estimate

h(xo) >

dg (T, o)
Mt

<C

Going back to the computations above, we have obtained :

-2 —2 —4H A
h(zo) < th(xo) _ 8(n)(—n1) ) ;(J;(So) +e&s (9.20)
—n — 2 Dy (t,0) (i ()5 — ) (ah (1) .2 — L)
+lim —
t=1n fB(o,(s) Uy dvg,

where Dy, (t,0) is negative definite for ¢ close to 1 and for all § small enough, and
where we remind that zo(t) = exp;!(zo) = (2§(?), ...,z (t)). So, there exists a
A > 0 such that YVw € R™ :

Dy (t,0)wru! < —/\Z ’wk|2
k

and so

2t

(s0.6) uidvg,)? (50,5 Trdvg,)

k e®(t) 1 el (t)
t).zy — t).zy —
Dkl(t,(s) (‘TO( ) Zt )(IO( ) 2t 3

xf(t).z ek (¢t
,)\Z 0()2 t - (7)2 l
k (fB(O,é) U;dvg, )2 Zt(fB(w) Uy dvg, )2

Moreover, we already proved that :

Ek(t)Q o
% 0.5 Uy dvg, 11

as we also have z; = ( B(0.6) ﬂf*dvgt)%, and therefore as xg is a concentration
point :
0 < ¢ <liminf z < limsup 2z < ¢ < 4+00.

Therefore, necessarilly, because of (20), for all k, there exists a constant C' > 0
such that for ¢t — 1 : i
g (t) <c

— T
(IB(O,(S) Ty dvg,)?

/ Uy dvg, :,uf/ . ﬂfdvgt.
B(0,6) B(0,6p; )
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But the strong estimates give that

lim Wdvz, < +oo
11 1 t 8t
T JB(0,6p; )
therefore
[ atdvg ~Cui
B(0,5)

from where we have

<c
Ht
and so
dg(.’l,'t7.'1/'0) S C
Ht
If we have furthermore that at the points of maximum of f :
n-2 (n—2)(n— 4) D f(P)
h(P) = ——=5g(P) —
(P) 4(n —1) &(P) 8(n —1) f(P)

then we have more precisely that
dg(mt’ 'TO) N
Mt
Remark : Note that when concentration occurs we have :

oo (n— 2)(n— 4) Agflao)
Se(m0) = TRG D f )

h(330) < m

9.5 Ciritical triple 1 : existence of critical func-
tions

The idea to prove the existence of critical functions (theorem 2), is to find,
being given the manifold (M,g) and the function f, a subcritical function hg
and a weakly critical function h; and then to join these two functions by a
continuous path ; theorem 1 then shows that this path must ”cross” the set of
critical functions.

Note first that, by the sharp Sobolev inequality (2), Bo(g)K(n,2)"2 is a
weakly critical function for any manifold (M, g) and any function f. Also, it is
known that 9
Bolg)K (n,2)7* 2 r—=5Sup S
Therefore, for any o > 0, and for any point P where f is maximum on M, we
have

n—2 (n—=2)(n—4) Agf(P)
se(p) - 20 Bl
8(n—1)  f(P)
Now, we are going to modify the weakly critical function By(g)K(n,2) 2+«

by the test functions presented in the introduction. They can be seen under the
following form : for any x € M and any § > 0 small enough, there exists a

Bo(g)K(n,2)"? +a > m
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sequence of functions (¢y) with compact support in B(z,d) such that for any
function h :

Tnra(the) = Jar IVl dvg + [y, hapn®dvg 1
forelth T 22 s K(n,2)2

(Jfur lnl ™2 dvg) ™

and

_2n_
/ Y P dug =1
M

this last condition being obtained by multiplying the functions in the introduc-
tion by suitable constants. We will use the functional J here, as

[ s A1
M

Let then v be one of these functions, where k and B(zx, d) will be fixed later.
We consider, for t > 0 the sequence

_4
he = Bo(8)K (n,2) ™ + o=ty " .

First, we seek a condition for Ag + h; to be coercive. Noting ByK~2 =
Bo(g)K (n,2)~2, and taking all integrals for the measure dvg, we have for u € H?

M M o
> K 2) ([ w)% —(t-) [ o7
M M

by Sobolev inequality. But using Holder’s inequality :

4 % n—2 2n 2 2n_ | 2
[ < ([ wiy [ wtnt (] o
M M M M

2n_
as f M =% = 1. Thus, using Hélder’s inequality again to get the existence of a
constant C' > 0 such that

C/ < (/ JECRpE
M M

we have as soon as K(n,2)"2 — (t —a) >0

2n n—2

Javugena®) = @27 - =

> (K(n,2)™% — (t — a))C/M u? .

So Ag + hy is coercive as soon as t — a < K(n,2)"2; we then fix ¢; such that
a<ti<Kn2)2%+a.

We now want to fix v, so that hy, is subcritical for f. We pick first = close
enough to a point zy of maximum of f and ¢ small enough such that f > 0 on
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B(x,6), to obtain :

2n

_ S |V |? + Jor BoK2.40% — (ty — ) [y, 0077

Jht17f1g(wk) ) n—2
(f]y[f|'(/)k|m) "
< IBorzar)  h-a
T (Inf N (Suwp )
B(z,6) B(z,6)
< Ipok-—21(V6) -«
T (Inf P (Supf)
B(z,6) M

For any ¢ > 0, by continuity of f, we can choose x close enough to a point of
maximum zo and ¢ small enough such that B(z,d) N {z/f(z) = Maxf} = 0

and
1 1

n—2 S n—2 +€
(Inf )= (Supf) =
B(z.9) M

x and ¢ being fixed, we can now choose k large enough to have
Jporc—21(r) < K(n,2)™ +¢.

Therfore, choosing e small enough, we see that because—42=%— > 0 :

n—2

(Supf) =
M

Ihoy 1.g(Wr) <

K(n,2)=2(Supf)™ =
M

and therefore hy, is subcritical for f. We now set :

1
to = Inf{t < tl/)\ht < K(n’ Q)Q(Supf) ";2 } .
M

Then ty > 0, and

1 1
Ay = — and Ap, < — if t>to.

K(n,2)*(Supf) = K(n,2)*(Supf) =
M M

Furthermore Vi, tg < t < tq,

4(n—1)
n—2

n—4Agf(P) ~ Maz
5 WforPE{x/f(m)—M f}

because B(z,d) N {z/f(z) = Mazf} = 0. At last, hy v hy, in C%®, and
—to

Ag + hy, is coercive. Therefore by theorem 1, hy, is critical and (Ej fg) has

minimizing solutions.

Now, we prove that if {z/f(z) = Max f} is thin and if [,, f > 0, there exist
positive critical functions. We start again with h = By(g)K (n,2)~? + «, with
a > 0. For all P where f is maximum on M :

4(n—1)
n—2

hio(P) > Sg(P) —

n—4 Agf(P)

Bo(g)K(n,2)"2 + a > Sg(P) — T 1(P)
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as

By(g)K(n,2)"2 > 4((7;_21))Max5g )

As f is not constant, there exist n with support in M\ {z/f(x) = Maxf} and
such that 0 <7 < 1. Let

o (f)

That’s where we need [,, fdvg > 0. We have [ fc* dvg = 1. For t € R* we set
hy =BoK 2 +a—tn.

Then hy = BoK~2? + a on {x/f(z) = Maxf}, and

Ip,(c) = /M(B0K72+Oz)62dvg762t /M ndvg = </M fdvg)

So, if t is large enough,

2
3

N

1

S K2 =
M

We also want h; to be positive on M. By the definition of h; and because
Supn =1, it is the case if
M

t < Bo(g)K(n,2)"% + . (9.21)

But we also want that
1
K(n,2)2(Supf)™=
M

Iht(c) <

which requires

n—2

! —2 (f fdvg) "
t> m((BoK + a)Volg(M) — K(n,ﬂg)%sﬁpf)’?) . (9.22)

We can find such a ¢ if :

1 -2 (f fdvg) = 72
m ((BOK + Oé)volg(M) - K(nfg)z(Supf)nT_Q ) < B K+«
M

which can be writen

n—2

K2 (fM fdvg) " .
(BoK =2 + a)(Supf)"=*

/ ndvg > Volg (M) — (9.23)
M

((BoK " 2+a)Volg(M)—t /

M

ndvg)
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Remember that we want n to have support in M\ {z/f(z) = Maxf} with 0 <
7 < 1. But we made the hypothesis that {z/f(z) = Max f}, the set of maximum
points of f, is a thin set. We can therefore find such a function n with |  Ndvg
as close as we want to Volg(M). As

(fM fd“g) "
Bo<g><sﬁpf>”%2

we can find 7 satisfying (23) and a real ¢, denoted t;, satisfying (21) and (22).
On theset {z/f(x) = Maxf}, hy = BoK *+a,soVP € {z/f(z) = Maxf}:

4(n—1) n—4Ngf(P)
R A e N (IO
We then set :
to = Inf{t S tl/Aht < 1 P } .

K(n,2)*(Supf) "=
M
Necessarilly, to < t;. We remind that (see section 1) :
A =AM, = inf I
nfg=An= mf n(w)

Therefore

1 1
)\ht = and >\ht < — Zf t > 1p.

© K(n,2)2(Supf) K(n,2)2(Supf)™ =
M M

Furthermore Vi, to <t <ty, hy >0 on M and

n_4w or T xTr) = axr
3 Epy for P {a/f(a) = Mazf}.

At last hy T hy, in CY) and as hi, > 0, Ag + hy, is coercive. Therefore by
—1o

4(n—1)

i (P) > 54(P) -

theorem 1, hy, is critical and (E}, ) has minimizing solutions.
Remark : The precceding proofs also show, by replacing BoK 2 by h, that
if (h, f,g) is weakly critical, and if

4(n—1)
n—2 h

n—40gf(P)
———= for Pe{z/f(x) = Maxf
el o/ f(x) )
then there exists b’ < h such that(h’, f, g) is critical.
If we only have

(P) > Sg(P) —

4(n—1)
n—2

n—4Af(P)
—=—=—~ for Pe{z/f(x)=Maxf
2 (P) bt }
then for any € > 0 there exists i’ < h + ¢ such that (k' f, g) is critical.
Weaker hypothesis are sufficient to prove the existence of positive critical
functions : for example, it suffices that the boundary of the set Mazf is a set
of null measure ; see [?] for full details.

h(P) = Sg(P) -
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9.6 Critical triple 2

We want to prove here theorem 3. This theorem lies on the transformation
formula for a critical function in a conformal change of metric (seen at the end
of the introduction) :

Agu
u

(W, f.g = uﬁg) is critical if and only if (h = Rum=z — ,f,8) is critical.

We set, for u € C*(M) = {u € C®(M) /u >0} :

A
Fy(u) = h'un? — el
u

Then :
(W, f,g') is critical if and only if (Fy/ (u), f, ) is critical.

To prove the theorem, we therefore have to prove the existence of a function h
such that :

1/ : Agu+hu= Wun

2/ : (h, f,g) is critical.

Indeed, in this case h = Fy/(u) and R’ is critical for f and g’ = uﬁg.

E. Humbert et M. Vaugon proved this theorem in the case f = cste and for
a manifold not conformaly diffeomorphic to the sphere [21]. Their method lies
on the fact that for such a manifold , after a first conformal change of metric,
Bo(g)K(n,2)72 is a critical function, (we will denote these two constants K et
By). In fact, a careful study of their proof shows that what is needed is in fact
that BoK ~2 is positive. But we proved in the previous section the existence of
positive critical functions under a geometric hypothesis concerning f. Remark
that our proof will work on the sphere, but only for a non-constant function f.

The principle of the proof of E. Humbert and M. Vaugon is the following.
We know that there exists a sequence (h;) of sub-critical functions for f and g

+2 .
-2 has a solution v > 0, and

2
such that h; < h where (h, f,g) is critical and such that for any point P where
f is maximum on M

4(n—1)
n—2

n—4 Agf(P)

2 f(P)

For a sequence q; — 2*, ¢; < 2* we build a sequence u; > 0 of solutions of

h(P) > S(P) ~

Ngu+ h.u = Ru?=t with /h’uft dvg < C' independant of ¢

H2
such that u; — u > 0. Here again, if v > 0, then u is solution (up to a

multiplicative constant) of Agu + h.u = h'ui=2 and we are done.

Now, if u = 0, one shows that the u; concentrate and that using this pheno-
menom, one can find a ¢y close to 1 (if e.g. ¢ — 1) and a real s large, such that
Fy(uy,) is sub-critical and FJ,s (uj,) is weaklly critical, with furthermore

4(n—1)
n—2

n—4 Agf(P)

2 f(P)

Fir(uf,)(P) > Sg(P) —
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at any point P where f is maximum. Then, considering the path ¢t — Fh/(uig)
and using theorem 1, we get the existence of a critical function on this path.
It is to obtain the conditions on Fj(uf ) at the maximum points of f that we
need the existence of positive critical functions.

We will now give the scheme of the proof, refering for complete details to the
article of E. Humbert and M. Vaugon or to our PHD thesis available online, and
we will only indicate the modifications due to our function f and the necessity
of positive critical functions.

First, we said that we will need positive critical functions. Their existence
was proved under the hypothesis that Max f is thin and that | o Jdvg > 0. But
Supf > 0, so, after making if necessary a first conformal change of metric, we

M

can suppose that [ 1 Jdvg > 0, and we supposed in the hypothesis of theorem 3
that Maxf is thin, and therefore we can suppose that we have positive critical
function for f and g.

Then, we fix some (more) notations :

_ S |Vw|2dvg + [y hw?dvg
('l dg)

In,n g,q(w)

il’lf Jh7h/7g7q(w) = /\h,h’,g,q
UJEHZ/,q
where
H,T,,q ={we H}(M)/ w >0 and / h'.widvg > 0}.
M
and

Qnpgq ={u e H?L_',q/ In,nr g,q(W) = Ann gq and /M W awldvg = (An g.q )"%} .

2
Let (h:) be a sequence of sub-critical functions for f and g such that h; S h
where (h, f,g) is critical, with Ag + h; coercive. We know that we can find such
a sequence with hy > 0 et h > 0, and also

4(n—1)
n—2

n—4 Ag f(P)

2 f(P)

for all P € Maxf. But here, we can say more, and that is where the existence of
positive critical functions is crucial. Indeed, for any constant ¢ > 0, if g’ = cg,
then Sg = ¢1Sg and Ay = ¢ 'Ag and by the transformation formula for
critical functions :

hi(P) > Sg(P) —

h is (sub-, weakly) critical for f and g if and onlu if c¢~'h is (sub-, weakly)
critical for f and g'.

Therefore, up to multiplying g by a constant, we can, for any constant C' > 0,
suppose :

hy > C onM

";4Afg(f]§)P) > O VP& Mazf
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and (h, f,g) has minimizing solutions.

We can now follow the method exposed above; we only give the scheme of
the proof.

First step : Thanks to the compacity of the inclusion H? C L4, it is known
that Vg < 2* and Yu € Qp p/ g ¢, u is solution of Agu+h.u = h'u?™!. Using this
fact, in the first step, one proves the following :

There exist sequences (g;), (t;), such that

2 < ¢ <2F
% — 27
t;, — 1

hy. — h

i

and a sequence (v;) € Qp, hr g q, sSuch that (Fy(v;), f,g) is sub-critical.
We note
Ji = Jh,, 0 g
and
Ai = Any bl ggi -

Then

93

Ji(vi) = A\i and /h’vfidvg =)\

and v; is a positive solution of
Dgv; + hy, vy = h’v?i_l.
The sequence (v;) is bounded in H? and thus there exists v € H? such that

H?2 .2 2% —2
1
Vv — U, v, =V et v, — V.

Once again, we have two possibilities : v =0 or v > 0.
Second step :

2
If v > 0, as we said above, the proof is over : up to a subsequence, v; — v

and so on one hand Fj/(v;) — Fj/(v), and on the other hand

4

Fh/(vi) = hti + h/(?]-nf2 — Ugi_2) — h,

2

that is, Fjs(v) = h which is critical for f and g with minimizing solutions. Thus
h' is critical for f and g’ = vz g, with minimizing solutions.

The rest of the proof is therefore concerned with the case v = 0.

Third step : One proves that there is a concentration phenomenom :

a/ : One first shows that :

2

n

n

0<c<lim\ < K 2(Suppy b))~
b/ : Second, one shows that :
0 < A2 (Supp h/)~! < Tim / Vlidvg < K2 A < K=" (Supy 1)~
M

where A > 0 is such that, after extraction, A\; — .



150 Abridged English Version.

¢/ : We say that x € M is a concentration point if
Vr>0:ﬁ/ v dvg > 0.
B(z,r)

Using a/ and b/, and method analogous to section 4.2, one gets the following :
First, as M is compact, there exists at least one concentration point z € M.
Then, using the iteration process, one shows that

lim vlidvg > K" (Supp b))~ 2.

B(z,r) ’
d/ : Therefore using the method of section 4.2, we get :
1/ : lim fB(mm) vidvg = K=" (Supp h')~2 ,Vr >0
2/ : x is the only concentration point, denoted xg

n—2

3/ : A=K 2(Supy b))~ =
4/ : xo is a point of maximum of b’/
5/ LU — 0in Clzoc(M - {{I?()})

Fourth step :

We know now that the sequence (v;) concentrates in xg and that for any ¢
Fj,(v;) is sub-critical for f and g. We would like to find a v;, , a function v > 0
and a continuous path from v;, to v such that Fj/(v) is weakly critical for f and
g and such that

4(n—1)
n—2

B n—4Agf(P)
2 f(P)

for all P € Maxzf . Then, the theorem 1 will tell us that on the path u; from
v;, to v there exists a u; such that Fys(u) is critical for f and g .
That is where we are going to use the existence of positive critical functions.
Let s > 1 and let v be a positive function. Then

Fi(v)(P) > Sg(P)

Ng(v®) = 501 Ng v — s(s — 1)v* 2 |Vv|z .

Thus )
s—4- ) Vo
Fy(03) = W, "2 + shy, — sh'v? ™% + s(s — 1)| 2|g

%

and therefore .,
Fr () = shy, + h'(v; "2 — 50872 .
Now :

On{zeM/h(z)<0}:

v; — 0 uniformly because g € Max h' and h'(x¢) > 0 as we have supposed
that Ag + h' is coercive. Furthermore if s > 1 then sﬁ > q; — 2. Thus, for 4
large enough

Fy/(vf) > shy, on {x € M /h'(z) <0}

On{zxeM/h(z)>0}:

We consider the function of a real variable defined for > 0 by

Bis(x) = T — gt = gv‘“_z(;vsﬁf‘wr2 —s5).
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An easy study of this function shows that
for £=20:p0; 4(x) > —s.

But
Fh/(vf) 2 S]’Lt,i + h/ﬁi,s(vi)

therefore
Fy(vf) > shy, — sh’ on {x € M /1 (z) > 0}.

We can therefore write :

Fy(vf) = s(hy; — Suph’) on {x € M /1/(z) > 0}.
M

We now use our work from the beginning of the proof, that is that, for any
C > 0, we can suppose that :

ht >ConM
and (
4(n—1) n—4 Ngf(P)
———h(P) — Sg(P L - PeM .
g (P) = 5g(P) + —5 P) > C, VP e Maxf
Then, first, if we suppose that h > Suph’ on M, we see that for 4 and s large
M
enough :
Fi (vf) > Bo(g)K(n,2)"? (9.24)

S

and therefore Fj, (v;

?) is weakly critical for f and g . Beside, for all ¢ € [1, s] we
also have

Fir(v}) = t(hy; — Suph’) > hy, — Suph’ >0
M M

so Ag + Fj/(v}) is coercive.
Secondly, if we also suppose that
4(n—1)
n—2

n—4Ngf(P) _ 4(n—1) ,
5 ;(P) > — Sﬂszh VP € Mazxf

he(P) — Sg(P) +
we have for all ¢ € [1, 5] :

4(n—1)
n—2

n—42Lgf(P) VP e Maxf (9.25)

Fw()(P) > 55(P) = "5~ 28

as soon as ¢ is large enough.
We therefore fix ¢ and s large enough to have (24) et (25) and we consider

so = inf{t > 1/ Fy/(v}) is weakly critical}

We then apply theorem 1 to the path t € [1,s0] — Fp/(v!) to obtain that
Fy/(v;°) is critical for f and g, with minimizing solutions. Therefore b’ is critical

for f and g’ = (vfo)ﬁg with minimizing solutions.
This ends the proof.
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9.7 Critical triple 3

Let (M,g) be a compact riemannian manifold of dimension n > 3. Let h
be a fixed C* function such that Ag + h is coercive. The problem we want to
study is the following : can we find a function f such that (h, f,g) is a critical
triple ?

We first make a remark. If h > By(g)K(n,2)"2, then h is weakly critical
for any function f, and there cannot exist a function f such that (h, f,g) is
subcritical. But more important is the next observation :

If there exist a non constant function f such that (h, f,g) is critical with a
minimizing solution u, then (h,1,g) is sub-critical.

Indeed, as we saw in section 1, we can suppose that Sup f = 1. Then, as
u>0

1 1
Jna(u) < Jpp(u) = K(n,2)2(Sup f) > T K(n,2)?

and therefore h is subcritical for 1.

We want to prove that, at least if dimM > 5, this necessary condition is
sufficient, i.e we want to prove theorem 4. We thus suppose now that (h,1,g)
is sub-critical.

The proof will proceed in two steps :

First step : we prove that there exist a function f € C°(M) such that
Supf = 1, with Agf being as large as we want in its maximum points, and
M

such that (h, f,g) is weakly critical.
Second step : being given this function f, we prove that there exists on the
path

t— fr=tl+(1—t)f

a function for which A is critical.
First step :

We proceed by contradiction. We suppose that for any f € C°°(M) such
that Supf > 0, (h, f,g) is sub-critical. Then, for all such function, there exit
M

positive solution u to the equation

n+2

Agu+hu= A fur—2

where

A= inf I} g(w) and / f.u%dvgz 1.
weH ¢ M

The metric g being fixed, we will not write dvg in the integrals.

The idea is to build a familly of functions f; whose laplacians tend to in-
finity at the maximum points. One of these function will then give a weakly
critical triple (h, f;,g). Furthermore, our proof holding for any subsequence of
this familly. this function will have a laplacian as large as we want in its point
of maximum.

In R", we build for ¢ — 0 a familly (P;) of C*° functions, similar to a
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regularizing sequence, such that

0 < P<1
P(z) = Puz))
P(0) = 1
IVE] ~ = on B(O,1)

BRO) ~ 3
SuppP; = B(0,t).

Let now zp be a point of M such that h(zg) > 0; this point exists because
Ag + h is coercive. We define

ft=Po eXpI_O1

We are therefore supposing that, for all ¢, (h, fi,g) is sub-critical and we are
looking for a contradiction. For all ¢ we have a solution u; > 0 of

n+2

(Et) : Agut + h.ut = )\t.ft.Utn72

with f ftuf*dvg =1 and

A < K2(Supf,) ™"+ = K2
M

Then, (u;) is bounded in H?(M) when t — 0. So (u;) is bounded in L?" and
(u2*_1) is bounded in LZT=T. After extraction of a subsequence, if f; Lj f and

L2
u; — u, then
ftut -1 g fu2 71.

But here, f; = 0, therefore the equation (F;) “converge” to
Agu+hu=0

in the sense that w is solution of this equation. But Ag + h is coercive, therefore
u =0, ie. u; — 0in LP for p < 2*.

The sequence (u;) therefore concentrates in the sense we saw in subsection
4.2. But in subsection 4.2, the function f on the right handside of the equation
was constant and it was on the left handside that we had a sequence (hy).
However the results we saw there remain true, only the blow-up necessary for
the weak estimates requires a new treatment. We will go over these results, only
detailing the new difficulties.

a/ : There exists, up to a subsequence of (ut), exactly one concentration point
and it is the point xo where the f; are mazimum on M. Moreover

Vo > 0, lim fu? =1.
t=1JB(x0,8)

The method of subsection 4.2 works here. More precisely, as Supp fi =
B(zg,t), we have for all § > 0 and as soon as t < § :
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We can also suppose that

_n=2

N = A=K %(Supf,)” = =K 2
M

b/ :ur — 0 in C2 (M — {z0})

Same proof as in subsection 4.2.

¢/ : weak estimates

We consider a sequence of points (x;) such that

n—2
2

my = Mj&zxut = up(2s) 1= 1y

From the previous point, y — x¢ and pu; — 0. Remember that @, f,, h¢, g
are the functions and the metric seen in the chart exp;tl, and g, iNLt , ft, g; are
the functions after blow-up of center z; and coefficient k; = p; L

Reviewing the proof of the weak estimates in section 4.2, we see that it will
work here if we obtain :

VR >0 :lim ftuf*dvgzl—ER where eg  — 0.
=0 ) B (2, Rine) R—+00

This relation is itself proved using blow-up theory once it is proved that

~ CL.R™) _ ~ . .
u, 7 U where 4 is solution of :

n+2

A=K 2un—2.
This is where we have the main difficulty due to the presence of a familly (f:).
Indeed, after blow-up, the equation

n+2

(Et) . Agut + h.ut = )\t.ft.’ll,tnf2

becomes
n+2

(Et) : Agtﬂt + u?htﬂt = )\tfti‘l:tnf2
and to obtain that this equation ”converges” to

n+2

Aot = K22

we need to show that (ﬁ) is simply convergent to 1 (which is obvious when we
have a constant function f on the right handside of (Ej s g)). As the sequence
(ﬁ) is uniformly bounded by 1 on R™ (considering we have extended ﬁ by 0
on R™\B(0,6u; ")), we have, using e.g. theorem 8.25 of Gilbard-Trudinger [?]
and Ascoli’s theorem, the existence of a function u € C°(R™) such that, after
el G, with (0) = 1.

We are going to prove that ﬁ %5 1 on R” in two steps (we will prove a little
bit more) :

1/ : There exists f € L2 _(R™) such that f, 5 f on R"

2/:f=1lae onR"

extraction,
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First step : B 7
We have fi(z) = f () and |V f,| < <. Therefore

i<t

We consider two cases : B

a/ : If (5t) is bounded : Then for any compact set K CC R", (f;) is
bounded in H™(K) (where n = dim M). Thus, by compacity of the inclu-
sion H{’“(K) C C%*(K) for some o > 0, up to a subsequence, there exists

fx € C%*(K) such that
~c% " (K)

Tt fx
By diagonal extraction, we constuct f € C%*(R") such that

~ CO a(K)

fe f

for any compact set K’ of R", and moreover f € H"}! (R™). So fi 2 f on R™.

1,loc

b/ : If £ — 400 : the support of fr is

= To(t) t
suppf, = B2 L),
Mt pe

where zo(t) = exp,! (z0).

If (lmo(t)‘) is bounded, there is after extraction a subsequence

Zo(t) — P e R
Mt
and therefore
J?t C?OC(RL—{P}) 0
If m;# — 00, then
ﬁ sz R")

In both cases, ft 220 on R™.
In case a/, u is a weak solution of

n+2

A=K 2fun>

with f > 0as f; > 0, and f € H'[L(R") C CO(R™).

1,loc
In case b/, w is a weak solution of

A = 0.

In both cases, elliptic thory and standard regularity thorems gives the C? re-
gularity of u , and therefore A.u > 0. The maximum principle then shows that
either w = 0 or @ > 0. But @(0) = 1 thus u > 0.

Second step :
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We start using the iteration process : for some cut-off function 7 equal to 1
near xo, we multiply (E;) by n?u;, integrate and use the Sobolev inequality to

obtain, remembering that A\; < K*Q(Supft)’nv;t2 and that Sup fy =1 :
M

*. 2 «
([ o) <nk? [ opsad +e [t
M M Suppn

We take n =1 on B(zo, 36) and 1 = 0 on M\B(z,26). Then for ¢ close to 0

3
Suppft - B(x07t) C B(xha) C B(x07 55)

(/ w2 ) g/ fou? +c/ u?
B(:,9) B(w1,9) M
and after blow-up

</ ﬂ?*)%*éf ﬁ'ﬁ?w/ u§=1+c/ u? .
B(0,6u7 %) B(0,6u; %) M M

But [,, u7 — 0 therefore

lim w2 <1.

t—0 B(O,zs,u;l)

Beside, we know that f; “S f with f < 1 and @ (0) = 1. Let suppose that
there exists a set A C R™ with mes(A) > 0 such that f < 1 on A and write

R”:AUBwithlea.e.onB. Then,antEOandasﬂtC—iﬂ>0:

1= / fou? < lim fiu? + Iim fou?
B(0,6u; ") t=0 JB(0,6u; " )nA t=0 JB(0,6u; " )NB
< lim u; + lim u?
t=0 JB(0,6u; 1 )NA t=0 JB(0,6u;)NB
= lim u?

t=0 JB(0,6pu")

SO
T ~Q*
1 < lim Uy
t—0 B(O,é/_t;l)

which is a contradiction, and therefore ft 5% 1 on R™.
Thus, as we said

n+2

(Ey) : Dgi + pdhutiy = A frai) 2

“converges” to
_gnt2

Aea = K un—2

in the sense that
~ CL.R™) _
Ut — u
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where 7 is a solution of A& = K272 As u(0) =1,

K—2

u(r) = (1+ n(n—2) )~

Now, we can proceed exactly as in subsection 4.2.. We have :

VR > 0: lim fu2*d11 =1—¢ecp where eg  — 0
=0 J B(as . Rue) e Tl R—+o0
then
3C > 0 such that Vo € M : dg(m,xt)%zut(m) <C.
and

n—2

Ve > 0,3R > 0 such that Vt,Vox € M : dg(x,2¢) > Ry = dg(z,24) 2 w(x) <e.

d/ : We have here again the L2-concentration :
If dim M > 4,
L udv
L T, i
t=0 [, uidvg

e/ : We also have the strong estimates : For 0 < v < 252

IC(v) > 0 such that Yz e M : dg(x,mt)"”*”u;%qut(x) <,

and therefore the strong LP-concentration :
VR>0,Vd >0 and Vp > -5 where n = dim M :

fB(x Rpue) uy dvg
lim #21—53 where eg — 0
t—0 fB( v0.5) Ut Pdvg R—+400

We can now proceed with the central part of the proof of theorem 4 :
We consider the euclidean Sobolev inequality and equation (E;) viewed in
the chart exp,; !, Using the same computations as in subsection 4.3, we get :

_ 1
hi ()2 da < n,/ Fon’u; d
/B(O,é) e K(n,Q)Q(Supf)T2 B(0,5) o
M

1 / _ \2* 2
- nug)* dx)?”
K(n, 2)2( B(O,é)( )" de)

+C.672 w2dx + By 4 Cy
B(0,6)\B(0,6/2)

with
By =3 J5(0.5) Ok (g T( g5 + 0y gy ) () da
Ce = ‘fB(O,é) (g} — 0Y)0iwd;udx
1

A= —o d 2" ) 5%
' X )(SupfifB(Oé)ftnut T = K(n2 fBoa (n)* de)>
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We can write
A <

1
. 7 (4; + 47)
M
where A; = ([p.5) Folmm)? dz)™=" — (Supfi- 505 ()" da) "=
from the computation of subsection 4.3,

— _n=2 _ —
. K(n,2) 2(5A1;pft) w A7+ 0072 [0.50\B(0.6/2) Tede + By + Ct 0o
lim — <
t—0 JB(0.5) Ui dw 4(n—1)

Se(z0)+es

where €5 — 0 when 6 — 0.
We now consider :
oA
o
B(0,0) Ut 4T

We remark that from its definition, f; is decreasing when t — 0 in the sense
that :
if t<t then fi < fu.

We fix a ty. Then, for any t < ¢
/ Fi(nm)? da :/ fe-(noexpy')® uf . (expy)*da
B(0,5) B(x¢,0)
< / fto-(mo exp;.tl)Q* .uf* .(exp;l)*dx
B(z¢,0)

— / (fto © expxt)(nﬂt)y dz .
B(0,6)

We note : _
ftg,t = ft, 0 expy,,
and _ B
frot = ftU,t o ¢;t—11 .
Then :
2 __ 9% n—2 __ \9* n—2
A% < (fB(o)g) fto,t(nut)z dx) ™= — (Supfbe(oﬁ) (Uut)2 dz) =

n—2 n—2

< (fB(o,g) ?to’t(nﬂt)fda:) o= (Squto~fB(oyg)(nﬂt)g*dx) n

as Supf; = Supfy, =1 = fi,(x0) for all ¢.
We therefore obtain by the same method than that of section 4.3 :
Tim Aiz < _(n—2)(n—4) Ag fro (o)

=0 fB(o,g) ujdvg, 8(n—1) fto(w0)

+ &5

and thus, after letting § tend to 0, we obtain :

n—2 (n— 2)(n — 4) Dy (@0)

h(zo) < Sg(z0) — 8(n—1) fio(20)

~4(n-1)

But

c
Dgfilo) ~ —'—ti2 o 70
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so taking ¢y close to 0 we obtain a contradiction.

This proves that we can find in the sequence (f;) functions whith laplacian in
x0, Dgfi(x0), as large as we want such that the equations : Agu+h.u = ft.u%
do not have minimizing solutions and therefore such that h is weakly critical
for f; and g.

Remark 1 : We also have in this setting the analog of theorem 6 on the speed
of convergence of () to .

Remark 2 : this can be apply to h = cste < BoK 2 or to h = Sg if M is
not the sphere.

Second step :

For our function h such that (h,1,g) is subcritical, we know now that there
exists a function f, with a laplacian as large as we want at its maximum points,
such that (h, f,g) is weakly critical. More precisely, we found a function f such
that :

1/ : (h, f,g) is weakly critical,

2/ h(zo) > Jﬁifl)sg(xo) - (ngz?(fl;@ Af(];((ﬁo) where

a/ : h(zg) >0

b/ + {zo} = {z/ f(x) = Supf} and f(z0) = 1,0 < f <1, Supp f = B(z0,7)

¢/ V2f(xg) <0 .
We now consider the path

t— fr=(1—t)1+tf.

Remark that for all t : Agfy =t Ag f and fi(zo) =1 = Sup f;. We set
M

)\t = Inf Jh,ft,g-

Then

_n=2

Ao < K(m?)_Q(Sﬁpfo) g

because (h,1,g) is sub-critical and

n—2

M = K(n,2)7*(Supfr) ==
M

as (h, f,g) is weakly critical. Remark that Sup f; is always equal to 1.
M
Let

n—2

=}

to = Sup{t / \s < K(n,2)"*(Supf;)~
M

Then 0 < tp <1 and

_n—2
n

)‘to = K(na 2)72(Supfto)
M

Before applying the method of section 4.3, we need to prove one more thing :
as h is weakly critical for f;,, we know that at the maximum point zo we have

n—2 (n—2)(n —4) DNg fr,(x0)

M) 2 % ) T TR D )
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Agfig(o)  , Agf(wo) . .. .
because Foo (‘)wo) =1 J%(IO) with tg < 1, but we need a strict inequality.

We consider the sequence (f;), that we can construct using the first step :
fi is such that (h, f;, g) is weakly critical with

fi(zo) =1 = Supf; et Ag fi(xo) — +00.
For each f;, we note t; the ”¢y” built above. Therefore for any 7 :
h is weakly critical for (1 —¢;).1 +¢;.f; and g.
Suppose that liminf ¢; = 0, or, after extracting, that ¢; — 0. Then,
(1—t) 1+t fi —1

uniformly on M as 0 < f; < 1. But (h,1,g) is sub-critical, thus there exists
u € H2(M) such that

Vul? + [ hu?

w < K(n,2)72.

(Ju?)z=

But then
f\Vu\2+fhu2 B f|Vu|2 + [ hu?
(S = t) 1+t fi)u2" )3+ (fu2)s*

< K(n,2)™2

whereas

K (n.2)7 =K (n,2)"(Sup(1 - t:) 1 )

which contradict the fact that (h, (1 —t;).1 + ¢;.f;, &) is weakly critical.
Therefore, up to extraction, t; — t; >0
As Ag fi(xg) — 400, we can find ¢ large enough so that
(n—2)(n— 4)t- Ngfi(zo) S _n= 2
8n—1) " fi(zo) 4(n —1)

If we now denote f this last function f; and ¢y this ¢;, we get a path

Sg(x0) — h(zo) .

t—fi=0—t)1+tf

such that :
a/ : ¥Vt <to: (h, fi,g) is sub-critical,
b/ : (h, fi,,8) is weakly critical with :
bl/ : {zo} = {x/ fi(z) = Supf;} and fi(zo) =1 for all ¢
M

b2/ : h(xo) > 4&7:21)5&(%0) _ (n=2)(n—4) Dgfi, (o)

8(n—1) fto (o)
b3/ : V2 fi,(wg) <0
For any t < ty there exists a minimizing solution u; of the equation

n+2

Agut + h.ut = )\t.ft.’ll,tnfz

with [ fyu?” = 1. The sequence (u;) is bounded in H? therefore
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and we are once again in the situation where :

- either v > 0 and then u is a minimizing solution of Agu+h.u = A fi,-u = ,
and therefore (h, fi,,g) is critical.

- either v = 0 and once again the sequence (u;) concentrates. In this case,
the sudy of the concentration phenomenom is easier than in the first step as the
family (f;) tend uniformly to f when t — to with Supp f; = B(xo,r). We can
find § < r such that f > 0 on B(xg,d). Then there exists ¢ > 0 such that for

any t we have :

0<c< fi <1on B(xg,?),

Furthermore, the f; all reach their maximum at zg, this maximum being always
1. We can then go over all the results and methods of section 4.3, the functions
ft bringing this time no changes. We finally obtain

n—2 ~ (n—=2)(n—4) Mg fi,(w0)
8(” - 1) fto(wO)

thus a contradiction. Therefore (h, fi,,g) is critical with a minimizing solution.
This proof in fact shows the following result :
Theorem 4’ :
If h is weakly critical for a function f and a metric g, these datas satisfying :
1/ : h(z) > 4&77_21)5%(%) — ("g(QTZ(_"lf) A}%é()m) at the mazimum points of f
2/ ~N2f(x) <0 at the mazimum points of f

2
3/ : there exists a sequence fi t% f with Supf; = Supf such that (h, fi, g)
—to M M

h(zo) <

is subcritical for t < tg

then (h, f,g) is critical and has minimizing solutions.

As we said in the introduction, this leads to another, dual, definition of
critical functions, that is definition 3. The natural question is then

Is f critical for h if and only if h is critical for f7?

Remark that in both cases, if P is a point where f is maximum on M :

o n—4 A
W=D h(P) > Sg(P) — 252 268

This problem seeems difficult. We prove here the result we obtain, theorem
5.

The proof starts with the following remark : We have seen that if h is weakly

n+2
critical for f and g and that Agu + hau = f.un%r2 has a minimizing solution,
then h is critical for f and g. In the same way, if f is weakly critical for h (in
the sense that A r.g = K(n,2)"2(Supf)~ "= ) and if Agu+ha = fus 2 has
M

a minimizing solution u > 0, then f is critical for h. Indeed, if f’ is a function
such that Supf = Supf’ and f’ = f, we have

/f'u2* >/fu2*

_n=2
n

Inprg(w) < Jnpg(u) = K(n,2)"*(Supf) = K(n,2)"?(Supf’)
M M

because u > 0. Therefore

_n=2
n
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Using our work of section 4.3 and of this section, the proof is now short :

-If h is critical for f, we apply theorem 1 : Agu 4+ h.u = f.u% has a
minimizing solution, and therefore f is critical for h.

-If f is critical for h, these two functions (and the metric) satisfying the
hypothesis of the theorem, we have A\j ;g = K(n,2)’2(81\1%)]”)*%7 so h is

weakly critical for f. We then consider, for ¢ s 1, the sequence
t— fi=(1—1).Supf+t.f.

For allt ¢ :we have Supf, = Supf and if ¢ < 1 then f; = f. Therefore as f is
critical for h, by definition :

n—2

Ahofrg < K(n,Q)”(Sﬁpft)’ D

We then apply theorem 4’ above to obtain that & is critical for f with minimizing
solutions.

9.8 The case of the dimension 3 ; ending remarks

9.8.1 The case of the dimension 3.

We just state the results in the case of dimension 3, as they are immediate
generalisations of results of O. Druet proved in the case where f is a constant;
we refer to his article for the proofs [10]. The dimension 3 requires fondamentaly
the use of the Green function. We refer to the proof of proposition 8 in section
4.2 for the definition and the property of the Green function. In dimension 3,
for any point x € M, and for y close to x, G}, can be writen in the following
way :

Gn(z,y) = + Mp(z) + o(1)

w2 dg(x? y)
where o(1) is to be taken for y — x. We call My(x) the mass of the Green
function at z.
The generalisation of the results of O. Druet to the case of an arbitrary
function f in (Ej, f¢) gives the following :
Let (M, g) be a compact manifold of dimension 3, and let f € C*°(M) be
such that Supf > 0. We have the following results :
— For any function h weakly critical for f and g, and for any x € Max f, we
have Mp(z) <0.
— For any h € C*°(M), let B(h) = inf{B/ h+ B is weakly critical for f}.
Then h + B(h)is a critical function for f.
— Let h be a critical function for f and g. Then one of the following condition
is true :

1. There exists © € Maxf such that Mj(x) = 0.
2. ((En, t,g)) has minimizing solutions.

Remarks :
-The condition
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appears as the analog of the condition

4(n—1)
n—2

n—4 Ag f(P)

2 f(P)
we had in dimension > 4. In the case f = cst, this condition must be satisfied
on all of M.

-The particularity of dimension 3 is to offer critical functions of any shape,
that is the meaning of the second point.

-The main difference with the case f = cst studied by O. Druet is that the
conditions on the mass of the Green function are to be considered only at the
point of maximum of f.

h(P) = S¢(P) —

9.8.2 Degenerate hessian at the point of maximum and
fundamental estimate.

In theorem 6, we made the hypothesis that the hessian of f is non degenerate
at each of its points of maximum. We give here a conterexample to show that this
hypothesis is necessary. Consider the n-dimensional sphere S™ with its standard
metric s. Rewriting known results (c.f. for example [17]), there exists a unique
critical function for 1 et s, which is

n—2 n—2

C4n—1)"°% 4(n-1)

and this critical function has only two type of extremal functions, the constants
and the functions of the form

u=a(b— cosr)_%2
where a # 0, b > 1, and r is the geodesic distance to some fixed point of S™.

Consider now on S™ a sequence of points x; converging to a poit zg, and let

n—=2 n—
wp =7 (pF+1—cosry) T

where r(z) = ds(z, ) and p; is a sequence of real converging to 0. Then

/ uf*dvs =1
M

and we obtain in this way a sequence of solutions of the equation

n—2 nt2
= K(n,2) %u;
4(7’L — 1) Ut (TL, ) Uy

Asut —+
where obviously the function f = K(n,2)~2 has degenerate hessian at its maxi-
mum points! Furthermore

n—2

Supprur = ue(x) = prp >

This sequence concentrates and satisfies all the propositions 2 to 9 seen in section
4.2, whatever the choice of the sequence x; — x¢ and of the sequence p; — 0.
By spherical symetry, we can easily find two sequences (z;) and (u) such that

ds (xta :L'O)
et

— 400
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by taking for example j; = dg(x¢, 1)

Once again, it seems that the hypothesis on the hessian of f ”fixes” the
position of the concentration point, and so imposes a speed of convergence of
the sequence (z;).

9.8.3 Further questions.

First a remark concerning the requirement of a strict inequality at the point
of maximum of f in theorem 1. An easy but somewhat artificial extension of a
result of hebey and Vaugon is the following :

Suppose that the manifold (M,g) is of dimension > 7, and let (h, f,g) be
a critical triple. Let Ty = {x € M/ f(z) = Maxf and h(z) = 7225 Sg(x) —

In-1)°8
("g(zrz(fl;‘l) Aj%(f}ﬁf)}. We suppose that Ty is not dense in M and that for any

point x of Ty :

1 :The Weyl tensor vanishes on a neihbourhood of x,

2:V3(h - 4(’;7:21)Sg) is not degenerate in x,

3: Ngf(x) =01if x € Ty, and we suppose that f is non degeneraye at the
points of mazimum which are not in Ty.

Then (h, f,g) has minimizing solutions.

The main interest of this result is that we can expect existence of solutions
in this case. Looking to our method, it seems that one need to find some other
intrinsec parameters, i.e. invariant by the exponential charts exp,,. See our

thesis for more precision.

Another question is the following : We saw that the study of equations
Agu+ hu = fu?"~1is linked to the study of the best constants in the Sobolev

inclusions of HZ in L2 In the same way, the study of the Sobolev inclusions

of HY in L"pr, where npfn is the critical exponent, and of the associated best

constants, goes through the study of equations of the form
Apu+ hu = fun=r

where Apu = —V(|Vu|’"? Vu) is the p-laplacian ; see for example O. Druet, E.
Hebey and Z. Faget [F'2]. Here also variational methods are used : the functional

used is :
I(u) :/|Vu|g+/hup

from where we see the link with the Sobolev inclusion

(/unpfp)% gK(n,p)/|Vu|g+B/up

where K (n,p) is the associated best constant. The starting point is again the
following : If

n—p

Inf  I(u) < K(n,p)~" (Supf)” =

pn
Jurn-pr=1

then the equation has a minimizing solution u > 0 (knowing that the large
inequality is always true). We therefore see that it is easy to extend the definition
of critical functions to this case. It would therefore be interesting to know if our
results can be extended to this setting.

Another question that can be asked after our work is the following :
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f being given, is there constant critical functions ?

This would give some kind of "best second constant By(g, f)” linked to f.
At last, there is a question which emerges from our work :

For a given arbitrary function h on M, does there exist solutions (not
minimizing) to the equation Agu+ hu = qu*—l %

Indeed, we saw that this equation has (minimizing) solutions when h is
sub-critical and when h is critical with some hypothesis. However, variational
methods do not give any answer is h larger and different than some critical
function, or if Ag + h is not coercive. In this cases, if solutions exist, they
cannot be minimizing. One therefore needs other methods for these cases. See
[4] who study the case f = cst and 3 < dimM < 6.



Chapitre 10

Appendice A :
démonstrations de quelques
propriétés

Nous donnons ici quelques démonstrations des propriétés élémentaires des
fonctions critiques que nous avons exposées au chapitre 1. Nous les avons
reportées ici pour rendre plus lisible ce premier chapitre, et parce qu’elles sont
treés simples (bien qu’importantes).

L'opérateur Ag + h est forcément coercif pour h € C°(M) si
1

A =—— > etsi f>0sur M.
mEE S apsmn e O
M

En effet, par définition
n—2

/ |Vu|§ dvg +/ h.u?dvg > At (/ flu|m=2 dvg>
M M M

> /\hhf«,g-lﬁff- (/M |U|"2%2 dvg)

> )\h,f’g.fﬁff.c. </M Ju)? dvg>

la derniere inégalité étant obtenue par 'inégalité de Holder.

n—2
n

Si Ag + h est coercif, toute fonction k continue assez proche de h dans
CO(M) est telle que Ng + k est coercif.

Simplement par continuité de l'intégrale.
Si h est critique, nécessairement il existe © € M tel que h(xz) >0 .

Cela découle de I'exigence que nous avons faite que Ag + h soit coercif. Il

166
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suffit d’appliquer la coercivité & la fonction 1 :

/hdvg:/ |v1|§dvg+/ h1%dvg z/ 12dug
M M M M

>0

Par définition Bo(g)K(n,2)~2 est toujours une fonction (constante) faible-
ment critique pour toute fonction f et toute métrique g. Si de plus f =1, que
(M,g) n'est pas conformément difféomorphe a la sphére standard et est telle
que Sg = cste, Bo(g)K(n,2)™2 est une fonction critique, c’est la plus petite
fonction critique constante.

D’apres la résolution du probléme de Yamabe, on a avec ces hypotheses :
2 —2 2
S |Vl dvg + S T Jg-u dvg

Ag = l;nf - ) < K(n,2)7?
=10y (fM u|=2 dvg) h

(Ag est "I'invariant de Yamabe”). Donc il existe u > 0 solution de

n+2 *
Agu + hau = Ag.un=2 avec / u? dvg =1.
M

Alors

[y
Il
—
S
S

3
U
<

&
s
IA

K(n,2)2/ |Vu|zdvg+Bo(g)/ u?dvg
M M

-2
< KH,QQ/ Vul? dv +/ T2 g 2de
( )(M| g dvg D) <)
n—2 2 2
HBo(8) g7 — 3y S K (2 )/Mu dvg
-2
< 2 o nh—s . 2 2 '
< K(n,2)*Ag + (Bo(g) 4(n—1)Sg K(n,2) )/Mu dvg
Or
1— K(n,2)*\g >0
donc ,
n—=z 2
By(g) >4(n7 1)Sg.K(n,2)

et donc d’apres le théoreme de Z. Djadli et O. Druet cité au chapitre 1,
(1.2) a des fonctions extrémales. Mais cela signifie exactement que la fonction
faiblement critique By(g)K (n,2)~? a des solutions minimisantes, elle est donc
critique.

Les fonctions critiques se transforment dans les changements de métrique
conformes exactement comme la courbure scalaire.
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En effet, soit u € C*°(M), u>0et g’ = uﬁg une métrique conforme a g.
Posons

Ngth + h.a . nt2
B = =8 Cest a dire Agu + h.u = h'.un—>
un—2

Pour montrer que pour toute fonction w € HZ(M) — {0} :

Intg(w) = Jn g (u™ " w)

il suffit de remarquer que :

2n *
dvg = un-2.dvg = u* .dvg

et ) . )
|Vw|g, =u" "2 |Vw|g
Car alors
9
| orl g = [l aang = [ f]2] g
M u
et

/ h’(g)deg/:/ h’wzuz**zdvg:/ W wum2 dvg .
MU M M

Enfin, par intégration par parties

2
/ ‘V(E)‘ dvgs :/ |Vw|zdvg—/ Aguw?utdug .
M ulg’ M M

Ainsi
2
gD = / V| dvg+ [ (g
u M u
— Agu,
|Vw| dvg + (h un—? — T)w dvg
— [hg

avec

h = h’uniz _ ﬁ

u

et donc

Tn.1.a(w) = Jur g (0" w).
De plus si Ag + h est coercif Vw € HE (M)

/M |Vw|z dvg + /M hw?dvg > C/M w?dvg

et alors Yw € HZ (M)

/ |Vw|z, dvg +/ Rwidvg = I g(uw) > c/ wrw?dvg
M M M

C *
Z ﬁ/ ’LU2.U2 dUg
Supu M
M

c
> 7/ w?dvg:
> m— g
Supu? =2 [y
M
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et donc Ag + I/ est coercif. En échangeant h et g avec h' et g’, on voit que
Agr + h' est coercif si et seulement si Ag + h est coercif.
Ceci implique que h est critique pour f et g si et seulement si

ANgu+ hou

n+2
un—2

B =

est critique pour f et g’ = uz g. Ou d’une autre maniere, h’ est critique pour
4
fetg =urn-—2g si et seulement si
b= Wyt _ Dt
u

est critique pour f et g. (Ceci est aussi valable pour les fonctions sous-critiques
et faiblement critiques). De plus, w est une solution minimisante pour (h, f,g)
si et seulement si ¥ est une solution minimisante pour (7', f,g’).

Dans le chapitre 3 §3.2 (mise en place), nous avons affirmé que si u; —
u > 0, alors u est une solution minimisante. On montre en fait que uy — u
dans L? (M). On utilise pour cela le principe d’itération 2.3 et une définition
légérement modifiée mais équivalente du point de concentration : x est un point

de concentration si 3¢ > 0 tel que VY > 0 lim sup fB(z 5) uf* dvg > €. Remarquons
t—1 ’

que si us — u dans L%  sur un voisinage de z alors = ne peut étre un point de
concentration. On utilise alors la formule (2.5) de la maniére suivante : si pour n

valant 1 au voisinage de x on a limsup A\ K (n,2)?( Sup |f|).(f5uppn 2w <1
Suppn

alors, pour k et t assez proche de 1, Q(¢,k,n) > 0 et donc, avec (2.4), (nut) est
bornée dans L%Q* et on peut en extraire une sous-suite qui converge fortement
dans L?", donc u; — u dans L? sur un voisinage de x. Le principe si u; — u > 0
est alors le suivant. S’il n’existe pas de point de concentration, on voit avec cette
méthode que pour tout z, il existe une petite boule B(z, d) sur laquelle u; — u
dans L?". Mais alors, on recouvre M par un nombre fini de telles boules, et,
par exemple en utilisant une partition de 'unité, on obtient que u; — u dans
LQ*(M ). S’il existe au moins un point de concentration x, on commence par
montrer, toujours en utilisant (2.3),(2.4) et (2.5), que si f(x) <0, uy — u dans
L?" au voisinage de z, donc que z n’est pas un point de concentration. On
montre alors de méme que si x est un point de concentration, nécessairement,
V§ > 0, limsup fB(a:,a) f.u?*dvg = 1, et donc qu’il n’existe qu'un seul point de

concentration xo. Mais alors on voit que u; — 0 dans L (M — {zo}) ce qui

contredit le fait que u; — w > 0 dans L? (M). Par conséquent u; — u > 0
dans L2 (M) et Sy fu? dvg = 1. On utilise ensuite le fait que h est faiblement

critique pour montrer que A = ———— et donc que u est solution de
K(n,2)2(Supf) =
M

n+2 .

A u + h.u = %ﬂ_ un—2 et u2 d’U = 1’ ce qui montre que wu
£ K(n,2)2(Supf) 5 f e & q q
M

est bien une solution minimisante. Cette méthode marche aussi bien str, quand,
comme au chapitre 6, on a une suite f; — f.



Chapitre 11

Appendice B : construction
d’une fonction de Green

Considérons une variété (M,g) compacte, sans bord, de dimension n > 3.
Soit h € C*° (M) telle que 'opérateur

Ag+h
soit coercif. On cherche & construire une fonction C?
Gp: M x M\{(z,z),z € M} - R
strictement positive telle que, au sens des distributions, on ait Vx € M :
Dg yGr(z,y) + h(y)Gr(z,y) = 0s . (11.1)

De plus, Gj, vérifiera les estimées suivantes : il existe ¢ > 0, p > 0 tels que
V(z,y) avec 0 < dg(z,y) < p:

c -1

——— < Gpr,y) £ ————— 11.2
dgleyy? = Y S Gy -
Gh(l', y) dg(xa y)
c et p varient continuement avec h
n—2 1
Gh(z,y)dg(z,y)" = — quand dg(z,y) — 0 (11.4)

(n—2)wp_1

Beaucoup d’articles utilisent ’existence et les propriétés d’une telle fonc-
tion de Green, mais nous n’avons pas trouvé de référence qui en donnent une
démonstration precise. Nous proposons donc ici un schéma rapide de construc-
tion de G}, ce qui est trés classique, mais surtout I'obtention des estimées (10.2)
et (10.3) en utilisant des méthodes proches de celles intervenant dans notre tra-
vail.

170
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11.0.4 Premiere étape

On montre :

Soit T € LP(M), 1 < p < oo. Alors il existe une solution 3 € HY(M) de
Uéquation AgB+ h3 =T.

Si p > 2, il suffit d’appliquer les méthodes variationnelles classiques; il faut
faire un peu plus attention si p < 2. Pour cela, on commence par utiliser une
estimée bien connue :

Si u est solution faible de Ngu =T, T € LP(M), 1 < p < oo, alors u €
HEY(M) et

lall g < elITl o+ ull -

Or, si u est solution de Agu+hu =T, on sait que uw € HY et par conséquent

lull gy < cllAgu + hull , +cluf Lo - (11.5)

En fait +c||ul|;, est 1& pour tenir compte du fait que Agc = 0 pour toute
constante c. Mais quand Ag + h est coercif, on peut obtenir mieux :

St w est solution faible de Ngu+hu =T, T € LP(M), 1 < p < oo, et si
Ag + h est coercif, alors w € HY et

[ull gy < cllAgu+ hullp,

On montre en fait qu’il existe une constante C > 0 telle que pour toute
fonction u € HY :
lull g < CllAgu+ hullp, . (11.6)

En effet, si une telle constante C' n’existe pas, sur H5 — {0}
[Agu + hul,
H“”Hg

n’est pas minoré par une contante ¢ > 0. Il existe donc une suite (v,,) € HY |
U # 0 telle que
[Agvm + hvm|

Tomllzg

En prenant m, on peut supposer que ||vy, ||, = 1. Alors va||H§ > 1, donc

| Agvm + by, — 0
et par (10.5), va||H5 est bornée. Par reflexivité, il existe v € HY telle que

Hy
Um —7 U.

Or P'inclusion LP C HY est compacte, donc

LP
U — U

p

H
et ||v||;» = 1. De plus comme v,,, — v, pour tout ¢ € D(M)

[ on(Bu0+10) — [ o(g0+ o).
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Or [|Agvm + hvy|| ., — 0, donc pour tout ¢ € LP" (p' conjugué de p)

/(;S(Agvm + hvy,) — 0

Donc V¢ € D(M) : [ ¢(Agv+hv) =0 et donc Agv + hv = 0 faiblement et donc
fortement. Mais comme Ag + h est coercif,

/U(Agv+hv):/(’VU2‘+hv2):O =0v=0

ce qui contredit ||v]|,, = 1.

Montrons donc maintenant le résultat annoncé :

Soit ' € LP(M), 1 < p < oo. Alors il existe une solution 5 € HY(M) de
léquation AgB+h3 =T.

Il existe (['y) € C®(M) telle que Ty, L% I. Comme Ty € L2, les méthodes
variationnelles classiques donnent 'existence de solutions G € C*° de

AgBr + hpr =T,

Comme ||T'x||;, est bornée, par l'estimée (10.6) la suite (8;) est bornée dans
HY. 11 existe donc 8 € HY telle que

Br 1 8.
Alors V¢ € D(M) :
[ u8g0+h0) — [ B2g6+ ho).

Mais comme [, € C*°

[ u8g0+ho) = [o(agpi+ni) = [ori— [or

et donc V¢ € D(M) :
[ s@g0h0) = [or.
Ainsi 3 est solution faible de Ay + hf =T.

11.0.5 Deuxieme étape :

Soit y € M fixé. On pose r := ry = dg(z,y). Soit également une fonction
cut-off n, = n valant 1 dans B(y, ) et valant 0 dans M\B(0,24) pour 6 > 0
assez petit. On pose alors

Notons que
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ol cette expression est & “lire” dans une carte exponentielle. Donc I'y, € LP(M)

n

pour tout p < —=5.
Soit enfin 3, := 3 une solution faible de AgfB, + h@, =1,

On construit alors la fonction de Green de opérateur Ag + h en posant

1 n
Gyi=———(By + -2
Y (TL _ 2)wn—1 (ﬁv ;}—2)

Gy est C sur M\{y} et est solution sur M, au sens des distribution, de

NGy + hGy = 6,

La démonstration de cette derniere identité est classique et tout a fait analogue

au cas du laplacien dans R™ ; nous serons donc rapide.
Il faut utiliser la formule de Green

f/ vAgqu/(Vu,Vv)g:/ v@
B B o OV

ou v est la normale extérieure au domaine B.

Soit u € C*°(M) et soit € > 0 petit. On note v~ la normale intérieure a la

boule B; := B(y, ). Alors
/ Gy(Agu + hu) — / Gy (Agu + hu) + / Gy (Dgu + hu).
M M\Bs B,

Sur M\B., G, est C*> donc

oG,

/ Gy(Agu—i—hu):/ u(AgGy+hGy)+/ W2y _ g, 9n
M\B. M\B. A(M\B.) ov ov

Or par définition de G, sur M\B. : AgG, + hG, = 0. D’ou

ou oG
/ Gy(Agu+hu):/ Gy(Agu—i—hu)—i—/ @, 24— %5y,
M B. 9B. ov ov

- Comme Gy, € L*(M) et que u € C>(M)

£—

/ Gy(Agu+hu) — 0
B. 0

- Ensuite

ou  0G,, 1 Ju 0B
/E,BE(Gyau 7UW) N (n—2)wn—1 /aBE(ﬂaz/ u@u)

n 1 / 1 Ou 1
(n—=2)wn_1 Jop, 20V (n—2)w,_1

Comme 8 € HY pour p > 1, ﬂ% — ug—f € LY(M) et donc

1 ou op
/a (ﬁ*—ug) — 0.

(n—=2)wn—1 Jop. Ov e—0

ou

/835

).

87‘_(”_2)
U

ov
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On a également

1 Ou 1
/ — | < Sup|Vu| —5 < cSup|Vul.e — 0
8B, T ov M oB. T M e—0
- Enfin )
1 or—(n— 1 1
- (n—2)wn—1 faBE u ov - wnfl f{)BE ur"*1

= on et JoB U

— u(y)

e—0

d’ou finalement

Gy(Agu + hu) = u(y)
M

11.0.6 Troisieme étape :

C’est la partie qui intéresse le plus directement notre travail puisqu’elle
concerne les estimées sur la fonction de Green. Nous allons montrer par
récurrence que pour tout € > 0

Cc

C
1Byl < mmge et VB < Sz

Pour cela on montre que 7" 33, et |V3,|r"2T¢ sont dans C°(M). Le
principe est d’étudier 1’équation vérifiée par A(r?3) et d’en déduire avec les
théorémes de régularité classiques & quels H} appartiennent 7?3 et V(r?3). Ces
estimées entrainent la propriété (10.2).

Nous traiterons le cas ol la dimension n > 4, le cas de la dimension 3 étant
analogue mais plus facile. Pour alléger 1’écriture nous noterons v €(Hy )~ pour
dire que u €(H}) pour tout ¢ < p aussi proche que 'on veut. Ainsi

€ (L7=)"

T"_2

et donc o
By € (Hy ™)™ .
Rappelons que :

_si % > % _ ’“*Tm > 0 alors H{ (M) C HP (M)

si % < E=m alors H{ (M) C C™(M)

sipour 0 < o < 1: % < L%alors H{(M) C C%*(M)
Ainsi

By € (Hy ?)” C (H°)” C(L71)"

et donc |V, € (L73)~.
Soit p un réel 1 < p < 2. On a en utilisant ’équation
Ui
T

n—2 2

AgBy + hfy = —Dg(—15) — h
vérifiée par 3y :

Ag(rPB) = 1PAg B + BAgr? — 2(VrP,V§)g
= —hrPf — 1P (Ag(ts) + hmlz ) + BAgr? — 2prP =1 (Vr, V3)g .
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Or:
i/ hrPB e (L77)" car B, € (L77)~
i/ 1 [rP(Ag(7kz) + htls)| < %= € (L7072 )~
ii/ : |[BAgrP| < erP=2|p) € (Lﬁ)’
iv/ : |rPH(Vr, VB)g| < rPTL|VB,| € (L75)7.
Sil<p<2

n 3 n
Lnﬁz; C L~ C ans C L»—06+D

Donc .
Sil<p<2:rP3e€(Hy V)

et on peut commencer la récurrence a un tel p.
Prenons donc comme hypothese de récurrence que sip <n —4:

B e (Hy ")~
Alors tant que p <n —3:
M8 e (HyPTT) ¢ (H{TUT) ¢ (L)

et
n

Tn—2

Ag(rPT18) = —hrP 1 B—pP T (Ag(—L

7,n—2

)+h )+BArP T —2(p+1)rP (Vr, V3)g .
On a comme ci-dessus :

i/ : hrPTL 3 = hr(rP8) € (L7=¥9 )~ par hypothese de récurrence.

i/ ¢ [P (Ag(ois) + by )| € by € (L7 0797)

iii/ : |BAgrP T < el € (L7=¥2 )~ par hypothese de récurrence.

iv/ : |rP(Vr,VB)g| < |rPVg]|. Or

PV B = V(rPB) — BVrP = V(r?B) — p(rP~3)Vr

or par hypothese de récurrence, V(rP8) € (L7=0F )~ et |(rP=1B)Vr| =
[rP=13] € (L7=t7)~,
Comme

L7=F9 C [7=0FD

on a finalement que Ag(rP+!3) € (L"=%2 )~ et donc 213 € (Hy~ ™)~ d’on
le fonctionnement de la récurrence. N

Ainsi pour tout réel 1 <p<n—3: rP3 e (Hy @)~

Maintenant pour 0 < e < 1

Ag(’r"—3+€ﬁ) = —hr”—3+€ﬁ_rn—3+€ (Ag(rn,'z2 )+hrnn72 )+ﬁAgrn_3+€—C7‘n_4+s (VT, vﬁ)g
i/ 3R = hr? (P tEB) € (L)
11/ : }rn73+E(Ag(rn7772) +hrn7772)| < ,,alc—a c (L&)f c (L&)*
i/ + |BAgr" 4| < el € (L7F)”
iV/ : |Tn74+g(Vr’ Vﬁ)g| < |,r,n74+6v/8 < |v(,rn74+sﬁ)} +c |7’n75+€ﬁ| c

n

(L7




176 Appendice B.

Donc Ag(r"=3+¢8) € (L7°%)~ et donc r"~3+¢3 € (HJ °)~ . Autrement dit,
pour tout 0 < &’ << e

Tn_3+8,8 c H2275+5’

donc

Tn_3+8ﬁ c H22—5+5’ c Hllf(s—z/) c CO,(E—&)

et donc r" 3+ 3 est bornée sur M.
Enfin

Ag(rn72+€6) — _hrn72+€ﬂ_rn72+€(Ag( n )+hL)+ﬂAgrnf2+E—C’rn73+€(V’f‘, Vﬁ)g

7‘"—2 Tn—2

i/ : hr"=2te3 = hr(rn=3+¢3) € CY d’apres ce qui précede

i/ : |r 2t (Ag(ls) + hrls)| < erf € C°

iii/ . ’ﬁAgrn—2+s‘ < crn—ite |m c (Lﬁ)_

iV/ . |7“n_3+8(V’I“, vﬂ)g’ < }Tn_4+EVﬂ < ’V(Tn_3+sﬂ)| T |,rn—4+56| c

(LT==)"
donc r"~2t¢3 € (H, °)~. Or (H, °)~ C C*, donc V(r"~2t¢3) € C°. Mais

V(Tn_2+sﬁ) — C’I“n_3+sﬁ T 7””_2+6Vﬂ

donc |7“"_2+5Vﬁ‘ € C.

11.0.7 Quatrieme étape :

Il nous reste & montrer que G, > 0 et l'estimée (10.3). Il s’agit en fait
essentiellement d’appliquer le principe du maximum. (Rappelons que notre La-
placien Ay est le laplacien des géometres, c’est-a-dire avec la convention “du
signe moins” : Ag = —V'V;; le principe du maximum devient donc un principe
du minimum!)

Sur M\{y} : AgGy + hG, =0, donc G est C™ sur M\{y}.

Notons Uy = M\B(y,t) pour ¢ petit. Le principe du maximum appliqué &
G, sur U; nous dit que si G, atteint un minimum négatif ou nul a I'intérieur de
U; alors G, = cste. Sinon Gy, atteint son minimum sur le bord dU;. Mais dans
B(y,t)

c l—e C
|ﬁv‘ < pn—3+e =T 6,,.7172

donc dans B(y,t) sit < §
Gy(x) ~ e e +00.

En prenant ¢ assez petit, ceci prouve que d’une part Gy n’est pas constante, et
d’autre part que G, > 0.

Enfin, sur M
R
|Vﬁy| < rn—2+e r rn—1
et n c
‘vr"*Q‘ S

Donc sur M .

‘VGy| < Tni—l
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Sur B(y, )

n n—2
rn—2 yn—1

et donc sur B(y, )
~1

Cc Cc
<IVG,| <

rnfl —

et cette estimée est donc vraie sur tout M.
Comme par ailleurs G, > 0 sur M, on a aussi sur tout M :

-1

rn—2 < |Gy| < pn—2"

On en déduit (10.3).



Chapitre 12

Appendice C

Dans la partie centrale du chapitre 3, nous avons affirmé que

fm &

— <¢&5
—2
=1 [p(0.6) Ui

ou g5 — 0 quand § — Oet ou

Ct:

/ n*(g) — 50,0 dx
B(0,5)

Ceci est montré dans l'article de Z. Djadli et O. Druet [9], sur lequel
nous nous appuyons, dans le cas f = cste, et il n’y a pas de changements
pour une fonction f non constante. C’est pourquoi pour rendre plus lisible la
démonstration du chapitre 3 nous avons préféré reporter le calcul de cette limite.
Néanmoins, la démonstration de Z. Djadli et O. Druet se faisant dans un but et
dans un cadre différents, et avec f = cste, pour que notre travail soit “complet”,
nous reprenons rapidement pour le lecteur intéressé la démonstration dans cet
appendice.

Le développement de Cartan de la métrique g autour de x;, nous donne

¢ < C / 7 |[Rmg(20) (Vs 2, Vit 7)| dug,
B(0,5)
+55/ n? |Vﬂt\zt dvg, .
B(0,5)

En intégrant par parties et en utilisant ’équation vérifiée par les fonctions u; et

P'estimée faible

xZHf*’ < cu? on obtient
/ 7 |V [2, dvg, < C Widuvg, .
B(0,9) ' B(0,9)
Ensuite le changement d’échelle faisant passer de u; & u; nous donne

n—2

Vi, =V, * wlwer) = pf (V) ()

178
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et par conséquent

[ P R (V0. V) g, =g [ ) [ Rmgo0) (Ve 7, V) do,
B(0,9) B(0,6u; 1)

On coupe l'intégrale de droite en deux

/Bw,sutl) /Bm,R) B(0,5u; )\ B(0,R)
0

- o . . ~ o
Or sur B(0,R) : w; =, uqui est radiale, donc puisque = et Vu sont colinéaires
—to

/ n*(pex) |Rmg(x¢) (Vg z, Vg, )| dug, Ry 0.
B(0,R) 0

—t

En rappelant que

/ Ujdvg, = / | Uydvg,
B(0.6) B(0.6p;)

on voit que

— G — S5 B0 1 () [Rmg(2:) (Viie, 2, Vi, )| dvg,
lim ————— < Clim Lt . — +es .
=1 [ 0,5 Ur da =1 JB(0,601) Ui dvg,

Maintenant, pour des vecteurs x,y, par définition,

Rmg(P)(z,y,z,y) = K(P)(lz|4 [yl — (2,9)3)

ot K(P) est la courbure sectionnelle au point P.
Donc en majorant K (P)dans un voisinage de xg

|Rmg(z¢)(Vg, x, Vg, )| < C|V(|z| Et)%t — (V(|a| @), v)3,]

ounv= % En intégrant par parties, on obtient
~ 2 ~

/ ) 1 (o) IV (|2 @) g, — (V(|2] @), v)3, 1 dvg,

B(0,6n; )\B(0,R)

< C ‘V(\x|2ﬂf)’ do,
8B(0,R) e

+f 0P u2) Mg, (o] ) o T
B(0,61; \B(0,R)

S P (V (] ). )2, dug,
B(0,6p; )\B(0,R)

+O/ ’lj?d’l)gt
B(0,6u; \B(0, ;")

ou l'on a utilisé entre autres que

V| < ¢/d
|Ap| < ¢/6?
A () = pi(An°) ()
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et que p2 |z|* < 62 sur B(0,0u;t).
De plus n%(pz) — 1 uniformément sur OB(0, R), donc en développant
I'inégalité ci-dessus, pour t assez proche de tg :

/ () [V (2| @) 2, — (V (2] @), v)2, dvg,
B(0,6p; )\B(0,R)

IN

c [V (jaf* @)
dB(0,R)

do,
€

+/ 0 (ex) |z u Ag, Uy || uydug,
B(0,61; )\ B(0,R)

w L ) el A el
B(0,6p; )\B(0,R)

+C/ ﬂfdvgt
B(0,6u; "\B(0,5u; ")

—2/ n? () (Vg x)édvét
B(0,6u; )\B(0,R)

~ ~ 12
- / 02 () (Vi 2)g, + i) dug, -
B(0,61; ")\ B(0,R)

On utilise maintenant la relation suivante :
2 2
2] Ag, (|2]) < |2 Ac(lz]) + cpif |2]° < —(n = 1) + epf ||
et I’équation vérifiée par u;
atAgtﬂt = )\tftﬂf* — M?htﬂf

pour obtenir :

Lo )V T, (9ol @), e,
B(0,6p; )\B(0,R)

c/ ‘V(|z|2ﬂf) dae+C/ Wdvg,
8B(0,R) e B(0,5u; I\B(0,3ur ")

+f P\ o dug, [ ()2 o dog,
B(0.5u; )\B(0,R) B(0.5u; \B(0,R)

IN

-1 [ 7 () @dvg, + C ()22 ol dug,
B(0,61; )\ B(0,R) B(0,6u; )\B(0,R)

~ ~ 12
_ / 02 () [(Viig, 2)g, + 1] dog,
B(0,6u; )\B(0,R)

—2/ 0% (e e (Vi x)étdvgt

B(0,u; ")\B(0,R)

Or puisque n > 4

— (1)@~ 20 (Viig, @)%, — [(Viig, 2)g, + ) = —(n—4)a (Vg 2)g, + 2] <0 .

De plus avec ’estimée

~* o~
‘LEQU% ‘ < aRuf
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on obtient

P\ o dug, <en [ | g,

/Bm,au:l)\B(o,R) B(0,5u; )

et enfin

P (O o dug, < 8 [

~2 _ ~2
B u; dvg, —55/ ) uy dvg,
B(0,6u; ") B(0,61; )

/B(o,éutl)\B<07R>

oneg — Oetes — 0.

R—+oc0 6—0

D’ou finalement

Lo )V T, — (Ve 7). ) e,
B(0.6u; )\ B(0.R)

< c/ ‘V(\x|277t2) dae+C/ Wdvg,
9B(0,R) e B(0,6p; \B(0,51; ")

+ER/ ﬂfdvgt +55/ ﬂ?dvgt .
B(0.0u; ") B(0.61; ")

Mais maintenant, a R fixé

Uz c, ﬂ:(l—l—m\xf)_%sur 0B(0,R)

t—to n(n —2)
donc
V(|2 @)V () @) = |2* V(@) + 7V (|2]?) -
Or
/ ‘V(|x|252)’ doe ~ C.R~("=%)
dB(0,R) e
et de plus

— 1 — 1
lim < lim ~
— < — =

i1 fB(Oﬁu;l) uidvg, ~ t—1 fB(O,R’) u7dvg, fB(o,R') u?dz
pour tout R’ fixé, avec si n = 4 fB(O R u?dz — 400 lorsque R’ — +00.

En utilisant la concentration L? (point d/ de '’étude du phénomene de
concentration du chapitre 3), on obtient donc en fin de compte
Cy

Im———— <ep+es+CR " YVim—-———
t—=1 fB(o,s) u;dx =1 Bo,r) updvg,

d’ou en faisant tendre R vers 'infini

C
t <es

lim
—2
=1 fB(076) ugdx

oues — 0 quand § — 0.
Comme on le voit, la présence d’une fonction f au second membre de
I’équation Ej e ne pose pas de difficulté dans I'obtention de cette limite, car
on peut toujours majorer f par son Sup dans les intégrales. De plus, aucune
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dérivée de f n’apparaissant, ces calculs restent valables dans le cas d’une fa-
mille d’équations du type

Aguy + hyuy = fruy

ou on a une famille de fonctions (f;) au second membre, tant que les f; sont
uniformément bornées. Nous nous servons de cela au chapitre 6.



Chapitre 13

Appendice D : notations et
conventions

Nous nous sommes efforcés de garder les notations et les conventions sui-
vantes dans notre travail.

Données : On considére une variété riemannienne compacte (M, g) de di-
mension n > 3. Soit f : M — R une fonction C*° fizée telle que ]\4%1:1: f>0.

Soit aussi h € C*°(M) avec I'’hypothese supplémentaire que I'opérateur Ag + h
est coercif si f change de signe sur M.
On considere ’équation

nt2
(Bp) = (Bpy) = (Bj pg) : Dguthu= fun=2,

On note souvent 2* = n2f2 , remarquons alors que 2* — 1 = ng

Convention : Nous utilisons toujours ces “notations” : g,g’, g, etc pour
les métriques (en gras g pour les distinguer plus clairement des fonctions);
h, ', hy, etc pour les fonctions du premier membre définissant 'opérateur Ag+h ;
et enfin f, f’, f;, etc pour celles du deuxiéme membre ; de plus u, uy, etc désignent
les fonctions inconnues ou les solutions de Agu + h.u = f.u:tg .

On s’intéresse aux solutions minimisantes de Ej, , , : on dit que u € HZ(M)
est minimisante pour (£, f)g) (ou par abus de langage, minimisante pour h) si

pour

Ih,g(w):/ \vw|§dvg+/ hav?dvg
M M
on a

Ing(u) = inf g(w) = Mg

My = {we BN/ [ f ™ dog =1,
M
On utilise aussi la fonctionnelle

Vw|? dvg + [, hav?dv
Tngg(w) = Ju(w) = fM| |g g fM v g

(s £ leol 7% dog )

183
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et la partie de HZ(M) pour laquelle elle est définie
HE ={we Hf(M)//Mf|w|% dvg > 0}.

Alors
wienéflh,g(w) = winé}rJh,f,g(w) = An.fg

L’équation d’Euler associée au probléme de minimisation de Ij, g(w) sur Hy est

nt2
(Eh) = (Eh’f) = (Eh,f,g) : Agu + hu = )\hﬂt’gf.U"*Z

oll \p, f.¢ apparait comme une constante de normalisation liée a la condition

/ f\w|% dvg =1
M

L’équation d’Euler associée & Jj ¢ g(w) et H? est identique, mais sans cette
constante.
Pour étudier ces équations, nous utilisons des équations associées

n+2

(Et) : Agut + ht.ut = )\tft.ut"fz

ot en général A\, = Ap, 1, ¢ et dans certains cas Ay < A\, f, o
Les théoremes des chapitres 3 a 6 utilisent ’hypothese suivante :
Hypotheéses (H) : On suppose que le Hessien de la fonction f: M — R,
telle que Supf > 0, est non dégénéré en chaque point de maximum de f. En

outre, les f(])\/r[Lctions h considérées sont telles que Ag+h est coercif et l’on suppose
dim M > 4. On parle des hypothéses (Hy) pour désigner celles concernant la
fonction f.
En ce qui concerne les notations les plus générales :
Nous notons
L»(M)=1L*

I’ensemble des fonctions de puissance p-ieme intégrable; 'espace M considéré
étant sous-entendu s’il n’y a pas d’ambiguité.
1-locany = Il = 10,
est la norme associée.
HY(M) = ]

désigne ’espace de Sobolev des fonctions dont les dérivées jusqu’a ’odre k sont
dans LP et
lzpary = -

les normes correspondantes. En ce qui concerne les convergences, la fleche —
désigne une convergence faible, et la fleche — désigne une convergence forte.
Pour la variété Riemannienne (M, g)

dvg
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désigne I'élément de volume riemannien associé a g.Le laplacien riemannien

associé a g est noté
Ag =—-V'V;

(attention au signe moins)

[Vl

est la norme de Vu pour la métrique g. Lorsqu’il n’y a pas de doute sur la
métrique considérée, g est sous-entendue ; ainsi

/ \Vu\:/ |Vul, dvg .
M M

Par ailleurs, nous utilisons la métrique euclidienne &, les notations correspon-
dantes étant

Ae==> 0%, |Vul,, dz, do.

ou dx est la mesure de Lebesgue et do. la mesure induite sur la sphere de
dimension n — 1.

Enfin, les meilleures constantes K (n,2) et By(g) sont parfois notées K et B
pour simplifier quelques expressions. Le principe général est d’ailleurs que, pour
alléger certaines expressions assez longues apparaissant dans ce travail, certains
indices sont omis lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité :

Afg = M
JIh

Ih,t.g

et ainsi de suite...
Dans le détail :
- B(z,9) est la boule de centre x et de rayon ¢ pour la distance géodésique.
- xg est toujours I'(unique) point de concentration de la suite wu;.
- x4 est un point de maximum de wu;, et, & extraction pres, r; — xg
- parametre fondamental est défini par

n—2
2

M pr— ::
Laz uy w(xe) = 1y

- § désigne toujours le rayon d’une petite boule autour de x; ou de xg.

- 1 désigne toujours une fonction cut-off.

- les familles associées & 1'équation (E}, fg) par les équations (E;) sont in-
dexées par un parametre t — tg ol nous prenons souvent to = 1.

-¢,C,c,C" désignent toujours des constantes indépendantes des parametres
variables tels que t ou § ou R.

s — 0, ¢ — 0,5t —
5—0 ’ RR—>+oo ’ 7 §—0,t—1

Pour les équations numérotées (a.b), a est le numéro du chapitre et b est le
numéro de ’équation dans le chapitre.



Chapitre 14
Bibliographie

[1] : T. AUBIN : Some nonlinear problems in Riemannian geometry, Springer
monograph in mathematics, 1998

[2] : T. AUBIN : Equation différentielles non linéaires et probleme de Yamabe
concernant la courbure scalaire, J. Math. Pures Appl., 55, 1976.

[3] : T. AUBIN : Problemes isopérimétriques et espaces de Sobolev, J. of
Diff. Geometry, 11, 1976.

[4] : T. AUBIN : Meilleures constantes dans le théoreme d’inclusion de So-
bolev et un théoreme de Fredholm non linéaire pour la transformation conforme
de la courbure scalaire, Journal of Functional Analysis, 32, 1979.

[4] : A. BAHRI : C. R. Acad. Sci. de Paris, 307, (1998), n°"11.

[5] : H. BERESTYCKI, L. NIRENBERG, S. VARADHAN : The principal
eigenvalue and maximum principle for second order elliptic operators in general
domains, Comm. Pure Appl. Math., 47, 1994.

[6] : L.A. CAFFARELLI, B. GIDAS, J. SPRUCK : Asymptotic symmetry
and local behavior of semilinear elliptic equations with Sobolev growth, Comm.
in Pure and Applied Math., 42, 1989.

[7] : S. COLLION : Fonction critique et EDP elliptiques sur les variétés
riemanniennes compactes, prépublication de 'institut Elie Cartan, 2003, n° 28.

[8] : S. COLLION : Transformation d’Abel et formes différentielles
algébriques, C.R. Académie des Sciences de Paris, t.323, 1996.

[9] : Z. DJADLI-O. DRUET : Extremal functions for optimal Sobolev in-
equalities on compact manifolds, Calc. Var., 12, 59-84, 2001

[10] : O. DRUET : Optimal Sobolev inequalities and extremal functions. The
three dimensional case. Indiana Univ. Math. J., to appear.

[11] : O. DRUET, E; HEBEY : The AB program in geometric analysis :
sharp Sobolev inequalities and related problems, Memoirs of the AMS, 761.

[12] : O. DRUET, E; HEBEY, M. VAUGON, Pohozahev type obstructions
and solutions of bounded energy for quasilinear elliptic equations with critical
Sobolev growth. The conformally flat case. Université de Cergy-Pontoise, n°13,
avril 2000.

[13] : O. DRUET-F. ROBERT : Asymptotic profile and blow-up estimates
on compact Riemannian manifolds, preprint, disponible dans Memoirs of the
AMS, 761 : The AB program in geometric analysis : sharp Sobolev inequalities
and related problems, par E. HEBEY et O. DRUET

186



Bibliographie. 187

[14] : Z. FAGET : Optimal constants in critical Sobolev inequalities on rie-
mannian manifolds in the presence of symmetries, Annals of Global Analysis
and Geometry, 24 : 161-200, 2003.

[15] : Z. FAGET : Second best constant and extremal functions in Sobolev
inequalities in the presence of symmetries, preprint, a paraitre.

[16] : GILBARG-TRUDINGER : Elliptic partial differential equations of
second order, Springer 1985.

[17] : E. HEBEY : Sobolev spaces on riemannian manifolds, Lecture notes
in Mathematics, 1635, Springer, 1996.

(18] : E. HEBEY : Introduction & l’analyse non linéaire sur les variétés,
Diderot, 1997

[19] : E. HEBEY- M. VAUGON : The best constant problem in the Sobolev
embedding theorem for complete riemannian manifolds, Duke math. Journal,
vol 79, July 1995.

[20] : E. HEBEY- M. VAUGON : From best constants to Critical functions,
Math. Z., 237, 737-767,2001.

[21] : E. HUMBERT-M. VAUGON : The problem of prescribed critical func-
tions, Preprint de l'institut Elie Cartan, 2003

[22] : J. JOST : Partial differential equations, Springer 2002.

[23] : J. M. LEE : Riemannian Manifolds, Springer Verlag, 2002.

[24] : J. M. LEE : Introduction to smooth manifolds, Springer Verlag, 2002.
[25] : J. M. LEE - T. H. PARKER : The Yamabe Problem, Bulletin of the
AMS, 17, n°1, 1987.

[26] : P.L. LIONS : The concentration-compactness principle in the calcu-
lus of variations. The locally compact case. Part I, Annales de I'institut Henri
Poincaré, 1, 1984.

[27] : S. POHOZAEV : Eigenfunctions of the equations Au + Af(u) = 0,
Soviet. Math. Dokl., vol 6, 1965.

[28] : M. STRUWE : Variational Methods. Ergebnisse der Mathematik und
ihrer Grenzgebiete, 34, Springer-Verlag, 1996.

[29] : G. TALENTI : Best constant in Sobolev inequality, Annali di Mate-
matica pura ed Applicata, 110, 1976.

[30] : M. VAUGON : Equations différentielles non linéaires sur les variétés
riemanniennes compactes, Bull. des Sciences Mathématiques, 106, 1982.

[31] : M. VAUGON : Transformation conforme de la courbure scalaire sur la
sphere, Ann. Inst. Henri Poincaré, Vol 3, 1986, p55-65

[32] : M. VAUGON : Transformation conforme de la courbure scalaire sur
une variété Riemannienne compacte, Journal of Functional Analysis, Vol 71,
March 1987.



	Table des matières
	Merci...
	Introduction
	Chapitre 1  D´eﬁnitions et ´enonc´es des r´esultats.
	Chapitre 2  Trois outils fondamentaux
	Chapitre 3  Existence de fonctions extr´emales, seconde in´egalit´e fondamentale
	Chapitre 4  Triplet Critique 1
	Chapitre 5  Triplet Critique 2
	Chapitre 6  Triplet Critique 3
	Chapitre 7  La Dimension 3
	Chapitre 8  Remarques sur le cas limite et le cas d´eg´en´er´e. Quelques questions...
	Chapitre 9  Abridged English Version
	Appendice A : d´emonstrations de quelques propri´et´es
	Appendice B : construction d’une fonction de Green
	Appendice C
	Appendice D : notations et conventions

