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Je remercie le professeur Pierre Ladevèze d’avoir accepter la présidence de mon jury ainsi
que Christian Rey et Jean-Pierre Vilotte pour avoir accepté d’être mes rapporteurs. Leurs
remarques et leur intérêt portés à ce travail mon énormément touché.
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II Optimisation numérique 39

3 Implémentations et Multithreading 41

3.1 Analyse du temps de calcul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
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Introduction générale

En calcul des structures les problèmes de contact sont souvent présentés comme diffi-
ciles à résoudre et ceci même si le contact est localisé sur une petite part de la frontière
des corps en contact. Ceci provient essentiellement de deux difficultés. La première tient
à la description elle-même des surfaces potentielles de contact des deux corps antago-
nistes, inconnues à part entière du problème ; dans une modélisation éléments finis selon
la cinématique envisagée l’attirail de la mécanique des grandes transformations doit être
utilisé ; la modélisation du contact entre corps rigides polyédriques pose des difficultés tech-
niques comparables [30]. Mais, une fois les variables cinématiques et statiques définies, la
deuxième difficulté est due à la forte non linéarité des lois de comportement de l’interface
où la prise en compte de l’unilatéralité du contact, du frottement ou même de l’adhésion
implique des relations multivoques entre les variables statiques et cinématiques sur l’aire
potentielle de contact. De telles difficultés ont conduit à développer une large variété d’ou-
tils numériques. Dans le contexte de la modélisation par éléments finis, où le nombre de
contacts est la plupart du temps inférieur au nombre de degrés de liberté, une large re-
vue des approches et techniques est donnée dans [155]. Une fois les surfaces potentielles
de contacts identifiées, la résolution du problème de contact consiste en la détermination
des surfaces réelles de contact, de la répartition des statuts (glissant, adhérant, si le frot-
tement est considéré) de sous régions les composant et enfin des efforts qui y règnent.
Si la situation étudiée comporte une multitude de surfaces potentielles de contact, on
parle alors de problème multicontact. Entrent dans cette définition les milieux granulaires
considérés comme collections de solides rigides [26, 78, 117] ; dans ce cas ces derniers in-
teragissent essentiellement par des contacts ponctuels (ou modélisés comme tels) et non
des surfaces ; il n’en reste pas moins qu’alors, d’un point de vue numérique, le nombre de
contacts excède le nombre de degrés de liberté du système donnant tout son sens au terme
”multicontact”. On peut cependant considérer comme tels d’autres systèmes comportant
de nombreuses zones de contact potentielles et ceci même si le rapport (contacts)/(degrés
de liberté) reste petit : ceci concerne ainsi certains assemblages de structures [2, 20], les
milieux micro-fissurés [87] ou les materiaux cellulaires [5].

Un milieu granulaire est par définition un ensemble de particules, de taille plus ou
moins grande (du grain de sable au bloc de pierre de plusieurs mètres), de forme plus
ou moins complexe (de la sphère ”parfaite” au polyèdre anguleux), qui interagissent par
contacts. Ces interactions mettent en jeu, en sus du contact unilatéral, du frottement,
voire de l’adhésion de diverses origines (corrosion, capillarité,...). Un tas de sable ou de
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2 TABLE DES MATIÈRES

gravats, du béton, un échantillon d’argile, une maçonnerie, une formation géologique, un
ensemble de pilules pharmaceutiques peuvent être vu comme des milieux granulaires. On
retrouve ces matériaux dans de nombreux secteurs industriels aux problématiques di-
verses : stockage et vidange des silos de blé [52], tassement d’un ballast au passage répété
d’un train [140], mélange de pilules pharmaceutiques, ruine d’un édifice monumental sous
sollicitations sismiques, etc. Cette diversité renvoie au comportement atypique d’un mi-
lieu granulaire, tantôt solide (béton, plaques tectoniques, ballast) tantôt fluide (avalanche,
éboulement, écoulement en silos). Comprendre et modéliser les milieux granulaires ap-
parâıt donc comme un enjeu non seulement pratique, mais également scientifique.

En complément de l’approche expérimentale et des essais conventionnels (essai biaxial
et/ou de cisaillement) permettant de relier la déformation du milieu à la contrainte qu’il
subit, les simulations numériques apparaissent aujourd’hui comme un outil incontournable
pour venir enrichir les connaissances apportées par les expériences. Elles permettent d’ob-
tenir des informations impossibles à obtenir expérimentalement, notamment les forces de
contact locales, de simuler des milieux parfaits et de jouer plus facilement avec les nom-
breux paramètres physiques (coefficient de frottement, de restitution). A la fin des années
70, des méthodes numériques dédiées aux éléments discrets voient le jour sous l’impulsion
de P. A. Cundall qui développe la première méthode numérique dédiée à la simulation des
milieux discrets (Distinct Element Method [38]). Rapidement d’autres méthodes voient le
jour avec toutes pour même objectif la simulation des milieux discrets. On distingue deux
grandes classes de méthode : les méthodes régulières plus souvent qualifiées par le terme
anglais ”Smooth” [9, 77, 151] et les non régulières dites aussi ”Non Smooth” [40, 71, 55].

Dans le but de simuler des systèmes moins académiques et plus réalistes, la taille
des problèmes à traiter augmente régulièrement pouvant parfois conduire à des calculs
énormément coûteux en temps de calcul, voire impossible à résoudre. Oeuvrer pour la di-
minution du temps de calcul apparâıt comme un enjeu important. Ce fait est d’autant plus
primordial que pour des matériaux tels que les matériaux granulaires (également pour les
matériaux cellulaires) on ne peut pas forcément définir le comportement macroscopique
par des procédures d’homogénéisation. Pour les matériaux granulaires la définition d’un
volume élémentaire représentatif (V.E.R.) est toujours une question ouverte et certaines
techniques d’homogénéisation s’appliquent uniquement au comportement statique des gra-
nulats [26, 27, 114]. L’évolution d’un milieu granulaire est un processus erratique pouvant
avoir une multitude de chemins possibles lors d’une évolution, des phénomènes de lo-
calisation (bandes de cisaillement) et des crises dynamiques locales (ruptures d’arches).
Capturer tous ces événements aide à mieux comprendre le comportement de tels milieux,
et en l’absence d’une théorie micro-macro qui permettrait de les prendre en compte sans
les reproduire, offre une garantie sur la pertinence de la simulation.

En conséquence nous devons posséder des outils numériques performants alliant robus-
tesse et précision pour résoudre les problèmes multicontacts impliquant des algorithmes
pouvant être efficacement parallélisés. En effet les techniques de calcul parallèle large-
ment utilisées dans le domaine des éléments finis, apparaissent comme une première façon
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d’aborder la problématique du temps de calcul. Certaines méthodes par éléments discrets
bénéficient de telles techniques. Ces techniques, bien mises en œuvre et appliquées aux
opérations les plus consommatrices en temps de calcul, sont susceptibles de diminuer de
manière importante le temps de calcul, si une machine multiprocesseur est disponible.
Une autre façon d’aborder la diminution du temps de calcul est le développement d’al-
gorithmes plus performants. Ces développements sont d’autant plus intéressants que l’on
peut, si ceux-ci sont judicieusement choisis, leur appliquer les techniques de calcul pa-
rallèle bénéficiant ainsi d’une double optimisation. Les travaux qui suivent présentent des
développements entrant dans ce cadre d’étude.

Le mémoire est décomposé en trois grandes parties et sept chapitres. La première par-
tie présente la problématique générale des ”granulats numériques”, avec un premier
chapitre consacré aux différentes méthodes numériques et un second aux paramètres phy-
siques que l’on peut extraire des simulations. La deuxième partie constitue le coeur du
mémoire puisque concernant l’optimisation numérique. Le chapitre 3 s’attache à tes-
ter différentes implémentations séquentielles et parallèles de l’algorithme de Gauss-Seidel
non linéaire par blocs en général attaché à l’approche Non Smooth Contact Dynamics
développée par J.-J Moreau & M. Jean [70, 104]. On introduit dans le chapitre 4 un nouvel
algorithme de type gradient projeté conjugué adapté au contact frottant en modélisation
bidimensionnelle dont les performances sont étudiées tant en séquentiel qu’en parallèle.
Le chapitre 5 étend à la modélisation tridimensionnelle les approches développées dans
les chapitres précédents. La troisième et dernière partie est consacrée aux applications
ayant motivé les développements numériques précédents et ayant suscité, pour certaines,
des collaborations ; deux dynamiques entre fluide et solide sont étudiées. Le chapitre
III réinvestit le thème récurrent des écoulements granulaires en tambour tournant avec des
simulations bi- et tridimensionnelles. Le chapitre 7 s’attaque à la simulation des ”boites à
sable” utilisées par les géophysiciens dans l’étude de l’évolution des plaques tectoniques.
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Chapitre 1

Méthodes numériques pour
éléments discrets

1.1 Introduction

De nombreuses méthodes numériques sont utilisées pour étudier le comportement dy-
namique ou quasi-statique de collections de corps considérés comme parfaitement rigides.
Les domaines d’application de telles méthodes incluent la robotique [15], la dynamique des
maçonneries [1], les évolutions géophysiques [42] et la mécanique des milieux granulaires
[26]. Le traitement de corps rigides impose des stratégies de résolution différentes de celles
liées à la méthode des éléments finis utilisée pour étudier l’évolution de corps déformables.
Lorsque le nombre de contacts entre corps se révèle être peu élevé, les méthodes de type
Event Driven s’avèrent être de très bonnes candidates. Ces méthodes consistent, lors
d’une évolution, à déterminer les moments de transitions (contact, décollement, ...) des
moments où les statuts de contact restent inchangés. Sur ces derniers on peut alors utili-
ser des méthodes d’intégrations d’ordre élevé permettant ainsi des mouvements précis et
rapides entre les transitions. Les systèmes de tenségrité [91] et la robotique [55] sont des
domaines où de telles méthodes s’avèrent efficaces et ont montré de très bons résultats.
Les problèmes de contact sont alors reformulés en terme de problèmes de complémentarité
(L.C.P. pour Linear Complementarity Problem) bénéficiant ainsi des outils de l’analyse
non régulière. Lorsque le nombre de contacts devient élevé, ces méthodes deviennent alors
coûteuses voire impraticables pour des contacts forcément quasi-simultanés. Or les mi-
lieux granulaires sont des milieux typiquement multi-corps générant un grand nombre de
contacts simultanés ; ainsi on parlera volontiers de systèmes multicontacts. Pour traiter
l’évolution de collections de particules en contact, on fait alors appel aux méthodes par
éléments discrets communément appelées ”Discrete Element Methods” par analogie aux
”Finite Element Methods” (FEM). Le développement des méthodes par éléments discrets
voit le jour grâce aux travaux novateurs de P.A. Cundall basés sur le développement d’une
méthode numérique dédiée aux éléments discrets - the Distinct Element Method (DEM)
- développée initialement pour l’étude de systèmes composés de rocs [38] et étendue à
l’étude des milieux granulaires [39]. L’extension des méthodes utilisées pour modéliser le

7
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comportement dynamique des molécules aux particules macroscopiques, appelée à juste
titre dynamique moléculaire (Molecular Dynamics - MD) [9], ajoute une contribution à
ces développements. Ces deux méthodes régularisent le contact entre particules. En effet
elles utilisent des lois de répulsions raides reliant forces et paramètres de configuration
pour approcher la contrainte mécanique de non-pénétrabilité (conduisant numériquement
à une légère inter-pénétration des particules). La raideur des lois poussent à introduire des
paramètres de dissipation reliés aux vitesses des corps et à garder des pas de temps petits
pour assurer la stabilité du schéma d’intégration temporel. Un dernier type de méthode
se distinguant de cette stratégie est la méthode Contact Dynamics développé par Moreau
et Jean [71, 104, 105] qui renonce à régulariser les lois : ainsi le contact est réellement
unilatéral. On parle alors de méthodes ”Smooth” pour DEM et MD et de ”Non Smooth”
pour CD où les auteurs précités ont par ailleurs complété l’intitulé de leur approche pour
devenir ”Non Smooth Contact Dynamics” (NSCD) [70]. Le caractère non-régulier apparâıt
dans trois aspects. Primo une non-linéarité spatiale due à la condition géométrique de non-
pénétration conduisant à traiter des inégalités au lieu d’égalités. Secundo une non-linéarité
temporelle liée aux chocs entre corps créant ainsi des discontinuités dans les vitesses. Tertio
une non-linéarité en loi de contact apparaissant à travers les lois non-régulières reliant les
forces aux paramètres de configuration (contact unilatéral).
Il parâıt alors intéressant de comparer un peu plus en détail ces trois méthodes en éclairant
les points communs ainsi que les différences. Après une rapide présentation des différentes
étapes d’un code dédié aux éléments discrets, nous présenterons la méthode MD, la ”Gra-
nular Element method” (GEM) développé par Kishino [77] s’appuyant sur DEM, puis
pour finir la méthode NSCD. Quelques comparaisons numériques seront faites et nous
expliquerons les points qui nous ont poussé à opter pour la méthode NSCD. Par la suite
nous utiliserons souvent la terminologie anglaise pour présenter les méthodes permettant
de conserver la compréhension des observations.

1.2 Cadre d’étude

Les trois méthodes (MD, GEM et NSCD) ont le même cadre de départ. On considère
un système composé de nb particules parfaitement rigides ; on note n le nombre de pa-
ramètres de configuration : n = 3 ∗ nb ou n = 6 ∗ nb suivant la nature du problème (2D
et 3D). Nous supposerons pour la suite de ce chapitre, pour simplifier la présentation et
les illustrations, que les particules sont circulaires et que le problème est plan. On définit
alors un paramétrage t → q(t) (∈ R

n) définissant la position des particules à un instant
donné. Considérons pour l’instant que q est suffisamment régulier pour nous permettre
d’écrire l’équation de la dynamique pour chaque particule, obtenant le système suivant

Mq̈(t) = Fext(t) + R, (1.1)

où M (∈ R
n×n) est la matrice de masse du système (comprenant les composantes de masse

et d’inertie), q̈ le vecteur accélération (∈ Rn) dérivée seconde du vecteur configuration q,
Fext les forces extérieures en l’absence de contact et R les forces de contacts. La somme
de ces deux derniers termes est notée F. Les trois méthodes s’appuient sur l’équation (1.1)
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mais en prenant toutes les trois des itinéraires différents pour déterminer le mouvement du
système. L’équation (1.1) est discrétisée en temps via un schéma d’intégration temporel.
Mais pour avoir les idées plus claires sur les différents points pouvant être propres à chaque
méthode ou communs, nous allons considérer ce qui peut apparâıtre comme un algorithme
général œuvrant pour la simulation des éléments discrets (voir figure 1.1) en distinguant
trois étapes fondamentales. Une fois ces étapes dissociées nous verrons comment elles sont
traitées par chaque approche.
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Fig. 1.1 – Schéma caractéristique de l’algorithme général d’une méthode œuvrant pour
la simulation du mouvement d’éléments discrets. Seules les trois étapes principales sont
représentées.

Ces trois parties sont le mouvement des particules, la détection des contacts et la résolution
des forces de contact. Passons les en revue.

Mouvement des particules

A chaque particule i du système, correspond un vecteur qi qui peut se décomposer en
deux parties : un vecteur translation xi et une rotation ωi (figure 1.2) ; on rappelle que
nous limitons la présentation dans ce chapitre à une modélisation bidimensionnelle. De
même le torseur des efforts appliqués à chaque particule, noté Fi, comprenant les forces
extérieures ainsi que les forces de contact, est décomposé en sa résultante Ni et son mo-
ment Mi (figure 1.4).

La détermination du mouvement des particules est liée au schéma d’intégration. Nous
sommes amenés à travailler sur des intervalles de temps [ti, ti+1]. Le principe est de prédire
une position ou d’effectuer directement un déplacement via un schéma d’intégration tempo-
rel. Ne connaissant qu’une partie des forces au temps ti, nous effectuons une correction de
cette position lorsque l’ensemble des forces est connu, nous permettant ainsi de connâıtre
la position du système à l’instant ti+1. Le schéma d’intégration dépend de la méthode
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Fig. 1.2 – Définition du repère direct local (t,n)

utilisée et les différentes méthodes ne se basent pas sur les mêmes schémas d’intégration
temporel (méthode de Gear, schéma de Newmark, θ-méthode).

Détection des contacts

Une fois la position des particules prédite, de nouveaux contacts peuvent apparâıtre
tandis que des contacts présents à l’instant précédent ont pu disparâıtre. La méthode
dressant la liste des contacts potentiels est indépendante de la méthode (MD, GEM ou
NSCD). Nous pouvons donc très bien utiliser le même algorithme de détection pour les
trois méthodes : une méthode des bôıtes de Manhattan [50], une triangulation de Delaunay
[31] ou encore des méthodes plus exotiques [24, 48]. Pour dire simplement quelques mots
par rapport aux méthodes utilisées, nous présentons le principe de la méthode que nous
utilisons dans les différentes simulations présentées ainsi qu’une autre méthode plus sou-
vent utilisée qui est une méthode de détection par triangulation de Delaunay. La méthode
des bôıtes de Manhattan consiste à découper le système en bôıte de mêmes tailles. Ce
découpage se fait en fonction du diamètre des particules. Une fois le découpage effectué,
on repartit les particules dans les bôıtes correspondantes. Ensuite on procède à la détection
des contacts entre les particules d’une même bôıte, ainsi qu’entre les particules appartenant
à deux bôıtes adjacentes (bôıtes hachurées sur la figure 1.3) : toutes les bôıtes adjacentes
ne sont pas parcourues car suivant l’ordre de parcours des boites, des détections entre
boites ont pu déjà être faites, ce qui nous permet de limiter le nombre de tests effectués.
La triangulation de Delaunay consiste quant à elle à réaliser un maillage entre les centres
des corps du système, nous permettant ainsi d’obtenir directement la liste des arêtes cor-
respondant aux contacts potentiels (c.f. partie droite de la figure 1.3).
Quoi qu’il en soit ces méthodes doivent être efficaces pour ne pas consommer la majeure
partie du temps. On trouve ainsi de nombreuses méthodes robustes, apparaissant souvent
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Fig. 1.3 – Algorithme de détection des contacts : méthodes des boites (gauche) et trian-
gulation de Delaunay (droite)

comme des extensions de celles présentées précédemment, dont certaines possèdent des ver-
sions parallèles permettant de bénéficier des super-calculateurs [31]. Nous ne détaillerons
pas plus les différents algorithmes de détection même si ceux-ci s’avèrent être d’un très
grand intérêt. Pour les trois méthodes, lors de cette phase, nous définissons pour chaque
paire de particules en contact un repère local (illustré par la figure 1.2) dans lequel sont
exprimées les grandeurs locales, vitesse relative et force de contact locale.
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Fig. 1.4 – Représentation des forces locales et globales

Pour chaque contact α, on définit un repère direct (Iα; tα,nα), dans lequel on exprime la
force ou l’impulsion de contact locale rα décomposée en une partie normale rα,n et une
partie tangentielle rα,t (figure 1.2) ; cette dernière quantité est vectorielle en 3D.
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Détermination des forces de contacts

Pour finir ou corriger le déplacement des corps composant le système, il nous faut
procéder à la phase consistant à exprimer les forces de contact, seules grandeurs qui
restent inconnues. Cette détermination peut se faire de manière explicite en utilisant
des lois régularisantes, raides, reliant configuration et force (caractère smooth) comme
pour les méthodes MD et DEM, ou de façon implicite nécessitant un algorithme itératif
pour résoudre le problème non linéaire local comme le fait la méthode NSCD (caractère
non smooth) en utilisant classiquement un algorithme de type Gauss-Seidel mais pou-
vant aussi utiliser une approche de type bi-potentiel [51, 53]. Si l’on définit δ comme
la différence entre la distance inter-centres et la somme des rayons des particules, δ =
dij − (li + lj), les méthodes smooth écrivent rα,n comme une fonction de δ (par exemple
rα,n = knmax(0,−δ)) tandis que les méthodes non smooth travaillerons avec des inégalités
à satisfaire du type δ ≥ 0, rα,n ≥ 0 pour du contact unilatéral. Les forces de contact
peuvent n’être que normales en l’absence de frottement, posséder une composante tangen-
tielle lorsque le frottement est pris en compte, ou encore plus complexes faisant intervenir
des effets thermiques, des phénomènes d’usure ou encore des interactions à distance. Le
choix de la loi de contact dépend du problème traité. Malgré un formalisme assez général
sur certaines lois, nous ne traiterons par la suite que des problèmes de contact avec ou
sans frottement. La cohésion entre particules provenant des phénomènes de capillarité ou
autre point de colle n’a pas été utilisée dans les simulations présentées dans ce manuscrit.

Nous nous proposons maintenant de regarder plus en détails, pour chaque méthode, les
parties concernant le schéma d’intégration temporel ainsi que la détermination des forces
de contact. Nous porterons une attention plus particulière à l’approche NSCD que nous
avons utilisé pour étudier le comportement des milieux granulaires.

1.3 Molecular Dynamics (MD)

L’approche dynamique moléculaire est l’adaptation à l’échelle macroscopique [9] de
méthodes utilisées couramment pour la modélisation de systèmes moléculaires. A cette
échelle (Angström), les interactions entre molécules dérivent de potentiels mettant en jeu
des forces en général négligées à l’échelle du mécanicien. Ces derniers sont alors remplacés
par des potentiels modélisant l’interaction élastique entre particules dont le plus connu
est le modèle de Hertz. Parmi les nombreux travaux utilisant cette approche pour la
modélisation dynamique ou statique de collections de corps en contact, on peut citer les
travaux de Walton [150, 151], Ristow [133] et Hermann [61, 62]. Après une présentation
succinte de la discrétisation temporelle, nous présentons une formulation générale du calcul
des forces de contact.

1.3.1 Schéma prédicteur-correcteur de Gear

La discrétisation des équations de la dynamique se fait via une méthode de différences
finies associée à un algorithme prédicteur-correcteur de Gear. Le principe en est le sui-
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vant. Partant des positions, vitesses et autres grandeurs dynamiques à un instant ti (q(ti)
sera noté q(i), notation adoptée pour les autres quantités dépendant du temps), on veut
déterminer ces mêmes quantités à l’instant ti+1 = ti + ∆t pour une certaine précision.
Suivant un développement classique de type Taylor nous pouvons écrire,



























qp(i + 1) = q(i) + ∆t ˙q(i) + (∆t)2

2! q̈(i) + (∆t)3

3! b(i) + (∆t)4

4! c(i) + ...

q̇p(i + 1) = q̇(i) + ∆tq̈(i) + (∆t)2

2! b(i) + (∆t)3

3! c(i) + ...

q̈p(i + 1) = q̈(i) + ∆tb(i) + (∆t)2

2! c(i)...
bp(i + 1) = b(i) + ∆tc(i) + ...
cp(i + 1) = c(i) + ...

, (1.2)

où b et c sont respectivement les dérivées première et seconde de l’accélération. L’algo-
rithme de Gear seul ne permet pas de déterminer la position des corps. En effet l’équation
de la dynamique n’étant pas encore résolue, on ne peut déterminer exactement la posi-
tion des corps sans prendre en compte les efforts de contact : on parle alors de grandeurs
prédites (indexées par p). Ainsi une fois les forces de contact déterminées, l’accélération
corrigée peut être calculée (q̈c(i + 1) = M

−1F(i + 1)) fournissant un terme correctif noté
∆q̈ égal à q̈c(i + 1)− q̈p(i + 1) permettant d’actualiser les différentes grandeurs prédites :























qc(i + 1) = qp(i + 1) +c0∆q̈
q̇c(i + 1) = q̇p(i + 1) +c1∆q̈
q̈c(i + 1) = q̈p(i + 1) +c2∆q̈
bc(i + 1) = bp(i + 1) +c3∆q̈
cc(i + 1) = cp(i + 1) +c4∆q̈

. (1.3)

Les coefficients c0, c1, c2, c3 et c4 sont appelés coefficients de Gear et sont reliés à l’ordre de
l’équation différentielle (1.1) ainsi qu’au nombre de quantités considérées [9]. Le tableau
1.1 donne des exemples de valeurs suivant l’ordre utilisé dans le développement.

valeurs c0 c1 c2 c3 c4

3 0 1 1 0 0
4 1/6 5/6 1 1/3 0
5 19/90 3/4 1 1/2 1/12

Tab. 1.1 – Coefficients de Gear pour le schéma prédicteur-correcteur.

1.3.2 Forces de contact

En se basant sur l’équation (1.1), il nous faut déterminer les forces de contact exercées
sur chaque corps notées R = (R1, ...Rnb

) contribuant au second membre de (1.1). Celles-ci
sont calculées en fonction des forces de contact locales rα, fonctions de l’interpénétration
δ (si δ est négatif) dans une démarche régularisante. Ainsi les forces normales de contact
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peuvent suivre une simple loi de Hertz, i.e. rn ≈ kδ
3

2 dans le cas 2D, ou utiliser d’autres
lois comme le propose Johnson et al. [72] avec le modèle JKR prenant en compte les
effets de cohésion entre particules, effets largement étudiés dans [123]. Nous présentons un
modèle utilisé dans les écoulements denses [132, 133] s’apparentant à une loi de Hooke.
En définissant dij(= dijnij) comme le vecteur inter-centres des particules i et j















rij,n = {knδ + γn
meffuij .dij

leffdij
}

rij,t = min{−γtmeffvij,t, sign(−γtmeffvij,t)µ|fij,n|}
(1.4)

où

meff =
mimj

mi + mj

leff =
lilj

li + lj

,

meff et leff représentent respectivement la masse effective et le rayon effectif associés
au contact ij. Ce modèle impose d’introduire trois coefficients d’ajustement bien que
qualifiés mécaniquement : kn, coefficient de raideur locale, γn et γt, coefficient de vis-
cosité. uij représente la vitesse relative entre les particules. D’autres variantes pour les
forces de contacts sont possibles [96, 142]. On peut ainsi suivant la position des particules
dans l’échantillon déterminer les forces attractives (si la cohésion est prise en compte)
ou répulsives entre particules en contact et procéder à la correction nous permettant de
placer les particules dans leur position à l’instant ti+1. Notons que cette approche fait
intervenir des termes élevés en ordre de dérivation dans le schéma d’intégration temporel
(dérivées première et seconde de l’accélération), ce qui suppose des évolutions locales très
régulières quelque peu contradictoires avec les crises dynamiques locales (y compris pour
des évolutions globales quasi-statiques) observées numériquement et expérimentalement
(bruits accoustiques).

1.3.3 Choix des paramètres

L’utilisation de loi régularisante peut parâıtre fort sympathique puisque cela permet
de traiter le contact de façon explicite. Cependant certaines précautions sont à prendre
pour que les résultats des simulations aient un sens mécanique. L’une de ces précautions
concerne le choix du pas de temps. Le pas de temps ∆t dépend des paramètres mécaniques
du système. ∆t doit garder une taille suffisamment petite pour que la détermination des
forces de contact soient pertinents. En particulier, ∆t doit prendre des valeurs largement
inférieure au temps de durée d’un contact, durée qui est fonction des paramètres kn, meff

et γn [123]. Une autre précaution repose sur le choix de la raideur normale. La valeur de
kn ne doit pas être trop élevée pour ne pas prendre des pas de temps trop petits, mais ne
doit pas non plus être trop lâche entrâınant des valeurs de δ trop importante et sans plus
aucune signification. Ces précautions sont primordiales pour obtenir des résultats ayant
un sens mécanique en particulier la loi de conservation du volume.
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1.4 Granular Element Method (GEM)

La méthode GEM (Granular Element method) [77] est une variante de la méthode
DEM développée par P.A. Cundall [38]. Comme MD, GEM appartient aux méthodes dites
smooth ; le caractère smooth est lié à l’utilisation de lois régularisantes. GEM diffère de
DEM par le schéma de résolution qui s’apparente à une stiffness method, schéma proposé
tout d’abord par Kawai [75] et étendu par Kishino pour la simulation quasi-statique des
milieux granulaires [77]. Une extension de la méthode sera proposée plus tard par le
même auteur pour l’étude de situations dynamiques [80]. Nous proposons ici de présenter
brièvement le schéma d’intégration temporel dans le cadre général puis de détailler plus
longuement la méthode utilisée pour résoudre le problème de contact local restreint alors
aux évolutions quasi-statiques.

1.4.1 Schéma de Newmark

Reprenons l’équation (1.1) en explicitant les forces de contacts R(q, q̇), que l’on sup-
pose pouvoir s’écrire de la façon suivante

R(q, q̇) = −Cq̇− K(q)q, (1.5)

où C est une matrice de viscosité, K(q) une matrice de rigidité dépendant de la configu-
ration, toutes deux définies positives, q̇ représentant la vitesse généralisée. On retrouve
alors l’équation communément utilisée en dynamique des structures,

Mq̈ + Cq̇ + Kq = Fext. (1.6)

La matrice K est alors considérée comme constante sur l’incrément supposant que l’en-
semble des contacts gardent leurs statuts. Nous verrons que ce n’est pas toujours le cas,
mais cette hypothèse peut être toutefois conservée en prenant les précautions nécessaires.
L’équation (1.6) est alors intégrée via un schéma de Newmark utilisant un paramètre β > 0
pris entre 1

2 et 1 pour des raisons de stabilité numérique. Ainsi on peut approcher la vitesse
et l’accélération par











q̇(i + 1) =
∆q

β∆t
− 1 − β

β
q̇(i)

q̈(i + 1) =
∆q̇

β∆t
− 1 − β

β
q̈(i)

. (1.7)

Après avoir réalisé une pondération de l’équation (1.6) au temps ti et ti+1, et substitué
successivement les équations du système (1.7), on obtient la relation

[
1

β∆t2
M +

1

∆t
C + βK]q(i + 1) =

[
1

β∆t2
M +

1

∆t
C − (1 − β)K]q(i) +

1

β∆t
Mq̇(i) + [βF(i + 1) − (1 − β)F(i)] (1.8)
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qui nous permet ainsi d’exprimer la configuration à l’instant ti+1 en fonction de la configu-
ration à l’instant ti (connue), de ces dérivées premières et secondes et des forces (extérieures
et de contact). Pour pouvoir déplacer les particules, il nous reste à exprimer les forces de
contact à l’instant ti+1.

1.4.2 Forces de contact

Régularisation

Pour chaque particule i, la liste des particules en contact étant établie, nous décompo-
sons le déplacement relatif entre la particules i et la particule j, candidate au contact, en
une partie normale ∆xij,n et une partie tangentielle ∆xij,t. Les efforts de contacts locaux
sont alors déterminés en fonction de ces deux quantités,

{

rij,n = knmax(0,−∆xij,n) = max(0,−knδ)
rij,t = kt∆xij,t

, (1.9)

δ étant l’interpénétration définie dans la section précédente. Prenant en compte le frotte-
ment de Coulomb, si il y a glissement, autrement dit si |rij,t| > c + µrij,n (c coefficient de
cohésion et µ coefficient de frottement entre particules), la force tangentielle est égale à

rij,t =
rij,t

|rij,t|
(c + µrij,n) (1.10)

La méthode de DEM classique consiste alors à faire remonter ces forces locales au niveau
global actualisant les torseurs des efforts exercés sur chaque particule avant de passer au
pas suivant. Ce que propose Kishino avec la méthode GEM [77] est différent puisque la
méthode est implicite s’appuyant sur les matrices de rigidité utilisées dans la méthode des
éléments finis.

Processus itératif

Nous ne présenterons que la méthode pour une étude de problème quasi statique [78],
cadre fort agréable puisque l’équation, écrite de façon incrémentale, est réduite à

K(q(i + 1))(q(i + 1) − q(i)) = Fext(i + 1) − Fext(i)
⇔ K(q(i + 1))∆q = ∆Fext

, (1.11)

et permet d’expliciter plus aisément la démarche. La vitesse est considérée constante sur
chaque pas de temps impliquant que l’incrément ∆q̇ est nul. La matrice K s’écrit

K(q(i + 1)) = H(q(i + 1))KcH
T (q(i + 1)) (1.12)

où

Kc = diag(Ke, α = 1, nc) et Ke =

[

kn 0
0 kt

]

, (1.13)
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la matrice H ∈ R
3nb×2nc est un assemblage de matrices Hα,i et Hα,j (α = ij) défini par,

Si α n’est pas actif Hα,i = O Hα,j = O

Si α est actif Hα,i =

[

n t
0 1

]

Hα,j =

[

−n −t
0 1

]

(1.14)

Le principe de la méthode ne consiste pas simplement à passer au pas suivant en inversant
la matrice K, comme le ferait l’approche MD. Afin de prendre en compte l’équilibre du
système, un procédé itératif est mis en place. Partant d’une position initiale, les forces
de contacts sont calculées suivant le système (1.9) afin de calculer l’équilibre global ainsi
que l’équilibre de chaque particule. Si l’équilibre est établi, nous passons au pas de temps
suivant. Dans le cas contraire, les particules non équilibrées sont déplacées afin de cor-
riger l’instabilité du système. Les forces de contacts sont ensuite réévaluées en fonction
de ce nouvel incrément de déplacement. La matrice K est gardée constante sur le pas
de temps conformément à la remarque faite précédemment. Toutefois il se peut qu’une
particule perde l’ensemble de ses contacts au cours du processus itératif auquel cas, la
matrice de rigidité est recalculée, afin de poursuivre le processus itératif. La méthode
incrémentale s’apparente à un algorithme de Jacobi, au sens où pour calculer l’incrément
de déplacement ∆qi, il n’est pas nécessaire d’avoir calculé les incréments de déplacement
des particules précédentes. Ainsi dans une optique multithread, cet algorithme est in-
trinsèquement parallèle [131]. L’approche est présentée plus en détail dans l’annexe A.
De nombreux résultats ont été obtenus grâce à l’approche GEM [81, 82], un des derniers
exemples étant la modélisation d’un essai tri-axial (figure 1.5) pour étudier les différents
types de mode de déformation en plasticité. La version initiale de GEM, proposée pour
des analyses quasi-statiques bénéficie aujourd’hui d’une version dynamique [80].
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Fig. 1.5 – relation contrainte-déformation lors d’un essais tri-axial : ratio de déformation
= valeur absolue du déviateur du tenseur de contrainte / contrainte moyenne
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1.5 Non Smooth Contact Dynamics (NSCD)

La méthode Non Smooth Contact Dynamics (NSCD) n’est pas construite en ayant
recours à une régularisation des relations de contact comme les deux approches précédentes
et traite au même titre que les méthodes de types Even Driven une mise en équation
exacte des problèmes à liaisons unilatérales. Issue des travaux de J.-J. Moreau [103, 105]
et M. Jean [70, 71], nous présentons dans un premier temps la méthode en essayant de
rester fidèle au formalisme développé par les auteurs. Nous présentons une fois l’équation
(1.1) remaniée, la discrétisation via une θ−méthode, formalisons les notions de contact
unilatéral et frottement de Coulomb pour finir par l’algorithme utilisé pour résoudre le
problème de contact. Nous apportons également une attention particulière au critère de
convergence de cette méthode.

1.5.1 Schéma temporel : θ-méthode

Le schéma d’intégration utilisé pour discrétiser l’équation (1.1) est une θ-méthode.
Lors de l’étude de systèmes multi-contacts interviennent des chocs entre particules. On
préfère alors écrire l’équation (1.1) en terme de mesures, et ainsi prendre les dérivées au
sens des distribution. En ce sens (1.1) se réécrit

Mdq̇ = Fext(q, q̇, t)dt + Rdν (1.15)

où dt est la mesure de Lebesgue, dq̇ une mesure différentielle (mesure accélération) et dν
une mesure non négative pour laquelle dq̇ possède une densité de mesure. R est la densité
d’impulsion de contact. Ce formalisme permet de modéliser des chocs par des contributions
atomiques dans les mesures dq̇ (discontinuité de vitesse) et dν (impulsion instantanée).
En se plaçant sur l’intervalle ]ti, ti+1], (1.1) est équivalente à











M(q̇(i + 1) − q̇(i)) =

∫ ti+1

ti
Fext(q, q̇, s)ds +

∫

]ti,ti+1]
Rdν

q(i + 1) = q(i) +
∫ ti+1

ti q̇(s)ds

(1.16)

en supposant toutefois que les vitesses possèdent les bonnes propriétés. Devant traiter
de chocs multiples et de discontinuités de vitesse, la discrétisation des intégrales ne peut
se faire qu’en utilisant le paramétrage et sa dérivée première. Des ordres de dérivation
supérieurs ne sont pas nécessaires. L’impulsion (de contact) moyenne

R(i + 1) =
1

h

∫

]ti,ti+1]
Rdν, (1.17)

comme pour les autres approches, apparâıt comme l’inconnue principale, puisque c’est elle
qui va nous permettre de déterminer la vitesse après chocs et ainsi actualiser la configu-
ration du système. La θ-méthode s’apparente à une pondération en fonction des quantités
obtenues en début et en fin de pas de temps (i.e. des temps ti et ti+1). En appliquant ce
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principe aux deux intégrales du système (1.16), on écrit

∫ ti+1

ti
Fext(q, q̇, t)dt = hθFext(i + 1) + h(1 − θ)Fext(i)

q(i + 1) = q(i) + hθq̇(i + 1) + h(1 − θ)q̇(i)

(1.18)

Comme pour le schéma de Newmark, les valeurs de θ doivent être comprises entre 1
2 et 1

pour permettre au schéma d’intégration d’être inconditionnellement stable. Une valeur de
θ = 1 permet de retomber sur le schéma d’Euler implicite. En substituant les équations
(1.17) et (1.18) dans les expressions de (1.16), on peut écrire les deux équations

q̇(i + 1) = q̇(i)libre + (M−1)hR(i + 1) (1.19)

où

q̇(i)libre = q̇(i) + (M−1)(i)h(θFext(i + 1) + (1 − θ)Fext(i))

et

q(i + 1) = q(i) + hθq̇(i + 1) + h(1 − θ)q̇(i) (1.20)

Par définition de Fext, représentant les forces extérieures en absence de contact, q̇libre

dénote la ”vitesse libre”. Les inconnues à déterminer pour passer des instants ti à ti+1

sont donc q̇(i + 1) et R(i + 1) variables généralisées. Or les lois d’interaction non encore
prises en compte sont locales ; elles relient des variables locales relatives aux contacts. On
rappelle ici que seules des lois de contact et frottement sont considérées. Cette réécriture
nécessite l’introduction de variables locales : uα la vitesse relative, rα l’impulsion moyenne
de contact (α signe le numéro du contact) reliées aux variables généralisées (globales) q̇
et R par les relations

h

[

Ri

Rj

]

= Hαrα et uα = H
t
α

[

q̇i

q̇j

]

(1.21)

avec

Hα =

[

H(qi)
H(qj)

]

, (1.22)

comme défini pour la méthode GEM. En utilisant (1.21) dans la première équation du
système (1.19), nous obtenons une condensation de (1.19) aux points de contact,

uα(i + 1) = uα,libre(i) +
nc
∑

β=1

Wαβrβ(i + 1) α ∈ {1, ..., nc}, (1.23)

où Wαβ = H
t
α(M−1)(i)Hβ . Le calcul de Wαβ peut être réalisé par différentes méthodes

que nous détaillerons plus tard. H et H
t sont des applications linéaires, H

t est l’application
transposée de H, impliquant un changement de variables entre les niveaux local et global.
Remarque : par abus de langage et commodité, nous appellerons par la suite rα la force
ou réaction au contact α et non impulsion moyenne.
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1.5.2 Loi de contact en vitesse

Contact unilatéral

La méthode NSCD diffère des deux autres méthodes par, entre autre, le traitement
implicite des forces de contact. Contrairement aux méthodes smooth, l’interpénétration est
ici proscrite et le contact est traité par des relations unilatérales. Pour la suite nous omet-
trons l’indice α pour alléger les notations. Suivant les notations définies précédemment,
la condition d’impénétrabilité se traduit par δ ≥ 0. Ne considérant pas de cohésion entre
les particules, la composante normale de l’impulsion locale reste elle aussi positive se tra-
duisant par rn ≥ 0. Cette grandeur est nulle lorsqu’il n’y a pas contact, autrement dit :
δ > 0 ⇒ rn = 0. Ces deux relations sont alors condensées en le système suivant plus
communément appelée condition de Signorini :

δ ≥ 0 rn ≥ 0 δrn = 0 (1.24)

que l’on peut écrire aussi grâce au formalisme de l’analyse convexe

rn = projR+(rn − ρδ), ρ > 0. (1.25)

Usuellement nous ne travaillons pas avec δ (distance ou écart de contact) mais avec la
vitesse relative au contact u = (un, ut). Ainsi si celle-ci existe (i.e. que le mouvement est
assez régulier), on peut écrire la condition de Signorini en vitesse définie par la relation,

Pour t0 tel que δ(t0) ≥ 0
∀t ∈ I δ(t) ≤ 0 ⇒ un(t) ≥ 0 rn(t) ≥ 0 un(t)rn(t) = 0

(1.26)

Cette relation découle de deux points. Le premier est que si pour un temps t0, δ est positif
ou nul, alors si pour t ∈ I δ(t) est négatif ou nul alors la vitesse relative normale un

à cet instant est positive. En effet si à un instant donné, deux corps adjacents ne s’in-
terpénètrent pas et qu’à un instant suffisamment proche ils s’interpénètrent alors, pour
satisfaire la condition d’interpénétrabilité, la vitesse relative au contact va devoir être po-
sitive pour faire en sorte que cette interpénétration deviennent nulle écartant ainsi les deux
corps : cela se traduit par un ≥ 0 (c.f. lemme de viabilité de Moreau [109]).

Loi de choc

Dans le cas de corps rigides, la condition de Signorini ne contient pas assez d’infor-
mation pour modéliser le choc entre particules rigides. Les relations (4.12) et (1.26) ne
décrivent pas totalement la physique de la collision (choc inélastique). Il nous faut donc
compléter notre relation par une loi de choc. Par exemple la loi de restitution de New-
ton stipule que l’on peut relier les vitesses avant (-) et après (+) choc par la relation
u+

n (t) = −enu−
n (t). On peut citer d’autre loi de restitution comme la loi de poisson ou

des lois énergétiques. Pour des corps à géométrie plus complexes que les corps circulaires
ou sphériques, le coefficient de restitution normal en n’a pas alors plus vraiment de sens,
la géométrie devant alors être pris en compte [92]. Un exemple souvent cité est celui du
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bloc oscillant sur un plan horizontal qui transite par un statut de double contact pour
lequel la loi de Newton ne permet pas de décrire le décollement de l’un des coins et repro-
duire ainsi le phénomène de basculement appelé ”rocking” [71]. Notons aussi que pour des
échantillons compacts impliquant des chocs multiples simultanés lors d’évolutions quasi-
statiques ce coefficient n’a pas un grand rôle. Pour présenter une approche plus générale,
nous utiliserons la notion de vitesses formelles au sens de Moreau ou vitesses pondérées
[109] mettant en jeu une combinaison des vitesses avant et après choc,

{

(1 + en)ūn = u+
n + enu−

n

(1 + et)ūt = u+
t + etu

−
t

, (1.27)

et représentant le coefficient de restitution tangentiel, il est alors possible de traiter
l’exemple de ”rocking”.

Frottement de Coulomb

Le frottement est traité en utilisant la loi de Coulomb classique stipulant que la norme
de la composante tangentielle de l’impulsion de contact locale doit rester inférieure à
un seuil, produit du coefficient de frottement µ par la composante normale de la dite
impulsion : ‖rt‖ ≤ µrn. Le coefficient de frottement entre particules, est a priori différent
de la notion de frottement interne du milieu. Si la vitesse de glissement est non-nulle alors
la force tangentielle est opposée à la vitesse de glissement et a une valeur égale à µrn :
ut 6= 0 ⇒ µrnut/‖ut‖. De la même façon que pour le contact unilatéral, il est possible
de formuler les deux relations précédentes en utilisant encore une fois le formalisme de
l’analyse convexe

rt = projC(µrn)(rt − ρut), ρ > 0, (1.28)

C(µrn) étant la section du cône de Coulomb, le segment [−µrn, µrn] dans une modélisation
bidimensionnelle.
Grâce au formalisme introduit, nous avons maintenant tous les outils en main pour
résoudre notre problème de contact local. Le couple d’équations (1.26) et (1.28) constitue
la loi de contact-frottant de Signorini-Coulomb, appellation que nous serons amenés à
utiliser par la suite.

1.5.3 Un solveur non régulier

La résolution locale est faite contact par contact par un algorithme de type Gauss-
Seidel non-linéaire. Si on considère le contact α et qu’on suppose les réactions aux autres
contacts fixées (par commodités l’indice de temps i sera omis). Le schéma itératif est alors
défini de la façon suivante (itération k + 1) :

{

uk+1
α − Wααrk+1

α = uα,free +
∑

β<α Wαβr
k+1
β +

∑

β>α Wαβr
k
β

Loi[uk+1
α , rk+1

α ] = vraie
(1.29)

La résolution locale de ce problème consiste à trouver le couple (uk+1
α , rk+1

α ) satisfaisant le
système de relations (1.29) où Loiα[uk+1

α , rk+1
α ] = vraie exprime la loi de contact-frottant
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Fig. 1.6 – Graphes de Signorini et de Coulomb

(loi de Signorini-Coulomb) devant être satisfaite. Le membre de droite de la première
équation de (1.29) sera noté −bα. Pour une description bidimensionnelle, (1.29) peut être
résolu par une intersection affine de graphe. Nous verrons que pour une description tridi-
mensionnelle, objet du chapitre 5, nous utilisons un algorithme de type Newton généralisé
(du à Alart et Curnier [6]). En dimension deux, la première équation de (1.29) à résoudre
est la suivante

[

Wnn Wnt

Wtn Wtt

] [

rn

rt

]

−
[

un

ut

]

=

[

bn

bt

]

(1.30)

Pour un problème bidimensionnel, la solution peut être obtenue de façon explicite en
procédant à l’étude de cas présentée dans le tableau 1.5.3.
Cette résolution locale se fait contact par contact. Il s’avère que cette méthode est sensible
à l’ordre de parcours des contacts. En effet une solution obtenue en traitant le contact α1

avant le contact α2 peut différer d’une solution obtenue dans l’ordre inverse. Ainsi une
renumérotation peut influencer le nombre d’itérations et conduire à l’obtention de solu-
tions différentes. Ce phénomène est dû au caractère singulier de l’opérateur de Delassus
W qui est semi-défini positif, sauf cas très particulier [37]. Notre système étant alors sous
déterminé, l’algorithme peut nous faire prendre une direction plutôt qu’une autre dans
l’espace des solutions admissibles. La figure 1.7 illustre ce phénomène. Nous avons réalisé
une compression bi-axiale, à force imposée, sur un échantillon de 2 304 disques avec et sans
renumérotation (scramble) du parcours des contacts lors de la résolution. L’évolution du
nombre d’itérations nécessaire à la convergence est en moyenne faiblement perturbée (fi-
gure 1.7). On peut cependant observer des écarts importants à certains instants. Ces écarts
n’influent toutefois pas sur les propriétés macroscopiques de l’échantillon : la distribution
des forces de contact dans l’échantillon (figure 1.8) est identique en fin de processus pour
chaque simulation. Dans la zone des forces faibles (F/ < F >< 1), les valeurs se situent
autour d’une valeur constante dans la représentation semi-logarithmique (droite pointillée
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Si bn ≤ 0 alors r = 0
statut : séparation

Sinon
bn > 0 rn > 0
On pose pour ǫ = −1, 1 Dftǫ = WTN + ǫµWTT

Dfnǫ = WNN + ǫµWTN

Si ǫ(Dftǫbn − Dfnǫbt) ≤ 0 alors rt = ǫµrn, rn = bn/Dfnǫ

statut : glissementǫ
Sinon r = W

−1b
statut : adhérent

Tab. 1.2 – Résolution du problème local dans le cas bidimensionnel.

horizontale). Dans la zone des forces fortes, (F/ < F >> 1), les valeurs se situent autour
d’une droite décroissante, avec des fluctuations pour les forces les plus fortes dû à une
faible statistique. On retrouve ainsi le comportement mis en évidence par Radjai [125].
L’orientation des normales au contact est elle aussi identique en fin de processus (voir
encart de la figure 1.8) dénotant dans ce processus une légère ovalisation dans la direction
de la sollicitation.
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Fig. 1.7 – Evolution du nombre d’itérations lors d’un processus de dépôt sous pesanteur
avec (scramble) et sans (no scramble) renumérotation des contacts.

Le cadre 1.3 présente l’algorithme synthétisant la méthode NSCD englobant les étapes
présentées précédemment.
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Fig. 1.8 – Distribution des forces de contact pour les simulations avec (scramble) et sans
(no scramble) renumérotation des contacts dans une représentation semi-logarithmique.
En encart orientation des normales au contact en fin de processus pour les deux méthodes.

































i = i + 1 (pas de temps)
Evaluation de q(i)
Détection des contacts
Evaluation de q̇(i)libre i.e. de uα,libre(i) α = 1, nc












k = k + 1 (itération NLGS)




α = α + 1 (boucle des contacts)
Evaluation de bα (membre de droite)
Résolution du problème local, inconnues (uα, rα) (via (1.29))



 (a)

Test de convergence(b)
Evaluation de q̇(i + 1) (utilisant (1.19))

Tab. 1.3 – Algorithme de l’approche NSCD en mettant en évidence le solveur non linéaire

1.5.4 Critère de convergence et qualité de solution.

Travailler avec des méthodes itératives nous oblige à faire un choix de critère de conver-
gence, tâche qui n’est pas facile. La plupart du temps, ce test s’appuie sur les propriétés
de convergence de l’algorithme permettant de borner la distance des itérés à la solution
généralement inconnue. Hélas dans le cas des granulats, existence et unicité sont des pro-
priétés se faisant désirer. Il nous faut alors faire un choix de critère, qui se doit d’être
suffisamment précis pour que la solution en sortie ait un sens, mais qui ne doit pas être
trop strict afin de garder des temps de calcul raisonnables. Dans les méthodes liées aux
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éléments discrets certains critères d’erreur s’apparentent à des critères en loi de compor-
tement, tel celui utilisé par De Saxé dans son approche par bi-potentiel [40]. Les critères
peuvent s’apparenter également à des critères en stagnation, de distances en graphes ??, ...
Ceux présentés ici ont été introduits par Jean [69, 70] et possèdent un aspect énergétique.
A chaque itération du solveur Gauss-Seidel, le couple solution (r,u) obtenu ne satisfait pas
les équations de la dynamique puisque, de par le principe itératif de l’algorithme de Gauss-
Seidel, les couples locaux (rα,uα) sont calculés avec des valeurs provisoires des réactions
locales. La loi de Signorini-Coulomb est elle vérifiée. Pour déterminer l’écart à la solution
nous allons effectuer, lors du test de convergence, une itération de Jacobi ”à blanc” nous
permettant de calculer une valeur temporaire à partir de termes portant le même indice
d’itération. On définit alors le vecteur r̄ (resp. ū) comme la demi-somme des itérations
rGS (resp. uGS) et rJac (resp. uJac) obtenues respectivement avec Gauss-Seidel et Jacobi.
La variation en vitesse relative est également calculée et notée ∆u (∆u = uJac − uGS).
On introduit ainsi plusieurs grandeurs,

Sm
vr =

∑

α r̄α.∆uα

Sq
vv =

∑

α ∆uα.∆uα

Sq
vr =

∑

α(∆uα.∆uα).(r̄α.r̄α)

et

Em =
∑

α r̄α.Wααr̄α

Eq = 1
Nactif

∑

α(Wααr̄α).(Wααr̄α)

où Em et Eq représentent des énergies de référence (Nactif est le nombre de contact
transmettant une force non nulle), et on définit les trois critères suivant



























em
vr =

Sm
vr

Em

eq
vv =

√

Sq
vv

Eq

eq
vr =

√

Nactif .Sq
vr

Em

(1.31)

Dans les échantillons denses, une précaution supplémentaire est à prendre. En effet, les
tests effectués étant des tests en moyenne sur le nombre de contacts, il se peut que cer-
taines crises dynamiques locales ne soit pas perçues. Prenons l’exemple d’un échantillon où
la globalité des contacts ne change pas d’un pas sur l’autre et où seulement une poignée
de contacts changent violemment (figure1.9). Dans ce cas, l’algorithme de Gauss-Seidel
propageant lentement l’information, la crise locale peut se retrouver masquée par le mu-
tisme de ses congénères et ainsi ne pas perturber le critère d’arrêt. L’algorithme itère peu
et crée une accumulation de violations au sein de la cellule de crise. Afin de pallier ces
accumulations, il devient nécessaire de faire itérer l’algorithme un minimum pour ne pas
se retrouver en fin de simulation avec un échantillon non présentable. M. Jean propose
un nombre minimum d’itération relié au nombre de contacts [26], efficace sur les systèmes
denses. Sur les systèmes plus lâches, un tel critère est plus difficile à mettre en oeuvre, le
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Fig. 1.9 – Simulation d’impact d’un corps rigides sur un lit meuble composé de 15 000
particules. Lors de l’impact, peu de contacts sont affectés mais les variations sont très
grandes pouvant conduire à des violations importantes si des précautions supplémentaire
concernant le critère de convergence ne sont pas prises.

nombre de contacts pouvant plus fortement évoluer. Il va de soi que ce choix appartient au
modélisateur et rien qu’a lui, garant de sa simulation du temps t0 au temps final. Notons
que le test de convergence peut ne pas être effectué à chaque itération. On peut ainsi se
fixer une valeur itcheck séparant deux tests consécutif de convergence. De ce fait le nombre
de calculs effectués est minimisé, permettant de ne pas pénaliser le temps de calcul.

1.6 Comparaisons numériques

Nous venons de mettre en évidence les points propres à chaque méthode. Toutefois
il faut garder à l’esprit que celles-ci oeuvrent toutes dans un seul but : la modélisation
des systèmes multi-contacts. Alors il est maintenant intéressant de voir quelles sont les
différences au niveau des résultats numériques entre les trois méthodes. De telles compa-
raisons ont déjà été effectuées. Lanier et Radjai comparent les méthodes NSCD et MD
[89] à des résultats expérimentaux, dans le but d’étudier les distributions de forces à
l’intérieur d’échantillons constitués de particules circulaires. Les deux méthodes tendent
vers les mêmes résultats. Nougier et al. [116] comparent lors de compressions bi-axiales
les résultats obtenus via les méthodes NSCD et DEM. Les auteurs en arrivent aux mêmes
conclusions poussant la comparaison à des simulations plus dynamiques. Les comparaisons
entre ces différentes méthodes restent peu nombreuses dans la littérature ; on ne trouve pas
de plate-formes ou codes de calcul possédant une modularité permettant de jongler entre
deux implémentations, ceux-ci étant souvent dédiés à une seule approche (GEM, PFC,
UDEC). Les comparaisons, lorsqu’elles sont effectuées, sont faites en terme de résultats
mécaniques uniquement ; les comparaisons numériques apparaissant comme plus délicates.
Ainsi après avoir introduit notre plate-forme logiciel, nous présenterons quelques résultats
de simulations.
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1.6.1 LMGC90 : plate-forme de développement

Pour nos recherches nous avons bénéficié du code de calcul LMGC90 (Logiciel de
Mécanique Gérant le Contact écrit en fortran 90) créé par M. jean et re-développé
récemment par F.Dubois [45]. Cette plate-forme logiciel, initialement conçue dans un es-
prit orienté objet, possède de nombreuses extensions, et permet assez facilement l’ajout de
nouvelles fonctionnalités. Elle permet de traiter des problèmes de contacts aussi bien entre
corps rigides qu’entre corps déformables. De nombreuses contributions dues à différents
travaux de recherches ont contribué à son développement : outre les présents travaux citons
ceux de G. Saussine [30, 139] liés au développement d’un code 3D pour corps polyédriques.
A l’heure où ses quelques pages sont écrites les approches NSCD et MD sont intégrées dans
le code pour des modélisations bi et tridimensionnelles. D’autres implémentations ont été
réalisées, issues des chapitre 3 et 4 concernant les développements d’une version parallèle
et d’un nouvel algorithme de résolution. La méthode GEM quant à elle n’est pas encore
intégrée dans le code.

1.6.2 MD vs NSCD

Nous avons simulé la mise en pression d’un échantillon constitué de 2 300 disques dont
le rayon moyen est de 3 cm avec une variation de ±1 cm (figure 1.10).

Fig. 1.10 – Echantillon au départ (gauche) puis après la mise en pression (droite)

Les particules sont initialement déposées sur une grille constituée cellules triangulaires et
compactées grâce à une pression exercée sur les quatre parois latérales croissante sur la
première moitié de la simulation puis maintenue constante sur l’autre moitié. Le choix de
cette simulation repose sur le fait qu’elle est nécessaire à la préparation d’un échantillon
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et qu’elle peut conditionner l’évolution de son comportement. Les paramètres à caler pour
les différentes simulations ne sont pas les mêmes.

0 1 2 3 4 5 6
F/<F>
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MD

Fig. 1.11 – Distribution des forces de contact (gauche) et des normales au contact (droite)
en fin de simulation.

Nous obtenons une bonne concordance entre les différentes quantités mesurées (nous ren-
voyons au chapitre suivant pour leur définition). Les distributions des orientations des nor-
males au contact obtenues par les deux approches sont identiques (figure 1.11-droite) : on
obtient une probabilité constante, presque indépendantes de l’orientation caractéristique
des compressions de milieux polydisperses effectués sans gravité. Les distributions des
forces de contact (figure 1.11-gauche) cöıncident également. On retrouve des comporte-
ments distincts pour les deux sous réseaux (séparés par la ligne pointillée). On peut noter
cependant quelques différences masquées par la représentation en log10. Pour les faibles
forces on obtient une chute avec la méthode MD causée par la présence de forces négatives.
On peut également observer quelques fluctuations pour les hautes valeurs de F/ < F >,
mais ces fluctuations affectent les deux approches et sont liées à la faible statistique ef-
fectuée.
D’un point de vue numérique les simulations ne demandent pas les mêmes précautions,
et les paramètres à ajuster sont différents. Par exemple le pas de temps utilisé avec MD
est 100 fois inférieur à celui utilisé avec NSCD (hMD = 2.10−5). Ainsi pour simuler le
même procédé il faut 200 000 pas de temps avec MD, là où avec NSCD il n’en faut que
2 000. Le coût d’une résolution MD (calcul des forces) est légèrement supérieur au coût
d’une itération NSCD respectivement de 8.10−3s et de 6.10−3s. Toutefois on passe, dans
l’ensemble de la simulation, moins de temps dans la partie résolution avec MD (1 530s)
qu’avec NSCD (6 570). Le facteur pénalisant en temps de calcul pour MD n’est pas le
solveur mais la détection des contacts qui est effectuée 100 fois plus, ce qui fait au final
une simulation moins longue avec NSCD qu’avec MD.
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1.6.3 GEM vs NSCD

Le fait que GEM utilise des lois régularisantes apparâıt être un point très important
d’un point de vue numérique pouvant entrâıner des différences dans les simulations. Pour
illustrer ce phénomène, prenons un exemple mono-dimensionnel très simple : une balle
élastique, coincée entre deux parois dotée, d’une vitesse initiale (voir figure 1.12).
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Fig. 1.12 – Exemple d’une balle coincée entre deux murs.

GEM traite donc les contacts entre la balle et les murs avec un modèle classique de
ressort-amortisseur où la rigidité et la viscosité sont représentées respectivement par kn

et c. La méthode NSCD utilise une loi de choc avec restitution dont le coefficient est
représenté par ρn. Pour de faibles valeurs de kn, la pénétration est non négligeable, et il
nous est alors impossible de superposer les courbes de déplacement obtenues avec les deux
méthodes (voir figure 1.13 a)). Mais pour des rigidités plus grandes, nous aboutissons à
des évolutions similaires (voir figure 1.13 b)). Pour une étude dynamique le coefficient
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Fig. 1.13 – (left-a) kn = 2.104 (right-b) kn = 2.106

de restitution joue un rôle important. Pour GEM, la restitution dépend de kn mais aussi
fortement du coefficient de viscosité c, tandis que pour NSCD ce coefficient est caractérisé
uniquement par ρn. La superposition des courbes (figure 1.13 b)) est obtenue pour c =
2.104 et ρn = 0.715 [131].
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1.7 Un choix parmi d’autre

Au final ces trois méthodes apparaissent comme avoir de grandes différences. Nous
pouvons toutefois les classer dans les deux classes précédemment citées : les méthodes
”smooth” et les méthodes ”non-smooth”. Au Laboratoire de Mécanique et Génie Civil,
cette seconde classe apparâıt comme une méthode phare et fut l’outil numérique de nom-
breux prédécesseurs [47, 115, 124, 144, 147, 157]. Elle sera également le notre et ce pour
les raisons suivantes :

– la méthode s’appuie sur le formalisme mathématique développé par Moreau et Jean,
permettant une écriture rigoureuse des équations discrétisées.

– le contact est traité sans régularisation c’est à dire sans introduction de paramètres
de rigidité locale de contact, difficilement ajustables sans références expérimentales.

– aucun terme d’amortissement n’est nécessaire pour stabiliser le schéma numérique,
nous permettant de travailler avec des pas de temps raisonables.

Quoi qu’il en soit ce choix reste propre à chaque modélisateur. Le point le plus important,
valable dans chacune des situations, est qu’il faut garder à l’esprit que ces méthodes restent
des modèles numériques et comme tous les modèles elles ont leurs avantages et leurs
défauts. Il en ainsi par exemple de la nécessité d’imposer un nombre minimal d’itérations,
mentionnée en section 1.5.4 ; nous verrons que l’algorithme proposé au chapitre 4 n’impose
plus une telle procédure.



Chapitre 2

Milieux granulaires : paramètres
d’étude

En complément des observations expérimentales, les simulations numériques appa-
raissent comme un formidable outil pour accéder à des informations locales difficiles voire
impossibles à isoler expérimentalement comme la carte complète des forces de contacts.
Il parait difficile d’analyser les caractéristiques locales de chaque grain et donc travailler
avec des valeurs moyennes est primordial. Les informations obtenues localement sont sou-
mises à un traitement statistique, nous permettant d’écrire des grandeurs macroscopiques
à l’échelle du milieu ou d’une partie de celui-ci. On peut donc caractériser notre milieu
en fonction de certains paramètres représentatifs, paramètres nous permettant suivant les
études de comparer expériences et simulations. On trouve dans la littérature de nombreux
travaux couplant ces deux types d’observations [88], nous en proposerons une dans le cha-
pitre III liée aux écoulements granulaires. Pour notre part, outils statistiques et grandeurs
moyennes nous permettrons ainsi de valider nos algorithmes sur des processus avec de
multiples trajectoires solutions pour chaque grain mais au comportement collectif simi-
laire et relativement indépendant des paramètres numériques (pas de temps, critère de
convergence, ...)

2.1 Compacité et nombre de coordination

La compacité, noté ν, permet de définir si un échantillon est dense ou lâche. Défini
comme le rapport du volume occupé par les particules (Vp) sur le volume total (Vt), elle
est préférée à l’indice des vides eV couramment utilisé en mécanique des sols. Lors des essais
conventionnels de la mécanique de sols [154] tels que les essais bi-axiaux ou de cisaillement
simple, on peut caractériser la variation de compacité (ou variation de volume) au cours du
temps, la reliant ainsi à la déformation de l’échantillon. On peut ainsi parler de dilatance
ou contractance suivant que ν diminue ou augmente.
Le nombre de coordination d’une particule, ou coordinence, est quant à lui le nombre de
particules voisines qui transmettent des efforts de contacts. Le nombre de coordination
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moyen d’un échantillon est alors défini par

z =
1

nb

nb
∑

i=1

zi, (2.1)

nous permettant de connâıtre la connectivité dans notre échantillon. Dans un milieu fai-
blement polydisperse, la moyenne sera proche de 4 en 2D et 6 en 3D.
Ces paramètres nous informent ainsi sur la densité de notre échantillon. Nous serons amené
à calculer ces grandeurs lors des différents processus et ainsi analyser leur variation. No-
tons que c’est deux paramètres caractérisant tout deux la densité de l’échantillon ne sont
pas corrélés au sens où l’on ne peut pas exprimer l’un en fonction de l’autre. La figure
2.1 trace l’évolution de z en fonction de la compacité. Les différents points de la courbe
ont été tracés à partir de simulations de compactage dans une bôıte de taille fixe. Chaque
simulation met en jeu un nombre différents de particules tandis que les dimensions de la
bôıte restent inchangées.
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Fig. 2.1 – La compacité vue comme une fonction de z : les différents points sont obtenus
pour un nombre croissant de particules. Le nombre de particules est reporté sur le graphe
à coté du point correspondant.

Il est difficile de relier les deux paramètres à partir des points calculés. Une régression qua-
dratique est effectuée sur les points de la figure 2.1 (pointillés), mais des points obtenus
par d’autres simulations ne valident pas forcément cette approximation.

2.2 Tenseur de contrainte discret

On trouve de nombreuses définitions du tenseur de contraintes pour un milieux granu-
laires en équilibre ou quasi-équilibre [138]. Toutes ces définitions ont pour objectif d’appro-
cher la définition du tenseur de Cauchy pour les milieux continus en utilisant différentes
considérations théoriques (approche milieux continus, principe des puissances virtuelles).
Une des premières définitions est celle de Drescher [44] qui définit la contrainte moyenne
sur un échantillon de volume V soumis à ne forces extérieures rα appliquées sur la frontière
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du domaine aux points xα (α = 1, ne) par

σij =
1

V

ne
∑

α=1

xi
αrj

α. (2.2)
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Fig. 2.2 – Portion de granulat. Les efforts de contacts transmis par les particules grisées sur
l’intérieur du domaine qu’elles définissent correspondent aux forces extérieures appliquées
sur ce même domaine.

Cette définition est similaire, dans le cas statique, à celle proposée par Moreau [106] qui
introduit la notion de ”moment interne”. La définition (2.2) peut être appliquée à chaque
particule de l’échantillon, les forces extérieures étant les forces de contacts appliquées à
chaque particule. En utilisant le principe d’additivité on remonte au tenseur de contrainte
moyen de l’échantillon. On peut ainsi écrire,

σij =
1

V

nb
∑

k=1

αk
∑

α=1

xi
k,αk

rj
αk

, (2.3)

αk étant le nombre de contacts de la particule k, xk,αk
le vecteur reliant le centre de la

particule k au point de contact αk. On aboutit ainsi à la définition donnée par Weber
[152], Christoffersen [33] et Rothenburg [136] écrivant directement σ comme le produit
tensoriel des forces de contact et des vecteurs inter-centres d,

σij =
1

V

nc
∑

α=1

di
αrj

α. (2.4)

Toutefois les définitions (2.2), (2.3) et (2.4) ne sont équivalentes (et ont un sens !) que
pour des évolutions quasi-statiques. Pour prendre en compte les efforts dynamiques, il
faut étendre ces définitions. Avec l’introduction du tenseur des moments internes, Moreau
[106] prend en compte les termes dynamiques pour donner une définition plus générale.
Par la suite nous utilisons deux grandeurs rattachées au tenseur de contrainte : p et q
représentant respectivement la moyenne des contraintes principales et la partie déviatrice
(différence des contraintes principales divisée par deux).
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2.3 Anisotropie et tenseur de fabrique

L’anisotropie, caractérisant une variation dans la statistique des orientations des nor-
males au contact, est fortement corrélée à la micro-structure du milieu. Elle apparâıt donc
comme un paramètre interne d’une grande importance. La statistique des orientations des
normales au contact, notée usuellement p(n), est définie grâce à une moyenne sur tout
les contacts du milieu considéré. La moyenne peut aussi être effectuée sur le nombre de
particules et dans ce cas l’intégrale de p(n) sur tout le milieu est égale au nombre de
coordination moyen z,

∫ 2π

0
p(θ)dθ = z. (2.5)

Satake [117] propose une description de p(n) via des tenseurs de fabrique d’ordre k, défini
par le produit tensoriel de k coordonnées des normales au contact. Les travaux de Troadec
[147] basé sur la texture locale des milieux granulaires permettent d’avoir une idée globale
sur l’importance de l’anisotropie. Dans le cas d’évolution quasi-statique, il apparâıt que le
tenseur de fabrique d’ordre deux défini par

F =< n⊗ n > (2.6)

est suffisant pour obtenir une première approximation de p(θ) donné par

p(θ) =
z

2π
(1 + a cos(2(θ − θp))), (2.7)

où θp est la direction privilégiée des contacts (valeur propre principale de F) et a l’aniso-
tropie du matériau pouvant s’exprimer à partir de F par la relation

a = 2
Dev(F)

Tr(F)
. (2.8)

Notons que le nombre de coordination moyen z est égal à Tr(F). La statistique des orien-
tations des normales au contact dépend alors de a, z et θp. On trouve dans [147, 148] une
étude de ces différents paramètres ainsi que leurs prise en compte dans des modèles de
plasticité.

2.4 Réseaux forts et faibles

La transmissions des efforts à l’intérieur d’un milieu granulaire dense est assuré par le
réseau formé par les particules en contact. Malgré le caractère quasi statique de certain
types de sollicitations ce réseau évolue avec la déformation du milieu tout en restant dense.
Il n’est pas isotrope comme le souligne de nombreux travaux [126] et peu même être dissocié
en deux sous-réseau : un faible et un fort caractérisant respectivement l’ensemble des forces
de contact inférieures et supérieures à la force de contact moyenne < F >. Il est possible de
représenter la distribution des forces de contact normalisées dans des échantillons denses
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Fig. 2.3 – A droite, zoom sur un échantillon déposé sous pesanteur (nb = 67100). A gauche
représentation de la distribution des orientations des normales au contact (représentation
polaire). Les axes ±60◦ sont mis en valeur correspondant aux orientations privilégiés lors
d’un dépôt sous pesanteur.

soumis à différents types de sollicitation (cisaillement simple, essai biaxial) (c.f. figure 2.4).
On peut alors vérifier que la distribution des forces respecte la loi suivante

P (F ) =

{

P (1)Fα siF/ < F > < 1

P (1)eβ(1−F ) siF/ < F > > 1
(2.9)

On retrouve dans des études aussi bien numériques [112, 125] qu’expérimentales [118] des
validations de ce modèle. La figure 2.4 représente les différentes distributions de force sur
un échantillon de 9 216 polygones lors d’une compression bi-axiale pour 2.5, 5, 7.5 et 10%.
On peut constater que P(F) ne dépend pas du pourcentage de déformation et que P(F)
satisfait (2.9) pour α ≈ −0.08, β ≈ 1.24 et P(1)≈ 0.3.

La force moyenne sépare les deux réseaux qui possédent des propriétés différentes. Dans un
milieu granulaire le réseau de contact est très hétérogène. Cette hétérogénéité se retrouve
sur le comportement de ces deux sous-réseaux. Le réseau fort dont le squelette s’étend sur
tout l’échantillon porte l’essentiel des efforts. D’un point de vue numérique, les statuts
des contacts sont essentiellement adhérents. En revanche le réseau faible, plus important
que le réseau fort [125], se retrouve séparé en réseaux locaux, prisonniers du réseau fort.
Les statuts sont essentiellement glissants. Ainsi si l’on détermine le tenseur de fabrique
et le tenseur de contrainte des deux sous réseaux, on va pouvoir caractériser les différents
comportements. On indexera par la suite les différentes grandeurs macroscopiques par s
pour le réseau fort (strong network) et w pour le réseau faible (weak network). Ainsi si
l’on regarde notre exemple de compression bi-axiale, la figure 2.5 illustre l’évolution avec
la déformation du rapport q/p (à gauche sur la figure) et l’anisotropie des deux sous-
réseaux en fin de simulation (à droite sur la figure). Le rapport q/p du réseau faible est
pratiquement constant lors de la simulation et reste à un niveau faible tandis que celui
du réseau fort augmente avec la déformation jusqu’à atteindre un plateau dont le seuil est
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Fig. 2.4 – Distribution des forces de contact dans un échantillon de 9 216 polygones sou-
mis à un essais de compression bi-axial à différent degré de déformation. La sollicitation
n’influence pas la répartition la répartition des forces fortes et faibles. P(F) est représenté
en log10.

beaucoup plus important que les valeurs du réseau précédent.
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Fig. 2.5 – Evolution de q/p en fonction de la déformation (gauche) et distribution des
orientations des normales au contact en fin simulation pour les deux sous-réseaux.

Nous avons procédé à deux fit pour ps(θ) et pw(θ) nous permettant de déterminer des
valeurs pour z, a et θp respectivement de 2, 0.4 et 94◦ pour le réseau fort et 2, 0.04 et
86◦. On retrouve ainsi la direction principale de sollicitation pour les deux sous-réseaux,
une forte anisotropie dans le réseau fort et une faible anisotropie dans le réseau faible. On
retrouve ainsi les caractéristiques classiques du réseau faible le rapprochant d’un milieu
fluide.



2.5. CONCLUSION 37

2.5 Conclusion

D’autres grandeurs peuvent être utilisées, comme par exemple la longueur de corré-
lations ou le tenseurs de taux de déformations. Les différentes grandeurs macroscopiques
introduites ici seront utilisées lors des différents tests numériques que nous seront amenés
à effectuer dans les prochains chapitres. Ainsi en plus de valider les tests effectués, elles
nous permettront d’exhiber également d’étudier les différents échantillons. Dans les deux
chapitres qui suivent, portés sur l’optimisation du solveur non régulier, elles auront es-
sentiellement un rôle de validation. Dans le chapitre lié au écoulements granulaires en
tambour tournant, elles nous serviront en tant que paramètre d’étude.
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Chapitre 3

Implémentations et
Multithreading

L’optimisation numérique des méthodes et logiciels dédiés à la simulation des milieux
granulaires peut et doit prendre plusieurs voies parce que les besoins en réduction du
temps de calcul sont considérables et d’origines diverses selon les applications. La simula-
tion numérique discrète de tels milieux est en plein développement et concerne de plus en
plus de domaines de recherche. Dans la plupart des cas elle a pour objectif de mieux com-
prendre les mécanismes sans pour l’instant prétendre à simuler la réalité dans sa complexité
et notamment dans la représentation exhaustive de tous les grains d’un milieu réel. Ainsi,
comme l’illustre M. Jean [26], 1 cm3 de sable de plage fin (0, 1mm) contient environ 106

grains. Il est donc hors de question de simuler le comportement des dunes par un modèle
numérique ”exact”. On introduit alors la notion d’échantillon, qui se veut représentatif.
Pour certaines applications cet échantillon peut comporter plusieurs centaines de milliers
de particules ; la simulation numérique des ”boites à sable”, qui sont elles-mêmes des simu-
lations analogiques de plaques tectoniques [35, 86], exige un très grand nombre de grains
si l’on souhaite accéder à la topologie des plis mis en évidence expérimentalement. Mais
le nombre de grains n’est pas le seul enjeu ; certaines applications peuvent nécessiter un
nombre de grains raisonnable mais en contre partie exiger une durée de simulation très
importante parce que la dynamique impose des pas de temps très petits ou parce que les
phénomènes étudiés ne se manifestent qu’après un temps long sans que l’on puisse faire
l’impasse sur la simulation de l’ensemble du processus. Il en est ainsi des phénomènes de
tassement dans les ballasts ferroviaires intervenant après un très grand nombre de cycles
de chargement (passages de trains) [30].
Les méthodes d’éléments finis ont bénéficié depuis des décennies d’apports importants
en optimisation numérique, parfois issus des résultats de mathématiques appliquées, no-
tamment en algèbre linéaire (pour les solveurs) ou en recherche opérationnelle (pour
les maillages), parfois développés spécifiquement comme les préconditionneurs (le plus
spécifique étant EBE, Element By Element [66]), les méthodes de décomposition de do-
maines, . . . Les méthodes d’éléments discrets peuvent parfois utiliser ces améliorations,
mais le plus souvent ces dernières ne sont pas directement transférables ; on peut s’en ins-

41
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pirer mais ce n’est pas toujours aussi efficace. La méthode des boites de Jean et Breitkopf
[22] s’inspire de la décomposition de domaine pour les milieux continus, mais au-delà des
performances pas toujours au rendez-vous, une telle approche concerne des échantillons
non soumis à des flux importants de grains, à moins de redéfinir très souvent les dites
boites.
Face à la diversité des applications et des méthodes il convient donc d’identifier d’abord les
étapes où l’on consomme le plus de temps calcul ; c’est l’objet de la première section. Ainsi
on sait où porter les efforts d’optimisation et pour quelles applications on pourra attendre
des gains conséquents. Ceci est d’autant plus important que les algorithmes itératifs mis
en œuvre ne bénéficient pas pour l’essentiel de démonstration de convergence et a fortiori
d’estimation de leur vitesse de convergence. D’une manière pragmatique, c’est-à-dire sans
chercher à bouleverser ni les méthodes ni les structures mises en œuvre dans LMGC90,
la suite du chapitre s’attache à améliorer les performances de l’algorithme de type Gauss
Seidel non linéaire, solveur de base de l’approche Non Smooth Contact Dynamics, en tes-
tant différentes implémentations jouant sur le stockage et en procédant à une première
parallélisation du solveur via une répartition des tâches sur plusieurs processus ”voyant la
même mémoire” (mémoire partagée) ; on parle alors de multithreading.

3.1 Analyse du temps de calcul

Avant d’attaquer toute optimisation, notre première tâche a été d’identifier les parties
consommatrices en temps de calcul (comme la détection des contacts, la résolution ou en-
core l’actualisation des particules via le schéma d’intégration temporel). La part relative
de la consommation du temps de calcul dépend fortement de la géométrie et des propriétés
intrinsèques de l’échantillon, nous permettant ainsi d’exhiber une relation entre le temps
CPU des différentes parties du code et les propriétés mécaniques de l’échantillon. Rappe-
lons qu’un milieu granulaire se comporte selon les sollicitations comme un gaz (brassage
et vol libre), un liquide (avalanche, écoulement, tambour tournant) ou un solide (compac-
tage, tests de cisaillement et biaxial, sandbox) [67]. Trois exemples typiques ont été choisis
pour illustrer l’influence de la dynamique sur le calcul : un compactage à surface libre,
un écoulement en tambour tournant et un brassage de particules. Chaque échantillon est
polydisperse et constitué du même nombre de particules, à savoir 1 000. Une loi de choc
élastique est associé au problème de brassage tandis qu’une loi de choc inélastique est
associée au deux autres simulations [26].

La figure 3.2 montre le réseau des contacts pour chaque situation. Ce réseau n’existe pas
dans le cas du brassage, situation où le milieu est en agitation permanente. Chaque par-
ticule se déplace en vol libre entre deux impacts et les contacts lors des collisions sont
essentiellement binaires. Par contre le réseau des contacts est beaucoup plus conséquent
dans les deux autres situations mettant en jeu des échantillons denses. Le ”squelette” du
réseau des contacts est maintenu d’un pas de temps à l’autre, seul des réarrangements
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Fig. 3.1 – Trois exemples caractéristiques : en haut un brassage de particules, au milieu
une simulation en tambour tournant et en bas un essai de cisaillement simple.

locaux sont effectués, excepté lors de crises dynamiques. Afin de déterminer le comporte-
ment de la méthode NSCD, pour chaque situation nous avons comptabilisé le temps CPU
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Fig. 3.2 – Zoom sur les trois exemples caractéristiques et visualisation du réseau des
contacts : ils sont essentiellement binaires pour le brassage et s’organisent sous forme de
réseau pour les deux autres échantillons, la simulation en tambour tournant gardant une
phase liquide où les contacts restes binaires.

Problème solveur convergence détection

brassage 18.6% 2.9% 47.44%
compactage 84.68% 2.43% 5.82%

tambour 85.68% 2, 52% 1.89%

Tab. 3.1 – Répartition du temps CPU pris par les différentes subroutines ( % ).

dans les différentes parties du code : la détection des contacts et l’étape de résolution locale
(détermination des impulsions et vitesses libres). L’étape de résolution est décomposée en
deux parties : la résolution elle-même (tableau 1.3, première colonne) et la partie test
de convergence (tableau 1.3, deuxième colonne). Le pourcentage de temps écoulé donné
dans le tableau 3.1 vient renforcer l’idée précédente : le solveur non linéaire consomme la
majeure partie du temps CPU pour les deux échantillons denses tandis que la détection
s’avère être la plus coûteuse en temps dans le cas du brassage. Ceci est également le cas des
approches explicites telles que MD ou DEM. Pour de telle approche, la détermination des
forces de contacts n’est pas coûteuse, pouvant être assimilée au calcul d’une seule itération.
Ainsi le nombre de détection de contacts effectuées est égal au nombre de calcul des forces
de contacts locales, contrairement à notre approche où le nombre de détections devient
faible devant le nombre total d’itérations, plus particulièrement dans les simulations de
systèmes denses. L’utilisation d’approches discrètes explicites nécessite en priorité une op-
timisation des algorithmes de détection des contacts (parallèles ou séquentiels). L’intérêt
de l’approche NSCD réside dans la détermination rigoureuse des efforts de contacts (for-
mulation en mesures différentielles et lois de contact et frottement non régularisées) nous
permettant de disposer d’incrément de temps plus grand que les méthodes explicites. Ceci
lui confère un fort degré de généralité pour résoudre une large gamme de problèmes, no-
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tamment à contacts simultanés. La simulation des systèmes denses aux comportements
hybrides (solide / liquide) constitue donc un challenge pour la mécanique granulaire où
l’évolution des configurations exige une détermination la plus précise possible des efforts
intergranulaires la pilotant.

3.2 Implémentation du solveur Gauss-Seidel non linéaire

L’approche NSCD utilise un algorithme de type Gauss-Seidel non linéaire (NLGS pour
Non Linear Gauss-Seidel) par blocs pour résoudre le problème local [70] où les lois d’in-
teractions locales sont le contact unilatéral et le frottement de Coulomb. Le principal
avantage de cette méthode est sa convergence régulière rarement mise en défaut, mais qui
peut être relativement lente. Nous verrons plus tard qu’elle présente a fortiori un handicap
pour la parallélisation puisqu’elle est séquentielle dans sa formulation. Mais avant cela il
convient de se pencher sur l’implémentation de l’algorithme lui-même et notamment la
gestion de la matrice W dont la partie hors bloc diagonale n’intervient que dans le second
membre du problème non linéaire (et même non régulier) local du chapitre précédent,







uk+1
α − Wααrk+1

α = uα,free +
∑

β<α Wαβr
k+1
β +

∑

β>α Wαβr
k
β

rn = projR+(rn − ρnδ), ρn > 0
rt = projC(µrn)(rt − ρtut), ρt > 0

(3.1)

On voit là qu’il n’est pas forcément nécessaire de stocker la matrice entière ; les matrices
Wαβ non nulles suffisent ; on peut même s’en passer. Notons ici une différence avec les
matrices à gérer dans la méthode des éléments finis qui sont obtenues par assemblage de
matrices élémentaires : W est la concaténation des matrices Wαβ et non leur assemblage. Le
seul usage des matrices Wαβ s’apparente aux approches matrix free [60] pour les éléments
finis sans être tout à fait la même chose. Ici donc on peut même se passer de calculer les
matrices Wαβ (β 6= α) ; c’est le but de la première technique ELG. L’autre procédure,
SDL, calcule, et stocke, les matrices Wαβ . La structure du code LMGC90, utilisant des
modules propres à FORTRAN 90, amène à les dénommer en fonction des niveaux qu’elles
mettent en jeu : le niveau global est celui des corps où sont gérés les configurations et
les torseurs des efforts exercés sur chaque solide, le niveau local est celui des contacts où
les grandeurs sont exprimées dans un repère local. Les deux paragraphes qui suivent sont
dédiés à ces deux implémentations précisant leurs avantages et inconvénients : la méthode
Echange entre les niveaux Local et Global (ELG) et la méthode Stockage des Données
au niveau Local (SDL).

3.2.1 Méthode ELG (sans assemblage)

La première technique d’implémentation consiste à ne construire que les matrices blocs
Wαα sur la diagonale de l’opérateur de Delassus : les matrices Wαβ ne sont pas calculées.
Le calcul des matrices Wαα ne se fait qu’un seule fois avant le processus itératif. Ainsi le
calcul du second membre bα de l’équation (3.1), ne s’effectue pas par produits matrice-
vecteur au niveau local mais par des échanges entre les niveaux local (contacts) et global
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(grains) via les opérateurs Hα, H
T
α . Ainsi à chaque itération et pour chaque contact, nous

sommes amenés avant la résolution locale à calculer un terme auxiliaire, noté uaux
α , prenant

en compte les torseurs des efforts appliqués aux particules impliquées dans le contact α
(ici indicées par j et l),

Pour α = jl uaux
α = H

T
α [(Mj)

−1Rk
j − (Ml)

−1Rk
l ] (3.2)

Une fois ce terme calculé nous sommes capables de déterminer bα, de résoudre notre
problème local et d’obtenir ainsi le couple (uk+1

α , rk+1
α ). Les torseurs des particules sont

ensuite actualisés via l’opérateur H
α,

[

Rj

Rl

]k+1

=

[

Rj

Rl

]k

+ Hα(rk+1
α − rk

α) (3.3)

et on passe ensuite au traitement du contact suivant. L’algorithme de résolution via la
méthode ELG est détaillé dans le tableau 3.2.

Nouveau pas de temps
Evaluation de q̇libre ainsi que ulibre

α (α = 1, nc)
(o) Calcul des matrices bloc diagonales Wαα























































k = k + 1 (iteration NLGS)














































α = α + 1 (indice de contact)
(i) Calcul de uaux

α en identifiant les deux corps en contact :
α = jl et uaux

α = H
T
α [(Mj)

−1Rk
j − (Ml)

−1Rk
l ]

(ii) Evaluation de bα (membre de droite)
bα = −ulibre

α − uaux
α + Wααrk

α

(iii) Résolution du problème local (3.1),
les inconnues étant (uk+1

α , rk+1
α ).

(iv) Actualisation de Rj et de Rl
[

Rj

Rl

]k+1

=

[

Rj

Rl

]k

+ Hα(rk+1
α − rk

α)

Test de convergence pour k = 0...kmax

Evaluation de q̇i+1 grâce à (1.19).

Tab. 3.2 – Algorithme de la méthode ELG : les échanges local-global sont effectués lors
des étapes (i) et (iv).
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nouveau pas de temps
Evaluation de q̇libre ainsi que ulibre

α (α = 1, nc)
(o) Calcul des matrices blocs Wαβ

























k = k + 1 (iteration NLGS)
















α = α + 1 (indice de contact)
(i) Evaluation de bα (membre de droite)
bα = −ulibre

α −
∑

β<α Wαβr
k+1
α −

∑

β>α Wαβr
k
α

(ii) Résolution du problème local (3.1),
les inconnues étant (uk+1

α , rk+1
α ).

Test de convergence pour k = 0...kmax

Evaluation de q̇i+1 grâce à (1.19).

Tab. 3.3 – Algorithme de la méthode SDL : l’étape (o) prend une part de temps plus
importante que dans la méthode précédente, mais reste en proportion faible devant la
partie solveur elle même.

3.2.2 Méthode SDL (avec assemblage)

La seconde technique d’implémentation consiste à éviter le dialogue entre les deux
niveaux (contacts-particules) lors de la résolution du problème 1.29. Pour cela il faut avoir
localement toute la structure de la matrice. Ainsi en plus des matrices blocs Wαα, les
matrices Wαβ sont elles aussi calculées avant de commencer les itérations de Gauss-Seidel.
Notons que les matrices Wαβ nulles ne sont ni calculées ni stockées : nous réduisons ainsi
considérablement la taille mémoire, nous rapprochant de l’espace pris par un stockage
Morse. Le calcul du second membre bα se fait pour chaque contact par un simple produit
matrice-vecteur et une fois le traitement d’un contact effectué lors du processus itératif,
aucune information n’est à transmettre au niveau des particules. L’algorithme de résolution
via la méthode SDL est explicité dans le tableau 3.3.

3.2.3 Que choisir ?

Les techniques ELG et SDL diffèrent en trois points : les étapes (o), (i) et (iv) (c.f. ta-
bleaux 3.2 et 3.3) mis en évidence sur la figure 3.3. L’étape préparatoire (o) de la méthode
SDL est plus riche, donc plus coûteuse en temps CPU . Un rapide calcul nous permet de
prévoir que, pour un échantillon dense (z ≃ 4), un contact possède 7 contacts voisins,
soit 7 matrices de plus à calculer, et donc que la préparation serait 8 fois plus coûteuse ;
ce rapport pouvant être diminué en bénéficiant de la symétrie de la matrice W. Lors des
itérations Gauss-Seidel, les étapes (i) et (iv) sont elles aussi différentes, la méthode SDL
s’affranchissant de cette dernière étape (i.e. l’étape (iv)).
Une étude comparative a été réalisée entre les deux techniques d’implémentation afin
d’évaluer le surcoût des différentes étapes exposées jusqu’à présent. Le paramètre guidant
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Fig. 3.3 – Mise en évidence des principales différences entres les deux structures de NSCD :
la version ELG favorise une minimisation de l’espace mémoire et du temps de préparation,
tandis que la version SDL favorise un gain de temps lors du calcul des itérés au détriment
de l’espace mémoire.

nos simulations est le nombre de particules. Nous avons simulé des processus de dépôt
sous pesanteur sur quelques pas de temps pour différents diamètres de billes (la taille de
l’échantillon reste fixe - 1m × 3m). Le nombre de contacts dans l’ensemble de nos simu-
lations est de 1 070, 4 100, 8 200, 17 100, 33 500, 70 400 et 137 040. Les deux techniques
d’implémentation sont testées sur chaque échantillon. La figure 3.4 représente l’évolution
du rapport de différentes grandeurs en fonction du log10 de nc : Ts correspond au rapport
du temps d’une itération ELG et du temps d’une itération SDL, Tt correspond au temps
total de la méthode ELG sur celui de la méthode SDL et < it > le nombre d’itérations
ELG moyen sur le nombre d’itérations SDL moyen (encadré droit de la figure 3.4). Les
simulations ont été réalisées sur deux types de calculateurs (SUN et SGI) afin d’évaluer
l’influence du calculateur.
Pour les deux types d’architectures, la méthode SDL reste plus performante que la méthode
ELG sur l’ensemble des simulations. Toutefois on peut noter une différences de valeur pour
Ts suivant que l’on soit sous SUN ou SGI, les valeurs obtenues sous SGI sont supérieures
à celles obtenues sous SUN. Pour les simulations effectuées sous SUN, pour de petits
échantillons (nc < 4 000), la méthode SDL apparâıt comme étant 1.8 fois plus rapide que
la méthode ELG. Ce rapport chute pour des échantillons plus conséquents (nc > 100 000)
pour atteindre une valeur de 1.2 : la méthode ELG reste encore plus performante. Sous
SGI, le rapport Ts a moins de fluctuations et reste proche de 1.6 avec un pic proche de 2,
pour des valeurs de nc voisines de 10 000. Si l’on observe le rapport du nombre d’itérations
moyen des méthodes ELG et SDL, on s’aperçoit qu’il est relativement constant : il peut
subir toutefois des crises, cas de l’échantillon à 17 100 contacts sous SUN où le solveur a
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Fig. 3.4 – Rapport du temps des simulations ELG et SDL en fonction du log10 du nombre
de contacts : Ts est le ratio du temps relatif passé dans le solveur, Tt est le ratio du
temps total. En encart, rapport du nombre moyen d’itérations obtenu avec les des deux
techniques d’implémentations.

du mal à converger, ce qui se répercute ensuite sur le temps total de la simulation (graphe
ratio(log(nc)) de la figure 3.4).
Sur la gamme d’étude, la méthode SDL apparâıt donc comme étant la plus efficace.
Toutefois l’évolution du ratio nous laisse supposer que pour des échantillons encore plus
conséquents (105, 106 particules, ...) les deux méthodes pourraient devenir équivalentes,
voire la méthode ELG pourrait devenir plus performante que la méthode SDL. Notons que
ce constat est bien entendu tributaire de la machine utilisée puisque le facteur pénalisant
pour la méthode SDL est la place mémoire. Pour des calculateurs possédant une capa-
cité mémoire importante, on peut s’attendre à ce que le ratio observé sur la figure 3.4,
évolue en faveur de la méthode SDL pour de plus grands échantillons ; le phénomène
de swap, ”écriture sur disques des données” étant d’autant plus réduit que la mémoire
disponible est importante. Il faut aussi noter qu’une préparation SDL est plus coûteuse
qu’une préparation ELG. Ainsi à temps équivalent dans la partie solveur, il devient plus
intéressant d’utiliser l’implémentation ELG.
Les échanges entre les niveaux effectués dans la version ELG entrâınent un surplus d’opé-
rations par rapport à la version SDL. Ceux-ci engendrent donc plus d’arrondis, ce qui
peut conduire à de très légères variations sur la solution d’un pas de temps sur l’autre.
Ces variations ici sans conséquence peuvent s’accumuler au cours d’un processus et ainsi
faire diverger les solutions obtenues pour les deux implémentations surtout au voisinage de
crises. Celles-ci ne sont que très rarement effacées ; leur apparition peut-être simplement
décalée dans le temps (c.f. figure 3.5). Cependant suivant l’évolution du processus, une
crise peut apparâıtre en fin de simulation pour une méthode et pas pour l’autre, pertur-
bant ainsi le nombre d’itérations (cas de la valeur singulière dans l’encart de la figure 3.4).
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Fig. 3.5 – Séparation des courbes de convergence des implémentations SDL et ELG due
à l’accumulation d’erreurs numériques et d’arrondis.

3.3 Multithreading

3.3.1 Bref tour d’horizon

Le calcul parallèle connâıt un essor depuis les années 70−80 où les premières architec-
tures parallèles voient le jour. Historiquement, les premières machines parallèles étaient
des réseaux d’ordinateurs, proches des clusters de PC que l’on rencontre maintenant. Face
aux demandes de grandes puissances de calcul, le parallélisme s’avère être un formidable
moyen de faire chuter le temps CPU et ainsi traiter des problèmes de plus en plus impor-
tants et de plus en plus réalistes et qui nous semblait encore inaccessibles il y a quelques
années. Actuellement on peut trouver de nombreux codes de mécanique des fluides ou
de calcul de structures capable d’exploiter plusieurs centaines de processeurs permettant
de donner des résultats très précis. Les machines parallèles peuvent être composées de
quelques processeurs (moins d’une dizaine) jusqu’à plusieurs centaines voire milliers (on
parle alors de parallélisme massif). Actuellement la technologie parallèle possède de gi-
gantesques calculateurs : le Earth Simulator situé à Tokyo (Japon) [146] (depuis 2002 il
occupe la première place au niveau mondial des super-calculateurs avec ces 40 Tflops-1012

opérations par seconde), l’ASCI Q du LANL (Los Alamos National Laboratory) (USA)
ou encore les machines du laboratoire SANDIA situé à Albuquerque (USA) [153] (voir
http ://www.top500.org). Parmi les nombreux domaines de recherches utilisant cette tech-
nologie nous pouvons citer la chimie moléculaire, la bio-chimie, la mécanique des fluides,
l’aérospatiale, l’aéronautique ou encore la météorologie, qui souvent sont les plus deman-
deur en temps CPU .
Les calculateurs appartiennent à deux grandes classes d’architectures : les architectures
”SMP” (Symmetric Multi Processor) (appelée encore UMA (Uniform Memory Access) et
les architectures NUMA (Non Uniform Memory Access). Pour les architectures UMA, le
temps d’accès à la mémoire est uniforme pour chaque processeur, il n’y a pas de fragmen-
tation de celle-ci (découpage). Pour les architectures NUMA, le temps d’accès n’est plus
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uniforme (d’où le ”N”) et la mémoire est fragmentée (distribuée). Sur ces deux types d’ar-
chitectures peuvent alors se développer différents modèles de programmation parallèle :
les modèles à mémoire partagée (UMA seulement) et les modèles à mémoire distribuée
(UMA & NUMA).
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Fig. 3.6 – Modèles à mémoire partagée

Les modèles à mémoire distribuée consistent à distribuer la mémoire globale sur chaque
processeur. Les codes utilisant ce genre de modèle utilisent le langage MPI (Message
Passing Interface). Chaque processeur effectue une partie des calculs localement sans
s’occuper des calculs que font ses voisins. C’est alors à l’utilisateur de gérer les échanges
d’informations entre les différents processeurs lorsque ceux-ci sont nécessaires. Ceci im-
plique souvent une restructuration assez importante de certaines parties du code. Langage
largement utilisé en calcul parallèle, MPI apparâıt comme le langage le plus performant
en vue d’une utilisation massive de processeurs. Toutefois l’interconnexion doit être la plus
réduite possible pour optimiser le temps de calcul.
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Fig. 3.7 – Modèles à mémoire distribuée
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Fig. 3.8 – SGI O3800 (CINES - FRANCE), 768 processeur R14000/500 MHz

Le principe des modèles à mémoire partagée, moins répandus que leurs confrères, est que
tous les processeurs du calculateur voient la mémoire globale, moyennant des caches lo-
caux propres à chaque processeur. Ainsi aucun échange de mémoire n’est nécessaire entre
processeurs puisque à tout instant chacun d’eux a accès à la mémoire globale. Les proces-
seurs travaillant tous sur la même mémoire il faut rester vigilant quant au possible conflit
d’accès mémoire entre différents processeurs : l’actualisation d’une donnée par deux pro-
cesseurs simultanés fait que l’une des informations est perdue. Le langage utilisé par les
codes de calcul basés sur ce principe est OpenMP. OpenMP est un ensemble de directives
reconnues par les différents compilateurs qui s’intègrent dans le code sans en changer (ou
faiblement) la structure. L’utilisation est ensuite transparente, l’utilisateur n’ayant à gérer
uniquement le nombre de processeur à sa disposition. Il peut aussi définir des variables
privées à chaque processeur, souvent des variables temporaires, pour effectuer des calculs
locaux. Toutefois cette simplicité d’utilisation fait que les codes utilisant OpenMP ne
peuvent pas prétendre à faire efficacement du calcul intensif avec plus d’une centaine de
processeurs même avec une implémentation parallèle rigoureuse.
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3.3.2 Mais pourquoi OpenMP ?

L’approche NSCD utilise classiquement un solveur de type Gauss-Seidel non linéaire
qui possède une structure typiquement séquentielle, et donc ne favorise pas l’implémenta-
tion d’une version parallèle. Cependant une première technique développée par Breitkoff
et Jean [22] consiste à découper le milieu en ”boites” sur chacune desquelles travaille
un processeur. Des échanges d’informations sont à gérer entre les boites afin d’actuali-
ser les efforts transmis d’une boite sur ses voisines. Cette approche s’apparente à une
méthode de décomposition de domaine [93], largement répandue en calcul des structures
dans le contexte d’une modélisation par éléments finis. Cependant c’est sur des problèmes
linéaires (ou linéarisés dans un processus de résolution non linéaire) que les techniques
de décomposition de domaine ont montré leur efficacité maximale. Or ici la non linéarité
est au cœur du solveur granulaire. Les tests effectués par Breitkoff et Jean montrent la
difficulté de transférer une approche issue du calcul des structures dans le domaine des
milieux granulaires : les échanges entre les boites et les difficultés à équilibrer les charges
de calcul entre les processeurs viennent perturber le solveur et réduire l’efficacité de la
parallélisation. De plus dans une telle approche il convient de procéder au découpage, de
définir les interfaces ainsi que d’actualiser régulièrement les sous domaines et les interfaces
au cours d’un calcul avec toutes les difficultés techniques attenantes. Nous avons donc
opter pour une approche plus simple afin de mettre en œuvre une version parallèle de
l’algorithme NLGS. Plus précisemment, on considère la matrice W de notre problème.
Si les longueurs de corrélation des contacts restent raisonnables, autrement dit si la lar-
gueur de bande de la matrice est petite devant le nombre de contacts (et surtout devant le
rapport nc

P , où P désigne le nombre de processeurs), alors lors de l’itération en cours, en
répartissant les contacts sur les différents processeurs, le calcul des impulsions locales af-
fectées au processeur Pi (i ∈ {1, ..., P}) ne sera pas perturbé par les calculs des impulsions
locales effectués par les processeurs Pj (j 6= i). Pour rester au plus précis d’un algorithme
de type Gauss-Seidel (séquentiel), les impulsions locales doivent être actualisées dès quelles
ont été calculées. Un modèle à mémoire partagée est donc essentiel. Nous avons donc opté
pour l’utilisation des directives OpenMP à l’intérieur du code de calcul pour écrire une
première version parallèle de l’approche NSCD utilisant un solveur NLGS. Le principe
s’avère être le même que celui effectuer sur le solveur Gauss-Seidel linéaire [129], que nous
allons rappeler en quelques mots et illustrer par le tableau 3.4.
Le schéma de parallélisation consiste à découper la boucle des contacts en P portions de
tailles égales, P étant le nombre de processeurs (procédure de multithreading). Chaque
processeur va ainsi effectuer les calculs des impulsions locales des contacts qui lui sont rat-
tachés. Une fois cette impulsion calculée, elle est alors automatiquement visible par tous
les autres processeurs nous affranchissant ainsi d’un échange d’information entre proces-
seurs. Ce découpage s’opère très simplement grâce aux directives OpenMP qui viennent
s’ajouter au début et en fin de boucle des contacts. La seule difficulté consiste à définir
correctement les variables qui sont partagées par tous les processeurs ou propres (privées)
à chacun d’eux. Notons que ce schéma conduit à une lecture différente de la boucle des
contacts, lecture aléatoire et non reproductible (figure 3.9) ; un contrôle de l’ordre de lec-
ture des contacts viendrait pénaliser le temps CPU.
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Fig. 3.9 – L’application du multithreading conduit à un parcours différent de l’ordre des
contacts. Cette lecture n’est pas reproductible et complètement aléatoire.

Cette simple mise en oeuvre soulève toutefois trois questions. La première est de savoir
ce qu’il advient lorsque la largeur de bande est supérieure à nc

P , puisque dans ce cas un
processeur peut être en train de calculer l’impulsion du contact αi alors que l’impulsion
du contact αi−1 est toujours inconnue. Une étude préliminaire a montré une faible per-
turbation de l’algorithme linéaire [129] et on peut donc espérer le même comportement
pour le cas non-linéaire. La seconde est lié au problème lui-même. N’ayant pas à chaque
instant t une solution unique, la permutation de l’ordre des contacts peut nous conduire
à l’obtention d’une autre solution appartenant à l’espace des solutions admissibles. Com-
parer alors deux solutions apparâıt comme délicat. Toutefois on peut s’attendre à ce que
les propriétés macroscopiques du matériau (ou leur évolution) soient respectées lors d’une
simulation. Enfin la dernière concerne l’implémentation de la méthode (SDL ou ELG). En
effet si la méthode SDL, ne travaillant qu’au niveau local, n’est pas perturbée par le mul-
tithreading, il n’en est pas de même pour la méthode ELG. Les échanges entre les niveaux
local et global effectués après résolution peuvent entrâıner un phénomène dit de ”race
condition” lié au fait que deux processeurs vont aller écrire simultanément dans la même
zone mémoire. Ce conflit intervient lors de l’actualisation des torseurs des efforts appliqués
à chaque particule. Une particule intervient le plus souvent sur plusieurs contacts. Si deux
contacts impliquant une même particule, gérés par deux processeurs différents doivent ac-
tualiser simultanément le torseur des efforts sur la particule commune aux deux contacts,
l’une des deux valeurs ne sera pas prise en compte. La probabilité que le phénomène de
”race condition” se produise reste toutefois faible mais ne peut être négligées.

Dans l’étude numérique qui suit nous évalueons, via une comparaison des temps de cal-
culs et du nombre d’itérations, l’influence du multithreading sur l’efficacité de l’algorithme



3.3. MULTITHREADING 55

Nouveau pas de temps :t = t + ∆t
[ Mouvement prédictif
[ Détection des contacts
































k = k + 1 (iteration NLGS)
!$OMP PARALLEL PRIVATE(...) SHARED(...) ...
!$OMP DO ...








α = α + 1 (indice de contact)
Evaluation de bα (membre de droite)
Résolution du problème local (3.1),
Actualisation si nécessaire

!$OMP END DO
!$OMP END PARALLEL
Test de convergence pour k = 0...kmax

[ Correction du mouvement

Tab. 3.4 – Insertion des directives OpenMP lors de la parallélisation de l’algorithme
NLGS. A l’intérieur de la zone parallèle il est nécessaire de définir les variables propres
à chaque processeur (PRIVATE(...)) et celles communes à l’ensemble des processeurs
(SHARED(...)).

(perturbation ou non du nombre d’itérations), sur le mode d’implémentation, mais aussi
sur la qualité de la solution en regardant l’évolution des différentes grandeurs macrosco-
piques caractérisant le milieu.

3.3.3 Analyse des tests

Méthodologie

Nous discutons dans cette partie des résultats obtenus sur différentes simulations : des
compactages à surface libre et des compressions bi-axiales. Les compactages à surface libre
ont été réalisés avec des échantillons de 1 016 et 10 251 disques déposés sous pesanteur dans
une bôıte ; la composition est de 95% de disques ayant un rayon moyen de 0.01m et de
5% égal à 0.02m. Pour chaque disque, la densité volumique est de 580kg.m−3. Après le
dépôt, les murs latéraux sont mis en mouvement dont la vitesse est décrite par l’équation
suivante :

|vx| =
1

60
(1 − cos(

π.t

30
)).

Ce processus est réalisé sur 10 000 pas de temps (h = 6.10−2s). Le coefficient de frottement
disque/disque est égal à 0.3 tandis que celui avec les parois est égal à 0.5. Les compressions
bi-axiales comportent 9 216 disques polydisperses dont le rayon moyen est 0.03 ± 0.01 m.
Après une compression uniforme, on anime les parois horizontale d’une vitesse uniforme
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déformant ainsi notre échantillon : la hauteur de l’échantillon est diminué de 10%. Le
processus s’étend également sur 10 000 pas de temps (h = 3.10−3s).

Analyse de performance

Une étude préliminaire a été réalisée, utilisant l’implémentation ELG, sur les compac-
tages à surface libre tendant à identifier l’influence de la largeur de bande. On utilisera les
notations suivantes : DAF pour un compactage avec frottement, DSF pour un compactage
sans frottement et DOSF pour un compactage sans frottement et en modélisant les parois
par des collections de disques. Ce dernier type de simulations nous permet ainsi d’avoir
une plus faible largeur de bande qu’avec la simulation DSF.
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Fig. 3.10 – Echantillons utilisés lors des simulations DAF, DSF (a) et DOSF (b). L’uti-
lisation de collections de particules pour la modélisation des parois assure une une faible
connexité entre les contacts.

On notera Ts le temps CPU passé dans le solveur, < it > le nombre moyen d’itérations, Pa
la performance algorithmique correspondant au rapport du nombre d’itérations moyen du
calcul séquentiel sur le nombre moyen d’itérations du calcul parallèle (i.e. Pa =< it >seq.

/ < it >par.). Les simulations ont été réalisées sur un calculateur SunFire 880 utilisant
six processeurs UltraSparc III 750 MHz/1 Go. Les temps simulations sont donnés dans
le tableau 3.5.
Le tableau 3.5 montre que le solveur NLGS est faiblement perturbé par la parallélisation.
Le nombre d’itérations supplémentaires ne dépasse pas les 13% (dans le cas de la simula-
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Processeur(s) 1 2 4 6

Problème Ts < it > Ts Pa Ts Pa Ts Pa

DAF 21 531 335 10 535 1.018 5 425 1.009 3 874 1.027
DSF 28 722 382 14 174 0.962 7 782 0.888 5 780 0.876
DOSF 37 000 441 18 064 0.997 9 483 1.006 6 945 0.988

Tab. 3.5 – Analyse de performance pour des simulations réalisées avec 1,2,4 et 6 proces-
seurs.

tion DSF avec 6 processeurs). On peut mettre même moins d’itérations (DAF) quand les
parois sont modélisées par une couche de billes ; le rapport Pa reste très proche de 1. On
peut relier cette faible perturbation à la petite largeur de bande, puisque la même simu-
lation utilisant un seul corps rigides pour modéliser les parois conduit à une plus grande
perturbation de Pa. La méthode ELG pouvant entrâıner des accès simultanés d’écriture
mémoire, les simulations de type DOSF permettent de réduire considérablement ces pro-
babilités et ainsi préserver une stabilité du nombre d’itérations. Toutefois l’utilisation de
parois composées de corps rigides entrâıne une augmentation du nombre de contacts et
donc, comme le montre par ailleurs le tableau 3.5, une augmentation du temps de calcul.
D’un point de vue modélisation mécanique elles conduisent aussi à introduire une certaine
rugosité des parois. Ainsi pour la suite, nous garderons le premier type de modélisation
quitte à accepter une légère perturbation du solveur Gauss-Seidel.
Pour apprécier l’efficacité du solveur parallèle, nous avons évalué en plus de la performance
algorithmique, la performance du calculateur. Pour cela nous utilisons un speed-up relatif
SP pour P processeurs défini par :

SP = PaP
Tsseq

TsP
, (3.4)

où TsP représente le temps de calcul passé dans le solveur pour P processeurs (Tseq = T1).
PaP correspond à la performance algorithmique pour P processeurs. Si SP = P , la pa-
rallélisation est pleinement efficace. Pour compléter notre étude sur la parallélisation du
solveur NLGS, nous avons également réalisé des simulations sur SGI Origin 3800 utilisant
des processeurs R14000/500 MHz. Les tests parallèles ont été réalisés avec les deux tech-
niques d’implémentation (SDL et ELG). La figure 3.11 montre l’évolution du speed-up
SP en fonction de P pour les problèmes tests de compactage à surface libre : à droite les
résultats obtenus sur SUN et à droite ceux obtenus sur SGI.
Le premier résultat encourageant à l’observation des figures de gauche et de droite, est
la non dépendance de la méthode de parallélisation par rapport à l’architecture machine
malgré le fait que l’efficacité des directives OpenMP soit fortement liée à l’implémentation
machine des compilateurs. Cette implémentation ”dure” ne vient pas perturber nos résul-
tats, pouvant apprécier les mêmes comportement pour les différents types de simulations.
Les courbes de la figure 3.11 illustrant le Speed-Up relatif montrent que l’implémentation
ELG possède un meilleur comportement en parallèle que l’implémentation SDL, la courbe
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Fig. 3.11 – Speed-up obtenu sur SUN (gauche) et sur SGI (droite) avec les techniques
d’implémentation pour deux tailles d’échantillons.

se rapprochant de la droite de comportement optimal (SP = P ) pour ELG et s’en écartant
pour SDL. De plus pour les deux techniques d’implémentations, le speed-up est plus im-
portant lors de simulations importantes (10 000 disques), ce qui nous encourage pour des
échantillons conséquents à augmenter le nombre de processeurs : ce n’est pas le cas pour
les petits échantillons pour lesquels le calcul parallèle ne s’avère pas intéressant.

Quelque soit l’architecture, nous pouvons également observer une évolution super-linéaire
pour l’implémentation ELG pour 10 000 disques. Ce phénomène est le cumul de plusieurs
points particuliers nécessitant un rappel sur le calcul de SP . Le temps de référence est
le temps pour une simulation réalisée avec un processeur avec un code compilé pour une
utilisation parallèle. Lors d’un calcul parallèle, le programme bénéficie de plus de mémoire
à sa disposition (mémoire séquentielle × P ), ainsi pour un calcul dépassant la limite dis-
ponible, la gestion de la mémoire peut venir perturber les performances. Ainsi lors du
calcul séquentiel pour un échantillon de taille conséquente, cette limite mémoire peut-être
atteinte est ainsi perturber le temps de référence, ce qui conduit à ce phénomène de com-
portement super-linéaire. En prenant pour temps de référence le temps de la simulation
avec deux processeurs, ce phénomène disparâıt. L’implémentation ELG devant effectuer
des calculs stockés à différents niveaux du code (contrairement à l’implémentation SDL),
le temps d’accès mémoire vient s’ajouter également au phénomène précédent.
La figure 3.13, qui vient en complément de la figure 3.4, compare les deux techniques
d’implémentation lors d’une exécution parallèle sur un échantillon de 10 000 particules.
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Fig. 3.12 – Incrément de déplacement entre deux instants lors d’un essai de compression
biaxiale. Le code de couleur varie du blanc (faibles variations) au noir (fortes variations).
On observe les bandes de cisaillement localisées à gauche et à droite de l’échantillon.
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Fig. 3.13 – Rapport du temps passé dans le solveur pour une utilisation parallèle des
deux techniques d’implémentation (ELG et SDL). En encart, rapport du nombre moyen
d’itération en fonction de l’utilisation du nombre de processeurs.

On retrouve ainsi le comportement observé la figure 3.4 pour une exécution séquentielle,
à savoir un temps plus raisonnable avec l’implémentation SDL. Ce gain en temps pour le
compactage à surface libre est voisin de 2 pour une exécution séquentielle et chute avec
l’augmentation du nombre de processeurs pour atteindre un rapport proche de 1.1 avec 16
processeurs. Pour l’essai bi-axial, la décroissance est moins prononcée partant d’une valeur
séquentielle de 1.7 pour atteindre une valeur de 1.4 pour 16 processeurs. On peut observer
également grâce à l’encart de la figure 3.13, que la performance algorithme est constante
pour l’essai bi-axial (quasiment égal à 1) et très faiblement perturbée pour le compactage,
n’engendrant ainsi pas de grandes différences entre les deux techniques d’implémentation
au niveau du nombre moyen d’itérations. A la vue de l’évolution de Ts plusieurs conclu-
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sions semble se poser : l’augmentation du nombre de processeur va en faveur de la méthode
ELG, mais sur l’ensemble des simulations effectuées, la méthode SDL reste plus efficace.
Pour des calculs parallèles plus massifs (P > 20, par exemple), en prenant en compte la
phase de préparation, la méthode ELG peut devenir plus intéressante.

3.3.4 Influence sur la solution

Il nous reste à voir de quelle façon les solutions différent puisque les solutions obtenues
avec un nombre différent de processeurs ne sont pas toujours, voire jamais identiques,
en terme de distributions des grains et de profil d’échantillons. L’évolution d’un milieu
granulaire est un procédé erratique possédant plusieurs chemins possibles pour une solli-
citation donnée : pour chaque pas de temps, la distribution des forces de contact n’est pas
unique. Comme nous l’avons signalé précédemment, la façon dont est parcourue la liste
des contacts va déterminer une solution parmi l’ensemble des solutions admissibles. Ce-
pendant, nous devons trouver des critères de comparaisons pour nos différentes solutions
afin de voir si le calcul parallèle préserve les propriétés de nos échantillons. C’est juste-
ment sur ce point précis que nous avons basé nos comparaisons, les milieux granulaires
faisant souvent appel à des grandeurs statistiques telle que l’anisotropie et la distribution
des orientations des normales aux contacts. Donc en plus de comparaisons numériques
(évolution des itérations), nous avons comparé l’évolution de l’anisotropie dans le cas de
compactages à surface libre et nous avons tracé l’évolution du rapport q/p pour des com-
pressions bi-axiales.

Seq.

Par. (p=16)Par. (p=8)

Par. (p=2)

Fig. 3.14 – Profil de différentes simulations (seq., 2, 8 et 16 proc.) en fin de processus :
les différences soulignent l’influence de la re-numérotation sur la méthode.
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La figure 3.14 souligne le fait que les solutions obtenues en fin de simulation sont différentes.
En observant le profil de la surface libre on note des différences. La répartition des grosses
particules n’est pas identique dans les différentes simulations. La figure 3.15 montre quant à
elle l’évolution du nombre d’itération moyenné sur 100 intervalles de temps. Cette évolution
est similaire pour chaque simulation, et donc quelque soit le nombre de processeurs uti-
lisés, les échantillons semblent passer par les mêmes crises. Sur la même figure, on peut
aussi trouver des comparaisons des distributions des orientations de contacts (θ → p(θ) :
probabilité de l’orientation θ) pour les différentes simulations. Deux instants ont été choisis
correspondant au premier et second tiers du processus. Pour les deux instants, les courbes
se superposent avec de très légères variations. Ainsi l’anisotropie du milieu, variable uti-
lisée pour caractériser un milieu granulaire ne dépend pas de la simulation.
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Fig. 3.15 – Evolution des itérations au cours du processus pour différentes simulations
(seq. , 2, 8 et 16 proc.). Les approximations de la fonction p(θ), prisent en deux instant
de la simulation, concordent pour chaque simulation.

Pour les tests parallèles effectués sur des compressions bi-axiales, nous avons décidé d’illus-
trer par d’autres quantités les résultats. Ainsi, ayant un milieu confiné soumis à une
évolution quasi statique, nous avons, après avoir calculé les tenseurs de contrainte σ, σs

et σw correspondant respectivement au tenseur global, du réseau fort et du réseau faible,
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calculé le déviateur q et la pression p pour chacun d’eux, et représenté l’évolution du rap-
port q/p pour les différentes simulations et tenseurs (global sur la figure 3.16 et réseau fort
et faible sur la figure 3.17).
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Fig. 3.16 – Evolution du rapport q/p du tenseur de contrainte global.

L’évolution de q/p, identique pour chaque simulation, correspond au résultat classique des
compressions bi-axiales de systèmes compacts. Une fois encore le calcul parallèle ne vient
pas interférer avec l’évolution des grandeurs mécaniques. Sur la figure 3.17 nous avons
dissocié les deux réseaux de contact et représenté l’évolution de la même grandeur pour
chacun d’eux. Là encore les mêmes conclusions en sont tirées.
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Fig. 3.17 – Evolution du rapport q/p des tenseurs de contrainte des réseaux fort et faible
.

On peut souligner le caractère fluide du réseau faible puisque le rapport q/p reste faible,
contrairement au réseau fort, ”squelette” de l’échantillon qui assure l’essentiel de la tenue
mécanique.
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Conclusion

Pour l’évolution de milieux granulaires denses, la méthode parallèle donne des résultats
concordant avec ceux obtenus en séquentiel tout en donnant des résultats en temps CPU .
L’évolution du speed-up nous laisse envisager de meilleurs résultats pour des échantillons
plus conséquents.

3.4 vers un code 100% parallèle ?

Dans le cas de systèmes granulaires denses, la méthode de parallélisation donne des
résultats macroscopiques concordants en comparaison avec les simulations séquentielles,
et ce pour des temps de calcul plus raisonnables. Toutefois pour des simulations fortement
dynamiques, la méthode n’est pas forcément la plus appropriée. Le solveur pouvant rapide-
ment représenter une faible part du temps de calcul, sa seule parallélisation ne suffira pas
à diminuer le temps de calcul. Ainsi dans une optique d’obtenir un code 100% parallèle,
s’attaquer à la parallélisation des autres parties du code (détection des contacts, actualisa-
tion des grandeurs cinématiques,...) devient alors essentielle : une partie d’un code prenant
moins de 10% du temps CPU lors d’une exécution séquentielle peut vite atteindre plus
de 60% du temps suivant le nombre de processeurs utilisés (figure 3.18). A ce titre nous
pouvons bénéficier de nombreuses librairies parallèles performantes (ParaMETIS, ScaLA-
PACK [16]) et ainsi que de méthodes performantes [24, 31].

1 2 4 6 16 Np8

Tps

54.5%
42.8% 50%

37.5%

24.2%

12.5%

Fig. 3.18 – Augmentation du pourcentage de temps CPU de la partie séquentielle lors
d’un calcul parallèle.

Pour clore cette partie faisons deux remarques. La première remarque est que pour une
étude numérique des milieux granulaires, certains utilisateurs préféreront utiliser les cal-
culateurs parallèles pour lancer plusieurs programmes simultanés plutôt que de lancer un
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seul calcul sur plusieurs processeurs différents. Le besoin de faire des études statistiques
leur demande un certain nombre de simulations : le ”nombre” de calculs devient plus
important que le ”temps” de calcul. Cette catégorie d’utilisateurs préférera posséder des
algorithmes de résolution performants en séquentiel mais pas forcément parallélisables.
D’autres préféreront, au contraire, obtenir un seul résultat en peu de temps pour pou-
voir analyser les données obtenues et régler des paramètres en fonction, et dans ce cas,
le fait d’utiliser plusieurs centaines de processeurs pour un même calcul leur apparâıtra
comme un grand avantage. La deuxième remarque est que les directives OpenMP sont
peu adaptées pour le calcul intensif [153] et deviennent vite inefficaces lors de calculs pa-
rallèles massifs même si la méthode de parallélisation est très rigoureuse. Le langage MPI
apparâıt alors comme un moyen de mettre en oeuvre un code entièrement parallèle dédié
au calcul intensif. Il demande toutefois une gestion des échanges de données qui peut être
non triviale.
Afin de pouvoir répondre à ces remarques nous proposons dans le chapitre suivant de
présenter une méthode de type Gradient Conjugué plus efficace que Gauss-Seidel pour des
problèmes linéaires et pouvant bénéficier de versions parallèles [158] basées sur le partage
des tâches.



Chapitre 4

Algorithmes de type gradient

Les algorithmes de type Gauss Seidel ne sont pas a priori les plus adaptés à notre am-
bition qui est de traiter le plus efficacement possible des problèmes à très grand nombre
de corps et de contacts. Ils ne sont pas rapides et sont, en calcul des structures, utilisés
comme auxiliaires dans des stratégies plus performantes, notamment comme ”lisseurs”
dans les méthodes multigrilles [7]. Parmi les méthodes les plus efficaces dans la résolution
de systèmes linéaires de grande taille, on trouve les algorithmes basés sur le gradient
conjugué ; ils sont souvent dotés de préconditionneurs qui en accélèrent la convergence
[13, 14] ; ils peuvent être associés à des stratégies plus sophistiquées comme les méthodes
de décomposition de domaine [93]. Ils présentent en outre deux intérêts importants pour
nous. Basés sur la formulation d’un problème d’optimisation quadratique, ils peuvent être
étendus à des problèmes non linéaires et en particulier avec contraintes comme celles is-
sues du contact. Leur structure utilisant pour l’essentiel des produits scalaires et matrices-
vecteurs les rend également intrinsèquement parallèles si les préconditionneurs le sont
eux-mêmes.
Concernant la mécanique numérique du contact, ils ont été utilisés, dans les années 80,
pour résoudre des problèmes de contact sans frottement [41, 98] dans le contexte de
la modélisation par élément finis. Une extension au contact frottant est proposée dans
[128], mais est restreinte aux problèmes de calculs de structures utilisant le champ de
déplacement comme inconnue principale ; une méthode de point fixe, se traduisant par une
boucle supplémentaire, est utilisée pour satisfaire la loi de Coulomb, et la loi de frottement
est régularisée pour ne pas introduire de termes non régulier dans l’énergie à minimiser.
Nous proposons dans ce qui suit un algorithme constitué d’une unique boucle d’itérations,
très proche dans son implémentation de la méthode du Gradient Conjugué classique,
complété par des adaptations locales (niveau des contacts) consistant en une correction
de l’itéré et une projection des gradients. Ces adaptations sont justifiées, dans la section
4.1 par une étude des formulations des problèmes d’optimisation ou de quasi-optimisation
associés au contact, au frottement et au contact frottant, dans la section 4.2 par une re-
vue des méthodes de gradients et de leurs améliorations (projection, conjugaison) et dans
la section 4.3 par une analyse du processus de diagonalisation d’une stratégie de point
fixe. Implémentation, préconditionneurs et critères d’erreur sont discutés dans la section

65
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4.4. Malgré cette approche qui se veut rigoureuse, aucune démonstration mathématique
de convergence ne peut être exhibée et des tests numériques réalisés sur de nombreuses
simulations de systèmes granulaires réunis dans la section ?? viennent confirmer les bons
comportement attendus d’une telle stratégie.

4.1 (Quasi) optimisation en mécanique du contact

L’utilisation de techniques d’optimisation nécessite d’écrire le problème de contact
comme un problème d’optimisation. L’attention est alors portée sur des problèmes discrets
obtenus à partir de techniques d’approximation (tel que la méthode des éléments finis) ou
obtenus directement par la modélisation de systèmes mécaniques possédant un nombre fini
de degrés de liberté. Dans [5], on peut trouver un parallèle entre problèmes de structures
et de granulats montrant que le choix d’une stratégie de résolution des équations non
linéaires dépend du problème même si le formalisme est similaire dans les deux problèmes.
Quelques éléments de cette étude comparative sont fournis dans la partie qui suit. On se
limite à des conditions de contact unilatéral sans frottement.

4.1.1 Problèmes types ; Structures et Granulat

Dans [5], nous présentons deux problèmes typiques, appelé problème Structure et
Granulat. Le problème Structure consiste à déterminer l’équilibre d’un corps élastique
discrétisé en éléments finis en contact affleurant avec une fondation rigide. L’entier n
dénote le nombre total de degrés de liberté du corps élastique, m = nc le nombre de
noeuds potentiellement en contact. Les équations d’équilibre forment un système linéaire
(dans une première approximation) dans lequel on retrouve la matrice de rigidité K, les
déplacements généralisés x, les réactions normales au contact r aux noeuds de l’aire en
contact, les forces extérieures f . Ceci est la première ligne des relations suivantes à satis-
faire,

{

Kx− Hr = f
H

Tx ≥ 0, r ≥ 0 , r.HTx = 0
(4.1)

La matrice H passe du repère local au repère global pour tous les noeuds potentielle-
ment en contact. Les conditions de contacts exprimées à travers les deux inégalités et
une condition de complementarité relient les réactions de contacts et les composantes nor-
males du déplacement sur la surface potentielle de contact. En mécanique des structures, il
convient souvent de considérer d’autres non linéaritées issues du corps (les forces internes
Kx deviennent des fonctions non linéaires du déplacement K(x)) ou de la géométrie du
contact lorsque de fortes courbures doivent être prises en compte : G(x) remplace H

Tx et
∇(G)T r Hr. De telles non linéarités additionnelles conduisent à utiliser des méthodes de
type Newton, étendues aux équations non différentiables [4, 32, 119], ou combinées avec
des méthodes de contact spécifiques : Gauss-Seidel [70, 74, 128], Lagrangien Augmenté
[29, 90].
La situation est assez différente pour le problème Granulat. Suivant l’approche de Moreau
[107], l’objet principal du calcul est la vitesse relative au contact et une méthode ”time
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stepping” est utilisée comme intégrateur temporel. Nous renvoyons à la première partie
déjà exposée ainsi qu’à [23, 108] pour une discussion sur les différents intégrateurs tem-
porels. Pour une comparaison avec le cas précédent nous considérons le problème sur un
seul pas de temps ; nous devons prédire la distribution des vitesses dans une assemblée
de corps rigides à la fin du pas de temps. Le contact opère maintenant comme une loi
d’interaction entre particules. Comme nous l’avons montré, les équations de la dynamique
peuvent être facilement écrites aux points de contact utilisant les variables dans le repère
local : la vitesse relative u au contact et l’impulsion r. Le système à résoudre est donc
constitué des équations de la dynamique réduites ou condensées aux points de contact,

{

Wr− u = b
r ≥ 0, u ≥ 0 , r.u = 0

(4.2)

Le membre de droite de la première ligne dans (4.2) prend en compte les forces extérieures
et les vitesses relatives de la fin du pas de temps précédent. Dans les granulats denses, le
nombre de contacts nc est plus grand que le nombre de corps nb ; la matrice de masse M

appartient à R
n×n avec n = 3nb et 6nb suivant la dimension du problème considéré (2D

ou 3D). La matrice de masse étant facilement inversible, car diagonale, on peut exprimer
l’opérateur de Delassus par W = H

T
M

−1
H. Toutefois la matrice W peut être singulière

et donc conduire à une indétermination des impulsions. L’opérateur de passage H(q), qui
dépend généralement du paramètre de configuration q ∈ R

n, est maintenue constant sur
le pas de temps.
Le problème Structure (4.1) peut être reformulé comme un problème d’optimisation où
la solution x est l’argument du minimum de la fonction quadratique φ(.) sur l’ensemble
défini par les contraintes H

Tx ≥ 0,

x = argmin
HT x̃≥0

1

2
x̃.Kx̃− f .x̃. (4.3)

Généralement la matrice K est définie positive et la solution est unique ; ce qui explique
l’égalité. Le problème Granulat (4.2) est aussi reformulé comme un problème d’optimisa-
tion en considérant par contre les impulsions de contact r comme variables primales,

r ∈ argmin
r̃≥0

1

2
r̃.Wr̃ − b.r̃. (4.4)

Dans les problèmes granulaires la matrice W est souvent seulement semi-définie positive
entrâınant une indétermination des impulsions ; nous devons ainsi déterminer une solution
parmi plusieurs solution admissibles. Les techniques d’optimisation sont recommandés
dans ce cas tant que la fonction reste bornée inférieurement, condition que l’on peut
aisément vérifier .

4.1.2 Conditions de frottement

Tout d’abord la description du contact est complétée en décomposant la matrice H

en ses parties normale et tangentielle : H = [Hn, Ht]. Les lois de frottement relient la
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vitesse relative tangentielle à la composante tangentielle de l’impulsion de contact. La loi
de Tresca postule un seuil de frottement non négatif, noté sα pour chaque contact α, au
deçà duquel le glissement est proscrit (statut adhérent). Dans une forme incrémentale le
problème de contact frottant s’exprime encore comme un problème d’optimisation sous
contrainte avec cependant une fonction coût non différentiable,

x = argmin
HT

n x̃≥0

φ(x̃) +

nc
∑

α=1

sα‖HT
α,t(x̃− x̄)‖, (4.5)

où x̄ dénote le déplacement au pas de temps précédent et H
T
α,t est la contribution tangen-

tielle du contact α de H
T ; H

T
α,t(x̃− x̄) correspond alors à un incrément local de glissement.

Pour le problème Granulat une loi de Tresca fournit une formulation simple,

r ∈ argmin
r̃∈C(s)

1

2
r̃.Wr̃ − b.r̃. (4.6)

où uniquement l’ensemble contraint est modifié en comparaison du problème 4.4 ; cet
ensemble est le produit cartésien de demi-cylindres infinis dans R

2 ou R
3 ayant pour

section B(0, sα), le disque de rayon sα,

C(s) =

nc
∏

α=1

R
+ × B(0, sα) (4.7)

Cependant la loi de Coulomb, loi de frottement plus usuelle lie le seuil de frottement à
la composante normale de la force de contact locale (ou impulsion) via un coefficient de
frottement noté µ. Le problème couplé de contact frottant n’est alors plus un problème
d’optimisation. Formellement il est toujours possible de formuler un problème de ”quasi”-
optimisation (en référence aux plus classiques inégalités quasi-variationnelles) pour qui
l’ensemble des contraintes dépend des composantes normales de la solution comme pa-
ramètre ; le problème Granulat avec contact frottant s’exprime alors,

r ∈ argmin
r̃∈C(µrn)

1

2
r̃.Wr̃ − b.r̃. (4.8)

La non unicité de la solution est due à la singularité de la matrice W mentionnée précé-
demment, mais également à la non associativité de la loi de glissement conformément aux
nombreuses études réalisées sur cet aspect [3, 8, 36, 46, 113]. La normalité du gradient de
la fonction coût à l’ensemble conique des contraintes n’est pas satisfaite comme le montre
la figure 4.1 ; le gradient g de la fonction coût (g = Wr − b) est orthogonale au demi-
cylindre passant par r.

Dans la suite nous considérons un problème quadratique standard sous contraintes utilisant
les notations du problème Granulat,

r ∈ argmin
r̃∈C

1

2
r̃.Wr̃ − b.r̃. (4.9)
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r

r

~

~

r

α

α

,t

,nα

C µrα,n(      )

µ

α

1

−g

Fig. 4.1 – Le cône de Coulomb et la loi de glissement

Il est intéressant de préciser le caractère géométrique de l’ensemble des contraintes C selon
la nature du problème. Si on considère seulement le contact unilatéral, l’ensemble C est
le cône positif ou l’orthant positif de Rnc . Si l’on considère seulement le frottement (le
contact est alors assumé maintenu) l’ensemble convexe est un hyper-rectangle produit
cartésien de segments sα[−µ, µ]. Pour un problème de contact et frottement de Tresca
dans une modélisation bi-dimensionnelle l’ensemble C est le produit cartésien de bandes
semi-infinies dans R

2. Pour ces trois cas l’ensemble C est un ensemble convexe polyédrique.
Pour un problème de contact et frottement de Tresca l’ensemble C est le produit cartésien
de cylindres semi-infinis dans R

3 mais il n’est plus polyédrique. Pour un problème de
contact et frottement de Coulomb, le problème de Tresca en tant que problème de contact
frottant peut être vu comme un problème intermédiaire dans une stratégie numérique.

4.2 Les méthodes de gradient (projeté)

La méthode de gradient la plus simple pour résoudre (4.9) est la méthode du gradient
avec projection définissant le schéma itératif par,

rk+1 = projC [rk + γ(b − Wrk)], ∀ γ > 0 (4.10)

Le gradient est noté gk = Wrk −b et la direction de descente est uk = −gk. La projection
sur l’ensemble admissible concerne uniquement l’itéré mais pas le gradient. La condition
de convergence est lié au paramètre positif γ, qui doit être inférieur à 2

λmax(W) , où λmax(W)
est la plus grande valeur propre de W, pour que la convergence soit assurée. La convergence
est lente spécialement si la matrice W est mal conditionnée (c.f. figure 4.2).

4.2.1 Les méthodes de Rosen généralisées

La première catégorie d’amélioration de l’algorithme du gradient consiste en la méthode
du gradient projeté. Pour une meilleure compréhension, considérons une seule contrainte
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Fig. 4.2 – Méthode du gradient avec projection pour des contraintes linéaires et non
linéaires ; les lignes de niveau de la fonction coût sont représentées par chaque itéré.

linéaire donnée par d.r ≥ 0, où d est une vecteur unitaire. Nous pouvons prouver que
le vecteur pk := projC(r

k − γgk) − rk est encore une direction de descente (pk.gk < 0)
et, si (rk − γgk).d < 0, cette nouvelle direction est la projection du gradient sur l’hyper
plan frontière du demi espace de l’ensemble des contraintes : pk = γ[−gk + (d.gk)d] ; la
contrainte est alors appelée active. La recherche de la solution peut donc être restreinte
au sous espace des contraintes actives. Suivant les idées développées donc par Rosen pour
des contraintes linéaires [134] et non linéaires [135], Mehrez [99] nomme méthode de Rosen
généralisée le schéma utilisant les deux paramètres α and γ,

rk+1 = rk + α[projC(r
k − γgk) − rk], ∀ γ > 0, ∀ α > 0. (4.11)

La convergence est assurée sous certaines conditions sur ces paramètres [99] ; deux cas
particuliers peuvent être mentionnée,

{

case 1 : α = 1 0 < γ < 2
λmax(W)

case 2 : 0 < α < min( 2
λmax

, 2
2−λmin

) γ = 1

Ces conditions ont la fâcheuse conséquence de ralentir la convergence (tout en la garan-
tissant) ; on peut donc en pratique s’en passer. Cependant le paramètre α doit rester dans
l’intervalle ]0, 1] assurant ainsi que rk+1 reste dans l’ensemble des contraintes. Cette res-
triction peut être combinée à un pas optimal variable αk pour accélérer la convergence.
Mais une telle stratégie peut conduire à une solution non optimale comme prouvé par
Wolfe avec un simple contre exemple [19]. Il apparâıt alors plus sûr de sortir de l’espace
admissible et puis d’y projeter l’itéré menant ainsi au schéma suivant,

rk+1 = projC{rk + αk[projC(r
k − γkgk) − rk]}, ∀ γk > 0, ∀ αk > 0. (4.12)

Ce schéma est assez général mais il n’utilise pas le caractère polyédrique de l’ensemble
convexe disponible en 2D - et il ne permet pas d’introduire le concept de gradient conjugué.
D’autre part le choix optimal du paramètre γ est une question ouverte. La figure 4.3 montre
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que pour une valeur assez petite de γ et un ensemble polyédrique, la direction de descente
pk ne dépend pas de γ : le gradient gk, ou plus précisément la direction de descente
uk = −gk, est projeté sur le cône tangent de C en rk. On note le cône tangent TC . Cette
remarque conduit à postuler une version locale de la méthode de Rosen généralisée ou
méthode de gradient projeté, combinant les projections précédentes et le choix optimal du
paramètre αk, détaillée dans le tableau 4.1.

γsmall

γ large

−gk

p

pk

kr
k

−gk

p

pk

k

γsmall

γ large

Fig. 4.3 – Influence de la norme de γ sur la direction de descente pour des ensembles de
contraintes réguliers ou polyédriques.

r0, u0 et p0 donné














k → k + 1

rk+ 1

2 = rk + αk+1pk avec αk+1 = uk.pk

pk .Wpk

rk+1 = projC(r
k+ 1

2 )
uk+1 = b − Wrk+1

pk+1 = proj(uk+1;TC(r
k+1))

Tab. 4.1 – Algorithme de Gradient Projeté (PG)

4.2.2 Un algorithme de gradient projeté conjugué

Pour améliorer la convergence de l’algorithme précédent, nous introduisons une ap-
proche de type gradient conjugué en conjuguant la direction précédente pk−1 avec le gra-
dient courant uk après projection sur le cône tangent, et définissant ainsi un algorithme
de Gradient Projeté Conjugué (CPG) (c.f. table 4.2).

Le procédé de conjugaison est a priori pleinement efficace si les itérés restent, pendant
plusieurs itérations, dans le même ensemble de contraintes actives, c’est à dire sur la
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r0, u0 et p0 donné
























k → k + 1

rk+ 1

2 = rk + αk+1pk avec αk+1 = uk.pk

pk .Wpk

rk+1 = projC(r
k+ 1

2 )
uk+1 = b− Wrk+1

wk+1 = proj(uk+1;TC(r
k+1))

zk+1 = proj(pk;TC(r
k+1))

pk+1 = wk+1 + βk+1zk+1 avec βk+1 = wk+1.Wpk

pk .Wpk

Tab. 4.2 – Algorithme de Gradient Projeté Conjugué (CPG)

même facette ou la même arête de l’ensemble des contraintes. Un cas intéressant cor-
respond à la situation où l’ensemble des contraintes actives est celui auquel appartient
la solution. Dans le problème de contact cet ensemble définit le statut de contact de la
solution, concaténation des statuts locaux de contact (contact / pas contact). Après que
cet ensemble soit trouvé, l’algorithme de Gauss-Seidel est lent pour atteindre la solution ;
nous pouvons espérer dans ce cas un meilleur comportement de l’algorithme de gradient
conjugué ; les tests numériques doivent alors confirmer ou infirmer cette prédiction. Une
stratégie similaire fût proposée par May [98] et Dilintas et al. [41] pour les problèmes de
contact sans frottement, mais notre formulation est plus générale et synthétique. Ainsi
Dilintas et al. [41] fixe l’ensemble des contraintes actives, applique ensuite l’algorithme
du gradient projeté conjugué sur cet ensemble jusqu’à convergence avant d’actualiser les
contraintes et recommencer le processus. Il compte ainsi bénéficier de la conjugaison des
gradients dans le sous-espace vectoriel des contraintes actives, mais son schéma contient
alors deux niveaux de boucles d’itérations dont il faut gérer les critères d’arrêt. Le schéma
du gradient conjugué projeté dans le tableau 4.2 ne cherche pas à fixer les contraintes
actives sur plusieurs itérations ; il n’est même pas certain que les gradients projetés, wk

et zkk, soient dans un ensemble de contraintes actives, par exemple si les projections sur
le même cône tangent ne s’effectuent sur une même facette (contraintes actives) du cône.
Une tentative de stabilisation provisoire des contraintes actives, et donc la possibilité de
bénéficier temporairement du processus de conjugaison, consiste à projeter pk−1, non sur
le cône tangent à C en rk, mais sur la facette du cône tangent auquel appartient le gradient
projeté courant wk, notée A(wk) (c.f. figure 4.4). Ainsi le gradient conjugué suivant pk

est bien défini dans un ensemble de contraintes actives, celui défini par wk :

zk = proj(pk−1;A(wk))
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Fig. 4.4 – Illustration du sous espace des contraintes actives A(wk).

4.2.3 Application au contact unilatéral, au frottement.

Pour le problème standard (4.9), l’algorithme précédent a l’avantage de travailler avec
un ensemble de contraintes admissibles possédant une forme simple. Pour le contact uni-
latéral contact ou le frottement bi-dimensionel, l’ensemble des contraintes est le produit
cartésien d’intervalles de R. Par conséquent les projections, de l’itéré et du gradient, sont
faciles à implémenter et ceci composante par composante, comme précisé ici.

Contact Unilatéral : C = R
nc
+

rk+1 = projC(r
k+ 1

2 ) wk+1 = proj(uk+1;TC(r
k+1))

pour α = 1, nc pour α = 1, nc

rk+1
α = max(r

k+ 1

2
α , 0) if rk+1

α = 0 then wk+1
α = max(uk+1

α , 0)
else wk+1

α = uk+1
α

Frottement 2D : C =

nc
∏

α=1

[−sα, sα]

rk+1 = projC(r
k+ 1

2 ) wk+1 = proj(uk+1;TC(r
k+1))

pour α = 1, nc pour α = 1, nc

Si r
k+ 1

2
α > sα alors rk+1

α = sα si rk+1
α = sα then wk+1

α = min(uk+1
α , 0)

si r
k+ 1

2
α < −sα alors rk+1

α = −sα si rk+1
α = −sα alors wk+1

α = max(uk+1
α , 0)

sinon rk+1
α = r

k+ 1

2
α sinon wk+1

α = uk+1
α
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4.3 Un algorithme spécifique pour le contact frottant

Le couplage du contact unilatéral et du frottement de Coulomb est exprimé par (4.8)
comme un problème de quasi-optimisation. Une approche classique consiste à mettre en
oeuvre un algorithme de point fixe sur le seuil de frottement.

4.3.1 Algorithme de point fixe

Le problème (4.8) est approché par une succession de problèmes d’optimisation (4.6)
à seuil fixé s. L’algorithme résultant est résumé dans le schéma du tableau 4.3.

Initialisation du seuil s
s0 = (s0

α, α = 1, nc) avec s0
α ≥ 0

(r0 = 0)
l = l + 1






sl
α = µrl−1

α,n , α = 1, nc (point fixe)

rl = argmin
r̃∈Cl

1
2 r̃.Wr̃ − b.r̃ (problème de contact frottant

de type Tresca)

Tab. 4.3 – Algorithme de point fixe

Pour bien comprendre la version diagonalisée qui va suivre, il est utile de détailler cet
algorithme dans le tableau 4.4. En particulier on insiste sur trois étapes qui sont bien
séparées dans ce schéma : l’actualisation du seuil de frottement au début de la boucle
de point fixe, suivie de l’initialisation de l’algorithme du gradient projeté conjugué par la
valeur obtenue à convergence à l’étape précédente, et enfin, à l’intérieur de la boucle du
gradient, la projection de l’itéré sur les contraintes.

4.3.2 Version diagonalisée

Le nouvel algorithme consiste à supprimer la boucle indexé par l suivant un procédé
de diagonalisation. Les adaptations à effectuer suivent deux principes. Tout d’abord la
projection des gradients est toujours réalisée sur le cône tangent au produit cartésien
de demi cylindres infinis approchant le produit cartésien de cônes convexes. Ainsi, à la
convergence, la normalité du gradient à l’ensemble approché des contraintes reste satisfaite
conformément à la caractérisation de la solution (c.f. figure 4.1). . Ensuite la projection
de l’itéré est remplacé par une correction. Cette correction doit concentrer dans une seule
opération les trois étapes du schéma précédent soulignées dans le tableau 4.4 : l’actualisa-
tion du seuil, l’initialisation de l’itéré et la projection elle-même. Ceci nous conduit à un
algorithme possédant une simple boucle et présenté dans le tableau 4.5.
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Initialisation du seuil : s0 = (s0
α, α = 1, nc) avec s0

α ≥ 0
(r0 = 0)
l = l + 1


















































sl
α = µrl−1

α,n , α = 1, nc (actualisation du seuil)

rl,0 = rl−1,conv (initialisation de l’itéré)
u0 = b− Wrl,0, p0 = u0

k = k + 1


































rl,k+ 1

2 = rl,k + αk+1pk avec αk+1 =
uk.pk

pk.Wpk

rl,k+1 = projCl(rl,k+ 1

2 ) (projection de l’itéré)
uk+1 = b− Wrl,k+1

Si convergence alors rl = rl,k+1 et on quitte la boucle.

wk+1 = proj(uk+1;TCl(rl,k+1))
zk+1 = proj(pk;A(wk+1))

pk+1 = wk+1 + βk+1zk+1 with βk+1 = −wk+1.Wpk

pk.Wpk

Tab. 4.4 – Algorithme détaillé de point fixe

t
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z p

r
k+1

k−1

k
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rn
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Fig. 4.5 – Gradient Projeté pour un problème de type ”Tresca” (l’indice α est omis)

Les modifications sont détaillées contact par contact (localement) et restreinte à une
modélisation bi-dimensionelle, pour laquelle la stratégie de gradient projeté a un sens
conformément aux remarques des sections 4.2.1 et 4.2.2.
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Initialisation de u0 = b − Wr0,w0 = u0, p0 = u0

k = k + 1














































rk+ 1

2 = rk + αk+1pk avec αk+1 =
uk.pk

pk.Wpk

Correction de l’itéré : rk+ 1

2 → rk+1

uk+1 = b − Wrk+1

Critère de convergence : si il est vrai alors rconv = rk+1

Projection des gradients :
wk+1 = proj(uk+1;TCk+1(rk+1))
zk+1 = proj(pk;A(wk+1))

pk+1 = wk+1 + βk+1zk+1 avec βk+1 = −wk+1.Wpk

pk.Wpk

Tab. 4.5 – Algorithme de Gradient Projeté Conjugué (CPG), version contact frottant

Correction de l’itéré

Tout d’abord l’actualisation du seuil diffère de l’algorithme à double boucle puisque

r
k+ 1

2
α,n n’est pas nécessairement positif ou nul,

sk+1
α = max(0, µr

k+ 1

2
α,n ), Ck+1

α = R
+ × [−sk+1

α , sk+1
α ].

Ensuite les étapes d’initialisation et de projection doivent se fondre en une seule procédure
puisqu’une seule itération du gradient est à effectuer avant une nouvelle actualisation du

seuil. Bien évidemment si r
k+ 1

2
α se trouve à l’extérieur des contraintes Ck+1

α , il y est alors
projeté. S’il se trouve à l’intérieur, une application stricte de la procédure de projection

amènerait à confirmer r
k+ 1

2
α en rk+1

α , et à considérer pour la suite un statut adhérent, c’est-
à-dire à ne pas activer une contrainte glissement. Ainsi, si la solution a un statut glissant,
l’itéré peut osciller entre les statuts glissant et adhérent à cause de la forme conique des
contraintes et ne jamais activer la conjugaison des gradients dans le ”bon” ensemble des

contraintes actives. Il est donc souhaitable dans certains cas où r
k+ 1

2
α se trouve à l’intérieur

de Ck+1
α , de ne pas l’y conserver mais de le projeter sur la frontière. Plus précisément si

la direction de descente locale courante pk
α ne possède pas de composante tangentielle, le

statut du contact local, qui était donc précédemment ”glissant”, est maintenu même si
l’itéré est à l’intérieur du cône de frottement ainsi qu’à l’intérieur du cylindre qui l’approche
Ck+1

α ; le cas (b) de la figure 4.6 illustre cette situation. Le procédé de correction détaillé
dans le tableau 4.6 utilise la notion de statut de contact (local) qui est nécessaire pour
comprendre la projection qui suit à savoir celle des gradients. Les statuts fournissent
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si r
k+ 1

2
α,n < 0 alors rk+1

α = 0 (statutk+1
α = séparation)

sinon rk+1
α,n = r

k+ 1

2
α,n ǫ = sign(r

k+ 1

2

α,t )

Si |rk+ 1

2

α,t | > sk+1
α alors rk+1

α,t = ǫsk+1
α (statutk+1

α = glissement ǫ)

sinon

si pk
α,t = 0 then rk+1

α,t = ǫsk+1
α (statutk+1

α = glissement ǫ)

sinon rk+1
α,t = r

k+ 1

2

α,t (statutk+1
α = adhérent)

Tab. 4.6 – Correction de l’itéré

l’information pertinente sur l’itéré en lequel le cône tangent TC doit être évalué.
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Fig. 4.6 – Correction de l’itéré pour diverses situations en fonction du statut précédent.

Projection des gradients

Comme l’approximation de l’ensemble convexe est bien définie, la projection du gra-
dient sur le cône tangent est une simple combinaison des procédures détaillées pour le
contact unilatéral et le frottement bi-dimensionnel. On retrouve une illustration sur la
figure 4.7 et un résumé synthétique dans le tableau 4.7,
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si statutkα = séparation alors si uk
α,n ≤ 0 alors wk

α = 0

sinon wk
α,n = uk

α,n and wk
α,t = 0

si statutkα = adhérent alors wk
α = uk

α

si statutkα = glissement+ alors wk
α,n = uk

α,n and wk
α,t = min(0, uk

α,t)

si statusk
α = glissement− alors wk

α,n = uk
α,n and wk

α,t = max(0, uk
α,t)

Tab. 4.7 – Projection des gradients
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Fig. 4.7 – Projection du gradient pour diverses situations (en fonction du statut précédent)

L’extension de cette approche à une modélisation tridimensionnelle n’est pas immédiate ; le
cône tangent ”n’approche pas suffisamment bien” localement un ensemble non polyédrique ;
la notion de contrainte active n’est plus vraiment disponible, facettes du cône tangent et
frontière des contraintes ne cöıncidant plus. Le chapitre 5 suivant est en particulier consacré
aux différentes extensions tridimensionnels possibles à la stratégie présentée ici.

4.4 Preconditionneur et critères de convergence

Les algorithmes présentés précédemment peuvent être appliqués aux deux types de
problèmes de contact mentionnés en section 4.1.1. Cependant ils sont surtout adaptés au
problème de type Granulat, pour lesquels les variables locales exprimées dans leur repère
local sont privilégiées ; les contraintes prennent alors des caractéristiques agréables, orthant
positif ou produit cartésien de domaines simples. L’application au problème Structure sans
frottement requiert au minimum un passage dans le repère local en éliminant l’opérateur
H. Il existe des algorithmes d’optimisation pour des contraintes d’inégalité générales [63],
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mais il conviendrait de les connâıtre dans le détail pour les adapter ensuite au problème de
quasi-optimisation ; cette démarche ne nous a pas sembler nécessaire, nos préoccupations
concernant exclusivement les milieux granulaires. Pour le problème Structure avec frot-
tement, les algorithmes ne sont pas applicables tels quels ; il convient au préalable de
reformuler le problème 4.5, exprimé en déplacement, sous la forme 4.8 privilégiant les
efforts de contact (encore faut-il inverser K). Par conséquent les méthodes de gradient
projeté conjugué sont testées sur des problèmes de type Granulat. Il reste cependant des
choix à effectuer avant de lancer les tests numériques ; ils concernent l’implémentation qui
tient compte de la structure du code LMGC90, les préconditionneurs indispensables aux
algorithmes de gradient conjugué et les critères de convergence afin de pouvoir comparer
les méthodes.

4.4.1 Quelques remarques sur l’implémentation

Dans l’algorithme CPG deux produits matrice-vecteur sont effectués (Wpk, Wrk+1)
au lieu d’un seul, Wpk, pour la méthode du gradient conjugué appliquée au probl̀eme
quadratique non contraint. Une alternative consiste à effectuer le calcul de Wrk+1 seule-
ment si au moins une projection a été activée dans l’étape de correction du pas précédent
(rk+ 1

2 −→ rk+1) ; le gradient uk+1 est ainsi actualisé par une formule classique utilisant le
produit Wpk. Cette stratégie peut être efficace pour les problèmes de contact sans frot-
tement [41] et de contact frottant avec une loi de Tresca, mais ce n’est pas probant pour

les problèmes de contact avec du frottement de Coulomb car la correction de rk+ 1

2 est
activée dès qu’est prédit un statut glissant pour un quelconque contact α. De plus dans
les problèmes granulaire le nombre de contacts est assez grand pour induire un nombre
non négligeable de changement de statuts.
Toutes les instructions du schéma du CPG peuvent être traitées en parallèle, car elles uti-
lisent des produits scalaires et matrice-vecteur parce que les projections ou corrections sont
effectuées contact par contact. Aussi un préconditionneur doit être le plus simple possible
pour éviter notamment d’introduire une séquentialisation du code et donc d’handicaper
un traitement sur calculateur à architecture parallèle.
Le stockage de la matrice W dépend du type de problème. Pour les matériaux granulaires,
cette matrice n’est pas assemblée comme dans les matrices pour élément finis. Dans le lo-
giciel LMGC 90 [45] utilise essentiellement un solveur de type Gauss-Seidel Non Linéaire
par blocs (méthode NLGS), la matrice W n’est pas formée initialement ; deux stratégies
ont été présentées dans le chapitre précédent stockant ou non l’ensemble de la matrice
W, ou plus exactement les petites matrices Wαβ . La version SDL, où sont calculées et
stockées en début de pas les matrices Wαβ, sera prise comme référence pour comparer les
algorithmes CPG et NLGS, car cette étape est aussi présente dans la méthode CPG.

4.4.2 Préconditionneurs de base

Que veut dire un préconditionneur pour solveur pour problème quadratique d’opti-
misation sous contraintes ? Le préconditionement de l’algorithme du gradient conjugué
appliqué à un problème quadratique non contraint consiste simplement à multiplier le
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gradient courant uk+1 par une matrice de préconditionnement P. Cette simple instruc-
tion supplémentaire permet de remplacer le problème initial mal conditionné par un autre
possédant un meilleur conditionnement, consistant à minimiser 1

2 s̄.W̄s̄− b̄.s̄ avec le chan-
gement de variables suivant,

s = P
1

2 s̄, b = P
− 1

2 b̄ et W̄ = P
1

2 WP
1

2

Dans le cas d’un problème d’optimisation quadratique sous contraintes, il convient d’iden-
tifier les étapes de l’algorithme CPG appliqué au problème préconditionné par rapport
aux variables initiales, c’est-à-dire celles du problème non préconditionné. Le problème
préconditionné s’écrit,

Inf
s̄∈C̄

1

2
s̄.W̄s̄− b̄.s̄, (4.13)

avec de plus C̄ = P
− 1

2C. Dans le schéma de l’algorithme CPG appliqué à (4.13), les
différentes projections des nouvelles variables, sur le convexe modifié comme sur son cône
tangent, doivent être définies afin qu’elles cöıncident avec les projections euclidiennes des
variables initiales sur les convexes et cônes tangents initiaux. Autrement dit, comment
définir proj(.; C̄) de telle sorte que ā = proj(b̄, C̄) corresponde à a = proj(b; C) ? On peut
aisément démontrer qu’il suffit d’adopter la norme associée à P, ‖x‖2

P
= x.Px,

ā = proj(b̄; C̄) ⇔ ||b̄ − ā||2P ≤ ||b̄ − x̄||2P, ∀x̄ ∈ C̄.

La projection sur le cône tangent est définie de la même façon. Alors l’algorithme CPG
exprimé par rapport aux variables initiales ne comportent, comme pour la méthode du
gradient conjugué appliqué à un système linéaire, qu’une étape supplémentaire : le produit
matrice-vecteur Puk+1, et ce avant la projection des gradients. Ce nouvel algorithme est
alors dénommé de Gradient Projeté Conjugué Préconditionné (Preconditionned Conjugate
Projected Gradient, PCPG). Les préconditionneurs ont suscité un nombre important de
travaux pour accélérer la convergence dans la résolution des systèmes linéaires de grande
taille. Il en existe une grande variété ; les plus efficaces (Incomplete LU factorization et
ses variantes ILUT, MILU) sont souvent complexes à mettre en œuvre ou spécifiques
aux méthodes par éléments finis (Element By Element). Ils sont d’autant plus efficaces
qu’ils approchent au mieux la matrice inverse de W. L’efficacité sur le solveur est un
compromis entre cette distance à W

−1 et le coût du calcul du préconditionneur. Pour les
problèmes contraints il n’est pas sûr qu’il soit nécessaire de prendre un préconditionneur
très sophistiqué car la matrice n’est qu’un élément du système, le convexe des contraintes
en est un autre tout aussi important. On a donc opté dans un premier temps pour les
préconditionneurs les plus simples à mettre en œuvre. Nous sommes confortés dans ce
choix par la nécessité également de conserver le caractère parallèle du solveur global, avec
son préconditionneur.

Préconditionneurs diagonaux

Si la matrice W est décomposée en ses parties diagonale et non diagonale, W = D−E,
le préconditionneur est l’inverse de la partie diagonale, P = D

−1. Cette procédure n’est
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pas coûteuse car le produit matrice-vecteur est très simple. Cette première stratégie peut
être souvent suffisante pour améliorer la convergence, spécialement quand une échantillon
granulaire polydisperse est considéré : l’échantillon contient ainsi de petites et de grosses
particules entrâınant des différences notables entre les termes (diagonaux) de la matrice de
masse et donc de la matrice W. Une variante consiste à considérer un découpage par blocs
de la matrice W, où chaque bloc diagonal correspond à un contact. Pour les problèmes gra-
nulaires cette distinction n’est que significative pour les grains polygonaux ou polyédraux
car les matrices blocs diagonales de W sont diagonales pour les grains sphériques.

Préconditionneurs polynomiaux

Parmi les préconditionneurs plus sophistiqués, les préconditionneurs polynomiaux sem-
blent de bons candidats car leur préparation n’est pas tellement coûteuse. La matrice
P conserve la même structure que W ; par exemple le préconditionneur de niveau un
peut être construit lorsque W elle-même est construite, P = D

−1 + D
−1

ED
−1. Mais ce

préconditionneur nécessitent un troisième produit matrice-vecteur à chaque itération ; cela
peut être très coûteux comparé au gain que l’on peut espérer en termes d’itérations. Cer-
tains tests concernant de petits exemples de disques montrent que la valeur du condi-
tionnement est seulement divisé par deux lors du passage du préconditionneur diagonal
(niveau zéro) au préconditionneur de niveau un.

4.4.3 Critères de convergence pour systèmes non réguliers

La question de la précision et le choix du critère de convergence n’est pas une tâche fa-
cile suivant le problème considéré et encore plus dans le contexte des collections denses de
corps rigides en contact. La solution exacte est habituellement inconnue et la seule infor-
mation qui peut être utilisée est une certaine distance jusqu’à elle. Les bornes supérieures
et inférieures d’une telle distance peuvent être obtenues en utilisant des propriétés mathé-
matiques de convergence de l’algorithme, si l’existence d’une unique solution a été prouvée
et si la convergence de l’algorithme a été établie. A part quelques situations particulières,
ces circonstances ne sont jamais réalisées. Dans le cas granulaire la non unicité n’est pas
une exception, mais plutôt la règle, qui peut être causée par deux phénomènes. Le premier
est de nature géométrique. Le réseau des forces entre grains dans un granulat dense en
l’absence de frottement peut être vu comme un réseau de treillis composé de barres liant
les centres des particules. Un tel système est modélisé dans la matrice W, il peut être
hyperstatique et la matrice W s’avère singulière (semi-définie positive). Afin d’effectuer le
calcul du coefficient de conjugaison βk+1, on vérifie si le terme pk.Wpk est nul ; auquel cas
l’algorithme est stoppé. Si ce terme est nul sans que le soit, une direction dans le noyau
de W est mise en évidence. Nous avons cependant constaté que cette précaution, bien que
théoriquement nécessaire, n’est en pratique jamais activée. Le second point est lié au frot-
tement. Les lois de frottement induisent aussi une multiplicité des solutions des impulsions
de contact. La solution (numérique) dépend de l’histoire de chargement et numériquement
du choix de l’initialisation de l’algorithme ; les forces de contact précédentes sont naturel-
lement considérées [110].
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Dans les simulations des matériaux granulaires utilisant l’approche NSCD utilisant un al-
gorithme NLGS, M. Jean introduit un critère en énergie appliqué à une correction de Jacobi
de l’itéré courant [26]. Pour obtenir un test équivalent pour le solveur CPG, nécessaire pour
les comparaisons futures, nous considérons les variations de vitesses relative ∆u issues de
deux impulsions successives et reliée à la direction de descente par

∆u = uk+1 − uk = W(rk+1 − rk) = W∆r

Nous utilisons les deux énergies de référence introduit aux chapitre 1, section 1.5.4,

Em =
∑

α r̄α.Wααr̄α

Eq = 1
Nactif

∑

α(Wααr̄α).(Wααr̄α)

et trois critères de convergence qui doivent alors être satisfait,
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,

où ẽm
vr est une valeur moyenne sur tous les contacts et eq

.. deux versions quadratiques plus
drastique dans de nombreux cas, Nactif décompte les contacts actifs (statut adhérent ou
glissant).

4.5 Tests numériques en mécanique des milieux granulaires

Pour réaliser une étude complète des algorithmes de type gradient appliqués à la simu-
lation des milieux granulaires, nous évaluons d’abord leur comportement sur un seul pas
de temps. Par la suite des processus complet seront considérés pour prendre en compte
la variété des problèmes liés aux milieux granulaires [18, 82, 126, 127] et pour fournir
un comportement numérique moyen, un seul pas de temps n’étant pas représentatif au
vu des fluctuations à convergence sur un processus. Dans cette partie l’algorithme CPG
est essentiellement comparé à la méthode NLGS généralement associé à l’approche NSCD
[70, 108]. Toutes les simulations sont réalisées avec le logiciel LMGC90 [45] dédié aux
problèmes multicontacts, très utile dans la simulation de milieux granulaire.

4.5.1 Sur un seul pas de temps

Nous isolons un pas de temps à la fin d’un processus de dépot de particules sous
pesanteur dans une bôıte ouverte. Ceci nous amène ensuite à déterminer la distribution
des forces de contact d’un état d’équilibre dans un granulat compacté. Comme le nombre
de contacts est un paramètre important de l’étude, plusieurs échantillons numériques ont
été créés : la taille de la bôıte reste fixe (1m×1m), seul le nombre de particules (circulaires)
et leur taille changent. Ainsi la capacité de la bôıte va de 1 000 à 33 000 disques.
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Méthode de descente

Pour un problème sans frottement nous vérifions que les différents algorithmes se com-
portent bien comme des méthodes de descentes de l’énergie à minimiser. La figure 4.8 donne
l’évolution de la fonction Ek = 1

2r
k.Wrk − rk.b au cours des itérations pour les méthodes

suivantes : Gauss-Seidel Non Linéaire (NLGS), Gradient Projeté Conjugué (CPG), Gra-
dient Projeté Conjugué Préconditionné (PCPG). Le meilleur comportement des méthodes
de type gradients n’est pas surprenante mais doit être confirmé pour les problèmes de
contact avec frottement avec les adaptations proposées précédemment.

Fig. 4.8 – Décroissance de l’énergie Ek au cours des itérations (nc = 28000).

Convergence

Le cas du contact avec frottement de Coulomb requiert les critères de convergence
introduits dans la partie 4.4.3 pour mener à bien les différentes comparaisons. Pour des
raisons de simplicité le critère em est omis ; le critère eQ est généralement plus difficile
à satisfaire et ainsi plus significatif. Un quatrième algorithme est considéré : le Gradient
Projeté sans conjugaison (PG). L’échantillon utilisé pour la figure 4.9 comprend 15 000
contacts. La convergence est atteinte pour une valeur eQ < ǫ = 1.6610−6. Le procédé
de conjugaison se révèle nécessaire pour un bon comportement des méthodes de type
gradient en comparaison de l’algorithme de Gauss-Seidel. Le solveur NLGS possède une
convergence régulière tandis que les méthodes de type gradient convergent plus vite mais
avec de fortes perturbations (en partie dues aux projections et aux corrections). Dans cet
exemple le préconditionneur accélère de façon significative la convergence.
Deux paramètres sont significatifs pour apprécier les apports des méthodes de gradient :
la taille du système caractérisé par le nombre de contact nc et la précision requise ǫ. Nous
présentons sur la figure 4.10 l’évolution du gain en itérations des méthodes CPG et PCPG
(δ =(nombre d’itérations NLGS) / (nombre d’itérations (P)CPG)) en fonction du nombre
de contacts et de trois précisions requises. Le gain est au moins égal à 2.98 (nc = 15249
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Fig. 4.9 – Evolution de la convergence des quatre algorithmes (nc = 15000).

et ǫ = 1.66 10−5) et peut atteindre 9.3 pour CPG (nc = 15249 et ǫ = 1.66 10−4) et même
9.47 pour PCPG (nc = 28014 et ǫ = 1.66 10−6).
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Fig. 4.10 – Gain en itérations, δ, du CPG et du PCPG par rapport à NLGS.

Au vu du comportement erratique de la convergence souligné par la figure 4.9, il n’est
pas simple de conclure en deçà de 40 000 contacts. Après cette valeur le gain semble ce
stabiliser autour de 4 pour l’algorithme CPG et 7 pour l’algorithme préconditionné. Fina-
lement le gain est d’autant plus important que la précision demandée est grande comme le
prouve la figure 4.11 où deux tailles d’échantillons sont extraites de la figure précédente.
Mais une telle étude nécessite d’être confirmé sur plusieurs processus complets d’évolution.
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Fig. 4.11 – Gain pour nc = 28014 (gauche) et nc = 47531 (droite).

4.5.2 Influence du frottement

En absence de frottement, le problème lié au système (4.4) est un vrai problème d’op-
timisation. Sur ce genre de problèmes les méthodes de type gradient ont un bon comporte-
ment qui leur permet de converger rapidement. L’introduction du frottement nous oblige à
reformuler notre problème comme un problème de quasi-optimisation. Nous avons essayé
de quantifier cette perte de propriétés en étudiant la convergence de l’algorithme pour
différents coefficients de frottement sur différents échantillons. Les résultats sont illustrés
par la figure 4.12 pour un échantillon de 7 004 particules, les résultats étant similaires
quelque soit ce nombre.
Nous avons étudié la convergence pour 4 coefficients de frottement différents : 0, 0.1, 0.4 et
0.8. Pour µ = 0 nous retrouvons une convergence rapide (connue des méthodes de type gra-
dient conjugué), la convergence du solveur NLGS reste lente même si le nombre d’itérations
reste faible. Avec l’introduction du frottement, la convergence du CPG devient chahutée et
plus lente. Ce phénomène s’amplifie avec l’augmentation de la valeur de µ. La convergence
de l’algorithme de type NLGS est elle aussi affectée mais beaucoup moins que le solveur
CPG. De ce fait le nombre d’itérations de ce dernier tend vers le nombre d’itérations
Gauss-Seidel. Les courbes de convergence deviennent similaires pour de grandes valeurs
de µ, en gardant pour le CPG un caractère chahuté. Le préconditionneur ne semble pas
arranger les choses : les courbes de convergence avec et sans préconditionneur accusant le
même comportement, même si le nombre d’itérations peut être parfois significativement
réduit (µ = 0.4). Il apparâıt donc que pour des problèmes de contact avec des coefficients
de frottement élevés, la méthode CPG ne présente plus beaucoup d’intérêt par rapport à
NLGS. Cependant les coefficients de frottement que nous allons utiliser par la suite reste
dans un intervalle (∈ [0, 0.4[) où le gradient garde un net avantage sur Gauss-Seidel.
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Fig. 4.12 – Influence du coefficient de frottement sur la convergence des différents algo-
rithmes sur un échantillon de 7 004 particules.

4.5.3 Sur un processus complet

Pour couvrir de nombreux cas, nous étudions des processus dynamiques et quasi-
statiques. Lors de la simulation d’une évolution, nous utilisons généralement la solution
du pas de temps précédents pour initialiser l’algorithme. A cause de la multiplicité des
solutions dans les problèmes granulaires et des erreurs numériques, la solution au début du
second pas de temps sera en principe différent si nous utilisons des méthodes de résolutions
différentes. Pour éliminer ou limiter cette difficulté nous pourrions initialiser chaque algo-
rithme par la solution nulle à chaque pas de temps. Mais ce procédé pénalise toutes les
méthodes et aucun algorithme ne tire avantage d’une telle situation. Pour comparer nos
résultats en terme de qualité, des quantités macroscopiques comme la compacité, l’aniso-
tropie ou la vitesse moyenne, introduites au chapitres 2, sont utilisées.
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Tambour tournant

Le tambour tournant est un processus dynamique générant des écoulements de surface
(continue ou non) utilisé pour décrire le comportement des avalanches (c.f. figure 4.13).
Les enseignements tirés en termes mécanique et physiques sont exposés au chapitre III.
Notre modèle est calé sur le dispositif expérimental de Bonamy et al. [18] : 7 200 disques
(le diamètre moyen est de 3 mm) sont déposés dans un tambour de 450 mm diamètre.
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Fig. 4.13 – Simulation numérique en tambour tournant : sur la gauche nous pouvons
observer la norme de la vitesse moyenne entre deux pas de temps pour chaque particule.
Sur le côté droit, l’évolution des itérations pour différents solveurs.

En complément de la loi de contact frottant, une loi de choc avec restitution normale
(coefficient égal à 0.92) est adoptée et accentue les effets dynamiques. Le tambour est
soumis à une vitesse angulaire égale à 3 tpm (tours par minute). Sur un processus complet
(figure 4.13) le nombre moyen d’itérations par pas de temps est égal à 290 pour NLGS et
102 pour le PCPG, ce qui correspond à un gain de 2.75. Cependant la variation du nombre
d’itérations durant le processus est moindre pour les algorithmes du CPG et PCPG que
pour NLGS. Ici le préconditionneur n’est pas performant : le nombre d’itérations ne décrôıt
pas. Comme le coût d’une itération CPG est plus cher que celui d’une itération NLGS, le
gain en temps CPU est nul et même négatif (rapport égal à 0.95 dans le tableau 4.8).

Test bi-axial

Il consiste à imposer une déformation biaxiale à un échantillon carré ; une pression
constante est appliquée sur la frontière latérale droite alors que le bord supérieur est sou-
mis à un déplacement vertical descendant à vitesse constante (c.f. figure 4.14). Ce charge-
ment est poursuivi jusqu’à 10% de déformation. La figure met en évidence une différence
intéressante entre les solutions obtenues à partir des deux types de solveur : le champ des
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déplacements est plus homogène au centre de l’échantillon si l’on utilise une méthode de
gradient, les valeurs maximales et minimales étant plus concentrées en deux coins.

F=cte F=cte

V=cteV=cteNLGS: PCPG:

Fig. 4.14 – Champ de déplacement des particules entre deux pas de temps à la fin de la
simulation (1024 disques) : contrairement au niveau local où l’on observe de nombreuse
différences (position des particules), au niveau global nous distinguons des déplacements
global identiques.

Une telle différence peut être expliquée par la transmission globale des informations à
travers tout le domaine assuré par les méthodes de gradient par le produit matrice vecteur
effectué à chaque itération tandis que l’algorithme NLGS diffuse lentement l’information
à la manière d’un onde. Mais ces différences locales ne modifient pas le comportement ma-
croscopique des échantillons accessible par des quantité moyennes significatives [126, 148].
Concernant l’efficacité numérique, une simulation sur un premier échantillon de petite
taille (1024 disques) est réalisée utilisant deux précision différentes. L’évolution du nombre
d’itérations est représentée sur la figure 4.15 et les gains moyens en terme d’itérations et
de temps CPU sont résumés dans le tableau 4.8. Nous considérons ensuite une échantillon
plus conséquent (9216 disques) avec le lequel nous procédons au même genre d’étude,
résumée par le tableau 4.8. Les gains sont d’autant meilleurs que les échantillons sont gros
et les précisions requises exigeantes.

Test de cisaillement simple

Dans un test de cisaillement simple une vitesse angulaire est imposée aux parois
latérales de la bôıte tandis qu’une pression constante est maintenue sur la paroi supérieure.
Deux échantillons sont testés (un grossier et un plus fin) et les résultats sont présentés
dans le tableau 4.8 et illustrés par la figure 4.16.
Le gain en itérations crôıt faiblement, de 3.32 à 3.66 quand on augmente le nombre de
grains, de telle sorte que le gain en temps décrôıt de 2.23 à 1.70. Ceci prouve que l’effi-
cacité en temps CPU n’est pas facile à extrapoler à partir d’un simple analyse en terme
d’itérations. Pour de gros problèmes la gestion de la mémoire d’un ordinateur peut mo-
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Fig. 4.15 – Evolution du nombre d’itérations obtenue avec les algorithmes NLGS, CPG
et PCPG pour un test bi-axial avec 1024 disques pour ǫ = 1.66 10−4(a) et ǫ = 1.66 10−6
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Fig. 4.16 – Evolution du nombre d’itérations dans un test de cisaillement simple (précision
demandé : 1.610−4).

difier fortement les prédictions. Pour illustrer le comportement global des échantillons,
nous présentons sur la figure 4.17 l’évolution de paramètres macroscopiques : la compacité
est le volume des particules divisé par le volume total ; le nombre de coordination moyen
est le nombre moyen de contacts par particules. L’évolution de telles quantités n’est pas
perturbée par l’utilisation des différents algorithmes.
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Fig. 4.17 – Evolution des quantités macroscopiques caractérsitiques (compacité (gauche)
et nombre de coordination (droite)) pour les différents algorithmes dans un essais de
cisaillement simple.

Test de compactage à surface libre

Cet exemple diffère fortement des précédents car la sollicitation n’est pas constante en
temps. Après dépôt des particules dans une bôıte, l’échantillon est compacté par mouve-
ment d’une des parois latérales avec une vitesse non constante en temps. Ceci entrâıne une
évolution non constante du nombre d’itérations comme le montre la figure 4.18 (contrai-
rement aux exemples précédents). Pour le petit échantillon (1 000 disques) nous trouvons
des résultats similaires avec un gain en itérations autour de 3 et un gain en temps CPU
autour de 1.5 (c.f. tableau 4.8).
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Fig. 4.18 – Pour un compactage à surface libre de 10 000 particules : (a) évolution du
nombre d’itérations (gauche) ; (b) évolution de l’interpénétration moyenne (droite).
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Pour l’exemple fin (10 000 disques) la figure (4.18a) montre apparemment un meilleur com-
portement de l’algorithme NLGS. En fait la méthode NLGS converge trop vite en début
de simulation ce qui conduit à une accumulation d’interpénétrations comme le prouve la
figure (4.18b). L’algorithme NLGS requiert un nombre minimum d’itérations pour diffuser
l’information à tout le domaine. Pour éviter cela un minimum d’itérations est imposé (20
pour la version standard). Mais ce seuil n’est pas suffisant : pour retrouver un niveau
identique d’interpénétration, 200 itérations au moins sont nécessaires. Aucune règle n’est
vraiment valable pour caler ce paramètre : Jean propose une formule - itmin =

√
nc [26] -

mais une telle valeur peut parfois n’être pas suffisante (c.f. exemple) et il appartient alors
à l’utilisateur d’être vigilant. Ainsi les méthodes de type gradient deviennent plus efficaces
en terme de nombre d’itérations moyen (1.31), mais le gain en temps CPU reste inférieur
à un.

Résumé

En conclusion de cette étude les méthodes de type gradient mettent en général trois
fois moins d’itérations que le solveur NLGS (pour une précision raisonnable). Le gain en
temps CPU est difficile à évaluer mais est environ autour de 1.5. Les algorithmes de type
gradient conjugué semblent être plus robuste pour résoudre des problèmes dynamique où
quasi-statique ; l’utilisateur n’a pas à imposer un paramètre supplémentaire pour conver-
ger vers une solution acceptable. Si une grande précision est utilisée le gain peut être très
appréciable.

processus np ǫ rapport <it> rapport CPU

tambour tournant 7 200 disques 1.6 10−4 2.75 0.95

test bi-axial 1 024 disques 1.6 10−4 3.26 1.69
1 024 disques 1.6 10−6 7.09 3.38
9 216 disques 1.6 10−4 2.17 0.81
9 216 disques 1.6 10−5 3.02 1.49

test de cisaillement simple 1 024 disques 1.6 10−4 3.32 2.23
9 216 disques 1.6 10−4 3.66 1.70

compactage à 1 000 disques 1.6 10−4 2.99 1.56
surface libre 10 000 disques 1.6 10−4 1.31 0.82

Tab. 4.8 – Performances de l’algorithme CPG vis à vis de la méthode NLGS pour différents
processus, tailles d’échantillon et précisions requises.

4.5.4 Multithreading

Les algorithmes de type gradient sont intrinsèquement parallèles car leurs schémas
font appel essentiellement à des produits matrice-vecteur. L’implémentation de la version
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parallèle n’est pas ainsi une difficulté en elle-même. Comme pour l’algorithme NLGS [130],
nous optons pour un multithreading pour ordinateur à mémoire partagée pour éviter la
gestion des échanges de messages. L’implémentation est ainsi facilement réalisée grâce aux
directives OpenMP [56]. Bien que notre algorithme soit intrinsèquement parallèle, l’utilisa-
tion d’un traitement parallèle modifie légèrement la solution sur un processus complet. Sur
un pas de temps les versions séquentielle et parallèle donnent les mêmes solutions. Mais
lors d’un processus complet, nous accumulons des erreurs numériques qui peuvent avoir
des conséquences visibles, et ceci pour les raisons évoquées précédemment. Ainsi durant le
processus, l’évolution du nombre d’itérations entre les traitements séquentiel et parallèle
divergent après quelques pas de temps. Pour illustrer l’efficacité du calcul parallèle nous
utiliserons la notion de speed-up relatif, SP , définie précédemment, où P est le nombre
de processeurs. La figure 4.19 représente l’évolution de SP pour un test de cisaillement
simple et un compactage à surface libre.

4 8 12 16

P

4

8

12

16

Sp

Shear test
Free surface compaction

Fig. 4.19 – Evolution du Speed-Up relatif. Les simulations ont été réalisées sur SGI Origin
3800 utilisant des processeurs R14000/500 Mhz.

L’évolution du speed-up peut pour un faible nombre de processeurs ne dépend pas que
de la méthode mais également de la manière dont sont administrés les calculs sur le cal-
culateur. C’est ainsi qu’au CINES, où ont été réalisés les tests, l’administrateur système
accorde la place mémoire en fonction du nombre de processeurs demandés ; il s’agit cepen-
dant toujours de mémoire partagée et non de mémoire distribuée sur chaque processeur.
Pour un problème de très grande taille et peu de processeurs, la place mémoire attribuée
peut-être insuffisante (0.5 Go par processeur) et les accès aux disques (swap) pénalise les
calculs ; le calcul de référence à un seul processeur ne prend pas en compte que le com-
portement de l’algorithme. Ce phénomène intervient sur le cas présenté sur la figure 4.19
jusqu’à quatre processeurs.
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4.6 Conclusion

Le schéma numérique proposé se révèle être plus efficace que l’algorithme Gauss-Seidel
non linéaire mais le gain n’est pas toujours important. Les investigations pour améliorer la
convergence doivent être poursuivies. Plusieurs voies sont à prospecter, certaines classiques
comme la sophistication du préconditionneur. On peut aussi chercher à mieux exploiter la
conjugaison des gradients qui joue un rôle important (c.f figure 4.9), alors même qu’elle est
théoriquement perturbée par les nombreux changements de statuts au cours des itérations.
On peut également envisager d’utiliser les spécificités des problèmes considérés et notam-
ment le caractère bi-modal du réseau des forces de contact [126] ; on reviendra sur ce
point dans les conclusions générales. Mais il convient au préalable d’étendre les approches
développées dans les deux derniers chapitres à la modélisation tridimensionnelle ; c’est
l’objet du chapitre suivant.
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Chapitre 5

Modélisation tridimensionnelle

Dans le domaine des milieux granulaires le traitement de problèmes de grande taille
en modélisation tridimensionnelle présente un challenge d’autant plus important que la
difficulté ne provient pas simplement d’un accroissement du nombre de degrés de liberté
par particule, mais également de la loi de frottement qui ne préserve pas le caractère
polyédrique des contraintes. Pour NLGS comme pour CPG, ceci a des conséquences
sur la mise en oeuvre et même la définition des algorithmes de résolution. Au delà de
l’enjeu numérique, la modélisation tridimensionnelle est requise pour appréhender les
mécanismes, négligés dans un premier temps dans les simulations comme dans certains
dispositifs expérimentaux académiques (tambour tournant), qui pourraient expliquer cer-
tains écarts entre expériences et calculs. Il est de plus des matériaux (c.f. conclusion)
pour lesquels seul un modèle 3D est pertinent. Les adaptations au cas 3D de la méthode
NLGS sont présentées dans une première section ainsi que les performances des différentes
implémentations et du traitement parallèle. Les extensions de l’approche CPG au cas 3D
présentent des difficultés spécifiques et plusieurs variantes sont proposées et testées dans
une deuxième partie.

5.1 NSCD, Newton et Multithreading

Quelque soit le type de problème, bidimensionnel ou tridimensionnel, l’algorithme
NLGS présente la même structure globale : une boucle sur les contacts avec une résolution
locale du système (à l’échelle du contact) incluant la loi de contact frottant. La différence
fondamentale du cas 3D par rapport au 2D réside dans le fait que cette résolution ne
peut être en général explicite. Le convexe de frottement ou tranche du cône de Coulomb
n’est plus polygonal : il s’agit d’un disque si l’isotropie est supposée. Il est possible alors
d’utiliser un solveur classique pour les systèmes non linéaires : la méthode de Newton.
Pour l’adapter à la non régularité des lois de contact et frottement, il convient de l’étendre
aux opérateurs non différentiables comme les projections présentes dans l’expression du
système à résoudre (5.1). La méthode de Newton généralisée a été introduite par Alart et
Curnier pour la résolution globale des problèmes de contact frottant [6] ; elle est utilisée
ici à la résolution du ”petit” système local comme préconisé dans [70]. La présentation de

95
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cette approche est détaillée dans une première section. Pour le contact entre sphères un
tel algorithme n’est pas nécessaire, la seconde section est consacrée à la démarche mise en
oeuvre.
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Fig. 5.1 – Repère local pour un contact sphère/sphère : le plan tangent, perpendiculaire
à la normale au contact n, est défini par les deux vecteurs s et t.

5.1.1 Cas général : Méthode de Newton Généralisée

Si l’on considère un problème de corps 3D interagissant par contact et frottement,
la résolution n’est pas triviale. Une résolution exacte du problème ne peut pas se faire
de façon explicite et nécessite l’utilisation d’un algorithme itératif. Pour résoudre des
problèmes non linéaires, l’algorithme de Newton est souvent utilisé. Son utilisation pour des
problèmes de contact avec/sans frottement entre corps déformables [4] est efficace malgré
la non différentiabilité ; des résultats partiels de convergence et de stabilité numérique
confortent l’utilisation d’une telle méthode [6]. Nous explicitons l’algorithme sans propriété
particulière sur la matrice W si ce n’est la symétrie et la définie positivité. Ainsi en
omettant l’indice de contact α pour alléger l’écriture, on se propose de résoudre le problème
élémentaire suivant







Wr− v = −vlibre,
rn − projR+(rn − ρnvn) = 0,
rt − projC(µrn)(rt − ρtvt) = 0,

(5.1)

Remarque : le système (5.1) est identique au système (3.1) où u est noté ici v afin de
retrouver la notation u pour le résidu utilisé au chapitre 4 et dans la deuxième partie de
celui-ci. La partie tangentielle de l’impulsion locale possède ici deux composantes, notées
rt et rs, portées par les deux vecteurs du plan tangent au point de contact et perpendicu-
laires à la normale au contact. On considére alors par la suite le repère orthonormé direct
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(I; s, t,n). En 3D, C(µrn) représente le disque de rayon µrn. Le système (5.1) revient à la
recherche des zéros de la fonction F(v, r) où

F : R
3 × R

3 → R
3 × R

3

(v, r) → F(v, r)
(5.2)

définie par,

F(v, r) = 0 ⇔
{

v − vlibre − Wr = 0,
r − γ+

n n− proj(γt; C(γ+
n ))t = 0,

(5.3)

avec γ = r− ρv = γnn + γt et γ+
n = proj(γn; R+) et γt ∈ R

2. Le problème (5.3) peut être
écrit sous une forme équivalente à celle des problèmes traités dans [4, 6]. On bénéficie ainsi
des propriétés partielles de convergence établies. Pour faciliter l’écriture ainsi que l’étude
de cas qui va suivre, on décompose F en quatre fonctions comme suit,















F1(v, r) = vn − vlibre
n − Wnnrn − Wntrt ∈ R

F2(v, r) = vt − vlibre
t − Wtnrt − Wttrt ∈ R

2

F3(v, r) = rn − projR+(rn − ρnun) ∈ R

F4(v, r) = rt − projC(µrn)(rt − ρtvt) ∈ R
2

. (5.4)

La méthode de Newton consiste alors à chercher X = (ṽ, r̃) satisfaisant à la condition
F(X) = 0. On définie alors une suite d’itérés (Xp)p de la façon suivante,

∇F(Xp)∆X = −F(Xp), (5.5)

où ∇F(Xp) est la matrice jacobienne de F(Xp). Comme la fonction n’est pas différentiable,
la matrice jacobienne est remplacée par un des éléments de la base du jacobien généralisé
[4]. Formellement, on écrit,

∂F =









I 0t −Wnn −Wnt

0 I −Wtn −Wtt

∂F3/∂vn 0t ∂F3/∂rn 0t

0 ∂F4/∂ut ∂F4/∂rn ∂F4/∂rt









. (5.6)

ou encore en introduisant l’indice d’itération pour les parties qui en dépendent,

∇F =

[

I −W

A
p

B
p

]

, (5.7)

où I, A
p et B

p ∈ R
3. En partant de la définition des itérations de Newton,

∇F(vp, rp)(vp+1 − vp, rp+1 − rp) = −F(vp, rp), (5.8)

on peut en remplaçant (5.7) dans l’équation (5.8) se ramener au système suivant

{

Wrp+1 − vp+1 = −vlibre,
A

p(vp+1 − vp) + B
p(rp+1 − rp) = −(F3(v

p, rp),F4(v
p, rp))T

(5.9)
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équivalent à
{

Wrp+1 − vp+1 = −vlibre,
(Ap

W + B
p)(rp+1 − rp) = −(F3(v

p, rp),F4(v
p, rp))T

(5.10)

Pour déterminer A
p, B

p et ainsi résoudre (5.10), il nous reste à déterminer F3 et F4 ainsi
que leurs dérivées partielles par rapport à rn, vn, rt et vt. Pour pouvoir les déterminer,
nous discutons suivant les quantités projetées du système (5.1) et ainsi écrivons dans les
différents cas (i.e. en fonction du statut) les fonctions ainsi que leurs dérivées partielles.

Si rn − ρnun > 0 alors
F3 = ρnun et ∂F3/∂un = ρn ∂F3/∂rn = 0

sinon
F3 = rn et ∂F3/∂un = 0 ∂F3/∂rn = 1

Si rt − ρtvt ∈ C(µrn) alors
F4 = ρtvt et ∂F4/∂rn = 0

∂F4/∂vt = ρtI ∂F4/∂rt = 0
sinon

F4 = rt − µrn
rt−ρtvt

‖rt−ρtvt‖
et ∂F4/∂rn = −µ rt−ρtvt

‖rt−ρtvt‖

∂F4/∂vt = ρtµrnM(rt − ρtvt)
∂F4/∂rt = I − ρtµrnM(rt − ρtvt)

où l’application de R
2 dans R

2×2 qui à V → M(V) est la différentielle de l’application
V/‖V‖ par rapport à V = (V1, V2) égale à

M(V ) =
1

‖V ‖3

[

V 2
2 −V1V2

−V2V1 V 2
1

]

. (5.11)

appliquée ici au vecteur de rt−ρtvt ∈ R
2. Ainsi en procédant à une étude de cas (statuts),

nous pouvons déterminer les composantes des matrices Ap et Bp, nous permettant de
former complètement le gradient de notre application F . Nous complétons ce schéma avec
un test d’arrêt : nous pouvons prendre une extrapolation des tests énergétiques présentés
précédemment (voir chapitre 1), appliqués ici à la différence de deux itérés successifs et
non pas à la différence d’un itéré Gauss-Seidel et d’un itéré Jacobi sans signification pour
ce schéma itératif.

5.1.2 Cas particulier : échantillons de sphères

La méthode de Newton permet de résoudre efficacement les problèmes non-linéaires de
contact. Elle a l’avantage d’être générale prenant en compte n’importe quel type de corps.
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Toutefois pour ceux possédant de bonnes propriétés géométriques comme les sphères,
nous pouvons nous affranchir de cet algorithme de résolution qui n’est pas dans ce cas la
méthode la plus rapide. On considère notre problème local (5.1). Dans le cas de contacts
entre sphères ou entre sphères et plans, la matrice Wαα égale au produit Ht

αM
−1Hα est

diagonale. En effet, l’application Hα étant égale à

Hα =









nα tα sα

0 −lisα litα

−nα −tα −sα

0 −ljsα ljtα









, (5.12)

li et lj étant les rayons respectifs des particules i et j formant le contact α, le produit
matriciel précédent nous donne dans le cas du contact sphère/sphère

Wαα = diag(m−1
eff,n,m1

eff,t,m
−1
eff,t) (5.13)

où m−1
eff,n =

mi+mj

mimj
et m−1

eff,t = 8
3m−1

eff,n en utilisant la valeur de l’inertie d’une sphère

pleine par rapport à son centre. Dans le cas de contacts entre sphère et obstacle fixe, la
masse mj dans l’expression de m−1

eff,n tend vers l’infini et m−1
eff,n = 1

mi
. Les trois compo-

santes de l’impulsion locale sont donc découplées dans la dynamique réduite. On peut alors
exprimer r de façon explicite en procédant à une étude de cas, revenant à gérer comme
pour le cas 2D, le signe des composantes de vfree. Les termes Wtt et Wss étant identiques,
lorsque l’itéré en cours sort du cône de Coulomb (figure 5.3), il suffit de procéder à une
projection radiale sur le disque de rayon µrn nous fournissant immédiatement la solution.
L’algorithme comprenant les tests effectués est contenu dans le tableau 5.2.

Si un,libre > 0 alors r = 0 (statut=séparation)
Sinon

rn =
−un,libre

Wnn
Si ‖vt,libre‖ < µWttrn alors rt = −W

−1
tt vt,libre (statut=adhérent)

Sinon norm = µrn
Wtt

‖vt,libre‖
et rt = −normW

−1
tt vt,libre (statut=glissement)

Fig. 5.2 – Méthode de résolution explicite pour les problèmes traitant avec des sphères
(l’indice α est omis).

Cette méthode donne la même solution que l’algorithme de Newton (à la tolérance près).
Ainsi pour des simulations mettant en jeu des sphères elle est plus rapide et ne perturbe pas
la solution. Ce procédé n’est évidemment valable que dans le cas de contact sphère/sphère
ainsi que pour les contacts sphère/plan.
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Fig. 5.3 – Cas des sphères : l’opérateur local Wt étant sphérique, on peut corriger simple-
ment la prédiction de l’impulsion locale en la projetant sur le cône de Coulomb.

5.1.3 Implémentations

Dans le chapitre 3 nous avons détaillé les différentes implémentations de l’algorithme
NLGS mises en oeuvre. Le principe des deux implémentations (SDL et ELG) ne dépend
nullement de la dimension de notre problème : que celui-ci soit 2D ou 3D, la seule chose
qui change est le nombre de termes des matrices locales à calculer (i.e. 9 pour le cas tri-
dimensionnel). Ainsi pour des simulations tridimensionnelles l’espace mémoire occupé par
la méthode SDL est beaucoup plus conséquent que pour les simulations bi-dimensionnelles.
Pour un même nombre de corps, l’ensemble des données locales, hors matrices blocs W,
est multiplié par 1.5 et l’espace de stockage des matrices est multiplié par plus de 2.
Nous avons comparé comme pour les problèmes bi-dimensionnels le rapport du coût d’une
itération ELG sur celui d’une itération SDL en fonction du nombre de processeurs utilisés
et ce sur deux échantillons (figure 5.4). Contrairement aux résultats en 2D (c.f. figure
3.13), la procédure ELG s’avère rapidement (quand le nombre de corps et le nombre de
processeurs augmentent) moins consommatrice de temps de calcul. Les valeurs pour 0
processeurs correspondent à une exécution séquentielle sans directives OpenMP alors que
pour 1 processeur, les directives sont conservées.
Pour le petit échantillon (nc = 3100), le rapport Tt, défini au chapitre 3, passe en dessous
la valeur seuil de 1 dès l’utilisation de 4 processeurs soulignant la supériorité de la méthode
ELG sur SDL, en remarquant que les valeurs de Tt pour 1 et 2 processeurs ne dépasse
pas 1.5. L’évolution au-delà de 4 reste constante et toujours en dessous de 1. Le passage
à un échantillon plus conséquent (nc = 8100) ramène directement les valeurs de Ts en
dessous de 1 même pour une utilisation séquentielle, avec une accentuation du gain pour
un calcul parallèle important : pour P = 16, Ts est égal à 0.25. On peut également noter
que la performance algorithmique est beaucoup plus chahutée que lors d’une exécution bi-
dimensionnelle puisque l’on atteint des surplus ou des gains d’itérations de l’ordre de 30%.
On retrouve ainsi les observations faites en 2D : diminution de Ts(0) avec l’augmentation
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Fig. 5.4 – Evolution du rapport coût d’une itération ELG / coût d’une itération SDL
pour des simulations tri-dimensionnelles : la méthode ELG apparâıt vite comme étant la
plus efficace. En encart évolution de la performance algorithmique.

de la taille des échantillons et diminution de Ts lors d’une exécution parallèle. Pour des
problèmes de grande taille, il est donc plus intéressant d’effectuer plus de calculs par des
allers-retours entre les niveaux local et global (ELG) que de stocker la matrice W (SDL).
Le phénomène de ”swap” lorsque toutes les données ne peuvent être stockées en mémoire
centrale vient handicaper l’approche SDL.

5.1.4 Multithreading

La technique parallèle développée pour les simulations bi-dimensionnelles s’étend sans
problème, au même titre que les deux techniques d’implémentation, aux problèmes tridi-
mensionnels. La résolution du problème local restant locale, les processeurs vont pouvoir
continuer à travailler sur des contacts différents sans se soucier réellement du travail ef-
fectué par le processeur voisin. Il est évident que les comparaisons, discussions, et mise
en garde vues au chapitre 3 restent valables, notamment le problème de ”race condition”.
L’observation de la figure 5.5 nous permet de retrouver également le fait que la méthode
ELG se comporte mieux en parallèle que la méthode SDL, résultat attendu après la lecture
de la figure 5.4. La méthode ELG est toujours plus performante avec l’augmentation du
nombre de contacts dans les échantillons.
Nous avons effectué des dépôts sous pesanteur avec 1 350 et 3 530, sous SGI Origin3800
en utilisant respectivement 1, 2, 4, 8 et 16 processeurs. Les quantités comme le speed-
up relatif et la performance ont été calculées suivant les définitions introduites dans le
chapitre 3 pour chaque technique d’implémentation. Le speed-up de la méthode ELG, au
même titre que les simulations 2D, devient plus important avec la taille de l’échantillon.
Cependant la performance algorithmique est plus chahutée, probablement à cause de la
grande largeur de bande des matrices W lors de nos simulations : pour des simulations
de dépôts sous pesanteur, le nombre de contacts sphère/plan devient plus important que
le nombre de contact disque/plan. Ainsi l’algorithme Gauss-Seidel est plus perturbé que
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Fig. 5.5 – Evolution du Speed-Up des méthodes ELG et SDL sous SGI Origin3800. En
encart évolution de la performance algorithmique pa.

lors des simulations 2D. La taille importante des données à stocker localement détériore
complètement les temps de calcul de la méthode SDL, et ceci même lors d’exécution en
parallèle. Le speed-up suit alors une évolution contraire à celui-observé pour des simula-
tions bi-dimensionnelles : il devient moins intéressant avec l’augmentation du nombre de
particules. La performance algorithmique est très perturbée pour la méthode ELG pouvant
atteindre un surplus de 40%.

5.2 Extension du GCP au 3D

Pour une modélisation bidimensionnelle, la stratégie du gradient projeté conjugué,
bénéficie du caractère polyédrique de l’ensemble des contraintes. C’est ainsi que la pro-
jection des gradients sur le cône tangent revient à chercher une solution provisoire (itéré)
dans un ensemble de contraintes actives que l’on peut identifier à un sous espace vecto-
riel support d’une facette ou d’une arête de l’ensemble des contraintes (comme du cône
tangent). Si l’itéré ne sort pas de la facette ou arête, il reste alors dans l’ensemble des
solutions admissibles sans avoir à être corrigé. Dans une modélisation tridimensionnelle
et frottement isotrope, une telle propriété est perdue car l’ensemble des contraintes n’est
pas polyédrique comme nous le verrons dans la première section où est conservée dans
le schéma CPG la projection des gradients sur le cône tangent même si ce dernier n’ap-
proche pas ”suffisamment bien” localement l’ensemble des contraintes. Une alternative
consiste à approcher le cône de Coulomb par une pyramide à base polygonale. Cette voie
a été explorée par Klarbring [83], Pang et Trinkle [120] et Haslinger et al. [59] dans le
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but de récupérer les solveurs directs des Problèmes de Complémentarité Linéaire (Linear
Complementarity Problem - LCP). La seconde section est consacrée à cette approche per-
mettant une extension relativement immédiate du schéma bi-dimensionnel du CPG. Les
inconvénients de ces deux stratégies conduisent à définir et tester un nouveau schéma
hybride comprenant des ingrédients des algorithmes CPG et NLGS.

5.2.1 Une première approche

Une première stratégie consiste à appliquer le schéma numérique invoquant la pro-
jection des gradients sur le cône tangent, qui est parfaitement défini, ”sans se poser de
questions”. Si l’on s’en pose on s’attend bien sûr à ”sortir” systématiquement de l’en-
semble des contraintes : sur un seul contact et dans le plan tangent à ce contact l’ensemble
des contraintes à l’impulsion tangentielle est un disque de rayon provisoire µrk

n. Le cône
tangent à C(µrk

n) en rk
t est un demi-espace ; si le gradient uk n’appartient pas à TC , il est

projeté sur la droite séparatrice du demi-espace. L’itéré provisoire r
k+ 1

2

t a alors toutes les
chances de ”sortir” du convexe C et sera donc quasi systématiquement corrigé. Cette per-
turbation du schéma est théoriquement préjudiciable au bon comportement du gradient
conjugué, la conjugaison n’opérant plus dans le même sous espace vectoriel, comme c’est
le cas en dimension 2D où ce sous espace est celui des contraintes actives A(wk). Cette
dernière notion de contraintes actives n’est plus opérante en 3D. Il est vrai que, même dans
le cas 2D, à cause du caractère non associé du contact frottant de Coulomb, l’itéré, s’il est
de statut glissant (avant ou arrière), doit être systématiquement corrigé afin d’adapter le
seuil de glissement µrn en fonction de l’impulsion normale ; ceci conduit même à ”projeter”
rk+ 1

2 de l’intérieur sur le bord du cône de Coulomb (c.f. figure 4.6). Mais cette perturba-
tion ne modifie pas les contraintes actives A(wk) sur lesquelles projeter les gradients, tant
que le statut reste glissant (l = k, k+1, ..., k+p) ; la conjugaison reste donc opérationnelle
dans A(wk) pour l = k, k +1, ..., k +p. Comme dit précédemment, il n’en est pas de même

en modélisation tridimensionnelle. Une dernière remarque : la projection de rk+ 1

2 sur le
bord du cône quand rk+ 1

2 est à l’intérieur est naturellement effectuée radialement.

Π

rk

uk

wk

C

Fig. 5.6 – Projection sur le plan tangent en rk à C(µrn)
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5.2.2 Approximation du cône de Coulomb

En alternative à la première approche, une plus classique consiste à approcher le cône
de Coulomb par un cône pyramidal à base polygonale. Cette approche est utilisé pour la
résolution de problèmes de contacts frottant tridimensionnels en utilisant généralement
une base carrée [120] ou plus complexe [59]. L’extension du CPG aux problèmes tridi-
mensionnels devient alors immédiate, mais ne nous permet plus de prendre en compte
du frottement isotrope. Mais notre but premier étant de traiter des problèmes possédant
un grand nombre de contacts, nous supposons que cette perte de propriété locale n’aura
pas ou peu d’influence sur le comportement global du milieu. Les procédures développées
au chapitre 4 pour un problème bi-dimensionnel (i.e. projection des gradients et correc-
tion de l’itéré) peuvent donc être également mises en place : nous devons alors définir
correctement la projection des composantes des gradients et la correction de l’itéré dans
le plan tangent. Pour cela deux composantes tangentielles sont considérées, ”T” et ”S”,
liées respectivement aux composantes rT et rS de l’impulsion tangentielle locale rt. Nous
définissons ainsi un statut tangentiel différent pour chacune des deux composantes et les
discussions des différentes procédures seront étendues à cette double information contenue
par le statut.

N N

T

S

T

S

Fig. 5.7 – Utilisation d’un cône pyramidal à base carrée pour approcher le cône de Cou-
lomb.

Correction de l’itéré

Le traitement de la composante normale nous permettant d’actualiser le seuil de glis-

sement reste inchangé. Si r
k+ 1

2
α,n est négatif l’impulsion locale est mise à zéro correspon-

dant à un statut de ”séparation”. Dans le cas contraire le contact est actif et il nous
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Si r
k+ 1

2
α,n < 0 alors rk+1

α = 0 (statutk+1
α = séparation)

sinon

rk+1
α,n = r

k+ 1

2
α,n ǫT = sign(r

k+ 1

2

α,T ) ǫS = sign(r
k+ 1

2

α,S ) sk+1
α = µrk+1

α,n

Si |rk+ 1

2

α,T | > sk+1
α alors rk+1

α,T = ǫT sk+1
α (statutk+1

α = glissementTǫT)

sinon

si pk
α,T = 0 alors rk+1

α,T = ǫT sk+1
α (statutk+1

α = glissementTǫT)

sinon rk+1
α,T = r

k+ 1

2

α,T (statutk+1
α = adhérentT)

Si |rk+ 1

2

α,S | > sk+1
α alors rk+1

α,S = ǫSsk+1
α (statutk+1

α = glissementSǫS)

sinon

si pk
α,S = 0 alors rk+1

α,S = ǫSsk+1
α (statutk+1

α = glissementSǫS)

sinon rk+1
α,S = r

k+ 1

2

α,S (statutk+1
α = adhérentS)

Tab. 5.1 – Correction de l’itéré pour l’approximation du cône de Coulomb par une pyra-
mide à base carrée.

faut déterminer si il s’agit d’un contact ”glissant” ou ”adhérent”. Pour cela nous al-
lons tester si l’itéré est à l’extérieur du carré Bk+1 = µrk+1

n [−1, 1] × µrk+1
n [−1, 1]. Si il

se trouve à l’extérieur, il est projeté sur B. Cette projection est effectuée en traitant
séparément les deux composantes (c.f. figure 4.6 du chapitre 4). Le statut ”adhérent”
distingue les états ”adhérentT” et ”adhérentS”. Le statut ”glissement” est quant à lui
décomposé en {”glissementT ǫT ”,”glissementSǫS”}, ǫT = ± et ǫS = ±. Comme pour le cas
bi-dimensionnel, l’itéré peut être projeté sur la frontière de Bk+1 même si il se trouve à
l’intérieur de celui-ci. C’est le cas si le statut précédent était glissant et que le déplacement
s’est effectué sur le bord du cylindre de base Bk. Le tableau 5.1 détaille les différentes
procédures.

Projection des gradients

La projection des différents gradients revient à effectuer de simple projection sur le
cylindre de base B. Lorsque l’itéré courant possède un statut séparation, les différents
gradients sont mis à zéro si leur composante normale est négative ; ils sont conservés dans
l’autre cas. Lorsque l’itéré à un statut adhérent, les gradients restent également inchangés.
Lorsque l’itéré est caractérisé par un statut glissement, il convient alors de projeter les
gradients sur l’enveloppe de B si ces derniers s’en éloignent. Ces projections s’avèrene être
une combinaison de différentes projections : celle illustrée par la figure 4.7 du chapitre 4
réalisée ici dans le plan (T, n) ou (S, n) suivant le statut considéré, et celle détaillée sur la
figure 5.8 restreinte au plan (T, S). Le tableau 5.2 explicite les différentes projections.
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si statutkα = séparation alors si uk
α,n ≤ 0 alors wk

α = 0

sinon wk
α = uk

α

si statutkα = adhérent alors wk
α = uk

α

sinon
wk

α,n = uk
α,n

si statutkα = glissementT+ alors wk
α,T = min(0, uk

α,T )

sinon si statutkα = glissementT- alors wk
α,T = max(0, uk

α,T )

sinon wk
α,T = uk

α,T

si statutkα = glissementS+ alors wk
α,S = min(0, uk

α,S)

sinon si statutkα = glissementS- alors wk
α,S = max(0, uk

α,S)

sinon wk
α,S = uk

α,S

Tab. 5.2 – Projection des gradients sur l’approximation du cône de Coulomb.
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Fig. 5.8 – Section tangente perpendiculaire à l’axe normal.
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5.2.3 Schéma hybride

Etant donné les inconvénients de l’algorithme CPG standard mentionnés en section
5.2.1, le schéma dit hybride présenté ici emprunte des éléments des algorithmes NLGS et
CPG. Nous considérons, pour un seul contact, le disque de rayon provisoire µrk

n, et non
une approximation polygonale, qui définit donc l’ensemble des impulsions tangentielles
admissibles. Les grandeurs tangentes sont définies par







rt = r− rnn
ut = u− unn
...

,

et on rappelle que, dans le cas particulier des sphères, Wαα = diag(Wαα,nn,Wαα,tt,Wαα,tt)
et Wαα,tt = Wαα,ttI. Dans cette nouvelle approche si la composante tangentielle de uk

n’appartient pas à TC , elle n’est pas projetée sur la droite séparatrice du demi-espace
comme présenté sur la figure 5.6 mais mise à zéro (c.f. figure 5.9) ; la composante normale
de uk est elle conservée permettant d’adapter le rayon du prochain disque de frottement.
Le tableau 5.3 détaille la projection des gradients.

C

+

−
R

r r

w

w

u

uk

k

k

k

k

k

a a

b

b

C C

R

R

"proj"

R
C

+

−

C

C

Fig. 5.9 – Projection des gradients : lorsque le statut est glissant, dans le cas b, seule la
composante normale des gradients est conservée (les composantes tangentielles sont mises
à zéro) ; dans le cas a, le gradient reste inchangé.

Quant à la correction rk+ 1

2 → rk+1, on ne peut plus se contenter de la projeter radialement
sur le bord du cône, car l’annulation des composantes tangentielles du gradient aboutirait
à figer artificiellement la direction de glissement. Pour éviter cette situation nous utilisons
une procédure proche de la stratégie NLGS, mais qui s’apparente plus à une stratégie
Jacobi non linéaire (NLJac), en résolvant explicitement le problème local (5.1) cependant
restreint aux composantes tangentielles ; la composante normale étant elle définie comme
elle l’était jusqu’à présent. Ainsi dans le cas particulier où l’on se déplace sur le bord du
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si statutkα = séparation alors si uk
α,n ≤ 0 alors wk

α = 0

sinon wk
α = uk

α

si statutkα = adhérent alors wk
α = uk

α

sinon (i.e. si statutkα = glissement)
wk

α,n = uk
α,n et on définit et = rt

‖rt‖

si uk
α,t.et < 0 alors wk

α,t = uk
α,t

sinon wk
α,t = 0

Tab. 5.3 – Projection des gradients pour le schéma hybride.

cylindre, pour déterminer rt nous résolvons le problème suivant,

{

Wααrk+1
α + uk+1

α = bα − ∑

β 6=α Wαβr
k
β

Loiα(rk+1
α ,uk+1

α ) = vraie
, (5.14)

où uk est le résidu (= b − Wrk) égal à −vk représentant la vitesse relative notée uk

dans les chapitres 1 et 3 consacrés à la méthode NLGS. Dans ce schéma hybride les
composantes normales étant déterminées par l’algorithme CPG, le système (5.14) se réduit
aux composantes tangentielles contact par contact,

{

Wαα,ttr
k+1
α,t + uk+1

α,t = bα,t −
∑

β 6=α(Wαβr
k
β)t = bk

α,t

rk+1
α,t − projC(µrk+1

α,n )(r
k+1
α,t + ρtuα,t)

k+1 = 0
, (5.15)

où par définition de uk et de Wαα pour le cas particulier des sphères, nous obtenons,

uk
α,t = bα,t −

∑

β(Wαβr
k
β)t

= bk
α,t − (Wααrk

α)t
= bk

α,t − Wαα,ttr
k
α,t

d’où

bk
α,t = uk

α,t + Wαα,ttr
k
α,t. (5.16)

La résolution du problème tangentiel local (5.15) nous fournit alors la valeur de la compo-
sante tangentielle correspondant à la valeur rk+1

n ainsi que le statut pouvant être glissant
ou adhérent. Rappelons que cette résolution locale n’est effectuée que si l’on s’est déplacé
le long du cylindre. On trouve dans le tableau 5.4 un résumé synthétique de la correction
de l’itéré.
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si r
k+ 1

2
α,n < 0 alors rk+1

α = 0 (statutk+1
α = séparation)

sinon

rk+1
α,n = r

k+ 1

2
α,n et sk+1

α = µrk+1
α,n

si ‖rk+ 1

2

α,t ‖ > sk+1
α alors rk+1

α,t = sk+1
α

‖r
k+ 1

2
α,t ‖

r
k+ 1

2

α,t (statutk+1
α = glissement)

sinon

si ‖rk+ 1

2

α,t ‖ > sk+1
α alors rk+1

α,t = sk+1
α

‖r
k+ 1

2
α,t ‖

r
k+ 1

2

α,t (statutk+1
α = glissement)

sinon
si pk

α,t = 0 alors

bα,t = uk
α,t + Wαα,ttr

k
α,t et r

k+ 1

2

α,t = W
−1
αα,ttb

k
α,t

si ‖rk+ 1

2

α,t ‖ < sk+1
α alors rk+1

α,t = r
k+ 1

2

α,t (statutk+1
α = adhérent)

sinon rk+1
α,t = sk+1

α

‖r
k+ 1

2
α,t ‖

r
k+ 1

2

α,t (statutk+1
α = glissement)

sinon rk+1
α,t = r

k+ 1

2

α,t (statutk+1
α = adhérent)

Tab. 5.4 – Correction de l’itéré associée au schéma hybride.

5.3 Tests numériques

Afin d’apprécier l’efficacité des différentes projections, nous comparons l’évolution des
différents critères de convergence pour chacune des stratégies. A titre indicatif, l’évolution
des critères de convergence du solveur NLGS est également représentée sur les différents
graphes.

5.3.1 Cycles

Parmi les différentes méthodes mises en œuvre, la première approche possède l’avan-
tage d’être simple, mais ne donne la majeure partie du temps pas de résultats concluants.
En effet sur la plupart des cas étudiés, ce type de projection conduit à la divergence de
l’algorithme, l’évolution des différents critères étant stationaire. Une étude fine sur un cas
simple (une bille reposant sur 3 autres dans une boite) nous a permis de mettre en évidence
un (le ?) phénomène venant perturber la convergence. Pour certains statuts glissants, l’al-
gorithme cycle entre deux valeurs (toutes deux ayant le même statut glissant) suivant le
procédé mis en évidence par la figure 5.10. Pour cette raison, ce type de projection ne peut
être retenu et ne sera pas utilisé pour les comparaisons qui suivent.
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2k+1

P
t

r

p

p

2k

2k+1
r

2k

Fig. 5.10 – Manifestation d’un cycle d’ordre deux venant perturber la convergence.

5.3.2 Sur un pas de temps

Dans ce contexte tridimensionnel nous nous sommes restreint à l’étude sur un pas
de temps. En effet à la vue des résultats entre les implémentations ELG et SDL, ils ne
semble pas très opportun de lancer des processus sur plusieurs pas de temps pour des
échantillons de grande taille. Le stockage des matrices pouvant venir perturber le temps
de calcul, il n’est pas intéressant de comparer les méthodes connaissant cette influence.
Nous présentons ici les résultats effectués sur deux échantillons comportant 1 500 et 3 500
sphères.

Fig. 5.11 – Echantillon test tridimensionnel composé de 1 500 sphères reposant sous gra-
vité.
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Contact sans frottement

Lorsque le frottement n’est pas pris en compte, notre problème est un vrai problème
d’optimisation au même titre que les problèmes sans frottement bidimensionnels. Sous ces
hypothèses nous attendons de l’algorithme un bon comportement puisqu’aucune approxi-
mation ou pseudo projection n’est utilisée.
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Fig. 5.12 – Evolution des différents critères sur un pas de temps pour un échantillon de
1 500 sphères

Les courbes de convergence qui sont présentées sur la figure 5.12 confirment nos attentes.
L’algorithme NLGS possède toujours une convergence régulière mais lente : en témoigne
l’allure du logarithme de l’erreur. L’algorithme CPG, pour lequel dans le cas sans frotte-
ment les différents types de projections sont équivalents, possèdent une convergence rapide
mais également peu chahuté. Ce bon comportement se répercute sur le rapport du nombre
d’itérations NLGS sur CPG supérieur à 2.
Lorsque le frottement est activé, les résultats sont plus mitigés. Sur les deux échantillons
nous avons effectués des simulations en faisant varier le coefficient de frottement µ pour
des valeurs comprises entre 0 et 0.8. Nous mesurons le gain défini comme le rapport entre
le nombre d’itérations de l’algorithme NLGS sur celui du CPG. La figure 5.14 résume l’en-
semble des simulations. La figure 5.13 représente l’évolution des critères de convergence
pour l’échantillon de 3 500 sphères en fonction du frottement entre particules. On retrouve
des résultats analogues aux résultats 2D.

Le premier constat est que, sur la gamme des simulations effectuées, le gain ne dépasse
pas 3, contrairement aux simulations 2D où le gain peut atteindre 9. Pour de petits
échantillons, en utilisant les deux méthodes, le gain est souvent inférieur à 1, en particulier
pour µ = 0.6 et µ = 0.8. Cependant, lorsque le nombre de particules augmente, le gain
devient plus important et même pour de forts coefficients de frottement. La méthode hy-
bride semble également mieux se comporter que la méthode pyramidale lorsque le nombre
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Fig. 5.13 – Evolution des critères de convergence pour l’échantillon de 3 500 sphères en
fonction du frottement entre particules.
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Fig. 5.14 – Evolution du gain pour les échantillons de 1 500 et 3 500 sphères en fonction
du frottement entre particules.

de particules devient plus conséquent. Ces résultats moins probants qu’en 2D ne sont pas
surprenants : les approximations et ”projections” ne permettant plus de traiter le problème
exact, nous nous attendions à certaines perturbations. Toutefois celles-ci semblent ne pas
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être si importantes et une étude plus complète doit être effectuée.

5.4 Conclusion

En modélisation tridimensionnelle la difficulté provient essentiellement du caractère
non polyédrique des contraintes associées à la loi de frottement. Cependant à travers
les approches présentées, autant pour NLGS que pour CPG, cette difficulté peut être
détournée en se servant d’approximation des contraintes ou de particularités géométriques
des corps en contact. Les résultats numériques comparatifs moins prononcés que pour une
modélisation bi-dimensionnelle, reste en faveur des méthodes de type gradient. Pour une
amélioration de ces algorithmes nous renvoyons à la conclusion générale qui présentera des
axes possibles d’études.
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Troisième partie

Applications : entre fluide et solide

115





Les applications liées aux milieux granulaires sont nombreuses et ont été largement étudiées
aussi bien expérimentalement que numériquement [79]. Nous en avons évoqué certaines lors
des premiers chapitres : la dynamique des maçonneries [1], les évolutions géophysiques
[42, 86], le stockage et la vidange des silos de blé [52], le comportement d’un ballast au
passage répété d’un train [139, 140]. On peut encore citer les expériences d’écoulements
réalisées sur plan incliné [122, 143, 145] ou en tambour tournant [18, 68, 156], et les essais
de cisaillement annulaire [64, 102]. Ces recherches ont toute pour but de comprendre le
comportement des granulats tantôt proche du liquide tantôt proche du solide.
Les deux approches communément utilisées (expérimentale et numérique) semblent sou-
vent contradictoires mais sont bel et bien complémentaires pour comprendre les mécanismes
des matériaux granulaires. Les expériences permettent de travailler avec le milieu réel
mais ne sont pas capables de rapporter des quantités locales comme les forces de contacts.
Les simulations utilisent des systèmes idéalisés mais permettent d’obtenir l’évolution des
différentes informations locales. Ces dernières ont souvent besoin de retrouver des résultats
similaires à ceux obtenus expérimentalement afin de ”valider” l’approche utilisée. Parmi
les comparaisons expérience/simulation qui ont déjà été réalisées, citons les travaux de
Lanier et Jean [88], Lanier et Radjai [89], Burbridge et Braun [25].
Cette partie est consacrée aux investigations numériques réalisées sur deux types d’ap-
plications mettant en jeu des granulats denses : le tambour tournant et la bôıte à sable
(ou ”sandbox”). La première partie est liée à l’étude des écoulements granulaires dont la
compréhension est toujours une des préoccupations majeures des physiciens et mécaniciens
[101]. Simuler des écoulements en tambour tournant ne nécessite pas nécessairement un
grand nombre de particules pour des simulations bidimensionnelles (moins de 8 000) mais
le processus de simulation peut demander un grand nombre de pas de temps pour atteindre
des conditions d’écoulement satisfaisantes : les simulations en tambours tridimensionnels
nécessitent entre 10 000 et 50 000 particules pour reproduire les expériences devenant en-
core plus coûteuses. La seconde application concerne l’évolution quasi-statique de milieux
granulaires puisqu’elle fait référence à l’étude du mouvement des plaques tectoniques. Les
simulations de boites à sables demandent un grand nombre de particules pour observer les
premiers phénomènes intéressants (de 10 000 à 100 000 suivant le type de géométrie) sans
avoir forcément un grand nombre de pas de temps : pour les bôıtes à sable très allongées
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ce n’est plus forcément vrai. Quoi qu’il en soit, la nécessité d’avoir des méthodes rapides
et robustes se fait ressentir. Ainsi grâce aux différentes optimisations (informatiques et/ou
algorithmique) réalisées nous sommes armés pour effectuer des simulations en des temps
raisonnables afin de procéder à une étude numérique de ces différents milieux.



Chapitre 6

Ecoulements granulaires

Nous allons dans cette partie étudier la rhéologie des écoulements de surface. Les
simulations numériques réalisées mettent en jeu, des disques pour le cadre 2D et des
sphères en 3D, faiblement polydisperses, confinés dans un tambour tournant. Nous pou-
vons ainsi suivre l’évolution de quantités telles que les forces de contacts non accessibles
expérimentalement. A notre connaissance, peu de résultats via l’approche NSCD appa-
raissent dans la littérature alors que l’on peut trouver de nombreux travaux utilisant MD
[132] ou DEM [96, 133]. Il nous parait intéressant d’effectuer de telles simulations à l’aide
de notre approche pour valider celle-ci dans le cas d’écoulements granulaires, mais aussi
pour essayer de compléter les résultats expérimentaux. Le traitement rigoureux du contact
nous apparâıt essentiel pour étudier un tel phénomène. Nos travaux s’inscrivent dans le
prolongement des expériences réalisées par Bonamy [18, 17] et Rajchenback [127]. Après
un panorama des écoulements granulaires, précisant le cadre théorique dans lequel nous
nous plaçons, nous présenterons les résultats numériques obtenus avec des simulations
bi-dimensionelles et tri-dimensionnelles.

6.1 Panorama

Les matériaux granulaires présentent de nombreux et inhabituels comportements : ils
peuvent s’écouler comme un liquide mais, sous certaines circonstances, ils peuvent se blo-
quer et résister aux forces extérieures sans se déformer. La plus spectaculaire manifestation
de cette dualité liquide/solide se produit durant une avalanche lorsqu’une fine couche de
grains roule à la surface d’un lit où la plupart des grains semblent statiques. L’ évolution
globale de la surface d’un écoulement peut être approchée par des modèles dérivant de
la physique non linéaire [11, 12, 21] ou de la mécanique des fluides [43, 18]. Cependant,
certains résultats expérimentaux restent encore inexpliqués : par exemple, les profils de
vitesses expérimentaux mesurés dans les écoulements quasi 2D [127, 18] ou tridimension-
nel [18, 54, 68, 156] montrent clairement la sélection d’un gradient de vitesse constant
à l’intérieur de l’épaisseur roulante tandis que l’équilibre des moments implique que la
contrainte de cisaillement augmente avec la profondeur. Ces observations ne sont compa-
tibles avec aucune loi constitutive reliant contrainte et déformation. De nombreux modèles
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ont été récemment proposés pour décrire la rhéologie des écoulements granulaires denses
en prenant en compte les effets non-locaux [10, 127], en adaptant la théorie cinétique [141],
en modélisant les écoulements denses comme des écoulements partiellement fluidisés [12].
Certains d’entre eux ont été utilisés pour décrire les écoulements de surface [10, 12, 127],
mais aucun d’entre eux ne réussit à capturer un gradient de vitesse constant à l’intérieur
de l’avalanche. Une compréhension claire des avalanches fait donc défaut.

6.2 Cadre théorique

Nous présentons le cadre théorique grâce auquel nous voulons décrire l’écoulement de
notre milieu. On peut trouver dans [43] une présentation des équations classiques décrivant
l’évolution de la surface libre, valide aussi bien pour un fluide que pour du sable. L’épaisseur
de la phase roulante n’étant a priori pas connue, nous sommes en présence d’un système
d’équations ouvert. On considére une couche en mouvement, d’épaisseur faible, s’écoulant
sur un lit statique (figure 6.1). On peut extrapoler cet écoulement à un écoulement confiné
dans un tambour tournant. On définit alors le repère orthormé (O; ex, ez) où O est le
centre du tambour, ex étant un vecteur parallèle de même sens que l’écoulement. On
note ρ la densité du milieu, g la gravité, σ le tenseur des contraintes local et q̇ la vitesse
décomposée dans le repère lié au tambour comme q̇ = q̇xex+q̇zez. Ω représente la vitesse de
rotation du tambour tandis que Σ(x) correspond à la surface d’abscisse x perpendiculaire
à l’écoulement. On note par la suite

< A >=
1

R

∫ R

0
Adz, (6.1)

défini comme la moyenne de la quantité A sur l’intervalle [0, R]. Ainsi en supposant que
notre milieu est incompressible (ce qui revient à supposer une compacité constante dans
l’écoulement [43]), les équations de conservation de la masse et de la quantité de mouve-
ment, projetées sur ex et moyennées sur l’épaisseur de la couche en mouvement s’écrivent











∂

∂t
(R < ρ >) +

∂

∂x
(R < ρq̇x >) + (ρq̇z)|z=−R = 0

∂

∂t
(R < ρq̇x >) +

∂

∂x
(R < ρq̇2

x >) + (ρq̇xq̇z)|z=−R = F
, (6.2)

où F représente la composante suivant ex de la force appliquée sur le volume d’intégration.
Les termes R < ρq̇x > et R < ρq̇2

x > du système d’équations (6.2) représentent respecti-
vement le débit et le flux de quantité de mouvement projeté sur ex traversant la surface
Σ(x) tandis que les termes (ρq̇z)|z=−R et (ρq̇xq̇z) représentent eux le débit et le flux de
quantité de mouvement projeté sur ex traversant l’interface fluide/statique.
En supposant ρ constant, le système (6.2) se réécrit
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Fig. 6.1 – Ecoulement d’une couche de faible épaisseur sur un lit statique. On note θ l’angle
local entre l’interface et l’horizontale. Le repère (O; ex, ez) est pris tangent à l’écoulement.
On note R l’épaisseur de la phase roulante. Σ(x) et Σ(x+dx) représentent les deux surfaces
délimitant notre volume d’étude.

Du système (6.3) seules les expressions (R, θ) →< q̇x > (R, θ), (R, θ) →< q̇2
x > (R, θ) et

(R, θ) → F (R, θ) restent inconnues et sont nécessaires pour fermer le système. En effet,
les expressions (q̇z)|z=−R et (ρq̇xq̇z)|z=−R qui dépendent explicitement du mouvement de
la phase statique par rapport au référentiel s’écrivent dans le cas des tambours tournants

{

(q̇z)|z=−R = Ωr
(ρq̇xq̇z)|z=−R = 0

(6.4)

La fermeture de ces équations a été obtenue via de nombreux modèles [17, 101, 127]. Nous
proposons dans la partie qui suit de compléter les informations jusqu’ici obtenues, grâce
aux simulations numériques 2D dans un premier temps, puis 3D.

6.3 Analyse 2D

6.3.1 Méthodologie

Les systèmes simulés sont similaires à ceux étudiés expérimentalement dans [18, 127].
Nous avons modélisé un tambour tournant bi-dimensionnel de diamètre D0 égal à 450 mm à
moitié rempli avec 7 183 disques rigides de masse volumique ρ0 = 2.7 g.cm−2 et de diamètre
uniformément distribué entre 3 mm et 3.6 mm. Cette faible polydispersité prévient des
effets cristallins bi-dimensionnels pouvant entrâıner des effets non génériques. Une plus
grande polydispersité peut conduire à des phénomènes de ségrégation à l’intérieur du
tambour [54] pouvant créer eux aussi des effets indésirables : la taille des particules n’est



122 CHAPITRE 6. ECOULEMENTS GRANULAIRES

alors plus distribuée uniformément dans la tranche centrale du tambour. Le coefficient de
restitution normal entre disques (resp. entre disques et tambour) est égal à 0.46 (resp.
0.46) et le coefficient de frottement à 0.4 (resp. 0.95). Le coefficient de frottement avec
le tambour est pris volontairement plus important pour contraindre les disques à suivre
la rotation du tambour et ne pas glisser sur la frontière. Le pas de temps est égal à
δt = 6.10−3 sec.. La procédure de simulation est la suivante : tous les disques sont placés
dans un tambour fixe. Après stabilisation de l’échantillon une vitesse de rotation Ω est
donnée au tambour (allant de 2 rpm à 15 rpm). Après une phase de transition, nous
atteignons un régime continu d’écoulement. Nous commençons alors à prendre des clichés
de l’échantillon à une fréquence de 100Hz. Le nombre de pas de temps nécessaires pour
achever cette phase est compris entre 4.103 et 1.104 dépendant de la vitesse de rotation.
Au final nous obtenons 400 clichés pour chaque simulation. Sur le calculateur SGI Origin
3800 avec 16 processeurs, environ 20 h de calcul sont nécessaires pour achever cette phase
de l’expérience (un calcul séquentiel coûterait entre 10 et 12 fois plus cher). Toutes les
simulations ont été réalisées avec la version parallèle (solveur NLGS et implémentation
ELG) détaillée dans le chapitre 3 impléméntée dans le logiciel LMGC90 [45]. Pour chaque
bille et pour chaque cliché nous enregistrons la position q du centre de masse, la vitesse
”instantanée” q̇ du centre de masse mesurée à travers une fenêtre temporelle de largeur
δt = 6.10−3 sec. et le tenseur de contrainte local σ. Dans ce qui suit les distances, temps et
contraintes sont adimensionnées par d,

√

d/g et ρ0gd. Les comparaisons entre expériences
sur plan incliné et en tambour tournant suggèrent que le principale paramètre de contrôle
adimensionné est le débit moyen Q = (ΩD2

0)/(8d
√

gd) [101]. Le débit moyen est égal à
Q = 8.93, 17.86, 22.32, 26.79, 44.64, 66.96 pour Ω = 2, 2, 4, 5, 10, 15 rpm (round per
minute - tour par minute). Lorsque le tambour n’est pas rempli parfaitement à 50%, cette
valeur doit être réajustée : Q∗ = (Ω(R0 +H0)

2)/(2d
√

gd), H0 étant la plus courte distance
séparant la surface libre du centre du tambour.

6.3.2 Frottement dynamique

La figure 6.2 montre le cliché d’une simulation typique sur lequel est représenté le
champ de vitesse obtenu pour une vitesse de rotation Ω = 6 rpm. Deux phases peuvent
être distinguées : une ”phase statique” qui tourne avec le tambour et une couche en
mouvement qui s’écoule sur le lit statique. L’angle moyen θ de l’écoulement est défini
comme l’orientation de la vitesse moyennée sur l’ensemble des particules pour lesquelles

- la vitesse est supérieure à la vitesse de rotation du tambour ΩD0/2 et ce sur toute la
simulation

- la compacité est supérieure à un seuil fixé (égal généralement à 0.5)

Cet angle cöıncide avec le profil local de la surface libre au centre du tambour et peut
également être obtenu par une régression linéaire effectuée sur le profil des positions des
particules à la surface libre. Le repère (~ex, ~ez) est alors choisi de façon à ce que le vecteur
~ex (resp. ~ez) soit parallèle (resp. perpendiculaire) à la surface libre. L’origine est prise
au centre du tambour. Pour représenter les différents profils, les grandeurs cinématiques
et sthéniques attachées à chaque particule sont moyennées à travers une fenêtre centrée



6.3. ANALYSE 2D 123

au centre du tambour d’épaisseur 40 diamètres de grains et de profondeur le rayon du
tambour. L’axe de cette zone est perpendiculaire à l’écoulement.

e

e
x

Ω

widthz

Fig. 6.2 – Gauche : cliché d’une simulation numérique en tambour tournant (vitesse
moyenne en échelle de gris). Droite : visualisation de la zone d’étude ”spatio-temporelle”.

Au centre du tambour, le flot peut être considéré comme homogène dans la direction de
l’écoulement [18, 101]. Sous cette hypothèse, la distribution des contraintes dans la partie
centrale du tambour (x = 0) est donné par σxz = −ν sin θz et σzz = −ν cos θz. L’angle
moyen de l’écoulement θ peut être assimilé à un coefficient de frottement effectif µeff

défini comme le rapport entre la composante tangentielle et normale de la contrainte et
égale à µeff = tan θ. Son évolution en fonction de Q, le débit, est représenté sur la figure
6.3. La pente augmente légèrement avec Q :

µeff = µ0
eff + µQQ (6.5)

où µ0
eff = 0.31 et µQ = 1.7.10−3. Cette faible dépendance peut être attribuée aux effets

de parois comme conjecturé expérimentalement [18, 101].

6.3.3 Profil de vitesse

La figure 6.4 montre un profil typique de vitesse. Il est composé de deux parties : dans la
phase roulante, la vitesse vx évolue linéairement avec la profondeur z comme vx = γ̇(z+H)
où γ̇ et H sont respectivement le gradient de vitesse dans la couche roulante (constant) et
l’épaisseur de la phase roulante. Dans la phase statique, le profil de vitesse cöıncide avec le
mouvement de solide rigide du tambour : vx = Ωz. L’épaisseur de la phase roulante H est
alors définie par l’intersection de ces deux comportements (voir figure 6.4). La transition
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Fig. 6.3 – Variation du coefficient de frottement effectif µerr = tan θ de la surface de
l’écoulement en fonction du coefficient d’écoulement Q (non dimensionné). Les barres
d’erreur montrent l’écart à la séquence pour Q constant. La droite est une régression
linéaire.

entre ces deux comportements peut alors être décrite par une exponentielle de longueur
de décroissance caractéristique λ (voir encart de la figure 6.4).
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Fig. 6.4 – Profil de vitesse vx(z) (moyenné sur 400 instants) dans la tranche centrale
du tambour pour une vitesse de rotation Ω = 6 rpm. La barre d’erreur correspond à un
intervalle de confiance de 99%.
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La droite pointillée correspond à une régression linéaire : vx = γ̇(z + H) où γ̇ ≃ 0.15.
La droite pleine correspond à la droite Ωz. L’interface liquide/statique est défini à la pro-
fondeur où ces deux droites se rencontrent (ligne mixte). L’épaisseur de la phase roulante
H peu alors être déduite : H ≃ 16. En encart, nous retranchons à vx la composante dû
au mouvement de solide rigide Ωz et représentons cette quantité en fonction de la pro-
fondeur −z en échelle semi-logarithmique en ordonnée. La droite pleine correspond à une
régression exponentiel de longueur caractéristique : λ ≃ 3.7.
L’allure des différents profils de vitesse tracés est très similaire à ceux observés expérimen-
talement [18]. Les profils sont caractérisés par un ensemble de trois paramètres, l’épaisseur
roulante H, le gradient de vitesse γ̇ dans la phase roulante, et la longueur caractéristique
λ de l’exponentielle joignant les deux phases. L’évolution de l’épaisseur roulante H en
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Fig. 6.5 – Epaisseur roulante H dans la tranche centrale du tambour vue comme une
fonction du débit Q. En encart, H vs

√
Q. La droite est une régression linéaire H = 3

√
Q.

fonction de Q est reportée sur la figure 6.5. L’épaisseur roulante est approchée par
√

Q
comme observée expérimentalement [18, 101]. La figure 6.6 montre la variation du gra-
dient de vitesse γ̇ dans l’épaisseur roulante en fonction de Q. Dans nos simulations, γ̇
montre une dépendance vis à vis de Q et varie typiquement de 0.1 à 0.25 quand Q varie
de 10 à 80. Cette dépendance est compatible avec celles observées expérimentalement en
tambour tournant 2D par Rajchenbach [127] : cet auteur propose que γ̇ soit approché
par γ̇ ∝ (sin θ − sinΦ)1/2/ cos1/2 Φ, ce qui est compatible avec nos résultats (encart de
la figure 6.6). Ceci suggère des effets non-triviaux des parois latérales. Cette similitude
entre simulations et expériences quasi-2D n’est pas observée avec les simulations MD ou
DEM. Ceci souligne l’importance de résoudre le contact de façon exacte et non pas par
des lois régularisantes. La plupart des simulations MD ne simulent pas des écoulements
denses mais bel et bien des écoulements lâches où les contacts sont exclusivement binaires.
La variation de la longueur caractéristique λ de l’exponentielle reliant les deux phases en
fonction de Q est représentée sur la figure 6.7. λ est indépendant de Q, et est de l’ordre de
3.5. Ce comportement est similaire à ceux observés dans les expériences sur plan incliné
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Fig. 6.6 – Gradient de vitesse γ̇ dans la phase roulante en fonction du débit Q. En
encart : γ̇ vs. (sin θ − sin Φ)1/2/ cos1/2 Φ où l’angle de frottement de Coulomb Φ = 17.4◦

a été identifié avec la valeur µ0
eff définie dans la figure 6.3. La droite est une régression

linéaire γ̇ = 0.8(sin θ − sinΦ)1/2/ cos1/2 Φ.

[84] et en tambour tournant [18]. Notons que dans ces expériences 3D, λ est plus petit et
de l’ordre de 2.
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Fig. 6.7 – Longueur de décroissance caractéristique reliant le profil linéaire de la phase
liquide et la rotation solide de la phase statique.
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6.3.4 Vitesse angulaire

Un profil typique de vitesse angulaire ω(z) est représenté sur la figure 6.8. Tracer
ω en fonction du gradient de vitesse local dvx/dz est très intéressant (voir encart de
la figure 6.8). Il existe une relation évidente entre ces deux quantités : ω = 1

2
dvx

dz dans
tout l’échantillon indépendamment de Q. Cette relation est analogue à celle obtenue
en hydrodynamique classique où la vitesse de rotation moyenne des particules est égale
à la vorticité de l’écoulement. Une telle relation ont été observé lors de simulations en
Dynamique Moléculaire d’écoulement granulaire dilué [97], mais impossible à observer
pour de forte compacité. Dans ce dernier cas, les grains seraient supposés s’organiser en
couche tournant dans la même direction. Ceci ferait décrôıtre la vitesse angulaire moyenne
des grains et ω serait alors plus petit que 1/2dvx/dz. Dans nos simulations numériques, un
tel comportement n’est pas observé, ce qui suggère que la rotation des grains ne s’organise
pas en couche en dépit de l’importante densité de l’écoulement.
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Fig. 6.8 – Profil de vitesse angulaire moyenne ω(z) (moyennée sur 400 instants) dans
la tranche centrale du tambour obtenu pour Ω = 6 rpm. Les deux lignes horizontales
mixtes délimitent la surface libre et l’interface solide/liquide. En encart, ω vs le gradient
de vitesse dvx/dz pour différentes vitesses de rotations Ω. La droite est une régression
linéaire ω = 1

2
dvx

dz .

6.3.5 Compacité

On peut sur la figure 6.9 observer un profil typique de compacité mesuré dans la
tranche centrale du tambour. Notons que ce profil ainsi que les profils de coordinence et
de contrainte sont impossibles à mesurer expérimentalement pendant l’écoulement. On
peut tout d’abord remarquer que c est constant, autour de 0.8 à l’intérieur du tambour,
excepté dans deux faibles zones situées à la surface libre et à la paroi du tambour. A la
surface libre, c atteint rapidement une valeur fixe dans une faible zone d’épaisseur égale à
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trois/quatre diamètres de billes indépendamment de Q. Dans la suite la surface frontière
est placée à la frontière inférieure de cette petite région (ligne pointillée sur la figure 6.9)
définie au point où c devient plus grand que 0.7. Près de la paroi du tambour, c chute pour
atteindre une faible valeur à l’intérieur d’une faible région d’épaisseur égale à deux/trois
diamètres de billes attribuée à frontière courbe du tambour. Un zoom sur le profil de
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Fig. 6.9 – Profil de compacité (̧z) (moyenné sur 400 intervalles de temps) dans la tranche
centrale du tambour pour une vitesse de rotation de Ω = 6 rpm. encart, zoom dans la
région ”constante” souligne les faibles variations de c dans les deux phases.

compacité (encart de la figure 6.9) montre que c est faiblement perturbé dans les deux
phases et reste pratiquement constant. On peut dénoter un saut à l’interface entre les
phases liquide et solide.

6.3.6 Coordinence

L’évolution de la coordinence est plus représentatif de la transition liquide/solide que
la compacité. L’interface entre les deux phases peut clairement être distinguée : dans la
phase statique le nombre de coordination possède une évolution constante contrairement à
la phase liquide où l’évolution de la coordinence crôıt avec la profondeur de façon linéaire.
La vitesse de rotation ne semble pas perturber ce comportement : seule la valeur de la
coordinence dans la phase statique est modifiée, valeur qui décrôıt avec l’augmentation de
la vitesse de rotation. A la surface libre Zc décrôıt légérement jusqu’à 2.4 sur une faible
région. La première ligne en pointillée (en haut) représente la surface libre, tracée au point
où Zc croise la valeur 2.4. Près de la paroi du tambour Zc chute vers une faible valeur sur
une faible épaisseur. La seconde ligne en pointillée (en bas) situe l’interface solide/liquide.
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Fig. 6.10 – Profil de la coordinence Zc(z) (moyenné sur 400 intervalles de temps) dans la
tranche centrale du tambour pour une vitesse de rotation de Ω = 6 rpm.

Zc apparâıt comme constant dans la phase statique autour de 3.4. En encart, zoom dans
la région constante soulignant les faibles variations de Zc dans les deux phases.

6.3.7 Contraintes

Les différents profils obtenus jusqu’ici peuvent être comparés aux profils expérimentaux.
Nous proposons d’étudier les profils des différentes composantes de σ, impossible à obtenir
expérimentalement. La figure 6.11 trace l’évolution de deux des composantes du tenseur
de contrainte statique σ : σxx et σzz. L’évolution de σzz(z) confirme nos attentes : une
décroissance linéaire caractéristique avec la profondeur (σzz ≈ −ρgz cos(θ)). La compo-
sante σxx(z) ne suit pas globalement la même loi. Bien que dans la phase roulante une
régression linéaire avec la loi précédente puisse être réalisée, identique à celle obtenue avec
la composante σzz, à l’entrée de la phase statique cette approximation ne concorde plus. La
décroissance du profil est beaucoup plus erratique, apparemment linéaire avec un gradient
différent. Ce comportement erratique est due aux voûtes se créant à l’intérieur de la phase
statique où le réseau de contact est dense (figure 6.12).
De longues châınes de contacts se créent, parallèlement à l’écoulement (portées par ex).

Cette répartition est in-homogène dans la profondeur engendrant ainsi les fluctuations ob-
servées. En surface lorsque ces châınes se forment, leur intensité est moindre ne perturbant
pas la statistique.

6.3.8 Discussion

Nos échantillons diffèrent des expériences sur plusieurs points. Le premier est que nos
simulations sont bi-dimensionnelles se rapprochant des expériences ”quasi-2D” de Rajchen-
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Fig. 6.11 – Profils de deux des trois composantes du tenseur de contrainte statique σ, i.e.
σxx (a) et σzz (b). Dans l’encart (b), nous pouvons apprécier l’approximation de σzz par
ρgd cos(θ), où θ est l’angle à la surface libre.

écoulement

Fig. 6.12 – Visualisation des châınes de forces à l’intérieur de la phase statique.

bach [127]. Les expériences en tambour tournant effectuées dans [18, 156] sont purement
3D et prennent en compte des effets impossibles à quantifier dans nos simulations (frotte-
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ment avec les parois latérales). Le second point à prendre en compte est le fait que dans nos
simulations le tambour n’est pas parfaitement rempli à moitié. Ce décalage de la surface
libre au repos doit être pris en compte. Le dernier point concerne la mesure des profils
obtenus. Dans nos simulations les profils sont obtenus en moyennant différentes quantités
liées aux billes appartenant à la tranche centrale étudiée. Dans les simulations tridimen-
sionnelles, les profils sont obtenus en prenant toujours en compte les billes appartenant
à la tranche centrale mais également proche de la paroi du tambour. Ces deux types de
mesure peuvent donc avoir une influence sur les profils 2D et 3D.
Ces différences ne jouent pas sur l’évolution de différentes quantités. Le profil de vitesse
a un comportement linéaire dans la phase statique et dans l’épaisseur roulante avec un
pied exponentiel reliant ces deux comportements conformément aux expériences effectuées
en tambour tournant [101]. Cependant ce profil semble dépendre de la vitesse de rota-
tion, dépendance non observée expérimentalement avec des tambours 3D, mais envisagée
pour les simulations quasi-2D [127]. La correspondance des profils des quantités ω et ∂ux

∂z
quelque soit le débit Q est aussi un point intéressant retrouvant un résultat analogue à
ceux observés en hydrodynamique.
L’évolution des profils de contraintes fournit aussi des résultats cohérents : un comporte-
ment isotrope du tenseur des contraintes dans la phase roulante, perturbé dans la phase
statique par les châınes de forces parallèles à l’écoulement.

6.4 Analyse 3D

6.4.1 Méthodologie

Pour nos premières simulations tridimensionnelles, nous avons créé des échantillons
différents de ceux étudiés dans la section précédente. Les systèmes simulés sont similaires
à ceux étudiés expérimentalement dans [127], le diamètre du tambour étant plus petit,
nous permettant pour une première approche de ne pas avoir un nombre trop important
de particules. Le tambour tournant possède un diamètre D0 égal à 250 mm rempli avec
11 147 sphères rigides de masse volumique ρ0 = 2.7 g.cm−2 et de diamètres uniformément
distribués entre 3 mm et 3.6 mm. Les paramètres internes restent inchangés : le coefficient
de restitution normal entre sphères (resp. entre sphères et tambour) est égal à 0.46 (resp.
0.46) et le coefficient de frottement à 0.4 (resp. 0.95). Nous devons définir également les
valeurs de ces deux coefficient pour le contact entre les sphères et les parois latérales : la
restitution normale est égale à 0.46 et le coefficient de frottement est égal dans un premier
temps à 0.1. L’influence de ce dernier peut être prépondérante sur les profils : nous serons
donc amené à jouer avec lui. Le pas de temps est égal à δt = 1.10−3 sec.. La procédure
de simulation est identique à la section précédente. Comme pour les simulations 2D, nos
calculs ont été réalisés avec la version parallèle (solveur NLGS et implémentation ELG)
détaillée dans le chapitre 3 et implémentée dans la version 3D du logiciel LMGC90.
Les mesures des profils ont été effectuées suivant trois procédures. La première comptabilise
les particules appartenant à la tranche centrale sur toute l’épaisseur du tambour, la seconde
ne le fait que dans la zone centrale de l’épaisseur et la troisième sur une tranche près de
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Fig. 6.13 – Echantillons 3D : les particules sont coloriées en fonction de leur vitesse
moyenne (valeur maximale en noir). La zone d’étude est également représentée ainsi que
le repère lié à l’écoulement.

la paroi. Au vu de la faible épaisseur du tambour (4 diamètres de bille), les résultats sont
identiques. Les profils que nous présentons par la suite sont obtenus suivant la première
méthode.

6.4.2 Profils de vitesses

La figure 6.14 montre le profil de vitesse pour une vitesse de rotation Ω = 6 rpm, ce
qui correspond à un débit Q égal à 8.27. On retrouve un profil composé en deux par-
ties : dans la phase roulante, la vitesse vx évolue linéairement avec la profondeur z comme
vx = γ̇(z+H) où γ̇ et H sont respectivement le gradient de vitesse dans la couche roulante
(constant) et l’épaisseur de la phase roulante : ici H = 6.79 et γ̇ = 0.288 pour un angle à
surface libre de 29.22. Dans la phase statique, le profil de vitesse cöıncide également avec
le mouvement de solide rigide du tambour : vx = Ωz. L’exponentielle joignant les deux
comportements à une longueur de décroissance caractéristique λ égale à 3.7.

6.4.3 Coordinence

Parmi les premiers profils tracés, nous avons également regardé l’évolution de la co-
ordinence moyenne dans la tranche centrale, évolution illustrée par la figure 6.15. On
distingue, comme pour le cas 2D, les trois phases constituant l’écoulement : la surface
libre, l’épaisseur roulante et la phase statique. A la surface libre Zc croit rapidement (sur
une épaisseur de 2 à 3 diamètres de billes), passant d’un régime de vol libre à un régime
plus fluide où la coordinence moyenne est de 4.3 à l’interface. A l’intérieur de l’épaisseur
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Fig. 6.14 – Profil de vitesse vx(z) (moyenné sur 300 instants) dans la tranche centrale du
tambour pour une vitesse de rotation Ω = 6 rpm

roulante, Zc continue de crôıtre pour atteindre 5.7 à l’entrée de la phase statique. Dans
cette dernière partie, la coordinence reste constante autour d’une valeur moyenne égale à
6.
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Fig. 6.15 – Profil de coordinence Zc(h) (moyenné sur 300 instants) dans la tranche centrale
du tambour pour une vitesse de rotation Ω = 6 rpm

La comparaison avec les simulations bidimensionnelles est très intéressante : un comporte-
ment identique dans les trois phases caractéristiques avec dans la phase statique une valeur
de la coordinence égale dans les deux cas au nombre de coordinence moyen des échantillons
denses. Comme pour les simulations 2D on ne peut pas comparer cette évolution avec des
résultats expérimentaux : les profils de coordinence et de compacité étant impossible à
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mesurer expérimentalement lors d’écoulements denses.

6.5 Frottement latéral et vitesse de rotation

Dans les simulations 2D en tambour tournant, le gradient γ̇ dépend de la vitesse de
rotation du tambour comme l’a montré Rajchenback dans ses expériences quasi 2D [127].
Nous voulons vérifier si, dans nos expériences 3D, cette dépendance existe toujours ; rap-
pelons quelle n’est pas établie d’un point de vue expérimental [18]. A l’heure actuelle, à
cause des longs temps de calcul, une étude paramétrique fine n’a pu être menée. La mise en
régime continu, seul état pertinent pour analyser de façon identique nos différents profils,
s’avère être très longue. En témoigne la figure 6.16 illustrant l’évolution de l’angle moyen
d’écoulement pour différentes valeurs du coefficient de frottement sphère/paroi et vitesse
de rotation.
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θ   6 rpm - µ = 0.1
  6 rpm - µ = 0.0
  6 rpm - µ = 0.2
18 rpm - µ = 0.1

Fig. 6.16 – Evolution de l’angle moyen d’écoulement pour différentes valeurs du coefficient
de frottement sphère/paroi et vitesse de rotation

L’évolution régulière correspond à l’angle d’écoulement continu des simulations précédentes.
Si l’on change les paramètres que sont la vitesse de rotation et le frottement grain/paroi,
le régime d’écoulement continu ne se met pas en place rapidement, spécialement lorsque
le frottement diminue ou lorsque la vitesse de rotation augmente. Les données actuelles
ne nous permettent aucune conclusion.



Chapitre 7

Mouvements tectoniques

7.1 Etude du terrain

La tectonique [100] se présente comme l’étude des structures naturelles en relation
avec les mouvements (cinématiques) et les forces (dynamiques) qui les ont créées : les plus
beaux résultats de ces manifestations peuvent s’observer directement sur les structures
naturelles (photo 7.1). Une partie des déformations terrestres résulte du mouvement de
grandes plaques continentales (figure 7.2). Lorsque ces plaques s’écartent (divergent), les
bordures vont travailler en traction et sont alors soumises à des efforts en allongement ou
extension. Lorsque les plaques convergent, les bordures travaillent en compression et la
déformation subie est un raccourcissement (on parle de zone de collision ou de subduc-
tion). Les plaques peuvent encore glisser les unes par rapport aux autres sans observer les
phénomènes précédents : on parle alors de coulissement.

Fig. 7.1 – Photo des ”Bear Tooth Mountains” dans le Wyoming (cliché de R.W. Allmen-
dinger - 2000). Le profil gauche laisse supposer un développement d’une faille inverse.

135
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Ces phénomènes sont en majeure partie la cause des transformations aux quelles est
confrontée notre planète. En comprendre l’évolution et les mécanismes peut nous per-
mettre de comprendre plus en détail l’histoire de la terre. Lors de ces mouvements ou
combinaisons de ceux-ci, on trouve parmi les principales déformations hétérogènes conti-
nues les failles et les plis, que l’on retrouve au coeur des systèmes plissés et des zones de
cisaillement ductiles [149].
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Fig. 7.2 – Différents types de déformations liées aux mouvements des plaques continentales
engendrant des failles normales lors d’allongement (a), inverses lors de raccourcissement
(b) ou de décrochement lors de coulissement (c).

Une faille est une déformation cassante pouvant être vue comme une fracture accompagnée
du déplacement relatif des blocs qu’elle sépare parallèlement à son plan appelé surface de
faille 7.2. Lorsque le mouvement de plaque se fait horizontalement (pas de création de
dénivelé entre les blocs) on parle de faille de décrochement. Elle est caractérisée de nor-
male lorsque la surface de faille a sa pente en direction du bloc abaissé ; dans le cas inverse
on parlera de faille inverse. Généralement ce troisième type de faille résulte d’une com-
pression dont l’angle entre les deux blocs peut varier de façon importante : le cas limite
où l’angle est plat conduit au phénomène de chevauchement. Ce cas permet d’observer le
deuxième type de déformation : les plis.
Les plis relèvent eux de déformations plastiques, déformations beaucoup plus douces que
les failles. Les plis sont caractérisés de droits et symétriques lorsque le plan axial est
vertical (plan de symétrie des deux flans), déjetés lorsque l’un des flans est vertical (la
plan axial ne l’est alors plus), renversés ou couchés (figure 7.3) lorsque l’angle d’un des
flans est inférieur à 90◦, possédant dans chaque cas une partie anticlinale (concave) et
une partie synclinale (convexe). Lors de superposition de couches, on parle de plis concen-
triques lorsque l’épaisseur de chaque couche reste inchangée et de plis semblables lorsque
l’épaisseur varie. On trouve également différentes combinaisons de ces deux phénomènes :
des plis-failles, failles sur plan, chevauchement.

L’étude des failles et des plis à l’échelle naturelle se fait par des observations effectuées sur
le terrain. Par cette approche, qui est essentielle, les géophysiciens, dressent un constat
des conséquences des mouvements des plaques sur le relief actuel. Leurs analyses leur
permettent ainsi de retracer, ou d’intuiter, une partie de l’histoire du milieu étudié [42].
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41 2 3

Fig. 7.3 – Différents types de plis : 1) le pli droit et symétrique 2) le pli déjetè 3) le pli
renversé 4) le pli couché.

L’une des techniques en laboratoire pour reproduire et comprendre les phénomènes liés
aux mouvements des plaques tectoniques, et permettre ainsi de confirmer ou infirmer des
hypothèses faites sur le terrain, est la mise en place de ”bôıte à sable” plus communément
appelé ”sandbox” utilisées par M.K. Hubbert dès 1951 [65]. La sandbox est une bôıte
contenant essentiellement du sable dont la taille des grains est variable. Les bôıtes sont
généralement élancées (pour donner un ordre d’idée le rapport longueur / hauteur (L/H)
est souvent supérieur à 8) et peuvent avoir des géométries plus ou moins différentes afin
de reproduire le plus fidèlement possible les structures naturelles que les géophysiciens
étudient. Le sable est généralement déposé en couches colorées de façon à pouvoir suivre
la déformation du milieu et reproduire notamment les plis et failles observées dans les struc-
tures géologiques. Les expériences réalisées en laboratoire ont pour but d’étudier divers
phénomènes et tester l’influence de certains paramètres comme par exemple le type de sable
[95]. L’expérience consiste généralement à faire subir à l’échantillon un raccourcissement,
dans le champ de la pesanteur, de façon quasi-statique afin de comprimer les strates et
ainsi observer les plis pouvant se développer dans celles-ci. Cobbold et al. [34, 35] couplent
des boites à sable avec un fluide afin de définir l’influence de celui-ci sur la formation des
plis et failles et autres détachements pouvant intervenir lors d’essais de raccourcissement.
Dans [121], le modèle de boite à sable est légèrement modifié en donnant à la paroi venant
en butée différentes inclinaisons. Cette inclinaison est alors reliée à la structures des plis et
des failles obtenues. Koyi [85] étudie l’épaisseur du prisme obtenue par raccourcissement
ainsi que l’évolution des différentes strates ; le prisme étant l’amas se créant au niveau
de l’avancée. L’aire de la surface libre du prisme est également calculée pour déterminer
son évolution en fonction de la déformation. Les bôıtes à sable sont souvent utilisées pour
modéliser des structures naturelles : dans [86], Kukowski et al. utilise le modèle MPI (c.f.
figure 7.4) pour étudier la châıne méditerranéenne occidentale (Western Mediterranean
Ridge - WMR).

Les modèles analogiques ne sont plus les seuls outils pour étudier ces systèmes. Il peut
parfois être difficile de trouver des matériaux granulaires avec des coefficients internes [95]
correspondant aux structures que l’on veut étudier. Encore une fois pour venir épauler
les expériences in labo, la modélisation numérique apparâıt comme un formidable outil.
Les premiers modèles numériques développés utilisent une approche par éléments finis,
plus flexibles que les modèles analogiques car ils peuvent jouer avec différentes conditions
limites et types de rhéologie [73]. Cette approche a toutefois ses limites : pour arriver à
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Fig. 7.4 – Modèle analogique de bôıte à sable utilisé par Kukowski et al. lors de l’étude
du Western Mediterranean Ridge [86].

capturer la localisation des failles et les phénomènes qu’elles engendrent, le maillage doit
être extrêmement fin entrâınant des calculs très coûteux. De plus les zones où les crises se
produisent ne sont généralement pas connues par avance, et seul une extrapolation de leur
localisation peut être effectuée. C’est ainsi que lorsque les failles se succèdent les modèles
continues arrivent mal à capturer ces successions de failles. Pour pouvoir espérer les obser-
ver, l’approche numérique par éléments discrets nous semble plus pertinente. Elle permet
également de traiter plus finement les problèmes de localisation, chaque élément ayant un
mouvement propre. Parmi les études numériques réalisées par éléments discrets notons
celles de Burbidge et Braun [25], utilisant l’approche DEM pour étudier l’évolution des
prismes et des failles lors d’expériences de raccourcissement sur des modèles MS. Finch et
al. [49] utilise la même approche numérique pour prédire les déformations liées aux failles
inverses se développant en profondeur lors de la séparation de plaques. De la cohésion
entre particules est introduite dans le modèle numérique. Leurs observations diffèrent de
certains modèles par éléments finis mais reproduisent des expériences analogiques.
Malgré l’intérêt que nous portons aux mouvements tectoniques, l’étude que nous entre-
prenons doit être vue comme une approche ”näıve” du problème, ne connaissant pas ou
très peu tous les phénomènes plus ou moins complexes dont déborde la géophysique. Nous
présentons les prémices des études entreprises sur les bôıtes à sables d’un point de vue
numérique. Le but de ce chapitre est prospectif montrant qu’il est possible de travailler avec
des échantillons conséquents, permettant d’observer des phénomènes locaux non triviaux,
en des temps CPU raisonnables. Dans ce qui suit l’influence du nombre de particules pour
l’observation des plis et des failles, ainsi que la géométrie des particules, ont été analysées.
Deux études plus spécifiques sur la propagation des failles et la création des plis sont
également présentées.

7.2 Investigations numériques

Avant d’aborder l’étude de la propagation de failles et de plis par une approche par
éléments discrets, les questions du nombre de particules (ou de la taille) et de leur géométrie
doivent être posées. Afin de faire au mieux nous effectuons une étude préliminaire pour
essayer de fournir une réponse à ces deux questions.
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7.2.1 Choix du nombre de particules

Le choix d’un Volume Elémentaire Représentatif (VER) est une question qui re-
vient souvent lors de l’étude des milieux granulaires. C’est une question que nous devons
également nous poser lors de simulations de boites à sable numériques via une approche
par éléments discrets. Ce VER peut très bien être différent pour l’étude des failles, des
plis ou des profils à surface libre.
Afin de quantifier, dans un premier temps, le nombre de particules nécessaires à l’obser-
vation nette de plis lors de raccourcissement, nous avons modélisé une boite de 6 mètres
de long sur 1.15 mètre de haut (rapport L/H = 5) en utilisant différentes tailles de par-
ticules, 0.2, 0.1, 0.05 et 0.025 cm de diamètre correspondant respectivement à un nombre
de particules égal à 750, 2 500, 10 000 et 40 000. Après stabilisation de l’échantillon, un
raccourcissement de 60% est effectué. La configuration de chaque échantillon en fin de
simulation est représentée sur la figure 7.5.

d=0.2 d=0.025d=0.05d=0.1

Fig. 7.5 – Profils lors de simulation de raccourcissement effectuées avec différentes tailles
de particules.

Sur les quatre échantillons les similitudes sont assez grandes. Les allures des différentes
strates sont semblables même si pour l’échantillon (a) de la figure 7.5 les effets de pa-
rois sont encore importants, rendant les profils très chaotiques. Parmi les différences entre
les différents échantillons l’augmentation de la compacité avec le nombre de particules
en est une. On peut remarquer également l’apparition de protubérances à l’intérieur de
l’échantillon (d), phénomène que l’on n’observe pas sur les trois autres simulations. L’uti-
lisation d’un plus grand nombre de particules nous permet d’observer des formations plus
fines, au prix bien entendu d’un temps de calcul plus conséquent. Cependant la géométrie
de l’échantillon, peu élancée, et le fort raccourcissement ne permettent pas l’apparition de
formations fines. La taille minimale apparâıt comme étant celle de l’échantillon (b), soit
2 500 particules pour un rapport L/H égal à 5.
Pour compléter ces premières observations, le procédé précédent est appliqué à une boite
de 100 m de long sur 5 m de hauteur afin de faire varier le rapport L/H, égal à 20 dans
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ce cas. Nous créons quatre échantillons dont le diamètre moyen des particules est respec-
tivement de 0.9, 0.45, 0.225 et 0.1125 mètres ce qui correspond à un nombre de particules
égal à 560, 2 400, 9 900 et 40 000 (figure 7.6).
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(a)

(b) (c)

(d)

Fig. 7.6 – Zoom sur le nombre de particules dans l’épaisseur de l’échantillon au repos pour
les différentes simulations : nb = 560 (a), nb = 2400 (b), nb = 9900 (c) et nb = 40000 (d).

L’échantillon (a) n’a pas beaucoup de signification. En effet la boite est très allongée et
la hauteur ne fait que quelques diamètres de bille (moins de 10). L’observation de strates
et de plis n’est alors pas pertinente pour cet échantillon, l’effet des parois étant trop
prépondérant sur les arrangements entre particules. Dans ce qui suit nous ne présenterons
pas les résultats obtenus avec cet échantillon. Sur les échantillons (b), (c) et (d) nous ef-
fectuons un raccourcissement. Nous présentons sur la figure 7.7 les différents échantillons
après un raccourcissement de 12.5 m. Nous nous focalisons tout d’abord sur deux zones.
La première, la zone A, est localisée près de la paroi en mouvement, tandis que la se-
conde, la zone B est un peu plus en avant. On observe des similitudes dans la zone A
pour les échantillons (c) et (d) : le développement de plis symétriques concentriques. Sur
l’échantillon (b), le nombre de particules n’est pas suffisant pour observer cette forma-
tion. Dans la zone B, ce sont des micro-failles inverses qui apparaissent dans l’échantillon
(d), ainsi que dans le (c) mais avec moins de netteté. Il est impossible d’observer un tel
phénomène dans l’échantillon (b).
Pour finir avec ces échantillons, nous pointons également l’apparition d’un nouveau pli
situé en aval de l’avancée (zone C) : cette formation n’est visible que dans le plus grand
échantillon soulignant ainsi l’importance de l’utilisation d’échantillons conséquents. Pour
cette géométrie, les échantillons (a) et (b) sont donc inutilisables pour observer finement
l’évolution des strates. L’échantillon (c) apparâıt donc comme l’échantillon minimal, ce
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A
B

B
A

C

B
A

Fig. 7.7 – Configuration des trois échantillons après un déplacement de 12.5 m.

qui correspond à un nombre minimal d’environ 10 000 particules. En reprenant le premier
échantillon, nous avons donc besoin d’au-moins 2500 particules si L/H est égal à 5 et 10 000
si L/H vaut 20. Pour une première approximation (interpolation linéaire) on peut donc
définir un nombre minimal de particules à utiliser en fonction de L/H : nmin = 500L/H
pour commencer à observer proprement des successions de strates.

7.2.2 Géométries

Dans les modèles analogiques de boites à sable, Lohrmann et al. [95] ont souligné l’in-
fluence des propriétés du sable sur le comportement global du système. Les propriétés
mécaniques de nos particules influencent nos échantillons ; des coefficients de frottement
différents ne conduisent pas aux mêmes observations. Mais de quelle façon joue la géométrie
des particules sur la formation de failles ou de plis ? Nous modélisons une boite de 100
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mètres de long par 15 mètres de haut (L/H = 6.7) en utilisant 15 000 disques et 100 mètres
de long par 12 mètres de haut (L/H = 8.3) en utilisant 15 000 polygones ; à rayon d’encom-
brement égal, l’aire d’un polygone est plus faible que celle d’un disque, d’où la variation de
L/H. Les deux échantillons sont colorés en strates pour des raisons de visualisation ; au-
cun paramètre mécanique (frottement, restitution) ne leur est associé. Le frottement inter-
grains est identique dans tout l’échantillon. Nous faisons subir a chacun d’eux différents
types de sollicitation : un développement de faille (surélévation de bloc) et un raccourcis-
sement. Pour la propagation de faille nous tenons compte de l’élancement en déplaçant la
paroi gauche inférieure proportionnellement à l’épaisseur de chaque échantillon.

B

A A

Bθθ

disques polygones

Fig. 7.8 – Développement d’une faille dans un échantillon de 15 000 disques (gauche) et
polygones (droites).

Nous représentons sur la figure 7.8 les profils en fin de simulations pour les deux échantillons.
Notons que la coloration des strates n’est pas rigoureusement identique, différence liée au
dépôt de l’échantillon. Malgré cela on peut observer quelques différences entre les deux
échantillons. Nous pointons sur les deux clichés le début (point A) et la fin (point B)
de la pente liée à la propagation de la faille et signalons par θ l’angle de la zone plissée.
Contrairement au point A qui, sur les deux simulations, est situé sur la même verticale
(proche de l’angle d’avancée), le point B est plus proche de l’avancée pour l’échantillon
constitué de polygones que pour celui constitué de disques. Ainsi θd (disques) est supérieur
à θp (polygones), ce qui rend une pente plus abrupte pour l’échantillon polygonal.
La figure 7.9 montre les échantillons précédents après une simulation de raccourcissement.
Ici bien que les élancements soient différents les phénomènes observés semblent être pilotés
par la géométrie des particules. Là encore des différences apparaissent lors de la formation
de plis. La première est la taille de l’amas dû à l’avancée de la paroi : celui-ci est beaucoup
plus long pour les disques que pour les polygones (position du point A). A droite du point
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A, la surface libre reste horizontal pour les disques, mais prend une pente non nulle pour
les polygones.

A

A

Fig. 7.9 – Profil final de deux simulations de raccourcissement comprenant 15 000 parti-
cules circulaires (haut) et polygonales (bas).

Les formations de plis sont également différentes. Dans l’échantillon constitué de poly-
gones, on observe une ”zone morte” à gauche, de forme triangulaire, se déplaçant avec la
paroi mobile, zone qui n’apparâıt pas avec les disques. La formation de plis concentriques
se fait très proche de la paroi avec les disques et après la zone morte pour les polygones.
La géométrie moins régulière des polygones est favorable à la création d’arches pouvant
entrâıner des blocages. Les déformations sont alors beaucoup moins souples, expliquant le
côté anguleux des plis et micro-failles dans l’échantillon de polygones.
Pour nous plonger un peu plus en détail dans cette comparaison nous regardons l’évolution
de l’orientation des normales au contact dans une portion de l’échantillon pour les deux
types d’échantillons (figure 7.10) ainsi que l’orientation de la contrainte principale dans
cette même zone (figure 7.11). La zone étudiée, fixe, est la zone où se trouve, en fin
de simulation, les plis concentriques. On représente à quatre instants de la simulation
l’orientation des contacts : à 25, 50, 75 et 100% de la simulation. L’évolution est assez
similaire pour les deux échantillons. A 25% de la simulation, la zone est peu affectée
par le déplacement de la paroi (encore moins avec les disques qu’avec les polygones), et
l’orientation des contacts garde la signature du dépôt. Après 50% de simulation la zone
est affectée par le déplacement de la paroi et les contacts viennent s’orienter de façon à
faire opposition à la paroi. Les facettes des polygones induisent une direction principale du
tenseur de texture plus importante que pour les disques. En fin de simulation les contacts
sont en majeure partie horizontaux. Toutefois la direction principale est beaucoup plus
marquée pour l’échantillon composé de polygones qui est sensible à la poussée de la paroi
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beaucoup plus rapidement que l’échantillon composé de billes. Les réarrangements sont
beaucoup moins faciles avec les polygones. Les billes pouvant mieux se réarranger, les
contacts pointent moins vers la paroi mobile.

25% 50% 75% 100%

25% 50% 75% 100%

Disques

Polygones

Fig. 7.10 – Evolution de l’orientation des normales au contact dans une portion de
l’échantillon pour les deux types d’échantillons.

Nous évaluons également la première direction principale du tenseur de contrainte σ dont
l’évolution est représentée sur la figure 7.11. On retrouve un comportement similaire à
l’orientation principale du tenseur de fabrique : la direction de sollicitation est proche de
l’horizontale, le réseau de contacts s’opposant au sens de progression de la paroi.
Le comportement mécanique (tenseurs de fabrique et de contrainte) du matériau présente
donc de fortes similitudes malgré la différence de géométrie. Cependant celle-ci influence
énormément le profil des plis et de l’échantillon. Ainsi même si à l’intérieur d’une zone
on retrouve des comportements similaires, à l’échelle globale les comportements sont
différents.
Le choix de la géométrie semble donc important, celui-ci pilotant certains mécanismes.
Ceci étant, pour une première approche, nous allons nous affranchir d’une géométrie poly-
gonale, pour se focaliser sur des échantillons de disques, étant maintenant conscients des
différences pouvant se produire. L’influence du frottement n’a pas été étudié dans le détail,
mais c’est également un paramètre important à prendre en compte.



7.3. PROPAGATION DE FAILLES 145

0 20 40 60 80 100
ε(%)

π/2

3π/4

π

θ

disques
polygones

Fig. 7.11 – Evolution de la direction principale du tenseur de contrainte σ pour les deux
échantillons.

7.3 Propagation de failles

7.3.1 Modèle

La compréhension du développement de failles dans les structures géologiques est l’une
des préoccupations des géophysiciens s’intéressant aux mouvements des plaques tecto-
niques. On trouve ainsi quelques modèles pour décrire le développement des failles et
le comportement du milieu autour de celles-ci. Un des premiers modèles est le modèle
”Parallel-Kink” introduit par Suppe (1990), décrivant la faille essentiellement par des
droites parallèles. Le modèle ”Tri-shear” est introduit par Erslev peu de temps après
(1991). De nombreuses extensions sont portées à ce deuxième modèle, plus pertinent que
le premier [73]. Le modèle ”Tri-shear” consiste à partager la région de la faille en trois
parties (c.f. figure 7.12).

I

III

II

III

q=0

q=cte
.

.

.
div(q)=0

III

Fig. 7.12 – Modèle ”Tri-shear” : décomposition géométrique de la zone de faille. La partie
I possède un mouvement de solide rigide donc la vitesse est celle de la propagation de la
faille. La zone III a une vitesse nulle. Le champ de vitesse de la zone II satisfait à la
continuité du champ de vitesse global.
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De nombreuses hypothèses sont faites sur le matériau de la zone II : l’invariance du vo-
lume (ρ = cte) conduisant à l’équation div(q̇) = 0, la vitesse le long de la paroi gauche
est constante et égale à la vitesse de propagation de la faille et la vitesse le long de
la paroi droite est nulle. D’autres hypothèses peuvent être faites pour reconstruire la
zone de faille : on trouve différentes approches dans [58]. D’un point de vue numérique,
ce sont essentiellement des approches par éléments finis qui sont utilisées [28, 73, 137]
fournissant des résultats pertinents avec les observations des structures naturelles. Plus
récemment des méthodes par éléments discrets ont été utilisées [25, 49], permettant de
prendre en compte les dislocations locales, difficiles à capturer en éléments finis. Nous al-
lons prendre également cette voie. Nous présentons tout d’abord la méthodologie utilisée
dans les différentes simulations, puis les simulations effectuées, illustrées par différents
clichés, puis nous terminerons par une discussion sur l’éventuel apport de notre méthode
au modèle Tri-shear.

7.3.2 Méthodologie

Nous avons modélisé une bôıte rectangulaire de 150 m de long sur 15 m de hauteur,
remplie par des disques polydisperses de rayon moyen 0.20 ± 0.06 m. Le frottement entre
grains est pris égal à 0.4. Le procédé consiste à soulever une partie de la boite afin de créer
une faille dans la zone centrale de l’échantillon, aboutissant ainsi à une zone surélevée. Le
déplacement est effectué à vitesse constante. La simulation comprend 2 000 pas de temps
de longueur ∆t = 3. 10−2 sec. On utilise pour la simulation l’algorithme PCPG (pour une
précision de 1.66 10−4), exécuté en parallèle sur 16 processeurs sur SGI Origin3800. En uti-
lisant l’algorithme CPG sur 16 processeurs, le temps de simulation est relativement court
(moins de 5h) allant dans le sens de l’étude numérique effectuée au chapitre 4. Remar-
quons que nos temps de simulations sont plus courts que ceux obtenus dans les simulations
effectuées dans [49] en utilisant l’approche DEM, et ceci malgré un nombre de particules
2.5 fois plus important. Rappelons que la démarche NSCD permet d’appréhender en outre
en toute rigueur les efforts de contact non réguliers. Lors des différentes simulations, nous
récupérons plusieurs configurations du système afin d’en analyser son évolution. On donne
à l’angle d’avancée du plateau montant les valeurs 30◦, 45◦, 60◦ et 80◦. La composante
horizontale vaut respectivement 0.2806, 0.1625, 0.09382 et 0.02806 m.s−1. La composante
verticale de la vitesse de propagation de la faille est égale à 0.1625 m.s−1 pour les quatre
simulations. Le tableau 7.1 présente un récapitulatif des différents paramètres et temps de
calculs obtenus pour les différentes simulations.

7.3.3 Analyses

Pour observer l’évolution de la zone II décrite dans le modèle Tri-shear, à différents
instants de l’évolution de la faille nous localisons les particules dont la vitesse est supérieure
à 1.01 fois la vitesse de propagation de la faille (points rouges) ainsi que les particules
dont la vitesse est quasi nulle (0.05 fois la vitesse d’avancée) et inférieure à 0.99 fois la
vitesse de propagation (points noirs). Par ce procédé nous espérons faire apparâıtre la zone
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Simulation < it > Temps CPU solveur

Faille-θ = 30 260 4h44 (75h34min) 42.3%
Faille-θ = 45 222 5h00 (78h40min) 33.2%
Faille-θ = 60 183 4h25 (69h55min) 26.2%
Faille-θ = 80 168 3h57 (63h00min) 29.8%

Tab. 7.1 – Temps de calcul des différentes simulations effectuées sous SGI −Origin3800
(P = 16)

décrite par le modèle. Nous avons représenté la surface libre de l’échantillon par une ligne
pointillée. L’axe d’avancée de la faille est signalé par la ligne mixte.

Pour les différentes simulations, nous constatons que la zone ”en mouvement” (différent
du solide rigide) correspond à une zone plus ou moins triangulaire dont l’un des sommets
est proche de l’angle d’avancée du bloc supérieur (c.f. figure 7.13 et 7.14). La taille de
la zone est plus ou moins grande, certains réarrangements dans le bloc supérieur peuvent
entrâıner des fluctuations de vitesse. Si l’on se restreint à une zone proche de la faille, nous
trouvons également des zones où les particules ont une vitesse supérieure à la vitesse de
propagation, phénomène non observable dans les modèles par éléments finis. Ce phénomène
correspond à des amas de particules qui se décrochent du bloc soulevé et se déplacent en
direction du bloc abaissé. En chute libre leur vitesse va devenir supérieure à la vitesse
du bloc soulevé puis chuter pour atteindre une vitesse moindre. On retrouve ainsi les
décrochements souvent observés dans les zones faillées et les affaissements se produisant
dans les structures géologiques. Les décrochements sont d’autant plus importants que
l’avancée de la faille est importante ; ce phénomène est observé plus particulièrement pour
les grandes déformations. Le dénivelé entre le bloc soulevé et le bloc abaissé augmentant,
l’angle de surface libre de la zone II devient plus important, rendant la zone instable et
facilitant ainsi les décrochements. Pour les angles importants (c.f. figure 7.14) nous pouvons
également observer des décrochements à l’intérieur de la zone II. Les affaissements sont
liés à des réarrangements des particules en profondeur, créant des zones moins denses
dans lesquelles les particules supérieures peuvent s’engouffrer. On peut alors observer
des successions de réarrangements jusqu’à obtenir une stabilisation des zones affectées de
l’échantillon.

Nous effectuons un zoom à l’intérieur d’un des échantillons (α = 60◦) afin d’observer
localement l’évolution des grains. Le zoom est représenté par la figure 7.15 capturant un
instant typique de la simulation (Nstep = 1400). On représente sur la figure deux lignes
séparatrices séparant la zone triangulaire du bloc soulevé ayant un mouvement de solide
rigide (ligne séparatrice 1 - LS1) et du bloc abaissé ayant une vitesse nulle (ligne séparatrice
2 - LS2). La direction de propagation de la faille est également représentée. On représente
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Fig. 7.13 – Evolution de l’échantillon pour une avancée suivant un angle α = 30◦(haut) et
α = 45◦(bas). Les différents clichés correspondent à 10%(a), 40%(b), 70%(c) et 100%(d)
de temps de simulation.

ensuite le champ de vitesse instantanée des particules, affiché en échelle logarithmique.
Les particules à gauche de LS1 possèdent toute une vitesse colinéaire à la vitesse de
propagation de la faille de même intensité. A droite de LS2, les particules ont toutes de
très faibles vitesses. Leur direction ne les pousse pas vers la droite mais en direction de la
faille, créant une zone de ”turbulence” proche de LS2. Dans la zone triangulaire, la vitesse
des particules n’est plus uniforme. On observe à la surface libre des particules ayant une
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Fig. 7.14 – Evolution de l’échantillon pour une avancée suivant un angle α = 60◦(haut) et
α = 80◦(bas). Les différents clichés correspondent à 10%(a), 40%(b), 70%(c) et 100%(d)
de temps de simulation.

vitesse supérieure à la vitesse de propagation de la faille. Ces particules ont un mouvement
parallèle à la surface libre. A l’intérieur de la zone, la direction des vitesses des particules
est plus hétérogène, mais favorise la direction d’avancée de la faille.
Avant de conclure nous regardons plus en détail les échantillons, en se fixant sur différentes
zones de celui-ci. Pour cette étude nous regardons les échantillons en fin de simulation
et nous faisons des zooms sur différentes zones de l’échantillon comme représentées sur
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ligne séparatrice 2

direction de propagation
de la faille

Fig. 7.15 – Champs de vitesses de la faille d’angle de propagation α = 60◦ pris à 70% de
de temps de simulation.

la figure 7.16 pour lequel α = 80◦ : cet échantillon nous sert d’exemple illustratif (les
résultats sont similaires pour les autres échantillons moyennant l’angle de la faille).

2

1

C

B
A

Fig. 7.16 – Localisation des zones d’études de l’échantillon α = 80◦.

Pour chaque zone nous déterminons l’orientation des normales au contact en début et fin de
simulation. La figure 7.16 collecte les différents résultats. Les courbes noires représentent
l’orientation des contacts en début de simulation et les rouges l’orientation en fin. Les
zones 1 et 2 qui sont situées en amont et aval de la faille ne sont pas affectées par la
faille, excepté la zone 1 qui subit un mouvement de solide rigide. Ces deux zones restant
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invariante au cours de la simulation nous pouvons regarder l’évolution des quantités qui
leurs sont rattachées. La compacité des deux zones reste constante au cours de la simulation
(0.82 pour les deux zones) ainsi que les contraintes principales du tenseur de contrainte
notées respectivement σ1 et σ2 : le rapport q/p est égal à 0.33.
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Fig. 7.17 – Orientation des normales aux contacts en début et fin de processus dans les
zones 1 et 2 représentées sur la figure 7.16.

Les zones A, B et C plus proches de la faille sont étudiées uniquement en fin de simulation.
Pour chaque zone, nous représentons l’orientation des normales aux contacts et la direction
principale des contraintes (figure 7.18). Les zones B et C situées respectivement à gauche
et à droite de la faille gardent, malgré leur proximité, la signature du dépôt comme les
zones 1 et 2. La direction principale des contraintes θ1 associée à σ1 a un angle de 131◦

pour la zone C et de 123◦ pour la zone B. La zone C, située en contre-bas, porte plus de
charge que la zone B. La contrainte principale de la zone C est supérieure de 15% à celle
de la zone B.

La direction principale de la zone A, chevauchant la faille, est voisine de celle de la zone C
(θ1 = 129◦). La zone étant soumise à des déformations (écoulements de surface) beaucoup
plus importantes que les autres zones, la compacité y est moins importante ainsi que les
contraintes (quatre fois moindre que les contraintes en amont et aval). Le développement
de la faille affecte peu le milieu autour duquel elle se propage. Dans la zone de propagation
le milieu se réarrange afin de supporter au mieux les déformations engendrées. La faille
crée une zone fragile, la zone triangulaire, de faible compacité (environ de 0.7) dont les
contacts sont orientés suivant l’angle de surface libre.
Les résultats obtenus présentent des similitudes avec les simulations numériques par élé-
ments discrets [49] mais également par éléments finis [28, 73]. Par notre approche nous
sommes aptes à capturer les réarrangements locaux et les crises dynamiques locales. Nous
pouvons également venir étudier la structure en analysant les contraintes, la texture ainsi
que la compacité.
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Fig. 7.18 – Zoom sur l’échantillon θ = 80◦ en fin de simulation. Le réseau des contacts
est représenté ainsi que l’orientation des normales aux contacts dans les zones A, B et C.
La direction des contraintes principales est également indiquée sur la figure pour chaque
zone.

7.4 Formation de plis

7.4.1 Entrée en matière

La part de l’observation en géophysique est très importante. Les observations effectuées
sur le terrain guident toutes les recherches pouvant être effectuées expérimentalement, ana-
lytiquement et/ou numériquement. Les observations se font en général sur des structures
ayant subi des éboulements, des glissements de terrains, des subductions ou tout autre
phénomène dont les traces restent visibles sur les structures naturelles actuelles. Parmi
ces traces visibles l’apparition des plis, liée la plupart du temps à des convergences de
plaques, est l’une des plus spectaculaires, pouvant se combiner à la formation de failles.
En laboratoire la mise en place de dispositifs tels que les boites à sables (figure 7.4)
permet de comprendre la formation des plis en reproduisant à petite échelle (le cm) ces
phénomènes de grande taille (le km).
D’un point de vue numérique l’observation de ces phénomènes demande plusieurs choses.
Le modèle doit permettre de capturer les réarrangements locaux, sans connâıtre a priori le
comportement du milieu : une approche par éléments discrets est donc la mieux adaptée.
Le nombre de particules en hauteur doit être assez conséquent, pour pouvoir observer fine-
ment l’évolution des strates tout au long du processus. Suivant les dimensions de la boite
utilisée, ce nombre peut devenir très vite important (> 40 000) pouvant ainsi entrâıner des
calculs coûteux. Cependant avec une telle approche, en plus des observations topologiques,
nous pouvons compléter l’étude grâce à un traitement de données mécaniques au niveau
local (contraintes, texture).
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Fig. 7.19 – Boite à sable numérique composée de 43 000 particules.

Nous avons donc modélisé une boite à sable d’un kilomètre de long (figure 7.19). La par-
tie gauche est constituée d’une butée faisant un angle de front initial de 10◦ et occupant
une longueur de 300 m. L’échantillon est coloré en couches. Les différentes couches ont
toutes les mêmes propriétés mécaniques. Le frottement entre particules est égal à 0.4.
La paroi de gauche est ensuite animée d’une vitesse constante. Une évacuation est faite
au pied de la paroi permettant ainsi aux particules de ne pas se retrouver coincées dans
l’angle d’avancée, zone pouvant vite devenir un ”nid” à violations et détruire la qualité
de la simulation. Le processus prend fin après un déplacement total de la paroi de 300 m.
La simulation est effectuée en 90h sous SGI Origin 3800 avec 16 processeurs utilisant
l’algorithme introduit au chapitre 4.

7.4.2 Observations

Nous représentons sur la figure 7.20 différentes étapes de la simulation. L’image du
haut nous permet de voir l’évolution des strates après un raccourcissement de 75m.

A chaque image, l’échantillon subit un incrément de déplacement de 75m. A droite de
chaque image, la position du front de la butée est précisée correspondant à la longueur de
de la butée (distance du front à la paroi). Lorsque l’incrément de déplacement ∆x est égal
à 75m, on observe la formation des premiers plis concentriques déjetés. Pour ∆x égal à
150m, le raccourcissement crée une faille inverse de flan avant dans la zone où les premiers
plis se sont formés. La longueur de la butée décrôıt, dû au chevauchement engendré par la
faille : la partie à gauche de la faille chevauche la partie droite de sorte que l’extrémité de
la butée n’est que peu affectée par l’avancée de la paroi. Ceci a pour conséquence de faire
crôıtre l’angle de front. Pour ∆x égal à 225m, la faille inverse n’évolue plus (la structure
est globalement invariante), subissant simplement un mouvement de solide rigide. On ob-
serve la formation de nouveaux plis concentriques en aval de cette faille. Le front s’éloigne
de la paroi tandis que l’angle de front reste constant. Sur la dernière image, i.e. pour ∆x
égal à 300m, nous devinons la formation d’un nouveau pli en aval entrâınant une légère
déformation des plis en amont de celui-ci.

En nous attardant sur l’échantillon en fin de processus, nous pouvons remarquer la for-
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Fig. 7.20 – Echantillon à différents stades de la simulation.

mation de différentes structures que nous soulignons (zones 1, 2, 3, 4 et 5) sur la partie
haute de la figure 7.21. Le premier type de structure observé est constitué de plis parallèles
(zone 1). Cette zone est la plus proche de la paroi. Le poids de la butée faisant pression
sur le fond de l’échantillon, cette zone ne subit pas de grande déformation. Lorsqu’une
faille se crée (souligné en noir sur la figure), la structure glisse sur le bloc inférieur de la
faille en se déformant d’un angle de 40◦ tout en gardant les strates parallèles. Lorsque les
forces s’opposant au mouvement deviennent moindre la structure locale reprend un angle
d’avancée plus aigu (moins de 10◦). La zone 2, marquée par une ligne mixte, correspond
à un plan de faille séparant la structure 1 et le reste de l’échantillon. A droite de la zone
2, le milieu vient s’écraser et s’aplatir donnant au plan de faille une légère courbure. La
structure sous le plan de faille se trouve coincée et contrainte à avancer dans le mouvement
engendré par la paroi. On remarque que cette zone de l’échantillon correspond au modèle
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Fig. 7.21 – Echantillon en fin de processus : en haut les différentes structures formées
durant la simulation sont marquées ; en bas zoom sur quatre zones étudiées le long du
processus.

de faille proposé par Suppe et repris par Hardy [57], qui se développe ici à l’intérieur de la
structure et non à la surface libre. Les structures 3, 4 et 5, apparaissant à droite du plan
de faille, correspondent à des micro-failles et des initiations de faille. La déformation du
milieu dans son état final ne nous permet pas d’en dire d’avantage.

En plus d’une analyse en fin de déformation, il est intéressant de regarder l’évolution
de zones situées à l’intérieur de l’échantillon. Pour cela nous avons marqué cinq zones
différentes se déplaçant avec la paroi mobile. En fin de processus les cinq zones occupent
les places montrées sur la partie du bas de la figure 7.21. Pour chaque zone, pour différents
instants nous évaluons la direction principale des tenseurs des contraintes σ et de fa-
brique Φ (figure 7.22) ainsi que la composante de pression p (figure 7.23). Pour les quatre
premières zones, la direction principale des deux tenseurs est comprise entre 140◦ et 180◦.
Dans la première zone, la direction principale du tenseur de fabrique n’évolue pas, restant
proche de 150◦. Celle du tenseur de contrainte fluctue autour de cette valeur avec des
écarts pouvant atteindre 10◦ (en moins). Dans la zone B, localisée sur la faille inverse,
l’évolution des directions est croissante et quasi-monotone. La direction principale du ten-
seur des contraintes est légèrement plus grande que celle du tenseur de fabrique. Dans les
zones C et D, le comportement n’est plus monotone. Dans les zones situées en aval de la
faille inverse, les directions principales subissent une brusque variation après un incrément
de 120m (création de la faille inverse), instant à partir duquel les évolutions devient crois-
santes et monotones, avec cependant quelques fluctuations dans la direction principale du
tenseur de contraintes dans la zone C, liées aux observations faites précédemment sur la
figure 7.20. La zone E beaucoup plus en aval, garde la signature du dépôt sous gravité
(θ = 60◦/120◦), mais le mouvement en amont rend la structure instable, faisant prendre
aux directions principales tantôt la valeur 60 tantôt la valeur 120. De plus les deux direc-
tions sont en déphasage, de sorte que lorsque la direction principale des contraintes est
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Fig. 7.22 – Evolution de la direction principale des tenseurs de contrainte σ et de fabrique
Φ pour les zones A, B, C, D et E de la figure 7.21.

égale à l’une des deux valeurs, la direction principale de la texture est égale à l’autre.

Pour clore cette étude nous regardons l’évolution de la pression à l’intérieur des différentes
zones (adimensionnée par ρgd) ainsi que le rapport q/p. Ce dernier reste constant dans la
zone E, autour de 0.1 et fluctue faiblement pour les autres zones, autour de la valeur 0.3.
Dans les zones A, B et C la pression augmentent faiblement lors du raccourcissement : la
valeur de la pression est d’autant plus importante que la zone est proche de la paroi. Ceci
s’explique par la butée qui exerce une force sur le fond de l’échantillon plus importante
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Fig. 7.23 – Evolution de la pression p dans les différentes zones de l’échantillon. En encart
évolution du rapport q/p.

près de la paroi. Dans la zone D, la pression est relativement faible dans la première par-
tie de la simulation (p/ρgd ≈ 40) et subit une augmentation constante dans la deuxième
partie dû à l’arrivée de matière apporté par le mouvement de la paroi. Dans la zone, E
p/ρgd reste constant autour de 20 correspondant au nombre de particules en hauteur. La
zone E n’est pas sous l’influence de l’avancée de la butée.

7.4.3 Conclusion

Sur l’ensemble des études de ce chapitre des simulations avec un plus grand nombre de
particules ont été réalisées, mais les calculs étant plus longs , moins de paramètres ont pu
être testés à ce jour. Le fait de pouvoir simuler des échantillons de tailles conséquentes nous
permet d’observer numériquement, des phénomènes proches de ceux observés expérimen-
talement et dans les structures naturelles. Cette approche n’est pas uniquement visuelle,
mais nous permet d’aller regarder l’évolution de grandeurs locales comme le tenseur des
contraintes et la texture. Il peut être intéressant de regarder d’autres grandeurs comme
la compacité et la coordinence et essayer également de définir une notion de déformation
locale pour nos échantillons. Quoi qu’il en soit l’outil de simulation est au service de la
communauté géophysicienne qui pourra certainement l’exploiter plus efficacement. Nous
pensons cependant que cette première étude de béotien montre les potentiels du logiciel
et des post-traitements qui lui ont été associés





Chapitre 8

Aujourd’hui et demain :
numérique et granulaire

Notre travail, présenté dans ces quelques pages, s’inscrit dans le cadre de la simulation
numérique des milieux granulaires. L’outil numérique est d’un intérêt certain pour l’étude
de ces milieux et de nombreuses méthodes sont proposées. Parmi ces méthodes l’approche
NSCD dont nous nous servons, a montré à de nombreuses reprises son efficacité par
un traitement rigoureux du contact (sans régularisation). Jusqu’à présent cette méthode
bénéficiait d’un algorithme de type Gauss-Seidel non linéaire dont la convergence est lente,
en particulier lorsque le nombre de particules à modéliser est grand : cette situation ce
produit lorsque l’on veut observer des phénomènes locaux dans de grandes structures sans
connaissance a priori du comportement global du milieu.

Dans le but d’améliorer le temps de calcul, apparaissant comme l’un des principaux han-
dicaps dans les simulations numériques, nous avons développé et mis en place différentes
techniques aussi bien séquentielles que parallèles. Présentées dans le chapitre 3, elle nous
permettent d’améliorer le temps CPU nécessaire aux simulations tout en continuant de
bénéficier de la robustesse de la méthode NSCD. Les perturbations numériques engendrées
par le traitement parallèle sur l’algorithme NLGS ne modifient pas le comportement
mécanique global de nos échantillons, garant de la qualité des solutions. Une étude quan-
titative nous permet de déterminer, pour un type de simulation donné, la méthode la plus
favorable à utiliser en fonction du nombre de processeurs à notre disposition. Différentes
architectures de calculateurs ont également été utilisées afin d’évaluer l’influence de celles-
ci sur les différentes techniques mises en place.

Outre des développements informatiques, la mise en place d’un solveur de type Gradient
Conjugué a été réalisée, solveur auquel le chapitre 4 est dédié. Connu pour être plus ra-
pide que Gauss-Seidel pour des problèmes linéaires (si tant est qu’il soit préconditionné),
il s’avère être un bon candidat pour obtenir une convergence plus rapide. Quelques adap-
tations au schéma général d’un algorithme d’optimisation ont été introduites et jus-

159
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tifiées pour prendre en compte le caractère non associé du contact frottant. Il s’avère
que cette propriété ne gène pas la convergence (excepté pour de forts coefficients de frotte-
ment). Cet algorithme possède un caractère global (traitement simultané de l’ensemble des
contacts) contrairement à l’algorithme NLGS qui lui présente un caractère local (contact
par contact). Ce caractère lui confère quelques avantages dont une convergence rapide
soulignée à différentes reprises dans une étude quantitative et qualitative. Nous pointons
également les applications pour lesquelles nous pouvons bénéficier pleinement des perfor-
mances de ce nouvel algorithme. Les produits matrice-vecteur ainsi que les projections
pouvant être effectuées composante par composante permettent un traitement parallèle
immédiat qui donne des résultats concordants à nos attentes.

Les développements effectués dans un cadre bidimensionnel s’étendent plus ou moins bien
aux problèmes tridimensionnels. L’extension du solveur NLGS ainsi que ses différentes
implémentations (séquentielles et parallèles) se fait de façon quasi-immédiate en utili-
sant un algorithme de Newton pour la résolution du problème de contact frottant local.
Pour des géométries particulières comme les sphères, une technique plus rapide fournis-
sant des résultats équivalents peut être mise en place. Le passage 2D/3D des techniques
d’implémentation ainsi que de la version parallèle ne présente aucune difficulté, mais sou-
ligne le problème de l’espace mémoire lors du traitement de gros calculs devenant vite
incontournable. Le caractère non polyédrique du cône de Coulomb rend l’extension du
CPG plus délicate, en particulier la définition des projections des gradients. Différentes
stratégies ont été testées, fournissant des résultats plus ou moins concluants suivant la
méthode. Toutefois, la convergence reste meilleure que NLGS mais avec un gain qui est
moindre qu’en 2D.

Le choix des deux applications, écoulements granulaires et évolutions quasi-statiques, met-
tant en jeu un nombre important de particules sur de long processus, a été motivé par
une volonté de souligner la diversité du comportement des milieux granulaires, tantôt
liquide tantôt solide. Mais malgré leur comportement différents, les deux types d’appli-
cations mettent en jeu des milieux denses où la notion de système multi-contact prend
tout son sens. Dans une première partie nous avons ainsi pu enrichir les informations sur
les écoulements en tambour tournant en mesurant et analysant des données impossibles à
obtenir expérimentalement, ceci après avoir vérifier la concordance des profils mesurables
expérimentalement et numériquement. Les premiers résultats 3D sont encourageants nous
incitant à poursuivre ces investigations. Ces résultats soulignent l’importance de traiter
rigoureusement les problèmes de contact locaux pour retrouver un comportement global
cohérent. Nous avons pu également entreprendre dans une seconde partie une étude näıve
des mouvements tectoniques en analysant différents paramètres et en étudiant deux types
de mouvement : les propagations de faille et les raccourcissements. Nos outils semblent
permettre une analyse fine et poussée, pouvant se révéler très efficace dans les mains ex-
pertes des géophysiciens. Grâce aux développements numériques, les temps de calculs ne
se présentent plus comme un handicap insurmontable puisque la combinaison optimisation
algorithmique et informatique s’avère relativement efficace (CPG parallèle).
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Nous proposons dans cette dernière partie quelques études prospectives entreprises au
cours de nos travaux et qu’il nous semble intéressant d’intégrer dans ces quelques pages.
Nous présentons en quelques mots les différents contextes, les avancées dans chaque do-
maine ainsi que les axes qui nous semblent intéressants de développer.

Réseaux faible et fort

Des études numériques sur les milieux granulaires ont permis de mettre en évidence
deux réseaux de contact, le réseau fort et le réseau faible, délimités par la force moyenne
dans l’échantillon [126]. Ces deux réseaux ont des propriétés différentes. Le réseau fort,
essentiellement constitué de contacts adhérents, joue le rôle de ”squelette” du milieu, les
efforts se propageant essentiellement à travers lui. Le réseau faible est beaucoup plus in-
stable ayant tendance à se comporter comme un fluide coincé dans les cellules formées par
le réseau fort. Les contacts du réseau faible sont essentiellement glissants. Dans le chapitre
4, nous avons mis en évidence l’influence du frottement sur la convergence des algorithmes,
beaucoup plus forte pour le CPG que pour NLGS. Pour poursuivre cette étude dans le cas
d’un réseau bimodal, nous avons tenté d’évaluer les fluctuations dans les différents réseaux
en fonction du frottement inter-grains. Les figures 8.1 et 8.2 nous permettent d’observer
respectivement l’évolution du nombre de changements de statut au cours des itérations
pour les algorithmes NLGS et CPG.
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Fig. 8.1 – Changement de statut au cours des itérations NLGS pour différents coefficients
de frottement : µ = 0.0 (a), µ = 0.2 (b), µ = 0.4 (c) et µ = 0.8 (d).
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Fig. 8.2 – Changement de statut au cours des itérations CPG pour différents coefficients
de frottement : µ = 0.0 (a), µ = 0.2 (b), µ = 0.4 (c) et µ = 0.8 (d).

Le premier constat au regard de ces figures est le faible nombre de changements de statut
dans le réseau fort, ceci indépendamment de l’algorithme utilisé. Le nombre de change-
ments reste relativement constant et peu élevé pour l’algorithme NLGS (inférieur à 10).
Pour l’algorithme CPG, ce nombre plus important pour de faible valeur - nulle comprise -
du frottement, diminue et se stabilise pour des valeurs plus grandes. Dans le réseau faible
le comportement est différent. Le nombre de changements de statut est beaucoup plus
important, avec une tendance à la décroissance et ceci jusqu’à convergence. Les fluctua-
tions sont beaucoup plus importantes avec CPG que NLGS. Il semble donc que ce soit ces
fluctuations sur le réseau faible qui pilote la convergence.
Nous pouvons également regarder en parallèle l’évolution des critères de convergence, des
changements de statut dans les différents réseaux et du nombre des différents statuts. La
figure 8.3 présente ce parallèle pour les algorithmes NLGS et CPG pour un coefficient de
frottement de 0.2.

Les graphes du bas (évolution de nc) soulignent bien le fait que le réseau fort est essentiel-
lement composé de contacts adhérents. Nous nous apercevons que le réseau faible est com-
posé de contacts adhérents et de contacts glissants à proportion égale. Le phénomène le plus
intéressant vient dans l’observation simultanée de l’évolution des critères de convergence
et du nombre de changements de statut pour l’algorithme CPG. En effet leur évolution
sur le premier tiers est quasi-similaire : une décroissance prononcée sur les deux graphes.
Puis un changement brutal dans le réseau faible vient perturber la convergence, faisant
apparâıtre un saut dans l’évolution des critères. Après cette crise les courbes décroissent à
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Fig. 8.3 – Parallèle entre les critères de convergence (Mean pour em et Quad pour eQ), les
changements de statut dans les différents réseaux (ncs) et le nombre des différents statuts
(nc × 1 000).

nouveau jusqu’à convergence. Ainsi le phénomène se manifestant sur la figure 8.3 semble
souligner l’importance du réseau faible dans la convergence du CPG. Par quel moyen peut-
on alors contrôler ces variations ? Plusieurs axes sont envisageables comme par exemple
un couplage CPG/NLGS puisque le second semble moins sensible aux variations du réseau
faible, ou alors la mise en place d’un algorithme bimodal en résolvant successivement le
problème sur le réseau fort puis sur le réseau faible .

Fils et granulat : le Texsol

Le ”Texsol” [76, 94], mélange de sable et de fils synthétiques, est un matériau com-
posite utilisé pour construire des ouvrages de soutènement. Dans le début des années
90, de nombreuses recherches théoriques ont été réalisées afin de déterminer le compor-
tement mécanique d’un tel matériau. Avec les progrès des méthodes numériques dédiées
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aux éléments discrets, ils nous semblent intéressant de compléter les travaux déjà réalisés
par une étude numérique. Grâce à la méthode utilisée, implémentée dans la plateforme
logiciel LMGC90 [45], nous bénéficions d’un outil performant pour attaquer le problème
véritablement tridimensionnel que représente le ”Texsol”.

Fig. 8.4 – Echantillon de Texsol.

Le ”Texsol” comportant une majeure partie de sable, une approche par éléments discrets
nous semble intéressante. Un point délicat est le grand nombre de particules à traiter. Pour
donner un ordre de grandeur, pour du sable de 200 µm de diamètre, il faut plus de 200 000
particules pour modéliser 1 cm3. On peut voir sur la figure 8.4 un volume élémentaire
(représentatif ?) de 20 000 particules (seulement ! ?). Outre le grand nombre de particules,
le point le plus délicat reste la modélisation des fils synthétiques.

Fig. 8.5 – Des fils vus comme des châınes de billes.

Une étude préliminaire sur des échantillons 2D a été réalisée pour essayer de déterminer
la modélisation la plus probante pour le fil [111]. Les différentes modélisations consistent
à voir le fil comme une châıne de billes reliées par des lois d’interaction à distance (figure
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8.5). Des lois élastiques pouvant travailler en traction et/ou compression ainsi que des lois
bilatérales ont été testées. Ces dernières apparaissant comme moins sensibles que les lois
élastiques qui ont tendance à propager une onde et à rendre instable notre système. La
figure 8.6 illustre le comportement des itérations pour un essai biaxial piloté en force ef-
fectué sur trois types d”échantillon : le Texsol 1 utilisant une loi bilatérale pour modéliser
le fil, le Texsol 2 utilisant une loi bilatérale modifiée permettant le rapprochement des
billes du fils et le Sable pour échantillon témoin.
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Fig. 8.6 – Evolution des itérations lors d’un essai bi-axial pour trois types d’échantillon.

Il est curieux de voir que la convergence se passe mieux pour les échantillons de Texsol
1 et 2 que pour le sable seul. Ce phénomène est relié au fait que pour le sable, qui subit
une déformation beaucoup plus grande que le Texsol, les réarrangements sont beaucoup
plus nombreux et donc la stabilisation de l’échantillon nécessite un plus grand nombre
d’itérations. Les courbes de la figure 8.7 soulignent cette différente de comportement pour
les différents échantillons.

Les fils fournissant une tenue mécanique plus importante, réduisent le nombre de réarran-
gements à l’intérieur de l’échantillon entrâınant également une stabilité dans le nombre
d’itérations moyen. La crise au niveau des itérations cöıncide avec la diminution de la
compacité et l’augmentation de l’énergie cinétique. Le travail préliminaire effectué dans
[111] est donc à poursuivre et à étendre au 3D, dimension permettant de prendre correcte-
ment en compte l’enchevêtrement des fils. Les techniques informatiques et algorithmiques
développées nous permettrons de garder des temps de calcul raisonnables et pouvoir ainsi
effectuer des études paramétriques complètes.

D’autres perspectives ...

Nous venons de présenter les principaux axes que nous souhaitons explorer par la suite.
Ce ne sont pas les seules perspectives que nous avons, aussi bien d’un coté numérique que
d’un coté application. Dans le désordre on peut citer :
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Fig. 8.7 – Evolution de la compacité (gauche) et de l’énergie cinétique (droite) lors de
l’essai bi-axial effectué 8.6.

- la parallélisation des autres parties du code, en particulier la détection des contacts,
qui doit être abordée pour continuer de bénéficier des efforts réalisés sur le solveur. On
peut bénéficier pour ce travail de méthodes générales pré-existantes ou développer des
méthodes plus particulières à nos types d’applications.
- une combinaison d’algorithmes pour résoudre nos problèmes de contact frottant. On peut
concevoir par exemple un couplage NLGS et CPG où chaque algorithme opère sur l’une
des composantes de l’impulsion locale.
- le développement de préconditionneurs plus performants. Ceux-ci peuvent par exemple
prendre en compte la taille des particules, leur géométrie ou encore l’appartenance du
contact à l’un des deux réseaux, si l’on veut que le préconditionneur prennent en compte
l’information mécanique du système.
- l’extension du CPG à des lois plus complexes (cohésion, liaisons bilatérales). Ceci de-
mande une réflexion sur la formulation générale du problème et ainsi redéfinir les différentes
projections.
- l’approfondissement des applications mises en place avec notamment une exploitation
3D. Des confrontations directes avec les expériences peuvent être entreprises dans les deux
cas et des études paramétriques poussées peuvent aussi être effectuées.

Bien entendu on peut trouver d’autres types d’applications en mécanique des milieux gra-
nulaires, mais on peut également considérer l’exploitation de notre algorithme sur d’autres
problèmes de contact frottant.
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Ce travail est dédié à la simulation numérique des milieux granulaires denses dont les inter-
action sont régies par des lois de contact frottant. L’approche utilisée est la méthode Non
Smooth Contact Dynamics qui traite le contact sans régularisation numérique et utilise
un algorithme de type Gauss-Seidel. Pour diminuer le temps nécessaire aux simulations,
et mener des études paramétriques fines, nous avons procédé à plusieurs types d’optimisa-
tion numérique portant, dans un premier temps, sur la mise en oeuvre de différents types
d’implémentation exploitant ou non le calcul parallèle (optimisation informatique) puis,
dans un second temps, sur le développement d’un algorithme de type Gradient Conjugué
(optimisation algorithmique). Ces différentes stratégies se révèlent très efficaces nous per-
mettant de simuler plus rapidement des problèmes bi et tridimensionnels. Deux applica-
tions pointant sur la diversité de comportement des milieux granulaires (liquide/solide)
ont été abordées : une étude numérique sur les écoulements en tambour tournant ve-
nant compléter des résultats expérimentaux et une étude de mouvements tectoniques par
éléments discrets permettant de porter un nouveau regard sur les expériences analogiques
en ”bôıtes à sable” effectuées en géophysique.

Numerical Optimisation and Parallel Computing dedicated to the simulation
of bi and tridimensional particulate media

This work is devoted to the numerical simulation of dense granular media which inter-
act by frictional contact. We use the Non Smooth Contact Dynamics approach which
deals rigourously with contact problems and uses a classical Gauss-Seidel like algorithm.
To keep reasonable time of computation, we proceed to different kinds of optimisation. In
a first part we develop sequential and parallel implementations (informatic optimisation)
and in a second one we introduce a new algorithm based on a conjugate gradient method
(algorithmic optimisation). These strategies are efficient and allow to simulate faster gra-
nular systems with different and sometimes simultaneous behaviours from solid to liquid.
Simulations of flows in rotating drums complete the recent experimental investigations. A
numerical sandbox modelling is proposed for replacing analogic sandbox experiments used
in the study of tectonic movements.

Disciplines : Mécanique
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Calcul Parallèle, Gradient Conjugué, Tambour tournant, Boite à Sable
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