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INTRODUCTION

Le théoréeme fondamental de I’Arithmétique factorise tout nombre entier en
produit de nombres premiers. En théorie des groupes, le théoréme de Jordan-
Holder dévisse de nombreux groupes par leurs suites normales qui se raffinent
en suites de composition. Le dernier théoréme du chapitre 7 final de cette thése
dissocie toute extension de corps de degré fini par ses "tours d’élévation" qui se
raffinent en "tours de composition".

Le théme central de ce travail est donc celui de la dissociation des extensions
de corps. Nous prouvons que cette dissociation joue pour les extensions finies un
role analogue a celui de la factorisation pour les entiers.

Détaillons maintenant ce point de vue. Pour les groupes, on connait les deux
célébres théorémes suivants :

Théoréme de Schreier Deux suites normales d’'un méme groupe admettent
des raffinements équivalents.

Théoréme de Jordan-Hdélder Soit G un groupe admettant une suite de
composition.
(1) Toute suite normale stricte de G admet un raffinement qui est une suite de
composition de G.
(2) Deux suites de composition de G sont équivalentes.

La problématique, le questionnement de cette thése est de se demander s’il
existe pour les extensions de corps des analogues a ces deux profonds théorémes
qui révélent la structure des groupes.

Et dans 'affirmative, peut-on obtenir ces analogues a 'instar de la théorie des
groupes, c’est a dire de maniére intrinséque, en restant a ’'intérieur des extensions
considérées, par opposition a une approche extrinséque faisant intervenir leurs
clotures galoisiennes 7 Notre démarche se veut en effet effective, calculatoire, ce
qui exclut de procéder via les clotures galoisiennes, beaucoup trop grandes voire
inconnues en général.

Les extensions non galoisiennes peuvent étre considérées comme chaotiques.
Est-il possible "d’approximer" les extensions algébriques par exemple, ou tout au
moins certaines d’entre elles, par les extensions galoisiennes? Peut-on dissocier
ces extensions par leurs corps intermédiaires de fagon a constituer une tour qui
comporte le plus grand nombre possible de "marches galoisiennes" ?
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Dans |28|, Massy a introduit la notion de parallélogramme galoisien qui gé-
néralise celle d’extension galoisienne. Cependant, le théoréme final ne s’énonce
qu’en degrés finis. Pour ne pas limiter notre analogue du théoréme de Schreier
aux extensions finies, il a fallu, de maniére déterminante, utiliser certaines pro-
priétés des parallélogrammes galoisiens infinis. Leur étude est justement l'objet
du chapitre 1, ot nous présentons une théorie de Galois infinie en dimension 2 gé-
néralisant aux parallélogrammes de degré quelconque le théoréme de Krull pour
les extensions galoisiennes infinies.

Dés le chapitre 2, nous sommes amenés a définir précisément ce que sont les
tours de corps, les marches d’'une tour de corps, les tours galoisiennes :
Soit L/K une extension de corps. Une "tour (F') de L/K" est une suite finie
croissante {F;}o<;<m,m de corps intermédiaires entre K et L, telle que Fy = K et
F,=1L:

(F) K=FR<FR<---<F<Fy<--<F,=L

Nous disons que les extensions Fi1/F; (i = 0,...,m—1) sont les "marches" de la
tour (F). Nous appelons "tour galoisienne de L/K" une tour de L/K dont toutes
les marches sont galoisiennes. En reprenant le symbole de théorie des groupes
exprimant le fait d’étre "normal dans", nous écrirons les tours galoisiennes

(F) K=F<R<d---QF<dF,<---<4F, =L

Le but du chapitre 2 est d’introduire une généralisation de la notion d’exten-
sion galoisienne : celle d’extension galtourable. Il existe des extensions qui ne
peuvent se dissocier en une tour galoisienne : mis a part les extensions non galoi-
siennes de degré premier, c’est le cas par exemple pour Q(v/2)/Q. Nous appelons
"extension galtourable" une extension qui admet une tour galoisienne. Toute ex-
tension galoisienne est évidemment galtourable, la réciproque étant fausse. La
classe des extensions galtourables contient donc strictement celle des extensions
galoisiennes. Cependant nous parvenons a étendre aux extensions galtourables
les propriétés essentielles de la théorie de Galois générale classique. Par exemple :

Soient K/J et L/J deux extensions algébriques. Sous la seule condition que K
et L soient contenus dans un méme corps, on a l'implication

(L/J galtourable ) = (KL/K galtourable ) .

De méme, tout compositum d’extensions galtourables est galtourable. Précisé-
ment :

Quelles que soient les extensions galtourables K/J et L/J dont les sommets
sont contenus dans un méme corps, l'extension compositum K L/ J est galtourable.

Quand on empile deux extensions galoisiennes, on obtient une extension gal-
tourable non nécessairement galoisienne en général. La situation est différente
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avec les extensions galtourables. Précisément :

Pour toute tour K < L < M, avoir L/K galtourable et M /L galtourable im-
plique que M /K est galtourable.

Mentionnons que les extensions galtourables constituent une "généralisation
maximale" des extensions galoisiennes : une extension admettant une tour gal-
tourable est encore une extension galtourable.

Le chapitre 3, trés technique, est nécessaire pour parvenir a des démonstrations
rigoureuses dans la suite. Nous y introduisons, par analogie avec la théorie des
groupes, la notion de raffinement de tour de corps :

Soient L/K une extension algébrique, et

(F) K=FR<FR<-- <FK<Fy<--<F,=L
une tour de L/K.
(1) Nous appelons "raffinement de (F)" toute tour

(B) K=FE<E<-<E<En<--<E =L
de L/K vérifiant les deux conditions suivantes :

(RAF1) m<n.
(RAF2) 1l existe une suite finie d’indices
0<Jjo<p<-<Jm=n
telle que
Vie{0,...,m} F,=E,.
(2) Nous appelons "raffinement propre de (F)" tout raffinement (E) de (F) qui
vérifie la condition supplémentaire

(RAF3) Jje{l,....n—1} Vie{0,....,m} E;#F,.

(3) Nous disons que (E) est un "raffinement strict" de (F') si et seulement si ¢’est
une tour stricte.

(4) Nous disons que (F) est un "raffinement trivial" de (F') si et seulement si
c’est un raffinement de (F') non propre, autrement dit qui vérifie comme condition
supplémentaire la négation de (RAF3) précédente, i.e.

(RAFT) Vje{l,....n—1} 3ie{0,....m} E;=F,.

(5) Nous disons que (E) est un "raffinement galoisien" de (F') si et seulement si
c’est un raffinement de (F') qui vérifie la condition supplémentaire

(RAFG) Vje{l,....n—1} (Vie{o,....m} E #F)=E; ,<E,.

Nous démontrons en particulier qu’un raffinement galoisien d’une tour galoi-
sienne est encore une tour galoisienne (d’ot la terminologie).
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Le chapitre 4 énonce les premiers théorémes de dissociation. Nous définissons
tout d’abord les tours de composition galoisiennes et I’équivalence de deux tours
galoisiennes :

Soient L/K une extension galtourable et

(F) K=F<--.-<QF<...<F, =1L

une tour galoisienne de L/K.
(1) Nous disons que (F') est "une tour de composition galoisienne de L/K" si et
seulement si elle est stricte et n’admet aucun raffinement galoisien propre.

(2) Soit
(E) K:EoS]'“S]EjS]-“ﬁEn:L

une autre tour galoisienne de L/K. Nous disons que (F) et (F') sont "équiva-
lentes", et nous notons (E) ~ (F), si et seulement si elles ont méme nombre de
marches : m = n, et si, & permutation preés, les groupes de Galois de ces marches
sont isomorphes (topologiquement en degrés infinis) :

doesS, Vie {1, e, m = n} Gal(E/E_l) AN Gal(Eg(i)/EU(i)_l) .

Avec ces définitions, nous énoncons et prouvons les analogues suivants, pour
les extensions galtourables, des théorémes de Schreier et de Jordan-Holder :

Théoréme. (1° théoréme de dissociation)
Si L/ K est une extension galtourable, deuz tours galoisiennes de L/ K admettent
des raffinements équivalents.

Scholie. L’extension L/K peut étre ici de degré infini.

Théoréme. (3°"¢ théoréme de dissociation)

Soit L/ K une extension galtourable de degré fini.

(1) Toute tour stricte de L/K admet un raffinement galoisien qui est une tour
de composition galoisienne de L/K.

(2) Deuz tours de composition galoisiennes de L/K sont équivalentes.

Le deuxiéme théoréme de dissociation fournit une caractérisation des exten-
sions admettant une tour de composition galoisienne. On sait qu'un groupe ad-
met une suite de composition si et seulement s’il satisfait la condition de chaine
normale ; c’est en particulier le cas des groupes finis. Voici la version galoisienne
de ce résultat :

Théoréme. (2°"¢ théoréme de dissociation)
Une extension de corps admet une tour de composition galoisienne si et seulement
si elle est galtourable de degré fini.

Un autre paralléle avec les groupes est fourni par la notion de "galsimplicité".
En terme de dissociation, les extensions galsimples jouent le role des groupes
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simples en théorie des groupes. Nous appelons "extension galsimple" une exten-
sion L/K non triviale n’admettant aucune extension quotient galoisienne propre :

) Def, L+#K, VF K<F<ZL
(L/K galsimple) <= ( (F/K galoisienne) = (F = K ou F = L) ) '

On sait que pour qu’une suite normale de groupes soit de composition, il faut
et il suffit que chacun de ses facteurs soit simple. Voici la version galoisienne de
ce résultat :

Soit L/ K une extension galtourable quelconque. Pour qu’une tour galoisienne
de L/K soit de composition, il faut et il suffit que chacune de ses marches soit
galsimple.

Le chapitre 5 est essentiellement constitué d’exemples des notions précédentes.
I comporte également quelques propriétés des extensions galsimples qui nous
sont utiles dans les deux derniers chapitres.

Le coeur du chapitre 6 est le "théoréme M", di & Richard Massy. Celui-ci
montre qu’a toute extension finie est attachée un invariant, son "corps d’intou-
rabilité", au-delad duquel I’extension n’est plus galtourable :

Théoréme. (4°™¢ théoreme de dissociation)

Pour toute extension finie L/K , il existe un corps intermédiaire M et un seul
entre K et L, vérifiant a la fois les deux propriétés suivantes :

(1) L’extension M /K est galtourable ;

(2) La sous-extension L/M est soit triviale, soit galsimple non galoisienne.

Nous mettons en évidence le role central du corps d’intourabilité, noté M (L/K),
en prouvant deux maximalités : pour une relation d’ordre canonique, 1’extension
M(L/K)/K (resp. L/M(L/K)) se réalise comme l’extension quotient galtou-
rable (resp. la sous-extension galsimple non galoisienne) maximale de L/K. Nous
achevons le chapitre 6 en exhibant une large classe d’exemples de ce corps d’in-
tourabilité en termes de corps cyclotomiques.

Le chapitre 7 final est ’aboutissement des précédents. Nous y introduisons,
grace au corps d’intourabilité, la notion de "tour d’élévation" associée a une tour
de corps : elle fait correspondre canoniquement & toute tour de L/K une tour
galtourable de I'extension quotient galtourable maximale M (L/K)/K de L/K.
Nous avons noté horizontalement F' < E une extension galoisienne E/F'; notons
F < E lorsque E/F n’est que galtourable. Ceci permet d’écrire les tours d’éléva-
tion de M(L/K)/K :

Soit L/ K une extension finie quelconque. Toute tour

(F) K=FR<R<--<F<---<F,=1L
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de L/ K induit une tour galtourable constituée des corps d’intourabilité sur K de
chacun des corps de (F) :

K =M, :=M(h/K)s Mi=M(F/K)s s M :=MF/K)s ...
oS My = M(Fy/K) = M(LJK) .

Nous I’appelons "tour d’élévation de M (L/K),/ K associée a (F)"

Les tours d’élévation de I'extension L/K elle-méme s’obtiennent comme "tours
induites" des tours d’élévation de M(L/K) /K. Précisément :
Soient M un corps d’intermédiaire entre K et L : K < M < L, et

(B) K=E<E < - <E,=M
une tour de M /K. Nous appelons "tour de L/K induite par (E)", et nous notons
((E) -2 L) )
la tour de L/K définie de la facon suivante

B [ (E) siM =1L
((E) +L)-—{[(:E()gElg---gEsz<L si M #L

Soient L/K une extension finie et (F) une tour quelconque de L/K. Nous
appelons "tour d’élévation de L/K associée a (F)" la tour de L/K induite par la
tour d’élévation associée a (F') de 'extension quotient galtourable maximale de
M(L/K)/ K de L/K.

Ceci nous permet de définir des tours de compositions non nécessairement ga-
loisiennes :

Soit L/K une extension finie quelconque. Nous appelons "tour de composition
de L/K" toute tour d’élévation de L/K stricte qui n’admet aucun raffinement
galoisien propre.

Une caractérisation de ces tours de composition est la suivante :

Soient L/ K une extension finie et
() K=0C<---<(0;<...<C, =1L

une tour de L/K. On a léquivalence :
(C) est une tour de composition si et seulement si elle est induite par une tour
de composition galoisienne de l’extension quotient galtourable mazimale de LK.

Nous n’avons jusqu’ici défini ’équivalence de deux tours d’une méme extension
que lorsque ces tours sont galoisiennes. La définition ci-aprés de ’équivalence de
deux tours induites implique en particulier celle de 1’équivalence de deux tours
de composition non galoisiennes :

Soient L/K une extension finie quelconque, (T') et (T”) deux tours galoisiennes
de I'extension quotient galtourable maximale M (L/K)/ K de L/K. Nous disons
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que les tours induites de L/K par (T') et (1) sont équivalentes si et seulement
si les tours galoisiennes (T') et (7”) le sont au sens du chapitre 4 :
Déf,
(T) - L) ~ (T") --» L) = (I)~(T").
Ceci pour aboutir enfin a la généralisation aux extensions finies quelconques des
théorémes de dissociation obtenus au chapitre 4 pour des extensions galtourables :

Théoréme. (5°™¢ théoreme de dissociation)
Deuz tours d’élévation d’une méme extension finie quelconque admettent des raf-
finements galoisiens qui sont des tours d’élévation équivalentes de cette extension.

Théoréme. (6°"¢ théoréme de dissociation)

Soit L/ K une extension finie quelconque.

(1) Toute tour d’élévation stricte de L/K admet un raffinement galoisien qui est
une tour de composition de L/K.

(2) Deuz tours de composition de L/K sont équivalentes.






Chapitre 1
PARALLELOGRAMMES GALOISIENS INFINIS

1. Introduction

Dans [28], Massy a introduit la notion de parallélogramme galoisien qui gé-
néralise celle d’extension galoisienne. Cependant, le théoréme final se limite au
degré fini. Une application est fournie dans [29]. Le but de ce premier chapitre est
d’étendre les résultats de [28] aux parallélogrammes de degré infini. Nous met-
tons en évidence section 5 une théorie générale des parallélogrammes galoisiens
de nature essentiellement algébrique. Les topologies de Krull sur les groupes de
Galois des extensions constituant ces parallélogrammes n’interviennent que dans
la section 6. Nous y présentons une théorie de Galois infinie en dimension 2 gé-
néralisant aux parallélogrammes de degré quelconque le théoréme de Krull pour
les extensions galoisiennes infinies. Cette théorie sera appliquée aux chapitres 3
et 4 pour développer en toute généralité une notion de "raffinement de tours
galoisiennes" jouant pour les extensions galoisiennes un role analogue a celui du
raffinement des suites normales de groupes.

2. Définitions

Plusieurs des démonstrations de |28| ne nécessitent pas que les sous-groupes
considérés soient normaux, autrement dit que les extensions quotients (cf. infra)
soient galoisiennes : voir en particulier la section 5 pour de nouveaux résultats
n’utilisant pas la normalité. Ceci justifie que I'on introduise la notion de quadri-
latére corporel suivante qui généralise celle de parallélogramme galoisien.

Définition 2.1. Nous appelons "quadrilatére corporel" (ou "quadrilatére" en
abrégé) tout quadruplet de corps (J, K, N, L) dans lequel :

(Qo) K et L sont contenus dans un méme corps ;
(@) KnL=1J:
(Q) KL=N.
Le quadrilatére *(J, K, N, L) = (J, L, N, K) sera dit "transposé" de (J, K, N, L).

13
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J/K

Fi1G. 1. Quadrilatére corporel

L

La définition suivante figure dans la section 3 de [28] pour des extensions
galoisiennes qui justifient la terminologie.

Définition 2.2. (1) Soit E/F une extension algébrique. Nous appelons "sous-
extension" (resp. "extension quotient") de E/F toute extension E/M (resp.
M/F) ou M est un corps intermédiaire : F C M C E.

(2) Soit (J, K, N, L) un quadrilatére corporel. Nous appelons "sous-quadrilatére"
(resp. "quadrilatére quotient") de (J, K, N, L) tout quadrilatére (M, E, N, F)
(resp. (J, E,C,F) ) ou E et F sont deux corps intermédiaires :

KCECN,LCFCN (resp. JCECK,JCFCL).

L/ \M/E
N~
N

Fi1G. 2. Sous-quadrilatére € quadrilatére quotient

Nous aurons besoin du lemme immédiat suivant pour les monotonies des bijec-
tions de la section 5.

Lemme 2.3. (1) Soit E/F une extension algébrique. Dans [’ensemble des sous-
extensions (resp. des extensions quotients) de E/F, la relation définie par
(E/M') < (E/M) & M C M (resp. (M/F) < (M'/F) & MC M )

est une relation d’ordre.
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(2) Soit (J, K, N, L) un quadrilatére corporel. Dans l’ensemble des sous-quadrila-
teres (resp. des quadrilatéres quotients) de (J, K, N, L), la relation définie par

(M',E',N,F') < (M,E,N,F) & (ECE 6 FCF')
(vesp. (J,E,C,F) < (J,E',C",F') & (ECE , FCF))
est une relation d’ordre.

Définition 2.4. Nous appelons "parallélogramme galoisien" (ou "parallélogram-
me" en abrégé) un quadrilatére corporel (J, K, N, L) dans lequel toutes les arétes
K/J, N/JK, N/L, L/J sont des extensions galoisiennes. Nous le notons alors
[J, K, N, L].

Clairement, pour qu'un quadrilatére (J, K, N, L) soit un parallélogramme, il
faut et il suffit que les extensions K/J et L/.J soient galoisiennes. En convenant
de figurer par des segments paralléles de longueurs égales les extensions dont les
groupes de Galois sont isomorphes, on obtient une figure du type (ou les fléches
symbolisent les extensions galoisiennes)

I

/ “
J
Fi1G. 3. Parallélogramme galoisien

Par composition, la "diagonale N/J" d’un parallélogramme [J, K, N, L] est né-
cessairement galoisienne. Dans [28] , "le degré" d’un parallélogramme galoisien
[J, K, N, L] est défini comme étant le couple des degrés :

deglJ, K, N, L] := ([N : K], [K : J]).

Ce degré sera dit "infini" quand l'un des degrés [N : K] ou [K : J] est in-
fini. Lorsque K = J ou L = J, nous disons que le quadrilatére (J, K, N, L) est
"plat". Tout corps s’identifie au quadrilatére plat (F, F, F, F'). Toute extension
(resp. toute extension galoisienne) E/F s’'identifie au quadrilatére plat (resp. au
parallélogramme plat) (F, E, E, F) (resp. [F, E, E, F]) ou a son transposeé.

Pour définir enfin le groupe de Galois d'un parallélogramme, plagons-nous dans
la catégorie produit Gr? = Gr x Gr de la catégorie des groupes par elle-méme.
Nous appelons "bigroupe" un objet de Gr?, c’est a dire un couple de groupes.
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Autrement dit, un bigroupe est un (objet en) groupe(s) dans la catégorie produit
Ens? de la catégorie des ensembles par elle-méme.

Définition 2.5. |28, Déf.3.6] Soit [J, K, N, L] un parallélogramme galoisien.
Nous appelons "groupe de Galois de [J, K, N, L] ", et nous notons Gal[J, K, N, L]
le bigroupe :

Gal[J, K,N, L] := (Gal(N/K),Gal(N/L)).

Les notions de sous-groupe, de sous-groupe normal et de groupe quotient de
GallJ, K, N, L] se définissent de maniére évidente a partir des objets correspon-
dants de Gr? (cf. [28, Sect.3] ). Munis des topologies convenables, nous y revien-
drons section 6.

3. Propriétés topologiques

Cette section 3 est préparatoire; elle regroupe des résultats indépendants né-
cessaires aux raisonnements des sections 4 a 6.

Soit E//F une extension galoisienne de degré infini. Munissons le groupe de
Galois G := Gal(E/F) de sa topologie de Krull (cf. [22] ou [19, p.340]). Par les
propriétés générales des groupes topologiques, on sait que pour tout sous-groupe
H de G, l'adhérence H de H est un sous-groupe de G |7, TG II1.7|. Cest le
groupe de Galois de E sur le corps des invariants de H dans E |19, p.344] i.e.

H = Gal(B/E™). (0)

Proposition 3.1. (1) La normalité d’un sous-groupe de G dans un autre implique
la normalité de leurs adhérences :

VA< G VB<G@G A<B = A<B.

(2) Pour tout sous-groupe H de G, le corps des invariants dans E du sous-
groupe H et de son adhérence H sont égauz :

Démonstration. (1) Fixons-nous o € A, et considérons 'application
fo :G— G
vl =9"lay

Par la normalité de A dans B, on a clairement f,(B) C A, et comme f, est
continue |7, TGL9|

fa(B) C fa(B) € A.
Fixons-nous ensuite un 3 € B. Pour 'automorphisme intérieur
g3 :G— G
v — 7
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Vae A gsla) = f.(8) € 4,

de sorte que

N

Vﬁ c E gﬁ(A) -

Par la continuité de gg, on en déduit que

98(A) C gs(A) C A

Donc

VBeEB VacA ggla)=0a’ €A,
ce qui exprime précisément que A < B.
(2) D’aprés le (0) ci-dessus et le fait que la sous-extension E/E* soit galoisienne,
on a directement

Eﬁ _ EGal(E/EH) _ gH 0

Proposition 3.2. Soit N/K une extension galoisienne. Pour tout corps intermé-
diaire E, K C E C N, la topologie de Krull de Gal(N/E) est égale a la topologie
induite sur Gal(N/E) par la topologie de Krull de Gal(N/K).

Démonstration. Posons I' := Gal(N/K), A := Gal(N/E) et soit o un élément
quelconque de A. Prouvons d’abord que tout voisinage V' de « pour la topologie
de Krull de A est aussi un voisinage de « pour la topologie induite sur A par
celle de I'. Par définition de la topologie de Krull de A, il existe une extension

galoisienne finie M/FE, avec M C N, telle que V 2 aGal(N/M).
N

/

EF

-

K/E

Fi1G. 4. Topologie de Krull induite

En vertu du théoréme de I’élément primitif, il existe d’autre part un élément
x € M tel que M = E(z). Soient P(X) = Irr(xz, K, X) le polynéme minimal
de z sur K, et R := {x=x1, ..., x,} I'ensemble des racines de P(X) dans une
cloture algébrique fixée de K. Puisque 'extension N/K est normale,ona R C N.
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Considérons alors le corps intermédiaire F' := K(R). C’est un corps de décom-
position, donc l'extension F//K est galoisienne finie, et comme x = x; € R, on a
clairement M = E(z) C EF. On en déduit que

Gal(N/M) > Gal(N/EF) = Gal(N/E)N Gal(N/F) = AN Gal(N/F) ,
d’ou
V 2OaGal(N/M) 2D a(ANGal(N/F)) =aANaGal(N/F).

Ainsi VO ANaGal(N/F) car a« € A. Or aGal(N/F) est un voisinage de «
pour la topologie de Krull de T" puisque F/K est galoisienne finie. Ceci prouve
que V est bien un voisinage de « pour la topologie induite sur A par celle de T'.

La réciproque reprend certains des arguments précédents dans I’ordre inverse.
Soit V' = U N A un voisinage de « dans lequel U est un voisinage de o pour la

topologie de Krull de T'. Il existe une extension galoisienne finie F//K , FF C N,
telle que U 2O aw Gal(N/F). Ainsi

V2OaGal(N/F)NA=aGal(N/F)NaA=a(Gal(N/F)n A).
Or
Gal(N/F)N A= Gal(N/F)NGal(N/E) = Gal(N/EF),
d'od VO aGal(N/EF). Comme l'extension EF/E est galoisienne finie par

translation de F//K par E/K, on a bien prouvé que V' est un voisinage de « pour
la topologie de Krull de A. O

Lemme 3.3. Soient N/K une extension galoisienne et E/K, E C N, une ez-
tension galoisienne quotient de N/K. Soit pg I’homomorphisme de restriction de
Gal(N/K) sur Gal(E/K). Alors, pour toute extension galoisienne quotient F/K
de N/K,

)

R

E~F

L

K
Fi1G. 5. Parallélogramme galoisien inscrit
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on a

pp(Gal(N/F)) = Gal(E/EN F).

Démonstration. En translatant I'extension galoisienne E /K par F//K, on obtient
'extension galoisienne FF/F et un isomorphisme de restriction |g du groupe
Gal(EF/F) sur Gal(E/E N F). Soit donc r € Gal(E/E N F); il existe s €
Gal(EF/F) tel que s, = r. Et en considérant EF/F comme une extension
galoisienne quotient de N/F, il existe t € Gal(N/F') tel que t|,, = s. Alors, pour
tout x € F,

(Pe()(2) = tpp(2) = 51 (2) = r(2) ,
de sorte que pg(t) =7, et Gal(E/ENF) C pg(Gal(N/F)). L’autre inclusion est
claire. ]

Le lemme précédent nous permet d’énoncer un analogue de la proposition 3.2
en remplacant topologie induite par topologie quotient.

Proposition 3.4. Soit N/K une extension galoisienne. Pour tout corps intermé-
diaire £, K C E C N, tel que l'extension E/K soit galoisienne, la topologie de
Krull de Gal(E/K) est égale a la topologie quotient sur Gal(E/K) de la topologie
de Krull de Gal(N/K).

Démonstration. Soit
peg : [':=Gal(N/K) — G :=Gu(E/K)
Y Ve

I’homomorphisme de restriction & E. Considérons d’abord un voisinage V' d’un
élément vy, = pe(y), v € I', de G muni de sa topologie de Krull. Par définition
de celle-ci, il existe une extension galoisienne finie E,/K, E, C E, telle que
V Dy, Gal(E/E,). Daprés le lemme 3.3,

pe(yCal(N/E,)) = 7, Gal(E/E N E,) =, Gal(E/E,).
Il s’ensuit que

pe (V) 2 pi' (1 Gal(E/E,)) = pg' (pp(y Gal(N/E,))) 2 7 Gal(N/E,).

Comme y Gal(N/E,) est un ouvert pour la topologie de Krull de I', on obtient que
,0;31(‘/) est un voisinage de v pour cette topologie. Autrement dit, la topologie de
Krull sur G rend pg continue. Or la topologie quotient sur G est par définition la
plus fine de celles rendant la surjection pg continue. Ceci signifie que toute partie
ouverte pour la topologie de Krull de G est ouverte pour la topologie quotient
sur G |7, TGIL.11].

Considérons maintenant un ouvert © pour la topologie quotient sur G de la
topologie de Krull de T'. Par la continuité de pg pour cette topologie, Q := p;'(0)
est un ouvert de I', donc voisinage de chacun de ses points. Par définition de la
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topologie de Krull sur I', il existe, pour tout w € €2, une extension galoisienne
finie E,/K , E, C N, telle que

wGal(N/E,) CQ.

Donc clairement
Q= JwGa(N/E,).
weN
Et comme pg est surjective

O = pu(ps'(©)) = pe(Q) = | v, pe(Gal(N/E,)) .
wel
En appliquant le lemme 3.3 & I’extension galoisienne quotient £, /K de N/K, on
obtient donc que
©=|Jw,Ga(E/ENE,).
we

Or les extensions E'N E, /K sont galoisiennes comme intersections d’extensions
galoisiennes de K, et elles sont finies comme chaque F, /K. Par conséquent les
w, Ga(E/ENE,) (w e ) sont des ouverts pour la topologie de Krull de G,
et il en est de méme de © par union. On a donc montré que toute partie ouverte
pour la topologie quotient sur G est ouverte pour la topologie de Krull de G.
D’ou la conclusion. O

4. Propriétés générales

La propriété suivante de décomposition en produit direct du groupe de Galois
de la diagonale d’un parallélogramme intervient fréquemment dans les démons-
trations des sections 4 a 6.

Proposition 4.1. (dite de "scindement de la diagonale")
Pour tout parallélogramme galoisien [J, K, N, L], le groupe de Galois de la diago-
nale N/J se décompose en produit direct sous la forme

Gal(N/J) = Gal(N/K) x Gal(N/L).
Démonstration. Posons pour abréger
A= Gal(N/J), T':=Gal(N/K), A:=Gal(N/L).

On a I'N' A =1 car tout élément de I'intersection doit laisser fixe le compositum
KL = N. De plus, les extensions K/.J et L/J étant galoisiennes, les sous-groupes
I' et A sont normaux dans A. On en déduit que leurs éléments commutent ; d’ou
I'existence du produit direct I' x A. Reste & prouver que A = I' A. Soit § € A.
Dans le parallélogramme [J, K, N, L], la restriction a K

ok N — Gal(K/J)

)\'—>)\|K
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est un isomorphisme de groupes. Considérons I'antécédent A := p'(d),), et po-
sons v := dA~!. Comme Al = 0|, on a pour tout élément k € K

Y(k) = 0((A )i (B) = 0, (M) T (R)) = A 0 (A 0) 7 (k) =,
ce qui prouve que v € I'. Donc § = v\ € T'A, ce que I'on voulait. O

Nous généralisons maintenant la partie I du théoréme 1.3 de |28]. Il est sur-
prenant de constater qu’aucune propriété topologique (de fermeture) n’est exigée
sur les groupes considérés.

Théoréme 4.2. Soit [J, K, N, L] un parallélogramme galoisien de degré quel-
conque.
(1) Pour tout sous-groupe A de Gal(L/J) :

(1-1) On a le sous-parallélogramme [L*, KLA, N, L] ou L* désigne le corps des
invariants dans L de A.

(1-2) Si de plus A est normal dans Gal(L/J), on a le parallélogramme quotient
[J,K, KL, L4].

(2) Pour tout sous-groupe A de Gal(N/K) :

(2-1) On a le sous-parallélogramme [L(A‘L), N4, N, L] on LY désigne le corps
des invariants dans L de l'image de A par la restriction a L.

(2-2) Si de plus A est normal dans Gal(N/K), on a le parallélogramme quotient
[J, K, N4, LWAL)].

(3) Pour tous sous-groupes Ay et Ay de Gal(L/J) (resp. Gal(N/K)), avoir Ay
normal dans Ay : A1 < Ao, implique que ’on ait le parallélogramme

(LA KA KLA LAY (resp. [LWon), NAo N4 pAn)] ).

Démonstration. (1) Posons pour simplifier F := L4,
(1-1) La donnée du parallélogramme [J, K, N, L] induit I"isomorphisme de res-

triction a K

pr : Gal(N/L) — Gal(K/J) .

A Al

Clairement, KNL = J implique KNF' = J. En translatant I'extension galoisienne
K/J par F/J, on obtient I'extension galoisienne K F'/F et l'isomorphisme de
restriction a K

ri @ Gal(KF/F) — Gal(K/J).
[23, p.266,Th.1.12|. Translatons ensuite I'extension galoisienne K F'/F par L/F :
comme KFL = N, on obtient 'isomorphisme de restriction a K F

prr : Gal(N/L) =5 Gal(KF/KF N L) < Gal(KF/F).

Il est clair que px = rgo pgp. Soit alors v € Gal(KF/F). Il existe A € Gal(N/L)
tel que rg(y) = px(N), d’ou

rx(v) =rr(prr(N) & v =prr(\)
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par injectivité de rx. On en déduit que ~ appartient & Gal(KF/KF N L) et
I'égalité Gal(KF/F) = Gal(KF/KF N L). Ainsi :

F = (KF)Gal(KF/F) — (KF)GG,I(KF/KFOL) — KFQL,
d’out le parallélogramme [F, KF, N, L] = [L*, KL*, N, L.

(1-2) D’apreés la proposition 3.1(1), la normalité de A dans Gal(L/J) implique
celle de son adhérence pour la topologie de Krull de Gal(L/J) :
A= Gal(L/L*) < Gal(L]J).

On en déduit que I'extension F' = LA/J est galoisienne. En la translatant par
K/J, on obtient 'extension galoisienne K F'/K. Comme KF/F est galoisienne
par le (1-1), ceci suffit a prouver I'existence du parallélogramme [J, K, KF, F.

(2) (2-1) Par la proposition 4.1, Gal(N/J) = Gal(N/K) x Gal(N/L). En parti-
culier :
V6 € Gal(N/LY12)) 3k € Gal(N/K) 3N € Gal(N/L) 6§ =k,

et par restriction a L dans Gal(N/J) : 0|, = k|,. Restreinte au sous-groupe

Gal(N/LYL)), cette restriction a L est a valeurs dans Gal(L/L“)), de sorte
que k|, € Gal(L/L(A‘L)). De plus, en vertu du parallélogramme [J, K, N, L], on a
I’homéomorphisme de groupes profinis munis de leurs topologies de Krull :
pr : Gal(N/K) — Gal(L/J) .
’}/ — ’Y‘L
Or, par un homéomorphisme, I'adhérence de lI'image d’une partie est égale a
I'image de I'adhérence de cette partie. D’ou

pr(A) = pr(A).
Ainsi, par le (0) de la section 3,
Gal(L/LN)) = Gal(L) L™ = pp(A) = pL(Gal(N/N4)).
Donc ), = pr(k) € pr(Gal(N/N#)), et par injectivité,  appartient nécessai-

rement & Gal(N/N#). Ceci prouve que Gal(N/L“L)) est inclus dans le produit
direct Gal(N/N*) x Gal(N/L). Comme par ailleurs Gal(N/N4) et Gal(N/L)
sont inclus dans Gal(N/L“L)), on a 'égalité

Gal(N/LYWL)) = Gal(N/N*) x Gal(N/L).

On en déduit que
NANL = NGal(N/NA) N NGal(N/L)

_ N<Gal(N/NA),Gal(N/L)>

_ NGa/Z )y _ ).
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De plus, N = KL C N4L C N d’'oit N = N2L, et 'on a bien le parallélogramme
(LA NA N, L.

(2-2) Posons pour simplifier F := L¥12) et E := N4 En vertu du (2-1) pré-
cédent, on a le parallélogramme [F, E, N, L] et I'extension E/F est galoisienne.
Dans les notations de la démonstration de ce méme (2-1), on a

Gal(L/F) = pr(Gal(N/E)) .

Or par la proposition 3.1(1), la normalité de A dans Gal(N/K) implique celle
de A = Gal(N/E) qui se transmet par I'isomorphisme py, & Gal(L/F), de sorte
que F'/J est une extension galoisienne. Clairement d’autre part, K N F = J (car
KNL =J)et KF C E. Il reste a prouver que cette derniére inclusion est
une égalité. Appliquons pour cela la proposition 4.1 dans les parallélogrammes

[F,E,N,L] et [F,KF,N,L] (cf. (1-1)). On a:
Gal(N/F) = Gal(N/E) x Gal(N/L) = Gal(N/KF) x Gal(N/L).
Pour tout k € Gal(N/KF), il existe donc a« € Gal(N/E) et A € Gal(N/L)
tels que kidy = aX. Or, de KF C E suit Gal(N/E) C Gal(N/KF) d’ou a €
Gal(N/KF). Par unicité des décompositions dans un produit direct, on en déduit
que K = a € Gal(N/E), ce qui prouve que Gal(N/KF) = Gal(N/E). Mais alors :
E — NGa(N/E) _ NGa(N/KF) _ prp

ce que 1’on voulait.
(3) Par le (1-1) (resp. le (2-1)), la donnée d’un sous-groupe Ay de Gal(L/J)
(resp. Gal(N/K) ) induit le parallélogramme

(LA KLA N,L] (resp. [L* N4 N L]).

De plus, d’aprés la proposition 3.1(1), avoir A; < Ay implique que A < Ap. Si
Ay = Gal(L/L™), le (1-2) fournit donc le parallélogramme

(LA KL K LA LA L) = [L% KLY KLY LY

en vertu du (2) de la proposition 3.1. Enfin, si Ay = Gal(N/N40), en utilisant
que par ’homéomorphisme de restriction a L

(A, = (A1),

on obtient par le (2-2) le parallélogramme

(LW, N N L] = (L), N0, N4, L))

Corollaire 4.3. Soit [J, K, N, L] un parallélogramme de degré quelconque.
(1) Pour tout corps intermédiaire J C F C L :
(1-1) On a le sous-parallélogramme [F, KF, N, L].
(1-2) Le fait d’avoir l'extension quotient F'/J galoisienne implique [’existence
du parallélogramme quotient [J, K, KF, F).
(2) Pour tout corps intermédiaire K C E C N :
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(2-1) On a le sous-parallélogramme [E N L, E, N, L].
(2-2) Le fait d’avoir lextension quotient E/K galoisienne implique [’existence
du parallélogramme quotient [J, K, E, E'N L.

5. Théorie de Galois générale algébrique en dimension 2

On développe dans cette section une théorie de Galois générale en dimension 2
dont les résultats sont indépendants de toute topologie. Elle contient la théorie de
Galois générale des extensions de corps, celles-ci n’étant que des parallélogrammes
plats (Sect.2).

Le théoréme suivant associe a tout sous-groupe du groupe de Galois d'un
parallélogramme (Déf. 2.5) un sous-parallélogramme et un quadrilatére quotient.
Théoréme 5.1. Soit [J, K, N, L] un parallélogramme galoisien de degré quel-
conque.

(1) Pour tout sous-groupe A (resp. B) de Gal(N/K) (resp. Gal(N/L)), on a

le sous-parallélogramme galoisien
[NAXB’NA’]\C NE],
et le quadrilatére corporel
(J, KPie) NAXB [(A1L)Y

ot Ay, (resp. B)) est l'image de A (resp. B) par la restriction a L (resp. K ).
(2) Si de plus A (resp. B) est normal dans Gal(N/K) (resp. Gal(N/L)), on
a le parallélogramme galoisien quotient [J, K'Puc) NAXB [(AiL)],

/K

K(B\K)
] /

F1G. 6. Sous-parallélogramme € parallélogramme quotient
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Démonstration. (1) Ezistence de [NA*B N4 N, NB]. Clairement, le sous-groupe
de Gal(N/J) engendré par A et B est égal au produit direct de A par B, d’ou
NA N NB — N<A’B> — NAXB
Ensuite, on déduit de K C N4 C N et L C N8B C N que
KL=NCNANBCN,
d’ott NANE = N. Ceci prouve 'existence du sous-quadrilatére (NAXB, N4 N, NB).
De plus, on a le sous-parallélogramme [L“12), N4 N, L] d’aprés le (2-1) du théo-
réme 4.2. En particulier, 'extension NA/L(A‘L) est galoisienne. Comme
LW = NANL C N N NP = NA™¥B

la sous-extension N4/N4*B est galoisienne. Par le méme raisonnement dans le pa-
rallélogramme transposé [J, L, N, K], on déduit cette fois du sous-parallélogramme
[KBix) NB N, K] que 'extension N%/NA*B est galoisienne.

Ezistence de (J, K®Bix) NAXB, L(A‘L)). A Tévidence, K N L = J implique
K®Bx) N LAL) = J. Reste a prouver que KBix) (A1) = N4*B_En appliquant
le scindement de la diagonale (Prop.4.1) dans les parallélogrammes galoisiens
[KBix) NB N, K] et [L) N4 N, L], on a respectivement

Gal(N/K"Pix)) = Gal(N/K) x Gal(N/N?) ,
Gal(N/LYM)) = Gal(N/N*) x Gal(N/L) .
Ainsi, l'intersection
Gal(N/K®Px)) 0 Gal(N/LW)) = Gal(N/ K Bix) LAR)
est égale a
Gal(N/N?) x Gal(N/N®) = Gal(N/N**B)
en vertu du sous-parallélogramme [N4*B N4 N NP]. On en déduit

KB LA — NGaN/K P L)\ Gal(N/NAXB) _ \rAxB

ce que 1’on voulait.
(2) D’aprés le (2-2) du théoréme 4.2, le fait que A (resp. B) soit normal dans
Gal(N/K) (resp. Gal(N/L)) induit le parallélogramme

[J, K, N4 L)) ( resp. [J, L, N®, K(Bix)] )

En particulier, les extensions L(A‘L)/J et K(B‘K)/K sont galoisiennes. Ceci suffit
a prouver que le quadrilatére (J, KPix), NA*B L)) du (1) est bien un paral-
lélogramme. U

La proposition suivante est générale et algébrique dans la mesure ou elle s’énonce
sans argument topologique. Elle conduira, par restriction aux sous-groupes fermés
pour la topologie de Krull, au théoréme 6.7.
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Proposition 5.2. Soit [J, K, N, L] un parallélogramme galoisien de degré quel-
conque.
(1) Sous-parallélogrammes galoisiens

(1-1) L’application

o, : [M,E,N,F|— Gal[M,E,N, F|

est une injection de l’ensemble des sous-parallélogrammes de [J, K, N, L] dans
lensemble des sous-bigroupes du groupe de Galois de [J, K, N, L] (cf. Déf. 2.5).
(1-2) L’application

U, : (A, B) — [N™>B NA N NP

est une surjection de l’ensemble des sous-bigroupes de Gal[J, K, N, L] sur l’en-
semble des sous-parallélogrammes de [J, K, N, L].
(1-3) Le composé Wy o @ est lidentité.

(2) Parallélogrammes galoisiens quotients

(2-0) Pour tout parallélogramme quotient [J, E,C, F] de [J, K, N, L], il existe
un unique sous-bigroupe normal (A, B) de Gal|J, K, N, L] tel que l’on ait par
restriction A, = Gal(L/F) et B|,, = Gal(K/E). Précisément :

A=Gal(N/KF) | B = Gal(N/EL) .
(2-1) Dans les notations du (2-0), Uapplication
o, : [J,E,C,F|— (A, B)
est une injection de l’ensemble des parallélogrammes quotients de [J, K, N, L] dans

Uensemble des sous-bigroupes normauz de Gal|J, K, N, L].
(2-2) L’application

T, : (A, B) — [J, KB NB [(AL)]

est une surjection de l’ensemble des sous-bigroupes normauz de Gal[J, K, N, L]
sur l’ensemble des parallélogrammes quotients de [J, K, N, L].

(2-8) Le composé W, o @, est lidentité.

(2-4) Dans les notations du (2-0), on a l'isomorphisme

GallJ,E,C,F] — Gal[J,K,N,L]/ (A, B).
Démonstration. (1) (1-1) Par la définition 2.5,

Gal[M,E,N,F] = Gal[M',E', N, F

{ Gal(N/E) = Gal(N/E")
Gal(N/F) = Gal(N/F")

En prenant les invariants dans N de ces groupes, on en déduit que F = E’ et
F=F ;dou M=FENF=FEnNF =M, et l'injectivité de &, est prouvée.

(1-2) L’application W existe en vertu du (1) du théoréme 5.1. Sa surjectivité
résulte immédiatement du (1-3).
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(1-3) Soit [M, E, N, F| un sous-parallélogramme de [J, K, N, L]. D’aprés la pro-
position 4.1, Gal(N/E) x Gal(N/F) = Gal(N/M), de sorte que
VU,0d,([M,E,N,F]|) =V,(Gal(N/E), Gal(N/F))
_ [NGal(N/M)7NGal(N/E)7N’ NGal(N/F)]

— [M,E,N,F|.

(2) (2-0) D’apres le (1-1) du corollaire 4.3, on a le parallélogramme [F, K F, N, L]
dans lequel Gal(N/KF)|, = Gal(L/F) . De plus, dans [J, E,C, F], I'extension
F/J est galoisienne et, d’aprés le (1-2) de ce méme corollaire, on a le parallélo-
gramme quotient [J, K, KF, F]. En particulier 'extension K F'/K est galoisienne
et Gal(N/KF) est un sous-groupe normal de Gal(N/K), ce qui permet de po-
ser A := Gal(N/KF). Méme raisonnement dans le parallélogramme transposé
[J,L, N, K] en prenant B := Gal(N/EL). De plus, dans [J, K, N, L], les res-
trictions a L et K sont des isomorphismes; donc les sous-groupes A et B sont
nécessairement uniques.

(2-1),(2-2),(2-3) L’existence de I'application ®, résulte de l'unicité du sous-
bigroupe normal (A, B) du (2-0). L’application ¥, résulte quant a elle du (2) du
théoréme 5.1. Pour A = Gal(N/KF) et B = Gal(N/EL), on a par (2-0) :

U, 0 ®,([J, E,C, F|) = (A, B)
— [J, KGal(K/E)7NA><B’LGal(L/F)]
=[J,E,N*>B F].

De ce dernier parallélogramme, on déduit en particulier que EF = N4*B et dans
[J,E,C,F], on a EF = C. Finalement le composé U, o ®, est l'identité, ce qui
implique que ®, est injective et ¥, surjective.

(2-4) Par définition

GallJ, E,C, F] = (Gal(C/E), Gal(C/F)) = (Gal(F]J), Gal(E/J)).

De l'existence des parallélogrammes [J, K, KF, F| et [J, L, EL, E] (cf. Th 4.2
(1-2)), on déduit alors que

Gal[J,E,C, F] — (Gal(KF/K),Gal(EL/L))
— (Gal(N/K)/Gal(N/KF), Gal(N/L)/Gal(N/EL))
— Gal|J,K, N, L]/(A, B)
par (2-0). O

Le théoréme suivant fournit des égalités générales entre corps assez surpre-
nantes au vu des hypothéses minimalistes. Elles laissent entrevoir des propriétés
inattendues des extensions galoisiennes qui seront étudiées au chapitre 4 avec la
notion de tour galoisienne de composition. De plus, ces égalités induisent comme
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une dualité entre le compositum et 'intersection de deux corps K et L. Nous la
traduisons pour ce qui nous concerne en termes de quadrilatéres dans la propo-
sition 5.5 a suivre : il y a correspondance biunivoque entre les sous-quadrilatéres
et les quadrilatéres quotients de tout parallélogramme [K N L, K, KL, L].

Théoréme 5.3. ( dit "de I'écartelé" ?)
Soient K et L deux corps contenus dans un méme corps et J := K N L. On
suppose seulement les extensions K/J et L/J galoisiennes, leurs degrés étant
quelconques. Alors :
(1) Pour tous corps intermédiaires E et FF: JCECK , JCFCL,ona
l’égalité

KFNEL=FEF.

Fi1G. 7. Ecartelé compositum

(2) Pour tous corps intermédiaires F et F : K CECKL, LCF C KL, on
a l’égalité
(KNFYENL) =ENF.

FiGg. 8. Eecartelé intersection

2 du nom du blason qu’évoquent, en héraldique, les figures correspondant au théoréme.
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Démonstration. Posons N := K L. Comme les extensions K/.J et L/.J sont galoi-
siennes, on dispose du parallélogramme galoisien [J, K, N, L].

(1) D’apreés le (1) du corollaire 4.3, on a le sous-parallélogramme [F, KF, N, L.
Dans celui-ci, le scindement de la diagonale (Prop. 4.1) fournit I'égalité

Gal(N/F) = Gal(N/KF) x Gal(N/L) .

De méme, dans le parallélogramme transposé [J, L, N, K|, on a le sous-parallélo-
gramme [E, EL, N, K] et 1'égalité

Gal(N/E) = Gal(N/K) x Gal(N/EL) .
On en déduit que
Gal(N/EF) = Gal(N/F)NGal(N/E) = Gal(N/KF) x Gal(N/EL)

et ainsi
EF — NCal(N/EF) _ NGal(N/KF)xGal(N/EL)

Il en résulte, par le (1-1) de la proposition 5.2, que
U,(Gal(N/KF),Gal(N/EL)) = [EF, KF, N, EL],
et en particulier KF'N EL = EF.
(2) Posons A := Gal(N/E), B := Gal(N/F). D’aprés le (2-1) du théoréme 4.2,
on a les parallélogrammes [L“1), E, N, L) | [K'Pix) F, N, K], et donc
ENnL=LY)  KNnF=K®Bx .
D’autre part, d’aprés le (1) du théoréme 5.1, on a le quadrilatére
(J, KBi), NAXB [ (4,))
ot N4*B = N4N NB. Ainsi :

ENF=NANNB = N>F = KB LA = (KNF)ENL). C

Corollaire 5.4. Soient K et L deux corps contenus dans un méme corps. On

suppose seulement que les extensions K/(KNL) et L/(K NL) sont galoisiennes.
Alors :

(1) Pour tous corps intermédiaires E et F : KNLCECK, KNLCFCL,

on a le parallélogramme galoisien

[EF,KF,KL,FEL|
et le quadrilatére corporel
(KNL,E,EFF).

(2) Pour tous corps intermédiaires E et F : K CECKL, LCFCKL, ona
le parallélogramme galoisien

[ENF,E,KL,F]
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et le quadrilatére corporel
(KNL,KNF,ENF,ENL).

Démonstration. (1) Le parallélogramme [EF, KF, KL, EL] apparait déja dans la
démonstration du (1) du théoréme 5.3. Et il est clair que ENF = K N L.
(2) Soit N := K L. D’aprés le (1) du théoréme 5.1 appliqué avec A = Gal(N/E)
et B = Gal(N/F), on a le sous-parallélogramme

[N**B E N, F]=[ENF,E,N,F)]

en vertu du (2) de la démonstration du théoréme 5.3 qui donne aussi le quadri-
latere
(KNL,KNF,ENF,ENL). 0

Proposition 5.5. Soit [J, K, N, L] un parallélogramme galoisien de degré quel-
conque. Notons

Squad [J, K, N, L] ou Squad (resp. Rquad[J, K, N, L] ou unad)

l’ensemble des sous-quadrilatéres (resp. des quadrilatéres quotients) de [J, K, N, L].
Pour les relations d’ordre du (2) du lemme 2.3 :
(1) L’application
R : Squad — Rquad
(M,E,N,F)— (J,KNF,M,ENL)

est une bijection décroissante.

F1G. 9. Bijection R

(2) L’application
S : Rquad — Squad
(J,E,C,F) — (C,KF,N, EL)

est une bijection décroissante.
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FiG. 10. Bijection S
(8) Les applications R et S sont réciproques ['une de ’autre.

(4) On a l’égalité des cardinauz (éventuellement infinis)

| Rquad | =| Squad | .

Démonstration. Dans le parallélogramme [J, K, N, L], les extensions K/J et L/J
sont galoisiennes.
(1) L’application R existe bien car d’aprés le (2) du théoréme de I'écartelé

(KNF)ENL =ENF=M,

d’ou le quadrilatére quotient (J; K N F, M, EN L). La décroissance de R résulte
directement de la définition des relations d’ordre du lemme 2.3(2) car

(M',E',N,F'Y< (M,E,N,F) < (ECE, FCF
implique que
(ENLCENL, KNhNFCKNF')
T
(JKNFM,ENL)<(JJKNF M E'NL).
La bijectivité de R est une conséquence du (3) ci-dessous.
(2) L’application S existe bien car d’aprés le (1) du théoréme de 1'écartelé
KFNEL=EF,

d’ou le sous-quadrilatére (C, KF, N, EL). La décroissance de S résulte directe-
ment du lemme 2.3(2) car

(JE,C.F)< (J,E,C',F') & (ECE,FCF)
implique que

(KF C KF', ELC E'L)

IN =

(C',KF',N,F'L) < (C,KF,N,EL).
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La bijectivité de S est une conséquence du (3) suivant.
(3) Pour tout sous-quadrilatére (M, E, N, F) € Squad, on a

SoR(M,E,N,F) = S(,KNF,M,ENL) = (M,K(ENL),N,(KNF)L).

Or d’apreés le (2) du théoréme de 'écartelé appliqué & F et N (resp. N et F') on
obtient

K(ENL)=E  (resp. (KNF)L=F),

ce qui prouve que S o R = idsquad-
Pour tout quadrilatére quotient (J, E, C, F') € Rquad, on a

RoS(J,E,C,F) = R(C,KF,N,EL) = (JJ KNEL,C,KFNL).

Or d’apreés le (1) du théoréme de 1'écartelé appliqué a J et E (resp. F et J ), on
obtient

KNEL=E (resp. KFNL=F),

ce qui prouve que R oS = idrquad- =

6. Généralisation topologique de la théorie de Galois finie
en dimension 2

Dans cette section, nous enrichissons la proposition algébrique 5.2 en munissant
les groupes de Galois de leur topologie de Krull. Considérées dans la catégorie
produit ProGr? de la catégorie des groupes profinis ProGr par elle-méme, les
applications ® et ¥ de la proposition 5.2 deviennent des bijections. Le théoréme
6.7 généralise ainsi, d'une part le théoréme principal de la théorie de Galois
finie en dimension 2 [28, Th.4-2| généralisant lui-méme la bijection de Galois
classique, d’autre part le théoréme de Krull qui se retrouve en particularisant a
des parallélogrammes galoisiens infinis plats.

Par définition dans [33, p.101|, tout sous-groupe d’un sous-groupe topologique
est fermé. On sait que tout sous-groupe fermé H d’un groupe profini G est profini,
et si H est normal, le quotient GG/H est aussi profini. Ceci nous conduit & poser
la définition suivante.

Définition 6.1. (1) Nous appelons "sous-groupe profini" (resp. "sous-groupe
profini normal") d’un groupe profini G' tout sous-groupe (resp. sous-groupe nor-
mal) H de G fermé pour la topologie de G. Nous écrirons

H< G (resp.HﬁcG).

(2) Nous appelons "sous-bigroupe profini" (resp. "sous-bigroupe profini normal")
d’un bigroupe profini (G, G2) tout bigroupe (Hy, Hy) tel que 'on ait

Hz' Sc Gz ( resp. Hz ﬁc Gz) (1*1,2) .
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Nous écrirons
(Hy, Hy) <. (G1,Gy)  (resp. (Hy, Hy) <. (Gh,Ga)) .

(3) Nous appelons "bigroupe profini quotient" d’un bigroupe profini (G, G2)
par un sous-bigroupe profini normal (Hy, Hs) le bigroupe (G1/Hy, G2/ H>). Nous
écrirons

(Gl,Gg)/(Hl,HQ) = (Gl/Hl,Gg/HQ) .

(4) Nous appelons "isomorphisme de bigroupes profinis"

(f1, f2) + (G1,G2) — (G, Gy)
un morphisme de ProGr? tel que chacun des
fi + Gi— G (i=1,2)
soit un isomorphisme de groupes profinis.

Pour éviter toute ambiguité dans la démonstration de la proposition 6.4 ci-
dessous, sortons du contexte le fait général suivant.

Lemme 6.2. Soient X un espace topologique et A une partie fermée de X. Pour
toute partie B de A, avoir B fermée dans A muni de la topologie induite par celle
de X équivaut a avoir B fermée dans X.

Démonstration. Si B est fermée dans A, il existe un fermé F' de X tel que B =
F' N A, et inversement, il suffit d’écrire B = BN A. U

Lemme 6.3. Soit E/F une extension galoisienne. Pour tous corps intermédiaires
M et M’ entre ' et E, on a les équivalences

MCM & Ga(E/M") <Ga(E/M) & Ga(E/M'") <.Gal(E/M)
ot les groupes Gal(E/M) et Gal(E/M') sont munis de leurs topologies de Krull.

Démonstration. La premiére équivalence étant claire, il suffit de prouver la se-
conde et plus précisément le sens direct de celle-ci. Appliquons le lemme 6.2
précédent avec

X :=Gal(E/F), A:=Ga(E/M), B:=Gal(E/M') .
Par hypothése B C A, et d’aprés le théoréme de Krull classique, on a
A<.X,B<.X.

Donc B est fermé dans A muni de la topologie induite par celle de X. Or, en vertu
de la proposition 3.2, cette topologie induite sur A coincide avec la topologie de

Krull de A. On a donc bien montré que Gal(E/M’) est fermé dans Gal(E /M)
muni de sa topologie de Krull. U

Les groupes profinis qui interviennent dans la suite sont des groupes de Galois.
Nous convenons une fois pour toutes qu’étant donnée une extension galoisienne,
son groupe de Galois est muni de sa topologie de Krull.
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Proposition 6.4. Lorsque E/F est une extension galoisienne, la relation d’ordre
du lemme 2.3.(1) dans l’ensemble des sous-extensions de E/F (resp. des exten-
sions galoisiennes quotients de E/F ) s’écrit

(E/M') < (BE/M) < Ga(E/M') <, Gal(E/M)
(‘resp. (M/F) < (M'JF) < Gal(E/M') <, Gal(E/M) ).

Démonstration. Immeédiate par le lemme 6.3. U

Pour le généraliser en dimension 2, reformulons maintenant le théoréme de
Krull classique |8, AV.64,Th.4].

Théoréme 6.5. (Théoréme de Krull revisité)

Soit N/ K une extension galoisienne de degré quelconque. On munit l’ensemble
des sous-extensions (resp. des extensions galoisiennes quotients) de N/K de la
relation d’ordre de la proposition 6.4 ci-dessus. Alors :

(1) L’application

(N/E) — Gal(N/FE)
est une bijection croissante de l’ensemble des sous-extensions de N/K sur l'en-
semble des sous-groupes profinis de Gal(N/K). Sa réciproque est l'application,
elle-méme croissante,

H +—— (N/NT).

(2) L’application

(E/K)+— Gal(N/E)
est une bijection décroissante de l’ensemble des extensions galoisiennes quotients
de N/K sur ’ensemble des sous-groupes profinis normauz de Gal(N/K). Sa ré-
ciproque est l’application, elle-méme décroissante,

H+—— (NY/K).
De plus, la restriction a E induit un isomorphisme de groupes profinis
Gal(E/K) — Gal(N/K)/Gal(N/E) .

Démonstration. Tout résulte directement du théoréeme de Krull classique, a I'ex-
ception de la monotonie des réciproques (lorsque les ordres sont partiels, la réci-
proque d’une bijection monotone n’est pas nécessairement monotone).

(1) Soient H; et Hy deux sous-groupes profinis de Gal(N/K) tels que H; <. Hs.
Par définition, on a

H, = H, = Gal(N/N"") <. Hy = Hy = Gal(N/N"2) |

ce qui équivaut a (N/NH1) < (N/NHz2) par la proposition 6.4.

(2) Dans les notations du (1), supposons de plus H; et Hy normaux dans Gal(N/K).
On a toujours Gal(N/NH) <. Gal(N/N*2), ce qui équivaut par la proposition
6.4 & avoir (N2 /K) < (N1 /K). O
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Proposition 6.6. Soit [J, K, N, L] un parallélogramme galoisien. La relation d’
ordre du lemme 2.8 dans ’ensemble des sous-parallélogrammes galoisiens (resp.
des parallélogrammes galoisiens quotients) de [J, K, N, L] s’écrit

[M'E',N,F'|<[M,E,N,F| < GallM',E',N,F'| <, Gal[M,E, N, F]
(resp.
[J,E,C,F| < [J,E,C",F] & GallC',KF',N, E'L) <. Gal[C, KF,N,EL] ).

Démonstration. (1) Sous-parallélogrammes. Par définition

[M’,E’,N, F’] <[M,E,N,F] & (FEC E , FCF')
et en vertu du lemme 2.3

{ Gal(N/E') <. Gal(N/E)

Gal(N/F") <. Gal(N/F) < GAlM,E,N,F| <. GallM,E,N,F.

(2) Parallélogrammes quotients. D’aprés la proposition 5.5, on a I’équivalence
J,E,C,F|<[J,E',C",F'| & [C",KF'N,E'L]| <|[C,KF,N,EL];

d’ott la conclusion par le (1) précédent. O

Le théoréeme 6.7 qui suit généralise en degré quelconque le théoréme principal
de la théorie de Galois finie en dimension 2 (Th.4.2. de |28]). En se limitant a
des sous-groupes fermés, il rend bijectives les injections ® et les surjections ¥
de la proposition algébrique 5.2. De plus, en se limitant a des parallélogrammes
plats, il redonne exactement la double bijection du théoréme de Krull revisité.
Ainsi, le théoréme 6.7 suivant généralise en dimension 2 le théoréme de Krull,
tout comme le théoréme 4.2. de [28] généralisait le théoréme de Galois classique
pour des extensions finies.

Théoréme 6.7. Soit [J, K, N, L] un parallélogramme galoisien de degré quel-
conque, de groupe de Galois GallJ,K,N,L| (Déf. 2.5). On munit l’ensemble
des sous-parallélogrammes galoisiens (resp. des parallélogrammes galoisiens quo-
tients) de [J, K, N, L] de la relation d’ordre de la proposition 6.6. Alors :
(1) Sous-parallélogrammes galoisiens

L’application

[M,E,N, F| — Gal[M,E,N, F]

est une bijection croissante de l’ensemble des sous-parallélogrammes de [J, K, N, L]
sur l'ensemble des sous-bigroupes profinis de Gal[J, K, N, L], dont la réciproque
est 'application, elle-méme croissante,

(A, B) — [N*B N4 N, NP].

(2) Parallélogrammes galoisiens quotients
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(2-0) Pour tout parallélogramme quotient [J, E,C, F]| de [J, K, N, L], il existe
un unique sous-bigroupe profini normal (A, B) de Gal|J, K, N, L] tel que l'on ait
A, =Gal(L/F) et B, = Gal(K/E). Précisément :

A=Ga(N/KF) , B=Ga(N/EL).

B

EL/

/ A

Fi1G. 11. Sous-bigroupe associé a un parallélogramme quotient

(2-1) Dans les notations du (2-0), Uapplication
J,E,C,F|— (A, B)

est une bijection décroissante de l'ensemble des parallélogrammes quotients de
[J, K, N, L] dans l’ensemble des sous-bigroupes profinis normauz de Gal[J, K, N, L]
dont la réciproque est l’application, elle-méme décroissante,

(A, B) — [J, KBix) NAB A1)
(2-2) Dans les notations du (2-0), on a l'isomorphisme de bigroupes profinis
GallJ,E,C,F] — Gal[J,K,N,L]/ (A, B).

Démonstration. On reprend les notations ® et U des applications de la proposi-
tion 5.2 en ajoutant des tildes pour marquer que I'on se limite aux sous-bigroupes
profinis de Gal[J, K, N, L|.

(1) L’application ®, : [M,E, N, F] — Gal[M,E, N, F] du (1) existe bien car
par définition Gal[M,E,N,F] = (Gal(N/E),Gal(N/F)) ot Gal(N/E) (resp.
Gal(N/F)) est fermé dans Gal(N/K) (resp. Gal(N/L)) en vertu du théoréme de
Krull, de sorte que

(Gal(N/E),Gal(N/F)) <. Gal[J,K,N, L] .
Soit U, : (A, B) — [N4B N4 N NB] la restriction a 'ensemble des sous-
bigroupes profinis de Gal[J, K, N, L] de I'application W, du (1-2) de la proposition

5.2. D’aprés le (1-3) de cette méme proposition, le composé U, o @, est I'identité.
De plus, pour tout sous-bigroupe profini (A, B) de Gal[J, K, N, L], on a

®,0W (A, B) = &,(INE N4 N,NP)) = (Gal(N/N*), Gal(N/N?)) = (4, B).
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Mais par définition

A <. Gal(N/K)

(A,B) <. Gal[J,K,N,L] = {Bchal(N/L)

de sorte que 530@3(14, B) = (A, B). Les applications ®,, U, sont donc réciproques
'une de l'autre, et en particulier bijectives. Montrons qu’elles sont croissantes.

C’est clair directement pour ®, d’aprés la proposition 6.6. Pour W, considérons
deux sous-bigroupes profinis de Gal[J, K, N, L]

(A", B') <. (A, B);

et posons

[M,E,N,F]:=V,(A,B), [M,E N F]:=U,A B).
Par ce qui précede

Gal[M,E,N,F] = ®,([]M,E,N,F]) = ®,0U,(A,B) = (A, B) .

Donc

GallM',E',N,F'] = (A", B") <. (A,B) = Gal[M,E,N, F],
ce qui équivaut, par la proposition 6.6, a [M', E', N, F'] < [M,E,N, F].
(2) (2-0) Ce n’est que le (2-0) de la proposition 5.2 en rajoutant le fait que
A = Gal(N/KF) et B= Gal(N/EL) sont des sous-groupes fermés en vertu du
théoréme de Krull.

(2-1) L’application &)q . [J,E,C, F] — (A, B) du (2-1) existe bien car d’apreés
le (2-0) précédent, on a

(A,B) <. Gal[J, K, N, L]

Soit \qu . (A,B) — [J,KBix) NA*B_[AIL)] la restriction a I’ensemble des
sous-bigroupes profinis normaux de Gal[J, K, N, L] de I"application ¥, du (2-2)
de la proposition 5.2. D’aprés le (2-3) de cette méme proposition, le composé
U, o @, est l'identité. De plus, pour tout sous-groupe profini normal (A, B) de
GallJ,K,N, L], on a
B, 0T, (A, B) = &,([J, KB N [AL)]) = (A, B)

ou par définition A’ (resp. B’) est I'unique sous-groupe de Gal(N/K) (resp.
Gal(N/L)) tel que A = Gal(L/L%)) (resp. B = Gal(K/K(B‘K)) . Or

|
dans le parallélogramme galoisien [J, K, N, L], la restriction a L est un isomor-

phisme de groupes profinis de Gal(N/K) sur Gal(L/J). Ainsi : (A},) = (4),,.
Comme A est fermé, on en déduit que Gal(L/L“1) ) Al, - De la méme facon
Gal(K/KPi)) = By, . 1l en résulte par unicité que <I> oW, (A,B)=(A,B). Les
applications (I>q, ‘If sont donc réciproques I'une de 'autre, et en particulier bijec-
tives. Montrons qu’elles sont décroissantes. Pour <I>q, on a d’aprés la proposition
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6.6
J,E,C,F|<[J,E,C" F'] < GalC',KF',N,E'L] <.Gal|C,KF,N,EL]|,
et par définition

{ Gal(N/KF') <. Gal(N/KF)

Cal(N/E'L) <, Gal(NjEL) < P2 ELCLF]) <c (1. B,C.F).

Pour \qu, considérons deux sous-bigroupes profinis normaux de Gal[J, K, N, L]
(A", B") <. (4,B).

Comme le composé ®, o U, est l'identité, on a d’aprés I’équivalence obtenue
q q )
précedemment pour la décroissance de @,

(A, B) <. (A B) & B(Ty(A,B) <. &(Ty(4,B))
& U, (AB) <, U (A, B)

ce qui exprime la décroissance de \qu.
(2-2) Tous les isomorphismes du (2-4) de la proposition 5.2 sont topologiques.

O



Chapitre 2
EXTENSIONS GALTOURABLES

Il s’agit ici d’introduire une notion nouvelle, celle d’extension galtourable, qui
généralise celle d’extension galoisienne. Cette notion est la clef de notre démarche
pour étudier les tours de corps (chapitre 3 et suivants).

On expose dans ce chapitre les premiéres propriétés des extensions galtourables.
Nous examinons plus particuliérement les propriétés des extensions galoisiennes
qui se généralisent aux extensions galtourables.

1. Définitions, notations, exemples

Formulons tout d’abord un certain nombre de définitions.

A Tinstar de la notation de la théorie des groupes désignant les sous-groupes,
nous remplacgons l'inclusion C par un < pour exprimer qu’il y a conservation de
la structure de corps :

VE corps, F<E <&& (F sous-corps de E). (1-0)

Définition & Convention 1.1. Soit L/K une extension quelconque.

(1) On appelle "tour (de corps) de L/K" une suite finie' croissante {F} }o<i<p de
corps intermédiaires de L/K dans laquelle Fy = K et F,, = L.
Nous notons une telle tour

(F) K=FR<FR<..<F<F,<..<F,=L.

Nous appelons
— "marche de la tour (F)" : toute extension F;.,/F; (i=0,...,m—1);
— "hauteur de la tour (F')" : l'entier m.

Nous disons que la tour (F') est "triviale" si et seulement si elle est de hauteur
nulle : m = 0. Lorsque

Vie{0,...,m—1} Fi #F

la tour
(F.) = (F) K=Fh<FH<. . <F<F,<..<F,=1L.

est dite "stricte". En particulier, la tour triviale est stricte.
Nous convenons que pour m = 0 la tour (F.) ci-dessus se réduit a

(F.) K=F-=1L.
L Cest le point de vue de cette thése (a linstar de la théorie des groupes), bien que des
auteurs récents appellent "tour de corps” une suite infinie [43].

39
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(2) Lorsque L/K est algébrique, nous appelons "tour galoisienne" de L/K toute
tour

(1) K=Ty<Ty\<..<T,<Tiy<..<Tp=1L

dont toutes les marches T;,1/7; (i = 0,...,m — 1) sont des extensions galoi-
siennes.

(3) Deux tours de L/K
(F) K=R<F<..<F<..<F,=L

(E)y K=E,<E,<..<E<..<E,=L

sont égales si et seulement si les deux suites {F;}o<i<m et {Ej}o<j<n le sont;
autrement dit lorsque m = n et

Remarques 1.2. Les notations sont celles de la définition & convention 1.1.
(1) Pour une tour (F) triviale, on a nécessairement L = K. Mais on peut avoir
L = K et (F) non triviale, i.e. de hauteur non nulle : m # 0 (répétition de corps).

(2) Notons que la tour triviale est la seule tour stricte de L/K lorsque L = K,
et qu’elle est toujours galoisienne.

(3) 11 ne suffit pas d’avoir

{Eo,...,En} ={Fo,..., Fn}
pour que les tours (F') et (E) soient égales.

Fait 1.3. La hauteur d’une tour stricte d’une extension finie L/K est au plus
égale au nombre de diviseurs premiers, comptés avec leur multiplicité, du degré

de L/K.

Démonstration. Cela découle directement de la transitivité des degrés. U

De méme que les extensions algébriques (méme séparables) ne sont pas néces-
sairement galoisiennes, elles n’admettent pas nécessairement de tour galoisienne
(cf. exemples 1.10 ), ce qui justifie la définition suivante.

Définition 1.4. Nous disons qu'une extension L/K est "galtourable" si et seule-

ment si elle admet une tour galoisienne au sens de la définition & convention
1.1.(2).

Scholies. (1) Par la transitivité des notions d’algébricité et de séparabilité, une
extension galtourable est toujours algébrique et séparable.
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(2) Une extension galoisienne est évidemment galtourable. Mais une extension
galtourable n’est pas nécessairement galoisienne vu la non transitivité de la nor-
malité. La notion d’extension galtourable généralise donc celle d’extension galoi-
sienne.

(3) Dans |6] est introduite la notion d’ "extension radicale répétée". Il s’agit des
extensions admettant une tour de corps dont chaque marche est une extension
radicale. Nous dirions quant a nous que ce sont des extensions "radtourables".

Les tours galoisiennes introduites dans la définition & convention 1.1.(2) se
généralisent en des tours dont les marches ne sont que galtourables.

Définition 1.5. Soit L/K une extension algébrique. Nous appelons "tour gal-
tourable de L/K" toute tour

(F) K=FR<FR<..<F<F.,<..<F,=L

dont toutes les marches Fy1/F;, (i =0,...,m — 1) sont des extensions galtou-
rables.

Pour une extension donnée, I'existence d’une telle tour galtourable n’est pas
automatique. Elle est discutée dans le corollaire 1.11 du chapitre 3.

Définition 1.6. (1) Nous appelons "extension simple" toute extension L/K non
triviale n’admettant aucun corps intermédiaire propre :

(L/K simple) &% (L#£K, VF K<F<L = (F=KouF=1L))

<— (L#K, VF K<F<L=F=K).

(2) Nous appelons "extension galsimple" toute extension L/K non triviale n’ad-
mettant aucune extension quotient galoisienne propre :

L#K, VF K<F<ZL )

, def,
(L/K galsimple) <= ( (F/K galoisienne) = (F'= KouF = L)

— L#K, VF K<F<L
(F/K galoisienne) = F =K |~

Remarque 1.7. Dans la définition ci-dessus de la galsimplicité, aucune hypo-
theése n’est faite sur la sous-extension L/F : elle peut étre galoisienne ou ne pas
I’étre.

Proposition 1.8. (1) Toute extension simple est galsimple.

(2) Une extension galsimple est galtourable si et seulement si elle est galoisienne.
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Démonstration. Le (1) est clair. Prouvons le sens direct du (2). Soit L/K une
extension galsimple galtourable. Par la définition 1.4, elle admet une tour galoi-
sienne (définition & convention 1.1.(2) )

(T) K=Th)<Th<..<Ti<Tiu<..<T,=1L.
Comme L/K est galsimple (Déf. 1.6.(2) ), on tire de K <T; < L I'implication
(T} /K galoisienne) = (Ty=KouTy=1).
SiTy =L, (T1/K) = (L/K) est bien galoisienne. Si T} # L, on a la tour
(T) K=Ty=T'<hL< .. <Ti<Tin<..<T,=1L.
En itérant le procédé sans avoir déja conclu, on obtient
(T) K=Ty=Ti=..=Tno<Tp1<Tn=L.

Donc, ou bien T, ; = K, ou bien T,, 1 = L, et dans les deux cas L/K est
galoisienne. O

Nous étudierons les extensions simples ou galsimples au chapitre 5. La galsim-
plicité nous permettra d’énoncer le "Théoréeme M" (Chap. 6) qui est le point
crucial de la dissociation de toutes les extensions finies.

Afin d’alléger le texte qui suit, convenons de quelques notations. Elles concernent
les définitions 1.1, 1.4, 1.5 et 1.6 précédentes, et ont été rassemblées ici pour y
référer facilement.

Notations 1.9. (1) (Extension stricte L/K) < K<L << L>K.
(2) (Extension galoisienne L/K) <« L/K << K<L < LP>K.
(3) (Extension stricte galoisienne L/K) < K<L << L>K.

(4) (Extension non galoisienne L/K) < LN K.

(5) (Extension galtourable L/K) < L/K < KsL < LzK.
(6) (Extension non galtourable L/K) < LN\K .

(7) (Extension galtourable non galoisienne L/K) << L/NK .

(8) (Extension simple L/K) < L¢K .
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(9) (Extension non simple L/K) < LK.

(10) (Extension galsimple L/K) < LXK.

(11) (Extension non galsimple L/K) << LXK

(12) (Extension galsimple galoisienne L/K) << Lx /K.

(13) (Extension galsimple non galoisienne L/K)
< LANK & K«4L < Le» K.

Les notations précédentes ne sont évidemment pas redondantes ; en voici quelques
exemples.

Exemples 1.10. Pour un réel r € R, et un entier n € N, on note, {/r la racine

n-iéme réelle de r : {/r e R.

(i) II existe des extensions séparables non galtourables :

QV2)\Q.

(ii) 11 existe des extensions galtourables non galoisiennes :
Q(V2)/\Q.
(iii)
Toute extension cyclique de degré premier est simple.
— Quel que soit 'entier n > 3, 'extension Q(0)/Q ou

0" —0—-1=0
est simple, mais non galoisienne :
Q(0) #™\Q..

(iv) 11 existe des extensions galsimples non simples non galoisiennes :

QV2) #2\Q.
(v) TI existe des extensions galsimples non simples galoisiennes : soit L le corps

de décomposition dans C du polynéme

8
X"

5
X” 420X + 16 (resp. EO oy ).

Gal(L/Q) — As (resp. Gal(L/Q) — Ag)
[L:Q] =60 (resp. [L : Q] = 20160 ) ,
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et L/Q est une extension galsimple non simple galoisienne :

Lr8/Q.

Démonstration. (i) On a [Q(v/2) : Q] = 6 par le critére d’Eisenstein. Supposons
que ’extension Q(\‘S/?)/Q soit galtourable, i.e. par définition qu’il existe une tour
galoisienne

(T) Q=T<...9T;<... 9T, =Q(V2).

Prouvons qu’alors Q(v/2)/Q admet nécessairement une tour galoisienne stricte
a deux marches (ceci est un cas particulier d'un résultat général démontré au
corollaire 2.6 du chapitre 3). Posons :

ji=min{i € {0,....m} | T; 2Q}, k:=max{i € {0,...,m}|T;#T,}.
De j > k suivrait
@(\75) =Ty, T, =Q : absurde.
Donc nécessairement 7 < k et
(T) Q=Ty=...=T1,<T;<Q ... AT} ATps1 = ... =T, = Q(V2).
On en déduit, la tour a trois marches
Q<T; <T, <Q(V2)

qui ne peut pas étre stricte, en vertu du Fait 1.3. C’est donc que T; = T}, et,
dans notre hypothése, on a ainsi prouvé I'existence d’'une tour galoisienne stricte
a deux marches

Q=F<F <1F=Q(W?2).

Par ailleurs, on a la

Proposition. Soient n € N et a € Q un rationnel positif. On suppose que
pour tout diviseur d de n, a ¢ Q<. Alors, pour tout corps intermédiaire F entre
Qet L:=Q(Va) : Q< F <L, il existe un entier d divisant n : d | n, tel que
F=Q(a)

Démonstration. Conséquence directe du Théoréme 2.1 de [1] ou du Théoréme 2.2
de [40]. O

Avec ce qui précéde, il résulte de la proposition ci-dessus que les seules tours
. < 6
strictes a deux marches de Q(v/2)/Q sont

Q=FR<9F =Q(W2) < FK=QV?2)
et
Q=F<F=Q(WV2) <F=0Q(V2).

Or ni I'une ni 'autre n’est galoisienne, d’ou la contradiction.
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(ii) 11 suffit de considérer la tour galoisienne
QaQ(v2)<Q(v2).

(iii) La premiére assertion est claire; quant a la seconde, elle sera démontrée au
chapitre 5.

(iv) Posons L := Q(+v/2). Clairement, I'extension L/Q est non simple et non
galoisienne. Si elle n’était pas galsimple, il existerait un corps intermédiaire N
tel que Q < N < L. Or, en vertu de la proposition de la démonstration du (i)
ci-dessus, on a nécessairement N = Q(\B/?) qui n’est pas galoisien sur Q.

(v) Pour X° + 20X + 16, on vérifie que Gal(L/Q) — As par PARI |10]. Pour
8
X2 on a Gal(L/Q) —~ Ag d’aprés un résultat de Schur ([35] ou [11]). Les

n! >’
n=0
sous-groupes de Sylow de As (resp. Ag) assurent que L/Q n’est pas simple. Mais
L,Q est galsimple puisque Ajs (resp. Ag) est un groupe simple (c¢’est un phéno-

meéne général : cf. Chap. 4, Prop. 2.7). O

2. Theéorie générale des extensions galtourables

On dispose d'une théorie générale des extensions galoisiennes finies ou infinies.
Nous allons montrer qu’il existe aussi une théorie générale des extensions gal-
tourables. Rappelons d’abord le bien connu "théoréme de I'extension galoisienne
translatée" |23, p.266,Th.1.12| (dit "natural irrationalities" dans [32]).

Théoréme 2.1. Soient K/J et L]/J deux extensions algébriques. Sous la seule
hypothése que K et L soient contenus dans un méme corps, avoir L/ J galoisienne
implique que KL/K est galoisienne :

(L/J) =  (KL/K).

Corollaire 2.2. La translatée d’une extension galoisienne par un corps donné
est toujours une extension galoisienne.

Précisément, soit L/J une extension galoisienne. Pour tout corps C' contenu dans
une cloture algébrique de J contenant L, 'extension CL/CJ est encore une ex-
tension galoisienne. Autrement dit, on a 'implication

(L/J) =  (CL/CJ).

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoréme 2.1 en translatant 1’extension
galoisienne L/.J par C'J/J. O

Ces énonceés se généralisent aux extensions galtourables.
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Théoréme 2.3. Soient K/J et L/J deux extensions algébriques. Sous la seule

condition que K et L soient contenus dans un méme corps, on a l'implication
(L/J galtourable ) = (KL/K galtourable ) .

Démonstration. Soit (F') une tour galoisienne de I'extension galtourable L "J :
(F) J=FKhIh ... JdFdF Q... JF,=L.
Posons E; := KF; (i=0,...,m), et appliquons le théoréme 2.1 en translatant

chacune des marches galoisienne Fj; F; (i = 0,...,m — 1) par l'extension
algébrique E;/F;.

KL=E
A
Em—l
L=F, A
! 3
F | ﬁ
E i+1
/ Ei
E+1 / /P
F E
q‘\ / =E0
F /
J=F

Fi1G. 12. Translatée d’une tour galoisienne

On en déduit que les extensions
EiFipw=KF=E/E (i=0,...,m—1)
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sont galoisiennes. On obtient donc la tour galoisienne
(E) K=KFy=F<2...4dFE,JdE < ...<E,=KF,, =KL.
Or ceci n’exprime rien d’autre que la galtourabilité de K L/K. [

Enongons maintenant trois corollaires au théoréme 2.3.

Corollaire 2.4. La translatée d’une extension galtourable par un corps donné est
toujours une extension galtourable.

Précisément, soit L/J une extension galtourable. Pour tout corps C contenu dans
une cloture algébrique de J contenant L, l'extension CL/CJ est encore galtou-
rable. Autrement dit on a 'implication

(L/J) = (CL/C).

Démonstration. On applique le théoréme 2.3 avec K := C'J. O

Fait 2.5. La réciproque du théoréme 2.3 est fausse.

Scholie. 11 en est de méme de la réciproque du théoréme de I'extension galoisienne
translatée 2.1.

Démonstration. Reprenons l'extension L := Q(+/2)/Q de I'exemple 1.10.(i) et
translatons la par I'extension K := Q(5)/Q ot j := ¢*™/3. Comme K contient
les racines 6™ de I'unité, I'extension KL = K(+/2)/K est kummérienne, donc

galoisienne et a fortiori galtourable. Tandis que I'on a prouvé que I’extension
L := Q(v/2)/Q n’est méme pas galtourable.

KL=Q(},72)
/

L=Q(Tz)

K=Q(])

F0Q

F1G. 13. Descente non galtourable O
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Corollaire 2.6. La translatée d’une tour galtourable par une extension algébrique
est une tour galtourable.
Précisément, soit L/J une extension admettant une tour galtourable (cf. Déf. 1.5)

(F) J=Fhs...sFsF,s...sF,=1L.
Alors, pour toute extension algébrique K/J telle que K et L soient contenus dans
un méme corps, on a la tour galtourable
(E) K=Fks . .sEsE, s ...sE,=KL
ot l'on a posé E; .= KF, (i=0,...,m).

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoréme 2.3 aux extensions galtourables
Fi 11,/ F; en les translatant par les extensions algébriques E;/F;, pour i € {0, ...,
m — 1}. O

Quand on empile deux extensions galoisiennes, on obtient une extension gal-
tourable non nécessairement galoisienne en général (cf. exemple 1.10.(ii)). Les
extensions galtourables n’ont pas ce défaut : quand on empile deux extensions
galtourables, on obtient toujours une extension galtourable. Précisément :

Fait 2.7. Pour toute tour K < L < M, avoir L/K galtourable et M /L galtou-
rable implique que M /K est galtourable. Autrement dit on a l'implication

(L/K, M/L) = (M/K).

Scholie. Nous avons déja prouvé que I'implication inverse est fausse en général :
cf. 2.10.

Démonstration. 11 suffit d’utiliser que la juxtaposition de tours galoisiennes est
encore une tour galoisienne. Précisément, si
(F) AR Q... Q... 4F,
et
(E) Fon=EdEd...dE;,2... 4L,
sont deux tours galoisiennes, la tour
(T) FOZToﬂ §1TZ :Eﬁl Sle :Fm:EoﬂTm+1 :Elﬁ

est évidemment galoisienne. U

Corollaire 2.8. Tout compositum d’extensions galtourables est galtourable. Pré-
cisément : quelles que soient les extensions galtourables K/J et L/J dont les
sommets sont contenus dans un méme corps, l'extension compositum KL/J est
galtourable. Autrement dit, on a l'implication

(K/J,L/J) = (KL/J).
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Démonstration. Le théoréme 2.3 assure que KL /K. Comme de plus K 7J, le
Fait 2.7 précédent entraine que KL/ J. U

Proposition 2.9. Toute sous-extension d’une extension galtourable est galtou-
rable. Précisément, soit L/ K une extension galtourable. Pour tout corps inter-
médiaire M, K < M < L, la sous extension L/M est galtourable.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoréme 2.3 en translatant 1’extension
galtourable LK par I'extension algébrique M /K. U

La proposition précédente généralise une propriété analogue des extensions
galoisiennes. Le fait suivant établit que la question "duale", ¢’est & dire pour les
extensions quotients, trouve la méme réponse dans le cas galtourable que dans le
cas galoisien.

Fait 2.10. En général, une extension quotient d’une extension galtourable n’est
pas galtourable.

Démonstration. Considérons la situation

- Q(j,72)

Q(z )

Q(J))

Q

Fi1G. 14. Eztension quotient non galtourable

L’extension Q(j, v/2)/Q est galoisienne (puisque son corps sommet est le corps
de décomposition de X® — 2 sur Q). Mais on a déja vu que l'extension quotient
Q(v/2)/Q n’est pas galtourable (cf. exemple 1.10.(i) ). O
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Les différentes propriétés précédentes constituent le début d’une théorie de la
galtourabilité, similaire a la théorie de Galois générale. On peut numériquement
décider si une extension donnée est galtourable ou non, de méme que 'on peut
décider si elle est galoisienne ou pas. Cependant il parait illusoire de chercher une
caractérisation "universelle" des extensions galtourables, ou méme seulement des
extensions galtourables finies. Rappelons qu’une telle caractérisation n’existe déja
pas pour la classe, plus restreinte, des extensions galoisiennes.

Un important probléme de théorie de Galois est de conserver le caractére galoi-
sien d’une extension en la faisant glisser sur un sous-corps de son corps de base.
Ceci constitue le délicat

"Probléme de la descente galoisienne".
Soient N /K une extension galoisienne et /K /.J une extension algébrique. Existe-
t-il un sous corps L de N : L < N, tel que les trois propriétés suivantes soient
vérifiées :
(Do) L/J est galoisienne : L 7J ;
(Dy) L’intersection de K et de L est égalea J : KNL=J;
(D) Le compositum de K et de L est égala N : KL =N .

Ce probléme, maintes fois abordé dans la littérature ([30], [31], [29], [19], [9],
...) se généralise en le probléme suivant sur lequel tout reste a découvrir.

"Probléme de la descente galtourable".
Soient N /' K une extension galtourable et K /.J une extension algébrique. Existe-
t-il un sous corps L de N tel que

(Do) L/J est galtourable : L/ J ;
(D)) KNL=J;
(D;) KL=N.

Pour le probléme de la descente galoisienne, Massy a introduit la notion de
parallélogramme galoisien [28], essentiellement en degrés finis. Une généralisa-
tion en degrés infinis figure dans [4| (confer Chap. 1). Dans le cas galtourable
introduisons la

Définition 2.11. Nous appellons "quadrilatére galtourable" tout quadrilatére
corporel (J, K, N, L) (cf. Chap. 1, Déf. 1.1) dans lequel les quatre extensions sont
galtourables :

K/J,N/JK,N/L,L/J.



2. THEORIE GENERALE DES EXTENSIONS GALTOURABLES 51

N

J
FiGg. 15. Quadrilatere galtourable

Remarque 2.12. D’apreés le théoréme 2.3, la galtourabilité de L/J (resp. K/J)
implique celle de N/K (resp. N/L) :

(L/J) = (N/K) (resp. (K/J) = (N/L) ).

Proposition 2.13. Soient (J, K, N, L) un quadrilatére galtourable, et F' un corps
intermédiaire entre J et L, J < F < L.

(1) Si KFNL=F, on ale sous-quadrilatére galtourable (F, KF,N,L).
(2) Si F/J est galtourable, on a le quadrilatére quotient galtourable (J, K, KF, F).

LNN

Fi1G. 16. Sous galtourabilité € galtourabilité quotient

Démonstration. (1) D’aprés le théoréme 2.3,

(K,/J) = (KF/F) = (N/L).
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D’apreés la proposition 2.9 et le théoréeme 2.3,
(L/J) = (L/SF) = (N/JKF).
D’ou le quadrilatére galtourable annoncé puisque F' = K F N L par hypothése.

(2) Un nouvelle fois par le théoréme 2.3
(F/J) = (KF/K).

D’ot la conclusion par la démonstration précédente du (1). U

Le lecteur qui se sera référé au théoréme 1.3 de [28] et au théoréme 4.2 du
chapitre 1 aura noté que la proposition précédente est bien moins consistante que
ceux-ci. En effet, plusieurs questions demeurent irrésolues. En voici un résumé.

Questions 2.14. On se donne un quadrilatére galtourable (J, K, N, L). Dans
quels cas peut-on répondre par I'affirmative aux questions suivantes :
(1) Si F est un corps intermédiaire entre J et L, J < F < L,

KFNL=F 7
(2) Si E est un corps intermédiaire entre K et N, K < EF < N,

(2-1) E/(EN L) est-elle galtourable : £/ (ENL) 7
(2-2) Pour E/K galtourable

(2-2-1) K(ENL)=FE 7

(2-2-2) (EnL)/J 7

Lorsque (J, K, N, L) = [J, K, N, L] est un parallélogramme galoisien, toutes les
réponses sont affirmatives en vertu du corollaire 4.3 du chapitre 1.

3. Extensions galtourables définies par un polynéme

La galtourabilité d’une extension définie par une racine d’un polynoéme irré-
ductible dépend-elle de cette racine ? Nous allons prouver qu’il n’en est rien, bien
qu’a deux racines différentes correspondent en général deux extensions différentes
(contrairement au cas galoisien). La proposition suivante permet en particulier
d’utiliser le logiciel PARI sur les extensions de corps définies par un polynéme
pour prouver la galtourabilité d'une extension sans avoir d’état d’ame sur la
racine considérée.

Proposition 3.1. Soient J un corps quelconque et J une cloture algébrique fixée
de J. Soit P(X) un polynome séparable irréductible de J[X]. Quelles que soient
les racines ty et ty de P(X) dans J :

P(t;) = P(ty) =0,
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Uextension J(t1)/J est galtourable si et seulement si l’extension J(t2)/J est gal-
tourable :

(J(t)/)) = (J({t2)/J).
Scholie. La séparabilité de P(X) est exigée par la galtourabilité des extensions.

Démonstration. Supposons l'extension L' := J(¢;)/J galtourable. Soit donc une
tour galoisienne (T*) de L'/ J

(T J=Ty<Q..QTH, <7} <. <QTL=1L1".

Montrons que (T') détermine canoniquement une tour galoisienne (72) de L? :=
J(t2)/J. L’extension L'/ .J est finie (de degré celui de P(X)); chacune des marches
galoisiennes T} /T | (i = 1,...,m) est ainsi séparable de degré fini. Donc par
le théoréeme de 1’élément primitif

Vi € {1,,m} EIQZ GTil T‘il :T‘Zl_l(el)

On sait que les corps J (1) et J(t2) sont conjugués, i.e. il existe un J-isomorphisme
® induit par ®(t;) = ts

o L' = L2

1 — 1

Posons alors

et
Ty =J, T7 =T (v).

Il est clair par récurrence que

car

o(1y) = o) = J

O(TY) = BT ,(0) = B(TL,) ()
= TZ (vi) =T7.

En prenant I'image de (T) par @, on obtient donc canoniquement la tour

(T%) <D?|J) = Mﬁ&) << @(ﬁh) < @(F) << @(ﬁﬁl) =@
J = T} <...< T2, < T} <...< T2 =

Il reste a prouver que la tour (7'%) est bien galoisienne. Posons :

P(X) :=Irr(0;,T} ,X) (i=1,...,m)
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et R; := { racines de P;,(X) dans J}. Puisque, par hypothése, I'extension T} /T}" |
est galoisienne, on a
R:CT! (i=1,...,m).
Donc directement
®(Ri) C O(T}) =T}
Or ®(R;) = { racines de P®(X) dans .J } car P;(X) se décompose en facteurs du
premier degré dans T :
PZ(X) = (X — 2“:92-) ‘e (X — Zidi) 5
et donc
PP(X) = (X — ®(0;)=v;) ... (X — B(2i4,)) -

On en déduit que 77 est le corps de décomposition sur 77 ; du polynéme PF(X).
En effet comme ®(R;) C T7, on a trivialement

TP = TH(®(2i1) =vi, .-, D(2i4,)) 5
et puisque T2 = T2 | (v;),
T2 = 7}2_1((1)(21'1)2’02‘, ceay (I)(szl)) .

)

L’extension T?/T? , est donc normale, et par suite galoisienne. O
7 1—1 )



Chapitre 3
RAFFINEMENTS DE TOURS DE CORPS

Le chapitre précédent introduisait la notion de tour galoisienne jouant pour les
corps un role analogue a celui des suites normales pour les groupes. Ce paralléle
avec les groupes se poursuivra au chapitre 4 en un quasi-dictionnaire par des
analogues, au départ inespérés, des célébres théorémes de Schreier et de Jordan-
Holder. Nous nous intéressons ici a la notion clef de ces futurs énoncés, celle de
raffinement d’une tour (galoisienne) de corps qui nécessite, hélas, une mise au
point technique assez lourde.

1. Définition d’un raffinement et d’un raffinement galoisien
Définition & Convention 1.1. Soient L/K une extension algébrique, et
(F) K=F<h<---<F<Fn<---<F,=1L

une tour de L/K (cf. définition & convention 1.1 du chapitre 2).
(1) Nous appelons "raffinement de (F)" toute tour

(B) K=E<E<---<E<Eu<--<E~=L
de L/K vérifiant les deux conditions suivantes :

(RAF1) m<n
(RAF2) il existe une suite finie d’indices
0<jo<n<--<Jim<n

telle que
Vie{0,....m} F,=E, .

En particulier pour la tour triviale (F) (cf. Chap. 2, Déf. & Conv. 1.1), nous
convenons que pour m = 0, la suite finie d’indices ci-dessus se réduit a

0<jo<n.

(2) Nous appelons "raffinement propre de (F)" tout raffinement (E) de (F') qui
vérifie la condition supplémentaire

(RAF3) Jje{l,....n—1} Vie{0,....,m} E;#F,.

Scholie. Cette définition est un analogue exact, mutatis mutandis, de celle utilisée
pour les suites normales de groupes qui figure clairement dans [34, p.120].

85
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Remarques 1.2. (1) La condition (RAF1) est redondante : elle est impliquée
par (RAF2), puisque 'on a clairement

Cependant (RAF1) offre un moyen commode pour présélectionner les tours sus-
ceptibles d’étre des raffinements.
(2) Le raffinement (E) de la définition & convention 1.1.(1) peut s’écrire

(E) K=F< ---<E,=F=K<---<E,=F<.---<E, =

Fo <.
- <E;<Ejs <---<E, =F,=L<---<E,=

L.
(3) Toutes les répétitions de la tour (F') sont reproduites dans la tour (E). Il ne
peut exister de raffinement supprimant des corps. Un raffinement qui ajoute un

corps nouveau, distinct de tous ceux de la tour de départ (condition (RAF3)),
est "propre".

La définition suivante précise la définition & convention générale 1.1 précé-
dente, a 'instar de ce qui a été fait au chapitre 2 pour les tours strictes, galoi-
siennes, etc.

Définition 1.3. Soient L/K une extension algébrique, (F') une tour de L/K et
(E) un raffinement de (F) (cf. Déf. & Conv. 1.1).

(1) Nous disons que (E) est un "raffinement strict" de (F') si et seulement si ¢’est
une tour stricte (cf. Chap. 2, Déf. & Conv. 1.1.(1) ).

(2) Nous disons que (F) est un "raffinement trivial" de (F') si et seulement si
c’est un raffinement de (F') non propre, autrement dit qui vérifie comme condition
supplémentaire la négation de (RAF3) dans la définition & convention 1.1.(2),
ie.

(RAFT) Vje{l,....n—1} 3ie{0,....m} E;=F,.

(3) Nous appelons "raffinement identité" de (F'), la tour (F') elle-méme.
(4) Nous disons que (F) est un "raffinement galoisien" de (F') si et seulement si
c’est un raffinement de (F') qui vérifie la condition supplémentaire

(RAFG) Vje{l,....n—1} (Vie{0,....m} E;j#F)= E, <E,

Ej/Ej—l .

Scholie. Toutes ces notions sont évidemment cumulables : raffinement strict propre,
raffinement galoisien strict, etc.

Remarques 1.4. (1) Une tour (F) non stricte (cf. Chap. 2, Déf. & Conv. 1.1)
n’admet pas de raffinement strict.

(2) Le raffinement identité est un raffinement galoisien trivial.

(3) Un raffinement galoisien (F) d’une tour (F') n’est pas nécessairement une tour
galoisienne : le raffinement identité d’une tour non galoisienne par exemple.
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Fait 1.5. (1) Tout raffinement trivial est galoisien.
(2) Un raffinement qui est une tour galoisienne est un raffinement galoisien.

Démonstration. (1) Soient L/K une extension,

(£) K=F< - -<F<---<F,=1L
une tour de L/ K, et

(E) KZEOS"'SEjS"'SEnZL

un raffinement trivial de (F). Dire que (E) est galoisien signifie que que dés
qu'un corps Ej est distinct de tous les F;, il est nécessairement galoisien sur £;_4
(condition (RAFQG) de la définition 1.3). Mais la trivialité de (E) signifie que tous
les E; sont des F; (condition (RAFT)). La condition (RAFG) est donc satisfaite
puisqu’elle n’impose rien.

(2) Dire que la tour (E) est galoisienne revient a dire (cf. Chap. 2, Déf. & Conv.
1.1.(2)) que toutes les marches E;/E; ;1 (j = 1,...,n) sont galoisiennes. La
condition (RAFG) est dés lors clairement vérifiée. O

Fait 1.6. ("Transitivité des notions de raffinement et de raffinement galoisien")
Soient L/ K une extension et

(F) K=F<.---<F<...<F,=1L

une tour de L/K. Tout raffinement (resp. raffinement galoisien) (R) d’un raffi-
nement (resp. d’un raffinement galoisien) (E) de (F) est un raffinement (resp.
un raffinement galoisien) de (F).

Démonstration. En vertu de la remarque 1.2.(2)

(E) KZEOS“'SEjoZFOZKS“'SEJ;:ES“-SEJ' .
- <E;, =F,<---<E,=1L

o1 0 < jo<j1 < <jm<netF,=E,; pour tout i € {0,...,m}. De méme,
comme (R) est un raffinement de (F), on a en particulier
(R) K=Ry< - <Ry=E=K<--- <R, =E, <---<R<...
<Ry, =B, < <R=L
avec 0 < kj, < kj, <--- <k, <l et F; =E; = Ry, pour toutiec {0,...,m}.
Ceci suffit a établir que (R) est un raffinement de (F) elle-méme.
Montrons maintenant que lorsque (E) (resp. (R)) est en fait un raffinement

galoisien de (F') (resp. (E)), (R) est nécessairement un raffinement galoisien de
(F), i.e. vérifie la condition (cf. Déf. 1.3.(4))

(RAFG) Vke{l,....I—1} (V¥ie{0,....m} R.#F) = Ry <R,.
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Soit k € {1,...,1 — 1} tel que Ry # F; pour tout ¢ € {0,...,m}. De deux choses
I'une :

- Ou bien Ry, est distinct de tous les £}, i.e.
Vjie{0,...,n} Ry#E;,

et alors la condition (RAFQG) traduisant que (R) est un raffinement galoisien de
(E) implique immédiatement Ry < Ry.
- Ou bien Ry est déja un corps de la tour (E), i.e.
3j€{0,....,n} Ry=E;.
Alors, par définition de k,
Vi€ {0,...,m} Ry=E;#F,.
Si I'on traduit cette fois que (E) est un raffinement galoisien de (F'), nous obtenons
Ry, . = FE; 1 A E; = Ry, .

Supposons que l'on ait choisi 7 minimal dans ’ensemble des indices J tels que
Ry, = Ej;. Notons tout d’abord que j > 1, sans quoi j =0 et Ry = Ey = K = I
qui ('ontredl’r notre hypothése initiale sur k. Maintenant si l'on avalt E—1<
kj_1, i.e. k < k;_1, on aurait par croissance de la suite des Ry (Chap. 2, Déf. &
Conv. 1.1)

E; =Ry, < Rkj,l =FkE; 1 < Ej;;
d’ott Ry = E;_4, qui contredirait la minimalité de j. Donc nécessairement k;_; <

kE—1et
Ry, ., <Rp 1< Ry

Ej—l < E] .
L’extension Ry/Rjy_1 est ainsi bien galoisienne. O

On a déja dit dans la remarque 1.4.(3) qu'un raffinement galoisien d’une tour
quelconque n’est pas nécessairement une tour galoisienne. Cependant, nous dis-
posons de la proposition suivante, que I’on peut regarder comme une justification
de notre définition d’un raffinement galoisien.

Proposition 1.7. Un raffinement galoisien d’une tour galoisienne est encore une
tour galoisienne. Précisément, soit

(T) K=T,9dT1 4---4T7;4---dT,, = L

une tour galoisienne (cf. Chap. 2, Déf. €& Conv. 1.1.(2)). Tout raffinement galoi-
sien de (F)

(R) K:Ro§~--§Rj0:T <R, =T <-

K<... < < R
R; S'“SR

T, <
R,

|/\ II

- <
mLS

I/\ ||

est une tour galoisienne :

VJG{O,,TL—l} RjﬁRj+1<:>Rj+l/‘Rj'
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Démonstration. Raisonnons par I'absurde en supposant que la tour (R) ne soit
pas galoisienne, donc comporte au moins une marche non galoisienne :

dge{0,....n—1} R, \R,.
Considérons alors I'ensemble
J={je{l,....n—1}|Vie{0,....m} R; #T;}.

L’indice g 4+ 1 ne peut étre dans J, sans quoi I'on aurait

Vie{0,...,m} Ry #1T;,
et par la condition (RAFG) de (R) (cf. Déf. 1.3.(4))

R, < Ryi1 @ contradiction.
Sig+1=n,Ryy1=L=T,.Sig+1le{l,...,n—1},

g+1¢J < (Fie{0,....m} Ry =T,).

Donc, dans tous les cas,

3 e{0,....,m} R, =T,.
Soit 7, le plus petit des indices 7 tels que 'on ait R, =T; :

ip :=min{i € {0,...,m} | Ry01 = T;} .

Nécessairement 7, > 1, car sinon 7, = 0 et

K=Ty=Ryy1 2 Ry > K

qui impliquerait R,y = R, = K et l'extension R,i;/R, serait galoisienne :
contradiction. Donc i, — 1 € {0, ..., m}. La minimalité de ¢, interdit que R, =
T;,—1. Ainsi Ry # T, et par la croissance de la suite {7 }o<i<m.
Ti,-1 <Ti, = Rg1
Ti,—1 # Ryt

Par ailleurs, comme (R) est un raffinement de (7'), T; _; est I'un des corps de la

} = T, 1 < Rgy1 .

tour (R). Ecrivons pour alléger la notation j, := j; _1; alors

R,

(puisque j, > g + 1 impliquerait R; > Ry, : contradiction). Donc
Ty = ij < R, .

T, 1<Ryp1 = jp<g+1 & j,<g

p —

Finalement

ﬂp—l < Rg < Rg+1 - ﬂp .
L’hypothése que (T) est une tour galoisienne nous assure en particulier que 1’ex-
tension ﬂp/Tirl est galoisienne. Il en est donc de méme de sa sous-extension
R,11/ Ry, ce qui contredit notre hypothése initiale R, 1\ R,. Cette derniére ne
peut étre faite; c’est donc que la tour (R) est bien galoisienne. O
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La proposition précédente admet un analogue galtourable.

Proposition 1.8. Tout raffinement galoisien d’une tour galtourable est une tour
galtourable.

Démonstration. Celle de la proposition 1.7, mutatis mutandis, puisque 'on sait
que toute sous-extension d’une extension galtourable est galtourable (cf. Prop.
2.9 du chapitre 2 ). O

Précisons maintenant le lien entre tours galtourables et tours galoisiennes.

Proposition 1.9. Toute tour galtourable admet un raffinement galoisien qui est
une tour galoisienne.

Démonstration. Soit
(F) K=FR<Rh<..<E<..<F,=1L
une tour galtourable (cf. Déf. 1.5 et Not. 1.9.(5) du chapitre 2). En tant qu’ex-

tension galtourable, chacune des marches Fj,;/F; admet une tour galoisienne

(T3) Fi=T;, 9T;11 2--- 9T}, = Fia

Ji+1
ou
Ji <Ji+1<7Jit1 = Ji <Jit1.
En juxtaposant, c’est a dire en mettant bout a bout, les tours galoisiennes (7;),
on obtient la tour galoisienne
(T) K=Fy=T,dTju<---<T, =F<Q---<4T;, =F, =1L

avec

0<jo<ij1 <+ <Jm<Jm
et

F,=1T; (i=0,...,m),

ce qui montre que (7') est un raffinement de (F'). Comme c’est une tour galoi-
sienne, c’est un raffinement galoisien de (F') (cf. Fait 1.5.(2)). O

Scholie. La démonstration précédente n’est qu'une généralisation de celle du Fait
2.7 du chapitre 2.

En contraste avec les extensions galoisiennes la proposition 1.9 admet le

Corollaire 1.10. Soit L/K une extension admettant une tour galtourable. Alors
L/K est une extension galtourable.

Démonstration. D’apreés la proposition 1.9, cette tour galtourable admet un raf-
finement galoisien qui est une tour galoisienne (de L/K). Donc L/K admet une
tour galoisienne, i.e. est galtourable (cf. Chap. 2, Déf. 1.4 ). O
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A partir de la notion d’extension galoisienne, nous avons défini la classe plus
large des extensions admettant une tour galoisienne. Le corollaire 1.10 précédent
exprime que 'on ne peut pas aller plus loin dans cette direction : la classe des
extensions admettant une tour galtourable n’est que celle des extensions galtou-
rables elle-méme. Précisément :

Corollaire 1.11. Soit Q un corps fixé. Dans €2, ’ensemble des extensions gal-
tourables est égal a celui des extensions admettant une tour galtourable.

Démonstration. Toute extension galtourable LK admet la tour galtourable
K=KKsF=L.

L’autre inclusion est fournie par le corollaire 1.10. U

2. Tour stricte associée

La définition méme d’un raffinement suppose la conservation des répétitions
des corps dans une tour donnée. Le but de ce qui suit est d’introduire un moyen
technique de "supprimer" ces répétitions, ce qui s’avérera nécessaire pour parler
de tour de composition (cf. Chap. 4).

Proposition & Définition 2.1. Soient L/K une extension quelconque et
(F) K=F< . --<F<...<F,=1L

une tour de L/K. Il existe une tour stricte (S) de L/K (cf. Chap. 2, Déf. &
Conv. 1.1.(1)) et une seule, telle que (F) soit un raffinement trivial de (S) (cf.
Déf. 1.3.(2)). Nous appelons (S) "la tour stricte associée a (F')", et nous la notons

(F<) := (5) -

Démonstration. (1) Existence. Il s’agit en fait d’effacer les répétitions de la tour
(F). Précisément, notons F l’ensemble des corps de (F) :

F=A{Fy,....F;, ..., F.};
et soit
n:=|Fl—-1<m.
Renumérotons F de maniére croissante en écrivant

F=AF,....,Fj,,....,Fj}
avec, donc,
V(k,1) €{0,....,n}* k<l=F, <Fj.
En posant S; := Fj, (i € {0,...,n}) , on obtient clairement la tour stricte
(S) So=F,=F=K<---<S=F,<---<S,=F, =F,=L
de L/K, avec la suite finie d’indices

0<jo<n<-"<jn<m.
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En effet, on aurait dans le cas contraire I'existence d'un couple (k,1) € {0, ..., n}?
avec k < l et j; < ji, et par croissance de la suite {F;}o<i<m . Fj, < Fj, qui
contredit la croissance de la numérotation de F.

Comme on a S; = Fj, (i € {0,...,n}) par construction, ceci prouve la condition
(RAF2) de la définition & convention 1.1.(1), et (F') est un raffinement de (5).
La condition (RAFT) de la définition 1.3.(2) étant évidemment vérifiée, il est de
plus trivial.

(2) Unicité. Soit maintenant
()Y K=S5<--<S,<---<8S,=L
une autre tour stricte de L/K de raffinement trivial (#'). On a aussi
F={Sy....5}.

En effet soit F; € F = {Fy,..., F,...,Fy}. Silon avait F; ¢ {S),..., 5/}, la
tour (F) serait un raffinement propre (cf. Déf. & Conv. 1.1.(2)), i.e. non trivial :
contradiction avec la définition de (S). L’inclusion inverse traduit simplement
que (F') est un raffinement de (S’). L’égalité précédente implique que

n+1=|F|={Sy--.,S} .

Mais (S’) étant stricte,
/ / /
{Sh, -, S =n"+1,
de sorte que nécessairement n’ = n. Raisonnons maintenant par l’absurde en

supposant que (S) # (S’). Par le (3) de la définition & convention 1.1 du chapitre
2 cela équivaut a ce que

(ie{0,....n}|Si#AS Y40

Soit [ le plus petit élément de cet ensemble non vide d’entiers. Comme d’apreés
ce qui précede

F={S0,..., S} ={Sp.--, S0},
il existe j dans {0,...,n} tel que
j#L, S =157

Si on avait j < [, on déduirait de la minimalité de [ que S; = S} = 5 qui
contredit que (S) est une tour stricte. Donc j > [, i.e. 7 > [ (puisque j # [ par
définition). Comme (") est stricte, on obtient alors S; < 7. De méme, il existe
k dans {0,...,n} tel que S} = Sk. Mutatis mutandis, on montre que k > [ et
S; < Si. Mais alors

Sl < Sk

I | contradiction.

S>> 5

J
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Remarques 2.2. (1) Lorsque (F') est stricte, on a clairement (F.) = (F). En
particulier, la tour triviale est stricte (cf. Chap. 2, Déf. & Conv. 1.1.(1)) et
(F)=(F.) K=F=L.

(2) La démonstration de 'unicité de la tour stricte consiste en fait & montrer que
celle-ci ne peut étre obtenue que par renumérotation croissante de F (numérota-
tion qui est unique).

La notion de tour stricte associée a une tour donnée est compatible avec celle
de raffinement.

Proposition 2.3. Soient L/K une extension quelconque et
(F) K=F< ---<F,<---<F,=1L
une tour de L/K. Pour tout raffinement
(E) K=F< - --<E<---<E,=1L
de (F), (E<) est un raffinement de (F.) (Prop.&Déf. 2.1).

Scholie. En général (E.) ne raffine pas (F'), car les répétitions éventuelles de (F)
ont disparu dans (FL.), et ne peuvent se retrouver dans la tour stricte (E.).

Démonstration. Ecrivons
(F<) K:F0:F<0<"'<F<m/:Fm:L;
(E<) K:E0:E<0<"'<E<n/:En:L.
Comme (F') est un raffinement trivial de (F.), on a
F::{F07...7Fm}:{F<07...,F<m/};
de méme
g = {E07,En} - {E<0,...7E<n/} .
L’hypothése que (F) est un raffinement de (F) signifie qu’il existe une suite finie
d’entiers
0<jo<in<-<jm<n
telle que
Vie{0,...,m} F,=E, .
Cela implique en particulier que F C £. Ainsi
vi' €{0,...,m'} 3Fj, €{0,...,n'} Fey=E_j .

Fixons une suite de tels entiers : {j/, }o<i<m. Elle est strictement croissante. En
effet, raisonnons par I'absurde en supposant qu’il existe 0 < ¢} < i, < m' avec

-/ / . .
i < Jir- On a alors E<j1{/2 < E<j1{/1 par croissance de toute tour de corps. Tandis

. e s .
que, comme la tour (F.) est stricte, I'inégalité i} < i, entraine
E<jlf, = F<i’1 < F<i’2 =k

? : contradiction.
1 "2
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Par conséquent
0<jh<ji < < o<
avec

vi'€{0,....m'}  F=E,.

Or ceci exprime précisément que (E.) est un raffinement de (F.) (Déf. & Conv.
1.1.(1)). O

Corollaire 2.4. Pour toute tour stricte (F') de L/K et tout raffinement (E) de
(F), (E<) est encore un raffinement de (F).

Démonstration. Cela découle immédiatement de ce que (F.) = (F) (cf. Rem.
2.2.(1)) et de la proposition 2.3 précédente. O

Nous énoncons maintenant un fait bien intuitif, de démonstration élémentaire
mais subtile. Il sera précisé davantage au chapitre 4. Nous le faisons figurer ici car
il est indispensable pour généraliser la proposition 2.3 aux raffinements galoisiens.

Fait 2.5. Soient L/K une extension quelconque,
(£) K=< --<FE<---<F,=1L
une tour de L/ K, et
(F.) K=F=F < ---<F <. <Fop=F,=L
la tour stricte associée a (F') (cf. Prop. € Déf. 2.1). Alors toute marche de (F-)

est une marche de (F).

Démonstration. Le résultat est trivial si K = L. Supposons L # K de sorte
que 'on puisse considérer F;.1/F-; (j € {0,...,m’ —1}) une marche de (FL).
Comme (F') est un raffinement de (F.), on sait

Elij < ij+1 Fi]- = F<j < F<j+1 = I

Jj+1 "
Considérons I’ensemble d’entiers
[j+1 = {Z € {0,,m} | E = F<j+1} .

Comme l'ensemble [, 1 # () puisque Fi, ., = F<j11, il admet un plus petit élément,
et nous pouvons considérer

[ = (minlj)— 1

Avoir [ 4+ 1 <i; conduirait a Fyyy < Fj, qui contredit Fj, = Fioy < Fej = Fpg.
On a donc 0 < ¢; < [ 4 1 et en particulier [ > 0. D’ou 'existence de F;. La
minimalité de [ + 1 dans [;;, interdit que F; = F.; 41 = Fij;1. Donc

F <Fy1=Fejqr.
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Comme par ailleurs F;, < F (puisque i; <1+ 1<« i; <), on a la tour
Foj=F,<E<Fuau=F ..
Or, par définition, (F') raffine trivialement (F.) et donc
35" e€{0,...,m"} EF=F.

Montrons maintenant que nécessairement j° = j. Si tel n’était pas le cas, on
aurait :
-Ou bien j' < jet [} = F.y < F.;; d’on

F<Fj=F,<Fgun=F4.

Mais ceci pose un insurmontable probléeme & i;, qui ne peut ni étre inférieur ou
égal a [ (par l'inégalité stricte de gauche), ni supérieur ou égal a [ + 1 (par celle
de droite) : contradiction.

- Ou bien j+1<j et F ;11 < F.y = F} qui contredit directement

Fi<Fii=Fqy.
I1 est donc prouvé que 7' = j. Finalement
(Fejir/F<j) = (Fip/F)
et donc (F.;+1/F<;) est bien une marche de (F). O

Nous montrerons au chapitre 4, corollaire 1.6, que la réciproque est vraie :
toute marche non triviale de (F') est une marche de (FL).

Tirons ici du Fait 2.5 précédent I'important

Corollaire 2.6. Soit L/K une extension galtourable (Chap. 2, Déf. 1.4). Pour
toute tour galoisienne

de L/K, la tour stricte (T<) associée a (T') (Prop. & Déf. 2.1) est aussi galoi-
sienne :

(T<) K:T0:T<0<I"'<IT<jQ"'<T<m/:Tm:L.

Démonstration. Toute marche de (T-) est une extension galoisienne, en tant que

marche de (7). O

On a vu que la notion de tour stricte associée est compatible avec celle de
raffinement (Prop. 2.3). Voyons qu’il en est de méme avec la notion de raffinement
galoisien.
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Proposition 2.7. Soient L/K une extension quelconque, et
(£) K=F< - -<FE<---<F,=1L
une tour de L/K. Pour tout raffinement galoisien (Déf. 1.3.(4))
(£) K=E < ---<E<---<E,=L
de (F), (E<) est un raffinement galoisien de (F-).

Démonstration. On sait déja, par la proposition 2.3, que (E.) est un raffinement
de
(F<) K:F0:F<0<"'<F<j<"'<F<m/:Fm:L.
Il reste a voir que
(E<) K:E0:E<O<"<E<l<"<E<n/:En:L
vérifie la condition (RAFG) du (4) de la définition 1.3. Notons que le Fait 2.5
assure que toutes les marches de (E.) sont des marches de (F) :
Vil e {1, ceey TL,} dk; € {1, C. ,TL} (E<1/E<l_1) = (Ekl/Ekl—1> .
Supposons qu’il existe [ € {1,...,n' — 1} tel que
VJE{O,,m,} E<l7éF<j.
(Siun tel [ n’existe pas, le raffinement est trivial, donc galoisien (Fait 1.5.(1))). En
vertu de la démonstration de la proposition & définition 2.1, on sait par ailleurs
que
{F<0, .. .,F<m/} - {FO, .. 7Fm} .
Dés lors on a
Vie{0,...,m} Eo#F.
Comme E.; = EJ,, c’est donc que
Vie{0,...,m} Ey #F,.

Par la condition (RAFG) du raffinement galoisien (£) de (F'), on obtient finale-
ment que

(B« = Ey, /" Exp-1 = Eqi 1)

ce que 'on voulait. [

Corollaire 2.8. Pour toute tour stricte (F') de L/ K et tout raffinement galoisien
(E) de (F), (E<) est encore un raffinement galoisien de (F).

Démonstration. Celle du corollaire 2.4 mutatis mutandis. O

[’introduction des tours strictes associées nous permet d’écrire la version stricte
suivante de la proposition 1.9 :

Proposition 2.9. Toute tour galtourable stricte admet un raffinement galoisien
qui est une tour galoisienne stricte.



3. TOUR RESTREINTE, TOUR RATIO 67

Démonstration. Soit (F') une tour galtourable stricte
(F) K=RS-SHS-SFP.=L.
La proposition 1.9 fournit une tour galoisienne
(T) K:FOZTOSI"'SITJ'SI“'SITn:L

qui est un raffinement (nécessairement galoisien par le Fait 1.5.(2)) de (F'). La
proposition 2.7 assure que la tour stricte associée (1) est un raffinement galoisien
de (F<) = (F) (Remarque 2.2.(1)). Et le corollaire 2.6 certifie que (7) est encore

une tour galoisienne. O

Notons enfin le fait suivant concernant les tours strictes.

Fait 2.10. Soient L/K une extension et
(F) K=< ---<F,<---<F,=1L
une tour stricte de L/K. Pour tout raffinement trivial strict
(E) K=E=F=E,<---<E,=F<.---<E;, =F,=L
de (F), on a nécessairement (E) = (F') (Chap. 2, Déf. & Conv. 1.1.(3)).

Démonstration. La tour (F') est stricte de raffinement trivial (E). Par 'unicité
de la Prop. & Déf. 2.1, c’est donc que (F') = (E.). Or (E) étant une tour stricte,
on a (E.) = (F) d’aprés la remarque 2.2.(1). D’ou la conclusion. O

3. Tour restreinte, tour ratio

[’obtention de raffinements de tours de corps sera notre objet dans les chapitres
4, 6 et 7. Nous voulons ici introduire une méthode de fragmentation qui sera
utilisée au chapitre 7 final. La définition suivante précise la notion intuitive de
suppression, a gauche ou a droite, des corps d'une tour donnée.

Définition 3.1. Soient L/K une extension quelconque et
(F) K=FK<...<F<...<F,=1L
une tour de L/K. Pour tout indice fixé r € {0, ..., m}, nous appelons :

(1) "Tour restreinte de (F') a I'indice r", et nous notons

(res,(F))

la tour obtenue en supprimant dans (F') les r premiers corps, i.e. Fy, Fy, ..., F._:

(res.(F)) F<---<F<...-<F,=1L.
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(2) "Tour ratio de (F') a 'indice 7", et nous notons
(rat,(F))

la tour obtenue en supprimant dans (F") les m—r derniers corps, i.e. F. 1, ..., Fp,:

(rat.(F)) K=F<---<FE<--<F.
(3) "Tour inflatée & L de (rat,.(F'))", et nous notons

(info(rat,(F))) ou (infy.(F))

la tour obtenue en conservant tous les corps F; de (rat,(F')) sauf le dernier, que
I'on remplace par L :

(infr,(F) K=FK<--<FE<--<F_;<L.

(4) Lorsque la tour (F') est stricte (Chap. 2, Déf. & Conv. 1.1.(1)), on écrit
par abus de notation (resg (F')) (resp. (ratg, (F))) au lieu de (res.(F')) (resp.

(rat.(F))).

Pour fixer les idées, donnons I'immeédiat

Fait 3.2. Dans les notations de la définition 3.1, et en convenant d’écrire (K)
(resp. (L)) la tour réduite au seul corps K (resp. L), on a :

(reso(F)) = (F) (resm(F)) = (L) ;
(rato(F)) = (K) (ratm(F)) = (F) ;
(infro(F)) = (L) (infrm(F)) = (F) .

La proposition suivante justifie les définitions qui précédent.

Proposition 3.3. Soient L/K une extension quelconque et
(F) K=F<.---<F<...<F,=1L
une tour de L/K. Soit r un entier fizé quelconque dans {0, ..., m}.
(1) Pour tout raffinement
(E) K=Ey<--<E,=F=K<---<E

< Ej,=F<---<E; =F,
de (F) (¢f. Rem. 1.2.(2)), la tour restreinte (resp. ratio) a lindice j, de (E), i.e.
(res;. (E)) (resp. (ratjr(E))), est un raffinement de (res,(F)) (resp. (ratr(F))).

(2) Réciproquement, pour tout raffinement (S) de (res.(F)) et tout raffinement
(R) de (rat,.(F)), il existe un unique raffinement (E) de (F) tel que Uon ait a la
fois (res;, () = (S) et (rat;, (F)) = (R).
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Démonstration. (1) Puisque (F) raffine (F'), on a par définition (Déf. & Conv.

1.1.(1))
0<jo< - <ji< - <jp<-<jm<m

avec
Vie{0,....m} F,=E, .
Alors a I'évidence
Jr < Jr <t <jm<n  (resp. 0<jo<--<jr<jr)
avec
Vie{r,....m} F,=E, (resp. Vie{0,...,r} F,=E; ).

Ceci établit directement que

(res; (B) F=E, < <E =F<--<E<..
..<E, =F,=L<---<E,=1L

(resp. (ratjr(E)) K:EOZF()SSEJO:FOZKS

est un raffinement de
(res.(F)) F.<...<F<...-<F, =

L
(resp. (rat,(F)) K=F<--<FE<--<FE ).

(2) Ecrivons :
(S) Fo=5<---<5<.---<5,=L
(R) K=Ry<---<R<---<R,=F,.
Comme (S) (resp. (R)) raffine (res,.(F')) (resp. (rat,(F))), on a par définition
0<k. < - <kn<p (resp. 0<lp<---<,<q)
avec
Vie{r,...,m} F,=28, (resp. Vie{0,....,r} F,=R;,).
Posons :
Vie{0,...,q} E;:=R;, Vje{q+1,....q+p} E;:=5;_¢;
Vie{0,....,r—1} ji:=1l, jri=q, Vie{r+1,....m} ji=q+k.
On a la suite d’indices

0<jgpo=lbh< - <fpa=ba<jr=q<jrp1=q+ky1<...
< IJm=q+kn<q+p.
En effet
lr—l <lr Sq = j?“—l <jr
et
0§k5,«<k,«+1 = j,«:ng—}‘kr<q+k7«+1:jr+1.
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Tout ceci avec
ViE{O,...,T—l} Fz:Rll :Eli :Eji
F.=R,=FE,=FE;
ViE{T—i—l,...,m} E:Skl :Eq+ki :Ej

(ce dernier cas car

7

0<hk <k <hi<p=1<k<p=qg+l<qth<qg+p).
Finalement, il est prouvé que
Vie{0,...,m} F,=E,
ce qui exprime que (E) est un raffinement de (F).

Montrons enfin que cette tour (E) vérifie bien les conditions souhaitées. Posons
n = q+ p. D’aprés la définition 3.1
(Tesjr (E>> FT = Ejr:q S Eq+1 S T S E] S e

I I I Il
So < 8 << ey <

A
S

=L

IA
8%

ce qui exprime que (res;, (E)) = (5). De méme, trivialement

(rath(E)) K= FE <---< Ej <. < Ejr:q =F,

I I I
Ry <---< R; <---< R,
ce qui exprime que (rat; (E)) = (R).
Prouvons maintenant 1'unicité de I’énoncé du (2). Soit (E’) une tour de corps
telle que (res;, (E')) = (S) et (rat; (E')) = (R). Si I'on désigne par n’ la hauteur
de (£'), la premiére de ces deux égalités implique directement que

n'=j,+p=n.

Il faut prouver que £} = E; pour tout j € {0,...,m} (cf. Chap. 2, Déf. & Conv,
1.1.(3)).
_Sijef0,...,q=7j)}

(raty(F)) FEy << B << B,
d’ou
Vje{0,....q} E,=R;=E;.
-Sijef{q+1,....,q+p=n}
(res; (K')) E; < B, ., <---< E; <..-< F

I Il Il Il I
(S) Sy, < S

IA
IA
N
4
A
A
n
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d’ou
Ceci acheve la démonstration de la proposition 3.3. 0

Quelle est maintenant la version de la proposition 3.3 pour les raffinements
propres ou les raffinements galoisiens? Nous aurons besoin du

Lemme 3.4. Soient L/K une extension quelconque,
(F) K=Fh<FHh<---<F<.-.-<F,=1L
une tour de L/K, et r un entier fizé dans {0, ..., m}. Pour tout raffinement

(E) K=E<---<E,=F=K<.---<E,=F,<.---<E;<...

>~ >~ Luy —
--<E;, =F,=L<---<E,=1L

de (F), on a les implications suivantes :
(1) vje{l,....5,—1} Gie{r+1,....m} E;=F) = E;=F,.
(1-1) Vje{l,...,5,—1},
Vie{0,....r} Ej#F) = (Viel{0,....m} E #F).
12) (3je{l. -1} Vie{o,. .1} E+F)
Y
(Elje{l,...,n—l} Vi e {0,...,m} EJ#FZ)

2) Vje{jr+1,....n—1} (Fie{0,....r—1} E;=F) = E;=F,.
(2-1) Vie{j+1,...,n—1},
(Vie{r,....m} E;#F,) = (Vie{0,...,m} E;#F,).
22 (3jeltl...n—1} Vie{r...m} E£F)
4
(Elje{l,...,n—l} Vi e {0,...,m} EJ#FZ)

Démonstration. (1) Par la croissance des suites {F; }o<i<m et {E;}o<j<n.
F,<Fnon<F=EFKE<FE <E =F = FE=F.
(1-1) Soit j € {1,...,j,—1} tel que E; # F; pour tout i € {0, ...,r}. Raisonnons
par I'absurde en supposant
EIiE{O,...,m} E]:FZ
Comme {0,...,m} ={0,...,r}U {r+1,...,m},
- ou bien

(Fie{r+1,....,m} E;=F,) et E;=F, daprés (1) : contradiction;
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- ou bien
41 €40,...,r} E;=F;) quicontredit notre hypothése.
J y

D’ou la conclusion voulue.
(1-2) Cela découle du (1-1) en prenant le méme indice

jefl,... i —1}C{l,....,n—1}
des deux cotés de I'implication.
(2) Fr - Ejr S Ejr+1 S E] == E S Fr—l S Fr = E] - Fr .
(2-1) On raisonne par 'absurde comme dans la démonstration du (1-1) ci-dessus
en considérant j € {j, +1,...,n — 1} tel que E; # F, pour tout i € {r,...,m}.
Ne pas avoir le résultat annoncé conduit a une contradiction, ou bien par le (2)

précédent, ou bien directement par hypothése.
(2-2) 11 découle quant a lui du (2-1) en prenant le méme indice

jeli+1,...,n—1}C{1,....,n—1}

des deux cotés de I'implication. 0

Avec la proposition 3.3 et le lemme 3.4 précédent, nous pouvons énoncer la
Proposition 3.5. Soient L/K une extension quelconque et
(F) K=F< .- -<F<...<F,=1L

une tour de L/K. Soit r un entier fizé quelconque dans {0,...,m}.

(1) Pour tout raffinement propre (Déf. & Conv. 1.1.(2)) (E) de (F),

- ou la tour restreinte (res; (E)) a Uindice j, de (E) est un raffinement propre
de (res.(F));

- ou la tour ratio (rat; (E)) a lindice j, de (E) est un raffinement propre de

(rat,.(F)).

(2) Réciproquement, pour tout raffinement (S) de (res.(F)) et tout raffinement
(R) de (rat,(F)), tels que (R) ou (S) soit un raffinement propre, l'unique raffi-
nement (E) induit par (R) et (S) (cf. Prop. 3.3.(2)) est un raffinement propre
de (F).

Démonstration. (1) On se place dans les notations de la démonstration de la
proposition 3.3. Notre hypothése signifie que (Déf. & Conv. 1.1.(2))

dje{l,....,n—1} Vie{0,....m} E;#F,;

donc E; # F; pour tout ¢ dans {0,...,7} ou {r,...,m}. Or j # j, car sinon
E; = E; = F, : contradiction. Donc
- ou bien

3jef{l,....j—1} Vie{0,...,r} E;#F
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ce qui exprime que la tour ratio (rat;, (E)) est un raffinement propre de (rat,(F));
- ou bien

Jje{jp+1,....n—1} Vie{r,....m} E;#F
ce qui exprime que la tour restreinte (res; (E)) est un raffinement propre de

(res,(F)).
(2) Les notations sont celles de la démonstration du (2) de la proposition 3.3 :
(S) E=Se<--<S<--<8-L
(R) K=Ry<---<R<---<R,=F,.
- Dire que (S) est un raffinement propre de (res,(F)) signifie
dke{l,...,p—1} Vie{r,....m} Sy #F,.
Donc pour j := q + k,
dje{¢+1=y45+1,....q+p—1=n—-1} Vie{r,...om} S,_,#F;.
Mais, pour un tel j, on a posé E; := S;_,. Ainsi
Jjelp+1,...,n—1} Vie{r....m} E #F.
D’aprés le (2-2) du lemme 3.4, on en déduit que
dje{l,...,.n—1} Vie{0,....,m} E;#F
ce qui exprime exactement que (F) est un raffinement propre de (F).
- De la méme facon, dire que (R) est un raffinement propre de (rat,(F)) signifie
Jle{l,....q—1} Vie{0,....,r} R #F;.
Donc pour j :=1,
Jje{l,....q—1=j —1} Vie{0,....r} E,=R;#F,.
D’aprés le (1-2) du lemme 3.4, on en déduit que
dje{l,...,.n—1} Vie{0,....m} E;#F,

ce qui exprime encore une fois que (E) est un raffinement propre de (F'). O

Voici 'analogue galoisien de la proposition 3.3.

Proposition 3.6. Dans les notations respectives de la proposition 3.3 :

(1) Pour tout raffinement galoisien (E) de (F'), la tour restreinte (res; (E))
(resp. la tour ratio (ratjr(E))) est un raffinement galoisien de (res,(F)) (resp.
(rat,(F))).

(2) Réciproquement, pour tout raffinement galoisien (S) de (res,(F)) et tout raf-
finement galoisien (R) de (rat.(F)), il existe un unique raffinement galoisien
(E) de (F') tel que Uon ait a la fois (res; (E)) = (S) et (rat; (E)) = (R). Ce

raffinement est celui de la proposition 3.5.
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Démonstration. (1) Par définition d’un raffinement galoisien (Déf. 1.3.(4)), la tour
(E) vérifie la condition

(RAFG) Vje{l,....n—1} (Vie{0,...,m} E;j#F ) = E_,<E.

- Considérons j € {1,...,j,—1} tel que E; # F; pour tout ¢ € {0,...,r}. D’apres
le (1-1) du lemme 3.4,

d’ou E;_; < E; par la condition (RAFG) ci-dessus. Ceci prouve que (rat; (E))
est un raffinement galoisien de (rat,(F)).

- Considérons j € {j, +1,...,n — 1} tel que E; # F; pour tout i € {r,...,m}.
D’aprés le (2-1) du lemme 3.4,

d’ou E;_; 9 E; par la condition (RAFG). Ceci prouve que (res; (E)) est un
raffinement galoisien de (res,(F)).

(2) Les notations sont celles du (2) de la proposition 3.3 :
(8) F=8S<---<S5<---<85,=1L
(R) K=Ry<-- <R <---<R,=F,.

Prouvons que le raffinement (E) qui y est construit est nécessairement galoisien.
Soitj e {l,....n—=1}={1,...,5, —1}U{4. }U{j.+1,...,n—1} tel que E; # F;
pour tout ¢ € {0,...,m}. On ne peut pas avoir j = j, puisque E; = F,. Par
conséquent :

-ou bien j € {l,...,j, —1=¢— 1} et I'on a en particulier

La condition (RAFQG) vérifiée par (R) assure alors que
E; 1 =R 1 <R; = Ej;

-oubien je€{j,+1=q+1,....n—1=q+p—1}etpourk:=j—q
Vie{r,...,m} Sp,=E;#F,.
La condition (RAFQG) vérifiée par (S) assure alors que
E; 1=5,.145=E;.

Dans tous les cas donc, Ej_; < E; ce qui exprime que (E) est un raffinement
galoisien de (F). O

Les propositions 3.5 et 3.6 se combinent en la proposition suivante pour les
raffinements galoisiens propres.
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Proposition 3.7. Soient L/K une extension quelconque et
(F) K=F< .- .-<F<...<F,=1L

une tour de L/K. Soit r un entier fizé quelconque dans {0,...,m}.

(1) Pour tout raffinement galoisien propre (E) de (F') (Déf. & Conv. 1.1.(2))

- ou la tour restreinte (res;, (E)) a lindice j, de (E) est un raffinement galoisien
propre de (res,(F));

- ou la tour ratio (rat; (E)) a lUindice j, de (E) est un raffinement galoisien
propre de (rat,(F)).

(2) Réciproquement, pour tout raffinement galoisien (S) de (res,(F)) et tout raf-
finement galoisien (R) de (rat.(F)), tels que (R) ou (S) soit un raffinement
propre, l'unique raffinement (E) induit par (R) et (S) (cf. Prop. 3.3.(2)) est un
raffinement galoisien propre de (F).

Démonstration. (1) Par le (1) de la proposition 3.6, (res;, (E)) et (rat;, (E)) sont
des raffinements galoisiens. Le (1) de la proposition 3.5 assure que I'un ou 'autre
est un raffinement propre. C’est donc que (res;, (E)) ou (rat; (E)) est un raffi-
nement galoisien propre.

(2) Par le (2) de la proposition 3.6, (F) est un raffinement galoisien de (F"). Le (2)
de la proposition 3.5 assure que (F) est un raffinement propre de (F'). Autrement
dit, (F) est un raffinement galoisien propre de (F') (cf. scholie de la Déf. 1.3). O






Chapitre 4
PREMIERS THEOREMES DE DISSOCIATION

En théorie des groupes, on connait les deux célébres théorémes :

Théoréme de Schreier (|36], [16])
Deuz suites normales d’un méme groupe admettent des raffinements équivalents.

Théoréme de Jordan-Hélder ([18], [15], [16])
Soit G un groupe admettant une suite de composition.
(i) Toute suite normale stricte de G admet un raffinement qui est une suite de
composition de G.
(11) Deuz suites de composition de G sont équivalentes.

En lieu et place d’un groupe G, nous considérons ici une extension galtourable
L/K. Nous remplacons les suites normales de G et ses suites de composition par
les tours galoisiennes de L/K et ses "tours de composition". Notre but dans ce
chapitre 4 est d’établir un analogue galoisien aux théorémes de Schreier et de
Jordan-Holder. Pour cela, nous dévissons, nous dissocions les tours galoisiennes
de L/K autant que nécessaire de facon a obtenir des "tours équivalentes" (de
marches a groupes de Galois isomorphes & I'ordre prés) qui n’admettent aucun
raffinement galoisien propre. Nous appelons "théorémes de dissociation" les théo-
rémes ainsi obtenus, et nous les généraliserons dans le chapitre 7 final & toutes
les extensions algébriques finies.

1. Tours de composition galoisiennes,
tours galoisiennes équivalentes

Définition 1.1. Soient L/K une extension galtourable et
(F) K=F<.-..4d9F,<...<4F, =1L
une tour galoisienne de L/K.

(1) Nous disons que (F') est "une tour de composition galoisienne de L/K" si et
seulement si elle est stricte et n’admet aucun raffinement galoisien propre.

(2) Soit

(E) K:EOS‘"'S]EjS‘"'SIEn:L
une autre tour galoisienne de L/K. Nous disons que (F) et (F') sont "équiva-
lentes", et nous notons (E) ~ (F), si et seulement si elles ont méme nombre de

7
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marches : m = n, et si, & permutation preés, les groupes de Galois de ces marches
sont isomorphes (topologiquement en degrés infinis) :

does, Vie {1, e, m = n} Gal(E/E_l) AN Gal(EU(i)/Eg(i)_l) .

Un cas trés particulier de cette définition est fourni par le

Fait 1.2. L’extension triviale L = K admet une tour de composition galoisienne
et une seule, celle a zéro marche :

(C) K=F=L.

Démonstration. D’aprés le (1) de la définition & convention 1.1 du chapitre 2,
la tour triviale (C') est stricte. Raisonnons par I'absurde en supposant que (C')
admette un raffinement galoisien propre

(E) K:EOS]"'S]EJ'O:Foﬁ"'ﬂEjﬁ'“S‘En:L.
Par la condition (RAF3) de la définition & convention 1.1 du chapitre 3,
Jje{l,....n—1} Vie{0,....,m} E;#F;.
En particulier E; # F, = K. Dés lors, par la croissance de (£),
K=Ey<E<E,=L=K;

d’otu E; = K : contradiction. Il est donc établi que (C') est une tour de composition
galoisienne. Montrons que (C') est I'unique tour de composition de L/ K. Soit (C")
une tour de composition galoisienne de L/K de hauteur m’. Comme [L : K] =1,
on déduit du Fait 1.3 du chapitre 2 que nécessairement m’ = 0. Donc (C”) est la
tour triviale et par conséquent (C") = (C). O

La définition 1.1 précédente sera étendue au chapitre 7 aux tours quelconques
d'une extension finie via la notion de "tour d’élévation". En particulier, il ne
suffira pas d’y enlever les qualificatifs "galoisiens".

En théorie des groupes, on connait la

Proposition. Pour qu’une suite normale soit de composition, il faut et il suffit
que chacun de ses facteurs soit simple.

Voici son analogue galoisien :

Proposition 1.3. Soit L/K une extension galtourable quelconque. Pour qu’une
tour galoisienne de L/ K soit de composition (cf. Déf. 1.1.(1)), il faut et il suffit
que chacune de ses marches soit galsimple (Chap.2, Déf. 1.6.(2)).
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Démonstration. Montrons d’abord que ’équivalence est vraie pour l’extension
triviale L = K. Par le Fait 1.2, celle-ci admet une tour de composition et une
seule, celle a zéro marche :

(C) K=F=L.
Soit donc (F) une tour de composition galoisienne de L = K. Comme (F') = (C),
la galsimplicité des marches de (F) est vérifiée puisqu’il n’y en a pas.

Inversement, soit (F') une tour de L/K dont toutes les marches sont galsimples.
Si (F') était de hauteur non nulle, elle admettrait donc une marche stricte :
contradiction. Finalement (F') est de hauteur nulle; c’est la tour de composition
galoisienne (C).

Supposons maintenant I'extension L/K non triviale, et soit
(F) K=FR<---9F<F,<d---<F, =1L
une tour galoisienne de L/K. Supposons que (F') soit une tour de composition
galoisienne et que l'une de ses marches Fj i, F; ne soit pas galsimple. Par
définition de la galsimplicité et le fait que la marche est galoisienne, il existe un
corps F' tel que
Fi, <F <QF; 4.
Soit alors (E) la tour définie par

Vi € {0,... i} E; = F

VJ S {Zo+2,,m+1} Ej :Fj—l
Le.
(E) K=Ey<---4E;, = F;dE; 41 = FLE; 4o = Fjy1<---<E, .1 =F,=1L.
Comme elle est galoisienne, cette tour (E) est un raffinement galoisien de (F)
(cf. Chap. 3, Fait 1.5.(2)). De plus
Vie{0,....ig) (F<F,<F) = F#F
Vie{ip+1,....m} (F<Fyn<F) = F#F.
Donc (E) est un raffinement propre de (F). On a ainsi construit un raffinement
galoisien propre de (F') : contradiction, puisque (F') est de composition.

Inversement, supposons que toutes les marches de (F) soient galsimples. Elles
sont donc en particulier toutes non triviales, et la tour (F') est stricte. Raisonnons
par I’absurde en supposant 'existence d'un raffinement galoisien propre (F) de
(F). D’aprés la proposition 1.7 du chapitre 3, ¢’est une tour galoisienne :

(E) K=FE=Fd --dE;,=F<---4F;Q.--dFk,=F,=1L.
De plus, par la définition et convention 1.1.(2) du chapitre 3, I'ensemble
{jE{l,,n—l} | V’LE{O,,m} E]#FZ}
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est non vide. Notons [ son plus petit élément. Deux cas :
—oubienl —1=0, E_; = Fy;
— ou bien [ — 1 > 1 et par minimalité de [, il existe k£ dans {0,...,m} tel que
El—l == Fk
Donc dans tous les cas

Jke€{0,...,m} E;_=F;.
On n’a pas E;_, = F,,, car alors
F,.=E_,<E<L=F, = FE =F,:-contradiction.
Donc
Jke{0,....m—1} E_,=F.

Rappelons que Ej, ., = Fj1, et minorons a partir de 1a I'indice jj :

k+1

= si Jgp1 <1 —1,
Fri1 = E;

e < By = Iy, < Fyqq (car (F) est stricte) : absurde;
— 81 jgo1 =, Fxy1 = E; : contradiction par définition de [.

On a donc nécessairement j..1 > [+ 1, de sorte que

Fo=E . <E<En<---<E,  =Fqu.

k41

Retenons en particulier que
Fo=E_1<E <Fy.

Mais la marche E;/E; | est galoisienne ((E) est une tour galoisienne); donc
'extension Fj,1/F) n’est pas galsimple : contradiction. O

Le corollaire suivant prouve la compatibilité de la notion de tour de composition
avec I’équivalence des tours galoisiennes.

Corollaire 1.4. Soit L/K une extension galtourable et (T), (1) deux tours ga-
loisiennes de L/ K. On suppose que (T) et (T") sont équivalentes (cf. Déf. 1.1).
Alors (T') est de composition si et seulement si (T") est de composition.

Scholie. Nous montrerons qu’une extension galtourable n’admet une tour de com-

position galoisienne que lorsqu’elle est finie (cf. 2°™¢ théoréme de dissociation :
Th. 4.2).

Démonstration. Posons
Ty K=T,<---<T;<dT;,, <---<4T,, =1L,

(T") K=T,<.---4T! 4T
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Supposons que (7') ne soit pas de composition et prouvons qu’il en est ainsi de
(T"). Par la proposition 1.3 précédente, au moins une marche de (7") n’est pas
galsimple :

Jie{l,...,m} TiRT; 1 .
Ceci signifie, par définition de la galsimplicité (Chap. 2, Déf. 1.6.(2)),
ou bien que T; = T;_1 ;
— ou bien qu’il existe un corps intermédiaire F' tel que
i< F <T;,
et donc, par la bijection de Krull classique,
Gal(T;)Ti-1) >y Gal(T; /) F) > 1.
On sait qu’il existe o € S, (Déf. 1.1) tel que
Gal(T;/Ti-1) — Gal(Té(i)/T;(i)_O :

Donc

. . P
ou bien, dans le premier cas, TU(Z.) =

o(i)—1"
— ou bien, dans le deuxiéme, I'image H de Gal(T;/F) par cet isomorphisme
topologique est telle que

Gal(T;(Z)/Té(Z)_l) [>f H > ]l .
On en déduit, par la réciproque de la bijection de Krull classique, la tour
/ 1H !
Toiy-1 <Top) < Top) -

Dans les deux cas, (7") a une marche qui n’est pas galsimple, et par la proposition
1.3 précédente, (1") n’est pas de composition. O

Il arrive que I'on ne sache pas décider si une tour est stricte ou pas. Dans la
quéte de tours équivalentes strictes, la proposition suivante y remédie.

Proposition 1.5. Soit L/K une extension galtourable. Pour toutes tours galoi-
siennes de L/ K

(F) K=F<--.QF,<...<F, =1L
et
(E) K=FE<<---4dE,<-..<4FE, =1L
équivalentes, les tours strictes associées (Chap. 3, Prop. € Déf. 2.1)
(F<) K:F0:F<0<|<F<]<<]F<m/:Fm:L
et
(E.) K=FEy=F («<---<bEg4<---<FE p=FE,=1L

sont équivalentes.
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Démonstration. On sait déja, par le corollaire 2.6 du chapitre 3, que (E.) et (F-)
sont bien des tours galoisiennes (ce qui justifie leur notation dans I’énoncé). Il
nous reste ainsi a montrer qu’elles sont équivalentes. Pour cela, prouvons que
pour tout j dans {1,...,m'}, il existe un unique entier i; dans {1,...,m} tel que
I'on ait

Fo; = F, et Fej1=Fi 1.

L’existence d’entiers vérifiant I'une ou 'autre condition est claire. Examinons tout
d’abord l'existence et I'unicité d’un entier vérifiant les deux conditions simulta-
nément.

Soit j € {1,...,m'} quelconque mais fixé. Dans la démonstration du Fait 2.5
du chapitre 3, on a vu que l'entier

i ==min{i €{0,...,m} | F;=F.}

(toujours > 1) convient. Prenons un entier i € {1,...,m} convenant également.
La premiére condition assure que Fyy = F;, et la minimalité de 4; fournit alors
. ./

1; <0

Dés lors, si i; # 4/, on a i; <1’ —1; et par croissance de (F') et stricte croissance
de (F.)
Fejan<Foj=F,<Fi.

Mais F.;_; < Fjy_; signifie en particulier que ¢" ne convient pas. C’est donc
que i; = i'. Comme par définition Fj,_; = F;_; < F.; = Fj; , nous pouvons
considérer I'application

Sp o {1,....m"} — {ie{l,...;m} | Fi# F,_1}

J — Dr(j) = 1; .

On a

Vi € {1, S ,m'} Fd’p(j) = F<j , F<I>F(j)—1 = F<j_1 .
Montrons maintenant que @ est une bijection.

o ®p est injective :

Comme I'ensemble de départ de ®p est totalement ordonné, il nous suffit de
prouver que ®p est strictement croissante. Puisque la tour (F.) est stricte

j<j = F < F
[ [
e Fouj) < Fopy.

Ceci implique
Op(j) < Pr(f) -
En effet, si ®p(j') < ®p(j), on aurait par la croissance de {F;}o<i<my.

Fo.n < Fep; : contradiction.

En résumé
j<j = Op()<Pr(y),
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ce qui prouve l'injectivité de Op.

o ®p est surjective :
Soit un entier ¢ quelconque mais fixé dans {1,...,m} tel que F; # F;_;. Comme
(F) raffine (F.) trivialement (Chap. 3, Prop. & Déf. 2.1 ), on a, par la condition
(RAFT) (Chap. 3, Déf 1.3.(2))

Jje{0,....m'} F,=F,.
Observons tout d’abord que j ne peut étre nul. En effet
j =0 = K = F() <F_ 1< F,= F<0 =K = K< K : contradiction.

C’est donc que j € {1,...,m'}. On peut ainsi considérer son image par ®p : soit
ij == ®p(j). Par définition de ®r(j), I}, # Fi,—1 et Fj, = F.; = F;. Supposons
que les entiers i; et ¢ soient différents. Deux cas se présentent :

ou bien

iy<i < ;<i—1 = F, <F_;<F=1F, : absurde;
ou bien
<1, & 1 <i,—1 = F,<F,_1<F, =F,: absurde.
J J J J

On vient bien de montrer que i = i; = ®p(j). Ceci étant vrai pour tout ¢ dans
{1,...,m} tel que F; # F;_1, on a prouvé la surjectivité de ®p.

Nous avons besoin pour la suite de ’analogue pour FE de @, a savoir la bijection
& définie par

by {1,...,71/} — {k‘E{l,,?’L} | Ek?'éEk—l}
[ — (I)E(l) I:]{?l

ol k; est I'unique entier vérifiant
Ey, = Eq et Eny1=FEq 1.

Nous avons fait I’hypothése que les tours galoisiennes (E) et (F') sont équiva-
lentes : (E) ~ (F'), ce qui signifie (Déf. 1.1.(2)) que m = n et

doesS, Vie {1, e, m = n} Gal(E/E_l) AN Gal(Eg(i)/EU(i)_l) .

Pour prouver que (E.) ~ (F.), notons tout d’abord le banal, mais décisif, argu-
ment de théorie de Galois :
Fz’/F'—l non triviale < GCLZ(FZ/F_l) 7é 1
< Gal(Eq/Esiy1) # 1
= Ea(i)/Eg(i)_l non triviale.
Nous pouvons donc considérer la restriction o de o aux marches non triviales :

o {iE{l,...,m:‘n} | F;#F_1} — {/{:E{l,...,n}‘ | Ey # Ey_1}

i Co o(i) .



84 4. PREMIERS THEOREMES DE DISSOCIATION

Puisque o est surjective, I’équivalence ci-dessus assure que o) est également surjec-
tive. L’injectivité de o) est une conséquence directe de celle de o. Par conséquent,
o) est aussi une bijection.

Considérons dés lors le composé des bijections
Ti=0 00 0®r : {1,...,m} — {1,...,n}
j — (Pg 0010 Pr)(5) -
Comme 7 est encore une bijection, on a en particulier m’ =n' et 7 € S,/
Ainsi, par les conditions que vérifie ®g(j) et la propriété de définition de o, on a
pour tout j € {1,...,m'}
Gal(Fej = Fo,)/Fejo1 = Fop-1) — Gal(Eo(r )/ Eo(ary-1) »

et la marche étant non triviale

~

—  Gal(Ey @,6)/ Eoy@r())-1)
— Gal(Eq)E(@ElOU‘ Oq)F(])) /E@E((I)EIOU‘O(I)F(]))_I)

Enfin par les deux conditions que vérifie @ (@' 0 00 ®p(5))

~

GCLZ(F<]/F<]_1) B Ga'l(E<<I>;Jloa‘o<I>F(])/E<@Eloa‘oq)p(])—l)

—  Gal(E<r()/E<r(j)-1)-

Ceci prouve exactement que (E.) ~ (FL). O

Corollaire 1.6. Dans les notations de la proposition 1.5, toute marche non tri-
viale de (F') est une marche de (F.).

Démonstration. C’est ce qu’exprime la surjectivité de 'application & de la dé-
monstration de la proposition 1.5. 0

2. Le cas des extensions galoisiennes

Dans le cas particulier des extensions galoisiennes, les résultats auxquels nous
voulons aboutir (cf. introduction du présent chapitre) sont des conséquences di-
rectes de leurs analogues pour les groupes. Les quatre propositions suivantes ne
se limitent pas a des extensions finies.

Proposition 2.1. Toute suite normale du groupe de Galois d’une extension ga-
loisienne quelconque induit une tour galoisienne de cette extension. Précisément,
soit L/ K une extension galoisienne de groupe G := Gal(L/K). Pour tout suite
normale

(S) G=Go>  BGEGyb Gy =1,
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posons Ty :== L% (i =0,...,m). On a alors la tour galoisienne de L /K
(T) K=Ty<---QT,AT,;, QAT = L.

Nous disons que la tour galoisienne (T') est induite par la suite normale (S).
Démonstration. Que (T') soit une tour de L/K est trivial car

G >Gin = Ti=LY% <L =Ty,,.
Prouvons qu’elle est galoisienne. Par le (1) de la proposition 3.1 du chapitre 1

Gi>Gi1 = G>Gi
au sens de la topologie de Krull de G'; d’ou
G; = Gal(L/L%) > Gal(L/L%) = Gi1

i.e. Gal(L/T;)>Gal(L/T;+1) ce qui signifie que 'extension T;,1/T; est galoisienne
(¢=0,...,m—1). Toutes les marches de (") étant galoisiennes, la tour (T") est
galoisienne par définition (Chap. 2, Déf. & Conv. 1.1.(2)). O

Proposition 2.2. Tout raffinement d’une suite normale du groupe de Galois
d’une extension galoisienne induit un raffinement galoisien de la tour galoisienne
correspondante de ’extension.

Précisément, soient L /'K une extension galoisienne quelconque de groupe G :=

Gal(L/K),
(S) G=G b --DGEGD>G > BG,=1
une suite normale de G, et
(T) K=Ty<---4T;4T;1<---<4T,, =L
la tour galoisienne de L/K induite par (S) (Prop. 2.1). Pour tout raffinement
(S G=G>--->G>G,,>-->G, =1
de (S) (cf. [34, p.120]), la tour galoisienne
(T’) K:Téﬂ”'ﬂT;ﬁT]{Hﬂ'”ﬂTrlrﬂ:L
induite par (S') est un raffinement galoisien (cf. Chap. 3, Déf. 1.3.(4)) de (T).

Démonstration. Par définition d’un raffinement d’une suite normale de groupe,
on a m < m' et 'existence d’'une suite d’entiers

0<jo<p <+ <jJm<m

telle que
Vie{0,...,m} Gi:G;i.
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Dés lors, on a directement

Vie{0,...,m} L% = L%
I I
Donc (T") raffine (7). Le Fait 1.5.(2) du chapitre 3 nous permet de conclure : la
tour galoisienne (7”) est un raffinement galoisien de (7). O

Le résultat précédent vient de ce que 'on a posé la définition d’un raffinement
de tour de corps (au chapitre 3) de maniére compatible, dans le cas d’une ex-
tension galoisienne, avec la définition bien connue d’un raffinement d’une suite
normale de groupes. Cette compatibilité permet d’énoncer les réciproques des
propositions 2.1 et 2.2.

Proposition 2.3. (1) Toute tour galoisienne de corps d’une extension galoi-
stenne induit une suite normale du groupe de Galois de cette extension.
Précisément, soit L /K une extension galoisienne quelconque. Pour toute tour
galoisienne

(T) K=Ty<---<T,<AT 44T, = L

de L/K, on a, en posant G; := Gal(L/T;) (i =0,...,m), la suite normale de
groupes

Nous disons que la suite normale (S) est "induite" par la tour galoisienne (T').
(2) La suite normale (S) induite par le (1) induit a son tour une tour galoi-
sienne par la proposition 2.1, qui n’est autre que la tour (T') initiale.

Démonstration. (1) Le résultat est une conséquence immédiate de la théorie de
Galois générale :
Vie{0,....m—1} T;<Tiyy < Gal(L/Tiy1) < Gal(L/T;)
et
;4T < Gal(L/Tiy,) QGal(L/T;) & G DG

(2) Pour tout entier ¢ dans {0,...,m}, L/T; est galoisienne, comme sous-
extension de L K ; donc

777: — LGal(L/Ti) — LGi )
]

Proposition 2.4. Soit L /K une extension galoisienne de groupe G := Gal(L/K).
Tout raffinement galoisien de L,/ K induit un raffinement de la suite normale
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correspondante.
Précisément : soient

(T)  K=Tyd--QT, QT - AT, = L
une tour galoisienne de L /K et

(T’) K:Téﬁ"'ﬂT]{ﬁz}(Hﬁ“'ﬂTrlrﬂ:L
un raffinement galoisien de (T). Alors la suite normale

(S G:GGE“'EG;EGSHE“'EG;@/:]1
induite par (T") (cf. Prop. 2.5.(1)) est un raffinement de

(S) G=Gb>---bGEGPEGLB--BGE,=1
induite par (T).
Démonstration. D’aprés la proposition 1.7 du chapitre 3, (7”) est une tour galoi-

sienne de L 7K. Par définition d’un raffinement d’une tour de corps (Chap. 3,
Déf. & Conv. 1.1.(1)), on a m < m/ et I'existence d’une suite d’indices

0<jo<ji< ' <jm<m
telle que
Vie{0,...,m} T, =T;, .
D’ou par définition
Vie{0,...,m} Gal(L/T;) = Gal(L/T})
Il Il

O

Corollaire 2.5. Soit L /'K une extension galoisienne de groupe G := Gal(L/K).
Pour tout raffinement galoisien propre (T') d’une tour galoisienne (T') de L /'K,
la suite normale (S') de G induite par (T") (cf. Prop. 2.3.) est un raffinement
propre de la suite normale (S) induite par (T').

Démonstration. La proposition 2.4 assure déja que (S’) est un raffinement de (.9).
De plus, dans les mémes notations, on a, par définition d’'un raffinement propre
de tour de corps (Chap. 3, Déf. & Conv. 1.1.(2)), la condition

Jjef{l,...om' =1} Vie{0,....m} T;#T,.
Or d’apreés le (1) de la proposition 2.3, G; := Gal(L/T;), d’on
T,=L1L% (i=0,...,m).

De méme
/ G’ .
T;=L1% (j=0,...,m').
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Donc directement
3y E{l,...,m’—l} Vie {0,...,m} G;#Gi.
O

Dans le cas d’une extension galoisienne finie, on peut compléter les résultats
précédents grace a la bijection de Galois.

Proposition 2.6. Soit L K une extension galoisienne finie de groupe G =
Gal(L/K).

(1) Pour toute suite normale stricte
(S) G=Gy>--->GE>G>--->GE,=1,

la tour galoisienne (T') induite par (S) (cf. Prop. 2.1) est stricte.

(2) Pour tout raffinement propre (S") d’une suite normale (S) de G, la tour
(T") induite par (S") est un raffinement galoisien propre de la tour (T') induite
par (S).

(3) Pour toute suite normale (S) de (G), la suite normale de G induite par la
tour galoisienne de L /'K induite par (S) est égale a (.S).

Démonstration. (1) Par la bijection classique de Galois :
Gi#Gin = Ti=LY%#L+=T,, (i=0,...,m—1).

(2) D’apreés la proposition 2.2, (7”) est un raffinement de (7"). On a, par défi-
nition d’un raffinement propre d’une suite normale, la condition

Jje{l,....n—1} Vied{0,...,m} G;#Gi.
Et par la bijection classique de Galois,

Jje{l,...,n—1} Vie{o,...,m} L +# LG
I I

Par définition et le théoréme d’Artin dans 'extension finie L /K, on a
Gal(L)T;) = Gal(L/L°) =G;  (i=0,...,m).
O

Nous faisons maintenant le lien entre la notion de groupe simple et la notion
d’extension galsimple, toujours dans le cas d’une extension galoisienne finie.

Proposition 2.7. Pour qu’une extension galoisienne finie soit galsimple (cf.
Chap. 2, Déf. 1.6.(2)), il faut et il suffit que son groupe de Galois soit simple.
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Démonstration. Soit L /K une extension galoisienne finie de groupe de Galois
G := Gal(L/K). Supposons L K galsimple. Par définition, elle n’est pas triviale
et G # 1 car sinon

K = [CGoL/E) — 16 — 18— [ . contradiction .

Raisonnons par ’absurde en supposant que G ne soit pas simple, i.e. qu’il existe
un sous-groupe H de G tel que I'on ait la suite normale stricte G > H > 1. Le
(1) de la proposition 2.6 ci-dessus nous assure alors que 1'on a la tour galoisienne
stricte

KaL? alL
qui contredit la galsimplicité de L/K.

Inversement, si G est simple, on sait que G # 1 et donc que L # K. Raisonnons
a nouveau par l'absurde en supposant que L/K ne soit pas galsimple. C’est qu’il
existe un corps intermédiaire strict K < M < L avec M /K galoisienne. Alors,
par la théorie de Galois générale et la simplicité de G,

Gal(L/M)<G = ( Gal(L/M)=G ou Gal(L/M)=1) .
Mais, si Gal(L/M) =G, on a
M = [EUE/M) — [G — [GallL/K) — [ . contradiction ;
et si Gal(L/M) =1,
M = [CGaL/M) — [V — [, . contradiction .

C’est donc que Uextension L/K est galsimple. [

Dans le cas d'une extension galoisienne, les propositions précédentes font le lien
entre tours galoisiennes de corps et suites normales de groupes, avec leurs raffine-
ments. La correspondance se poursuit, dans le cas fini, entre tours de composition
galoisiennes et suites de composition.

Proposition 2.8. Toute extension galoisienne finie admet une tour de composi-
tion galoisienne.

Démonstration. C’est clair pour I'extension triviale par le Fait 1.2. Soit L/K une
extension galoisienne finie non triviale de groupe G := Gal(L/K). En tant que
groupe fini non trivial, il admet une suite normale de composition :

() G=Gy> -G >G> >G,=1.
Montrons que la tour galoisienne induite par (C') (Prop. 2.1)
(T) K=T749---4T;9T;y, <27, =L
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est une tour de composition de L/K. Le (1) de la proposition 2.6 nous assure que
la tour (7") est stricte. Raisonnons par I'absurde en supposant ’existence d’un
raffinement galoisien propre

de (T'). Par le corollaire 2.5, il induit un raffinement propre (C’) de (C), ce qui
contredit le fait que (C) soit une suite normale de composition. O

Les propositions précédentes conduisent directement & un analogue galoisien
du théoréme de Schreier (cf. introduction de ce chapitre) pour une extension
galoisienne finie. Cependant, comme cet analogue sera généralisé a toutes les
extensions galtourables (cf. Th. 3.2 ), nous omettons ici sa démonstration dans
ce cas particulier.

Proposition 2.9. Deuz tours galoisiennes d’une méme extension galoisienne
finie admettent des raffinements galoisiens équivalents.

Remarque 2.10. Dans le cas particulier d’une extension abélienne, cette pro-
position 2.9 permet de retrouver la proposition 2.2 de [13] qui fournit en outre
la hauteur des tours de composition.

3. Premier théoréme de dissociation

Venons-en maintenant, pour les extensions galtourables, a I’analogue galoisien
du théoréme de Schreier (cf. introduction du présent chapitre). La démonstration
moderne de I’équivalence des raffinements de Schreier utilise le lemme de Zassen-
haus ("Butterfly lemma"). Nous allons montrer que ce sont les parallélogrammes
galoisiens qui jouent, pour les extensions galtourables, le role du lemme de Zas-
senhaus pour les groupes. Ces parallélogrammes ont de plus 'avantage de rendre
visuel 'esprit de la démonstration. Pour une meilleure lisibilité de celle-ci, nous
avons sorti la proposition suivante qui est en fait un lemme technique.

Proposition 3.1. Soient L/ K une extension galtourable de degré quelconque, et

(") K=T34---9T7'<9T4, 4T, =L
(T?) K:ng...gj}?gj;?+lg...§1T3:L

deuz tours galoisiennes de L/ K. Alors nécessairement :
(1) Pour tous indices i,j,k tels que 0 <i<m—1et0<k<j<n—1,o0nale
parallélogramme galoisien

[T T AT T T2, VT T T O TV T T N TV ).

(3 (3 (3
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En particulier, on a les isomorphismes de restriction

Gal(TL TRy NTIT2, /T T N TIT)

|2
Gal(T}, T 0 7;17}‘2“/7}11771@2 A TilTjQ) :

(2) Pour tous i,7,k tels que 0 < k <i<m—-1e0<j<n-—1,o0onale
parallélogramme

2 2 2 2 2 2 2 2
(LT N7 T T VLTS Ty T N T T3, T T3 N T TS

(3 (3

En particulier on a les isomorphismes de restriction

Gal(Tlc1+17}2+1 a Tz‘1+1Tj2/Tk1+1Tj2+1 N Tz’1Tj2)

|2
Gal(T{ T2, N TL, T2/ T}T?, N TIT?).
Démonstration. (1) De Pextension galoisienne T3, /T;', on déduit du corollaire
2.2 du chapitre 2 U'extension galoisienne (T}, 77 /T}T7?). Or
LT < TLTEN T T < T T3

T : . 1 2 Al 2 L2 A
d’ot la sous-extension galoisienne (T}, T /T, T; NT}T;,;). De méme, on a les
implications

(Ten/TP) = (LT /T = (LT /T TN T T -
Comme T}, TZT}MZ, | = T} T¢, . on a donc le parallélogramme galoisien
P(i’ k) = [Tzl—i-lTlg a ElTI?—i-l’ 7—;‘1Tk2+1> 211T13+1’ Tzl—i-lTk?] :

Par ailleurs, de 'hypothése k < j, i.e. k+1 < j, suit T2, < T7, d'ou T} T, <
TiIT]?. Donc également

1 2 172 1 2 12
7—‘7;+1Tk’ m 7—‘7, Tk-‘,—l S 1;+1Tk m 11 7} .
Comme Tz'lTk2+1 < 7}1+1Tk2+1, on en tire aussi
LT <TiyTip NI
De plus
(T TR0 NTITH) NI TE = T TN T T

( resp. (T¢1+1Tk2+1 a Tz‘1Tj2+1) a Tz'lJrlTl? = Tz‘1+1T1? a Tz‘1Tj2+1 )
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1 2
TT
i+1 k+1
l 2/
TT
i+l k
1 2 1 2
TTNATT
i+1 k+1 i j+l
12 1 2/
TTANATT

i+l k i+l

1 2 1 2

TTNTT
i+1 k+1 i j
1 2 1 2/
TTNTT
i+l k i J
1 2
TT
I k+1

FiGc. 17. Parallélogrammes P(i, j, k) et Q(i, j, k)

On déduit alors du corollaire 4.3.(2-1) du chapitre 1 que I’on a le sous-parallélogramme
galoisien de P(i,k) :

P(i, j, k)
Il
(T TR N THTY T TR VTR T TR, T TR

( resp. P(i,j+1,k)
[
(T3 T2 A T2, Th T2y N T2 Th T2y THTE) ).
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Prouvons maintenant, par récurrence descendante sur k € {j —1,...,0} que
I'on a le parallégramme galoisien quotient

QGi, j, k)

I
[T TE AT, T TR T TE Th TRy O T TR, T TR O T T2

Rang k=75 — 1.
Par le corollaire 2.2 du chapitre 2, on a 'implication

(T =TE0)/Ten) = T /T
De T}, T2, /T T, suit donc par intersection
(T Tin N T T /(T T = T Te o NTTY)

Par le corollaire 4.3.(2-2) du chapitre 1, appliqué dans le sous-parallélogramme
P(i,7,k), on en déduit alors l'existence du parallélogramme galoisien quotient
Q(Z7 j? k)'

Rang k — 1.
Supposons 'existence du parallélogramme Q(7, j, k) (avec k > 1) et prouvons
celle de Q(i,j,k — 1). De la donnée de Q(, j, k) suit en particulier I’extension
galoisienne

(T T N T T ) AT TR N TIT)

L’existence de Q(i, 7,k — 1) se déduit alors du corollaire 4.3.(2-2) du chapitre 1
appliqué cette fois dans le sous parallélogramme P(i, j, k — 1) de P(i, k — 1).

La récurrence établissant I'existence des parallélogrammes quotients Q(i, j, k)
est donc prouvée. On en déduit en particulier I'isomorphisme annoncé.

(2) Il s’agit du (1) mutatis mutandis, par la permutation
T T i 5k m n
™ T 5 i k n m )"

O

Nous sommes maintenant en mesure de prouver I'analogue galoisien suivant au
théoréme de Schreier pour les suites normales de groupes ([34, p.124], [36]).

Théoréme 3.2. (1 théoreme de dissociation, dit "de Galschreier”)
Deux tours galoisiennes d’une méme extension galtourable admettent des raffine-
ments qui sont des tours galoisiennes équivalentes.

Scholies. (1) Les extensions galtourables sont ici quelconques, de degré fini ou
infini.

(2) Ces raffinements sont nécessairement galoisiens en vertu du Fait 1.5.(2) du
chapitre 3.



94 4. PREMIERS THEOREMES DE DISSOCIATION

Démonstration. Nous allons prouver que les tours galoisiennes (T1) et (7?) de
la proposition 3.1 admettent des raffinements équivalents. En faisant varier k£ de
j—1a0 dansle (1) de cette proposition, on a

Vie{0,....m—1} Vje{l,...,n—1}

Gal(T}\ T> N TIT? T TP AT = Gal(T, TN T T2,

|2

Gal(ﬂthf—l NT'T y+1/Tzl+1T2 N T1T2)
|2
|2

JTITY)

Gal(TH Ty NTT, y+1/Tzl+1T0 A T1T2) = Gal(T}, NT}T, ]+1/Tzl+1 A T1T2) :
Retenons que pour tous i € {0,...,m—1}et j € {1,...,n—1}, on a I'isomor-
phisme
isomy, ;- Gal(TY, NTYT? T NTITY) — Gal(TL, T N T7 TS

De méme, en faisant varier k de i — 1 a 0 dans le (2) de la proposition 3.1, on a
Vie{l,....m—1} Vje{0,....,n—1}
Gal(Tle—i—l A Tzl+1T2/Tl g1 Tz‘le) = Gal(Tz‘lTjQH N Tz'lJrng'Q/Tz‘lj}Z)

|2

Gal(TL Tf+1 a Tz1+1T2/T1 ]+1 N T1T2)
|2
|2

Gal(TyT2,, N TY T2/ TiT%, N TIT?) = Gal(T?,, 0T}, T2/T%, N TIT?).
Retenons que pour tous i € {1,...,m—1} et 5 €{0,...,n—1}, on a I'isomor-
phisme

Zsom(zg Gal(TJQH A TZI+1T2/ s+l TITQ) — Gal(TlTJQH N 7&17}2/7}17}2) :
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D’ou I'isomorphisme composé

((isom?, ;) ! oisomy, y si (i, ) # (0,0)
isom%m) sii=0,35#0
1SOMy(; j) =
(isomf; )~ sii#£0,7=0
\ 7;dGal(TllﬁTf/K) si (7'7.]) = (070)

Dans tous les cas, on a
isomgy : Gal(TL NTMT? L JTANTT?) — Gal(T:  NTL L T7 /T2 NTT?)
Remarquons par division euclidienne que, pour tout [ € {0,...,mn —1}, il existe

un unique couple (¢i,r}) € {0,...,m—1}x{0,...,n—1} et un unique (¢?,r?) €
{0,...,n—1} x{0,...,m — 1} tels que

L=qln+rl=q¢m+r.
Soient maintenant (7"') et (7"?) les deux tours de L/K définies par les formules

( Vle{0,...,mn—1} ! —T;HﬂT;llell,

12

(T =T NTY T?>=L; T? =T>NT.T? ,=1L.
Notons que
Vie {0,...,m—1} T} TllﬂTlK TllﬂTlT2 T

mn )

TL=L=TL .

La suite d’indices

1

0<lp:=0<lji=n< <l = !

in<---<Il | i=(m-1)n<I =mn<mn

est donc telle que
Vi e {0,...,m} Tl'il:TZ-l;
et
(Tll) K:T(SISTIIISSEII_ <T/1

mn—1

<7 =1L
est un raffinement de la tour (7"") de ’énoncé au sens de la définition & convention
1.1 du chapitre 3. De méme, notons que

Vie{0,...,n—1} TP=T2 NKT?=T2 NT3T}=T2;

jm >

T2=L=T2 .
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La suite d’indices
0<I:=0<0} ::m<~--<l]2- =im< <P = m-1)m<P?:=nm<nm

est donc telle que
vje{0,....,n} TP=T?
Et on vient de montrer que (7"?) raffine (T2).

Par le (1) (resp. le (2)) de la proposition 3.1 pour j # 0 (resp. 7 = 0), on a la
tour galoisienne

(T K=T'= T'NTMZ QT =T'NTT2<---<T', =TI NTIT2,

47N Tong
I
I
TT,LI = Tzl N T11T02 d Tﬁ1+1 = Tzl N T11T12 gq-.-d Téqlz—1 = T21 N T11T3—1

ST N TIT?
I
Ty
I
= TinTI7 DT, =TyNLT7 < 4T, = T3 N LT

n—1

ST T T2
Il

T}
T, = Tzl+1 rq 1y o 7;/n1+1 - Tzl+1 NTTES. ..
- T(/i1+1)n—1 = Tzl+1 N Ting—l
i
T
T(’il_l)n = T'nTl T2 < T(’;_l)nﬂ =T'NT: T?<...

AT, =T 0 T%—1T3—1

m

ATLATL T2 =T =1L
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De méme par le (2) (resp. le (1)) de la proposition 3.1 pour i # 0 (resp. i = 0),
on a la tour galoisienne

(I?) K=Tp¢= TPNT3I7 QTP =TPNTME<--<QT2  =TPNT5 17

<ST2NTLTR
]

T?
T2=  TINTTE QTR =TENTITRA--<STR , =TiNT, T
QTENTLT?
T
Ty=  TINTTy T3, =TENNT; < QT5 = TN T, T3
AT ATATE,
I
T?
T]/Zn, = Tj2+1 A T01Tj2 d TJ%H = Tj2+1 N T11Tj2 g
R T(/]2+1)m—1 - Tj2+1 A Tr}z—lTjQ
|
Tia
T(/Z—l)m = TINTLIT;, < T(/12L—1)m+1 =T;NTT; <.
- d Ta?m—l = Ta% N Tnlq,—1T3—1
QTPNTIT? , =T2 =1L1.

Il reste & montrer que les tours (T") et (7"?) ainsi construites sont équiva-
lentes (cf. Déf. 1.1). Elles ont méme nombre de marches mn. Considérons ensuite
I’application

o: {l,....mn} — {1,...,mn}
l — o(l):=rf m+q +1
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ot ¢, et r}; sont définis, comme précédemment, par division euclidienne de
[—1parn:

l—1=q n+r, 0<r, , <n-—1.
En particulier donc, 0 < ¢/ ; < m —1, en sorte que r}_;m + ¢} ; est une division
euclidienne par m, ce qui assure l'injectivité, donc la bijectivité de ’application
o. Autrement dit, o est un élément du groupe symétrique S,,,. Explicitement, o
est l'identité sim =1oun =1, et pourm>2,n>2:

o — 1 2 n n+1 n+2 ... 2n ...omn

\1 m+1 ... m=1m+1 2 m+2 ... m=1)m+2 ... mn )’
Notons tout d'abord que Gal(Ty,, = L/ Ty, = Ty, 1T 1) = Gal(T}7,,0 /Tty 1)
Fixons-nous un [ € {1,...,mn — 1} avec toujours

l=qgn+r (q,m)€40,....,m—1} x{0,...,n—1} .

Envisageons deux cas.
1" cas : r} = 0.
Nécessairement ¢ > 1 (sinon [ = 0 : absurde). Alorsde [ — 1= (¢/ —1)n+n—1
suit
G1=q —1, rny=n—1.
d’on
ol)=(Mn—-1)m+gq .
On a déja vu que
Vie{0,....m—1} T} =T".
Donc, comme T2 = L,
' =Ty, =Ty =TyNT, T;.

Dés lors, par I'isomorphisme isom(qll 1))

Gal(T{'/T) = Gal(T)y NT)_\T3/Th NT)_T2)
= Gal(TZNTHTE,/T2N T\ T2)

2
T(/n—l)m+q}—1>

=  Gal(T?

(n—l)m+ql1 /

= Gal(Tclr%l)/Tci—%l)—J :
2md cqs ol > 1.
Del—1=g¢/n+r} — 1 suit alors
Ga=G¢, ma=r—1;
d’ou
ol)=(r} —)m+q +1.
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On en déduit par I'isomorphisme zsom(q ) que
Gal(TY)T*,)) = Gal(qu 144N T1 T2/ g1 N T1 T )

— Gal(TANTh,, T3, /TANTLTA ).

1+1
Pour ¢/ +1 < m — 1, ce dernier groupe est, par définition de la tour (T"%), égal &

Gal( ri—1)m+q} +1/ —Dm+q} ) GCLZ(T / a(l)— )

Enfin si ¢/ +1=m, onaa(l):rlm d’oil

TANTy Th, =TANLT;  =T;.

T

Et I'on a déja noté que Tfl = T;l% = Tf(l)

Ainsi dans tous les cas, on a prouvé que
Vie{l,...,mn} Gal(T}'/T)) — Gal(T;3)/Ty-1)

i.e. que (T") ~ (T'). Ceci achéve la démonstration du 1°” théoréme de dissocia-
tion. O

Dans le cas de tours strictes, le théoréme 3.2 précédent peut étre amélioré en
le suivant :

Corollaire 3.3. Deuzx tours galoisiennes strictes d’une méme extension galtou-
rable admettent des raffinements qui sont des tours galoisiennes strictes équiva-
lentes.

Démonstration. Dans les notations des proposition 3.1 et théoréme 3.2, les tours
(TY) et (T?), supposées strictes, admettent les raffinements équivalents (7"!) et
(T’Q), dont rien ne permet d’affirmer qu’ils sont stricts. La proposition 1.5 nous
montre quant a elle que les tours galoisiennes strictes associées (T7}) et (T72) sont
équivalentes. Or le corollaire 2.4 du chapitre 3 conclut que (T7) (resp. (T72)) est
encore un raffinement de (7) (resp. (77)). O

Ce théoreme 3.2 admet encore une généralisation aux tours galtourables :

Théoréme 3.4. (1¢" théoréme de dissociation bis)
Deux tours galtourables d’une méme extension galtourable admettent des raffine-
ments qui sont des tours galoisiennes équivalentes.

Démonstration. Soient L/K une extension galtourable et (E'), (E?) deux tours
galtourables de L/K. Par la proposition 1.9 du chapitre 3, (E') (resp. (E?))
admet un raffinement qui est une tour galoisienne (7") (resp. (7%?)). Le théoréme
3.2 assure alors que les tours galoisiennes (T1) et (7?) de L/K admettent des
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raffinements équivalents (7"') et (7"2). Or, par le Fait 1.6 du chapitre 3, (T")
(resp. (T"?)) est encore un raffinement de (E') (resp. (E?)). O

De méme, le théoréme précédent admet une version pour les tours strictes :

Corollaire 3.5. Deux tours galtourables strictes d’une méme extension galtou-
rable admettent des raffinements qui sont des tours galoisiennes strictes équiva-
lentes.

Démonstration. Celle du corollaire 3.3 mutatis mutandis. O

4. Deuxiéme et troisiéme théorémes de dissociation
Notons la proposition suivante, essentielle pour le théoréme général 4.2 a suivre :

Proposition 4.1. Une extension galoisienne infinie n’est jamais galsimple.

Démonstration. Soit L/K une extension galoisienne infinie. Considérons {E;};cr
I’ensemble des corps intermédiaires entre K et L tels que 'extension quotient
E;/ K soit galoisienne finie :

Viel K<QE <L [E:K]<oo.
On sait |20, p.16, Satz 2.3| (ou |21]) que

L=|JE
iel
Sil'on avait E; = K pour tout ¢ dans I, on aurait donc L = K, ce qui contredirait
I'hypothése [L : K] = oco. Par conséquent

Jipel E,#K.

De plus
([Bi: K] <00, [L:K]=00) = E,, # L.
Ainsi K < E;, < L, et l'extension L/K n’est pas galsimple. ]

En général, un groupe n’admet pas de suite de composition. Les groupes finis en
admettent une, mais ce ne sont pas les seuls. Nous avons prouvé que les extensions
de corps, méme séparables, n'admettent pas nécessairement de tour galoisienne
(Chap. 2, Ex. 1.10.(i) ). Avec la notion d’extension galtourable, le théoréme sui-
vant répond a la question de savoir quelles sont exactement les extensions de
corps admettant une tour de composition galoisienne.

Théoréme 4.2. (2°"¢ théoréme de dissociation)
Une extension de corps admet une tour de composition galoisienne si et seulement
st elle est galtourable finie.
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Scholie. En particulier, la proposition 2.8 se généralise donc aux extensions gal-
tourables.

Démonstration. Soit L/K une extension admettant une tour de composition ga-
loisienne

(F) K=F< --<F,<---<F,=1L.
Chacune des marches de (F') est galsimple en vertu de la proposition 1.3. Par
définition (Chap. 2, Déf. 1.4), L/K est en particulier galtourable. Supposons

m—1
qu’elle soit de degré infini. De co = [L : K| = H[F"H : F}] suit qu’au moins
i=0
I'une des marches est infinie :
Jig € {0,....m =1} [Fiyy: Fyy] = 00

Mais alors Fj 1/ F;, est galoisienne infinie et galsimple, ce qui contredit la pro-
position 4.1 précédente.

Réciproquement, supposons lextension L/K galtourable finie non triviale (le
résultat est vrai pour I'extension triviale d’aprés le Fait 1.2). Soit

(F) K=F<---<QF<...<F, =1L

une tour galoisienne de L/K. Quitte a prendre sa tour stricte associée (F.), on
peut supposer que (F') est une tour stricte en vertu du corollaire 2.6 du chapitre
3. L’extension L/K étant de degré fini, il en est de méme de chacune de ses
marches Fy, /F; (i=0,...,m—1). En tant qu’extensions galoisiennes finies,
celles-ci admettent des tours de composition galoisiennes d’apreés la proposition
2.8 :

(T) F=T,<- 4T,

jin = Fin
ol j; < jir1 puisque (F') est stricte. De méme que dans la démonstration de la
proposition 1.9 du chapitre 3, la juxtaposition des tours galoisiennes (7;) (i =

0,...,m — 1) donne la tour galoisienne stricte
(T) K=F=T,<---1T;, =Fh<---1T;, =F,=1L

de L/K. Chacune des marches de (T') est une marche de I'une des tours (7;), donc
est galsimple (cf. Prop. 1.3). Finalement la tour galoisienne (7°) est elle-méme de
composition. [

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer I’analogue galoisien au théo-
réeme de Jordan-Hélder annoncé dans l'introduction du présent chapitre.

Théoréme 4.3. (3°"¢ théoréme de dissociation, dit "de Galjordanhélder”)

Soit L/ K une extension finie galtourable.

(1) Toute tour galoisienne stricte de L/ K admet un raffinement qui est une tour
de composition galoisienne de L/ K.

(2) Deuz tours de composition galoisiennes de L/K sont équivalentes.
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Scholie. Le raffinement du (1) est nécessairement un raffinement galoisien en
vertu du Fait 1.5.(2) du chapitre 3.

Démonstration. (1) D’aprés le 26™¢ théoréme de dissociation (Th. 4.2), L/K ad-
met une tour de composition galoisienne (C'). Soit (7") une tour galoisienne stricte
de L/K. D’aprés le théoréme de Galschreier (Th. 3.2), (C) et (T') admettent des
raffinements (C’) et (T") qui sont des tours galoisiennes équivalentes. Ces raffine-
ments sont galoisiens (Chap. 3, Fait 1.5.(2)). Comme la tour de composition (C')
n’admet aucun raffinement galoisien propre, (C”) est nécessairement un raffine-
ment trivial de (C'). Or (C) est stricte par définition. C’est donc la tour stricte
associée a (C') (Chap. 3, Prop. & Déf. 2.1), d’on
(€)= (Cl).

Par la proposition 1.5, on en déduit que les tours galoisiennes (C') = (CL) et (T7)
sont équivalentes. Comme (C') est de composition, il résulte alors du corollaire

1.4 que le raffinement (77) de (T") est une tour de composition galoisienne. De
plus d’aprés le corollaire 2.8 du chapitre 3, (17 ) est encore un raffinement de (7).

(2) Dans le (1) précédent, lorsque (T') est une tour de composition galoisienne, le
méme argument que pour (C) conduit a (77) = (7). Et finalement (77) ~ (C~)
signifie (T") ~ (C). O

Comme le 1¢" théoréme de dissociation, ce théoréme 4.3 admet une généralisa-
tion aux tours galtourables.

Théoréme 4.4. (3°™ théoreme de dissociation bis)

Soit L/ K une extension finie galtourable.

(1) Toute tour galtourable stricte de L/ K admet un raffinement qui est une tour
de composition galoisienne de L/ K.

(2) Deuz tours de composition galoisiennes de L/K sont équivalentes.

Démonstration. (1) Soit (E) une tour galtourable stricte de L/K. Par la proposi-
tion 2.9 du chapitre 3, elle admet un raffinement (7") qui est une tour galoisienne
stricte de L/ K. Et d’aprés le théoréme 4.3.(1) précédent, (T') admet un raffine-
ment (C') qui est une tour de composition galoisienne de L/K. On déduit alors
de la transitivité de la notion de raffinement (Chap. 3, Fait 1.6) que (C) est un
raffinement de (E).

(2) Identique a celui du 3*™¢ théoréme de dissociation. O



Chapitre 5

ILLUSTRATIONS ARITHMETIQUES ET
GALSIMPLICITE

Ce chapitre 5 est un chapitre de transition, une respiration arithmétique avant
les tours d’élévation qui nous permettrons de dissocier toutes les extensions finies
et pas seulement les galtourables. La section 1 illustre les théorémes de Galschreier
et Galjordanhélder du chapitre 4 par une extension galtourable de degré 480 dont
nous donnons deux tours galoisiennes différentes que 1'on raffine en deux tours
de composition galoisiennes équivalentes. La section 2 fournit, via un résultat
de Selmer-Serre, une classe infinie d’extensions simples (au sens du (1) de la
définition 1.6 du chapitre 2) mais non galoisiennes. La section 3 montre, via un
contre-exemple, que le "Théoréme M" du chapitre 6 suivant ne s’étend pas au
cas d’une extension infinie. Ce contre-exemple justifie la finitude des extensions
du chapitre 7 final. Enfin, la section 4 donne quelques propriétés des extensions
galsimples non galoisiennes, notamment leur transitivité qui nous sera utile pour
la maximalité des sous-extensions d’intourabilité.

1. Illustrations des théorémes de Galschreier et
Galjordanhélder par une extension de degré 480

On note génériquement ¢, := e*™/™ (n € N\ {0}). Dans toute cette section,
on consideére les tours

(T K=T; =Q<T =T;(i,V5) <Ty =TG5, Y, 2% = L

et
(T?) K=T}=Q<T?:=TCs) <T2:=TG, YY) < T2 =1L,

ot 'on désigne par :

—Y'/5 'une quelconque des racines cinquiémes complexes de
— 3 42 .
Vi=(2-6)2-¢)";
— Z'3 I'une quelconque des racines troisiémes complexes de

Z:=6—+5.

Fait 1.1. L’extension Q(C) (YY) /Q((5) est cyclique de degré 5.
(

Démonstration. Sinon, modulo Q((5)*5,

Y=1 = 2—-(2=2-¢s.
103
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En particulier, pour le corps local C' := Q5((5), on a alors
2-¢
2-G
Prouvons que ceci n’est pas, grace aux méthodes (et notations) de [38] et [42].
Tout d’abord, 2 — (2 est une unité principale de C' :
2-Gels,
car pour I'uniformisante 1 — (5, on a les valuations
ord(1 - (2 = ¢5)) = ord(GG(1 — G5)) = 1.
Comme il en est de méme de 2 — (5, on a donc
2-¢
2—Gs

Calculons le défaut de cette unité principale :
2 4
ord(1 - 5=%) = ord(~(s + ¢4) = ord(¢H(1 - 2))

ord(1 — ) + ord(1 + ¢5)
I4+ord(2—(1-¢5))

e C*

e U, .

on en déduit que
2-¢
def [ —=) =1 (cf. [42]) .
2—G
D’ou la conclusion puisque
2t 2t
€0 = def %) = 400
s 5-¢

Fait 1.2. (0) La tour (T?) est galoisienne ;
(1) V5 ¢ Qi G, 6) ;

(2) I NTY = Q(V5);

(3) T NQ(¢) = QW) ;

(4) Gal(Q(¢i5)/Q(V5)) — (Z/2Z)*.

Démonstration. (0) La marche L = T2(+/5, Z'/3) /T2 est le compositum de deux
extensions kummeériennes.

(1) L’extension Q(i,(3,(5),/Q est cyclotomique, donc abélienne. Si I'on avait
V5 € Q(i, (s, ), lextension Q(v/5)/Q serait abélienne, comme quotient d’une
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extension abélienne, ce qui n’est pas.
(2) D’aprés |24, p.74, Th.2|, i ¢ T? = Q((y5), d’ou

[TP() - T] = 2.
Par ailleurs
V-1

G+ G = 5
(explicitement écrit dans |14, p.67-68|!). Donc

Q(V5) < Q(G) < TP = QG Gs) -

En particulier, v/5 € T2(i) ; tandis que par le (1), v/5 ¢ T2(i). Dés lors,

[TIT? = Q(i, G, G5, V5) : TE(I)] = 2.

On a ainsi la figure

4

T TEQ L. 05)

Qi 15)=T, \

T.()

/

12
To_ Q_To

Fic. 18.  Parallélogramme [T} NTE, TE, T} TE, T}

105

dans laquelle le quadrilatére (T} NTE, T, TITE, T}) est un parallélogramme ga-
loisien. En effet, I'extension T}'/T} N T2 (vesp. TZ/T} N T? ) est galoisienne
comme sous-extension de T}/Q (resp. T?/Q ) qui est galoisienne de degré 8
car T} = Q(i, v/5) est le corps de décomposition du polynéme X* — 5 (resp. car



106 5. ILLUSTRATIONS ARITHMETIQUES ET GALSIMPLICITE

(T2 = Q((15) : Q] = ¢(15) = 8 ). Par conséquent :
S=[1}:Q = (W) QT NT: QWA : TINTY)

2T NTE - Q(VOH)TITE « T7]
AT NTY : QUVH)|[TE(3) « TE|[TVTE « TE(0)]
= 8[1} NT7 : Q(VH)]

STINTY = Q5.
(3) Comme /5 € Q((5), on a par le (2)

@(\/g) < Tll NQ(G) < T11 NQ(Ci5) = Tll a T12 = @(\/g) :
(4) Comme T? = Q((y5), on a le parallélogramme [Q, Q((3), T2, Q((5)]-

F1G. 19. Un sous-parallélogramme de [Q, Q((3), T2, Q(¢s5)]

D’aprés le corollaire 4.3.(1-1) du chapitre 1, on a le sous-parallélogramme
[Q(V5), Q(¢s, v/5), T2, Q(¢5)]. On en déduit, par scindement de la diagonale (Chap.

1, Prop. 4.1) que
Gal(T? [Q(VB)) ~ Gal(T?/Q(G, v/5)) x Gal(T?/Q(Gs)) -
Comme [T? : Q(¢3,V5)] = [T? : Q({5)] = 2, on a bien le résultat annoncé :
Gal(T2/Q(VE)) < (Z/22)°
O

Nous avons déja dit que la tour (T?) est galoisienne ((0) du Fait précédent),
le lecteur aura deviné qu’il en est de méme de la tour (7). Nous le démontrons
maintenant, en utilisant deux fois un puissant outil introduit par Richard Massy
dans |26] sous le nom de "moyenne galoisienne" ("Galois average").

Proposition 1.3. L'extension L = Ty [T} est galoisienne, non abélienne, de
degré 60.
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Démonstration. Soient v et w les générateurs de

Gal(T} = Q(G15)/Q) = Gal(Q(G)/Q) x Gal(Q(G)/Q)

définis par

v(() = C:)? ) U(C5) =G5 w(Cg,) = <52 , w(Cs) = (3.

On a
i1

2 Y

w (G +G) =G5+ G =
donc w? laisse fixe /5 et
Gal(T?/Q(V5)) = {1,v} x {1,w} .
Or, d’apreés le (2) du Fait 1.2, on a le parallélogramme galoisien
[Q(V5), T}, TiTE, TY] -

En notant @ et w? les prolongements respectifs de v et w? a TIT?, on en déduit
que
Gal(T{T2/T}) = {10} x {1,u?} .

Soit i "I’homomorphisme cyclotomique" (|26]) de Gal(T}T?/T}!) dans le groupe
multiplicatif F2* du corps a cinq éléments, défini par

() =G e ) =4;  BG) =G o n@)=1.

Soient y := 2 — (5 et ¥ sa classe dans (T1772)* /(T T?)*5. La moyenne galoisienne
de T'T? sur T} pour n en 7 est par définition [26, Sect. 2]

9@ = (I @)

VEGal(TITE/T})

= (7o) @i Tm)

= 707 w?(3) Twd(y)

= (2 - <5)4 (2 —<5)4 (2 —C?,l) (2 _C?,l)

= 2-6GP2-¢)r=Y.

D’aprés [26], l'extension T} T2(Y1/?) T} est galoisienne. On a T2(Y'°)NT}T? =
T? par primalité des degrés car [T1T? : TZ] = 4 (cf. (2) de la démonstration du
Fait 1.2) et [T2(Y'/?) : T?] € {1,5}. On en déduit le parallélogramme galoisien
[T127 T11T127 ,1_111,1_112 (Yl/S)’ T12 (Y1/5>]
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1 2 1/5
TT(Y )
2 1/5 11
us Tl( Y )
QLY )

1_2
TT
11

/ 0w

Q<) AL, L)

Fi1G. 20. Deuz parallélogrammes adjacents

Or d’aprés le Fait 1.1, on a [Q(¢)(YY®) : Q(¢5)] = 5. A nouveau par primalité
des degrés, on en déduit le parallélogramme

[Q(G) T TEYY), Q) (YO)] -
Par conséquent
5= [T T7] = [T (P TiT7).
On obtient ainsi le degré de 1’extension galoisienne T1T2(Y1/)/T}

[TIT2(YY5) . TY = 5|72 - T} = 20 .

Montrons que 'extension T, /T est obtenue par une 3-moyenne au dessus de
extension T TZ(Y'/5)/T}. Pour ’'homomorphisme trivial

1: G:= Gal(T}TXY'V))T}) — FY,
v = 1

on a

ga%ffo(Yl/S)/Tf(?_l/S) = (H 7(7_1/5))20_1 = (Hv(V_l/S))_l

ve€G yeG

= NTlle(Yl/S)/Tll (Y1/5) .
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Notons que TIT2(Y'V/?) = T}T2, et
Nryagmy(Y) = Nrygyry (Noyagmyrs (V%))
- NT}Tf/T}(Yl/S <5Y1/5 C§Y1/5 CSY1/5 CéYl/S)
= NTlle/Tll(Y)
= YT(Y)w(Y)5w(Y) .
Comme ¥((5) = (5, onav(Y) =Y et

ga%rlng/Tll(Y ) = Y2uw(Y)?

= 2-6)2-G)r2-G)re-6)"

= 2-¢)2-6)

= 4-2(G+¢G)+1

= 4-(V5-1)+1
= 65,

On en déduit, toujours par [26], que U'extension L/T! est galoisienne, car on a :
I = T21 — Tll(CISaY1/5a Z1/3) — 7"117"12(Y'1/57 Z1/3)

= TIT}Y'P)Z'P) = TIT3(Z2'F7) .
Elle est de degré
(LT} = [TMT2(Z"3) - T T2 T2 - T = 3 % 20 = 60

car Z = 6—+/5 ¢ (T}T3)*®. En effet sinon on aurait Nyi7z,0(6 — v/5) € Q*%, ce
qui n’est pas, puisque

Nrirzso(6 = V5) = Nos)o(Nrrz/aws) (6 = V5))
= Nys),0(6 — v5)*

— 3180 ¢ @X?) .

Enfin L/T} est non abélienne, car soit ¢ un prolongement de v a 77Ty :
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1 2_ 1 2 1/5
TT,=TT(Y )

o0 Gal (T,T,/ T.) LT,

1

T

1

FiG. 21. Eztension galoisienne T} T3/ T}

Clairement
0(¢3) =0(¢3) =G5

L’homomorphisme cyclotomique de Gal(T} T3 /T}) dans F5 n’est donc pas trivial.

Comme Z = 6 — /5 est dans I'image de la moyenne galoisienne galTng/T1
1+2 1

cet homomorphisme trivial, il résulte du |26, Th.1.2.(3.2)] que I'extension L/T}!
ne peut étre abélienne. O

pour

Corollaire 1.4. L’extension L/Q est de degré /80.

Démonstration. C’est clair puisque
[L:Q]=[L: T[T} : Q]

ou [L : T!] = 60 (Prop. 1.3) et [T} : Q] = 8 d’aprés la démonstration du (2) du
Fait 1.2. U

La proposition suivante illustre le théoréme de Galschreier (1°" théoréme de
dissociation) pour une extension de degré 480.

Proposition 1.5. On a les tours galoisiennes (strictes) équivalentes de LK

(Chap. 4, Déf. 1.1.(2)) (T"™) ~ (T") ou
™) K=Q=Tf < =) 9 1= Q6VE) 9 T = QG V)

QT = Q,V5,Gs) < T = Q(i, V5,65, YY) < T =T8N ZY3) =L
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et
(T% K=Q=T7 < T?:=Q5) < Ty :=Q(C15) < T :=Q(3,(5)

QTR =Q(i, (15, YY) < T :=Q(i, V5, (15, Y?) <« T2 =L .

Démonstration. Prouvons qu’elles sont obtenues a partir des tours (T) et (T?)

(cf. début de la présente section) par les formules (F) de la démonstration du 1¢'

théoréme de dissociation (Chap. 4, Th. 3.2). On a :
Q=T'NT Ty =T NT, Ty ;

1.2.(2)

Q(V5) TINT? =T NTIT? = T?NT T2 ;
QGis) =TF =Ty NT,TE

Q(i, V5) =T} = Ty N T} .
D’aprés la démonstration de la proposition 1.3, on dispose du parallélogramme
galoisien

(T2, TE(YY9), T T (Y P), TV T

dans lequel on peut utiliser le (1-1) du corollaire 4.3 du chapitre 1 : le corps
intermédiaire T7(4) induit le sous-parallélogramme

[T12 (Z)u ,1_112 (7'7 Y1/5)7 T11T12(Y1/5)7 T11T12] .

1 2 1/5
////////1UY)
1 2
TT
1 1

T, Y )
Tf(i)/
T ( Yl/5)

FiG. 22. Sous-parallélogramme [T2(i), T?(i, YV/?), T} TZ(Y'/5), T} T2

On en déduit en particulier que
Qi,Gi5) = TP(0) = TH@ Y P) N TITE = TE N TITT
Par ailleurs
Qi, V5,¢5) = T} = Ty NT{TY
@(7'7 C157 Yl/s) - T22 - T32 N ,‘1_101,1_122 3
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4 1/5 172 1 172 2 12
Q(4, V5, G5, Y1) = LTy =T, N5 =1T3NT Ty .

Enfin dans le parallélogramme galoisien [T} NT7 2R Q(5), T2, TIT?, T}, on
déduit du (1-1) du corollaire 4.3 du chapitre 1 appliqué au corps intermédiaire
Q(i,v5) < T}, le sous-parallélogramme

[Q(Zv \/5)7 T12(7’>7 T11T127 Tll] .
En particulier
Qi,v5) = TI'NTEE) =TI NQ>, Gs)
= TLNTLMT2
]

Le corollaire suivant illustre le théoréme de Galjordanhélder (3°™¢ théoréme de
dissociation : Chap. 4, Th. 4.3) pour la méme extension de degré 480.

Corollaire 1.6. On a les tours de composition galoisiennes équivalentes de L/ K

(T"Y) ~ (T72) o
(I") K=Q=T"5 < T":=Q(V5) < T} :=Q(i,V5)
AT75:=Q,V5) < T7) = Q(i,v/5,¢5) <9 T73 = Q(4, V5, Cis)
QT8 = Q(i, V5, (15, YY) < T7L = Q(i, V5, (15, YV, Z13) = L
et
(T7?) K=Q=T"§ 2 T"{ = Q(V5) < T"5:=Q(G)
QT3 = Q(Gs) < T7F:= Q0 Gs) < T73:= Q(i, (15, Y'/?)
QT2 = Q(i, V5, (15, YV?) < T7%:= Q(i, V5, (15, Y?, Z3) = L .

Démonstration. La tour (T7') est un raffinement galoisien de la tour galoisienne
(T') de la proposition 1.5 précédente, avec un seul nouveau corps T}, Par la
proposition 1.7 du chapitre 3, (T”!) est donc une tour galoisienne. Puisque L/Q
est de degré 480 (Cor. 1.4), on a nécessairement, :

LT =3, [T7t: T} =5
il =2, [1lirl =2
il =2, [Tl =2
il =2
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Toutes les marches de (77') sont donc simples (Chap. 2, Ex. 1.10.(iii)) et a
fortiori galsimples (Chap. 2, Prop. 1.8.(1)). On déduit alors de la proposition
1.3 du chapitre 4 que (T”!) est une tour de composition galoisienne. Par un
raisonnement identique, on établit que (77?2) est aussi une tour de composition
galoisienne.

Remarquons également que (77?2) est un raffinement galoisien de (7"%) avec un
seul nouveau corps : (T7%). D’aprés la proposition 1.5, les 1¢7¢, 4éme_5eme  géme,
7¢me marches de (772) sont équivalentes respectivement aux 1%, 2¢me geme 3éme,
7¢me de (T1). De plus, on a le parallélogramme galoisien

[Q(\/g)v @(€15)7 Q(Zv €157 \‘yg)? @(7'7 %)]

et la figure suivante :

1 y /Q(i’zls’\lg):TS
Qi ¢, . 15)

T=q(i,T5) —

Q) =T,

Q<)

TRs) M

Fia. 23.  Parallélogramme [T73,T73, T T}

L’extension Q((s5)/Q(V/5) est quadratique, donc galoisienne, et par le corollaire
4.3 du chapitre 1 on a les parallélogrammes

[Q(V5),Q(¢), Q4 G, v/5), Q(4, V/5)]
et
[@(CS); Q(ClS)v @(7'7 C157 %)7 Q(Zv €57 \4/5)] .

Donc en particulier
Gal(T?}/T"Y) == Gal(T2)T7?)
et
Gal(T"}/T") = Gal(T"3/T"3)
Ceci achéve de prouver que les tours de composition galoisiennes (77!) et (17?2)
sont équivalentes. 0
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2. Exemple d’extensions simples

Nous exhibons ici une classe infnie d’extensions simples non galoisiennes : celles
de 'exemple 1.10.(iii) du chapitre 2 : Pextension Q(6)/Q ou 8"—60—1 =0 (n > 3)
est simple mais non galoisienne.

Nous utilisons la propriété classique suivante des groupes de permutations :

Fait 2.1. Pour tout entier n > 3, le groupe symétrique S,_1 s’identifie au stabi-
lisateur d’un point quelconque dans S,. Alors, S,_1 est un sous-groupe maximal
(intransitif) de S,,.

Démonstration. Cf. [12, p.268]. O

L’argument principal de notre démonstration est un résultat de Selmer-Serre® :
Proposition 2.2. Pour tout entier n > 2, le polynéme
P(X)=X"-X-1
est irréductible sur Q, et l'on a
Gal(L,/Q) — S,
ot L, désigne le corps de décomposition dans C de P, (X).

Démonstration. Cf. [37| pour l'irréductibilité et [38] pour le reste. O

Corollaire 2.3. Pour tout entier n > 3, l'extension Q(6)/Q ou
" —0—-1=0
est simple et non galoisienne : (Q(6) .\ Q).

Démonstration. Avec les notations de la proposition 2.2, soient d’une part R :=
{61, ...,0,} ensemble des racines (nécessairement distinctes) de P, (X) dans L,
et d’autre part E, := Q(0,), H, := Gal(L,/E,). La numérotation des racines de
P,(X) induit un homomorphisme explicite

Yn ¢+ Gal(L,/Q) — S,
o = Yy(o)
défini par (¢,(0))(i) = j quand o(6;) = 0; (1 < 4,j < n). En vertu de la

proposition 2.2, v, est un isomorphisme. Il est clair que ~(6,) = 6, pour tout
v € H,, de sorte que

vy e H, (¢u(7)(n)=n,

I Remerciements au Professeur C.U. Jensen de I’Université de Copenhague qui me le fit
connaitre lors d’un cours de D.E.A & Valenciennes en 1999.
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ce qui exprime que v, (H,) est inclus dans le stabilisateur de n dans S,,, lui méme
isomorphe a S,,_; par le Fait 2.1 :

¢n(Hn) < Stabsn (n) =S,1.

Ainsi : [ | |
L,:Q n!
an :Hn:LnEn: :_:Sn— )
d’out I'on déduit que
7pn(l{n) - Sn—l

est un sous-groupe maximal (Fait 2.1) de v,,(Gal(L,/Q)) = S, (Prop. 2.2). Par
conséquent, H, = Gal(L,/E,) est un sous-groupe maximal de Gal(L,/Q). 1l
résulte alors de la bijection de Galois que E,/Q est une extension simple.

Par ailleurs, ’hypothése n > 3 implique quant a elle que S,,_; n’est pas normal
dans S,, (par exemple (12)1™ = (2n) ¢ S,,_1); donc E,/Q n’est pas galoisienne.
O

3. Un contre-exemple au "Théoréme M" pour une extension infinie

Nous montrerons au chapitre 6 suivant, via le "Théoréme M", que toute ex-
tension finie se dissocie canoniquement en une "extension quotient galtourable
maximale" et une "sous-extension d’intourabilité maximale". Il est alors naturel
de se demander si cette dissociation admet un analogue dans le cas d’une ex-
tension infinie. Le contre-exemple suivant de cette section, inséré dans le présent
chapitre car indépendant de ce qui suit, nous prouve en particulier que, dans nos
définitions, cet analogue n’existe pas.

Notations 3.1. Dans toute cette section, notons (E) la suite infinie de corps
emboités

avec

Scholie. 11 ne s’agit pas d’une tour de corps au sens de notre définition &
convention 1.1 du chapitre 2 | puisqu’il y a une infinité de corps.
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Pour la démonstration du Fait 3.4 & suivre, nous aurons besoin des lemmes
suivants :

Lemme 3.2. Tout corps intermédiaire M entre Eg et B : By < M < E, induit
l’ensemble non-vide

Iy ={neN|z,e M}={neN|E, <M},
qui est infini si et seulement si M = E.
Démonstration. Notons tout d’abord que les deux définitions de I; coincident,
puisque x,, est un élément primitif de F,, sur Q pour tout n € N.

Comme xy = 2, I, contient toujours 0, et n’est donc jamais vide. Soit main-
tenant M un corps intermédiaire tel que I, soit infini. Alors :

VneN dneN m>n m € Iy ;

i.e.
YneN dn>n E, <M.

Par la croissance de la suite (E,)nen , on a donc
YVneN dn>n E,<E,<M.

Ainsi
Ew=|JE.<M<E, e Eq=M.
neN
La réciproque est immédiate puisque /5 = N. U

Lemme 3.3. Pour tout corps intermédiaire M entre Eg et B : Eg < M < E,
vérifiant la propriété suivante

ImeN z,eM x,1¢M,
le polynome minimal de x,,o sur M est

Irr(Tmyo, M, X) = X* — 2,

Démonstration. Comme z,, € M, P, (X) := X*—x,, € M[X];etona P, (T,12) =
0 par définition des x,,. Donc Irr(x,.2, M, X) divise

Pr(X) = (X = Zipp2) (X 4 in2) (X — i Zp2) (X + i Tpnga) -

Par ailleurs, extension M (z,,,11)/M est quadratique puisque 11 = \/Tm ¢ M.
On en déduit que

(M (2m42) : M] = 2[M (\/Zni) : M(zmi1)] € {2,4}
Mais si le polynome minimal de z,,.5 sur M était de degré 2, il existerait un
1 €{1,2,3} tel que

Irr(Tmae, M, X) = (X — Zpyo) (X — i 2pp0) ;
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et son terme constant serait ¢! 22, = i’ ;11 € M. Or ceci est imposible pour
[l =2car xp ¢ M; et pour [ =1 ou 3 car M est un corps réel.
Finalement [M(x,12) : M| =4 et Py (X) = Irr(zp0, M, X). O

Fait 3.4. L’extension E. /Ey n’est pas galtourable : Eo N\ Ey, et n’admet aucune
sous-extension galsimple.

Démonstration. Raisonnons par 1’absurde en supposant que l’extension E../Ey
soit galtourable, i.e. qu’elle admet une tour galoisienne

(T) Ey=Tyd---9QT;9--- 4T, = E .

Comme E,/Ej est clairement de degré infini, I'une au moins des marches de (7)
est infinie :

35 €{0,....,p—1} [Tj41:T}j] = o0.
Notons j le plus grand entier tel que la marche 7}, /T; soit infinie :
VEe{0,....p—1} k>j4+1 = [Th1:Ti] <.

Par transitivité du degré, I'extension E./T;;; est finie, et elle est séparable
puisque nous sommes en caractéristique nulle. On peut donc lui appliquer le
théoréme de 1’élément primitif :
dr € By Ex=Tj(x).
Ainsi :
finie T (X) - Ew

_—— j+1
j+1

infinie

T(0)

Fi1G. 24. L’extension infinie E./Tj(x)

d’ot il résulte que [E : Tj(x)] = oo. En particulier Tj(x) est distinct de E. On
déduit alors du lemme 3.2 que I'ensemble I7,(,) est fini. Notons m son plus grand
élément :

m = max Ity -
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On am € Ir, ) et m+1 ¢ I, (), ie. o € Tj(x) et 141 ¢ Tj(2). Le lemme 3.3
nous assure alors que

Irr (@m0, Ti(2), X) = X4 — ..

Mais par ailleurs, I'extension E,./T;(x) est galoisienne en tant que translatée de
la marche galoisienne T, T} de (T'). Comme z,,42 € E, toutes les racines du
polynome irréductible X* — z,, doivent étre dans E., : absurde, puisque F., est
un corps réel tandis que deux des racines de X* —x,,, sont complexes non-réelles.]l
est donc prouvé que E,, /FEy n’est pas galtourable.

Raisonnons encore une fois par ’absurde en supposant I'existence d’'une sous-
extension galsimple E,, *M de E./FEy. Par définition (cf. Chap. 2, Déf. 1.6),
Eo/M est non-triviale, et on déduit du lemme 3.2 que I); est fini. Notons m :=
max . On a:

Tm €M et Ty & M
d’ou par le lemme 3.3
Irr(Tmyo, M, X) = X* — a0,
Ceci implique en particulier que [M(z,,42) : M] =4 et I'on a la tour
M < M(zpi1) < M(2pm12) < Ex
qui contredit la galsimplicité de E,, * M. [

4. Extensions galsimples non galoisiennes

Nous utiliserons les résultats de cette section pour mettre en évidence le role
central du corps d’intourabilité de toute extension finie.

La proposition suivante, vraie quant a elle pour un degré quelconque, montre
que la galsimplicité passe toujours au quotient.

Proposition 4.1. Toute extension quotient propre d’une extension galsimple est
galsimple non galoisienne. Précisément :

V(L AK) VM K<M<L = (M \K).

Démonstration. La galsimplicité de L/K interdit que I'extension quotient propre
M/K soit galoisienne. Et elle est nécessairement galsimple car s’il existait un
corps F tel que K << F' < M, on en déduirait K << F' < L : contradiction. O

Prouvons maintenant qu’il y a transitivité de la galsimplicité non galoisienne.

Proposition 4.2. Pour toute tour de corps Fy < Fy < Fy, le fait que les exten-
sions Fy/Fy et Fy/Fy soient galsimples non galoisiennes implique qu’il en est de
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méme de ’extension Fy/Fy. Précisément, dans nos notations (cf. Chap. 2, Not.
1.9) :
((BANF), (FANF)) = (RANR).

Démonstration. On sait déja que 'extension Fy/Fy n'est pas galoisienne, sans
quoi I’'on aurait la sous-extension galoisienne F, 7F). Raisonnons par I'absurde
en supposant que I'extension Fy/Fy ne soit pas galsimple. Comme elle n’est pas
triviale puisque Fy/Fy (et Fy/F)) ne lest pas, cela signifie qu’il existe un corps
intermédiaire M tel que

<M< F,.
En translatant alors I'extension galoisienne M 'F, par 'extension Fj/Fj, on
obtient I’extension galoisienne M Fy/Fy, et donc

FyAQMF, < F,.

Comme l'extension (Fy N\ F}) est galsimple non galoisienne, son extension ga-
loisienne quotient (M Fy/F)) est nécessairement triviale :

MF1:F1 i.e. MSFl

De sorte que I'on a la tour

Fh<aM<F;.
Comme l'extension F} ~Fy est galsimple, on a donc M = Fj. Et finalement
I'extension (M /' Fy) = (F1,/'Fy) est galoisienne : contradiction. O

La proposition 4.3 suivante fournit une classe infinie d’extensions galsimples
non galoisiennes immédiatement utilisables car sur le corps Q des nombres ra-
tionnels. Nous nous en servirons dans les exemples du chapitre 6.

Rappelons d’abord le critére d’irréductibilité des polynomes X" — a que nous
utiliserons également au chapitre 6

Theorem. |23, p.297, Th. 9.1]
Let K be a field and n > 2 an integer. Let a € K, a # 0. Assume that for all
prime numbers p such that p|n we have a ¢ KP, and if 4|n then a ¢ —4K*. Then
X" — a is irreducible in K[X].

Proposition 4.3. Soit L = Q(«)/Q une extension radicale o o™ = a € Q avec
(1) a positif : a € Qy, et n > 3 impair,

(2) pour tout diviseur d den :d|n, a ¢ Q%.

Alors Uextension L/Q est galsimple non galoisienne.

Démonstration. D’aprés le théoréme précédent, le polynome X" — a est irré-
ductible sur Q, d’ou X" —a = Irr(a,Q,L) et [L : Q] = n. Soit alors I un
corps intermédiaire entre Q et L. D’aprés la proposition de la démonstration de
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I'exemple 1.10 du chapitre 2, il existe nécessairement un diviseur ¢ de n tel que
I = Q(B) avec 3° = a. Raisonnons par I’absurde en supposant que I/Q soit une
extension galoisienne non triviale : 1,/Q, [/ : Q] > 2. Le polynome X0 — @ est
aussi irréductible sur Q car

dé = dn = ag¢Q?
et le critére d’irréductibilité s’applique. Donc X° —a = Irr(5,Q, X) et
2<[I:Q]=¢|n impair.
Or dire que I = Q(a'/?)/Q est galoisienne implique que 5 C 1.

L=Q(a)

\

1=Q(#)

Qza
/ Qe

Q

FI1G. 25. Galsimplicité de Q(a'/™)/Q contredite

Et on sait que [Q(us) : Q] = ¢(9) ot 2 < § impair est divisible par un nombre
premier impair p. Il en résulte que lentier pair p — 1 divise [/ : Q] impair :
contradiction. Il est donc prouvé que L/Q est galsimple. [



Chapitre 6
THEOREME M

Ce chapitre 6 détaille un résultat non publié de Richard Massy (confer re-
merciements) que nous sommes convenus d’appeler le "théoréme M" *(Sect. 1).
Ce théoréme M est la clef de la généralisation a toutes les extensions finies des
théorémes de dissociation précédents pour les extensions galtourables. Il découvre
qu’a toute extension finie L/K est attachée un invariant unique, son "corps d’in-
tourabilité M (L/K)" qui est un corps intermédiaire au-deld duquel I’extension
n’est plus galtourable. Le role central du corps d’intourabilité M(L/K) est mis
en lumiére section 2 : il dissocie I'extension L/K en une extension quotient gal-
tourable maximale M (L/K)/ K et une sous-extension d’intourabilité maximale
L/M(L/K), ou bien triviale, ou bien galsimple non galoisienne. Dans la derniére
section, nous réalisons tous les corps cyclotomiques Q((,) comme corps d’intou-
rabilité d'une classe infinie d’extensions L/Q avec L/Q((,) galsimple, donc non
triviale, et non galoisienne : (L N\ Q(¢,)) (cf. Chap.2, Not. 1.9).

1. Quatriéme théoréme de dissociation

Il s’agit ici d’énoncer et de prouver le résultat central suivant pour généraliser
les théorémes de dissociation du chapitre 4, qui se limitaient au cas galtourable.

Théoréme 1.1. (4°™ théoréme de dissociation, dit "Théoréme M")
Pour toute extension finie L/K | il existe un corps intermédiaire M et un seul
entre K et L, vérifiant a la fois les deux propriétés suivantes :

(1) L’extension M/K est galtourable ;
(2) La sous-extension L/M est soit triviale, soit galsimple non galoisienne.

Scholie. Dans nos notations (Chap. 2, Not. 1.9), ce théoréme M se symbolise
comme suit :

VL/K [L:K]<oo, M K<M<L (M/K,L=M ou (L \M)).

Démonstration. Existence. Le théoréme est trivial pour L = K car K K im-
plique K /K (Chap.2, Déf.1.4, Scholie (2)). Procédons par récurrence sur n :=
[L : K] > 2 en supposant 'existence d’un corps intermédiaire de ’énoncé pour
toute extension de degré < n — 1. Deux cas se présentent, :

I plutot que 'ambigu jeu de mots "corps de Massy" !

121
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- Ou bien L/K est galsimple. Si elle est galoisienne (resp. non galoisienne) M = L
(resp. M = K) convient.

- Ou bien L/K n’est pas galsimple. Comme elle n’est pas triviale, cela signifie
par définition (Chap. 2, Déf. 1.6.(2)) qu'il existe un corps K tel que

KKy <L.

En particulier [L : K1] < n — 1 et 'hypothése de récurrence s’applique : il existe
un corps M tel que

(M/' Ky, L=M ou (LX\M)).

Or K;/K est galtourable en tant qu’extension galoisienne, donc par le Fait 2.7
du chapitre 2,

(KhW/K, M/K,) = (M/K);

et le corps M remplit les conditions de 1’énoncé.

Unicité. Soit M’ un autre corps intermédiaire entre K et L satisfaisant les
deux conditions de I’énoncé. Comme la translatée d’une extension galtourable
est toujours une extension galtourable (cf. Chap. 2, Cor 2.4 ou Th. 2.3), avoir
M/ K galtourable implique que I'extension M M'/M' est galtourable.

L

K
Fi1G. 26. Translatée de MK par M’

Considérons une tour galoisienne (F') de MM’/ M’
(F) M =F<---9F<-.-<QF, =MM

et sa tour stricte associée (F.) (qui existe méme pour une extension triviale :
cf. Chap. 3, remarque. 2.2.(1)). D’apreés le corollaire 2.6 du chapitre 3, cette tour
stricte associée (F.) est nécessairement galoisienne :

(F<) M/:F<0<|<|F<]<<IF<}L:MM/
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Supposons que l'on ait h > 1 de sorte que
M aF 4 <MM <L.

En particulier L # M', d’ou (L M') par définition de M’. Mais alors, on
ne peut avoir M’ < F.qy < L par la galsimplicité de L/M’, ni F.; = L puisque
L/M' n’est pas galoisienne. La seule possibilité est donc que h = 0, autrement
dit MM' = M' i.e. M < M’. En échangeant les roles de M et M’, on prouve de
méme que M’ < M, et finalement M = M’. [

Remarque 1.2. Nous venons de démontrer que toute extension finie se disso-
cie en une extension galtourable et, éventuellement, une extension galsimple. Le
théoréeme M justifie donc & lui seul l'introduction de la galtourabilité et de la
galsimplicité.

Définition 1.3. Dans les notations du théoréme M (Th. 1.1) précédent, nous
appelons M = M(L/K) "Le corps d’intourabilité de L/K".

Corollaire 1.4. Une extension finie L/ K est galtourable si et seulement si son
corps d’intourabilité coincide avec son corps sommet. Autrement dit, on a I’équi-
valence

(L/K) <& M(L/K)=1L.
En particulier, on a toujours ’égalité M(M(L/K)/K) = M(L/K).
Démonstration. Si L/K est galtourable, le corps L lui-méme vérifie les deux
conditions du théoréme 1.1. Par unicité du corps d’intourabilité, on en déduit

M(L/K) = L. Inversement dans ce cas, L/K est galtourable puisqu’il en est
ainsi de M (L/K)/K par définition. O

Exemple 1.5. Dans les notations 3.1 du chapitre 5;

EO:Qa EOOZUQ(QW)>

neN

il n’existe pas de corps intermédiaire entre Ey et E,, tel que les conditions (1) et
(2) du théoréme 1.1 soient vérifiées.

Démonstration. C’est clair d’aprés le Fait 3.4 du chapitre 5. 0
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2. Le role central du corps d’intourabilité

Nous allons prouver que le corps d’intourabilité du théoréme M commande
la galtourabilité (resp. 'intourabilité) des extensions quotients (resp. des sous-
extensions) de toute extension finie en induisant deux maximalités déterminantes.

Proposition & Définition 2.1. Soient L/K une extension finie et M(L/K)
son corps d’intourabilité (Déf. 1.3).

(1) Pour toute extension quotient galtourable F /'K de L/K : K < F < L, on
a nécessairement F' < M(L/K).

(2) L’extension galtourable M(L/K)/ K est mazimale dans [’ensemble des
extensions quotients galtourables de L/K muni de la relation d’ordre du (1) du
lemme 2.3 du chapitre 1.

(3) L’extension M(L/K) /K est la seule extension quotient de L/K vérifiant
la mazimalité du (2).

Nous appelons M(L/K)/ K "lextension quotient galtourable mazimale de
L/K."

Démonstration. Posons M := M(L/K).

(1) Soit F',/' K une extension quotient galtourable de L/K. D’aprés le corollaire
2.4 du chapitre 2, I'extension F'M /M est également galtourable. Elle admet ainsi
une tour galoisienne que 1'on peut supposer stricte (Chap. 3, Cor. 2.6) :

M=F<---1F,=FM.

Raisonnons par 'absurde en supposant M # FM. Dés lors on a n > 1, et en
particulier M < F; < L. L’extension L/M est donc non triviale. C’est qu’elle est
galsimple non galoisienne en vertu du théoréme M. Or avoir F} = L contredit le
fait que L/M est non galoisienne, et avoir F; # L contredit la galsimplicité de
L/M. Ceci prouve que nécessairement M = FM, ie. F < M.

(2) Pour toute extension quotient galtourable F',//K, on a F' < M d’aprés le (1)
précédent, ce qui signifie, par définition de la relation d’ordre, que

(F/K) < (M/K).
(3) Si (M'/K) est une extension quotient galtourable maximale de L/K, on

a M < M daprés le (1), ie. ( M'/K) < (M/K), dou M' = M par la
maximalité de M’ /K. O

La proposition suivante induira la notion de "tour d’élévation" du chapitre 7
final.
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Proposition 2.2. Soit L/K une extension finie. Pour tout corps intermédiaire
F : K < F <L, le corps d’intourabilité de l’extension quotient F/K est inclus
dans celui de ’extension L/K. Précisément :

M(F/K) < Fn M(L/K) .

Démonstration. L'extension M(F/K)/ K est galtourable (Th. 1.1). D’aprés le
(1) de la proposition & définition 2.1, on a donc nécessairement

M(F/K) < M(L/K) .

L
F\ M(L/K)
M(F/K)
K

Fic. 27. Corps d’intourabilité d’une extension quotient

O

Proposition & Définition 2.3. Soient L/K une extension finie et M(L/K)
son corps d’intourabilité (Déf. 1.3).

(0) Nous appelons "sous-extension d’intourabilité de L/ K" toute sous-extension
L/F , K < F <L, ou bien triviale : L = F, ou bien galsimple non galoisienne :
(LANE).

(1) Pour toute sous-extension d’intourabilité L/F de L/K, on a nécessairement

M(L/K) < F.

(2) L’extension (L/M(L/K)) est mazimale dans l’ensemble des sous-extensions
d’intourabilité de L/ K muni de la relation d’ordre du (1) du lemme 2.3 du cha-
pitre 1.
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(3) L’exstension (L/M(L/K)) est la seule sous-extension d’intourabilité de L/K
vérifiant la maximalité du (2).

Nous appelons (L/M(L/K)) "la sous-extension d’intourabilité mazimale de

L/K"

Démonstration. (1) Soit L/F une sous-extension d’intourabilité de L/ K. Quand
F = L, le résultat est trivial. Supposons F' # L. D’aprés le (0), c’est donc que
L/F est une extension galsimple non galoisienne : (L #\_F'). Distinguons alors
deux cas.

- Si F est égal au corps d’intourabilité de F//K, on déduit du théoréme M (Th.
1.1) dans L/K que

((F=MF/K)/K), (LANF)) = F=ML/K),
et I'on a le résultat voulu.
-Si F# M(F/K), on a I’extension galsimple non galoisienne (F *\ M (F/K)),
et par la proposition 4.2 du chapitre 5 :

(FANM(F/K)), (LANF)) = (LANM(F/K)).
On en déduit, une fois encore par le théoréme M, que

((M(F/K)/K) . (LANM(F/K)) = M(L/K)=M(F/K) < F.

(2) Soit L/F une sous-extension d’intourabilité de L/K. D’aprés le (1), on a
M(L/K) < F, ce qui signifie (L/F) < (L/M(L/K)).

(3) Si L/M’ est une sous-extension d’intourabilité maximale de L/K, on déduit
du (1) que M(L/K) < M’ ie. (L/M') < (L/M(L/K)), dou M" = M(L/K) par
la maximalité de L/M’. O

Définition 2.4. Soient L/K une extension finie et M(L/K) son corps d’intou-
rabilité.

1) Nous appelons "degré de galtourabilité de L/K", et nous notons |L : K], le
g
degré de 'extension quotient galtourable maximale de L/K (Prop. & Déf. 2.1) :

[L:Klyu:=[ML/K):K]|.
(2) Nous appelons "degré d’intourabilité de L/K", et nous notons [L : Ky, le
degré de la sous-extension d’intourabilité maximale de L/K (Prop. & Déf. 2.3) :
[L: Kl :=[L: M(L/K)] .

(3) Nous appelons "degré de tourabilité de L/K", et nous notons [L : Koy, le
couple d’entiers formé par le degré de galtourabilité et le degré d’intourabilité de
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L/K :
(L : Kliour = ([L: Klgat, [L: Klint) -

3. Exemples de corps d’intourabilité

Nous avons déja exhibé une classe infinie d’extensions simples non galoisiennes
Q)/Qoun >3 et " —0—1 =0 (Chap. 2, Ex. 1.10.(iii)). Ceci prouve en
particulier que :

Proposition 3.1. Tout entier naturel distinct de 0 et 2 est un degré d’intoura-
bilité (Déf. 2.4.(2)).
Scholie. Une extension quadratique étant nécessairement galoisienne, 2 est exclu.

Cependant, le corps d’intourabilité des extensions induites par les polyndmes

infinie d’extensions finies ot les extensions quotients galtourables maximales, ainsi
que les sous-extensions d’intourabilité maximales, sont non triviales.

Nous utiliserons le Fait élémentaire suivant, dans lequel une racine primitive

v*m¢ de P'unité est notée génériquement ¢, (v € N\ {0}).

Fait 3.2. Pour tout couple d’entiers (m,n) premiers entre euz, on a le parallé-
logramme galoisien cyclotomique

[Q, Q(¢m), QCmn), QGn)] -

Démonstration. Ecrivons m = pit ... petn=q' ... ql* oltles p; et les g; sont
deux a deux étrangers. La décomposition en facteurs premier de mn est donc
mn = pS ... perglt . qfs, et d’apres |24, p.74, Th.2)|
Q(Gnn) = @(Cpil) . '@(Cp?) @(qul) X @(ngs)
De plus
Q(Cm) NQ(G) =Q (|41, p.11] ou [24, p.75]) .

D’ot la conclusion. O

Lemme 3.3. Soient deux entiers d et n tels que
d>2, 44d, n>1, pged(d,n)=1.

Notons E,, := Q((,) le n®™ corps cyclotomique sur Q. Pour tout nombre premier
| € N ne divisant pas n et tout p € C tel que p® = 1, le polynome minimal de p
sur B, est X —1 et E,(p)/E, est de degré d :

Irr(p, By, X)=X"—1, [E.(p):E,)=d.
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Démonstration. Soit g 'un quelconque des nombres premiers divisant d (> 2).
Raisonnons par I'absurde en supposant que [ € E? ie. | =€l avec e, € E,. A
fortiori pour les idéaux engendrés dans 'anneau Z[(,| des entiers de E,,

VZ[Gn) = (en Z[Ca])?
de sorte que, pour tout idéal premier P de Z[(,]

ordp(l Z[(,]) = qordp(en Z[(,])

d’on ordp(e, Z[(,]) > 0. L’idéal e, Z[(,] est donc entier, et se décompose en
idéaux premiers dans I'anneau de Dedekind Z[(,,]

enZ[Cn]: 11)1%? , Ui>0 (121,,7”)
On en déduit
LZ[G) =PI .. P, >0 (i=1,...,7)

avec ¢ > 2. Ceci exprime que [Z se ramifie dans E,. D’aprés (24, p.74, Th.
2|, ceci implique [ | n : contradiction. C’est donc que, pour tout ¢ divisant d,
[ ¢ E1. Comme 4 1 d, on déduit alors du critére d’irréductibilité rappelé avant
la proposition 4.3 du chapitre 5 que X¢ — [ est irréductible dans E,[X]. Dot la
conclusion. U

Remarque 3.4. Une autre démonstration du Lemme 3.3 est d’utiliser la galsim-

plicité de Q(p)/Q (cf. Chap. 5, Prop. 4.3).

On en déduit le

Fait 3.5. Dans les notations du lemme 3.3, supposons de plus que d soit impair.
Pour tout entier § # d divisant d : § | d, on a

o 1 En(Pé) =1

quel que soit le nombre premier p divisant % p | %l. En particulier, pour tout entier

§', multiple de §, distinct de & et divisant d : &' | d, Uestension (E,(p®)/En(p%))
n’est pas galoisienne.

Démonstration. Prouvons d’abord le résultat pour 6 = 1. Raisonnons par I'ab-
surde en supposant que p, N E,(p) # 1. Comme pged(d,n) =1 (cf. lemme 3.3),
p ne divise pas n, et par le Fait 3.2, on a le parallélogramme galoisien

[Q, Q(¢n), QlGpn), Q(E)] (cf. Fr. 28) .
Or [E,(p) : E,] = d par lemme 3.3 précédent tandis que

[Q(Cpn) = En] = [Q(G) Q@ =p—1.
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E,(p)
QL)
)
QL) =E,

| /
FiG. 28. Parallélogramme [Q, Q((,), Q(Gpn), Q(G)]

Mais alors p— 1 pair divise d impair : absurde. Ceci prouve 'égalité p, N E,,(p) =
1. Soit maintenant ¢’ un entier différent de 1 divisant d : 1 # ¢’ | d. Appliquons

le lemme 3.3 & £ et p” : comme (p?)5 = pd =1 ona

d

[En(Pél) B = 5

On déduit alors de [E,(p%) : E,] = d, que
(Ea(p) s Ealp®)] =0

1l en résulte que le polynome minimal de p sur E,(p°) est :

-1

=[x -¢n .

=0

!

Irr(p, En(p?), X) = X% — p°

Avoir E,(p°)/E,(p®) galoisienne impliquerait donc que (5 € E,(p?), et a fortiori
que ¢, € E,(p°) pour tout nombre premier p divisant &’ # 1 : contradiction
d’aprés ce qui précéde puisque par définition ¢’ divise d. Il est donc prouvé que
E,(p°) N\ En(p”) pour le cas 6§ = 1.
Soit enfin § un entier différent de d divisant d : d # § | d. Posons
0 ._ d » L o
P:=p°, r=s ) ==

Clairement
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De plus ¢’ # 0 i.e. 07 # 1 et §” divise r car ¢ divise d. On peut donc appliquer
le résultat précédent pour 6 = 1 avec la substitution

d p ¢
r P ¢
qui nous dit que I'extension

(Ba(P)/Ea(PT)) = (Bulp)/Eu(p”))

n’est pas galoisienne. U

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le

Théoréme 3.6. Pour tous entiers : d > 3 impair et n > 1, tels que ['on ait
pged(d,n) = 1, le couple (p(n),d) (ou ¢ désigne lindicateur d’Euler) est un
degré de tourabilité (Déf. 2.4).

Scholie . Cet énoncé sera amélioré au théoréme 3.8 (cf. infra).

Démonstration. Comme dans le Fait 3.5, on se place dans les notations du lemme

3.3. Décomposons d en produit de nombres premiers p; non nécessairement dis-
k

tincts : d = [] pi , et posons
i=0

m—1
Vme{l,....k+1} Sm:=d/(J[p), Lm:=Ea(p’).
j=0

Prouvons, par récurrence finie sur m, que pour tout entier dans {1,...,k+ 1}
'extension L,,/E, est galsimple non galoisienne :

Vme{l,. . k+1} (Lp<N\E,).

Pour m = 1, on déduit directement du Fait 3.5 appliqué avec ¢’ = d que 'exten-
sion Ly := E,(p*)/E, n’est pas galoisienne. De plus, comme (p°1)? = p¢ = [, on
sait par le lemme 3.3 que

[Ll : En] =Po,
de sorte que L,/F, est une extension simple (Chap. 2, Ex. 1.10.(iii)), donc gal-
simple. Supposons maintenant le résultat vrai pour m € {1,..., k} et démontrons
le pour m + 1. Par définition
5m = Pm 5m+1 .
D’autre part, en vertu du lemme 3.3 a nouveau
d
[Lin = Bu(p™) : Bn] = = .
m

On en déduit

d
[Lm+1 : En] = pm@ )



3. EXEMPLES DE CORPS D’INTOURABILITE 131

et
[Lm_;’_]_ . Lm] = Pm -

Ceci prouve que l'extension L,,1/L,, est simple, donc galsimple. Et d’apreés le
Fait 3.5, elle est non galoisienne :

Lm+1 = En(p6m+1)\En(p6m) = Lp, .

De plus, par ’hypothése de récurrence, on a (L, "\ E,). D’aprés la proposition
4.2 du chapitre 5, on en déduit I'extension galsimple non galoisienne (L, 11 *\ E,).
Ceci acheve le raisonnement par récurrence.

En particulier pour m = k + 1, on a prouvé que 'extension (E,(p)/E,) est

galsimple non galoisienne. Finalement, comme l'extension F, = Q({,)/Q est
galoisienne, donc galtourable, il résulte du théoréme M (Th. 1.1) que I’extension
(En(p)/Ey) est de degré de tourabilité (p(n), d). O

Pour généraliser le théoréme 3.6 précédent, rappelons que

Proposition 3.7. |8, AVIL61, 5)|
Soit G un groupe commutatif fini. Pour tout entier q diviseur de l’ordre de G :
q‘ |G|, il existe un sous-groupe de G d’ordre q.

Théoréme 3.8. Pour tous entiers : d > 3 impair et n > 1, tels que ['on ait
pged(d,n) =1, le couple (n,d) est un degré de tourabilité.

Démonstration. Comme pgcd(d,n?) = 1, on sait par le théoréme 3.6 que le couple
(p(n?),d) est un degré de tourabilité. Précisément, le corps cyclotomique E,z =
Q(Cy2) est le corps d'intourabilité de U'extension (E,2(p)/Q) ot p? = [ est un
nombre premier ne divisant pas n (lemme 3.3). Retenons en particulier que

(En2(p) *NEnz), [Enz(p): Epl=d.

Par ailleurs, il résulte directement de la formule explicitant I'indicateur d’Euler
que n divise ¢(n?). Appliquons la proposition 3.7 au groupe abélien Gal(E,2/Q) :
comme n divise son ordre p(n?), il existe un sous-groupe H d’ordre ¢(n?)/n :

|Gal(B/Q)| = £

n

n=|H|n.

Considérons alors le corps des invariants dans FE,2 de H : F,, = Efg Par le
théoréme d’Artin, Gal(E,z/F,) = H, d’ou

[En2 : Q] _n | H | .

[Ep2: F,] | H | ’

et I'extension F,,/Q est galtourable (puisqu’elle est abélienne!). En adjoignant
p a F,, nous allons prouver que 'extension F,(p)/Q est de degré de tourabilité

[Fn:Q]:
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égal & (n,d). En translatant l’extension galoisienne E,2 "'F, par F,,(p)/F, , nous
obtenons 'extension galoisienne E,2(p) /F,(p) avec

Gal(Ey:(p)/ Fulp)) — Gal(Ep2/(Fu(p) N Eyz2))
(cf. Chap. 2, Th. 2.1). On en déduit en particulier 'inégalité
[En2(p) : Fulp)] < [Epz : Fl.

d E.(p)
E..

H Fn(p)
Fn
Q

Fi1G. 29. (n,d) degré de tourabilité

Or
[En2(p) + En2][En2 : By = [En2(p) : Fu] = [En2(p) : Fu(p)][Fu(p) : Ful -
[’inégalité précédente oblige donc a avoir
[Enz(p) © Enz] < [Fu(p) : ] .
Mais p annule le polynéme X — [ € F,[X]; donc [F,,(p) : F;,] < d. Comme on a
rappelé que [E,2(p) : E,2| = d, ceci prouve que
[Falp) : Fo] =d.
Par ailleurs,

. . [EnQ(P) : Fn] - [EnQ(p) : Fn] o [Enz(p) : Fn] _ .
Bl BN = Rl T d  [Belp) B P

Mais aussi
[Enz(p) : Fa(p)] = [Enz : Fa(p) N Ep2] .
Il en résulte donc que
F.(p)NE,;2=F,.
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Montrons maintenant que 'extension F,(p)/F, est galsimple. Supposons qu’il
existe un corps intermédiaire N galoisien sur F, :

F, <N < F,(p) .

En translatant I'extension galoisienne N "F,, par E,2/F,, on obtient I’extension
galoisienne N E,» /FE,> qui est un quotient de ’extension galsimple non galoi-
sienne (E,2(p) # N\ F,2) (cf. supra). Par conséquent

NE,: = E,(p)
E2<NE,;:<FE.;@/p = ou
E,»=NE,;

Mais on ne peut avoir N E,2 = E,2(p) puisque E,2(p) n’est pas galoisien sur F,z.

C’est donc que E,2 = N E,2, i.e. N < E,2. Ainsi
Fu<N=NNEyp<Fy(p)NEp=F,,

d’ott N = F,, ce qui établit la galsimplicité de F,(p)/F,. De plus, si F,(p)/F,

était galoisienne, il en serait de méme, par translation avec E,2/F,,, de 'extension

E,2(p)\ E,2 : contradiction. Finalement, F,,(p)/F,, est galsimple non galoisienne :

(Fn(p) #\Fy), ce qui prouve que 'extension F,(p)/Q est degré de tourabilité
(n,d). O






Chapitre 7

TOURS D’ELEVATION ET
DISSOCIATION DES EXTENSIONS FINIES

Grace au théoréme M, détaillé au chapitre précédent, nous sommes en mesure
de généraliser aux extensions finies quelconques les analogues aux théorémes de
Schreier et de Jordan-Hoélder du chapitre 4 pour les extensions galtourables. Nous
allons voir, grace a la notion de tour d’élévation, que des définitions tout a fait
canoniques conduisent a des énoncés trés similaires, bien que leurs démonstrations
soient différentes.

1. Tours d’élévation

Théoréme & Définition 1.1. (dit "de la tour d’élévation'")
Soit L/ K une extension finie quelconque. Toute tour

(F) K=Fkh<h< - -<FE<---<F,=1L

de L/K induit une tour galtourable (cf. Chap. 2, Déf. 1.5) constituée des corps
d’intourabilité (Chap. 6, Déf. 1.3) sur K de chacun des corps de (F) :

S My, = M(F,/K)=M(L/K) .
Nous appelons la tour (M) "la tour d’élévation de M(L/K)/K associée a la
tour (F)", et la notons
(M) = (EIIM(L/K) /K, (F)]) .

Nous disons en abrégé que "(E) est une tour d’élévation de M(L/K)" si et
seulement s’il existe une tour (F') de L/ K telle que (E) = (§I[M(L/K) /K, (F))]).

Démonstration. D’apreés la proposition 2.2 du chapitre 6, on a
M(Fi1/K) < Fia N M(F/K) (1=1,....,m)

et donc M; 1 < M; (i=1,...,m). Or les extensions M;/K étant galtourables,
il en est de méme des sous-extensions M;/M; ; (i = 1,...,m) en vertu de la
proposition 2.9 du chapitre 2. D’ou la conclusion. 0

I'Le dictionnaire Le Robert donne la définition suivante : Elévation. o Géom. Projection
sur un plan vertical parallélement a une des faces de l’objet. On peut considérer que c’est ce
qu’évoque la figure 30.

135
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M(F,

i+l

M(F,

M(E/K)=F =K

Fi1G. 30. Tour d’élévation de M(L/K) associée a (F)

Nous voulons ensuite introduire, & partir de la définition précédente, les tours
d’élévation de I'extension L/K elle-méme, et plus seulement de son extension
quotient galtourable maximale M (L/K)/ K. On sait, par le théoréme M, que
la sous-extension L/M(L/K) peut étre ou bien triviale, ou bien galsimple non
galoisienne. Cette alternative pose une difficulté : rajouter systématiquement le
corps L a une tour de M(L/K)/ K, c’est le répéter lorsque l'extension L/K est
galtourable. Or une telle répétition rend impossible I'obtention de tours strictes,
et par suite de tours de composition. Nous évitons cet écueil par la définition
suivante
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Définition 1.2. Soient L/K une extension et M un corps intermédiaire entre K
et L: K <M < L. Soit de plus

() K=Ey<B<-<E,=M
une tour de M /K. Nous appelons "tour de L/K induite par (F)", et nous notons
(E) -=» L)
la tour de L/K définie de la facon suivante

[ (BE) siM =1L
((E)“*L)-—{K:EogElg---gEm:M<L si M #L

Définition 1.3. Soient L/K une extension finie et
(F) K=FR<FR<---<F,=L

une tour quelconque de L/K.

Nous appelons "tour d’élévation de L/K associée a (F')", et nous notons
(EI[L/K,(F)]), la tour de L/K induite par la tour d’élévation associée a (F)
de 'extension quotient galtourable maximale de L/K :

(EL/ K, (F)]) == ((EIM(L/K) /K, (F)]) --» L) .

Nous disons en abrégé que "(E) est une tour d’élévation de L/ K", si et seule-
ment s'il existe une tour (F) de L/K telle que (E) = (EI[L/K, (F)]).

Remarque 1.4. Les définitions 1.1 et 1.3 coincident lorsque I'extension L/K est
galtourable. En particulier, il résulte du Th. & Déf. 1.1 que toute tour d’élévation
d’une extension L/K galtourable est galtourable.

Tirons des définitions précédentes les résultats directs suivants

Fait 1.5. Dans les notations de la définition 1.2, on a ’équivalence

(E) stricte = ((E) --» L) stricte.

Démonstration. Le résultat est évident si M = L. Si M # L, il est immédiat
puisque la derniére marche de ((E) --» L) est toujours non triviale. O

Proposition 1.6. Soit L/K une extension (galtourable) finie. Pour toute tour
galtourable (T) de L/K, la tour d’élévation de L/K associée a (T) est égale a
(1) -

(EIL/K, (T)]) = (T) -
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Démonstration. Notons
() K=TySTs ST ST,=1L
une tour galtourable de L/K. Considérons les tours ratio (Chap. 3, Déf. 3.1.(2))
(T)) K=TysThhs---s1T, (r=0,...,m)

Ce sont des tours galtourables. D’aprés le corollaire 1.10 du chapitre 3, les ex-
tensions T,/ K (r = 0,...,m) sont donc galtourables. Et I’on déduit du corollaire
1.4 du chapitre 6 que

vre{0,...,m}  M(T,/K)=T,.

D’otu la conclusion. O

Lemme 1.7. Soient L/ K une extension quelconque et M un corps intermédiaire
entre K et L : K < M < L. Pour tout entier r et toute tour

(F) K=FR<FR<---<F=M

de M/K, on a l’égalité

(rat,((F) --» L)) = (F)
ot (rat.((F) --+ L)) désigne la tour ratio a lindice r (cf. Chap. 3, Déf. 3.1.(2))
de la tour de L/K induite par (F') (Déf. 1.2).

Démonstration. - Si M = L, ((F) --» L) = (F) et (rat.(F) = (F)) (cf. Chap. 3,
Fait 3.2).
-SiM#L,ie. M < L,ona

((F)--+ L) K=F<F<---<F.=M<L.
Il en découle, par définition d'une tour ratio, que
(rat.((F) --» L)) K=Fh<h<---<FE=M
i.e. (rat,((F) --» L)) = (F). O

Le lemme précédent nous permet d’énoncer la proposition suivante, dont 1’in-
térét est de faire passer d’'une tour de M(L/K),/ K & une tour de L/K.

Proposition 1.8. Soient L/K une extension finie et M(L/K) son corps d’in-
tourabilité (Chap. 6, Déf. 1.3). Pour toute tour
(E) K=FE<E < - <E<--<E,<E,=ML/K)
de lextension quotient galtourable mazimale de L/K, on a
(E) = (ratm((E) --»> L))
et
(ENM(L/K)/ K, (infL(E))]) = (EIM(L/K) /'K, (E)])
ot (infr(E)) désigne la tour inflatée o L de (E) (cf. Chap. 3, Déf. 3.1.(3)).
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Démonstration. La premiére égalité est immédiate en vertu du lemme 1.7. Et par
définition d’une tour inflatée

(infu(F)) K=Ey<E < - -<E<---<E, <L.
Par application directe du Th. & Déf. 1.1, on en déduit la tour d’élévation de
M(L/K)/ K :

(EUM(L/K) /K, (infu(B)))) K = M(Ey/K)S M(EJK)S ..
£ M(Ep1/K) S M(L/K) .

D’autre part, on a vu au corollaire 1.4 du chapitre 6 que
M(M(L/K)/K) = M(L/K) .

Pour obtenir I’égalité des tours d’élévation de I’énoncé, il suffit alors d’appliquer
a nouveau le Th. & Déf. 1.1 a la tour (E). O

Proposition 1.9. Soient L/K une extension finie quelconque et
(E) K=E< ---<E;<---<E,=1L

une tour de L/K. On a léquivalence :
(E) est une tour d’élévation de L/K si et seulement si (E) est induite par une
tour galtourable de M(L/K) /K.

Démonstration. Supposons que (E) soit une tour d’élévation de L/K. Par la
définition 1.3, elle est induite par une tour (M) d’élévation de M(L/K) /K
autrement dit il existe une tour (F') de L/K telle que (M) soit la tour d’élévation
de M(L/K)/ K associée a (F'). Et I'on a vu au Th. & Déf. 1.1 que (M) est une
tour galtourable.

Inversement, supposons que (E) soit induite par une tour galtourable (") de

M(L/K)/ K : (E)= ((T) --» L). D’aprés la proposition 1.6
(T) = (EIIM(L/K) /K, (T)]) ,
et par la proposition 1.8
(ENM(L/K) /K, (T)]) = (EIM(L/K) /K, (inf.(T))]) -

Finalement

(E) = (EM(L/K) /K, (infi(T))]) --» L)

= (EUL/ K, (infr(T))])
(cf. Déf. 1.3). O

Prouvons enfin le résultat suivant.
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Proposition 1.10. Soient L/K une extension finie, et (F') une tour stricte de
L/K telle que la tour d’élévation (EI[L/K,(F)]) de L/K associée a (F') soit une
tour stricte. Alors, tout raffinement galoisien strict de (EI[L/K, (F)]) est encore
une tour d’élévation de L/K.

Démonstration. Distinguons deux cas.

(1) M(L/K) = L. 1l résulte directement des définitions 1.3 & 1.2 que la tour
d’élévation de L/K associée a (F') est une tour galtourable de L/K. Par la pro-
position 1.8 du chapitre 3, tout raffinement galoisien de celle-ci est encore une
tour galtourable de L/K ; et donc une tour d’élévation de L/K en vertu de la
proposition 1.6.

(2) M(L/K) < L. Pour

(F) K=K< ---<F<---<F,=1,
on a dans ce cas
(EL/K,(F)])  K=M:=Mp/K)s- s M:=MF/K)s ...

S My, = M(L/K) < Mpyq = L.

Soit (R) un raffinement galoisien strict de (EI[L/K, (F)]). D’apres la définition
1.3.(4) et la remarque 1.2.(2) du chapitre 3, il s’écrit
(R) K=Ry<---<Rj,=M<---<Rj<---<Rj,=M,<...

<Ry, =My, <---<Rj; ., =L

m—+1
ol
0:j0 <j1 < "'<jm<jm+1 .
D’autre part, il résulte de la proposition 3.6.(1) du chapitre 3 que la tour ratio
de (R) a lindice j,, (Chap. 3, Déf. 3.1.(2))
(ratjm(R)) K:R0<"'<Rj1:M1<"'<Rj<...
<R, =M<---<R; =M, =ML/K)
est un raffinement galoisien de la tour
(rat,(EUL/K,(F)]))  K=Mys---sMs- s M,=ML/K).

Cette derniére étant galtourable, on déduit de la proposition 1.8 du chapitre 3
que (rat;, (R)) est aussi une tour galtourable de M(L/K),/ K. En vertu de la
proposition 1.9 précédente, il suffit maintenant pour conclure de prouver que la
tour (R) est induite par la tour galtourable (rat;,, (R)). Raisonnons par I’absurde
en supposant que cela ne soit pas le cas. Comme par définition on a I'implication

Jm +1=Jm1 = (R) = ((rat;, (R)) --> L),
cela signifierait que
jm‘i‘l?’éjm—i-l = IJm+1<Jmi1;
et le raffinement (R) étant strict,

M(L/K):ij<ij+1<Rj =1L.

m—+1
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Il est de plus galoisien; donc par la condition (RAFG) de la définition 1.3 du
chapitre 3, on en déduirait que R, est galoisien sur R; . Mais avoir

M(L/K) < Rj, 41 < L
contredit la galsimplicité de L/M(L/K) (cf. Théoréme M du chapitre 6). O

2. Tour de composition et Théorémes de dissociation

Nous avons introduit au chapitre 4 la notion de "tour de composition galoi-
sienne" d'une extension galtourable. Nous allons maintenant définir sa générali-
sation & n'importe quelle extension finie.

Définition 2.1. Soit L/K une extension finie quelconque. Nous appelons "tour
de composition de L/ K" toute tour d’élévation de L/ K stricte qui n’admet aucun
raffinement galoisien propre.

Cette notion de tour de composition pour n’importe quelle extension finie gé-
néralise celle de tour de composition galoisienne pour les extensions galtourables
(Chap. 4, Sect. 1). En effet :

Lemme 2.2. Soit L/ K une extension galtourable finie. Toute tour de compo-
sition galoisienne de L/K est une tour de composition de L/K au sens de la
définition 2.1 précédente.

Démonstration. Soit (1) une tour de composition galoisienne de L/K (Chap.
4, Déf. 1.1.(1)). 1l suffit de montrer que (7") est une tour d’élévation de L/K.
Or (T) est a fortiori une tour galtourable; donc par la proposition 1.6, (T') =
(EUL/K, (T)]). m

Proposition 2.3. Soit L/ K une extension galtourable finie. L’ensemble non-
vide des tours de composition galoisiennes de L/ K est égal a l’ensemble des tours
de composition de L/K au sens de la définition 2.1.

Démonstration. L’ensemble des tours de composition galoisiennes de L/K est
non-vide en vertu du second théoréme de dissociation (Chap. 4, Th. 4.2). Et par
le lemme 2.2, il est inclus dans celui des tours de composition de L/K au sens de
la définition ci-dessus.

Prouvons 'autre inclusion en considérant une tour de composition (C') de L/ K
comme définie au 2.1. C’est en particulier une tour d’élévation de L/K, et elle
est galtourable parce que L/K l'est (remarque 1.4). Selon la proposition 1.9 du
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chapitre 3, elle admet donc un raffinement galoisien (R) qui est une tour galoi-
sienne. Or, en tant que tour de composition, (C') n’admet pas de raffinement
galoisien propre. Ceci établit que le raffinement (R) de (C') est trivial (Chap.
3, Déf. 1.3.(2)). De plus, (C) est stricte en tant que tour de composition. Par
définition d’une tour stricte associée (Chap. 3, Prop. & Déf. 2.1), on en déduit
que (C) = (R.). Comme (R) est une tour galoisienne, le corollaire 2.6 du chapitre
3 assure finalement que (C) est une tour de composition galoisienne. O

Nous avons donné une caractérisation des tours d’élévation (Prop. 1.9); nous
sommes maintenant en mesure de faire de méme pour les tours de composition.

Proposition 2.4. Soient L/K une extension finie et
() K=0C,<.-..<(0;<---<C,,,=1L

une tour de L/K. On a léquivalence :
(C) est une tour de composition si et seulement si elle est induite par une tour
de composition galoisienne de ’extension quotient galtourable maximale de L/ K.

Démonstration. Supposons que (C) soit une tour de composition de L/K. C’est
une tour d’élévation de L/K, donc par la proposition 1.9, elle est induite par
une tour galtourable (T") de M(L/K), K. Montrons que (T') est en fait une tour
de composition galoisienne de M (L/K)/ K. D’aprés le Fait 1.5, elle est stricte.
Notons r la hauteur de (7). D’aprés le lemme 1.7,

(T) = (Tatr((T) -2 L)) = (Tatr(c)) .

Raisonnons par ’absurde en supposant qu’il existe un raffinement galoisien propre
(R) de (T). D’aprés la proposition 3.7.(2) du chapitre 3, (res,(C)) et (R) in-
duisent un raffinement galoisien propre de (C) : contradiction, puisque (C') n’en
admet pas. Finalement, (7') est une tour stricte sans aucun raffinement galoisien
propre. C’est de plus une tour d’élévation d’aprés la proposition 1.6, puisqu’elle
est galtourable. C’est donc bien une tour de composition de L/K.
Réciproquement, supposons que (C') soit induite par une tour de composition
galoisienne (T') de M(L/K)/ K. D’aprés le Fait 1.5, (C) est stricte, tandis que
par la proposition 1.9, c¢’est une tour d’élévation de L/K. Soit r la hauteur de
(T"). Raisonnons par I’absurde en supposant l’existence d'un raffinement galoisien
propre de (C). Comme (T') n’admet pas de raffinement galoisien propre, on déduit
alors du (1) de la proposition 3.7 du chapitre 3 qu’il existe un raffinement galoisien
propre de la tour resteinte (res,(C)). Or celle-ci est :
- Ou bien la tour triviale (Chap. 2, Déf. & Conv. 1.1.(1))

(res,(C)) M(L/K)=Fy=1L

lorsque L/K est galtourable. Mais cette tour triviale est une tour de composi-
tion galoisienne (Chap. 4, Fait 1.2) et n’admet donc aucun raffinement galoisien
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propre.
- Ou bien la tour stricte

(res.(C)) M(L/K) < L.

Notons
(R) M(L/K):ROS-~-§Rj§---§Rn:L

son raffinement galoisien susmentionné. Par définition d'un raffinement propre
(Chap. 3, Déf. & Conv. 1.1.(2)), I'ensemble {j € {1,...,n—1} | Ry < R; < R,}
est non vide, et 'on peut considérer son plus petit élément j,. Alors, d’une part
la minimalité de j, implique que R;_; = M(L/K), d’autre part la condition
(RAFG) de définition d’un raffinement galoisien (Chap. 3, Déf. 1.3.(4)) conduit

N

a
M(L/K) = Rjo—l < Rjo <R,=1L.
Mais ceci contredit la galsimplicité de L/M(L/K) (Chap. 6, Th. 1.1).
[’existence d’un raffinement galoisien propre de (C) est donc impossible, ce

qui finit de prouver que (C') est une tour de composition de L/K au sens de la
définition 2.1. O

Nous allons enfin pouvoir prouver les derniers théorémes de dissociation qui
sont les analogues pour les extensions finies quelconques des 1° et 3™ théorémes
de dissociation du chapitre 4 pour les extensions galtourables. Mais nous n’avons
jusqu’ici défini I’équivalence de deux tours d’'une méme extension que lorsque ces
tours sont galoisiennes. La définition suivante de 1'équivalence de deux tours in-
duites implique en particulier celle de I'équivalence de deux tours de composition
non galoisiennes en vertu de la proposition 2.4 précédente.

Définition 2.5. Soient L/K une extension finie quelconque, (7)) et (7") deux
tours galoisiennes de I’extension quotient galtourable maximale M (L/K)/ K de
L/K. Nous disons que les tours induites de L/K par (T') et (T") sont équivalentes
si et seulement si les tours galoisiennes (7) et (7”) le sont au sens de la définition
1.1.(2) du chapitre 4 :

Def,

((T) == L) ~ ((T") --» L) (T) ~(T") .

Théoréme 2.6. (5 théoréeme de dissociation)
Deux tours d’élévation d’une méme extension finie quelconque admettent des raf-
finements galoisiens qui sont des tours d’élévation équivalentes de cette extension.

Démonstration. Soient L/K une extension finie et (E'), (E?) deux tours d’élé-
vation de L/K. Lorsque L/K est galtourable, il en est de méme de (E') et (E?)
par définition ; donc il suffit d’utiliser le 1°" théoréme de dissociation bis (Chap.
4, Th. 3.4) avec la proposition 1.6.
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Supposons désormais L/K non galtourable, i.e. telle que M(L/K) < L (Chap.
6, Cor. 1.4). Les tours d’élévation (E') et (E?) sont respectivement induites par
des tours galtourables (T) et (T?) de I'extension quotient galtourable maximale
M(L/K)/ K (cf. Déf. 1.3 et Th. & Déf. 1.1). En notant ; (i = 1, 2) la hauteur
de la tour

() K=Ts - sT,=ML/K),
on a par le lemmme 1.7
(T") = (rat,(E")),
et donc
(E) K=E=Tis - sE =T, =ML/K)<E, ,=L.

Ceci permet d’appliquer le (2) de la proposition 3.6 du chapitre 3.
- D’une part, la tour restreinte (res,,(E")) est un raffinement galoisien d’elle-
méme en vertu du (2) de la remarque 1.4 du chapitre 3.
- D’autre part, on sait par le théoréme 3.4 du chapitre 4 que (T) et (7?) ad-
mettent des raffinements galoisiens (7"!) et (7"?) qui sont des tours galoisiennes
équivalentes.

On déduit alors de la proposition 3.6 précitée qu’il existe un raffinement galoi-
sien (E") de (E*) tel que

(res;, (E") = (res,, (E") et (rat;, (E")) = (T").
Par conséquent :
(E/z‘) K — E{fﬁmﬁEﬁJ — Eég...gE;ii — Eﬁ = M(L/K) < E]’ZJrl = E;;Z_H =I.
En particulier (E") est la tour de L/K induite par (7")
(E")=(T")--»L) (i=12).

Comme (T™) et (T"?) sont des tours galoisiennes, a fortiori galtourables, de
M(L/K)/ K, on déduit de la proposition 1.9 que les raffinements galoisiens
(E™) et (E™) sont des tours d’élévation de L/K. Enfin, elles sont équivalences
au sens de la définition 2.5 puisqu’il en est ainsi de (T"!) et (77?). O

Théoréme 2.7. (6°™¢ théoréme de dissociation)
Soit L/ K une extension finie quelconque.

(1) Toute tour d’élévation stricte de L/K admet un raffinement galoisien qui est
une tour de composition de LK.

(2) Deuz tours de composition de L/K sont équivalentes.
Démonstration. (1) Si L/K est galtourable, i.e. si L = M(L/K) (Chap. 6, Cor.
1.4), toute tour d’élévation de L/K est galtourable puisque

(EIIL/K,(F)]) = (EM(L/K)/ K, (F)]) (Th. & Déf. 1.1).
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D’apreés le 3¢ théoréme de dissociation bis (Chap. 4, Th. 4.4.(1)), une tour d’élé-
vation stricte de L/K admet donc un raffinement qui est une tour de composition
galoisienne de L/ K. Par le Fait 1.5.(2) du chapitre 3, ce raffinement est galoisien,
et c’est une tour de composition de L/K en vertu de la proposition 2.3.

Plagons-nous maintenant dans le cas nouveau ou M(L/K) < L. Soit (E) une
tour d’élévation stricte de L/K. Elle est induite par une tour d’élévation (T") de
M(L/K)/ K (Déf. 1.3) qui est stricte d’aprés le Fait 1.5 du présent chapitre, et
galtourable (Th. & Déf. 1.1) :

(1) K=Tys-STs- ST, =MUL/K);

(E):((T>——-)L> K:E0:T0§§EZ: z§
S E =T, = M(L/K)< E4 =L .

En particulier, par définition (Chap. 3, Déf. 3.1),

(T) = (rat.(E))
et

(res,(E)) E.,=M(L/K)< E,.;=1L.

Nous allons raffiner les tours (rat,.(E)) et (res.(E)). D'une part, il est clair que
(res,(FE)) est un raffinement galoisien de lui-méme (Chap. 3, remarques 1.4.(2)).
D’autre part (") étant une tour galtourable stricte, on déduit du (1) du théoréme
4.4 du chapitre 4 que (rat,(E)) admet un raffinement galoisien (C') qui est une
tour de composition galoisienne de M(L/K),/ K. Il résulte alors du (2) de la

proposition 3.6 du chapitre 3 qu’il existe un raffinement galoisien (E’) de (E) tel
que 'on ait a la fois
(res;, (E')) = (res,(E)) ,  (rat;.(E') = (C) .
Par conséquent, la tour (E') s’écrit
(E) K=E=0C<<E, =C;,=E<-- QL =C;<...
. dE, =C; =E,=M(L/K)<E|, ., =E.=1L.

On constate en particulier que la tour (E’) est induite par la tour de composition
galoisienne (C') de M(L/K) /K :

(E') =((C)-->1L).
En vertu de la proposition 2.4, (E’) est donc une tour de composition de L/ K. [






Bibliographie

[1] M. Acosta de Orozco and W.Y. Vélez, The lattice of subfields of a radical extension, J.
Number Theory 15 (1982), 388-405.

[2] E. Andréo et R. Massy, Dissociation d’extensions de corps II, Raffinements de tours galoi-
siennes, en préparation.

[3] E. Andréo et R. Massy, Dissociation of field extensions III, Elevation towers, in preparation.

[4] E. Andréo et R. Massy, Parallélogrammes galoisiens infinis, Annales Math. Blaise Pascal 8
(2001), 21 45.

[5] J.R. Bastida, Field Extensions and Galois Theory, Addison-Wesley, Reading, MA, 1984.

[6] F. Barrera-Mora and P. Lam-Estrada, Radical extensions and crossed homomorphisms,
Bull. Austral. Math. Soc. 64 (2001), 107 119.

[7] N. Bourbaki, Topologie Générale, Chap. 1 a 4, Hermann, Paris, 1971.
[8] N. Bourbaki, Algébre, Chap. 4 a 7, Masson, Paris, 1981.

[9] H. Cohen, Advanced Topics in Computational Number Theory, Grad. Texts in Math. 193,
Springer-Verlag, New-York, 2000.

[10] H. Cohen et al. Users’quide for PARI / GP, http ://pari.math.u-bordeaux.fr/doc.html

[11] R.F. Coleman, On the Galois groups of the exponential Taylor polynomials, L’Enseigne-
ment Mathématique 33 (1987), 183 189.

[12] J.D. Dixon and B. Mortimer, Permutation Groups, Grad. Texts in Math. 163, Springer-
Verlag, New York, 1996.

[13] D.E. Dobbs and B. Mullins, On the lengths of maximal chains of intermediate fields in a
field extension, Commun. in Algebra. 29 (2001), 4487-4507.

[14] J.-P. Escofier, Théorie de Galois, Masson, Paris, 1997.

[15] B. Holder, Zuriickfiihrung einer beliebigen algebraischen Gleichung auf eine Kette von
Gleichungen, Math. Ann. 34 (1889), 26 56.

[16] B. Huppert, Endliche Gruppen I, Grundlehren der mathematischen Wissenschaften 134,
Springer-Verlag, Berlin, 1983.

[17] C.U. Jensen, A. Ledet and N. Yui, Generic Polynomials. Constructive Aspects of the In-
verse Galois Problem, MSRI Publ., Vol. 45, Cambridge University Press, Cambridge, 2002.

[18] C. Jordan, Commentaire sur Galois, Math. Ann. 1 (1869), 141-160, (Oeuvres Gauthier-
Villars 1961, Vol.1, pp.211-230).

[19] G. Karpilovsky, Topics in Field Theory, North-Holland Mathematics Studies 155, Am-
sterdam, 1989.

147



148 BIBLIOGRAPHIE

[20] H. Koch, Galoissche Theorie der p-Erweiterungen, Springer-Verlag, Berlin, 1970.
[21] H. Koch, Galois Theory of p-Extensions, Springer Monographs in Math., Berlin, 2002.

[22] W. Krull, Galoissche Theorie der unendlichen algebraischen Erweiterungen, Math. Ann.
100 (1928), 687-698.

[23] S. Lang, Algebra, 3" revised ed., Addison-Wesley, Reading, MA, 2002.

[24] S. Lang, Algebraic Number Theory, Grad. Texts in Math. 110, Springer-Verlag, Berlin,
1986.

[25] R. Massy, Une construction algorithmique des p-extensions cycliques de corps, de carac-
téristique différente de p, contenant les racines p-iémes de l'unité, Acta Arithmetica 103
(2002), 21-26.

[26] R. Massy, Galois averages, en préparation.
[27] R. Massy, Dissociation of field extensions I, The field of intowerability, in preparation.

[28] R. Massy et S. Monier-Derviaux, Parallélogrammes galoisiens, J. Algebra 217 (1999), 229-
248.

[29] R. Massy et S. Monier-Derviaux, Descente et parallélogramme galoisiens, J. Théorie des
Nombres Bordeauz 11 (1999), 161-172.

[30] S. Monier, Descente de p-extensions galoisiennes kummériennes, Math. Scand. 79 (1996),
5—24.

[31] S. Monier-Derviaux, Le Probléme de la Descente Galoisienne Finie, Thése de Doctorat,
Univ. Valenciennes (1997).

[32] P. Morandi, Field and Galois Theory, Grad. Texts in Math. 167, Springer-Verlag, New
York, 1996.

[33] L.S. Pontryagin, Topological Groups, Gordon and Breach, New York, 1986.
[34] J.S. Rose, A Course on Group Theory, Cambridge University Press, Cambridge, 1978.

[35] I. Schur, Gleichungen ohne Affekt , Gesammelte Abhandlungen, Band 111 67 (1930), 191
197, Springer-Verlag, Berlin, 1973.

[36] O. Schreier, Uber den Jordan-Holderschen Satz, Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg 6 (1928),
300 302.

[37] E.S. Selmer, On the irreducibility of certain trinomials, Math. Scand. 4 (1956), 287 302.
[38] J.-P. Serre, Topics in Galois Theory, Jones and Bartlett, Boston, 1992.
[39] J.-P. Serre, Corps Locauz, 3™ édition, Hermann, Paris, 1980.

[40] F. Viviani, Ramification groups and Artin conductors of radical extensions of Q, J. Théorie
des Nombres Bordeauz, & paraitre.

[41] L.C. Washington, Introduction to Cyclotomic Fields, Grad. Texts in Math. 83, Springer-
Verlag, New York, 1997.

[42] B.F. Wyman, Wildly ramified gamma extensions, Amer. J. Math. 91 (1969), 135-152.

[43] E. Yoshida, On the 3-class field tower of some biquadratic fields, Acta Arithmetica 107
(2003), 327-336.



Chapitre 1

© 00 ~1 O Ot = W N o=

[ —y
_— O

Chapitre 2
12
13
14
15
16

Chapitre 4
17

Chapitre 5

18
19

Table des figures

Quadrilatere corporel

Sous-quadrilatére € quadrilatére quotient
Parallélogramme galoisien

Topologie de Krull induite

Parallélogramme galoisien inscrit
Sous-parallélogramme € parallélogramme quotient
Ecartelé compositum

Ecartelé intersection

Bijection R

Bijection S

Sous-bigroupe associé a un parallélogramme quotient

Translatée d’une tour galoisienne
Descente non galtourable
Eztension quotient non galtourable
Quadrilatére galtourable

Sous galtourabilité € galtourabilité quotient

Parallélogrammes P(i, 7, k) et Q(i, j, k)

Parallélogramme [T} N TE TE, TITE, T}
Un sous-parallélogramme de [Q, Q(¢3), T2, Q(¢s)]
149

14
14
15
17
18
24
28
28
30
31
36

46
47
49
51
51

92

105
106



150 TABLE DES FIGURES

20 Deux parallélogrammes adjacents 108
21 Extension galoisienne TLT32 )T} 110
22 Sous-parallélogramme [TE(), TZ (i, Y'/?), TIT2 (YY), T TE] 111
23 Parallélogramme [T72, T3, 7"}, T73] 113
24 L’extension infinie Eo/T;(x) 117
25 Galsimplicité de Q(a'/™)/Q contredite 120
Chapitre 6

26 Translatée de M /K par M’ 122
27 Corps d’intourabilité d’une extension quotient 125
28 Parallélogramme [Q, Q(¢,), Q(Gon), Q(G)] 129
29 (n,d) degré de tourabilité 132
Chapitre 7

30 Tour d’élévation de M(L/K) associée a (F') 136



Index

Corps d’intourabilité, 123 galoisien, 56

identité, 56

Degré propre, 55
d’intourabilité, 126 strict, 56
d’un parallélogramme galoisien, 15 trivial, 56

de galtourabilité, 126
de tourabilité, 126 Sous-extension, 14
Diagonale d’un parallélogramme galoisien, d’intourabilité, 125
15 d’intourabilité maximale, 126
Dissociation, 5, 77 Sous-quadrilatére, 14
1¢" Théoréme (de), 93

e oreme bis (de), 99 Thdeofie:me iati 93,99 102, 121, 143, 144
2¢me Théoréme (de), 100 € dissociation, 99, , 121, 149,

3¢me Thaoréme (de); 101 de Galjorda.nholder, 101
eme Thanra : de Galschreier, 93
3¢me¢ Théoréme bis (de), 102 N
42me Théoréme (de), 121 de Jordan-Holder, 77
' de Krull, 34, 35

5¢me Theéoréme (de), 143 : . - )
ome SN de I'extension galoisienne translatée, 45
6°™M¢ Théoréme (de), 144 , . )
de 'extension galtourable translatée, 46
de l'écartelé, 28
de la tour d’élévation, 135
de Schreier, 77
M, 121
Tour, 39

Ecartele, 28

Extension
galsimple, 41
galtourable, 40
quotient, 14

quotient galtourable maximale, 124
simple, 41

Groupe de Galois d'un parallélogramme
galoisien, 15

Hauteur d’une tour de corps, 39
Marche d’une tour de corps, 39
Parallélogramme galoisien, 15

Quadrilatére, 13
galtourable, 50
quotient, 14
transposé, 13

Raffinement, 55

151

d’élévation, 135, 137
de composition, 77, 141
équivalente, 77, 143
galoisienne, 40
galtourable, 41
induite, 137
inflatée, 68

ratio, 68

restreinte, 67
stricte, 39

stricte associée, 61
triviale, 39






Table des matiéres

REMERCIEMENTS

INTRODUCTION

Chapitre 1. PARALLELOGRAMMES GALOISIENS INFINIS

Introduction

Définitions

Propriétés topologiques

Propriétés générales

Théorie de Galois générale algébrique en dimension 2

Généralisation topologique de la théorie de Galois finie
en dimension 2

SEESAN i

Chapitre 2. EXTENSIONS GALTOURABLES

1. Deéfinitions, notations, exemples
2. Théorie générale des extensions galtourables
3. Extensions galtourables définies par un polynéme

Chapitre 3. RAFFINEMENTS DE TOURS DE CORPS

1. Définition d'un raffinement et d’un raffinement galoisien
2. Tour stricte associée
3. Tour restreinte, tour ratio

Chapitre 4. PREMIERS THEOREMES DE DISSOCIATION

1. Tours de composition galoisiennes,
tours galoisiennes équivalentes
2. Le cas des extensions galoisiennes
Premier théoréme de dissociation
4. Deuxiéme et troisieme théorémes de dissociation

@

153

13

13
13
16
20
24

32

39

39
45
52

39

95
61
67

77

77
84
90
100



154 TABLE DES MATIERES

Chapitre 5. ILLUSTRATIONS ARITHMETIQUES ET GALSIMPLICITE 103

1. Illustrations des théorémes de Galschreier et

Galjordanholder par une extension de degré 480

2. Exemple d’extensions simples

3.  Un contre-exemple au "Théoréme M" pour une extension infinie

4. Extensions galsimples non galoisiennes

Chapitre 6. THEOREME M

1. Quatriéme théoréme de dissociation
2. Le role central du corps d’intourabilité
3. Exemples de corps d’intourabilité

Chapitre 7. TOURS D’ELEVATION ET
DISSOCIATION DES EXTENSIONS FINIES

1. Tours d’élévation
2. Tour de composition et Théorémes de dissociation

Bibliographie
Table des figures

Index

103
114
115
118

121

121
124
127

135

135
141

147
149
151



