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INTRODUCTIONLe théorème fondamental de l'Arithmétique fatorise tout nombre entier enproduit de nombres premiers. En théorie des groupes, le théorème de Jordan-Hölder dévisse de nombreux groupes par leurs suites normales qui se ra�nenten suites de omposition. Le dernier théorème du hapitre 7 �nal de ette thèsedissoie toute extension de orps de degré �ni par ses "tours d'élévation" qui sera�nent en "tours de omposition".Le thème entral de e travail est don elui de la dissoiation des extensionsde orps. Nous prouvons que ette dissoiation joue pour les extensions �nies unr�le analogue à elui de la fatorisation pour les entiers.Détaillons maintenant e point de vue. Pour les groupes, on onnaît les deuxélébres théorèmes suivants :Théorème de Shreier Deux suites normales d'un même groupe admettentdes ra�nements équivalents.Théorème de Jordan-Hölder Soit G un groupe admettant une suite deomposition.(1) Toute suite normale strite de G admet un ra�nement qui est une suite deomposition de G.(2) Deux suites de omposition de G sont équivalentes.La problématique, le questionnement de ette thèse est de se demander s'ilexiste pour les extensions de orps des analogues à es deux profonds théorèmesqui révèlent la struture des groupes.Et dans l'a�rmative, peut-on obtenir es analogues à l'instar de la théorie desgroupes, 'est à dire de manière intrinsèque, en restant à l'intérieur des extensionsonsidérées, par opposition à une approhe extrinsèque faisant intervenir leursl�tures galoisiennes ? Notre démarhe se veut en e�et e�etive, alulatoire, equi exlut de proéder via les l�tures galoisiennes, beauoup trop grandes voireinonnues en général.Les extensions non galoisiennes peuvent être onsidérées omme haotiques.Est-il possible "d'approximer" les extensions algébriques par exemple, ou tout aumoins ertaines d'entre elles, par les extensions galoisiennes ? Peut-on dissoieres extensions par leurs orps intermédiaires de façon à onstituer une tour quiomporte le plus grand nombre possible de "marhes galoisiennes" ?



6 INTRODUCTIONDans [28℄, Massy a introduit la notion de parallélogramme galoisien qui gé-néralise elle d'extension galoisienne. Cependant, le théorème �nal ne s'énonequ'en degrés �nis. Pour ne pas limiter notre analogue du théorème de Shreieraux extensions �nies, il a fallu, de manière déterminante, utiliser ertaines pro-priétés des parallélogrammes galoisiens in�nis. Leur étude est justement l'objetdu hapitre 1, où nous présentons une théorie de Galois in�nie en dimension 2 gé-néralisant aux parallélogrammes de degré quelonque le théorème de Krull pourles extensions galoisiennes in�nies.Dès le hapitre 2, nous sommes amenés à dé�nir préisément e que sont lestours de orps, les marhes d'une tour de orps, les tours galoisiennes :Soit L/K une extension de orps. Une "tour (F ) de L/K" est une suite �nieroissante {Fi}0≤i≤m de orps intermédiaires entre K et L, telle que F0 = K et
Fm = L :

(F ) K = F0 ≤ F1 ≤ · · · ≤ Fi ≤ Fi+1 ≤ · · · ≤ Fm = L.Nous disons que les extensions Fi+1/Fi (i = 0, . . . , m−1) sont les "marhes" de latour (F ). Nous appelons "tour galoisienne de L/K" une tour de L/K dont toutesles marhes sont galoisiennes. En reprenant le symbole de théorie des groupesexprimant le fait d'être "normal dans", nous érirons les tours galoisiennes
(F ) K = F0 E F1 E · · · E Fi E Fi+1 E · · ·E Fm = L.Le but du hapitre 2 est d'introduire une généralisation de la notion d'exten-sion galoisienne : elle d'extension galtourable. Il existe des extensions qui nepeuvent se dissoier en une tour galoisienne : mis à part les extensions non galoi-siennes de degré premier, 'est le as par exemple pour Q( 6

√
2)/Q. Nous appelons"extension galtourable" une extension qui admet une tour galoisienne. Toute ex-tension galoisienne est évidemment galtourable, la réiproque étant fausse. Lalasse des extensions galtourables ontient don stritement elle des extensionsgaloisiennes. Cependant nous parvenons à étendre aux extensions galtourablesles propriétés essentielles de la théorie de Galois générale lassique. Par exemple :Soient K/J et L/J deux extensions algébriques. Sous la seule ondition que Ket L soient ontenus dans un même orps, on a l'impliation

(L/J galtourable ) =⇒ (KL/K galtourable ) .De même, tout ompositum d'extensions galtourables est galtourable. Préisé-ment :Quelles que soient les extensions galtourables K/J et L/J dont les sommetssont ontenus dans un même orps, l'extension ompositumKL/J est galtourable.Quand on empile deux extensions galoisiennes, on obtient une extension gal-tourable non néessairement galoisienne en général. La situation est di�érente



INTRODUCTION 7ave les extensions galtourables. Préisément :Pour toute tour K ≤ L ≤ M , avoir L/K galtourable et M/L galtourable im-plique que M/K est galtourable.Mentionnons que les extensions galtourables onstituent une "généralisationmaximale" des extensions galoisiennes : une extension admettant une tour gal-tourable est enore une extension galtourable.Le hapitre 3, très tehnique, est néessaire pour parvenir à des démonstrationsrigoureuses dans la suite. Nous y introduisons, par analogie ave la théorie desgroupes, la notion de ra�nement de tour de orps :Soient L/K une extension algébrique, et
(F ) K = F0 ≤ F1 ≤ · · · ≤ Fi ≤ Fi+1 ≤ · · · ≤ Fm = Lune tour de L/K.(1) Nous appelons "ra�nement de (F)" toute tour
(E) K = E0 ≤ E1 ≤ · · · ≤ Ej ≤ Ej+1 ≤ · · · ≤ En = Lde L/K véri�ant les deux onditions suivantes :(RAF1) m ≤ n .(RAF2) Il existe une suite �nie d'indies

0 ≤ j0 < j1 < · · · < jm ≤ ntelle que
∀i ∈ {0, . . . , m} Fi = Eji

.(2) Nous appelons "ra�nement propre de (F )" tout ra�nement (E) de (F ) quivéri�e la ondition supplémentaire(RAF3) ∃j ∈ {1, . . . , n− 1} ∀i ∈ {0, . . . , m} Ej 6= Fi .(3) Nous disons que (E) est un "ra�nement strit" de (F ) si et seulement si 'estune tour strite.(4) Nous disons que (E) est un "ra�nement trivial" de (F ) si et seulement si'est un ra�nement de (F ) non propre, autrement dit qui véri�e omme onditionsupplémentaire la négation de (RAF3) préédente, i.e.(RAFT) ∀j ∈ {1, . . . , n− 1} ∃i ∈ {0, . . . , m} Ej = Fi .(5) Nous disons que (E) est un "ra�nement galoisien" de (F ) si et seulement si'est un ra�nement de (F ) qui véri�e la ondition supplémentaire(RAFG) ∀j ∈ {1, . . . , n− 1} (∀i ∈ {0, . . . , m} Ej 6= Fi) ⇒ Ej−1 EEj .Nous démontrons en partiulier qu'un ra�nement galoisien d'une tour galoi-sienne est enore une tour galoisienne (d'où la terminologie).



8 INTRODUCTIONLe hapitre 4 énone les premiers théorèmes de dissoiation. Nous dé�nissonstout d'abord les tours de omposition galoisiennes et l'équivalene de deux toursgaloisiennes :Soient L/K une extension galtourable et
(F ) K = F0 E · · · E Fi E · · ·E Fm = Lune tour galoisienne de L/K.(1) Nous disons que (F ) est "une tour de omposition galoisienne de L/K" si etseulement si elle est strite et n'admet auun ra�nement galoisien propre.(2) Soit
(E) K = E0 E · · · EEj E · · ·E En = Lune autre tour galoisienne de L/K. Nous disons que (E) et (F ) sont "équiva-lentes", et nous notons (E) ∼ (F ), si et seulement si elles ont même nombre demarhes : m = n, et si, à permutation près, les groupes de Galois de es marhessont isomorphes (topologiquement en degrés in�nis) :

∃σ ∈ Sm ∀i ∈ {1, . . . , m = n} Gal(Fi/Fi−1)
∼−→ Gal(Eσ(i)/Eσ(i)−1) .Ave es dé�nitions, nous énonçons et prouvons les analogues suivants, pourles extensions galtourables, des théorèmes de Shreier et de Jordan-Hölder :Théorème. (1er théorème de dissoiation)Si L/K est une extension galtourable, deux tours galoisiennes de L/K admettentdes ra�nements équivalents.Sholie. L'extension L/K peut être ii de degré in�ni.Théorème. (3ème théorème de dissoiation)Soit L/K une extension galtourable de degré �ni.(1) Toute tour strite de L/K admet un ra�nement galoisien qui est une tourde omposition galoisienne de L/K.(2) Deux tours de omposition galoisiennes de L/K sont équivalentes.Le deuxième théorème de dissoiation fournit une aratérisation des exten-sions admettant une tour de omposition galoisienne. On sait qu'un groupe ad-met une suite de omposition si et seulement s'il satisfait la ondition de haînenormale ; 'est en partiulier le as des groupes �nis. Voii la version galoisiennede e résultat :Théorème. (2ème théorème de dissoiation)Une extension de orps admet une tour de omposition galoisienne si et seulementsi elle est galtourable de degré �ni.Un autre parallèle ave les groupes est fourni par la notion de "galsimpliité".En terme de dissoiation, les extensions galsimples jouent le r�le des groupes



INTRODUCTION 9simples en théorie des groupes. Nous appelons "extension galsimple" une exten-sion L/K non triviale n'admettant auune extension quotient galoisienne propre :
(L/K galsimple) Déf.⇐⇒

(
L 6= K, ∀F K ≤ F ≤ L

(F/K galoisienne) ⇒ (F = K ou F = L)

)
.On sait que pour qu'une suite normale de groupes soit de omposition, il fautet il su�t que haun de ses fateurs soit simple. Voii la version galoisienne dee résultat :Soit L/K une extension galtourable quelonque. Pour qu'une tour galoisiennede L/K soit de omposition, il faut et il su�t que haune de ses marhes soitgalsimple.Le hapitre 5 est essentiellement onstitué d'exemples des notions préédentes.Il omporte également quelques propriétés des extensions galsimples qui noussont utiles dans les deux derniers hapitres.Le oeur du hapitre 6 est le "théorème M", dû à Rihard Massy. Celui-imontre qu'à toute extension �nie est attahée un invariant, son "orps d'intou-rabilité", au-delà duquel l'extension n'est plus galtourable :Théorème. (4ème théorème de dissoiation)Pour toute extension �nie L/K , il existe un orps intermédiaire M et un seulentre K et L, véri�ant à la fois les deux propriétés suivantes :(1) L'extension M/K est galtourable ;(2) La sous-extension L/M est soit triviale, soit galsimple non galoisienne.Nous mettons en évidene le r�le entral du orps d'intourabilité, notéM(L/K),en prouvant deux maximalités : pour une relation d'ordre anonique, l'extension

M(L/K)/K (resp. L/M(L/K)) se réalise omme l'extension quotient galtou-rable (resp. la sous-extension galsimple non galoisienne) maximale de L/K. Nousahevons le hapitre 6 en exhibant une large lasse d'exemples de e orps d'in-tourabilité en termes de orps ylotomiques.Le hapitre 7 �nal est l'aboutissement des préédents. Nous y introduisons,grâe au orps d'intourabilité, la notion de "tour d'élévation" assoiée à une tourde orps : elle fait orrespondre anoniquement à toute tour de L/K une tourgaltourable de l'extension quotient galtourable maximale M(L/K)/K de L/K.Nous avons noté horizontalement F EE une extension galoisienne E/F ; notons
F ≶ E lorsque E/F n'est que galtourable. Cei permet d'érire les tours d'éléva-tion de M(L/K)/K :Soit L/K une extension �nie quelonque. Toute tour

(F ) K = F0 ≤ F1 ≤ · · · ≤ Fi ≤ · · · ≤ Fm = L



10 INTRODUCTIONde L/K induit une tour galtourable onstituée des orps d'intourabilité sur K dehaun des orps de (F ) :
K = M0 := M(F0/K) ≶ M1 := M(F1/K) ≶ · · · ≶ Mi := M(Fi/K) ≶ . . .

· · · ≶ Mm := M(Fm/K) = M(L/K) .Nous l'appelons "tour d'élévation de M(L/K)րւK assoiée à (F )"Les tours d'élévation de l'extension L/K elle-même s'obtiennent omme "toursinduites" des tours d'élévation de M(L/K)րւK. Préisément :Soient M un orps d'intermédiaire entre K et L : K ≤ M ≤ L, et
(E) K = E0 ≤ E1 ≤ · · · ≤ Em = Mune tour de M/K. Nous appelons "tour de L/K induite par (E)", et nous notons

((E) 99K L) ,la tour de L/K dé�nie de la façon suivante
((E) 99K L) :=

{
(E) si M = L
K = E0 ≤ E1 ≤ · · · ≤ Em = M < L si M 6= L

.Soient L/K une extension �nie et (F ) une tour quelonque de L/K. Nousappelons "tour d'élévation de L/K assoiée à (F )" la tour de L/K induite par latour d'élévation assoiée à (F ) de l'extension quotient galtourable maximale de
M(L/K)րւK de L/K.Cei nous permet de dé�nir des tours de ompositions non néessairement ga-loisiennes :Soit L/K une extension �nie quelonque. Nous appelons "tour de ompositionde L/K" toute tour d'élévation de L/K strite qui n'admet auun ra�nementgaloisien propre.Une aratérisation de es tours de omposition est la suivante :Soient L/K une extension �nie et

(C) K = C0 ≤ · · · ≤ Ci ≤ · · · ≤ Cm = Lune tour de L/K. On a l'équivalene :
(C) est une tour de omposition si et seulement si elle est induite par une tourde omposition galoisienne de l'extension quotient galtourable maximale de L/K.Nous n'avons jusqu'ii dé�ni l'équivalene de deux tours d'une même extensionque lorsque es tours sont galoisiennes. La dé�nition i-après de l'équivalene dedeux tours induites implique en partiulier elle de l'équivalene de deux toursde omposition non galoisiennes :Soient L/K une extension �nie quelonque, (T ) et (T ′) deux tours galoisiennesde l'extension quotient galtourable maximaleM(L/K)րւK de L/K. Nous disons



INTRODUCTION 11que les tours induites de L/K par (T ) et (T ′) sont équivalentes si et seulementsi les tours galoisiennes (T ) et (T ′) le sont au sens du hapitre 4 :
((T ) 99K L) ∼ ((T ′) 99K L)

Déf.⇐⇒ (T ) ∼ (T ′) .Cei pour aboutir en�n à la généralisation aux extensions �nies quelonques desthéorèmes de dissoiation obtenus au hapitre 4 pour des extensions galtourables :Théorème. (5ème théorème de dissoiation)Deux tours d'élévation d'une même extension �nie quelonque admettent des raf-�nements galoisiens qui sont des tours d'élévation équivalentes de ette extension.Théorème. (6ème théorème de dissoiation)Soit L/K une extension �nie quelonque.(1) Toute tour d'élévation strite de L/K admet un ra�nement galoisien qui estune tour de omposition de L/K.(2) Deux tours de omposition de L/K sont équivalentes.





Chapitre 1PARALLÉLOGRAMMES GALOISIENS INFINIS1. IntrodutionDans [28℄, Massy a introduit la notion de parallélogramme galoisien qui gé-néralise elle d'extension galoisienne. Cependant, le théorème �nal se limite audegré �ni. Une appliation est fournie dans [29℄. Le but de e premier hapitre estd'étendre les résultats de [28℄ aux parallélogrammes de degré in�ni. Nous met-tons en évidene setion 5 une théorie générale des parallélogrammes galoisiensde nature essentiellement algébrique. Les topologies de Krull sur les groupes deGalois des extensions onstituant es parallélogrammes n'interviennent que dansla setion 6. Nous y présentons une théorie de Galois in�nie en dimension 2 gé-néralisant aux parallélogrammes de degré quelonque le théorème de Krull pourles extensions galoisiennes in�nies. Cette théorie sera appliquée aux hapitres 3et 4 pour développer en toute généralité une notion de "ra�nement de toursgaloisiennes" jouant pour les extensions galoisiennes un r�le analogue à elui dura�nement des suites normales de groupes.2. Dé�nitionsPlusieurs des démonstrations de [28℄ ne néessitent pas que les sous-groupesonsidérés soient normaux, autrement dit que les extensions quotients (f. infra)soient galoisiennes : voir en partiulier la setion 5 pour de nouveaux résultatsn'utilisant pas la normalité. Cei justi�e que l'on introduise la notion de quadri-latère orporel suivante qui généralise elle de parallélogramme galoisien.Dé�nition 2.1. Nous appelons "quadrilatère orporel" (ou "quadrilatère" enabrégé) tout quadruplet de orps (J,K,N, L) dans lequel :
(Q0) K et L sont ontenus dans un même orps ;

(Q1) K ∩ L = J ;

(Q2) KL = N .Le quadrilatère t(J,K,N, L) = (J, L,N,K) sera dit "transposé" de (J,K,N, L).
13



14 1. PARALLÉLOGRAMMES GALOISIENS INFINIS
J

L
K

N

Fig. 1. Quadrilatère orporelLa dé�nition suivante �gure dans la setion 3 de [28℄ pour des extensionsgaloisiennes qui justi�ent la terminologie.Dé�nition 2.2. (1) Soit E/F une extension algébrique. Nous appelons "sous-extension" (resp. "extension quotient") de E/F toute extension E/M (resp.
M/F ) où M est un orps intermédiaire : F ⊆M ⊆ E.(2) Soit (J,K,N, L) un quadrilatère orporel. Nous appelons "sous-quadrilatère"(resp. "quadrilatère quotient") de (J,K,N, L) tout quadrilatère (M,E,N, F )(resp. (J,E, C, F ) ) où E et F sont deux orps intermédiaires :
K ⊆ E ⊆ N , L ⊆ F ⊆ N (resp. J ⊆ E ⊆ K , J ⊆ F ⊆ L).

J

L

K

E

C

M

E

F

F

N

Fig. 2. Sous-quadrilatère & quadrilatère quotientNous aurons besoin du lemme immédiat suivant pour les monotonies des bije-tions de la setion 5.Lemme 2.3. (1) Soit E/F une extension algébrique. Dans l'ensemble des sous-extensions (resp. des extensions quotients) de E/F , la relation dé�nie par
(E/M ′) ≤ (E/M) ⇔ M ⊆ M ′ (resp. (M/F ) ≤ (M ′/F ) ⇔ M ⊆ M ′ )est une relation d'ordre.



2. DÉFINITIONS 15(2) Soit (J,K,N, L) un quadrilatère orporel. Dans l'ensemble des sous-quadrila-tères (resp. des quadrilatères quotients) de (J,K,N, L), la relation dé�nie par
(M ′, E ′, N, F ′) ≤ (M,E,N, F ) ⇔ (E ⊆ E ′ , F ⊆ F ′)(resp. (J,E, C, F ) ≤ (J,E ′, C ′, F ′) ⇔ (E ⊆ E ′ , F ⊆ F ′))est une relation d'ordre.Dé�nition 2.4. Nous appelons "parallélogramme galoisien" (ou "parallélogram-me" en abrégé) un quadrilatère orporel (J,K,N, L) dans lequel toutes les arêtes

K/J , N/K, N/L, L/J sont des extensions galoisiennes. Nous le notons alors
[J,K,N, L].Clairement, pour qu'un quadrilatère (J,K,N, L) soit un parallélogramme, ilfaut et il su�t que les extensions K/J et L/J soient galoisiennes. En onvenantde �gurer par des segments parallèles de longueurs égales les extensions dont lesgroupes de Galois sont isomorphes, on obtient une �gure du type (où les �êhessymbolisent les extensions galoisiennes)

J

L

N

KFig. 3. Parallélogramme galoisienPar omposition, la "diagonale N/J" d'un parallélogramme [J,K,N, L] est né-essairement galoisienne. Dans [28℄ , "le degré" d'un parallélogramme galoisien
[J,K,N, L] est dé�ni omme étant le ouple des degrés :

deg[J,K,N, L] := ( [N : K] , [K : J ] ).Ce degré sera dit "in�ni" quand l'un des degrés [N : K] ou [K : J ] est in-�ni. Lorsque K = J ou L = J , nous disons que le quadrilatère (J,K,N, L) est"plat". Tout orps s'identi�e au quadrilatère plat (F, F, F, F ). Toute extension(resp. toute extension galoisienne) E/F s'identi�e au quadrilatère plat (resp. auparallélogramme plat) (F,E,E, F ) (resp. [F,E,E, F ]) ou à son transposé.Pour dé�nir en�n le groupe de Galois d'un parallélogramme, plaçons-nous dansla atégorie produit Gr
2 = Gr × Gr de la atégorie des groupes par elle-même.Nous appelons "bigroupe" un objet de Gr

2, 'est à dire un ouple de groupes.



16 1. PARALLÉLOGRAMMES GALOISIENS INFINISAutrement dit, un bigroupe est un (objet en) groupe(s) dans la atégorie produit
Ens

2 de la atégorie des ensembles par elle-même.Dé�nition 2.5. [28, Déf.3.6℄ Soit [J,K,N, L] un parallélogramme galoisien.Nous appelons "groupe de Galois de [J,K,N, L] ", et nous notons Gal[J,K,N, L]le bigroupe :
Gal[J,K,N, L] := (Gal(N/K), Gal(N/L)).Les notions de sous-groupe, de sous-groupe normal et de groupe quotient de

Gal[J,K,N, L] se dé�nissent de manière évidente à partir des objets orrespon-dants de Gr
2 (f. [28, Set.3℄ ). Munis des topologies onvenables, nous y revien-drons setion 6. 3. Propriétés topologiquesCette setion 3 est préparatoire ; elle regroupe des résultats indépendants né-essaires aux raisonnements des setions 4 à 6.Soit E/F une extension galoisienne de degré in�ni. Munissons le groupe deGalois G := Gal(E/F ) de sa topologie de Krull (f. [22℄ ou [19, p.340℄). Par lespropriétés générales des groupes topologiques, on sait que pour tout sous-groupe

H de G, l'adhérene H de H est un sous-groupe de G [7, TG III.7℄. C'est legroupe de Galois de E sur le orps des invariants de H dans E [19, p.344℄ i.e.
H = Gal(E/EH). (0)Proposition 3.1. (1) La normalité d'un sous-groupe de G dans un autre impliquela normalité de leurs adhérenes :

∀A ≤ G ∀B ≤ G AE B ⇒ AE B.(2) Pour tout sous-groupe H de G, le orps des invariants dans E du sous-groupe H et de son adhérene H sont égaux :
EH = EH .Démonstration. (1) Fixons-nous α ∈ A, et onsidérons l'appliation

fα :G −→ G

γ 7−→ αγ = γ−1α γPar la normalité de A dans B, on a lairement fα(B) ⊆ A, et omme fα estontinue [7, TGI.9℄
fα(B) ⊆ fα(B) ⊆ A.Fixons-nous ensuite un β ∈ B. Pour l'automorphisme intérieur

gβ :G −→ G

γ 7−→ γβ,



3. PROPRIÉTÉS TOPOLOGIQUES 17on a
∀α ∈ A gβ(α) = fα(β) ∈ A,de sorte que

∀β ∈ B gβ(A) ⊆ A.Par la ontinuité de gβ, on en déduit que
gβ(A) ⊆ gβ(A) ⊆ A.Don

∀β ∈ B ∀α ∈ A gβ(α) = αβ ∈ A,e qui exprime préisément que AEB.(2) D'après le (0) i-dessus et le fait que la sous-extension E/EH soit galoisienne,on a diretement
EH = EGal(E/EH) = EH . �Proposition 3.2. Soit N/K une extension galoisienne. Pour tout orps intermé-diaire E, K ⊆ E ⊆ N , la topologie de Krull de Gal(N/E) est égale à la topologieinduite sur Gal(N/E) par la topologie de Krull de Gal(N/K).Démonstration. Posons Γ := Gal(N/K), A := Gal(N/E) et soit α un élémentquelonque de A. Prouvons d'abord que tout voisinage V de α pour la topologiede Krull de A est aussi un voisinage de α pour la topologie induite sur A parelle de Γ. Par dé�nition de la topologie de Krull de A, il existe une extensiongaloisienne �nie M/E, ave M ⊆ N , telle que V ⊇ αGal(N/M).

M

K

E

EF

N

F

Fig. 4. Topologie de Krull induiteEn vertu du théorème de l'élément primitif, il existe d'autre part un élément
x ∈ M tel que M = E(x). Soient P (X) = Irr(x,K,X) le polyn�me minimalde x sur K, et R := {x=x1 , . . . , xn} l'ensemble des raines de P (X) dans unel�ture algébrique �xée de K. Puisque l'extension N/K est normale, on a R ⊆ N .



18 1. PARALLÉLOGRAMMES GALOISIENS INFINISConsidérons alors le orps intermédiaire F := K(R). C'est un orps de déom-position, don l'extension F/K est galoisienne �nie, et omme x = x1 ∈ R, on alairement M = E(x) ⊆ EF . On en déduit que
Gal(N/M) ≥ Gal(N/EF ) = Gal(N/E) ∩Gal(N/F ) = A ∩Gal(N/F ) ,d'où

V ⊇ αGal(N/M) ⊇ α (A ∩Gal(N/F )) = αA ∩ αGal(N/F ) .Ainsi V ⊇ A ∩ αGal(N/F ) ar α ∈ A. Or αGal(N/F ) est un voisinage de αpour la topologie de Krull de Γ puisque F/K est galoisienne �nie. Cei prouveque V est bien un voisinage de α pour la topologie induite sur A par elle de Γ.La réiproque reprend ertains des arguments préédents dans l'ordre inverse.Soit V = U ∩ A un voisinage de α dans lequel U est un voisinage de α pour latopologie de Krull de Γ. Il existe une extension galoisienne �nie F/K , F ⊆ N ,telle que U ⊇ αGal(N/F ). Ainsi
V ⊇ αGal(N/F ) ∩A = αGal(N/F ) ∩ αA = α (Gal(N/F ) ∩ A).Or

Gal(N/F ) ∩ A = Gal(N/F ) ∩Gal(N/E) = Gal(N/EF ),d'où V ⊇ αGal(N/EF ). Comme l'extension EF/E est galoisienne �nie partranslation de F/K par E/K, on a bien prouvé que V est un voisinage de α pourla topologie de Krull de A. �Lemme 3.3. Soient N/K une extension galoisienne et E/K, E ⊆ N , une ex-tension galoisienne quotient de N/K. Soit ρE l'homomorphisme de restrition de
Gal(N/K) sur Gal(E/K). Alors, pour toute extension galoisienne quotient F/Kde N/K,

EF

K

N

E F

F

E

Fig. 5. Parallélogramme galoisien insrit



3. PROPRIÉTÉS TOPOLOGIQUES 19on a
ρE(Gal(N/F )) = Gal(E/E ∩ F ).Démonstration. En translatant l'extension galoisienne E/K par F/K, on obtientl'extension galoisienne EF/F et un isomorphisme de restrition |E du groupe

Gal(EF/F ) sur Gal(E/E ∩ F ). Soit don r ∈ Gal(E/E ∩ F ) ; il existe s ∈
Gal(EF/F ) tel que s|E = r. Et en onsidérant EF/F omme une extensiongaloisienne quotient de N/F , il existe t ∈ Gal(N/F ) tel que t|EF

= s. Alors, pourtout x ∈ E,
(ρE(t))(x) = t|EF

(x) = s|E(x) = r(x) ,de sorte que ρE(t) = r, et Gal(E/E ∩F ) ⊆ ρE(Gal(N/F )). L'autre inlusion estlaire. �Le lemme préédent nous permet d'énoner un analogue de la proposition 3.2en remplaçant topologie induite par topologie quotient.Proposition 3.4. Soit N/K une extension galoisienne. Pour tout orps intermé-diaire E, K ⊆ E ⊆ N , tel que l'extension E/K soit galoisienne, la topologie deKrull de Gal(E/K) est égale à la topologie quotient sur Gal(E/K) de la topologiede Krull de Gal(N/K).Démonstration. Soit
ρE : Γ := Gal(N/K) −→ G := Gal(E/K)

γ 7−→ γ|El'homomorphisme de restrition à E. Considérons d'abord un voisinage V d'unélément γ|E = ρE(γ) , γ ∈ Γ, de G muni de sa topologie de Krull. Par dé�nitionde elle-i, il existe une extension galoisienne �nie Eγ/K , Eγ ⊆ E, telle que
V ⊇ γ|E Gal(E/Eγ). D'après le lemme 3.3,

ρE(γ Gal(N/Eγ)) = γ|E Gal(E/E ∩ Eγ) = γ|E Gal(E/Eγ).Il s'ensuit que
ρ−1

E (V ) ⊇ ρ−1
E (γ|E Gal(E/Eγ)) = ρ−1

E (ρE(γ Gal(N/Eγ))) ⊇ γ Gal(N/Eγ).Comme γ Gal(N/Eγ) est un ouvert pour la topologie de Krull de Γ, on obtient que
ρ−1

E (V ) est un voisinage de γ pour ette topologie. Autrement dit, la topologie deKrull sur G rend ρE ontinue. Or la topologie quotient sur G est par dé�nition laplus �ne de elles rendant la surjetion ρE ontinue. Cei signi�e que toute partieouverte pour la topologie de Krull de G est ouverte pour la topologie quotientsur G [7, TGI.11℄.Considérons maintenant un ouvert Θ pour la topologie quotient sur G de latopologie de Krull de Γ. Par la ontinuité de ρE pour ette topologie, Ω := ρ−1
E (Θ)est un ouvert de Γ, don voisinage de haun de ses points. Par dé�nition de la



20 1. PARALLÉLOGRAMMES GALOISIENS INFINIStopologie de Krull sur Γ, il existe, pour tout ω ∈ Ω, une extension galoisienne�nie Eω/K , Eω ⊆ N , telle que
ωGal(N/Eω) ⊆ Ω .Don lairement

Ω =
⋃

ω∈Ω

ωGal(N/Eω) .Et omme ρE est surjetive
Θ = ρE(ρ−1

E (Θ)) = ρE(Ω) =
⋃

ω∈Ω

ω|E ρE(Gal(N/Eω) ) .En appliquant le lemme 3.3 à l'extension galoisienne quotient Eω/K de N/K, onobtient don que
Θ =

⋃

ω∈Ω

ω|E Gal(E/E ∩ Eω) .Or les extensions E ∩ Eω/K sont galoisiennes omme intersetions d'extensionsgaloisiennes de K, et elles sont �nies omme haque Eω/K. Par onséquent les
ω|E Gal(E/E ∩ Eω) (ω ∈ Ω) sont des ouverts pour la topologie de Krull de G,et il en est de même de Θ par union. On a don montré que toute partie ouvertepour la topologie quotient sur G est ouverte pour la topologie de Krull de G.D'où la onlusion. �4. Propriétés généralesLa propriété suivante de déomposition en produit diret du groupe de Galoisde la diagonale d'un parallélogramme intervient fréquemment dans les démons-trations des setions 4 à 6.Proposition 4.1. (dite de "sindement de la diagonale")Pour tout parallélogramme galoisien [J,K,N, L], le groupe de Galois de la diago-nale N/J se déompose en produit diret sous la forme

Gal(N/J) = Gal(N/K) × Gal(N/L).Démonstration. Posons pour abréger
∆ := Gal(N/J), Γ := Gal(N/K), Λ := Gal(N/L).On a Γ ∩ Λ = 1 ar tout élément de l'intersetion doit laisser �xe le ompositum

KL = N . De plus, les extensions K/J et L/J étant galoisiennes, les sous-groupes
Γ et Λ sont normaux dans ∆. On en déduit que leurs éléments ommutent ; d'oùl'existene du produit diret Γ × Λ. Reste à prouver que ∆ = Γ Λ. Soit δ ∈ ∆.Dans le parallélogramme [J,K,N, L], la restrition à K

ρK : Λ
∼−→ Gal(K/J)

λ 7−→ λ|K



4. PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES 21est un isomorphisme de groupes. Considérons l'antéédent λ := ρ−1
K (δ|K), et po-sons γ := δλ−1. Comme λ|K = δ|K , on a pour tout élément k ∈ K

γ(k) = δ((λ−1)|K(k)) = δ|K((λ|K)−1(k)) = λ|K ◦ (λ|K )−1(k) = k,e qui prouve que γ ∈ Γ. Don δ = γλ ∈ ΓΛ, e que l'on voulait. �Nous généralisons maintenant la partie I du théorème 1.3 de [28℄. Il est sur-prenant de onstater qu'auune propriété topologique (de fermeture) n'est exigéesur les groupes onsidérés.Théorème 4.2. Soit [J,K,N, L] un parallélogramme galoisien de degré quel-onque.(1) Pour tout sous-groupe A de Gal(L/J) :(1-1) On a le sous-parallélogramme [LA, KLA, N, L] où LA désigne le orps desinvariants dans L de A.(1-2) Si de plus A est normal dans Gal(L/J), on a le parallélogramme quotient
[J,K,KLA, LA].(2) Pour tout sous-groupe A de Gal(N/K) :(2-1) On a le sous-parallélogramme [L(A|L

), NA, N, L] où L(A|L
) désigne le orpsdes invariants dans L de l'image de A par la restrition à L.(2-2) Si de plus A est normal dans Gal(N/K), on a le parallélogramme quotient

[J,K,NA, L(A|L
)].(3) Pour tous sous-groupes A0 et A1 de Gal(L/J) (resp. Gal(N/K)), avoir A1normal dans A0 : A1 EA0, implique que l'on ait le parallélogramme

[LA0 , KLA0 , KLA1 , LA1 ] (resp. [L(A0|L), NA0 , NA1 , L(A1|L)] ).Démonstration. (1) Posons pour simpli�er F := LA.(1-1) La donnée du parallélogramme [J,K,N, L] induit l'isomorphisme de res-trition à K
ρK : Gal(N/L)

∼−→ Gal(K/J) .

λ 7−→ λ|KClairement,K∩L = J impliqueK∩F = J . En translatant l'extension galoisienne
K/J par F/J , on obtient l'extension galoisienne KF/F et l'isomorphisme derestrition à K

rK : Gal(KF/F )
∼−→ Gal(K/J).[23, p.266,Th.1.12℄. Translatons ensuite l'extension galoisienne KF/F par L/F :omme KFL = N , on obtient l'isomorphisme de restrition à KF

ρKF : Gal(N/L)
∼−→ Gal(KF/KF ∩ L) ≤ Gal(KF/F ).Il est lair que ρK = rK ◦ ρKF . Soit alors γ ∈ Gal(KF/F ). Il existe λ ∈ Gal(N/L)tel que rK(γ) = ρK(λ), d'où

rK(γ) = rK(ρKF (λ)) ⇔ γ = ρKF (λ)



22 1. PARALLÉLOGRAMMES GALOISIENS INFINISpar injetivité de rK . On en déduit que γ appartient à Gal(KF/KF ∩ L) etl'égalité Gal(KF/F ) = Gal(KF/KF ∩ L). Ainsi :
F = (KF )Gal(KF/F ) = (KF )Gal(KF/KF∩L) = KF ∩ L ;d'où le parallélogramme [F,KF,N, L] = [LA, KLA, N, L].(1-2) D'après la proposition 3.1(1), la normalité de A dans Gal(L/J) impliqueelle de son adhérene pour la topologie de Krull de Gal(L/J) :

A = Gal(L/LA) EGal(L/J).On en déduit que l'extension F = LA/J est galoisienne. En la translatant par
K/J , on obtient l'extension galoisienne KF/K. Comme KF/F est galoisiennepar le (1-1), ei su�t à prouver l'existene du parallélogramme [J,K,KF, F ].(2) (2-1) Par la proposition 4.1, Gal(N/J) = Gal(N/K) × Gal(N/L). En parti-ulier :

∀δ ∈ Gal(N/L(A|L
)) ∃!κ ∈ Gal(N/K) ∃!λ ∈ Gal(N/L) δ = κλ,et par restrition à L dans Gal(N/J) : δ|L = κ|L. Restreinte au sous-groupe

Gal(N/L(A|L
)), ette restrition à L est à valeurs dans Gal(L/L(A|L

)), de sorteque κ|L ∈ Gal(L/L(A|L
)). De plus, en vertu du parallélogramme [J,K,N, L], on al'homéomorphisme de groupes pro�nis munis de leurs topologies de Krull :
ρL : Gal(N/K)

∼−→ Gal(L/J) .

γ 7−→ γ|LOr, par un homéomorphisme, l'adhérene de l'image d'une partie est égale àl'image de l'adhérene de ette partie. D'où
ρL(A) = ρL(A) .Ainsi, par le (0) de la setion 3,

Gal(L/L(A|L
)) = Gal(L/LρL(A)) = ρL(A) = ρL(Gal(N/NA)).Don κ|L = ρL(κ) ∈ ρL(Gal(N/NA)), et par injetivité, κ appartient néessai-rement à Gal(N/NA). Cei prouve que Gal(N/L(A|L

)) est inlus dans le produitdiret Gal(N/NA) × Gal(N/L). Comme par ailleurs Gal(N/NA) et Gal(N/L)sont inlus dans Gal(N/L(A|L
)), on a l'égalité

Gal(N/L(A|L
)) = Gal(N/NA) ×Gal(N/L).On en déduit que

NA ∩ L = NGal(N/NA) ∩NGal(N/L)

= N<Gal(N/NA),Gal(N/L)>

= NGal(N/L
(A|L

)
) = L(A|L

).



4. PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES 23De plus, N = KL ⊆ NAL ⊆ N d'où N = NAL, et l'on a bien le parallélogramme
[L(A|L

), NA, N, L].(2-2) Posons pour simpli�er F := L(A|L
) et E := NA. En vertu du (2-1) pré-èdent, on a le parallélogramme [F,E,N, L] et l'extension E/F est galoisienne.Dans les notations de la démonstration de e même (2-1), on a

Gal(L/F ) = ρL(Gal(N/E)) .Or par la proposition 3.1(1), la normalité de A dans Gal(N/K) implique ellede A = Gal(N/E) qui se transmet par l'isomorphisme ρL à Gal(L/F ), de sorteque F/J est une extension galoisienne. Clairement d'autre part, K ∩ F = J (ar
K ∩ L = J) et KF ⊆ E. Il reste à prouver que ette dernière inlusion estune égalité. Appliquons pour ela la proposition 4.1 dans les parallélogrammes
[F,E,N, L] et [F,KF,N, L] (f. (1-1)). On a :

Gal(N/F ) = Gal(N/E) ×Gal(N/L) = Gal(N/KF ) ×Gal(N/L).Pour tout κ ∈ Gal(N/KF ), il existe don α ∈ Gal(N/E) et λ ∈ Gal(N/L)tels que κ idN = αλ. Or, de KF ⊆ E suit Gal(N/E) ⊆ Gal(N/KF ) d'où α ∈
Gal(N/KF ). Par uniité des déompositions dans un produit diret, on en déduitque κ = α ∈ Gal(N/E), e qui prouve que Gal(N/KF ) = Gal(N/E). Mais alors :

E = NGal(N/E) = NGal(N/KF ) = KFe que l'on voulait.(3) Par le (1-1) (resp. le (2-1)), la donnée d'un sous-groupe A0 de Gal(L/J)(resp. Gal(N/K) ) induit le parallélogramme
[LA0 , KLA0 , N, L] (resp. [LA0|L , NA0 , N, L] ).De plus, d'après la proposition 3.1(1), avoir A1 E A0 implique que A1 E A0. Si

A0 = Gal(L/LA0), le (1-2) fournit don le parallélogramme
[LA0 , KLA0 , KLA0LA1 , LA1] = [LA0 , KLA0, KLA1 , LA1 ]en vertu du (2) de la proposition 3.1. En�n, si A0 = Gal(N/NA0), en utilisantque par l'homéomorphisme de restrition à L

(A1)|L = (A1|L) ,on obtient par le (2-2) le parallélogramme
[L(A0|L

), NA0 , NA1 , L(A1|L
)] = [L(A0|L

), NA0 , NA1 , L(A1|L
)] . �Corollaire 4.3. Soit [J,K,N, L] un parallélogramme de degré quelonque.(1) Pour tout orps intermédiaire J ⊆ F ⊆ L :(1-1) On a le sous-parallélogramme [F,KF,N, L].(1-2) Le fait d'avoir l'extension quotient F/J galoisienne implique l'existenedu parallélogramme quotient [J,K,KF, F ].(2) Pour tout orps intermédiaire K ⊆ E ⊆ N :



24 1. PARALLÉLOGRAMMES GALOISIENS INFINIS(2-1) On a le sous-parallélogramme [E ∩ L,E,N, L].(2-2) Le fait d'avoir l'extension quotient E/K galoisienne implique l'existenedu parallélogramme quotient [J,K,E,E ∩ L].5. Théorie de Galois générale algébrique en dimension 2On développe dans ette setion une théorie de Galois générale en dimension 2dont les résultats sont indépendants de toute topologie. Elle ontient la théorie deGalois générale des extensions de orps, elles-i n'étant que des parallélogrammesplats (Set.2).Le théorème suivant assoie à tout sous-groupe du groupe de Galois d'unparallélogramme (Déf. 2.5) un sous-parallélogramme et un quadrilatère quotient.Théorème 5.1. Soit [J,K,N, L] un parallélogramme galoisien de degré quel-onque.(1) Pour tout sous-groupe A (resp. B) de Gal(N/K) (resp. Gal(N/L)), on ale sous-parallélogramme galoisien
[NA×B, NA, N,NB] ,et le quadrilatère orporel

(J,K(B|K
), NA×B, L(A|L

)) ,où A|L (resp. B|K) est l'image de A (resp. B) par la restrition à L (resp. K).(2) Si de plus A (resp. B) est normal dans Gal(N/K) (resp. Gal(N/L)), ona le parallélogramme galoisien quotient [J,K(B|K
), NA×B, L(A|L

)].
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Fig. 6. Sous-parallélogramme & parallélogramme quotient



5. THÉORIE DE GALOIS GÉNÉRALE ALGÉBRIQUE EN DIMENSION 2 25Démonstration. (1) Existene de [NA×B, NA, N,NB]. Clairement, le sous-groupede Gal(N/J) engendré par A et B est égal au produit diret de A par B, d'où
NA ∩NB = N<A,B> = NA×B .Ensuite, on déduit de K ⊆ NA ⊆ N et L ⊆ NB ⊆ N que
KL = N ⊆ NANB ⊆ N ,d'oùNANB = N . Cei prouve l'existene du sous-quadrilatère (NA×B, NA, N,NB).De plus, on a le sous-parallélogramme [L(A|L

), NA, N, L] d'après le (2-1) du théo-rème 4.2. En partiulier, l'extension NA/L(A|L
) est galoisienne. Comme

L(A|L
) = NA ∩ L ⊆ NA ∩NB = NA×B ,la sous-extensionNA/NA×B est galoisienne. Par le même raisonnement dans le pa-rallélogramme transposé [J, L,N,K], on déduit ette fois du sous-parallélogramme

[K(B|K
), NB, N,K] que l'extension NB/NA×B est galoisienne.Existene de (J,K(B|K

), NA×B, L(A|L
)). A l'évidene, K ∩ L = J implique

K(B|K
) ∩ L(A|L

) = J . Reste à prouver que K(B|K
) L(A|L

) = NA×B. En appliquantle sindement de la diagonale (Prop.4.1) dans les parallélogrammes galoisiens
[K(B|K

), NB, N,K] et [L(A|L
), NA, N, L], on a respetivement

Gal(N/K(B|K
)) = Gal(N/K) ×Gal(N/NB) ,

Gal(N/L(A|L
)) = Gal(N/NA) ×Gal(N/L) .Ainsi, l'intersetion

Gal(N/K(B|K
)) ∩Gal(N/L(A|L

)) = Gal(N/K(B|K
) L(A|L

))est égale à
Gal(N/NA) ×Gal(N/NB) = Gal(N/NA×B)en vertu du sous-parallélogramme [NA×B, NA, N,NB]. On en déduit

K(B|K
) L(A|L

) = NGal(N/K
(B|K

)
L

(A|L
)
) = NGal(N/NA×B ) = NA×Be que l'on voulait.(2) D'après le (2-2) du théorème 4.2, le fait que A (resp. B) soit normal dans

Gal(N/K) (resp. Gal(N/L)) induit le parallélogramme
[J,K,NA, L(A|L

)] ( resp. [J, L,NB, K(B|K
)] ).En partiulier, les extensions L(A|L

)/J et K(B|K
)/K sont galoisiennes. Cei su�tà prouver que le quadrilatère (J,K(B|K

), NA×B, L(A|L
)) du (1) est bien un paral-lélogramme. �La proposition suivante est générale et algébrique dans la mesure où elle s'énonesans argument topologique. Elle onduira, par restrition aux sous-groupes ferméspour la topologie de Krull, au théorème 6.7.



26 1. PARALLÉLOGRAMMES GALOISIENS INFINISProposition 5.2. Soit [J,K,N, L] un parallélogramme galoisien de degré quel-onque.(1) Sous-parallélogrammes galoisiens(1-1) L'appliation
Φs : [M,E,N, F ] 7−→ Gal[M,E,N, F ]est une injetion de l'ensemble des sous-parallélogrammes de [J,K,N, L] dansl'ensemble des sous-bigroupes du groupe de Galois de [J,K,N, L] (f. Déf. 2.5).(1-2) L'appliation
Ψs : (A,B) 7−→ [NA×B, NA, N,NB]est une surjetion de l'ensemble des sous-bigroupes de Gal[J,K,N, L] sur l'en-semble des sous-parallélogrammes de [J,K,N, L].(1-3) Le omposé Ψs ◦ Φs est l'identité.(2) Parallélogrammes galoisiens quotients(2-0) Pour tout parallélogramme quotient [J,E, C, F ] de [J,K,N, L], il existeun unique sous-bigroupe normal (A,B) de Gal[J,K,N, L] tel que l'on ait parrestrition A|L = Gal(L/F ) et B|K = Gal(K/E). Préisément :

A = Gal(N/KF ) , B = Gal(N/EL) .(2-1) Dans les notations du (2-0), l'appliation
Φq : [J,E, C, F ] 7−→ (A,B)est une injetion de l'ensemble des parallélogrammes quotients de [J,K,N, L] dansl'ensemble des sous-bigroupes normaux de Gal[J,K,N, L].(2-2) L'appliation

Ψq : (A,B) 7−→ [J,K(B|K
), NA×B, L(A|L

)]est une surjetion de l'ensemble des sous-bigroupes normaux de Gal[J,K,N, L]sur l'ensemble des parallélogrammes quotients de [J,K,N, L].(2-3) Le omposé Ψq ◦ Φq est l'identité.(2-4) Dans les notations du (2-0), on a l'isomorphisme
Gal[J,E, C, F ]

∼−→ Gal[J,K,N, L] / (A,B) .Démonstration. (1) (1-1) Par la dé�nition 2.5,
Gal[M,E,N, F ] = Gal[M ′, E ′, N, F ′] ⇔

{
Gal(N/E) = Gal(N/E′)
Gal(N/F ) = Gal(N/F ′)

.En prenant les invariants dans N de es groupes, on en déduit que E = E ′ et
F = F ′ ; d'où M = E ∩ F = E ′ ∩ F ′ = M ′, et l'injetivité de Φs est prouvée.(1-2) L'appliation Ψs existe en vertu du (1) du théorème 5.1. Sa surjetivitérésulte immédiatement du (1-3).



5. THÉORIE DE GALOIS GÉNÉRALE ALGÉBRIQUE EN DIMENSION 2 27(1-3) Soit [M,E,N, F ] un sous-parallélogramme de [J,K,N, L]. D'après la pro-position 4.1, Gal(N/E) ×Gal(N/F ) = Gal(N/M), de sorte que
Ψs ◦ Φs([M,E,N, F ]) = Ψs(Gal(N/E) , Gal(N/F ))

= [NGal(N/M), NGal(N/E), N,NGal(N/F )]

= [M,E,N, F ] .(2) (2-0) D'après le (1-1) du orollaire 4.3, on a le parallélogramme [F,KF,N, L]dans lequel Gal(N/KF )|L = Gal(L/F ) . De plus, dans [J,E, C, F ], l'extension
F/J est galoisienne et, d'après le (1-2) de e même orollaire, on a le parallélo-gramme quotient [J,K,KF, F ]. En partiulier l'extension KF/K est galoisienneet Gal(N/KF ) est un sous-groupe normal de Gal(N/K), e qui permet de po-ser A := Gal(N/KF ). Même raisonnement dans le parallélogramme transposé
[J, L,N,K] en prenant B := Gal(N/EL). De plus, dans [J,K,N, L], les res-tritions à L et K sont des isomorphismes ; don les sous-groupes A et B sontnéessairement uniques.(2-1),(2-2),(2-3) L'existene de l'appliation Φq résulte de l'uniité du sous-bigroupe normal (A,B) du (2-0). L'appliation Ψq résulte quant à elle du (2) duthéorème 5.1. Pour A = Gal(N/KF ) et B = Gal(N/EL), on a par (2-0) :

Ψq ◦ Φq([J,E, C, F ]) = Ψq(A,B)

= [J,KGal(K/E), NA×B, LGal(L/F )]

= [J,E,NA×B, F ] .De e dernier parallélogramme, on déduit en partiulier que EF = NA×B, et dans
[J,E, C, F ], on a EF = C. Finalement le omposé Ψq ◦ Φq est l'identité, e quiimplique que Φq est injetive et Ψq surjetive.(2-4) Par dé�nition

Gal[J,E, C, F ] = (Gal(C/E), Gal(C/F ))
∼−→ (Gal(F/J), Gal(E/J)).De l'existene des parallélogrammes [J,K,KF, F ] et [J, L, EL,E] (f. Th 4.2(1-2)), on déduit alors que

Gal[J,E, C, F ]
∼−→ (Gal(KF/K), Gal(EL/L))
∼−→ (Gal(N/K)/Gal(N/KF ) , Gal(N/L)/Gal(N/EL))
∼−→ Gal[J,K,N, L]/(A,B)par (2-0). �Le théorème suivant fournit des égalités générales entre orps assez surpre-nantes au vu des hypothèses minimalistes. Elles laissent entrevoir des propriétésinattendues des extensions galoisiennes qui seront étudiées au hapitre 4 ave lanotion de tour galoisienne de omposition. De plus, es égalités induisent omme



28 1. PARALLÉLOGRAMMES GALOISIENS INFINISune dualité entre le ompositum et l'intersetion de deux orps K et L. Nous latraduisons pour e qui nous onerne en termes de quadrilatères dans la propo-sition 5.5 à suivre : il y a orrespondane biunivoque entre les sous-quadrilatèreset les quadrilatères quotients de tout parallélogramme [K ∩ L,K,KL, L].Théorème 5.3. ( dit "de l'éartelé" 2)Soient K et L deux orps ontenus dans un même orps et J := K ∩ L. Onsuppose seulement les extensions K/J et L/J galoisiennes, leurs degrés étantquelonques. Alors :(1) Pour tous orps intermédiaires E et F : J ⊆ E ⊆ K , J ⊆ F ⊆ L , on al'égalité
KF ∩ EL = EF .

J

L

K

EF

KL

E

F

EL

KF

Fig. 7. Eartelé ompositum(2) Pour tous orps intermédiaires E et F : K ⊆ E ⊆ KL , L ⊆ F ⊆ KL , ona l'égalité
(K ∩ F )(E ∩ L) = E ∩ F .

J

L

K

KL

E

F

FK

LE

E F

Fig. 8. Eartelé intersetion2 du nom du blason qu'évoquent, en héraldique, les �gures orrespondant au théorème.



5. THÉORIE DE GALOIS GÉNÉRALE ALGÉBRIQUE EN DIMENSION 2 29Démonstration. Posons N := KL. Comme les extensions K/J et L/J sont galoi-siennes, on dispose du parallélogramme galoisien [J,K,N, L].(1) D'après le (1) du orollaire 4.3, on a le sous-parallélogramme [F,KF,N, L].Dans elui-i, le sindement de la diagonale (Prop. 4.1) fournit l'égalité
Gal(N/F ) = Gal(N/KF ) ×Gal(N/L) .De même, dans le parallélogramme transposé [J, L,N,K], on a le sous-parallélo-gramme [E,EL,N,K] et l'égalité
Gal(N/E) = Gal(N/K) ×Gal(N/EL) .On en déduit que

Gal(N/EF ) = Gal(N/F ) ∩Gal(N/E) = Gal(N/KF ) ×Gal(N/EL)et ainsi
EF = NGal(N/EF ) = NGal(N/KF )×Gal(N/EL) .Il en résulte, par le (1-1) de la proposition 5.2, que

Ψs(Gal(N/KF ), Gal(N/EL)) = [EF,KF,N,EL] ,et en partiulier KF ∩ EL = EF .(2) Posons A := Gal(N/E), B := Gal(N/F ). D'après le (2-1) du théorème 4.2,on a les parallélogrammes [L(A|L
), E,N, L] , [K(B|K

), F,N,K], et don
E ∩ L = L(A|L

) , K ∩ F = K(B|K
) .D'autre part, d'après le (1) du théorème 5.1, on a le quadrilatère

(J,K(B|K
), NA×B, L(A|L

))où NA×B = NA ∩NB. Ainsi :
E ∩ F = NA ∩NB = NA×B = K(B|K

)L(A|L
) = (K ∩ F )(E ∩ L) .

�Corollaire 5.4. Soient K et L deux orps ontenus dans un même orps. Onsuppose seulement que les extensions K/(K ∩L) et L/(K ∩L) sont galoisiennes.Alors :(1) Pour tous orps intermédiaires E et F : K ∩ L ⊆ E ⊆ K , K ∩ L ⊆ F ⊆ L ,on a le parallélogramme galoisien
[EF,KF,KL,EL]et le quadrilatère orporel
(K ∩ L,E,EF, F ) .(2) Pour tous orps intermédiaires E et F : K ⊆ E ⊆ KL , L ⊆ F ⊆ KL , on ale parallélogramme galoisien
[E ∩ F,E,KL, F ]



30 1. PARALLÉLOGRAMMES GALOISIENS INFINISet le quadrilatère orporel
(K ∩ L,K ∩ F,E ∩ F,E ∩ L) .Démonstration. (1) Le parallélogramme [EF,KF,KL,EL] apparaît déjà dans ladémonstration du (1) du théorème 5.3. Et il est lair que E ∩ F = K ∩ L.(2) Soit N := KL. D'après le (1) du théorème 5.1 appliqué ave A = Gal(N/E)et B = Gal(N/F ), on a le sous-parallélogramme

[NA×B, E,N, F ] = [E ∩ F,E,N, F ]en vertu du (2) de la démonstration du théorème 5.3 qui donne aussi le quadri-latère
(K ∩ L,K ∩ F,E ∩ F,E ∩ L) . �Proposition 5.5. Soit [J,K,N, L] un parallélogramme galoisien de degré quel-onque. Notons

Squad [J,K,N, L] ou Squad ( resp. Rquad [J,K,N, L] ou Rquad)l'ensemble des sous-quadrilatères (resp. des quadrilatères quotients) de [J,K,N, L].Pour les relations d'ordre du (2) du lemme 2.3 :(1) L'appliation
R : Squad −→ Rquad

(M,E,N, F ) 7−→ (J,K ∩ F,M,E ∩ L)est une bijetion déroissante.
E

K

N

J

L

LE

K F

F

M

Fig. 9. Bijetion R(2) L'appliation
S : Rquad −→ Squad
(J,E, C, F ) 7−→ (C,KF,N,EL)est une bijetion déroissante.
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J

L

K

E

F

EL

KF

C

N

Fig. 10. Bijetion S(3) Les appliations R et S sont réiproques l'une de l'autre.(4) On a l'égalité des ardinaux (éventuellement in�nis)
| Rquad | = | Squad | .Démonstration. Dans le parallélogramme [J,K,N, L], les extensions K/J et L/Jsont galoisiennes.(1) L'appliation R existe bien ar d'après le (2) du théorème de l'éartelé

(K ∩ F )(E ∩ L) = E ∩ F = M ,d'où le quadrilatère quotient (J,K ∩ F,M,E ∩ L). La déroissane de R résultediretement de la dé�nition des relations d'ordre du lemme 2.3(2) ar
(M ′, E ′, N, F ′) ≤ (M,E,N, F ) ⇔ (E ⊆ E ′ , F ⊆ F ′)implique que

(E ∩ L ⊆ E ′ ∩ L , K ∩ F ⊆ K ∩ F ′)

m
(J,K ∩ F,M,E ∩ L) ≤ (J,K ∩ F ′,M ′, E ′ ∩ L) .La bijetivité de R est une onséquene du (3) i-dessous.(2) L'appliation S existe bien ar d'après le (1) du théorème de l'éartelé

KF ∩ EL = EF ,d'où le sous-quadrilatère (C,KF,N,EL). La déroissane de S résulte direte-ment du lemme 2.3(2) ar
(J,E, C, F ) ≤ (J,E ′, C ′, F ′) ⇔ (E ⊆ E ′ , F ⊆ F ′)implique que

(KF ⊆ KF ′ , EL ⊆ E ′L)

m
(C ′, KF ′, N, E ′L) ≤ (C,KF,N,EL) .



32 1. PARALLÉLOGRAMMES GALOISIENS INFINISLa bijetivité de S est une onséquene du (3) suivant.(3) Pour tout sous-quadrilatère (M,E,N, F ) ∈ Squad, on a
S ◦ R(M,E,N, F ) = S(J,K ∩ F,M,E ∩ L) = (M,K(E ∩ L), N, (K ∩ F )L) .Or d'après le (2) du théorème de l'éartelé appliqué à E et N (resp. N et F ) onobtient

K(E ∩ L) = E ( resp. (K ∩ F )L = F) ,e qui prouve que S ◦ R = idSquad.Pour tout quadrilatère quotient (J,E, C, F ) ∈ Rquad, on a
R ◦ S(J,E, C, F ) = R(C,KF,N,EL) = (J,K ∩ EL,C,KF ∩ L) .Or d'après le (1) du théorème de l'éartelé appliqué à J et E (resp. F et J ), onobtient

K ∩EL = E ( resp. KF ∩ L = F) ,e qui prouve que R ◦ S = idRquad. �6. Généralisation topologique de la théorie de Galois �nieen dimension 2Dans ette setion, nous enrihissons la proposition algébrique 5.2 en munissantles groupes de Galois de leur topologie de Krull. Considérées dans la atégorieproduit ProGr
2 de la atégorie des groupes pro�nis ProGr par elle-même, lesappliations Φ et Ψ de la proposition 5.2 deviennent des bijetions. Le théorème6.7 généralise ainsi, d'une part le théorème prinipal de la théorie de Galois�nie en dimension 2 [28, Th.4-2℄ généralisant lui-même la bijetion de Galoislassique, d'autre part le théorème de Krull qui se retrouve en partiularisant àdes parallélogrammes galoisiens in�nis plats.Par dé�nition dans [33, p.101℄, tout sous-groupe d'un sous-groupe topologiqueest fermé. On sait que tout sous-groupe fermé H d'un groupe pro�ni G est pro�ni,et si H est normal, le quotient G/H est aussi pro�ni. Cei nous onduit à poserla dé�nition suivante.Dé�nition 6.1. (1) Nous appelons "sous-groupe pro�ni" (resp. "sous-groupepro�ni normal") d'un groupe pro�ni G tout sous-groupe (resp. sous-groupe nor-mal) H de G fermé pour la topologie de G. Nous érirons

H ≤c G ( resp. H Ec G) .(2) Nous appelons "sous-bigroupe pro�ni" (resp. "sous-bigroupe pro�ni normal")d'un bigroupe pro�ni (G1, G2) tout bigroupe (H1, H2) tel que l'on ait
Hi ≤c Gi ( resp. Hi Ec Gi) (i=1,2) .



6. GÉNÉRALISATION DE LA THÉORIE DE GALOIS FINIE EN DIMENSION 2 33Nous érirons
(H1, H2) ≤c (G1, G2) ( resp. (H1, H2) Ec (G1, G2)) .(3) Nous appelons "bigroupe pro�ni quotient" d'un bigroupe pro�ni (G1, G2)par un sous-bigroupe pro�ni normal (H1, H2) le bigroupe (G1/H1, G2/H2). Nousérirons

(G1, G2)/(H1, H2) := (G1/H1, G2/H2) .(4) Nous appelons "isomorphisme de bigroupes pro�nis"
(f1, f2) : (G1, G2)

∼−→ (G′
1, G

′
2)un morphisme de ProGr

2 tel que haun des
fi : Gi

∼−→ G′
i (i = 1, 2)soit un isomorphisme de groupes pro�nis.Pour éviter toute ambiguïté dans la démonstration de la proposition 6.4 i-dessous, sortons du ontexte le fait général suivant.Lemme 6.2. Soient X un espae topologique et A une partie fermée de X. Pourtoute partie B de A, avoir B fermée dans A muni de la topologie induite par ellede X équivaut à avoir B fermée dans X.Démonstration. Si B est fermée dans A, il existe un fermé F de X tel que B =

F ∩A, et inversement, il su�t d'érire B = B ∩ A. �Lemme 6.3. Soit E/F une extension galoisienne. Pour tous orps intermédiaires
M et M ′ entre F et E, on a les équivalenes

M ⊆M ′ ⇔ Gal(E/M ′) ≤ Gal(E/M) ⇔ Gal(E/M ′) ≤c Gal(E/M)où les groupes Gal(E/M) et Gal(E/M ′) sont munis de leurs topologies de Krull.Démonstration. La première équivalene étant laire, il su�t de prouver la se-onde et plus préisément le sens diret de elle-i. Appliquons le lemme 6.2préédent ave
X := Gal(E/F ) , A := Gal(E/M) , B := Gal(E/M ′) .Par hypothèse B ⊆ A, et d'après le théorème de Krull lassique, on a

A ≤c X , B ≤c X .Don B est fermé dans A muni de la topologie induite par elle de X. Or, en vertude la proposition 3.2, ette topologie induite sur A oïnide ave la topologie deKrull de A. On a don bien montré que Gal(E/M ′) est fermé dans Gal(E/M)muni de sa topologie de Krull. �Les groupes pro�nis qui interviennent dans la suite sont des groupes de Galois.Nous onvenons une fois pour toutes qu'étant donnée une extension galoisienne,son groupe de Galois est muni de sa topologie de Krull.



34 1. PARALLÉLOGRAMMES GALOISIENS INFINISProposition 6.4. Lorsque E/F est une extension galoisienne, la relation d'ordredu lemme 2.3.(1) dans l'ensemble des sous-extensions de E/F (resp. des exten-sions galoisiennes quotients de E/F ) s'érit
(E/M ′) ≤ (E/M) ⇔ Gal(E/M ′) ≤c Gal(E/M)( resp. (M/F ) ≤ (M ′/F ) ⇔ Gal(E/M ′) ≤c Gal(E/M) ) .Démonstration. Immédiate par le lemme 6.3. �Pour le généraliser en dimension 2, reformulons maintenant le théorème deKrull lassique [8, AV.64,Th.4℄.Théorème 6.5. (Théorème de Krull revisité)Soit N/K une extension galoisienne de degré quelonque. On munit l'ensembledes sous-extensions (resp. des extensions galoisiennes quotients) de N/K de larelation d'ordre de la proposition 6.4 i-dessus. Alors :(1) L'appliation

(N/E) 7−→ Gal(N/E)est une bijetion roissante de l'ensemble des sous-extensions de N/K sur l'en-semble des sous-groupes pro�nis de Gal(N/K). Sa réiproque est l'appliation,elle-même roissante,
H 7−→ (N/NH) .(2) L'appliation

(E/K) 7−→ Gal(N/E)est une bijetion déroissante de l'ensemble des extensions galoisiennes quotientsde N/K sur l'ensemble des sous-groupes pro�nis normaux de Gal(N/K). Sa ré-iproque est l'appliation, elle-même déroissante,
H 7−→ (NH/K) .De plus, la restrition à E induit un isomorphisme de groupes pro�nis

Gal(E/K)
∼−→ Gal(N/K)/Gal(N/E) .Démonstration. Tout résulte diretement du théorème de Krull lassique, à l'ex-eption de la monotonie des réiproques (lorsque les ordres sont partiels, la réi-proque d'une bijetion monotone n'est pas néessairement monotone).(1) Soient H1 et H2 deux sous-groupes pro�nis de Gal(N/K) tels que H1 ≤c H2.Par dé�nition, on a

H1 = H1 = Gal(N/NH1) ≤c H2 = H2 = Gal(N/NH2) ,e qui équivaut à (N/NH1) ≤ (N/NH2) par la proposition 6.4.(2) Dans les notations du (1), supposons de plusH1 etH2 normaux dansGal(N/K).On a toujours Gal(N/NH1) ≤c Gal(N/N
H2), e qui équivaut par la proposition6.4 à avoir (NH2/K) ≤ (NH1/K). �



6. GÉNÉRALISATION DE LA THÉORIE DE GALOIS FINIE EN DIMENSION 2 35Proposition 6.6. Soit [J,K,N, L] un parallélogramme galoisien. La relation d'ordre du lemme 2.3 dans l'ensemble des sous-parallélogrammes galoisiens (resp.des parallélogrammes galoisiens quotients) de [J,K,N, L] s'érit
[M ′, E ′, N, F ′] ≤ [M,E,N, F ] ⇔ Gal[M ′, E ′, N, F ′] ≤c Gal[M,E,N, F ]( resp.

[J,E, C, F ] ≤ [J,E ′, C ′, F ′] ⇔ Gal[C ′, KF ′, N, E ′L] ≤c Gal[C,KF,N,EL] ) .Démonstration. (1) Sous-parallélogrammes. Par dé�nition
[M ′, E ′, N, F ′] ≤ [M,E,N, F ] ⇔ (E ⊆ E ′ , F ⊆ F ′)et en vertu du lemme 2.3

⇔
{
Gal(N/E′) ≤c Gal(N/E)
Gal(N/F ′) ≤c Gal(N/F )

⇔ Gal[M ′, E ′, N, F ′] ≤c Gal[M,E,N, F ] .(2) Parallélogrammes quotients. D'après la proposition 5.5, on a l'équivalene
[J,E, C, F ] ≤ [J,E ′, C ′, F ′] ⇔ [C ′, KF ′, N, E ′L] ≤ [C,KF,N,EL] ;d'où la onlusion par le (1) préédent. �Le théorème 6.7 qui suit généralise en degré quelonque le théorème prinipalde la théorie de Galois �nie en dimension 2 (Th.4.2. de [28℄). En se limitant àdes sous-groupes fermés, il rend bijetives les injetions Φ et les surjetions Ψde la proposition algébrique 5.2. De plus, en se limitant à des parallélogrammesplats, il redonne exatement la double bijetion du théorème de Krull revisité.Ainsi, le théorème 6.7 suivant généralise en dimension 2 le théorème de Krull,tout omme le théorème 4.2. de [28℄ généralisait le théorème de Galois lassiquepour des extensions �nies.Théorème 6.7. Soit [J,K,N, L] un parallélogramme galoisien de degré quel-onque, de groupe de Galois Gal[J,K,N, L] (Déf. 2.5). On munit l'ensembledes sous-parallélogrammes galoisiens (resp. des parallélogrammes galoisiens quo-tients) de [J,K,N, L] de la relation d'ordre de la proposition 6.6. Alors :(1) Sous-parallélogrammes galoisiensL'appliation

[M,E,N, F ] 7−→ Gal[M,E,N, F ]est une bijetion roissante de l'ensemble des sous-parallélogrammes de [J,K,N, L]sur l'ensemble des sous-bigroupes pro�nis de Gal[J,K,N, L], dont la réiproqueest l'appliation, elle-même roissante,
(A,B) 7−→ [NA×B, NA, N,NB] .(2) Parallélogrammes galoisiens quotients



36 1. PARALLÉLOGRAMMES GALOISIENS INFINIS(2-0) Pour tout parallélogramme quotient [J,E, C, F ] de [J,K,N, L], il existeun unique sous-bigroupe pro�ni normal (A,B) de Gal[J,K,N, L] tel que l'on ait
A|L = Gal(L/F ) et B|K = Gal(K/E). Préisément :

A = Gal(N/KF ) , B = Gal(N/EL) .

J

L

K

B

A
EL

F

E

KF

C

N

Fig. 11. Sous-bigroupe assoié à un parallélogramme quotient(2-1) Dans les notations du (2-0), l'appliation
[J,E, C, F ] 7−→ (A,B)est une bijetion déroissante de l'ensemble des parallélogrammes quotients de

[J,K,N, L] dans l'ensemble des sous-bigroupes pro�nis normaux de Gal[J,K,N, L]dont la réiproque est l'appliation, elle-même déroissante,
(A,B) 7−→ [J,K(B|K

), NA×B, L(A|L
)] .(2-2) Dans les notations du (2-0), on a l'isomorphisme de bigroupes pro�nis

Gal[J,E, C, F ]
∼−→ Gal[J,K,N, L] / (A,B) .Démonstration. On reprend les notations Φ et Ψ des appliations de la proposi-tion 5.2 en ajoutant des tildes pour marquer que l'on se limite aux sous-bigroupespro�nis de Gal[J,K,N, L].(1) L'appliation Φ̃s : [M,E,N, F ] 7−→ Gal[M,E,N, F ] du (1) existe bien arpar dé�nition Gal[M,E,N, F ] = (Gal(N/E), Gal(N/F )) où Gal(N/E) (resp.

Gal(N/F )) est fermé dans Gal(N/K) (resp. Gal(N/L)) en vertu du théorème deKrull, de sorte que
(Gal(N/E), Gal(N/F )) ≤c Gal[J,K,N, L] .Soit Ψ̃s : (A,B) 7−→ [NA×B, NA, N,NB] la restrition à l'ensemble des sous-bigroupes pro�nis de Gal[J,K,N, L] de l'appliation Ψs du (1-2) de la proposition5.2. D'après le (1-3) de ette même proposition, le omposé Ψ̃s ◦ Φ̃s est l'identité.De plus, pour tout sous-bigroupe pro�ni (A,B) de Gal[J,K,N, L], on a

Φ̃s◦Ψ̃s(A,B) = Φ̃s([N
A×B, NA, N,NB]) = (Gal(N/NA), Gal(N/NB)) = (A,B).



6. GÉNÉRALISATION DE LA THÉORIE DE GALOIS FINIE EN DIMENSION 2 37Mais par dé�nition
(A,B) ≤c Gal[J,K,N, L] ⇒

{
A ≤c Gal(N/K)
B ≤c Gal(N/L)de sorte que Φ̃s◦Ψ̃s(A,B) = (A,B). Les appliations Φ̃s, Ψ̃s sont don réiproquesl'une de l'autre, et en partiulier bijetives. Montrons qu'elles sont roissantes.C'est lair diretement pour Φ̃s d'après la proposition 6.6. Pour Ψ̃s, onsidéronsdeux sous-bigroupes pro�nis de Gal[J,K,N, L]

(A′, B′) ≤c (A,B) ;et posons
[M,E,N, F ] := Ψ̃s(A,B) , [M ′, E ′, N, F ′] := Ψ̃s(A

′, B′) .Par e qui préède
Gal[M,E,N, F ] = Φ̃s([M,E,N, F ]) = Φ̃s ◦ Ψ̃s(A,B) = (A,B) .Don
Gal[M ′, E ′, N, F ′] = (A′, B′) ≤c (A,B) = Gal[M,E,N, F ] ,e qui équivaut, par la proposition 6.6, à [M ′, E ′, N, F ′] ≤ [M,E,N, F ] .(2) (2-0) Ce n'est que le (2-0) de la proposition 5.2 en rajoutant le fait que

A = Gal(N/KF ) et B = Gal(N/EL) sont des sous-groupes fermés en vertu duthéorème de Krull.(2-1) L'appliation Φ̃q : [J,E, C, F ] 7−→ (A,B) du (2-1) existe bien ar d'aprèsle (2-0) préèdent, on a
(A,B) Ec Gal[J,K,N, L]Soit Ψ̃q : (A,B) 7−→ [J,K(B|K

), NA×B, L(A|L
)] la restrition à l'ensemble dessous-bigroupes pro�nis normaux de Gal[J,K,N, L] de l'appliation Ψq du (2-2)de la proposition 5.2. D'après le (2-3) de ette même proposition, le omposé

Ψ̃q ◦ Φ̃q est l'identité. De plus, pour tout sous-groupe pro�ni normal (A,B) de
Gal[J,K,N, L], on a

Φ̃q ◦ Ψ̃q(A,B) = Φ̃q([J,K
(B|K

), NA×B, L(A|L
)]) = (A′, B′)où par dé�nition A′ (resp. B′) est l'unique sous-groupe de Gal(N/K) (resp.

Gal(N/L)) tel que A′
|L = Gal(L/L(A|L

)) ( resp. B′
|K = Gal(K/K(B|K

)) . Ordans le parallélogramme galoisien [J,K,N, L], la restrition à L est un isomor-phisme de groupes pro�nis de Gal(N/K) sur Gal(L/J). Ainsi : (A|L) = (A)|L.Comme A est fermé, on en déduit que Gal(L/L(A|L
)) = A|L . De la même façon

Gal(K/K(B|K
)) = B|K . Il en résulte par uniité que Φ̃q ◦ Ψ̃q(A,B) = (A,B) . Lesappliations Φ̃q, Ψ̃q sont don réiproques l'une de l'autre, et en partiulier bije-tives. Montrons qu'elles sont déroissantes. Pour Φ̃q, on a d'après la proposition



38 1. PARALLÉLOGRAMMES GALOISIENS INFINIS6.6
[J,E, C, F ] ≤ [J,E ′, C ′, F ′] ⇔ Gal[C ′, KF ′, N, E ′L] ≤c Gal[C,KF,N,EL] ,et par dé�nition

⇔
{
Gal(N/KF ′) ≤c Gal(N/KF )
Gal(N/E′L) ≤c Gal(N/EL)

⇔ Φ̃q([J,E
′, C ′, F ′]) ≤c Φ̃q([J,E, C, F ]) .Pour Ψ̃q, onsidérons deux sous-bigroupes pro�nis normaux de Gal[J,K,N, L]

(A′, B′) ≤c (A,B) .Comme le omposé Φ̃q ◦ Ψ̃q est l'identité, on a d'après l'équivalene obtenuepréedemment pour la déroissane de Φ̃q,
(A′, B′) ≤c (A,B) ⇔ Φ̃q(Ψ̃q(A

′, B′)) ≤c Φ̃q(Ψ̃q(A,B))

⇔ Ψ̃q(A,B) ≤c Ψ̃q(A
′, B′)e qui exprime la déroissane de Ψ̃q.(2-2) Tous les isomorphismes du (2-4) de la proposition 5.2 sont topologiques.

�



Chapitre 2EXTENSIONS GALTOURABLESIl s'agit ii d'introduire une notion nouvelle, elle d'extension galtourable, quigénéralise elle d'extension galoisienne. Cette notion est la lef de notre démarhepour étudier les tours de orps (hapitre 3 et suivants).On expose dans e hapitre les premières propriétés des extensions galtourables.Nous examinons plus partiulièrement les propriétés des extensions galoisiennesqui se généralisent aux extensions galtourables.1. Dé�nitions, notations, exemplesFormulons tout d'abord un ertain nombre de dé�nitions.A l'instar de la notation de la théorie des groupes désignant les sous-groupes,nous remplaçons l'inlusion ⊆ par un ≤ pour exprimer qu'il y a onservation dela struture de orps :
∀E orps, F ≤ E

déf.⇐⇒ (F sous-orps de E). (1-0)Dé�nition & Convention 1.1. Soit L/K une extension quelonque.(1) On appelle "tour (de orps) de L/K" une suite �nie1 roissante {Fi}0≤i≤m deorps intermédiaires de L/K dans laquelle F0 = K et Fm = L.Nous notons une telle tour
(F ) K = F0 ≤ F1 ≤ . . . ≤ Fi ≤ Fi+1 ≤ . . . ≤ Fm = L .Nous appelons� "marhe de la tour (F )" : toute extension Fi+1/Fi (i = 0, . . . , m− 1) ;� "hauteur de la tour (F )" : l'entier m.Nous disons que la tour (F ) est "triviale" si et seulement si elle est de hauteurnulle : m = 0. Lorsque

∀i ∈ {0, . . . , m− 1} Fi+1 6= Fila tour
(F<) := (F ) K = F0 < F1 < . . . < Fi < Fi+1 < . . . < Fm = L .est dite "strite". En partiulier, la tour triviale est strite.Nous onvenons que pour m = 0 la tour (F<) i-dessus se réduit à

(F<) K = F0 = L .1C'est le point de vue de ette thèse (à l'instar de la théorie des groupes), bien que desauteurs réents appellent "tour de orps" une suite in�nie [43℄.39



40 2. EXTENSIONS GALTOURABLES(2) Lorsque L/K est algébrique, nous appelons "tour galoisienne" de L/K toutetour
(T ) K = T0 ≤ T1 ≤ . . . ≤ Ti ≤ Ti+1 ≤ . . . ≤ Tm = Ldont toutes les marhes Ti+1/Ti (i = 0, . . . , m − 1) sont des extensions galoi-siennes.(3) Deux tours de L/K

(F ) K = F0 ≤ F1 ≤ . . . ≤ Fi ≤ . . . ≤ Fm = L

(E) K = E0 ≤ E1 ≤ . . . ≤ Ej ≤ . . . ≤ En = Lsont égales si et seulement si les deux suites {Fi}0≤i≤m et {Ej}0≤j≤n le sont ;autrement dit lorsque m = n et
∀i ∈ {0, . . . , m} Fi = Ei .Remarques 1.2. Les notations sont elles de la dé�nition & onvention 1.1.(1) Pour une tour (F ) triviale, on a néessairement L = K. Mais on peut avoir

L = K et (F ) non triviale, i.e. de hauteur non nulle : m 6= 0 (répétition de orps).(2) Notons que la tour triviale est la seule tour strite de L/K lorsque L = K,et qu'elle est toujours galoisienne.(3) Il ne su�t pas d'avoir
{E0, . . . , En} = {F0, . . . , Fm}pour que les tours (F ) et (E) soient égales.Fait 1.3. La hauteur d'une tour strite d'une extension �nie L/K est au pluségale au nombre de diviseurs premiers, omptés ave leur multipliité, du degréde L/K.Démonstration. Cela déoule diretement de la transitivité des degrés. �De même que les extensions algébriques (même séparables) ne sont pas nées-sairement galoisiennes, elles n'admettent pas néessairement de tour galoisienne(f. exemples 1.10 ), e qui justi�e la dé�nition suivante.Dé�nition 1.4. Nous disons qu'une extension L/K est "galtourable" si et seule-ment si elle admet une tour galoisienne au sens de la dé�nition & onvention1.1.(2).Sholies. (1) Par la transitivité des notions d'algébriité et de séparabilité, uneextension galtourable est toujours algébrique et séparable.



1. DÉFINITIONS, NOTATIONS, EXEMPLES 41(2) Une extension galoisienne est évidemment galtourable. Mais une extensiongaltourable n'est pas néessairement galoisienne vu la non transitivité de la nor-malité. La notion d'extension galtourable généralise don elle d'extension galoi-sienne.(3) Dans [6℄ est introduite la notion d' "extension radiale répétée". Il s'agit desextensions admettant une tour de orps dont haque marhe est une extensionradiale. Nous dirions quant à nous que e sont des extensions "radtourables".Les tours galoisiennes introduites dans la dé�nition & onvention 1.1.(2) segénéralisent en des tours dont les marhes ne sont que galtourables.Dé�nition 1.5. Soit L/K une extension algébrique. Nous appelons "tour gal-tourable de L/K" toute tour
(F ) K = F0 ≤ F1 ≤ . . . ≤ Fi ≤ Fi+1 ≤ . . . ≤ Fm = Ldont toutes les marhes Fi+1/Fi (i = 0, . . . , m− 1) sont des extensions galtou-rables.Pour une extension donnée, l'existene d'une telle tour galtourable n'est pasautomatique. Elle est disutée dans le orollaire 1.11 du hapitre 3.Dé�nition 1.6. (1) Nous appelons "extension simple" toute extension L/K nontriviale n'admettant auun orps intermédiaire propre :

(L/K simple) déf.⇐⇒ (L 6= K, ∀F K ≤ F ≤ L ⇒ (F = K ou F = L) )
⇐⇒ (L 6= K, ∀F K ≤ F < L ⇒ F = K) .(2) Nous appelons "extension galsimple" toute extension L/K non triviale n'ad-mettant auune extension quotient galoisienne propre :

(L/K galsimple) déf.⇐⇒
(

L 6= K, ∀F K ≤ F ≤ L
(F/K galoisienne) ⇒ (F = K ou F = L)

)

⇐⇒
(

L 6= K, ∀F K ≤ F < L
(F/K galoisienne) ⇒ F = K

)
.Remarque 1.7. Dans la dé�nition i-dessus de la galsimpliité, auune hypo-thèse n'est faite sur la sous-extension L/F : elle peut être galoisienne ou ne pasl'être.Proposition 1.8. (1) Toute extension simple est galsimple.(2) Une extension galsimple est galtourable si et seulement si elle est galoisienne.



42 2. EXTENSIONS GALTOURABLESDémonstration. Le (1) est lair. Prouvons le sens diret du (2). Soit L/K uneextension galsimple galtourable. Par la dé�nition 1.4, elle admet une tour galoi-sienne (dé�nition & onvention 1.1.(2) )
(T ) K = T0 ≤ T1 ≤ . . . ≤ Ti ≤ Ti+1 ≤ . . . ≤ Tm = L .Comme L/K est galsimple (Déf. 1.6.(2) ), on tire de K ≤ T1 ≤ L l'impliation

(T1/K galoisienne) ⇒ (T1 = K ou T1 = L) .Si T1 = L, (T1/K) = (L/K) est bien galoisienne. Si T1 6= L, on a la tour
(T ) K = T0 = T1 ≤ T2 ≤ . . . ≤ Ti ≤ Ti+1 ≤ . . . ≤ Tm = L .En itérant le proédé sans avoir déjà onlu, on obtient

(T ) K = T0 = T1 = . . . = Tm−2 ≤ Tm−1 ≤ Tm = L .Don, ou bien Tm−1 = K, ou bien Tm−1 = L, et dans les deux as L/K estgaloisienne. �Nous étudierons les extensions simples ou galsimples au hapitre 5. La galsim-pliité nous permettra d'énoner le "Théorème M" (Chap. 6) qui est le pointruial de la dissoiation de toutes les extensions �nies.A�n d'alléger le texte qui suit, onvenons de quelques notations. Elles onernentles dé�nitions 1.1, 1.4, 1.5 et 1.6 préédentes, et ont été rassemblées ii pour yréférer failement.Notations 1.9. (1) (Extension strite L/K) ⇔ K < L ⇔ L > K .(2) (Extension galoisienne L/K) ⇔ LրK ⇔ K E L ⇔ LDK .(3) (Extension strite galoisienne L/K) ⇔ K ⊳ L ⇔ L⊲K .(4) (Extension non galoisienne L/K) ⇔ LտK .(5) (Extension galtourable L/K) ⇔ LրւK ⇔ K ≶ L ⇔ L ≷ K .(6) (Extension non galtourable L/K) ⇔ LցտK .(7) (Extension galtourable non galoisienne L/K) ⇔ LրւտK .(8) (Extension simple L/K) ⇔ L/◦K .



1. DÉFINITIONS, NOTATIONS, EXEMPLES 43(9) (Extension non simple L/K) ⇔ L \◦K .(10) (Extension galsimple L/K) ⇔ L † K .(11) (Extension non galsimple L/K) ⇔ L †K(12) (Extension galsimple galoisienne L/K) ⇔ L † րK .(13) (Extension galsimple non galoisienne L/K)
⇔ L † տK ⇔ K ◭ L ⇔ L ◮ K .Les notations préédentes ne sont évidemment pas redondantes ; en voii quelquesexemples.Exemples 1.10. Pour un réel r ∈ R+ et un entier n ∈ N, on note, n

√
r la raine

n-ième réelle de r : n
√
r ∈ R .(i) Il existe des extensions séparables non galtourables :

Q(
6
√

2)ցտQ .(ii) Il existe des extensions galtourables non galoisiennes :
Q(

4
√

2)րւտQ .(iii)� Toute extension ylique de degré premier est simple.� Quel que soit l'entier n ≥ 3, l'extension Q(θ)/Q où
θn − θ − 1 = 0est simple, mais non galoisienne :

Q(θ) /◦տQ .(iv) Il existe des extensions galsimples non simples non galoisiennes :
Q(

9
√

2) † \◦տQ .(v) Il existe des extensions galsimples non simples galoisiennes : soit L le orpsde déomposition dans C du polyn�me
X5 + 20X + 16 (resp. 8∑

n=0

Xn

n!
).On a :

Gal(L/Q)
∼−→ A5 (resp. Gal(L/Q)

∼−→ A8 )
[L : Q] = 60 (resp. [L : Q] = 20160 ) ,



44 2. EXTENSIONS GALTOURABLESet L/Q est une extension galsimple non simple galoisienne :
L † \◦րQ .Démonstration. (i) On a [Q( 6

√
2) : Q] = 6 par le ritère d'Eisenstein. Supposonsque l'extension Q( 6

√
2)/Q soit galtourable, i.e. par dé�nition qu'il existe une tourgaloisienne

(T ) Q = T0 E . . . E Ti E . . . E Tm = Q(
6
√

2) .Prouvons qu'alors Q( 6
√

2)/Q admet néessairement une tour galoisienne striteà deux marhes (ei est un as partiulier d'un résultat général démontré auorollaire 2.6 du hapitre 3). Posons :
j := min{i ∈ {0, . . . , m} | Ti 6= Q} , k := max{i ∈ {0, . . . , m} | Ti 6= Tm} .De j > k suivrait

Q(
6
√

2) = Tk+1րTk = Q : absurde.Don néessairement j ≤ k et
(T ) Q = T0 = . . . = Tj−1 ⊳ Tj E . . . E Tk ⊳ Tk+1 = . . . = Tm = Q(

6
√

2) .On en déduit la tour à trois marhes
Q ⊳ Tj ≤ Tk ⊳ Q(

6
√

2)qui ne peut pas être strite, en vertu du Fait 1.3. C'est don que Tj = Tk et,dans notre hypothèse, on a ainsi prouvé l'existene d'une tour galoisienne striteà deux marhes
Q = F0 ⊳ F1 ⊳ F2 = Q(

6
√

2) .Par ailleurs, on a laProposition. Soient n ∈ N et a ∈ Q+ un rationnel positif. On suppose quepour tout diviseur d de n, a /∈ Qd. Alors, pour tout orps intermédiaire F entre
Q et L := Q( n

√
a) : Q ≤ F ≤ L, il existe un entier d divisant n : d | n, tel que

F = Q( d
√
a).Démonstration. Conséquene direte du Théorème 2.1 de [1℄ ou du Théorème 2.2de [40℄. �Ave e qui préède, il résulte de la proposition i-dessus que les seules toursstrites à deux marhes de Q( 6

√
2)/Q sont

Q = F0 ⊳ F1 = Q(
√

2) < F2 = Q(
6
√

2)et
Q = F0 < F1 = Q(

3
√

2) ⊳ F2 = Q(
6
√

2) .Or ni l'une ni l'autre n'est galoisienne, d'où la ontradition.



2. THÉORIE GÉNÉRALE DES EXTENSIONS GALTOURABLES 45(ii) Il su�t de onsidérer la tour galoisienne
Q ⊳ Q(

√
2) ⊳ Q(

4
√

2) .(iii) La première assertion est laire ; quant à la seonde, elle sera démontrée auhapitre 5.(iv) Posons L := Q( 9
√

2). Clairement, l'extension L/Q est non simple et nongaloisienne. Si elle n'était pas galsimple, il existerait un orps intermédiaire Ntel que Q ⊳ N < L. Or, en vertu de la proposition de la démonstration du (i)i-dessus, on a néessairement N = Q( 3
√

2) qui n'est pas galoisien sur Q.(v) Pour X5 + 20X + 16, on véri�e que Gal(L/Q)
∼−→ A5 par PARI [10℄. Pour

8∑
n=0

Xn

n!
, on a Gal(L/Q)

∼−→ A8 d'après un résultat de Shur ([35℄ ou [11℄). Lessous-groupes de Sylow de A5 (resp. A8) assurent que L/Q n'est pas simple. Mais
LրQ est galsimple puisque A5 (resp. A8) est un groupe simple ('est un phéno-mène général : f. Chap. 4, Prop. 2.7). �2. Théorie générale des extensions galtourablesOn dispose d'une théorie générale des extensions galoisiennes �nies ou in�nies.Nous allons montrer qu'il existe aussi une théorie générale des extensions gal-tourables. Rappelons d'abord le bien onnu "théorème de l'extension galoisiennetranslatée" [23, p.266,Th.1.12℄ (dit "natural irrationalities" dans [32℄).Théorème 2.1. Soient K/J et L/J deux extensions algébriques. Sous la seulehypothèse que K et L soient ontenus dans un même orps, avoir L/J galoisienneimplique que KL/K est galoisienne :

(LրJ) =⇒ (KLրK) .Corollaire 2.2. La translatée d'une extension galoisienne par un orps donnéest toujours une extension galoisienne.Préisément, soit L/J une extension galoisienne. Pour tout orps C ontenu dansune l�ture algébrique de J ontenant L, l'extension CL/CJ est enore une ex-tension galoisienne. Autrement dit, on a l'impliation
(LրJ) =⇒ (CLրCJ) .Démonstration. Il su�t d'appliquer le théorème 2.1 en translatant l'extensiongaloisienne L/J par CJ/J . �Ces énonés se généralisent aux extensions galtourables.



46 2. EXTENSIONS GALTOURABLESThéorème 2.3. Soient K/J et L/J deux extensions algébriques. Sous la seuleondition que K et L soient ontenus dans un même orps, on a l'impliation
(L/J galtourable ) =⇒ (KL/K galtourable ) .Démonstration. Soit (F ) une tour galoisienne de l'extension galtourable LրւJ :

(F ) J = F0 E F1 E . . . E Fi E Fi+1 E . . . E Fm = L .Posons Ei := KFi (i = 0, . . . , m), et appliquons le théorème 2.1 en translatanthaune des marhes galoisienne Fi+1րFi (i = 0, . . . , m − 1) par l'extensionalgébrique Ei/Fi.

J=F
0

KL=E
m

E

E

E

E

K=E

m−1

0

1

i

i+1

F

L=F

F

F

F
1

i

i+1

m−1

m

Fig. 12. Translatée d'une tour galoisienneOn en déduit que les extensions
Ei Fi+1 = K Fi+1 = Ei+1 / Ei (i = 0, . . . , m− 1)



2. THÉORIE GÉNÉRALE DES EXTENSIONS GALTOURABLES 47sont galoisiennes. On obtient don la tour galoisienne
(E) K = KF0 = E0 E . . . EEi EEi+1 E . . . EEm = KFm = KL .Or ei n'exprime rien d'autre que la galtourabilité de KL/K. �Enonçons maintenant trois orollaires au théorème 2.3.Corollaire 2.4. La translatée d'une extension galtourable par un orps donné esttoujours une extension galtourable.Préisément, soit L/J une extension galtourable. Pour tout orps C ontenu dansune l�ture algébrique de J ontenant L, l'extension CL/CJ est enore galtou-rable. Autrement dit on a l'impliation

(LրւJ) =⇒ (CLրւCJ) .Démonstration. On applique le théorème 2.3 ave K := CJ . �Fait 2.5. La réiproque du théorème 2.3 est fausse.Sholie. Il en est de même de la réiproque du théorème de l'extension galoisiennetranslatée 2.1.Démonstration. Reprenons l'extension L := Q( 6
√

2)/Q de l'exemple 1.10.(i) ettranslatons la par l'extension K := Q(j)/Q où j := e2iπ/3. Comme K ontientles raines 6èmes de l'unité, l'extension KL = K( 6
√

2)/K est kummérienne, dongaloisienne et a fortiori galtourable. Tandis que l'on a prouvé que l'extension
L := Q( 6

√
2)/Q n'est même pas galtourable.

J=Q

 L=Q(      )

        KL=Q( j,      )

K=Q( j )

2
6

2
6

Fig. 13. Desente non galtourable �



48 2. EXTENSIONS GALTOURABLESCorollaire 2.6. La translatée d'une tour galtourable par une extension algébriqueest une tour galtourable.Préisément, soit L/J une extension admettant une tour galtourable (f. Déf. 1.5)
(F ) J = F0 ≶ . . . ≶ Fi ≶ Fi+1 ≶ . . . ≶ Fm = L .Alors, pour toute extension algébrique K/J telle que K et L soient ontenus dansun même orps, on a la tour galtourable

(E) K = E0 ≶ . . . ≶ Ei ≶ Ei+1 ≶ . . . ≶ Em = KLoù l'on a posé Ei := KFi (i = 0, . . . , m).Démonstration. Il su�t d'appliquer le théorème 2.3 aux extensions galtourables
Fi+1րւFi en les translatant par les extensions algébriques Ei/Fi, pour i ∈ {0, . . . ,
m− 1}. �Quand on empile deux extensions galoisiennes, on obtient une extension gal-tourable non néessairement galoisienne en général (f. exemple 1.10.(ii)). Lesextensions galtourables n'ont pas e défaut : quand on empile deux extensionsgaltourables, on obtient toujours une extension galtourable. Préisément :Fait 2.7. Pour toute tour K ≤ L ≤ M , avoir L/K galtourable et M/L galtou-rable implique que M/K est galtourable. Autrement dit on a l'impliation

(LրւK , MրւL ) =⇒ (MրւK) .Sholie. Nous avons déjà prouvé que l'impliation inverse est fausse en général :f. 2.10.Démonstration. Il su�t d'utiliser que la juxtaposition de tours galoisiennes estenore une tour galoisienne. Préisément, si
(F ) F0 E F1 E . . . E Fi E . . . E Fmet

(E) Fm = E0 E E1 E . . . E Ej E . . . EEnsont deux tours galoisiennes, la tour
(T ) F0 =: T0 E . . . E Ti := Fi E . . . E Tm := Fm = E0 E Tm+1 := E1 E . . .

· · · E Tm+j := Ej E . . . E Tm+n = Enest évidemment galoisienne. �Corollaire 2.8. Tout ompositum d'extensions galtourables est galtourable. Pré-isément : quelles que soient les extensions galtourables K/J et L/J dont lessommets sont ontenus dans un même orps, l'extension ompositum KL/J estgaltourable. Autrement dit, on a l'impliation
(KրւJ , LրւJ ) =⇒ (KLրւJ ) .



2. THÉORIE GÉNÉRALE DES EXTENSIONS GALTOURABLES 49Démonstration. Le théorème 2.3 assure que KLրւK. Comme de plus KրւJ , leFait 2.7 préédent entraine que KLրւJ . �Proposition 2.9. Toute sous-extension d'une extension galtourable est galtou-rable. Préisément, soit LրւK une extension galtourable. Pour tout orps inter-médiaire M , K ≤M ≤ L, la sous extension L/M est galtourable.Démonstration. Il su�t d'appliquer le théorème 2.3 en translatant l'extensiongaltourable LրւK par l'extension algébrique M/K. �La proposition préédente généralise une propriété analogue des extensionsgaloisiennes. Le fait suivant établit que la question "duale", 'est à dire pour lesextensions quotients, trouve la même réponse dans le as galtourable que dans leas galoisien.Fait 2.10. En général, une extension quotient d'une extension galtourable n'estpas galtourable.Démonstration. Considérons la situation

Q

Q( j )

        Q( j,      )

     Q(      )2
6

2
6

Fig. 14. Extension quotient non galtourableL'extension Q(j, 6
√

2)/Q est galoisienne (puisque son orps sommet est le orpsde déomposition de X6 − 2 sur Q). Mais on a déjà vu que l'extension quotient
Q( 6

√
2)/Q n'est pas galtourable (f. exemple 1.10.(i) ). �



50 2. EXTENSIONS GALTOURABLESLes di�érentes propriétés préédentes onstituent le début d'une théorie de lagaltourabilité, similaire à la théorie de Galois générale. On peut numériquementdéider si une extension donnée est galtourable ou non, de même que l'on peutdéider si elle est galoisienne ou pas. Cependant il paraît illusoire de herher unearatérisation "universelle" des extensions galtourables, ou même seulement desextensions galtourables �nies. Rappelons qu'une telle aratérisation n'existe déjàpas pour la lasse, plus restreinte, des extensions galoisiennes.Un important problème de théorie de Galois est de onserver le aratère galoi-sien d'une extension en la faisant glisser sur un sous-orps de son orps de base.Cei onstitue le déliat"Problème de la desente galoisienne".Soient NրK une extension galoisienne et K/J une extension algébrique. Existe-t-il un sous orps L de N : L ≤ N , tel que les trois propriétés suivantes soientvéri�ées :
(D0) L/J est galoisienne : LրJ ;
(D1) L'intersetion de K et de L est égale à J : K ∩ L = J ;
(D2) Le ompositum de K et de L est égal à N : KL = N .Ce problème, maintes fois abordé dans la littérature ([30℄, [31℄, [29℄, [19℄, [9℄,...) se généralise en le problème suivant sur lequel tout reste à déouvrir."Problème de la desente galtourable".Soient NրւK une extension galtourable et K/J une extension algébrique. Existe-t-il un sous orps L de N tel que

(D0) L/J est galtourable : LրւJ ;
(D1) K ∩ L = J ;
(D2) KL = N .Pour le problème de la desente galoisienne, Massy a introduit la notion deparallélogramme galoisien [28℄, essentiellement en degrés �nis. Une généralisa-tion en degrés in�nis �gure dans [4℄ (onfer Chap. 1). Dans le as galtourableintroduisons laDé�nition 2.11. Nous appellons "quadrilatère galtourable" tout quadrilatèreorporel (J,K,N, L) (f. Chap. 1, Déf. 1.1) dans lequel les quatre extensions sontgaltourables :

KրւJ , NրւK , NրւL , LրւJ .



2. THÉORIE GÉNÉRALE DES EXTENSIONS GALTOURABLES 51
L

J

K

N

Fig. 15. Quadrilatère galtourableRemarque 2.12. D'après le théorème 2.3, la galtourabilité de L/J (resp. K/J)implique elle de N/K (resp. N/L) :
(LրւJ) ⇒ (NրւK) ( resp. (KրւJ) ⇒ (NրւL) ) .Proposition 2.13. Soient (J,K,N, L) un quadrilatère galtourable, et F un orpsintermédiaire entre J et L, J ≤ F ≤ L.(1) Si KF ∩ L = F , on a le sous-quadrilatère galtourable (F,KF,N, L).(2) Si F/J est galtourable, on a le quadrilatère quotient galtourable (J,K,KF, F ).

L

KF

N

K

F

JFig. 16. Sous galtourabilité & galtourabilité quotientDémonstration. (1) D'après le théorème 2.3,
(KրւJ) ⇒ (KFրւF ) ⇒ (NրւL) .



52 2. EXTENSIONS GALTOURABLESD'après la proposition 2.9 et le théorème 2.3,
(LրւJ) ⇒ (LրւF ) ⇒ (NրւKF ) .D'où le quadrilatère galtourable annoné puisque F = KF ∩ L par hypothèse.(2) Un nouvelle fois par le théorème 2.3

(FրւJ) ⇒ (KFրւK) .D'où la onlusion par la démonstration préédente du (1). �Le leteur qui se sera référé au théorème 1.3 de [28℄ et au théorème 4.2 duhapitre 1 aura noté que la proposition préédente est bien moins onsistante queeux-i. En e�et, plusieurs questions demeurent irrésolues. En voii un résumé.Questions 2.14. On se donne un quadrilatère galtourable (J,K,N, L). Dansquels as peut-on répondre par l'a�rmative aux questions suivantes :(1) Si F est un orps intermédiaire entre J et L, J ≤ F ≤ L,
KF ∩ L = F ?(2) Si E est un orps intermédiaire entre K et N , K ≤ E ≤ N ,(2-1) E/(E ∩ L) est-elle galtourable : Eրւ(E ∩ L) ?(2-2) Pour E/K galtourable(2-2-1) K(E ∩ L) = E ?(2-2-2) (E ∩ L)րւJ ?Lorsque (J,K,N, L) = [J,K,N, L] est un parallélogramme galoisien, toutes lesréponses sont a�rmatives en vertu du orollaire 4.3 du hapitre 1.3. Extensions galtourables dé�nies par un polyn�meLa galtourabilité d'une extension dé�nie par une raine d'un polyn�me irré-dutible dépend-elle de ette raine ? Nous allons prouver qu'il n'en est rien, bienqu'à deux raines di�érentes orrespondent en général deux extensions di�érentes(ontrairement au as galoisien). La proposition suivante permet en partiulierd'utiliser le logiiel PARI sur les extensions de orps dé�nies par un polyn�mepour prouver la galtourabilité d'une extension sans avoir d'état d'âme sur laraine onsidérée.Proposition 3.1. Soient J un orps quelonque et J̃ une l�ture algébrique �xéede J . Soit P (X) un polyn�me séparable irrédutible de J [X]. Quelles que soientles raines t1 et t2 de P (X) dans J̃ :
P (t1) = P (t2) = 0 ,



3. EXTENSIONS GALTOURABLES DÉFINIES PAR UN POLYNÔME 53l'extension J(t1)/J est galtourable si et seulement si l'extension J(t2)/J est gal-tourable :
(J(t1)րւJ) ⇐⇒ (J(t2)րւJ) .Sholie. La séparabilité de P (X) est exigée par la galtourabilité des extensions.Démonstration. Supposons l'extension L1 := J(t1)/J galtourable. Soit don unetour galoisienne (T 1) de L1րւJ

(T 1) J = T 1
0 E . . . E T 1

i−1 E T 1
i E . . . E T 1

m = L1 .Montrons que (T 1) détermine anoniquement une tour galoisienne (T 2) de L2 :=
J(t2)/J . L'extension L1/J est �nie (de degré elui de P (X)) ; haune des marhesgaloisiennes T 1

i /T
1
i−1 (i = 1, . . . , m) est ainsi séparable de degré �ni. Don parle théorème de l'élément primitif
∀i ∈ {1, . . . , m} ∃θi ∈ T 1

i T 1
i = T 1

i−1(θi) .On sait que les orps J(t1) et J(t2) sont onjugués, i.e. il existe un J-isomorphisme
Φ induit par Φ(t1) = t2 :

Φ : L1 ∼−→ L2

t1 7−→ t2
.Posons alors

vi := Φ(θi) (i = 1, . . . , m)et
T 2

0 := J , T 2
i := T 2

i−1(vi) .Il est lair par réurrene que
T 2

i = Φ(T 1
i ) (i = 0, . . . , m)ar

Φ(T 1
0 ) = Φ(J) = J... ... ...

Φ(T 1
i ) = Φ(T 1

i−1(θi)) = Φ(T 1
i−1)(Φ(θi))

= T 2
i−1(vi) = T 2

i .En prenant l'image de (T 1) par Φ, on obtient don anoniquement la tour
(T 2) Φ(J) = Φ(T 1

0 ) ≤ · · · ≤ Φ(T 1
i−1) ≤ Φ(T 1

i ) ≤ · · · ≤ Φ(T 1
m) = Φ(L1)

|| || || || || ||
J = T 2

0 ≤ · · · ≤ T 2
i−1 ≤ T 2

i ≤ · · · ≤ T 2
m = L2Il reste à prouver que la tour (T 2) est bien galoisienne. Posons :

Pi(X) := Irr(θi, T
1
i−1, X) (i = 1, . . . , m)



54 2. EXTENSIONS GALTOURABLESetRi := { raines de Pi(X) dans J̃}. Puisque, par hypothèse, l'extension T 1
i /T

1
i−1est galoisienne, on a

Ri ⊆ T 1
i (i = 1, . . . , m) .Don diretement

Φ(Ri) ⊆ Φ(T 1
i ) = T 2

i .Or Φ(Ri) = { raines de PΦ
i (X) dans J̃ } ar Pi(X) se déompose en fateurs dupremier degré dans T 1

i :
Pi(X) = (X − zi 1 =θi) . . . (X − zi di

) ,et don
PΦ

i (X) = (X − Φ(θi)=vi) . . . (X − Φ(zi di
)) .On en déduit que T 2

i est le orps de déomposition sur T 2
i−1 du polyn�me PΦ

i (X).En e�et omme Φ(Ri) ⊆ T 2
i , on a trivialement

T 2
i = T 2

i (Φ(zi 1)=vi, . . . ,Φ(zi di
)) ;et puisque T 2

i = T 2
i−1(vi),

T 2
i = T 2

i−1(Φ(zi 1)=vi, . . . ,Φ(zi di
)) .L'extension T 2

i /T
2
i−1 est don normale, et par suite galoisienne. �



Chapitre 3RAFFINEMENTS DE TOURS DE CORPSLe hapitre préédent introduisait la notion de tour galoisienne jouant pour lesorps un r�le analogue à elui des suites normales pour les groupes. Ce parallèleave les groupes se poursuivra au hapitre 4 en un quasi-ditionnaire par desanalogues, au départ inespérés, des élèbres théorèmes de Shreier et de Jordan-Hölder. Nous nous intéressons ii à la notion lef de es futurs énonés, elle dera�nement d'une tour (galoisienne) de orps qui néessite, hélas, une mise aupoint tehnique assez lourde.1. Dé�nition d'un ra�nement et d'un ra�nement galoisienDé�nition & Convention 1.1. Soient L/K une extension algébrique, et
(F ) K = F0 ≤ F1 ≤ · · · ≤ Fi ≤ Fi+1 ≤ · · · ≤ Fm = Lune tour de L/K (f. dé�nition & onvention 1.1 du hapitre 2).(1) Nous appelons "ra�nement de (F)" toute tour
(E) K = E0 ≤ E1 ≤ · · · ≤ Ej ≤ Ej+1 ≤ · · · ≤ En = Lde L/K véri�ant les deux onditions suivantes :(RAF1) m ≤ n(RAF2) il existe une suite �nie d'indies

0 ≤ j0 < j1 < · · · < jm ≤ ntelle que
∀i ∈ {0, . . . , m} Fi = Eji

.En partiulier pour la tour triviale (F ) (f. Chap. 2, Déf. & Conv. 1.1), nousonvenons que pour m = 0, la suite �nie d'indies i-dessus se réduit à
0 ≤ j0 ≤ n .(2) Nous appelons "ra�nement propre de (F )" tout ra�nement (E) de (F ) quivéri�e la ondition supplémentaire(RAF3) ∃j ∈ {1, . . . , n− 1} ∀i ∈ {0, . . . , m} Ej 6= Fi .Sholie. Cette dé�nition est un analogue exat, mutatis mutandis, de elle utiliséepour les suites normales de groupes qui �gure lairement dans [34, p.120℄.55



56 3. RAFFINEMENTS DE TOURS DE CORPSRemarques 1.2. (1) La ondition (RAF1) est redondante : elle est impliquéepar (RAF2), puisque l'on a lairement
∀i ∈ {0, . . . , m} i ≤ ji .Cependant (RAF1) o�re un moyen ommode pour préséletionner les tours sus-eptibles d'être des ra�nements.(2) Le ra�nement (E) de la dé�nition & onvention 1.1.(1) peut s'érire

(E) K = E0 ≤ · · · ≤ Ej0 = F0 = K ≤ · · · ≤ Ej1 = F1 ≤ · · · ≤ Eji
= Fi ≤ . . .

· · · ≤ Ej ≤ Ej+1 ≤ · · · ≤ Ejm = Fm = L ≤ · · · ≤ En = L .(3) Toutes les répétitions de la tour (F ) sont reproduites dans la tour (E). Il nepeut exister de ra�nement supprimant des orps. Un ra�nement qui ajoute unorps nouveau, distint de tous eux de la tour de départ (ondition (RAF3)),est "propre".La dé�nition suivante préise la dé�nition & onvention générale 1.1 préé-dente, à l'instar de e qui a été fait au hapitre 2 pour les tours strites, galoi-siennes, et.Dé�nition 1.3. Soient L/K une extension algébrique, (F ) une tour de L/K et
(E) un ra�nement de (F ) (f. Déf. & Conv. 1.1).(1) Nous disons que (E) est un "ra�nement strit" de (F ) si et seulement si 'estune tour strite (f. Chap. 2, Déf. & Conv. 1.1.(1) ).(2) Nous disons que (E) est un "ra�nement trivial" de (F ) si et seulement si'est un ra�nement de (F ) non propre, autrement dit qui véri�e omme onditionsupplémentaire la négation de (RAF3) dans la dé�nition & onvention 1.1.(2),i.e.(RAFT) ∀j ∈ {1, . . . , n− 1} ∃i ∈ {0, . . . , m} Ej = Fi .(3) Nous appelons "ra�nement identité" de (F ), la tour (F ) elle-même.(4) Nous disons que (E) est un "ra�nement galoisien" de (F ) si et seulement si'est un ra�nement de (F ) qui véri�e la ondition supplémentaire(RAFG) ∀j ∈ {1, . . . , n− 1} (∀i ∈ {0, . . . , m} Ej 6= Fi) ⇒ Ej−1 EEj

m
EjրEj−1 .Sholie.Toutes es notions sont évidemment umulables : ra�nement strit propre,ra�nement galoisien strit, et.Remarques 1.4. (1) Une tour (F ) non strite (f. Chap. 2, Déf. & Conv. 1.1)n'admet pas de ra�nement strit.(2) Le ra�nement identité est un ra�nement galoisien trivial.(3) Un ra�nement galoisien (E) d'une tour (F ) n'est pas néessairement une tourgaloisienne : le ra�nement identité d'une tour non galoisienne par exemple.



1. DÉFINITION D'UN RAFFINEMENT ET D'UN RAFFINEMENT GALOISIEN 57Fait 1.5. (1) Tout ra�nement trivial est galoisien.(2) Un ra�nement qui est une tour galoisienne est un ra�nement galoisien.Démonstration. (1) Soient L/K une extension,
(F ) K = F0 ≤ · · · ≤ Fi ≤ · · · ≤ Fm = Lune tour de L/K, et
(E) K = E0 ≤ · · · ≤ Ej ≤ · · · ≤ En = Lun ra�nement trivial de (F). Dire que (E) est galoisien signi�e que que dèsqu'un orps Ej est distint de tous les Fi, il est néessairement galoisien sur Ej−1(ondition (RAFG) de la dé�nition 1.3). Mais la trivialité de (E) signi�e que tousles Ej sont des Fi (ondition (RAFT)). La ondition (RAFG) est don satisfaitepuisqu'elle n'impose rien.(2) Dire que la tour (E) est galoisienne revient à dire (f. Chap. 2, Déf. & Conv.1.1.(2)) que toutes les marhes Ej/Ej−1 (j = 1, . . . , n) sont galoisiennes. Laondition (RAFG) est dès lors lairement véri�ée. �Fait 1.6. ("Transitivité des notions de ra�nement et de ra�nement galoisien")Soient L/K une extension et
(F ) K = F0 ≤ · · · ≤ Fi ≤ · · · ≤ Fm = Lune tour de L/K. Tout ra�nement (resp. ra�nement galoisien) (R) d'un ra�-nement (resp. d'un ra�nement galoisien) (E) de (F ) est un ra�nement (resp.un ra�nement galoisien) de (F ).Démonstration. En vertu de la remarque 1.2.(2)

(E) K = E0 ≤ · · · ≤ Ej0 = F0 = K ≤ · · · ≤ Eji
= Fi ≤ · · · ≤ Ej ≤ . . .

· · · ≤ Ejm = Fm ≤ · · · ≤ En = Loù 0 ≤ j0 < j1 < · · · < jm ≤ n et Fi = Eji
pour tout i ∈ {0, . . . , m}. De même,omme (R) est un ra�nement de (E), on a en partiulier

(R) K = R0 ≤ · · · ≤ Rk0 = E0 = K ≤ · · · ≤ Rkji
= Eji

≤ · · · ≤ Rk ≤ . . .
· · · ≤ Rkjm

= Ejm ≤ · · · ≤ Rl = Lave 0 ≤ kj0 < kj1 < · · · < kjm ≤ l et Fi = Eji
= Rkji

pour tout i ∈ {0, . . . , m}.Cei su�t à établir que (R) est un ra�nement de (F ) elle-même.Montrons maintenant que lorsque (E) (resp. (R)) est en fait un ra�nementgaloisien de (F ) (resp. (E)), (R) est néessairement un ra�nement galoisien de
(F ), i.e. véri�e la ondition (f. Déf. 1.3.(4))(RAFG) ∀k ∈ {1, . . . , l − 1} (∀i ∈ {0, . . . , m} Rk 6= Fi) ⇒ Rk−1 ERk .



58 3. RAFFINEMENTS DE TOURS DE CORPSSoit k ∈ {1, . . . , l− 1} tel que Rk 6= Fi pour tout i ∈ {0, . . . , m}. De deux hosesl'une :- Ou bien Rk est distint de tous les Ej , i.e.
∀j ∈ {0, . . . , n} Rk 6= Ej ,et alors la ondition (RAFG) traduisant que (R) est un ra�nement galoisien de

(E) implique immédiatement Rk−1 ERk.- Ou bien Rk est déjà un orps de la tour (E), i.e.
∃j ∈ {0, . . . , n} Rk = Ej .Alors, par dé�nition de k,

∀i ∈ {0, . . . , m} Rk = Ej 6= Fi .Si l'on traduit ette fois que (E) est un ra�nement galoisien de (F ), nous obtenons
Rkj−1

= Ej−1 E Ej = Rkj
.Supposons que l'on ait hoisi j minimal dans l'ensemble des indies j tels que

Rk = Ej . Notons tout d'abord que j ≥ 1, sans quoi j = 0 et Rk = E0 = K = F0qui ontredit notre hypothèse initiale sur k. Maintenant si l'on avait k − 1 <
kj−1, i.e. k ≤ kj−1, on aurait par roissane de la suite des Rk (Chap. 2, Déf. &Conv. 1.1)

Ej = Rk ≤ Rkj−1
= Ej−1 ≤ Ej ;d'où Rk = Ej−1, qui ontredirait la minimalité de j. Don néessairement kj−1 ≤

k − 1 et
Rkj−1

≤ Rk−1 ≤ Rk= =
Ej−1 E Ej .L'extension Rk/Rk−1 est ainsi bien galoisienne. �On a déjà dit dans la remarque 1.4.(3) qu'un ra�nement galoisien d'une tourquelonque n'est pas néessairement une tour galoisienne. Cependant, nous dis-posons de la proposition suivante, que l'on peut regarder omme une justi�ationde notre dé�nition d'un ra�nement galoisien.Proposition 1.7. Un ra�nement galoisien d'une tour galoisienne est enore unetour galoisienne. Préisément, soit

(T ) K = T0 E T1 E · · ·E Ti E · · ·E Tm = Lune tour galoisienne (f. Chap. 2, Déf. & Conv. 1.1.(2)). Tout ra�nement galoi-sien de (F )

(R) K = R0 ≤ · · · ≤ Rj0 = T0 = K ≤ · · · ≤ Rj1 = T1 ≤ · · · ≤ Rji
= Ti ≤ . . .

· · · ≤ Rj ≤ · · · ≤ Rjm = Tm = L ≤ · · · ≤ Rn = Lest une tour galoisienne :
∀j ∈ {0, . . . , n− 1} Rj ERj+1 ⇔ Rj+1րRj .



1. DÉFINITION D'UN RAFFINEMENT ET D'UN RAFFINEMENT GALOISIEN 59Démonstration. Raisonnons par l'absurde en supposant que la tour (R) ne soitpas galoisienne, don omporte au moins une marhe non galoisienne :
∃g ∈ {0, . . . , n− 1} Rg+1տRg .Considérons alors l'ensemble

J := {j ∈ {1, . . . , n− 1} | ∀i ∈ {0, . . . , m} Rj 6= Ti} .L'indie g + 1 ne peut être dans J , sans quoi l'on aurait
∀i ∈ {0, . . . , m} Rg+1 6= Ti ,et par la ondition (RAFG) de (R) (f. Déf. 1.3.(4))
Rg E Rg+1 : ontradition.Si g + 1 = n, Rg+1 = L = Tm. Si g + 1 ∈ {1, . . . , n− 1},

g + 1 /∈ J ⇐⇒ (∃i ∈ {0, . . . , m} Rg+1 = Ti) .Don, dans tous les as,
∃i ∈ {0, . . . , m} Rg+1 = Ti .Soit ip le plus petit des indies i tels que l'on ait Rg+1 = Ti :

ip := min{i ∈ {0, . . . , m} | Rg+1 = Ti} .Néessairement ip ≥ 1, ar sinon ip = 0 et
K = T0 = Rg+1 ≥ Rg ≥ Kqui impliquerait Rg+1 = Rg = K et l'extension Rg+1/Rg serait galoisienne :ontradition. Don ip − 1 ∈ {0, . . . , m}. La minimalité de ip interdit que Rg+1 =

Tip−1. Ainsi Rg+1 6= Tip−1 et par la roissane de la suite {Ti}0≤i≤m,
Tip−1 ≤ Tip = Rg+1

Tip−1 6= Rg+1

}
⇒ Tip−1 < Rg+1 .Par ailleurs, omme (R) est un ra�nement de (T ), Tip−1 est l'un des orps de latour (R). Érivons pour alléger la notation jp := jip−1 ; alors

Rjp = Tip−1 < Rg+1 ⇒ jp < g + 1 ⇔ jp ≤ g(puisque jp ≥ g + 1 impliquerait Rjp ≥ Rg+1 : ontradition). Don
Tip−1 = Rjp ≤ Rg .Finalement

Tip−1 ≤ Rg ≤ Rg+1 = Tip .L'hypothèse que (T ) est une tour galoisienne nous assure en partiulier que l'ex-tension Tip/Tip−1 est galoisienne. Il en est don de même de sa sous-extension
Rg+1/Rg, e qui ontredit notre hypothèse initiale Rg+1տRg. Cette dernière nepeut être faite ; 'est don que la tour (R) est bien galoisienne. �



60 3. RAFFINEMENTS DE TOURS DE CORPSLa proposition préédente admet un analogue galtourable.Proposition 1.8. Tout ra�nement galoisien d'une tour galtourable est une tourgaltourable.Démonstration. Celle de la proposition 1.7, mutatis mutandis, puisque l'on saitque toute sous-extension d'une extension galtourable est galtourable (f. Prop.2.9 du hapitre 2 ). �Préisons maintenant le lien entre tours galtourables et tours galoisiennes.Proposition 1.9. Toute tour galtourable admet un ra�nement galoisien qui estune tour galoisienne.Démonstration. Soit
(F ) K = F0 ≶ F1 ≶ . . . ≶ Fi ≶ . . . ≶ Fm = Lune tour galtourable (f. Déf. 1.5 et Not. 1.9.(5) du hapitre 2). En tant qu'ex-tension galtourable, haune des marhes Fi+1/Fi admet une tour galoisienne

(Ti) Fi = Tji
E Tji+1 E · · · E Tji+1

= Fi+1où
ji < ji + 1 ≤ ji+1 ⇒ ji < ji+1 .En juxtaposant, 'est à dire en mettant bout à bout, les tours galoisiennes (Ti),on obtient la tour galoisienne

(T ) K = F0 = Tj0 E Tj0+1 E · · · E Tj1 = F1 E · · · E Tjm = Fm = Lave
0 ≤ j0 < j1 < · · · < jm ≤ jmet
Fi = Tji

(i = 0, . . . , m) ,e qui montre que (T ) est un ra�nement de (F ). Comme 'est une tour galoi-sienne, 'est un ra�nement galoisien de (F ) (f. Fait 1.5.(2)). �Sholie. La démonstration préédente n'est qu'une généralisation de elle du Fait2.7 du hapitre 2.En ontraste ave les extensions galoisiennes la proposition 1.9 admet leCorollaire 1.10. Soit L/K une extension admettant une tour galtourable. Alors
L/K est une extension galtourable.Démonstration. D'après la proposition 1.9, ette tour galtourable admet un raf-�nement galoisien qui est une tour galoisienne (de L/K). Don L/K admet unetour galoisienne, i.e. est galtourable (f. Chap. 2, Déf. 1.4 ). �



2. TOUR STRICTE ASSOCIÉE 61A partir de la notion d'extension galoisienne, nous avons dé�ni la lasse pluslarge des extensions admettant une tour galoisienne. Le orollaire 1.10 préédentexprime que l'on ne peut pas aller plus loin dans ette diretion : la lasse desextensions admettant une tour galtourable n'est que elle des extensions galtou-rables elle-même. Préisément :Corollaire 1.11. Soit Ω un orps �xé. Dans Ω, l'ensemble des extensions gal-tourables est égal à elui des extensions admettant une tour galtourable.Démonstration. Toute extension galtourable LրւK admet la tour galtourable
K = F0 ≶ F1 = L .L'autre inlusion est fournie par le orollaire 1.10. �2. Tour strite assoiéeLa dé�nition même d'un ra�nement suppose la onservation des répétitionsdes orps dans une tour donnée. Le but de e qui suit est d'introduire un moyentehnique de "supprimer" es répétitions, e qui s'avérera néessaire pour parlerde tour de omposition (f. Chap. 4).Proposition & Dé�nition 2.1. Soient L/K une extension quelonque et

(F ) K = F0 ≤ · · · ≤ Fi ≤ · · · ≤ Fm = Lune tour de L/K. Il existe une tour strite (S) de L/K (f. Chap. 2, Déf. &Conv. 1.1.(1)) et une seule, telle que (F ) soit un ra�nement trivial de (S) (f.Déf. 1.3.(2)). Nous appelons (S) "la tour strite assoiée à (F )", et nous la notons
(F<) := (S) .Démonstration. (1) Existene. Il s'agit en fait d'e�aer les répétitions de la tour

(F ). Préisément, notons F l'ensemble des orps de (F ) :
F := {F0, . . . , Fi, . . . , Fm} ;et soit

n := |F| − 1 ≤ m .Renumérotons F de manière roissante en érivant
F = {Fj0, . . . , Fji

, . . . , Fjn}ave, don,
∀(k, l) ∈ {0, . . . , n}2 k < l ⇒ Fjk

< Fjl
.En posant Si := Fji

(i ∈ {0, . . . , n}) , on obtient lairement la tour strite
(S) S0 = Fj0 = F0 = K < · · · < Si = Fji

< · · · < Sn = Fjn = Fm = Lde L/K, ave la suite �nie d'indies
0 ≤ j0 < j1 < · · · < jn ≤ m .



62 3. RAFFINEMENTS DE TOURS DE CORPSEn e�et, on aurait dans le as ontraire l'existene d'un ouple (k, l) ∈ {0, . . . , n}2ave k < l et jl ≤ jk, et par roissane de la suite {Fi}0≤i≤m , Fjl
≤ Fjk

quiontredit la roissane de la numérotation de F .Comme on a Si = Fji
(i ∈ {0, . . . , n}) par onstrution, ei prouve la ondition(RAF2) de la dé�nition & onvention 1.1.(1), et (F ) est un ra�nement de (S).La ondition (RAFT) de la dé�nition 1.3.(2) étant évidemment véri�ée, il est deplus trivial.(2) Uniité. Soit maintenant

(S ′) K = S ′
0 < · · · < S ′

i′ < · · · < S ′
n′ = Lune autre tour strite de L/K de ra�nement trivial (F ). On a aussi

F = {S ′
0, . . . , S

′
n′} .En e�et soit Fi ∈ F = {F0, . . . , Fi, . . . , Fm}. Si l'on avait Fi /∈ {S ′

0, . . . , S
′
n′}, latour (F ) serait un ra�nement propre (f. Déf. & Conv. 1.1.(2)), i.e. non trivial :ontradition ave la dé�nition de (S ′). L'inlusion inverse traduit simplementque (F ) est un ra�nement de (S ′). L'égalité préédente implique que

n+ 1 = |F| = |{S ′
0, . . . , S

′
n′}| .Mais (S ′) étant strite,

|{S ′
0, . . . , S

′
n′}| = n′ + 1 ,de sorte que néessairement n′ = n. Raisonnons maintenant par l'absurde ensupposant que (S) 6= (S ′). Par le (3) de la dé�nition & onvention 1.1 du hapitre2 ela équivaut à e que

{i ∈ {0, . . . , n} | Si 6= S ′
i } 6= ∅ .Soit l le plus petit élément de et ensemble non vide d'entiers. Comme d'aprèse qui préède

F = {S0, . . . , Sn} = {S ′
0, . . . , S

′
n} ,il existe j dans {0, . . . , n} tel que

j 6= l , Sl = S ′
j .Si l'on avait j < l, on déduirait de la minimalité de l que Sj = S ′

j = Sl quiontredit que (S) est une tour strite. Don j ≥ l, i.e. j > l (puisque j 6= l pardé�nition). Comme (S ′) est strite, on obtient alors S ′
l < S ′

j. De même, il existe
k dans {0, . . . , n} tel que S ′

l = Sk. Mutatis mutandis, on montre que k > l et
Sl < Sk. Mais alors

Sl < Sk= = ontradition.
S ′

j > S ′
l

�



2. TOUR STRICTE ASSOCIÉE 63Remarques 2.2. (1) Lorsque (F ) est strite, on a lairement (F<) = (F ). Enpartiulier, la tour triviale est strite (f. Chap. 2, Déf. & Conv. 1.1.(1)) et
(F ) = (F<) K = F0 = L .(2) La démonstration de l'uniité de la tour strite onsiste en fait à montrer queelle-i ne peut être obtenue que par renumérotation roissante de F (numérota-tion qui est unique).La notion de tour strite assoiée à une tour donnée est ompatible ave ellede ra�nement.Proposition 2.3. Soient L/K une extension quelonque et

(F ) K = F0 ≤ · · · ≤ Fi ≤ · · · ≤ Fm = Lune tour de L/K. Pour tout ra�nement
(E) K = E0 ≤ · · · ≤ Ej ≤ · · · ≤ En = Lde (F ), (E<) est un ra�nement de (F<) (Prop.&Déf. 2.1).Sholie. En général (E<) ne ra�ne pas (F ), ar les répétitions éventuelles de (F )ont disparu dans (F<), et ne peuvent se retrouver dans la tour strite (E<).Démonstration. Érivons

(F<) K = F0 = F<0 < · · · < F<m′ = Fm = L ;

(E<) K = E0 = E<0 < · · · < E<n′ = En = L .Comme (F ) est un ra�nement trivial de (F<), on a
F := {F0, . . . , Fm} = {F<0, . . . , F<m′} ;de même
E := {E0, . . . , En} = {E<0, . . . , E<n′} .L'hypothèse que (E) est un ra�nement de (F ) signi�e qu'il existe une suite �nied'entiers

0 ≤ j0 < j1 < · · · < jm ≤ ntelle que
∀i ∈ {0, . . . , m} Fi = Eji

.Cela implique en partiulier que F ⊆ E . Ainsi
∀i′ ∈ {0, . . . , m′} ∃j′i′ ∈ {0, . . . , n′} F<i′ = E<j′

i′
.Fixons une suite de tels entiers : {j′i′}0≤i′≤m′ . Elle est stritement roissante. Ene�et, raisonnons par l'absurde en supposant qu'il existe 0 ≤ i′1 < i′2 ≤ m′ ave

j′i′2
≤ j′i′1

. On a alors E<j′
i′2

≤ E<j′
i′1

par roissane de toute tour de orps. Tandisque, omme la tour (F<) est strite, l'inégalité i′1 < i′2 entraine
E<j′

i′
1

= F<i′1
< F<i′2

= E<j′
i′
2

: ontradition.



64 3. RAFFINEMENTS DE TOURS DE CORPSPar onséquent
0 ≤ j′0 < j′1 < · · · < j′m′ ≤ n′ave

∀i′ ∈ {0, . . . , m′} F<i′ = E<j′
i′
.Or ei exprime préisément que (E<) est un ra�nement de (F<) (Déf. & Conv.1.1.(1)). �Corollaire 2.4. Pour toute tour strite (F ) de L/K et tout ra�nement (E) de

(F ), (E<) est enore un ra�nement de (F ).Démonstration. Cela déoule immédiatement de e que (F<) = (F ) (f. Rem.2.2.(1)) et de la proposition 2.3 préédente. �Nous énonçons maintenant un fait bien intuitif, de démonstration élémentairemais subtile. Il sera préisé davantage au hapitre 4. Nous le faisons �gurer ii aril est indispensable pour généraliser la proposition 2.3 aux ra�nements galoisiens.Fait 2.5. Soient L/K une extension quelonque,
(F ) K = F0 ≤ · · · ≤ Fi ≤ · · · ≤ Fm = Lune tour de L/K, et

(F<) K = F0 = F<0 < · · · < F<j < · · · < F<m′ = Fm = Lla tour strite assoiée à (F ) (f. Prop. & Déf. 2.1). Alors toute marhe de (F<)est une marhe de (F ).Démonstration. Le résultat est trivial si K = L. Supposons L 6= K de sorteque l'on puisse onsidérer F<j+1/F<j (j ∈ {0, . . . , m′ − 1}) une marhe de (F<).Comme (F ) est un ra�nement de (F<), on sait
∃ij < ij+1 Fij = F<j < F<j+1 = Fij+1

.Considérons l'ensemble d'entiers
Ij+1 := {i ∈ {0, . . . , m} | Fi = F<j+1} .Comme l'ensemble Ij+1 6= ∅ puisque Fij+1

= F<j+1, il admet un plus petit élément,et nous pouvons onsidérer
l := (min Ij+1) − 1.Avoir l + 1 ≤ ij onduirait à Fl+1 ≤ Fij qui ontredit Fij = F<j < F<j+1 = Fl+1.On a don 0 ≤ ij < l + 1 et en partiulier l ≥ 0. D'où l'existene de Fl. Laminimalité de l + 1 dans Ij+1 interdit que Fl = F<j+1 = Fl+1. Don
Fl < Fl+1 = F<j+1 .



2. TOUR STRICTE ASSOCIÉE 65Comme par ailleurs Fij ≤ Fl (puisque ij < l + 1 ⇔ ij ≤ l), on a la tour
F<j = Fij ≤ Fl < Fl+1 = F<j+1 .Or, par dé�nition, (F ) ra�ne trivialement (F<) et don
∃j′ ∈ {0, . . . , m′} Fl = F<j′ .Montrons maintenant que néessairement j′ = j. Si tel n'était pas le as, onaurait :- Ou bien j′ < j et Fl = F<j′ < F<j ; d'où
Fl < F<j = Fij < F<j+1 = Fl+1 .Mais ei pose un insurmontable problème à ij, qui ne peut ni être inférieur ouégal à l (par l'inégalité strite de gauhe), ni supérieur ou égal à l + 1 (par ellede droite) : ontradition.- Ou bien j + 1 ≤ j′ et F<j+1 ≤ F<j′ = Fl qui ontredit diretement

Fl < Fl+1 = F<j+1 .Il est don prouvé que j′ = j. Finalement
(F<j+1/F<j) = (Fl+1/Fl)et don (F<j+1/F<j) est bien une marhe de (F ). �Nous montrerons au hapitre 4, orollaire 1.6, que la réiproque est vraie :toute marhe non triviale de (F ) est une marhe de (F<).Tirons ii du Fait 2.5 préédent l'importantCorollaire 2.6. Soit L/K une extension galtourable (Chap. 2, Déf. 1.4). Pourtoute tour galoisienne

(T ) K = T0 E · · ·E Ti · · ·E Tm = Lde L/K, la tour strite (T<) assoiée à (T ) (Prop. & Déf. 2.1) est aussi galoi-sienne :
(T<) K = T0 = T<0 ⊳ · · · ⊳ T<j ⊳ · · ·⊳ T<m′ = Tm = L .Démonstration. Toute marhe de (T<) est une extension galoisienne, en tant quemarhe de (T ). �On a vu que la notion de tour strite assoiée est ompatible ave elle dera�nement (Prop. 2.3). Voyons qu'il en est de même ave la notion de ra�nementgaloisien.



66 3. RAFFINEMENTS DE TOURS DE CORPSProposition 2.7. Soient L/K une extension quelonque, et
(F ) K = F0 ≤ · · · ≤ Fi ≤ · · · ≤ Fm = Lune tour de L/K. Pour tout ra�nement galoisien (Déf. 1.3.(4))
(E) K = E0 ≤ · · · ≤ Ek ≤ · · · ≤ En = Lde (F ), (E<) est un ra�nement galoisien de (F<).Démonstration. On sait déjà, par la proposition 2.3, que (E<) est un ra�nementde

(F<) K = F0 = F<0 < · · · < F<j < · · · < F<m′ = Fm = L .Il reste à voir que
(E<) K = E0 = E<0 < · · · < E<l < · · · < E<n′ = En = Lvéri�e la ondition (RAFG) du (4) de la dé�nition 1.3. Notons que le Fait 2.5assure que toutes les marhes de (E<) sont des marhes de (E) :

∀l ∈ {1, . . . , n′} ∃kl ∈ {1, . . . , n} (E<l/E<l−1) = (Ekl
/Ekl−1) .Supposons qu'il existe l ∈ {1, . . . , n′ − 1} tel que

∀j ∈ {0, . . . , m′} E<l 6= F<j .(Si un tel l n'existe pas, le ra�nement est trivial, don galoisien (Fait 1.5.(1))). Envertu de la démonstration de la proposition & dé�nition 2.1, on sait par ailleursque
{F<0, . . . , F<m′} = {F0, . . . , Fm} .Dès lors on a

∀i ∈ {0, . . . , m} E<l 6= Fi .Comme E<l = Ekl
, 'est don que

∀i ∈ {0, . . . , m} Ekl
6= Fi .Par la ondition (RAFG) du ra�nement galoisien (E) de (F ), on obtient �nale-ment que

(E<l = Ekl
րEkl−1 = E<l−1)e que l'on voulait. �Corollaire 2.8. Pour toute tour strite (F ) de L/K et tout ra�nement galoisien

(E) de (F ), (E<) est enore un ra�nement galoisien de (F ).Démonstration. Celle du orollaire 2.4 mutatis mutandis. �L'introdution des tours strites assoiées nous permet d'érire la version stritesuivante de la proposition 1.9 :Proposition 2.9. Toute tour galtourable strite admet un ra�nement galoisienqui est une tour galoisienne strite.



3. TOUR RESTREINTE, TOUR RATIO 67Démonstration. Soit (F ) une tour galtourable strite
(F ) K = F0 ≶ · · · ≶ Fi ≶ · · · ≶ Fm = L .La proposition 1.9 fournit une tour galoisienne

(T ) K = F0 = T0 E · · ·E Tj E · · · E Tn = Lqui est un ra�nement (néessairement galoisien par le Fait 1.5.(2)) de (F ). Laproposition 2.7 assure que la tour strite assoiée (T<) est un ra�nement galoisiende (F<) = (F ) (Remarque 2.2.(1)). Et le orollaire 2.6 erti�e que (T<) est enoreune tour galoisienne. �Notons en�n le fait suivant onernant les tours strites.Fait 2.10. Soient L/K une extension et
(F ) K = F0 < · · · < Fi < · · · < Fm = Lune tour strite de L/K. Pour tout ra�nement trivial strit

(E) K = E0 = F0 = Ej0 < · · · < Eji
= Fi < · · · < Ejm = Fm = Lde (F ), on a néessairement (E) = (F ) (Chap. 2, Déf. & Conv. 1.1.(3)).Démonstration. La tour (F ) est strite de ra�nement trivial (E). Par l'uniitéde la Prop. & Déf. 2.1, 'est don que (F ) = (E<). Or (E) étant une tour strite,on a (E<) = (E) d'après la remarque 2.2.(1). D'où la onlusion. �3. Tour restreinte, tour ratioL'obtention de ra�nements de tours de orps sera notre objet dans les hapitres4, 6 et 7. Nous voulons ii introduire une méthode de fragmentation qui serautilisée au hapitre 7 �nal. La dé�nition suivante préise la notion intuitive desuppression, à gauhe ou à droite, des orps d'une tour donnée.Dé�nition 3.1. Soient L/K une extension quelonque et

(F ) K = F0 ≤ · · · ≤ Fi ≤ · · · ≤ Fm = Lune tour de L/K. Pour tout indie �xé r ∈ {0, . . . , m}, nous appelons :(1) "Tour restreinte de (F ) à l'indie r", et nous notons
(resr(F ))la tour obtenue en supprimant dans (F ) les r premiers orps, i.e. F0, F1, . . . , Fr−1 :

(resr(F )) Fr ≤ · · · ≤ Fi ≤ · · · ≤ Fm = L .



68 3. RAFFINEMENTS DE TOURS DE CORPS(2) "Tour ratio de (F ) à l'indie r", et nous notons
(ratr(F ))la tour obtenue en supprimant dans (F ) lesm−r derniers orps, i.e. Fr+1, . . . , Fm :

(ratr(F )) K = F0 ≤ · · · ≤ Fi ≤ · · · ≤ Fr .(3) "Tour in�atée à L de (ratr(F ))", et nous notons(infL(ratr(F ))) ou (infL,r(F ))la tour obtenue en onservant tous les orps Fi de (ratr(F )) sauf le dernier, quel'on remplae par L :
(infL,r(F )) K = F0 ≤ · · · ≤ Fi ≤ · · · ≤ Fr−1 ≤ L .(4) Lorsque la tour (F ) est strite (Chap. 2, Déf. & Conv. 1.1.(1)), on éritpar abus de notation (resFr(F )) (resp. (ratFr(F ))) au lieu de (resr(F )) (resp.

(ratr(F ))).Pour �xer les idées, donnons l'immédiatFait 3.2. Dans les notations de la dé�nition 3.1, et en onvenant d'érire (K)(resp. (L)) la tour réduite au seul orps K (resp. L), on a :
(res0(F )) = (F ) , (resm(F )) = (L) ;
(rat0(F )) = (K) , (ratm(F )) = (F ) ;
(infL,0(F )) = (L) , (infL,m(F )) = (F ) .La proposition suivante justi�e les dé�nitions qui préèdent.Proposition 3.3. Soient L/K une extension quelonque et
(F ) K = F0 ≤ · · · ≤ Fi ≤ · · · ≤ Fm = Lune tour de L/K. Soit r un entier �xé quelonque dans {0, . . . , m}.(1) Pour tout ra�nement

(E) K = E0 ≤ · · · ≤ Ej0 = F0 = K ≤ · · · ≤ Eji
= Fi ≤ . . .

· · · ≤ Ejr = Fr ≤ · · · ≤ Ejm = Fm = L ≤ · · · ≤ En = Lde (F ) (f. Rem. 1.2.(2)), la tour restreinte (resp. ratio) à l'indie jr de (E), i.e.
(resjr(E)) (resp. (ratjr(E))), est un ra�nement de (resr(F )) (resp. (ratr(F ))).(2) Réiproquement, pour tout ra�nement (S) de (resr(F )) et tout ra�nement
(R) de (ratr(F )), il existe un unique ra�nement (E) de (F ) tel que l'on ait à lafois (resjr(E)) = (S) et (ratjr(E)) = (R).



3. TOUR RESTREINTE, TOUR RATIO 69Démonstration. (1) Puisque (E) ra�ne (F ), on a par dé�nition (Déf. & Conv.1.1.(1))
0 ≤ j0 < · · · < ji < · · · < jr < · · · < jm ≤ nave

∀i ∈ {0, . . . , m} Fi = Eji
.Alors à l'évidene

jr ≤ jr < · · · < jm ≤ n (resp. 0 ≤ j0 < · · · < jr ≤ jr )ave
∀i ∈ {r, . . . ,m} Fi = Eji

(resp. ∀i ∈ {0, . . . , r} Fi = Eji
) .Cei établit diretement que

(resjr(E)) Fr = Ejr ≤ · · · ≤ Eji
= Fi ≤ · · · ≤ Ej ≤ . . .

· · · ≤ Ejm = Fm = L ≤ · · · ≤ En = L( resp. (ratjr(E)) K = E0 = F0 ≤ · · · ≤ Ej0 = F0 = K ≤ . . .

· · · ≤ Eji
= Fi ≤ · · · ≤ Ej ≤ · · · ≤ Ejr = Fr )est un ra�nement de

(resr(F )) Fr ≤ · · · ≤ Fi ≤ · · · ≤ Fm = L( resp. (ratr(F )) K = F0 ≤ · · · ≤ Fi ≤ · · · ≤ Fr ) .(2) Érivons :
(S) Fr = S0 ≤ · · · ≤ Sk ≤ · · · ≤ Sp = L

(R) K = R0 ≤ · · · ≤ Rl ≤ · · · ≤ Rq = Fr .Comme (S) (resp. (R)) ra�ne (resr(F )) (resp. (ratr(F ))), on a par dé�nition
0 ≤ kr < · · · < km ≤ p (resp. 0 ≤ l0 < · · · < lr ≤ q )ave

∀i ∈ {r, . . . ,m} Fi = Ski
(resp. ∀i ∈ {0, . . . , r} Fi = Rli ) .Posons :

∀j ∈ {0, . . . , q} Ej := Rj , ∀j ∈ {q + 1, . . . , q + p} Ej := Sj−q ;

∀i ∈ {0, . . . , r − 1} ji := li , jr := q , ∀i ∈ {r + 1, . . . , m} ji := q + ki .On a la suite d'indies
0 ≤ j0 = l0 < · · · < jr−1 = lr−1 < jr = q < jr+1 = q + kr+1 < . . .

· · · < jm = q + km ≤ q + p .En e�et
lr−1 < lr ≤ q ⇒ jr−1 < jret

0 ≤ kr < kr+1 ⇒ jr = q ≤ q + kr < q + kr+1 = jr+1 .



70 3. RAFFINEMENTS DE TOURS DE CORPSTout ei ave
∀i ∈ {0, . . . , r − 1} Fi = Rli = Eli = Eji

Fr = Rq = Eq = Ejr

∀i ∈ {r + 1, . . . , m} Fi = Ski
= Eq+ki

= Eji(e dernier as ar
0 ≤ kr < kr+1 ≤ ki ≤ p ⇒ 1 ≤ ki ≤ p ⇒ q + 1 ≤ q + ki ≤ q + p ).Finalement, il est prouvé que

∀i ∈ {0, . . . , m} Fi = Ejie qui exprime que (E) est un ra�nement de (F ).Montrons en�n que ette tour (E) véri�e bien les onditions souhaitées. Posons
n := q + p. D'après la dé�nition 3.1

(resjr(E)) Fr = Ejr=q ≤ Eq+1 ≤ · · · ≤ Ej ≤ · · · ≤ En = L= = = =
S0 ≤ S1 ≤ · · · ≤ Sk=j−q ≤ · · · ≤ Spe qui exprime que (resjr(E)) = (S). De même, trivialement

(ratjr(E)) K = E0 ≤ · · · ≤ Ej ≤ · · · ≤ Ejr=q = Fr= = =
R0 ≤ · · · ≤ Rj ≤ · · · ≤ Rqe qui exprime que (ratjr(E)) = (R).Prouvons maintenant l'uniité de l'énoné du (2). Soit (E ′) une tour de orpstelle que (resjr(E

′)) = (S) et (ratjr(E
′)) = (R). Si l'on désigne par n′ la hauteurde (E ′), la première de es deux égalités implique diretement que

n′ = jr + p = n .Il faut prouver que E ′
j = Ej pour tout j ∈ {0, . . . , m} (f. Chap. 2, Déf. & Conv.1.1.(3)).- Si j ∈ {0, . . . , q = jr}

(ratjr(E
′)) E ′

0 ≤ · · · ≤ E ′
j ≤ · · · ≤ E ′

jr= = = =
(R) R0 ≤ · · · ≤ Rj ≤ · · · ≤ Rjrd'où

∀j ∈ {0, . . . , q} E ′
j = Rj = Ej .- Si j ∈ {q + 1, . . . , q + p = n}

(resjr(E
′)) E ′

jr
≤ E ′

jr+1 ≤ · · · ≤ E ′
j ≤ · · · ≤ E ′

n= = = = =
(S) S0 ≤ S1 ≤ · · · ≤ Sj−q ≤ · · · ≤ Sp



3. TOUR RESTREINTE, TOUR RATIO 71d'où
∀j ∈ {q + 1, . . . , n} E ′

j = Sj−q = Ej .Cei ahève la démonstration de la proposition 3.3. �Quelle est maintenant la version de la proposition 3.3 pour les ra�nementspropres ou les ra�nements galoisiens ? Nous aurons besoin duLemme 3.4. Soient L/K une extension quelonque,
(F ) K = F0 ≤ F1 ≤ · · · ≤ Fi ≤ · · · ≤ Fm = Lune tour de L/K, et r un entier �xé dans {0, . . . , m}. Pour tout ra�nement

(E) K = E0 ≤ · · · ≤ Ej0 = F0 = K ≤ · · · ≤ Eji
= Fi ≤ · · · ≤ Ej ≤ . . .

· · · ≤ Ejm = Fm = L ≤ · · · ≤ En = Lde (F ), on a les impliations suivantes :(1) ∀j ∈ {1, . . . , jr − 1} (∃ i ∈ {r + 1, . . . , m} Ej = Fi) ⇒ Ej = Fr .(1-1) ∀j ∈ {1, . . . , jr − 1},
(∀i ∈ {0, . . . , r} Ej 6= Fi) ⇒ (∀i ∈ {0, . . . , m} Ej 6= Fi) .(1-2) ( ∃ j ∈ {1, . . . , jr − 1} ∀i ∈ {0, . . . , r} Ej 6= Fi )

⇓( ∃ j ∈ {1, . . . , n− 1} ∀i ∈ {0, . . . , m} Ej 6= Fi ) .(2) ∀j ∈ {jr + 1, . . . , n− 1} (∃ i ∈ {0, . . . , r − 1} Ej = Fi) ⇒ Ej = Fr .(2-1) ∀j ∈ {jr + 1, . . . , n− 1},
(∀i ∈ {r, . . . ,m} Ej 6= Fi) ⇒ (∀i ∈ {0, . . . , m} Ej 6= Fi) .(2-2) ( ∃ j ∈ {jr + 1, . . . , n− 1} ∀i ∈ {r, . . . ,m} Ej 6= Fi )

⇓( ∃ j ∈ {1, . . . , n− 1} ∀i ∈ {0, . . . , m} Ej 6= Fi ) .Démonstration. (1) Par la roissane des suites {Fi}0≤i≤m et {Ej}0≤j≤n,
Fr ≤ Fr+1 ≤ Fi = Ej ≤ Ejr−1 ≤ Ejr = Fr ⇒ Ej = Fr .(1-1) Soit j ∈ {1, . . . , jr−1} tel que Ej 6= Fi pour tout i ∈ {0, . . . , r}. Raisonnonspar l'absurde en supposant

∃ i ∈ {0, . . . , m} Ej = Fi .Comme {0, . . . , m} = {0, . . . , r} ∪ {r + 1, . . . , m},- ou bien
(∃ i ∈ {r + 1, . . . , m} Ej = Fi) et Ej = Fr d'après (1) : ontradition ;



72 3. RAFFINEMENTS DE TOURS DE CORPS- ou bien
(∃ i ∈ {0, . . . , r} Ej = Fi) qui ontredit notre hypothèse.D'où la onlusion voulue.(1-2) Cela déoule du (1-1) en prenant le même indie

j ∈ {1, . . . , jr − 1} ⊆ {1, . . . , n− 1}des deux �tés de l'impliation.
(2) Fr = Ejr ≤ Ejr+1 ≤ Ej = Fi ≤ Fr−1 ≤ Fr ⇒ Ej = Fr .(2-1) On raisonne par l'absurde omme dans la démonstration du (1-1) i-dessusen onsidérant j ∈ {jr + 1, . . . , n− 1} tel que Ej 6= Fi pour tout i ∈ {r, . . . ,m}.Ne pas avoir le résultat annoné onduit à une ontradition, ou bien par le (2)préédent, ou bien diretement par hypothèse.(2-2) Il déoule quant à lui du (2-1) en prenant le même indie

j ∈ {jr + 1, . . . , n− 1} ⊆ {1, . . . , n− 1}des deux �tés de l'impliation. �Ave la proposition 3.3 et le lemme 3.4 préédent, nous pouvons énoner laProposition 3.5. Soient L/K une extension quelonque et
(F ) K = F0 ≤ · · · ≤ Fi ≤ · · · ≤ Fm = Lune tour de L/K. Soit r un entier �xé quelonque dans {0, . . . , m}.(1) Pour tout ra�nement propre (Déf. & Conv. 1.1.(2)) (E) de (F ),- ou la tour restreinte (resjr(E)) à l'indie jr de (E) est un ra�nement proprede (resr(F )) ;- ou la tour ratio (ratjr(E)) à l'indie jr de (E) est un ra�nement propre de

(ratr(F )).(2) Réiproquement, pour tout ra�nement (S) de (resr(F )) et tout ra�nement
(R) de (ratr(F )), tels que (R) ou (S) soit un ra�nement propre, l'unique ra�-nement (E) induit par (R) et (S) (f. Prop. 3.3.(2)) est un ra�nement proprede (F ).Démonstration. (1) On se plae dans les notations de la démonstration de laproposition 3.3. Notre hypothèse signi�e que (Déf. & Conv. 1.1.(2))

∃ j ∈ {1, . . . , n− 1} ∀i ∈ {0, . . . , m} Ej 6= Fi ;don Ej 6= Fi pour tout i dans {0, . . . , r} ou {r, . . . ,m}. Or j 6= jr ar sinon
Ej = Ejr = Fr : ontradition. Don- ou bien

∃ j ∈ {1, . . . , jr − 1} ∀i ∈ {0, . . . , r} Ej 6= Fi



3. TOUR RESTREINTE, TOUR RATIO 73e qui exprime que la tour ratio (ratjr(E)) est un ra�nement propre de (ratr(F )) ;- ou bien
∃ j ∈ {jr + 1, . . . , n− 1} ∀i ∈ {r, . . . ,m} Ej 6= Fie qui exprime que la tour restreinte (resjr(E)) est un ra�nement propre de

(resr(F )).(2) Les notations sont elles de la démonstration du (2) de la proposition 3.3 :
(S) Fr = S0 ≤ · · · ≤ Sk ≤ · · · ≤ Sp = L

(R) K = R0 ≤ · · · ≤ Rl ≤ · · · ≤ Rq = Fr .- Dire que (S) est un ra�nement propre de (resr(F )) signi�e
∃ k ∈ {1, . . . , p− 1} ∀i ∈ {r, . . . ,m} Sk 6= Fi .Don pour j := q + k,

∃ j ∈ {q + 1 = jr + 1, . . . , q + p− 1 = n− 1} ∀i ∈ {r, . . . ,m} Sj−q 6= Fi .Mais, pour un tel j, on a posé Ej := Sj−q. Ainsi
∃ j ∈ {jr + 1, . . . , n− 1} ∀i ∈ {r, . . . ,m} Ej 6= Fi .D'après le (2-2) du lemme 3.4, on en déduit que

∃ j ∈ {1, . . . , n− 1} ∀i ∈ {0, . . . , m} Ej 6= Fie qui exprime exatement que (E) est un ra�nement propre de (F ).- De la même façon, dire que (R) est un ra�nement propre de (ratr(F )) signi�e
∃ l ∈ {1, . . . , q − 1} ∀i ∈ {0, . . . , r} Rl 6= Fi .Don pour j := l,

∃ j ∈ {1, . . . , q − 1 = jr − 1} ∀i ∈ {0, . . . , r} Ej = Rj 6= Fi .D'après le (1-2) du lemme 3.4, on en déduit que
∃ j ∈ {1, . . . , n− 1} ∀i ∈ {0, . . . , m} Ej 6= Fie qui exprime enore une fois que (E) est un ra�nement propre de (F ). �Voii l'analogue galoisien de la proposition 3.3.Proposition 3.6. Dans les notations respetives de la proposition 3.3 :(1) Pour tout ra�nement galoisien (E) de (F ), la tour restreinte (resjr(E))(resp. la tour ratio (ratjr(E))) est un ra�nement galoisien de (resr(F )) (resp.

(ratr(F ))).(2) Réiproquement, pour tout ra�nement galoisien (S) de (resr(F )) et tout raf-�nement galoisien (R) de (ratr(F )), il existe un unique ra�nement galoisien
(E) de (F ) tel que l'on ait à la fois (resjr(E)) = (S) et (ratjr(E)) = (R). Cera�nement est elui de la proposition 3.3.



74 3. RAFFINEMENTS DE TOURS DE CORPSDémonstration. (1) Par dé�nition d'un ra�nement galoisien (Déf. 1.3.(4)), la tour
(E) véri�e la ondition(RAFG) ∀j ∈ {1, . . . , n− 1} ( ∀i ∈ {0, . . . , m} Ej 6= Fi ) ⇒ Ej−1 E Ej .- Considérons j ∈ {1, . . . , jr−1} tel que Ej 6= Fi pour tout i ∈ {0, . . . , r}. D'aprèsle (1-1) du lemme 3.4,

∀i ∈ {0, . . . , m} Ej 6= Fi ,d'où Ej−1 E Ej par la ondition (RAFG) i-dessus. Cei prouve que (ratjr(E))est un ra�nement galoisien de (ratr(F )).- Considérons j ∈ {jr + 1, . . . , n − 1} tel que Ej 6= Fi pour tout i ∈ {r, . . . ,m}.D'après le (2-1) du lemme 3.4,
∀i ∈ {0, . . . , m} Ej 6= Fi ,d'où Ej−1 E Ej par la ondition (RAFG). Cei prouve que (resjr(E)) est unra�nement galoisien de (resr(F )).(2) Les notations sont elles du (2) de la proposition 3.3 :

(S) Fr = S0 ≤ · · · ≤ Sk ≤ · · · ≤ Sp = L

(R) K = R0 ≤ · · · ≤ Rl ≤ · · · ≤ Rq = Fr .Prouvons que le ra�nement (E) qui y est onstruit est néessairement galoisien.Soit j ∈ {1, . . . , n−1} = {1, . . . , jr−1}∪{jr}∪{jr +1, . . . , n−1} tel que Ej 6= Fipour tout i ∈ {0, . . . , m}. On ne peut pas avoir j = jr puisque Ejr = Fr. Paronséquent :- ou bien j ∈ {1, . . . , jr − 1 = q − 1} et l'on a en partiulier
∀i ∈ {0, . . . , r} Rj = Ej 6= Fi .La ondition (RAFG) véri�ée par (R) assure alors que

Ej−1 = Rj−1 E Rj = Ej ;- ou bien j ∈ {jr + 1 = q + 1, . . . , n− 1 = q + p− 1} et pour k := j − q

∀i ∈ {r, . . . ,m} Sk = Ej 6= Fi .La ondition (RAFG) véri�ée par (S) assure alors que
Ej−1 = Sk−1 E Sk = Ej .Dans tous les as don, Ej−1 E Ej e qui exprime que (E) est un ra�nementgaloisien de (F ). �Les propositions 3.5 et 3.6 se ombinent en la proposition suivante pour lesra�nements galoisiens propres.



3. TOUR RESTREINTE, TOUR RATIO 75Proposition 3.7. Soient L/K une extension quelonque et
(F ) K = F0 ≤ · · · ≤ Fi ≤ · · · ≤ Fm = Lune tour de L/K. Soit r un entier �xé quelonque dans {0, . . . , m}.(1) Pour tout ra�nement galoisien propre (E) de (F ) (Déf. & Conv. 1.1.(2))- ou la tour restreinte (resjr(E)) à l'indie jr de (E) est un ra�nement galoisienpropre de (resr(F )) ;- ou la tour ratio (ratjr(E)) à l'indie jr de (E) est un ra�nement galoisienpropre de (ratr(F )).(2) Réiproquement, pour tout ra�nement galoisien (S) de (resr(F )) et tout raf-�nement galoisien (R) de (ratr(F )), tels que (R) ou (S) soit un ra�nementpropre, l'unique ra�nement (E) induit par (R) et (S) (f. Prop. 3.3.(2)) est unra�nement galoisien propre de (F ).Démonstration. (1) Par le (1) de la proposition 3.6, (resjr(E)) et (ratjr(E)) sontdes ra�nements galoisiens. Le (1) de la proposition 3.5 assure que l'un ou l'autreest un ra�nement propre. C'est don que (resjr(E)) ou (ratjr(E)) est un ra�-nement galoisien propre.(2) Par le (2) de la proposition 3.6, (E) est un ra�nement galoisien de (F ). Le (2)de la proposition 3.5 assure que (E) est un ra�nement propre de (F ). Autrementdit, (E) est un ra�nement galoisien propre de (F ) (f. sholie de la Déf. 1.3). �





Chapitre 4PREMIERS THÉORÈMES DE DISSOCIATIONEn théorie des groupes, on onnaît les deux élèbres théorèmes :Théorème de Shreier ([36℄, [16℄)Deux suites normales d'un même groupe admettent des ra�nements équivalents.Théorème de Jordan-Hölder ([18℄, [15℄, [16℄)Soit G un groupe admettant une suite de omposition.(i) Toute suite normale strite de G admet un ra�nement qui est une suite deomposition de G.(ii) Deux suites de omposition de G sont équivalentes.En lieu et plae d'un groupe G, nous onsidérons ii une extension galtourable
L/K. Nous remplaçons les suites normales de G et ses suites de omposition parles tours galoisiennes de L/K et ses "tours de omposition". Notre but dans ehapitre 4 est d'établir un analogue galoisien aux théorèmes de Shreier et deJordan-Hölder. Pour ela, nous dévissons, nous dissoions les tours galoisiennesde L/K autant que néessaire de façon à obtenir des "tours équivalentes" (demarhes à groupes de Galois isomorphes à l'ordre près) qui n'admettent auunra�nement galoisien propre. Nous appelons "théorèmes de dissoiation" les théo-rèmes ainsi obtenus, et nous les généraliserons dans le hapitre 7 �nal à toutesles extensions algébriques �nies.1. Tours de omposition galoisiennes,tours galoisiennes équivalentesDé�nition 1.1. Soient L/K une extension galtourable et

(F ) K = F0 E · · · E Fi E · · ·E Fm = Lune tour galoisienne de L/K.(1) Nous disons que (F ) est "une tour de omposition galoisienne de L/K" si etseulement si elle est strite et n'admet auun ra�nement galoisien propre.(2) Soit
(E) K = E0 E · · · EEj E · · ·E En = Lune autre tour galoisienne de L/K. Nous disons que (E) et (F ) sont "équiva-lentes", et nous notons (E) ∼ (F ), si et seulement si elles ont même nombre de77



78 4. PREMIERS THÉORÈMES DE DISSOCIATIONmarhes : m = n, et si, à permutation près, les groupes de Galois de es marhessont isomorphes (topologiquement en degrés in�nis) :
∃σ ∈ Sm ∀i ∈ {1, . . . , m = n} Gal(Fi/Fi−1)

∼−→ Gal(Eσ(i)/Eσ(i)−1) .Un as très partiulier de ette dé�nition est fourni par leFait 1.2. L'extension triviale L = K admet une tour de omposition galoisienneet une seule, elle à zéro marhe :
(C) K = F0 = L .Démonstration. D'après le (1) de la dé�nition & onvention 1.1 du hapitre 2,la tour triviale (C) est strite. Raisonnons par l'absurde en supposant que (C)admette un ra�nement galoisien propre

(E) K = E0 E · · · EEj0 = F0 E · · · EEj E · · ·E En = L .Par la ondition (RAF3) de la dé�nition & onvention 1.1 du hapitre 3,
∃j ∈ {1, . . . , n− 1} ∀i ∈ {0, . . . , m} Ej 6= Fi .En partiulier Ej 6= F0 = K. Dès lors, par la roissane de (E),

K = E0 ≤ Ej ≤ En = L = K ;d'où Ej = K : ontradition. Il est don établi que (C) est une tour de ompositiongaloisienne. Montrons que (C) est l'unique tour de omposition de L/K. Soit (C ′)une tour de omposition galoisienne de L/K de hauteur m′. Comme [L : K] = 1,on déduit du Fait 1.3 du hapitre 2 que néessairement m′ = 0. Don (C ′) est latour triviale et par onséquent (C ′) = (C). �La dé�nition 1.1 préédente sera étendue au hapitre 7 aux tours quelonquesd'une extension �nie via la notion de "tour d'élévation". En partiulier, il nesu�ra pas d'y enlever les quali�atifs "galoisiens".En théorie des groupes, on onnaît laProposition. Pour qu'une suite normale soit de omposition, il faut et il su�tque haun de ses fateurs soit simple.Voii son analogue galoisien :Proposition 1.3. Soit L/K une extension galtourable quelonque. Pour qu'unetour galoisienne de L/K soit de omposition (f. Déf. 1.1.(1)), il faut et il su�tque haune de ses marhes soit galsimple (Chap.2, Déf. 1.6.(2)).



1. TOURS DE COMPOSITION GALOISIENNES 79Démonstration. Montrons d'abord que l'équivalene est vraie pour l'extensiontriviale L = K. Par le Fait 1.2, elle-i admet une tour de omposition et uneseule, elle à zéro marhe :
(C) K = F0 = L .Soit don (F ) une tour de omposition galoisienne de L = K. Comme (F ) = (C),la galsimpliité des marhes de (F ) est véri�ée puisqu'il n'y en a pas.Inversement, soit (F ) une tour de L/K dont toutes les marhes sont galsimples.Si (F ) était de hauteur non nulle, elle admettrait don une marhe strite :ontradition. Finalement (F ) est de hauteur nulle ; 'est la tour de ompositiongaloisienne (C).Supposons maintenant l'extension L/K non triviale, et soit

(F ) K = F0 E · · ·E Fi E Fi+1 E · · · E Fm = Lune tour galoisienne de L/K. Supposons que (F ) soit une tour de ompositiongaloisienne et que l'une de ses marhes Fi0+1րFi0 ne soit pas galsimple. Pardé�nition de la galsimpliité et le fait que la marhe est galoisienne, il existe unorps F tel que
Fi0 ⊳ F ⊳ Fi0+1 .Soit alors (E) la tour dé�nie par





∀j ∈ {0, . . . , i0} Ej = Fj

Ei0+1 = F
∀j ∈ {i0 + 2, . . . , m+ 1} Ej = Fj−1i.e.

(E) K = E0E· · ·EEi0 = Fi0EEi0+1 = FEEi0+2 = Fi0+1E· · ·EEm+1 = Fm = L .Comme elle est galoisienne, ette tour (E) est un ra�nement galoisien de (F )(f. Chap. 3, Fait 1.5.(2)). De plus
{

∀i ∈ {0, . . . , i0} (Fi ≤ Fi0 < F ) ⇒ Fi 6= F
∀i ∈ {i0 + 1, . . . , m} (F < Fi0+1 ≤ Fi) ⇒ Fi 6= F .Don (E) est un ra�nement propre de (F ). On a ainsi onstruit un ra�nementgaloisien propre de (F ) : ontradition, puisque (F ) est de omposition.Inversement, supposons que toutes les marhes de (F ) soient galsimples. Ellessont don en partiulier toutes non triviales, et la tour (F ) est strite. Raisonnonspar l'absurde en supposant l'existene d'un ra�nement galoisien propre (E) de

(F ). D'après la proposition 1.7 du hapitre 3, 'est une tour galoisienne :
(E) K = E0 = F0 E · · ·E Eji

= Fi E · · ·E Ej E · · ·E En = Fm = L .De plus, par la dé�nition et onvention 1.1.(2) du hapitre 3, l'ensemble
{j ∈ {1, . . . , n− 1} | ∀i ∈ {0, . . . , m} Ej 6= Fi}



80 4. PREMIERS THÉORÈMES DE DISSOCIATIONest non vide. Notons l son plus petit élément. Deux as :� ou bien l − 1 = 0, El−1 = F0 ;� ou bien l − 1 ≥ 1 et par minimalité de l, il existe k dans {0, . . . , m} tel que
El−1 = Fk.Don dans tous les as

∃k ∈ {0, . . . , m} El−1 = Fk .On n'a pas El−1 = Fm ar alors
Fm = El−1 ≤ El ≤ L = Fm ⇒ El = Fm : ontradition.Don

∃k ∈ {0, . . . , m− 1} El−1 = Fk .Rappelons que Ejk+1
= Fk+1, et minorons à partir de là l'indie jk+1 :� si jk+1 ≤ l − 1,

Fk+1 = Ejk+1
≤ El−1 = Fk < Fk+1 (ar (F ) est strite) : absurde ;� si jk+1 = l, Fk+1 = El : ontradition par dé�nition de l.On a don néessairement jk+1 ≥ l + 1, de sorte que

Fk = El−1 < El ≤ El+1 ≤ · · · ≤ Ejk+1
= Fk+1 .Retenons en partiulier que

Fk = El−1 < El < Fk+1 .Mais la marhe El/El−1 est galoisienne ((E) est une tour galoisienne) ; donl'extension Fk+1/Fk n'est pas galsimple : ontradition. �Le orollaire suivant prouve la ompatibilité de la notion de tour de ompositionave l'équivalene des tours galoisiennes.Corollaire 1.4. Soit L/K une extension galtourable et (T ), (T ′) deux tours ga-loisiennes de L/K. On suppose que (T ) et (T ′) sont équivalentes (f. Déf. 1.1).Alors (T ) est de omposition si et seulement si (T ′) est de omposition.Sholie. Nous montrerons qu'une extension galtourable n'admet une tour de om-position galoisienne que lorsqu'elle est �nie (f. 2ème théorème de dissoiation :Th. 4.2).Démonstration. Posons
(T ) K = T0 E · · · E Ti E Ti+1 E · · ·E Tm = L ,

(T ′) K = T ′
0 E · · ·E T ′

j E T ′
j+1 E · · ·E T ′

m = L .



1. TOURS DE COMPOSITION GALOISIENNES 81Supposons que (T ) ne soit pas de omposition et prouvons qu'il en est ainsi de
(T ′). Par la proposition 1.3 préédente, au moins une marhe de (T ) n'est pasgalsimple :

∃i ∈ {1, . . . , m} Ti †Ti−1 .Cei signi�e, par dé�nition de la galsimpliité (Chap. 2, Déf. 1.6.(2)),� ou bien que Ti = Ti−1 ;� ou bien qu'il existe un orps intermédiaire F tel que
Ti−1 ⊳ F < Ti ,et don, par la bijetion de Krull lassique,

Gal(Ti/Ti−1) ⊲f Gal(Ti/F ) ⊲ 11 .On sait qu'il existe σ ∈ Sm (Déf. 1.1) tel que
Gal(Ti/Ti−1)

∼−→ Gal(T ′
σ(i)/T

′
σ(i)−1) .Don� ou bien, dans le premier as, T ′

σ(i) = T ′
σ(i)−1 ;� ou bien, dans le deuxième, l'image H de Gal(Ti/F ) par et isomorphismetopologique est telle que

Gal(T ′
σ(i)/T

′
σ(i)−1) ⊲f H ⊲ 11 .On en déduit, par la réiproque de la bijetion de Krull lassique, la tour

T ′
σ(i)−1 ⊳ T ′H

σ(i) < T ′
σ(i) .Dans les deux as, (T ′) a une marhe qui n'est pas galsimple, et par la proposition1.3 préédente, (T ′) n'est pas de omposition. �Il arrive que l'on ne sahe pas déider si une tour est strite ou pas. Dans laquête de tours équivalentes strites, la proposition suivante y remédie.Proposition 1.5. Soit L/K une extension galtourable. Pour toutes tours galoi-siennes de L/K

(F ) K = F0 E · · ·E Fi E · · ·E Fm = Let
(E) K = E0 E · · · EEk E · · ·E En = Léquivalentes, les tours strites assoiées (Chap. 3, Prop. & Déf. 2.1)

(F<) K = F0 = F<0 ⊳ · · ·⊳ F<j ⊳ · · · ⊳ F<m′ = Fm = Let
(E<) K = E0 = E<0 ⊳ · · ·⊳ E<l ⊳ · · ·⊳ E<n′ = En = Lsont équivalentes.



82 4. PREMIERS THÉORÈMES DE DISSOCIATIONDémonstration. On sait déjà, par le orollaire 2.6 du hapitre 3, que (E<) et (F<)sont bien des tours galoisiennes (e qui justi�e leur notation dans l'énoné). Ilnous reste ainsi à montrer qu'elles sont équivalentes. Pour ela, prouvons quepour tout j dans {1, . . . , m′}, il existe un unique entier ij dans {1, . . . , m} tel quel'on ait
F<j = Fij et F<j−1 = Fij−1 .L'existene d'entiers véri�ant l'une ou l'autre ondition est laire. Examinons toutd'abord l'existene et l'uniité d'un entier véri�ant les deux onditions simulta-nément.Soit j ∈ {1, . . . , m′} quelonque mais �xé. Dans la démonstration du Fait 2.5du hapitre 3, on a vu que l'entier
ij := min{i ∈ {0, . . . , m} | Fi = F<j}(toujours ≥ 1) onvient. Prenons un entier i′ ∈ {1, . . . , m} onvenant également.La première ondition assure que Fi′ = F<j , et la minimalité de ij fournit alors

ij ≤ i′ .Dès lors, si ij 6= i′, on a ij ≤ i′ − 1 ; et par roissane de (F ) et strite roissanede (F<)
F<j−1 < F<j = Fij ≤ Fi′−1 .Mais F<j−1 < Fi′−1 signi�e en partiulier que i′ ne onvient pas. C'est donque ij = i′. Comme par dé�nition Fij−1 = F<j−1 < F<j = Fij , nous pouvonsonsidérer l'appliation

ΦF : {1, . . . , m′} −→ {i ∈ {1, . . . , m} | Fi 6= Fi−1}
j 7−→ ΦF (j) := ij .On a

∀j ∈ {1, . . . , m′} FΦF (j) = F<j , FΦF (j)−1 = F<j−1 .Montrons maintenant que ΦF est une bijetion.
◦ ΦF est injetive :Comme l'ensemble de départ de ΦF est totalement ordonné, il nous su�t deprouver que ΦF est stritement roissante. Puisque la tour (F<) est strite

j < j′ ⇒ F<j < F<j′= =
⇔ FΦF (j) < FΦF (j′).Cei implique
ΦF (j) < ΦF (j′) .En e�et, si ΦF (j′) ≤ ΦF (j), on aurait par la roissane de {Fi}{0≤i≤m},

FΦF (j′) ≤ FΦF (j) : ontradition.En résumé
j < j′ ⇒ ΦF (j) < ΦF (j′) ,
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◦ ΦF est surjetive :Soit un entier i quelonque mais �xé dans {1, . . . , m} tel que Fi 6= Fi−1. Comme

(F ) ra�ne (F<) trivialement (Chap. 3, Prop. & Déf. 2.1 ), on a, par la ondition(RAFT) (Chap. 3, Déf 1.3.(2))
∃j ∈ {0, . . . , m′} Fi = F<j .Observons tout d'abord que j ne peut être nul. En e�et

j = 0 ⇒ K = F0 ≤ Fi−1 < Fi = F<0 = K ⇒ K < K : ontradition.C'est don que j ∈ {1, . . . , m′}. On peut ainsi onsidérer son image par ΦF : soit
ij := ΦF (j). Par dé�nition de ΦF (j), Fij 6= Fij−1 et Fij = F<j = Fi. Supposonsque les entiers ij et i soient di�érents. Deux as se présentent :� ou bien

ij < i ⇔ ij ≤ i− 1 ⇒ Fij ≤ Fi−1 < Fi = Fij : absurde ;� ou bien
i < ij ⇔ i ≤ ij − 1 ⇒ Fi ≤ Fij−1 < Fij = Fi : absurde.On vient bien de montrer que i = ij = ΦF (j). Cei étant vrai pour tout i dans

{1, . . . , m} tel que Fi 6= Fi−1, on a prouvé la surjetivité de ΦF .Nous avons besoin pour la suite de l'analogue pour E de ΦF , à savoir la bijetion
ΦE dé�nie par

ΦE : {1, . . . , n′} −→ {k ∈ {1, . . . , n} | Ek 6= Ek−1}
l 7−→ ΦE(l) := kloù kl est l'unique entier véri�ant

Ekl
= E<l et Ekl−1 = E<l−1 .Nous avons fait l'hypothèse que les tours galoisiennes (E) et (F ) sont équiva-lentes : (E) ∼ (F ), e qui signi�e (Déf. 1.1.(2)) que m = n et

∃σ ∈ Sm ∀i ∈ {1, . . . , m = n} Gal(Fi/Fi−1)
∼−→ Gal(Eσ(i)/Eσ(i)−1) .Pour prouver que (E<) ∼ (F<), notons tout d'abord le banal, mais déisif, argu-ment de théorie de Galois :

Fi/Fi−1 non triviale ⇔ Gal(Fi/Fi−1) 6= 11
⇔ Gal(Eσ(i)/Eσ(i)−1) 6= 11
⇔ Eσ(i)/Eσ(i)−1 non triviale.Nous pouvons don onsidérer la restrition σ| de σ aux marhes non triviales :

σ| : {i ∈ {1, . . . , m = n} | Fi 6= Fi−1} −→ {k ∈ {1, . . . , n} | Ek 6= Ek−1}
i 7−→ σ(i) .



84 4. PREMIERS THÉORÈMES DE DISSOCIATIONPuisque σ est surjetive, l'équivalene i-dessus assure que σ| est également surje-tive. L'injetivité de σ| est une onséquene direte de elle de σ. Par onséquent,
σ| est aussi une bijetion.Considérons dès lors le omposé des bijetions

τ := Φ−1
E ◦ σ| ◦ ΦF : {1, . . . , m′} −→ {1, . . . , n′}

j 7−→ (Φ−1
E ◦ σ| ◦ ΦF )(j) .Comme τ est enore une bijetion, on a en partiulier m′ = n′ et τ ∈ Sm′ .Ainsi, par les onditions que véri�e ΦF (j) et la propriété de dé�nition de σ, on apour tout j ∈ {1, . . . , m′}

Gal(F<j = FΦF (j)/F<j−1 = FΦF (j)−1)
∼−→ Gal(Eσ(ΦF (j))/Eσ(ΦF (j))−1) ,et la marhe étant non triviale

∼−→ Gal(Eσ|(ΦF (j))/Eσ|(ΦF (j))−1)

= Gal(EΦE(Φ−1
E ◦σ|◦ΦF (j))/EΦE(Φ−1

E ◦σ|◦ΦF (j))−1).En�n par les deux onditions que véri�e ΦE(Φ−1
E ◦ σ| ◦ ΦF (j))

Gal(F<j/F<j−1)
∼−→ Gal(E< Φ−1

E ◦σ|◦ΦF (j)/E< Φ−1
E ◦σ|◦ΦF (j)−1)

∼−→ Gal(E< τ(j)/E< τ(j)−1).Cei prouve exatement que (E<) ∼ (F<). �Corollaire 1.6. Dans les notations de la proposition 1.5, toute marhe non tri-viale de (F ) est une marhe de (F<).Démonstration. C'est e qu'exprime la surjetivité de l'appliation ΦF de la dé-monstration de la proposition 1.5. �2. Le as des extensions galoisiennesDans le as partiulier des extensions galoisiennes, les résultats auxquels nousvoulons aboutir (f. introdution du présent hapitre) sont des onséquenes di-retes de leurs analogues pour les groupes. Les quatre propositions suivantes nese limitent pas à des extensions �nies.Proposition 2.1. Toute suite normale du groupe de Galois d'une extension ga-loisienne quelonque induit une tour galoisienne de ette extension. Préisément,soit LրK une extension galoisienne de groupe G := Gal(L/K). Pour tout suitenormale
(S) G = G0 D · · ·DGi DGi+1 D · · ·DGm = 11 ,



2. LE CAS DES EXTENSIONS GALOISIENNES 85posons Ti := LGi (i = 0, . . . , m). On a alors la tour galoisienne de LրK

(T ) K = T0 E · · ·E Ti E Ti+1 E · · ·E Tm = L .Nous disons que la tour galoisienne (T ) est induite par la suite normale (S).Démonstration. Que (T ) soit une tour de L/K est trivial ar
Gi ≥ Gi+1 ⇒ Ti = LGi ≤ LGi+1 = Ti+1 .Prouvons qu'elle est galoisienne. Par le (1) de la proposition 3.1 du hapitre 1

Gi DGi+1 ⇒ Gi DGi+1au sens de la topologie de Krull de G ; d'où
Gi = Gal(L/LGi) DGal(L/LGi+1) = Gi+1i.e. Gal(L/Ti)DGal(L/Ti+1) e qui signi�e que l'extension Ti+1/Ti est galoisienne

(i = 0, . . . , m− 1). Toutes les marhes de (T ) étant galoisiennes, la tour (T ) estgaloisienne par dé�nition (Chap. 2, Déf. & Conv. 1.1.(2)). �Proposition 2.2. Tout ra�nement d'une suite normale du groupe de Galoisd'une extension galoisienne induit un ra�nement galoisien de la tour galoisienneorrespondante de l'extension.Préisément, soient LրK une extension galoisienne quelonque de groupe G :=
Gal(L/K),

(S) G = G0 D · · · DGi DGi+1 D · · · DGm = 11une suite normale de G, et
(T ) K = T0 E · · ·E Ti E Ti+1 E · · · E Tm = Lla tour galoisienne de L/K induite par (S) (Prop. 2.1). Pour tout ra�nement

(S ′) G = G′
0 D · · ·DG′

j DG′
j+1 D · · · DG′

m′ = 11de (S) (f. [34, p.120℄), la tour galoisienne
(T ′) K = T ′

0 E · · ·E T ′
j E T ′

j+1 E · · · E T ′
m′ = Linduite par (S ′) est un ra�nement galoisien (f. Chap. 3, Déf. 1.3.(4)) de (T ).Démonstration. Par dé�nition d'un ra�nement d'une suite normale de groupe,on a m ≤ m′ et l'existene d'une suite d'entiers

0 ≤ j0 < j1 < · · · < jm ≤ m′telle que
∀i ∈ {0, . . . , m} Gi = G′

ji
.



86 4. PREMIERS THÉORÈMES DE DISSOCIATIONDès lors, on a diretement
∀i ∈ {0, . . . , m} LGi = LG′

ji= =
Ti = = = = T ′

ji
.Don (T ′) ra�ne (T ). Le Fait 1.5.(2) du hapitre 3 nous permet de onlure : latour galoisienne (T ′) est un ra�nement galoisien de (T ). �Le résultat préédent vient de e que l'on a posé la dé�nition d'un ra�nementde tour de orps (au hapitre 3) de manière ompatible, dans le as d'une ex-tension galoisienne, ave la dé�nition bien onnue d'un ra�nement d'une suitenormale de groupes. Cette ompatibilité permet d'énoner les réiproques despropositions 2.1 et 2.2.Proposition 2.3. (1) Toute tour galoisienne de orps d'une extension galoi-sienne induit une suite normale du groupe de Galois de ette extension.Préisément, soit LրK une extension galoisienne quelonque. Pour toute tourgaloisienne

(T ) K = T0 E · · ·E Ti E Ti+1 E · · · E Tm = Lde L/K, on a, en posant Gi := Gal(L/Ti) (i = 0, . . . , m), la suite normale degroupes
(S) Gal(L/K) = G0 D · · ·DGi DGi+1 D · · ·DGm = 11 .Nous disons que la suite normale (S) est "induite" par la tour galoisienne (T ).(2) La suite normale (S) induite par le (1) induit à son tour une tour galoi-sienne par la proposition 2.1, qui n'est autre que la tour (T ) initiale.Démonstration. (1) Le résultat est une onséquene immédiate de la théorie deGalois générale :

∀i ∈ {0, . . . , m− 1} Ti ≤ Ti+1 ⇔ Gal(L/Ti+1) ≤ Gal(L/Ti)et
Ti E Ti+1 ⇔ Gal(L/Ti+1) EGal(L/Ti) ⇔ Gi+1 EGi .(2) Pour tout entier i dans {0, . . . , m}, L/Ti est galoisienne, omme sous-extension de LրK ; don

Ti = LGal(L/Ti) = LGi .

�Proposition 2.4. Soit LրK une extension galoisienne de groupe G := Gal(L/K).Tout ra�nement galoisien de LրK induit un ra�nement de la suite normale



2. LE CAS DES EXTENSIONS GALOISIENNES 87orrespondante.Préisément : soient
(T ) K = T0 E · · ·E Ti E Ti+1 E · · · E Tm = Lune tour galoisienne de LրK et
(T ′) K = T ′

0 E · · ·E T ′
j E T ′

j+1 E · · · E T ′
m′ = Lun ra�nement galoisien de (T ). Alors la suite normale

(S ′) G = G′
0 D · · ·DG′

j DG′
j+1 D · · · DG′

m′ = 11induite par (T ′) (f. Prop. 2.3.(1)) est un ra�nement de
(S) G = G0 D · · · DGi DGi+1 D · · · DGm = 11induite par (T ).Démonstration. D'après la proposition 1.7 du hapitre 3, (T ′) est une tour galoi-sienne de LրK. Par dé�nition d'un ra�nement d'une tour de orps (Chap. 3,Déf. & Conv. 1.1.(1)), on a m ≤ m′ et l'existene d'une suite d'indies

0 ≤ j0 < j1 < · · · < jm ≤ m′telle que
∀i ∈ {0, . . . , m} Ti = T ′

ji
.D'où par dé�nition

∀i ∈ {0, . . . , m} Gal(L/Ti) = Gal(L/T ′
ji
)= =

Gi = = = = G′
ji
.

�Corollaire 2.5. Soit LրK une extension galoisienne de groupe G := Gal(L/K).Pour tout ra�nement galoisien propre (T ′) d'une tour galoisienne (T ) de LրK,la suite normale (S ′) de G induite par (T ′) (f. Prop. 2.3.) est un ra�nementpropre de la suite normale (S) induite par (T ).Démonstration. La proposition 2.4 assure déjà que (S ′) est un ra�nement de (S).De plus, dans les mêmes notations, on a, par dé�nition d'un ra�nement proprede tour de orps (Chap. 3, Déf. & Conv. 1.1.(2)), la ondition
∃j ∈ {1, . . . , m′ − 1} ∀i ∈ {0, . . . , m} T ′

j 6= Ti .Or d'après le (1) de la proposition 2.3, Gi := Gal(L/Ti), d'où
Ti = LGi (i = 0, . . . , m) .De même
T ′

j = LG′
j (j = 0, . . . , m′) .



88 4. PREMIERS THÉORÈMES DE DISSOCIATIONDon diretement
∃j ∈ {1, . . . , m′ − 1} ∀i ∈ {0, . . . , m} G′

j 6= Gi .

�Dans le as d'une extension galoisienne �nie, on peut ompléter les résultatspréédents grâe à la bijetion de Galois.Proposition 2.6. Soit LրK une extension galoisienne �nie de groupe G :=
Gal(L/K).(1) Pour toute suite normale strite

(S) G = G0 ⊲ · · ·⊲Gi ⊲Gi+1 ⊲ · · ·⊲Gm = 11 ,la tour galoisienne (T ) induite par (S) (f. Prop. 2.1) est strite.(2) Pour tout ra�nement propre (S ′) d'une suite normale (S) de G, la tour
(T ′) induite par (S ′) est un ra�nement galoisien propre de la tour (T ) induitepar (S).(3) Pour toute suite normale (S) de (G), la suite normale de G induite par latour galoisienne de LրK induite par (S) est égale à (S).Démonstration. (1) Par la bijetion lassique de Galois :

Gi 6= Gi+1 ⇒ Ti = LGi 6= LGi+1 = Ti+1 (i = 0, . . . , m− 1) .(2) D'après la proposition 2.2, (T ′) est un ra�nement de (T ). On a, par dé�-nition d'un ra�nement propre d'une suite normale, la ondition
∃j ∈ {1, . . . , n− 1} ∀i ∈ {0, . . . , m} G′

j 6= Gi .Et par la bijetion lassique de Galois,
∃j ∈ {1, . . . , n− 1} ∀i ∈ {0, . . . , m} LG′

j 6= LGi= =
T ′

j Ti .Par dé�nition et le théorème d'Artin dans l'extension �nie LրK, on a
Gal(L/Ti) = Gal(L/LGi) = Gi (i = 0, . . . , m) .

�Nous faisons maintenant le lien entre la notion de groupe simple et la notiond'extension galsimple, toujours dans le as d'une extension galoisienne �nie.Proposition 2.7. Pour qu'une extension galoisienne �nie soit galsimple (f.Chap. 2, Déf. 1.6.(2)), il faut et il su�t que son groupe de Galois soit simple.



2. LE CAS DES EXTENSIONS GALOISIENNES 89Démonstration. Soit LրK une extension galoisienne �nie de groupe de Galois
G := Gal(L/K). Supposons LրK galsimple. Par dé�nition, elle n'est pas trivialeet G 6= 11 ar sinon

K = LGal(L/K) = LG = L11 = L : ontradition .Raisonnons par l'absurde en supposant que G ne soit pas simple, i.e. qu'il existeun sous-groupe H de G tel que l'on ait la suite normale strite G ⊲ H ⊲ 11. Le(1) de la proposition 2.6 i-dessus nous assure alors que l'on a la tour galoisiennestrite
K ⊳ LH ⊳ Lqui ontredit la galsimpliité de L/K.Inversement, si G est simple, on sait que G 6= 11 et don que L 6= K. Raisonnonsà nouveau par l'absurde en supposant que L/K ne soit pas galsimple. C'est qu'ilexiste un orps intermédiaire strit K < M < L ave M/K galoisienne. Alors,par la théorie de Galois générale et la simpliité de G,

Gal(L/M) EG ⇒ ( Gal(L/M) = G ou Gal(L/M) = 11 ) .Mais, si Gal(L/M) = G, on a
M = LGal(L/M) = LG = LGal(L/K) = K : ontradition ;et si Gal(L/M) = 11,

M = LGal(L/M) = L11 = L : ontradition .C'est don que l'extension L/K est galsimple. �Dans le as d'une extension galoisienne, les propositions préédentes font le lienentre tours galoisiennes de orps et suites normales de groupes, ave leurs ra�ne-ments. La orrespondane se poursuit, dans le as �ni, entre tours de ompositiongaloisiennes et suites de omposition.Proposition 2.8. Toute extension galoisienne �nie admet une tour de omposi-tion galoisienne.Démonstration. C'est lair pour l'extension triviale par le Fait 1.2. Soit L/K uneextension galoisienne �nie non triviale de groupe G := Gal(L/K). En tant quegroupe �ni non trivial, il admet une suite normale de omposition :
(C) G = G0 ⊲ · · · ⊲Gi ⊲Gi+1 ⊲ · · ·⊲Gm = 11 .Montrons que la tour galoisienne induite par (C) (Prop. 2.1)
(T ) K = T0 E · · ·E Ti E Ti+1 E · · · E Tm = L



90 4. PREMIERS THÉORÈMES DE DISSOCIATIONest une tour de omposition de L/K. Le (1) de la proposition 2.6 nous assure quela tour (T ) est strite. Raisonnons par l'absurde en supposant l'existene d'unra�nement galoisien propre
(T ′) K = T ′

0 E · · ·E T ′
j E T ′

j+1 E · · · E T ′
m′ = Lde (T ). Par le orollaire 2.5, il induit un ra�nement propre (C ′) de (C), e quiontredit le fait que (C) soit une suite normale de omposition. �Les propositions préédentes onduisent diretement à un analogue galoisiendu théorème de Shreier (f. introdution de e hapitre) pour une extensiongaloisienne �nie. Cependant, omme et analogue sera généralisé à toutes lesextensions galtourables (f. Th. 3.2 ), nous omettons ii sa démonstration danse as partiulier.Proposition 2.9. Deux tours galoisiennes d'une même extension galoisienne�nie admettent des ra�nements galoisiens équivalents.Remarque 2.10. Dans le as partiulier d'une extension abélienne, ette pro-position 2.9 permet de retrouver la proposition 2.2 de [13℄ qui fournit en outrela hauteur des tours de omposition.3. Premier théorème de dissoiationVenons-en maintenant, pour les extensions galtourables, à l'analogue galoisiendu théorème de Shreier (f. introdution du présent hapitre). La démonstrationmoderne de l'équivalene des ra�nements de Shreier utilise le lemme de Zassen-haus ("Butter�y lemma"). Nous allons montrer que e sont les parallélogrammesgaloisiens qui jouent, pour les extensions galtourables, le r�le du lemme de Zas-senhaus pour les groupes. Ces parallélogrammes ont de plus l'avantage de rendrevisuel l'esprit de la démonstration. Pour une meilleure lisibilité de elle-i, nousavons sorti la proposition suivante qui est en fait un lemme tehnique.Proposition 3.1. Soient L/K une extension galtourable de degré quelonque, et

(T 1) K = T 1
0 E · · ·E T 1

i E T 1
i+1 E · · · E T 1

m = L

(T 2) K = T 2
0 E · · ·E T 2

j E T 2
j+1 E · · · E T 2

n = Ldeux tours galoisiennes de L/K. Alors néessairement :(1) Pour tous indies i, j, k tels que 0 ≤ i ≤ m− 1 et 0 ≤ k < j ≤ n− 1, on a leparallélogramme galoisien
[T 1

i+1T
2
k ∩ T 1

i T
2
j , T

1
i+1T

2
k+1 ∩ T 1

i T
2
j , T

1
i+1T

2
k+1 ∩ T 1

i T
2
j+1, T

1
i+1T

2
k ∩ T 1

i T
2
j+1] .



3. PREMIER THÉORÈME DE DISSOCIATION 91En partiulier, on a les isomorphismes de restrition
Gal(T 1

i+1T
2
k+1 ∩ T 1

i T
2
j+1/T

1
i+1T

2
k+1 ∩ T 1

i T
2
j )

∼
−→

Gal(T 1
i+1T

2
k ∩ T 1

i T
2
j+1/T

1
i+1T

2
k ∩ T 1

i T
2
j ) .(2) Pour tous i, j, k tels que 0 ≤ k < i ≤ m − 1 et 0 ≤ j ≤ n − 1, on a leparallélogramme

[T 1
kT

2
j+1 ∩ T 1

i T
2
j , T

1
k+1T

2
j+1 ∩ T 1

i T
2
j , T

1
k+1T

2
j+1 ∩ T 1

i+1T
2
j , T

1
kT

2
j+1 ∩ T 1

i+1T
2
j ] .En partiulier on a les isomorphismes de restrition

Gal(T 1
k+1T

2
j+1 ∩ T 1

i+1T
2
j /T

1
k+1T

2
j+1 ∩ T 1

i T
2
j )

∼
−→

Gal(T 1
kT

2
j+1 ∩ T 1

i+1T
2
j /T

1
kT

2
j+1 ∩ T 1

i T
2
j ) .Démonstration. (1) De l'extension galoisienne T 1

i+1րT 1
i , on déduit du orollaire2.2 du hapitre 2 l'extension galoisienne (T 1

i+1T
2
kրT 1

i T
2
k ). Or

T 1
i T

2
k ≤ T 1

i+1T
2
k ∩ T 1

i T
2
k+1 ≤ T 1

i+1T
2
k ;d'où la sous-extension galoisienne (T 1

i+1T
2
kրT 1

i+1T
2
k ∩T 1

i T
2
k+1). De même, on a lesimpliations

(T 2
k+1րT 2

k ) ⇒ (T 1
i T

2
k+1րT 1

i T
2
k ) ⇒ (T 1

i T
2
k+1րT 1

i+1T
2
k ∩ T 1

i T
2
k+1) .Comme T 1

i+1T
2
kT

1
i T

2
k+1 = T 1

i+1T
2
k+1, on a don le parallélogramme galoisien

P (i, k) := [T 1
i+1T

2
k ∩ T 1

i T
2
k+1 , T

1
i T

2
k+1 , T

1
i+1T

2
k+1 , T

1
i+1T

2
k ] .Par ailleurs, de l'hypothèse k < j, i.e. k + 1 ≤ j, suit T 2

k+1 ≤ T 2
j , d'où T 1

i T
2
k+1 ≤

T 1
i T

2
j . Don également

T 1
i+1T

2
k ∩ T 1

i T
2
k+1 ≤ T 1

i+1T
2
k ∩ T 1

i T
2
j .Comme T 1

i T
2
k+1 ≤ T 1

i+1T
2
k+1, on en tire aussi
T 1

i T
2
k+1 ≤ T 1

i+1T
2
k+1 ∩ T 1

i T
2
j .De plus

(T 1
i+1T

2
k+1 ∩ T 1

i T
2
j ) ∩ T 1

i+1T
2
k = T 1

i+1T
2
k ∩ T 1

i T
2
j( resp. (T 1

i+1T
2
k+1 ∩ T 1

i T
2
j+1) ∩ T 1

i+1T
2
k = T 1

i+1T
2
k ∩ T 1

i T
2
j+1 ).
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T  T     T  T
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Fig. 17. Parallélogrammes P (i, j, k) et Q(i, j, k)On déduit alors du orollaire 4.3.(2-1) du hapitre 1 que l'on a le sous-parallélogrammegaloisien de P (i, k) :
P (i, j, k)=:[

T 1
i+1T

2
k ∩ T 1

i T
2
j , T

1
i+1T

2
k+1 ∩ T 1

i T
2
j , T

1
i+1T

2
k+1, T

1
i+1T

2
k

]( resp. P (i, j + 1, k)=:[
T 1

i+1T
2
k ∩ T 1

i T
2
j+1, T

1
i+1T

2
k+1 ∩ T 1

i T
2
j+1, T

1
i+1T

2
k+1, T

1
i+1T

2
k

]).



3. PREMIER THÉORÈME DE DISSOCIATION 93Prouvons maintenant, par réurrene desendante sur k ∈ {j − 1, . . . , 0} quel'on a le parallégramme galoisien quotient
Q(i, j, k)=:[

T 1
i+1T

2
k ∩ T 1

i T
2
j , T

1
i+1T

2
k+1 ∩ T 1

i T
2
j , T

1
i+1T

2
k+1 ∩ T 1

i T
2
j+1, T

1
i+1T

2
k ∩ T 1

i T
2
j+1

]
.Rang k = j − 1.Par le orollaire 2.2 du hapitre 2, on a l'impliation( (T 2

j+1 = T 2
k+2)րT 2

k+1) ⇒ (T 1
i T

2
j+1րT 1

i T
2
k+1) .De T 1

i+1T
2
k+1րT 1

i T
2
k+1 suit don par intersetion

(T 1
i+1T

2
k+1 ∩ T 1

i T
2
j+1)ր(T 1

i T
2
k+1 = T 1

i+1T
2
k+1 ∩ T 1

i T
2
j ) .Par le orollaire 4.3.(2-2) du hapitre 1, appliqué dans le sous-parallélogramme

P (i, j, k), on en déduit alors l'existene du parallélogramme galoisien quotient
Q(i, j, k).Rang k − 1.Supposons l'existene du parallélogramme Q(i, j, k) (ave k ≥ 1) et prouvonselle de Q(i, j, k − 1). De la donnée de Q(i, j, k) suit en partiulier l'extensiongaloisienne

(T 1
i+1T

2
k ∩ T 1

i T
2
j+1)ր(T 1

i+1T
2
k ∩ T 1

i T
2
j ) .L'existene de Q(i, j, k − 1) se déduit alors du orollaire 4.3.(2-2) du hapitre 1appliqué ette fois dans le sous parallélogramme P (i, j, k − 1) de P (i, k − 1).La réurrene établissant l'existene des parallélogrammes quotients Q(i, j, k)est don prouvée. On en déduit en partiulier l'isomorphisme annoné.(2) Il s'agit du (1) mutatis mutandis, par la permutation

(
T 1 T 2 i j k m n
T 2 T 1 j i k n m

)
.

�Nous sommes maintenant en mesure de prouver l'analogue galoisien suivant authéorème de Shreier pour les suites normales de groupes ([34, p.124℄, [36℄).Théorème 3.2. (1er théorème de dissoiation, dit "de Galshreier")Deux tours galoisiennes d'une même extension galtourable admettent des ra�ne-ments qui sont des tours galoisiennes équivalentes.Sholies. (1) Les extensions galtourables sont ii quelonques, de degré �ni ouin�ni.(2) Ces ra�nements sont néessairement galoisiens en vertu du Fait 1.5.(2) duhapitre 3.



94 4. PREMIERS THÉORÈMES DE DISSOCIATIONDémonstration. Nous allons prouver que les tours galoisiennes (T 1) et (T 2) dela proposition 3.1 admettent des ra�nements équivalents. En faisant varier k de
j − 1 à 0 dans le (1) de ette proposition, on a

∀i ∈ {0, . . . , m− 1} ∀j ∈ {1, . . . , n− 1}
Gal(T 1

i+1T
2
j ∩ T 1

i T
2
j+1/T

1
i+1T

2
j ∩ T 1

i T
2
j ) = Gal(T 1

i+1T
2
j ∩ T 1

i T
2
j+1/T

1
i T

2
j )

∼
−→

Gal(T 1
i+1T

2
j−1 ∩ T 1

i T
2
j+1/T

1
i+1T

2
j−1 ∩ T 1

i T
2
j )

∼
−→ ...

∼
−→

Gal(T 1
i+1T

2
0 ∩ T 1

i T
2
j+1/T

1
i+1T

2
0 ∩ T 1

i T
2
j ) = Gal(T 1

i+1 ∩ T 1
i T

2
j+1/T

1
i+1 ∩ T 1

i T
2
j ) .Retenons que pour tous i ∈ {0, . . . , m−1} et j ∈ {1, . . . , n−1}, on a l'isomor-phisme

isom1
(i,j) : Gal(T 1

i+1 ∩ T 1
i T

2
j+1/T

1
i+1 ∩ T 1

i T
2
j )

∼−→ Gal(T 1
i+1T

2
j ∩ T 1

i T
2
j+1/T

1
i T

2
j ) .De même, en faisant varier k de i− 1 à 0 dans le (2) de la proposition 3.1, on a

∀i ∈ {1, . . . , m− 1} ∀j ∈ {0, . . . , n− 1}
Gal(T 1

i T
2
j+1 ∩ T 1

i+1T
2
j /T

1
i T

2
j+1 ∩ T 1

i T
2
j ) = Gal(T 1

i T
2
j+1 ∩ T 1

i+1T
2
j /T

1
i T

2
j )

∼
−→

Gal(T 1
i−1T

2
j+1 ∩ T 1

i+1T
2
j /T

1
i−1T

2
j+1 ∩ T 1

i T
2
j )

∼
−→ ...

∼
−→

Gal(T 1
0 T

2
j+1 ∩ T 1

i+1T
2
j /T

1
0 T

2
j+1 ∩ T 1

i T
2
j ) = Gal(T 2

j+1 ∩ T 1
i+1T

2
j /T

2
j+1 ∩ T 1

i T
2
j ) .Retenons que pour tous i ∈ {1, . . . , m−1} et j ∈ {0, . . . , n−1}, on a l'isomor-phisme

isom2
(i,j) : Gal(T 2

j+1 ∩ T 1
i+1T

2
j /T

2
j+1 ∩ T 1

i T
2
j )

∼−→ Gal(T 1
i T

2
j+1 ∩ T 1

i+1T
2
j /T

1
i T

2
j ) .



3. PREMIER THÉORÈME DE DISSOCIATION 95D'où l'isomorphisme omposé
isom(i,j) :=





(isom2
(i,j))

−1 ◦ isom1
(i,j) si (i, j) 6= (0, 0)

isom1
(i,j) si i = 0 , j 6= 0

(isom2
(i,j))

−1 si i 6= 0 , j = 0

idGal(T 1
1 ∩T 2

1 /K) si (i, j) = (0, 0)Dans tous les as, on a
isom(i,j) : Gal(T 1

i+1∩T 1
i T

2
j+1/T

1
i+1∩T 1

i T
2
j )

∼−→ Gal(T 2
j+1∩T 1

i+1T
2
j /T

2
j+1∩T 1

i T
2
j ) .Remarquons par division eulidienne que, pour tout l ∈ {0, . . . , mn−1}, il existeun unique ouple (q1

l , r
1
l ) ∈ {0, . . . , m−1}×{0, . . . , n−1} et un unique (q2

l , r
2
l ) ∈

{0, . . . , n− 1} × {0, . . . , m− 1} tels que
l = q1

l n + r1
l = q2

l m+ r2
l .Soient maintenant (T ′1) et (T ′2) les deux tours de L/K dé�nies par les formules

(F)





∀l ∈ {0, . . . , mn− 1} T ′1
l := T 1

q1
l +1

∩ T 1
q1
l
T 2

r1
l

;

T ′2
l := T 2

q2
l +1

∩ T 1
r2
l
T 2

q2
l

;

T ′1
mn := T 1

m ∩ T 1
m−1T

2
n = L ; T ′2

mn := T 2
n ∩ T 1

mT
2
n−1 = L .Notons que





∀i ∈ {0, . . . , m− 1} T 1
i = T 1

i+1 ∩ T 1
i K = T 1

i+1 ∩ T 1
i T

2
0 = T ′1

in ;

T 1
m = L = T ′1

mn .La suite d'indies
0 ≤ l10 := 0 < l11 := n < · · · < l1i := in < · · · < l1m−1 := (m−1)n < l1m := mn ≤ mnest don telle que

∀i ∈ {0, . . . , m} T ′1
li

= T 1
i ;et

(T ′1) K = T ′1
0 ≤ T ′1

1 ≤ · · · ≤ T ′1
l ≤ · · · ≤ T ′1

mn−1 ≤ T ′1
mn = Lest un ra�nement de la tour (T 1) de l'énoné au sens de la dé�nition & onvention1.1 du hapitre 3. De même, notons que





∀j ∈ {0, . . . , n− 1} T 2
j = T 2

j+1 ∩KT 2
j = T 2

j+1 ∩ T 1
0 T

2
j = T ′2

jm ;

T 2
n = L = T 2

nm .
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0 ≤ l20 := 0 < l21 := m < · · · < l2j := jm < · · · < l2n−1 := (n−1)m < l2n := nm ≤ nmest don telle que

∀j ∈ {0, . . . , n} T ′2
lj

= T 2
j .Et on vient de montrer que (T ′2) ra�ne (T 2).Par le (1) (resp. le (2)) de la proposition 3.1 pour j 6= 0 (resp. j = 0), on a latour galoisienne

(T ′1) K = T ′1
0 = T 1

1 ∩ T 1
0 T

2
0 ET ′1

1 = T 1
1 ∩ T 1

0 T
2
1 E · · ·E T ′1

n−1 = T 1
1 ∩ T 1

0 T
2
n−1

ET 1
1 ∩ T 1

0 T
2
n=

T 1
1=

T ′1
n = T 1

2 ∩ T 1
1 T

2
0 ET ′1

n+1 = T 1
2 ∩ T 1

1 T
2
1 E · · ·E T ′1

2n−1 = T 1
2 ∩ T 1

1 T
2
n−1

ET 1
2 ∩ T 1

1 T
2
n=

T 1
2=

T ′1
2n = T 1

3 ∩ T 1
2 T

2
0 ET ′1

2n+1 = T 1
3 ∩ T 1

2 T
2
1 E · · ·E T ′1

3n−1 = T 1
3 ∩ T 1

2 T
2
n−1......

ET 1
i ∩ T 1

i−1T
2
n=

T 1
i=

T ′1
in = T 1

i+1 ∩ T 1
i T

2
0 ET ′1

in+1 = T 1
i+1 ∩ T 1

i T
2
1 E . . .

· · ·E T ′1
(i+1)n−1 = T 1

i+1 ∩ T 1
i T

2
n−1... =

T 1
m−1=

T ′1
(m−1)n = T 1

m ∩ T 1
m−1T

2
0 ET ′1

(m−1)n+1 = T 1
m ∩ T 1

m−1T
2
1 E . . .

· · ·E T ′1
mn−1 = T 1

m ∩ T 1
m−1T

2
n−1

ET 1
m ∩ T 1

m−1T
2
n = T ′1

mn = L .



3. PREMIER THÉORÈME DE DISSOCIATION 97De même par le (2) (resp. le (1)) de la proposition 3.1 pour i 6= 0 (resp. i = 0),on a la tour galoisienne
(T ′2) K = T ′2

0 = T 2
1 ∩ T 1

0 T
2
0 ET ′2

1 = T 2
1 ∩ T 1

1 T
2
0 E · · ·E T ′2

m−1 = T 2
1 ∩ T 1

m−1T
2
0

ET 2
1 ∩ T 1

mT
2
0=

T 2
1=

T ′2
m = T 2

2 ∩ T 1
0 T

2
1 ET ′2

m+1 = T 2
2 ∩ T 1

1 T
2
1 E · · ·E T ′2

2m−1 = T 2
2 ∩ T 1

m−1T
2
1

ET 2
2 ∩ T 1

mT
2
1=

T 2
2=

T ′2
2m = T 2

3 ∩ T 1
0 T

2
2 ET ′2

2m+1 = T 2
3 ∩ T 1

1 T
2
2 E · · ·E T ′2

3m−1 = T 2
3 ∩ T 1

m−1T
2
2......

ET 2
j ∩ T 1

mT
2
j−1=

T 2
j=

T ′2
jm = T 2

j+1 ∩ T 1
0 T

2
j ET ′2

jm+1 = T 2
j+1 ∩ T 1

1 T
2
j E . . .

· · · E T ′2
(j+1)m−1 = T 2

j+1 ∩ T 1
m−1T

2
j... =

T 2
n−1=

T ′2
(n−1)m = T 2

n ∩ T 1
0 T

2
n−1 ET ′2

(n−1)m+1 = T 2
n ∩ T 1

1 T
2
n−1 E . . .

· · · E T ′2
nm−1 = T 2

n ∩ T 1
m−1T

2
n−1

ET 2
n ∩ T 1

mT
2
n−1 = T ′2

mn = L .Il reste à montrer que les tours (T ′1) et (T ′2) ainsi onstruites sont équiva-lentes (f. Déf. 1.1). Elles ont même nombre de marhes mn. Considérons ensuitel'appliation
σ : {1, . . . , mn} −→ {1, . . . , mn}

l 7−→ σ(l) := r1
l−1m+ q1

l−1 + 1
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l−1 et r1

l−1 sont dé�nis, omme préédemment, par division eulidienne de
l − 1 par n :

l − 1 = q1
l−1n + r1

l−1 0 ≤ r1
l−1 ≤ n− 1 .En partiulier don, 0 ≤ q1

l−1 ≤ m− 1, en sorte que r1
l−1m+ q1

l−1 est une divisioneulidienne par m, e qui assure l'injetivité, don la bijetivité de l'appliation
σ. Autrement dit, σ est un élément du groupe symétrique Smn. Expliitement, σest l'identité si m = 1 ou n = 1, et pour m ≥ 2, n ≥ 2 :
σ =

(
1 2 . . . n n+ 1 n + 2 . . . 2n . . . mn
1 m+ 1 . . . (n− 1)m+ 1 2 m+ 2 . . . (n− 1)m+ 2 . . . mn

)
.Notons tout d'abord queGal(T ′1

mn = L/T ′1
mn−1 = T 1

m−1T
2
n−1) = Gal(T ′2

σ(mn)/T
′2
σ(mn)−1)Fixons-nous un l ∈ {1, . . . , mn− 1} ave toujours

l = q1
l n + r1

l (q1
l , r

1
l ) ∈ {0, . . . , m− 1} × {0, . . . , n− 1} .Envisageons deux as.

1er as : r1
l = 0.Néessairement q1

l ≥ 1 (sinon l = 0 : absurde). Alors de l− 1 = (q1
l − 1)n+ n− 1suit

q1
l−1 = q1

l − 1, r1
l−1 = n− 1 .d'où

σ(l) = (n− 1)m+ q1
l .On a déjà vu que

∀i ∈ {0, . . . , m− 1} T ′1
in = T 1

i .Don, omme T 2
n = L,

T ′1
l = T ′1

q1
l n = T 1

q1
l

= T 1
q1
l
∩ T 1

q1
l −1T

2
n .Dès lors, par l'isomorphisme isom(q1

l−1,n−1),
Gal(T ′1

l /T
′1
l−1) = Gal(T 1

q1
l
∩ T 1

q1
l −1

T 2
n/T

1
q1
l
∩ T 1

q1
l −1

T 2
n−1)

∼−→ Gal(T 2
n ∩ T 1

q1
l
T 2

n−1/T
2
n ∩ T 1

q1
l −1

T 2
n−1)

= Gal(T ′2
(n−1)m+q1

l
/T ′2

(n−1)m+q1
l −1

)

= Gal(T ′2
σ(l)/T

′2
σ(l)−1) .

2nd as : r1
l ≥ 1.De l − 1 = q1

l n+ r1
l − 1 suit alors

q1
l−1 = q1

l , r1
l−1 = r1

l − 1 ;d'où
σ(l) = (r1

l − 1)m+ q1
l + 1 .



3. PREMIER THÉORÈME DE DISSOCIATION 99On en déduit par l'isomorphisme isom(q1
l−1,r1

l−1)
que

Gal(T ′1
l /T

′1
l−1) = Gal(T 1

q1
l +1

∩ T 1
q1
l
T 2

r1
l
/T 1

q1
l +1

∩ T 1
q1
l
T 2

r1
l −1

)

∼−→ Gal(T 2
r1
l
∩ T 1

q1
l +1

T 2
r1
l −1

/T 2
r1
l
∩ T 1

q1
l
T 2

r1
l −1

) .Pour q1
l + 1 ≤ m− 1, e dernier groupe est, par dé�nition de la tour (T ′2), égal à

Gal(T ′2
(r1

l −1)m+q1
l +1/T

′2
(r1

l −1)m+q1
l
) = Gal(T ′2

σ(l)/T
′2
σ(l)−1) .En�n si q1

l + 1 = m, on a σ(l) = r1
lm, d'où

T 2
r1
l
∩ T 1

q1
l +1T

2
r1
l −1 = T 2

r1
l
∩ LT 2

r1
l −1 = T 2

r1
l
.Et l'on a déjà noté que T 2

r1
l

= T ′2
r1
l m

= T ′2
σ(l).Ainsi dans tous les as, on a prouvé que

∀l ∈ {1, . . . , mn} Gal(T ′1
l /T

′1
l−1)

∼−→ Gal(T ′2
σ(l)/T

′2
σ(l)−1) ,i.e. que (T ′2) ∼ (T ′1). Cei ahève la démonstration du 1er théorème de dissoia-tion. �Dans le as de tours strites, le théorème 3.2 préédent peut être amélioré enle suivant :Corollaire 3.3. Deux tours galoisiennes strites d'une même extension galtou-rable admettent des ra�nements qui sont des tours galoisiennes strites équiva-lentes.Démonstration. Dans les notations des proposition 3.1 et théorème 3.2, les tours

(T 1) et (T 2), supposées strites, admettent les ra�nements équivalents (T ′1) et
(T ′2), dont rien ne permet d'a�rmer qu'ils sont strits. La proposition 1.5 nousmontre quant à elle que les tours galoisiennes strites assoiées (T ′1

< ) et (T ′2
< ) sontéquivalentes. Or le orollaire 2.4 du hapitre 3 onlut que (T ′1

< ) (resp. (T ′2
< )) estenore un ra�nement de (T 1) (resp. (T 2)). �Ce théorème 3.2 admet enore une généralisation aux tours galtourables :Théorème 3.4. (1er théorème de dissoiation bis)Deux tours galtourables d'une même extension galtourable admettent des ra�ne-ments qui sont des tours galoisiennes équivalentes.Démonstration. Soient L/K une extension galtourable et (E1), (E2) deux toursgaltourables de L/K. Par la proposition 1.9 du hapitre 3, (E1) (resp. (E2))admet un ra�nement qui est une tour galoisienne (T 1) (resp. (T 2)). Le théorème3.2 assure alors que les tours galoisiennes (T 1) et (T 2) de L/K admettent des



100 4. PREMIERS THÉORÈMES DE DISSOCIATIONra�nements équivalents (T ′1) et (T ′2). Or, par le Fait 1.6 du hapitre 3, (T ′1)(resp. (T ′2)) est enore un ra�nement de (E1) (resp. (E2)). �De même, le théorème préédent admet une version pour les tours strites :Corollaire 3.5. Deux tours galtourables strites d'une même extension galtou-rable admettent des ra�nements qui sont des tours galoisiennes strites équiva-lentes.Démonstration. Celle du orollaire 3.3 mutatis mutandis. �4. Deuxième et troisième théorèmes de dissoiationNotons la proposition suivante, essentielle pour le théorème général 4.2 à suivre :Proposition 4.1. Une extension galoisienne in�nie n'est jamais galsimple.Démonstration. Soit L/K une extension galoisienne in�nie. Considérons {Ei}i∈Il'ensemble des orps intermédiaires entre K et L tels que l'extension quotient
Ei/K soit galoisienne �nie :

∀i ∈ I K E Ei ≤ L [Ei : K] <∞ .On sait [20, p.16, Satz 2.3℄ (ou [21℄) que
L =

⋃

i∈I

Ei .Si l'on avait Ei = K pour tout i dans I, on aurait don L = K, e qui ontrediraitl'hypothèse [L : K] = ∞. Par onséquent
∃i0 ∈ I Ei0 6= K .De plus

([Ei0 : K] <∞ , [L : K] = ∞) ⇒ Ei0 6= L .Ainsi K ⊳Ei0 < L, et l'extension L/K n'est pas galsimple. �En général, un groupe n'admet pas de suite de omposition. Les groupes �nis enadmettent une, mais e ne sont pas les seuls. Nous avons prouvé que les extensionsde orps, même séparables, n'admettent pas néessairement de tour galoisienne(Chap. 2, Ex. 1.10.(i) ). Ave la notion d'extension galtourable, le théorème sui-vant répond à la question de savoir quelles sont exatement les extensions deorps admettant une tour de omposition galoisienne.Théorème 4.2. (2ème théorème de dissoiation)Une extension de orps admet une tour de omposition galoisienne si et seulementsi elle est galtourable �nie.



4. DEUXIÈME ET TROISIÈME THÉORÈMES DE DISSOCIATION 101Sholie. En partiulier, la proposition 2.8 se généralise don aux extensions gal-tourables.Démonstration. Soit L/K une extension admettant une tour de omposition ga-loisienne
(F ) K = F0 ⊳ · · ·⊳ Fi ⊳ · · · ⊳ Fm = L .Chaune des marhes de (F ) est galsimple en vertu de la proposition 1.3. Pardé�nition (Chap. 2, Déf. 1.4), L/K est en partiulier galtourable. Supposonsqu'elle soit de degré in�ni. De ∞ = [L : K] =

m−1∏

i=0

[Fi+1 : Fi] suit qu'au moinsl'une des marhes est in�nie :
∃i0 ∈ {0, . . . , m− 1} [Fi0+1 : Fi0] = ∞ .Mais alors Fi0+1/Fi0 est galoisienne in�nie et galsimple, e qui ontredit la pro-position 4.1 préédente.Réiproquement, supposons l'extension L/K galtourable �nie non triviale (lerésultat est vrai pour l'extension triviale d'après le Fait 1.2). Soit

(F ) K = F0 E · · · E Fi E · · ·E Fm = Lune tour galoisienne de L/K. Quitte à prendre sa tour strite assoiée (F<), onpeut supposer que (F ) est une tour strite en vertu du orollaire 2.6 du hapitre3. L'extension L/K étant de degré �ni, il en est de même de haune de sesmarhes Fi+1րFi (i = 0, . . . , m− 1). En tant qu'extensions galoisiennes �nies,elles-i admettent des tours de omposition galoisiennes d'après la proposition2.8 :
(Ti) Fi = Tji

⊳ · · · ⊳ Tji+1
= Fi+1où ji < ji+1 puisque (F ) est strite. De même que dans la démonstration de laproposition 1.9 du hapitre 3, la juxtaposition des tours galoisiennes (Ti) (i =

0, . . . , m− 1) donne la tour galoisienne strite
(T ) K = F0 = Tj0 ⊳ · · ·⊳ Tj1 = F1 ⊳ · · ·⊳ Tjm = Fm = Lde L/K. Chaune des marhes de (T ) est une marhe de l'une des tours (Ti), donest galsimple (f. Prop. 1.3). Finalement la tour galoisienne (T ) est elle-même deomposition. �Nous sommes maintenant en mesure de démontrer l'analogue galoisien au théo-rème de Jordan-Hölder annoné dans l'introdution du présent hapitre.Théorème 4.3. (3ème théorème de dissoiation, dit "de Galjordanhölder")Soit L/K une extension �nie galtourable.(1) Toute tour galoisienne strite de L/K admet un ra�nement qui est une tourde omposition galoisienne de L/K.(2) Deux tours de omposition galoisiennes de L/K sont équivalentes.



102 4. PREMIERS THÉORÈMES DE DISSOCIATIONSholie. Le ra�nement du (1) est néessairement un ra�nement galoisien envertu du Fait 1.5.(2) du hapitre 3.Démonstration. (1) D'après le 2ème théorème de dissoiation (Th. 4.2), L/K ad-met une tour de omposition galoisienne (C). Soit (T ) une tour galoisienne stritede L/K. D'après le théorème de Galshreier (Th. 3.2), (C) et (T ) admettent desra�nements (C ′) et (T ′) qui sont des tours galoisiennes équivalentes. Ces ra�ne-ments sont galoisiens (Chap. 3, Fait 1.5.(2)). Comme la tour de omposition (C)n'admet auun ra�nement galoisien propre, (C ′) est néessairement un ra�ne-ment trivial de (C). Or (C) est strite par dé�nition. C'est don la tour striteassoiée à (C ′) (Chap. 3, Prop. & Déf. 2.1), d'où
(C) = (C ′

<) .Par la proposition 1.5, on en déduit que les tours galoisiennes (C) = (C ′
<) et (T ′

<)sont équivalentes. Comme (C) est de omposition, il résulte alors du orollaire1.4 que le ra�nement (T ′
<) de (T ) est une tour de omposition galoisienne. Deplus d'après le orollaire 2.8 du hapitre 3, (T ′

<) est enore un ra�nement de (T ).(2) Dans le (1) préédent, lorsque (T ) est une tour de omposition galoisienne, lemême argument que pour (C) onduit à (T ′
<) = (T ). Et �nalement (T ′

<) ∼ (C ′
<)signi�e (T ) ∼ (C). �Comme le 1er théorème de dissoiation, e théorème 4.3 admet une généralisa-tion aux tours galtourables.Théorème 4.4. (3ème théorème de dissoiation bis)Soit L/K une extension �nie galtourable.(1) Toute tour galtourable strite de L/K admet un ra�nement qui est une tourde omposition galoisienne de L/K.(2) Deux tours de omposition galoisiennes de L/K sont équivalentes.Démonstration. (1) Soit (E) une tour galtourable strite de L/K. Par la proposi-tion 2.9 du hapitre 3, elle admet un ra�nement (T ) qui est une tour galoisiennestrite de L/K. Et d'après le théorème 4.3.(1) préédent, (T ) admet un ra�ne-ment (C) qui est une tour de omposition galoisienne de L/K. On déduit alorsde la transitivité de la notion de ra�nement (Chap. 3, Fait 1.6) que (C) est unra�nement de (E).(2) Identique à elui du 3ème théorème de dissoiation. �



Chapitre 5ILLUSTRATIONS ARITHMÉTIQUES ETGALSIMPLICITÉCe hapitre 5 est un hapitre de transition, une respiration arithmétique avantles tours d'élévation qui nous permettrons de dissoier toutes les extensions �nieset pas seulement les galtourables. La setion 1 illustre les théorèmes de Galshreieret Galjordanhölder du hapitre 4 par une extension galtourable de degré 480 dontnous donnons deux tours galoisiennes di�érentes que l'on ra�ne en deux toursde omposition galoisiennes équivalentes. La setion 2 fournit, via un résultatde Selmer-Serre, une lasse in�nie d'extensions simples (au sens du (1) de ladé�nition 1.6 du hapitre 2) mais non galoisiennes. La setion 3 montre, via unontre-exemple, que le "Théorème M" du hapitre 6 suivant ne s'étend pas auas d'une extension in�nie. Ce ontre-exemple justi�e la �nitude des extensionsdu hapitre 7 �nal. En�n, la setion 4 donne quelques propriétés des extensionsgalsimples non galoisiennes, notamment leur transitivité qui nous sera utile pourla maximalité des sous-extensions d'intourabilité.1. Illustrations des théorèmes de Galshreier etGaljordanhölder par une extension de degré 480On note génériquement ζn := e2iπ/n (n ∈ N \ {0}). Dans toute ette setion,on onsidère les tours
(T 1) K = T 1

0 := Q < T 1
1 := T 1

0 (i,
4
√

5) < T 1
2 := T 1

1 (ζ15, Y
1/5, Z1/3) = Let

(T 2) K = T 2
0 := Q < T 2

1 := T 2
0 (ζ15) < T 2

2 := T 2
1 (i, Y 1/5) < T 2

3 = L ,où l'on désigne par :




−Y 1/5 l'une quelonque des raines inquièmes omplexes de
Y := (2 − ζ5)

3(2 − ζ4
5)

2 ;
−Z1/3 l'une quelonque des raines troisièmes omplexes de

Z := 6 −
√

5 .Fait 1.1. L'extension Q(ζ5)(Y
1/5)/Q(ζ5) est ylique de degré 5.Démonstration. Sinon, modulo Q(ζ5)

×5,
Y = 11 ⇐⇒ 2 − ζ4

5 = 2 − ζ5 .103



104 5. ILLUSTRATIONS ARITHMÉTIQUES ET GALSIMPLICITÉEn partiulier, pour le orps loal C := Q5(ζ5), on a alors
2 − ζ4

5

2 − ζ5
∈ C×5 .Prouvons que ei n'est pas, grâe aux méthodes (et notations) de [38℄ et [42℄.Tout d'abord, 2 − ζ4

5 est une unité prinipale de C :
2 − ζ4

5 ∈ U1
C ,ar pour l'uniformisante 1 − ζ5, on a les valuationsord(1 − (2 − ζ4

5)) = ord(ζ4
5 (1 − ζ5)) = 1 .Comme il en est de même de 2 − ζ5, on a don

2 − ζ4
5

2 − ζ5
∈ U1

C .Calulons le défaut de ette unité prinipale :ord(1 − 2−ζ4
5

2−ζ5
) = ord(−ζ5 + ζ4

5 ) = ord(ζ4
5 (1 − ζ2

5 ))

= ord(1 − ζ5) + ord(1 + ζ5)
= 1 + ord(2 − (1 − ζ5))
= 1 ;on en déduit que def(2 − ζ4

5

2 − ζ5

)
= 1 (f. [42℄) .D'où la onlusion puisque

2 − ζ4
5

2 − ζ5
∈ C×5 ⇐⇒ def(2 − ζ4

5

2 − ζ5
) = +∞ .

�Fait 1.2. (0) La tour (T 2) est galoisienne ;(1) 4
√

5 /∈ Q(i, ζ3, ζ5) ;(2) T 1
1 ∩ T 2

1 = Q(
√

5) ;(3) T 1
1 ∩ Q(ζ5) = Q(

√
5) ;(4) Gal(Q(ζ15)/Q(

√
5))

∼−→ (Z/2Z)2.Démonstration. (0) La marhe L = T 2
2 ( 4
√

5, Z1/3)/T 2
2 est le ompositum de deuxextensions kummériennes.(1) L'extension Q(i, ζ3, ζ5)րQ est ylotomique, don abélienne. Si l'on avait

4
√

5 ∈ Q(i, ζ3, ζ5), l'extension Q( 4
√

5)/Q serait abélienne, omme quotient d'une



1. ILLUSTRATIONS DES THÉORÈMES PAR UNE EXTENSION DE DEGRÉ 480 105extension abélienne, e qui n'est pas.(2) D'après [24, p.74, Th.2℄, i /∈ T 2
1 = Q(ζ15), d'où

[T 2
1 (i) : T 2

1 ] = 2 .Par ailleurs
ζ5 + ζ4

5 =

√
5 − 1

2(expliitement érit dans [14, p.67-68℄ !). Don
Q(

√
5) < Q(ζ5) < T 2

1 = Q(ζ3, ζ5) .En partiulier, √5 ∈ T 2
1 (i) ; tandis que par le (1), 4

√
5 /∈ T 2

1 (i). Dès lors,
[T 1

1 T
2
1 = Q(i, ζ3, ζ5,

4
√

5) : T 2
1 (i)] = 2 .On a ainsi la �gure

ζ

ζ

1

0
T = Q = T

2

0

4 1

Q(i ,   5 ) = T
1

15

15

4

Q(   5 ) 

2

1
T = Q(    ) 

2

1
T (i) 

11

1 2

T  T = Q(i,     ,  5 ) 

1

T      T
2

1 1

Fig. 18. Parallélogramme [T 1
1 ∩ T 2

1 , T
2
1 , T

1
1 T

2
1 , T

1
1 ]dans laquelle le quadrilatère (T 1

1 ∩ T 2
1 , T

2
1 , T

1
1 T

2
1 , T

1
1 ) est un parallélogramme ga-loisien. En e�et, l'extension T 1

1 /T
1
1 ∩ T 2

1 (resp. T 2
1 /T

1
1 ∩ T 2

1 ) est galoisienneomme sous-extension de T 1
1 /Q (resp. T 2

1 /Q ) qui est galoisienne de degré 8ar T 1
1 = Q(i, 4

√
5) est le orps de déomposition du polyn�me X4 − 5 (resp. ar
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[T 2

1 = Q(ζ15) : Q] = ϕ(15) = 8 ). Par onséquent :
8 = [T 1

1 : Q] = [Q(
√

5) : Q][T 1
1 ∩ T 2

1 : Q(
√

5)][T 1
1 : T 1

1 ∩ T 2
1 ]

= 2[T 1
1 ∩ T 2

1 : Q(
√

5)][T 1
1 T

2
1 : T 2

1 ]

= 2[T 1
1 ∩ T 2

1 : Q(
√

5)][T 2
1 (i) : T 2

1 ][T 1
1 T

2
1 : T 2

1 (i)]

= 8[T 1
1 ∩ T 2

1 : Q(
√

5)]

⇔ T 1
1 ∩ T 2

1 = Q(
√

5) .(3) Comme √
5 ∈ Q(ζ5), on a par le (2)

Q(
√

5) ≤ T 1
1 ∩ Q(ζ5) ≤ T 1

1 ∩ Q(ζ15) = T 1
1 ∩ T 2

1 = Q(
√

5) .(4) Comme T 2
1 = Q(ζ15), on a le parallélogramme [Q,Q(ζ3), T

2
1 ,Q(ζ5)].

ζ

ζ

ζ

ζ

Q 

15

3

3

5
Q(    ) 

2

1
T = Q(     ) 

Q(  5) 

Q(    ) 

Q(   ,  5 ) 

Fig. 19. Un sous-parallélogramme de [Q,Q(ζ3), T
2
1 ,Q(ζ5)]D'après le orollaire 4.3.(1-1) du hapitre 1, on a le sous-parallélogramme

[Q(
√

5),Q(ζ3,
√

5), T 2
1 ,Q(ζ5)]. On en déduit, par sindement de la diagonale (Chap.1, Prop. 4.1) que

Gal(T 2
1 /Q(

√
5))

∼−→ Gal(T 2
1 /Q(ζ3,

√
5)) ×Gal(T 2

1 /Q(ζ5)) .Comme [T 2
1 : Q(ζ3,

√
5)] = [T 2

1 : Q(ζ5)] = 2, on a bien le résultat annoné :
Gal(T 2

1 /Q(
√

5))
∼−→ (Z/2Z)2 .

�Nous avons déjà dit que la tour (T 2) est galoisienne ((0) du Fait préédent),le leteur aura deviné qu'il en est de même de la tour (T 1). Nous le démontronsmaintenant, en utilisant deux fois un puissant outil introduit par Rihard Massydans [26℄ sous le nom de "moyenne galoisienne" ("Galois average").Proposition 1.3. L'extension L = T 1
2 /T

1
1 est galoisienne, non abélienne, dedegré 60.



1. ILLUSTRATIONS DES THÉORÈMES PAR UNE EXTENSION DE DEGRÉ 480 107Démonstration. Soient v et w les générateurs de
Gal(T 2

1 = Q(ζ15)/Q) = Gal(Q(ζ3)/Q) ×Gal(Q(ζ5)/Q)dé�nis par
v(ζ3) = ζ2

3 , v(ζ5) = ζ5 ; w(ζ5) = ζ2
5 , w(ζ3) = ζ3 .On a

w2(ζ5 + ζ4
5) = ζ4

5 + ζ5 =

√
5 − 1

2
;don w2 laisse �xe √

5 et
Gal(T 2

1 /Q(
√

5)) = {1, v} × {1, w2} .Or, d'après le (2) du Fait 1.2, on a le parallélogramme galoisien
[Q(

√
5), T 2

1 , T
1
1 T

2
1 , T

1
1 ] .En notant ṽ et w̃2 les prolongements respetifs de v et w2 à T 1

1 T
2
1 , on en déduitque

Gal(T 1
1 T

2
1 /T

1
1 ) = {1, ṽ} × {1, w̃2} .Soit η "l'homomorphisme ylotomique" ([26℄) de Gal(T 1

1 T
2
1 /T

1
1 ) dans le groupemultipliatif F×

5 du orps à inq éléments, dé�ni par
w̃2(ζ5) = ζ4

5 ⇔ η(w̃2) = 4 ; ṽ(ζ5) = ζ5 ⇔ η(ṽ) = 1 .Soient y := 2− ζ5 et y sa lasse dans (T 1
1 T

2
1 )×/(T 1

1 T
2
1 )×5. La moyenne galoisiennede T 1

1 T
2
1 sur T 1

1 pour η en y est par dé�nition [26, Set. 2℄
gaη

T 1
1 T 2

1 /T 1
1
(y) = ( ∏

γ∈Gal(T 1
1 T 2

1 /T 1
1 )

γ(y)η(γ)−1)4−1

= (y ṽ(y) w̃2(y)4 ṽw̃2(y)4)4−1

= y4 ṽ(y)4 w̃2(y) ṽw̃2(y)

= (2 − ζ5)4 (2 − ζ5)4 (2 − ζ4
5) (2 − ζ4

5 )

= (2 − ζ5)3 (2 − ζ4
5 )2 = Y .D'après [26℄, l'extension T 1

1 T
2
1 (Y 1/5)/T 1

1 est galoisienne. On a T 2
1 (Y 1/5)∩T 1

1 T
2
1 =

T 2
1 par primalité des degrés ar [T 1

1 T
2
1 : T 2

1 ] = 4 (f. (2) de la démonstration duFait 1.2) et [T 2
1 (Y 1/5) : T 2

1 ] ∈ {1, 5}. On en déduit le parallélogramme galoisien
[T 2

1 , T
1
1 T

2
1 , T

1
1 T

2
1 (Y 1/5), T 2

1 (Y 1/5)].
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ζ ζ

ζ

ζ5
Q(      ) 

2

1
T ( Y   ) 

1

1

T  

1

1

T  
2

1
T ( Y   ) 

5

1 / 5

5
Q(     )(Y   ) 

1 / 5

2

1
T  

1 / 5

2

1
T  

=
  

3
Q(     ,      ) Fig. 20. Deux parallélogrammes adjaentsOr d'après le Fait 1.1, on a [Q(ζ5)(Y

1/5) : Q(ζ5)] = 5. A nouveau par primalitédes degrés, on en déduit le parallélogramme
[Q(ζ5), T

2
1 , T

2
1 (Y 1/5),Q(ζ5)(Y

1/5)] .Par onséquent
5 = [T 2

1 (Y 1/5) : T 2
1 ] = [T 1

1 T
2
1 (Y 1/5) : T 1

1 T
2
1 ] .On obtient ainsi le degré de l'extension galoisienne T 1

1 T
2
1 (Y 1/5)/T 1

1 :
[T 1

1 T
2
1 (Y 1/5) : T 1

1 ] = 5[T 1
1 T

2
1 : T 1

1 ] = 20 .Montrons que l'extension T 1
2 /T

1
1 est obtenue par une 3-moyenne au dessus del'extension T 1

1 T
2
1 (Y 1/5)/T 1

1 . Pour l'homomorphisme trivial
11 : G := Gal(T 1

1 T
2
1 (Y 1/5)/T 1

1 ) → F×
3 ,

γ 7→ 1on a
ga11

T 1
1 T 2

1 (Y 1/5)/T 1
1
(Y

−1/5
) = (∏

γ∈G

γ(Y
−1/5

))20−1

= ( ∏

γ∈G

γ(Y
−1/5

))−1

= NT 1
1 T 2

1 (Y 1/5)/T 1
1
(Y 1/5) .



1. ILLUSTRATIONS DES THÉORÈMES PAR UNE EXTENSION DE DEGRÉ 480 109Notons que T 1
1 T

2
1 (Y 1/5) = T 1

1 T
2
2 , et

NT 1
1 T 2

2 /T 1
1
(Y 1/5) = NT 1

1 T 2
1 /T 1

1
(NT 1

1 T 2
2 /T 1

1 T 2
1
(Y 1/5))

= NT 1
1 T 2

1 /T 1
1
(Y 1/5 ζ5Y

1/5 ζ2
5Y

1/5 ζ3
5Y

1/5 ζ4
5Y

1/5)

= NT 1
1 T 2

1 /T 1
1
(Y )

= Y ṽ(Y ) w̃2(Y ) ṽw̃2(Y ) .Comme ṽ(ζ5) = ζ5, on a ṽ(Y ) = Y et
ga11

T 1
1 T 2

2 /T 1
1
(Y

−1/5
) = Y 2 w̃2(Y )2

= (2 − ζ5)6 (2 − ζ4
5)

4 (2 − ζ4
5)

6 (2 − ζ5)4

= (2 − ζ5) (2 − ζ4
5 )

= 4 − 2(ζ5 + ζ4
5 ) + 1

= 4 − (
√

5 − 1) + 1

= 6 −
√

5 .On en déduit, toujours par [26℄, que l'extension L/T 1
1 est galoisienne, ar on a :

L = T 1
2 = T 1

1 (ζ15, Y
1/5, Z1/3) = T 1

1 T
2
1 (Y 1/5, Z1/3)

= T 1
1 T

2
1 (Y 1/5)(Z1/3) = T 1

1 T
2
2 (Z1/3) .Elle est de degré

[L : T 1
1 ] = [T 1

1 T
2
2 (Z1/3) : T 1

1 T
2
2 ][T 1

1 T
2
2 : T 1

1 ] = 3 × 20 = 60ar Z = 6−
√

5 /∈ (T 1
1 T

2
2 )×3. En e�et sinon on aurait NT 1

1 T 2
2 /Q(6−

√
5) ∈ Q×3, equi n'est pas, puisque

NT 1
1 T 2

2 /Q(6 −
√

5) = NQ(
√

5)/Q(NT 1
1 T 2

2 /Q(
√

5)(6 −
√

5))

= NQ(
√

5)/Q(6 −
√

5)80

= 3180 /∈ Q×3 .En�n L/T 1
1 est non abélienne, ar soit v̌ un prolongement de ṽ à T 1

1 T
2
2 :
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∋

1

1

T  
2

1
T  

1
T  

2

1
T ( Y   ) 

1 / 52

1

21

2

1

1
Gal ( T  T  /  T  )  

1

21

1

T  T  = T 
1

1

v

Fig. 21. Extension galoisienne T 1
1 T

2
2 /T

1
1Clairement

v̌(ζ3) = ṽ(ζ3) = ζ2
3 .L'homomorphisme ylotomique de Gal(T 1

1 T
2
2 /T

1
1 ) dans F×

3 n'est don pas trivial.Comme Z = 6 −
√

5 est dans l'image de la moyenne galoisienne ga1
T 1
1 T 2

2 /T 1
1
pouret homomorphisme trivial, il résulte du [26, Th.1.2.(3.2)℄ que l'extension L/T 1

1ne peut être abélienne. �Corollaire 1.4. L'extension L/Q est de degré 480.Démonstration. C'est lair puisque
[L : Q] = [L : T 1

1 ][T 1
1 : Q]où [L : T 1

1 ] = 60 (Prop. 1.3) et [T 1
1 : Q] = 8 d'après la démonstration du (2) duFait 1.2. �La proposition suivante illustre le théorème de Galshreier (1er théorème dedissoiation) pour une extension de degré 480.Proposition 1.5. On a les tours galoisiennes (strites) équivalentes de L/K(Chap. 4, Déf. 1.1.(2)) (T ′1) ∼ (T ′2) où

(T ′1) K = Q =: T ′1
0 ⊳ T ′1

1 := Q(
√

5) ⊳ T ′1
2 := Q(i,

√
5) ⊳ T ′1

3 := Q(i, 4
√

5)

⊳ T ′1
4 := Q(i, 4

√
5, ζ15) ⊳ T ′1

5 := Q(i, 4
√

5, ζ15, Y
1/5) ⊳ T ′1

6 := T ′1
5 (Z1/3) = L
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(T ′2) K = Q =: T ′2

0 ⊳ T ′2
1 := Q(

√
5) ⊳ T ′2

2 := Q(ζ15) ⊳ T ′2
3 := Q(i, ζ15)

⊳ T ′2
4 := Q(i, ζ15, Y

1/5) ⊳ T ′2
5 := Q(i, 4

√
5, ζ15, Y

1/5) ⊳ T ′2
6 := L .Démonstration. Prouvons qu'elles sont obtenues à partir des tours (T 1) et (T 2)(f. début de la présente setion) par les formules (F) de la démonstration du 1erthéorème de dissoiation (Chap. 4, Th. 3.2). On a :

Q = T 1
1 ∩ T 1

0 T
2
0 = T 2

1 ∩ T 1
0 T

2
0 ;

Q(
√

5)
1.2.(2)
= T 1

1 ∩ T 2
1 = T 1

1 ∩ T 1
0 T

2
1 = T 2

1 ∩ T 1
1 T

2
0 ;

Q(ζ15) = T 2
1 = T 2

2 ∩ T 1
0 T

2
1 ;

Q(i,
4
√

5) = T 1
1 = T 1

2 ∩ T 1
1 T

2
0 .D'après la démonstration de la proposition 1.3, on dispose du parallélogrammegaloisien

[T 2
1 , T

2
1 (Y 1/5), T 1

1 T
2
1 (Y 1/5), T 1

1 T
2
1 ]dans lequel on peut utiliser le (1-1) du orollaire 4.3 du hapitre 1 : le orpsintermédiaire T 2

1 (i) induit le sous-parallélogramme
[T 2

1 (i), T 2
1 (i, Y 1/5), T 1

1 T
2
1 (Y 1/5), T 1

1 T
2
1 ] .

1

1

T  
2

1
T ( Y   ) 

1 / 5

2

1
T ( Y   ) 

1 / 5

1

1

T  
2

1
T  

2

1
T  

2

1

2

1
T ( i )  

T ( i , Y   ) 
1 / 5

Fig. 22. Sous-parallélogramme [T 2
1 (i), T 2

1 (i, Y 1/5), T 1
1 T

2
1 (Y 1/5), T 1

1 T
2
1 ]On en déduit en partiulier que

Q(i, ζ15) = T 2
1 (i) = T 2

1 (i, Y 1/5) ∩ T 1
1 T

2
1 = T 2

2 ∩ T 1
1 T

2
1 .Par ailleurs

Q(i,
4
√

5, ζ15) = T 1
1 T

2
1 = T 1

2 ∩ T 1
1 T

2
1 ;

Q(i, ζ15, Y
1/5) = T 2

2 = T 2
3 ∩ T 1

0 T
2
2 ;
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Q(i,

4
√

5, ζ15, Y
1/5) = T 1

1 T
2
2 = T 1

2 ∩ T 1
1 T

2
2 = T 2

3 ∩ T 1
1 T

2
2 .En�n dans le parallélogramme galoisien [T 1

1 ∩ T 2
1

1.2.(2)
= Q(

√
5), T 2

1 , T
1
1T

2
1 , T

1
1 ], ondéduit du (1-1) du orollaire 4.3 du hapitre 1 appliqué au orps intermédiaire

Q(i,
√

5) ≤ T 1
1 , le sous-parallélogramme

[Q(i,
√

5), T 2
1 (i), T 1

1 T
2
1 , T

1
1 ] .En partiulier

Q(i,
√

5) = T 1
1 ∩ T 2

1 (i) = T 1
1 ∩ Q(i, ζ15)

= T 1
1 ∩ (T 2

2 ∩ T 1
1 T

2
1 ) = T 1

1 ∩ T 2
2

= T 1
1 ∩ T 1

0 T
2
2

�Le orollaire suivant illustre le théorème de Galjordanhölder (3ème théorème dedissoiation : Chap. 4, Th. 4.3) pour la même extension de degré 480.Corollaire 1.6. On a les tours de omposition galoisiennes équivalentes de L/K
(T”1) ∼ (T”2) où
(T”1) K = Q =: T”1

0 ⊳ T”1
1 := Q(

√
5) ⊳ T”1

2 := Q(i,
√

5)

⊳ T”1
3 := Q(i, 4

√
5) ⊳ T”1

4 := Q(i, 4
√

5, ζ5) ⊳ T”1
5 := Q(i, 4

√
5, ζ15)

⊳ T”1
6 := Q(i, 4

√
5, ζ15, Y

1/5) ⊳ T”1
7 := Q(i, 4

√
5, ζ15, Y

1/5, Z1/3) = Let
(T”2) K = Q =: T”2

0 ⊳ T”2
1 := Q(

√
5) ⊳ T”2

2 := Q(ζ5)

⊳ T”2
3 := Q(ζ15) ⊳ T”2

4 := Q(i, ζ15) ⊳ T”2
5 := Q(i, ζ15, Y

1/5)

⊳ T”2
6 := Q(i, 4

√
5, ζ15, Y

1/5) ⊳ T”2
7 := Q(i, 4

√
5, ζ15, Y

1/5, Z1/3) = L .Démonstration. La tour (T”1) est un ra�nement galoisien de la tour galoisienne
(T ′1) de la proposition 1.5 préédente, ave un seul nouveau orps T”1

4. Par laproposition 1.7 du hapitre 3, (T”1) est don une tour galoisienne. Puisque L/Qest de degré 480 (Cor. 1.4), on a néessairement :
[T”1

7 : T”1
6] = 3 , [T”1

6 : T”1
5] = 5

[T”1
5 : T”1

4] = 2 , [T”1
4 : T”1

3] = 2
[T”1

3 : T”1
2] = 2 , [T”1

2 : T”1
1] = 2

[T”1
1 : T”1

0] = 2 .



1. ILLUSTRATIONS DES THÉORÈMES PAR UNE EXTENSION DE DEGRÉ 480 113Toutes les marhes de (T”1) sont don simples (Chap. 2, Ex. 1.10.(iii)) et afortiori galsimples (Chap. 2, Prop. 1.8.(1)). On déduit alors de la proposition1.3 du hapitre 4 que (T”1) est une tour de omposition galoisienne. Par unraisonnement identique, on établit que (T”2) est aussi une tour de ompositiongaloisienne.Remarquons également que (T”2) est un ra�nement galoisien de (T ′2) ave unseul nouveau orps : (T”2
2). D'après la proposition 1.5, les 1ère, 4ème, 5ème, 6ème,

7ème marhes de (T”2) sont équivalentes respetivement aux 1ère, 2ème, 6ème, 3ème,
7ème de (T”1). De plus, on a le parallélogramme galoisien

[Q(
√

5),Q(ζ15),Q(i, ζ15,
4
√

5),Q(i,
4
√

5)]et la �gure suivante :
ζ

ζ

ζ

ζ

4

           Q( i ,       ,   5  ) 
5

15
 Q(      ) = T 

3

"2

T = Q( i ,    5  ) 
4"1

3

Q(   5 ) T 
"2

2

15

4T 
"1

4

5
 Q(     ) 

=
 

=
 

T = 
"2

1

           Q( i ,       ,   5  ) = T 
"1

5

Fig. 23. Parallélogramme [T”2
1, T”2

3, T”1
5, T”1

3]L'extension Q(ζ5)/Q(
√

5) est quadratique, don galoisienne, et par le orollaire4.3 du hapitre 1 on a les parallélogrammes
[Q(

√
5),Q(ζ5),Q(i, ζ5,

4
√

5),Q(i,
4
√

5)]et
[Q(ζ5),Q(ζ15),Q(i, ζ15,

4
√

5),Q(i, ζ5,
4
√

5)] .Don en partiulier
Gal(T”1

4/T”1
3)

∼−→ Gal(T”2
2/T”2

1)et
Gal(T”1

5/T”1
4)

∼−→ Gal(T”2
3/T”2

2) .Cei ahêve de prouver que les tours de omposition galoisiennes (T”1) et (T”2)sont équivalentes. �



114 5. ILLUSTRATIONS ARITHMÉTIQUES ET GALSIMPLICITÉ2. Exemple d'extensions simplesNous exhibons ii une lasse infnie d'extensions simples non galoisiennes : ellesde l'exemple 1.10.(iii) du hapitre 2 : l'extension Q(θ)/Q où θn−θ−1 = 0 (n ≥ 3)est simple mais non galoisienne.Nous utilisons la propriété lassique suivante des groupes de permutations :Fait 2.1. Pour tout entier n ≥ 3, le groupe symétrique Sn−1 s'identi�e au stabi-lisateur d'un point quelonque dans Sn. Alors, Sn−1 est un sous-groupe maximal(intransitif) de Sn.Démonstration. Cf. [12, p.268℄. �L'argument prinipal de notre démonstration est un résultat de Selmer-Serre1 :Proposition 2.2. Pour tout entier n ≥ 2, le polyn�me
Pn(X) := Xn −X − 1est irrédutible sur Q, et l'on a
Gal(Ln/Q)

∼−→ Snoù Ln désigne le orps de déomposition dans C de Pn(X).Démonstration. Cf. [37℄ pour l'irrédutibilité et [38℄ pour le reste. �Corollaire 2.3. Pour tout entier n ≥ 3, l'extension Q(θ)/Q où
θn − θ − 1 = 0est simple et non galoisienne : (Q(θ) /◦տQ).Démonstration. Ave les notations de la proposition 2.2, soient d'une part R :=

{θ1, . . . , θn} l'ensemble des raines (néessairement distintes) de Pn(X) dans Ln,et d'autre part En := Q(θn), Hn := Gal(Ln/En). La numérotation des raines de
Pn(X) induit un homomorphisme expliite

ψn : Gal(Ln/Q) → Sn

σ 7→ ψn(σ)dé�ni par (ψn(σ))(i) = j quand σ(θi) = θj (1 ≤ i, j ≤ n). En vertu de laproposition 2.2, ψn est un isomorphisme. Il est lair que γ(θn) = θn pour tout
γ ∈ Hn, de sorte que

∀γ ∈ Hn (ψn(γ))(n) = n ,1Remeriements au Professeur C.U. Jensen de l'Université de Copenhague qui me le �tonnaître lors d'un ours de D.E.A à Valeniennes en 1999.



3. UN CONTRE-EXEMPLE AU "THÉORÈME M" POUR UNE EXTENSION INFINIE 115e qui exprime que ψn(Hn) est inlus dans le stabilisateur de n dans Sn, lui mêmeisomorphe à Sn−1 par le Fait 2.1 :
ψn(Hn) ≤ StabSn(n) = Sn−1 .Ainsi :

|ψn(Hn)| = |Hn| = [Ln : En] =
[Ln : Q]

[En : Q]
=
n!

n
= |Sn−1| ,d'où l'on déduit que

ψn(Hn) = Sn−1est un sous-groupe maximal (Fait 2.1) de ψn(Gal(Ln/Q)) = Sn (Prop. 2.2). Paronséquent, Hn = Gal(Ln/En) est un sous-groupe maximal de Gal(Ln/Q). Ilrésulte alors de la bijetion de Galois que En/Q est une extension simple.Par ailleurs, l'hypothèse n ≥ 3 implique quant à elle que Sn−1 n'est pas normaldans Sn (par exemple (12)(1 n) = (2n) /∈ Sn−1) ; don En/Q n'est pas galoisienne.
�3. Un ontre-exemple au "Théorème M" pour une extension in�nieNous montrerons au hapitre 6 suivant, via le "Théorème M", que toute ex-tension �nie se dissoie anoniquement en une "extension quotient galtourablemaximale" et une "sous-extension d'intourabilité maximale". Il est alors naturelde se demander si ette dissoiation admet un analogue dans le as d'une ex-tension in�nie. Le ontre-exemple suivant de ette setion, inséré dans le présenthapitre ar indépendant de e qui suit, nous prouve en partiulier que, dans nosdé�nitions, et analogue n'existe pas.Notations 3.1. Dans toute ette setion, notons (E) la suite in�nie de orpsemboîtés

(E) E0 EE1 E · · ·E En E En+1 E · · · ≤ E∞ave 



E0 := Q , x0 := 2 ;

En := Q(xn) = En−1(xn) , xn := 2n√
2 (n ∈ N \ {0}) ;

E∞ :=
⋃

n∈N

En .Sholie. Il ne s'agit pas d'une tour de orps au sens de notre dé�nition &onvention 1.1 du hapitre 2 , puisqu'il y a une in�nité de orps.



116 5. ILLUSTRATIONS ARITHMÉTIQUES ET GALSIMPLICITÉPour la démonstration du Fait 3.4 à suivre, nous aurons besoin des lemmessuivants :Lemme 3.2. Tout orps intermédiaire M entre E0 et E∞ : E0 ≤M ≤ E∞ induitl'ensemble non-vide
IM := {n ∈ N | xn ∈M} = {n ∈ N | En ≤M} ,qui est in�ni si et seulement si M = E∞.Démonstration. Notons tout d'abord que les deux dé�nitions de IM oïnident,puisque xn est un élément primitif de En sur Q pour tout n ∈ N.Comme x0 = 2, IM ontient toujours 0, et n'est don jamais vide. Soit main-tenant M un orps intermédiaire tel que IM soit in�ni. Alors :

∀n ∈ N ∃m ∈ N m ≥ n m ∈ IM ;i.e.
∀n ∈ N ∃m ≥ n Em ≤M .Par la roissane de la suite (En)n∈N , on a don

∀n ∈ N ∃m ≥ n En ≤ Em ≤M .Ainsi
E∞ =

⋃

n∈N

En ≤M ≤ E∞ i.e. E∞ = M .La réiproque est immédiate puisque IE∞ = N. �Lemme 3.3. Pour tout orps intermédiaire M entre E0 et E∞ : E0 ≤ M ≤ E∞,véri�ant la propriété suivante
∃m ∈ N xm ∈M xm+1 /∈M ,le polyn�me minimal de xm+2 sur M est
Irr(xm+2,M,X) = X4 − xm .Démonstration. Comme xm ∈ M , Pm(X) := X4−xm ∈M [X] ; et on a Pm(xm+2) =

0 par dé�nition des xn. Don Irr(xm+2,M,X) divise
Pm(X) = (X − xm+2)(X + xm+2)(X − i xm+2)(X + i xm+2) .Par ailleurs, l'extensionM(xm+1)/M est quadratique puisque xm+1 =

√
xm /∈M .On en déduit que

[M(xm+2) : M ] = 2[M(
√
xm+1) : M(xm+1)] ∈ {2, 4} .Mais si le polyn�me minimal de xm+2 sur M était de degré 2, il existerait un

l ∈ {1, 2, 3} tel que
Irr(xm+2,M,X) = (X − xm+2)(X − il xm+2) ;



3. UN CONTRE-EXEMPLE AU "THÉORÈME M" POUR UNE EXTENSION INFINIE 117et son terme onstant serait il x2
m+2 = il xm+1 ∈ M . Or ei est imposible pour

l = 2 ar xm+1 /∈M ; et pour l = 1 ou 3 ar M est un orps réel.Finalement [M(xm+2) : M ] = 4 et Pm(X) = Irr(xm+2,M,X). �Fait 3.4. L'extension E∞/E0 n'est pas galtourable : E∞ցտE0, et n'admet auunesous-extension galsimple.Démonstration. Raisonnons par l'absurde en supposant que l'extension E∞/E0soit galtourable, i.e. qu'elle admet une tour galoisienne
(T ) E0 = T0 E · · ·E Tj E · · · E Tp = E∞ .Comme E∞/E0 est lairement de degré in�ni, l'une au moins des marhes de (T )est in�nie :

∃j ∈ {0, . . . , p− 1} [Tj+1 : Tj ] = ∞.Notons j le plus grand entier tel que la marhe Tj+1/Tj soit in�nie :
∀k ∈ {0, . . . , p− 1} k ≥ j + 1 ⇒ [Tk+1 : Tk] <∞ .Par transitivité du degré, l'extension E∞/Tj+1 est �nie, et elle est séparablepuisque nous sommes en aratéristique nulle. On peut don lui appliquer lethéorème de l'élément primitif :

∃x ∈ E∞ E∞ = Tj+1(x) .Ainsi :
x

x

infinie

finie

finieT 
j

T 
j+1

j
T (   ) 

T   (   ) 
j+1

= E 
8

Fig. 24. L'extension in�nie E∞/Tj(x)d'où il résulte que [E∞ : Tj(x)] = ∞. En partiulier Tj(x) est distint de E∞. Ondéduit alors du lemme 3.2 que l'ensemble ITj(x) est �ni. Notons m son plus grandélément :
m := max ITj(x) .



118 5. ILLUSTRATIONS ARITHMÉTIQUES ET GALSIMPLICITÉOn a m ∈ ITj(x) et m+ 1 /∈ ITj(x), i.e. xm ∈ Tj(x) et xm+1 /∈ Tj(x). Le lemme 3.3nous assure alors que
Irr(xm+2, Tj(x), X) = X4 − xm .Mais par ailleurs, l'extension E∞/Tj(x) est galoisienne en tant que translatée dela marhe galoisienne Tj+1րTj de (T ). Comme xm+2 ∈ E∞, toutes les raines dupolyn�me irrédutible X4 − xm doivent être dans E∞ : absurde, puisque E∞ estun orps réel tandis que deux des raines de X4−xm sont omplexes non-réelles.Ilest don prouvé que E∞/E0 n'est pas galtourable.Raisonnons enore une fois par l'absurde en supposant l'existene d'une sous-extension galsimple E∞ † M de E∞/E0. Par dé�nition (f. Chap. 2, Déf. 1.6),

E∞/M est non-triviale, et on déduit du lemme 3.2 que IM est �ni. Notons m :=
max IM . On a :

xm ∈ M et xm+1 /∈M ;d'où par le lemme 3.3
Irr(xm+2,M,X) = X4 − xm .Cei implique en partiulier que [M(xm+2) : M ] = 4 et l'on a la tour

M ⊳M(xm+1) < M(xm+2) ≤ E∞qui ontredit la galsimpliité de E∞ † M . �4. Extensions galsimples non galoisiennesNous utiliserons les résultats de ette setion pour mettre en évidene le r�leentral du orps d'intourabilité de toute extension �nie.La proposition suivante, vraie quant à elle pour un degré quelonque, montreque la galsimpliité passe toujours au quotient.Proposition 4.1. Toute extension quotient propre d'une extension galsimple estgalsimple non galoisienne. Préisément :
∀(L † K) ∀M K < M < L ⇒ (M † տK) .Démonstration. La galsimpliité de L/K interdit que l'extension quotient propre

M/K soit galoisienne. Et elle est néessairement galsimple ar s'il existait unorps F tel que K ⊳ F < M , on en déduirait K ⊳ F < L : ontradition. �Prouvons maintenant qu'il y a transitivité de la galsimpliité non galoisienne.Proposition 4.2. Pour toute tour de orps F0 ≤ F1 ≤ F2, le fait que les exten-sions F1/F0 et F2/F1 soient galsimples non galoisiennes implique qu'il en est de



4. EXTENSIONS GALSIMPLES NON GALOISIENNES 119même de l'extension F2/F0. Préisément, dans nos notations (f. Chap. 2, Not.1.9) : ( (F1
† տF0) , (F2

† տF1) ) ⇒ (F2
† տF0) .Démonstration. On sait déjà que l'extension F2/F0 n'est pas galoisienne, sansquoi l'on aurait la sous-extension galoisienne F2րF1. Raisonnons par l'absurdeen supposant que l'extension F2/F0 ne soit pas galsimple. Comme elle n'est pastriviale puisque F1/F0 (et F2/F1) ne l'est pas, ela signi�e qu'il existe un orpsintermédiaire M tel que

F0 ⊳M < F2 .En translatant alors l'extension galoisienne MրF0 par l'extension F1/F0, onobtient l'extension galoisienne MF1/F1, et don
F1 EMF1 ≤ F2 .Comme l'extension (F2

† տF1) est galsimple non galoisienne, son extension ga-loisienne quotient (MF1/F1) est néessairement triviale :
MF1 = F1 i.e. M ≤ F1 .De sorte que l'on a la tour

F0 ⊳M ≤ F1 .Comme l'extension F1
† F0 est galsimple, on a don M = F1. Et �nalementl'extension (MրF0) = (F1րF0) est galoisienne : ontradition. �La proposition 4.3 suivante fournit une lasse in�nie d'extensions galsimplesnon galoisiennes immédiatement utilisables ar sur le orps Q des nombres ra-tionnels. Nous nous en servirons dans les exemples du hapitre 6.Rappelons d'abord le ritère d'irrédutibilité des polyn�mes Xn − a que nousutiliserons également au hapitre 6Theorem. [23, p.297, Th. 9.1℄Let K be a �eld and n ≥ 2 an integer. Let a ∈ K, a 6= 0. Assume that for allprime numbers p suh that p|n we have a /∈ Kp, and if 4|n then a /∈ −4K4. Then

Xn − a is irreduible in K[X].Proposition 4.3. Soit L = Q(α)/Q une extension radiale où αn = a ∈ Q ave(1) a positif : a ∈ Q+, et n ≥ 3 impair,(2) pour tout diviseur d de n : d | n, a /∈ Qd.Alors l'extension L/Q est galsimple non galoisienne.Démonstration. D'après le théorème préédent, le polyn�me Xn − a est irré-dutible sur Q, d'où Xn − a = Irr(α,Q, L) et [L : Q] = n. Soit alors I unorps intermédiaire entre Q et L. D'après la proposition de la démonstration de



120 5. ILLUSTRATIONS ARITHMÉTIQUES ET GALSIMPLICITÉl'exemple 1.10 du hapitre 2, il existe néessairement un diviseur δ de n tel que
I = Q(β) ave βδ = a. Raisonnons par l'absurde en supposant que I/Q soit uneextension galoisienne non triviale : IրQ, [I : Q] ≥ 2. Le polyn�me Xδ − a estaussi irrédutible sur Q ar

d|δ ⇒ d|n ⇒ a /∈ Qdet le ritère d'irrédutibilité s'applique. Don Xδ − a = Irr(β,Q, X) et
2 ≤ [I : Q] = δ | n impair.Or dire que I = Q(a1/δ)/Q est galoisienne implique que µδ ⊆ I.

αL = Q (   ) 

 Q

I = Q (   ) 

       Q (   ) 

β

ζ
δFig. 25. Galsimpliité de Q(a1/n)/Q ontrediteEt on sait que [Q(µδ) : Q] = ϕ(δ) où 2 ≤ δ impair est divisible par un nombrepremier impair p. Il en résulte que l'entier pair p − 1 divise [I : Q] impair :ontradition. Il est don prouvé que L/Q est galsimple. �



Chapitre 6THÉORÈME MCe hapitre 6 détaille un résultat non publié de Rihard Massy (onfer re-meriements) que nous sommes onvenus d'appeler le "théorème M" 1(Set. 1).Ce théorème M est la lef de la généralisation à toutes les extensions �nies desthéorèmes de dissoiation préédents pour les extensions galtourables. Il déouvrequ'à toute extension �nie L/K est attahée un invariant unique, son "orps d'in-tourabilité M(L/K)" qui est un orps intermédiaire au-delà duquel l'extensionn'est plus galtourable. Le r�le entral du orps d'intourabilité M(L/K) est misen lumière setion 2 : il dissoie l'extension L/K en une extension quotient gal-tourable maximale M(L/K)րւK et une sous-extension d'intourabilité maximale
L/M(L/K), ou bien triviale, ou bien galsimple non galoisienne. Dans la dernièresetion, nous réalisons tous les orps ylotomiques Q(ζn) omme orps d'intou-rabilité d'une lasse in�nie d'extensions L/Q ave L/Q(ζn) galsimple, don nontriviale, et non galoisienne : (L † տQ(ζn)) (f. Chap.2, Not. 1.9).1. Quatrième théorème de dissoiationIl s'agit ii d'énoner et de prouver le résultat entral suivant pour généraliserles théorèmes de dissoiation du hapitre 4, qui se limitaient au as galtourable.Théorème 1.1. (4ème théorème de dissoiation, dit "Théorème M")Pour toute extension �nie L/K , il existe un orps intermédiaire M et un seulentre K et L, véri�ant à la fois les deux propriétés suivantes :(1) L'extension M/K est galtourable ;(2) La sous-extension L/M est soit triviale, soit galsimple non galoisienne.Sholie. Dans nos notations (Chap. 2, Not. 1.9), e théorème M se symboliseomme suit :
∀L/K [L : K] <∞ , ∃!M K ≤M ≤ L (MրւK , L = M ou (L † տM)) .Démonstration. Existene. Le théorème est trivial pour L = K ar KրK im-plique KրւK (Chap.2, Déf.1.4, Sholie (2)). Proédons par réurrene sur n :=

[L : K] ≥ 2 en supposant l'existene d'un orps intermédiaire de l'énoné pourtoute extension de degré ≤ n− 1. Deux as se présentent :1 plut�t que l'ambigu jeu de mots "orps de Massy" !121



122 6. THÉORÈME M- Ou bien L/K est galsimple. Si elle est galoisienne (resp. non galoisienne)M = L(resp. M = K) onvient.- Ou bien L/K n'est pas galsimple. Comme elle n'est pas triviale, ela signi�epar dé�nition (Chap. 2, Déf. 1.6.(2)) qu'il existe un orps K1 tel que
K ⊳K1 < L .En partiulier [L : K1] ≤ n− 1 et l'hypothèse de réurrene s'applique : il existeun orps M tel que

(MրւK1 , L = M ou (L † տM)) .Or K1/K est galtourable en tant qu'extension galoisienne, don par le Fait 2.7du hapitre 2,
(K1րւK , MրւK1) ⇒ (MրւK) ;et le orps M remplit les onditions de l'énoné.Uniité. Soit M ′ un autre orps intermédiaire entre K et L satisfaisant lesdeux onditions de l'énoné. Comme la translatée d'une extension galtourableest toujours une extension galtourable (f. Chap. 2, Cor 2.4 ou Th. 2.3), avoir

M/K galtourable implique que l'extension MM ′/M ′ est galtourable.

K 

M M’ 

M’ 

L 

Fig. 26. Translatée de M/K par M ′Considérons une tour galoisienne (F ) de MM ′/M ′

(F ) M ′ = F0 E · · ·E Fi E · · ·E Fm = MM ′ ,et sa tour strite assoiée (F<) (qui existe même pour une extension triviale :f. Chap. 3, remarque. 2.2.(1)). D'après le orollaire 2.6 du hapitre 3, ette tourstrite assoiée (F<) est néessairement galoisienne :
(F<) M ′ = F<0 ⊳ · · ·⊳ F<j ⊳ · · ·⊳ F<h = MM ′ .



1. QUATRIÈME THÉORÈME DE DISSOCIATION 123Supposons que l'on ait h ≥ 1 de sorte que
M ′ ⊳ F<1 ≤ MM ′ ≤ L .En partiulier L 6= M ′, d'où (L † տM ′) par dé�nition de M ′. Mais alors, onne peut avoir M ′ ⊳ F<1 < L par la galsimpliité de L/M ′, ni F<1 = L puisque

L/M ′ n'est pas galoisienne. La seule possibilité est don que h = 0, autrementdit MM ′ = M ′ i.e. M ≤ M ′. En éhangeant les r�les de M et M ′, on prouve demême que M ′ ≤M , et �nalement M = M ′. �Remarque 1.2. Nous venons de démontrer que toute extension �nie se disso-ie en une extension galtourable et, éventuellement, une extension galsimple. Lethéorème M justi�e don à lui seul l'introdution de la galtourabilité et de lagalsimpliité.Dé�nition 1.3. Dans les notations du théorème M (Th. 1.1) préédent, nousappelons M = M(L/K) "Le orps d'intourabilité de L/K".Corollaire 1.4. Une extension �nie L/K est galtourable si et seulement si sonorps d'intourabilité oïnide ave son orps sommet. Autrement dit, on a l'équi-valene
(LրւK) ⇔ M(L/K) = L .En partiulier, on a toujours l'égalité M(M(L/K)/K) = M(L/K).Démonstration. Si L/K est galtourable, le orps L lui-même véri�e les deuxonditions du théorème 1.1. Par uniité du orps d'intourabilité, on en déduit

M(L/K) = L. Inversement dans e as, L/K est galtourable puisqu'il en estainsi de M(L/K)/K par dé�nition. �Exemple 1.5. Dans les notations 3.1 du hapitre 5 ;
E0 = Q , E∞ =

⋃

n∈N

Q(
2n√

2) ,il n'existe pas de orps intermédiaire entre E0 et E∞ tel que les onditions (1) et(2) du théorème 1.1 soient véri�ées.Démonstration. C'est lair d'après le Fait 3.4 du hapitre 5. �



124 6. THÉORÈME M2. Le r�le entral du orps d'intourabilitéNous allons prouver que le orps d'intourabilité du théorème M ommandela galtourabilité (resp. l'intourabilité) des extensions quotients (resp. des sous-extensions) de toute extension �nie en induisant deux maximalités déterminantes.Proposition & Dé�nition 2.1. Soient L/K une extension �nie et M(L/K)son orps d'intourabilité (Déf. 1.3).(1) Pour toute extension quotient galtourable FրւK de L/K : K ≤ F ≤ L, ona néessairement F ≤M(L/K).(2) L'extension galtourable M(L/K)րւK est maximale dans l'ensemble desextensions quotients galtourables de L/K muni de la relation d'ordre du (1) dulemme 2.3 du hapitre 1.(3) L'extension M(L/K)րւK est la seule extension quotient de L/K véri�antla maximalité du (2).Nous appelons M(L/K)րւK "l'extension quotient galtourable maximale de
L/K."Démonstration. Posons M := M(L/K).(1) Soit FրւK une extension quotient galtourable de L/K. D'après le orollaire2.4 du hapitre 2, l'extension FMրւM est également galtourable. Elle admet ainsiune tour galoisienne que l'on peut supposer strite (Chap. 3, Cor. 2.6) :

M = F0 ⊳ · · ·⊳ Fn = F M .Raisonnons par l'absurde en supposant M 6= FM . Dès lors on a n ≥ 1, et enpartiulier M ⊳ F1 ≤ L. L'extension L/M est don non triviale. C'est qu'elle estgalsimple non galoisienne en vertu du théorème M . Or avoir F1 = L ontredit lefait que L/M est non galoisienne, et avoir F1 6= L ontredit la galsimpliité de
L/M . Cei prouve que néessairement M = FM , i.e. F ≤ M .(2) Pour toute extension quotient galtourable FրւK, on a F ≤ M d'après le (1)préédent, e qui signi�e, par dé�nition de la relation d'ordre, que

(FրւK) ≤ (MրւK) .(3) Si (M ′րւK) est une extension quotient galtourable maximale de L/K, ona M ′ ≤ M d'après le (1), i.e. (M ′րւK) ≤ (MրւK), d'où M ′ = M par lamaximalité de M ′րւK. �La proposition suivante induira la notion de "tour d'élévation" du hapitre 7�nal.



2. LE RÔLE CENTRAL DU CORPS D'INTOURABILITÉ 125Proposition 2.2. Soit L/K une extension �nie. Pour tout orps intermédiaire
F : K ≤ F ≤ L, le orps d'intourabilité de l'extension quotient F/K est inlusdans elui de l'extension L/K. Préisément :

M(F/K) ≤ F ∩ M(L/K) .Démonstration. L'extension M(F/K)րւK est galtourable (Th. 1.1). D'après le(1) de la proposition & dé�nition 2.1, on a don néessairement
M(F/K) ≤ M(L/K) .

K 

M(F/K) 

F M(L/K) 

L 

Fig. 27. Corps d'intourabilité d'une extension quotient
�Proposition & Dé�nition 2.3. Soient L/K une extension �nie et M(L/K)son orps d'intourabilité (Déf. 1.3).(0) Nous appelons "sous-extension d'intourabilité de L/K" toute sous-extension

L/F , K ≤ F ≤ L, ou bien triviale : L = F , ou bien galsimple non galoisienne :
(L † տF ).(1) Pour toute sous-extension d'intourabilité L/F de L/K, on a néessairement
M(L/K) ≤ F .(2) L'extension (L/M(L/K)) est maximale dans l'ensemble des sous-extensionsd'intourabilité de L/K muni de la relation d'ordre du (1) du lemme 2.3 du ha-pitre 1.



126 6. THÉORÈME M(3) L'extension (L/M(L/K)) est la seule sous-extension d'intourabilité de L/Kvéri�ant la maximalité du (2).Nous appelons (L/M(L/K)) "la sous-extension d'intourabilité maximale de
L/K".Démonstration. (1) Soit L/F une sous-extension d'intourabilité de L/K. Quand
F = L, le résultat est trivial. Supposons F 6= L. D'après le (0), 'est don que
L/F est une extension galsimple non galoisienne : (L † տF ). Distinguons alorsdeux as.- Si F est égal au orps d'intourabilité de F/K, on déduit du théorème M (Th.1.1) dans L/K que((F = M(F/K)րւK) , (L † տF )) ⇒ F = M(L/K) ,et l'on a le résultat voulu.- Si F 6= M(F/K), on a l'extension galsimple non galoisienne (F † տM(F/K)),et par la proposition 4.2 du hapitre 5 :((F † տM(F/K)) , (L † տF )) ⇒ (L † տM(F/K)) .On en déduit, une fois enore par le théorème M , que((M(F/K)րւK) , (L † տM(F/K))) ⇒ M(L/K) = M(F/K) ≤ F .(2) Soit L/F une sous-extension d'intourabilité de L/K. D'après le (1), on a
M(L/K) ≤ F , e qui signi�e (L/F ) ≤ (L/M(L/K)).(3) Si L/M ′ est une sous-extension d'intourabilité maximale de L/K, on déduitdu (1) que M(L/K) ≤M ′, i.e. (L/M ′) ≤ (L/M(L/K)), d'oùM ′ = M(L/K) parla maximalité de L/M ′. �Dé�nition 2.4. Soient L/K une extension �nie et M(L/K) son orps d'intou-rabilité.(1) Nous appelons "degré de galtourabilité de L/K", et nous notons [L : K]gal, ledegré de l'extension quotient galtourable maximale de L/K (Prop. & Déf. 2.1) :

[L : K]gal := [M(L/K) : K] .(2) Nous appelons "degré d'intourabilité de L/K", et nous notons [L : K]int, ledegré de la sous-extension d'intourabilité maximale de L/K (Prop. & Déf. 2.3) :
[L : K]int := [L : M(L/K)] .(3) Nous appelons "degré de tourabilité de L/K", et nous notons [L : K]tour, leouple d'entiers formé par le degré de galtourabilité et le degré d'intourabilité de



3. EXEMPLES DE CORPS D'INTOURABILITÉ 127
L/K :

[L : K]tour := ([L : K]gal, [L : K]int) .3. Exemples de orps d'intourabilitéNous avons déjà exhibé une lasse in�nie d'extensions simples non galoisiennes
Q(θ)/Q où n ≥ 3 et θn − θ − 1 = 0 (Chap. 2, Ex. 1.10.(iii)). Cei prouve enpartiulier que :Proposition 3.1. Tout entier naturel distint de 0 et 2 est un degré d'intoura-bilité (Déf. 2.4.(2)).Sholie. Une extension quadratique étant néessairement galoisienne, 2 est exlu.Cependant, le orps d'intourabilité des extensions induites par les polyn�mes
θn −θ−1 = 0 est toujours égal à Q. Dans ette setion, nous exhibons une lassein�nie d'extensions �nies où les extensions quotients galtourables maximales, ainsique les sous-extensions d'intourabilité maximales, sont non triviales.Nous utiliserons le Fait élémentaire suivant, dans lequel une raine primitive
νème de l'unité est notée génériquement ζν (ν ∈ N \ {0}).Fait 3.2. Pour tout ouple d'entiers (m,n) premiers entre eux, on a le parallé-logramme galoisien ylotomique

[Q,Q(ζm),Q(ζmn),Q(ζn)] .Démonstration. Érivons m = pe1
1 . . . per

r et n = qf1

1 . . . qfs
s où les pi et les qj sontdeux à deux étrangers. La déomposition en fateurs premier de mn est don

mn = pe1
1 . . . per

r q
f1

1 . . . qfs
s , et d'après [24, p.74, Th.2℄

Q(ζmn) = Q(ζpe1
1

) . . .Q(ζper
r

) Q(ζ
q

f1
1

) . . .Q(ζqfs
s

)

= Q(ζm) Q(ζn) .De plus
Q(ζm) ∩ Q(ζn) = Q ([41, p.11℄ ou [24, p.75℄) .D'où la onlusion. �Lemme 3.3. Soient deux entiers d et n tels que

d ≥ 2 , 4 ∤ d , n ≥ 1 , pgcd(d, n) = 1 .Notons En := Q(ζn) le nème orps ylotomique sur Q. Pour tout nombre premier
l ∈ N ne divisant pas n et tout ρ ∈ C tel que ρd = l, le polyn�me minimal de ρsur En est Xd − l et En(ρ)/En est de degré d :

Irr(ρ, En, X) = Xd − l , [En(ρ) : En] = d .



128 6. THÉORÈME MDémonstration. Soit q l'un quelonque des nombres premiers divisant d (≥ 2).Raisonnons par l'absurde en supposant que l ∈ Eq
n, i.e. l = eq

n ave en ∈ En. Afortiori pour les idéaux engendrés dans l'anneau Z[ζn] des entiers de En

lZ[ζn] = (en Z[ζn])q ,de sorte que, pour tout idéal premier P de Z[ζn]ordP(lZ[ζn]) = q ordP(en Z[ζn]) ,d'où ordP(en Z[ζn]) ≥ 0. L'idéal en Z[ζn] est don entier, et se déompose enidéaux premiers dans l'anneau de Dedekind Z[ζn]

en Z[ζn] = Pv1
1 . . . Pvr

r , vi > 0 (i = 1, . . . , r) .On en déduit
lZ[ζn] = P

q v1

1 . . . Pq vr
r , vi > 0 (i = 1, . . . , r)ave q ≥ 2. Cei exprime que lZ se rami�e dans En. D'après [24, p.74, Th.2℄, ei implique l | n : ontradition. C'est don que, pour tout q divisant d,

l /∈ Eq
n. Comme 4 ∤ d, on déduit alors du ritère d'irrédutibilité rappelé avantla proposition 4.3 du hapitre 5 que Xd − l est irrédutible dans En[X]. D'où laonlusion. �Remarque 3.4. Une autre démonstration du Lemme 3.3 est d'utiliser la galsim-pliité de Q(ρ)/Q (f. Chap. 5, Prop. 4.3).On en déduit leFait 3.5. Dans les notations du lemme 3.3, supposons de plus que d soit impair.Pour tout entier δ 6= d divisant d : δ | d, on a

µp ∩ En(ρδ) = 11quel que soit le nombre premier p divisant d
δ
: p | d

δ
. En partiulier, pour tout entier

δ′, multiple de δ, distint de δ et divisant d : δ′ | d, l'extension (En(ρδ)/En(ρδ′))n'est pas galoisienne.Démonstration. Prouvons d'abord le résultat pour δ = 1. Raisonnons par l'ab-surde en supposant que µp ∩ En(ρ) 6= 11. Comme pgcd(d, n) = 1 (f. lemme 3.3),
p ne divise pas n, et par le Fait 3.2, on a le parallélogramme galoisien

[Q,Q(ζn),Q(ζpn),Q(ζp)] (f. FIG. 28) .Or [En(ρ) : En] = d par lemme 3.3 préédent tandis que
[Q(ζpn) : En] = [Q(ζp) : Q] = p− 1 .
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Fig. 28. Parallélogramme [Q,Q(ζn),Q(ζpn),Q(ζp)]Mais alors p−1 pair divise d impair : absurde. Cei prouve l'égalité µp ∩ En(ρ) =
11. Soit maintenant δ′ un entier di�érent de 1 divisant d : 1 6= δ′ | d. Appliquonsle lemme 3.3 à d

δ′
et ρδ′ : omme (ρδ′)

d
δ′ = ρd = l, on a

[En(ρδ′) : En] =
d

δ′
.On déduit alors de [En(ρδ) : En] = d, que

[En(ρ) : En(ρδ′)] = δ′ .Il en résulte que le polyn�me minimal de ρ sur En(ρδ′) est :
Irr(ρ, En(ρδ′), X) = Xδ′ − ρδ′ =

δ′−1∏

j=0

(X − ζj
δ′ ρ) .Avoir En(ρδ)/En(ρδ′) galoisienne impliquerait don que ζδ′ ∈ En(ρδ), et a fortiorique ζp ∈ En(ρδ) pour tout nombre premier p divisant δ′ 6= 1 : ontraditiond'après e qui préède puisque par dé�nition δ′ divise d. Il est don prouvé que

En(ρδ)տEn(ρδ′) pour le as δ = 1.Soit en�n δ un entier di�érent de d divisant d : d 6= δ | d. Posons
P := ρδ , r :=

d

δ
, δ” :=

δ′

δ
.Clairement

P r = ρd = l , P δ” = ρδ′ .



130 6. THÉORÈME MDe plus δ′ 6= δ i.e. δ” 6= 1 et δ” divise r ar δ′ divise d. On peut don appliquerle résultat préédent pour δ = 1 ave la substitution(
d ρ δ′

r P δ”

)qui nous dit que l'extension
(En(P )/En(P δ”)) = (En(ρδ)/En(ρδ′))n'est pas galoisienne. �Nous sommes maintenant en mesure de prouver leThéorème 3.6. Pour tous entiers : d ≥ 3 impair et n ≥ 1, tels que l'on ait

pgcd(d, n) = 1, le ouple (ϕ(n), d) (où ϕ désigne l'indiateur d'Euler) est undegré de tourabilité (Déf. 2.4).Sholie . Cet énoné sera amélioré au théorème 3.8 (f. infra).Démonstration. Comme dans le Fait 3.5, on se plae dans les notations du lemme3.3. Déomposons d en produit de nombres premiers pi non néessairement dis-tints : d =
k∏

i=0

pi , et posons
∀m ∈ {1, . . . , k + 1} δm := d/(

m−1∏

j=0

pj) , Lm := En(ρδm) .Prouvons, par réurrene �nie sur m, que pour tout entier dans {1, . . . , k + 1}l'extension Lm/En est galsimple non galoisienne :
∀m ∈ {1, . . . , k + 1} (Lm

† տEn) .Pour m = 1, on déduit diretement du Fait 3.5 appliqué ave δ′ = d que l'exten-sion L1 := En(ρδ1)/En n'est pas galoisienne. De plus, omme (ρδ1)p0 = ρd = l, onsait par le lemme 3.3 que
[L1 : En] = p0 ,de sorte que L1/En est une extension simple (Chap. 2, Ex. 1.10.(iii)), don gal-simple. Supposons maintenant le résultat vrai pourm ∈ {1, . . . , k} et démontronsle pour m+ 1. Par dé�nition
δm = pm δm+1 .D'autre part, en vertu du lemme 3.3 à nouveau

[Lm = En(ρδm) : En] =
d

δm
.On en déduit

[Lm+1 : En] = pm
d

δm
,



3. EXEMPLES DE CORPS D'INTOURABILITÉ 131et
[Lm+1 : Lm] = pm .Cei prouve que l'extension Lm+1/Lm est simple, don galsimple. Et d'après leFait 3.5, elle est non galoisienne :

Lm+1 = En(ρδm+1)տEn(ρδm) = Lm .De plus, par l'hypothèse de réurrene, on a (Lm
† տEn). D'après la proposition4.2 du hapitre 5, on en déduit l'extension galsimple non galoisienne (Lm+1

† տEn).Cei ahève le raisonnement par réurrene.En partiulier pour m = k + 1, on a prouvé que l'extension (En(ρ)/En) estgalsimple non galoisienne. Finalement, omme l'extension En = Q(ζn)/Q estgaloisienne, don galtourable, il résulte du théorème M (Th. 1.1) que l'extension
(En(ρ)/En) est de degré de tourabilité (ϕ(n), d). �Pour généraliser le théorème 3.6 préédent, rappelons queProposition 3.7. [8, AVII.61, 5)℄Soit G un groupe ommutatif �ni. Pour tout entier q diviseur de l'ordre de G :
q
∣∣ |G |, il existe un sous-groupe de G d'ordre q.Théorème 3.8. Pour tous entiers : d ≥ 3 impair et n ≥ 1, tels que l'on ait
pgcd(d, n) = 1, le ouple (n, d) est un degré de tourabilité.Démonstration. Comme pgcd(d, n2) = 1, on sait par le théorème 3.6 que le ouple
(ϕ(n2), d) est un degré de tourabilité. Préisément, le orps ylotomique En2 =
Q(ζn2) est le orps d'intourabilité de l'extension (En2(ρ)/Q) où ρd = l est unnombre premier ne divisant pas n (lemme 3.3). Retenons en partiulier que

(En2(ρ) † տEn2) , [En2(ρ) : En2 ] = d .Par ailleurs, il résulte diretement de la formule expliitant l'indiateur d'Eulerque n divise ϕ(n2). Appliquons la proposition 3.7 au groupe abélien Gal(En2/Q) :omme n divise son ordre ϕ(n2), il existe un sous-groupe H d'ordre ϕ(n2)/n :
|Gal(En2/Q) |= ϕ(n2)

n
n = |H | n .Considérons alors le orps des invariants dans En2 de H : Fn := EH

n2 . Par lethéorème d'Artin, Gal(En2/Fn) = H , d'où
[Fn : Q] =

[En2 : Q]

[En2 : Fn]
=
n | H |
| H | = n ;et l'extension Fn/Q est galtourable (puisqu'elle est abélienne !). En adjoignant

ρ à Fn, nous allons prouver que l'extension Fn(ρ)/Q est de degré de tourabilité



132 6. THÉORÈME Mégal à (n, d). En translatant l'extension galoisienne En2րFn par Fn(ρ)/Fn , nousobtenons l'extension galoisienne En2(ρ)րFn(ρ) ave
Gal(En2(ρ)/Fn(ρ))

∼−→ Gal(En2/(Fn(ρ) ∩ En2))(f. Chap. 2, Th. 2.1). On en déduit en partiulier l'inégalité
[En2(ρ) : Fn(ρ)] ≤ [En2 : Fn] .

ρ

ρH

n
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 Q 
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 E n
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Fig. 29. (n, d) degré de tourabilitéOr
[En2(ρ) : En2 ][En2 : Fn] = [En2(ρ) : Fn] = [En2(ρ) : Fn(ρ)][Fn(ρ) : Fn] .L'inégalité préédente oblige don à avoir

[En2(ρ) : En2 ] ≤ [Fn(ρ) : Fn] .Mais ρ annule le polyn�me Xd − l ∈ Fn[X] ; don [Fn(ρ) : Fn] ≤ d. Comme on arappelé que [En2(ρ) : En2 ] = d, ei prouve que
[Fn(ρ) : Fn] = d .Par ailleurs,

[En2(ρ) : Fn(ρ)] =
[En2(ρ) : Fn]

[Fn(ρ) : Fn]
=

[En2(ρ) : Fn]

d
=

[En2(ρ) : Fn]

[En2(ρ) : En2 ]
= [En2 : Fn] .Mais aussi

[En2(ρ) : Fn(ρ)] = [En2 : Fn(ρ) ∩En2 ] .Il en résulte don que
Fn(ρ) ∩ En2 = Fn .



3. EXEMPLES DE CORPS D'INTOURABILITÉ 133Montrons maintenant que l'extension Fn(ρ)/Fn est galsimple. Supposons qu'ilexiste un orps intermédiaire N galoisien sur Fn :
Fn EN ≤ Fn(ρ) .En translatant l'extension galoisienne NրFn par En2/Fn, on obtient l'extensiongaloisienne N En2րEn2 qui est un quotient de l'extension galsimple non galoi-sienne (En2(ρ) † տEn2) (f. supra). Par onséquent

En2 EN En2 ≤ En2(ρ) ⇒





N En2 = En2(ρ)ou
En2 = N En2

.Mais on ne peut avoir N En2 = En2(ρ) puisque En2(ρ) n'est pas galoisien sur En2 .C'est don que En2 = N En2 , i.e. N ≤ En2 . Ainsi
Fn ≤ N = N ∩En2 ≤ Fn(ρ) ∩ En2 = Fn ,d'où N = Fn, e qui établit la galsimpliité de Fn(ρ)/Fn. De plus, si Fn(ρ)/Fnétait galoisienne, il en serait de même, par translation ave En2/Fn, de l'extension

En2(ρ)տEn2 : ontradition. Finalement, Fn(ρ)/Fn est galsimple non galoisienne :
(Fn(ρ) † տFn), e qui prouve que l'extension Fn(ρ)/Q est degré de tourabilité
(n, d). �





Chapitre 7TOURS D'ÉLÉVATION ETDISSOCIATION DES EXTENSIONS FINIESGrâe au théorème M , détaillé au hapitre préédent, nous sommes en mesurede généraliser aux extensions �nies quelonques les analogues aux théorèmes deShreier et de Jordan-Hölder du hapitre 4 pour les extensions galtourables. Nousallons voir, grâe à la notion de tour d'élévation, que des dé�nitions tout à faitanoniques onduisent à des énonés très similaires, bien que leurs démonstrationssoient di�érentes. 1. Tours d'élévationThéorème & Dé�nition 1.1. (dit "de la tour d'élévation1")Soit L/K une extension �nie quelonque. Toute tour
(F ) K = F0 ≤ F1 ≤ · · · ≤ Fi ≤ · · · ≤ Fm = Lde L/K induit une tour galtourable (f. Chap. 2, Déf. 1.5) onstituée des orpsd'intourabilité (Chap. 6, Déf. 1.3) sur K de haun des orps de (F ) :

(M) K = M0 := M(F0/K) ≶ M1 := M(F1/K) ≶ · · · ≶ Mi := M(Fi/K) ≶ . . .
· · · ≶ Mm := M(Fm/K) = M(L/K) .Nous appelons la tour (M) "la tour d'élévation de M(L/K)/K assoiée à latour (F )", et la notons

(M) = (E l[M(L/K)րւK, (F )]) .Nous disons en abrégé que "(E) est une tour d'élévation de M(L/K)" si etseulement s'il existe une tour (F ) de L/K telle que (E) = (E l[M(L/K)րւK, (F )]).Démonstration. D'après la proposition 2.2 du hapitre 6, on a
M(Fi−1/K) ≤ Fi−1 ∩M(Fi/K) (i = 1, . . . , m)et don Mi−1 ≤ Mi (i = 1, . . . , m). Or les extensions Mi/K étant galtourables,il en est de même des sous-extensions Mi/Mi−1 (i = 1, . . . , m) en vertu de laproposition 2.9 du hapitre 2. D'où la onlusion. �1Le ditionnaire Le Robert donne la dé�nition suivante : Élévation. ⋄ Géom. Projetionsur un plan vertial parallélement à une des faes de l'objet. On peut onsidérer que 'est equ'évoque la �gure 30. 135
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Fig. 30. Tour d'élévation de M(L/K) assoiée à (F )Nous voulons ensuite introduire, à partir de la dé�nition préédente, les toursd'élévation de l'extension L/K elle-même, et plus seulement de son extensionquotient galtourable maximale M(L/K)րւK. On sait, par le théorème M , quela sous-extension L/M(L/K) peut être ou bien triviale, ou bien galsimple nongaloisienne. Cette alternative pose une di�ulté : rajouter systématiquement leorps L à une tour de M(L/K)րւK, 'est le répéter lorsque l'extension L/K estgaltourable. Or une telle répétition rend impossible l'obtention de tours strites,et par suite de tours de omposition. Nous évitons et éueil par la dé�nitionsuivante



1. TOURS D'ÉLÉVATION 137Dé�nition 1.2. Soient L/K une extension et M un orps intermédiaire entre Ket L : K ≤M ≤ L. Soit de plus
(E) K = E0 ≤ E1 ≤ · · · ≤ Em = Mune tour de M/K. Nous appelons "tour de L/K induite par (E)", et nous notons

((E) 99K L)la tour de L/K dé�nie de la façon suivante
((E) 99K L) :=

{
(E) si M = L
K = E0 ≤ E1 ≤ · · · ≤ Em = M < L si M 6= L

.Dé�nition 1.3. Soient L/K une extension �nie et
(F ) K = F0 ≤ F1 ≤ · · · ≤ Fm = Lune tour quelonque de L/K.Nous appelons "tour d'élévation de L/K assoiée à (F )", et nous notons

(E l[L/K, (F )]), la tour de L/K induite par la tour d'élévation assoiée à (F )de l'extension quotient galtourable maximale de L/K :
(E l[L/K, (F )]) := ((E l[M(L/K)րւK, (F )]) 99K L) .Nous disons en abrégé que "(E) est une tour d'élévation de L/K", si et seule-ment s'il existe une tour (F ) de L/K telle que (E) = (E l[L/K, (F )]).Remarque 1.4. Les dé�nitions 1.1 et 1.3 oïnident lorsque l'extension L/K estgaltourable. En partiulier, il résulte du Th. & Déf. 1.1 que toute tour d'élévationd'une extension L/K galtourable est galtourable.Tirons des dé�nitions préédentes les résultats direts suivantsFait 1.5. Dans les notations de la dé�nition 1.2, on a l'équivalene

(E) strite ⇐⇒ ((E) 99K L) strite.Démonstration. Le résultat est évident si M = L. Si M 6= L, il est immédiatpuisque la dernière marhe de ((E) 99K L) est toujours non triviale. �Proposition 1.6. Soit L/K une extension (galtourable) �nie. Pour toute tourgaltourable (T ) de L/K, la tour d'élévation de L/K assoiée à (T ) est égale à
(T ) :

(E l[L/K, (T )]) = (T ) .



138 7. TOURS D'ÉLÉVATION ET DISSOCIATION DES EXTENSIONS FINIESDémonstration. Notons
(T ) K = T0 ≶ T1 ≶ · · · ≶ Ti ≶ · · · ≶ Tm = Lune tour galtourable de L/K. Considérons les tours ratio (Chap. 3, Déf. 3.1.(2))

(Tr) K = T0 ≶ T1 ≶ · · · ≶ Tr (r = 0, . . . , m)Ce sont des tours galtourables. D'après le orollaire 1.10 du hapitre 3, les ex-tensions Tr/K (r = 0, . . . , m) sont don galtourables. Et l'on déduit du orollaire1.4 du hapitre 6 que
∀r ∈ {0, . . . , m} M(Tr/K) = Tr .D'où la onlusion. �Lemme 1.7. Soient L/K une extension quelonque et M un orps intermédiaireentre K et L : K ≤M ≤ L. Pour tout entier r et toute tour
(F ) K = F0 ≤ F1 ≤ · · · ≤ Fr = Mde M/K, on a l'égalité

(ratr((F ) 99K L)) = (F )où (ratr((F ) 99K L)) désigne la tour ratio à l'indie r (f. Chap. 3, Déf. 3.1.(2))de la tour de L/K induite par (F ) (Déf. 1.2).Démonstration. - Si M = L, ((F ) 99K L) = (F ) et (ratr(F ) = (F )) (f. Chap. 3,Fait 3.2).- Si M 6= L, i.e. M < L, on a
((F ) 99K L) K = F0 ≤ F1 ≤ · · · ≤ Fr = M < L .Il en déoule, par dé�nition d'une tour ratio, que
(ratr((F ) 99K L)) K = F0 ≤ F1 ≤ · · · ≤ Fr = Mi.e. (ratr((F ) 99K L)) = (F ). �Le lemme préédent nous permet d'énoner la proposition suivante, dont l'in-térêt est de faire passer d'une tour de M(L/K)րւK à une tour de L/K.Proposition 1.8. Soient L/K une extension �nie et M(L/K) son orps d'in-tourabilité (Chap. 6, Déf. 1.3). Pour toute tour

(E) K = E0 ≤ E1 ≤ · · · ≤ Ei ≤ · · · ≤ Em−1 ≤ Em = M(L/K)de l'extension quotient galtourable maximale de L/K, on a
(E) = (ratm((E) 99K L))et

(E l[M(L/K)րւK, (infL(E))]) = (E l[M(L/K)րւK, (E)])où (infL(E)) désigne la tour in�atée à L de (E) (f. Chap. 3, Déf. 3.1.(3)).



1. TOURS D'ÉLÉVATION 139Démonstration. La première égalité est immédiate en vertu du lemme 1.7. Et pardé�nition d'une tour in�atée
(infL(E)) K = E0 ≤ E1 ≤ · · · ≤ Ei ≤ · · · ≤ Em−1 ≤ L .Par appliation direte du Th. & Déf. 1.1, on en déduit la tour d'élévation de

M(L/K)րւK :
(E l[M(L/K)րւK, (infL(E))]) K = M(E0/K) ≶ M(E1/K) ≶ . . .

· · · ≶ M(Em−1/K) ≶ M(L/K) .D'autre part, on a vu au orollaire 1.4 du hapitre 6 que
M(M(L/K)/K) = M(L/K) .Pour obtenir l'égalité des tours d'élévation de l'énoné, il su�t alors d'appliquerà nouveau le Th. & Déf. 1.1 à la tour (E). �Proposition 1.9. Soient L/K une extension �nie quelonque et

(E) K = E0 ≤ · · · ≤ Ej ≤ · · · ≤ En = Lune tour de L/K. On a l'équivalene :
(E) est une tour d'élévation de L/K si et seulement si (E) est induite par unetour galtourable de M(L/K)րւK.Démonstration. Supposons que (E) soit une tour d'élévation de L/K. Par ladé�nition 1.3, elle est induite par une tour (M) d'élévation de M(L/K)րւK ;autrement dit il existe une tour (F ) de L/K telle que (M) soit la tour d'élévationde M(L/K)րւK assoiée à (F ). Et l'on a vu au Th. & Déf. 1.1 que (M) est unetour galtourable.Inversement, supposons que (E) soit induite par une tour galtourable (T ) de
M(L/K)րւK : (E) = ((T ) 99K L). D'après la proposition 1.6

(T ) = (E l[M(L/K)րւK, (T )]) ,et par la proposition 1.8
(E l[M(L/K)րւK, (T )]) = (E l[M(L/K)րւK, (infL(T ))]) .Finalement

(E) = (E l[M(L/K)րւK, (infL(T ))]) 99K L)

= (E l[L/K, (infL(T ))])(f. Déf. 1.3). �Prouvons en�n le résultat suivant.



140 7. TOURS D'ÉLÉVATION ET DISSOCIATION DES EXTENSIONS FINIESProposition 1.10. Soient L/K une extension �nie, et (F ) une tour strite de
L/K telle que la tour d'élévation (E l[L/K, (F )]) de L/K assoiée à (F ) soit unetour strite. Alors, tout ra�nement galoisien strit de (E l[L/K, (F )]) est enoreune tour d'élévation de L/K.Démonstration. Distinguons deux as.(1) M(L/K) = L. Il résulte diretement des dé�nitions 1.3 & 1.2 que la tourd'élévation de L/K assoiée à (F ) est une tour galtourable de L/K. Par la pro-position 1.8 du hapitre 3, tout ra�nement galoisien de elle-i est enore unetour galtourable de L/K ; et don une tour d'élévation de L/K en vertu de laproposition 1.6.(2) M(L/K) < L. Pour

(F ) K = F0 < · · · < Fi < · · · < Fm = L ,on a dans e as
(E l[L/K, (F )]) K = M0 := M(F0/K) ≶ · · · ≶ Mi := M(Fi/K) ≶ . . .

· · · ≶ Mm := M(L/K) < Mm+1 := L .Soit (R) un ra�nement galoisien strit de (E l[L/K, (F )]). D'après la dé�nition1.3.(4) et la remarque 1.2.(2) du hapitre 3, il s'érit
(R) K = R0 < · · · < Rj1 = M1 < · · · < Rj < · · · < Rji

= Mi < . . .
· · · < Rjm = Mm < · · · < Rjm+1 = Loù

0 = j0 < j1 < · · · < jm < jm+1 .D'autre part, il résulte de la proposition 3.6.(1) du hapitre 3 que la tour ratiode (R) à l'indie jm (Chap. 3, Déf. 3.1.(2))
(ratjm(R)) K = R0 < · · · < Rj1 = M1 < · · · < Rj < . . .

· · · < Rji
= Mi < · · · < Rjm = Mm = M(L/K)est un ra�nement galoisien de la tour

(ratm(E l[L/K, (F )])) K = M0 ≶ · · · ≶ Mi ≶ · · · ≶ Mm = M(L/K) .Cette dernière étant galtourable, on déduit de la proposition 1.8 du hapitre 3que (ratjm(R)) est aussi une tour galtourable de M(L/K)րւK. En vertu de laproposition 1.9 préédente, il su�t maintenant pour onlure de prouver que latour (R) est induite par la tour galtourable (ratjm(R)). Raisonnons par l'absurdeen supposant que ela ne soit pas le as. Comme par dé�nition on a l'impliation
jm + 1 = jm+1 ⇒ (R) = ((ratjm(R)) 99K L) ,ela signi�erait que

jm + 1 6= jm+1 ⇒ jm + 1 < jm+1 ;et le ra�nement (R) étant strit,
M(L/K) = Rjm < Rjm+1 < Rjm+1 = L .



2. TOUR DE COMPOSITION ET THÉORÈMES DE DISSOCIATION 141Il est de plus galoisien ; don par la ondition (RAFG) de la dé�nition 1.3 duhapitre 3, on en déduirait que Rjm+1 est galoisien sur Rjm. Mais avoir
M(L/K) ⊳Rjm+1 < Lontredit la galsimpliité de L/M(L/K) (f. Théorème M du hapitre 6). �2. Tour de omposition et Théorèmes de dissoiationNous avons introduit au hapitre 4 la notion de "tour de omposition galoi-sienne" d'une extension galtourable. Nous allons maintenant dé�nir sa générali-sation à n'importe quelle extension �nie.Dé�nition 2.1. Soit L/K une extension �nie quelonque. Nous appelons "tourde omposition de L/K" toute tour d'élévation de L/K strite qui n'admet auunra�nement galoisien propre.Cette notion de tour de omposition pour n'importe quelle extension �nie gé-néralise elle de tour de omposition galoisienne pour les extensions galtourables(Chap. 4, Set. 1). En e�et :Lemme 2.2. Soit LրւK une extension galtourable �nie. Toute tour de ompo-sition galoisienne de L/K est une tour de omposition de L/K au sens de ladé�nition 2.1 préédente.Démonstration. Soit (T ) une tour de omposition galoisienne de L/K (Chap.4, Déf. 1.1.(1)). Il su�t de montrer que (T ) est une tour d'élévation de L/K.Or (T ) est a fortiori une tour galtourable ; don par la proposition 1.6, (T ) =

(E l[L/K, (T )]). �Proposition 2.3. Soit LրւK une extension galtourable �nie. L'ensemble non-vide des tours de omposition galoisiennes de L/K est égal à l'ensemble des toursde omposition de L/K au sens de la dé�nition 2.1.Démonstration. L'ensemble des tours de omposition galoisiennes de L/K estnon-vide en vertu du seond théorème de dissoiation (Chap. 4, Th. 4.2). Et parle lemme 2.2, il est inlus dans elui des tours de omposition de L/K au sens dela dé�nition i-dessus.Prouvons l'autre inlusion en onsidérant une tour de omposition (C) de L/Komme dé�nie au 2.1. C'est en partiulier une tour d'élévation de L/K, et elleest galtourable pare que L/K l'est (remarque 1.4). Selon la proposition 1.9 du



142 7. TOURS D'ÉLÉVATION ET DISSOCIATION DES EXTENSIONS FINIEShapitre 3, elle admet don un ra�nement galoisien (R) qui est une tour galoi-sienne. Or, en tant que tour de omposition, (C) n'admet pas de ra�nementgaloisien propre. Cei établit que le ra�nement (R) de (C) est trivial (Chap.3, Déf. 1.3.(2)). De plus, (C) est strite en tant que tour de omposition. Pardé�nition d'une tour strite assoiée (Chap. 3, Prop. & Déf. 2.1), on en déduitque (C) = (R<). Comme (R) est une tour galoisienne, le orollaire 2.6 du hapitre3 assure �nalement que (C) est une tour de omposition galoisienne. �Nous avons donné une aratérisation des tours d'élévation (Prop. 1.9) ; noussommes maintenant en mesure de faire de même pour les tours de omposition.Proposition 2.4. Soient L/K une extension �nie et
(C) K = C0 ≤ · · · ≤ Ci ≤ · · · ≤ Cm = Lune tour de L/K. On a l'équivalene :

(C) est une tour de omposition si et seulement si elle est induite par une tourde omposition galoisienne de l'extension quotient galtourable maximale de L/K.Démonstration. Supposons que (C) soit une tour de omposition de L/K. C'estune tour d'élévation de L/K, don par la proposition 1.9, elle est induite parune tour galtourable (T ) de M(L/K)րւK. Montrons que (T ) est en fait une tourde omposition galoisienne de M(L/K)րւK. D'après le Fait 1.5, elle est strite.Notons r la hauteur de (T ). D'après le lemme 1.7,
(T ) = (ratr((T ) 99K L)) = (ratr(C)) .Raisonnons par l'absurde en supposant qu'il existe un ra�nement galoisien propre

(R) de (T ). D'après la proposition 3.7.(2) du hapitre 3, (resr(C)) et (R) in-duisent un ra�nement galoisien propre de (C) : ontradition, puisque (C) n'enadmet pas. Finalement, (T ) est une tour strite sans auun ra�nement galoisienpropre. C'est de plus une tour d'élévation d'après la proposition 1.6, puisqu'elleest galtourable. C'est don bien une tour de omposition de L/K.Réiproquement, supposons que (C) soit induite par une tour de ompositiongaloisienne (T ) de M(L/K)րւK. D'après le Fait 1.5, (C) est strite, tandis quepar la proposition 1.9, 'est une tour d'élévation de L/K. Soit r la hauteur de
(T ). Raisonnons par l'absurde en supposant l'existene d'un ra�nement galoisienpropre de (C). Comme (T ) n'admet pas de ra�nement galoisien propre, on déduitalors du (1) de la proposition 3.7 du hapitre 3 qu'il existe un ra�nement galoisienpropre de la tour resteinte (resr(C)). Or elle-i est :- Ou bien la tour triviale (Chap. 2, Déf. & Conv. 1.1.(1))

(resr(C)) M(L/K) = F0 = Llorsque L/K est galtourable. Mais ette tour triviale est une tour de omposi-tion galoisienne (Chap. 4, Fait 1.2) et n'admet don auun ra�nement galoisien



2. TOUR DE COMPOSITION ET THÉORÈMES DE DISSOCIATION 143propre.- Ou bien la tour strite
(resr(C)) M(L/K) < L .Notons

(R) M(L/K) = R0 ≤ · · · ≤ Rj ≤ · · · ≤ Rn = Lson ra�nement galoisien susmentionné. Par dé�nition d'un ra�nement propre(Chap. 3, Déf. & Conv. 1.1.(2)), l'ensemble {j ∈ {1, . . . , n− 1} | R0 < Rj < Rn}est non vide, et l'on peut onsidérer son plus petit élément j0. Alors, d'une partla minimalité de j0 implique que Rj0−1 = M(L/K), d'autre part la ondition(RAFG) de dé�nition d'un ra�nement galoisien (Chap. 3, Déf. 1.3.(4)) onduità
M(L/K) = Rj0−1 ⊳Rj0 < Rn = L .Mais ei ontredit la galsimpliité de L/M(L/K) (Chap. 6, Th. 1.1).L'existene d'un ra�nement galoisien propre de (C) est don impossible, equi �nit de prouver que (C) est une tour de omposition de L/K au sens de ladé�nition 2.1. �Nous allons en�n pouvoir prouver les derniers théorèmes de dissoiation quisont les analogues pour les extensions �nies quelonques des 1er et 3ème théorèmesde dissoiation du hapitre 4 pour les extensions galtourables. Mais nous n'avonsjusqu'ii dé�ni l'équivalene de deux tours d'une même extension que lorsque estours sont galoisiennes. La dé�nition suivante de l'équivalene de deux tours in-duites implique en partiulier elle de l'équivalene de deux tours de ompositionnon galoisiennes en vertu de la proposition 2.4 préédente.Dé�nition 2.5. Soient L/K une extension �nie quelonque, (T ) et (T ′) deuxtours galoisiennes de l'extension quotient galtourable maximaleM(L/K)րւK de

L/K. Nous disons que les tours induites de L/K par (T ) et (T ′) sont équivalentessi et seulement si les tours galoisiennes (T ) et (T ′) le sont au sens de la dé�nition1.1.(2) du hapitre 4 :
((T ) 99K L) ∼ ((T ′) 99K L)

Déf.⇐⇒ (T ) ∼ (T ′) .Théorème 2.6. (5ème théorème de dissoiation)Deux tours d'élévation d'une même extension �nie quelonque admettent des raf-�nements galoisiens qui sont des tours d'élévation équivalentes de ette extension.Démonstration. Soient L/K une extension �nie et (E1), (E2) deux tours d'élé-vation de L/K. Lorsque L/K est galtourable, il en est de même de (E1) et (E2)par dé�nition ; don il su�t d'utiliser le 1er théorème de dissoiation bis (Chap.4, Th. 3.4) ave la proposition 1.6.



144 7. TOURS D'ÉLÉVATION ET DISSOCIATION DES EXTENSIONS FINIESSupposons désormais L/K non galtourable, i.e. telle que M(L/K) < L (Chap.6, Cor. 1.4). Les tours d'élévation (E1) et (E2) sont respetivement induites pardes tours galtourables (T 1) et (T 2) de l'extension quotient galtourable maximale
M(L/K)րւK (f. Déf. 1.3 et Th. & Déf. 1.1). En notant ri (i = 1, 2) la hauteurde la tour

(T i) K = T i
0 ≶ · · · ≶ T i

ri
= M(L/K) ,on a par le lemmme 1.7

(T i) = (ratri
(Ei)) ,et don

(Ei) K = Ei
0 = T i

0 ≶ · · · ≶ Ei
ri

= T i
ri

= M(L/K) < Ei
ri+1 = L .Cei permet d'appliquer le (2) de la proposition 3.6 du hapitre 3.- D'une part, la tour restreinte (resri

(Ei)) est un ra�nement galoisien d'elle-même en vertu du (2) de la remarque 1.4 du hapitre 3.- D'autre part, on sait par le théorème 3.4 du hapitre 4 que (T 1) et (T 2) ad-mettent des ra�nements galoisiens (T ′1) et (T ′2) qui sont des tours galoisienneséquivalentes.On déduit alors de la proposition 3.6 préitée qu'il existe un ra�nement galoi-sien (E ′i) de (Ei) tel que
(resjri

(E ′i)) = (resri
(Ei)) et (ratjri

(E ′i)) = (T ′i) .Par onséquent :
(E ′i) K = E ′i

0 E· · ·EE ′i
j0

= Ei
0E· · ·EE ′i

jri
= Ei

ri
= M(L/K) < E′i

jri+1 = Ei
ri+1 = L .En partiulier (E ′i) est la tour de L/K induite par (T ′i)

(E ′i) = ((T ′i) 99K L) (i = 1, 2) .Comme (T ′1) et (T ′2) sont des tours galoisiennes, a fortiori galtourables, de
M(L/K)րւK, on déduit de la proposition 1.9 que les ra�nements galoisiens
(E ′1) et (E ′2) sont des tours d'élévation de L/K. En�n, elles sont équivalenesau sens de la dé�nition 2.5 puisqu'il en est ainsi de (T ′1) et (T ′2). �Théorème 2.7. (6ème théorème de dissoiation)Soit L/K une extension �nie quelonque.(1) Toute tour d'élévation strite de L/K admet un ra�nement galoisien qui estune tour de omposition de L/K.(2) Deux tours de omposition de L/K sont équivalentes.Démonstration. (1) Si L/K est galtourable, i.e. si L = M(L/K) (Chap. 6, Cor.1.4), toute tour d'élévation de L/K est galtourable puisque

(E l[L/K, (F )]) = (E l[M(L/K)րւK, (F )]) (Th. & Déf. 1.1).



2. TOUR DE COMPOSITION ET THÉORÈMES DE DISSOCIATION 145D'après le 3ème théorème de dissoiation bis (Chap. 4, Th. 4.4.(1)), une tour d'élé-vation strite de L/K admet don un ra�nement qui est une tour de ompositiongaloisienne de L/K. Par le Fait 1.5.(2) du hapitre 3, e ra�nement est galoisien,et 'est une tour de omposition de L/K en vertu de la proposition 2.3.Plaçons-nous maintenant dans le as nouveau où M(L/K) < L. Soit (E) unetour d'élévation strite de L/K. Elle est induite par une tour d'élévation (T ) de
M(L/K)րւK (Déf. 1.3) qui est strite d'après le Fait 1.5 du présent hapitre, etgaltourable (Th. & Déf. 1.1) :

(T ) K = T0 ≶ · · · ≶ Ti ≶ · · · ≶ Tr = M(L/K) ;d'où
(E) = ((T ) 99K L) K = E0 := T0 ≶ · · · ≶ Ei := Ti ≶ . . .

· · · ≶ Er := Tr = M(L/K) < Er+1 := L .En partiulier, par dé�nition (Chap. 3, Déf. 3.1),
(T ) = (ratr(E))et

(resr(E)) Er = M(L/K) < Er+1 = L .Nous allons ra�ner les tours (ratr(E)) et (resr(E)). D'une part, il est lair que
(resr(E)) est un ra�nement galoisien de lui-même (Chap. 3, remarques 1.4.(2)).D'autre part (T ) étant une tour galtourable strite, on déduit du (1) du théorème4.4 du hapitre 4 que (ratr(E)) admet un ra�nement galoisien (C) qui est unetour de omposition galoisienne de M(L/K)րւK. Il résulte alors du (2) de laproposition 3.6 du hapitre 3 qu'il existe un ra�nement galoisien (E ′) de (E) telque l'on ait à la fois

(resjr(E
′)) = (resr(E)) , (ratjr(E

′)) = (C) .Par onséquent, la tour (E ′) s'érit
(E ′) K = E ′

0 = C0 ⊳ · · ·⊳ E ′
ji

= Cji
= Ei ⊳ · · ·⊳ E ′

j = Cj ⊳ . . .
· · ·⊳ E ′

jr
= Cjr = Er = M(L/K) < E′

jr+1 = Er+1 = L .On onstate en partiulier que la tour (E ′) est induite par la tour de ompositiongaloisienne (C) de M(L/K)րւK :
(E ′) = ((C) 99K L) .En vertu de la proposition 2.4, (E ′) est don une tour de omposition de L/K. �
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